Numero d'ordre : 2832

Contribution a 'algorithmique
anytime: controle et conception

THESE

présentée et soutenue publiquement le 23 novembre 2000

pour {'obtention du

Doctorat de I'Université des Sciences et Technologies de Lille
(spécialité informatique)

par

Arnaud DELHAY
Ingénieur ISEN

Composition du jury

Présudent : Michel PETITOT. Professeur LIFL. USTL
Rapporteurs :  Fraugois CHARPILLET, Chargé de Recherche INRIA-Lorraine, Nancy
Shiomo ZILBERSTEIN, Professeur, University of Massachussets
Ezammateurs :  Abdel-Illah Mouapuis, Maitre de Conférence CRIL, Université d'Artois, Lens
“hilippe SARAZIN, Inginiem DGA/DSP/STTC/DT/SC, Paris
Fatrick TAILLIBERT, Ingénieur Thomson-CSF Detexis, Elancourt
Directeurs : Miax DAUCHET. Professeur LIFL. USTL
Philippe VAN.EEGHE, Professeur LAIL. Ecule Centrale de Lille

UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE
raboratoire d'Informauque Forndamentale de Lille — UPRESA 8022
UTR {TEEA. - Bat M3 - 39655 VILLENEUVE D ASCQ CEDEX
Té +33 (0320 43 47 24 - Teélécopie +33 (0)3 20 43 65 66 - o1l directionflifl.fr



Mis en page et composé avec [FTEX et la classe thlifl.



Remerciements

Le travail présenté dans ce mémoire a été réalisé au sein du Laboratoire d’Informatique
Fondamentale de Lille (LIFL UPRESA 8022) et au sein du Laboratoire Signaux et
Systémes de 'ISEN. Il 2 été financé par une bourse DGA/CNRS.

Mes plus vifs remerciements vont 4 Monsieur Max Dauchet, mon directeur de thése,
qui m’a encadré durant ces trois années et qui a su entretenir ma motivation par son
expérience, son enthousiasme et sa passion de tous les instants. Que Monsieur Philippe
Vanheeghe, Professeur 4 'Ecole Centrale de Lille, soit associé & ces remerciements pour
avoir participé & cet encadrement, pour ses cunseils avisés, ses nombreuses questions aussi
“oénantes” qu'intéressantes, et son humour.

Je témoigne toute ma gratitude & Monsieur Michel Petitot, Professeur & I'Université
des Sciences et Technologies de Lille, pour avoir bien voulu présider le jury de cette thése.

Je suis trds reconnaissant envers Monsieur Francois Charpillet, Chargé de Recherche au
LORIA de Nancv, d’avoir été rapporteur de cette thése et d'avoir pris le temps d'examiner
son travail.

Je remercie trés vivement Monsieur Shlomo Zilberstein. Professeur a I'Université du
Massachussets A Ambherst, d’avoir accepté d’étre rapporteur de cette thése et pour les
discussions passionnantes que nous avons eues ainsi que le travail que nous avons pu
effectuer ensemble.

Je remercie également Monsieur Abdel-Illah Mouaddib. Maitre de Conférence a 1'Uni-
versité d'Artois d'avoir accepté de participer 4 ce jury et pour les travaux que nous avons
effectués ensemble.

Que Morsieur Philippe Sarazin de la Délégation Générale pour I'Armement soit éga-
lement remercié pour sa participation au jury et pour avoir cru a ce sujet de recherche et
aidé & le promouvoir 4 la DGA.

Je remercie vivemnent Monsieur Patrick Taillibert de la société Thomson-CSE Detexis
d’avoir été a l'initiative de ce sujet de theése et d’avoir collaboré & ce travail par ses longues
discussions passionnées et ses critiques constructives, ainsi que par sa participation active
4 la mise en pratique de cette étude.

Je remercie Monsieur Jean-Marc Geib ¢r Monsieur Bernard Toursel, directeurs du
LIFL pour leur accueil au sein de leur laboratoire, et Monsieur Jean-Noél Decarpigny,
trop tot disparu, et Monsieur Léon Carrez, directeurs de I'ISEN, pour leur accueil au sein
de leur établissement.



ii

Que toutes les personnes ayant participé 4 ce travail, soit directement par leur contri-
bution, leurs commentaires, leurs relectures ou leur aide pratique, soit indirectement en me
soutenant et me supportant durant ces trois années soient associées a ces remerciements.
J’ai une pensée particuliére pour mes plus proches collégues de 'ISEN: Laurent, Manu
et Manu (ils se reconnaitront), Philippe, Annemarie, Christophe, Marie, Dominique L.,
Jean-Michel, Dominique D., Pascal, Christelle, Roberte, Marie-Christine; et du LIFL:
Jean-Stéphane, Sébastien, Bruno et Annie (qui m’a guidé vers le plus court chemin dans
le labyrinthe administratif). Merci & mes collégues de I'TUT de Lannion pour leur accueil
et leur aide dans la derniére ligne droite.

Merci & tous de m'avoir aidé & arriver jusque li. Recevez ma reconnaissance et mon
amitié.



il

d mes Parents,
3 Nathalie,
d ma Famille.



iv



Table des matiéres

Introduction 1
1 Complexité algorithmique et temps-réel . . . . . . .. .. .. ... .. . . 1
2 Les algorithmes anytime . . . . . . . ... . ... .. o 2
3 Organisation du document . . . .. .. ... ... ... 3

1 Un compromis temps de calcul/performance 5
1.1 Algorithmique anytime . . . .. .. . ... o o 5

1.1.1 Définitions . . . . . . .. ... ... .. ... ... C 6
1.1.1.1 Utilité et Qualite . . . . .. .. ... ... ... ... .. 7

1.1.1.2  Profils de performance . . . . . . .. ... ... .. ... 9

1.1 1.3 Types d'algorithmes anytime . . . . . .. ... ... . 14

1.1.2  Construction et utilisation d'un algorithme anytime . . . . . . . . 17
1.1.2.1  Construction de l'algorithme . . .. ... .. ... 17

1.1.2.2  Le voyageur de commerce (TSP) . . ... ... .. . ... 18

1.1.3 Conclusion. . . .. ... ... ..., ... .. S 20

1.2 Composition optimale d’algorithmes anvtime . . . . . .20
1.2.1 Définition du probléme de compilation . C .20
1.2.1.1 Complexité . .. ... .. .. .21

12.1.2 Lacompilationlocale. . . . . . ... .. .23

1.2.1.3 Heuristiques . . . . . .. ... ... .. oL 24

1.2.2  Conclusion sur la composition de modules anytime . . . . 24

1.3 Gestion des algorithmes anytime . . . . . . .. ... ... ... ... 25
1.3.1 Geénéralités . . ... ... ... ... .. Ce e 25
1.3.2  Approche de Boddy et Dean: Deliberation Scheduling . . . . . .. 25
1.3.3  Approche de Hansen et Zilberstein . . . . .. . ... ... .. .. 27
1.3.4  Le raisonnement progressif . . .. .. e 29
1.3.5 Design-to-time scheduling . . . . .. ... .. ... .. ... ... 31



vi

Table des matiéres

1.4 Conclusion . . . . . . ... ...
2 Maximiser la qualité moyenne
2.1 Exposéduprobléme ... ... ... ... . ...
211 Sitwation . . ...
2.1.2 Les méthodes possibles . . . . . . ... ... ... . ... .. ...,
2.1.2.1 Les algorithmes interruptibles . . . . . . .. .. ... ...
2.1.2.2 Les algorithmes a contrat . . . . .. ..
2.2 Formalisation . .. ... ... ... ... . ... ... .
2.3 Etudes selon les types de fonctions de qualité . . . . . .
2.3.1 Résultats pour les profils de performance convexes
2.3.2 Résultats préliminaires pour les fonctions concaves
2.3.3 Détail des preuves . . . . . ... ...
2.4 Le cas discret : approximation du profil de performance .
2.5 Qualité moyenne dans une fenétre quelconque
2.5.1 Schéma de la preuve de la réduction. . . . . . ..
2.52 Preuve de laréduction . . . . ... ... ... ..
2521 Conventions . . . .. ... ..... .
2.5.2.2 Lemmes préliminaires . . . . . . .. .
2.5.2.3 Lemmes fondamentaux . . . . . . . . ..
2.5.3 Détail des preuves . ... .. .. ... ...
2.6 Qualité moyenne dans une longue fenétre . . . . . . ..
26.1 Préambule . .. ... ... Lo
2.6.2 Lemme fondamental . . . ... ... .
2.6.3 Algorithme QUALITE . . .. ... ... ..
2.7 Approximation de la qualité moyenne optimale . . . . . .
28 Conclusion. . . . . .. ...
3 Contribution a la conception d’algorithmes anytime
3.1 Principaux résultats . . ... ... ..
32 Conclusion. . ... ... .. ... ... ... ...
Conclusion

Bibliographie

..........



vii

Table des figures
Liste des tableaux
Annexes

A Contribution to the design of anytime algorithms

A.2.1 Experimental results . .. . . ... ... ... ...
A.2.1.1 Ordinary Selection Sort . . . . . . ... ... .. .....
A.21.2 Bubblesort ... ... .. ... ... ...

A22 Discussion . . ... ..o Lo
A.2.2.1 Interpretation of experimental results . . . . . . ... ..

A.2.2.2 Input quality vs. beginning quality . . . . ... ... ...

A3 Construction of performance profiles . . ... ... ... ... ... ... .
A3l CollectingData . . . .. ... ... ...
A3.1.1 Random generation of inputs . . . . . ... ... .. ..

A.3.1.2 Other methods for generating instances . . .. . . .. ..

A.3.2 Analysis with Kolmogorov complexity . . . . . ... ... ... ..
A.3.2.1 Principles of Kolmogorov complexity theory . . . . . . ..

A.3.2.2 Application to the choice of the instances of a problem .

Ad Conclusion . . . . . . .

B Considerations on Software environment

B.1 About the importance of a good time measure . . . . . . .. ... ... ..
B.2 Possible operating systems . . . . . . ... ... . L oL
B21 Unix . . .. .

B.2.1.1 Unix theoretical capabilities . . . . . . .. .. ... ...

B.2.1.2 Results of time measure with Unix . . . .. ... ... ..

B.2.13 Conclusionon Unix . ... .. ... .. . ...... ..

B.2.2 A real-time operating system . . . . . e

B.3 Description of our choice for experimentation. . . . . ... . ... .. ..

85

89

91

91
92
94
95
96
100
101
105
109
109
110
111

112

112
117
121
121

123

127

129
129



viii Table des matiéres

C Tests complémentaires de construction de cartes de qualité pour les

tris
C.1 Tris sur des listes aléatoires . . ... ... .. .. ... ... ... . ...,
CLI Critére Qup - -+« v o v vi e e e
C1.2 Critére gg . . .. o v v vt
C.2 Influence de la taillede l'entrée . . . . . ... . ... ... .. ......
C.2.1 Tri par sélection ordinaire . . . . . . ... ... . ... ... ...
C22 Trirapide . . ... . .. ... .

D Timer pour la mesure sous DOS
D.1 Principe . . . . . ...
D2 CodeSource . . . . . . . . .

E Article publié 4 IJCATI'99

137
137
137
138
138
138
139

141
141
142

145



Introduction

La perfection d’une pendule n'est pas d’aller vite mais d’étre bien réglée
[Reflezions et Mazimes, Vauvenargues, 1746)

1 Complexité algorithmique et temps-réel

La prise en compte du temps-réel est un aspect essentiel dans un nombre d'applications
de plus en plus important, qu’elles concernent des domaines comme l'aide 4 la navigation,
la régulation de systémes, l'aide a la décision, la simulation, la planification ou encore le
diagnostic. Le soucis est alors d’obtenir une solution exploitable dans les délais imposés
par les contraintes du domaine.

Il convient de préciser la notion de temps-réel qui est parfois utilisée abusivement.
Le temps-réel ne signifie pas tant qu'un processus doit étre rapide, mais un peu plus
que cela: tous les programmes doivent étre assez rapides pour répondre aux exigences
de leur utilisateur, ¢t dire qu'un programme est rapide ne suffit pas a le rendre temps-
réel. Le temps-réel signifie de travailler dans un environnement ot il existe des stimuli
imprévisibles, des erreurs dues & des pannes de composants du systéme, de U'incertitude
sur I'état de |'environnement, sur les effets de toas ces aleus sur les performances du
systéme [BB92|. La rapidité est seulement une partie du temps-réel et doit étre complétee
par une garantie de réponse & une date donnée. En résumé. 1l faut a un processus temps-
réel qu'il soit assez rapide pour répondre a des sollicitations exténeures. Par exemple, il
doit &tre capable de fournir une solution exécutable dans un délai fixé a I'avance.

Un des aspects les plus comprométants pour nombre d’applications et leur intégration
dans un systéme temps réel est que beaucoup de ces problémes sont de complexité élevée
(problémes dits NP-durs) et sont donc réputés impraticables tant que P#NP [GJ79).
C’est en particulier le cas pour les applications dites d'Intelligenre Artificielle (IA) et
leur adaptation a un environnement temps-réel est un des unpors.ats sujets de recherche
actuels [MHA*95|. La plupart de ces applications conduisent d’ailleurs 4 des problémes
de trés forte complexité combinatoire et le temps de calcul, méme pour des instances de
taille modeste, peut deveni: catastrophigement élevé.

Les algorithmes en découlan: ne peuvent donc pas étre “rapides” avec une instance
de taille réaliste pour I'application envisagée. Il ne peut donc méme pas étre question de
temps-réel, d’autant que la résolution des cas moyens (qui donnent le temps de calcul
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moyen) peut étre trés éloignée du pire cas. En résumé, il existe deux types de problémes:
la longueur rédhibitoire du traitement total et le manque de prédictibilité quant aux temps
de calculs.

Plusieurs solutions se présentent alors pour respecter les contraintes de temps. Parmi
celles-ci, il peut s’agir de développer des techniques ad-hoc afin de garantir et de contréler
les temps d’exécution. Cette solution, souvent utilisés dans I'approche temps-réel clas-
sique, ne permet pas le développement d’applications trés “intelligentes”. Un autre moyen
est d'essayer de se contenter d'une solution dégradée, plutét que d’attendre la fin du cal-
cul et le résultat complet. Les notions de qualité et d’utilité évaluent alors la réponse
intermédiaire donnée par I'algorithme en fonction du temps de calcul écoulé. C'est ce que
permettent de faire les algorithmes anytime.

2 Les algorithmes anytime

Les algorithmes anvtime [DB88] sont un moyen de faire un compromis entre les exi-
gences algurithmiques d’applications complexes et du temps-réel. [Is s'inscrivent dans le
cadre de ce qu'on appelle le raisonnement en temps contraint et ont de nombreuses alter-
natives comme les algorithmes approximatifs [Hor87}, le raisonnement progressif |Mou93|
qui dérivent tous de la méme idée de compromnis entre les performances d'un algorithme
et son temps de calcul.

[’idée des algorithmes anytime, plus particulidrement pour les problémes de com-
plexité élévée, est d'arréter le calcul avant la construction de la solution optimale (c’est
i dire la solution fournie par un algorithme complet), trés coiteuse en temps, et de se
contenter d'un résultat intermédiaire. Ce résultat est quantifié a 'aide d'un critére de
qualité qui permet, par exemple, de le situer par rapport 2 la solution optimale. Le profil
de performance, graphe de la qualité en fonction du temps, retranscrit ce compromis.

De nombreux travaux sur la gestion de ce compromis fourni par les algorithmes any-
time existent. [ls consistent principalement & optimiser la qualité du résultat final fourni
par un algorithme ou un ensemble d’algorithmes pour un temps de calcul donné. Des
études prennent également en compte I'incertitude qui peut exister sur le temps de calcul
disponible.

Dans cette thése, nous proposons d'étudier une situation dans laquelle un événement
hostile vient interrompre le calcui et ot il faut fournir une réponse exploitable au moment
de cette interruption. La date d’occurence de I'événement n'est pas connue exactemrent,
mais est seulement définie par un intervalle sur lequel I'événement a une probabilité uni-
forme d'arriver. Ce probléme, facilement soluble A l'aide d’algorithmes anytime interrup-
tibles, n'est pas auss: évident quand on ne dispose que d’algorithmes anytime & contrat
qui, eux, ne sont pas interruptibles.

ZILBERSTEIN et RUSSEL [ZR96| proposent une solution qui permet de transformer un
algorithme a contrat en un algorithme interruptible en minimisant le coefficient multipli-
catif sur le temps nécessaire pour avoir la méme qualité que pour l'algorithme original.



3. Organisation du document 3

Nous proposons une autre approche, la maximisation de la qualité moyenne, qui permet
de donner le plus souvent la meilleure qualité, sur I'ensemble des occurences possible
de I'événement hostile. La distribution de la probabilité d'occurence de cet événement
est uniforme sur "intervalle, car nous supposons n’avoir aucune information sur sa date
d’arrivée.

Il existe plusieurs méthodes d’ordonnancement des algorithmes anytime [Zi193] [HZ96,
en supposant qu'it soit facile de construire les algorithmes anytime. S'il existe des travaux
sur une standardisation de la conception des algorithmes anytime |GZ96). ils supposent
que le critére de qualité et la fonction qui permet de générer les entrées de |'algorithme pour
la construction du profil de performance existent et ont été construites par le concepteur
de I'algorithme. Les problémes de choix du critére de qualité et de la fonction de géné-
ration des entrées représentatives du fonctionnement de l'algorithme dans son contexte
d’utilisation, méme si elles semblent fortement dépendantes de 'application, ne sont pas
pour autant aisés & résoudre. C’est pourquoi nous proposons, par 'intermédiaire d’expéri-
mentations a la fois simples et représentatives, de soulever les problémes qu'il est possible
de rencontrer dans ce cadre. Ainsi, nous verrons, grace a un apport théorique de la théorie
algorithmique de P'information, encore appelée complexité de Kolmogorov [LV90] [LV97]
[Dubg8], que I'approche aléatoire pour le choix des entrées n'est pas forcément la plus
approprie pour obtenir des profils de performance représentatifs des cas réels. Cette ap-
proche nous montrera qu'il n'est pas aisé de construire des profils de performance.

La thése que nous présentons dans ce document apporte donc deux contributions prin-
cipales indépendantes, I'une sur le plan de 'ordonnancement des algorithmes & contrat,
'autre sur un plan plus pratique de la conception des algorithrres anvtime, et notamment
sur le choix d’un critére de qualité et sur la production de profils de performances a partir
d’entrées choisies.

3 Organisation du document

Dans un premier chapitre, nous présentons 'approche des algorithmes anytime. Nous
définissons dans une premiére partie les notions de qualité, d'utilité et de profil de per-
formance. Nous distinguons deux types d’algorithmes anytime et décrivons comment les
utiliser. Dans une seconde partie, nous présentons les principales techniques de gestion
de tels algorithmes, et notamment la problématique de composition ‘les algorithmes any-
time. Quelques alternatives & P'approche algorithmique anvtime sont présentées a cette
occasion.

L'approche consistant & maximiser la qualité moyenne sur un intervalle de temps sera
I'objet du deuxiéme chapitre. Nous présenterons tout d’abord le contexte de ce probléme
pour ensuite proposer quelques résultats analvtiques préliminaires. Nous démontrons que
si le profil de perforinance est de forme convexe (centre de courbure vers le haut) alors
une stratégie & un seul contrat donne la qualité moyenne maximale. Au contraire, nous
prouvons que dans le cas de profils de performances concaves (centre de courbure vers le
bas, encore appelé profil de performance avec diminishing returns), deux contrats choisis
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pour maximiser la qualité moyenne donne un meilleur résultat qu'un seul contrat. Dans
le cas d'une stratégie 4 un seul contrat nous prouvons que le contrat est supérieur (res-
pectivement inférieur) & la moitié de I'intervalle si le profil de preformance est convexe
(respectivement concave). Dans un deuxiéme temps, nous considérons ce probléme du
point de vue discret a I'aide d'une approximation du profil de performance par une fonc-
tion constante par morceaux qui garantit la méme erreur sur la qualité moyenne que sur le
profil de performancc Nous démontrons qu'avec cette aproximation, il suffit de choisir les
contrats parmi les seuils de la fonction constante par morceaux et que le problémc d’opti-
misation combinatoire résultant est NP-difficile en général. Dans le cas o I'intervalle est
assez grand pour contenir tous les seuils, le probléme devient polyvnomial «v nous donnons
un algorithme. Enfin, quelques expérimentations nous permettent de discuter de la mise
en oeuvre de cette approche et montrent que la maximisation de la qualité moyenne peut
étre raisonnable en pratique si on accepte de faire une erreur (minime) en fixant le nombre
de contrats.

Le troisiéme et dernier chapitre aborde I’aspect pratique de la conception des algo-
rithmes anytime et est indépendant du deuxiéme chapitre. Nous nous plagons dans la
situation d’un programmeur voulant concevoir un algorithme anytime pour la premiére
fois. Nous nous intéressons plus particuliérement aux questions du choix d'un critére de
qualité pertinent et du choix des entrées qui vont servir 4 construire le profil de perfor-
mance de I'algorithme. Dans un premier temps, nous montrons par des exemples simples,
des algorithmes de tri, que les problémes de choix du critére de qualité ne sont pas simples.
Nous montrons par exemple qu'il existe des critéres qui n’ont de sens que pour un algo-
rithme, méme si le probléme général reste le tri. Ensuite, nous abordons la question du
choix des entrées représentatives du point de vue expérimental, toujours a |'aide des algo-
rithmes de tri. Nous exhibons des compoitements génants pour la construction de profils
de performance en faisant varier des paramétres comme la taille des entrées, les facons de
générer les entrées. Nous mettons alurs en cause le choix de la génération aléatoire pour la
génération d’entrées représentatives de la réalité. Nous montrons alors comment la théo-
rie de la complexité de Kolmogorov peut donner un éclairage sur ce probléme. Quelques
exigences techniques caractéristiques de I'implémentation des algorithmes anytime sont
également évoquées en fin de ce chapitre.

Enfin. nous concluons cette thése et envisageons les perspectives & ce travail.



Chapitre 1

Un compromis temps de
calcul /performance

Attendons un peu pour finir plus vite | Essais, Francis Bacon, 17¢me siécle|

Implémenter des problémes réputés complexes dans des environnements temps réel est
souvent impossible pour cause de contraintes de temps trop fortes ou alors d'algorithmes
trop codteux en temps de calcul. Il faut alors se contenter soit d’algorithmes ad hac
afin de tenir les contraintes du temps réel au prix d'une certaine perte “d’intelligence”,
soit accepter d'utiliser une solution dégradée, incompléte mais donnée dans les délais
impartis. Faire un compromis entre le temps ue calcul et la qualité du résultat produit
par V'algorithme semble donc étre une bonne approche pour garder toute la richesse du
probléme initial et résoudre ce dilemme.

Ce chapitre a pour objectif de passer en revue différentes techniques existantes permet-
tant de faire un tet compromis. Nous exposouns done tout d’abord les hases de I'algorith-
mique anytime. La composition de modules anytime proposée par ZILBERSTEIN |Zil93]
et RUSSEL |ZR96| sera également exposée. Finalement, nous présenterons différentes ap-
proches de gestion des algorithmes anytime. permettant de raisonner sur le temps alloué
4 de tels algorithmes afin d'optimiser leurs performances. Ce sera également l'occasion
d'évoquer quelques alternatives aux algorithmes anytime.

1.1 Algorithmique anytime

Le terme d'algorithme anytime a été employé pour la premiére fois par DEAN et
Boppy |DB88| 4 la fin des années 80 dans un travail concernant la planification tempo-
relle (time dependunt planning). Dans le méme temps, en 1987, la notion d’algorithmique
flexible (flexible computation) était introduite par HORvITZ |Hor87] dans un contexte
d’aide & la décision en temps contraint. Depuis, les travaux dans le domaine de I'algorith-
mique anytime étendent de plus en plus leur champ d’application, passant par des pro-
blémes incluant de lu gestion de capteurs {ZR93|, par d’autres concernant |'optimsation

3
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de requétes dans les bases de données [SD89|, ou encore par des problémes de planifica-
tion [MC96], cette liste n'étant pas exhaustive. Des travaux notables sur la composition
de modules anytime ont été effectués par ZILBERSTEIN [Zil93] et RUSSEL |ZR96]. Nous
présenterons ces travaux dans ce chapitre. A notre connaissance, la plupart des recherches
aztuelles sur I'algorithniique anytime portent sur la gestion de ces algorithmes. 1] s'agit
de trouver la meilleure stratégie pour obtenir le meilleur ordonnancement de plusieurs
algorithmes et les meilleures allocations de temps. Le but de ces stratégies d’ordonnance-
ment est d’obtenir la performance optimale de I'algorithme utilisé et ainsi de garantir le
meilleur résultat au moment exigé. C'est ce méme objectif que vise MOUADDIB dans une
alternative aux algorithmes anytime, le raisonnement progressif |Mou93] [MZ95|. Nous
reviendrons sur ces travaux dans le paragraphe 1.3.4.

Les algorithmes anvtiine offrent donc la possibilité d'un compromis temps de cal-
cul/performance défini par un profil de performance. C’est-a-dire, comme illustré sur la
figure 1.1, qu'au lieu d’exploiter un résultat final, il est possihle d'obtenir des résultats
intermédiaires, donc non optimaux au seuas du résultat final, mais dont on peut quanti-
fier la valeur en fonction du temps de calcul Acoule. Comme dans le cas de problémes
NP-difficiles, les temnps de calculs peuvent devenir trés vite redhibitoires. I'avantage d'un
algorithme anytime est de pouvoir stopper les calculs au moment ol 'on estime que le
résultat est satisfaisant en terme de qualité. De plus, il est fréquent que les calculs restant
i effectuer pour atteindre le résultat final soient des raffinements trés codteux en temps
mais peu avantageux en terme d'amélioration du résultat. Réciproquement. le graphe re-
présentant 1'évolution de la qualité en fonction du temps permet de donner la qualité d'un
résultat pour un temps de calcul fixé a 'avance.

1.1.1 Deéfinitions

Nous reprenons tout d’abord la définition donnée par Bobby |Bod91}.

Définition 1.1 Algorithme anytime

Un algorithme anytime est un algorithme ttérotif qui garantit de produire une réponse
a toute étape du calcul, ot la réponse est supposée s'améliorer a chaque itération.
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Nous complétons cette définition avec les caractéristiques originelles données par DEAN
et Bopby [DB8S|:

- préemptibilité : les algorithmes anytime peuvent étre suspendus et relancés au méme
point avec un temps de réponse négligeable afin de se préter au techniques d'ordon-
nancement

- interruptibilité: ils peuvent &tre interrompus a tout moment

Les algorithmes anytime ou flezibles [Hor87] [Hor88) sont des algorithmes qui tra-
vaillent de fagon itérative sur un probléme afin de produire des résultats dont la qualité
augmente avec le temps. Toutefois, il n'est pas nécessaire que 'algorithme se trouve sous
forme itérative. mais seulement que la qualité du résultat de cet algorithme varie de fa-
¢un itérative. Par exemple, un algorithme de tri rapide(quicksort) sous forme récursive
ameéliore le résultat & chaque récursion en tendant vers la liste trige.

Afin de quantifier les performances de P'algorithme anytime et d’exploiter le compromis
performance/temps de calcul, il est nécessaire de disposer des notions suivantes:

la mesure de performance : 4 la place de la notion binaire de performance (I'algo-
rithme n'est pas terminé ou est terminé et fournit le résultat optimal), un algorithme
anytime retourne ur résultat intermédiaire d’'une certaine qualité 1.1.

la capacité de prédiction : les algorithmes anytime “contiennent” des informations sur
leur propre comportement au cours du calcul. Ces informacions sont synthétisées
dans les profils de periormance et permettent de gérer les ressources de temps que
I'on va allouer & P'algorichme.

Dans les paragraphes suivants, nous allous donc définir ces deux notions. Nous verrons
ensuite quels sont les différents types d’algorithines anytime.

1.1.1.1 Utilité et Qualite

Afin d'évaluer de fagon quantitative les performances d'un algorithme, il est nécessaire
de deéfinir des critéres de performance. La qualité est une évaluation du résultat brut fourni
par un algorithme. Pour prendre en compte cette performance dans un environnement réel,
on introduit alors le critére &’ utslité. Nous allons immeédiatement illustrer ces notions avec
deux exemples.

Exemple 1: Systéme de diagnostic médical.

Imaginons un systéme destiné & détecter une maladie ou un quelconque probléme
de santé d'u.a patient. Ce systéme prend donc des diverses mesures comme la ten-
ston artérielle, le pouls, etc. Avec ces mesures, il essaie de déterminer un diagnostic
sachant que plus il aura de temps pour le faire, plus ce diagnostic sera fin. Mal-
heureusement, pendant que le systéme calcule, le patient concerné voit sa santé se
dégrader dangeureusement (situation aux urgences par exemple). Et plus la santé
du patient se dégrade, moins le diagnostic, aussi fin soit-il, sera exploitable. On dit
que le diagnostic perd de son utilité au cours du temps.
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Exemple 2: Le voyageur de commerce

Le probléme du voyageur de commerce est de trouver un trajet de cofit minimum
passant une et une seule fois par chaque ville, partant d'une ville quelconque et
y revenant en fin de parcours. Au fur et & mesure de l'optimisation du trajet du
voyageur de commerce, le coiit de ce dernier diminue. La qualité du résultat de cet
algorithme augmente donc. Pendant que cet algorithme optimise le trajet, le temps
passe (et il peut passer trés vite avec un tel probléme ! ’-difficile 4 résoudre). Les
clients potentiels que le voyageur doit visiter peuvent alors s'impatienter, changer
de fournisseurs, etc. La encore, I'intérét de continuer l'optimisation chute avec le
temps et le résultat fourni perd son utilité.

Nous pouvons en tirer les définitions qui suivent:

Difinition 1.2 La qualté

Pour un algorithme donné, la qualité du résultat Q(t,d) de l'ulgorithme est une appls-
cation de l'ensemble des couples (temps de calcul t, donnée en entrée d) dans R ou [0.1]
(quand il est possible de normaliser).

La qualité est la mesure de la performance brute de I'algorithme en fonction du temps
de calcul. C'est-a-dire que l'on considére I'algorithme dans I'absolu, et non pas intégreé
dans un systéme placé dans un environnement donné. C’est le bénéfice absolu d’obtenir
un résultat. Elle peut étre, on ne pas étre, reliée 4 la fonction d'utilité du systéme qui inclut
'algorithme. Elle doit mesurer certaines caractéristiques de |'algorithme qui s’améliorent
avec le temps. La qualité peut étre discréte ou continue et définie empiriquement ou selon
un modéle.

Définition 1.3 L 'utilité

Pour un algorithme et un environnement donnés, l'utilité U q,t) d'un résultat est une
application de l’ensemble des couples (temps de calcul, quahté) dans R ou [0.1].

Souvent employée dans un contexte réactif, I'utilité définit la valeur du résultat de
Palgorithme en fonction des changements de 'environnement dans le temps. C'est une
fonction arbitraire et subjective de mesure de performance de 'algorithme, car elle dépend
fu contexte (environnement et systéme) dans lequel elle est employée. Des modéles simples
intégrent fréquemment le coit du “raisonnement” (du caleul par rapport a Vurgence de la
situation) et le cout de retarder une action.

Pour distinguer ces deux notions, HORVITZ [Hor87] parle de Object-value uirlity et
de Inference-related utiity, re~pectivement. Nous illustrons ces deux notions de qualité et
d’utilité sur la figure 1.2, en faisant intervenir le colit du temps, qui, ajouté a la qualité,
donne l'utilité résultante.

Il reste toutefois a choisir le bon critére de qualité {ou d'utilité) afin d'évaluer les
performances d'un algorithme. Voici quelques exemples de critéres d'évaluation |Zi193|:

- Précision : refléte le degré de précision dans la valeur retournée par I'algorithme.
C'est typiquement le critére utilisé pour les algorithmes de calcul numérique. La
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F1G6. 1.2 - Qualité, Coit du temps et Utilité

qualité peut par exemple étre définie par la formule suivante: 1 — 2" o0 n est le
nombre de chiffres significatifs. C'est une estirnation de l'erreur faite en limitant le
nombre de chiffres significatifs.

- Certitude : refléte la probabilité de correction du résultat. Considérons par exemple,
un processus de diagnostic anytime qui prend en compte de plus en plus de para-
métres mesurés avec le temps. La certitude que le diagnostic est correct est alors
bien une fonction croissante du temps.

~ Spécificité : refléte le niveau d- détail du résultat. Dans ce cas, 'algorithme anytime
produit toujours des résulats corrects, mais le niveau de détail est augmenté avec
le temps. Prenons par exemple un algorithme de planification hiérarchique qui re-
tourne tout d'abord un plan abstrait de haut niveau. Chaque étape dans le plan peut
étre rafinée en continuant la planification. Quand ie temps d'exécution augmente,
le niveau de détail augmente jusqu’ . ce que le plan soit composé d'opérateurs élé-
mentaires qui peuvent étre exécutés facilement. Un plan détaillé peut étre exécuté
plus rapidement qu'un plan de haut niveau et a une plus grande qualité.

Ce critére est donc fortement dépendant de I'application. Nous allons maintenant nous
attacher 4 la représentation de la qualité. qui est appelée profil de performance et que nous
exposons dans la suite.

1.1.1.2 Profils de performance

Généralités
L’intérét du profil de performance est principalement de synthétiser tout la capacité
de prédiction que nous avons sur le comportement de I'algorithme. I a en plus I'avantage
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d'offrir une représentation visuelle de la qualité en fonction du temps. De plus, 'expression
de la qualité en fonction du temps par une formule mathématique n'est pas toujours
possible, et c'est le profil de performance, représentation en extension, qui est alors le
plus approprié.

Le profil de performance peut avoir différentes présentations, dont celles qui suivent.

Forme compacte: La forme compacte est appelée ainsi car elle permet de définir le
profil de performance de maniére synthétique, le plus souvent 4 I'aide d’une fonction
mathématique.

Forme discréte: La forme discréte revient & diviser le temps et la qualité en un nombre
fini de parties, ce qui revient & représenter le profil de performance dans un tableau
spécifiant la qualité pour un éventail d’allocations de temps.

Quand on construit le profil de performance, on s'intéresse a la représentation gra-
phique de la qualité Q(t.d) avec ¢t le temps alloué, et d la donnée en entrée qui varie. Selon
les cas, le profil de performance choisi sera d’un type different :

— profil de perfermance wdéal : si la qualité ne dépend que du temps, on a un profil de
performance idéal, sur une courbe unique.

- profil de performance par intervaelle (Interval Performance Profile ou [PP): si la
qualité varie en fonction de la donnée en entrée, et que 'on peut défi. ir deux ronc-
tions @y (t) et Q,{t) telles que Vd,Q (¢) < Q(t,d) < Qaft).

- profil de performance moyen (Ezpected Perfermance Profile ou EPP): si la qua-
lité varie en fonction de la donnée en entrée, on définit alors un profil moyen sur
I'ensemble des courbes de quali.¢ obtenues pour des données en entrée fixées.

_ ot
Q) = e e d

- profil de performance conditionnel {Conditional Performance Profile ou CPP): sila
qualité varie en fonction d'une propriété de la donnée en entrée, qui peut étre sa
qualité selon le méme critére qu'en sortie ou tout autre moven de mieux spécifier le
comportement de 'algorithme en fonction de I'entrée.

- profil de performance probubiliste (Distributed Performance Profile vu DPP): si la
qualité varie en fonction de la donnée en entrée, et que 'on affecte pour un temps de
calcul t donré, une probabilité d’apparition de la qualité ¢ calculée empiriquement
a partir de plusieurs exécutions de l'algorithme sur l'ensemble des doanées. P(q.t)
ou P{q]t) est la probabilité d'obtenir une qualité g pour un temps de calcul £.

Cette liste n'est bien sir pas exhaustive et il est possible de combiner plusieurs de ces
types de profil de perriormance, toujours dans le but de mieux prédire le comportement
de I'algorithme anytime utilisé.

Nous avons vu l'essentiel des formes que pouvaient revétir les profils de performance
Voyons maintenant les différentes facons de les construire.
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Construction de profils de performance

Nous pouvons distinguer essentiellement trois méthodes de construction de profils de
performance: 'analyse de ['algorithme et représentation par une fonction, la méthode
statistique, et enfir, la méthode de la trajectoire.

analyse de ’algorithme: Cette méthode consiste & faire une analyse de I'algorithme
afin de déterminer sa qualité en fonction du temps. Le profil de performance est dé-
duit directement du tracé de la fonction. L’avantage est de manipuler une fonction
plutdt que le profil de performance. Par contre, I'analyse est délicate, voire impos-
sible dans le cas général. Par exemple, le comportement d’un planificateur est trés
difficile & évaluer autiement que dans le pire des cas.

méthode statistique: Trés souvent utilisée, elle consiste a4 observer le comportement
de la qualité qu résultat en se basant sur un échantillon d’er. rées, que l'on espére
représentatif, afin d’obtenir une carte de la qualité (quality map), ¢ ‘est-a-dire la des-
cription brute des couples {temps, qualité) mesurés comme sur la figure 1.3. On peut
ensuite faire une approximation du profil en construisant un profil de performunce
moyen (EPP) |Zi193] [Zi196], ou en définissant une distribution de probabilité sur la
qualité de la sortie pour obtenit un profil de performance probabiliste. Cette méthode
de construction empirique des profils de performance peut présenter des difficultés,
car il s'agit de choisir judicieusement les entrées qui vont servir a “l’apprentissage”
du comportement de 'algorithme. Nous revenons sur ces difficultés dans le chapitre
3
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FiG. 1.3 - Carte de la quahté de U'algorithme du voyageur de commerce construit avec la
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sur le coiit du chemin couvant
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sous forme discréte tobulaire [Gra96f

méthode de la tangente: A partir d’une qualité a l'instant présent et de sa tendance
d’évolution définie par sa tangente, cette méthode permet de prédire le comportement
futur du profil de performance (figure 1.5). Malheureusement, cette prédiction n'est
valable qu'a court terme et n'est donc pas généralisable. En effet, rien n’empéche
que le profil de performance connaisse plusieurs inflexions durant le calcul. La tan-
gente connait alors de fortes variations et il !zvient difficile de faire une prédiction
efficace.

Neous pouvons constater que la maniére de construire le profil de performance d’un algo-
rithme influencera fortement la représentation de celui-ci. Pour 'ine méthode de construc-
tion statistique. on utiisera de préférence une forme discréte tabulaire (comme sur la
figure 1 4), alors que pour une analyse algorithmique, quand elle est réalisable. on em-
ploiera plus v-'-.utiers une forme compacte, la formule analytique correspondant au profil
trouve.

Dans la plate-forme proposée par GRASS et ZILBERSTEIN [GZ96], les auteurs décrivent
la génération du profil de performance avec les étapes qui suivent. Il s’agit de la construe-
tion d'un proul de periurmance probabiliste conditionnel, ¢’est-a-dire que le profil de
peiformance est toujours sous la forme d'une distribution sur la cualité de sortie pour
chaque temps d'exécution fixé, mais en plus. il dépend de la qua ité des instances que
Pon met en entrée de 1'algorithme. Dans cet exemple particulier. il s’agit du profil de
performance du tri 4 bulle et la qualité des instances est évaluée comme la qualité de la
sortie de 'algorithme. 11 est toutefois possible de ne pas choisir le méme critére en entrée
et en sortie.



1.1. Algorithmique anytime 13

Présent
;
[]
100 §
) Pente courante
N \
L
: N
)
¥
Al
1
¥
Qualité |
. . Frajectore prédite
' & pantir de la peose et de Fhistonque
! Trajectoire de ta qualité
N jusqu'd présent !
: i
)
: !
Q.00 - -
0 scv ! 25 wx
Temps
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Voict donu 1es étapes de construction décrites:

- estimation du temps de calcul total en utilisant I'algorithme sur quelques instances.
On définit alors la taille et la résolution du profil de performance (granularité du
temps mesiuré).

- génération automatique dv n grand nombre d'instances.

- enregistremnent de I'évolution de la qualité pour chaque instance. On construit la
carte de gualité.

- & partir de la carte de qualité, on construit la distribution de quaiité pour chaque
temps donné. On obtient alors un profil de performance probalaliste.

~ réitération du processus pour chaque gualité d’entrée choisie pour obtenir un profil
de performance conditionnel.

Utilisation des profils de performance

A T'aide des profils de performance, il est possible de predire que. pour un type d'entrée
donné, un temps d'allocation donné, nous obtiendrons une qu ilité déterminée par le profil.
Mais il est ausst possible de prédire, pour un type donné d'entrée, le temps nécessaire
pour obtenir une qualité donnée, dans la fenétre d'utilisation du pr fil, bien entendu.
Ces possibilités de prédiction sont un avantage indéniable par rapport aux algorithmes
classiques. Ainsi, est-il possible de gérer les temps de calcul d’algorithiaes selon le temps
disponible dans une situation réelle et I'étude des stratégies de gestion de ce temps de
calcul en fonction de la qualité fait I'objet de la plupart des études sur I'algorithmique
anytime. Nous en présenterons queljues unes dans les sections qui suivent. Il est donc
possible avec cette approche de savoir §'il est valable de continuer des calculs dans le cas
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de problées complexes ou si le résultut calculé est suffisant et ainsi arvéter des calculs
trés longs et augmentant peu la qualité du résultat.

En complément des notions de qualité et de profil de performance, nous résumons ici
an certain nombre de propriétés désirables proposées par ZILBERSTEIN pour construire
un algor. ..ne anytime. Ces propriétés sont préconisées dans 'objectif du contrdle des
algorithmes anytime pour la maximisation de la qualité du résultat qu'ils fou-nissent
[Zi196].

une qualité mesurable : Quand la qualité d'un résultat intermédiaire peut étre calculée
précisément. Pa: exemple, dans le cas d’un calcul numérique convergent vers une
solution optimale, la qualité est inesurable si on a une estimation de 'erreur.

une qualité reconnaiss: “le : quand la qualité d'un résultat peut 8tre calculée facile-
ment pendant l'exécution (c'est-a-dire en temps constant). Par exemple, dans un
probléme de planification de trajectoire (path planning), la qualité du résultat dé-
pend de la distance & Poptimum. Dans ce cas la qualité est mesurable, mais pas
reconnaissable.

la consistence du profii de performance : quand la qualité du résultat est corrélée
au temps de calcul et a la qualité d'entrée. En genéral, les algnrithmes anvtime
ne garantissent pas une qualité de réponse déterministe étant donné un temps de
calcul, mais il est important d’avoir une “variance étroite” pour que la prévision e
qualité soit possible.

le diminishing returns :'amélioration de la qualité est plus prande au début du calcul
et diminue avec le temps. Cette propriété est trés importante pour l'optimalité de
certaines techniques de contrdle que nous verruns plus loin. Toutefois, il peut exister
des profils de performance qui n’ont pas cette vropriété.

1.1.1.3 Types d’algorithmes anytin.>

Généralités

Si la définition originelle de DEAN et BODDY ne laisse auc  doute sur {'interruptibi-
lité des algorithmes anyvtime, il existe un autre type, les algorith. ~anvtime a contrat,
proposés par ZILBERSTEIN [Zi193]. C'est a la fagon d’allouer le temp: que la distinctior
entre algorithme anytime interruptible el algorithme anytime a contrat est faite.

Définition 1.4 Algorithmes anytime interruptibles

Les algorithmes interruptibles peuvent étre interrompus d n'imperte quel moment pour
donner un résultat partiel. puis reprendre & U'endroit du calcul ot s étarent arré.és.

L’exemple d’un tel  -orithme est donné dans la section 1.1.2.

Définition 1.5 Algorithmes anytune a contrat

{'n contrat, temps de calcul firé avant 'ezécution leur est allowé. §'ls sont interrompus
avant le fin de leur cuntrat, il se peut qu'ils ne fournussent aucun résultat utile.
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FiG. 1.6 - Profil de performance d'un algorithme a contrat

Un algorithme a contrat tient compte du temps de calcul qui lui est alloué pour choisir
une stratégie. Sur la figure 1.6, nous avons représenté les différents parcours que la qualité
du résultat peut emprunter selon le contiat alloué. Un :.ugorithme 4 contrat “choisira”
sa stratégie de résolution. Les résultats intermédiaires seront quelquefois de moins bonne
qualité, mais finalement meilleurs 4 I'expiration d’un contrat plus long. Cela signitie que
seule compte la fin du contrat et que, contrairement & l'algorithme anvtime interruptible,
'algorithme »uvtime & contrat n’est pas obligé de toujours augmenter la qualité entre
I'instant de sa mise en route et la fin du contrat.

[Hustrons la différence entre le comportement d'un algorithme & contrat et un algo-
rithme interruptible sur une situation concréte. Imaginons que nous avons un probléme
de d’évacuation d'une ile & résoudre & cause de la menace d'erruption d'un volcan. Si on
ne sait pas de combien de temps on dispose avant que le volean devienne dangereux, il
faut hiérarchiser 'évacuation en donnant des ordres de prionté. Par exemple, évacuer les
femmes et les enfants en urgence, puis les homimes, enfin lis forces de l'ordre. La pre-
miére vague d'évacuation commence alors dés que possible. et les autres suivent les unes
aprés les autres. On est dans le cas d'un algorithme interruptible. Pai coutre. si ou sait
exactement quand le volcan sera dangereux, il est possible d’agir autrenrert: par exemple
de construire des radeaux et des embarcations permettant d'évacuer plus de personnes et
de biens au m ruent final. Il est certain que si cette préparation devait étre interrompue,
elle se solderait par une catastrophe puisque personne n'aurait été évacué (une qualité
nulle). Mais il est possible que cette préparation donne un meilleur résultat final que la
préparation interruptible ponr un méme temps de préparation. Nous sommes alors dans
le cas & contrat.

Un exemnle d’algorithme & contrat est I'algorithme RTA® de KoRT [Kor90], inspiré de
I'algorithme A”|HNR68]. Son principe est celui d'un algorithme de recherche du “meilleur
d'abord” ou best first search. Son principal intérét est que le temps de co. 1l est horné par
une constante et qu'en modifiant 'horizon de recherche. on modifie cette constante. Dans
["article [Kor90] ou il présente RTA*, KORF n'évoque pas la notion d'.. gorithme & contrat.
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Par contre, il parle de qualité de la solution et garantit que cette qualité augmente avec
Phorizon de recherche. Ainsi, en fixant les horizons de re herche, on se fixe un contrat et
la qualité augmente avec la longueur des contrats.

Transformation d'un type d’algorithme anytime en un autre

ZILBERSTEIN et RUSSEL [ZR96] ont proposé une transformation d'un algorithme any-
time 4 contrat en uz algorithme anytime interruptible.

Théoréme 1.1 De {algorithmne wnterruptible ¢ {'awlgorithme a contiat

Pour tout algorithme interruptible A, et pour une donnée firée, il enste B un alyo-

rithme a conirat tel aue Qu(t) < Qa(t). Il suffit d'insérer dans A un arrét aprés une durée
t, le contrat.

En effet, au heu de 'iuterrompre 4 tout moment, on l'interrompt au bout du contrat
de temps alloué. Par contre, ce ne sera pas forcément le meilleur algorithme a contrat
que l'on aurait pu construire pour répondre au probléme pose. Le fait de connaitre le
temps dont on dispose peut en effet permettre, pour certains problémes, de construire des
algorithmes & contrat plus performants que les algorithmes interruptibles {voir plus haut
notre exemple d'évacuation).

La transformation d’'un algorithme 4 contrat en un algorithme interruptible n’est pas
évidente. Le théoréme qui suit indique comment procéder.

Théoréme 1.2 De l'algorithme @ contrat ¢ Ualgerithme interruptible [ZR96]

Pour tout alyorithme @ contral 4, on peut construire un algorithme interruptible B tel
que, pour une entrée donnée, (Q4(t) < Qpg(4t).
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Schéma de la preuve:

La transformation consiste & lancer I'algorithme & contrat de fagon répétée, en doublant
les contrats & chaque itération (figure 1.7). Si une interruption survient, le résultat de
la derniére itération est la réponse. On peut alors prouver que, pour obtenir une qualité
équivalente avec I'algorithme interruptible ainsi construit, il ne faut pas plus de quatre fois

le temps nécessaire & 'algorithme & contrat initial. Ce coefficient 4 a été prouvé optimal
dans {ZCC99].

Notons que le critére d'optimisation dans la transformation proposée ici est la mini-
misation du facteur multiplicatif entre le temps nécessaire 4 un algorithme a contrat et
celui nécessaire & 'algorithme interruptible correspondant pour obtenir une qualité fixée.
On pourrait envisager d’autres critéres d’optimisation.

1.1.2 Construction et utilisation d’un algorithme anytime

Aprés avoir exposé les caractéristiques essentielles des algorithmes anvtime. nous allons
illustrer ces notions par un exemple de construction d'un algorithme anvtime interruptible
a partir d’un algorithme de résolution du probléme du vovageur de commerce.

1.1.2.1 Construction de ’algorithme

D'aprés la description que nous venons de faire, pour obtenir un algorithme anytime,
i} faut extraire ou construire:

- un pas élémentaire d'amélioration wtérative: (est une caractéristique que nous
pouvons retrouver dans beaucoup d'algorithmes qui ne demandent alors aucune
modification.

- un fraluateur du résultat ou critére de qualité . Cest une des difficultés principales
de la construction des algorithmes anytime que de trouver un critére de qualité du
résultat intermédiaire calculé. Chaque nouveau probléme, et chaque nouvel algo-
rithme demande un critére différent.

- un profil de performance: Nous utiliserons une des trois méthodes décrites dans le
paragraphe 1.1.1.2 pour construire le profil de performance, et plus particulierement
la méthode statistique. Une fois le critére de qualité et les entrées choisies, il ne reste
plus qu'a construire la carte de la qualité et en déduire un profil de performance.

GRrass et ZILBERSTEIN |GZ96] considérent que les fonctions dites de support, ¢’est-
a-dire ln fonction d'évaluation de la qualité et la fonction de génération des instances
(des entrées de 1'algorithme choisi) sont du ressort du concepteur de 'algorithme. Cela
semble naturel tant ces deux fonctions dépendent de I'application Pour I'implémentation
de V'algorithme anyti e, ils préconisent également de fournir un pointeur sur la structure
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de donnée sur laquelle travaille I'algorithme afin de pouvoir récupérer le résultat & tout
moment, airsi qu'une information sur 'avancée de ’algorithme.

Appliquons ces principes & un algorithme de résolution du probléme du voyageur de
commerce.

1.1.2.2 Le voyageur de commerce (TSP)

Le probléme du voyageur de commerce est de construire un cycle Hamiltonien (une
tournée) de coat minimum & partir des sommets donnés. Nous travaillons sur la base d'un
algorithme présenté dans [Zil93]. Le codt associé A une aréte du graphe est ici la distance
euclidienne et le graphe est supposé totalement connecté. Le cvcle Hamiltonien de coiit
minimum est donc le chemin (revenant au point de départ) le plus court au sens de la
distance usuelle sur un plan. Nous appellerons ce chemin une tournée. Le principe de
Ialgorithme est de choisir deux arétes au hasard Jans la tournée calculée jusqu'au point
considéré et d'échanger ces deux arétes si la tournée formée avec les deux arétes échangées
est plus courte que l'ancienne tournée. C'est un algorithme stochastique qui ne garantit
pas de trouver la tournée optimale (la plus petite).

Etape 1: La fonction itérative existe déja dans cet algorithme, qui se décompose comme
suit:
- Initialisation : choisir une tournée au hasard (une permutation des sommes).

- Corps: échanger deux arétes du graphe au hasard, de telle sorte que le coit du
nouveau trajet soit inférieur a celui de 'ancien:

Coit{Tournee(n + 1)) < Cout(Tournce(n))

Etape 2: Le critére de qualité initialement choisi par ZILBERSTEIN est le rapport de la
longueur de la tournéc optimale sur la longueur de la tourné courante. Remarquons
que le probléme du voyageur de commerce est un des nombreux cas oi il n’existe
pas d’algorithme polynomial permettant d’avoir une approximation de la valeur du
coit de la solution optimale d'aussi prés que l'on veut. Ce qui rend un critére de
qualité utilisant le cout de I'optimal impossible a calculer. Ainsi, empiriquement on
puurm‘p;mdru le critére suivant:

. longueur (T ournee ;)
. q(t) =

= 1.1

longueur(Tournee gyreante) (1.1)
Ce critére prut encore poser des problémes car la qualité est fortement sensible a la
tournée initiale Nous reviendrons sur cette question dans le chapitre 3.

Etape 3: Comme la stratégie de choix des ncuvelles arétes a inverser le hasard, il est
impossible d’analyser 'algorithme afin d'en déduire le profil de performance. Il faut
done utiliser la méthode statistique Les paramétres G et iter dans 'algorithme 1.1
représentent : ospectivement le graphe de départ et le nombre d'itérations que nous
voulons faire faire & I'algorithme.
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ALG 1.1 Un exemple d’algorithme anytime pour le TSP: Random improvement Tour
programme TSP-anytime
Entrée: G un graphe
iter entier
Sortie: Tournée une permutation d'entiers
début
Tournée «+ Tournée_tinitiale(G)
cotit + Cout{Tournée)
Enregistre_ résultat{ Tournée)
pour i de | a iter faire
a; ¢ Chowr_arete_hasard(Tournée)
ay < Choir_arete_hasard(Tournce)
d « Cott(Tour) - Coiit(Echange(Tournée, a,, a3))
si d > 0 alors
Tournée «— Echange(Tournse, ay, a;)
cotit «— roit - d
Enregistre_résultat(Tournée)
fin si
fin pour
Signal( Terminaison)
fin

avec :

- Tournée_initiale : fonction qui établit une tournée initiale au hasard a partir d'un graphe
G, complétement connecté.

- Coit: fonction de calcul du coiit d'une tournée (voir équation 1.1).

- Enreqistre_résultat: fonction d'enregistrement du résultat courant dans une zone de
mémoire accessible 4 un programme extérieur.

- Choizr_aréte_ hasard : fonction de choix au hasard d'une aréte de la tournée courante.
- Echange : fonction d’échange de deux arétes.

Cet algorithme calcule donc iter nouvelles tournées. Le limiter par le nombre d'itéra-
tions wer est nécessaire puisquaucun critére d'arrét base sur 'évaluaton du cout de la
tournée courante par rapport & la tournée optimale n'est définit. Dans le cas contraire,
it pourrait “chercher” indéfiniment de r.ouvelles améliorations. L'algorithme est interrup-
tible puisqu'il sauvegarde & tout moment un résultat intermédiaire récupérable. Il peut
étre géré par un autre programme, dit de contréle, qui lui envoie un signal d'interruption
ou le fait redémarrer aprés une interruption. Les carte de qualité et protil de performance
probabiliste résultant de cet algorithme sont exposés sur les firures 1.3 et 1.4, respective-
ment.
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1.1.3 Conclusion

Nous venons de présenter les bases de I'algorithmique anytime. Nous avons vu qu'un
algorithme anytime offrait la possibilité de gérer un compromis entre le temps de calcul et
la qualité du résultat. Ceci est rendu possible par I'introduction de la notion de résultat
intermédiaire et de qualite.

Pour gérer ce compromis, il reste & définir des stratégies d’allocation de temps a ces
algorithmes et leur ordonnancement. C’est ce que nous présenterons dans le reste du cha-
pitre, en commengant par une approche particuliére permettant de composer plusieurs
algorithmes anytime pour en obtenir un plus complexe. Puis nous verrons quelques ap-
proches de contréle des algo.ithmes anytime ev de quelques unes de leurs alternatives.

1.2 Composition optimale d’algorithmes anytime

Nous abordons dans cette section la problématique de la composition des algorithmes
anytime. La composition de modules anytime permet de décomposer ure application com-
plexe en plusieurs algorithmes anytime élementaires. Le but est de simplifier et accélérer
ainsi la conception d'applications anytime. Nous présentons donc ici les résultats essen-
tiels de ZILBERSTEIN [Zil93] et RUSSEL [ZR96], auxquels nous devons cette approche
permettant d’obtenir un algorithme a contrat en composant des algorithmes anytime.

1.2.1 Définition du probléme de compilation

Le terme de compilation est utilisé par ZILBERSTEIN et RUSSEL pour faire référence
a une transformation de I'algorithme global en un algorithme anytime composé, associé i
une information sur 'allocation des différents composants utilisables par un moniteur. Ce
dernier est soit du type passif, si 'optimisation et I'ordonnancement sont faits avant toute
exécution, soit du type actif si ces ordonnancement et optimisation peuvent étre remis en
cause lors de 1'exécution. pour des raisons de réactivité a 'état de 'environnement. Le
principe de la compilation est résumé sur la figure 1.8.

ZILBERSTEIN et RUSSEL traitent de la compilation des algorithmes caractérisés par un
profil de performance conditionnel (CPP) monotone par rapport a la qualité de |' ‘ntrée
et un vontrdle (moniteur) passif.

Définition 1.6 Monotonicité par rapport d le qualité d- Uentrée

Un CPP pour un algorithme A vérifie la proprété de monotonicité par rapport d la
qualité de ['entrée s1. pour p et q des qualités d'entrée de A, on a-

Vp¥gp < q=> CPP4, X CPPy,

On dit dans ce cas que le profil de performance conditionnel pour A et q¢ domne le profil
de performance conditronnel pour A et p. Clest-d-dire que la qualité en sortie croit avec
la qualité en entrée.
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Temps alloué
1 (contrat)

Allocation optimale

Algarithmes anytime
pour les composants

élémentaires

Compiiation

Profil de performance

Profils dr performance -~ du systéme composé

F1G. 1.8 - Principe de la composition d'elgorithmes anytime

1.2.1.1 Complexité

Faisons une analyse plus formelle d'une classe générale de problémes de compilation
générée par la composition fonctionnelle d’algorithmes anytiine. Les expressions fonction-
nefles sont créées par une fonction dont les paramétres sont soit des variables d’entree,
soit d'autres expressions fonctionnelles.

Définition 1.7 Erpression fonctionnelle

Une ezxpression fonctionnelle sur F, un ensemble de fonctions anytime, d'entrée I,
est:

- une varwble d'entrée i, € I, ou

- une expression f(g:.ga,....gn)00 f € F et g, est une expression fonctionnelle.

ANEAY

/ \ / .
B C B C
N / ‘
\ D E
D
’x X M
(a) DAG (b) arbre

F1G. 1.9 - Représentation d'une expression fonctionnelle

Dans le cas des algorithmes a contrat, la compilation consiste a trouver pour chaque
allocation totale t. la meilleure fagon d'ordonner les composants pour optimiser la qualité
du résultat de 'expression fonctionnelle. Notons qu'une fagon genérale de représenter
les expressions fonctionnelles est le DAG (Directed Acyche Graph ou Graphe Acyclique
Orienté) comme sur la figure 1.9(a) pour I'expression A(B(D(r)),C'(D(r))) oa D(r) est
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une sous-expression répétée. Mais quand une expression fonctionnelle n'a pas de sous-
expression répétée alors sa représentation est sous la forme d'un arbre (figure 1.9(b) pour
'expression fonctionnelle A(B(D(z)),C(E(y)))).

Nous allons maintenant pouvoir donner les résultats de complexité de la compilation
d’expressions fonctionnelles. Ce probléme est défini comme un probléme d’optimisation,
mais il est plus commode de résoudre (@ propriété correspondante (probléme de décision).

Il y a équivalence du point de vue de la complexité algorithmique entre une propriété =t
son probléme [G.J79] |Del96].

Définition 1.8 Le probléme GCFE (Global Compilation of Functionnal Erpression)

Etant donnes :

- une ezxpression fonctionnelle e,

- le profil de performance des modules anytime élémentaires entrant dans lu compos-
tion,

-~ et l'allocation totale de temps B,

Pour une constante K donnée, existe-t-il un ordonnancement des compusants qui résulte
en une qualité supérieure ou égale @ K?

Théoréme 1.3 Le probléme GCFE est NP-complet au sens fort.

ZILBERSTEIN en fait la preuve en réduisant le probléme de sac a dos partiellement
ordonné |GJ79] & GCFE. Un probléme NP-complet au sens fort [GJ79], s'il n'existe pas
d’algorithme pseudo-polvnomial pour le résoudre.

Dans le cas particulier d’une version réduite du probléme G'CFE, ¢ est-a-dire le cas
ot Pexpression fonctionnelle ne comporte pas de sous-expression répétée. le probléme
conserve une combinatoire complexe.

Théoréme 1.4 Le probléme GCFE structuré en arbre est NP-complet.

La preuve de la NP-complétude est faite en réduisant le probléme du sac & dos, un
probléme NP-complet. Le probléme est le méme que précédeminent mais il existe une
relation d'ordre total dans I'ensemble des paquets [GJ79)].

Pour distinguer la différence de complexité entre les deux cas, il faut imaginer le
nombre de comparaisons supplémentaires nécessaires avec un ordre partiel. De meéme,
une représentation avec un DAG implique que pour une méme sous-expression, il n'y a
pas forcémert la méme allocation de temps, ce qui complique le probléme.

Toutefois, ces complexités ne sont pas satisfaisantes. C'est pourquoi nous présentons
dans la suite unc méthode qui rend la compilation praticable, sous certaines conditions.
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1.2.1.2 La compilation locale

L’idée de la compilation locale est de remplacer un seul probléme d’optimisation com-
plexe par un ensemble de problémes d'optimisation simpies dont le nombre croit linéai-
rement avec la taille du programme & compiler. Si les problémes d'optimisation locaux
peuvent étre résolus de fagon polynomiale, alors le calcul total devient lui aussi poly-
nomial. I faudra toutefois s’assurer que cette méthode est optimale, c’est-a-dire qu’elle
donne le méme résultat que la compilation globale.

Définition 1.9 Compilation locule

La compilation locale est l'optimisation de la qualité de sortie d'une construction al-
gorthmique en ne considérant que les profils de performance des ses sous-composants
tmmeédiats.

Théoréme 1.5 Optimalité de la compilation. locale

Soit e une expression fonctionnelle de profondeur arbitrare n, dont les CPP satisfont
@ U'hypothése de monotonicité de la qualité d'entrée, alors pour !oute entrée et pour une
allocation totale de temps t: QL(t) = QC(t) ot QL(t) est le résultat de la compiation
locale (L), et QU(t) est celui de la compilation locale.

Nous savons, griace au théoréme 1.5, que 'optimisation locale donne un résultat optimal
sur un probléme global. Il faut alors poser les conditions sous lesquelles nous pouvons
réduire la complexité du probléme de compilation. Cette réduction est definie comme
suit :

Théoréme 1.6 Réduction de la complenté de la compilation locale

Posons n la taille de Uezpression fonctionnelle et utiisons des profils de performance
discrets avec une allocation mazumale de temps t. Le probléme GCFE structuré en arbre
est polynomaal en nt sous les conditions de monotonicité de la qualité des entrées et de
facteur de branchemnent borné.

La monotonicité garantit 'optimalité de la qualité du résultat. Il sutfit alors de répéter
O(n) fois la compilation locale, le nombre de noeuds dans l'arbre de composition. Le
facteur de branchement borné par & entier permet de dire que la compilation globale est
de complexité O{ntf).

Il n’y a pas de contradiction avec le fait que le probléme du sac a dos est NP-complet,
puisque ce théoréme prouve que le probléme GCFE est polvnomial en nt. Ce probléme
n'est pas polynomial en fonction de la taille de ses entrées, mais en fonction de leur valeur.

En termes de besoins en espace, la compilation locale a la méme complexité que
la compilation globale, car elle nécessite seulement O(n) profils de performance séparés
supplémentaires. L'espace occupé est donc seulement multiplié par un facteur constant,
pour une instance du probléme donnee.
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ZILBERSTEIN |Zil93| propose d'étendre ces résultats a des familles de composition plus
larges. D’aprés I'optimaiité de la compilation locale, il faut que I'opérateur de composition
respecte deux régles:

- qu'il produise de3s résultats dont la qualité dépend de la qualité de ses entrées et du
temps d’allocation qu'il lui est donné.

- que les CPP de I'opérateur vérifient la monotonicité. Beaucoup d’opérateurs utiles,
comme les opérateurs conditionnels ou booléens, ou encore les boucles, vérifient ces
deux conditions. Ces cas sont abordés dans |Zil93].

1.2.1.3 Heuristiques

La compilation locale ne donne pas de trés bons résultats quand elle est appliquée a
des expressions fonctionnelles avec des sous-expressions répétées. Le probléme est qu'elle
alloue du temps  tous les noeuds de I'arbre, et les sous-expressions répétées sont alors trai-
tées plusien s foi. différemment. Afin de remédier & ce probléme. ZILBERSTEIN a proposé
dans sa thése |Zil93] trois méthodes d'allocation qui traitent les expressions fonctionnelles
en général. Ces trois méthodes ont été développées en utilisant la représentation discréte
en tableau des profils de performance. La complexité est le cout en temps de calculer
'allocation optimale des composants pour une qualité d'entrée et un temps total quel-
conques. Pour obtenir une allocation de complexité raisonnable, il a donc fallu faire des
concessions sur 'un wu 'autre des paramétres de la compilation, comme le facteur de
branchement, le nombre de sous-expressions répétées, mais aussi sur 'optimalité parfois.

1.2.2 Conclusion sur la composition de modules anytime

Les résultats de ZILBERSTEIN et RUSSEL présentés ici nous montrent que la composi-
tion modulaire d'algorithmes anytime peut étre implémentée. Eun particulier. nous savons
que:

- le profil de performance d'un systéme composé, sous la forme d'un algorithme a
contrat, est calculable automatiquement,

- le systéme résultant est transformable en algorithme interruptible au prix d'une
pénalité multiplicative constante.

Le probiéme de la compilation rst ainsi formalisé et résolu dans le cas d'expressions
fonctionneiles. hors ligne la plupart du temps grace a la formalisation des CPP. Les travaux
actuels sont dirigés vers I'évaluation de cette approche sur des essais “grandeur nature”,
'étude d’autres structures de composition, l'extension des algorithmes anytime a 'action
et la mesure anytime et enfin le développement d'un environnement de programmation
anytime amorcé dans |GZ96).
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1.3 Gestion des algorithmes anytime

L’algorithmique anytime vise un compromis entre le temps d'exécution et la qualité
du résultat de tels algorithmes. A cette fin, des études ont défini des techniques de gestion
(le terme de monatoring est parfois utilisé) des algorithmes anytime. Et c’est I'objet de
cette section de présenter quelques unes de ces principales approches de gestion.

1.3.1 Généralités

Par gestion nous entendons le choix des algorithmes & exécuter ainsi que la durée
d’exécution et les instants de déclenchement. Il y a donc en fait deux parties dans ce
que nous devrions appeler la gestion des algorithmes anytime : un. partie de planification
(le choix des algorithmes) et une autre d'ordonnancement (gestion du temps). Le but est
finalement d’optimiser le résultat en terme de qualité tout en respectant les dates limites a
aide d'un ou de plusieurs algorithmes anytime. Nous verrons que les approchies présentées
différent surtout par la structure des tiches utilisées, les relations entre ces taches, et la
facon de gérer les dates limites.

1.3.2 Approche de Boddy et Dean: Deliberation Scheduling

BobpDY et DEAN proposent une méthode, le Deliberation Schoduling (DS) |BD94f,
qui est une premiére approche pour la combinaison de plusic.rs algorithmes anytime. s
utilisent pour cela des profils de performances approchés, du type continu linéaire par
morceaux avec une pente décroissante. Cette derniére propriété est appelé le * diminshing
returns”, ce qui se comprend hien intuitivement puisque le gain attendu d'un morceau
a I'autre est de moins en moins grand avec le temps. Le diminishing returns est une
hypothése essentielle pour I'algorithme d’ordonnancement proposé et pour son optimalité.
Le modéle d’algorithme utilisé ici, 4 part son type de profil de performance simphfié, est
celui des algorithmes anytime interruptibles originels [DB8y|.

Quand on parle de combinaison d’algorithmes dans le cas du Deliberation Scheduling,
il ne s'agit pas de composition d’algorithine comme dans ['»pproche de ZILBERSTEIN et
RUSSEL présentée dans la section 1.2. DEAN et BODDY considérent en fait un systéme
devant répondre 4 un ensemble de conditions ou problémes. A chucune de ces conditions
correspond un algorithme et un profil de performance associé. La réponse & chacune des
conditions est supposée totalement indépendante des réponses aux autres conditions. Il
s'agit donc du partage d’une ressource de temps de calcul entre plusieurs algorithmes
indépendants. L™ .n n'exploite pas les résultats de 'autre. Ainsi, il n'y a pas de relation de
précédence entre ces algorithmes autre que celle imposée par les dates limites distinctes
qui font que P'un doit se terminer impérativement avant l'autre.

Hors cette contrainte de date limite, le partage du temps est entiérement libre. Etant
donné un profil de performance pour chacun de ces algorithmes, la question du Delibera-
tion Scheduliug est de trouver les allocations explicites de temps que 'on doit faire poar



26 Chapitre 1. Un compromis temps de calcul/performance

Qualité Qualité

Temps Temps

Profil 2

FEtape 1 Etape 2

F1G. 1.10 - Ezemple de fonctionnement de ['algorithme DS

chacun des algorithmes afin qu'ils produisent les résultats de la meilleure qualité possible
avant leurs dates limites propres. Pour cette optimisation de la qualité, I'algorithme DS
se base sur ['effet attendu de ces allocations sur les performances ¢ 4 systéme définies
par les profils de performance. Le critére d’optimisation choisi par DEyv 't BoDDY ici
rst de maximiser la somme des qualités des résultats fourni par chacnn des algorithmes.
Ceci suppose que les qualités ont des valeurs adéquates reflétant leur importance vis a vis
des autres qualités. Si on suppose par exemple qu'aucune qualité n’a plus d'importance
qu'une autre, la qualité pour chacun des algorithmes sera normalisée. Dans un premier
temps, les dates limites sont supposées étre connues précisément.

Le principe de ['algorithme de Deliberation Scheduling (DS) est de partir de la derniére
date limite (la plus tardive) et de travailler & rebours. A chaque itération de la boucle
principale, le programme alloue un certain intervalle de temps de calcul a un algorithme,
dont la date limite arrive plus tard que 'instant auquel on se trouve. Le programme DS
consiste en fait en trois boucles itératives: la premiére initialise les variables d’allocations,
la deuxiéme détermine combien de temps allouer & chacun des algorithmes, et la troisiéme
détermine & quels instants les algorithmes doivent étre lancés. Nous décrivons la stratégie
de cet algorithme DS sur la figure 1.10.

Dans cet exemple (figure 1.10). on considére deux algorithmes dont les profils de
per.ormance sont Profil 1 et Profil 2, linéaires par morceaux par hypothése. Les deux dates
liraites respectives sont ¢; et cq, avec ¢; < cy. Comme nous le disions plus haut, hormis
la phase d’initialisation, il y a donc deux étapes dans cet algorithme DS: I'allocation de
terps & chaque algorithme et 'ordonnacement des exécutions.

La premiére étape commence donc par affecter & une date de réference nominée ¢
(temps courant) la date limite la plus tardive (ici t = lust(+x) = ;). L'algorithme
procéde ensuite & rebours en partant de cette date ¢ jusqu’a ce que ¢ soit égal a ¢, la date
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de départ du calcul. A chaque itération, DS calcule un intervalle de temps A & allouer,
égal au minimum de trois paramétres: la différence t —¢ (le temps tc 1l restant 4 allouer),
la difference t — last(t) (intervalle entre la date t et la date limite la plus tardive avant ¢,
ici égal 4 t — ;) et enfin le temps minimum & allouer pour qu’un profil change de pente.
Ensuite DS cherche l'algorithme avec le plus fort gain pour lui allouer le temps A. Cet
algorithme est choisi parmi ceux dont la date limite est supérieure ou égale a ¢ (iciiln'y a
que ¢; & la premiére itération). Le plus grand est entendu pour un algorithme & I'endroit
du profil correspondant au temps déja alloué pendant les itérations précédentes. Ensuite
le temps t est bien sir décrémenté du temps alloué, soit t — A.

Un résultat imnportant de BObDY et DEAN sur cet algorithme DS est qu'il est optimal
pour ce types de profils de performance et de dates limites. Il est important pour obtenir
cette optimalité que les profils de performance respectent le diminishing returns. Si le gain
n'est pas garanti de diminuer avec le temps, c’est I'étape de choix du profil avec le plus
fort gain qui est mise en défaut. En effet, si le diminishing returns est respecté, DS ne
restreint en aucun cas ses choix futurs étant donné que les intervalles suivants sont garantis
d’avoir un gain égal ou inférieur. Quand un profil est choisi pour son gain maximal sur un
intevalle donné, il est certain que c’est le meilleur choix, car a I'avenir, avec le diminishing
returns, un intervalle ne peut pas avoir de gain plus grand et remettie . cause le choix
effectué. Un exemple de situation défavorable ou les profils de perfomances ne respectent
pas le diministung returns est donné dans l'article [BD94].

BobpDY et DEAN proposent d'ailleurs une extension ou les dates limites sont incer-
taines, mais l'algorithme, inspiré du premier, v'est plus optimal. Nous ne prés¢ nterons pas
cet algorithme. L'application principale de cette approche est la planification temporelle
(Time-dependant Planning {BD94)).

1.3.3 Approche de Hansen et Zilberstein

Cette approche utilise les algorithmes anytime tels que nous les avons décrits dans la
premiére partie de ce chapitre. Le probléme qui se pose ici est un probléme de controle
des algorithmes anytime:

“faire un compromis optimal entre temps et qualité requiert de déterminer
combien de temps doit calculer I'algorithme, et quand 1'arréter et agir st la
solution courante disponible”{HZ96]

Le principe est d’obtenir la qualité la plus élevée dans un temps minimal. Pour cela,
HANSEN et ZILBERSTEIN |HZ96] |Zil93] introduisent la notion de profil de performance
probabiliste (probabilistic performance profile ou PPP) qui décrit une distribution de
probabilité de la qualité et du temps. A chaque point de la courbe PPP(q|t) obtenue,
ou & chaque case du tableau dans la représentation discréte tabulaire, on associe une
probabilité d’obtenir une certaine qualité g aprés un temps de calcul t. En complément de
ce modeéle de profil de performance, il est nécessaire d’avoir un modéle d'utilité dépendante
du temps d'une solution.
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A partir de ces hypothéses, le temps de calcul optimal d'un algorithme anytime peut
étre calculé avant sont exécution, sans contrdle {(monitoring) lors de son exécution, en
résolvant la formule suivante:

arg max ZPPP(qlt)U(q,t)
q

Dans certains cas, l'utilité dépend aussi de I'environnement et notamment de son état
quand la solution de I'algorithme a influencé ce dernier. HANSEN et ZILBERSTEIN essaient
alors de modéliser cette incertitude sur 1'état de l'environnement en introduisant P(sft)
une probabilité de se trouver dans un état s aprés un temps t. On a alors U{g,s.t) I'utilité
d'arréter l'algorithme anytime aprés un temps t avec une solution de qualité g obtenue
dans un état s. L'équation définissant le temps de calcul optimal s'écrit alors:

arg max Z Z PPP(q|t)P(s|t)U(q,s.t)
q s

La méthede que nous venons de décrire est un moyen d’obtenir le temps de calcul op-
timal au sens de la meilleure qualité/utilité possible quand on veut faire le calcul avant de
lancer I'algorithme. HANSEN et ZILBERSTEIN proposent également de calculer ce temps
optimal mais cette fois-ci pendant I'exécution de 'algorithme. Pour cela, ils expliquent
comment étendre le cadre qui vient d'étre décrit en précisant quelle forme doivent prendre
les informations de performance de 1'algorithme manipulé et en proposant un modéle de
“moniteur” d’exécution capable d’améliorer un temps d’arrét de I'zigorithme avec 'infor-
mation collectée en temps réel (pris au sens run-tune, ¢'est-a-dire pendant 'exécution).
Nous nous contenterons d'expliquer les grands principes de ce modéle décrits dans [HZ96)
et |Zi193).

Pour tenii compte des informations collectées pendant {'exécution, les auteurs intro-
duisent un profil de performance dynamique qui permet de prédire les améliorations que
I'on peut espérer sur une solution obtenue dans un état s et aprés un temps de calcul ¢ si
on laisse |'algorithme poursuivre pendant un temps supplémentaire At. Soit P(qg|f.t,At) la
probabilité d'obtenir une solution de qualité ¢ en relangant un algorithme anytime (inter-
ruptible, sinon, avec un algorithme a contrat, il faudrait le relancer de zéro) pour un temps
de calcul supplémentaire At quand la solution courante obtenu aprés un temps t posséde
une propriété f. Cette propriété peut étre la qualité, ou toute autre caractéristique de la
solution courante.

HANSEN et ZILBERSTEIN insistent d’ailleurs sur les difficultés qui peuvent exister a
essayer d'obtenir un tel profil de performance, sachant déja que pour certains algorithmes
il peut étre impossible d'évaluer la qualité en cours d'exécution. Cependant ils supposent
que beaucoup d’algorithmes possédent cette propriété de prédiction. D’autres améliora-
tions concernant la capacité de prédiction peuvent étre imaginées, comme |'estimation du
comportement futur de 'algorithme & partir de la trajectoire déja suivie.

Enfin, il est nécessaire de tenir compte des changements dans I'environnement. Les
mémes extensions que pour les profils de performance sont possibles pour le modéle d'oc-
curence des états de I'environnement. Par exemple. on peut noter P(s'ls,At) la probabilité
d'arriver dans un état s’ aprés un temps At sachant que I'on est dans un état s.
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Tous ces modéles sont construits pour déterminer !'instant optimal de l'arrét de I'algo-
rithme anytime interruptible. C'est donc & partir de ces définitions que HANSEN et ZIL-
BERSTEIN propasent tout d’abord une stratégie de contréle myope: tant que la qualité du
résultat est croissante {représentée chez eux par 'EVC, Ezpected Value of Computation,
c’est-a-dire la différence de valeur entre le résultat espéré et le résultat courant) aprés
un temps de calcul supplémentaire At, alors on continue le calcul. La stratégie est dite
myope car At représente un pas élémentaire de temps. Ils prouvent I'optimalité de cette
stratégie quand la valeur espérée du calcul (EVC) est négative a (¢ + A¢, g + Ag) si elle
déja négative en (t.q). C’est-a-dire quand 'EVC posséde un maximum. Un complément
d’étude, que nous n'exposons pas ici, propose de tenir compte du temps de réponse du
contrdle exercé sur l'algorithme anytime. Dans la solution proposée ce tempe de contréle
représente un coup fixe, ce qui semble raisonnable.

En résumé, cette approche apporte une description d'un modéle de contrdle dyna-
mique, ¢ est-a-dire pendant 'exécution, sur les algorithmes anytime interruptibles et une
stratégie pour “régler” la fréquence du controle afin de réduire les temps de réponse pen-
dant 'exécution de l'algorithme. Quelques pistes de discussion sur les complications éma-
nentes A la réalisation de profil de performance et & 'évaluation de la qualité d’un résultat
final ou intermeédiaire sont données.

1.3.4 Le raisonnement progressif

Le raisonnement progressif, utilisé par MOUADDIB [Mou93|, est une approche qui tire
son principal intérét de la difficulté pour certaines applications de construire des profils
de performances. C'est le cas, par exemple, du raisonnement a base de connaissance
[MZ95] (Knowledge-based reasoning), ou les techniques actuelles ont du mal & s’adapter a
algorithmique anytime, en raison de la grande variabilité de la performance en fonction
du temps selon les instances mises en entrée de l'algorithme.

Afin d'éviter de construire un profil de performance peu prédictif. le raisonnemet..
progressif utilise plusieurs niveaux de traitement afin de transformer graduellement une
solution imprécise en solution précise. Le fait de structurer les entrées, en accordant un
poids & chacune d'~lles en fonction de son importance, et la connaissance est un facteur
important de 'espace de recherche. En effet, le nombre de données et de connaiscances a
chaque niveau est restreint & un sous-ensemble sélectionné par ur critére dit de granularité.
En limitant I'espace de recherche, on a beaucoup plus de chance de pouvoir prédire le
comportement de 'algorithme en terme de performance. Notons que la liérarchisation de
la connaissance convient bien aux applications telles que la planification hiérarchique.

C'est donc par la structure des tiches que le raisonnement progressif se distingue.
Comme nous le disions plus haut, il n'est pas nécessaire d’avoir un profil de performance,
mais juste un ensemble de qualités associées aux niveaux d’exécution d'une tache. Chaque
résultat fourni & un niveau donné est exploitable et représente une vue intermédiaire
(approximée) de la solution optimale. La transition entre les niveaux est faite en ajoutant
des données et des traitements plus précis qu'auparavant. 1l est fait autant de transitions
que nécessaire pour atteindre la qualité optimale ou le temps limite fixé a prior. Il peut
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Fi1G. 1.11 - Structure de tdche pour le raisonnement progressif

exister de surcroit une incertitude sur le temps nécessaire a l'exécution de chaque niveau
ainsi que sur les dates limites qui peuvent varier dynamiquement au cours de 'exécution.

Nous n’avons considéré pour le moment q'une seule tache pour le raisonnement pro-
gressif. MOUADDIB et ZILBERSTEIN |[M798| proposent de gérer un probléme décomposé
en plusieurs unités indépendantes comme illustré sur la figure 1.11. De plus, ils proposent
que la liste des unités soit mise & jour dynamiquement.

La structure de tache est la suivante:

~ un ensemble de tiches S = {1}, Ts, ..., T, } o0 T, = {H,, D,}

- H;, D, sont respectivement la hiérarchie et la date limite de la tache 1.

- H,={L} L .. LP} avec L le j éme niveau de la tache 1 considérée.

- chaque niveau est associé a une distribution de probabilité discréte du temps
d’exécution et a une qualité.

Etant donné un ensemblle S, le probléme de l'ordonnancement des taches est de
construire un ordre d'exécution de ces tiches et de chacun des niveaux qui maximise
'utifité du systéme et de savoir comment réviser cet ordonnancement quand de nouvelles
taches arrivent dans S. Afin de r#soudre ce probléme, MOUADDIB et ZILBERSTEIN pro-
posent de modéliser le probléme d'ordonnancement et de controle du raisonnement pro-
gressif par un probléme de contréle de processus de décision markovien (MDP). Les états
du processus représentent alors I'état courant des calculs en terme de tache et de niveau
ainsi que de temps écoulé. A chaque état est associée une quantité, appelée récompense,
dépendante de la qualité du résultat. La récompense d’un état est la quantification du
bénéfice de I'exécution de chaque niveau ou d'une tiche. Le medéle de transition est défini
nar 'incertitude sur la durée d’exécution associée au niveau sélectionné pour 'exécution.
En fait, les deux tvpes de transitions possibles sont soit “exécuter un niveau supplémen-
taire”, soit “passer & la tache suivante en exécutant son premier niveau”. Sachant cela, il
est suppasé que les taches sont ordonnées en fonction de leur date limite et qu'une fois
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faite la transition vers une tiche suivante, il n'est pas question de revenir sur la tache
“abandonnée”.

Grace & cette approche et avec ses hypothéses, MOUADDIB et ZILBERSTEIN établissent
qu'une politique optimale pour le MDP (un ensemble de transitions qu: donne la récom-
pense finale maximale) est un ordonnancement optimal pour le probléme de raisonnement
progressif. L'arrivée de nouvelles taches en cours d’exécution est prise en compte en re-
classant la nouvelle tache en fonction de sa date limite. Des extensions du modéle que
nous venons de décrire sont en cours ou achevées. Nous pensons en particulier 4 la prise
en compte d’une incertitude dans la qualité, la dépendance entre les qualités (résultat
d'un niveau précedent), et * la gestion des Jifférentes taches dans un cnchainement non-
linéaire, et la prise en compte de plusieurs modules par niveau et d'un environnement
dynamique {ZM99].

Pour situer cette approche de raisonnement progressif par rapport & Palgorithmique
anytime, nous pouvons dire que |'existence de niveaux d'exécution fait que le raisonnement
progressif s'inscrit également dans I'approche de compromis entre temps et qualité.

1.3.5 Design-to-time scheduling

Le “Design-to-Time", proposée par GARVEY et LESSER {GL93|. vise également a éla-
borer un plan d’exécution en tenant compte de tout le temps disponible et en maximisant
la qualité du résultat fourni. Dans cette approche, le probléme a résoudre est modélisé
en un ensemble de taches interdépendantes, avec des alternatives pour accomplir chacune
des taches et non-pas une solution unique. Il existe alors pour chaque tache un éventail
de réponses possibles de différentes qualités et de différents temps d'exécution. La qualité
de la solution au probléme global est une fonction de la qualité des taches individuelles
Le principal sujet de recherche sur le “design-to-time” porte la prise en compte de I'in-
teraction entre les sous-problémes quand on construit un plan d’exécution. GARVEY et
LESSER distinguent des interactions “dures” qui doivent étre respectées pour trouver des
solutions correctes (par exemple, des contraintes de précédence) et des interactions “sou-
ples” qui peuvent améliorer ou influencer les performances (par exemple, les contraintes
“facilitantes”, c'est-a-dire la tache A facilite 'exécution de la tache B).



32  Chapitre 1. Un compromis temps de calcul/performance

Nous décrivons un exemple de la représentation d*un probléme qui peut étre résolu par
le “design-to-time” en figure 1.12 basé sur le modéle TAEMS (Task Analysis, Environment
Modeling, and Simulation [DL93]). Dans la struture de tAche TAEMS, les feuilles du
zraphes représentent les parties exécutables, appelées métiodes (ici my, m, etc.), et les
w1tres noeuds, ¢ ‘est-a-dire les noeuds supérieurs (ici Ty, T}, etc.) des taches composées dont
la qualité est fonction de la qualité des sous-taches. Chaque graphe isolé est appelé groupe
de tiches (T'G,). Les connexions horizontales entre les tiches représentent les interactions,
comme:

- déclenche (enables): la tache A doit atteindre un certain seuil de qualité avant que
la tiche B puisse commencer correctement son exécutioa.

- facilite (facilitates): si la tiche A atteint v 2 certain seuil de qualité, I'exécution de
la tache B est facilitée, ¢’est-a-dire qu’elle produit un résultat de qualité supérieure
dans un méme délai ou produit un résultat de méme qualité pour un délai plus
court.

Etant donné une structure de cette forme, le principe de l'ordonnancement “design-
to-time” est de construire dynamiquement des plan d’exécution en privilégiant les plans
qui, par ordre de priorité, aboutissent & des qualités non-nulles pour tous les groupes de
taches, maximisent la somme des qualités de tous les greupes de taches. et minimise Je
temps total d’exécution des méthodes. Le résultat de cet algorithme d'ordonnancement est
un plan d’exécution qui spécifie quelles méthodes exécuter, quand les exécuter ot quelles
valeurs sont attendues aprés leur exécution.

GARVEY et LESSER travaillent donc & I'amélioration de cet algorithme d’ordonnan-
cement et a I'extension de leur modéle de tache afin, par exemple, d'introduin de l'in-
certitude dans la durée d’exécution et la qualité des méthodes et de nouvelles relations
entre les taches. Il proposent méme d'étendre le “design-to-time™ a l'ordonnancement des
algorithimes anytime par un moyen simple [GL86|: choisir quelques temps d’exécution et
leur qualité correspondante dans le profil de performance afin de les considérer comme
des méthodes différentes pour une tache. Le probléme alors est de déterminer combien de
points il faut prélever dans le profil de performance pour obtenir des résultats satisfaisants.
c'est-a-dire un ordonnancement dont le temps d’exécution est raisonable. Le nombre de
points est assez faible (de l'ordre de 4 ou 5 méthodes) car ensuite, méme sans considérer
la complexité .. 'ordonnancement, sa qualité n’augmente plus sensiblement.

Un des derniers axes d'étude de GARVEY et LESSER est de considérer l'algorithme
d’ordonnancement “design-to-time” comme un algorithme anytime[GL96]. En effet, cet
algorithme donne des résultats toujours meilleurs si un temps supplémentaire lui est alloué.
c'est-a-dire si un plus grand nombre d’alternatives sont considérées. Par contre. les auteurs
sont peu optimnistes sur la possibilité de construire un profil de performance o priori pour
P'ordonnnancement d'une structure de tache particuliére.
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1.4 Conclusion

Nous venons de présenter une analyse bibliographique dans le doma.ne de Valgorith-
mique anytime. Nous avons pu voir que pour obtenir le compromis entre la performance
de I'algorithme et son temps de calcul, il &tait nécessaire de définir un “évaluateur” appelé
qualité, qui placé dans un environnement applicatif faisait place 4 la notion d'utilité, et
de construire un profil de performance, reflet de I'évolution de cette qualité en fonction
du temps de calcul. Nous avons également vu que deux types d'algorithmes anytime exis-
taient (interruptibles et 4 contrat) et qu'il était possible de passer de 'un & 'autre avec
certaines concessions. Nous avons également exposé les indications préconisées par ZIL-
BERSTEIN pour la construction de tels algorithmes. Enfin. un travail sur la composition
d’algorithmes anytime a 4té présenté.

Nous avons dans un deuxiéme temps abordé les problémes d'utilisation des algorithmes
anytime et notamment ['exploitation de compromis temps, performance. Cette partie a
donc concerné les techniques d’ordonnancement et de controle des algorithmes anytime.
Nous avous vu que des alternatives & ces algorithmes existaient, notamment le raisonne-
ment progressif permettant, entre autres, de se passer de la notion de profils de perfor-
mance.

Remnarquons ane ces approches différentes au premier abord, se rejoignent dans le prin-
cipe de compromis temps,/performance. C'est pourquoi, nous les classons toutes dans I'ap-
proche algorithinique anytime. Notons que 'ordonnancement des algorithmes a contrat,
de par leur nature non-interruptible, se fait avart de lancer I'exécution, contrairement aux
algorithmes interruptibles. De plus, les techniques d’ordonnancement proposées supposent
la plupart du temnps qu'un événement interrupteur va survenir i une date fixée et précise,
ou au pire, situé avec une certaine incertitude sur un intervalle de temps limité.

Il est alors légitime de se demander s'il n'existe pas des situations pour lesquelles
non-seulement il n'y a pas d'information sur I'arrivée de I'événement interrupteur, a part
un intervalle de temps d’une certaine taille qui peut étre conséquente, mals aussi pour
lesquelles nous ne disposons pas d’algorithme interruptible. mais seulement a contrat.
Dans le chapitre suivant nous proposcns une approche dans laquelle il est possible de
donner un ordonnancement d'un algorithme a contrat qui garantit le meilleur résultat en
moyeune sur l'intervalle de temps. Cette appioche peut étre vue comme une alternative
a la transformation d'un algorithme & contrat en algorithme interruptible proposée par
ZILBERSTEIN et RUSSEL, présentée dans ce premier chapitre.
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Chapitre 2
Maximiser la qualité moyenne

En toutes choses les extrémes sont rares. les choses moyennes trés communes
[Platon]

A notre connaissance, la plupart des études menées 2 ce jour sur 'optimisation de
la qualité des algorithmes anytim. n'ont considéré que la qualité du résultat final. Le
probléme auquel nous nous intéressons ici est celui de maximiser la qualité moyenne d'un
algorithme anytime a contrat sur un intervalle de temps. Tout d’abord, nous illustrons et
motivons informellement ce probléme avec quelques situations concrétes. Ensuite, nous
prouvons que le probléme est NP-dur, mais quadratique si 'intervalle de temps est assez
grand. Finalement, nous donnons des résultats empiriques qui nous permettront 'envi-
sager les cas pratiques pour 'utilisation de notre approche.

2.1 Exposé du probléme

2.1.1 Situation

Les problémes NP-durs comme la planification ou la prise de décision ne peuvent étre
traités de manicre raisonnable par des méthodes exhaustives. (est la raison pour laquelle
DEAN et Boppy |DB88| ont introduit la notion d’algorithme anytime. Ces algorithmes
offrent un compromis entre temps et performance. Ils sont donc caractérisés par leurs
profils de performance qui permettent une prédiction sur la qualité du résultat qui dé-
pend de la longueur du temps d’exécution. Cette fagun de faire a été utilisée dans des
domaines variés comme le contréle de robots (ZILBERSTEIN et RUSSEL |ZR93]), le rai-
sonnement & base de connaissance (MOUADDIB et ZILBERSTEIN |MZ98]) et les agents
réactifs {ADELANTADO et DE GIVRY [Ad95]), entre autres.

La qualité n’est pas la caractéristique essentielle du résultat d'un calcul : ce qui importe
vraiment est son utilité. L'idée intuitive est que, dans beaucoup de situations, 'utilité d’un
résultat décroit avec le temps, et qu’un résultat de qualité moyenne obtenu rapidement
est plus intéressant que le meilleur résultat obtenu aprés un temps de calcul excessif

35
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T———__ Evénement hostile

FIG. 2.1 ~ Un événement hostile peut arriver & tout moment sur [tg.t,]

(ZILBERSTEIN et RUsSSEL |ZR96]). Mais quand I'algorithme est utilisé dans un certain
environnement, 'utilité peut étre d'une autre nature. C'est le cas dans les exemples sui-
vants, tow: associés a une “situation de crise”:

- Une personne (P) doit donner i son chef de service (C) un rapport dans la matinée.
P sait senlement que C réclamera le rapport 4 n’importe quel moment entre 8 heures
du matin et midi. Le probléme pour P est qu'essayer de faire un rapport avec la
meilleure qualité possible ne serait la bonne stracégie que si le rapport était réclamé
i midi. Si ce n’'était pas le cas, aucun rapport ne serait disponible! Ainsi, il semble
plus prudent d’assurer un brouillon de qualité minimale pour 8 heures et, une fois
que ce brouillon est prét, de demarrer la rédaction d’un meilleur rapport, en espérant
que le chef de service C ne passera que tard dans la matinée.

- Quand une tornade est annoncée, il reste trés peu de temps pour se préparer (et pré-
parer sa maison). Aussi, il est important de fabriquer des protections de la meilleure
“utilité” possible. par exemple de s'assurer que des actions minimales seront effec-
tuées d'abord {protéger les enfants) avant d’améliorer la qualité des protections
(clouer les volets).

La question que nous nous posons est donc la suivante: dans la situation d'un événe-
ment hostile qui pourrait intervenir & n'importe quel moment sur un intervalle de temps
donné [tg.t.], la probabilité de I'événement hostile étant considérée uniforme sur I'inter-
valle, quelle est 1a répunse a cet événement hostile a partir de t = ( qui donne la meilleure
chance de survie sur toute !'étendue de I'intervalle de temps? (voir figure 2.1)

2.1.2 Les méthodes possibles

Dans la suite, nous supposons qu'un critére de qualité est défini pour les résultats
dc anés par 'algorithme. La définition de la qualité est fortement dépendante du probléme
(précision du résultat. bénéfice obtenu, pourcentage d'un possible succés). Nous supposons
toujours que la qualité augmente (ou au pire reste constante un moment) avec le temps.
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Cette définition de qualité est conforme aux définitions données dans I'état de V'art, donc
aux définitions usuelles du domaine de I'algorithmique anytime.

2.1.2.1 Les algorithmes interruptibles

Dans la situation décrite précédemment, un algorithme anytime interruptible serait la
meilleure solution. Il suffit alors de lancer I'algorithme de “contre-attaque” au début de
I'intervalle, quand on vient juste d'étre prévenu de la possibilité de I'événement hostile.
Lorsque ce dernier survient, I'algorithme est interrompu et le résultat du calcul est celui
obtenu au moment de l'interruption. C'est donc la meilleure réponse qu'il était possible
de donner au moment de ['arrivée de 'événement hostile.

Malheureusement, il n'est pas toujours possible d’obtenir ce genre d’algorithmes, au
moins pour les raisons suivantes:

- Dans le cadre de la conception modulaires d'algorithmes anvtime. En effet, si on
veut faire une composition d’algorithmes anytime, interruptibles ou a contrat, pour
obtenir un module composé anytime, on n'obtient que des modules composés 3
contrats |Zil93|.

- Les algorithmes 3 contrats peuvent étre transformés en algorithmes interruptibles
{Z1193], mais nonobstant le fait que le temps d’exécution est quatre fois plus long
pour obtenir la méme qualité, cette fagon de faire ne peut s’appliquer que si la
longueur des contrats peut é&tre choisie librement (dans ce cas précis, la longueur
des contrats est une suite exponentielle), ce qui n'est pas forcément le cas général.

Uinalement. méme avec un authentique algorithme interruptible, il existe des situations
pour lesquelles le cas 4 contrat réapparait . si on applique les résultats de 'algorithme sur
le monde extérieur, il n’est plus possible de laisser 'algorithme continuer le calcul pour
améliorer la solution & partir de la précédente obtenue: il doit étre redémarré de zéro.
Par exemple, cela peut arriver dans les applications de contre-mesure. si le résultat de
'algorithme interruptible est une action de brouillage qui provoque elle-méme une décision
de contre-brouillage de la part de 'ennemi, etc.

2.1.2.2 Les algorithmes a contrat

Il est timmeédiat que les algorithmes & contrat posent un probléme car ils ne sont pas,
par définition, interruptibles. Imaginons la méme situation “d’attaque” et un algorithme
& contrat pour préparer une réponse. Si jamais I'attaque intervenait avant la fin du calenl
{la fin du contrat). nous n’aurions aucune garantie sur la qualité du résultat, par définition
d'un algorithme & contrats. Il est méme fort probable gue nous n’ayons en conséquence
aucune réponse du tout d opposer & I'événement hostile.

Nous illustrons sur les figures 2.2, 2.3 et 2.4 différentes tactiques envisagerbles.

Le premier objectif est donc de palier au probléme de non-interruptibilité de I'algo-
rithme & contrat, c¢'est & dire qu'il faut assurer un minimum de qualité trés tot. L'algo-
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Contrat |

Fi1G. 2.2 - Préparation rapide, mauis peu efficace

rithme est donc lancé sur un contrat court. Le probléme est que la réponse calculée est
de qualité trés basse, d'autant plus que le contrat est court. Méme si on dispose d'une
riposte qui couvre une bonne partie de l'intervalle, elle ne sera pas forcément trés eflicace.

S— Contrat 2

0 4 t L temps
FiG. 2.3 - Préparation efficace inais lente

Pour obtenir une meilleure qualité, il faut lancer P'algorithine avec un contrat plus
grand (figure 2.3). Toutefois "n probléme subsiste: la qualité de la réponse est grande,
mais elle n'est utilisable qu'aprés la fin du contrat. Sur la durée du contrat. on est sans
protection.

— o Contrat 2 - A
. Cowat | —
|
| ’s
z !
! L
emnps
Q ‘O |! £ 3 te 3

FIG. 2.4 - Préparation combinée

La solution que nous proposons (figure 2.4) part d'un constat simple: si un lance |'al-
gorithme avec un contrat assez court, il reste toujours du temps pour lancer une deuxiéme
fois I'algorithme et obtenir un meilleur résultat. Pour évaluer la qualité de la réponse, nous
ntilisons une nouvelle mesure, la qualité moyenne, qui consiste simplement a calculer la
qualité pundérée par la portion de U'intervalle sur lequel elle s'applique. Cette mesure nous
donne une idée du compromis entre la qualité d’un résultat et le temps pendant lequel il
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est disponible. Il faut toutefois réunir trois conditions:

- la somme des contrats doit étre strictement inférieure 4 la longueur de 'intervalle

- chaque nouveau contrat doit &tre plus long que le précédent pour améliorer le résul-
tat. La monotonicité du profil de performance implique qu'une stratégie contraire
serait inutile.

- En utilisant la définition de la qualité moyenne, nous pc.mvons envisager qu’il y ait de
nombreux cas oil notre tactique sera plus efficace que les deux premiéres. Autrement
dit, sur la figure 2.4, nous obtenons une meilleure qualité moyenne, c'est a dire une
plus grande chance de survie sur tout !'intervalle.

I.'approche que no.. décrivons peut étre illustrée sur un exemple concret d’application
la prédiction d'un signal. La prédiction a pour but, pour un signal dont on connait un
certain nombre d'échantillons, c’est 4 dire de valeurs mesurées 4 des instants déterminés,
de prédire la valeur de ce signal dans le futur. Cette prédiction peut servir, par exemple,
4 des programmes d'identification de cibles et constitue une application typique dans le
domaine du traitement du signal.

Pour résoudre ce probléme, il existe plusieurs algorithmes dont I'un consiste & trouver
les coefficients d'un prédicteur d’un ordre fixé a prior. Plus 'ordre de ce prédicteur est
élevé, plus ’erreur faite sur la prédiction est faible. Par contre. les coefficients déja calculés
ne sont pas réutilisables pour calculer les coefficients d'un prédicteur d’ordre supérieur si,
pour calculer des coefficients du prédicteur, on résoud les équations normales. 11 est donc
nécessaire de recommencer les calculs des coefficients depuis le début.

Cet algorithine peut douc étre facilement adanté a l'algorithmique anytime dans le
cas & contrats car il garantit que l'erreur diminue avec le temps de calcul (lié & 'ordre
de la prédiction), et il est nécessaire de relancer I'algorithme pour exécuter un contrat
plus long (pour un ordre plus élevé). Pour une description compléte des principes de cet
algorithme, nous renvoyons le lecteur a [Hay96|, [PM96] et [DV00].

2.2 Formalisation

Le probléme est de maximiser une mesure que nous avons appelée qualité movenne
sur une fenétre de temps ot l'arrivie d’un événement hostile est possible. Notre strotégie
est la suivante: l'algorithme est lancé une premiére fois pour un contrat déterminé (de
longueur inféricure & la longueur totale de la fenétre, évidemment) Nous obtencns alors
un résultat d'une certaine qualité, dépendant du contrat, et rien avant la fin de ce premier
calcul. Nous avuns donc une qualité nulle sur {tg,t,], et une qualité f(t, —tp) = f(6,) &
partir de {; “nsuite, si 'algorithme est relancé pour un nouveau contrat, cette qualité est
mise a jour 4 la fin de V'intervalle. Et ainsi de suite, jusqu'a la fin de la fenétre temporelle
{voir figure 2.5)

Le probléme de maximisation de la qualité movenne sur un intervalle de temps consiste
4 trouver le nombre de contrats et leurs valeurs pour obtenir une qualité moyenne maxi-
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male. Nous allens tout d’abord définir la qualité moyenne d’aprés la description que nous
venons de faire.

Nous considérerens un ensemble de n contrats < ©, >= {6,,05,....,0,}. A cause de la
forme monotone croissante des profils de performance, il faut choisir un contrat plus long
pour obtenir une meilleure qualité. Aussi les contrats seront supposés croissants de 8; &
&,. Nous donnons ci-dessous une descrirtion de la qualité moyenne qui est la moyenne (au
sens usuel) des qualités disponibles, c’est-a-dire des qualités obtenues au dernier contrat
achevé lors d’une 1nte.ruption au hasard sur P'intervalle de temps.

qualité moyenne - gualité intégrale

La qualité moyenne de f sur une fenétre de temps [to,t.], relative & un choix < 6, >
de n contrats est décrite par la formule:

n-1 n
QU. < 04 >) = = /(6 min00: ~ o) + 3 F0)0,es + f(0a)(E — 36.)
€ 1= 1=}

La formul: ci-dessus n'es valable que dans le cas ot la contrainte de somme est vérifiée :

Ei:ék < i,

i=1

La qualité intégrale est égale & la qualité moyenne multipliée par la longueur de 'in-
tervalle de temps t. — to. La qualité intégrale sera donc notée Q(f. < 8, >) et la qualité
moyenne ou espérance de gualité QJ(f, < ©, >).

n-1 n
QU < Oa >) = FO) min(0.6y — to) + Y f(0)0sr + [(8,)(te — D _ 0,
1=

=]

On notera ()(f) le maximum de qualité intégrale. de méme Q(f) le maximum de
qualité moyenne.

Sur la figure 2.5, nous avons représenté d'une part le profil de performance avec les
contrats choisis, fipurés comme des temps de calcul, d’autre part espérance de qualité
avec s contrats qui se succédent. 8y, 83 et f; sont les contrats choisis pour maximiser la
qualité moyenne de f sur {tg,t.]. 1y est le début de l'intervalle ot il est possible de réagir
{d'exploiter le résultat de l'algorithme), £, sa fin. L'origine des temps est fixée 4 t = 0.
c'est & dire qu'a partir de cet instant, il est possible de commencer les calculs (lancer le
premier algo-ithme). L'instant 0 est donr celui & partir duquel on est prevenu de I'arrivée
de 'événement hos' ~ . somme de 4., A; et Aj est la qualité intégrale.

Nous distinguons deux cas 3 cause de la place de {5 par rapport au premier contrat.
Nous pourrions envisager de considérer plusieurs contrats avant t,. Il faut donc justifier le
fait qu'il n'y en a qu'un seul. Imaginons denx contrats avant ¢g. Le résultat est représenté
sur la figure 2.6.
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Nous pouvons constater que, dans ce cas, seule ia qualité aprés le deuxiéme contrat est
prise en compte. Le premier contrat r'a donc servi a rien. De plus, le temps consommé par
ce premier contrat aurait pu servir & améliorer la qualité obtenue a P'instant ty. Dans le
contexte de la recherche de 'espérance de qualité maximale, nous pouvons donc affirmer
que s’il existe un contrat avant ty dans la stratégie de qualité moyenne optimale, alors il
est unique. Ceci justifie donc bien le fait que nous na distinguions que deux cas pour la
définition de {a qualité intégrale.

Remarques sur la longueur du premier contrat;

- La somme des deux premiers contrats est supérieure a ty. En voffet, dans le cas
contraire, le premier contrat ne servirait a rien puisqu’on ne tire bénéfice du résultat
calculé qu’a l'instant ¢g. Il y a donc au plus un contrat avant to.

- De cette premiére remarque, il vient que le deuxiéme contrat est nécessairement
plus grand que ty/2 car la somme des deux premiers contrats et les contrats sont
croissants.

-~ Il se } ut qu'il soit intéressant de faire un premier contrat moins long que ty. En
effet, cela peut permettre de lancer I'algorithme pour un contrat supplémentaire
et augmenter ainsi la qualité moyenne, si la qualité augmente “fortement” pour ce
contrat.

Définition 2.1 Maruniser la qualité moyenne

Le probleme de la mazimisation de la qualité moyenne Q(f. < €, >) est de trouver,
pour une fenétre temporelle donnée [tg.t.], le nombre .. de contrats anst que lo longueur
de ces contrats qui marimisent l'expression de Q(f, < ©, >).

2.3 Etudes selon les types de fonctions de qualité

No:.s avons essayé dans un premier temps d'exhiber des lois analvtiques genérales sur
le comportement de la qualité moyenne, et, si possible, de mettre en évidence des classes
de fonctions caractéristiques de ces cotaportements. C'est pourquoi nous avons considéré
tout d'abord un cas "idéal" de profils de performance continus et dérivables afin d'en tirer
une premiére classification. Les résultats que i.ous avons obtenus sont exprimés dans ce
paragraphe et ont été résumés dans [DDTV98|.

Il nous est tout de suite paru naturel que le choix du nombre d'interruptions nécessaires
et de leur position pour optimiser l'espérance de qualité dépendrait fortement de l'allure
du profil de qualité de I'algorithme. Aussi, nous avons commencé I'étude des fonctions de
qualité linéaires yui séparent deux types de fonctions: les fonctions de qualité convexes
et concaves (le cas le plus souvent recherché habituellement). Nos résultats analytiques
préliminaires ont confirmé cette classification. Notons toutefois que ces deux tvpes de
fonctions ne couvrent pas entidrememt la classe des fonctions continues, dérivables et
croissantes.
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2.3.1 Reésultats pour les profils de performance convexes

Nous traitons ici le cas des profils de performance convexes, c’est  dire dont la dérivée
seconde est positive. Ce premier cas n’est d’évidence pas le plus intéressant d'un point de
vue pratique, car la plupart des profils de performance recherchés sont concaves (4 dérivée
seconde négative). En effet, c’est naturellement I'assurance d'un rés ltat “c’assez bonne
qualité assez vite” qui est recherchée.

Toutefois, nous obtenons des résultats définitifs sur le comportement de la qualité

moyenne en fonction du nombre et de la longueur des contrats. Ces résultats soni exprimeés
dans le théoréme 2.1.

Théoréme 2.1 Mazimisation de la qualité moyenne pour les profils de performance convezes

- Pour le. profils de performance convezes, le meilleur résultat pour la qualité moyenne
est obtenu avec un seul contrat.

- oot f, un contrat unique qui Jonne la medleure qualité moyenne sur l'intervalle
[ta,te]. Alors f > %

- L'unique contrat est défini par ['équation swwante :

6
B
[0
st 7 est la dérwée premiére de la fonction de qualité f (valable pour f concave ou
conveze).
Remarque :

Ces résultats n'ont pas de sens si 'on permet que 6; < ty. Dans ce cas, une strotégie a
un seul contrat donne un contrat optimal 8, = ty a la limite. Donc cette stratégie avec
8, < ty est moins bonne de toute facon sauf si tg > % Dans ce dernier cas, tout dépend
de la valeur de f;.

Pour un contrat unique, I'idée intuitive du théoréme 2.1 est assez naturelle. Comme le
profil de performance est convexe, c'est 4 dire qui croit lentement an début, on a intérét
 stopper le caleul tard.

La deuxiéme partie du théoréme 2.1 signifie qu'il n'est pas utile de relancer plusieurs
fois 'algorithme avec des contrats croissants pour obtenir la meilleure qualité moyenne.
Nous pouvons affirmer dans ce cas des fonctions de qualité convexes, que le probléme de
maximisation de la qualité moyenne sur un intervalle peut étre résolu en temps constant.
La formule donnée dans la troisiéme partie est valide en général (cas convexe ou cuncave).
La preuve compléte du théoréme 2 ' est. reportée dans le paragraphe 2 3.3 afin de ne pas
troubler I'enchainement des résult ..
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2.3.2 Résultats préliminaires pour les fonctions concaves

Le cas des fonctions concaves que nous allons aborder maintenant nous a posé plus
de problémes. En général, la qualité moyenne maximale nécessite plusieurs contrats, mais
la question reste de savoir combien et si c2 nombre est fini. Toutefois, nous avons exhibé
des résultats préliminaires que nous exposons dans les théoremes suivants, et expliquons
comment nous traitons le probléme.

Théoréme 2.2 Manimaser la qualité moyenne pour les profils de performance concaves -
résultats préliminaires

- Pour f(t), un profil de performance concave, et 8, une interruption unique qui donne
la meilleure qual:té moyenne @, alors 6 < %.

- Pour f(t), un profil de performance concave, faire deur contrats donne une medleure
qualité moyenne que faire un seul contrat.

Pour les mémes raisons que ci-dessus (en 2.3.1), les profils de performance concaves
donnent un assez bon résultat assez vite, donc on peut arréter le calcul assez vite égale-
ment.

Pour la seconde partie du théoréme, l'idée est que dans le cas d'un contrat unique celui
qui donae la qualité moyenne maximale est toujours inférieur & ¢,/2, donc il reste assez
de place pour un second contrat qui améliorera la qualité movenne pour un seul contrat

A ce jour, nous n'avons de preuve analytique que cette propriété s'étend aux ordres
supérieurs (c'est & dire que trois contrats valent mieux que deux, etc.). Toutefos, de fagon
plus pragmatique, nous pouvons imaginer que faire beaucoup de contrats n’aura pas un
grand intérét pour deux raisons:

- le peu de gain a chaque nouveau contrat. En effet, la qualité augmente, mais le temps
sur lequel elle s’applique diminue {vuir cette impression illustrée sur la figure 2.7).
Cela laisse penser que le nombre de contrats sera limité pour obtenir une qualité
movenne maximale, sinon une trés bonne approximation pour ce max‘mum.

- les problémes de ccatrdle des algorithmes (monitoring), qui si le nombre de contrats
est grand, augmente les temps de réponse d'autant.

C'est pourquoi nous avons traité le probléme de facon discréte dans la section 2.4.
Nous reviendrons sur ['utilité de déterminer la qualité moyenne maximale avec beaucoup
de contrats dans la suite.
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FiG. 2.7 - Peu de gain pour un contrat supplémnentaire

2.3.3 Détail des preuves

Rappelons la fonction de quah.é intégrale : (la qualité movenne différe seulement d’une
constante T =1, — t3)

n-1 n
Q(f‘ < (-)n >) — f(gl)rnzn(o‘(}l — t()) + Zf(gt)e,q + f(gn)(te - ng)
=1 =1

On notera 01.Q, ...QJ, les qualités moyennes pour une stratégie a 1. 2 ou n contrats.

Les deux cas (selon le signe de ¢ty — €,) yue nous avons distingués n'influencent pas
fondamentalement les résultats.

Théoréme 2.1:

Apros la remarque en fin de théoréme, nous considérons que nous ne traiterons que le cas
otl il est possible de choisir "librement" 8, c’est & dire quand tg < §,.

Premiére partie:

- Un maximum pour la foncti .n de qualite Q, = (¢, —#,) f'(8,) ailleurs qu'en 0 ou en
t. doit vérifier I'équation:

(te =) f'(0) - f(BL) =0
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- Le fait que 1a fonction f soit convexe implique que

)
%ﬁlﬁf'(ax)

- Donc, pour le contrat qui rend §); maximum, il vient

0 S (te - 291)]"(91) S (te - Ol)f’(ol) - f(gl)

qui implique que §; > %(car le second membre est nul).

Deuxiéme partie:

La premiére étape consiste & prouver que, pour n > 2, le maximum de (Q,, est obtenu
pour O = 0 et que ce maximum est plus petit que celui de @3, ¢'est a dire que toutes les
stratégies & plus de deux contrats sont moins honnes que le meilleur résultat pour une
stratégie a deux contrats.

- . axiste un optimum local alors toutes les dérivées partielles de O, par rapport
aux Jifférents contrats sont nulles. Nous affirmons que ¢'est impossible car elles ne
peuvent méme pas étre égales: en effet,

Q. 0Q,
v = Zen
n> 25 T 5,

a pour conséquence
B2 f'(61) = f(61) + 63 f'(62)
Cette derniére ¢quation ne peut pas étre vraie car 8, < #, < #; et f(t) est positive
et f'(t) croit. Donc une des dérivées partielles de @, par rapport a 8, ou 8, est non-
nulle et (), n'a pas d’optimum local sauf quand 8, ou 8, atteignent leurs bornes, 0
ou I..
- Parce que

‘::&ST

k=0
si un des contrats 8, = t., alors tous les autres sont nuls et la qualité moyenne est
nulle également. Donc le maximuin ne peut exister que pour un ¢ = ()

- Si nous supposons qu'un des ¢, = 0 alors @, = @,-;. Donc le maximum de Q,
est plus petit que celui de @, .. Par récurrence, on obtient finalement que ¥n >
2, max(@n) < max(Qs)

La seconde étape consiste & prouver qu'un seul contrat donne une meilleure qualité
moyenne que deux contrats pour les profils de performance convexes:

- Soit My et M,,, les maxima de (), (f) et de (Jo(f) respectivement. Le probléme
est de prouver que M; s > M, ;. Dans ce but. deux autres fonctions de qualité g et
h, définies ci-dessous, sont utilisées:

- h est une fonction linéaire. h(0) = 0 et h(%) = f(%)
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Fi1G. 2.8 - Profils de performance f. g et h

- g=hsur [0,%] et g = f sur %t

Lemme 2.1 Puur (3, les deuz instants de relance de Ualgerithme ty et ty sont tels que
h < "2" < t,.

Parce qu'il v a deux contrats et la qualité augmente a chaque étape, t; < ‘. Dans
le cas opposé, 1l serait impossible de placer un second contrat plus grand. De plus, si on
suppose que ty < ‘4, cela nous méne & My, < My, qui est absurde. Plus simplement,
remarquons enfin que cela nous donnerait une pocsibilité d'un troisiéine contrat qui serait

meilleur que la stratégle a deux contrats. Ce chuix n’est donc pas optimal.

Preuve de la deuxiéme partie:

- Comme g = h sur [0,%]. My, = Map = Myy(tyity). On peut prouver que dans le
cas de f linéaire, le maximum de qualité moyenne est obtenu pour Vt,.ty = %. Donc
Myt ) < ‘\Ig'h(tl,%). Comme ¢ domine h, M, 4(t;.5%) < My (t) %) < My,

- Le calcul de My 4 et de M), prouve que My, = M, .

- Comme y domine f, alors M., < My

- Nous prouvons que A, g = M, ; car M, , est obtenu pour t; > ‘—2‘ Alors My > My
Finalement, on obtient M,y > My en utilisant le fait que la dérivée de M ; est
nulle.

Troisiéme partie:
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F1G. 2.9 - Profils de performance concaves - Deur contrat valent mieur qu'un seul

La preuve vient directement de 'expression de la dérivée de la qualité movenne par rapport
a 'unique contrat.

Qo gy
@, = e =00 (0) = J(0) =0 = b =t~ 75

Théoréme 2.2:
Premiére partie:

La preuve est du méme type que pour le théoréme 2.1 et le fait que f soit concave plutot
que convexe inverse |'inégalité. C'est a dire
f(6h)
5 > f'(6,)
1

Pour le cas o1 6, < ¢y, de la méme fagon que dans le théoréme 2.1, ii vient que le meilleur
contrat est égal a t, a la limite. Cette stratégie est toute naturelle: calculer le plus possible
avant le début des “hostilités”.

Seconde partie:

La preuve de cette partie découle directement de la premiére proposition. En effet, si pour
un contrat unique. la longueur du contrat est toujours inférieure 4 % il reste alors de la
place pour un contrat plus grand que le premier contrat {qui améliore donc la qualité
moyenne). La figure 2.9 illustre cette situation.

2.4 Le cas discret : approximation du profil de perfor-
mance

Toutes les propriétés, définitions et notations que nous donnons dans la section 2.3
sont valables pour un quelconque profil de performance f, répondant aux propriétés de
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I'algorithmique anytime. Nous avons choisi de faire des approximations de la fonction f
pour traiter le probléme de facon algorithmique. Cette approximation est faite par des
fonctions en escaliers. Nous la définissons dans la suite et citons les propriétés intéressantes
(pour “ameéliorer” I'algorithme) qui en découlent.

Tout d’abord, grace au lemme 2.2, nous poavons remarquer que l'approximation d'un
profil de qualité peut se faire de telle fagon que 'erreur sur le maximum de qualité moyenne
pour un profil de performance approximé ne soit pas plus grande que l'erreur faite sur
'approximation du profil en lui méme. Il suffit pour cela d’c pproximer le profil de per-
formance & € prés, ce quec nous définissons de suite, ¢ étant une constante réelle fixée a
priori.

Définition 2.2 approzimation par en-dessous d'une fonction f d ¢ prés

On dit qu’on approzime par en-dessous une fonction f a < prés, st on construit une
fonction g telle que g < f et Wt € [to.te],f(t) — g(t) < £, ot = est un réel positif fire.

Lemme 2.2 lemme d'appro;imation

St g approzume f par en-dessous & € preés, alors Qlyg) = QUf) -«
Preuve du lemme 2.2:

- Démontrons tout d’abord que
VeV <O>.Q(f, <0 >)-Qy. < ©>) <
Pour cela. il faut écrire en détail la différence

Qf. <©>) - Qg < © >) = mun(0.0, - to)(f(8h) - 9l ))+

n-1

Y Buar(F(8) = g(6.); Ze 9(6.))

=] t=]

et utiliser la majoration de (f — g) par <, en simplifiant .
QU. <©>) = Qlg. <0 >) S it —to) - 6}

Donc
{(tt’ - tU) - (}1}

te —to

QUf,<0>)-Qlg.<9>) <«

Ce majorant est plus petit que €.
- Démontrons ensuite que

Ve'3<O >R, <0 >)>0Q(f)-¢

C'est la propriété du maximum de qualité moyenne Pour cela. il fan - ousidérer
I'allocation optimale < © >4 pour Q(f. < © >). - liminuant par exemple le
dernier contrat de fagon a baisser de €' la qualité mov e,
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~ Les deux premiéres relations impliquent que
VeVe'3<O>|0(f,<0>)-0Qlg, <O >) >e+¢
Autrement dit, & la limite de £/,Ve,Q(f) - Qg) < €.

L’erreur faite sur la qualité moyerne en approximant f par g ne sera pas plus grande
que l'erreur d'approximation sur f.

L’approximation que nous avons choisie est I'approximation par une fonction en esca-
lier (définition 2.3) qui nous permettra d'obtenir un probléme discret.

Définition 2.3 fonction en escalier

C’est une fonction constante par mnorceaus, qui approrime un profil de performance sout
par en-dessous & € pres, soit & +e prés. Nous appelerons seusl [abscisse d 'une discontinuité
dans une fonction en escalier (voir algorithme 2.1).

»
o

Temps
Fi1G. 2.10  Approzunation d'une fonction f par en-dessous d £ pres
Sur la fgure 2.10. = = 0.05 et correspond a 5% d'erreur, c'est a dire puisque la valeur

du maximum est de 1 (ou tend fortement vers 1). Si le ratio de 'erreur sur le total est
fixé & , alors le nombre de marches sera exactement de 1/¢.

Remarques:

- Le nombre de seuils est fini. En effet, si 'intervalle d'étude est fini, la valeur de
P'erreur détermine le nombre de seuils.
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~ On pourra prendre comme valeur maximale de g, la  ‘eur rationnelle la plus proche
par en-dessous de la valeur du maximum de f. Ai 4, toutes les valeurs de qualité
seront rationnelles.

~ Considérons la fonction f, = f + §. Il est équivalent d'approximer f par en-dessous

a £ prés et d’approximer f, & +£ prés, au sens o ces deux approximations donnent
les mémes seuils (mais pas les mémes qualités).

ALG 2.1 Algorithme d’approximation d'une fonction par une fonction constante par
morceaux
procedure approxime (e, f.z;,z3)
Début
1 « max_diff{z,,r,.f)
si > ¢ alors
max_diff(r,.r.f)
max _diff(r.x,,f)
insére(z, liste_ seuils)
fin si
retourne (lste_ seuils)

Fin

max _diff est une fonction qui retourne I'abscisse z du maximum en valeur absolue de
'écart entre f(z) et la droite passant par r, et z,.

insére est une fonction qui insére 'élément x dans une liste de seuils, constituée au
départ de {r),x2}.

Voyons maintenant 'intérét de 'approximation d'un profil de performance par une
fontion constante par morceaux. Le lemme 2.3 dit qu'il suffit d'explorer le sous-ensemble
de points d'abscisse constitué des seuils pour trouver les allocations optimales pour obtenir
la qualité moyenne maximale avec le profil de performance ¢. fonction en escalier.

Lemme 2.3 trinsformation en probléme combinatoire
Soit g une fonction en escaliers

S1 une suite fime ordonnée < ©, >=< §,.6,,...0, > de contrats marimse la quahté
moyenne, alors tous les contrats se terminent sur des seuuls.

Preuve du lemme 2.3:

- L'idée est qu'il faut profiter le plus tot possible de la qualité du résultat calculé
- Prenons une allocation de temps pour des contrats < © >, dont 0 un de ces contrats
finissant entre deux seuils.

- La qualiteé entre les deux seuils, le deuxiéme seuil étant exclus dans la marche d’es-
calier, est constante.
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- Prenons alors une autre allocation < ©' >, identique & < © >, a 'exception de
f. Pour remplacer ce contrat, un autre §' < @ est pris, mais sur la méme marche
d’escalier.

- En faisant la différence entre les deux qualités moyennes obtenues, et en posant 6,
le contrat précédent § dans < © >, et 8;,, le suivant de 8, il vient finalement:

(9, <9 >) - Qg, <O >) = (0 - 6)(9(8) — 9(6n))

- Qr, le premier facteur du produit est positif et le second est négatif. La différence
entre I s deux qualités moyennes est négative et prendre le contrat le plus tot possible
sur I/. marche d'escalier est bénéfique.

- Pas généralisation, 4 la limite, on conclut que les contrats se finissent toujours sur
un seuil.

Nous obtenons donc un probléme de maximisation de la qualité moyenne pour un profil
de performance en escalier comme les seuls contrats prssibles pour le maximum de qualité
moyenne. Nous P'appellerons MAXQSF pour MA Xumization of the average Quality of a
Stepunse Constant Function. La définition formelle de MAXQSF et I'étude de méthodes
pour la résolution de ce probléme font I'objet des deux sections suivantes.

2.5 Qualité moyenne dans une fenétre quelconque

Il faut noter que les profils de performance sont souvent acquis de maniére expéri-
mentale et leur stockage nécessite une forme discréte. De plus, le lemme d'approximation
établit que la qualité movenne est approximeée avec la méme erreur que celle faite sur le
profil de performance en 'approximant par une fonction en escalier, ce qui nous garantit
une erreur maximale choisie (€) en fonction de la finesse de découpage du temps. Clest
pourquoi nous avons choisi de nous attacher au probléme de maximisation de la qualité
moyenne pour un profil de performance sous la forme d'une fonction continue par mor-
ceaux |DDTV99] [DD99|. Plus qu'une fagon d'éviter les difficultés dues au cas du profil de
performance continu, cette approche prend son sens dans la représentation usuelle d'un
profil de performance sous la forme discréte.

Définition 2.4 : MAXQSF

Nous appellons MAXQSF(f.ty.t.), le probléme de la marmusation dans unc fenétre
de temps [to,te] de le qualité moyenne d’un algorithine anytime muni d’un profil de per-
formance sous forme d’une fonction en escalier crowssante f.

Dans un premier temps, nous avons voulu étudier la complexité de MAXQSF, avant de
nous lancer dans la recherche d'algorithmes efficaces. Notre conclusion a été que MAXQSF
est un probiéme NP-dur, c'est & dire qu'il n'y a pas d’algorithme “praticable” pour le
résoudre de facon exhaustive tant que les classes de complexité P et NP soat distinctes
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(pour les définitions sur la complexité algorithmique et les classes de complexité, voir
[GJ79] et [Del96]). Nous avons ainsi évité des optimisations algorithmiques aussi longues
qu’inutiles.

Rappelons que pour prouver que notre probléme est NP-dur, il faut que tout probléme
NP-dur se réduise polynomialement 4 ce probléme. En utilisant la transitivité pour la
réduction polynomiale, il est suffisant de montrer qu'un probléme NP-complet se réduit

polynomialement 4 notre probléme, puisque que tout probléme NP-dur se réduit 4 un
probléme NP-complet.

La principale difficulté est de trouver le probleme NP-complet candidat a la réduc-
tion polynomiale et de construire cette réduction. M ANQSF(f,to,le) peut faire penser
au probléme du sac & dos, que nous noterons Knapsack(< A > ,b). Rappelor que
Knapsack(< A > ,b) consiste & déterminer une partie de < A >=< a,.,a3,...,q 5 a,
étant des entiers naturels, dont la somme des éléments soit maximale et infér b,
entier naturel. Ceci est en fait une version simplifiée du sac a dos présentée dan. [« 9],
mais n’enléve rien d la complexité du probléme de la classe des problémes NP-complets. La
ressemblance de Anapsack(< A > ,b) avec MAXQSF(f.ty.t.) réside dans I'idée du pla-
cement maximumn (espérance de qualité maximale) de nombres (les conirats) dans espace
donné ('intervalle [tg,t,]).

Nous avons donc construit une réduction polynomiale de Knapsack(< A > .b) vers
MAXQSF(f,ty.t.). Notons que I'on suppose que les éléments de < A > sont différents
deux & deux. De raéme que ci-dessus, le caractére NP-dur est conservé par la restriction.
La preuve de la NP-complétude suivra 'idée de cette preuve.

2.5.1 Schéma de la preuve de la réduction

On va réduire polynomialement Knapsack(< A > b) 8 MAXQSF(f.ty.te). Pour
cela, pour toute instance < A > de Knapsack(< A > b). on va construire en temps
polynomial une fonction f. 4. croissante en escalier dont la maximisation de la qualité
moyenne revient i résoudre Knapsack(< A > .b).

L'idée est de faire correspondre a des seuils les élements a mettre en sac. La difficulté
est que choisir on ne pas choisir un seuil comme interruption influe su. la qualité dans
une proportion qui dépend des autres choix d'une maniére difficile & quantifier. Pour s'en
convaincre, voir ['expression de A, qui exprime le gain de qualité pour 'ajout d'un contrat
(cf. paragraphe 2.5.2).

Pour palier cette difficulté, f. 45 va 8tre construite de fagon a alterner des seuils (nu-
méros impairs) correspondants aux éléments de < A >, et des seuils (numeéros pairs)
construits tels qu'ils sont nécessairement tous pris comme contrats dans une qualité
moyenne maximale. Ainsi, les seuils pairs encadrent les seuils impairs, et “séparent” |'effet
des choix sur les seuils impairs. Cette construction est faite de sorte que “retenir le seuil
correspondant a un élément a de < A >" augmente de a la qualité (par rapport 4 ne pas
le retenir).

La contrainte de taille du sac devient ici la contrainte de somme sur les seuils de nu-
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méro impair; la réduction de Knapsack 8 MAXQSF apparait alors clairement. D’aprés
la méthode d’alternance des seuils que nous venons de décrire, f. 45 a donc 2n+1 seuils:
0.0, = ar,02.03 = ea,... Oy = @ 0000, = gy, Fon.

Pour des raisons techniques que la preuve éclaire, nous sommes amenés a prendre 5,
trés proche de g,. Il y a donc une alternance de marches trés courtes et de marches presque
entiéres (voir figure 2.11). Notons par ailleurs que la hauteur des marches décroit exponen-
tiellement, ce qui est proche des cas recherchés daas la pratique (profils de performance
concaves: propriété "diminishing return").

Remarque: La réduction repose étroitement sur la correspondance entre Knapsack et
la contrainte de somme. Nous verrons que quand la contrainte de somme disparait,

le probléme devient polynomial (section 2.6).

L’allure des courbes est représentée sur la figure 2.11.

¥
3
° r_____t_r——-—-
5
f
1, ’
i
[0 E—
.
1
.
90 8 47 8y 41 8 Temps
FiG. 2.11 - Construction de ln fonction f. 4,
Commentaire:

Une question pourrait étre de se demander si le probléme demeure NP-dur quand il est
restreint au cas des fonctions en escalier "concaves". f est dite concave si son lissage
par des segments joignant les arétes des marches l'est. C’esi le cas fréquent ot la qualité
s'améliore de plus en plus lentement. Plusieurs indices montrent que le probléme demeure
NP-dur. 1 faut remarquer d'abord que les fonctions construites dans notre preuve, sans
étre convexes (au sens topologique), le sont " & peu prés". Surtout. notre construction se
restreint au cas "particuliérement simple" oil les choix libres de seuils sont séparés par
des choix foreés; il et donc probable, méme sur des fonctions concaves, la complexité du
cas général demeure NP-dure.
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Notons que la complexité d’une instance (f,tp,t.) du probléme MAXQSF est comme
il se doit la taille de son écriture.

2.5.2 Preuve de la réduction

Il reste donc a réduire un probléme NP complet & MAXQSF, et nous avons choisi
Knapsack(< A > ,b) pour les raisons indiquées plus avant.

2.5.2.1 Conventions

- Knapsack(< A > ,b) désigne le probléme d'optimisation du remplissage d'un sac a
dos, avec la donnée de < A4 >, ensemble de n entiers positifs < A >=< a;,0s,...,a,, >.
b est un entier désignant la contenace du sac. Nous pouvons supposer les a, différents
2 4 2 et classés dans l'ordre croissant sans réduire la complexite.

- § designe la somme des a,.

- Nous allons considérer des fonctions ayant 2n+1 seuils 6,,8,,....0, et une fenétre
de temps [0.t.]. Le probléme qui nous intéresse devient MANQSF(f.t.). Cette
simplification ne doit pas "dénaturer" notre probléme orignal, et elle ne le fait pas
car nous sommes dans le cas particulier ot {; = 0. En fait, {5 n'intervient que dans
la définition analytique de la qualité moyenne et définit P'instant & partir duquel
'événement hostile peut intervenir. Autrement dit, sa valeur ne change que la valeur
de la qualité moyenne mais pas la nature complexe du probléme MAXQSF(f to.1.).
Enfin, si une restriction d'un probléme est NP-dur alors le probléme lui-méme est
au moins NP-dur.

- Notons A(0.,8'.8".6,) "le gain de qualité obtenu en ajoutant le contrat &' entre 6 et
", 8, étant le dernier contrat" (sachant qu'il n'y en a pas d’autre entre 6 et §'). A
partir de la formule de Q(f, < © >) de la section 2.2, nous vérifions immediatement

que {):
- dans le cas courant -
A(0.9.8°.8,) = 8"(f(¢) - f(8)) - ' (f(0,) - [(8))
- s1 6" o5t le premier contrat

A(=8.8"0.)=0"f(8) -6 f(6,)

~ st 8 est le dernier contrat :
AM@E. - =)= (f(8)~ fO)Nte—6h =0y — ... ~ 0 -0
- Dans le contexte d'une fonction f en escalier ayant pour seuils sq.....5,,....5,, nous
posons A, = A(8,-1,8:.5141,5) et f(s:) = f,. 1l vient alors:
Ay = s1fo—s0fp
Aa = sH»l(fz - fz«l) - Sz(fp - fx-—l)
(fp - fp—l)(tc -89 - ... = -‘fp)

L
b3
it



56  Chapitre 2. Maximiser la qualité moyenne

- D’aprés les définitions données plus haut:

- Ag est Paccroissement de qualité en ajoutant 6, comme contrat, 8, étant aussi
un contrat et le dernier contrat étant s,.

- A, est Paccroissement de qualité en ajoutant le contrat #, entre les contrats
0;-1 et 8,,,, le dernier contrat étant fy,.

- Ay (< s >) est 'accroissement de qualité en ajoutant pour dernier contrat 8,
au lieu de fy,_,,< s > étant 'ensemble des seuils choisis comme contrats (y
compris 6, ).

2.5.2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.4 : Lemme d'indépendance
S: 0" #8,, A0.6.8".0,) ne dépend pas des chmz hors de U'intervalle [6.6").

Pour la preuve, il faut réécrire I'expression de A(6,6,8".6,) et constater le lemme sur
'expression trouvée.

Lemme 2.5 : Lemnme de monotonie

A8,8,8",6,) crost avec 8" et décroit quand § ou 8, croit.

De méme, la preuve est dans 'expression de A(8,6',6”.0,).

2.5.2.3 Lemmes fondamentaux

Nous allons faire ici deux propositions. La premiére décrit la réduction polynomiale
de Knapsack vers M AXQSF, donc la construction de la fonction en escalier. La seconde
proposition prouve |'équivalence entre résoudre M AXQSF et résoudre Knupsack.

Lemme 2.G : Construction polynomiale du profil

Pour toute donnée < A >=< ay,a9,....ay, > et b, on peut construare en temps poly-
nomual une fonction croissante en escalier fe a5 de fenétre de temps [0.T =05+ 5 + b]
ayant 2n+1 seutls 6,,0,....0, el qut vérifie Vil <i < n.

- (P1) by = 0.0 < 51'_' et Oy < a; + 5‘;,

- (P2) Agyoy = u, et Ay, > S [en purticulter, Ny, (< s >) > S pour tout choir < s >),

- (P%) Remplacer un contrat 6, par le contrat 8, ou par le contrat 0y_, améliore
la qualité.

Indication sur la preuve:
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Prendre f,— f,_, = K*~* avecK suffisamment grand (mais de taille liée polynomialement
& < A >), et construire 8y, < a, + 5;,%;; Une vérification longue conduit & la preuve (cf.
section 2.5.3).

Lemme 2.7 : lemme du choir des seuils

Tout choiz optimal de seuils pour f. 45 est constitué des n+1 seuils de numéro pasr et
d'une sous suite de seuils de numéros impairs qui résoud K napsack(< 4 > ,b).

Indications sur la preuve:

Montrer que les opérations suivantes améliorent successivement la qualité (raisonner sur
les parties décimales pour la préservation de la contrainte de somme):

- D'abord retmplacer un contrat 8,;,_; par le contrat #,, ou 6,,_5 si 'un de ces deux
n'était pas un contrat. Ensuite, si 5, n'est pas un contrat, supprimer tous les contrats
qui sont des seuils impairs et ajouter 0s,.

- La qualité optimale requiert donc de prendre tous les seuils pairs comme contrats.
Nous achévons la preuve en remarquant que 'optimisation de la qualité équivaut
alors & un choix de seuils impairs dont la somme est maximale mais inférieure a b.

2.5.3 Détail des preuves

Nous donnons ici les preures détaillés des deux lemmes que nous venons de présenter:
le lemme de construction polynomiale du profil et celui du choix des seuils.

Preuve lemme 2.6:

Nous allons considérer deux constantes & et K” que nous prendrons suffisamment grandes,
1 p

et nous construirons f par la récurrence f, - f,_; = K'K*""*. Nous aurons besoin pour la

proposition (P3) d'une condition (P'1), donnée dans I'équation 2.1, plus forte que (P1):

1
(P{) B = (l,.go < — et 0o, < a, + (21)
124

3 Infin

1/ Montrons par récurrence sur i que pour tout A assez grand, (P1') et (P2) soat
vérifiés.

- Initialement, pour tout A et K’ assez grands, il vient pour 8y assez petit, Np > S.
En effet, .5.0 = ()1f0 - 00]2" > f() - ggf;z" car 91 =u; >1 donc

Ao > fg - gg(fo -+ ]\”1\'21‘*1)

Par «xemple, fo > 25 et Op(fo + I('K?"*') < S conviennent.
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~ Supposons B,....0;-1) construits et (P'1) et (P2) vérifiés jusque i-1.
Pour obtenir Ay,_; = a;, il est suffisant de prendre

1+ fon = fauma

Oy1 —a, =a,
' f2: -1 "f?x—-?

En effet, dans ce cas,

Aoy = alfa-r = faica) + ai{l + fon = fai1) = i (fon — fa-2) = @,

en remarquant que 6y, = a;.
De plus,
v R

=2
K[ 2n-2+1 ~ K-+l

Pour K assez grand (K'K?""2+! > 3n}, nous obtenons bien 6y, — a, < 3.

by —a, = q,

— Pour obtenir A,, > S, nous remarquons que, compte tenu de a,,; > q, + 1(les q,

sont entiers et distincts), de Ox41 = ai4y et de Oyi4y > a, + 55, il vient:

AZ: = 921+l(f£i - f21—l) - g?x(f?n - f'lx«l)

d'olt 1
Ay > (L+a)(fu ~ far) = (a0 + m)(fzn = fa-1)
Et
” 1
AZ: > (1 + a:)[('h""“m - (f!n - f2u—l + ..+ f21 - f!x—-l)(at + ""_“:“")
Inkn
soit encore
A 1\'2n—21+1 -1
Ay > (1 K'R*2 - K'
2 ( + al) (at + 3TL]&’2‘") ( KN -1 )
et finalement
Ay > (1 = —=)K'K™M-2
n > 3n1\’3") va
Or cette expression tend vers U'infini avec K' et A, donc pour A" et R’ assez grand,

Ay > S

- Finalement. pour montrer Ay, (< © >) = (fan — fan-1){te = D_(< © >)) > S, on
remarque que:

® fon — fau-y = K'K° qui tend vers l'infini avecK,

ot — > (<O >)>01car <© > contient soit des entiers soit des réels trés
proches (de %), donc au pire, la partie décimalede ) (< © >) < n;‘; < 0.4. Or,
la partie décimale de ¢, vaut 0.5. Nous obtenons donc bien Ay, (< @ >) > S.
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Po o P .
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02;.1 =a, ]

[ S Y

82; 6 8

F1G. 2.12 - Situation de 0,0",05;_,,0,, et 0,

- Nous venons de prouver que (P1) et (P2) sont vrais au rang i.
- La réduction est polynomiale (car elle revient & un parcours des aq,) si nous re-

marquons que la taille des données construites est aussi polynomiale (JK**| =
2nlog(K)).

2/ (P3)a: Preuve que Remplacer un contrat Ay, par le contrat Ay améliore la qualité.

- Le raisonnenent fait ci-dessus sur les décimales montre que la contrainte de somme
est conservée.

- Soit un choix de contrats ot @ est le dernier avant 8,,_;, 8" est le premier aprés 6,
et 8, est le dernier.

Hormis les cas limites que nous verrons ensuite, il s'agit de prouver que

Shift=47A,-A,.,>0

c’est & dire que

Shaft 8" (fai = fo) = 02(f{8,) = fo) = 0" (faum1 = fo) + Bar(f(8,) ~ fo)
= 0"(fa— fa-1) = (02 — @)(f(8,) — fo) > U

il

- Remarquons que la quantité croit avec §” et 8, et croit quand 6, décroit. Alors

Shift > t'lq.*.l(f?t - f‘b-l) - (621 - at)(f?n - fO)

= @a(fu — fuo1) = 5 (fn = fo)
iK1
WR® R

— Uty [{l[x"zra—-'zz _

qui est positif si K assez grand.

- Le cas initial revient au cas précédent avec fy = 0. En effet, nous sommes dans le
cas oit il n'y a pas de contrat avant 8,,_, (voir paragraphe 2.5.2.1).

- Le cas final revient & prouver (cas ot il n'y a plus de contrat aprés 85, hormis 8,) :

Shift = (fa, — fo){te = O — 02 — ... = 02) — (fauor = fodlte = 0y =02 — ... — 0yy)

= (fa = fa-1)(te — Z(< § >)) = O (fo = fo) + O0ui{fa1 — fo)
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Or (te - Z(( b >)) >01etby.=aq
donc

Shift > 01(fo = foier) = 5t + 0 et = farca

et

Shift > OM(K'K™%) - - fK G 5

pour K assez grand.

3/ (P3)b: Preuve que remplacer un contrat f,,_, par le contrat #,,_, améliore la qualité

- Il n’y a pas de probléme de contrainte de somme, car 85;_3 < 8,,_,
- Nous voulons Shift =4, - A, > 0.

Shift = 8"(fa-a — fo) = Oai-2f(0,) = 0" (faie1 — fo) + Oni1 [(6,)

= (f(0,) — fo)(ai = On2) = 0" (faicr = fu-2)
Or a; — 032 > 0.5 (en fait 4 2/3) car

g1 2 Oy + 1 et Opig < ayy + o

donc
Shlft > (.f(grp) - f0)05 - 0I’(f2x—l - f2:—-2) > te(f’.’.x—l - f‘.h—?)

[l faut donc prouver que

fa-r = fu-2 " 1 0.5
LI o (- ) <
f(gw) ~ fo K t,
ce qui est vrai pour K assez grand.
- Dans le cas particulier du premier contrat, nous concluons comme plus haut.

Preuve lemme 2.7:

1. Tout choix optimal de contrats contient tous les seuils de numeéro pair?

(a) supposons que 6, est un contrat et pas fy;. Par des considérations sur les
parties décimales, nous vérifions que remplacer le contrat 85, par le contrat
f,; conserve la contrainte de somme (¢f démonstration (P3)a). D’autre part,
(P3)a assure que cette opération augmente la qualité.

(b) supposons que 8y, est un contrat et pas 8a,-5. Si nous remplagons le contrat
85, par le contrat 6y;_, la contrainte de somme est conservée et (P3)b assure
que la qualité augmente.
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(c) Nous déduisons de (a) et (b) que dans un choix optimal, i 6,,_, est un contrat
alors 6,9 et Oy en sont aussi. Donc, d’aprés (P2), si on retire 6, dans un
choix optimal, on diminue la qualit® de la quantité a;.

(d) supposons qu'un @, ne soit pas un contrat dans un choix optimal. D'apres
(c) et (P2), le retraitde tous les seuils impairs diminue la qualité d’au plus S.
D’aprés la définition de ¢, il est possible d'ajouter le contrat f,, en préservant
la contrainte de somme, et d'aprés (P2), cet ajout augmente la qualité d’au
moins S, ce qui achéve la preuve du point 1. En effet, il est facile de vérifier
que plus les contrats voisins sont éloignés, plus un ajout donné augmente la
qualité (voir définition des A; et lemme de monotonie). Or (P2) minore par
S l'augmentation de qualité dans le cas o les contrats voisins sent les plus
proches possibles.

2. Soit @ la qualité correspondant au choix de tous les seuils pairs et aucun impair
comme contrats.
Identifions un choix B d’un sous-ensemble de < «,.a9....,a, > au choix de contrats
constitué des seuils pairs et des seuils 05,-; tels que a, appartienne & B. Appelons
Y. B la somme des éléments deB.
D’aprés (P2), la qualité associée 4B est @+, B et la somme des seuils est t,+) _ B.
D’aprés 1/, un choix optimal de contrats est donc un choix B du type considéré qui
maximise Y B sous la contrainte de somme Y B < b, ce qui correspond & résoudre
Knapsack(< A > \b).

2.6 Qualité moyenne dans une longue fenétre

2.6.1 Préambule

Nous supposerons que la fonction en escalier comporte p seuils, notés s;.s2,....5,.

On va chercher a définir une récurrence sur le nombre de contrats pris dans la séquence
des seuils et calculer ainsi la qualité optimale.

Posons tout d’abord quelques notations:

¢ < B >=< 0,.0,,...0; > est une séquence ordonnée de k contrats.

o < O|{8,} >=< O > U{h,} est une séquence ordonnée de k +1 contrats se termi-
nant par 6,.

o [Si] = {5).52.....5%} est une séquence ordonnée de k seuils de la fonction constante
par morceaux f.

e et une certaine quantité Q définie par:

QUf. < ©l{6:} >) = min(0,0, - to) f(6;)
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k-1 k

+ 3 80 + F(O)0: + 1Bt — Y _ 61— 6.)

=2 l=1

Le cas qui nous intéresse comporte au moins deux contrats. Les formules données ci-
dessus sont valables uniquement avec au moins trois contrats. Le cas avec deux contrats
revient a sliminer la somme (deuxiéme terme de I'*quation) et poser k = 2.

De méme _
QUf, < ©){6,.8.} >) = min(06; — to) f(61)
k-1 k
+ ) F00)8u + F(O)8; + F(8;)6: + f(8)(te = D _ 6~ 8, - 6)
1=2 =1

De la méme fagon que ci-dessus, le ¢as qui nous intéresse comporte au moins trois
contrats. Par définition, la formule ci-dessus n’est valable qu’avec quatre contrats. Le cas
avec trois contrats revient a éliminer la somme (deuxiéme terme de I'équation) et poser
k=2

Hypothése:

On vunsidére que t, est assez grand pour contenir la somme de tous les seuils possibles
8, d’ott
p
Y oso<t,
=1

Une “longue” fenétre signifie donc que t, est assez grand pour que la contrainte de
somme disparaisse.
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Remarque :
Si ’hypothése ci-dessus est faite, il est certain que le dernier seuil est dans le choix optimal.

- En effet, si nous choisissons une sous-liste des seuils < ©; > ne contenant pas s,
comme séynence de contrats, le dernier seuil, alors il suffit de rajouter (car c’est
toujours possible avec I'hypothése principale) le dernier contrat s, & < ©, > pour
améliorer la qualité intégrale.

- Done, un choix de contrats < ©¢ > ne contenant pas s,, le dernier seuil, comme
dernier contrat n'est pas optimal pour l'espérance de qualité.

- Dorénavant, le dernier contrat 8, est fixé et est égal 4 s,.

2.6.2 Lemme fondamental

Le lemme suivant définit une récurrence sur les =euils de la 1 ynction en escalie, f. Il
dit qu'en parcourant la liste des seuils, il est possible de construire le choix optimal des
contrats qui permettront de calculer la qualité intégrale maximale.

Lemme 2.8 :

Posons s, et s, respectivement le dernier seuil et 'avant dermier choisis comme contrats.
Ce ne sont pas des seutls contigus dans le cas général.

Pour une séquence de contrats < ©|{s,.s,} >, et 8, le dernier contrat fizé, égal au
dernier seutl, u vient:

Vsm < s, < s,,max((:)(f. < Ol{s,s}>)) =

o~

max{max(Q(f, < Okl{sm,s,} >)) + 5.(f(s,) = F(B.))}

et en particulter:

-~

Vs; < 0,Q(f) = max(Q(f, < ©kl{s,.8,} >))
Preuve du lemme 2.8

- 11 faut d’aburd écrire

QU < Bul{s;5) >) = QU < Oul{s,} >) + s, f(s)) - f(6,))

- Nous en déduisons la premiére proposition du lemme en passant au maximum de
I'expression que nous venons de trouver et en remarquant que la différence est
indépendante des autres contrats que s,, s,, et 8, :

Vom < s, <8, max(Q(f, < Oxl{s;.8.} >)) =

max{@(f‘ < Ol{s;} >) +s.(fls) — f(B,))1} =

-~

max{max(Q(f, < Ol{sm.5,} >) + s:(f(s;) - f(6 1))} =

max{max(Q(f, < Ocl{sm.s,} >)) + s.(f(s,) = f(E,))}
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- Pour la seconde proposition du lemme, il faut remarquer que 8, €< © >, si
< © >z est la séquence de contrats optimale, donc par définition,

-~

Vs; < 0,,Q(f) = max(Q(f, < Ol{s:.6,} >))

donne la qualité maximale, si nous poursuivons la récurrence jusqu'au dernier seuil,
g
-

2.6.3 Algorithme QUALITE

Nous avons vu que le probléme M AXQSF de maximisation de la qualité moyenne sur
une intervalle de temps était d'une complexité réputée impraticable en général. Ici, nous
traitons du cas pasticulier oii 'intervalle de temps est grand. C’est-a-direque !'intevalle est
de largeur supérieure a la somme de tous les seuils de la fonction constante par morceaux
qui approxime le profil de perforniance. Dans cette configuration. la contrainte de somine
disparait puisqu'il est possible de choisir tous les seuils comme contrat. Mais il reste a
choisir bons contrats parmi I'ensemble de tous les seuils possibles car un choix comprenant
tous les seuils ne donne pas forcément la qualité movenne maximale Le but de cette partie
est donc de décrire un algorithme polynomial permettant de faire ce choix optimal de
contrats.

Le principe de I'algerithme est de parcourir la liste des seuils de la fonction f. Pour
chacun des seuils s, et grice & la récurrence que nous venons d'établir dans le paragraphe
précédent, il est possible de calculer max(Q(f, < ©«j{{f,} >)}) en parcourant tous les
rangs précédents, et garder la séquence de contrats optimale. Finalemont au rang p (6, =
sp), la qualité intégrale maximale est obtenue et la séquence de contrats correspondante.
Le principe est celui de la programmation dynamique (voir algorithme 2.2).

Complexité :

La complexité de calcul d’un rang est donc en O(n). La complexité de 'algorithme est
donc quadratique.

2.7 Approximation de la qualité moyenne optimale

Nous revenons ici sur |'intuition que nous étions fai' e sur une heuristique possible pour
le probléme M AXQ@QSF. En effet, nous avions vu sur la figure 2.7, que calculer la qualité
moyenne pour un nombre plus grands de contrats n’apportait pas beaucoup de précision
sur la qualité moyenne maximale. Nous avons donc fait une série d’essais pour confirmer
cette tendance.

Les résultats obtenus pour le calcul du maximum de la qualité moyenne ne tiennent
pas compte jusqu'ici de la durée du caleul de cette qualité moyenne maximale. Cela peut
devenir un sérieux inconvénient dans une application pratique de notre approche car
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ALG 2.2 Algorithme de calcul de la qualité moyenne maximale dans le cas d’une fenétre
longue
Début
Init:
b, « 51 /co/ un seul seuil considéré /oc/
QUf, < Bkl{s1} >) « (te — max(f1,te)) f(6,)
pour i de 2 a p faire
thmp A 0
pour j de 1 4 i-1 faire
si (max{Q(f, < e_chSJ} >) + si(f(s;) = f(65))} > Qremp) alors
Qremp ¢ max{Q(f, < Ql{s;} >) +5.(f(s,) - f{6.))}
fin si
Q(fv < ek‘{sa} >) &~ Qtemp
fin pour_
QUf) « QUf. < &{{s:} >) /co/ i = pen fin de boucle oc/
fin pour
retourne (Q(f))
fin

nous avons prouvé que notre probléme général était NP-dur! Heureusement, atteindre la
solutiou optimale n'est pas une condition nécessaire pour appliquer notre méthode: un
ensemble de contrats approchant la valeur optimale de la qualité moyenne sur l'intervalle
de temps est suffisant. Clest la raison pour laquelle nous avons mené une série d’expé-
riences destinées & estimer la “complexité pratique” de notre probléme. Et le résultat est
bien meilleur que nous ne 'espérions: pour tous les cas que nous avons étudiés |, la qua-
lité moyenne atteinte par le meilleur choix de 2 contrats était toujours 4 une distance
inférieure & 2.75% de la qualité moyenne optimale.

Ces résultats concernent une famille de fonctions monotones croissantes qui approxi-
ment les profils de performance le plus souvent rencontrés dans les cas pratiques. Clest
pourquoi nous pensons que ces résultats ont un grand intérét pour la généralité du pro-
bléme.

L'expérience est divisée en deux parties. Tout d’abord. nous avons étudié l'influence
de la pente & ['origine du profil de performance sur la valeur de la qualité moyenne. Pour
cela nous avons considété une famille de fonctions, définie par "équation qui suit, et ol
le paramétre “a” permet de contréler la coubure de la fonction comme montré dans le
graphique associé sur la figure 2.13.

at

flty= (fa-1)t+1

Chaque fontion ("a" variant de 1 & 203 par incréments de 5) est approximée par une

fonction constante par morceauxde 50 seuils pour lesquels nous avons calculé la qua-
lité moyenne maximale; nous avons également calculé Uerreur par rapport a cette valeur
maximale quand des ensembles de contrats plus petits sont considérés. Neus nous repo-
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FiG. 2.13 - Profils de performance pour les expériences

{nbeontrats - | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
ol * .

1 *

1083 % | 0.23 % *

25 1233% | 247% | 025 % *

45 11.59% {271 % | 0.59 % ¥

65 10.75% | 263 % | 0.60 % | 0.u1 %

85 997% | 244 % | 0.53 % *

105 9.52% | 2.36 % | 0.46 % | 0.01% *

125 898% [220%|045% |0.02% *

145 855 % {222%1[039%|002% *

165 829% 12.02%0.35% {001 % *

185 796% | 1.83% | 0.28% ¥

205 754% 1 1.68% | 031 % *

TaB. 2.1 - Erreur pour un nombre limité de contrats

sons sur de la programmation sus de nombres entiers afin d'éviter le probléme classique
des nombres & virgule flottante et nous avens tiré avantage de la contrainte de somme
pour limiter le temps de calcul. Le résultat est résumé dans le tablean 2.1 ot a est la
courbure représentée dans la premiére colonne, n est le nombre de contrats représenté
dans la premiére ligne et * représente la solution optimale.

Pour a < 1, la qualité maximale est obtenue avec un seul contrat; ce qui est le résultat
auquel nuus nous attendions 4 cause du théoréme 2.1. Dans les autres cas | il est clair que
la meilleure gqualité movenne obtenue avec 2 contrats est trés proche du meilleur résultat
qu’on obtiendrait sans limiter le nombre de contrats.

Nous avons aussi étudié 'influence de la localisation temporelle de 'intervalle de temps
(to), qui a été fixé & 0 pour la premiére expérience, alors que t, — to restait égal a 1. Cela
peut étre d’'une grande importance pour beaucoup d’applications quand du temps est
disponible avant Parrivée de I'événement hostile. Ici encore, comme nous le montrons
sur la figure 2.14, restreindre le temps de délibération au calcul de 2 contrats seulement
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. emeur
b
1. o
1 contrat
il 109
L ]
oal 2 contrats
ad 1 ]
sl *
»
2 . A : * B 'Y &
\r13133§3¢a
3 contrats b

FIG. 2.14 - Influence de ty sur le nombre de contrats

donne des résultats trés précis (méme si un seul contrat donne rapidement de trés bons
résultats).

Dans cette expérience, la courbure a été mise a 51 et, clors que t, était augmenté,
“I’heuristique de la contrainte de somme” devenait moins efficace; nous avons alors mani-
pulé une fonction constante par morceaux de seulement 30 seuils pour garder un temnps
calcul des optima raisonnables.

2.8 Conclusion

Nous venons de présenter une méthode d’optimisation hors ligne de !'allocation de
temps & un algorithme a contrat de facon & obtenir la meilleure réponse moyenne face
4 un événement hostile survenant uniformément sur un intervalle de temps. Nous avons
appelé ce probléme MAXQSF. Jusqu'alors, aucune méthode analytique générale n'a été
trouvée pour résoudre le probléme de maximisation de la qualité moyenne sur un intervalle
de temps. C'est la raison pour laquelle nous avons propose des solutions pour des profils
de performance discrets. Cette restriction n'est pas un inconvénient car:

- une représentation discréte tabulaire des profils de performance n’est pas rare

- la qualité moyenne résultante d’'un profil de performance discret peut étre aussi
proche que I'on veut d'un profil de performance centinu donné.

Nous avons montré que le probléme MAXQSF était NP-difficile en général et qua-
dratique dans le cas ot I'intervalle est assez grand. Ceci, malheureusement, n'est pas fré-
quemment rencontré dans les applications réelles. Malgré cela. les expérimentations que
neus avons menées nous ont conduit a la constatation que la "complexité en pratique” de
ce probléme était assez faible, ce qui rend l'utilisation de cette approche possible dans le
cadre d’applications temps-réel. Une courte étude théorique plus compléte afin de trouver
une explication 4 ce comportement est envisageable.

Notons que cette approche peut étre vue comme une alternative a la transformation
d'un algorithme anvtime & contrats en un algorithme anytime interruptible proposée par
ZILBESTEIN et RUSSEL [ZR96]. En effet, la qualité moyenne pour un algorithme a contrats
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A peut-étre définie par:

1 e
te"'to,/;, f(t) dt

oil f* est la qualité d'un algorithme interruptible A* associé & A par la relation A*(t) =
A(6;) on 8, est le dernier contrat exécuté a linstant ¢.

ZILBESTEIN et RUSSEL [ZR96] donnent une construction simple pour transformer un
algorithme & contrats A de qualité f en un algerithme interruptible A* de qualité f* tel
que f*(4t) > f(t). La premiére différence avec notre étude est que nous considérons le
cas d’un intervalle de temps donné sur lequel il faut optimiser la qualité moyenne. Dans
notre cas, cela méne a la construction de A* qui optimise la qualité moyenne. La seconde
différence est que notre approche permet d’utiliser des algorithmes & contrats dont la
longueur des contrats est déterminée par des méthodes, de durée fixe chacune, alors que
ZILBESTEIN et RUSSEL supposent que la longueur de chaque contrat peut étre choisie
arbitrairement.

Notons que la probabilité d'occurrence de I'événement hostile a été supposée uniforme,
car nous supposions n'avoir aucune information sur son arrivée. Il existe des situations o
la probabilité n'est pas constante, ou plus d’informations sont disponibles a priori . Une
étude pourrait se concentrer sur ce point.

11 faut noter & ce sujet un travail de ZILBERSTEIN, CHARPILLET et CHASSAING
|ZCC99] qui traite de I'optimisation de la qualité d'une séquence d'aigorithmes a contrat.
La derniére partie coacerne le cas d'une date limite stochastique connue. Les auteurs
proposent une solution générale utilisant la programmation dynamique pour des profils
de purformance discrets. Il est intéressant de comparer ce travail au nétre dans le cas
particulier ou la date limite stochastique est une distribution uniforme de probabilité
sur un intervalle [to.f,]. Notre avis est que nous poursuivens le méme objectif: trouver
une séquence optimale de contrats pour maxirmiser la qualité 4 l'instant od I'interruption
apparait. Les principales différences sont:

- les auteurs de {ZCC99] considérent une incertitude sur la qualité. De ce point de
vue, le cadre est plus général.

- ils utilisent une fonction d’utilité dépendante du temps 13 oi nous utilisons la qualité
de la sortie de 'algorithme 4 contrat.

- la situatior présentée dans ce chapitre est un cas particulier de celle décrite dans
leur travau, dans laquelle il n'y a pas d'information sur la date d’occurrence de
Pinterruption. La méthode que nous proposons pour résoudre le probléme est assez
différente : quand on n’a aucune information sur la date limite/interruption, il est
nécessaire de définir une politique de d'ordonnancement qui convienne A toutes les
dates limites possibles sur I'intervalle. Par conséquent, la maximisation de la qualité
moyenne est la meiileure stratégie possible, par définition, c'est & dire la meilleure
réponse sur la moyenne des dates limites possibles sur tout l'intervalie.

Une étude intéressante consisterait a appliquer une distribution uniforme avec |'approche
de ZILBERSTEIN, CHARPILLET et CHASSAING et de voir s1 celle-ci tend vers le méme
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résultat, c’est & dire la qualité moyenne maximale. Il n’y a pas de preuve & ce jour que
ces deux méthodec se rejoignent.

Une autre extension pourrait concerner notre critére d'évaluation, qui est | qualité
moyenne. Méme si ce critére assure la meilleure chance de survie d'un noint de vue statis-
tique, il peut en exister d’autres, qui pourraient par exemple prendre en compte le nombre
de contra‘. (pour limiter V'effet d'overhead en prenant peu de contrats).

Jusqu'alors, nous avons modélisé et remplacé I'algorithine anytime que nous consi-
dérions par son profil de perfomance et avons simulé son comportement par cet inter-
médiaire. Afin de valider notre étude, ainsi que d’autres approches de raisonnement en
temps contraint (raisocnnement progressif, flezible computation, design lo time, tmprecise
computation...}, il est nécessaire d’appliquer ces techniques sur des algorithmes anytime
réels.

Dans cet objectif, un atelier d’expérimentation pourrait étre implémenté. Il aurait une
vocation de démonstration, g permettrait a un développeur de se rendre compte des
techniques disponibles en raisonnement en temps contiaint, et une vocation de d'éva-
luation afin de mesurer les conséguences de 'utilistation de telles techniques pour une
application particuliére. Une premiére étape pourrait étre par exemple d'implémenter
'allocation de contrat pour la qualité moyenne sur un ictervalle de temps.

Mais pour réaliser cette plate-forme, i faut tout d’abord que nous nous intéressions a ‘a
conception des algorithmes anytime. D’aprés nos lectures, cette question semble avoir été
quelque peu néghgée au bénéfice des recherches sur les techniques d'ordonnancement des
algorithmes anvtime pour P'optimisation de leur qualité (finale ou moyenne). “*Comment
fabrique-t'on les algorithmes anytime? C'est la question que nous nous sommes posée
s 'ec le regard d'un programmeur qui découvre I'algorithmique anytime. Notre objectif
serait d’aboutir idéalement & une méthode de construction des algorithmes anytime. La
conception des algorithmes anvtime est donc 'objet de mise en question que nous propo-
sons et le sujet du chapitre qui suit.
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Chapitre 3

Contribution a la conception
d’algorithmes anytime

Dans le jeu du pile ou fare, si on tire le coté face cent fois a la suite, cela nous
apparait extraordinaire, parce que le nombre presque infini de combinaisons
qui peuvent apparaitre 4 partir de cent lancers sont divisés en séquences régu-
liéres, ou dans lesquelles on peut facilement estraire une loi, et en séquences
irréguliéres, qui sont incomparablement plus nombreuses. [Un essar sur les
probabilités, Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 1819

Dans I'étude sur la qualité moyenne présentée dans le précédent chapitre précédent,
nous avons expérimenté notre approche uniquement sur des profils de performance. Ces
profils de performance étaient des fonctions générées a partir d'une équation et non a
partir d'un algorithme & cortrat réel. Il peut sembler naturel de se demander si les profils
de perfromance sont réalistes, ¢'est-a-dire représentatifs des cas courrants rencontrés
dans les applications réelles. C'est la raison pour laquelle nous nous sommes intéressés a
la construction de profils de performance A partir d’algorithmes réels. Plus généralement,
nous avons décidé de nous focaliser sur la conception d'algorithmes anytime et sur les
problémes que cela peut poser. C'est aussi une facon de nous assurer du réalisme des
profils de performance convexes (avec “increasing returns”).

Il existe des conseils pour la construction des algorithmes anytime et nous les avons
présentés dans le premier chapitre. Mais, & notre connaissance, beaucoup de solutions
qui utilisent les algorithmes anytime sont des techniques ad-hoc, trés spécifiques a 'ap-
plication (voir par exemple [Sal98], ou [dV97]...). En fait. les efforts dans le domaine de
I"algorithmique anytime semblent porter sur la gestion de ces algorithmes.

Toutefois, nous pouvons noter une contribution de GRASS et ZILBERSTEIN concer-
nant une approche générale de la conception des algorithmes anytime |[GZ96). Ces tra-
vaux consistent en une plate-forme qui permet une “standardisation” de la conception
et de la manipulation des algorithmes anytime. Cette application permet la génération
systématique de profils de performance et leur gestion dans le cadre de l'optimisation de
la qualité de sortie. Différentes strategies de gestion sont ou peuvent étre implantées. Le



72 Chapitre 3. Contribution 4 la conception d'algorithmes anytime

principal objectif est de fournir un outil standard & |. communauté des chercheurs tra-
vaillant sur 1'algorithmique anytime sois la forme de vibliothéques de fonctions anytime,
(c'est-a-dire algorithme + profil de performance) et d’vne application, ceci permettant
de se concentrer sur la gestion des algorithmes.

Une hypothése faite dans le travail que nous venons de citer est que le critére de
qualité et la fonction de génération des entrées sont fournis par I'utilisateur de la plate-
forme. Il parait évident que le concepteur d’un algorithme est la personne la mieux placée
pour connaitre le comportement de l'algorithme et I'utilisation ¢u'il va en faire. Mais
une petite série d’expériences & propos de ces deux paramétres nous ont montr. que ces
deux questions n'étalient pas si évidentes et nous i.naginons que cela peut étre le méme
probléme pour le commun des programmeurs, C'est la raison pour laquelle notre étude
présentée dans ce chapitre a tout d’abord consisté & montrer les difficultés dans le choix
d'un critére de qualité et le choix des entrées représentatives pour la construction d'une
carte de qualité qui refléte le réel comportement futur de I'algorithme. Dans chaque partie
de cette étude, nous ne donnons pas de méthode génerale, mais nous essayons de mettre en
évidence certains “piéges” & éviter et de donner quelques conseils pour la construction des
profils de performance de mainére statistique. Cette étude peut étre considérée comme un
complément & Papproche de GRASS et ZILBERSTEIN et se situe en amont de |'utilisation
de leur plate-forme.

Nous ne faisons ici que résumer les principaux résultats obtenus dars cette étude. La
plupart des expériences et résultats détaillés sont exposés en Annexe A et des compléments
en Annexe C.

3.1 Principaux résultats

Nous nous attachons ici a la construction de profils de performance pour des algo-
rithmes anytime. Dans un premier temps, il est nécessaire de définir une critére de qualite
pour 'évaluation de la performance de I'algorithme en fonction du temps. il existe alors
plusieurs cas de figures en ce qui concerne 'allure du profil en fonction de la dépendance
aux données en entrée de |'algorithme:

- Si la qualité ne dépend pas du tout de la donnée en entrée. alors le profil de perfor-
mance correspond au profil de performance analytique, ¢’est-a-dire celui défini par
une formule analytique. Il ne se pose aucun probléme de prédiction, mais ce cas de
figure est malbeureusement trés rare.

- Si la qualité varie beaucoup avec la donnée en entrée, il devient plus difhcile vuire
impossible de construire un profil de performance car la carte de qualité est trop
dispersée et la variance de la qualité pour un temps de « .« u! donni “-n grande.

C'est principalement ce dernier cas qui nous a intéressé. L'utilisation des profils de
performances par intervalles (IPP) [Zil93] dans le cas o la dounée en entrée influence
fortement la qualité permet de tirer des données au hasard. Le profil de performance
consiste alors & encadrer par le haut et le bas la carte de qualité obtenue. L'épaisseur
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de la bande encadrée détermine la capacité de prédiction et nous avons tout intérét a ce
qu’elle soir la plus étroite possible.

Il pourrait étre également envisagé de faire dépendre la qualité de la sortie d'une
qualité d’entrée ou de tout autre caractéristique de la donnée en entrée de I'algorithme
permettant de discriminer différents groupes de donnée. Il est alors possible de construire
des profils de performances conditionnels qui permettent alors une prédiction plus fine.

Le probléme est que pour beaucoup de problémes NP-durs en général (ceux trés nom-
breux qui sont polynomiauv en moyenne), la qualité pour un temps dr calcul donné
dépend fortement de la donnée et peut provoquer des comportements extrémes en terme
de qualité et trés éloignés du cas moyen. Nos expérimentations montrent méme que faire
dépendre la qualité de sortie de la qualité de I'entrée ou d'une méthode de génération
des entrées particuliére ne suffit pas a obtenir des profils de performance conditionnels
trés prédictifs (voir Annexe A). Il y a donc un piége a tirer des données au hasard pour
construire un profil de performance dans cette situation.

C’est la théorie de la complexité de Kolmogorov [LV97} qui nous apporte un éclairage
sur la question. Cette théorie, dont il n'est pas nécessaire de comprendre le détail pour la
comprendre et en appliquer les principes, permet de formaliser la notion d'aléatoire et fait
un lien entre la complexité des données (grossiérement le taux de hasard contenu dans la
donnée) et la complexité des algorithmes.

En particulier, la théorie de la complexité de Kolmogorov nous permet de montrer
que, méme si la plupart des données (sous-entendu sur I'ensemble des données de méme
longueur) sont aléatoires et donnent des comportements polynomiaux en temps de calcul,
ce sunt les données fortement structurées qui ont la plus forte probabilité d’apparition
dans la réalité (grace a la mesure de Levin). Ainsi, si on tire au hasard, c’est & dire si on
suit une probabilité d’apparition uniforme, on a de forte chances de tomber sur un cas
moyen du point de vue algorithmique. Mais en réalité, I'apparition des données ne suit
pas une loi uniforme. Comme les données structurées ont une forte probabilité de générer
les cas pires (théorémes de L1 et VITANYI et de VLASIE). 1 v a de fortes chances, en
tirant des données au hasard, “d’oublier” des cas extrémes sur le profil de performance,
trés éloignés du cas moyen.

La proposition que nous faisons est qu'il faudrait pouvor spécifier les données afin
d'obtenir des cartes de qualité représentatives de la réalité. Le travail que nous avons
effectué sur les exemples d'algorithme de tris, qui a permis de mettre ¢n évidence des
familles de données aux comportements différents, doit étre poursuivi sur chacun des
problémes posés. Il existe d'ailleurs des études dont les résultats permettent de définir
une méthode de génération automatique des entrées “difficiles” [V1a95|. Cela reste un
travail difficile de pouvoir spécifier les données de cette fagon.
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3.2 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes concentrés sur les problémes pratiqu.s rencontrés
lors de la construction des algorithmes anytime. Des considérations sur des exemples
simples, comme le probléme du voyageur de commerce nous ont fait douter de la facilité
de construction des profils de performance. C’est la raison pour laquelle nous avons adopté
le point de vue de l'utilisateur de ces algorithmes, une approche naive mais critique afin
d’essayer de résoudre ces problémes de conception.

Dans cette étude, nous avons mis en évidence deux questions qui ne sont pas résolues
de facon générale dans la majorité des travaux concernant la conception des algorithmes
anytime:

~ choisir un critére de qualité pertinent

~ collecter les données réalistes pour construire les cartes de qualité et les profils de
performance

Ces problémes sunt considérés comme étant du ressort de |'utilisateur des algorithmes
anydme, ce qui peut sembler naturel & premiére vue. En effet, ces deux questions sont
tiés dépendantes du probléme posé.

Mais nous avons choisi de nous concentrer sur ces questions, car nous estimons qu'il
existe des “piéges” qu'il est possible d'éviter. Grace 4 cette approche expérimentale de
la conception des algorithmes anytime, nous avons mis quelques uns de ces piéges en
évidence & 'aide d’exemples sufisamment simples et représentatifs des problémes usuels
(tri et voyageur de commerce) et avons tenté de donner quelques conseils.

Quant au choix d'un critére de qualité, nous avons vu qu'il doit étre spécifique & P'al-
gorithme et pas seulement au probléme résolu. En effet, ce critére peut avoir un sens ou le
perdre selon la méthode de résolution du probléme employée. Mais il dépend évidemment
aussi du but visé, particuliérement du type de résultat intermeédiaire que nous voulons
obtenir. En effet, le résultat d'un algorithme est utilisé dans vn vertain contexte et peut
étre aussi réutilisé par un autre algorithme en tant qu'entrée. Le choix d'un critére de
qualité est donc un compromis entre ces deux points de vue.

Le probléme de la construction d'un profil de performance n'est pas triviale non-
plus. Quelques considérations sur des cas réalistes nous montrent que le choix aléatoire
des entrées est rarement la bonne méthode pour obtenir des profils de performance qui
prédisent efficacement un comportement réaliste de I'algorithme. Nous proposons d'utiliser
la complexité de Kolmogorov pour confirmer ce fait. Cette théorie montre que les instances
structurées, c'est-a-dire non-aléatoires, sont les plus fréquentes en réalité. Cette étude a
montré qu'il est nécessaire de faire une analyse fine de l'algorithme et de la fonction de
génération des entrées avant de générer la carte de gualité.

Méme si nous ne produisons pas de méthode compléte pour construire des profils de
performance, notre point de vue est que la théorie de la complexité de Kolmogorov peut
étre une bonne approche pour I'analyse des données et la génération des profils de perfor-
mance. Beaucoup d’études sur la génération d'instances “difliciles”™ au sens combinatoire
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et la spécificaticn des instances en fonction de leur complexité de Kolmogorv sont en
cours (voir par exemple celle de VLASIE [V1a97] sur le probléme 3-COL). L'analyse du
comportement des algorithmes et de la complexité de Kolmogorov des instances est trés
dépendante du prohléme posé. Mais I’avantage de la complexité de Kolmogorov est qu’elle
permet [’analyse individuelle des instances de nos problémes, alors que nous ne disposions
auparavant que de résultats statistiques.

Nous pensons donc que la construction d’algorithmes anytime et en particulier de
leurs prufils de performance n'est pas aisée en général, mais qu'il est possible pour un
“débutant” d'éviter certains piéges 4 condition d’utiliser la théorie de la complexité de
Kolmogorov.
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Conclusion

Conclusion générale

La premiére contribution de cette thése concerne un probléme d'ordonnancement d'un
algorithime anytime 4 contrat. La situation que nous présentons est celle de I'arrivée d'un
événement sur un intervalle de temps. Le probléme était de savoir quelle pouvait étre la
meilleure réponse & donner si cette événement peut venir interrompre les calculs avec une
probabilité uniforme sur tout l'intervalle de temps. Nous avons donc proposé une stratégie
qui consiste 4 relancer I'algorithme anytime a contrat afin d'assurer les meilleures chances
de “survie” sur I'intervalle. Par définition, c’est la maximisation de la moyenne des qualités
qui donne ce résultat. L'objectif est alors de calculer quelles valeurs auront les cuntrats
successifs et combien seront nécessaires pour atteindre le maximum de qualité moyenne.

Nous apportons une solution analytique pour des profils de performance convexes
consistant 4 maximiser la qualité moyenne pour un seul contrat. Une équation définit
la valeur de ce contrat qui est supérieur & la moitié de l'intervalle. Pour les profils de
performances concaves, il est nécessaire de lancer au moins deux contrats pour obtenir Ja
qualité moyenne maximale. Nous n'avons pas, jusqu'alors, de solution analytique dans le
cas général.

Nous avons proposé d'approximer le profil de performance continu par une fonction
constante par morceaux. Ce choix nous permet de choisir les contrats dans l'ensemble des
seuils de la fonction et d’obtenir ainsi un probléme de combinatoire. Ce probléme, que
nous avons baptisé MAXQSF se révéle étre NP-dur en général. Dans le cas particulier
ot l'intervalle de temps est assez grand (pour contenir la somme des seuils), nous pro-
posons un algorithme quadratique. Ce cas ol la fonction est trés concave par rapport a
la longueur de l'intervalle est assez rare a notre avis et nous a poussé 4 mener quelques
expérimentations afin d’étudier la mise en pratique de notre approche. Des essais effectués
sur des profils de performance de formes variées nous ont permis de constater que 'erreur
faite en bornant (par 3) le nombre de contrats était trés faible (de 'ordre du pourcent)
par rapport 4 la qualité moyenne maximale.

Nous avons ensuite tenté d'implanter des algorithmes anytime et notamment de construire
des profils de performance pour ces algorithmes. Des tentatives sur des exemples d'algo-
rithmes simples ont mis en évidence un certain nombre de difficultés.

Notre seconde contribution a donc porté sur les problénies pratiques de choix d'un
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critére de qualité et des entrées nécessaires & la construction d'un profil de performance.
Meéme si ces problémes peuvent sembler trés liés & I'application visée, ils semblent égale-
ment négligés dans la plupart des travaux concernant I’algorithmique anytime. Des solu-
tions ad-hoc sont souvent proposées.

Dans un premier temps, nous avons montré par des exemples d'algorithmes de tri
que ces deux questions pourtant fondamentales, ne sont pas faciles. Il est tout d’abord
nécessaire de choisir judicieusement un critére de qualité. Il est possible de produire des
comportements en qualité trés différents selon I'algorithme et le critére utilisé. Certains
critéres de qualité ne conviennent d'ailleurs pas i certains algorithmes méme si le probléme
traité reste le méme.

Ensuite, la variation de la taille des entrées, de la maniére de générer les données
(de fagon structurée ou aléatoire) ont notamment provoqué 1'élargissement des cartes de
qualité obtenues, mettant en évidence les problémes liés 4 la génération aléatoire des
entrées. La théorie de la complexité de Kolmogoruv nous a alors apporté un éclairage
sur le choix des entrées pour la construction du profil de performance. En particulier,
les données “rencontrées dans la réalité” ont une forte probabilité d’étre structurées et
non-aléatoires. Nous estimons donc que les difficultés rencontrées imposent de prendre un
grand nombre de précautions lors de la conception des algorithmes anytime.

Perspectives

Nous avons montré que le probléme MAXQSF d’optimisation combinatoire était
NP-dur en général, et quadratique quand l'intervalle était assez grand. Cette derniére
situation est malheureusement trés peu souvent rencontrée dans les cas réels. Toutefois,
les expériences oue nous avons menées laissent & penser que la complexité “en pratique”
de ce probléme reste trés faible, ce qui rend cette approche envisageable pour des applica-
tions pratiques. Une rapide étude exploitant la forme concave des profils de performance
permettrait de donner une explication théorique a ce comportement.

Une autre extension pourait se concentrer sur notre critére d’évaluation, c'est a dire
la qualité moyenne. Méme si ce critére donne les meilleurs résultats du point de vue
statistique, il peut en exister d'autres, comme par exemple de considérer le nombre de
contrats nécessaires. Le limiter permettrait de controler les temps morts dis 4 la relance
de I'algorithme, que nous avons négligés ici. Prendre en compte ces temps morts dans le
modéle est, & notre avis, assez facilement envisageable.

En ce qui concerne I'hypothése sur la distribution de probabilité d’occurence de I'éve-
nement interrupteur, supposant que nous n'avions aucune information, nous avons choisi
prendre cetie distribution uniforme sur I'intervalle. Il existe certainement des situations
pour lesquelles on dispose de plus de connaissance a priori et 'étude du probléme avec une
distribution non-uniforme serait des plus intéressantes. Le calcul de la qualité moyenne
selon cette nouvelle probabilité devient alors plus complexe.

Enfin, mais cela ne clot pas la liste des perspectives, cette approche de qualité moyenne
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peut étre envisagée avec plusieurs algorithmes & contrats différents qui se partageraient
I'intervalle de temps. Ces algorithmes peuvent avoir un but unique auquel chacun contri-
bue ou de multiples objectifs contribuant & améliorer la qualité globale ou un vecteur
de qualité ce que propose MOUADDIB dans [Mou00]. Une premiére extension prenant

en compte plusieurs algorithmes anytime i contrats indépendants est proposée dans
[DMZ99].

Nous avons vu que la théorie de la complexité de Kolmogorov apportait un point de
vie éclairant sur le choix des entrées représentatives des problémes réels. Elle apporte
également des informations sur le comportement des algorithmes (principalement ceux
NP-complets). Des études permettant de définir des générateurs automatiques d'entrées
complexes (au sens ot elles entrainent les pires cas) existent déja dans des cas bien parti-
culiers (3-COL par VLASIE [V1a95]). Envisager de telles études pour chacun des probléines
apporteraient beaucoup 4 la construction des profils de performances réalistes. Il faut no-
ter également un travail intéressant de THIEBAUX, SLANEY et KILBY [TSK00| proposant
une méthode permettant d’estimer la difficulté d’un probléme d'optimisation (er général)
en fonction de la forme des entrées. Cette étude est susceptible de fournir une piste in-
téressante pour la génération de données d'entrées ou I'analyse de données d’entrée déja
existantes.

Enfin, nous espérons que des efforts porteront sur le probléme de I'implantation des
algorithmes anytime. Comme notre étude du dernier chapitre et les nombreuses questions
posées par les “nouveaux venus” dans le domaine de 'algorithmique anytime, il existe
encore de nombreux remparts i la mise en pratique systématique de cette approche. Les
travaux de GRASS et ZILBERSTEIN |GZ96] sont une bonne initiative en ce sens, et nous
espérons que notre étude éclairera également cette voie. L algorithmique anytime a besoin
d'étre popularisée et le dévoloppement d'une piate-forme applicative compléte assistant le
programmeur du début A la fin serait une trés bonne maniére de le faire. Nous imaginons
une plate-forme qui se scinderait en trois parties:

- la premiére consisterait a aider le choix d'un critére de qualité et des entrées re-
présentatives de 'application visée par le test de differents paramétres infuencant
I'allure des cartes de qualité (taille des entrées, méthode de génération, etc.). Un tel
outil serait 'aboutissement de notre application, utilisée dans le dernier chapitre.

- la deuxiéme partie se chargerait de la génération automatique des cartes de qualité
A partir du critére de qualité et des entrées choisies a I'étape précédente. Il resterait
alors a automatiser la construction du profil de performance d'un type choisi par
l'utilisateur.

- Enfin, le troisiéme et dernier module concernerait le test des différentes techniques
d'ordonnancement des algorithmes anytime, qu'ils soient interruptibles ou & contrats,
mais aussi de la forme adoptée dans le raisonnement progressif et d'autres approches
alternatives.

Nous espérons que ce projet ambitieux pourra étre développé dans les années qui
viennent.
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Annexe A

Contribution to the design of anytime
algorithms

In the game of heads and tails, if head comes up a hundred times in a row, then
this appears to us extraordinary, because the almost infinite number of combi-
nations that can arise in a hundred throws are divided into regular sequences,
or those in which we observe a rule that is easy to grasp, and into irregu-
lar sequences, that are incomparably more numerous |4 philosophical essay
on probabilities, translation from French, Pierre-Simon, Marquis de Laplace,
1819

In the study of the average quality presented in the previous chapter, we experimen-
ted Gur approach on “simulated” anytime contract algorithins, that is we considered that
algorithms were only represented by their performance profiles. These performance pro-
files were functions that we generated. It could seem natural to ask ourselves if these
performance profiles are real, i.e. representative of the current cases encountered in real
applications. That is the reason why we are interested in constructing our performanrc
profiles for algorithms that we chose, and why we are not satisfied anvinore with “artifi-
cial” ones. More generally, we decided to focus on the design of anytime algorithms and on
the problems that it could cause. It is a way to ensure realism and to verify if the convex
performance profiles (with “increasing returns”) we talked about can be met in reality.

There exist advices to build anytime algorithms and their performance profiles that
we presented in the state of the art. But, as far as we know. many solutions using anytime
algorithms are ad hoc techniques, very application specific (see for example |Sal98|, or
{dV97]...). In fact the efforts of the community are essentially focused on monitoring
anytime algorithms.

Nevertheless, we have to note the contribution of GRASS and ZILBERSTEIN concerning
a general approach of design of anytime algorithms |{GZ96|. This approach consists in a
platformi that enables standardization of design and manipulation of anytime algorithms.
This application enables the systematic generation of performance profiles and the mo-
nitoring of the algorithms in the framework of the optimization of the output quality.
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Differents strategies of monitoring are or can be implemented. The main goal is to supply
a standard tool to the research community working on anytiine algorithms under the form
of libraries of anytime functions (clgorithm + performance profile) and of an application.
This allows to concentrate on monitoring.

An assumption made in the previous work is that the quality criteria and the genera-
tion function of instances are supplied by the platform user. It is obvious that the designer
of an algorithm is the best person to know its behavior and the use that will be made of
it. But a few simple experiments showed us that these two questions are not obvious and
we imagine that it would be the same problem for a common programmer. That is why
our study in this chapter will first consist in showing the difficulties in choosing a quality
criterion and in choosing the representative instances to build a quality map that reflects
the real future behavior of the algorithm. In each part of this study, we do not supply
general methods but try to exhibit some pitfalls to avoid and pieces of advice to give to
the “beginner” in designing anytime algorithms. This study can viewed as a complement
to the approach of GRASS and ZILBERSTEIN and takes effect just before the use of their
platform.

First we will exhibit simple but important questions about the two points we quoted
above. Next we address the question of choosing the quality criterion, then the problem
of generating realistic instances. These two sections will be illustrated with simple but
representative algorithms. Appendix B also addresses the problem in a technical and
practical way by presenting how we implemeted the tools for measuring computation
time and acquiring the quality maps.

A.1 Is it so easy to design anytime algorithms?

The main advantage of anytime algorithms is to enable prediction of their performance
over time. To value this performance, we have to define a quality criterion and to construct
a performance profile by selecting inputs to trace it. In this section, we will discuss choices
made in the iitterature |Zi193][HZ96] to do this work with the particular example of the
Traveling Salesman Problem (TSP).

The ISP presented in |Zil93]|[HZ96] is the problem of finding an optimal tour (the
shortest hamiltonian cycle) in a totally connected graph. The cost of a path is defined
with the euclidian distance. The algorithm proposed is the “randomized improvement
tour”, inpired of the 2-OPT algorithm [JM95], that starts from a complete tour (a random
permutation of the cities) and randomly choose two vertice. These vertice are exchanged
if the quality increases after this operation.

Quality criterion

Let us first consider the choice of a quality criterion. A direct approach lead us to
choose the following quality criterion, that values the distance to go to the optimum
[HZ96] :
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@ = Cost{optimal _tour)
W= "Costltour(t)

Several problems are connected to this approach. The first one is that this quality is
not recognizable because it can not be reasonably computed at run-time. As a matter of
fact, you have to compute the cost of the optimal or to know it in advance. The problem
with the TSP is that it is a NP-complete problem for which there exists no polynomial
method to approximate the cost of optimal (without computing the optimal itself) with an
error as small as we want {JM95]. The only solution is to know the optimal in advance and
then comes the second problem. For the same reason, even if there are polynomial (but
not so tractable in reality because they demand heavy equipment to solve one instance
in several days!) local optimizations that gives good estimates (with no garantee), the
optimal is still costly to find. Morecver, what is the interest in looking for an intermediate
solution when we already have the optimal solution? Qne can argue that it is just to build
quality maps and performance profiles, but how can we use them if we can not locate the
quality of the beginning tour?

An alternative solution is given by the use of the following quality criterion that
considers the improvement from the beginning of the algorithm.

_ Cost(init_path)
alt) = Cost(tour(t))

This criterion is usually adopted in papers that take the TSP as an example [Gra96]
|Zi196]. The problemn with this criterion is that there is no constant value to refer to and
from an instance to another, the initial tour can be far from the optimal or close to
the optimal. That could generate respectively a highly evolutive performance profile or
a “flat” one (figure A.1). By using this type of non consistent performance profile (with
wide variance), we loose prediction capacity.

A solution to this problem could be the use of the trajectory prediction method by
considering at run-time the slope of the quality over time so far and predict the future
behavior. For this method, it is necessary to assume that the quality have a “smooth”
progression and no discontinuity. To conclude this part, it is clear that the choice of a
good criterion is not so easy.

Performance profiles

It is clear that the proposed TSP algorithm can not be analysed to deduce an anlytic
performance profile because the improvement is randomized. The remaining solution is the
statistical study of the behavior by generating instances and building the correspunding
quality map in function of time and. if necessary. the input quality.

In the case of the TSP, the method proposed to generate inputs is to randomly choose
lots of them in the set of all possible instances. The numerous instances seems to be a
garantee of the realism of the choice. As a matter of fact, users of this method hope to
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Fi1G. A.1 - Two eztreme behaviors for the same algorithm for TSP with a qualty criterion
that measures the gain regarding instial situation

capture a large sample of the behavior of the algorithm. And the result is often statisfac-
tory wich a narrow variance around an average. But the number of cities compared to the
size of the map can have a real influence on the behavior of the randomize improvement
to: algorithm. The number of cities in [Zi193] and |Gra96] for example, is large and the
diwersions (the number of points) of the map is of the same order. We experimented the
algorithm cu 10 cities randomly located on a map of 10000 x 10000 points. As shown on
figure A.2, the small number of cities seems to lead to extreme behavior.

Intuitively, if the number of cities is large and if they are randomly chosen, then we
have high probability to be in the average cases (because they are in large majority). If
the number of cities is small, we have a higher chance to get “extreme” instances. We
admit that anytime algorithms can be of poor interest in the case of 10 cities, but this
shows that we need to take precautions in choosing our inputs in the set of all possible
instances wo build a predictive and realistic performance profile.

All these remarks lead us to the claim that design of anytime algorithms, especially the
choice of the quaiity criterion and of the inputs, is not an easy job for reasons that could
be independant of the goals of the designer and the use of the algorithm in its applicative
context. That is why we propose a discussion about these two points to exhibit possible
pitfalls and perhaps some piece of advice. This work is a preliminary approach to the use
of GRASS and ZILBERSTEIN|GZ96] platform. The last part of this chapter will concern
some practical problems of the implementation of anytime algorithms, especially software
environment.

A.2 The choice of a quality criterion

We just saw with the TSP that the choice of the quality criterion that quantifies the
performance of the result of the anytime aigorithm can be a pitfall question. We chose sort
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FiG. A.2 - Behawor of “randomize improvement tour” TSP algorithm on instances contai-
ning 10 randomly chosen cities on a map of 10000 points by 10000 pomnts

algorithms to illustrate this question. Vlsing such simple algorithms (polynomial in term of
complexity) is not senseless. As a matter of fact, even the computation time of polynomial
algorithrnus can be unacceptable for practical applications if the input instance is too large.
Just consider sorting files in a huge datahase. The advantages of the sort alg rithms are
that they are simple enough to be analyzed and sufficient to isolate and exhibit prcblemns
in buildicg anytime algorithms.

In this section, we consider the problem of choosing a quality criterion and especially
regarding two aspects. The first aspect is the influence of the algorithm used to solve the
same problem and consequences on the quality criterion. The second one is the problem of
the input quality and how to choose a quality that caracterizes the input of the algorithm.
We will precise the definition of the input quality.

As we do not vonsider the performance profile problem for the moment, we only try
to build a quality map{GZ96}, that is a brute trace of the behaviour of the output quality
with time. Performance profiles are produced only after considerations and computation
on a qua.ity map.

A.2.1 Experimental results

In this section we explore several sor algorithms and observe the influence of the
choice of a quality criterion.
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A.2.1.1 Ordinary Selection Sort

First, we observe the ordinary selection sort|FGS93]. The principle of this is the most
elementary way of sorting a list (Algorithm A.1):

— look for the smallest element of the list by sequentially exploring the list from the
beginning to the end ~f the list and placing it at the first position.

- do the same work considering the remaining list, i.e. the original one minus the first
(and smallest) element.

~ do this until the remaining list is limited to cne element.

ALG A.1 Ordinary selection sort {FGS93]
procedure ord-selection-sort
begin
141
while : < TABSIZE do
J=1
for k from i+ 1 to TABSIZE do
if t{k] < t[j] then j ~k
endfor
Hsl & i)
té-t+1
endwhile
end ord-selection-sort

In the worst case, the number of comparisons in this algorithm is clearly 8(n?). The
comolexity in the average case is ider.tical. As for the number of exchanges, it is §(n) in
the worst and the average case (see [FGS93]). To test this algorithm, we used a list of
14000 elements. This list is randomly generated.

At this time we observe the behavior of sort algorithms starting from a random list.
The mixing algorithm (algorithm A.2)

- starts from a sorted list and randomly choose {with rand function in C) an element
of the list to place in first position,

~ continues with the remairing list, that is the original one ninus the first element,
and stops when the remaining list is a singleton.

For the ordinary selection sort, we chose a criterion that values the percentage of
elements that are already sorted for sure. This criterion is verv easy to compute and
clearly takes constant time and is noted g,. It consists in fact in counting the steps of
the algorithm. So it really counts the sorted elements i the case of a sort like selection
snrt. In the case of an other sort that does not put at first the smallest elements in the
first paositions (like quicksort for example), it just reflects the progress of the algorithin to
termination.

We can observe on figure A.3 that the qualitv of the input is 0% (no steps for the
algorithm). We took 100 measure points and adjusted the number of iterations between



A.2. The choice of a quality criterron 97

ALG A.2 Mix algorithm by swapping couples of elements
procedure muz_random '
begin
for idz from 1 to TABSIZE do
taille «~ TABSIZE — idz
pos « idz + random() modulo taslle
tlpos] ¢ t[idz]
endfor
end miz_random

two measure points so as the algorithm can reach 100% of quality and terminate. The
graph clearly confirnis that the ordinary selection sort algorithm with the quality criterion
chosen improves the quality of the output at each iteration. A trial with a measure point
at each iteiation would prove it completely.
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FiG A.3 - Behawor of an ordinary selection sert algorithn. on g list of 14000 randomly
muzred tntegers - qualily mensures the percentage of already treated elemnents - 100 regular
measure ponts

Ordinary selection sort with this quality criterion is a good candidate te be an algo-
rithm with a convex performance profile which can analytically treated in the framework
of the average quality. It is an interruptible algorithm but can be used as a contract one.
The behavior of chis algorithm can be easily explained. At each step, the quality is incre-
mented by 1 elementary unit (1/TABSIZE)). The more the algorithm goes to the end
of the list, the shorter is the main loop because it only consists in searching the smallest
element in the remaining list that is shorter and shorter. As a consequence, it takes fewer
and fewer operations (and time) to increase quality.

Th~ evolution of quality from 0 to 1 (or 0% to 100%) is natural as well. This criterior
directly reflects the progress of the algorithm which sequentially sorts the list. At each
loop. the algorithm has sorted the beginning cf the list {(before its current position in th2
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list) and it increases quality. This choice srems natural, but why choose this one rather
than others? Let us explore other possible quality criteria.
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F1G. A4 - Behavior of an ondinary selection sort algorithm on a hst of 14000 randoialy
muzed integers - quality measures the percentage of well positioned ele:nents - 100 reqular
measure points

Rather than evaluating the progress of the algorithm, we could count the number
of elements that are in their final position. We called this criterion qy,. As a matter of
fact, the ordinary selection sort has a particularitv that some of other sort algorithms do
not have: it never moves an element that is in its final position. The explanation is the
following:

- if the considered position contains an element in its final position. the search will
be useless because this element is the smallest of the remaining list.

- if it is not the case, the unique possibility is that the element in the current position
will be exchanged with the smallest one. The result of this operation is to move the
smallest element to the right position and the other one from a wrong posttion to
another position. that could sometimes be the final one.

The trial we did on a random list is on figure A.4. Except the qualitv criterion. the trial is
done in the same conditions as the previous one. The choice of this criterion on a random
list does not change the look of the graph, excepting the fact that the quality of the input
list is rarely 0. That means that there are few elements in their final position in the list
before the beginning of the son, which is not surprising.

Then, we tested the criterion g, that measures the proportion of direct neighbors that
are in the right order. The main difference here is the quality of a random input that is
close to 0.5 as shown on figure A.5. This time, this quality criterion does not seem as
natural, but the results show an increasing graph again

Finally, a criterion ¢4 that measures the average distance between the current position
of an element and its final position is used, multiplied by (-1) to get an increasing quality
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criterion. The following formula defines g4:

0 = | ETABSIZE yapfy] —
4 TABSIZE

Results on figure A.6 do nut show the same curvature as for the other critena. In fact,
it is difficult to compare this criteria with the other beacuse yy 15 not normalized. The dif-
ference with other criteria is that there is no absolute and constant value to compare with
(with the size of the list). To normalize it, we could measure the decrease of the average
distance compared to the initial average distance. But this initial value of average distance
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changes with the input list. A way to ensure a quality function with values between 0 and
» can be to divide ¢, by the size of the list TABSIZE orce more. The multiplicative
coefficient 2 is used because average distance is never greater than JTABSIZE. Finally
the new g4 will be:

STABSIZE |yqb(i] 4|
t)=1-2-22
20 TABSIZE?

The results are similar to what we got on figure A.6. The difference is the value of the
resulting quality (see figure A.7).
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F1G. A.7T - Behawor of an ordinary selection sort algorithm on a hst of 14000 randomly
mized integers - quality measures the average normalized distance between current position
and final position of elements - 100 regular measure pownts

Note that two of these criteria are not very easv to compute: g, and g4. To use these
criteria, we have to assume that the list is composed of the naturals from 1 to 14000
Then the criteria are easy to compute. In the case of a list of reals, names, or everything
else that is not comparable to a position in a list leads to difficulties in computation of
quality. But we sometimes continue to use them to show the effects of these choices. To
avoid penalizing this criteria compared to the others. the computation time of the quality
is not included in the total time.

For all these criteria, the ordinary selection sort always increases quality. Should it
always be the case for every sort algorithms? To answer this question, we did trials on
other algorithms, the bubble sort and the quicksort with the same quality criteria.

A.2.1.2 Bubble sort

Now we compare these previous results with those of the bubble sort algorithm |[FGS93].
This algorithm (A.3) 1s divided as follows:

- starting from the end of the list towards the first position. it exchanges two neighbors
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if they are not in order (if the left one is greater thax the right one)

- it goes to the next (right) position, and does the same working with the remaining
list until the remaining list is a singleton.

For example, if the smallest element is at the end of the list, you have the impression

that a bubble goes up to the first pcsition i} » “subble to the surface of water. The
complexity of this algorithm in number of » is the same as the complexity of
the ordinary selection sort, that is 8(n?). Th. = tv in number of exchanges (and

it seemns natural regarding the principle of this «. ..tnm) is worse than for the ordinary
selection sort, that is 8(n?) (see [FGS93] for details).

ALG A.3 Bubble sort|FGS93|
procedure bubble sort
begin
11
while : < n do
for j from n to i+1 step -1 de
if t[j] < t{j — 1] then t[j] < t[j — 1]
endfor
1141
endwhile
end bubble sort

We did trials in the same conditions as described above for the ordinary selection sort.
We tested the four criteria presented and the results o1 a random list are presented on
figure A.8.

First of all. note that execution time is longer than for the ordinary selection sort. It
is due to the number of exchanges on average that are more numerous for the bubble sort
{8(n*)) and the number of comparisons that is of the same order.

At first glance. no differences seem to appear between the behavior of the algorithms
regarding the first two quality criteria. As for the percentage of ordered neighbors (g,)
and the average distance to the final position {gq), it is different. For ¢, the graph is
linear (in fact a little bit convex) for the bubble sort. when it was clearly convex for the
ordinary selection sort. For g4, the graph is concave when 1t scemed quast linear before
It is not surprising to see differences between two algorithims that have the same ultimate
goal but not the same method. More than differences between algorithm behavior, it is
important to note that criteria may change the look of the final quality map for the same
algorithm. 1t is clearly presented on figures A.8(a) and A 8(d).

A.2.1.3 Quicksort

Ordinary selection sort and bubble sort are algorithms that have the same total average
complexity, that is #(n?®). Quicksort |SF9b] 1s differeni as its complexity on average is
#(nlogn) and its worst case complexity is 8(n?) [FGS93|. The algorithm that sorts the
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numbers in an array alg : d] is divided into two parts. where g is for the extreme left

position and d for the extreme right one:

A recursive version, where the partioning element is the one that was in the last position,

- partitions the array into two independent and smaller parts. The partitioning process

puts the element that was in the last position in the arrav into its correct position.
with all smaller elements before it and all larger elements after it. This partitioning
element can be differently chosen. For example. it can be the element that was in

the first position or can be randomly chosen.

- then sorts the two parts defined by this partition

is presented on Algorithm A4
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ALG A.4 Quicksort [SF96)
procedure quicksort(g, d: integer)
begin
if d > g then
véalgii—d-1;j¢g
repeat
repeat 1 «— ¢ + 1 until afi] > v
repeat j « j— 1 until afj] < v
t « ali; a1} « a[j}; afj] ¢
until j <
alj] « alt): aft) « ald]; ald] « ¢
quicksort(g, 1 — 1)
quicksort(: + 1, d)
end quicksort

The results of trials with the four qualitv criteria are presented on figure A.9. Note that
computation time is far shor.er than for the previous algorithms. The average complexity
of the quicksort is less than selection and bubble sorts. As usual, the first two criteria g,
and gy, that are quite similar do not lead to different behaviors. The third one g, gives
similar results except for the beginning quality that is close to 50%. The last one, gq4, that
mesures the average distance between the current and the final position of an element is
very different and gives a graph with diminishing returns.

We can observe the characteristic behavior of this type of algorithm on all the graphs
and especially on figure A.9(d). There are several slow increasing slope steps o.. this
graph and some intervais before these steps. This is due to the natural recursive form
of the algorithm. As a matter of fact, before increasing quality. that is before beginning
the sort of a part of the list, the algorithm has to partition the list into two parts. This
results in intervals with no {apparent) progress because we take measure of computation
time after each recursive call of quicksort. In fact, during thes. intervals there is progress,
even if it is not measured, as the algorithm places the smallest elements to the left of
the partition element and the largest ones to its right. As a consequence, the elements of
the list are closer to thenr final position. But when the algorithm is treating a branch, it
partitions (and surts) smaller and smaller lists and it results in the steps we observe.

These properties of the quicksort can be observed on the other figures (A.9(a), A.9(b)
and A.9(c})). As a matter of fact, these graphs seems to be stepwise linear. The steps are
the same ones as those quoted before, but on the cont ry of ¢, there is no improvement of
quality during partition of the list (or very little). This is due to the fact that with g, and
gy we measure the percentage of well positioned elements and there is 1o improvement
until the elements are in their final position. With ¢,, the position of one is compared
to its neighbor and there is little hope to change relative ordering even if the “largest”
elements are seperated from the “smallest” ones.

In the particular case of quicksort, the graph obtained here (figure A.9(d)) can help
us to analyze what type of list we have to sort. As shown on this figure and considering
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what we just said about the behavior of quicksort, we can observe that there are steps of
different length, corresponding to the different length of the parts made during the sort.
Finally, we can note that a sorted list or a reversed list would have given a graph with
as meny time gaps as elements. This is the case where the recursion tree is of maximal
depth (and so computation time).
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A.2.1.4 Otber inputs?

Here we anticipate a little the paragraph about choosing the inputs, by using a different
mixing strategy. But the aim is only to show what other influence the quality criterion
can have on the aspect of a quality map.

So we can imagine that lists are not always random and we consider that they can
have more regularities. For example, they can be lists with sorted parts. We implemented
an algorithm that mixes a list by randomly choosing two elements several times and
exchanging their positions. It is especially interesting to apply this algorithm (Algorithm
A.5) on a sorted list.

ALG A.5 Mix of sorted list by swapping couples of elements
procedure miz
begin
for cpt from 1 to nb_permutations do
repeat : « random() modulo (n + 1) until i = t[1]
repeat j + random() modulo (n + 1) until (j = ¢[j]) and j #1
i) e 1]
endfor
end miz

With algorithm A.5, we can control the rate of mixing by giving a value to nb_ permutations.
We also test if the element has been exchanged by comparing it with its position. For
example, if the number of permutations is 3500 on a hst of 14000 elements, there will
be 7000 elements that will change their place by couple. For the second quahty criterion
qup» 1t leads to a quality of 50% for such an input list, as we are sure that an element is
exchanged only once. We could apply a similar algorithm on a reverse list, but we have
to use another test for verifyiug that an element has not been exchanged. This time we
have to compare it with (TABSIZE - () — 1)) where j is its position.

If we use a mixing rate of 100%, that is a number of permutations equal to the half
of the size of the list, it should lead us to the same type of lists that we get with random
mixing strategy presented above. In fact, it is a little different as with algorithm A.5. we
are sure chat there is no element in its final position. But the drawback of this approach
is that it can be much longer than algorithm A.2 that continuously “updates” a list of
non-treated elements.

Note that mixing strategy enables to control the beginning quality for gy,. not for ¢,.
This is due to the method used to choase the couples to be exchanged. If we have chosen
to exchange two neighbors, the g, quality could have been controlled. As a conclusion,
there is one mixing strategy, or more generally one preparation metho.d, of inputs for one
quality criterion.

Here we will show that all the criteria that we presented above are not suitable for all
algorithms, even if the results given so far seem to prove the contrary. We also present a
particular and unexpected behavior of the bubble sort and the ordinary selection sort.
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Ordinary selection sort Here we present and explain unexpected results we got with
an reversed list mixed with a rate of 25%, that is we are sure that 25% of the elements
are not in their final position (regarding algorithin A.5). We selected the two particular
cases of ¢y, and g, quality criteria. These results are presented on figure A.10.
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F1G. A.10 - Behavior of an crdinary selection sort on a sorted list of 14000 integers chosen
between 1 and 14000, randomly mized with a rate of 25% - 100 measure points

We can observe on both graphs that there are two pnases in the progress of the
algorithm in term of quality. To explain this fact, it is important to note that the ordinary
selection sort exchanges two elements at each step. On a tota''y reversed list it results in
two more well positioned elements at each step, as the first one was in the last position,
the last one was in the first position and they have been exchanged. In the rase where we
partially mixed the reversed list, we verify that the first phase stops when the algorithm
reaches half of the total steps necessary to finish the sort. Until this point, there is chance
to improve quality twice instead of only once. It is only a chance (perhaps near 75% of
probability) as there are elements that are not in their “reverse” position. After this point,
there is no chance to place two elements at the same time and this leads to a lower quality
improvement speed. The same explanation suits ¢, on figure A.10(b) because a reverse
list is of bad quality (0 in fact!) and at each step there is a chance to order two more
couples of neighbors.

Bubble sort and ¢, The same type of unexpected behavior is ol,tained when the bubble
sort is applied to a sorted list mixed with a rate of 25% and the quality criterion g,. These
results are presented on figure A.11.

But the interpretation of this behavior is different. As a matter of fact, we observe
that the inflexion point happens sooner when the mixing rate is smaller. The reason is
that with bubble sort, the smallest elements that have been exchanged with the largest
ones quickly go back to their position as the algorithm begins a step from the end of the
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list. But the largest elements move towards the end of the list and their final position
much more slowly : one position per step in fact, when a small element goes back to its
final position in a few steps (often one, for the smallest ones). And there is no gain of
quality until an element moving to the right reaches its final position with this criterion.

As a conclusion. with bubble sort, we can say that the smallest elements quickly go
back to their positions and consequently quickly inproves the number of ordered neighbors,
and that the largest ones slowly move to the right toward their final positions. There is a
number of steps in this algorithm when all the smallest elements are well positioned and
after that only the largest elements increase quality. This is the reason for the inflexion
point. The fact that it happens sooner when the mixing rate is small is linked to the small
number of smallest elements in this case.

Difficulties with Bubble sort and Quicksort On figures A.12 and A.13. we show
the difficulties that we can meet .a choosing a quality criterion.

For bubble sort (figure A.12), the quality value decreases from nearly 77% towards
0% after the first step measurement. The reason is due to the criterion applied in this
case. We measure the number of well positioned elements and the bubble sort consists
in placing the first element in its final position by translating to the right every element
that was before the previous position of this smallest elemen*. As a consequence, every
element that was in its final position in this subset is moved to the right and quality falls.
The technique consisting in keeping the last best quality (it is possible because quality
here is recognizable) could be applied but it is clear that it is not verv pertinent in this
case.

As for Quicksort (figure A.13), we consider a reversed hist with a mixing of 25%. Here
we observe short periods of decreasing quality on the large steps of slow improvement. In
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fact, quicksort does not provide any guarranty on getting better and better quelity with
this criterion. Let consider the following simple example and the first partition of the list
in the first step:

Original list :

[6l718[9]1]2]34]5]

that becomes, after the first partition when the partition element is the last one (here
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[4]3]2]1]5]8]7]6]9]

Here the partition procedure exchanges 4 and 6, 3 and 7, 2 and 8, 1 and 9, and finally
places 5 by exchanging it with 9 that is in its position. Quality of the original list is 7/8
and quality of the second list is 3/8 according to the criterion that counts the proportion
of ordered neighbors. It confirms that this quality can decrease when using quicksort.

Contrary to the bubble sort case presented above, it seems valuable to keep the last
best quality to get a monotonous graph as there is no long time to wait for an improvement.
But if we condider our last example, it is not so obvious.

These two cases show that there are some disadvantages in choosing particular quality
criteria for some algorithms. Some of these difficulties can sometimes be “repaired” by
keeping the last best quality, some others not.

A.2.2 Discussion
A.2.2.1 Interpretation of experimental results

In this section, we observe the behavior of three sort algurithms with four possible
quality criterion. Even if the problem of choosing a quality criteria seems to be simple o
pr.ori, we exhibit several difficulties in solving it.

As for ordinary selection sort and bulble sort, they give the “same” partial result,
that is they ensure that the first part of the list is sorted. That is why they are called
L ‘ogressie sort algovithms [FGS93]. As a consequence, we could think that ¢,, measuring
the progress of the algorithm and gy, would be good candidates. But we saw that the
second one i» not svitable for bubble sort in case of partially sorted input lists. We will
discuss about the probability of getting such lists in the next sec.ion.

Insertion sort algorithms give a sorted first part of the list but it is not definitive
as new elements can be inserted. We could imagine other quality criteria for this, like
measuring the number of sorted elements at the beginning of the list. Quicksort. that we
studied, accept all the criteria that we proposed under certain conditions.

There seems to exist a criteria for a specific way of sorting. More generally, it is
important to study the way an algorithm works before trying to define a quality criteria.
It might seem obvious, but all cases have to be considered. as we did for sort algorithms
and particular input lists.

After considering the choice of a criteria for an algorithm, we have to consider the
point of view of the programmer, that is the context in which the algorithm will be used,
and the possibility of this use as an anytime algorithm.

A user of surt algorithms must have an idea of what type of intermediate result he
wants. For example, is it a list with a sorted beginning that he is interested in? 1f so,
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he will probably use ¢, or gu,. Is he interested in lists where the elements are not far
from their final position? Then ¢4 will be suitable for him; and so on with other criteria.
Information that could be important is whether the result of this algorithm will be used
by another anytime algorithm; then the quality criterion for outputs must make sense for
the input of the following algorithm.

But there is one more point to insist on: the practical pertinence of the criteria and
its use in the framework of anytime algorithms. For instance, remember a property that
is necessary for interrutible algorithms: a recognizable quality criterion, that is a criterion
that can be computed at run-time |Zi196]. We can consider that a criterion is recognizable
when it can be computed in constant time. Constant time is imposed to control this
quality computation in the monitoring application, and taken into account with certainty
about its cost. All the criteria that we proposed are recognisable if the length of the lic*
is constant. The question is: is it reasonable to compute a quality in a time of the same
order value of one step of the algorithm (not rare in case of polynomial algorithms)? The
answer is positive if the monitoring strategy is not completely senseless and interrupts
the anytime algorithm after each step to get a correct value of quality. It is clear that
such a strategy is useless. As for the practical interest of criterion, take the measure of the
percentage of well positioned elemeuts g, and the measure of the average distance to the
final position of an element gy. As we said above, there is a necessary assumption before
using these criteria: the lists have to be composed of naturals from 1 to TABSIZE, the
size of the list. Without this assumption, the computation time for quality is of the same
order as the computation time for sort itself. So, these criteria have a limited application
field. It could be interesting to ask the same question for other algorithms, and especially
for the applicability of criteria used in the case of the Traveling Salesman Problemn that
we quoted in the intr -duction discussion of this chapter.

When it is hard to get an analytical definition of the criterion, it could be interesting
to use functions that bind the real quality of the results, that is a graph for the upper
limit and another the lower limit. This approach is used by DE GIVRY and VERFAILLIE
in a particular problem of VCSP (Valued Constraint Satisfaction Problem) [dV97]. In
this paper, the authors produced an anytime bounding of the quality for the CSP. That
means that quality evaluation is itself an anytime process in the sense that the evaluation
of this quality is more and more precise when time passes, and bounding is more and
more narrow. The problem here is that it is an anytime bounding for a VSCP and not
a bounding for an anytime VCSP. As a result, quality evaluation is not precise at the
begiuning of the process and in the framework of anvtime algorithms. it is especially
interesting to have a precise quality at the beginning of a process to avoid long and
“useless” computation.

A.2.2.2 Input quality vs. beginning quality

Here we try to pinpoint a definition thzt could be ambiguous when beginning with
anytime algorithms. We saw in the previous paragraph that inputs of the sort algorithms
have a certain non-zero quality regarding the ouput quality criteria. That means that the
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algorithm perhaps does not do the same work if this quality varies.

But a problem appears if the input is not of the same nature as the output. This
assumption is very natural in general. For example, the input of a TSP algorithm is not a
random hamiltonian cycle, but graph with a certain connection rate, a certain geographic
distribution of cities, ete.

That is the reason why we use the term beginning quality when we refer to the quality
of the input before the start of the algorithm regarding the output quality criteria. It is
sometimes abusively called the input quality. Even so it can be appropriate in some cases
like in the sort problem, in other cases input quality is something very different. So when
we want to evaluate real input quality, we also use the term of quality of the mput, to insist
on the difference with beginning quality. The quality of the input evaluates the input to
discriminate output quality maps. This can be used to get conditional performance profiles
as in |Zi193] and {GZ96).

Sometimes beginning quality and input quality will be equal, but there are no rules
against using several criteria at the same time to qualify an input. For example, in the case
of sort, it can be usefull to use g, before applying the quicksort. If gy, is high, quicksort
then becomes inefficient. And the output quality can be measured by gy depending on
what application these outputs will be used.

All these considerations show that all the applications are not easy to use as anytime
algorithms and that a quality criterion for simple or more complex algorithms is not easy
to define. Assuming thav a quality criterion is defined, let us see what sort of difficulties
are met in building a performance profile.

A.3 Construction of performance profiles

Building performance profiles, in the case where no anilytical method enables downg it
directly, is mainly divided into two parts:

- the collection of data: it consists in choosing instances that will be the inputs of
the algorithm, so as to collect couples of data composed of computation time and
corresponding output quality, and build the quality map. The quality map is the
superposition of all these couples (time, quality) on a bidimentional graph.

- tranformation into a performance profile: as a quality map is often a simple spray
of points, a process that transforms it into a performance profile is needed.

There is a subsequent work on exploiting data of a quality map to produce a per-
formance profile |{Zil93}]|HZ96][GZ96]. For example, by considering the influence of the
inputs, we can get a conditionnal performance profile. Sometimes the pei.ormance profile
is a mean of the quality for each possible interruption instant and that leads to an expec-
ted performance profile. To take the frequency of appearance of couples (time, quality)
into account, and in fact the probability to get a particular value of quality at a fixed
time, we can build distribution performance profiles. Performance profiles that consider
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the state in which the process is just before being interrupted to resume the algorithm are
also possible under the name of dynamic performance profiles]HZ96). That is the reason
why we will focus on the collection of data in this section.

A.3.1 Collecting Data

The problem with collecting data is to choose the representative inputs for the anytime
algorithm that would give the quality map that predicts at best the future behavior of
the algorithm. We assume in this case that no algorithm analysis can directly supply
a compact performance profile. These inputs are used for learning how the algorithm
behaves, and we hope that inputs given in a real si. wation will be very similar so as we
can use the performance profile.

When the user of anytime techniques knows the context very well in wkich he will
use his anytime algorithm, the problem becomes easier. But even in this situation, it
is sometimes hard to consider all the possible cases of inputs that will influence the
behavior of the algorithm. How can we get the right instances, especially when we have
poor information about the context and about the real inputs?

The general and usual approach to “learn” a quality map is often to generate random
inputs and consider that they are representative because they are the most current ones
in the finite set of all instances (we will see why in this section) [Zil93]. A study done
by GRASS and ZILBERSTEIN [GZ96] considered specific properties of inputs to produce
conditional performance profiles for bubble sort. But they consider that quality, defined
by the ratio of couples of neighbors that are in order, can not go under 50%. It is not the
case and the simple example of a reversed list gives 0% of quality. So they neglected the
possible inputs under 50% of quality.

Thus in this section we will focus on the following questions:

- Are the random inputs realistic because they are numerous?
- What risks do we take by neglecting some “rare” inputs”’

We first observe several experimental results to try to exhibit some characteristic
behaviors.

A.3.1.1 Random generation of inputs

As, we said, the random generation method for inputs are often used for the systematic
choice in the set of instances. Assuming that it is a good strategy for the sort algorithms,
we tried to analyse the behavior of these algorithms applied on random inputs. First we
had a look at the distribution of the quality of the inputs, that is, we studied what we
called the beginning quality of the inputs. Then we focused on quality maps preduced
by the sort algorithms applied on many random inputs. Finally we considered problems
induced by the use of random generation, that is avoiding extreme cases and the influence
of the size of the instances.
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Distribution of instances Before considering the behavior of a sort algorithm applied
to random inputs, we examine how the quality of the inputs is distributed when they are
chosen with a random method. As a matter of fact, if the variance of quality is “wide”,
then there is very little hope to get a narrow quality map. Here we assume that output
quality criteria that we defined in the previous section are valuable criteria to qualify the
beginning quality of the inputs. The only exception is the first quality criterion, ¢, that
reflects the progress of the algorithm and does not evaluate output quality. With this
criterion, beginning quality is always 0. The results of the quality distributions according
to the criteria qu, and g, are presented on figure A.14.
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As we can observe on figure A.14 for g, and ¢y, the fact that random instances under
a uniform distribution of probability are in large majority is confirmed. So we have a
very high chance to get a random input. The resulting variance is quite narrow for cach
criterion (respectively 0.00205 and 0.00233).

Note that the instances that we chose have a relatively large size (1 400) Then the
next point to observe is the influence of the size of the inputs on the variance. The results
presented on figure A.15 show that if the size of the list decreases, the probability to get
extreme cases {(in the quality sense) is higher and higher. The reason is that the random
lists are less and less numerous. For these results, the variance on quality is higher and
higher (from 0.0246 to 0.226 for gy, and from 0.0248 to 0.243 for g,). We only show results
for gs, and g,. but gy has the same property. In fact, it seems that this phenomenon is
independant of the quality and depends only on the inputs and their size.

As shown here, the size of input data is a very serious point to take into account when

we randomly choose our inputs in the set of possible instances. We will see what impact
this has on the behavior of the algorithm in the next paragraph.
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F1G. A.15 - Distribution of beginnang quality of randor s of n elements chosen between
1 and n - 10 000 000 samples

Behavior of algorithms with random inputs To study the behavior of the three
sort algorithms - ordinary selection sort, bubble sort and quicksort - we selected the
criterion ¢, as it can be applied to every type of list, containing naturals or not. In fact,
what is interesting here is the variation of quality in function of input data, but also of
computation time. Qur goal is to see if the quality map can have a narrow variance with
such random inputs that we describe above.

The results shown on figure A.16 confirms that sort algorithms applied to random
lists with this quality critorion g, give a “narrow” quality map. Moreover, the more time
passes, the more the quality map is narrow. This property is clearly independant of the
quality criterion. Trials with other quality criteria give the same type of behavior (see
Appendix C.1).

Before concluding that the random method for choosing inputs is the right one, we
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study the influence of the size of inputs on the behavior of the algorithm and see if the
quality map is still narrow or if it is enlarged due to the wide distribution of inputs. For
example, a trial with quicksort valued by g4 (Appendix C.1.2) shows a very wide quality
map.

As expected. the wider distribution of inputs applied to a bubble sort leads to a wider
quality map as shown on figure A.17 with lists of 140 and 30 elements. Complementary
experimental results are given for other sort algorithms in Apendix C.2. They lead to the
same conclusion. We exhibited a first disadvantage of the random method for generating
inputs for an a/gorithm: the narrow character of the quality map is dependant on the size
of the inputs. Thus we are not sure of getting a consistent performance profile.
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About the worst case? Exhibiting extreme cases when diminishing the size of the
inputs lead us to the question of the worst case. But what type of worst case, that is
among what criterion, can be defined for an anytime algorithm. There is first the classical
combinatorial worst case, that is the instance that forces the algorithm to the longest
computation time on a fixed machine. But worst case in terms of quality is not the same
in general. For example, a worst combinatorial case for the quicksort is a completely sorted
list. In terms of quality, it is clear that it is the best case, because whatever the criterion
that evaluates the progress toward the final result, the quality will be 100%, from start
to termination of the algorithm.

For example, what is a worst combinatorial case for the ordinary selection sort” This
sort algorithm is composed of two parts at each step: a search in the list for the smallest
element and a swap of two elements if the first one is not the smallest one This could be
modeled as following :

trmuputalwn = Ltr + kte

where :

- L is a value of the order of square of list length and ¢, is computation time for one
comparison
- k is the number of echanges and t, is computation time for one exchange

In every list of constant length, the number of comparisons is constant because the
search is systematic and goes all through the remaining list at each step. What can vary is
the number of exchanges and a worst combinatorial case will be one instance that forces
the algorithm to a maximal number of exchanges, that is one per step For example, the
list beginning with 2 to n, and 1 in the last position. At each step, the smallest element
is at the end of the list, so we are sure to make one exchange.

The question is now to define the worst case regarding quality. The way could be to get
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a lower bound of the quality map. It is obvious that it depends on the quality criterion.
Again for the ordinary selection sort, the case we described above (list [2,3,...,n,1]) gives
one of the worst quality if we consider criterion g, proportion of well positioned elements.
It leads to a worst case regarding quality from start to termination of the algorithm as
it gives the slowest increase of quality at each step (only one more element is positioned)
and the worst computation time (figure A.18(a)).
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FiG. A.18 - Search of worst case n term of quelity for ordinary selection sort - List
[2,3,...n,1]

As for criterion gy, the quality of the list is not the worst anymore, and on the contrary
it is near the best one we could get. This quality will be constant until the last step where
it reach 100% (figure A.18(b)). For this criterion, the worst beginning quality is got with
the reversed list. But this particular instance does not force the algorithm to the maximal
number of exchanges, but only the half of the maximum. The reason is that two more
elements are well positioned at each step and after reaching the middle of the list, there
is no more exchange as the list is sorted. As a consequence, the quality increases quicker
than average cases and the resulting graph crosses the other graphs. This is not a lower
bound of the quality map. It seems that there is no possibility for ¢, to define one as we
always have to be under other graphs and consequently to begin with the lowest quality
which corresponds to the reversed list.

These considerations on the worst-case notion show that defining a lower bound of
a quality map corresponding to one particular instance is not always possible. Theun, in
general, a “worst-case” instance in terms of quality and intermediaite results has no sense.

A.3.1.2 Other methods for generating instances

In the previous section about the choice of a quality criterion. we used an algorithm
for mixing data and fixing the beginning quality. This method can be used to observe
the behavior of sort algorithms on partially sorted lists and verify the influence of the
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beginning quality. We will see how the quality maps generated from these type of inputs
are related to the quality maps generated from random instances.

Random mixing of a non-random list As we said above, the mixing strategy pre-
sented in algorithm A.5 is designed to control beginning quality for the criterion gy,. Then
we study the behavior of the ordinary seiection sort with this criterion. The input lists are
generated from a sorted list with a mixing rate of 1/100, 1/10, 1,5 and 1/2. We compare
these graphs with the graph got with a random inpnt list. The results are shown on figure
A19.
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F1G. A.19 - Behavior of an ordinary selection sort on sorted hists of 1400 integers chosen
between 1 end 1400. then randomly mazed with various rates - quahty qy,, percentage of
well positioned elements - 100 measure points per list

First, we can observe on figure A.19 that we effoctively control the beginning quality
for the sorted list, as for rates 1/100, 1,10, 1/5 and 12 we get respectively a quality of
0.99, 0.9, 0.8 and 0.5. To verify if starting with sorted list and preparing the inputs lists
like we do would be a good approach to build conditional qualitv map, we did trials by
fixing a beginning quality. The results are shown on figure A.20.

The first result on figure A.20(a) with a very high beginning guality shows that there
is very little hope to predict the behavior of the ordinary sort algorithm between quality
of 0.99 and 1. There are few (8) possible levels of quality from start to termination - and it
is natural - but there are many possible intermediate computation times. The uacertainty
comes from computation time. A quality gy, of 0.99 for a list of 1400 elements means that
there are 14 elements that are not in their final position. Considering the way of doing
of this sort algorithm. if there are lots of these 14 elements whose final position is at the
beginning of the list, then the list will be very quickly sorted. On the contrary, if the final
position of these elements are at the end, then it will take the maximum computation time
to place them well. The mare the proportion of unsorted elements grows (when beginning
quality decreases), the more these extreme cases are close from each other as we can see
on figures A.20(b), A 20(c) and A.20(d).
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The resulting quality map looks thiner and thiner. This impression is mainly due the
relativity of the point of view. As a matter of fact, we used a different scale defined by
extreme values of quality and time for each graph. As show on the last figure (A.20(d))
where we draw all the four quality maps, the width of the possible quality values for a
given time is in fact increasing. But we can verify that the first graph with beginning
quality at 0.99 is now satisfactory from this point of view. As a conclusion on these trials,
we can say that evolution of quality is not perfectly predictible even by ficing beginning
quality, but it is rather satisfactory if we choose a large scale of quality, from 0 to 1 for
example.

The next question is to know if a (quasi) constant beginning quality is sufficient to

condition the behavior of this sort algorithm with it. Let us consider trial done on reversed
lists. We did the same mix on these lists to get results shown on figure A.21.



120 Annexe A. Contribution to the design of anytime algorithms

o
o

5
i
H
1]
§
g o4
H FLge
3 13
Yo o
"
L+ ,1’3:;,"-”9/
e
i |
(13 J
4000 0010 0020 0630 0040
Tergs (s)

F1G. A.21 - Behavior of an ordinery selection sort on reverse lists of 1400 inteyers chosen
between I and 1400 - Quality gy, percentage of well positioned elements - 100 measure
puints per list

For all the so prepared reversed list, quality is very close or equal to 0. As a matter
of fact, with our mixing method, by starting from a reversed list, we have very poor
chance to place one or several elements in the right position, even this chance increases
with mixing rate. Then we get lists prepared with a different method but with (quasi)
constant beginning quality. We can immediatly verify that the answer to our last question
is negative: it is not sufficient to fix the beginning quality, as different methods to fix it
to the same value can produce different behaviors.

Conclvzien  As we saw in our previous trials, there appear two problems when we
randomly :cuse inputs in the set of all instances, following the uniform distribution :

- the variance of beginning quality can be large, logically leading to a wide quality
and loss of predictibility {consistency of the performance profile)

- even when we fix beginning quality by using a unique or several random methods,
there are possibilities to generate extreme hehaviors.

The first point could be solved if we consider that resulting quality maps are satisfac-
tory in the case of inputs with large size. In this case, quality maps are relatively narrow.
It could seem natural to use anytime algorithms on large inputs, but there exist probleins
that have high complexity and that need huge computation time even for small inputs.

The second point is more serious as it proves that there exist inputs that lead to
extreme behavior, even with a constant beginning quality. The question is to know if these
cases are representative of real cases. Note that extreme cases that we exhibited are rather
“structured” inputs in the sense that we use precise deterministic or semi-deterministic
methods to produce them. More over, they are partially ordered. If we consider “totally”
random inputs, we know that they are far more numerous than partially sorted inputs.
This can be proved by simple considerations on the number of poussible permutations in a
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list or in a subset of this list (see paragraph A.3.1.1). Then we could consider that these
extremes cases rarely happen. But is it the right approach to consider that every list has
the same chance to be generated in reality?

In fact, the notion of randomness is not always clear: all the lists that we produced
contains randomness, less for the second generation method with partially sorted inputs.
Thus we need a more precise definition of random and quantification of the risks we
take when neglecting extreme cases seen above. Another question is to verify if uniform
probability is a good model of appearance of lists, and inputs in general. In the next
paragraph, by considering the Kolmogorov complexity theory, we get some clues about
the answer to these questions and what to do (or not) for the generation of representative
instances.

A.3.2 Analysis with Kolmogorov complexity

As we just saw with the examples of sort and TSP algorithms, we question the random
choice of instances of a problem to get the most representative inputs in reality. So we
need a tool that could enable us to characterize the instances that we choose, to confirm
that these instances are realistic or not, and what would be the consequences on the
“practical” complexity, i.e. the computation time, of the algorithm. A theory, namely
the Kolmogorov complexity theory, authorizes the analysis of the structure of data, and
reversely its randomness |[LV97]. In this t2ction, we present the basic principles of the
Kolmogorov complexity, then we explain how this theory could help us in the building of
a quality map and a performance profile.

A.3.2.1 Principles of Kolmogorov complexity theory

The majority of the results, definitions and theoreins exposed here can be found in
the book of Lt and VITANYT [LVI7].

The Kolmogorov complexity theory is an approach that enables the evaluation of abso-
lute amount of information contained in individual objects. This quantity only depends on
the language used for the description and hopefully, it can be proved that every reasonable
choice of programming languages leads to an invariant evaluation to an additive constant.
This quantity of information is called Kolmogorov complexity, or Chaitin-Kolmogorov
complexity.

Intuitively, the amount of information in finite string is the size (in number of binary

digits, or bits) of the shortest program that generate this string. Just take the following
string as an example:

s ='011001010110100101101001001101

We can easily believe that s is the result of the 30 tosses of a coin. We can hardly believe
it for §':
s'='111111111111111111110101111e1y
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However with 30 tosses, s and ¢’ have the same probability to appear, even though
our intuition tells us that s’ is less “random” than s. The difference is in the fact that
we prefer to expiain the string s’ with the program ‘print “1” 30 times’, rather than with
pure chance. As s’, the transcendental number 7 contains few information because it can
be generated by a short program, even if its decimals seem random. So, we said that an
object that contains regularities like s’ is compressible since it has a shorter descripsion
than itself.

Définition A.1 Kolmoegorov complerity
Let assume an effective coding of each Turing machine on an alphabet {0,1} : M, ,M,,...

The Kolmogorov complezity of each string z € {0,1}*, where ¢ 1s the empty string, 1s:

K(z) = min{|M,] : M,(e) = =}

Where £ is the empty siring.

K{z) is the length of the shortest program starting from scratch that generates r.

If a supplementary information y on r is supplied, the conditional Kelmogorov com-
plexity is defined by:

vy € {01}, K (zly) = min{|M,]|: M,(y) = r}

As a conclusion on our example. we can say that string s’ has a smaller Kolmogorov
complexity than string s. It is difficult to say more, and especially to compute the precise
value of f/-° because the Kolmogorov complexity is not computable. But in practice,
K(z) .t approximated with an upper bound by enumeration of every description
progr- < 7aen we say that K{r) is semi-computable.

Dé& ition A.2 Incompressibility

Ly c be an wntege, constant. The string £ € {0,1}" is c-incompressible 1f K'{r) = n~¢

" hat means that there is no description shortest than n—c. The notion of incompressibility
(- ay e-incompressible with a small constant c) offers an elegant way to express randomness
in a finite string. We can say that z 1s random if and only if £ is incompressible [LV90].
As a matter of fact. to describe a random string, we need as many bits as in the string
itself. Intuitiv. 1y, an incompressible string z is a string without anv structure, thus that
can not be described by a program shortest than “print z”.

As Li and VITANYI said |LV97|, even if the Kolmogorov complexity theory is full of
deep and sophisticzted mathematics. it is sufficient to know only basis to apply with suc-
cess this notion. So we will only present the results that interest us for our argumentation,
knowing that this theory is not limited to this restriction.
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A.3.2.2 Application to the choice of the instances of a problem

Remember hat our problem is to build graphs, that is performance profiles, that re-
present the b avior of an anytime algorithm. This graph will be then used to predict
quality of the results in function of computation time in a real framework. As a conse-
quence, we have to use representative instances of the real cases to produce a realistic
performance profile. But what is A representative instance? And how to prove it?

A theorem on compressibility can inform us on the proportion of structured strings,
or more generally, structured data.

Théoréme A.1 (Theorem 3.3.1 in [LV97])

- ¥n, maz{K(z) : l(z) = n} = n + K(n) + (1)
- for alf fired constant r, the number of strings z of length H{z) = n with K(z) <
n+ K(n) - r does not exceed 2*~7+%),

We are especially interested in the second part of the theorem. It means that the propor-
tion of data of length n that are compressible of more than r bits is less than 27"

This result means that, by doing a random choice in the set of data of constant length,
there is a high probability to get random data as they are more numerous. By random
choice, we mean with a uniform probability, that is equal chance for each data to be
chosen. These results could justify the approach adopted by the majority of anytime
algorithms designers [Zi193]{GZ96]. They use the random choice of instances to build the
quality map. As random instances represent the vast majority of the set of all instances of
the problem {they are supposed to be finite and of constant length). We will now see that
this random choice 1s not always the right method with the help of simple considerations.

The notion of compressibility used here is the same one when we talk about compres-
sion of data in the current computer science language. As a matter of fact, the compression
algorithm work on the principle to reduce repetitions and eliminates regularities. So we
can reason on this notion by considering usual compression problems of “every day life”.

Let us consuder the content of a hard disk in a computer. We can claim without lots
of risks that information on a hard disk are representative of data that are computed
by usual and realistic algorithms. The use of compression program on this hard disk is
often used to gain storage space. And the results of this compression often gives good
results (assuming that we are not trying to compress alreadv compressed data). This
simple consideration means that the majority of data on a hard disk are not randowa
as they are compressible. As a consequence, we can deduce that the usnal and realistic
data are certainly not random. Thus the uniform distribution is not a good description of
the appearance of data in reality. That is the reason why we use the notion of unwersal
distribution alsu called Lewin measure [LVIT]

Définition A.3 Unwersal distribution [LV97]

The distribution m that, for each string r. qwes a probability m(r) = 27451 45 called
the vniversal distrmibution.
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With this distribution, we can easily establish that very structured data (with low
K(z)) have a high probability an that “complex” or random data (with high K(x)) have a
low probability. Levin has proved that m dominates multiplicatively each enumerable dis-
tribution. The Levin measure is then a good way to measure the probability of appearance
of a data in reality.

Let us try to turn into a formal argument to justify this universal distribution by
quoting [KLV97|.

Suppose we observe a binary string s of length n and want to know whether
we must attribute the occurrence of s to pure chance or to a cause. “Chance”
means that the literal s is produced y fair coin tosses. “Cause” means that
there is a causal explanation for s having happened - a causal explanation
that takes n bits to describe. The pure chance of generating s itsel f literally
is about 27". But the probability of generating a cause for s is at least 27™.
In other words. if there is some simple cause for s (s is regular), then m « n,
and it is about 2®~™ times more likely that s arcse as the result of some cause
than literally by a random process.

To make the liuk with reality, we have to mike the assumption that what happens
in real world is like a computation, that the objects that we meet are the product of the
computation of the physical world. By a first order approximation, the physical world can
be considered as a Universal Turing Machine”. Even if it is not provably, this seems very
reasoncble.

These ideas seer1 to be rather natural. As a matter of fact, objects in reality are rather
structured. Otherwise the reality would look like a sort of fog. As for the sort case, for
example, a lot of lists we have to sort are strmntured, like two sorted list to merge, or
partially sorted lists. These lists are rarely to . . random. One point that could confirm
this fact is that people using the quicksort algorithm [SF96] often mix the lists before
applying this algorithm, The reason is that quicksort has a complexity ot 9(nlogn) in the
average case that is random lists, and a complexity of 8(n?) in the worst case. that is on
sorted or reversed lists where the partition tree has a maximal depth [SF96}.

Concerning our choice of instances to build a quality map, we do the following propu-
sitivn with the help of previous considerations.

Propaosition A.1 Rundom 1s not current

When we have to choose instances that ere representative of the real case, considera-
trons with Kolmogorov complenity proves that the random epproach 1s not always the right
method for generating instances. There are lots of real cases that are structured.

This proposition is rather destructive regarding the e dsting methods used to generate
quality maps. It does not supply any method to produce a good set of instances, but it is
helpfull to avoid what we call “the pitfall of the random approach™
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A link with computational complexity What is interesting in Kolmogorov com-
plexity theory, sometimes called “algorithmic theory of information”, is that it gives sume
results on the behavior of the algorithms in function of the complexity of the instances.

First we have to precise the notions of average case and worst-case complezity[KLV97].
When we say on the average case, we assume that all inputs are equally likely, that is the
probability is uniforr-, then the average computation time is an “uniform average' tirie
on every instances. On the contrary, the worsi-case is independant of any distribution and
represents one or several instances thet force the algoritkm to use maximal computation
time. Then, if we assume that the distribution is not unifcrm anymore, and that inputs
with low Kolmogorov complexity are more likely than inputs with high complexity. the
running time we ezpect under this (universal) distribution is (essentially) the worst-case
running ume of the algorithm.

Again this is not hard to see in the case cf quicksort, for which the worst-case is given
by a sorted list, that is a highly structured input. Under the universal distribution, the
already sorted input is far more like.y than the unsorted input. so we expect that quicksort
will require n? steps. It is true in general when an algorithm runs fast on some inputs and
slowly on others. Intuitively, the universal distribution assigns high enough probability
to simple strings “to slow” the average running time of the algorithm to its worst case
running time.

The following theorem due to L1 and VITANYI {LVO7]| makes the link between Kolmo-
gorov complexity and computational complexity, and give a formal argument to what we
said above.

Théoréme A.2 (L1 and VITANY1) [LV97]

If the inputs to wny complete algorithm are histributed according to m, then the everage
time complexity ts of the saine order of magnitude as the worst-case time complenity

In a few words, theorem A.2 shows that the inputs having small Kolmogorov com-
plexity contain the worst cases with high probability. Conversely, V'LASIE studies under
which conditions the reciprocal of theorem A.2 holds. 2.e. almost all the worst cases admit
short descriptions.

Théoréme A.3 (\V0LasIE) [VIe97/

If under a ywen enumerable input distribution, a NP-complete problem admats an algo-
rithm unth polynomial average-case complexity. then all but finitely many superpolynomal
inpul cases, if they exist, are compressible.

The intuition of theorem A.3 is that for problems with a low average complexity,
there is very few cases with a high computational cost. Thus the hard cases can be
des<ribed by giving their index in this small set. These results have been used to build
a method for generating very hard graph fo the 3-COL problem [V1a95| with the Brélaz
algorithm {Bre79]. In this study. VLASIE showed with experimental results that the very
hard instances occurs only when the graph are highly structured. By the Kolmogorov
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complexity approach. he confirms a phase transition point given by experiments that
distinctly separates an easy region of graphs from a hard one.

Even if there is no general result concerning polynomial problems, similar conside-
ratione have been made in [LV92] to shrw that only non-random lists can achieve the
worst-case complexity for Quicksort (for 1ustance, the sorted, alinost sorted and reversed
lists).

There is one important point o insist on: the notion of hard inputs created are
specific to an algorithm'. The aimn of VLASIE was clearly to create hardness for the
Brélaz algorithm. One could argue that theorem A.3 does not hold anymore it there is
a specific method that could solve the previous inputs in pelynomial time. As VLASIE
said, “one should not forget that there are many other ways to get compressible instances.
eventually hard for the algorithm in question and on which a specific method would be of
little interest. Moreover, we remember that the Kolmogorov complexity as a function of
binary strings is not computable and the incompressibility is not a decidable property, so
there is little hope that one can imagine a general method for solving the hard cases hy
detecting and exploiting their regularities.” That means that the fact that Kolmogorov
complexity ot a hard instance is small is independant of the algorithm. It only depends
on the instance itself.

Con? :ibutions of Kolomogorov complexity to our problem The particularity of
Kolmogorov complexity in algorithms analysis, like in other various domains (see [Del98b)
and [Del98a] for more applications), it supplied a clearer framework and point of view but
does not directly give any clue for { roducing any algorithmic method.

So what can be exploited to solve our problemn of generating representative inputs for
our anytime algorithms”’

The question of randomness have been largely discussed for several centunes, from
Epicurius to Laplace |KLV97] and Kolmogorov complexity finallv formalized it. But ran-
dom objects have never been considered as real reflect of reality With ¢ ~wposition AL,
we claim that random gereration of inputs is not the right method to a, v 1f we desire
representative quality map< The simple reason. but not evident at first sight. 1s that uni-
form distribution of probabil..v is not the right distribution to represent real appearance
probability of inputs.

In a second part. we discoversd that this last result is all the more important because
theorems A.2 and A.3 stated thar “hard cases are the structured data™ As a consequence,
this part of the instances srt can not be neglected if it forces the algurithm to the the
warst-case behavior. This is especially true for NP-complcte problems. We aiso saw that
hard instances are specific to an algorithm and sometimes we prefer to call them hard
inputs to insist on this fact.

Finally, we do not get any generation method of instances in general for building.
because this problem s problem specific and more. algorithm specific. But we get some

1. That is why we should talk about inputs (of an algorithm) rather than instances (of a problem)
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information on what not to do (random generation) and “where” the hardness is in the
set of intances. As conclusion, we need a precise “structured method” to systematically
generate instances to ensure a representative quality map.

The question of neglecting some parts of the set of instances that we think not re-
presentative is difficult to determine. The universal distribution could give us a possible
approximation of this risk by considering the probability of these neglected ins. inces.

A.4 Conclusion

In this chapter, we focus our attention on practical problems encountered in construc-
ting anytime algonthms. Simple considerations on the TSP first lead to doubts concerning
the easiness of building performance profiles. That is why we adopt a user-view (one can
say naive) approach to try to solve the real problems in designing anytime algorithms.

In this study, we exhibited two questions that are usually not solved in general, and
not even considered, in the studies concerning anytime algorithms design. These questions
are:

1. choosing the quality criterion
2. collecting data for building thc quality map and the perlormance profiles

These problems are generally considered as a work that the user of anytime techniques
must define himself. As a matter of fact, it could seem natural since both these problems
are strongly application dependent.

But we chose to focus on these questions because we thought that, even if only the
designer of anyvtime algorithms can solve them, there are some pitfalls to avoid. With this
practical approach to design of anytime algorithms, we exhibited some of these pitfalls
with elementary but representative examples of current problems (sort problem and TS. )
and tried to give some piece of advice.

As for the choice of the quality criterion. we saw that it had to be specific to the
algorithm simply to have a sense for the treatment apphed but that it also depends on
the goal of the designer. As a matter of fact, the result of the algorithm is to be used
in a certain context and can be reused as input to another algorithm. The choice of the
quality criterion is alwars a trade-off between these two points of view.

The problem of building a performance profile is not a trivial one either. Obviously, the
best data for constructing performance profiles is a god sample of actual input instances,
but we considered the case where we have poor infe.mation about what sort of data will
be used by the algorithm. Some considerations on realistic cases of instances showed us
that the random choice of instances is rarely the right method to obtain a performance
profile that predict the realistic behavior of an algorithm. The issue of using random
problem instances for the empirical study of algorithms has already been critized in the
past. See for example |Joh96], where JOHNSON explains that some TSP algorithms can be
very efficient on large random instances, while they have great difficulty with structured
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instan-es containing just 53 cities.

We introduced the Kolmogorov complexity theory to confirm this fact. It shows that
strutured instances, i.e. not random instances, are the most current in the realistic cases.
This shows that we need a fine analysis of the algorithm and of the generating method of
the instances before generating the quality map. Kolmogorov Complexity shows a little
more than "random is not ideal choice of input data". The combinatorial complexity
results linked to Kolmogorv complexity show that very structured cases can lead with
high probability to worst cases (in time). This is especially interesting in the case of
TSP where the average case is far from the worst case. Kolmogorov complexity of a data
(compared to another one, as absolute Kolmogorov complexity is not computable) can
be used to say if it is an "average" case or if it is a "worst" case, so as the user of the
algorithm can be sure that his algorithm will or will not have a worse behavior in reahty.
This means that Kolmogorov complexity can be used to analyse input data structure and
to say if this data is realistic.

We have to mention that HORVITZ has studied anytime sorting in [Hor90|. This study
enables to examine how the lifferent sort algorithms behave and what a partial sot couid
mean. He defines four main properties of the random list that could transform into criteria
to select a sort algorithm and into quality criteria. Qur aim here is to show how difficult it
cax be to choose a quality criterion and we used sort, as HORVITZ did. Our study concerns
the selection a quality criteria as his studyv, but we consider one more dimension that is the
choice of inputs and the influence on the quality maps. More over, it seems that HORvITZ
only examined cases of random lists. We showed that some structured list could provide
"strange" hehaviors (non monotonic quality for example). However . it is worth mentioning
that the representation used ("Protos, Algo"), consisting in representing partially sorted
lists, is an alternative to the quality graphs for analysis of the behavior of sort algorithms.
This study can be considered to be complementary to ours on quality criteria.

Even if we did not produce anv complete method for building performance profiles,
Kolmogorov complexity helped us to produce a more formal explaination of phenomena
observed on random data by HorviTZ [Hor90] and JOHNSON [Joh96] for example. From
this point of view, the contribution of this theorv is rather limited but we believe that
Kolmogorov complexity can be a new approach to do this analvsis and to generate re-
presentative quality maps and performance profiles. A lot of studies about generating
“hard” instances and sorting instances in func.on of their Kolmogorov complexity are
in progress, especially on NP-hard problems (see, for example, |V1a97] about the 3-COL
problem). The analysis of the behavior of algorithins and the Kolmogorov complexity of
the instances is very problem dependent. But the advantage of Kolmogorov complexity is
mainly that it authorizes individual analysis of the instances of our problems, when we
only disposed of statistical esults before. On the condition of using this theory, we think
that a “beginner” in anvtime algorithms could avoid some pitfalls. However. this problem
of analysing input data to predict the beahvior of an algorithm rvmains hard.



Annexe B

Considerations on Software
environment

Anytime algorithms are particulary presented as a solution for real-time Al problems.
As a consequence, it scems natural to introduce a discussion on the software environment
we use to implement these algorithms. In this appendix, we present the influence of
the different possible operating systems on the implementation and especially ou time
measure.

B.1 About the importance of a good time measure

The first parameter for evaluating performance of the anvtime algorithms is obviously
time as the framework of these algorithms is real-time. As we already said. the term
“real-time” does not mean that our algorithms have to be fast, but that they will give
results regularly. at precise time. As a consequence, it is necessary to be regular too when
taking measures of quality. This regularity is essential to get the same computation time
for the same operations. Without this, we immediatly loose the prediction capability of
the performance profile. As a wmatter of fact. it is impossible in this case to reproduce
in action results that we got with the performance profile. Moreover, remember that our
objective is to exhibit interesting properties of anytime algonithms. If the time measure
is not precise enough. we can not be sure observing all phenomena on the performance
profile.

Instead of measuring real-time, we could have analyzed our algorithms like SEDGE-
wiCK and FLAJOLET [SF96]. We decided not to do this analysis for two main reasons:

- with anytime algorithms we get one supplementary dimension to the analysis be-
cause of intermediate results when SEDGEWICK and FLAJOLET just analysis total
computation times. This is a very complex approach, even for very simple algorithms
like sort algorithms. This approach should have beeu very heavy.

- this is not the approach that common programimer (i industry) will adopt because
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of its complexity. It is simplier to test algorithms with efficient tools for real which
the programmer disposes, especially if the algorihms to test are numerous. Finally,
the programmer h~< to implement his algorithin. We think it is better for him (and
here for us} to be confronted to real technical problems like the choice of an operating
system, of a compiler, etc.

That are the reasons why we insisted on implementation of a very precise measure of
time. The operating system to use to implement anytime algorithms must take this facts
into account.

B.2 Possible operating systems

Here we describe the different possibilities we have in the set of all types of operating
systems to ensure precise time measure. A quality we are looking for is the portability
of our source code. That is why we will examine the case of Unix and similar operating
systems. We will consider other operating systems like MS-DOS. for instance, to discuss
about our requirements of our final choice.

B.2.1 Unix

We use two different implementations of Unix to do our tests: the one is Solaris.
a product of Sun company, the other is Linux (kernel version 2.2). We chose these two
implementations to observe two differents ways of programming the Unix standard. Linux
and Solaris conform to the POSIX specifications [Dra87]. Remember that the main aim of
POSIX is the portability of source code and that is what we hope by choosing Unix as our
software environment. The POSIX documents describe the interfaces of the C language
with the operating svstemn. Losts of standard interfaces and wavs to implement them can
be found in [CDM98|.

B.2.1.1 Unix theoretical capabilities

Traditionaly there exists two ways of measuring time with Unix [Ste92|. corresponding
to the two possible different natures of time for a process. These two types are: calendar
time and CPU time. The first one is the physical time that pass. and the seconde one is
the real consumption of the ressource, the CPU. Knowing that Unix does tume sharing.
that is shares the CPU between several processes, it is obvious that calendar time can not
be appropriate for our measure of time. As a matter of fact, what we get bv measuring
calendar time is the sum of CPU time of all the processes. That leads us to choose CPU
time that reflects the real comsumption of computation of the process. If the process were
alone, the calendar time would be equal to the CPU time.

First, let explain the notions of precision and resolution. What we mean with resolution
is the number of digit available to express our measure. The precision is the number of
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digits that are significant for the measure. That is, for a unique number of computational
operations, the number of digits in a computation time value that do not vary from a
measure to an other. The precision is obviously always lower than the resolution. It is
often expressed with an error (a percentage). For instance, we can liope a precision of
10ms in time measure with an error of 10%, 1.e. a variation of +/- 0.5ms.

One C function, namely times |Lew93|, defined in POSIX, that gives system CPU
time and user CPU time. The system mode corresponds to the system commands (com-
munication with .he machine) and the user mode corresponds to the computation of the
algorithms programmad by the user [CDM98|. Typically, a process that only contains
pure calculus will mainly work in user mode. The time we measure will be the sum of
user and system time. The times gives CPU time in function of the number of ticks in a
second, defined by the value of CLK_ TCK. But one must very carefully manipulate this
value. If one compiles one’s program on each platform working with Unix, the value may
change [Ste92] [Lew93|. For instance, on SunOS 4.4.1, CLK_ TCK is 60. on UNIX SV'R4,
it is equal to 100, on Linux 2.2 for x86 processors to 100, and for DEC Alpha processor
to 1000. As a consequence, the theoretical precision we can hope on these different ope-
rating svstems may vary too. That why POSIX theoretically ensures that the mimimal
resolution of time measure is 10 milliseconds.

Note that there exists another more powerful? function. namely getrusage, that gives
all sorts of information about the process and the ressources consumed, and particularly
the CPU time. According to the haudbook [CDM98|, and it would be a serious advantage
compared to fwnes. getrusage gives times with a resolution of one microsecond.

Now we have to verify in practice that Unix is really able to be precise in giving the
CPU time, at least with the POSIX precision of 10 ms. We test our programs on both
Linux and Solaris.

B.2.1.2 Results of time measure with Unix

To verify if the effective precision of Unix (Linux or Solaris) is 10ms, we use a program
that does a fixed number of elementary operations in C (for example, several sums and
products). Then we launch the program several times and measure its execution time.
The principle of this program is described by algorithin B.6.

10291030]0.2910.30[0.291029[030[029]029]0.29]

TAB. B.1 - Erccution time measures of a program unth constant number of operations

If we do not take precautions, that is let run several other heavy processes like a word
processor, a web navigator and all you can imagine, the results of the measure are far
from what we expected. As a matter of fact, we can observe on table B.1 that the time
measure is not constant.

2. When it will be fully implemented
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ALc B.6 Program with constant number of operations
program algo_ consiant()
begin
to + mesure_temps()
computation()
ty ¢ mesure_temps()
prmt(t; - to)

end
| | Measure 1 | Measure 2 | Measure 3 |
Points Nr. 100 100 100
Average value (s) 1.1525 17.0794 130.2302
Medium value (s) 1.15 17.08 130.22
Minimum (s) 1.15 17.07 130.22
Maximum (s) 1.16 17.13 130.45
Max-Min (s) 0.01 0.06 0.23
Error/medium value(% ) 0.870 0.351 0.177
Std. Deviation 0.0000189 | 0.0000421 | 2.00652485

TAB. B.2 - Erecution tune measures of a program unth increasing number of operations
with Uniz

By taking precautions and authorizing minimum number of processes running, we
redo the experiment to get measures of increasing execution time. We simply did it by
increasing the number of operations in the program. The results are on table B 2. This
measures enable us to guess that error made in measuring increasing execution time is
not an absolute error as it increases too.

Even if the relative error (Max-min)/Medium, is decreasing. the CPU time measute
under Unix systetns seems not reliable for two reasons:

- surprisingly CPU time can be disrupted by other processes running at the same time.
especially when thev are heavy and force the svstem to use swapping. It seems that
this swapping time is taken into account in the total CPU time (in system AND in
user mode)

- the CPU time measured doe not have a absolute error than could be substracted.

One more observation can be made on figure B.1. It shows the evolution. trial after
trial, of the value of the CPU tiume measured so as to show its different values. Note
that in table B.2, the medium value is always close to the mimimum value. That means
that the picks of excess consumption of CPU are rare as observed on figure B.1. We
explain this by the fact that standard Unix is not real-time and the process is exposed to
interruptions by the scheduler and to overload, that make CPU time increase. And this
picks phenomenon is all the more important as the total CPU time is large, because the
chance to be interrupted increases.
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FI1G. B.1 - Evolution with measures of execution time with Uniz

B.2.1.3 Conclusion on Unix

As a consequence of the lack of precision we observed, we can hardly choose a standard
Unix platform to implement our programs. Remember that our primary objective is to
construct the best prediction of performance of the anytime algorithm upon time and
we need very vrecise tools to avoid any bias. One can propose to reiterate the same
measures hundreds of times and to take the average value. The problem is that it can
imply enormous amount of measure time, especially for complex problems. That is why
we now consider other possibilities.

B.2.2 A real-time operating system

The problem we have with a standard Unix is not only a problem of precision, but also
a problem of regularity. In a word, we need a system that can respect real-time deadlines.
The first possibility that we examine was RT-Linux, a Linux 2.0 system extended with
hard real-time functions. The principle is a real-time scheduler that consider the Linux
kernel as a simple task with very low priority so as the real-time tasks that we program
can be executed without any disrupt from the classic tasks. The advantage of RT-Linux
is the portability as it respects real-time POSIX specifications. And that is why we found
this solution interesting. But the drawback is that it .eeds a serious revision of our
programmring methods and it seems too heavy for just building performance profiles. The
RT-Linux solution will be suitable for a entire platform that controls anytime algorithms
because of its multitasking capabilities.

But at this time, our objective is more simple and we finally chose MS-DOS. All we
need to build performance profiles is to interrupt the algorithm at precise time and always
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get the same measure for the same process. That is what MS-DOS can do as:

- it is a monotask operating system. As a consequence our process can not be disrupted

by another one

- you can have access to hardware to program a high resolution and, we hope, a high

precision timer

| Measure 1 | Measure 2 | Measure 3 | Measure 4 |

Points Nr. 100 100 100 100
Average value (s) 0.00040422 | 0.0039972 | 0.39929 -
Medium value (s) 0.0004045 | 0.0039975 | 0.399291 17.965880

Minimum (s) 0.0004040 | 0.0039970 | 0.399289 | 17.90587775
Maximum (s) 0.06004050 | 0.0039980 | 0.399293 | 17.96588L75
Max-Min (s) le-6 le-6 de-6 6e-6 |
Error;medium value(% ) | 0.0247 0.025 0.001 3e-5
Std. Deviation 4.14e-7 3.8419e-7 | 7.8607e-7 1.7797e-6

TaB. B.3 - Erxecution tume measures of a program unth increasing number of operutions

with MS-DOS
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FiG. B.2 - FEvolution unth measures of erecutron time with MS-DOS

In a word, MS-DOS is a real-time monotask system. And the time measure we made
with the same method as with Unix systems give us very satisfactory precision as it can
be observed on figure B.2 and table B.3. This precision is far better than what we get
with Unix and is very regular. The maximum error we have is 6 us. We can assume that
we have a precision of 10 g s with + 5 us of maximum absolute error.
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The principle and the source code of our timer can be found in Appendix D. In the
next section, we then present our measure protocol with this timer.

B.3 Description of our choice for experimentation

The principle of cu. program is to insert an algorithm between two time measure
points. We assume that anytime algorithms do an iterative work (by definition, they do
iterative improvements) and to stop the algorithm at constant time, we insert a counter
for the number of iterations. Before starting the algorithm, we take a measure of time and
fix a limit for the counter. Then the algorithm runs until the counter reaches the limit. At
this moment, the algorithm exits and the second time measure is taken. Note that time
measured at both points is time that passes, but the difference between the two measures
represents the exact CPU time because MS-DOS is monotask. To get different execution
times, we change the value of the counter. The program is able to repeat the same series
of measure and to control the counter. As a consequence, with this program, we can get
a set of graphs describing the quality as a function of time. This set will be used to build
the performance profile. Qur measure protocol first depends on the precautions we take
in programming to ensure a good measure of execution time.

We assumed that the algorithms do an iterative work, but that does not mean that
they are iterative algorithms. Lots of recursive algorithms do an iterative work too. The
interruption to take the time measure is then executed by a special function in C, na-
mely longjrap, that enables an immediate jump to the context saved before starting the
algorithm. This results in negligible overheads for exiting the C function containing the
algorithm. In particular, for a recursive algorithm, the interruption does not imply to go
back all the recursion.

Another precaution consists in restarting the algorithm after each measure to avoid
counting the interruption wume in the execution time, and especially to avoid cumulative
error due to repetitive interruption. When we take time measure, we do not use algorihms
as interruptible ones but as contract ones. We always restart from scratch to avoid this
cumulative error by interrupting and restarting from the point of interruption.

The following algorithms (B.7 and B.8) explain how we program the main part of our
application and the modifications in the original algorithm to measure its execution time.

We assume in this program that quality must be calculated outside the algorithm. This
point enables us to use all type of quality criteria and especially those that are expensive
in term of computation time with regards to the one iteration step of the algorithm. The
aim here is to disccus on the quality criteria and it is obvious that in normal use of anytime
algorithms, the shortest is the computation of the quality. the best it 1s.
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ALG B.7 Main program for measure of computation time of an anytime algorithm

program mesure_temps()
begin
for iter from 1 to iter_lLmit do
init _données()
for pt_mesures from 1 to pt_mesures_limit do
compteur « nb_boucles * mesures
tg + mesure _temps()
if (save _context(fcontext) = () then
algorithme()
endif
t, « mesure _temps();
temps[pt_ mesures| « t, — tp
qualité[pt_ mesures| « calcul _qualité()
endfor
endfor
end

ALc B.8 Modified algorithm for computation time measure

procedure algorithm()
begin
while (computetion_end = False) do
if (compteur = 0) then
jump(tcontext)
endif
compteur «— compteur — 1
ALGORITHM MAIN PART
endwhile
end




Annexe C

Tests complémentaires de construction
de cartes de qualité pour les tris

C.1 Tris sur des listes aléatoires
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C.2.2 Trirapide

Notons que pour le Quicksort, nous avons établi que le critére g, n'était pas utilisable
tel quel. Nous avons pu observer des décroissances de qualité en utilisant le quicksort avec
ce critére de qualité. Aussi nous ne représenterons pas ici les compléments de résultats
expérimentaux avec gy.
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Annexe D

Timer pour la mesure sous DOS

Suite 4 nos essais dans un environnement multi-tache (Unix), non-déterministe donc
qui sied peu au temps réel, nous avons obtenu une précision de mesure du temps qui
variait de quelges dizaines de millisecondes a deux ou trois centaines de millisecondes.
L'erreur sur le temps CPU mesuré croissait avec la longueur du processus dont nous
mesurions la longueur d’exécution. Nous avons voulu explorer la voie du DOS sur PC car
c’est un systéme monotiche et nous espérions obtenir une régularité des mesures de temps
bien plus grande, et ainsi augmenter notre précision. Dans cette annexe, nous exposons la
solution adoptée pour programmer un timer sous DOS afin d’obtenir une précision d’un
ordre mille fois plus petit que ce que nous obtenions avec Unix, et aussi une plus grande
régularité dans les temps mesurés, Nous exposons donc ici les principes généraux de re
timer et donnons le code source correspondant.

D.1 Principe

Nous utilisons des ordinateurs basés sur ['architecture du PC-AT. Le principe du timer
que nous voulons programmer est d'utiliser un circuit servant de référence pour la mise
4 jour de I'horloge dans ce tvpe de machine. Chaque PC comprend au moins un Timer
d'intervalle programmable 18254 ou équivalent. Ce circuit comprends trois timers 16 bits
indépendants. Ce sont uniquement les timers 0 et 2 qui vont nous servir. Le timer 0 sert
de timer principal {ponr le rafraichissement de 'horloge) et le timer 1 et le timer 2 s'utilise
de facon générique dans les applications. Le schéma de fonctionnement de ces deux timers
sont en figure I..1.

Nous allons donc utiliser les deux timers décrits plus avant. Comme nous pouvons |'ob-
server sur la figure D.1, le timer 2 regoit en entrée une fréquence dépassant le mégahertz.
Il est capable de décompter de 1 a chaque tick d'horloge et nous pouvons donc espérer
obtenir des mesures d'une précision inférieure a la microsecondes en comptant le nombre
de ticks en entrée de ce timer. Malheureusement, le timer 2 seul n'est pas suffisant car
¢'est un compteur 16 bits et ne nous permet donc de compter que 65536 ticks d'horloge,
aprés quoi il repart a zéro. La fréquence de remise a zéro du timer 2, comptant 65536 ticks
4 1,193180 Mhz. est donc de 18,206481 Hz. Ceci correspond exactement a la fréquence du
timer 0 et de 'apparition de I'interruption 08h. Nous pouvons donc exploiter 'apparition
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- N 18,20 Hz
1193180 MHz Horloge Sortie [~ [RQ S
+
P! Porte
Timer 0
Port 61h
Horloge Sotye [———————P Bit 5
Port 6ih
B O e Porte
Timer 2

FIG. D.1 - Systéme de synchronisation du PC

de cette interruption pour incrémenter une variable qui comptera le nombre de remise a
zéro du timer 2. La récupération du compteur du timer 2 complétera la mesure de temps.
La forinule de calcul de temps sera donc la suivante, avec ¢ptyn,g et cptynrs les compteurs
du timer 0 et du timer 2 respectivement:

(-‘pttmro (65636 - ("/ttmr‘l)
18,206481 1193180

temps =

Mais dérouter I'interruption 08h peut causer des comportements de la machine im-
prévisibles si de grandes précautions ne sont pas prises. Comme !'interruption 1Ch est
déclenchée au méme moment (ou plutét juste aprés 08h) et est utilisable tout a loisir par
le programmeur, nous utiliserons cette derniére interruption a la place de la premiére.
Finalement, il restera a synchroniser le départ de l'algorithme avec une mise a zéro du
timer 2. Ceci se fera simplement en atten.! int une premiére interruption 1Ch du timer 0.

Nous n'entrons pas plus dans les détaus techniques. Le lecteur intéressé par les modes
de fonctionnement des timers et les principes d'interrup*ion entre autre se réferrera a

[Edi87] et [Gilgg)].

D.2 Code Source

\*xxkxexesxxxx Timer pour DOS en Turboc 2.01 #*sxxxxxxsxss/
#include <stdio.h>

#include <dos.h>

#include <conio.h>

long cpt_tmrQ = -1;
unsigned mot;

int flag = 0, octet;

void interrupt far IT_timer0(){
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/* pulse positif sur la porte du timer 2 */
octat = inp(7x61); /* lit la valeur courante de la porte */

octet = octet | 1; /* positionne le bit 0 a 1 */
outp(0x61, octet); /* active le compteur */
octet = octet & ~1; /+ positionne le bit 0 a 0 */
outp(0x61, octet); /* desactive le compteur */
/* flag pour indiquer le depart a reception de 1’IT 1C %/
flag = 1;

/* increment du compteur de ticks du timer 0 */

cpt_tmrQO++

double main() {

int octet;

long i, j, k;

double temps;

void (interrupt far *gest_original)();

/* desactivation du compteur du timer 2 */

octet = inp(0x61); /* 1lit la valeur courante de la porte #*/
octet = octet & "1; /*x positionne le bit 0 a 0 */
outp(0x61, octet); /* desactive le compteur */

/* programmation du mode et de la valeur du timer 2 */
outp(0x43,0xB2) ;

outp(0x42, 0); /* LSB =/

outp(0x42, 0); /* MSB #/

/* Sauvegarde de l’ancien vecteur d'IT */
gest_original = getvect(0x1C);

/* Derouter 1’interruption 1C sur routine_IT */
disable(); /* pas d’IT pendant setvect */
setvect(0x1C, IT_timer0Q);

enable(); /+ IT de nouveau autorisees */

/* init et attente de la premiere IT 1C #/
cpttmrd = -1;

mot = {;

while(flag t= 1);

/* demarrage de l’algorithme & mesurer */
for (i = 0; i < 10000; i++){
for(j = 0; j < 10000; j++) {
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k= j - i;
}

}
/* fin de 1’algorithme */

/* lecture du timer 2 */

outp(0x43, 0x80),; /* latch sur le compteur */
mot = inp(0x42)&0xFF; /¢ LSB */

mot |= inp(0x42)<<8; /* MSB %/

/* Restitution de 1’ancien vecteur d’IT */
disable();

setvect (0x1C, gest_original);

enable();

temps = 54.92549e-3 * cpt_tmr0 + (65536L-mot)/1.19318e6;

printf(“"cpt_tmr0 = %1d\t65536-mot = %ld\n", cpt_tmr0,
65536L- (unsigned long)mot);

printf ("%f secondes\n", temps) ;

return (0);
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Abstract strategy only if the report were claimed at 11 1If it is not

Previous studies considered quality optimization
of anytime algorithms by taking into account the
quality of the final result. The problem we are
interested in is the maximization of the average
quality of a contract algorithm over a time
interval. We first informally illusirate and
motivate this peoblem with few concrete
situations. Then we prove that the problem is NP-
hard, but quadratic if the time interval is large
enough. Eventually we give empirical results.

1 Introduction

Hard problems like planning or decision making cannot be
reasonably treated by complete methods. That is the reason
why [Dean and Boddy, 1988} first considered anytime
algorithms, also called flexible algorithms in [Horvitz,
1988]. These algorithms offer a trade-off between tume and
performance. They are charactenzed by a Performance
Pryfile [Grass, 1996} that enables a predictuon about the
quality of the results given by the algorithm depending on
the execution time duration This method has been used to
solve several problems in various domains hike robot control
[Zilberstein  and  Russel, 1993],  knowledge-based
computation [Mouaddib and Zilberstein, 1995] and reacuve
agents { Adelantado and de Givry, 1995].

Quality is not the essential characteristic of a computation
result: what really matters 1s 1ts utility. The intuitive idea 1s
that, in many situations, the utlity of a result decreases over
time, and a result of medium quality rapidly obtained is more
useful than a result of hugh quality obtained after a long time
[Zilberstein and Russel, 1996]. But, when the algonthm
operates on an uncertain eavironment, uulity can be of
another nature. This 1s the case in the following examples,
which are all associated to a “cnisis situation™
» a person (P} has to give hus hoss (B) a report in the

momning. P only knows that B will ask for the report at

some time between 8 a.m. and 11 am. The problem for P

is that trying to achieve the best quality would be a good

* This author is supported by the Délégarion Générale pour
I'Armement {DGA}. French Ministry of Defense

the case, no report at all 1s available! Hence it seems better
tc ensure a medium quality draft for 8 a.m. and, once the
draft 1s ready, to start to write a better quality report,
expecting that the claim will occur late in the morning.

» Every time the enemy is going to launch a satellite, only
the temporal window on which the event will occur is
known in advance. To perwurb the launching, some
electromagnetic jamming action must be set up (planes
have to take-off. Jures must be activated..). All these
actions take tme and the best jammng 1s uscless 1f
achieved after the launch. What could be considered 1s to
set up the jamming 1n order to ensure the best average
quality on the ume interval, then to maxinuze the utility
(in the long term).

* When a tornado ts announced, very little time is available
to prepare oneself (and one’s house) for any possible
destruction. Hence 1t is mmportant to achiteve the best
“utility” of the protections set in place, e.g. to ensure that
munimal actions have been taken first (securing the kids),
before improving the quality of the protections {nailing
down the shutters).

In the previously descnibed situations. an interrupltible
algorithm would be the best solution: at the ime of the event,
the best possible quality would be achieved. Unfortunately,
interruptible algonthms are not always available since:

*» none of the avalable algorithms might be interruptible,

+ anyume algorihms might result from the composition of
elementary interruptible algorithms. In that case, the
result 15 of the contract kind {Zilberstein and Russel,
1996},

* contract algonthms can be wransformed into interruptible
ones [Zilberstein and Russel, 1996} but. notwithstanding
the fact that the execution time is 4 tumes longer, this
method only apphies if the contract durations can be
chosen freely (exponential series) which 1s generally not
the case.

Finally, even with a genwne interrupuble algorithm,
situations exist in which the contract case re-occurs: if
applying the results of the algonthm causes a change in the
environment, it is no longer possible to let the aigorithm
continue 1n order « improve the solution trom the previously



obtained one; it must be restarted from scratch. For instance,
this might occur in counter-measure applications, if the
result of the interruptible algorithm is a jamming action
which itself provokes a counter-jamming decision from the
enemy.

In [Deibay et al. 1998]. we proposed partia solutions to
solve these kinds of problems consisting of maximizing the
average quality over a time interval. But the results achieved
are limited to convex quality functions (whose second
derivative is positive} which are the less probable ones in real
applications.

In this paper, after restating the problem of maximizing
the average quality of an anytime contract algorithm over 1
time interval (section 2), we present general results about any
kind of quality function approximated by a stepwise
function. We prove that the problem 1s NP-hard, but becomes
quadratic if the time interval 15 large enough (section 3). We
then present empirical results which augurs well for the
practical applicability of the approach (section 4).

2 Maximizing the average quality over a time
interval

We use the notion of contract algorithms which was first
coined by Zilberstein [Zilberstein, 1993}, even though they
appeared before, like RTA* [Korf, [985]. Coatract
algorithms can also result from the composition of anytime
modules. In this paper, we assume that the performance
profiles are deterministic functuions of time. It is sometimes
difficult to construct them with such a confidence, but they
are good approximations of the performance profiles used in
real situations.

2.1 Informal presentation

A typical example ts the following: an attack might happen
with a uniform probability vver a given time interval, and a
contract algorithm, whose performance profile 1s increasing
over time (figure 1} is avalable to counter-attack. The
problem then consists in determining how to best prepare the
counter-attack in order to get the best chance of sugvival over
the time interval.

Attack

_ \.

figure 1: The attock might happen at any time over (tyt,]

An answer to the aitack must be given between 1 and t,
and it is possible to begin the computation at time t = 0. To
answer to this problem. several solutions can be considered.

First (figure 2) we acuvate the algorithm for a short
contract (1)): in that case, the result has a relatively poor
quality but this quahty is available on a relatively long time
interval {1, - ;).

N\

e
TR

b b t
Sfigure 2: shart but bad preparation

To get a better quality, we have to start the algorithm with
a longer contract (11): the quality of the result is better, but
mest of the time, on [ty ). no “quality” (that is, no
protection from the attack) is available (figure 3).

N
N

6\‘\\‘

Sigure 3: good but slow preparation

These two cases lead to a simple observation: 1 the
algorithm starts with a (sufficiently) short contract (1), then
the remaining tume can be used to restart the algonthm witha
contract t'5, 10 get a better result
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figure 4: mived preparation
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Hence an effecuve method 1s to start the contract
aigorithm several times to get a good cover of the time
interval and a minimal quality earty. We only have to respect
two conditions:

* The sum of all contracts must be strictly lower than the
fength of the interval where 1t 1s possible to compute

* Every new contract must be longer than the previous one
to improve the quality of the result

Remark:

Note that to maxumize the average quahty. we never
execute more than one contract before 1y Should we do that,
all contracts before ;. except the last, would be useless.

2.2 Formalization

Now let us give the defimtion of the average quality over an
interval where <©.> = {84, 8,,.... 0, } denotes the duration of
successive runs of the algurithm {contracts).

definition 1 . tuegral qualiry
Let f be the performance profile of a contract algorithm A.
The ntegral quality of A over a ume wnterval [ty t,],
relative to a chowce <Op> of n contracts with performance
profile f. is defined as fotlows:
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The above definition is only usable if the contracts respect

the sum constraint, that ts: ) 8, <1,
=1

The average quality 0(f.<©,>) is equal to the integral
quality divided by the length of the i wval [14. 1,}.

Q(f} is the supremum of the integral quality, and Q(f) the
supremum of the average quality.

quality f
Performan
Profile o

»
time

Tre

£

Jigure S: Performance Profile and Average Quali

2.3 The analytic case

In {Delhay et afl, 1998], we studied the maximizatioa of the
average quality for continuous and derivable performance
profiles, leading to preliminary analytic results that partially
cover functions with constant curvature, that is the convex
case and the concave case for one contract. These results are
shawn below.

A first theorem gives the value of a single contract. The
linear performance profile 1s a Iimit and the single contract
equals 1./2. For convex performance profiles, the single
contract is greater than (/2. In the concave case, it is lower
than tJ/2. A second theurem states that, for convex
performance profiles, there 1s no aeed to start several
contracts over [0}, as a single contract always gives the
best average quality. The vulue of this contract 6; 1s
analytically defined by a simple equation.

] fi8))
= ¢ B
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The point we can add s that there is at least two contracts
in the concave case because of the first thearem. As a matter
of fact, as the su.gle contract 1s lower than 42, it is possible

to add a contract greater than the fiest one, but respecting the
sum constraint, that improves the average quatity.

3 Average quality for stepwise constant
performance profiles

Because of the difficulties involved in solving this problem in
the continuous and derivable case, we chose to solve the
problem by approximating the pecformance profile in order
to get a discrete problem. We first tried using a stepwisc
linear function. Even with this approximation, we did not
manage to cxhibit interesting properties. Then we
approximated the performance profiles with stepwise
constant functions. This approach not only enables us to
avoid difficulties duc to the continuous and derivable
performance profiles, but also makes sense in the common
representation of performance profiles, that is the discrete
tabular representation. Mnreover, lemma | states that the
average quality 1s approximated with the same error as the
error on performance profile itself. In particular, this is true
when approximatng the continuous performance profile [
with a stepwise function.

lemma 1 : approximarion lemma

ifIf-gi<e then [O(f) - O(e)l <&
Proof: This 1s a property of integrals applied to definition 1.

So, hereafter the performance profiles are stepwise
constant functions, either onginally, or by approximation. A
stepwise constant funcuon 1s a function such as, for a finite
set of thresholds {8,,..., 8,). f is constant on every interval
18, 8;,1). The following lemma allows us to treal the
maximization problem as a discrete problem, by only
examining the steps of the performance profile instead of all
values in the interval {0t ).

lemma 2 : (stepwise function lemma)

To maximize averuge quality, it 15 sufficient to choose all

contracts 8, in the set of thresholds of the stepwise

Juncnon.

Preof:

If a coatract 8 1s 1n the interval (6,.0,, 1. replacing 8 by 6,
increases  the average quality It can be checked by
calculaung the ditference between the two average quahities
{wath and without &)

Thanks to lemma 2. we call this (discrete) problem
MAXQSF (MAXimizaton of the average Quality for a
Stepwise Function). MAXQSF({.t,) denotes the maximum of
the integral quabity of an increasing stepwise function f over
the ume mierval {04t,} In the next subsections, the
tractability of MAXQSF 1s considered.

3.1 MAXQSF is NP-hard

The following theorem states that the MAXQSF problem 1s
mtractable 1n general.

theorem 1 : MAXQSF(f. t,) is NP-hard

The proof consists in reducing polynomially the Knapsack
problem o MAXQSF. The Knapsack (<A>.b) problem 1s to
find a part of <A>={a,.a,....,}, 2 set of naturals, whose sum
of its elements 1s maximal and lower than a natural b. We



assume that the & are sorted and distinct. This restriction is
still NP-complete. The reduction consists in building a
stepwise constant function fs, of 2n+1 steps that gives an
instance of MAXQSF(I.t) for any instancr of
Knapsack(<A>,b).

To do so, we use the fact that the increase of average
quality obtained by adding a contract €' between two
cansecutive contracts 8 and 8” only depends on 8 and 6™ and
Gq, (the last contract).

The variation of the average quality induced by the choice
of introducing a threshold as a contract depends on the other
choices and is not easy to evaluate. That is why s, is
constructed by alternating the thresholds (odd numbers) that
corresponds 1o the elements of <A>, and thresholds (even
numbers) that are chosen te necessary belong to the
optimal choice of the best average quality. The even
thresholds “isolate™ the effects of a choice in the set of odd
thresholds; hence, the improvement of the average quality
obtained by adding an odd threshold (element of <A>) only
depends on the two even thresholds surrounding it!. That is
the reason why we chose them so that if the corresponding
element o of <A> is in the solution, the improvement of the
average quality is o As a consequence, maximizing the
average quality will maximize the load of the knapsack.

The reduction also requwres that optimizing the average
quality satisfies the sum constraint of the Knapsack problem.
This is obtained by choosing 1. the end of the time interval,
such that:

t,=b+ Y 5,405
teven

Since the sum of all contracts in MAXQSF must be less
than 1, and that =il the even tnresholds belong to the s slution
by construction, we therefore have:

Z 5,$b
s add
which is the sum constrant of the Knapsack problem.

We do not have enough space to include all the steps
necessary to perform the reduction we have presented. Let's
just say that the choice of the I function ts done such that
f-f,.; = K™ with K great enough (but polynomially tinked
to the size of <A>) and that the 55, are chosen such that sy <
o+ 1/(3nK?"). This construction 1s polynomual in the size of
<A> which proves that MAXQSF is NP-hard. For a detailed
proof, see [Delhay and Dauchet. 19991

Theorem 1 looks fike an mstance of theorem 4.2 presented
by (Cilberstein and Russel, 1996} in the framework of
composinon . anytume algorithms. However, it 1s not the
case: we look for the best average quality, whereas they look
for the best final quality after o § «d contract, the most
important difference being that we au not know the number
of contracts necessary 1o get the best average quality.

Laise on the last contract {8y), but, since 1's an even one, it
belongs 1o the aptimal chowe

32 MAXQSF with no sum constraint is quadratic

Our problem is intractable in general. The main difficulty
comes from the search over the set of thresholds assuming
that the sum constraint does not allow to take any subset of
thresholds. As in Knapsack, it is necessary to judiciously
choose the candidate contracts. So we could suppose that:
r
Z;la where s, 15 a threshold of the performance profile f.
€

I I‘-Icnce it is possible to add any contract because the time
interval is large enough to contain all contracts. That restricts
MAXQSF and leads to a lower complexity algorithm.

The idea of tus dynamic programming algorithm is
founded on lemma 3 which allows the division of the set of
combinations of thresholds into distinct subsets composed of
the combinations finishing by a fixed threshold s, The
lemma allows to iteratively compute Q(f.<GHs,}>). noted
MAXQ(s;) for subset of combinatons finishing by s, with s;
from s; to Sg. fo finally give MAXQ(sp) = Q(f.<Ol{s,}>) is
the ordered set © fimshing by s,.

lemma 3 :
Let s, and s, be two thresholds of <s>, the set of thresholds
of f, with J<i,
For any s, let MAXQ(s,) be the maximum of integral
quality with s, as the last contract and TR(s,)=(1,-8,-...-5,)
the remaining tme for the optimal choice of contracts
with s, s the last contract.
Then MAXQ(s,) = ma.r,)(MA,\'Q(sl)

+(TR(s))=s,) (fls) = f(s,))

and especially. MA XQ(S(,) = QUf), where Sp 1S the last
threshold of <s>.

Proof:

* It can be immediately proved that QUf.<©lfs.s,}>) =
Q(f,(@‘{SJ}>)‘HTR(S})-Sl).(f(s‘)—f(sj)). By using the
maximum for both members, the result of the lemma
comes as TR{s,) only depends on s, Indeed. TR(s)) 1s the
remaining tme for the optimal choice of contracts with s,
as the last contract.

* For the second part of the lemma, note that s, 1s necessary
in the opumal chowce of contracts. It could always be
added 1o the chowce of contracts (as there is po sum
constraint) and improves the quainy. By defimuon,
MAXQ(sp) gives the maxmmal integral quality at the last
step of teration.

The complexity of the algonthis s O(n?). with n the
number of thresholds.

{garis

Only one threshold 8, < 5, and TR(s,) &1, - man 1y, 5,)
MAXQ(s,) = TR(s\) fls))

CHOICE(s,} denotes the opumal choice of contracts with
as the last contract.



Forifrom2top Do
anp «0
TRM,, «0
CHOICE,,,,, <@
Forjfrom112i-1 Do
UMAXQ(s) +(TR(s ) - 5,) - (F(s) ~ F(5,))> Qpomp
Then
Qrenp & MAXQ(s)) + (TR(s)) =5 - (f(s5) = f(5)))
TR,y & TR(s,) -5,
CHOICE,,,, «— CHOICE(s ) U {s,}
Endif
Endfor
MAXQ(5,) & Q,)
TR(s,) &« TR, .,
CHOICE(s,) « CHOICE,,,,,
Endfor
Sy MAXQ(s)
CHOICEMAX « CHOICE(s))

4 Empirical results

The resufts obtained so far do not take o account the
duration of the deliberation iself. It might be a serious
impediment to the practical applicanon of our approach since
we proved that the general problem is NP-hard! Fortunately,
achieving the optimnal solution is not 2 necessary condition
for applying our method: a set of contracts approaching the
optimal value of the average quality on the tme interval is
sufficient. That is the reason why we conducted a set of
experiments designed to esumate the practical complexity of
our problem. And the result was far better than expected: {or
all the cases we studied, the average quality achieved by the
best choice of a set of 2 contracts was al'vays ot a distance
Tower than 2.75% from the quality of the optimal choice.

These results concern a famely of monotonic functions
which approximate the quality functions most often
encountered in practical cases. That is the reason why we
think that these resulis can be of some general interest.

The experiment was twofold. First, we rtudied the
contribution of the shape of e quality function to the value
of the average quahty. For that, we considered the family of
functions defined by the following equation where the
parameter “a” permits the control of the curvature of the
functi n as shown 1n the assocrated graphics.
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figure 6: perfarmance profile for experiments

Bvery funcuon (“a” varving from | to 205 increniented by
5) was approximated by a stepwise function of 50 steps for

which we computed the optimal average quality; we also
computed the error w.rt. this optimal value when considering
smaller sets of contracts. We relied upon integer
programming in order to avoid the classic problems of
floating point numbers and took advaniage of the sum
constraint to limit the compntation time. The results are
summarized in the following table where a is the curvature, n
1s the number of contracts and ® is the optimal solution:

N 1 2 3 4 S 6
01 | ®

i L J

5 [1083%{0.23%| e

25 |12.33%|2.47% |0.25% | ®

45 |11.59%|2.71% |059%,

65 [10.75%|2.63%| 06% |001%| ®
85 19.97%|244%|053%| ®

105 [952%|236%0.46%[001%| ®
125 |8.98% |2.29% |0.45% |0.02%| ®
145 |8.55% 2.22%(039% |0.02%| e
165 |8.29%|2.02%]0.35% [001%| e
185 |796%|183%|0.28%| ®

205 |7.54% | 1.68%|031%| @

table 1: Error for limited number of contracts

for a< | the opumal quahty 1s obtained with only one
contract which was the expected result because of theorem 2.
In the other cases, 1t 1s clear they the optimal quakty obtained
with 2 contracts s very close to the best result oblained
notwithstanding the number of contracts.

We also invesugateo the influence of the temporal location
of the ume mterval (), which was set to 0 m the first
expernime.it, while -ty remaned equal t~ | Thes nught be of
unportance f{or many applications when tme 1s available
before the “attack”™ might occur. Here again, as shown on the
following figure, restricing the deuberation to the
computation of only 2 contracts gives very accurate results
(even 1f only one contract raprdly g ves very good results):
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figure 7: Influence of tgon the number of contracts



In that experimeny, the carvature was set to 51 and, since
t, was increased, the “sum constraint heuristic™ became less
efficient; hence we operated with a stepwise function of only
30 steps to keep the computation of optima tractable.

5 Conclusior

The aim of this paper was to present an off-line optimization
of the time aflocation for a contract algorithm so as to get the
best chance of survival over a time interval. So far, no
analytical method for solving the problem of maximizing the
average quality over a time interval is known in the general
case. That is the reason why we proposed solutions for
discrete performance profiles. This restriction is not a real
impediment since:
* a discrete tabular representation for the performance
profiles is not a rare occurrence,
* the average quality resulung from a discrete performance
profile can be as close as necessary o a given  antinuous
performance profile (lemma 1).

We showed that the so-valled MAXQSF problem 1s NB-
hard in general, and quadranic 1f the ume interval is Jarge
enough. This, unfortunately, is not frequently encountered in
practical applications. Nonetheless, the expenments we
carried out lead us to think thai the “practical” complexity of
that problem is quite low, which makes it possible to use the
approach in real-time apphcapons. Further studies to find a
theoretical explapation of this behavior could prove very
interesting.

The average quabty of a contract algonthm A can be
defined by:
I

1, -1,

J: o

where { is the quality of an wterruptible  * withm A’
associated to A by the relaton: A (1) = A(8;) wner s 8;1s the
last contract executed at t.

[Zilberstein and Russel. 1996] gives a simple construction
1o trunsform a contract algorithm A of quality f into an
interruptible algorithm A" of quahty £ such as £ (4.
The first difference with our study is that we comader the
case of a given time interval to opumize the average quahity.
In our case, this leads to a construction of A’ which
optimizes the average quahty The second difference is that
our problem permits cases where the length of each contract
is imposed by « method, when Zulberstein and Russel assume
that the length of each contract can be arbitranly chosen.

Note that a unnvrm probability of appearance of the
attack over the inierval has been considered. There are
situations where this probability 5 not constant, such as with
a gaussian. A future study could concentrate on this paint.

Another extension could concentraie on our evaluation
criteria. that is the average quality. Even if tus critenia gives
the best statistical rusults. there could exist others, for

example that could take the number of contracts into account
{a good solution therefore 1s a choice of few contracts).
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