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Introduction 

La perfection d'une pendule n'est pas d'aller vite mais d'être bipn r{~glée 

IReflexions et Maximes, Vauvenargues, 17461 

1 Complexité algorithnlique et temps-réel 

La prise en compte du temps-réel est un aspect essentiel dans un nombre cl 'applications 
de plus en plus important, qu'elles concernent des domaines comme l'aide à la navigation, 
la régulation de systèmes, l'aide à la décision, la simulaLon, la plallifi<:ation ou encore le 
diagnostic. Le soucis est alors d'obtenir une solution exploitable dans les délais imposés 
par les contrainte.s du domaine. 

il convient de préciser la notion de temps-réel qui est parfois utilisée abusiwment. 
Le temps-réel ne signifie pas tant qu 'un processus doit rtre rapide, mais un peu plus 
que cela: tous les programmes doivent être assez rapides pour répondre aux exigences 
de leur utilisateur, et dire qu'un programme est rapide ne suffit pas à le rendre tpmps­
réel. Le temps-réel signifie de travailler dans un environm'ment uù il existe des stzmuli 
imprévisibles, des erreurs dues à des pannes de composants du système, de l'iuc<.>rtitude 
sur l'état de l'pnvrronnement, sur les effets de toas ces cllFf.J.S sur les performances du 
système IB8921. La rapidité est seulement une partie du trrnps-réel f't doit être complétée 
par une garantie dl' réponse à nne date donnée. En résumi>, Il faut à un processus tl'mps­
réel qu'il soit assez rapide pour répondre à des soliicitations pxténeurf's. Par pxemple, il 
doit être capable de fournir une solution exécutable dans un délai fixé à l'avanee. 

Un des asp<,C'ts les plus comprométants pour nombre d'applications pt leur intégration 
dans un système temps réel est que beaucoup de ces problÈ'mE's sont de complexité l>lpvée 
(problèmes dits NP-durs) et sont donc réputés impraticables tant que Pi=NP IGJï91. 
C'est en particulier le cas pour les applications dites d1ntf'lligen f (' Artificielll' (lA) et 
leur adaptation à un environnement temps-réel est un des impor>:"'lIts sujets de recherche 
actuels IMHA +951. La plupart de ces a.pplications conduist'l1t d'ailleurs à des problèmes 
de très forte complexité combinatoire et le temps de calcuL même pour des instances de 
utille modeste, peut deveni: catastrophiqemf'Ilt élevé. 

Les algorithmes en découlan': ne peuvent donc pas être ~rapides" avec Ulle instance 
de taille réaliste pour l'application envisagée. Il ne pf>ut doue même pas être question de 
temps-rêel, d'autant que la résolution des cas moyens (qui donnent lp temps de calcul 
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2 IIltroduction 

moyen) peut être très éloignée du pire cas. En résumé, il existe deux types de problèmes: 
la longueur rédhibitoire du traitement total et le manque de prédictibilité quant aux temps 
de calculs. 

Plusieurs solutions se présentent alors pour respecter les contraintes de temps. Parmi 
celles-ci, il peut s'agir de développer des techniques ad-hoc afin de garantir et. de contrôler 
les temps d'exécution. Cette solution, souvent utilisé/~ dans l'approche temps-réel clas­
sique, ne permet pas le développement d'applications très "intelligentes". Cn autre moyen 
est d'essayer de se cont.enter d'une solution dégradée, plutôt que d'attendre la fi11 Ju cal­
cul et le résultat complet. Les notions de qualité et. d'utilité évaluent alors la réponse 
intermédiaire donnée par l'algorithme en fonction du temps de calcul écoulé. C'est ce que 
permettent de faire les algorithmes anytime. 

2 Les algorithmes anytime 

Les algorithmes anytime IDBSSI sont un moyen de faire un compromis entre les exi­
gences algurithmiques d'applications complexes et du temps-rée!. Ils s'inscrivent dans le 
cadre de ce qu'on appelle le raisonnement en temps contraint et ont de nombreuses ,'llter­
natives comme les algorithmes approximatifs IHor871, le raisonnement. progressif Itvlou931 
qui dérivent tous de la même idée de COltlprornis entre les peIformances d'un algorithme 
et son temps de calcul. 

L'idée des algorithmes anytime, plus particulièrement pour les prohlèmes de com­
plexité élévée, est d'arrêter le calcul avant la construction de la solution optimale (c'est 
à dire la solution fournie par un algorithme compl"t), très Cotltpuse en temps, et de se 
contenter d'un résultat intermédiaire. Ce résultat est quantifié cl l'aide d'un critère de 
qualité qui pennet, par exemple, de le situer par rapport â la solution optimale. Le profil 
de performance, graphe de la qualité en fonction du temps, retranscrit ce compromis. 

De nombreux tra\'aux sur la gestion de ce compromis fourni par IpB algorithmf.>s any­
time existent. Ils consistent principalement â optimiser la qualitr du résultat final fourni 
par un algorithme ou un ensemble d'algorithmes pour un tpmps de calcul donné. Des 
études prennent égalpUlpnt en compte l'incertitude qui peut !>xistpr sur le tl'rnps de mleu! 
disponible. 

Dans cette thèse. nous proposons d'étudier une situation dans laqul'lle un évènement 
hostile vient interrompre le calcul et où il faut fournir une réponse pxploitable au moment 
de cette interruption. La date d'occurence de l'(>v~llement Il'pst pas connue l'xacteu'ent, 
mais est seulement dHinie par uu intervalle sur lequel l'évènement a une probabilité uni­
forme d'arriver. Ce problème, facilement soluble à l'aide d'algorithmes an)time interrup­
tibles, n'est pas aussI évident quand on ne disposf.> que J'algorithmes anytime à contrat 
qui, eux. ne sont pas interruptibles. 

ZILBER5TEI~ et ReSsEL {ZR961 proposent une solution qui permet de transformer un 
algorithme à contrat pn un algorithme illterruptible en minimisant le coefficient multipli­
catif sur le temps néressaire pour avoir la même qualité que pour l'algorithme original. 



3. Orgél1IÏsation du document 3 

Nous proposons une autre approche, la maximisation de la qualité moyenne, qui permet 
de donner le plu.'l souvent la meilleure qualité, sur l'ensemble des occurences possible 
de l'événement hostile. La. distribution de la probabilité d'occurence de cet évènement 
est uniforme SUI !'intervalle, car nous supposons n'avoir aucune information sur sa date 
d'arrivée. 

Il existe plusieurs méthodes d'ordonnancement des algorithmes anytime [Zil931IHZ961, 
en supposant qu'il soit facile de construire les algorithmcf anytime. S'il existe des travaux 
sur Ulle standardisation de la conception des algorithmes anytime IGZ96/ .. ils supposent 
que le critère de qualité et la fonction qui permet dt! générer les entrées de J'algorithme pour 
la construction du profil de performance existent et ont été constru!tes par le concepteur 
de l'algorithme. Les problèmes de choix du critère de qualité et de la fonction de géné­
ration des entrées représentatives du fonctionnement de l'algorithme dans son contexte 
d'utilisation, même si elles semblent fortement dépendantes de l'application, ne sont pas 
pour autant aisés à résoudre. C'est pourquoi nous proposons, par l'intermédiaire d'expéri­
mentations à la fois simples et représentatives, de soulever lps problt'>mes qu'il est possible 
de rencontrer dans ce cadre, Ainsi, nous verrons, grâce à un apport théorique de la théorie 

~ùgorithmique de l'information, encore appeléf' cornplexitl> d!:' Kolmogorov ILV901 !LV97/ 
[Dub98j, que l'approche aléatoire pour le choix des entréps IÙ'.st pas forcément la plus 
appropril'je pour obt.enir des profils de performance reprèsentatifs des cas réels. Cptte ap­
proche nous montrera qu'il n'est pas aisé de cOllstruir!:' des profils de pf'rformance. 

La thèse que nous présentons dans ce document apporte donc deux contributions prin­
cipales indépendantes. l'une sur le plan de J'ordonnancemE'nt des algorithmes à contrat, 
l'autre sur un plan plus pratiqne de la conception des algorit Il'res anytime, et notamment 
sur le choix d'un critère de qualité et sur ln production de protils rie performances li partir 
d'entrées choisies. 

3 Organisation du document 

Dans un premier chapitre, nous présentons l'approche des algorithm(l$ <lnytime. ~OllS 
définissons dans HIle première partie les notions de qualiti>, d'utiliti> pt dE' profil dp per­
formance. Nous distinguons deux types d'algorithmes anytime pt décrivons comment les 
utiliser. Dans une seconde partie, nous présentons les principales te(hniques de gpstiOll 
de tels algorithmes, et notamment la problhnaüque de composition ,les algorithmes <luy­
time. Quelques alternatives à l'approche al60rithmique anytime sont. pr(>s(>ntées à cette 
occasiun. 

L'approche consistant à ma.ximiser la qualité moyeune sur un iIltprvalle de temps sera 
l'objet du deuxième' chapitre. Nous présenterons tout d'abord le contexte de Cf' problc.me 
pour ensuite proposer quelques résultats analytiques préliminaires. \UllS dèmontrons que 
si le profil de p{'rfonaance est de forme convexe (rentrp dl' courbure w'rs le haut) alors 
une stratégie à un seul contrat donne la qualité moyenJ\e maximale. Au contraire, nous 
prouvons que dans lt:' cas de profils rte performances concaves (centre de courbure ..-ers le 
bas, encore appelé profil de performance avec dlminishmg rf'tltTnS) , deux contrat:.; choisis 
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pour ma:cimiser la qualité moyenne donne un meilleur résultat qu'un seul contrat. Dans 
le cas d'une stratégie à un seul contrat nous prouvons que le contrat est supérieur (res­
pectivement inférieur) à la moitié de l'intervalle si le profil de preformance est convexe 
(rE'spectivement concave). Dans un deuxième temps, nous considé.rons ce problème du 
point de vue discret à 1'1ide d'une approximation du profil de performance par une fonc­
tion constante par morceaux qui ganmtit la mème erreur sur la qualité moyenne que sur le 
profil de performanc .. ' Nous démontrons qu1avec cette aproximation, il suffit de thoisir les 
contrats parmi les seuils de la fonction constante par morceaux et que le problème d'opti­
misation combina.toire résultant est NP-difficile en général. Dans le cas où l'interV'alle est 
assez grand pour contenir tous les seuils, le problème dp.vient polynomial t:l. nous donnons 
un algorithme. Enfin, quelques expérimentations nous permettent ùe discuter de l~ mise 
en oeuvre de cette approche et montrent que la ma.ximisation de la qualité moyenne peut 
être raisonnable en pratique si on acceptl" de faire une erreur (minime) en fixant le nombre 
de contrats. 

Le troisième et df'rnier chapitre aborde l'aspect pratique dE' la cLJncE'ption des algo­
rithmes anytime et est indépendant du deuxième chapitre. Nous nous plaçons dans la 
situation d'un programmeur voulant concevoir un algorithme anytime pour la première 
fois. Nous nous intéressons plus particulièrement aux questions cl Il choix d'un cri tère de 
qualité pertinent et du choix des entrées qui vont servir à construire le profil de perfor­
mance de l'algorit,hme. Dans un premier temps, nous montrons par des exemples simples, 
des algorithmes de tri, que les problèmes de choix du critère de qnalité ne sont pas simple...,. 
Nous montrons par t>xemple qu'il existe des critères qui n'ont de sens que pour un algo­
rithme, même si le problème général l'este le tri. Ensuite, nous abordons la (iuestion du 
choix des entrées repr('sentatives du point de vue expérimental, toujours à l'aide des algo­
rithmes de tri. Nous pxhibons des compOi tements gênants pour la construction de profils 
de performance en faisant varier des paramètres comme la taille' des entrées, les façons de 
générer les entrées. Nous mettons alurs en cause le choix: de la gèni>ration aléatoire pour la 
génération d'entrées représentatives de la réalité. Nous montrollS a.lors comment la théo­
rie de la complexité de Kolmogorov peut donner un éclairage sur ce problème. Quelques 
exigences techniques caractéristiques de l'implémentation dt's algoritlwlt'S anytime sont 
également évoquées l'Il fin de ce chapitre. 

Enfin. nous concluons cette thèst' et envisageons 1('5 perspe'cti\'('s à ce travail. 



Chapitre 1 

Un compromis temps de 
calcul/performance 

Attendons un peu pour finir plus vite !Essais, Frands Bacon, 1 ième sièclel 

Implémenter des problèmes réputés complexl's dans dps pll\'ironnements temps réel est 
souvent impossible pour l'aUBe de contraintes de temps trop fortes ou alors d'algorithmes 
trop coûteux en tE'mps de calcul. Il faut alors se contC'utl'T soit d'algOlithmes ad h(lc 
afin de tt:'uir 11'5 contraintes du temps réel au prix d'une eNtaille perte "d'intelligence", 
SOlt accepter d'utiliser une solution dégradée, incomplète mais donnée dans les délais 
impartis. Faire un compromis entre le temps ue calcul et la qualité du réSultat produit 
par l'algorithml' semble donc être une bonne approche pour garder toute la riches5!:' du 
problème initial et résoudre ce dilemme. 

Ce chapitre a pOUf objectif de passer en revue différentf's techniques existantes permet­
tant de faire UB tN (:nmpromis. Nous exposons donc tout d'ahord les basf>s de l'algorith­
mique anytime. La composition de modules anytiml' proposPt> par ZILBERSTEIN IZil931 
et RUSSEL IZR961 sera également exposée. Finalement, nous préspnt(>wns différpntps ap­
proehes dl' gestion df's algorithmes anytimt>. permettant dt' raisonner sur lE' tf'mps alloué 
à de t{'ls algorit hmes afin d'optimiser leurs performances. Ct' sera rgalernent l'occasion 
d'évoquer quelques alternatives aux algorithmes anytime. 

1.1 Algorithmique anytime 

Le terme d'algorithme anutime a été f'mployê pour la premil"re fois par DEAN et 
BODDY IOB88\ à la fin des années 80 dans un travail cO!\('t'rnant la planification tt-mpo­
relIe (time dependù.nt plannmg). Dans le même temps, en 1987, la notion d'algorithmique 
flexible (jlexiblf' cornputat1.on) était introduite par HORVITZ IHorS7! dans un contexte 
d'aide à la décision en temps contraint. Depuis, If.') t.ravaux dans le domaine de l'algorith­
mique anytim{' Î'tendent de plus en plus lf."ur champ d'application, passant par des pro­
blèmes incluant de lh gestion de capteurs IZR931. par d'autres toncemant l'optim;sation 

5 
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T 

Aigontbme classique 

--

Algunlhm( Anyume 

FIG. 1.1- Différence entre un algorithme classique et un algonthme anytime 

de requètes dans les bases de données [5D891. ou encore par des problèmes de planifica­
tion !MC961, cett-e liste n'êtant pas exhaustive. Des travaux notables sur la composition 
de modules anytime ont été effectués par ZILBERSTEIN IZH931 pt RL"3SEL jlR961. Nous 
présenterons ces travaux dans ce chapitre. A notre connaissance, la plupart des recherches 
8'.:tuelles sur l'algorithaüque anytime portent sur la gestion dp ('PB algorithmes. Il s'agit 
de trouver la meilleure stratégie pour obtenir le meilleur ordonnancement de plusieurs 
a!gorithmes et les nwIlleures allocations de temps. Le but de ces stratégies cl 'ordonnance­
ment est d'obtenir la performance optimale de l'algorithme utilisé et ainsi Je garantir le 
meilleur résultat au moment exigé, C'est ce même objectif que visE:' MOVAOOfB dans une 
alternative aux algorithmes anytime, le raisonnement progresS'lj l~lou931 IMZ951. Nous 
reviendrons sur ces tra\"d.tLX dans le paragraphe 1.3,4, 

Les algorithmes anythne offrent donc la possibilité d'un compromis temps de cal­
cul/performance défini par un profil de performance. C'est-à-din>, comme illu3tré sur la 
figure 1.1, qu'au lieu d'exploiter un résultat final, il est possPllp d'obtenir de.s résultats 
intemlêdiaires, donc non optimaux au sens du résultat final. ID:tis dont on peut quanti­
fier la valeur cn fonction du temps de calcul ~c()ulê. Comme dans le cas de problèmes 
NP-difficiles, les temps de calculs pE'uvent devpnir très vite rtldhibitoires, l'avantage d'un 
algorithme anytime f'st de pouvoir stopper les calculs au m'1mt'nt où l'on estime que le 
résultat est satisfaisant en terme de qualité. De plus, il est fréquent que les calculs restant 
à effectuer pour atteindre le résultat final soient dl"s raffinernpnts trps coùtpux en temps 
mais peu avantageux en terme d'amélioration du résultat. Rériproqul:'ment, 1(' graphe re­
présentant l'évolution de la qualité en fonction du temps perrnE't de donner la qualité d'un 
résultat pour un temps de ealcul fixé à l'avanc€. 

1.1.1 Définitions 

Nous r('prenons tout d'abord la définition rionnée paf BODOY IBod911· 

Définition 1.1 Algonthme anytnne 

Un algorithme anyhme est un algonthme ttératt! qm garanttt de prodlHre une réponse 
à toute étape du calcul, où la réponse est supposée s'améliorer à ('haque ttÉrJ.tton, 
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Nous complétons cette définition avec 3es caractéristiques originelles données par DEAN 
et BOnDY {DBS81: 

- préemptibilité: les algorithmes anytime peuvent être suspendus et relancés au même 
point avec un temps de réponse négligeable afin de se prêter au techniques d'ordon­
nancement 

- interruptibilité: ils peuvent être interrompus à tout momeIJI:, 

Les algorithmes anytime ou flexibles IHor8?1 [HorSSI sont des algorithmes qui tra­
vaillent de façon itérative sur un problème afin de produire des résultats dont la qualité 
augmente avec If' temps, Toutefois, il n'est pas nécessaire que l'algorithme se trouve sous 
forme itérative, mais seulement que la qualité du résultat de cet algorithme varie de fa­
çûn itérative, Par e...xemple, un alg,)rithme de tri rapide{ quicksOTt) sous forme récursive 
améliore le résultat à cha<tue récursion en tendant vers la liste triée, 

Afin de quantifier IE>.5 performances de l'algorithme anytime et d'exploiter lE compromis 
performance/tpmps de calcul, il est nécessaire de disposPl' des notions suivantes: 

la mesure de performance: â la place de la notion binaire de performance (l'algo­
rithme n'pst pas terminé ou est terminé et fournit le rÉ'sultat optimal). un algorithme 
anytime rptourne un résultat intermédiaire d'une certaine qualtté L 1. 

la capacité de prédiction: les algorithmes anytirne "contiennent" des informations sur 
leur propre comportement au cours du (~lcul. Ces informadons sont synthétisées 
dans les profils de periormance et permettent de gérer leB ressourees de tp.rnps que 
l'on va allouer à l'algorithme. 

Dans le.s paragraphes suivants, nous allous donc définir ('es deux notions, Nous verrons 
ensuite quels sont les dIfférents types d'algorithmes anytilUp, 

1.1.1.1 Utilité et Qualité 

Afin d'évaluer de façon quantitative les perforrnance..<; d'un algorithme, il est néef'ssaire 
de définir des critère~') de performance, La qualIté est une t'valuation du résultat brut fourni 
par un algorithme. POUl' prendre en compte cette performance dans un pnnronnement réel, 
on introduit alors le critère cl'uf:tlité. Nous allons inlrnédiatt'ment illustn'r ces notions avec 
deux eYemples, 

Exemple 1: Système de diagnostic médical. 
Imaginons un système destiné à détecter une maladie ou un qUf'!conque problème 
de santé d'u..J patient. Ce système prend donc des diverses mesures comme la ten­
sion artérielle, le pouls, etc. Avec ces mesures, il essaie dE' déterminer un diagnostic 
sachant que pllJs il aura de temps pour le faire, plus ce diagnostic sera fin, Mal­
heureusement, pendant que le système calcule, le patient ('uncerné voit sa santé se 
dégrader dallgcmeusement (situation aux urgences par l'xemple) , Et plus la santé 
du patient se dégrade, moins le diagnostic, aussi fin soit-il, sera exploitable, On dit 
que le diagnostic perd de son utilité au cours du temps, 
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Exemple 2: Le voyageur de commerce 
Le problème du voyageur de commerce est de trouver un trajet de coût minimum 
passant une et une seule fois par chaque ville, partant d'une ville quelconque et 
y revenant en fin de parcours. Au fur et à mesure de l'optimisation du trajet du 
voyageur de commerce, le coût de ce dernier diminue. La qualité du résultat de cet 
algorithme augmente donc. Pendant que cet algorithme optimise le trajet, le temps 
passe (et il peut passer très vite avec un tel problème rI-difficile il résoudre). Les 
clients potentiels que le voyageur doit visiter peuvent alOrs s'impatienter, changer 
de fournisseurs, etr. Là encore, l'intérêt de continuer l'optimisation chute avec le 
temps et le résultat fourni perd son utilité. 

Nous pouvons en tirer lrs définitions qui suivent: 

D-Minition 1.2 La CJualtté 

Pour un algonthme donné, la qualité du résultat Q(t,d) de ['aLgonthme e,~t une appLz­
cation de l'ensemble des couple.s (temp.<; de calcul t, donnée en t'TLtrée d) dans IR ou [0,: J 

(quand il est pos,',..ible de normaliser). 

La qu:üité est la mesure de la performance brute de l'algorithme en fonction du temps 
de calcul. C'est-à-dire que 1'011 considère l'algorithme dans l'absolu, et non pas intégré 
dans un système placé dans un environnement donné. C'est le bf.<néfice absolu d'obtenir 
un résultat. Elle peut être, 011 ne pas être, reliée à la fonction d'utilité du système qui inclut 
l'algorithme. Elle doit mesurer certaines caractéristiques de l'algorithme qui s'améliorent 
avec le temps. La qualité peut être discrète ou continue et définie <>mpiriquement ou selon 
un modèle. 

Définitîon 1.3 L'ultlttë 

Pour un algorithme et un environnement donnés, l'utilité L' ~ Cf ,t) d'un résultat e.st une 
application de ['ensemble des couples (temps de m[rul, qualûé) dans IR ou (O,!J. 

Souvent employé!' dans un conte~'{te réactif, l'utilité définit la valeur du rPsultat dp 
l'algorithme en fonction des changements de l'l'Il'"ironnement dans le H'mps. C'est UDf' 
fonction arbitraire et subjective de mesure de p€'rfurmance de l'algorithme, car elle déprnd 
du contexte (envirOllI1l'ment et système) dans lequel ellt> est employéf'. Des modèles ~imples 
intègrent fréquemment Il' coût du "raisonnement" (du calcul par rapport il l'urgence de la 
situation) et le coût dl:' retarder une action. 

Pour distinguer ('('$ deux notions, HORVITZ IHor87j parll' de ObJect-l'aiue Utlllty et 
de lnference-related uttltty, rer,pectivement. Nous illustrons ces dï.>uX notions de qualité (lt 
d'utilité sur la figure 1.2. en faisant intervenir le coût du temps, qui, ajouté à la qualité, 
donne l'utilité résultante. 

n reste toutefois à choisir le bon critère de qualité (ou d'utilité) afin d'évaluer les 
performances d'un algorithme. Voici quelques exemples de crÎtt>reti d'èvaluation IZH931: 

- Précision: reflète le degré de précision dans la valeur fl'tournée par l'algorithme. 
C\..st typiquem(~nt le critère utilisé pour les algorithmes dt> caIeul numérique. La 
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• 
QuaJité 

---1. 
Temps 

FrG. 1.2 - Qualité, Coût du temps et Utzlité 

qualité peut par exemple être définie par la formulp suivante: l - 2n où 11 est le 
nombre dl' chiffres significatifs. C'est une estimation de l'erreur faite en limitant le 
nombre de chiffres significatifs. 

- Certitude: reflète la probabilité de correction du r{>sultat. Considérons par exemple. 
un processus de diagnostic anytime qui prend en compte de plus en plus de para­
mètres mesurés avec le temps. La certitude que le diagnostic est correct est alors 
bien une fonction croissante du temps. 

- Spécificité: reflète le niveau d - détail du résultat. Dans ce cas, l'algorithme anytime 
produit toujours des résulats corrects, mais le nivl'au de détail r.st augmenté avec 
le temps. Prenons par exemple un algorithme de planification hiérarchique qui re­
t.ourne tout d'abord un plan abstrait de haut niveau. Chaque étape dans JI" plan P(>ut 
être rafinée t'n continuant la planification. Quand Ît' tt'mps d'('xérution aUf.;mente, 
le niveau (Je détail augmente jusqu' i' ce que le plan soit compost'> d'opérateurs fié­
mentaires qui peuvent ('tre exécutés facilement. rn plan détaiUè peut Hre exèeuté 
plus rapidf.'ment qu'un plan de haut rliw'au et a uue plus grande qualitt~. 

Ce critère e;t donc fortement dépendant de l'application. :-\ous allons maintt>nant nous 
attacher à la rt'présentation de la qualité. qui est appeJée profil de performanrt> pt quI" nous 
exposons dans la suite, 

1.1.1.2 Profils de performance 

Généralités 

L'intérêt du profil de performance est principalement dl" synthétisf'f tout la capacité 
de prédiction que nous avons sur 1(' comportC'mpnt de l'algorithme. Il a PU plus l'avantage 
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d'offrir une représentation visuelle de la qualité en fonction du tE'mps. De plus, l'expression 
de la qualité en fonction du temps par une formule mathématique n'est pas toujours 
possible, et c'est le profil de performance, représt'ntation en extension, qui est alors le 
plus approprié. 

Le profil de performance peut avoir différentes présentations, dont celles qui suivent. 

Forme compacte: La forme compacte est appelée ainsi car elle permet de définir le 
profil de performance de manière synthétique, le plus souvent à l'aide d'une fonction 
mathématique. 

Forme discrète: La forme discrète revient à diviser le temps et la qualité en un nombre 
fini de parties, ce qui revient à représenter le profil de performance dans un tableau 
spécifiant la qualité pour un éventail d'allocations de temps. 

Quand on construit le profil de performance, on s'intéressf:' â la représentation gra­
phique de la qualité Q{t,d) avec t le temps alloué, et d la donnée ~'n ('lltrêe qui varie. Selon 
les cas, le profil de p('rformance choisi sera d'un type différent: 

- pm/il de perfo17nance tdéal: si la qualité ne dépend que du temps, on a un profil d.? 
performance idéal. sur une courbe unique. 

- profil de performance par intervalle (Interoal Performance Profile ou IPP): si la 
qualité varie en fonction de la donnée en entrée, et que l'un pE'ut défi. ir deux ionc­
tians Qdt) et (l-t{t) telles que Vd1Ql(t) S Q(t,d) :; Q2(t)· 

- profil de pe1jormance moyen (Expected Performance Profile ou EPP): si la qua­
lité V'drie en fonctioll de la donnée en entrée, on définit alors un profil moyen sur 
l'ensemble des cuurbes de quali,t: obtenues pour des donnèes en entrée fixées. 

Q(t} = L Q(t,d) 
n&re de d 

- profil de performance conditlonnel (Condittonal Performance Profile ou CPP) : si la 
qualité varie en fonction d'une propriété de la donnée en t'ntrée, qui peut être sa 
qualité sE'lon le même critère qu'en sortie ou tout autre moyen de mieux spi"{.·ifier le 
comportement de l'algorithme en fonction de rentrée. 

- profil de perfonnance probabù1...<;te (Du;tnbuted PerfoTmaT!cP Profile uu DPP): si la 
qualité varie en fonction de la dOllllée en entrée, et que l'on affecte pour un temps de 
ralcul t donré, une probabilité d'apparition de la qualité Il calculée f'mpiriquement 
à partir de plusipurs exécutions de l'algoritllme sur l"ensemble des doünées. P(q,t) 
ou P{qlt) ~st la probabilité d'obtenir une qualité q pour un tE'mps dt' calcul t. 

Cette liste n'est bien sûr pas E!.'<.haustive et il est possible de combi.ner plusieurs de ('Cs 
types de profiJ de JY<'rformanre. toujours dans le but de mif'll.x prPdire le comportement 
de l'algorithme mytime utilisé. 

Nous avon.s vu l'f'ssentlel des formes que pouvaient revêtir lps profils de pprformance 
Voyons maintenant les différentes façons de les construire. 
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Construction de profUs de performance 

Nous pOUVOllS distinguer essentiellement trois méthodes de construction de profils de 
performance: !'analyse de l'algorithme et repré.sentation par une fonctÏl)n, la méthode 
statîstique, et enfilï, la méthode de la trajectoire. 

analyse de l'algorithme: Cette méthode consiste à faire une analyse de l'algorithme 
afin de déterminer sa qualité en fonction du temps. Le profil de performance est dé­
duit directement du tracé de la fonction. L'avantage est de manipuler Ulle fonction 
plutôt que le profil de performance. Par contre, l'analyse ('.st di>licate. voire impos­
sible dans le cas général. Par e.."Cemple, le comportPment d'un planificateur est très 
difficile à évaluer aullement que dans le pire des cas. 

méthode statistique: Trè.s souvent utilisé(', elle consiste A obserw'r le comportement 
de la qualité du résultat en se basant sur un échantillon d'er. rées, que l'on pspérE' 
représentatif, afin d'obtE'nir un{! carte de la qual1.té (qua/Jty map), c 'est-A-dire la df:s­
crÎption brute des couples (temps, qualité) mesurés comme sur la fi~re 1.3. On peut 
ensuite fau-e une approximation du profil en construisant un profil de perforrnance 
moyen (EPP) IZH93} IZH96/, ou en définissant une distribution de probabilité sur la 
qualit.é dE> la sortie pO.lr obteuir un profil de perfomwTtt'e probabllr,.çte. Ct'tt(' méthode 
de construction empirique des profils dE> performance peut présenter des difficultés. 
car il s'agit de choisir judicieusement les entrées qui vaut servir A "'l'apprentissage" 
du comportement de l'algorithme, Nous revenons sur ces difficultés dans le chapitre 
3. 
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FIG. 1.3 - Carte' de la quah.té de l'algonthme du voyageur dt' commerce con.5tnnt avec la 
méthode sto.ttsttque jGra96j. Le cntère de qunl2té est le r!1pport du raid du chemIn optzmal 
sur le coût du chelmn courant 
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FIG. 1.4 - Profil de pPTfornzance pf'ObabillSte de l'algonthrn..!' du lJoyageur de COTnTII.erce 
sous forme discrète tabttlmre {Cm96j 

méthode de la tangente: A partir d'une qualité à l'instant pr(>$ent et de sa tendance 
d'évolution définie par sa tangente, cette méthode permet de prédire le comportement 
futur du profil de performance (figure 1.5). Malheureusement, cette prédiction n'est 
\:alable qu'à court terme et n'est donc pas généralisablE'. Eu effet, rien n'empêche 
que le profil de performance connaisse plusieurs inflexions durant le calcul. La t.a!l­

gente connaît alors de fortes variations et il ,~'~vient diffirilf' de faire une prédiction 
('fficace. 

Nous pouvons consta.ter que la manière de construire le profil df' perfonnanre d'un algo­
rithme influencera fortement la représentat.ion de ('(>lui-ci. Pour 'lDf> métbod .. de construc­
tion statistique. on utilisera de préférence une forme disrrpte talmlaire (eomme sur ta 
figure 1 4), alors quP pour une analyse algorithmique, quand t'Ile est rralisable. on em­
ploiera plus vrl , ·ntiers une forme compacte, la fornmle analytique correspondant au profil 
trouvé. 

Dans la plate-forme proposée par GRASS et ZILBERSTEIN IGZ961. If's autf'UfS décrivC'nt 
la génération du profil de performance avec les étapes qui SUiVPllt Il ~;agit dt' la ~'unstrU!:­
tion d'un proril de pf>rIvrmance probabiliste conditionnel. c'est-à-dire qU{> le profil de 
pelformance est toujours sous la forme d'une dÙ:itribution sur la flualité dt' sortie pour 
chaque temps d'exé(:ution fixé, mais en plus. il dépend de la quo. Ité des instances que 
l'on met en entrée dt' l'algorithme. Dans cet exernpl~ particulil·r. il s'agIt du profil de 
performance du tri â huUe et la qualité des instaut'E".B est évaluée ('omme la qualité de la 
sortie de l'algorithme. n est tDutefois possible de nt> pas choisir lE' m(ime critèrE" f'Il entré(' 
et en sortie. 
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FIG. ! ,j . Profil de performance par la méthode dt' la tangente fGm96f 

Voici douL lf'S ëtapes de construct.ion décrites: 

- estimation du temps de calcul total en utilisant l'algorithme sur quelques instances. 
On définit alors la taille et la résolution du profil dt> performance (granularité> du 
t.emps uwsuré). 

génération automatique d', il grand nombre dïn"'tan(''{'~. 

- enrt'gist.rplIH'!lt de l'évolution de la qualité pour chaque insl<"lncp • On construit la 
carte de qualité. 

_. â llartir dt> la carte de qualité, on construit la dbtrlbution de qU<:tlité pour chaque 
temps donné. On obtient ruors un profil de performance probaLtliste. 

- réitération du proee.ssus pour chaque qualité d'pntri>t' choisie pOUf obtenir un profil 
de performance conditionneL 

Utilisation des profils de performance 

A l'aide de:, profùs de performance, il est possible d\' pl'l'dm" que. pom un tYPl' d'€'utrét' 
donné. un temps d'Eùlocation donné, nous obtllmdrons un<:' quüitf> détE'rminéf' par le rrofil. 
~fai.s il ('st aUS.';l possible de prédire, pour un type dODut- d ·pntr(>{'. le temps nécess<ùre 
pour obtenir une qualité donnée, dans la fenêtre d'utilisation du pn -fil. bleU l'ntendu. 
Ces possibilité; dE' prédk~ioll sont un ava,lltage indéniablE' par rapport aux algorithmes 
classiques. AinsI. {'St-il possible de gérer les temps de {'aleul d·algoritlh.les selon le temps 
disponihle daIu, une situation réelle et l'étude des stratt'>git>S ùt' gl'stion de Cf' tNnps de 
calcul en fonction de la qualité fait l'objet de la plupart des études ~;ur l'algorithmique 
anytirne. !':ous {"n présenteroI1'3 qm.>''lues uues dans les St'< tions qui :-uiwnt. Il est donc 
possible av'&: ct'Ue approche de 'laVOIr s'il est valable de continuer des calculs dans le cas 
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de I1rob1èllles complexes ou si le résull,.t calculé pst suffisant et ainsi arrêtf'r des calcub 
très longs et augmentant; peu la qualité du résultat. 

En complément (les notions de qualité et de profil de performance, nous résumoIls ici 
:m certain nombre de propriétés désirables proposées par ZILBERSTEIN pour construire 
un algùL ,·,ne anytime. Ces propriétés sont préconisées dans l'objectif du contrôle des 
algorithmes anytirne pour la maximisation de la qualité du résultat qu'ils fou "nissent 
IZil96j. 

une qualité mesurable : Quand la qualité d'un résultat intermédiaire peut êtrE' calculéE' 
précisément. Pal E'xempJe, dans le cas d'un calcul numérique convergent \'ers une 
solution optimale, la qualité est Hlesurable si on a une estimation de l'erreur. 

une qualité reconnaiss~ "le : quand la qualité d'un résultat peut être ca.lculée facilE'­
meIlt pendant l'exécution (c'est-A-dire en temps constant). Par exemple, dans un 
problènlt' de planification de trajectoire (path planning), la qualité du résultat d('­
pend de la distance â l'optimum. Dans ce cas la qualité pst mesurable, mais pas 
reconnaissable. 

la cOllsistence du profi! de performance : quand la qualité du rrsultat ('st corréll'(' 
au temps de calcul et à la qualité d'entrée. En gl'néral, lps al!!;lJ[ithnlf'E an~·tîme 
ne garantissent pas une qualité de réponse déterministe ètant donné un temp~ d!' 
calcul, mais il pst important d'avoir une ",'Uriance étroite" pOil r que la prévision d(' 
qualité soit possible. 

le diminishing returns : l'améliMation de la qualité est plus r:ra.nde au drbut du calcul 
et diminue avec If' temps. CettE' prupriété pst très importl\ntp pour l'optimalité dp 

certaines techniques de contrôle que nous verr .. JllS plus loin. Toutefois. il peut pxistt'[ 
des profil::; de fwrformance qui n'ont pas cette !)ropriété. 

1.1.1.3 Types d'algorithmes anytinl".! 

Généralités 

Si la définition ori~in('llt:' dp DEA:-; et BODDY ne laisse alH" doute Hm l ïl1ttl lTuptibi­
lité des algorithmes ?illytime, il existC' un autre type, les algoritl"'L :\1I~·tilIlE' à t'ontrat. 
proposf>s par ZILBERSTEI~ [2H931. C'est li la façon d'allouer Ip tpmpL quP la distinrtip' 
~nt1.e algorithme anvtime înterruptible e~ algorithme anytime à contrat est fait€'. 

Définition 1.4 Algonthmes anytlme interruptLbles 

Les algonthmes mtNTl\ptzbles peuvent être mterrompus à n'lmpcrte qU"l moment pour 
donner u.n résultat partH:l, puis reprendre ci ['endroIt du calC1J.I uù tls étatfllt arr{Us. 

L'pxemple d'un tpl '<)riClme est donné dans la 5ection 1.1.2. 

Définition Lb Algonthmes anyttme ci contrat 

Un contmt, temps de calcul fixé avant l'exéculton leur est allulté. S 'ds sout znterroml'us 

avant la fin de leur cvfLtrat, il se peut qu'ils ne fOllTTUSsent aucun résultat ut'Lle. 
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FIG. 1.6 - Profil de performance d'un alqonthme à contrat 

Un algorithme à contrat tient compte du temps de cakul qui lui est alloué pour choisir 
une stratégie. Sur la figure 1.6, nous avons représenté les différents parcours que la quUlit{l 
du résultat peut emprunter selon le contlat alloué. Un : .Igurithme à contrat "choisira" 
sa stratégie de résolution. Les résultats intermédiaires seront qllelquf'foÎs de moins bonne 
qualité, mais finalement meilleurs à l'expiration d'un eontrat plus long. Cria signifie que 

seule compte la fin du c0utmt et que, contrairement à l'algorithme anyt.ime interfuptible, 
l'algorithme Hnytime à contrat n'est pas obligé de toujours augmentf'r la qualité f'ntre 
l'instant dp sa mise en route et la fin du contrat. 

Illustrons la différence entre le comportement d'un aJ~orithme à contrat et un algo­
rithme inteITuptible sur une situation concrrte. Imaginons qUf' nous avons un problème 
de: d'évacuation d'une île à résoudre à cause de la lIll'Ua<.·(' d'erruption d'Uri \'o!can. Si on 
ne sait pas cle ('()rnbi(>n de t!:'t!lPS on dispose avant qu\' 1(' mlran devif'nrH' dang{'f{'ux, il 
faut hiérarchisC'r J'évacuation en donnant des ordres dt' priont{'. Par exempl!", éVUC'lH'[ leli 
femmes f't les pnfants en urgeuce, puis les hommes, enfin lUi forcps cie l'ordre. La pre­
mière vague d'p\'aruation commence alors dès que possiblE'. pt I!"s autrP.5 stüvent les uues 
après les autrf>s. Un est dans le cas d'un algorithme interruptiblE'. Par CO:ltre. si 011 sait 
pxactement quand le volcan sera dangereux, il ('st possiblp d·a.gir autn'n'p[;t: par exernple 
df: construire des radeaux et des embarcations pl"rmettilut cl 'évacuer plus de personnes et 
de bipns au IL 'tH"nt final. nl~st certain que si Cf'ttr préparation devaIt l'>tre interrompue, 
elle se solderait par une catastrophe puisque personne n'aurait étt'> évaeut> (une qualité 
nulle). Mais il pst possible que cette préparation donne UI1 meilleur r('sultat final (lue la 
préparation illtE'rruptible ponf un même temps de préparation. Nous sommes alors dans 

le eas à contrat. 

Un exem~)ll' d'algorithme à contrat est l'algorithme RTA'" dE' Kon: IKor901, inspiré dt> 
l'algorithme A"IHNR681. Son principe est ('l'lui d'un algorithme de r('cherche du "meilleur 
d'abord" ou best first search. Son principal intèrê>t est que If' temps dp \'''.: Il est horné par 
unl' constante et qu'en modifiant l'horizon de recherche, on modifie t'pttp constallte. Dans 
l'article IKor901 où il présente RTA *, KORF n'évoque pas la notion d',.;gonthme Li contrat. 



16 Chapitre l, Un compromis temps de calcul/performance 

Temps 

FIG. 1.7 - Transformer un algonthme à contrat en Tm algonthme interruptible 

Par contre, il parle de qualité de la solution et garantit que cHtp qualité> augmrute avec 
l'horizon de recherche. Ainsi, en fixant les horizons de re.:herdw, IHl sr fixe un contrat et 
la qualité augmente H\'f>(' la longueur des contrats. 

Transformation d'un type d'algorithme anytime en un autre 

ZILBERSTEIN et Rec;SEL IZR961 ont proposé une t,rausformatioll d'un algorithme any­
time à contrat en u~ algorithme anytime inlerruptible, 

Théorème 1.1 De l'algorithme tnterruptzble à l'algonthme cl cout. nt 

Pour tout algontltme interruptible A. et pour Ime donnée }i:rff' , tl CI't.8tC B un algo­
rithme à contrat tel tlue Q i'l (t) :s Q A (t). Il suffit d 'mBr?rer dans .-\ !ln arrêt a.près une du réf' 
t, le contrat, 

En t"ffpt. au lH'u de l'interrompre à tout rnomt>llt. on lïntf'rrnmrt au hout dll wutrat 
de temps alluué. Par t'Ontre. ce IlP sera pas forcémeIlt le meilleur algorithmE' il coutrat 
que l'on aurait pu ron"truifl' pour rfpondre au prublèm(' po~(>, Le fai~ dt' cOllnaîtr€' le 
t.emps dont on dispose pput en effet permettre, pour ('('rtains problèmps. dp construire' dl>::; 

algorithmes à contrat plus performants que les algorithmes i:lterruptibl('S (voir plus haut 
notre exemple d'évacuation). 

La transformation d'un algorithme à contrat Pll un algorithml' intl'rruptible n'pst pa." 
évidente. Le théorèml> qui suit indique COl1unent procéder. 

Théorème 1.2 De l'algo11thme à contrat à l'algonthme mterruptzble IZR96/ 

Pour tout algonthme à controt A, on peut construtre un aiguT1thmc mtf'rruphble B tel 
que, pour une entrée donnée. QA(t) ~ QB(4t). 
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Schêma de la preuve: 

La transformation consiste à lancer l'algorithme à contrat de façon répétée, en doublant 
les contrats à chaque itération (figure 1.7). Si une interruption sun'ient, le résultat de 
la dernière itération est la réponse. On peut alors prouver que, pour obtenir une qUh.1ité 
équivalente avec l'algorithme interruptible ainsi construit, il ne faut pas pius de quatre fois 
le temps nécessaire à l'algorithme à contrat initial. Ce coefficient 4 a ét.é prouvé optimal 
dans IZCCgg/. 

Notons que le critère d'optimisation dans la transformation proposée ici est la mini­
misation du facteur n1ultiplicatif entre le temps nécessaire à un algorithme à contrat et 
celui nécessaire à l'algorithme interruptible correspondant pour obtenir une qualité fixée. 
On puurrait -?Ilvisager d'autres critères d'optimisation. 

1.1.2 Construction et utilisation d'un algorithme anytime 

Après avoir {'xposé les caractéristiques essentielles des al)!,llrithmes anytime, nous allons 
illustrer ces notIOns par un exemple de construction d'un algonthme anytime interruptible 
à partir d'un algorithme de résolution du problème du voyagl'ur de eumuH'[Cf'. 

1.1.2.1 Construction de l'algorithme 

D'après la description que nous venons de faire, pour obtenir un algunthrnr allytime, 

il faut extraire ou construire: 

- ttn {Jas élémentaire d'amélioratzon ttéralwe: C'est ulle caractèristiqup 'lut' lIOUS 
pouvoIrs r,'trouver dans beaucoup d':1lgorithmes qUI ne demandent alors aucune 
modification. 

- un évaluutt'ur du résultat ou cntère dl' qualtté: C\'!it une des difficultés principales 
de la constmction des algorithmes anytime que de trouver un nitpre de qualitl> du 
résultat intermédiaire calculé. Chaque nou\"eau problème, et. ('haqlHl nOIlVf'1 algo­
rithme demande UIl critère différent. 

- un profil dl' performance: Nons utilll,erons une dl"S t [(liS méthodes dÉ'rritel': da.ns le 
paragraphe 1.1.1.2 pour construire le profil de performance, et plus particulièrement 
la méthodt' statistique. Cne fois le criti>re de qualitÉ' pt les entré!'!'> dlUlsies, illw reste 
plus 'iU 'à (·oIl."ltruire la carte de la qualité et en déduirp un profil de ptrformanc('. 

GRASS et ZILBERSTEIN IGZ96j considèrt>nt que les fonctions diu's de support, ("est­
à-dire lA fonction d'évaluation de la qualitÉ' pt la fonction de généra.tion des instances 
(des entrées de l'algorithme choisi) sont du ressort du rom'ppteur dt' l'algorithme. Cela 
semble naturel tant ces deux fonctions dépendent de l'application Pour limplémelltation 
de l'algorithme anyti''le, ils préconisent également de fournir un pointeur sur la structure 
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de donnée sur laquelle travaille l'algorithme a.fin de pouvoir récupérer le résultat à tout 
moment, air.si qu'une information sur l'avancée de l'algorithme. 

Appliquons ces principes à un algorithme de résolution du problème du voyageur de 
commerce. 

1.1.2.2 Le voyageur de commerce (TSP) 

Le problème du voyageur de commerce est de construire un cycle Hamiltonien (une 
tournée) de coût minimum à partir dps sommets donnés. Nous travaillons sur la base d'un 
algorithme présenté dans IZil9JI. Le coût associé à une arête du graphe est ici la distance 
euclidienne et le gralJhe est supposé totalement connecté. Le cycle Hamiltonien de coût 
minimum est donc le chemin (revenant au point de départ) II' plus court au sens de la 
distance usuelle sur un plan, Nous appellerons ce chemin unc tournée. Lc principe de 
l'algorithme est de dlOisir deux arêtes au hasard Jans la tourn('t> calculée jusqu'au point 
considéré et d'échangN ces deux arêtes si la tournpf.' formée awc les deux art"tl's rchangées 
est plus courte que l'ancieune tournée. C'est un algorithme stochastique qui np garantit 
pas de trouver la tournèf' optimale (la plus petite). 

Etape 1: La fonction itérative existe déjà dans ret algorithme. qui se décompose comme 
suit: 

- Initialisation: choisir une tournée au hasard (une pf'rmu tation des sommE: LoS). 

- Corps: échanger deux arêtes du graphe au hasar~, de telle sortp que Il' coût du 
nouveau trajet soit inférieur â ('('lui de l'ancien: 

Coût(Tournee(n + 1)) ~ Coût{Taurw'e(n)) 

Etape 2: Ll' critèrE' dl' qualité> initialement choisi pM ZILBERSTEIN l'st le rapport dp la 
longtlPur df' la tollfll{>( optimale sur la longueur de la tOUfIlfo murante_ Remarquons 
que le problpmt> cl II voyagpur d€' commerce ('st un des nom hreux ras uù il n' pxistf' 
pas d'algurithult' polynomial pprmettant d'avoir une appruxunatlOll dp la valeur du 
('oût dp la solution optimale d'aussi près que l'on veut. CP qui reHd un critère de' 
qualité utilisant II' coût de l'optimal impossible à calcult'r. Ainsi, empiriquement ou 
pourr~ p;·'lldn· le critère suivant : 

Il 

, , ( 
longueur(Tourneetntt) 

li t) = ~--~----­
longueur (TourTlf'Pccnm-anu- ) 

(1.1 ) 

Ce critère p~ut ('ncore poser des problèmes car la qualité est fortement spnsible à la 
tournéE' initiale ~ous reviendrons sur œUf.' question dans If-' chapitre 3. 

Etape 3: Comme la stratégie de choix des lwuvelles arêtes à inverser Ir hasard, il est 
impossible d'analyser l'algorithme afin d'en déduire le protil de performance. Il faut 
donc utiliser la mi'thode statistique LE'.5 paramt"trl."s G et ttf'r daIL'l r algorithme 1.1 
représentent :?~J;r·etivement le graphe de départ ('t le nOI11},n' dïtl'rations qUE' nous 
voulons faire faire à l'algorithme. 
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ALG 1.1 Un exemple d'algorithme anytime pour le TSP: Random lmprouement Tour 
programme TSP-anytime 
Entrée: G un graphe 

iter entier 
Sortie: Tournée une permutation d'entiers 
début 

Tournée f- Tournée_ initiale(G) 
coût f- Coût(Tournée) 
Enregistre _ ré.'ilûtat(Toumée) 
pour i de 1 à lter faire 

al f- Chou_ arete_ hasard(Tournée) 
(L1 f- Chou_ arete_hasard(Toumt:e) 
d f- Coût(Tour) - Coût(Echange(Toumée, al, al)) 
si d> 0 alors 

Tournée +- Echange(Tournée, al, (2) 

coût f- ('uût - d 
Enregistrl'_ T-ésultat(Toumée) 

fin si 
fin pour 
Signal(TermtlICUson) 

fin 

avec: 

- Toumée_ initwle: fonction qui établit une tournée initiaIt' au hmmrd à partir d'un graphe 
C, complètement connecté, 
• Coût: fonction dl? calcul du coût d'une tournée (voir équation 1.1). 
- Enregz.stre_ résultat: fonction d'enregistrement du rÉ'sllltat ('ourant dans IIll!' ZOIl(' dl' 
mémoire accessible à un programme extérieur. 
- Choix (lrête hasard: fonction de choix au hasard d'UIH' ar{'tp d(, la tourni'l' courallt!'. - -
- Echange: fonction d'échange de deux arètt>s. 

Cet algorithnw calcule donc ater nOllvellE's tOIlTllÉ'es. LI' limitpr par II' lIombrl' d'itprp.­
tiocs zter est Ili'cpssrure puisqu'aucun criti>rf' (l'arrPt oaSt' :-,\l[ ré'valuation ùu COtIt dl' la 
tournée countntp par rapport à la tournée optimale n'est dHinit. Dans Il' cas contraire, 
il pourrait "dwrdlCr" mùéfilliment de r Jouve 11 t'S amélioratillns. L 'algorit hme est interrup­
tible puisqu'il sauvegarde à tout moment un résultat interm{>diairp r(>('upérable. Il peut 
titre géré par un autre programme, dit de contrôle, qui lui ('!1\'oiE' un signal dïntprruption 
ou le fait redémarrer après une interruption, Les carte dE' qualité et profil de performance 
probabiliste résultant de cet algorithme sont l'xposés sur 1('5 ti .... ure~ 1.3 pt 1. t rpsppctive­
ment, 
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1.1.3 Conclusion 

Nous venons de présenter le.5 bases de l'algorithmique anytime. Nous avons vu qu'un 
algorithme anytime offrait la possibilité de gérer un compromis entre le temps de calcul et 
la qualité du résultat. Ceci est rendu possible par l'introduction de la notion de résultat 
intermédiaire et de qualit~. 

Pour gérer ce compromis, il reste à définir des stratégies d'alhcatioll de temps à ces 
algorithmes et leur ordonnancement. C'est ce que nous prpsenterons dans le reste du cha­
pitre, en commençant par Ulle approche particulière permettant de composrr plusieurs 
algorithmes anytime pour en obtenir un plus complexe. Puis nous vrrrOIlS quelques ap­
proches de contrôle des <ùgo.ithmes anytime eL de quelques unes de leurs altE'rnatives. 

1.2 Composition optimale d'algorithmes allytirlle 

Nous abordons dans cette section la problématique de la composition dt's algorithmeli 
àuytime. La composition de modules anytime permet de décomposer ure application com­
plexe en plusieurs algorit.lunes anytime élementaires. Le but est dt> simplifipl' et accélérer 
ainsi la conception d'applications anytime. Nous présentons donc ici ies résultats essen­
tiels de ZIL3ERSTEIN IZil931 et RUSSEL !ZR961, auxquels nous devom:i ('ptte approche 
permettant (Pobtenir un algorithme à contrat en composant des a.lgorithnws anytime. 

1.2.1 Définition du problème de compilation 

LI." terme de compilation est utilisé par ZILBERSTEIN et RUSSEL pour faire r{>férencp 
à une transformation Up l'algorithme global cn un algorithme éUlytirne l:omposé, associé à 
une infomlution sur l'allocation des différents composants utilisaulp.R par un momteUT. Ce 
dernier est soit du t~ pp passif, si l'optimisation ct l'ordonnancement sont faits avant toute 
exécution, soit du typP actif si ces ordonnancement pt optimisation pellvE'nt (Ôtr(' n>mis ('Il 

cause lors dp J'exécut lOI!. pour ues raisons de r~a['tivité à J'état de l' Pllviroun('mpnt. Le' 
principe de la compilation est résumé sur la figure 1.8. 

ZILBERSTEIN et Rl'SSEL traitent de la compilation des algorithlllPs caractérisés par un 
profil de performancf' wuditionnel (CPP) mono ta nI." par rappurt à la qualitü dt' l' 'ntr('e 
et un contrôle (mollit('\ll') passif. 

Définition 1.6 Monotomczté par rapport à la quallté dr {"mtrh 

Un CPP pour un algonthme A vérifie la propnété de monotoTUnté par rapport à la 
qualité de l'entrée st. pour p et q c1C_'l qualités d'entrée de A. on a." 

'Vp,'Vq,J1 < q => CP P4.,p ~ CP P.4.r 

On dit dans ce ca.s que Le profil de performaru:e cond1.twnnel pour A et lJ domme le profil 
de performance condthonnel pour il et p. C'e.st-à-dlre que la qlJ.altté {'TL 80rttf' croît aver 
la qualité en entrée. 
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Algorithmes anylime 
élémenlaires 

1 Profils dl'" perfonnance 

Temps alloué ! (contrat) 
AllocatÎon optimale 
pour les composants 

Profil de perfonnance 
du système composé 

FIG. 1.8 - Princlpe de la composüion d'aLQonthmes anytzme 

1.2.1.1 Complexité 

Faisons une analyse plus formelle d'une classe génétalt' dl' problèmes de compilation 
générée par la composition fonctionnelle d'algorithmes anytillle. Les pxpressions fonction­
lleUes sont crÉ'pf'S par une fourtion dont les paramètres sont soit dl's variables cl 'pntrer, 
soit d'autres exprpssions fonctionnelles. 

Définition 1.7 Expression fonctwnnelle 

Une expre.sswn fonctionnelle sur F, un ensemble de fonctwns anytzm(~. d'entrée 1. 
est: 

- une va11able d'entrée i J E [, ou 

une expr'e.'i.ïwn !(9!,92, .... 9n)(IÙ ! E F et 91 est une e:rpresstun fondwnnellp. 

A A 

/\ j\\ 
/ \ / 
B c- B C 

'" ""/ 1 
D E 

D 

1 
li. li. ~ 

(a) DAC (h) arlm' 

FIG. 1.9 - Représematwn d 'une exprt'S,~tOn !cJT!etumneLLf 

Dans lE' cas des algorithmes à contrat. la ('ompilation consiste cl trouver pour cha.que 
allocation totale t. la meilleure> façon d'ordonner les composants pour optimiser la qualité 
du résultat de l'expression fonctionnelle, :\otons qu'uut' façon gl>uèralp dr représenter 
les expressions fonctionnelles est le DAG (Dmcted Acycltc Graph ou Graphr Acyclique 
Orienté) œmme sur la figure 1.9(a) pour l'e>xpressioll A(8(D(.r)),C(D(.r))) où D(.r} pst 
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une sous-expression répétée. lvIais qUaJld une expression fonctionnelle Il'a pas de sous­
expression répétée alors sa représentation est sous la forme d'un arbre (figure 1.9(b) pour 
l'expression fonctionnelle A(B(D(.r)),C(E(y)))). 

Nous alioIlB maintenant pouvoir donner les résultats de complexité de la compilation 
d'expœssions fonctionnelles. Ce problème est défini comme un problème d'optimisation, 
mais il est plus commode de résoudre La propriété correspondante (problème de décision). 
Il y a équivalence du point de vue de la complexité algorithmique entre une propripté pt 

son problème IG.J791IDeI96]. 

Définition 1.8 Le problème. GeFE (Global Compilation of Hmctaonnal Expresswn) 

Etant donnés : 

- une expression fonctionnelle e, 

- le profil de performance des modules aTLyt~me éLém.entalT'e.~ entrant dans la compo,<;l-
lIOn, 

- et ['aLlocatwn foto.le de temps B, 

Pour une constante J( donnée, existe-t-il un ordo1lnancement df.ï compusants 'lm rés1dw 
en une qualité supénf'Urf ou égale à K? 

Théorème 1.3 Le problème GCFE est NP-compld au. sens fort. 

ZILBERSTEIN en fait la preuve eu réduisant le problème de sac à dos partiellpment 
ordonné IGJ79j li GCFE. L'n problèmp NP-complet au sens fort IGJ79], s'il n'existe pas 
d'algorithme pseudo-polynornial pOUl' le résoudre. 

Dans le cas partHuli<'f d'une \'('[Sion rér]uit-t' du problème GeFE, ("pst-à-dire le cas 
où l'expression fonctionnelle ne clJmporte pas de sou~-expressioll répéU'e. 1(' problè>llW 
conserve une combinatOire complexe. 

Théorème 1.4 Le pr'oblème CCFE structuré en nrbrf' C.'it NP-ccmplet. 

La preuve de la :'\P-complétudf> est faite en réduisant le problème du sac à dos. un 
probléme ;";P-complf't. Le' problème est le m~me que précédpmmpnt mais il e'xistp une 
relation d'ordre total dans l'ensemble des paquets IGJ791· 

Pour distinguer la différenr:e dl' complexité putn.> les dt:'ux cas, il fam imaginer le 
nombre de comparaisons supplémentaires nécessaires avec un (min.' partiel. De mèm<" 
une représentation avec un DAG implique que pour une même' sous-{'xpre~sion. il n'y a 
pas forcémeI:t la mêl1lt3 allocation de temps, ce qui complique le problème. 

Toutefois, Cf>S complexités ne sont pas satisfaisantes. C'est pourquoi nous pré.selltons 
dans la suite une méthode qui rend la c.ompilation rraticable, sous certaines conditions. 
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1.2.1.2 La compilation locale 

Uidée de la compilation locale est de remplacer un seul problème d'optimisation com­
plexe par un ensemble de problèmes d'optimisation simples dont le nombre croit linéai­
rement avec la taille du programme à compiler. Si les problèmes d'optimisation locaux 
peuvent être résolus de façon polynomiale, alors le calcul total devient lui aussi poly­
nomial. II faudra toutefois s'assurer que cette méthode est optimale, c'est-à-diœ qu'elle 
donne le même résultat que la compilation globale. 

Définition 1.9 Compllation locale 

La compi/aiton locale est l'optimtsation de la qualtté df sortie d'une constmcttOn al­
gOïlthmzque en ne considémnt que les profil" de performance des Sl!.q sous-composants 
immédiats. 

Théorème 1.5 Optimalité de la compilation locale 

Soit e une expression foncti(lnndle de profondeur arbttnnre n, dont les CPP sah.'lfont 
à l'hypothèse de monotonicité de la qualité J. 'entrée, aloT'.'; pO'UY' toute mtrée et pO'U.7· une 
allocation totalr' de temps t: Q;(t) == Q~(t) où Q~(t) e1it le résultat de la comptlation 
locale (LJ, et Q~(t) est celui de la compilation locale. 

Nou':. savons, grâce au théorème 1.5, que l'optimisation lUCIlie donne un résultat optimal 
sur un problème global. Il faut alors poser les couditions sous lesquelles nous pouvons 
réduire la complexité du problème de compilation. Cettt> n"duction est définie commE' 
suit: 

Théorème 1.6 Réduction de la compleXlté de la cornpilatum locale 

Posons n la ta:lle de l'exprelJsion fonctlormelle et UtlltMTL8 des profiL') de perjonnance 
discrets avec une allocation manmale de temps t. Le problème GCFE structuré f.Tl arbre 
est polyrwmtal m hl. S01J...'1 les condztwTLs de monotomnté df' la qual1tr des entrées et de 
facteur de braucht.ïlent bomé. 

La monotonidtê garantit l'optimalité de la qualité du résultat. Il suffit alors de f(.>pHer 
O(Tl) fois la compilation locale, le nombre de noeuùs dans l'arbre' dl' composit.ion. Le 
facteur de brandmnent borné par k entier permet de dire qut> la compilation globalE' est 
de eomplexitê ()(ntk ). 

Il n'y a pas dt' contradiction avec le fait que le problèuH' du sac cl dus est NP-complet, 
puisque ce théorème prouve que le problème GCFE est polynomial e11 nt. Ce problème 
n'est pas polynomial en fonction de la taille de ses entrées, mais en fonction de leur valeur. 

En termes de besoins en espace, la compilation localt> a la même complexité que 
la compilation globale, car elle nécessite seulement 0(11) profils de pf'rforrnance séparés 
supplémentaires. L'espace occupé est dOllC seulement multiplié par un facteur constant, 
pour Ulle instance du problênw donnt!e. 
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ZILBERSTEIN IZH931 propose d'étendre ces résultats à des familles de composition plus 
larges. D'après j'optimaiité de la compilation locale, il faut que l'opérateur de composition 
respecte deux règle!': 

- qu'il produise de1 ré.~ultats dont la qualité dépend de la qualité de ses entrées et du 
temps d'allocation qu'il lui est donné. 

- que les CPP de l'opérateur vérifient la monotonicité. Beaucoup d'opérateurs utiles, 
comm\.! les opérateurs conditionnels ou booléens, ou encore les boudes. vérifient ces 
deux conditions. Ces cas sont abordés dans IZil931-

1.2.1.3 Heuristiques 

La compilation locale ne donne pas de trps bons rpsultats quand fille pst appliquée cl. 
de& expressions fonctionnelles avec des sous-expres~iolls répét(,ps. Lp problrIIle E'$t qu 'clll' 
alloue du trmps à tous les noeuds de l'arbre, rt les sous-expressions répétées sont alors trai­
tées plusieL 'i foi" diff(·reUlment. Afin de remédier à ce problènll'. ZILBERSTEIN a propose' 
dans sa thèse IZil931 trois méthodes cl 'allocation qui traitl'nt les t'xpressions fonctionnelles 
en général. Ces trois méthodes ont été dêv~loppées en utilisant la représenta.tion discrète 
en tableau des profilH dr performance. La complaxité est le cout cn temps de calculer 
l'allocation optimale des composants pour une qualité d'entrép pt un t,pmps total quel­
conques. Pour obtenir une allocation de complexité raisonnaulr, il a donc fallu faire des 
concessions sur l'un \-11 l'autre drE paramètres de la compilatioll, rom me le facteur de 
branchement. le nombre de sous-expressions répétl>es, mais aussi sur l'optimalité parfois. 

1.2.2 Conclusion sur la composition de modules anytinle 

Les résultats de ZiLBERSTEIN et RUSSEL présenti's ici nous lllontrent 'lu" la composi­
tion modulaire d'algorithmes anytime peut être imp!i>l11pntl>e. Eu particulier. nOlls savons 
que: 

- le profil de performance d'un système composé, sous la [ormE' cl 'un alp;onthlllE' à 
foutrat, est ralculable automatiquement, 

- le système résultant est transformable en algorithme lIltt'ITllptiblp ail prix d'tlIlP 

pénalité multiplicativr constante. 

Le problèmE:' cie la compilation l'''it ainsi formalisé et résolu dans le ca~ d'exprpssiom: 
fonrtionneHes. hors ligue la plupart du temps gràce à la formalisation des CPP. Les travaux 
actuelh sont dirigés \'('rs l'évaluation de cette approche sur des pssais "grandeur nature", 
l'étude d'autres struetures de composition, l'extension des algorithmes anytime à l'action 
et la mesure anytirnf:' et PHlin le développemput d'un pIlvironnement de programmation 
anytime amorcé dam; IGZgGI· 
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1.3 Gestion des algorithmes anytime 

L'algorithmique anytime vise un compromis entre le temps d'exécution et la qualité 
du résultat de tels algonthmes. A cette fin, des études ont défini des techniques de gestion 
(le terme de momtoring est parfois utilisé) des algorithmes anytime. Et c'est l'objet de 
cette section de présenter quelques unes de ces principales approches de gestion. 

1.3.1 Généralités 

Par gestion nous entendons le choix des algorithmes à exécut<>r ainsi que la durée 
d'exécution et les instants de déclenchement. Il y a dOllc en fait deux parties dans ce 
que nous devrioIls appeler la gestion des algorithmes anytime: UIlL partie de planification 
(le choLx de.s algorithmes) et une autre d'ordonnancement (gestion du temps). Le but est 
finalement d'optimi'ier le résultat en terme de qualité tout en respectant les dates limites à 
l'aide d'un ou dl:' plm,ieurs algorithmes anytime. Nùus verrons que les approches préselltées 
diffèrent surtout par la structure des tâches ut~lisées, les rf'lations entre ces tâdws, E't la 
façon de gérer !ps dates limites. 

1.3.2 Approche de Boddy et Dean: Deliberation Scheduling 

BODDY et DEAN proposent une mPthode, le Deliberotzon Schl-duLmg (OS) IBD94j, 
qui est une première approche pour la C'ombinaif'lvll de plusil ,.rs algorithmes anytime. Ils 
utilisent pour ('pla des profils de performances npprochés. du type rontinu linéaire par 
morceaux avec \lne pent.e décroissante. Cette dernière propri(>té est appelé le ,. dtmt1U,shing 
retU17/.B", Cf' qUI se comprend bien intuitivement puisqm' If> gain uttpndu d'uu Illon'eau 
à l'autre est dl:' moins en moins grand avec II.' temps. LI:' diminishinp; rptums est une 
hypothèse esspntieUe pour l'algorithme d'ordonnancempui proposé et puur sou optimalité. 
Le modèlE' d'algorithme utilisé ici, :l part son type de profil de performance simphfié, est 
celui des algorithmes anytime interruptibles originels IDBSsl. 

Quand on parle de combinaison d'algorithmes dans le nlS du Dehberatwn Schedulmg, 
il ne s'agit pas de compOSItion d'algorithmt' comme dans l'(~pprodl(' de ZILI3ERSTEIN et 
RUSSEL présentée dans la section 1.2. DEAN et BODDY cunsidèrent en fait \111 système 
deva.nt répondre' à un ensèIllble de conditions ou proulêmes. :\ chucUllP de ces conditions 
correspond un algorithme et un profil de performance associé. La réponse à chacuIH' des 
conditions est supposée totalement indépendante dp.s r~ponsl's aux at1tr~s conditiuns. Il 
s'agit doue du partage d'une ressource de temps de calcul entre plusie'lTs algorithmes 
indépellliants. L'·.n n'exploite pas les résultats de l'autre. Ainsi, il n'y a pas de relation de 
précédence entre ces algorithmes autre que celle imposée par les dates limites distinctes 
qui font que l'un doit se terminer impérativpment avant l'autre. 

Hors cette contrainte de date limitè, le partage du temps est enti(>rement libre. Etant 
donné un profil de pprformance pour chacun (}r ces algorithmes, la question du Delibera­
tion Scbeduliug est. de trouver les allocations explicites de tl'tUpS que l'on doit fairE' pGJr 
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Qualité Qu:ûité 

Temps Temps 

Profil 1 Profil 2 

Etapr. 1 Etape 2 

FIG. 1.10 - Exemple de fonctionnement de l'algonthme DS 

chacun des algorithmes afin qu'ils produisent les résultats de la meilleure qualité pos~i1ble 
avant leurs dates limites propres. Pour cette optimisation de la qualité, l'algorithme OS 
se base SUl' l'effet attendu de ces allocations sur les performances l J l)yqtème définies 
par le.s profils de perfOmlaIlCe. Le critère d'optimisation choisi par DE \" ,t BODDY ici 
f'st de maximiser la somme des qualités des résultats fourni par d1l1C'1ll deh algorithmes. 
Ceci suppose que les qualités ont des valeurs adéquates reflétant It>ur importance vis à vis 
des autres qualités. Si on suppose par exemple qu'aucune qualité 11 'a plus d'importance 
qu'une autre, la qualité pour chacun des algorithmes sera normalisée. Dans un premier 
temps, les dates limitps sont supposées être connUfS précisément. 

Le principe de l'al~orithme de Deliberation Scheduling (OS) est de partir de la dernière 
date limite (la plus tardive) et de travailler à rebours. A chaqlH' itération de la bouclf' 
principale, le programme alloue un certain intervalle de temps de calcul à un algorithme, 
dont la date limite arrive plus tard que l'instant auquel on Sl> trouve. Le programme OS 
consiste pn fait en trois boudes itératives: la premi('>rf' initialisr It'S variabl('s d'allocations, 
la deuxième détermÏlw combien de temps allouer à chacun des algorithmes. et la troisièrnf' 
détermine à quels instants les algorithmes doivent être lancés. :'\0\15 décrivons la stratégie 
de c:et algorithme OS sur la figure 1.10. 

J)ans cet e..xemplp (figure 1.10). on considère deux algorithnlPs dont 1(>5 profils de> 
per.ormance sont Profill rt Profil 2, linéaires par morceaux par hypothèse. Les deux dates 
lirüites respectives sont CI et C2, avec Cl < ('2' Comme nous le disions plus haut, honnis 
la phase d'initialisation, il y a donc deux étapes dans cet aigorithme OS: l'allocation de 
teII'ps il chaque algorithme et l'ordolluacement des exécutions. 

La première étape commence donc par affeC'ter à une date dp réferenc(' nommée t 
(temps courant) la date limite la plus tardive (iei t = last(+x) = c~), L'algorithme 
procède ensuite à rebours en partant de cette date t jusqu'à ce qUt' t soit égal à t, la date 
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de départ du calcul. A chaque itération, DS calcule un intervalle de temps ~ à allouer, 
égal au minimum de trois paramêtres: la différence t - t (le temps te 1.1 restant à allouer), 
la différence t - last(t) {intervalle entre la date t et la date limite la plus tardive avant t, 
ici égal à t - cd et enfin le temps minimum à allouer pour qu'un profil change de pente. 
Ensuite DS cherche l'algorithme avec le plus fort gain pour lui allouer le temps ~. Cet 
algorithme est choisi parmi ceux dont la date limite est supérieure ou égale à t (ici il n'y a 
que C2 à la première itération). Le plus grand est entendu pour un algorithme à l'endroit 
du profil correspondant au temps déjà alloué pendant les it€>rations précédentes. Ensuite 
le temps t est bien sûr décrémenté du temps alloué, soit t - ~. 

Un résultat important de BODDY et DEAN StH cet algorithme DS pst qu'il est optimal 
pour ce types dp profils de performance et de dates limites. Il est important pour obtenir 
cette optimalité flue les profils de performance respectent lE' dl1ntmshmg retums. Si le gain 
n'est pas garanti de diminuer avec le temps, c'est l'étape de choix du profil avec le plus 
fort gain qui est mise en défaut. En effet, si le dimmishmg retums est respecté, OS ne 
restreint en aucun cas ses choix futurs étant donné que les intf'rvalles suivants sont garantis 
d'avoir un gain égal ou inférieur. Quand un profil est choisi pour son gain maximal sur un 
intevalle donné, il est certain que c'est le meilleur choix, car A l'avpnir, avec le dimintshing 
retums, un intervalle ne peut pas avoir de gain plus grand pt remettll:' . '\ cause Ip choix 
effectué. Vn expmple de situation défavorable où les profils de perfomances 'le respectent 
pas le diminis/nng returns est. donné dans l'article 180941 

BODDY et DEAN proposent d'ailleurs une e.xtension où les dates limite.s sont incer­
taines, mais l'algorithme, inspiré du premier, n'est plus optimal. Nom; ne prèsf nterons pas 
cet algorithme. L'application principale de cette approchf' pst la planificatioll tf'mporl'lle 
(Time-dependuut Planmng IBD94j). 

1.3.3 Approche de Hansen et Zilberstein 

Cette appw('he utilise les algorithmes anytime tels que nous les avons décrits dans la 
première partir de ce chapitre. Le problème qui se posp in pst un problème de contrôle 
des algorithmes anytime: 

"hure uu compromis optimal entre lt'mps et quahtè n'quiert Je déterminer 
combien de temps doit calculer l'algorithme. et quand l'alTètpr l't agir snr la 
solution courante disponible"fHZ96} 

Le principe l'st d'obtenir la qualité la plus élpvée daus un temps minimal. Pour cda, 
HANSEN et ZILBERSTEIN [HZ9611Zil931 introduisent la notion de profil de performancE' 
probabiliste (prubabllistic perfonnaTLce profile ou PPP) qui décrit \lDe distribution de 
probabilité de la qualité et du temps. A chaque point dr;> la courbe PP P(qlt) obtenue, 
ou à chaque case du tableau dans la représentation discrète tabulaire, on associe une 
probabilité d'obtenir une certaine qualité q après un temps df' calcul t. Eu complément de 
ce modèle de profil de performance, il est nécessaire d'avoir un modèle d'utilité dépendante 
du temps d'une solution. 
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A partir de ces hypothèses, le temps de calcul optimal d'un algorithme anytime peut 
être calculé a,vant sont exécution, sans eontrôle (monitoring) lors de SOIl exécution, en 
résolvant la formule suivante: 

arg mF L PPP(qlt)U(q,t) 
q 

Dans certains cas, l'utilité dépend aussi de J'environnement et notamment de son état 
quand la solution de l'algorithme a influencé ce dernier. HANSEN pt ZILBERSTEIN essaient 
alors de modéliser cette incertitude sur l'état de l'environnement en introduisant P(slt) 
une probabilité de se trouver dans un état s après un temps t. On a alors U(q,s,t) l'utilité 
d'arrêter l'algorithme anytime après un temps t avec une solution de qualité q obtenue 
dans un état s. L'équation définissant le trmps de calcul optimal s'écrit alors: 

arg mfx L 2: PPP(qlt)P(slt)U(q,s,t) 
I[ S 

La méthode que uous venons de décrire est un moyen d'obtpnir le tPInps dp calcul op­
timal au sens de la meilleure qualité/utilité possible quand on vrut faire le ('a.leul avant de 
lancer l'algorithme. HANSEN et ZILBERSTEIN proposent égalempnt df' calculN ce temps 
optimal mais cette fois-C"Î pendant l'exécution de l'algorithme. Pour cpla, ils expliquent 
comment étendre le cadre qui vient d'être décrit en précisant quelle forme doivent prendre 
les informations de performance de l'algorithme manipulé et en proposant un modèle de 
"moniteur" d'exécution capable d'améliorer un temps d'arrêt dt" l't~gorithme avec l'infor­
mation collectép en tf'mps réel (pris au sens run-tnne, c'pst-à-Jire pendant l'pxécution). 
Nous nous contenterons d'expliquer les grands principes de ce modË'le décrits dans IHZ961 
et IZH93!. 

Pour teni; comptp des informations collectées pendant l'exècution. les alltpurs intro­
duisent un profil de performance dynam1'Jue qui pcnnet de pri>dirp les améliorations quP 
l'on peut espérer sur Ulle solution obtenue dans un état s (lt apn\:; lIIl temps de calcul t si 
on laisse l'algorithme poursuivre pendant un temps supplémE'ntaire ~t. Soit P{qlf,t,~t) la 
probabilité d'obtenir unt:' solution de qualité li en rplançant un algorithme anytime (inter­
ruptible, sinon, avec IIll algorithmr à contrat, il faudrait le relaIH'pr de zéro) pour un temps 
de calcul supplémentaire ~t quand la solution ~ourante obtenu après un tpmps t possË'de 
une propliété f. Cettp propriété peut être la qualité, uu touü' autrr caractéristique dl.' la. 
solution courante. 

HANSEN pt ZILBERSTEIN insistpnt d'ailleurs sur les difficultés qui pruvpnt existpr à 
essayer d'obtenir un tPl profil de performance, sachant déjà qlH' pour certains algorithmes 
il peut être impossible d'évaluer la qualité en cours d'('xécutiOll. Cl'ppndant ils supposent 
que beaucoup d'algorithmes possèdent cette propriété de prédiction. D'autrrs améliora­
tions concernant I~ cl\padté de prédiction peuvent être imaginét·s, c:omrne l'estimation du 
comportement futur df' l'algorithme à partir de la trajpctoire déjà suivie. 

Enfm, il est nécessaire de tenir compte des changements dans l'environnement. Les 
mêmes extensions que pour les profils de performance sont possiblE's pour le modèle d'oc­
curence des étaLe; de rpuvironnement. Par exemplp, on peut notrr P(s'Is,~t) la probabilité 
d'arriver dans un état s'après un temps 6t sachant que l'on est dans un état s. 
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Tous ces modèles sont construits pour déterminer l'instant optimal de l'arrêt de l'algo­
rithme anytime interruptible. C'est donc à partir de ces définitions que HANSEN et ZIL­

BERSTEIN proposent tout d'abord une stratégie de contrôle myope: tant que la qualité du 
résultat est croissante (représentée chez eux par l'EVC. Expected Value of Computation, 
c'est-à-dire la différence de valeur entre le résultat espéré et le résultat courant) après 
Hn temps de calcul supplémentaire 6.t, alors on continue le calcul. La stratégie est dite 
myope car 6.t représente un pas élémentaire de temps. Ils prouvent l'optimalité de cette 
stratégie quand la valeur espérée du calcul (EVC) est négative à (i + J.t, q + .6.q) si elle 
déjà. négative en (t,q). C'est-à-dire quand l'EVe possède un maximum. Un complément 
d'étude, que nous n'exposons pas ici, propose de tenir compte du temlJs de réponse du 
contrôle exercé sur l'algorithme anytime. Dans la solution proposée ce tempL de Ct)ntrôle 
représente un coup fixe, ce qui semble raisonnable. 

En résumé, cette approche apporte une description d'un modèle de contrôle dyna­
mique, c·p.st-à-dire pendant l'exécution, sur les algorithrnt's anytime intprruptibles et une 
stratégie pour Urégler" la fréquence du contrôle afin de réduire les temps de réponse pen­
dant l'e.xécutioll de l'algorithme. Quelques pistes de discussion sur les complications éma­
nentes à la réalisation de profil de performance et à l'évaluation de la qualité d'un résultat 
final ou intermt'diaire sont données. 

1.3.4 Le raisonnement progressif 

Le raisonnement progressif, utilisé par MOVADDIB IMou931, est une approche qui t.in' 
son principal intérêt de la difficulté pour certaines applications de construire des profils 
de performanc(>s. C'est le cas, par exemple, du raisollnement à babt' de connaissance 
IMZ95j (Knowledge-based reasoning), où les techniques aetuf'tles ont du mal à s'adapter à 
l'algorithmique èUlytime, en raison de la grande variabilité dr la performance t'Il fonction 
du temps seion les instances mises en entrée de l'algorithUlP. 

Afin d'pvitE'I' cie construire un profil de performance !JPU prédictif. le raisonnpn1el." 
progreb'Sif utilist' plusieurs niVeatLX de traitempnt afin dp t ransfornwr graduellenH'ut une 
solution imprécise pn solution précise. Le fait de structurpr les entréps. en accorda.nt un 
poids à chaeune d '''lles en fonction de son importance, pt, la connaissancp pst UIl farteur 
important de l't'space de recherche. En effet, le nombre dt> données et dl' LOIlnais . ..;ancf's à 
chaque niveau est restreint à un sous-ensemble sélectionné par ur critùre dit de grarmiarité. 
En limitant l'P!-ipacc:> de recherche, on a bf'aucoup plus dp chance de' puuvoir prédire le 
comportemeut df' l'algorithme en terme de performance. :--;otons qUl~ la hiérarchisation df' 
la connaissance convient bien aux applications telles qut' la planification hiérarl'hiqut>. 

C'est donc par la structure des tâches que le raisoDlwrnent. progressif se di:-:tingue. 
Comme nous h' disions plus haut, il n'est pas nrcessaire d'avoir un profil de performance, 
mais juste IIU ensemble de qualités associées ~ux Iliveaux d'«,xécutioll d'une tàche. Chaque 
résultat fourni à un niveau donné est exploitable et rt'prrsente une vue intprmédmire 
(approximée) dt' la solution optim,J.le. La transition entre les niveaux est faite en ajoutant 
des données et df:s traitements plus précis qu'auparavant. Il pst fait autant de transitions 
que nécessaire pour atteindre la qualité ùptimale ou le temps limite fixé a pnon. Il peut 
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FIG. 1.11 ~ Structure de tâche pour le misonl1ement progressif 

e..'Cister de surcroît Unt' incertitude sur le temps nécessaire à l'exécution de chaque niveau 
ainsi que sur les datf's limites qui peuvent varier dynamiquement au cours dE' l'exécution. 

Nous n'avons cOllsidèré pour le moment q'une seule tâche pour le raisonnement pro­
gressif, MOUADDIB l'i ZILBERSTEIN (M'l981 proposent de gérer un problème décomposé 
en plusieurs unités indépendantes comme illustré sur la figure 1.11. De plus. ils proposent 
que la liste des unités soit mise à jour dynamiquement. 

La structure de tilche est la suivante: 

- HI, DI sont respectivement la hiérarchie et la date limite de la tliche i. 

- Hl = {L:. L; . ... , L~} avee L: le j ème niveau de la tache 'l considérée. 

- chaquE' ni\'f'au est associé à une distribution de probahilité discrète du temps 
d'exécutioll et à une qualité, 

Etant donné un t'nsemule S, le problème dt' l'ordonnancpment des liu'hes est de 
construire un ordre J'('xécution de ces tâches et dp chacun Jps niveaux qui maximise 
l'utitité du système et dt· savoir comment réviser cet ordonnancement qutUld de nouvelles 
tâches arrivent dans S. Afin de rlt50udre ce problème, MOUADDIB et ZILBERSTEIN pro­
posent de modéliser le problème d'ordonnancement et de contrû!t· du raisonnement pro­
gressif par un problème de contrôle de processus de décision markovien (MDP). Les états 
du processus représentent alors l'état courant des calculs en tl'rm<, de tâdH' et de niveau 
ainsi que de temps ècouU', A r.haque état est associée une quantité, <lppelée récompense, 
dépendante de la qualité du résultat. La récompensE> d'un état est la quantification du 
bénéfice de l'exécution de chaque niveau ou d'une tâche. Le mrùële de transition e.st défini 
fJar Pincertitude sur la durée d'exécution associée au niveau sélE>ctionné pour l'l'xécution. 
En fait, les detLx types de transitions possibles sont soit Uexécuter un niveau supplémen­
taire", soit ''passer à la tâche suivante en exécutant son premier niveau", Sachant cela, il 
est supposé que les t.âches sont ordonnées en fonction de leur date limite (,t qu'une fois 
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q: qualilé 
d: durée d'exécution 

Fm. 1.12 - Exemple de structure de lâche à ordonnancer par le "de:;ign-to-tzme". 

faite la transition vers une tàche suivante, il n'est pas question de revenir sur la tâche 
"abandoIlnée". 

Grâce à cette approche et avec ses hypothèses, MOUADDIB et ZILBERSTEIN établissent 
qu'une politique optimale pour le MDP (un ensemble de transitions qu; donne la rrcom­
pense finale maximale) est un ordoIlnancement optimal pour le problème de raisonnement 
progressif. L'arrivée de nouvelles tâche"s en cours d'exécution pst prise cn compte en re­
classant la nouvelle tâche en fonction de sa date limite. Des extensions du modèle que 
nous venons de décrire sont en cours ou achevées. Nous pensons en particulier il la prise 
en compte d'une incertitude dans la qualité, la dépendance entre les qualités (résultat 
d'un niveau préc(ldent), et '" la gestion des Jifférentes tâches dans un t nchainement oon­
linéaire, et la prise en compte de plusieurs modules par niwau et d'un environnement 
dynarniqu: !Z~1991. 

Pour situer cette approche de raisonnement progrE'.5sif par rapport à l'algorithmique 
any'time, nous pouvons dire que l'e.'dstence dt' niVeatL"'i: d'ex(l('ution fait que le raisonnement 
progressif s'inscrit (lgalement dans l'approclu' de compromis entre trmps et qualité. 

1.3.5 Design-to-time scheduling 

Le "De~<jign-to-Time". proposée par GARVEY pt LESSER IGL931, visp également à éla­
borer un plan d '('xécution en tenant compte de tout le temps disponible pt en maximisant 
la qualité du résultat fourni. Dans celte approchl, le probl&me à résoudre est modélisé 
en un ensemble de tâches interdépendantes, avec des alternatives pour accomplir chacune 
de.s tâches et non-pas une solution unique. Il existe alors pour chaque tâche un évpntail 
de réponses pOS8ibles de différentes qualités pt de différents temps d'exécution. La qualité 
de la solution au problème global e.<;t une fonction de Id qualité des tâches individuelles 
Le principal sujet de recherche sur le "design-to-time" port(> la prise en compte de l'in­
teraction enlre les sous-problèmes quand on construit un plan d'ex{>cution. GARVEY et 
LESSER distinguent des interaetions "dures" qui doivent étn' rpspectées pour trouver des 
solutions correctes (par exemple, des contraintes de précéd(,Ilce) et des interactions "sou­
ples" qui peuvpnt améliorer ou influencer les performanceli (par exemple, les contraintes 
"facilitantes", c'f'''st-à-dire la tâche A facilite l'exécution de la tâche B). 
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Nous décrivons un exemple de la représentation d'un problème qui peut être résolu par 
le "design-to-time" en figure 1.12 basé sur le modèle TAEMS (Task Analysis, Environment 
Modeling, and Simulation IDL93J). DanR la struture de tâche TAEMS, les feuilles du 
::;raphes représentent les parties exécutables, appelées mét,l,odes (ici ml, m2 etc.), et les 
b. Itres noeuds, c'est-à-dire les noeuds supérieurs (ici Ta, n, etc.) des tâches composées dont 
la qualité est fonction de la qualité des cious-tâches, Chaque graphe isolé est appelé groupe 
de tâches (TG.). Les connexions honlOntales entre les tâches représentent les interactions, 
comme: 

- déclenche (enables): la tâche A doit atteindre un certain sruil de qualité avant que 
la tâche B puisse commencer correctement son exécutio.l. 

- facilite (facilitate.s): si la tâche A atteint t:l certain seuil dl' qualité, l'exécution dl' 
la tâche B est fadlitée, c'est-à-dire qu'elle produit un résultat de qualité supérieure 
dans un même d{>}al ou produit un résultat de même qualité pour un d{>lai plus 
court. 

Etant donné une structure de Cl"tte forme, le principe de l'ordonnancement "design­
to-time" est de construire dynamiquement dl's plan d'exécution rn priVilégiant les plans 
qUÎ, par ordre de priorité, aboutissent à des qualités non-nulles pour tous les groupes de 
tâches, mtL-ximisent la somme des qualités de tous les groupes de tAdIes, et minimise J.p 
temps total d'exécutIOn des m{>thodrs. Le résultat dl' cet algorithme d'ordonnancement (,.5t 

un plan d'exécution qui spécifie quelles méthodes exécuter, quand 11'.5 expcuter lt quellps 
valeurs sont attendues après leur exécution. 

GARVEY et LESSER travaillent donc à l'amélioration dl" cpt algorilhme d'ordonnan­
cement et à l'extension de leur modi'le de tàche afin. par exemple, d'îtttroduin de l'in­
certitude dans la durée d'exécution et la qualité c!ps méthodps 1'[ d(' nouvelles relations 
entre les tâches. Il proposent même d'étendre le "design-to-timp" ri l'ordonnancement ries 
algorithmes anytimp par un moyen simple IGL961: ehoisir quelqups temps d'pxécution (~t 
leur qualité correspondante dans Ip profil de performance afin de les considi'rer comme 
des méthodes différentes pour unE' tâche. Le problème a.lors est dt' déterminer combien de 
points il faut prélevllr dans le profil de performance pour obtenir dl's rl>sultats satisfaisants, 
c'est-à-dire un ordonuanrement dont le temps d't'xécution est raisonable. Lt' nombre de 
points est assez faiblt· (de l'ordre de 4 ou 5 méthodes) car t'fl!iuitr', mpme san:; considérer 
la complexité .. '- l'ord011I1ancement. sa qualité n'augmente plus sensiblement. 

Un des derniers axes d'étude de GARVEY et LESSER est de considérer l'algorithme 
d'ordonnancement "drsign-to-time" comme un algorithme anytimelGL961. eu effet, ret 
algorithme donne des rl'sultats toujours meilleurs si un temps suppl&mentairE:' lui est alloué. 
c'e:;t-à-dire si un plus grand nombre d'alternatives sont considérées. Par contrt'. les auteurs 
sont peu optimistes sur la possibilité de construire un profil de prrformanee a pnori pour 
l'ordonnnan<-ement d'une structure de tâche particulière. 
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1.4 Conclusion 

Nous venons de presenter une analyse bibliographiquf' dans le dOIDu..ne de l'algorith­
mique anytime. Nous avons pu voir que pour obtenir le compromis entre la performance 
de l'algorithme et son temps de calcul, il était nécessaire de définir un "évaluateur" appelé 
qualité, qui placé dans un environnement applicatif faisait place â la notion d'utilité, et 
de construire un profil de performance, reflet de l'évolution de cette qualité en fonction 
du temps de calcul. Nous avons également vu que deux types d'algorithmes anytime exis­
taient (interruptibles et à contrat) et qu'il était possible de passer de l'un à l'autre avec 
certaines cc,ncessions. Nous avons également e..xposé les indications préconisées par ZIL­

BERSTEIN pour 18 construction de tels algoritlm,es. Enfin. IlIl travail sur la compositiun 
d'algorithmes anytime a été présenté. 

Nous avons ùans un t!euxième temps abordé les problèlIlC'S d'utilisation des algorithmes 
anytîme et notamment l'e..xploitation de compromis temps: performance. Cf'ttf' partie a 
donc concerné les techniques d'ordonnancement et de contrôle des algorithmes anytime. 
Nous avottS vu quP des alternatives à ces algorithmes existaient, nCltamment le raisonne­
ment progressif permettant, entre autres, de se passer de la notion dr profils de perfor­
mance. 

Rewarquons q11e ces approches différentes au premier abord, se rejoignent dans le prin­
cipe de compromis temps/performance. C'est pourquoi, nous les classons toutes dans l'ap­
proche algorithmique anytime. Notons que l'ordonnancement des algorithmes à contrat, 
de par leur nature non-interruptible, se fait avart de lancer I"exécution, contrairement aux 
algorithmes interruptibles. De plus, les techniques d'ordonnancement proposées supposent 
la plupart du tc>rnps qu'un évènement interrupteur va survpnir .\ une date fixée et pri>dse, 
ou au pire, situé avec une certaine incertitude sur un intervalle de temps limité. 

Il est alors légitime de se demander s'il n'pxiste pas dflS situatiolts pour lesquelles 
non-seulement il Tl·Y a pas d'information sur l'arrivl>e de !"i"lènement interrupteur, à part 
un intervallp ùe temps d'une certaine taille qui peut être conséquente, mais aussi pour 
lesquelles nous ne disposons pas d'algorithme illterruptibl(', mais seulement à rontrat. 
Dans le ehapitrp suivant nous proposoIlS une approche dans laquelle il pst possible de 
donner un ordollnancement d'un algorithme à contrat qui garantit Ip mc,illeur résultat en 
moyeune sur lïntervalle de temps. Cette apploche peut t-'trp vue rom me une alternative 
à la transformation d'un algorithme à contrat en algorithlllP interruptible proposée par 
ZILBERSTEIN pt RL'SSEL, présentée dans ce premier chapitn'. 
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Chapitre 2 

Maximiser la qualit~ moyellne 

En toutes choses les extrêmes sont rares, les choses llloyrnnes trps communes 
IPlatonl 

A notre connaissance, la plupart des études menées ~ ce jour sur l'optimisation de 
la qualité des algorithmes anytin •. n'ont considéré que la qualité du rt>--Sultat final. Le 
problème auquel nous nous Intéressons ici est celui de rrm .. ximiser la qualité moyenne d'un 
algorithme anytime à contrat sur un intervalle de temps. Tout d'abord. nous illustrons et 
motivons informellement ce problème avec quelques situations concrètes. Ensuite. nous 
prouvons que le problème est NP-dur, mais quadratique si l'intervalle de t.emps est assez 
grand, Finalement, nous donnons des résultats empiriques qui nous pprmettront ,l'envi­
sager les cas pratiques pour l'utilisation de notre approchp. 

2.1 Exposé du problème 

2.1.1 Situation 

Les problèmffi r\P-durs comme la planification ou la prisE' de décision ne Pl'U\'Ptlt être 
traités de manière raisonnable par des méthodes exhaustives. C'est la raison pour laquelle 
DEAN et BODDY [DBSSI ont introduit la notion d'algorithme allytime. Ces algorithmes 
offrent un compromis entre temps et performance. Ils sont done ruracthisps par leurs 
profils de performance qui permettent une prédiction sur la qualitp du ri''sultat qui dé­
pend de la longueur du temps d'exécution. Cf'ttE' façuu dt' faire a (,t(, lltilispe dans des 
domaine.., variés comme le contrôle de robots (ZrLBERSTEI!\' et RUSSEL IZR93!). If.] rai­
sonnement à base de connaissance (MOUADDIB et ZILBERSTEI!\1 l~lZ98\) pt l('s agents 
réactifs (ADELANTADO et DE GIVRY IAd951), entre autres. 

La qualité n' <'st pas la caractéristique essentielle du résultat d' un calcul: Cf' qui importe 
vraiment est son utilité, L1idée intuitive est que, dans beaucoup de situations, l'utilité d'un 
résultat décroit avec le temps, et qu'un résultat de qualité moyenne obtenu rapidement 
est plus inté.ressant que le meilleur résultat obtenu après un temps de calcul excessif 

35 
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_____ Evénement hostile 

\ 

o 

FIG. 2.1 - Un événement hostile peut arriver à tout moment sur [to.tel 

(ZILBERSTEIN et Rl'SSEL IZR96/). Mais qu ... md l'algorithme est utilisé dans un cprtain 
E'Ilvironnement, l'utilité peut être d'une autre nature. C'est le ('as dans les exemples sui­
vants, tom associés à une "situation de criselS 

: 

- Une personne (P) doit donner à son chef de service (C) un rapport da.ns la matinée. 
P sait seulement que C réclamera le rapport il n'importe quel moment entre 8 heures 
du matin et midi. Le problème pour P est qU'i'.ssayer de faire un rapport a,vpc la 
meilleure qualité possible ne serait la bonne stra.tégie que si le rapport Hait rédumé 
il midi. Si ce li '{>tait pas le cas, aucun rapport ne serait disponiblp! Ainsi, il semble 
plus prudent. d'assurer un brouillon de qualité minimale pour 8 heures et, ulle fois 
que ce brouillon est prêt, de dpmarrer la rédaction d'nn mt>illeur rapport. pn espérant 
que le chef de senice C ne passera que tard dans la matinée. 

- Quand tille tornadp p.st annoneée, il restp très pf'U de temps pour sc> pr(>part'I' (et pré­
parer sa maison) .. -\ussi, il est important de fabriquer des prott'ctions de la meIlleurp 
"utilité" possiblt'. par exemple de s'assurer que des actions minimales seront effec­
tuées d'abord (protéger les enfants) avant d'éilll(tliorer la qualité dps protections 
(douer les volt'ts). 

La question que nous nous posons est donc la suivante: dmls la situation d'un <'Vl'n('­
ment hostile qui pourrait intervenir à n'importe quel moment sur un intervalle de temps 
donné [to,tel, la probabilité de l'événement hostilE' ét.:'lnt wnsiMn"e uniform(' sur l'inter­
valle, quelle est la réponst' à cet événement hostile à partir de t := (; qui donnt' la lfipilleure 
chance de survie sur toute l'étendue de }'intervallf> de tpmps'I (\'Oir figure 2.1 ) 

2.1.2 Les méthodes possibles 

Dans la suite, nous supposons qu'un critère de qualité est dt:'fini pour le.s résultats 
d( Ilnés par l'algorithme. La dHinÏtion de la qualité est fortemt'ut dépendante du problème 
(précision du résultat. bénéfice obtenu. pourcentagr d'un possible succps). Nous supposons 
toujours que la qualité augmente (ou au pire reste constante un moment) avec le temps. 
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Cette définition de qualité (l~.,t conforme aux définitions données dans l'état d~ J'art, donc 
aux définitions usuelles du domaine de l'algorithmique anytime. 

2.1.2.1 Les algorithmes interruptibles 

Dans la situation décrite précédemment, un algorithme anytime interruptible serait la 
meillenre solution. Il suffit alors de lancer l'algorithme de "contre-attaque" au début de 
l'intervalle, quand on vient juste d'être prévenu de ia possibilité de l'événement hostile. 
Lorsque ce dernier survient, l'algorithme est interrompu et le résultat du calcul est celui 
obtenu au moment de l'interruption. C'est donc la meiUpun' réponse qu'il était possiblp 
de donuer au moment de {'arrivée de l'événement hostile. 

Malheureusfment, il n'est pas toujours possible d'obtenir ce gpnre d'algorithme.s, au 
moins pour le.s raisons suivantes : 

- Dans le radre de la conception modulaires d'algorithmes anytime. En pffet. si OIl 

veut faire UIle composition d'algorithmes anytime, interruptôles ou il. contrat. pour 
obtenir un module composé anytime, on n 'obtipnt que ries modulp.$ composés à 
contrats IZi1931. 

- Les algorithmes à contrats peuvent être transforméE en algorithmes iuterruptibles 
IZH93!, mais nonobstant le fait que le temps d'exécution est quatre fois plus long 
pour obtenir la même qualité, cette façon de faire ne peut s'appliquer que si la 
longueur des contrats peut être choisie librement (daus ce cas précis, la longueur 
des cout.rats e.st une suite exponentielle), ce qui n'est pas forcément le eas géupral. 

!:'inalement, même wec un authentique algorithme intE'rruptible, il E'xistl.Ô des situations 
pour lesquelles le cas à contrat réapPh:ait. si on applique lt's r{'sultats <lp l'algorithnl<' sur 
le monde €'xtérieur, il n'est plu.s possible de laisser l'algorithme continuer le calcul pour 
améliorer la solution à partir de la précédputP obtenue: il doit t'trp n>démarré de zéro. 
Par exemple, cela peut arriver dans les applications dt' contre-mesure, si le résultat de 
l'algorithme intprrupti':>le est une action de brouillage qui provoque ('llp-mÊ'rne une décision 
de contre-brouillage de la part de l'ellneuù, {'fc. 

2.1.2.2 Les algorith..rnes à contrat 

Il est immédiat que les algorithmes à coutrat posent un problèmE' car ils IH:' sont pas, 
par définition. illtf'rruptibles. Imaginons la ml'me situation "d'attaqu\"" pt un alJ.?;oritbrne 
à ~ontr'dt pour prpparer une rppouse. Si jamais l'attaque intervenait avant la fin du ('ale'll 
(la fin du contrat). nous n'aurions aucune garantie sur la qualité du résultat, par définition 
d'un algorithme à contrats. TI est même fort probable qlt(> nous n'ayons en conséquence 
aucune réponse du tout à opposer à t'événement hostile. 

Nous illustrons sur les figures 2.2, 2.3 et 2.4 différentes turtÎques envisage;>bles. 

Le premier objectif est donc de palier au problème de non-interruptibilité dp l'algo­
rithme à contrat, c'est à dire qu'il faut assurer un mininmm de qualité tn>.$ tôt. L'algo-
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ContraIt 

• t temps 
e 

FIG. 2.2 - Préparation rapide, mais peu efficace 

rithme est doue lancé sur un contrat court. Le problème est que la réponsp calculée est 
de qualité très basse, d'autant plus que le contrat est court. l\It'me si on dispose J'une 
riposte qui COU\Te une bonne partie de l'intervalle, elle ne sera pas forcément très ",mcare. 

r-~ ___________ ~Om==ltt~~~2~ _____________ ·~I __________ ~r-

1 
o '.: h:mps 

FIG. 2.3 - Préparntlon efficace mais lente 

Pour obtenir une IIwi1leure qualité, il faut lancer l'algorithme avec un contrat plus 
grand (figure 2.3). Toutefois 'ln problème subsiste: la qualité dl:' la rt'ponse est grande, 
mais elle n'est utilisable qu'après la fin du contrat. Sur la duréf' du contrat. on l'$t sans 
protection. 

C"ontr.l12 
1 :-.. -; 

("mm~ 1 

1 
j 

~ 
1 ! ~ 

o 1 1 < 
temps 

1 10 

FIG. 2.4 . Préparntton cornbmée 

La solution que nous proposons (figure 2.4) part d'un ronstat simple: si on lance l'al­
gorithme avec un contrat assez court, il reste toujours du temps pour lancer i.me deuxième 
fois l'algorithme et obtenir un meilleur résultat. Pour év.lluer la qualité de la réponse, nous 
'ltilisons une nouvellr mesure, la qualité moyenne. qui consiste simplement à calculer la 
qualité pundérée par la portion de l'intervalle sur lequel elle s'applique. Cette mesure nous 
donne une idée du compromis entre la qualité d'un résultat et 1(' temps pendant lequel il 
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est disponible. Il faut toutefois réunir trois conditions: 

- la samme des contrats doit être strictement inférieure à la longueur de l'intervalle 

- chaque nouveau t'Ontrat doit être pIns long que le préc2dent pour améliorer le résul-
tat. La monotonicité du profil de performance implique qu'une stratégie contraire 
serait inutile. 

- En utilisant la définition de la qualité moyenne, nous p~uvons envisager qu'il y ait de 
nombreu.x cas où notre Lactique sera plus efficace que les delLx premières. Autrement 
dit, sur la figure 2.4, nous obtenons une meilleure qualité moyenne, c'est à dire une 
plus gl ande chance de survie sur tout l'intervalle. 

L'approche que now> décrivons peut être illustrée sur un exemple concret d'apphcation: 
la prédiction d'un signal. La prédiction a pour but, pour un signal dont on connaît un 
certain nombre d'échantillons, c'est à dire de valeurs mesurées à drB instants détenniné'J, 
de prédire la valeur de ce signal dans le futur. Cette prédiction peut servir, par exemple, 
à des programmes d'identification de cibles et constitue une application typique dans le 
domaine du traitement du signal. 

Pour résoudre ce problème. il existe plusieurs algorithmes dont l'un consiste à trouver 
les coefficients ù'un prédicteur d'un ordre fixé a pnon. Plus l'ordre de ce prMicteur est 
élevé, plus l'erreur faite sur la prédiction est faible. Par rontrr. les cOf'fficients déjà calculés 
ne sont pas réutilümbles pour calculer les coefficients d'un prédicteur d'ordre supérieur si, 
pou~ calculer des coefficients ùu prédieteur, on résoud les Ë .... 1uations normales. Il est donc 
nécewaire de recommencer les calculs des coefficients depuis Je début. 

Cet algorithme peut do~c être facilement adô?tl> cl l'dlgorithmique anytirne dans le 
c.as à contrats ("ar il garantit que l'erreur diminue avec It' temps de caIrul (Iii> à l'ordre 
de la prédiction). et il est n(>t'a'iSaÎre de relancer l'algorithme pour expmter un contrat 
plus long (pour un ordre plus élevé). Pour une description complète des principes de r~t 
algorithnw. nous renvoyons 1(' lecteur à [Hay96!. IPM961 et IDVOOI 

2.2 Formalisation 

Le problèrm' PSt de maximiser une mesure que nous avons appelÉ'{' qualité moyenne 
sur une fenêtre df> temps ou rarrivl'~ d'un événement hostilf,' t'st possible. ~t1tre stl<,ti'gif 

est la suiv"ante: l'algorithme est lancé une premiére fois pour un contrat déterminé {de 
lon&'1leur inférieure à la longueur totale de la fenêtre. évidf'mment} :'\0115 ohtf'IlGns alors 
un résultat d'une ('('rtaine qualité, dépendant du contrat. et rien avant la fin de re premier 
calcul. Nous avuns donc une qualité nuUe sur [to,td. et une qualité f(t 1 - to) = f(9d à 
partir de t l ~llsuite. si l'algorithme est relancé pour un nouveau contrat, cette qualité est 
mise à jour à la fin de l'intervalle. Et ainsi de suite, jusqu'à la fin de la fenêtre temporelle 
(voir figure 2.5) 

Le problème de maximisation de \..1. qualité moyenn(' sur un intervalle de temps cOI1'iiste 
à trouver le nombre de contrats et leurs valeurs pour obtenir une qualité moyenne maxi-
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male. ~ous allons tout d'abord définir la qualité moyenne d'après la description que nous 
venons de faire. 

Nous considérerons un ensemble de n t.ontr~ts < 6 11 >= {OhB2, ... ,Bn}. A cause de la 
forme monotone croissante des profils de performance, il faut choisir un contrat plus long 
pour obtenir une meilleure qualité. Aussi les contrats seront supposés croissants de BI à 
On. Nous donnons ci-dessous une description de la qualité moyenne qui est la moyenne (au 
sens usuel) des qualités disponibles} c'est-A-dire des qualités obtenues au dernier contrat 
achevé lors d'une ulte.ruption au hasard sur l'int.ervalle de temps. 

qualité moyenne - qualité intégrale 

La qualité moyenne de f sur une fenêtre de temps [tOtteJ, relative à un choix < 8 n > 
de 11 contrats est décrite par la fonnule: 

La formul.: ci-des.<.;us n ·e.s~ valable que dan::; le cas où la contrainte de SOIllIIH.' est vl>rifiée : 

Il 

La qualité intégrale t'st égah. à la. qualité moyenne multiplipt> par la longueur de l'ill­
ten'alle de temps tf! - t{}. La qualité intégrale sera donc notée Q(f. < en » et la qualité 
moyenne ou espérancE.' de qualité QU, < en >}. 

n-l n 

(.,fur, < 8 n » = f(Od min(O,Bt - to} + 2.::: f(OI )Bi -+ 1 + f(HnHt .. - L Ga) 
1=1 

On notera q(f) 11" ma.'rimum de qualité intégraIt'. de mènw Q(f) le ma.ximllm de 
qualité moyenne. 

Sur la figure 2.5, nous avons représenté d'une part le profil de pE.'rformance avec 1(1$ 
contrats choisis, figurf's ('omme des temps de caIrul, d'autre part l'espérance de qualité 
avec __ '5 contrats qui se suceMent. th, 62 et 03 sont les contrats choisis pour maximiser la 
qualité moyenne de J sur [to,tej. tu t'St le début de l'inten'l:ùle où Il est possible de réagir 
(d'e.,<ploiter le résultat de l'algorithme). te sa fin. L'origine de.s tpmps est fixée à t = O. 
c'est à dire qu'à partir de cet instant, il est possible de commencer les calculs (lancer le 
premieï alga-:-ithme). L'instant 0 est donr celui à partir duquel on est prevenu de l'arrivée 
de l'évènement hos··. somme de A •• A2 et A.3 est la qualité intégrale. 

Nous distinguons deux Ca;) à cause de la place de ln par rapport au l'remit>r contrat. 
Nous pourrions envisager de considérer plusieurs contrats avant ta. n faut donc justifier le 
fait qu'n n'yen a qu'un spu1. Imaginor..s dellx contrats avant te. L(· résultat est représenté 
sur la figure 2.6. 



2.2. Formalisation 41 
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Pru[dtk 
P~rftJr1'UllU:e 

FIG. 2.5 - Profil de performance et qualtté moyenne 
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FIG. 2.6 - D,-:u:r contrats avant tu 
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Nous pouvons constater que, dans ce cas, seule ia qualité après le deuxièmp contrat est 
prise en compte. Le premier contrat l' 'a donc servi à rien. De plus, le temps consommé par 
ce premier contrat aurait pu servir à améliorer la qualité obtenue à Pinstant to. Dans le 
contexte de la recherche de l'espérance de qualité maximale, nous pouvons donc affirmer 
que s'il existe un contrat avant to dans la stratégie de quahté moyenne optimale, alors il 
est unique. Ceci justiHe donc bien le fait quI' nous nÇ distinguions que deux cas pour la 
définition de la qualité intégrale. 

Remarques sur la longueur du premier contrat: 

- La somme des deux premiers contrats est supérieure à to. En l'ffpt, dans le cas 
contraire, le pn~mier contrat ne servirait à rieu puisqu'ùn Hf' tire bénéficp du résultat 
calculé qu'à l'instant tn. Il Y a donc au plus un contrat avant t~. 

- De cptte première remarque, il vient que le deuxième cOlltrat est n{>('('ssairement 
plus grand que to/2 car la somme des deux premiers contrats et les contrat.s sont 
eroissants. 

- Il se 1 ut qu'il soit intéressant de faire un premier contrat moins lung que t(). En 
effet, cela peut permettre de lancer l'algorithme pour un culltrat suppli'rnentaire 
et augmenter ainsi la qualité moyenne, si la qualité augnH'llte 'iortenH'nt" pour ct' 
contrat. 

Définition 2.1 Maxtmiser la qUflhté moyenne 

Le problème de la ma:nmi.sation (ie la qualité moyenne QU, <. el! » l'st de trouvcr. 
pour une fenêtre temporelle donnée [to,te], le nombrt .• de co1ttml.~ amHt quP la longueur 
de ce.~ contrats qm m(lX~ml.Sel1t l'expression de QU, ~ 8 n ». 

2.3 Etudes selon les types de fonctions de qualité 

No: . .5 avons essay<" dans un premier temps d'exhiber des lOIS analytiques !l;t"ll{>ralps sur 
te comportement de la qualité moypnne, et. si possible, de mettrf' pn évidenc(l des classes 
de fonctions caractéristiques dl:' ces COl<1lJortements. C· pst pourquoi llOUS aVO!lS ("o{L.siclèrp 
tOl't d'abord un cas "idéal" de profils de pNformance continus t't dérivables afin d'pu tirrr 
une ptt:'mière classification. Les résultats que i.lmS avons obtenus sont pxprim{'s dans CP 

paragraphe et ont été> résumés dans IDDTV981· 

n nous p~<;t tout dp suite paru naturel que Ir choix du nombre dïuterruptioT1S npCPSSlllrps 
et de leur positio'l pour optimiser l'espérance de qualité dépendrait fortl'mrnt de l'allure 
du profil de qualité d(' l'algorithme. Aussi, nous avons commencé l'étude rI!'5 fonctions de 
qualité linéaires ,~ui séparent delL"C type.5 de fO!lctions: les fonctions de qualité convexes 
et concaves (le cas If> plus souvent l"t'cherché habituellement). :\os rèsultats analytiqups 
préliminaires ont confirmé cette classification. I\otOI1S toutefois que ces drux typps de 
fonctions ne cuuvrent pas entièremE>mt la dasse df'.!S fOllctions continues, drrivables pt 

croi:i;sant!:'s. 
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2.3.1 Réslùtats pour les profils de performance convexes 

Nous traitons ici le cas des profils de performance convexes, c'est à dire dont la dérivée 
seconde est positive. Ce premier cas n'est d'évidence pas le plus intéressant d'un point de 
vue pratique, car la plupart da., profils de performance recherchés sont concaves (à dérivée 
seconde négativl:'). En effet, c'est naturellement l'assurance d'un rés',ltat "è'assez bonne 
qualité assez vite" qui est recherchée. 

Toutefois, nous obtenons des résultats définitifs sur le comportement de la qualité 
moyenne en fonction du nombre et de la longueur des contrats. Ces résultats soni. exprimés 
dans le ~héorèl11l:' 2.1. 

Théorème 2.1 Ma.xtmisation de la qualité moyenne pour les profiL') df' performance convexes 

- Pour le.; profils de perfonnance convexes, le mellleur rp.'iultat pOUT' la qualtté moyenne 
est obtenu avec un seul contrat. 

- 30lt f, un contrat unique qui Jorme la metlleure q1J.ultté moyenne sur l 'mteT1Jalle 
!to,te]. Alors f > ~. 
L'unzque contrat est défini par l'équatwn suwante: 

f(O) 
(} = te - 1'(0) 

si f' est la dérivée prerruère de la fonction de quahté f (valable pOUf f concave ou 
-:onvexe). 

Remarque: 

Ces résultats rj'out pas de sens si l'on perml't que 01 < lo· Dans ce cas, une str:,tpgie à 
un seul contrat donne un contrat optimal 01 = tu à la limite. Donc cptte strat(>git' avC'c 
(Jt < to e.st moius bonne de toute façon sauf si to > ~. Da.us Cl' dernier cas, tout dl>pf'nd 
df' la valeur dl' to. 

Pour un eontrat unique, l'idée intuitive du théorème 2.1 pst aSSf'l uat url:'llt'. Comme II:' 
profil de performance est convexe, c'est à dire qui croit h.'utPrIlent au début, on a intérêt 
à stopper le calcul tard. 

La deuxième partie du théorème 2.1 signifie qu'il n'est pas utile de relancer plusieurs 
fois l'algorithmt' avec des contrats croissants pour obtenir la meilleur€' qualité mOy€'lUlC'. 
Nous pouvons affirmer danf ce cas des fonctions de quahti> ("()[lvexes, que le problème de 
maximisation df' la qualité moyenne sur un intervalle peut {'trI:' résolu en temps constant. 
La formule donnée dans la troisième partie est valide en géuÉ'ral (cas mnvexe ou cunrave). 
La preuve complète du théorème '2 1 est. r('portée dans le pa.ragraphe 2 3.3 afin d€' nf' pas 
troubler l'enchaînement des résult. 
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2.3.2 Résultats préliminaires pour les fOllctions concaves 

Le cas des fonctions concaves que nous aHons aborder maintenant nous a posé plus 
de problèmes. En général, la qualité moyenne maximale nécessite plusieurs contrats, mais 
la question reste de savoir combien et si C~ nombre est fini. Toutefois, nous avons exhibé 
des résultats préliminaires que nous e.xposons: dans les théorèmes suivants, (lt eX}Jliquons 
comment nous traitons le problème. 

Théorème 2.2 Ma:nrntser la qualzlé mm/eyme pour les profils dl' perfoT7Twnce concaves -
résultats prélirnmalre.~ 

- Pour f (t), un profil de perfonnance concave, et (). une intf'rruption umque qu: donTle 
la meilleure quah!é moyenne Q, alors () < ~. 

- Pour J(t), un profil de perfoT7Twnce concave, fatTe deux contmts donne une metlleurf 

qualité moyemw que faire un seul contrat. 

Pour les mêmes raisons que ci-dessus (en 2.3.1), les profils dl:' performance wncaves 
donnent un a.".sez bon résultat ass€'z vite, donc on peut arrêter le calcul aBM'Z vitI:' égalE'­
ment, 

Pour la seconde partir du théorème, l'idée est que dans le cas d'un contrat UnIl}lll' ('('lui 
qui dunne la qualité mOYNme ma.ximale est toujours inférieur à t,./2, donc il reste a..'isez 
de place pour un seeond contrat qui améliorera la qualité mO)'l'IIlH' pour llll spul COlll rat 

A ce jour, nous 11 'avons de preu\'e analytique que cette proprii'té s '(.tpnd aux ordres 
supérieurs (c'est à clin' quI:' trois contrats valent mÎpux quC' dt'ux, Plr.). ToutpfillS, dl' façon 

plus pragmatique, nous pouvons imaginer que faire beaucoup dt' contrats n'allfa pas un 
grand i.ntérêt pour dt'ux raisons: 

- le peu de gain à chaque nouveau contrat. En ptfet, la qualité> allgmentE', mais lE' temps 
sur lequel 1'11(> s'applique diminue (vvir cettr impression illllstrpt' sur la figurf' 2..7). 
Cela laisse penspr que le nombre d.o contrats sera lirnitè P()1Ir uhtpnlr une qualité 
movenne maximale, sinon une très bonne approximation pour CE' ma.x;mum. 

- les problème.s de t'c:ltrôle des algorithmes (monitoring), qui si ~e numbre de contrats 
est grand, augml'ute les temps de réponse d'autant, 

C'est pourquoi nous avons traité le problème Ù' façon disnf'>t(> dans la section 2.4. 
Nous reviendrons sur l'utilité de riNerminer la qualité moyennr maximale ilWC bf'aucoup 
de contrats dans la suite. 
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Tc:mps 
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" = Cl 
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1 

~ ... 
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FIG. 2.7 - Peu de gam pour tm contrat supplémentam' 

2.3.3 Détail des preuves 

Rappelons la fonction de quaht.é intégrait,: (la qualité 1lI0~'('mH' diffère' seulement d'une 
constante T = f f - to) 

n-l tl 

Q(f. < (-1n » = f(Odmm(O,Oj - tQ ) + L. f(OI)O, ~ 1 + f(On )U, _. L (J,) 
1=1 1=\ 

On notera (Ji ,Q2, ... Qn les qualités moyenIlPJ pour UIl<' srratpfZ,ip à 1. 2 ou n contrats 

Les deux cas {selon le signe de tu - ( 1 ) que nous avon;i distingll(>s Tl 'influencent pa..:; 

fondamentalement les résultats. 

Théorème 2.1 : 

Après la remarque en fin de th(>orème. nous considérons quI' I1UUS 11(' t raitNons qU(> le cas 

où il est possiblf' de choisir "libremeIlt" 01, l"PSt à din' qun.nd to < BI 

Première partie: 

- Un maximum pour la fOIlrti .n de qualité QI = (te - (JI )."(01) aillpurs qu'pu U OU eu 
te doit vérifier l'équation: 
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- Le fait que la fonction f soit convexe implique que 

f~~d $ J'(Ot) 

- Donc, pour le contrat qui rend QI maximum, il vient 

o ~ (te - 20dJ'(Od $ (te - OdJ'(Od - f(Od 

qui implique que 01 > î(car le second me~llbre est nul). 

Deuxième partie: 

La première étape consiste à prouver que, pour 11 > 2, le ma..ximum de Qn est obtenu 
pour Ok = 0 ('t que ce maximum est plus petit que celui de Q2, {' 'pst à dire que toutt-'s les 
stratégies à plus de deux contrats sont moins brmnes que If' IllPilleur résultat pour UIlt' 

stratégie à deux contrats. 

"xiste un optimum local alors touteb 1(>5 dêrivées part il'lles dp (Jn par rapport 
au.\ "ifférents contrats sont nulles. Nous affirmons que ("pst impossible car elles ne 
peuvent même pas ~tre égales: en effet, 

a pour conséqUl'IlCP 

tSQn 6Qn 
'rfn > 2, JO} = Q02 

0d'{Od = f(Od + 83J'(02) 

Cette dernière ('quation ne peut pas être vraie t'al' 01 < fl2 < 0:1 et fU) {'st positivp 
et r(t) noit. Dour une des dérivées partielles de Qn par rapport à (JI ou O2 l'st nOIl­
nulle et Qn n'a pas d'optimum local sauf quand e( ou O2 ilttPignent !Pun; bornes, 0 
ou t",. 

- Parce que 
rt 

I:{h ST 
k=O 

si un des contrats Ok = te. a.lors tous les autres sont nuls pt la qualitp moyenne f'!'>t 
nulle également. Donc le maximum ne peut pxi5ter que pour lin (Jk = () 

- Si nous SUppOSOIlS qu 'un des Ok = 0 alors qn = Qn-I. Donc If' maximum de Qn 
pst plus petit que ('t'lui de Qn -1. Par rérurrPIlc(', on obt (Put filla!pmt'Ilt qll{, Vn > 
2, max(Qn) S IIlID:(Q2) 

La seconde étape cOllsistt> à prouwr qu'un seul I:Olltrat dOlllw UIle 1111'illpll[P quali tl' 
moye.nne que deux contrats pour les profils de performance rOll\'pxPS: 

- Soit .vh.f et M2.j, les maxima de QdJ) et dt' Q2(f) respectivemPllL Le problème 
est de prouver que Ml.! > Ml..f. Dans ce but. deux autres fonctions dl" qualité 9 et 
h, définies ci-dpssous, sont utilisées: 

- h est une fonction linéairf'. h(O} = 0 et h( ~) = f( ~) 
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gel). fCl) 

g(t}, h(t.~) _=----Hl) 

FIG. 2.8 - Profils de performance f. !J et h 

- 9 = Il sur [O,~l et 9 = f sur [î,te]· 

• 
Temps 

Lemme 2.1 Puur Q2, les deux instants de relance de l'ulg<-rithme t l pt t'l sont tel.ç ,7ue 
fi < ~ < t 2 · 

Parce qu'il y a delLx contrats et la qualité augmente il chaque ptape. t 1 < 7. Dans 
le cas opposé. il sl'rait impossible de placer un second contrat plus grand. OP plus. si 011 

suppose que t'l < t. cela nous mène à "h.g < ;\[2.9' qui l'~t absurde. Plus slIIlplement, 
remarquons enfin que cela nous donnerait Ulle pm~",bilité u 'un troisième contrat qui srrait 
meilleur que la :>tratégle à deux contrats. Cf' r1Hlix n'est dOliC pa.r.; optimal. 

Prl'uve de la druxièmr partie: 

- COtIllIH:' 9 = h sur [OJfl. Jhy = M2.h = .i12.h (tl,t.!). On pput prouver que daus le 
cas de f iillpaire, le ma.ximum de qualité, moyenne pst obtpnu pour 'fit I.f.J = 7· Dunc 
J12•h (t l .t2 1 < ,\J2,h(th~)' Comme 9 domine h, M2.h UI.Tl < .\I2.g(tI.T) < :\I1 ./)· 

- Le calcul df' ,\12,9 et de MLg prouve quP Mi..!} = Jfl '). 

- Comme 9 domine f, alors Af. ... ~. < AI 2./' 

- Nous prouvons que A11'9 = J[1.i car .1v[I,g l'st obtenu pour t1 ~ 7· Alors "'ft.! ~ A/2.!' 
Finalement. on obtient M1,j ~ M2.J f'11 utilisant k fait que la dérivée de :\JI,f pst 

nulle. 

Troisième partie: 
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1 
1 

V 
FIG. 2.9 - Profils de performance concave.<; . Deux contrat., valent miwx q1J. 'un seul 

La preuve vient dirertpment de l'expression de la dérivpe de la qualiti-> moyenllP par rapport 
à l'unique contrat. 

dQ B 1 hOd 
dOl = (te - df (Bd - f(Od = 0 :::} 81 = te - f'(OI) 

Théorème 2.2: 
Première partie: 

La preuve est du mË'me type que puur le théorème 2.1 et le fait qUf' f soit conca.ve plutôt 
que convexe Învprse lï né>gali té. C'~t à dire 

f~d ~ !'(Bd 

Pour le cas où 01 < to. de la. même façon que dans le théorème 21. ii vit'nt qU(' le meilleur 
contrat est égal à to à la limite. Cette stratégie est toute naturellt': calculer Ip plus possiblp 
avant le début des "hostilités". 

Seconde partie: 

La preuvp de cette partw Meoule din'>ctemf'nt de la premirre propusltion. Eu t'tfet. si pour 
un contrat unique. la longueur du rontrat est toujours inférieur!' à ~. il restl' alors de la 
plaep pour un contrat plus grand que le premier contrat (qui amt>liorp dont' la qualité 
moyenne). La figure 2.9 illustre cettp situation. 

2.4 Le cas discret: approximation du profil de perfor­
Inance 

Toutes les proprié>t.i'.s, définitions et notations que nous donnons dans la section 2.3 
sont valables pour un quelconque profil de performance f, répondant aux propriétés de 
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l'algorithmique anytime. Nous avons choisi de faire des approximations de la fonction f 
pour traiter le problème de façon algorithmique. Cette approximation est faite par des 

fonctions en eS('~lliers. Nous la définissons dans la suite ct citons les propriétés intére.l:isantes 
(pour "améliorer" l'algorithme) qui en découlent. 

Tout d'abord, grâce au lemme 2.2, nous pouvons remarquer que l'approximation d'un 
profil de qualité peut se faire de telle façon que l'erreur sur le maximum de qualité moyrnne 
pour un profil de performance approximé ne soit pas plus grande que l'erreur faite sur 
l'approximation du profil en lui même. Il suffit pour cela (1', .. pproximer le profil de per­
formance à f. près, ce que nous définissons de suite, E étant une constante réelle fixée a 
pnon, 

Définition 2.2 approximat1on par en-dessous d'une fonrtwn f à E prÈ',~ 

On dit qu'on approxime par en-dessous une fonction f à é près. $1 on construit une 
fonction 9 telle que 9 < f et Vt E [tO.te]J(t) - g(t) S [, où :' est UT! réd pO$ûzf jiIr. 

Lemme 2.2 lfrrtmC d'appronrrtatwn 

Si 9 approxzme f par en-dessous à é près. alors Q(g) 2 QU) - .'. 

Preuve du lemme 2.2 : 

- Démontrons tout d'abord que 

Vê,V < 8 > .QU,.::: e » - Q(g . .; ~) » S c' 

Pour ('ela. il faut écrire pu détail la différence 

qU. < 8 » - Q(g, < e » = mm(O,O\ - toHf(Od - y((}, ))+ 

0-\ n 

LOH1U(O,) - g(O,); (te - 2: 0,)(1t0/1) - !lie,,)) 

et utiliser la majoration de (f - g) par E, l'Il simplifiant: 

Donc 

QU. < (-) » - Q(g. < (:1 » S dU .. - to) - el} 

- - {(f,. - to) - (}d 
QU, < e » - Q(g, < e » S E -'------"-

t r - to 

Ce majonmt est plus petit que ê. 

- Démontrons E"Ilsuite qu(' 

VE',3 < e > IQU, < H » ~ Q(j) - f.' 

C'E:'St la propriété du maximum de qualité' moyenne [l'HU ('('la, il fa li , 'lllsidérer 
l'allocation optimale < e >ma:r pour QU, < e »" liminuallt par t'xPIIlple le 
dernier cont rat de façon à baisser de [' la qualité mU\' .r il' 
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- Les deux premières relations impliquent que 

Vê,VE',3 < e > IQU, < e » - Q(g, < e » ;;:: E' + [' 

Autrement dit, à la limite de é',Vê,(JU) - Q(g) ~ ê. 

L'erreur faite S~1f la qualité moyeJ:l.ne en approximant f par 9 ne sera pas plus grande 
que J'erreur d'approximation sur f. 

L'approximatiùn que nous avons dlOisie est l'approximation par une [onction PD esca­
lier (définition 2.3) qui nous permettra d'obtenir un problème discret. 

Définition 2.3 fonclton en e.scalier 

C'est une fonction constante pm' morceaux, qui approxime UTl profil de performance sozt 
par en-dessous à [ prp:;, soit dt ±E prèB. Nous appelerons seml l'abM·zsse cl 'une' dlscontmmté 

dans une fonctwn en escalier (voir algorithme 2.1). 

't.o 

11Â 
7E 

6E 

Se 

4E 

3E 

2E 

E 

-----------------------------------------------:~ 
o ~~ 

FIG. 2.10 Approx1.1natwn d'une jonctIOTL f pur en-dI'5.'ilJ1L..'i à t pn's 

Sur la figure 2.10. ~ = 0.05 et C'OlTI':'..spOlld à 5f;i{ d'prreur, ('{'st à dirf' puisqup la \ëÙP1lf 

du maximum est dl':' 1 (uu tend fortl"ment vers 1). Si le ratio de l'erreur sur Il' t.otal est 
fi..xé à ê, alors le nombre de marches sera exactement de l! E. 

Remarques: 

- Le nombre de SE>uils est fini. En effet, si l'intenralle d 'ptudp I2'st fini, la \'alC'u r de 
l'errl"ur déternuue le nombre de seuils. 



2.4. Le cas discret: appro.YÎmation du profil de performance 51 

- On pourra prendre comme valeur ma.ximale de 9 1 ta 
par en-dessous de la valeur du ma.xÎmum de J. Ai' 
seront rationnelles. 

'eur rationnelle la plus proche 
1. toutes les valeurs d€' qualité 

- Considérons la fonction Jo = J + ~. Il est équivalent d'approximer J par en-dessous 
à ê près et d'approximer J~ à ±~ près, au sens où ces deux approximations donnent 
les même$ seuils (mais pas les mêmes qualités). 

ALG 2.1 Algorithme d'approximation d'une fonction par une fonction constante par 
morceaux 
procedure approxime (ê.!,Il,X2) 
Début 

:r f- ma.x_ diff{.L·1 II:.!.!) 
si I > f alors 

max_ diff(II ,J',f) 
max _ diff(J',I2,f) 
insrrp( I, ltste _ ,~euils ) 

fin si 
n'tourne (lUite' _ seuils) 

Fin 

max diff est une fonction qui retourne l'abscisse x du maximum ('n valeur absultl(:' de 
l'écart entre f(x) et la droite passant par Xl et X2' 

insère est une fonction qui insère l'élément x dans UIU' liste de seuils, rollstituc'p au 
départ dr {XIII:.!}. 

Voyons maintrnant l'intérêt de l'approximation d'un profil de prrforman('~ par une 
fontion ronstantp par morceaux. Le lemme 2.3 dit qu'il suHit cl 't>xplorf'r le sOlls-rTlsf'lI1hle 
de points d'absrisse constitué des seuils pour trouver les allocations optimales pour obtenir 
la qualité moyC'uue maximale avec le profil de pf'rformalH'(' q. fonction l'Tl pscalif'r. 

Lemme 2.3 tnnsjormation t'n problème cornbmatozre 

SOlt 9 une Jonctwn Ln escaliers 

81 une smlr fime' ordonnée < en >=< ()!.fJ1 ..... f)n > cff' l'untrais rrw..rtmL.~t' ICl (Iualtt(; 
moyenne, alors tous les contrats se termment SUT de,,; St"utl.'i. 

Preuve du lemmE' 2.3 : 

L'idée est qu'il faut profiter le IJlus tôt possIble de la qualité du résultat calculé 

Prellons une allocation de temps pour des contrats < (-) >, dont 0 un de ces contrats 
finissant ('litre deux seuils. 

- La qualité entre les deux seuils, le deuxième spuil étant exclus dans la marche d'l'5-

calier, est constante. 
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- Prenons alors une autre allocation < 8' >, identique à < e >, à l'f'xception de 
O. Pour remplacer ce contrat, un autre 01 < 0 est pris, mais sur la même marche 
d'escalier. 

- En faisant la différence entre les deux qualités moyennes obtenues, et en posant 01 

le contrat précédent, 0 dans < e >, et Oi+l le suivant de 0, il vient finalement: 

Q(g, < e » - Q(g, < 9' » = (0 - OI)(g(f)I) - g(On)) 

- Or, le P' èmier facteur du produit est positif et le second est négatif. Ln différence 
entre l, s deux qualités moyennes est négative et prendre le contrat le plus tôt possibl<, 
sur II . marche cl' escalier est bénéfique. 

- Pal généralisation, à la limite, on conclut que les contrats se finissf'nt toujours sur 
un seuil. 

Nous obtenons donc un problème de maximisation de la qualilé> ll10ypnne pour lin profil 
de performance en esralier comme les seuls contrats pnssibles pour le maximum de qualité 
moyenne. Nous l'appellerons MAXQSF pour MAXlmization of the average Qualtty of a 
Stepw'/.Se Constant FunctlOn. La définition formelle de MAXQSF et l'étude de mèthodes 
pour la résolution de ce problème font l'objet des deux sections suivantes. 

2.5 Qualité IDoyenne dans une fenêtre quelconque 

Il faut noter que les profils de performance sont souvent acquis de marùère expl'ri­
mentale et leur stockage nécessite une fomle discrète. De plus, If' ll'mme d'approximation 
établit que la qualité mOyPIlIle est approximée avec la même ('rI'pur que rellp faite sur It' 
profil de performance en l'approximant par une fonction en l:'.8ca!ipr, ce qui nous garantit 
uue erreur ma.. .. dmal(' choisie (E) en fonction de la finesse de dp('()upage du t.l:'mps. C'est 
pourqU()j nous avons ehoisi de nous attacher au problème de mll..ximisation de la qualité 
moyenne pour un profil de performance sous la forme d'une fonction continue par mor­
ceaux IDDTV991IDD991. Plus qu'une façon d'éviter les difficultés dues au cas du prof1l de 
performance continu, cNte approche prend son sens dans la rppr(lBelltatioll usuf'lle d'un 
profil de performance sous la forme discréte. 

Définition 2.4 " AlAXQSF 

Nous appellons MA.XQSF(f,to,tf'), le problème de la rrtaxt7TtlSaÜOn dan.~ une fent;tn' 
d.e tem1Js [ta,te\ de la qualité moyenne d'un algonthme anytune mUfIl d.'un profil de per­
fONTlance sous fOTml' t1 'une fonction en escalier crOlssante f. 

Dans un pn:Il1ieI tC'mps, nous avons voulu étudier la complexiti> de MAXqSF, avant de 
nous lancer dans la rl'cherche d'algorithmes efficaces. Notre conclusion a été que J\rIAXQSF 
p.st UIl problème NP-dur. c'est à dire qu'il n'y a pa."i d'algorithme "pratieable" pour le 
résoudre de façon e.xhaustive tant que les classes de complexité P et NP soat distincte.l) 
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(pour les déllnitio1l3 sur la complexité algorithmique et les classes de complexité, voir 
(GJ791 et IDeI96\). Nous avons ainsi évité des optimisations algorithmiques aussi longues 
qu'inutiles. 

Rappelons que pour prouver 'lue notre problème est NP-dur, il faut que tout problème 
NP-dur se réduise polynomialement à ce problème. En utilisant la transitivité pour la 
réduction polynomiale, il est suffisan<; de montrer qu'un problème NP-complet se réduit 
polynomialem~nt à notre problème, puisque que tout problème NP-dur se réduit à un 
problème NP-complet. 

La principale difficulté est de trouver le probleme NP-complet candidat à la réduc­
tion polynomiale pt de construire cette réduction. Al AS QS F(J,to,le) peut faire {JPllser 
au problème du sac à dos, que nous noterons J(napsack« A > ,b). Rappelor' que 
Knapsack« A > ,b) consiste à déterminer une partie de ...,: A >=< at,a2, ... ,an i a t 

étant des entiers naturels, dont la somme des éléments soit ma:dmale et infér\ b, 
entier naturel. Ceci est en fait une version simplifiée du sac li dos présentée dan:., l, 9j. 
mais n'enlève ripn à la complexité du problème de la classe Jf'5 problènH's NP-complets. La 
ressemblance d., I\napsack« A > ,b) avec MA.\QSF(J.to.tel réside da.ns l'idée du pla.­
cement maximum (espérance de qualité max:imale) de nombres (les contrats) dans espace 
douné (l'intervalle [tO,teJ). 

Nous avons donc construit une réduction polynomiale de A' napsack( < A > .b) vprs 
Al flXQSF(f,to,t e ). Notons que l'on suppose que les élénwnts de < A > sont diff{>l'enls 
d(~ux à deux. OP rtlême que ci-dessus, le caractère NP·dur est cOllSerVf> par la restriction. 
La preuve dl! la :\P-cornplétude suivra l'idée de ~ette preuve. 

2.5.1 Schéma de la preuve de la réduction 

On va réduire polynomialement I\napsack« A > ,b) li MAXqSF(J,to.t!,), Pour 
cela, pour tout!' instance < .A > de [(napsack( < A > ,b), on va ronstruire en tf'rnps 
polynomial une function f<A> croissante en escalier dont la maximisation de la qualité 
moyenne revient à rêsoudre I\ napsack( < A > .b). 

L'idl>e est dp faire correspondre il des seuils les éléments cl mettre ('n sac. La difficulté 
f'st que choisir on ne pas choisir un seuil eomme intf'ITuption influe SUl la qualité dans 
une proportion qui dépend des autres choix d'lme manière difficile à quantifier. Pour s'en 
convaincre, voir l'pxpression de ~, qui exprime le gain dl' qualité pour l'ajout d'un contrat 
(cf. paragraphe 2.5.2). 

Pour palier ('ptte difficulté, f<A> va être t'Onstruite d{~ façon à altprner dps seuill:i (nu­
méros impairs) correspondants aux éléments de < Il >, N des seuils (numéros pairs) 
construits tels 'lU 'ils sont nécessairement tous pris commt' contrats dans une qualité 
moyenne ma.xhnalp. Ainsi, les seuils pairs encadrent les seuils impairs, pt "séparent" l'effet 
des choix bur les spuils impairs. Cette construction est faih> de sorte qlle "retenir le seuil 
correspondant à uu élément a de < A >" augmente de II la qualité (par rapport à ne pas 
Il' reteuir). 

La coutraint l' de taille du sac devit'nt ici la contrainte dp somme sur les seuils de n\!-
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méro impair; la réduction de Knapsack à l\tJAXQSF apparaît alors clairement. D'après 
la méthode d'alternance des seuils que nous venons de décrire, J <A> a donc 2n+ 1 seuils: 

Oo.Bt = Ub02,{}3 = a2,· .. ,02t-l = Ul ,021,021" = al+l, .. ·.02n· 

Pour des raisons techniques que la preuve éclaire, nous somme}; amenés à prendre 021 

très proche de at . Il y a donc une alternance de marches très courtes et de marches presque 
entières (voir figure 2.11 ). Notons par ailleurs que la hau teur des marches dénoît exponen­
tiellement. ce qui est proche des cas reôerchés dfulS la pratique (profils de performance 
concaves: propriété "diminishing return fl

). 

Remarque: La réduction repose étroitement sur la correspondance entre f{ TUlpSllCk pt 
la contrainte de somme. Nous verrons que quand la contraiute de somme disparaît, 
le problème devient polynomial (section 2.6). 

L'allure des courbes est représentée sur la figure 2.11. 

11 
~ 

1 
Il r /1 J f, 

j 

1 : 

U __________________ _ 
°0 Temps 

FIG. 2.11 - Construction de la. JonctlOn f, .. L> 

Commentaire: 

Une question pourrait être de se demander si le problème demeure ~P-dur quand il est 
restreint au cas des fonctions en C'8calier "conraws". f est dite concav(' si son lissage 
par des segments joignant les arêtes des marches l'est. C'eb~ le cas fréquent où la qualité 
s'améliore de plus en plus lentement. Plusieurs indices montrent que le problc>me demeure 
NP-dur. li faut remarquer d'abord que les fonctions cOllstmit(>li dans notre prpuve, sans 
être convexes (au sens topologiqur), le sont Il à peu ~Irès". Surtout. !Iotre construction se 
restreint au cas "partieulièrement simple" où les ('hoix libres dr lieuils sont séparés par 
des choLx forcés; il et done probablE .. même sur dps fonctions ('OflCrlVeS, la complexité du 
cas général demeure :\P-dure. 
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Notons que la comple.xité d'une instance (J,tolte ) du problème MAXQSF est comme 
il se doit la taiUe de son écriture, 

2.5.2 Preuve de la réduction 

Il reste dOllC à réduire un problème Np· complet à MAXQSF, pt 1I0US avons choisi 
J{ napsack( < A > ,b) pour les raisons indiquées plus avant. 

2.5.2.1 Conventions 

- /ùUlpsack( < A > ,b) désigne le problème d'optimisation du l'emplissage d'un sac à 
dos, avec la donnée de < A >, ensemble de n entiers positifs < A > = < al ,().2 , ... ,an >. 
b est un entier désignant la contenace du sac. Nous pouvons supposer les a, diffrrpnts 
2 ù 2 E.'t classés dans l'ordre croissant sans réduire la l"umplf"xitc'. 

- S dt..,igne la somme des Ut· 

- Nous allons considérer des fonctions ayant 2n + l SE.'uils BI,B2, ... ,Bn pt llIH' fenètre 
de temps [(Ut]. Le problème qui nous intéœsse dpvipnt Al AX QSF(f.tl')' CC'tte 
simplification ne doit pas "dénaturer" notre problème orignal, Pt. elle ne le fait pas 
car nous sommes dans le cas particulier où to = O. En fait, to n'intervient que dans 
la définition analytique de la qualité moyenne et définit l'illstant ci. partir duquel 
l'évènement hostile peut intervenir. Autrement dit, sa valeur ne change que la valeur 
dela qualitl> moyenne mais pas la nature complexe du problèrnr JI AXQS FU,to,ie}. 
Enfin, si ulle restriction d'un problème est NP-dur alors le problème IlIi-mêuH' pst 
au moins :\P-dur. 
Notons j.{O,O'.f)",B<p) "le g'din de qualité obtenu en ajoutant le contrat {l rntrr 0 t>t 

0",0", étant 1(> dernier rontrat ll (sachant qu'il n'y ('Il a pas d'autre l'ntrf' 0 pt (JI). A 
partir de la formule de QU. < e » de la section 2.2. nous vrrifions immèdiatprnellt 
que 0: 

dans I~' cas courant· 

~(B,O',OI/.O,p) = 01l(f(0/) - J(O)) - ff(J(O;p) - J(O)) 

SI (j' .'st le premier contrat: 

si f)' ('~t le df."mier contrat: 

~(e,B'. - ,-) = {fUn - J(B))(tc - 01 - fh - ... - (J - (JI) 

Dans le wut('xte d'une fonction J en ",scaHer ayant pûur seuils 80 •... ,8" .... 8 ,J • nous 
posons ~, = j.(SI-hS"S1+1,.'lp) et f(s,) = JI' Il vient alors: 

~o = stio - soJp 

~I == SI+IU, - f,-d - s,UP - JI-d 
~p = (fp - Jp-d(tr - 80 - ... - S,l) 
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- D'après les définitions données plus haut: 

- Llo est J'accroissement de qualité en ajoutant 00 comme contrat, 01 étant aussi 
un contrat et le dernier contrat étant 02n' 

- t1i est l'accroissement de qualité en ajoutant le contrat 01 entre les contrats 
Oi.-l et 01+ 1, le dernier contrat étant ()2n' 

- Ll2n ( < s » est l'accroissement de qualité en ajoutant pour dernier contrat ()2n 

au Heu de 02n-l,< S > étant l'ensemble des seuils dlOisis comme contrats (y 
compris ()2n). 

2.5.2.2 Lemmes préliminaires 

Lemme 2.4 : Lemme d'indépendance 

S, 0' =F (J'P' .6.(O,()',()11.0..p) ne dépend pas des c1l rnx hors dt' l'mtt'fvalle le.o/l]. 

Pour la preuve, il faut réécrire l'expression de ;j,(O,(}',(}".OI{J) pt constater 1(' lemme sur 

l'expression trouvée. 

Lemme 2.5 : Lemme cie monotome 

6 (0,0' ,0" ,Bop) crozt a ;Jec 0" et décroit quand 0 ou 0V' croît. 

De même, la preuve est dans l'expression de !:l(O,(}/,(}" .Oop). 

2.5.2.3 Lemmes fondamentaux 

Nous aUons faire ici dClLX propositions. La première décrit ln réduction polynomialp 
de [(napsack vers MAXQSF, donc la construction de la fonction l'n t'sealier. La S(,(,OlHlf' 

proposition prouve l'('quïvalence entre résoudre MAXqSF et ri'soudre l\nup.'1(lck. 

Lemme 2.G : ConstructIOn polyn01male du profil 

Pour toute do nn et' < A >=< <L1,a2, ... ,an > ri b, on peut I"UTlst71.tlTr t'II tmlps poly-
normal une Jonctwn ("1"01 .... 5ante en e$calier J<.4> di' fenêtre de tf'1TL]M IO.T = O.,) + S + bJ 
ayant 2n+1 seuilsO\,(J2 .... ,{J2n et qw vérifieV'i.l < l < n. 

- (PI) 02i-l = CLt.Oo < 3~1 et 021 < ai + 3~' 
- (P2) Â2t-1 = (lI et ~21 > 5 (en partlculter, ~2n « s » > :; pOUT tout choix < s », 

(P J) Remplacer un contrat 021 -1 par le contrat 021 OU par if' wntml ()2t- 'J. amélwre 
la qualité. 

Indication sur la preuve: 
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Prendre 1,- 11-1 = /{4n-i avec/{ suffisamment grand (mais de taille liée polynomialement 
à < A », et constnlÎre 021 < (~ + 3nk2Q' Une vérification longue conduit à la preuve (cf. 
!'iection 2.5.3). 

Lemme 2.7 : lemme du cho'/.X des seuils 

Tout choix optimal de seuils pour 1 <A> est constitué des n + 1 seuils de numéro pai.r et 
d'une sous sulLe de seuils de numéros lmpairs qui résoud l\ napsack( < .4 > ,b). 

Indications sur la preuve: 

Montrer que les opérations suivantes améliorent successiVE'lllent la qualité (raisonner sur 
les parties décimales pour la préservation de la cont.rainte de somme): 

- D'abord rt'mplacer un contrat ()2i-l par le contrat 021 ou ()21-2 si l'un de ces deux 
n 'ptait pa,; un contrat. Ensuite, si 02t Il'pst pas un contrat, supprimer tous les contrats 
qui sont c!('s seuils impairs et ajouter 021' 

.- La qualité optimale requiert donc de prendre tous les seuiL~ pairs comme contrats. 
Nous achèvons la preuve en remarquant que l'optimisation de la qualité équivaut 
alors à un choix de seuils impairs dont la somme est maximale mais inférieure à b. 

2.5.3 Détail des preuves 

Nous donnons id les preu"ps détaillés des deux lemmes que nous vpnons de présenter: 
le lemme de construction polynomiale du profil et celui du choix df,) spuils. 

Preuve lemme 2.6: 

Nous allons considérer deux constantes 1\ et 1\' que nous prt'lldrOllS suffisamment grandes, 
('t nous construIrons 1 par la rél'urrl'nce l, - J,-I = 1\' 1(2"-1. ;'\ous aurons besoin pour la 
proposition (P31 d'une condition (P'I), dOHu{>e dans l'équation 2.1, ptus fortl' que (Pl): 

(2.1 ) 

1/ j\foutrons par récurrenc'e sur i que pour tout l\ a.,%PZ grand, (Pl ') pt (P2) sont 
\'êrifiés. 

- Initialemt'ut, pour tout l\" et li' assez grands, il vi{'nt pour eo as."iPZ pPtit, ~o > S. 
En effet, ~o ::::: 0110 - Oohn > 10 - 00 /211 car 81 = Cli > 1 donc 

Par l '(emple, Jo > 25 pt 80 (/0 + K' 1(2n+l) < 5 convjPIlIlent. 



58 Chapitre 2. Maximiser la qualité moyenne 

- Supposons 80, .... 82(/-1) construits et (P'l) et (P2) vérifiés jusque Î-l. 
Pour obtenir ~2,-1 = ai, il est suffisant de prendre 

e l + hn - 121-1 
21-1 - ~ = a. --:----:---

12 -1 - 121-2 

En effet, dans ce ca..c;, 

en remarquant que 82,-1 = a,. 
De plus, 

1 + 2:2~21 1(211-J 1 
8-a-a ) "'----

21 1 - t /(' /(2n-2&+1 '" 1\' [(2n-21+1 

Pour K tISsez grand (Je l(2n-21+1 > 3n), no'lS obtenons bien 021 - al < J~' 

- Pour obtenir .Q21 > S, nous remarquons qUf', compte teIlu de a&+1 ~ (L, + l(les (Lt 

sont entiers et distincts), de 021+ 1 = aH! et de 02i+! > al +3fl~'J", il vient: 

Et 

" (1 \}"}.~2n-21 (1 1 1 1)( 1) "-l21 > + (Lu \ \ - 'ln - 2n-1 + ... + 21 - '.11-\ ill + --r;:;-3nn ~II 

soit encore 

1 1 '2n-'.11+1 1 
A ( ) 1:(' r.'2n-21 ( ) r. d ( \ -
U21 > 1+ al l 1\ - a, + 1'2 1\ r ) 3n \ 11 \ - 1 

et finalement 

Or cette e~:pressiol1 tend vers l'infini avec K' et Kt donc pour K et !(' êlSSPZ ~and, 

::lZI > S. 

- Finalement. pour montrer ~2n( < e » = (1211 - 12n-d(t" - L( < 8 ») > S, on 
remarque que: 

• J'ln - hn-I = K'Ko qui tend vers l'infini avecK, 

• te - 2:( < (':') » > 0.1 car < e > contient soit des entiers soit des réels très 
proches (de 3~)' donc au pire, la partie décimale de 2: ( < e » < n 3~1 < 0.4. Or. 
la partie d(>cimalt~ de tf' \"aut 0.5. Nous obtenons dont' bien Ù2rt( < e » > S. 
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l.. e e 

1 .. 
e e 

- Nous venons de prouver que (Pl) et (P2) sont nais au rang i. 

- La réduction est polynomiale (car elle revient à un parcours dps at ) si nous re-
marquons que la taille des données construites est aussi polynomiale (1[(2111 = 
2nlog([()). 

2/ {P3)a: Preuve que Remplacer un contrat ~2i-l par le runtrat ~2i améliore la qualité. 

- Le raisonnement fait ci-dessus sur les décimales montre que la contraintE' de somme 
est conservée. 

- Soit un chOLX de contrats où 0 est le dernier avant 021-1. Er f',st le premier après (J2!, 

et Ov; est le dernier. 

Hormis les ca.s limites que nous verrons ensuite, il s'agit de prouver que 

Shift = ~l - Llt-l > 0 

c'est li dire que 

Sluft = (r(f2i - fol - 021 (f(Bv;) - fa} - O"(f21_1 - fol + 021-df(01l) - fol 

= B"(h: - h,-d - (02: - u,.)(J(Bip) - fol > U 

- Remarquons que la quantité croit avec (JI' et 0, et noit quand Op dl>noît. Alors 

Shi]t> t.'ta+l(f21 - ht-d - (021 - at )(J2n - fa) 

= 

= 

qui est positif si f( assez grand. 

- Le ca.s initial revient au cas précédent avec fo = O. En effet. nous sommes dans le 
cas où il n'l'a pas de contrat avant 021 - 1 (voir paragraphe 2.5.2.1). 

- Le cas final revient li prouver (cas où il n'y a plus de c'ontrat aprè::; (}21' hormis (}..p): 
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Or (te - E« li ») > 0.1 et 821- 1 = ai 

donc 

et 
Shift > 0.1(1('1(271-21) - h + ~I\'J(2n-21-2 > 0 

3nK2n 
pour K assez grand. 

3/ (P3)b: Preuve que> remplacer un contrat 821 - 1 par le contrat 821 - 2 améliore la qualité 

- Il n'y a pas de problème de contrainte de somme, car 821- 2 < 02t-1 

- Nous voulons Shift = ~i - ~t-I > O. 

= (J(B'P) - fo)(~ - 821 - 2 ) - O"(fZl-1 - h-2) 

Or ai - 82i- 2 > 0.5 (en fait à 2/3) car 

donc 
Shift> (f(Brp) - fo)0.5 - 8"(12,-1 - 121-2) > ie U,1t-1 - 111-2) 

Il faut donc prouver que 

121-1 - 121-2 = K'(l _ ~} < 0.5 
f(OI{l) - 10 l\ 1" 

ce qui ('st vrai pour K assez grand. 

- Dans le cas partJculier du premier contrat, nous concluons rornme plus haut. 

Preuve lemme 2.7: 

1. Tout choix optimal de contrats contient tous les seuils dE' numéro pair? 

(a) supposons que 821- 1 est un contrat et pas 0Z1. Par des considérations sur les 
parties déeimales, nous viirifions que remplacer le contrat (JZt-1 !Jar le contrat 
02i conserve la contrainte de somme (cf démonstration (p3)a). D'autre part, 
(P3)a assure que cette opération augmente la qualité. 

(b) supposons que OZi-1 est un contrat et pas 021 - 2 - Si nuus remplaçons le contrat 
021- 1 par le contrat 02i-2, la contrainte de somme est conservée et (P3)b assure 
que la qualité augmente. 
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(c) Nous déduisons de (a) et (b) que dans un choix optimal, ri f)21-1 est un contrat 
alors f)2l-2 et 02i en sont aussi. Donc, d'après (P2), si on retire 02J-l dans un 
choix optimal, on diminue la qualitl! de la quantité al' 

(d) supposons qu'un 8'}., ne soit pas un contrat dans un choix optimal. D'apres 
(c) et (P2), le retraitde tous les seuils impairs diminue la qualité d'au plus S. 
D'après la définition de te. il est possible d'ajouter le contrat 8'}., en prèservant 
la contrainte de somme, et d'après (P2), cet ajout augmente la qualité d'au 
moins S, ce qui achève la preuve du point 1. En effet, il est fadle de vérifier 
que plus les contrats voisins sont éloignés, plus un ajout donné augmente la 
qualité (voir définition des L.lj et lemme de monotonie). Or (P2) minore par 
S l'augmentation de qualité dans le cas où lE'S contrats voisins sent les plus 
proches possibles. 

2. Soit Q la qualité correspondant au choix de tous les seuils pairs et am'un impair 
comme contrats. 
Identifions un choix B d'un sous-ensemble de < ILI.a2 •.•. ,G-n > au choix de contrats 
constitué des seuils pairs et des seuils (}2J-l tels que (.LI appartienne à B. Appelons 
L B la somme des éléme'lts deB. 
D'après (P2), la qualité associée àB est Q+ E B et la somme des seuils est tt'+ LB. 
D'après li, un choix optimal de contrats est donc uu choLx B du type considéré qui 
maximise L B sous la contrainte de somme LB < b, ce qui correspond à résoudre 

[(napsack( < A > ,b). 

2.6 Qualité moyenne dans une longue fenêtre 

2.6.1 Préambule 

Nous supposerons que la fonction en escalier romportp p spuils, notés SI ,S2,' ... sp' 

On va chercher à définir une récurrence sur le Hombre dp contrats pris dans la séquf'nce 
des seuils et cakulE'r ainsi la qualité optimalp. 

Posons tout d'abord quelqup's notations: 

• < 8 k >=< (}1,(J2 , ... ,(}k > est une séquence ordonnél' de k cont.rats. 

• < 8 k l{Ol} >=< 8 k > u{Bt} est une séquence ordollnée de k +-1 contrats se termi­
nant par O •. 

• [Sk] = {SI.S2, .... Sk} est une séquence ordoIluée de k st-'uils de la fonction constante 
par morCP<lUX f. 

• et une certaine quantité Q définie par: 
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k-l k 

+ L !(81)f)t+1 + !(f);.)8i + f(8t )(te - 2: 81 - 9t ) 

1=2 /=1 

Le cas qui nous intéresse comporte au moins deux contrats. Les formules données CÎ­

dessus sont valables uniquement avec au moi'lS twis contrats. Le cas avec deux contrats 
revient à imminer la somme (deuxième teruld de l"~quation) et poser k = 2. 

De même 

k-l k 

+ L nOd9l+! + !(9k)O, + !(Oj)(jj + !(f)t)(te - 2: 0, - 0) - Ot) 
/:::2 1=1 

De la même façon que ci-desflus, le cas qui nous intéresse ('Omporte au moins trois 
contrats. Par définition, la formule ci-dessus n'est valable qu'a\'('(' quatre contrats. Le cas 
avec trois contrats revient à éliminer la somme (deuxième tenue de l'équation) et poser 
k = 2. 

Hypothèse: 

On \"'"msidère que te pst assez grand pour contenir la somme de tous les seuils possibles 
Sil d'où 

Une "longue" fenètre signifie none que te rst assez grand pour que la contrainte de 
somme disparaisse. 
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Remarque: 

Si Phypothèse ci-dessus est faite, il est certain que le dernier seuil est dans le choix optimal. 

- En effet, si nous choisissons une sous-liste c1p.s seuils < ek > ne contenant pa:; sp 
comme sé~llpnce de contrats, le dernier seuil, alors il suffit de rajouter (car c'est 
toujours possible avec l'hypothèse principale) le dernier contrat sp à < SA; > pour 
améliorer la qualité intégrale. 

- Donc, un cboLx de contrats < SA; > ne contenant pas sp, le dernier seuil, comme 
dernier contrat n'est pas optimal pour l'espérance dE' qualité. 

- Dorénavant, le dernier contrat B." est fixé et est égal à sp' 

2.6.2 Lelnme fondamental 

Le lemme suivant définit une récurrence sur les !"~uils de la l mction en escalif::, f. Il 
dit qu'en parcourant la liste des seuils, il est possible de construire le choix optimal des 
contrats qui permettront de calculer La qualité intégrale maximale. 

Lemme 2.8 : 

Posorts SI et.'i) 1'espectivement le dernier seuil et l'avant demier ChOtSlS comme contrats. 

Ce ne sont pas des seuils contIgus dans le cas général. 

Pour une séqu.ent;e de contrats < 8 k l{s1"<;I} >, et (J'tl if' demier contrat fixé, égal au 
dernier seuil, d vzcnt : 

et en partirolzer : 

'r/Sm < 5J < SI' max(Q(f, < Skl{ sJ''''} > li = 
max{ma.x(Q(f, < Skl{sm,SJ} ») + St(f(.s)) - f(B.,))} 

Preuve du lemme 2.8: 

- Il faut d'abùrd écrire 

eJ(f, < 8 k !{8).SI} » = Q(f. < t)kl{s)} » + SI(f(8)) - f(Oç)) 

- Nous en déduisons la première proposition dL! lellunp pn passant au maximum de 
l'expression que nous venons de trouvt'r et en remarquant que la. différente est 
indêpendante des autres contrats que SI' 51' et Bv; : 

'V5m < SJ < St. ma.:'«(Q(J, < Sk!{SJ,St} ») = 

max{Q(f, < 8 k l{s}} » +81(f(8)) - f(B.,,)J} = 

max{max(Q(J, < 8d{sm,s)} » + SI(f(5)) - f(e..,)))} = 

max{mux(Q(f, < 8A:I{sm,s}} ») + s.(f(s)) - f(O'!')}} 
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- Pour la seconde proposition du lemrr.e, il faut remarquer que 8V' E< e >rnax, si 
< e >rna;j: est la séquence de contrats optimale, donc par définition, 

donne la qualité maximale, si nous poursuivons la récurrence jusqu'au dernier seuil, 

O'P' 

2.6.3 Algorithme QUALITE 

Nous avons vu que le problème MAXQSF de maximisation de la qualité moyenne sur 
une intervalle de temps était d'une comple.xité réputée impraticable en général. Ici, nous 
traitons du cas particulier où l'intervalle de temps est grand. C'est-à-direque ,'intr'Ycille est 
de largeur supérieure à la somme de tous Ip.5 seuils de la fonction constante par morCE'aux 
qui approxime le profil de performance. Dans cette configuration. la contrainte de somme 
disparait puisqu'il est possible de choisir tous les seuils comme contrat. Mais il reste à 
choisir bons contrats parmi l'ensemble de tous les seuils possibles car un choix comprena.Tlt 
tous les seuils ne donne pas forcément la qualité moyrune wa.ximale Le bilt de cette partie 
est donc de décrire un algorithme polynomial permettant de faire ce choix optimal de 
contrats. 

Le principe de l'algorithme est de parcourir la liste des seuils de la [onction f. Pour 
chacun des seuils SI et grâce à la récurrence sue nous venons d (>tablir dans Ip paragraphe 
précédent, il est. possible de calculer max(QU, < 8 k i{ 81O } >)}) en parcourant tous les 
rangs précédents, et ~arder la séquPllce de contrats optimale. Fil1aleffi:>nt au rang p ((J.p = 
sp), la qualité intégrale maximale est obtenue et la séquence de contrats correspondante. 
Le principe est celui de la programmation dynamique (voir algorithme 2.2). 

Complexité: 

La complE'xité de calcul d'un rang est donc en O(n). La romplt'xité de> l'algorithme pst 
donc quadratique. 

2.7 ApproxiInation de la qualité mûyenne optimale 

Nous revenons ici sur l'intuition que nous étions fai' e sur une heuristique possiblp pour 
le problème AI A.'\.QSF. En effet, nous avions vu sur la figure 2.7, que calculer la qualit~ 
moyenne pour un nombre plus grands de contrats n'apportait pas beaucoup de précision 
sur la qualité moyenne ma:cimale. Nous avons donc fait une sèrie d'e.ssais pour confirmer 
cette tendance. 

Les résultats obtenus pour le calcul du maximum de la qualité rnoyennt' ne tiennent 
pas compte jusqu'ici de la durée du calcul de cette qualit.é mOyP1Hle maximale. Cela peut 
devenir un sérielLx inconvénient dans une application pratique de notre approche car 
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ALG 2.2 Algorithme de caicuI de la qualité moyenne maximale dMs le cas d'une fenêtre 
longue 
Début 

lnit: 
(lt ~ St Icol un seul seuil considéré loci 
QU, < 8 k l{sd » ~ (te - ma.x(fh,te))J{e~) 
pour i de 2 à P faire 
Q~mp ~ 0 
pour- j de l à i-1 faire 

si \ma."({éJ(J, < 8 k l{s}} » + SI (J(s}) - J(B",))} > '2temp) alors 

Qtemp t- max{Q(J, < 8kl{sJ} >} + Sl(J(S}) - f(O;))} 
fin si 
QU, < ekl{s~} » ~ Qtemp 

fin pour 
QU) f- QU, < 8k\{Sl} » Ica! i = p en fin de boude oc! 

fin pour 
retourne (QU)) 

fin 

nous avons prouvé que notre problème général était NP-dur! Heureusement, atteindre la 
solutiou optimale n'est pas une condition nécessaire pour appliquer notre méthode: un 
ensemble de contrats approchant la valeur optimale de la qualité moypnne sur l'intervalle 
de temps est suffisant. C'est la raison pOUT laquelle nous avons meué une série d'expé­
riences destinées à estimer la "complexité pratiqtle" de notrp problèmr. Et le résultat est 
bien œeilleur quI' nous ne l'espérions: pour tous les ras quP nous avons étudiË>s , la qua­
lité moyenne atteinte par le meilleur choix de 2 contrats (·tait toujours Il tlIU' distance 
inférieure à 2.75% de la qualité moyenne optimale. 

Ces résultat..,> concernent une famille de fonctions rnonotoUe15 croissantes qui approxi­
ment les profil:; de performance le plus souvent rencontrp!i dans l~ cas pratiques. C'est 
pourquoi nous pellsons que ces résultats ont un grand intprpt pour la généralité du pro­
blème. 

L'e..xpérienc(' est divisée en deux parties. Tuut d'abord. nous avons {·tudié lïnflUl>ncp 
de la pente à l'origine du profil de performance sur la valeur de la qualité moyenne. Pour 
cela nous avons considé,:,é une famille de fonrtions, défini(;' par l'ktuation qui suit, pt où 
le paramètre "a" pennet de contrôler la cou bure de la fonction comme montrÉ' dans le 
graphique associé sur la figun> 2.13. 

ut 
f(t) = (a - l)t + l 

Chaque fontion (" ail variant de 1 à 205 par incréments de 5) pst approximée par uue 
fOllction constante par morceau.xde 50 seuils pour lesqueJ;.; nous avons calculé la qua­
lité moyenne maximale; nous avons également calculé l'f'rreur par rapport à cette valeur 
ma.ximale quand dps ensembles de contrats plus petits sont C'onsidl'>rés. Nous nous r{'po-
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a-IOO --+ . ./ 

a-ID 
a-3 
a-l 

FIG. 2.13 - Profils de performance pour les eX{Jénfnces 

1 nb contrats' 1 1 2 3 4 5 
< 

0.1 * 1 
1 * 1 

5 10.83 % 0.23 % * 
25 12.33 % 2.47 % 0.25 % * -
45 11.59 % 2.71 % 0.59 % * 
65 10.75 % 2.63 % 0.60 % 0.U1 % 
85 9.97 % 2.44 % 0.53 % * 
105 9.52 % 2.36 % 0.46 % 0.01% '" 
125 8.98 % 2.29 % 0.45 % 0.02 % * 
145 8.55 % 2.22 % 0.39 % 0.02 % * 
165 8.29 % 1 2.02 % 0.35 % 0.01 % '" 
185 7.96 % 1.83 % 0.28 % * 
20·5 1 7.54 % 1 1.68 % 0.31 % 1 * 

TAB. 2.1 - Erreur pour un nombre lumté de contrats 

6 

sons sur de la programmation SUI de nombres entiers afin d'(>viter le problf\me classique 
des nombres à virgulf' flottante et nous a,ve-ns tiré avantage de la contrainte de somme 
pour limiter le temps df' calcul. Le résultat e.st [psumé dans Ip tableau 2.1 où a est la 
courbure représentée dans la prE'mière colonne, n est le nombre de contrats représen:é 
dans la première lignf' et ,. représente la solution optimale. 

Pour a $ l, la qualité maximale est obtenue avec un seul contrat; ce qui el'it le résultat 
auquel nuus nous attendions à cause du théorème 2.1. Dans les autres cas . il est dair que 
la meilleure qualité moyenne obtenue avec 2 contrats est très proche du mpilleur résultat 
qu'on obtiendrait sam; limiter le nombre de contrats. 

Nous avons aussi étudié l'influence de la localisation tempofl'lle dt' l'intervalle de temps 
(ta), qui a été fixé à 0 pour la première expérience, alors .que tft - to [('stait É'gal â 1. Cela 
peut êt.re d'une grande importance pour beaucoup d'applications quand du temps est 
disponible avant l'arrivée de l'évènpment hostile. lei encore, ,omme nous le montrons 
sur la figui'e 2.14, restreindre le temps de délibération au calcul de 2 contrats seulement 
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erreur 

• 1 contrat : /2con~m 
f· · • • • \r ':1 l 1· ~ l tt 

3 contrats 

FIG. 2.14 - Influence de to sur le nombre de contraL~ 

donne des résultats très précis (même si un seul contrat donne rapidt"ment de tn\s bons 
résultats) . 

Dans cette f'xpérience, la courbure a été mise à 51 et, dors que te était augmenté. 
"l'heuristique de la contrainte de somme" devenait moins efficace: nous avons alors mani­
pulé une fonction constante par morceaux de seulement 30 seuils pour garder un temps 
calcul des optima raisonnables. 

2.8 Conclusion 

Nous venoru; de présenter une méthode d'optimisatIOn hors lignt> de l'allocation de 
temps à un algorithme à contrat de façon à obtenir la meilleure réponse moyenne face 
â un événement hostile survenant uniformément sur un intervalle de tf'mps. Nous avons 
appelé ce problfimt> MAXQSF. Jusqu'alors, aucune méthode analytiqtlf' gt>nèrale n'a été 
trouvée pour résoudre le problème de ma..W:nisation de la qualité moyenne sur un inten'alle 
de temps. C'est ta raison pour laquelle nous avons propose des solutions pour des profils 
d~ performance discrets. Cette restriction n "'St pas un inronv{>nient car: 

- Ulle represelltati011 discrète tabulaire des profils de performal1cli' Il 'est pas rart' 

- la qUalitf moyenne résultante d'un profil de performance disrrf't peut è>tre aussi 
proche que l'on veut d'un profil de performance cclltmu donné. 

Nous avons montré qUl' le problème MAXQSF ét:ùt :\P-difficile PIl général {'t qua­
dratique dans le cas où l'intervalle est assez grand, Ceci. malht'ureusemf'nt, n '('st pas fré­
ql1emment rencontré dans les applications rpt>llt's. Malgrê> l'(>la. les expèrirnC'utatious que 
nous avons menées nous ont conduit à la constatation que la "eomplexité en pratique" de 
ce problème éta.it assez faible, ce qui rend l'utilisation d{' n'ue approche possible dmlS le 
cadre d'applications temps-ré-eL Une courte étude théorique plus complète afin de trouver 
une explication â ce comportement est envisageable, 

Notons que l'ette approche peut être vue comme une alternative à la transformation 
d'un algorithmf' anytime à C'('uLrat5 en un algorithme anytime interruptible proposéE' par 
ZILBESTEIN et RUSSEL IZR961, En effet, la qualité moyenne pour un algorithme à contrat.s 
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il peut-être définie par: _l_lte 
j"(t) dt 

te - ta lo 

où r est la qualité d'un algorithme interruptible A* associé â A par la relation A·(t) = 
A((h) où Oi est le dernier contrat e..xêcutê à l'instant t. 

ZILBESTEIN et RUSSEL [ZR961 donnent une construction simple pour transformer un 
algorithme à ('nntrats A de qualité f en un algorithme interruptible A· de qualité r tel 
que j(4t) ~ 1(t). La première différence avec notre étude est qHe nous considérons le 
cas d'un intervalle de temps donné sur lequel il faut optimiser la qualité moyenne. Dans 
notre cas, cela mène à la construction de A* qui optimisE' la qualité rnoyenup.. La seconde 
différeuce est que notre approche permet d'utiliser des algorithmes à contrats dont la 
longueur des contrats est déterminée par des méthodes, de durée fixe chacunt:, alors que 
ZILBESTEIN et RUb:::EL supposent que la longueur de chaque contrat peut être choisie 
arbi trairement. 

Notons que la probabilité d'occurrence de l'événement hostile a i>té supposée uniforme, 
car nous supposions n'avoir aucune infonnation sur son arr1vé(l. 11 existe des situations où 
la probabilité n'est pas constante, où plus d'infonnations sont disponibles a priori. Une 
étude pourrait se concentrer sur ce point. 

n faut noter à t:(> sujet un travail de ZILRERSTEIN, CHARPILLET (lt CHASSAING 
[ZCC99J qui traite de l'optimisatioll de la qualité d'une séquence d'algorithmes à contrat. 
La dernière partie concerne le cas d'une date limite stochastique connue. Les auteurs 
proposent une solution générale utilisant la programmation dynamique pour des profils 
de performance discrets. Il est intéressant de :::emparer ce travail au nôtre dans le ras 
particulier où la date limite stochastique est une distribution uniforme de probabilité 
sur un intervalle [to,t .. }. ~otre avis est que nous poursuivons Ip même objectif: trouver 
une séquence optimale de contrats pour maximiser la qualité à l'instant où l'interruption 
apparaît. Les principales différences sont: 

- les auteurs de IZCC99} considèrent une incertitude sur la qualité. Dp ce point de 
vue, le cadre est plus général. 

- ils lltHisent une fonction d'utilité dépendante du temps là où nous utilisons la qUl-\lité 
de la sortie de l'algorithme à contrat. 

- la situatio'" prl>senwe dans ce chapitre e.:t un cas particulier de celle décrite dans 
leur traval1, dans laquelle il n'y a pas d'information sur la date d'o\:'currencf> de 
l'interruption. La méthode que nous proposons pour résoudre le problème est assez 
différente: quand on n'a .aucune information sur la date limite/interruption, il ('st 
nécessaire de définir une politique de d'ordonnancement qui convienne à toutes les 
dates limites possibles sur l'intervalle. Par conséquent, la maximisa.tion de la qualité 
moyenne est la meiUenre stratégi(~ possible, par définition, c'est à dire la meilleure 
réponse sur la mOyl"nne des datf>s limites possibles sur tout lïntervalle. 

Uue étude intéressante rOllsisterait à appliquer une distribution uniforme aVf>C l·approcbe 
de ZILBERSTEIN, CHARPILLET et CHASSAING et de voir SI celle-ci tend vers le même 
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résultat, c'est à dire la qualité moyenne maximale. Il n'y a pas de preuve à ce tour que 
ces deux méthodet: se rejoignent. 

Une autre extension pourrait concerner notre clitèn' d'évaluation, qui est 1 i. qualité 
moyenne. Même si ce critère assure 1.:\ meilleure chance de survie d'un !,>oint de vue statis­
tique, il peut en exister d'autres, qm pourraient par exemple prendre en con.pte le nombre 
de contra' ~ (pour limiter l'eff~t d'overhead en prenant peu de contrats). 

Jusqu'alors, nous avons modélisé et remplac;' l'algorithme anytime que nous consi­
dérions par son profil de perfomance et avons simulé !'ion comportement par cet int~r­
médiaire. Afin de \'alider notre étude, ainsi que d'autres approches ùe raisonnemE'ut en 
temps contraint (raisonnement progrE'.ssif, flexible romputatwn, deslgn to üme, impre.cl.Sf! 
computation. .. ), il est nécessaire d'appliquer ces techniques sur des algorithmes anytime 
réels. 

Dans cet objectif, un atelier d'expérimentation pourrait être implémenté. Il aurait une 
vocation de d('Ulonstration, qUi permettrait à un développeur de se rendre compte des 
techniques disponibles en raisonnement en temps contlaint. et une vocation de d'éva~ 
luatioll afin de mesurer les conséquences de l' u tilistat.ion d'l' telles techniques pour une 
application partieulièrl'. Une première étapp pourrait être par exemple d'implémenter 
l'allocation de fontrat pour la quaHté moyenne sur un intervalle de temps. 

Mais pour réaliser cette plate-forme, il faut tout d'abord que nous nous intéressions à ~a 
conception des algorithmes anytime. D'après nos lect'.lres, cette question semble avoir été 
quelque peu ntghgée au bénéfice c:!.es recherches sur les techniques d'ordonnancement des 
algorithmes anytime pour l'optimisation de leur qualité (finale ou moyenne). "Comment 
fabrique-t'on les algorithmes anytime?" C'pst la question que nous nous sommes posée 
li 'ec le regard d'un programmeur qui découyre l'algorithmique anytime. Notre objectif 
serait d'aboutir idéalement à une méthode de construction des algorithmes anytime. La 
conception des algorithmes anytime est donc l'objet de mise en qU(,,$tion que nous propo­
sons et ft> Imjet du chapitre qui suit. 
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Chapitre 3 

Contribution à la conception 
d'algorithmes anytime 

Dans le jeu du pile ou fare, si on tire le côté face Ct'nt fois à la suite, cela nous 
apparaît (lxtraordiuaÏr€', parce que le nombre presque infini de combinaisons 
qui peuvent apparaître à partir de cent lancers sont di,'isés en si'quences régu­
lières, ou dans lesquelles on peut facilement estraire une loi, et ~n séquences 
irrégulières, qui sont incomparablement plus nombreuses. 1 Un essaz sur les 
probabililù, Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 1819/ 

Dans l'étude sur la qualité moyenne présentée dans 1(' précédent chapitre précédent, 
nous avons expérimenté not.re approche uniquement sur dE'S profils de J.lerformann'. Ces 
profils de perfonnance étaient des fonctions générées à partir cl 'uue équation et non il 
partir d'un algorithme à cor:trat réel. Il peut sembler natun'\ dl' se demander si les profils 
de perfromancp sont réalistes, c'est-à-dire représentatifs ù€'S cas conrrants rencontrés 
dans les applications réelles. C'est la raison pour laqu<.>llc nous lIOUS sommes intére.'isés à 
la construction de profils de performance à partir d'algorithmes réels. Plus généralemf'Ilt, 
nous avons décidé dt> nous focaliser sur la conception d'algorithmes anytime et sur les 
problèmes que ('(;'la peut poser. C'est aussi une façon de nous assurrr du réalisrm' des 
profils de pf'rformance convexrs (avec "increasinl!; returns" ) 

Il existe des nmseils pour la construction des algorithmes anytime et nous les avons 
présentés dans le premier chapitre. Mais, ft notre connaissance. b('HUCOUP <1(' solutions 
qui utilisent. les algorithmes anytime sont cl!'!; techniques ad·hoc. trrs spécifique.~ à l'ap­
plication (voir par exemple ISa198j, ou \dV971 ... ). En fait. If's t>fforts dans \p domaine de 
l'algorithmique al1yti41e semblent porter sur la gestion de (,PE algorithmes. 

Toutefois, nous pouvons noter une contribution dt' GRASS et ZILBERSTEIN ('Ollcer­
Hant une approche générale de la conception des algorithmes élnytime IGZ9Gj. Ces tra­
vaux consistent en une platp-forme qui permet une "standardisat.ion" de la conception 
et de la manipulation des algorithmes anytime. Cette application pprmet la génération 
systématique dp profils de performance et leur gestion dans le cadrE:' de l'optimisat ion de 
la qualité de sortI(>. Différentt's strategies de gestIOn sont ou peuvent Nre implantées. Le 

71 
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principal objectif est de fournir un outil standard b. ;~ communauté des chercheurs tra~ 
vaillant sur l'algorithmique anytime so:1!:i la forme de oibliothèqup.s de fonrtwns anytime, 
(c'est-à-dire algorithme + profil de pt;rformance) et d'rue dpplication, ceci permettant 
de se concentrer sur la gestion des algorithme.s. 

Une hypothèse faite dans lE travail que nous venons de citer est que ie critère de 
qualité et la fonction de génération des entrées sont fournis par l'utilisateur de la plate­
forme. Il paraît évident que le concepteur d'un algorithme est la pprsonne la mieux placée 
pour connaître le comportement de l'algorithme pt l'utilisation (~u'iI V"d. PIl faire. Mais 
une petite série d'exp(>riences à propos de ces deux paramètres nous ont lIlontr~ que cps 
deux questions n'étaIent pas si évidentes et HOUS Lnaginons que cela J)f'ut être le même 
problème pour le commun des programmeurs. C'est la raison pour laquelle notre étude 
présentée dans ce chapitre a tout d'abord consisté à montrer les difficultés dans le choix 
d'un critère de qualité et le choix des entrées représentati ves pour la construction d'ullC' 
carte de qualité qui reHète le réel comportement futur de l'algorithI'1e. Dans chaque partie 
de cette étude, nous ne donnons pas de méthode générale, mais nous e.ssayons cie mettre en 
évidence certains "pièges" à éviter et de donner quC'lques conseib pour la construction des 
profils de performancc:, de mainère statistique. Cette étude peut être considèrée comme un 
complément à l'approche de GRASS et ZILBERSTEIN et se situe en amont dr l'utilisation 
de leur platt.'-forme. 

Nous ne faisons ici que résumer les principaux résultat..c; obtpnus daes cette étude. La 
plupart des expériences et résultats détaillÉ''s sont exposés en Annexe A et d('S cornpléme!1ts 
en Annaxe C. 

3.1 Principaux résultats 

Nous nous attachons ici à la construction de profils de pNformantf' pour deh algo­
rithmes anytime. Dans un premier temps, il est nécessaire de dNirur une criti're de qualiü, 
pour l'évaluation de la performance de l'algorithme en fOIlction du temps. il existe alors 
plusieurs cas de figures pn cr qui concerne l'aUun' du profil ell fonction dl> la di>pt'ndal1(,1' 
aux données en entrrf' de l'algorithme: 

- Si la qualité ne dépend pas du tout de la donnée en C'ntrN>. alors le profil dr perfor­
mance correspond au profil de performance analytique. c'p!>t-à-dire ('('lui défini par 
Ulle formule analytique. Il ne se pose aucun problème dr prédiction, mais ce cas dt' 
figure est malhpureusement très rare. 

- Si la qualité varie beaucoup avec la donnée PU entrée, il dp\'\('nt plus difhcile vuire 
impossible de construire un profil de performance car la carte de qualité est trop 
disperuéc et la mriance de la qualité pour un temps de', .1 ,.~ ,1"Tl"' .. 'v~ grande. 

C'est prindpah:'lIlf'nt ce dernipr cas qui nous a intéressp. L 'utilisation dps profils de 
pLffonllances par intprvalles (IPP) IZH93/ dans Ip ('as où la dounÉ'e en put rée influence 
fortement la qualité pprmet de tirer des dOIlnéps au hasard. Lf' profil de performance 
consiste alors 1\ encadrpr par le haut et le bas la ('arte de qualité obtPHUI:". L'épaisseur 
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de la bande encadrée détermine la capacité de prédiction et nous avons tout intérêt à ce 
qu'elle soir la plus étroite posF:ble. 

n pourrait être également envisagé de faire dépendre la qualité de la sortie d'une 
qualité d'entrée ou de tout autre caractéristique de la donnée en entrée de l'algorithme 
pelmettant. de discriminer différents grOUpeL de donnée. Il est alors possible de construire 
des profils de performances conditionnels qui permettent alors une prédiction plus fine. 

Le problème pst que pour beaucoup de problfimes NP-durs en général (ceux très nom­
brelL'\{ qui sont poIYllomiau': en moyenne), la qualité pour un temps d" calcul donné 
dépend fortement dE> la donnée et peut provoquer des comportements extrêmes en terme 
de qualité et très Ploignés du cas moyen. Nos expérimentations montn'nt même que faire 
dépendre la qualité de sortie de la qualité de J'entrée ou d'une méthode de gl>nération 
des entrées particulière ne suffit pas à obtenir des profils de performance conditionnels 
très prédictifs (voir Annexe A). Il Y a donc un piège à tIrpr des donnpes au hasard pour 
construire un profil de performaI1ce dans cettE> situatioI1. 

C'p.st la théorie de la complexité de Kolmogorov ILV971 qui nous apporte un éclairage 
sur la question. Cette théorie, dOI1t il n '€"st pas nécessaire de> comprendre le détail pour la 
comprendre et en appliquer les principes, permet de formaliser la notion d'aléatoire et fait 
un lien entre la complexité des données (grossièrement le tatLX de hasard contenu dans la 
donnée) et la comple.xité des algorithmes. 

En particulier, la théorie de la complexité de Kolmogorov nous permet de montrer 
que, même si la plupart des données (sous-entendu sur l'PIlsemble des donI1ées de même 
longueur) sont aléatoires et donnent des comportements polynomiaux en temps de calcul, 
Cf' sunt les données fortement structurées qui ont la plus fort,e probabilité d'apparition 
dans la réalité (r:râce à la mesure de Levin). Ainsi, di on tin' au hasard. c'est à dire si on 
suit une probabilité d'apparition unifonne, on a de forte chances de tomber sur un cas 
moyen du point de vue algorithmique. Mais ell réalité, l'apparition des données ne suit 
pas une loi tlnliorrn(~. Comme les données structurées ont une forte probabilité de !!;énérer 
les ca." pires (th('orèmes de LI et VITÀNYI pt de VLASJE). li y a dC' fortes rh aIl ('l'S. en 
tirant des donnéf's au hasard. "d'oublier" des eas extrènws su:- le profil de performance, 
très ~loignés du l'as moyen. 

La proposition que nous faisons ~st qu'il faudrait pmmm spr-cifipr les données afin 
d'obtenir des rartf:'.5 de qualité représentatives de la rè,ù!tp Le travail que nous avons 
effectué sur les exemples d'algorithme de tris. qui a permlS de mettr!' t'n évidence des 
familles de données aIL'\{ comportements différt'nts, doit f:·tn· pO'lrsui\'i sur chacun des 
problèmes posés. Il e.xiste d'ailleurs des étudf'B dont les rpsultats pprmettent dp définir 
une méthode dp g€>nératioll automatique dps f:'ntrpes ~diffirih.ls" IVla95j. Cpla l'Pst(· un 
travail difficile de pouvoir sp<-dfier les donnée.') de c(:Itte façon. 
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3.2 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous nous sommes concentrés sur les problèmes pratiqu\..s rencontrés 
lors de la construction des algorithmes anytime. Des considérations sur des e,.xemples 
simples, comme le problème du voyageur de commerce nous ont fait douter de la facilité 
de construction des profils de performance. C'est la raison pour laquelle nous avons adopté 
le point de vue de l'utilisateur de cr.5 algorithmes, une approche na.ïve mais critique afin 
d'essayer de résoudre ces problème" de conception. 

Dans cette étude, nous avons mis en évidence deux questions qui ne sont pas résolues 
de façon générale dans la majorité des travaux concernant la conception des algorithmes 
anytime: 

- choisir U.ll critère de qualité pprtinent 

- collecter les données réalistes pour construire les cartes d!' qualité et les profils de 
perfnrmance 

r.es problèmes Stlllt considérés comme étant du ressort de l'utilisateur des algorithmes 
anJ time, ce qui peut sembler naturel à premièrr vue. En effet, ('(lS de\Lx qu('stions sont 
tlès dépendantes du problème posé. 

Mais nous avons choisi de nous concentrer sur res questions, car nous estimons qu'il 
existe des "pièges" qu'il est possible d'éviter. Grâce Il. cette approche expérimentale de 
la conception de." algorithmes anytime, nous avons mis quelques uns de ces pièges en 
évidence Il. (',ude d'exemples suffisamment simples et représentatifs des problèmes usuels 
(tri et voyageur de commerce) et avons tenté de donner quelques conseils. 

Quant au choix d'un critère de qualité, nous avons vu qu'il doit Ë'tre spécifique à l'al­
gorithme et pas seu!<.>ment au problème résolu. En ('ffet, ce critèn' prut avoir un sellS ou 1(' 
perdre selon la méthodf' de résolution du problème employée. ~Iai:; il dépend p.videmment 
ausJi du but visé, particulièrement du typf' de résultat intermèdiaire qur nous voulons 
obtenir. En effet, le résultat d'un algorithme est utilisé dans 1'U cprtain contextf' et pput 
être aussi réutilisé par un autre algorithme f'Il tant qU'f'ntréf'. Lt' dlOLX d'un rritèrp !If' 
qualité est donc un compromis entre l'es dpux points de vue. 

Le problème de la l'Onstruction d'un profil df' pf'rfonnan('(' n 'est pas triviale nOfl­

plus. Quelques considérations sur des cas réalistes nous moutrf'nt que le choix aléatoire 
des entrées est rarellH'nt la bonne méthode pour obtenir des prurits de pf'rforman\f' qui 
prédisent efficacemt-nl un comportf'Illent réaliste de l'algorithIll(·. \UlIS proposons d'utiliser 
la complpxité de Kolmogorov pour confinner ce fait. Cette théorie montrp qlle les instances 
structurées, c'est-à-dir!' non-aléatoires, sont les plus fréquentt's PIl réalité. Cette étud<' a 
montré qu'il est néc('ssaire de faire une analyse fin{' de l'algorithnw et dp la fonction dt' 
généraüon des entréps avant de g{>nérer la carte de qualité. 

Même si nous ne produisons pas de méthode eurnplète pour construire des profils dc> 
performance, Ilotre point de vue est que la théorie' de la complt'xltÉ' de Kolmogorov pt'ut 
être une bonne approche pour l'analyse dp..5 données pt la génération des profils de perfor­
mance. Beaucoup d'ètudes sur la génération d'instaures "difficiles" au sens rombinat.oirp 
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et la spécificaticn des instances en fonction de leur complexité de Kolmogorv sont en 
cours (voir par exemple celle de VLASlE IVla971 sur le problème 3-COL). L'analyse du 
comportement des algorithmes et de la complexité de Kolmogorov des instances est très 
dépendante du prohlème posé. Mais l'avantage de la complexité de Kolmogorov est. qu'elle 
pennet l'analyse individuelle des instances de nos problèmes, alors que nous ne disposions 
auparavant que de résultats st.atistiques. 

Nous pensons donc que la construction d'algorithmes anytime et en particulier de 
leurs prvfiIs de performance Il 'est pas aisée en général, mais qu'il est possible pour un 
"débutant" d'éviter certains pièges à condition d'uLiliser la théorie df' la complexité d~ 
Kolmogorov. 
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Conclusion 

Conclusion générale 

La première contribution de cette thèse concerne un problème d'ordonnancement d'un 
algorithme any1ime à contrat. La situation que nous présentons est crlle de l'arrivée d'un 
événement sur un intervalle de temps. Le problème était df' savoir quelle pouvait être la 
meilleure réponse à donner si cette événement peut venir interrompre les calculs avec une 
probabilité uniforme sur tout l'intervalle de temps. Nous avons donc proposé une stratégie 
qui consiste à relancer l'algorithme anytime à contrat afin d'assurer les meilleures chances 
de "survie" sur l'intervalle. Par définition. c'est la maximisation de la moyenne des qualités 
qui donne ce résultat. L'objectif est alors de calculer quelles valeurs auront les cuntrats 
successifs et combien seront nécessaires pour atteindre le ma.ximum de qualité moyenne. 

Nous apportons une solution analytique pour des profils de performance convexes 
consistant à maximiser la qualité moyenne pour un seul contrat. Une équation définit 
la valeur de ce contrat qui e.st supérieur à la moitié de 1 ïntervalle. Pour les profils de 
perfonnances concaves, il est nécessaire de lancer au moins deux contrats pour obt('nir la 
qualité moyennp maximale. Nous n'avons pas, jusqu'alors. de solutIOn analytique dans le 
cas général. 

Nous avons proposé d'approximer le profil de performance continu par une fonctlOn 
constante par murCf'aux. Ce choix nous perm€'t de choisir It·s contrats dans l'ensemble des 
seuils de la fom:tion et d'obtpuir ainsi un problème de combinatoire. Ct' problèmE', que 
nous avons baptisé Af.4XQSF se révèle être NP-dur en gfnéral. Dans le cas particulier 
où l'intervalle de tpmps est assez grand (pour contenir la somme des spuils), nous pro­
posons un algorithme quadratique. Ce cas où la fonction est très concave par rapport à 
la longueur de lïntervaUe est assez rare à notre avis et nous a poussé li meupr qlwlques 
expérimentations afin d'étudier la mise en pratique de notre approche. Des e.',salS effpt"tuf>s 
sur des profils df' pf'rformance de formes variéps nous ont pE'rmis de constatpr que l'el'n'Br 
faite en bornant (par 3) le nombre de contrats était très faible (de l'ordre du pourcent) 
par rapport à la qualité moyenne maximale. 

Nous avons Pl1Slüte tenté d'implanter des algorithmes anytlme et notamment de construire 
des profils de pprfonnance pour ces algorithm':'S. Des tentatives sur des exemples d'algo­
rithmes simples ont mis en évidence un certain nombre de difficultés. 

Notre seconde contribution a donc porté sur les problèmes pratiqm'!i de choix d'un 
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critère de qualité et des entrées nécessaires à la construction d'un profil de performance. 
Même si ces problèmes peuvent sembler très liés à l'application visée, ils semblent égale­
ment négligés dans la plupart des travaux concernant l'algorithmique anytime. Des solu­
tions ad-hoc sont souvent proposées. 

Dans un premier temps, nous avons montré par des exemples d'algorithmes de tri 
que ces deux: questions pourtant fondamentales, ne sont pas faciles. Il est tout d'abord 
nécessaire de choisir judicieusement un critère de qualité. Il est possible de produire des 
comportements en qualité très différents selon l'algorithme et le critère utilisé. Certains 
critères de qualité ne conviennent d'ailleurs pas:1 certains algorithmes même si le problème 
traité reste le même. 

Ensuite, la variation de la taille des entrées, de la manièrr de générer les données 
(de façon structurée ou aléatoire) ont notamment provoqué l'élargissement des cartes de 
qualité obtenues, mettant en évidence les problèmes liés â la gpnération aléatoire des 
entrées. La théorie de la complexité de Kolmogorov nous a alors apporté un éclairage 
sur le choix des entrées pour la construction du profil de performance. En particulier, 
les données "rencontrées dans la réalité" ont une forte probaoilité d'être structuré('.5 et 
nonpaléatoires. Nous f'stimons donc que les difficultés rencontrées imposent de prendre un 
grand nombre de précautions lors de la conception des algorithmes anytime. 

Perspectives 

Nous avons montré que le problème M;L"(QSF d'optimisation combinatoire était 
Npodur en général, et quadratique quand l'intervalle était assez grand. Crtte deruière 
situation est malhel1n>usemcnt très peu souvent rencontrée dans les cas réels. Toutefois, 
les expériences oue nous avons menées laissent à penser que la complexité "en pratique" 
de ce problème reste très faible, ce qui rend cette approche envisageable pour des applica­
tions pratiques. Une rapide étude exploitant la forme concave des profils de performance 
permettrait de donner uue rxpHcation théorique â ce comportempnt. 

Une autre extension pourait se conlentrer sur notre critère (fl>valuation, c'est Il dire 
la qualité moyenne. ~Iême si ce critère donne les meilleurs résultats du point de vue 
statistique, il peut en exister d'autres, comme par exemple dl' considérer le nombre de 
contrats nécessaires. Le limiter permettrait de contrôler les temps morts dùs à la relance 
de l'algorithme, que nous avons négligés ici. Prendre en compte (,ps temps morts dans le 
modèle est, à notre avis. assez facilement envisagpable. 

En ce qui concerne l'hypothèse sur la distribution de probabilité d'occurence de l'évè­
nement interrupteur, supposant que nous n'avions aucune information, nous avons choisi 
prendre cette distribution uniforme sur l'intervalle. Il existe certainement des situations 
pour lesquelle.s on dispose de plus de connaissance a priori et l'étud(' du problt'>me avec une 
distribution non-unifurme sPlait des plus intéressantes. Le calcul de la qualité moyenne 
selon cette nouvelle probabilité devient alors plus complexe. 

Enfin, mais cela Il(' dot pas la liste des perspectives, cette approche de qualité moyenne 
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peut être envisagée avec plusieurs algorithmes à contrats différents qui se partageraient 
l'intervalle de temps, Ces algorithmes peuvent avoir un but unique auquel chacun contri­
bue ou de multiples objectifs contribuant à amélioreI la qualité globale ou un vecteur 
de qualité ce que propose MOUADDIB dans IMouOOl, Une premiêre extension prenant 
en compte plusieurs algorithmes anytime à contrats indépendants est proposée dans 
IDMZ991· 

Nous avons vu que la théorie de la complexité de Kolmogorov apportait un point de 
vue éclairant sur le choh: des entrées représentati ves des problêmes réels. Elle apporte 
également des informations sur le comportement des algorithmes (principalement ceux 
NP-complets). Des études permettant de définir des générateurs automatiques d'entrées 
complexes (au sens où elles entrainent les pir€'s cas) exist€'nt déjà dans des cas bien parti­
culiers (3-COL par VLASIE IVla95J). Envisager de telles étudps pour chacun des problèmes 
apporteraient beaucoup à la construction des profils de performances réalistes. Il faut no­
ter également un travail intéressant de THIÉBAUX, SLANEY pt KILBY ITSKOOI proposant 
une méthode pprmettant d'estimer la difficulté d'un problème d'optimisation (en général) 
en fonction de lil forme des entrées. Cette étude est susceptible de fournir une piste in­
téressante pour la génération de données d'entrées ou l'analyse de données d'entrée déjà 
existantes. 

Enfin, nous espérons que des efforts porteront sur le problème de l'implantation des 
algorithmes anytime. Comme notre étude du dernier chapitn> et les nombreuses questions 
posées par les "uouveaux venus" dans le domaine de l'algorithmique anytime, il existe 
encore de nombreux remparts à la mise en pratique systématique de cette approche. Les 
travaux de GRASS et ZILBERSTEIN !GZ96j sont une bonne initiative cn ce sens, et nous 
espérons que notre étude éclairera également cette voie. L'algorithmique anytime a brsoin 
d'être popularispe et le dévoloppement d'une plate-forme applieutive complète assistant le 
programmeur du début à la fin serait une très bonne manièrf' de le faire. Nous imaginons 
une plate-forme qui se scinderait en trois parties: 

.- la premic're consisterait à aider le chuix d'un critère de qualité pt des entrt'>es re­
présentatjws de l'application visée par le test de différents paramètres infuençant, 
l'allure de!) cartes de qualité (taille des pntrées, méttodp de génération, etc.). Un t('l 
outil serait l'aboutissement de notre application, utilisée dans le dernier chapitre. 

- la deuxième> partie se chargerait de la génération automatique dp~", cartes de qualité 
à partir du critère de qmùité et des entrées choisies cl. l'Hape précédente, Il resterait 
alors à automatiser la construction du profil de lwrfunnance d'un typr. rhoisi par 
l' utilisateur. 

- En.fin, le troisième et dernier module concenterait Il' tpst des différf'ntes techniques 
d'ordonnancement des algOlithmes anytime, qu'ils soipnt interrupti bles ou à contrats, 
mais aussi de 1& forme adoptée dans le raisollnement pr()~ressif et ci' au tn'li approches 
alternativps. 

Nous espérons que ce projet ambitieux pourra i>trp dht'Ioppr dans les annérs qui 
viennent. 
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Annexe A 

Contribution to the design of allytime 
algoritllms 

In the garnI'.' of heads and tails, if head cornes up a hundred times if'! a ro\\', then 
~his appears to us extraordinary, because the almost illfinite number of cornbi­
nations that can arise in a hundred throws are divided into regular sequences, 
oc those in which we observe a mie that is easy ta grasp, and inta irregu­
lar sequences, that are iucomparably more nurnerous lA philosophical essay 
on probabtllties, translation from French, Pierre-Simon, Marquis de Laplace, 

18191 

In the study of the avemge quality presented in the prfvious chapter, wc experimen­
ted liur approach on "simulated" anytime contract algoritluns, that is wc considered that 
algorithms \Vere only represented by their performance profiles. These performance pro­
files were functions that we generated. It could seern natural to ask ollrselves if these 
performance profiles are real, i.e. representative of the c:urreut cases ellcountpred in real 
applications. That is the reason why we are interested in construeting our pcrformanrr 
profiles for algorithms that we chose, and why we are not satisfied anvmore \Vith "artifi­
dal" on es. Mon> gl·nerally, we decided to focus on the desi~l of anytime algorithmE and on 
the problems that it could cause. It is a way to l'usure rpalism and to vrrify if the convex 
performance profiles (with "increasing returns") wc talked about can 1Jf' met in reality. 

There exist advic($ ta build anytime algorithms and t I!pir performance profiles that 
we presented in the state of the art. But, as far as we know. Illany solutions using anytime 
algorithms are ad hoc techniques, very applic.ation specifie (sel' for f'xample ISa198j, or 
{dV97} ... ). In fuet the efforts of the community are <'Ssent;ally forused on monitoring 
anytirne algorithms. 

Nevertheless, w(> have to note the contribution of GRASS and ZILBERSTEIN con..:erning 
a general approach of design of anytime algorithms IGZ961. This approach consists in a 
platfonu that f'uables standardization of design and manipulation of i1nytime algorithms. 
This application enables the systematic genpration of pprformance profiles and the mo­
nitoring of the algorithms in the framework of the optimization of the output quality. 
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Differents strategies of monitoring are or can be implemented. The main goal is to suppl y 
a standard taol to the research community working on anytime algoritbms under the form 
of libraries of anytime functions (dgorithm + performance profile) and of an application. 
This allows to concelltrate on monitoring. 

An assumption made in the pre,,;ous work is that the quality criteria and the genera­
tion function of instances are supplied by the platform user. It is obvious that the designer 
of an algorithm is the best person ta know its behavior and the use that will be made of 
it. But a few simple experiments showed us that these two questions are not obvious and 
we imagine that it would be the sarne problem for a common programmer. That is why 
our study in this chapter will first consist in showing the difficulties in choosing a quality 
criterion and in choosing the representative instances to build a quality map that reffects 
the real future behavior of the algorithm. In each part of this study, we do not supply 
general methods but try to exhibit some pitfalls to avoid and pieces of advice to give to 
the "beginner" in designing anytime algorithms. This study cau viewed as a complement 
to the approach of GRASS and ZILBERSTEIN and takes effect just befme the use of their 
platform. 

First we will exhibit simple but important questions about the two points we quoted 
above. Next we address the questiou of choosing the quality criterion, then t!le problem 
of generating realistic instances. These two sections will be illustrated with simple but 
represc.ntative algorithms. AppendLx B also address(>.5 the problem in a technical and 
practical way by presenting how we implemeted the tools for measuring computation 
time and acquiring the quality maps. 

A.l 18 it 80 easy to design anytime algorithms? 

The IIlain ad'll(lIlt..1.ge of anytime algorithms is ta enable prediction of their performance 
over time. To value this pf'rformance, we have to define a qualîty crÎterion and to construct 
a performance profile by selecting inputs ta trace it. In this section. we will discuss choices 
made in the ~ltterature {Zil93HHZ961 to do this work with the particular example of the 
Traveling Salesmall Problem (TSP). 

The 1SP presentf'd in IZil931lHZ961 is the problem of finding an optimal tour (the 
shortest hamiltonian cycle) in a totally connected graph. The l'ost of a path is defined 
\Vith the eucliciian distance. The algorithm proposed is the "randomized improvemeut 
tour", inpired of the 2-0PT algorithm pM951, that starts from a complete tour (a random 
permutation of the cities) and randomly choose two vertice. These vertice are exchanged 
if the quality increases after this operation. 

Quality criterion 

Let us first consider the choice of a quality criterion. A. dirf>ct approach lead us tu 
r;hoose the following quality criterion, that valuf:'..5 the distance to go to the optimum 
IHZ961: 



A.1. Is it 50 easy to design anytime algorithms? 93 

() 
Cost{optimal_tour) 

q t :::: . 
Cost(tour(t)) 

Several problems are connected to this approach. The first one is that this quality is 
not recognizabJe because it can not be reasonably computed at mn-time. AB a matter of 
faet, you have to compute the cost of the optimal or ta know it in advance. The problem 
v'ith the TSP is that it is a NP-complete problem far which ther€' exists no polynomial 
method to approximate the cost of optimal (without computing the optimal itself) \Vith an 
en'or as smaIi as we want (JM951. The ooly solution is ta know the optimal in advance and 
then cornes the second problem. For the same reason, even if there are polynomial (but 
Hot sa tractable in reality because they demand heavy equipment ta solve ODe instance 
in severdl days!) local optimizatians that gives gaad estimutes (with DO garantee). the 
optimal is still costly ta find. Moreover, what is the illterest in looking for an intermediate 
solution when wc already have the optimal solution? Oue ('an argue that it is just to build 
quality maps and performance profiles, but how can we use them if we can not locate the 
quality of the beginning tour? 

An alternative solution is given by the use of the following quality eriterion that 
collsiders the improvemellt from the begillning of the algorithm. 

() 
Cost(inityath) 

q t == --"':'_-=--.,."';" 
Cost(tour(t)) 

This criterion is usually adopted in papers that take the TSP as an example IGra961 
[Zn96}. The problem with this eriterion is that there is no constant value to refer to and 
from an instance ta another, the initial tour can be far from the optimal or close to 
the optimal. That coutd generate respectively a highly evolutivp pt'rformance profile or 
a "fiat" one (figure A.1). By using this type of non consistent performance profile (with 
wide variance), we loose prediction capacity. 

A solution ta this problem could be the use of the trajectory prediction method by 
considering at mn-time the slope of the quality over time sa far and predict the future 
behavior. For this method, it is necessaf) ta assume that the quality have a "smooth" 
progression and no discontinuity. Ta conclnde this part. it Î:l dear that the choiee of èl 

good eriterion is not 50 easy. 

Performance profiles 

It is deaT that the propoS(>d TSP aIgorithm l'an not be analysed to deduce an anlytie 
perfonnance profile because the improvement is randomizl'd. The remaining solution is the 
statistic-ùl study of the behavior by generating instances a.nd building the correspunding 
quality map in function of time and. if neee.5sary. the input quality. 

ln the case of the TSP, the method proposed ta generate inputs is to randomly dlOose 
lots of them in tll(' set of aH possible instances. The oumerous instances seerns to bE' a 
garalltee of the realism of thp choice. As a matter of fart, user~ of this method hope to 
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luit: loin de l'optimum 

r" 

:/ 
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! Inil : Proche de l'optImum 

Temps 

FIG. A.l - Two e.xtreme behaviors for the sarne algorithm for TSP with a quallty cl1tenOTl 

that measure.s the gain regarding in.itial situation 

capture a large sample of the behavior of the algorithm. And the result is orten statisfac­
tory with a narrow variance around an average. But the nurnber of cities compared t.o the 
size of the map cau have a rcal influence on the behavior of the randomlze improvement 
tu": algorithm. The number of dties in (Zil93] and IGra961 for examplc, is large and the 
dhueJ:Sions (the number of points) of the rnap is of the sarne order. We e"'.-perim.ent.ed the 
algorithm (ou 10 cities randomly located on a map of 10000 x 10000 points. As shO\vn on 
figure A.2, the small number of cHies seems to lead to e.'Ctreme behavior. 

Intuitively, if the number of cities is large and if they are randomly chosen, then we 
have high probability to be in the average cases (because they are in large majority). If 
the number of dties is !-:o1uall, we have a higher chance ta get "E'xtrem(''' inslail('t>B. We 
admit that anytime algorithms cau be of poor interest in the rase of 10 rities, but this 
shows that lTl~ need ta take precautions in choosing our inputs in the S('t of a11 possible 
instances ~Ù build a predietive and realistic performance profilE'. 

Ali these remarks lead us ta the daim that design of anytirne algorithms, espetially the 
choice of the quaUty eriterion and of the inputs, is not an easy job for rea.'lons that could 
be independant of the goals of the designer and the use of tÎ1e al!!;orithm in its applkative 
context. That is why we propose a discussion about these two points to E'xhibit possible 
pitfaUs and perhaps sorne piece of advice. This work i5 a preliminary approach to the use 
of GRASS and ZILBERSTEINIGZ96} platfonn. The last part of this chapter will conct-rn 
sorne practical problems of the implementation of anytime algorithms, e.spf>cially software 
environment. 

A.2 The choice of a quality criterion 

\Ve just saw \Vith the TSP that the choice of the quality critl>rion that quantifies the 
perfonnance of the result of the anytime algorithm cau be a pitfall question. We chose sort 
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Anytime random TSP sur 10 villes 
qulflte. gain % chemin lritill 
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FIG. A.2 - BehalJlor 0/ /Irnndamize imprauement tour" TSF algorithm on instances contai­
ning 10 rondomly chosen. cities on a map 0/ 10000 points by 10000 pomts 

aigorithms tu iHustrate this question. TTsing such simple ulgorithms (polynomial in tenu of 
cotnplexity) is not senseless. As a matter of faet, even the computation time of polynomial 
algorithIliS can be unacceptable for practical applications if the input instance is too large. 
Just consider sorting files in a lIuge datahase. The advantages of the sort alg 1rithms are 
that they are simplE' Fnough to be analyzed and sufficient to isolate and exhibit prcblems 
in building anytime algorithms. 

In this section, w(' t'onsider the problem of ('lloosing a qllality crit<:'rion and espedally 
regal'ding tWQ aspfft.s. The first aspect is the influence of tllf' algorithm used ta solve the 
sallie problem and consequences on the qualit,v criterioll. The st'cond onf' is the problem of 
the input qualitv and how ta enoose a quality that t:aracteriZt'S the input of the algorithm. 
Wt' '-'Ii1l precise the definition of the input quality. 

A<.I we do Ilot \.'(jllsider the performance profile proble1l1 for the moment, we only try 
to build a !Juahly map!GZ96j, that is a brut<:' trace of the Iwhaviour of the OlJtput quality 
with time. Performance profiles are produced only after considerations and computation 
on a quaJty map. 

A.2.1 Experimental results 

In this section WE' explore several sor al?;orithms and obsE'rvE' thp influence of the 
chaice of a quality criterioll. 
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A.2.I.l Ordinary Selection Sort 

First, wc observe the ordinary selection sortlFGS931. The principle of this is the rnost 
elementary way of sorting a list (Algorithrn A.l): 

- look for the smallest element of the list by sequentiaHy explaring the list from the 
beginning ta the end r·f the list and pladng it at the first. position. 

- do the same work considering the remaining list, i. e. the original one mhus the first 
(and smallest) element. 

- do this untiI the remaining list is limited ta one element. 

ALG À.l Ordinary selection sort (FGS931 
procedure ard-seLection-sort 
begin 

if- 1 
while i < TABSI lE do 

j f-- i 
for k from i + 1 ta TABSIZE do 

if t[kj < t(j) then j f- k 
endfor 
tfJ1 H tri} 
if-i+l 

endwhile 
end ord-selection-sort 

In the \Vorst case. the number of compariscms in this algorithm is clearly O(n2 ). The 
cOIIJ;:>lexity in the average case is idar.tical. j\f; for the number uf exchanges. it is B{n) in 
the worst and the avprage case (sec [FGS93\). Ta test this algorithm, we uSfld a list uf 
14000 ele.rnents. TIlis list is randomly generated. 

At this time we obsf>rve the behavior of 50rt algorithms starting from a random list. 
The mL'<ing algorithm (alg'Orithm A.2) 

- starts from a sorted list and randomly chaos!:' (with rand funnioll In C) an f'lement 
of the list to phu:e in first position, 

- contumes with the remaining list, that is the original ont' mmus the first clement. 
and stops when ttw remaining list is a singleton. 

For the ordinary sf'Jection sort, wc chose a cTiLerion that values the percentage of 
ele.rnents that are aIready sorted for sure. This criterion is very easy to compute and 
dearly takes constant Lime and is noted qs. It consists in fart in counting the steps of 
the algorithm. So it rNùly counts the sorted elements il! the rase of a Sûrt like selection 
S0ft. In the case of an other sort that does not put at first th{' smallest elements in the 
first positions (like quicksort for exarnple), it just reflects the progress of thl' algorithm ta 
termination. 

'Nf' can observe on figure A.3 that the qualitv of the input is 0% (no stf'pS for th€' 
algorithm). We taok 100 measure points and adjusted the Humber of iteratious between 
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ALG A.2 MLx algorithm LY swapping couples of elements 
procedure mu _ rancif.lm 
begin 

for idx from 1 to TABSIZE do 
taille +- TABSIZE - idx 
pos t- idx + random{) modulo tai.lle 
tfposJ B t(idx} 

endfor 
end mix rnndom 

two measure points 50 as the algorithm can reach 100% of quality and tem:inate. Tbe 
graph clearly conflrnls that the ordinary selection sort algorithm with the q.!ality criterion 
chosen irnproves the quality of the output at each iteration A trial \Vith a mea"ure point 
at each itl"l.Ltion would prove it completely. 

,-----------..,........., 

o.h ,t ... · .... ·· " 
0.0 

" " 

.. ' ...... 

/' "' .... 
" .' ." ......... 

FIG A.3 - Behatnor of an ordinarrJ selection sort algonthl1, on a ltst of 14000 randomly 
17UXed integers - quality me.asures the percentage of alrt'ady trcuted elf'mentB - 100 reguLar 

me.asu're pomts 

Ordinary selecüon sort with this quaHty rriterion is a good candidate tü be an algo­
rithm with a C{JUV€'X perfonllance profil!;' which can analytinüly treatPd in the framework 
of the average quality. It is an interruptible a!gorithm but ŒIl be used as a conlract one. 
The behavior of Lhis ;ùgorithm can be E'asiJy I:'xplained. At pach step. the quality is Încre­
mented by 1 elf:>IIl€ntary unit (liT ABS 1 Z E)). The more the a~gorithm goes to the end 
of Ùle list. the shorter is the main loop because it only ('onsists in searching the smallest 
element in the n'mJüning list that is shorter and shorter. As a consequenœ, it takes fewer 
and fewer operations (and time) to increase quality. 

Thl! evolutivn of qllality from 0 to 1 (or 0% to 100%) is natunù as weIl. This criwrioJ'1 
directly refiects the progress of the algorit~m which sequentiaUy sorts the list, At ear.ll 
loop. the aIgorithm has sorted the beginning cf the list {before its eurrent position in th 
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list) and it increases quality. This choice spems natural, but why choose titis one rather 
than others? Let ilS explore other possible quality criteria. 

î·f ) 
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~ "f ........ / .. / 
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1 .' 

110 i.··· 
00 to 30 • 0 

FIG. A.4 - Behavior of an r.miinar'lj ,'leleclwn sarl algonthm on a ltst of 14000 rando1:LLy 
r1Uxed integer's - qualtty measures the percentage of weil pOSlfWHFd P/e."lfrzts - 1001'C:gular 
measure points 

Rather than eva1uating the progress of the algorithm, w(' rould COllnt thr numbrr 
of elements that are in thE'ir final position. V,/(' called this nitPfion qbp' As a matter of 
faet, the ordiuary s€'lenÎ(Jn sort has a particularity that sorne of other surt algorithms do 
not have: it never rnoves an E'lement that is in its final position. Th€' f'xplanation is the 
following: 

- if t!~e considen'd position contains an element in itb final position. tIlt' s€'arch will 
be llseless because this element is the smallest of the remaining list. 

- if it is not the casf'. the uniqUf' possibility is that the elenwnt in tbe ('l![[ent positioll 
will be exchanged \Vith the smaUest one. The result of this opl'raüon is tn movE' the 
smallest l'lement to the right position and thr otlwr onl' from a \Vrong position lo 

another position. that could sometimes be the final am'. 

The trial we diù on a random list is on figure A.·t Except the qualltv critl'[ion. the trial is 
done in the same conditions as the previolls one. The choiee of this rriterioll on a randolIl 
list does not change the look of the graph, exceptlllg th(' faet that thl' quality of tlw input 
list is rarely O. That rm'ans that there are few clements in th .. 'ir final position in tlH' list 
before the beginning of the son., which ,s not surprising. 

TheIl, we tcsted the eriterion qt, that measures the proportion of direct npÎghbors that 
are in the right order. The main differenœ here il' tlw quality of a ranJolll input that is 
close ta 0.5 as shown on figure A.5. This tilT'~. this quality crItprion does flot SPE'tl! as 
natural, but the resnlts show an iucn>asing ~raph again 

Fiually. a crÎtE'rioIl qd that mE'8SUfAS thl' avpragp distanc(' bf'tWl"PIl tllP l'urrpnt position 
of an element and its final position is llsed, multiplit'd by (-1) tu ~I"t an iIlC'fpa .. 'ill1g quality 
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of Flement.'; - llJO regdar mensure points 

eritprion. The following formula defines qd: 

r:::1B.'iIZE Itab[tJ - 1: 
IJd(t) = - TABSIZE 

Rf.>su}ts on figurl' A.6 do not show the samp l'urvaturt' as for the utllf'r lTitpna. lu faet. 
it is diflkult to compare this criteria with the other bt'UC11SP Iid IS not Il(,lmalizpo. TIl(' dif­
ference \Vith othf'r criteria is that there is no abso\ute and (onstant valu!' to compllH' with 
(with the size of the list). To normalize it, Wf' ruuld measurp trI" opcn'ase of th", av",ragp 
distance compaff:'d to th", initial averag'" distance'. But thls mitial valut' of avprage dlstam'(> 
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changes with the input list. A way to ensure a quality function with values between 0 and 
L can be to divide qd by the size of the List TABSI ZE oree more. The multiplicative 
coefficient 2 is used because average distance is never greater than ~T ABSI ZE. Finally 
the new qd will be: -

t _ _ E;=iBSIZE Itab[ij- 11 
qd( ) - 1 2 T AB 5 I Z E2 

The results are similar ta what we got on figure A.6. The difference is the valup of the 
resulting quality (see figure A.7). 

Q2a~i:----'"'":"Q---20,-------,,3"'::"'"O --~.o 
TM'{)IISI 

FIG. A.7 - Behatnor of an ornlnary selechon sorl algonthm on a l7.st of 140()0 randomly 
mixed mtegers - quab.ty measures the average nOT'1T~altzed distance between currcnt posltlOn 
and final pos1.hon of elements - 100 regular measure pomts 

Note that two of these criteria are not very easy to compute: f/bp and q!l. Ta use these 
criteria. we have to assume that the list is romposed of the naturals from 1 to 1400U 
Then the criteria are l'asy ta compute. In the case of a fist of rpab, names. or everything 
eise that is not comparable ta a position in a list leads to diffirultips in mmputation of 
quality. But we somf>tÏmes continue to use them to show the ptfprts of thesp rhoicps. 1'0 
avoid penalizing this criteria compart:'d to the othprs. thE' complltation tinlf' of the quality 
is not included in the total time. 

For aU these nitt'ria. the ordinary selection sort always ilHWabl"::; qllalIty. Should it 

always be the case for e\'ery sort algorithms'? Ta answer this queHtiol1, W(l did trials on 
other algorithms, the bubble sort and the quicksort with the sanu' quality criteria. 

A.2.1.2 Bubble sort 

Now we compare th~'S(l previotls result!' with thosp of the bubblp sort algonthm jFGS931· 
This algorithm (A.3) LS divided as fo11oW5: 

- ~tarting from the pud of the list towards the first position. it pxchan~l's two lH'ighbors 
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if they are not in order (if the left one is greater tha!l the right one) 

- il goes to th~ next (right) position, and does the same working with the remaining 
list until the remaining list is a singleton. 

For example, if the smallest element is at the end of the list, you have the impression 
that a bubble goes up ta the first position liJt . 'ubble to the surface of water. The 
complexity of this algorithm in number of" is the same as the complexity of 
the ordinary selection sort, that is O( n2). Th~ '\ ty in number of exchanges (and 
it seems natural regarding the principle of this (.. . .tllm) I~ worse than for the ordinary 
selection sort, that is O(n2 ) (Ste [FGS931 for details). 

ALG A.3 Bubble sort!FGS93! 
procedure bubble $orl. 
begin 
i~l 

while l < Tl do 
for] frOID Tl to i+1 step -1 do 

if t[j] < tU - 11 then t[j] H tLi - 1] 
endfor 
t+-%+l 

endwhile 
end bubble sort 

"VI." did trials in the same l'Imditions as d('Srribed abow fur thp unhnary sp!pctiOll sort. 

\\Te tested the four criteria pre.sentf'd and the rcsults or. a random list are presentptl on 

figure A.8. 

First of aIl. Ilote that execution time is longer than for the ordinary sr!E'ction sort. It 
lS due to the nurnbt>r of exchauges on averagr tbat are mun' llumerons for the bubbll' sort 
(B(n2 )) and tht' number of comparisoIl5 that lS of the samt' urdpr. 

At tiITt glauee. no differenees seem tü appear betw('('n the behavior of the algurlthms 
regarding thp hrst two quality criteria. AH for the perrentage of orderf'(l neighbun; (ql1) 
and the averag(' distance to the final position (qd), it is diferent. For ql1' the graph is 
linear (in faet il Iittle bit convex) for the bubble sort. wlH'n It was elt-:uly rOIl\'t'x for tlH' 
ordinary selectioll sort. For qd, the graph is cuncave Whl'Il 1t sH'med quan IiIlt'ar l)('forc 
lt is not surprising to sel' differences betweell two algorithrns that havp the saille ultimat\> 
goal but not tIH' same method. xlore t.han difference.s bf't\\'f'pn algorithm b('havior, it is 
important to note that criteria may change the look of tIlt' final qualitv map for the sarne 
èùgorithm. It is dl'arly presented on figures A.8(a) and A.8(d). 

A.2.1.3 Quicksort 

Ordinary selpctiun sort and bubble sort arp algonthm~ t hat ha\'(' t ht' SiUIlP total éln'ragr 
cornplexity, that iE O(n2 ). Qllicksort [SF9bl 15 (üfferem as ils eomplf'xity 011 avprage il) 
O(n logn) and its Wüfst cast> ('omplexity is G(n1

) IFGS931. The algonthm that sorts the 
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FIG. A.8 - Behamor of a bubble sort on a mndom llst of 140UO mtegers taken betwel'Tl J 
and 14000 - 100 mea.mrr pomts 

nUlIlbers in an array a[y : dl is diyided into two parts. wh~n' g lS for t Ill' pxtrpnH:' \(:'ft 
position and d for thp pxtreme right one: 

- partitions the array iuto two independeut and smaller part~. Tlw partitiouillg PWC('SH 

puts the element that was in the last position in the arrav Îuto its ('orr('ct position. 
\vith aU small"r t,lf'lllents beforE' it and alilarger elemE'nts aft<'r il. This partztwmng 
element CaIl bE- diffE'rently ehosen. For example. it can br> th/> e}t>mE'nt that was in 
the first position or can be randomly chosen. 

- then sorts the t\\'o parts dE'fint>d by this partition 

A recursivl' vprsion, whprp tlU' partioning element i.s tht> onf' that \-\',lS in thf' lélSt position, 
is prese.nted on Algorithm :\ ... 1. 
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procedure quicksort(g, d: integer) 
begin 

if d ~ 9 then 
v +- a[g]; z +- d - 1; j +- 9 
repeat 

repeat t +- i + 1 until a[iJ 2: v 
repeat ) +- j - 1 until aU] ~ v 
t +- ali]; arl] t- afj]; aU] +- t 

until J ~ 1 

a[j] +- a[i}: a[lJ +- a[d]; a[d] +- t 
quicksort(g. 1 - 1) 
quicksort(t + l, d) 

end qmcksort 

A.2. The choice of a quality criterioll 1O~ 

The results of trials with the four quality criteria are pn'srnted on figure A.9. Note that 
computation tirrw is far shorLer than for the previous algorithms. The average complexity 
of the quicksort is less than selection and bubble l:>ùrts. As usual, the first two criteria q" 
and qbp that are quite similar do not lead to different behaviors. The third one qlJ gÎves 
similar results exeept for the beginning quality that is close to 50%. The last one. qd, that 
mesures the awrage distance between the current and the tinal position of an elemput is 
wry different and gives a graph with diminishing returns. 

vVe Gan obst'rve the characteristie behavior of this typt· of algorithm on ail the graphs 
and especially OH figure A.9(d), Tlwre are sE:'vpral slow illtT€'a.sing slop€' st€'ps (J,. this 
graph and son}(' illtervais bpfore these steps. This L'l dut' to the natural rl'cursive furm 
of the algorithm. As a matter of faet, bf'forp inrreasing (Iliality, that il> beforr bpginning 
thr sort of a part of the list, the algorithm has to partition the list into two parts. This 
rrsults in inten'als with no (apparent) progress because wp take mea.sure of computation 
time after padl l'l'cursive call of quicksort. In faet, during thpl-.,' intervals there is prof!;ress, 
e'ven if it is not measured, as the algorithm places the smallest plPIIH'nts tu the' I('ft of 
the partition ekment and the largest Ont'!'; to its right. As il l'OnseqUt'Ill'P. th/:' elern€'uts of 
the list are clmwr to th(~1! final position. But when the alg;onthm is trl'uting a brandi, it 
partitions (and surts) sm aller and sm aller lists aud i t reslllts in the st PPB Wl' oosE:'rw, 

These propf'rtÎ€'s of the quirksort cau br observ/:'d on th\' other figurps lA.9(a). A.9(b) 
and A.9(c)). A:. il matter of faet, these graphs seems tu !JI' l>tf'pwise lilleaf. The steps are 
the same Olles as those quoted before, but on the cont .ry of lid. therp is no improvpment of 
quality during partition of the list (or very little). This is (hlP to the faet that \Vith qs and 
(jbp we measurE' the percentag(· of weil positioned elements and there is HO improvement 
until tlw rlemt'uts are in their final position. With Cfv, t lit' position of orH' is rumpared 
to its neighbor and there is little hope ta change relativp Ord{1ling l'WU if the "largest" 
f'lE:'ments are st:>pl'rated From tht' "smallest"' OIlPS. 

In thp partiruiar case of quicksort, thE' graph obtained tlPre (figurl' A.9(d)) ran help 
us to analyze what typP of Est we have tu sort, As shown ou this figure and ronsidpring 
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what WE' just said about the behavior of f}uichort, we can obsprw that tht'[(· url' stf'pS of 
different leugth, corrpsponding to the different lpn~th of thp parts made during the sort. 
Finally, we can note that a sorted list or a reverspt! Iist wauld have givrn a gmph with 
as mè'ny Lime gaps as p!f'lTIE'nts. This is the case whf're the ff'cursÎon trep is of maximal 
depth (and so computation tirne). 
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A.2.1.4 Other inputs? 

Here we anticipate a little the paragraph about choosing the inputs, by using a different 
mLxing strategy. But the aim is oruy to shuw what other influence the quality criterion 
can have on the aspect of a quality map. 

Sa we can imagine that list.s are not al ways random and we consider that they can 
have more regularities. For example, they can he lists \Vith sorted parts. We implemented 
an algorithm that mixes a list by randomly choosing tw:) elements several limes and 
exchanging their positions. It is especially interesting ta apply this algorithm (Algorithm 
A.5) on a sorted list. 

ALG A.5 Mix of sorted list by swapping couples of clements 

procedure Tmx 
begin 

for cpt frOID l to nb _permutatwns do 
repeat t ~ randomO modulo (n + 1) ur.til i = *) 
repeat j ~ randomO modulo (n + 1) until (j = tU]) and j f. t 

tri] H tU] 
endfor 

end mix 

With algorithm A.5. we ean control the rate of mixing by givinci a value ta nb _ pe17nutatwns. 
We also test if the clement has been exC'hallged by comparing it with its position. For 
example, if the number of permutations is 3500 on a hst of 14000 elenwnts. therp will 
he 7000 clements that will change their place by couple. For the sl'l"!IHl quaht~i crit<'rion 
qbp' it leads ta a quality of 50% for such an input list, as \Vf' are surf' that an clement is 
exchanged only oncl'. 'vVe could apply a similar algorithrn on a rpVPTSf' list, but we have 
to use another test far verifyillg that an element has not bppn exchanged. This till1P we 
have to compan' it with (TA.BSIZE - (J - l}) where J Ï5 Its position. 

If we use a mixing rate of 100%. that is a number of pprmutations ('quaI to the half 
of the size of tIlt' list. it should lead us ta thp same typP of hl:its that \VI' get \Vith random 
mixing strategy prespnted abovf:> , ln faet, it is a liWe difff'ff'llt as \Vith algorit.hm A.5. we 
are sure .. hat th{'re is no eleml'llt in its final position. But the drawback of this approach 
i8 that it can he mllch longer than algorithm A.2 that ("ontinuously "updates" a list of 
Ilon-treated el('lllents. 

~ote that mixiug strateg)' E'uubles ta control th(' beginning quality for qbp. not for qv· 
This is due ta tlH' method us('d to chonse thl' couples to tH-' exrhanged. If wC' have chosen 
to exchange two m>ighbars, th{' qv quality could have b('{'n mntrolled. As a conclusion. 
there is one mLxing stmtegy, or more generally one preparat iUIl mctho\l, of inputs for one 
quality criteriall. 

Here wc will show that al! the criteria that wc presentt:'d above af<'> Ilot suitable for al! 
algorithms. even if the results given 50 far seem ta provt> the contrary. We also present a 
particular and unexpected behavior of the bubble sort a.nd the ordinary 5ell"ction sort. 
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Ordinary selection sort Here we present and explain unexpected results we got with 
an reversed list mixed \Vith a rate of 25%, that is we are sure that 25% of the elements 
are Ilot in their final position tregarding algorithal A.5). We selected the two particular 
cases of qbp and qu quality criteria. These results are presented on figure A.IO. 
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FIG. A.IO - Behavior of an e-rdinary selection sort on a .'Iorted lz.~t of 14000 mkgers cho$en 
between 1 and 14000. randomly mixec1 with a rate of 25% - 100 meab'UT'e pomts 

We can observe on both graphs that there are two pnas('s in the progress of the 
algorithm in term of quality. To explain this fact, it is important tn note that the ordinary 
selection sort exchanges two clements at eaeh step. On a tota'\ rpversed list it results in 
two more weIl positioned elements at eaeh step, as the first onf> WH.'i in the last position, 
tbe last one was in the first position and they have been exchallged. In the l'aBe where we 
partially mixed the reversed list, we verify that the first phase stops when the algorithm 
reaches half of the total steps necessary ta finish the sort. Until this point, ttH're is chance 
to improve quality twice instead of only once. lt is oIlly a chal1ce (perhaps near 75% of 
probability) as there are elements that are Hot in their "reverse" position. After this point. 
there is no chance ta place two ('lements at the same time and this ll'ads to a lower qllality 
improvement speed. The same explanation suits qv on figure A.IO(b) b('c<iùsl' a rl'verst' 
list is of bad quality (0 in faet!) and al eaeh stl'p there is a dlance to order two mOf(' 

couples of neighbors. 

Bubble sort and {jv The sarne type of unexpected behavior is oLtained wh('11 the bubble 
sort is applied to a sortrd list mixed with a rate of 25% and thl' quality criterion qt .. These 
results are presented on figure A.ll. 

But tbe intE'rpretation of this behavior is differ('nt. As a matter of fart, we observe 
that t~e inflexion point happens 800ner when the mixing rate is smaller. The [Pason is 
that with bubble sort. the smallest f'lements that hav(' been exchanged with tIll' largest 
ones quickly go back to their position as the algorithm begins a stl'p from tilt' end uf the 
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FIG. A.ll - Behavim' of bubble sort on a sorted List of 14000 integers chosen betulf'f'n 1 
and 14000, randomly mtI:ed 'Ilnth a rate of 25% - quality measures the percentage of weil 
positioned neighbors - 100 measure points 

list. But the largest elements move towards the end of the Iist and their final position 
much more slowly: one position per step in faet, when a sm ail element goes back ta its 
final position in a few steps (often one, for the smallest ulles). And there IS no gain of 
quality until an element moving ta the right reaches its final position \Vith this criterion. 

As a conclusion. with bubble sort, wc ran say that the smallest plpmPIIts qukkly go 
back ta their positions and consequently quickly inproves the llumber of ordered neighbors. 
and that the !argest ones slowly move to the right. toward thpir final positions. Therp is a 
Humber of step:; in this algorithm when aIl the srnallest plprnrnts are well positiofll'd and 
aft€'r that only tJH' largest elements iI1crease quality. This is the reason fOf thr' infipxion 
point. The fat:t that it happens soouer when the mixing mU' is small is linked tü the small 
Humber of smallest plements in this case. 

Difficulties with Bubble sort and Quicksort On figures A.12 and :\.13. WfI show 
tht> difficulties that we can meet •• 1 choosing a quality critNiO[l. 

For bubble sort (figure A.12), the quality value decrpases from nearly 77% towards 
0% after the first step rneasurement. The feason is due tn the criterion applied in this 
case. vVe measure the number of weil positioned elements and the I.Jllbblr sort co!Uüsts 
in placing the first plement in its final position by translating to thE" right every e!prnent 
that was befon" the previouc;; position of this smallest €'lc·nwn' .. As a consequence, eVl'ry 
elemcllt that was in its final position in this subset is moved ta the right and quality falls. 
Th€' technique con:.isting in keeping the !a.o:;t bt~st quality (lt L'i possiblp becallsP quality 
hen.' is recognizl.1.ble) could be apillied but it is dear that it is not vpry pertinent in this 
ruse. 

As for Quk1<sort (figure A.13;, we C'onsider a reversed IIst with a mixing of25%. Here 
we observe short p<,riod8 of decreasing quality on th{' larg{' stpps of slow improvement. ln 
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FIG. A.12 -- Behavior oJ a bubble sort on a sorted /tst oJ 14000 mtegers chosen between 1 
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FIG. A.13 - Behavwr of a bubble SOT·t on a revers/' lLst of 14000 mtegc7's cho.sen betuH'f:'TL 

1 and 14000, randomly mixed wit" a rate oJ 25% - qUlLltty meatfu1'e$ the TJercmtage of weil 
pasitioned nelyhbors - 100 Tm.asure pomts 

fal:t, quicksort does Hot provide any guarranty on getting bette! and beW'l' qur.lity with 
this criterion, Let considrr the following simple example and thp first partition of the list 
in tht.' first step: 

Original list : 

1 6 1 7 1 8 191 112 1 3 1 4 151 

that becorues, aftl'r the first partition when the partition e!PBIt'nt is tht> last ont.' (hel'(, 
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5): 

Here the partition procedure exchanges 4 élnd 6, 3 and 7, 2 and 8, 1 and 9, and finally 
places 5 by exchanging it with 9 that is in its position. Qllality of the originallist is 7/8 
and quality of the second list is 3/8 according to the criterion that cOllnts the proportion 
of ordered neighbors. It confirrns that this fluaIity can decfl"ase when using quicksort. 

Contrary to the bubble sort case presented above, it seprns valuable to keep the last 
best quality to gpt a rnonotonous graph as there is no long time tü wait for an improvf:'ment. 
But if we condider our last e.\':ample, it is Dot 50 obvious. 

These two cases show that there are sorne disadvantagrs in choosing particular quaHty 
criteria for some aigorithrns. Sorne of these difficulties l'an somptÎm('s be "repairpd" by 
keeping the Iast best quality, sorne others not. 

A.2.2 Discussion 

A.2.2.1 Interpretation of experimental results 

In this section, wc observe the behavior of three sort algurithms with four possible 
quality criterion. Even if the problem (If cboosing a quality criteria Sf'pms to he simple a 
pro on, we exbihit several difficulties in solving it. 

As for ordinary selection sort and buLblt' sort. thpy give the "same" partial mmlt, 
that is they ensure that the first phrt of the list is sortet!. That is why they are called 
1- 'ogresswc sort algo''ithrru; IFGS931· As a consequer.ct>, WP ('ould thiuk that qs, mpa5uring 
the progress of the algorithm and fJbp v..-auld be good candidates. But we saw that the 
second one L~ n.)t sl!itable for bubble sort in ease of pa.rtially sortpd input lists. v\,p will 
discuss about tb!' probability of getting such lists in the m'xt spc don. 

Insertion sort algorithms gi\:e a sorted tirst part of tlll' list but it is Ilot dpfillitive 
as new elements {'an be inserted. 'v\'e muId imagine othrr quality criteria for this. like 
measuring the lIumber of sort("d elements at the l)('ginning of thl' lisl. Qllicksort. that wc 
studied, accept aU the criteria tbat we proposed under c("rtain condition.s. 

There seems to exist a nitpria for a specifie \Vay of sorting. ~lorp ?;enerally. it is 

important to stlld:i the way an algorithrn works before tryill~ ta definf' a quality criteria. 
It might seem obvious, but aIl cases bave to bp considered. <1..<; we dic! for sort algorithms 
and particular input lists. 

After considering :he choict' of a criteria for an algorithm. we havI' to considt>r the 
point .lf view of the programmer, tha.t is the context in which the algorithm will be used, 
and the possibility of this use as an anytimp algorithm. 

A user of sort algorithrns must have an idea of what type of int("nnediate result he 
\Vants. For examplp, is it a list witb a sorted beginning that he is interested iu'! If so, 
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he will probably use q! or qbp' ls he interested in lists where tht' elements are not far 
from their final position? Then qd will be suitable for him; and 50 on with other criteria. 
Information that could be important is whether the result of this algorithm will be used 
by another anytime algorithrn; th en the quality criterion for outputs must make sense for 
the input of the following algorithm. 

But there is one more point to insist on: the practical pertinence of the criteria and 
its use in the framework of anytime algorithms. For instance, remember a property that 
is necessary for interrutible algorithms: a recognizable quality critC'rion, that is a criterion 
that can be computed at mn-time IZil961. We can consider that a criterion is recognizable 
whel1 it can be computed in constant time. Constant time is imposed to control this 
quality computation in the monitoring application, and taken into accouut with certainty 
about its cast. AIl the criteria that we proposed are recognisaole if the length of the lit~ 
is constant. The question is: is it rf'asonable to compute a quality in a time of the same 
order value of one step of the algorithm (not rare in rase of polynomial algorithms)? The 
answer is positive if the monitoring strategy ÎS not completel)' senseless and interrupts 
the anytime algorithm after each step ta get a correct value of quality. It is clear that 
su ch a strategy is useless. As for the practical intercst of criterion. Lake the nwasure of the 
percelltage of weil positioned elem~llts qbp and the measure of th!:' average distance ta the 
final position of an elpment qcJ. As wc said ubove, there is a nerp5,.<;ary assumption before 
using these criteria: thE' lists have to be composed of naturals from 1 to T ABSI Z E, the 
size of the list. Without this assumption, the computation time fur quality is of the same 
ordflr as the computation time for sort itself. So, these criteria havp a limited application 
field. It could oe interesting to ask the same question for other algurithms. and especially 
for t.he applicability of criteria used in the case of the Traveling Salesmun Problpm that 
we quoted in the intr 'duetion discussion ot this chapter. 

When it is bard ln get an unalytical definition uf the criterion. it could 1)(' intNesting 
to use functions that bind the real quality of the results, that is a graph for the upper 
limit and another the lower limit. Th.ÎS approach is Ilsed by DE G [VRY and VERFAILLI E 
in a particular problpm of VCSP (Valued Constraint Satisfaction Problcm) IdV971. ln 
this paper, the authon; produced an anytime bounding of the quality for thf' CSP. That 
meaus that quality emluation is itself an allytime procpss in thf' SPIlse that th!' evaluation 
of this quality is more and more predse when time passes, a.nd hounding is morr und 
more narrow. The problem here il:) that it is an au)'time bOIlIlding for a ,·sep and Ilot 
a bounding for an anytime \'CSP. As a result. quality evaluation is not precise at the 
beg~ming of the prorf'SS and in thp framework of anytimp al~()rit hms. it is psppcially 

interesting to have il precise quulity at the beginuing of Il pwc('ss tu a.vOld long and 
"useless" computation. 

A.2.2.2 Input quality vs. beglllning quality 

Here we try tü pinpoint a defirùtion tlu:t coult! be ambiguoll~ wh('11 lH'gmning with 
anytime algorithms. W(' saw in tlu' previous paragraph that input!' of tll(' sort algorithms 
have a certain nou-z('ro quality n>garding the ouput quality cntena. Thal lm'ans that tlw 



A .• 'l. Construction of performance profill'.8 111 

algorithm perhaps does not do the same work if this quality varies. 

But a problern appears if the input is not of the saIlle nature as the output. This 
assurnption is very natural in general. For exarnple, the input of a TSP algorithm is not a 
random bamiltouian cycle, but graph \Vith a certain connection rate, a certain geographic 
distribution of cities, etc. 

That is the reason why we use the term beginning qualzty when we refer to the quality 
of the input before the start of the algorithm regarding thE' output quality criteria. It is 
sometimes abusively called the input quality. Even 50 it can be appropriate in sorne cases 
like in tbe sort problem, in other cases input quality is sornething very different. So when 
wc \Vant to evaluate real input quality, we also use the tem} of qualtty of the input, ta insist 
on the difference \Vith beginning quality. The quality of the input evaluates t.he input to 
discrimillate output quality maps. This can be used to get conditional performance profiles 
a~ in (Zil931 and IGZ96j. 

Sometimes beginning quality and input quaIity will bp equal, but there are DO mies 
against using several criteria at the same time ta qualify an input. For example, in the cuse 
of sort. it ran bp Ilsefull ta use flop before applying the qUÎl:ksort. If qbp is high, quicksort 
then becomes inefficient. And the output quality can bf measured by qd depending on 
what application these outputs will be used. 

AlI these considerations show that aU the applications are Dot easy to use as anytime 
algorithms and that a quaIity criterion for simple or more complex algorithms is not casy 
ta define. Assuming tha\. a quality criterion is defined, let us see wbat sort of rlifficulties 
!lre met iu building a performance profile . 

. A.3 Construction of performance profiles 

Building perfomlance profiles, in the caSfl whE're no anilyticlll method l'uablE's dOlng it 
directly, is mainly divided iuto two parts: 

- the collection of data: it consista in dlOosing instances that will be the inputs of 
the algorithm, 50 as ta collect couples of data composed of computation time and 
correspouding output quality, and build the quality map. The quality map is the 
superposition of aU thcse couples (tinIP, quality) on Cl bidimentional ~aph. 

- tranformatioD into a performance profile: as a quality map is oftr!l a simple spray 
of points, a process that transforms it iuto a performance profile> is needed. 

There is a subsequent \York on exploitil1g data of a quulity mup to produce a per­
formance profilp IZil9311HZ9611GZ961. For example, by ('ollsidering the influence of the 
inputs, we ean gc>t a condttionnal performance profile. Sometimes the pPI,ùrmUllCC prome 
is a mean of thp quality for each possible interruption instant and that leads to an pxpec­
tf'd performam'e profile. To take the frequency of appearance of couplps (time, quality) 
into account, and in faet the probability to gpt Cl purticular valup of quality at u fixed 
lime. we can build distnbutlOn performance profiles. Performance proli.lps that C'o!lsider 
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the state in which the process is just before being interrupted ta resume the aigorithm are 
aiso possible under the name of dynamic performance profileslHZ96j. That is the reason 
why we will focus on the collection of data in this section. 

A.3.1 Collecting Data 

The problem with collecting data is to choose the representative inputs for the anytime 
algorithm that would give the quality map that predicts at be.-;t the future behavior of 
the algorithm. We assume in this case that no algorithm analysis can directly supply 
a compact performance profile. These inputs are w!pd for learning how the algorithm 
behaves, and we hope that inputs given in a real si. tation will be very simiJar 50 as we 
can use the performance profile. 

When the user of anytime techniques knmvs the context Vfry well in wl:ieh he will 
use his anytime algorithm, the problem becomes easier. But ('V('11 in this situation, it 
is sometimes hard to consider aH the possible cases of inputs that will influence the 
behavior of the algorithm. How cau we get the right instances, especially when wc have 
paor information about the context and about the real inputs? 

The general and usual approach ta "learn" a quality map is often ta generate raudom 
inputs and consider that they are representative because they are the rnost current ones 
in the finite set of all instanoes (we will see wh)' in this section) 12il93j. A study done 
by GRASS and ZlLBERSTEIN IGZ961 considered specifie properties of inputs to produce 
conditional performunce profiles for bubble sort. But they consider that quality, defined 
by the ratio of couples of neighbors that are in arder, can nat go under 50%. It is not the 
case and the simple pxumple of a reversed list gives 0% of qUaiity, Sa th(~y neglected the 
possible inputs under 50% of quality. 

Thus in this sectiun we will focus on the following questions: 

- Are the random inputs realistic becaus(' thpy are numerous '! 

- What rislŒ do wc take by neglecting sorne "rare" inputs? 

We first obserw s~'w>ral experimental results to try ta t'xhibit sorne ('haracterisl)(' 
behaviors. 

A.3.!.! Random generation of inputs 

As, wc said. the ralldoll1 gellerlltion method for inputs are often used for the systematic 
choice in the set of instances. Assuming tbat it is a good strategy for the sort algorithms. 
we tried ta analyse the behavior of these algorithms applied on ratldom inputs, First we 
had a look at the dibtribution of the quality of the inputs, that is, we studied what we 
called the beginning quality of the inputs. Then w(' focused on quality maps prC'duced 
by the sort algoritbms applied on many random inputs. Finlllly Wf' considpred problf'rIls 
induced by the use of random generation, that is avoidHlg extreme cases and the influence 
of tbe size of the instéUl(,(,S. 
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Distribution of instances Before considering the behavior of a sort algorithm applied 
t,o random inputs, we examine how the quality of the inputs is distributed when they are 
chosen with a mndom method. As a matter of faet, if the variance of quality is '\vide", 
then there is very Iittle hope to get a narrow quality map. Here we assume that output 
quality criteria that we defined in the previous section are valuable cri:.eria to qualify the 
beginning quality of the inputs. The only exception i5 the first quaFty criterion, q3 that 
reBects the progress of the algorithm and does not evaluate output quality. With this 
criterion, beginning quality is always O. The results of thf quality distributions according 
ta the criteria CJbp and qu are presented on figure A.14. 
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As wc can observe on figure A.14 for q/,p and qu, the faet thnt randoIn instanrp5 llIHler 
a uniform distribution of probability are in large majority is ronfirmed. Su we haV(' a 
very high chanc{' to get a random input. Th(' resulting vanance is Cjuit(' narrow for ('/tch 
criterion (respectively 0.00205 and 0.00233). 

Note that the instances that we chose have a relatively largE' size (1 400) Thl'n the 
next point ta obsfrve is the influence of the size of the inputs on th(' varianc('. TIH' n'sults 
presented on figure A.15 show that if the size of the list dpnpêlSps, thl' probabilitv to get 
extreme cases (in the quality sense) is higher and higher. Tllf' reason is that the ralldum 
Iists are less and less numerous. For these rt'sults, the variance on quality is higber and 
higher (from 0.0246 to 0.226 for qbp and From 0.0248 ta 0.243 for ql/)' We only show results 
for qbp and qu. hut qd has the same property. ln fact, it SP('lllS that this phenornenou is 
independant of the quality and depends only on the inputs and tlwir size. 

As shawn here. the size of input data is a v('ry serious pOInt to takl' iuto arcount when 
we randomly choose our inputs in the set of possible installCPS. We will see wbat impact 
this has on the hehavior of the algorithm in the next para~aph. 
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Behavior of algorithms with random inputs To study the bphavior of the threr 
sort algorithms - ordinary selection sort, bubble sort and quicksort - \VI' SE'ledf'd the 
criterioll qu as it can be applied to every type of list, containing naturals or IlOt. ln faet, 
what is interesting hrre is the variation of quality in funetion of input data, but a150 uf 
computation time. Our goal ll. to see if the quality map can have a narrow variam'(> with 
such random inputs t hat we describe abave. 

The results shmvn on figure A.16 confirms that sort algorithms applif'd to random 
lists \Vith this qualit~· criL'rion qu give a "narrow" quality map. ~Ioreov{'r. the more time 
passes, the more the quality map is narrow. This property is clearly indppendant of the 
quality criterion. Trial, \Vith other quality criteria give the samr typr of bphavior (spp 
Appendix C.I). 

Before conclnding that the random method for choosing inputs is th(' right one. Wf' 
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study the influpncp of the sÏt.e of inputs on the behavior of the algorit.hm and sel" if the 
quality map is still narrow or if it is enlarp;ed due ta the widf> distribution of inputs. For 
example, a trial \>;rith quicksort valued by qd (Appendix c.l. 2) shows a very wide quality 
map. 

As expected. till" wider distribution of inputs applied ta il bllbble sort teads ta a wider 
quality map as shown on figure :\.17 with lists of 140 and ,iO ('}pments. Complementary 
experimental rp.sults are given for other sort algorithms in Apendix C.2. They lead to the 
same conclusion. We pxhibited a first disadvantage of the randoll1 method for generating 
inputs for an ~gorithm: the narrmv character of the quality map is deppndant on the size 
of the inputs. Thus we are not sure of getting a consistent performance profile. 
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About the worst case? Exhibiting extreme cases when diminishing thp size of the 
inputs lead us to tht' question of the worst cast'. But what typP of worst rase, that is 
among v.-hat criterioll, can be defined for an anytime algorithm. Thpre is first the cJassical 
combinatorial \Vorst ('ase, that lS the instance that forces thp algorithm to the longest 
computation time on a fi.xed machine. But worst case in terms of quality is not the same 
in geueral. For pxample, a \Vorst combinatorial case for the quiek.·.;ort is a completely sorte>d 
list. ln terms of quality, it is clear that it is the best case, becaust' whatever the criterion 
that evaluates the progress toward tbe final result, the quality will be' lOO7r. from start. 
to termination of the algorithm. 

For example. what lS fi worst C"ombinatorial case for the ordinary selection sort'! This 
sort algorithm is composed of two parts at each step: a search in the> List for the smallest 
element and a swap (Jf twa elements if the first ont> is not the sl1lalle>st orU' This rould 1w 
modeled as fotlowing : 

where: 

- L is a value of the order of square of list length and te is computation time for one> 
comparison 

- k lS the number of echanges and te is computation time for one exchange 

In every list of eoustant length, the number of cornparisons is constant bf'C"ausr tllf' 
search is systematic and goes ail through the rernaining list at each step. \Vhat can vary is 
the number of exchallges and a worst combinatorial rase will lw one instance that forces 
the algorithm to a ma.ximal number of exchanges, that is one pN step For example, the> 
list beginning with 2 to n, and 1 in the last position. At eacb stf'p. the smallest elempnt 
is at. the end of the list. 50 we are sure to make one ext'hangl'. 

The question is now to define the> worst case n'garding quality. The \Vay muId bE' to gpt. 
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a lower bound of the quality map. It is obvious that it depends on the quality crit.erion. 
Again for the ordinary selection sort, the case we described above (list 12,3, ... ,n,ll) gives 
one of the \Vorst quality if we consider criterion qbp, proportion of weIl positioned elements. 
It leads to a \Vorst case regarding quality from start ta terminatioll of the algorithrn as 
it gives the slawest increase of quality at each step (only one more element is positioned) 
and the \Vorst computation time (figure A.18(a)). 
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As for criteriol1 qu, the quality of the list is not the worst anymorl', and ou the rontrary 
it is near the bl'st one we could get. This quality will be constant until the last step wherp 
it rench 100% (figure A.18(b)). For this criterion. the \Vorst bpginning quality is got with 
the reversed list. But this particular instance does not forcI.' thr algorithm to tht> maximal 
number of exrhanges, but only the balf of tbe maximum. The re~"on is that two mûre 
f'lement.s hl'(> wpll positioned at each step and after rl'aching thp middle of thr list. there 
is no more exchange as the list is sorted. As a cOllsequeu('r, the quality increases quicker 
than averagf' cas('.5 and the resulting graph cros..<;(>s the olher ~raphs. This is not a \ower 
bound of the quaHty map. It seems that there is no possibility for C}V to define onr as wc 
always have to he under other graphs and consequrutly to lw!Q.n \Vith the lowest quality 
which con'csponds to the reversed list. 

These rOllsidf'rations 011 the \Vorst-case notion show that defining a lowrr bOllnd of 
a quality map t'orrp.sponding to one particular instance is not ahvays possible. TheIl, in 
general, a "worst-case" instance in terms of quality J.ud internll'diait(> n~sults has no SE'llse. 

A.3.1.2 Other methods for generating instances 

ln the previous section about the choicE> of a quality crit('rion. Wf' USl"tl an algorithrn 
for mLxing data and fixing the beginning quality. This nJPthod l'an bl' llsed to observe 
the beha,'ior of sort algorithms on partially sorted lists and verify the influence of the 
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beginning quality. "'le will see how the quality maps generated from these type of inputs 
are relaled to the quality maps generated from random instances. 

Random mixing of a non-random list As we said above, the mixing strategy pre­
sented in algorithm A.5 is designed to control beginning quality for the criterion qbp- Then 
we study the behavior of the ordinary se:ection sort \Vith this criterion. The input lists are 
generated from a sorted Iist with a mixing rate of 1/100,1/10, 1,5 and 1/2. We compare 
these graphs with the graph got with a random input list. The resu[ts are shown on figure 
A.19. 
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FIG. A.19 - Behavior of an ordinal1) select'um sort on sOT·ted ltsLç of 1400 mtegers chosen 
between 1 lmd 1400. tht:n mndornly rTUxed with vanous rates - qualtty lJb", IJf'rcentllge of 
weil postt'toned elemt'nts - 100 rnea.mre points per lzst 

First. we ran obsPfve on figure A.19 that we t>ffr'rtively control the beginlling qualit.y 
for tht' sorted list. as for rates 1/100. 1/10. 1/5 and 1 '2 we gPl ff'spectin1ly a quality of 
0.99, 0.9.0.8 and O.;). To verify if starting with sorted list and prpparing tlll' inputs lists 
like wt> do would be a good approuch to build C'onditional qualitv map. \VI' did trials by 
fixing a beginning quality. The re.sults are shown on figure A.20. 

The first rpsult on figure A.20{a) \Vith a vt>ry high bt'ginning qllality shows that therp 
is very lictle hQpe to predirt the behavior of the orrlinary sort algorithru bl'twef'Il quality 
of 0.99 and 1. Therl' are fpw (8) possible levels of quality from stllrt tü tf'rmination - and it 
is naturnl- but there are many possible intermediatf' computatiou times. Tht> Ul1cprtainty 
cornes from computation time. A quality q&P of 0.99 for a list of l·lOG elements meallS that 
there are 14 plements that are not in their final position. ComHdering tlll' way of doing 
of this sort algorithm. if there are lots of these 14 elernents whosp final position is at the 
beginning of the list, then the list will be very quickly sortt>d. On the coutrary. if thE:' final 
position of these elrmpnts are at tbe E:'nd, then it will take the maximum computation time 
to place them weIl. Th(' more the proportion ai ullsort('d elemcnts grows (wlwn beginning 
quality decreases), th(' more these extreme cases are dose from t'arh other as we ran sep 
on figures A.20(b), A 20{r) and A.20(d). 
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FIG. A.20 - BeÎtavwr of an ordinary selection sort on sorted ltsts of 1400 mtegers chosen 
between 1 and 1400. then randomly mixed with a vanoun rates - quality qbp. percentage of 
weil positioned clements - 100 mea;;ure points pey' List - 200 sample..c; 

The resulting quality map looks thiner and thiner. This impression is mainly dut' the 
relativity of tItt' point of view. As a matter of faet, we use cl a different seale defined by 

e.-x:treme values of ql1ality and time for each graph. As show on the last figure (A.20(d)) 
where wc draw al! the four quality maps, the width of tlH' possible quality values for a 
given time is in fuet increasing. But we can verify that tilt' first graph with beginning 
qualit)' at 0.99 is now satisfactory from this point of view, As a conclusion on these trials. 
we can say that evolution of qualit.y is not perfectly predlctible even by fi.<ing beginning 
quality, but it is rather satisfactory if we dlOose a large ,;cale of quality. from 0 tu l for 

example. 

The next question is to know if a (quasi) constant b(>g-inning quality is sufficient to 
condition the b('havior of this sort algorithrn \Vith it. Let us consider trial done on reversed 
lists. We did the same rni..x on these lists to get results shown on figure A.21. 
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FIG. A.21 - Behavior of an orninary selection sort on reverse ltsL'l of 1400 mlc!Jers chosen 
between 1 and 1400 - Quality qbp, percentage of weil poslttoned e1ement.s - J 00 measure 
points per list 

For an tlle 50 prepared reversed list, quality is very close O[ pqual ta O. As a matter 
of faet, with our mbting method, by starting from a rcversed hst, we havp very poor 
chance ta place one or severa! elements in the right position, even this chance increases 
with mLxing rate. Theil we get lists prepared with a different method but with (quasi) 
constant beginning quality. We can immediatIy verify that tbe answer to our last question 
is negative: it is not sufficient to fix the begillning quality, as differeut methods to fix it 
to the same value l'au produce different behaviors. 

Conc1r~;~n As WP saw in our prc\rÎous trials, there appear tWQ problems wheu we 
randomly :!ouse inputs in the set of all instances, fOllowing the uniforrn distribution: 

- the varianee of beginning quality can be large, logically Ipading to a wide quality 
and 10ss of predirtibitîty (consistency of the performance profile) 

- ('ven when we tix beginning quality by using a unique or :-.pwral random m('lhods. 
there are possibilities to generate e.xtreme behaviors. 

The first point could be solved if we consider t hat resulting quality mapb are satisfac­
tory in the case or inputs with large size. In this case, quality maps are l'clat ively narrow. 
It couid Sf'em natural to use anytime algorithms on large inputs, bllt there pxist probletns 
that have high complexity and that need huge computation time even for EmaIl inputs. 

The second point is more serious as it prOVf>.5 that there exist inputs that lead ta 
extreme behavior, eV1'11 \vith a constant beginning quality. The question 15 ta know if these 
cases are representative of real cases. Note that extreme cases that we f'xhibited are rath('r 
"structured" inputs in the sense that we use precise deterministic or semi··deterministic 
methods ta produce them. More o\'er, they are partially ordered. If wc consider "totally" 
random inputs, we kIlOW that they are far more numerous than partially sorted inputs. 
This can be proved bv simple considerations OII thE:' number of possible permutations in a 
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list or in a subset of this list (see paragraph A.3.LI). Then we could consider that these 
enremes cases rarely happen. But is it the right approach ta consider that every list has 
the sarne chance to br. generated in reality'? 

In fact, the notion of randomness is not always clear: aIl the lists that we produced 
contains randornness, Iess for the second generation method \vith partially sorted inputs. 
Thus we need a more precise definition of random and quantification of the risks we 
take when neglecting e..xtreme cases seen above. Another question is to verify if uniform 
probability is a good model of appearance of lists, and inputs in general. In the next 
paragraph, by eonsidering the Kolmogorov complexity theory, we get sorne dues about 
the answer to these questions and what to do (or not) for the generation of representative 
instances. 

A.3.2 Analysis with Kolmogorov complexity 

As we just saw with the examplE',s of sort and TSP algorithms, wc question the random 
choice of instances of a problem to get the IIlost reprcsentative inputs in reality. So we 
need a tool that could enable us to characterize the instances that we d:lOose, to confirm 
that these instaIlc(>'s are realistic or not., and what would be th<> cOllsequpnces on the 
upractical" complexity, i,e. the computation Ume, of tbe algorithm. A theory. namely 
the Kolmogorov complexity theory, authonzes the analysis of the structure of data, and 
reversely its randomness ILV971. In this ~ i.'ction, we present the basic principles of the 
Kolmogorov complexity, then we explain how this theory muId help us in th!:' building of 
a quality map and a perfomlance profile. 

A.3.2.1 Principles of Kolmogorov complexity theory 

The majority of the results, definitions and theorems exposed here l'an be found in 
the book of LI ilnd VITÀNYI fLV97j, 

The Kolmogorov complexity theory is an approach that enables the evaluation of abso­
lute amount of information contained in individual objects. This quantity onl)' dppends on 
the language used for t.he description and hopefully, it can 1)(> proved that pvery rea.<,onable 
('hoice of progr'amming languages leads to an invariant ev-aluation to an additive constant. 
This quantity of informatioh is called Kolmogorov cornplt'xlty, or Chaitin-Kolmogorov 
complexity. 

Illtuitively, the amount of information in fillÎte string is the SiZf (Ill number of binary 
digits, or bits) of the shortest pro gram that generate this string. Just take the fol1owing 
string as an example; 

s =' OllOOl0101101001011fll001U01101' 

We ('an easily twli€'vp that s is dl(' rft>llit of the 30 tosses of a coin Wt' l'an haI'dlv believe 
it for s': 

s' =' 1 Il llll 111 li 111111111111111111' 
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However with 30 tosses, s and s' have the same probability ta appear, even thaugh 
our intuition tells us that 51 is less ~andom" than s. The differenee is in the faet that 
we prefer to exp!ain the string t with the prograrn 'print "1" 30 times', rather than with 
pure chance. As s', the transcendental number 'If contains few information because it can 
be geuerated by a short program, even if its decimals seern random. So, we said that an 
abject that contains rcgularities like s' is compressibLe sinee it has a shorter descrir~ion 
than itself. 

Définition A.l Kolmogorov complexity 

Let assume an effpdive coding of each Turing machme on an alphabet {O.1} : A/I ,M2, ... 

The Kolmogorov complexity of each string xE {O,l}*, where f is the em1Jty string. is: 

Where é is the empty string. 

K(x) is the length oJ the shorlest program starting JrQm scratch lhat gmerates I. 

If a supplementary information y ou x is supplied, the Coudlüonal Kolmogorov COIU­
plexity is defined by: 

Vy E {D,!} *,K(xly) = min{ IAIJI : Ml (y) = .r} 

Al; a conclusion ou our example. we can say that string s' has a smallt'r Kolmogorov 
complexity than string .s. It is difficult to say more, and especially to compute the precise 
value of F',' because the Kolmogorov complexity is not computable. But in practlce. 
l«x) " \ approximated \Vith an upper bound bl' E:'numeration of eVfry descriptwn 
progr· .;. 'f /len we sa~' that l«x) is semi-computaLle, 

Dé' . .if.on A.2 Inctm!pre.s.r;~bilit'!I 

l~" c be an integf. constant. The string xE {o,!}n is c-mcompre.sslble If I{(x) = n - ï 

~ 'hat means that therl' is 110 description shortest than TL -1.'. The notion of inromprrssihility 
(. ay c-incompressible with a smaU constant c) offers an elegant way tü f'Xp[,PSS randoU1ncss 
i.n a finite string. We l'an sa)' that J: 15 random if and only if x is Incompressible ILV90l, 
As a. matter of faet. tu describe a random string, wc need as many bits as in the string 
itself. lntuitiv, ~y, an incompressible string x is a string without any structure, thus that 
can oot be described hy a program shortest than "print l'', 

As LI and VITÀNYI said {LV971. f'ven if the Kolmogorov eomplexity throry is full of 
deep and sophisticrtt'd mathematic."'. it is sufficient ta know only basis to apply with suc­
cess this notion. So we will only present the results that interest us for our argument.ation, 
knO\ving that this th('ory is Ilot limitoo to this restrictIOn. 



A.3. Construction of performance profiles 123 

A.3.2.2 Application to the choice of the instances of a problem 

Remember hat our problem is ta build graphs, that is performance profiles. that re­
present the b avior of an anytime algorithm. This graph will be thE'n used to prediet 
quality of the results in function of computation time in a real framework. As a ... ouse­
quence, we bave ta use representative instances of the real cases to produce a realistic 
performance profile. But what is ~ representatlve instauce? And how to prove it? 

A theorem on compressîbility can inforrn us on the proportion of struetured strings, 
or more generally, structured data. 

Théorème A.l (Theorem 3.3.1 in fLV97j) 

- Vn, rnax{K(x) : l(x) = n} = n + l«n) + 0(1) 
- Jar ail fixed constant r, the number of strings x of length l(x) = n Mth K(r) ~ 

n + K(n} - r does not exceed 2t1
-

r +l1(n). 

Wc are especially interested in the second part of the theorem. It mealL'; that the propor­
t.ion of data of length 11 that are compressible of more thall r bits is less than 2- r . 

This re:.lllt means that, by doing a random choiee in thE' Sf't of data of constant l('ngth. 
there is a high probability to get mndom data as they are ll1\Jre oumerons. By random 
choire, we meull \Vith a uniform probability, that is equa] chance for each data to be 
chosen, These n~sults could justify the approach adoptrd by the majority of nnytime 
algorithms desip;nrrs IZil93ItGZ9ô\. They use the random choiee of instances to build the 
quality map. As random instam'es represent the vast majority of the spt uf aU instancps of 
the problpm !they are supposed to be fini te a.nd uf constant If'ngth). \Vp will now spp that 
this random choice is not alw'ays the right llIt'thod with the' hf'lp uf simplE' cOllsidf'rations. 

The notion of eompressibiIity used here is the same our whrn wC' talk about compres­
sion of data În tb ... c:urrent computer scienœ language. As a matter of faet, the wmpn'Bsion 
algorithm work on the principle to reduee [(.'petitions and ('liminates rpgulariües. So wc 
ean reason ou this notion by considering usuai compression pIOblf'tus uf "('very da)' life". 

Let us conSJ.dt>r the content of a hard disk in a comp1ltN. Wf' ean daim without lots 
of risks that information aIl a hard disk are represE>ntativ{' of data tha t are computed 
br usual and realistic algorithms. The use of compression pro~ram on this hard disk is 
often use<! to gain storage space. And the results of this rompressiol1 ofteIl giws good 
results (assurning that we are not trying ta compres.'i alrl'ady comprpssed data). This 
~imple eonsideration means that the majority of data on Cl hard dtsk are not randOltl 
as they are compressible. As a consequence, we can dedu('(' that thf' usuai and realistic 
data are certain!y not random. Thus the uniform distributIOn 15 not a good df'scTlption of 

the appearam'p of data in reality. That is thl' reason wh" \Vf' US(l thr notion of umversal 
d'l.Stnbuttoll aIst) called Lemn measure ILV971 

Définition A.3 Umversal d'l.StributtOU fLV97f 

The distnbutlOn m tltat, for eadl stnng I. gzves a probabtllty m(I) = 'l.-h(x)t...; mlled 
the univers al d1..stnbuttOn. 



124 Annexe A. Contribution to the design of anytlme algorithms 

\-Vith this distribution, we can easlly estabHsh that very structured data (\Vith low 
[«(x)) have a high probability an that "complex" or random data (with high f((x)) have a 
Iow probability. Levin has proved that m domina tes multiplicatively each enumerable dis­
tribution. The Levin measure is then a good way to measure the probability of appearance 
of a data in reaUty. 

Let us try ta turn iuto a formaI argument ta justify this universal distribution by 
quoting !KLV971. 

Suppose wc observe a binaIT string s of length 7l. and want ta know whether 
we must attribute the occurrence of s ta pure chance or ta li cause. "Chance" 
meaus that the literal 8 is produced y fair coin toSS(~S. "Cause" meal1S that 
there is a causal pxplanation for s ha.ving happened - a causal f'xpianatioll 
that takcs ln bits to describe. The pure chance of generating s itst'lf literally 
k 1l.bout 2-n . But the probability of generatmg a cause for s is at least 2-m

. 

In other words. if there is some sin'lple cause for .s (s is n>guJar), then m « TL 

and it is about 2n - 1I1 times more likely that s arcse as the r('sult of sorne cause 
than literally by ét mndom proCf'..5S. 

Ta make the IhLk ',vith reality, we have ta mLke the aBSumption that what happens 
in real world is like a computation, that the abjects that we mc('t are the product of the 
computation of the physical world. Dy a first arder approximation, the physical wurld can 
be considered as a Cniwrsal Turing Macbine". Even if it is not provabh., this seems very 
reasonc.ble. 

These ideas seeu to be rather naturaL As a matter of faet, obj!ds in rI:,ality ,m' rather 
strudured. OtherwisC' the reality n'ould look like a sort of for,. As for thr 5;)rt ca.st> , for 
example, a lot of lists we have ta sort are st.tw:tured, like two sUlted list ta nU'rge. or 
partlally sorted lists. Thf:'se lists are rarel)' to > : random. Onp point that muId confirm 
this faet is that peoplE' using the quicksort algorithm ISF96J oftf'n mix the !ists brfore 
applying this algorithm. The reason is that quicksort has a C'omplt>xüy ot O( Il log n) in the 
average case that is random lists, and a complexity of 9(n2 ) iu the worst t'cl.se. tbat is un 
sorted or revl>.ISE.'d listH where the partition tree has a ma:drnal dppth ISF9GI. 

Concerning our choir/.' of instances to huild a quality map. we do the followiug propu­
sitiun with the help of prevÎous considerations. 

Proposition A.1 Rtméom LS not Ctt1Tent 

When we have ta d1.oose mstanœ's that (l're T1'1JITSentatwe of the re.al ca.<;e. c.on . .'11.dern­
tlOns wtll K olmogomtl CQmplenty proves that the random approlLch t..'l not al11lu!Js th.e 11.ght 

method for generatinl] mstance.s, There are lots of T'eo.[ cases that are stmct'Ured. 

This proposition 18 rather destructive f('garding tht' Histing !l1ethods Ilspd to geof'rate 
quality maps. lt do~ tlot supply any method ta produce a good set of installtes. but it is 
helpfull to avoid what wp eaH ·'the pitfall of the random approaeh". 
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A link with computational complexity What is interesting in Kolmogorov com­
plexity theory, sometimes caUed "algorithrnic theory of infonnation", is that it gives sume 

f(~ults on the behavior of the algorithms in function of the complexity of the instances. 

First we have t.(} precil'ie the notions of G1Jerage case and worst-ca.'ie complexity(KLV97j. 
When we sayon the average case, we assume that aU inputs are equally likely, that is the 
probability is uniforr- y then the average computation t~me is an "unifJrm average' tine 
on every instances. On the contrary, the worst-case is indepelldant of any distribution and 
represents one or severa1 instances that force the algoritèm to use maximal computation 
time. Then, if we assume that the distribution is not unifcrm anymore, and that inputs 
with low Kolmogorov comple>..ity are more likeiy than ~nputs with high complp.xity. the 
running time WE' expect under this (universal) distribution is (esS!!ntially) the WOTtit-case 
mnning tIme of the algorithm. 

Again this is not hard ta see in the case cf quicksort, for which the \Vorst-case is givem 
by a sorted list, that is a highly structured input. Under tht.' universal distribution, the 
already sorted input is far more likt tY than the unsorted iHput, 50 we expect that quicksort 
will require n2 steps. It is true in general when an algorithm funs fast on some inputs and 
slowly on others. lntuitively, the universaJ distribution assigns high enough probability 
to simplE' stI,;ings ·'to slow" the average running time of thE' algorithm to its \Vorst case 
running time. 

The fotlowing theorem due ta LI and VITÀNYI ILV9ïl mak('s the link between Kolmo­
gorov complexity and computational comple..xity, and give a formaI argument to what we 
said abm'f'. 

Théorème A.2 (LI and VITÀNYI) {Lt'97J 

If the mputs to t. ny complete algonthm are rltstnbuted acrurdmg ta m, then the average 
tune comple.xity t~ of the samt' urder oJ magnztude as UH' Il'fJTst-rase tnne complenty 

In a few words, theorem ;\,2 shows that tht' input~ having snuùI Kolmogorov com­
plexity contain the \Vorst cases with high probahility. Conwrsely. \'LASIE studies under 
which conditions the reciproea] oftheorem A.2 !lolds. z.e. almo!-''t all the \\'orst cases admit 
short descriptions. 

Théorème A.3 ("LAStE) 1L'la9'lj 

If under a :fltJen rnumerable i.nput d~tnbutiotl. a tJP-nJmplete probLem adrmts an algo­
nthm WZtJl polynomtal ewerage-case comple:nty. tJwn ail but jimtely many superpolenomzal 
input cases. ~J they erist. are compre.ssihle. 

Tht> intuition of theorem A.3 is that for problems \vlth a IO\\' avprage complexity, 
there is Vi3ry few cases with a high computational cost. Thus the hard cases can be 
dl'F~.:ribed br giving their index in this small set. These rt.>!'>"'Ults have been used to build 
a method for gMlemting very hard graph fo the 3-COL problem 1\'la951 with the Brélaz 
algorithm IBre791· In this study. VLASIE showf'd with experimentaJ results that the very 
hard instances o('curs orLly "hen the graph arr highly strut:turt'd. Bv the Kolmogorov 
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complexity approach, he confirms a phase transition point given by experiments that 
distinctly separates dn easy region of graphs from a hard one. 

Even if there is no general result (:oncerning polynomial problems, similar conside­
rationc have been made in [LV921 to ah"w that only non-random lists can achieve the 
wonG-case complevjty for Quicksort (for lastance, the sorted, almost sorted and reversrd 
lists). 

There b one important point :0 insist on: the notion of hard input.s created are 
specifie to an algorithm 1. The aim of VLASIE \Vas deady to crpate hardness for the 
Brélaz algorithm. One ('onld argue that theorem A.3 rioes not hold anymore il there is 
a sp~dfir method that muid solve tb:> previons inputs in polynomial time. As VLASIE 

said, "one shonld not forgf't that there are many ot.her ways ta get compressible instances, 
eventually hard for the algorir.hm in question and on which a specifie method would be of 
little inLerest. Moreover, we remember that the Kolmogorov complexity as a function of 
binary strings is not ('omputable and the incomprC'ssibility is not il dC'ddable property. su 
there is liule hope that one tan imagine a general method for so!ving the hard cases by 
detecting and exploi t ing their regularities." That meaus that t lw !'act that Kol mogoro\' 
complexity ot a hard iustance is smal1 18 indepemlant of the algorithm. It unly df'prnds 
on the instance itself. 

Con~ :ibutions of Kolomogorov complexity to our problem TllP particulanty of 
Kolmogorov complexity in algorithms analysis, likC' in other varions domains (Sf't' IDel98bl 
and (De198al for mon' applications). it ~11pplied a r!t>an'r franlPwork and pOlIlt of vie\\' hllt 

does not directly gi"f' any due for {·roducing any algorithmic llIethod. 

50 what cau be explOlted ta solw our problem of generatiul1. l!'preseutativr l11puts fnr 

our anytime algorithm.s·~ 

The (-!l1estion of filndoIllness haH' been largeJ) discussed for s\:,\'('ral {'t'nt unes, from 
Epicurius to Laplaee lKLV97j and Kolmogorov rornplexity finalh fnrmalizpd il. But raIl­
dom Objffts have Df'Wr been considerpd ,lB rf'al rf'flen of rE'ality \ \ïth ~ 'position :\.1. 
we daim th:tt random gf'r~eration of inputs is not the right nH'r hod to n, y If WI-' desirt' 
representativp qualitv map<: Tht> simple rpason, but not ('vident il! nrst sl,e,ht. IS that lIfl1-

form distribution of probabiLy is not. thE' right dis! ribution to H'prf'Spnt rt'al appparanlf' 
probability of inputs. 

In a s~cond part. w(' dis('over~d t hat thL<; last rf'~ult is aIl tlll' mort' important bt>l'aw,i(' 

theOl'ems A.2 and A.3 stated thar "hard cases an t tH' structurel! d,it;-l" As li conspquPllt't'. 
this part of the instancc,.c,; Sf't (an not be neglectt'd If it forces tlw a!F;tJrithIll to thl' !tH' 
worst-ease behavior. This is especially tme for l\P-l..'ornpll tp problf>H1s. \Vt' a!so saw that 
hard instances an' slwcifk to an algorithm and somptimes Wf' prrf{'f tu rall them hard 
inputs to insist on thls fa,t. 

Finally, we do nut gf't any generation mpthod of instanct's III gf'IlE'ral for buildin~, 

because this problt'Ul IS problem spl"Clfic a.nd Illon', algorithm spt'nfi('. But we get SOInt' 

1. Thal is why we snuuld talk about inputs (of an algonthmJ rather th.lil Instances (uf il probleml 
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information on what not to do (random generation) and "where" the hardness is in the 
s("t of intances. As conclusion, we need a precise "structured method" to systematically 
generate instances to ensure a representativ~ quality map. 

The question of neglecting sorne parts of the set of instances that we think Ilot re­
presentative is diffieult to determine. The universal distribution could give us a possible 
approximation of this risk by considerillg th .. probability of these n<>glected Îns. mces. 

A.4 Conclusion 

In thib chapter, we focus our attention on practical problpms encouutered in construe­
ting anytime algonthms. Simple considerations on the TSP first lead tu doubts concerning 
the easiuess of building performance profiles. That is why we adopt a user-view (one can 
say naïve) approach to try to solve the real problems in designing anytimf algorithms. 

In this study. we exhibited two questions that are usually not solved in gpneral. and 
not even eonsidered, in the studies concerning anytime algorithms drsign These questions 
are: 

1. choosing the quality criterian 

2. collecting data for building the quality map and the ppr{,)rmanc*, profih-'s 

Thf:'.se problpms are generally considef(~d as a work that tht' uBer of anytimp tpehniquf's 
must define himsplf. As â maW'r of faet, it rould ~<,em nat \Hal sim'(> bot h t}wse problplIls 
are strongly appliration dependent. 

But Wl' cho!-.t' tu focus on these questions because W(' t hought that. t'n'Il if unI,\' the 
designer of anytune algorithms can solve them. there are sorne pitfalls to avoid. \Vith this 
practical approach ta design of anytime algorithms, we pxhibited SOfiH' of thpse pitfalls 
\'~'ith pl~rnentafY bllt represelltative f:'xamples of ('UITent probirms (sort problem and TS. ) 
and tried te givr sorne piece of advke. 

As for the choire of the quality criteriall. \Ve saw that it had ta fH' sppcific to the 
algorithm simply to have li Sl'DSe for the treCltment apphed but that it aiso dpppl1<ls on 
the goal of thf' designer. As Cl rndtter of fart, the result of thf' alp,orithm is to be llsed 
in a certain conlext and can be reused as input to anotlwr algunthm. The l'hoire of the 
quality criterioll is al\\'a~1) a trade--off betw(ll'n thl'.se two points of vip\\,. 

The problem of building a Twrformance profile is not a tnvial one eithPr. Obvlously. th~ 
best data for eonstmcting performance profilf's is a gO'ld sampll' of aetual input instances, 
but we considered the cast':' whl?re we bave puor ink.matlOIl about what sort of data will 
bf' Ilsed by the algorithm. Sorne consideratioIls on realistic rases of installCP.s showed us 
t.hat the mlldom l'hoiee of instances is rarely the right rll(>lhod ta obtain a pprformance 
profile that pn,<iict the realistic behavior of an algorithm. The issue of using random 
problem instaDCP.s for the empi.rinù study of a.lgurithms has d.lrpady bt'PfI nitized in tllE' 
past. See for e., .. mmple [Joh961, where JOHNSON explains tha.t somp TSP algorithms Clin bl' 
\'l'ry efficient on large randam instances, while they haw I1,H'at difficulty with structured 
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instan ~es containing Just 53 cities. 

Wf> introdueed th(' Kolmogorov complexity theory to confirm this fact. [t shows that 
strutured instances, i. e. not randorn instances, are the most current in the realistic cases. 
This shows that we need a fine analysis of the algorithm and of the generating method of 
the instances before generatil1g the quality map. Kolmogorov C::)[nplexity shows a little 
more than "random is not ideal choice 0: input data ". Tbe combinatorial romplexity 
results Ih1ked to Kolmogorv comple..xity show that very structured cases l'an lead with 
high probability to worst cases (in time). This is especially il1terestiufT in the case of 
TSP where the averagr rase i5 far from the worst case. Kolmogorov complexity of a data 
(cornpared to another OUf', as absolute Kolmogorov cornplexity is not computable) cau 
be used to say if it is an "average" case or if it i5 a '\vorst 1f rtiSl', 1'0 as the user of th!' 
algoritlun can be surI:' that his algorithrn will or will not have a worse bt>havior in reallty. 
This rneans that Kolmogorov complexity can be used to analyse lOpUt data structure and 
to say if this data is realistic. 

We have to mention that HORVITZ bas studied anytime sorting in IHor90l, This study 
enallies to e..xarnine how the tifferent sort algorithms beha've and what a partial sot could 
mean. He defules four main pmpertip5 of the random list that could transform into criteria 
to select a sort algorithm and into quality criteria. Our aim herr is to show how difficult it 
ca~ be to choose a quality criterion and we used sort. as HORVITZ did. Our study concerns 
the selection a quality rriteria as his studv, but we ronsider OllE> more dinH'l1sion that is the 
choice of inputs and the influence on the quality maps. More o\'t'r. it seems that HORVITZ 
only examined c.ases Ilf random lists. We showed that somt' structured list rould provide 
"strange" behaviors (non monotonie quulity for example). Ho,,"pwr. it is nort h mentioning 
that the representatiull Ils('d (" Protos, Algo"), consisting in rC'prC'Sl'ntlIlg partially sortrd 
lis ts , is an alternatiw tu the quality ~aphs for analvsis of th(> lH'havillr of sort algorithms. 
TItis study caIl bp eonsidered to be romplementary to ours nn quality criteria. 

Even if we did nol produce any mmp!etp method for building pt>rformanc(' profilps. 
Kolmogorov romplt'xity helped us to produce a more forruall'xplaination of phenolIH'na 
observed on random data by HORVITZ IHorgOj and JOHNSO;-'; lJoh961 fur ('xarnple. From 
this point of view, tll!' motribution of this theo~' is rathf'r limitpd but \V!' bplipvp that. 
Kolmogorov complexlty ran be a Il''W approach to do this anaJvsis and tu ?;pneratl' rp­
presentative quality maps and performance profiles. A lot of st udies about gPllPratlIlf!; 
"hard" installœs and sortmg instanres in fUIlejon of their Külmo!!;orov (()rnplt'xity arl' 
in progress, especiallv 011 :\P-hard problems (see, for tlxamp!r, IYla!)71 about thr 3-COL 
problem). The analysis of thp bl"havior of algorithms and the Kolmogorov ('ornplf>xitv of 
the instances lli very problem depf'lldent. But the ad\'èUltage of Kolmogorov ('omplpxity il' 
mainly that it authorizes individual analysis of the instances of our problpIIlS, when Wl' 

only disposed of statistical ~esults l)(>fore. Ou the condition of u5ing this tlH'ory, we think 
that a "beginnpr" in itnnim f' algorit luns cou Id uvoid sorne pitfalls. However. this prohlem 
of analysing input data tu t>rpdict thp beabvior of an algorithm n-mains bard. 



Annexe B 

Considerations on Software 
environnlent 

Anytime algorithms are partîculary presented as a solution for real-time AI problems. 
As a consequenct>, it s(~ems natural to introduce a discussioll on the software PIIvironmE'nt 
wc use ta impJE'ment these aJgorithms. In this appE'ndix, WE' prE'smt the influence of 
the different pos..<;ible operatillg systems on tht' implementation flud pspecially 011 tinw 
mensure. 

B.l About the Îlnportance of a good tinle lneasure 

The first parameter for evaluating performance of the unytime aJgonthms is oovlously 
time as the framework of tlwse algorithms is rt'aI-time. :\s WP îlrf>ady sail1. tlH' tC'rm 
"real-time" doe~ Dot mean that our algorithms have ta tH-' fast, !'nt t hat they will ~ivp 

results regularly. at prcc.Ï5e time As a consequence, il. is nf>Cf'ssary tn l)f' rf'e;ular too wlwn 
taking measures of quality. This regularity is p::;5Plltial to gl't thC' ~tinH' nJlllputatlOll tinH' 

for the srune opt>ratiollS. vVithout this, we immediatly Joost' tht> pn>dirtion capabillty of 
the perfarmanct' profile. As ft matt.er of facto it is impo:,slhlt' in t lib rase to rpprodure 
in action results that we gat \Vith the performance profile. ~l()n'O\w. remember that our 
objective is ta ('xhibit interesting properties of anytime algonthms. If t 11(' t iniP llH'asure 
is not precise t'nough. we ean Ilot be sure observing al! plH'llOmen:\ Oll the pprformance 
profile. 

Instead of measuring real-time, we coul(~ have analyzed our algorithms like SEDGE­

WICK and FLAJOLET ISF961. \Ve decided not ta do this analysis for two main rl'usons: 

- \vith anytune algorithms we get one supplementary dimrnsion tl) tlw analysis be­
causf' of intermediate results when SEDGEWICK and FLAJOLET jnst analysis total 
computation times. This is a v{~ry cornplex approach, ('WIl for \,pry simple aJgorithms 
like sort algorithms. This approach should have b{,P!I \"pr)' hea\"\·. 

t.hh, is [lot the élpproach tbat corn mon programml'r (ir; illdllstry) will adopt because 
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uf its complexity. It is simplier to test algorithms \Vith efficient tools for real whieh 
the programmer disposes, especially if the algorihms to test are nurnerous. Finally, 
the programmer h~<' to implernent his algorithm. We think it is better for him (and 
here for us) to bE' confronted to real technical problems like the choice of an operating 
system, of a compiler, etc. 

That are the reasons why we insisted on implementation of a \'ery precise measure of 
time. The operating system to use to implement anytime algorithms must take this faets 
into aceount. 

B.2 Possible operating systems 

Here we describe the different possibilities we have in the set of a11 types of operating 
systems ta emmre precise time measure. A qualit~· we are looking for il; tllt' portability 
of our source rode. That is why we will examine the case of C uix and similar operating 
systems. We will considpr other opC'rating systems like MS-DOS. for instancr, ta diseuss 
about our requiremPllts of our final chaice. 

B.2.1 Unix 

Wf use two differpnt irnpiementatiolls of Unix to do our tests: thl' OrlE' is Solaris. 
a product of Sun company. thE' OtllN is Linux (kerncl \.nrsion 2.2). Wr ('hWiP tIlP!-ie two 
implementatiolls ta 01>5rr\,(' two diffrrpnts ways of programming the lTUix standard. Linux 
and Solmis cOllform tu thr POSIX sppcifications IDraSïl. Rerrwmbf'r that th<> main aim of 
POSIX is the portability of source code and that is what we hope by dlOosiug Unix as our 
software environ ment . The POSIX doeumputs describe the interfaces of thr C languagp 
with the operating systpm. Losts of !'tandard intf'rfacE's and wavs tü implpnwnt them l'an 
be found in ICD\1981 

B.2.1.1 Unix theoretical capabilities 

Traditionaly thrrp pxists two ways of mpa.':iuring lime with t'nix IStp!J21. correspondillg 
to the two possible diffprl'nt Ilaturl'-S of time for a process. These two typt>s art>: calt>ndar 
time and cpe time. The first OI1l~ is the physkal time that pa."i.."i. and thf' sr("()ndt> one i5 

the real collsumpthn of the ressource. the CPU. Knowing that l'nix does tune sharing. 
that is shares the CPt' lwtwf'en sf'VPral procE'sses. Il is obvioll.'5 that Call'lldar time cau Ilot 
be appropriate for our mea'iUre of time. As a matter of facto what \VI:' gl't bv measuril1g 
ca.lendar time is the ~um of CPt! time of aIl the proCf'sses. That I(-'ads us tu ctIOOSf' cpe 
time tlmt refleets t hl' rral cornsumptioll of computation of the pron'Ss. If thr proC{lSS Wf'rp 
alone, the ralendar time \Vould be C:'qual to tbe cpe time. 

First, let explain the notions of precision and [('solution. What we mean \Vitb resolution 
is t},C number of digit available ta l'xpress our measure. The prt>cision is thl' number of 
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digits that are significant for the measure. That is, for a unique number of computational 
operations, the Humber of digits in a computation time value that do not vary from a 
measure ta an other. The precision is obviously a1ways lower than the resolution. It IS 

orten expressed with an error (a percentage). For instaner, we can hope a precision of 
10ms in time measure \Vith an error of 10%, Le. a variation of +1- 0.5ms. 

One C function, namely times ILew93j, defined in POSIX, that gives system CPU 
time and user CPU time. The system modf' corresponds to the systf'111 commands (com­
munication 'vith .he machine) and the user mode corresponds ta the computation of the 
algorithms programm\'d by the user ICDM981. Typically, a process that only contains 
pure c<'llcuJus will main1}' work in user mode. The time we measllTl' will be the sum of 
user and system time. The tunes gives cpe lime in functlOn of the number of ticks in a 
second, defined by the value of CL/(_ TeK. But one must vpry carefully manipulate this 
value. If one compiles one's pro gram on each platform working with UnLx, the valuf' may 
change ISte921 [Lrw931. For instance, on SunOS 4.4.1, CL/{_ TCK is 60. on UNIX SVR4, 
it is equal ta 100. on Linux 2.2 for x86 proc('ssors to 100. and for DEC' Alpha processor 
to 1000. As a consequence, the theoretical precision we can hope on these difff'rent ope­
rating systems llla)' vary too. That why POSIX theoretically rnsurrs that the rnimirnal 
resolution of time mensure is 10 rnilliseconds. 

Note that ther!' exists another more powf'rful 2 fllnction. na.mrly qetrusage, that ~ivps 
ail sorts of information about the process and the œssourcf'S eonsumed. and particularly 
the cpe time. Acmrdinb ta thr üa~dbook ICDM981, and it would be a serious advantage 
compared to tUlLes. getrusage gives times with a resolution (lf Ont' microsecond. 

Now we ha\'(' tü V('rify in practicc that Cnix is really "ble tn be' prpcise in gi\'in~ the 
CPU time, at Irust \vith the POSIX precision of 10 ms. \\,p test our programs on bath 
Linux and Solaris. 

B.2.1.2 Results of time measure with Unix 

To verify if the (·ffl'dive prrcision of Cuix (Linux or Solans) is lOms, wr \1se a program 
that does 1.1. fix('d number of el('mentary opprations in C' (for pxamplt', several Burns and 
products). Tlw/l WP lanneh the prograrn s('vpral times and mt'aSlHl' ils l'x('cutlOn tlilH'. 

The prineiple of thLr.; program is desrribrd b\' algorithm B.6. 

[i29 ! 0.30 1 0.29 1 0.30 1 0.29 1 0.29 1 0.30 1 029 1 029 1 0.29 1 

TAB. 8.1 - E.cccutwll time nU'tlsures of a program unt" (111/,.~tu.nt numbfT of oppmtums 

If we do Ilot takp precautions, that is Ipt run srveral othpr hf'étvy pro('('sse15 like a word 
processor. a wpb nélvigator ami rul you call Imagine, the I"l'sltlts of tht, measurp are far 
from what wr t'xpeeted. As a matter of faet, we ran obs('f\'(' on table B.1 that tl\f' time 
measure is not. <onstant. 

2. Vv'llen it will Il!' fully implt'mented 
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ALe:: B.6 Program with constant number of operations 
prùgram algo _ conswnt() 

begin 
to ~ mesure_temps () 
computationO 
t 1 ~ mesure_temps () 
print(t 1 - to} 

end 

1 Measure 1 1 Measure 2 1 Measure 3 

Points Nr. 100 100 100 
Average value (s) 1.1525 17.0794 130.2302 
Medium value (s) 1.15 17.08 130.22 

Minimum (s) 1.15 17.07 130.22 
Maximum (5) 1.16 17.13 130.45 

1---
Max-Min (5) 0.01 0.06 0.23 

Errorfnwdium yalue(% ) 0.870 0.351 O.l7ï 
StcJ. Deyiation 0.0000189 0.0000421 ~.OO652485 

TAB. B.2 - Executwll tune measures of a prngmm tmth mcreasmg number of opemttort.q 
with Unix 

By taking pret .lutiuns and authorizing minimum Humber uf pron'sse~') ftlnning, wC' 

redo the experiment ta get measurf'.s of incl'easing f'xecution time. V,;(> simply did it by 
increasing the Humber of operations in the program. The results arl:' on tahlr il :2. This 
measures enablr us to gue.ss that l'rror made in measuring iIHTPélSing exrcution tinw is 
not an absolute error as it incr('ases too. 

Even if the relativp f'l'ror (Ma. ... -rnin}/Medium. lS decreasillg. the CPL' time mpusu!p 
under Unix systems s('ell1s not rehable for two reasons: 

- surprisingly CPt· time can be disrupted by otlwr proccssps fIInning at tlH' saœ<> time. 
t'specially wh en thev are heavy and force the system tu UM' swapping. It sepms that 
this swapping time is takp[l into actount in the total CPC tirrw (in system A~D in 
user mode) 

- the cpe time mpasured dot' not have a absolute error than cou Id hl' substral'tpd. 

One more ubservation fan be made on figure B.1. It shuws the pvollltion. trial after 
trial, of the value of th<> CPt' tlll1f' measured 50 as to show its difi'NPnt values. Not!.' 
that in table B.2. tb!' medium value is always close to the mimimum valuE'. Tha.t mparu; 
that the picks of eXt'('~,iS consumption of CPLT are rare a.s ouspn'pd on figurp B.l. vVe 
explain this by the faet that standard Unix is not real-lime and thp proct'ss is expospd tü 

interruptions by the scheduler and to overload. t hat makl' CPt' t iml' inerease. And this 
picks phellomenon is ail the more important as the total CPl' t ilIle is large, berause the 
r.hallce to be interruptpd increase.s. 
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FIG. B.1 - Evolution with mensures of e.xecutwn lime with Umx 

B.2.1.3 Conclusion on Unix 

As a consequence of the lack of precision we observed. Wf' ('an hardly dlOose a. standard 
Uni,,: platform to implement our programs. Remember that our primary objectivp is to 
construct the best prediction of performance of the anytinU' algorithm upon tirnp and 
we need very nrecise toois to avaid any bia. ... Oue can propose ta rriterate thp samf:' 
measures hundrf'ds of times and to take th!.' avpragp value. The problem is that it mIl 

irnply enormous arnount of measure time, esperially for romplex problpms. That is why 
we now ronsidpr other possibilitie.s. 

B.2.2 A real-time operating system 

The problem we have \Vith a st.andard Unix is not only a problem of precision, but also 
a problem of regularity. ln a word, we need a system that rau respeet rral-tinU' deadlines. 
The first possibility that \Ve pxamine was RT-Linux, a Linll..x 2.0 system extendpd with 
hard real-Ume [nnctions. The principle is a real-time scheduler that eonsider the Linux 
kernel as a simplE' task \,;ith very low priority so as the rpal-time tasks that we prograrn 
can be executed without any di.c:rupt [rom the dassic tasks. Thf' advantage of RT-Linux 
is the portability as it respects real-time POSIX specifications. And that is why we found 
this solution interesting. But the drawback is that it :Jeeds a serious revision of our 
programrring methods and it seerns too hea\'y for just building performance pro fi h'>s. The 
RT-Linux solution will be suitable for a entire platform that controls anytirne algorithms 
berause of its llluititasking capabilities. 

But at thlS time, our objective is more simple and w€' finally ch os€' MS-DOS. Ail we 
need to build performance profiles is to interrupt the algorithm at precise time and always 
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get the same measure for the same process. That is what MS-DOS can do as: 

- it is a monotask operating system. As a consequence our process can not be disrupted 
by another one 

- you can have access to hardware to program a high resolution and, we hope, a high 
precision timer 

r Measüre 1 1 Measure 2 1 Measure 3 1 Measure 4 
Points Nr. 100 100 100 100 

Average value (s) 0.00040422 0.00399ï2 0.39929 -
Medium value (s) 0.0004045 0.0039975 0.399291 1 ï.965880 

Minimum (s) 0.0004040 0.0039970 0.399289 17.9ti5877ï5 
Ma..ximum (5) 0.0004050 0.0039980 0.399293 17.96588075 
ivlax-Min (5) le-6 1('-6 4f'-6 6e-6 

Errorimedium value(% ) 0.0247 0.025 0.001 3f'-5 
Std. Deviation 4. 14e-7 3.8419e-7 7.8607p-i 1.7797e-6 

TAB. B.3 - ExecutIOn ttrne measrJ.T'f'.'; of a progmrn unth incre(J"mLCj Humber of opemtlOn.5 
with MS-DOS 
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FIG. 8.2 - Evolut1on lmth rnea .. mres of fIecuhoH ttml' Mtll MS-DOS 

ln li word, ~lS-D()S is a real-tinw monotask sy5tf'm. And tlw time meélSl1rE' we madE' 
\Vith the same method as with Unix systems gh'e us wry satisfartory prpCÎsion as it ean 
be observed on figure B.2 and table B.3. This prf'CÏsion is far bflt tf'r than what we get 
with UnLx and is very regular. The maximum errur w(' have is 6 JlS. We can assume that 
we have a precision of 10 f.l s with ± 5 J.lS of maximum absolutp f'fror. 
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The prÎnciple and the source code of our timer can be found in Appendix D. In the 
next section, we then present our measure proto col with this timer. 

B.3 Description of our choice for experimentation 

The principle of c .... prograrn is to insert an algorithm between two time measure 
points. We assume that anytime algorithrns do an iterative work (by definition, they do 
iterati ve improvements) and to stop the algorithm at constant time, we insert a counter 
for the number of iterations. Before starting the algorithm, Wf' take a measure of time and 
fix a limit for the counter. Then the algorithm runs until the caunter reaehes the limit. At 
this moment, tlU' algorithrn exits and the second time measure is taken. Note that time 
measured at both points is time that passes, but the difference between the two measures 
represents the exact CPU time because MS-DOS is monotask. To get different execution 
times, we change the value of the counter. The program is able to repeat the same series 
of measure and to control the counler. As a consequence, with this program, we ran get 
a set of graphs describing the quality as a function of lime. This set will be uc;ed to build 
the performance profile. Our measure protocol first depends on the precautions wc take 
in programming to ensure a good measure of execution time. 

We assumed that the algorithms do an iterative work. but that does not meau that 
they are iterative algorithrns. Lots of recursive algorithms do an iterative work too. The 
interruption to take the time measure is thl'n executed by il special function in C, ua­
mely longjmp, that enables an immediate jump to the context savpd before starting the 
algorithm. This results in negligible overheads for exiting the C fuuction containing t.he 
algorithm. In particular, for a recursive a!goritbnl, the interruption does not imply to go 
back all the recursiou. 

Another pn'caution consists in restarting the algorithm after each meaSUfr to avoid 
countiug the interruption \'lme in the executiol1 time, and e~pecially to avoid cumula.tive 
error due to repf't itive interruption. Wh en Wl' take time measure. wC' do not use algorihms 
as interruptible ones but as contraet ones. WI? al ways restart [rom scratch to avoid this 
cumulative error by interrupting and restarting [rom the point of illt!>rruption. 

The following algorithms (B.7 and B.8) explain how w(> prograrn the main part of our 
a.pplication and the modifications in the original algorithm tn '11easure its pxecution time. 

We assume in this program that quality must be calculated outside th? algorithm. This 
point cnables us to use ail typP of quality criteria and especially those that are expensive 
in term of computation time with regards to th(' one iteration step of t.he algorithm. The 
aim here is to disccus on the quality criteria and it is obvious tbat in normal use of anytime 
aIgorithms. the shortest is the computation of the quality. tht ')('st it is. 
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ALG B.7 Main program for measure of computation time of an anytime algorithm 
program mesure_ temps() 

begin 
for iter from 1 ta iter Izmit do 

init données() 
for pt_ mesures from 1 ta pt_ mesures_limit do 

compteur f- nb_boucles * mesures 
to f- ill.:sure _ tempsO 
if (save_contt'xt(tcontext) = 0) then 

algori thme() 
endif 
tif- mesure _ trm ps() i 
temps{pt_ mt'sllresl f- t l - to 
qualité{pt_ mesures} t- calcul_,!ualité{) 

endfor 
endfor 

end 

ALG B.8 Modified algorithm for computation timE' measun' 
proced ure algori thm ( ) 

begin 
while (computatl0n_ end -= False) do 

if (compteuT = 0) then 
jump(tcontl'xt) 

endif 
compteur t- wmpteuT - 1 
ALGORlTH~1 ).lAIN PART 

endwhile 
end 



Annexe C 

Tests complémentaires de COllstruction 
de cartes de qualité pOllr les tris 

C.I Tris sur des listes aléatoires 

C.I,1 Critère qbp 
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FIG_ C.l - Campoi' ement cl 'un tri sur une lt.ste. de 14 ou mtuT.q pî/.!' mtre 1 ft 1400, 
mélangés au hw;ard - qualité mesurant la propartlOn d 'dt'uwnts bZt'Tl plllCé.ç - 1 Uf) pomts 
de mesure, 200 l1.Stf'~ 
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C.1.2 Critère qd 
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FIG, C,2 - CompoT'tf-ment d'un tn. sur une liste de 1400 enttf'T8 pns entre 1 et 1400, 
mélangés au hl!sanl - qualité mesurant la distance moyenne nonnfe. à la position finale 
des éléments - 100 pomts de meSUl'f', 200 listes 

C.2 Influence de la taille de l'entrée 

C.2.1 Tri par sélection ordinaire 
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FtG. C.3 .. Comportt'ment d 'un tn par sélection ordmal1'e sur urH' ltste de n entters pns 
entre 1 et n, mélangés au hasard - qualité qbp - JOO hstes 
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FIG. C.4 - Comportement d'un tri par sélection ordinatre sur une llstf de n entzers pris 
entre l et n, mélangés au hasard· qualité ql1 - 100 listes 
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FIG. C.5- Comportement d'un tri par séleclwn ordinazre sur une hstf de n entu?rs pns 
entre 1 et n, mdangés au hasard - qualzté qd - 100 ltstes 

C.2.2 Tri rapide 

!\otous que pour le Quicksort, nous avons ètabli que le rritl"re ql) n'Ha.it pas utilisablr 
tel quel. N'ous avuns pu observpr des décroissances de qualité> en utilisant le quicksort avec 
cc critère de qualité. Aussi nous ne rf'présenterous pas ici lps t'ompli'mputs dp résultats 
t'x-périmentau.'i. avec ql)' 
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Annexe D 

Timer pour la mesure sous DOS 
Suite à nos essais dans un environnement multî-tâche (Unix), non-déterministe donc 

qui sied peu au temps réel, nous avons obtenu une précision de mesure du temps qui 
variait de quelq'les dizaines de millisecondes à deux ou trois centaines de millisecondes. 
L'erreur sur le temps CPU mesuré croissait avec la longueur du processus dont nous 
mesurions la longueur d'exécution. Nous avon3 voulu explorer la voie du DOS sur PC car 
c'est un système monotàche et nous espérions obtenir une régularité des mesures de temps 
bien plus grande. et ainsi augmenter notre précision. Dans cette annexe, nous exposons la 
solution adoptée pour programmer un tzmer sous DOS afiu d'obtenir une précision d'un 
ordre mille fois plus petit que ce que nous obtenions avec Unix, et aussi une plus grande 
régularité dans les temps mesurés. Nous exposons donc ici les principes généraux de re 
timer et dOnnGIlS le code source correspondant. 

D.1 Principe 

~ous utilisons drs ordinatt'urs basés sur l'architecture du PC-AT. Le principe du timer 
que nous voulons programmer est d'utiliser un circuit servant de rHèrence pour la mise 
1'1 jour de l'horloge dans ce type de machine. Chaque PC comprend au moins un Timer 
(J intervalle programmable i8254 ou équivalent. Ce circuit comprends trois timers 16 bits 
indépendants. CP sont uniquement les timers 0 et 2 qui vont nous servir. Le timer 0 sert 
de timer principal (pour le rafraîchissement de l'horloge) pt If' timer 1 et le timer 2 s'utilise 
de façon générique dans les applications. Le schéma de fonctionnement d(' ces deux timers 
sont en figure IJ .1. 

Nous allons donc utiliser les deux timers décrits plus ayant. Comme nous pouvons l'ob­
server sur la figure D.l, le timer 2 reçoit en entrée une fréquf'nce dépa.'5sant le mégahertz. 
Il est capable de décompter de 1 à chaque tiek d'horloge et nous pouvons donc espérer 
obtenir des mesures d'une précision inférieure à la microsecondes en comptant le nombre 
de ticks en entrée de ce timer. Malheureusement, le timer 2 seul [} 'est pas suffisant car 
c'est un romptE'ur 16 bits et ne 1101.:.8 permet donc de compter que 65536 ticks d'horloge, 
après quoi il repart â zéro. La fréquence de n'mise à zéro du timer 2, comptant 65536 ticks 
à 1,193180 Mhz. est donc de 18,206481 Hz. Ceci correspond exactement à la fréquence du 
timer 0 et de l'apparition de l'interruption 08l!. Nous pouvons donc exploiter l'apparition 
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de cette interruption pour incrémenter une variable qui comptera le nombre de remise à 
zéro du timer 2. La récupération du compteur du timer 2 complétpra la mesure de temps. 
La formule de calcul de temps sera donc la suivante, avec cpttmrO ('t Cpttrnr2 1('5 comptpurs 
du timer 0 et du timer 2 respectivement: 

CpttmrO (65636 - (".Jitrnr;!) 

temps = 18,206481 + 1193180 

Mais dérouter l'interruption 08h peut causer des comport('rnents dl' la machine il1l­
prévisiblp.8 si de grandp.8 précautions ne sont pas prise.s. Commp l 'intprrupt ion 1 Ch pst 
déclenchée au même moment (ou plutôt juste après 08h) et est utilisable tout cl loisir par 
le programmeur, nous utili.serons ('ptte dernière interruption à la place dt' la première. 
Finalement, il rehiera à synchroniser le di>part de l'algorithnw avec unl' mise à zrro du 
timer 2. Ceci se fera simplement en attpll' ~ 'nt une première interruption 1 Ch dll tinwr O. 

Nous n'entrons pas plus dans les détau ... techniques. Le lecteur intére.s.<::i. par [('s 1l10dPb 

de fonctionnemE'nt des timprs et l('s principes dïnterrup"ion pntrl' autri' St" r(>ferrera à 

IEdi871 et IGil99/. 

D.2 Code Source 

\*******U**** Timer pour DOS en Turboc 2.01 *************/ 
#include <stdio.h> 
#include <dos.h> 
#include <conio.h> 

long cpt_tmrO = -1; 
unsigned mot; 
int flag = O. octet; 

void interrupt far IT_timerO(){ 



} 
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1* pulse positif sur la porte du timer 2 *1 
octat = inp(~x61); 1* lit la valeur courante de la porte *1 
octet = octet 1 1; 1* positionne le bit 0 a 1 *1 
outp{Ox61. octet); /* active le compteur *1 
octet = octet t -1; 1* positionne le bit 0 a 0 */ 
outp(Ox61. octet); 1* desactive le compteur *1 
/* flag pour indiquer le depart a reception de l'IT le */ 
flag = 1; 
1* increment du compteur de ticks du timer 0 */ 
cpCtmrO++ ; 

double main() { 
int octet; 
long i, j, k; 
double temps; 
void (interrupt far *gest_original)('; 

1* desactivation du 
octet = inp(Ox6l); 
octet = octet &: -1; 
ou~p(Ox61, octet); 

compteur du timer 2 */ 
/* lit la valeur courante de la 
1* positionne le bit 0 a 0 */ 
/* desactive le compteur */ 

porto *1 

1* programmation du mode et de la valeur du timer 2 */ 
outp(Ox43,OxB2); 
outp(Ox42. 0); /* LSB *1 
outp(Ox42, 0); /* MSB *1 

1* Sauvegarde de l'ancien vecteur d'IT *1 
gest_origlnal = getvect(OxlC); 

1* Derouter l'interruption lC sur routine_IT */ 
disable()~ /* pas d'IT pendant setvect */ 
setvect(OxlC, IT_timerO); 
enable(); 1* IT de nouveau autorisees *1 

1* init et attente de la premiere IT le *1 
cpt_tmrO = -1; 
mot = 0; 
while(flag != 1); 

1* demarrage de l'algorithme à mesurer */ 
for (i = 0; i < 10000; i++){ 

for(j = 0; j < 10000; j++) { 
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} 

k= j - i; 
} 

} 

1* fin de l'algorithme *1 

1* lecture du timer 2 *1 
outp(Ox43. Ox80); 1* latch sur le compteur *1 
mot = inp (Ox42) &OxFF; 1* LSB *1 
mot 1= inp(Ox42)«8; 1* MSB *1 

1* Restitution de l'ancien vecteur d'IT *1 
disable() ; 
setvect(OxlC. gest_original); 
enableO; 

temps = 54.9254ge-3 * cpt_tmrO + (65536L-mot)/1.19318e6; 
printf(lI cpt_tmrO = 'l.ld\t65536-mot = Y.ld\n ll

, cpt_tmrO, 
65536L-(unsigned long)mot); 

printf("'l.f secondes\n", temps) ; 

return (0); 
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Abstract 

Previous sludies consldered quaIity opumization 
of anytime algorithms by taking into account the 
quaHly of the final rcsulL The problem we are 
interested in is the malUmlZation of the average 
quality of a contract algorithm over a lime 
interval. We tirst mformally illustratc and 
moLÎvate this problem with few concrete 
situations. Then wc prove that the prob§em is NP­
hard. but quadratic if the time inlc .. rval IS large 
enough. EventuaIly wc glve empirical cesullB. 

1 Introduction 
Hard problems like ç!anning or decision makJng cannot be 
reasonably treated by complete methods. That is the reason 
why [Dean and Boddy, 1988) first considered anytime 
algorithms. also called flexible nlgorithrns ln [Horvitz, 
1988J. These algorithms offer a trade-off between tlme and 
perfomlance. They are characteru.ed by a Perfonnance 
Profile [Grass. 1996) Ihat enables a predictIOn about the 
quality of the cesullS given by the a1gorithm depending on 
tbe execution time duration This method has been used to 
solve severa! problems m vanous domains ilkc robot control 
[Zilberstein and Russel, 1993 J. knowledge-bascd 
computntion [Mouaddib and Zilberstein, 19951 and reaclive 
agents (Adclantado and de Givry. 1995]. 

Quahty is not the essenllal characteristic of a computation 
resul!: what really matters 15 Ils utility. The intUitive idea 15 

that, in many situatlOns, the ulliitv of a result decrcases over 
time. and n result of medium quahty rapidly obtnincd is more 
useful than a result of hlgh quality abtnined after a IGng lime 
[Zilberstein and Russel, 19%J. But, when the algorithm 
operates on an uncertaio envlronment, ulIhty tan be of 
anolher Mture. This 15 the case 10 the following ex.amples. 
which are aU assoclated ta a "cn5lS situation": 
• a person œ: has to glve hls hoss (B) a report m the 

moming. P only knows tha! B WIll ask for the report al 
some lime between 8 a.m. and Il a.m. The problem for P 
is that trymg to achleve the bes! quality would be a good 

• This aUlhor is supported by the Délégation Glnérale pOlif 
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strntegy only If the report were clmmed at II. If il is not 
Ihe case, no report at aIlls available! Hence il seems better 
to ensure a medIum quality draft for 8 a.m. and, once the 
draft is ready, 10 start to write a better quality report, 
expecling Ùl:ltthe daim will occur late in the murning. 

• Every lime ïhe cnemy is going 10 launch a satellite, only 
the temporal wmdow on whlch the event will oceue is 
known in advance. To perturb the launching, sorne 
electromagnetlc jammmg action must be sel up (planes 
have to lake-off. lures must he actlvaled ... ). Ali these 
actions tnke Ume and the best jammmg 15 useless If 
achieved after the launch. Whm could be consldered IS lo 
set up the jammmg ln order to ensure the best average 
quality on the lime interval. then to mllXtnllze the utllity 
(10 the long leml). 

• When a tornado 15 announced. very hule lime IS aVllIlable 
la prepare oneself (and onc's house) for any pOSSible 
destruction. Henee il is Important 10 aclucve Ihe best 
"utility" of Ihc protectIons set m pl.'lce, e.g. to ensure thal 
mlOimal actIOns have been taken first (secunng the kldsl, 
before improvmg the quahty of tbe protections (nlllhng 
down the 5hullers). 

ln the previously descnbed situations. an Inlerrupuble 
algonthm wou Id he the beSI solutIOn: at the ume of the event, 
the best pOSSible quall1y would be achleved. Unf..>rtunately, 
interruptible algonthms are not always avmlable slnce: 
• none of the avadable algorithms might be interruptible, 
• anyume algornhrns mlght resuh from the composlUon of 

elementary Interruptible algonthms. ln that case, the 
result IS of the contracl kind lZilbersteln and Russel, 
1996}, 

• .:ontract algonlhms can he transforrncd into inlerrupllble 
one. .. [ZilberstelO and Russel. 1996) buL nOlwithstanding 
the fact Ihat the executlOn lIme is 4 limes longer. (his 
method anly apphes If the contract durallOns can be 
chosen frecly Ic\poncntml senes) which 15 generaLly not 
the case. 
Finally. even wlth a genulOe Intcrruptible algorithm, 

situatIOns elOst 10 whlch the contract cuse re-occurs: If 
applymg the resullS uf the algonthm causes a change in the 
environment. Il IS no longer pollsible to let the algorithm 
contmue 10 order \0 Improve the solution tram the previously 



obtained one~ it must he restarted from scratch. For instance, 
this might occur in counter-measure applications. if the 
result of the interruptible algorithm is a jamming action 
which itself provokes Il counler-jamming decision from the 
enemy. 

In [Delhay et al. 19981. we proposed plll111l1 solutions to 
solve these kinds of problems consisting of maximizing the 
average quality over a time mlerval. But the results achieved 
are limited to convex quality funcüons (whose second 
derivallve is positive) which are the less probable ones in real 
applications. 

In this paper, after restating the problem of maximizing 
lhe average quality of an anyllme contraet algonthm over 1 

lime interval (secuon 2), wc present general re~mlts about any 
kind of quality function approximated by Il stepwise 
runction. We prove that the problem 15 NP-hard. but becomes 
quadratic if the time interval is lorge enough (section 3). Wc 
then present cmpirical results whieh augurs weil for the 
pracùcul applicabiIity of the approach (secllOn 4 J. 

2 Maximizing the average quality over a lime 
interval 

We use the notion of contmct algorithms which was ficsI 
coined by Zilberstein (ZilberstelO. 1993]. even though they 
appeared hefore. tike RTA * rKarr. 1985). Contraet 
u1gorithms can also result from the composition of anytime 
modules. In this paper, wc assume that the performance 
profiles are deterministic functlOns of lime. 11 is somctimes 
difiicult to construct !hem wlth such a confi"i.::nce. but they 
are good apprOx.ImatiOns 01 tlle performance profiles used in 
real situations. 

2.1 InCormal presentation 
A typical ex.ample 15 lht" followmg: an attack mighl happen 
with a uniform probabJllty uver il glVen lime mlerval. and a 
conlract algorithm. whose performance profile IS increaslOg 
over lime (figure l) is avatlable to counler-aUneK. The 
problem then consists tn delenmmng how 10 oost prepare !he 
counrer-allacK ln arder la gel lhe best chance of sUrlival av~r 
the time mtervaL 

.-:=' ~) o ~ ~ 
figure 1: The aflgck migltt ilappen at any lime Ol'eT {tf)t~J 

An answer to the auaek must he given belween 10 and le 
and il is possIble to begtn the computation at lime t = o. Ta 
answer 10 this problem. severùl solUllons ean be considered. 

First (figure 2) wc UClJvüte Ûle algorithm for a short 
eonlrnct (t 1): in that case. the result bas a relative.ly poor 
qunlity but thls quahty 15 avrulable on a relatl\·cly long lime 
intervaJ (le - I,). 

o ~ li le 
figure 2: short but bad preparation 

Ta ge! a beller quality, we have ta start the aJgorithm with 
a longer contract (t:!): the quahty of the result is better, but 
mesl of the time, on [10' (2)' no "quality" (that is, no 
protection from the attackl is avmlable (figure 3), 

le 

figure J: good bUI slow preparation 

These IWO c.uses tend to a Simple observatIOn: 1\ the 
algarithm slaets wlth Il (sufficiently) short contract (tl)' then 
the remaining lime ean be used ta reslart the algonthm \VIth a 
contraet t' 2. la gel a better result 

r 

tl) Il 1. 

figure 4: mi..red preparation 

Hem.:e an dfecl1ve melhod 15 LO star! the conlract 
illgonthm several lunes lO gel a good co ver 01 Ihe time 
tnterval and a nUnlmal qualily carly. Wc only have 10 respect 
IWO conditions: 
• The sum of all conlrncts must be strlctly lower than the 

lengÛl of the lOterval where Il IS pOSSible tu compute 
• Every new contract must be longer Ihan lhe prevlous one 

to improve the quahly of the resul! 
Remark: 

Note thal 10 ma\lmlZe the average quallty. wc never 
execute more than one contmet before lU- Should we do that. 
ail contracts beforc 4). cxccpt the last. would be useless. 

2.2 Formalization 
Now let us give the ddinHlOn 01 lhe average quahty over an 
tnlerval where <6n> = t 9 l' 92 •.. ,. Sn 1 denote~ the durutJon of 
succeSSlYe runs 01 the algurtthm (commets). 

definition 1 : tnlegru/ qua/m' 
Let f be the pelj'ormwu:e profile of (1 (ontmct aLgarithm A. 
The JOtegral quahty of A oler Cl nme mterval [l(Jo t~J. 
relatIve ta a chOlCt! <6n> of /1 contracls will! performance 
profile f. IS definl'd as jollows,' 



n-I 

Q(f,(0n})=mUl(O,a\-lo) f(9 1)+ Lf{6 j ).Oj+I 

i= 1 

+f(8n ) l(re-.Îsi ] 

1 = 1 

The above deftnition is onlv llsable if the comraets respect 
n 

the sum cOf/Strainr, tllat is: 2. e, < t~ 

'" 1 
The average quality Q(j. <°11» is equal lo the illtegral 
qualiJy dividccl by ule It!J/!{th of the Î1I/ rvail {(Jo ttC 
Q(j) is the Sllpremum of the Integral quality, and Q(f) the 
Sllpremum of the average qllaléty. 

'""1t+i Perfonnan 
Profile 

o el 2 l 
lime 

figure 5: Performance Profile and Arerage Quality 

2.3 The .. nalytic case 

In [Delhay el al., 19981. wc studled the maximizatioi\ of the 
average qualily for conünuons and derivabie performance 
profites, lending to prelimmary analytic results mal panially 
cover functlons wlll1 constant curvature, mat IS the convex 
case and the concave case lor olle contract These results ure 
shown below. 

A tirst theorem glves the value of a single conlract. Th.: 
lineur perfonnance profile IS a hmit and the Single contract 
equals 412. For convex perfonnance profiles. the Single 
contrnct is greater than tjl. In the concave case. il is lower 
lhan tJ2. A second theorem states that. for conve,. 
performance profiles. (herc IS no nced to start severa] 
contracL~ Qver lD,leJ. as a "mgle coulmct always glves the 
best average qualny. The vulue of thlS contract 01 15 

analytically defined by a SImple equation. 

f(O,) 
e =1 --

1 t {<al) 

The point wc enn add tS that there is al lcast [wa contracts 
in the concave case because of the tirsl theorem. As a matter 
of fact. as the s.:;.glc contract tS lower thun t,!2. It is possible 
10 add li: contract grenter than the tirst one, bul respecling the 
sum constraint.lhnt improve5 the nVl!rnge quahty. 

3 Average quality for stepwise constant 
performance profiles 

Because of the dîfficulties involved in solving this problcm in 
the continuous and derivnble case, we chose to solve the 
problem by approxlmaring the performance profile in order 
to gel a discrete problem. We first tried using a stepwise 
lineur function. Even wim this approximation, wc did not 
manage to exhibit interesting properties. Then wc 
approximated the performance profiles with stepwise 
com,tant functions. This approach not only enables us 10 

avoid difficulties due ta the continuous and derivable 
performance profiles, but also makes sense in the common 
representation of performanc'! profiles, that IS the discrete 
I~bulur representatlon. Ml1reovcr, lemmn , states thal the 
average quality 1'; approximated wlth the same error as the 
error on performance profile itself. In partlcular. thls is true 
when npproximaung the contmuous performance profile f 
wlm il stepwise functlon. 

Icmma 1 : approxlmallon le"mlfJ 
if If - gi <E (hell IQU) - QCd < E 

Proof: This 15 il property of mtegrals applied \0 definlllOll l, 

So. hereafter lhe pt:rformance profiles are slcpwise 
constant functJOns. elther onginally. or by approximation A 
stepwise constant funcllon IS il (unction such as, for a finite 
set of lhresholds 10" .... Sni. fis constant on cvery Interval 
19i , 8i+I)' The followmg lcmma allows us 10 lreat the 
maximization problem as a discrete problem, by only 
examining the sters of the performance profile IOstead of ail 
values in the tnterval{O,lel. 

lemma 2 : (stepwul.' ftUlCtiOll lemma) 
To ma:cimke average quality. Il IS sufficiet!l to dwose tIlt 
cOIttracts 9, /Il the set of thresholds of the stepwm! 
fUnC!lon. 

Proot 
If il COintract !:lIS ln the IOterval (9,.8,. 1. replacmg 8 by 0, 

lnCrea.lies the average quahly Il l'an be chccked by 
calculaung the dllrerence between the Iwo average quallues 
(wlm and withoul!:l1 

Thanlcs to Icmma 2. wc cali Ihls (dlscrcle) problem 
MAXQSF (MAXlmlzallon of the averag!! Qualtty for il 

Stepwlsc Puncllon). MAXQSF<f.lc) denoles the maXlIllum of 
the Integral quailly of an JOcrcastng stepwl5C function f over 
lhe Ume tnterval (O.lel ln the nex! subsecllons. the 
traclablhly of t ... 1AXQSF 15 conslliered. 

3.1 l\iAXQSF is NP-hard 

TIle following thcorem stales thal the MAXQSF problem is 
mtractable 10 general. 

theorem l : MAXQSF(j. Cri is NP·haro 

The proof consists III reducmg polynomially the Knapsnc:k 
problem ta MAXQSF The Knapsack (<A>,b) problem is to 
flnd a part of <A>= 1 a,.<l2 •... .3n l, a sel of naturals, whose sum 
of its elements 15 maximal and lower than a natural b. We 



assume that th~ i\j are sorted and distinct This restriction is 
still NP~complete. The reduction consists in building a 
stepwise constant function f..w. of 2n+ l steps that gives an 
instance of MAXQSF(f.1e) for any instaner of 
Knapsack( <A>.b). 

Ta do SO, we use the fael that the increase of average 
qualityobtained by adding a contraet a' belween Iwo 
consecutive contmcts 6 and Ir' only depends on a and on and 
ail' (the last contrnct). 

TIle variation of the average quality indueed by the cholee 
of introducing a threshold as a contrnct depends on the other 
choices and is not easy to cvaluate. Thal is why f<A> is 
constructed by alternating the thresholds (odd numbers) that 
corresponds to the clements of <A>. and thresholds (even 
numbers) Ihat are chosen to necessary belong to the 
optimal cboice of tbe best average quality. The even 
thresholds "isolate" the effects of il choice in the set of odd 
thresholds; hcnce, the impruvement of the average quality 
obtained by adding an odd threshold (clement of <A» only 
depends on the two even thresholds surrounding it!. That is 
the renson why we chose them 50 that if the corresponding 
element 0. of <A> is in the soluuon, the improvemenl of the 
average quality is CL As 0 consequence. maximizing the 
average quality will maximlle the load of the knapsack. 

The rcduction aJso requncs that optimizing the average 
quality satisfies the sum constram[ of the Knaps~ck prob!em. 
This is obtained by choosmg le. the end of the lime mterval, 
5uth mat: 

l, = b + 2, S, + 05 
.""'" 

Since the ~um of all commets in MAXQSF must be less 
than te and that "ll the even tnresholds belong lO the l )lution 
by construction. we therefore have: 

L l,Sb 
• <kW 

which IS the sum constraml of the Knapsack problem. 

We do not ha",! enough space lo inclurle aU Ùle steps 
necessary to perform the reductlon wc have presented. Ler's 
jusl say that th.: cholce of the r functIon 1<; done su.ch that 
f,ft_1 = K4n-1 wi\h K great enough (but polynomuùly hnked 
to the sile of <A>' and thal the 'li are chosen such that S2i < 
lit + 1/(3nK2n ), TIus COnstru1:ttOIlIS polynonual in the size of 
<.A> whll:h proves that MAXQSF 15 NP~harci. For a detailed 
proof. see [Delhay and Dauchet 19991-

Theorcm t looks hke an Illstance of theorem 4.2 presented 
by (ZHberstein and Russel. 1996} in the framework of 
composiuon ... anyume algonthrns. Howevcr, It 15 not the 
case: we look for the besl average qua!üy, whcreas they look 
for thc bel."t final quality uner a fi ~ contract, Ll}c mosl 
important diffeience belng tha! wc au not know the number 
of controcLS necessary to gel the best average quality. 

J .(Ibo on r/w.1as! cOlI/roct 19qJ. bill, sinct u's an e!te/l. Olle. il 
bcfollgs 10 Ihl! optima} t:l1O!C~ 

3.2 MAXQSF with no sum constraint is quadratic 
Our problem is intractable in general. The main diffic~Jty 
comes from the search over lhe set of thresholds assummg 
that the sum constnunt does not allow to take any subset of 
Ihresholds. Al; ln Knapsack, il is necessary to judiciously 
choose the cnndidale contmcts, 50 we could suppose thal: 

p 

~ • < 1 where S 15 a threshold of the performance profile f. k, e 1 

l '" hence it is possible to add uny contract because the lime 
interval is large enough 10 contain a1l commets, That restricts 
MAXQSF and leads to a lower complexity algonthm, 

The idea of Ihis dynamic programming algorithm is 
founded on lemma 3 whidJ allows the divis!On of the sct of 
combinations of thresholds into distinct subscts composed of 
the combinatiCins finishing by a fixcd threshold SI' The 
lemma allows ta Iteratively compute Q(f.<0Ijs\}». natcd 
MAXQ(sj) for subset of comblOutlOns fiOlshmg by SI' wlth Si 

from SI to Sp' 10 finally give MAXQ(sp) = Q(f.<01(sl!» is 
the ordp.red set e fiOishing by s" 

Jcmma 3 : 
Let s and s bé' (WO threslwlds of <S>, the sel ofthresholds 

1 J 
off. wtrhJ<I. 
For any SI' let MAXQ(s,) be the mLLtimum of illlegral 
qualily will! SI as the [ost COll tract and TR(s,)=(t .. -9r ... -s,) 
the remainin.s: time for the optimal dlOiee of contraets 
witlz s, as rite telS! eOll1ract. 
Theil f.,fAXQ(I) = max',(MAXQ(s/) 

+ (TR(s,) - s,) . (fI s,) - [(sJ»)) 

l1Jlc/ especialh. MAXQ(sp) ::: QU), IVhere sr IS lite last 
tltreshold of <5>. 

Prao]: 
o It can be Immcdlatcly proved that Q(f.<811sJ's,I» = 

Q<f.<81\ Sj 1> I+1TRtsj)-St).(f(s,)-f{sJ)) By uSlng the 
maximum for both members, the result of lhe Icmma 
cornes as TRI~I) only depends on 5J lndced. TR(sJ} i~ the 
remaining ttme for the optImal cholce of con tracts wlth sJ 

as the las1 contracl. 
o Fur the second part of the lem ma, noIe lhat sp !s necessary 

ID the opum1l1 çholce of ClIntra~ts. il çould always be 
adde!! 10 the (hUlce of contracLS (as lhcre 15 no sum 
constraml) and IInpruves the quahty. By dcf1nitlOn. 
MAXQ(sp) glves the maJlImal Integral quahty at the last 
step of ireratlOn 

The comp1el.ll} uf the algomhl •• 15 Oln2}, wlth n the 
number of thfi!sholds 

AlgQmhm: 

Only one threshuld BI f- SI and TR(s 1) f- tr - met.. .la, SI) 

MAXQ(sl) f- TR(sd !(Sl) 
CHOICE(St) denotes the optimal chotte of contracts wlth SI 

a., the Jast contr.lCt. 



fIa: iJœm..1 !Jl P J)JJ. 
Qwnpt-O 
TRI~mp t- 0 
CH01CE'l'mp t- 0 
&rj /w!! 1 {Q 1-1 l1u. 

J[MAXQ(sJ1 + (TR(s J) - s,) . (J(s;) - J(sjH > QlCmp 

'l11m 
Q,t..np f- MAXQ(sJ) + (TR(s}) - s,)· (J(s,} - J(St» 

TR/~mp f- TR(s,)-s, 
CHO/CErrmp f- CUO/CE(sJ) u {s,} 
EmJj[ 

EmI!!lr. 
MAXQ(s,) f- Q"rnp 
TR(s,} t- TR,<-mp 
CHO/CE(s,) f- CHO/CEuml' 

Endf!zr 
Q(J) f- MAXQ(s,) 
CHOiCEMAX f- CHO/CE(s,) 

4 Empirical results 
The results obtained sa tM do not take ml..> account the 
dumtion of the dcliberatlOh (tself. Il rnh:ht be a serious 
impeiliment to the praeùcal applJcabOn of o~r aporoaeb sinee 
wc praved th'lt the general prahlcm is NP-hard! Fortunately, 
achieving the opti1nal solution is not a necessary condlüon 
for applying our mcthod: a set of contracts approaching the 
optimal value of the avemge quality on the lime interval is 
sufficient Thal i.s the renson why wc conducted a set of 
experiments designed to esumale lhe; praclical complexity of 
our problem. And the result was far beUer than expected: for 
al! the cases wc studied, the average quality aehlcved by the 
best cboice of a set of 2 contructs was al·vays ru a distance 
lower lh::ln 2.75% from the quah!y of the optimal choice. 

These results concern a fam.ly of monotoOle functions 
which approximat\! the quahly functiol15 most often 
encoulllered in pracucal cases. That IS the reason why wc 
think lhal these results ean be of sorne gcner:u Illteresl. 

The experimenl was twofold. PirsL wc !tudied the 
contributlon of Ihe shape of the quahty funcUolI to the value 
of rue average qunhry. For Ihat. we constdered the family of 
functions deftned by the follt,wing equauon where the 
parameler ua" permns the control of the cun~ture of Ihe 
functl n as shown m the assoctated graphies. 

Every funcllon (~aM varvmg Irom 1 to 205 mcren..:nted by 
5) was npproximated by d ~lepwlse funet/on nf 50 steps for 

which we compuled the optimal average quality; we ùlso 
computed the error w.r.t. this optimal value when consid~ring 
smaller s.ets . of con tracts. We relicd upon integer 
programmmg JO arder 10 avoid the c1assic problems of 
Honting point numbers and took advantage of the sum 
conslr:1Înt to Itmil the eompl\taùon lime. The results are 
surnmarized in the following table where n is the curvature, n 
.5 the number of contraets and • is the optimal solution: 

~ 1 2 3 4 5 6 

0.1 • f--
1 • 
5 10.83% 0.23% • 

25 12.31% 2.47% 0.25% • 
45 11.59% 2.71% 059% 

65 10.75% 2.63% 06% 0.01% • 
85 9.97% 2.44% 0.53* • 
105 95291- 2.36% 0.46% 0.01% • 
125 8.98'k: 2.29% 0.45% 0.02% • 
145 8.5591- 2.22% 039% 0.02% • 
165 8.29% 2.J2% 0.35% 0.01% • 
185 7.96% 1.83% 0.28% • 
205 7.54% 1.68% 0.3 1 o/c • 

tu.ble J: ErroT faT limUed number of C-Onlracts 

For Il S 1 the opuma) quahty ($ ohtamed wnh only one 
contract wiuch MIS the expected result because of theorem 2, 
ln the other cases, Il 15 c1ear llm the opumal quahty ohtained 
with 2 conuaets 15 very c\o!>c !O the best re~>u1t Oblatned 
notwlLhstanding the number of con tracts. 

We also invcsugateo the mtluence of Ùlt: temporal location 
ul' the llme tnlcJ'\'al (~». whlch was set to (l rn the tirs! 
cxpenmt:.lt. wh!le le'lo remalOed equal tf' 1 Tht!l nllght be of 
unportance for many nppbcauons when Ume 15 aval lubIe 
before the "auuck" mlght oeCUL Here agam, as ~hown on Ihe 
following figure. restrlcltng the de,.berotlOn to the 
computation of Imly 2 (·mlmets gl'i"s very .:u:curutc results 
(even If only one ùmtraet rupldly g'ves "cry gond resulL~): 

error 

• 1 contmet 

< ./ 2 'OOlr"" 

• • ~"-.A-4.>-~! ., ! . ~ t )-
\ 3 conlracts tu 

figure 7.' Influe lice of to on tlze nllmber of contracts 



In that experimen4 the curvaturc was set to Sland, since 
le \Vas increased, the "SUffi co~straint he~rislic" ~came less 
~fficient; hence wc operated \VIth Il Slepwlse functlOn of only 
30 steps ta keep the computation of optima tractable. 

5 Conclusion 
The mm of Ihis paper was lO present an ofT-line optimization 
of the time allocation for a contract algorithm sa as ta gel the 
best chance of survival over a lime interval. So far. no 
analytical method for salving the problem of ~imizin,g the 
average qualily over a lime tnterval js known In the. general 
case. Thal is the reuson why wc proposed sotuuons for 
discrete performance profiles. ThIS restriction is nOl a real 
impedimenl since: 
• a discrete tahulnr representation for the performance 

pro1ile.~ is not a rare occurrence. 
the average quality resulung from a discrete perf(Jlnnance 
profile can be as dose iL' nec.:essary lo a glven .. mUnuoU5 
performance profile (lemma 1). 

We showed that the s~alled MAXQSF problem lS Nf'·· 
hard in general. and quadrallc If Ihe tlffie mterval is large 
enough.. This. unforlunately. is not frequently encountered Ln 

practical applicatIons, Nonetheless. th~ e:~penments we 
carried out lead us 10 think Ihal the "practlcnl compleXlI)' of 
that problem is quite low. whleh makes il possible to use the 
approach in real-üme apphcatlons. Fu~er studle5 to find Il 

theoretical explanalion of thlS behavlOr could prove \:ery 
mteresting. 

The avemge quahty of a contruet algonthm A can he 
defined by: 

r f*(t)dr 
1. 

where f* is the quality 01 an I~lerruptible . ,rithm A· 
associnted ta A by the relaltoo: A (l) ::: A(9i ) wnec ~ Si lS the 
last contruct exeeuted al t 

fZilberstein and Russel. 1996) givcs a simple cons~cuon 
to w.msform a contraet ~Igorithm A of qualtty f mID an 
interrupuble algorithm A of quahty ( such as t (4t»f(t). 
The first difference Wlth our study is that we conwder the 
case of a given Ume interval la optlmize the averag~ quahty 
In our case, IhIS leads 10 a ~onstructlOn of A whlch 
opùuùzes the average quaJtty The second dlfference is that 
our problem pennlts cases where the le~gth of cach contracl 
is imp;::sed by .. method. when Zdberstem and Russel assume 
that the length of each conU"'.tct can he arbl!rnrùy chosen. 

Note thal n Urul·, 'rm probabtlity of appemnnce of the 
at1ack over the interval bas been considcrerl. There are 
situatiuns where Ùns probabtluy 15 oot constant. Sudl as \Vith 
II gaussian. A falure study could concentrale on this poml 

Another extensum COl/Id concentrnte on our evaluatJOn 
criteria. !.bat is the averuge quahty. Even if thlS criteria gives 
the best srnustlcal r\;Sultt.. there could eXlst others. for 

example thal could Lake the number of con tracts inlO accounl 
(a good solution tÏlereforc IS a choice of few contmets). 
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