Université des Sciences et Technologies de LILLE

THESE

Spécialité

GENIE ELECTRIQUE
Présentée par
Georges MARQUES

En vue de I'obtention du grade de
Docteur de I’Université des Sciences et Technologies de LILLE

Contribution a I’Estimation de ’Erreur Numeérique en 3D :
Application aux Problémes d’Electromagnétisme Statique

Soutenance prévue le 11 décembre 2000
devant le Jury composé de

Monsieur Frédéric BOUILLAULT Rapporteur

Monsieur Gérard VINSARD Rapporteur

Monsieur Stéphane CLENET Examinateur
Monsieur Gérard MEUNIER Examinateur
Monsieur Alain NICOLAS Examinateur
Monsieur Francis PIRIOU Examinateur

2001© BUSTL & MARQUES Georges. - Localisation : BU Lille 1




Résumé

La simulation d’un modéle physique s’effectue souvent a ’aide d’'une méthode numé-
rique. En électromagnétisme statique, la méthode des Eléments finis permet de décrire
localement, les champs électriques et/ou magnétiques. Son emploi nécessite la discré-
tisation du domaine d’étude sous forme de maillage. Cette discrétisation induit des
erreurs numeériques puisqu’elle conduit & une solution approchée du modéle mathéma-
tique..

Suite a la thése de F. MARMIN en 2D, ce travail se propose d’évaluer, en 3D,
les erreurs numériques, a ’aide du ligurien qui mesure les distances entre les solutions
approchée et exacte, par 'emploi d’'un couple de champs admissibles. Cette étude est
décomposée en trois parties.

Premiérement, aprés une bréve description des équations différentielles a résoudre,
la description de la discrétisation du probléme initial, par les éléments de WITHNEY
est présentée. Puis, dans une deuxiéme partie nous présentons les deux types d’estima-
teurs d’erreurs utilisés : ceux basés sur une construction locale des champs admissibles
(estimateurs initialement introduits en mécanique par P. LADEVEZE) et ceux basés
sur une construction plus « globales » (construction de graphes, minimisation entre
grandeurs, simplification de la loi de comportement). Enfin, la derniére partie traite
des problémes évolutifs, et notamment ceux liés & I'estimation d’erreur en vue d’un
remaillage du domaine d’étude. Pour cela, nous nous intéressons d’abord, au cas d’un
transformateur triphasé & vide : les sources sont variables dans le temps, et les cartes
d’erreur associées également ; ’objectif devient alors de déterminer la meilleure carte
d’erreur. Puis, le cas d’un probléme couplé avec un circuit extérieur est traité. Dans ce
dernier cas, les erreurs numériques sont & la fois produites par la discrétisation spatiale
mais aussi temporelle.
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Introduction générale

La description d’un probléme physique est souvent réalisée & l'aide d’'un modéle
mathématique, c’est-a-dire sur la base d’une mise en équations. Ce modéle résulte d’'un
certain nombre d’hypothéses simplificatrices. Dans le cas de problémes électromagné-
tiques, on utilise les équations de MAXWELL associées & des lois de comportement.
Ces derniéres permettent de prendre en compte les caractéristiques physiques des ma-
tériaux. A ce niveau, on est amené i effectuer des hypothéses supplémentaires, pour
obtenir un modéle mathématique exploitable. Ainsi, on supposera, par exemple, que
la loi liant le champ magnétique & l'induction magnétique, ne dépend pas de la tem-
pérature ou de efforts mécaniques (contraintes). On pourra méme aller plus loin, en
négligeant le phénomeéne d’hystérésis. Pour faciliter la modélisation, on peut aussi étre
amené, a simplifier le domaine d’étude. L’ensemble des hypotheéses effectuées conduisent
donc, & un modéle perfectible, qui retranscrira plus ou moins bien les phénomeénes que
'on cherche a décrire. A ce stade, des erreurs que I’on qualifiera d’erreur de modélisation
apparaissent.

Une fois, le modéle mathématique obtenu, il faut étre capable de ’exploiter, c’est-a-
dire de calculer les différentes grandeurs physiques. En électromagnétisme, comme nous
I’avons signalé précédemment, les équations de base décrivant les grandeurs électriques
et magnétiques sont constituées par les équations de MAXWELL et des lois de compor-
tement. La résolution directe de ce systéme, comprenant des équations différentielles,
n’est généralement pas possible. On a recours a des méthodes numériques telle que la
Méthode des Eléments Finis [12,24,43], pour appprocher au mieux la solution exacte
du modéle mathématique. L’emploi de méthodes numériques suppose la discrétisation
des grandeurs, c’est-a-dire une combinaison linéaire de fonctions connues. Ces fonctions
peuvent étre supportées, par exemple par un maillage. La solution de ce modéle consti-
tue alors une approximation de la solution exacte (du modéle mathématique). A ce
niveau, on voit apparaitre des erreurs, que I’on qualifiera d’erreurs numeériques.

Par conséquent, il convient d’évaluer la « qualité » numérique de la solution numé-
rique par rapport & la solution exacte. Les estimateurs d’erreur numérique constituent
une alternative a cette évaluation. Car, contrairement aux erreurs de modélisation, il
existe des outils mathématiques qui permettent d’évaluer les erreurs numériques.

De nombreux travaux conduisant & différents types d’estimateurs ont déja été pu-
bliés [1,3,4,40,43]. Parmi ces différentes familles d’estimateurs, dans le cas de ’élec-
tromagnétisme statique, ceux basés sur la non vérification de la loi de comportement
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i INTRODUCTION GENERALE

permettent d’évaluer I’erreur commise par rapport a la solution exacte, qui nous le rap-
pelons, demeure généralement inaccessible analytiquement. Cette approche a déja été
employée avec la méthode des éléments finis, en mécanique [21], et en magnétostatique
2D et 3D [23,25,32,35,39].

Les estimateurs d’erreur basés sur la non vérification de la loi de comportement,
nécessitent I’obtention d’un couple de champs admissibles. Pour obtenir ce couple, on
peut résoudre les deux problémes complémentaires [23], ce qui conduit, surtout dans le
cas de problémes non linéaires, & des temps de calculs élevés. En 2D, une alternative
a déja, été proposée : elle permet, par constructions locales, de calculer, & partir d’une
seule résolution par la méthode des éléments finis, un couple de champs admissibles
[25,35]. Les exemples traités ont montré que cette approche était intéressante.

Le travail présenté dans ce mémoire traite des problémes d’électromagnétisme sta-
tique 3D linéaire ou non linéaire, pour les formulations en potentiels scalaire et vecteur.
Notre étude sera décomposée en trois parties.

Dans une premiére partie, nous présenterons les équations de I’électromagnétisme
dans le cas statique. Nous introduirons les potentiels, scalaire et vecteur afin de résoudre
les équations de MAXWELL. La résolution analytique ne pouvant pratiquement jamais
s’effectuer, nous présenterons alors le modéle numérique obtenu par la méthode des élé-
ments finis. Nous introduirons les fonctions de discrétisation utilisées, les éléments de
WHITNEY [7], qui sont bien adaptées a la description des grandeurs électromagneé-
tiques.

Dans la deuxiéme partie, les estimateurs d’erreur seront, a proprement parlé, pré-
sentés. Dans un premier temps, la notion de champ admissible sera définie. Notamment,
nous insisterons sur leurs propriétés remarquables. Ensuite nous proposerons différentes
alternatives a la méthode basée sur la résolution des deux problémes complémentaires,
pour obtenir un couple de champs admissibles. Ce couple est nécessaire, on le rappelle,
pour l'estimation d’erreur basée sur la non vérification de la loi de comportement. On
étudiera ainsi, une extension en 3D de la méthode de calcul par constructions locales
développée en 2D [25]. Puis, différentes constructions, que nous qualifierons de globales,
car elles s’effectuent simultanément sur I’ensemble du domaine d’étude, seront propo-
sées. Enfin, ces estimateurs seront validés et comparés en terme de précision sur deux
exemples, dans les cas linéaire et non linéaire.

Finalement, dans la derniére partie, nous nous intéresserons plus particuliérement
aux problémes évolutifs. Tout d’abord, notre attention portera plus précisément au cas
des systémes multi sources. Nous mettrons en évidence les problémes liés & ’améliora-
tion de la discrétisation, lorsque I'on étudie un systéme possédant des sources variables.
Différentes solutions seront étudiées. Afin d’illustrer cette étude, nous traiterons le cas
d’un transformateur triphasé o les courants (ici les sources) évoluent en fonction du
temps. Puis, nous nous pencherons sur les problémes magnétostatiques couplés avec les
équations de circuit. Le couplage circuit est pris en compte par l'intermédiaire d’une
équation différentielle temporelle du premier ordre. Dans ce cas, il apparait donc, non
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seulement des problémes de discrétisation spatiale (maillage) mais également de dis-
crétisation temporelle. Un estimateur d’erreur permettant de prendre en compte les
erreurs de discrétisation spatiale et temporelle sera proposé. Nous ’appliquerons au cas
d’un transformateur monophasé alimenté par une source de tension.
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Conclusion générale

Dans cette étude, différents estimateurs basés sur la non vérification de la loi de
comportement, ont été présentés dans le cas de l’électromagnétisme statique. Nous
rappelons que ces estimateurs nécessitent 1’obtention d’un couple de champs admis-
sibles, c’est-a-dire vérifiant les deux équations différentielles du probléme statique :
dans le cas de la mégntostatique, un couple (]§, f—i) est admissible si ce couple vérifie la
conservation du flux, le théoréeme I’AMPERE et les conditions aux limites.

Ces estimateurs différent pour la méthode de calcul du couple de champs admis-
sibles. Une premiére résolution éléments finis étant effectuée, on obtient alors un premier
champ admissible. Le calcul du second champ (complémentaire) peut étre obtenu de
différentes maniéres.

Trivialement, on peut résoudre le second probléme complémentaire par la méthode
des éléments finis. Cette approche qualifiée de réference, bien que trés précise, conduit
néanmoins & des temps de calculs importants. Ainsi, comme alternative, nous avons
étudié quatre méthodes de construction :

— une premiére basée sur des calculs locaux, constitue une extrapolation en 3D d’une
méthode déja étudiée en 2D. Nous avons montré que cette extension n’était pas
immeédiate en particulier dans le cas d’une formulation en potentiel vecteur. En
effet, pour cette derniére, il est difficile, voire impossible de proposer des fonctions
d’interpolations simples ;

— une deuxiéme basée sur une technique d’arbre. Cette approche simple & mettre
en ceuvre, s’est avérée trop imprécise ;

— une troisiéme utilisant les propriétés des éléments de WHITNEY, conduit & ré-
soudre un second probléme éléments finis, mais avec une matrice de masse unitaire
(la métrique n’étant plus prise en compte) ;

— enfin, une quatriéme basée sur un développement limité & 'ordre un, de la loi
de comportement, aboutit & la résolution d’'un probléme éléments finis linéaire.
Cette méthode est équivalente & la méthode de référence en linéaire, mais devient
par contre, nettement plus rapide dans le cas non linéaire.

Apres les avoir validées et comparées en terme de précision, I’estimateur basé sur
un développement limité de la loi de comportement, semble étre le plus intéressant.
En effet, en non linéaire, cet estimateur conserve des performances proches de celles de
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104 CHAPITRE 10. PROBLEME COUPLE CIRCUIT

imateur de référence, i.e. ¢ sur deux résolutions éléments finis.
I’estimateur de référence, i.e. basé sur de ésolutions éléments finis

Sur la base de ’étude précédente, nous avons testé des estimateurs d’erreur dans le
cas ol les sources variaient dans le temps, dans le but d’améliorer la discrétisation. Ainsi,
dans un premier temps, nous nous sommes intéressés au cas ou la distribution imposée
des densités de courant, évoluaient dans le temps, avec comme exemple un transforma-
teur triphasé. Si les sources évoluent au cours du temps, les champs électromagnétiques
et par conséquent, les cartes d’erreur varient également. Or, pour remailler un domaine
en vue d’améliorer la qualité de la discrétisation, il est nécessaire de disposer d’une
carte d’erreur sur ’ensemble du domaine. Ainsi, le choix d’une carte d’erreur adéquate,
devient problématique. Afin d’y répondre, trois techniques ont été comparées : parmi,
celles-ci, nous avons pu constater que la méthode qui consistait & sommer ’ensemble
des cartes d’erreur, permettait d’obtenir le meilleur rapport temps de calcul/précision.

Dans un second temps, nous avons étudié le cas du couplage avec le circuit extérieur
d’un probléme magnétostatique. On obtient alors un modéle mathématique compre-
nant, en plus des équations de MAXWELL et de la loi de comportement, une équation
différentielle temporelle. La discrétisation d’un tel probléme conduit donc & des erreurs
dues au maillage mais également au pas de temps. Ainsi, nous avons proposé un estima-
teur d’erreur, qui intégre les deux types d’erreurs. L’efficacité de I’estimateur proposé
a été mis en évidence avec l'exemple d’un transformateur triphasé. Nous avons mis
en relief les limites intrinséques des différentes discrétisations : le pas de temps (resp.
la taille des éléments) peut tendre vers zéro, sans que 'erreur globale s’annule, mais
tende vers une limite due a la discrétisation spatiale (resp. temporelle). Cet estimateur
peut donc étre employé pour, en particulier adapter au mieux le pas de temps et/ou le
maillage, afin d’optimiser le critére temps de calculs/précision.

Les perspectives & donner a ce travail, sont nombreuses. Tout d’abord, ’estimateur
basé sur un développement limité de la loi de comportement a été utilisé pour résoudre
un probléme sur ’ensemble du domaine. Cette résolution pourrait, a priori, s’effectuer
sur une ou plusieurs parties du domaine, en imposant des conditions aux limites non
homogeénes & la frontiére de ces sous-domaines. Le champ issu de la résolution par la
méthode des éléments finis, étant relativement proche de la solution exacte, pourrait
étre utilisé pour imposer ces conditions aux limites. La résolution simultanée, en paral-
lele de plusieurs problémes éléments finis, serait alors applicable, permettant ainsi de
limiter grandement, les temps de calculs liés a I'estimation d’erreur.

Ensuite, nous avons proposé des solutions pour traiter les problémes multi sources.
Mais, une réflexion doit étre menée pour tenter d’alléger ces méthodes, en utilisant au
maximum les symétries spatiales de la structure ou temporelles des sources.

Enfin, nous avons proposé un estimateur spatio-temporel pour les problémes magné-
tostatiques couplés circuit, dans la cas de la formulation en potentiel vecteur. Il serait
intéressant d’effectuer alors une transposition au cas de la formulation en potentiel
scalaire. On pourrait ainsi les comparer en terme de précision.
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