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Université de Sciences et Technologies de Lille 1

U.F.R. de Physique

THESE

pour obtenir le grade de

DOCTEUR DE L’UNIVERSITE

en

SCIENCES PHYSIQUES

presentée et soutenue publiquement

par

Alberto BARSELLA

le 28 Fevrier 2000

Dynamique de couplage et

formation de structures
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Introdution

Les travaux réalisés es dernières années en dynamique non linéaire des

systèmes optiques ont porté prinipalement sur le omportement spatio-

temporel de es systèmes et sur la dynamique des osillateurs ouplés. Cette

dernière fait l'objet de nombreuses reherhes notamment dans les réseaux de

diodes. L'objetif premier de es études est de mieux omprendre les phéno-

mènes de synhronisation entre lasers a�n de réer des soures ohérentes de

haute puissane. La dynamique de synhronisation est omplexe ar elle dé-

pend à la fois du type de laser, des paramètres et des méanismes de ouplage.

L'analyse de la dynamique de ouplage est rendue possible par l'observation

de l'évolution des variables des sous-systèmes impliqués. Dans le as des ré-

seaux de diodes, plusieurs types de ouplage sont possibles : un ouplage soit

loal soit global selon qu'un sous-système interagit ave ses prohes voisins

ou ave la totalité du système [1℄. De plus, dans e as haque osillateur

a�ete et est a�eté par les autres de la même façon. En revanhe, dans

d'autres systèmes, le ouplage peut être asymétrique omme dans la on�-

guration maître/eslave [2, 3℄. Des études réentes sur la synhronisation de

deux lasers à état solide [4℄ et à semionduteur non identiques [5℄ ont permis

de montrer l'existene de régimes de synhronisation loalisée. Des régimes

haotiques [6, 7℄ ont aussi été mis en évidene.

Les études de dynamique spatio-temporelle onernent essentiellement

la formation de strutures dans les systèmes optiques [8, 9, 10℄, omme les

hexagones [11, 10℄, les rouleaux [12, 13, 14℄, les spirales [15℄, les ristaux et

les quasi-ristaux [16℄. Elles ont permis d'expliquer plusieurs phénomènes,

omme la dynamique des vortex [17℄, la multi-stabilité [18℄, les strutures

loalisées [19℄ et la turbulene optique [20℄. Des équations aux amplitudes

ont été établies pour les osillateurs à gain photoréfratif [21℄ et paramé-

triques [22℄. Elles ont permis de faire l'analogie entre la formation des stru-

tures dans les systèmes optiques et les systèmes himiques et biologiques [23℄.

Dans le domaine des lasers, la dynamique spatio-temporelle d'un mode longi-

tudinal de résonateur Fabry-Perot en interation ave un milieu ampli�ateur

à deux niveaux, a été dérite par une équation de Swift-Hohenberg à oef-
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�ients omplexes [24, 25℄. Des solutions homogènes à onde progressive ont

été mises en évidene analytiquement au voisinage du seuil [26, 27, 28℄ en

fontion du signe de l'éart en fréquene entre la raie d'émission du milieu

ampli�ateur et la avité. L'in�uene de la ourbure des miroirs [29℄ et du

pompage inhomogène [30℄ a depuis été prise en onsidération.

C'est dans e ontexte que s'insrit le travail présenté ii. Il traite d'une

part du ouplage de deux lasers CO2 partageant le même milieu absorbant

intraavité et d'autre part, de la dynamique spatio-temporelle d'un Laser à

Absorbant Saturable (LAS). Dans haque as, le hoix du LAS se justi�e

par la grande variété de ses régimes dynamiques : impulsionnels (Q-Swith

passif) [31, 32, 33, 34, 35, 36℄, osillants voire haotiques [37, 38℄.

Notre système ouplé se di�érenie des on�gurations maître-eslave [2℄

ou d'injetion mutuelle [39℄. Il est formé de deux sous-système LAS indépen-

dants à l'exeption du milieu absorbant, qui est en ommun. Les deux LAS

opèrent sur le mode fondamental TEM00 et les deux faiseaux se superposent

exatement dans la région de l'absorbant. Le ouplage est don stritement

limité au milieu passif que les deux lasers ontribuent à saturer de manière

oopérative. De plus, l'interation entre les deux sous-systèmes est réiproque

et fortement non linéaire.

Selon la pression de l'absorbant, les lasers atteignent soit des régimes

d'impulsions de forte amplitude soit des régimes d'osillations de faible am-

plitude sans passage à zéro de l'intensité. Dans le premier as, le ouplage est

loalisé dans le temps et les phénomènes de synhronisation qui en déoulent

sont similaires à eux observés dans les systèmes biologiques [40℄. Dans les

autres as, nous renontrons des régimes de haos synhronisé, des régimes

perturbés et des osillations en phase ou en antiphase. Une étude numérique

permet d'interpréter la dynamique du système ouplé en mettant en évi-

dene les régions d'existene des di�érents régimes ainsi que l'apparition de

nouvelles bifurations dans le système.

L'e�et du ouplage entre deux LAS opérant sur les modes TEM10 et

TEM01 a aussi été étudié, en mettant en évidene la présene d'osillations

en antiphase.

Dans la deuxième partie, nous présentons une étude analytique et numé-

rique de la formation de strutures spatiales dans un LAS. Nous le onsidé-

rons de grande ouverture transverse, dans une situation où une déomposition

en modes de la avité s'avère extrêmement lourde, à ause du fait que plu-

sieurs modes peuvent être instables au seuil. Le développement du hamp

est don e�etué sur une base de Fourier, e qui simpli�e signi�ativement

le traitement analytique. Cette approhe est valable pour un système qui

présente un nombre de Fresnel élevé (N > 100) et une avité à miroirs plans.
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Notre analyse suit la démarhe utilisée pour des systèmes de grande ouverture

ou spatialement étendus [24, 25℄. Le modèle hoisi est elui de Zambon [41℄,

ave la prise en ompte des e�ets spatiaux [42℄. L'analyse de stabilité li-

néaire du système au seuil dérit l'e�et de l'absorbant sur l'apparition des

modes au seuil. L'analyse du régime faiblement non linéaire et la dérivation

de l'équation de Swift-Hohenberg, présentés ensuite, étendent la validité de

l'étude aux régimes immédiatement au-dessus du seuil. En�n, l'intégration

numérique du modèle de Swift-Hohenberg et du modèle omplet permet de

déterminer les solutions non linéaires apparaissant au-delà du seuil.
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Introdution

Pour illustrer la dynamique des osillateurs ouplés, notre intérêt se porte

sur un système de deux lasers CO2 partageant le même milieu absorbant

intraavité.

Les deux lasers sont alignés pour que les modes de avité se reouvrent to-

talement à l'intérieur de la ellule ontenant le milieu passif. Ils fontionnent

sur une même raie en oïnidene ave une transition de SF6. Les faiseaux

ont des polarisations linéaires perpendiulaires a�n d'isoler haque milieu am-

pli�ateur du rayonnement issu de l'autre et de limiter spatialement la zone

d'interation à l'absorbant saturable. Les lasers sont don ouplés unique-

ment par l'absorbant, ontrairement à l'expériene menée par Liu et al. [39℄.

En fontion de la pression de l'absorbant, les lasers peuvent fontionner

soit en régimes d'impulsions de forte amplitude soit en régimes d'osillations

de faible amplitude sans passage à zéro. Selon le as, nous montrons que

le ouplage est soit loalisé dans le temps, soit permanent donnant lieu à

di�érents types de synhronisation.

La première partie résume les di�érents régimes onnus du LAS, intro-

duisant les nomenlatures en usage. Elle est suivie d'une étude omparative

des di�érents modèles dérivant sa dynamique. Cette étude permet d'établir

le modèle de notre système ouplé. A�n de loaliser les di�érents régimes,

nous en réalisons ensuite une analyse théorique et numérique.

Dans la deuxième partie, après la desription du ban expérimental, nous

présentons les régimes observés expérimentalement, en montrant qu'on peut

les lasser en deux grandes familles. En régime fortement pulsé, la synhroni-

sation des impulsions est analysée en détail et onfrontée au modèle. Dans les

autres régimes, la déstabilisation de l'état ontinu illustre l'e�et du ouplage

sur la position des points de bifuration du système. L'analyse de plusieurs

types de haos synhronisé [43, 44℄ met en évidene une synhronisation

ave retard [45℄, typique du ouplage symétrique de deux osillateurs non-

identiques.

En�n, une modi�ation du ban expérimental permet d'analyser le om-

portement du système (dynamique d'antiphase) dans une on�guration bi-

mode transverse.
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16 CHAPITRE 1. MODÉLISATION

1.1 Régimes du LAS

Nous présentons ii une desription qualitative des di�érents régimes du

LAS en préisant la nomenlature ouramment utilisée pour les identi�er.

Pour les introduire dans un ordre signi�atif, nous allons dérire un dia-

gramme de bifuration, obtenu en diminuant ontinûment le paramètre de

pompe (qui mesure l'ampli�ation du milieu atif) depuis une valeur pour la-

quelle le laser émet en régime ontinu. La �gure 1.1 montre le diagramme nu-

mérique alulé ave un hoix de paramètres mettant en évidene la rihesse

des régimes dynamiques. Le diagramme fait apparaître di�érentes régions

selon le type de omportement adopté par le système. A l'extrême droite

(région �ontinue�), pour des valeurs de pompe élevées, s'établit une solution

d'intensité stable, appelée I+. Celle-i orrespond à la situation où l'ampli-

�ation du milieu atif est su�sante pour saturer l'absorbant et le rendre

transparent. Le système se omporte, dans e as, omme un laser libre,

émettant une intensité stable qui augmente ave le paramètre de pompe.

En diminuant le pompage, le système passe par une bifuration de Hopf et

la solution d'intensité onstante se déstabilise pour devenir osillante (région

�T�). Pour des valeurs de la pompe immédiatement en dessous du point de

bifuration, l'osillation est de faible amplitude et sinusoïdale. Au fur et

à mesure que le paramètre de pompe diminue, l'amplitude des osillations

augmente et la partie inférieure des osillations se déforme en se rapprohant

de zéro.

Le système dérit ensuite une asade de doublements de période jusqu'à

e qu'il adopte une dynamique haotique (région �haos�). La périodiité des

osillations augmente en suivant la série 2T, 4T, 8T, et... La forme du signal

est aussi modi�ée : les osillations sinusoïdales de la région �T� ont fait plae

à un train d'impulsions.

En se rapprohant du seuil de fontionnement, le laser parourt sues-

sivement les régions �P

(n)
�, �P

(n−1)
� .... �P

(1)
� et �P

(0)
�, émettant des trains

d'impulsions périodiques de formes di�érentes. Dans la région �P

(n)
�, les im-

pulsions montrent un premier maximum suivi d'une série de n osillations :

leur nombre diminue ave le paramètre de pompe jusqu'à l'arrivée dans la

région �P

(0)
� où les impulsions n'ont plus de rebond.

1.2 Modélisation du LAS

Plusieurs modèles ont été proposés et étudiés pour le laser CO2 à ab-

sorbant saturable. Ces di�érents modèles sont apables de reproduire la dy-

namique du système d'une façon qualitative ou semi-quantitative, ave un
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Figure 1.1 � Exemple de régimes du LAS. En haut, diagramme de bifur-

ation du système montrant les maxima et minima d'intensité en fontion

du pompage. En bas, exemples de régimes renontrés dans les di�érentes ré-

gions du diagramme de bifuration. L'intensité est normalisée par rapport à

l'intensité de saturation, le temps par rapport à la durée de vie des photons

(∼ 10−7
s).
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Figure 1.2 � Niveaux d'énergie du milieu atif (CO2) et de l'absorbant (SF6,

CH3I, CH3OH) dans le modèle de Tahikawa.

degré de préision qui dépend en partiulier du type et de la pression de

l'absorbant. Nous omparons ii deux modèles [41, 46℄ utilisés dans la suite,

a�n de mettre en évidene leurs prinipales di�érenes.

L'idée à la base de es deux modèles est de dérire l'interation entre le

hamp életrique, le milieu atif et l'absorbant en utilisant les équations de

Maxwell-Bloh, en prenant en ompte trois niveaux du milieu atif, e qui

est le minimum requis pour reproduire la dynamique observée expérimen-

talement ; les modèles à deux niveaux n'étant pas apables de produire des

impulsions à struture omplexe.

Les deux modèles ont des points ommuns : en partiulier, la polarisation

du hamp életrique est hoisie linéaire pour en permettre une desription

salaire. Cei est en bon aord ave l'expériene, où la polarisation du hamp

est imposée par l'orientation des omposants optiques de la avité. Le hamp

est onsidéré indépendant de z (�approximation du hamp moyen�) et de

type onde plane, 'est-à-dire que toute ontribution apportée par la struture

transverse (gaussienne dans le as du mode TEM00) est négligée. La validité

de ette approximation a été véri�ée par Horowiz et al. [47℄ qui ont montré

que le seul e�et induit par la struture gaussienne est de déplaer les points

de bifuration, sans rien ajouter à la dynamique du système.

1.2.1 Modèle de Tahikawa

Le premier modèle que nous dérivons est l'évolution réalisée par Lefran

et al. [46℄ du modèle initialement proposé par Tahikawa et al. [35, 36, 48, 49℄.

Ce modèle néglige toute struture rovibrationelle des niveaux du CO2 et de
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L Longueur de la avité

lg Longueur du milieu atif

la Longueur du milieu absorbant

Bg Setion e�ae d'émission laser multipliée par c
Ba Setion e�ae d'absorption multipliée par c
fg(J) Fration de moléules dans le niveau rotationnel de

nombre quantique J
κ Pertes de la avité

E Coe�ient d'émission spontanée du niveau (001)

P Taux de pompage

R10 Taux de relaxation du niveau (001) vers les états non

impliqués dans la transition laser

R20 Taux de relaxation du niveau (100) vers les états non

impliqués dans la transition laser

R12 Taux de relaxation du niveau (001) vers le niveau (100)

r Taux de relaxation de l'absorbant

N∗
Di�érene de population de l'absorbant à l'équilibre

Table 1.1 � Paramètres du modèle de Tahikawa.

l'absorbant, en la réduisant à trois pour le milieu atif (les deux niveaux de

la transition laser ainsi que le fondamental) et à deux pour l'absorbant.

Les polarisations du milieu atif et de l'absorbant, onsidérés omme des

variables rapides, sont éliminées adiabatiquement.

Les variables du système sont : le nombre de photons n, les populations
des niveauxM0,1,2 (ave la population totaleM0+M1+M2 =Mtot onstante)

et la di�érene de population dans l'absorbant N . Les équations du modèle

s'érivent :

dn

dt
= nBgfg(J)

lg
L
(M1 −M2)− nBa

la
L
N − κn+ EM1 (1.1a)

dM1

dt
= −Bgfg(J)n(M1 −M2) + PM0 − (R10 +R12)M1 (1.1b)

dM2

dt
= Bgfg(J)n(M1 −M2) +R12M1 − R20M2 (1.1)

dM0

dt
= R10M1 +R20M2 − PM0 (1.1d)

dN

dt
= −2BanN − r(N −N∗) (1.1e)

où les paramètres sont dé�nis dans la �gure 1.2 et dans le tableau 1.1.
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Ce modèle dérit dans la référene [46℄, a été ré-érit sous forme adimen-

sionnelle par Lefran et al. En introduisant de nouvelles variables, l'intensité

I et l'inversion de population M :

I = 2
Bgfg(J)n

γ2
M =M1 −M2

les taux de relaxation :

γ1 =
R20 −R10 − 2R12

2

γ2 =
R20 +R10 + 2R12

2

et en utilisant la onservation de la population totale pour éliminer l'équation

d'évolution de M2, les équations deviennent :

dI

dt
= I

[

Bgfg(J)
lg
L
M − Ba

la
L
N − κ

]

(1.2a)

dM

dt
= −γ2(I − 1)M + PM0 + γ1(Mtot −M0) (1.2b)

dM0

dt
= γ2Mtot − γ1M − (γ2 + P )M0 (1.2)

dN

dt
= −2BanN − r(N −N∗) (1.2d)

Elles peuvent être simpli�ées en e�etuant une renormalisation (U et X)

des inversions de population M et N :

U = M
lg
L

Bgfg(J)

κ

X = N
la
L

Ba

κ
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et en introduisant de nouveaux paramètres :

a =
Ba

Bgfg(J)

γ2
r

b =

(

γ1
γ2

)2

ε =
γ2
κ

εx =
r

κ

P = P (
√
b+ 1)

lg
L

Bgfg(J)Mtot

κγ2

X0 =
lg
L

BaN
∗

κ

On dé�nit alors une nouvelle variable qui remplae M0 pour dérire le

troisième niveau :

W =
Bgfg(J)

κγ2

lg
L
[PM0 + γ1(Mtot −M0)] (1.3)

Dans l'hypothèse où le terme P/γ2 est négligeable devant 1 (approxi-

mation ompatible ave les valeurs des paramètres onsidérées par Tahi-

kawa [48℄), l'équation de W est simpli�ée et le système devient :

dI

dτ
= I(U −X − 1) (1.4a)

dU

dτ
= ε[W − U(1 + I)] (1.4b)

dW

dτ
= ε(P + bU −W ) (1.4)

dX

dτ
= εx[X0 −X(1 + aI)] (1.4d)

où τ = κt représente le temps renormalisé par rapport au taux de pertes de

la avité.

L'avantage de ette réériture est de simpli�er énormément les équations

en introduisant des paramètres qui représentent mieux les grandeurs phy-

siques du système. Les variables sont très semblables à elles du modèle de

Tahikawa : I est l'intensité, U la di�érene de population des niveaux la-

ser, W représente la population du troisième niveau et X la di�érene de

population dans l'absorbant. Les paramètres dé�nis dans le tableau 1.2 sont

aompagnés de leurs valeurs typiques.
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τ Temps normalisé par rapport à la durée de vie des pho-

tons dans la avité

ε 0.137 Taux de relaxation normalisé du milieu atif

εx 1.2 Taux de relaxation normalisé de l'absorbant

P 0.3�2 Paramètre de pompe

b 0.85 Coe�ient de ouplage du niveau laser ave le troisième

niveau

X0 0�3 Di�érene de population de l'absorbant à l'équilibre

a 4�10 Rapport entre les intensités de saturation de l'absorbant

et du milieu atif

Table 1.2 � Dé�nitions et valeurs typiques des paramètres du modèle de Le-

fran. Dans notre étude théorique nous hoisirons les valeurs des paramètres

P, X0 et a dans les intervalles préisés ii. Ces valeurs, relatives à l'utilisation
de SF6 omme absorbant, sont extraites de [46℄.

1.2.2 Modèle de Zambon

Le modèle de Zambon [41℄ essaie de fournir une desription plus om-

plète de la struture du milieu atif et de l'absorbant, en prenant en ompte

la struture rovibrationelle des deux milieux. Zambon ne onsidère pas sépa-

rément la ontribution de tous les niveaux de la moléule, mais il utilise des

�fontions mémoires� pour représenter la ontribution des niveaux non impli-

qués dans l'e�et laser sur l'évolution de la population des deux niveaux laser.

Les onstantes de temps qui apparaissent ne sont don pas reliées diretement

aux taux de relaxation des niveaux.

Les équations de Maxwell-Bloh sont érites sous la forme :

dE

dt
= 2πiωPE − κE (1.5a)

dP

dt
= −[γ⊥ − i(ω − ω0)]P + i

µ2

h̄
ED (1.5b)

dD

dt
= −i(P

∗E − E∗P )

2h̄
−

∫ ∞

0

K(t′)[D(t− t′)−D0]dt
′

(1.5)

où les variables E, P et D sont respetivement le hamp életrique, la pola-

risation du milieu et l'inversion de population. La fontion K ontient l'e�et

de tous les niveaux, et le produit de onvolution �gurant dans l'équation de

D dérit l'e�et de �mémoire� : l'évolution de D ne dépend pas seulement du

hamp et de la polarisation à l'instant t, mais aussi des valeurs passées de D.

La omplexité de la fontion K dépend du nombre de niveaux utilisés dans

la desription de la moléule.
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τ Temps normalisé à la durée de vie des photons dans la

avité

γ‖ 1.6× 10−3
Taux de relaxation normalisé des niveaux du milieu atif

γ1 0.1 Taux de relaxation normalisé de la variable auxiliaire

c1 −0.1 Constante de ouplage normalisé de la variable auxiliaire

A 1�10 Paramètre de pompe

A 0�3 Absorption

a 4�10 Rapport entre les intensités de saturation de l'absorbant

et du milieu atif

Table 1.3 � Paramètres du modèle de Zambon.

Pour un proessus de relaxation dérit par un système de n équations

linéaires ouplées à la variable D, la fontion mémoire peut être érite sous

forme expliite après une diagonalisation de la matrie du système. La forme

générale pour un système de n + 1 équations, donnée par Zambon dans [41℄

est du type :

K(t) = c0δ(t) +

n
∑

i=1

ciγie
−γit

(1.6)

où les ci et les γi représentent les oe�ients de ouplage et les onstantes

de temps du système diagonalisé et δ(t) est la fontion de Dira.

L'absorbant est introduit en ajoutant deux équations supplémentaires

pour sa polarisation et sa di�érene de population. Ces variables sont ouplées

ave le hamp életrique de la même façon que elles du milieu atif.

Dans l'approximation de l'onde plane, Zambon [50℄ e�etue plusieurs sim-

pli�ations visant à réduire au minimum le nombre de variables néessaire

pour obtenir les régimes observés expérimentalement dans un LAS. En par-

tiulier, il élimine adiabatiquement toutes les variables de l'absorbant : ei

revient à les onsidérer très rapides, hypothèse véri�ée expérimentalement,

pour des pressions importantes de l'absorbant [51℄. Il élimine aussi la polari-

sation du milieu atif. Pour éviter la simulation numérique d'un modèle dans

lequel �gure un produit de onvolution, il réintroduit des variables liées aux

populations des niveaux, tout en gardant les simpli�ations déduites de la

diagonalisation de la matrie. L'équation de D est ré-érite sous la forme :

dD

dτ
= −γ‖[1 +D(1 + |E|2)]−

n
∑

i=1

ci(si −D) (1.7a)

dsi
dτ

= −γi(si −D), i = 1 . . . n (1.7b)
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en utilisant le fait qu'à la �n du régime transitoire les variables si satisfont :

si(t) = γi

∫ ∞

0

e−γit′D(t− t′)dt′ (1.8)

Les variables si sont en e�et des ombinaisons linéaires des populations

des niveaux.

Cette ériture qui tire pro�t de la diagonalisation du système d'équations

linéaires reliant les populations des niveaux, permet d'obtenir une desrip-

tion équivalente à elle d'un modèle à n + 1 niveaux ave seulement 2n + 1
oe�ients au lieu de n2/2. Pour un seul niveau additionnel, 'est-à-dire un

milieu atif à trois niveaux, une seule variable additionnelle est néessaire, et

les équations s'érivent :

dE

dτ
= −

(

AD +
A

1 + a|E|2 + 1

)

E (1.9a)

dD

dτ
= −γ‖[1 +D(1 + |E|2)]− c1(s−D) (1.9b)

ds

dτ
= −γ1(s−D) (1.9)

où les paramètres et leurs valeurs typiques sont donnés dans le tableau 1.3.

Ce modèle a été étendu pour prendre en ompte les e�ets transverses dans

[42, 52℄ ave un terme de di�ration présent dans l'équation du hamp.

Le fait que e modèle ait déjà été étendu pour prendre en ompte les

e�ets transverses ajouté à sa simpliité dans le traitement de l'absorbant le

rend bien adapté à l'analyse théorique de la formation de strutures présentée

dans la deuxième partie.

1.3 Comparaison des deux modèles

Les deux modèles introduits i-dessus ont plusieurs points ommuns. Dans

les deux as, il s'agit de modèles à trois niveaux : d'une façon plus las-

sique dans [46℄ où le troisième niveau est introduit diretement et dans [41℄

en retrouvant ette desription par une approximation à une seule variable

auxiliaire de la fontion mémoire qui dérit la dynamique du système. Du

point de vue dynamique, les deux systèmes sont équivalents. Cette équiva-

lene peut être expliitée en introduisant le hangement de variables suivant
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dans le modèle de Lefran [46℄ :

J =
I

1− b

D = −
(

1− b

P

)

U

s =

(

1− b

P

) −W − P
b

qui le ramène à une forme identique à elle du modèle de Zambon :

dJ

dτ
= −J

( PD
1− b

+
X0

1 + a(1− b)J
+ 1

)

(1.10a)

dD

dτ
= −ε(1− b)[1 +D(J + 1)] + εb(s−D) (1.10b)

ds

dτ
= −ε(s−D) (1.10)

Nous pouvons alors établir la orrespondane suivante entre les paramè-

tres :

A <=>
P

1− b

A <=> X0

a <=> a(a− b)

γ‖ <=> ε(1− b)

c1 <=> −εb
γ1 <=> ε

Notons que l'introdution du troisième niveau donne aès aux régimes

d'osillations P

(n)
, qui ne sont pas reproduits par le modèle à deux niveaux.

Le troisième niveau agit don omme �réservoir� de pompage, qui permet au

LAS, après émission d'une impulsion, d'avoir enore assez de gain pour rester

prohe de la solution ontinue instable et générer des osillations.

D'un point de vue plus physique, les deux modèles négligent la ontri-

bution à la dynamique d'un niveau intermédiaire (noté 0110). Le r�le de e
niveau est disuté dans [41℄, où l'on explique qu'à ause de sa longue durée

de vie, il peut servir de �piège� pour les moléules. Cei revient à dire que la

ondition M0 +M1 +M2 =Mtot = onstante utilisée dans les deux modèles

n'est pas valable, et qu'il faut introduire un quatrième niveau. Le nombre de

moléules disponibles pour le pompage M0 = Mtot −M1 −M2 est diminué
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d'un terme additionnelM4. Un modèle qui onsidère e niveau a été proposé

dans [41℄, mais il n'a pas été retenu dans [50℄.

En e qui onerne l'absorbant, on onsidère dans les deux as un sys-

tème à deux niveaux. Toutefois Zambon e�etue immédiatement l'élimination

adiabatique de la variable population. Cette approximation est analysée dans

la référene [46℄, où l'on montre que les régimes fortement pulsés n'en sont

pas a�etés. Le seul e�et visible est la rédution de la zone d'existene (voire

de l'élimination) du régime d'osillation périodique T.

Les deux modèles divergent sur le hoix des onstantes de temps. Dans les

deux as, le temps est renormalisé par rapport à la durée de vie de photons

dans la avité, et nous pouvons don omparer diretement les taux de relaxa-

tion de la population du milieu atif. Nous avons d'un oté γ‖ = 1.6×10−3
et

de l'autre ε(1− b) = 0.137× (1− 0.85) = 2× 10−2
. Cette di�érene provient

des di�érentes valeurs onsidérées pour les taux de relaxation des niveaux du

CO2. Zambon prend les onstantes de temps de [53, 54℄ relatives aux raies

10P(20) et 10P(16) à une pression de 19 mTorr, orrigées par des mesures

de l'intensité de saturation e�etués lors de l'expériene. Ces valeurs sont

2 à 4 fois plus élevées que elles utilisées par Lefran, tirées de l'artile de

Tahikawa [48℄, qui les a obtenues à partir de [55, 56, 57℄ relativement aux

mêmes raies 10P(20) et 10P(16).

Des divergenes existent aussi pour le hoix des autres paramètres : dans

le modèle de Zambon, les régimes signi�atifs sont reproduits pour des va-

leurs du paramètre de pompe A omplètement inompatibles ave l'expé-

riene. Dans [58℄, on montre que A ne peut dépasser 2.3, alors que le modèle

néessite des valeurs de 5 à 6 voire 12 pour reproduire l'ensemble des ré-

gimes. Ce fait, mentionné aussi dans la onlusion de [50℄, indique que même

si la desription à trois équations de Zambon est ompatible ave la dyna-

mique observée, il subsiste enore des di�ultés dans la détermination des

onstantes. On renontre le même type d'inonvénient dans le modèle de

Lefran, où le paramètre P/(1− b) varie entre 1 +X0 (au seuil) et 14.
Ce même type de problème se pose de façon plus aiguë ave le paramètre

a (rapport entre les intensités de saturation de l'absorbant et du milieu atif).

Expérimentalement, les valeurs de e paramètre se situent très haut : pour

les paramètres donnés dans [48℄ nous avons a > 70. Zambon utilise a omme

paramètre de ontr�le et montre dans [50℄ qu'ave a > 20 auune dynamique

haotique n'est présente, et qu'elle se réduit à des impulsions P

(0)
. Lefran �xe

a = 4.17, valeur prohe de elle utilisée par Zambon pour pouvoir reproduire

des dynamiques omplexes.

Le dernier défaut ommun aux deux modèles est la non prise en ompte

des éarts en fréquene entre le hamp, la raie d'émission du milieu atif et

elle d'absorption de l'absorbant, e qui revient à onsidérer les trois raies en
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résonane parfaite. Pourtant, dans [58℄ on montre que l'éart en fréquene

peut jouer un r�le important. Cei apparaît lairement dans le as où l'ab-

sorbant hoisi est le tétraoxyde d'osmium (OsO4). Ce gaz ne possède qu'une

seule raie d'absorption intense en quasi-résonane (déalage de 25 MHz) ave

la raie P(12) de la branhe à 10.6µm du CO2. Dans notre as, ave SF6 mé-

langé à de l'hélium omme gaz tampon, nous trouvons une dépendane de la

fréquene beauoup moins signi�ative et une meilleure véri�ation de l'hy-

pothèse selon laquelle l'éart en fréquene ne joue que sur le paramètre de

pompe.
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1.4 Modélisation du système

A�n de dérire l'évolution de notre système ouplé, nous utilisons un mo-

dèle dérivé de elui du LAS et introduit dans la setion préédente (1.2.1,

modèle de Tahikawa/Lefran). Ce modèle a été étendu au as de deux LAS

ouplés de la façon suivante : (i) une dupliation des équations pour l'inten-

sité et l'évolution des populations du milieu atif, (ii) une introdution dans

l'équation d'évolution de la population de l'absorbant de deux termes de sa-

turation, reliés aux intensités laser. Cei se justi�e par le fait que le ouplage

dans notre système s'e�etue exlusivement dans l'absorbant et don que la

desription de la dynamique interne à haque milieu atif est identique à elle

du LAS seul.

Le modèle, onstitué de 7 équations, 3 pour haque laser plus une pour

l'absorbant, s'érit :

dI1
dt

= I1(U1 −X − 1) (1.11a)

dU1

dt
= ε1(W1 − U1 − U1I1) (1.11b)

dW1

dt
= ε1(A1 + b1U1 −W1) (1.11)

dX

dt
= εx[X0 −X(1 + aI1 + aCI2)] (1.11d)

dI2
dt

= I2B(U2 −DX − 1) (1.11e)

dU2

dt
= ε2(W2 − U2 − U2I2) (1.11f)

dW2

dt
= ε2(A2 + b2U2 −W2) (1.11g)

Les deux lasers (appelés dans la suite L1 et L2) ont omme variables

dynamiques l'intensité (I1,2), l'inversion de population (U1,2) et la population

du troisième niveau (W1,2). La septième variable dynamique est la population

de l'absorbantX . Le temps a été renormalisé par rapport à la durée de vie des

photons dans la avité de L1 et ε1, ε2, εx représentent les taux de relaxation

des populations des deux lasers et de l'absorbant dans ette nouvelle éhelle

de temps. B est le rapport entre les taux de pertes des deux avités.

Les paramètres A1,2 sont les paramètres de pompe des deux lasers, b1,2
les onstantes de ouplage entre le troisième niveau et les niveaux laser, X0

est la di�érene de population de l'absorbant à l'équilibre et a le rapport

entre les intensités de saturation de l'absorbant et du milieu atif de L1. Les

valeurs typiques de es paramètres sont égaux à eux du modèle de Lefran
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(f. tableau 1.2. Les paramètres C et D dé�nissent le ouplage et le rapport

entre les intensités de saturation du milieu atif de L2 et L1 ainsi que le

ouplage entre l'absorbant et le deuxième laser. Le r�le joué par es deux

paramètres peut être mieux ompris en onsidérant les as limites suivants :

� si C = D = 0, les deux lasers sont déouplés : le premier laser est un

LAS lassique et le deuxième un laser libre (sans absorbant) ;

� si C 6= 0 et D = 0, nous trouvons une on�guration où le deuxième

laser (libre) agit sur les pertes du premier via l'absorbant ;

� si C = 0 et D 6= 0, le premier laser (LAS) agit omme maître pour

le deuxième, qui voit l'absorbant omme un modi�ateur de pertes

externe, dont la transparene est modulée par l'intensité du premier ;

� si C = D = 1, les deux lasers interagissent ave l'absorbant d'une

façon symétrique.

Notons que les valeurs de C et D ne sont pas limitées à 1, des valeurs

plus importantes sont possibles, orrespondant à une interation du deuxième

laser ave l'absorbant plus importante que elle du premier.

1.4.1 Seuils des lasers et régimes impulsionnels

Les équations (1.11) admettent des solutions séparées pour les deux la-

sers : les solutions des Eqs. (1.11a)�(1.11d), onsidérées pour I2 = 0 et les

solutions des équations Eqs. (1.11d)�(1.11g) pour I1 = 0 sont des ensembles

distints de solutions du système. Commençons par déterminer les points de

bifuration des deux LAS séparément. L1 a une bifuration de l'état d'inten-

sité nulle pour A1 = A1th (seuil de L1) donnée par :

A1th ≡ (1− b)(1 +X0) (1.12)

Cette bifuration est suivie immédiatement par une bifuration de Hopf

vers des osillations de longue période et de forte amplitude (régime P

(0)
). La

bifuration se situe à A1 = A1H, très prohe du seuil du système : l'analyse de

stabilité linéaire de l'état non nul donne A1H−A1th = O(ǫ(1−b)) = O(10−2),
et l'intensité maximale des impulsions roît presque vertialement au-delà du

point de bifuration. Nous pouvons don onsidérer que dès le franhissement

de A1th, le LAS se trouve immédiatement dans le régime P

(0)
. Cette même

desription est valable pour le deuxième laser, pour lequel :

A2th ≡ (1− b)(1 +DX0) (1.13)
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1.5 Modèles simpli�és

Dans ertains as, il est préférable de ne pas onsidérer le système omplet,

mais d'e�etuer des simpli�ations en rapport ave le type de régime ou

d'e�et que nous voulons étudier.

1.5.1 Elimination adiabatique de l'absorbant

En régime fortement pulsé, nous allons e�etuer une élimination adiaba-

tique de la variable représentant l'absorbant : ette simpli�ation est justi�ée

par le hoix des paramètres pour lesquels une simple véri�ation numérique

montre que dans es régimes, la variable X ne s'éarte pas de sa valeur adia-

batique.

Mathématiquement, ette simpli�ation onsiste à remplaer X par sa

valeur à l'équilibre, 'est-à-dire :

X =
X0

1 + aI1 + aCI2
(1.14)

dans les équations 1.11a et 1.11e :

dI1
dt

= I1

(

U1 − 1− X0

1 + aI1 + aCI2

)

(1.15a)

dI2
dt

= I2B

(

U2 − 1−D
X0

1 + aI1 + aCI2

)

(1.15b)

1.5.2 Modèle du LAS ave signal injeté dans l'absor-

bant

La deuxième simpli�ation onsiste à éliminer omplètement l'un des deux

lasers et à onsidérer son intensité omme un signal externe injeté dans

l'absorbant de l'autre. Cei failite l'étude de l'ation de e signal sur le LAS

et nous donne des informations sur les e�ets du ouplage. Il fournit aussi une

desription des régimes lorsque la dynamique d'un laser n'est pas modi�ée

d'une façon signi�ative par le deuxième. Le système s'érit alors :

dI

dt
= I(U −X − 1) (1.16a)

dU

dt
= ε(W − U − UI) (1.16b)

dW

dt
= ε(A+ bU −W ) (1.16)

dX

dt
= εx[X0 −X(1 + aI + aIext)] (1.16d)



1.6. MODÉLISATION DU COUPLAGE 31

1.6 Modélisation du ouplage

Avant d'analyser la dynamique de e système d'équations, il est utile de

préiser le méanisme de ouplage. On a déjà remarqué que elui-i s'e�e-

tue exlusivement par l'intermédiaire de l'absorbant (la seule équation qui

ontient des variables impliquant le premier et le deuxième laser onerne

X), mais il y a une autre partiularité intéressante que nous mettons en évi-

dene en utilisant la première simpli�ation (setion 1.5.1). Dans les équa-

tions 1.15, le ouplage est présent dans les équations de I1,2, qui peuvent être
ré-érites omme équations d'un LAS non ouplé dans lesquelles apparaissent

des termes de ouplage F1,2(I1, I2) :

dI1
dt

= I1

(

U1 − 1− X0

1 + aI1

)

+ F1(I1, I2) (1.17a)

dI2
dt

= I2B

(

U2 − 1−D
X0

1 + aCI2

)

+ F2(I1, I2) (1.17b)

Les termes de ouplage, qui dérivent l'e�et d'un laser sur l'autre, ont la

même forme et sont :

F1(I1, I2) =
aCI1I2

(1 + aI1 + aCI2)(1 + aI1)
(1.18a)

F2(I1, I2) =
aBDI1I2

(1 + aI1 + aCI2)(1 + aCI2)
(1.18b)

La présene de I1 (I2) au numérateur de F1 (F2) indique que e terme

est non nul si l'intensité du laser L1 (L2) est non nulle. Cela signi�e que

dans les régimes pulsés de type P

(0)
, le ouplage ne s'e�etue que pendant les

impulsions. Nous avons visualisé sur la �gure 1.3 la valeur de F1 en fontion

de I1,2.
En réalité, les termes de ouplage entraînent un deuxième e�et, qui dérive

de la struture des équations 1.15. Ces équations sont du type :

dIi
dt

= IiPi(Ui, I1, I2) (1.19)

où Pi représente le terme entre parenthèses des équations 1.15. Le signe de

Pi détermine la stabilité de la solution d'intensité nulle : si Pi est positif, la

solution est instable, dans le as ontraire elle est stable.

Considérons, par exemple, le laser L1 : le terme P1 dépend de I1, qui a
ii un r�le de saturation, e qui fait que P1 augmente ave I1. En �xant I1 à
zéro, nous pouvons déterminer le seuil de L1 en présene de L2 en herhant
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Figure 1.3 � Amplitude du terme de ouplage F1(I1, I2) en fontion des

intensités laser. Tous les paramètres (C,D, a, B) ont été �xés égaux à 1.

les valeurs de U1 et I2 qui rendent P1 positif. P1(U1, 0, I2) vaut :

P1 =

(

U1 − 1− X0

1 + aCI2

)

(1.20)

Le seuil de L1 est donné par P1 = 0, 'est-à-dire :

U1 = 1 +
X0

1 + aCI2
(1.21)

Il doit être omparé au as du LAS non ouplé U1 = 1+X0 : la présene

d'une intensité provenant de L2 ontribue à abaisser le seuil de L1. Cet e�et

montre le aratère oopératif du ouplage dans notre système.

L'e�et du terme de ouplage F1 sur P1(Ui, I1, I2) est montré dans la �-

gure 1.4, où nous traçons F1/I1 en fontion de I1 et I2. Le maximum est

atteint sur l'axe I1 = 0 et il tend vers 1 quand I2 augmente. De nouveau,

nous remarquons la partiularité du ouplage, qui a un e�et maximum au

voisinage de zéro, pour devenir négligeable une fois l'absorbant omplète-

ment saturé. En résumé, lorsqu'un laser est sur la solution nulle, l'in�uene

de l'autre laser sur sa stabilité est maximale.
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Figure 1.4 � Amplitude du terme F1/I1 en fontion des intensités lasers.

Tous les paramètres (C,D, a, B) ont été �xés égaux à 1.

1.7 Diagramme de stabilité théorique

L'e�et du ouplage sur la dynamique globale du système transparaît dans

la omparaison entre les diagrammes de stabilité des LAS seuls et du système

ouplé. Nous avons don traé es diagrammes dans un as non symétrique,

représentatif de la réalité, ainsi que le diagramme du système ouplé. Les

paramètres utilisés sont :

ε1,2 = 0.137, a = 4.17, b1,2 = 0.85, εx = 1.2,

X0 = 2, B = 1, C = D = 0.5

La �gure 1.5 montre les régions de stabilité du plan (A1, A2) pour les deux

lasers non ouplés (nous limitons notre étude à et espae bidimensionnel

sans faire varier les autres paramètres par soui de simpliité). En l'absene

de ouplage, nous obtenons la omposition des deux diagrammes de stabilité

du LAS seul. Les points de bifuration du laser L1 sont A1th = 0.45, A1H =
0.453, A1HH = 1.84 et A2th = 0.3, A2H = 0.31, A2HH = 1.42 pour L2, où

AiHH est le seond point de bifuration de Hopf de Li. Cei est à omparer

ave le diagramme du système ouplé de la �gure 1.6, obtenu par simulation

numérique du système de 7 équations 1.11. La simulation a été e�etuée en

�xant la valeur de A2 entre 0.3 et 2.0 et en faisant varier la valeur de A1 entre

2 et 0.2 par pas de 0.01. On reprend la simulation en faisant varier A2 par

pas de 0.1. Les régimes ont ensuite été analysés et plaés sur le diagramme.
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Figure 1.5 � Diagramme de stabilité d'un système de deux LAS non ouplés.

Le long des deux axes A1 et A2 nous avons le même omportement dérit

dans la setion 1.1, aratérisé par un seuil (Aith, trait ontinu) suivi d'une

bifuration de Hopf (AiH), une région impulsionnelle et une bifuration de

Hopf (AiHH) vers l'état ontinu (traits pointillés). Dans haque région est

indiqué le type de régime ('0' = éteint, 'I' = impulsionnel, 'C' = ontinu) des

deux lasers. Par exemple : I0 signi�e L1 en régime d'impulsions, L2 éteint.
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Figure 1.6 � Diagramme de phase pour le système de deux LAS ouplés.

Il est obtenu par intégration numérique du système sur une grille de points

A1, A2 de résolution di�érente le long des deux diretions (0.01 pour A1 et

0.1 pour A2, e qui explique la présene de régions plus étroites suivant y).
L'intégration est e�etuée en �xant la valeur de A2 et en variant A1 de haut

en bas : les éventuels e�ets d'hystérésis ne sont pas mis en évidene. Les

régions marquées (a)-(k) orrespondent aux régimes : (a) n+1 :n (n > 4) ;
(b) n :1 (n > 8) ; () 2 :5 ; (d) 2 :3/3 :4 et ave synhronisation partielle ;

(e) n :1, ave impulsions inversées : le maximum seondaire apparaît avant

le prinipal ; (f) 1 :3 irrégulier ; (g) 1 :2 irrégulier ; (h) 1 :3 (i) 1 :T2 ; (j) de

1 :10 à 1 :20 (k) 1 :n (n > 20).
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Les régimes sont lassés prinipalement par leur rapport de synhronisa-

tion. Nous donnons ii une desription partielle, et présentons de façon plus

préise les régimes dans le hapitre suivant. Ave le symbole n :m nous indi-

quons une synhronisation périodique entre impulsions P

(0)
des deux lasers et

n/m représente le rapport entre nombre d'impulsions (setion 2.3.3). La pré-

sene d'un �+� indique une transition, ayant pour onséquene une altération

de la forme des impulsions (transition périodique, setion 2.3.4). Certaines

régions ont une double appellation, omme par exemple 1 :2 / T :2T. Cei

provient du passage ontinu du régime d'osillation T aux impulsions P(0).
Nous avons �xé le ritère de façon arbitraire, en appelant P(0) un régime

dont l'intensité minimale desend en dessous de 0.01.

La bande orrespondant à 0.3 < A2 < 0.5 ne montre pas tous les ré-

gimes renontrés : en e�et, nous en avons regroupé ertains pour rendre le

diagramme plus lisible.

Au-delà de la omplexité du diagramme, nous pouvons immédiatement

noter plusieurs e�ets. Premièrement, la on�rmation de l'e�et oopératif du

ouplage : la région où les deux lasers sont stables (CC) est étendue par

rapport au as préédent. Cei provient du double e�et de saturation im-

posé à l'absorbant par les lasers. Deuxièmement, les régions A1 > A1HH

(A2 > A2HH), où L1 (L2) est ontinu en absene de ouplage présentent main-

tenant des solutions instables (T ou irrégulier). Cei suggère un déplaement

induit par le ouplage du deuxième point de bifuration de Hopf vers des

valeurs plus élevées (setion 2.4.2). En�n, l'apparition d'une région ontinue

immédiatement au-dessus du seuil de fontionnement de L1 pour A2 > A2HH.

Cette région résulte de l'extension de la région déjà existante en absene de

ouplage et orrespondant à la bande très étroite délimitée par le seuil (A1th)

et la première bifuration de Hopf (A1H) visible dans la �gure 1.5.



Chapitre 2

Etude expérimentale

37



38 CHAPITRE 2. ETUDE EXPÉRIMENTALE

2.1 Système expérimental

Le système expérimental (voir �gure 2.1) est onstitué de deux lasers L1

et L2 qui partagent une même ellule d'absorbant saturable SF6. Les deux

avités lasers sont délimitées à gauhe par un réseau de di�ration (G1,2)

utilisé pour séletionner la raie laser et à droite par un oupleur de sortie (CS)

de rayon de ourbure 5m et de oe�ient de ré�etivité 98%. La raie hoisie

est la P(24) à 10.6µm du CO2, qui présente une ampli�ation importante

ainsi qu'une résonane ave l'absorption du SF6.

A�n de limiter l'interation entre les deux lasers au niveau de la ellule

de l'absorbant saturable (ABS), nous imposons aux deux faiseaux d'avoir

des polarisations linéaires et orthogonales. Elles sont obtenues par l'orien-

tation d'une fenêtre intraavité plaée sous inidene de Brewster (CBW).

Une surfae de ette fenêtre est reouverte d'un �lm mine, qui agit omme

un polariseur en transparene pour L1 et en ré�exion pour L2 et permet de

séparer les faiseaux avant l'entrée dans les milieux atifs (ACT1 et ACT2).

De plus, les fenêtres sous inidene de Brewster fermant les tubes des milieux

atifs et les réseaux de di�ration sont orientés de telle sorte que les deux

lasers fontionnent sur les deux modes de polarisation hoisis.

Le traitement de la fenêtre CBW permet d'avoir un rejet de l'une des

polarisations de l'ordre de 10−4
, e qui garantit une interation entre les

deux lasers uniquement dans la ellule d'absorbant (ABS) tant que l'éart

en fréquene ∆ entre les deux lasers reste supérieur à ∼ 100KHz. Quand ∆

G1

G2

A3

A5A1

A2

de detection
vers le systeme

A4

ACT2

ACT1

CS

ABS
CBW

Laser 1

Laser 2

Figure 2.1 � Shéma du dispositif expérimental. ACT1,2 : milieux atifs,

ABS : absorbant saturable, G1,2 : réseaux de di�ration, A1,2 : diaphragmes

de ontr�le des modes de la avité et d'alignement, A3,4,5 : diaphragmes

d'alignement, CBW : fenêtre traitée et plaée sous inidene de Brewster,

CS : oupleur de sortie.
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est prohe de zéro, l'interférene du signal de L2 transmis par CBW ave le

milieu atif ACT1 devient notable. Cet e�et ressemble à un retour ohérent

qui, même pour une intensité très faible du signal transmis, vient perturber

la dynamique de l'ensemble du système. Nous retrouvons la même situation

ave L2. Pour éviter et e�et nous véri�ons systématiquement que l'éart en

fréquene ∆ reste supérieur à 1 MHz, limite de stabilité du système.

Les diaphragmes A1...5 sont utilisés pour l'alignement, ritique, dans la

ellule d'absorbant. La séletion du mode fondamental TEM00 est obtenue

en jouant sur l'ouverture des diaphragmes A1 et A2.

La pression totale du milieu atif est �xée à 75 Torr (20% de CO2, 45%

d'He et 35% de N2). Les paramètres de ontr�le du système sont nombreux :

pour modi�er les milieux atifs, nous jouons sur les ourants de déharge i1,2
et les éarts δ1,2 qui mesurent les di�érenes de fréquene entre les hamps

életriques de L1,2 et le entre de la raie d'émission. Ces éarts sont ontr�lés

en hangeant la longueur des avités à l'aide de deux modules de translation

piézoéletriques.

Notons que les éarts δ1,2 jouent également sur le oe�ient d'absorption

de l'absorbant. Pour une pression de SF6 de 1-20 mTorr (intervalle d'uti-

lisation de l'absorbant dans notre système), l'élargissement homogène est

très faible (de l'ordre de 1 MHz) alors que l'élargissement inhomogène est

omparable à elui du milieu atif (de l'ordre de 70 MHz). Nous souhaitons

faire varier δ1,2 dans un intervalle de 30-40 MHz : a�n d'assurer une absorp-

tion quasi-onstante dans et intervalle nous ajoutons de l'hélium omme gaz

tampon, pour élargir la raie homogène. Cei permet aussi de garantir un bon

e�et de ouplage pour des valeurs de ∆ de quelques dizaines de MHz. Nous

utilisons omme paramètres de ontr�le les pressions partielles des deux gaz.

La détetion s'e�etue à l'aide de trois déteteurs HgCdTe, utilisés pour

mesurer les intensités des deux lasers ainsi que leur éart en fréquene ∆
(�gure 2.2). A la sortie du laser, une partie du faiseau est ré�éhie par

une lame semi-transparente et envoyée sur une lame à inidene de Brewster

orientée à 45

◦
par rapport aux axes de polarisation. Cette dernière e�etue un

mélange des deux faiseaux. L'intensité résultante est envoyée au déteteur

D3 pour mesurer en temps réel la valeur de ∆.

Le faiseau transmis par le oupleur est séparé à l'aide d'une lame à

inidene de Brewster parallèle à elle qui se trouve à l'intérieur de la avité

(CBW). Celle-i permet de séparer les deux polarisations et d'envoyer les

faiseaux ré�éhi et transmis sur les déteteurs D1 et D2, a�n d'enregistrer

l'évolution temporelle des intensités I1 et I2. Cette fenêtre n'étant pas traitée,
son rejet en transparene est de quelques pourents. En plus de I2, D2 reçoit

une faible partie du signal de I1, mais ei ne rée pas d'ambiguïté dans

l'analyse des signaux.
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D 1
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TBW
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Figure 2.2 � Shéma du système de détetion. D1,2 : déteteurs d'intensité

des lasers L1,2, D3 : déteteur de l'éart en fréquene, C : oupleur, BW :

fenêtre sous inidene de Brewster utilisée pour séparer les deux polarisa-

tions, TBW : fenêtre de Brewster orientée à 45

◦
pour mélanger les deux

polarisations, ATT : atténuateurs.

Les signaux de sortie des déteteurs sont envoyés à un osillosope nu-

mérique et/ou à un analyseur de spetre, pour permettre la visualisation

en temps réel de la dynamique du système et de la valeur de ∆ et de les

enregistrer sur un PC relié à l'osillosope numérique pour des traitements

ultérieurs.

2.1.1 Enregistrement de la dynamique spatio-temporel-

le

L'étude expérimentale du ouplage des deux lasers fontionnant sur les

modes transverses de la famille q = 1 (modes TEM01 et TEM10), néessite

quelques modi�ations quant à la géométrie du système. Nous introduisons

derrière le diaphragme A4 une fenêtre traitée antire�et munie au entre d'un

point absorbant, pour �ltrer le mode TEM00.

De même, le système de détetion est adapté pour permettre la mesure des

intensités des deux modes des deux lasers. Nous utilisons quatre déteteurs
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Figure 2.3 � Shéma du système de détetion des intensités sur les modes

transverses TEM01 et TEM10. D1,2 : déteteurs des modes de L1, D3,4 : dé-

teteurs des modes de L2, L.S. : lames séparatries.
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HgCdTe, plaés sur les maxima des modes (�gure 2.3).

2.1.2 Détermination des paramètres expérimentaux

Une bonne onnaissane de l'ensemble des paramètres du système est

néessaire pour reproduire au mieux les régimes observés et véri�er la validité

du modèle.

L'inertitude la plus importante provient du paramètre de pompe. Le

pro�l de pompe est du type :

A =
A0

1 + δ2
(2.1)

où la valeur maximale A0 de A est imposée par le ourant de déharge, et

l'éart en fréquene δ est normalisée à la largeur à mi-hauteur de la loren-

zienne. En jouant sur δ, A peut desendre en dessous du seuil de fontion-

nement. Le ourant de déharge des milieux atifs est onnu ave une bonne

préision , mais nous ne pouvons pas déterminer l'éart en fréquene δ de

haque laser par rapport au entre de la raie d'émission. La mesure de et

éart néessiterait un laser de référene stabilisé en fréquene.

Cette inertitude sur la détermination du paramètre de pompe se tra-

duit par une loalisation qualitative des régimes expérimentaux dans le dia-

gramme (A, I) (f. setion 1.1). Ce diagramme nous permet d'estimer les

paramètres de pompe à partir des signaux observés en absene de ouplage.

Une deuxième soure d'inertitude onerne la durée de vie des photons

dans la avité, 'est-à-dire son taux de pertes κ. Dans la littérature [59, 60℄

κ est toujours évalué à partir des seules pertes du oupleur de sortie. En réa-

lité les pertes proviennent également de la présene du réseau, des fenêtres

et des diaphragmes. Un autre point est à mentionner, à savoir la variation

non ontr�lée de κ au ours des di�érentes expérienes. Les instabilités mé-

aniques, le vieillissement du matériel optique et les réalignement suessifs,

donnent une inertitude sur e paramètre de l'ordre de 50%.
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Figure 2.4 � Régime de synhronisation 1 :1. L'intensité de L1 est représen-

tée en trait plein et elle de L2 en pointillé. Les paramètres expérimentaux

sont : i1 = i2 = 12mA, P(SF6) = 6 mTorr et P(He) = 2 Torr.

2.2 Résultats expérimentaux

Les setions suivantes sont onsarées à la présentation des régimes ob-

servés par ordre de omplexité. Dans un premier temps, nous étudions des

régimes où les deux lasers délivrent des impulsions de forme similaire, puis

des régimes initialement stables ou osillants, perturbés par les impulsions

P

(0)
de l'autre laser et en�n nous présentons des régimes non impulsionnels.

2.3 Régimes fortement pulsés

Nous avons montré dans la setion 1.6, que le ouplage entre les deux

LAS suppose non nulles les intensités émises par les deux lasers. Nous avons

don hoisi, dans un premier temps, d'étudier expérimentalement les régimes

fortement pulsés : ompte tenu de la forme des impulsions, les lasers restent

la plupart du temps à intensité nulle, et la dynamique qui en résulte est

semblable à elle d'un laser non ouplé perturbé périodiquement.

La �gure 2.4 montre la synhronisation des impulsions P

(0)
des deux la-

sers. Le omportement du système est ii similaire à elui de deux osilla-

teurs ouplés qui se �verrouillent� lorsque leurs fréquenes sont su�samment

prohes, ils adoptent alors une fréquene ommune. Le même e�et se produit
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Figure 2.5 � Régimes de synhronisation 1 :2, 1 :3, 1 :4 et 1 :5. La transition

entre régimes s'e�etue en augmentant la période de L2 (en pointillé), 'est-

à-dire en diminuant son paramètre de pompe par variation de sa fréquene

optique. Les paramètres expérimentaux sont : i1 = i2 = 12mA, P(SF6) = 6

mTorr et P(He) = 2 Torr.
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P1 P2 P12

110 85 92 déphasage �+�

108 124 112 en phase

107 146 126 déphasage �−�

Table 2.1 � Mesures des périodes (en µs) des régimes non ouplés (P1, P2)

et ouplé (P12).

quand les deux lasers hoisissent des fréquenes multiples l'une de l'autre :

la �gure 2.5 montre des exemples de es régimes. Nous allons identi�er es

régimes en fontion du ouple n :m qui exprime le rapport entre les nombres

de pis : la �gure 2.4 illustre le régime 1 :1 alors que la �gure 2.5 montre

des régimes allant de 1 :2 à 1 :5. Dans toutes les �gures, l'intensité de L1

est représentée en trait plein, elle de L2 en pointillé. Les déteteurs n'étant

pas étalonnés, auune omparaison quantitative n'est possible entre les in-

tensités. Nous avons don hoisi de les présenter en unités arbitraires. Les

petites impulsions présentes sur I2 résultent du défaut de séparation des deux
intensités, déjà mentionné dans la desription du ban expérimental (f. se-

tion 2.1).

2.3.1 Synhronisation d'impulsions P

(0)

A�n de mieux omprendre les méanismes de synhronisation, nous nous

limitons à l'analyse du régime de la �gure 2.4 [61℄. De l'examen attentif des

signaux, il ressort que la synhronisation des impulsions des deux lasers fait

apparaître un déphasage, ave un éart entre les maxima de l'ordre de 1 à

2µs (approx. 1% de la période des impulsions). Ce régime s'obtient ave une

pression de l'absorbant voisine de PABS = 15mTorr, un paramètre de pompe

initial faible (approx. 20% au-dessus du seuil). Dans ette on�guration, les

lasers non ouplés osillent en régime P

(0)
. La période des impulsions est

ontr�lée par l'éart entre les fréquenes optiques, 'est-à-dire par le para-

mètre de pompe. Nous allons montrer que le ouplage des lasers modi�e ette

périodiité.

Le paramètre de pompe de L1 étant �xé, nous avons fait varier elui de

L2 pour observer son e�et sur le délai. Au fur et à mesure que le paramètre

de pompe de L2 diminue, nous observons suessivement (�gure 2.6) : (i)

un régime ave déphasage �+�, où l'impulsion de L2 préède elle de L1. (ii)

La mise en phase des impulsions et en�n (iii) un régime ave déphasage �−�
symétrique du premier, où l'impulsion de L1 préède elle de L2. Notons que la
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Figure 2.6 � Régimes de synhronisation : (a) déphasage �+�, (b) en phase,

() déphasage �−�. Les ourbes montrent l'évolution temporelle des intensités

des deux lasers : L1 (trait ontinu) et L2 (en pointillé). L'éhelle de l'inten-

sité a été renormalisée, a�n d'avoir des signaux de taille omparable, e qui

permet de mieux visualiser le délai. Les paramètres expérimentaux sont :

i1 = 12mA, i2 = 16mA, P(SF6) = 15 mTorr et P(He) = 3 Torr.
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transition entre les trois régimes est ontinue : le délai observé dans la région

(i) se réduit lentement jusqu'à la synhronisation puis ré-augmente dans la

région (iii). Dans les trois régimes, nous avons omparé la période du système

ouplé à elles des lasers indépendants (voir tableau 2.1). Nous avons aussi

mesuré le rapport entre les intensités en utilisant le même déteteur pour

les deux faiseaux. Dans les trois as, nous onstatons que la perturbation

de l'intensité des impulsions est négligeable et que le rapport des maxima,

indépendant du ouplage, garde une valeur voisine de 2.3. Comme on pouvait

s'y attendre, ei suggère que l'e�et du ouplage reste limité par la faible

durée de la superposition des signaux. Il est intéressant de noter que dans

tous les as, la période du système ouplé se situe entre elles des systèmes

non ouplés.

Nous avons reproduit les régimes expérimentaux par intégration numé-

rique en utilisant le modèle simpli�é par l'élimination adiabatique de l'absor-

bant (f. setion 1.5.1). La �gure 2.7 montre les signaux obtenus ave un hoix

des paramètres identique à elui de [46℄ et un ouplage asymétrique. Ave es

paramètres, les points de bifuration, introduits dans la setion 1.4.1, se si-

tuent pour les lasers indépendants à A1th = 0.45, A1H ≃ 0.4525, A2th = 0.3 et
A2H ≃ 0.312. La période des osillations au point de bifuration est P2H ≃ 212
(en unités de κ).

Nous avons essayé plusieurs valeurs des paramètres de pompe et trouvé

que A1 = 0.7 et A2 ∼ 0.45 reproduisent qualitativement la séquene obtenue

expérimentalement. Ces valeurs situées non loin des seuils orrespondent à

elles de l'expériene. La di�érene la plus notable onerne la forme des

impulsions, qui dans l'expériene montre une déformation dans la zone de

reouvrement, e�et non reproduit par le modèle. La présene de ette dé-

formation indique que le modèle surestime la saturation de l'absorbant. En

e�et, si le premier laser saturait omplètement l'absorbant il ne devrait en

auun as être a�eté par le deuxième laser, ontrairement à e que nous

observons (augmentation du temps de desente de la première impulsion).

Notons que, pour e jeu de paramètres, les périodes des deux lasers non ou-

plés sont prohes (P1 = 139 et P2 = 131, en unités de κ), e qui implique

une résonane 1 :1. Dans le tableau 2.2, nous reportons les di�érents as de

synhronisation obtenus numériquement.

La �gure 2.7 montre la simulation numérique des impulsions : les trois

régimes observés sont reproduits pour A2 valant suessivement 0.47, 0.45

et 0.43, ave un maximum d'intensité de L2 signi�ativement plus faible que

elui de L1. La synhronisation �+� apparaît pour A2 = 0.47 ave un délai

entre les deux maxima voisin de 1.5 unités de temps. Pour A2 = 0.45, les
signaux sont en phase, et pour A2 = 0.43 apparaît le régime ave déphasage

�−�. Ii, l'impulsion de L2 suit elle de L1 ave un délai de 2.5 unités de temps.
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Figure 2.7 � Synhronisation des impulsions de L1 et L2, obtenues par in-

tégration numérique du modèle simpli�é (f. setion 1.5.1). Le paramètre A2

prend les valeurs (de haut en bas) 0.47, 0.45 et 0.43. Les autres paramètres

sont : A1 = 0.7, ε1,2 = 0.137, a = 4.17, b1,2 = 0.85, εx = 1.2, X0 = 2, B = 1,
C = D = 0.5.
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A2 P1 I1M P2 I2M P12 I1M(cpl) I2M(cpl)

0.47 139 11.1 117.4 3.6 131 11.1 3.8 déphasage �+�

0.45 139 11.1 130.5 3.5 141 11.3 4.7 en phase

0.43 139 11.1 147.1 3.3 146 11.1 4.2 déphasage �−�

Table 2.2 � Périodes des régimes numériques. P1, P2 sont les périodes des

impulsions et I1M, I2M sont les maxima d'intensité en régime non ouplé. P12,

I1M(cpl) et I2M(cpl) sont la période et les maxima après ouplage. Dans les trois

simulations A1 est �xé à 0.7.

En diminuant A2 en dessous de 0.43, la synhronisation 1 :1 disparaît : les

deux lasers osillent parfois en même temps, parfois indépendamment. Cette

synhronisation intermittente, 1 :1 ou 1 :2, est dérite dans la partie suivante.

Notons que les simulations numériques reproduisent bien les expérienes

pour les trois régimes dérits plus haut ave le même type de relation entre

le signe du délai et les périodes des lasers non ouplées. Dans le régime �+�,
L2 émet le premier et P2 < P1, dans le as opposé P2 > P1. Comme dans

l'expériene, la période du régime ouplé est omprise entre les périodes des

osillateurs indépendants, à l'exeption de la synhronisation en phase. L'ex-

pliation de ette anomalie réside dans l'interation ave le milieu atif : le

tableau 2.2 montre que dans le as de synhronisation en phase l'amplitude

des impulsions des deux lasers augmente, e qui a omme onséquene l'ex-

tration d'une quantité d'énergie plus importante. Le temps néessaire à la

reonstitution de l'inversion de population augmente, e qui se traduit par

un aroissement de la période.

Nous pouvons mieux omprendre le méanisme de synhronisation en

utilisant la desription du ouplage de la setion 1.6. Nous avons montré que

l'apport du terme de ouplage n'est important que dans les intervalles de

temps où les deux intensités sont simultanément di�érentes de zéro. Dans

les régimes impulsionnels dérits ii, l'e�et de ouplage est limité par le taux

de reouvrement des impulsions. Cei suggère un ouplage faible qui agit

prinipalement sur la phase des yles limites. En partiulier, nous pouvons

érire pour le régime 1 :1 que :

I1 ≃ I10 ((1 + δ1)t + θ1) et I2 ≃ I20 ((1 + δ2)t+ θ2) (2.2)

où I10(t) et I20(t) sont les évolutions des intensités des lasers indépendants.
Dans l'équation 2.2, δ1 et δ2 sont des orretions de phase et θ1, θ2 les phases
à l'origine du temps.
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2.3.2 Synhronisation d'impulsions P

(1)

Les propriétés de la synhronisation des impulsions P

(0)
sont aussi obser-

vées dans des régimes plus omplexes : des impulsions P

(1)
peuvent également

se synhroniser (�gure 2.8). Dans e as, le retard entre les deux impulsions

peut être tel que le maximum prinipal des impulsions de L2 oïnide ave

le maximum seondaire de elles de L1 donnant naissane à un autre type de

synhronisation. La transition entre les deux régimes est obtenue en altérant

le paramètre de pompe de L2. En partant de la synhronisation entre les

maxima prinipaux, le délai augmente ontinûment ave la diminution du

paramètre de pompe de L2 jusqu'au moment où le système pénètre dans la

zone de apture du deuxième régime synhronisé.

2.3.3 Régimes 1 :2�1 :n

Comme nous l'avons indiqué dans la setion préédente, plusieurs régimes

d'impulsions ouplées sont possibles au-delà du as 1 :1. Si l'éart entre les

périodes des lasers non ouplés devient très important, nous obtenons une

asade de régimes 1 :n synhronisés (�gure 2.5).

Pour haun de es régimes, la synhronisation s'e�etue d'une façon

semblable à elle du régime 1 :1. Les impulsions sont séparées par un délai

qui dépend du rapport entre les périodes des osillateurs indépendants, et il

n'y a pas d'autres e�ets que eux déjà mentionnés plus haut.

En revanhe, deux nouveaux omportements du système méritent d'être

signalés : la non équidistane des impulsions de L1 et la transition entre le

régime 1 :n et le suivant 1 :n+1.

Le premier de e deux e�ets provient du type de ouplage : omme nous

l'avons déjà montré dans la setion 1.6, le système suit dans les régions d'in-

tensité nulle la dynamique d'un LAS seul. Dans les régimes 1 :n, nous pouvons
onsidérer l'état synhronisé omme un régime pulsé périodique du laser L1,

de faible période t0, perturbé périodiquement par des impulsions de période

plus longue T ≈ nt0, du laser L2. Les régimes sont su�samment stables pour

nous permettre d'e�etuer la mesure des intervalles entre les impulsions de

1 :1 à 1 :5. Dans les inq as (�gure 2.9) nous reportons les positions des im-

pulsions de L1 à l'intérieur d'une période T en fontion de T . Sans ouplage,
le régime 1 :5 omporte inq points espaés de t0 = T/5. Ii, nous obser-

vons que le premier point (t = 36) s'éarte signi�ativement de la valeur

t0 = 148.5/5 = 29.7, les autres se rapprohent progressivement de la période

non ouplée t0. Le système montre don un transitoire après la perturbation

et onverge ensuite vers la situation périodique non ouplée.

Ce omportement est reproduit par les simulations numériques : en ba-
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Figure 2.8 � Synhronisation entre impulsions P

(1)
. La transition entre les

deux régimes (haut et bas) est obtenue en modi�ant la fréquene optique

de L2. Les paramètres expérimentaux sont : i1 = i2 = 16mA, P(SF6) = 12

mTorr et P(He) = 1.5 Torr.
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Figure 2.9 � Intervalles expérimentaux entre les impulsions de L1 sur une

période dans les régimes 1 :1-1 :5. La mesure est e�etuée sur les signaux des

�gures 2.4 et 2.5. Les + indiquent les points expérimentaux, les ◦ les valeurs

idéales (T/n).
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Figure 2.10 � Simulation numérique des intervalles entre les impulsions

de L1 dans les régimes 1 :1-1 :5. Les paramètres utilisés sont : A2 = 1.0,
C = D = 1 et A1 vaut respetivement 0.88 (1 :1), 0.655 (1 :2), 0.57 (1 :3),

0.52 (1 :4), 0.5 (1 :5).
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Figure 2.11 � Transition aléatoire entre 1 :1 et 1 :2. Les impulsions des deux

lasers sont parfois synhronisées, parfois non. Les paramètres expérimentaux

sont : i1 = i2 = 16mA, P(SF6) = 16 mTorr et P(He) = 0.5 Torr.

layant A2, pour les valeurs des paramètres de la �gure 2.10, nous observons le

même e�et, mais ave une perturbation plus faible : la déviation par rapport

à la période non ouplée t0 est moins importante.

Si on ontinue à diminuer le paramètre de pompe de L2 nous observons

une suession de régimes 1 :n ave n > 5, ei même si en absene de ou-

plage L2 passe sous son seuil de fontionnement. Nous pouvons don onsi-

dérer le régime 1 :n d'un point de vue opposé à elui adopté i-dessus : les

impulsions de L1 viennent perturber L2, éteint. Sous l'e�et du ouplage, le

seuil de L2 est abaissé, omme nous l'avons montré dans la setion 1.6, L2

adopte un régime impulsionnel. La détermination du seuil ouplé de L2 sera

expliitée dans la setion 2.4.2.

2.3.4 Transitions entre régimes 1 :n et 1 :n+1

En fontion des paramètres expérimentaux (prinipalement la pression de

l'absorbant), trois types de transition 1 :n → 1 :n+1 apparaissent.

Pour des valeurs de la pression partielle de l'absorbant de l'ordre de 10-20

mTorr, nous observons une synhronisation partielle, 'est-à-dire un mélange

aléatoire des deux régimes 1 :n et 1 :n+1 (�gure 2.11). Une arte de premier

retour de la série temporelle non périodique des impulsions de L2 ne montre
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auune struture, indiquant le aratère aléatoire de la synhronisation, pro-

bablement ontr�lée par le bruit.

Pour des valeurs plus faibles de la pression partielle de l'absorbant (3-8

mTorr) et une grande quantité d'hélium (1-3 Torr de pression partielle), nous

observons deux autres types de transition : périodique ou irrégulière.

La transition périodique, observée ave une rédution du paramètre de

pompe de L2, s'e�etue par un hangement ontinu de la forme des impulsions

de L1 : les impulsions de L1 de type P

(0)
synhronisées ave elles de L2

évoluent vers des impulsions P

(1)
, dont l'osillation seondaire oïnide ave

l'impulsion de L2 (�gure 2.12a). L'intervalle entre le maximum de l'impulsion

P

(1)
et son maximum seondaire augmente au fur et à mesure que la période

de L2 augmente (�gure 2.12b), jusqu'au moment où la surosillation se sépare

omplètement du maximum prinipal, en donnant le régime 1 :n+1.
La transition irrégulière est observée dans des onditions expérimentales

semblables au as préédent. Toutefois, le paramètre qui varie ii est le pom-

page de L1 ; nous l'augmentons pour réduire la périodiité du laser. Cette

transition se traduit également par un hangement de la forme des impul-

sions de L1. Contrairement au as préédent, le régime intermédiaire n'est

pas périodique mais présente une séquene irrégulière d'impulsions de formes

di�érentes qui ne sont pas toujours synhronisées sur les impulsions de L2.

La �gure 2.13 montre l'évolution de la forme des impulsions pendant la tran-

sition 1 :1 - 1 :2. A�n d'en déterminer le aratère aléatoire ou déterministe,

nous avons e�etué pour haque régime de la �gure 2.13 un diagramme de

premier retour de l'intensité. Ces diagrammes (�gure 2.14) mettent en évi-

dene une transformation ontinue des diagrammes. Cette évolution passe

par une struture bien dé�nie en �ω�, indiquant le aratère déterministe de

la transition étudiée. Cependant, la forme de ette struture ne orrespond

pas à elle d'un LAS seul, mais est représentative du système ouplé.

L'analyse numérique permet de reproduire la transition périodique (de

P

(0)
à P

(1)
), ave les paramètres :

ε1,2 = 0.137, a = 4.17, b1,2 = 0.85, εx = 1.2,
X0 = 2, B = 1, C = D = 1

A2 �xé à 1.0 et A1 variable entre 1.1 et 0.5. La séquene, en bon aord

qualitatif ave les observations expérimentales, orrespond à une oupe le

long d'un axe vertial du diagramme de stabilité de la �gure 1.6.

Un autre type de transition a été renontré lors d'une oupe suivant l'axe

y, pour A2 = 0.4 et A1 variable entre 0.94 et 0.64. Elle est onstituée de

régimes synhronisés par intermittene i :j (�gure 2.15). Il est probable que
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Figure 2.12 � Transition périodique entre 1 :1 et 1 :2. Les impulsions de

L1 passent de P

(0)
à P

(1)
: le maximum seondaire est synhronisé ave les

impulsions de L2. L'éart entre les maxima des impulsions de L1 se reuse

au fur et à mesure que la période de L2 augmente pour donner naissane au

régime 1 :2. Les paramètres expérimentaux sont : i1 = i2 = 12mA, P(SF6) =

5 mTorr et P(He) = 2 Torr.
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Figure 2.13 � Transition irrégulière entre 1 :1 et 1 :2 (L1 en trait ontinu,

L2 en pointillé). La séquene (du haut à gauhe au bas à droite, dans le sens

de la leture) est obtenue en jouant sur la fréquene de L1 pour augmenter

le paramètre de pompe. Les paramètres de L2 restent �xes. Les paramètres

expérimentaux sont : i1 = i2 = 12mA, P(SF6) = 8 mTorr et P(He) = 3 Torr.
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Figure 2.14 � Transition irrégulière entre 1 :1 et 1 :2. Les diagrammes de pre-

mier retour traduisent la dynamique de L1 dans les régimes de la �gure 2.13.

La transition entre les régimes de période T et 2T passe par une struture

bien dé�nie.
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Figure 2.15 � Transition de 1 :2 à 1 :1 par régimes de synhronisation

intermittente, obtenus pour A2 = 0.4 et (du haut en bas et de gauhe à

droite) A1 = 0.94 (1 :2), A1 = 0.77 (2 :3), A1 = 0.72 (3 :4), A1 = 0.67 (6 :7),

A1 = 0.65 (n :n+1), A1 = 0.64 (1 :1).
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dans l'expériene es régimes i :j ne sont pas visibles à ause du aratère

aléatoire du bruit.
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2.4 Autres régimes

Ci-dessus, nous avons montré que lorsque le rapport des périodes des deux

lasers s'éarte notablement de l'unité, nous pouvons onsidérer la dynamique

du système omme le résultat de la perturbation impulsionnelle d'un laser par

l'autre. L'interation est naturellement toujours bidiretionnelle en raison de

la symétrie du ouplage, e qui implique un hangement dans la périodiité

des deux lasers (f. setion 2.3.3).

Nous avons don ouplé un laser en régime impulsionnel au deuxième

préparé dans un des di�érents régimes du LAS dérits dans la setion 1.1 :

ontinu, périodique et ave des impulsions de struture omplexe.

2.4.1 Perturbation de l'état ontinu

Nous préparons le système dans l'état suivant : L1 émet une intensité

ontinue, L2 des impulsions P

(0)
. Expérimentalement, ei requiert pour L1

une fréquene optique voisine du entre de la raie et orrespond à un pompage

maximal, et une pression partielle faible de l'absorbant (3 mTorr SF6, 2 Torr

He). D'autre part, la fréquene de L2 est �xée sur un des deux otés de la

raie d'émission, e qui a pour onséquene un paramètre de pompe prohe

du seuil, et garantit une dynamique P

(0)
indépendamment du ouplage.

Comme dans le as de la perturbation des impulsions périodiques, le laser

L1 présente une dynamique de LAS non ouplé lorsque L2 est éteint. Les

impulsions de L2 éartent L1 de sa solution ontinue (�gure 2.16). Quand

L2 est éteint, L1 revient sur sa solution ontinue ave des osillations de

relaxation.

L'e�et de L1 est de réduire la périodiité de L2. Cei s'explique en onsidé-

rant que L1 sature l'absorbant, diminue le seuil de L2 et permet d'augmenter

la fréquene des impulsions. La variation de la période de L2 dépend de son

paramètre de pompe : le as extrême est elui où le ouplage fait passer L2

au-dessus de son seuil de fontionnement.

Un phénomène analogue a été observé quand L1 est en régime T (�-

gure 2.17).

2.4.2 Déplaement des points de bifuration

Le régime de déstabilisation de l'état ontinu que nous venons de dérire

se situe dans la région A2 > 1.42 et A1 ∼ 0.36 du diagramme de stabilité de la

�gure 1.6. Lors du ouplage, un des lasers passe d'une solution ontinue à une

solution osillante. Le ouplage a déplaé le deuxième point de bifuration

de Hopf vers des valeurs de A2 plus élevées.
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Figure 2.16 � Perturbation de l'état ontinu. La fréquene de relaxation est

mesurée à 83 kHz, et la onstante d'amortissement vaut 48 µs. Les paramètres

expérimentaux sont : i1 = 18mA, i2 = 12mA, P(SF6) = 3 mTorr et P(He) =

2 Torr.
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Figure 2.17 � Perturbation de l'état T. Les paramètres expérimentaux sont

identiques à eux de la �gure 2.16. Seule la fréquene optique de L1 est

modi�ée.
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Figure 2.18 � Diagramme de bifuration pour A1 = 0.31 (en dessous du

seuil, �xé à 0.45 pour L1 seul) et A2 = 2 . . . 0.2 orrespondant à une oupe

horizontale dans le diagramme de stabilité de la �gure 1.6. Mise en évidene

de la deuxième bifuration du système pour A2 = 1.28 et du déplaement de

la deuxième bifuration de Hopf de 1.42 à 1.91.

Un diagramme de bifuration numérique orrespondant à une oupe du

plan (A1, A2) pour A1 = 0.31 permet de retrouver pour A2 = 2 un régime

ontinu, ainsi que visualiser l'e�et de l'abaissement du seuil déjà ité. La

�gure 2.18 montre les maxima et minima absolus des intensités pour un

balayage de A2 de 2 à 0.2 (nous onsidérons ii uniquement le sens déroissant

des valeurs de A2). Le système, initialement en régime ontinu, ave l'intensité

de L1 signi�ativement plus faible que elle de L2, se déstabilise pour A1 =
1.91 et laisse la plae au régime (périodique) de déstabilisation de l'état

ontinu (f. �gure 2.16).

A2 franhit ensuite le point de bifuration A2HH et le régime non ouplé

de L2 passe de ontinu à osillant de période T. Le système ouplé subit

la déstabilisation du régime T (irrégulier) déjà montré dans la �gure 2.17.

Quand A2 = 1.28, l'e�et de saturation de L2 ne su�t plus à faire osiller

L1. L1 s'éteint et L2 adopte un régime de type LAS, ave des impulsions

périodiques P

(0)
, puis s'éteint à son tour.

Le diagramme de bifuration montre don que le système ouplé peut

subir une deuxième bifuration pour une valeur de A2 qui orrespond à l'a-

tivation de L1 par L2. Dans la setion 1.6 nous avons montré omment L2
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ontinu modi�e la stabilité de la solution nulle de L1. Lorsque L2 est pulsé,

nous devons prendre en ompte son évolution pour déterminer la stabilité de

L1. Pour I1 ≃ 0, le terme P1 (f. équations 1.19 et 1.15) ne dépend que de I2
et l'évolution de I1 s'érit :

dI1
dt

= I1

(

U1 − 1− X0

1 + aCI2

)

(2.3)

Si en régime ontinu, la détermination du signe de P1 est su�sante pour

déterminer la stabilité de L1, en régime pulsé, nous devons intégrer ette

équation sur la période T de L2 a�n de déterminer l'in�uene de P1. L'inté-

grale de l'équation 2.3 s'érit :

I1(T ) = I1(0) exp

[
∫ T

0

(

U1 − 1− X0

1 + aCI2(t)

)

dt

]

(2.4)

où nous onsidérons que, omme I1 ≃ 0, U1 est une onstante égale à sa

valeur asymptotique. La ondition d'instabilité est donnée par une valeur de

l'intégrale supérieure à 1, e qui orrespond à une ampli�ation d'une petite

perturbation de I1 sur une période d'osillation de L2.

2.4.3 Perturbation des régimes P

(n)
et haotiques

Nous venons de montrer que les impulsions P

(0)
de L2 forent L1 dans un

régime transitoire après lequel elui-i revient sur sa solution non-ouplée.

Similairement, le même e�et se produit lorsque L1 est en régime P

(n)
, en

régime d'osillation de grande amplitude ou de haos. Ce sont des situations

où le régime transitoire est plus omplexe et un diagramme de premier retour

montre une struture semblable à elle des régimes haotiques d'un LAS seul,

e qui indique la présene d'un attrateur instable sous jaent.

La �gure 2.19 montre une situation où la période des impulsions P

(0)
est

su�samment longue pour permettre l'installation du régime permanent : L1,

qui non-ouplé est en régime d'osillation périodique 2T, revient sur ette

solution après une séquene d'impulsions irrégulières. Le diagramme de pre-

mier retour e�etué dans e régime, montre qu'autour des deux points de la

solution 2T, apparaît un nuage de points induit par la perturbation.

Lorsqu'on diminue la période des impulsions P

(0)
, L1 n'a plus le temps de

revenir sur son régime permanent et seule subsiste la séquene d'impulsions

irrégulières du régime transitoire. Dans le diagramme de premier retour, les

deux points de la struture ne sont plus visibles et elle-i résulte prinipa-

lement de la dynamique haotique, qui reste néanmoins entourée de points

aléatoires provenant de la perturbation (�gure 2.20).
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Figure 2.19 � Création d'un régime haotique transitoire en partant d'os-

illations 2T. En haut, l'évolution temporelle des intensités, ave le régime

permanent 2T. En bas, le diagramme de premier retour de I2 met en évidene

un nuage de points situé autour des deux points (voir �èhes) aratéristiques

d'un régime 2T. Les paramètres expérimentaux sont : i1 = 16mA, i2 = 12mA,

P(SF6) = 10 mTorr et P(He) = 0.5 Torr.
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Figure 2.20 � Régime haotique transitoire. La rédution de la période de

L1 empêhe L2 de revenir sur son état non-ouplé 2T. Dans le diagramme

de premier retour les deux points ont disparu, seule subsiste la struture en

double branhe typique du haos d'un LAS. Les paramètres expérimentaux

sont identiques à eux de la �gure 2.19.
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Figure 2.21 � Création d'un régime haotique transitoire à partir d'impul-

sions périodiques P

(1)
. Comme dans la �gure 2.20, les deux points du régime

non-ouplé oexistent ave la struture en double branhe. Les paramètres

expérimentaux sont : i1 = i2 = 16mA, P(SF6) = 5 mTorr et P(He) = 2.5

Torr.
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Nous avons retrouvé le même e�et en hoisissant pour L1 un régime pé-

riodique P

(1)
(�gure 2.21). En absene de ouplage, le diagramme de premier

retour est omposé de deux points, que l'on retrouve dans le système ouplé,

entouré d'un nuage de points provenant du régime transitoire, qui se situe

sur la struture haotique naissante.

Une troisième expériene e�etuée ave L1 non-ouplé en régime haotique

a donné le même type de résultat que dans les as préédents, 'est-à-dire

un diagramme en double branhe entouré d'un nuage de points. Toutefois, il

est intéressant de noter que l'augmentation du paramètre de pompe du laser

impulsionnel L2 (rédution de sa période) stabilise le régime haotique en un

régime périodique, omme nous l'indique le diagramme de premier retour,

formé de points bien isolés (�gure 2.22).

2.5 Régimes non pulsés

Nous nous intéressons maintenant aux régimes dans lesquels la dynamique

de L2 s'éarte nettement de la solution P

(0)
ou P

(n)
.

2.5.1 Osillations

Les régimes d'osillations périodiques en phase (�gure 2.23) et en oppo-

sition de phase (�gure 2.24) représentent deux modes lassiques du ouplage

d'osillateurs faiblement non linéaires. Ils se situent près de la deuxième bi-

furation de Hopf des deux lasers. Notons que les osillations en opposition

de phase sont très di�iles à obtenir. Dans le diagramme de stabilité de la

�gure 1.6, nous n'avons retrouvé numériquement que le régime d'osillation

en phase et non elui en opposition de phase. Il est possible qu'en faisant

varier les paramètres, e régime puisse être reproduit, mais le nombre de

paramètres ne permet pas d'en entreprendre une reherhe exhaustive.

2.5.2 Régimes ontinus

Le as le plus simple est elui de l'interation des deux lasers en ré-

gime ontinu. Intuitivement, on s'attend à trouver un régime ouplé ontinu,

dans lequel les deux lasers oopèrent pour saturer l'absorbant. Même faible,

nous nous attendons à une variation des valeurs stationnaires des intensités.

Cependant, les mesures expérimentales n'ont montré auune modi�ation

détetable. Ce résultat est à relier à la sous-estimation de la saturabilité de

l'absorbant (voir la setion 1.3). En réalité, l'absorbant se sature à bas niveau

et dès qu'un laser est ontinu l'autre n'a plus d'e�et notable.
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Figure 2.22 � Stabilisation par ouplage du régime haotique de L2. Les deux

lasers se sont synhronisés et la struture haotique a disparu : le diagramme

de premier retour est aratéristique d'un régime périodique. Les paramètres

expérimentaux sont : i1 = 12mA, i2 = 16mA, P(SF6) = 10 mTorr et P(He)

= 1 Torr.
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Figure 2.23 � Osillations en phase du système ouplé. Ce régime est ou-

ramment renontré dans le ouplage d'osillateurs faiblement non linéaires

(ν = 26.5kHz). Les paramètres expérimentaux sont : i1 = 20mA, i2 = 16mA,

P(SF6) = 10 mTorr et P(He) = 1 Torr.
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Figure 2.24 � Osillations hors de phase du système ouplé. Ce régime est

très di�ilement obtenu dans notre système (ν = 25 kHz). Les paramètres

expérimentaux sont : i1 = i2 = 16mA, P(SF6) = 10 mTorr et P(He) = 1

Torr.
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Contrairement à notre intuition, nous avons trouvé, près de la deuxième

bifuration de Hopf, des situations où les deux lasers ontinus se ouplent

en donnant naissane à des osillations. Cet e�et montre que notre modéli-

sation du ouplage ne reproduit pas toujours l'expériene. En e�et, dans les

simulations numériques, le ouplage des deux lasers en régime ontinu donne

toujours un régime ontinu (f. le diagramme de la �gure 1.6).

2.5.3 Chaos synhronisé

Un régime souvent renontré dans le ouplage d'osillateurs non linéaires

est elui du haos synhronisé. Dans notre système, nous avons observé deux

types di�érents de haos synhronisé (�gures 2.25 et 2.27). Le premier a été

obtenu pour des paramètres prohes de eux des osillations en opposition

de phase alors que les lasers non ouplés émettent en régime ontinu. Les

intensités des deux lasers ouplés ont la même évolution temporelle et les

diagrammes de premier retour, alulés sur les deux signaux, nous permettent

d'identi�er un omportement haotique de haun des deux lasers. De plus,

la synhronisation des deux osillateurs fait apparaître un délai. Ce type de

omportement est aratéristique de la synhronisation de deux osillateurs

non identiques ouplés de façon symétrique, appelée � lag synhronization�,

dérite théoriquement et observé dans [45, 62℄.

Nous introduisons la fontion de similitude S(τ) omme la mesure de

l'éart quadratique moyen entre les deux intensités en fontion du retard τ
entre elles-i et nous herhons le minimum de ette fontion.

S2(τ) =
〈[I2(t+ τ)− I1(t)]

2〉
√

〈I21 (t)〉〈I22(t)〉
(2.5)

Si les deux signaux sont indépendants, leur di�érene est du même ordre

de grandeur que les signaux eux-mêmes, à savoir S(τ) ∼ 1 quel que soit τ . Si
les deux signaux sont identiques, S(τ) atteint sa valeur minimale nulle pour

τ = 0.
Dans le as de la �gure 2.25, le minimum est atteint pour τ = 0.4µs,

mettant en évidene un régime de synhronisation retardé. La valeur S(0.4)
ne s'annule pas en raison du non étalonnage des déteteurs utilisés dans

l'expériene. Nous observons sur S(τ) des minima seondaires espaés de

54µs, qui orrespondent à la période des impulsions P

(2)
, majoritaires dans

le régime haotique.

Le deuxième type de haos synhronisé orrespond au ouplage des deux

lasers initialement périodiques P

(1)
. Contrairement au as préédent, les im-

pulsions du régime haotique ont des trains d'osillations beauoup plus longs
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Figure 2.25 � Premier type de haos synhronisé. Evolution temporelle des

deux intensités. Diagrammes de premier retour typiques d'un LAS identiques

sur les deux intensités. Fontion de similitude mettant en évidene un régime

de synhronisation retardé de τ = 0.4µs. Les paramètres expérimentaux sont :

i1 = 20mA, i2 = 16mA, P(SF6) = 10 mTorr et P(He) = 1 Torr.
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Figure 2.26 � Chaos synhronisé : mise en évidene du retard τ = 0.4µs
trouvé par la reherhe du minimum de la fontion S(τ).

(P

(10)
-P

(20)
au lieu de P

(1)
-P

(3)
). La fontion de similitude présente des mi-

nima seondaires espaés de 16µs, e qui orrespond à la période des osilla-

tions.

La �gure 2.28 montre un autre type de dynamique haotique, on�r-

mée par les diagrammes de premier retour, dans lequel les deux lasers ne

suivent pas la même évolution. L1 émet des osillations de faible amplitude,

sans jamais s'approher du plan ritique I1 = 0. Cependant, la fontion de

similitude, alulée pour e régime montre un minimum global, de valeur

omparable à eux des deux as préédents, pour τ = −14µs.

2.5.4 Régimes quasipériodiques

Les �gures 2.29 et 2.30 illustrent deux régimes quasipériodiques du sys-

tème ouplé. Le aratère quasipériodique est mis en évidene par les dia-

grammes de premier retour, qui montrent une struture fermée. Dans les deux

as les lasers ne sont pas entièrement synhronisés : en e�et, on retrouve une

synhronisation par intermittene analogue à elle de la �gure 2.15, ave la

di�érene qu'il ne s'agit pas ii d'impulsions P

(0)
.

Les spetres de Fourier des deux signaux donnent une indiation sur le

rapport entre les fréquenes des deux lasers, qui se situe autour de 2/3 pour

la �gure 2.29 et 5/4 pour la �gure 2.30. Ces régimes quasipériodiques existent
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Figure 2.27 � Deuxième type de haos synhronisé. Les diagrammes de

premier retour onstruits à partir des deux signaux sont di�érents de eux du

premier type. L'étude de la fontion de similitude met en évidene un régime

de synhronisation retardé de τ = −4µs. Les paramètres expérimentaux sont :

i1 = i2 = 12mA, P(SF6) = 15 mTorr et P(He) = 0.5 Torr.
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Figure 2.28 � Troisième type de haos synhronisé. Les deux signaux tem-

porels ne suivent pas la même évolution. Leur aratère déterministe est

on�rmé par les diagrammes de premier retour. La fontion de similitude

S(τ) présente son minimum absolu pour τ = −14µs. Les paramètres expéri-

mentaux sont : i2 = 16mA, i2 = 20mA, P(SF6) = 5 mTorr et P(He) = 2.5

Torr.
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dans une région étroite des paramètres, e qui en rend di�ile l'observation.

Ils sont mis en évidene ii pour la première fois dans un système LAS. Nous

ne sommes pas arrivés à les reproduire numériquement.
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Figure 2.29 � Osillations quasipériodiques 2 :3. Les diagrammes de pre-

mier retour montrent une �gure fermée, représentative de la quasipériodiité.

Les fréquenes de pulsation des deux lasers sont visibles sur les spetres de

Fourier. Les paramètres expérimentaux sont : i1 = i2 = 15mA, P(SF6) = 2

mTorr et P(He) = 3 Torr.
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Figure 2.30 � Osillations quasipériodiques 5 :4. Les paramètres expérimen-

taux sont : i1 = i2 = 12mA, P(SF6) = 4 mTorr et P(He) = 1.5 Torr.
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2.6 Dynamique des modes TEM01 et TEM10

Nous onsidérons ii le ouplage des deux LAS osillant haun sur les

deux modes transverses de la famille q = 1. Dans ette on�guration, l'e�et
du ouplage est bien plus omplexe que pour les modes fondamentaux. En

partiulier, nous avons deux types de ouplage :

� le ouplage oopératif entre les modes TEM01 (ou TEM10) des deux

lasers, qui agit de la même façon que dans la on�guration préédente.

� le ouplage entre les modes TEM01 et TEM10 d'un même LAS. Ii, le

ouplage dépend du degré de reouvrement des modes et son ation

repose à présent sur l'absorbant (ouplage oopératif) et sur le milieu

atif (ouplage ompétitif). Il est important de noter que même si

les modes TEM01 et TEM10 sont orthogonaux, omme les e�ets de

saturation dépendent des intensités, le ouplage est non nul.

Dans tous les milieux, nous négligeons les e�ets éventuels de di�usion

moléulaire transverse sur le ouplage des modes.

Dans ette on�guration, la dynamique est enore plus rihe qu'ave

les modes fondamentaux. Néanmoins, nous retrouvons des omportements

omme la synhronisation d'impulsions déjà renontrée préédemment. Des

régimes nouveaux ont été observés, mais leur omplexité assoiée à l'impos-

sibilité de mesurer omplètement leur évolution, nous empêhe d'en fournir

une analyse exhaustive.

Parmi l'ensemble des régimes observés, l'un d'entre eux a attiré notre at-

tention à ause de sa ressemblane ave la déstabilisation de l'état ontinu

(f. setion 2.4.1). Non ouplé, L2 est en régime ontinu et L1 osille près du

seuil, dans un régime appelé P

(1)
A [42℄, dont les deux maxima sont déalés

de 13 µs. Les levées de dégénéresene entre les modes de haque laser, res-

petivement 1.3 MHz pour L1 et 2.8 MHz pour L2, sont très di�érentes de

la fréquene de relaxation (∼ 70KHz). En onséquene, la modulation des

amplitudes modales à la fréquene de battement est négligeable [63℄.

Lors du ouplage, nous observons sur L2 des osillations de relaxation vers

l'état stable (�gure 2.31). L'irrégularité de l'enveloppe de es osillations de

fréquene 68 KHz, dérive d'une modulation basse fréquene visible sur les

spetres de Fourier (∼ 40kHz), qui provient de l'interation des deux modes.

Cette fréquene est invisible sur la somme des deux signaux (�gure 2.32),

e qui indique la présene d'une dynamique d'antiphase, phénomène étudié

analytiquement et expérimentalement pour les modes longitudinaux d'autres

systèmes [64, 65, 66, 67℄.
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Figure 2.31 � Perturbation de l'état ontinu de L2 par les impulsions de

L1. En bas, les impulsions P

(0)
des modes de L1, en haut, les osillations de

relaxation des modes de L2 vers l'état ontinu. Les paramètres expérimentaux

sont : i1 = 12mA, i2 = 20mA, P(SF6) = 5 mTorr et P(He) = 3 Torr.



80 CHAPITRE 2. ETUDE EXPÉRIMENTALE

Temps (µs)

Intensité

8007006005004003002001000

3

2.5

2

1.5

1

0.5

0

0.150.10.050 0.150.10.050 0.150.10.050

Figure 2.32 � Mise en évidene de la dynamique d'antiphase entre les osil-

lations de L2. En haut, la somme des intensités des modes de L2, représentées

en bas. Les transformées de Fourier des signaux montrent, une dynamique

antiphase de basse fréquene, invisible sur la somme des signaux.
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2.7 Conlusion

Cette étude expérimentale et numérique, a mis en évidene la partiularité

du ouplage introduite par un absorbant intraavité partagé par deux lasers.

La rihesse dynamique du LAS nous a permis d'étudier le ouplage dans

plusieurs as, en partant de la synhronisation d'impulsions sans struture

jusqu'aux régimes plus omplexes du LAS : impulsions ave struture et

haos.

L'étude a montré que le ouplage est fortement dépendant du temps,

et que l'on peut séparer les régimes observés en deux groupes prinipaux :

régimes pulsés, où le ouplage ressemble à une perturbation impulsionnelle

réiproque entre les deux lasers et régimes osillants ou quasi-ontinus, où

le ouplage est plus lassique ave la présene d'osillations en phase et en

opposition de phase. Dans le premier groupe, l'e�et de déstabilisation induit

par l'interation o�re un moyen de visualiser les régimes transitoires du LAS.

Au-delà des simples osillations de relaxation, nous avons pu observer la

naissane d'attrateurs haotiques.

Une étude de la synhronisation entre les impulsions a montré l'impor-

tane du paramètre de pompe dans la phase de synhronisation. Nous avons

montré expérimentalement et numériquement qu'une petite variation de e

paramètre peut donner naissane à une synhronisation des régimes pério-

diques ave déphasage des signaux. Cet e�et a aussi été retrouvé dans les

régimes haotiques, omme prévu par les réentes études numériques [45, 62℄

du ouplage de systèmes non identiques.

Les simulations numériques du modèle dérivé des modèles du LAS re-

produisent la majorité des régimes observés expérimentalement. Néanmoins,

pour reproduire la déstabilisation par ouplage de deux régimes ontinus,

nous estimons souhaitable une amélioration de la prise en ompte de l'absor-

bant a�n de ompléter la desription du système.
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Introdution

Dans le adre de l'étude de la dynamique spatio-temporelle, nous présen-

tons une étude analytique et numérique de la formation de strutures dans

un LAS.

Nous onsidérons un LAS de grande ouverture transverse, ave une avité

optique de type Fabry-Perot. Quand le nombre de Fresnel devient grand

(N > 100), nous pouvons abandonner le développement en modes de la avité

et utiliser omme base les modes de Fourier dans le plan transverse. Cei

revient à onsidérer que notre système a une ouverture in�nie, 'est-à-dire

à négliger omplètement les e�ets de bord. L'avantage de la base de Fourier

réside dans la simpliité qu'elle o�re pour exprimer le terme de di�ration

(laplaien transverse). Notre analyse suit la démarhe utilisée dans d'autres

études de systèmes de grande ouverture [24, 25℄. Le modèle hoisi est elui

de Zambon, introduit et dérit dans la setion 1.2.2, ave la prise en ompte

des e�ets spatiaux [42℄.

Tout d'abord, nous montrons que l'analyse de stabilité linéaire de la solu-

tion nulle dérit l'e�et de l'absorbant sur l'apparition des modes au seuil. En

partiulier, selon le signe de son éart en fréquene, l'absorbant peut inhiber

ou favoriser l'apparition des strutures. C'est un omportement semblable

à elui du laser libre. Puis, une analyse faiblement non linéaire a été e�e-

tuée, a�n d'étendre la validité des résultats de l'analyse de stabilité linéaire.

Nous montrons que le LAS est dérit par une équation de Swift-Hohenberg

ouplé à une équation pour la population du milieu atif (f. référene [25℄)

dans laquelle l'absorbant se manifeste sous forme d'un terme non linéaire

additionnel, qui joue sur la stabilité des solutions.

Une omparaison des résultats numériques fournis par le modèle de Swift-

Hohenberg et le système omplet nous on�rme la validité de e modèle au

voisinage du seuil et illustre la séletion e�etuée par les termes non linéaires.

Dans le as du système omplet, les simulations montrent ainsi la présene

d'impulsions 2D progressives.
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3.1 Modèle du LAS

Notre modèle du LAS est basé sur elui que propose Zambon et al. [50℄

dans le adre de l'approximation de l'onde plane. Il est présenté dans la se-

tion 1.2.2 et utilise une desription à trois niveaux pour le milieu atif et à

deux pour l'absorbant. La population de l'absorbant est éliminée adiabati-

quement en la onsidérant omme une variable rapide.

Ce modèle a déjà été étendu au as d'un laser à plusieurs modes dans

des travaux préédents [52, 63℄, en ajoutant dans les équations l'e�et de la

di�ration. Contrairement à es travaux, dans lesquels l'équation aux dérivées

partielles pour le hamp était simpli�ée en utilisant un développement en

modes de la avité (Gauss-Laguerre ou Gauss-Hermite), ii nous gardons

la dépendane des variables spatiales a�n de donner la desription la plus

omplète possible de la dynamique transverse.

Les équations de départ sont :

∂F

∂τ
= −κ

[(

1− i
A
8
∇2

⊥ + A
1− iδ

1 + δ2 + a|F |2
)

F −AP

]

(3.1a)

∂P

∂τ
= γ⊥[FD − (1 + iΩ)P ] (3.1b)

∂D

∂τ
= γ‖

[

(χ−D)− 1

2
(F ∗P + P ∗F )

]

− c1(s−D) (3.1)

∂s

∂τ
= −γ1(s−D) (3.1d)

où les variables F , P , D et s représentent respetivement le hamp éle-

trique à l'intérieur de la avité, la polarisation du milieu atif, son inversion

de population et l'e�et du troisième niveau. Toutes es variables dépendent

des variables spatiales x, y. La dépendane en z a été éliminée dans l'ap-

proximation du hamp moyen. L'opérateur ∇2
⊥ est le Laplaien transverse

∂2/∂x2 + ∂2/∂y2.
Les paramètres κ, γ⊥, γ‖ et γ1 sont respetivement, les taux de relaxation

du hamp életrique, de la polarisation, de l'inversion de population et de

la variable auxiliaire. c1 est la onstante de ouplage entre l'inversion de

population et la variable auxiliaire.A et A sont les oe�ients d'ampli�ation

du milieu atif et d'absorption de l'absorbant en régime linéaire ('est-à-

dire en absene de saturation). χ est le paramètre de pompe, qui dérit

la distribution spatiale du pompage. Dans notre as, nous onsidérons un

pompage uniforme, et don un χ indépendant de l'espae. A est le oe�ient

de di�ration, Ω et δ sont respetivement les éarts entre la fréquene de

la avité et la fréquene entrale de la transition du milieu atif et entre la

avité et la raie de l'absorbant. Ω et δ ne sont pas indépendants : en réalité
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la di�érene de fréquene ∆ entre les transitions est �xée. Nous avons don

une relation entre les éarts en fréquene : ∆ = Ω− δ.

A�n d'étudier le système d'équations 3.1, il est utile d'e�etuer une série

de hangements de variable, pour présenter le système sous une forme faisant

apparaître les équations du laser libre [25℄ auxquelles s'ajoutent des termes

orretifs représentant la ontribution de l'absorbant.

3.1.1 Changement de repère

Nous e�etuons don un hangement d'éhelle sur les variables, en intro-

duisant F =
√
γ
⊥
e, P =

√
γ
⊥
A−1p et une éhelle de temps t = τγ⊥. Les

variables du milieu atif D et s sont aussi renormalisées ave l'introdution

de n = (χ − D)A et m = (s − χ)A, e qui permet d'érire la solution d'in-

tensité nulle sous la forme e = p = n = m = 0. Ave les nouvelles variables

e, p, n et m, le système 3.1 devient :

∂e

∂t
+ σe = iA1∇2

⊥e+ σp− σ
A(1− iδ)

1 + δ2 + aγ⊥|e|2
e (3.2a)

∂p

∂t
+ (1 + iΩ)p = (r − n)e (3.2b)

∂n

∂t
+ bn =

1

2
(e∗p+ p∗e) + c2(n+m) (3.2)

∂m

∂t
+ cm = −cn, (3.2d)

où nous avons dé�ni σ = κ/γ⊥, A1 = σA/8, b = γ‖/γ⊥, c = γ1/γ⊥, c2 =
c1/γ⊥ < 0 et r = Aχ.

Nous pouvons maintenant introduire de nouveaux paramètres, dépendant

de A et δ, qui sont Ã = σA/(1 + δ2) et ΩLAS = σAδ/(1 + δ2). Les équations
deviennent alors :

∂e

∂t
+ σe = iA1∇2

⊥e+ σp (3.3a)

−(Ã− iΩLAS)

(

1− aγ⊥|e|2
1 + δ2 + aγ⊥|e|2

)

e (3.3b)

∂p

∂t
+ (1 + iΩ)p = (r − n)e (3.3)

∂n

∂t
+ bn =

1

2
(e∗p+ p∗e) + c2(n+m) (3.3d)

∂m

∂t
+ cm = −cn (3.3e)
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Nous allons maintenant hanger la fréquene de référene et ré-érire les

équations du hamp et de la polarisation en fontion des nouvelles variables

ẽ et p̃ :

e = ẽ eiΩLASt

p = p̃ eiΩLASt

En introduisant δ1 = 1+A/(1 + δ2) et ΩG = Ω+ΩLAS, les équations de-

viennent (on a omis le symbole ∼ pour alléger l'ériture, dans la mesure où e

hangement de variables laisse invariant le module des nombres omplexes) :

∂e

∂t
+ σδ1e = iA1∇2

⊥e+ σp (3.4a)

+(Ã− iΩLAS)
aγ⊥|e|2

1 + δ2 + aγ⊥|e|2
e (3.4b)

∂p

∂t
+ [1 + iΩG]p = (r − n)e (3.4)

∂n

∂t
+ bn =

1

2
(e∗p + p∗e) + c2(n+m) (3.4d)

∂m

∂t
+ cm = −cn (3.4e)

Les deux paramètres δ1 et ΩG �gurant dans 3.4 montrent deux e�ets

importants introduits par l'absorbant :

� δ1 remplae le terme de pertes (égal à 1 dans le laser libre). Il fait

apparaître dans l'équation du hamp e un terme supplémentaire Ã
qui représente les pertes induites par l'absorbant. Comme on pouvait

s'y attendre, es pertes se traduisent par une augmentation du seuil

de fontionnement du laser.

� la présene de la fréquene ΩLAS dans le paramètre ΩG montre l'in-

�uene de l'absorbant sur la fréquene de fontionnement du laser

libre Ω. Etant donnée l'importane de Ω dans la formation de stru-

tures transverses, on s'attend à e que l'absorbant joue un r�le dans

la séletion de strutures qui apparaissent au seuil de fontionnement

du LAS.
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3.2 Analyse de stabilité linéaire de l'état d'in-

tensité nulle

La solution du laser éteint, après les hangements de variables, orrespond

au point de oordonnées (e = p = n = m = 0). A�n de déterminer le seuil du

laser, nous e�etuons une analyse de stabilité linéaire : ette analyse revient

à approximer l'évolution du système dans le voisinage de la solution nulle

par un système d'équations linéaires. Une fois le système linéarisé, nous sa-

vons que sa dynamique suivra une loi exponentielle soit onvergente (solution

stable), soit divergente (solution instable). La situation ritique orrespond

à une solution stationnaire ou osillante, ni atténuée, ni ampli�ée.

Pour obtenir le système linéarisé, nous développons les équations au pre-

mier ordre autour de la solution et herhons par la suite les valeurs des

paramètres pour lesquels le système atteint l'état ritique. En substituant

dans le système la solution perturbée :
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(3.5)

et en négligeant les termes non linéaires, nous obtenons :

∂δe

∂t
+ σδ1δe = iA1∇2

⊥δe+ σδp (3.6a)

∂δp

∂t
+ [1 + iΩG]δp = rδe (3.6b)

∂δn

∂∂t
+ bδn = c2(δn+ δm) (3.6)

∂δm

∂t
+ cδm = −cδn (3.6d)

Ces équations montrent que le système se sépare en deux sous-systèmes

non ouplés. Le premier est formé des équations du hamp et de la polarisa-

tion, le deuxième des populations des niveaux du milieu atif. Nous traitons

don les deux sous-systèmes séparément. Les deuxième et quatrième équa-

tions nous permettent d'exprimer les valeurs de δp et δm, que nous injetons

dans les première et troisième équations. Suite à ela, nous obtenons le sys-

tème suivant :

[

∂

∂t
+ (1 + iΩG)

] [

∂

∂t
+ σδ1 − iA1∇2

⊥

]

δe = σrδe (3.7a)

(

∂

∂t
+ c

)(

∂

∂t
+ b− c2

)

δn = −c2cδn (3.7b)
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Pour résoudre e système, nous hoisissons de développer le hamp e sous
forme d'une série de Fourier. Ce développement est valable dans le as où

les onditions aux bords sont elles de bords non absorbants, 'est-à-dire un

laser dont les dimensions transverses sont in�nies. Cette approximation est

justi�ée en onsidérant que, même en présene de bords absorbants, quand la

taille transverse du système est importante par rapport aux longueurs d'onde

transverses, l'e�et du terme de di�ration loin des bords reste identique, et

don notre système dérit orretement le omportement du laser dans sa

région entrale.

Les expressions de δe et δn ompatibles ave e type de développement

s'érivent de la manière suivante :

δe = e0 e
i~k·~x+λt

δn = n0 e
ηt

où

~k ≡ (kx, ky) est le veteur d'onde de la omposante que nous étudions, ~x ≡
(x, y) le veteur position, et λ et η les valeurs propres du système linéarisé.

En substituant δe et δn dans le système 3.7, nous obtenons les équations

aratéristiques suivantes :

(λ+ iA1k
2 + σδ1)(λ+ 1 + iΩG)− rσ = 0 (3.8a)

(η + c)(η + b− c2) + c2c = 0. (3.8b)

Le fait que les raines η− et η+ de la deuxième équation soient toujours

négatives, ar le paramètre c2 est négatif, ne donne lieu à auune instabilité :

η−η+ = cb > 0

η− + η+ = c2 − b− c < 0

Par ontre, la première équation (3.8) donne deux relations pour les par-

ties réelle et imaginaire de λ : ℜ(λ) = f(k2, ..p..),ℑ(λ) = g(k2, ..p..) (où ..p..
représente tous les paramètres du système). Par la suite, nous �xerons tous

les paramètres du système sauf le gain r, qui est hoisi omme paramètre de

ontr�le.

Nous allons maintenant herher la forme expliite de λ en fontion de

k2 et r : la résolution de l'équation ℜ(λ) = 0 nous donne le seuil de fon-

tionnement rc du système en fontion de la omposante du veteur d'onde

~k.
Le mode qui se déstabilise en premier est elui qui présente le seuil de fon-

tionnement rc le plus faible (seuil de fontionnement du laser). La résolution

de ℑ(λ) = 0 permet de déterminer la fréquene νc de haque mode. Nous
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obtenons les expressions analytiques suivantes :

rc = δ1

[

1 +

(A1k
2 − ΩG

1 + σδ1

)2
]

(3.9a)

νc =
σδ1ΩG +A1k

2

1 + σδ1
(3.9b)

Les expressions de rc et νc en fontion des paramètres du système d'origine

sont données dans l'annexe A.1.
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3.3 Création et inhibition de strutures

Les équations (3.9) montrent que la ourbe rc en fontion de k2 est une

parabole : son minimum est atteint pour une valeur que nous appellerons k2c ,
qui est le arré du veteur d'onde assoié au mode qui se déstabilise au seuil.

Sa valeur est :

k2c =
ΩG

A1

=
1

A1

[Ω + ΩLAS] =
1

A1

[

Ω +
σAδ

1 + δ2

]

(3.10)

Dans le as limite A = 0, nous retrouvons l'expression de k2c du laser libre.
Il existe alors deux types de solutions, ave ou sans struture au seuil. Le seul

paramètre qui ontr�le et e�et est l'éart en fréquene Ω : si Ω est positif,

nous trouvons une valeur positive de k2c , e qui indique que le minimum de la

ourbe d'instabilité de la solution zéro orrespond à une solution inhomogène

(présene de strutures). Par ontre, si Ω est négatif, la position du minimum

de la ourbe est à k2 = 0, et donne au seuil une solution homogène (absene

de strutures). Les Figures 3.1 et 3.2 sont représentatives des deux as que

nous venons d'exposer. Dans notre système à deux dimensions, les ourbes

de la Figure 3.1 représentent des oupes de la surfae rc(kx, ky) le long d'une
diretion arbitraire qui passe par l'origine.

En introduisant l'absorbant, l'éart en fréquene Ω est remplaé par une

valeur e�etive ΩG, qui joue le même r�le que Ω pour le laser libre. La présene

de ΩLAS, fontion des paramètres A et δ de l'absorbant, modi�e la valeur de

ΩG, et permet de hanger son signe, au point de faire apparaître ou disparaître

les strutures transverses.

A�n de omparer le laser libre et le LAS, nous avons étudié les di�érents

as qui se produisent en fontion des signes de Ω et δ. Premièrement, nous

onsidérons Ω > 0, 'est-à-dire une situation où le laser libre présente une

struture transverse.
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Figure 3.1 � Evolution du paramètre de pompe ritique rc en fontion de

k, pour Ω = −1 (gauhe) et Ω = +1 (droite).
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(i) Si δ < 0 (�gure 3.3(a)), 'est-à-dire la fréquene du hamp située entre

elle du milieu atif et elle de l'absorbant, la présene de l'absorbant déplae

kc vers des valeurs de plus en plus faibles au fur et à mesure qu'augmente la

valeur de A, jusqu'au point où l'éart en fréquene Ω est ompensé par δ et
la struture disparaît omplètement pour donner une solution homogène.

La �gure 3.4 montre l'évolution typique des paramètres kc, rc, νc−ΩLAS et

ΩG en fontion de A pour Ω = 1.2 et δ = −0.8. La disparition des strutures

est évidente dans la �gure 3.4 : quand A > 2.5, kc s'annule et les strutures
disparaissent. Dans la partie inférieure de la �gure 3.4 nous pouvons observer

que le seuil rc augmente ave A, omme on peut s'y attendre dans un LAS.

De plus, pour A < 2.5, ΩG est positif, et νc − ΩLAS est onstant et égal à

Ω = 1.2 (ette valeur peut être alulée à partir des variables d'origine, f.

annexe A.1). Quand A > 2.5, νc − ΩLAS devient une fontion de A.

(ii) Si δ = 0 (�gure 3.3(b)), la raie de l'absorbant oïnide ave la fré-

quene du hamp : l'e�et séletif disparaît, et l'absorbant ontribue seulement

à augmenter le seuil du laser.

(iii) Si δ > 0 (�gure 3.3()), la fréquene du hamp est supérieure à elles

du milieu atif et de l'absorbant. Dans e as, l'absorbant ontribue à la

formation de strutures, en augmentant la valeur de k2c et don en favorisant

la déstabilisation des modes d'ordre supérieur.

Une vision d'ensemble des di�érents as est obtenue en traçant la dépen-

dane de ΩG ainsi que des paramètres ritiques (rc, νc et kc) en fontion de ∆
pour A �xée (�gure 3.5). Nous traçons l'évolution des paramètres i-dessus

pour des valeurs des paramètres identiques à la �gure 3.4 et pour A = 2.
Nous pouvons observer l'e�et de l'absorption sur le seuil rc, qui montre un

maximum pour ∆ = Ω = 1.2, 'est-à-dire pour un absorbant résonnant ave

le milieu atif. Autour de ette valeur, rc suit une ourbe approximativement

lorentzienne.
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Figure 3.2 � Evolution du paramètre de pompe ritique rc en fontion de

k2, pour Ω = −1 (gauhe) et Ω = +1 (droite).
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δ=0
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δ
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νν ν

(a) (b) (c)

δΩ

Figure 3.3 � R�le de l'absorbant dans la séletion de la struture. Le trait

plein indique la position de la raie du milieu atif, le pointillé la raie de l'ab-

sorbant et la �èhe ondulée le hamp életrique. Les trois as orrespondent

à : Ω positif. (a) δ < 0, la fréquene du hamp életrique est entre les fré-

quenes entrales du milieu atif et de l'absorbant. C'est une situation où

l'absorbant inhibe la présene des strutures. (b) δ = 0, la fréquene du

hamp oïnide ave le entre de la raie de l'absorbant. C'est la situation dé-

générée où auune séletion n'est e�etuée. () δ > 0, la fréquene du hamp

est plus élevée que elle de l'absorbant. C'est une situation où l'absorbant

favorise la présene de strutures.

Les e�ets de réation et d'inhibition sont présents respetivement pour

∆ < 1.2 et∆ > 1.2. Les ourbes de kc et ΩG montrent lairement es régions :

le point ΩG = Ω = 1.2 marque la séparation : à gauhe kc a une valeur plus

élevée que ktheor =
√

(Ω/A1) = 10.95 (valeur de kc en absene d'absorbant)

et à droite kc est toujours plus faible que ktheor. Nous trouvons aussi une

région ΩG < 0, dans la plage [1.8,3.1℄ où les strutures sont omplètement

inhibées (kc = 0).

Considérons maintenant la situation où le laser libre présente une solution

homogène au seuil (Ω < 0).

(i) Si δ < 0, l'absorbant n'a�ete pas la séletion des strutures : seul le

seuil rc augmente ave A, mais la solution au seuil reste homogène.

(ii) Si δ = 0, la situation est la même que dans le as Ω > 0, 'est-à-dire
que l'absorbant n'a pas d'e�et sur la struture.

(iii) Si δ > 0, des valeurs importantes de A donnent naissane à des

strutures transverses. La �gure 3.6, illustre le as δ = 4 et Ω = −2, pour
lequel les évolutions des paramètres kc et rc sont représentées en fontion

de A. Comme dans le as de l'inhibition, l'éart en fréquene ∆ détermine

également les intervalles de fréquene dans lesquels la réation de strutures

peut se produire : dans la �gure 3.7 nous montrons l'e�et que ∆ peut avoir

sur les valeurs des paramètres au seuil.
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Figure 3.4 � Inhibition des strutures transverses d'un LAS. En augmentant

A, la valeur de kc diminue vers zéro. Cei montre l'e�et d'inhibition exeré

par l'absorbant. Les valeurs des paramètres sont : σ = 1, Ω = 1.2, ∆ = 2,
A1 = 0.01.
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Figure 3.5 � E�et de l'éart en fréquene ∆ sur la présene des strutures.

En suivant l'évolution de kc on onstate que l'éart en fréquene de l'ab-

sorbant joue un r�le important, permettant de passer d'une situation ave

strutures transverses à une solution homogène et vie versa. Les valeurs des

paramètres sont : σ = 1, Ω = 1.2, A = 2, A1 = 0.01.
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Figure 3.6 � Création des strutures : on peut observer qu'en fontion de

A la valeur de kc passe de zéro à une valeur positive, indiation de présene

des strutures. Les valeurs des paramètres sont : σ = 1, Ω = −0.5, ∆ = −4,
A1 = 0.01.
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Figure 3.7 � E�et de l'éart en fréquene ∆ sur la réation des strutures.

Comme dans le as de la �gure 3.5, nous trouvons en fontion de ∆ toutes les

on�gurations possibles de réation ou d'inhibition de strutures. Les valeurs

des paramètres sont : σ = 1, Ω = −0.5, A = 2, A1 = 0.01.
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Figure 3.8 � Rédution du seuil laser : en haut, évolution de la valeur du

seuil rc en fontion de A, ave une valeur minimale pour A = 2 (Ω = −1.5).
En bas, région de Ω [−3.5,−1] dans laquelle se produit le phénomène de

rédution du seuil. Les valeurs des paramètres sont : σ = 1.0, ∆ = −4,
A1 = 0.01.
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k2

A=0

A=0

r

Figure 3.9 � Rédution du seuil : la �gure montre que l'absorbant peut

diminuer la valeur de rc (à k2 = 0) même si la parabole d'instabilité se

déplae vers le haut.

3.3.1 Rédution du seuil du laser

La �gure 3.8 montre que le seuil de fontionnement du laser admet un mi-

nimum lorsque A augmente depuis la valeur zéro : pour les valeurs hoisies des

paramètres, e minimum est atteint pour A = 2. Ce résultat ontre-intuitif

peut s'expliquer en analysant l'e�et de l'absorbant sur la parabole d'instabi-

lité de la solution zéro (rc en fontion de k2). En absene de struture, ette

parabole (visualisée sur la �gure 3.2) ne présente pas de minimum pour des

valeurs de k2 positives : le minimum orrespond à une valeur de k2 négative,
e qui n'a auun sens physique. Dans ette situation, le fait d'augmenter la

valeur de A revient à déplaer la parabole vers le haut (augmentation du seuil

dû à l'absorption) et vers la droite (augmentation de ΩG). Si la pente de la

parabole en k2 = 0 est supérieure au rapport entre le déplaement vertial et

horizontal, l'e�et global onduit à une solution homogène ave un seuil plus

faible (�gure 3.9).

D'une façon plus physique, nous pouvons expliquer e phénomène en re-

gardant l'e�et de l'absorbant sur la pulsation νc qui apparaît au seuil. Dans

le as du laser libre et pour Ω > 0, nous avons montré que ette pulsation

orrespond exatement à l'éart en fréquene entre la avité et le milieu atif
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(νc = Ω), 'est-à-dire quand le laser hoisit d'opérer sur un mode qui est en

résonane ave le milieu atif, et ette résonane lui permet d'avoir le seuil

le plus bas. Pour mieux mettre en évidene ette résonane, nous ré-érivons

les deux premières équations du système (3.1) en utilisant omme fréquene

de référene elle du milieu atif et non pas elle de la avité. Cei revient à

e�etuer le hangement de variable suivant :

F = F̃ e−iΩγ⊥τ

P = P̃ e−iΩγ⊥τ

Les deux premières équations deviennent :

∂F̃

∂τ
= −κ

[(

1− iΩ
γ⊥
κ

− i
A
8
∇2

⊥ + A
1− iδ

1 + δ2 + a|F̃ |2

)

F̃ −AP̃

]

∂P̃

∂τ
= γ⊥[F̃D − P̃ ]

les troisième et quatrième équations sont inhangées. Dans les variables F̃ et

P̃ , la fréquene de résonane de la polarisation (i.e. elle du milieu atif) est

nulle, puisque nous l'avons hoisie omme référene. Le hamp sera don en

résonane si sa fréquene d'osillation est nulle, 'est-à-dire si la partie ima-

ginaire du oe�ient de F̃ dans la partie droite de son équation d'évolution

s'annule.

La partie imaginaire du oe�ient vaut :

i

(

−Ω
γ⊥
κ

− A
8
∇2

⊥ − Aδ

1 + δ2 + a|F̃ |2

)

(3.11)

où l'opérateur ∇2
⊥ est à remplaer par une expression qui dépend du mode

hoisi. Pour un développement en onde plane, la ondition de résonane

s'érit :

−Ω

σ
+

A1

8
k2 − Aδ

1 + δ2 + a|F̃ |2
= 0 (3.12)

Cette relation montre omment la struture spatiale (par l'intermédiaire

de la valeur de k2), peut ontribuer à amener le hamp életrique en résonane

ave le milieu atif. La dépendane du type k2, dont la valeur est forément

positive, implique que ette ontribution s'e�etue seulement dans un sens :

le terme spatial peut ontribuer à annuler le terme Ω/σ si elui-i est positif,

e qui implique que les modes transverses n'entrent en jeu que pour Ω > 0.
Au ontraire, le terme dépendant de l'absorbant peut ontribuer dans les

deux sens, selon le signe de δ : si δ > 0, e terme est négatif, et don il
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s'oppose au terme −Ω/σ, en le ramenant vers une situation voisine de elle

obtenue pour Ω > 0. Ave les paramètres de la �gure 3.8, grâe à l'absorbant

le système se rapprohe de la résonane et la rédution du seuil qui en déoule

dépasse l'augmentation de l'absorption.

3.4 Réapitulatif

Dans e hapitre nous avons montré l'e�et d'un absorbant saturable sur

la struture de la solution qui apparaît au seuil du laser. Nous avons e�etué

une analyse de stabilité linéaire de la solution d'intensité nulle, en utilisant

des modes à struture d'onde plane a�n de déterminer les veteurs d'onde qui

se déstabilisent en premier. L'introdution d'un absorbant saturable onduit

à un déplaement du seuil de fontionnement du laser, qui s'e�etue nor-

malement vers des valeurs roissantes, sauf dans un as partiulier, elui de

l'absene de strutures pour lequel une diminution de seuil est mise en évi-

dene. L'absorbant produit, par ailleurs, une modi�ation de la fréquene

du hamp életrique, qui se déplae par rapport à elle du laser libre. L'im-

portane de ette fréquene dans la détermination de la struture au seuil

fait que e deuxième e�et permet de ontr�ler la struture qui apparaît au

seuil en jouant sur les paramètres de l'absorbant. Nous avons montré qu'il

est possible de passer d'une solution homogène à une solution inhomogène et

vie versa, ainsi que de ontr�ler les modes qui se déstabilisent au seuil et,

par onséquent, de modi�er la struture de la solution du système.
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4.1 Analyse en éhelles multiples : dérivation

des équations aux amplitudes

4.1.1 Extension de l'analyse linéaire

Dans les setions préédentes, nous avons e�etué une analyse linéaire

de l'état d'intensité nulle. Elle onsiste à identi�er le système au voisinage

de la solution étudiée à un système linéaire d'équations di�érentielles dont

les variables sont les déviations par rapport à la solution onsidérée. Ave le

système linéarisé, il devient simple d'étudier son évolution dans le temps : ses

solutions sont des exponentielles onvergente (solution stable) ou divergente

(solution instable). La détermination du signe de l'exposant en fontion des

paramètres su�t don à indiquer la stabilité de la solution.

Dans le as d'une solution instable, tout éart par rapport à ette so-

lution (par exemple, du bruit) est ampli�é exponentiellement. La �gure 4.1

montre l'évolution de l'amplitude du hamp életrique du laser en fontion

du temps, partant d'une solution nulle instable. La région (1) orrespond à

l'ampli�ation exponentielle que nous venons de dérire. Ce régime se pro-

duit exlusivement quand la déviation est faible, 'est-à-dire tant que l'état

du système reste près de la solution nulle. Sur la �gure, nous pouvons noter

qu'au-delà d'un ertain point, la solution s'éarte de sa forme exponentielle

(région (2)) et même devient onstante (région (3)). Cei résulte de la pré-

sene de termes non linéaires négligés dans la linéarisation.

Nous pouvons essayer de dérire es e�ets en poussant plus loin notre

étude : jusqu'ii, nous avons modélisé le système par un système linéaire

(une droite - ou un plan - dont l'inlinaison est donnée par la valeur de la

dérivée du système en F = 0). Maintenant, nous allons e�etuer un dévelop-

pement à un ordre supérieur, pour prendre en ompte les termes non linéaires

dominants. Notons que e développement est valable dans un voisinage du

point plus étendu que elui du développement linéaire d'ordre 1. Cei signi�e

que si le système admet une autre solution, voisine de la solution nulle, notre

développement sera apable de la dérire. Il nous permettra non seulement

de déterminer la façon dont la solution se déstabilise, mais aussi la forme et

la stabilité des solutions voisines de la solution nulle lors qu'elle existent.

4.1.2 Dérivation de l'équation de Swift-Hohenberg

Le résultat le plus important de l'analyse linéaire préédente est que l'ab-

sorbant saturable peut être utilisé pour hoisir le nombre d'onde de la solu-

tion transverse la plus instable : en partiulier, dans la setion 3.3, nous avons

montré que la présene ou l'absene de strutures dépendait du signe de ΩG.
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Figure 4.1 � Exemple d'évolution de l'amplitude du hamp életrique dès

que la solution nulle se déstabilise : (1) région linéaire ave une ampli�a-

tion exponentielle de l'intensité ; (2) les e�ets non linéaires ommenent à

intervenir, l'ampli�ation s'éarte de la variation exponentielle ; (3) régime

de saturation : les e�ets linéaires sont ompensés par les e�ets non linéaires

et l'amplitude reste onstante.

Pour obtenir des équations qui soient valables pour des valeurs positives ou

négatives de e paramètre, nous nous plaçons dans les onditions où ΩG est

un petit paramètre entré sur zéro et nous allons établir les équations pour

ΩG = εΩ1
G. L'approhe développée dans le as de notre système est semblable

à l'analyse perturbative proposée par J. Lega et al. [25℄ pour un laser libre.

Pour les équations (3.4), nous herhons des solutions du type :

V = εV1 + ε2V2 + ... (4.1)

où V = (e, p, n,m) et le petit paramètre ε est dé�ni par l'hypothèse i-dessus.
Pour dériver l'équation d'amplitude de type Swift-Hohenberg, il est néessaire

que les termes de saturation de l'absorbant et du milieu atif interviennent

à un ordre supérieur à elui des termes de l'analyse linéaire (di�ration et

fréquene). A�n d'atteindre et objetif, nous e�etuons des hangements

d'éhelle spatiale judiieux et des déplaements de paramètres par rapport à

leurs valeurs au point ritique.

Les équations (3.9) montrent qu'au seuil une bande de veteurs d'onde k
de largeur (r − δ1)

1/4
entrée sur kc = 0 est ampli�ée. Spatialement, ei se
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traduit par une variation du hamp életrique sur des longueurs aratéris-

tiques de l'ordre de (r−δ1)−1/4
. Nous renormalisons alors l'éhelle spatiale de

façon à obtenir une nouvelle variable

~X = (X, Y ) telle que ~x = (r−δ1)−1/4 ~X.

Cei nous suggère aussi d'essayer un déplaement de r par rapport à sa va-

leur ritique δ1 d'ordre 2 : r− δ1 = O(ε2). D'autre part, e hoix est véri�é a

posteriori : il permet d'obtenir le même ordre de ε pour l'éart en fréquene

ΩG et pour la di�ration. Nous observons que le Laplaien transverse dans

les nouvelles variables X, Y est d'ordre ε (∂2/∂x2 = ε∂2/∂X2
).

Notre objetif étant de modéliser un laser CO2 à absorbant saturable

(laser de lasse B), nous hoisissons une valeur faible du taux de relaxation

b de la population n. Le hoix b = O(ε2) permet à l'inversion de population

de jouer un r�le dans le terme de saturation non linéaire à l'ordre suivant en

ε. En e qui onerne l'absorbant, notons que la nature de la bifuration de

la solution zéro du hamp peut être modi�ée par la valeur du paramètre de

saturabilité a (qui permet de passer d'une bifuration de Hopf sousritique à

une bifuration superritique [50℄). Nous onsidérons alors a = a0 + εa1.
Nous introduisons maintenant les éhelles temporelles que nous utilise-

rons pour le développement en éhelles multiples : Tj = εjt, j = 1, 2. Ces
éhelles permettent de séparer la dynamique du système en une partie rapide

dépendant de t et une partie lente (Tj). Pour la partie rapide, nous allons

retrouver le résultat de l'analyse linéaire, 'est-à-dire une évolution de type

exponentielle. Par ontre, l'évolution du oe�ient de l'exponentielle (lente

par rapport à la période d'osillation) sera donnée par les termes d'ordre

plus grand que 1, qui vont don intervenir sur une éhelle de temps plus

lente d'un fateur ε, et don dépendre des éhelles Tj . La dérivation des

équations aux amplitudes suit une approhe lassique qui onsiste à iden-

ti�er tous les termes aux di�érents ordres de ε et à imposer les onditions

de solvabilité pour déterminer les relations entre les di�érentes variables. La

dérivation omplète est donnée dans l'annexe A.2, et nous reportons ii le

résultat �nal : un système omposé d'une équation de type Swift-Hohenberg

ouplé à une équation pour la population :

(1 + σδ1)
∂e

∂t
= σ(r − δ1)e + iA1∇2

⊥e− iσδ1ΩGe− σne (4.2a)

− σδ1
(1 + σδ1)2

(ΩG +A1∇2
⊥)

2e+ (4.2b)

+

(

σA

1 + δ2
− iΩLAS

)

a0
b(1 + δ2)

|e|2e (4.2)

∂n

∂t
=

c

c− c2
(−bn + δ1|e|2). (4.2d)

Nous allons maintenant examiner l'intervalle des paramètres dans lequel
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sont valables les équations i-dessus. La prinipale di�érene entre es équa-

tions et le modèle du laser libre vient de la présene d'un terme ubique non

linéaire supplémentaire donné par l'absorbant. Le oe�ient de e terme est

le seul à faire apparaître le paramètre a. Suivant la valeur de e paramètre,

nous allons onsidérer deux as. Premièrement, si a0 = 0, 'est-à-dire si a est
d'ordre O(ε), le terme non linéaire disparaît, et nous retrouvons un système

d'équations similaire à elui du laser libre, qui est valable quelles que soient

les valeurs de A et δ. La présene du terme non linéaire −σne nous garantit
un e�et de saturation qui limite l'ampli�ation linéaire des modes instables :

as d'une bifuration de Hopf superritique.

Notons ependant que, même si a est d'ordre O(ε), les autres oe�ients

de l'équation sont a�etés par la présene de l'absorbant, par les paramètres

δ1 et ΩG (dé�nis dans l'équation (3.4)).

Deuxièmement, si a0 6= 0 le terme ubique peut annuler l'e�et de satura-

tion provenant de −σne. Pour éviter et e�et, nous imposons que le total des

termes non linéaires soit négatif, e qui permet de déterminer l'intervalle des

paramètres dans lequel notre développement reste valable. Pour prendre en

ompte l'e�et de saturation du milieu atif à long terme, nous posons que le

milieu atif est à l'équilibre (∂n/∂t = 0, et don n = δ1|e|2/b). Le oe�ient

du terme de saturation global devient alors :

A

(1 + δ2)b

[

a0
1 + δ2

− 1

]

− 1

b
(4.3)

Une bifuration superritique sera obtenue s'il est négatif, e qui nous

donne la ondition suivante :

a <

(

1 +
1 + δ2

A

)

(1 + δ2) (4.4)

Elle détermine l'intervalle de validité du modèle réduit du LAS dans le

as où a est d'ordre O(1). Dans le as où δ = 0, elle devient la ondition

usuelle a = 1+1/A [41, 50℄. Si toutefois ette ondition n'était pas respetée,

la bifuration au seuil deviendrait sousritique et il faudrait ontinuer le

développement jusqu'au inquième ordre pour obtenir l'e�et de saturation

néessaire à la onvergene des solutions.

Nous pouvons aussi remarquer que les paramètres c et c2, qui avaient été
introduits dans le modèle pour pouvoir dérire les régimes PQS et le haos

temporel, jouent un r�le seondaire dans la formation des strutures près du

seuil. En onséquene, si nous onsidérons des paramètres de pompe près du

seuil du laser, la variable auxiliaire m peut être négligée dans la desription

du système.
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Figure 4.2 � Distribution de la phase du hamp életrique dans l'espae

(x, y) pour une solution en rouleaux.

4.2 Stabilité d'une solution d'intensité non nulle :

les rouleaux

Préédemment, nous avons étudié la stabilité linéaire de la solution d'in-

tensité nulle et avons établi les équations qui ontr�lent la dynamique faible-

ment non linéaire de la solution qui apparaît au-delà du seuil. Il est mainte-

nant possible d'utiliser la dérivation de l'équation de type Swift-Hohenberg

pour déterminer le type de solution asymptotique qui apparaît au seuil et

étudier sa stabilité.

Dans le hapitre préédent, nous avons mis en évidene que si la solution

nulle devient linéairement instable après le franhissement du seuil laser, tous

les modes de veteur

~k dont le module est prohe de kc sont ampli�és. Cei

donne une struture en hamp lointain qui ressemble à un anneau, entré sur

zéro et de rayon moyen kc. Après ette phase d'ampli�ation, les termes non

linéaires interviennent et e�etuent une séletion entre les di�érents veteurs

~k. Une des solutions les plus simples est elle �en rouleaux�. Deux types de

solution peuvent apparaître suivant la présene de rouleaux dans la phase

(onde progressive) ou dans l'intensité (onde stationnaire). La première appa-

raît, en hamp lointain, ave une seule omposante

~k, la deuxième ave deux

omposantes à

~k et −~k, où ~k est un veteur de module kc et dont la diretion
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Figure 4.3 � Instabilité de Ekaus : la naissane de deux omposantes dans

le hamp lointain autour de la omposante prinipale, alignées ave le veteur

~k, donne naissane à une modulation longitudinale des rouleaux. L'image du

hamp lointain est un agrandissement entré sur la omposante des rouleaux.

Figure 4.4 � Instabilité en zig-zag : les deux omposantes dans le hamp

lointain devenues instables sont alignées ave la diretion orthogonale au

veteur

~k et donnent naissane à une modulation transversale des rouleaux.

L'image du hamp lointain est un agrandissement entré sur la omposante

des rouleaux.

est �xée par les onditions initiales.

Nous onsidérons ii la première solution en rouleaux (à onde progressive

� traveling rolls). Elle présente une distribution transverse du hamp de type

onde plane :

e(~x, t) = A0e
−i(~k·~x−ωt)

(4.5)

où A0 est l'amplitude du hamp életrique. La �gure 4.2 montre un exemple

d'évolution de la phase dans l'espae (x, y) de ette solution.
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Notre objetif est de déterminer, pour une valeur donnée de

~k, l'amplitude

de la solution et sa pulsation temporelle ω, ainsi que son intervalle de stabilité
en fontion des paramètres du système. La déstabilisation de la solution en

rouleaux se produit au niveau de la phase de deux façons di�érentes [25℄ : la

première par une modulation de la phase suivant le veteur d'onde

~k de la

solution (instabilité d'Ekaus, �gure 4.3) ; la deuxième par une modulation

de la phase dans la diretion orthogonale à

~k (instabilité zig-zag, �gure 4.4).

Pour étudier le problème de stabilité de la solution dans sa globalité, nous la

ré-érivons sous la forme suivante :

e = Aeiθ (4.6)

où A et θ sont des séries lentement variables de l'espae et du temps déve-

loppées en fontion des puissanes suessives du petit paramètre ε. Etant
donnée la déstabilisation de la solution sur une éhelle de temps et d'espae

lentement variable, d'ordre O(ε), nous e�etuons un hangement d'éhelle

dans l'espae et dans le temps du type :

X = εx (4.7)

Y = εy (4.8)

T = εt (4.9)

Nous introduisons aussi une nouvelle variable de phase Θ = εθ, qui véri-
�e :

∇XΘ = ∇xθ = ~k (4.10)

où ∇X est alulé dans l'espae X, Y et ∇x (noté ∇ dans la suite) dans

l'espae x, y.

A l'ordre O(ε), nous trouvons, en fontion du veteur d'onde hoisi

~k,
l'amplitude de la solution en rouleaux A0 et sa pulsation aratéristique ω :

A2
0 = b

(r − δ1)− δ1
(1 + σδ1)

2 (ΩG −A1k
2)

2

δ1 − a0A
(1 + δ2)2

∂Θ

∂T
= ω = − σδ1ΩG

1 + σδ1
− A1k

2

1 + σδ1
− a0σAδA

2
0

(1 + σδ1)b− (1 + δ2)2
(4.11)

A l'ordre suivant, nous obtenons l'évolution de la orretion d'ordre ε
de ette solution. La stabilité de ette solution est déterminée par le signe

des oe�ients de di�usion le long des diretions parallèle et orthogonale
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Zig-zag

Ekaus

Seuil

SZ

E

E

k2

r

21.510.50

2.1

2.05

2

1.95

1.9

1.85

1.8

Figure 4.5 � Stabilité de la solution en rouleaux : au-delà du seuil de fon-

tionnement du laser (en trait ontinu), existent di�érentes régions de stabi-

lité. En trait pointillé, les seuils d'instabilité d'Ekaus (zig-zag), dé�nissent

la région stable (S) et les régions instables d'Ekaus (E) et zig-zag (Z). Les

valeurs des paramètres sont : Ω = 0.5, ∆ = 2, σ = 1, A = 1, A1 = 0.002,
ave ΩG = 0.385.

à

~k. Dans le as partiulier où

~k = (k, 0), omme nous l'avons hoisi dans

l'annexe A.3, es oe�ients deviennent :

DEckaus = − 2A1σδ1
(1 + σδ1)3

[

ΩG − 3A1k
2 +

k

A2
0

∂(A2
0)

∂k
(ΩG −A1k

2)

]

Dzig−zag = − 2A1σδ1
(1 + σδ1)3

[

ΩG −A1k
2
]

Notons qu'à ause de l'invariane par rotation du modèle de Swift-Ho-

henberg, e résultat peut être généralisé à n'importe quel veteur d'onde.

La région de stabilité de la solution est elle où es deux oe�ients sont

négatifs, e qui se traduit par des perturbations de phase qui disparaissent

dans le temps. Dans la �gure 4.5 nous montrons l'allure de la région de

stabilité de la solution en rouleaux, dans le as où le système présente une

struture au seuil (kc > 0).
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4.3 Réapitulatif

Dans e hapitre, nous avons omplété l'analyse linéaire ave la dériva-

tion des équations aux amplitudes pour le LAS. Suite à ette dérivation,

nous avons déterminé l'intervalle de validité de es équations, en montrant

qu'elles restent valables dans la région des paramètres qui orrespond à une

bifuration superritique au seuil.

Les équations aux amplitudes dérivent la dynamique du système au voi-

sinage du seuil et permettent de déterminer non seulement les modes qui

vont se déstabiliser, mais aussi les solutions possibles du système. Nous les

avons utilisées pour étudier la stabilité de la solution la plus simple, dite �en

rouleaux�, et déterminer l'intervalle des paramètres dans lequel ette solution

peut exister.



Chapitre 5

Simulations numériques

Pour on�rmer les résultats de l'étude analytique dérite dans les ha-

pitres 3 et 4, nous avons intégré numériquement le système réduit du LAS

(4.2) (équation de type Swift-Hohenberg) ainsi que le système omplet (3.1)

pour di�érentes valeurs des paramètres. L'intégration numérique de es deux

systèmes a néessité la transformation des équations aux dérivées partielles

en x, y (plan transverse) et t (temps) en équations ordinaires en t en déve-

loppant les variables sur une grille de points de l'espae ~x = (x, y). Cei nous
permet de ré-érire les systèmes sous la forme standard :

~Z ′ = ~F (~Z, t) (5.1)

où le veteur

~Z a pour omposantes l'ensemble des variables dynamiques.

Cette transformation nous autorise à utiliser un algorithme lassique du type

Runge�Kutta d'ordre 4 pour l'intégration dans le temps.

En e qui onerne les termes loaux ('est-à-dire les termes dépendant

exlusivement des variables dé�nies en un même point de l'espae), ette

transformation ne pose auun problème. Par ontre, pour les termes non

loaux ('est-à-dire les termes du Laplaien) nous avons utilisé une méthode

spetrale, qui onsiste à e�etuer une transformée de Fourier a�n de passer

dans l'espae

~k. Dans et espae, l'opérateur Laplaien est loalement dé�ni.

En e�et, prendre le Laplaien d'une fontion dans l'espae ~x revient à la

multiplier par −k2 dans l'espae

~k. Ensuite, nous réalisons une transformée

de Fourier inverse pour revenir dans l'espae ~x.

Une fois le temps t �xé, le alul de la fontion F en haque point de la

grille, identi�é par les indies i, j, se déompose en deux parties :

Fij(~x, t) = F loc
ij (~x, t) + F nonloc

ij (~x, t)

= F loc
ij (xij , t) + FFT−1({. . . , F nonloc

ij (FFT(~x)ij , t), . . .})ij

115
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A=0 A=3A=1

Figure 5.1 � Inhibition de strutures : les �gures montrent la distribution

du hamp életrique dans l'espae de Fourier

~k (hamp lointain). La zone

blanhe (noire) orrespond à des valeurs nulles (positives) de l'amplitude.

Les �gures sont entrées sur (0, 0) et orrespondent à des valeurs di�érentes

de A : A = 0 (k2c = 2.4 et ΩG = 1.2) ; A = 1 (k2c = 1.42 et ΩG = 0.71) ; A = 3
(k2c = 0 et ΩG = −0.26).

L'utilisation d'une transformée de Fourier implique un hoix de onditions

périodiques aux bords. Nous avons véri�é lors de haque simulation que la

solution dans l'espae

~k ne se rapprohe pas des bords, e qui engendrerait

des reouvrements des di�érents spetres des solutions harmoniques.

Nous avons utilisé une grille de 128x128 points pour les simulations, et

avons fait des tests ave des grilles plus �nes (192x192 et 256x256 points)

pour nous assurer de la onvergene des solutions. La dimension physique de

la grille est variable selon la simulation : par la suite, nous donnerons dans

haque as la taille de la région (Lx, Ly) onsidérée, hoisie a�n d'éviter les

problèmes de reouvrement ités i-dessus.

5.1 Simulations du système réduit (S-H)

Dans la setion 3.3, nous avons disuté plusieurs résultats relatifs à l'e�et

de l'absorbant sur la présene ou l'absene de strutures. Ces résultats, obte-

nus en onsidérant exlusivement la partie linéaire de l'évolution du système,

représentent la dynamique en régime transitoire près de la solution zéro du

modèle réduit. Dans un premier temps, nous avons e�etué des simulations

dans les mêmes régions de paramètres que elles explorées dans la setion 3.3

et omparé les résultats ave eux de l'analyse linéaire.
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Figure 5.2 � Comparaison entre les valeurs de kc obtenus par l'analyse de
stabilité linéaire (en trait ontinu) et l'intégration numérique. Etant donnée la

largeur de l'anneau, �gurent sur le graphique les intervalles kminimum (triangles

vides), kmaximum (triangles pleins) qui orrespondent aux rayons intérieur et

extérieur de l'anneau.

5.1.1 Création et inhibition des strutures

La �gure 5.1 dérit l'e�et d'inhibition de strutures, obtenu pour les para-

mètres σ = 1, δ = −0.8, Ω = 1.2, A1 = 0.01, r = 1.15×rc et Lx = Ly = 16.0.
Les onditions initiales sont un bruit blan, dont l'amplitude rête est hoi-

sie très faible (10−3
) a�n de s'assurer qu'au démarrage de la simulation, les

termes non linéaires ne jouent auun r�le. La �gure 5.1 montre que l'aug-

mentation de A entraîne une disparition des strutures dans le système.

De même, nous avons observé la réation de strutures en fontion de A
roissant, pour des paramètres di�érents (σ = 1, δ = 1, Ω = −1, A1 = 0.01
et r = 1.15× rc), onformément à l'analyse linéaire.

La �gure 5.2 est une synthèse des résultats de plusieurs simulations e�e-

tuées en faisant varier A. Nous mettons en évidene un bon aord entre les

di�érentes valeurs numériques possibles de k des solutions qui apparaissent

et elles trouvées par l'analyse de stabilité linéaire (ourbe en trait ontinu).

Nous avons reporté sur la �gure 5.2, les valeurs de k qui orrespondent aux

rayons intérieur et extérieur des anneaux (ex. �gure 5.1). La largeur de l'in-

tervalle de k provient du fait que nous n'e�etuons pas les simulations exa-

tement au seuil, mais 15% au-dessus, e qui donne une bande de valeurs de
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k exitées autour de kc.

5.1.2 Séletion non linéaire

Pour mettre en évidene la séletion non linéaire des strutures, nous

augmentons la durée d'intégration du système d'équations : après l'ampli�-

ation exponentielle de l'amplitude du hamp donnée par les termes linéaires

dans le régime transitoire, les ontributions linéaire et non linéaire deviennent

omparables et la séletion modale est e�etuée par l'ensemble des termes.

L'ordre de grandeur de l'intervalle de temps néessaire pour atteindre la so-

lution asymptotique est estimé en partant du développement e�etué pour

obtenir le modèle de S-H. L'éhelle temporelle la plus lente utilisée orres-

pond à ε2t : étant donné que r − rc (d'ordre ε
2
) est de l'ordre de quelques

pourent, nous nous �xons une éhelle de l'ordre de 100 unités de temps.

Nous onsidérons que si la solution ne montre pas de variation signi�ative

sur un intervalle 10 fois supérieur (1000 unités), le système a onvergé sur sa

solution asymptotique.

Pour des valeurs de paramètres �xées à : σ = 1.0, Ω = 1.2, ∆ = 2.0,
A = 0.5, A1 = 0.5, a = 0.3, b = 0.1, r = 1.02×rc, il existe plusieurs solutions
possibles, qui dépendent des onditions initiales. Près du seuil du laser où

k ≃ kc, nous avons mis en évidene une solution en rouleaux soit à onde

progressive (f. setion 4.2, �gure 4.2) soit à onde stationnaire. Nous avons

également déouvert une solution à quatre omposantes. Loin du seuil, le

système présente des régimes non stationnaires voire haotiques.

La �gure 5.3 montre l'allure de la solution en rouleaux à onde station-

naire dans les espaes ~x et

~k. La solution du hamp est aratérisée par deux

ondes planes ontrapropagatives d'amplitude égale et de di�érene de phase

onstante, qui donnent naissane à une onde stationnaire. Les onditions

initiales �xent la diretion de l'onde. Mathématiquement, toutes les dire-

tions sont possibles en raison de la symétrie axiale du système. En revanhe,

dans la simulation numérique, la disrétisation de la solution sur une grille

retangulaire a pour e�et de favoriser ertaines diretions. Notons que le sys-

tème n'a pas onvergé omplètement sur la solution à onde stationnaire :

la séletion des modes n'est pas ahevée. Cela vient du fait que la solution

asymptotique est approhée exponentiellement, ave une onstante de temps

qui dépend de la stabilité de la solution. Toutes les solutions onvergent de la

même manière, mais ii la solution est plus prohe de sa limite de stabilité,

e qui induit une ertaine di�ulté à la reproduire numériquement.

La �gure 5.4 illustre la solution à 4 veteurs d'onde. Cette solution a

déjà été trouvée dans d'autres systèmes [68, 69℄. Elle apparaît dans la même

région de paramètres que la solution en rouleaux. Elle est aratérisée en
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Figure 5.3 � Solution en rouleaux à onde stationnaire : à gauhe, la distri-

bution du hamp életrique dans l'espae de Fourier ; à droite, la distribution

du hamp dans l'espae x, y. Les paramètres sont : σ = 1.0, Ω = 1.2, ∆ = 2.0,
A = 0.5, A1 = 0.5, a = 0.3, b = 0.1, r = 1.02× rc, et la solution est obtenue

après 40000 unités de temps.

Figure 5.4 � Solution à 4k : à gauhe, la distribution du hamp életrique

dans l'espae de Fourier ; à droite, la distribution du hamp dans l'espae

x, y. Les paramètres sont : σ = 1.0, Ω = 1.2, ∆ = 2.0, A = 0.5, A1 = 0.5,
a = 0.3, b = 0.1, r = 1.02× rc, et la solution est obtenue après 10000 unités

de temps.
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2 A= 3A= 0 A=

Figure 5.5 � Création de strutures dans le modèle omplet du LAS. Les

�gures montrent la distribution du hamp életrique dans l'espae de Fourier,

et orrespondent à di�érentes valeurs de A : A = 0.0 qui donne k2c = 0 et

ΩG = −0.2 ; A = 2.0 qui donne k2c = 29.22 et ΩG = 0.2922 ; A = 3.0 qui

donne k2c = 53.83 et ΩG = 0.5383.

hamp lointain par deux ouples de veteurs d'onde similaires à eux des

rouleaux à onde stationnaire. Dans l'espae ~x, ette solution donne une �gure
d'interférenes entre les deux ondes stationnaires, e qui forme un éhiquier

dont la struture est plus ou moins arrée suivant l'angle entre les deux fronts

d'onde.

5.2 Simulations du système omplet

Après avoir reproduit numériquement les résultats de l'analyse de sta-

bilité linéaire et étudié le système réduit de S-H, nous avons e�etué des

simulations sur le système omplet. Cei permet de prendre en ompte la dy-

namique globale des équations, mais, ontrairement au système réduit, seules

des simulations numériques sont onevables.

5.2.1 Création et inhibition des strutures

La �gure 5.5 montre l'e�et de réation de strutures en fontion du para-

mètre A. Les simulations ont été e�etuées pour les paramètres : A = 0.08,
δ = 3.8, a = 4.17, r = 1.01 × rc, γ⊥ = 1.0, Ω = −0.2, γ‖ = 0.1, c1 = −0.7,
γ1 = 0.7. Les onditions initiales sont aléatoires et le temps d'enregistrement

est �xé à 50 unités a�n d'observer la partie linéaire de l'évolution du système.

Le même e�et de réation est visible en omparant les deux ourbes kc
en fontion de Ω de la �gure 5.6 obtenues pour deux valeurs de A. Nous
observons que, pour une valeur donnée de Ω, la valeur de kc augmente en
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Figure 5.6 � Comparaison entre la valeur de kc théorique de l'analyse li-

néaire (trait ontinu) et les valeurs déterminées par l'intégration du système

omplet. Quels que soient les paramètres onsidérés, nous herhons une so-

lution asymptotique en rouleaux a�n de pouvoir omparer diretement les

veteurs k obtenus.

fontion de A, e qui orrespond à une apparition de strutures. Nous avons

e�etué plusieurs simulations pour déterminer les di�érentes valeurs de k
de la solution asymptotique en rouleaux, reportées sur la �gure 5.6. L'éart

entre les points alulés numériquement et la ourbe théorique est signi�atif

uniquement dans la partie la plus prohe de la solution homogène. Cei peut

s'expliquer par l'allure de la surfae rc(k), une quartique, qui devient de plus

en plus plate lorsque le lieu des minima se rapprohe de

~k = 0.

Nous avons aussi onstaté l'e�et d'inhibition ave des simulations sur le

système omplet.

Pour véri�er l'e�et de rédution du seuil dérit dans la setion 3.3 de

l'analyse de stabilité linéaire sur le système omplet, nous avons e�etué

deux simulations, en �xant A = 1.5 (�gure 3.8). Cette valeur de A est sous

le seuil pour A = 0, mais au-dessus pour des valeurs de A omprises dans

l'intervalle alulé [0.63, 3.45℄. La première simulation, pour A = 0, nous
donne une solution qui déroît exponentiellement vers zéro, e qui indique

que le système se trouve sous le seuil. La deuxième simulation (�gure 5.7),

pour A = 2.0, montre une solution uniforme d'amplitude onstante, ave une

pulsation ν = 5.56, qui orrespond à νcth = 5.51 déterminée par l'analyse
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Figure 5.7 � Evolution temporelle du hamp életrique dans les as de

rédution du seuil : osillations des parties réelle et imaginaire du hamp au

point (0, 0) de la solution asymptotique.

linéaire.

Un résultat intéressant apparaît onernant la solution homogène : elle

est instable, et pour des temps su�samment longs présente une dynamique

d'impulsions semblable à elle d'un LAS purement temporel (�gure 5.8). Pour

déterminer si l'impulsion provient d'une osillation synhrone du hamp dans

tout l'espae, nous avons analysé la dynamique spatiale sur une période de

pulsation. La �gure 5.9 montre que l'évolution spatiale est elle d'une onde

qui se propage dans une diretion déterminée.
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Figure 5.8 � Evolution temporelle de l'intensité du hamp dans le point

(0, 0). La forme est typique des impulsions P

(0)
du LAS temporel.
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Figure 5.9 � Evolution spatiale de l'intensité du hamp en six points dis-

tribués sur une période d'osillation, en montrant qu'il s'agit d'une onde

progressive.
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5.3 Conlusions

Dans ette partie, nous avons montré qu'au voisinage du seuil de fon-

tionnement d'un LAS les strutures peuvent être séletionnées à l'aide des

paramètres de l'absorbant saturable. En partiulier, nous avons montré le

r�le que peut jouer l'éart en fréquene entre les raies du milieu atif et de

l'absorbant, qui, en fontion de son signe, positif ou négatif, ontribue res-

petivement à faire exister ou non la solution homogène. De plus, en présene

de strutures, l'absorbant peut ontr�ler le veteur d'onde le plus instable de

la solution qui apparaît. Nous avons mis en évidene que la fore de l'e�et

de l'absorbant dépend diretement du paramètre d'absorption.

Un développement faiblement non linéaire, e�etué au seuil, a mis en

évidene que le LAS est dérit par une équation d'amplitude du type Swift-

Hohenberg pour le hamp életrique, ouplé à une équation pour la popula-

tion du milieu atif [70℄. Cette desription n'est pas limitée au laser CO2, mais

reste valable pour tout laser de lasse B. Comme dans le as de l'approxi-

mation de l'onde plane, le paramètre de saturabilité de l'absorbant joue un

r�le important, en donnant deux régions prinipales. La première, orrespon-

dant à un paramètre faible, rend le modèle de Swift-Hohenberg assimilable à

elui d'un laser libre. La deuxième, orrespondant à un e�et additionnel de

saturation, peut déstabiliser le système au voisinage du seuil : dans e as, le

modèle reste valable pour une région plus étroite du paramètre d'absorption,

à l'extérieur de laquelle un développement plus avané est néessaire.

Les simulations numériques e�etuées sur le modèle de Swift-Hohenberg

ainsi que sur le modèle omplet ont permis de pousser l'analyse au régions

fortement non linéaires, en mettant en évidene des solutions périodiques à

un, deux où quatre veteurs d'onde. Dans le as d'inhibition de strutures,

les simulations ont montré l'existene de solutions à onde progressive ave

un pro�l spatial semblable à la forme des impulsions PQS du LAS mono-

mode. Au delà du seuil, les simulations ont montré l'existene de solutions

irrégulières dans l'espae et le temps.

A�n de mieux erner l'expériene, une extension au as du pompage in-

homogène ainsi que d'un résonateur ave miroirs sphériques est envisageable.
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Conlusion

Ce travail a permis l'étude de la dynamique non linéaire de deux sys-

tèmes Laser à Absorbant Saturable. Le r�le partiulièrement important de

l'absorbant y a été souligné.

Dans une première partie, une étude expérimentale a été menée sur le

ouplage de deux lasers CO2 par un absorbant saturable ommun. La forte

non linéarité de l'absorbant saturable, élément du ouplage, et le aratère

impulsionnel de ertains régimes du LAS donnent naissane à une dynamique

où le ouplage est loalisé dans le temps. D'autre part l'étude du ouplage

perturbatif d'un laser par les impulsions de l'autre a permis la visualisation de

régimes transitoires du LAS et la mise en évidene de nouvelles bifurations

de solutions introduites par le ouplage.

En e qui onerne les régimes non impulsionnels, le ouplage intervient

dans la synhronisation de régimes quasipériodiques et haotiques (� lag syn-

hronisation�). De plus, des régimes d'osillation en phase et en antiphase ont

été observés au voisinage de la bifuration vers l'état ontinu, région où les

e�ets de saturation limitent l'intensité du ouplage faiblement non linéaire.

Dans une deuxième partie, une étude théorique et numérique a porté

sur le omportement spatio-temporel d'un LAS spatialement étendu. L'ana-

lyse de stabilité linéaire de la solution nulle a montré que les paramètres de

l'absorbant ontr�lent la longueur d'onde ritique des modes qui se déstabi-

lisent au seuil. La réation ou l'inhibition des strutures a été analysée suivant

l'éart en fréquene de l'absorbant. Un résultat ontre-intuitif renontré dans

ette analyse est l'abaissement du seuil du laser, dans une ertaine plage de

paramètres.

Une analyse faiblement non linéaire au seuil a montré que le système était

dérit par une équation de Swift-Hohenberg pour le hamp, ouplée à une

équation pour la population. Certaines de es solutions, déjà onnues, dé-

rivent le omportement de systèmes présentant des analogies ave elui-i.

Les simulations numériques ont ainsi pu mettre en évidene des solutions à

ondes progressives, à ondes stationnaires et en éhiquier (4 veteurs d'onde).

Les simulations sur le système omplet ont permis de véri�er la validité du
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modèle de Swift-Hohenberg tout en faisant apparaître des régimes plus forte-

ment non linéaires, omme des impulsions 2D progressives aratérisées par

une évolution temporelle semblable à elle des impulsions P

(0)
. Une analyse

de l'in�uene des paramètres (di�ration en partiulier) sur le pro�l des es

impulsions est prévue.

En onlusion, dans ette thèse, le r�le de l'absorbant saturable à été sou-

ligné en tant qu'élément de ouplage dans la première partie et de ontr�le

de strutures dans la deuxième. L'absorbant saturable, grâe à sa forte non

linéarité et à son intégration aisée dans les systèmes, tels que les osillateurs

paramétriques optiques pulsés et les miro-lasers Nd :YAG, renontre atuel-

lement un regain d'intérêt en optique non linéaire. Une poursuite de notre

travail est tout à fait envisageable sur es dispositifs.
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Annexe A

Détails relatifs à la deuxième

partie

A.1 Valeurs ritiques exprimées en fontion des

paramètres d'origine

Nous établissons ii les expressions des valeurs ritiques du paramètre de

pompe r et du veteur d'onde le plus instable en fontion des paramètres

d'origine du système. Le point de départ sont les équations (3.9), que nous

reportons ii :

νc =
σδ1ΩG +A1k

2

1 + σδ1
(A.1a)

rc = δ1

[

1 +

(A1k
2 − ΩG

1 + σδ1

)2
]

(A.1b)

Dans le as de la solution homogène ('est-à-dire kc = 0), qui orrespond
à une valeur de ΩG < 0, le développement de νc et rc donne :

νc = σ

(

1 +
A

1 + δ2

)[

Ω(1 + δ2) + σAδ

(σ + 1)(1 + δ2) + σA

]

(A.2a)

rc =

(

1 +
A

1 + δ2

)

[

1 +

(

Ω(1 + δ2) + σAδ

(σ + 1)(1 + δ2) + σA

)2
]

(A.2b)

Par ontre, si kc est di�érent de zéro, les expressions se simpli�ent :

rc = δ1 = 1 +
A

1 + δ2
(A.3a)

νc =
δ1σΩG + ΩG

1 + σδ1
= ΩG = Ω +

σAδ

1 + δ2
(A.3b)
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136 ANNEXE A. DÉTAILS RELATIFS À LA DEUXIÈME PARTIE

Notons que la valeur de νc de l'équation A.3 di�ère notablement de elle

qui est déduite de l'analyse linéaire. Cei déoule du hangement de repère

e�etué sur le système et qui déplae la fréquene de référene d'une valeur

égale à ΩLSA. La relation entre les deux valeurs est don ν
original
c = νc−ΩLSA =

Ω.

A.2 Dérivation de l'équation de Swift-Hohen-

berg

Nous présentons ii le détail de la dérivation de l'équation de Swift-

Hohenberg, dont le résultat �nal est l'équation (4.2). Considérons les équa-

tions du modèle (3.4) :

et + σδ1e = iA1∇2
⊥e + σp+N(e) (A.4a)

pt + (1 + iΩG)p = (r − n)e (A.4b)

nt + bn =
1

2
(e∗p+ ep∗) + c2(n +m) (A.4)

mt + cm = −cn (A.4d)

où N(e) est la partie non linéaire de l'équation du hamp életrique de (3.4),

δ1 et ΩG sont dé�nis dans la même équation. Nous onsidérons une petite

perturbation de la solution zéro et analysons, à l'aide d'un développement

en éhelles multiples, l'évolution faiblement non linéaire des variables du sys-

tème. Pour ela, nous introduisons un petit paramètre ε ave lequel nous

e�etuerons notre développement et hoisissons pour les paramètres du sys-

tème les éhelles suivantes :

ΩG = εΩ1

b = ε2b2

a = a0 + εa1

r = δ1 + ε2r2

où Ω1, b2 et r2 sont d'ordre 1. Les éhelles à utiliser dans l'espae et le temps

a�n d'obtenir une interation entre les di�érents termes sont :

X =
√
εx

Y =
√
εy

T1 = εt

T2 = ε2t
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Nous herhons une solution de la forme :
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e0
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+ ε









e1
p1
n1

m1









+ ε2









e2
p2
n2

m2









+ ... (A.5)

Etant donné qu'au seuil n = −m = |e|2δ1/b = r−δ1 ≃ r2ε
2 = O(ε2), nous

nous attendons à e que la première ontribution de n et de e soit d'ordre ε2.
Le terme non linéaire N(e) dérit l'e�et de l'absorbant :

N(e) =

[(

σA

1 + δ2
− iΩLSA

)

(a/b)|e|2
1 + δ2 + (a/b)|e|2

]

e (A.6)

Nous introduisons ii Â = σA/(1+δ2)−iΩLSA et nous développons en série

de ε. Compte tenu de l'expression du paramètre de saturabilité a = a0+ εa1,
il existe deux as possibles pour le développement de N(e) suivant la valeur

de a0. Si a0 = 0 :

N(e) = Â

[

a1
b2(1 + δ2)

|e2|2e2ε5 +O(ε6)

]

(A.7)

ne ontribue au développement qu'à l'ordre ε5. Dans e as la dérivation

de l'équation de S-H est don identique à elle du laser libre. L'e�et de

l'absorbant n'est présent que dans les oe�ients de l'équation.

Si a0 6= 0, la ontribution est d'ordre ε4 :

N(e) = Â

[

a0
b2(1 + δ2)

|e2|2e2ε4 +O(ε5)

]

(A.8)

Compte tenu de e qui préède, nous pouvons regrouper les termes or-

respondants aux di�érents ordres de ε pour déterminer les équations qui

dé�nissent l'évolution du système. A l'ordre zéro du développement, toutes

les équations sont nulles, grâe au hangement de variable opéré sur D au

début du hapitre 3.

A l'ordre ε, nous hoisissons d'annuler toutes les variables. Ce hoix est

ohérent ave la valeur de b d'ordre ε et a omme objetif de garantir que

toutes les variables dynamiques interagissent au seuil. Ce hoix est identique

à elui e�etué par J. Lega et al. [71℄ dans le as d'un laser CO2 seul.

A l'ordre ε2, nous avons les relations suivantes entre les variables :

p2 = δ1e2 (A.9a)

n2 = −m2. (A.9b)
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A l'ordre ε3 le système devient :

∂e2
∂T1

+ σδ1e3 = iA1∇2
⊥e2 + σp3 (A.10a)

∂p2
∂T1

+ iΩ1p2 = −p3 + δ1e3 (A.10b)

∂n2

∂T1
= c2(m3 + n3) (A.10)

∂m2

∂T1
= −c(n3 +m3). (A.10d)

Nous observons que les première et deuxième équations sont déouplées

des troisième et quatrième. Pour les deux premières équations, la ondition

de solvabilité nous donne :

(1 + σδ1)
∂e

∂T1
= −iσδ1Ω1e + iA1∇2

⊥e (A.11a)

p3 = −δ1
(

∂

∂T1
+ iΩ1

)

e (A.11b)

Les deux dernières équations onduisent à n3 = −m3. Nous avons hoisi

la valeur e3 = 0 pour déterminer ette dernière relation.

A l'ordre ε4, nous obtenons un système d'équations similaires à (A.10) et

(A.11). De la même façon, la relation n4 = −m4 est obtenue en hoisissant la

valeur e4 = 0. Les équations aux amplitudes sont obtenues en regroupant les

relations entre les di�érents ordres des variables. Pour e et n, nous obtenons
le système d'équations suivant (érit pour les variables d'origine) :

(1 + σδ1)
∂e

∂t
= σ(r − δ1)e + iA1∇2

⊥e− iσδ1ΩGe− σne (A.12a)

− σδ1
(1 + σδ1)2

(ΩG +A1∇2
⊥)

2e+ β (A.12b)

∂n

∂t
=

c

c− c2
(−bn + δ1|e|2) (A.12)

le oe�ient β nous permet d'introduire l'e�et non linéaire de l'absorbant :

le as où a0 = 0 orrespond à β = 0. Si, par ontre, a0 6= 0, la valeur de β
est donnée par :

β =

(

σA

1 + δ2
− iΩLSA

)

a0
b(1 + δ2)

|e|2e (A.13)
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Les deux variables p et m sont obtenues en fontion de e et n suivant les

relations :

p = δ1e−
δ1

(1 + σδ1)
(Ω1 +A1∇2

⊥)e

− δ1
(1 + σδ1)3

(Ω1 +A1∇2
⊥)

2e

+
δ1

(1 + σδ1)
e− 1

(1 + σδ1)
ne (A.14a)

m = −n. (A.14b)

A.3 Dérivation de l'équation de Cross-Newell

La dérivation de l'équation de Cross-Newell pour la solution en rouleaux

est obtenue en herhant la stabilité d'une solution du type :

e = Aeiθ (A.15)

Elle est ii présentée ave tous les détails de alul, en partant du modèle

de Swift-Hohenberg établi dans la setion préédente.

Pour simpli�er les aluls, érivons l'équation de S-H sous une forme

générique du type :

∂ψ

∂t
= Caψ + iCb∇2ψ + Ccnψ

+Cd|ψ|2ψ + Ce(Cf + Cg∇2)2ψ (A.16a)

∂n

∂t
= Ch + Cj|ψ|2 (A.16b)

où nous avons remplaé les oe�ients par des symboles (Ca...j), a�n de sim-

pli�er les expressions. La relation entre les aniens oe�ients et les nouveaux
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est donnée par :

Ca =
σ(r − δ1)

1 + σδ1
− i

σδ1ΩG

1 + σδ1

Cb =
A1

1 + σδ1

Cc = − σ

1 + σδ1

Cd =
a0

(1 + σδ1)b(1 + δ2)

[

σA

(1 + δ2)
− i

σAδ

(1 + δ2)

]

Ce = − σδ1
(1 + σδ1)3

Cf = ΩG

Cg = A1

Ch = − c

c− c2
b

Cj =
c

c− c2
δ1

Ave le hangement de variables expliité dans 4.7 et 4.10, la solution

s'érit :

ψ = A( ~X, T )eiΘ( ~X,T )
(A.17)

Considérons d'abord l'expression des opérateurs de dérivation en tenant

ompte des nouvelles variables. La partie exp(iθ) est onservée pare qu'elle
est présente dans tous les termes, mais disparaît au moment où nous les

injetons dans l'équation de S-H :

∂ψ

∂t
=

(

ε
∂A

∂T
+ Ai

∂Θ

∂T

)

eiθ

∇ψ =

(

ε∇XA+ iA
∂Θ

∂T

)

eiθ = (ε∇X + i~k)Aeiθ

∇2ψ =
(

ε∇X + i~k
)2

Aeiθ =
[

−k2A + i
ε

A
~∇X · (~kA2) +O(ε2)

]

eiθ

∇4ψ =
[

k4A−

iε

(

~k · ~∇X(k
2A) +

k2

A
~∇X · (~kA2) + ~∇X · (~kk2A)

)

+O(ε2)
]

eiθ

Le terme de S-H ave le laplaien au arré devient don :

(Cf + Cg∇2)2ψ =
[

(Cf − Cgk
2)2A +

ε
2iCg

A
~∇X ·

(

(Cf − Cgk
2)~kA2

) ]

eiθ +O(ε2)
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En introduisant es expressions dans l'équation A.16, nous pouvons sim-

pli�er le terme exp(iθ). L'équation peut être séparée en deux parties si nous

onsidérons A réel et nous obtenons :

ε
∂A

∂T
= ℜ(Ca)A− εCb

A
+ ~∇ · (~kA2) + CcnA+ ℜ(Cd)A

3

Ce(Cf − Cgk
2)A+O(ε2) (A.18a)

∂Θ

∂T
A = ℑ(Ca)A− bk2A+ ℑ(Cd)A

3 +

2CgCe

A
~∇ ·

[

(Cf − Cgk
2)~kA2

]

ε+O(ε2) (A.18b)

En onsidérant l'ordre zéro en ε, nous pouvons déterminer la solution :

A2
0 =

ℜ(Ca) + Ce(Cf − Cgk
2)2

CcCj

Ch
−ℜ(Cd)

(A.19a)

∂Θ

∂T
= ω = ℑ(Ca)− iCbk

2 + ℑ(Cd)A
2
0 (A.19b)

Le signe du terme d'ordre ε dans l'équation (A.18b) s'il est négatif onduit
à une solution stable. En utilisant la relation (4.10), nous pouvons érire :

~∇ · (~ku) =

(

u+ kx
∂u

∂kx

)

∂2Θ

∂X2
+

(

kx
∂u

∂ky
+ ky

∂u

∂kx

)

∂2Θ

∂X∂Y
+

(

u+ ky
∂u

∂ky

)

∂2Θ

∂Y 2

où la fontion u est :

u = A2
0(Cf − Cgk

2) (A.20)

Pour étudier la stabilité de la phase nous pouvons onsidérer, sans perte

de généralité, que le veteur

~k est aligné suivant l'axe x :

~k = (k, 0), e qui
permet de simpli�er l'expression i-dessus et nous donne :

∂Θ

∂T
= ω + ε

2CgCe

A2
0

[(

u+ k
∂u

∂k

)

∂2Θ

∂X2
+ u

∂2Θ

∂Y 2

]

(A.21)

Le signe du oe�ient de ∂2Θ/∂X2
nous renseigne sur la stabilité de la

solution le long de l'axe x, (diretion du veteur d'onde). La ourbe (r, k)
pour laquelle il s'annule, nous donne la limite de la région de stabilité de
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Ekaus :

DEckaus =
2CgCe

A2
0

[

A2
0(Cf − Cgk

2) + k
∂[A2

0(Cf − Cgk
2)]

∂k

]

=
2CgCe

A2
0

(

A2
0(Cf − Cgk

2) + k
∂(A2

0)

∂k
(Cf − Cgk

2)− A2
02k

2Cg

)

= − 2A1σδ1
(1 + σδ1)3

[

ΩG − 3A1k
2 +

k

A2
0

∂(A2
0)

∂k
(ΩG −A1k

2)

]

(A.22)

Par ontre, le signe du oe�ient de ∂2Θ/∂Y 2
nous informe sur la stabilité

le long de la diretion orthogonale, et la ourbe (r, k) pour laquelle il s'annule,
orrespond à la limite de la région de stabilité zig-zag :

Dzig−zag =
2CgCe

A2
0

[

A2
0(Cf − Cgk

2)
]

= − 2A1σδ1
(1 + σδ1)3

[

ΩG −A1k
2
]

(A.23)
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Abstract

The response of two CO lasers sharing a common saturable absorber when both lasers are strongly pulsating was2

studied. Both of the lasers behave as strongly nonlinear limit-cycle oscillators exhibiting different amplitudes but similar
periods. Since coupling through the saturable absorber is highly nonlinear, communication between lasers occurs only during
short periods of time and when they are pulsating at about the same time. Nevertheless, we show experimentally and
numerically that in-phase and out-of-phase oscillations are possible modes of synchronization. q 1999 Published by Elsevier
Science B.V. All rights reserved.

PACS: 42.55.-f; 42.60.Mi
Keywords: Passive Q-switching; Coupled limit-cycle oscillators; Nonlinear coupling

1. Introduction

Coupled laser arrays are promising devices for
applications that require high optical power from a
compact source. High power and high coherence can
be achieved only if the lasers are perfectly synchro-
nized but stability and numerical studies of simple
model systems suggest that laser arrays have a natu-
ral tendency to antiphasing. The synchronization of
lasers can be a complex dynamic phenomenon which

Ždepends on the type of laser semiconductor, solid
. Žstate or gas laser , the coupling mechanism mutual

.injection, overlap of the individual fields , as well as
Žthe individual laser parameters optical frequencies,

) Corresponding author.

.pump parameters . Synchronized lasers may exhibit
steady state intensities or various forms of pulsating
intensities from in-phase equal-intensity regimes to
out-of-phase non-equal intensity regimes. Direct ex-
perimental observations of the coupled lasers intensi-
ties are desirable and have motivated the recent

w x w xexperimental 1–4 and theoretical 5–8 interest for
simple two coupled lasers systems.

In this paper, we examine the synchronization
between two CO lasers coupled through a common2

Ž . w xintracavity saturable absorber LCSA 9 . This sys-
tem has been studied previously but mainly in a
master–slave configuration where one strongly oscil-
lating laser entrains the other laser. Here we concen-
trate on a case where both lasers are strongly pulsat-
ing and synchronization into a common period is not

0030-4018r99r$ - see front matter q 1999 Published by Elsevier Science B.V. All rights reserved.
Ž .PII: S0030-4018 99 00237-0
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obvious. Furthermore, two important differences be-
tween our two coupled CO lasers system and re-2

cently studied two coupled solid state or semicon-
w xductor lasers 2–4 motivate a renewed interest for

this system. First, a time-periodic state of a laser
Ž .with a saturable absorber LSA generally consists of

Žstrongly pulsating limit-cycle oscillations called
.passive Q-switching , while single mode solid state

or semiconductor lasers only show damped relax-
ation oscillations. Second, the coupling of our lasers
through a common saturable absorber is highly non-
linear, which contrasts to the linear coupling of the
fields considered in earlier studies of two coupled
lasers. These two properties of our laser system give
rise to a peculiar kind of coupling, i.e., a coupling
which is strongly localized in time and whose strength
evolves in time in a non-trivial way.

Our LCSA problem can be examined mathemati-
cally as two coupled limit-cycle oscillators. Synchro-
nization is then possible provided that their individ-

w xual frequencies are sufficiently close 10 . However,
there is an important feature in our laser problem
which has not been examined in the applied mathe-
matical literature. As we shall demonstrate, the two
lasers may synchronize with drastically different am-
plitudes. Most mathematical studies have concen-
trated on weakly coupled oscillators exhibiting
slightly different periods but identical amplitudes.
An elementary theory of two weakly coupled har-
monic limit-cycle oscillators exhibiting distinct am-
plitudes R and R and frequencies v and v1 2 1 2

Žleads to the following locking condition see Ap-
.pendix A :

R R1 2
< <v yv -h q , 1Ž .2 1 ž /R R2 1

where h<1 measures the weak coupling.
Keeping the detuning v yv and R fixed, we2 1 1

Ž .note that Eq. 1 is best satisfied if either R rR <12 1

or R rR 41, i.e., as the two lasers oscillate with2 1

different amplitudes. Equivalently, we may say that
synchronization is realized for a larger domain of
v yv if the two oscillators are oscillating with2 1

different amplitudes. This is exactly what we observe
with our LCSA system when the two lasers operate
above their individual thresholds. Understanding how
the individual lasers interact is then the key problem

for successful synchronization. Note that we consider
a problem of dynamical synchronization where the

Ž 4 .self-pulsing frequencies ;10 Hz of each sub-
system lock to each other. This should not be con-
fused with the problem of optical synchronization
or mode-locking between two optical frequencies
Ž 14 .;10 Hz .

The plan of the paper is as follows. In Section 2,
we summarize the main results of our experiments
showing that both in-phase and out-of-phase syn-
chronizations are possible. We also introduce our
model equations for the CO LSA and identify the2

necessary conditions for synchronization. These con-
ditions are obtained by determining the bifurcation
diagrams of the individual lasers. In Section 3, we
show that the nonlinear coupling can be considered
as a small perturbation of two uncoupled LSAs. We
discuss the consequences of this observation and
numerically determine in-phase and out-of-phase so-
lutions similar to the experimental regimes. Section 4
summarize and discuss the main points of our com-
bined experimental and theoretical analysis.

2. Results and model equations

A schematic representation of the experimental
system is given in Fig. 1, which is composed of two

Ž .laser cavities L : G1-OM and L : G2-M-CBW-OM1 2
Ž .with two separate active media AM1 and AM2 . A

Ž .coated Brewster window CBW is used as a trans-
mitting polarizer for L and reflecting polarizer for1

L ; this ensures that the two lasers operate on or-2

thogonal polarization states and allows the interac-
Ž .tion to happen only in the absorber cell ABS ,

where the two beams are superimposed. Mirror OM
is partially transparent and serves as an output cou-

Fig. 1. Schematic representation of the experimental set-up. AM1,
AM2 active media, ABS absorber, G1, G2 diffraction gratings,
CBW coated Brewster window, M mirror, OM partly transparent
output mirror.
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pler to monitor the laser intensities, I and I . The1 2

detection stage exploits the orthogonality of the
polarization states by using another Brewster win-
dow to separate the two intensities. A slight mis-
alignment of this window allows a small fraction of
I to pass and be detected on the same detector as I .2 1

This allows us to determine the presence of a delay
between intensity pulses without having to take into
account any delay introduced by the difference in the
detectors and electronics. The system control param-
eters are the active media discharge currents and

Žcavity frequency detunings which act on the gains
.of the two subsystems and the pressure of the

Ž .absorber which controls the absorption parameters .
The uncoupled LSA exhibits a wide range of

dynamical regimes ranging from periodic to multi-
Žperiodic and chaotic intensity outputs see e.g. Refs.

w x.11–13 . The introduction of the coupling intro-
duces additional complexity in the system, leading to

w xnumerous kinds of coupled laser dynamics 9 . How-
ever, a full analysis of those regimes is beyond the
scope of this paper, whose main objective is to
understand the synchronization between two strongly
pulsating lasers. For this purpose we will restrict our
analysis to a simple case where the system is above
threshold and emits periodic high-intensity pulses. In
order to obtain this regime, we selected a partial
pressure of the absorber P s20 mTorr and dis-ABS

charge currents i s i s20 mA. We then used the1 2

laser frequencies to control the pump parameters.
Both frequencies were tuned near the edge of the
gain curve allowing periodic pulsing in the regime
called PŽ0.. For the investigation of the coupling

Ž .dynamics, we fixed the frequency of one laser L1
Ž .and varied the frequency of the other one L over a2

range of few megahertz, going from higher to lower
pump values. The typical range we used was about
6–7 MHz, which is to be compared to the amplifier
line width of approximately 80 MHz. The absorber
line width was assumed very large, on the basis that

Žwe added a large amount of buffer gas He, 2–4
.Torr in the cell to increase the homogeneous line

width. A large line width improves coupling.
As the pump parameter of L was varied, we2

typically found several regimes from 1:1 synchro-
nization to m:n and partial synchronization states.
We concentrated on the 1:1 synchronization region,
as shown in Fig. 2. Going from a high to a low value

Fig. 2. Experimental recording of the synchronization regime,
showing a 1: 1 train of pulses.

Ž .of the pump of L , we observed successively: i2
Ž .out-of-phase q pulsation of L and L with the1 2

Ž .pulses from L occurring before those of L ; ii2 1
Ž . Ž .in-phase pulsation; and iii out-of-phase y pulsa-

tion symmetrical to the previously observed one, i.e.,
the pulses from L occurred before those of L . The1 2

transition from one regime to the subsequent one
occurred smoothly: the phase difference between the
pulses reduced gradually from positive to negative
values as a function of the pump parameter. For
those three regimes, we measured the periods of both
uncoupled LSAs to compare these values with that
observed in the coupled case. Furthermore, we also
measured the ratio between the two laser intensities.
In all cases, we found that the perturbation in the
pulse intensity induced by the coupling was negligi-
ble, and the intensity ratio remained identical to the

Ž .uncoupled case about 2.3 , which suggests that the
effect of coupling is weak. Fig. 3 shows the three
experimental conditions observed, with the temporal

Ževolution of the two laser intensities: L continuous1
. Ž .line and L dashed line . The intensity scale was2

renormalized to have the same maximum on the two
channels, which facilitates the determination of the
delay between the pulses. In all the three cases, we
had a perfect 1:1 synchronization between the two
lasers. The comparison of the different periods is
given in Table 1. The P and P columns represent1 2

the periods for the uncoupled lasers, while P rep-12

resents the period of the coupled system. All values
are given in microseconds. It is interesting to note
that in all cases the period of the coupled regime was
between those of the uncoupled lasers.
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Fig. 3. Experimental recording of the coupled lasers synchroniza-
Ž .tion regimes. From top to bottom: a out-of-phase synchroniza-

Ž .tion where the pulse of L appears before the pulse of L ; b2 1

in-phase synchronization where both the L and L pulses appear1 2
Ž .together; c out-of-phase synchronization where the pulse of L 2

appears after the pulse of L . Note that the two pulses are not1

drawn on the same scale. The pulse of L is typically 1r3 to 1r22

of the pulse of L .1

The model used to describe the evolution of the
intensities I and I is based on the work by1 2

w xTachikawa et al. 11,12 and consists of a 3q2 level
model for the CO laser with a saturable absorber.2

Each laser is described by its intensity I and by twoj
Žinversions of population variables U and W jsj j

.1,2 . The common absorber is described by the
population difference X. The rate equations use the

w xdimensionless formulation of Lefranc et al. 13 for a
single LSA and are given by:

d I1
s I U yXy1 , 2Ž . Ž .1 1d t

dU1
se W yU 1q I ,Ž .1 1 1d t

dW1
se A qbU yW , 3Ž . Ž .1 1 1d t

d X
se X yX 1qaI qaCI , 4Ž . Ž .x 0 1 2d t

d I2
s I U yDXy1 , 5Ž . Ž .2 2d t

dU2
se W yU 1q I ,Ž .2 2 2d t

dW2
se A qbU yW . 6Ž . Ž .2 2 2d t

In these equations, e and e represent the relax-x

ation rates of the populations of the two active media
and the absorber in units of the cavity constant k ,
respectively. k is assumed to be identical for the two
lasers and is taken as time unit to simplify the
equations. The ratio between the different absorp-
tions for the two laser beams is given by D. A and1

A are the pump parameters of the active media 12

and 2, respectively, X corresponds to the difference0

of population in the absorber without saturation, b
denotes the dependence of W or W relative to e ,1 2

Table 1
Ž .Experimental periods of the uncoupled P , P and coupled1 2

Ž .P lasers in microseconds12

P P P1 2 12

Ž .110 85 92 out-of-phase q
108 124 112 in phase

Ž .107 146 126 out-of-phase y
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the coefficient a is defined as the saturability param-
eter of the absorber relatively to the active medium
1, and C is the ratio of the parameters of saturation
of the first and second active media. The coupling
between the two lasers is determined by the parame-
ters C and D, which control the effect of the L 2

beam on the absorber and the effect of the absorber
on L , respectively. The values of the fixed parame-2

ters are:

es0.137, as4.17, bs0.85, e s1.2,x

X s2, CsDs0.5. 7Ž .0

These parameter values are for a typical CO2
w xLSA system 13 . The choice of CsDs0.5 is

justified by the assumption that the two lasers are
operating with different detuning compared to the
absorber line, leading then to different absorption as
well as different saturability. All our bifurcation
studies were done without addition of noise to the
laser equations and using a conventional variable
time step Runge–Kutta method.

Ž . Ž .Eqs. 2 – 6 admit the solutions of each individ-
Ž .ual laser. More precisely, the solutions of Eqs. 2 –

Ž . Ž . Ž .4 with I s0 and the solutions Eqs. 4 – 6 with2

I s0 are separate families of solutions of Eqs.1
Ž . Ž .2 – 6 . Consequently, we first investigate the bifur-
cation diagram of each individual laser before exam-
ining the effect of coupling. L admits a steady1

bifurcation from the zero intensity solution at A s1
Ž .A L first threshold defined by:1th 1

A ' 1yb 1qX . 8Ž . Ž . Ž .1th 0

This bifurcation is immediately followed by a
Hopf bifurcation to high intensity and large period
pulsating oscillations. This Hopf bifurcation at A s1

ŽA is located very close to A from the linear1H 1th

stability analysis of the non-zero steady state, we
Ž Ž .. Ž y2 ..find A yA sO e 1yb sO 10 and the1H 1th

branch of the periodic solutions is almost vertical at
that point. We thus consider A as a good estimate1th

of the threshold for the limit cycle oscillations. Simi-
larly, we find a Hopf bifurcation to intense pulsating
oscillations for L which is located close to its first2

threshold at A sA defined by:2 2th

A ' 1yb 1qDX . 9Ž . Ž . Ž .2 th 0

Close to these thresholds, L and L exhibit1 2

strongly pulsating oscillations consisting of short and

intense pulses separated by long periods where the
intensity is almost zero. The interaction through the

Ž .common saturable absorber is modeled by Eq. 4
which allows both lasers to operate as independent
LSAs except if they are pulsating at about the same
time. This implies a resonance condition of the form
P ;P or, more generally:2 1

nP ;mP , 10Ž .2 1

where P and P denote the periods of L and L ,1 2 1 2

respectively, and n, m are integers. In the next
section, we consider A to be fixed and analyze the1

conditions for a successful periodic synchronization
in terms of A .2

3. Reduced model

In this section, we first take advantage of the
values of the parameters and reduce the number of
equations. We then investigate the reduced equations

Ž . Ž .numerically. A numerical study of Eqs. 2 – 6 using
Ž .Eq. 7 indicates that X remains close to its slow

manifold
X0

Xs , 11Ž .
1qaI qaCI1 2

Ž .which allows a simplification of the laser Eqs. 2 –
Ž .6 . It also allows us to visualize the effect of the
saturable absorber in the equations for the intensities.

Ž . Ž . Ž .Indeed, inserting Eq. 11 into Eqs. 2 – 6 , we
Ž .obtain the same equations for U and W js1,2j j

but new equations for I and I given by:1 2

d I X1 0
s I U y y1 , 12Ž .1 1ž /d t 1qaI qaCI1 2

d I DX2 0
s I U y y1 . 13Ž .2 2ž /d t 1qaI qaCI1 2

Both equations exhibit the nonlinear coupling term
Ž Ž ..Eq. 11 which is clearly effective only if either I1

or I are different from zero, i.e., when lasers are2

pulsating. Fig. 4 represents the bifurcation diagrams
of the uncoupled L and L limit-cycles. The L1 2 2

Ž .limit-cycles are the periodic solutions of Eq. 13
Ž .with I s0 and Eq. 6 . The bifurcation points have1

been determined from a linear stability analysis of
the steady states. We find that A s0.3 is the laser2th

first threshold and A ,0.312 is a Hopf bifurcation2H

point from a non-zero intensity steady state. The
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Fig. 4. Bifurcation diagrams of the uncoupled lasers. We show the
period P of the limit-cycle oscillations of L as a function of A1 1 1

and the period P of the limit-cycle oscillations of L as a2 2

function of A . The two Hopf bifurcations points at which these2

solutions appear are A ,0.4525 and A ,0.312. The two1H 2H

arrows indicate the values of A s0.7 and A s0.45 used in our1 2

simulations of the coupled laser system.

period of the oscillations at the Hopf point is P ,2H

212. The bifurcation diagram of L is similar to the1

bifurcation diagram of L except that the branch of2

limit-cycles is much sharper near the Hopf bifurca-
tion point. The L limit-cycles are the solutions of1

Ž . Ž .Eq. 12 with I s0 and Eq. 3 . The laser first2

threshold and the Hopf bifurcation point are located
at A s0.45 and A ,0.4525, respectively.1th 1H

We next examine the coupled lasers problem for
A s0.7 and three different values of A close to1 2

ŽA s0.45 A s0.7 and A s0.45 are indicated by2 1 2
.arrows in Fig. 4 . From Fig. 4, we note that the

period of the uncoupled L and L oscillations are1 2

P s139 and P s131, respectively, suggesting1 2

nearly 1:1 resonance conditions. Each value of A2

illustrates a different form of synchronization. The
values of A , the properties of the free L and L2 1 2

Ž .oscillations P , I , P , I and the synchroniza-1 1M 2 2M
Ž .tion result P , I , I are summarized12 1MŽcoupl. 2MŽcoupl.

in Table 2.
Ž .We discuss each case. Out-of-phase q periodic

synchronization is observed at A s0.47 and is2

characterized by an intensity pulse of L which2

appears before the intensity pulse of L and with a1
Ž Ž ..smaller amplitude Fig. 5 a . The difference be-

tween the maxima is t y t s3.5. At A s0.45,m1 m2 2
Ž Ž ..the two lasers oscillate in-phase Fig. 5 b . At A s2
Ž .0.43, we observe out-of-phase y synchronization

where the pulse of L appears after the pulse of L2 1
Ž Ž ..t y t s5.5, Fig. 5 c . For lower values of A ,m2 m1 2

the pulses are no more synchronized and the two
lasers oscillate independently except at the occa-
sional times when they may pulse together. We do
not consider these cases of partial synchronization.
Note that the positions of the intensity pulses for the
two out-of-phase regimes are in agreement with the
periods of the individual lasers: we observe that

Ž .t - t in the first case A s0.47 and P -P ,m2 m1 2 2 1
Ž .while t ) t in the second case A s0.43 andm2 m1 2

ŽP )P . This is exactly like in the experiments see2 1
.Table 1 . Furthermore, we find that the period of the

synchronized regime is between the periods of the
two individual lasers except for the case of in-phase
synchronization.

Table 2
Ž .Numerical periods P and P resp. P and intensity maxima1 2 12

Ž . ŽI and I resp. I , I for the free LSAs respec-1M 1M 1MŽcoupl. 2MŽcoupl.
.tively the coupled LSAs for different values of A2

A P I P I P I I2 1 1M 2 2M 12 1MŽcoupl. 2MŽcoupl.

0.47 139 11.1 117.4 3.6 131 11.1 3.8 out-of-
Ž .phase q

0.45 139 11.1 130.5 3.5 141 11.3 4.7 in-phase
0.43 139 11.1 147.1 3.3 146 11.1 4.2 out-of-

Ž .phase y
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Ž . ŽFig. 6. Coupling functions. The functions C I , I ard C I ,1 1 2 2 1
.I are shown together with the pulses I and I for the out-of-2 1 2

phase synchronization regime as A s0.7 and A s0.43. Note1 2

that these two functions are localized in the regions where both
intensity pulses appear. Moreover, their maximum amplitudes are
relatively small compared to the maximum intensities.

We may understand the synchronization problem
Ž .better if we reformulate the intensity Eqs. 12 and

Ž .13 as the equations of two uncoupled LSAs plus a
coupling term. These equations are given by:

d I X1 0
s I U y y1 qC I , I , 14Ž . Ž .1 1 1 1 2ž /d t 1qaI1

d I DX2 0
s I U y y1 qC I , I , 15Ž . Ž .2 2 2 1 2ž /d t 1qaCI2

where the coupling terms C and C are defined by1 2

I I1 2
C 'X aC , 16Ž .1 0 1qaI 1qaI qaCIŽ . Ž .1 1 2

I I1 2
C 'X aD . 17Ž .2 0 1qaCI 1qaI qaCIŽ . Ž .2 1 2

Because of the product I I , C and C are1 2 1 2

numerically significant only during the short interval

Ž .Fig. 5. Possible synchronization regimes. a out-of-phase syn-
chronization where the pulse of L appears before the pulse of L2 1
Ž . Ž .A s0.7 and A s0.47 ; b in-phase synchronization where the1 2

Ž . Ž .L and L appear together A s0.7 and A s0.45 ; c out-of-1 2 1 2

phase synchronization where the pulse of L now appear after the2
Ž .pulse of L A s0.7 and A s0.43 .1 1 2
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Ž . Ž . Žof time where the I t and I t pulses overlap see1 2
.Fig. 6 . Note the relative small amplitudes of the

maximum of C or C compared to the maximum of1 2

I or I . This suggests that the coupling between the1 2

two lasers is weak and we expect that its main
contribution will be on the phases of each limit-cycle.
More specifically, we expect that

I , I 1qd tqu andŽ .Ž .1 10 1 1

I , I 1qd tqu , 18Ž . Ž .Ž .2 20 2 2

Ž . Ž .where I t and I t denote the intensities of the10 20
Ž .free L and L oscillations. In 18 , d , d are the1 2 1 2

small frequency corrections and u , u are constant1 2

phases. Indeed, we note from Table 2 that I and1M

I do not change very much as the two lasers are2M

coupled although the change of I is more signifi-2M
Ž .cant 7–34% when synchronization is in-phase.

4. Discussion

In this paper, we considered the synchronization
between two strongly pulsating CO lasers. Al-2

though coupling through a saturable absorber is
highly nonlinear, we show that its global effect is
relatively small. This results from the fact that the
coupling function is almost zero except during the
short periods of time where the two lasers are pulsat-
ing almost simultaneously. It also explains the ob-
served small window of resonance: if the time inter-

Žval between the intensity maxima increases out-of-
.phase synchronization , the amplitude of the cou-

pling function decreases. Outside our specific 1:1
window of resonance, the coupled laser system may
exhibit a more complicated response until locking
into a different m:n resonance is observed. These

w xdifferent situations will be discussed elsewhere 9
and are similar to the locking regime of the bimode

w xLSA 14 .
We observed, both experimentally and numeri-

cally, that the amplitude of the oscillations and their
waveforms are little modified when the lasers are
coupled. This follows from the relatively small effec-
tive coupling compared to the maximum intensities.
We also found that the history of the laser pulse for
each laser is accurately described by the 3q2 level

Ž . Ž .model Eqs. 2 – 6 . On the other hand, coupling has
a strong effect on the oscillatory phases of each

laser. The transition from out-of-phase to in-phase
synchronization is smooth and does not depend on
the details of the model used for an individual LSA.
We verified this property by eliminating adiabati-

Ž . Ž .cally X, W and W in Eqs. 2 – 6 and by numeri-1 2

cally solving the remaining four equations.
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Appendix A

In this appendix, we analyze an elementary model
of two coupled limit-cycle oscillators exhibiting dif-
ferent amplitudes. Specifically, we consider two lin-
early coupled limit-cycle oscillators modelled by the
following equations:

d x1 2 2sl x qv y yx x qy qh x yxŽ .Ž .1 1 1 1 1 1 1 2 1d t
d y1 2 2sl y yv x yy x qy qh y yyŽ .Ž .1 1 1 1 1 1 1 2 1d t
d x2 2 2sl x qv y yx x qy qh x yxŽ .Ž .2 2 2 2 2 2 2 1 2d t
d y2 2 2sl y yv x yy x qy qh y yy ,Ž .Ž .2 2 2 2 2 2 2 1 2d t

19Ž .
where h<1 measures the weak coupling. This sys-

w xtem has been studied by Aronson et al. 15,16 as a
canonical model for coupled oscillations in biologi-
cal and chemical systems. However, a significant

w xassumption in Ref. 15 as well as other studies is the
fact that l sl . Coupled lasers exhibit distinct1 2
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Ž .parameters such as distinct pump parameters and
motivate the analysis of the case l /l . In Ref.1 2
w x Ž . < <17 , we examined the case l sO 1 and l <1.1 2

In this appendix, we derive an asymptotic theory for
Ž .l and l arbitrary. The equations in Eq. 19 are1 2

best analyzed in polar coordinates. Introducing
Ž . Ž .R exp if sx q iy js1,2 , these equations canj j j j

be rewritten as:

d R1 3sl R yR qh R cos c yRŽ .Ž .1 1 1 2 1d t
d R2 3sl R yR qh R cos c yRŽ .Ž .2 2 2 1 2d t

dc R R1 2
sy v yv yh q sin c , 20Ž . Ž . Ž .2 1 ž /d t R R2 1

where c'f yf . Assuming now:2 1

< <v yv sO h and l )0, 21Ž . Ž .2 1 j

the long time solution approaches the limit:

R s l qO n 22Ž . Ž .(j j

Ž .and the phase difference c satisfies Eq. 21 with
constant coefficients. Locking then implies that:

R R1 2
< <v yv -h q . 23Ž .2 1 ž /R R2 1

< <Assuming w yw and R are fixed and analyz-2 1 1

ing the right hand side of the inequality in terms of
R , we find that this condition is best satisfied in the2

limits R rR ™0 or R rR ™`.2 1 2 1
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Swift–Hohenberg model of a CO 2 laser
with saturable absorber
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Abstract. The spatiotemporal dynamics of the bifurcating transverse modes of a CO2 laser
with saturable absorber is demonstrated to be governed by a complex Swift–Hohenberg
equation for the laser field coupled to an ordinary differential equation. Numerical
investigations are reported to illustrate the nonlinear spatiotemporal evolution near and
beyond threshold.

Keywords: Saturable absorber, laser dynamics, Swift–Hohenberg, transverse instabilities

1. Introduction

In the last few years, the interest in pattern formation in
nonlinear optical systems has increased considerably [1].
As far as lasers are concerned, the spatiotemporal dynamics
of single longitudinal mode, two-level lasers with flat end
reflectors has been shown to be described by a complex
Swift–Hohenberg (SH) equation [2, 3]. Homogeneous
oscillations and travelling wave solutions have been predicted
to appear above the lasing threshold [5] depending on the sign
of the detuning between the atomic and cavity frequencies.

Lasers with intra-cavity saturable absorber (LSAs) have
been shown to display very rich dynamics. The introduction
of an intra-cavity saturable absorber widely extends
the variety of dynamical regimes observed in standard
monomode class B lasers (e.g. CO2, YAG:Nd3+). Bistability,
self-oscillations, chaos of different types including Shilnikov
chaos have been observed and theoretically interpreted in
monomode CO2 laser with saturable absorbers such as SF6

or CH3I [6]. Multimode dynamics of these lasers also
reveals a rich variety of phenomena and their spatiotemporal
dynamics has recently been considered. When the transverse
dimensions are increased and/or the mode frequency spacing
decreased, competition between a large number of modes
may lead to multistable regimes in which the LSA selects
one among the many modes allowed to oscillate [7]. In view
of these previous investigations, it is expected that large area
LSAs will display rich spatiotemporal dynamics. We follow
the same procedure as most recent studies of wide aperture
laser systems [2, 3] and consider a single longitudinal mode
laser with flat end mirrors and homogeneous pumping. The
analytical analysis has been made on the 3-2 level model for a
LSA [8], including diffraction effects, as derived by Barsella
et al [9]. Throughout this paper we present an investigation
of pattern formation in LSAs in the approach of amplitude

† E-mail address:taki@lsh.univ-lille1.fr

equations. In the next section we first recall the extension
of the 3-2 model suitable for describing large aperture CO2

LSAs. Then the amplitude equation of the LSA is derived and
numerical simulations are performed to obtain the structures
emerging well above the threshold and illustrate the nonlinear
saturation effects.

2. Description of the theoretical model

This section provides a theoretical analysis of a single LSA
model including transverse effects. We start from the 3-2
model for the CO2 LSA without adiabatic elimination of
the active medium polarization and derive its adimensional
form in the case of large absorber linewidth. The model
used to describe the dynamics of the CO2 LSA system is
derived from that developed by Zambonet al [8] in the
plane-wave approximation. The present model is based on
the representation of the active medium by three variables,
namely, the population inversion between the lasing levels
(D), an auxiliary variable (s) to include the dynamics of a
third level and the polarization (P ) of the active medium.
This last quantity was adiabatically eliminated in the plane-
wave theory and has been reintroduced here since the addition
of the diffraction effect in the model does not allow for
the adiabatic elimination of this variable. The field (F )
equation is the same as for the free-running laser, except
for the introduction of an additional term to describe the
absorber contribution. The model uses the classical adiabatic
elimination of the absorber variables, successfully used in
previous LSA studies, which is equivalent to the assumption
of an absorber with very large homogeneous linewidth. The
validity of this approximation has been recently confirmed
experimentally for high absorber pressures by Oliveiraet al
[10]. In the present model this approximation is valid if we
restrict the analysis to the case of laser field frequency close
to the amplifier gain line and far from the absorber line, which

1464-4266/99/010064+06$19.50 © 1999 IOP Publishing Ltd
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corresponds to the simplest situation to reach experimentally.
After elimination of absorber variables the model reads:

∂F

∂τ
= −κ

[(
1− i

A
8
∇2
⊥ + Ā

1− iδ

1 + δ2 + a‖F‖2
)
F − AP

]
∂P

∂τ
= γ⊥[FD − (1 + i�)P ]

∂D

∂τ
= γ‖

[
(χ −D)− 1

2
(F ∗P + P ∗F)

]
− c1(s −D)

∂s

∂τ
= −γ1(s −D)

(1)

whereκ, γ⊥, γ‖ andγ1 are the cavity damping time, and the
relaxation times for polarization, population inversion and the
auxiliary variable, respectively.c1 is the coupling constant
between the auxiliary variable and the population inversion,
A is the diffraction coefficient. We stress here that the transfer
from the population of the third level towards the lasing level
requiresc1 < 0. � (respectivelyδ) is the frequency detuning
between the field and active medium (respectively absorber).
A (Ā) is the unsaturated amplification (absorption) of the
active medium (absorber).a is the relative saturability of the
absorber.χ is the pump parameter, assumed homogeneous
and therefore independent of the spatial variables. In contrast,
the dynamical variablesF , P , D and s depend on the
transverse coordinates. Before going further in the analysis,
it is convenient to introduce the new scaling by setting
F = √

γ⊥/γ‖e, P =
√
γ⊥/γ‖A−1p and t = τγ⊥ together

with the change of variablesn = (χ −D)A,m = (s − χ)A.
Going to the rotating frame by introducinge = ẽei�LSAt and
p = p̃ei�LSAt with�LSA = σĀδ/(1 +δ2), equations (1) read,
in the new variables (we dropped the tildes):

∂e

∂t
− iA1∇2

⊥e = −σδ1e + σp + (σ Ā/(1 + δ2)− i�LSA)

× (a/b)|e|2
1 + δ2 + (a/b)|e|2 e

∂p

∂t
+ [1 + i�G]p = (r − n)e

∂n

∂t
+ bn = 1

2
(e∗p + p∗e) + c2(n +m)

∂m

∂t
+ cm = −cn

(2)

where we have setδ1 = 1 +Ā/(1 +δ2) and�G = � +�LSA.
The remaining parameters are:σ = κ/γ⊥, A1 = σA/8,
b = γ‖/γ⊥, c = γ1/γ⊥, c2 = c1/γ⊥ < 0, r = Aχ .

From this it appears that (i) the saturable absorber
increases the dissipative term in the field equation by a factor
δ1 leading to an increase of the lasing threshold as expected
from the introduction of an absorber inside the laser cavity,
and (ii) the field natural reference frame is rotating at a
frequency taking into account the frequency pulling effect
due to the absorber and written in terms of the physical
parameters�LSA = κĀδ/[γ⊥(1 + δ2)]. Writing the field
equation in this reference frame eliminates the complicated
mathematical formulae and leads to a form more convenient
for analytical as well as for numerical investigations.

3. Derivation of the Swift–Hohenberg model for the
LSA

3.1. Amplitude equations

The nonlinear dynamics of CO2 LSA equations can be
captured analytically by deriving amplitude equations for
the system. As we wish to describe the evolution for both
signs of the effective detuning, it is sufficient to consider
�G as a small parameter since we are interested only in the
parameter domain of vanishing�G. This situation is similar
to that of free-running laser systems for which a complex
order parameter description has been proposed [3]. Here we
will extend this procedure to LSA systems. For this purpose
we look for solutions of the LSA equations (equations (2)) in
the form:

V = εV1 + ε2V2 + · · · (3)

whereV = (e, p, n,m) andε is defined by setting�G =
ε�1

G. From the linear stability analysis of the zero intensity
solution we obtain at the threshold of the instability:

νc = σδ1�G +A1k
2

1 +σδ1

rc = δ1

[
1 +

(
A1k

2 −�G

1 +σδ1

)2
]
.

(4)

In the (r,�G) plane, at the transition point (r = rc =
δ1, �G = 0) where the zero intensity becomes unstable,
the homogeneous and the inhomogeneous solutions coexist.
This point is analogous with the Lifshitz point encountered in
the phase diagrams of some magnetic systems [4]. The study
of the particular range of the parameters where this point may
present a codimension two bifurcation is out of the scope of
this paper.

From the above equation it is clear that a band of
wavevectorsk of width (r − δ1)

1/4 centred aroundkc = 0 is
experiencing growth. Thus the right scalings for slow spatial
variables areX = (r−δ1)

1/4x andY = (r−δ1)
1/4y. In order

that terms involving detuning parameter and diffraction in
LSA equations have the same order of magnitude we assume
r − δ1 = ε2r2. Since, in addition, we are interested in a
CO2 laser, the relative (with respect to polarization relaxation
rate) relaxation rate parameterb in equations (2) is a small
parameter. Let us setb = ε2b2, then the variablen of the
active medium plays a significant role in the dynamics at
the onset of instability. However, the whole procedure of
derivation of the amplitude equations depends on the nature
of the bifurcation from the non-lasing to the lasing state at
threshold. It is well known from the temporal instability
analysis that a bistability phenomenon may appear in the
LSA system, depending upon the saturability parametera

and the absorption parameterĀ. In order to take into account
the saturation effects in the model we set the saturability
parametera = a0 + εa1. Finally to achieve all conditions
for the multi-scale expansion, two slow time variablesTj =
εj t , j = 1, 2 are needed. The derivation of amplitude
equations follows the classical approach of identifying the
coefficients of the powers ofε at each order and using
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solvability conditions. Starting from the model equations
(equations (2)), we look for a solution in the form:

e

p

n

m

 =

e0

p0

n0

m0

 + ε


e1

p1

n1

m1

 + ε2


e2

p2

n2

m2

 + · · · . (5)

Since at thresholdn = −m = |e|2δ1/b = r − δ1 '
r2ε

2 = O(ε2) we expectn ande to be of orderε2.
We separate the nonlinear term of thee variable in

equations (2) in order to better describe the effect of the
nonlinearity for varying values ofa0 anda1. We will then
indicate withN(e) the nonlinear term which contains the
effect induced by the absorber and it can be expanded as:

N(e) =
[(

σĀ

1 + δ2
− i�LSA

)
(a/b)|e|2

1 + δ2 + (a/b)|e|2
]
e. (6)

Defining Â = σĀ/(1 + δ2) − i�LSA, and taking into
account the definition ofa = a0 + εa1, we can perform the
development ofN(e) in different cases. For low values ofa
we expect the saturation of the absorber to be negligible. In
fact, in the case ofa0 = 0 we obtain:

N(e) = Â
[

a1

b2(1 + δ2)
|e2|2e2ε

5 + O(ε6)

]
(7)

whose contribution only appears at order five inε. The SH
derivation is that of the free-running laser with a modification
in the coefficients induced by the absorber.

If the saturability becomes more significant, i.e.a0 6= 0,
we have a fourth-order contribution which we must consider
in the derivation:

N(e) = Â
[

a0

b2(1 + δ2)
|e2|2e2ε

4 + O(ε5)

]
. (8)

We can now perform the derivation in the different
powers ofε. At order zero in the development inε all
equations are null since we performed a variable change from
D to n to have the solution coincident with the zero point.

At O(ε) we choose all variables equal to zero. This
choice is consistent withb of order ε2 and is required for
all the variables to interact at threshold. Note that the same
choice has already been done in a CO2 laser system by Lega
et al [11].

At O(ε2), after collecting the relevant terms, we get the
following relations:

p2 = δ1e2

n2 = −m2.
(9)

At O(ε3) the system is:

∂e2

∂T1
− iA1∇2

⊥e2 = −σδ1e3 + σp3

∂p2

∂T1
+ i�1p2 = −p3 + δ1e3

∂n2

∂T1
= c2(m3 + n3)

∂m2

∂T1
= −c(n3 +m3).

(10)

We can see that the first and second equations are
decoupled from the third and fourth. The solvability
conditions for the first two equations are:

(1 +σδ1)
∂e

∂T1
= −iσδ1�1e + iA1∇2

⊥e

p3 = −δ1

(
∂

∂T1
+ i�1

)
e

(11)

while for the third and fourth we getn3 = −m3. Note that
we have sete2 = e and the arbitrary value ofe3 = 0 to obtain
these last equations.

At O(ε4) we obtain a set of equations similar to
equations (10) and (11). Again we haven4 = −m4 and set the
arbitrary value ofe4 to zero. After grouping the results and
substituting the coefficients to obtain the amplitude equations
for e andnwe have the following system of equations, written
in the original variables:

(1 +σδ1)
∂e

∂t
= σ(r − δ1)e + iA1∇2

⊥e − iσδ1�Ge

− σδ1

(1 +σδ1)2
(�G +A1∇2

⊥)
2e − σne

+

(
σĀ

1 + δ2
− i�LSA

)
a0

b(1 + δ2)
|e|2e

∂n

∂t
= c

c − c2
(−bn + δ1|e|2).

(12)

The two variablesm andp are linked to the evolving
ones by the relations:

p = δ1e − δ1

(1 +σδ1)
(�1 +A1∇2

⊥)e

− δ1

(1 +σδ1)3
(�1 +A1∇2

⊥)
2e +

δ1

(1 +σδ1)
e

− 1

(1 +σδ1)
ne

m = −n.

(13)

At this stage, it is interesting to discuss the parameters
validity domain of the above equations. In fact, the
expression of equation (12) shows that only nonlinear terms
can limit the validity domain of the model. Indeed the last
nonlinear term of equation (12) characterizes the saturability
of the absorber leading to the main difference between free-
running lasers and LSA systems. Note that its coefficient is
the only coefficient of a SH equation where the saturability
parameter appears in addition to the two absorber parameters
Ā and δ. This coefficient becomes zero ifa0 = 0 which
reduces the validity domain of the model to vanishing
saturability parametera, in accordance with the above
expansiona = a0 + εa1. The remaining nonlinear term
(−σne) ensures (since it is negative) the saturation of the
linear amplification of the unstable modes. The model is then
valid irrespective of all the other parameter values since the
Hopf bifurcation is supercritical. Whena0 6= 0, the nonlinear
term (i.e. the two last terms in equation (12)) should ensure
the saturation of linear amplification of unstable modes.
By setting∂n/∂t = 0 (thenn = δ1/b|e|2) the nonlinear
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(a) (b) (c)

Figure 1. Breaking of the far-field ring corresponding to active modes as saturation effects become significant and nonlinear evolution
becomes dominant in the case of low pumping rate (r = 1.15× rc) with random phase initial conditions. (a) (t = 140) Symmetric ring
resulting from the linear evolution. (b) and (c) (t = 770 andt = 1190) Transition to the nonlinear regime. The three diagrams show the
amplitude of the Fourier components, with white being zero and black the maximum.

(a) (b)

Figure 2. Asymptotic states (t = 2450) corresponding to figure 1. (a) Field modulus, with black being zero and white the maximum
amplitude. (b) Amplitude of the Fourier components, with white being zero and black the maximum.

coefficient is:

Ā

(1 + δ2)b

[ a0

1 + δ2
− 1

]
− 1

b
(14)

which we take negative in order to deal with a supercritical
Hopf bifurcation. Hence, the following condition:

a <

(
1 +

1 + δ2

Ā

)
(1 + δ2) (15)

sets the validity of our reduced model for LSA systems with
nonvanishing saturability parametera. Note that we recover
easily the usual bistability conditiona = 1 + 1/Ā obtained
whenδ = 0 [8].

If the condition of equation (15) is not verified then
a subcritical Hopf bifurcation occurs with appearance of
bistability [12]; saturation effects are then captured by quintic
terms. This case requires a specific analysis and will be
published later.

Notice that even in the case ofa0 = 0 all the coefficients
in the laser field SH equation are affected by the presence of

the absorber via the parametersδ1 and�G (the parameters
are defined in equation (2)), except the diffraction coefficient.
The second equation is characteristic of the stiffness (b is
a small parameter) of class B lasers. Therefore the above
system of equations is a generalization of the amplitude
equations for class A and C lasers (eliminate the last equation
by setting∂n/∂t = 0) [2, 3], class B lasers and CO2 lasers
with or without any saturable absorber (Ā = 0). Also
note that the parametersc andc2, originally introduced to
describe the time self-pulsing and temporal chaos, are less
significant for the pattern formation at the threshold of lasing
even though they have a crucial role in the spatiotemporal
complexity far from the onset of lasing. In fact, as far
as moderate pumping values are considered (not far from
threshold) the effects of the auxiliary variablem describing
the dynamics of the third level may be neglected [8].

3.2. Numerical simulations

We now have two sets of governing equations for the
LSA, one of which is strictly valid near threshold. The
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original theoretical model for CO2 LSA (equations (1)), and
amplitude equations in terms of a a SHequation for the laser
field coupled to an equation for the active medium. The
difficulty of handling mathematically the original theoretical
model, leading to the lack of analytical results, makes
relevant the use of amplitude equations. Although they
are valid near threshold, their validity qualitatively extends
far above this limit. Therefore, in addition to generic
phenomena usually captured by order-parameter equations
such as diffraction, diffusion or dispersion and nonlinear
saturation, they can give more insight into the basic features
of the nonlinear CO2 LSA dynamics, especially when we
take advantage of numerical simulations. Indeed, we have
performed numerical integrations of equations (10) in 2D
transverse coordinates, using the split-step method with a
square grid of 80× 80 points associated to a computational
box length approximately eight times the critical wavelength
λc = 2π/kc, in order to avoid numerical instabilities. The
nonlinear terms are added by computing them in the real
space and then transforming them with a FFT algorithm. The
effects of initial conditions on the spatiotemporal behaviour
are taken into account by considering several different initial
conditions including random phase, localized and uniform
initial conditions.

3.2.1. Saturation effects and laser nonlinear pattern.
Numerical simulations allow one to determine the patterns
which asymptotically appear in the laser. To this purpose
we ran longer simulations with different values of the
pump parameterr. Two qualitatively different nonlinear
behaviours develop beyond the laser threshold and strongly
depend on the sign of�G. When�G < 0, no structure
can exist at threshold leading to a homogeneous solution,
in agreement with the last of equations (4), irrespective of
the nature of the initial conditions. For instance, when the
starting condition is a Gaussian profile with a peak of small
amplitude at the origin, then the trajectory tends to a limit
cycle which confirms the presence of a supercritical Hopf
bifurcation.

When�G is positive, however, there exists a nonlinear
competition between all transverse linearly unstable modes.
In figures 1 and 2 we have set the parameters slightly above
threshold, namelyσ = 1, c = −c2 = 0.1, �G = 1.2,
Ā = 0.5, rc = 1.5 and r = 1.15 × rc. Figure 1(a)
displays the short-term linear mode selection, exhibiting
the normal ring structure corresponding to all active modes
whose wavenumbers|k| = kc, as predicted by the last relation
of equations (4). As time progresses, the nonlinear terms
become significant leading to saturation effects, which cause
a symmetry breaking of the ring. This effect is visible in
figures 1(b) and (c), which show the evolution of the far field,
where somek components are selected.

The asymptotic pattern after 2450 units of reduced
time is depicted in figure 2(a) which corresponds to a
regular periodic pattern. In figure 2(b), the far field is
shown to be composed of four maink components of
equal amplitude which point to the corners of a rectangular
shape rotated around the origin. The additional low-
amplitudek components which are visible on the figure are
harmonics of the four fundamentalk vectors. We noticed

(a) (b)

(c)

0 50 100 150 200 250 300

Time

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
1.2
1.4
1.6
1.8
2.0

I(
0,

0)

Figure 3. Nonlinear evolution of the field pattern in the case of
high pumping rate (r = 4× rc). (a) Field modulus, with black
being zero and white the maximum amplitude. (b) Amplitude of
the Fourier components, with white being zero and black the
maximum. (c) Time evolution of the(0, 0) point intensity.

that this four-component pattern is similar to those reported in
hydrodynamics by Silberet al[13] and recently by Komarova
et al [14]. Although the four-component patterns with equal
amplitude are stable as pointed out in the above references,
we have observed numerically that the final state is sensitive
to the width of the transverse square domain.

We have also investigated numerically the far-from-
threshold region of high values ofr (r = 4× rc) to show
the effect of high pumping on the selection of structures. A
typical situation is depicted in figure 3 where the parameters
of the simulation are the same as in figure 2 except for the
r value. We have observed that the ring distribution of the
Fourier components only appears in the transient regime (t <

70) and evolves at longer times to a disc shape (figure 3(b)).
The transverse intensity profile (figure 3(a)) displays peaks
with different brightness irregularly distributed in space. The
time evolution of the intensity of the(0, 0) point is shown
in figure 3(c) where we can observe chaotic oscillations
originating from a nonlinear interaction of a large number
of transverse modes. The details of the transition between
regular and irregular patterns are beyond the scope of this
paper.

4. Concluding remarks

In this paper we have shown that beyond the threshold and by
considering nonlinear effects, the spatiotemporal evolution
of transverse structures is described by a SH equation for
the laser field coupled to an equation describing the active
medium not only relevant for CO2 laser but also for class B
lasers. The former appears similar to that for the free-running
laser except that the saturable absorber effects are captured

68



Swift–Hohenberg model of a CO2 laser with saturable absorber

in the coefficients of the different terms. The numerical
simulations performed in 2D transverse coordinates allowed
us to investigate the behaviour of the system beyond the
linear regime. They showed the laser transverse patterns
resulting from the nonlinear selection mechanism at and
beyond threshold, ranging from stable periodic cellular
patterns to more complex spatiotemporal states displaying
peaks irregularly distributed in space with a temporal chaotic
evolution. Extension of this work by taking into account
curved mirrors for the cavity and/or the inhomogeneous
pumping is in progress.
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[1] Firth W J and Paŕe C 1988Opt. Lett.131096
Grynberg G, Lebihan E, Verkerk P, Simoneau P, Leite J R,

Bloch D, Le Boiteux S and Ducloy M 1989Opt. Commun.
67363

Lugiato L A 1992Phys. Rep.219293
Weiss C O 1992Phys. Rep.219311
Gil L, Emilsson K and Oppo G L 1992Phys. Rev.A 45567
Tlidi M, Georgiou M and Mandel P 1993Phys. Rev.484605
Scroggie A J, Firth W J, McDonald G S, Tlidi M, Lefever R

and Lugiato L A 1994Chaos Solitons Fractals4 1323
(special issue on Nonlinear Optical Structures, Patterns,
Chaos ed L A Lugiato and M S ElNaschie)

Longhi S 1998Opt. Lett.23346

[2] Staliunas K 1993Phys. Rev.A 481573
Mandel P, Georgiou M and Erneux T 1993Phys. Rev.A 47

4277
[3] Lega J, Moloney J V and Newell A C 1995PhysicaD 83478
[4] Hornreich R M, Luban M and Shtrikman S 1975Phys. Rev.

Lett.351678
Michelson A 1977Phys. Rev.B 16577

[5] Jakobsen P K, Moloney J V, Newell A C and Indik R 1992
Phys. Rev.A 458129

Jakobsen P K, Lega J, Fenk Q, Staley M, Moloney J V and
Newell A C 1994Phys. Rev.A 494189

Lega J, Jakobsen P K, Moloney J V and Newell A C 1994
Phys. Rev.A 494201

[6] Tachikawa M, Tanii K and Shimizu T 1987J. Opt. Soc. Am.
B 4 387

Hennequin D, de Tomasi F, Zambon B and Arimondo E 1989
Phys. Rev.A 403782

Lefranc M, Hennequin D and Dangoisse D 1991J. Opt. Soc.
Am.B 8 239

[7] Wilkowski D, Hennequin D, Dangoisse D and Glorieux P
1994Chaos Solitons Fractals4 1683 (special issue on
Nonlinear Optical Structures, Patterns, Chaos ed
L A Lugiato and M S ElNaschie)

[8] Zambon B, De Tomasi F, Hennequin D and Arimondo E
1989Phys. Rev.A 403782

Zambon B 1991Phys. Rev.A 44688
[9] Barsella A, Alcantara P Jr, Arimondo E, Brambilla M and

Prati F 1994Chaos Solitons Fractals4 1665 (special issue
on Nonlinear Optical Structures, Patterns, Chaos ed
L A Lugiato and M S ElNaschie)

[10] Oliveira P C, Danailov M B, Liu Y and Rios Leite J R 1997
Phys. Rev.A 552463

[11] Lega J, Moloney J V and Newell A C 1994Phys. Rev. Lett.
732978

[12] Abraham N B, Mandel P and Narducci L M 1998 Progress in
Opticsvol 25, ed E Wolf (Amsterdam: North-Holland)

See Mandel P 1997 LSA systemTheoretical Problems in
Cavity Nonlinear Optics(Cambridge: Cambridge
University Press) pp 104–35

[13] Silber M, Reicke H and Kramer L 1992PhysicaD 61260
[14] Komarova N L, Malomed B A, Moloney J V and Newell A C

1997Phys. Rev.A 56803

69



15 July 2000

Ž .Optics Communications 181 2000 401–406
www.elsevier.comrlocateroptcom

Transverse wave number selection and propagation of 2D-pulses
in lasers with saturable absorber

A. Barsella, C. Lepers, M. Taki)

Laboratoire de Physique des Lasers, Atomes et Molecules CNRS UMR 8523, Centre d’Etudes et de Recherches Lasers et Applications,´
UniÕersite des Sciences et Technologies de Lille, UFR de Physique Bat. P5, F-59655 VilleneuÕe d’Ascq Cedex, France´ ˆ

Received 19 January 2000; received in revised form 28 April 2000; accepted 18 May 2000

Abstract

Selection of transverse patterns in laser systems with an intra-cavity saturable absorber is shown to be tuned by the
absorber. The wavelength of the selected pattern is theoretically predicted, and the prediction is in a good agreement with the
results of the numerical solutions of the governing equations for a 2-level laser model. An interesting feature is that the
presence of a saturable absorber leads to the formation of transverse patterns in regimes where the free-running laser exhibits
only a stable homogeneous state, via a frequency-pulling phenomenon. A surprising threshold reduction effect may also be
observed in this case. We also show that when the absorber inhibits structure formation, transverse propagating pulses may
appear. q 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.

PACS: 42.65.-k; 42.65.Sf; 47.54.q r; 42.65.Tg

Transverse pattern formation has been an active
field of investigation in many nonlinear optical sys-

w x w xtems 1 , including free-running lasers 2 and optical
w xparametric oscillators 3 . A most common feature of

all these spatially extended systems is that they
undergo symmetry-breaking bifurcations and the re-

Žsulting pattern may be either homogeneous no struc-
.tures or spatially periodic. The subsequent dynamics

is then closely related to the nature of the emerging
pattern. However, the selection and the control of
these patterns, which constitute a necessary require-
ment for spatially extended optical devices to be
regarded as promising sources for potential applica-

) Corresponding author. E-mail: taki@lsh.univ-lille1.fr

tions in laser systems, are still open problems. Lasers
Ž .with a Saturable Absorber LSA have also been

investigated since the introduction of an intra-cavity
Ž .Saturable Absorber SA gives rise to a very rich

transverse dynamics with respect to free-running
lasers. Pattern formation has been experimentally

w xobserved 4 in a CO LSA. We have shown, very2
w xrecently in a previous work 5 , that the spatiotempo-

ral evolution of transverse structures is described by
a Swift–Hohenberg equation for the laser field cou-
pled to an equation describing the active medium
relevant for CO lasers. The laser transverse patterns2

range from stable periodic cellular patterns to more
complex spatiotemporal states displaying peaks ir-
regularly distributed in space with a temporal chaotic
evolution.

0030-4018r00r$ - see front matter q 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
Ž .PII: S0030-4018 00 00768-9
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Here we show that the SA may play a leading
role, in a certain range of parameters, for selecting
and controlling the formation of patterns at laser
emission. Analytical investigations reveal the key
role played by an ‘effective’ detuning parameter
which may control both the emergence and the inhi-
bition of patterns and their wavelengths. More pre-
cisely, depending on the SA parameters a transverse
pattern can appear in regimes where the free-running
laser exhibits only a stable homogeneous state. In
this case a counter-intuitive result is found, i.e. the
lowering of the laser threshold stemming from a
frequency-pulling phenomenon induced by the SA.
Alternatively, SA may also inhibit the free-running
laser pattern formation. Here, the resulting homoge-
neous state is unstable, leading to a spatial pulse
which propagates in an arbitrary direction of the
transverse plane depending on the initial conditions.

The equations describing the LSA with a large
transverse section where the absorber variables are

w x w xadiabatically 6 eliminated are 5,7 :

E F AA
2syk 1y i =HžEt 8

1y id
qA FyAP ,22 /< <1qd qa F

E P
sg FDy 1q iV P ,Ž .HEt

E D
1 ) )sg xyD y F PqP F , 1Ž . Ž . Ž .5 2Et

where F is the envelope of the laser field, D the
population inversion between the lasing levels and P
the polarization of the active medium. k , g and gH 5

are the cavity decay rate, the relaxation times for
polarization and population inversion and AA is the

Ž .diffraction coefficient. V resp. d is the difference
Ž .between the frequency of amplifier resp. absorber

Ž .line and that of the longitudinal cavity mode. A A
Ž .is the unsaturated amplification absorption of the

Ž .active medium absorber , a is the relative saturabil-
ity of the absorber and x is the pump parameter
assumed homogeneous. After writing the above

Ž Ž .equations in complex Lorenz notation see Eqs. 2

w x.in Ref. 5 , the linearized system around the trivial
zero solution reads as:

Ed e
2y i AA = d esysd d eqsd p ,1 H 1E t

Ed p Ed n
w xq 1q iV d psrd e , qbd ns0 ,GE t E t

2Ž .

'Ž .w here t s tg and d e , p s b exp-H
Ž . Ž . Ž .yiV t d F, AP , d ns xydD A are smallLSA

variations with respect to the non-lasing state values.
2Ž .We have set d s1qsAr 1qd and V sVq1 G

2Ž .V where V ssA dr 1qd . The dimen-LSA LSA

sionless parameters are: sskrg , AA ss AAr8,H 1

bsg rg and rsAx .5 H
From these equations, we notice that the dynam-

ics of the field and the polarization is decoupled
from that of the active medium population. By sub-
stituting d p from the second equation into the first,
we got two decoupled equations, one for the field
and the other for the active medium. By considering
a sufficiently large transverse section, the general
solutions are a linear combination of plane-wave

Ž .solutions of the form d ese exp i kPxqlt , d ps0
Ž . Ž .p exp i kPxqlt and d nsn exp h t , where k is0 0

Ž .the transverse wave vector, xs x, y , l and h are
the eigenvalues of the linear problem. The threshold
of marginal instability in terms of gain parameter r
Ž . Ž . Ž .r and laser frequency n n is given by Re l s0c c

Ž .and Im l sn :c

22AA k yV1 G
r sd 1q ,c 1 ž /1qsd1

sd V qAA k 2
1 G 1

n s . 3Ž .c 1qsd1

Ž .In Fig. 1 a we show the structure creation in-
duced by the SA. The graph reports the modulus of
the critical wavevector k as a function of the laserc

detuning V . The lines are the analytical result from
the linear stability analysis: the dashed one repre-
sents the free-running laser, with the transition from
focusing to defocusing case occurring at Vs0. The
continuous line shows the effect of the absorber: the
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Fig. 1. Creation of structures, V yd sy4, AAs0.08, As2.0,
as4.17, A is 1% above threshold, g rk s1.0, g rk s0.1.H 5

Ž . Ža comparison between predicted wavevector of the pattern with
.and without absorber and wavevector of the asymptotic traveling

Ž . Ž .wave selected in the numerical solutions of Eqs. 1 . b an
Ž .example for V s0 of SA induced traveling wave. Its intensity is

uniform and the figure shows the real part of the field in the
Ž .transverse x, y plane.

transition point has been displaced and now occurs at
approximatively Vsy0.5 for this set of parame-

ters. In the interval y0.5-V-0 the frequency
pushing induced by the absorber allows the reso-
nance to occur for k)0, and thus giving rise to a
transverse structure. In the region of V)0 the
effect is simply to shift the resonance, thus selecting
the most unstable mode, with an increase in kc

proportional to the absorption coefficient A.
Ž Ž ..The numerical points black circles on Fig. 1 a

are the values of the wavevector as obtained from
Ž Ž ..numerical solutions traveling wave of Fig. 1 b of
Ž .the governing Eqs. 1 , with random phase initial

Ž .conditions. After the transient linear phase, charac-
terized by the amplification of a band of wavevectors
centered around k , the nonlinear selection bringsc

the system into a traveling wave solution. For the
integration, we used a variable-step 4th order
Runge–Kutta algorithm, with variables developed on
a 128=128 spatial grid, performing the diffraction
term calculation by the means of a FFT transforma-
tion into k space and back.

Fig. 2 shows the structure inhibition effect. This
effect is the opposite case of structure creation: here

Ž .an increasing absorption A leads the system to-
wards a structureless solution, as shown by the far-
field images of Fig. 2. The images are obtained by
numerical integration: in this case the existing spatial
resonance has been destroyed by the absorber, lead-
ing the system towards a homogeneous solution at
laser threshold.

We can physically explain the key role of the SA
in pattern selection by examining its effect on the

w xlaser operating frequency. It has been predicted 8
w xand later experimentally demonstrated 9 that, for

Fig. 2. Inhibition of structures, parameters as in Fig. 1 except dsy0.8, Vs1.2. The three images show the far field image of the solution
Ž . Ž .of Eqs. 1 during the linear transient the nonlinear saturation effects are not taken into account , with white being zero and black indicating

Ž .high intensity. The transition to the structureless solution is obtained by increasing A. The critical value can be obtained from Eq. 3 by
2Ž .requiring V s0: A syV 1qd rsd s 2.46.G tr
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the laser without saturable absorber, the pattern se-
lection results from the system trying to minimize its
free energy, which is obtained when the field res-

Ž .onates with or is closest to the active medium
transition. For V)0 a set of modes exists that is
able to bring the field in resonance, and thus the
system exhibits structures. On the opposite, when
V-0 the system is unable to reach perfect reso-
nance, remaining in a uniform spatial solution lead-
ing to an increase in the laser threshold emission
Žwhen V)0, r s1 however for V-0, r s1qc c
w Ž .x2 Ž ..Vr 1qs ; see Eq. 3 .

Ž .Eqs. 1 are written in their usual form, where the
carrier frequency of the field and polarization en-

Ž .velopes F and P is the cavity resonance, giving
rise to phase modulation terms in the equations for

Ž . Žfield diffraction effect and polarization active me-
.dia detuning . In this frame, resonance is achieved

for a field oscillating at frequency V . In absence of
the absorber, the only contribution to the detuning of
the field originates from the choice of the mode.

Ž . 2Since the spatial diffractive term is of the form k ,
this contribution can only be positive, meaning that
only for positive values of V the system can achieve

perfect resonance. For V-0 resonance can be ap-
proached with the k 2 s0 mode.

Ž .When the SA is present A/0 the absorber term
can cooperate in reaching the resonance, depending
on the sign of d . If d-0, the absorber effect can
prevent the spatial resonance, forcing k 2 towards
lower values, favoring long wavelength instabilities:
the absorber acts to inhibit structure formation. This
means that if the laser presents structures, the intro-
duction of a SA and an increasing A value can
destroy them, bringing the system to an homoge-
neous state. However in a certain range of parame-
ters, these solutions are unstable and the LSA ex-
hibits 2D-pulses propagating in a fixed direction in

Ž .the transverse plane Fig. 3 . We have numerically
observed that this direction depends on the initial
conditions. These pulses which correspond to local-
ized spatial solutions are similar to the ones recently

w xreported in Ref. 10 .
When d)0, we get the opposite effect: the ab-

sorber term cooperates with the spatial term, favor-
ing the onset of a spatial resonance for a specified
k/0 transverse mode. This allows, even for values
of V-0, to reach situations where the system

Fig. 3. Traveling pulse solution, parameters are as in Fig. 1 except Vs1.2, dsy0.8 and As3. Spatial evolution of the field intensity
during one period. The resulting wave propagates in a fixed direction.
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Ž .Fig. 4. Threshold reduction effect. a evolution of the laser
threshold r as a function of the detuning V . The region wherec

the continuous line is located below the dashed one corresponds to
Ž .the range of V where the effect is present. b oscillations of the

real and imaginary parts of the solution for V sy1.5, showing a
Ž th .frequency n s5.56 n s5.51 .c c

chooses a spatially periodic solution at the onset of
lasing. It is also possible, for a certain range of
parameters which we will describe below, that the
threshold reduction resulting from being closer to
resonance can overcome the threshold increase given
by the absorption, resulting in a net lower threshold
for the laser. This striking feature arising typically
from the spatial instabilities introduced by the SA
and which constitutes a counter-intuitive result can
physically be understood as follows; in the presence
of a SA the transverse instabilities lead to new
spatial resonances which optimize the LSA gain with
respect to the free-running laser case, where they can
never be obtained, as explained above. As a conse-
quence a part of the LSA gain is spent in overcom-

Ž .ing the losses introduced by the SA as it should be
and the rest is responsible of the threshold lowering.

Ž .To be more concrete we have plotted in Fig. 4 a the
Ž .lasing threshold r as a function of the laser detun-c

Ž . Ž . Ž .ing V with solid line and without dashed line
absorber. As can be seen from the figure there exists

Ža large interval of V values where the solid curve
.is below the dashed one for which the threshold is

lowered. To confirm this we have numerically inte-
Ž .grated Eqs. 1 governing the LSA device with the

parameters values corresponding to the cross point of
Ž .Fig. 4 a . The laser amplitude oscillations are shown

Ž .in Fig. 4 b and the values of the amplitude and
frequency are in a good agreement with the analyti-
cally predicted ones. We have also verified, for the
same conditions, that in the absence of SA no laser
oscillations are reached and the system, after a tran-

Ž Ž ..sient, returns back to the zero state see Fig. 4 b .
In conclusion we have shown that pattern forma-
Ž .tion threshold and wave numbers in LSA may be

controlled by the intra-cavity SA parameters. The
selection ranges from the absence of any transverse
structure, which corresponds to homogeneous solu-
tions, to the creation of transverse structures with
selected wave numbers and propagating pulses. The
transverse structure inhibition effect can be consid-
ered in parallel to the longitudinal mode suppression

w xin semiconductor device 11 . The implementation of
a SA into the device resonator could be used to
eliminate undesired spatial modulations.
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Le couplage d’oscillateurs non linéaires et la formation de structures spatiales sont deux domaines par-
ticulièrement importants de l’étude de la dynamique non linéaire des systèmes optiques. C’est dans ce
contexte que s’inscrit ce travail de thèse.
La première partie est consacrée à l’étude expérimentale du couplage de deux lasers CO2 monomode
partageant un même absorbant saturable. La forte non linéarité de l’absorbant et le caractère impulsionnel
de certains régimes du système donnent naissance à une dynamique de couplage localisé dans le temps.
Les phénomènes de synchronisation des impulsions de chaque laser ainsi que la perturbation des régimes
d’un laser par les impulsions de l’autre sont analysés. En ce qui concerne les régimes non impulsionnels,
le couplage non localisé intervient dans la synchronisation de régimes quasipériodiques et chaotiques.
L’extension au cas bimode transverse se traduit par l’apparition d’une dynamique d’antiphase. Les
simulations numériques effectuées reproduisent les régimes dynamiques observés et mettent en évidence
de nouvelles bifurcations introduites par le couplage.
La deuxième partie présente une étude théorique et numérique du comportement spatio-temporel d’un
laser à absorbant saturable. L’analyse de stabilité linéaire de la solution nulle montre que l’absorbant
contrôle la longueur d’onde critique des modes qui se déstabilisent au seuil. La création ou l’inhibition des
structures est analysée suivant l’écart en fréquence de l’absorbant. Une analyse faiblement non linéaire au
seuil montre que le système est décrit par une équation de Swift-Hohenberg. Les simulations numériques
mettent en évidence des solutions à ondes progressives, à ondes stationnaires et en échiquier. Enfin, les
simulations sur le système complet permettent de vérifier la validité du modèle de Swift-Hohenberg tout
en donnant aussi des régimes plus fortement non linéaires, comme des impulsions 2D progressives.

COUPLING DYNAMICS AND STRUCTURE FORMATION

IN LASERS WITH SATURABLE ABSORBER

The coupling of nonlinear oscillators and the formation of spatial structures are two important branches
of the research in the nonlinear dynamics of optical systems. This is the framework of this Ph.D. thesis.
The first part focuses on the experimental investigation of the coupling dynamics of two monomode CO2

lasers sharing a common intracavity absorber. The strong nonlinearity of the absorber together with the
presence of pulsed regimes gives rise to an interaction localized in time. We studied the phenomena of
synchronization of the two pulsed lasers and the interaction between a pulsed laser and a non-pulsed one.
We also show synchronized non-pulsed coupled regimes such as quasiperiodic oscillations and chaos. The
work is then extended to the transverse bimode case, which shows the presence of antiphase dynamics.
The numerical simulations reproduce the observed behaviour and allow us to localize new bifurcation
points of the system resulting from the coupling effect.
The second part is composed of a theoretical and numerical study of the spatio-temporal behaviour of a
wide-aperture laser with saturable absorber. The linear stability analysis of the zero intensity state shows
that the presence of the absorber affects the critical wavenumber of the modes at threshold. Creation
and inhibition of structures are found depending on the absorber detuning. A weakly nonlinear analysis
shows that near threshold the system is described by a complex Swift-Hohenberg equation. The numerical
simulations reveal the presence of traveling and standing wave solutions as well as a checkerboard pattern.
Finally, numerical integration of the complete set of equations confirms the validity of the Swift-Hohenberg
model and provides insight on strongly nonlinear regimes, such as 2D traveling pulses.
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