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Introduction

Les travaux réalisés ces derniéres années en dynamique non linéaire des
systémes optiques ont porté principalement sur le comportement spatio-
temporel de ces systémes et sur la dynamique des oscillateurs couplés. Cette
derniére fait 'objet de nombreuses recherches notamment dans les réseaux de
diodes. L’objectif premier de ces études est de mieux comprendre les phéno-
ménes de synchronisation entre lasers afin de créer des sources cohérentes de
haute puissance. La dynamique de synchronisation est complexe car elle dé-
pend a la fois du type de laser, des parameétres et des mécanismes de couplage.
L’analyse de la dynamique de couplage est rendue possible par I’observation
de I’évolution des variables des sous-systémes impliqués. Dans le cas des ré-
seaux de diodes, plusieurs types de couplage sont possibles : un couplage soit
local soit global selon qu’un sous-systéme interagit avec ses proches voisins
ou avec la totalité du systéme [1]. De plus, dans ce cas chaque oscillateur
affecte et est affecté par les autres de la méme facon. En revanche, dans
d’autres systémes, le couplage peut étre asymétrique comme dans la confi-
guration maitre/esclave [2, 3|. Des études récentes sur la synchronisation de
deux lasers a état solide |4] et & semiconducteur non identiques [5| ont permis
de montrer l'existence de régimes de synchronisation localisée. Des régimes
chaotiques [6, 7| ont aussi été mis en évidence.

Les études de dynamique spatio-temporelle concernent essentiellement
la formation de structures dans les systémes optiques [8, 9, 10|, comme les
hexagones [11, 10], les rouleaux [12, 13, 14|, les spirales [15], les cristaux et
les quasi-cristaux [16]. Elles ont permis d’expliquer plusieurs phénomeénes,
comme la dynamique des vortex [17], la multi-stabilité [18], les structures
localisées [19] et la turbulence optique |20]. Des équations aux amplitudes
ont été établies pour les oscillateurs & gain photoréfractif [21] et paramé-
triques [22]. Elles ont permis de faire I’analogie entre la formation des struc-
tures dans les systémes optiques et les systémes chimiques et biologiques [23].
Dans le domaine des lasers, la dynamique spatio-temporelle d'un mode longi-
tudinal de résonateur Fabry-Perot en interaction avec un milieu amplificateur
a deux niveaux, a été décrite par une équation de Swift-Hohenberg a coef-



ficients complexes [24, 25]. Des solutions homogénes a onde progressive ont
été mises en évidence analytiquement au voisinage du seuil [26, 27, 28] en
fonction du signe de I’écart en fréquence entre la raie d’émission du milieu
amplificateur et la cavité. L’influence de la courbure des miroirs [29] et du
pompage inhomogéne |30 a depuis été prise en considération.

C’est dans ce contexte que s’inscrit le travail présenté ici. Il traite d’une
part du couplage de deux lasers CO4y partageant le méme milieu absorbant
intracavité et d’autre part, de la dynamique spatio-temporelle d’'un Laser a
Absorbant Saturable (LAS). Dans chaque cas, le choix du LAS se justifie
par la grande variété de ses régimes dynamiques : impulsionnels (Q-Switch
passif) [31, 32, 33, 34, 35, 36|, oscillants voire chaotiques [37, 38|.

Notre systéme couplé se différencie des configurations maitre-esclave [2]
ou d’injection mutuelle [39]. Il est formé de deux sous-systéme LAS indépen-
dants & 'exception du milieu absorbant, qui est en commun. Les deux LAS
opérent sur le mode fondamental TEM et les deux faisceaux se superposent
exactement dans la région de ’absorbant. Le couplage est donc strictement
limité au milieu passif que les deux lasers contribuent & saturer de maniére
coopérative. De plus, 'interaction entre les deux sous-systémes est réciproque
et fortement non linéaire.

Selon la pression de ’absorbant, les lasers atteignent soit des régimes
d’impulsions de forte amplitude soit des régimes d’oscillations de faible am-
plitude sans passage a zéro de l'intensité. Dans le premier cas, le couplage est
localisé dans le temps et les phénomeénes de synchronisation qui en découlent
sont similaires & ceux observés dans les systémes biologiques [40]. Dans les
autres cas, nous rencontrons des régimes de chaos synchronisé, des régimes
perturbés et des oscillations en phase ou en antiphase. Une étude numérique
permet d’interpréter la dynamique du systéme couplé en mettant en évi-
dence les régions d’existence des différents régimes ainsi que "apparition de
nouvelles bifurcations dans le systéme.

L’effet du couplage entre deux LAS opérant sur les modes TEMy, et
TEMg; a aussi été étudié, en mettant en évidence la présence d’oscillations
en antiphase.

Dans la deuxiéme partie, nous présentons une étude analytique et numé-
rique de la formation de structures spatiales dans un LAS. Nous le considé-
rons de grande ouverture transverse, dans une situation ot une décomposition
en modes de la cavité s’avére extrémement lourde, & cause du fait que plu-
sieurs modes peuvent étre instables au seuil. Le développement du champ
est donc effectué sur une base de Fourier, ce qui simplifie significativement
le traitement analytique. Cette approche est valable pour un systéme qui
présente un nombre de Fresnel élevé (N > 100) et une cavité a miroirs plans.



Notre analyse suit la démarche utilisée pour des systémes de grande ouverture
ou spatialement étendus [24, 25]. Le modéle choisi est celui de Zambon [41],
avec la prise en compte des effets spatiaux [42|. L’analyse de stabilité li-
néaire du systéme au seuil décrit 1'effet de "absorbant sur 'apparition des
modes au seuil. L’analyse du régime faiblement non linéaire et la dérivation
de I’équation de Swift-Hohenberg, présentés ensuite, étendent la validité de
I’étude aux régimes immeédiatement au-dessus du seuil. Enfin, 'intégration
numérique du modéle de Swift-Hohenberg et du modéle complet permet de
déterminer les solutions non linéaires apparaissant au-dela du seuil.
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Introduction

Pour illustrer la dynamique des oscillateurs couplés, notre intérét se porte
sur un systéme de deux lasers CO, partageant le méme milieu absorbant
intracaviteé.

Les deux lasers sont alignés pour que les modes de cavité se recouvrent to-
talement & l'intérieur de la cellule contenant le milieu passif. Ils fonctionnent
sur une méme raie en coincidence avec une transition de SFg. Les faisceaux
ont des polarisations linéaires perpendiculaires afin d’isoler chaque milieu am-
plificateur du rayonnement issu de ’autre et de limiter spatialement la zone
d’interaction a ’absorbant saturable. Les lasers sont donc couplés unique-
ment par ’absorbant, contrairement a I’expérience menée par Liu et al. [39].

En fonction de la pression de ’absorbant, les lasers peuvent fonctionner
soit en régimes d’impulsions de forte amplitude soit en régimes d’oscillations
de faible amplitude sans passage a zéro. Selon le cas, nous montrons que
le couplage est soit localisé dans le temps, soit permanent donnant lieu a
différents types de synchronisation.

La premiére partie résume les différents régimes connus du LAS, intro-
duisant les nomenclatures en usage. Elle est suivie d’une étude comparative
des différents modéles décrivant sa dynamique. Cette étude permet d’établir
le modéle de notre systéme couplé. Afin de localiser les différents régimes,
nous en réalisons ensuite une analyse théorique et numérique.

Dans la deuxiéme partie, apreés la description du banc expérimental, nous
présentons les régimes observés expérimentalement, en montrant qu’on peut
les classer en deux grandes familles. En régime fortement pulsé, la synchroni-
sation des impulsions est analysée en détail et confrontée au modéle. Dans les
autres régimes, la déstabilisation de I’état continu illustre ’effet du couplage
sur la position des points de bifurcation du systéme. L’analyse de plusieurs
types de chaos synchronisé [43, 44] met en évidence une synchronisation
avec retard [45], typique du couplage symétrique de deux oscillateurs non-
identiques.

Enfin, une modification du banc expérimental permet d’analyser le com-
portement du systéme (dynamique d’antiphase) dans une configuration bi-
mode transverse.
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16 CHAPITRE 1. MODELISATION

1.1 Régimes du LAS

Nous présentons ici une description qualitative des différents régimes du
LAS en précisant la nomenclature couramment utilisée pour les identifier.

Pour les introduire dans un ordre significatif, nous allons décrire un dia-
gramme de bifurcation, obtenu en diminuant continiment le paramétre de
pompe (qui mesure amplification du milieu actif) depuis une valeur pour la-
quelle le laser émet en régime continu. La figure 1.1 montre le diagramme nu-
meérique calculé avec un choix de parameétres mettant en évidence la richesse
des régimes dynamiques. Le diagramme fait apparaitre différentes régions
selon le type de comportement adopté par le systéme. A D'extréme droite
(région “continue”), pour des valeurs de pompe élevées, s’établit une solution
d’intensité stable, appelée I,. Celle-ci correspond a la situation ou 'ampli-
fication du milieu actif est suffisante pour saturer 1’absorbant et le rendre
transparent. Le systéme se comporte, dans ce cas, comme un laser libre,
émettant une intensité stable qui augmente avec le parameétre de pompe.

En diminuant le pompage, le systéme passe par une bifurcation de Hopf et
la solution d’intensité constante se déstabilise pour devenir oscillante (région
“T”). Pour des valeurs de la pompe immédiatement en dessous du point de
bifurcation, l'oscillation est de faible amplitude et sinusoidale. Au fur et
a mesure que le paramétre de pompe diminue, I’amplitude des oscillations
augmente et la partie inférieure des oscillations se déforme en se rapprochant
de zéro.

Le systéme décrit ensuite une cascade de doublements de période jusqu’a
ce qu'il adopte une dynamique chaotique (région “chaos”). La périodicité des
oscillations augmente en suivant la série 2T, 4T, 8T, etc... La forme du signal
est aussi modifiée : les oscillations sinusoidales de la région “T” ont fait place
a un train d’impulsions.

En se rapprochant du seuil de fonctionnement, le laser parcourt succes-
sivement les régions “P)7, «pn=1)7 «p)7 ot «p0)? gmettant des trains
d’impulsions périodiques de formes différentes. Dans la région “P™”, les im-
pulsions montrent un premier maximum suivi d’une série de n oscillations :
leur nombre diminue avec le paramétre de pompe jusqu’a ’arrivée dans la
région “P(©)” o1l les impulsions n’ont plus de rebond.

1.2 Modélisation du LAS

Plusieurs modéles ont été proposés et étudiés pour le laser CO, & ab-
sorbant saturable. Ces différents modéles sont capables de reproduire la dy-
namique du systéme d’une facon qualitative ou semi-quantitative, avec un
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FIGURE 1.1 — Exemple de régimes du LAS. En haut, diagramme de bifur-
cation du systéme montrant les maxima et minima d’intensité en fonction
du pompage. En bas, exemples de régimes rencontrés dans les différentes ré-
gions du diagramme de bifurcation. L’intensité est normalisée par rapport a
I'intensité de saturation, le temps par rapport a la durée de vie des photons
(~ 1077 s).
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FIGURE 1.2 — Niveaux d’énergie du milieu actif (CO;) et de I’absorbant (SFg,
CH3l, CH30H) dans le modéle de Tachikawa.

degré de précision qui dépend en particulier du type et de la pression de
’absorbant. Nous comparons ici deux modéles [41, 46] utilisés dans la suite,
afin de mettre en évidence leurs principales différences.

L’idée a la base de ces deux modeéles est de décrire 'interaction entre le
champ électrique, le milieu actif et 1’absorbant en utilisant les équations de
Maxwell-Bloch, en prenant en compte trois niveaux du milieu actif, ce qui
est le minimum requis pour reproduire la dynamique observée expérimen-
talement ; les modéles a deux niveaux n’étant pas capables de produire des
impulsions a structure complexe.

Les deux modéles ont des points communs : en particulier, la polarisation
du champ électrique est choisie linéaire pour en permettre une description
scalaire. Ceci est en bon accord avec I’expérience, ot la polarisation du champ
est imposée par 'orientation des composants optiques de la cavité. Le champ
est considéré indépendant de z (“approximation du champ moyen”) et de
type onde plane, c’est-a-dire que toute contribution apportée par la structure
transverse (gaussienne dans le cas du mode TEM) est négligée. La validité
de cette approximation a été vérifiée par Horowicz et al. [47] qui ont montré
que le seul effet induit par la structure gaussienne est de déplacer les points
de bifurcation, sans rien ajouter a la dynamique du systéme.

1.2.1 Modéle de Tachikawa

Le premier modéle que nous décrivons est 1’évolution réalisée par Lefranc
et al. |46] du modéle initialement proposé par Tachikawa et al. |35, 36, 48, 49|.
Ce modele néglige toute structure rovibrationelle des niveaux du COs et de
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ST

Longueur de la cavité

Longueur du milieu actif

Longueur du milieu absorbant

Section efficace d’émission laser multipliée par ¢
Section efficace d’absorption multipliée par ¢

Fraction de molécules dans le niveau rotationnel de
nombre quantique J

Pertes de la cavité

Coefficient d’émission spontanée du niveau (001)

Taux de pompage

Taux de relaxation du niveau (001) vers les états non
impliqués dans la transition laser

Taux de relaxation du niveau (100) vers les états non
impliqués dans la transition laser

Taux de relaxation du niveau (001) vers le niveau (100)
Taux de relaxation de l’absorbant

Différence de population de I'absorbant a I’équilibre

TABLE 1.1 — Paramétres du modéle de Tachikawa.

19

I’absorbant, en la réduisant a trois pour le milieu actif (les deux niveaux de

la transition laser ainsi que le fondamental) et & deux pour ’absorbant.

Les polarisations du milieu actif et de 'absorbant, considérés comme des
variables rapides, sont éliminées adiabatiquement.
Les variables du systéme sont : le nombre de photons n, les populations
des niveaux My, o (avec la population totale Mo+ M+ My = M, constante)
et la différence de population dans ’absorbant N. Les équations du modéle

s’écrivent :

dn
dt
dM,
dt
d Mo

dt
dM,
dt
aN
dt

ol les paramétres sont définis dans la figure 1.2 et dans le tableau 1.1.

- ntfg(J)lZg(Ml — M) — nBa%N — kn+ EM,
= —B,f,(J)n(M; — M) + PMy — (Ryo + Ri2) M,
= B,f,(J)n(My — My) + RisM; — RagM,

= RioM; + Ryg My — PM,

= —2B,nN —r(N — N*)

(1.1a)
(1.1b)
(1.1¢)
(1.1d)

(1.1e)
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Ce modéle décrit dans la référence [46], a été ré-éerit sous forme adimen-
sionnelle par Lefranc et al. En introduisant de nouvelles variables, I'intensité
I et I'inversion de population M :

[:2Bgfg(J)n
Y2
M = M, — M,

les taux de relaxation :

Ry — Rip — 2Ry

M= B
Rayo + Rip + 2Ry
Y2 = 9

et en utilisant la conservation de la population totale pour éliminer I’équation
d’évolution de My, les équations deviennent :

dl ly la

= = 1|Byfy()EM ~ B.ZN & (1.2a)
dM
— = =DM+ PMy+ (M ~ My) (1.2b)
dM,
WO = Y2Mioy — 1M — (72 + P)M (1.2c)
Oil_]: = —2B,nN —r(N — N*) (1.2d)

Elles peuvent étre simplifiées en effectuant une renormalisation (U et X)
des inversions de population M et N :

L K

l, B,
X = N-——

L Kk
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et en introduisant de nouveaux parameétres :

By fo(J) r
2
_— (ﬂ)
Y2
e = 2
K
r
€ = —
K
P — p(b+ 1)l BefolD) Mo
L K72
l, BN*
X, = 4—=¢
0 L &

On définit alors une nouvelle variable qui remplace M, pour décrire le
troisiéme niveau :
Byfe(J) by

W = T%L [PM(] + Vl(Mtot — MO)] (13)

Dans I'hypothése ou le terme P/, est négligeable devant 1 (approxi-
mation compatible avec les valeurs des paramétres considérées par Tachi-
kawa [48]), 'équation de W est simplifiée et le systéme devient :

% - I(U—-X—-1) (1.4a)
% = eW-UQ1+1) (1.4b)
‘ii—VTV = (P+bU-W) (1.4c)
% _ e [Xo— X(1+al)] (1.4d)

ou 7 = kt représente le temps renormalisé par rapport au taux de pertes de
la cavité.

L’avantage de cette réécriture est de simplifier énormément les équations
en introduisant des parameétres qui représentent mieux les grandeurs phy-
siques du systéme. Les variables sont trés semblables & celles du modéle de
Tachikawa : I est l'intensité, U la différence de population des niveaux la-
ser, W représente la population du troisiéme niveau et X la différence de
population dans I’absorbant. Les paramétres définis dans le tableau 1.2 sont
accompagnés de leurs valeurs typiques.
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T Temps normalisé par rapport a la durée de vie des pho-
tons dans la cavité
0.137 | Taux de relaxation normalisé du milieu actif

1.2 | Taux de relaxation normalisé de I’absorbant
0.3-2 | Paramétre de pompe

0.85 | Coefficient de couplage du niveau laser avec le troisiéme
niveau
Xo | 0-3 | Différence de population de ’absorbant & 1’équilibre

a | 4-10 | Rapport entre les intensités de saturation de I’absorbant
et du milieu actif

= IN o

TABLE 1.2 — Définitions et valeurs typiques des paramétres du modéle de Le-
franc. Dans notre étude théorique nous choisirons les valeurs des parameétres
P, Xy et a dans les intervalles précisés ici. Ces valeurs, relatives a 1’utilisation
de SFg comme absorbant, sont extraites de [46].

1.2.2 Modéle de Zambon

Le modéle de Zambon [41] essaie de fournir une description plus com-
pléte de la structure du milieu actif et de ’absorbant, en prenant en compte
la structure rovibrationelle des deux milieux. Zambon ne considére pas sépa-
rément la contribution de tous les niveaux de la molécule, mais il utilise des
“fonctions mémoires” pour représenter la contribution des niveaux non impli-
qués dans l'effet laser sur I’évolution de la population des deux niveaux laser.
Les constantes de temps qui apparaissent ne sont donc pas reliées directement
aux taux de relaxation des niveaux.

Les équations de Maxwell-Bloch sont écrites sous la forme :

dE

i 2miwPE — KE (1.5a)
P 2

Cfi—t = —[yL—i(lw— wo) |P+ Z'U—ED (1.5b)
D P*E E*

‘il—t _ [E-EP) / K(#)[D(t —t) — Doldt’  (1.5¢)

ou les variables £/, P et D sont respectivement le champ électrique, la pola-
risation du milieu et 'inversion de population. La fonction K contient 'effet
de tous les niveaux, et le produit de convolution figurant dans 1’équation de
D décrit 'effet de “mémoire” : I’évolution de D ne dépend pas seulement du
champ et de la polarisation a l'instant ¢, mais aussi des valeurs passées de D.
La complexité de la fonction K dépend du nombre de niveaux utilisés dans
la description de la molécule.
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T Temps normalisé a la durée de vie des photons dans la
cavité

7y | 1.6 x 107% | Taux de relaxation normalisé des niveaux du milieu actif

0] 0.1 Taux de relaxation normalisé de la variable auxiliaire

c1 —0.1 Constante de couplage normalisé de la variable auxiliaire

A 1-10 Paramétre de pompe

A 0-3 Absorption

a 4-10 Rapport entre les intensités de saturation de I’absorbant
et du milieu actif

TABLE 1.3 — Paramétres du modéle de Zambon.

Pour un processus de relaxation décrit par un systéme de n équations
linéaires couplées a la variable D, la fonction mémoire peut étre écrite sous
forme explicite aprés une diagonalisation de la matrice du systéme. La forme
générale pour un systéme de n + 1 équations, donnée par Zambon dans [41]
est du type :

K(t) = cod(t) + Z ciye (1.6)

ol les ¢; et les ; représentent les coefficients de couplage et les constantes
de temps du systéme diagonalisé et 0(¢) est la fonction de Dirac.

L’absorbant est introduit en ajoutant deux équations supplémentaires
pour sa polarisation et sa différence de population. Ces variables sont couplées
avec le champ électrique de la méme facon que celles du milieu actif.

Dans I’approximation de I'onde plane, Zambon [50] effectue plusieurs sim-
plifications visant & réduire au minimum le nombre de variables nécessaire
pour obtenir les régimes observés expérimentalement dans un LAS. En par-
ticulier, il élimine adiabatiquement toutes les variables de 1’absorbant : ceci
revient a les considérer trés rapides, hypothése vérifiée expérimentalement,
pour des pressions importantes de ’absorbant [51]. Il élimine aussi la polari-
sation du milieu actif. Pour éviter la simulation numérique d’un modéle dans
lequel figure un produit de convolution, il réintroduit des variables liées aux
populations des niveaux, tout en gardant les simplifications déduites de la
diagonalisation de la matrice. L’équation de D est ré-écrite sous la forme :

dD -

o = NEDA+[ER] = alsi— D) (1.7a)
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en utilisant le fait qu’a la fin du régime transitoire les variables s; satisfont :
ﬁw:%/ e Dt — 1')dt (1.8)
0

Les variables s; sont en effet des combinaisons linéaires des populations
des niveaux.

Cette écriture qui tire profit de la diagonalisation du systéme d’équations
linéaires reliant les populations des niveaux, permet d’obtenir une descrip-
tion équivalente a celle d’'un modéle a n + 1 niveaux avec seulement 2n + 1
coefficients au lieu de n?/2. Pour un seul niveau additionnel, ¢’est-a-dire un
milieu actif a trois niveaux, une seule variable additionnelle est nécessaire, et
les équations s’écrivent :

dE A

— = —(AD+ ——_—+1)|F 1.
dr ( T TvaEE " ) (1.92)
dD )

- = Y14+ D1+ |E|*)] —ci(s = D) (1.9b)
ds

> = —v1(s — D) (1.9¢)

ol les paramétres et leurs valeurs typiques sont donnés dans le tableau 1.3.

Ce modeéle a été étendu pour prendre en compte les effets transverses dans
[42, 52| avec un terme de diffraction présent dans I’équation du champ.

Le fait que ce modéle ait déja été étendu pour prendre en compte les
effets transverses ajouté a sa simplicité dans le traitement de ’absorbant le
rend bien adapté a I’analyse théorique de la formation de structures présentée
dans la deuxiéme partie.

1.3 Comparaison des deux modéles

Les deux modeéles introduits ci-dessus ont plusieurs points communs. Dans
les deux cas, il s’agit de modéles a trois niveaux : d’une facon plus clas-
sique dans [46] ou le troisiéme niveau est introduit directement et dans [41]
en retrouvant cette description par une approximation a une seule variable
auxiliaire de la fonction mémoire qui décrit la dynamique du systéme. Du
point de vue dynamique, les deux systémes sont équivalents. Cette équiva-
lence peut étre explicitée en introduisant le changement de variables suivant
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dans le modéle de Lefranc [46] :

I
J_l—b

1—b
D = —(—="\u
(%)
1=\ WP
ST \p b

qui le raméne a une forme identique a celle du modéle de Zambon :

dJ PD X,

ar _J<1—b+1+a(1—b)J+1) (1-102)
O~ =B+ D+ 1))+ eb(s — D) (1.10D)
% ~ _e(s—D) (1.10¢)

Nous pouvons alors établir la correspondance suivante entre les parameé-
tres :

P
A <=> T3
A <=> X,

a <=> ala—"0)
N <=> e(l-b)
g <=> -—¢b
7 o<=> ¢

Notons que l'introduction du troisiéme niveau donne accés aux régimes
d’oscillations P qui ne sont pas reproduits par le modéle a deux niveaux.
Le troisiéme niveau agit donc comme “réservoir” de pompage, qui permet au
LAS, aprés émission d’une impulsion, d’avoir encore assez de gain pour rester
proche de la solution continue instable et générer des oscillations.

D’un point de vue plus physique, les deux modeles négligent la contri-
bution & la dynamique d’un niveau intermédiaire (noté 01'0). Le role de ce
niveau est discuté dans [41], ot 'on explique qu’a cause de sa longue durée
de vie, il peut servir de “piége” pour les molécules. Ceci revient a dire que la
condition My + My + My = M, = constante utilisée dans les deux modéles
n’est pas valable, et qu’il faut introduire un quatriéme niveau. Le nombre de
molécules disponibles pour le pompage My = M, — My — M5 est diminué
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d’un terme additionnel M. Un modéle qui considére ce niveau a été proposé
dans [41], mais il n’a pas été retenu dans [50].

En ce qui concerne 'absorbant, on considére dans les deux cas un sys-
téme a deux niveaux. Toutefois Zambon effectue immédiatement ’élimination
adiabatique de la variable population. Cette approximation est analysée dans
la référence [46], ou 'on montre que les régimes fortement pulsés n’en sont
pas affectés. Le seul effet visible est la réduction de la zone d’existence (voire
de ’élimination) du régime d’oscillation périodique T.

Les deux modéles divergent sur le choix des constantes de temps. Dans les
deux cas, le temps est renormalisé par rapport a la durée de vie de photons
dans la cavité, et nous pouvons donc comparer directement les taux de relaxa-
tion de la population du milieu actif. Nous avons d’un coté v = 1.6 x 1073 et
de lautre e(1 —b) = 0.137 x (1 — 0.85) = 2 x 1072, Cette différence provient
des différentes valeurs considérées pour les taux de relaxation des niveaux du
COs. Zambon prend les constantes de temps de [53, 54| relatives aux raies
10P(20) et 10P(16) & une pression de 19 mTorr, corrigées par des mesures
de l'intensité de saturation effectués lors de l'expérience. Ces valeurs sont
2 a 4 fois plus élevées que celles utilisées par Lefranc, tirées de l'article de
Tachikawa [48|, qui les a obtenues & partir de |55, 56, 57| relativement aux
mémes raies 10P(20) et 10P(16).

Des divergences existent aussi pour le choix des autres parameétres : dans
le modeéle de Zambon, les régimes significatifs sont reproduits pour des va-
leurs du paramétre de pompe A complétement incompatibles avec 'expé-
rience. Dans |58, on montre que A ne peut dépasser 2.3, alors que le modéle
nécessite des valeurs de 5 a 6 voire 12 pour reproduire I’ensemble des ré-
gimes. Ce fait, mentionné aussi dans la conclusion de 50|, indique que méme
si la description a trois équations de Zambon est compatible avec la dyna-
mique observée, il subsiste encore des difficultés dans la détermination des
constantes. On rencontre le méme type d’inconvénient dans le modéle de
Lefranc, ou le paramétre P/(1 — b) varie entre 1 4+ X (au seuil) et 14.

Ce méme type de probléme se pose de facon plus aigué avec le paramétre
a (rapport entre les intensités de saturation de I’absorbant et du milieu actif).
Expérimentalement, les valeurs de ce parameétre se situent trés haut : pour
les paramétres donnés dans [48| nous avons a > 70. Zambon utilise a comme
paramétre de controle et montre dans [50| qu’avec a > 20 aucune dynamique
chaotique n’est présente, et qu’elle se réduit a des impulsions P, Lefranc fixe
a = 4.17, valeur proche de celle utilisée par Zambon pour pouvoir reproduire
des dynamiques complexes.

Le dernier défaut commun aux deux modéles est la non prise en compte
des écarts en fréquence entre le champ, la raie d’émission du milieu actif et
celle d’absorption de I’absorbant, ce qui revient a considérer les trois raies en
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résonance parfaite. Pourtant, dans [58] on montre que I’écart en fréquence
peut jouer un role important. Ceci apparait clairement dans le cas ou 1’ab-
sorbant choisi est le tétraoxyde d’osmium (OsOy). Ce gaz ne posséde qu’une
seule raie d’absorption intense en quasi-résonance (décalage de 25 MHz) avec
la raie P(12) de la branche & 10.6um du CO,. Dans notre cas, avec SFg mé-
langé a de I’hélium comme gaz tampon, nous trouvons une dépendance de la
fréquence beaucoup moins significative et une meilleure vérification de 1’hy-
pothése selon laquelle I’écart en fréquence ne joue que sur le paramétre de
pompe.
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1.4 Modélisation du systéme

Afin de décrire I’évolution de notre systéme couplé, nous utilisons un mo-
déle dérivé de celui du LAS et introduit dans la section précédente (1.2.1,
modeéle de Tachikawa/Lefranc). Ce modéle a été étendu au cas de deux LAS
couplés de la facon suivante : (i) une duplication des équations pour l'inten-
sité et 'évolution des populations du milieu actif, (ii) une introduction dans
I’équation d’évolution de la population de 'absorbant de deux termes de sa-
turation, reliés aux intensités laser. Ceci se justifie par le fait que le couplage
dans notre systéme s’effectue exclusivement dans I’absorbant et donc que la
description de la dynamique interne a chaque milieu actif est identique a celle
du LAS seul.

Le modéle, constitué de 7 équations, 3 pour chaque laser plus une pour
I’absorbant, s’écrit :

dIl,

— =1 - X -1 1.11
o 1(Uh ) (1.11a)
% = El(Wl — U1 — Ulll) (lllb)
dw-
dtl = 81(A1+b1U1 —Wl) (1110)
dX
% = 82(W2 — U2 — UQIQ) (lllf)
dw.
—dt2 82(142 + bQUQ - W2) (lllg)

Les deux lasers (appelés dans la suite Ly et Lj) ont comme variables
dynamiques l'intensité (I3 2), l'inversion de population (U 3) et la population
du troisiéme niveau (W 2). La septiéme variable dynamique est la population
de I’absorbant X . Le temps a été renormalisé par rapport a la durée de vie des
photons dans la cavité de L; et €1, €9, €, représentent les taux de relaxation
des populations des deux lasers et de ’absorbant dans cette nouvelle échelle
de temps. B est le rapport entre les taux de pertes des deux cavités.

Les parametres A, sont les parametres de pompe des deux lasers, by o
les constantes de couplage entre le troisiéme niveau et les niveaux laser, X,
est la différence de population de ’absorbant a I’équilibre et a le rapport
entre les intensités de saturation de l’absorbant et du milieu actif de L;. Les
valeurs typiques de ces paramétres sont égaux a ceux du modéle de Lefranc
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(cf. tableau 1.2. Les paramétres C' et D définissent le couplage et le rapport
entre les intensités de saturation du milieu actif de Ly et L; ainsi que le
couplage entre l'absorbant et le deuxiéme laser. Le role joué par ces deux
parameétres peut étre mieux compris en considérant les cas limites suivants :

— si C'= D =0, les deux lasers sont découplés : le premier laser est un
LAS classique et le deuxiéme un laser libre (sans absorbant) ;

— si C'# 0 et D = 0, nous trouvons une configuration ou le deuxiéme
laser (libre) agit sur les pertes du premier via ’absorbant ;

— si C' = 0et D # 0, le premier laser (LAS) agit comme maitre pour
le deuxiéme, qui voit ’absorbant comme un modificateur de pertes
externe, dont la transparence est modulée par l'intensité du premier

— si C = D = 1, les deux lasers interagissent avec l’absorbant d’une
fagon symétrique.

Notons que les valeurs de C' et D ne sont pas limitées a 1, des valeurs

plus importantes sont possibles, correspondant a une interaction du deuxiéme
laser avec ’absorbant plus importante que celle du premier.

1.4.1 Seuils des lasers et régimes impulsionnels

Les équations (1.11) admettent des solutions séparées pour les deux la-
sers : les solutions des Eqs. (1.11a)—(1.11d), considérées pour I, = 0 et les
solutions des équations Eqgs. (1.11d)—(1.11g) pour I; = 0 sont des ensembles
distincts de solutions du systéme. Commencons par déterminer les points de
bifurcation des deux LAS séparément. L; a une bifurcation de I’état d’inten-
sité nulle pour A; = Ay, (seuil de Lp) donnée par :

A = (1 - b)(1 + Xo) (1.12)

Cette bifurcation est suivie immédiatement par une bifurcation de Hopf
vers des oscillations de longue période et de forte amplitude (régime P®)). La
bifurcation se situe a A; = Ay, trés proche du seuil du systéme : 'analyse de
stabilité linéaire de I’état non nul donne Ay — Ay = O(e(1—10)) = O(1072),
et 'intensité maximale des impulsions croit presque verticalement au-dela du
point de bifurcation. Nous pouvons donc considérer que dés le franchissement
de A, le LAS se trouve immédiatement dans le régime P(©). Cette méme
description est valable pour le deuxiéme laser, pour lequel :

Asin = (1= b)(1+ DX,) (1.13)
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1.5 Modeéles simplifiés

Dans certains cas, il est préférable de ne pas considérer le systéme complet,
mais d’effectuer des simplifications en rapport avec le type de régime ou
d’effet que nous voulons étudier.

1.5.1 Elimination adiabatique de I’absorbant

En régime fortement pulsé, nous allons effectuer une élimination adiaba-
tique de la variable représentant 1’absorbant : cette simplification est justifiée
par le choix des paramétres pour lesquels une simple vérification numérique
montre que dans ces régimes, la variable X ne s’écarte pas de sa valeur adia-
batique.

Mathématiquement, cette simplification consiste a remplacer X par sa
valeur a 1’équilibre, c’est-a-dire :

X = Xo
1 + CLIl + CLC[Q
dans les équations 1.11a et 1.11e :

I X,
dh - _ I, <U1 1 0 ) (1.15a)

(1.14)

dt " 1+al; +aCl,

dl Xo

—2 = LB(U;—-1-D 1.15b
dt ? ( ? 1+all+a012) (1.15D)

1.5.2 Modéle du LAS avec signal injecté dans ’absor-
bant

La deuxiéme simplification consiste a éliminer complétement 'un des deux
lasers et a considérer son intensité comme un signal externe injecté dans
I’absorbant de I'autre. Ceci facilite I’étude de I’action de ce signal sur le LAS
et nous donne des informations sur les effets du couplage. Il fournit aussi une
description des régimes lorsque la dynamique d’un laser n’est pas modifiée
d’une facon significative par le deuxiéme. Le systéme s’écrit alors :

% = I(U-X-1) (1.16a)
‘;—[tj = ¢(W-U-UI (1.16b)
% = c(A+bU W) (1.16¢)
X _ £2[Xo — X (14 al + aly)] (1.16d)

dt
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1.6 Modélisation du couplage

Avant d’analyser la dynamique de ce systéme d’équations, il est utile de
préciser le mécanisme de couplage. On a déja remarqué que celui-ci s’effec-
tue exclusivement par l'intermédiaire de I’absorbant (la seule équation qui
contient des variables impliquant le premier et le deuxiéme laser concerne
X), mais il y a une autre particularité intéressante que nous mettons en évi-
dence en utilisant la premiére simplification (section 1.5.1). Dans les équa-
tions 1.15, le couplage est présent dans les équations de [ 2, qui peuvent étre
ré-écrites comme équations d’un LAS non couplé dans lesquelles apparaissent
des termes de couplage I o(11, I5) :

d]l . XO

prl I (U1 1 1+af1) + Fi (I, 1) (1.17a)
d[g XO

—= LB —-1-D— (I, I 1.17b
dt 2 O& 1+a05)+ (D, 1) (1.17b)

Les termes de couplage, qui décrivent I’effet d’un laser sur ’autre, ont la
méme forme et sont :

CLC]1[2
o 1.18
1( 1y 2) (1+a[1+a,012)(1+a]1) ( a)
BDI; I
BULL) — a 112 (1.18Db)

(1 + CLIl + CLC[Q)(]. + GCIQ)

La présence de I; (I3) au numérateur de Fy (F,) indique que ce terme
est non nul si Uintensité du laser L; (L2) est non nulle. Cela signifie que
dans les régimes pulsés de type P(9), le couplage ne s’effectue que pendant les
impulsions. Nous avons visualisé sur la figure 1.3 la valeur de F} en fonction
de [172.

En réalité, les termes de couplage entrainent un deuxieéme effet, qui dérive
de la structure des équations 1.15. Ces équations sont du type :

ou P; représente le terme entre parenthéses des équations 1.15. Le signe de
P, détermine la stabilité de la solution d’intensité nulle : si P; est positif, la
solution est instable, dans le cas contraire elle est stable.

Considérons, par exemple, le laser L; : le terme P; dépend de Iy, qui a
ici un role de saturation, ce qui fait que P; augmente avec ;. En fixant I a
zéro, nous pouvons déterminer le seuil de L; en présence de L, en cherchant
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FIGURE 1.3 — Amplitude du terme de couplage Fj([1,I3) en fonction des
intensités laser. Tous les paramétres (C, D, a, B) ont été fixés égaux a 1.

les valeurs de U; et I qui rendent P; positif. Py(Uy, 0, I3) vaut :

Le seuil de L; est donné par P; = 0, c’est-a-dire :

Xo

=1 S
Ul +1+CLC]2

(1.21)

Il doit étre comparé au cas du LAS non couplé U; = 1+ X : la présence
d’une intensité provenant de L, contribue & abaisser le seuil de L;. Cet effet
montre le caractére coopératif du couplage dans notre systéme.

L’effet du terme de couplage Fy sur P;(U;, I1, I5) est montré dans la fi-
gure 1.4, ot nous tracons Fj/I; en fonction de I; et I. Le maximum est
atteint sur 'axe I; = 0 et il tend vers 1 quand /5 augmente. De nouveau,
nous remarquons la particularité du couplage, qui a un effet maximum au
voisinage de zéro, pour devenir négligeable une fois l’absorbant compléte-
ment saturé. En résumé, lorsqu’un laser est sur la solution nulle, I'influence
de 'autre laser sur sa stabilité est maximale.
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FIGURE 1.4 — Amplitude du terme Fj/I; en fonction des intensités lasers.
Tous les paramétres (C, D, a, B) ont été fixés égaux a 1.

1.7 Diagramme de stabilité théorique

L’effet du couplage sur la dynamique globale du systéme transparait dans
la comparaison entre les diagrammes de stabilité des LAS seuls et du systéme
couplé. Nous avons donc tracé ces diagrammes dans un cas non symétrique,
représentatif de la réalité, ainsi que le diagramme du systéme couplé. Les
parameétres utilisés sont :

€12=0.137, a=4.17, b 2=085 ¢e,=12,
Xo=2, B=1, C=D=05

La figure 1.5 montre les régions de stabilité du plan (A;, As) pour les deux
lasers non couplés (nous limitons notre étude a cet espace bidimensionnel
sans faire varier les autres paramétres par souci de simplicité). En I’absence
de couplage, nous obtenons la composition des deux diagrammes de stabilité
du LAS seul. Les points de bifurcation du laser L; sont Ay, = 0.45, Ay =
0453, AlHH = 1.84 et A2th = 03, A2H = 031, A2HH = 1.42 pour Lg, ou
Aiun est le second point de bifurcation de Hopf de L;. Ceci est a comparer
avec le diagramme du systéme couplé de la figure 1.6, obtenu par simulation
numérique du systéme de 7 équations 1.11. La simulation a été effectuée en
fixant la valeur de A, entre 0.3 et 2.0 et en faisant varier la valeur de A; entre
2 et 0.2 par pas de 0.01. On reprend la simulation en faisant varier A, par
pas de 0.1. Les régimes ont ensuite été analysés et placés sur le diagramme.
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FIGURE 1.5 — Diagramme de stabilité d’un systéme de deux LAS non couplés.
Le long des deux axes A; et Ay nous avons le méme comportement décrit
dans la section 1.1, caractérisé par un seuil (A;q, trait continu) suivi d’une
bifurcation de Hopf (A;u), une région impulsionnelle et une bifurcation de
Hopf (A;un) vers I'état continu (traits pointillés). Dans chaque région est
indiqué le type de régime (’0’ = éteint, I’ = impulsionnel, ’C’ = continu) des
deux lasers. Par exemple : 10 signifie LL; en régime d’impulsions, L, éteint.
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FIGURE 1.6 — Diagramme de phase pour le systéme de deux LAS couplés.
Il est obtenu par intégration numérique du systéme sur une grille de points
Ay, As de résolution différente le long des deux directions (0.01 pour A; et
0.1 pour A,, ce qui explique la présence de régions plus étroites suivant y).
L’intégration est effectuée en fixant la valeur de A, et en variant A; de haut
en bas : les éventuels effets d’hystérésis ne sont pas mis en évidence. Les
régions marquées (a)-(k) correspondent aux régimes : (a) n+1 :n (n > 4);
(b) n:1 (n > 8); (¢) 2:5; (d) 2:3/3 :4 et avec synchronisation partielle;
(e) n :1, avec impulsions inversées : le maximum secondaire apparait avant
le principal; (f) 1 :3 irrégulier; (g) 1 :2 irrégulier; (h) 1 :3 (i) 1 :T2; (j) de
1:10a1:20 (k) 1:n (n > 20).
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Les régimes sont classés principalement par leur rapport de synchronisa-
tion. Nous donnons ici une description partielle, et présentons de facon plus
précise les régimes dans le chapitre suivant. Avec le symbole n :m nous indi-
quons une synchronisation périodique entre impulsions P(© des deux lasers et
n/m représente le rapport entre nombre d’impulsions (section 2.3.3). La pré-
sence d’un “+” indique une transition, ayant pour conséquence une altération
de la forme des impulsions (transition périodique, section 2.3.4). Certaines
régions ont une double appellation, comme par exemple 1 :2 / T :2T. Ceci
provient du passage continu du régime d’oscillation T aux impulsions P(0).
Nous avons fixé le critére de facon arbitraire, en appelant P(0) un régime
dont l'intensité minimale descend en dessous de 0.01.

La bande correspondant a 0.3 < Ay < 0.5 ne montre pas tous les ré-
gimes rencontrés : en effet, nous en avons regroupé certains pour rendre le
diagramme plus lisible.

Au-dela de la complexité du diagramme, nous pouvons immédiatement
noter plusieurs effets. Premiérement, la confirmation de l'effet coopératif du
couplage : la région o les deux lasers sont stables (CC) est étendue par
rapport au cas précédent. Ceci provient du double effet de saturation im-
posé a ’absorbant par les lasers. Deuxiémement, les régions A; > Aijgg
(As > Aopn), ot Ly (Lg) est continu en absence de couplage présentent main-
tenant des solutions instables (T ou irrégulier). Ceci suggére un déplacement
induit par le couplage du deuxiéme point de bifurcation de Hopf vers des
valeurs plus élevées (section 2.4.2). Enfin, Papparition d’une région continue
immédiatement au-dessus du seuil de fonctionnement de L; pour Ay > Aspy.
Cette région résulte de I'extension de la région déja existante en absence de
couplage et correspondant & la bande trés étroite délimitée par le seuil (Ajg,)
et la premiére bifurcation de Hopf (Ayy) visible dans la figure 1.5.
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2.1 Systéme expérimental

Le systéme expérimental (voir figure 2.1) est constitué de deux lasers L
et Lo qui partagent une méme cellule d’absorbant saturable SFg. Les deux
cavités lasers sont délimitées a gauche par un réseau de diffraction (Gi2)
utilisé pour sélectionner la raie laser et a droite par un coupleur de sortie (CS)
de rayon de courbure 5m et de coefficient de réflectivité 98%. La raie choisie
est la P(24) a 10.6um du CO,, qui présente une amplification importante
ainsi qu’une résonance avec ’absorption du SFg.

Afin de limiter U'interaction entre les deux lasers au niveau de la cellule
de I'absorbant saturable (ABS), nous imposons aux deux faisceaux d’avoir
des polarisations linéaires et orthogonales. Elles sont obtenues par l'orien-
tation d’une fenétre intracavité placée sous incidence de Brewster (CBW).
Une surface de cette fenétre est recouverte d’un film mince, qui agit comme
un polariseur en transparence pour L; et en réflexion pour Ly et permet de
séparer les faisceaux avant 'entrée dans les milieux actifs (ACT; et ACTy).
De plus, les fenétres sous incidence de Brewster fermant les tubes des milieux
actifs et les réseaux de diffraction sont orientés de telle sorte que les deux
lasers fonctionnent sur les deux modes de polarisation choisis.

Le traitement de la fenétre CBW permet d’avoir un rejet de 'une des
polarisations de l'ordre de 107%, ce qui garantit une interaction entre les
deux lasers uniquement dans la cellule d’absorbant (ABS) tant que ’écart
en fréquence A entre les deux lasers reste supérieur & ~ 100KHz. Quand A

Laser 1
. cow | et
e s R S s
Ay SA CS Ag
leJJJ-E'JJ:[ACTZ 777777 ) :i/
A, A,
Laser 2

FIGURE 2.1 — Schéma du dispositif expérimental. ACT; 5 : milieux actifs,
ABS : absorbant saturable, Gy 5 : réseaux de diffraction, A; 5 : diaphragmes
de controle des modes de la cavité et d’alignement, As45 : diaphragmes
d’alignement, CBW : fenétre traitée et placée sous incidence de Brewster,
CS : coupleur de sortie.
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est proche de zéro, l'interférence du signal de Ly transmis par CBW avec le
milieu actif ACT; devient notable. Cet effet ressemble & un retour cohérent
qui, méme pour une intensité tres faible du signal transmis, vient perturber
la dynamique de I’ensemble du systéeme. Nous retrouvons la méme situation
avec Lg. Pour éviter cet effet nous vérifions systématiquement que ’écart en
fréquence A reste supérieur & 1 MHz, limite de stabilité du systéme.

Les diaphragmes A; 5 sont utilisés pour ’alignement, critique, dans la
cellule d’absorbant. La sélection du mode fondamental TEMg, est obtenue
en jouant sur 'ouverture des diaphragmes A; et As.

La pression totale du milieu actif est fixée & 75 Torr (20% de CO,, 45%
d’He et 35% de N). Les paramétres de controle du systéme sont nombreux :
pour modifier les milieux actifs, nous jouons sur les courants de décharge ; o
et les écarts 012 qui mesurent les différences de fréquence entre les champs
électriques de L o et le centre de la raie d’émission. Ces écarts sont controlés
en changeant la longueur des cavités a l'aide de deux modules de translation
piézoélectriques.

Notons que les écarts d; o jouent également sur le coefficient d’absorption
de labsorbant. Pour une pression de SFg de 1-20 mTorr (intervalle d’uti-
lisation de l’absorbant dans notre systéme), 1’élargissement homogéne est
trés faible (de l'ordre de 1 MHz) alors que l’élargissement inhomogéne est
comparable & celui du milieu actif (de 'ordre de 70 MHz). Nous souhaitons
faire varier d; o dans un intervalle de 30-40 MHz : afin d’assurer une absorp-
tion quasi-constante dans cet intervalle nous ajoutons de I’hélium comme gaz
tampon, pour élargir la raie homogeéne. Ceci permet aussi de garantir un bon
effet de couplage pour des valeurs de A de quelques dizaines de MHz. Nous
utilisons comme parametres de controle les pressions partielles des deux gaz.

La détection s’effectue a 1’aide de trois détecteurs HgCdTe, utilisés pour
mesurer les intensités des deux lasers ainsi que leur écart en fréquence A
(figure 2.2). A la sortie du laser, une partie du faisceau est réfléchie par
une lame semi-transparente et envoyée sur une lame a incidence de Brewster
orientée a 45° par rapport aux axes de polarisation. Cette derniére effectue un
meélange des deux faisceaux. L’intensité résultante est envoyée au détecteur
D3 pour mesurer en temps réel la valeur de A.

Le faisceau transmis par le coupleur est séparé a l'aide d’une lame a
incidence de Brewster parallele a celle qui se trouve a 'intérieur de la cavité
(CBW). Celle-ci permet de séparer les deux polarisations et d’envoyer les
faisceaux réfléchi et transmis sur les détecteurs Dy et Do, afin d’enregistrer
I’évolution temporelle des intensités I et I5. Cette fenétre n’étant pas traitée,
son rejet en transparence est de quelques pourcents. En plus de I, Dy recoit
une faible partie du signal de [;, mais ceci ne crée pas d’ambiguité dans
I’analyse des signaux.
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ATT '§
. ATT ///

| @
sortie ®-=

=

c

FIGURE 2.2 — Schéma du systéme de détection. D; » : détecteurs d’intensité
des lasers Lj o, D3 : détecteur de I’écart en fréquence, C : coupleur, BW :
fenétre sous incidence de Brewster utilisée pour séparer les deux polarisa-
tions, TBW : fenétre de Brewster orientée a 45° pour mélanger les deux
polarisations, ATT : atténuateurs.

Les signaux de sortie des détecteurs sont envoyés a un oscilloscope nu-
mérique et/ou & un analyseur de spectre, pour permettre la visualisation
en temps réel de la dynamique du systéme et de la valeur de A et de les
enregistrer sur un PC relié a l'oscilloscope numérique pour des traitements
ultérieurs.

2.1.1 Enregistrement de la dynamique spatio-temporel-
le

L’étude expérimentale du couplage des deux lasers fonctionnant sur les
modes transverses de la famille ¢ = 1 (modes TEM¢; et TEM;g), nécessite
quelques modifications quant a la géométrie du systéme. Nous introduisons
derriére le diaphragme A, une fenétre traitée antireflet munie au centre d’un
point absorbant, pour filtrer le mode TEMg.

De méme, le systéme de détection est adapté pour permettre la mesure des
intensités des deux modes des deux lasers. Nous utilisons quatre détecteurs
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fenetre de i
Brewster |

FIGURE 2.3 — Schéma du systéme de détection des intensités sur les modes
transverses TEMg; et TEM;g. Dy 2 : détecteurs des modes de L;, D34 : dé-
tecteurs des modes de Lo, L.S. : lames séparatrices.
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HgCdTe, placés sur les maxima des modes (figure 2.3).

2.1.2 Détermination des paramétres expérimentaux

Une bonne connaissance de l'ensemble des paramétres du systéme est
nécessaire pour reproduire au mieux les régimes observés et vérifier la validité
du modéle.

L’incertitude la plus importante provient du parameétre de pompe. Le
profil de pompe est du type :

Ao

A=_0

1+ 42

ou la valeur maximale Ay de A est imposée par le courant de décharge, et

Pécart en fréquence ¢ est normalisée a la largeur a mi-hauteur de la loren-

zienne. En jouant sur 0, A peut descendre en dessous du seuil de fonction-

nement. Le courant de décharge des milieux actifs est connu avec une bonne

précision , mais nous ne pouvons pas déterminer 1’écart en fréquence ¢ de

chaque laser par rapport au centre de la raie d’émission. La mesure de cet
écart nécessiterait un laser de référence stabilisé en fréquence.

Cette incertitude sur la détermination du paramétre de pompe se tra-
duit par une localisation qualitative des régimes expérimentaux dans le dia-
gramme (A, I) (cf. section 1.1). Ce diagramme nous permet d’estimer les
parameétres de pompe & partir des signaux observés en absence de couplage.

Une deuxiéme source d’incertitude concerne la durée de vie des photons
dans la cavité, c’est-a-dire son taux de pertes k. Dans la littérature [59, 60|
k est toujours évalué a partir des seules pertes du coupleur de sortie. En réa-
lité les pertes proviennent également de la présence du réseau, des fenétres
et des diaphragmes. Un autre point est & mentionner, a savoir la variation
non controlée de x au cours des différentes expériences. Les instabilités mé-
caniques, le vieillissement du matériel optique et les réalignement successifs,
donnent une incertitude sur ce paramétre de 'ordre de 50%.

(2.1)
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FIGURE 2.4 — Régime de synchronisation 1 :1. L’intensité de L, est représen-
tée en trait plein et celle de Ly en pointillé. Les paramétres expérimentaux
sont : iy = iy = 12mA, P(SFg) — 6 mTorr et P(He) — 2 Torr.

2.2 Résultats expérimentaux

Les sections suivantes sont consacrées a la présentation des régimes ob-
servés par ordre de complexité. Dans un premier temps, nous étudions des
régimes ou les deux lasers délivrent des impulsions de forme similaire, puis
des régimes initialement stables ou oscillants, perturbés par les impulsions
P© de l'autre laser et enfin nous présentons des régimes non impulsionnels.

2.3 Régimes fortement pulsés

Nous avons montré dans la section 1.6, que le couplage entre les deux
LAS suppose non nulles les intensités émises par les deux lasers. Nous avons
donc choisi, dans un premier temps, d’étudier expérimentalement les régimes
fortement pulsés : compte tenu de la forme des impulsions, les lasers restent
la plupart du temps a intensité nulle, et la dynamique qui en résulte est
semblable a celle d’un laser non couplé perturbé périodiquement.

La figure 2.4 montre la synchronisation des impulsions P(¥ des deux la-
sers. Le comportement du systéme est ici similaire a celui de deux oscilla-
teurs couplés qui se “verrouillent” lorsque leurs fréquences sont suffisamment
proches, ils adoptent alors une fréquence commune. Le méme effet se produit
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FIGURE 2.5 — Régimes de synchronisation 1 :2,1:3, 1 :4 et 1 :5. La transition
entre régimes s’effectue en augmentant la période de Ly (en pointillé), c’est-
a-dire en diminuant son paramétre de pompe par variation de sa fréquence
optique. Les paramétres expérimentaux sont : iy = iy = 12mA, P(SFs) = 6
mTorr et P(He) = 2 Torr.
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P P | P
110 | 85 | 92 | déphasage “+”
108 | 124 | 112 en phase

107 | 146 | 126 | déphasage “—"

TABLE 2.1 — Mesures des périodes (en pus) des régimes non couplés (P, Ps)
et couplé (Ppg).

quand les deux lasers choisissent des fréquences multiples I'une de ’autre :
la figure 2.5 montre des exemples de ces régimes. Nous allons identifier ces
régimes en fonction du couple n :m qui exprime le rapport entre les nombres
de pics : la figure 2.4 illustre le régime 1 :1 alors que la figure 2.5 montre
des régimes allant de 1 :2 a 1 :5. Dans toutes les figures, I'intensité de L,
est représentée en trait plein, celle de Ly en pointillé. Les détecteurs n’étant
pas étalonnés, aucune comparaison quantitative n’est possible entre les in-
tensités. Nous avons donc choisi de les présenter en unités arbitraires. Les
petites impulsions présentes sur I, résultent du défaut de séparation des deux
intensités, déja mentionné dans la description du banc expérimental (cf. sec-
tion 2.1).

2.3.1 Synchronisation d’impulsions P(")

Afin de mieux comprendre les mécanismes de synchronisation, nous nous
limitons & l’analyse du régime de la figure 2.4 [61]. De 'examen attentif des
signaux, il ressort que la synchronisation des impulsions des deux lasers fait
apparaitre un déphasage, avec un écart entre les maxima de 'ordre de 1 &
2us (approx. 1% de la période des impulsions). Ce régime s’obtient avec une
pression de 1’absorbant voisine de Pygs = 15mTorr, un parameétre de pompe
initial faible (approx. 20% au-dessus du seuil). Dans cette configuration, les
lasers non couplés oscillent en régime P, La période des impulsions est
controlée par 1’écart entre les fréquences optiques, c’est-a-dire par le para-
metre de pompe. Nous allons montrer que le couplage des lasers modifie cette
périodicité.

Le paramétre de pompe de L; étant fixé, nous avons fait varier celui de
Lo pour observer son effet sur le délai. Au fur et & mesure que le paramétre
de pompe de Ly diminue, nous observons successivement (figure 2.6) : (i)
un régime avec déphasage “+”, ou 'impulsion de Ly précéde celle de L. (ii)
La mise en phase des impulsions et enfin (iii) un régime avec déphasage “—”
symétrique du premier, ou I'impulsion de Ly précéde celle de Ly. Notons que la
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FIGURE 2.6 — Régimes de synchronisation : (a) déphasage “+”, (b) en phase,
(c) déphasage “—”. Les courbes montrent ’évolution temporelle des intensités
des deux lasers : L; (trait continu) et Ly (en pointillé). L’échelle de I'inten-
sité a été renormalisée, afin d’avoir des signaux de taille comparable, ce qui
permet de mieux visualiser le délai. Les paramétres expérimentaux sont :
iy = 12mA, iy = 16mA, P(SF¢) = 15 mTorr et P(He) = 3 Torr.
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transition entre les trois régimes est continue : le délai observé dans la région
(i) se réduit lentement jusqu’a la synchronisation puis ré-augmente dans la
région (iii). Dans les trois régimes, nous avons comparé la période du systéme
couplé a celles des lasers indépendants (voir tableau 2.1). Nous avons aussi
mesuré le rapport entre les intensités en utilisant le méme détecteur pour
les deux faisceaux. Dans les trois cas, nous constatons que la perturbation
de l'intensité des impulsions est négligeable et que le rapport des maxima,
indépendant du couplage, garde une valeur voisine de 2.3. Comme on pouvait
s’y attendre, ceci suggére que l'effet du couplage reste limité par la faible
durée de la superposition des signaux. Il est intéressant de noter que dans
tous les cas, la période du systéme couplé se situe entre celles des systémes
non couplés.

Nous avons reproduit les régimes expérimentaux par intégration numeé-
rique en utilisant le modéle simplifié par ’élimination adiabatique de ’absor-
bant (cf. section 1.5.1). La figure 2.7 montre les signaux obtenus avec un choix
des paramétres identique a celui de [46] et un couplage asymétrique. Avec ces
parameétres, les points de bifurcation, introduits dans la section 1.4.1, se si-
tuent pour les lasers indépendants & Ay, = 0.45, Ay =~ 0.4525, Aoy, = 0.3 et
Aoy =~ 0.312. La période des oscillations au point de bifurcation est Poy ~ 212
(en unités de k).

Nous avons essayé plusieurs valeurs des paramétres de pompe et trouvé
que A; = 0.7 et Ay ~ 0.45 reproduisent qualitativement la séquence obtenue
expérimentalement. Ces valeurs situées non loin des seuils correspondent a
celles de l'expérience. La différence la plus notable concerne la forme des
impulsions, qui dans I'expérience montre une déformation dans la zone de
recouvrement, effet non reproduit par le modéle. La présence de cette dé-
formation indique que le modéle surestime la saturation de ’absorbant. En
effet, si le premier laser saturait complétement ’absorbant il ne devrait en
aucun cas étre affecté par le deuxiéme laser, contrairement a ce que nous
observons (augmentation du temps de descente de la premiére impulsion).
Notons que, pour ce jeu de parameétres, les périodes des deux lasers non cou-
plés sont proches (P; = 139 et P, = 131, en unités de k), ce qui implique
une résonance 1 :1. Dans le tableau 2.2, nous reportons les différents cas de
synchronisation obtenus numériquement.

La figure 2.7 montre la simulation numérique des impulsions : les trois
régimes observés sont reproduits pour A, valant successivement 0.47, 0.45
et 0.43, avec un maximum d’intensité de Ly significativement plus faible que
celui de L;. La synchronisation “+” apparait pour Ay = 0.47 avec un délai
entre les deux maxima voisin de 1.5 unités de temps. Pour Ay = 0.45, les
signaux sont en phase, et pour A, = 0.43 apparait le régime avec déphasage
“—7. Ici, 'impulsion de Ly suit celle de L; avec un délai de 2.5 unités de temps.
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FIGURE 2.7 — Synchronisation des impulsions de L; et Ls, obtenues par in-
tégration numérique du modéle simplifié (cf. section 1.5.1). Le paramétre A,
prend les valeurs (de haut en bas) 0.47, 0.45 et 0.43. Les autres parameétres
sont : A; = 0.7, €10 =0.137, a = 4.17, b1, = 0.85, ¢, = 1.2, Xy =2, B =1,

C=D=0.5.
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| A [P [ hiw | P [ D | P || Divagepy) | Donmgepn | |
047 [ 139 [11.1[117.4[ 3.6 [ 131 || 11.1 | 3.8 | déphasage “+”
045 | 139 [11.1[130.5 | 35 [ 141 || 11.3 | 47 en phase

043|139 [11.1[147.1 | 33 [ 146 || 11.1 | 42 | déphasage “—”

TABLE 2.2 — Périodes des régimes numériques. P, P» sont les périodes des
impulsions et Iy, Ioy sont les maxima d’intensité en régime non couplé. Ps,
LIiviep) €t Iavepr) sont la période et les maxima apres couplage. Dans les trois
simulations A; est fixé a 0.7.

En diminuant A, en dessous de 0.43, la synchronisation 1 :1 disparait : les
deux lasers oscillent parfois en méme temps, parfois indépendamment. Cette
synchronisation intermittente, 1 :1 ou 1 :2, est décrite dans la partie suivante.

Notons que les simulations numériques reproduisent bien les expériences
pour les trois régimes décrits plus haut avec le méme type de relation entre
le signe du délai et les périodes des lasers non couplées. Dans le régime “+”,
Ly émet le premier et P, < P;, dans le cas opposé P, > P;. Comme dans
I’expérience, la période du régime couplé est comprise entre les périodes des
oscillateurs indépendants, a I’exception de la synchronisation en phase. L’ex-
plication de cette anomalie réside dans 'interaction avec le milieu actif : le
tableau 2.2 montre que dans le cas de synchronisation en phase I'amplitude
des impulsions des deux lasers augmente, ce qui a comme conséquence 1’ex-
traction d’une quantité d’énergie plus importante. Le temps nécessaire a la
reconstitution de l'inversion de population augmente, ce qui se traduit par
un accroissement de la période.

Nous pouvons mieux comprendre le mécanisme de synchronisation en
utilisant la description du couplage de la section 1.6. Nous avons montré que
I’apport du terme de couplage n’est important que dans les intervalles de
temps oul les deux intensités sont simultanément différentes de zéro. Dans
les régimes impulsionnels décrits ici, I'effet de couplage est limité par le taux
de recouvrement des impulsions. Ceci suggére un couplage faible qui agit
principalement sur la phase des cycles limites. En particulier, nous pouvons
écrire pour le régime 1 :1 que :

]1 ~ IlO ((]_ + 51)t + 91) et [2 ~ [20 ((]. + (52)t + 92) (22)

ou I1o(t) et I(t) sont les évolutions des intensités des lasers indépendants.
Dans I’équation 2.2, d; et do sont des corrections de phase et 6y, 65 les phases
a 'origine du temps.
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2.3.2 Synchronisation d’impulsions P!

Les propriétés de la synchronisation des impulsions P() sont aussi obser-
vées dans des régimes plus complexes : des impulsions P peuvent également
se synchroniser (figure 2.8). Dans ce cas, le retard entre les deux impulsions
peut étre tel que le maximum principal des impulsions de L, coincide avec
le maximum secondaire de celles de L; donnant naissance a un autre type de
synchronisation. La transition entre les deux régimes est obtenue en altérant
le parameétre de pompe de L,. En partant de la synchronisation entre les
maxima principaux, le délai augmente contintiment avec la diminution du
paramétre de pompe de Ly jusqu'au moment ou le systéme pénétre dans la
zone de capture du deuxiéme régime synchronisé.

2.3.3 Régimes 1 :2-1 :n

Comme nous ’avons indiqué dans la section précédente, plusieurs régimes
d’impulsions couplées sont possibles au-dela du cas 1 :1. Si I’écart entre les
périodes des lasers non couplés devient trés important, nous obtenons une
cascade de régimes 1 :n synchronisés (figure 2.5).

Pour chacun de ces régimes, la synchronisation s’effectue d’une fagon
semblable a celle du régime 1 :1. Les impulsions sont séparées par un délai
qui dépend du rapport entre les périodes des oscillateurs indépendants, et il
n’y a pas d’autres effets que ceux déja mentionnés plus haut.

En revanche, deux nouveaux comportements du systéme méritent d’étre
signalés : la non équidistance des impulsions de L; et la transition entre le
régime 1 :n et le suivant 1 :n-+1.

Le premier de ce deux effets provient du type de couplage : comme nous
I’avons déja montré dans la section 1.6, le systéme suit dans les régions d’in-
tensité nulle la dynamique d’un LAS seul. Dans les régimes 1 :n, nous pouvons
considérer 1’état synchronisé comme un régime pulsé périodique du laser L,
de faible période tg, perturbé périodiquement par des impulsions de période
plus longue T' = nty, du laser L. Les régimes sont suffisamment stables pour
nous permettre d’effectuer la mesure des intervalles entre les impulsions de
1:1 a1 :5. Dans les cing cas (figure 2.9) nous reportons les positions des im-
pulsions de L; a I'intérieur d’une période 7" en fonction de T'. Sans couplage,
le régime 1 :5 comporte cinq points espacés de to = T7'/5. Ici, nous obser-
vons que le premier point (t = 36) s’écarte significativement de la valeur
to = 148.5/5 = 29.7, les autres se rapprochent progressivement de la période
non couplée ty. Le systéme montre donc un transitoire apres la perturbation
et converge ensuite vers la situation périodique non couplée.

Ce comportement est reproduit par les simulations numériques : en ba-
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FIGURE 2.8 — Synchronisation entre impulsions P (). La transition entre les
deux régimes (haut et bas) est obtenue en modifiant la fréquence optique
de Ly. Les paramétres expérimentaux sont : iy = io = 16mA, P(SFg) = 12
mTorr et P(He) — 1.5 Torr.
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FIGURE 2.10 — Simulation numérique des intervalles entre les impulsions
de L; dans les régimes 1 :1-1 :5. Les paramétres utilisés sont : A; = 1.0,
C =D =1 et Ay vaut respectivement 0.88 (1 :1), 0.655 (1 :2), 0.57 (1 :3),
0.52 (1 :4), 0.5 (1 :5).
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FIGURE 2.11 — Transition aléatoire entre 1 :1 et 1 :2. Les impulsions des deux

lasers sont parfois synchronisées, parfois non. Les paramétres expérimentaux
sont : i, =iy = 16mA, P(SFg) — 16 mTorr et P(He) — 0.5 Torr.

layant As, pour les valeurs des paramétres de la figure 2.10, nous observons le
méme effet, mais avec une perturbation plus faible : la déviation par rapport
a la période non couplée £, est moins importante.

Si on continue a diminuer le paramétre de pompe de Ly nous observons
une succession de régimes 1 :n avec n > 5, ceci méme si en absence de cou-
plage Ly passe sous son seuil de fonctionnement. Nous pouvons donc consi-
dérer le régime 1 :n d’un point de vue opposé a celui adopté ci-dessus : les
impulsions de L; viennent perturber Ls, éteint. Sous l'effet du couplage, le
seuil de Ly est abaissé, comme nous ’avons montré dans la section 1.6, L,
adopte un régime impulsionnel. La détermination du seuil couplé de Ly sera
explicitée dans la section 2.4.2.

2.3.4 Transitions entre régimes 1 :n et 1 :n+1

En fonction des paramétres expérimentaux (principalement la pression de
I’absorbant), trois types de transition 1 :n — 1 :n+1 apparaissent.

Pour des valeurs de la pression partielle de I’absorbant de ’ordre de 10-20
m'Torr, nous observons une synchronisation partielle, c’est-a-dire un mélange
aléatoire des deux régimes 1 :n et 1 :n+1 (figure 2.11). Une carte de premier
retour de la série temporelle non périodique des impulsions de Ly ne montre
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aucune structure, indiquant le caractére aléatoire de la synchronisation, pro-
bablement controlée par le bruit.

Pour des valeurs plus faibles de la pression partielle de I’absorbant (3-8
mTorr) et une grande quantité d’hélium (1-3 Torr de pression partielle), nous
observons deux autres types de transition : périodique ou irréguliére.

La transition périodique, observée avec une réduction du parameétre de
pompe de Lo, s’effectue par un changement continu de la forme des impulsions
de L; : les impulsions de Ly de type P© synchronisées avec celles de Ly
évoluent vers des impulsions P, dont 1oscillation secondaire coincide avec
I'impulsion de Ly (figure 2.12a). L’intervalle entre le maximum de I'impulsion
PM et son maximum secondaire augmente au fur et a mesure que la période
de Ly augmente (figure 2.12b), jusqu’au moment ou la suroscillation se sépare
complétement du maximum principal, en donnant le régime 1 :n+1.

La transition irréguliére est observée dans des conditions expérimentales
semblables au cas précédent. Toutefois, le paramétre qui varie ici est le pom-
page de Lj; nous 'augmentons pour réduire la périodicité du laser. Cette
transition se traduit également par un changement de la forme des impul-
sions de L;. Contrairement au cas précédent, le régime intermédiaire n’est
pas périodique mais présente une séquence irréguliére d’impulsions de formes
différentes qui ne sont pas toujours synchronisées sur les impulsions de L.
La figure 2.13 montre I’évolution de la forme des impulsions pendant la tran-
sition 1 :1 - 1 :2. Afin d’en déterminer le caractére aléatoire ou déterministe,
nous avons effectué pour chaque régime de la figure 2.13 un diagramme de
premier retour de l'intensité. Ces diagrammes (figure 2.14) mettent en évi-
dence une transformation continue des diagrammes. Cette évolution passe
par une structure bien définie en “w”, indiquant le caractére déterministe de
la transition étudiée. Cependant, la forme de cette structure ne correspond
pas a celle d’'un LAS seul, mais est représentative du systéme couplé.

L’analyse numérique permet de reproduire la transition périodique (de
P© 3 PMW) avec les paramétres :

€12 = 0137, a = 417, b172 = 085, Ex — 12,
XO - 2, B — ]_’ C = D et

Ag fixé a 1.0 et A; variable entre 1.1 et 0.5. La séquence, en bon accord
qualitatif avec les observations expérimentales, correspond a une coupe le
long d’un axe vertical du diagramme de stabilité de la figure 1.6.

Un autre type de transition a été rencontré lors d’une coupe suivant ’axe
y, pour Ay = 0.4 et Ay variable entre 0.94 et 0.64. Elle est constituée de
régimes synchronisés par intermittence ¢ :j (figure 2.15). Il est probable que
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FIGURE 2.12 — Transition périodique entre 1 :1 et 1 :2. Les impulsions de
L, passent de P a P : le maximum secondaire est synchronisé avec les
impulsions de Ls. L’écart entre les maxima des impulsions de L; se creuse
au fur et a mesure que la période de Ly augmente pour donner naissance au
régime 1 :2. Les paramétres expérimentaux sont : iy = io = 12mA, P(SFg) =
5 mTorr et P(He) — 2 Torr.
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FIGURE 2.13 — Transition irréguliére entre 1 :1 et 1 :2 (L; en trait continu,
Ly en pointillé). La séquence (du haut a gauche au bas a droite, dans le sens
de la lecture) est obtenue en jouant sur la fréquence de L; pour augmenter
le paramétre de pompe. Les paramétres de L, restent fixes. Les parameétres
expérimentaux sont : 7; = iy = 12mA, P(SF¢) = 8 mTorr et P(He) = 3 Torr.
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mier retour traduisent la dynamique de L; dans les régimes de la figure 2.13.
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dans l'expérience ces régimes ¢ :j ne sont pas visibles a cause du caracteére
aléatoire du bruit.
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2.4 Autres régimes

Ci-dessus, nous avons montré que lorsque le rapport des périodes des deux
lasers s’écarte notablement de 'unité, nous pouvons considérer la dynamique
du systeme comme le résultat de la perturbation impulsionnelle d'un laser par
I’autre. L’interaction est naturellement toujours bidirectionnelle en raison de
la symétrie du couplage, ce qui implique un changement dans la périodicité
des deux lasers (cf. section 2.3.3).

Nous avons donc couplé un laser en régime impulsionnel au deuxiéme
préparé dans un des différents régimes du LAS décrits dans la section 1.1 :
continu, périodique et avec des impulsions de structure complexe.

2.4.1 Perturbation de I’état continu

Nous préparons le systéme dans I’état suivant : L; émet une intensité
continue, Ly des impulsions P(?). Expérimentalement, ceci requiert pour Ly
une fréquence optique voisine du centre de la raie et correspond a un pompage
maximal, et une pression partielle faible de I’absorbant (3 mTorr SFg, 2 Torr
He). D’autre part, la fréquence de Ly est fixée sur un des deux cotés de la
raie d’émission, ce qui a pour conséquence un parameétre de pompe proche
du seuil, et garantit une dynamique P(®) indépendamment du couplage.

Comme dans le cas de la perturbation des impulsions périodiques, le laser
L; présente une dynamique de LAS non couplé lorsque Lo est éteint. Les
impulsions de Ly écartent L; de sa solution continue (figure 2.16). Quand
Ly est éteint, L; revient sur sa solution continue avec des oscillations de
relaxation.

L’effet de L; est de réduire la périodicité de Ly. Ceci s’explique en considé-
rant que L; sature 'absorbant, diminue le seuil de Ly et permet d’augmenter
la fréquence des impulsions. La variation de la période de Lo dépend de son
parameétre de pompe : le cas extréme est celui ou le couplage fait passer Lo
au-dessus de son seuil de fonctionnement.

Un phénomeéne analogue a été observé quand L; est en régime T (fi-
gure 2.17).

2.4.2 Deéplacement des points de bifurcation

Le régime de déstabilisation de 1’état continu que nous venons de décrire
se situe dans la région A > 1.42 et A; ~ 0.36 du diagramme de stabilité de la
figure 1.6. Lors du couplage, un des lasers passe d'une solution continue a une
solution oscillante. Le couplage a déplacé le deuxiéme point de bifurcation
de Hopf vers des valeurs de A, plus élevées.
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FIGURE 2.17 — Perturbation de I’état T. Les paramétres expérimentaux sont

identiques a ceux de la figure 2.16. Seule la fréquence optique de L; est
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FIGURE 2.18 — Diagramme de bifurcation pour A; = 0.31 (en dessous du
seuil, fixé & 0.45 pour L; seul) et Ay = 2...0.2 correspondant & une coupe
horizontale dans le diagramme de stabilité de la figure 1.6. Mise en évidence
de la deuxiéme bifurcation du systéme pour A, = 1.28 et du déplacement de
la deuxiéme bifurcation de Hopf de 1.42 a 1.91.

Un diagramme de bifurcation numérique correspondant & une coupe du
plan (A, Ay) pour A; = 0.31 permet de retrouver pour A; = 2 un régime
continu, ainsi que visualiser l'effet de I’abaissement du seuil déja cité. La
figure 2.18 montre les maxima et minima absolus des intensités pour un
balayage de Ay de 2 4 0.2 (nous considérons ici uniquement le sens décroissant
des valeurs de A,). Le systéme, initialement en régime continu, avec l'intensité
de L; significativement plus faible que celle de Ly, se déstabilise pour A; =
1.91 et laisse la place au régime (périodique) de déstabilisation de 1’état
continu (cf. figure 2.16).

Ay franchit ensuite le point de bifurcation Aspy et le régime non couplé
de Ly passe de continu a oscillant de période T. Le systéme couplé subit
la déstabilisation du régime T (irrégulier) déja montré dans la figure 2.17.
Quand Ay, = 1.28, l'effet de saturation de Ly ne suffit plus a faire osciller
L;. L; s’éteint et Ly adopte un régime de type LAS, avec des impulsions
périodiques P puis s’éteint a son tour.

Le diagramme de bifurcation montre donc que le systéme couplé peut
subir une deuxiéme bifurcation pour une valeur de A5 qui correspond a l’ac-
tivation de Ly par L,. Dans la section 1.6 nous avons montré comment L,
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continu modifie la stabilité de la solution nulle de L;. Lorsque Ly est pulsé,
nous devons prendre en compte son évolution pour déterminer la stabilité de
L. Pour I; ~ 0, le terme P, (cf. équations 1.19 et 1.15) ne dépend que de I
et I’évolution de I; s’écrit :

d[l XO
—Lo —1-— 2.
e~ ! (U1 1+a012) (2:3)

Si en régime continu, la détermination du signe de P; est suffisante pour
déterminer la stabilité de L;, en régime pulsé, nous devons intégrer cette
équation sur la période T de Ly afin de déterminer I'influence de P;. L’inté-
grale de I’équation 2.3 s’écrit :

L(T) = 1,(0) exp l /0 ' (U1 _i- H%C?Iz(t)) dt} (2.4)

ou nous considérons que, comme [; ~ 0, U; est une constante égale a sa
valeur asymptotique. La condition d’instabilité est donnée par une valeur de
I'intégrale supérieure & 1, ce qui correspond & une amplification d’une petite
perturbation de /; sur une période d’oscillation de Ls.

2.4.3 Perturbation des régimes P et chaotiques

Nous venons de montrer que les impulsions P(¥) de L, forcent L; dans un
régime transitoire aprés lequel celui-ci revient sur sa solution non-couplée.
Similairement, le méme effet se produit lorsque L; est en régime P en
régime d’oscillation de grande amplitude ou de chaos. Ce sont des situations
ol le régime transitoire est plus complexe et un diagramme de premier retour
montre une structure semblable a celle des régimes chaotiques d’un LAS seul,
ce qui indique la présence d’un attracteur instable sous jacent.

La figure 2.19 montre une situation ot la période des impulsions P(®) est
suffisamment longue pour permettre l'installation du régime permanent : Ly,
qui non-couplé est en régime d’oscillation périodique 2T, revient sur cette
solution aprés une séquence d’impulsions irréguliéres. Le diagramme de pre-
mier retour effectué dans ce régime, montre qu’autour des deux points de la
solution 2T, apparait un nuage de points induit par la perturbation.

Lorsqu’on diminue la période des impulsions P, L; n’a plus le temps de
revenir sur son régime permanent et seule subsiste la séquence d’impulsions
irréguliéres du régime transitoire. Dans le diagramme de premier retour, les
deux points de la structure ne sont plus visibles et celle-ci résulte principa-
lement de la dynamique chaotique, qui reste néanmoins entourée de points
aléatoires provenant de la perturbation (figure 2.20).



64 CHAPITRE 2. ETUDE EXPERIMENTALE

1.5

. A }\ N . I \ \ \
2 N | fooa \ ’ Ao
Intensmq L N O O T L VY LN RS L WL Y S5 Y A N LS L LA N

0.5
0 ! ! ! ! ! ! |
0 20 100 150 200 250 300 350 400
Temps (us)
140 | | | — | |
120 |- S -
100 -

irtot (n +Sp) B

60 -
40 S A
20 -
! ! ! ! ! !
20 40 60 80 100 120 140
T‘tot(n)

FIGURE 2.19 — Création d'un régime chaotique transitoire en partant d’os-
cillations 2T. En haut, I’évolution temporelle des intensités, avec le régime
permanent 2T. En bas, le diagramme de premier retour de I, met en évidence
un nuage de points situé autour des deux points (voir fléches) caractéristiques
d’un régime 2T. Les paramétres expérimentaux sont : iy = 16mA, 7o = 12mA,
P(SFg) = 10 mTorr et P(He) = 0.5 Torr.
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FIGURE 2.21 — Création d’un régime chaotique transitoire a partir d’impul-
sions périodiques P (V. Comme dans la figure 2.20, les deux points du régime
non-couplé coexistent avec la structure en double branche. Les parameétres
expérimentaux sont : i; = iy = 16mA, P(SFg) — 5 mTorr et P(He) — 2.5
Torr.
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Nous avons retrouvé le méme effet en choisissant pour L; un régime pé-
riodique P (figure 2.21). En absence de couplage, le diagramme de premier
retour est composé de deux points, que ['on retrouve dans le systéme couplé,
entouré d'un nuage de points provenant du régime transitoire, qui se situe
sur la structure chaotique naissante.

Une troisieme expérience effectuée avec Ly non-couplé en régime chaotique
a donné le méme type de résultat que dans les cas précédents, c’est-a-dire
un diagramme en double branche entouré d’un nuage de points. Toutefois, il
est intéressant de noter que I’augmentation du parameétre de pompe du laser
impulsionnel Ly (réduction de sa période) stabilise le régime chaotique en un
régime périodique, comme nous l'indique le diagramme de premier retour,
formé de points bien isolés (figure 2.22).

2.5 Reégimes non pulsés

Nous nous intéressons maintenant aux régimes dans lesquels la dynamique
de L, s’écarte nettement de la solution P(© ou P™,

2.5.1 Oscillations

Les régimes d’oscillations périodiques en phase (figure 2.23) et en oppo-
sition de phase (figure 2.24) représentent deux modes classiques du couplage
d’oscillateurs faiblement non linéaires. Ils se situent prés de la deuxiéme bi-
furcation de Hopf des deux lasers. Notons que les oscillations en opposition
de phase sont trés difficiles a obtenir. Dans le diagramme de stabilité de la
figure 1.6, nous n’avons retrouvé numériquement que le régime d’oscillation
en phase et non celui en opposition de phase. Il est possible qu’en faisant
varier les parameétres, ce régime puisse étre reproduit, mais le nombre de
parameétres ne permet pas d’en entreprendre une recherche exhaustive.

2.5.2 Régimes continus

Le cas le plus simple est celui de l'interaction des deux lasers en ré-
gime continu. Intuitivement, on s’attend a trouver un régime couplé continu,
dans lequel les deux lasers coopérent pour saturer I’absorbant. Méme faible,
nous nous attendons & une variation des valeurs stationnaires des intensités.
Cependant, les mesures expérimentales n’ont montré aucune modification
détectable. Ce résultat est a relier a la sous-estimation de la saturabilité de
I'absorbant (voir la section 1.3). En réalité, 'absorbant se sature a bas niveau
et dés qu'un laser est continu 'autre n’a plus d’effet notable.
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FIGURE 2.22 — Stabilisation par couplage du régime chaotique de L. Les deux
lasers se sont synchronisés et la structure chaotique a disparu : le diagramme
de premier retour est caractéristique d’un régime périodique. Les paramétres
expérimentaux sont : i1 = 12mA, i, = 16mA, P(SFg) = 10 mTorr et P(He)
= 1 Torr.
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2.5.
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FIGURE 2.23 — Oscillations en phase du systéme couplé. Ce régime est cou-

ramment rencontré dans le couplage d’oscillateurs faiblement non linéaires

(v = 26.5kHz). Les parameétres expérimentaux sont : iy

P(SFg) — 10 mTorr et P(He) — 1 Torr.
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FIGURE 2.24 — Oscillations hors de phase du systéme couplé. Ce régime est
trés difficilement obtenu dans notre systéme (v = 25 kHz). Les paramétres
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Contrairement a notre intuition, nous avons trouvé, pres de la deuxiéme
bifurcation de Hopf, des situations ou les deux lasers continus se couplent
en donnant naissance a des oscillations. Cet effet montre que notre modéli-
sation du couplage ne reproduit pas toujours 'expérience. En effet, dans les
simulations numériques, le couplage des deux lasers en régime continu donne
toujours un régime continu (cf. le diagramme de la figure 1.6).

2.5.3 Chaos synchronisé

Un régime souvent rencontré dans le couplage d’oscillateurs non linéaires
est celui du chaos synchronisé. Dans notre systéme, nous avons observé deux
types différents de chaos synchronisé (figures 2.25 et 2.27). Le premier a été
obtenu pour des paramétres proches de ceux des oscillations en opposition
de phase alors que les lasers non couplés émettent en régime continu. Les
intensités des deux lasers couplés ont la méme évolution temporelle et les
diagrammes de premier retour, calculés sur les deux signaux, nous permettent
d’identifier un comportement chaotique de chacun des deux lasers. De plus,
la synchronisation des deux oscillateurs fait apparaitre un délai. Ce type de
comportement est caractéristique de la synchronisation de deux oscillateurs
non identiques couplés de facon symétrique, appelée “lag synchronization”,
décrite théoriquement et observé dans |45, 62].

Nous introduisons la fonction de similitude S(7) comme la mesure de
I’écart quadratique moyen entre les deux intensités en fonction du retard 7
entre celles-ci et nous cherchons le minimum de cette fonction.

([Tt +7) = L)
(IF(0)(I3(1)

Si les deux signaux sont indépendants, leur différence est du méme ordre
de grandeur que les signaux eux-mémes, a savoir S(7) ~ 1 quel que soit 7. Si
les deux signaux sont identiques, S(7) atteint sa valeur minimale nulle pour
T=0.

Dans le cas de la figure 2.25, le minimum est atteint pour 7 = 0.4us,
mettant en évidence un régime de synchronisation retardé. La valeur S(0.4)
ne s’annule pas en raison du non étalonnage des détecteurs utilisés dans
I'expérience. Nous observons sur S(7) des minima secondaires espacés de
54us, qui correspondent & la période des impulsions P, majoritaires dans
le régime chaotique.

Le deuxiéme type de chaos synchronisé correspond au couplage des deux
lasers initialement périodiques P(M). Contrairement au cas précédent, les im-
pulsions du régime chaotique ont des trains d’oscillations beaucoup plus longs

S%(1) =

(2.5)
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FIGURE 2.25 — Premier type de chaos synchronisé. Evolution temporelle des
deux intensités. Diagrammes de premier retour typiques d’un LAS identiques
sur les deux intensités. Fonction de similitude mettant en évidence un régime
de synchronisation retardé de 7 = 0.4us. Les paramétres expérimentaux sont :
i1 = 20mA, iy = 16mA, P(SFs) — 10 mTorr et P(He) — 1 Torr.
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FIGURE 2.26 — Chaos synchronisé : mise en évidence du retard 7 = 0.4us
trouvé par la recherche du minimum de la fonction S(7).

(PUO_PEY) gy lieu de PM-P®)). La fonction de similitude présente des mi-
nima secondaires espacés de 16us, ce qui correspond a la période des oscilla-
tions.

La figure 2.28 montre un autre type de dynamique chaotique, confir-
mée par les diagrammes de premier retour, dans lequel les deux lasers ne
suivent pas la méme évolution. L; émet des oscillations de faible amplitude,
sans jamais s’approcher du plan critique I; = 0. Cependant, la fonction de
similitude, calculée pour ce régime montre un minimum global, de valeur
comparable & ceux des deux cas précédents, pour 7 = —14pus.

2.5.4 Reégimes quasipériodiques

Les figures 2.29 et 2.30 illustrent deux régimes quasipériodiques du sys-
téme couplé. Le caractére quasipériodique est mis en évidence par les dia-
grammes de premier retour, qui montrent une structure fermée. Dans les deux
cas les lasers ne sont pas entiérement synchronisés : en effet, on retrouve une
synchronisation par intermittence analogue a celle de la figure 2.15, avec la
différence qu’il ne s’agit pas ici d’impulsions P,

Les spectres de Fourier des deux signaux donnent une indication sur le
rapport entre les fréquences des deux lasers, qui se situe autour de 2/3 pour
la figure 2.29 et 5/4 pour la figure 2.30. Ces régimes quasipériodiques existent
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FIGURE 2.27 — Deuxiéme type de chaos synchronisé. Les diagrammes de
premier retour construits a partir des deux signaux sont différents de ceux du
premier type. L’étude de la fonction de similitude met en évidence un régime
de synchronisation retardé de 7 = —4us. Les parameétres expérimentaux sont :
iy =19 = 12mA, P(SF¢) — 15 mTorr et P(He) — 0.5 Torr.
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FIGURE 2.28 — Troisieme type de chaos synchronisé. Les deux signaux tem-
porels ne suivent pas la méme évolution. Leur caractére déterministe est
confirmé par les diagrammes de premier retour. La fonction de similitude
S(7) présente son minimum absolu pour 7 = —14us. Les paramétres expéri-

mentaux sont : is = 16mA, ip = 20mA, P(SFg) — 5 mTorr et P(He) — 2.5
Torr.
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dans une région étroite des parameétres, ce qui en rend difficile 'observation.
Ils sont mis en évidence ici pour la premiére fois dans un systéme LAS. Nous
ne sommes pas arrivés a les reproduire numériquement.
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FIGURE 2.29 — Oscillations quasipériodiques 2 :3. Les diagrammes de pre-
mier retour montrent une figure fermée, représentative de la quasipériodicité.
Les fréquences de pulsation des deux lasers sont visibles sur les spectres de
Fourier. Les paramétres expérimentaux sont : ¢; = i = 15mA, P(SF4) = 2
mTorr et P(He) — 3 Torr.
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2.6 Dynamique des modes TEM(; et TEM;,

Nous considérons ici le couplage des deux LAS oscillant chacun sur les
deux modes transverses de la famille ¢ = 1. Dans cette configuration, Ieffet
du couplage est bien plus complexe que pour les modes fondamentaux. En
particulier, nous avons deux types de couplage :

— le couplage coopératif entre les modes TEMg; (ou TEM;) des deux

lasers, qui agit de la méme facon que dans la configuration précédente.

— le couplage entre les modes TEMy; et TEM;y d'un méme LAS. Ici, le

couplage dépend du degré de recouvrement des modes et son action
repose a présent sur I’absorbant (couplage coopératif) et sur le milieu
actif (couplage compétitif). Il est important de noter que méme si
les modes TEMy; et TEM;q sont orthogonaux, comme les effets de
saturation dépendent des intensités, le couplage est non nul.

Dans tous les milieux, nous négligeons les effets éventuels de diffusion
moléculaire transverse sur le couplage des modes.

Dans cette configuration, la dynamique est encore plus riche qu’avec
les modes fondamentaux. Néanmoins, nous retrouvons des comportements
comme la synchronisation d’impulsions déja rencontrée précédemment. Des
régimes nouveaux ont été observés, mais leur complexité associée a I'impos-
sibilité de mesurer complétement leur évolution, nous empéche d’en fournir
une analyse exhaustive.

Parmi ’ensemble des régimes observés, I'un d’entre eux a attiré notre at-
tention a cause de sa ressemblance avec la déstabilisation de 1’état continu
(cf. section 2.4.1). Non couplé, Ly est en régime continu et L; oscille prés du
seuil, dans un régime appelé PMA [42], dont les deux maxima sont décalés
de 13 us. Les levées de dégénérescence entre les modes de chaque laser, res-
pectivement 1.3 MHz pour L; et 2.8 MHz pour Lo, sont trés différentes de
la fréquence de relaxation (~ 70KHz). En conséquence, la modulation des
amplitudes modales & la fréquence de battement est négligeable |63].

Lors du couplage, nous observons sur Ly des oscillations de relaxation vers
'état stable (figure 2.31). L’irrégularité de 'enveloppe de ces oscillations de
fréequence 68 KHz, dérive d’une modulation basse fréquence visible sur les
spectres de Fourier (~ 40kHz), qui provient de 'interaction des deux modes.
Cette fréquence est invisible sur la somme des deux signaux (figure 2.32),
ce qui indique la présence d’une dynamique d’antiphase, phénomeéne étudié
analytiquement et expérimentalement pour les modes longitudinaux d’autres
systémes [64, 65, 66, 67].
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FIGURE 2.31 — Perturbation de I’état continu de Lo par les impulsions de
L,. En bas, les impulsions P(®) des modes de Ly, en haut, les oscillations de
relaxation des modes de Ly vers I’état continu. Les paramétres expérimentaux
sont : 43 = 12mA, iy = 20mA, P(SF¢) = 5 mTorr et P(He) = 3 Torr.
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2.7 Conclusion

Cette étude expérimentale et numérique, a mis en évidence la particularité
du couplage introduite par un absorbant intracavité partagé par deux lasers.
La richesse dynamique du LAS nous a permis d’étudier le couplage dans
plusieurs cas, en partant de la synchronisation d’impulsions sans structure
jusqu’aux régimes plus complexes du LAS : impulsions avec structure et
chaos.

L’étude a montré que le couplage est fortement dépendant du temps,
et que 'on peut séparer les régimes observés en deux groupes principaux :
régimes pulsés, ot le couplage ressemble & une perturbation impulsionnelle
réciproque entre les deux lasers et régimes oscillants ou quasi-continus, ot
le couplage est plus classique avec la présence d’oscillations en phase et en
opposition de phase. Dans le premier groupe, 'effet de déstabilisation induit
par l'interaction offre un moyen de visualiser les régimes transitoires du LAS.
Au-dela des simples oscillations de relaxation, nous avons pu observer la
naissance d’attracteurs chaotiques.

Une étude de la synchronisation entre les impulsions a montré 'impor-
tance du parameétre de pompe dans la phase de synchronisation. Nous avons
montré expérimentalement et numériquement qu’une petite variation de ce
parameétre peut donner naissance a une synchronisation des régimes pério-
diques avec déphasage des signaux. Cet effet a aussi été retrouvé dans les
régimes chaotiques, comme prévu par les récentes études numériques [45, 62|
du couplage de systémes non identiques.

Les simulations numériques du modéle dérivé des modeéles du LAS re-
produisent la majorité des régimes observés expérimentalement. Néanmoins,
pour reproduire la déstabilisation par couplage de deux régimes continus,
nous estimons souhaitable une amélioration de la prise en compte de I’absor-
bant afin de compléter la description du systéme.
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Introduction

Dans le cadre de ’étude de la dynamique spatio-temporelle, nous présen-
tons une étude analytique et numérique de la formation de structures dans
un LAS.

Nous considérons un LAS de grande ouverture transverse, avec une cavité
optique de type Fabry-Perot. Quand le nombre de Fresnel devient grand
(N > 100), nous pouvons abandonner le développement en modes de la cavité
et utiliser comme base les modes de Fourier dans le plan transverse. Ceci
revient a considérer que notre systéme a une ouverture infinie, c’est-a-dire
a négliger complétement les effets de bord. L’avantage de la base de Fourier
réside dans la simplicité qu’elle offre pour exprimer le terme de diffraction
(laplacien transverse). Notre analyse suit la démarche utilisée dans d’autres
études de systémes de grande ouverture |24, 25|. Le modéle choisi est celui
de Zambon, introduit et décrit dans la section 1.2.2, avec la prise en compte
des effets spatiaux [42].

Tout d’abord, nous montrons que ’analyse de stabilité linéaire de la solu-
tion nulle décrit I'effet de ’absorbant sur apparition des modes au seuil. En
particulier, selon le signe de son écart en fréquence, 'absorbant peut inhiber
ou favoriser 'apparition des structures. C’est un comportement semblable
a celui du laser libre. Puis, une analyse faiblement non linéaire a été effec-
tuée, afin d’étendre la validité des résultats de 'analyse de stabilité linéaire.
Nous montrons que le LAS est décrit par une équation de Swift-Hohenberg
couplé & une équation pour la population du milieu actif (cf. référence [25])
dans laquelle ’absorbant se manifeste sous forme d’un terme non linéaire
additionnel, qui joue sur la stabilité des solutions.

Une comparaison des résultats numériques fournis par le modéle de Swift-
Hohenberg et le systéme complet nous confirme la validité de ce modéle au
voisinage du seuil et illustre la sélection effectuée par les termes non linéaires.
Dans le cas du systéme complet, les simulations montrent ainsi la présence
d’impulsions 2D progressives.



86



Chapitre 3

Analyse de stabilité linéaire

87



88 CHAPITRE 3. ANALYSE DE STABILITE LINEAIRE

3.1 Modéle du LAS

Notre modéle du LAS est basé sur celui que propose Zambon et al. [50]
dans le cadre de ’approximation de I’onde plane. Il est présenté dans la sec-
tion 1.2.2 et utilise une description a trois niveaux pour le milieu actif et a
deux pour ’absorbant. La population de ’absorbant est éliminée adiabati-
quement en la considérant comme une variable rapide.

Ce modéle a déja été étendu au cas d’un laser a plusieurs modes dans
des travaux précédents [52, 63|, en ajoutant dans les équations 'effet de la
diffraction. Contrairement a ces travaux, dans lesquels I’équation aux dérivées
partielles pour le champ était simplifiée en utilisant un développement en
modes de la cavité (Gauss-Laguerre ou Gauss-Hermite), ici nous gardons
la dépendance des variables spatiales afin de donner la description la plus
compléte possible de la dynamique transverse.

Les équations de départ sont :

oP .

oD 1

5 [(X—D) - —(F*P+P*F)] —¢1(s — D) (3.1c)
T 2

O0s

5. — =D (3.1d)

ou les variables F', P, D et s représentent respectivement le champ élec-
trique a l'intérieur de la cavité, la polarisation du milieu actif, son inversion
de population et I'effet du troisiéme niveau. Toutes ces variables dépendent
des variables spatiales z,y. La dépendance en z a été éliminée dans 1’ap-
proximation du champ moyen. L’opérateur V2 est le Laplacien transverse
02 /0x? + 0%/ Oy>.

Les parametres , 1, 7| et 7 sont respectivement, les taux de relaxation
du champ électrique, de la polarisation, de l'inversion de population et de
la variable auxiliaire. ¢; est la constante de couplage entre l'inversion de
population et la variable auxiliaire. A et A sont les coefficients d’amplification
du milieu actif et d’absorption de ’absorbant en régime linéaire (c’est-a-
dire en absence de saturation). x est le paramétre de pompe, qui décrit
la distribution spatiale du pompage. Dans notre cas, nous considérons un
pompage uniforme, et donc un y indépendant de ’espace. A est le coefficient
de diffraction, €2 et ¢ sont respectivement les écarts entre la fréquence de
la cavité et la fréquence centrale de la transition du milieu actif et entre la
cavité et la raie de I’absorbant. € et ¢ ne sont pas indépendants : en réalité
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la différence de fréquence A entre les transitions est fixée. Nous avons donc
une relation entre les écarts en fréquence : A = Q — 9.

Afin d’étudier le systéme d’équations 3.1, il est utile d’effectuer une série
de changements de variable, pour présenter le systéme sous une forme faisant
apparaitre les équations du laser libre [25] auxquelles s’ajoutent des termes
correctifs représentant la contribution de ’absorbant.

3.1.1 Changement de repére

Nous effectuons donc un changement d’échelle sur les variables, en intro-
duisant F' = /y,e, P = ﬁlA_lp et une échelle de temps ¢t = 7v,. Les
variables du milieu actif D et s sont aussi renormalisées avec 'introduction
den = (x—D)Aet m = (s— x)A, ce qui permet d’écrire la solution d’in-
tensité nulle sous la forme e = p = n = m = 0. Avec les nouvelles variables
e, p, n et m, le systéme 3.1 devient :

A1 — i)

Oe L 9
E—l—ae = ZA1VLe+ap—al+52+a7l|e‘2e (3.2a)
% +(1+ip = (r—n)e (3.2b)

0 1

0—7; +bn = §(e*p +pe) + ca(n+m) (3.2¢)
om
- = — 2
BT +cm cn, (3.2d)

ol nous avons défini 0 = x/y, A = cA/8, b= v /7L, ¢ = /v, 2 =
/v <0etr= Ay.

Nous pouvons maintenant introduire de nouveaux parameétres, dépendant
de A et §, qui sont A = o A/(1+4 62) et Quag = 0 A5/(1 4 62). Les équations
deviennent alors :

% +oe = iAVie+op (3.3a)
i o aylef
(A ZQLAS) (1 1+ 52 i a%_|e‘2) (& (33b)
8_]t) +(1+iQ)p = (r—n)e (3.3¢)
9, 1
8_7; +bn = §(e*p+p*e) + co(n+m) (3.3d)
om +ccm = —cn (3.3e)

ot
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Nous allons maintenant changer la fréquence de référence et ré-écrire les
équations du champ et de la polarisation en fonction des nouvelles variables
eetp:

e = ¢¢flast
p = ﬁeiQLAst

En introduisant §; = 1+ A/(1 +62) et Qg = Q + Qpas, les équations de-
viennent (on a omis le symbole ~ pour alléger I’écriture, dans la mesure ot ce
changement de variables laisse invariant le module des nombres complexes) :

Oe

e +ode = iAViet+op (3.4a)
i ayLle/?
A —iQ) 4
+( i LAS)l T8+ avileP (3.4b)
Op :
n +[1+iQslp = (r—n)e (3.4¢)
0 1
0—7; +bn = §(e*p +p'e) + ca(n+m) (3.4d)
om
- = — A4
5 +cm n (3.4e)

Les deux parameétres d; et (g figurant dans 3.4 montrent deux effets

importants introduits par 1’absorbant :

— ¢; remplace le terme de pertes (égal & 1 dans le laser libre). Il fait
apparaitre dans I’équation du champ e un terme supplémentaire A
qui représente les pertes induites par 1’absorbant. Comme on pouvait
s’y attendre, ces pertes se traduisent par une augmentation du seuil
de fonctionnement du laser.

— la présence de la fréquence Qg dans le paramétre 2¢ montre I'in-
fluence de I'absorbant sur la fréquence de fonctionnement du laser
libre ). Etant donnée 'importance de €2 dans la formation de struc-
tures transverses, on s’attend a ce que l'absorbant joue un role dans

la sélection de structures qui apparaissent au seuil de fonctionnement
du LAS.
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3.2 Analyse de stabilité linéaire de I’état d’in-
tensité nulle

La solution du laser éteint, apres les changements de variables, correspond
au point de coordonnées (e = p =n =m = 0). Afin de déterminer le seuil du
laser, nous effectuons une analyse de stabilité linéaire : cette analyse revient
a approximer l'évolution du systéme dans le voisinage de la solution nulle
par un systéme d’équations linéaires. Une fois le systéme linéarisé, nous sa-
vons que sa dynamique suivra une loi exponentielle soit convergente (solution
stable), soit divergente (solution instable). La situation critique correspond
a une solution stationnaire ou oscillante, ni atténuée, ni amplifiée.

Pour obtenir le systéme linéarisé, nous développons les équations au pre-
mier ordre autour de la solution et cherchons par la suite les valeurs des
parameétres pour lesquels le systéme atteint 1’état critique. En substituant
dans le systéme la solution perturbée :

e 0 de
p|_10 op
n =1 + 5n (3.5)
m 0 om

% +0di6e = 1A Vide + adp (3.6a)

% + [1+iQ)dp = rde (3.6b)
dén

20t +bon = cy(én+ dm) (3.6¢)

ag_:z +com = —con (3.6d)

Ces équations montrent que le systéme se sépare en deux sous-systémes
non couplés. Le premier est formé des équations du champ et de la polarisa-
tion, le deuxiéme des populations des niveaux du milieu actif. Nous traitons
donc les deux sous-systémes séparément. Les deuxiéme et quatriéme équa-
tions nous permettent d’exprimer les valeurs de dp et dm, que nous injectons
dans les premiére et troisiéme équations. Suite a cela, nous obtenons le sys-
téme suivant :

0 . 0 .
{E + (1 + ZQG)] {E + 00; — z.A1V2L] de = orde (3.7a)

0 0
(a + c) (a +b— C2) n = —cacén (3.7b)
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Pour résoudre ce systéme, nous choisissons de développer le champ e sous
forme d’une série de Fourier. Ce développement est valable dans le cas ou
les conditions aux bords sont celles de bords non absorbants, c¢’est-a-dire un
laser dont les dimensions transverses sont infinies. Cette approximation est
justifiée en considérant que, méme en présence de bords absorbants, quand la
taille transverse du systéme est importante par rapport aux longueurs d’onde
transverses, l'effet du terme de diffraction loin des bords reste identique, et
donc notre systéme décrit correctement le comportement du laser dans sa
région centrale.

Les expressions de de et dn compatibles avec ce type de développement
s’écrivent de la maniére suivante :

Se = e eiE~f+At

n = nge™

ot k = (kg, ky) est le vecteur d’onde de la composante que nous étudions, ¥ =
(x,y) le vecteur position, et A et 7 les valeurs propres du systéme linéarisé.

En substituant de et on dans le systéme 3.7, nous obtenons les équations
caractéristiques suivantes :

A +idik* +00) A+ 1+iQg) —r0 = 0 (3.8a)
(n+c)n+b—ca) +cec = 0. (3.8b)

Le fait que les racines n_ et 7, de la deuxiéme équation soient toujours
négatives, car le parameétre co est négatif, ne donne lieu a aucune instabilité :

n-ny = cb>0
Nn-+ny = cc—b—c<0

Par contre, la premiére équation (3.8) donne deux relations pour les par-
ties réelle et imaginaire de A : R(\) = f(k?,.p..), S(\) = g(k?, ..p..) (ou ..p..
représente tous les paramétres du systéme). Par la suite, nous fixerons tous
les paramétres du systéme sauf le gain r, qui est choisi comme paramétre de
controle.

Nous allons maintenant chercher la forme explicite de A en fonction de
k% et r : la résolution de I’équation R(\) = 0 nous donne le seuil de fonc-
tionnement r. du systéme en fonction de la composante du vecteur d’onde k.
Le mode qui se déstabilise en premier est celui qui présente le seuil de fonc-
tionnement 7. le plus faible (seuil de fonctionnement du laser). La résolution
de &(A) = 0 permet de déterminer la fréquence v, de chaque mode. Nous
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obtenons les expressions analytiques suivantes :

Ak? — g\’
— 1 - .
T o +< o0, (3.9a)
2
v, = UélQG + Alk (39b)

1+0’(51

Les expressions de 7. et v, en fonction des paramétres du systéme d’origine
sont données dans 'annexe A.1.
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3.3 Création et inhibition de structures

Les équations (3.9) montrent que la courbe r, en fonction de k* est une
parabole : son minimum est atteint pour une valeur que nous appellerons k2,
qui est le carré du vecteur d’onde associé au mode qui se déstabilise au seuil.
Sa valeur est :

_ 9% 1 ! [Q UZ‘S} (3.10)

2
kc—Z—E[Q—i—QLAS]—Z T2

Dans le cas limite A = 0, nous retrouvons I'expression de k2 du laser libre.
Il existe alors deux types de solutions, avec ou sans structure au seuil. Le seul
parameétre qui controle cet effet est ’écart en fréquence €2 : si  est positif,
nous trouvons une valeur positive de k2, ce qui indique que le minimum de la
courbe d’instabilité de la solution zéro correspond a une solution inhomogeéne
(présence de structures). Par contre, si € est négatif, la position du minimum
de la courbe est & k? — 0, et donne au seuil une solution homogéne (absence
de structures). Les Figures 3.1 et 3.2 sont représentatives des deux cas que
nous venons d’exposer. Dans notre systéme a deux dimensions, les courbes
de la Figure 3.1 représentent des coupes de la surface r.(k,, k) le long d'une
direction arbitraire qui passe par l’origine.

En introduisant ’absorbant, ’écart en fréquence €2 est remplacé par une
valeur effective g, qui joue le méme role que €2 pour le laser libre. La présence
de Qpag, fonction des paramétres A et § de I’absorbant, modifie la valeur de
Qgq, et permet de changer son signe, au point de faire apparaitre ou disparaitre
les structures transverses.

Afin de comparer le laser libre et le LAS, nous avons étudié les différents
cas qui se produisent en fonction des signes de €2 et §. Premiérement, nous
considérons €2 > 0, c’est-a-dire une situation ou le laser libre présente une
structure transverse.

L T T T T T ] g T T T 1

22 F
r o 1 r
1.8
3P 1 14f
1 L1 1 1 T [ 1
0O 05 1 15 2 25 3 35 0 05 1 15 2 25 3 3.5
k k

FIGURE 3.1 — Evolution du paramétre de pompe critique r. en fonction de
k, pour 2 = —1 (gauche) et Q = +1 (droite).
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(i) Sié < 0 (figure 3.3(a)), c’est-a-dire la fréquence du champ située entre
celle du milieu actif et celle de I’absorbant, la présence de ’absorbant déplace
k. vers des valeurs de plus en plus faibles au fur et & mesure qu’augmente la
valeur de A, jusqu’au point ot I’écart en fréquence ) est compensé par § et
la structure disparait complétement pour donner une solution homogéne.

La figure 3.4 montre I’évolution typique des paramétres k., 7., v.— € as et
Qa en fonction de A pour = 1.2 et 6 = —0.8. La disparition des structures
est évidente dans la figure 3.4 : quand A > 2.5, k. s’annule et les structures
disparaissent. Dans la partie inférieure de la figure 3.4 nous pouvons observer
que le seuil r, augmente avec A, comme on peut s’y attendre dans un LAS.
De plus, pour A < 2.5, Q¢ est positif, et v, — Qpag est constant et égal a
2 = 1.2 (cette valeur peut étre calculée a partir des variables d’origine, cf.
annexe A.1). Quand A > 2.5, v, — Qpas devient une fonction de A.

(ii) Si 6 = 0 (figure 3.3(b)), la raie de 'absorbant coincide avec la fré-
quence du champ : Ueffet sélectif disparait, et I’absorbant contribue seulement
a augmenter le seuil du laser.

(iii) Si é > 0 (figure 3.3(c)), la fréquence du champ est supérieure a celles
du milieu actif et de ’absorbant. Dans ce cas, ’absorbant contribue a la
formation de structures, en augmentant la valeur de k2 et donc en favorisant
la déstabilisation des modes d’ordre supérieur.

Une vision d’ensemble des différents cas est obtenue en tragant la dépen-
dance de g ainsi que des paramétres critiques (r., v, et k.) en fonction de A
pour A fixée (figure 3.5). Nous tragons I’évolution des paramétres ci-dessus
pour des valeurs des paramétres identiques a la figure 3.4 et pour A = 2.
Nous pouvons observer 'effet de I'absorption sur le seuil r., qui montre un
maximum pour A = = 1.2, c¢’est-a-dire pour un absorbant résonnant avec
le milieu actif. Autour de cette valeur, 7. suit une courbe approximativement
lorentzienne.

5 I I I I 2 I I I I
4 _ 1.8 - —
1.6 -

r r

3F T 14}f -
2 F — 1.2 —

] ] ] ] 1 \\ ] ]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

k2 k2

FIGURE 3.2 — Evolution du paramétre de pompe critique r. en fonction de
k%, pour Q = —1 (gauche) et Q = +1 (droite).
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\ v \

FIGURE 3.3 — Role de 'absorbant dans la sélection de la structure. Le trait
plein indique la position de la raie du milieu actif, le pointillé la raie de I’ab-
sorbant et la fleche ondulée le champ électrique. Les trois cas correspondent
a : Q positif. (a) 6 < 0, la fréquence du champ électrique est entre les fré-
quences centrales du milieu actif et de ’absorbant. C’est une situation ou
I’absorbant inhibe la présence des structures. (b) § = 0, la fréquence du
champ coincide avec le centre de la raie de 'absorbant. C’est la situation dé-
générée ou aucune sélection n’est effectuée. (c) § > 0, la fréquence du champ
est plus élevée que celle de I'absorbant. C’est une situation ou ’absorbant
favorise la présence de structures.

Les effets de création et d’inhibition sont présents respectivement pour
A < 1.2et A > 1.2. Les courbes de k. et {2 montrent clairement ces régions :
le point Qg = 2 = 1.2 marque la séparation : & gauche k. a une valeur plus
élevée que kineor = v/ (£2/A1) = 10.95 (valeur de k. en absence d’absorbant)
et a droite k. est toujours plus faible que kipeor. Nous trouvons aussi une
région {2g < 0, dans la plage [1.8,3.1] ou les structures sont complétement
inhibées (k. = 0).

Considérons maintenant la situation ot le laser libre présente une solution
homogéne au seuil (2 < 0).

(i) Sid < 0, 'absorbant n’affecte pas la sélection des structures : seul le
seuil . augmente avec A, mais la solution au seuil reste homogéne.

(i) Si 6 = 0, la situation est la méme que dans le cas Q > 0, ¢’est-a-dire
que l'absorbant n’a pas d’effet sur la structure.

(iii) Si 6 > 0, des valeurs importantes de A donnent naissance a des
structures transverses. La figure 3.6, illustre le cas 0 = 4 et 2 = —2, pour
lequel les évolutions des paramétres k. et r. sont représentées en fonction
de A. Comme dans le cas de I'inhibition, I’écart en fréquence A détermine
également les intervalles de fréquence dans lesquels la création de structures
peut se produire : dans la figure 3.7 nous montrons l'effet que A peut avoir
sur les valeurs des paramétres au seuil.
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12 | | | | | | |

FIGURE 3.4 — Inhibition des structures transverses d’'un LAS. En augmentant
A, la valeur de k. diminue vers zéro. Ceci montre I’effet d’inhibition exercé
par 'absorbant. Les valeurs des parameétres sont : 0 = 1, Q = 1.2, A = 2,
Ay =0.01.
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k.th

FIGURE 3.5 — Effet de I’écart en fréquence A sur la présence des structures.
En suivant I’évolution de k. on constate que I’écart en fréquence de I’ab-
sorbant joue un role important, permettant de passer d’une situation avec
structures transverses a une solution homogeéne et vice versa. Les valeurs des
paramétres sont : 0 =1, Q =12, A =2, A, = 0.01.
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FIGURE 3.6 — Création des structures : on peut observer qu’en fonction de
A la valeur de k. passe de zéro a une valeur positive, indication de présence
des structures. Les valeurs des paramétres sont : 0 =1, Q = —0.5, A = —4,
A; =0.01.
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FIGURE 3.7 — Effet de I'écart en fréquence A sur la création des structures.
Comme dans le cas de la figure 3.5, nous trouvons en fonction de A toutes les
configurations possibles de création ou d’inhibition de structures. Les valeurs
des parameétres sont : 0 =1, Q = —0.5, A =2, A; = 0.01.
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FIGURE 3.8 — Réduction du seuil laser : en haut, évolution de la valeur du
seuil 7. en fonction de A, avec une valeur minimale pour A =2 (Q = —1.5).
En bas, région de Q [—3.5,—1] dans laquelle se produit le phénoméne de
réduction du seuil. Les valeurs des paramétres sont : ¢ = 1.0, A = —4,
Ay =0.01.
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k2

FIGURE 3.9 — Réduction du seuil : la figure montre que 'absorbant peut
diminuer la valeur de 7. (& k* = 0) méme si la parabole d’instabilité se
déplace vers le haut.

3.3.1 Reéduction du seuil du laser

La figure 3.8 montre que le seuil de fonctionnement du laser admet un mi-
nimum lorsque A augmente depuis la valeur zéro : pour les valeurs choisies des
paramétres, ce minimum est atteint pour A = 2. Ce résultat contre-intuitif
peut s’expliquer en analysant ’effet de ’absorbant sur la parabole d’instabi-
lité de la solution zéro (r. en fonction de k?). En absence de structure, cette
parabole (visualisée sur la figure 3.2) ne présente pas de minimum pour des
valeurs de k2 positives : le minimum correspond a une valeur de k? négative,
ce qui n’a aucun sens physique. Dans cette situation, le fait d’augmenter la
valeur de A revient a déplacer la parabole vers le haut (augmentation du seuil
da a 'absorption) et vers la droite (augmentation de Q). Si la pente de la
parabole en k? = 0 est supérieure au rapport entre le déplacement vertical et
horizontal, I'effet global conduit a une solution homogéne avec un seuil plus
faible (figure 3.9).

D’une fagon plus physique, nous pouvons expliquer ce phénomeéne en re-
gardant ’effet de ’absorbant sur la pulsation v, qui apparait au seuil. Dans
le cas du laser libre et pour €2 > 0, nous avons montré que cette pulsation
correspond exactement a I’écart en fréquence entre la cavité et le milieu actif
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(v. = Q), c’est-a-dire quand le laser choisit d’opérer sur un mode qui est en
résonance avec le milieu actif, et cette résonance lui permet d’avoir le seuil
le plus bas. Pour mieux mettre en évidence cette résonance, nous ré-écrivons
les deux premiéres équations du systéme (3.1) en utilisant comme fréquence
de référence celle du milieu actif et non pas celle de la cavité. Ceci revient a
effectuer le changement de variable suivant :

F — Fe—iﬂ’yLT
P = pe—’iQ’YLT

Les deux premiéres équations deviennent :

OF v A, o 1—id _ .
OF _ li—it oAy AT 0 N p_ap
57 /ﬁ[( U 28Vl+ 1+52+a|F|2) ]
oP . .
or v.L[FD - P]

les troisieme et quatriéme équations sont inchangées. Dans les variables F et
P, la fréquence de résonance de la polarisation (i.e. celle du milieu actif) est
nulle, puisque nous I'avons choisie comme référence. Le champ sera donc en
résonance si sa fréquence d’oscillation est nulle, ¢’est-a-dire si la partie ima-
ginaire du coefficient de F dans la partie droite de son équation d’évolution
s’annule.

La partie imaginaire du coefficient vaut :

i (—QV—L A A ) (3.11)
k8 14 0%+ a|F|?

ot Popérateur V2 est a remplacer par une expression qui dépend du mode

choisi. Pour un développement en onde plane, la condition de résonance
s’écrit : o
Q A Ad

4 A2 7

o 8 1462+ a|F|?

Cette relation montre comment la structure spatiale (par I'intermeédiaire
de la valeur de k?), peut contribuer 4 amener le champ électrique en résonance
avec le milieu actif. La dépendance du type k2, dont la valeur est forcément
positive, implique que cette contribution s’effectue seulement dans un sens :
le terme spatial peut contribuer & annuler le terme Q/o si celui-ci est positif,
ce qui implique que les modes transverses n’entrent en jeu que pour € > 0.

Au contraire, le terme dépendant de "absorbant peut contribuer dans les
deux sens, selon le signe de 6 : si 6 > 0, ce terme est négatif, et donc il

—0 (3.12)
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s’oppose au terme —€2/o, en le ramenant vers une situation voisine de celle
obtenue pour €2 > 0. Avec les paramétres de la figure 3.8, grace a ’absorbant
le systéme se rapproche de la résonance et la réduction du seuil qui en découle
dépasse ’augmentation de I’absorption.

3.4 Reécapitulatif

Dans ce chapitre nous avons montré ’effet d’un absorbant saturable sur
la structure de la solution qui apparait au seuil du laser. Nous avons effectué
une analyse de stabilité linéaire de la solution d’intensité nulle, en utilisant
des modes a structure d’onde plane afin de déterminer les vecteurs d’onde qui
se déstabilisent en premier. L’'introduction d’un absorbant saturable conduit
a un déplacement du seuil de fonctionnement du laser, qui s’effectue nor-
malement vers des valeurs croissantes, sauf dans un cas particulier, celui de
I’absence de structures pour lequel une diminution de seuil est mise en évi-
dence. L’absorbant produit, par ailleurs, une modification de la fréquence
du champ électrique, qui se déplace par rapport a celle du laser libre. L’im-
portance de cette fréquence dans la détermination de la structure au seuil
fait que ce deuxiéme effet permet de controler la structure qui apparait au
seuil en jouant sur les paramétres de l’absorbant. Nous avons montré qu’il
est possible de passer d'une solution homogéne a une solution inhomogéne et
vice versa, ainsi que de controler les modes qui se déstabilisent au seuil et,
par conséquent, de modifier la structure de la solution du systéme.



Chapitre 4

Analyse faiblement non linéaire :
modeéle de Swift-Hohenberg
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4.1 Analyse en échelles multiples : dérivation
des équations aux amplitudes

4.1.1 Extension de ’analyse linéaire

Dans les sections précédentes, nous avons effectué une analyse linéaire
de I'état d’intensité nulle. Elle consiste a identifier le systéme au voisinage
de la solution étudiée a un systéme linéaire d’équations différentielles dont
les variables sont les déviations par rapport a la solution considérée. Avec le
systéme linéarisé, il devient simple d’étudier son évolution dans le temps : ses
solutions sont des exponentielles convergente (solution stable) ou divergente
(solution instable). La détermination du signe de I'exposant en fonction des
parameétres suffit donc a indiquer la stabilité de la solution.

Dans le cas d’une solution instable, tout écart par rapport a cette so-
lution (par exemple, du bruit) est amplifié exponentiellement. La figure 4.1
montre I’évolution de 'amplitude du champ électrique du laser en fonction
du temps, partant d’une solution nulle instable. La région (1) correspond a
I’amplification exponentielle que nous venons de décrire. Ce régime se pro-
duit exclusivement quand la déviation est faible, c’est-a-dire tant que 1’état
du systéme reste prés de la solution nulle. Sur la figure, nous pouvons noter
qu’au-dela d’un certain point, la solution s’écarte de sa forme exponentielle
(région (2)) et méme devient constante (région (3)). Ceci résulte de la pré-
sence de termes non linéaires négligés dans la linéarisation.

Nous pouvons essayer de décrire ces effets en poussant plus loin notre
étude : jusqu’ici, nous avons modélisé le systéme par un systéme linéaire
(une droite - ou un plan - dont linclinaison est donnée par la valeur de la
dérivée du systéme en F' = 0). Maintenant, nous allons effectuer un dévelop-
pement & un ordre supérieur, pour prendre en compte les termes non linéaires
dominants. Notons que ce développement est valable dans un voisinage du
point plus étendu que celui du développement linéaire d’ordre 1. Ceci signifie
que si le systéme admet une autre solution, voisine de la solution nulle, notre
développement sera capable de la décrire. Il nous permettra non seulement
de déterminer la facon dont la solution se déstabilise, mais aussi la forme et
la stabilité des solutions voisines de la solution nulle lors qu’elle existent.

4.1.2 Dérivation de I’équation de Swift-Hohenberg

Le résultat le plus important de ’analyse linéaire précédente est que I’ab-
sorbant saturable peut étre utilisé pour choisir le nombre d’onde de la solu-
tion transverse la plus instable : en particulier, dans la section 3.3, nous avons
montré que la présence ou ’absence de structures dépendait du signe de ().
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FIGURE 4.1 — Exemple d’évolution de ’amplitude du champ électrique dés
que la solution nulle se déstabilise : (1) région linéaire avec une amplifica-
tion exponentielle de l'intensité; (2) les effets non linéaires commencent a
intervenir, I’amplification s’écarte de la variation exponentielle; (3) régime
de saturation : les effets linéaires sont compensés par les effets non linéaires
et 'amplitude reste constante.

Pour obtenir des équations qui soient valables pour des valeurs positives ou
négatives de ce paramétre, nous nous placons dans les conditions ou (g est
un petit paramétre centré sur zéro et nous allons établir les équations pour
Qg = Q. L’approche développée dans le cas de notre systéme est semblable
a l’analyse perturbative proposée par J. Lega et al. [25] pour un laser libre.
Pour les équations (3.4), nous cherchons des solutions du type :

V=cVi+eVa+.. (4.1)

ouV = (e, p,n,m) et le petit paramétre ¢ est défini par ’hypothése ci-dessus.
Pour dériver I’équation d’amplitude de type Swift-Hohenberg, il est nécessaire
que les termes de saturation de ’absorbant et du milieu actif interviennent
a un ordre supérieur & celui des termes de 'analyse linéaire (diffraction et
fréquence). Afin d’atteindre cet objectif, nous effectuons des changements
d’échelle spatiale judicieux et des déplacements de paramétres par rapport a
leurs valeurs au point critique.

Les équations (3.9) montrent qu’au seuil une bande de vecteurs d’onde k
de largeur (r — 0;)"/* centrée sur k. = 0 est amplifiée. Spatialement, ceci se
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traduit par une variation du champ électrique sur des longueurs caractéris-
tiques de lordre de (r —d;)~'/4. Nous renormalisons alors ’échelle spatiale de
facon & obtenir une nouvelle variable X = (X, Y) telle que 7 = (r—d;) " /4X.
Ceci nous suggére aussi d’essayer un déplacement de r par rapport a sa va-
leur critique &; d’ordre 2 : r — &; = O(g?). D’autre part, ce choix est vérifié a
posteriori : il permet d’obtenir le méme ordre de € pour I'écart en fréquence
Qg et pour la diffraction. Nous observons que le Laplacien transverse dans
les nouvelles variables X, Y est d’ordre ¢ (0%/0x* = £0?/0X?).

Notre objectif étant de modéliser un laser COy a absorbant saturable
(laser de classe B), nous choisissons une valeur faible du taux de relaxation
b de la population n. Le choix b = O(&?) permet a I'inversion de population
de jouer un role dans le terme de saturation non linéaire a ['ordre suivant en
€. En ce qui concerne "absorbant, notons que la nature de la bifurcation de
la solution zéro du champ peut étre modifiée par la valeur du paramétre de
saturabilité a (qui permet de passer d’une bifurcation de Hopf souscritique &
une bifurcation supercritique [50]). Nous considérons alors a = ag + £a;.

Nous introduisons maintenant les échelles temporelles que nous utilise-
rons pour le développement en échelles multiples : T; = &/t, j = 1,2. Ces
échelles permettent de séparer la dynamique du systéme en une partie rapide
dépendant de ¢ et une partie lente (7). Pour la partie rapide, nous allons
retrouver le résultat de 'analyse linéaire, c’est-a-dire une évolution de type
exponentielle. Par contre, ’évolution du coefficient de 'exponentielle (lente
par rapport a la période d’oscillation) sera donnée par les termes d’ordre
plus grand que 1, qui vont donc intervenir sur une échelle de temps plus
lente d’'un facteur €, et donc dépendre des échelles T;. La dérivation des
équations aux amplitudes suit une approche classique qui consiste a iden-
tifier tous les termes aux différents ordres de ¢ et a imposer les conditions
de solvabilité pour déterminer les relations entre les différentes variables. La
dérivation compléte est donnée dans I'annexe A.2, et nous reportons ici le
résultat final : un systéme composé d’une équation de type Swift-Hohenberg
couplé a une équation pour la population :

(14 051)% = o(r—6)e+iAVie—ioctQge—one  (4.2a)
)
‘ﬁ% + AV )2 + (4.2b)
O'Z . QAo 2
+ (1 e ZQLAS) o +52)|e\ e (4.2¢)
on c
= = C_—Cz(—bn + b1lel?). (4.2d)

Nous allons maintenant examiner l'intervalle des paramétres dans lequel



4.1. ANALYSE EN ECHELLES MULTIPLES : DERIVATION..... 109

sont valables les équations ci-dessus. La principale différence entre ces équa-
tions et le modéle du laser libre vient de la présence d’un terme cubique non
linéaire supplémentaire donné par ’absorbant. Le coefficient de ce terme est
le seul a faire apparaitre le paramétre a. Suivant la valeur de ce parameétre,
nous allons considérer deux cas. Premiérement, si ag = 0, c’est-a-dire si a est
d’ordre O(g), le terme non linéaire disparait, et nous retrouvons un systéme
d’équations similaire & celui du laser libre, qui est valable quelles que soient
les valeurs de A et §. La présence du terme non linéaire —one nous garantit
un effet de saturation qui limite 'amplification linéaire des modes instables :
cas d’une bifurcation de Hopf supercritique.

Notons cependant que, méme si a est d’ordre O(e), les autres coefficients
de I’équation sont affectés par la présence de ’absorbant, par les parameétres
01 et Qg (définis dans I’équation (3.4)).

Deuxiémement, si ag # 0 le terme cubique peut annuler I'effet de satura-
tion provenant de —one. Pour éviter cet effet, nous imposons que le total des
termes non linéaires soit négatif, ce qui permet de déterminer l'intervalle des
parameétres dans lequel notre développement reste valable. Pour prendre en
compte l'effet de saturation du milieu actif a long terme, nous posons que le
milieu actif est a équilibre (On/0t = 0, et donc n = §;|e|*/b). Le coefficient
du terme de saturation global devient alors :

(1 faz)b {1 1052 a 1] B % (4:3)

Une bifurcation supercritique sera obtenue s’il est négatif, ce qui nous
donne la condition suivante :

0 < (1 41 %52) (1+62) (4.4)

Elle détermine l'intervalle de validité du modele réduit du LAS dans le
cas ou a est d’ordre O(1). Dans le cas o 6 = 0, elle devient la condition
usuelle a = 1+1/A [41, 50]. Si toutefois cette condition n’était pas respectée,
la bifurcation au seuil deviendrait souscritique et il faudrait continuer le
développement jusqu’au cinquiéme ordre pour obtenir 'effet de saturation
nécessaire a la convergence des solutions.

Nous pouvons aussi remarquer que les parameétres c et co, qui avaient été
introduits dans le modéle pour pouvoir décrire les régimes PQS et le chaos
temporel, jouent un role secondaire dans la formation des structures pres du
seuil. En conséquence, si nous considérons des paramétres de pompe pres du
seuil du laser, la variable auxiliaire m peut étre négligée dans la description
du systeéme.
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\

FIGURE 4.2 — Distribution de la phase du champ électrique dans ’espace
(x,y) pour une solution en rouleaux.

4.2 Stabilité d’une solution d’intensité non nulle :
les rouleaux

Précédemment, nous avons étudié la stabilité linéaire de la solution d’in-
tensité nulle et avons établi les équations qui controlent la dynamique faible-
ment non linéaire de la solution qui apparait au-dela du seuil. Il est mainte-
nant possible d’utiliser la dérivation de I’équation de type Swift-Hohenberg
pour déterminer le type de solution asymptotique qui apparait au seuil et
étudier sa stabilité.

Dans le chapitre précédent, nous avons mis en évidence que si la solution
nulle devient linéairement instable apreés le franchissement du seuil laser, tous
les modes de vecteur k dont le module est proche de k. sont amplifiés. Ceci
donne une structure en champ lointain qui ressemble & un anneau, centré sur
zéro et de rayon moyen k.. Aprés cette phase d’amplification, les termes non
linéaires interviennent et effectuent une sélection entre les différents vecteurs
k. Une des solutions les plus simples est celle “en rouleaux”. Deux types de
solution peuvent apparaitre suivant la présence de rouleaux dans la phase
(onde progressive) ou dans l'intensité (onde stationnaire) La premiére appa-
rait, en champ lointain, avec une seule composante k la deuxiéme avec deux
composantes a ket —k: olt k est un vecteur de module k. et dont la direction
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FIGURE 4.3 — Instabilité de Eckaus : la naissance de deux composantes dans
le champ lointain autour de la composante principale, alignées avec le vecteur
E, donne naissance a une modulation longitudinale des rouleaux. L'image du
champ lointain est un agrandissement centré sur la composante des rouleaux.

FIGURE 4.4 — Instabilité en zig-zag : les deux composantes dans le champ
lointain devenues instables sont alignées avec la direction orthogonale au
vecteur k et donnent naissance & une modulation transversale des rouleaux.
L’image du champ lointain est un agrandissement centré sur la composante
des rouleaux.

est fixée par les conditions initiales.

Nous considérons ici la premiére solution en rouleaux (& onde progressive
— traveling rolls). Elle présente une distribution transverse du champ de type
onde plane :

e(Z,t) = Age ' FF—w) (4.5)

ot Ay est 'amplitude du champ électrique. La figure 4.2 montre un exemple
d’évolution de la phase dans l'espace (z,y) de cette solution.
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Notre objectif est de déterminer, pour une valeur donnée de lZ, I'amplitude
de la solution et sa pulsation temporelle w, ainsi que son intervalle de stabilité
en fonction des paramétres du systéme. La déstabilisation de la solution en
rouleaux se produit au niveau de la phase de deux facons différentes [25] : la
premiére par une modulation de la phase suivant le vecteur d’onde k de la
solution (instabilité d'Eckaus, figure 4.3); la deuxiéme par une modulation
de la phase dans la direction orthogonale & & (instabilité zig-zag, figure 4.4).
Pour étudier le probléme de stabilité de la solution dans sa globalité, nous la
ré-écrivons sous la forme suivante :

e = Ae? (4.6)

ou A et 0 sont des séries lentement variables de I'espace et du temps déve-
loppées en fonction des puissances successives du petit paramétre €. Etant
donnée la déstabilisation de la solution sur une échelle de temps et d’espace
lentement variable, d’ordre O(e), nous effectuons un changement d’échelle
dans 'espace et dans le temps du type :

X = ex (4.7)
Y = ¢y (4.8)
T = et (4.9

Nous introduisons aussi une nouvelle variable de phase © = £60, qui véri-
fie :

VyO =V, 0=k (4.10)

ou Vyx est calculé dans l'espace X,Y et V, (noté V dans la suite) dans
I’espace z, y.

A Tordre O(e), nous trouvons, en fonction du vecteur d’onde choisi k,
I’amplitude de la solution en rouleaux Ag et sa pulsation caractéristique w :

(r—d1) — +51 7 (06 — Aik?)’

A% _ b (1 0'(51)_
51 . aoA
(14 6%)?
@ —w = — 0'(5196' _ All{?z _ a()O'ZéAg (4 11)
or 1408 1+06 (14+06)b— (1+62)2 '

A TDordre suivant, nous obtenons 1’évolution de la correction d’ordre e
de cette solution. La stabilité de cette solution est déterminée par le signe
des coefficients de diffusion le long des directions paralléle et orthogonale
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FIGURE 4.5 — Stabilité de la solution en rouleaux : au-dela du seuil de fonc-
tionnement du laser (en trait continu), existent différentes régions de stabi-
lité. En trait pointillé, les seuils d’instabilité d’Eckaus (zig-zag), définissent
la région stable (S) et les régions instables d’Eckaus (E) et zig-zag (Z). Les
valeurs des paramétres sont : Q = 0.5, A =2 0 =1, A =1, A, = 0.002,
avec (g = 0.385.

a k. Dans le cas particulier on k& = (k,0), comme nous ’avons choisi dans
I’annexe A.3, ces coefficients deviennent :

2A1051 2 k 8(14(2)) 2
D = 7 Q.- A Qe —
2A1051
Dzig—zag = _(1 +051)3 [QG _Alkz]

Notons qu’a cause de l'invariance par rotation du modéle de Swift-Ho-
henberg, ce résultat peut étre généralisé a n'importe quel vecteur d’onde.

La région de stabilité de la solution est celle ot ces deux coefficients sont
négatifs, ce qui se traduit par des perturbations de phase qui disparaissent
dans le temps. Dans la figure 4.5 nous montrons l’allure de la région de

stabilité de la solution en rouleaux, dans le cas ou le systéme présente une
structure au seuil (k. > 0).
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4.3 Récapitulatif

Dans ce chapitre, nous avons complété 'analyse linéaire avec la dériva-
tion des équations aux amplitudes pour le LAS. Suite a cette dérivation,
nous avons déterminé l'intervalle de validité de ces équations, en montrant
qu’elles restent valables dans la région des parameétres qui correspond & une
bifurcation supercritique au seuil.

Les équations aux amplitudes décrivent la dynamique du systéme au voi-
sinage du seuil et permettent de déterminer non seulement les modes qui
vont se déstabiliser, mais aussi les solutions possibles du systéme. Nous les
avons utilisées pour étudier la stabilité de la solution la plus simple, dite “en
rouleaux”, et déterminer l'intervalle des paramétres dans lequel cette solution
peut exister.



Chapitre 5

Simulations numériques

Pour confirmer les résultats de I’étude analytique décrite dans les cha-
pitres 3 et 4, nous avons intégré numériquement le systéme réduit du LAS
(4.2) (équation de type Swift-Hohenberg) ainsi que le systéme complet (3.1)
pour différentes valeurs des paramétres. L’intégration numérique de ces deux
systémes a nécessité la transformation des équations aux dérivées partielles
en z,y (plan transverse) et t (temps) en équations ordinaires en t en déve-
loppant les variables sur une grille de points de I'espace & = (z,y). Ceci nous
permet de ré-écrire les systémes sous la forme standard :

- =

Z'=F(Z 1) (5.1)

ou le vecteur Z a pour composantes ’ensemble des variables dynamiques.
Cette transformation nous autorise a utiliser un algorithme classique du type
Runge-Kutta d’ordre 4 pour l'intégration dans le temps.

En ce qui concerne les termes locaux (c’est-a-dire les termes dépendant
exclusivement des variables définies en un méme point de l'espace), cette
transformation ne pose aucun probléme. Par contre, pour les termes non
locaux (c’est-a-dire les termes du Laplacien) nous avons utilisé une méthode
spectrale, qui consiste a effectuer une transformée de Fourier afin de passer
dans l'espace k. Dans cet espace, 'opérateur Laplacien est localement défini.
En effet, prendre le Laplacien d’une fonction dans I'espace ¥ revient a la
multiplier par —k? dans l’espace k. Ensuite, nous réalisons une transformeée
de Fourier inverse pour revenir dans ’espace .

Une fois le temps ¢ fixé, le calcul de la fonction F' en chaque point de la
grille, identifié par les indices i, j, se décompose en deux parties :

k>
.

—~~

=

~

N—
|

Fviljgc(f’ t) 4 Fir;onloc (j*, t)
= Fxy,t) + FETV({.. ., FRO"(FET(Z),t), . . - })ij
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FIGURE 5.1 — Inhibition de structures : les figures montrent la distribution
du champ électrique dans l'espace de Fourier k (champ lointain). La zone
blanche (noire) correspond & des valeurs nulles (positives) de I'amplitude.
Les figures sont centrées sur (0,0) et correspondent a des valeurs différentes
de A: A=0(k*=24etQc=12); A=1(k*=142et Qe =0.71); A=3
(k2 =0 et Qg = —0.26).

L’utilisation d’une transformée de Fourier implique un choix de conditions
périodiques aux bords. Nous avons vérifié lors de chaque simulation que la
solution dans ’espace k ne se rapproche pas des bords, ce qui engendrerait
des recouvrements des différents spectres des solutions harmoniques.

Nous avons utilisé une grille de 128x128 points pour les simulations, et
avons fait des tests avec des grilles plus fines (192x192 et 256x256 points)
pour nous assurer de la convergence des solutions. La dimension physique de
la grille est variable selon la simulation : par la suite, nous donnerons dans
chaque cas la taille de la région (L,, L,) considérée, choisie afin d’éviter les
problémes de recouvrement cités ci-dessus.

5.1 Simulations du systéme réduit (S-H)

Dans la section 3.3, nous avons discuté plusieurs résultats relatifs a Ieffet
de I’'absorbant sur la présence ou I'absence de structures. Ces résultats, obte-
nus en considérant exclusivement la partie linéaire de 1’évolution du systéme,
représentent la dynamique en régime transitoire prés de la solution zéro du
modéle réduit. Dans un premier temps, nous avons effectué des simulations
dans les mémes régions de parameétres que celles explorées dans la section 3.3
et comparé les résultats avec ceux de l'analyse linéaire.
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FIGURE 5.2 — Comparaison entre les valeurs de k. obtenus par 'analyse de
stabilité linéaire (en trait continu) et l'intégration numérique. Etant donnée la
largeur de 'anneau, figurent sur le graphique les intervalles kpyinimum (triangles
vides), Kmaximum (triangles pleins) qui correspondent aux rayons intérieur et
extérieur de ’anneau.

5.1.1 Création et inhibition des structures

La figure 5.1 décrit I’effet d’inhibition de structures, obtenu pour les para-
meétreso =1,0 = -0.8, 2 =12, 4, =0.01,r=1.15xr. et L, = L, = 16.0.
Les conditions initiales sont un bruit blanc, dont I’amplitude créte est choi-
sie tres faible (1073) afin de s’assurer qu’au démarrage de la simulation, les
termes non linéaires ne jouent aucun role. La figure 5.1 montre que 'aug-
mentation de A entraine une disparition des structures dans le systéme.

De méme, nous avons observé la création de structures en fonction de A
croissant, pour des paramétres différents (0 =1, =1, Q = -1, 4, = 0.01
et 7 = 1.15 x r..), conformément & 'analyse linéaire.

La figure 5.2 est une synthése des résultats de plusieurs simulations effec-
tuées en faisant varier A. Nous mettons en évidence un bon accord entre les
différentes valeurs numériques possibles de k£ des solutions qui apparaissent
et celles trouvées par I’analyse de stabilité linéaire (courbe en trait continu).
Nous avons reporté sur la figure 5.2, les valeurs de k qui correspondent aux
rayons intérieur et extérieur des anneaux (ex. figure 5.1). La largeur de 'in-
tervalle de k£ provient du fait que nous n’effectuons pas les simulations exac-
tement au seuil, mais 15% au-dessus, ce qui donne une bande de valeurs de
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k excitées autour de k..

5.1.2 Sélection non linéaire

Pour mettre en évidence la sélection non linéaire des structures, nous
augmentons la durée d’intégration du systéme d’équations : aprés "amplifi-
cation exponentielle de I’amplitude du champ donnée par les termes linéaires
dans le régime transitoire, les contributions linéaire et non linéaire deviennent
comparables et la sélection modale est effectuée par I’ensemble des termes.
L’ordre de grandeur de l'intervalle de temps nécessaire pour atteindre la so-
lution asymptotique est estimé en partant du développement effectué pour
obtenir le modele de S-H. L’échelle temporelle la plus lente utilisée corres-
pond & 2t : étant donné que r — 7. (d’ordre €2) est de I'ordre de quelques
pourcent, nous nous fixons une échelle de 'ordre de 100 unités de temps.
Nous considérons que si la solution ne montre pas de variation significative
sur un intervalle 10 fois supérieur (1000 unités), le systéme a convergé sur sa
solution asymptotique.

Pour des valeurs de paramétres fixées 4 : 0 = 1.0, Q = 1.2, A = 2.0,
A=05A4,=05a=0.3b=0.1,7r = 1.02 xr,, il existe plusieurs solutions
possibles, qui dépendent des conditions initiales. Prés du seuil du laser ou
k ~ k., nous avons mis en évidence une solution en rouleaux soit a onde
progressive (cf. section 4.2, figure 4.2) soit a4 onde stationnaire. Nous avons
également découvert une solution a quatre composantes. Loin du seuil, le
systéme présente des régimes non stationnaires voire chaotiques.

La figure 5.3 montre l'allure de la solution en rouleaux a onde station-
naire dans les espaces T et k. La solution du champ est caractérisée par deux
ondes planes contrapropagatives d’amplitude égale et de différence de phase
constante, qui donnent naissance a une onde stationnaire. Les conditions
initiales fixent la direction de ’onde. Mathématiquement, toutes les direc-
tions sont possibles en raison de la symétrie axiale du systéme. En revanche,
dans la simulation numérique, la discrétisation de la solution sur une grille
rectangulaire a pour effet de favoriser certaines directions. Notons que le sys-
téme n’a pas convergé complétement sur la solution a onde stationnaire :
la sélection des modes n’est pas achevée. Cela vient du fait que la solution
asymptotique est approchée exponentiellement, avec une constante de temps
qui dépend de la stabilité de la solution. Toutes les solutions convergent de la
méme maniére, mais ici la solution est plus proche de sa limite de stabilité,
ce qui induit une certaine difficulté a la reproduire numériquement.

La figure 5.4 illustre la solution a 4 vecteurs d’onde. Cette solution a
déja été trouvée dans d’autres systémes |68, 69|. Elle apparait dans la méme
région de paramétres que la solution en rouleaux. Elle est caractérisée en
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FIGURE 5.3 — Solution en rouleaux a onde stationnaire : a gauche, la distri-
bution du champ électrique dans ’espace de Fourier ; a droite, la distribution
du champ dans ’espace x, y. Les paramétres sont : 0 = 1.0, Q = 1.2, A = 2.0,

A=05 A4,=05,a=0.3,06=0.1,r=1.02 x r., et la solution est obtenue
aprés 40000 unités de temps.

FIGURE 5.4 — Solution a 4k : a gauche, la distribution du champ électrique
dans l'espace de Fourier; a droite, la distribution du champ dans l'espace
x,y. Les paramétres sont : 0 = 1.0, 2 = 1.2, A = 2.0, A = 0.5, A, = 0.5,
a=0.3,b=0.1,r=1.02 x r., et la solution est obtenue apres 10000 unités
de temps.
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FIGURE 5.5 — Création de structures dans le modeéle complet du LAS. Les
figures montrent la distribution du champ électrique dans I'espace de Fourier,
et correspondent & différentes valeurs de A : A = 0.0 qui donne k2 = 0 et
Qg = —0.2; A = 2.0 qui donne k? = 29.22 et Q¢ = 0.2922; A = 3.0 qui
donne k? = 53.83 et Q¢ = 0.5383.

champ lointain par deux couples de vecteurs d’onde similaires a ceux des
rouleaux & onde stationnaire. Dans 'espace 7, cette solution donne une figure
d’interférences entre les deux ondes stationnaires, ce qui forme un échiquier

dont la structure est plus ou moins carrée suivant ’angle entre les deux fronts
d’onde.

5.2 Simulations du systéme complet

Aprés avoir reproduit numériquement les résultats de ’analyse de sta-
bilité linéaire et étudié le systéme réduit de S-H, nous avons effectué des
simulations sur le systéme complet. Ceci permet de prendre en compte la dy-
namique globale des équations, mais, contrairement au systéme réduit, seules
des simulations numériques sont concevables.

5.2.1 Création et inhibition des structures

La figure 5.5 montre 'effet de création de structures en fonction du para-
métre A. Les simulations ont été effectuées pour les paramétres : A = 0.08,
0=38,a=417,r =101 xXr,, v, =10, Q= —-0.2, 3 = 0.1, c; = —0.7,
v1 = 0.7. Les conditions initiales sont aléatoires et le temps d’enregistrement
est fixé a 50 unités afin d’observer la partie linéaire de I’évolution du systéme.

Le méme effet de création est visible en comparant les deux courbes k.
en fonction de Q de la figure 5.6 obtenues pour deux valeurs de A. Nous
observons que, pour une valeur donnée de €2, la valeur de k. augmente en
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FIGURE 5.6 — Comparaison entre la valeur de k. théorique de I'analyse li-
néaire (trait continu) et les valeurs déterminées par 'intégration du systéme
complet. Quels que soient les parameétres considérés, nous cherchons une so-
lution asymptotique en rouleaux afin de pouvoir comparer directement les
vecteurs k obtenus.

fonction de A, ce qui correspond & une apparition de structures. Nous avons
effectué plusieurs simulations pour déterminer les différentes valeurs de k
de la solution asymptotique en rouleaux, reportées sur la figure 5.6. L’écart
entre les points calculés numériquement et la courbe théorique est significatif
uniquement dans la partie la plus proche de la solution homogeéne. Ceci peut
s’expliquer par l'allure de la surface r.(k), une quartique, qui devient de plus
en plus plate lorsque le lieu des minima se rapproche de k=0.

Nous avons aussi constaté 'effet d’inhibition avec des simulations sur le
systéme complet.

Pour vérifier 'effet de réduction du seuil décrit dans la section 3.3 de
I’analyse de stabilité linéaire sur le systéme complet, nous avons effectué
deux simulations, en fixant A = 1.5 (figure 3.8). Cette valeur de A est sous
le seuil pour A = 0, mais au-dessus pour des valeurs de A comprises dans
Iintervalle calculé [0.63, 3.45]. La premiére simulation, pour A = 0, nous
donne une solution qui décroit exponentiellement vers zéro, ce qui indique
que le systéme se trouve sous le seuil. La deuxiéme simulation (figure 5.7),
pour A = 2.0, montre une solution uniforme d’amplitude constante, avec une
pulsation v = 5.56, qui correspond a vy = 5.51 déterminée par ’analyse
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FIGURE 5.7 — Evolution temporelle du champ électrique dans les cas de
réduction du seuil : oscillations des parties réelle et imaginaire du champ au
point (0,0) de la solution asymptotique.

linéaire.

Un résultat intéressant apparait concernant la solution homogene : elle
est instable, et pour des temps suffisamment longs présente une dynamique
d’impulsions semblable & celle d'un LAS purement temporel (figure 5.8). Pour
déterminer si I'impulsion provient d’une oscillation synchrone du champ dans
tout 1’espace, nous avons analysé la dynamique spatiale sur une période de
pulsation. La figure 5.9 montre que I’évolution spatiale est celle d’'une onde
qui se propage dans une direction déterminée.
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FIGURE 5.8 — Evolution temporelle de l'intensité du champ dans le point
(0,0). La forme est typique des impulsions P(®) du LAS temporel.
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FIGURE 5.9 — Evolution spatiale de I'intensité du champ en six points dis-
tribués sur une période d’oscillation, en montrant qu’il s’agit d’une onde
progressive.
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5.3 Conclusions

Dans cette partie, nous avons montré qu’au voisinage du seuil de fonc-
tionnement d’un LAS les structures peuvent étre sélectionnées a ’aide des
parameétres de ’absorbant saturable. En particulier, nous avons montré le
role que peut jouer ’écart en fréquence entre les raies du milieu actif et de
I’absorbant, qui, en fonction de son signe, positif ou négatif, contribue res-
pectivement a faire exister ou non la solution homogéne. De plus, en présence
de structures, I’absorbant peut controler le vecteur d’onde le plus instable de
la solution qui apparait. Nous avons mis en évidence que la force de 'effet
de ’absorbant dépend directement du paramétre d’absorption.

Un développement faiblement non linéaire, effectué au seuil, a mis en
évidence que le LAS est décrit par une équation d’amplitude du type Swift-
Hohenberg pour le champ électrique, couplé a une équation pour la popula-
tion du milieu actif [70|. Cette description n’est pas limitée au laser COy, mais
reste valable pour tout laser de classe B. Comme dans le cas de I'approxi-
mation de 'onde plane, le parameétre de saturabilité de "absorbant joue un
role important, en donnant deux régions principales. La premiére, correspon-
dant & un paramétre faible, rend le modéle de Swift-Hohenberg assimilable a
celui d’un laser libre. La deuxiéme, correspondant & un effet additionnel de
saturation, peut déstabiliser le systéme au voisinage du seuil : dans ce cas, le
modele reste valable pour une région plus étroite du parameétre d’absorption,
a l'extérieur de laquelle un développement plus avancé est nécessaire.

Les simulations numériques effectuées sur le modéle de Swift-Hohenberg
ainsi que sur le modeéle complet ont permis de pousser ’analyse au régions
fortement non linéaires, en mettant en évidence des solutions périodiques a
un, deux ou quatre vecteurs d’onde. Dans le cas d’inhibition de structures,
les simulations ont montré I'existence de solutions a onde progressive avec
un profil spatial semblable a la forme des impulsions PQS du LAS mono-
mode. Au dela du seuil, les simulations ont montré I'existence de solutions
irréguliéres dans I'espace et le temps.

Afin de mieux cerner ’expérience, une extension au cas du pompage in-
homogéne ainsi que d’un résonateur avec miroirs sphériques est envisageable.
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Conclusion

Ce travail a permis ’étude de la dynamique non linéaire de deux sys-
témes Laser & Absorbant Saturable. Le role particuliérement important de
I’absorbant y a été souligné.

Dans une premiére partie, une étude expérimentale a été menée sur le
couplage de deux lasers COy par un absorbant saturable commun. La forte
non linéarité de ’absorbant saturable, élément du couplage, et le caractére
impulsionnel de certains régimes du LAS donnent naissance a une dynamique
ou le couplage est localisé dans le temps. D’autre part 'étude du couplage
perturbatif d’un laser par les impulsions de I’autre a permis la visualisation de
régimes transitoires du LAS et la mise en évidence de nouvelles bifurcations
de solutions introduites par le couplage.

En ce qui concerne les régimes non impulsionnels, le couplage intervient
dans la synchronisation de régimes quasipériodiques et chaotiques (“lag syn-
chronisation”). De plus, des régimes d’oscillation en phase et en antiphase ont
été observés au voisinage de la bifurcation vers ’état continu, région ou les
effets de saturation limitent I'intensité du couplage faiblement non linéaire.

Dans une deuxiéme partie, une étude théorique et numérique a porté
sur le comportement spatio-temporel d’'un LAS spatialement étendu. L’ana-
lyse de stabilité linéaire de la solution nulle a montré que les parameétres de
I’absorbant controlent la longueur d’onde critique des modes qui se déstabi-
lisent au seuil. La création ou I'inhibition des structures a été analysée suivant
I’écart en fréquence de 'absorbant. Un résultat contre-intuitif rencontré dans
cette analyse est ’abaissement du seuil du laser, dans une certaine plage de
parameétres.

Une analyse faiblement non linéaire au seuil a montré que le systéme était
décrit par une équation de Swift-Hohenberg pour le champ, couplée & une
équation pour la population. Certaines de ces solutions, déja connues, dé-
crivent le comportement de systémes présentant des analogies avec celui-ci.
Les simulations numeériques ont ainsi pu mettre en évidence des solutions a
ondes progressives, a ondes stationnaires et en échiquier (4 vecteurs d’onde).
Les simulations sur le systéme complet ont permis de vérifier la validité du
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modeéle de Swift-Hohenberg tout en faisant apparaitre des régimes plus forte-
ment non linéaires, comme des impulsions 2D progressives caractérisées par
une évolution temporelle semblable & celle des impulsions P(®). Une analyse
de l'influence des paramétres (diffraction en particulier) sur le profil des ces
impulsions est prévue.

En conclusion, dans cette thése, le role de ’absorbant saturable a été sou-
ligné en tant qu’élément de couplage dans la premiére partie et de controle
de structures dans la deuxiéme. L’absorbant saturable, grace a sa forte non
linéarité et a son intégration aisée dans les systémes, tels que les oscillateurs
paramétriques optiques pulsés et les micro-lasers Nd :YAG, rencontre actuel-
lement un regain d’intérét en optique non linéaire. Une poursuite de notre
travail est tout a fait envisageable sur ces dispositifs.
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Annexe A

Détails relatifs a la deuxiéme
partie

A.1 Valeurs critiques exprimées en fonction des
parameétres d’origine

Nous établissons ici les expressions des valeurs critiques du paramétre de
pompe r et du vecteur d’onde le plus instable en fonction des paramétres
d’origine du systéme. Le point de départ sont les équations (3.9), que nous
reportons ici :

. 0519G—FAl]{?2
Ve = s (A.la)

Ak? — Qe )’
1+ <T051> (A.1b)

Tc:(sl

Dans le cas de la solution homogéne (c’est-a-dire k. = 0), qui correspond
a une valeur de Qg < 0, le développement de v, et r. donne :

Ve = ‘7<1+ 1352) [(0?11;(162;)0?(;2} (A2
re = (”1?52) [1+((UQ+(11)+(152;)U§(ZZ)2 (420

Par contre, si k. est différent de zéro, les expressions se simplifient :

A
01006+ Q¢ g AS
Ve = Tiog ~e=0t g (A.3D)
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Notons que la valeur de v, de ’équation A.3 différe notablement de celle
qui est déduite de ’analyse linéaire. Ceci découle du changement de repére
effectué sur le systéme et qui déplace la fréquence de référence d’une valeur

égale a () g4. La relation entre les deux valeurs est donc V?rigmal =V,—QgA =

Q.

A.2 Dérivation de I’équation de Swift-Hohen-
berg

Nous présentons ici le détail de la dérivation de 1’équation de Swift-
Hohenberg, dont le résultat final est 1’équation (4.2). Considérons les équa-
tions du modele (3.4) :

e+ ode = iAVie+op+ N(e) (Ada)

e+ (1+iQcg)p = (r—n)e (A.4b)
1

ne+bn = i(e*p +ep*) + ca(n +m) (A.4c)

my+cm = —cn (A.4d)

ou N (e) est la partie non linéaire de I’équation du champ électrique de (3.4),
01 et Qg sont définis dans la méme équation. Nous considérons une petite
perturbation de la solution zéro et analysons, a 'aide d’un développement
en échelles multiples, I’évolution faiblement non linéaire des variables du sys-
téme. Pour cela, nous introduisons un petit paramétre € avec lequel nous
effectuerons notre développement et choisissons pour les parameétres du sys-
teme les échelles suivantes :

QG = 691
b = &by
a = ag+ea
ro= 0 +e’ry

ou €21, by et o sont d’ordre 1. Les échelles a utiliser dans 'espace et le temps
afin d’obtenir une interaction entre les différents termes sont :

X = ez
Y = ey
T, = et
T, = &%t
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Nous cherchons une solution de la forme :

e €0 €1 €2
Pof— | 2o fqpe | PVl 42 224 (A.5)
n Ng ny T2
m mo my ma
Etant donné qu’au seuil n = —m = |e|?0,/b = r— 8, ~ roe? = O(&?), nous

nous attendons a ce que la premiére contribution de n et de e soit d’ordre 2.
Le terme non linéaire N(e) décrit 'effet de ’absorbant, :

Ne) = K% ~ius) /+b)<|}b>||] e a9

Nous introduisons ici A = 0 A/(146%)—i€Qsa et nous développons en série
de €. Compte tenu de ’expression du parameétre de saturabilité a = ag+caq,
il existe deux cas possibles pour le développement de N(e) suivant la valeur
de ag. Siagy =0

a

N(e)=A {mw?eﬁ + 0(56)} (A7)

ne contribue au développement qu’a 'ordre €°. Dans ce cas la dérivation
de I'équation de S-H est donc identique a celle du laser libre. L’effet de
I’absorbant n’est présent que dans les coefficients de 1’équation.

Si ag # 0, la contribution est d’ordre £* :

Qo

N(e)=A {m\eﬂzega‘l + 0(65)} (A.8)

Compte tenu de ce qui précede, nous pouvons regrouper les termes cor-
respondants aux différents ordres de £ pour déterminer les équations qui
définissent I’évolution du systéme. A l'ordre zéro du développement, toutes
les équations sont nulles, grace au changement de variable opéré sur D au
début du chapitre 3.

A T'ordre £, nous choisissons d’annuler toutes les variables. Ce choix est
cohérent avec la valeur de b d’ordre € et a comme objectif de garantir que
toutes les variables dynamiques interagissent au seuil. Ce choix est identique
a celui effectué par J. Lega et al. [71] dans le cas d’un laser CO; seul.

A Tordre €2, nous avons les relations suivantes entre les variables :

p2 = 0162 (A.9a)
NnNg = —Ma. (Agb)
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A Dordre &? le systéme devient :

8—T21 +obes = iAVies+ops (A.10a)
g—% +iipy = —ps+dies (A.10b)
g_;’ii = co(ms + na) (A.10c)
%—7;12 = —c(ng +ms). (A.10d)

Nous observons que les premiére et deuxiéme équations sont découplées
des troisiéme et quatriéme. Pour les deux premiéres équations, la condition
de solvabilité nous donne :

0
(1+ 051)—6 = —ios e+ iA,Vie (A.11a)
T,
) 0 +iy e (A.11Db)
= — — +1 .
Ps3 1 T, 1
Les deux derniéres équations conduisent a ng = —mg. Nous avons choisi

la valeur e3 = 0 pour déterminer cette derniére relation.

A Tordre €%, nous obtenons un systéme d’équations similaires a (A.10) et
(A.11). De la méme fagon, la relation ny = —my est obtenue en choisissant la
valeur e; = 0. Les équations aux amplitudes sont obtenues en regroupant les
relations entre les différents ordres des variables. Pour e et n, nous obtenons
le systéme d’équations suivant (écrit pour les variables d’origine) :

(1+ 051)% = o(r—ad)e+iAVie—iodQge —one (A.12a)
0'(51 212
0
8_72 = - _Ccz(_b" + 81le)?) (A.12¢)

le coefficient 5 nous permet d’introduire I’effet non linéaire de ’absorbant :
le cas ou a9 = 0 correspond a 8 = 0. Si, par contre, ag # 0, la valeur de 8
est donnée par :

(A agp 9
B = (71 5 ZQLsA) ) +52)|e\ e (A.13)
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Les deux variables p et m sont obtenues en fonction de e et n suivant les
relations :

4]
P = 516—7(1+10_51)(91+A1V2L)e
o
—m(ﬁl + A1V2L)2e
01 1
— A14
o) Utoo)™ (A.14a)
m = —n. (A.14b)

A.3 Dérivation de I’équation de Cross-Newell

La dérivation de I’équation de Cross-Newell pour la solution en rouleaux
est obtenue en cherchant la stabilité d’une solution du type :

e = Ac” (A.15)

Elle est ici présentée avec tous les détails de calcul, en partant du modéle
de Swift-Hohenberg établi dans la section précédente.

Pour simplifier les calculs, écrivons 1’équation de S-H sous une forme
générique du type :

%—f = Cup +iC, V2 + Conah
+CaY |’ + Co(Cf + C, V) (A.16a)
88—7; = Cy+ Cjv? (A.16b)

ol nous avons remplacé les coeflicients par des symboles (C,, _;), afin de sim-
plifier les expressions. La relation entre les anciens coefficients et les nouveaux
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est donnée par :

Ca _ O'(T—(51>_Z,O'(519G

1+0’(51 1+0’(51
— Al
Cb N 1"—0'51
o
Cc n _1+0'(51
o _ ao oA _; gAé
T At os)b(1+6%) [1+62) (1402
o 051
Ce n (1‘|‘0’51)3
Cy = Qg
c, = A
Cp = —" b
C— Co
Cj - € (51
C— Co

Avec le changement de variables explicité dans 4.7 et 4.10, la solution
s’écrit : B
= A(X,T)e®XT) (A.17)
Considérons d’abord I’expression des opérateurs de dérivation en tenant
compte des nouvelles variables. La partie exp(i6) est conservée parce qu’elle
est présente dans tous les termes, mais disparait au moment ou nous les
injectons dans 1’équation de S-H :

oy 0A 00\
E (Ea—T + A'La—T) e
. a@ i0 .7 i0

Vi = (eVxA+ zAa—T e = (eVx +ik)Ae'

2 2 46 2 £ A2 2y o
Vi = <5VX+zk> Ael® = [—k A+i=Vx - (kA% + O )} e
Viy = [k‘*A —

2
1€ (]f . VX(]f2A) + %VX . (]{ZA2) +Vx- (]{7]{7214)) + 0(82)] e’

Le terme de S-H avec le laplacien au carré devient donc :
(Cp+C V)2 = [(of — O, k%A +

2iC, =

o VX-((cf—cgk2)EA2)]e”+0(g2)
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En introduisant ces expressions dans ’équation A.16, nous pouvons sim-
plifier le terme exp(if). L’équation peut étre séparée en deux parties si nous
considérons A réel et nous obtenons :

0A 801, =

eor = RCHA-—F+ V. (KA?) + ConA + R(Cy) A3

C.(Cy — Cyk*)A + O(£?) (A.18a)
g—?A = 3(C,)A — bE2A 4 S(Cy) A® +

%6 [(©r — cEa] e+ o) (A.18D)

En considérant ’ordre zéro en €, nous pouvons déterminer la solution :

R(Cy) + Ce(Cy — Cyk?)?

Ay = (A.19a)
St - R(C)

8@ . 2 2

8—T = W= %(Ca) — ZC{,I{? + %(Cd)AO (A]_gb)

Le signe du terme d’ordre € dans I’équation (A.18b) s’il est négatif conduit
a une solution stable. En utilisant la relation (4.10), nous pouvons écrire :

2
V- (ku) = (u+k a“) 09 |

T Ok, ) 0X2
O, O) PO (g, ) 7O
m@k‘y Yok, ] 0X0Y y@ky Y2
ou la fonction u est :
u= A}(C; — C,k? (A.20)

Pour étudier la stabilité de la phase nous pouvons considérer, sans perte
de généralité, que le vecteur k est aligné suivant l'axe x : k = (k,0), ce qui
permet de simplifier I’expression ci-dessus et nous donne :

2 2
00 20,C, K“ kau) P00 @] (a21)

or T YT ok ) ox2 T Vave

Le signe du coefficient de 9*©/0X? nous renseigne sur la stabilité de la
solution le long de I'axe x, (direction du vecteur d’onde). La courbe (r,k)
pour laquelle il s’annule, nous donne la limite de la région de stabilité de
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Eckaus :
s = 29 [0, - n 2B
2
B 20,5(2? e (AS(Cf — Cgk*) + kag?) (Cy — Cok?) - A§2k2(}g>
- o, k34D :

Par contre, le signe du coefficient de 9°0/9Y? nous informe sur la stabilité
le long de la direction orthogonale, et la courbe (r, k) pour laquelle il s’annule,
correspond a la limite de la région de stabilité zig-zag :

2C,C,
Dzig—zag = 1493 [A(%(Cf - Cgk2)]
2./410'51

= T +oa o AN (A.23)
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Abstract

The response of two CO, lasers sharing a common saturable absorber when both lasers are strongly pulsating was
studied. Both of the lasers behave as strongly nonlinear limit-cycle oscillators exhibiting different amplitudes but similar
periods. Since coupling through the saturable absorber is highly nonlinear, communication between lasers occurs only during
short periods of time and when they are pulsating at about the same time. Nevertheless, we show experimentaly and
numerically that in-phase and out-of-phase oscillations are possible modes of synchronization. © 1999 Published by Elsevier

Science B.V. All rights reserved.

PACS: 42.55.-f; 42.60.Mi

Keywords: Passive Q-switching; Coupled limit-cycle oscillators; Nonlinear coupling

1. Introduction

Coupled laser arrays are promising devices for
applications that require high optical power from a
compact source. High power and high coherence can
be achieved only if the lasers are perfectly synchro-
nized but stability and numerical studies of simple
model systems suggest that laser arrays have a natu-
ral tendency to antiphasing. The synchronization of
lasers can be a complex dynamic phenomenon which
depends on the type of laser (semiconductor, solid
state or gas laser), the coupling mechanism (mutual
injection, overlap of the individual fields), as well as
the individual laser parameters (optical frequencies,

" Corresponding author.

pump parameters). Synchronized lasers may exhibit
steady state intensities or various forms of pulsating
intensities from in-phase equal-intensity regimes to
out-of-phase non-equal intensity regimes. Direct ex-
perimental observations of the coupled lasers intensi-
ties are desirable and have motivated the recent
experimental [1-4] and theoretical [5-8] interest for
simple two coupled lasers systems.

In this paper, we examine the synchronization
between two CO, lasers coupled through a common
intracavity saturable absorber (LCSA) [9]. This sys-
tem has been studied previously but mainly in a
master—slave configuration where one strongly oscil-
lating laser entrains the other laser. Here we concen-
trate on a case where both lasers are strongly pulsat-
ing and synchronization into a common period is not

0030-4018,/99/$ - see front matter © 1999 Published by Elsevier Science B.V. All rights reserved.

Pll: S0030-4018(99)00237-0
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obvious. Furthermore, two important differences be-
tween our two coupled CO, lasers system and re-
cently studied two coupled solid state or semicon-
ductor lasers [2—4] motivate a renewed interest for
this system. First, a time-periodic state of a laser
with a saturable absorber (LSA) generally consists of
strongly pulsating limit-cycle oscillations (called
passive Q-switching), while single mode solid state
or semiconductor lasers only show damped relax-
ation oscillations. Second, the coupling of our lasers
through a common saturable absorber is highly non-
linear, which contrasts to the linear coupling of the
fields considered in earlier studies of two coupled
lasers. These two properties of our laser system give
rise to a peculiar kind of coupling, i.e.,, a coupling
which isstrongly localized in time and whose strength
evolves in time in a non-trivial way.

Our LCSA problem can be examined mathemati-
cally as two coupled limit-cycle oscillators. Synchro-
nization is then possible provided that their individ-
ual frequencies are sufficiently close [10]. However,
there is an important feature in our laser problem
which has not been examined in the applied mathe-
matical literature. As we shall demonstrate, the two
lasers may synchronize with drastically different am-
plitudes. Most mathematical studies have concen-
trated on weakly coupled oscillators exhibiting
dlightly different periods but identical amplitudes.
An elementary theory of two weakly coupled har-
monic limit-cycle oscillators exhibiting distinct am-
plitudes R, and R, and frequencies w, and w,
leads to the following locking condition (see Ap-
pendix A):

+ 1

lw, — 0, <7

R1 RZ )

where n < 1 measures the weak coupling.

Keeping the detuning w, — w, and R, fixed, we
note that Eq. (1) is best satisfied if either R,/R; < 1
or R,/R; > 1, i.e, as the two lasers oscillate with
different amplitudes. Equivalently, we may say that
synchronization is realized for a larger domain of
w, — w, if the two oscillators are oscillating with
different amplitudes. Thisis exactly what we observe
with our LCSA system when the two lasers operate
above their individual thresholds. Understanding how
the individual lasers interact is then the key problem

for successful synchronization. Note that we consider
a problem of dynamical synchronization where the
self-pulsing frequencies (~ 10* Hz) of each sub-
system lock to each other. This should not be con-
fused with the problem of optical synchronization
or mode-locking between two optical frequencies
(~ 10* H2).

The plan of the paper is as follows. In Section 2,
we summarize the main results of our experiments
showing that both in-phase and out-of-phase syn-
chronizations are possible. We aso introduce our
model equations for the CO, LSA and identify the
necessary conditions for synchronization. These con-
ditions are obtained by determining the bifurcation
diagrams of the individual lasers. In Section 3, we
show that the nonlinear coupling can be considered
as a small perturbation of two uncoupled LSAs. We
discuss the consequences of this observation and
numerically determine in-phase and out-of-phase so-
lutions similar to the experimental regimes. Section 4
summarize and discuss the main points of our com-
bined experimental and theoretical analysis.

2. Results and model equations

A schematic representation of the experimental
system is given in Fig. 1, which is composed of two
laser cavities(L,: G1-OM and L ,: G2-M-CBW-OM)
with two separate active media (AM1 and AM2). A
coated Brewster window (CBW) is used as a trans-
mitting polarizer for L, and reflecting polarizer for
L ,; this ensures that the two lasers operate on or-
thogonal polarization states and alows the interac-
tion to happen only in the absorber cell (ABS),
where the two beams are superimposed. Mirror OM
is partialy transparent and serves as an output cou-

cBw
G1/-» AM1 [/T ABS ---»>T3lft
3 oM
GZ/ AM2 --|-e-
M

Fig. 1. Schematic representation of the experimental set-up. AM1,
AM?2 active media, ABS absorber, G1, G2 diffraction gratings,
CBW coated Brewster window, M mirror, OM partly transparent
output mirror.
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pler to monitor the laser intensities, I, and |,. The
detection stage exploits the orthogonality of the
polarization states by using another Brewster win-
dow to separate the two intensities. A dlight mis-
alignment of this window allows a small fraction of
I, to pass and be detected on the same detector as |,.
This allows us to determine the presence of a delay
between intensity pulses without having to take into
account any delay introduced by the difference in the
detectors and €electronics. The system control param-
eters are the active media discharge currents and
cavity frequency detunings (which act on the gains
of the two subsystems) and the pressure of the
absorber (which controls the absorption parameters).

The uncoupled LSA exhibits a wide range of
dynamical regimes ranging from periodic to multi-
periodic and chaotic intensity outputs (see e.g. Refs.
[11-13]). The introduction of the coupling intro-
duces additional complexity in the system, leading to
numerous kinds of coupled laser dynamics [9]. How-
ever, a full analysis of those regimes is beyond the
scope of this paper, whose main objective is to
understand the synchronization between two strongly
pulsating lasers. For this purpose we will restrict our
analysis to a simple case where the system is above
threshold and emits periodic high-intensity pulses. In
order to obtain this regime, we selected a partial
pressure of the absorber P,z =20 mTorr and dis-
charge currents i, =i, =20 mA. We then used the
laser frequencies to control the pump parameters.
Both frequencies were tuned near the edge of the
gain curve alowing periodic pulsing in the regime
caled P©@. For the investigation of the coupling
dynamics, we fixed the frequency of one laser (L ;)
and varied the frequency of the other one (L ,) over a
range of few megahertz, going from higher to lower
pump values. The typical range we used was about
6—7 MHz, which is to be compared to the amplifier
line width of approximately 80 MHz. The absorber
line width was assumed very large, on the basis that
we added a large amount of buffer gas (He, 2-4
Torr) in the cell to increase the homogeneous line
width. A large line width improves coupling.

As the pump parameter of L, was varied, we
typically found severa regimes from 1:1 synchro-
nization to m:n and partial synchronization states.
We concentrated on the 1:1 synchronization region,
as shown in Fig. 2. Going from a high to a low value

2 : .
L1 —
L2 s

Intensity (A.U.)

0 )
0 100 200 300 400 500
Time (micros)

Fig. 2. Experimental recording of the synchronization regime,
showing a 1: 1 train of pulses.

of the pump of L,, we observed successively: (i)
out-of-phase(+) pulsation of L, and L, with the
pulses from L, occurring before those of L j; (ii)
in-phase pulsation; and (iii) out-of-phase(—) pulsa-
tion symmetrical to the previously observed one, i.e.,
the pulses from L, occurred before those of L ,. The
transition from one regime to the subsequent one
occurred smoothly: the phase difference between the
pulses reduced gradually from positive to negative
values as a function of the pump parameter. For
those three regimes, we measured the periods of both
uncoupled LSAs to compare these values with that
observed in the coupled case. Furthermore, we also
measured the ratio between the two laser intensities.
In al cases, we found that the perturbation in the
pulse intensity induced by the coupling was negligi-
ble, and the intensity ratio remained identical to the
uncoupled case (about 2.3), which suggests that the
effect of coupling is weak. Fig. 3 shows the three
experimental conditions observed, with the temporal
evolution of the two laser intensities: L ; (continuous
line) and L, (dashed line). The intensity scale was
renormalized to have the same maximum on the two
channels, which facilitates the determination of the
delay between the pulses. In al the three cases, we
had a perfect 1:1 synchronization between the two
lasers. The comparison of the different periods is
given in Table 1. The P, and P, columns represent
the periods for the uncoupled lasers, while P,, rep-
resents the period of the coupled system. All values
are given in microseconds. It is interesting to note
that in all cases the period of the coupled regime was
between those of the uncoupled lasers.
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Fig. 3. Experimental recording of the coupled lasers synchroniza-
tion regimes. From top to bottom: (a) out-of-phase synchroniza-
tion where the pulse of L, appears before the pulse of L,; (b)
in-phase synchronization where both the L, and L, pulses appear
together; (c) out-of-phase synchronization where the pulse of L,
appears after the pulse of L,. Note that the two pulses are not
drawn on the same scale. The pulse of L , istypicaly 1/3to1/2
of the pulse of L ;.

The model used to describe the evolution of the
intensities I, and 1, is based on the work by

Tachikawa et al. [11,12] and consists of a3 + 2 level
mode! for the CO, laser with a saturable absorber.
Each laser is described by its intensity |; and by two
inversions of population variables U, and W, (j=
1,2). The common absorber is described by the
population difference X. The rate equations use the
dimensionless formulation of Lefranc et al. [13] for a
single LSA and are given by:

dl

1
< =h(U—X-1), (2
du
—= = e[W, — Uy(1+1,)],
dt
dw,
) @
dx
F:ex[xo—x(1+all)+aCI2], (4
dl
— =2V, — DX 1), (5)
du
— 2 = e[W, — Uy(1+1,)],
dt
dw.
d—t2=e(A2+bU2—W2). (6)

In these equations, € and €, represent the relax-
ation rates of the populations of the two active media
and the absorber in units of the cavity constant «,
respectively. k is assumed to be identical for the two
lasers and is taken as time unit to simplify the
equations. The ratio between the different absorp-
tions for the two laser beams is given by D. A, and
A, are the pump parameters of the active media 1
and 2, respectively, X, corresponds to the difference
of population in the absorber without saturation, b
denotes the dependence of W, or W, relative to e,

Table 1
Experimental periods of the uncoupled (P,, P,) and coupled
(Py,) lasers in microseconds

Pl F’2 P12

110 85 92 out-of-phase( +)
108 124 112 in phase

107 146 126 out-of-phase( —)
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the coefficient a is defined as the saturability param-
eter of the absorber relatively to the active medium
1, and C is the ratio of the parameters of saturation
of the first and second active media. The coupling
between the two lasers is determined by the parame-
ters C and D, which control the effect of the L,
beam on the absorber and the effect of the absorber
on L,, respectively. The values of the fixed parame-
ters are:

€=0.137,a=4.17,b=0.85,¢,= 1.2,
Xo=2,C=D=05. (7)

These parameter values are for a typical CO,
LSA system [13]. The choice of C=D=05 is
justified by the assumption that the two lasers are
operating with different detuning compared to the
absorber line, leading then to different absorption as
well as different saturability. All our bifurcation
studies were done without addition of noise to the
laser equations and using a conventional variable
time step Runge—Kutta method.

Egs. (2)—(6) admit the solutions of each individ-
ual laser. More precisely, the solutions of Egs. (2)—
(4) with 1, =0 and the solutions Egs. (4)—(6) with
;=0 are separate families of solutions of Egs.
(2)—(6). Consequently, we first investigate the bifur-
cation diagram of each individual laser before exam-
ining the effect of coupling. L, admits a steady
bifurcation from the zero intensity solution at A; =
Ay, (L, first threshold) defined by:

A= (1-0b)(1+Xp). (8)

This bifurcation is immediately followed by a
Hopf bifurcation to high intensity and large period
pulsating oscillations. This Hopf bifurcation at A; =
A, is located very close to A, (from the linear
stability analysis of the non-zero steady state, we
find A, — Ay, = O(e(1— b)) =0(10"2)) and the
branch of the periodic solutions is amost vertical at
that point. We thus consider A, as a good estimate
of the threshold for the limit cycle oscillations. Simi-
larly, we find a Hopf bifurcation to intense pulsating
oscillations for L, which is located close to its first
threshold at A, = A,,,, defined by:

Ayp=(1-Db)(1+DX,). (9

Close to these thresholds, L, and L, exhibit
strongly pulsating oscillations consisting of short and

intense pulses separated by long periods where the
intensity is almost zero. The interaction through the
common saturable absorber is modeled by Eq. (4)
which allows both lasers to operate as independent
LSAs except if they are pulsating at about the same
time. This implies a resonance condition of the form
P, ~ P, or, more generally:

nP, ~ mP,, (10)
where P, and P, denote the periods of L, and L ,,
respectively, and n, m are integers. In the next
section, we consider A, to be fixed and analyze the
conditions for a successful periodic synchronization
in terms of A,.

3. Reduced model

In this section, we first take advantage of the
values of the parameters and reduce the number of
equations. We then investigate the reduced equations
numerically. A numerica study of Egs. (2)—(6) using
Eg. (7) indicates that X remains close to its slow
manifold
o Ko

1+al, +aCl,

which alows a simplification of the laser Egs. (2)—
(6). It also allows us to visualize the effect of the
saturable absorber in the equations for the intensities.
Indeed, inserting Eq. (11) into Egs. (2)—(6), we
obtain the same equations for U, and W, (j =1,2)
but new equations for I, and I, given by:

(11)

Al 1L(u %o 1 12
dt 47 1+a,+ac, | (12)
dl, DX,

2Ly, - —2—— 1. (13)
dt 1+al, +aCl,

Both equations exhibit the nonlinear coupling term
(Eqg. (12)) which is clearly effective only if either I,
or |, are different from zero, i.e., when lasers are
pulsating. Fig. 4 represents the bifurcation diagrams
of the uncoupled L, and L, limit-cycles. The L,
limit-cycles are the periodic solutions of Eq. (13)
with 1, = 0 and Eq. (6). The bifurcation points have
been determined from a linear stability analysis of
the steady states. We find that A, = 0.3 is the laser
first threshold and A, = 0.312 is a Hopf bhifurcation
point from a non-zero intensity steady state. The
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Fig. 4. Bifurcation diagrams of the uncoupled lasers. We show the
period P, of the limit-cycle oscillations of L, as afunction of A;
and the period P, of the limit-cycle oscillations of L, as a
function of A,. The two Hopf bifurcations points at which these
solutions appear are Ay = 0.4525 and A, = 0.312. The two
arrows indicate the values of A; = 0.7 and A, =0.45 used in our
simulations of the coupled laser system.

period of the oscillations at the Hopf point is P, =
212. The bifurcation diagram of L, is similar to the
bifurcation diagram of L, except that the branch of
limit-cycles is much sharper near the Hopf bifurca-
tion point. The L, limit-cycles are the solutions of
Eq. (12) with I,=0 and Eqg. (3). The laser first
threshold and the Hopf bifurcation point are located
a Ay, =045and A, = 0.4525, respectively.

We next examine the coupled lasers problem for
A, = 0.7 and three different values of A, close to
A, =045 (A, =07 and A, =0.45 are indicated by
arrows in Fig. 4). From Fig. 4, we note that the
period of the uncoupled L, and L, oscillations are
P, =139 and P,=131, respectively, suggesting
nearly 1:1 resonance conditions. Each value of A,
illustrates a different form of synchronization. The
vaues of A,, the properties of the free L, and L,
oscillations (P, 13y, P,, l,y) and the synchroniza
tion result (Pyy, iycouply !2mccoupty) @€ SUMmarized
in Table 2.

We discuss each case. Out-of-phase(+) periodic
synchronization is observed a A,=0.47 and is
characterized by an intensity pulse of L, which
appears before the intensity pulse of L, and with a
smaller amplitude (Fig. 5(a)). The difference be-
tween the maximaiis t; —t,, = 3.5. At A, =0.45,
the two lasers oscillate in-phase (Fig. 5(b)). At A, =
0.43, we observe out-of-phase(—) synchronization
where the pulse of L, appears after the pulse of L,
(t,, — tny = 5.5, Fig. 5(c)). For lower values of A,,
the pulses are no more synchronized and the two
lasers oscillate independently except at the occa
sional times when they may pulse together. We do
not consider these cases of partial synchronization.
Note that the positions of the intensity pulses for the
two out-of-phase regimes are in agreement with the
periods of the individual lasers. we observe that
t., <t., in the first case (A, =0.47) and P, <Py,
while t,, > t,, in the second case (A, = 0.43) and
P, > P,. Thisis exactly like in the experiments (see
Table 1). Furthermore, we find that the period of the
synchronized regime is between the periods of the
two individual lasers except for the case of in-phase
synchronization.

Table 2

Numerical periods P, and P, (resp. P;,) and intensity maxima
I and 1y (resp. 1y coupys !amccoupry) fOF the free L SAs (respec-
tively the coupled LSAs) for different values of A,

AZ Pl I M PZ

I2M Plz IlM(coupI) I2M(coupl)

047 139 11.1 117.4 36 131 111 38 out-of-
phase(+)

045 139 11.1 1305 3.5 141 11.3 47 in-phase

0.43 139 11.1 147.1 3.3 146 111 4.2 out-of-
phase(—)
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Fig. 6. Coupling functions. The functions C,(1, I,) ard C,(l,,
I,) are shown together with the pulses I, and I, for the out-of-
phase synchronization regime as A;=0.7 and A, = 0.43. Note
that these two functions are localized in the regions where both
intensity pulses appear. Moreover, their maximum amplitudes are
relatively small compared to the maximum intensities.

We may understand the synchronization problem
better if we reformulate the intensity Egs. (12) and
(13) as the equations of two uncoupled LSAs plus a
coupling term. These equations are given by:

di X
—1=|1(u1— ]

+Cy(1ul2),  (14)

dt 1+al,

dl, DX,

Ezlz( 2_TaC|2_1 +Cy(11,13),  (19)

where the coupling terms C, and C, are defined by
I1|2

=X (v a, v a0, (16)

C,=X lale (17)

aD .
"7 (1+aCl,)(1+al, +aCl,)

Because of the product I,1,, C; and C, are
numerically significant only during the short interval

Fig. 5. Possible synchronization regimes. (a) out-of-phase syn-
chronization where the pulse of L, appears before the pulse of L,
(A, =07 and A, = 0.47); (b) in-phase synchronization where the
L, and L, appear together (A, = 0.7 and A, = 0.45); (c) out-of-
phase synchronization where the pulse of L, now appear after the
pulse of L, (A;=0.7 and A, =0.43).
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of time where the 1,(t) and 1,(t) pulses overlap (see
Fig. 6). Note the relative small amplitudes of the
maximum of C; or C, compared to the maximum of
I, or I,. This suggests that the coupling between the
two lasers is weak and we expect that its main
contribution will be on the phases of each limit-cycle.
More specifically, we expect that

Iy =1((1+8;,)t+6;)and
I =ly((1+8,)t+6,), (18)

where 1,,(t) and 1,,(t) denote the intensities of the
free L, and L, oscillations. In (18), §,, &, are the
small frequency corrections and 6,, 6, are constant
phases. Indeed, we note from Table 2 that 1,,, and
I, do not change very much as the two lasers are
coupled athough the change of I,,, is more signifi-
cant (7—34%) when synchronization is in-phase.

4, Discussion

In this paper, we considered the synchronization
between two strongly pulsating CO, lasers. Al-
though coupling through a saturable absorber is
highly nonlinear, we show that its global effect is
relatively small. This results from the fact that the
coupling function is almost zero except during the
short periods of time where the two lasers are pulsat-
ing amost simultaneoudly. It also explains the ob-
served small window of resonance: if the time inter-
va between the intensity maxima increases (out-of-
phase synchronization), the amplitude of the cou-
pling function decreases. Outside our specific 1:1
window of resonance, the coupled laser system may
exhibit a more complicated response until locking
into a different m:n resonance is observed. These
different situations will be discussed elsewhere [9]
and are similar to the locking regime of the bimode
LSA [14].

We observed, both experimentally and numeri-
caly, that the amplitude of the oscillations and their
waveforms are little modified when the lasers are
coupled. This follows from the relatively small effec-
tive coupling compared to the maximum intensities.
We also found that the history of the laser pulse for
each laser is accurately described by the 3 + 2 level
model Egs. (2)—(6). On the other hand, coupling has
a strong effect on the oscillatory phases of each

laser. The transition from out-of-phase to in-phase
synchronization is smooth and does not depend on
the details of the model used for an individual LSA.
We verified this property by eliminating adiabati-
caly X, W, and W, in Egs. (2)—(6) and by numeri-
cally solving the remaining four equations.
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Appendix A

In this appendix, we analyze an elementary model
of two coupled limit-cycle oscillators exhibiting dif-
ferent amplitudes. Specifically, we consider two lin-
early coupled limit-cycle oscillators modelled by the
following equations:

dx,

o =t ey 60 YD) + (G = x)
dy,

dt =AY~ o = V(4 + Y1) + (Y, Y1)
dx, 242

dt =N Xp + @p Yo = Xo(X5 +Y3) + (X — Xp)
dy, 2 \2
W=)\2y2—w2x2—y2(x2+y2) +0(y1—Y2),

(19)

where n << 1 measures the weak coupling. This sys-
tem has been studied by Aronson et al. [15,16] as a
canonical model for coupled oscillations in biologi-
cal and chemical systems. However, a significant
assumption in Ref. [15] as well as other studiesis the
fact that A, = A,. Coupled lasers exhibit distinct
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parameters (such as distinct pump parameters) and
motivate the analysis of the case A; # A,. In Ref.
[17], we examined the case A, = O(1) and |A,| < 1.
In this appendix, we derive an asymptotic theory for
A, and A, arbitrary. The equations in Eq. (19) are
best analyzed in polar coordinates. Introducing
Riexp(i) = x; +iy,(j = 1,2), these equations can
be rewritten as:

dR, 5

F = AlRl - Rl + ”f)(RZCOS(llJ) - Rl)

dR, .

T = /\2 RZ - R2 + 7]( RlcOS(lb) - Rz)

ds R Ry

at —(wp—wy) = Ez + El sin(¢), (20)
where ¢ = ¢, — ¢;. ASsuming now:

|w, — @,/ =0(n) and A >0, (21)
the long time solution approaches the limit:

R = /A +0(n) (22)

and the phase difference |y satisfies Eq. (21) with
constant coefficients. Locking then implies that:

R, R, (23)

Assuming |w, —w;,| and R, are fixed and analyz-
ing the right hand side of the inequality in terms of
R,, we find that this condition is best satisfied in the
limits R,/R, = 0 or R,/R; — .
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Abstract. The spatiotemporal dynamics of the bifurcating transverse modes of $a6€y
with saturable absorber is demonstrated to be governed by a complex Swift-Hohenberg
equation for the laser field coupled to an ordinary differential equation. Numerical
investigations are reported to illustrate the nonlinear spatiotemporal evolution near and
beyond threshold.

Keywords: Saturable absorber, laser dynamics, Swift-Hohenberg, transverse instabilities

1. Introduction equations. In the next section we first recall the extension
of the 3-2 model suitable for describing large aperture, CO
In the last few years, the interest in pattern formation in |SAs. Then the amplitude equation of the LSAis derived and
nonlinear optical systems has increased considerably [1].numerical simulations are performed to obtain the structures
As far as lasers are concerned, the spatiotemporal dynamicgmerging well above the threshold and illustrate the nonlinear
of single longitudinal mode, two-level lasers with flat end saturation effects.
reflectors has been shown to be described by a complex
Swift-Hohenberg (SH) equation [2,3]. Homogeneous
oscillations and travelling wave solutions have been predicted
to appear above the lasing threshold [5] depending on the sig
of the detuning between the atomic and cavity frequencies.
Lasers with intra-cavity saturable absorber (LSAs) have
been shown to display very rich dynamics. The introduction
of an intra-cavity saturable absorber widely extends
the variety of dynamical regimes observed in standard

monomode class B lasers (e.g. £®AG:Nd®*). Bistability, derived from that developed by Zamban al [8] in the

self-oscillations, chaos of different types including Shilnikov lane-wave approximation. The present model is based on
chaos have been observed and theoretically interpreted i b ' P

monomode C@laser with saturable absorbers such as SF the representation of the active medium by three variables,
or CHyl [6]. Multimode dynamics of these lasers §also namely, the population inversion between the lasing levels
o - y . . (D), an auxiliary variables) to include the dynamics of a
reveal;arlch variety of phenomena and thewspanotemporalthird level and the polarization”) of the active medium.
giymn:rTslfosngaaSr(raei(r:liPégsk:aedegn(ij(;gfItiirrendc; d\(/avprzn lt:;igagszgﬁq'his last quantity was adiabatically eliminated in the plane-
- d y'sp Yvave theory and has been reintroduced here since the addition
decreased, competmon between_a Iarge number of mOOIesof the diffraction effect in the model does not allow for
may lead to multistable regimes in which the LSA selects " o oiic elimination of this variable. The field)(
one among the many mpde§ alloyvgd to oscillate [7]. In view equation is the same as for the free-running laser, except
of these_ previous |_nvest|g§t|ons, itis expecte_d that large a"€%or the introduction of an additional term to descri,be the
l‘hSeA:avr\gidlfggﬁﬂg:ﬁ’ﬁ:gﬁgﬁgﬁ' ;ﬁg?glgi'wvi\éifgnzvr\;ur gbsorber contribution. The model uses the classical adiabatic
P . ; wide ap elimination of the absorber variables, successfully used in
laser systems [2,3] gnd consider a single Iongltudln_al mode previous LSA studies, which is equivalent to the assumption
fﬁ;;mg; 2?;@ r;::ls E:;rsr?arese?]nri:doe:no%gtize; L;g/léﬂggge'l;r(;eaof an absorber with very large homogeneous linewidth. The
. ' . . . validity of this approximation has been recently confirmed
LSA [8], including diffraction effects, as derived by Barsella experi):nen tally fgfhigh absorber pressures by élivetral
et al [9]. Throughout this paper we present an investigation

of pattern formation in LSAs in the approach of amplitude [10]. In the present model this approximation is valid if we
restrict the analysis to the case of laser field frequency close

t E-mail addresstaki@lsh.univ-lillel.fr to the amplifier gain line and far from the absorber line, which

2. Description of the theoretical model

Mrhis section provides a theoretical analysis of a single LSA
model including transverse effects. We start from the 3-2
model for the CQ LSA without adiabatic elimination of
the active medium polarization and derive its adimensional
form in the case of large absorber linewidth. The model
used to describe the dynamics of the £ICBA system is

1464-4266/99/010064+06$19.50 © 1999 IOP Publishing Ltd



Swift-Hohenberg model of a GQaser with saturable absorber

corresponds to the simplest situation to reach experimentally.3. Derivation of the Swift-Hohenberg model for the

After elimination of absorber variables the model reads: LSA

g—f =—« [(1 — iévﬁ + Aﬁcﬁlﬂlz) F — AP] 3.1. Amplitude equations

9P _ The nonlinear dynamics of GOLSA equations can be

Fre YilFD — (1+iQ)P] captured analytically by deriving amplitude equations for
Q the system. As we wish to describe the evolution for both

b =y |:(X - D)— }(F*p + p*p)} —¢1(s — D) signs of the effective detuning, it is sufficient to consider

dt 2 Qg as a small parameter since we are interested only in the

ds parameter domain of vanishirsgg. This situation is similar

P —n —D) to that of free-running laser systems for which a complex

order parameter description has been proposed [3]. Here we
will extend this procedure to LSA systems. For this purpose
we look for solutions of the LSA equations (equations (2)) in
the form:

wherex, y., y; andy, are the cavity damping time, and the
relaxationtimes for polarization, population inversion and the
auxiliary variable, respectivelyc; is the coupling constant
between the auxiliary variable and the population inversion,
Aisthe diffraction coefficient. We stress here that the transfer
from the population of the third level towards the lasing level whereV = (e, p, n, m) ande is defined by setting2g =
requiresc; < 0. 2 (respectively) is the frequency detuning  ¢Ql. From the linear stability analysis of the zero intensity
between the field and active medium (respectively absorber).solution we obtain at the threshold of the instability:

A (A) is the unsaturated amplification (absorption) of the

active medium (absorbery.is the relative saturability of the 081Q¢ + A1k?

absorber.y is the pump parameter, assumed homogeneous Ve = 1+068;

andtherefore independent of the spatial variables. In contrast, ) 2 4)
the dynamical variables”, P, D and s depend on the ro =5, |:1+ (.Alk - QG) }

transverse coordinates. Before going further in the analysis, 1+0é;

it is convenient to introduce the new scaling by setting

V=eVi+e?Vot... )

F = /yi./yje, P = \Jy./yyA *p andt = 7y, together In the ¢, c) plane, at the transition point (= r. =
with the change of variables= (x — D)A, m = (s — x)A. 81, Q¢ = 0) where the zero intensity becomes unstable,

Going to the rotating frame by introducirg= &%~ and the homogeneous and the inhomogeneous solutions coexist.
p = peusal with Q sa = 0 A8/(1+82), equations (1) read,  This pointis analogous with the Lifshitz point encountered in

in the new variables (we dropped the tildes): the phase diagrams of some magnetic systems [4]. The study
of the particular range of the parameters where this point may
de _ iA1V2e = —ob1e+op+ (0 A/(1+6%) —iQLsa) present a codimension two bifurcation is out of the scope of
ot this paper.
(a/b)|e|? From the above equation it is clear that a band of
We wavevectors of width (- — §1)%* centred around, = 0 is
9 experiencing growth. Thus the right scalings for slow spatial
L +iQelp = (r — n)e (2 variables ar&l = (r—381)Y*x andY = (r—8;)¥*y. Inorder
ot that terms involving detuning parameter and diffraction in
on tbhn = }(e*p + p*e) + can +m) LSA equations haye the.same.o.rder of magqitude we assume
ot 2 r — 8 = &%rp. Since, in addition, we are interested in a
m CO; laser, the relative (with respect to polarization relaxation
9t +tom = —cn rate) relaxation rate parametetin equations (2) is a small
_ parameter. Let us sét = 2b,, then the variable: of the
where we have s@f = 1+4/(1+5%) andQg = Q+Qusa. active medium plays a significant role in the dynamics at
The remaining parameters are: = «/y., A1 = 0. A/8, the onset of instability. However, the whole procedure of
b=y /vL,.c=yi/yL,ca=c1/yL <0,r = Ax. derivation of the amplitude equations depends on the nature

From this it appears that (i) the saturable absorber of the bifurcation from the non-lasing to the lasing state at
increases the dissipative term in the field equation by a factorthreshold. It is well known from the temporal instability
81 leading to an increase of the lasing threshold as expectedanalysis that a bistability phenomenon may appear in the
from the introduction of an absorber inside the laser cavity, LSA system, depending upon the saturability parameter
and (i) the field natural reference frame is rotating at a and the absorption parametér In order to take into account
frequency taking into account the frequency pulling effect the saturation effects in the model we set the saturability
due to the absorber and written in terms of the physical paramete: = ag + €a;. Finally to achieve all conditions
parameters2 sa = kA8/[y.(1 +8%)]. Writing the field for the multi-scale expansion, two slow time variables=
equation in this reference frame eliminates the complicateds’/¢t, j = 1,2 are needed. The derivation of amplitude
mathematical formulae and leads to a form more convenientequations follows the classical approach of identifying the
for analytical as well as for numerical investigations. coefficients of the powers of at each order and using
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solvability conditions. Starting from the model equations

(equations (2)), we look for a solution in the form:

e e e1 €2
p|_| Po e pP1 + g2 P2 | 4 (5)
n no ni na
m mo mi ma

Since at threshold = —m = |e|?81/b = r — 81 ~

re? = 0(g?) we expeck ande to be of ordeg?.
We separate the nonlinear term of thevariable in

We can see that the first and second equations are
decoupled from the third and fourth. The solvability
conditions for the first two equations are:

9 . .
A +08) % = —igs Qe +iA1V2e
o

d .
=—-56|—+IQ
P3 1<8T1 1)6

while for the third and fourth we get; = —mg3. Note that

(11)

equations (2) in order to better describe the effect of the e have set, = ¢ and the arbitrary value ef = 0 to obtain

nonlinearity for varying values afp anda;. We will then
indicate with N(e) the nonlinear term which contains the
effect induced by the absorber and it can be expanded as:

cA .
N(e) = [(m - lQLSA)

Defining A = 0 A/(1 +82) — iQsa, and taking into
account the definition o = ag + a1, we can perform the
development oV (e) in different cases. For low values of

(a/b)le]?
1+57+ (a/b>|e|2} e ©

we expect the saturation of the absorber to be negligible. In

fact, in the case afyg = 0 we obtain:

1

~ a
N(e)=A4A [mwzﬁezss + 0<86>] )

whose contribution only appears at order fiveeinThe SH

derivation is that of the free-running laser with a modification am_

in the coefficients induced by the absorber.
If the saturability becomes more significant, kg.# 0,

these last equations.

At O(¢*) we obtain a set of equations similar to
equations (10)and (11). Againwe hane= —m,4and setthe
arbitrary value ok, to zero. After grouping the results and
substituting the coefficients to obtain the amplitude equations
for e andn we have the following system of equations, written
in the original variables:

a . .
1 +081)a—j =o(r —¥8)e+ IA1Vie —1081Qce

o)
~ @rosye et AVDe—ane
1
i (12)
+ (25 - iQ1sA L|€|2€
1+452 b(1+682)
¢ 2
= C_Cz(—bn+51|€| ).

The two variablesn and p are linked to the evolving

we have a fourth-order contribution which we must consider ones by the relations:

in the derivation:

0

A a,
N(e)=A [m|62|26264 + 0(85)] ) (8)

We can now perform the derivation in the different
powers ofes. At order zero in the development i all

equations are null since we performed a variable change from

D to n to have the solution coincident with the zero point.
At O(e) we choose all variables equal to zero. This
choice is consistent with of orders? and is required for

all the variables to interact at threshold. Note that the same

choice has already been done in agd&ser system by Lega
et al[11].

At O(£), after collecting the relevant terms, we get the
following relations:

p2 = 812
9)
Ny = —my.
At O(®) the system is:
0 .
37;?_ — Aj_Viez = —0d1e3+top3
opr .
aiT +1Q1p2 = —p3 +1e3
' (10)
3112 (m +n )
o2 _ .
T, 2(m3 +ng
8m2 ( + )
—= = —c(n3 +my).
0Ty 3tms3
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1
T @ras)

nm = —n.

At this stage, it is interesting to discuss the parameters
validity domain of the above equations. In fact, the
expression of equation (12) shows that only nonlinear terms
can limit the validity domain of the model. Indeed the last
nonlinear term of equation (12) characterizes the saturability
of the absorber leading to the main difference between free-
running lasers and LSA systems. Note that its coefficient is
the only coefficient of a SH equation where the saturability
parameter appears in addition to the two absorber parameters
A and$. This coefficient becomes zerodf = 0 which
reduces the validity domain of the model to vanishing
saturability parameter;, in accordance with the above
expansiona = ag + €a;. The remaining nonlinear term
(—one) ensures (since it is negative) the saturation of the
linear amplification of the unstable modes. The modelis then
valid irrespective of all the other parameter values since the
Hopf bifurcation is supercritical. Whemn # 0, the nonlinear
term (i.e. the two last terms in equation (12)) should ensure
the saturation of linear amplification of unstable modes.
By settingdn/dr = 0 (thenn = 81/b|e|?) the nonlinear
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Q

@

(b)

(©

Figure 1. Breaking of the far-field ring corresponding to active modes as saturation effects become significant and nonlinear evolution
becomes dominant in the case of low pumping rate: (1.15 x r.) with random phase initial conditionsa)((+ = 140) Symmetric ring
resulting from the linear evolutionb) and €) (rt = 770 andr = 1190) Transition to the nonlinear regime. The three diagrams show the
amplitude of the Fourier components, with white being zero and black the maximum.

@

(b)

Figure 2. Asymptotic statess(= 2450) corresponding to figure 1a)(Field modulus, with black being zero and white the maximum
amplitude. ) Amplitude of the Fourier components, with white being zero and black the maximum.

coefficient is:

A
m[

which we take negative in order to deal with a supercritical

ap 1] 1

1+62 b

(14)

Hopf bifurcation. Hence, the following condition:

+82

( 1
a< |1+

sets the validity of our reduced model for LSA systems with
nonvanishing saturability parameter Note that we recover
easily the usual bistability condition = 1 + 1/A obtained

whens = 0 [8].

If the condition of equation (15) is not verified then

2
i )(1+3)

(15)

the absorber via the parametéisand Q¢ (the parameters
are defined in equation (2)), except the diffraction coefficient.
The second equation is characteristic of the stiffnésis (

a small parameter) of class B lasers. Therefore the above
system of equations is a generalization of the amplitude
equations for class A and C lasers (eliminate the last equation
by settingan/dor = 0) [2, 3], class B lasers and GQasers
with or without any saturable absorbed (= 0). Also
note that the parametersand c;, originally introduced to
describe the time self-pulsing and temporal chaos, are less
significant for the pattern formation at the threshold of lasing
even though they have a crucial role in the spatiotemporal
complexity far from the onset of lasing. In fact, as far
as moderate pumping values are considered (not far from
threshold) the effects of the auxiliary variabtedescribing

a subcritical Hopf bifurcation occurs with appearance of the dynamics of the third level may be neglected [8].
bistability [12]; saturation effects are then captured by quintic

terms. This case requires a specific analysis and will be3 2 Numerical simulations

published later.

Notice that even in the caseaf = 0 all the coefficients

We now have two sets of governing equations for the

in the laser field SH equation are affected by the presence ofLSA, one of which is strictly valid near threshold. The

67



A Barsellaet al

original theoretical model for COLSA (equations (1)), and
amplitude equations in term$§ @a SHequation for the laser
field coupled to an equation for the active medium. The
difficulty of handling mathematically the original theoretical
model, leading to the lack of analytical results, makes
relevant the use of amplitude equations. Although they
are valid near threshold, their validity qualitatively extends
far above this limit. Therefore, in addition to generic
phenomena usually captured by order-parameter equations
such as diffraction, diffusion or dispersion and nonlinear

saturation, they can give more insight into the basic features () (b)
of the nonlinear CQ LSA dynamics, especially when we 2.0
take advantage of numerical simulations. Indeed, we have i-g ©

performed numerical integrations of equations (10) in 2D

. . i . 14
transverse coordinates, using the split-step method with a s 12
square grid of 80« 80 points associated to a computational S 10
box length approximately eight times the critical wavelength = 08

nonlinear terms are added by computing them in the real

Le = 2m/k,, in order to avoid numerical instabilities. The 8-2 M/W

; ; : 0.2
space and then transforming them with a FFT algorithm. The 0.0
effects of initial conditions on the spatiotemporal behaviour 0 50 100 150 200 250 300
are taken into account by considering several different initial Time

conditions including random phase, localized and uniform

initial conditions. Figure 3. Nonlinear evolution of the field pattern in the case of

high pumping rate{= 4 x r.). (a) Field modulus, with black

being zero and white the maximum amplitude) Amplitude of
3.2.1. Saturation effects and laser nonlinear pattern.  the Fourier components, with white being zero and black the
Numerical simulations allow one to determine the patterns maximum. ¢) Time evolution of the0, 0) point intensity.
which asymptotically appear in the laser. To this purpose
we ran longer simulations with different values of the thatthisfour-componentpatternis similar to those reportedin
pump parameter. Two qualitatively different nonlinear hydrodynamics by Silbeat al[13] and recently by Komarova

behaviours develop beyond the laser threshold and stronglyet al[14]. Although the four-component patterns with equal
depend on the sign ag. WhenQg < 0, no structure amplitude are stable as pointed out in the above references,

can exist at threshold leading to a homogeneous solution, W€ have observed numerically that the final state is sensitive

in agreement with the last of equations (4), irrespective of to the width of the transverse square domain.

the nature of the initial conditions. For instance, when the We have also investigated numerically the far-from-
starting condition is a Gaussian profile with a peak of small threshold region of high values of(r = 4 x r.) to show
amplitude at the origin, then the trajectory tends to a limit the effect of high pumping on the selection of structures. A

cycle which confirms the presence of a supercritical Hopf typical situation is depicted in figure 3 where the parameters
bifurcation. of the simulation are the same as in figure 2 except for the

When QG is positive, however’ there exists a nonlinear ’ value. We have observed that the ring distribution of the

competition between all transverse linearly unstable modes.Fourier components only appears in the transient regiree (
In figures 1 and 2 we have set the parameters slightly above’0) and evolves at longer times to a disc shape (figusp .3(
threshold, namelyr = 1, ¢ = —c; = 0.1, Qg = 1.2, The transverse intensity profile (figureal) displays peaks
A =05 r. = 15andr = 1.15x r.. Figure 1@) with different brightness irregularly distributed in space. The
displays the short-term linear mode selection, exhibiting fime evolution of the intensity of thé0, 0) point is shown
the normal ring structure corresponding to all active modes in figure 3€) where we can observe chaotic oscillations
whose wavenumbetfk| = k., as predicted by the lastrelation ~ ©riginating from a nonlinear interaction of a large number
of equations (4). As time progresses, the nonlinear terms Of transversg modes. The details of the transition betwee'n
become significant leading to saturation effects, which cause"egular and irregular patterns are beyond the scope of this
a symmetry breaking of the ring. This effect is visible in PaPer.
figures 1b) and €), which show the evolution of the far field,
where somé components are selected. 4. Concluding remarks

The asymptotic pattern after 2450 units of reduced
time is depicted in figure 2j which corresponds to a Inthis paper we have shown that beyond the threshold and by
regular periodic pattern. In figure B)( the far field is considering nonlinear effects, the spatiotemporal evolution
shown to be composed of four main components of  Of transverse structures is described by a SH equation for
equal amplitude which point to the corners of a rectangular the laser field coupled to an equation describing the active
shape rotated around the origin. The additional low- medium not only relevant for CQaser but also for class B

amplitudek components which are visible on the figure are lasers. The former appears similar to that for the free-running
harmonics of the four fundamentalvectors. We noticed  laser except that the saturable absorber effects are captured
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in the coefficients of the different terms. The numerical [2]
simulations performed in 2D transverse coordinates allowed

us to investigate the behaviour of the system beyond the 3]
linear regime. They showed the laser transverse patterns [4]
resulting from the nonlinear selection mechanism at and
beyond threshold, ranging from stable periodic cellular
patterns to more complex spatiotemporal states displaying [5]
peaks irregularly distributed in space with a temporal chaotic
evolution. Extension of this work by taking into account
curved mirrors for the cavity and/or the inhomogeneous

pumping is in progress.
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Abstract

Selection of transverse patterns in laser systems with an intra-cavity saturable absorber is shown to be tuned by the
absorber. The wavelength of the selected pattern is theoretically predicted, and the prediction isin a good agreement with the
results of the numerical solutions of the governing equations for a 2-level laser model. An interesting feature is that the
presence of a saturable absorber leads to the formation of transverse patterns in regimes where the free-running laser exhibits
only a stable homogeneous state, via a frequency-pulling phenomenon. A surprising threshold reduction effect may also be
observed in this case. We aso show that when the absorber inhibits structure formation, transverse propagating pulses may

appear. © 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.

PACS: 42.65.-k; 42.65.Sf; 47.54.+r; 42.65.Tg

Transverse pattern formation has been an active
field of investigation in many nonlinear optica sys-
tems [1], including free-running lasers [2] and optical
parametric oscillators [3]. A most common feature of
al these gpatially extended systems is that they
undergo symmetry-breaking bifurcations and the re-
sulting pattern may be either homogeneous (no struc-
tures) or spatially periodic. The subsequent dynamics
is then closely related to the nature of the emerging
pattern. However, the selection and the control of
these patterns, which constitute a necessary require-
ment for spatially extended optical devices to be
regarded as promising sources for potential applica-

* Corresponding author. E-mail: taki@Ish.univ-lillel.fr

tionsin laser systems, are still open problems. Lasers
with a Saturable Absorber (LSA) have adso been
investigated since the introduction of an intra-cavity
Saturable Absorber (SA) gives rise to a very rich
transverse dynamics with respect to free-running
lasers. Pattern formation has been experimentally
observed [4] in a CO, LSA. We have shown, very
recently in a previous work [5], that the spatiotempo-
ral evolution of transverse structures is described by
a Swift—Hohenberg equation for the laser field cou-
pled to an equation describing the active medium
relevant for CO, lasers. The laser transverse patterns
range from stable periodic cellular patterns to more
complex spatiotempora states displaying peaks ir-
regularly distributed in space with a temporal chaotic
evolution.

0030-4018,/00/$ - see front matter © 2000 Elsevier Science B.V. All rights reserved.

Pll: S0030-4018(00)00768-9



402 A. Barsdlla et al. / Optics Communications 181 (2000) 401-406

Here we show that the SA may play a leading
role, in a certain range of parameters, for selecting
and controlling the formation of patterns at laser
emission. Analytical investigations revea the key
role played by an ‘effective’ detuning parameter
which may control both the emergence and the inhi-
bition of patterns and their wavelengths. More pre-
cisely, depending on the SA parameters a transverse
pattern can appear in regimes where the free-running
laser exhibits only a stable homogeneous state. In
this case a counter-intuitive result is found, i.e. the
lowering of the laser threshold stemming from a
frequency-pulling phenomenon induced by the SA.
Alternatively, SA may aso inhibit the free-running
laser pattern formation. Here, the resulting homoge-
neous state is unstable, leading to a spatial pulse
which propagates in an arbitrary direction of the
transverse plane depending on the initial conditions.

The equations describing the LSA with a large
transverse section where the absorber variables are
adiabatically [6] eliminated are [5,7]:

oF o
—= —Kl(l—iEVf

ot

1-i6

A————|F-AP
1+ 6%+ alF|

aP

—=vy [FD-(1+iQ)P],

ar

aD 1 * *
—=[(x=D)=3(F'P+P AL, (1
where F is the envelope of the laser field, D the
population inversion between the lasing levels and P
the polarization of the active medium. , y, and v,
are the cavity decay rate, the relaxation times for
polarization and population inversion and .« is the
diffraction coefficient. £ (resp. ) is the difference
between the frequency of amplifier (resp. absorber)
line and that of the longitudinal cavity mode. A (A)
is the unsaturated amplification (absorption) of the
active medium (absorber), a is the relative saturabil-
ity of the absorber and y is the pump parameter
assumed homogeneous. After writing the above
equations in complex Lorenz notation (see Egs. (2)

in Ref. [5)]), the linearized system around the trivial
zero solution reads as:

doe
TS —iwV28e= —o0d,8e+ odp,

_86p+ 1+i0]6p=ré —66n+b6 =0
p [1+i0Qs]8p=rde, p n=0,
(2)

where t= ry, and &(ep) = Vb exp-
(=1 Q. a)8(F,AP), dn=(x—S6D)A are small
variations with respect to the non-lasing state values.
Wehave set 6, =1+ cA/(1+6%) and 02, =0+
0,5, where Q ¢, =0A8/(1+ 62). The dimen-
sionless parameters are: o=«/y,, & =0 /8,
b=vy,/vy, andr=Ax.

From these eguations, we notice that the dynam-
ics of the field and the polarization is decoupled
from that of the active medium population. By sub-
stituting 8 p from the second equation into the first,
we got two decoupled equations, one for the field
and the other for the active medium. By considering
a sufficiently large transverse section, the general
solutions are a linear combination of plane-wave
solutions of the form Se=e,exp(ik - x + At), Sp=
poexp(ik - x + At) and &n = n,exp(nt), where k is
the transverse wave vector, x =(X,y), A and n are
the eigenvalues of the linear problem. The threshold
of marginal instability in terms of gain parameter r
(r.) and laser frequency v (v,) isgiven by Re(A) = 0
and Im(A) = g

2
A, K2 — 0

1+ 090,

ro= 61[1 +

8,0 + o, K?
1+ 090,

(3

C=

In Fig. 1(a) we show the structure creation in-
duced by the SA. The graph reports the modulus of
the critical wavevector k. as a function of the laser
detuning (2. The lines are the analytical result from
the linear stability analysis: the dashed one repre-
sents the free-running laser, with the transition from
focusing to defocusing case occurring at 2= 0. The
continuous line shows the effect of the absorber: the
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Fig. 1. Creation of structures, 2 — 6 = —4, o/ =0.08, A= 2.0,
a=4.17, A is 1% above threshold, y, /x =10, v, /x =0.L
(a) comparison between predicted wavevector of the pattern (with
and without absorber) and wavevector of the asymptotic traveling
wave selected in the numerical solutions of Egs. (1). (b) an
example (for 2 = 0) of SA induced traveling wave. Itsintensity is
uniform and the figure shows the real part of the field in the
transverse (x,y) plane.

transition point has been displaced and now occurs at
approximatively = —0.5 for this set of parame-

ters. In the interval —0.5< 2 <0 the frequency
pushing induced by the absorber alows the reso-
nance to occur for k> 0, and thus giving rise to a
transverse structure. In the region of >0 the
effect is simply to shift the resonance, thus selecting
the most unstable mode, with an increase in k,
proportional to the absorption coefficient A.

The numerical points (black circles on Fig. 1(a)
are the values of the wavevector as obtained from
numerical solutions (traveling wave of Fig. 1(b)) of
the governing Egs. (1), with random phase initial
conditions. After the transient (linear) phase, charac-
terized by the amplification of a band of wavevectors
centered around K., the nonlinear selection brings
the system into a traveling wave solution. For the
integration, we used a variable-step 4th order
Runge—Kutta algorithm, with variables developed on
a 128 X 128 spatia grid, performing the diffraction
term calculation by the means of a FFT transforma-
tion into k space and back.

Fig. 2 shows the structure inhibition effect. This
effect is the opposite case of structure creation: here
an increasing absorption ( A) leads the system to-
wards a structureless solution, as shown by the far-
field images of Fig. 2. The images are obtained by
numerical integration: in this case the existing spatial
resonance has been destroyed by the absorber, lead-
ing the system towards a homogeneous solution at
laser threshold.

We can physically explain the key role of the SA
in pattern selection by examining its effect on the
laser operating frequency. It has been predicted [8]
and later experimentally demonstrated [9] that, for

A:O KZQ

Fig. 2. Inhibition of structures, parameters as in Fig. 1 except 5 = —0.8, £2 = 1.2. The three images show the far field image of the solution
of Egs. (1) during the linear transient (the nonlinear saturation effects are not taken into account), with white being zero and black indicating
high intensity. The transition to the structureless solution is obtained by increasing A. The critical value can be obtained from Eq. (3) by

requiring Qg =0: A, = —0Q(1+ 5% /g6 = 2.46.
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the laser without saturable absorber, the pattern se-
lection results from the system trying to minimize its
free energy, which is obtained when the field res-
onates with (or is closest to) the active medium
transition. For 2> 0 a set of modes exists that is
able to bring the field in resonance, and thus the
system exhibits structures. On the opposite, when
{2 <0 the system is unable to reach perfect reso-
nance, remaining in a uniform spatial solution lead-
ing to an increase in the laser threshold emission
(when 2> 0, r.=1 however for 2<0, r,=1+
[2/(1+ o)P; see Eq. (3)).

Egs. (1) are written in their usual form, where the
carrier frequency of the field and polarization en-
velopes (F and P) is the cavity resonance, giving
rise to phase modulation terms in the equations for
field (diffraction effect) and polarization (active me-
dia detuning). In this frame, resonance is achieved
for afield oscillating at frequency (2. In absence of
the absorber, the only contribution to the detuning of
the field originates from the choice of the mode.
Since the spatial (diffractive) term is of the form k2,
this contribution can only be positive, meaning that
only for positive values of (2 the system can achieve

t=0

/

t=3T/5

-

t=T/5

perfect resonance. For (2 < 0 resonance can be ap-
proached with the k? = 0 mode.

When the SA is present ( A # 0) the absorber term
can cooperate in reaching the resonance, depending
on the sign of 8. If 8< 0, the absorber effect can
prevent the spatial resonance, forcing k? towards
lower values, favoring long wavelength instabilities:
the absorber acts to inhibit structure formation. This
means that if the laser presents structures, the intro-
duction of a SA and an increasing A value can
destroy them, bringing the system to an homoge-
neous state. However in a certain range of parame-
ters, these solutions are unstable and the LSA ex-
hibits 2D-pulses propagating in a fixed direction in
the transverse plane (Fig. 3). We have numerically
observed that this direction depends on the initial
conditions. These pulses which correspond to local-
ized spatial solutions are similar to the ones recently
reported in Ref. [10].

When &> 0, we get the opposite effect: the ab-
sorber term cooperates with the spatial term, favor-
ing the onset of a spatial resonance for a specified
k # 0 transverse mode. This alows, even for values
of <0, to reach situations where the system

t=2T/5

t=4T/5 | t=T

Fig. 3. Traveling pulse solution, parameters are as in Fig. 1 except 2=1.2, 5= —0.8 and A= 3. Spatia evolution of the field intensity

during one period. The resulting wave propagates in a fixed direction.
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Fig. 4. Threshold reduction effect. (a) evolution of the laser
threshold r_ as a function of the detuning (2. The region where
the continuous line is located below the dashed one corresponds to
the range of Q where the effect is present. (b) oscillations of the
real and imaginary parts of the solution for 2 = — 1.5, showing a
frequency v, = 5.56 (3" = 5.51).

chooses a gpatially periodic solution at the onset of
lasing. It is aso possible, for a certain range of
parameters which we will describe below, that the
threshold reduction resulting from being closer to
resonance can overcome the threshold increase given
by the absorption, resulting in a net lower threshold
for the laser. This striking feature arising typically
from the spatial instabilities introduced by the SA
and which constitutes a counter-intuitive result can
physicaly be understood as follows; in the presence
of a SA the transverse instabilities lead to new
gpatial resonances which optimize the LSA gain with
respect to the free-running laser case, where they can
never be obtained, as explained above. As a conse-
guence a part of the LSA gain is spent in overcom-
ing the losses introduced by the SA (as it should be)
and the rest is responsible of the threshold lowering.
To be more concrete we have plotted in Fig. 4(a) the
lasing threshold (r,,) as a function of the laser detun-

ing () with (solid line) and without (dashed line)
absorber. As can be seen from the figure there exists
alarge interval of £ vaues (where the solid curve
is below the dashed one) for which the threshold is
lowered. To confirm this we have numerically inte-
grated Egs. (1) governing the LSA device with the
parameters values corresponding to the cross point of
Fig. 4(a). The laser amplitude oscillations are shown
in Fig. 4(b) and the values of the amplitude and
frequency are in a good agreement with the analyti-
cally predicted ones. We have aso verified, for the
same conditions, that in the absence of SA no laser
oscillations are reached and the system, after a tran-
sient, returns back to the zero state (see Fig. 4(b)).

In conclusion we have shown that pattern forma-
tion (threshold and wave numbers) in LSA may be
controlled by the intra-cavity SA parameters. The
selection ranges from the absence of any transverse
structure, which corresponds to homogeneous solu-
tions, to the creation of transverse structures with
selected wave numbers and propagating pulses. The
transverse structure inhibition effect can be consid-
ered in parallel to the longitudinal mode suppression
in semiconductor device [11]. The implementation of
a SA into the device resonator could be used to
eliminate undesired spatial modulations.
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Le couplage d’oscillateurs non linéaires et la formation de structures spatiales sont deux domaines par-
ticulierement importants de ’étude de la dynamique non linéaire des systémes optiques. C’est dans ce
contexte que s’inscrit ce travail de these.

La premiere partie est consacrée a 1’étude expérimentale du couplage de deux lasers CO, monomode
partageant un méme absorbant saturable. La forte non linéarité de 'absorbant et le caractere impulsionnel
de certains régimes du systéeme donnent naissance a une dynamique de couplage localisé dans le temps.
Les phénomenes de synchronisation des impulsions de chaque laser ainsi que la perturbation des régimes
d’un laser par les impulsions de I'autre sont analysés. En ce qui concerne les régimes non impulsionnels,
le couplage non localisé intervient dans la synchronisation de régimes quasipériodiques et chaotiques.
L’extension au cas bimode transverse se traduit par l'apparition d’'une dynamique d’antiphase. Les
simulations numériques effectuées reproduisent les régimes dynamiques observés et mettent en évidence
de nouvelles bifurcations introduites par le couplage.

La deuxieme partie présente une étude théorique et numérique du comportement spatio-temporel d’'un
laser a absorbant saturable. L’analyse de stabilité linéaire de la solution nulle montre que I’absorbant
controle la longueur d’onde critique des modes qui se déstabilisent au seuil. La création ou I'inhibition des
structures est analysée suivant I’écart en fréquence de I’absorbant. Une analyse faiblement non linéaire au
seuil montre que le systéme est décrit par une équation de Swift-Hohenberg. Les simulations numériques
mettent en évidence des solutions & ondes progressives, a ondes stationnaires et en échiquier. Enfin, les
simulations sur le systéme complet permettent de vérifier la validité du modele de Swift-Hohenberg tout
en donnant aussi des régimes plus fortement non linéaires, comme des impulsions 2D progressives.

COUPLING DYNAMICS AND STRUCTURE FORMATION
IN LASERS WITH SATURABLE ABSORBER

The coupling of nonlinear oscillators and the formation of spatial structures are two important branches
of the research in the nonlinear dynamics of optical systems. This is the framework of this Ph.D. thesis.
The first part focuses on the experimental investigation of the coupling dynamics of two monomode CO
lasers sharing a common intracavity absorber. The strong nonlinearity of the absorber together with the
presence of pulsed regimes gives rise to an interaction localized in time. We studied the phenomena of
synchronization of the two pulsed lasers and the interaction between a pulsed laser and a non-pulsed one.
We also show synchronized non-pulsed coupled regimes such as quasiperiodic oscillations and chaos. The
work is then extended to the transverse bimode case, which shows the presence of antiphase dynamics.
The numerical simulations reproduce the observed behaviour and allow us to localize new bifurcation
points of the system resulting from the coupling effect.

The second part is composed of a theoretical and numerical study of the spatio-temporal behaviour of a
wide-aperture laser with saturable absorber. The linear stability analysis of the zero intensity state shows
that the presence of the absorber affects the critical wavenumber of the modes at threshold. Creation
and inhibition of structures are found depending on the absorber detuning. A weakly nonlinear analysis
shows that near threshold the system is described by a complex Swift-Hohenberg equation. The numerical
simulations reveal the presence of traveling and standing wave solutions as well as a checkerboard pattern.
Finally, numerical integration of the complete set of equations confirms the validity of the Swift-Hohenberg
model and provides insight on strongly nonlinear regimes, such as 2D traveling pulses.
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