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Notations

— Notations relatives aux ensembles

— R : ensemble des nombres réels

~ IR 7 : ensemble des réels positifs ou nuls

— R™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels
— |[a, b] : intervalle fermé de R d’extrémités a et b

— ]a, b] : intervalle ouvert de R d’extrémités a et b

- [a,b[ : intervalle semi-fermé de R d’extrémités a et b

- I, = {1, ...,7}, Pensembles des 7 premiers nombres entiers positifs

- X CR"™ : espace d’état

— Ts, plan tangent a la variété S au point «

- C=C([=h,0;R™) ou C(R™) : ensemble des fonctions continues de [—h,0] dans R™

(h éventuellement infini, dans ce cas C = C(] — 00,0]; R ™))

— 2 € C est définie par : z:(0) = z(t + 0), V8 € [~h,0] ou z(6) = z(t + ) VO <0

- C! = CY([~h,0;; R™) ou C}(R™) : ensemble des fonctions continiment différentiables
de [-h,0] dans R™

~ D : sous-ensemble de R™

— C(D) : sous-ensemble de C défini par C(D) = {p € C:p(0) € D,V 6 € [-h,0]}

- |.] : valeur absolue d’un nombre réel ou module d’un nombre complexe

= |IIl : une norme sur R™

= |I)l¢ : norme sur C définie par V ¢ € C: |j¢]l; = ees[uII:O] {lle(®)]}

— L2([0,00[; R™) : ensemble de fonctions de [0, 00] dans, R™ de carré de module soni-

mable

11



12

— te R ™ : variable temporelle

T =[z1,...,Za)] € X : vecteur état instantanée
- = % est la dérivée de la variable x par rapport au temps

- (@) ; 48me derivee de par rapport au temps

!

Vect {g1,...,gm} : ensemble désignant la distribution engendrée par les champs de

vecteurs g1, ...,0m
— Notations relatives aux vecteurs

- zT . transposé de z

- |lz}| : norme euclidienne de z
— Notations relatives aux matrices

~ [aj] : matrice carrée dont le coefficient de la i*™¢ ligne et j*™¢ colonne est a;;
- AT : transposée de A
— A* : transposée conjuguée de A

~ A < B (respect. A > B) : signifie que A — B est une matrice définie négative (resp.

définie positive).
- J|Al} : norme euclidienne de la matrice A.

— I, : matrice identité de R™*"



Introduction générale

La volonté de décrire le monde physique de plus en plus précisément conduit & des modéles
de plus en plus complexes. Ainsi, le phénoméne de retard est maintenant pris en compte dans
de nombreux domaines tels que les sciences de I'ingénieur, les sciences de la vie ou I’économie.
Or la commande de tels systémes reste & I’heure actuelle un probleme difficile car le retard peut
occasionner des comportements tant complexes qu’inattendus : oscillations, dégradations des
performances, mais aussi stabilisation d’orbites chaotiques [123].

Une des premiéres tentatives pour commander un systéme & retard (appelé aussi héréditaire)
fut le fameux prédicteur de Smith [134]. Cette technique fréquentielle permet de rejeter le retard
en dehors du dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée et permet de réaliser
une synthése de commande par des moyens classiques. Elle présente cependant plusieurs limites
en terme de robustesse.

Dans les années qui suivirent, plusieurs méthodes furent proposées pour résoudre le probléme
de synthése de lois de commande pour les systémes a retards. Naturellement, les systémes hé-
réditaires peuvent étre vus comme des systémes de dimension infinie, c’est-a-dire immergés
dans des espaces fonctionnels [27, 32]. Cette description a conduit & de nombreuses contribu-
tions concernant les aspects structurels et la synthése de lois de commandes (voir par exemple
[92, 115, 143]). Par ailleurs, pour contourner certains problémes inhérents & ce genre de modé-
lisation (comme la reconstruction de la commande), d’autres mathématiciens et automaticiens
[78, 86, 103, 128] ont modélisé les systémes a retards sur des anneaux d’opérateurs. Cependant,
ces techniques peuvent se révéler trés limitées d’un point de vue pratique de part leur sensibilité
importante vis-a-vis de la valeur du retard ou vis-a-vis d’incertitudes du modéle. Parallélement,
de nombreuses études concernant la stabilité et la stabilisation se sont développées, en utilisant
des méthodes de type Lyapunov (voir [79, 109, 124]). Dans ce cas précis, comme pour les sys-
témes de dimension finie, la robustesse des systémes en boucle fermée peut étre évaluée (voir

(2, 73, 82, 141] par exemple), mais bien souvent le conservatisme des lois de commande reste
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encore important.

Bien sur, la recherche sur les systémes et les lois de commandes non linéaires s’est également
étendue aux systémes a retards. Parmi ces techniques de commande, la commande par structure
variable initiée dans les années 50 par Anosov [34] et poursuivie par Utkin [142] montre une
grande robustesse vis-a-vis d’une classe d’incertitudes sur le modéle et est d’une grande facilité
de mise en ceuvre. Il s’agit, par I'intermédiaire d’une commande discontinue, de contraindre le
systéme 4 rejoindre et A rester au voisinage d’une surface de commutation. Le comportement
du systéme en boucle fermée est alors complétement déterminé par le choix de la surface et
reste insensible 4 une certaine classe de perturbations.

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés a la combinaison de la commande par
modes glissants et des systémes A retards.

Nous reviendrons de fagon plus détaillée sur la littérature publiée sur ce théme lors du prochain
chapitre. Mentionnons toutefois quelques problémes ouverts : le choix des surfaces de commu-
tation, la prise en compte des retards inconnus, ou variables dans le temps ; ’étude dans le cas

de modéles non linéaires. Le mémoire s’intéresse a ces différents problémes et est organisé de la

maniére suivante :

— Le premier chapitre nous permet de présenter briévement les différents modéles pour la
commande des systémes a retards : approche algébrique, approche en dimension infinie,
approche temporelle. Leurs avantages ainsi que leurs inconvénients y sont discutés. Enfin,

neus présentons le formalisme des modes glissants appliqué aux systémes héréditaires.

— Le second chapitre traite de la commande par modes glissants des systémes linéaires a
retards sur 'état. Deux types de surfaces sont proposés : I’'un dépend des valeurs instan-
tanées de I'état, tandis que le second dépend également des valeurs passées de I’état. Les
équations décrivant les différentes surfaces sont alors résolues 4 1’aide d’algorithmes d’op-
timisation convexe. Ces techniques sont alors étendues dans le cas de systémes & retard

inconnu, variant dans le temps.

- Le troisieme chapitre concerne 'extension de ces résultats a une classe de systémes non
linéaires A retards. Une fois le systéme mis sous une forme adéquate, nous réécrivons une
partie du svstéme comme une sommnie polytopique de modeéles et sommes alors & méme de
déterminer svstématiquement une surface de commutation et une commande par modes
glissants. Enfin, ces résultats sont étendus dans un cadre plus général qui nous permet de
choisir des surfaces plus complexes.

- Le quatricme or dernier chapitre porte sur le probleme de la stabilisation par modes
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glissants d’un systéme dont la commande est soumise 4 un retard pur pouvant varier dans;
le temps. Nous savons que, dans ce cas, la notion de surface de commutation ne peut
plus s’appliquer. En effet, il se peut que 'attractivité de la surface ne soit plus assurée :
nous nous attacherons alors & assurer que le systéme en boucle fermée converge vers un
attracteur quantifiable centré sur la surface s = 0. Ces critéres sont alors appliqués a la
commande numeérique par modes glissants, connue comme le probléme du mode glissant

“réel”.
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Chapitre 1

La Commande des Systémes

Héréditaires par Modes Glissants

I.1 Introduction

Comme nous ’avons dit en introduction, ce mémoire concerne la commande par modes
glissants des systémes héréditaires. Ce premier chapitre s’articule autour de deux parties visant
a situer nos travaux dans un cadre relativement général. La premiére partie s’intéresse a la
modélisation de systémes & retards en vue de la commande. Plusieurs approches dont nous
explicitons les qualités et les limites sont présentées.

La deuxiéme partie expose plus particuliérement un type de commande, appelée commande par
modes glissants. Nous effectuons un tour d’horizon des travaux concernant les commandes par
modes glissants appliquées aux systémes héréditaires, ainsi que des problémes posés par cette

double complexité : retards et discontinuité.

1.2 Modéles pour la commande des systémes a retards

Le retard apparait naturellement dans de nombreux modéles de processus physiques. La
biologie [96], I’écologie [52], les sciences de l'ingénieur [79] ou les télécommunications [105]
sont des domaines qui font intervenir des équations différentielles dont 1’évolution dépend non
seulement de leurs caractéristiques & ’instant ¢, mais aussi d’une partie de leur histoire. En
outre, méme si un processus a réguler ne contient pas de retard intrinséque, bien souvent la
boucle de commande, par Pintermédiaire des temps de calcul ou des temps de réaction des

capteurs ou des actionneurs, introduit des retards (voir Figure I-1).
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18 CHAPITRE I. LA COMMANDE DES SYSTEMES HEREDITAIRES PAR MODES GLISSANTS

Actionneur

Retards

FiG. I-1: Tllustration des retards possibles

Ils peuvent étre alors la source d’'une dépréciation générale des performances du systéme
[113] et méme conduire & linstabilité [22].
Ainsi, 'expérience menée par [133] et décrite dans le livre [67] est caractéristique de la perte
de performances pour un suivi de trajectoires. Un opérateur humain doit reproduire un motif
donné (une étoile, et des mots) a I’aide de son stylo. Il ne voit pas directement sa main, mais un
dispositif doté d’une caméra reliée & un écran de télévision lui permet de suivre sa trajectoire
filmée. Grace & un dispositif mécanique, un retard peut étre appliqué entre ’enregistrement
de la caméra et la reproduction du mouvement sur ’écran. Les résultats décrits par la Figure
I-2 sont éloquents. La premiére colonne représente le dessin sans dispositif. La seconde colonne
représente les résultats avec la télévision mais sans le retard. Enfin, la troisiéme série représente
le dispositif décrit avec un retard de 0.5 seconde. Ce retard semble insurmontable pour le suivi
de trajectoires...ce qui est inquiétant si 'on transpose cette situation & celle d’un pilote d’avion

confronté & des instruments de vol fournissant des informations retardées!
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F1G. 1-2: Effet du retard sur un suivi de trajectoires

Toutefois, méme si généralement ce n’est pas le cas, 'existence d’un retard peut étre béné-

fique en termes de performances [74] et étre utile A la stabilisation [1].

Enfin, les systémes a retards peuvent étre une alternative intéressante pour la modélisation
des systémes complexes représentés par des équations différentielles partielles [79, 106].

Dans la partie qui suit, nous nous sommes attachés a4 présenter plusieurs modélisations
des systémes a retards, qui permettent de traiter divers problémes de commandes (comme la
stabilisation robuste, le rejet de perturbations, ou encore le découplage entrée-sortie).

La premiére partie concerne ’approche temporelle et surtout la notion de stabilisation, dont
létude est effectuée grace a la seconde méthode de Lyapunov [79]. En effet, de cette derniére
découlent de trés nombreuses commandes pour les systémes & retards, et dont la robustesse est
généralement évaluable.

La deuxiéme partie privilégie ’approche algébrique, c’est-a-dire la modélisation sur des anneaux
[23, 103]. Elle permet d’appréhender, dans le cadre des systémes linéaires 4 retards, un grand
nombre de propriétés structurelles du systéme comme la commandabilité ou I’observabilité ainsi
que certains problémes de commande.

La troisiéme partie s’intéresse 4 la commande de placement de spectre fini qui est un champ
d’étude particulierement fécond pour les systémes linéaires a retards. Seule la méthode proposée

par Fiagbedzi et Pearson [41] est exposée, car celle-ci est 4 la base de nombreuses commandes
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par modes glissants.

Enfin, nous finissons cette présentation par la modélisation des systémes linéaires par 'approche

en dimension infinie [8, 27].
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1.2.1 Présentation du modéle

Les systémes héréditaires sont des systémes dynamiques régis par une équation différentielle
portant sur des valeurs passées du temps. Elles sont aussi appelées équations différentielles &
arguments différés. Si nous supposons que la dérivée peut étre explicitée & chaque instant ¢, de

tels systémes sont régis par des équations différentielles de la forme :

&(t) = f(t, x(t), o1, w),
24, (8) = ¢(8) pour 8 € [—7,0], (1.1)
ug, (0) = £(0) pour 6 € [-7,0],

ot 7 > 0 et les fonctions z; et u; sont définies par la notation de Shimanov [130] :

Ty =m0 — R, (1.2)
0 — z4(0) = z(t +0),
v ) IPOTRY (1.3)

0 — w(8) = 2(t + ),

x; représente ’état du systéme 4 Pinstant ¢ et est une fonction de [—7,0] dans R™, u(t) est la
commande du systéme. Les conditions initiales & I'instant £y sont des fonctions de [-7,0] dans
IR ™ continues par morceaux.

Les systémes héréditaires appartiennent donc 4 la classe des systémes de dimension infinie.

Remarque 1.1 Nous n’avons pas fait mention des systémes neutres, c’est-a-dire des systémes
dont l’évolution dépend non seulement des valeurs passées de x mais aussi d’une partie du passé
de &(t). Pour plus de détails sur la nature de ces systémes héréditaires, on se référera utilement

a [81, 141].

Remarque 1.2 Nous n’exposerons pas le probléme de Cauchy associé & (I.1), initialement
étudié par Myshkis [107]. Le lecteur se référera aux ouvrages générauz [7, 79] sur les conditions
d’existence et d’unicité des solutions aux problémes de Cauchy pour léquation (1.1). Enfin,
nous ne rappellerons pas les notions et les propriétés relatives a la notion de point d’équilibre,
de stabilité asymptotique des systémes o retards (voir [28, 79]). Les théorémes de Lyapunov

concernant les systémes héréditaires sont par contre exposés dans l'annexe C.
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1.2.2 Approche temporelle

L’approche temporelle s’appuie sur la théorie de la stabilité formulée a P’aide des fonction-
nelles de Lyapunov-Krasovskii ou des fonctions de Lyapunov-Razumikhin (voir Annexe C).
Deux cas sont considérés ici : le premier cas concerne le probléme de la commande des systémes
linéaires a retard. Ensuite, dans le deuxiéme cas, nous décrivons les résultats connus pour la

stabilisation pour les systémes non linéaires 4 retards.

I.2.2.1 Cas d’un systéme linéaire

De nombreux résultats existent pour la stabilisation des systémes linéaires & retards. Dans
cette partie, nous n’entendons pas les présenter tous, mais plutét donner une idée des principes
généraux qui les sous-tendent. On en trouvera de nombreuses références dans [33, 109, 124].
C’est pourquoi, nous considérons le systéme linéaire a retards suivant, sans retard sur ’entrée,

et avec un retard unique et constant sur I’état :

2(t) = Ax(t) + Agz(t — 7) + Bu(t),
y(t) = Cz(t), (I4)
z0(0) = ¢(6) pour 8 € [-T,0],

otz e R", yeRP, A, Ag e R™", Be R™™, C € RP*™, 1 est un retard constant. u(t)
est la commande appliquée au systéme (1.4).

Une hypothése assez intuitive consiste & supposer que le systéme (I.4) est commandable
pour 7 = 0. Deux situations concernant la commandabilité du systéme sont alors possibles

[109] :
— (A, B) est une paire de matrices commandable :

Ce premier cas méne & des critéres de stabilisation indépendants de la taille du retard : nous

cherchons une loi de commande qui stabilise le systéme quelle que soit la valeur du retard.
~ (A + Ag, B) est une paire de matrices commandable, sans que (A, B) ne le soit :

Les calculs aboutissent a des critéres qui dépendent de la taille du retard. Le systéme (1.4)
est stabilisé pour tout retard 7 compris entre O et une borne maximale T,,,. Toute Phabilité
réside alors dans la maniére d’élaborer une loi de commande qui assurera la stabilité du systéme

en boucle fermée pour la plus grande valeur 7,4, possible.
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Si I'on suppose que le retard est inconnu, les lois de commande sont choisies généralement

de la forme :
u(t) = Kz(t). (1.5)
Le systéme (I1.4) (1.5) en boucle fermée est alors régi par I’équation différentielle suivante :
#(t) = (A+ BK)z(t) + Aqz(t — 7). (L6)

Etant donnée une commande (1.5), le but est alors de construire une fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii, ou une fonction de Lyapunov-Razumikhin candidate, qui nous assurera que le sys-

teme (1.6) est asymptotiquement stable.

Choix d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Comme le systéme (1.4) est
linéaire et par analogie aux conditions nécessaires et suffisantes de stabilité basées, pour le
cas non retardé, sur des fonctions de Lyapunov quadratiques, il est naturel de choisir des

fonctionnelles de la forme [83] :

V(z:) = 27 (0)P2(0) + 2(0) [°_ Q(w)ax,(w)dw

0 0 0 (L.7)
+ =, ze(w)S(w)z(w)dw + [~ [ z:(s)R(w, s)z(s)dsdw,

avec P € R ™™ une matrice définie positive, P = PT et Q, S, R des fonctions définies comme

suit :

P ¢ R¥™" p=pT,

Q : [-7,0] — R™",
S : [-1,0] - R™", 8§ =57,
R : [-7,0] x[-7,0] — R™™.

Cette fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii est trés générale, mais elle reste inapplicable en pra-
tique. Pour des raisons de calcul, les fonctions @, S, R sont généralement supposées constantes
ou constantes par morceaux [68].

Ce choix, relativement restrictif, permet alors de déterminer des critéres de staBilisation,
quelles que soient les conditions structurelles imposées par le systéme. Ces conditions s’ex-

priment généralement en termes d’équations de Riccati (voir [80]) ou de LMI (inégalités matri-
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cielles linéaires) (voir [82, 109)).

Choix d’une fonction de Lyapunov-Razumikhin. Le retard est ici une fonction du
temps bornée, continue par morceaux. Le modéle (simple) que nous considérons est le systéme
d’équations différentielles (I1.4).

En ce qui concerne 'utilisation d’une fonction de Lyapunov-Razumikhin, la littérature est moins
abondante, car le critére est souvent plus conservateur que celui élaboré par l'intermédiaire
d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. De plus, certaines hypotheses (voir équation C.3 en
Annexe C) étant difficiles a vérifier, les auteurs sont amenés & choisir des fonctions quadratiques

trés simples du type
V(z) = 2T Pz, (18)

ol P est une matrice définie positive.

Suivant ’approche proposée par Razumikhin, supposons que I'inégalité

V(z(t +0)) < qV(z(t)), (1.9)

avec g > 1 est vérifiée pour tout 6 € [~7,0].

11 vient donc :
z(t + 0)T Px(t + 6) < qzT (t) Px(t).

Cette derniére inégalité est A la base des calculs menant & des critéres indépendants du retard,

ou dépendants du retard [109)].

1.2.2.2 Généralisations

Les deux approches temporelles basées sur le second théoréme de Lyapunov combinées avec
des méthodes d’optimisation convexe appelées inégalités linéaires matricielles (voir les ouvrages
généraux [14, 35]) permettent d’établir des critéres systématiques pour la construction d’une

loi de commande. De nombreuses extensions ont été proposées.

— Dans le cas d’'une commande élaborée grace & une approche fonctionnelle, des retards

0 <p<1

variant dans le temps peuvent étre pris en compte dans le modéle (I1.4), si
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[111].
— Les deux méthodes sont généralisables aux cas de systémes possédant plusieurs retards

sur Pétat (voir les critéres de stabilité [80, 82]).

— Le probléme de la commande robuste vis-a-vis d’ incertitudes paramétriques sur le modéle
peut étre traitée d’une maniére analogue, en considérant des systémes comme (I.4) avec
A=Ag+ LA et Ag= Aq, + DAs.

— Le cas de la commande Hy, traité en fréquentiel [147], peut étre étudié dans un cadre
temporel. Une loi de commande est construite pour assurer la stabilité robuste avec un

certain taux d’atténuation des perturbations exogénes [89, 108, 110].

— Des résultats similaires ont été établis pour des systémes de la forme :

&(t) = Az(t) + Agz(t — 7) + Bu(t) + Bau(t — p),
zt,(0) = p(8) pour 0 € [—-7,0], (1.10)
ug, = ¥(6) pour 6 € [—p,0].

Cependant, la finesse de ces critéres suffisants est largement dépendante du choix des fonc-
tionnelles ou des fonctions de Lyapunov. Méme si de nombreux efforts ont été menés pour
comprendre le degré de conservatisme introduit lors des calculs [70, 69, 149], ou sur la discréti-

sation des fonctionnelles de Lyapunov [68], les théorémes rencontrés peuvent étre conservateurs.

I.2.2.3 Cas des systémes non linéaires

A Tinstar de leurs homologues en dimension finie, les formes des fonctionnelles ou des fonc-
tions de Lyapunov ne sont pas connues a priori pour les systémes non linéaires 3 retards. Deux
approches systématiques ont alors été proposées, mais conduisant cependant a des conditions
seulement suffisantes. La premiére consiste en la construction de fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii vectorielles. La seconde cherche a transformer le systéme originel en une forme plus

adaptée & la commande.

Les systémes de comparaison Ces lois de commande s’appuient sur la construction de
fonctions de Lyapunov vectorielles [28, 79]. On cherche, par 'intermédiaire de normes vecto-
rielles & déterminer un systéme (appelé systéme de comparaison) plus simple & étudier. Ce
principe permet de traiter les problémes de stabilisation pour des systémes non linéaires, non

stationnaires et a retards variables [64, 66]. Ces approches ont été étendues pour traiter des pro-

blémes de commande comme la stabilisation robuste, la commande sous contrainte (sur I'état et
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sur la commande) [30, 65]. Toutefois, méme si les critéres obtenus en stabilité sont relativement

efficaces [28], le probléme de la synthése en utilisant les normes vectorielles reste ardu.

La linéarisation entrée-sortie Considérons le systéme & retards commensurables, monoen-

trée et monosortie :

z(t) = f(z(t),z(t = 1),...,z(t ~ k), +9(x(t), z(t = 1), ..., z(t — ml))u(t),
y(8) = h(z(?)), (L.11)
z4,(0) = ¢(6) pour 6 € [—kl,0].

ol [ est un retard constant et supposé connu, x € R ™, m et k sont des nombres entiers positifs. f
(resp. g) est une fonction de (R ™)**! dans R ™ (resp. de (R"™)'*! dans R") que nous supposons
suffisamment dérivable par rapport & ses variables.

Récemment, le probléme de la linéarisation entrée-sortie a été traité en introduisant une
dérivée de Lie retardée [50, 112]. Elle permet dans le cadre temporel d’étendre aux systémes
a retards les travaux d’Isidori [72] sur les systémes non linéaires de dimension finie. Le but
est alors de trouver un changement de coordonnées z2(t) = ®(z;) et une commande u(t) =

a(x) + B(xi)v(t), qui transforment le systéme (I.11) en un systéme de la forme suivante :

¢

z.l(t) = 22(t)a
zQ(t) =23 (t)a

' (1.12)
z.P(t) = U(t) I
| v =20).
P
Le systéme est ainsi linéarisé et “recalé temporellement”, et la loi de commande v(t) = — ) a;x;,
i=1

ou les a; sont les coefficients d’'un polynéome de Hurwitz, stabilise le systeme (1.12). To;tefois,

les conditions pour trouver un changement de coordonnées ®(x;) sont trés difficiles a vérifier.
Pour finir cette partie, notons que récemment le concept de “Control Lyapunov function”

a été introduit par Jankovic [77, 75, 76|, généralisant ainsi les travaux d'Artstein et de Sontag

[135] aux systémes a retards.
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1.2.3 Modélisation sur un anneau

L’approche fonctionnelle semble étre une technique puissante pour résoudre les problémes de
commande des systémes héréditaires grace a la seconde méthode de Lyapunov. Toutefois, lorsque
le systéme est linéaire et & retard constant, I’approche algébrique peut étre une alternative
intéressante. Les coefficients du systéme héréditaire n’évoluent plus sur un corps, mais sur un
anneau polynomial en 'opérateur retard [26, 78]. Le modeéle ainsi obtenu permet I'utilisation
d’outils performants pour étudier les propriétés du systéme comme la commandabilité [3, 85,

104, 120], Pobservabilité [86, 120, 122] et certains problémes de commande [25].

Considérons le systéme linéaire & retards commensurables suivant :

&(t) = 2;0 Asa(t —ir) + éo Biul(t — i7),

) y(t) = zé) Cix(t —i7), (1.13)
o (0) = ¢(0), pour 0 € [-rT,0],
uty (0) = (), pour 6 € [—dr,0],

avec z(t) € R™ u(t) e R™,y(t) e R?, A, e R™" i € {0,...,r}, B; e R™™, i € {0,...,d},
C; € RP*™ ¢ € {0,...,l}. La condition initiale ¢ (resp. 1) est une fonction continue par
morceaux de [—r7,0] (resp. [—d7,0]) dans R ™ (resp. R™).
Nous définissons 'opérateur retard comme :
R —SR n,
v (I1.14)
z(t) V— vz(t) = z(t — 7).
1 fois
. y “ . ) .
La composée de ’opérateur V par lui-méme est notée V* = V o V...V, tandis que son inverse,
noté 7! est défini par v~ 'z(t) = z(t+ 7). Elle correspond 4 une prédiction parfaite sur I'état
x, ce qui est en principe impossible.
Cet opérateur posséde les propriétés de linéarité. L’ensemble des polynoémes en 57 a coeffi-

cients réels définit donc un anneau pour les opérations usuelles des polynémes.

Nous pouvons alors réécrire le systéme (1.13) en un systéme différentiel sur anneau R [V] :

z(t) = A(V)z(t) + B(V)u(t),
y(t) = C(V)z(?),

(1.15)
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otz e R[V]",ut) e R[V|™,y e R[V|F et

A(V) = 3 V' A;,
=0

d .
B(V) =Y V'B;,
=0

l ,
C(V) = 3. ViCs.
t=0

Les matrices A(V), B(V), C(V) sont des matrices polynomiales & coefficients sur R [V].
Lors de la synthese de la loi de commande, une application inconsidérée de tels modéles peut
conduire a des termes avancés ( du type u(t) = F(V~1)z(t)). De plus, cette représentation se
limite aux retards ponctuels (non distribués). C’est pourquoi les concepts d’anneau de fractions
rationnels réalisables [120, 121], puis d’anneaux de pseudo-polynomes en s et e~7%, ont été
introduits [15]. Ces nouvelles approches permettent alors de considérer de plus grandes classes

de systémes et de commandes.

Les principaux avantages d’une telle modélisation sont les suivants :

— la manipulation des modeéles est relativement simple et peut faire appel 4 des logiciels de

calcul formel sur des anneaux commutatifs ;

— des nombreux problémes de commande ont été résolus comme :

- le rejet de perturbations [24]

- le découplage [128, 129]

- la réalisation de précompensateur [121]
- le placement de spectre fini [15, 16, 93].

Toutefois, ces méthodes supposent la connaissance parfaite du modéle. Il n’existe pas d’étude
de la robustesse vis-a-vis des parameétres du systéme (I1.15). De plus la construction des lois de
commande nécessite de connaitre la valeur du retard T supposée constante. En pratique, ce
retard peut varier dans le temps, et ne pas étre connu avec exactitude. Enfin, la réalisation
numeérique des lois de commandes faisant intervenir des retards distribués peut poser quelques

problemes de stabilité [40, 101, 144].

Notons que le formalisme des anneaux pour les systémes & retards a été étendu au cas des
systémes non linéaires a retards par [98]. Ces résultats sont & la base de la résolution de deux

problémes de commande : le rejet de perturbation [102] et la linéarisation entrée-sortie [99].
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I1.2.4 Le placement de spectre fini.

Lorsque nous vouions commander un systéme linéaire et imposer certaines spécifications, il
est naturel d’essayer de placer ses podles. Or, dans le cas des systémes linéaires a retards, ceux-ci
sont, en général, en nombre infini. La tiche devient beaucoup plus ardue...

Le prédicteur de Smith [134] a été la premiére solution pour contourner le probléme. Un
modéle est placé en paralléle du systéme & réguler. En utilisant une prédiction sur ’état es-
timé, cette technique parvient a factoriser le retard en dehors du dénominateur de la fonction
de transfert en boucle fermée, c’est-a-dire de ’équation caractéristique. Le systéme en boucle
fermée admet alors un nombre fini de poéles.

Cette idée est a la base de nombreuses méthodes appelées ”commandes & placement de spectre
fini” (en anglais “Finite Spectrum Assignment” ) dont le but est de réduire le spectre infini 4 un
nombre fini de poles [15, 97, 145, 146]. L’approche introduite par Pearson [41, 117], développée

ci-aprés, résoud ce probléme 4 1’aide d’une équation caractéristique matricielle transcendantale.

Soit le systéme héréditaire suivant :

& = Az(t) + Aqz(t — 7) + Bu(t) + Bau(t — h),
xo(0) = ¢(8), pour 8 € [—7,0], (1.16)
up(6) = ¢(8), pour 8 € [—h,0).

Nous supposons que :
A 1.1 Le systéme est spectralement commandable, c’est-a-dire que :
rang(sl — A— Age™"° |B + Bde'hs) =n, Vs e C.
Cette hypothése garantit que tous les poles du systéme peuvent étre placés.

A 1.2 Le retard est connu et constant.

L’idée de base de cette méthode est de transformer (I.16) en une équation différentielle sans

retard, grace a la transformation linéaire de dimension infinie suivante :

t t
2(t) = z(t) + / em(=1=%) Bu(s)ds + / A7) Aga(s)ds. (1.17)
“h

L t—7
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Si nous dérivons par rapport au temps cette équation, il vient :
5(t) = Amé(t) + (e 4" By + B)u(t) + (A + e 4T Ay — Ap)x(t).
S’il existe une matrice Ay, telle que
A+eAmTA;— Ay, =0, (1.18)
alors le systéme en la variable z est régi par I’équation différentielle suivante :
5(t) = Amz(t) + (e~ 4" By 4+ B)u(t). (1.19)

Cette équation est une équation différentielle de dimension finie.

Nous rappelons ci-aprés les principaux théorémes :

Théoréme 1.1 [}1] Soit ’équation (1.18), suivant certaines hypotheéses, il est possible de cal-

culer une matrice Am qui posséde le spectre instable du systéme (1.16).
Théoréme 1.2 [{1] La commandabilité spectrale du systéme (I.16) implique la commandabilité
du systéme (1.19).

D’aprés ce dernier théoréme, il est alors possible de calculer une loi de commande :
u(t) = —Kz(t), (1.20)

qui stabilise le systéme réduit, c’est-a-dire de trouver K tel que A,, — (e~ 4m*B; + B)K soit

une matrice de Hurwitz.
Théoréme 1.3 [/1] La loi de commande (1.20) stabilise le systéme linéaire a retard (1.16).

Remarque 1.3 Lorsque le systéme n’admet pas de retard sur l'état, I’équation est trés facile
a résoudre car A, = A. Nous obtenons alors une caractérisation simple pour le placement de
poles d’'un systéme linéaire soumis & un retard pur en entrée. La variable z(t) joue alors le role

d’un prédicteur et vaut x(t + h).

Cette méthode permet de placer les poles du systéme linéaire 4 retard et ainsi d’imposer la
dynamique voulue au systéme en boucle fermée. Cette méthode est généralisable aux retards
distribués sur I’état et sur la commande. Cependant, comme les commandes issues de la modéli-

sation sur un anneau, cette méthode ne s’applique pas si le retard varie dans le temps. De plus,
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I’équation matricielle (I.18) est une équation transcendantale et est trés difficile & résoudre dans

le cas général. Bien souvent, nous sommes contraints & calculer numériquement la solution.

1.2.5 Les opérateurs en dimension infinie

Dans un souci de clarté, nous nous limiterons ici aux systémes linéaires avec un seul retard
sur ’état. Toutefois, la démarche est généralisable si les retards sont multiples et commensu-
rables ou s'il existe des retards sur les entrées et les sorties (voir par exemple [8, 27, 31, 32]).

Soit un systéme a retard modélisé par I’équation différentielle (1.4). Considérons la variable

Z(t) = [z(t), 4], (1.21)

ou x; représente I’état du systéme. Z appartient & l'espace de Hilbert : Mg = R"™ X Ls.

Nous pouvons alors réécrire le systéme (1.4) & ’aide de la nouvelle variable Z de la maniére

suivante :
dTE) _ oo s B
~a -~Aa:(t) + Bu(t), 1.22)
y(t) = CZ(t),

ol ]{, E, C sont des opérateurs de dimension infinie définis de la fagon suivante :

— A est un opérateur linéaire, non borné, fermé, de domaine

~ t
D(A) = () € My, f est abs.continue, dei‘()gz € Lg, et 2:(0) = x(t)

Tt

dense dans Mo, défini par la relation suivante :

A : MQ — M27
T — AT(t) = [Az(t) + Agzi(—T), d_%ﬂ]’

— B est un opérateur linéaire borné de R™ dans M :

B:R™ — Mo,
u — Bu(t) = [Bu(t),0].
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— C est un opérateur linéaire borné défini de My dans R? :

Pour toute condition initiale To € Ma, ce modéle admet une solution unique, absolument
continue dans Ma. De plus si nous prenons comme condition initiale Zp = [z(0), ¢], alors la

solution du systéme (1.22) coincide avec celle du systéme (1.4).

Cette représentation nous permet d’utiliser le formalisme des équations différentielles de

dimension infinie pour déterminer la forme des solutions générales de (1.22).

Théoréme 1.4 La solution unique est définie par :
t
F(t, %o, u) = S(8)T0 + / S(t — w) Bu(w)duw, (1.23)
0

ot la famille {S(t),t > 0} est un semi-groupe continu d’opérateurs engendré par A. Ce semi-

groupe vérifie les propriétés suivantes :

S(0) =1,
St+w)=8t)S(w), V (t,s) € RT* x R*,
o _ 45(tyz0,VZ0 € D(A).

Pour t > 0, Uapplication S(t) est continue.

Nous avons considéré dans notre présentation un systéme avec un retard sur 1’état. Cepen-
dant, cette modélisation en dimension infinie peut étre utilisée pour représenter des retards
distribués. Seule la forme des opérateurs ﬁ, é, C change. Ceci permet d’utiliser plusieurs tra-
vaux sur la commande développés dans le cadre de la théorie des semi-groupes : commande
par modes glissants [114, 115], commande adaptative [92]... Cependant, ces techniques peuvent
‘atre assez lourdes & mettre en ceuvre. Par ailleurs, lors de la synthése d’une loi de commande
en dimension infinie, il est impossible de distinguer a priori les retards ponctuels des retards

distribués. Les lois de commande sont donc des opérateurs de I’espace My dans R™ de la
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forme :
0
u(t) = / Flw)z(t +w)dw. (1.24)

Elles contiennent des retards distribués, ce qui peut poser des problémes de réalisation pratique

(probléme de 'approximation numérique).

Dans cette premiére section, nous avons exposé plusieurs maniéres de modéliser des systémes
a retards. Ces modéles conduisent & des structures de commandes différentes qui ont chacune
leurs inconvénients et leurs qualités.
Dans la seconde section, nous allons présenter une commande générale, appelée commande par

modes glissants, et montrer comment celle-ci a été utilisée dans le cadre des systémes 3 retards.

I.3 La commande par modes glissants des systémes a retards

Le concept de structure variable est né dans les années 50-80 en URSS des travaux de Anosov
[34], Emel’'yanov [37], Utkin [142] sur les équations différentielles 4 second membre discontinu.
Un systéme commandé par modes glissants est caractérisé par une commande discontinue qui
oscille & trés hautes fréquences entre deux structures de commande. Elle contraint les solutions
du systéme & évoluer au voisinage d’une surface choisie au préalable. Cette surface est appelée
surface de commutation ou de glissement car idéalement, lorsque la commande peut osciller a
une fréquence infinie, les trajectoires du systéme sont astreintes & glisser sur la surface.

On montre que la dynamique du systéme (appelée aussi régime de glissement) est alors détermi-
née par le choix de la surface et est complétement insensible & une certaine classe d’incertitudes
paramétriques et de perturbations exogénes.

La synthése d’une commande par modes glissants s’effectue donc en deux étapes :

— Caractériser une surface qui tient compte des spécifications fixées (stabilité asymptotique,

stabilité exponentielle, surface optimale vis-a-vis d’un critére).
— Déterminer une commande qui assure la convergence du systéme vers la surface en temps

fini.

Nous ne nous étendrons pas sur la théorie et les techniques des commandes & structures
variables, et nous enjoignons le lecteur intéressé par le formalisme des modes glissants a se

reporter a I’annexe D pour de plus amples explications.
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Cette partie a pour but d’esquisser un tour d’horizon des commandes a structure variable
qui ont été développées dans le cadre des systémes héréditaires. Méme si les résultats ne sont
pas nombreux, il nous est impossible de les présenter de maniére détaillée. Nous les avons classés
en deux grandes classes : les systémes a retards sur ’entrée, et les systémes 4 retards sur I’état.
Avant de les présenter, quelques exemples permettront de mettre en relief certaines difficultés

et les besoins liés aux systémes a second membre discontinue en présence de retards.

1.3.1 Exemples introductifs
I.3.1.1 Un nombre infini de solutions périodiques

Soit un systéme dynamique commandé par modes glissants, représenté par I’équation diffé-

rentielle suivante :

(t) = u(t),
y(t) = z(t - 1), (1.25)
u(t) = —signe(y(?))).

z(t) € R, u(t) € R est la commande, y représente la sortie du processus. Il existe un retard

7 = 1 au niveau de la mesure de ’état z.

Théoréme 1.5 [{5, 4/6/Pour une classe bien choisie de conditions initiales, le systéme admet

une solution périodique de période 4 (voir Figure I-3)

t pour —1<t<1,
go(t) = go(t + 4k) = (1.26)
2—1t pourl1 <t <3,

et admet aussi des solutions périodiques de période ﬁ—l, pour tout n entier naturel :

go((4n + 1)t).

4
9n(t) = 4n +1
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FiG. I-3: Solution périodique de période 4

Ce systéme dynamique, simple en apparence, présente donc une infinité (dénombrable) de
solutions périodiques. De plus, il n’est pas si anodin d’un point de vue pratique. Effectivement,
il est d’un grand intérét pour la commande du ralenti des moteurs & combustion [13, 11, 21] :
en effet, une voiture consomme 30% de son carburant & rouler au pas. Le but de la commande
est de maintenir la vitesse constante et ceci malgré les variations de charges (I’allumage des
phares, la mise en route de ’air conditionné par exemple), tout en minimisant la consommation
d’essence. Lors de la modélisation du moteur, il apparait que le capteur! de débit d’air sortant
de la chambre de combustion est pratiquement binaire et est soumis & un retard variable. Nous

pouvons donc modéliser son comportement par ’équation héréditaire suivante :

y(t) = signe(z(t — 7)),

ou z représente le débit d’air, y est la sortie du capteur et 7 est le retard de mesure. La
commande par retour de sortie sera alors de la forme u(t) = Ky(t) et introduira naturellement

des cycles limites {11, 46].

1.3.1.2 Identification

Un autre exemple intéressant d’un systéme bouclé sur un controéleur discontinu de la forme :

u(t) = —msigne(z(t — h)) est la création de cycles limites qui permettent I'identification en

!appelé sonde lambda
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ligne du systéme initial.
Effectivement, pour des systémes simples représentés par une fonction de transfert de la

forme? :

e—TS

G(s) = m,

Pamplitude ainsi que la période des oscillations induites par une commande discontinue sont
connues et fonctions de k et 7. Provoquer des oscillations permet alors de déterminer graphique-
ment les paramétres du modele. Cette méthode simple d’identification donne de bons résultats
en pratique [139].

Sur ces exemples apparait de maniére évidente le probléme fondamental de la convergence
du systéme sur la surface choisie. Effectivement, si nous choisissons une commande classique
discontinue, le systéme ne converge pas sur la surface mais dans un voisinage de celle-ci [29, 46].
C’est pourquoi, il nous a paru naturel de classer les diverses commandes discontinues en deux
classes suivant le type de systémes a commander, c’est-a-dire les systémes avec un retard sur

Pentrée ou les systémes avec des retards sur 1’état.

1.3.2 Cas de systémes a retards purs

La technique principale mise en ceuvre pour élaborer une commande & structure variable
pour des systémes & retard sur ’entrée est basée sur la technique du prédicteur [41]. Il transforme
le modeéle de dimension infinie en un modéle de dimension finie admettant les mémes propriétés
de stabilisation que le processus retardé. Le modéle ainsi créé permet de réaliser une commande

discontinue qui sera par la suite implantée sur le processus retardé.

1.3.2.1 Description du systéme

Nous considérons le systéme suivant :

2 . . , . L . N .
“De nombreux systémes chimiques sont représentées par la mise en série d’un systéme du premier ordre et
d’un retard pur.
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otz eR™ u€R™etT € R est un retard connu, A € R™*", B € R™™, ( est une fonction

continue par morceaux de [—7,0] dans R™.

1.3.2.2 La méthode du prédicteur [127]
Les hypotheses sur le systéme (1.27) sont les suivantes :
A 1.3 Nous supposons que le systéme (1.27) est spectralement commandable.

Le prédicteur est choisi de la maniére suivante :

0
#(t) = 2(t) + / A0=7) Bu(t + w)duw. (1.28)

-7

Nous choisissons une variété qui dépend du prédicteur :
o(z,u)=Sz=0, (1.29)

o S € R™*" et est choisie de telle maniére que la matrice (SB) soit réguliere.

Remarque 1.4 La surface (1.29) est une surface fonctionnelle qui dépend des valeurs passées

de u(t).

Choix du controéle

Le nouvel état z vérifie I’équation différentielle suivante :
5= Az(t) + e 4" Bu(t). (1.30)
Théoréme 1.6 La commande discontinue :

u(t) = —(SB)"1SA4z(t) — m(SB)”lﬁ%, (1.31)

assure la convergence en temps fini du systéme (1.30) vers la variété (1.29).

Preuve. Soit la fonction suivante :

La dérivée de V le long des trajectoires de (1.30)-(1.31) satisfait une inégalité du type V <mVV.

La preuve de la convergence en temps fini de (1.30) (I.31) en découle aisément [143]. ®
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Dynamique du systéme réduit

Proposition 1.1 [142] Comme la matrice B est de rang plein, il existe une transformation

linéaire w = Tz telle que TB = ot By est une matrice carrée réguliére.
B;

Le systéme (1.30) est transformé par T en

w1 (t) = Ajjun (t) + Alzwz(t),
71)2(2?) = Asjun (t) + A22w2(t) + Bzu(t),

(1.32)

w1
ou w= ,wi ER™ ™ we € R™ et

w2

A A
TAT-1 — 11 A2 ’
A2 Az
Dans la nouvelle base, la variété o s’écrit :
o(w) = Sw =0,

ou
§=ST—1=[§1 52}.

Lemme 1.1 [1/3] Si (A, B) est une paire de matrices commandable, alors (Ay1,Aq2) est une

paire de matrices commandable.

Théoréme 1.7 [127] En choisissant les composantes de S de la maniére suivante :
- §2 est une matrice non singuliére,
— (A1 ~A12§2” 1§1) est une matrice de Hurwitz, la commande (1.31) assure la stabilité asymp-

totique du systéeme (1.27).

Robustesse de la commande

Soit le systéme (1.27) soumis 4 une perturbation additive p :
5= Az(t) + e " Bu(t) + p. (1.33)

Théoréme 1.8 [127] Le systéme en régime glissant est robuste a une classe de perturbations
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additives p vérifiant
p € Im(e~47B).

Le probléme de Pimplantation numérique de la commande

Pour réaliser pratiquement une telle commande, il est nécessaire de discrétiser I'intégrale
c’est-a-dire le retard distribué ftt_T eAlt=7=%) By (w)dw. Or récemment, certains travaux [40,
101, 144] ont montré que le choix d’une méthode d’approximation, ainsi que la période d’échan-
tillonnage choisie, pouvaient introduire des dynamiques instables.

Le probléme de la robustesse

Pour calculer le prédicteur, il est nécessaire de connaitre parfaitement la matrice A et le
retard 7, ce qui n’est pas trés réaliste. Ainsi, de faibles variations du retard peuvent mener a

Pinstabilité du processus commandé par un prédicteur.

1.3.3 Le probléme du retard sur I’état

De prime abord, élaborer une commande discontinue pour des systémes a retard en I’état
apparait moins compliqué, car la convergence en temps fini du systéme peut étre assurée par
une commande astucieusement choisie.

Trois grands types de commandes ont été proposés dans la littérature, le premier consiste
& choisir un modéle de prédicteur basé sur une transformation linéaire de dimension infinie
[41]. Le deuxiéme adapte le formalisme des modes glissants pour créer des surfaces linéaires
o(x) = Sz = 0. Le troisiéme prend explicitement en compte le caractére infini du systéme a

retard et élabore des surfaces fonctionnelles tenant compte de la taille du retard.

1.3.3.1 La méthode du prédicteur [95]

Le fil conducteur de cette méthode de commande est identique & celui proposé au paragraphe
précédent. Elle s’appuie sur la transformation linéaire de dimension infinie (I.17) présentée au
paragraphe 1.2.4. Une surface, incorporant cette équation considérée comme une prédiction,
est alors élaborée. Notons que I'implantation numérique de la loi de commande ne pose pas
de probléme. Effectivement, la commande u(t) ne dépend que de I’état z; et non plus de u;.
Toutefois, cette méthode reste difficile a mettre en ceuvre en pratique, car il faut résoudre des
équations transcendantales en termes de matrices. Par ailleurs, la connaissance compléte du

modeéle est nécessaire.
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Remarque 1.5 Le cas général [150] d’une commande par modes glissants d’un systéme & retard
sur l’état et sur lentrée a été traité en utilisant le prédicteur défini par [41]. Il n’est pas présenté,
mais il procéde de la méme méthodologie, et souffre des mémes problémes que les commandes
citées a savoir le probléme de robustesse de limplantation numérique et le probléme de la

résolution de Uéquation caractéristique matricielle.

1.3.3.2 Le cas d’une surface classique

A

Dans les paragraphes suivants, nous considérons le cas des systémes i retard régis par

I’équation différentielle suivante :

(t) = Ax(t) + Agz(t — 7) + Bu(t) + f1(),
z0(0) = ¢(8) pour 8 € [—T,0],

(1.34)

ol z(t) € R™; Aet Ag R™"™, B € R™™ est une matrice constante, v € R™ représente
la commande, f; est un terme qui représente les non-linéarités négligées et les perturbations
exogenes.

Les hypothéses sur le systéme (1.34) sont les suivantes :
A 1.4 la paire (A, B) est commandable.

A 1.5 La perturbation f1 satisfait les conditions de recouvrement :

fi(ze) = Bf (), (1.35)
et est bornée par

171 < ¥(z), (1.36)

ot U est une fonctionnelle connue.
A 1.6 la matrice B est de rang plein.

Le probléme essentiel d’une commande & structure variable est de caractériser la construc-
tion des variétés de discontinuité. Deux méthodes générales existent, qui ont donné lieu & des
commandes discontinues. La premiére méthode consiste a transformer le systéme en une forme

dite “réguliere”, et faisant apparaitre deux sous-ensembles. I'un dépendant directement des



1.3. LA COMMANDE PAR MODES GLISSANTS DES SYSTEMES A RETARDS 41

commandes, et ’autre autonome. La forme de la surface est obtenue directement de ce change-
ment de coordonnées [20, 36].

La deuxiéme méthode caractérise la surface grace a la forme des fonctionnelles de Lyapunov-
Krasovskii qui assurent la convergence asymptotique du systéme en boucle fermée (1.34) [17,

136).

1) Utilisation de la forme réguliére En utilisant la proposition I.1, le systéme est mis

sous la forme :

J Wy (t) = i (Ariwi(t) + Agrawi(t — 7)),

i=1
- (1.37)
wo(t) = Y- (Agswi(t) + Aazswi(t — 7)) + Bau(t) + Baf(z(t), 1),
\ =1
-
N wy _
ol w = , w1 ERP™ wy € R™ et
wo

TAT-1 — An An
A1 Az
T AT Amr Adar2
d =
Agor  Adz2

La fonction de commutation est naturellement introduite de la maniére suivante :

s(w) =wy + Kwy, K e R™*"™™ (1.38)

Etude de Pattractivité de la surface

Théoréme 1.9 [20, 36] La loi de commande :

u(t) = ueq — mBy Lsign(s),

Ueg = —B2—1 (i (Agiwi(t) + Agoiwi(t — 7) + K(Aliwi(t) + Agrswi(t — T))) )

=1

ot m > || By|| ¥(z:), rend la surface s(w) = 0 globalement attractive en temps fini.

Etude de la stabilité du systéme réduit
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Une fois sur la surface, le systéme réduit est régi par ’équation suivante :
wy (t) = (A1 — A2 K)wi(t) + (Aq11 — Ag12K)wy (t—1), (1.39)

dont il faut étudier la stabilité asymptotique.

Plusieurs méthodes, basées sur les mesures matricielles [36], sur les fonctionnelles de Lyapunov-

Krasovskii [20], ont été étudiées pour caractériser la stabilité asymptotique du systéme (1.39).

2) La commande vectorielle unité [17, 136] Contrairement & la méthode précédente,
cette technique n’est pas basée sur une décomposition du systéme. Le but de cette méthode
est de rechercher une fonctionnelle de Lyapunov globale qui va assurer la stabilité du systéme
(1.34) nominal (sans perturbation) commandé par un retour d’état u(t) = Kz(¢) fictif. Cette

fonctionnelle, si elle existe, définira & son tour une surface de glissement.

Lemme 1.2 Comm: la paire (A, B) est commandable, il existe un retour d’état fictif u(t) =

Kux(t), qui stabilise iz systéme nominal de (1.34), c’est & dire de telle maniére que le systéme
z(t) = (A — BK)z(t) + Agz(t — 1),

soit asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T > 0.

Dans ce cas, nous pouvons trouver une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii

V =27 (t) Px(t) + / 2T (w)Sz(w)dw,

t—7

P et @ € R™ ™ définies positives, telle que sa dérivée le long des trajectoires de (1.34) soit

négative :
V=V<0
La surface choisie est de la forme

s(z) = BTPz =0, ' (1.40)
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Le systéme (1.34) se réécrit de la maniére suivante :
z(t) = (A+ BK)z(t) + Agz(t — 7) + B(u(t) — Kz(t)) + f(x¢)),
Lemme 1.3 [17]
8
u(t) = Y7
O =5

oty > ||Kz(t)|| + ¥(z:) est une fonction de xy, rend la surface localement attractive en temps
fini.
Preuve. omise m

Lemme 1.4 En régime de glissement, le systéme (1.84) est asymptotiquement stable quel que

soit le retard T > 0.

Preuve. Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii définie ci-dessus. La dérivée de V le

long des trajectoires nous donne :
V =W, + 22T PB(u(t) — Kz(t) + f(x:)).

Or, sur la surface, nous avons la propriété BT Px =0 ou 27 PB =0 La dérivée de V est donc
réduite 3 V = V4. En régime de glissement, le systéme (1.34) est donc asymptotiquement stable
quel que soit le retard 7 > 0. ®

Conclusion

Ces méthodes qui sont des extensions de méthodes élaborées dans le cadre des systémes de
dimension finie, ne sont pas satisfaisantes d’un point de vue méthodologique. Effectivement, le
systéme retardé est astreint a glisser sur une surface du type s(z:) = Cz(t) = Cz(0) = 0 et
ces surfaces ne dépendent donc pas de tout ’état x;. Toutefois, leur avantage réside dans leur

insensibilité vis-a-vis du parametre retard (qui pourrait étre inconnue).

1.3.3.3 Le retard est connu : choix d’une surface fonctionnelle.

Une solution a été proposée par [131] en construisant une surface fonction de z;. Cette
méthode générique a ouvert un vaste champ d’étude pour la stabilisation des systémes linéaires
a retards [2, 6, 131]. Nous présenterons dans ce paragraphe la structure générale de la loi de
commande et la surface de discontinuité. Soit le systéme (1.34) dont nous supposons le retard

connu et constant.
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La fonction de commutation choisie est la suivante [131] :
' ¢ ¢
s(t) = Ca(t) / C Age(w)cw — / CArz(w — 7)duw, (1.41)
0 0

oll Ap et A; sont définies par

Ay = A — BFy,
Ay = Aq — BF,

avec Fy et [} € R™*"™

La commande discontinue est alors choisie de la forme [131] :

U(t) = Ueqg — m(C’B)_l—Héu-, (L42)

Ol Ueq est la commande équivalente
Ueqg = —Fpx(t) — Fiz(t — 7).
Théoréme 1.10 [131] Sous les hypothéses AL 4-AL 6, la commande (1.42) avec
m=¥(z;) +¢e,e >0,

assure un régime de glissement pour le systéme (1.34) en boucle fermée.

Preuve. La preuve découle de I’analyse de la dérivée de la fonction V = %sTs le long des

trajectoires de (1.34) en boucle fermée. m

Théoréme 1.11 [131] Le systéme en régime de glissement est régi par I’équation suivante :
z(t) = (A — BFp)z(t) + (Aq — BFy)z(t — 7). (1.43)

Preuve. La preuve utilise la définition de la commande équivalente et le fait que la pertur-
bation appartient 4 ’espace engendré par B. m

Il reste maintenant & assurer la convergence du systéme réduit. De nombreuses méthodes
( méthodes de comparaison, méthodes des mesures de matrices [131], méthode basée sur une

fonctionnelle de Lyapunov [2]) peuvent alors étre mises en ceuvre pour déterminer la stabilité
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du systéme réduit et ainsi calculer les gains Fp et F] de la surface.
En outre, la structure de la loi de commande a été affinée pour étudier le cas de perturbations
évanescentes qui ne satisfont pas le principe de recouvrement [131] ou pour réduire le phénomeéne

. . . . s
de réticence introduit par la fonction — [6].

sl
I1.3.3.4 Conclusion et tableau récapitulatif

Il apparait que la présence d’un retard en entrée induit de nombreux problémes qui restent
ouverts & ’heure actuelle. Les méthodes proposées, dans la littérature souffrent de nombreux
problémes quant au calcul des transformations et & I'implantation numérique de la commande.

Pour les systémes linéaires a retard en I’état, trois grands types de structures de commandes
ont été proposées dans la littérature : la premiére est une extension du principe du prédicteur,
les deux suivantes élaborent des surfaces (de dimension finie ou infinie) et ont les caractéristiques

communes suivantes :

— le retard est constant, connu ou inconnu.
— la stabilisation est indépendante du retard considéré.

— le systéme nominal est linéaire.

Le tableau suivant récapitule les différents champs d’application des commandes par modes

glissants appliquées aux systémes héréditaires.

TAB. I.1: Tableau récapitulatif

Systéme retards sur ’entrée | retards sur I’état
[2, 17, 20]
retard constant et connu [[1182’71 11’5%? (36, 84]
’ [136, 116, 150]
linéaire | retard constant et inconnu ? ?
retard variant 7 ?
non linéaire ? ?

1.3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté diverses approches de la commande des systémes
héréditaires : approches temporelles, modélisation sur des anneaux, modélisation sous forme
d’équations abstraites. Leurs avantages et leurs limites ont été exposés. Dans un second temps,
nous avons passé en revue les différentes commandes discontinues (peu nombreuses) employées

pour stabiliser les systémes a retards. Il apparait que les modéles choisis sont tous linéaires, et
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que la stabilisation est indépendante de la taille du retard, ce qui peut étre assez conservateur.
De plus, aucune commande ne permet de traiter le cas d’un retard inconnu et variant dans le

temps.



Chapitre 11

Commandes par modes glissants des

systémes linéaires retardés

Le premier chapitre nous a permis de montrer que la commande par modes glissants est
une alternative intéressante pour la commande de systémes incertains. Le but de ce deuxiéme
chapitre est d’étendre 1’approche par structures variables aux systémes linéaires 4 retards incer-
tains. Ce chapitre s’articule autour de trois axes. Le premier axe rappelle les résultats essentiels
pour la mise sous la forme réguliére d’un systéme linéaire 4 retards. Le second axe (qui regroupe
les parties I1.3, I1.4, I1.5) s’intéresse au développement de surfaces de glissement constantes pour
plusieurs cas suivant que le retard est constant (de valeur connue ou inconnue), ou variant dans
le temps. Dans un troisiéme temps (partie I1.6), nous considérons que les retards sont constants
et connus, afin de caractériser des surfaces fonctionnelles, c’est-a-dire des surfaces dépendant
explicitement du retard. La partie I1.7 est consacrée & I’étude d’exemples académiques qui per-
mettent de montrer les différentes possibilités de ces commandes en comparaison avec d’autres
approches rencontrées dans la littérature. Enfin, une derniére partie présente quelques exten-
sions possibles de ces commandes pour d’autres systémes : les systémes 4 plusieurs retards sur

I’état et les systémes a retards distribués.

47
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I1.1 Formulation du probléme et choix du modéle

Reprenons le systéme régi par ’équation différentielle suivante :

&(t) = Az(t) + Aaz(t — 7) + Bu(t) + fi(=),
z10(0) = () pour 6 € [~T,0],

(IL1)

ou z(t) ER™, Aet Ay R™", B € R™™ sont des matrices constantes; u € R ™ représente le
vecteur commande; ¢ est la condition initiale supposée continue par morceaux sur [—7,0]; fi

est un terme qui représente les non-linéarités négligées et les perturbations exogénes.

Les hypothéses sur le systéme (I1.1) sont les suivantes :

A II.1 La paire de matrices (A + Aq, B) est commandable.

A I1.2 La perturbation fi satisfait les conditions de recouvrement
fi(ze) = Bf(z),
et est bornée par

7] < &),

ou £ est une fonctionnelle connue de l’état x;.

A I1.3 rang(B) =r < m(< n).

Remarque I1.1 L’hypothése AIIL 1 correspond au fait que tous les critéres qui seront développés
par la suite dans ce chapitre dépendront de la taille du retard. Ceci est un choizx a priori visant

a réduire le conservatisme des résultats.

Remarque I1.2 La notion de commandabilité employée ici correspond & celle classique du

systéme non retardé obtenu en posant T = 0.

Afin de construire simplement une commande par modes glissants, nous transformons le
systéme (II.1) en un systéme qui admet une forme réguliére. La méthode est directement inspirée

des transformations des systémes linéaires non retardés en forme réguliere (voir [94]).



1I.2. LA MISE SOUS FORME REGULIERE. 49

II.2 La mise sous forme réguliére.

La mise sous forme réguliére s’effectue par I'intermédiaire des deux lemmes suivants. Par un
changement de variables d’entrée adéquat, le premier lemme permet de se ramener au cas d’un
systéme (I1.1) avec une matrice B de rang plein et de ne considérer que ce cas par la suite. Le

second lemme, quant & lui, présente le résultat principal.

I1.2.1 Le cas général
Pour faciliter la lecture, cette partie reprend des résultats présentés au chapitre I.

Lemme I1.1 [61, 94] Si Uhypothése AIL 3 est vérifiée alors il existe de nouvelles entrées v €

R™ et une matrice non singuliecre W € IR™*™ telles que u= W7 et

B 0
N 0

BW =

ot B' € R™" est une matrice de rang plein, N € R """ et § = (vy, ..., vm)T.

Preuve. Nous décomposons B sous la forme de smith, c’est-a-dire il existe P € R™*"

inversible et @ € R™*™ telles que

Ir 0
PBQ@ = ,
0 0
Nous choisissons W = @), et nous obtenons
L. 0
BW=p1| 7 ,
0 0

Lemme I1.2 [9/] Si les hypothéses AIL2, AIL3 sont vérifiées, alors il existe une transforma-
tion non singuliére T € R™ ™ qui transforme le systéme (IL.1) de la fagon suivante, appelée

Jorme réguliére :

21(t) = 22:(1411‘21'(15) + Aduzi(t —_ T)),
ijl . _ (11.2)
2o(t) = > (A2izi(t) + Agoizi(t — 7)) + Bav(t) + Baf,

0



50 CHAPITRE II. COMMANDES PAR MODES GLISSANTS DES SYSTEMES LINEAIRES RETARDES

avec z = (21,20)T = Tx(t), 21 e R™™, 2 € R", v = (v1,...,9,)T, Bo € R™" est une matrice
inversible et f représente les perturbations dans la nouvelle base.
Puisque Uhypothése AIL2 est vérifiée, Bgf est bornée par une fonction de z; que nous noterons

v
< st

Preuve. Voir [94]. =
Afin de déterminer la loi de commande par modes glissants, nous choisissons une variété S

définie par :
s(z) =z + Kz, (IL.3)

ott K € R™(™ ") représente le gain de glissement.

En introduisant la nouvelle variable s(z), nous transformons le systéme (11.2) de la maniére

suivante :
21 (t) = (An — A12K)21 (t) + (Adll — AdlzK)zl (t — 7’)
+ A128(2) + Ag128(2(t — 1)), (11.4)
3(2(t)) = ©(t) + Bov(t) + Baf,
avec

O(t) = (A21 + KA11)z1(t) + (Agz + KA12)20(t) + (Aao1 + KAgi1)z1(t — 7) + (Ade2 + K Aa12)z2(t — 7).

Le systéme est mis sous forme réguliére, c’est-a-dire un premier sous-systéme “autonome”,
tandis que le second sous-systéme dépend directement des entrées.
I1.2.2 Cas particulier : le rang de la matrice B est de rang plein

Nous supposons désormais que :

A I1.4 rang(B) = m. La matrice B est de rang plein.
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Lorsque la matrice B est de rang plein, nous pouvons directement transformer le systéme
(IL.1) en une forme analogue & (11.4). La forme obtenue nous sera trés utile pour relaxer les
critéres obtenus en utilisant la forme (11.4) (voir la partie I1.4).

La surface de glissement est choisie de la maniére suivante :
s(z) =Sr=BTX 1z =0, (IL.5)

od § € R(™™*" ¢t X € R™™ est une matrice définie positive.

La mise sous forme réguliére s’effectue par le changement de variable suivant :

2(t) = Mz(t), detM #0, (1L6)
avec
ET
M= ,
S

ot B est un complément orthogonal de la matrice B.
Remarque I1.3 M est une matrice réquliére car [ B B ] est de rang plein [14].
Nous obtenons alors le lemme suivant.

Lemme I1.3 [19] Le systéme original (I1.1) est équivalent &

5(t) = Az(t) + Agz(t — 1) + B(u(t) + f), (11.7)
ol

i - 12111 /112 BTAXB(BTXB)"l BTAB(SB)_1

Ay A SAXB(BTXB)™! SAB(SB)!
i A1 Ao BTAXB(BTXB)~! BTA4B(SB)™!
d = n R = . - .

Ago1 Agoo SAd)(B(BTAXB)_1 SAdB(SB)*l
) 0
B = ,

SB

avec A1y, Agp € RM=™X=m) A1y Agip € RM™™X™ ) Ag1, Agoy € R™ ™) Agy, Ay €

Rmxm
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De la méme maniére, le vecteur z est partitionné en z = [21 20]7, ot 21 E R™™™ 2 ¢ R™.

11.2.3 La commandabilité du premier sous-systéme.

Comme nous ’avons vu au premier chapitre, la variable zo agit comme une nouvelle com-
mande pour le premier sous-systéme en la variable z;. Elaborer une surface de glissement revient
alors 4 déterminer une commande pour le premier sous-systéme avec comme nouvelle entrée zo.
1l nous faut donc étudier si ’hypothése de commandabilité AII.1 du systéme (I1.1) est vérifiée

pour le premier sous-systéme commandé par 2s.

Lemme I1.4 Sila condition AIIL 1 est vérifiée alors la paire de matrices (A11+Adq11, A12+Ad12)

est commandable.

Preuve. Puisque B est une matrice inversible, alors :

sl — A1 — Agin —A1x — Agio 0
rang([ sI—A— Ay, B])zmng ’
—Ay sl — Aoy B,

= rang [ SI-—All '—Adll, A12 +Ad12 ] —+ 7, Vs € C.

Ainsi, si nous supposons que
rang[ sI-A- Ay, B ] =n,
alors nous avons :

rang[ sl — A1 — Agi1, Az + Aae } =n-r.

La preuve découle alors de 'application du critére de Hautus. ®

D’apreés le lemme (11.4), la paire de matrices (A11 + Ad11, A12 + Ad12) est commandable.
Naturellement, nous pouvons alors dégager plusieurs possibilités pour la commandabilité du
systéme réduit. On trouvera dans le tableau suivant les types de stabilisation possibles selon la

nature de la commandabilité rencontrée.
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TAB. II.1: Tableau des différentes commandabilités

sous-paire commandable type de stabilisation

(A1, A12) indépendante du retard
(A1 + Ag11, A12) dépendante du retard
(A11,A12 + Ag12) dépendante du retard

(A11 + Ag11,A12 + Agi2) | dépendante du retard

Le premier cas correspond & une stabilisation indépendante du retard et a été traité trés
largement (2, 17, 20, 36, 84, 116]. Nous n’y reviendrons pas. Les deux cas suivants sont inté-
ressants car, de part la meilleure connaissance de la commandabilité du modele, ils pourraient
permettent de relaxer les conditions suffisantes obtenues 4 ’aide des fonctionnelles de Lyapu-
nov. Il serait par ailleurs intéressant de développer des commandes spécifiques pour ce genre de
modele. Cependant, dans la suite de notre mémoire, nous ne considérerons que le cas le plus
général, c’est-a-dire la commandabilité de la paire (A11 + Agi1, A12 + Ad12)-

Concernant le probléme de la stabilisation du systéme (I1.7), le lemme II1.4 s’adapte direc-

tement de la maniére suivante :

Lemme I1.5 Si la condition AIL1 est vérifiée, alors il existe une matrice X € R™ ™ définie

positive et un réel positif Tmax tels que le sous-systéme issu de (I1.7)
2 (t) = /iuzl(t) + fiduzl (t - 7'),

est asymptotiquement stable pour T < Tyax.

Preuve. [19] La preuve découle de ’hypothése de commandabilité AIL.1 m

Cette premiere partie nous a montré comment transformer le systéme original (I1.1) en une
forme réguliére. Différents points concernant la commandabilité du premier sous-systéme y ont
été discutés. Dans la suite du mémoire nous considérerons ainsi les systémes linéaires mis sous

la forme réguliére, c’est-a-dire la forme (I1.4) ou la forme (I1.7).
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II.3 Une premiére étude

Cette premitre partie part d’un principe trés intuitif. Si un systéme héréditaire, pour
un retard nul, est asymptotiquement stabilisable, alors ce systéme héréditaire le sera aussi
pour un retard suffisamment petit. Mais encore faut-il quantifier le “suffisamment petit” ?
D’aprés le lemme I1.4, il existe une matrice K € R™(™ ") telle que, avec z3(t) = —Kz(t),
le premier sous-systéme pour un retard nul soit asymptotiquement stable. Ce retour d’état
se génére a partir d’une surface s(z) = 29 + K2z = 0. L’application des théorémes géné-
raux concernant la commande par modes glissants montre qu’il existe donc une commande
v(t) = —Asigne(s(z(t))),A > 0 qui stabilise le systéme (I1I.4) pour un retard nul. Nous mon-
trerons que cette commande stabilise le systéme (I1.4) pour des retards “suffisamment petits”,
ceci pouvant bien str étre quantifiés.

Cette premiére partie s’articule de la maniére suivante : dans un premier temps, nous pré-
sentons des résultats concernant la stabilité asymptotique d’un systéme linéaire a retards. Ces
théorémes servent de base & ’élaboration d’une commande par modes glissants qui stabilise le

systéme (I1.4) pour un retard inférieur a4 une borne spécifiée.

I1.3.1 Stabilité asymptotique pour des retards suffisamment faibles.

Considérons le systéme autonome suivant :
2(t) = Az(t) + Agz(t — 1), (11.8)

ou z2(t) e R™; Aet Ay € R™" sont des matrices constantes et 7 > 0 un retard constant.

Nous supposerons que le systéme :
z2(t) = Ez(t), E=A+ Aq, (11.9)

est asymptotiquement stable. Le but de ce paragraphe est de trouver une borne maximale
Tmax > 0 du retard telle que le systéme (I1.8) reste asymptotiquement stable pour tous les

retards 7 € [0, Tyjax]-

Théoréme I1.1 [61][62]Supposons que (I1.9) est asymptotiquement stable, soit P la solution

de l’équation de Lyapunov suivante :

(A+ A))TP+P(A+ Ay) = -Q, (11.10)
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avec Q € R™ ™ une matrice définie positive et Q1 sa racine carrée (Q1QT = Q).

Si Uopérateur
0
D) =9(0) + [ Aap(6)dd

est stable alors le systéeme (IL8) est asymptotiquement stable pour T < 71; , i = {1,4} ou

1

T = , P solution de (1I.10) pour Q = I,
' [+ (A+ A))TPAATP(A + Ag)| (I1.10) pour @ = I
1
T = , P solution de (II.10) pour Q = I,
2\/)\max((A + A))TPAZATP(A + Ag))
T3 = L , P solution de (II.10) pour Q@ = AgAY

21/ Amax(Q7 T (A + Ag)TP2A + A)QTY)
et Aq de rang plein,

1
Ty = , P solution de (II.10) pour Q = EET,

2 Amax(QT T AT P2AQTY)

Preuve. Elle repose sur I'utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dégénérée

(voir [61, 62]) de la forme :
t ot
V=a"Px+ / / 2T(0)Qz(0)dbds,
t—7 8

avec z(t) = 2(t) + [;_, Aqz(6)df. m

11.3.2 Elaboration de la commande par modes glissants.

Nous considérons la surface (I1.3) et nous choisissons un gain de glissement K qui stabilise
le systéme réduit sans retard 2;(t) = (A1; + Aa11 — (A2 + Ag12)K)21(t). Ce gain existe car
(A+Ag, B) est une paire de matrices commandable. Ce gain peut &tre calculé & ’aide de diverses
techniques comme le placement de poles ou la commande optimale (voir [143]) et nous permet

alors d’élaborer une commande par modes glissants comme suit :

Théoréme I11.2 Si les hypothéses AIL 1 et AIL 2 sont vérifiées, alors la commande :
v(t) = —By ' (® + gsign(s)), (I1.11)

avec g = g1 + ||B2|| ¥, g1 > 0 rend la surface s(z) = 0 (Eq. (I1.3)) attractive en temps fini. Le
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systeme (I1.4) (I1.11) est alors asymptotiquement stable pour T < Tiyax, 0U

Tmax = Max T;.
i€{1,..,4}

Preuve. Considérons la fonction suivante :

o ST E0)s(=(8)
5 .
La dérivation de V' (¢) le long des trajectoires de (11.4) (II.11) nous donne :

V = sT(z(t))(® + B + Baf),

< =g s(z@) <0,

Cette derniere inégalité garantit la convergence du systeme (I1.4) sur la surface s(z) = 0 en

temps fini. Une fois sur la surface, le systéme est régi par
21 (t) = (Au — A12K)21(t) + (Adll — AdlzK)Zl (t — T). (H.12)

D’apres le théoreme II.1, le systéme (11.12) est donc asymptotiquement stable pour 7 < Trax.

Remarque II.4 (A propos de la convergence en temps fini) Reprenons le systéme dy-

namique suivant :
z = f(z) + g(z)u, (I1.13)

ot x, le vecteur état, appartient 6 X C R™, f et g sont des champs de vecteurs dépendant de x
que nous considérons suffisamment différentiables, v : X — IR est la commande du systéme.

Il est bien connu que l’inégalité suivante :
8§ < -n Isl ’

assure la convergence en temps fini d’un systéme sans retard sur la surface s = 0.

Effectivement, en intégrant cette inégalité, nous obtenons :

ls(@)] = [s(0)] < —nt.
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Le temps ts mis pour atteindre la surface est borné par :

|5(0)]

ts < ——.
n

Dans le cas des systémes & retards, le probléme de la convergence en temps fini s’explique de
la maniére suivante : appelons ts le temps d’arrivée de la surface (I1.8) pour le systéme (11.2)

commandé par (II.11) alors, entre [ts,ts + 7], le systéme réduit est régi par :
21(t) = (A1 — A12K)21(t) + (Aar1 — Ag1aK)z1(t — 7) + Agr2s(2(t — 7). (11.14)

Le systéeme (I1.1}) n'est donc pas a proprement parler en régime glissant. Par contre, pour
t>ts+ 7, s(z(t — 7)) sera nul, et le systéme sera régi par U’équation différentielle (II.12). Le

temps d’établissement du régime glissant est donc de ts + 7 1.

Le probléme de ’approche précédente réside dans la difficulté de caractériser la surface
s(z) = 2o + K2 (t) = 0 qui assurera que le systéme (I1.4) est asymptotiquement stable pour la
plus grande borne Tmax possible. En effet, choisir une surface s(x) = 0 a priori nous garantit la
stabilité asymptotique du systéme réduit et donc du systéme en entier, mais il est tres difficile
de trouver la meilleure surface possible qui nous assurerait la stabilité asymptotique pour un
grand retard 7. L’idée que nous allons développer dans les deux parties qui suivent est d’obtenir
des critéres permettant de choisir le gain K de la surface, tout en optimisant la borne du retard
T.

Plusieurs cas seront envisagés suivant que :

— le retard est constant et connu
— le retard est constant et a valeur inconnue

— le retard est variant dans le temps et 4 valeur inconnue

II.4 Caractérisation de la surface par optimisation convexe

I1.4.1 Cas du retard constant et connu

Le théoréme suivant permet de déterminer la surface en optimisant son choix par un critére

convexe.

L A Pinstar de son homologue en dimension finie. les systémes linéaires & retards ne peuvent pas s’échapper
en temps fini. La démonstration s’effectue en appliquant la méthode pas-a-pas au systéme (11.2).
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Théoréme I1.3 [60, 56/ Considérons le systéme (IL.4) avec T constant, et soit m = my +

| Ba]| ¥(2), m1 >0 et X € R™"une matrice stable. Si les conditions AIL1, AIL2, AIL3 sont

vérifiées, alors la commande

_ _p-1 m Ps(z) s(z
olt) = B3 (@ + my i — Xs(2), (IL15)

ot P, € R™™" est une matrice définie positive qui satisfait I’équation de Lyapunov suivante :
XTPy+ X = —Ixr, (I1.16)

rend la surface s(z) = 0 (Eq. (I.3)) attractive et asymptotiquement stable en temps fini. Si

DVopérateur

0
D(p) = ¢(0) + / (Ad1n — Aa1 K)p(0)do

—Tmax

est stable, alors le point d’équilibre zz = 0 est alors asymptotiquement stable pour tout retard

T € [0, Tmax], 0% Tmax est le résultat de 'optimisation suivante :
-1 -1
Tope = MINT | (IL.17)

sous les contraintes

r  SAL, wTAZ, AT

AaiS =S 0 0
<0, (11.18)
Ag1oW 0 -5 0
S
A 0 0 3

avec

I = 771(S(An + Aa)T = WT (A + Aa2)™ + (A + Aan)S — (A1 + Aa2) W),

A = (An+Ad)S — (A2 + Agi2)W,

S € R "X("=") o5t une matrice définie positive et W € R"™ (7).
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Le gain de glissement K est alors donné par K = WS~

Remarque I1.5 La matrice stable X permet de “choisir” les dynamiques de s lorsque le

systéme est loin de la surface glissante s(z) = 0.

La preuve du théoréme s’effectue en deux temps : premiérement, nous prouvons que le
systéme converge en temps fini sur la surface s(z) = 0. Ensuite, nous étudions la stabilité

asymptotique du systéme réduit.

I1.4.1.1 Attractivité de la surface

Lemme II.6 Soit m = my + ||B2|| ¥, m1 > 0 et X € R""une matrice définie positive, la

commande (11.15) rend la surface s(z) = 0 attractive et asymptotiquement stable en temps fini.

Preuve. Choisissons la fonctionnelle suivante :
V= %s(z)TPgs(z), (I1.19)
ot P, € R™ " est une matrice définie positive qui satisfait ’équation de Lyapunov suivante :
XTPy+ PoX = —IL . (I1.20)
La dérivée de (11.19) le long des solutions de (11.4)-(11.15) s’écrit :

V = 5(2)TPy(® + Bau(t) + Baf).

Si nous choisissons v(t) = —B;}(® + m”—l-lzg%gw — Xs(2)) avec m = my + || Ba|| ¥(z), alors
2

nous obtenons I'inégalité suivante :
V < —8(2)T5(2) — 2m1 v/ Amin(P)VV < —2m1/ Amin(P)VV.
Ceci garantit la convergence du systéme (I1.4) sur la surface s(z) = 0 en temps fini. =

I1.4.1.2 Stabilité asymptotique du systéme réduit

Sur la surface (s(z) = §(z) = 0), le systéme réduit est régi par :

21(t) = (A — A2 K)21(t) + (A1 — A2 K)z1(t — 7). (1.21)
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Lemme I1.7 Le systéme (I1.21) est asymptotiquement stable pour tout T € [0, Tmax), 0% Tmax

est la solution du probléme d’optimisation (I1.17) (11.18).

Preuve. Pour prouver la stabilité du systéme réduit (I1.21), choisissons la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii suivante :

t t
V=yTPy+ [ [2F(0)AL,QAn121(0)dods

t—7 8
t t
+ [ [2F(0)KT AL ,PRP Ag12K 21 (6)dbds,
t—71 8

t
et posons E = Ajy + Agi1 — (A2 + Ag12) K, y = 21+ [ (Aain — Ad12K)z1(0)db, avec P,Q,R €
t—1
R (»=7)X("=7) des matrices définies positives.
Comme la fonctionnelle V' appartient 4 la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut

assurer la stabilité de ’opérateur

0
D) =9+ [ (A = AK)(6)db.

~Tmax

La dérivée de cette fonctionnelle le long des solutions du systéme (I1.21) s’écrit :
V =2T(ETP + PE+7AL ,QAa + TKT AL ,PRPA;12K) 2

t t
+2 f Z’IT(t)ETP(AdH - Ad12K)21(9)d0 - f ZIT(H)AgHQAdUz] (9)d0

-7 t—1

i
~ [ ZT(O)KTAL ,PRPA412K 2 (0)d6.

t—7

Sachant que quels que soient u et v deux vecteurs de taille compatible et R une matrice définie

positive, nous avons

2uTv < uTRu + vTR"lv(t),
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nous utilisons alors les deux inégalités suivantes :

t 72T (t)ET PQ~'PEz(t)
2 [ 2T ()ETPAg,21(0)do < t ,
. + [ 2 (0)AL1QAn121(0)dd
t—7

¢ 727 (t)ET R~ Ez (t)
-2 [ ZT()ETPAj15K2(0)d0 < t ’
t_fT 1 () 12Kz (0) + [ ZT(0)KT AL, ,PRPAy1,K 2 (6)dd
t—7

et nous obtenons finalement :
V < 2T M2(t),

avec

ETP+ PE + 1AL ,QAq1 + TKT AL ,PRP A4 K
+7ETPQ~'PE + tETRE

S’il existe un retard Tax > 0 et P, Q, R € R *")X("~") trois matrices définies positives telles

que
M <0, (11.22)

alors le systéme réduit est asymptotiquement stable pour tout retard 7 € [0, Trax)-

Toutefois, nous ne pouvons toujours pas déterminer le gain de la surface K qui assurera la plus
grande borne possible du retard Tpax. Si nous voulons optimiser le choix de K, en utilisant des
techniques d’optimisation convexe, il nous faut transformer l'inégalité (I11.22). En multipliant

par § = P~1 4 droite et & gauche de I'inégalité (I1.22), celle-ci est équivalente & :
g g

SET + ES +7SAL QA4S +7SKT AL ,PRPA4;:KS
+7SETPQ-1PES+7SETR1ES < 0.

(11.23)

Si nous choisissons Q = R~! = P et notons W = K, alors I'inégalité 11.23 devient (avec I et

A définies en (11.18)) :
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(T + SAL PA S + WTAL ,PAG W +2ATPA) <0

En utilisant le lemme de Schur, nous montrons que cette derniére inégalité est équivalente aux

contraintes (IL.18). m

Remarque I1.6 Pour T fizé, le probléeme d’optimisation (I1.17) (I1.18) est convexe et peut

donc étre résolu efficacement par des algorithmes de programmation semi-définie [14, 35].

I1.4.2 Le cas du retard a valeur inconnue et constant

Pour mettre en ceuvre la commande précédente, il est nécessaire de connaitre la valeur du
retard. Le théoréme suivant propose de modifier la loi de commande (I1.15) pour s’affranchir
de cette hypothése qui peut étre restrictive.

Nous supposons donc ici que le retard est mal identifié. Nous connaissons une borne inférieure

Tmin ¢ T 2 Tmin = 0.
Théoréme I1.4 [63] Considérons le systéme (II.4) avec un retard constant T > Tmin > 0. Soit
my un réel positif et X € IR "une matrice de Hurwitz, posons :

m=mq + 9,

ou

. 1821l 2(0)
= sup ;
0€[—Tmax,—Tmin) -+ ”(Adgl + KAdu)Zl (t + 0) + (Ad22 + KAdlg)ZQ(t + 9)”

Alors la loi de commande

v(t) = —By }((Aa1 + K A11)z1(t) + (Azz + K Ar9)za(t)

m Pys(z) s(x (11.24)
T B

rend la surface s(z) = 0 attractive et asymptotiquement stable en temps fini. St l'opérateur

0
D(¢) = 0(0) + / (A — AaroK)p(8)d6

—Tmax
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est stable, le point d’équilibre zx = 0 est alors asymptotiquement stable pour toute valeur du

retard T € [Tmin, Tmax] OU Tmax €St le résultat de l'optimisation (I1.17) (II.18).

Preuve. Seule la preuve de la convergence en temps fini du systéme différe de la preuve
du théoréme I1.3. Effectivement, une fois sur la surface, le systéme est régi par ’équation
différentielle (11.21), qui ne dépend plus de la commande.

Pour montrer la convergence du systéme (I1.4)(I1.24) sur la surface (II.3), choisissons la
fonction (I1.19). La dérivée de (I1.19) le long des solutions de (I1.4)(I1.24) s’écrit de la maniére

suivante :
V = 5(2)T P2(® + Bov(t) + Baf).

D’une maniére équivalente & la preuve du théoréme I1.3, nous obtenons une estimation de la

borne supérieure de la dérivée de V :

Pys(2) )

V< S(Z)TPQ ((Ad21 + KAg)z1(t — T) + (Agos + K Ag12)22(t — 7') + Bsf — m———+—
| P2s(2)]|

— 5(2)Ts(2).

En majorant les termes retardés par leur norme, nous avons :

V < =s(2)Ts(2) + 1Pas(2)l| (I(Aaz1 + K Aan)z1(t = 7) + (Aaz + K Aaiz)22(t — 7)l| + | B2 || @)
—m|[P2s(2)]|-

En majorant les termes retardés par 8, nous obtenons 'inégalité suivante :

V < —5(2)Ts(2) = 2m1 v/ Amin(P)VV < =2m1v/ Amin(P)VV.

Cette derniére inégalité garantit la convergence du systéme (I1.4) sur la surface s(z) = 0 en

temps fini. m

Remarque IL.7 La stabilisation du systéme en régime glissant est assurée pour tous les retards
0 < 7 < Tmax- Supposer que T > Tmin permet de réduire la taille de 6 et donc de diminuer

Uamplitude de la loi de commande.
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I1.5 Choix de la surface : approche par un complément ortho-

gonal

Les résultats présentés dans la partie précédente concernaient la stabilisation robuste des
systémes linéaires héréditaires. Le choix de ’hypothése AIl.1 nous a permis d’établir des cri-
téres dépendants du retard, qui peuvent s’avérer moins restrictifs que ceux de la partie II.3.
Cependant, ceux-ci peuvent donner des résultats assez conservateurs (voir les exemples de la
partie I1.7). C’est pourquoi nous essayerons dans la partie qui suit de réduire ce conservatisme
en utilisant la notion de complément orthogonal. Celle-ci nous permettra en effet, de diminuer le
nombre de variables mises en jeu lors du probléme d’optimisation convexe, et ainsi d’améliorer

la borne pour le retard.

I1.5.1 Cas du retard connu et constant

Théoréme I1.5 [63][55]/Considérons le systéme (I1.7) avec T constant et connu. Soient A €

R™ "™ une matrice de Hurwitz et P la solution de l’équation de Lyapunov suivante :
ATP+PA=—1I (11.25)

On définit le gain m = my + ||SB|| ¥(2;) avec m; € R,
Si les conditions AII.1-AIl.2-AIl.j sont vérifiées, alors la loi de commande :
u(t) = —(SB)~! (SAa:(t) + SAge(t —7) — As+ m%> (I1.26)

rend la surface s(z) = 0 (Eq. (IL.5)) attractive en temps fini. Si l'opérateur
D(p) = ©(0) + / Ag1(6)df (11.27)

est stable, le point d’équilibre x = 0 est alors asymptotiquement stable pour toute valeur du
retard T € [0, Tmax) 0% Tmax €st la solution du probléme d’optimisation sutvant :

e = min(T™1) (11.28)

Tmaz
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sous les contraintes (0 € R ) :

([ T XA+ A)T + (A+ A)X] XAT X(A+ Ag)T

AgX -X 0
(A+ A9)X 0 _X
J BBT 0 0 (11.29)

—0 0 BBT 0 <0,
0 0 BBT
X >0.

\

Comme précédemment, la preuve est divisée en deux parties : 'attractivité de la surface,

puis la stabilité du systéme en régime de glissement.

I1.5.1.1 Attractivité de la surface

Lemme I1.8 Considérons le systéme (IL.7), si les hypothéses AIl.1-AIl.2-AIl.j sont vérifiées
alors la commande (I1.26) rend la surface (II.5) asymptotiquement stable et globalement attrac-

tive en temps fini.

Preuve. Cette preuve est omise, car elle est identique a celle du théoréme I1.3. m

I1.5.1.2 Stabilité du régime de glissement

Une fois en régime de glissement, les équations s(z) = $(z) = 0 sont vérifiées et ménent a

I’équation du systéme en régime de glissement :
21(t) = Auzl (t) + Adllzl (t—17). (1I1.30)

Lemme I1.9 Si les hypothéses AILL1-AIL.2-AIl.J sont vérifiées, le systéme réduit (11.30) est
asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T € [0, Tmax], 0U Tmax €st la solution du

probléme d’optimisation (11.28)-(11.29).

Preuve. Nous considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

t t
V(t) = yT(t)Py(t) + / / =¥ (w) AL PQ TP A y112,(w) dw ds, (I1.31)
t—71 8

ou y(t) = z(t) + _/LT Agiiz1(w) dw et P,Q € R ~™>*("=m) sont deux matrices définies posi-
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tives.
Comme la fonctionnelle V' appartient & la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut

assurer la stabilité de ’opérateur

0
D(p) = ¢(0) + / Agi10(6)db.

—Tmax

La dérivée de y nous donne :

y(t) = BT(A+A)XBBTXB) 21t

= (Aai1 + A1)z (2).

Si nous notons Z = fldu + fln, alors la dérivée de V le long des trajectoires du systéme réduit

(I1.30) s’écrit :

V() = z1(t)(ZTP+PZ+ 1AL, PQ ' PAg;)z(t)
t
2 / T (w) AL PZ21 (t) duw (I1.32)

t—7
t

—/zT(w)AguPQ"lelduzl(w)dw.

t—1
En utilisant 1'inégalité suivante :
t t
2 / z{(w)AdTHPZzl(t)dw < / 2T (w) AL PQ P A1 21(w) dw
t—7 t—T1

+72 (t)ZTszl (t),
nous obtenons une borne supérieure de V :
V(t) < 21(t) Mz (2),

ot M = ZTP+PZ+1(AL,,PQ ' PAg: + 27Q2Z).
Ainsi, s’il existe un nombre réel positif T = 7* et trois matrices définies positives X, P, Q tels
que M < 0, alors le systéme réduit est asymptotiquement stable pour toutes les valeurs de

T €[0,7*].



II.5. CHOIX DE LA SURFACE : APPROCHE PAR UN COMPLEMENT ORTHOGONAL 67

Toutefois, le choix des paramétres (P, @), X) est trés difficile a réaliser si nous voulons op-
timiser la borne supérieure 7*. Dans la suite, nous proposons donc une forme plus particuliére
de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii en choisissant P = Q = (BTXB)™.

Par ce biais, le probléme de I'optimisation est transformé en un probléme d’optimisation convexe
plus facile & résoudre numériquement. En effet, en multipliant A & droite et & gauche par P!

(définie positive), 'inégalité M < 0 est transformée de la maniére suivante :

Y BTX(A+ Ag)TB + BT(A+ Ay)XB)
+BTX(A+ Ag)TB(BTXB)'BT(A+ Ag)XB
+BTXATB(BTXB)~"'BTA4XB < 0.

En utilisant le complément de Schur, cette derniére inégalité équivaut & :

Y H+HT) XAT HT

LT AgX -Xx 0 |L<o,
H 0 -X
N (11.33)
B 0 0
avec L = 0 B 0 et H=(A+ Ay)X,
0 0 B

qui est exactement (11.29). m

I1.5.2 Cas d’un retard constant i valeur inconnue

Comme dans la partie précédente, il nous est possible de considérer que le retard n’est pas

connu. Par une approche identique au paragraphe I1.4.2, nous obtenons le théoréme suivant :

Théoréme I1.6 Considérons le systéeme (I1.7) avec T & valeur inconnue. Soit A € R™ ™ une
matrice de Hurwitz, et P la solution de l’équation de Lyapunov (I1.25). Soit le gain suivant,

avec my > 0 :

m=m;+  sup (ISB| ¥ (24(8)) + IS Aaz(9))]]) -

€[~ Tmax,—Tmin)

Si les conditions AIL 1-AIl 2-All j sont vérifiées, si l'opérateur D défini par l'équation I11.27 est
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stable, alors la loi de commande

u(t) =—(SB)™! (SAx(t) — As+ m—”—f)—zl—’)

rend la surface (IL.5) attractive en temps fini. Le point d’équilibre x = 0 de (I1.7) est alors
asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T € [0,Tmax] 00 Tmax est la solution du

probléeme d’optimisation (11.29).

Preuve. La preuve est omise car elle est identique a la preuve du théoréme I1.4, page 62. B

I1.5.3 Cas du retard variable dans le temps

Dans les théorémes que nous avons présentés dans les parties I1.3, I1.4, et dans la premiére
section de la partie I1.5, nous avons considéré que le retard était constant. Toutefois, en pratique,
la valeur de celui-ci est souvent mal identifiée ou fonction de conditions variables dans le temps,
7 = 7(t). En général, seule une borne du retard est connue.

Dans le cas o1l le retard varie dans le temps, nous proposons une méthode adaptée des théorémes
précédents qui assure la convergence du systéme héréditaire sur la surface (II.5) et ainsi la
convergence asymptotique du systéme en entier.

Nous considérons donc désormais que le retard est variable dans le temps avec une loi
T = 7(t) mais reste uniformément borné. De plus, nous supposons que le retard est & valeur

inconnue.

Théoréme I1.7 [57]/Considérons le systéme (I1.7) avec T variable dans le temps et uniformé-
ment borné. Soit A une matrice de Hurwitz, P la solution de l’équation de Lyapunov (11.25),

et my > 0. Si les conditions AIL 1-AIL 2-AIl.J sont vérifiées, alors avec la commande

u(t) = —(SB)™! (SAac(t) —As + mﬁ.%n) ,
m = m+||SB| sup (¥(z(6)))
0€[—Tmax,0)

+115Aall  sup ](Ilwt(9)ll), (11.34)

$E€E[—Tmax,0

la surface s est globalement attractive en temps fini et la solution nulle du systéme (I1.7) est
asymptotiquement stable pour tout retard 7(t) € [0, Tmaz), 0U Tmaz €St la solution du probléme

d’optimisation suivant :

Tl = min(T7}), (11.35)

max
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sous les contraintes :

aX AX BBT 0
-y >0, (11.36)
XAT X 0 BBT
X  AgX BBT ¢
“ S PV >0, (IL.37)
xXAT X 0 BBT
T HT + H) + (a+ )X AgX BBT 0
( JFla+fX AX ) <0, (11.38)
XAT -3X 0 BBT
X >0, (11.39)

ou H=(A+A)X, 71,72, 0 € R,a,B€R™.

Remarque I1.8 Poura,B3,7 € R™ fizés, le probléme d’optimisation est convexe. Pour affiner
5 p P

la borne Tmax, nous pouvons utiliser un algorithme de relaxation sur les coefficients «, 3.

Comme précédemment, la preuve peut étre divisée en deux parties : I’étude de 'attractivité
de la surface s(z) = 0 et I’analyse de la stabilité asymptotique du systéme réduit. Comme la
preuve de I’attractivité de la surface est sensiblement identique a celle du paragraphe précédent,

nous ne la répéterons pas. La preuve de la seconde partie s’effectue de la maniére qui suit :

Preuve de la stabilité du systéme réduit. Une fois en régime glissant, les équations
s(xz) = $(x) = 0 nous menent & I’équation différentielle régissant le systéme réduit (11.30). En

utilisant la formule de Leibnitz-Newton, nous avons :

t
zl(t) = (1‘111 +Ad11)z1(t) - /fldllz'l(v)dv.
t—7
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Le systéme en régime de glissement peut donc se mettre sous la forme :
: ¢

4(t) = (An+ Aan=z(t) - / AgiArrzi(v)dv
t—71

¢
- / Ag11Ag 21 (v — 7)dv.
t—1
Comme nous avons supposé que le retard est uniformément borné, nous choisissons la fonction

de Lyapunov-Razumikhin suivante :
V(t) = 2F (t) P21 (t), (11.40)

ott P € R (»~m)*("=m) gt une matrice définie positive.

Suivant I’approche proposée par Razumikhin, supposons que I'inégalité suivante :
V(z(t+90)) < qV(z(t)), (IL41)

avec ¢ > 1, est vérifiée pour tout § € [—7(¢),0].

La dérivée de V le long des trajectoires de (I1.30) nous méne & :

t
V = ZF@)NZTP+ PZ)z(t) -2 / 2F () PAg11A1121(v)dv
t—T1
t

~2 [ @) PA a0 - v,
t—1
avec Z = All +Ad11.

Utilisant I’inégalité (I1.41), nous obtenons une estimation de la borne supérieure de V(t) :
V(t) < X )Nz (t), (11.42)

ot N =ZTP+PZ+7a"1PAj1 A SAT AL P+ qr(a+B)P+ 787 1PA% SAZT P,
Ainsi §’il existe 7*,q tels que N soit une matrice définie négative, alors le systéme réduit est

asymptotiquement stable. En multipliant & droite et & gauche par S = (BTX B) et en fixant



1I.5. CHOIX DE LA SURFACE : APPROCHE PAR UN COMPLEMENT ORTHOGONAL 71

S =P71, N <0 devient :
SZT + 28+ 10" Ag A SAT AL | + qr(a + B)S + 787142, S A%, <. (11.43)

Maintenant, supposons que les inégalités (I11.36) et (I1.37) sont vérifiées. Elles peuvent étre

reformulées de la maniére suivante :

BTAXB(BTXB)'BTXATB < a(BTXB),
et

BT A;XxBBTXBY 'BTXAYB < 3(BTXB).

Ces deux derniéres inégalités et l'inégalité (I1.42) montrent que N < 0 implique 'inégalité

suivante :

(BTX(A+ Ag)TB + BT (A+ Ag)XB) + qr(a + B)(BTXB)
+7BT A XB(BTXB) 'BTXATB + 1BTA.XB(BTXB)'BTXATB <0,

qui est équivalente 4 :

T HHT + H) +qla+ /)X AgX BBT 0
( JTale+hHX AX <0.  (IL44)

XAY -ix 0 BBT
Pour g = 1, cette inégalité est exactement la contrainte (11.38). Par continuité, si nous supposons
qu’il existe des parameétres X, 7,0, a, 3 tels que (11.38) soit vérifiée, alors il existe ¢; > 1 tel que

(11.44) le soit aussi. La preuve en découle. m

Conclusion II.1 Dans les parties II.4, puis I1.5, nous avons proposé des méthodes de construc-
tion de lois de commande discontinue pour des systémes linéaires héréditaires. Les surfaces
choisies sont de la forme s(xz;) = Cz¢(0). Le gain de glissement C a été choisi dans le but
d’optimiser les valeurs du retard mazimal pour lesquelles le systéme est stabilisable par notre
approche. Toutefois. les surfaces choisies ne dépendent que de ’état instantané et non pas de
Uétat complet x,. Ce manque de généralité peut amener un certain degré de conservatisme. Par

contre, il permet une implantation plus simple de la commande !

Dans la partie qui suit, nous développons des surfaces fonctionnelles, dépendant des valeurs

passées de l'état et donc de la taille du retard.
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I1.6 Choix d’une surface fonctionnelle

La “surface” choisie dans cette section est la suivante :

Qz) = 20+ Ky2z1 + Koz (t — 7) =0, (11.45)

ot K; et Ky € R™(=7),

En introduisant cette nouvelle variable Q(t) = Q(2;), le systéme (II.2) devient :

4
5 (0) (A11 — A2 K1)21(t) + (Aann — Aqi2 Ky — A Ko)zi (t —7)
1 =
{ —Ag12 Koz (t — 21) 4+ A1pQ(t) + Ag12Q(t — 7)

(I11.46)

L Q(t) = £+ Bav(t) + Baf,
avec

&= (Ao + KA1)z1(t) + (Aze + K A12)2(t) + (Agar + KAg11)21(t — 7)
+(Adoe + KAg12)22(t — 7) + Ko 21 (t — 7).

Théoréme I1.8 [56/[59]Considérons le systéme (II.46) avec un retard T connu et constant.
Soit m; >0 et X € R™" une matrice de Hurwitz, la commande :
PyQ(t)

B0 (11.47)
m=my + || Bz ¥(z),

v(t)=-By ' (E+m

rend la surface )(z) = 0 attractive en temps fini. Si l'opérateur

0 0
D(p) = ¢(0) + / (Adi1 — Ag12 K — A12K)p(6)do — / (Ag12K2)p(0)d6

—Tmax ”2Tmax

est stable, le point d’équilibre z; = 0 est alors globalement asymptotiquement stable pour tout

retard T € [0, Tmax] 0¥ Tmax €st donné par la résolution du probléme d’optimisation suivant :

Toao= min 771 (I1.48)

max Sy Wy y
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sous les contraintes

r yAT AW AL, ©
yA —yS 0 0
<0,
< ’)/A,ﬂgWQ 0 —%S 0 (1149)
—vS
oT 0 0 .
\ S >0,

ouT =771(0+07T), A = Ag1 S—Aq1oW1—A12W2, © = (A11+Aan1)S— (A1 +Aar2) Wi+ Woa).
Les gains K1 et Ko définissant les surfaces de glissement sont alors calculés de la maniére

suivante :
Ky =W1S™!, Ky =WoS™ L

La preuve s’effectue en deux temps : premiérement, nous prouvons que le systéme converge
en temps fini sur la surface 2(2;) = 0. Ensuite, nous étudierons la stabilité asymptotique du

systéme réduit.

I11.6.0.1 Attractivité de la surface

Lemme I1.10 Soit m; >0 et X € R"™" une matrice stable. Alors, la commande (I1.47) rend

la surface attractive en temps fini pour le systéme (I1.46).

Preuve. Choisissons la fonctionnelle suivante :
V(z) = Qze)T PoU(2) (11.50)

o P, € R™ " est une matrice définie positive qui satisfait I’équation de Lyapunov (I1.20). La

dérivée de V le long des solutions de (11.46) (11.47) s’écrit de la maniére suivante :

V = 2Q(2,)T Po(€ + Bou(t) + Baf)

PQQ(Zt)

QG XQ(z)) avec m = my + ||Baf| ¥), alors

Si nous choisissons v(t) = —B; (£ +m

nous obtenons l'inégalité suivante :

V < =Q(2:)T2) — 2m1 v Amin(P2)VV < =2m1y/ Amin(P)VV.



74 CHAPITRE II. COMMANDES PAR MODES GLISSANTS DES SYSTEMES LINEAIRES RETARDES

Cette derniére inégalité garantit la convergence du systéme (11.46) (I1.26) sur la surface (z) = 0

en temps fini. A

I1.6.0.2 Stabilité asymptotique du systéme réduit

Sur la surface Q2(z;) = 0, le systéme (I1.46)-(11.47) est régi par 1’équation différentielle

suivante :
21 (t) = (A11 — A12K1)21 (t) + (Adll — AgioKq ~ A12K2)Z1(t — 7') — Ag12K9z; (t — 27’). (11.51)

Lemme I1.11 Le systéme réduit (11.51) est globalement asymptotiquement stable pour tout

retard T € [0, Tmaz| OU Tmaez €St donné par la résolution du probléeme d’optimisation (I11.48)
(11.49).
Preuve. Introduisons la variable intermédiaire suivante :

t t
y(t) =«(t) + Eq / z1(s)ds + E, / z1(s)ds
t—1 t—21
ou By = Agi1 — Aq1aK1 — A12Ks et B = —Ag19Ko.

Nous avons alors :

y(t) = (A11 + Agi1 — (A2 + Ad12) (K1 + Kz))zl (t) =Fzn (t) (11.52)

Pour montrer la stabilité asymptotique du systéme réduit, nous choisissons la fonctionnelle de

Lyapunov-Krasovskii suivante :

V=yTPy+~y ftt_h [vt zl(s)TEgPRlPEdzl (s)dsdv

t t T T (II.53)
+7 Jean Jy 21(s)T Ef PRoPEy21 (s)dsdv,

ol 7 est un réel positif et P, Ry, Ry € R (*~"*(™=7) sont des matrices définies positives.
Comme la fonctionnelle V' appartient a la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut

assurer la stabilité de ’opérateur

0 0
D(p) = ¢(0) + / (Aai1 — Aq1 K1 — A Kz)p(0)df — / (Ad12K2)p(0)do.

—Tmax ~2Tmax
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La dérivée de (I1.53) le long des trajectoires des solutions (I1.51) nous donne :

V = 2(t)(ETP+ PE +1PRPE;+ 2ryEl PRyPE,)z (t)
t 4

+2 / 21(s)TETPEz (t) + 2 / 21 (s)TEgPEzl t)

t—T i—271
t

¢
—7/z1(s)TEfPR1PEdz1(s) -y / zl(s)TEgPRgPEpzl(s).
t—1 t—21

Nous utilisons les deux inégalités suivantes :

¢
2/21(3)TE5PEm1(t) < v

t—7 t—

21(8)TEY PR1PEy21(s) + Ty 121(t) ET Ry LE2 (2),

—

Bl

—

2 / 21(s)TETPEz(t) < v

t—21 t—

zl(s)TEgPRgPEpzl (s) + 21y 21(t) ET Ry 1 E21 (2),

N

h

Finalement, nous obtenons 1'inégalité suivante :

ETP+ PE + 7yES PRIPE; + 277El PRy PE,

V <21 (t)
+7y1ETR'E 4+ 2hy'ETR;'E

21 (t)

S'il existe 7, Tmaz deux réels positifs, P, R, Ry € R *~"*("=7) tr0is matrices définies positives,

Ky et Ko € R™("7) tels que

ETP+ PE + TYEIPR|PE4 + 2r7El PRy PE,
+7y ETR'E + 2hy'ETR;'E

X = <0, (11.54)
alors le systéme réduit (I1.51) est asymptotiquement stable pour tout retard 7 < Tymgg.

Toutefois, nous ne pouvons pas déterminer les différents gains de la surface qui assureront la
plus grande borne du retard. Si nous voulons optimiser le choix de K; et K2 en utilisant des
techniques d’optimisation convexe, il nous faut transformer légérement I'inégalité (I1.54). En

multipliant par § = P~! & droite et 4 gauche de ’inégalité (I1.54), celle ci est équivalente & :

T+ ~ATPA + 2yWT AL s PAg12oWa + 37y 10T PO <0 .
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En utilisant le lem:me de Schur, cette derniére inégalité est équivalente aux contraintes (I11.49).

Remarque I1.9 Pour ~y,T fizés, le probléme d’optimisation (11.48)-(11.49) est conveze et peut

étre résolu efficacement par des algorithmes de programmation semi-définie.

Remarque I1.10 Dans de nombreuz théorémes que nous avons présentés, il nous est nécessaire

d’assurer la stabilité d’un opérateur de la forme :

0
D(g) = o(0) + / Dep(6)do. (IL55)

—Tmax

Nous rappelons ici une condition suffisante pour la stabilité de (I1.55).

Si
Tmaxp(D) < 1}

alors Uopérateur (I1.55) est stable.

I1.7 Exemples et comparaisons

Dans cette section, nous présentons des applications numériques des différents théorémes

des parties I1.3, I1.4, I1.5.

Exemple II.1 Considérons le systéme (II.1) de retard constant avec

2 0 -1 0 1
A= JAg= B = . (I11.56)

1.75 0.25 —-0.1 -0.25 1
Comme la paire de matrices (A, B) n’est pas commandable, le systéme ne peut étre stabilisé

indépendamment du retard. En appliquant les théorémes précédents, nous trouvons les résultats

de la Table I1.2.
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TAB. I1.2: Tableau récapitulatif des différents résultats pour exemple (11.56)

retard maximal calculé | parameétres
théoréme IL.5 1.65 s(z) = 4.46.10~ %z (t) + 1.392.10~*z(2)
théoréme I1.3 1.65 5(z) = 2zo(t) + 0.7222(t)
théoreme I1.8 1.79 Q(z¢) = 22(t) + 1.01621(t) — 0.1802(t — 7)
Tvanescu et al. 1.46
Fu et al. 0.984
Li and De Souza | 0.51

//—"zoom sur cette partie :
voir figure 11-3

x10

surface

F1G. II-1: Exemple (II.1) : évolution du systéme en boucle fermée

La figure (I1I-1) montre I’évolution du systéme pour un retard T = 1.46, en utilisant la surface
optimisée par le théoréme IL5. Les conditions initiales sont fixées & p(0) = 2 pour 8 € [—7,0].
En comparaison, les résultats proposés par Ivanescu et al. [73] nous donnent un retard mazimal
de Tmaz = 1.46 (voir figure 1I-2), tandis que ceuz de Fu et al [{9] stabilisent le systéme pour
Tmaz = 0.984 et Li et al [90] seulement Tmqay = 0.51.
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Remarque I1.11 Sur la simulation de la figure (II-1), apparait clairement le probléme de
Uattractivité de la surface en temps fini pour un systéme & retard déja mentionné en remarque
I11.4. En effet, une fois sur la surface, le systéme II.56 ne converge pas immédiatement vers le
point d’équilibre mais s’écarte de celui-ci (voir le grossissement sur la figure II-8).Sur la figure
1I-3, cela correspond & la trajectoire dont Uamplitude autour de la surface est la plus grande.
Intuitivement, nous voyons que ces commutations est dues a un décalage de la valeur moyenne
de s par une fonction de s(t — T) tendant vers zéro lorsque t tend vers t; + 7 et nulle en valeur
moyenne pour t > T + 7. Ensuite, o partir de t; + T, le systéme (I11.56), régi par !’équation

réduite, converge bien vers zéro. L’amplitude est alors réduite.

Anecdotiquement, la figure (II-4) représente I’évolution du systéme pour des conditions
initiales fixées a ¢() = [1;—1] pour @ € [—7,0]. Les trajectoires du systéme passent par le

point d’équilibre sans s’ “arréter” !!
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t t x1
5
) B .
] T L
)
3-10~.-'..._
Eqs.'..'._..
. .
I ) S
. .
I T S T,
!
o

-

1.885¢ *

1.88

1.875

1.865

1.86

1.855

1.8

1.845

1.84

1.836
0564 0563 0562 -0.561 -0.56 -0.559 -0.558 -0.557 -0.556 -0.555

FiG. 1I-5: Exemple (I1.1) : zoom du plan de phase (z1,x2). Pour deuz instants différents, deuz
trajectoires co-existent sur s = 0. L’une diverge (provisoirement), tandis que autre converge
VETS 2ET0.



80 CHAPITRE II. COMMANDES PAR MODES GLISSANTS DES SYSTEMES LINEAIRES RETARDES

BT
£2 0 02 04 06 08 1 12 0 5 10 5 -4
2t 1

0.04

ae| -

22
°

0.2l

F1G. 1I-4: Exemple (II.1) : évolution du systéme en boucle fermée pour des conditions initiales
fixées & (#) = [1; —1] pour 6 € [-T,0].

Exemple I1.2 Considérons le systéme (II.1) avec un retard constant et

0 0 -2 -0.5 0
A: 7Ad= ’B: 5 (1157)
01 0 -1 1
Comme la paire de matrices (A, B) n’est pas commandable, le systéme ne peut étre stabilisé

indépendamment du retard. Les résultats obtenus en appliquant les théorémes précédents sont

donnés en Table I1.3 : La figure (II-5) montre ’évolution du systéme pour un retard T = 0.49.

TAB. I1.3: Tableau récapitulatif des différentes commandes pour l’exemple (I11.2)

retard mazimal calculé | paramétres (valeur pour T = 100)

théoréme I1.5 | 100 s(z) = 0.28195z1(t) + 0.0706x2(t)
théoreme 11.3 | 100 s(2) = 2zo(t) +3.99121(2)
théoréme I1.8 | 100 Q(z¢) = 29(t) + 3.9912(¢) — 0.00162; (t — 7)

Tvanescu et al | 1.3
Li et De Souza | 0.48
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Q8 - - - - - - - o N
Q5 - + - » - - - as - -/- < 4 - -
. ' .
' ' '
oh— — op =L — - - . -
. ' '
Qs Qs
[ 5 v B D 1 0 1 2

F1G. II-5: Exemple (I1.2) : évolution du systéme en boucle fermée

Les conditions initiales y sont fizées & p(0) = 2 pour 8 € [—7,0]. La surface optimisée par le
théoréme I1.5 est donnée par s(z) = z2 = 0. Les travaux précédents trouvent une borne mazimale
de 1.3 pour Ivanescu et al [73] et 0.48 pour Li et al [90], tandis que par notre approche, la

résolution de ’optimisation semble toujours donner une solution et ceci quel que soit le retard.

Remarque I1.12 Notons que plus nous nous rapprochons de la limite théorique?, plus les ma-
trices déterminées par (I1.29) sont mal conditionnées. Ainsi, si nous choisissons 7 = 100, nous

trouvons

0.0405 —0.1618

—0.1618 14.798
o = 14449.

Les valeurs propres de X sont ( 0.038, 14.7993 ) L’inversion de X, nécessaire pour trouver

la surface, reste fortement sensible aux erreurs numériques.

arcos(3*)

2 Celle ci est définie pour un systéme scalaire de la forme & = —az(t) — bz(t — 7) par Ten < —
—
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Exemple I1.3 Considérons le systéme (II.1) avec un retard constant et

2 0 1
A=|14 025 08
1 0 1
[ 05 0 0
As=| -01 01 -o01 (11.58)
| -02 -0.2 0.1
0 0
B=10|,f= 0 z(t)
1 a? * sin(t)

Pour o = 0, le retard maximal proposé par Li et al. [90] est de 0.66. En utilisant les théorémes

précédents, nous trouvons les résultats de la Table I1.4 :
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TAB. IL/: Tableau récapitulatif des résultats de l’exemple (11.3)

méthode employée

retard maximal

parameétres

théoréme IL.5 1.9 s(z) = [ 0.03346 0.01758 0.017655 | z(t)
théoreme I1.3 1.6 s(z) = z(t) + [ 1.895 0.95 | 21(t)
théoreme I1.8 2.5 s(z) = 2o(t) + | 1.84 0.30 J21(¢)+[ —0.1 0.005 | z1(¢t — 1)

Soit une perturbation : f =

0

0 z(t). L’ajout d’une telle perturbation satisfaisant

a?sin(t)

les conditions de recouvrement ne change pas la qualité de la convergence pour la commande

par modes glissants. Par contre, en utilisant les théorémes de stabilisation robuste définis par

Li et al, les valeurs admissibles du retard diminuent lorsque a augmente (Table I1.5)

TAB. I1.5: Retard admissible en fonction de a pour ’exemple (I1.3)

valeur de « | valeur du retard admissible Tyqz
0.1 0.64

0.3 0.26

0.5 -

Exemple I1.4 Reprenons lexzemple (11.58) mais supposons que le retard est cette fois variant

dans le temps. D’aprés le théoréme I1.7, nous obtenons une borne supérieure du retard Ty =

0.42. La surface a alors comme équation :

s=101736 00697 0.0954009]::::0.

II.8 Extensions possibles

Nous proposons dans cette partie deux extensions des résultats précédents. La premiére

considére le cas d’'une commande par modes glissants pour des systémes linéaires 4 plusieurs

retards sur I’état. La seconde est un cas particulier de commande par modes glissants & cofit

garanti appliquée aux systémes a retards distribués.
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I1.8.1 Extension a des systémes a plusieurs retards sur 1’état

Nous considérons le systéme linéaire suivant avec k retards h;. On pose h = max(h;),
1

(t) = Ax(t) + éﬁl Agiz(t — hi) + Bu(t) + f1, pour t >0, (11.59)

z(t) = ¢(t), for t € [—h,0],

ou les Az € R™™ sont des matrices constantes. Les hypothéses AIl.1 et AI1.2 concernant la

commandabilité et la majoration de la perturbation sont remplacées par :

k
A IL.5 La paire de matrices (A+ > Aq4,B) est commandable.

=1

A I1.6 fi1 = Bf avec ||f|| < ¥(x:).

L’hypothése AIL4 (rang B = m) est conservée.

Théoréme I1.9 Soit A € R™"™ une matrice de Hurwitz, P une solution de l'équation de
Lyapunov (11.25) et my un réel strictement positif. Si les conditions AIL4, AILS5, AIL6 sont

vérifiées, si l'opérateur

k 0
D) =@ +Y. [ Aauelo)ds
=1

—hi max

est stable,alors la commande

k
u(t) = —(SB) "N (~As(z) + SA(t) + Y _ SAuz(t — hi)) + mm{%”’

i=1

ot m =my + ||SB|| ¥(x), rend la surface s(x) =0 (Eq. I1.5) globalement attractive en temps

fini pour le systéme (I1.59). Le.systéme est alors asymptotiquement stable pour tous lcs retards
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hi € [0,himax] =1,...,k), ot les paramétres h;max Satisfont les contraintes suivantes :
JT 47 PmaxX AT o hemaxX AL SF  himaxJT
PimaxAaX — —himaxX 0 0 0
0 0 0
P maxAdk X 0 0 —hrmaxX 0
k S o himaxd 0 0 0 — 3 himaxX
BBT 0 0 0 0 )
0 BBT 0 o0 0
= 0 . 0 0 <0,
0 0 0 BBT 0
0 0o 0 o0 BBT
X >0,

avee J = (A+ 3% JAw)X,0€ R.

La preuve est similaire & celle donnée pour le théoréme I1.5 page 64.

11.8.2 Extension & une classe de systémes a retards distribués

Nous considérons le systéme linéaire 4 retards distribués de la forme :

z(t) = Axz(t) +_fi Agz(t +w)dw + Bu(t) + f1, pour ¢t >0, (11.60)

z(t) = ¢(t), pour t € [-7,0],
o Ay € R™*". L’hypothése concernant la commandabilité est remplacée par :
A I1.7 La paire de matrices (A, B) est commandable.

De plus, nous supposerons que B est de rang plein (hypotheése 11.4).

Afin de construire une loi de commande 4 structure variable, la surface choisie est de la
forme (I1.5). Le premier paragraphe présente la loi de commande discontinue qui permet la
stabilisation du systéme pour une valeur du retard supposée constante, mais inconnue. Dans le
second paragraphe, nous considérerons le cas d’un retard & valeur inconnue et variable dans le
temps. Enfin, nous considérerons ’élaboration d’une commande & structure variable et & colit

garanti.
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11.8.2.1 Cas du retard constant et a valeur inconnue

Théoréme I1.10 Considérons le systéme (I1.60) avec un retard T constant et & valeur in-
connue. Soit une matrice A € R™ ™ une matrice de Hurwitz, P la solution de l’équation de
Lyapunov (11.25), et my un réel strictement positif. Si les conditions AIL 4-AIL6-AIL7 sont
vérifiées, la commande

ua):-453y4(—A4xy+SAm@)+nﬁé%ﬂ% (11.61)

avec m =mj +  sup (IlSBH U(z(6)) + “.S’Ad fao x(t +w)dw“) , rend la surface s(x) = 0
0€[—Tmax,0]

(Eq. (I11.5)) globalement attractive en temps fini pour le systéme (11.60). Le systéme (I1.60) est

alors globalement asymptotiquement stable pour tout retard T € [0, Tmax), 0% Tmax est le résultat

du probléeme d’optimisation suivant :

Tk = min(t™1), (11.62)
soumis aux contraintes ( c,a € IR ) :
TTHAX + XAT) +Y AgX BBT 0 -0
P— 0' ,
XAY -Y 0 BBT
X >0, (11.63)
Y >0,
Y —aBBT >0,

avec X, Y € R™".

Preuve. Nous ne reviendrons pas sur la preuve de I'attractivité de la surface en temps fini.

Une fois en régime de glissement, les équations s(x) = $(x) = 0 sont vérifiées et ménent &
I’équation du systéme en régime de glissement :

t
51(1) = Anzy(t) + Ay / 21 (w)dw. (1L64)

t—T1
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Pour montrer la stabilité asymptotique de ce systéme réduit, nous choisissons la fonctionnelle

de Lyapunov-Krasovskii suivante :

t t

V(z1e) = 2 (t)Pz1(t) + / / 21(c)T Rz1(c)dedw, (11.65)

t—7 w

ot P, R € R(n=m)x(n=m) gont définies positives.
La dérivation de la fonctionnelle de Lyapunov V' le long des trajectoires du systéme réduit

(I1.64) nous mene & :

V(zw) = 2T(t) (A P+ PA11> z1(t)

+2Z? (t)PAdn f 21 ('w)dw

— [ ()R (w)dw + 72T (1) Res (8

En utilisant ’inégalité suivante :

t t

221 () P Ay / (w)dw < T21() PAaiy B AT Py (1) + / T (w) Rer (w)dw,

t—7 t—7

nous obtenons une estimation de la borne supérieure de la dérivée de V :

V(z1) < 2f )Nz (t),

avec N(r) = (AL, P+ PAyi + TR+ rPAm R- LA\ P).

Ainsi, s’il existe P et R deux matrices définies positives et un réel Tmax tel que N(7Tmax) est
définie négative alors le systéme réduit est asymptotiquement stable pour tout 7 € [0, Tmax]-
Pour pouvoir optimiser la borne supérieure 7Tmax, multiplions N & droite et & gauche par S =

P~!et fixons P = (BTXB)~!. L’inégalité N < 0 devient
SAT, + A;)S+ TSRS + 7PAsm RAL, <0,
ou, d’'une maniére équivalente

BTAXB+BTXA"B+1Q+7BTA;XBQ'BTXAIB <0, (11.66)
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avec Q = SRS. Nous choisissons une forme particuliére de la matrice @) de la maniére suivante
Q = BTYB, avec Y € R™ " une matrice définie positive. En utilisant le lemme de Schur,

I'inégalité (I1.66) est alors équivalente a la contrainte (11.63). m

Les deux prochains théorémes considérent le cas de retards variant dans le temps. Le premier
théoréme développe une commande pour des systémes & retard variant dans le temps dont on
sait que la dérivée 7(t) est bornée supérieurement par une constante 3 < 1. Pour ce faire, nous

modifierons légérement la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (I1.65).

La deuxiéme commande nous permet de nous affranchir de ’hypothése 3 < 1, en se basant

sur une fonction de Razumikhin.

Théoréme I1.11 (retard variant) Considérons le systéeme (I1.60) avec un retard 7(t) déri-
vable et dont la dérivée est bornée supérieurement par une constante 3 < 1. Soit une matrice
A € R™™ une matrice de Hurwitz, P la solution de l’équation de Lyapunov (II.25), et soit

my > 0 un réel.

Si les conditions AII 4-AIL6-AIL7 sont vérifiées, la commande (11.61) rend la surface s(z) =
0 (Eq. (11.5)) globalement attractive en temps fini. Le systéme (I1.60) est alors globalement
asymptotiquement stable pour tout retard T € [0,Tmax] 0¥ Tmax est le résultat du probléme

d’optimisation sutvant :

ol = min(t71),
sous les contraintes (o, a € R ) :
THAX + XAT) + 2357 AuX BBT 0
1-6 -0 <0,
X AT -Y 0 BBT

X >0,

Y >0,

Y —aBBT >0,

avec X,Y € R™".

Preuve. La preuve de la convergence sur la surface s(z) = 0 reste la méme et nous ne

la détaillerons pas. La preuve de la stabilité du systéme réduit repose sur la fonctionnelle de
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Lyapunov-Krasovskii suivante :

: t ot
1
V = 2T (t) Pz (t) + T3 / /zl(c)TRzl (¢)dcdw,
t—17 w
Le calcul est analogue 4 la preuve du théoréme (I1.10) page 86. m
Nous considérons dans le théoréme suivant le calcul d’une loi de commande dans le cas d’un
retard & valeur inconnue, mais uniformément bornée. L’approche proposée sera basée sur une

fonction de Razumikhin.

Théoréme I1.12 (retard variant) Considérons le systéme (I1.60) avec un retard 7(t) unifor-
mément borné. Soit une matrice A € IR™ ™ une matrice de Hurwitz, P la solution de l’équation
de Lyapunov (I1.25), et my un réel strictement positif.

Si les conditions AIL 4-AIl6-AIL7 sont vérifiées, la commande (I1.61) rend la surface s(z) =
0 (Eq. (I11.5)) globalement attractive en temps fini. Le systéme (I1.60) est alors globalement
asymptotiquement stable pour tout retard T € [0,Tmax] 0% Tmax est le résultat du probléme
d’optimisation suivant :
max

-l =min(r})

soumis aux contraintes (o € R ) :

T AX + XAT) + X AdX BBT 0
g
XAY -X 0 BBT (11.67)
X>0

avec X € R™*™,

Preuve. Une fois en régime glissant, les équations s(z) = $(z) = 0 nous ménent a I’équation

différentielle régissant le systéme réduit :

t

21(t) = flnzl (t) + Adll / 21 (w)du, (1168)
t—7(t)

Choisissons la fonction de Lyapunov-Razumikhin suivante

V(t) = 2 (t)Pz1(t),
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ol ™ e R (=m)x(n=m) oot une matrice définic itive.

Su. at Papproche proposée par Razumikhin, supposons que I'inégalité suivante :
V(z(t+0)) < qV(x(t)),

avec q > 1 est vérifiée pour 6 € [—7(t),0]. La dérivée de V le long des trajectoires de (I1.68)
nous mene 3 :
V(z1) = 2 (2) (A’{IP + Pfln) z1(t)
t

+2:T ) PAg [ z1(w)dw.

t—7
En utilisant I'inégalité suivante :
t t
22 (t)Pfldu / z1(w)dw < 72 (t)PAduP“lﬁganl t) + / z{(w)le(w)dw,
t—7 t—7

nous obtenons une estimation de la borne supérieure de la dérivée de V :

V(z1) < 2F )Nz (2),

avec N(7) = (AirlP + PAyj +1qP + TP/iduP‘lfiguP) .

Ainsi, s’il existe P une matrice définie positive et un réel Tiax tels que N(7Tmax) est définie
négative alors le systéme réduit est asymptotiquement stable pour 7 € {0, Tpax]. Pour pouvoir
optimiser la borne supérieure 7.y, multiplions N & droite et & gauche par S = P~! et fixons

P = (BTXB)™!. L’inégalité N < 0 devient
SAT + A;1S +79S + TPA451;SPSAL, <0
ou, d’'une maniére équivalente

BTAXB +BT"XATB + 195+ 7BTA;XBPBTXATB < 0.
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En utilisant le lemme de Schur, cette derniére inégalité est équivalente &

77U (AX + XAT) +gX  AgX BBT 0
-y <0 (I1.69)

X AT -X 0 BBT

Pour g = 1, cette inégalité est exactement la contrainte (I1.67). Si nous supposons qu'il existe
des parameétres X, 7,0, a, 3 tels que (11.69) soit vérifiée, alors, par continuité, il existe ¢; > 1

tel que (I1.67) le soit aussi. La preuve en découle. m

11.8.2.2 Exemple

Exemple I1.5 Pour illustrer les diverses commandes proposées dans cette sous-partie, consi-

dérons le systéme & retard distribué (I1.60) avec :

2 0 1 -1 0 0 0
A= 1.75 0.25 0.8 ,A4g=1 —-01 025 02 |,B,=] 0 {,
\ 0 2 3 1 -2 -1 1
0 1
p= 0 etz(t)=| 1 | pourte[-1,0]. (11.70)

sin(z1(t — 7)) 1
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1) Retard constant : en utilisant le théoréme (I1.10), le systéme (I1.70) (I1.61) est asymp-

totiquement stable pour T < 1.99 (voir figure II-6).
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F1G. 1I-6: Exzemple I1.5 : évolution de la trajectoire du systéme (I1.70) (II.61) pour un retard

de 7 =1.99.

2) retard variant : Maintenant, si nous supposons que le retard est variant dans le temps,

alors en utilisant le théoréme I1.12, le systéme est stabilisé pour 7(t) < 0.83, ce qui est bien sir

plus restrictif que la borne déterminée précédemment. Les simulations sont représentées sur les

figures II-7 et II-8.
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Fi1G. 11-7: Exemple I1.5 : évolution des trajectoires de (I1.70) (I1.61) et un retard variant de

valeur maxrimale 7 = 0.83.
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Fi1G. 11-8: Exemple I1.5 : retard variable

I1.8.2.3 Commande par modes glissants & coGt garanti

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés a la commande par modes glissants & coiit
garanti pour des systémes a retard distribué de la forme (I1.60). Considérons le critére de
performance suivant :

o0

J= / 27 (w) Zz(w)dw, (1L.71)

ts
avec Z € R™ "™ une matrice définie positive, t; le temps d’arrivée sur la surface s(z) = 0 avec
de plus s(z(t — 7)) = 0.
Le but de cette partie est de déterminer une loi & structure variable garantissant la bornitude

de J sur la surface s(z) = 0. Nous proposons le résultat suivant :

Théoréme I1.13 Considérons le systéme (I1.60) avec un retard T constant et a valeur incon-
nue. Soit le critére de performance J défini par (I1.71), A € R™*™ une matrice de Hurwitz, P
une solution de l'équation de¢ Lyapunov (I1.20) et my > 0. Si les hypothéses AIL 4-AIL6-AIL7
sont vérifiées. alors la commande (I1.61) rend la surface globalement attractive en temps fini,
et le systéme (11.60) asymptotiquement stable pour T € [0, Tmax], 0¥ Tmax est la solution du
probléeme d’optimisation suicant :

= min(t7 1),

-1
T max
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sous les contraintes :

BT 0 0| mYAX+XAT)+Y AsX X B 00O
0 BT 0 X AT -Y 0 0 B 0| <0,
0 0 I X 0 -z71 0 0 I
X >0,
Y >0,
Y —aBBT > 0.

De plus, la fonction de codt J est bornée par :

ts is

J < 2L (t )Pz (ts) + / /zl(c)TRzl(c)dcdw,

ts—T w

avec P = (BTXB)™1, et R= P(BTYB)P.

Preuve. Tout d’abord, nous appliquons la transformation (11.6) a la fonction cotit pour

pouvoir 'exprimer dans la base “réguliére” :

avec

Zn Z
Z(M-Y)= | T

Ziy Zo
(BTXB) 'BTXZXB(BTXB)™! (BT"XB) 'BTXZB(SB)™!
(BTST)-1BTzX B(BTXB)~! (BTST)-1BTzZB(SB)™!

Comme nous ne considérons que le systéme en régime de glissement, la seconde composante de
I’état zy est égale & 0. J est donc réduit & :

J= | 2N (w) 2y 2 (w)dw.

ts



I1.8. EXTENSIONS POSSIBLES 95

Choisissons la fonctionnelle de Lyapunov suivante :

t i

V= T@)Pa(t) + / / ()T Rea (c)deduw,

t—T

avec P, R € R(™)X("~m) des matrices définies positives. La dérivée de la fonctionnelle de

Lyapunov V le long des trajectoires du systéme réduit (11.64) nous méne 4 :
V(au) < 21 (N (1)2(t),
avec

N(7) = (ATIP +PAp+TR+ TPAdHR—lAg’HP) . (IL72)

Si nous supposons qu’il existe P, X, R, Tmax tels que :
z;‘r(t)(N('rmax) + Z11)z1(t) <0,
alors I'inégalité suivante est vérifiée :
V(z1t) < —2L (8) Z1121(). (I1.73)

En intégrant des deux co6tés de I'inégalité (11.73), nous obtenons :
O? [ee]
/ V(th)dt < —/z{(t)lezl(t),
ts ts

c’est-a-dire

J < V(ts).
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En conclusion, s'il existe P, X, R, Tmax tels que N(Tmax) + Z11 est une matrice définie positive

alors la fonction coit est bornée par :

ts s

J <2t )Pz (ts) + / . / 21(¢)T Rz (c)dedw,

ts—T W

et le systéme réduit est asymptotiquement stable pour 7 € [0, Tmax)-

Cependant le choix des parameétres P, R, X permettant d’optimiser Tyax et tels que N(Tmax) +
Z11 < 0 peut se révéler difficile. C’est pourquoi nous choisissons comme précédemment une
forme particuliére pour P, et R qui nous permettra de définir un probléme convexe. Si nous
choisissons P = (BTXB)_l, en multipliant & droite et 4 gauche par § = P~!, l'inégalité

N(1) + Z11 <0 devient :
SAT, + A;S+ TSRS + TPA4 RTAL, + 82118 <0,
ou
BTAXB+ BTXATB+1Q + BT A;XBQ 'BTXATB + BTXZXB < 0,

avec @ = SRS.

Nous choisissons @ = (BTY B), avec Y > 0. En utilisant le complément de Schur, I'inégalité

est équivalente & :

Y BTAXB+ BTXATB) + (BTYB) BTA,;XB BTX
BTXATB —(BTYB) 0 <0,

XB 0 ~-z71

ou

BT 0 0 771 AX + XAT)+Y A4X X B 00
0 BT ¢ X AT -y 0 0 B o]<o0.
0 0 I X 0 -z 0 0 I

Ceci conclut la preuve. m
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I1.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes méthodes originales de stabilisation des
systémes linéaires & retards sur ’état & ’aide de commandes par modes glissants. Nous pouvons

distinguer deux grandes approches :

— La premiére approche consiste & élaborer une surface dépendant de ’état instantané du
systéme c’est-a-dire une surface de la forme s(z) = Cxz. Plusieurs méthodes d’optimisation
ont alors été menées afin de déterminer le gain de la surface qui stabilise le systéme
commandé pour le plus grand retard possible (Théorémes 11.1, 11.3, I11.5). Par ailleurs,
nous avons adapté ces méthodes pour traiter le cas de systémes ol le retard est & valeur
inconnue et/ou variant dans le temps (Théorémes 11.4, IL.7).

— La deuxiéme approche s’intéresse au développement d’une surface fonctionnelle qui dé-
pend des états passés et donc de la taille du retard. Dans cette partie, nous avons considéré
le cas d’un retard ponctuel et connu (Théoréme I1.8). Cette nouvelle information nous a

permis de relaxer les critéres présentés dans les parties précédentes.

A travers quelques exemples, nous avons montré que la stabilisation de systémes linéaires
a retards par modes glissants permet d’améliorer la robustesse du systéme a deux niveaux
distincts :

- Robustesse vis-a-vis du retard.

— Robustesse vis-a-vis de perturbations paramétriques, ou exogénes pourvu qu’elles satis-

fassent une condition structurelle de recouvrement.

Enfin, dans une derniére partie, nous avons présenté deux extensions possibles : le cas de
systémes & plusieurs retards sur I'état et le cas de systémes distribués. Pour cette derniére
classe de systémes a retards, nous avons envisagé, par ailleurs, la construction d’une commande
a structures variables qui garantit la bornitude d’une fonction cott quadratique.

Cependant, il nous reste plusieurs points & développer. Le premier point est bien sir de com-
prendre le degré de conservatisme introduit lors de I’optimisation convexe. En effet. nos résultats
restent trés dépendants du choix de la fonctionnelle de Lyapunov. A cet effet, il pourrait étre
intéressant de considérer d’autres types de commandabilité, comme nous l’avons mentionné
page 53.

Le deuxiéme point est de considérer une plus large classe d’incertitudes paramétriques ne sa-
tisfaisant plus les conditions de recouvrement. Nous devrions alors développer une surface qui

stabilise un sous-systéme incertain.
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Chapitre I1I

Commande des systémes non

linéaires a retards.

ITII.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé des lois de commande par modes glissants
pour des systémes linéaires a retards sur ’état. Les exemples proposés ont montré que ces
techniques de commande améliorent de fagon notable la robustesse du systéme vis-a-vis du
retard et des perturbations paramétriques ou exogénes. Il nous a paru alors intéressant d’essayer
d’étendre ces résultats aux cas des systémes non linéaires a retards, qui sont des modeéles plus
proches de la réalité en ce sens que leur validité n’est pas nécessairement limitée & un voisinage
immeédiat d’un point de fonctionnement ou d’une trajectoire de référence.

Ce chapitre se compose de quatre parties distinctes : aprés avoir transformé le systéme original
en un systéme non linéaire nous permettant de mettre en valeur la dynamique de la surface

choisie, plusieurs cas seront considérés :

Le premier correspond A un systéme non linéaire avec un retard constant. Nous proposerons
alors plusieurs techniques de commandes menant 4 une stabilisation indépendante du

retard, exponentielle (avec un taux de croissance garanti), ou dépendante du retard.

Le deuxiéme cas correspond au cas d’un retard variant dans le temps. En reprenant la métho-

dologie du chapitre I1. plusieurs lois de commande seront mises en ceuvre.

La troisiéme partic nous permettra, a travers des exemples, de comparer nos lois de commandes
par rapport a celles qui ont été proposées dans la littérature.
Enfin, la quatricime partie propose la généralisation de ces résultats pour des systémes non

99
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linéaires, plus complexes, sous réserve d’un certain nombre d’hypothéses & vérifier.

IT1.2 Notations et formulation du probléme

Dans ce chapitre, nous considérons le systéme non linéaire suivant :

£(t) = fzi(0)) + g(z(t))ult) + p(z:, t),
z(t) = ¢(t) pour t € [-7,0],

(111.1)

ol 7 = 7(¢) > 0 est un retard qui peut étre variable dans le temps, z € R™, f représente un
champ de vecteur de dimension n x n éventuellement perturbé et qui dépend de la fonction x; ;
g9(x) = [91(x)...gm(x)] est un champ de commande de dimension n X m, ou les vecteurs g;(z),
¢ € {1..m} représentent des fonctions suffisamment régulieres de z(t); u € R™ est le vecteur
de commande; ¢ est la condition initiale, supposée continue par morceaux sur [—7,0]; p est un
terme qui représente les dynamiques négligées et les perturbations exogénes.

Les hypotheéses sur le systéme (I11.1) sont les suivantes :
A IIIL.1 rang(g(z)) =m, Vz € R™.
A IIL.2 La distribution Ay = span({g1,...,gm}) est involutive.

A II1.3 La perturbation p vérifie les conditions de recouvrement suivantes :
pE (I11.2)

Remarque II1.1 Lorsque Uhypothése A III.1 n’est pas vérifiée, il est possible, dans certains
cas, de calculer d’abord un pré-compensateur qui permet de retrouwver Uhypothése A III.1 (voir

[119] dans le cas non retardé).

Remarque II1.2 Nous considérons une classe restreinte de systémes non linéaires & retards
car le champ de commande g dépend uniquement de l’état instantané. Cette hypothése est
nécessaire, car elle permettra de mettre le systéme (II1.1) sous forme réguliére. Une extension au
cas général demanderait un résultat théorique, de type théoréme de Frobénius, pour les systémes

fonctionnels.

Comme dans le chapitre II. afin de déterminer de maniére systématique des lois de com-
mande, nous nous proposons de transformer le systéme original en un systéme plus simple 3

étudier, mais qui va introduire de ce fait un certain conservatisme.
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II1.3 Reformulation du probléme

Le but de cette section est de transformer le systéme (III.1) en un systéme multimodeéle
(c’est-a-dire un ensemble de modéles linéaires pondérés de fagon non linéaire [138]). Ceci s’ex-

prime de la maniére suivante :

. r A Aain
21=> hi(z) z(t) + 2(t—-1)],
=1 Az Adir2 (IIL.3)

g = ff{z) + GR(2)u(t) + pfi(z),

ol z et p’ représentent respectivement le nouvel état et la perturbation dans la nouvelle base,
GH(2) est une matrice non singuliére, et les fonctions h;(2),% € I, sont des fonctions de pon-

dération qui satisfont une propriété de convexité :

r
> hi(z) =1, hi(z) 20, i € L. (I11.4)
i=1
Cette transformation s’effectue en deux étapes qui vont étre présentées dans les paragraphes
suivants. Mettre le systéme (1I1.1) sous cette forme va nous permettre de développer de maniére

systématique une commande par modes glissants qui stabilise le systéme (I11.3) et donc (I111.1).

I11.3.1 Premiére étape : utilisation de la forme réguliére généralisée

D’aprés les hypothéses A III1.1, A II1.2, A II1.3 le systéme (III.1) peut étre transformé en

un systéme de la forme :

21 = flR(zlta Z2t)

(ITL5)
29 = fZR(zltv‘ZQt) + Gé{(z)u(t) +pR(zt)7

ot GE(z) est une matrice non singuliére, z; € R™™, 2, € R"™

Preuve. Comme le champ de vecteur g(z) dépend de I'état instantané, et puisque ’hypo-
thése A TII.2 est vérifiée, nous pouvons appliquer la procédure décrite dans ’annexe B pour
déterminer un difféomorphisme qui transforme le systéme (II1.5) en un systéme de la forme

(1IL3). =

Remarque I11.3 L’hypothése AIIL.2, sur la distribution engendrée par g, est une hypothése

assez conservatrice. Celle-ci pourrait étre relazée en utilisant la méthodologie développée par
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[119] et décrite dans l’anneze B.

Exemple IIL.1 Pour montrer tout l’intérét de cette transformation, choisissons un systéme

non linéaire avec un retard 7 > 0 suivant :

2(t) = 21(t — 7) + 23(t — 7) + 22(t) — 22(2) — u(t),
22(t) = -—22:3(t) — z1(t) + 2z3u, (111.6)

23 (t) = Uu.
Soit le difféomorphisme global suivant :

xr] = 21 + 23,
o) = 9(2) :{ 3= 23—,

Ir3 = 23.
Dans le nouveau systéme de coordonnées, le systéme (II1.6) s’écrit :

z=uz(t—T)+ 2,
To =21 + 23, (1117)

T3 = U.

Celui-ci peut étre alors stabilisé par les méthodes classiques issues des systémes linéaires a

retards.

I11.3.2 Deuxiéme étape : formulation polytopique

Supposons que nous puissions factoriser le premier sous-systéme par z; de la maniére sui-

vante :

= |20 gy | 2
Ai2(2t) Agi2(z) (I11.8)

29 = fR(21¢, 22¢) + GR(2)u(t) + p(2).
Nous supposerons par la suite que :

A TIL.4 Les matrices A1;(z) et Agij(2t), (Vi € {1,2}) sont des applications bornées de l'espace
d’état.
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A IIL5 La perturbation p®(z;) est bornée par une fonctionnelle connue :
”pR“ < U(z).

Si ces hypothéses sont vérifiées, le premier sous-systéme peut étre écrit sous une forme
polytopique qui met en valeur les bornes des matrices Ay;(z) et Ag1;(2:) (Vj € {1,2}) (voir

[138, 140] dans le cas non retardé et [10] dans le cas retardé, pour de plus amples détails) :

T+ | T | 2t-1) |, (111.9)

,
21 = Z hi(zt)
i=1 312 Adgii2

les fonctions h; vérifiant les propriétés de convexité définies par 1’équation (II1.4) page 101.

Lemme III.1 Si les hypothéses A IIL.1 & A IIL4 sont vérifiées, alors le systéme (III1.1) peut
étre écrit sous la forme (II1.3).

Remarque II1.4 La stabilisation du systéme (I11.8) implique la stabilisation du systéme (II1.1).

IT11.4 Le choix de la surface

Une fois le systéme (II1.1) mis sous la forme (II1.8), et afin de construire une commande par

modes glissants, nous choisissons une surface de la forme suivante :
s(z) =22+ Kz =0. (I11.10)

Nous adopterons quelquefois la notation fonctionnelle s; = s(z).

Le systeéme (II1.8) est équivalent & :

s Z’”: hi(z)(Ai1 — Air2K)z1(t)
1= y
=1 | +(Ag11 — AdireK)z21(t — 7) + Airas(z) + Agias(t — 7(t)) (1IL.11)

8(2) = &(zr) + GF(2)u(t) +p(2),

avec .
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§(z) = &1(2e) +&a(2),
€1(ze) = ff21e, 50(2) — Kzuy),

T i
§o(z) = K 3 hi(zt) { 2 Aajz(t) + Adinjz;(t — T)} :
i=1 1=1
Le but est donc de contraindre le systéme (II1.11) 4 rester au voisinage de la surface s = 0

par une commande discontinue. En effet, pour s = 0, le systéme se réduit a

2 = Z [hi(2t)(Ainn — A2 K)z1(t) + (Aginn — AaineK)z1(t — 7))

=1
II1.5 Cas du retard constant

Dans cette partie, nous considérons que le retard est constant.

II1.5.1 Stabilisation asymptotique

Théoréme III.1  /, 58/Considérons le systéeme (III.11) avec un retard T constant. Soient A
€ R™ ™ une matrice stable et P € IR™*™ une matrice symétrique définie positive qui vérifie
Uéquation de Lyapunov : ATP + PA = —1I. Si les hypotheéses A III.1 & A IIL.5 sont vérifides
et s’il existe S, R € R "~™*(""™) deuz matrices symétriques définies positives et une matrice

W e R™ (™) telles que la contrainte suivante :

Xi+XI'+R M _
< 0) 1 E IT‘,
MT -R (111.12)

2

avec X; = Ain1S — AW, M; = AginS — AgilaW,

est vérifiée, alors la commande :

(1) = =66 (e~ o+ micpny ).

m(zt) =m) + \Il(zt), (HII&)

my >0,

rend la surface (II1.10) stable et globalement attractive en temps fini. Le point d’équilibre z = ()
du systéme (1I1.8) est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T > 0.

Le gain K de la surface (II1.10) est alors calculé par K = WS~

Remarque IIL.5 (Cas des modéles incertains) Pour calculer la loi de commande. il cst
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nécessaire de connaitre parfaitement les fonctions de pondérations h;. Cependant, il est possible
de transformer la loi de commande (III.13) pour traiter le cas d’un systéme dont. les paramétres
sont incertains. Dans ce cas, nous supposerons que les matrices }E(zt) et m(zt) sont des
matrices perturbées mais qu’elles restent incluses dans un domaine connu et borné. Par ce
biais, nous pouvons traiter le cas de systémes linéaires ou non linéaires incertains et dont les
incertitudes ne vérifient pas les conditions de recouvrement.

Pour de tels systéemes, les valeurs des fonctions de pondérations h; ne sont pas connues. Pour
déterminer une nouvelle loi de commande, nous calculons une borne de la norme de §. La loi

de commande est alors modifiée de la maniére suivante :

u(t) = —G¥z)~ (51(21:) —As+ m(zt,t)mf%o ,

m(z,t) = ma + ¥(2) + ma(z),

my >0, (I11.14)

2

avec ma(z) = T_clz:f( K { > Aiizi(t) + Aginjzi(t — 'r)} ‘)
B ) J:l

Remarque II1.6 De maniére analogue au chapitre II, si nous connaissons une borne supé-

rieure du retard, il est possible de calculer une loi de commande qui soit indépendante du retard.

La preuve du théoréme III.1 s’effectue en trois étapes distinctes : dans un premier temps,
nous prouvons que la solution du systéme converge en temps fini vers la surface s(z) = 0.
Ensuite, une fois en régime glissant (c’est-a-dire s(z) = §(z) = 0), nous prouvons la stabilité
asymptotique de la solution nulle du systéme réduit. Enfin, nous nous assurons qu’entre le temps
initial et le temps d’établissement du régime glissant, le systéme ne s’échappe pas & linfini.

Attractivité de la surface

Lemme II1.2 Si les hypothéses A III.1 a A II1.5 sont vérifiées et si la contrainte (II.12) a
une solution, alors la commande (II1.13) existe et rend la surface (II1.10) stable et globalement

attractive en temps find.

Preuve. Soit la fonction suivante V(¢) = s? (2(t))Ps(z(t)). Sa dérivation le long des trajec-

toires de (II1.11) (I11.13) nous donne :

m Ps )
1Ps||”

V(t) < —s(2)Ts(2) = 2m1v/ Amin(P)VV,
V(t) < —2mi\/Amin(P)IVV. (I11.15)

V(t) < ~sT(2)s(2) — 257 (2) P(p™(2) +
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Cette derniére inégalité garantit la convergence du systéme (II1.8) sur la surface s(z) = 0 en

temps fini [143]. =
Stabilité asymptotique du systéme réduit

Nous utilisons une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour prouver la stabilité du sys-
téme réduit. Une fois sur la surface, les équations s(z) = $(z) = 0 sont vérifiées et le systéme

réduit est régi par :

Zl(t) = Z hi(zt)((Aill - AilQK)Zl(t) -+ (Adill - AdﬂgK)Zl (t — 7')) (11116)
i=1

Lemme II1.3 L’origine du systéme réduit (I1I1.16) est asymptotiquement stable s’il existe S, R
€ IR —X("~m) Jeyz matrices symétriques définies positives et une matrice W € R ™™

telles que la contrainte (1I1.12) ait une solution.

Preuve. D’aprés le théoréme A.1 de 'annexe A, le systéme :

2= Z hi(z)(Aiz1(t) + Agiz1(t — 7)),

=1

est asymptotiquement stable il existe P, Q € R (*~™*("~m) Jeyux matrices symétriques défi-

nies positives telles que :

AiTP + PA; + Q PAg
AyTP -Q

<0,i€l,.

En remplagant A; par Z; = (A;1 — Ai2K) et Ag; par N; = Agii1 — AgiizK, nous obtenons :

zI'p+PZ,+Q PN;

<0,i € I,.
NTPp -Q
- : L 50 1 s
En multipliant & droite et a gauche de I'inégalité par avec § = P74, il vient :
0 S
SZ7~T +Z;.S+R N;S .
<0,i € I,. (111.17)

SNT —-R

7
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En utilisant le changement de variables W = KS et R = SQS, (I1I1.17) est équivalent & la
contrainte (I11.12) :

X;+XI'+R M;
MT -R

1

<0,2 €I,
ce qui conclut la preuve. m

Le probléme de 1’échappement en temps fini

Contrairement au cas linéaire, un systéme non linéaire peut s’échapper en temps fini [72,
137]. D’aprés le lemme II1.2, nous savons que s converge vers zéro. 11 nous reste donc a prouver
que ||z1]| ne peut devenir infini en temps fini, et ceci malgré le comportement de s (qui joue de

ce fait le role d’une perturbation).

Le premier sous-systéme s’écrit :

b= ihi(zt) (Air1 — Aa2K)z1(t) + (Azinn — AgieK)z1(t — 7) , (IIL.18)
=1 +Ai28(2(t)) + Agsrs(2(t — 7))

D’aprés le théoréme A.1 de Pannexe A, il existe une fonctionnelle de Lyapunov V :

V(z1e) = Vi(21(t)) + Va(z1e),

Vi(21(t)) = z1(t)T P21 (2),

t

Va(z1e) = / 21(6)7S 21 (6)db,

tor

qui prouve la stabilité du premier sous-systéme (II1.18) quand s(z(t +6)) =0,V6 € [-7,0]. La

dérivée de la fonctionnelle V' le long des trajectoires de (II1.18) s’écrit de la maniére suivante :

V = Z{ ()MZ1(t) +22] (})P Y _ hi(21)(An2s(2(t)) + Aanas(2(t — 7)),

i=1
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Z1 t
avec M une matrice définie négative (c.f. annexe A), et Z;(t) = (®) . Nous pouvons
: 21 (t - 7')

majorer V de la maniére suivante :
V <27 @t)P (Z hi(z)(Air2s(2(t)) + Agines(z(t — T)))) )
i=1

c’est-a-dire

Py~ hi(ze) Aiana| I @)l (=2 = )]

=1

V<2 lz2 (@) s (DI + 2

P Z hi(z)Airz

i=1

T
Puisque Y h;(z) = 1, nous pouvons trouver § et 7 des constantes positives qui ne dépendent
i=1

pas de 'état telles que :
V <8 llza@®l s +nllz @) szt =)l -
1
Or il existe p un réel positif tel que [[21(2)|] < pV;? et, puisque V; < V, nous obtenons l'inégalité :
. 1 1
V <ouV2 ||s(z(8))]| + nuV'2 ||s(2(t — 7))l

D’aprés le lemme II1.2, la variable s converge vers zéro en temps fini. Sa norme peut donc étre
majorée par une constante s,. L'évolution de V peut étre donc majorée par la fonction W qui

vérifie I’équation suivante :
: 1
W = (6 +n)usoW2.

En intégrant cette équation, il est aisé de montrer que W ne peut s’échapper en temps fini.
Ainsi, le premier sous-systéme et donc le systéme en entier ne peut pas s’échapper a 'infini en

temps fini.

Remarque II1.7 (A propos du conservatisme de la loi de commande) Afin de pouvoir
réaliser la commande (1I1.13), nous avons émis plusieurs hypothéses qui peuvent introduire beau-

coup de conservatisme.

— En premier lieu, nous avons considéré que le premier sous-systéme pouvait s’exprimer

comme une somme polytopique de modéles linéaires. Nous pouvons réécrire le systéme
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(III.11) de la maniére suivante :

Ai
ol 20 +

12 d12
29 = ffi(zt) + GR(2)u(t) + p*(z),

Ai
21 €co 4l —71), i eI,

ot co(V;) désigne Uensemble conveze engendré par {VA,...,V,}, ce qui revient de ce fait
a vouloir stabiliser toute une famille de modéles (dont le systéme (II1.1) n’est qu’un élé-

ment).

De plus, de nombreux systémes ne peuvent s’exprimer comme ceci. Ainsi le systéme

simple :

Zl(t) = zlzl(t — 7') + Zg(t),

(I11.19)
2o(t) = u(t) + pP(2(t)),

ne peut étre transformé en un systéme de la forme (II1.11) en vérifiant Uhypothése AIIL /.

Pourtant une surface du type
s(z) =z +z121(t — 7) +az(t) = 0, a >0,

et une commande par modes glissants associée permettrait la stabilisation globale du sys-
téme (II1.19) et ceci pour toute valeur du retard T > 0.

— En second lieu, le choixz de la surface et de la fonctionnelle de Lyapunov associées a la
stabilisation du premier sous-systéme correspond clairement a la stabilisation quadratique
du systéme (II1.11) et donc de (II1.1). Ce choiz qui permet de déterminer des critéres
systématiques pour la stabilisation de systémes non linéaires & retards, peut étre assez
réducteur.

— Enfin, les résultats présentés jusqu’ici sont indépendants du retard, et s’avéreront donc
souvent conservateurs. Des théorémes présentés dans une section ultérieure (section I11.5.3)

permettent de s’affranchir de cette limite.

I11.5.2 Spécification du taux de décroissance

Dans la partie précédente, nous avons considéré la stabilisation du systéme (II1.11) indé-
pendamment de la taille du retard. Cette partie a pour objet la spécification d’un critére de

performance. Nous considérons le probléme de la stabilité exponentielle du systéme réduit. Le
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but est de déterminer le plus grand nombre positif « tel que y1(t) = e**z1(t) converge asymp-
totiquement vers le point d’équilibre y; = 0. Les résultats dérivent de 1’étude du comportement

de y1(t) en régime de glissement qui est régi par I’équation suivante :
T
n = Z hi(y1e) (A1 — Asi2 K + adp)y1 () + (Aginn — Aginn K)e* y(t — 7). (111.20)
i=1

Bien entendu ces résultats n’augurent en rien du comportement du systéme initial (II1.1)

sauf si le difféomorphisme est linéaire.

Théoréme II1.2 Considérons le systéme (II1.11) avec un retard T constant. Soit A € R™"
une matrice stable et P € R™*™ une matrice symétrique définie positive qui vérifie ’équation
de Lyapunov : ATP4+PA = —1I. Si les hypothéses A IIL.1 & A IIL.5 sont vérifiées, s’il existe S, R
€ IR (=m)X("=m) Jeyz matrices symétriques définies positives, une matrice W € R™*(n=m)

et deuz réels a > 0, > 1 tels que la contrainte suivante soit vérifiée :

XTI+ X;+2aS+R nM; ,
<0, i€ I,
nMF -R (I11.21)

2

avec X; = Ai1S — AioW, M; = AginnS — AgireW,

alors la commande (III.13) rend la surface (III.10) stable et globalement attractive en temps
fini. Le point d’équilibre z = 0 du systéme (IIL.8) est exponentiellement stable (en e=*) pour

In(r).

toute valeur du retard 7 <

Preuve. La preuve de la convergence sur la surface ne differe pas de celle du théoréme
II1.1. Par contre, lorsque le systéme (II1.8) est en régime de glissement, il nous faut assurer la
stabilité asymptotique du systéme (111.20). D’aprés le théoréme (A.1) de ’annexe A, la solution

nulle du systéme (II11.20) est asymptotiquement stable si :

nN{' P -Q

<0, i€l

avec 1 = €%7 > 1, ou encore, d’aprés la preuve du théoréme III.1 :

X;+XF +2aS+R nM;
nMT -R

K]

<0, i€ I,. (111.22)

La preuve en découle immeédiatement. m
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IT1.5.3 Stabilisation asymptotique dépendante du retard

Exceptées les lois de commandes qui permettent d’assurer une convergence eXponentielle du
systéme réduit, les critéres que nous avons développés ne dépendent pas de la taille du retard.
Ils peuvent donc étre assez conservateurs surtout lorsque le retard n’est pas trés grand. Dans
cette partie, nous développons des lois de commande qui assurent la stabilisation du systéme
jusqu’a une borne maximale du retard. Comme dans le chapitre précédent, cette borne sera

exprimée comme la solution d’un probléme d’optimisation convexe.

Théoréme II1.3 Considérons le systéme (III.11) avec un retard T constant. Soient A € R™*™
une matrice stable et P € R™>™ wune matrice symétrique définie positive qui vérifie l’équation
de Lyapunov : ATP + PA = —1. Si les hypothéses A II.1 & A IIL5 sont vérifiées, s’il existe
Q1,Q2,8, M, My € R ™X(™=™) (ing matrices symétriques définies positives, une matrice
W e R™ (™) ot deug réels positifs o, ay tels que le probléme d’optimisation suivant :

-1
»

-1 .
T = min

max

W a1,02,8,W,M1,M2,Q1,Q2

soumis aux contraintes :

M X; )
> 0,1 € I,
X O
M, Y;
2 soiel,
YT Q2
a1 My < S,
arMs < S,

THX+ YY)+ X+ )T+ +Q2) Y Y;
YT —gs 0 |<0i€el,
(I11.23)
YT 0 -2

avec X; = AinS — AiaoaW) Y = Agi1S — AgiaW,
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a une solution, alors avec la commande (II1.13), la surface III.17) est stable et globalement
attractive en temps fini. Le point d’équilibre z = 0 du systéme (II1.11) est asymptotiquement
stable pour toute valeur du retard T < Tmgz-

Le gain K de la surface (II1.10) est alors calculé par K = WS™L.

Remarque II1.8 (Cas des modéles incertains) Comme précédemment, pour calculer la loi
de commande, il n’est pas nécessaire de connaitre parfaitement le retard ou les fonctions de
pondération h;. Dans ce cas, les matrices Zl;(zt) and m(zt) sont des matrices perturbées.
Pour de tels systémes, les valeurs des fonctions de pondération h; ne sont pas connues. Pour
déterminer une nouvelle loi de commande, nous calculons une borne de la norme de £ et la loi

de commande est modifiée de la maniére suivante :

u(t) = ~GR(2)7" (a(ze) — As +miar, ) ey
m(zg,t) = my + U(z;) + ma(ze), (111.24)

my > 0,

K { éAilij(t) + Adiljzj(t -~ T)}“)

avec ma(z) = max(
i=1,r

La preuve du théoréme s’effectue en trois étapes distinctes :

— La convergence du systéme en temps fini vers la surface s(z) = 0.
— La stabilité du systéme réduit.

— L’assurance de la bornitude du systéme entre le temps initial et le temps d’établissement

du régime glissant.

Nous ne reviendrons pas sur la preuve de la convergence en temps fini vers la surface et
sur le probléme du non-échappement en temps fini. Seule la preuve de la stabilité du systéme
réduit differe.

Stabilité du systéme réduit

Nous utilisons une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour prouver la stabilité du sys-
teéme réduit. Une fois sur la surface, les équations s(z) = §(z) = 0 sont vérifiées et le systéme

réduit est régi par 1'équation (I111.16). Notons :

Ars = Z hi(24(0))(Ai1 — Ai12K), Aars = Zhi(zt(9))(z4dil1 — AginaK), (I11.25)

i=1 =1

Eis = Ars+ Aqgrs,
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Nous avons alors :

21(t) = Arsz1(t) + Agrszi(t — 1), (I11.26)

En utilisant la formule de Leibnitz, nous obtenons :

t

21 (t) = (ATS + Ade)Zl (t) — Agrs / 21 (s)ds,

t—1

= (Ars + Aqrs)zi(t) — Aars / Ars(s)z1(s) + Aars(s)z1(s — T)ds.

t—T

Choisissons la fonctionnelle de Lyapunov -Krasovskii V = V; + V3 + V5 + V}; avec :
W= Z?lea

t
/z (s)Ryz1(s)dsdv,

&
I

ll
S~ L\r«
c\“ e

2¥(s — T)Raz1(s — T)dsdv,

o~
!
9

t
=T / 2F(s)Raz1(s)ds,
i—7
avec Ry, Ry, P € R ("=™)*("=m) [ 4 dérivée de V le long des trajectoires de (II1.16) nous donne :
W= le(Eg;P + PEy)z — 2szAdT5 / Ars(s)z(s)ds

- 22’1TPAdT5 / Ade(s)zl(s - T)ds

t—1

V2 =T ( JRy21(t) ~
t

2T (s)Ryz(s)ds,

\ﬂ

T

t
V3 +Vy= Tz1 ( JRoz1(t) — / zT(s —7)Raz1(s — 7)ds.
t—1
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En utilisant les inégalités suivantes

t . t
—QZTPAdTS/ATS(SM(S)dSS /Zif(t)PAdeATs(S)RIIATS(S)TAdePh(t)ds
t—1

t—7
t

+ / 2 (s)Ry21(s)ds,

i—1

-T t

t t
-QZITPAdTS / Ade(S)zl(s)dS < /Z;‘P(t)PAdeAdTS(S)RQ_lAde(S)TAdepzl(t)ds
t -7
t

+ / 2 (s — T)Roz1 (s — 7)ds,

t—7

nous obtenons une borne supérieure de V; :

Vi = 2l (ELP + PE,,

t t

+ PAgrs / (Ars(s)Ry ' Ars(s)") AarsPds + PAgrs / (Aars(s)Ry ' Aqrs(s)T) AarsPds)z

t—1 t—7

t t
+ / 2T (s)Ryz1(s)ds + / 2¥ (s — T)Ryz1(s — T)ds.
t—71

t—1

Supposons qu'il existe une matrice M; € R (*=™x("—™) symegtrique définie positive telle que
(A1 — Ain2K)SPRT'PS(Ain1 — An2K)T < My, i€ I, (I11.27)

ou d’une maniére équivalente :

M; (AinS — AiW)
(Ai11S — As2W) SR, S

>0, ¢ €I,

alors puisque nous avons :

«7 (t)F,SPR; ' PSF] z(t) < 2T F;SPR; ' PSF[ a(t)
+ 2" F;SPR;'PSF] x(t)
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avec E = (Aill - AﬂQK). Ainsi :

zT (ATs(S)Ri—lATs(S)T) z < 227 Z h; (Zt(e))(Ain — Aing)SPRl_1PS(Ai11 - AﬂzK)T:L‘
=1
< 2£UTM1.'L'.

Par conséquent, nous avons 'inégalité suivante :
(Ars(s)Ry Ars(s)T) < 2My, (I11.28)

et done :

t
21 PAirs / (Ars(s)Ry ' Ars(s)T) AfrgP2] < 2r21PAgrsMiAL g P2 .

t—7

De la méme maniére, si nous supposons qu’il existe une matrice M, symétrique définie positive

telle que :
M Agi1S — AgireW
2 (Adina ai12W) S0 iel,
(AginS ~ Agi12W) SRyS
alors :
(Aars(s)Ry ' Aars(s)T) < 2Ms,
et donc

t
ziFPAdTS / (Ade(S)Rl_]AdTS(S)T) AETSPZ{' < QTz{PAdeMQAgTSPZT.

t—7

Nous pouvons alors obtenir une borne de la dérivée de V :

ELP + PEy + 21PAqrsM1 AL o P "
21 .

Vi+Va+Va+Vy <2l
+2TPAdTSM2AgTSP +7(Ry + Ry)
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Ainsi, §'il existe P, M1, Ma, Ry, Ry cinq matrices définies positives et un réel 7,42 > 0, tels que :

ELP + PE;s + 2T oo PAars My AZrg P + 2T oo PAgrs Mo ALrg P+ Trae (R + Rp) < 0,
(I11.29)

alors le systéme (I11.16) est asymptotiquement stable pour 7 < Tpaz. Afin de pouvoir optimiser
ce critére, nous allons transformer 'inéquation (II1.29) de la maniére suivante. En multipliant

a droite et & gauche par S = P!, nous obtenons les inégalités équivalentes :

SEL + EsS + 21 Agrs My ALrg + 2T Agrs Mo AL + T(SR1S + SR3S) < 0,

SEL + EysS + 27 AqrsS(PMyP)SALrg + 27 AgrsS(PMyP)S Alrg + T(SR1S + SR,S) < 0,

SEL + EisS + 21 Aars S(PM1P)S AL + 27 Agrs S(PMyP)S AL s + 7(SR1S + SR»S) < 0,
(111.30)

Si nous supposons qu’il existe 2 réels positifs a; et as et en posant :

Q1= SRS,

Q2 = SR>S,
a1 M) < S,
asMy < S,

alors I'inéquation (II1.30) s’écrit :

2 2
SET 4 E,,S + —aT AqrsSPSAL.¢ + —O; AgrsSPSAT o +7(Q1 + Q) < 0,
1
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et en utilisant le lemme de Schur, nous obtenons :

T YSEL + EuS+Q1+ Q) AsrsS AarsS

Sl 0 s

Il est ensuite aisé de montrer que la contrainte (I1I1.23) implique Vinégalité (II1.31).

II1.6 Cas du retard variant dans le temps

Dans cette partie, la valeur du retard peut varier dans le temps, bien que pour simplifier
notre présentation nous noterons 7 = 7(t).

Nous poserons I’hypothése suivante sur ses variations :

A II1.6 La valeur précise du retard est inconnue, mais celle-ci est bornée par Tp, > 0 et

Tsup < 00 de telle sorte que T(t) € [Tmin; Tsup)-

II1.6.1 Stabilisation asymptotique

Théoréme IIL.4 Considérons le systéme (II[.11) avec un retard T variant dans le temps.
Soient A € R™"™ une matrice stable et P € IR™*™ une matrice symétrique définie positive
qui vérifie I’équation de Lyapunov : ATP + PA = —I. Si les hypothéses A II.1 & A IIL.6 sont
vérifiées, s’il existe S € R "~™X("=m) yne matrice symétrique définie positive et une matrice

W e R™ (™™ telles que les contraintes suivantes soient vérifiées :

Xi+XF+5 M; ,
<0, i€l
MT _S (111.32)

7

avec X; = A;11S — AioW, M; = AginS — AgioW,

alors avec la commande :

u(t) = —GR(z)"! (—As + m(zt)“—’-;i—gn) :
m(z) =mi+ sup  (U(zw))+ sup |z, (111.33)

we [Tmin 7Tsup] we [Tmin »Tsup

my >0,

la surface (II1.10) est stable et globalement attractive en temps fini. Le point d’équilibre z = 0

du systéeme (II1.8) est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard 7(t) € [Tmin, Tsup)-
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Le gain K de la surface (II1.10) est alors calculé par K = WS~

Remarque II1.9 D’une maniére analogue & la partie précédente II1.5, la connaissance du re-
tard et des valeurs des fonctions de pondération n’ est pas forcement nécessaire. Dans ce cas,

la loi de commande devient :

r

u(t) = —GB(2)~1 (—As + m(t)ﬁ) )

m(z,t) =mi+  sup  (¥(z(w)))+  sup  ([|€1(2e(w))]l + ma(ze(w)),
J WE[Tmin,Tsup) WE[Tmin,Tsup (IH.34)

mq > 0,
ma(z(w)) = maz(| K (An21(t) + Aanz1(t — 5) + Angza(t) + Aainza(t — 5))).

La preuve s’effectue en trois temps comme pour celle du théoréme I11.1. Nous ne reviendrons
pas sur la preuve de D'attractivité de la surface en temps fini, car celle-ci est analogue a celle
développée au chapitre II, page 59. De méme, la preuve de la bornitude du systéme (II1.11)
avant le temps d’arrivée de la surface reste la méme. Seul le choix de la méthode pour I’étude
du systéme réduit change : nous prenons dans ce cas précis une fonction de Razumikhin.

Stabilité du systéme réduit

Lemme I11.4 Le systéme réduit (II1.11) est asymptotiquement stable s’il existe S € R ("—™)x(n—m)
une matrice symétrique définie positive et une matrice W € IR™ ("™ telles que la contrainte

(111.32) soit vérifiée.

Preuve. Choisissons une fonction de Razumikhin de la maniére suivante :
V(1) = 2T Pz, (I11.35)

o P € R (m*(n=m) ot yne matrice symétrique définie positive. Suivant P’approche propo-
sée par Razumikhin (voir le chapitre I), supposons qu’il existe une classe de fonctionnelles ¢

solutions de (IT1.11) telles que :
V(e —s)Il <alIV(8E), s €[0,7supl, ¢ > 1. (I11.36)
L'inégalité :
ot — 5)T Po(t — s) < qd(t)" Pg(t), (111.37)

est alors vérifiée.
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En régime de glissement, les solutions ¢, sont régies par I’équation suivante :
. r - V
$(t) =Y hi(¢y) {(Ain1 — AinaK)(t) + (Aain1 — Aa2K)p(t = 7)} . (111.38)
i=1

Pour simplifier notre démonstration, nous utilisons les notations :

Ars

Z hi(¢g)(Ai1 — AinK),
i=1

Agrs = Zhi(¢t)(Adill — AginK).

2=1

La dérivée de V le long des solutions ¢ s’écrit donc :
V(8(t)) = ¢(t)" (A7sP + PArs) ¢(t) + 26(t)" PAarse(t — 7).
En utilisant I'inégalité suivante :
2¢(t)TPAars(t — 7) < ¢(t)T PAgrs P T ALpg Po(t) + ¢(t ~ )T Po(t ~ 1),
et la propriété (I11.36), nous obtenons finalement que :
V($(t)) < ¢(t)T (ATsP + PArs + PAarsP~ ' AlpsP + qP) 4(t).

Ainsi, s’il existe un réel g > 1 tel que :

ZI'P+PZ;+qP PN;
NFP -P

2

<0, iel, (I11.39)

pour Z; = Aj11 — A;190K, N; = Agi11 — AgioK, alors cela implique que
ALoP + PArs + PAyrsP 1AL o P +qP,

est une matrice définie négative. Le systéme réduit (II1.11) est donc asymptotiquement stable

pour 7 > 0.

S 0
En multipliant & droite et a gauche par , avec S = P~1 nous obtenons1’équivalence

0
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de (I11.39) avec :

SZ;T-FZZ'S-*-(]S NZS
SNT -5

)

<0,i€ I, (I11.40)

Finalement, en utilisant le changement de variable W = K S, (I11.40) est équivalent & :

X;+XI +4qS M;
h(g) = 9 <0,i€l, (IT1.41)
MI -s

1

Par continuité des fonctions ¢ — h(q), si la contrainte (I111.32) est satisfaite, alors il existe un

réel ¢ > 1 tel que (II1.41) le soit aussi. La preuve en découle. m

IT1.6.2 Spécification du taux de décroissance

Nous pouvons déduire des résultats précédents une technique de commande qui assure la
stabilisation exponentielle du systéme en régime de glissement. Ces résultats dérivent, comme
dans la partie I11.5, de analyse de la stabilité de y; = e®tz;1(t) lorsque le systéme est en régime

de glissement. L’état y; est alors régi par :

91= 3 hi(ye)((Am — An2K + alo)yi(t) + (Aginn — Aain2K)e*yi(t — 7(1))).
i=1
Bien entendu ces résultats n’augurent en rien du comportement du systéme initial (II1.1) sauf

si le diffeomorphisme est linéaire.

Théoréme IIL.5 Considérons le systéme (III1.11) avec un retard T variant dans le temps.
Soient A € R™™ une matrice stable et P € R™ ™ une matrice symétrique définie positive
qui vérifie ’équation de Lyapunov : ATP + PA = —1I. Si les hypothéses A IIL.1 a A IIL6 sont
vérifides, s'il existe S € R ™>X(""™) yne matrice symétrique définie positive, une matrice

W e R™ (™) et deug réels o> 0,0 > 1 tels que la contrainte suivante soit vérifiée :

X;+XF+2aS+S nM; ,
< 0,1 €I,
nMF -5 (I11.42)

2

avec X; = AinS — A;1oW, M; = AginS — Agi2W,

alors la commande (II1.83) rend la surface (I11.10) stable et globalement attractive en temps

fini. Le point d’équilibre x = 0 du systéme (II1.11) est exponentiellement stable (en e=**) pour
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toute valeur du retard T <

in(n)

Preuve. Nous omettrons la preuve, qui procéde de la méme démarche que celle du théoréme

(11L2). w

II1.6.3 Stabilisation asymptotique dépendante du retard

Comme dans la partie IIL5, mais ici dans le cas de retards non constants, il peut &tre
intéressant de déterminer des lois de commande qui assurent la convergence asymptotique du

systéme jusqu’a une borne maximale de variation du retard.

Théoréme II1.6 Considérons le systéme (II1.11) avec un retard T variant dans le temps.
Soient A € IR™ ™ une matrice stable et P € IR™*™ une matrice symétriqgue définie posi-
tive qui vérifie l'équation de Lyapunov : ATP+ PA = —I. Si les hypothéses A III.1-A IIL.6 sont
vérifiées, s’il existe S, My, My € R ™™X(""™) trois matrices symétriques définies positives,
une matrice W € R™ ™™ et oy, deux réels positifs tels que le probleme d’optimisation

sutvant :

Tres = min 71
aZaQQVvavyMl Mo

soumis a :

a1 My < S,
My < S,

>0, i€l

>O7 ieI’I‘a
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(X + YY)+ (X + )T +28) Y Y;

- Yr -4S5 0 <0, i€ I, :
(111.43)
122 0 -28

avec X; = Ai11S — AjoaW,Y; = Agii S — AginoW

ait une solution, alors la commande (II1.33) rend la surface stable et globalement attractive en
temps fini. Le point d’équilibre x = 0 du systéme (IIL.11) est asymptotiquement stable pour

toute valeur du retard T < Tomag.

Le gain K de la surface (II1.10) est alors calculé par K = WS™L.

Remarque II1.10 (Cas des modéles incertains) D’une maniére analogue & la partie pré-
cédente, la connaissance des valeurs des fonctions de pondération n’est pas forcement nécessaire.
Nous pourrions ainsi développer des commandes par modes glissants qui ne dépendent ni du re-

tard ni des fonctions de pondération.

La preuve s’effectue en trois temps comme pour la preuve du théoréme III.1. Nous ne
reviendrons pas sur la preuve de la convergence en temps fini sur la surface ainsi que sur le
probléme de ’échappement en temps fini. Seule la preuve de la stabilité du systéme réduit
differe fondamentalement.

Stabilité du systéme réduit

Preuve. Choisissons une fonction de Razumikhin V(z;) = 27 Pz;, comme pour la preuve
du théoréme II1.4, et la famille de fonctionnelles ¢ solutions de (IT1.11) vérifiant (I11.36) et donc

(II1.37) et en régime de glissement (II1.38). En utilisant la formule de Leibnitz, nous avons :
¢
¢(t) = (Ars + Aars)d(t) — Aars / $(s)ds,
t—r
t
8(6) = Ansolt) — Aars [ Ars(s)8(s) + Aers(5)6(s = T)ds,
t—r
La dérivée de (I11.35) le long des solutions de (II1.16) et vérifiant (II1.37) nous meéne 4 :

i t
V = ¢T(ELP + PEs)¢ — 26T PAars / Ars(s)p(s)ds — 29T PAgrs / Agrs(s)¢(s — T)ds.
t—r t—7
(I11.44)
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En utilisant les deux inégalités suivantes :

t - t
—2¢" PAurs /ATS(3)¢(3)d3 < ¢"(t)PAars (/ ATS(S)P_lAgs(S)dS) AlrsPo(t)

t—T1

+ / &7 (s) P(s)ds,

t—7

t t
—2¢" PAars / Aqrs(s)p(s — T)ds < ¢7(t)PAars ( / Aars(s)P _lAgTs(S)ds) AlrsP#(2)
t—1 t —T
+ [ ¢T(s —T)Pp(s — T)ds,
J

ainsi que la propriété (I11.37), nous obtenons une borne de la dérivée de V :
V < ¢T@®)[(ETP + PE + 2q7P

t
+ PAars ( / Ars(s)P _lAgs(S)dS) AlrsP
-

+ PAgrs (/ AdTS(S)P_lAgTS(S)dS) AgTSP)](b(t).

-7

Si nous supposons qu'’il existe une matrice M; € R ("—m)x(n—m) symétrique définie positive

telle que
(418 — AioW)P(SAL, — WP Aing) < My, i € T,,
avec S = P~!, ou d’une maniére équivalente :

M, (AinS — AiaW)

>0,iel, (II1.45)
(Ai11S — AjpaW)T S

alors :

(Az'lls - Ai12W)P(SAf7I'111 - WTAjlz) < 2M;.
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1l est donc possible de calculer une borne de ( ftt_T ATS(S)P'IA%S(s)ds) :

¢
/ATS(S)P_lA%S(s) < 2TM;,
t—7

et

t
/ ¢" PAgrsAars(s)P~ Ars(s) Ajrs¢ds < 27¢7 PAgrs My AjrsP.
t—1
De méme, si nous supposons qu'il existe une matrice My € R ("~"™)*("=™) gymétrique définie

positive telle que

M, (AgnS — AgiaW)
(Agi11S — AgnaW)T S

>0, i€l (I11.46)

alors
t
dPAqrs / Aars(s)P 1 Alrg(s)ds | AlrsPé < 21¢T PAgrs MyALp g Pé.
—T

Une borne supérieure de la dérivée de V' est donc donnée par :
V < ¢T(t)(ELP + PEy + 21 P Agrs(Ms + M) AbrgP + qTP)6(t).

Ainsi, ¢’il existe un retard Tyax, un réel positif ¢ > 1, trois matrices P, My, My symétriques

définies positives et une matrice W vérifiant les inégalités (I11.45) (I111.46) telles que
ETP 4 PE + 27 qax PAgrs(Ma + My) ALrg P + T max P. (I11.47)

soit définie négative, alors la solution nulle du systéme réduit est asymptotiquement stable pour
tout retard 7 < Tyax. Afin d’obtenir des critéres exploitables, supposons qu'’il existe deux réels

o) et ag positifs tels que

a M < S,
ag My < S,
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alors en multipliant & droite et & gauche par S et en utilisant le lemme de Schur, nous obtenons

que 'inégalité (I11.47) est équivalente & :

T—I(SET +ES+ 2(]5) AgrsS AarsS

SAL.¢ 2S5 0 <0. (111.48)
5% 0 -

Par substitution, nous pouvons alors montrer que la contrainte (II1.43) implique l'inégalité

(II1.48). m

II1.7 Exemples et comparaisons

Dans cette section, nous présentons des applications numériques des différents théorémes
proposés dans ce chapitre. Nous avons choisi trois exemples qui mettront en valeur les diffé-
rentes possibilités de notre approche. Les deux premiers exemples représentent des systémes
linéaires 4 retard perturbés par des incertitudes paramétriques. Le dernier exemple considére la
stabilisation d’un systéme non linéaire & retard. Le choix des deux premiers exemples tient au
fait qu’il n’existe que trés peu d’exemples de stabilisation de systémes non linéaires. Nous avons

voulu alors comparer nos résultats a ceux de la littérature concernant la commande robuste.

Exemple II1.2 (systéme linéaire perturbé, retard constant) Soit le systéme suivant :

#(8) = (A + AA)z(t) + (Ag + AAg)z(t — 7) + Bu(?), (IT1.49)
3 2 1 05 0 0 0
A= 92 1 A= o 1 o02|.,B=1o],
11 02 -05 1 1

1

1

(e 00

AA=10 ¢ 0 |,avec [e| < éesup,
0 0 ¢

g 0 0

AAg=10 B 0 |,avec |B] < Boyps
0 0 g

— AA, AAy représentent des perturbations paramétriques qui dépendent du temps.
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— Le systéme est déja mis sous forme réguliére.

Nous nous sommes intéressés a la stabilisation exponentielle du systéme (I11.49) en fixant

a = 0.5. Les résultats obtenus sont donnés dans la table II1.1.

TAB. II1.1: Récapitulatif des différents résultats pour I"exemple (I11.49)

lgsup Esup | T

0 0 4.2
0 02 |41
0 05 |39
0 1 3.5
02 |0 3.4
04 |0 2.9
06 [0 2.6
08 {0 24
1 0 2.3
1 0.8 |22
1 1 2

Les comparaisons avec [131] [116] sont difficiles & effectuer car ces résultats sont basés sur
les mesures de matrice. Effectivement, sauf pour des cas simples, il est difficile de choisir le
gain de la surface qui assure la stabilité exponentielle du systéme pour la plus grande valeur du
retard possible.

Quant aux méthodes proposées par [2, 17, 36], celles ci ménent a des critéres qui dépendent
de la résolution d’équations de Riccati. Cependant, celles-ci ne proposent pas de borne pour la

stabilisation exponentielle de systémes linéaires a retards.



[L.7. EXEMPLES ET COMPARAISONS 127

Exemple IIL.3 (critére dépendant du retard) Reprenons l'exzemple I1.3 du chapitre II page
81,

(t) = (A+ AA)x(t) + (Ag + AAq)z(t — 7) + Bu(t)

2 0 1 -0.5 0 0 0
A=1|(14 025 08 {,4¢=}| -0.1 01 -01),B=101,
-1 0 1 -0.2 -02 0.1 1
¢ 00 (II1.50)
AA= [0 ¢ 0 |,avec |e| < é&sup,
0 0 €
B 0 0
AAg=10 B 0 |,ave |6] < Beyp:
00 3

- AA,AA,; représentent des perturbations paramétriques qui dépendent du temps.

— Le systéme est déja mis sous forme réguliére.

— Le systéme ne peut étre stabilisé indépendamment du retard.

Nous avons comparé nos résultats avec ceux de Li et De Souza [90]. Ils sont résumés dans

le tableau I11.2 :

TAB. II1.2: Récapitulatif des différents résultats pour exemple (I111.50)

Esup | Bsup | théoréme II1.1 | méthode de [90]
01 {0 0.25 0.29
02 |0 0.16 0.04
0.1 {01 0.2 0.03

Remarque IT1.11 Pour des perturbations d’amplitudes assez faibles, nos critéres sont moins
bons que ceux de [90]. Ceci s’explique par le choix des majorations qui sont effectuées pour
obtenir des résultats exploitables. Effectivement, pour 3 = 0 par exemple, les matrices Ag; ne
dépendent pas des perturbations. La majoration proposée (FEqn. II1.28) est alors trés mauvaise,

car les matrices Ag; sont toutes identiques.
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Exemple III.4 (systéme non linéaire) Considérons le modeéle suivant avec les perturba-

tions inconnues et bornées ((t) et f(t) :

-3 2 1 05 0 0
(t)=| 2 1+ sin(x3(t) 1 )+ | 0 1 02 |zt-7)
1 1 x3(t) + 1 -02 —-05 1 (L51)
0 Bt)z1(t)
+ 10 |u®)+ | —0568)z1(t—7) |-
1 f(®)

avec 0 < B(t) <2, et f(t) € [~1,1] est une fonction bornée du temps (f(t) = cos(100t) pour la
simulation).
— Le systéme est déja mis sous forme réguliére.

~ Nous pouvons transformer le systéme (II1.51) car le premier sous-systéme satisfait les
conditions requises, méme si le systéme original ne peut pas étre mis sous forme polyto-

pique & cause de la présence du terme (x3(t) + 1) z3(t).

~ Les différentes matrices utilisées pour transformer le systéme (I111.51) en un systéme mis

sous forme polytopique (II1.3) sont les suivantes :

i i 0
12 = ’ Ad12 = s
1 2
05 0 05 0
A<1111 = Agn = ) A¢2111 = Aén =
1 -1 1
-3 2 1 2 -3 2 -1 2
A}.l - ) A%l - ’ ?1 - ’ 4111 -
2 1 2 1 2 2 0

Basée sur un algorithme d’optimisation LMI, la figure (III-1) montre la relation entre le choix
de a et la valeur maximale du retard. Les deux cas ont été considérés : un retard constant et
connu, (utilisation d’une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii) et un retard de valeur inconnue

et variant dans le temps (utilisation d’une fonction de Lyapunov-Razumikhin).
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6 [D¢as d'un retard constant

B cas d'un retard variable

tau max

0,1 0,3 0,5 0,7 1 1,25 1,5
alpha

FiG. 1II-1: Exemple I11.4 : taux de décroissance a en fonction du retard Tpmgx

Considérons le choix particulier d’un taux de décroissance a = 0.5 et supposons que le retard
est constant et connu. En appliquant la commande (II1.13) du théoréme III.1, nous prouvons
que la solution nulle du systéme (II1.51) est asymptotiquement stable pour 7 < Tmax = 0.9. Les

coeflicients de la surface sont alors déterminés par :

K=|0496 304 ] (I11.52)

Les simulations de la figure (III-2) ont été obtenues en utilisant un retard 7 = 0.8 secondes,
des conditions initiales z(t) = [1,1,~1]T pour ¢ € [~7,0], un algorithme d’intégration d’ordre
5 et un pas d’échantillonnage de 10~3 secondes. Approximativement, la surface est atteinte en
0.2 secondes. Cependant, le systéme (I1I1.51) est en régime de glissement seulement 0.8 secondes
plus tard. Une fois en régime “autonome”, I’équilibre z = 0 est atteint en 2.5 secondes, ce qui
correspond au choix du taux de décroissance @ = 0.5. Finalement, le systéme est stabilisé en
~ 3 secondes malgré un retard de 7 = 0.8.

Remarquons qu'il existe un phénomeéne de réticence d’amplitude 2.2 sur la commande( voir

figure (111-3)).
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commande u(t)
B

8

~

...........

surface s
=

e

<
~
-
ES

F1G. I11-2: Exemple I11.4 : Simulation de (II1.51), (II11.13) avec m; =1,A=-1,7=10.8

o
S
1

[
[l

commande u(t)

|

F1G. II1-3: Exemple II1.4 : zoom de la commande u(t)

Afin d’évaluer le conservatisme lié & notre commande, nous avons choisi de simuler le systéme
(II1.51) avec comme condition initiale [5,5, 5]. La surface est alors atteinte en 0.67 secondes. Le
systéme est en régime de glissement au temps 1.47 secondes. La figure (I11I-4) montre la réponse
du z3(t), et la courbe exponentielle de décroissance garantie 0.5.

Le systéme est bien exponentiellement stable, mais pour une constante de temps beaucoup

plus grande.

Remarque III.12 Les commandes basées sur des modéles non linéaires sur annea [102] pour-

raient rejeter la perturbation, mais seulement dans le cas d’un retard connu et constant.
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o <o L.
2 . e
|
6| - -

f
K L 3

\

F1G. I1I-4: Exemple II1.4 : Simulation de 23 de (IT1.51), (II1.13) avec m; = 2,A = -1, 7= 0.8
et de la courbe exponentielle de taux 0.5.

IT1.8 Extension au cas général

Nous proposons dans cette partie de généraliser les résultats a des systémes non linéaires,

qui ne peuvent pas forcément se mettre sous une forme polytopique.

II1.8.1 Préliminaires et données du probléme

Nous considérons la stabilisation du point d’équilibre z = 0 d’un systéme non linéaire a
retard sur l'état par une technique de modes glissants. Nous supposerons que le systéme est

mis sous forme réguliére c’est-a-dire sous la forme (I1IL5) :

4 = ffan, ) (I11.53)
g = ffzu, 220) + GR(2)u(t) + pP(21),

ot G#(2) est une matrice non singuliére qui ne dépend pas du retard, z; € R™™™, zp € R™,
u représente la commande.

Les hypothéses sur le systéme (111.53) sont les suivantes :

A TIL.7 Le premier sous-systéme s’écrit :
. _ R _ ¢R
21 = fi'(zi,22) = fi (216, 22(2), 22(t — 7)),

On se limite donc ici & des retards ponctuels. Une extension devrait étre possible sur la base de

[58].
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A II1.8 Il existe deux réels positifs L1 et Lo tels que
[ #2102 = 07 )| < L fo = |+ 22 2= 2.
A II1.9 I existe une fonctionnelle ¢ : C — IR™ telle que la solution z; = 0 du systéme :
a(t) = iz, o(one), p(21-1)) (IIL.54)

soit asymptotiquement stable. Associé au systéme (I11.54), il existe une fonctionnelle de Lyapunov-

Krasovskii :
0
Ve=w(e) + [ e(6))ds
-7
telle que la dérivée de V' le long des trajectoires de (II1.54) soit définie négative.
A II1.10 1 existe des réels strictement positifs ay, a2, a3 tels que
o fla1]]” Sw(z1) < ezl v > 1

dw(zl)
aon |21l < asw(z1),

A II1.11 La perturbation vérifie une condition de bornitude, c’est-a-dire :

[lp™(z2)]| < p.

Remarque II1.13 L’hypothése II1.10 est souvent appelée condition de croissance et est tou-

Jjours vérifiée si w est une fonction polynomiale homogéne de z; (voir [100]).

Remarque II1.14 Si le systéme considéré est linéaire, alors toutes ces hypothéses sont véri-
fiées.

Le systéme en entier peut donc s’écrire :

21 = (21, p(211), p(210-1)) + ff(212, 220) — [E (210, 0(210), p(210-1))
39 = ff(211, 22t) + GE(2)u(t) + pf(21),

(I11.55)

Afin de construire une commande & structure variable, choisissons une surface :

s(z) =z —p(z11) =0, (I11.56)
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alors sa dérivée le long des trajectoires de (II1.55) s’écrit :

4(2) = £ 22) + GF@u®) +27(20) ~ Pler).
Nous choisissons une commande de la forme :

u(t) = —GE(2) " (ff(21e, 22t) — P(21¢) + msign(s)), (I11.57)
avec

m=p+e,e>0

I11.8.2 Stabilisation asymptotique

Le théoréme qui suit propose une commande par modes glissants qui assure la stabilisation

asymptotique robuste du systéme (II1.53) pour toute valeur du retard 7 > 0.

Théoréme IIL.7 Soit le systéme (II1.53) avec un retard constant T > 0. Si les hypothéses
AIILT o AIIL11 sont vérifiées alors avec la commande (II1.57), la surface s(z) = 0 (I11.56)
est attractive en temps fini et le point d’équilibre z = 0 du systéme (II1.53) est globalement

asymptotiguement stable pour toute valeur du retard T > 0.

Preuve. La preuve s’eflectue en deux parties.
Premiérement, nous montrons que la surface est attractive en temps fini. Ainsi, sur la surface
s = 0 (Eqn. II1.56), le systéme est globalement asymptotiquement stable. Ensuite, nous nous
assurons que le systéme ne peut pas s’échapper en temps fini.
Montrons tout d’abord que la surface est attractive :

Soit la fonction suivante :
1
Vi = QSTS,
Sa dérivée le long des trajectoires de (II1.55) s’écrit ainsi :

Vi = sTpR(z) — msT sign(s).
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Nous pouvons alors majorer Vi par
Vi < —es” sign(s).

Cette derniére inégalité suffit & prouver la convergence en temps fini du systéme (IIL.5) sur la

surface (111.56) [143].

Sur la surface s(z) = 0, le systéme réduit est régi par 1’équation (I11.55) et le point d’équilibre
z1 = 0 est asymptotiquement stable. Cependant, entre le temps initial et le temps d’établisse-
ment du régime glissant, le systéme peut s’échapper en temps fini. Pour prouver qu’il n’en est

rien, nous choisissons une fonctionnelle de Lyapunov suivante :
V="V
Sa dérivée le long des trajectoires de (II1.55) s’écrit :

dw(z) [ (z1e, (214), p(210-7))

A2 | (2, 2a(t), 22t — 7)) = FR(z10,0(212), 0 (210-7))
H(2(2)) = U(=(t — 7)),
Vo = K(z11) + dfizl) { (210, 22(8), 22(t = 7)) = F (210, 0(210), (210-1)) }

Vs

avec K (zy) d21 { (216, o(211), p(216-7)) } + 1(2(¢)) — I(2(t — 7)). Finalement nous avons

Va < %% { (21, 22(2), 22(t — 7)) — FH (210, 0(210), 0(210-1)) }

Or comme I’hypothése AIIL.8 est vérifiée, nous avons

[ (210, 22(8), 22(t ~ 7)) = ff (216, 0(z10), p(21e-r))|| < Lu llsl] + Lz fls(t — 7).

Nous obtenons que :

(L1 [lslf + L2 Is( = 7)),

<[4
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Suivant la méthode proposée par [100], si nous supposons que ’hypotheése AIII.10 est vérifiée,

alors il vient que :

v—1
. 10 -
Vo< | 22 Jwlz) 7V (Lallsll+ La|ls(t = 7))
aj
Finalement, nous obtenons que :
y—1
. a1
Vo< | =2V, 7 (L llsll + L ||st — 7)) -
aj

Comme s converge en temps fini vers zéro, alors il existe une constante sg qui dépend des

conditions initiales, telle que

llsell < s0-

Nous avons alors

Vo<V, T,

avec 3 = sp al(jg' (L1 + Ly).

a“l
2
Cette derniére inégalité nous assure que V2 ne peut pas s’échapper en temps fini, ce qui

conclut la preuve. m

Remarque II1.15 Comme la surface et la commande équivalente dépendent du retard, il nous

est nécessaire de connaitre sa valeur pour implanter la commande (II1.57).
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I11.8.3 Exemple

Exemple II1.5 Soit le systéme suivant :

( 2 =2(t)+2(t—-1)

at) = z21()2() + 2t —7) + Zyzs)
23(t) = z1(t — 7) + 21(t) 22(2) + u(t) + p(2),
| avec p(t) = sin(10¢).

(I11.58)

Soit la surface
8(21t, 225, 231) = 23(t) + (22 + 1)(21(8) 22(2) + 22(t — 7) + ky21(¢) + ko22(t)) = 0,
avec k1 et ko deux réels & déterminer. Sur cette surface, le systéme réduit est régi par :

21 = Zg(t) + Zl(t — T),
2"2(t) = —klzl(t) - k‘ng(t).

Si nous choisissons comme valeurs pour ki et ko
kl = 5, k‘2 = 6.

alors en choisissant une fonctionnelle de Lyapunov Vo quadratique, il est aisé de montrer que
le systéme réduit est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T. Ainsi, puisque les
hypothéses AIIL.7-AIII.11 sont vérifiées, par le théoréme IIL.7, la commande (III.57) assure
la stabilisation asymptotique globale du systéme (II1.58). Pour la simulation de la figure III-5
et III-6, nous avons choisi des conditions initiales constantes égales a 2(t) = [1; —1;-1], un
retard T de 1 seconde, un gain m = 3 et un algorithme d’intégration d’ordre 5 avec un pas

d’échantillonnage de 0.001 seconde.

Remarque II1.16 Lorsque nous supposons que le retard est mal connu, en simulation, le sys-
téme (I111.58) reste asymptotiquement stable pour toute valeur du retard implanté compris entre

[0;2]. Cependant, cela mériterait une plus ample investigation.

Remarque II1.17 La technique de stabilisation que nous avons proposée est une stabilisation
dépendante du retard, et repose essentiellement sur l’existence d’une fonctionnelle de Lyapunov-
Krasovskii pour le systéme en régime glissdnt. D’une maniére analogue, nous pourrions utiliser

une fonction de Lyapunov-Razumikhin, et proposer un résultat similaire.
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F1G. III-5: Exemple IIL.5 : simulation de (II1.58)(II1.57) avec un retard de valeur constante
égale & 1 seconde

FI1G. III-6: Exemple II1.5 : portrait de phase.
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IT11.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une technique systématique pour construire des lois
de commande par modes glissants pour une classe de systémes non linéaires a retards. Plusieurs
cas ont été étudiés suivant que le retard est constant (partie II1.5) ou variant dans le temps
(partie I11.6). Pour chacun de ces deux cas, trois possibilités de commandes discontinues ont été
présentées : stabilisation indépendante du retard, stabilisation exponentielle du systéme réduit,
et stabilisation dépendante du retard. Ces commandes sont relativement faciles & implanter, car
les calculs des différents parameétres sont effectués grace & un algorithme d’optimisation convexe.
A travers trois exemples, nous avons montré que ces commandes permettaient d’améliorer
sensiblement la robustesse du systéme & retard vis-a-vis de perturbations paramétriques ou
exogeénes, et vis-a-vis du retard. Cependant, pour pouvoir déterminer des critéres systématiques
et exploitables, un certain nombre d’approximations ont été effectuées, qui introduisent de ce
fait un conservatisme (voir remarque II1.7). C’est pourquoi, nous proposons une technique de
commande par modes glissants qui assure la stabilisation du point d’équilibre z = 0 pour des
systémes non linéaires plus généraux (partie II1.8).

Les perspectives inspirées par ce chapitre sont les suivantes :

Réduire ce probléme par l'utilisation d’autres types de surfaces, comme des surfaces non li-
néaires et dépendantes du retard s(z) = 22(t) + > _;_; hi(2t)21(2).
Développer de nouveaux critéres de stabilité du systéme réduit, en choisissant des fonction-

nelles de Lyapunov qui dépendent des fonctions de pondération h;.

D’une maniére plus générale, tous les résultats proposés dans ce chapitre reposent sur la trans-
formation du systéme original en une forme plus adaptée 4 la synthése d’une commande
par modes glissants. Cependant, pour ce faire, il est nécessaire que le champ de commande
ne dépende pas des états retardés. Effectivement, dans ce cas, nous ne pouvons pas utiliser
le théoréme de Frobénius pour calculer le diffeomorphisme ( voir Annexe B). Récemment,
des outils de géométrie différentielle comme la dérivée de Lie retardée (50, 51] ont permis
la linéarisation entrée-sortie de systémes non-linéaires a retards. L’idée serait de prouver
qu’il existe (ou non) un théoréme analogue au théoréme d’intégrabilité pour une distri-
bution involutive. Ainsi nous pourrions alors généraliser notre étude au cas d’un champ

de vecteur fonictionnel.



Chapitre IV

Effet d’un retard pur sur un systéme

commandé par modes glissants

Dans les deux chapitres précédents, nous avons considéré la commande par modes glissants
des systémes & retards sur ’état. La stabilisation par commande discontinue nous a permis
d’améliorer la robustesse vis-a-vis de perturbations ou d’incertitudes sur la valeur du retard.
Par contre, des exemples simples montrent que la présence d’un retard sur ’entrée ne permet
plus d’assurer Pattractivité de la surface choisie compromettant ainsi la stabilisation du sys-
téme original. Le but de ce chapitre est d’estimer 1’évolution des comportements d’un systéme
dynamique commandé par modes glissants et soumis a un retard sur 'entrée. Ce chapitre est
divisé en deux parties. La premiére est consacrée aux systémes linéaires, tandis que la seconde

s’'intéresse aux systémes non linéaires mono-entrée.

IV.1 Cas des systémes linéaires

IV.1.1 Modéle considéré et position du probléme

Nous considérerons dans cette partie le cas d’un modéle linéaire, qui a été mis sous une

forme réguliére.

z(t) = 221 Arizi(1),

= (IV.1)
Z'Q(t) = ;Agiz,-(t) + BQ’U(t).

139
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ol z(t) € R™™, zp(t) € R™, Ayy € RI™™X(=m) ) ¢ R(=MX™, 4y € R™ ),

Age € R™ ™ By € IR™*™ sont des matrices constantes, v(t) € R ™ représente la commande.

Les hypothéses sur le systéme (IV.1) sont les suivantes :

A IV.1 La matrice By est carrée inversible.
A IV.2 (A1, A12) est une paire de matrices commandable.

Remarque IV.1 [148] L’hypothése classique AIV.2 nous permet de déterminer une surface
de glissement qui assurera la stabilisation du systéme réduit (en z,(t)) et donc du systéme en

entier.

Afin de construire une commande par modes glissants, nous considérons la surface suivante :
s(z) =2+ Kz =0,
le gain K étant déterminé de fagon a ce que le systéme réduit :
21 = (An — A2 K) 2 (t),

soit asymptotiquement stable.
Le calcul de la dérivée de s nous donne :
2
§ = Z(Azl + KAh-)zi(t) -+ Bg’v(t),

=1

s = Bavgg +BQU(t),

avec

2
veg = By Y (Agi + K A1)z(t). (IV.2)
i=1
En appliquant la méthode proposée par Utkin [132], nous choisissons une commande par

modes glissants de la maniére suivante :

o(t) = —mB{lﬂ% — veq(t), (IV.3)
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et nous avons alors :

. Ps(t)
§=—m—r.
I1Ps(t)]l
Remarque IV.2 La fonction V = sT Ps est une fonction adéquate pour prouver que la com-

mande rend la surface globalement asymptotiquement stable et attractive en temps fini.

Cependant une question pratique se pose pour la réalisation d’une telle commande. Quels
sont les changements de comportements du systéme (IV.1)(IV.3) lorsque la sortie ou la com-
mande est retardée 7 Par exemple, on peut considérer que les capteurs ne peuvent donner une

information instantanée, c’est-a-dire, d’une maniére générale :
y(t) = h(z(t — 7)), (IV.4)

ol 7 > 0 est un retard qui n’est pas forcément constant.

Dans ce chapitre, nous supposerons que 1’état retardé
z(t —71),

est reconstructible par ’intermédiaire de capteurs, d’une approximation numeérique ou via un

observateur (voir [118] dans le cas non retardé, ou [51] dans le cas retardé).

La commande injectée au systeme (IV.3) est donc :

v(t) = ~mB5Y( “P st=7) ) _ Veg(t — T), (IV.5)

Ps(t — 71)||
avec veq défini en (IV.2). Le calcul de la dérivée de s devient alors :

) Ps(t— 1)
§ = A(t) - mm,

avec A(t) = 22:(1421- + K Ay)(2(t) — zi(t — 7).

i=1
Pour montrer les effets du retard sur le changement de comportement du systéme en régime

de glissement, choisissons I’exemple simple ci-dessous :
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Exemple IV.1 Soit le systéme suivant :

f

sz

\

-2 0 1 0
0 1 1 [2@t)+]0 [v@), (1v6)
0 00 1

y(t) = 2(t - 7)

Un placement de poles du systéme réduit en —2 et —1 nous permet de déterminer la surface :

s(z)=z(t)+[0 3]at)=0.

Si nous choisissons pour la simulation un retard de 0.2, nous obtenons les courbes décrites Fig.

(IV-1). Le systéme (IV.6) ne converge pas vers la surface s(z) = 0 mais reste dans un voisinage

de celui-ci. De méme, 1’état ne converge pas vers z = 0, mais oscille autour de l’'origine.

F1G. IV-1: Exemple (IV.1) : Simulation du systéme (IV.6) (IV.5) avec 7 = 0.2, m = 10.

Le but de cette partie est d’évaluer les conditions sous lesquelles un systéme commandé

par (IV.1) (IV.5) admet un domaine attracteur autour de s(z) = 0, c’est-d-dire d’estimer le

domaine attracteur et le cas échéant le domaine des conditions initiales (c.f. figure IV-2).
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“1 0 5

temps (secondes)

Fi1G. IV-2: Estimation du domaine des conditions initiales et du domaine attracteur

IV.1.2 Estimation du domaine attracteur

Théoréme IV.1 Considérons le systéme (IV.1) commandé par (IV.5), avec un retard T > 0

constant. St les hypothéses AIV.1-AIV.2 sont vérifiées, si la condition suivante :
- +T——2 0 1v.7
1 .

avec @ = 2v/Amin(P)(m—L7), 8 = 2 ||P|| (L*T3+mL7?)+2m || P|| LT2+2m? || P|| T est satisfaite,

alors pour des conditions initiales appartenant & Djn; défini par :

1-7(%
Dini = {Z(t) € Rn> S(Z)TPS(Z) - g—zz < E_;ng—)—)}a (IV8)
57—?3_

le systéme (IV.1) commandé par (IV.5) converge vers le domaine attracteur D, :

< (2||P]| (L2373 + mL7?) + 2m || P|| L% + 2m? || P|| 7)2}

Doo = {2(t) € R, 5(2)" Ps(2 rpin(P)(m — L7)?

Y
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Preuve. Considérons la fonction suivante :
Vi(t) = sT Ps, (IV.9)

La dérivation de (IV.9) le long des trajectoires de (IV.1) (IV.5) nous donne :

2
V= 23TP(Z(A21' + KAu)(2i(t) — zi(t~ 7)) — m%}gﬂ)’

i=1

: Ps(t—1)

V1=23TP[At - m———
R T

or, d’aprés la formule de Leibnitz, nous avons 'inégalité suivante :

t

s(t) = s(t—7)+/é(w)dw

t—1

= s(t—7) -f-t/ (A(w) — m“—lg—ﬁzﬁ—:—g—”) dw.

-7
En remplagant 'expression de s(t) dans celle de V;(t), nous obtenons 1'égalité suivante :

Ps(t — 1)
[1Ps(t =)l

. T
+2 ( / (A(w) - mﬁjE—Z}Zi—“) dw) P [A(t) N mll_liz%};ll

—T

Vi = 2sT(t—1)P(A(t) —m )

c’est-a-dire :

sT(t —T)P%s(t — )
| Ps(t — 1)

+2 ( /t (A(w) - m”%%}w dw) ' PA®)

-7

¢ T
_ w) - m 2w =) Ny p Eslt-T)

-7

Vi = 2sT(t—7)PA(t) - 2m

La fonction veq, (IV.2) est localement lipschitzienne par rapport au temps, alors il existe une
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constante L > 0 telle que la fonction A(t) vérifie :
[A@)] < L.

Grace & cette inégalité, nous pouvons alors majorer ’expression suivante :

T

t w -—m__Pfﬁ_u____L)_ W 27_3 m 7-2
/(A() HPs(w—T)“)d PA(t) < ||P||(L*7° +mL7?),

et de la méme maniére :

; T
—m w) - m- 23w =)\ g p B T)
:[<A() W%W—Tm)d) PPN

< ml||P| L7 +m? | P| T,

Ainsi, il nous est possible de déterminer une majoration de la fonction V4 de la facon suivante :

sT(t —1)P2%s(t—T)
|1Ps(t~7)ll
+2||PI| (L2713 + mL7?) + 2m ||P|| LT + 2m? || P| T,

Vi < 2sT(t—1)PA(t) — 2m

ou encore :
. 1
N <—wViE(t-T1)+ 5,

avec @ = 24/ Amin(P)(m — L7), 8 = 2 | P|| (L?73 + mL7?) + 2m||P|| LT2 + 2m? || P|| 7.

Notons

y=WN-oo



146 CHAPITRE IV. EFFET D’UN RETARD PUR SUR UN SYSTEME COMMANDE PAR MODES GLISSANTS

alors :
2 1
mof;—m%wu-ﬂ+nﬁ+a

Eéy(t—T)
(1+( (t—'r)+1) )

y(t)

Or nous avons 'égalité suivante :

y _ly_l y?
1+(1+y)2 27 2(14+(1+y)7)?

il vient alors :

2 4 204 _
y(t) < —% (t—T)-F';-% vt 27) > (IV.10)
(1+ 1+ Zry(t—7)

Nous pouvons réécrire I'inéquation (IV.10) de la maniére suivante en utilisant la formule de

Leibtniz :

t

ya—ﬂ=mo*/y@w

t—1

Nous avons alors :
2 9 L
w w
i(t) < ——y(t) + — [ 4
y(t) < 2ﬁy()+25 /y(9)d9
t—71

Or

t

¢
. 1wt
/y(9d0<———/y(9—7'd0 §—§/

t—7
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et donc nous obtenons la majoration suivante :

(t>%—% () - (%)2]y<a~f)de+4ﬁf/ty2<e—v>.4

Par application du théoréme de Razumikhin, si nous réduisons ’étude a la classe de fonctions

y telles que :
ly(t+9)| <qly@®)|, Vs € [-7,0],

avec ¢ > 1, alors nous obtenons 'inégalité suivante :

2

w 2
90l < (-2 +Tq( )>|y<t>|+ L =), (av.11)

23 ,34 e

Si Pinégalité

(1+7' )

26

est satisfaite alors il existe un g; > 1 tel que (—1 + Tq1’2”—;) < 0, ce qui implique la stabilité
asymptotique locale du point d’équilibre ye;. De la méme maniére, pour ¢ > 1, les ensembles

définis par

ﬁ2 <( :qu(ij;))}
3T

D;ni(q) = {z(t) € R", s(z)TPs(z)

7

sont des ensembles emboités décroissants. Si pour des conditions initiales (IV.8), les trajectoires
du systéme converge vers le domaine attracteur défini par Do, alors, il existe un réel ¢; > 1,
tels que 'inéquation (IV.11) soit vérifiée. m

Ce premier théoréme nous a permis d’établir des conditions locales, pour lesquelles les
trajectoires d’un systéme linéaire commandé par modes glissants et soumis & un retard de
mesure ou de commande, convergent vers un domaine d’attraction situé autour de la surface
de glissement. Le prochain théoréme propose une estimation du domaine d’attraction pour le

premier sous-systéme en 2;.
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Théoréme IV.2 Soit le systéeme (IV.1) commandé par (IV.5) avec un retard T, si les hypo-
theses AIV.1-AIV.2 sont satisfaites, si la condition (IV.7) est vérifiée et s’il existe une solution

définie positive Q) a
(A11 — A12K)TQ + QA1 — A12K) + aQA1P71ALQ = —Q, (IV.12)

avec a > 0, alors le premier sous-systéme converge vers un domaine attracteur défini par :

2
Daer = {a1(t) € B, 21Qm1 <0 2},

pour des conditions initiales appartenant @ Din;.

Preuve. Choisissons la fonction suivante :
Va =2 Qz,
La dérivée de V5 le long des trajectoires de (IV.1) (IV.5) s’écrit :
Vo = 2[ (AL,Q + QAn)21 () + 2:] QArs (),
en utilisant I'inégalité suivante :
22{ QA125(t) < 021 (£)QA1 P AL Q21 (t) + a7 15T (t) Ps(t),
nous obtenons une borne sur la dérivée de V5 :
Va < 21 (AT,Q + QAn + QAP ALQ) 1 (t) + o7V
avec V; = sT(t)Ps(t). Ainsi en utilisant le théoréme IV.1, nous obtenons la majoration suivante :
Y4

Vo < 2f (AFQ + QA11 + 0QA1. P ALQ) 21 (t) + 5

En supposant que 1’équation de Riccati (IV.12) est vérifiée, nous obtenons finalement 'inégalité

suivante :

2
Vo <V(t) + a2



IV.2. CAS DES SYSTEMES NON LINEAIRES 149

ce qui permet de conclure. m

IV.2 Cas des systémes non linéaires

IV.2.1 Modéle considéré

Soit un systéme non linéaire mono-entrée. Pour simplifier notre étude, nous allons considérer

que ce systéme a été mis sous forme commandable, c’est-a-dire :

da; =z, Vi=1...(n-1),
¢ (IV.13)

= = f(t2) +g(t,2)u,

Nous utiliserons les hypothéses suivantes (la premiére pouvant étre affaiblie) :

A IV.3 La fonction gain g(t,z) est constante et égale a g.
A IV.4 la fonction f est bornée : |f(t,x)| < My .
Nous choisissons une hypersurface & décrite par 1’équation suivante :
n—1
s(x) =2 + Y asz; =0, (Iv.14)
i=1

avec les coefficients a; choisis de telle maniére que ag + a1 + ... + =" soit un polynéme de

Hurwitz. S’il n’y avait pas de retard, nous appliquerions une commande par modes glissants :

wt) = ueltia(t) - ¢ sign(s(0), (1v.15)
n—1
Ueq(t, 2(t)) = —é (Z aizi+1(t) +f(t,a:(t))> , (IV.16)
i=1
telle que § = —ksign(s), avec k > 0.

Comme nous ne pouvons mesurer instantanément 1’état a 'instant ¢, (IV.15) devient

u(t) = Ueq(t, x(t — 7)) — g-sign(s(t -7)). (IvV.17)
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IV.2.2 Estimation du domaine attracteur

Théoréme IV.3 (domaine d’attraction) [29/Considérons le systéme (IV.13) commandé par
(IV.17) avec un retard T > 0 constant. Si les hypothéses AIV.8-AIV.J sont vérifiées ainsi que :

(k + gMrT)?

(k= gatr)

—(k—gMT) >0, (Iv.18)
alors pour des conditions initiales appartenant a I défini par :

Wi —
I= {m € R™: |s¥(z) - 2V2| < Vgﬁ},
o0

ot oo = k—gMT, le systéme (IV.13) commandé par (IV.17) converge vers le domaine attracteur

R, défini par :

Rew = {zeR™:s*z(t)) <2Vi}, (IV.19)
7(k + gMT)?
0o —_—, 2
avec V. (k= gM) (Iv.20)

Preuve. Choisissons V(z(t)) = 3s?(z(t)). La fonction :

n—1 n—1
5(t) = Zaixi+1(t) - Z aizit1(t — 7)
i=1 i=1
+£(t,z(t)) — f(t, 2(t — 7))
—ksign(s(t — 1)), (Iv.21)

a un nombre fini de discontinuité ([45])[46][47]), alors s(t) = s(t — 7) + ftt_T $(w)dw est vérifiée.

$(t) = gAY (ug,) — ksign(s(t — 1)), (IV.22)

avec Agt_T)(u(,q) = (Ueq(t, z(t — 7)) — ueq(t, 2(2))) - (Iv.23)
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En utilisant :

et si nous supposons que lAgt_T) (Ueq)

t
V(z(t) < [s@t—7)+ [ s(w)dw ]| x
(gAF™ (toq) — k sign(s(t — 7)), (IV.24)
= —k|s(t— 1) + gAY (ueg)s(t — 7) (IV.25)
t
+g? / A (o) AL (g ) duw (1V.26)
t—T1
— gk A (1) / sign(s(w — ))dw (1v.27)
. t—71
k2 / [sign(s(t — 7)) sign(s(w — 7)))dw (IV.28)
t—T1 t
—kgsign(s(z(t — 7)) / AL (g ). (IV.29)
t—1
/ Isign(s(¢ — 7)) sign(s(w — 7))]dw < 7, (1V.30)

< M alors :

V(x(t) < (gMT — k)\/V(2(t — 7)) + 7(k + Mgr)2. (Iv.31)

Notons que si le champ de commande n’est pas constant, il est malgré tout possible d’obtenir

une inégalité comparable c’est-a-dire :

V(z(t)) < w/V(z(t — 1)) + 6. (1v.32)

2 4
Ainsi, si gMT < k est vérifiée et en notant : V =y + V2, (V2 = %i—z%}), nous obtenons

P'inégalité :

[e%

Ve (t—171)

ay?(t —7)

Ve, (Ve VTZF00)

a = k—gMr. (Iv.34)

y(t) <

+ (IV.33)
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En reprenant la démonstration de la preuve du théoréme IV.1, nous obtenons :

j e & 20—

t

+% §(w)dw, (1V.35)
t—r
t t
/g'/(w)dw < /—QV_y( 7)
t—1 t—T *
V3 —y%(w — 7)dw. (IV.36)

En utilisant le théoréme de Razumikhin, c’est-a-dire en supposant que |y(t + s)| < qly(t)|,Vs <

0 pour g > 1, nous pouvons majorer |y(t)| par :

(O] < ———5 (2Veo ~ a7) [y(t)| + 4V4 ——q*(2Veo + aT)y(2). (1v.37)

4V2

En utilisant le méme principe que pour la preuve du théoréme (IV.1), nous obtenons ainsi la

condition de convergence suivante : (2Vo, — aT) > 0, c’est-a-~dire

(k + gMT)?
(5 = gbl7) (k—gMT) >0, (IV.38)
pour les conditions initiales :
I={zeR"™:|s*z) - 2V <yp ez o] (IV.39)
e 2V + ar

Remarque IV.3 Lorsque la matrice de commande dépend de l’état et du temps, il est plus
difficile de calculer son inverse.

D’autre part, si le systéme n’est pas mono-entrée, les calculs deviennent beaucoup plus ar-
dus si g dépend de l’état et se heurtent a l'inversibilité de g(z,t) . En effet, comme nous ne

connaissons pas le retard, nous ne pouvons pas calculer linverse de g(z(t — 7),t — 7)).
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IV.3 Exemples

Exemple IV.2 Repfenons Pexemple (IV.1). Nous choisissons un gain m = 10. -Supposons que
la valeur du retard est égale & 0.1. Nous pouvons estimer la valeur de L & 45. En appliqguant
le théoréme (IV.1) et en choisissant P = I,, nous obtenons que le systéme converge vers un
domaine de convergence Do, = {2(t) € R, s(2)? < 25.09}, pour un domaine initial défini par
Dini = {2(t) € R",|s(2)? —25.09| < 203.42}, ce qui correspond bien 4 la simulation de la
figure (IV-8)-figure (IV-4), mais avec un certain conservatisme puisque la simulation donne

environ une oscillation autour de la surface de 4, au lieu de 25.09 pour le théoréme IV.1.

T T T T T

FI1G. IV-8: Exemple IV.2 : Simulation de s(z) pour le systéme (IV.6)-(IV.5) avec T = 0.1,m =
10.
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FI1G. IV-4: Ezemple IV.2 : du systéme (IV.6)-(IV.5) avec T = 0.1, m = 10.

Exemple IV.3 Application a la commande numérique par modes glissants

Dans cet exemple, nous allons montrer que ces résultats peuvent s’appliquer pour calculer la
bande autour de laquelle un systéme linéaire oscille lorsque celui-ci est commandé numérique-
ment par une commande par modes glissants. En effet, supposons que la commande (IV.3) est
discrétisée avec une période d’échantillonnage de 7.y secondes. L’effet d’un tel échantillonnage

peut étre représenté par un retard variant dans le temps, illustré par la figure (IV-5) :

F1G. IV-5: Modélisation d’un bloqueur d’ordre zéro pour 7., = 2 secondes.



IV.3. EXEMPLES 155

C’est pourquoi, en pratique, un échantillonneur bloqueur d’ordre 0 de fréquences suffisam-
ment élevées peut étre approché par un retard pur constant de valeur Te—;h (valeur obtenue
en prenant la moyenne du signal de la figure (IV-5)). D’aprés la théorie (voir [87, 118] & ce
sujet), le systéme oscille autour de la surface avec une précision de l'ordre de o(7ech). En utili-
sant le théoréme IV.1, nous retrouvons bien localement ce résultat. Pour illustrer notre propos,

choisissons un exemple trés simple :

z1(t) = (1)
39(t) = v(t) (1V..40)

y(t) = 2(t - 1),

La commande (IV.3) est discrétisée avec une période d’échantillonnage de 0.2 sec. Nous choisis-
sons une surface de glissement s(z) = 2+2; = 0, un gain k£ = 5 pour la commande. La constante
L est estimée 4 5. En appliquant le théoréme (IV.1) avec P = I, nous obtenons que les trajec-
toires du systéme convergent vers un domaine de convergence Do, = {2(t) € R",s(z)? < 3.125},
pour un domaine initial défini par D;,; = {2(t) € R", ,s(z)2 — 3.125, < 0.8049}, ce qui corres-
pond bien & la simulation de la figure (IV-6).

|

l

I

mf! m':m'w il

l‘ﬂ“ “‘MMI“

i
it

i
l

i
Miﬂh

uru
il

!

I

F1G. IV-6: Exemple IV.3 : Simulation de (IV.40)-(IV.5) avec 7 = 0.2 seconde, k = 5.
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IV.4 Conclusion

Ce chapitre nous a pérmis de confirmer qu’un retard de capteur (mais aussi, de facon
analogue, de commande) pouvait altérer le comportement d’un systéme & retard commandé
par modes glissants. Pour les systémes linéaires comme pour les systémes non linéaires mono-
entrée nous avons pu donner les conditions et les bornes pour lesquelles le systéme & retard
admet un domaine attracteur autour de la surface de commutation. D’autre part, lorsque le
systéme est linéaire, nous avons mis en évidence un domaine attracteur pour le systéme réduit.
Enfin, ces théorémes nous ont permis de retrouver le calcul de la précision sur la surface s(z) = 0

pour un mode glissant réel d’ordre 1, prenant ainsi en compte le phénomeéne d’échantillonnage.



Chapitre V

Conclusion générale et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons développé des techniques de commande par modes glissants

pour des systémes héréditaires.

—~ Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux différents moyens qui existent
pour commander ces systémes : approche temporelle, algébrique, opérateur en dimension
finie. Nous avons, par ailleurs, rappelé briévement les principes de la commande par modes
glissants et comment celle-ci a déja été utilisée pour stabiliser des systémes a retards. Il est
alors apparu que seul le cas de la stabilisation par modes glissants des systémes linéaires a
retard constant avait été traité. Ces critéres conduisaient alors généralement a des critéres

indépendants du retard.

— Les chapitres II et III ont été consacrés au développement de commandes discontinues
pour des systémes linéaires / non linéaires & retard sur ’état. En premier lieu, nous avons
décomposé le systéme original en deux sous-systémes. Ensuite, nous avons proposé plu-
sieurs types de surfaces. La premiére surface de commutation ne dépend pas du retard
et permet alors de stabiliser le systéme de maniére robuste vis-vis du retard constant,
ou variant dans le temps. Afin de permettre un plus grand degré de liberté, nous avons
développé, dans un second temps, des surfaces de commutation fonctionnelles. Ensuite,
une commande discontinue adéquate contraint les trajectoires du systéme & converger vers
s = 0 et stabilise ainsi d’une maniére robuste le point d’équilibre du systéme original.

A travers de nombreux exemples académiques, nous avons montré tout I’'intérét d’utiliser
des commandes discontinues. En effet, que le retard soit connu, ou inconnu, constant, ou
variant dans le temps, ces techniques peuvent améliorer de fagon notable la robustesse du

systéme vis-a-vis du retard ou d’incertitudes sur les parameétres du modéle et se révelent
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une alternative intéressante a la commande robuste du type u(t) = Kz(t) ou d’une ma-
niére plus générale u(t) = Kz(t) + Kqx(t — 7).

Cependant, cette amélioration de la robustesse s’accompagne d’une “dégradation” de la
commande. Les commandes discontinues générent un phénoméne de réticence, pouvant
endommager les actionneurs. (voir la différence entre les deux commandes de ’exemple

I1.1 page 76).

— Une premiére solution pratique est d’utiliser une approximation de la fonction signe,

comme dans le cas des systémes de dimension finie.

~ Une deuxiéme solution serait d’utiliser le formalisme des modes glissants d’ordre
supérieur. Ainsi, nous pourrions réduire la réticence tout en gardant de bonnes pro-
priétés de robustesse pour le systéme héréditaire. Effectivement, en reprenant le
formalisme des modes glissants d’ordre 2, le probléme de 'attractivité de la surface

et de sa dérivée reviendrait 4 la stabilisation en temps fini de :

yl = Y2,
Y2 = C(ye, ut) + Xx(Yt, us)u(t).

(V.1)

En fixant des bornes sur les fonctions ¢ et x, nous pourrions par exemple reprendre

lalgorithme du twisting [88] et ses améliorations [44][43] .

Cependant, il est 4 noter que toutes les techniques de stabilisation par structures variables
sont basées sur la transformation des systémes originaux en des formes adéquates pour
la synthése. Pour les cas des systémes non linéaires elle est effectuée par l'intermédiaire
de difféomorphismes locaux. Dans le cadre de ce mémoire, nous avons utilisé ces mémes
difféeomorphismes, ce qui nous a amené a restreindre notre classe de systémes a retard
(chapitre I1I) : le champ de commande ne peut pas dépendre des valeurs passées de 1’état.
Une perspective intéressante serait d’utiliser d’autres difféomorphismes dépendant du re-
tard, par exemple en utilisant la dérivée de Lie retardée introduite par [50, 112]. Cette
étude meénerait & une stabilisation du systéme héréditaire pour toute valeur du retard.
Cependant, la sensibilité de ces difféomorphismes & une variation du retard est encore a

étudier.

Le quatriéme et dernier chapitre porte sur le probléme de la stabilisation par modes glis-
sants d’un systéme soumis & un retard en entrée ou en sortie. Une commande discontinue

ne permet plus d’assurer I'attractivité de la surface, mais seulement dans une bande au-
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tour de s = 0. Dans le cas d’un retard connu et constant, le probléme est généralement
résolu en utilisant la transformation d’Artstein. Cependant, dans le cas d’un retard sur
I’entrée variant dans le temps (un cas courant en pratique, comme par exemple en com-
mande numeérique), la stabilisation robuste par modes glissants reste a ’heure actuelle un

probléme ouvert.
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Annexe A

Stabilité asymptotique d’un systéme

polytopique a retards.

Cette annexe est consacrée 4 la stabilité d’un systéme non linéaire a retard mis sous forme

polytopique :

2(t) = hi(x) (Aiz(t) + Biz(t — 7)), (A.1)

=1

Théoréme A.1 [10] Soit le systeme (A.1). S’il existe P et S deuz matrices définies positives

telles que

PB; ~S

<0, i€l, (A.2)

alors Uéquilibre x = 0 du systéme (A.1) est globalement asymptotiquement stable pour toute

valeur du retard T > 0.

Preuve. Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante :

V(z) = Vi(ze) + Va(e),

Vi(ax) = z(t)T Pa(t),
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¢
Va(a) = / (6)7 Sz(6)do,
t—1
avec P=PT P>0et S=57,5>0.
Le calcul de la dérivée de V(z;) le long des trajectoires du systéme (A.1) nous meéne a :
Va(ze) = z(t)TSz(t) — z(t — 7)TSz(t — 1),
Vilzy) = ()T Px(t) + z(t)T Pi(t)
( T
z(t)T {Z hi(z:) (AZ-TP ~+ PA,-)] z(t)
i=1
= +2z(t — )T [Z hi(xt)B?P} x(t)
i=1

| 420" [; hi(:rt)PBi] ot — 7).

Définissons X (t)T = [x(t),z(t — 7)], nous obtenons alors V(z;) = XT(t)MX (t) avec :

4 r
M= Z hz(xt)M,

i=1

G;+S BIp
| M= e (A.3)
PB; -8

L G; = AzTP-i-PAi.

Ainsi, si
M <0, (A.4)

alors nous pouvons affirmer que le systéme (A.1) est asymptotiquement stable quel que soit
le retard 7 > 0. En effet hi(z:) > 0, Vi € I, et Jig € I, : hiy(xt) > 0, (A.4) est vérifiée si

M, < 0,Vi € I.. La preuve en découle. m



Annexe B
Forme réguliére généralisée

Dans cette annexe, nous considérons le systéme MIMO suivant :

& = f(z) + g(@)u + p(z), (B.1)

ou p est une perturbation additive, f est un champ de vecteur suffisamment différentiable,
g(x)z( g1(z) ... gm(z) ) est une matrice de dimension n X m ot g;(z), ¢ € {1..m} représente
des fonctions suffisamment réguliéres de .

Nous cherchons les conditions sous lesquelles un systéme de la forme (B.1) peut étre transformé

en une forme

3 = ff(21,22) + GE(21 20)u + pR(2),
29 = ffi(z1,22), (B:2)
21 € Rd,22 c R"'—d.

Les résultats que nous présentons ont été développés par [94] dans le cas non perturbé et par

[119] dans le cas général.

B.0.1 A propos du rang de la matrice g(z).

Dans [94], g(z) est supposé de rang plein. Lorsque cette hypothése n’est pas vérifiée, il est

possible d’utiliser un retour d’état statique, qui permet de retrouver I’hypothése de Lukyanov.

Théoréme B.1 Sirang(G(zo))) = r, alors il existe un retour d’état statiqgue u = W (x)(v7,0,0, ...

veR", avec v la nouvelle entrée et W une matrice non singuliére dans un voisinage de xg, tel

que :
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2 m:'r
X 0 0 0 0
0 T m-—r
—N—NN
geW@)={ X -« -« X 0 --- 0 |=]| =@ 0
X X 0 0
X X 0 0

Si rank(G(zg))) = r < m, le nouveau systéme peut s’écrire de la maniére suivante :

& = f(z) +g (z)v + p(z),

ott v € R est la nouvelle entrée et g’ () est une matrice de rang plein de dimension n x 7.
Pour simplifier notre probléme, il est maintenant possible de considérer sans perte de géné-
ralité que rang(zg)) = m.
Le probléme est désormais de déterminer un difféomorphisme z = ¢(x) qui permette de

changer (B.1) en (B.2).

B.0.2 La forme réguliére généralisée dans le cas non perturbé

Les résultats obtenus sont des résultats locaux, c’est-a-dire au voisinage d’un point zy.
Cependant, lorsque ’hypothése H1) est vérifiée sur ’ensemble de 'espace d’état, alors le difféo-

morphisme existe sur I’ensemble de ’espace d’état : les résultats deviennent globaux.

Théoréme B.2 Soit A une distribution telle que :
H1) A est non singuliére en g (c’est-a-dire de dimension constante dimA = da < n),

H2) A est involutive (et donc intégrable) :
VT1€A,VT2€A:[T1,T2]€A, (B.3)

H3) span {g1(z), - .. ,gm(x)} C A.
Alors, il existe un voisinage V(xg) de xg et un difféomorphisme local z = ¢(x) défini sur

V(zo) tels que (B.1) est transformé en (B.2) avec d = da < n. De plus, si da < n, alors la
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conclusion est la méme pour n > d > da.

Preuve (éléments) : D’apres les hypotheses H1-H3, en utilisant le théoréme de Frobenius,
nous pouvons trouver (n — da) fonctions réelles A; qui engendrent I’espace orthogonal a A.
Nous choisissons donc les fonctions ¢g,; £ A; Vi € {1..(n — da)} et nous complétons la base.

Le théoréme en découle. |

Remarque B.1 La pierre angulaire de la preuve repose sur l'existence d’une distribution vé-

rifiant H1 — H3. Un algorithme de construction de A peut étre trouvé dans [119].

B.0.3 Le cas perturbé

Théoréme B.3 [/4] Supposons que les hypothéses HI1-H3 soient vérifiées, et que de plus :
HO) p € Ag = span {Ad} g;(z) : i € {1.m},j € {L.m} ,k € {0..00} } ;
H’0) Ag est non singuliére en xo (c’est-a-dire de dimension dimAg = da, < n).
Alors, il existe un voisinage V(xo) de xo et un difféomorphisme local z = ¢(z) défini sur

V(zo), tel que (B.1) est transformé en (B.2) avec d = dp,,.

Preuve : Comme p € Ag, Vw* € Aé < w*,p >= 0, en utilisant le difffomorphisme ¢

défini au théoréme précédent, nous obtenons le résultat ||

Remarque B.2 Si Ag = vect {g1(),... ,g9m(x)} est involutive, alors 'hypothése HO) devient

Uhypothése classique de recouvrement [143].
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Annexe C

Stabilité de systémes a retards par

la seconde méthode de Lyapunov

Nous considérons le systéme autonome suivant :

.’E(t) = f(t7x(t)’xt)v
Tty (9) = 90(9) pour 0 € [_T7 O]a

(C.1)

dont nous supposons qu’il existe un état d’équilibre z; = 0. (Nous pouvons toujours nous
ramener & ce cas en formant l’équation aux différences, si le systéme admet un autre point
d’équilibre).

Etant donné un équilibre z; = 0, la seconde méthode de Lyapunov cherche & déterminer une
fonction V(x) définie positive telle que le long des trajectoires du systéme (C.1), %‘”tﬁn <0
si z # 0. Cette méthode directe est valable pour une classe restreinte de systémes héréditaires
car ﬂ/%vt(ti dépend des valeurs passées z;. Elle est donc trés difficile & appliquer dans le cas
général des systémes héréditaires. Deux extensions 4 la seconde méthode de Lyapunov ont alors

été proposées dans le cadre des équations différentielles héréditaires.

C.1 Approche par fonctionnelles de Krasovskii

La méthode de Krasoskii est une extension directe de la seconde méthode de Lyapunov
pour les équations différentielles fonctionnelles. Elles consistent & rechercher des fonctionnelles

V(t, ;) qui décroissent le long des solutions du systéme (C.1).

Théoréme C.1 [79] Soit u, v, w : Ry — IR des fonctions continues, strictement crois-
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santes; u() et v(0) positives pour 8 > 0 et u(0) = v(0) = 0. Supposons que la fonction f de
(C.1) est bornée pour des valeurs bornées de ses arguments.

Alors sl existe une fonctionnelle continue V : R x C — IR telle que

a) u(lle(0)]l) < V(& ) < v(liel),

b) V(t, ) < —w(lle(0)]]) pour tout t € R le long des trajectoires de (C.1),

alors la solution nulle de (C.1) est uniformément stable. Si de plus w(6) > 0 pour 8§ > 0
alors la solution nulle de (C.1) est uniformément asymptotiqguement stable.

Si V vérifie plutét les conditions

8 u(llell) <V, @) < v(llel),

it) V(t,¢) < —w(|l¢ll), pour tout t > ty et w(@) > 0 pour 6 > 0,
15t) V est lipschitzienne par rapport & son second arqument.

alors la solution nulle de (C.1) est exponentiellement stable.

V(t,cp) est ici une dérivée au sens de Dini, V(t,go) = lir(l)’1+ sup WHG’“*E)_V“’@. Une telle
€—>

fonctionnelle est appelée fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii.

C.2 Approche par fonctions de Razumikhin

Dans cette approche, nous nous placons dans IR ™ en considérant une fonction de Lyapunov
classique V(t,z(t)). Toutefois, il est inutile de vérifier que V (¢, z(t)) < 0 le long de toutes des
trajectoires du systéme. Effectivement, nous pouvons nous restreindre aux solutions qui ont

tendance & quitter un voisinage V' (¢,z(t)) = ¢ du point d’équilibre.

Théoréme C.2 Soit u, v, w: R, — IR des fonctions continues, strictement croissantes;
u(f) et v(6) positives pour 6 > 0 et u(0) = v(0) = 0. Supposons que la fonction f de (C.1) est
bornée pour des valeurs bornées de ses arguments.

Alors s’il existe une fonction continue V : R x R™ — IR telle que

a) u(llz]) < V(t,¢) < v(lall), t € B, z € R,

b) V(t.zy) < —w(||z(t)|]) pour les trajectoires de (C.1) vérifiant
V(t+0,z(t +6)) <V(t,x(t)),V0 € [-7,0], (C.2)

alors la solution nulle de (C.1) est uniformément stable.

De plus si w(@) > 0 pour § > 0 et s’il existe une fonction p : Ry — IR, strictement
crotssante avec p(8) > 6 pour @ > 0 telle que

0 oulflel) <Vt e) <v(flzl), te R, z € R™,
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i) V(t,z;) < —w(||z(t)|]), pour toutes fonctions vérifiant :
V(t+0,z(t+6)) <p(V(t,z(t))),v0 € [-n,0], (C.3)

alors la solution nulle de (C.1) est uniformément asymptotiquement stable.

Dans la pratique, les fonctions p souvent utilisées sont celles de la forme p = ¢f, ¢ > 1.
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Annexe D

Le formalisme des modes glissants

Cette annexe a pour but de fournir les éléments fondamentaux du formalisme d’une com-
mande & structure variable. Tout d’abord, nous expliciterons les conditions sous lesquelles un
régime glissant apparait sur la surface. Nous nous intéresserons ensuite & la dynamique du
systéme réduit (lorsque le systéme est au voisinage de la surface) et 4 sa robustesse “natu-
relle” vis-a4-vis d’une certaine classe de perturbations. Enfin, nous étudierons le probléme de
I'implantation numérique des modes glissants. Les limites de la commande par modes glissants
apparaissent alors clairement. Effectivement, la commande par commutation peut exciter des
dynamiques parasites et dégrader les performances du systéme. Plusieurs solutions seront alors
envisagées.

Nous terminerons ce tour d’horizon par un exemple simple mettant en ceuvre les principes de
la synthése d’une commande par modes glissants.

Dans un souci de clarté, nous nous intéresserons & la classe de systémes non linéaires mono-
entrée et affines en la commande. Cependant, tous les résultats présentés peuvent étre étendus

aux systeémes de la forme & = f(z,u) od u € R ™(voir {132]).

D.1 Définition du régime glissant
Soit le systéme dynamique suivant :
&= f(z) + g(z)u, (D.1)

ol z, le vecteur état, appartient & X C IR ", f et g sont des champs de vecteurs dépendant de x

que nous considérerons suffisamment différentiables, u : X — IR est la commande du systéme.

171
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Définissons une fonction continue s comme suit :

X —IR,
(D.2)
z — s(x).
Nous pouvons alors créer une variété de codimension 1, S, définie par :
S={zxeX |s(z)=0}, (D.3)

et appelée dans la suite du mémoire surface de glissement, ou surface de commutation.

Nous considérons une commande A structure variable particuliére, en élaborant un retour
d’état qui change suivant le signe de s(z) :
+ .
uT(x) sis(z) >0,
u(t) = (@) @) (D.4)
u=(x) sis(z)<O0.
Dans la suite du mémoire, nous supposons que u™, et u~ sont des fonctions continues de
X — R. En outre, sans perte de généralité, les deux fonctions extrémes de la commande
satisfont u*(z) > u™(z) et ceci Vz € X.
Remarque D.1 Le systéme commandé (D.1)-(D.4) présente un caractére particulier puisque
le second membre est discontinu le long de s(z) = 0. La théorie des équations différentielles
ordinaires ne peut pas s’appliquer pour déterminer la nature des solutions d’un tel probléme. La
solution proposée est de se placer dans le cadre plus général des inclusions différentielles et des

solutions au sens de Fillipov [4, 5, 42].

Le théoréme suivant [143] établit les conditions locales sous lesquelles les trajectoires du

systéme convergent dans un voisinage de la surface.

Définition D.1 [143] Un régime glissant s’établit sur S s’il exriste un temps fini ts tel que la
solution de (D.1) (D.4) satisfasse s(x) = 0 pour tous les temps t > ts.

Théoréme D.1 [182]Un régime glissant est établi localement sur S si les deux conditions sui-

vantes sont vérifiées :
sl_if(r]l+g§ (f+gut)<0 et SE,%]—% (f+gu™)>0. (D.5)

Géométriquement, ces conditions expriment le fait que, localement autour de la surface, les

projections des champs de vecteurs (f + gu™) et (f + gu™) sur le gradient de S sont de signes
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opposés (voir Figure D-1). De plus, les champs de vecteurs de commande sont localement
orientés vers la surface S.

La condition (D.5) est plus souvent rencontrée sous la forme :

85 <0, (D.6)

et est appelée condition d’attractivité ([132]).
Toutefois, cette derniére condition n’implique pas que la surface est atteinte en temps fini.

Une condition plus forte :

ss < —nls|, (D.7)

appelée condition de n-attractivité, est plus souvent utilisée.

F1G. D-1: Attractivité de la surface

D.2 Etude de la dynamique glissante du systéme

D.2.1 Condition d’invariance de la surface.

Pour déterminer la dynamique du systéme lorsque celui ci évolue idéalement sur la surface,

Utkin a développé la méthode dite de la commande équivalente [143].
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Exprimons tout d’abord, les conditions d’invariance de la surface c’est-a-- .72 :

(D.8)

Il vient naturellement ’équation suivante :

2 (@) + (e = O,

ou u. est une fonction continue de X — IR appelée commande équivalente. Elle est donc

définie par I’équation suivante :

ue = ~(g2g(2)) 22 f(z), (D9)

Lemme D.1 [132] La commande équivalente est bien définie si et seulement si

%g(x) # 0. (D.10)

Remarque D.2 Cette derniére équation appelée condition de transversalité, est essentielle a la
synthése d’une commande & structure variable. Elle a une signification géométrique trés simple.
Pour contraindre le systéme & converger vers la surface et a y rester, il ne faut pas que le
champ de vecteurs g(x) soit tangent & s(x). Cependant, ce n’est qu’une condition nécessaire a

létablissement d’un régime par mode glissant local [132].

Le lemme suivant propose quant a lui des conditions nécessaires et suffisantes de 'existence

d’un régime glissant local sur s(z) = 0.

Lemme D.2 [132] Un régime glissant sur S est établi localement si et seulement si, pour x € S,

u (z) <u<ut(z),

Ces deux inéquations dérivent des conditions nécessaires et suffisantes (D.5).
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D.2.2 Dynamiques du mode glissant idéal

D’aprés Pexpression de la commande équivalente, nous pouvons alors exprimer la dynamique

du systéme en boucle fermée par :

= f(ze) — gle) (242 g(x.)) 1L f(ze),
s(me)zO.

(D.11)

Remarque D.3 Du fait de la contrainte algébrique s(z.) = 0, les trajectoires du systéme en

régime de glissement sont gouvernées par un nombre réduit d’équations différentielles.

Remarque D.4 [132] La dynamique du systéme en mode glissant peut s’écrire sous la forme

suivante :
Te = II(ze) f(e),
s(ze) =0

o

X — Rn—l,

IT:
Te — T(ze) = (In-1 — gze) (et g(z,)) 1 82),

est un opérateur de projection qui envoie z(t) sur la surface s(z,t) = 0 parallélement auz champs

de vecteurs g(z). Effectivement, 11 vérifie :

I(z.) o II(ze) = II(xe),
I(ze)g(ze) = 0.

Remarque D.5 [/2] Il existe une autre maniére de définir cette dynamique en utilisant le

formalisme des inclusions différentielles. On montre que celle ci est définie par

o) () ] [l ],
at [<d37 (f~ —fﬂ)] f* {(ds,(f— —f+)>] I (D.12)

ou f*, et f~ sont définis par

@) = f(z) + g(z)u’ (1),
[ (x) = f(z) + g(x)u™(2).

(D.13)

Celle ci n’est pas équivalente en général & la dynamique définie au sens d’Utkin, mais l’est dans
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le cas de systémes affines en la commande.

D.2.3 Signification physique de la commande par modes glissants

Idéalement, la commande discontinue (D.4) peut osciller & une fréquence infinie. Or, lors
de 'implantation réelle de cette commande, du fait des imperfections des actionneurs (retards,
hystéresis) ou de ’échantillonnage, celle ci s’exprime alors comme la somme d’une composante
basse fréquence ugp et d’une composante haute fréquence ugyr : Urger(t) = upr(t) + ugr(t).
Cette derniére est filtrée par le systéme réel. Ainsi, en régime de glissement, seule la composante
upr(t) agit sur le systéme.

Ce signal moyen upgp(t) coincide avec la commande équivalente u, [143]. Nous pouvons le
mesurer en filtrant les composantes hautes fréquences de u,¢e. Ainsi, par exemple, ugp est la

sortie du filtre passe-bas représenté par I’équation différentielle suivante :
Tupr(t) + uBr(t) = Urge(t), avec 7 << 1.

C’est pourquot, I’élaboration d’une commande & structure variable consiste souvent 4 ajouter
a la composante haute fréquence (qui assure la convergence en temps fini vers la surface), une
composante & basse fréquence qui n’est rien d’autre que la commande équivalente. La commande

par modes glissants s’écrit alors :

u(t) = ueq(t) + T(x) signe(s).

D.3 Robustesse des commandes a structure variable

Considérons le systéme initial soumis a des perturbations p représentant des incertitudes

paramétriques ou des perturbations exogénes :
& = f(z) + g(z)u+p.

Une condition suffisante pour que la dynamique du systéme en régime de glissement soit indé-

pendante de la perturbation p est donnée par le théoréme suivant :.

Théoréme D.2 [182, 1/3] Le régime glissant sur la variété S du systéme perturbé est indé-

pendant de la perturbation p si celle-ci vérifie la condition structurelle appelée condition de
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recouvrement! suivante :
p € Vect(g(x)). (D.14)

Preuve. Puisque la condition (D.14) est vérifiée alors il existe une fonction £ telle que
p = g(z)€. La preuve découle simplement de la fonction de projection IT qui annule toute
contribution des vecteurs engendrés par g(z) a la dynamique de la trajectoire en mode glissant.
]

Nous remarquons ici que, si le régime en mode glissant n’est pas affecté par des perturbations
vérifiant la condition de recouvrement, il n’en reste pas moins que celles-ci agissent toujours lors
de la phase d’établissement du mode glissant. La robustesse est alors assurée par 'amplitude

de la commande discontinue qui “écrase” les perturbations, si celles ci sont bornées.

D.4 Le phénoméne de réticence

Les trajectoires du systéme lors de la phase de glissement idéal sont des fonctions continues
ne dépendant que de la surface de commutation choisie. Ces trajectoires correspondent au
systéme commandé par un retour statique appelé contrdle équivalent. Cependant, du fait des
imperfections technologiques (retard, hystérésis) des actionneurs et des capteurs, le controle
discontinu ne peut pas osciller idéalement 4 une fréquence infinie. Alliée aux retards négligés
lors de la modélisation du processus physique, la commande discontinue engendre alors une
dynamique parasite appelée communément “chattering” en anglais, ou phénomeéne de réticence
en francais. Celle-ci se caractérise par des oscillations persistantes et 4 hautes fréquences de la
commande (voir Figure D-2).

En pratique, de telles oscillations sont indésirables car elles peuvent dégrader les perfor-
mances du systéme et méme le déstabiliser [71] en excitant des modes négligés.

Plusieurs techniques ont alors été proposées pour réduire ou éliminer ce phénomeéne. La
premiére et la plus intuitive consiste 4 déterminer une approximation continue au voisinage de

la surface de commutation V = {x € X |s(x)| < ¢} [148] en remplagant la fonction idéale

signe par une fonction continue comme sat(s(z)), tanh(ﬂ&ﬁ), ou ej—gz()z y- Elles permettent de

filtrer les hautes fréquences dans la couche limite définie par V.

Yen anglais, “matching conditions”
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Trajectoire

Réticence

s(x)=0

F1Gg. D-2: Illustration de la réticence

Une autre technique pour diminuer la réticence est de déterminer une commande dont ’am-
plitude diminue au fur et & mesure que I’état du systéme approche de la surface de commutation,
c’est-a~dire des commandes de la forme u(t) = —|s(t)|* signe(s).

Toutefois, pour que ces approches soient effectives, il est nécessaire d’avoir convenablement
modélisé les dynamiques négligées des actionneurs. Effectivement, dans le cas contraire, les
propriétés de robustesse les performances du systéme s’en trouvent souvent dépréciées [143].

Enfin, une autre solution proposée est d’introduire de nouvelles dynamiques dans la com-
mande, en utilisant un intégrateur pour séparer le controleur discontinu du processus en lui-
méme, évitant ainsi le phénomeéne de chattering. Cette astuce est & la base du concept de mode
glissant d’ordre supérieur qui permet de réduire la réticence tout en conservant de bonnes

qualités de robustesse et de précision ([38, 39, 48, 87, 88§]).
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D.5 Exemple

Exemple D.1 Afin d’illustrer notre propos, considérons un modéle simple de systéme non

linéaire commandé en mode glissant (voir Figure D.15).

X

u(t)

Fi1Gg. D-8: Fxemple D.1 : le pendule inverse

Un modéle linéarisé autour du point d’équilibre instable d’un pendule inverse est régi par le

systéme d’équation différentielle suivant :

z = T2,
&g = —sin(z) + u, (D.15)
Yy=2.

ou x1 représente ’angle que fait le pendule avec la verticale dirigée vers le haut et x5 la vitesse
angulaire. u(t) est la commande, en Uoccurrence le couple moteur appliqué & l'axe du pendule

inverse. Choisissons une surface du type :
s(x) = k1x1 + T2, (D16)

ot le gain k) € IR est choisi pour que le systéme en régime de glissement soit exponentiellement

1

stable avec une constante de temps égale a P

1
La commande discontinue :

u(t) = —msigne(s(z)), (D.17)
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est bien définie par rapport a la surface de glissement car

Os(x,t)

5 g9{z) = u(t) #0. (D.18)

Calculons la condition d’attractivité :
s(z)$(z) = s(z)(kizz —sin(z1) — msigne(s(x))). (D.19)
Un régime glissant existe donc dans le domaine :
A={z e X | |kiz; —sin(z1)| < m}.

Le systéme en régime de glissement est donc défini par

T = —k171,

Xy = —klxl.

Pour améliorer la taille du domaine A, la structure de la commande peut étre modifiée de la

maniére sutvante :
u(t) = —kiz2 + sin(z;) — msigne(s(x)). (D.20)

La condition de n-attractivité est alors respectée avec 1 = m car $(x)s(x) < —m|s(z)].

Les figures suivantes sont les résultats de la simulation du systéme (D.15) commandé par (D.20)
avec k1 = 2, m = 2, les conditions initiales étant fixées a [ Z10, T20 ] = [ 2, 2 ] . L’algo-
rithme d’intégration choisi est Ualgorithme de Rungge-Kutta d’ordre 4 avec un pas d’échan-
tillonnage de 1074

La. Figure D-4 montre clairement que le controle oscille o trés hautes fréquences, et présente
ainsi un phénoméne de réticence.

En choisissant de remplacer la fonction signe par une fonction saturation du type tanh(%s(x)),

nous obtenons les simulations de la Figure D-5. Le phénoméne de réticence est alors réduit.
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xt t

Fi1G. D-4: Exemple D.1 : simulation du systéme (D.15) commandé par une commande (D.20)
avec k1 =2, m = 2.

Fi1G. D-5: Ezemple D.1 : simulation du systéme (D.15) commandé par une commande approchée
de (D.20) avec ky =2, m=2,e= 1072,



182 ANNEXE D. LE FORMALISME DES MODES GLISSANTS




Bibliographie

[1] G. ABDALLAH, P. DORATO, J. BENITEZ-READ, R. BYRNE. « Delayed Positive Feedback
Can Stabilize Oscillatory Systems ». ACC’93, American Control Conference,, 3106-
3107, 1993.

[2] W. AGGOUNE. « Contribution a la Stabilisation de Systémes Non Linéaires : Appli-
cation Aux Systémes Non Réguliers et Aux Systémes & Retards ». PhD thesis, INRIA
Lorraine/CRAN, Univ. de Metz, France, June 1999.

[3] J. ASSAN. « Analyse et Synthese de L’approche Géometrique Pour Les Systémes sur un
Anneau ». PhD thesis, IRCCyN, Univ. de Nantes et d’Ancone, France-Italie, Octobre
1999.

(4] J.P. AuBIN A. CELLINA. Differential Inclusions. Grundlehren der Math. Wiisenschaften
264. Editeur Springer-Verlag, 1984.
[5] J.P. AUBIN H. FRANKOWSKA. Set-Valued Analysis. System and Control : Foundations

and Applications. Editeur Birkhauser, 1990.

[6] V.R. BASKER, K. HRISSAGIS, O.D. CRISALLE. « Variable Structure Control Design
for Reduced Chatter in Uncertain Time Delay Systems ». Proc. 36th IEEE CDC’97,
3234-3236, San Diego, 1997.

[7] R. BELLMAN K.L. COOKE. Differential Difference FEquations. Academic Press, New
York, 1963.

[8] A. BENSOUSSAN, G. DA PraTO, M.C. DELFOUR, S.K. MITTER. Representation and

Control of Infinite Dimensionnal Systems, 1. Birkhauser, 1992.

[9] Y. BLAaNCO, F. GOUAISBAUT, W. PERRUQUETTI, P. BORNE. « Sliding Mode Controller
Design Using Polytopic Formulation ». Proc. 40th IEEE CDC’01, Orlando, USA, 2001.

[10] Y. BLANCO J.P. RICHARD. « Stability Analysis of Uncertain Nonlinear Systems with
Delay Using Takagi-Sugeno Fuzzy Representations ». Proc. LTDS’00, Ancéne, 2000.

183



184  BIBLIOGRAPHIE

[11] C. BONNET, J.R. PARTINGTON, M. SORINE. « Robust Control and Tracking in Lo, of
Delay Systems Equipped with a Relay Sensor ». Proc. 8th. IFAC Conf. Large Scale
Systems LSS’98, Patras, July 1998.

[12] C. BONNET, J.R. PARTINGTON, M. SORINE. « Robust Control and Tracking of a Delay
System with Discontinuous Non-Linearity in the Feedback ». International Journal of
Control, 72(15) :1354-1364, 1999.

[13] C. BONNET, J.R. PARTINGTON, M. SORINE. « Robust Stabilization of a Delay System
with Saturating Actuator or Sensor ». International Journal of Robust and Nonlinear
Control, 10(7) :579-590, 2000.

[14] S. Boyp, Ghaoui L. EL, E. FERON, V. BALAKRISHAN. Linear Matriz Inequalities in
System and Control Theory. SIAM, Philadelphia, 1994.

[15] D. BRETHE. « Contribution & L’étude de la Stabilisation Des Systémes Linéaires
Retards ». (in french), IRCCyN, Univ. de Nantes, EC Nantes, France, Decembre 1997.

[16] D. BRETHE J.-J. LOISEAU. « A Result That Could Bear Fruit for the Control of Delay-
Differential Systems ». Proc. 4th IEEE Medit. Symp. On New Directions in Control and
Automation, MSCA’96, Maleme, Crete, Greece, June 1996.

[17] E. CHERES, S. GUTMAN, Z.J. PALMOR. « Stabilization of uncertain dynamic systems
including state delay ». IEFE Trans. Aut. Control, 34(11) :1199-1203, 1989.

(18] E. CHERES, Z.J. PALMOR, S. GUTMAN. « Mix-Max Predictor Control for Uncertain
Systems with Input Delays ». IEEE Trans. Aut. Control, 35(2) :210-214, 1990.

[19] H.H. CHOL. « A New Method for Variable Structure Control System Design : A Linear
Matrix Inequality Approach ». Automatica, 33 :2089-2092, 1997.

[20] H.H. CHOL. « An LMI Approach to Sliding Mode Control Design for a Class of Uncertain
Time Delay Systems ». Proc. ECC’99, Karlsruhe, Germany, September 1999.

[21] S.B. CHO1 J.K. HEDRICK. « An Observer-Based Controller Design Method for Impro-
ving Air/Fuel Characterization of Spark Ignition Engines ». IEEE Trans. Control Syst.
Technology, 6(3) :325-334, 1998.

[22] S.Y. CHU T.T. SOONG. « Time Delay Effect on Direct Output Feedback Controlled
Mass Damper Systems ». Proc. ACC’00, American Control Conference, 3575-3579,
Chicago, Illinois, June 2000.

[23] G. CONTE A.M. PERDON. « Systems over a Principal Ideal Domain : A Polynomial
Approach ». SIAM J. Control and Optimization, 20(1) :112-124, 1982.



BIBLIOGRAPHIE 185

[24]

[25]

[26]

29]

(31]

(32]

[33]

34]

[35]

(36]

G. CoNTE A.M. PERDON. « The Disturbance Decoupling Problem for Systems over a
Ring ». SIAM J. Control and Optimization, 33(3), 1995.

G. CONTE A.M. PERDON. « Non-Interacting Control Problems for Delay-Differential
Systems Via Systems over Rings ». CNRS Conf. Analyse et Commande Des Systémes
Awvec Retards, 101-114, Nantes, France, March 1996.

G. CoNTE A.M. PERDON. « Systems over Rings : Theory and Applications ». Proc.
IFAC Workshop LTDS’98, Linear Time Delay Systems, 223-234, Grenoble, France, July
1998. Plenary lecture.

R.F. CURTAIN H.J. ZWART. An Introduction to Infinite Dimensional Linear Systems
Theory. Springer Verlag, New York, 1995.

M. DAMBRINE. « Contribution & L’étude de la Stabilité Des Systémes & Retards ». PhD
thesis, Laboratoire d’Automatique et d’Informatique Industrielle de Lille, EC Lille, Univ.
de Lille, France, Octobre 1994.

M. DAMBRINE, F. GOUAISBAUT, W. PERRUQUETTI, J.-P. RICHARD. « Robustness of
sliding mode control under delays effects : a case study ». Proc. 2nd IEEE-IMACS
CESA’98, Comput. Eng. In Systems Applications,, 817-821, Hamamet, Tunisie, 1998.
M. DAMBRINE, J.P. RICHARD, P. BORNE. « Feedback Control of Time-Delay Systems
with Bounded Control and State ». Mathematical Problems in Engineering, (1) :77-87,
1995. (first issue).

M. DELFOUR J. KARRAKCHOU. « State-Space Theory of Linear Time Invariant Systems
with Delays in State, Control and Observation Variables, Parts 1 & ». J. Math. Anal &
Appl., 125 :361-452, 1987.

M. DELFOUR S. MITTER. « Controllability, Observability and Optimal Feedback Control
of Affine, Hereditary, Differential Systems ». SIAM J. Contr. Optim., 10 :298-328, 1972.
L. DuGARD E.I VERRIEST, . Stability and Control of Time-Delay Systems, 228 LNCIS.
Springer Verlag, 1997. (337 pages).

Anosov D.V.. « On Stability of Equilibrium Points of Relay Systems ». Automation and
Remote Control, 2 :135-149, 1959.

L. EL GaAour S.-I. NICULESCU, . Advances in Linear Matruz Inequality Methods in
Control. Advances in Design and Control. STAM, Philadelphia, 2000.

R. EL-KHAZALY. « Variable structure robust control of uncertain time-delay systems ».

Automatica, 34(3) :327-332, 1998.



186 BIBLIOGRAPHIE

[37] S.V. EMEL'YANOV. « On Pecularities of Variable Structure Control Systems with Dis-

continuous Switching Functions ». Doklady ANSSR, 153 :776-778, 1963.

[38] S.V. EMEL'YANOV, S.V. KOROVIN, L.V. LEVANTOVSKY. « Higher Order Sliding Modes
in the Binary Control System. ». Soviet Physics, 31(4) :291-293, 1986.

[39] S.V. EMEL'YANOV, S.V. KOROVIN, L.V. LEVANTOVSKY. « Higher Order Sliding Modes
in Control Systems ». Differential Fquations, 29(11) :1627-1647., 1993.

[40] K. ENGELBORGHS, M. DAMBRINE, D. ROOSE. « Limitations of a Class of Stabilization
Methods for Delay Systems ». IFEFE Trans. Aut. Control, 46(2) :336-339, 2001.

[41] Y.A. F1AGBEDZI A.E. PEARSON. « Feedback Stabilization of Linear Autonomous Time
Lag Systems ». IEEE Trans. Aut. Control, 31 :847-855, 1986.

[42] A.G. FiLirpov. Differential Equations with Discontinuous Right Hand-Sides. Mathema-
tics and its Applications. Kluwer Ac. Pub., 1983.

[43] T. FLOQUET. « Contributions A la Commande Par Modes Glissants D’ordre Supérieur
». PhD thesis, Université de Lille, LAIL, décembre 2000.

[44] T. FLOQUET, J.P. BARBOT, W. PERRUQUETTI. « Second Order Sliding Mode Control
for Induction Motor ». Proc. 39" IEEE CDC’00, Sydney, Australia, december 2000.

[45] L.M. FRIDMAN, E. FRIDMAN, E.I. SHUSTIN. « Steady Modes in a Discontinuous Control

Relay with Time Delay ». Pure Mathematics & Applications (PUMA), 4(1), 1993.

[46] L.M. FRIDMAN, E. FRIDMAN, E.I. SHUSTIN. « Steady Modes in an Autonomous System

with Break and Delay ». J. Differential Equations, 29(8), 1993.

[47] L.M. FRIDMAN, E. FRIDMAN, E.I. SHUSTIN. « Steady Modes and Sliding Modes in
the Relay Control Systems with Time Delay ». 85th IEEE CDC’96, 4601-4606, Kobe,
Japan, 1996.

[48] L.M. FRIDMAN A. LEVANT. Sliding Modes of Higher Order as a Natural Phenomenon
wn Control Theory, 217 Lecture Notes in Control and Information Sciences. Springer
Verlag, 1996.

[49] M. Fu, H. L1, S.I. NICULESCU. « Robust Stability and Stabilisation of Time-Delay System
Via Integral Quadratic Constraint Approach », 228 LNCIS, 101-116. Springer-verlag ,
1997.

[50] A. GERMANI, C. MANES, P. PEPE. « Linearization and Decoupling of Nonlinear Delay

Systems ». Proc. IEEE Amerivan Control Conference (ACC) , Philadelphia, USA., 1998.



BIBLIOGRAPHIE 187

[51]

[52]

[53]

[54]

[62]

A. GERMANI, C. MANES, P. PEPE. « A State Observer for Nonlinear Delay Systems ».
Proc. 37th IEEE CDC’98, 355-360, Tampa, Florida, USA, December 1998.

K. GoraLsaMY. Stability and Oscillations in Delay Differential Equations of Population
Dynamics, 74 Mathematics and Applications. Kluwer Acad., 1992.

F. GouaIsBAUT, Y. BLANCO, J.P. RICHARD. « Robust Sliding Mode Control of Nonli-
near Systems with Delay : A Design Via Polytopic Formulation ». Accepté a International

Journal of Control, 2001.

F GOUAISBAUT, Y. BLANCO, J.P. RICHARD. « Robust Control of Nonlinear Time Delay
System : A Sliding Mode Control Design ». Proc. 1th IFAC Symposium NOLCOS’01,
St Petersburg, Russia, July 2001.

F. GouAisBauT, M. DAMBRINE, J.-P. RICHARD. « Robust Control of Delays Systems :
A Sliding Mode Control Design Via LMI ». accepté a Systems and Control letters, 2001.

F. GouarsBauT, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Sliding Mode Control of Linear Time
Delays Systems ». IMA Journal on Mathematical Control and Information, 2001. A

paraitre.

F. GouaisBauT, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Sliding Mode Control of Perturbed
Systems with Time Varying Delays ». Proc. 1th IFAC Symposium on System Structure
and Control, S§55C’01, Prague, 2001.

F. GOUAISBAUT, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Sliding Mode Control of Systems with
Distributed Delay ». USA NEW-MEXICO, , Accepté A TDS’01, Santa-Fe, 2001.

F. GOUAISBAUT, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Sliding Mode Control of Time Delay
Systems Via Functional Surfaces ». Proc. 40th IEEE CDC’01, Orlando, USA, 2001.

accepté.

F. GOUAISBAUT, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Variable Structure Control of Systems
with State Delays ». Proc. 16th World Congress IMACS’00, Session 154, Lausanne,
Switzerland, August 2000.

F. GOUAISBAUT, W. PERRUQUETTI, Y. OrRLOV, J.P. RICHARD. « A sliding mode control-
ler for linear time delay systems ». Proc. ECC’99 European Control Conference, Karls-

ruhe, September 1999.

F. GouaisBauT, W. PERRUQUETTI, J.P. RICHARD. « A sliding mode control for linear
systems with input and state delays ». Proc. 38th IEEE CDC’99, Phoenix, 1999.



188 BIBLIOGRAPHIE

[63] F GOUAISBAUT, J-P. RICHARD, M. DAMBRINE. « Robust Control of Delay Systems : A
Sliding Mode Control Design Via LMI ». Proc. IFAC ECC’01, Porto (Portugal), 2001.

[64] A. GOUBET-BARTHOLOMEUS. « Sur la Stabilité et la Stabilisation Des Systémes Re-
tardés : Critéres Dépendant Des Retards ». PhD thesis, Laboratoire d’Automatique et
d’Informatique Industrielle de Lille, EC Lille, France, Decembre 1996.

[65] A. GOUBET.-BARTHOLOMEUS, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Bounded Domains
and Constrained Control of Linear Time-Delays Systems ». JESA, Furopean Journal of

Automated Systems, 31(6) :1001-1014, October 1997. (special issue).

[66] A. GOUBET.-BARTHOLOMEUS, M. DAMBRINE, J.P. RICHARD. « Stability of Perturbed

Systems with Time-Varying Delay ». Systems and Control Letters, (31) :155-163, 1997.
[67) R.L. GREGORY. L ’oeil et Le Cerveau, la Psychologie de la Vision. DeBoeck Université,
Belgique, 2000.
[68] K. GU. « Discretized LMI Set in the Stability Problem of Linear Uncertain Time-Delay

Systems ». Internat. J. Control, 68 :923-934, 1997.

[69] K. Gu S.-I. NICULESCU. « Additional Dynamics in Transformed Time-Delay Systems
». Trans. Aut. Control, 45(3) :572-575, March 2000.

[70] K. Gu S.I. NICULESCU. « Additional Dynamics in Transformed Time-Delay Systems ».
Proc. 38th IEEFE CD(C’99, 4673-4677, Phoenix, Arizona, USA, December 1999.

[71] B. HECK. « Sliding Mode Control for Singularly Perturbed Systems ». Int. J. Control,
53 :985-1001, 1991.

[72] A.IsIDORI. Nonlinear Control Systems. Communications and Control Engineering. Sprin-

ger Verlag, London, 1999.

[73] D. IVANESCU. « Sur la Stabilisation Des Systémes A Retard : Théorie et Applications ».
PhD thesis, Institut National Polytechnique de Grenoble, 2000.

[74] N. JaLiti N. OLGAC. « Optimum Delayed Feedback Vibration Absorber for MDOF
Mechanical Structures ». Proc. 37th IEEE CDC’98, 4734-4739, Tampa, Florida, USA,
December 1998.

[75] M. JANKOVIC. « Control Lyapunov-Razumikhin Functions for Time Delay Systems ».
Proc. 38th IEEE CDC99, 1136-1141, Phoenix, Arizona, USA, 1999.

[76] M. JANKOVIC. « Robust CLRF Based Nonlinear Control Design for Time Delay Systems
». Proc. ACC’00, 1980-1985, Chicago, Illinois, USA, 2000.



BIBLIOGRAPHIE 189

[77] M. JaNkKovIC. « Extension of Control Lyapunov Functions to Time-Delay Systems ».
Proc. 39th IEEFE CDC’01, Sydney, Australia, 2001.

[78] E. KAMEN. « An Operator Theory of Linear Functional Differential Equations ». J. of
Differential Equations, 27 :274-297, 1978. (also in proc. CDC’76).

[79] V.B. KOLMANOVSKII A. MYSHKIS. Introduction to the theory and applications of func-
tional differential equations. Kluwer Acad., Dordrecht, 1999.

[80] V.B. KOLMANOVSKII, S.I. NICULESCU, J.P. RICHARD. « On the Liapunov-Krasovskii
functionals for stability analysis of linear delay systems ». Int. J. Control, 72(4) :374-384,
February 1999.

[81] V.B. KoLmaNOVSKII V.R. Nosov. Stability of functional differential equations. Acade-
mic Press, London, 1986.

[82] V.B. KOLMANOVSKII J.P. RICHARD. « Stability of some Linear Systems with Delay ».
IEEE Trans. Aut. Control, 44(5) :984-989, May 1999.

[83] V.B. KOLMANOVSKII L.E. SHAIKHET. Control of systems with aftereffect, 157. American
Mathematical Society, 1996. (359 pages).

[84] A.J. KOSHKOUEI A.S.I. ZINOBER. « Sliding mode time-delay systems. ». Proc. Inter-
national Workshop on VSS, 97-101, Toskyo, 1996.

[85] J.F. LAFaY, M. FLIESS, H. MOUNIER, O.SENAME. « Sur la commandabilité des systémes
linéaires & retards ». CNRS Conf. Analyse et commande des systémes avec retards, 19—
42, Nantes, France, 1996.

[86] E.B. LEE A.W. OLBROT. « Observability and related structural results for linear here-
ditary systems ». Int. J. Control, 34 :1061-1078, 1981.

[87] A. LEVANT. « Sliding Order and Sliding Accuracy in Sliding Mode Control ». Interna-
tional Journal of Control, 58(6) :1247-1263., 1993.

[88] A. LEVANT. « Higher Order Sliding : Collection of Design Tools ». Proc. ECC’97,
Bruxelles, Belgique, 1997.

[89] X. L1 C.E. DE Souza. « Robust Stabilization and Ho, Control of Uncertain Linear
Time-Delay Systems ». Proc. 18th IFAC World Congress, 113-118, San Francisco, CA,
1996. Vol. H.

[90] X. L1 C.E. DE SouzA. « Delay-Dependent Robust Stability and Stabilization of Uncer-
tain Linear Delay Systems : A Linear Matrix Inequality Approach ». IEEE Trans. Aut.
Control, 42(8) :1144-1148, 1997.



190

BIBLIOGRAPHIE

[91]

(92]

(93]

[94]

[95]

[97]

(98]

[99]

[100]

[101]

[102)

[103]

X. L1 S. YURKOVICH. « Sliding mode control of systems with delayed states and control

». Variable Structure systems, sliding mode and nonlinear control, 247(1), 1999.

H. LOGEMANN Martensson B.. « Adaptative Stabilization of Infinite-Dimensional Sys-

tems ». IEEE Trans. Aut. Control, 37(2) :1869-1883, December 1992.

J.J. LoiseAU D. BRETHE. « An effective algorithm for finite spectrum assignment of
single-input systems with delays ». Mathematics & Computers in Simulation, 45(3-4),

January 1998. (Special issue).

A.G. Lukyanov V.I. UTKIN. « Methods of reducing equations of dynamics systems to

regular form ». Automat. Remote Control, 42 :413-420, 1981.

N. Luo M. De la SEN. « State Feedback Sliding Mode Control of a Class of Uncertain
Time-Delay Systems ». IFFE proceedings-D, 140(4) :261-274, 1993.

MACDONALD. Time Lags in Biological Models, 27 Lecture Notes in Biomathematics.

Springer Verlag, 1978.

A. MANITIUS A.W. OLBROT. « Finite spectrum assignment problem for systems with

delays ». IEEE Trans. Aut. Control, 24(4) :541-553, 1979.

L.A. MARQUEZ MARTINEZ. « Analyse et commande des systémes non linéaires a retards

». PhD thesis, IRCCyN, Univ. de Nantes, EC Nantes, France, Juin 2000.

L.A. MARQUEZ-MARTINEZ C.H. M00G. « On the Input-Output Linearization of Non-
Linear Time-Delay Systems ». Proc. IFAC Conf. Syst. Struc. and Control, Nantes,
France, 1998.

W. MicHIELS, R. SEPULCHRE, D. ROOSE. « Stability of Perturbed Delay Differential
Equations and Stabilization of Nonlinear Cascade Systems ». Rapport interne TW298,

Université Catholique de Leuven, 2000.

S. MONDIE SANTOS. « Une condition nécessaire pour I'implantation de lois de com-
mandes & retards distribuées ». Proc. CIFA2000, 1e IEEE Conférence Internationale
Francophone d’Automatique, Lille, France, July 2000.

C.H. MoogG, R. CASTRO LINARES, M. VELASCO VILLA, L.A. MARQUEZ MARTINEZ. «
The Disturbance Decoupling Problem for Time-Delay Nonlinear Systems ». IEEFE Trans.
Aut. Control, 45(5) :572-575, May 2000.

A.S. MORSE. « Ring models for delay differential systems ». Automatica, 12 :529-531,
1976.



BIBLIOGRAPHIE 191

[104] H. MOUNIER. « Propriétés structurelles des systémes linéaires & retards : aspects théo-
riques et pratigues ». PhD thesis, LSS, Univ. Paris-Sud, France, October 1995.

[105] H. MOUNIER G. BASTIN. « Compartimental Modelling for Congestion Control in Com-
munication Networks ». Proc. 1th IFAC NOLCOS’01, Saint Pertersburg, Russia, 2001.

[106] H. MOUNIER, P. ROUCHON, J. RUDOLPH. « Some examples of linear systems with delays
». JESA, European Journal of Automated Systems, 31(6) :911-926, October 1997. special
issue.

[107] A.D. MYSHKIS. « General theory of differential equations with delay ». Uspehi Mat.
Naut (N.S.), 4(33) :99-141, 1949. (in Russian), English transl. in Transl. AMS, No. 55,
p. 1-62, 1951.

[108] S.K. NGUANG. « Robust Hs, Control of a Class of Nonlinear Systems with Delayed
State and Control : A LMI Approach ». Proc. 837th IEEE CDC’98, 2384-2389, Tampa,
Florida, USA, December 1998.

[109] S.I. NICULESCU. Systémes & retard : aspects qualitatifs sur la stabilité et la stabilisation.
Nouveaux Essais. Diderot Multimedia, Paris, 1997.

[110] S.I. NICULESCU. « Ho, memoryless control with an a-stability constraint for time delays
systems : an LMI approach ». IEEE Trans. Aut. Control, 43(5) :739-743, May 1998.

[111] S.I. NicuLEscu, C.E. DE Souza, L. DUGARD, J.M. DION. « Robust exponential stability
of uncertain systems with time-varying delays ». IEEE Trans. Aut. Control, 43(5) :743-
748, May 1998.

[112] T. OGucCHI, A. WATANABE, T. NAKAMIZO. « Input-output linearization of retarded
nonlinear systems by an extended Lie derivative ». Proc. 37th IEEE CDC’98, 1364—
1369, Tampa, Florida, USA, December 1998.

[113] A.W. OLBROT. « A sufficiently large time delay in feedback loop must destroy exponential
stability of any decay rate ». IEEE Trans. Aut. Control, 29 :367-368, 1984.

[114] Y.V. ORLOV. « Discontinuous unit feedback control of uncertain infinite-dimensional
systems ». IEEE Trans. Aut. Control, 45(5) :834-843, May 2000.

[115] Y.V. OrLov V.I. UTKIN. « Sliding mode control in infinite-dimensional systems ».
Automatica, 6 :753-757, 1987.

(116] S. OUCHERIAH. « Dynamic compensation of uncertain time-delay systems using variable

structure approach ». IEEF Transactions on Circuits and Systems I : Fundamental theory

and Applications, 42(8) :466- 470, 1995.



192 BIBLIOGRAPHIE

[117) A.E. PEARSON A. A. PanDIsCIO JR. « Control of Time Lag Systems Via Reducing
Transformations ». Imacs’97 World Congress, 9-14, Berlin, August 1997.

[118] W. PERRUQUETTI J.P. BARBOT. Sliding Mode Control in Engineering. Marcel Dekker,
2001 (to appear).

(119] W. PERRUQUETTI, J.P. RICHARD, P. BORNE. « A Generalized Regular Form for Sliding
Mode Stabilization of MIMO Systems ». Proc. 86th IEEE CDC’97, San Diego, 1997.

[120] P. PICARD. « Sur l’observabilité et la commande des systémes linéaires & retards modélisés
sur un anneau ». PhD thesis, IRCCyN, Univ. de Nantes, EC Nantes, France, Octobre
1996.

[121] P. PicARD, J.F. LAFAY, V. KUCERA. « Feedback realization of nonsingular precompen-
sators for linear systems with delays ». IEEE Trans. Aut. Control, 42(6), 1997.

(122] P. PicARD, O. SENAME, J.F. LAFAY. « Observers and observability indices for linear
systems with delays ». Proc. IEEE-IMACS CESA, 81-86, Lille, France, July 1996. Vol.
1.

[123] K. PYRAGAS. « Control of Chaos Via Extented Delay Feedback ». Physics Letters A,
206 :323-330, 1995.

[124] J.P. RICHARD. « Some Trends and Tools for the Study of Time delay systems ». Proc.
2nd IMACS-IEEE CESA’98, 27-43, Tunisia, April 1998. plenary lecture.

[125] J.P. RICHARD, M. DAMBRINE, F. GOUAISBAUT, W. PERRUQUETTI. « Systems with
Delays : An Overwiew of some Recent Advances ». SACTA special issue on stability and
optimal control of difference and differential equations with delay, 3(1), 2000.

[126] J.P. RICHARD, F. GOUAISBAUT, W. PERRUQUETTI. « Sliding Mode Control in the
Presence of Delay ». Kibernética., 37 :277-294, 2001.

[127) Y.H. RoH J.H. OH. « Robust stabilization of uncertain input-delay systems by sliding
mode control with delay compensation ». Automatica, 35 :1681-1685, 1999.

[128] O. SENAME. « Sur la commandabilité et le découplage des systémes linéaires & retards
». PhD thesis, Laboratoire d’Automatique de Nantes, Univ. de Nantes & EC Nantes,
France, Octobre 1994.

[129] O. SENAME, R. RABAH, J.F. LAFAY. « Decoupling without prediction of linear systems
with delays : a structural approach ». Syst. & Contr. Lett., 25 :387-395, 1995.

[130] S.N. SHIMANOV. « On Stability in the Critical Case of a Zero Root for Systems with
Time Lag ». J.Appl.Math. Mech., 24 :653-668, 1960.



BIBLIOGRAPHIE 193

[131] K.K. SHYU J.J. YAN. « Robust stability of uncertain time-delay systems and its stabi-
lization by variable structure control ». Int. J. of Control, 57 :237-246, 1993.

[132] H. SIRA-RAMIREZ. « Differential Geometric Methods in Variable-Structure Control ».
International Journal of Control, 48(4) :1359-1390., 1988.

[133] K.U. SMITH W.M. SMITH. Perception and Motion : An Analysis of Space Structured
Behaviour. Saunders, Londre, 1962.

[134] O.J.M. SMITH. « A Controller to Overcome Dead Time ». Instrument Society of America
Journal (ISA), 6 :28-33, 1959.

[135] E. SONTAG. « A "universal" Construction of Arstein’s Theorem on Nonlinear Stabilization
». Systems Control Letters, 13 :117-123, 1989.

[136] W-C. Su, S.V. DrakuNov, U. OzGUNER. « Constructing discontinuity surfaces for

variable structure systems : a Lyapunov approach ». Automatica, 32(6) :925-928, 1996.

(137] H.J. SussMANN P.V. KokOoTOVIC. « The Peaking Phenomenon and the Global Stabili-
zation of Nonlinear Systems ». IEEFE Trans. on Autom. Cont., 36 :424-439, 1991.

[138] T. TAKAGI M. SUGENO. « Fuzzy Identification of Systems and its Applications to
Modelling and Control ». IEEE Trans. on S.M.C., 15 :116-132., 1985.

[139] K.K. TaN, Q.K. WanG, T.H. LEE. « Finite spectrum assignment control of unstable
time delay processes with relay tuning ». Ind. Fng. Chem. Res., 37(4) :1351-1357, 1998.

[140] K. TANAKA, T. IKEDA, H. WANG. « Fuzzy Regulators and Fuzzy Observers Design :
Relaxed Stability Conditions and LMI-Based Design ». IEEE Trans. on Fuzzy Systems,
6(2) :14-23., 1998.

[141] P.A. TCHANGANI. « Sur la stabilité des systémes héréditaires non linéaires ». PhD thesis,

LAIL, EC Lille, Univ. de Lille, France, Janvier 1999.

[142] V.I. UTKIN. « Variable Structure Systems with Sliding Modes ». IEEE Trans. on. Autom.
Cont., AC-22(2) :212-222., 1977.

[143] V.I. UTKIN. Sliding modes in control optimization. CCES. Springer-Verlag, 1992.

[144] V. VAN ASSCHE, M. DAMBRINE, J.F LAFAY, J.P. RICHARD. « Some problems arising
in the implementation of distributed-delay control laws ». Proc. 38th IEEE CD(C’99,
4668-4672, Phoenix, Arizona, December 1999.

[145] K. WATANABE. « Finite-spectrum assignment and observer for multivariable systems

with commensurate delays ». IEEE Trans. Aut. Control, 31(6) :543-550, 1986.



194

BIBLIOGRAPHIE

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

K. WATANABE, M. ITo, M. KANEKO. « Finite spectrum assignment problem for systems
with multiple commensurate delays in state variables ». Int. J. Control, 38(5) :506-508,
1983.

K. WATANABE, E. NoBUYAMA, K. KOJIMA. « Recent advances in control of time-delay
systems A tutorial review ». Proc. 35th IEEE CDC’96, 2083-2089, Kobe, Japan, 1996.

K.D. YounG, V.I UTkIN, U. OzGUNER. « A Control Engineer’s Guide to Sliding Mode
Control ». IEEE Transactions on Control Systems Technology, 7(3) :328-342, May 1999.

J. Zuang, C.R. KNOSPE, P. TSIOTRAS. « Toward less conservative stability analysis
of time delay systems ». Proc. 38th IEEE CDC’99, 2017-2022, Phoenix, Arizona,
December 1999.

F. ZHENG, M. CHENG, W-B. GAO. « Variable structure Control of Time-delay Systems

with a simulation Study on Stabilizing Combustion in Liquid Propellant Rockect Motors

». Automatica, 31(7) :1031-1037, 1995.




