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Notations 

- Notations relatives aux ensembles 

- 1R : ensemble des nombres réels 

- 1R + : ensemble des réels positifs ou nuls 

- 1R n : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels 

- [a, b] : intervalle fermé de IR d'extrémités a et b 

- ]a, b[ : intervalle ouvert de IR d'extrémités a et b 

- [a, b[ : intervalle semi-fermé de IR d'extrémités a et b 

- Ir = {1, ... , r }, l'ensembles des r premiers nombres entiers positifs 

- x c1R n : espace d'état 

- Tsx plan tangent à la variété S au point x 

- C = C([-h, 0]; 1R n) ou C(1R n) :ensemble des fonctions continues de [-h, 0] dans 1R n 

(h éventuellement infini, dans ce cas C = C(]- oo,0];1R n)) 

- Xt E C est définie par : Xt(O) = x(t + 0), VO E [ -h, 0] ou Xt(O) = x(t + 0) VO:::; 0 

- C1 = C1 ([-h, 0]; 1R n) ou C1 (IRn) : ensemble des fonctions continûment différentiables 

de [-h, 0] dans 1R n 

- V : sous-ensemble de 1R n 

- C(V) :sous-ensemble de C défini par C(V) ={cp E C: cp(O) EV, V 0 E [-h,O]} 

- J.J : valeur absolue d'un nombre réel ou module d'un nombre complexe 

- JJ.JI : une norme sur 1R n 

- JJ.Jic : norme sur C définie par V cp E C: JJcpJJc = sup {JJcp(O)JI} 
BE[-h,O] 

- .C2 ([0, oo[; IRn) : ensemble de fonctions de [0, oo[ dans 1R n de carré de module som-

mable 
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- tE lR + : variable temporelle 

- x= [x1, ... , xnf EX : vecteur état instantanée 

- x = c;; est la dérivée de la variable x par rapport au temps 

- x(i) : ième dérivée de x par rapport au temps 

- Vect {g1, •.. ,gm} : ensemble désignant la distribution engendrée par les champs de 

vecteurs 91, ... ,gm 

- Notations relatives aux vecteurs 

- xT : transposé de x 

- llxll : norme euclidienne de x 

- Notations relatives aux matrices 

- [aij] : matrice carrée dont le coefficient de la ieme ligne et fme colonne est aij 

- AT: transposée de A 

- A* :transposée conjuguée de A 

- A< B (respect. A> B) :signifie que A-B est une matrice définie négative (resp. 

définie positive). 

- IIAII :norme euclidienne de la matrice A. 

- In : matrice identité de ]Rnxn 



Introduction générale 

La volonté de décrire le monde physique de plus en plus précisément conduit à des modèles 

de plus en plus complexes. Ainsi, le phénomène de retard est maintenant pris en compte dans 

de nombreux domaines tels que les sciences de l'ingénieur, les sciences de la vie ou l'économie. 

Or la commande de tels systèmes reste à l'heure actuelle un problème difficile car le retard peut 

occasionner des comportements tant complexes qu'inattendus : oscillations, dégradations des 

performances, mais aussi stabilisation d'orbites chaotiques [123]. 

Une des premières tentatives pour commander un système à retard (appelé aussi héréditaire) 

fut le fameux prédicteur de Smith [134]. Cette technique fréquentielle permet de rejeter le retard 

en dehors du dénominateur de la fonction de transfert en boucle fermée et permet de réaliser 

une synthèse de commande par des moyens classiques. Elle présente cependant plusieurs limites 

en terme de robustesse. 

Dans les années qui suivirent, plusieurs méthodes furent proposées pour résoudre le problème 

de synthèse de lois de commande pour les systèmes à retards. Naturellement, les systèmes hé

réditaires peuvent être vus comme des systèmes de dimension infinie, c'est-à-dire immergés 

dans des espaces fonctionnels [27, 32]. Cette description a conduit à de nombreuses contribu

tions concernant les aspects structurels et la synthèse de lois de commandes (voir par exemple 

[92, 115, 143]). Par ailleurs, pour contourner certains problèmes inhérents à ce genre de modé

lisation (comme la reconstruction de la commande), d'autres mathématiciens et automaticiens 

[78, 86, 103, 128] ont modélisé les systèmes à retards sur des anneaux d'opérateurs. Cependant, 

ces techniques peuvent se révéler très limitées d'un point de vue pratique de part leur sensibilité 

importante vis-à-vis de la valeur du retard ou vis-à-vis d'incertitudes du modèle. Parallèlement, 

de nombreuses études concernant la stabilité et la stabilisation se sont développées, en utilisant 

des méthodes de type Lyapunov (voir [79, 109, 124]). Dans ce cas précis, comme pour les sys

tèmes de dimension finie, la robustesse des systèmes en boucle fermée peut être évaluée (voir 

[2, 73, 82, 141] par exemple), mais bien souvent le conservatisme des lois de commande reste 
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encore important. 

Bien sûr, la recherche sur les systèmes et les lois de commandes non linéaires s'est également 

étendue aux systèmes à retards. Parmi ces techniques de commande, la commande par structure 

variable initiée dans les années 50 par Anosov [34] et poursuivie par Utkin [142] montre une 

grande robustesse vis-à-vis d'une classe d'incertitudes sur le modèle et est d'une grande facilité 

de mise en œuvre. Il s'agit, par l'intermédiaire d'une commande discontinue, de contraindre le 

système à rejoindre et à rester au voisinage d'une surface de commutation. Le comportement 

du système en boucle fermée est alors complètement déterminé par le choix de la surface et 

reste insensible à une certaine classe de perturbations. 

Dans le cadre de ce travail, nous nous sommes intéressés à la combinaison de la commande par 

modes glissants et des systèmes à retards. 

Nous reviendrons de façon plus détaillée sur la littérature publiée sur ce thème lors du prochain 

chapitre. Mentionnons toutefois quelques problèmes ouverts : le choix des surfaces de commu

tation, la prise en compte des retards inconnus, ou variables dans le temps; l'étude dans le cas 

de modèles non linéaires. Le mémoire s'intéresse à ces différents problèmes et est organisé de la 

manière suivante : 

- Le premier chapitre nous permet de présenter brièvement les différents modèles pour la 

commande des systèmes à retards : approche algébrique, approche en dimension infinie, 

approche temporelle. Leurs avantages ainsi que leurs inconvénients y sont discutés. Enfin, 

n~.>.1S présentons le formalisme des modes glissants appliqué aux systèmes héréditaires. 

- Le second chapitre traite de la commande par modes glissants des systèmes linéaires à 

retards sur l'état. Deux types de surfaces sont proposés : l'un dépend des valeurs instan

tanées de l'état, tandis que le second dépend également des valeurs passées de l'état. Les 

équations décrivant les différentes surfaces sont alors résolues à l'aide d'algorithmes d'op

timisation convexe. Ces techniques sont alors étendues dans le cas de systèmes à retard 

inconnu. variant dans le temps. 

- Le troisièm<> chapitre concerne l'extension de ces résultats à une classe de systèmes non 

linèain~s à n·tards. Une fois le système mis sous une forme adéquate, nous réécrivons une 

partit> du s.vst<\uw comme une somme polytopique de modèles et sommes alors à même de 

détenuiitPr s.vst0matiqucment une surface de commutation et une commande par modes 

glissant s. En liu. <'Ps r<'sultats sont étendus dans un cadre plus gônüral qui nous permet de 

choisir dt•s surfac<'s plus complexes, 

- Lt• qttill rii'tllt' l't dPrnier chapitre porte sur le prohl<\me de la stabilisation par modes 
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glissants d'un système dont la commande est soumise à un retard pur pouvant varier dans 

le temps. Nous savons que, dans ce cas, la notion de surface de commutation ne peut 

plus s'appliquer. En effet, il se peut que l'attractivité de la surface ne soit plus assurée : 

nous nous attacherons alors à assurer que le système en boucle fermée converge vers un 

attracteur quantifiable centré sur la surface s = O. Ces critères sont alors appliqués à la 

commande numérique par modes glissants, connue comme le problème du mode glissant 

"réel". 
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Chapitre 1 

La Commande des Systèmes 

Héréditaires par Modes Glissants 

1.1 Introduction 

Comme nous l'avons dit en introduction, ce mémoire concerne la commande par modes 

glissants des systèmes héréditaires. Ce premier chapitre s'articule autour de deux parties visant 

à situer nos travaux dans un cadre relativement général. La première partie s'intéresse à la 

modélisation de systèmes à retards en vue de la commande. Plusieurs approches dont nous 

explicitons les qualités et les limites sont présentées. 

La deuxième partie expose plus particulièrement un type de commande, appelée commande par 

modes glissants. Nous effectuons un tour d'horizon des travaux concernant les commandes par 

modes glissants appliquées aux systèmes héréditaires, ainsi que des problèmes posés par cette 

double complexité : retards et discontinuité. 

1.2 Modèles pour la commande des systèmes à retards 

Le retard apparaît naturellement dans de nombreux modèles de processus physiques. La 

biologie [96], l'écologie [52], les sciences de l'ingénieur [79] ou les télécommunications [105] 

sont des domaines qui font intervenir des équations différentielles dont l'évolution dépend non 

seulement de leurs caractéristiques à l'instant t, mais aussi d'une partie de leur histoire. En 

outre, même si un processus à réguler ne contient pas de retard intrinsèque, bien souvent la 

boucle de commande, par l'intermédiaire des temps de calcul ou des temps de réaction des 

capteurs ou des actionneurs, introduit des retards (voir Figure I-1). 
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18 CHAPITRE I. LA COMMANDE DES SYSTÈMES HÉRÉDITAIRES PAR MODES GLISSANTS 

FIG. I-1: Illustration des retards possibles 

Ils peuvent être alors la source d'une dépréciation générale des performances du système 

[113] et même conduire à l'instabilité [22]. 

Ainsi, l'expérience menée par [133] et décrite dans le livre [67] est caractéristique de la perte 

de performances pour un suivi de trajectoires. Un opérateur humain doit reproduire un motif 

donné (une étoile, et des mots) à l'aide de son stylo. Il ne voit pas directement sa main, mais un 

dispositif doté d'une caméra reliée à un écran de télévision lui permet de suivre sa trajectoire 

filmée. Grâce à un dispositif mécanique, un retard peut être appliqué entre l'enregistrement 

de la caméra et la reproduction du mouvement sur l'écran. Les résultats décrits par la Figure 

I-2 sont éloquents. La première colonne représente le dessin sans dispositif. La seconde colonne 

représente les résultats avec la télévision mais sans le retard. Enfin, la troisième série représente 

le dispositif décrit avec un retard de 0.5 seconde. Ce retard semble insurmontable pour le suivi 

de trajectoires ... ce qui est inquiétant si l'on transpose cette situation à celle d'un pilote d'avion 

confronté à des instruments de vol fournissant des informations retardées! 
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FIG. I-2: Effet du retard sur un suivi de trajectoires 

Toutefois, même si généralement ce n'est pas le cas, l'existence d'un retard peut être béné

fique en termes de performances [74] et être utile à la stabilisation [1]. 

Enfin, les systèmes à retards peuvent être une alternative intéressante pour la modélisation 

des systèmes complexes représentés par des équations différentielles partielles [79, 106]. 

Dans la partie qui suit, nous nous sommes attachés à présenter plusieurs modélisations 

des systèmes à retards, qui permettent de traiter divers problèmes de commandes (comme la 

stabilisation robuste, le rejet de perturbations, ou encore le découplage entrée-sortie). 

La première partie concerne l'approche temporelle et surtout la notion de stabilisation, dont 

l'étude est effectuée grâce à la seconde méthode de Lyapunov [79]. En effet, de cette dernière 

découlent de très nombreuses commandes pour les systèmes à retards, et dont la robustesse est 

généralement évaluable. 

La deuxième partie privilégie l'approche algébrique, c'est-à-dire la modélisation sur des anneaux 

[23, 103]. Elle permet d'appréhender, dans le cadre des systèmes linéaires à retards, un grand 

nombre de propriétés structurelles du système comme la commandabilité ou l'observabilité ainsi 

que certains problèmes de commande. 

La troisième partie s'intéresse à la commande de placement de spectre fini qui est un champ 

d'étude particulièrement fécond pour les systèmes linéaires à retards. Seule la méthode proposée 

par Fiagbedzi et Pearson [41] est exposée, car celle-ci est à la base de nombreuses commandes 
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par modes glissants. 

Enfin, nous finissons cette présentation par la modélisation des systèmes linéaires par l'approche 

en dimension infinie [8, 27]. 
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1.2.1 Présentation du modèle 

Les systèmes héréditaires sont des systèmes dynamiques régis par une équation différentielle 

portant sur des valeurs passées du temps. Elles sont aussi appelées équations différentielles à 

arguments différés. Si nous supposons que la dérivée peut être explicitée à chaque instant t, de 

tels systèmes sont régis par des équations différentielles de la forme : 

1 
x(t) = f(t, x(t), Xt, Ut), 

Xto(B) = <p(B) pour e E [-T,O], 

Ut0 (8) = Ç(B) pour 8 E [-T,Oj, 

où T > 0 et les fonctions Xt et Ut sont définies par la notation de Shimanov [130] : 

Xt 
{ 

[-T, OJ --+ JRn, 

e f-----t Xt(B) = x(t + 8), 

{ [-T, OJ --+IR n, 
Ut 

e f-----t Ut(B) = x(t + e), 

(1.1) 

(1.2) 

(1.3) 

Xt représente l'état du système à l'instant tet est une fonction de [-T, 0] dans IR n, u(t) est la 

commande du système. Les conditions initiales à l'instant t 0 sont des fonctions de [-T, 0] dans 

IR n continues par morceaux. 

Les systèmes héréditaires appartiennent donc à la classe des systèmes de dimension infinie. 

Remarque 1.1 Nous n'avons pas fait mention des systèmes neutres, c'est-à-dire des systèmes 

dont l'évolution dépend non seulement des valeurs passées de x mais aussi d'une partie du passé 

de ±(t). Pour plus de détails sur la nature de ces systèmes héréditaires, on se référera utilement 

à {81, 141}. 

Remarque 1.2 Nous n'exposerons pas le problème de Cauchy associé à (!.1), initialement 

étudié par Myshkis {1 07}. Le lecteur se référera aux ouvrages généraux [7, 79} sur les conditions 

d'existence et d'unicité des solutions aux problèmes de Cauchy pour l'équation {!.1). Enfin, 

nous ne rappellerons pas les notions et les propriétés r·elatives à la notion de point d'équilibre, 

de stabilité asymptotique des systèmes à retards (voir· {28, 79]). Les théorèmes de Lyapunov 

concernant les systèmes héréditaires sont par contre exposés dans l'annexe C. 
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1.2.2 Approche temporelle 

L'approche temporelle s'appuie sur la théorie de la stabilité formulée à l'aide des fonction

nelles de Lyapunov-Krasovskii ou des fonctions de Lyapunov-Razumikhin (voir Annexe C). 

Deux cas sont considérés ici : le premier cas concerne le problème de la commande des systèmes 

linéaires à retard. Ensuite, dans le deuxième cas, nous décrivons les résultats connus pour la 

stabilisation pour les systèmes non linéaires à retards. 

1.2.2.1 Cas d'un système linéaire 

De nombreux résultats existent pour la stabilisation des systèmes linéaires à retards. Dans 

cette partie, nous n'entendons pas les présenter tous, mais plutôt donner une idée des principes 

généraux qui les sous-tendent. On en trouvera de nombreuses références dans [33, 109, 124]. 

C'est pourquoi, nous considérons le système linéaire à retards suivant, sans retard sur l'entrée, 

et avec un retard unique et constant sur l'état : 

( 

i:(t) = Ax(t) + Aax(t- r) + Bu(t), 

y(t) = Cx(t), 

xw(O) = cp(O) pour() E [-r, 0], 

(1.4) 

où xE lR n, y E JRP, A, Aa E lR nxn, BE lR nxm, CE lRpxm, Test un retard constant. u(t) 

est la commande appliquée au système (1.4). 

Une hypothèse assez intuitive consiste à supposer que le système (1.4) est commandable 

pour r = O. Deux situations concernant la commandabilité du système sont alors possibles 

[109]: 

- (A, B) est une paire de matrices commandable : 

Ce premier cas mène à des critères de stabilisation indépendants de la taille du retard : nous 

cherchons une loi de commande qui stabilise le système quelle que soit la valeur du retard. 

- (A+ Aa, B) est une paire de matrices commandable, sans que (A, B) ne le soit : 

Les calculs aboutissent à des critères qui dépendent de la taille du retard. Le système (1.4) 

est stabilisé pour tout retard T compris entre 0 et une borne maximale T max· Toute l'habilité 

réside alors dans la manière d'élaborer une loi de commande qui assurera la stabilité du système 

en boucle fermée pour la plus grande valeur T max possible. 
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Si l'on suppose que le retard est inconnu, les lois de commande sont choisies généralement 

de la forme: 

u(t) = Kx(t). (1.5) 

Le système (1.4) (1.5) en boucle fermée est alors régi par l'équation différentielle suivante : 

x(t) =(A+ BK)x(t) + Adx(t- T). (1.6) 

Etant donnée une commande (1.5), le but est alors de construire une fonctionnelle de Lyapunov

Krasovskii, ou une fonction de Lyapunov-Razumikhin candidate, qui nous assurera que le sys

tème (1.6) est asymptotiquement stable. 

Choix d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. Comme le système (1.4) est 

linéaire et par analogie aux conditions nécessaires et suffisantes de stabilité basées, pour le 

cas non retardé, sur des fonctions de Lyapunov quadratiques, il est naturel de choisir des 

fonctionnelles de la forme [83] : 

V(xt) = xi(O)Pxt(O) + Xt(O) f~r Q(w)xt(w)dw 

+ f~r Xt(w)S(w)xt(w)dw + f~r J~ Xt(s)R(w, s)xt(s)dsdw, 
(1.7) 

avec P ER nxn une matrice définie positive, P =pT, et Q, S, R des fonctions définies comme 

suit : 

p E Rnxn P=PT 
' ' 

Q 

s 
R 

[-T,O]---? R nxn, 

[-T 0] ---? R nxn s = sT 
' ' ' 

[-T, 0] X [-T, 0] ---? R nxn_ 

Cette fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii est très générale, mais elle reste inapplicable en pra

tique. Pour des raisons de calcul, les fonctions Q, S, R sont généralement supposées constantes 

ou constantes par morceaux [68]. 

Ce choix, relativement restrictif, permet alors de déterminer des critères de stabilisation, 

quelles que soient les conditions structurelles imposées par le système. Ces conditions s'ex

priment généralement en termes d'équations de Riccati (voir [80]) ou de LM1 (inégalités matri-
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cielles linéaires) (voir [82, 109]). 

Choix d'une fonction de Lyapunov-Razumikhin. Le retard est ici une fonction du 

temps bornée, continue par morceaux. Le modèle (simple) que nous considérons est le système 

d'équations différentielles (1.4). 

En ce qui concerne l'utilisation d'une fonction de Lyapunov-Razumikhin, la littérature est moins 

abondante, car le critère est souvent plus conservateur que celui élaboré par l'intermédiaire 

d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. De plus, certaines hypothèses (voir équation C.3 en 

Annexe C) étant difficiles à vérifier, les auteurs sont amenés à choisir des fonctions quadratiques 

très simples du type 

V(x) = xTPx, (1.8) 

où P est une matrice définie positive. 

Suivant l'approche proposée par Razumikhin, supposons que l'inégalité 

V(x(t + B)) < qV(x(t)), (1.9) 

avec q > 1 est vérifiée pour tout B E [ -T, 0]. 

Il vient donc : 

x(t +Of Px(t + 0) < qxT(t)Px(t). 

Cette dernière inégalité est à la base des calculs menant à des critères indépendants du retard, 

ou dépendants du retard [109]. 

1.2.2.2 Généralisations 

Les deux approches temporelles basées sur le second théorème de Lyapunov combinées avec 

des méthodes d'optimisation convexe appelées inégalités linéaires matricielles (voir les ouvrages 

généraux [14, 35]) permettent d'établir des critères systématiques pour la construction d'une 

loi de commande. De nombreuses extensions ont été proposées. 

- Dans le cas d'une commande élaborée grâce à une approche fonctionnelle, des retards 

variant dans le temps peuvent être pris en compte dans le modèle (1.4), si 1 d~~t) 1 :::; {3 < 1 
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[111]. 

- Les deux méthodes sont généralisables aux cas de systèmes possédant plusieurs retards 

sur l'état (voir les critères de stabilité [80, 82]). 

Le problème de la commande robuste vis-à-vis d'incertitudes paramétriques sur le modèle 

peut être traitée d'une manière analogue, en considérant des systèmes comme (1.4) avec 

Le cas de la commande H00 , traité en fréquentiel [147], peut être étudié dans un cadre 

temporel. Une loi de commande est construite pour assurer la stabilité robuste avec un 

certain taux d'atténuation des perturbations exogènes [89, 108, 110]. 

Des résultats similaires ont été établis pour des systèmes de la forme : 

1 
±(t) = Ax(t) + Adx(t- T) + Bu(t) + Bdu(t- p), 

Xt0 ( B) = cp( B) pour B E [ -T, 0], 

Ut0 = 'lj;(B) pour BE [-p, 0]. 

(LlO) 

Cependant, la finesse de ces critères suffisants est largement dépendante du choix des fonc

tionnelles ou des fonctions de Lyapunov. Même si de nombreux efforts ont été menés pour 

comprendre le degré de conservatisme introduit lors des calculs [70, 69, 149], ou sur la discréti

sation des fonctionnelles de Lyapunov [68], les théorèmes rencontrés peuvent être conservateurs. 

1.2.2.3 Cas des systèmes non linéaires 

A l'instar de leurs homologues en dimension finie, les formes des fonctionnelles ou des fonc

tions de Lyapunov ne sont pas connues a priori pour les systèmes non linéakes à retards. Deux 

approches systématiques ont alors été proposées, mais conduisant cependant à des conditions 

seulement suffisantes. La première consiste en la construction de fonctionnelles de Lyapunov

Krasovskii vectorielles. La seconde cherche à transformer le système originel en une forme plus 

adaptée à la commande. 

Les systèmes de comparaison Ces lois de commande s'appuient sur la construction de 

fonctions de Lyapunov vectorielles [28, 79]. On cherche, par l'intermédiaire de normes vecto

rielles à déterminer un système (appelé système de comparaison) plus simple à étudier. Ce 

principe permet de traiter les problèmes de stabilisation pour des systèmes non linéaires, non 

stationnaires et à retards variables [64, 66]. Ces approches ont été étendues pour traiter des pro

blèmes de commande comme la stabilisation robuste, la commande sous contrainte (sur l'état et 
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sur la commande) [30, 65]. Toutefois, même si les critères obtenus en stabilité sont relativement 

efficaces [28], le problème de la synthèse en utilisant les normes vectorielles reste ardu. 

La linéarisation entrée-sortie Considérons le système à retards commensurables, monoen

trée et monosortie : 

1 
x(t) = f(x(t), x(t -l), ... , x(t- kl)), +g(x(t), x(t -l), ... , x(t- ml))u(t), 

y(t) = h(x(t)), 

Xt0 (B) = cp(B) pour BE [-kl, 0]. 

(I.ll) 

où l est un retard constant et supposé connu, x E lR n, m et k sont des nombres entiers positifs. f 

(resp. g) est une fonction de (lR n)k+l dans Rn (resp. de (R n)l+l dans Rn) que nous supposons 

suffisamment dérivable par rapport à ses variables. 

Récemment, le problème de la linéarisation entrée-sortie a été traité en introduisant une 

dérivée de Lie retardée [50, 112]. Elle permet dans le cadre temporel d'étendre aux systèmes 

à retards les travaux d'Isidori [72] sur les systèmes non linéaires de dimension finie. Le but 

est alors de trouver un changement de coordonnées z(t) = <I>(xt) et une commande u(t) 

a(xt) + f3(xt)v(t), qui transforment le système (I.ll) en un système de la forme suivante : 

i1(t) = z2(t), 

i2(t) = z3(t), 

ip(t) = v(t), 

y(t) = Z1(t). 

(I.12) 

p 

Le système est ainsi linéarisé et "recalé temporellement", et la loi de commande v(t) = - L aixi, 
i=l 

où les ai sont les coefficients d'un polynôme de Hurwitz, stabilise le système (1.12). Toutefois, 

les conditions pour trouver un changement de coordonnées <I>(xt) sont très difficiles à vérifier. 

Pour finir cette partie, notons que récemment le concept de "Control Lyapunov function" 

a été introduit par Jankovic [77, 75, 76], généralisant ainsi les travaux d"Artstein et de Sontag 

[135] aux systèmes à retards. 
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I.2.3 Modélisation sur un anneau 

L'approche fonctionnelle semble être une technique puissante pour résoudre les problèmes de 

commande des systèmes héréditaires grâce à la seconde méthode de Lyapunov. Toutefois, lorsque 

le système est linéaire et à retard constant, l'approche algébrique peut être une alternative 

intéressante. Les coefficients du système héréditaire n'évoluent plus sur un corps, mais sur un 

anneau polynomial en l'opérateur retard [26, 78]. Le modèle ainsi obtenu permet l'utilisation 

d'outils performants pour étudier les propriétés du système comme la commandabilité [3, 85, 

104, 120], l'observabilité [86, 120, 122] et certains problèmes de commande [25]. 

Considérons le système linéaire à retards commensurables suivant : 

r d 

i:(t) = 2:::: Aix(t- iT) + 2:::: Biu(t- iT), 
i=O i=O 

l 
y(t) = 2:::: Cix(t- iT), 

i=O 

Xt0 (0) = t.p(B), pour(} E [-rT, 0], 

Uta(B) = 'lj;(B), pour e E [-dT, 0], 

(1.13) 

avec x(t) E 1Rn,u(t) E 1Rm,y(t) E JRP, A E 1Rnxn, i E {O, ... ,r}, Bi E 1Rnxm, i E {O, ... ,d}, 

Ci E 1Rpxn, i E {0, ... ,l}. La condition initiale t.p (resp. 'lj;) est une fonction continue par 

morceaux de [-rr, 0] (resp. [-dT, 0]) dans 1R n (resp. 1R m). 

Nous définissons l'opérateur retard comme : 

{ 

JRn--dRn 
V' ' 

x(t) r---t vx(t) = x(t- T). 
(L14) 

i fois 
. _..-A-.... . 

La composée de l'opérateur V' par lui-même est notée \71 = V' o V' ... 'V, tandis que son inverse, 

noté v-1 est défini par v-1x(t) = x(t+T). Elle correspond à une prédiction parfaite sur l'état 

x, ce qui est en principe impossible. 

Cet opérateur possède les propriétés de linéarité. L'ensemble des polynômes en v à coeffi

cients réels définit donc un anneau pour les opérations usuelles des polynômes. 

Nous pouvons alors réécrire le système (1.13) en un système différentiel sur l'anneau 1R [\7] : 

{ 

i:(t) = A(\7)x(t) + B(V')u(t), 

y(t) = C(V')x(t), 
(1.15) 
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où xE lR [V'Jn,u(t) E lR [V']m,y E lR [V']P et 

r 

A(V') = 2:: V'i Ai, 
i=O 

d . 
B(V') = 2:: V'z Bi, 

i=O 
l 

C(V') = 2:: V'iCi. 
i=O 

Les matrices A(V'), B(V'), C(V') sont des matrices polynomiales à coefficients sur lR [V']. 

Lors de la synthèse de la loi de commande, une application inconsidérée de tels modèles peut 

conduire à des termes avancés (du type u(t) = F(V'-1 )x(t)). De plus, cette représentation se 

limite aux retards ponctuels (non distribués). C'est pourquoi les concepts d'anneau de fractions 

rationnels réalisables [120, 121], puis d'anneaux de pseudo-polynômes en s et e-rs, ont été 

introduits [15]. Ces nouvelles approches permettent alors de considérer de plus grandes classes 

de systèmes et de commandes. 

Les principaux avantages d'une telle modélisation sont les suivants : 

- la manipulation des modèles est relativement simple et peut faire appel à des logiciels de 

calcul formel sur des anneaux commutatifs; 

- des nombreux problèmes de commande ont été résolus comme : 

- le rejet de perturbations [24] 

- le découplage [128, 129] 

- la réalisation de précompensateur [121] 

- le placement de spectre fini [15, 16, 93]. 

Toutefois, ces méthodes supposent la connaissance parfaite du modèle. Il n'existe pas d'étude 

de la robustesse vis-à-vis des paramètres du système (1.15). De plus la construction des lois de 

commande nécessite de connaître la valeur du retard T supposée constante. En pratique, ce 

retard peut varier dans le temps, et ne pas être connu avec exactitude. Enfin, la réalisation 

numérique des lois de commandes faisant intervenir des retards distribués peut poser quelques 

problèmes de stabilité [40, 101, 144]. 

~otons que le formalisme des anneaux pour les systèmes à retards a été étendu au cas des 

systèmes uou liuéaires à retards par [98]. Ces résultats sont à la base de la résolution de deux 

problèmes de commande : le rejet de perturbation [102] et la linéarisation entrée-sortie [99]. 
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!.2.4 Le placement de spectre fini. 

Lorsque nous voulons commander un système linéaire et imposer certaines spécifications, il 

est naturel d'essayer de placer ses pôles. Or, dans le cas des systèmes linéaires à retards, ceux-ci 

sont, en général, en nombre infini. La tâche devient beaucoup plus ardue ... 

Le prédicteur de Smith [134] a été la première solution pour contourner le problème. Un 

modèle est placé en parallèle du système à réguler. En utilisant une prédiction sur l'état es

timé, cette technique parvient à factoriser le retard en dehors du dénominateur de la fonction 

de transfert en boucle fermée, c'est-à-dire de l'équation caractéristique. Le système en boucle 

fermée admet alors un nombre fini de pôles. 

Cette idée est à la base de nombreuses méthodes appelées "commandes à placement de spectre 

fini" (en anglais "Finite Spectrum Assignment" ) dont le but est de réduire le spectre infini à un 

nombre fini de pôles [15, 97, 145, 146]. L'approche introduite par Pearson [41, 117], développée 

ci-après, résoud ce problème à l'aide d'une équation caractéristique matricielle transcendantale. 

Soit le système héréditaire suivant : 

! 
x= Ax(t) + Adx(t- 7) + Bu(t) + Bdu(t- h), 

xo(O) = <p(O), pour 0 E [-7, 0], 

uo(O) = 7/J(O), pour 0 E [-h, 0]. 

Nous supposons que : 

A I.l Le système est spectralement commandable, c'est-à-dire que: 

Cette hypothèse garantit que tous les pôles du système peuvent être placés. 

A 1.2 Le retard est connu et constant. 

(1.16) 

L'idée de base de cette méthode est de transformer (1.16) en une équation différentielle sans 

retard, grâce à la transformation linéaire de dimension infinie suivante : 

t t 

z(t) = x(t) + / eAm(t-h-s) Bdu(s)ds + J eA"'(t-T-s) Adx(s)ds. (1.17) 

t-h t-T 
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Si nous dérivons par rapport au temps cette équation, il vient : 

S'il existe une matrice Am telle que 

(I.18) 

alors le système en la variable z est régi par l'équation différentielle suivante : 

(I.19) 

Cette équation est une équation différentielle de dimension finie. 

Nous rappelons ci-après les principaux théorèmes : 

Théorème 1.1 {41] Soit l'équation (1.18), suivant certaines hypothèses, il est possible de cal

culer une matrice Am qui possède le spectre instable du système {1.16). 

Théorème 1.2 {41] La commandabilité spectrale du système (1.16) implique la commandabilité 

du système {1.19). 

D'après ce dernier théorème, il est alors possible de calculer une loi de commande : 

u(t) = -Kz(t), (I.20) 

qui stabilise le système réduit, c'est-à-dire de trouver K tel que Am- (e-AmhBd + B)K soit 

une matrice de Hurwitz. 

Théorème 1.3 {41] La loi de commande (1.20) stabilise le système linéaire à retard {1.16). 

Remarque 1.3 Lorsque le système n'admet pas de retard sur l'état, l'équation est très facile 

à résoudre car Am = A. Nous obtenons alors une caractérisation simple pour le placement de 

pôles d'un système linéaire soumis à un retard pur en entrée. La variable z(t) joue alors le rôle 

d'un prédicteur et vaut x(t + h). 

Cette méthode permet de placer les pôles du système linéaire à retard et ainsi d'imposer la 

dynamique voulue au système en boucle fermée. Cette méthode est généralisable aux retards 

distribués sur l'état et sur la commande. Cependant, comme les commandes issues de la modéli

sation sur un anneau, cette méthode ne s'applique pas si le retard varie dans le temps. De plus, 
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l'équation matricielle (1.18) est une équation transcendantale et est très difficile à résoudre dans 

le cas général. Bien souvent, nous sommes contraints à calculer numériquement la solution. 

1.2.5 Les opérateurs en dimension infinie 

Dans un souci de clarté, nous nous limiterons ici aux systèmes linéaires avec un seul retard 

sur l'état. Toutefois, la démarche est généralisable si les retards sont multiples et commensu

rables ou s'il existe des retards sur les entrées et les sorties (voir par exemple [8, 27, 31, 32]). 

Soit un système à retard modélisé par l'équation différentielle (1.4). Considérons la variable 

x(t) = [x(t),xt], (1.21) 

où Xt représente l'état du système. x appartient à l'espace de Hilbert : M2 = lR n x .C2. 

Nous pouvons alors réécrire le système (I.4) à l'aide de la nouvelle variable x de la manière 

suivante: 

{ 

ax(t) ~ ~ 
---;Jt = Ax(t) + Bu(t), 

y(t) = Cx(t), 
(1.22) 

où A, B, C sont des opérateurs de dimension infinie définis de la façon suivante : 

- A est un opérateur linéaire, non borné, fermé, de domaine 

~ { ( x(t) ) dxt(O) } D(A) = Xt E M2, f est abs.continue, ----;u;- E .C2, et Xt(O) = x(t) 

dense dans M2, défini par la relation suivante : 

- B est un opérateur linéaire borné de lR m dans M2 : 

{ 

B : lR m ____, M2, 

u ~-----> Bu(t) = [Bu(t), 0]. 
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- C est un opérateur linéaire borné défini de M2 dans RP : 

{ 

C:M2---+RP, 

x f---+ CX(t) = Cx(t). 

Pour toute condition initiale xo E M2, ce modèle admet une solution unique, absolument 

continue dans M2. De plus si nous prenons comme condition initiale xo = [x(O), cp], alors la 

solution du système (1.22) coïncide avec celle du système (1.4). 

Cette représentation nous permet d'utiliser le formalisme des équations différentielles de 

dimension infinie pour déterminer la forme des solutions générales de (1.22). 

Théorème I.4 La solution unique est définie par : 

t 

x(t,xo,u) = S(t)x0 + j S(t- w)Bu(w)dw, 

0 

(I.23) 

où la famille {S(t),t ~ 0} est un semi-groupe continu d'opérateurs engendré par A. Ce semi

groupe vérifie les propriétés suivantes : 

S(O) = I, 

S(t + w) = S(t)S(w), V (t, s) E IR+* x IR+*, 
dS(tr - -

dt xo = AS(t)xo, VXo E D(A). 

Pour t ~ 0, l'application S(t) est continue. 

Nous avons considéré dans notre présentation un système avec un retard sur l'état. Cepen

dant, cette modélisation en dimension infinie peut être utilisée pour représenter des retards 

distribués. Seule la forme des opérateurs A, B, C change. Ceci permet d'utiliser plusieurs tra

vaux sur la commande développés dans le cadre de la théorie des semi-groupes : commande 

par modes glissants [114, 115], commande adaptative [92] ... Cependant, ces techniques peuvent 

être assez lourdes à mettre en œuvre. Par ailleurs, lors de la synthèse d'une loi de commande 

en dimension infinie, il est impossible de distinguer a priori les retards ponctuels des retards 

distribués. Les lois de commande sont donc des opérateurs de l'espace M2 dans R m de la 
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forme: 

0 

u(t) = J F(w)x(t +w)dw. (1.24) 

-T 

Elles contiennent des retards distribués, ce qui peut poser des problèmes de réalisation pratique 

(problème de l'approximation numérique). 

Dans cette première section, nous avons exposé plusieurs manières de modéliser des systèmes 

à retards. Ces modèles conduisent à des structures de commandes différentes qui ont chacune 

leurs inconvénients et leurs qualités. 

Dans la seconde section, nous allons présenter une commande générale, appelée commande par 

modes glissants, et montrer comment celle-ci a été utilisée dans le cadre des systèmes à retards. 

1.3 La commande par modes glissants des systèmes à retards 

Le concept de structure variable est né dans les années 50-80 en URSS des travaux de Anosov 

[34], Emel'yanov [37], Utkin [142] sur les équations différentielles à second membre discontinu. 

Un système commandé par modes glissants est caractérisé par une commande discontinue qui 

oscille à très hautes fréquences entre deux structures de commande. Elle contraint les solutions 

du système à évoluer au voisinage d'une surface choisie au préalable. Cette surface est appelée 

surface de commutation ou de glissement car idéalement, lorsque la commande peut osciller à 

une fréquence infinie, les trajectoires du système sont astreintes à glisser sur la surface. 

On montre que la dynamique du système (appelée aussi régime de glissement) est alors détermi

née par le choix de la surface et est complètement insensible à une certaine classe d'incertitudes 

paramétriques et de perturbations exogènes. 

La synthèse d'une commande par modes glissants s'effectue donc en deux étapes: 

- Caractériser une surface qui tient compte des spécifications fixées (stabilité asymptotique, 

stabilité exponentielle, surface optimale vis-à-vis d'un critère). 

Déterminer une commande qui assure la convergence du système vers la surface en temps 

fini. 

Nous ne nous étendrons pas sur la théorie et les techniques des commandes à structures 

variables, et nous enjoignons le lecteur intéressé par le formalisme des modes glissants à se 

reporter à l'annexe D pour de plus amples explications. 
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Cette partie a pour but d'esquisser un tour d'horizon des commandes à structure variable 

qui ont été développées dans le cadre des systèmes héréditaires. Même si les résultats ne sont 

pas nombreux, il nous est impossible de les présenter de manière détaillée. Nous les avons classés 

en deux grandes classes : les systèmes à retards sur l'entrée, et les systèmes à retards sur l'état. 

Avant de les présenter, quelques exemples permettront de mettre en relief certaines difficultés 

et les besoins liés aux systèmes à second membre discontinue en présence de retards. 

1.3.1 Exemples introductifs 

1.3.1.1 Un nombre infini de solutions périodiques 

Soit un système dynamique commandé par modes glissants, représenté par l'équation diffé

rentielle suivante : 

1 
±(t) = u(t), 

y(t) = x(t- 1), 

u(t) =- signe(y(t))). 

(1.25) 

x(t) E lR, u(t) E lR est la commande, y représente la sortie du processus. Il existe un retard 

T = 1 au niveau de la mesure de l'état x. 

Théorème 1.5 [45, 46}Pour une classe bien choisie de conditions initiales, le système admet 

une solution périodique de période 4 (voir Figure I-3) 

{ 

t pour - 1 < t < 1, 
go(t) = go(t + 4k) = - -

2 - t pour 1 :::; t :::; 3, 
(1.26) 

et admet aussi des solutions périodiques de période 4n~l, pour tout n entier naturel : 

4 
9n(t) = 

4 
go((4n + 1)t). 

n+1 
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>< 

FIG. I-3: Solution périodique de période 4 

Ce système dynamique, simple en apparence, présente donc une infinité (dénombrable) de 

solutions périodiques. De plus, il n'est pas si anodin d'un point de vue pratique. Effectivement, 

il est d'un grand intérêt pour la commande du ralenti des moteurs à combustion [13, 11, 21] : 

en effet, une voiture consomme 30% de son carburant à rouler au pas. Le but de la commande 

est de maintenir la vitesse constante et ceci malgré les variations de charges (l'allumage des 

phares, la mise en route de l'air conditionné par exemple), tout en minimisant la consommation 

d'essence. Lors de la modélisation du moteur, il apparaît que le capteur1 de débit d'air sortant 

de la chambre de combustion est pratiquement binaire et est soumis à un retard variable. Nous 

pouvons donc modéliser son comportement par l'équation héréditaire suivante : 

y(t) = signe(x(t- T)), 

où x représente le débit d'air, y est la sortie du capteur et T est le retard de mesure. La 

commande par retour de sortie sera alors de la forme u(t) = Ky(t) et introduira naturellement 

des cycles limites [11, 46]. 

1.3.1.2 Identification 

Un autre exemple intéressant d'un système bouclé sur un contrôleur discontinu de la forme : 

u(t) = -msigne(x(t- h)) est la création de cycles limites qui permettent l'identification en 

1 appelé sonde lambda 
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ligne du système initial. 

Effectivement, pour des systèmes simples représentés par une fonction de transfert de la 

forme2 : 

e-TS 

G(s) = 1 + ks' 

l'amplitude ainsi que la période des oscillations induites par une commande discontinue sont 

connues et fonctions de k et T. Provoquer des oscillations permet alors de déterminer graphique

ment les paramètres du modèle. Cette méthode simple d'identification donne de bons résultats 

en pratique [139]. 

Sur ces exemples apparaît de manière évidente le problème fondamental de la convergence 

du système sur la surface choisie. Effectivement, si nous choisissons une commande classique 

discontinue, le système ne converge pas sur la surface mais dans un voisinage de celle-ci [29, 46). 

C'est pourquoi, il nous a paru naturel de classer les diverses commandes discontinues en deux 

classes suivant le type de systèmes à commander, c'est-à-dire les systèmes avec un retard sur 

l'entrée ou les systèmes avec des retards sur l'état. 

1.3.2 Cas de systèmes à retards purs 

La technique principale mise en œuvre pour élaborer une commande à structure variable 

pour des systèmes à retard sur l'entrée est basée sur la technique du prédicteur [41). Il transforme 

le modèle de dimension infinie en un modèle de dimension finie admettant les mêmes propriétés 

de stabilisation que le processus retardé. Le modèle ainsi créé permet de réaliser une commande 

discontinue qui sera par la suite implantée sur le processus retardé. 

1.3.2.1 Description du système 

Nous considérons le système suivant : 

( 

±(t) = Ax(t) + Bu(t- T), 

x(O) = x0 , 

Ut0 = (, 

(I.27) 

2 De nombreux systèmes chimiques sont représentées par la mise en série d'un système du premier ordre et 
d'un retard pur. 
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où x E lR n, u E lR m et T E lR +est un retard connu, A E lR nxn, B E lR nxm, ( est une fonction 

continue par morceaux de [-r, 0] dans lR m. 

!.3.2.2 La méthode du prédicteur [127) 

Les hypothèses sur le système (1.27) sont les suivantes : 

A !.3 Nous supposons que le système (1.21) est spectralement commandable. 

Le prédicteur est choisi de la manière suivante : 

0 

z(t) = x(t) + J eA(-w-r) Bu(t + w)dw. (1.28) 
-T 

Nous choisissons une variété qui dépend du prédicteur : 

Œ(x, u) = Sz = 0, (1.29) 

où S E Rmxn et est choisie de telle manière que la matrice (SB) soit régulière. 

Remarque I.4 La surface (1.29} est une surface fonctionnelle qui dépend des valeurs passées 

de u(t). 

Choix du contrôle 

Le nouvel état z vérifie l'équation différentielle suivante : 

z = Az(t) + e-AT Bu(t). (1.30) 

Théorème I.6 La commande discontinue : 

(1.31) 

assure la convergence en temps fini du système (!.30) vers la variété (1.29}. 

Preuve. Soit la fonction suivante : 

La dérivée de V le long des trajectoires de (1.30)-(1.31) satisfait une inégalité du type V< mv'v. 

La preuve de la convergence en temps fini de (1.30) (1.31) en découle aisément [143]. • 
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Dynamique du système réduit 

Proposition 1.1 (142} Comme la matrice B est de rang plein, il existe une transformation 

linéaire w ~ Tz telle que TB= [ ;,] où B, est une matrice came régulière. 

Le système (1.30) est transformé parT en 

{ 

w1(t) = Auw1(t) + A12w2(t), 

w2(t) = A21W1(t) + A22w2(t) + B2u(t), 

OÙW= 
[ 

W1 ] JR n m 1R m w
2 

, w1 E - , w2 E et : 

où 

TAT-1 = (Au 
A21 

Dans la nouvelle base, la variété CT s'écrit 

Œ(w) = Sw = 0, 

- -1 [ -S=ST = S1 

(1.32) 

Lemme 1.1 (143} Si (A,B) est une paire de matrices commandable, alors (A11 ,A12) est une 

paire de matrices commandable. 

Théorème 1.7 (127} En choisissant les composantes deS de la manière suivante: 

- 82 est une matrice non singulière, 

- (Au- A12S21 S1) est une matrice de Hurwitz, la commande {1.31} assure la stabilité asymp-

totique du système (1.27). 

Robustesse de la commande 

Soit le système (1.27) soumis à une perturbation additive p : 

z = Az(t) + e-AT Bu(t) +p. (1.33) 

Théorème 1.8 (127} Le système en régime glissant est robuste à une classe de perturbations 
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additives p vérifiant 

Le problème de l'implantation numérique de la commande 

Pour réaliser pratiquement une telle commande, il est nécessaire de discrétiser l'intégrale 

c'est-à-dire le retard distribué JLT eA(t-T-w) Bu( w )dw. Or récemment, certains travaux [40, 

101, 144] ont montré que le choix d'une méthode d'approximation, ainsi que la période d'échan

tillonnage choisie, pouvaient introduire des dynamiques instables. 

Le problème de la robustesse 

Pour calculer le prédicteur, il est nécessaire de connaître parfaitement la matrice A et le 

retard r, ce qui n'est pas très réaliste. Ainsi, de faibles variations du retard peuvent mener à 

l'instabilité du processus commandé par un prédicteur. 

1.3.3 Le problème du retard sur l'état 

De prime abord, élaborer une commande discontinue pour des systèmes à retard en l'état 

apparaît moins compliqué, car la convergence en temps fini du système peut être assurée par 

une commande astucieusement choisie. 

Trois grands types de commandes ont été proposés dans la littérature, le premier consiste 

à choisir un modèle de prédicteur basé sur une transformation linéaire de dimension infinie 

[41]. Le deuxième adapte le formalisme des modes glissants pour créer des surfaces linéaires 

o-(x) = Sx = O. Le troisième prend explicitement en compte le caractère infini du système à 

retard et élabore des surfaces fonctionnelles tenant compte de la taille du retard. 

1.3.3.1 La méthode du prédicteur [95] 

Le fil conducteur de cette méthode de commande est identique à celui proposé au paragraphe 

précédent. Elle s'appuie sur la transformation linéaire de dimension infinie (!.17) présentée au 

paragraphe !.2.4. Une surface, incorporant cette équation considérée comme une prédiction, 

est alors élaborée. Notons que l'implantation numérique de la loi de commande ne pose pas 

de problème. Effectivement, la commande u(t) ne dépend que de l'état Xt et non plus de Ut. 

Toutefois, cette méthode reste difficile à mettre en œuvre en pratique, car il faut résoudre des 

équations transcendantales en termes de matrices. Par ailleurs, la connaissance complète du 

modèle est nécessaire. 
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Remarque !.5 Le cas général {150 j d'une commande par modes glissants d'un système à retard 

sur l'état et sur l'entrée a été traité en utilisant le prédicteur défini par [41}. Il n'est pas présenté, 

mais il procède de la même méthodologie, et souffre des mêmes problèmes que les commandes 

citées à savoir le problème de robustesse de l'implantation numérique et le problème de la 

résolution de l'équation caractéristique matricielle. 

1.3.3.2 Le cas d'une surface classique 

Dans les paragraphes suivants, nous considérons le cas des systèmes à retard régis par 

l'équation différentielle suivante : 

{ 

±(t) = Ax(t) + Adx(t- T) + Bu(t) + JI(xt), 

xw(B) = <p(O) pour BE [-T, 0], 
(1.34) 

où x(t) E lR n; A et Ad lR nxn, B E lR nxm est une matrice constante, u E lR m représente 

la commande, JI est un terme qui représente les non-linéarités négligées et les perturbations 

exogènes. 

Les hypothèses sur le système (1.34) sont les suivantes : 

A 1.4 la paire (A, B) est commandable. 

A 1.5 La perturbation JI satisfait les conditions de recouvrement : 

(1.35) 

et est bornée par 

llfll < IJ!(xt), (1.36) 

où Ill est une fonctionnelle connue. 

A 1.6 la matrice B est de rang plein. 

Le problème essentiel d'une commande à structure variable est de caractériser la construc

tion des variétés de discontinuité. Deux méthodes générales existent, qui ont donné lieu à des 

commandes discontinues. La première méthode consiste à transformer le système en une forme 

dite "régulière", et faisant apparaître deux sous-ensembles. l'un dépendant directement des 
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commandes, et l'autre autonome. La forme de la surface est obtenue directement de ce change

ment de coordonnées [20, 36]. 

La deuxième méthode caractérise la surface grâce à la forme des fonctionnelles de Lyapunov

Krasovskii qui assurent la convergence asymptotique du système en boucle fermée (1.34) [17, 

136]. 

1) Utilisation de la forme régulière En utilisant la proposition 1.1, le système est mis 

sous la forme : 

(1.37) 

La fonction de commutation est naturellement introduite de la manière suivante : 

s(w) = W2 + Kw1, K E 1R. mxn-m (1.38) 

Etude de l'attractivité de la surface 

Théorème 1.9 {20, 36} La loi de commande : 

u(t) = Ueq- mB21sign(s), 

Ueq = -B21 Ct (A2iWi(t) + Ad2iwi(t- r) + K(AliWi(t) + Adliwi(t- r))), 

où m > IIB2II llt(xt), rend la surface s(w) = 0 globalement attractive en temps fin-i. 

Etude de la stabilité du système réduit 
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Une fois sur la surface, le système réduit est régi par l'équation suivante : 

(1.39) 

dont il faut étudier la stabilité asymptotique. 

Plusieurs méthodes, basées sur les mesures matricielles [36], sur les fonctionnelles de Lyapunov

Krasovskii [20], ont été étudiées pour caractériser la stabilité asymptotique du système (!.39). 

2) La commande vectorielle unité [17, 136] Contrairement à la méthode précédente, 

cette technique n'est pas basée sur une décomposition du système. Le but de cette méthode 

est de rechercher une fonctionnelle de Lyapunov globale qui va assurer la stabilité du système 

(1.34) nominal (sans perturbation) commandé par un retour d'état u(t) = Kx(t) fictif. Cette 

fonctionnelle, si elle existe, définira à son tour une surface de glissement. 

Lemme 1.2 Comm la paire (A, B) est commandable, il existe un retour d'état fictif u(t) = 

Kx(t), qui stabilise t: système nominal de (!.34), c'est à dire de telle manière que le système 

x(t) =(A- BK)x(t) + Adx(t- T), 

soit asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T > O. 

Dans ce cas, nous pouvons trouver une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii 

t 

V= xT(t)Px(t) + j xT(w)Sx(w)dw, 

t-T 

P et Q E lR nxn définies positives, telle que sa dérivée le long des trajectoires de (1.34) soit 

négative: 

V=Vi<O 

La surface choisie est de la forme 

(1.40) 
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Le système (1.34) se réécrit de la manière suivante : 

:i:(t) =(A+ BK)x(t) + Adx(t- T) + B(u(t)- Kx(t)) + f(xt)), 

Lemme !.3 {17} 

s 
u(t) = -')'jj:;IT, 

où')'> IIKx(t)ll + w(xt) est une fonction de Xt, rend la surface localement attractive en temps 

fini. 

Preuve. omise • 

Lemme I.4 En régime de glissement, le système (1.34) est asymptotiquement stable quel que 

soit le retard T > O. 

Preuve. Soit la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii définie ci-dessus. La dérivée de V le 

long des trajectoires nous donne : 

V= V1 + 2xTPB(u(t)- Kx(t) + f(xt)). 

Or, sur la surface, nous avons la propriété BT Px = 0 ou xT PB = 0 La dérivée de V est donc 

réduite à V= V1. En régime de glissement, le système (1.34) est donc asymptotiquement stable 

quel que soit le retard T >O. • 

Conclusion 

Ces méthodes qui sont des extensions de méthodes élaborées dans le cadre des systèmes de 

dimension finie, ne sont pas satisfaisantes d'un point de vue méthodologique. Effectivement, le 

système retardé est astreint à glisser sur une surface du type s(xt) = Cx(t) = Cxt(O) = 0 et 

ces surfaces ne dépendent donc pas de tout l'état Xt. Toutefois, leur avantage réside dans leur 

insensibilité vis-à-vis du paramètre retard (qui pourrait être inconnue). 

!.3.3.3 Le retard est connu : choix d'une surface fonctionnelle. 

Une solution a été proposée par [131] en construisant une surface fonction de Xt· Cette 

méthode générique a ouvert un vaste champ d'étude pour la stabilisation des systèmes linéaires 

à retards [2, 6, 131]. Nous présenterons dans ce paragraphe la structure générale de la loi de 

commande et la surface de discontinuité. Soit le système (1.34) dont nous supposons le retard 

connu et constant. 
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La fonction de commutation choisie est la suivante [131] : 

t t 

s(t) = Cx(t)-1 CAox(w)dw-1 CA1x(w- T)dw, (1.41) 

0 0 

où Ao et A1 sont définies par 

avec Fo et F1 E lR mxn 

La commande discontinue est alors choisie de la forme [131] : 

-1 s 
u(t) = Ueq- m(CB) ~' (I.42) 

où Ueq est la commande équivalente 

Théorème 1.10 [131} Sous les hypothèses AI.4-AI.6, la commande (1.42) avec 

m = w(xt) +ê,ê > 0, 

assure un régime de glissement pour le système (1.34) en boucle fermée. 

Preuve. La preuve découle de l'analyse de la dérivée de la fonction V= !sT s le long des 

trajectoires de (I.34) en boucle fermée. • 

Théorème 1.11 [131} Le système en régime de glissement est régi par l'équation suivante: 

x(t) =(A- BFo)x(t) +(Ad- BF1)x(t- T). (I.43) 

Preuve. La preuve utilise la définition de la commande équivalente et le fait que la pertur

bation appartient à l'espace engendré par B. • 

Il reste maintenant à assurer la convergence du système réduit. De nombreuses méthodes 

( méthodes de comparaison, méthodes des mesures de matrices [131], méthode basée sur une 

fonctionnelle de Lyapunov [2]) peuvent alors être mises en œuvre pour déterminer la stabilité 
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du système réduit et ainsi calculer les gains Fo et F1 de la surface. 

En outre, la structure de la loi de commande a été affinée pour étudier le cas de perturbations 

évanescentes qui ne satisfont pas le principe de recouvrement [131] ou pour réduire le phénomène 

de réticence introduit par la fonction ll:ll [6]. 

1.3.3.4 Conclusion et tableau récapitulatif 

Il apparaît que la présence d'un retard en entrée induit de nombreux problèmes qui restent 

ouverts à l'heure actuelle. Les méthodes proposées, dans la littérature souffrent de nombreux 

problèmes quant au calcul des transformations et à l'implantation numérique de la commande. 

Pour les systèmes linéaires à retard en l'état, trois grands types de structures de commandes 

ont été proposées dans la littérature : la première est une extension du principe du prédicteur, 

les deux suivantes élaborent des surfaces (de dimension finie ou infinie) et ont les caractéristiques 

communes suivantes : 

- le retard est constant, connu ou inconnu. 

- la stabilisation est indépendante du retard considéré. 

- le système nominal est linéaire. 

Le tableau suivant récapitule les différents champs d'application des commandes par modes 

glissants appliquées aux systèmes héréditaires. 

TAB. 1.1: Tableau récapitulatif 
Système retards sur l'entrée retards sur l'état 

[18, 11, 91] 
[2, 17, 20] 

retard constant et connu [36, 84] 
[127, 150] 

[136, 116, 150] 
linéaire retard constant et inconnu ? ? 

retard variant ? ? 
non linéaire ? ? 

1.3.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté diverses approches de la commande des systèmes 

héréditaires : approches temporelles, modélisation sur des anneaux, modélisation sous forme 

d'équations abstraites. Leurs avantages et leurs limites ont été exposés. Dans un second temps, 

nous avons passé en revue les différentes commandes discontinues (peu nombreuses) employées 

pour stabiliser les systèmes à retards. Il apparaît que les modèles choisis sont tous linéaires, et 
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que la stabilisation est indépendante de la taille du retard, ce qui peut être assez conservateur. 

De plus, aucune commande ne permet de traiter le cas d'un retard inconnu et variant dans le 

temps. 



Chapitre II 

Commandes par modes glissants des 

systèmes linéaires retardés 

Le premier chapitre nous a permis de montrer que la commande par modes glissants est 

une alternative intéressante pour la commande de systèmes incertains. Le but de ce deuxième 

chapitre est d'étendre l'approche par structures variables aux systèmes linéaires à retards incer

tains. Ce chapitre s'articule autour de trois axes. Le premier axe rappelle les résultats essentiels 

pour la mise sous la forme régulière d'un système linéaire à retards. Le second axe (qui regroupe 

les parties II.3, II.4, II.5) s'intéresse au développement de surfaces de glissement constantes pour 

plusieurs cas suivant que le retard est constant (de valeur connue ou inconnue), ou variant dans 

le temps. Dans un troisième temps (partie II.6), nous considérons que les retards sont constants 

et connus, afin de caractériser des surfaces fonctionnelles, c'est-à-dire des surfaces dépendant 

explicitement du retard. La partie II.7 est consacrée à l'étude d'exemples académiques qui per

mettent de montrer les différentes possibilités de ces commandes en comparaison avec d'autres 

approches rencontrées dans la littérature. Enfin, une dernière partie présente quelques exten

sions possibles de ces commandes pour d'autres systèmes : les systèmes à plusieurs retards sur 

l'état et les systèmes à retards distribués. 

47 
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11.1 Formulation du problème et choix du modèle 

Reprenons le système régi par l'équation différentielle suivante : 

{ 

x(t) = Ax(t) + Adx(t- r) + Bu(t) + JI(xt), 

xw(B) = <p(B) pour 0 E [-r, 0], 
(II.l) 

où x(t) E 1R n, A et Ad 1R nxn, BE 1R nxm sont des matrices constantes; u E 1R m représente le 

vecteur commande; <pest la condition initiale supposée continue par morceaux sur [-r, 0]; JI 

est un terme qui représente les non-linéarités négligées et les perturbations exogènes. 

Les hypothèses sur le système (II.l) sont les suivantes : 

A II.l La paire de matrices (A+ Ad, B) est commandable. 

A II.2 La perturbation JI satisfait les conditions de recouvrement 

et est bornée par 

llfl/ < ~(Xt), 

où~ est une fonctionnelle connue de l'état Xt. 

A II.3 rang(B) = r ::; m(:S n). 

Remarque 11.1 L'hypothèse AII.l correspond au fait que tous les critères qui seront développés 

par la suite dans ce chapitre dépendront de la taille du retard. Ceci est un choix a priori visant 

à réduire le conservatisme des résultats. 

Remarque 11.2 La notion de commandabilité employée icz correspond à celle classique du 

système non retardé obtenu en posant T = O. 

Afin de construire simplement une commande par modes glissants, nous transformons le 

système (ILl) en un système qui admet une forme régulière. La méthode est directement inspirée 

des transformations des systèmes linéaires non retardés en forme régulière (voir [94]). 
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11.2 La mise sous forme régulière. 

La mise sous forme régulière s'effectue par l'intermédiaire des deux lemmes suivants. Par un 

changement de variables d'entrée adéquat, le premier lemme permet de se ramener au cas d'un 

système (II.l) avec une matrice B de rang plein et de ne considérer que ce cas par la suite. Le 

second lemme, quant à lui, présente le résultat principal. 

II.2.1 Le cas général 

Pour faciliter la lecture, cette partie reprend des résultats présentés au chapitre I. 

Lemme 11.1 {61, 94] Si l'hypothèse AII.3 est vérifiée alors il existe de nouvelles entrées v E 

IR m et une matrice non singulière W E IR mxm telles que u = Wv et 

BW=(~ ~)· 
où B' E IRrxr est une matrice de rang plein, NE IR(n-r)xr et v= (vi, ... ,vm)T. 

Preuve. Nous décomposons B sous la forme de smith, c'est-à-dire il existe P E 1R nxn 

inversible et Q E 1R mxm telles que 

PBQ= 
(

I

0

r o
0

) 

Nous choisissons W = Q, et nous obtenons 

• 
Lemme 11.2 [94] Si les hypothèses AII.2, AII.3 sont vérifiées, alors il existe une transforma

tion non singulière TE IRnxn qui transforme le système (II.1) de la façon suivante, appelée 

forme régulière : 

{ 

Zl(t) = it(AliZi(t) + AdliZi(t- 7)), 

2 -
z2(t) = L (A2izi(t) + Ad2izi(t- 7)) + B2v(t) + B2f, 

i=l 

(II.2) 
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avec z = (z1,z2)T = Tx(t), z1 E IR(n-r), z2 E IRr, v= (vl, ... ,vrf, B2 E IRrxr est une matrice 

inversible et f représente les perturbations dans la nouvelle base. 

Puisque l'hypothèse AII.2 est vérifiée, B2f est bornée par une fonction de Zt que nous noterons 

\li: 

~~~~ < \lt(zt)· 

Preuve. Voir [94]. • 

Afin de déterminer la loi de commande par modes glissants, nous choisissons une variété S 

définie par : 

(II.3) 

où K E 1R rx(n-r) représente le gain de glissement. 

En introduisant la nouvelle variable s(z), nous transformons le système (II.2) de la manière 

suivante: 

avec 

1 
i1(t) =(An- A12K)z1(t) +(Adn- Ad12K)z1(t- r) 

+ A12s(z) + Ad12s(z(t- r)), 

s(z(t)) = <I>(t) + B2v(t) + B2J, 

(II.4) 

Le système est mis sous forme régulière, c'est-à-dire un premier sous-système "autonome", 

tandis que le second sous-système dépend directement des entrées. 

11.2.2 Cas particulier : le rang de la matrice B est de rang plein 

Nous supposons désormais que : 

A 11.4 rang(B) =m. La matrice B est de mng plein. 
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Lorsque la matrice B est de rang plein, nous pouvons directement transformer le système 

(II.l) en une forme analogue à (II.4). La forme obtenue nous sera très utile pour relaxer les 

critères obtenus en utilisant la forme (II.4) (voir la partie II.4). 

La surface de glissement est choisie de la manière suivante : 

(II.5) 

où SE 1R (n-m)xn et X ER nxn est une matrice définie positive. 

La mise sous forme régulière s'effectue par le changement de variable suivant : 

z(t) = Mx(t), det M =/= 0, (II.6) 

avec 

où B est un complément orthogonal de la matrice B. 

Remarque 11.3 M est une matrice régulière car [ iJ B J est de rang plein {14}. 

Nous obtenons alors le lemme suivant. 

Lemme 11.3 {1g} Le système original (II.1} est équivalent à 

z(t) = Âz(t) + Âdz(t- T) + Ê(u(t) + j), (II.7) 

où 

avec Ân, Âdll E IR (n-m)x(n-m), Â12, Âd12 E IR (n-m)xm, Â21,Âd21 E IRmx(n-m), Â22,Âd22 E 
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De la même manière, le vecteur z est partitionné enz= [z1 z2jT, où z1 E lR n-m,z2 E lR m. 

Il.2.3 La com.mandabilité du premier sous-système. 

Comme nous l'avons vu au premier chapitre, la variable z2 agit comme une nouvelle com

mande pour le premier sous-système en la variable z1. Elaborer une surface de glissement revient 

alors à déterminer une commande pour le premier sous-système avec comme nouvelle entrée z2. 

Il nous faut donc étudier si l'hypothèse de commandabilité AII.l du système (II.l) est vérifiée 

pour le premier sous-système commandé par z2. 

Lemme 11.4 Si la condition AII.l est vérifiée alors la paire de matrices (An +Adn, A12+Ad12) 

est commandable. 

Preuve. Puisque B2 est une matrice inversible, alors : 

([ ] ) ( [ 

si- An- Adn 
rang si- A - Ad, B = rang 

-A21 

=rang ( si- An -Adn, A12 + Ad12 J + r, Vs E C. 

Ainsi, si nous supposons que 

rang [ si- A - Ad, B J = n, 

alors nous avons : 

rang [ si- An- Adn, A12 + Adl2 ] = n- r. 

La preuve découle alors de l'application du critère de Hautus. • 

D'après le lemme (II.4), la paire de matrices (An +Adn, A12 + Ad12) est commandable. 

Naturellement, nous pouvons alors dégager plusieurs possibilités pour la commandabilité du 

système réduit. On trouvera dans le tableau suivant les types de stabilisation possibles selon la 

nature de la commandabilité rencontrée. 
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TAB. II.1: Tableau des différentes commandabilités 

sous-paire commandable type de stabilisation 
(An,AI2) indépendante du retard 

(An +Adn,AI2) dépendante du retard 

(An,Al2 + Adl2) dépendante du retard 

(An+ Adn,A12 + Ad12) dépendante du retard 

Le premier cas correspond à une stabilisation indépendante du retard et a été traité très 

largement [2, 17, 20, 36, 84, 116]. Nous n'y reviendrons pas. Les deux cas suivants sont inté

ressants car, de part la meilleure connaissance de la commandabilité du modèle, ils pourraient 

permettent de relaxer les conditions suffisantes obtenues à l'aide des fonctionnelles de Lyapu

nov. Il serait par ailleurs intéressant de développer des commandes spécifiques pour ce genre de 

modèle. Cependant, dans la suite de notre mémoire, nous ne considérerons que le cas le plus 

général, c'est-à-dire la commandabilité de la paire (An+ ~n, A12 + Ad12)· 

Concernant le problème de la stabilisation du système (II.7), le lemme II.4 s'adapte direc

tement de la manière suivante : 

Lemme 11.5 Si la condition AII.l est vérifiée, alors il existe une matrice X E IR nxn définie 

positive et un réel positif 7 max tels que le sous-système issu de (II. 7} 

est asymptotiquement stable pour 7 ~ 7 max. 

Preuve. [19] La preuve découle de l'hypothèse de commandabilité AII.1 • 

Cette première partie nous a montré comment transformer le système original (II.1) en une 

forme régulière. Différents points concernant la commandabilité du premier sous-système y ont 

été discutés. Dans la suite du mémoire nous considérerons ainsi les systèmes linéaires mis sous 

la forme régulière, c'est-à-dire la forme (II.4) ou la forme (II.7). 
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11.3 Une première étude 

Cette première partie part d'un principe très intuitif. Si un système héréditaire, pour 

un retard nul, est asymptotiquement stabilisable, alors ce système héréditaire le sera aussi 

pour un retard suffisamment petit. Mais encore faut-il quantifier le "suffisamment petit"? 

D'après le lemme II.4, il existe une matrice K E lR r x ( n-r) telle que, avec z2 ( t) = - K Zl ( t), 

le premier sous-système pour un retard nul soit asymptotiquement stable. Ce retour d'état 

se génère à partir d'une surface s(z) = z2 + Kz1 = O. L'application des théorèmes géné

raux concernant la commande par modes glissants montre qu'il existe donc une commande 

v(t) = -Àsigne(s(z(t))),>.. > 0 qui stabilise le système (II.4) pour un retard nul. Nous mon

trerons que cette commande stabilise le système (II.4) pour des retards "suffisamment petits", 

ceci pouvant bien sûr être quantifiés. 

Cette première partie s'articule de la manière suivante : dans un premier temps, nous pré

sentons des résultats concernant la stabilité asymptotique d'un système linéaire à retards. Ces 

théorèmes servent de base à l'élaboration d'une commande par modes glissants qui stabilise le 

système (II.4) pour un retard inférieur à une borne spécifiée. 

II.3.1 Stabilité asymptotique pour des retards suffisamment faibles. 

Considérons le système autonome suivant : 

z(t) = Az(t) + Adz(t- T), (11.8) 

où z(t) E lR n; A et Ad E lR nxn sont des matrices constantes et T ~ 0 un retard constant. 

Nous supposerons que le système : 

z(t) = Ez(t), E =A+ Ad, (II.9) 

est asymptotiquement stable. Le but de ce paragraphe est de trouver une borne maximale 

T max > 0 du retard telle que le système (11.8) reste asymptotiquement stable pour tous les 

retards T E [0, T max]· 

Théorème ILl {61}[62}Supposons que (1!.9) est asymptotiquement stable, soit P la solution 

de l'équation de Lyapunov suivante : 

(II. lü) 
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avec Q E IR nxn une matrice définie positive et Ql sa racine carrée (Q1 Q[ = Q). 

Si l'opérateur 

0 

D(cp) = cp(O) + j Adcp(B)dB 

-T 

est stable alors le système (!!.8} est asymptotiquement stable pour T :S Ti , i = {1,4} où 

Il ( )T 
1 

T ( )Il' Psolutionde(II.JO}pourQ=In, 
I + A+Ad PAdAdP A+Ad 

1 
-r=============, P solution de (II. JO} pour Q =In, 
2/Àmax((A + Ad)TPAdArP(A +Ad)) 

1 
, P solution de (II.l 0) pour Q = AdAr 

2/Àmax(Q1T(A + Ad)T P 2(A + Ad)Q11
) 

et Ad de rang plein, 

1 
P solution de (II. JO} pour Q = EET, 

2/Àmax(Q1T ArP2AdQ11)' 

Preuve. Elle repose sur l'utilisation d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii dégénérée 

(voir [61, 62]) de la forme : 

t t 

V=xTPx+ J J zT(B)Qz(B)dBds, 

t-T S 

avec x(t) = z(t) + JLT Adz(B)dB. • 

Il.3.2 Elaboration de la commande par modes glissants. 

Nous considérons la surface (II.3) et nous choisissons un gain de glissement K qui stabilise 

le système réduit sans retard i1(t) = (Au+ Adu - (A12 + Ad12)K)z1(t). Ce gain existe car 

(A+Ad, B) est une paire de matrices commandable. Ce gain peut être calculé à l'aide de diverses 

techniques comme le placement de pôles ou la commande optimale (voir [143]) et nous permet 

alors d'élaborer une commande par modes glissants comme suit : 

Théorème 11.2 Si les hypothèses AII.l et AII.2 sont vérifiées, alors la commande : 

v(t) = -B2 1 (<I> + 9si9n(s)), (II. 11) 

avec 9 = 91 + IIB2JI Il!, 91 > 0 rend la surface s(z) = 0 (Eq. (1!.3}} attractive en temps fini. Le 
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système (II.4} (II. 11) est alors asymptotiquement stable pour T :S Tmax, où 

T max = max Ti. 
iE{l, .. ,4} 

Preuve. Considérons la fonction suivante : 

sT(z(t))s(z(t)) 
V= 

2 
. 

La dérivation de V(t) le long des trajectoires de (II.4) (II.ll) nous donne : 

V - sT(z(t))(<P + B2v + B2f), 

< -gll!s(z(t))JJ :S 0, 

Cette dernière inégalité garantit la convergence du système (II.4) sur la surface s(z) = 0 en 

temps fini. Une fois sur la surface, le système est régi par 

(II.l2) 

D'après le théorème ILl, le système (II.l2) est donc asymptotiquement stable pour T:::; Tmax· 

• 
Remarque 11.4 (A propos de la convergence en temps fini) Reprenons le système dy-

namique suivant : 

x= f(x) + g(x)u, (II.l3) 

où x, le vecteur état, appartient à XC JRn, f et g sont des champs de vecteurs dépendant de x 

que nous considérons suffisamment différentiables, u : X ---+ IR est la commande du système. 

Il est bien connu que l'inégalité suivante : 

ss < -ry JsJ, 

assure la convergence en temps fini d'un système sans retard sur la surface s = O. 

Effectivement, en intégrant cette inégalité, nous obtenons : 

Js(t)J-Js(O)J < -ryt. 
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Le temps t 8 mis pour atteindre la surface est borné par : 

Dans le cas des systèmes à retards, le problème de la convergence en temps fini s'explique de 

la manière suivante : appelons t 8 le temps d'arrivée de la surface (11.3) pour le système {II.2) 

commandé par (II. 11) alors, entre [t 8 , t 8 + 7], le système réduit est régi par: 

(II.l4) 

Le système {II.14) n'est donc pas à proprement parler en régime glissant. Par contre, pour 

t > ts + 7, s(z(t- 7)) sera nul, et le système sera régi par l'équation différentielle (11.12}. Le 

temps d'établissement du régime glissant est donc de t 8 + 7 1 . 

Le problème de l'approche précédente réside dans la difficulté de caractériser la surface 

s(z) = z2 + Kz1(t) = 0 qui assurera que le système (II.4) est asymptotiquement stable pour la 

plus grande borne 7 max possible. En effet, choisir une surface s( x) = 0 a priori nous garantit la 

stabilité asymptotique du système réduit et donc du système en entier, mais il est très difficile 

de trouver la meilleure surface possible qui nous assurerait la stabilité asymptotique pour un 

grand retard 7. L'idée que nous allons développer dans les deux parties qui suivent est d'obtenir 

des critères permettant de choisir le gain K de la surface, tout en optimisant la borne du retard 

7. 

Plusieurs cas seront envisagés suivant que : 

- le retard est constant et connu 

- le retard est constant et à valeur inconnue 

- le retard est variant dans le temps et à valeur inconnue 

11.4 Caractérisation de la surface par optimisation convexe 

11.4.1 Cas du retard constant et connu 

Le théorème suivant permet de déterminer la surface en optimisant son choix par un critère 

convexe. 

1 A l'instar de son homologue en dimension .lime. les systèmes linéaires à retards ne peuvent pas s'échapper 
en temps fini. La démonstration s'effectue en appliquant la méthode pas-à-pas au système (Il. 2). 
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Théorème 11.3 (60, 56] Considérons le système {11.4) avec T constant, et soit m = m1 + 
IIB2II W(z), m1 > 0 et X E IRrxrune matrice stable. Si les conditions AII.l, AII.2, AII.3 sont 

vérifiées, alors la commande 

(11.15) 

où P2 E IR rxr est une matrice définie positive qui satisfait l'équation de Lyapunov suivante : 

(11.16) 

rend la surface s(z) = 0 (Eq. (II.3)) attractive et asymptotiquement stable en temps fini. Si 

l'opérateur 

0 

D(cp) = cp(O) + j (Adn- AdnK)cp(B)dB 

-Tmax 

est stable, alors le point d'équilibre Zt = 0 est alors asymptotiquement stable pour tout retard 

TE [0, T max], OÙ T max est le résultat de l'optimisation suivante : 

sous les contraintes 

r 

AdnS 

Ad12W 

11 

avec 

-1 . -1 
Tmax = ffilllT , s,w 

SAJn wrAJl2 

-S 0 

0 -S 

0 0 

f1T 

0 
< 0, 

0 
s 
2 

S E IR ( n-r) x ( n-r) est une matrice définie positive et W E IR r x ( n-r). 

(11.17) 

(11.18) 
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Le gain de glissement K est alors donné par K = W s-1 . 

Remarque 11.5 La matrice stable X permet de "choisir" les dynamiques de s lorsque le 

système est loin de la surface glissante s(z) =O. 

La preuve du théorème s'effectue en deux temps : premièrement, nous prouvons que le 

système converge en temps fini sur la surface s(z) = O. Ensuite, nous étudions la stabilité 

asymptotique du système réduit. 

11.4.1.1 Attractivité de la surface 

Lemme 11.6 Soit m = m1 + IJB2II "W, m1 > 0 et X E IRrxrune matrice définie positive, la 

commande (1!.15) rend la surface s(z) = 0 attractive et asymptotiquement stable en temps fini. 

Preuve. Choisissons la fonctionnelle suivante : 

(II.l9) 

où P2 E lR rxr est une matrice définie positive qui satisfait l'équation de Lyapunov suivante : 

(II.20) 

La dérivée de (II.l9) le long des solutions de (II.4)-(II.l5) s'écrit : 

S. h . . () B_1 ("' P2s(z) 
1 nous c msissons v t = - 2 '±' + m IIP

2
s( z) Il - Xs(z)) avec m = m1 + IIB2II w(zt), alors 

nous obtenons l'inégalité suivante : 

Ceci garantit la convergence du système (II.4) sur la surface s(z) = 0 en temps fini. • 

11.4.1.2 Stabilité asymptotique du système réduit 

Sur la surface (s(z) = s(z) = 0), le système réduit est régi par : 

(11.21) 
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Lemme 11.7 Le système (11.21) est asymptotiquement stable pour tout TE [O,TmaxJ, où Tma.x 

est la solution du problème d'optimisation {11.17) (II.18). 

Preuve. Pour prouver la stabilité du système réduit (II.21), choisissons la fonctionnelle de 

Lyapunov-Krasovskii suivante : 

t t 
V= yTPy + f f zf(B)AJnQAduzl(B)dBds 

t-T S 
t t 

+ f f z'[(B)KT AJ12PRPAd12Kz1(B)dBds, 
t-T S 

t 
et posons E =An+ Adn- (A12 + Ad12)K, y= z1 + f (Adn- Ad12K)z1 (B)dB, avec P, Q, RE 

t-T 

lR (n-r)x(n-r) des matrices définies positives. 

Comme la fonctionnelle V appartient à la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut 

assurer la stabilité de l'opérateur 

0 

D(<p) = cp(O) + J (Adn- Ad12K)cp(B)dB. 
-Tmax 

La dérivée de cette fonctionnelle le long des solutions du système (II.21) s'écrit : 

t t 
+2 .f zf(t)ETP(Adn- Ad12K)z1(B)dB- .f zf(B)AJ11 QAdnzl(B)dB 

t-T t-T 

t 
f zf(B)KT AJ12PRPAd12Kz1(B)dB. 

t-T 

Sachant que quels que soient u et v deux vecteurs de taille compatible et Rune matrice définie 

positive, nous avons 
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nous utilisons alors les deux inégalités suivantes : 

et nous obtenons finalement : 

avec 

V~ zTMz(t), 

M= ( ETP+PE+TAa11 QAdll +TKTAa12PRPAdl2K). 

+TET PQ-l p E +TET R-l E 

S'il existe un retard Tmax > 0 et P, Q,R E 1R (n-r)x(n-r) trois matrices définies positives telles 

que 

M<O, (II.22) 

alors le système réduit est asymptotiquement stable pour tout retard TE [0, T maxl· 
Toutefois, nous ne pouvons toujours pas déterminer le gain de la surface K qui assurera la plus 

grande borne possible du retard T max· Si nous voulons optimiser le choix de K, en utilisant des 

techniques d'optimisation convexe, il nous faut transformer l'inégalité (II.22). En multipliant 

parS= p-l à droite et à gauche de l'inégalité (II.22), celle-ci est équivalente à : 

sET+ Es+ TSAa11 QAdus + TSKT Aa12PRPAdl2Ks 

+TSETpQ-l PES + TSET R-1 ES< O. 
(II.23) 

Si nous choisissons Q = R- 1 = P et notons W = KS, alors l'inégalité II.23 devient (avec ret 

~définies en (II.l8)) : 
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En utilisant le lemme de Schur, nous montrons que cette dernière inégalité est équivalente aux 

contraintes (II.l8). • 

Remarque 11.6 Pour T fixé, le problème d'optimisation (11.17) (II.18} est convexe et peut 

donc être résolu efficacement par des algorithmes de programmation semi-définie [14, 35}. 

11.4.2 Le cas du retard à valeur inconnue et constant 

Pour mettre en œuvre la commande précédente, il est nécessaire de connaître la valeur du 

retard. Le théorème suivant propose de modifier la loi de commande (II.15) pour s'affranchir 

de cette hypothèse qui peut être restrictive. 

Nous supposons donc ici que le retard est mal identifié. Nous connaissons une borne inférieure 

Tmin: T 2: Tmin 2: O. 

Théorème 11.4 {63} Considérons le système (11.4) avec un retard constant T 2: T min 2: O. Soit 

m1 un réel positif et X E IR rxr une matrice de Hurwitz, posons : 

où 

Alors la loi de commande 

(II.24) 

rend la surface s(z) = 0 attractive et asymptotiquement stable en temps fini. Si l'opérateur 

0 

D(cp) = cp(O) + 1 (Aau - Aa12K)'?(B)d8 
-Tmax 
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est stable, le point d'équilibre Zt = 0 est alors asymptotiquement stable pour toute valeur du 

retardr E [Tmin,Tmaxl OÙTmax est le résultat de l'optimisation (1!.11) (II.JB). 

Preuve. Seule la preuve de la convergence en temps fini du système diffère de la preuve 

du théorème II.3. Effectivement, une fois sur la surface, le système est régi par l'équation 

différentielle (II.21), qui ne dépend plus de la commande. 

Pour montrer la convergence du système (II.4)(II.24) sur la surface (II.3), choisissons la 

fonction (II.19). La dérivée de (II.19) le long des solutions de (II.4)(II.24) s'écrit de la manière 

suivante: 

D'une manière équivalente à la preuve du théorème II.3, nous obtenons une estimation de la 

borne supérieure de la dérivée de V : 

· T ( P2s(z) ) V< s(z) P2 (Ad21 + KAdn)zl(t- r) + (Ad22 + KAd12)z2(t- r) + B2f- m IJP
2
s(z)l/ 

- s(z)T s(z). 

En majorant les termes retardés par leur norme, nous avons : 

. T 
V< -s(z) s(z) + I/P2s(z)l/ (IJ(Ad21 + KAdn)zl (t- r) + (Ad22 + KAd12)z2(t- r)l/ + I/B21/ Wt) 

-m IJP2s(z)l/. 

En majorant les termes retardés par 6, nous obtenons l'inégalité suivante : 

Cette dernière inégalité garantit la convergence du système (II.4) sur la surface s(z) = 0 en 

temps fini. • 

Remarque II. 7 La stabilisation du système en régime glissant est assurée pour tous les retards 

0 ::; T ::; T max. Supposer que T 2: T min permet de réduire la taille de {j et donc de dirninuer

l'amplitude de la loi de commande. 
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11.5 Choix de la surface approche par un complément ortho

gonal 

Les résultats présentés dans la partie précédente concernaient la stabilisation robuste des 

systèmes linéaires héréditaires. Le choix de l'hypothèse AII.l nous a permis d'établir des cri

tères dépendants du retard, qui peuvent s'avérer moins restrictifs que ceux de la partie 11.3. 

Cependant, ceux-ci peuvent donner des résultats assez conservateurs (voir les exemples de la 

partie II.7). C'est pourquoi nous essayerons dans la partie qui suit de réduire ce conservatisme 

en utilisant la notion de complément orthogonal. Celle-ci nous permettra en effet, de diminuer le 

nombre de variables mises en jeu lors du problème d'optimisation convexe, et ainsi d'améliorer 

la borne pour le retard. 

II.5.1 Cas du retard connu et constant 

Théorème II.5 {63}[55]Considérons le système (II. 7) avec T constant et connu. Soient A E 

IRnxn une matrice de Hurwitz et P la solution de l'équation de Lyapunov suivante: 

(II.25) 

On définit le gain m = m1 + IISBII'li(zt) avec m1 E IR+, 

Si les conditions AII.1-AII.2-AII.4 sont vérifiées, alors la loi de commande : 

u(t) = -(SB)-
1 

( SAx(t) + SAdx(t- r)- As+ m ll~:ll) (II.26) 

rend la surface s(x) = 0 (Eq. (1!.5)) attractive en temps fini. Si l'opérateur 

0 

D(<p) = <p(O) + J Âdu'P(O)dO (11.27) 

-Tmax 

est stable, le point d'équilibre x = 0 est alors asymptotiquement stable pour toute valeur du 

n:tarri T E [0, T max] où T max est la solution du problème d'optimisation suivant : 

(II.28) 
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sous les contraintes ( Œ E IR ) : 

( 

T-l [X(A + Ad)T +(A+ Ad)X] x Ar 

AdX -X 

(A+Ad)X 0 

-Œ ( B:T B:T ~ ) 

0 0 BBT 

(II.29) 

< 0, 

X>O. 

Comme précédemment, la preuve est divisée en deux parties : l'attractivité de la surface, 

puis la stabilité du système en régime de glissement. 

II.5.1.1 Attractivité de la surface 

Lemme II.8 Considérons le système (II. 7), si les hypothèses AII.1-AII.2-AII.4 sont vérifiées 

alors la commande (II. 26) rend la surface (II. 5) asymptotiquement stable et globalement attrac

tive en temps fini. 

Preuve. Cette preuve est omise, car elle est identique à celle du théorème II.3. • 

11.5.1.2 Stabilité du régime de glissement 

Une fois en régime de glissement, les équations s(x) = s(x) = 0 sont vérifiées et mènent à 

l'équation du système en régime de glissement : 

z1(t) = Ânz1(t) + Âduz1(t- T). (II.30) 

Lemme Il.9 Si les hypothèses AII.1-AII.2-AII.4 sont vérifiées, le système réduit (!1.30) est 

asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T E [0, T maxJ, où T max est la solution du 

problème d'optimisation (II.28)-(II.29). 

Preuve. Nous considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

t t 

V(t) =y (t)Py(t) + z1 (w)Ad11 PQ- PAduz1(w) dw ds, T J J T ~T 1 .~ (II.31) 

t-T S 

où y(t) = ZJ (t) + .J/_
7 

Âd!IZI (w) dw et P, Q ER (n-m)x(n-m) sont deux matrices définies posi-
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tives. 

Comme la fonctionnelle V appartient à la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut 

assurer la stabilité de l'opérateur 

0 

D(<p) = <p(O) + J Âdn'P(B)dB. 
-Tmax 

La dérivée de y nous donne : 

iJ(t) iF(A + Ad)XB(Br XiJ)- 1z1(t) 

(Âdn + Âu)zl(t). 

Si nous notons Z = Âdn + Ân, alors la dérivée de V le long des trajectoires du système réduit 

(II.30) s'écrit : 

v(t) T 'T 1 A z1(t)(Z P +PZ+ TAd11 PQ- PAdn)zi(t) 
t 

J T 'T +2 z1 (w)Ad11 PZz1(t) dw 
t-T 

t 

J T 'T 1 A - z1 (w)Ad11 PQ- PAduz1(w) dw. 

t-T 

En utilisant l'inégalité suivante : 

nous obtenons une borne supérieure de V : 

où M = zrp +PZ+ T(Â~11PQ- 1 PÂdll + zrQz). 

(II.32) 

Ainsi, s'il existe un nombre réel positif T = T* et trois matrices définies positives X, P, Q tels 

que M < 0, alors le système réduit est asymptotiquement stable pour toutes les valeurs de 

TE [0, T*j. 
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Toutefois, le choix des paramètres ( P, Q, X) est très difficile à réaliser si nous voulons op

timiser la borne supérieure T*. Dans la suite, nous proposons donc une forme plus particulière 

de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii en choisissant P = Q = (iFXiJ)- 1. 

Par ce biais, le problème de l'optimisation est transformé en un problème d'optimisation convexe 

plus facile à résoudre numériquement. En effet, en multipliant M à droite et à gauche par p-l 

(définie positive), l'inégalité M < 0 est transformée de la manière suivante : 

T- 1(f3T X(A + Ad)T B + f3T(A + Ad)XB) 

+BTX(A + Ad)Tf3(f3TXf3)-1 f3T(A + Ad)XB 

+BTXAIB(f3Txf3)-1Br AdXB <O. 

En utilisant le complément de Schur, cette dernière inégalité équivaut à : 

HT) 
0 L <0, 

-X 

qui est exactement (II.29). • 

II.5.2 Cas d'un retard constant à valeur inconnue 

(II.33) 

Comme dans la partie précédente, il nous est possible de considérer que le retard n'est pas 

connu. Par une approche identique au paragraphe II.4.2, nous obtenons le théorème suivant : 

Théorème Il.6 Considérons le système (II. 1) avec T à valeur inconnue. Soit A E IR nxn une 

matrice de Hurwitz, et P la solution de l'équation de Lyapunov (1!.25). Soit le gain suivant, 

avec m 1 > 0: 

m = rn, 1 + sup 
OE(-Tmax,-T min) 

Si les conditions AII.l-AII.2-AII.4 sont vérifiées, si l'opérateur D défini par l'équation II.21 est 
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stable, alors la loi de commande 

u(t) = -(SB)-1 (sAx(t)- As+ m
11
;;

11
) 

rend la surface (II.5) attractive en temps fini. Le point d'équilibre x = 0 de (II. 7) est alors 

asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T E [0, T max] où T max est la solution du 

problème d'optimisation (II.29}. 

Preuve. La preuve est omise car elle est identique à la preuve du théorème II.4, page 62. • 

II.5.3 Cas du retard variable dans le temps 

Dans les théorèmes que nous avons présentés dans les parties II.3, II.4, et dans la première 

section de la partie II.5, nous avons considéré que le retard était constant. Toutefois, en pratique, 

la valeur de celui-ci est souvent mal identifiée ou fonction de conditions variables dans le temps, 

T = T(t). En général, seule une borne du retard est connue. 

Dans le cas où le retard varie dans le temps, nous proposons une méthode adaptée des théorèmes 

précédents qui assure la convergence du système héréditaire sur la surface (II.5) et ainsi la 

convergence asymptotique du système en entier. 

Nous considérons donc désormais que le retard est variable dans le temps avec une loi 

T = 7(t) mais reste uniformément borné. De plus, nous supposons que le retard est à valeur 

inconnue. 

Théorème 11.7 {57}Considérons le système (II. 7) avec T variable dans le temps et uniformé

ment borné. Soit A une matrice de Hurwitz, P la solution de l'équation de Lyapunov (II.25}, 

et m1 >O. Si les conditions AII.l-AII.2-AII.4 sont vérifiées, alors avec la commande 

u(t) -(SB)-1 (sAx(t) -As+m
11
;;,

1
), 

m m 1 + JISBJI sup (w(xt(B))) 
8E(-Tmax,O] 

+ JISAdll sup (iixt(B)ij), (II.34) 
sE(-Tmax,O] 

la surface s est globalement attractive en temps fini et la solution nulle du système (II. 7) est 

asymptotiquement stable pour tout retard T( t) E [0, T maxL où T max est la solution du problème 

d'optimisation suivant: 

-1 . ( -1) Tmax = mzn T , (II.35) 
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sous les contraintes : 

( aX AX) 
XAT x 

(II.36) 

(II.37) 

(II.38) 

X>O, (II.39) 

où H =(A+ Ad)X, ')'1 , ')'2 , Œ E IR, a, /3 E IR+. 

Remarque 11.8 Pour a, /3, T E IR+ fixés, le problème d'optimisation est convexe. Pour affiner 

la borne T max, nous pouvons utiliser un algorithme de relaxation sur les coefficients a, {3. 

Comme précédemment, la preuve peut être divisée en deux parties: l'étude de l'attractivité 

de la surface s(x) = 0 et l'analyse de la stabilité asymptotique du système réduit. Comme la 

preuve de l'attractivité de la surface est sensiblement identique à celle du paragraphe précédent, 

nous ne la répéterons pas. La preuve de la seconde partie s'effectue de la manière qui suit : 

Preuve de la stabilité du système réduit. Une fois en régime glissant, les équations 

s(x) = s(x) = 0 nous mènent à l'équation différentielle régissant le système réduit (II.30). En 

utilisant la formule de Leibnitz-Newton, nous avons : 

t 

z1(t) = (Ân +Âdu)zi(t)- j Âduz1(v)dv. 

t-T 
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Le système en régime de glissement peut donc se mettre sous la forme : 

t 

i1(t) (Ân + Âdu)zl(t)- j ÂduÂnzl(v)dv 

t-T 

t -J ÂdnÂdnZI(V- T)dv. 
t-T 

Comme nous avons supposé que le retard est uniformément borné, nous choisissons la fonction 

de Lyapunov-Razumikhin suivante: 

V(t) = zf (t)Pz1 (t), (II.40) 

où P E 1R (n-m)x(n-m) est une matrice définie positive. 

Suivant l'approche proposée par Razumikhin, supposons que l'inégalité suivante : 

V(x(t + B)) < qV(x(t)), (II.41) 

avec q > 1, est vérifiée pour toute E [-r(t), 0]. 

La dérivée de V le long des trajectoires de (II.30) nous mène à : 

avec Z = Âu + Âdll· 

Utilisant l'inégalité (II.41), nous obtenons une estimation de la borne supérieure de V(t) : 

V(t) < z[(t)Nz1(t), (II.42) 

' T -l ' ' 'T 'T -1 '2 '2T ou N = Z P +PZ+ Ta PAduAuSA11 Ad11 P + qT(a + ,B)P +Tf) PAd11 SAd11P. 

Ainsi s'il existe T*, q tels que N soit une matrice définie négative, alors le système réduit est 

asymptotiquement stable. En multipliant à droite et à gauche par S = (iF XE) et en fixant 
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S = p-l, N < 0 devient : 

(II.43) 

Maintenant, supposons que les inégalités (II.36) et (II.37) sont vérifiées. Elles peuvent être 

reformulées de la manière suivante : 

et 

Ces deux dernières inégalités et l'inégalité (II.42) montrent que N < 0 implique l'inégalité 

suivante: 

(iF X(A + Ad)TiJ + iJT(A + Ad)XB) + qr(a + f3)(BTXiJ) 

+r.BT AdXB(iFxiJ)-1iJTxA'[;iJ + riJT AdxiJ(iJTxiJ)-1.BrxAiiJ < o, 

qui est équivalente à : 

(II.44) 

Pour q = 1, cette inégalité est exactement la contrainte (II.38). Par continuité, si nous supposons 

qu'il existe des paramètres X, T, Œ, a, f3 tels que (II.38) soit vérifiée, alors il existe q1 > 1 tel que 

(II.44) le soit aussi. La preuve en découle. • 

Conclusion II.l Dans les parties 11.4, puis 11.5, nous avons proposé des méthodes de construc

tion de lois de commande discontinue pour des systèmes linéaires héréditaires. Les surfaces 

choisies sont de la forme s(xt) = Cxt(O). Le gain de glissement C a été choisi dans le but 

d'optimiser les voleurs du retard maximal pour lesquelles le système est stabilisable par notre 

approche. Toutefois. les surfaces choisies ne dépendent que de l'état instantané et non pas de 

l'état complet .r1 . Ce manque de généralité peut amener un certain degré de conservatisme. Par 

contre, il pennet une implantation plus simple de la commande ! 

Dans la partie qui suit, nous développons des surfaces fonctionnelles, dépendant des valeurs 

passées de l'état et donc de la taille du retard. 
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11.6 Choix d'une surface fonctionnelle 

La "surface" choisie dans cette section est la suivante : 

où K1 et K2 E lR rx(n-r). 

En introduisant cette nouvelle variable D(t) = D(zt), le système (II.2) devient : 

avec 

Ç = (A21 + KA1)z1(t) + (A22 + KA12)z2(t) + (Ad21 + KAdn)zl(t- 7) 

+(Ad22 + KAd12)z2(t- 7) + K2i1(t- 7). 

(II.45) 

(II.46) 

Théorème 11.8 (56](59}Considérons le système (11.46) avec un retard 7 connu et constant. 

Soit m1 > 0 et X E IR rxr une matrice de Hurwitz, la commande : 

-1 P2D(t) 
v(t) = -B2 (Ç + m IIP

2
D(t)ll - Xs(z)), 

(II.47) 
m = m1 + IIB21illl(zt), 

rend la surface n( z) = 0 attractive en temps fini. Si l'opérateur 

0 0 

D(t.p) = t.p(O) + j (Adn - Ad12K1 - A12K2)c.p(O)dO- J (Ad12K2)t.p(O)d(} 
-Tmax -2Tmax 

est stable, le point d'équilibre Zt = 0 est alors globalement asymptotiquement stable pour tout 

retard 7 E [0, 7 max] où 7 max est donné par' la r·ésolution du problème d'optimisation suivant : 

(II.48) 
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sous les contraintes 

r 'Yjj.T 'YW! AI12 e 
"(1:1 -'YS 0 0 

< 0, 
'YAd12W2 0 -!S 0 (II.49) 

er 0 0 -JS 
3 

8>0, 

Les gains K 1 et K2 définissant les surfaces de glissement sont alors calculés de la manière 

suivante : 

La preuve s'effectue en deux temps: premièrement, nous prouvons que le système converge 

en temps fini sur la surface D(zt) = O. Ensuite, nous étudierons la stabilité asymptotique du 

système réduit. 

Il.6.0.1 Attractivité de la surface 

Lemme 11.10 Soit m1 > 0 et XE IRrxr une matrice stable. Alors, la commande {1!.47) rend 

la surface attractive en temps fini pour le système (11.46}. 

Preuve. Choisissons la fonctionnelle suivante : 

(II. 50) 

où P2 ER rxr est une matrice définie positive qui satisfait l'équation de Lyapunov (II.20). La 

dérivée de V le long des solutions de (II.46) (II.47) s'écrit de la manière suivante : 

Si nous choisissons v(t) = -B21 (Ç + m ~~~~~~::;,, - XD(zt)) avec rn= m1 + IIB2JI 'li), alors 

nous obtenons l'inégalité suivante : 
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Cette dernière inégalité garantit la convergence du système (II.46) (II.26) sur la surface O(z) = 0 

en temps fini. • 

II.6.0.2 Stabilité asymptotique du système réduit 

Sur la surface O(zt) = 0, le système (II.46)-(II.47) est régi par l'équation différentielle 

suivante: 

Lemme 11.11 Le système réduit (11.51) est globalement asymptotiquement stable pour tout 

retard T E [0, Tmax] où Tmax est donné par la résolution du problème d'optimisation (!1.48) 

(II.49). 

Preuve. Introduisons la variable intermédiaire suivante : 

t t 

y(t) = zr(t) + Ed J zr(s)ds + Ep j zr(s)ds 

t-T t-2T 

où Ed =Adn- Ad12K1- Ar2K2 et Ep = -Adr2K2. 

Nous avons alors: 

y(t) =(An+ Adn- (A12 + Adr2)(Kr + K2))zr(t) = Ezr(t) (II. 52) 

Pour montrer la stabilité asymptotique du système réduit, nous choisissons la fonctionnelle de 

Lyapunov-Krasovskii suivante: 

V= yTPy+"f.fLh.f~ zr(s)TE'[;PRrPEdzr(s)dsdv 

+"! .fL2h f~ zr(s)T EJ PR2PEpz1 (s)dsdv, 
(II.53) 

où "( est un réel positif et P, R1, R2 E R (n-r) x(n-r) sont des matrices définies positives. 

Comme la fonctionnelle V appartient à la classe des fonctionnelles dégénérées, il nous faut 

assurer la stabilité de l'opérateur 

0 0 

D(cp) = cp(O) + J (Adn- Adr2K1 - Ar2K2)cp(B)dB- J (Ad12K2)<p(B)dB. 

-Tmax -2Tmax 
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La dérivée de (II.53) le long des trajectoires des solutions (II.51) nous donne : 

V = z1(t)(ETP + PE + rPR1PEd + 2ryE'JPR2PEp)zl(t) 
t t 

+2 1 zl(sfEJPEzl(t) +2 1 zl(sfE'JPEzl(t) 
t-T t-2T 

t t 

-'}' 1 zl(sfEJPR1PEdz1(s)- 'Y J z1(sfEJPR2PEpz1(s). 
t-T t-2T 

Nous utilisons les deux inégalités suivantes : 

t t 

21 zl(s)TE'JPEx1(t) < 'Y 1 z1(s)TE'JPR1PEdz1(s) +r'}'-1zl(t)ETR!1Ez1(t), 

t-h t-T 

t t 

2 1 zl(sfE'JPEx1(t) < 'Y 1 z1(sfEJPR2PEpz1(s) +2T')'-1z1(t)ETRi1Ez1(t), 

t-2h t-2T 

Finalement, nous obtenons l'inégalité suivante : 

S'il existe')', Tmax deux réels positifs, P, R1, R2 E 1R (n-r)x(n-r) trois matrices définies positives, 

K1 et K2 E 1R rx(n-r) tels que 

X= ( ETP+PE+r'YE'JPR1PEd+2r')'E'JPR2PEp) <O, 

+T'Y-lET R11 E + 2h')'-l ET R2 1 E 
(II.54) 

alors le système réduit (II.51) est asymptotiquement stable pour tout retard T :S Tmax· 

Toutefois, nous ne pouvons pas déterminer les différents gains de la surface qui assureront la 

plus grande borne du retard. Si nous voulons optimiser le choix de K1 et K2 en utilisant des 

techniques d'optimisation convexe, il nous faut transformer légèrement l'inégalité (11.54). En 

multipliant parS= p-l à droite et à gauche de l'inégalité (II.54), celle ci est équivalente à : 
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En utilisant le lem,:1e de Schur, cette dernière inégalité est équivalente aux contraintes (II.49) . 

• 
Remarque Il.9 Pour"(, T fixés, le problème d'optimisation (II.48)-(IJ.4g) est convexe et peut 

être résolu efficacement par des algorithmes de programmation semi-définie. 

Remarque II.lO Dans de nombreux théorèmes que nous avons présentés, il nous est nécessaire 

d'assurer la stabilité d'un opérateur de la forme : 

0 

D(<p) = <p(O) + J D<p(B)dB. 

-Tmax 

Nous rappelons ici une condition suffisante pour la stabilité de (1!.55). 

Si 

T ma:xP(D) < 1, 

alors l'opérateur (II. 55) est stable. 

II. 7 Exemples et comparaisons 

(II.55) 

Dans cette section, nous présentons des applications numériques des différents théorèmes 

des parties II.3, II.4, II.5. 

Exemple 11.1 Considérons le système (II.l) de retard constant avec 

(II.56) 

Comme la paire de matrices (A, B) n'est pas commandable, le système ne peut être stabilisé 

indépendamment du retard. En appliquant les théorèmes précédents, nous trouvons les résultats 

de la Table 1!.2. 
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TAB. II.2: Tableau récapitulatif des différents résultats pour l'exemple (II.56) 
retard maximal calculé paramètres 

théorème II. 5 1.65 
théorème II. 3 1.65 
théorème II. 8 1.79 
Ivanescu et al. 1.46 
Fu et al. 0.984 
Li and De Souza 0.51 

,_s --------··r··---------r·---------·t··---------
, ····-·····t···········; ........... f .......... . 

';:( 0.5 -------·-·r··---------+-----------r-----------

. :~+--1 

s(x) = 4.46.10-4xl(t) + 1.392.10-4x2(t) 
s(z) = z2(t) + 0.722zl(t) 
O(zt) = z2(t) + l.Ol6z1(t)- O.l80z1(t- T) 

2.5 .--~-~-~--, 

2 -· .••• ·+·······----~---·······-·t········-·· 
! i : 

. . . 
0.5 .......... r-··----+----------r------- .. 

~-TToom sur cette partie : 
25 voir figure 11-3 

~ 1 •..•..•.. --·+······· ·····t··············· 
0.5 ·····-······ ···············t··············· 
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X1 

X10 
14 .---.--.,------,---, 
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10 ----------T----------+-----------1----------· 
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·2 .___......_ _ _.______., _ _, 
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FIG. II-1: Exemple (II.1) : évolution du système en boucle fermée 

La figure (II-1} montre l'évolution du système pour un retard T = 1.46, en utilisant la surface 

optimisée par le théorème II. 5. Les conditions initiales sont fixées à cp( 0) = 2 pour (J E [ -T, 0]. 

En comparaison, les résultats proposés par Ivanescu et al. [73} nous donnent un retard maximal 

de T max = 1.46 (voir figure II-2), tandis que ceux de Fu et al [49} stabilisent le système pour 

T max = 0.984 et Li et al [90} seulement T max = 0.51. 
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Remarque II.ll Sur la simulation de la figure (II-1), apparaît clairement le problème de 

l'attractivité de la surface en temps fini pour un système à retard déjà mentionné en remarque 

I/.4. En effet, une fois sur la surface, le système II. 56 ne converge pas immédiatement vers le 

point d'équilibre mais s'écarte de celui-ci (voir le grossissement sur la figure II-3).Sur la figure 

II-3, cela correspond à la trajectoire dont l'amplitude autour de la surface est la plus grande. 

Intuitivement, nous voyons que ces commutations est dues à un décalage de la valeur moyenne 

des par une fonction de s(t- T) tendant vers zéro lorsque t tend vers t 8 + T et nulle en valeur 

moyenne pour t > T 8 + T. Ensuite, à partir de t8 + T, le système (II.56), régi par l'équation 

réduite, converge bien vers zéro. L'amplitude est alors réduite. 

Anecdotiquement, la figure (II-4) représente l'évolution du système pour des conditions 

initiales fixées à <p(B) = [1; -1] pour () E [-T, 0]. Les trajectoires du système passent par le 

point d'équilibre sans s' "arréter" ! ! 
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FIG. II-2: Exemple (II.l) : évolution du système en boucle fermée : méthode de Ivanescu et al. 
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FIG. II-Cl: E:remple (II.l): zoom du plan de phase (x1,x2). PtJur deux instants différents, deux 
trajectoin s co-existent surs = O. L'une diverge (provisoirement), tandis que l'autre converge 
ve1·s zf:ro. 
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FIG. II-4: Exemple (11.1) : évolution du système en boucle fermée pour des conditions initiales 
fixées à ~.p(O) = [1; -1] pour e E [-T, 0]. 

Exemple II.2 Considérons le système (11.1} avec un retard constant et 

[ 
0 0 l [ -2 -0.5] [ 0 l A= ,Ad= ,B= , 
0 1 0 -1 1 

(11.57) 

Comme la paire de matrices (A, B) n'est pas commandable, le système ne peut être stabilisé 

indépendamment du retard. Les résultats obtenus en appliquant les théorèmes précédents sont 

donnés en Table 11.3 : La figure (II-5} montre l'évolution du système pour un retard T = 0.49. 

TAB. II.3: Tableau récapitulatif des différentes commandes pour l'exemple (11.2} 

retard ma:âmal calculé paramètres (valeur pour T = 100) 
théorème II.S 100 s(x) = 0.28195xl(t) + 0.0706x2(t) 
théorème II.3 100 s(z) = z2(t) +3.991zl(t) 
théorème II. 8 100 O(zt) = z2(t) + 3.991zl (t) - 0.0016zl (t-T) 
Ivanescu et al 1.3 
Li et De Souza 0.48 
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FIG. 11-5: Exemple (11.2) : évolution du système en boucle fermée 

Les conditions initiales y sont fixées à 'P( (}) = 2 pour (} E [ -T, 0]. La surface optimisée par le 

théorème 11.5 est donnée par s(x) = x 2 = O. Les travaux précédents trouvent une borne maximale 

de 1.3 pour 1vanescu et al [73} et 0.48 pour Li et al [90}, tandis que par notre approche, la 

résolution de l'optimisation semble toujours donner une solution et ceci quel que soit le retard. 

Remarque II.12 Notons que plus nous nous rapprochons de la limite théorique2 , plus les ma

trices déterminées par (11.29) sont mal conditionnées. Ainsi, si nous choisissons T = 100, nous 

trouvons : 

x [ 0.0405 

-0.1618 

0" = 14449. 

-0.1618] 

14.798 

Les valeurs propres de X sont ( 0.038, 14.7993 ) . L'inversion de X, nécessaire pour· trou tw1· 

la surface, reste fortement sensible aux erreurs numériques. 

. arcos( .:::.2.) 2 Celle ci est définie pour un système scalaire de la forme±= -ax(t)- bx(t- r) par Tth ::; ~ 
-(J 
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Exemple II.3 Considérons le système (II.1) avec un retard constant et 

A= 1 1~4 0.~5 0~8~ 
-1 0 1 

Ad = 1 =~:: 0~1 -~.1 1 
-0.2 -0.2 0.1 

(II.58) 

B = 1 ~ 1 'f = 1 ~ 1 x(t) 
1 a 2 * sin(t) 

Pour a= 0, le retard maximal proposé par Li et al. [90] est de 0.66. En utilisant les théorèmes 

précédents, nous trouvons les résultats de la Table 1!.4 : 
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TAB. JI.4: Tableau récapitulatif des résultats de l'exemple (JI.3) 

méthode employée retard maximal paramètres 
théorème JI. 5 1.9 s(x) = 1 0.03346 0.01758 0.017655 1 x(t) 
théorème JI. 3 1.6 s(z) = z2(t) + l1.895 0.95 J Zl (t) 
théorème II. 8 2.5 s(z) = z2(t) + 1 1.84 0.30 1 Z1 (t) + 1 -0.1 0.005 lzl(t-T) 

Soit une perturbation: f = 1 : 1 x(t). L'ajout d'une telle perturbation satisfaisant 

a 2sin(t) 
les conditions de recouvrement ne change pas la qualité de la convergence pour la commande 

par modes glissants. Par contre, en utilisant les théorèmes de stabilisation robuste définis par 

Li et al, les valeurs admissibles du retard diminuent lorsque a augmente (Table JI.5) 

TAB. II.5: Retard admissible en fonction de a pour l'exemple (II.3) 

valeur de a valeur du retard admissible T max 

0.1 0.64 
0.3 0.26 
0.5 -

Exemple Il.4 Reprenons l'exemple (JI. 58) mais supposons que le retard est cette fois variant 

dans le temps. D'après le théorème II. 7, nous obtenons une borne supérieure du retard T max = 

0.42. La surface a alors comme équation : 

s = [ 0.1736 0.0697 0.0954009 ] x= o. 

11.8 Extensions possibles 

Nous proposons dans cette partie deux extensions des résultats précédents. La première 

considère le cas d'une commande par modes glissants pour des systèmes linéaires à plusieurs 

retards sur l'état. La seconde est un cas particulier de commande par modes glissants à coût 

garanti appliquée aux systèmes à retards distribués. 
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Il.8.1 Extension à des systèmes à plusieurs retards sur l'état 

Nous considérons le système linéaire suivant avec k retards hi. On pose h = max(hi), 

{ 

x(t) = Ax(t) + i~ Adix(t- hi)+ Bu(t) +JI, pour t > 0, 

x(t) = <jy(t), fortE [-h, 0], 

t 

(II.59) 

où les Adi E 1R nxn sont des matrices constantes. Les hypothèses AII.l et AII.2 concernant la 

commandabilité et la majoration de la perturbation sont remplacées par : 

k 
A 11.5 La paire de matrices (A+ LAd, B) est commandable. 

i=l 

A II.6 JI = Bf avec 11!11 < w(xt). 

L'hypothèse AII.4 (rang B = m) est conservée. 

Théorème II.9 Soit A E !Rnxn une matrice de Hurwitz, P une solution de l'équation de 

Lyapunov (11.25) et m1 un réel strictement positif Si les conditions AII.4, AII.5, AII.6 sont 

vérifiées, si l'opérateur 

k 0 

D( 'P) = <p(O) + ?= J Âdui'P( O)d() 
t=l-himax 

est stable, alors la commande 

k 
1 ~ Ps 

u(t) = -(SB)- (-As( x)+ SAx(t) + L.., SAdix(t- hi))+ m IIPsll, 
t=l 

où m = m1 + IISBII w(xt), rend la surface s(x) = 0 (Eq. 11.5) globalement attracti,ue en temps 

fini pour le système (II. 59). Le .-système est alors asymptotiquement stable pour tous les retards 



11.8. EXTENSIONS POSSIBLES 85 

hi E [0, hi max] (i = 1, ... , k), où les paramètres hi max satisfont les contraintes suivantes: 

JT +J hlmaxXAil hkmaxXAak 2::7=0 himaxJT 

hlmaxAdX -hlmaxX 0 0 0 

0 0 0 

hkmaxAdkX 0 0 -hkmaxX 0 

2::~=0 hi maxJ 0 0 0 - 2::7=0 hi max X 

BBT 0 0 0 0 

0 BBT 0 0 0 

-(T 0 0 0 0 < 0, 

0 0 0 BBT 0 

0 0 0 0 BBT 

X>O, 

La preuve est similaire à celle donnée pour le théorème Il.5 page 64. 

11.8.2 Extension à une classe de systèmes à retards distribués 

Nous considérons le système linéaire à retards distribués de la forme : 

{ 

x(t) = Ax(t) + 1 Adx(t + w)dw + Bu(t) +fi, pour t > 0, 

x(t) = cjJ(t), pour tE [-T,O], 

où Ad E lR nxn. L'hypothèse concernant la commandabilité est remplacée par : 

A II. 7 La paire de matrices (A, B) est commandable. 

De plus, nous supposerons que B est de rang plein (hypothèse II.4). 

(II.60) 

Afin de construire une loi de commande à structure variable, la surface choisie est de la 

forme (II.5). Le premier paragraphe présente la loi de commande discontinue qui permet la 

stabilisation du système pour une valeur du retard supposée constante, mais inconnue. Dans le 

second paragraphe, nous considérerons le cas d'un retard à valeur inconnue et variable dans le 

temps. Enfin, nous considérerons l'élaboration d'une commande à structure variable et à coût 

garanti. 
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11.8.2.1 Cas du retard constant et à valeur inconnue 

Théorème II.lO Considérons le système (II. 60) avec un retard T constant et à valeur in

connue. Soit une matrice A E IR nxn une matrice de Hurwitz, P la solution de l'équation de 

Lyapunov (II.25}, et m 1 un réel strictement positif. Si les conditions AII.4-AII.6-AII. 7 sont 

vérifiées, la commande 

Ps 
u(t) = -(SB)-1( -As( x)+ SAx(t) + m IIPsJJ ), (II.61) 

avec m = m1 + sup (JJSBJJII!(xt(B)) + jjsAd J0° x(t + w)dwjl), rend la surface s(x) = 0 
liE(-Tmax,O] 

(Eq. (II.5)) globalement attractive en temps fini pour le système (11.60). Le système (11.60} est 

alors globalement asymptotiquement stable pour tout retard T E [0, T max], où T max est le résultat 

du problème d'optimisation suivant : 

-1 . ( -1) Tmax = mzn T , (II.62) 

soumis aux contraintes ( Œ, a E IR) : 

[ 

T-
1 

(AX+XAT) +Y AdX] [ BBT 0 ] 
XAI -Y -(]" 0 BBT <0, 

X>O, (II.63) 

Y>O, 

Y -o:BBT > 0, 

avec X, Y E lRnxn. 

Preuve. Nous ne reviendrons pas sur la preuve de l'attractivité de la surface en temps fini. 

Une fois en régime de glissement, les équations s(x) = s(x) = 0 sont vérifiées et mènent à 

l'équation du système en régime de glissement : 

t 

z1(t) = Àuz1(t) +Âdll j z1(w)dw. (11.64) 

t-T 
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Pour montrer la stabilité asymptotique de ce système réduit, nous choisissons la fonctionnelle 

de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

t t 

V(zlt) = z[(t)Pz1(t) + j j z1(cf Rz1(c)dcdw, (II.65) 

t-T W 

où P, R E R(n-m)x(n-m) sont définies positives. 

La dérivation de la fonctionnelle de Lyapunov V le long des trajectoires du système réduit 

(II.64) nous mène à: 

V(zlt) = zf(t) (ÂfiP+PÂn) z1(t) 
t 

+2zf(t)P Âdn f z1(w)dw 
t-T 

t 
- J zf(w)Rz1(w)dw + 7zf(t)Rz1(t)dw. 

t-T 

En utilisant l'inégalité suivante : 

nous obtenons une estimation de la borne supérieure de la dérivée de V : 

avec N(7) = (Âf1P+PÂn +7R+7PÂdnR-1ÂI11P). 

Ainsi, s'il existe PetR deux matrices définies positives et un réel 7max tel que N(7max) est 

définie négative alors le système réduit est asymptotiquement stable pour tout 7 E [0, 7 max]. 

Pour pouvoir optimiser la borne supérieure 7 max, multiplions N à droite et à gauche par S = 

p-l et fixons P = (ÏFX.B)- 1. L'inégalité N < 0 devient 

ou. d'une manière équivalente 

(II.66) 
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avec Q = SRS. Nous choisissons une forme particulière de la matrice Q de la manière suivante 

Q = fFYB, avec Y E Rnxn une matrice définie positive. En utilisant le lemme de Schur, 

l'inégalité (II.66) est alors équivalente à la contrainte (II.63). • 

Les deux prochains théorèmes considèrent le cas de retards variant dans le temps. Le premier 

théorème développe une commande pour des systèmes à retard variant dans le temps dont on 

sait que la dérivée f(t) est bornée supérieurement par une constante f3 < 1. Pour ce faire, nous 

modifierons légèrement la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii (II.65). 

La deuxième commande nous permet de nous affranchir de l'hypothèse f3 < 1, en se basant 

sur une fonction de Razumikhin. 

Théorème II.ll (retard variant) Considérons le système (11.60) avec un retard r(t) déri

vable et dont la dérivée est bornée supérieurement par une constante f3 < 1. Soit une matrice 

A E IRnxn une matrice de Hurwitz, P la solution de l'équation de Lyapunov (II.25), et soit 

m1 > 0 un réel. 

Si les conditions AII.4-AII.6-A11. 7 sont vérifiées, la commande (II.61) rend la surface s(x) = 

0 (Eq. (II.5)) globalement attractive en temps fini. Le système (11.60) est alors globalement 

asymptotiquement stable pour tout retard T E [0, T max] où T max est le résultat du problème 

d'optimisation suivant : 

sous les contraintes ( Œ, a E IR) : 

X>O, 

Y>O, 

Y-aBBT >0, 

avec X, Y E IRnxn. 

-1 . ( -1) T max= mln T , 

Preuve. La preuve de la convergence sur la surface s(x) = 0 reste la même et nous ne 

la détaillerons pas. La preuve de la stabilité du système réduit repose sur la fonctionnelle de 
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Lyapunov-Krasovskii suivante : 

t t 

V= z[(t)Pz1(t) + 
1 
~ j3 J J zl(cfRzl(c)dcdw, 

t-T W 

Le calcul est analogue à la preuve du théorème (II.lO) page 86. • 

Nous considérons dans le théorème suivant le calcul d'une loi de commande dans le cas d'un 

retard à valeur inconnue, mais uniformément bornée. L'approche proposée sera basée sur une 

fonction de Razumikhin. 

Théorème 11.12 (retard variant) Considérons le système (II.60) avec un retardT(t) unifor

mément borné. Soit une matrice A E IRnxn une matrice de Hurwitz, Pla solution de l'équation 

de Lyapunov (II.25}, et m1 un réel strictement positif. 

Si les conditions AII.4-AII.6-AII. 7 sont vérifiées, la commande (II.61} rend la surface s(x) = 

0 (Eq. (11.5}} globalement attractive en temps fini. Le système (II.60} est alors globalement 

asymptotiquement stable pour tout retard T E [0, T max] où T max est le résultat du problème 

d'optimisation suivant : 

soumis aux contraintes ( cr E IR) : 

[ 

T-
1 

(AX +XAT) +X AdX] [ BBT 0 ] 
XAJ -X -cr 0 BBT < O (II.67) 

X>O 

avec XE IRnxn. 

Preuve. Une fois en régime glissant, les équations s(x) = s(x) = 0 nous mènent à l'équation 

différentielle régissant le système réduit : 

t 

i1(t) =Ânzl(t)+Âdn J z1(w)dw. 

t-T(t) 

Choisissons la fonction de Lyapunov-Razumikhin suivante 

V(t) = zÎ(t)Pz1 (t), 

(II.68) 
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où n E lR (n-m)x(n-m) est une matrice définh .itive. 

SL. nt l'approche proposée par Razumikhin, tOUpposons que l'inégalité suivante : 

V(x(t + 0)) < qV(x(t)), 

avec q > 1 est vérifiée pour e E [-T(t),O]. La dérivée de V le long des trajectoires de (II.68) 

nous mène à: 

En utilisant l'inégalité suivante : 

nous obtenons une estimation de la borne supérieure de la dérivée de V : 

. T 
V(zlt):::; z1 (t)Nz1(t), 

avec N(T) = (Âf1P+PÂn +TqP+TPÂduP-1ÂJ11P). 

Ainsi, s'il existe P une matrice définie positive et un réel Tmax tels que N(Tmax) est définie 

négative alors le système réduit est asymptotiquement stable pour T E [0, T max]. Pour pouvoir 

optimiser la borne supérieure T max, multiplions N à droite et à gauche par S = p-I et fixons 

P = (ÏJTXiJ)- 1. L'inégalité N < 0 devient 

ou, d'une manière équivalente 
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En utilisant le lemme de Schur, cette dernière inégalité est équivalente à 

(II.69) 

Pour q = 1, cette inégalité est exactement la contrainte (II.67). Si nous supposons qu'il existe 

des paramètres X, T, Œ, a, f3 tels que (II.69) soit vérifiée, alors, par continuité, il existe Ql > 1 

tel que (II.67) le soit aussi. La preuve en découle. • 

11.8.2.2 Exemple 

Exemple 11.5 Pour illustrer les diverses commandes proposées dans cette sous-partie, consi

dérons le système à retard distribué (II. 60) avec : 

(II. 70) 
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1} Retard constant: en utilisant le théorème (I/.10), le système (II. 10} (II.61} est asymp

totiquement stable pour T ~ 1.99 (voir figure II-6}. 

1 -'- '- -'-

< 0.4 _,- , __ ,- Ilia.& _, - ·- ~ -

Q.2 - ---- - - - - -

'~-.- "'-.-.--.-
0 5 Kl 0 5 Kl - -

c . . . 

. " 

~· L,~"'"""""""""""i 
10 _, - ·- ... - i 

fi-' 

~ " -

FIG. II-6: Exemple II.5 : évolution de la trajectoire du système (II. 70} {II.61} pour un retard 
de T = 1.99. 

2} retard variant :Maintenant, si nous supposons que le retard est variant dans le temps, 

alors en utilisant le théorème II.12, le système est stabilisé pour r(t) < 0.83, ce qui est bien sûr 

plus restrictif que la borne déterminée précédemment. Les simulations sont représentées sur les 

figures II-7 et II-8. 

0 _, -'- ,_ 0 .... -·- ,_ 

gO. ... -·- ·-

"' 
.,v:; -.- •-

-, -,- ,-

"'o s 10 ti .11 .,.,!:-, --7, -,.o--=-. -:!Ill o 5 10 -

l~i· 1 • 
ofl----,-~--.----1 • 

'!:-, ~.-----!"-. --;;-.-:!.. lttl1A&117tt151UI11~ ~,-----7-, -;;.:----=-------; -
F re- Il- 7: E:remple II. 5 : évolution des trajectoires de (II. 70) (II. 61) et un retard variant de 
oaleuT nw.:rim.ale T = Q_83. 
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FIG. II-8: Exemple II.5 : retard variable 

11.8.2.3 Commande par modes glissants à coût garanti 

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés à la commande par modes glissants à coüt 

garanti pour des systèmes à retard distribué de la forme (II.60). Considérons le critère de 

performance suivant : 

00 

J = j xT(w)Zx(w)dw, (II.71) 

ts 

avec Z E lRnxn une matrice définie positive, t 8 le temps d'arrivée sur la surface s(x) = 0 avec 

de plus s(x(t- r)) =O. 

Le but de cette partie est de déterminer une loi à structure variable garantissant la bornitude 

de J sur la surface s(x) =O. Nous proposons le résultat suivant: 

Théorème II.13 Considérons le système (II.60) avec un retard T constant et à valeur incon

nue. Soit le critère de performance J défini par (II. 71), A E lRnxn une matrice de Hurwitz, P 

une solution de l'équation 1Ù Lyapunov (II.20) et m 1 >O. Si les hypothèses AII.4-AII.6-AII. 7 

sont vérifiées, alors la cmnrnande (II. 61) rend la surface globalement attractive en temps fini, 

et le système (II.60) asyrnptotiquement stable pour TE [O,TmaxJ, où Tmax est la solution du 

problème d'optimisation s1ticant : 

-1 . ( -1) Tmax = mzn T , 
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sous les contraintes : 

X>O, 

Y>O, 

Y- o:BBT > 0. 

De plus, la fonction de coût J est bornée par : 

ts ts 

J < zÎ(t8 )Pz1(t8 ) + J J z1(cf Rz1(c)dcdw, 

t 8 -T W 

avec P =(iF XiJ)- 1, et R = P(fJTy Ê)P. 

Preuve. Tout d'abord, nous appliquons la transformation (II.6) à la fonction coüt pour 

pouvoir l'exprimer dans la base "régulière" : 

avec 

00 

J = J zT(w) (M- 1)T Z (M- 1) z(w)dw, 

t. 

(Jvi-1)r z (M-1) = [ z~,1 z12] , 
Zi2 Z22 

= [ (iJrxiJ)-1iJrxzxiJ(iJrxs)-1 

(BTST)- 1 BTZXÊ(ÊT XË)- 1 

(ÊTXË)- 1ÊTXZB(SB)- 1 
]· 

(BTST)- 1 ET ZB(SB)- 1 

Comme nous ne considérons que le système en régime de glissement, la seconde composante de 

l'état z2 est égale à O. J est donc réduit à : 

oc 

J = / zj (w)Z11 z1 ( ll')dw. 

ls 
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Choisissons la fonctionnelle de Lyapunov suivante : 

t t 

V= z[(t)Pz1(t) + J J zi(cfRzi(c)dcdw, 
t-T W 

avec P, R E R(n-m)x(n-m) des matrices définies positives. La dérivée de la fonctionnelle de 

Lyapunov V le long des trajectoires du système réduit (II.64) nous mène à : 

. T 
V(zit) ~ z1 (t)N(T)zi(t), 

avec 

(II.72) 

Si nous supposons qu'il existe P,X,R,Tmax tels que: 

z[ (t)(N(Tmax) + Zu)zi(t) < 0, 

alors l'inégalité suivante est vérifiée : 

(II.73) 

En intégrant des deux côtés de l'inégalité (II.73), nous obtenons: 

(X) 00 

./ V(zit)dt <- j zÎ(t)Znzi(t), 
ls t 8 

c'est-à-dire 

J < V(ts). 
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En conclusion, s'il existe P, X, R, 7 max tels que N( 7 max) +Zn est une matrice définie positive 

alors la fonction coût est .bornée par : 

ts ts 

J < zf(ts)Pzl(ts) + j j z1(cfRz1(c)dcdw, 
t8 -T W 

et le système réduit est asymptotiquement stable pour 7 E [0, 7 max]. 

Cependant le choix des paramètres P, R, X permettant d'optimiser 7 max et tels que N ( 7 max) + 
Zn < 0 peut se révéler difficile. C'est pourquoi nous choisissons comme précédemment une 

forme particulière pour P, et R qui nous permettra de définir un problème convexe. Si nous 

choisissons P = (iJT X iJ)-1 , en multipliant à droite et à gauche par S = p-1, l'inégalité 

N(7) +Zn < 0 devient : 

ou 

avec Q = SRS. 

Nous choisissons Q = (iJTyiJ), avec Y> O. En utilisant le complément de Schur, l'inégalité 

est équivalente à : 

ou 

[ 

7-1(iF AXE+ iJT XAT B) + (iFY B) 
iJTXATiJ 

d 

XB 

Ceci conclut la preuve. • 

iJTAdXÈ 

-(iJTy B) 

() 

x 
() 

-z-l 

<0, 

<o. 
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11.9 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté différentes méthodes originales de stabilisation des 

systèmes linéaires à retards sur l'état à l'aide de commandes par modes glissants. Nous pouvons 

distinguer deux grandes approches : 

- La première approche consiste à élaborer une surface dépendant de l'état instantané du 

système c'est-à-dire une surface de la forme s(x) = Cx. Plusieurs méthodes d'optimisation 

ont alors été menées afin de déterminer le gain de la surface qui stabilise le système 

commandé pour le plus grand retard possible (Théorèmes II.l, II.3, II.5). Par ailleurs, 

nous avons adapté ces méthodes pour traiter le cas de systèmes où le retard est à valeur 

inconnue et/ou variant dans le temps (Théorèmes II.4, II.7). 

- La deuxième approche s'intéresse au développement d'une surface fonctionnelle qui dé

pend des états passés et donc de la taille du retard. Dans cette partie, nous avons considéré 

le cas d'un retard ponctuel et connu (Théorème II.8). Cette nouvelle information nous a 

permis de relaxer les critères présentés dans les parties précédentes. 

A travers quelques exemples, nous avons montré que la stabilisation de systèmes linéaires 

à retards par modes glissants permet d'améliorer la robustesse du système à deux niveaux 

distincts : 

- Robustesse vis-à-vis du retard. 

- Robustesse vis-à-vis de perturbations paramétriques, ou exogènes pourvu qu'elles satis-

fassent une condition structurelle de recouvrement. 

Enfin, dans une dernière partie, nous avons présenté deux extensions possibles : le cas de 

systèmes à plusieurs retards sur l'état et le cas de systèmes distribués. Pour cette dernière 

classe de systèmes à retards, nous avons envisagé, par ailleurs, la construction d'une commande 

à structures variables qui garantit la bornitude d'une fonction coût quadratique. 

Cependant, il nous reste plusieurs points à développer. Le premier point est bien sûr de com

prendre le degré de conservatisme introduit lors de l'optimisation convexe. En effet. nos résultats 

restent très dépendants du choix de la fonctionnelle de Lyapunov. A cet effet, il pourrait être 

intéressant de considérer d'autres types de commandabilité, comme nous l'anms mentionné 

page 53. 

Le deuxième point est de considérer une plus large classe d'incertitudes paramétriques ne sa

tisfaisant plus les conditions de recouvrement. Nous devrions alors développer une surface qui 

stabilise un sous-système incertain. 
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Chapitre III 

Commande des systèmes non 

linéaires à retards. 

111.1 lntrod uction 

faù\ 
~ 

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé des lois de commande par modes glissants 

pour des systèmes linéaires à retards sur l'état. Les exemples proposés ont montré que ces 

techniques de commande améliorent de façon notable la robustesse du système vis-à-vis du 

retard et des perturbations paramétriques ou exogènes. Il nous a paru alors intéressant d'essayer 

d'étendre ces résultats aux cas des systèmes non linéaires à retards, qui sont des modèles plus 

proches de la réalité en ce sens que leur validité n'est pas nécessairement limitée à un voisinage 

immédiat d'un point de fonctionnement ou d'une trajectoire de référence. 

Ce chapitre se compose de quatre parties distinctes : après avoir transformé le système original 

en un système nou linéaire nous permettant de mettre en valeur la dynamique de la surface 

choisie, plusieurs cas seront considérés : 

Le premier correspond à un système non linéaire avec un œtard constant. Nous proposerons 

alors plusieurs techniques de commandes menant à une stabilisation indépendante du 

retard, expmwnt id le (avec un taux de croissance garanti), ou dépendante du retard. 

Le deuxième cas mrrespoud au cas d'un retard variant dans le temps. En reprenant la métho

dologie d11 chapitre II. plusieurs lois de commande seront mises en œuvre. 

La troisième parti<· IIotls Jl<'nnettra, à travers des exemples, de comparer nos lois de commandes 

par rapp<lrt A c<'ll<'s q11i ont été proposées dans la littérature. 

Enfin, la quMri<\lll<' pan i(' propose la généralisation de ces résultats pour des systèmes non 

99 
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linéaires, plus complexes, sous réserve d'un certain nombre d'hypothèses à vérifier. 

111.2 Notations et formulation du problème 

Dans ce chapitre, nous considérons le système non linéaire suivant : 

{ 

x(t) = f(xt(B)) + g(x(t))u(t) + p(xt, t), 

x(t) = cp(t) pour tE [-r, 0], 
(III.l) 

où T = r(t) ~ 0 est un retard qui peut être variable dans le temps, xE .IR n, f représente un 

champ de vecteur de dimension n x n éventuellement perturbé et qui dépend de la fonction Xt ; 

g(x) = [gl(x) ... gm(x)J est un champ de commande de dimension n x m, où les vecteurs 9i(x), 

i E {Lm} représentent des fonctions suffisamment régulières de x(t); u E .IR m est le vecteur 

de commande; cp est la condition initiale, supposée continue par morceaux sur [ -T, 0]; pest un 

terme qui représente les dynamiques négligées et les perturbations exogènes. 

Les hypothèses sur le système (III.l) sont les suivantes : 

A III.l rang(g(x)) = m, Vx E !Rn. 

A III.2 La distribution !:19 = span( {91, ... ,gm}) est involutive. 

A III.3 La perturbation p vérifie les conditions de recouvrement suivantes : 

(III.2) 

Remarque liLl Lorsque l'hypothèse A III.1 n'est pas vérifiée, il est possible, dans certains 

cas, de calculer d'abord un pré-compensateur qui permet de retrouver l'hypothèse A III.1 (voir 

[119} dans le cas non retardé). 

Remarque III.2 Nous considérons une classe restreinte de systèmes non linéaires à retards 

car le champ de commande g dépend uniquement de l'état instantané. Cette hypothèse est 

nécessaire, car elle permettra de mettre le système (III.1) sous forme régulière. Une extension au 

cas général demanderait un résultat théor·ique, de type théorème de Frobénius, pour les systèmes 

fonctionnels. 

Comme dans le chapitre II. afin de déterminer de manière systématique des lois de corn

mande, nous nous proposons dP transformer le système original en un système plus simple à 

étudier, mais qui va introduire de ce fait un certain conservatisme. 
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III.3 Reformulation du problème 

Le but de cette section est de transformer le système (III.l) en un système multimodèle 

(c'est-à-dire un ensemble de modèles linéaires pondérés de façon non linéaire [138]). Ceci s'ex

prime de la manière suivante : 

(III.3) 

où z et pR représentent respectivement le nouvel état et la perturbation dans la nouvelle base, 

G~(z) est une matrice non singulière, et les fonctions hi(zt), i E Ir sont des fonctions de pon

dération qui satisfont une propriété de convexité : 

r 

L hi(zt) = 1, hi(zt) 2: 0, i E Ir. (III.4) 
i=l 

Cette transformation s'effectue en deux étapes qui vont être présentées dans les paragraphes 

suivants. Mettre le système (III.l) sous cette forme va nous permettre de développer de manière 

systématique une commande par modes glissants qui stabilise le système (III.3) et donc (III.l). 

III.3.1 Première étape : utilisation de la forme régulière généralisée 

D'après les hypothèses A III.l, A III.2, A III.3 le système (liLl) peut être transformé en 

un système de la forme : 

(III.5) 

où G~(z) est une matrice non singulière, ZI E lR n-m, z2 E lR n 

Preuve. Comme le champ de vecteur g(x) dépend de l'état instantané, et puisque l'hypo

thèse A III.2 est vérifiée, nous pouvons appliquer la procédure décrite dans l'annexe B pour 

déterminer un difféomorphisme qui transforme le système (III.5) en un système de la forme 

(III.3). • 

Remarque 111.3 L'hypothèse AIII.2, sur la distribution engendrée par g, est une hypothèse 

assez conservatrice. Celle-ci pourrait être relaxée en utilisant la méthodologie développée par 
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{119] et décrite dans l'annexe B. 

Exemple 111.1 Pour montrer tout l'intérêt de cette transformation, choisissons un système 

non linéaire avec un retard T > 0 suivant : 

1 
ZI(t) = ZI(t- T) + Z3(t- T) + z~(t)- Z2(t)- u(t), 

z2(t) = -2z3(t) - ZI(t) + 2z3u, 

z3(t) = u. 

Soit le difféomorphisme global suivant : 

x(t) = <p(z) ' 1 XI= ZI + Z3, 

X2 = Z~- Z2, 

Dans le nouveau système de coordonnées, le système (III.6} s'écrit: 

1 
~ = XI(t- T) + X2, 

X2 =XI +x3, 

X3 =u. 

(III.6) 

(III. 7) 

Celui-ci peut être alors stabilisé par les méthodes classiques issues des systèmes linéaires à 

retards. 

III.3.2 Deuxième étape : formulation polytopique 

Supposons que nous puissions factoriser le premier sous-système par Zt de la manière sui-

vante: 

1
. [ Au(zt) ] () [ Adu(zt)] ( ) ZI = Z t + Z t - T , 

AI2(zt) Adi2(zt) 

z2 = ff(zlt, Z2t) + G~(z)u(t) + pR(zt). 

(III.S) 

Nous supposerons par la suite que : 

A 111.4 Les matrices Alj(Zt) et Adij(zt), (Vj E {1, 2}) sont des applications bornées de l"e.space 

d'état. 
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A 111.5 La perturbation pR(zt) est bornée par une fonctionnelle connue : 

Si ces hypothèses sont vérifiées, le premier sous-système peut être écrit sous une forme 

polytopique qui met en valeur les bornes des matrices Alj(zt) et Adlj(Zt) (Vj E {1, 2}) (voir 

[138, 140] dans le cas non retardé et [10] dans le cas retardé, pour de plus amples détails) : 

r ( [ Am l [ Adill l ) i1 = 2 hi(zt) z(t) + z(t- r) , 
Z-1 Ai12 Adi12 

(III.9) 

les fonctions hi vérifiant les propriétés de convexité définies par l'équation (III.4) page 101. 

Lemme III.l Si les hypothèses A III.l à A III.4 sont vérifiées, alors le système (III.l) peut 

être écrit sous la forme (III.3). 

Remarque III.4 La stabilisation du système (III.B) implique la stabilisation du système (III.l). 

111.4 Le choix de la surface 

Une fois le système (III.1) mis sous la forme (III.8), et afin de construire une commande par 

modes glissants, nous choisissons une surface de la forme suivante : 

s(z) = z2 + Kz1 =O. 

Nous adopterons quelquefois la notation fonctionnelle St = s(zt). 

Le système (III.8) est équivalent à : 

avec: 

(III.10) 

(III.ll) 
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~(zt) = ~1 (zt) + ~2(zt), 
~1 (zt) = ff(zlt, St(z)- Kz1t), 

~,(zt) = K ,t h;(zt) Lf1 Ail;z;(t) + A,;1;z;(t- T)}. 
Le but est donc de contraindre le système (III.ll) à rester au voisinage de la surface s = 0 

par une commande discontinue. En effet, pour s = 0, le système se réduit à 

r 

i1 = L [hi(zt)(Aill- Ai12K)z1(t) + (Adill- Adi12K)z1(t- 7)]. 
i=l 

111.5 Cas du retard constant 

Dans cette partie, nous considérons que le retard est constant. 

III.5.1 Stabilisation asymptotique 

Théorème III.l {., 53}Considérons le système (II/.11} avec un retard T constant. Soient A 

E IR nxn une matrice stable et P E IR mxm une matrice symétrique définie positive qui vérifie 

l'équation de Lyapunov : AT P + PA = - I. Si les hypothèses A II/.1 à A III. 5 sont vérifiées 

et s'il existe S, R E IR (n-m)x(n-m) deux matrices symétriques définies positives et une matrice 

W E IR mx(n-m) telles que la contrainte suivante : 

(III.l2) 

est vérifiée, alors la commande : 

_ R -1 ( Ps(z(t)) ) 
u(t) - -G (z) ~(zt)- As+ m(zt) IIPs(z(t))li , 

m(zt) = m1 + 'li(zt), (III.l3) 

m 1 > 0, 

rend la surface (II/.10} stable et globalement attractive en temps fini. Le point d'équilibrez= 0 

du système (II/.8) est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T >O. 

Le gain K de la surface (III.l 0) est alors calculé par K = W s-1. 

Remarque 111.5 (Cas des modèles incertains) Pour calculer la loi de commande. il od 
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nécessaire de connaître parfaitement les fonctions de pondérations hi. Cependant, il est possible 

de transformer la loi de commande (III.13} pour traiter le cas d'un système dontles paramètres 

sont incertains. Dans ce cas, nous supposerons que les matrices A 1j(zt) et Adlj(zt) sont des 

matrices perturbées mais qu'elles restent incluses dans un domaine connu et borné. Par ce 

biais, nous pouvons traiter le cas de systèmes linéaires ou non linéaires incertains et dont les 

incertitudes ne vérifient pas les conditions de recouvrement. 

Pour de tels systèmes, les valeurs des fonctions de pondérations hi ne sont pas connues. Pour 

déterminer une nouvelle loi de commande, nous calculons une borne de la norme de Ç. La loi 

de commande est alors modifiée de la manière suivante : 

u(t) = -GR(z)-1 (ç1(zt) -As+m(zt,t)u~! 11 ), 
m(zt, t) = m1 + 'll(zt) + m2(zt), 

m 1 > 0, 

avec m2(zt) = Tr_!:_ax( K { t AiljZj(t) + Adiljzj(t- T)} ). 
t-l,r J=l 

(III.14) 

Remarque 111.6 De manière analogue au chapitre II, si nous connaissons une borne supé

rieure du retard, il est possible de calculer une loi de commande qui soit indépendante du retard. 

La preuve du théorème III.l s'effectue en trois étapes distinctes : dans un premier temps, 

nous prouvons que la solution du système converge en temps fini vers la surface s(z) = O. 

Ensuite, une fois en régime glissant (c'est-à-dire s(z) = s(z) = 0), nous prouvons la stabilité 

asymptotique de la solution nulle du système réduit. Enfin, nous nous assurons qu'entre le temps 

initial et le temps d'établissement du régime glissant, le système ne s'échappe pas à l'infini. 

Attractivité de la surface 

Lemme 111.2 Si les hypothèses A III.l à A III. 5 sont vérifiées et si la contrainte (II/.12) a 

une solution, alors la commande (III.13} existe et rend la surface (III.lO) stable et globalement 

attractive en temps fini. 

Preuve. Soit la fonction suivante V(t) = sT(z(t))Ps(z(t)). Sa dérivation le long des trajec

toin~s de (III.ll) (III.13) nous donne : 

V(t) :S -sT (z)s(z)- 2sT (z)P(pR(z) + m ~~~:Il), 

V(t) :S -s(zf s(z)- 2ml )>.min(P)VV, 

V(t) :S -2ml VÀmin(P)Vv. (III.15) 



106 CHAPITRE III. COMMANDE DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES À RETARDS. 

Cette dernière inégalité garantit la convergence du système (III.8) sur la surface s(z) = 0 en 

temps fini [143]. • 

Stabilité asymptotique du système réduit 

Nous utilisons une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour prouver la stabilité du sys

tème réduit. Une fois sur la surface, les équations s(z) = s(z) = 0 sont vérifiées et le système 

réduit est régi par : 

r 

zl(t) = Lhi(Zt)((Am- Ail2K)zl(t) + (Adill- Adil2K)zl(t- r)). (III.16) 
i=l 

Lemme 111.3 L'origine du système réduit (III.16) est asymptotiquement stable s'il existe S, R 

E IR (n-m)x(n-m) deux matrices symétriques définies positives et une matrice W E IR mx(n-m) 

telles que la contrainte (JII.12) ait une solution. 

Preuve. D'après le théorème A.1 de l'annexe A, le système : 

r 

i = L hi(zt)(Aizl(t) + ~izl(t- r)), 
i=l 

est asymptotiquement stable s'il existe P, Q ER (n-m)x(n-m) deux matrices symétriques défi

nies positives telles que : 

En remplaçant Ai par Zi =(Ain - Ail2K) et Adi par Ni= Adill- Adil2K, nous obtenons : 

[ 

Z[P+PZi+Q 

NTP 
z 

PN·] z < O,i E Ir. 
-Q 

En multipliant à droite ct n gauche de l'inégalité par [ : ; ] avec S = p-l, il vient ' 

(III.17) 
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En utilisant le changement de variables W = KS et R = SQS, (III.17) est équivalent à la 

contrainte (III.12) : 

ce qui conclut la preuve. • 

Le problème de l'échappement en temps fini 

Contrairement au cas linéaire, un système non linéaire peut s'échapper en temps fini [72, 

137]. D'après le lemme III.2, nous savons que s converge vers zéro. Il nous reste donc à prouver 

que llz111 ne peut devenir infini en temps fini, et ceci malgré le comportement des (qui joue de 

ce fait le rôle d'une perturbation). 

Le premier sous-système s'écrit : 

(III.18) 

D'après le théorème A.1 de l'annexe A, il existe une fonctionnelle de Lyapunov V: 

t 

V2(zlt) = ./ z1 (B)TSz1 (B)d(}, 

t-T 

qui prouve la stabilité du premier sous-système (III.18) quand s(z(t + 8)) = 0, \:/{} E [-7, 0]. La 

dérivée de la fonctionnelle V le long des trajectoires de (III.18) s'écrit de la manière suivante : 

r 

i=l 
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avec M une matrice définie négative ( c.f. annexe A), et Z1 ( t) = 
[ 

Z1(t) l 
ZI(t- 7) 

. Nous pouvons 

majorer V de la manière suivante : 

V,; 2zÎ(t)P (t h;(zt)(Ai12s(z(t)) + A..i!2s(z(t- T)))) , 

c'est-à-dire 

r r 

V~ 2 PL hi(zt)Ai12 llz1 (t)JI!!s(z(t))l/ + 2 PL hi(zt)Ad12 1/zl (t)l/1/s(z(t- 7)) 1/. 
i=l i=l 

r 
Puisque 2::: hi(zt) = 1, nous pouvons trouver 6 et 'f/ des constantes positives qui ne dépendent 

i=l 
pas de l'état telles que : 

V~ 61/zi(t)l/1/s(z(t))l/ + 'f/ 1/zi(t)l/1/s(z(t- 7))1/. 

1 

Or il existe J-l un réel positif tel que l/z1 (t) 1/ ~ J-L"V.r2 et, puisque V1 < V, nous obtenons l'inégalité: 

• 1 1 

V~ 6J-LV2 1/s(z(t))l/ + 'f/J-LV21/s(z(t- 7))1/. 

D'après le lemme III.2, la variables converge vers zéro en temps fini. Sa norme peut donc être 

majorée par une constante S0 • L'évolution de V peut être donc majorée par la fonction W qui 

vérifie l'équation suivante : 

• 1 

W = (6 + 'TJ)J-Ls0 W2. 

En intégrant cette équation, il est aisé de montrer que W ne peut s'échapper en temps fini. 

Ainsi, le premier sous-système et donc le système en entier ne peut pas s'échapper à l'infini en 

temps fini. 

Remarque 111.7 (A propos du conservatisme de la loi de commande) Afin de pouvoir 

réaliser la commande (IJI.13), nous avons émis plusieurs hypothèses qui peuvent intmduire beau

coup de conservatisme. 

- En premier lieu, nous avons considéré que le premier sous-système pouvait .s 'e:r:primer 

comme une somme polytopique de modèles linéaires. Nous pouvons réécrire le système 
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(III.11) de la manière suivante : 

où co(Vi) désigne l'ensemble convexe engendré par {Vi, ... , Y;.}, ce qui revient de ce fait 

à vouloir stabiliser toute une famille de modèles (dont le système (III.1) n'est qu'un élé

ment). 

De plus, de nombreux systèmes ne peuvent s'exprimer comme ceci. Ainsi le système 

simple : 

{ 

ZI(t) = Z1Z1(t- T) + z2(t), 

i2(t) = u(t) + pR(z(t)), 
(III.19) 

ne peut être transformé en un système de la forme (III.11) en vérifiant l'hypothèse AIII.4. 

Pourtant une surface du type 

et une commande par modes glissants associée permettrait la stabilisation globale du sys

tème (III.J 9) et ceci pour toute valeur du retard T 2: 0. 

- En second lieu, le choix de la surface et de la fonctionnelle de Lyapunov associées à la 

stabilisation du premier sous-système correspond clairement à la stabilisation quadratique 

du système (III.11} et donc de (III.1). Ce choix qui permet de déterminer des critères 

systématiques pour la stabilisation de systèmes non linéaires à retards, peut être assez 

réducteur. 

- Enfin, les résultats présentés jusqu 'ici sont indépendants du retard, et s'avéreront donc 

souvent conservateurs. Des théorèmes présentés dans une section ultérieure (section II/.5.3) 

permettent de s'affranchir de cette limite. 

III.5.2 Spécification du taux de décroissance 

Dans la partie précédente, nous avons considéré la stabilisation du système (III.ll) indé

pendamment de la taille du retard. Cette partie a pour objet la spécification d'un critère de 

performance. Nous considérons le problème de la stabilité exponentielle du système réduit. Le 
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but est de déterminer le plus grand nombre positif a tel que Yl(t) = eatx1(t) converge asymp

totiquement vers le point d'équilibre y 1 =O. Les résultats dérivent de l'étude du comportement 

de Yl(t) en régime de glissement qui est régi par l'équation suivante: 

r 

Yl = Lhi(YH)((Am- Ai12K + ain)Yl(t) + (Adill- Adil2K)ea7 Yl(t- 7)). (III.20) 
i=l 

Bien entendu ces résultats n'augurent en rien du comportement du système initial (III.1) 

sauf si le difféomorphisme est linéaire. 

Théorème III.2 Considérons le système (III.11) avec un retard 7 constant. Soit A E IR nxn 

une matrice stable et P E IRmxm une matrice symétrique définie positive qui vérifie l'équation 

de Lyapunov : AT P +PA = - I. Si les hypothèses A III.l à A III. 5 sont vérifiées, s'il existe S, R 

E IR (n-m)x(n-m) deux matrices symétriques définies positives, une matrice W E IR mx(n-m), 

et deux réels o: > 0, 'f/ > 1 tels que la contrainte suivante soit vérifiée : 

[ 
X[+ Xi + 2o:S + R 'f/Mi l . < 0, z E Ir, 

TJMT -R (III.21) 

avec Xi= AillS- Ai12W,Mi = AdmS- Adi12W, 

alors la commande (III.13) rend la surface (III.10) stable et globalement attractive en temps 

fini. Le point d'équilibre z = 0 du système (III.8) est exponentiellement stable (en e-at) pour 

toute valeur du retard 7 < ln(TJ). 
- 0: 

Preuve. La preuve de la convergence sur la surface ne diffère pas de celle du théorème 

III.l. Par contre, lorsque le système (III.8) est en régime de glissement, il nous faut assurer la 

stabilité asymptotique du système (III.20). D'après le théorème (A.1) de l'annexe A, la solution 

nulle du système (III.20) est asymptotiquement stable si : 

[ 
Z[P+PZi + 2aP+Q TJPNi l 

TJNTP -Q 
< 0, 

avec 'f/ = ear > 1, ou encore, d'après la preuve du théorème III.1 : 

[ 

Xi+X[ +2aS+R 

TJMT 

La preuve en découle immédiatement. • 

TJM·] z < 0, i E Ir. 
-R 

(III.22) 
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111.5.3 Stabilisation asymptotique dépendante du retard 

Exceptées les lois de commandes qui permettent d'assurer une convergence exponentielle du 

système réduit, les critères que nous avons développés ne dépendent pas de la taille du retard. 

Ils peuvent donc être assez conservateurs surtout lorsque le retard n'est pas très grand. Dans 

cette partie, nous développons des lois de commande qui assurent la stabilisation du système 

jusqu'à une borne maximale du retard. Comme dans le chapitre précédent, cette borne sera 

exprimée comme la solution d'un problème d'optimisation convexe. 

Théorème III.3 Considérons le système (III.ll) avec un retard T constant. Soient A E IR nxn 

une matrice stable et P E IRmxm une matrice symétrique définie positive qui vérifie l'équation 

de Lyapunov: ATP +PA= -1. Si les hypothèses A III.l à A III.5 sont vérifiées, s'il existe 

Q1, Q2, S, M1, M2 E IR (n-m)x(n-m) cinq matrices symétriques définies positives, une matrice 

W E IR mx (n-m) et deux réels positifs a1, a2 tels que le problème d'optimisation suivant : 

-1 . -1 
Tmax= min T, 

al,a2,S,W,Ml,M2,Ql,Q2 

soumis aux contraintes : 

[ 

T-
1((Xi +Yi)+ (Xi+ Yi)T + Ql + Q2) 

yT 
• 

yT 
• 0 

Yi 1 0 < O,i E Ir, 

-~S 
(III.23) 
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a une solution, alors avec la commande (1II.13), la surface 111.1 ') est stable et globalement 

attractive en temps fini. Le point d'équilibre z = 0 du système (III.11) est asymptotiquement 

stable pour toute valeur du retard T :S; T max· 

Le gain K de la surface (111.1 0) est alors calculé par K = W s-1. 

Remarque III.8 (Cas des modèles incertains) Comme précédemment, pour calculer la loi 

de commande, il n'est pas nécessaire de connaître parfaitement le retard ou les fonctions de 

pondération hi. Dans ce cas, les matrices Alj(zt) and Adlj(zt) sont des matrices perturbées. 

Pour de tels systèmes, les valeurs des fonctions de pondération hi ne sont pas connues. Pour 

déterminer une nouvelle loi de commande, nous calculons une borne de la norme de Ç et la loi 

de commande est modifiée de la manière suivante : 

1 
u(t) = -GR(z)-1 (ç1(zt) -As+m(zt,t)n~!n), 

m(zt, t) = m1 + 'li(zt) + m2(zt), 

m1 >0, 

La preuve du théorème s'effectue en trois étapes distinctes : 

- La convergence du système en temps fini vers la surface s(z) =O. 

- La stabilité du système réduit. 

(III.24) 

- L'assurance de la bornitude du système entre le temps initial et le temps d'établissement 

du régime glissant. 

Nous ne reviendrons pas sur la preuve de la convergence en temps fini vers la surface et 

sur le problème du non-échappement en temps fini. Seule la preuve de la stabilité du système 

réduit diffère. 

Stabilité du système réduit 

Nous utilisons une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii pour prouver la stabilité du sys

tème réduit. Une fois sur la surface, les équations s(z) = s(z) = 0 sont vérifiées et le système 

réduit est régi par l'équation (III.16). Notons : 

T T 

i=l i=l 
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Nous avons alors : 

En utilisant la formule de Leibnitz, nous obtenons : 

t 

i1(t) =(Ars+ Adrs)zl (t)- Adrs j i1(s)ds, 

t-T 

t 

= (Ars+ Adrs)zl (t)- Adrs j Ars(s)zi(s) + Adrs(s)zi(s- T)ds. 

t-T 

Choisissons la fonctionnelle de Lyapunov -Krasovskii V= Vi+ V2 + V3 + V4 avec: 

V1 = z[Pz1, 

t t 

V2 = j j zÎ(s)R1z1(s)dsdv, 

t-T V 

t t 

V3 = j j z[(s- T)R2z1(s- T)dsdv, 

t-T V 

t 

V4 = T j zÎ(s)R2z1(s)ds, 
t-T 

(III.26) 

avec R1, R2, P ER (n-m)x(n-m). La dérivée de V le long des trajectoires de (III.16) nous donne: 

t 

-2z[PAdrs .f Adrs(s)zi(s-T)ds, 

t-T 

t 

v2 = TZ] (t)RJZJ(t)- zl (s)Rlzl(s)ds, . r J r 

t-T 

t 

V3 + V4 = TZ{(t)R2z1(t)- J z[(s- T)R2z1(s- T)ds. 

t-T 
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En utilisant les inégalités suivantes 

t t 

-2zf PAdrs j Ars(s)zi(s)ds :::::; j zf(t)PAdrsArs(s)R11 Ars(sf AdrsPz1(t)ds 
t-T t-T 

t 

+ J zf(s)R1z1(s)ds, 
t-T 

t t 

-2z[PAdTS j Adrs(s)zi(s)ds:::::; j zf(t)PAdrsAdrs(s)R21Adrs(s)T AdrsPz1(t)ds 
t-T t-T 

t 

+ J z[(s- r)R2z1(s- r)ds, 
t-T 

nous obtenons une borne supérieure de VJ. : 

. T T 
V1 = z1 (Etsp +PEts 

t t 

+PAdrs J (Ars(s)R1 1Ars(s)T)AdrsPds+PAdrs J (Adrs(s)R2 1Adrs(s)T)AdrsPds)z1 
t-T t-T 

t t 

+ J z[(s)R1z1(s)ds + j zf(s- r)R2z1(s- r)ds. 
t-T t-T 

Supposons qu'il existe une matrice M1 E lR. (n-m)x(n-m) symétrique définie positive telle que 

ou d'une manière équivalente : 

[ 

M1 

(AmS- Ai12 W) 

(AmS- Ai12 W) l . > 0, z E Ir, 
SR1S 

alors puisque nous avons : 

xT(t)FiSPR11 PSFT x(t) < xT FiSPR1 1 PSF{ x(t) 

+ xT FjSPR1 1PSFT x(t) 

(III.27) 
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avec Fi = (Aill - Ai12K). Ainsi : 

r 

xT (Ars(s)R1 1Ars(sf) x < 2xTLhi(zt(O))(Am- Ai12K)SPR11PS(Am- Ai12Kf x 
i=l 

< 2xTM1x. 

Par conséquent, nous avons l'inégalité suivante : 

(III.28) 

et donc: 

t 

z1PAdTS j (Ars(s)R11 Ars(s)T) AirsPzf < 2TziPAdrsMIAirsPzf. 
t-T 

De la même manière, si nous supposons qu'il existe une matrice M2 symétrique définie positive 

telle que: 

alors : 

et donc: 

t 

zf PAdrs j (Adrs(s)R11 Adrs(sf) AirsPz[ < 2Tzf PAdrsM2AirsPzf. 
t-T 

Nous pouvons alors obtenir une borne de la dérivée de V: 
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Ainsi, s'il existe P, M1, M2, R1, R2 cinq matrices définies positives et un réel Tmax > 0, tels que: 

(III.29) 

alors le système (III.16) est asymptotiquement stable pour T < Tmax· Afin de pouvoir optimiser 

ce critère, nous allons transformer l'inéquation (III.29) de la manière suivante. En multipliant 

à droite et à gauche par S =p-l, nous obtenons les inégalités équivalentes : 

SEfs + EtsS + 2T AdrsS(P M1P)SArrs + 2T AdrsS(P M2P)SArrs + T(SR1S + SR2S) < 0, 

(III.30) 

Si nous supposons qu'il existe 2 réels positifs a 1 et a2 et en posant : 

alors l'inéquation (III.30) s'écrit : 

Ql = SR1S, 

Q2 = SR2S, 
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et en utilisant le lemme de Schur, nous obtenons : 

1 

~- 1 (SEis + EtsS + Q1 + Q2) 

SAJrs 

SAJrs 

AdrsS AdrsS 1 
-!:4j-S 0 <0. 

o _[!;J.s 
2 

Il est ensuite aisé de montrer que la contrainte (III.23) implique l'inégalité (III.31). 

111.6 Cas du retard variant dans le temps 

(III.31) 

Dans cette partie, la valeur du retard peut varier dans le temps, bien que pour simplifier 

notre présentation nous noterons 7 = 7(t). 

Nous poserons l'hypothèse suivante sur ses variations : 

A Ill.6 La valeur précise du retard est inconnue, mais celle-ci est bornée par 7 min > 0 et 

7sup < oo de telle sorte que 7(t) E [7min;78 up]· 

111.6.1 Stabilisation asymptotique 

Théorème III.4 Considérons le système {III.ll) avec un retard 7 variant dans le temps. 

Soient A E IR nxn une matrice stable et P E IR mxm une matrice symétrique définie positive 

qui vérifie l'équation de Lyapunov : AT P + PA = - I. Si les hypothèses A III.l à A III. 6 sont 

vérifiées, s'il existeS E IR (n-m)x(n-m) une matrice symétrique définie positive et une matrice 

W E IRmx(n-m) telles que les contraintes suivantes soient vérifiées: 

(III.32) 

alors avec la commande : 

u(t) = -GR(z)-1 (-As+ m(zt) 11 ~: 11 ) , 

m(zt) = m1 + sup (ll!(zt(w))) + sup JJÇ(zt(w))ll, 
wE[Tmin,Tsup] WE(Tmin,Tsup) 

(III.33) 

la surface {III.l 0) est stable et globalement attractive en temps fini. Le point d'équilibre z = 0 

du système (III.B} est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard 7(t) E [Tmin,Tsup]· 
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Le gain K de la surface {III.J 0) est alors calculé par K = W s-I. 

Remarque 111.9 D'une manière analogue à la partie précédente III. 5, la connaissance du re

tard et des valeurs des fonctions de pondération n' est pas forcement nécessaire. Dans ce cas, 

la loi de commande devient : 

u(t) = -GR(z)-1 (-As+ m(t) 11 ~: 11 ), 
m(zt, t) = m1 + sup (IIF(zt(w))) + sup (IIÇ1 (zt(w))ll + m2(zt(w)), 

wE[Tmin,Tsup] wE[Tmin,Tsup] (II1.34) 

La preuve s'effectue en trois temps comme pour celle du théorème III.l. Nous ne reviendrons 

pas sur la preuve de l'attractivité de la surface en temps fini, car celle-ci est analogue à celle 

développée au chapitre II, page 59. De même, la preuve de la bornitude du système (III.ll) 

avant le temps d'arrivée de la surface reste la même. Seul le choix de la méthode pour l'étude 

du système réduit change: nous prenons dans ce cas précis une fonction de Razumikhin. 

Stabilité du système réduit 

Lemme 111.4 Le système réduit {III.11) est asymptotiquement stables 'il existe S E IR (n-m) x (n-m) 

une matrice symétrique définie positive et une matrice W E IR mx(n-m) telles que la contrainte 

(III. 32) soit vérifiée. 

Preuve. Choisissons une fonction de Razumikhin de la manière suivante : 

(III.35) 

où P E 1R (n-m)x(n-m) est une matrice symétrique définie positive. Suivant l'approche propo

sée par Razumikhin (voir le chapitre I), supposons qu'il existe une classe de fonctionnelles cp 

solutions de (III.ll) telles que: 

IIV(cp(t- s))ll < q IIV(cp(t))ll, SE [0, Tsup], q > 1. (III.36) 

L'inégalité: 

cp(t- s)T Pcp(t- s) < qcp(tf Pcp(t), (III.37) 

est alors vérifiée. 
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En régime de glissement, les solutions rPt sont régies par l'équation suivante : 

r 

~(t) = Lhi(rPt) {(Am- Ai12K)cp(t) + (Adm- Adi12K)cp(t- T)}. 
i=l 

Pour simplifier notre démonstration, nous utilisons les notations : 

r 

Ars L hi( rPt)(Aill - Ai12K), 
i=l 

r 

AdTS L ~(c/Jt)(Adill- Adil2K). 
i=l 

La dérivée de V le long des solutions cp s'écrit donc : 

En utilisant l'inégalité suivante : 

et la propriété (III.36), nous obtenons finalement que : 

Ainsi, s'il existe un réel q > 1 tel que : 

[ 

Z'[P+ PZi +qP 

NTP 
t 

PN·] z < 0, i E Ir, 
-P 

pour Zi = Ai11 - Ai12K, Ni = Adill - Adi12K, alors cela implique que 

(III.38) 

(III.39) 

est une matrice définie négative. Le système réduit (III.ll) est donc asymptotiquement stable 

pour T ~O. 

En multipliant à droite ct ii ga uchc par [ : ~ ] , avec S = p-l, nous obtenons 1 'équivalence 
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de (III.39) avec : 

(III.40) 

Finalement, en utilisant le changement de variable W = KS, (III.40) est équivalent à : 

[ 
Xi +X[ + qS Mi l . 

h(q) = < O,z E Ir, 
MT -S z 

(III.41) 

Par continuité des fonctions q f----t h(q), si la contrainte (III.32) est satisfaite, alors il existe un 

réel q > 1 tel que (III.41) le soit aussi. La preuve en découle. • 

III.6.2 Spécification du taux de décroissance 

Nous pouvons déduire des résultats précédents une technique de commande qui assure la 

stabilisation exponentielle du système en régime de glissement. Ces résultats dérivent, comme 

dans la partie III.5, de l'analyse de la stabilité de y1 = eat z1 ( t) lorsque le système est en régime 

de glissement. L'état YI est alors régi par : 

r 

YI = L hi(Yt)((Am - Ai12K + aln)Yl (t) + (Adill - Adil2K)ear YI(t- T(t))). 
i=l 

Bien entendu ces résultats n'augurent en rien du comportement du système initial (III.1) sauf 

si le diffeomorphisme est linéaire. 

Théorème 111.5 Considérons le système (III.ll) avec un retard T variant dans le temps. 

Soient A E IR nxn une matrice stable et P E IR mxm une matrice symétrique définie positive 

qui vérifie l'équation de Lyapunov: ATP+PA =-!.Si les hypothèses A III.l à A III.6 sont 

vérifiées, s'il existe S E IR (n-m)x(n-m) une matrice symétrique définie positive, une matrice 

W E IR mx(n-m) et deux réels a> 0,17 > 1 tels que la contrainte suivante soit vérifiée : 

(III.42) 

alors la commande (III.33} rend la surface (III.lO} stable et globalement attractive en temps 

fini. Le point d'équilibre x= 0 du système (III. 11) est exponentiellement stable (en e-at) pour 



ln( ry) 
toute valeur du retard T < --. 

- Œ 
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Preuve. Nous omettrons la preuve, qui procède de la même démarche que celle du théorème 

(III.2). • 

III.6.3 Stabilisation asymptotique dépendante du retard 

Comme dans la partie III.5, mais ici dans le cas de retards non constants, il peut être 

intéressant de déterminer des lois de commande qui assurent la convergence asymptotique du 

système jusqu'à une borne maximale de variation du retard. 

Théorème III.6 Considérons le système (III. li) avec un retard T variant dans le temps. 

Soient A E IR nxn une matrice stable et P E IR mxm une matrice symétrique définie posi

tive qui vérifie l'équation de Lyapunov: ATP+PA = -J. Si les hypothèses A III. l-A III.6 sont 

vérifiées, s'il existe S,M1,M2 E IR(n-m)x(n-m) trois matrices symétriques définies positives, 

une matrice W E IRmx(n-m) et a 1,a2 deux réels positifs tels que le problème d'optimisation 

suivant: 

soumis à: 

[ 
M1 X·] 1 

> 0, i E Ir, 
xr s t 
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1 

T-1((Xi +Yi)+ (Xi+ Yi)T + 28) 

. yT 
1 

yT 
1 

Yi 1 0 < 0, i E Ir, 

-Ts 0 
(III.43) 

ait une solution, alors la commande (III.33} rend la surface stable et globalement attractive en 

temps fini. Le point d'équilibre x = 0 du système (III.11) est asymptotiquement stable pour 

toute valeur du retard T ::; T max. 

Le gain K de la surface (III.l 0) est alors calculé par K = W s-1. 

Remarque 111.10 (Cas des modèles incertains) D'une manière analogue à la partie pré

cédente, la connaissance des valeurs des fonctions de pondération n'est pas forcement nécessaire. 

Nous pourrions ainsi développer des commandes par modes glissants qui ne dépendent ni du re

tard ni des jonctions de pondération. 

La preuve s'effectue en trois temps comme pour la preuve du théorème III.l. Nous ne 

reviendrons pas sur la preuve de la convergence en temps fini sur la surface ainsi que sur le 

problème de l'échappement en temps fini. Seule la preuve de la stabilité du système réduit 

diffère fondamentalement. 

Stabilité du système réduit 

Preuve. Choisissons une fonction de Razumikhin V(z1) = zf Pz1, comme pour la preuve 

du théorème III.4, et la famille de fonctionnelles cjy solutions de (III. li) vérifiant (III.36) et donc 

(III.37) et en régime de glissement (III.38). En utilisant la formule de Leibnitz, nous avons : 

t 

~(t) =(Ars+ Adrs)c/Y(t)- AdTS j ~(s)ds, 
t-T 

t 

~(t) = Ars4J(t)- AdTS j Ars(s)cjy(s) + Adrs(s)4J(s- r)ds, 

t-T 

La dérivée de (III.35) le long des solutions de (III.l6) et vérifiant (III.37) nous mène à : 

t t 

V=c/YT(E[sP+PEts)c/Y-24JTPAdTS j Ars(s)cjy(s)ds-2cjyTPAdTS j Adrs(s)4J(s-r)ds. 

t-T t-T 

(III.44) 
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En utilisant les deux inégalités suivantes : 

- 2if7 P Aors ,l Ars( s )4>( s )ds < if>" ( t) P Aor s (l Ars ( s) r 1 A j:8 ( s )ds) A'J:rsPif>( t) 

t 

+ J cpT(s)Pcp(s)ds, 
t-T 

- 2.pT P Aors ,l AdTs ( s) 4>( s - T )ds < .pT ( t )P Aor s (l Aor s ( s) r 1 A;J;,8( s )ds) A'J:r sPif>( t) 

t 

+ J cpT (s- r)Pcp(s- r)ds, 
t-T 

ainsi que la propriété (III.37), nous obtenons une borne de la dérivée de V : 

V :S cpT(t)[(ET P + PE + 2qrP 

+ P Aors (l Ars(s)r1 A~8(s)ds) A;J;,8 P 

+ P A.rrs (l Aors(s)r1 A'J:r8 (s)ds) A'J:r8 P)].p(t). 

Si nous supposons qu'il existe une matrice M1 E 1R (n-m)x(n-m) symétrique définie positive 

telle que 

avec S =p-I, ou d'une manière équivalente : 

(III.45) 

alors : 
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Il est donc possible de calculer une borne de (JLTArs(s)P-1A~8 (s)ds): 

t 

j Ars(s)P-1 A~8(s) < 2rM1, 
t-T 

et 

t 

j <FPAdrsAdrs(s)P-1AJrs(s)AJrs<Pds < 2r</JTPAdrsMIAJrsP</J. 

t-T 

De même, si nous supposons qu'il existe une matrice M2 E lR (n-m)x(n-m) symétrique définie 

positive telle que 

(III.46) 

alors 

Une borne supérieure de la dérivée de V est donc donnée par: 

Ainsi, s'il existe un retard T max, un réel positif q > 1, trois matrices P, M1, M 2 symétriques 

définies positives et une matrice W vérifiant les inégalités (III.45) (III.46) telles que 

(III.47) 

soit définie négative, alors la solution nulle du système réduit est asymptotiquement stable pour 

tout retard T :::; T max· Afin d'obtenir des critères exploitables, supposons qu'il existe deux réels 

o1 et 02 positifs tels que 
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alors en multipliant à droite et à gauche parS et en utilisant le lemme de Schur, nous obtenons 

que l'inégalité (III.47) est équivalente à : 

1 

T-1(SET +ES+ 2qS) 

SAJrs 

SAJrs 

AdrsS AdrsS 1 
-yS 0 <0. 

0 _!!:2.S 
2 

(III.48) 

Par substitution, nous pouvons alors montrer que la contrainte (III.43) implique l'inégalité 

(III.48). • 

III. 7 Exemples et comparaisons 

Dans cette section, nous présentons des applications numériques des différents théorèmes 

proposés dans ce chapitre. Nous avons choisi trois exemples qui mettront en valeur les diffé

rentes possibilités de notre approche. Les deux premiers exemples représentent des systèmes 

linéaires à retard perturbés par des incertitudes paramétriques. Le dernier exemple considère la 

stabilisation d'un système non linéaire à retard. Le choix des deux premiers exemples tient au 

fait qu'il n'existe que très peu d'exemples de stabilisation de systèmes non linéaires. Nous avons 

voulu alors comparer nos résultats à ceux de la littérature concernant la commande robuste. 

Exemple III.2 (système linéaire perturbé, retard constant) Soit le système suivant: 

i:(t) =(A+ ~A)x(t) +(Ad+ ~Ad)x(t- T) + Bu(t), (III.49) 

- ~A, llAd reprt>scntent des perturbations paramétriques qui dépendent du temps. 
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- Le système est déjà mis sous forme régulière. 

Nous nous sommes intéressés à la stabilisation exponentielle du système (III.49) en fixant 

a= 0.5. Les résultats obtenus sont donnés dans la table III.l. 

TAB. III.1: Récapitulatif des différents résultats pour l'exemple (III.49) 

f3sup êsup T 

0 0 4.2 
0 0.2 4.1 
0 0.5 3.9 
0 1 3.5 
0.2 0 3.4 
0.4 0 2.9 
0.6 0 2.6 
0.8 0 2.4 
1 0 2.3 
1 0.8 2.2 
1 1 2 

Les comparaisons avec [131] [116] sont difficiles à effectuer car ces résultats sont basés sur 

les mesures de matrice. Effectivement, sauf pour des cas simples, il est difficile de choisir le 

gain de la surface qui assure la stabilité exponentielle du système pour la plus grande valeur du 

retard possible. 

Quant aux méthodes proposées par [2, 17, 36], celles ci mènent à des critères qui dépendent 

de la résolution d'équations de Riccati. Cependant, celles-ci ne proposent pas de borne pour la 

stabilisation exponentielle de systèmes linéaires à retards. 
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Exemple III.3 (critère dépendant du retard) Reprenons l'exemple II.3 du chapitre II page 

81, 

(III.50) 

- .6-A, .6-Ad représentent des perturbations paramétriques qui dépendent du temps. 

- Le système est déjà mis sous forme régulière. 

- Le système ne peut être stabilisé indépendamment du retard. 

Nous avons comparé nos résultats avec ceux de Li et De Souza [90]. Ils sont résumés dans 

le tableau III.2 : 

TAB. IIL2: Récapitulatif des différents résultats pour l'exemple (IIL50) 

êsup f3sup__ théorème III.1 méthode de [90] 
0.1 0 0.25 0.29 
0.2 0 0.16 0.04 
0.1 0.1 0.2 0.03 

Remarque III.ll Pour des perturbations d'amplitudes assez faibles, nos critères sont moins 

bons que ceux de {90]. Ceci s'explique par le choix des majorations qui sont effectuées pour 

obtenir des résultats exploitables. Effectivement, pour (3 = 0 par exemple, les matrices Adi ne 

dépendent pas des perturbations. La majoration proposée (Eqn. III.28} est alors très mauvaise, 

car les matrices Adi sont toutes identiques. 



128 CHAPITRE III. COMMANDE DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES À RETARDS. 

Exemple 111.4 (système non linéaire) Considérons le modèle suivant avec les perturba

tions inconnues et bornée.s {3(t) et j(t) : 

1 :3 
2 1 0.5 0 

0~2~ x(t- T) x(t) = 1 + sin(x3(t)) 1 ] x(t) + 1 0 1 

1 x~(t) + 1 -0.2 -0.5 
(III.51) 

1 0 l 1 ~(t)x!(t) 1 + 0 u(t) + -0.5{3(t)xl(t- T) , 

1 j(t) 

avec 0 ~ {3(t) ~ 2, et j(t) E [-1, 1] est une fonction bornée du temps (f(t) = cos(lOOt) pour la 

simulation). 

- Le système est déjà mis sous forme régulière. 

- Nous pouvons transformer le système (III.51) car le premier sous-système satisfait les 

conditions requises, même si le système original ne peut pas être mis sous forme polyto

pique à cause de la présence du terme (x~(t) + 1) x3(t). 

- Les différentes matrices utilisées pour transformer le système (III.51) en un système mis 

sous forme polytopique (III.3) sont les suivantes : 

Basée sur un algorithme d'optimisation LMI, la figure (III-1) montre la relation entre le choix 

de a et la valeur maximale du retard. Les deux cas ont été considérés : un retard constant et 

connu, (utilisation d'une fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii) et un retard de valeur inconnue 

et variant dans le temps (utilisation d'une fonction de.Lyapunov-Razumikhin). 
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ocas d'un retard constant 

111 cas d'un retard variable 

0,5 0,7 

alpha 
1 ,25 1,5 

FIG. III-1: Exemple III.4 : taux de décroissance a en fonction du retard Tmax 

Considérons le choix particulier d'un taux de décroissance a= 0.5 et supposons que le retard 

est constant et connu. En appliquant la commande (III.13) du théorème III.1, nous prouvons 

que la solution nulle du système (III.51) est asymptotiquement stable pour T :S T max = 0.9. Les 

coefficients de la surface sont alors déterminés par : 

K = [ 0.496 3.04 ] . (III. 52) 

Les simulations de la figure (III-2) ont été obtenues en utilisant un retard T = 0.8 secondes, 

des conditions initiales x(t) = [1,1,-1jT pour tE [-T,O], un algorithme d'intégration d'ordre 

5 et un pas d'échantillonnage de 10-3 secondes. Approximativement, la surface est atteinte en 

0.2 secondes. Cependant, le système (III.51) est en régime de glissement seulement 0.8 secondes 

plus tard. Une fois en régime "autonome", l'équilibre x = 0 est atteint en 2.5 secondes, ce qui 

correspond au choix du taux de décroissance a = 0.5. Finalement, le système est stabilisé en 

~ 3 secondes malgré un retard de T = 0.8. 

Remarquons qu'il existe un phénomène de réticence d'amplitude 2.2 sur la commande( voir 

figure (III-3)). 
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FIG. III-2: Exemple III.4: Simulation de (IIL51), (III.13) avec m 1 = 1, A= -1 , T = 0.8 

0 2 
t 

4 6 

FIG. III-3: Exemple III.4: zoom de la commande u(t) 

Afin d'évaluer le conservatisme lié à notre commande, nous avons choisi de simuler le système 

(III.51) avec comme condition initiale [5, 5, 5]. La surface est alors atteinte en 0.67 secondes. Le 

système est en régim€ de glissement au temps 1.47 secondes. La figure (III-4) montre la réponse 

du x3(t), et la courbe exponentielle de décroissance garantie 0.5. 

Le système est bien exponentiellement stable, mais pour une constante de temps beaucoup 

plus grande. 

Remarque 111.12 Les commandes basées sur des modèles non linéaires sur anneau (1 02} pour

raient rejeter la perturbation, mais seulement dans le cas d'un retard connu et constant. 
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8 

FIG. III-4: Exemple III.4 : Simulation de Z3 de (III.51), (III.13) avec m1 = 2, A= -1 , T = 0.8 
et de la courbe exponentielle de taux 0.5. 

III.8 Extension au cas général 

Nous proposons dans cette partie de généraliser les résultats à des systèmes non linéaires, 

qui ne peuvent pas forcément se mettre sous une forme polytopique. 

111.8.1 Préliminaires et données du problème 

Nous considérons la stabilisation du point d'équilibre z = 0 d'un système non linéaire à 

retard sur l'état par une technique de modes glissants. Nous supposerons que le système est 

mis sous forme régulière c'est-à-dire sous la forme (III.5) : 

(III.53) 

où G!}(z) est une matrice non singulière qui ne dépend pas du retard, z1 E lR n-m, z2 E lR m, 

u représente la commande. 

Les hypothèses sur le système (III.53) sont les suivantes : 

A III. 7 Le premier sous-système s 'écrit : 

On se limite donc ici à des retards ponctuels. Une extension devrait être possible sur la base de 

{58}. 
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A 111.8 Il existe deux réels positifs L1 et L2 tels que 

A 111.9 Il existe une fonctionnelle t.p : C ---> IR n telle que la solution z1 = 0 du système : 

z1 (t) = ff(zlt, <p(zit), t.p(zlt-T)) (III.54) 

soit asymptotiquement stable. Associé au système {111.54), il existe une fonctionnelle de Lyapunov

K rasovskii : 

0 

V2 = w(z1) + j l(zt(B))de, 

-T 

telle que la dérivée de V le long des trajectoires de (111.54) soit définie négative. 

A 111.10 Il existe des réels strictement positifs a1, a2, Œ3 tels que 

A 111.11 La perturbation vérifie une condition de bornitude, c'est-à-dire: 

Remarque 111.13 L'hypothèse 111.10 est souvent appelée condition de croissance et est tou

jours vérifiée si w est une fonction polynomiale homogène de z1 (voir [100}). 

Remarque 111.14 Si le système considéré est linéaire, alors toutes ces hypothèses sont véri

fiées. 

Le système en entier peut donc s'écrire : 

{ 
z1 = ff(zit,t.p(zit),<p(zlt-T)) + ff(zlt,Z2t)- ff(zit,<p(zit),<p(zlt-T)) 

z2 = ff'(zlt, Z2t) + G~(z)u(t) + pR(zt), 

Afin de construire une commande à structure variable, choisissons une surface : 

s(z) = z2- <p(zlt) = 0, 

(III.55) 

(III. 56) 
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alors sa dérivée le long des trajectoires de (III.55) s'écrit : 

Nous choisissons une commande de la forme: 

u(t) = -Gf(z)-1(ff(zlt, Z2t)- cp(zlt) + msign(s)), (III.57) 

avec 

m=p+E,E>O 

111.8.2 Stabilisation asymptotique 

Le théorème qui suit propose une commande par modes glissants qui assure la stabilisation 

asymptotique robuste du système (III.53) pour toute valeur du retard T > O. 

Théorème III. 7 Soit le système (II/. 53) avec un retard constant T > O. Si les hypothèses 

AIII.1 à AIII.11 sont vérifiées alors avec la commande (II/.51), la surface s(z) = 0 (III.56) 

est attractive en temps fini et le point d'équilibre z = 0 du système (II/.53) est globalement 

asymptotiquement stable pour toute valeur du retard T >O. 

Preuve. La preuve s'effectue en deux parties. 

Premièrement, nous montrons que la surface est attractive en temps fini. Ainsi, sur la surface 

s = 0 (Eqn. III.56), le système est globalement asymptotiquement stable. Ensuite, nous nous 

assurons que le système ne peut pas s'échapper en temps fini. 

Montrons tout d'abord que la surface est attractive : 

Soit la fonction suivante : 

1 T 
Vi= 2s s, 

Sa dérivée le long des trajectoires de (III.55) s'écrit ainsi : 
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Nous pouvons alors majorer Vi par 

Vi <-EsT sign(s). 

Cette dernière inégalité suffit à prouver la convergence en temps fini du système (III.5) sur la 

surface (III.56) [143]. 

Sur la surface s(z) = 0, le système réduit est régi par l'équation (III.55) et le point d'équilibre 

z1 = 0 est asymptotiquement stable. Cependant, entre le temps initial et le temps d'établisse

ment du régime glissant, le système peut s'échapper en temps fini. Pour prouver qu'il n'en est 

rien, nous choisissons une fonctionnelle de Lyapunov suivante : 

V=V2. 

Sa dérivée le long des trajectoires de (III.55) s'écrit : 

dw(zl) { J.f(zlt,cp(zlt),cp(Zlt-r)) } 

dz1 +J.[l(zlt,z2(t),z2(t- r))- J.f(zlt,cp(zlt),cp(zlt-r)) 

+l(z(t)) -l(z(t- r)), 

K(zlt) + ~(zl) {Jf(zlt, z2(t), z2(t- r))- Jf(zlt, cp(zlt), cp(ZH-r))}, 
Zl 

avec K(zlt) = ~~:1) {J.f(z1t, cp(zlt), cp(zlt-r))} + l(z(t)) -l(z(t- r)). Finalement nous avons 

Or comme l'hypothèse AIII.8 est vérifiée, nous avons 

Kous obtenons que : 
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Suivant la méthode proposée par [100], si nous supposons que l'hypothèse AIII.10 est vérifiée, 

alors il vient que : 

Finalement, nous obtenons que : 

Comme s converge en temps fini vers zéro, alors il existe une constante so qui dépend des 

conditions initiales, telle que 

Nous avons alors 

avec {3 ~ so ( "~;3 ) (LI+ L2). 

Cette dernière inégalité nous assure que V2 ne peut pas s'échapper en temps fini, ce qui 

conclut la preuve. • 

Remarque 111.15 Comme la surface et la commande équivalente dépendent du retard, il nous 

est nécessaire de connaître sa valeur pour implanter la commande (III.57). 
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III.8.3 Exemple 

Exemple 111.5 Soit le système suivant : 

Soit la surface 

i1 = z2(t) + z1(t- r) 

Z2(t) = Zl (t)z2(t) + zr(t- r) + zÎ~l Z3(t) 

Z3(t) = Z1 (t- 7) + Z1(t)z2(t) + u(t) + p(t), 

avec p(t) = sin(lüt). 

avec k1 et k2 deux réels à déterminer. Sur cette surface, le système réduit est régi par : 

Si nous choisissons comme valeurs pour k1 et k2 

(III. 58) 

alors en choisissant une fonctionnelle de Lyapunov V2 quadratique, il est aisé de montrer que 

le système réduit est asymptotiquement stable pour toute valeur du retard r. Ainsi, puisque les 

hypothèses AIII. 7-AIII.ll sont vérifiées, par le théorème III. 7, la commande (III. 57) assure 

la stabilisation asymptotique globale du système (III. 58}. Pour la simulation de la figure III-5 

et III-6, nous avons choisi des conditions initiales constantes égales à z(t) = [1; -1; -1], un 

retard T de 1 seconde, un gain m = 3 et un algorithme d'intégration d'ordre 5 avec un pas 

d'échantillonnage de 0.001 seconde. 

Remarque 111.16 Lorsque nous supposons que le retard est mal connu, en simulation, le sys

tème (III.58) reste asymptotiquement stable pour toute valeur du retard implanté compris entre 

[0; 2]. Cependant, cela mériterait une plus ample investigation. 

Remarque 111.17 La technique de stabilisation que nous avons proposée est une stabilisation 

dépendante du retard, et repose essentiellement sur l'existence d'une fonctionnelle de Lyapunov

Krasovskii pour le système en régime glissant. D'une manière analogue, nous pourrions utiliser 

une fonction de Lyapunov-Razumikhin, et proposer un résultat similaire. 
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FIG. III-5: Exemple III. 5 simulation de (III.58}(1II.57) avec un retard de valeur constante 
égale à 1 seconde 
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FIG. III-6: Exemple III.5 :portrait de phase. 



138 CHAPITRE III. COMMANDE DES SYSTÈMES NON LINÉAIRES À RETARDS. 

III. 9 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons présenté une technique systématique pour construire des lois 

de commande par modes glissants pour une classe de systèmes non linéaires à retards. Plusieurs 

cas ont été étudiés suivant que le retard est constant (partie III.5) ou variant dans le temps 

(partie III.6). Pour chacun de ces deux cas, trois possibilités de commandes discontinues ont été 

présentées : stabilisation indépendante du retard, stabilisation exponentielle du système réduit, 

et stabilisation dépendante du retard. Ces commandes sont relativement faciles à implanter, car 

les calculs des différents paramètres sont effectués grâce à un algorithme d'optimisation convexe. 

A travers trois exemples, nous avons montré que ces commandes permettaient d'améliorer 

sensiblement la robustesse du système à retard vis-à-vis de perturbations paramétriques ou 

exogènes, €t vis-à-vis du retard. Cependant, pour pouvoir déterminer des critères systématiques 

et exploitables, un certain nombre d'approximations ont été effectuées, qui introduisent de ce 

fait un conservatisme (voir remarque III.7). C'est pourquoi, nous proposons une technique de 

commande par modes glissants qui assure la stabilisation du point d'équilibre z = 0 pour des 

systèmes non linéaires plus généraux (partie III.8). 

Les perspectives inspirées par ce chapitre sont les suivantes : 

Réduire ce problème par l'utilisation d'autres types de surfaces, comme des surfaces non li

néaires et dépendantes du retard s(z) = z2(t) + :z::::=l hi(zt)zl(t). 

Développer de nouveaux critères de stabilité du système réduit, en choisissant des fonction

nelles de Lyapunov qui dépendent des fonctions de pondération hi. 

D'une manière plus générale, tous les résultats proposés dans ce chapitre reposent sur la trans

formation du système original en une forme plus adaptée à la synthèse d'une commande 

par modes glissants. Cependant, pour ce faire, il est nécessaire que le champ de commande 

ne dépende pas des états retardés. Effectivement, dans ce cas, nous ne pouvons pas utiliser 

le théorème de Frobénius pour calculer le difféomorphisme (voir Annexe B). Récemment, 

des outils de géométrie différentielle comme la dérivée de Lie retardée [50, 51] ont permis 

la linéarisation entrée-sortie de systèmes non-linéaires à retards. L'idée serait de prouver 

qu'il existe (ou non) un théorème analogue au théorème d'intégrabilité pour une distri

bution involutive. Ainsi nous pourrions alors généraliser notre étude au cas d'un champ 

de vecteur fonctionnel. 



Chapitre IV 

Effet d'un retard pur sur un système 

commandé par modes glissants 

Dans les deux chapitres précédents, nous avons considéré la commande par modes glissants 

des systèmes à retards sur l'état. La stabilisation par commande discontinue nous a permis 

d'améliorer la robustesse vis-à-vis de perturbations ou d'incertitudes sur la valeur du retard. 

Par contre, des exemples simples montrent que la présence d'un retard sur l'entrée ne permet 

plus d'assurer l'attractivité de la surface choisie compromettant ainsi la stabilisation du sys

tème original. Le but de ce chapitre est d'estimer l'évolution des comportements d'un système 

dynamique commandé par modes glissants et soumis à un retard sur l'entrée. Ce chapitre est 

divisé en deux parties. La première est consacrée aux systèmes linéaires, tandis que la seconde 

s'intéresse aux systèmes non linéaires mono-entrée. 

IV .1 Cas des systèmes linéaires 

IV.l.l Modèle considéré et position du problème 

Nous considérerons dans cette partie le cas d'un modèle linéaire, qui a été mis sous une 

forme régulière. 

(IV.l) 

139 
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OÙ ZI(t) E Rn-m, Z2(t) E Rm, An E JR(n-m)x(n-m), .ril2 E JR(n-m)xm, A21 E Rmx(n-m), 

A22 E lR mxm, B2 E 1R mxm sont des matrices constantes, v(t) E lR m représente la commande. 

Les hypothèses sur le système (IV.1) sont les suivantes : 

A IV .1 La matrice B2 est carrée inversible. 

A IV.2 (An,A12) est une paire de matrices commandable. 

Remarque IV.l {143} L'hypothèse classique AIV.2 nous permet de déterminer une surface 

de glissement qui assurera la stabilisation du système réduit (en z1 ( t)) et donc du système en 

entier. 

Afin de construire une commande par modes glissants, nous considérons la surface suivante: 

s(z) =z2+Kz1 = 0, 

le gain K étant déterminé de façon à ce que le système réduit : 

soit asymptotiquement stable. 

Le calcul de la dérivée de s nous donne : 

2 

s L(A2i + KAii)zi(t) + B2v(t), 
i=l 

avec 

2 

Veq = B21 l:CA2i + KAli)zi(t). (IV.2) 
i=l 

En appliquant la méthode proposée par Utkin [132], nous choisissons une commande par 

modes glissants de la manière suivante : 

_ 1 Ps(t) 
v(t) = -mB2 IIPs(t) Il - Veq(t), (IV.3) 
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et nous avons alors : 

. Ps(t) 
s = -miiPs(t)ll. 

Remarque IV.2 La fonction V = sT Ps est une fonction adéquate pour prouver que la com

mande rend la surface globalement asymptotiquement stable et attractive en temps fini. 

Cependant une question pratique se pose pour la réalisation d'une telle commande. Quels 

sont les changements de comportements du système (IV.l)(IV.3) lorsque la sortie ou la com

mande est retardée? Par exemple, on peut considérer que les capteurs ne peuvent donner une 

information instantanée, c'est-à-dire, d'une manière générale : 

y(t) = h(z(t- T)), 

où T > 0 est un retard qui n'est pas forcément constant. 

Dans ce chapitre, nous supposerons que l'état retardé 

z(t- T), 

(IV.4) 

est reconstructible par l'intermédiaire de capteurs, d'une approximation numérique ou via un 

observateur (voir [118] dans le cas non retardé, ou (51] dans le cas retardé). 

La commande injectée au système (IV.3) est donc: 

_ 1 Ps(t- T) 
v(t) = -mB2 ( IIPs(t _ T)ll)- Veq(t- T), (IV.5) 

avec Veq défini en (IV.2). Le calcul de la dérivée de s devient alors : 

. Ps(t-T) 
s = ~(t)- m IIPs(t- T)ll' 

2 

avec ~(t) = L: (A2i + K Ali)(zi(t)- zi(t- T)). 
i=l 

Pour montrer les effets du retard sur le changement de comportement du système en régime 

de glissement, choisissons l'exemple simple ci-dessous : 
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Exemple IV.l Soit le système suivant: 

i(t) ~ 1 ~
2 

: ~ ] z(t) + 1 ~ ] v(t), (IV.6) 

y(t) = z(t- T) 

Un placement de pôles du système réduit en -2 et -1 nous permet de déterminer la surface : 

s(z) = z2(t) + [ 0 3 ]z1(t) =O. 

Si nous choisissons pour la simulation un retard de 0.2, nous obtenons les courbes décrites Fig. 

(IV-1). Le système (IV.6) ne converge pas vers la surface s(z) = 0 mais reste dans un voisinage 

de celui-ci. De même, l'état ne converge pas vers z = 0, mais oscille autour de l'origine. 

2§ 4§'. 0 2 •••.• : .••.. . . . 
'N ~ • . • 
~ 0 . . . 
4 ~ 

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 

20~ 
. . . . . . 10 •....•... 

i 0 • : : 

. . . 
·10 

-6 •• • •• r •• • •• 

·10U-~-~~--' 

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 

i?:~::: . . . 
"-50 

0 5 10 15 20 

FIG. IV-1: Exemple (IV.1) :Simulation du système (IV.6) (IV.5) avec T = 0.2, m = 10. 

Le but de cette partie est d'évaluer les conditions sous lesquelles un système commandé 

par (IV.1) (IV.5) admet un domaine attracteur autour de s(z) = 0, c'est-à-dire d'estimer le 

domaine attracteur et le cas échéant le domaine des conditions initiales (c.f. figure IV-2). 
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0 5 
temps (secondes) 

FIG. IV-2: Estimation du domaine des conditions initiales et du domaine attracteur 

IV.1.2 Estimation du domaine attracteur 

Théorème IV.l Considérons le système (IV.l) commandé par (IV.5), avec un retard T > 0 

constant. Si les hypothèses AIV.1-AIV.2 sont vérifiées, si la condition suivante : 

(IV.7) 

alors pour des conditions initiales appartenant à Dini défini par : 

n 1 T /32 j (1 - T ( ~)) 
Dini = { z(t) ER , s(z) Ps(z)- - 2 < 1 w 4 }, 

ro -T--..-
2 {P 

(IV.8) 

le système (IV.l} commandé par (IV.5) converge vers le domaine attracteur Doo : 
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Preuve. Considérons la fonction suivante : 

La dérivation de (IV.9) le long des trajectoires de (IV.l) (IV.5) nous donne : 

· T [ Ps(t-r)] 
VI= 2s p ~(t)- miiPs(t- r)ll ' 

or, d'après la formule de Leibnitz, nous avons l'inégalité suivante : 

t 

s(t) = s(t- r) + j s(w)dw 
t-T 

t 

= s(t-r)+ j (~(w)-mll;;~:=~~~~)dw. 
t-T 

En remplaçant l'expression de s(t) dans celle de Vi(t), nous obtenons l'égalité suivante: 

Vi = 

c'est-à-dire : 

Vi. 2 T( - )PA()- 2 sT(t- r)P2s(t- r) 
1 - s t T ~ t m IIPs(t- r)ll 

+2 (l ( L'.(w)- m
11
::i: = ~~~~) dw) T PL'.(t) 

(ft ( Ps(w-r)) )T Ps(t-r) 
- 2m :_T ~(w)-miiPs(w-r)ll dw PIIPs(t-r)ll" 

(IV.9) 

La fonction Veq (IV.2) est localement lipschitzienne par rapport au temps, alors il existe une 
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constante L > 0 telle que la fonction .6. ( t) vérifie : 

IID.(t)ll < LT. 

Grâce à cette inégalité, nous pouvons alors majorer l'expression suivante : 

(l ( Ll(w)- m ~~~:~: = ~l 11 ) dw) r PLl(t) s; IIPII (L2
r

3 + mLT
2

), 

et de la même manière : 

(ft ( Ps(w-T)) )T Ps(t-T) 
-m -r D.(w)- m IIPs(w- T)il dw p IIPs(t- T)il 

< m 1/PI/ LT2 + m2 IIPI/ T, 

Ainsi, il nous est possible de déterminer une majoration de la fonction Vi de la façon suivante : 

T sT(t-T)P2s(t-T) 
2s (t- T)PD.(t)- 2m IJPs(t _ T)l/ 

+2IIPII (L2T3 + mLT2
) + 2m IIPII LT2 + 2m2 IIPII T, 

ou encore: 

. l 
V1 ~ -wV? (t-T)+ /3, 

Notons 
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alors: 

y( t) 

~y(t- T) 
y(t) < -(3 2 1 . 

(1 + (~y(t- T) + 1)2) 

Or nous avons l'égalité suivante : 

y 1 1 y2 
__ .:.....__, - -y - - ---'----:;--
1+(1+y)~- 2 2(1+(1+y)~)2 

il vient alors : 

(IV.10) 

Nous pouvons réécrire l'inéquation (IV.10) de la manière suivante en utilisant la formule de 

Leibtniz : 

t 

y(t- T) = y(t)- f iJ(B)dB. 
t-T 

Nous avons alors: 

t 
w2 w2 ;· y(t)::;-
213

y(t) + 
2

(3 y(B)dB, 
t-T 

Or 

f
t w2 ft 1 w4 ft. 

y(B)d() '5:-
2

(3 y(()- T)d() + 2 (33 . y2
(()- T), 

t-T t-T t-T 
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et donc nous obtenons la majoration suivante : 

Par application du théorème de Razumikhin, si nous réduisons l'étude à la classe de fonctions 

y telles que : 

ly(t+s)l<qly(t)l, 'ïlsE[-r,O], 

avec q > 1, alors nous obtenons l'inégalité suivante : 

(IV.ll) 

Si l'inégalité 

2 
est satisfaite alors il existe un q1 > 1 tel que ( -1 + rq1 ~!3 ) < 0, ce qui implique la stabilité 

asymptotique locale du point d'équilibre Yel· De la même manière, pour q > 1, les ensembles 

définis par 

n 1 T {321 (1 - Tq ( ~;)) 
Dini(q) = {z(t) ER , s(z) Ps(z)- - 2 < 

1 
w 4 }, 

W 2Tq2ïJ'I 

sont des ensembles emboîtés décroissants. Si pour des conditions initiales (IV.8), les trajectoires 

du système converge vers le domaine attracteur défini par D 00 alors, il existe un réel q1 > 1, 

tels que l'inéquation (IV.ll) soit vérifiée. • 

Ce premier théorème nous a permis d'établir des conditions locales, pour lesquelles les 

trajectoires d'un système linéaire commandé par modes glissants et soumis à un retard de 

mesure ou de commande, convergent vers un domaine d'attraction situé autour de la surface 

de glissement. Le prochain théorème propose une estimation du domaine d'attraction pour le 

premier sous-système en z1. 
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Théorème IV.2 Soit le système (IV.l} commandé par (IV.5) avec un retard T, si les hypo

thèses AIV.l-AIV. 2 sont satisfaites, si la condition (IV. 7) est vérifiée et s'il existe une solution 

définie positive Q à 

(IV.l2) 

avec a> 0, alors le premier sous-système converge vers un domaine attracteur défini par : 

pour des conditions initiales appartenant à Dini. 

Preuve. Choisissons la fonction suivante : 

La dérivée de V2 le long des trajectoires de (IV.l) (IV.5) s'écrit : 

en utilisant l'inégalité suivante : 

nous obtenons une borne sur la dérivée de V2 : 

avec Vi = sT (t)Ps(t). Ainsi en utilisant le théorème IV.l, nous obtenons la majoration suivante: 

En supposant que l'équation de Riccati (IV.12) est vérifiée, nous obtenons finalement l'inégalité 

suivante : 
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ce qui permet de conclure. • 

IV.2 Cas des systèmes non linéaires 

IV.2.1 Modèle considéré 

Soit un système non linéaire mono-entrée. Pour simplifier notre étude, nous allons considérer 

que ce système a été mis sous forme commandable, c'est-à-dire : 

{ 

dxi = xi+I, Vi= 1 ... (n- 1), 

~n = f(t,x) + g(t,x)u, 

Nous utiliserons les hypothèses suivantes (la première pouvant être affaiblie) : 

A IV .3 La fonction gain g( t, x) est constante et égale à g. 

A IV.4 la Jonction f est bornée: if(t,x)i <Mt· 

Nous choisissons une hypersurfaceS décrite par l'équation suivante : 

n-1 

s(x) = Xn + Laixi = 0, 
i=l 

(IV.13) 

(IV.14) 

avec les coefficients ai choisis de telle manière que ao + a1 x + ... + xn soit un polynôme de 

Hurwitz. S'il n'y avait pas de retard, nous appliquerions une commande par modes glissants : 

u(t) 

Ucq(t,x(t)) 

k . 
- Ueq(t,x(t))- -s1gn(s(t)), 

g 

- -H~ a; x,+!< t) + t(t, x( t))) , 
telle que s = -ksign(s), avec k >O. 

(IV.15) 

(IV.16) 

Comme uous ne pouvons mesurer instantanément l'état à l'instant t, (IV.15) devient 

u(t) = Ueq(t, x(t- T))- ~ sign(s(t- T)). 
g 

(IV.17) 
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IV.2.2 Estimation du domaine attracteur 

Théorème IV.3 {domaine d'attraction) {29}Considérons le système (IV.13) commandé par 

(IV.17) avec un retard r > 0 constant. Si les hypothèses AIV.3-AIV.4 sont vérifiées ainsi que: 

(k + gMr) 2 

2 (k _ gMr) - (k- gMr) > 0, (IV.l8) 

alors pour des conditions initiales appartenant à I défini par : 

l= xE1Rn:js(x)-2V2 j<V2 00 
, { 

2 211,: -ar} 
00 00 2V00 +ar 

où a= k-gMr, le système (IV.13) commandé par (IV.17} converge vers le domaine attracteur 

Roo défini par : 

avec V00 

{xE lRn: s2(x(t)) < 2V!}, 
T(k+ gMr) 2 

(k-gMr) ' 

Preuve. Choisissons V(x(t)) = !s2(x(t)). La fonction: 

n-1 n-1 

s(t) .2:aiXi+1(t)- .2:aiXi+1(t- r) 
i=1 i=1 

+ f(t, x(t))- f(t, x(t- r)) 

-ksign(s(t- r)), 

(IV.l9) 

(IV.20) 

(IV.21) 

a un nombre fini de discontinuité ([45][46][47]), alors s(t) = s(t- r) + JL
7 

s(w)dw est vérifiée. 

s( t) 

A(t-T)( ) avec L.l.t Ueq 

g~~t-T) (ucq)- ksign(s(t- r)), 

(u,~q ( t, x( t - r)) - Ueq ( t, x( t))) . 

(IV.22) 

(IV.23) 
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En utilisant : 

V(x(t)) < (•(t- T) +,l S(w)dw) x 

(g~~t-T)(ueq)- ksign(s(t- T)), 

-k is(t- T)i + g~~t-T)(Ueq)s(t- T) 
t 

+g2 J ~~t-T)(Ueq)~Lw-T)(ueq)dw 
t-T 

t 

-gk~~t-T)(ueq) J sign(s(w- T))dw 

t-T 
t 

+k2 J [sign(s(t- T)) sign(s(w- T))]dw 
t-T 

t 

-kgsign(s(x(t- T))) J ~Lw-T)(Ueq)dw. 
t-T 

t 

j [sign(s(t- T)) sign(s(w- T))]dw:::; T, 
t-T 

et si nous supposons que ~~~t-T\ueq)l <MT alors: 

V(x(t)) <(gMT- k))V(x(t- T)) + T(k + MgT) 2
. 

(IV.24) 

(IV.25) 

(IV.26) 

(IV.27) 

(IV.28) 

(IV.29) 

(IV.30) 

(IV.31) 

Notons que si le champ de commande n'est pas constant, il est malgré tout possible d'obtenir 

une inégalité comparable c'est-à-dire : 

V(x(t)) < w)V(x(t- T)) + (3. (IV.32) 

Ainsi, si gMT < k est vérifiée et en notant : V = y + V~, (V~ = T~~~:t~)"t), nous obtenons 

l'inégalité : 

a 
y(t) < --y(t- T) 

2Voo 
ay2(t- T) 

+ 2' 
2V00 ( V00 + jV~ + y(t)) 

a - k-gMT. 

(IV.33) 

(IV.34) 
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En reprenant la démonstration de la preuve du théorème IV.1, nous obtenons : 

t 

J iJ(w)dw < 
t-T 

t 

J _ _!!_y(w- T) 
2Voo 

t-T 

a 2 + 
2
V 3 y (w- T)dw. 

00 

(IV.35) 

(IV.36) 

En utilisant le théorème de Razumikhin, c'est-à-dire en supposant que Jy(t + s)J < q Jy(t)J, Vs< 

0 pour q > 1, nous pouvons majorer Jy(t)J par: 

(IV.37) 

En utilisant le même principe que pour la preuve du théorème (IV.1), nous obtenons ainsi la 

condition de convergence suivante : (2V00 - aT) > 0, c'est-à-dire 

(k+ gMT) 2 
2 (k _gMT) - (k- gMT) > 0, (IV.38) 

pour les conditions initiales : 

(IV.39) 

• 
Remarque IV.3 Lorsque la matrice de commande dépend de l'état et du temps, il est plus 

difficile de calculer son inverse. 

D'autre part, si le système n'est pas mono-entrée, les calculs deviennent beaucoup plus ar

dus sig dépend de l'état et se heurtent à l'inversibilité de g(x, t) . En effet, comme nous ne 

connaissons pas le retard, nous ne pouvons pas calculer l'inverse de g( x( t - T), t - T)). 
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IV.3 Exemples 

Exemple IV.2 Reprenons l'exemple (IV.J). Nous choisissons un gain m = 10. Supposons que 

la valeur du retard est égale à 0.1. Nous pouvons estimer la valeur de L à 45. En appliquant 

le théorème (IV.J) et en choisissant P =In, nous obtenons que le système converge vers un 

domaine de convergence D00 = {z(t) E Rn, s(z) 2 ::::; 25.09}, pour un domaine initial défini par 

Dini = {z(t) E Rn, js(z) 2 - 25.09/ < 203.42}, ce qui correspond bien à la simulation de la 

figure (JV-3}-figure (IV-4), mais avec un certain conservatisme puisque la simulation donne 

environ une oscillation autour de la surface de 4, au lieu de 25.09 pour le théorème IV.J. 

- r -

FIG. IV-3: Exemple IV.2: Simulation de s(z) pour le système (IV.6)-(IV.5) avec T = 0.1, m = 
10. 
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FIG. IV-4: Exemple IV.2: du système {IV.6)-(IV.5) avec T = 0.1, m = 10. 

Exemple IV.3 Application à la commande numérique par modes glissants 

Dans cet exemple, nous allons montrer que ces résultats peuvent s'appliquer pour calculer la 

bande autour de laquelle un système linéaire oscille lorsque celui-ci est commandé numérique

ment par une commande par modes glissants. En effet, supposons que la commande (IV.3) est 

discrétisée avec une période d'échantillonnage de Tech secondes. L'effet d'un tel échantillonnage 

peut être représenté par un retard variant dans le temps, illustré par la figure (IV-5) : 

o~~--~~--L-~--~~--L-~~ 

0 2 3 4 5 6 7 8 9 w 
lerTlJS 

FIG. IV-5: Modélisation d'un bloqueur d'ordre zéro pour Tech= 2 secondes. 
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C'est pourquoi, en pratique, un échantillonneur bloqueur d'ordre 0 de fréquences suffisam

ment élevées peut être approché par un retard pur constant de valeur 
7 ~h (valeur obtenue 

en prenant la moyenne du signal de la figure (IV-5)). D'après la théorie (voir [87, 118] à ce 

sujet), le système oscille autour de la surface avec une précision de l'ordre de o(Tech)· En utili

sant le théorème IV.1, nous retrouvons bien localement ce résultat. Pour illustrer notre propos, 

choisissons un exemple très simple : 

1 
Z1(t) = Z2(t) 

i2(t) = v(t) 

y(t) = z(t- r), 

(IV.40) 

La commande (IV.3) est discrétisée avec une période d'échantillonnage de 0.2 sec. Nous choisis

sons une surface de glissement s(z) = z2 +z1 = 0, un gain k = 5 pour la commande. La constante 

Lest estimée à 5. En appliquant le théorème (IV.1) avec P =In, nous obtenons que les trajec

toires du système convergent vers un domaine de convergence D 00 = {z(t) E Rn,s(z) 2 ::; 3.125}, 

pour un domaine initial défini par Dini = {z(t) E Rn, js(z)2 - 3.125j < 0.8049}, ce qui corres

pond bien à la simulation de la figure (IV-6) . 

... 

. "' 

FIG. IV-6: Exemple IV.3 : Simulation de (IV.40)-(IV.5) avec T = 0.2 seconde, k = 5. 
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IV.4 Conclusion 

Ce chapitre nous a permis de confirmer qu'un retard de capteur (mais aussi, de façon 

analogue, de commande) pouvait altérer le comportement d'un système à retard commandé 

par modes glissants. Pour les systèmes linéaires comme pour les systèmes non linéaires mono

entrée nous avons pu donner les conditions et les bornes pour lesquelles le système à retard 

admet un domaine attracteur autour de la surface de commutation. D'autre part, lorsque le 

système est linéaire, nous avons mis en évidence un domaine attracteur pour le système réduit. 

Enfin, ces théorèmes nous ont permis de retrouver le calcul de la précision sur la surface s (x) = 0 

pour un mode glissant réel d'ordre 1, prenant ainsi en compte le phénomène d'échantillonnage. 



Chapitre V 

Conclusion générale et perspectives 

Dans ce mémoire, nous avons développé des techniques de commande par modes glissants 

pour des systèmes héréditaires. 

- Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés aux différents moyens qui existent 

pour commander ces systèmes : approche temporelle, algébrique, opérateur en dimension 

finie. Nous avons, par ailleurs, rappelé brièvement les principes de la commande par modes 

glissants et comment celle-ci a déjà été utilisée pour stabiliser des systèmes à retards. Il est 

alors apparu que seul le cas de la stabilisation par modes glissants des systèmes linéaires à 

retard constant avait été traité. Ces critères conduisaient alors généralement à des critères 

indépendants du retard. 

- Les chapitres II et III ont été consacrés au développement de commandes discontinues 

pour des systèmes linéaires/ non linéaires à retard sur l'état. En premier lieu, nous avons 

décomposé le système original en deux sous-systèmes. Ensuite, nous avons proposé plu

sieurs types de surfaces. La première surface de commutation ne dépend pas du retard 

et permet alors de stabiliser le système de manière robuste vis-vis du retard constant, 

ou variant dans le temps. Afin de permettre un plus grand degré de liberté, nous avons 

développé, dans un second temps, des surfaces de commutation fonctionnelles. Ensuite, 

une commande discontinue adéquate contraint les trajectoires du système à converger vers 

s = 0 et stabilise ainsi d'une manière robuste le point d'équilibre du système original. 

A travers de nombreux exemples académiques, nous avons montré tout l'intérêt d'utiliser 

des commandes discontinues. En effet, que le retard soit connu, ou inconnu, constant, ou 

variant dans le temps, ces techniques peuvent améliorer de façon notable la robustesse du 

système vis-à-vis du retard ou d'incertitudes sur les paramètres du modèle et se révèlent 

157 



158 CHAPITRE V. CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES 

une alternative intéressante à la commande robuste du type u(t) = Kx(t) ou d'une ma

nière plus générale u(t) = Kx(t) + Kdx(t- T). 

Cependant, cette amélioration de la robustesse s'accompagne d'une "dégradation" de la 

commande. Les commandes discontinues génèrent un phénomène de réticence, pouvant 

endommager les actionneurs. (voir la différence entre les deux commandes de l'exemple 

II.l page 76). 

- Une première solution pratique est d'utiliser une approximation de la fonction signe, 

comme dans le cas des systèmes de dimension finie. 

- Une deuxième solution serait d'utiliser le formalisme des modes glissants d'ordre 

supérieur. Ainsi, nous pourrions réduire la réticence tout en gardant de bonnes pro

priétés de robustesse pour le système héréditaire. Effectivement, en reprenant le 

formalisme des modes glissants d'ordre 2, le problème de l'attractivité de la surface 

et de sa dérivée reviendrait à la stabilisation en temps fini de : 

(V.l) 

En fixant des bornes sur les fonctions (et x, nous pourrions par exemple reprendre 

l'algorithme du twisting [88] et ses améliorations [44] [43] . 

Cependant, il est à noter que toutes les techniques de stabilisation par structures variables 

sont basées sur la transformation des systèmes originaux en des formes adéquates pour 

la synthèse. Pour les cas des systèmes non linéaires elle est effectuée par l'intermédiaire 

de difféomorphismes locaux. Dans le cadre de ce mémoire, nous avons utilisé ces mêmes 

difféomorphismes, ce qui nous a amené à restreindre notre classe de systèmes à retard 

(chapitre III) :le champ de commande ne peut pas dépendre des valeurs passées de l'état. 

Une perspective intéressante serait d'utiliser d'autres difféomorphismes dépendant du re

tard, par exemple en utilisant la dérivée de Lie retardée introduite par [50, 112]. Cette 

étude mènerait à une stabilisation du système héréditaire pour toute valeur du retard. 

Cependant, la sensibilité de ces difféomorphismes à une variation du retard est encore à 

étudier. 

- Le quatrième et dernier chapitre porte sur le problème de la stabilisation par modes glis

sants d'un système soumis à un retard en entrée ou en sortie. Une commande discontinue 

ne permet plus d'assurer l'attractivité de la surface, mais seulement dans une bande au-



159 

tour de s = O. Dans le cas d'un retard connu et constant, le problème est généralement 

résolu en utilisant la transformation d'Artstein. Cependant, dans le cas d'un retard sur 

l'entrée variant dans le temps (un cas courant en pratique, comme par exemple en com

mande numérique), la stabilisation robuste par modes glissants reste à l'heure actuelle un 

problème ouvert. 
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Annexe A 

Stabilité asyn1ptotique d'un système 

polytopique à retards. 

Cette annexe est consacrée à la stabilité d'un système non linéaire à retard mis sous forme 

polytopique : 

r 

x(t) = Lhi(Xt) (Aix(t) +Bix(t- r))' (A.1) 
i=l 

Théorème A.l [10) Soit le système (A.l). S'il existe P et S deux matrices définies positives 

telles que 

(A.2) 

alors l'équilibre x = 0 du système (A.l) est globalement asymptotiquement stable pour toute 

valeur du retard T ~ O. 

Preuve. Considérons la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii suivante : 

Vi(xt) = x(t)T Px(t), 
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t 

V2(xt) = J x(O)TSx(O)dO, 

t-T 

avec p = pT,p > 0 et S = ST,S > 0. 

Le calcul de la dérivée de V(xt) le long des trajectoires du système (A.l) nous mène à : 

~(xt) = x(tfSx(t) -x(t-r)TSx(t-r), 

VI(xt) = ±(t)TPx(t) +x(tfP±(t) 

x(t)T [~ hi(xt) (A'[ P + PAi)] x(t) 

+2x(t- rf [itr hi(Xt)B[P] x(t) 

+2x(t)T [~ hi(xt)PBi] x(t- r). 

Définissons X(tf = [x(t),x(t- r)], nous obtenons alors V(xt) = XT(t)MX(t) avec: 

r 

M = 2::: hi(xt)Mi, 
i=l 

Mi = [ Gi + S B[ P l ' 
PBi -S 

Gi = A'fP+PAi. 

Ainsi, si 

M<O, 

(A.3) 

(A.4) 

alors nous pouvons affirmer que le système (A.l) est asymptotiquement stable quel que soit 

le retard T ~ O. En effet hi(xt) ~ 0, Vi E Ir et :lio E Ir : hio (xt) > 0, (A.4) est vérifiée si 

Mi < 0, Vi E Ir. La preuve en découle. • 



Annexe B 

Forme régulière généralisée 

Dans cette annexe, nous considérons le système MIMO suivant : 

x= f(x) + g(x)u + p(x), (B.l) 

où p est une perturbation additive, f est un champ de vecteur suffisamment différentiable, 

g(x)= ( g1 (x) ... 9m(x) ) est une matrice de dimension n x m où 9i(x), i E {Lm} représente 

des fonctions suffisamment régulières de x. 

Nous cherchons les conditions sous lesquelles un système de la forme (B.l) peut être transformé 

en une forme 

! 
Zl = J.f(zl, Z2) + cR(zl,z2)u + pR(z), 

i2 = Jf'(z1,z2), 

z1 E Rd,z2 E Jr-d. 

(B.2) 

Les résultats que nous présentons ont été développés par [94] dans le cas non perturbé et par 

[119] dans le cas général. 

B.O.l A propos du rang de la matrice g(x). 

Dans [94], g(x) est supposé de rang plein. Lorsque cette hypothèse n'est pas vérifiée, il est 

possible d'utiliser un retour d'état statique, qui permet de retrouver l'hypothèse de Lukyanov. 

Théorème B.l Si rang(G(x0))) = r, alors il existe un retour d'état statique u = W(x)(vr, 0, 0, ... , O)T, 

v E IR r, avec v la nouvelle entrée et W une matrice non singulière dans un voisinage de xo, tel 

que: 
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x 0 

g(x)W(x) = X 

x 

x 

r 

0 0 

0 

x 0 

x 0 

x 0 

m-r 

0 

0 

0 

0 

Si rank(G(xo))) = r < m, le nouveau système peut s'écrire de la manière suivante: 

x= f(x) + g' (x)v + p(x), 

où v E 1R r est la nouvelle entrée et g' (x) est une matrice de rang plein de dimension n x r. 

Pour simplifier notre problème, il est maintenant possible de considérer sans perte de géné

ralité que rang(xo)) =m. 

Le problème est désormais de déterminer un difféomorphisme z = </J(x) qui permette de 

changer (B.l) en (B.2). 

B.0.2 La forme régulière généralisée dans le cas non perturbé 

Les résultats obtenus sont des résultats locaux, c'est-à-dire au voisinage d'un point xo. 

Cependant, lorsque l'hypothèse Hl) est vérifiée sur l'ensemble de l'espace d'état, alors le difféo

morphisme existe sur l'ensemble de l'espace d'état : les résultats deviennent globaux. 

Théorème B.2 Soit ~ une distribution telle que : 

Hl}~ est non singulière en xo (c'est-à-dire de dimension constante dim~ = d.c:..:::; n), 

H2} ~ est involutive (et donc intégrable) : 

(B.3) 

H3} span {g1(x), ... ,gm(x)} C ~. 

Alors, il existe un voisinage V(x0 ) de xo et un difféomorphisme local z = </J(x) défini sur 

V(xo) tels que (B.l) est transformé en (B.2) avec d = d.c:.. ~ n. De plus, si dt:;. < n, alors la 
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conclusion est la même pour n 2: d 2: dfl. 

Preuve (éléments) :D'après les hypothèses H1-H3, en utilisant le théorème de Frobenius, 

nous pouvons trouver (n- dfl) fonctions réelles >.i qui engendrent l'espace orthogonal à b.. 

Nous choisissons donc les fonctions cpd+i ~ Ài Vi E {l..(n- dfl)} et nous complétons la base. 

Le théorème en découle. • 
Remarque B.l La pierre angulaire de la preuve repose sur l'existence d'une distribution vé

rifiant Hl- H3. Un algorithme de construction de b. peut être trouvé dans [119}. 

B.0.3 Le cas perturbé 

Théorème B.3 [44} Supposons que les hypothèses H1-H3 soient vérifiées, et que de plus : 

HO) p E boe= span { Ad~igj(x) : i E {Lm} ,jE {Lm}, k E {O .. oo}}; 

H'O) boe est non singulière en xo (c'est-à-dire de dimension dimb.e = dfla ::; n). 

Alors, il existe un voisinage V(xo) de xo et un difféomorphisme local z = cf;(x) défini sur 

V(xo), tel que (B.1) est transformé en (B.2) avec d = dfla· 

Preuve : Comme p E boe, Vw* E b.?J :< w* ,p >= 0, en utilisant le difféomorphisme cp 

défini au théorème précédent, nous obtenons le résultat • 
Remarque B.2 Si boe= vect {g1(x), ... ,gm(x)} est involutive, alors l'hypothèse HO) devient 

l'hypothèse classique de recouvrement {143}. 
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Annexe C 

Stabilité de systèmes à retards par 

la seconde méthode de Lyapunov 

Nous considérons le système autonome suivant : 

{ 

x(t) = J(t,x(t),xt), 

Xt0 (0) = <p(O) pour 0 E [-r,O], 
(C.l) 

dont nous supposons qu'il existe un état d'équilibre Xt = O. (Nous pouvons toujours nous 

ramener à ce cas en formant l'équation aux différences, si le système admet un autre point 

d'équilibre). 

Etant donné un équilibre Xt = 0, la seconde méthode de Lyapunov cherche à déterminer une 

fonction V(x) définie positive telle que le long des trajectoires du système (C.l), dV~(t)) < 0 

si x :f O. Cette méthode directe est valable pour une classe restreinte de systèmes héréditaires 

car dV~(t)) dépend des valeurs passées Xt. Elle est donc très difficile à appliquer dans le cas 

général des systèmes héréditaires. Deux extensions à la seconde méthode de Lyapunov ont alors 

été proposées dans le cadre des équations différentielles héréditaires. 

C.l Approche par fonctionnelles de Krasovskii 

La méthode de Krasoskii est une extension directe de la seconde méthode de Lyapunov 

pour les équations différentielles fonctionnelles. Elles consistent à rechercher des fonctionnelles 

V(t, xt) qui décroissent le long des solutions du système (C.l). 

Théorème C.l {79} Soit u, v, w : IR+ --+ IR+ des fonctions continues, strictement crois-
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santes; u(B) et v(O) positives pour(} > 0 et u(O) = v(O) = O. Supposons que la fonction f de 

(C.l) est bornée pour des valeurs bornées de ses arguments. 

Alors s'il existe une fonctionnelle continue V : IR x C -.. IR telle que 

a) u(ll<t?(O)II) ::; V(t, <t?) ::; v(ll<t?ll), 

b) V(t, <p)::; -w(ll<p(O)II) pour tout tE IR le long des trajectoires de (C.l), 

alors la solution nulle de (C.l) est uniformément stable. Si de plus w(B) > 0 pour(} > 0 

alors la solution nulle de (C.l) est uniformément asymptotiquement stable. 

Si V vérifie plutôt les conditions 

i) u(ll<t?ll) ::; V(t, <p) :S v(ll<t?ll), 

ii) V(t, <p) ::; -w(ll<t?ll), pour tout t 2:: to et w(B) > 0 pour(}> 0, 

iii) V est lipschitzienne par rapport à son second argument. 

alors la solution nulle de ( C.l) est exponentiellement stable. 

V( t, <p) est ici une dérivée au sens de Di ni, V( t, <p) = lim+ sup V(t+E,xt+;)-V(t,xt). Une telle 
E->Ü 

fonctionnelle est appelée fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii. 

C.2 Approche par fonctions de Razumikhin 

Dans cette approche, nous nous plaçons dans Rn en considérant une fonction de Lyapunov 

classique V(t,x(t)). Toutefois, il est inutile de vérifier que V(t,x(t))::; 0 le long de toutes des 

trajectoires du système. Effectivement, nous pouvons nous restreindre aux solutions qui ont 

tendance à quitter un voisinage V(t,x(t)) = c du point d'équilibre. 

Théorème C.2 Soit u, v, w : IR+ -.. IR+ des fonctions continues, strictement croissantes; 

u(O) et v(O) positives pour(}> 0 et u(O) = v(O) =O. Supposons que la fonction f de (C.l) est 

bornée pour des valeurs bornées de ses arguments. 

Alors s'il existe une fonction continue V : IR x IR n -.. IR telle que 

a) u(ll.rll) ::; V(t, <p) :S v(llxll), tE IR, xE !Rn, 

b) V(Lxt)::; -w(llx(t)ll) pour les trajectoires de (C.l) vérifiant 

V(t+B,x(t+B))::; V(t,x(t)),VO E [-T,O], (C.2) 

olol"s lo solution nulle de (C.l) est uniformément stable. 

Dr plus si w( 0) > 0 pour (} > 0 et s'il existe une fonction p : IR+ -.. IR+, strictement 

cmissrwtr avec p(O) > (} pour(}> 0 telle que 

i) u(ii-rlll::; V(t,<p) :S v(llxll), tE IR, xE !Rn, 
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ii) V(t, Xt) ~ -w(iix(t)ii), pour toutes fonctions vérifiant: 

V(t+B,x(t+B)) ~p(V(t,x(t))),VB E [-ry,O], (C.3) 

alors la solution nulle de (C.l) est uniformément asymptotiquement stable. 

Dans la pratique, les fonctions p souvent utilisées sont celles de la forme p = qB, q > 1. 
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Annexe D 

Le formalisme des modes glissants 

Cette annexe a pour but de fournir les éléments fondamentaux du formalisme d'une com

mande à structure variable. Tout d'abord, nous expliciterons les conditions sous lesquelles un 

régime glissant apparaît sur la surface. Nous nous intéresserons ensuite à la dynamique du 

système réduit (lorsque le système est au voisinage de la surface) et à sa robustesse "natu

relle" vis-à-vis d'une certaine classe de perturbations. Enfin, nous étudierons le problème de 

l'implantation numérique des modes glissants. Les limites de la commande par modes glissants 

apparaissent alors clairement. Effectivement, la commande par commutation peut exciter des 

dynamiques parasites et dégrader les performances du système. Plusieurs solutions seront alors 

envisagées. 

Nous terminerons ce tour d'horizon par un exemple simple mettant en œuvre les principes de 

la synthèse d'une commande par modes glissants. 

Dans un souci de clarté, nous nous intéresserons à la classe de systèmes non linéaires mono

entrée et affines en la commande. Cependant, tous les résultats présentés peuvent être étendus 

aux systèmes de la forme x= J(x, u) où uER m(voir [132]). 

D.l Définition du régime glissant 

Soit le système dynamique suivant : 

x= j(x) + g(x)u, (D.l) 

où x, le vecteur état, appartient à X c Rn, f et g sont des champs de vecteurs dépendant de x 

que nous considérerons suffisamment différentiables, u: X ----+ R est la commande du système. 
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Définissons une fonction continue s comme suit : 

{ 
x ----tiR' 

x f--+ s(x). 
(D.2) 

Nous pouvons alors créer une variété de codimension 1, S, définie par : 

S={xEX is(x)=O}, (D.3) 

et appelée dans la suite du mémoire surface de glissement, ou surface de commutation. 

Nous considérons une commande à structure variable particulière, en élaborant un retour 

d'état qui change suivant le signe de s(x) : 

si s(x) > 0, 

si s(x) <O. 
(D.4) 

Dans la suite du mémoire, nous supposons que u+, et u- sont des fonctions continues de 

X ----+ 1R . En outre, sans perte de généralité, les deux fonctions extrêmes de la commande 

satisfont u+(x) > u-(x) et ceci Vx EX. 

Remarque D.l Le système commandé (D.1)-(D.4) présente un caractère particulier puisque 

le second membre est discontinu le long de s(x) = O. La théorie des équations différentielles 

ordinaires ne peut pas s'appliquer pour déterminer la nature des solutions d'un tel problème. La 

solution proposée est de se placer dans le cadre plus général des inclusions différentielles et des 

solutions au sens de Fillipov [4, 5, 42}. 

Le théorème suivant [143] établit les conditions locales sous lesquelles les trajectoires du 

système convergent dans un voisinage de la surface. 

Définition D.l {143] Un régime glissant s'établit sur S s'il existe un temps fini t 8 tel que la 

solution de (D.1) (D.4) satisfasse s(x) = 0 pour tous les temps t 2 t 8 • 

Théorème D.l {132}Un régime glissant est établi localement surS si les deux conditions sui

vantes sont vérifiées : 

lim g~ (!+gu+)< 0 et lim g~ (f +gu-) >O. 
S--+0+ S->0-

(D.5) 

Géométriquement, ces conditions expriment le fait que, localement autour de la surface, les 

projections des champs de vecteurs (!+gu+) et (f +gu-) sur le gradient deS sont de signes 
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opposés (voir Figure D-1). De plus, les champs de vecteurs de commande sont localement 

orientés vers la surface S. 

La condition (D.5) est plus souvent rencontrée sous la forme : 

ss < 0, (D.6) 

et est appelée condition d'attractivité ([132]). 

Toutefois, cette dernière condition n'implique pas que la surface est atteinte en temps fini. 

Une condition plus forte : 

ss ~ -TJJsJ, (D.7) 

appelée condition de 17-attractivité, est plus souvent utilisée. 

grad(s) 

f(x)tgu+ 

f(x)+gu-

s(x)=O 

FIG. D-1: Attractivité de la surface 

D.2 Etude de la dynamique glissante du système 

D.2.1 Condition d'invariance de la surface. 

Pour déterminer la dynamique du système lorsque celui ci évolue idéalement sur la surface, 

Utkin a développé la méthode dite de la commande équivalente [143]. 
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Exprimons tout d'abord, les conditions d'invariance de la surface c'est-à- . ·e : 

{ 
s(x) = 0 (D.S) 

s(x) = o 

Il vient naturellement l'équation suivante : 

âs 
âx (!(x)+ g(x)ue) = 0, 

où Ue est une fonction continue de X ~ lR appelée commande équivalente. Elle est donc 

définie par l'équation suivante : 

âs _1 âs 
Ue = -( 8xg(x)) âxf(x), (D.9) 

Lemme D.l {132] La commande équivalente est bien définie si et seulement si 

âs 
âxg(x) =1= O. (D.lO) 

Remarque D.2 Cette dernière équation appelée condition de transversalité, est essentielle à la 

synthèse d'une commande à structure variable. Elle a une signification géométrique très simple. 

Pour contraindre le système à converger vers la surface et à y rester, il ne faut pas que le 

champ de vecteurs g(x) soit tangent à s(x). Cependant, ce n'est qu'une condition nécessaire à 

l'établissement d'un régime par mode glissant local {132}. 

Le lemme suivant propose quant à lui des conditions nécessaires et suffisantes de l'existence 

d'un régime glissant local sur s(x) =O. 

Lemme D.2 {132] Un régime glissant surS est établi localement si et seulement si, pour xE S, 

Ces deux inéquations dérivent des conditions nécessaires et suffisantes (D.5). 
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D.2.2 Dynamiques du mode glissant idéal 

D'après l'expression de la commande équivalente, nous pouvons alors exprimer la dynamique 

du système en boucle fermée par: 

{ 

Xe= f(xe)- g(xe)( 88~~e)g(xe))- 1 g~J(xe), 
s(xe) =O. 

(D.ll) 

Remarque D.3 Du fait de la contrainte algébrique s(xe) = 0, les trajectoires du système en 

régime de glissement sont gouvernées par un nombre réduit d'équations différentielles. 

Remarque D.4 (132] La dynamique du système en mode glissant peut s'écrire sous la forme 

suivante : 

où 

II: ' 
{ 

X --+JRn-1 

Xe f---t II( xe)= (In-1- g(xe)( 88~;,t)g(xe))- 1 g~), 

est un opérateur de projection qui envoie x(t) sur la surface s(x, t) = 0 parallèlement aux champs 

de vecteurs g(x). Effectivement, II vérifie : 

II( xe) o II( xe)= II( xe), 

II(xe)g(xe) = O. 

Remarque D.5 (42] fl existe une autre manière de définir cette dynamique en utilisant le 

formalisme des inclusions différentielles. On montre que celle ci est définie par 

dx(t) _ [ (ds, f-) ] + [ (ds, j+) ] _ 
----;It- (ds,(f--J+)) f- (ds,(f--J+)) f' 

où j+, et f- sont définis par 

{ 

j+(x) = f(x) + g(x)u+(t), 

f-(x) = f(x) + g(x)u-(t). 

(D.l2) 

(D.l3) 

Celle ci n'est pas équivalente en général à la dynamique définie a'u sens d'Utkin, mais l'est dans 
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le cas de systèmes affines en la commande. 

D.2.3 Signification physique de la commande par modes glissants 

Idéalement, la commande discontinue (D.4) peut osciller à une fréquence infinie. Or, lors 

de l'implantation réelle de cette commande, du fait des imperfections des actionneurs (retards, 

hystéresis) ou de l'échantillonnage, celle ci s'exprime alors comme la somme d'une composante 

basse fréquence UBF et d'une composante haute fréquence UHT : Uréez(t) = UBF(t) + uHr(t). 

Cette dernière est filtrée par le système réel. Ainsi, en régime de glissement, seule la composante 

UBF(t) agit sur le système. 

Ce signal moyen UBF(t) coïncide avec la commande équivalente Ue [143]. Nous pouvons le 

mesurer en filtrant les composantes hautes fréquences de Uréel· Ainsi, par exemple, UBF est la 

sortie du filtre passe-bas représenté par l'équation différentielle suivante : 

TUBF(t) + UBF(t) = Uréez(t), avec T << 1. 

C'est pourquoi, l'élaboration d'une commande à structure variable consiste souvent à ajouter 

à la composante haute fréquence (qui assure la convergence en temps fini vers la surface), une 

composante à basse fréquence qui n'est rien d'autre que la commande équivalente. La commande 

par modes glissants s'écrit alors : 

u(t) = Ueq(t) + u(x) signe(s). 

D.3 Robustesse des commandes à structure variable 

Considérons le système initial soumis à des perturbations p représentant des incertitudes 

paramétriques ou des perturbations exogènes : 

x= f(x) + g(x)u +p. 

Une condition suffisante pour que la dynamique du système en régime de glissement soit indé

pendante de la perturbation pest donnée par le théorème suivant :. 

Théorème D.2 [132, 143] Le régime glissant sur la variétéS du système perturbé est indé

pendant de la perturbation p si celle-ci vérifie la condition structurelle appelée condition de 
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recouvrement} suivante : 

p E Vect(g(x)). (D.l4) 

Preuve. Puisque la condition (D.14) est vérifiée alors il existe une fonction ~ telle que 

p = g(x)~. La preuve découle simplement de la fonction de projection I1 qui annule toute 

contribution des vecteurs engendrés par g(x) à la dynamique de la trajectoire en mode glissant . 

• 
Nous remarquons ici que, si le régime en mode glissant n'est pas affecté par des perturbations 

vérifiant la condition de recouvrement, il n'en reste pas moins que celles-ci agissent toujours lors 

de la phase d'établissement du mode glissant. La robustesse est alors assurée par l'amplitude 

de la commande discontinue qui "écrase" les perturbations, si celles ci sont bornées. 

D.4 Le phénomène de réticence 

Les trajectoires du système lors de la phase de glissement idéal sont des fonctions continues 

ne dépendant que de la surface de commutation choisie. Ces trajectoires correspondent au 

système commandé par un retour statique appelé contrôle équivalent. Cependant, du fait des 

imperfections technologiques (retard, hystérésis) des actionneurs et des capteurs, le contrôle 

discontinu ne peut pas osciller idéalement à une fréquence infinie. Alliée aux retards négligés 

lors de la modélisation du processus physique, la commande discontinue engendre alors une 

dynamique parasite appelée communément "chattering" en anglais, ou phénomène de réticence 

en français. Celle-ci se caractérise par des oscillations persistantes et à hautes fréquences de la 

commande (voir Figure D-2). 

En pratique, de telles oscillations sont indésirables car elles peuvent dégrader les perfor

mances du système et même le déstabiliser [71] en excitant des modes négligés. 

Plusieurs techniques ont alors été proposées pour réduire ou éliminer ce phénomène. La 

première et la plus intuitive consiste à déterminer une approximation continue au voisinage de 

la surface de commutation V = {x E X/ is(x)i :::; ê} [148] en remplaçant la fonction idéale 

signe par une fonction continue comme sat(~s(x)), tanh(s~)), ou"~~(~)· Elles permettent de 

filtrer les hautes fréquences dans la couche limite définie par V. 

1 en anglais, "matching conditions" 
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Trajectoire 

s(x)=O 

FIG. D-2: Illustration de la réticence 

Une autre technique pour diminuer la réticence est de déterminer une commande dont l'am

plitude diminue au fur et à mesure que l'état du système approche de la surface de commutation, 

c'est-à-dire des commandes de la forme u(t) = -ls(t)la signe(s). 

Toutefois, pour que ces approches soient effectives, il est nécessaire d'avoir convenablement 

modélisé les dynamiques négligées des actionneurs. Effectivement, dans le cas contraire, les 

propriétés de robustesse les performances du système s'en trouvent souvent dépréciées [143]. 

Enfin, une autre solution proposée est d'introduire de nouvelles dynamiques dans la com

mande, en utilisant un intégrateur pour séparer le contrôleur discontinu du processus en lui

même, évitant ainsi le phénomène de chattering. Cette astuce est à la base du concept de mode 

glissant d'ordre supérieur qui permet de réduire la réticence tout en conservant de bonnes 

qualités de robustesse et de précision ([38, 39, 48, 87, 88]). 
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D.5 Exemple 

Exemple D.l Afin d'illustrer notre propos, considérons un modèle simple de système non 

linéaire commandé en mode glissant (voir Figure D.15). 

FIG. D-3: Exemple D.l : le pendule inverse 

Un modèle linéarisé autour du point d'équilibre instable d'un pendule inverse est régi par le 

système d'équation différentielle suivant: 

( 

±1 = x2, 

±2 = - sin(xl) + u, 

y= X!. 

(D.15) 

où x1 représente l'angle que fait le pendule avec la verticale dirigée vers le haut et x2 la vitesse 

angulaire. u(t) est la commande, en l'occurrence le couple moteur appliqué à l'axe du pendule 

inverse. Choisissons une surface du type : 

(D.16) 

où le gain k1 E IR est choisi pour que le système en régime de glissement soit exponentiellement 
1 

stable avec une constante de temps égale à kl . 

La commande discontinue : 

u(t) = -msigne(s(x)), (D.17) 
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est bien définie par rapport à la surface de glissement car 

8s1: t) g(x) = u(t) i= O. (D.l8) 

Calculons la condition d'attractivité : 

s(x)s(x) = s(x)(k1x2- sin(x1)- msigne(s(x))). (D.l9) 

Un régime glissant existe donc dans le domaine : 

Le système en régime de glissement est donc défini par 

Pour améliorer la taille du domaine A, la structure de la commande peut être modifiée de la 

manière suivante : 

u(t) = -k1x2 + sin(xi)- msigne(s(x)). (D.20) 

La condition de ry-attractivité est alors respectée avec 7J = m car s(x)s(x) < -m ls(x)j. 

Les figures suivantes sont les résultats de la simulation du système (D.15) commandé par (D.20) 

avec k1 = 2, m = 2, les conditions initiales étant fixées à ( x 10 , x 20 J = [ 2, 2 J . L 'algo

rithme d'intégration choisi est l'algorithme de Rungge-Kutta d'ordre 4 avec un pas d'échan

tillonnage de w-4 . 

La Figure D-4 montre clairement que le contrôle oscille à très hautes fréquences, et présente 

ainsi un phénomène de réticence. 

En choisissant de remplacer la fonction signe par une fonction saturation du type tanh(~s(x)), 

nous obtenons les simulations de la Figure D-5. Le phénomène de réticence est alors réduit. 
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FIG. D-4: Exemple D.l : simulation du système (D.15} commandé par une commande (D-20) 
avec k1 = 2, m = 2. 
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FIG. D-5: Exemple D.l :simulation du système (D.15) commandé par une commande approchée 
de (D.20) avec k1 = 2, m = 2, c = 10-2 . 
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