hon ploe <37

N° d’ordre :

ECOLE CENTRALE DE LILLE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

THESE

Présentée en vue
d’obtenir le grade de

DOCTEUR

en
Spécialité : Productique Automatique et Informatique Industrielle
par
YANN BLANCO

DOCTORAT DELIVRE CONJOINTEMENT PAR L’ECOLE CENTRALE DE LILLE
ET L’UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

STABILISATION DES MODELES TAKAGI-SUGENO ET LEUR
USAGE POUR LA COMMANDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Soutenue le 17 Décembre 2001 devant le jury d’examen :

M. Jean-Pierre RICHARD Président Professeur & L’Ecole Centrale de Lille

M. Laurent FOULLOY Rapporteur Professeur a I’Université de Savoie

M. Thierry-Marie GUERRA Rapporteur Professeur & I’Université de Valenciennes

M. Pierre BORNE Directeur de thése Professeur 4 L’Ecole Centrale de Lille

M. Wilfrid PERRUQUETTI Directeur de thése Maitre de Conférences a L ’Ecole Centrale de Lille
M. Abdelkader EL KAMEL Examinateur Maitre de Conférences 3 L’Ecole Centrale de Lille
M. Marcel STAROSWIECKI Examinateur Professeur a I’Université de Lille I

Thése préparée dans le laboratoire d’ Automatique et Informatique Industrielle de I’Ecole Centrale de
Lille sous la direction conjointe de Pierre Borne et de Wilfrid Perruquetti.

T

030 175997 6







AR 2e

Sodi¢

0
L33

Table des matieres

Avant Propos 7
Notations 9
Acronymes - 11
Références Personnelles 13
Introduction Générale 16
I Stabilité et Stabilisation des Modeles Takagi-Sugeno 20
1 Les Modéles Takagi-Sugeno 22
1.1 Origine et évolution . . . . . . . . . . . ... . e 22

1.2 Les modeles Takagi-Sugeno et leurs commandes . . . . . ... ... ........ 23
1.21 Construction floue . . . . . . ... L e e 23

1.2.2 Controleurs classiques . . . . . . . ... Lo e 25

1.2.3 Etat non mesurable : observateurs et systéme augmenté . . . . . . .. .. 28

1.3 Critéres de stabilité/stabilisation des modéles Takagi-Sugeno . . . ... ... .. 29
1.3.1 Critéres “de Tanaka” en stabilité/stabilisation . ... ... ... ... .. 29

1.3.2 Critére “de Tanaka” pour le systéme augmenté . . . . ... ... ... .. 31

1.3.3 Autresapproches . . . . . . . . .. . ... ... 33

14 Résolution LMI . . . . . . . . . oo e 36
1.4.1 Historique et définitions . . . . . . ... ... oL oo 36

1.4.2 Exemples de mise en forme LMI d’'un probléme . . . . ... ... ... .. 37

1



TABLE DES MATIERES

1.5 Utilisation des modeles Takagi-Sugeno pour I'étude des

systémes non linéaires . . . . .. .. ... L Lo o 39
1.5.1 Théoréme de transformation . .. ... ... ... ... .. ... ..... 39
1.5.2 Technique de construction d’un modéle TS . . . . ... .. ... ..... 40
1.5.3 Limites de ’approche : théorémes locaux . . . ... ... ... ...... 44
1.6 Elements majeurs du premier chapitre . . . .. ... ... ... ... ....... 48
Stabilisation Quadratique des Modéles Takagi-Sugeno 49
2.1 Utilisation des fonctions de pondération . . ... .. ... ... .. ........ 49
2.2 Basesdelapproche. . . . . . .. . . . ... ... e 50
2.2.1 Motivations de la classe de conditions retenues . . ... ... .. ... .. 50
2.2.2 Théoreme d’équivalence et conditions suffisantes . . .. .. ... ... .. 52
2.2.3 Somme convexe et SOMME CONIGUE . . « « v v v v v v v v v v v e e e . 55
2.24 Ajout d’'une matrice constante . . . .. ... ... ..., 56
2.3 Application des résultats en stabilité/stabilisation . . . . . ... .. ... ... .. 56
2.3.1 Critére de stabilité pour lesmodeles TS . . . . . . ... .. ... ..... 56
2.3.2 Similitude entre les modéles TSet LTV . . . . . . ... .. ... ..... 59
2.3.3 Conditions de stabilisation pour lesmodéles TS . . . .. .. ... ... .. 60
2.4 Application des résultats en observation . ... ... ... ... . ... ... .. 63
2.4.1 Mise en forme du systéme augmenté . . . . . ... ... 63
2.4.2 Cas 1 : fonctions de pondération mesurables . .. ............. 64
2.4.3 Cas 2 : fonctions de pondération non mesurables . . . . .. ... ... .. 66
2.4.4 Mise en forme LMI des problémes du deuxiéme chapitre . . . . . ... .. 68
2.5 Application en simulation : “Pendule Inverse” . . . . ... ... .......... 71
2.5.1 Modele de connaissance du systéme . . ... ... ..o L. 71
2.5.2 Mise en forme TS du penduleinverse. . . . . .. . .. ... ... ..... 72
2.5.3 Résultats comparatifs dans le casobservable. . . . . .. .. ... ... .. 74
2.5.4 Simulation encasnonobservable . . . . ... ... ... 0o L. 76
2.6 Avancées et limites du deuxi®me chapitre . . . ... ... ... ... ....... 78
Stabilisation non Quadratique des Modeles Takagi-Sugeno 80
3.1 Lacommande PDC : quelquesréflexions . . . . ... ... ... .. ........ 80
3.2 Construction d’une fonction de Lyapounov non quadratique en continu . . . . . . 81

3.2.1 Choix de la fonction et motivations . . . . . . . . . . . ... ... 81



TABLE DES MATIERES 3

II

3.2.2 Majoration du terme quadratique, cas TSC-BO . . . . ... ... .. ... 83
3.2.3 Majoration du terme non quadratique . . .. ... .. ... ... .. .. 85

3.3 Criteres de stabilité locaux et globaux . . . .. ... ... ... ... . ... 88
3.3.1 Stabilité localede lorigine . . . . . . . . ... ... Lo oL, 88
3.3.2 Stabilité globaledu modele TS . . . .. ... ... ... ... ... ... . 90

3.4 Extension des résultats a la stabilisation . . . . ... ... ... .. 00000, 92
3.5 Résultatsendiscret . ... . .. . ... e e 93
3.5.1 Stabilité non quadratique des modeles TS discrets . . . .. ... ... .. 94
3.5.2 Intérét des critéresobtenus . . . . . .. ... oL oo oo 94

3.6 Limites de 'approche non quadratiqueencontinu. . . . . . .. ... ... .... 96
Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno 97

Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno des Systémes sous Forme Réguliére 99

4.1
4.2

4.3
4.4

4.5

4.6

Intérét de la mise en forme réguliere . . . ... ... ... .. ... ... ... 99
Mise sous forme réguliere . . . . .. ... L. L L L 100
421 Casnonperturbé . . . . . .. ... e e e 101
422 Casperturbé . .. . ... e 104
4.2.3 Systéme retenu pour ce chapitre . . .. ... ... o000 104
Stabilisation par une commande PDC : intérét et limites . . ... ... .. ... 104
Stabilisation robuste par mode glissant . . . . . ... ... .. o000, 106
4.4.1 Principedesmodes glissants . . . . .. ... .. ... 0000 e 106
442 Choixdelasurface . . . ... ... ... . L L oo o 107
4.4.3 Hypothéses, notations et lemmes préliminaires . . . . ... ... .. ... 107
444 Surfaceslinéaires . . . . . . . ... ... o e 110
4.45 Surfacesnonlinéaires . . ..... ... ... .. ... 000, 114
4.4.6 Attractivitédelasurface .. ... ... .. ... o oL 115
4.47 Choix pratique du typedesurface . .. ... ... .. ... ... ..., 116
Application en simulation : “Billesur Rail” . . ... ... ... ... ... .... 116
4.5.1 Ecriture TS du systéme billesurrail . . ... ... ... .......... 118
452 Calculdelaloidecommande . .. ... ................... 120
4.5.3 Résultats de simulation . . . ... ... ... o0 oo oo, 120
Intérét de I'approche pour I’exploitation de la forme réguliere . . . .. ... ... 122



4 TABLE DES MATIERES

5 Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno des Systémes non Linéaires a Re-

tard

5.1 Breve introduction aux systémes aretard . .. ... ... ... L.,

5.2 Formulation T'S d’une classe de systemes aretard . . . . . .. ... ... .....
5.2.1 Systéme retenu pour ce chapitre . . .. ... ... .. ... ... .....
5.2.2 Criteres IOD, DD et a retard variable . . .. .. . ... ... .......
5.2.3 Transformation TS des modéles de systemesaretard . . . . ... ... ..

5.3 Analyse de la stabilité et stabilisation . . ... ... ... . ..., ... . ....
5.3.1 Analysedelastabilité . ... ... ... ... . ... .. ... ... ...
5.3.2 Extension des résultats a la stabilisation . . . . . . .. ... ... ... ..
5.3.3 Exemples d’utilisation . . .. ... ... . ... .. .. ..
5.3.4 Bilan de la premiére méthode proposée . .. ... ... .. ... .....

5.4 Stabilisation par mode glissant . . . . .. ... ... o Lo o oL,
5.4.1 Mode glissant et systemes dretards . . ... ... ... .. ..., ..
5.4.2 Formulationduprobleme ... ... ... ... ... .. ...
543 Choixdelasurface . . . . ... .. ... ... ... .
544  Attractivité de la SUrface . . . . . .. e i et
5.4.5 Théorémes destabilisation . ... ...... ... ... .. ... .. ...
5.4.6 Obtention des critéres de stabilité exponentielle . . . . . .. ... ... ..
5.4.7 Application en simulation . . . .. ... ... ... ... ... ... ...

5.5 Quelle commande pour un problémedonné?. . . .. ... ... .. ... .....

Conclusions et Perspectives

Bibliographie

123
123
124
124
125
125
126
127
133
138
142
143
143
143
144
145
146
149
150
153

156

160



Table des figures

1-1

1-2

Iustration du concept PDC . . . . . . . . .. . ... . ... .o 26
Modeles TS et modéles non linaires . . . . .. ... ... ... ... ...... 46
Illustration de P’hypothése C2,H2) . . . . . . .. .. . .. v, 54
Ilustration de 'hypothése C2,H3) . . . . .. ... . ... ... ..., 55
Schéma du pendule inverse . . . .. . .. ... ... . ... ... ... 71
Pendule inverse : simulation, évolution des variables d’états . . . . .. ... ... 78
Pendule inverse : simulation, évolution de la commande . ... ... ....... 79
Schéma du systéeme “Billesur Rail” . . . . ... ... . .. . oo ... 117
Bille sur Rail : simulation, évolution des variablesd’état . . . . .. ... ..... 121
Bille sur Rail : simulation, évolution de commande et de s(2) . . . ... ... .. 121
Simulation : comparaison des approches TS et “normes vectorielles” . . ... .. 139
Simulation : comportement selon la valeur duretard. . . . . .. ... ... .... 140
Simulation, conditions suffisantes de stabilisabilité en (o, 3) . . .. .. . ... .. 142
Simulation, comparaison des criteres IOD et retard variant . . .. ...... .. 151
Simulation, évolution de I’état et de la commande. . . . . ... ... .. ..... 152
Simulation, évolution de la quantité s(z) . . . . ... ... ... ... .. ..., 152

A






Avant Propos

- les remerciements seront écrits pour la version finale de ce métoire -



AVANT PROPOS



Notations

Notations générales

R (resp. R™") : ensemble des nombres réels (resp. réels positifs ou nuls),
R ™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels,

t € R* : variable temporelle,

z(t) € R™ : vecteur d’état, z(t) = [ z1(t) ... zn(t) JT,

u(t) e R™ : vecteur de commande,

y(t) € R! : vecteur de sortie,

2(t) e R™,5(t) € R! : variables estimées de z(¢), y(t),

T = ﬂ%m : dérivée de la variable x par rapport au temps au temps ¢,
zt =xz(t+ 1) : vecteur d’état au temps ¢ + 1,

1
n 1
|z|| : norme 2 ou euclidienne d’un vecteur z de R™, ||z|| = ( |a:z|2) 2,
i=1

IIA]] : norme 2 ou euclidienne de la matrice A € R™, ||4]| = sup (ﬂ“%'x]u),

z:||z]|=1

M < 0 (resp. M > 0) signifie M définie négative (resp. definie positive), pour M une

matrice carrée,
M < N signifie M — N définie négative,

Amin(M) (resp. Amax(M)) : plus petite (resp. plus grande) valeur propre minimale de M,
pour M > 0 avec M = M7T,

I4%d . matrice identité de R 4%9,

Conv{zx,...,zp}, avec z1,...,zp € R™ désigne I'enveloppe convexe des points 1, . .. , Zp.

Notations relatives aux modéles Takagi-Sugeno

— r : nombre de sous-modeles du modeles Takagi-Sugeno,

— I : ensemble des entiers naturels de 1 & k,

- §; :i*™ sous-modele du modéle Takagi-Sugeno.

~ h;(z), utilisé dans le texte, désigne I’ensemble des r fonctions de pondération.

— Ahi(z) : gradient de la fonction h;(x), Ahi(z) = [ %ﬂ; . %f i ]
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NOTATIONS

Notations relatives a la forme réguliére et au mode glissant

— z : variable d’état dans la nouvelle base, avec le difféomorphisme de changement de base

z = ¢(z),
— & (resp. &) : sous-systéme réduit (resp. non réduit) de la forme réguliere,
-z eR"™ (resp. z2 € ]Rd) : variable d’état du systeme & (resp. &),

- S cR? : surface de glissement.

Notations relatives aux systémes a retards

— 7(t) : retard variable et borné,
~ Tmax (T€SP. Tmin) : retard maximal (resp. minimal),

— Cpr : espace de Banach des fonctions continues de [~7Tmax, 0] dans R ™,

llolle @ pour p € Cn,r, norme sur Cp,r définie par supae(_r.... a (o)

|

z : état instantané & l'instant ¢,
— x; : état du systeme a linstant t. x; = x4(¢,60) = z(t + 0) pour 6 € [—7(¢),0],

~ Zy—o : fonction de conditions initiales. zy—q = z(6) pour 8 € [—7Tmax, 0]
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Acronymes

— TS : Takagi-Sugeno, page 16,

!

TSC : Takagi-Sugeno Continu, page 25,

!

TSD : Takagi-Sugeno Discret, page 25,

— RE : Retour d’Etat, page 25,

PDC : Parallel Distributed Compensation (compensation distribuée parallele), page 16,
— CDF : Compensation par Division et Fusion, page 27,

— BO : Boucle Ouverte, page 25,

— BF' : Boucle Fermée, page 26,

— LMI : Linear Matrix Inequalities (inégalités matricielles linéaires), page 16,

— BMI : Bilenar Matrix Inequalities (inégalités matricielles bilinéaires), page 68,

|

LDI : Linear Differential Inclusion (inclusion différentielle linéaire), page 59,

PLDI : Polytopic Linear Differential Inclusion (inclusion différentielle linéaire polytopique),
page 60,

LTV : Linear Time Varying (linéaire variant dans le temps), page 60,

IOD : Independant Of the Delay (inépendant du retard), page 125,
— DD : Dependant Of the Delay (dépendant du retard), page 125,

— GAS : Globalement Asymptotiquement Stable, page 29,

— CSP : Convex Sum Property (propriété de somme convexe), page 24,
— NL : Non Linéaire, page 23,

— SPTS : Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno, page 99.
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16 INTRODUCTION GENERALE

La théorie des ensembles flous, introduite dans les années soixante par les travaux Lofti
Zadeh [87], a connu rapidement un grand nombre d’applications dans des domaines aussi variés

que les systémes experts, le traitement du signal ou la classification.

Dans le domaine de la commande floue, bien qu'une premiére expérimentation de régulation
floue ait été réalisée par Mamdani en 1974 sur une turbine & vapeur [52], il faut attendre 1987
pour connaitre une application industrielle grand public. En effet, le métro de Sendai au Japon,
précurseur de nombreuses applications de la commande floue dans ce pays [19], présente un
organe de conduite commandé a I'aide d’un régulateur flou rivalisant en terme de performances

avec les commandes classiques [54].

Initialement, les régulateurs flous se présentaient sous la forme d’un PID dont les paramétres
étaient déterminés [18, 48] sans avoir recours & un modele explicite du procédé & piloter. Ainsi,
Pexpertise d’opérateurs humains était largement mise & contribution. L’intérét principal de cette
méthode par rapport aux techniques classiques de régulation résidait dans 'absence de modéle :
la difficile et cotuteuse phase d’identification du processus n’était pas nécessaire. En revanche, le
caractere heuristique de ces régulateurs ne permettait pas de garantir des propriétés dynamiques

pour les systémes bouclés. En particulier, aucune preuve de stabilité n’était envisageable.

L’introduction des modeles flous de type Takagi-Sugeno [71, 70, 73] permit de résoudre ce
probléeme. En effet, ces modeéles se présentent sous une forme analytique exacte et compatible
avec les outils de I’ Automatique classique tels que les fonctions de Lyapounov par exemple. Par
conséquent, les modeles Takagi-Sugeno ne sont plus a proprement parler “flous” et forment une
classe particuliére de modeles non linéaires. En contrepartie, ils requiérent une identification
non linéaire du systéme ; cette phase d’identification peut s’avérer délicate en pratique.
L’intérét principal des modeles Takagi-Sugeno (TS) réside dans leur structure particuliere :
ils se présentent sous la. forme d’une somme convexe non lindaire de sous-systémes linéaires.
En exploitant cette structure particuliere, on réalise la synthése de régulateurs non linéaires :
la commande par PDC (Parallel Distributed Compensation) est la plus couramment utilisée
pour les modeles TS [83]. Les critéres de stabilité classiques {76} sont basés sur I'utilisation de
fonctions de Lyapounov quadratiques ; ces critéres sont aujourd’hui écrits sous une forme LMI
(Inégalités Matricielles Linéaires) permettant ainsi une résolution a 'aide d'outils numériques
d’optimisation convexe [11, 23]. La facilité et le caractére systématique de la mise en oeuvre de

ces régulateurs permet leur utilisation pour la stabilisation de systémes non linéaires [74, 56].
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Ce mémoire propose de développer les techniques de synthése de contréleurs pour
les modeles Takagi-Sugeno ainsi que leur application pour la stabilisation de systémes

non linéaires. Le double objectif de ce mémoire se traduit dans sa structure en deux parties.

La premiére partie, intitulée Stabilité et Stabilisation des Modéles Takagi-Sugeno, comprend
trois chapitres au cours desquels nous nous attacherons & mettre en avant les techniques per-

mettant I'étude de la stabilité et la stabilisation des modéles Takagi-Sugeno.

— Les Modéles Takagi-Sugeno (Chapitre 1) : Ce chapitre propose de rappeler brisvement
fes résultats les plus marquants concernant les modéles TS (Takagi-Sugeno). Aprés avoir
décrit les techniques de construction floue d'un modele TS, nous introduirons les modeles
discrets et continus ainsi que les régulateurs qui leur sont couramment associés. Ayant
présenté les critéres classiques de stabilité/stabilisation, nous expliciterons au moyen de
rappels sur les LMIs, les outils numériques permettant la mise en ceuvre pratique de ces
critéres. Pour clor? ce chapitre, nous montrerons sous quelles conditions un systéme non
Linéaire affine en la vcommande peut 8’écrire sous une forme TS. L’écriture obtenue sera ex-
acte. Nous présenterons en outre une méthode générale permettant d’obtenir pratiquement

les fonctions de pondération et les matrices d’entrées et de commandes correspondantes.

— Stabilisation Quadratique des Modéles Takagi-Sugeno (Chapitre 2) : L’anal-
yse des modeles TS étant principalement réalisée au moyen de fonctions de Lyapounov
quadratiques, nous nous attacherons, a 'aide de ce méme type de fonctions, & obtenir des
critéres de stabilité moins conservatifs. Pour ce faire, nous utiliserons notre connaissance
des fonctions de pondération. Les résultats sont présentés dans les cas discret et continu,
en commande et en observation. Une application en simulation est proposée & partir d’'un

modele de pendule inverse.

— Stabilisation non Quadratique des Modéles Takagi-Sugeno (Chapitre 3} : Etant
bien connu qu’une étude quadratique de la stabilité donne des résultats conservatifs, il
est naturel d’utiliser des fonctions de Lyapounov non quadratiques. Les fonctions retenues
dans ce chapitre sont construites a partir d’une somme de matrices constantes symétriques
définies positives pondérées par les mémes fonctions de pondération que le modele TS. En
continu, les résultats sont donnés en stabilité et stabilisation. Nous présentons briévement

les résultats obtenus en discret par Morere et al. dans [56].
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La deuxiéme partie, intitulée Stabilisation Polytopigue Takagi-Sugeno des Systémes Non
Linéaires rassemble les deux derniers chapitres de ce mémoire. Cette partie a pour objet P'utili-

sation des techniques relatives aux modeles TS pour la stabilisation des systémes non linéaires.

— Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno des Systémes Non Linéaires sous
Forme Réguliére (Chapitre 4) : La mise sous forme réguliére permet de trouver,
sous un certain nombre de conditions, un changement de variables non linéaire trans-
formant une matrice d’entrée quelconque en une matrice constante inversible. Bien qu’il
soit alors possible d’utiliser une commande par PDC classique, une commande par mode
glissant permet de réduire la dimension du systéme en assurant une robustesse vis a vis
des perturbations exogénes. La mise en forme TS du nouveau systéme est alors appropriée
car elle nous fournit une méthode générale pour le choix de la surface, qu’elle soit linéaire

ou non linéaire.

— Stabilisation Polytopique Takagi-Sugeno des Systémes Non Linéaires 4 Retard
(Chapitre 5) : A 'image du cas non retardé, une classe de systémes non linéaires & re-
tard peut s’écrire sous une forme Takagi-Sugeno. On peut alors combiner les techniques
relatives aux modeles TS et celles liées aux systémes & retard pour obtenir des méthodes
simples et générales de stabilisation. En outre, lorsque la matrice d’entrée n’est pas re-
tardée et que le systéeme peut étre mis sous forme réguliere, on appliquera une commande
par mode glissant pour le systéme retardé.

Tout au long de ce dernier chapitre, diverses typologies de retard seront étudiées.

Pour conclure ce mémoire, nous proposons une synthése des résultats obtenus. De plus,
plusieurs perspectives pour de futures recherches, apparues naturellement au cours des dévelop-

pements de ce mémoire, sont présentées.
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Premiere partie

Stabilité et Stabilisation des

Modéles Takagi-Sugeno






Chapitre 1

Les Modeles Takagi-Sugeno

1.1 Origine et évolution

En 1985, Takagi et Sugeno [71] proposérent une méthodologie générale permettant d’obtenir
un modele flou d’un systéme. Cette méthode s’appuyait sur des données statistiques concer-
nant les relations entrées/sorties du systéme. Les implications floues, considérées comme les

articulations fonctionnelles du systéme & modéliser, étaient alors de la forme :

ST (z1 est A;) ET ... ET (zy, est Ag),
ALORS y = g(zy,...,Zk)-

(1.1)

Dans la description de ces variables, on comprend aisément les difficultés &4 surmonter en terme
d’identification. Les variables {zi,...,zx}, appelées variables de prémisses, sont les variables
jugées pertinentes pour le fonctionnement du systéme. Les { Ay, ..., Ak} sont les sous-ensembles
flous associés. Le choix des regles, des variables de prémisses et des sous-ensembles flous relévent
de I'identification structurelle du systéme. La fonction g(z1, ..., Zx) est la fonction liant la sortie
aux variables de prémisses. Sa détermination pose des probléemes d’identification paramétrique.
Des relations linéaires, compatibles avec la notion de point de fonctionnement local, sont choisies
pour les fonctions g. A chaque régle de type (1.1), on attribue alors un poids; la sortie du modéle

Takagi-Sugeno correspond au barycentre des sorties pondérées de chaque regle.

Les travaux de Sugeno et Kang [72] puis Sugeno et Tanaka [70] s’attachérent au dévelop-
pement de techniques permettant d’affiner I'identification structurelle et paramétrique des
modeles TS. Pourtant, le probleme restait entier car il était impossible, de part le formal-

isme adopté, de prouver des propriétés de stabilité des modeles considérés. Pour remédier &
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ce probleme, Tanaka et Sugeno meénent dans [73] la premiére analyse de stabilité au sens de
Lyapounov. En effet le modéle dynamique construit dans [73] posséde une écriture analytique
sous forme de représentation d’état.

L’introduction de cette représentation d’état ouvrit de nouvelles perspectives aux modeéles
Takagi-Sugeno, nommés aussi Takagi-Sugeno-Kang. En effet, ce modéle analytique permet de
voir les modeles Takagi-Sugeno comme une classe particuliére de systémes NL (Non Linéaire).
Ainsi, 'utilisation des outils classiques de I’Automatique devient possible. Synthése d’observa-
teurs [76], théorémes de séparation [51], critéres H* [75], outils LMI [11] sont utilisés pour
I’étude des modéles TS. En ce sens, la littérature concernant les modeles Takagi-Sugeno se
nourrit trés largement des avancées en Automatique des systémes NL ou perturbés.

11 est notable que parallélement & ce fait, des outils propres a la formulation Takagi-Sugeno
se mettent en place : régulateur PDC (Parallel Distributed Compensation) [82], conditions de
stabilité relachées [76] par exemple. En outre, la structure des modéles permet TS d’écrire la
majeure partie des systémes NL sous une forme TS, du moins localement. Il est alors possible
d’utiliser les modeles Takagi-Sugeno pour 1’étude de la stabilité d’une classe de systémes NL,

comme nous le verrons & la fin de ce chapitre.

1.2 Les modeles Takagi-Sugeno et leurs commandes

1.2.1 Construction floue

Dans un premier temps, nous présentons les modéles TS 3 la maniére dont ils sont introduits
dans les articles récents [76].

Les modeles de type TS se présentent sous la forme de r régles de type “SI ..... ALORS”.
Nous utiliserons les notations suivantes :
R;,i € I, désigne la i¥™° régle, r étant le nombre de régles,
2j,J € I, sont les p variables de premisses (elle dépendent généralement des variables d’état).
F}, (3,7) € I x I, désignent les sous-ensembles flous de prémisses.

Construisons le modéle Takagi-Sugeno continu. La i¥™¢ des r régles du modgle continu s’écrit

sous la forme :

SI (71 est F{) ET ... ET (2 est F}),

i*me reole (R;) : i = Az + Biu, 1.2)
gle () : | pLoms | #=4Aw+Bu (
y= C‘iw)
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o 4; e R™™", B; e R™™, C; € R*",

Les équations dynamiques présentes dans la partie conclusion des régles peuvent étre con-
sidérées comme des sous-systémes linéaires. Nous les nommerons les sous-modéles S; :

S, - & = A;x + Biu, (1.3)
y = Cix.

Dans le but de constituer un modele du systéme valable en tout point de I’espace d’état, il est
nécessaire de déterminer, en un point donné de 'espace d’état, la contribution de chacun des
sous-modéles.
Ainsi, a chaque régle R; est attribué un poids w;(2). Ce poids est fonction du degré d’apparte-
nance des z;,j € I, aux sous-ensembles flous Fj, (¢,7) € I x Ip,. On notera de poids F;(zj)
Pour relier les prémisses, il est nécessaire de définir un opérateur multiplicatif ET . L’opérateur

retenu par le modele Takagi-Sugeno est le produit dans R . D’ou

w;(2) =ﬁ F;(z,),z € I,.

i=1

Comme les Fj(z;) sont des fonctions d’appartenance & valeur dans [0,1], par construction
w;(z) € [0,1].
A ce stade, 'algorithme d’inférence des regles floues utilisé par Takagi-Sugeno est la défuzzifi-

cation barycentrique. Les dynamiques du modele Takagi-Sugeno en continu s’écrivent ainsi :

T

=3 hi(z) (Aiz + Biu),

1 (1.9)

Y =z:1 h,i(Z)Cix,

i=

.

ou hi(z) = wi(z)/ Y. wi(2),i € I.. Ces fonctions seront appelées par la suite “fonctions de
=1

pondération” ; elles vérifient la CSP (propriété de somme convexe, de ’anglais Convez Sum

Property) :

Définition 1 Soient r fonctions hi(z) de R? a valeur dans R. Les fonctions hi(2) vérifient

la CSP ssi :
hi(2) 2 0,i € I,z € R?,

zr: hi(z) =1,z € R?.
i=1

Les variables de prémisses étant en général fonctions d’une partie de ’état z, il est possible

d’utiliser la notation h;(z) = h;(2(x)) = h¥(z). Donnons & présent une définition plus large des
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systémes TS en utilisant des fonctions de pondération de type h;(z) :

Définition 2 Un modéle TSC (Takagi-Sugeno Continu) est un modéle de la forme

&= ;1 hi(z) (Aiz + Byu) ,

(TSC) : (1.5)
Yy :'——21 hi(z)Ciz.
avec hi(x) satisfaisant la CSP.
On définit de méme les modéles TSD (Takagi-Sugeno Discrets) :
zt =§rj hi(x) (Aixz + Byu),
(TSD) =1 (1.6)

Y= z::l hi(z)Ciz.

En observant les modéles TSC et T'SD, on peut constater leur caractére exact : les techniques
classiques de ’automatique des systémes NL peuvent leur étre appliquées. La classe de systeéme

ainsi définie est plus grande que celle construite par les régles floues.

1.2.2 Controleurs classiques

Dans cette partie, nous considérerons que P’état est mesurable : les vecteurs x est par
conséquent connu. Dans le cas contraire, il faudra recourir & ’emploi d’un observateur (section

1.2.3 de ce chapitre).

En boucle ouverte

En BO (Boucle Quverte), i.e. u = 0, en réécrivant (1.5), on obtient le systéeme TSC-BO

(Takagi-Sugeno Continu en Boucle Ouverte) :
(TSC-BO) &= (Z h,,-(x)A,-) z. (1.7)
i=1

Lorsqu’on se place dans le cas de la stabilisation, plusieures stratégies de commande sont en-

visageables.

Commande retour d’état :

La commande RE (Retour d’Etat), bien que limitée en terme de performances, posséde le

double avantage d’étre simple d’utilisation et de permettre un placement de pdle a l'origine.
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Cette commande s’écrit sous la forme classique suivante :
(RE) u=—Kyz, Ko e R™", (1.8)
le modéle correspondant en BF (Boucle Fermée) est :

i=1

L’étude de stabilité d’un tel modéle peut étre menée d’une maniére similaire & celle de TSC-
BO : dans les critéres de stabilité valides pour TSC-BO, il suffit de remplacer A; par A; — B; Kp.
Nous verrons dans le deuxieme chapitre que I’étude de la stabilité quadratique des systemes TS
en boucle ouverte ou avec un retour d’état, se place dans un cadre trés semblable & celui des

LDIs (Linear Différential Inclusions).

Commande PDC

La figure 1-1 introduit le concept de PDC décrit dans [82].

Sous-systéeme S1 état R1
(rogle 1) Retour d'état
Sous-systéme S2 état R2

(rigle 2) Retour d'
Sous-systéme Sr Retour d'état Rr
(rgler)

Systéme Commande
h1S1+...+hrSr hiR1+. +hrRr

Fi1G. 1-1: Tlustration du concept PDC

A linverse de la commande par retour d’état, qui commande de maniére unique tous les
sous-systeémes S;, le contréleur de type PDC (Parallel Distributed Compensation) a pour but
de commander chacun de ces sous-systémes de maniére individualisée.

Un prérequis a 1'utilisation du PDC est donc que toutes les paires (A;, B;) soient

stabilisables. En effet, les systémes S; dont les dynamiques obéissent & (1.3) sont commandés
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par un retour d’état : v = —K;z, K; € R™*™. On définit ainsi = contrdleurs.
Pour calculer la commande globale & appliquer au systéme TSC a partir de ces r commandes,
on utilise le méme algorithme de défuzzification que celui utilisé pour obtenir le modele global

a partir des r régles, ainsi :

(PDC) u=— (Z hi(x)K,-) z,K; e R™" icI,. (1.10)

i=1
Le systéme commandé par un PDC s’écrit alors :

r

(TSC-PDC) = (Zi hz(SL‘)hj(:E) (Az - B,'Kj)) ZT. (1.11)

i=1j=1

En vue d’une interprétation de ce systéme, il est interressant de mettre en valeur deux com-
posantes particuliéres de cette dynamique :

i=1j51

&= (5;: hi(z) (Ai — BK;) + Er:i hi(z)h;(z) (Ai — Bin)) x.

On distingue ici les termes croisés (en i et j) et les termes non croisés (en ¢ uniquement). L’objet
initial du PDC, & savoir la stabilisation individualisée de chaque sous-systéme, se retrouve dans
les termes non croisés. Les termes croisés sont par conséquent des termes non désirés que ’on

voudra peu déstabilisants ou le plus petit possible en norme.

Cas B commun et commande CDF (Compensation par Division et Fusion)

Dans certains cas particuliers, les matrices B;, ¢ € I se présentent sous une forme telle qu’il
est possible de simplifier I’écriture du systéme en boucle fermé (1.11).
Le cas le plus évident est lorsque B; = B,% € I, avec B matrice constante de R™*™. La

dynamique du systéme commandé par un PDC s’écrit alors de maniére semblable & (1.9) :

= (i hi(x) (A: ~ BK,)) . (1.12)

=1

L’objectif du PDC est dans ce cas parfaitement rempli : le contréleur K; stabilise A; et unique-
ment A;. Nous constatons néanmoins que ceci n’est pas suffisant. En effet, dans le cas de la
stabilité quadratique, c’est par une matrice unique de Lyapounov P qu'’il faut stabiliser tous

les sous-systémes (A; — BK;). Ce probléme peut étre partiellement évité en ayant recours & des
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fonctions de Lyapounov non quadratiques, comme nous le verrons dans le troisiéme chapitre.

Un autre cas particulier est mis en valeur dans [36]. Lorsque les matrices de commande sont
positivement linéairement dépendantes i.e. 3B € R™™ et k; > 0,7 € I, B; = k;B, alors la

commande CDF :

> hi(z)K;
(CDF) u=- |2t |z, K, e R™"ic], (1.13)
i=1
conduit au systéme en boucle fermé suivant :
(TSC-CDF) T = (Z hi(a:) (A; - BiKi)> x. (1.14)
i=1"

Dans ce cas, on commande de maniére indépendante chacun des sous systémes linéaires (A;, B;)
& 'image du cas B commun.
Dans le quatrieme chapitre, nous verrons que 'utilisation d’une forme réguliére permet de se

ramener, sous certaines conditions, au cas B commun.

Modéles bouclés en discret

Les commandes utilisées pour les modeles Takagi-Sugeno en discret sont les mémes que
celles du continu. Le seul point différenciant, d’un point de vue de I’écriture, les modéles bouclés
discrets et continus est I'utilisation de z+ a la place de . On retouve ainsi les quatre modéles

précédemment cités, en version discréte : TSD-(BO,RE,PDC,CDF).

1.2.3 Etat non mesurable : observateurs et systéme augmenté

On considere a présent la sortie des modeles Takagi-Sugeno. Les commandes que nous avons
décrites jusqu'’a présent supposaient que 'on avait accés au vecteur d’état dans son intégralité.
Comme il n’est pas toujours possible de mesurer directement toutes ces variables. On a alors
recours a 'usage d’'un observateur.

Nous présenterons ici ’observateur le plus couramment utilisé dans la littérature des modéles

Takagi-Sugeno. 1l s’agit de Pobservateur flou, semblable en structure & un PDC. On obtient
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ainsi OBC, pour OBservateur Continu :

F=Y hi(@) (A + Biu) + ¥ hi(@)Li(y 7).
(OBC) i =

= (1.15)
] =i§1 hy(Z)Ci2(t),

avec L; € R™ i € I, matrices de gains d’observation.

Il est notable que la structure d’observateur retenue englobe les observateurs linéaires :
il suffit de choisir les matrices L;,¢ € I, toutes égales. Les commandes présentées auparavant
conservent la méme structure, la variable x étant remplacée par Z. On obtient ainsi les systémes
continus suivants :

i=3 hi(x) (Aécc _B; ( ) hj(fc*)Kja)> ,
(TSC-OBC) =

- J=1 (1.16)
y =i§1 hi(z)C;zx.

1.3 Criteres de stabilité /stabilisation des modéles Takagi-Sugeno

1.3.1 Critéres “de Tanaka” en stabilité/stabilisation

Dans la littérature concernant les systeémes Takagi-Sugeno, les résultats majeurs de sta-
bilité/stabilisation sont I’'oeuvre de Tanaka et al. Ces critéres, qui présentent I’avantage d’étre
simples d’écriture et d’utilisation, sont nommés communément “critéres de Tanaka”. Dans la
section 1.4 de ce chapitre, nous montrerons que ces critéres peuvent s’écrire sous une forme
d’inégalités matricelles linéaires. On peut alors utiliser des algorithmes de calcul basés sur-les

techniques d’optimisation convexe [80, 58].

Critére “de Tanaka” en BO

Théoréme 1 [7/] Considérons le systéme continu TSC-BO (resp. TSD-BO). S’il existe une

matrice P € R™ ", symétrique définie positive telle que
ATP+ PA; <0,i € I, (1.17)

(resp.) ATPA; — P < 0,i € I, (1.18)

alors Vorigine du systéme TSC-BO (resp. TSD-BO) est GAS (Globalement Asymptotiquement
Stable).
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La preuve de ce théoréme est triviale puisqu’en utilisant la fonction de Lyapunov V = 27 Pz,

on a

V(z) =i hi(x) [xT (AiTP + PAi) :c] <0,z #0.

i=1
La matrice de Lyapounov P est parfois appelée matrice de Lyapounov “commune” aux sous-
modeles S;. En effet, la matrice P permet de prouver la stabilité de 1'origine de chacun de ces

sous-systémes.

Critére “de Tanaka” pour la commande RE

Les criteres de stabilisation pour les commandes de type retour d’état sont similaires &
ceux ennoncés ci-dessus : il suffit de reprendre les critéres en BO et de remplacer A; par
A; — B;K,i € I,. Dans le cas de la commande CDF, on remplace A; par A; — B; K;.

La commande de type PDC requiert un traitement particulier dans la mesure o des termes

croisés interviennent.

Critére “de Tanaka” pour la commande PDC

Théoréme 2 [7}] Considérons le systéme continu TSC-PDC (resp. TSD-PDC). S’il eziste une

matrice P € R™", symétrique définie positive et des gains K;,1 € I, tels que

G£P+PGii < O,i S I,.,
(1.19)
(GL +GH)P + P(Gi; + Gji) <0,(,4) € 12,5 > 1,

GLPGy; — P <0,i€1,,
(resp)d % " " (1.20)
(GL +GE)P + P(Gij+ Gji) — 2P < 0,(i,5) € I2,5 > 4,
avec Gij = A; — BiKj, (i,j) € I% alors Uorigine du systéme TSC-PDC (resp. TSD-PDC) est

GAS.

Critére relaché “de Tanaka” pour la commande PDC

Quelques années apres ces premiers critéres, Tanaka et al. en publient une version relachée,
exploitant ainsi de maniére plus marquée la propriété de somme convexe des fonctions de

pondération.

Théoréme 3 [76] Considérons le systéme TSC-PDC (resp. TSD-PDC). S’il existe deur matri-
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ces P,Q € R™ "™, symétriques définies positives et des gains K;,i € I, tels que

GEP+PGii+ (s—1)Q < 0,i € I,

(1.21)
(GZ; +G£)P+P(sz +Gji) - 2Q < 0’ (Z’]) € 112'7.7 > ia
GIPGﬁ—P -1 0,z €I,
(resp.)s " Tl 1@ <0 (1.22)

(GE+GY)P+P(Gij +Gj) —2P -2Q <0,(3,5) € I2,j > i,

avec Gij = A; — B;K;,(i,j) € I* et 1 < s < r alors lorigine du systéme TSC-PDC (resp.
TSD-PDC) est GAS.

La variable s représente la borne supérieure du nombre de régles utilisées & chaque instant.
En conséquence, si le nombre de régles utilisées n’est pas connu & tout instant, on peut choisir
par défaut s =r.
Dans ces conditions relachées, on retrouve 'idée de soulager la contrainte au niveau des termes
croisés pour reporter le probleme sur les termes non croisés plus naturellement controlables.

Nous constaterons toutefois peu de différence en pratique entre ces deux criteres.

1.3.2 Critére “de Tanaka” pour le systéme augmenté

Les résultats de cette section sont présentés uniquement pour le cas continu. La généralisation
discreéte étant immédiate. On définit ici le vecteur augmenté z, = [ T T—% }

En utilisant conjointement les expressions (1.15), (1.16), on obtient :

fa=3 h@)hs(@)he(@)Cinter (1.23)

1,5,k=1

avec les matrices G définies par

A; — BiK}, B;K, o
Gijk = , (i,5,k) € I3,
Nijk Aj — LiCy + (B; — B;j) Ky, (1.24)
Nijx = (Ai — A;) — (Bi — Bj) Ky + L;j(Ci — Cj), (3,4, k) € I.
A I8

Cas 1 : Cas général
Tanaka et al. présentent dans [76], le théoreme suivant :

Théoréme 4 [76] Considérons le systéme bouclé continu (1.23). S’il existe une matrice P €
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R symétrique définie positive et des gains K;, L;,i € I, tels que

G/,E-jP + PGy < 0,(i,j) € I?

(GTx + GL,;)P + P(Gijk + Girj) < 0,(3,5,k) € I2, k> 4,
avec Giji, définies par (1.24), alors Uorigine du systéme est GAS.

A noter que lorsqu’il existe des triplets (¢, 4, k) tels que
hi(z)hij(Z)he(Z) = 0,Vt e R T,
il est possible de supprimer les équations des termes croisés correpondants.

Cas 2 : la variable de prémisses est mesurable

Lorsque le vecteur z(t) est accessible & la mesure, une simplification les expressions décrites
ci-dessusest envisageable. En effet, la nouvelle matrice G ne dépend plus alors que de deux
variables. On définit les matrices G;; par

A — B;K; BiK;

Gij = ,(’i,j) € I,,?, (1.25)
0 A; — LiC;

et les équations d’état se présentent sous la forme :

r
.’ila = Z hi(x)hj(:c)Gijwa. (126)
ig=1
Théoréme 5 [76] Considérons le systéme continu (1.26). S’il existe une matrice P € R#*%",

symétrique définie positive et des gains K;, L;,i € I, tels que

GEP + PGy <0,i € I,
(G +GL)P + P (Gij +Gj) <0,(i,5) € I, j >4,

avec Gi; définies par (1.25), alors Uorigine du systéme est GAS.

La matrice P & déterminer est par construction de dimension 2n x 2n. Les méthodes de
résolution actuelle, que nous expliciterons plus en détails dans le paragraphe 1.4, ne permet-
tent pas de déterminer simultanément les trois inconnues introduites ci-dessus. Dans [76], on

préconise de déterminer d’abord les Kj;, L; puis de vérifier qu'une matrice P existe. Dans le
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but d’éviter cette méthode d’essais successifs, un principe de séparation a été introduit par Ma
et al. dans [51]. Ainsi, on a une stabilité asymptotique globale de 'origine s’il existe P, et P,
matrices symétriques définies positives de IR **" telles que :

zl hi(@)hi(z) (4 = B)T Po+ Py (A = BiK;)) <0,z € R™,

%)=

zl hi(@)hs(2) ((As = LiCj)" P+ P.(4; — LiCy)) <0,z € R™.

HL)=

(1.27)

On voit bien ici que les variables liées & la stabilité du systéme commandé (K; et Py) et celles

de I'observateur (L; et P.) sont effectivement séparées.

1.3.3 Autres approches
Approches de type incertitudes

Kim et al. dans [41] considérent un modeéle flou comme un systéme linéaire avec des incer-

titudes de modélisation. Toutes les paires (A4;, B;) sont liées & une paire centrale (Ag, By) par
A; = Ay +0A;, B; = By + 0B;,1 € I,.
Le systéme flou s’écrit alors (cas discret) :
zt = (Aoz + Bou) + i hi(z) (OAiz + 8Biu) (1.28)

i=1

On choisit de maniére naturelle les matrices centrales Ay et By de telle sorte que les normes
maximales des 8A4;,0B;,i € I, soient les plus faibles possibles. Il est bien entendu suffisant que
la paire (Ag, Bg) soit commandable (ou stabilisable) afin d’obtenir une solution & ’équation de
Lyapunov AY PA4g — P = Q.

Kim et al. énoncent le théoréme suivant! :

Théoréme 6 [41] Le modéle TS (1.28) autonome(u = 0) est asymptotiqguement stable si pour

une matrice Ag de Hiirwitz, il existe une matrice QQ > 0 telle que

27 (Ao +04:)" P (A + 0Ai) ~ P+ Q) <0,i€ L,z £ 0,z € EXX Supp(F*)} .

1z € Supp(F*) signifie que z; appartient au support de F;} pour tout j.
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Pour la partie commande le controlleur ©u = —Kz est utilisé.
Kiriakidis et al. dans [42] se placent dans ce méme cadre et analysent le modele TS comme un
modele linéaire soumis & une classe de perturbations NL et utilisent le formalisme LMI.
Dans [78], utilisant toujours un retour d’état, les auteurs mettent en valeur la similitudes des
modeles Takagi-Sugeno avec les modeles LTV (Linéaires Variants dans le Temps). En terme de
stabilité, ils ont montrés I’équivalence entre les modeles Takagi-Sugeno et une classe particuliére
des LTV. Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique globale basée sur le systéme
LTV équivalent est donnée. Il n’y a pas de discussion ayant atrait & la commande de ces modeles.

On retouve dans ces trois approches la méme idée : considérer une partie des h; comme
des perturbations pour appliquer des résultats de stabilité quadratique. Ainsi, seules les bornes
du systémes sont considérées et la connaissance exacte des fonctions de pondération n’est pas
nécessaire. C’est pourquoi seuls des retours d’état linéaires sont abordés en stabilisation.
Cependant, il est possible d’obtenir de meilleurs résultats en utilisant de maniére forte notre

connaissance des h;, comme nous le verrons dans le deuxiéme chapitre.

Techniques par prise en compte des regles

Marin [53] considére des modeéles avec un terme constant dans la partie conclusion, pour la

régle i, on a alors le sous-modéle linéaire :
Régle R; : Si z est F* alors z+ = A;z + b;. (1.29)

En utilisant la connaissance des supports des fonction d’appartenance qui peuvent étre décrites

par des contraintes de type quadratique :
r € Supp(F*) & F;(m) = a:TT;x + 2xTu§ +v§- <0,5 € I,.

On peut ainsi définir la P stabilité quadratique d’une régle de la maniére suivante :

Définition 3 [53] La régle R; est P-quadratiquement stable si et seulement si il existe une

matrice symétrique P > 0, et un réel &; > 0 tel que :

AV (z) < —&||z||* , = € Supp(F?),z # 0,
AW (z =0) = 0,0 € Supp(F?)

avec V(z) = 2T Pz et AV (z) = 2T (AF PA; — P)z + 22T AT Pb; + b} Pb;.
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Marin utilise alors la S-procédure décrite dans [11]. Pour mémoire, nous rappelons le le

lemme suivant :

Lemme 1 [11] Soient Fy, ..., F,, des fonctions quadratiques de la variable { € R™ :
Fi(¢) = CTTi¢ + 2ul ¢ +viyi € I,

avec T; = T{ . La condition Fp(¢) > 0 pour tout ¢ tel que F;(¢) > 0,1 € I, est vérifide s’il existe

71 2 0,...,7p 2 0 tels que

To up P T

ul g i=1 u

Marin utilise la S-procédure, Marin déduit les théorémes suivants :

Théoréme 7 [53] S’il existe n; constantes 'r§ >0, € In,,e; > 0 et une matrice P symétrique

définie positive telle que

ara-rrar qm] &[5 w]
b PA; b Pb; =0 ’ ul -

alors la régle R; est P-quadratiquement stable.

Théoréme 8 [53] Le modéle flov décrit par les équations (1.29) est quadratiquement stable
st et seulement s’il existe une matrice symétrigue définie positive P telle que toutes les régles

soient P-quadratiquement stables.

Autres lois de commande

Des résultats de nature différentepeuvent étre obtenus en utilisant de nouvelles comman-
des. Feng et al. dans [78] souhaitent stabiliser des modéles Takagi-Sugeno continus & ’aide
d’une commande qui n’utilise que le sous-modele dominant, c’est & dire dont la valeur de la
fonction d’appartenance h;(z),i € I, est la plus élevée. A chaque instant u = —Kj,z avec
o = arg(rz%f}i( {hi(z)}). Cette commande ne pouvant satisfaire tous les cas, une commande ad-
ditionnelle est rajoutée. Elle s’apparente a une commande & grand gain qui utilise une division
; hi(z)Bf Pz

par , sans garantir que cette loi soit continue quand cette quantité est nulle.

i=1
Pour remédier & ce probléme, Vermeiren et al. [81] adopte une approche SSF (Stabilisation

Simultannée pour modeles flous), se basant sur les travaux de Petersen [62] concernant la stabil-
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isation simultannée d’une famille de modéles lindaires MIMO en utilisant une loi de commande

par retour d’état NL. On retiendra le principal théoréme suivant :

Théoréme 9 [81] Soit le modéle Takagi-Sugeno continu de type SIMO. Supposons qu’il existe
une matrice P > 0 et un réel a > 0 tels qu’il existe des matrices Q; > 0,1 € I, et r controlleurs

K;,i € I. vérifiant

ATP + PA; — PB;K; — (PBK;)T +Q; <0,i € I,
Qi + PBK; + (PB:K;)" > oI, (i,5) € IZ,
alors la loi de commande u(x) = g1(x) + go(x) avec
91(x) =min (0, ﬁgi”‘—“ﬂﬁﬂf - K,-m) ,Vi € I,/2BT Pz > 0,

BT Pz

g2(x) =Tnax (0, J;J%%%}gjf - Ki:c) ,Vi € I,/2BT Px < 0,

assure la stabilité asymptotique globale du modéle TSC-BO.

1.4 Résolution LMI

L’objet de cette section est de fournir les éléments de base pour le traitement LMI des
équations développées dans ce mémoire. Pour un complément d’information, il est possible de

se référer aux ouvrages [11, 23].

1.4.1 Historique et définitions

La célebre équation de Lyapounov ATP + PA = —Q avec ) symétrique définie positive,
fut la premiére égalité matricielle linéaire utilisée pour P’analyse de la stabilité de systémes
dynamiques. Cette équation pouvait étre résolue analytiquement.

Dans les années soixante-dix, J. C. Willems, lors de ses études en commande optimale [83], est

amené & considérer le probléme suivant :

ATP+PA+Q PB+CT

(1.30)
BTp+C R

pour résoudre ce probléme il se raméne a I’étude des solutions symétriques de I’équation de
Riccati de la forme ATP+ PA—(PB+CT)R™1(BTP+C)+Q = 0. Dans [83], Willems affirme
au sujet de la LMI (1.30) : (traduit de ’anglais) “L’importance de la LMI (1.30) semble trés
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largement sous-estimée. 11 pourrait étre intéressant de voir s’il est possible de ’exploiter dans
des algorithmes de résolution, par exemple”.

Cette intuition sera largement confirmée dans les années qui suivirent : les LMIs émergent
naturellement lors de ’étude des systéemes en Automatique et elles peuvent étre résolues a 1’aide
d’outils d’optimisation convexe.

Aujourd’hui, les outils de résolution LMI sont devenus incontournables en commande optimale
ou en commande robuste.

Avant de pésenter les théorémes qui seront utilisés pour la résolution LMI des équations de

stabilisation de ce mémoire, considérons les définitions suivantes :

Définition 4 [11] Une inégalité matricielle linéaire (LMI) a la forme

m
F(z) = Fot+ )_ z:F; > 0, (1.31)
i=1
avec x € R™, Uinconnue et F; = F} € R™™ les données.
Le symbole inégalité dans (1.31) signifie “F(x) est définie positive”, i.e., uT F(z)u > 0,u €
R™ - {0}.

La LMI (1.31) est équivalente & un ensemble de n inégalités polynomiales en x. Autrement

dit, les mineurs principaux de F(z) doivent étre positifs.

1.4.2 Exemples de mise en forme LMI d’un probléme

Considérons les conditions de stabilisation par un retour d’état du modele Takagi-Sugeno

continu :

(4; — BBK)T P+ P(A; — BiK) < 0,i € I,. (1.32)

Le systéme de 7 inégalités matricielles ci-dessus n’est pas sous forme LMI : les produits KT B; P
et PB;K ne sont pas linéaires en les inconnues K et P. Pourtant, il est possible de transformer

Péquation (1.32) en un systéme LMI. Pour cela, nous utilisons succéssivement deux techniques.

lére étape : X = P71
Multiplier & gauche et & droite les équations de (1.32) par P~1 = X , méne au systéme

d’équations suivant :

(A,-X + XA,.T) - BiKX - (B;iKX)T <0,i € I,. (1.33)
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Ce changement de variable est bijectif (P est symétrique définie positive)

2éme étape : W =KX
En utilisant ce changement de variables bijectif, I’équation (1.33) devient une LMI en les

inconnues W et X.

(AiX + XAL.T) -BW - (BW) <0,iel,. (1.34)

Aprés avoir utilisé des outils de résolution de LMI et déterminé explicitement W et X, on
recupeére les variables P et K en calculant P = X! puis K = WP.
Dans certaines situations, 'utilisation de cette technique demeure insuffisante pour I'obten-

tion de LMI, on peut alors avoir recours au lemme de Schur (ou complément de Schur) :

Lemme 2 [11] La LMI décrite par

Qz) S(z)
§T(z) R(z)

avec Q(z) = QT (z), R(z) = RT (z) et S(z) dépendant affinement de x, est équivalente d :
R(z) >0, Q(z)-S(z)R(x)ST(z) > 0.

Par exemple, la contrainte matricelle ||Z(z)|| < 1 ou Z(x) € RP*?, dépendant affinement

de z, peut étre représentée par
I Z(x)
ZTx) I

> 0.

En effet la contrainte || Z(z)|| < 1 est équivalente & I — ZZT > 0.

Exemple 1 Considérons la premiére partie des conditions de stabilisation par un PDC du

modéle Takagi-Sugeno discret :
(A; - BiK;)T P(A; — BiK;) — P < 0,i € I.
Aprés la transformation X = P~ et M; = K; P, on obtient
—(XAT - MFBI)X 1 (A X ~ B;:M)) + X > 0,i € I,

qui est toujours bilinéaire.
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On utilise alors le lemme de Schur et obtenons la LMI :

X XAT — MFBT
A X — B;M; X

>0,i€ I,.

Plusieurs critéres de performance peuvent étre ajoutés aux conditions de stabilisation des
systemes Takagi-Sugeno, par exemple contraintes sur la commande, sur la sortie ou une spécification
du degré de stabilité ([22, 76]).

A titre d’exemple, considérons la LMI définie par (1.33). On souhaite minimiser la norme
de la sortie u(t) = —Kz(t) avec les conditions initiales z(0) fixées. On a |lu(t)|| < p,t > 0 siles
LMIs suivantes sont vérifiées [11] :

1 2T(0) Q YT

>0, > 0.
z(0) X Y uI

Les toolbox LMIs permettent de résoudre alors un probléme de minimisation de la valeur

2.

Toutes les simulations présentées dans ce mémoire ont été réalisées sous ’environnement Mat-

lab/Simulink 3 partir de calculs réalisés grace & la toolbox LMI du freeware Scilab. Il nous a

semblé en effet que la Toolbox Scilab offrait plus de souplesse que celle du logiciel Matlab.

1.5 Utilisation des modeéles Takagi-Sugeno pour 1’étude des

systémes non linéaires

1.5.1 Théoréme de transformation

Considérons le modele NL affine en la commande suivant :
z = f(z) + B(z)y, (1.35)
avec B(z) a valeur dans R™*™ et f(z) vérifiant 'hypothése suivante :
C1, H1) f(z) analytique, avec f(0) =0 et B(z) continue.

On peut alors écrire f(z) = A(z)z.

Les matrices A(z) et B(z) ne sont pas toujours bornées. On voit alors poindre une contradiction
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avec les modeéles Takagi-Sugeno. En effet, écrits sous la forme TSC, ils imposent que les matrices
d’entrée et de sortie soient bornées. Pourtant, il est possible de lever cette contradiction en

considérant un domaine borné D :

Théoréme 10 (Blanco et al., [7]) Considérons le systéme (1.35) sous Uhypothése C1,H]1).
Alors, pour tout domaine borné D entourant l’origine, il existe un nombre fini r de couples de

matrices (A, B;) 1 € I. et des fonctions hi(z) vérifiant la CSP et tels que :

,
f(z) + B(z)u =Z hi(z) (Aix + Biu) ,z € D. (1.36)

i=1
Preuve. L’hypothése C1, H1) nous permet d’affirmer qu’il existe une matrice A(z) € R ™"

et une matrice B(z) telles que :

z = A(z)x + B(z)u. (1.37)

De plus, si £ € D avec D borné alors il existe des domaines D4 C R™*" et Dg C R™™ tels
que A(z) € D4 et B(x) € Dp. En effet, 'image directe par une application continue d’un borné
est bornée.

On considére alors E(z) = [ A(z) B(z) } , cette fonction est & valeur dans R™+mn La
fonction E(z) est elle-méme bornée : E(x) € Dg. Ainsi, il existe ainsi un polytope convexe &
r sommets tel que tout point de Dg puisse s’écrire sous la forme d’une somme convexe de ces
sommets (une méthode non unique de détermination de ce polytope est proposée plus loin).
Ces différents r sommets sont notés [ A; B; ] ,4 € I.. Si 'on considere un point xy de I’espace
d’état, on peut trouver r coefficients hig,i € I, en somme convexe tels que I’on ait :

Alzo) =3 Figds,

T .
Ba0) =3 oB:

On peut alors construire des fonctions de pondération h;(x) vérifiant la CSP et telles que (1.36)

soit vérifiée. m

1.5.2 Technique de construction d’un modele TS

La décomposition Takagi-Sugeno proposée ci-dessus n’est pas unique. Nous allons ici présenter
une méthode générale permettant d’écrire le modele NL (1.37) sous la forme Takagi-Sugeno.

Les matrices A(x) et B(x) seront supposées bornées. Nous illustrerons le mode opératoire décrit
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ici par un exemple de transformation du systéme NL suivant :

(&= A(z1)z + B(z)u,z € R2,u € R,
[
-1 1

A((L‘l) = ’

. sinz; —3 (1.38)
1

B(zg) =

| 1 + cos? 9

lére étape : Mise en place des bornes de chaque terme non constant

Pour gérer les termes non constants apparaissant dans A(z;) et B(z2), nous utiliserons le

lemme suivant :

Lemme 3 [55] Soit f, fonction continue par morgeauz et non constante de R dans [0,1]. Pour
tout z € D = [b,a], il existe deuz fonctions Fi(x) et Fa(x) de IR dans R vérifiant la CSP et
deuz réels a et B,a > 3 tels que f(z) = Fi(z)a+ Fy(x)B.

En effet, comme f(z) est continue par morgeaux sur D, elle atteint ses bornes. On note

a =max (f) et # =min (f). Puisque f n’est pas constante, & > (3 et,
zeD zeD

f(z) = Fi(z)a + F(z)B,
Fy(z) = {252, Fy(z) = 5512,

Exemple 2 Considérons la non linéarité sin x, du systéme dynamique décrit par (1.38). Pour

toute valeur de x1, on peut écrire sinz, comme somme convezre 1 et —1 :
sinzl = F}(z1).1+ F2(z1).(-1).
De méme, 1 + cos® zy peut s’écrire comme somme de 1 et 2 :

14 cos? zp = Fi(x9).2 + F(z2).1.
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On définit les fonctions P}’ d laide du lemme 3 :

F}(z1) = 0.5(1 + sin(z)),

F12($1) = 05(1 - sin(:z:l)),

2

F}(z2) = cos® g,

F(z2) = 1 — cos? zy.

2éme étape : Mise en place des bornes de chaque terme non constant
Considérons la matrice C(z) = [ A(z) B(z) ] € IR x(nm)
On note

C(:L‘) = [C,:,(.’E)],'L € In,j € Iman.

La matrice C(x) présente n. termes c;;(z) non constants et continus par morgeaux. Chacun de

ces n. termes peut étre décrits par FI(z), Ff(z),a”, B, h € I,,,, conformément au lemme 3.

On peut écrire C(x) sous forme d’une somme convexe de 2" matrices constantes :

gne

C(LB) =Z hk(m)Ck,
k=1
avec hy(z) et Cr = [cf;] définis comme suit :

1. Les (n2m —nc) termes constants de C(x) se retrouvent dans les C. Ainsi si ¢;(z) = p,

on obtient : cf; = p,k € Iyn.

2. 1l reste a présent n. termes & définir pour chacune des 2" matrices Cg.
Pour un terme non constant donné ¢;j,(x), on a ahe < Cigjo(Z) < B". Dans les matrices
Cy, le terme cfojo vaut ainsi soit o™ soit ",

Comme il y a 2" maniéres de constituer des produits (a! OU 8') x ... x (a™ OU g™),

on peut constituer les 2™ matrices Ck.

3. Pour calculer Ay correspondant & Ck, on multiplie les n, fonctions FP_, 5, h € I,,_ selon
le choix effectué entre o ou B". Ainsi, les 2" fonctions h; sont constituées de produit de
type Flouo X .. X FT%

ou 2°

Par exemple, si C; n’est constituée que des bornes min «, alors h; = F} x ... x Flk .
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Exemple 3 On a trouvé précédemment

-1 1 1
C= ,

sinz; —3 14 cos?zy
avecn,=2etal=1,'=-1,a2 =2, =1.

Le point 1 nous permet de constituer :

C; = ,0 € Iy.
x =3 X

Les 4 matrices “extrémes” C;,i € I sont déterminées & laide du point 2 :

¢ i - -

-1 1 1
Cl = ’
1 -3 2
-1 1 1
C’2 = 3
1 =31
< - o
-1 1 1
Cs = ,
-1 -3 2
-1 1 1
C4 s ’
-1 -3 1
\ L E

et le point 3 donne les fonctions de pondération :

,

hi(z) = F{ (z1)F3 (22),
ha(z) = F(21) F§ (),
hy(z) = F{(z1)F3 (22),
| ha(@) = Ff(21) F3(z2),

3éme étape : Ecriture du modéle Takagi-Sugeno augmenté

A ce stade, il faut reconstituer les matrices A;, B; et calculer I’expression des fonctions de

pondération.

Exemple 4 Sur l’ezemple développé précédemment, les transformations effectuées permettent
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d’affirmer que les dynamiques de (1.38) s’écrivent sous la forme Takagi-Sugeno :

4
T =Z hi (.’L‘) (A,x + Bzu) s

i=1
avec
, _ -
-1 1
Al - A2 = )
1 -3
-1 1
A3 = A4 = s
-1 -3
{ L d
1
By =B3= ’
2
1
By = By = )
1
\ t

et des fonctions de pondération vérifiant

r

hi(z) = 0.5(1 + sin(z;)) cos? z,
ha(z) = 0.5(1 + sin(z1)) (1 — cos? zp) ,
hs(z) = 0.5(1 — sin(z)) cos? z,
hy(z) = 0.5(1 —sin(z)) (1 — cos? z3) .

\

Cette méme transformation sera appliquée sur un modéle de pendule inverse a la fin du
deuxiéme chapitre. On notera au travers de cette méthode que si les matrices A(x) et B(x)
présentent n, non linéarités distinctes, on a alors un nombre de modeles r = 27, Il est bien
évident que cette croissance exponentielle du nombre de modéle peut rendre difficile la résolution

numérique.

1.5.3 Limites de ’approche : théorémes locaux

Des 1996, dans [75], Tanaka et al. étudient la stabilisation d’une classe de systéeme NL &
I’aide des modeles Takagi-Sugeno. Les théorémes de stabilisation sont globaux et valides pour
des systémes & modéle Takagi-Sugeno valable dans tout Pespace d’état. Considérons ’exemple

1 utilisé dans [75]. Le systéme NL considéré est le suivant

i= —0.12% — 0.02z — 0.67x3 +u (1.39)
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Dans les exemples utilisés dans [75], les systémes NL ne sont sous forme Takagi-Sugeno que
pour un domaine D de Pespace d’état. Ce domaine D est décrit par z,& € [ —1.5 1.5 ] Le

modele TS correspondant est alors

2T = [ T T ] s
, ha(2) (Aiz + Bu). (1.40)

o>

z =
1

Les valeurs numériques des h;(z), A;, B; sont déterminées & 1’aide de la méthode explicitée ci-
dessus (elles dépendent du domaine D considéré). Par application des théorémes énoncés dans
Particle, on détermine un contréleur rendant le systéme TS GAS. La conclusion de [75] est “le
systeme NL est asymptotiquement stabilisé”. Ce type de conclusion manque de précison et peut
induire en erreur le lecteur. En effet, bien que le systéme (1.40), considéré comme valide dans R ™
soit GAS, il n’est pas prouvé que pour P'ensemble de conditions initiales z,z € [ -15 1.5 ] )
le systéme (1.39) soit asymptotiquement stable. Ainsi, le terme ”systéme NL” est ambigiie dans
la. mesure ot il peut désigner & la fois (1.40) et (1.39).

Pour clarifier ce point, nous ennongons le théoréme suivant pour le systéme en boucle ouverte

TSC-BO :

Théoréme 11 (Blanco et al., [7]) Considérons le systéme décrit par

&= f(x), (1.41)

avec f(x) vérifiant Uhypothése C1,H1). On considére un domaine D C IR™ entourant Uorigine.

Dans ce domaine, f(x) présente n. termes non linéaires. On a alors

2ne

z= f(z) = A(z)z = (Z h,(a:)A¢> z,x € D.

i=1

Considérons par ailleurs le systéme Takagi-Sugeno défini pour x € R™
2716
&= (Z h,-(:c)A,-) z. (1.42)
=1
S’il eriste une matrice P symétrique définie positive vérifiant

ATP +PA; <0,i € Ignc
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alors Uorigine du systéme (1.42) est GAS.
De plus, lorigine de (1.41) est localement asymptotique stable et la plus grande ellipsoide T’ =
{5 €eR"| ETPS < 1} incluse dans le domaine D est une estimation du domaine de stabilité

asymptotique de (1.41).

Preuve. En appliquant le théoréme 10 avec la méthode de construction proposée ci -dessus,
on obtient la forme (1.42). On utilise alors la seconde méthode de Lyapunov avec une fonction

de type zTPz. =

Pour déterminer pratiquement cette ellipsoide & I’aide de LMIs, on peut s’inspirer de la
méthode décrite dans [11]. On suppose pour cela que le domaine D est décrits par p points
v; tels que D = Conwv {vy,...,vp}. Le probléme est alors de trouver une matrice P symétrique

définie positive vérifiant la minimisation suivante :

Minimiser log(det P)
A,LTP-{-PA.L < 0,1 € Igne,

(1.43)
Soumis & 1 o7
‘| >0,i€l,.
Vi P

La minimisation de log(det P) permet d’obtenir le plus grand domaine possible. La figure

1-2 illustre bien notre propos :

Equipotentielle de Etat 1
Liapunov \
N _'_//

Domaine de stabilité
Asymptotique =~ —————

E
- \ ' q tat 2
Domaine de validité du _—— —>

modéle TS \

Fi1G. 1-2: Modeles TS et modéles non linéaires
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Exemple 5 Considérons le systéme décrit par

. -1
T = z,
xysinx; —3

Soit le domaine D = {x € R, |z1| < o4, |x2| < ag}. Dans le domaine D, on peut écrire le

systéme sous la forme Takagi-Sugeno

4
i=1

avec ( i .
-1 «o -1 -«
Al = 2 ,A2 = 2 3
—a; -3 ] —-a; -3
¢
-1 Q9 W [ -1 —Q9
A3 = ,A4 =
\ a; -3 a; -3

On peut noter que la connaissance et la détermination des h; est ici inutile. (Ce point fera
lobjet de développement dans le chapitre suivant).

On définit alors les points v;,i € Iy par v} = [ +a +6 ] .

Chercher, a a et 3 fixés, le plus ellipsoide invariant contenu dans D, se raméne a la résolution

du probléme LMI (1.43). Pour a = 1.7 et 8 = 1.7, on trouve la matrice de Lyapounov suivante :
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1.6 Elements majeurs du premier chapitre

Les modéles Takagi-Sugeno existent depuis une quinzaine d’année et sont a présent com-
munément écrits sous forme analytique. En cela, ils constituent une classe particuliere de
systeme NL et les outils de Pautomatique classique peuvent leur étre appliqués. Les résultats
les plus marquants en stabilité et stabilisation sont fondés sur l'utilisation des fonctions de
Lyapounov quadratiques de type V = 2T Pz avec des commandes par retour d’état ou PDC.
Ces critéres présentent ’avantage d’étre simples d’utilisation (critéres LMI) et généraux mais
aussi assez conservatifs.

De plus, ces modeles peuvent étre utilisés pour étudier la stabilité d’une classe de modéles non

linéaires.



Chapitre 2

Stabilisation Quadratique des

Modeles Takagi-Sugeno

2.1 Utilisation des fonctions de pondération

Comme nous venons de le voir, la plupart des critéres de stabilité et de stabilisation des
modeles TS reposent sur ’'utilisation de fonctions de Lyapounov quadratiques de type V =
2T Pz, avec P € R™ " symétrique définie positive.

L’utilisation de fonctions de Lyapounov quadratiques introduit naturellement un fort con-
servatisme. En dépassant cette considération, il est naturel de s’interroger sur la qualité des
critéres quadratiques existants :

E'st-{il possible, avec des fonctions de Lyapounov quadratiques, d’obtenir de meilleurs résultats
que les critéres proposés dans la littérature ?

Au travers de ce chapitre, nous montrerons que les criteéres de Tanaka sont de trés bons
critéres de stabilité quadratique lorsque les fonctions de pondération sont inconnues. En re-
vanche, si ces fonctions sont connues (par identification d’un modeéle NL & un modéle Takagi-
Sugeno par exemple), nous montrerons qu’il est possible d’obtenir de meilleurs résultats. Pour
ce faire, il faudra consentir & des calculs plus complexes. En ce qui concerne la stabilisation,
bien qu’en apparence les controleurs classiques de type PDC ou CDF utilisent fortement la
connaissance des fonctions h;(z), il est possible d’aller plus loin en travaillant plus finement
avec la majoration de la dérivée de la fonction de Lyapounov obtenue.

Ainsi, dans ce chapitre, nous introduirons une classe d’inégalités matricielles de type Q(z) <
0, pertinente pour ’étude de la stabilité/stabilisation quadratique des modeles Takagi-Sugeno.

Par rapport & cette classe d’inégalité, nous développerons des théorémes d’équivalence ou des
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conditions suffisantes pour que Q(z) soit définie négative. Ces résultats seront appliqués au
modéle TS en BO et en BF, avec et sans observateur PDC. Nous appliquerons ces résultats a

un modele de pendule inverse issu de [81].

2.2 Bases de ’approche

Dans cette section, nous allons étudier des conditions de la forme :

Q(z) =ZS: (i(2)Qi <0,z € R™ (2.1)

=1

avec (;(x),1 € I, satisfaisant la CSP et @; une matrice quelconque symétrique de R ™*™. Les
fonctions ¢;(x),% € Is sont supposées parfaitement connues.
Les matrices (); peuvent dépendre de variables matricielles. Par exemple, si @; dépend du

contréleur K et d’une matrice P, nous noterons @; = Q;(P, K).

Remarque 1 55 Q(z) <0,z € R™ alors

27Q(z)r <0,z € R™ — {0},

TQ(z)zx =0 2=0.

Ainsi, les conditions de type (2.1) peuvent permettre une étude de stabilité par fonctions de
Lyapounov quadratiques V = T Px. En effet, en dérivant cette fonction le long des trajectoires

du systéme, on obtient V = 2T Q(x)x, avec Q(x) de la forme
Qs) =Y (@)@
i=1

2.2.1 Motivations de la classe de conditions retenues

Soit un modéle de systéme continu de la forme :

8
&= (i(x)Ewx, (2.2)
i=1
respectivement en discret
8
zt =) (i(z) Bz, (2.3)
i=1

avec (;(z),? € I, satisfaisant la CSP et E; € R™",4 € I,.
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Considérons la fonction de Lyapounov quadratique suivante :
V(z) = 2T Pz, (2.4)

avec P une matrice symétrique définie positive de IR "*™,

Calculons la dérivée de cette fonction de Lyapounov V' le long des trajectoires du systéme (2.2) :
V (z) = T Pr 4+ 27 Pz,

(resp.) AV(z) = (:z:"')TPa:+ — 2T P

D’apres les résultats de Lyapounov [49], une condition suffisante pour rendre I'origine asymp-
totiquement stable est
V(z) =0 <=z =0,
V(z) <0,z ¢ R™— {0},
AV(z) =0z =0,

(resp.)
AV(z) <0,z e R™ — {0}.

En utilisant les expressions des dynamiques de (2.2) et (2.3), V (z) et AV(x) s’écrivent :

V (@) =T (g G(@)(ETP+ PE:-)) z,
AV(z) = o7 ( > Gi@)y(e) (BT PE; - P)) .

i,J=

Bien que I’expression de AV(x) ne soit pas directement sous une forme similaire & (2.1), nous
montrerons que on peut s’y ramener aisément (théoréme 17).
I’étude de la stabilité au sens de Lyapounov avec des fonctions de type quadratique nous

conduit & nous intéresser & des conditions du type Q(z) < 0,z € R™ définies par (2.1).

Exemple 6 Considérons le systéme TSC-RE et la fonction de Lyapounov définie par V =
2T Px. La dérivée de la fonction de Lyapounov le long des trajectoires de TSC-RE s’écrit :

V = ;L'T (Z ht(a:) ((A, — BiKo)T P+ P(Az — BiKo))) z.
i=1
Ainsi, si (2.1) est vérifiée avec s =r et (;(x) = hi(z),i € I, et

Qi = Qi(P, Ko) = (A; — B;Ko)" P+ P(A; — BiKy) ,i € I,
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alors Uorigine du systéme TSC-RE est GAS.

2.2.2 Théoréme d’équivalence et conditions suffisantes

En utilisant ’expression de (2.1), notre but est de trouver des conditions suffisantes (éventuellement
nécessaires et suffisantes) sur @;,i € Is pour que Q(z) soit définie négative. En effet, pour
obtenir des conditions de stabilité exploitables par des algorithmes numériques, il est nécessaire

de manipuler des inégalités purement matricielles ; par exemple
Q(P, Ko) = (A— BEy)T P+ P(A— BK,) <0,
avec comme inconnues Ky et P.
Remarque 2 De toute évidence (2.1) est une condition suffisante pour que xXQ(z)x soit

définie négative. Par souci de précison, notons qu’il n’y a pas équivalence entre (2.1) et “xT Q(x)x

définie négative”. En effet, on peut trouver un certain vecteur xq tel que la matrice

C1(x0)Q1 + ... + 5(20)Qs

ait des valeurs propres positives bien que la quantité

25 (¢1(20)Q1 + .- + (s (20)@s) 20
soit négative. En revanche, utiliser la condition (2.1) a la place de “cTQ(z)z définie négative”
ne va pas introduire un fort conservatisme.
Nous allons & présent chercher un équivalent & la condition (2.1). Considérons pour ce faire
P’hypothése! suivante :

C2, H1) 1l existe s points z; de 'espace d’état tels que (;(x;) = 1,7 € L.

Ainsi,

Théoréme 12 (Blanco et al., [6]) Sous Uhypothése C2, H1), la condition (2.1) est équivalente
a@; <0,i€ .

!Notation : C2, H1) désigne ’hypothése 1 du chapitre 2.
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Preuve. En considérant C2, H1), il est évident que
8
21) =) ((#)Qi=Q; <0,j € L.
i=1

Inversement, (Q; < 0,7 € Is) =>(2.1) est vrai car les {;(x),% € Is sont positifs et non tous nuls.

Nous pouvons en conclure que si la condition C2, H1) n’est pas vérifiée, il est possible de

trouver de meilleures conditions suffisantes pour (2.1) que le critere “Q; < 0, € I,”.

Considérons le vecteur {(z) € R*® et son image dans I'espace d’état :

@ =] a@ - o |
D; = {¢@) | € R").

Comme 0 < (;(z) < 1,¢ € I, D¢ est inclus dans le domaine [0,1]* C IR®. Ceci nous amene &

considérer ’hypothese suivante :

C2, H2) 11 existe ¢ points I'; € D, avec I‘;‘F = [I'j1, .., I'js] tels que tout point

de D, puisse s’écrire sous la forme d’une combinaison convexe de ces g points.

L’hypothese C2, H2) se traduit par
q
V¢ € D¢, 3(61,...,00),0: > 0,01 + ... + 0, =1,{ =) _ 0,;T;.
j=1

L’hypothese C2, H2) impose une forme de polytope convexe au domaine D¢, comme le montre

la figure 2-1 :

Théoréme 13 (Blanco et al., [6]) Si les fonctions (;(x),i € I. vérifient C2,H2) alors la

condition (2.1) est équivalente a

S
Z Pini <0,5 €1, (2.5)
i=1
Preuve. (2.1)==>(2.5) : Si tous les éléments de D¢ vérifient (2.1), alors les points particuliers
T;,j € I, vérifient aussi la condition (2.1) et (2.5) est vraie.

(2.5)=>(2.1) : On considére & présent £ € R"™ et on suppose (2.5) vérifiée. D’aprés C2, H2),
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Domaine Ddzeta

F1G. 2-1: llustration de ’hypothése C2, H2)

on peut écrire {(z) comme une combinaison convexe de I'; :

C(z)T Z 0;(x)Tj1, - 29j($)rjs],

avec 85, j € I, satisfaisant la CSP. Alors,

i G(T)Q; = zs: (Z 0; (-'E)Fji> Qi
=1 ;

Comme les 8, j € I, sont positifs et non tous nuls, la condition (2.1) est vérifiée. m
La majeure partie des fonctions {(x) ne vérifient pas hypothése C2, H2) : 'ensemble D¢
n’est pas forcément un polytope convexe. Il est alors possible de trouver un polytope convexe

contenant le domaine D¢. Dans ce cas, il est plus intéressant de considérer I’hypothése suivante :

C2, H3) 1l existe k points, T'; € R® avec I'] = [[1, .., ] tel que

tout point de D¢ puisse étre écrit comme combinaison de ces k points.

Comme indiqué sur la figure 2-2 , le polytope défini par Conv {I'y, ..., I's} est appelé polytope
magorant de D¢. On notera que cette décomposition, bien que non unique est toujours valide.
1l suffit de considérer les s points Tl = [1,0,...,0], T3, = [0,1,...,0], ..., T% = [0,0, ...,1]. On se

base pour cela uniquement sur la CSP. Ainsi tout point de D; peut étre obtenu comme somme
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LN

§\\\

du polytopg " ————— —_»
majorant

Z

_

F1G. 2-2: Tllustration de ’hypothése C2, H3)

convexe de I'l,, ..., T%, :

DgCD=Con'U{F10,...,Fso}C]R3

55

(2.6)

Ce polytope majorant de D, est basée uniquement sur les bornes des fonctions ¢;(z),z € Is.

L’utilisation du polytope convexe D comme polytope majorant de D¢ conduit & des résultats

trés conservatifs. On sera ainsi amené & considérer plus que s points 1"? pour obtenir un bon

polytope majorant, au détriment de la simplicité des calculs.

Exploitons ces résultats pour transformer la condition (2.1) :

Théoréme 14 (Blanco et al., [6]) Soient T'j € R?,j € Iy avec I‘? = [Tj1,-.,';s] les k points

tels que les fonctions (;(x),1 € I; vérifient C2, H3). Alors, si les matrices Qi,i € I, vérifient

Z FyzQz < O)V] € I,

i=1
la condition (2.1) est vérifiée.

Preuve. Identique a la démonstration (2.5)==(2.1) du théoréme 13. =

2.2.3 Somme convexe et somme conique

11 est possible de remplacer ’hypothése C2, H2) par I’hypothése suivante :

C2,H?') 1l existe ¢ points T'; € D, avec I‘;‘F = [T'j1,--,T'js] tels que tout point

de D¢ puisse s’écrire sous la forme d’une combinaison conique de ces ¢ points.

2.7)
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Cette hypothese se traduit par

q
V¢ € D¢, 3(01,-..,04),6: > 0,01 + ... + 04 >0, =D _ 0;T;.
=1

Dans ce cas le théoréme 13 reste valide en remplagant C2; H2) par C2, H2'). De méme, on peut
écrire le théoréme 14 en considérant une hypothése de somme conique semblable & C2, H3).
Dans la suite de ce chapitre, nous poursuivrons, pour des raisons de concision, en utilisant

exclusivement des somines convexes.

2.2.4 Ajout d’une matrice constante

Considérons la condition suivante :

Qr(z) =§s: (@)@ +T <0,z e R™ (2.8)

=1

avec T" matrice quelconque de dimension appropriée. A I'aide des hypothése C2, H3), on a une

propriété similaire & celle du théoréme 14 :

Théoréme 15 (Blanco et al.) Soient T'; € R®,j € Iy, avec FJT = [['1,..,Tjs] les k points tels

que les fonctions ;(x),1 € I vérifient C2, H3). Alors, si les matrices Q;,1 € I, vérifient

S
D TQi+T <0,V € Iy,

i=1
la condition (2.8) est vérifiée.

Preuve. La propriété I'j; 4 ... +T'js = 1 permet de remplacer ¢; par @; + T dans les

équations du théoréme 14. =

2.3 Application des résultats en stabilité/stabilisation

2.3.1 Criteére de stabilité pour les modeles TS

Les résultats exposés ci-dessus peuvent etre directement appliqués pour I’étude de stabilité

des modeles Takagi-Sugeno en discret et en continu :

Théoréme 16 (Blanco et al., [6]) Considérons le systéme TSC-BO. Soient T'j,j € Ix les
k points tels que les fonctions h;(x) satisfont Uhypothése C2, H3). S’il existe une matrice P €
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R™ ™ symétrique définie positive vérifiant

S
> Tu(ATP+ PA;) < 0,5 € I,
i=1
alors Uorigine du systéme est GAS.
Preuve. On applique le théoreme 14 avec s = r,{;(x) = hi(z),i € I et Qi = AT P + PA;.

Exemple 7 Considérons le modéle TS décrit par les matrices suivantes :

0 -3 0o 05| (2.9)
ha(z), ha(z) = 0.2.

En appliquant le théoréme 1, nous sommes amenés & chercher une matrice P de Lyapounov

vérifiant les conditions :
ATP+PA; <O,

(2.10)
AgP + PAy < 0.
En appliqguant le théoréme 16, on doit résoudre
0.2(ATP+ PA;) +0.8(ATP + PAy) <0,
(4 ) +08(42 2 (2.11)

0.8(ATP+ PA) +0.2 (AP + PA;) < 0.

Le systéme de LMlIs (2.11) posséde plusieurs matrices de Lyapounov solutions, par exemple
P = I. En revanche, le systéme d’équation (2.10) n’a pas de solutions car la matrice Ay n’est

pas une matrice de Hurwitz.

Il est notable méme si les deux systémes ont des solutions, la méthode proposée permet
d’obtenir un ensemble de solutions plus large en terme de matrice de Lyapounov. Cet élément
se réveélera particulierement intéressant dans le cas de la stabilisation ou P’ajout de contraintes
de performances peut réduire le champ des matrices de Lyapounov solution du probléme. On
notera de méme, conformément au théoréme 12, que si les fonctions h;(x) satisfont I’hypothese
C2, H1), on obtient le méme systeme d’équation par le théoréme 16 que les criteres du théoreme
1 : les points considérés dans pour le polytope de C2, H3) sont en effet T'Y, ..., 'Ly définis par
(2.6).

L’application de ces résultas au systéme discret Takagi-Sugeno est moins immédiate :
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Théoréme 17 (Blanco et al.) Considérons le systéme TSD-BO. Soient T'j,j € Ii, les k points
tels que les fonctions hi(x) satisfont les hypothéses de C2,H3). S’il existe une matrice P €

R™ ™ symétrique définie positive satisfaisant

™
> Ty(ATPA;— P) <0,Yj € I,
=1

alors Uorigine du systéme considéré est GAS.

Preuve. Comme AV (z) = Viy1(z) — Vi(z) = 277 Pr — 27 Pz, nous avons

AV(z) = 2" ( S ha(w)hs(z) (AT PA; - P)) 2 =T Q(z)z

ij=1

Considérons par ailleurs la quantité (A; — A;). Comme P est une matrice symétrique définie
positive, on a VM € R ™" MTPM > 0.

Ainsi, (4; — A;)TP(A; — A;) > 0. Et par conséquent, si 'on considére une matrice R(z)
r
R(z) =" hi(@)h;(@) (A — 4" P(4 — 45)),
ij=1

on a alors R(z) >0, c’est & dire

> hi(@)hi(x) (AT PA; — ATPA; — ATPA; + ATPA;) > 0.

,j=1
On introduit alors la matrice P dans I’expression ci-dessus :

(ATPA; - P) — (ATPA; - P)

— (AFPA; — P) + (ATPA; - P) =

S ha(w)hy()
=1

En développant cette expression, nous voyons apparaltre des termes non croisés en (AfPA1 - P)

et des termes croisés en (A?PA,— — P). En rassemblant ces termes, nous obtenons :

R(z) =2 Z hi(z) (A,TPA,- - P) —2 Z hi(z)hj(z) (A;-F PA; — P) > 0.

=1 i,5=1
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Ainsi Q(x) vérifie .
Q) <5~ hi) (AZ-TPAi . P> :

i=1

D’apres le théoreme 14 avec s = r,(;(z) = hi(z),i € I et Q; = AT PA; — P, nous avons

i hi(x) (AT PA; - P) <0,z € R™

=1

Nous pouvons alors affirmer que AV(x) est définie négative. m

2.3.2 Similitude entre les modeéles TS et LTV

Avant d’aller plus en avant dans la stabilisation quadratique des modeles TS, il convient de
souligner un point important concernant les similitudes entre les inclusions différentielles et les
modeles TS.

En effet, si on applique le critére classique de Tanaka “ATP + PA; < 0,5 € I.”, l'analyse
par fonction de Lyapounov quadratique concernant les modeles TS en boucle ouverte ou avec
un controleur type retour d’état ne dépend pas des fonctions h;(x). On peut pousser ce
raisonnement jusqu’a dire que si les matrices (A;, B;) sont identifiées, il est inutile de chercher a
déterminer les fonctions h;(z) dans un objectif d’étude de stabilité ou de stabilisation par retour
d’état. Par contre, lorsque des commandes de type CDF ou PDC sont utilisées, la connaissance
des fonctions de pondération est alors fondamentale car on ne se place plus dans le cadre d’un
controle robuste. Pour éclairer notre propos, nous allons faire des rappels sommaires sur les

inclusions différentielles linéaires.

Définition 5 [11] Une inclusion différentielle (DI) est décrite par
& € F(z(t),t), z(0)==xo,t€ R™, (2.12)

ot F est une fonction de R™x R™ ¢ valeur dans R™. Toutx : R* — RR™ sctisfaisant (2.12)

est appelé trajectoire de linclusion différentielle (2.12).

Définition 6 [11] Une inclusion différentielle linéaire (LDI) est définie par
z € Qx, z(0)=xo, (2.13)

ot ) est un sous-ensemble de IR™ ™.
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On peut interpréter la LDI comme décrivant une famille de systéme LTV (Linear Time

Varying) ([11}). En effet, toute trajectoire de la LDI (2.13) satisfait
z=Alt)x, =z(0)=xo. (2.14)

On se place ainsi dans le cadre d’incertitudes. Les modeéles TS sont alors des LDI polytopiques
(ou PLDI) avec Q = Conv {4y, ..., A, }. En effet, en terme de stabilité, l'utilisation de fonctions
de Lyapounov quadratique, conduit au méme critére pour le modele TS et la LDI polytopique.
Ce point provient du fait qu’étudier la stabilité quadratique d’un systéme, revient a

travailler sur les bornes de la matrice d’état du systéme.

2.3.3 Conditions de stabilisation pour les modeles TS
Retour d’état et CDF

Quand on utilise une fonction de Lyapounov quadratrique, la stabilisation des systemes TS
par un retour d’état ou une CDF conduit & la résolution du probléeme suivant : Trouver P

symétrique définie positive et K;,7 € I, satisfaisant les équations :

A{‘ hi(x) ((Az —BEK) ' P+P(A; — BiKi)) < 0, (cas continu)
=1

i hi(x) ((Al —B:K)" P(A; - BIK;) — P) < 0. (cas discret)

=1
Pour le controleur linéaire, on a K; = Ko, ? € I.. Par application du théoréme de stabilité
Théoréme 18 (Blanco et al., [6]) Considérons le systéme TSC-RE (resp. TSD-RE). Soient
T, 7 € Iy les k points tels que les fonctions hi(x) satisfont les hypothéses de C2, H3). 57l existe
une matrice P € R™ "™, symélrique définie positive satisfaisant

r
STy ((A,- — BiKo)T P+ P(A; — BiKo)) < 0,j€l,

=1

:
(resp.) > Ty ((Ai — BK:)" P+ P(A - BK)) < 0,j¢€ly
=1

alors lorigine du systéme considéré est GAS.

Preuve. Application directe du théoréme 14. =
Des résultats similaires pourraient étre obtenus en discret. Nous noterons, conformément a ia

section précédente que ces deux théorémes, bien que similaires en écriture sont de philosophies
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opposées. Pour le retour d’état, on obtiendra une commande stabilisante robuste puisqu’elle
convient 3 tout systeme ayant des fonctions de pondération satisfaisant C2, H3). En revanche,

pour la CDF, on suppose le modéle exact.

controleurs PDC

La forme de la dérivée de la fonction de Lyapounov z! Pz dans le cas de TSC-PDC et
TSD-PDC est différente de celle obtenue en BO ou pour les contréleurs RE et CDF. En effet,
on voit I'apparition de double produit k;(x)h;(z). Il est alors préférable de se ramener & une

condition de type (2.1). On utilise ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 19 (Blanco et al., [6]) Soit une condition de la forme :

T
Qz) =) hi(x)hj(z)Qi; <0,z € R™, (2.15)
ij=1
avec r% matrices symétriques Q;; et des fonctions de pondération hi(x) satisfaisant la CSP. On
peut écrire (2.15) sous la forme (2.1) avec s =r(r+1)/2. {;(x), € Is et N;,i € I sont définis

par :
( ¢1(z) = hi(=), N1 = Qu,

Cr(x) = hﬁ(:l?), Ny = Qr'r’
Crp1(x) = 2R (x)ho(x), 2Npy1 = (Q12 + Q21),

L Cs(w) = 2h7‘—1(x)h7‘(x)’ 2N, = (Q(r—l)r +Qr(r—1))a
de plus les (;(x),1 € I vérifient la CSP.
Preuve. En regroupant les termes croisés :
> hi(@)hi(2)Qi; =Y h2(@)Qut DY 2hi(x)h;(x) (Qij + Qi) ,
i,5=1 i=1 i=17>%

on voit immédiatement

3 he(@hs (@@ =3 (=)
i=1

i,5=1

La CSP des fonctions (;(z) provient de

2‘9: Cilz) = 2”: hi(z)h;(z) = 1.
=1

ij=1
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Cette transformation sera appliquée 4 un modele de pendule inverse & deux régles 3 la fin

de ce chapitre.

Dans toute la suite, nous désignerons par £;(x) les fonctions contruites & partir des doubles
produits de fonctions de pondération. Dans le cas du PDC, r controéleurs linéaires sont & définir.
Nous noterons K = [ K, - K, J, le vecteur des gains du PDC. En utilisant encore une

fois le théoreme 14 :

Théoréme 20 (Blanco et al., [6]) Considérons les systémes TSC-PDC.

Soient T';,5 € I les k points tels que les fonctions &,(x),i € I, satisfont les hypothéses de
C2, H3).

Soit P € IR™™ une symélrique définie positive quelconque.

Soient les matrices N;( P, K),i € Iy contruites a partir des matrices
Gij(P,K) = (A; — B.K;)T P4 P(A; — BiK;), (3,5) € I, (2.16)

conformément au théoréme 19.

S’il existe une matrice P et des gains K;,1 € I satisfaisant

s
Z F]’LNL(P) K) < O>.7 € Ik)

i=1

alors Uorigine du systéme est GAS.

Preuve. L’utilisation d’une fonction de Lyapounov quadratique V = zT Pz, méne 2 la

condition suffisante de stabilité

.
Qo(@) = hi(x)hi(z)Gi;(P,K) <0,z € R™
i,5=1
avec G;;( P, K) définis par (2.16). En utilisant le théoreme 19, on obtient les N;(P, K),i € I
avec les fonctions §;(x), ¢ € Is correspondantes. On applique alors le théoréme 14 pour obtenir

la condition

3
> TuNi(P,K) < 0,Yj € I.

i=1
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Les mémes résultats sont obtenus pour le systéme TSD-PDC avec les matrices

Gij(P,K) = (A; — B;K;)" P(A; — BiK;) — P, (i,5) € I%.

2.4 Application des résultats en observation

Par souci de concision, nous présenterons ici uniquement les résultats du continu.

2.4.1 Mise en forme du systéeme augmenté

Considérons ici la stabilisation par commande et observateur PDC.

Définissons le vecteur d’erreur d’observation e = x — Z ainsi que les fonctions f; :
fi($, :’E\) = hl(x) — h,(.’f),’l; €I

Ce découpage des fonctions h;(Z) permet de mettre en avant ’erreur dans l’estimation des
fonctions h;(z). Si les fonctions h; ne dépendent que d’une partie mesurable de ’état, on aura
fi(z,Z) = 0,7 € ..

Utilisons ces expressions pour le développement de TSC-OBC :

T

i=1 i=1 j=1

Apres un bouclage par un PDC, on obtient :

&8

: :iézl hi(Z)hi(Z) (A; — B K;) T+ (;;31 hi(i?)Li) ,é ((hi(Z) + [5) Cile + Z) — hi(Z)C57) ,

£ Ji:l hi(@)hy @) (A — BiEK;) &+ (gl h,-(.%)Li) J_é (£iCile+2) + hi(Z)Cre) ,
do =§_::1 hi(Z)h;(F) (A — B:K;) T+ 3; hi(Z) (f;L:Cj(e + Z) + h;(Z) LiCje)
%‘ :-§1 hi(Z)h;(Z) (Ai — B:K;) T+ ijél hi(Z)hi{Z) L:iCye+ iél fihi(2) zC5(e + ).

En permutant les indices i et j, on obtient :

dt ij=1 ig=1 ij=1

Dans le but de former le vecteur augmenté X7 = [ T e ], calculons & présent la dérivée de

I’erreur :
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de ki T N R r ~ .
Z hi(z)(Aiz + Byu) Z hi(Z)(AiZ 4+ Biu)— Z hi(Z)Li(y — 7).
En utilisant la méme décomposition de (y — §) que dans le calcul précédent, on obtient

% =iél hi(Z)Ae+ ZX; fi(.)(Aix+Bsu)— ( > hi(Z)hi(Z)L;Cie+ }: fihi(Z)L, Cj(e—i—x)) ,

2,9=1

de — S h(@h(E) (A — LiCYe+ 3 filAm+ Bru)— 3 fiha(E) LiCle +2)

ij=1 =1 ig=1

——Zh(x)h(f)(A« LC)e+Zﬂ )(Aix + Byu)— Zfzh(:z:LC(e+x)

1,7=1 =1 7,7=1
Soit le vecteur augmenté X et la fonction de Lyapounov V = XTPX.
Le long des trajectoires du systéme, on a :

V(X) = X" (MT@)P+ PM()) X + X7 (PW(z,7,u) + WT(z,3,0)P) X,  (217)

avec

A, — BK; L;C
M@) =Y hi(@)hy(3) T
3,5=1 0 Ai —LjCi

R L]C’zx
W(z,z,u) = E fihj(Z)
4,j=1 (AJL - LjCi) z+ B;u

2.4.2 Cas 1 : fonctions de pondération mesurables

Les fonctions de pondération sont supposées ne dépendre que d’une partie mesurable de
I’état, i.e. f; =0,¢ € I,.. Nous noterons L = l Ly --- L, ], le vecteur des gains de ’observa-
teur PDC.

Théoréme 21 (Blanco et al.) Considérons les systémes TSC-OBC' avec l'observateur OBC.

Supposons que les fonctions de pondération dépendent d’une partie mesurable de l’état :

h,(:’x:\) = hz(.’lt),’ll € I..

Soient T';,7 € Iy les k points tels que les fonctions &;(x),i € I, satisfont les hypothéses de
C2, H3).
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Soient Py, P, deur matrices quelconques de IR™™ symétriques définies positives.

Sotent les matrices N;(P1, K),© € I contruites & partir des matrices
Gij(P, K) = (Ai — BiK;)" PL+ Pi(Ai — BiK;), (i,5) € I

conformément au théoréme 19.

Soient les matrices S;(P, K),i € I, contruites a partir des matrices
Fy(Po, K) = (A — LiG)T Po + Py (A — LiCy) (i, 5) € I

conformément au théoréme 19.

S’il existe deux matrices Py, Py € R™ ™ et des gains K; € R™™, L; € R™ ¢ satisfaisant

s

E FjiNi(Pl,K) < O,Vj S Ik,
=1 (2.18)
Z Fj,-Si(PQ,L) <0,Vj € Iy,
=1

alors lorigine du systéme considéré est GAS.

Preuve. La preuve est une prolongation du théoréme de séparation décrit par Ma et al. dans
[51]. En effet, Ma et al. décrivent deux conditions suffisantes de stabilité du systéme global :

r
> hi(@)hi(z) (A — B:K;)T P+ P (A — BiK;) <0,z € R™,
2=

Z,j=

_il h,(x)hj(a:) (Az — LjCj)T B+ PR (AJL - LjCj) <0,z € R™.
i,J=

On a §(z) = &(Z),i € I car hi(Z) = hi(z),i € I.. En utilisant le théoreme 19 pour la
premiére inégalité ci-dessus, on obtient les N;(Py, K),i € I; avec les fonctions §;(x),i € I

correspondantes. On applique alors le théoréme 14 pour obtenir la condition
3
N TjuNi(P, K) <0,V € I.
i=1

En utilisant le théoréme 19 pour la deuxieéme inégalité, on obtient les S;(P», L),7 € I avec
les fonctions &;(x),%¢ € I, correspondantes. On applique alors le théoréme 14 pour obtenir la

deuxieéme inégalité de la condition (2.18). m
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2.4.3 Cas 2 : fonctions de pondération non mesurables

Contraitement a l'approche décrite par le théoréeme 4, nous allons ici discossier la partie
connue et la partie inconnue des h;(Z).

Le terme correspondant a la partie non mesurable de [’état,
H(z,%,u) = WE (2,2, u) P+ PW(z,Z,u), (2.19)

sera majoré le plus finement possible.

Considérons ’hypothése suivante :

C?2, H4) il existe k; € R tel que |f;] < k;y4 € I,

Lemme 4 (Blanco et al.) Soit le terme H(z,Z,w) défini par (2.19) avec u défini par
T
i=1

Si C2, H4) est vérifiée, il existe r matrices T; € R*™ ™ symétriques définies positives telles

que

—(i:hE>SfK%3mJS<i:mﬁ>, (2.20)

=1 =1

avec T;,1 € I vérifiant
—T; < Hyjx TP+ PHy, < T3, (5, k) € I, (2.21)

avec

L;C; L;C; .
Hijp, = 7 ! — H,(i,5,k) € I,

et H € IR2v<2n,

Preuve. Cette preuve nous fournit une méthode de construction des 73,7 € I,..

L’introduction de I'expression du contréleur dans la fonction W(z, Z, u) conduit a

" r . chi:lt
W(z,Z,u) = fihi(Z)
1 (A,L — LJC,) x + Bju

i,j=
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’;; KO ((Ai = L;Ci) (e + ) ~ BiKi)
= > )" fila(@)h;(@) Hijr X,

k=1ij=1

Dans le but d’utiliser fi +... 4+ f = 0, nous allons introduire une matrice H € IR ?**?*, On
peut alors remplacer H;j;;, par H;jr, — H dans 'expression de W{(z,Z,u). L’objectif de H est
de minimiser les valeurs propres des matrices (Hijx — H)T P+ P (Hyz — H). De plus, il existe
toujours 7 matrices T; € R2"?" ; ¢ I. symétriques définies positives telles que (2.21) soit
vérifiée pour tout couple (4, k) de I2. Comme les h;(Z),4 € I, sont toujours positives avec une

somme égale & 1, on peut écrire :

r
~T: <Y (@ (@) (B P + PHip) < Thyi € L.
jk=1

Sous ’hypothese C2, H4), on a aussi

™
KT < fi Y ha(@hi(@) (H5uP + PHige) < kiTiyi € L.
jk=1

En faisant la somme sur ¢ de ces inégalités, on obtient effectivernent (2.20). =

Utilisons ce lemme, pour établir le théoréme suivant :

Théoréme 22 (Blanco et al.) Considérons le systéme augmenté TS en continu : TSC-OBC
avec l'observateur OBC.

Supposons que les fonctions fi(x,Z) = hi(x) — hi(T) vérifient Uhypothése C2, H4).

Soient T'j,j € Iy les kpoints tels que les fonctions &,(Z),i € I, vérifient les hypothéses de
C2, H3).

Soit P € R>™¥™ symétrique définie positive.

Notons T € R¥¥?® la matrice kiTy + . .. + kT, avec T}, € I, définis grice au lemme 4.

Soient les matrices U;(P, K, L),i € I contruites a partir des matrices

MEP+ PMy;, (3, 5) € I?
A; — BiK; L.C;
Mj: ’ e ! 7(7’>.7)613

conformément au théoréme 19.
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Supposons qu’il existe des matrices P et K; € R™ ™, L; € R™ satisfaisant

S
N TuUi(P K, L)+ T < 0,Vj € I,

=1

alors Uorigine du systéme augmenié est GAS.

Preuve. La dérivée de la fonction de Lyapounov X7 PX du systéme augmenté est :
V(X)=xT ( MT@)P+PM@)+ Y. filu(@h;(@) (HEP + PHijk)) X.
1,5,k=1 /

Le lemme 4 permet d’obtenir la majoration suivante :

Vix) < XT (MT@)P +PM(Z) +T) X,

i,5=1

V(ix) < X7 (Z hi(Z)h; () (Mig P+ PM;; + T)) X.
On a ainsi la condition suffisante de stabilité asymptotique :

> h(@h;() (MEP + PMi; +T) <0,z € R™
i,j=1
En utilisant le théoréme 15 avec les (AJZP + PM;; + T), on obtient la condition suffisante de
stabilité :
> TuUi(P,K,L)+ T < 0,Vj € I.

i=1

2.4.4 Mise en forme LMI des problemes du deuxiéme chapitre
Stabilité/Stabilisation

Au cours du premier chapitre, nous avons donné un certain nombre d’outils pour la formu-
lation LMI de problémes d’optimisation. Tous ces outils vont s’appliquer ici.
Nous noterons toutefois que dans le cas du systéme augmenté avec variables de prémisses non

mesurables, nous obtenons des équations de type BMI (Bilinear Matrix Inequalities).

— Cas continu



CHAPITRE 2 - STABILISATION QUADRATIQUE DES MODELES TS 69

Toutes les inégalités matricielles obtenues ici sont du type :

> i (4 = BX)T P+ P(A: — BiX)) <0, (type 1)
i=1

> a (i~ XC)T P+ P(A4: = XC)) <0, (type2)

avec comme inconnues X et P et des constantes ¢;,¢ € I en somme convexe. Pour les
inégalités de type 1, on considére le changement d’inconnues bijectif S = P~} W = X§.

L’inégalité de type 1 définie ci-dessus s’écrit alors sous la forme LMI :
S
3 g (SAZT + AS —WTB; — B,W) <0.
i=1

Pour les équations de type 2, il suffit de poser W = XS pour obtenir des LMIs.

— Cas discret

Dans le cas discret, ’application du lemme du complément de Schur est nécessaire pour
manipuler les expressions du type (A — BX)TP(A — BX) — P. Par exemple, dans le cas de la

CDF , les conditions de stabilité s’écrivent, aprés application du lemme (2) :
P (A;i — B;K;)

> Ty . >0, € Ix.
i=1 (Ai — B;K;) P

Stabilisation multicritére

Un énoncé précis de I’écriture des contraintes dans chacun des cas développés ici serait trop
long. Nous nous contenterons donc de donner les LMIs correspondants & des cas particuliers.

Les principes utilisés pour établir les contraintes LMIs suivantes sont exposés dans [11].

1. Contraintes sur la commande
Pour le systéme TSC-PDC avec les conditions initiales z(0). Soient § = P! et v une

constante réelle positive. Si les LMIs

1 0
=0 S 0,
z(0)T S
S K;S \
= 0,

(K;:8)T 21 /
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sont vérifiées, alors |[ul|, <,¢ > 0. Il est alors possible d’optimiser le parametre v € R ™.

. Contraintes de sortie

De méme, il est possible d’imposer des contraintes sur ||y||, avec les conditions initiales

z(0). En effet, si les LMIs :

1 0
z(0) > 0
z(0)T S
s G
> B,
& I

sont vérifiées, alors |y, < A, ¢ > 0.

. Contraintes de stabilité exponentielle

La vistesse de convergence de x vers l’origine peut étre exprimée par un degré de stabilité
exponentielle & > 0. Dans le cas quadratique, on résoud alosr des inégalités matricielles
du type

V(z) + az’ Pz < 0.

Lles conditions de stabilité/stabilisation LMIs sont peu modifiées par ’adjonction du
terme aP, la CSP des fonctions I';s,s € Iy facilite en effet I'incorporation du terme oP
dans ’expression de V.

On notera que dans la majeure partie des cas, il ne sera pas possible d’exprimer o comme
une contrainte LMI. Il sera alors nécessaire de fixer a avant de procéder a la détermination
LMI des gains.

Par exemple, considérons le systéme TSC-CDF. On a une convergence exponentielle en «

si les contraintes suivantes sont vérifiées :

.
> Tji (A — BiK:)" P+ P(Ai — BiKi) + aP) <0, € L,

=1

. Comportement a l’origine

11 est fréquent qu’un des sous-modeles (A;, B;) corresponde au linéarisé tangent du systéme
a lorigine. Dans le cas d'un PDC, comme un gain Kjp a pour but de stabiliser le systeme
(Aio, Bio), il est possible de choisir K;o pour faire un placement de péle & 1’origine. Le gain

Ko n’est alors plus une inconnue mais une donnée dans le systeme de LMIs & résoudre.
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Téta(t)

/

Pendule

F(t)

O @ O

/

Axe Central

F1G. 2-3: Schéma du pendule inverse

Dans le méme ordre d’idée, on peut régler tous les gains pour obtenir un comportement
donné des sous-systémes (A;, B;),i¢ € I.. A l'aide des conditions de stabilité, on vérifie

ensuite que le systéme ainsi défini est stable.

2.5 Application en simulation : “Pendule Inverse”

Pour comparer les critéres Tanaka et aux critéres développés dans ce chapitre, nous pro-

posons ici un exemple de stabilisation d’un modele de pendule inversé.

2.5.1 Modele de connaissance du systéeme

Présentation du pendule :

Un pendule inversé est composé d’un chariot mobile pouvant se déplacer le long d’un rail.

Le pendule, libre en rotation dans un plan, est fixé au chariot comme indiqué sur la figure 2-3.

On repére par la variable 6(¢) I’angle que fait le pendule avec ’axe central du chariot. z(t)
est la position de 1’axe central du chariot par rapport au centre du rail. La force F(t) que l'on
excerce sur le rail sera considérée proportionnelle & une tension u(t) : F(t) = Gu(t), avec G en
’\n r_l.

Le modele proposé ci-dessous est tiré des travaux de Vermeiren et al. 81], réalisé sur une

plateforme d’essai. A partir des équations électriques et mécanique du systéme et les équations
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d’Euler Lagrange [40], et aprés simplifications, Vermeiren et al. obtiennent

& = 3 (—fZ+mgsinfcosf+ Gult)),
Z}T/f (g(M + m) sin @ — f cos Oz + cos Gu(t)),

(2.22)

I

avec les valeurs numériques :

x(t) Position du chariot m

0(t) Angle du pendule rad

u(t) Tension |4

M Masse totale du chariot 20 Kg
f Frottements 150 N.m.rad™!
m Masse du pendule 0.025 Kg
g Gravité 9.81 ms—2
G Lien Force/Tension 50 NV1
L Demi-Longueur du pendule 0.1m

Objectifa réaliser :

Nous souhaitons déterminer une commande u(t) telle que le vecteur d’état défini par z(t)7 =
[ Q(t) X(t) X (t) H(t) ] , tende asymptotiquement vers l'origine pour un domaine le plus
grand possible de conditions initiales. Pour obtenir une simulation proche du systéme physique,

on se fixera éventuellement une borne supérieure pour ||uf|, et une convergence exponentielle.

2.5.2 Mise en forme TS du pendule inverse

Nous allons suivre la méthodologie préconisée dans la section 1.5.2 du premier chapitre.
Dans tout domaine Dy, = [—6g,+0g], 0 < 6y < 7/2, nous allons monter que (2.22) peut étre

écrit sous forme d’un modele Takagi-Sugeno continu & 4 sous-modeles :

4
& =3 hi(z)(Aix + Biu),
=1
01 00
1 0 00

o (2.23)
Y= x, =

Ecrivons tout d’abord (2.22) sous la forme & = A(x)x + B(x)u avec
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A(z)x

0
—(f/M) + ((mg/M)
|~ (feos0/LM) + ((9(M +m)/LM) 522) 6 |
o i
0
G/M
| Geos8/LM |

%‘—0 cos 0) o

73

Pour une valeur 6y donnée, on définit a = %Q et 8 = cos(6p). Ecrivons cos 6 comme somme

convexe de 3 et 1, et =28

comme somme convexe de a et 1 :

1 - -l'?sin,

=1_Fcos7

§i_101_9 - F;ml + F;,in'Sifzoeﬂa I?slin =
cos = Fos.l+ F._.cosby, Fl.,
avec
( _ _1 (sin®
Fsin - m( 9 ”a))
) Fs,in = 1%1(1 - %ﬁ),
Foos = ﬁ(cos@ - 0),
\ F.. = i—fﬁ(l — cosb).

L’utilisation de ces expressions dans & = A(x)x + B(z)u nous permet d’écrire le systéme sous

la forme (2.23) avec

B,

0 0
0 0
= B2 = =
G/M 0.5
lc/m | | s
- 0 .
0
= By=— =
G/M
| Geoso/LM |
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[ 0 0 0 1] [ o o o 1]
0 0 1 0 0 0 1 0
A = - ,
(mg/M) 0 —(f/M) 0 0.0123 0 —-7.5 0
| (g(M+m)/LM) 0 —(f/LM) 0| | 982 0 —75 0 |
[ 0 0 0 1] [ o o o 1]
0 0 1 0 0 0 1 0
A2= . = )
(mg/M)=52 0 —(f/M) 0 0.0123ac 0 —7.5 0
| (g(M +m)/LM) 5% 0 —(f/LM) 0| | 982 0 -75 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1 0
Az = = ,
(mg/M)cosfg 0 —(f/M) 0 0.01236 0 =75 0
| (g(M+m)/LM) 0 —(f/LM)cosfy O | | 982 0 753 0 |
[ 0 0 0 1] [ o o o 1]
0 0 1 0 0 0 1 0
A= , -
(mg/M)#5% cosfy 0 —(f/M) 0 0012303 0 —7.5 0
| (g(M +m)/LM) 0 —(f/LM)cos6y 0] | 982a 0 —758 0 |

Les fonctions de pondération sont alors :

[ 11(6) = =gay (cos 6 — H)(¥5¢ — ),
hao(8) = T pya=ay(cos 8 — B)(1 - =52),
h3(8) = agyay (1 — cos ) (%% — ),
ha(8) = aayay (1 — cos)(1 — =59).

2.5.3 Reésultats comparatifs dans le cas observable

Dans un but de comparaison, nous considérerons ici I’état complétement mesurable.
Un régulateur de type CDF n’est pas envisageable car les matrices B;,¢ € Iy ne sont pas
linéairement dépendantes. On utilisera donc un régulateur PDC. L’application du théoréme 21

impose la transformation du systéme en

10
T = (Z )\z(H)Gz) x,
=1
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avec

A= (h(0))?, ., M = (ha(0))?,G1 = Ay — B1Ky, ..., Gy = Ay — ByKy,
As = 2h1hy, Gs = 0.5 ((A; — B1Ko) + (Az — BoKY)),

A¢ = 2h1h3, G = 0.5 ((A; — B1K3) + (A3 — B3K3)),

8 A7 =2hihy, G7 = 0.5 ((A; — B1Ky) + (A4 — B4K1)),

Ag = 2hoh3, Gg = 0.5 (A2 — BoK3) + (As — BsK3)),

Ao = 2hphy, Go = 0.5 (A2 — B2Ky) + (Ag — B4K3))

| Mo = 2haha, Gio = 0.5 ((A3 — B3Ky) + (A4 — B4K3)) -

Le systeme de LMIs & vérifier est alors

10
Z F]zNz(PlaK) < 0,] € Ika
i=1
avec les NV;,¢ € I;p et A\;,t € Ijg construites & partir des Gf P + PG;,i € I9 conformément
au théoreme 19. Les k points I'j,j € Iy sont obtenus par discrétisation du domaine Dy,. Il
est clair que le nombre de points choisis a des conséquences sur les résultats numériques des

optimisations LMI. Pour nos simulations, nous nous sommes arrétés & k = 200. En effet, pour

k > 200, nous n’avons plus constaté de différence sur les valeurs optimales obtenues.

Les valeurs numériques des gains du PDC dépendent des différentes contraintes considérées.
Pour démontrer P'intérét de la prise en compte des valeurs des fonctions de pondération, le
tableau suivant présente des résultats comparatifs. “Notre critére” correspond au théoréme 20.
“Critére de Tanaka ” correspond au théoréme 2 du premier chapitre. § représente le taux de

convergence exponentielle.

Contraintes Optimisation || Notre critere || Critéere de Tanaka
0p=12,6=0 min(Umax) 7.9 10.2

[t pax = 20,60 = 1.2 || max(é) 6.6 1.8

|t o = 10,6 =0 max(6o) 1.27 1.19
0p=12,6=2 min (Umax) 10.9 21.9

Nous notons que notre critére donne de biens meilleurs résultats que celui de Tanaka, spécialement
pour 'optimisation du taux de convergence. On notera de plus que les conditions relichées de

[76] donnent des résultats quasi équivalents au critére du théoréme 2.
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2.5.4 Simulation en cas non observable

Comme les fonctions de pondération ne dépendent que d’une partie mesurable de I’état, il

est possible d’utiliser le principe de séparation du théoreme 21.
Synthése de ’observateur :

Nous choisirons ici un observateur linéaire. Les résultats valides pour un PDC seront appli-
quables iciavec Ly = ... = L, = L, avec le gain L & déterminer. Ainsi ’observateur est décrit

par

%A =_§4: hi(z)(AZ + Biu(t)) + Ly — 7),

Pour le choix du gain K, on doit résoudre I’équation

i hi(z) ((Ai — LC)TPy + Py(Ai — LC)) <0,

1=1

avec pour inconnues L et P». Pour une valeur donnée du parametre 6 > 0, les fonctions h;(6)
vont atteindre leurs bornes 0 et 1 lors du parcours de la trajectoire. Ainsi, d’aprés C2, H2) on

peut se contenter de la résolution des quatre LMIs suivantes :
(Az - LC)TP2 + PQ(A,, — LC) < 0,7 € Iy.

On consideére a présent le systéme augmenté avec fg = 1.2 avec les conditions initiales [1,0,1,—1].
On souhaite optimiser un taux de convergence exponentiel : maximiser & > 0 tel qu’il existe

Z = P, L et P, satisfaisant
A.LTPQ + PA;, —ZC — (ZC)T +abP; <0,2 € 1.

Pour éviter tout probléme numérique, on contraint les valeurs propres des matrices P
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spec(P,) € [1,100]. On trouve o = 2.6 avec

( [ _159 1330 |
1320 —17.5
L= ,
220 104
J | —404 5710
915 -114 704 575 |
114 668 —1.39 0444
Py =
704 —139 935 0115
| 575 0444 0.115 138

Synthése du retour de sortie (utilisation de 1’état d’observateur) :

On utilise ici un régulateur PDC :

U = — (24: hi(e)Ki) :’L'\.

i=1
Comme nous venons de le voir, le systéme de LMIs & vérifier est alors

10
> TuN(PLK) < 0,5 € Iy

=1

Pour avoir un comportement donné a ’origine, on se fixe le réglage de Ki ([81]). Comme
Aj represente le linéarisé du systéme & l’origine, il est possible de choisir Kj pour réaliser un
placement de poles de A; — B1Kj. Les valeurs propres de A; sont —9.9, —7.5, 0, 9.9. On choisit

les valeurs propres de A; — B K; : —10, —10, —7.5, —2. En utilisant la procédure de placement
de poles de Matlab, on obtient

K, = [ 8.37 -3.06 —4.08 0.85 ] .

Pour les autres gains du PDC, on va minimiser la valeur maximale admissible de |u|. A

I’aide de la procédure LMI de Scilab, on détermine les gains suivants Ky = K3 = Ky =

[ 326 —143 —-12.5 3.5 ], avec une valeur optimale v, = 30. La matrice de Lyapounov
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obtenue est : i
[ 1 _—044 —036 010

—0.44 0.26 0.18 —0.047
—-0.36 0.18 0.19 —-0.038
0.10 —0.047 0.038 0.012

P =

Les figures 2-4 et 2-5 représentent ’évolution de la commande u(t), des variables d’état et de

leur estimation :

2 : T : : 1 Y 8.5 T : ; T : T
Y RS S S SO S S O] P R N U N
Y : ‘ : \ : : 5 : : . . : :
& ; : : h | : 3 i : : : . X
<C n e TTTYTTTTY [} 1 QO_'G'S—-_ L St E R [ttty e
-1 : . H ' ; . 1 N . : : L :
0 0.5 1 15 2 25 3 35 1} 6.5 1 1.5 2 25 3 35
Temps (s} Temps (s}
10 T T : T : H 7z 2 : T ] z T ]
: : ! : ! : 3 : : : : : !
E U-_/-—"I- :_ : ' : : "_% o TTTrTTTT r-—--ﬂp-—_ . ]
g o i i : i : 2 : ‘ : i
FJURT] S R S RN N B § S R S M N S
S t 1 1 H 1 1 3 t Ll 1 13 1 1
: ' , , H b 2 : ; b X : :
| — A S Sogl L L L L
a 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 g 0.5 1 1.5 2 25 3 35
Temps (s) Temps (5]

F1G. 2-4: Pendule inverse : simulation, évolution des variables d’états

Comme 6 et X sont des valeurs mesurées, il n’y a pas d’erreur d’observation sur la position
du chariot et sur I’angle du pendule.
On constate que les estimations de la vitesse angulaire et la vitese du chariot restent proches
des valeurs réelles. Sur ces courbes, on observe une stabilisation rapide du systéme : le systeme

augmenté est stabilisé & ’origine en approximativement 2 secondes.

2.6 Avancées et limites du deuxieme chapitre

Au cours de ce chapitre, nous avons proposé de nouvelles méthodes pour la stabilisation par
fonctions de Lyapounov quadratiques des modéles TS, dans les cas discret et continu. Ainsi,

nous avons pu mettre en avant les éléments principaux suivants :
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Commande

F1G. 2-5: Pendule inverse : simulation, évolution de la commande

— Dans le cas de fonctions de Lyapounov quadratiques, les critéres classiques de Tanaka en
BO et avec un retour d’état s’apparentent & des problémes de commande robuste car les
valeurs des fonctions de pondération ne sont pas prises en compte dans les conditions de
stabilité.

— Il est possible, dans les cas RE et BO, d’utiliser la connaissance des fonctions de pondération

pour obtenir de meilleurs résultats.

— Méme dans le cas du PDC et des problémes d’observation, ot 1a connaissance des fonctions
de pondération est exploitée dans les controleurs, nous avons montré que ’on pouvait en

faire une utilisation plus fine pour diminuer le conservatisme des résultats.

— Tous les criteres développés dans ce chapitre s’appuient sur une exploitation du domaine
de variation des fonctions de pondération. Les résultats obtenus sont meilleurs que ceux
de Tanaka en terme de performance mais il faut consentir pour cela & des calculs plus com-
plexes. On notera par ailleurs que nos critéres sont plus larges, dans Ie sens de I'inclusion,

que ceux de Tanaka.

Malgré ces avancées en matiére de conservatisme, nous restons dans ce chapitre limité par
1'usage de fonctions de Lyapounov quadratiques.
Il parait alors naturel de développer des critéres de stabilité basés sur 'utilisation de fonctions

de Lyapounov non quadratiques.



Chapitre 3

Stabilisation non Quadratique des

Modeles Takagi-Sugeno

3.1 La commande PDC : quelques réflexions

Pour illustrer Vintérét d’une approche non quadratique d’une étude de stabilité, nous pro-
posons ici quelques réflexions sur le PDC.

L’objectif initial du PDC est de stabiliser de manieére individualisée chaque sous-systéme
(A, B;). 1l est donc nécessaire que les paires (A;, B;) soient stabilisables. Dans le cas général,

le systeme TSC-PDC s’écrit :

z =i h2(z) (A; — B:K;) z+ Zr:zr: hi(x)hj(x) (Ai — B;Kj) z. (3.1)
i=1 =154
On retrouve Iidée premiére du PDC dans le premier terme de 1’équation (3.1) : le contréleur
K; a pour but de stabiliser le systéme (A4;, B;). En revanche, le second terme correspond & des
éléments non désirés puisque le contréleur K; n’est pas réglé pour stabiliser les dynamiques de
(A; — B:Kj).
Ainsi, le cas ol la matrice B est commune est favorable car les dynamiques du systeme

bouclé s’écrivent :

& =i hi(z) (A; — BEK;) . (3.2)

=1
L’expression des dynamiques du systéme en BF se présente ici sous une forme sans termes
croisés.

Supposons & présent que les fonctions de pondération atteignent leurs bornes. Dans ce cas,
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d’apres le théoreme 1, on obtient pour le systéme (3.2) les conditions suffisantes de stabilité

asymptotique suivantes :
(A; — BK;))T P+ P(A;i — BK;) < 0,i € I,. (3.3)

Ces conditions demeurent non pleinement satisfaisantes. En effet, en supposant que toutes les

paires (A;, B) sont stabilisables, hypothése équivalente 3 P’existence de r matrices P; telles que
(Ai — BK;)T P, + P, (Ai — BK;) < 0,i € I,

nous n’avons aucune garantie quant 3 P’existence d’une matrice P commune & tous les modéles,
c’est & dire vérifiant (3.3).

Pour remédier a cet inconvéniant lié & P'utilisation d’une fonction de Lyapounov quadratique,
I’idée d’une fonction non quadratrique est naturelle. Naturelle aussi sera sa forme, comme nous

allons le voir dans la section suivante.

3.2 Construction d’une fonction de Lyapounov non quadratique

en continu

Pour alléger les preuves des théorémes de stabilité de la section 3.3, nous présentons dans
un premier temps la fonction de Lyapounov retenue ainsi que le calcul de sa dérivée le long des

trajectoires du systéme TSC-BO.

3.2.1 Choix de la fonction et motivations

Soit la fonction candidate & Lyapounov suivante :

V(z) =27 (i hi(x)l%) z, (3.4)
i=1
ou les matrices P, € R™ ", symétriques définies. positives, sont des matrices de Lyapounov
pour les sous-systémes (A4;, B;).
La fonction définie par (3.4) est une fonction définie positive. En effet, il existe deux réels -
A1 et Ay de Rt — {0} tels que
MI<P <MIicl,
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La propriété de somme convexe des fonctions h;(z) nous permet de conclure
Ml < V() < g flalf?.

Ainsi V(z) est bien une fonction de Lyapounov.
Il est intéressant de noter par ailleurs que la structure de cette fonction de Lyapounov nous

permet d’englober le cas quadratique : il suffit de choisir P; = P,i € I,.

Pour calculer la dérivée de la fonction de Lyapounov (3.4), nous supposerons dans tout ce

chapitre que les fonctions de pondération vérifient ’hypothése suivante :
C3, H1) le gradient des fonctions h;(z),i € I, existe.

L’hypothése C3,H1) permet de prouver l'existence de la dérivée temporelle des fonctions

hi(z(t)). En effet, on peut décomposer la dérivée temporelle des h;(x(t)),? € I, sous la forme :

dhi(z(t)) -
— = Ahy(z)z,1 € In. (3.5)

Pour le gradient Ah;(x) nous utiliserons les conventions de notations classiquesdonnées en

début de ce mémoire.

Remarque 3 Dans le cas ou les fonctions de pondération ne vérifient pas Uhypothése C3, H1),
il est possible d’utiliser la notion de gradient- généralisé décrite dans [13] en supposant les

fonctions h;(z) lipschitziennes. On considérera alors Uinclusion différentielle :
Ahl(x) (S D((L‘),

avec D(z) un ensemble compact pour tout x fizé. Pour mener les preuves de stabilité de maniére -
classique, il faudra alors prouver que la borne supérieure sur le domaine D(z) de la dérivée de

la fonction de Lyapounov est définie négative.

En considérant le systéeme TSC avee les fonctions h;(z) vérifiant 'hypothese C3,H1), la

dérivée de la fonction de Lyapounov (3.4) le long des trajectoires du systéme s’écrit :

V(z) = Lyi(z) + Lo (),
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avec

Li(zx) = 2T (Z hi(x)Pi) z+x7 <Z hi(x)Pi)- z, (3.6)

i=1 i=1

Ly(z) = 2T (Zr: MR) z. (3.7)

= dt
Le terme L;(x) est appelé “terme quadratique” & l'inverse du terme Lq(z), “terme non quadra-

tique”.

3.2.2 Majoration du terme quadratique, cas TSC-BO

Dans cette partie, notre objectif est d’obtenir la majoration la plus fine possible du terme

Li(x), étant donné un ensemble de r matrices P, € R ™" symétriques définies positives. -
Y1 p

On utilise les symétries-de 1'expression Li(x) pour écrire :

Ly(x) =T (Zr: h3(x) My; + 2 ii'hi(x)hj(w)y%_ﬂ/:fﬁ) z,
i=1

i=1j5>1

avec les matrices M;; étant définies par
My = (AP, + Pi4;), (3,5) € I2.
Soit § € R™*™, matrice “majorante” des M;;,i € I, vérifiant
ATP,+ PA;<S,iel. (3.8)

Le caractere défini négatif de S, bien que logique si 'on suppose que les matrices A;,7 € I, sont
de Hiirwitz, n’est pas forcément nécessaire.

Pour majorer les termes croisés, on utilise la matrice M € R ™™™ définie par :
(AT P, + P:Aj) + (A] P + PjAi) < 2M, (i,5) € I7,§ > i. (3:9)

Nous pouvons ainsi écrire la majoration du terme L;(z) suivante :

Ly(z) <zT (Zr: hi(x)2S +2 Sr_:zr: hi(x)hj(m)M) .
=1

i=1j>i
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Comme on a

i=17>1

- (Z ’“(””)> (Z & (”’)) =Y () 42 33 hlahy(a),
i=1 j=1 i=1
on obtient la majoration

Li(x) < 2T (Z hi(z)%S + (1— 3y h,-(a:)Z) M) x.
=1 i=1
En définissant le vecteur h(x) € R" par

h(z)T = [ (@) ... k(@) }

nous obtenons

Ly(2) < o7 (M + |h@)|* (S - M) ) (3.10)

Pour assurer la plus grande. généralité des. théorémes de stabilité qui vont suivre, nous
utiliserons la majoration de L;(z) décrite par-(3.10): Pour pouvoir exploiter numériquement

l'inégalité (3.10), on utilise le lemme suivant :

Lemme 5 (Blanco et al., [7]) On suppose les fonctions de pondération continues. Soit le réel
positif v défini par
= inf |A(2)|?.
1= int @)

Si les matrices S et M définies par (3.9) et (8.8) vérifient S — M < 0, alors une majoration -
possible de Li(x) est
Li(x) <zT (M +v(S — M) z. (3.11)

De plus, on a toujours

Li(z) < 2T (M +r1(S- M)) z. (3.12).

Preuve. La continuité des fonctions de pondération; nous permet de conclure & la continuité -
de la fonction ||h(z)||2. Comme les fonctions de pondérations sont. bornées, on a existence de
bornes supérieure et inférieure pour [[k(z)||? sur R ™. Ainsi, si Pon nomme 7 la borne inférieure, -
I’hypothése S — M < 0 nous permet de conclure (3.11).

Comme les fonctions h;(z) vérifient la CSP; la borne supérieure de ||h(z)||? est égale & 1. Pour
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la borne inférieure, on peut écrire v > r~1. En effet, si nous notons
hi=rt+e,iel,

avec €1 + ...+ ¢, =0, alors

T

Ih@)|? = zr: (r“l +e,-)2 =) (r‘2 +2r71g; +e§) ,

=1 i=1
r
= 4D e,
i=1
> r1

Nous obtenons ainsi la majoration (3.12). =

Remarque 4 L’ajout de la contrainte LMI (S — M < 0) est licite : il est raisonnable de penser
que les termes non couplés sont plus définis négatifs que les termes couplés. La majoration (3.10)
présente lavantage de la généralité. L’équation (8.12), pour sa part, est écrite sous une forme
directement exploitable en résolution numérique. Pourtant, avec ’accroissement du nombre de
modéles, trouver des matrices de Lyapounov telles que (8.12) soit vérifiée, va croissant en
complexité. Il est alors plus intéressant de se référer a la majoration (8.11), ayant au préalable

déterminé .

3.2.3 Majoration du terme non quadratique

Dans cette partie, notre objectif est d’obtenir la majoration la plus fine possible du terme
non quadratique Lo(x), étant donné un ensemble de r matrices P; € IR "*™ symétriques définies
positives. Comme il est a priori impossible de fixer le signe de la dérivée des fonctions h;(z(t))
par rapport au temps que ce soit en BO ou en BF, nous cherchons & majorer Lo(z) par une
fonction positive. De plus, pour que les résultats développés ici soient valides 4 la fois en stabilité

et en stabilisation, nous ne développerons pas dans ce paragraphe I’expression du vecteur .

Etape 1 : Utilisation de la somme convexe
Soit Py une matrice quelconque de R ™*". Comme la somme des fonctions de pondération
est toujours égale a 1, on a la propriété :

5 (49) -

=1
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Pour utiliser cette propriété, on remplace les matrices F;, ¢ € I, par les matrices (P; — Py) ,i € I,

dans Pexpression de La(x). On obtient alors :

Lo(z) =<7 (E (ﬂ’—fft@) (P - Po)> z

i=1

Pour des questions de résolution numérique, seules les matrices Py symétriques sont considérées.

11 existe toujours une matrice R symétrique définie positive de R "*" satisfaisant :
-R<P,-P<Rji€l,. (3.13)

En effet, comme P, — Py,7 € I, est symétrique, il existe une base orthogonale ou P; — Py est
diagonale. Soit );, la plus grande valeur absolue des valeurs propres de cette matrice dans la
base. On a ainsi

Ml <P —-PFP<\l,iel,.

On considére alors A = max ( Xiy oeey Ar ) pour prouver I'existence d’une matrice R satis-

?
faisant (3.13). Dans la détermination pratique des variables matricielles R et Py, on cherchera

& minimiser 'importance des termes (P; — Py),t € I,.

Etape 2 : Majoration par la norme
En majorant Ly(x) par sa norme, on obtient :

dh; (x(t))“ T(P P) }
i=1

L’utilisation de (3.13) nous permet d’écrire
Ly(x) < 2" f(=)Ra,

avec
dh; (w(t))

f@) =3

=1

eERT. (3.14)

Pour exprimer des résultats globaux, il est nécessaire de considérer la décomposition (3.5) de

la dérivée temporelle exprimée sous la forme (3.14) :

f(@) =3 |Dhi()].
i=1
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A ce stade, plusieures options de majoration sont & notre disposition ; en effet, soit = et y deux

vecteurs quelconques de R ™, nous pouvons écrire indifféremment :

2Ty < 0.5(zTz + yTy),
Ty < 0.5(xTRz +yTRy),R>0,R=RT,

=y < izl flyll-

Pour ne pas donner trop d’importance & la norme du gradient, nous choisirons la troisieme
option, considérant ainsi

Ga(z) = (Z IlAhi(w)ll) €ERT,

i=1

pour obtenir une majoration de Lo(z) de la forme
Ly(2) < Ga(#) l|z]| (= Bz) - (3.15)

On remarquera qu’il est souvent possible de trouver une majoration par une constante positive

des fonctions f(x) ou G4(z) |||

Exemple 8 On considére le systeme TSC-BO a 2 modéles suivant :
& = (h1(z) A1 + ho(z) 42) z,

avec
h(z) = eI,

ho(z) =1— e~ l=l? .

On définit la constante positive o comme étant le mazimum des normes des matrices ||Ai|, ,% €

I. Un calcul des gradients des fonctions de pondération nous donne :

Ohy(z) = —2e~ll=l4 T
Ahy(z) = 22175 T,

Donc, dans le cas présent,

f(z) = |2e_"”‘"2a:TA1m| + 126”"“’"2:1:TA2:1: .
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Par définition de la norme, il existe une constante positive a telle que tT Az < a||z||®.

f(z) < 4 (|laf* eI .

L’étude de la fonction g(z) = kz2e=?" sur R, nous permet d’obtenir un mazimum pour z = 1.

On majore ainsi f(z) par une constante :

f(z) < 4;&

3.3 Ciriteres de stabilité locaux et globaux

3.3.1 Stabilité locale de ’origine

L’utilisation de fonctions de Lyapounov non quadratiques permet d’étudier la stabilité locale

du systéme TSC-BO :

Théoréme 23 (Blanco et al., [7])Soit le systéme TSC-BO. S’il existe un ensemble de r matri-
ces symétriques définies positives P;,i € I, de R™ "™ et deuz matrices symétriques S, M € R™"

satisfaisant :

( ATP,+PA<Sicl,
(AT P; + PAj) + (AT Py + P Ay) < 2M, (i,5) € IF,§ > 4,
S—M<O,

\ M+r1(S-M)<0,ze R™,

(3.16)

alors lorigine du systéme considéré est localement asymptotiquement stable pour toutes formes

de fonctions de pondération continues.

Preuve. Pour toutes fonctions de pondération, le linéarisé du systéme & ’origine s’écrit :

=) hi(0)Ax = Arz.

i=1

Soit la matrice de Lyapounov Py, définie par:

P = (zr: hi(O)Pz’) > 0.
i=1
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Les résultats de la section 3.2 nous permettent d’affirmer que si les conditions (3.16) sont
vérifiées, alors

A{PL + PLAp < 0.

Prouvant ainsi que la matrice Ay, est de Hiirwitz. D’aprés le premier théoréme de Lyapounov,

Porigine du systéme est alors localement asymptotiquement stable. =

On notera que les conditions (3.16) sont exprimées sous la forme de LMIs d’inconnues M, S

et P;,i € I,.

Exemple 9 Considérons le systéme défini par

(& = (hy(2) A1 (a) + ho(2) A2(a, b)) z,
-05 5
Aqila) = ,
] 4 o —1 (3.17)
Ag(a,b) _ —-05 5 ’
\ at+b -1

avec a et b deuzx constantes réelles et hi(x),i € Iy deuz fonctions inconnues satisfaisant la CSP.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les matrices A et Ay soient de Hiirwitz est

a < 0.1,
(3.18)
a+b<0.1.

Il existe de nombreuses paires (a,b) satisfaisant (3.18) et pour lesquelles il n’existe pas de
matrice P commune a A, et A,.

Dans ce cas, on peut utiliser le théoréme 23 pour prouver la stabilité asymptotique locale de
Uorigine. Par exemple, pour (a1,b1) = (0,—=5) ou (ag, b)) = (—1,—10), le théoréme 23 assure la
stabilité locale de Uorigine pour tout type de fonctions de pondération. Pour la premiére paire,

on trouve & l'aide de Scilab les solutions LMIs suivantes :

185 413 2417 68
P = Py =
413 3392 68 6320
146 9.3 94 -191
M = 5 S =
9.3 —202 —191 1738
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3.3.2 Stabilité globale du modele TS

Théoréme 24 (Blanco et al., [7]) Soit le systéme TSC-BO. Soit un réel positif a satisfaisant
ATA; —d?1<0,ie . (3.19)

S’il eziste un ensemble de r + 1 matrices symétriques définies positives P;,i € I, et R de R™ ™

et trois matrices symétriques S, M, Py € IR™ "™ satisfaisant :

’

a. ATP,+PA;<S,iel,

b. (ATP, +PiA;)+ (AT + PA:) < 2M, (i) € 12,5 > i,

c. S—M<O, (3.20)
d. —R<P,-P<Ryjicl,

e. M+ |h)|? (S — M) +alz|Ga(z)R < 0.

\

Alors Uorigine du systéme considéré est GAS.

Preuve. Dans le cas TSC-BO, % est exprimé par
z =Z hi(z)A;z.
i=1
En utilisant la CSP :

Il < (max B4l ) el

Comme il existe un réel o vérifiant (3.19) et par définition de la norme 2
14* <o i€ I,

et ainsi

2] < ell]l-

Les conditions (3.20) nous permettent alors de prouver que la dérivée de la fonction de Lya-
pounov (3.4) est définie négative. Ceci nous permet de conclure & la stabilité asymptotique

globale de l'origine [49]. =

Obtention de LMIs
Les conditions (3.20), permettent de définir les inconnues P;, R, S, M, Py. Les conditions

a,b,c,d sont sous la forme LMI. Le parameétre o est pour sa part non variable et sera déterminé
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par

o= (sup ||A1||) .
iel,

Pour Iinégalité e, on peut remplacer ||k(z)||> par un réel 7 tel que v > ||h(z)||>. En outre,
comme nous 'avons vu dans ’exemple 8, il est possible pour certaines formes de fonctions de
pondération de majorer le terme ||z|| G4(x) par une constante. Ainsi, on se raméra souvent a la
recherche d’un majorant § > 0 de la fonction ||z|| G4(z),z € R ™. Ainsi I'inégalité 5 sera écrite
sous la forme LMI :

M +~(S - M) +aR <0,

avec les inconnues matricielles M, S, R.

“Inclusion algorithmique” de notre critere
Soit le systéme TSC-BO. En supposant qu’il existe une matrice symétrique définie positive P
telle que
ATP4+ PA; <0,i€l,.

Alors, dans P’application des conditions de stabilité (3.20), une solution possible & notre probléme

est
P]_:...=PT=P,

Py=R=0,
S=M ———Hg},}( ()\max(A,TP"*‘PAz))I

On voit ainsi que si le probleme de stabilité quadratique posséde une solution P alors cette
solution est aussi valide pour le critere non quadratique présenté. Dans ce cas, le théoréme 24

permet d’ajouter a priori des contraintes supérieures sur les solutions P.

Exemple 10 On considére le systéme défini par (3.17) avec a et b deur constantes réelles et
hi(z),i € I, satisfaisant la CSP.

Nous souhaitons prouver la stabilité asymptotique globale de ’origine.

Le théoréme 1 dépend des propriétés structurelles des matrices Ay et Ay. Par contre, le théoréme
24 dépend des valeurs numériques des fonctions de pondération. Pour les paires my = (0,—5) ou
mg = (—1,-10), aucune matrice P commune a A; et Ay existent. Par application du théoréme

24, on peut définir une condition suffisante de stabilité asymptotique globale (GAS) de | ’of;égine
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dépendant des fonctions de pondération :

my = (0,-5), Ga(z) ||2]] < 0.23 = GAS,
mg = (~1,—10), Ga(z) ||| < 0.9 == GAS,

Ceci est vérifié par exemple pour les focntions de pondération hi(z) = 1 — he(z) = é—’"ft—;—%(g—@,

avec z = ||z]|.

3.4 Extension des résultats a la stabilisation

Les résultats du théoréme 24 vont étre trés peu modifiés en stabilisation : la fonction de
Lyapounov retenue est toujours de la forme (3.4). La grande différence se situe au niveau de la
résolution numérique : les critéres de stabilité obtenus ne sont plus sous la forme de LMIs mais
sous forme d’inégalités matricielles bilinéaires (BMI). En effet, la condition b du théoreéme 24
n’est pas transformable en LMI par les méthodes classiques.

Les systemes Takagi-Sugeno bouclés avec des contréleurs RE et CDF ont une écriture sim-
ilaire & TSC-BO. Dans le cas du retour d’état, il faut remplacer A; par A; — B; Ky ; pour la
CDF, A; devient A; — B;K;. On utilise alors les conditions de stabilité (3.20) en procédant &
ces changements.

En ce qui concerne le PDC, on obtient aussi des conditions de stabilité BMI. Dans le but de

compléter notre étude, nous énoncerons le théoréme suivant :

Théoréme 25 (Blanco et al., [7]) Soit le systéme TSC-PDC. Soit un réel positif a satis-
faisant :

(Ai — BiK;)" (A; — BK;) — oI < 0,(i,5) € IZ. (3.21)

S’il existe un ensemble de r + 1 matrices P;,i¢ € I, et R de R™" symétriques définies positives

ainsi que trois matrices symétriques S, M, Py € R™ "™ et des gains K;,1 € I, satisfaisant :

/

a. M;<Si€l,
b.  Mji+ My; + M <3M  V(i,5) € I2,j # 4,
Mijk + Migj + Mjki + Mjig + Myij + Myj; < 6M,(i,5,k) € I3, i # j#k.
d S-M<Z(,
e. —~R<P.—Py<Rjicl,

£ M+ (zl h?(x)) (S— M)+ a|lz]| Ga(@) R < 0.

1=
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avec

My, = (A; — BiK;)T By + Py (A — BiK;), (i,4,k) € I3,
alors lorigine du systéme considéré est GAS.

Preuve. Dans le cas TSC-PDc, & est exprimé par
z =Z hz(:z:)h](a:) (Ai - B,'Kj) z.
i=1
En utilisant la CSP :
2l < ( max_||4; — Binﬂ) ll=ll -

(.g)el?

Comme il existe un réel a vérifiant (3.21) et par définition de la norme 2, on obtient
14: - B |1* < o, (i,5) € IZ,

et ainsi

£l < allz]].

Soit la dérivée de la fonction de Lyapounov (3.4) le long des trajectoires de TSC-PDC. Le terme
Ly (x) s’écrit sous la méme forme que celui obtenu pour TSC-BO avec le parameétre o déterminé

ci-dessus. Pour la majoration du terme quadratique, on utilise les symétries de ’expression :
=3 hi(z)hi(z)hi(z) ((A,L- — BK;)TP, + Py(A; — Bin)) .

i,7,k=1

1l est évident que si il existe des matrices P;,t € I, et des gains K;,? € I, tels que les conditions

a,b,c sont vérifiées alors une majoration possible du terme L;(x) est :

Li(z) <M+ (Z h?@c)) (S - M).

i=1

Ainsi, la somme des majorants de Li(z) et Lo(z) est définie négative si la condition f du

théoreme 25 est vérifide. ®m

3.5 Résultats en discret

L’étude de la stabilité non quadratique en discret est due & Morére et al. [55, 56]). Nous

nous proposons ici, pour illustrer les principes qu’ils utilisent, de donner les résultats obtenus
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en stabilité.

3.5.1 Stabilité non quadratique des modeles TS discrets

La fonction de Lyapounov utilisée est semblable & celle utilisée dans le cas quadratique :

T
V=2l (Z hi(x)Pi) z. (3.22)
i=1
Nous avons vu que cette fonction était effectivement définie positive.
Afin d’obtenir les conditions de stabilité, le lemme suivant est nécessaire :
Lemme 6 [55] Soient P;, P, Py, trois matrices définies positives de IR™ ™ vérifiant :

AfRAj - P; <0,
ATP,A, - P, <0,

avec A; et Ay deur matrices quelconques de R™ ™. On a dans ce cas :
AfHAk -+ A{PiAj - P — P, <0,

Ce lemme peut étre utilisé pour trouver des conditions de stabilité du systéme TSD-BO :
Théoréme 26 [56/Considérons le modéle TSD-BO. S’il eriste un ensemble de r matrices
P,,i € I, symétriques définies positives de IR™ ™ vérifiant :

ATPA; — P; <0,(5,5) € I, (3.23)

alors le systéme considéré est GAS.

3.5.2 Intérét des critéres obtenus

1l est évident que le critére mis en avant dans le théoréme 26 inclut le critere du théoréme
1 décrit par
ATPA, ~P<0,ie,.

En effet, s’il existe une matrice P commune a tous les modéles A;, 7 € I., la résolution numérique
de (3.23) nous fournira un ensemble de matrices de Lyapounev P; = P,¢ € I,. En revanche, et

c’est 1a que réside I'intérét de la méthode, il est possible de trouver un ensemble de matrice P, i €
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I, satisfaisant (3.23) sans qu'’il existe une matrice P définie positive vérifiant les conditions du

théoréme 1.

Exemple 11 Soit le systéme discret décrit par
zt = (h1A1 + hoAj) z.

avec

-0.9 0 -0.36 O
Ay = ,As =
0 -0.8 1 -0.8

Les conditions de stabilité du théoréme 1 ne sont pas applicables ici. En revanche, la résolution
des conditions (3.23), nous permet de prouwver la stabilité asymptotique globale du systéme avec

les matrices de Lyapounov

4318 0.083 | 2885 —0.932
142
0.043 1.611 —0.932 1.828

Pour obtenir les résultats en stabilisation et en observation, le lecteur pourra se référer a

[56].
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3.6 Limites de ’approche non quadratique en continu

Au cours de ce chapitre, nous avons présenté une méthode de stabilisation non quadratrique
des modeles Takagi-Sugeno. Nous avons aussi montré que les critéres proposés ici étaient plus
généraux que les critéres classiques. L’usage de fonctions non quadratiques pour prouver la
stabilité locale des modeles TSC s’est révélée a cet égard tout & fait intéressant.

Toutefois, pour I’étude de la stabilité globale, nous remarquons de grandes différences en terme
de qualité entre les résultats en discret et en continu, et ce pour un méme type de fonction de
Lyapounov. En effet, la majeure partie des résultats de stabilisation en discret sont sous forme
LMI alors que le méme type d’étude donne des BMI en continu. De plus, les calculs requis pour
les systémes continus sont beaucoup plus complexes puisqu’il faut avoir recours & 1’étude du
gradient des fonctions de pondération.

Ainsi, nous pouvons conclure ce chapitre en constatant que si des fonctions de Lyapounov
quadratiques permettent d’obtenir des résultats convainquants en continu, il n’est pas nécessaire
d’avoir recours & des critéres basés sur des fonctions non quadratiques.

Ainsi, afin d’obtenir dans la suite de ce mémoire des résultats permettant une résolution

numérique rapide, nous nous bornerons a l'utilisation de fonctions de Lyapounov quadratiques.



Deuxieme partie

Stabilisation Polytopique
Takagi-Sugeno






Chapitre 4

Stabilisation Polytopique
Takagi-Sugeno des Systémes sous

Forme Réguliere

4.1 Intérét de la mise en forme réguliére

Comme nous ’avons vu précédemment, les modeles TS ont été congus initialement pour
étudier des systémes complexes modélisés par des techniques multimodéles.
L’aspect analytique des modeles TS nous permet d’étendre les résultats valides pour les systémes
multimodéles 4 'étude de stabilité et la stabilisation d’une classe de systémes NL affines en
P’entrée :

z = f(z) + B(z)u,

avec f(z) analytique et f(0) = 0, c’est-a-dire pouvant s’écrire sous la forme f(x) = A(z)z.
Pour mener une étude de stabilité rigoureuse utilisant les modeles TS, il est nécessaire de
supposer en outre que A(x) et B(z) sont deux matrices bornées de R™*" et R™*" pour

z € R™. (voir premier chapitre)

Dans ce chapitre, nous nous placerons dans ce méme cadre, considérant ici les systémes

multi-entrées et multi-sorties perturbés de la forme
& = f(z) + B(z)u + p(z, 1), (4.1)

ou p(z,t) est une perturbation additive. f(z) : R™ — IR ™ est un champs de vecteurs suffisam-
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ment différentiable, B(z) = (by(z),...,bn(x)) est une (n x m)-matrice ot les b; : R™ — R™
sont des champs de vecteurs suffisamment différentiables. b;;(x) est le gain de commande de la

jieme entrée agissant sur la i®™¢ variable d’état. On supposera 1’état mesurable.

Les études menées dans les chapitres précédents portaient sur Pamélioration des critéres de
stabilité existants pour les modeles TS avec les commandes classiques (PDC, CDF, RE). Nous
avons vu le grand intérét d’'une commande PDC dans le cas de 'existence d’une matrice de
commande B commune & tous les sous-modeles S;,7 € I,.. Il est aussi notable qu'un PDC se
confond avec une CDF dans ce cas particulier.

Cette considération s’avére extrémement intéressante lorsque l'on songe a la transformation
en forme réguliere décrite dans [50, 61]. Ainsi il s’avere possible, sous certaines conditions que
nous nous attacherons & mettre en avant (section 4.2), de reformuler le systéme (4.1) pour le
décomposer en un sous-systeéme &; libre et un sous-systéme & ol interviennent les entrées. Une

fois cette forme réguliere établie, deux options sont & notre disposition :

— En absence de perturbations, procéder & la synthése d’'une commande de type PDC.

(section 4.3)

— Avec une perturbation p(z,t), commander le systéme & ’aide d’'un mode glissant (section
4.4). 11 est ainsi possible de régler les dynamiques du sous-systéme &; en utilisant 2o,
variable d’état de £, comme nouvelle commande du systéme £;. Selon la nature de surface

considérée, on pourra prendre en compte des perturbations sur le sous-systéeme &;.

4.2 Mise sous forme réguliére

Le but de cette section est de montrer brievement comment sertains systémes NL peuvent
étre mis sous une forme adéquate pour la synthése de lois de commande. Pour ce faire, nous
utiliserons un changement de coordonnées global dans ’espace d’état menant & une mise sous
forme réguliere.

Le changement de coordonnées utilisé met en oeuvre des notions de géométrie différentielle [39].
La forme réguliére obtenue permet de décomposer le systéme donné en deux sous-systemes.

Dans ce qui suit, nous verrons sous quelles conditions (4.1) peut é&tre tranformé en la forme
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réguliére perturbée suivante :

5= fl(z),
# = f*(2) + BR(2)u+pR(2,1), - (42)
21 € ]R("_d),zg € ]Rd,

avec d < m et BE(2) carrée et inversible.
En P’absence de perturbations (p(z,t) = 0), et pour d = m, la mise sous forme réguliére a été

développée dans [50]. [61] donne une généralisation des résultats de [50] dans le cas d # m.

4.2.1 Cas non perturbé

Obtention d’une matrice d’entrée de rang plein
Dans [50], une hypothése fondamentale repose sur le fait que le rang de la matrice B(z)
doit étre maximal (rang(B) = m). Le théoréme suivant montre, §’il y a plus d’entrées que le

rang de B, comment retrouver ’hypotheése classique en utilisant un retour d’état statique.

Théoréme 27 [61] Si rang(B(z)) =7 < m,z € IR™ alors il existe un retour d’état statique
(non forcément unique)

u=W(x)T,0,...,0T,ve R, (4.3)

avec W réguliére telle que :

Bew@=(5 o),
avec B' € R™".
Ainsi, si la matrice d’entrée ne vérifie pas rang(B(z)) = m,z € R"™ mais rang(B(z)) =71 <
m,x € R™, on considérera le systéme (4.1), avec le retour statique (4.3), c’est-a-dire :

& = f(x) + B (z)v + p(z, t), (4.4)

ot v € R7 est le nouveau vecteur de commande et B'(z) est une matrice (n X r) et de rang
plein 7.
Nous pouvons donc poursuivre notre étude en considérant le systéme (4.1) avec B(z) € R™™,

une matrice de rang plein m et appliquer les résultats classiques de [50].

Conditions d’existence d’une forme réguliére
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Le but est de trouver un difféomorphisme z = ¢(z) tel que le systéme non perturbé
&= f(z) + B@)u, (4.5)

soit transformé en
2 = fl(z1,22),
2y = f2(21,22) + BE(21, 2)u, - (4.6)
21 € ]R("“d),ZQ e R4

Nous supposons a présent, et pour tout ce chapitre, d = rang(B(z)) = m,z e R".
Théoréme 28 [50] Soit Ay la distribution définie par :
A; = Vect {b1(x),-..,bm(z)}.

St Ay vérifie les hypothéses suivantes :
C4,HO) A est non singuliére en tout point de lespace d’état. (i.e. dim Ay =m);

C4,H1) A est involutive, c’est-a-dire :
V11 € ANTe €A 1 [Ty, To) €A

alors, il existe un difféomorphisme global z = ¢(z), tel que (4.5) est transformé en (4.6)

avec d = m.

Construction du difféomorphisme & partir de la distribution A,

T
On souhaite construire le difféomorphisme ¢(z) = [ A(z) ... A—a(z) ... A(T) ]
réalisant le changement de variables. D’aprés le Théoréme de Frobénius [39], il existe (n — d)

fonctions A1(z), ..., A—q(x) formant une base de 'annulateur de A;. Ces fonctions vérifient :

(d’\i(x)’gj(m» =0, (7:7 .7) € I(n—d) x Iq.

Les d autres fonctions A,_g41(Z), .., An(x) sont déterminées de maniére & compléter la base

de fonctions.
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Exemple 12 Soit le systéme & une entrée décrit par

(&= A(z)z + B(z)u,
0 0 0 1 wn
Ax) = —T 0 (—=z3+2z1) |,B(x)=| 224
(—z1—-1) 1 0 1

\

La procédure classique de mise en forme Takagi-Sugeno reviendrait & la prise en compte des
quatre termes non constants. On obtiendrait alors 2* sous-modéles.

Le nombre élevé de sous-modéles a prendre en considération nous incite 4 Uutilisation de la
forme réguliére.

Soit Ay = Vect (B(z)). Cette distribution vérifie les hypothéses du théoréme 28. Comme rang(B(z)) =

1 =d, une distribution A satisfaisante est :
A = Vect (B(x)).

Soit p(x) = [ A(z) Ao(z) A3(x) ] le changement de base non linéaire.
Puisque dim(A1) = 1, on a dim(Af) = 2. On cherche ainsi deuz fonctions A1 (x) et lo(z)
vérifiant :

2y e 4+ 2 =0, € I.
6m1+ x18$2+6373 v €L

AM(z) = 21 — x3 et M\ (x) = 72 — x5 sont deus solutions évidentes distinctes.
Pour compléter ¢(x), on choisit A\3(x) = z1, choiz licite car la jacobienne de ¢ est alors non

nulle. On obtient ainsi le difféomorphisme global :

Ty — I3
z=¢(x)=| 2% -z

5]

En appliquant cette transformation, on obtient le systéme :

On peut alors utiliser la mise en forme Takagi-Sugeno avec seulement deuz sous-modéles.
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Au travers de 'exemple ci-dessus, nous remarquons que l'utilisation de la forme réguliére
peut permettre non seulement d’obtenir une matrice de commande constante mais aussi de

diminuer le nombre de sous-modéles du modéle Takagi-Sugeno.

4.2.2 Cas perturbé

Pour prendre en compte des perturbations (p(x,t) # 0), nous ferons I’hypothése suivante :
C4, H2) p(m, t) € A;.

1l s’agit de la classique “matching condition” (voir {17] pour le théoréme linéaire). La transfor-
mation par le difféomorphisme z = ¢(z) de p(z,t) permet alors d’écrire le systéme perturbé
sous la forme (4.2).

On notera que si C4, H2) n’est pas valide, il est toujours possible de décomposer les perturba-

tions en une partie matching et une partie non matching :

21 = fl(z) +p1(2, t),
2 = f2(2) + BE(z)u + p"(2,1), (4.8)
2 € R 2 ecRY

4.2.3 Systéme retenu pour ce chapitre

Dans toute la suite de ce chapitre, nous proposerons des techniques pour stabiliser (4.2) et
éventuellement (4.8), avec BE (z) € R 9*? carrée et inversible.

Le vecteur de perburbation p®(2,t) est supposé borné en norme par une fonction connue ¥(z) :

C4,H3) ”pR(z, t)H <V¥(2),?eR™,

4.3 Stabilisation par une commande PDC : intérét et limites

La synthése PDC ne nous permettant pas de prendre en compte les perturbations, nous con-

sidérerons dans cette section le systéme (4.2) avec p(z,t) = 0. Soit I’hypothése complémentaire
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suivante :

C4, H4) 1l existe A}, A? hi(2),i € I, tels que pour tout z€ R™ :
T

fH(2) =3 hi(2)Alz,

=1

T
F(2) =Zl hi(2) A}z,
1=
En s’inspirant du théoréme 1, on peut écrire :

Théoréme 29 (Blanco et al.) Soit le systéme (4.2) sous les hypothéses p(z,t) = 0 et C4, H4).

Soit la commande décrite par
u(z) = =B~ 1(2) (Z h,'(z)K,-) z. (4.9)
i=1

Sl existe une matrice P € R™™ symétrique définie positive et r controleurs K; € R¥™,i ¢ I,

tels que

T

Al 0 Al 0 _
- K;| P+P - K;|<0,i¢el, (4.10)
A? Idxd Af Id><d

alors Uorigine du systéme bouclé par (4.9) est GAS.

Preuve. Sous les hypothéses du théoréme, les dynamiques du systéme (4.2) commandé par
(4.9) s’écrivent :
4= (z hi(z)A}> 2,
i=1
T
4y = (EI hi(z) (A2 — Ki)) 2,
1=

ou encore

r -Al
z = hiz *
Y|

/r ( Al 0
z = ;hi(z)\ P i Ki||=

r 0
- . K
2z i§=1 hi(z) Jaxa | z,

Soit la fonction de Lyapounov définie par V' = 2T Pz. D’apres le théoréme 1, si (4.10) est vérifiée
alors Porigine du systéme bouclé est GAS. m
Nous avons ici atteint I’objectif décrit dans I'introduction qui était de réaliser une synthése

PDC dans une base ou la matrice d’entrée B(z) serait constante.
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Pourtant, la commande PDC présente des inconvéniants majeurs auxquels nous remédierons

dans la section suivante :

1. L’hypothése C4, H4) requiert la mise sous forme TS du sous-systéme &;. Ce point n’est pas
nécessaire car le caracteére inversible de B%(z) permet le réglage complet des dynamiques

de 52.

2. La méthode de synthése proposée n’est pas a priori robuste, ni vis a vis de perturbations
exogenes ni vis & vis d’incertitudes paramétriques pour f1(z).

3. Nous ne contrélons pas tres efficassement le comportement du systéme réduit.

4.4 Stabilisation robuste par mode glissant

L’utilisation d’'une commande par mode glissant sur le systéme (4.2) va nous permettre de
remédier aux trois désavantages de la commande établie par le théoréme 29.
Dans cette section, apres une introduction sommaire aux modes glissants, nous donnerons

des méthodes de stabilisation basées sur ’utilisation de surfaces linéaires et non linéaires.

4.4.1 Principe des modes glissants

La théorie des systeémes a structure variable a fait I’objet de multiples études depuis une
cinquantaine d’années. Les premiers travaux sur ce type de systémes sont ceux d’Anosov [1],
Tzypkin [77] et d’Emel’yanov [24, 25] dans ancienne URSS. Ces recherches ont connu un nouvel
essor & la fin des années soixante-dix lorsqu’Utkin introduisit la théorie des modes glissants [79].

Cette technique de commande et d’observation a recu un intérét sans cesse croissant du fait :

— de sa relative simplicité d’élaboration ;
— de sa robustesse vis-a-vis de certaines incertitudes paramétriques et perturbations exogenes;

— de la large gamme de ses applications dans des domaines tres variés tels que la robotique,
la mécanique ou I’électrotechnique : la stabilisation [9, 65], le suivi de trajectoires 2, 21, 37]

ou de modeles [84, 87].

Le principe de cette technique est de contraindre le systéme & atteindre et ensuite rester sur
une surface donnée (représentant un ensemble de relations statiques entre les variables d’état).
La surface considérée est alors désignée comme étant la surface de glissement. Le comporte-
ment dynamique résultant, appelé régime glissant idéal, est complétement déterminé par les

parametres et les équations définissant la surface.
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La réalisation d’'un mode glissant sur le systéme se déroule en deux temps. Une surface est
déterminée de fagon & ce que le régime glissant ait les propriétés désirées (pas forcément
présentes dans le systéme original), puis une loi de commande discontinue est synthétisée de

fagon a rendre la surface invariante et (au moins localement) attractive.

4.4.2 Choix de la surface

Le choix de cette surface est 1ié au probleme de stabilisation : il s’agit & la fois de choisir la
structure de la surface de glissement (linéaire ou NL) et de régler numériquement les parametres
pour obtenir des propriétés de convergence et/ou de stabilité. La forme réguliére est trés souvent
utilisée dans les méthodes classiques [27, 61, 69] et [50, 67]. L’avantage de notre méthode est de
proposer des techniques systématiques et simples d’utilisation pour le réglage des dynamiques
du systeme réduit.

Ainsi, nous procéderons de maniére similaire a la section précédente :

— Si le systéme réduit présente des incertitudes ou si nous désirons une synthése simple

d’écriture, nous opterons pour une surface linéaire.

— En I’absence de perturbation sur le systéme réduit, si la synthése par surface linéaire n’est

pas possible ou satisfaisante, nous choisirons une surface NL.

4.4.3 Hypothéses, notations et lemmes préliminaires
Formulation TS du systéme réduit

Considerons les hypotheéses suivantes :

C4, H5) 11 existe A, A2, hi(z),i € I, tels que pour tout z€ R™ :
fi(z) =3 hi(2) (A2 + Az),

C4, H'5) 1l existe A1, A2 hy(t),i € I, tels que pour tout z € R™ :

7

Fiet) =3 hult) (Al + 4i22)

avec Al ¢ R (n—d)x(n—d) A12 ¢ R ("~9)%d ] h.(1) et h;(x) satisfont la CSP. La différence entre
ces deux hypotheéses est que ’on autorise des incertitudes pour C4, H 5). On se place alors dans

le cas ou la matching condition C3, H2) n’est pas vérifiée. Cette derniére hypotheése pourrait
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étre écrite en utilisant le formalisme des LDIs :

{
Q
iz, e | |z

2o
Q = Conw {AlY,i € I} ¢ R (m=d)x(n—d),

| Q=Conv{A}%ie L} cRM9xd

Lemmes de stabilité des systémes réduits

Dans la section 4.5, nous serons amenés & considérer des problemes de stabilisation du
systeme réduit. Ces problémes auront de forte similitudes avec les problemes de stabilisation des

systemes TSC avec des commandes de type RE ou PDC. Enongons les deux lemmes suivants :

Lemme 7 (Blanco et al., [8]) Soit le systéme défini par

T
2'1 =Z fl(Z, t) (Azll — A}2K) 21.
i=1
Sl existe une matrice R € R 9*(=9) gumétrique définie positive et un gain K € R4
vérifiant

(AP - APK) R+ R(AP - APK) <0i€, (4.11)

alors Vorigine du systéme considéré est GAS pour toute fontion f;(2,t) satisfaisant la CSP

Preuve. Preuve similaire & celle du théoréme 1 en considérant A}' — A}2K 4 la place des

matrices A;. &

Lemme 8 (Blanco et al., [8]) Soit le systéme défini par

h=Y h(Dhi(2) (A - ABKG) 2.

3,j=1

Sl eziste une matrice symétrigue définie positive R € R ™~D*(=9) et r matrices de gain

K; € R¥™d) i c I telles que

Gii <0,iel,
Gij +Gji <0,(5,5) € I, (4.12)
Gij = (AP - APK;)" R+ R(A} - APK;),(i,5) € I?

alors Uorigine du systéme considéré est GAS pour toutes fonctions hi(z),i € I, satisfaisant la

CSP.
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Preuve. Preuve similaire a celle du théoréme 2. ®

Ces deux lemmes nous fourniront des méthodes pour régler les gains définis dans la suite

de ce chapitre.

Systéme réduit et LMIs

Les techniques LMI explicitées dans le premier chapitre nous permettent de remplacer le

systeme d’inégalités matricielles

(41 - 4PK)" R+ R(4]' - APK) <0,i €1,
d’inconnues R et K, par le systéme d’inégalités équivalent
s (am)" + apts - (4v) - (40)" <0,ie L,
avec le changement de variables bijectif R = S~1,U = KS.

Si des propriétés de stabilité exponentielle de degré o sont requises, on pourra remplacer

cette derniére inégalité par
5 (a)" +als — (4PU) - (4PV) +208 <0,i€ I,

Les conditions (4.12) peuvent étre aisément transformées en un ensemble de LMIs : on utilise

le changement de variables bijectif classique S = R~1,U; = K;S, pour obtenir

APS+S (AP - (ARU)T - (APU) < 0,i € L.
2(AS+ 5 (41)") - (4PTy)" - (4PUy)
— (ARU)T — (A2U;) < 0,5 > 4,(i,5) € I2.
En outre, de la méme maniére qu’au deuxiéme chapitre, il est possible de choisir le gain corre-

spondant au linéarisé & I’origine dans le but de réaliser un placement de péles. Les autres gains

sont alors choisis pour assurer la stabilité du systéme.
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Notations relatives au gradient

Dans la suite, nous calculerons les quantités h; (x),% € I, ; pour assurer Pexistence de telles

quantités, comme au troisiéme chapitre, nous supposerons que
C4, H6) Les gradients Ah;(2),4 € I, des fonctions de pondération existent.

Nous utiliserons les conventions classiques suivantes :

dh; 3h; Oh; Oh; ;
y p—
Ah'(z) [ Gz11|, 777 Onm-g)l, 9z, 0224 |, ] 8 € I

Nous décomposerons la dérivée temporelle des h;(x) en deux termes :

hi(2) = DRY(2)2 + OAR2(2)29,4 € I,

1 — dh; Oh; ;
Ahl(Z)— gf‘l_z e mz],zeb,
2 — 8h; 8h; 1
Ahi(z) = Dzas|, -0 Dmal, } €I

L’hypothese
C4,HT) LR2(2)=0,i€ I,,z€e R™,

sera nécessaire & 'utilisation de surfaces non linéaires. A noter que cette hypothése revient 4

supposer que les fonctions de pondération ne dépendent que de 2.

4.4.4 Surfaces linéaires

Dans cette section, nous retiendrons la quantité suivante :
S(Z) =22 + KZ]_,

avec K une matrice constante de R #*("~9) Nous appellerons surface de glissement ou surface,
I’ensemble S CRR¢ décrit par
S={zeR" s(z) =0}.

Pour la clarté des écritures, considérons la quantité £(z2) :
&(z) = fA2) + Kf(2).

Pour une valeur de K donnée, on peut définir la commande :
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u(z) = — (BR) " (£(=) - As+mi2) 1By )

(4.13)
m(z) = my + ¥(2),m; > 0,9¥(z) > “pR(z, t)” )

avec A € R ¢ de Hiirwitz et P symétrique définie positive vérifiant ATP + PA < 0.

Cette commande a pour but d’amener le systéme sur la surface S, c’est & dire d’utiliser
z9 = —K2z; comme nouvelle commande sur le systéme réduit. Vérifions ainsi ’attractivité en

temps fini et I'invariance de la surface S.

Attractivité en temps fini de la surface

En utilisant 1'expression des dynamiques de (4.2) sous ’hypothése C4, H5), on obtient la

dérivée de s(z) suivante :

(2) = £(2)+BR2u+p(z1),

Ps Ps
= As—my-—— — U(2)-—— + pf(2, 1),
ps ~ Ve 7Y
On peut alors établir le lemme :

Lemme 9 (Blanco et al., [§]) Soit K une matrice quelconque de R¥"9, La commande
définie par (4.13) rend la surface s(z) = 25 + Kz = 0 stable et globalement attractive en temps
fini pour le systéme (4.2) sous Uhypothése C4, HS).

Preuve. Soit la fonction

V(2) = sT(2) Ps(2).

La dérivée de cette fonction le long des trajectoires de (4.2) commandé par (4.13) s’écrit :

V = §TPs+sTPs,

Tpps Ps
= sT(ATP+PA)s—2m (f—— +23TP(pR z,t —\Ilz—->,
( ) U IIPs] (28 = Y& pg

< —om sTPPs
BUIZNA

< =2myy/Amin(P)WVV.

D’apres [79], cette derniére inégalité prouve la convergence en temps fini du systéme (4.2) vers

la surface S ainsi que Vinvariance de cette surface. m
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Enoncé du théoréme de stabilisation

Théoréme 30 (Blanco et al., [8]/) Considérons le systéme (4.2) sous Uhypothése C4, HS).
Soit A une matrice de Hiirwitz et m; une constante strictement positive. Soit P une matrice
symétrique définie positive vérifiant ATP + PA < 0.

S’il existe une matrice R € R ("~ D*(n—d) symétrique définie positive et un gain K € R ("9
vérifiant

T
(A}1 - APK) R+R(AP - A}zK) <0,i€ I,
alors la commande décrite par
u(z) = — (BX2)) " (£2) + Kf1(2) — As +m(2) Ry
m(2) = m1 + (), mq > 0,9(2) > [|pR(2,1)]
s(2) = z + K1,
rend lorigine du systéme considéré GAS.

Preuve. Le lemme 9 nous permet d’affirmer que la commande décrite ci-dessus rend la
surface § attractive en temps fini et stable.

De plus, durant la phase d’approche de la surface, le systéme bouclé décrit par :

= fi(z) = Z hi(2)A; z,
29 =—Kfi(z)— As +m(z)W§—:",

(4.14)

reste borné. En eflet, les trajectoires du systéme (4.14) vérifient :

2(t) = 2(t = 0) + A " H(2(0))d8

avec

F1(=(6))

H(z(0)) =
~K f1(2(6)) — As(8) +m(z(0)) e

Donc,

0l < 126 = Ol + [ 1B Ca(0))] ab.

La fonction H(z) est par construction localement Lipschitzienne, donc il existe 5(2) telles que :

IH ()|l < B(2) =,
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avec (3(z) continue positive. On a ainsi la majoration de ||2(t)|| suivante :

@I < ol + [ " B(=(0)) 112(6)]| .
< ol + " B(2(6)) 12(0) | db.

Cette dernitre majoration prouve que ||2(t)|| est bornée si t < oo : les variables z;(t) et 22(?)
restent ainsi bornées lors de la phase d’atteinte de la surface.

On utilise alors le lemme7, pour prouver la stabilité asymptotique de Porigine du systéme
réduit. Comme la surface s(2) = 0 est invariante, on a par extension stabilité asymptotique de

Porigine du systéme. m

Prise en compte des incertitudes “non matching”

Une commande similaire & (4.13) peut étre utilisée pour stabiliser le systéme (4.2) soumis

a des incertitudes sur le systéme libre :

Théoréme 31 (Blanco et al.) Considérons le systéme (4.2) sous Uhypothése C4,H'S).

Soit A une matrice de Hirwitz et my; une constante strictement positive. Soit P une matrice
symétrique définie positive vérifiant ATP + PA < 0.

Sl eziste une matrice R € R ®=9*(n=9) gumétrique définie positive et un gain K € R4
vérifiant

(A1 - 4PK) R+ R(4P - APK) <0,i€ 1,

alors la commande décrite par

u=—(BR2) " (£2) - A+ m(a) )
m(z) = my + ¥(2z) + ma(2), (4.15)

mz(z) =néal.x I]KA}lzl -+ KAszg“
1€iy

rend Uorigine du systéme considéré GAS.

Preuve. Avec la commande (4.15), les dynamiques de & vérifient :
. Ps
zp=As— m(z)"—PEH +p(z, 1),

d’ou

3(z) = As — m(z)I—II—;Z—” + K fl(2,t) + p%(z,¢).
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Soit la fonction V(2) = sT(2)Ps(z). On a

V = §TPs+sTPs,

T
T (AT _ s* PPs
- s (A P+PA)3 omy (_#!IPSII )

sT — z ™mol2z ﬁ- 1z R(2

+2 P( (T(2) +ma(2)) 1Pl + K fi(z,t) + p™( ,t)),
< §T (ATP+PA) 8 —2my (%) ,

< =2myy/Amin(P)VV.

Dans le coefficient m(z), ¥(z) sert 4 absorber p?(2,t) et my(2) =max |[KAH 2 + KA 2)||
[ASY £

absorbe K f1(z).

On a donc attractivité en temps fini et stabilité de S. Le comportement sur la surface est régi

par :

5 =3 h()(AF — 42Kz,
=1

En appliquant le lemme 7, on peut conclure 4 la stabilité asymptotique de Porigine. Par ailleurs,
durant la phase d’atteinte de la surface, le systéme réduit reste borné (méme preuve que pour
le théoreme 30). =

Un exemple d’application de ce théoréme est donné dans la section 4.5.

4.4.5 Surfaces non linéaires

Pour la synthése d’une surface de glissement N1, 1a connaissance des fonctions de pondération

est primordiale. La surface NL est construite & partir de la quantité :

s(z) =2+ (i h,-(z)Ki) 21, (4.16)

=1

avec K;,1 € I, des matrices constantes de R 4x(n—d)
Pour la synthése de la commande, le calcul de la dérivée de s(z), impose I’hypothese

C4, H5) : Nous définissons ainsi le systéme réduit par

7= i hi(2)h;(2) (A.}1 — A}ZKJ-) 2 (4.17)

ij=1

et la dérivée temporelle de s(2) :
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(2) = €6) + ( S EK) 2+ BYu+2"(0),

L (4.18)
£(z) = 2(2) + (;1 h,-(z)m) ).

4.4.6 Attractivité de la surface

Comme pour la surface linéaire, on considére les matrices A € R%*?¢ de Hiirwitz et P
symétsique définie positive vérifiant ATP + PA < .0.

Supposons que les fonctions de pondération vérifient ’hypothese C4, H7). Bien que cette
hypothése n’influe pas sur le comportement du systéme sur la surface s(z) = 0, elle est en
revanche d'une grande importance dans la phase ol S est atteinte. En effet, le terme AhZ(2)2g
dépend de u.

Notons ©4(z) la quantité connue suivante :

O1(2) = (Z (Ahz1 (2)21) Ki) 21,
i=1
On obtient 1'expression suivante pour §(z) :
5(2) = £(2) + 61(2) + B (2Ju+p"(2,1),

Nous considérerons ainsi une commande similaire a celle utilisée dans le cas linéaire :

u(z) =~ (BR(2)) " (€(2) +©1(2) = As+m(2) By

4.19
m(z) = my + ¥(z),m; > 0. (419

Enongons 3 présent le théoréme de stabilisation du systéme (4.2) :

Théoréme 32 (Blanco et al., [8]) Considérons le systéme (4.2) sous les hypothéses C4, H5),
C4,H6) et C4,H7).

Soit A une matrice de Hurwitz et m, une constante strictement positive. Soit P une matrice
symétrique définie positive vérifiant ATP + PA < 0.

Sl existe une matrice R € R " D*("~4) symétrique définie positive et des gains K;,i € I, €

R (=9 wérifiant

Gy < 0,i €I, _
Gij +Gji < 0,i > j,(i,5) € I, (4.20)
Gy = (41 - APK)" R+ R(A]' - APK;), (j) € I}
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alors la commande décrite par

;

u(e) =~ (B(2)) " (£2) +©1(2) — As + m(z) By )
m(z) = my +¥(2),
S(Z) = 29 + (XT: h,(Z)K,> 21,

&) = £() fl(;l mEK:) £1(2).
01(2) = (& (AhH@)a) Ki) o,

i=1

stabilise asymptotiquement l'origine du systéme considéré.

Preuve. On prouve l'attractivité en temps fini et la stabilité de la surface d’une maniére
similaire & celle utilisée pour le lemme 9, avec la commande (4.19) et la surface s(2) = 25 +
(ZT: hi(z)K,) z1. La stabilité du systéme réduit se prouve en appliquant le théoréme 2 au
s;;cléme réduit, on obtient alors les conditions (4.20). =

A noter que dans le cas ou K; = ... = K, = K,1i € I, est une solution de notre probléme,
le théoréme 30 est identique au théoréme 32 car Ahl(2) + ...+ AhL(2) = 0.

Si 'hypothese C4, H7) n’est pas valide, il est préférable d’opter pour une surface linéaire.

4.4.7 Choix pratique du type de surface

Nous avons décrit ci-dessus trois théorémes permettant de faire une commande par mode
glissant pour le systéme (4.2). Les hypotheses valides pour le systéme particulier & commander

orienterons le choix du type de surface retenue :

~ Si le systeme présente & la fois des incertitudes “matching” et “non matching” (hypotheése
C4, H'5)), il est nécessaire d’appliquer le théoréme 31. Dans le cas contraire (hypothese

C4, H5)), on se référera aux deux cas suivants.

— Si le systéme vérifie C4, H6) et C4, HT), bien que la surface linéaire donnée par le théoréme
30 soit utilisable, le théoreme 32 nous permettra une plus grande lattitude de réglage du

comportement du systéme sur la surface.

— Si le systéme ne vérifie pas C4, HT), nous préconisons 'usage de du théoréme 30.

4.5 Application en simulation : “Bille sur Rail”

On considére un systéme composé d’une bille sur rail représenté par la figure 4-1.
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Bille
(masse m)
7 /
Rail
(moment J)
Téta
Couple u

F1G. 4-1: Schéma du systéme “Bille sur Rail”

Conformément au schéma, on note par r la position de la bille et par 8 ’angle que fait le
rail avec I’axe horizontal. La bille a une masse m;, un rayon R et un moment d’inertie Jg. En

notant J le moment d’inertie du rail et u le couple appliqué sur 1’axe de rotation du rail, on

obtient le modéle suivant :

(mb + %%) P = 'mbré2 — mpgsin(6) + k(6, 6)0. (421)

(myr? + J + JB)8 + 2myr7 + mygr cos(6) = u,
avec k(6,6) représentant un coefficient de frottement.
On a les valeurs numériques suivantes

r Position de la bille m

0 Angle du rail rad

U Couple Nm

mp Masse de la bille 0.11kg

R Rayon de la bille 0.015m

JB = 2m,R? || Moment d’inertie de la bille || 9.9 x 10~6 kgm?

g Accélération gravitationelle 9.81ms—2
J Moment d’inertie du rail 0.5 kg m?

k(.) Coefficient de frottement kgs™!

-5 3

La physique du systéme impose r € [ -1 1 } (rail de longueur 2m) et 4 € [
Notre objectif ici est de stabiliser asymptotiquement la bille autour du point d’équilibre instable



118 CHAPITRE 4 - SPTS DES SYSTEMES SOUS FORME REGULIERE

r = 0,60 = 0 pour le plus grand domaine de conditions initiales possibles.

4.5.1 Ecriture TS du systeme bille sur rail

T
Soit le vecteur d’état, supposé mesurable, est défini par z = [ r 7 0 0 ] , les dy-

namiques du systéme s’écrivent :

[0 1 0 0 ] [ 0]
59° 0 —3gsm®) g 0
g=| 7 CAra LON PUN utpt), (422
0 0 0 1 0
—mpgcos(§)  —2myré 0 0 1
L (mpr24J) (vr24J) i L (mpr2+J) ]

ol p(t) représente des perturbations liées & des erreurs de modélisation (ex. masse de la bille) .
Le moment Jp est négligable par rapport & J et ne se retrouve pas dans ’expression de 6.

Pour les incertitudes, nous donnerons les valeurs suivantes :

T
p(t) = [ 0 0 0 pfi(a,t) ] ,”pR(:v,t)“ <1,
k()] < 0.2.

Pour les simulations dans 'environnement Simulink, nous prendrons des variables quelconque
continues et bornées pour pf(x,t) et k(.).

On note que le systéme (4.22) est déja écrit sous forme réguliére généralisée (4.2) avec

;

d=m=1,

BE(2) = 1/(myr? + J),

z=r,

T

21 = l: r r 0 J ’
) Zy = 9

¥(z) =1,

F2(2) = —(mpr2 + J)L (Zmbrv‘é + mgr cos 9) ,

0 1 0 0

flat)=| 36" 0 B¢ Sk() | =

\ 0 0 0 1

Comme le systéme (4.22) présente a la fois des perturbations “matching” (dies & p) et

“non matching” (dies & k(.)). nous aurons recours & une surface linéaire. Il sera donc inutile de
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déterminer les valeurs des fonctions de pondération dans la formulation TS du systéme.

Soit le domaine D., C R* définit par

. T W
Dy=JzeR*:0€[-v,1.0€|-5,5]¢-
272
Conformément au théoréme 10, dans tout domaine D,, il est possible d’écrire exactement le
systéme réduit sous la forme TS avec 23 sous-modeles linéaires car la matrice A;(z,t) définie

par f1(z,t) = A1(2,t)z présente 3 termes non constants. En mettant en avant les bornes de ces

termes :
030" <342,
~3g < ~5ginl0) < 104
—7 SO <3

on obtient le modele TS :

8
2y = fl(z) = Zh,-(z) (Aﬂuzl + A}222) )
i=1

avec T
A%2=[o z 1] i € Iy,

T
A};{4=[0 1 1] el

(01 0 01 0
Al = Af'=100 -Zg|. A" =4'=|00 -8 |,
00 0 0 0
[0 1 0 01 0
A = A= 0 g | A=A = 82 0 —fYy
000 0 0 0 0
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4.5.2 Calcul de la loi de commande

D’apres le théoréme 31, le contréleur s’exprime par :

(

w(x) =~ (BR(2)) " (£2() — As +m(=)5y)
m(z) = m1 + ¥(2) + mo(z),

m2(z) =néz}x “KA%lzl + KA,}232” N
1€dr

8(z) = 20 — Kz.

\

En développant cette expression, on obtient :

u = 2mrid + mgr cos(6) + (J 4+ mr?) (As - m(z)”ﬁ—zn) ,
m(z) =mq + 1+ max KAz + KA, (4.23)
(ASEE o

s(z) = 2z + Kz,

avec le gain K & déterminer pour régler les dynamiques sur la surface.

4.5.3 Résultats de simulation

Le gain de commande K est déterminé de telle maniere & placer les poles du systéme réduit en
supposant k(.) = 0. A I’aide de la procédure de Matlab, on obtient K = [ —18.94 -11.14 153 }
Le gain K vérifie les conditions du théoréme 31 pour un coefficient vy inférieur ou égal & 2.6.

On choisit alors m; = 2 et A = —4 pour assurer une convergence rapide sur la surface. Nous

choisirons un pas de simulation fixe de 5ms et ’algorithme Ode5 (Runge Kutta d’ordre 5).

T
On part des conditions initiales z(0) = [ 05 0 03 0 ] . L’évolution temporelle de 1’état

est représentée sur la figure 4-2.

Les évolutions de la quantité s(z) = zp + Kz; et de la commande sont représentées sur la

figure 4-3

On remarque sur la commande un chattering d’amplitude 4. En effet, quand on est proche
de P’origine les perturbations p®(z,t) agissent directement sur %, avec cette méme amplitude.
La surface et atteinte en environ 0.7s et I’état met encore environ 1.3s pour se stabiliser. On
a ainsi stabilisé asymptotiquement Porigine en présence des perturbations k(.) et p®(zx,t) en

environ 2s. Lors de ’évolution du systéme, la commande ne dépasse pas 5 N m.
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4.6 Intérét de I’approche pour ’exploitation de la forme réguliére

Dans ce chapitre, nous avons montré que la mise en forme réguliére couplée a une remise
en forme Takagi-Sugeno du systéme réduit pouvait permettre de donner des résultats simples
d’utilisation pour la stabilisation de systémes NL.

En effet, partant de la forme réguliére généralisée, deux options sont possibles :

— En Pabsence de perturbation et aprés une remise en forme TS du systéme global, il est
possible d’effectuer une synthése par une loi de commande de type PDC. L’inconvéniant
principal de cette commande est qu’elle ne permet pas de réglage des dynamiques du

systeme réduit.

— En présence de perturbations, éventuellement “non-matching”, un mode glissant permet
d’atteindre robustement une surface sur laquelle les techniques relatives aux modeles TS

permettent d’assurer la stabilité asymptotique de ’origine avec des dynamiques réglées.

11 est clair que les techniques développées dans ce chapitre sont non seulement intéressantes
pour les modéles TS mais aussi pour amélioration des synthéses de commandes par mode
glissant. En effet, d’une part les résultats présentés permettent la prise en compte d’incertitudes
non-matching ; d’autre part, nous proposons ici des méthodes systématiques pour le réglage des
dynamiques du systeéme réduit.

De la méme maniére, comme nous pourrons le voir dans le chapitre suivant, I’écriture TS
d’une classe de systémes non linéaires d retard peut permettre d’obtenir de nouvelles techniques

de stabilité/stabilisation de ces systemes.



Chapitre 5

Stabilisation Polytopique
Takagi-Sugeno des Systemes non

Linéaires a Retard

5.1 Breve introduction aux systemes a retard

Les systemes a retard, définis comme des systemes dont les dynamiques obéissent a des
équations différentielles faisant intervenir des arguments de temps différents, servent & modéliser
un grand nombre de phénomenes [30, 38, 43].

La formulation et ’étude de la stabilité des systémes a retard a commencé dans les années
trente avec Krasovskii puis Myshkis. Au cours de ces derniéres années, la stabilisation ro-
buste des systémes a retard a fait ’objet de nombreux travaux,en particulier pour les systémes
linéaires & incertitudes paramétriques. On se référérera a [44, 60] pour les approches utilisant
des fonctionnelles de Lyapounov-Krasovskii avec formulation LMI et & [16] pour celles basées
sur le principe de comparaison. La majeure partie des commandes développées sont de type
retour d’état continu et sans mémoire (voir [20] pour un état de I’art). Les résultats concernant
la robustesse vis-a-vis des perturbations externes reposent sur des méthodes de synthese H,

[33, 59] ou sur des approches structurelles [14].

En revanche, dans le cas NL, peu d’études ont été menées. Dans [35], le principe de com-
paraison par normes vectorielles, bien qu’intéressant pour ’étude de la stabilité demeurent
quelque peu conservatif. Dans [68], les résultats basés sur la passivité ont été étendus au cas

des systemes NL & retard. Récemment, des approches utilisant la linéarisation entrée-sortie ont
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aussi été utilisées pour stabiliser des systémes NL & retard [57]; il est alors nécessaire d’avoir

des modeles parfaitement définis.

A Timage de ce que nous avons fait au chapitre 4 pour stabiliser des systémes sous forme
réguliére, nous nous attacherons ici & reformuler sous forme TS les systémes & retard considérés
dans un but de stabilisation. L’écriture TS des modeles NL nous permettra d’élaborer des
stratégies de controle & la fois systématiques et simples & mettre en oeuvre. Deux approches

seront envisagées ici :

— Aprés une transformation TS du systéme complet, on utilise des régulateurs de type RE

et PDC. Ces régulateurs dépendront éventuellement d’une partie retardée de 1’état.

— Dans le cas ou la matrice d’entrée du systeme ne dépend pas du retard, il est possible, sous
certaines conditions, de mettre le systéme sous une forme réguliere. On utilise alors des
techniques de commande par mode glissant & 'image de ce qui a été réalisé au quatrieme

chapitre.

5.2 Formulation TS d’une classe de systemes a retard

5.2.1 Systéme retenu pour ce chapitre

En utilisant les notations données au début de ce mémoire, on considere le systéme décrit
par

&= f(zt) + B(we)u + p(ze, 1), (5.1)

avec f un champ de vecteurs éventuellement perturbé dépendant de la fonction z; et B(z) =
[ bi(z) ... bm(ze) ] Le vecteur p(z:,t) représente les dynamiques négligées ou & des per-
tubations exogénes. La fonction x¢, représentant 1’état du systéme a linstant ¢, est supposée

continue par morceaux. Conformément aux notations données au début de ce mémoire, on a
Ty = mt(t’ 6) = w(t + 9)79 € [_T(t)')O] .

On notera qu’ici f n’est plus une fonction mais une fonctionelle.
La mise en oeuvre des techniques de commande développées dans les sections 3 et 4 nécessitera

des hypotheses additionnelles, réduisant ainsi la classe de systémes considérés.
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5.2.2 Critéres IOD, DD et a retard variable

Au cours de ce chapitre, nous nous attacherons a la stabilité du systéme décrit par (5.1).
Les criteéres développés ici permettront de stabiliser des systémes présentant les trois types de

retard suivants :

— Leretard 7 est constant mais n’est pas connu. On appliquera alors des critéres indépendants

du retard ou I0D. (de 'anglais “Independant Of the Delay”)

— Leretard T est constant et connu. On exploitera alors cette connaissance a ’aide de critéres

de stabilité dépendants du retard ou DD. (de Panglais “Dependant Of the Delay”)

— Le retard 7(¢) est variable dans le temps avec des bornes de variations connues. Les
critéres sont alors dits & retard variant. Les bornes du retard sont notées Tmin €t Tmax,

donc 7(t) € [Tmin; Tmax)-

5.2.3 Transformation TS des modéles de systémes a retard

Le théoréme suivant découle des résultats du premier chapitre.

Théoréme 33 (Blanco et al., [5]) Soit le systéme défini par :
& = A(ze)x + A% 2e)x(t — T) + Bz, (5.2)

avec T; € Cn,T,A(wt),Ad(wt) € R™ " et B(z;) € R™ ™. Supposons qu’il existe un domaine

D € R™ ™) porné tel que
[ A(ze(t +0)) AXzi(t +0)) B(zi(t +6)) ] CD,teR",0€ [~Tmax,0]-
Alors il existe r matrices A;, A? et B;,i € I, telles que

z =§r: h,-(xt),(Aia: + Adx(t —h) + Biu) , (5.3)

i=1

avec des fonctions hi(x;) vérifiant la CSP.

Preuve. 11 suffit de transposer les résultats du premier chapitre. m
La méthode de construction présentée au premier chapitre nous permet d’obtenir concréte-

ment les matrices A;, A? et B; dans le cas ot A(x:), A%(x;) et B(x:) présentent p termes non
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constants pour z;. On obtient alors r = 2P.

On notera que ’état entre les instants —7 ., et 0 doit étre pris en compte dans le modele TS.

L’exemple suivant présente une illustration du théoreme 33.

Exemple 13 Soit le systéme décrit par

[ &= Am(t )z + Az)e(t - 1),
-1 1
A(zy) =
sinz1(t —711) —3
1 0.5
Ad(x2) = ’
cos?zy -1
T
avec T = [ T, Ty ] , T1 < T et les conditions initiales z:(0) € C,,. Comme la matrice

formée par [ Alzy) A%(x) ] présente deuz termes non constants et bornés pour x; € IR", il
est possible d’obtenir un modéle Takagi-Sugeno & quatre sous-modéles. En effet, cos® zo (resp.

sinzy (t — 71)) s’écrit comme somme conveze de 0 et 1 (resp. —1 et 1) :

8 =3 (o) (Aaa-+ Adaft = 1))
i=1

-1 1 1 05

Al =A3= A = Al = ,
-1 -3 0 -1
-1 1 1 05

Ay = Ay = JAd = Ad = ,
1 -3 1 -1

et
hi(z:) = 0.5 cos? z3(1 — sinzy (¢ — 71)),

() = 0.5 cos? zo(1 +sinz; (£ — 71)),
h3($t) =0.5 (1 — cos? 1132) (1 — sin :El(t - 7'1)),
ha(zs) = 0.5 (1 — cos? z3) (1 + sinzy (¢ — 71)).

5.3 Analyse de la stabilité et stabilisation

La section 5.4 présentera des résultats pour des systémes de type (5.1) mis sous forme
réguliere. En supposant qu’une telle transformation n’existe pas, on peut mener I’étude de la

stabilité et la stabilisation & partir de la formulation non perturbée du théoréme 33. Ainsi, le
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systeme considéré dans cette section est de la forme :

i =i hi(2) (Al-:c + Alz(t — ) + B,-u) . (5.4)

=1

Pour alléger les démonstrations des théoremes, on utilisera aussi les notations :
A(-’Et) ='21 hi(-’ﬂt)Ai,
3=
=
Ad($t) 221 h,(.’l?t)Ag
=
5.3.1 Analyse de la stabilité

L’utilisation de fonctions de Lyapounov classiques étant impossible en présence de retard,

nous utiliserons selon le type de retard :

— des fonctionnelles de Lyapounov-Krassovskii’s [46] pour des criteres IOD et DD.

— des fonctions de Razumikhin [63] pour des critéres & retard variant.

Pour la réécriture LMI de nos conditions de stabilité, nous procéderons d’une maniére sem-
blable & [44].
Critéres I0D de stabilité

Théoréme 34 (Blanco et al., [5]) Soit le systéme (5.4) en BO (i.e. u=0) avec les conditions

initiales x,(0). S’il existe deux matrices symétriques définies positives P,S € IR™*" telles que :

TP+ PA+S PA?
M; = A A A <0,i€ I, (5.5)
AdTp -8

alors Uorigine du systéme considéré est GAS pour tout retard constant 7.

Preuve. Nous utiliserons la fonctionnelle de Lyapounov-Krasovkii V(z;) = Vi (x) 4+ Va(zy) -

Vi(z:) = 2(t)T P=(t),
Va(z) = fi_, =(6)TSz(6)db,

avec P=PT P>0et S=57,5§>0.0na

By 1zl < Vize) < By ll=li?
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avec B = Anin(P), B2 = Amax(P) + TAmax(S). Calculons & présent la dérivée V() le long des

trajectoires du systéme :

Va(z) = 27 Sz — 2(t — 7)T Sz(t — 1),

Vi(w) = #7Pz+2TPi
= 2T (Z h(z:) (AT P+ PA4)> z +2x(t —7)7 (Z () AST P) N

i=1 i=1

+22T (Z hi(xt)PAf> z(t — 7).
i=1
T -
En définissant le vecteur augmenté X = [ T z(t—T) ] ,on a V(xs) = XTM(x;) X avec

M(a:t) =Zr: h,-(mt)Mi,
i=1

avec M; définis par (5.5). Une condition suffisante pour que V (z;) soit définie négative est ainsi
M; < 0,1 € I, car les fonctions h;(x:) vérifient la CSP. D’aprés le théoréme de Krasovskii [46],

l’origine du systeme considéré est GAS. m

Exemple 14 Soit le systéme de Uexemple (13) dans lequel on remplace A%(zq) par aA%(zs),

avec a une constante positive :
&(t) = A(z1(t — 11)) + €A% (z)z(t — 7).

La résolution LMI du critére (5.5) du théoréme 34, nous permet d’affirmer que si o < 0.47,

Dorigine du systéme est GAS pour tout retard fixé IOD. Les matrices P et S obtenues sont :

262 057 | _ 1.87 —0.38
057 1.05 | —0.38 2.39

Pour comparer ces résultats avec ceux obtenus en utilisant les normes vectorielles, on notera

que le coefficient mazimal obtenu dans [15] est o < 0.38.
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Criteéres a retard variant

Théoréme 35 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.4) en BO avec les conditions initiales z¢(0)

et 7 = 7(t). S’il existe une matrice symétrique définie positive P € R™ ™ telle que :

TP+PA;+P PAY
M; = A A ] <0,i€l, (5.6)
ATp -P

alors Dorigine du systéme considéré est GAS pour tout retard 7(t) borné.
Preuve. Nous choisissons la fonction de Razumikhin suivante :
V(z) = 2T Pz, (5.7)

avec P une matrice symétrique définie positive de R (*~@)*(n—d),
Conformément au principe de la méthode de Lyapunov-Razumikhin [63], on suppose qu'il existe

une classe de fonctionnelles ¢ telles que :

V(¢ —s)Il <qlV(Al,s € [0, Tmasl, (5.8)

avec ¢ > 1. Alors, on a I'inégalité suivante :

ot — )T Po(t — s5) < q¢T Pop. (5.9)

La dérivée temporelle de ¢, est soumise a :

b= Y hlgy) (Asg+ Adglt - 1))

5
En notant : .
A(9) = 3 ha(d) 4
A%(g) = T hi(@) AL,
on a
$ = Alp)d + A% (Bt — 7).
Donc

V($) = ¢TPs+¢ P
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= ¢" (AT($)P + PA(#,)) ¢ + 26T PA ($)(t — 7).

En utilisant l'inégalité 22Ty < 2T P~ 1z + yTPy avec ¢ = A4(¢,)TPg et y = ¢(t — 1), on

obtient :
V() < " (AT($)P + PA(¢) + PA ($)P A%($,)TP) ¢+ ¢ (¢ - T)Pg(t — 7).
En utilisant la propriété (5.8), nous obtenons :
V(9) < ¢7 (AT($)P + PA(#,) + PAY$)PT A% ($)"P +4P) ¢.

Cette expression peut étre réécrite en utilisant les h;(z;) :
T
V(9) < ) (6 (ATP+ P+ PAIPIATP 1 gP) ).
i=1

Si le critere (5.6) est vérifié, alors il existe un réel ¢ > 1 tel que toutes les matrices
ATP + PA,+ PASP1AYTP 4¢P,

sont définies négatives. On peut alors conclure a I’existence d’une constante ¢ satisfaisante pour

V(¢), ce qui prouve que l'origine du systéme est asymptotiquement stable. =

Critéres DD de stabilité

Théoréme 36 (Blanco et al., [5]) Soit le systéme (5.4) en BO avec les conditions initiales
x(0). S’il existe cing matrices symétriques définies positives P, R1, Ro, M1, My de R™ ™ et

une constante positive Tmay telle que :

;

Ni(Tmeax) TmaxPA? TmaxPAS
Qi(Tmax) = | Tmax AT P —Tpax My 0 <0,i €I,
'rmaxAgTP 0 —T maxM2
| Ni(Tmax) = (A'i +A§)TP+P (Aa- +A;?’) + Tmax (R1 + Ra),

(5.10)

My MyA? M, MA;
2 24, >0, 1 1 >0iel.,

A¢M; Ry ATM; R,
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alors l'origine du systéme considéré est GAS pour tout retard fixé T < Thax-

Preuve. Soit le systéme (5.4) écrit sous la forme
& = A(z)x + A% (z)z(t — 7).
Considérons la fonctionnelle de Lyapounov-Krasovskii définie par V' (z;) = Vi(x:) + Va(z) :

Vi(z;) = 2T Pz,

(5.11)
Va@e) = 12, (S (©) Ra(§)d€) db + [ 5, (flio 2T (€) Roa(€)dt) B,

avec P, R;, Ry symétriques définies positives. On a

B llaells <V (we) < By llzill:

avec
:81 = )‘min(P),
:82 = )‘max(P) + T)\max(Rl) + T)‘ma.x(R2)-

En utilisant la transformation

z(t—71) = —/t z(0)df + z,

—T

on peut réécrire (5.4) sous la forme :

Az (t + 0))z(t + 0)+
-\ A%(zi(t +0))z(t+0—T)

i(t) = (A(wt) + Ad(:ct)) T — A%z, do

On calcule & présent la dérivée de V() le long des trajectoires de (5.4). On a

0

Va(z:) = 72T (R + Ry) z — / z (t+60)T Ryz(t + 6)do — /_ z (t + 6)T Ryx(t + 6)do
T —27

(Alz) + A%(z))" P

x—2 [0 2T PA%(x;) A(e(t + 6))x(t + 6)do
+P(A(xt)+Ad(xt)) J (ze) A(ze(t +6))x(t +6)

Vi(ze) = 27

—2 [0 2T PAY(24) A% (e (t + 6))ax(t + 6 — T)db
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Comme ’inégalité —2uTv < uT Ru + vT Rl est vraie pour tous vecteurs u,v € R™ et toute

matrice R symétrique définie positive, on a

—2 [0 2T PA%(x;) A(z+(t + 6))a(t + 6)d < zT P A% () ( 1°_Hit, 9)de) (Ad(act))T Pz
+ [0 a(t+0)TRyx(t + 0)do,

~2 %, 27 PAY ) AX(u(t + 6))a(t + 6 — 7)db < T PA%a,) (J°, Ha(t,0)d6)) (AX(,)) Pz
+ [ z(t + )T Roz(t + 6)db,
Hi(t,0) = A(z:(t +6))Ry * A(z:(t + 6)) 7,
Hy(t,0) = A(z:(t + 0)) Ry Ad(zi(t + 60))T.
Définissons
L(r)=XT [°_Hy(t,0)Xdd,
L(r) = XT [°_ H,(t,0)Xdb,

avec X = A%(z,)T Pz.

Définissons également

M <max (A4;R7*AT),
il (5.12)
My <max (A{ Ry AfT).
(AT 2

On notera qu’il est possible d’écrire (5.12) sous la forme de LMIs.

My MpAd
ATM, R,
M, M4
A; M, R;

>0,iel,

> 0,7 € I.

En utilisant ces notations, on obtient les équations simples suivantes

ILt,7) <tXTM{X,

(5.13)
L(t,7) <tXTM;1X.
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Pour ce calcul, on utilise les propriétés de somme convexe des h;(z:) ainsi que l'inégalité

2uT Ry < (uT Ru + vT Rv). Alors,

(A(ze) + A%(z:)) TP+
Vizge) <27 |  P(A(m) + A%zy) | z+ 75T PAY(m) (M + My 1) A% (z:) T P
+7(R1 + Ry)

En utilisant le lemme de Schur deux fois, on obtient la condition suffisante pour que V(a:t) soit
définie négative
N(T) TPA%Y(z;) TPAY(x:)

TAd(IL't)TP —-TMl 0 < 0’
TAd(:L't)TP 0 —‘TM2
N(1) = (A=) + A%(x:))T P + P(A(zs) + A%(2:)) + T(R1 + Rp). (5.14)

A ce stade, on décompose cette expression sous la forme TS pour prouver la stabilité asymp-
totique globale de 'origine sous les hypothéses du théoreme 36. On notera que si une solution
en termes de P, Ry, Ry, M, My est trouvée pour un certain Ty, alors ces cinq matrices sont

aussi solution du probléme pour tout 7 < 7,,,. B

5.3.2 Extension des résultats a la stabilisation
Type de commande utilisée

Dans tout le paragraphe 5.3.2, nous opterons pour la structure de commande générale :
r
w(ze) = — 2; hi(z) (Kia: + Kt — T)) . (5.15)
Cette commande est semblable & un PDC. On notera que dans le cas d’'une commande re-
tardéed’un temps 7 (i.e. v = u(t — 7)), nous serons contraints de fixer K; =0, € I,.
En appliquant la commande (5.15) au systéme (5.4), on obtiendra le nouveau modele :

& =ZZ hi(z:)hj(z:) ((Ai —-BK)z + (Ag - B,-K;i) ot — T)) .

i=lj=1
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Si I'on souhaite utiliser des commandes de la forme générale
u(zy) = — (K.’E + K%%(t — 7')) ,

on utilisera les théorémes de la section précédente en effectuant les modifications suivantes :

1. Commande u = —Kz, on applique directement les résultats de stabilité 10D, DD et &
retard variant en remplagant A; par (4; — B;K).

2. Commande u = —K4%x(t — 7), on applique directement les résultats de stabilité IOD, DD
et & retard variant en remplagant A¢ par (A;l — B;K d) .

3. Commande v = —Kz — K%x(t — 7), on applique directement les résultats de stabilité

IOD, DD et a retard variant en remplagant A; par A; — B;K et Af par (A;?l - Bin) .

Ces controleurs présentent ’avantage de la robustesse car ils sont valables pour tout type
d’évolution des h;(x:),7 € I, comme nous ’avons souligné au cours du deuxiéme chapitre. Pour

la résolution numérique, une réécriture LMI sera nécessaire.

Critére 10D de stabilisation

Théoréme 37 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.4) avec les conditions initiales z:(0) et com-
mandé par (5.15). S’il existe deur matrices symétriques définies positives P, S € R™™ telles
que :

M; <0,i€l,,

M;; + Mj; < 0,7 <1i,(3,]) € I,

avec Mij, (i,5) € I? définies par

(14z — Bin)TP +P(A1 — Bin) +S P (Ag — BzK;i)

M;; = (A;?—BiK;?)TP _s

< 0,1 € I,

alors origine du systéme considéré est GAS pour tout retard T constant.

Preuve. Evidente au regard de la preuve du théoréme 34 et en utilisant les résultats clas-
siques de stabilisation via PDC. =
Critére DD de stabilisation

Théoréme 38 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.4) avec les conditions initiales z:(0) et com-

mandé par (5.15). S’il ezxiste cing matrices symétriques définies positives P, Ry, Ry, My, My
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de IR™™ et une constante positive Tmay telle que

Qi<0,i€l,
Qi; +Qji < 0,7 <1i,(i,5) € I,

avec Qij,(3,7) € I? définies par :

"

Nij(Tmax) 'rmaxPEfj 'rmaxPEfj
Qij(Tmax) = | Tmax (E%)T P —TomeM 0 ,
Toax (BS) P 0 ~TuwMy
Nij(Tmax) = (Bij + BS) P+ P (Byj+ ES) + Tmax (R + R2),
| BY = (4f - BiKY}) B = (4 - BK;),

N

et
-

M. MyE2 My  MEj
2 L RN ! Y S0, 6,4) € I2
(Ed]) M, R, (E;)TM; Ry

alors Dorigine du systéme considéré est GAS pour tout retard fixé T < Tmax-

Preuve. La preuve ici reste identique & celle du théoréme (36) en considérant

Mt < EyR7 (E;)T
1 _(51)353( iRy (Eij)” ),

T
-1 d p—1 (Ed
M2 S(zl,?)ae‘}i? (EURQ (Ez]) )’

et en utilisant les résultats classiques de stabilisation via PDC. =

Critére a retard variant

Pour ce théoréme, on suppose le retard variable mais connu. Dans le cas contraire, on fixera

dans la commande (5.15), K¢ = 0,i € I,.

Théoréme 39 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.4) avec les conditions initiales z:(0) et com-

mandé par (5.15). S’il existe une matrice symétrique définie positive P € IR™ ™ telle que :

Mz < 0,7: 6 Ir,
Mij +M_71 < 0’.7 < 7"’ (7”.7) € 112‘7



136 CHAPITRE 5 - SPTS DES SYSTEMES NON LINEAIRES A RETARD

avec les My;,(%,j) € I définis par

(A - BiK;)T P+ P (4 — BiK;) + P P (Af - B.K})

M= (A;.i - B,-Kg)T P -P

< 0,1 € I,

alors Uorigine du systéme considéré est GAS pour tout retard 7(t) borné.

Preuve. Evidente au regard de la preuve du théoreme 35 et en utilisant les résultats clas-

siques de stabilisation via PDC. =

Cas A(z:), B(z:) connues et A%(z;) “inconnue”

On considére A(x:), B(z:) connues et A%(x;) partiellement inconnue!. Il n’est pas dans ce

cas possible de modéliser le systéme par (5.4). On utilise alors ’écriture :

Z =TZI hi(xt)Asz+ Tzz gr () Adz(t — ) + (i h,-(a;t)Bi> u, (5.16)
k=1

i=1 i=1

avec les h;(z:) connues et les gr(z:) inconnues mais vérifiant la CSP. Le controleur u est alors

donné par

u(zy) = — (i hj(wt)Kj) z — Kozt — 7).

J=1

Bien entendu, quand le retard est inconnu, on fixera Kz = 0. On énonce les théorémes suivants :

Théoréme 40 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.16) commandé par

1
u(zy) = — (Z hj(a:t)Kj) z — K(t — 1),
=1
avec les conditions initiales 2¢(0). S’il existe deuz matrices symétriques définies positives P, S €
R™ " telles que :
M <0,i €l k€ Im.
Mijk + Mjik < OaJ < i? (Zaj) € 172'17k € I"2'

avec le matrices My, définies par

(4 — BiK;)" P+ P(4; —B:K;) +S P (Ag - B,-Kd)

T 7(7‘1.77]6)612 x I ’
(4 - B:k*)" P -S e

Mk =

1Une matrice C(z:) € R ™ " est considérée comme “inconnue” si on ne connait que ses bornes dans R ™*".
11 est possible d’écrire C(z;) sous forme TS mais les fonctions de pondérations sont inconnues.
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alors origine du systéme considéré est GAS pour tout retard constant 7.

Preuve. Les dynamiques du systéme bouclé sont soumises a :

z = TZI hi(ae) Aizt i 9w (@) Af(t — ) + (i hi(xt)Bi> (— TZI hi(z) Kz — Kexz(t — T)) ,
=1 k=1 i=1 j

j=1

fl

( S hi(ehs(a) (4 - B@-)) z+ (Ez gn(wo)hi(ar) (A - B,-Kd)) 2(t = 7).

On pose ainsi
1
Aze) = '21 hi(xe)hj(xe) (A; — B;K;),
ij=

Alz) =5 5 gr(whala) (4f - Bikc?).
i=1lk=1

L’usage de la fonctionnelle de Lyapounov-Krasovskii : V(xz:) = Vi(z:) + Vo(x:) avec Vi(xy)et

Va(z¢) définies par (5.11), nous conduit & la condition suffisante de stabilité suivante :

A(xt)TP'i—PA(.'Et) + S PAd(.’L't)

M(z;) = (Ad(wt))TP _g

En utilisant la définition de M;;x, on peut écrire :

Ty T2
M(z:) <0 <= > hi(m)hj(x:) gr(ae) Mijr, < 0.
ig=1k=1

Donc une condition suffisante de stabilité asymptotique est :

T
> hi(@e)hj(@e) Mijk < 0,k € I,
za.7=1

En symétrisant les termes en 7 et j, on obtient ainsiles conditions de stabilité de ’énoncé. m

On obtient le critére a retard variable en remplagant dans le théoréme précédent S par P.

Théoréme 41 (Blanco et al.) Soit le systéme (5.16) commandé par

u(ze) = — {2 hj(z)Kjx — Kex(t—1),
j=1

avec les conditions initiales 2:(0). S’il existe cing matrices symétriques définies positives P, Ry,
q Yy
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Ry, My, My € R™™ et une constante positive Tpay telle que

M, <0,i € I,k € I, (5.17)
Mk + My < 0,5 <1, (4,7) € qul,k € I,

avec My, définis par :

p
d d
Nijk (Tmax) Tma.xPEijk TmaxPEijk

Mii(Tmax) = | Tmax (Efjk)TP —TmaxMi 0 ,(i,5,k) € IZ, x I,,
{ Tonax (Bl 'p 0 ~Tmax M

Nijk(Tmax) = (Eijk + Efjk) P+P (Eijk + Ef’jk) + Tmax (R1+ Ra) ,

Efy, = (A;?’ - Bin) s Eijk = (Ai — B;Kj),

\

et

M, MyE2, M, M Eji
T 1>0

AT T >0,(i,4,k) € I} xI,, (5.18)
(EL) Mz Ry (BT My R

?,

alors l'origine du systéme considéré est GAS pour tout retard constant T < Tiax.

Preuve. Identique a celle du théoréme précédent. m

On aurait pu procéder & l'identique avec A%(x;), B(x:) connues et A(x;) inconnue, bien que
I’on puisse supposer que dans ce cas la stabilisation sera plus délicate. On notera que si B(x¢) est

inconnue, nous sommes contraints a I'usage d’un retour d’état, éventuellement avec mémoire.

5.3.3 Exemples d’utilisation
Exemple 1 : Stabilité dépendante du retard

Soit 1’équation différentielle :

y(t) — a1 ()y(t) = u(?),

y et u étant respectivement l’entrée et la sortie du systéme, avec 1.5 < a1(.) < 2, continue par
morceaux, dépendant de I’état, du temps et de perturbations. Aucun contréleur du type u(t) =
—ky(t) ne stabilise le systéme. On souhaite ainsi utiliser un controleur de type u(t) = —k19(t).
Comme 3(t) n’est pas nécessairement mesurable, une valeur reconstn;ij;e y(t — 7) est utilisée,

avec T une constante positive. Avec le vecteur défini par z = [ y U ] , le systeme bouclé par
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u(t) = —k1y(t — 1) s’écrit :

i(t) = A(ze)z(t) + A% (ze)z(t — 1),
0 1 0 O
A(xt) = ’Ad(mt) = 3
-1 al(.) 0 —kl

avec 1.5 < a1(.) < 2. On a une représentation TS & deux modgles :

0 1 0 1
Al = 7A2 = )
-1 1.5 -1 2
ﬁ 0 0
By =B = )
\ 0 —kK

avec des valeurs inconnues pour les fonctions hy(.) et ha(.).

139

Par application du théoréme 36, on obtient des solutions exprimées en terme de couples

admissibles (7, k). Les valeurs admissibles sont données par la figure 5-1; sur cette figure, la

courbe en pointillé correspond aux résultats obtenus & 'aide des critéres utilisant les normes

vectorielles [34].

-Goubet et al

FiaG. 5-1: Simulation : comparaison des approches TS et “normes vectorielles”

D’apres ces résultats, si k1 > 2, le systéme est stabilisé par un contréleur u(z) = —k1y(t—7)

pour une petite valeur du retard 7. Si I’on choisit 7 = 0.05 seconde, il est possible d’avoir la

plage de réglage pour k; : k1 € [3,7]. Le théoréme 36 assure en effet la stabilité asymptotique

globale du systéme.
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La premiere courbe de la figure 5-2, représente les résultats de simulation avec 7 = 0.05s,
T
k1 = 5, des conditions initiales x] = [ 10 ] et les perturbations vérifiant a;(.) = 1.75 +

0.25 cos(t). On constate que la sortie converge asymptotiquement.

1 T T T
[} . SU———— ——— A ——
L i
o foommmen bemmne
¢ : ' .
L] R N ——
[=]
[77] Ll 1 1
0.2f=-smmnens TR~ T ekttt :’ """""
0 1 1
0 5 10 15 20
Temps
: r ! !
. : : :
A v T N I
S : : :
.u Lk 1 1
g 0 ---------- : _____ l- - 1 -
= i 1 :
05 . : .
0 S 10 15 20
Temps

F1G. 5-2: Simulation : comportement selon la valeur du retard.

Sur la deuxieme courbe, on a augmenté le retard & 7 = 0.27s ; on constate la non convergence
asymptotique de ’état. On notera qu’il est possible d’accélérer la vitesse de convergence en

augmentant le gain k;, au prix d’une diminution du retard admissible.

Exemple 2 : Stabilisation dépendante du retard avec matrice A%(z;) en partie in-

connue

Soit le systéme suivant :

-3 2 1 2 0 0
T 2 1 == e“le(t_T2)[ 1 T+ 0 4 kl (-’Et) (L'(t —~ T) (5.19)
1 1 1 ko(zy) —1 4
1

+| 1+cos?z(t—71) | %
3

avec ||k1(zy)|| < o et ||k1(ze)|| < B, et T2,71 < T avec des retards connus.
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Nous pouvons exprimer le systéme (5.19) sous la forme (5.16) avec r; = 7o = 4. Nous

procédons en 3 étapes.

1. Pour la matrice A%(x:), il n’est pas nécessaire de calculer les fonctions gx(x:) ; seules les

matrices extrémes sont utiles :

r

(2 0 0 2 0 0
Ad=10 4 af,4=|0 4 af,
B —-1 4 -8 -1 4
7 (2 0 0 2 0 0
A‘3l= 0 4 —a ,A‘i= 0 4 -«
\ B -1 4 B -1 4

2. Pour les matrices A(x:) et B(x:), on a la décomposition :

(

-3 2 1 -3 21
4 A1=Ay=| 2 1 1(,A3=4=] 2 0 1],
L 1 11 1 11
- T
Bi=B3=|1 1 3] ,B2=B4=[1 2 3] .
k L

et les fonctions de pondération

4

ha(ag) = (1 — etoat="2)l) (1 - cos?a(t — 71))
ho(z) = (1 — e_'”(t“”)') cos? z(t — 1),
ha(z;) = e~1#3(t=72) (1 — cos? z(t — 1)),

ha(z) = e~ 123(t=72)| cog? z(t — 71)-

3. Notre contrdleur est donné par

u(zy) = — 24: hi(z) Kz — Kzt — ), (5.20)
j=1

avec K;,1 € Iy et K% 3 déterminer.a I’aide du théoréme 40.

Le critére donné dans ce théoréme s’écrit sous forme LMI en multipliant & gauche et & droite
par
P10
0 P!
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et utilisant le changement de variable bijectif P =T, S = R™1, U; = K;S, et U¢ = KS. La
figure 5-3 représente les valeurs de (a, 3) pour lesquelles il existe un contréleur de type (5.20)

stabilisant le systéme.

F1G. 5-3: Simulation, conditions suffisantes de stabilisabilité en (a, )

Du fait de la convexité de notre mise en forme, il est clair que si un couple (g, ;) est
solution du probléme, tout couple de type (a,) avec 0 < a < a9 et 0 < 3 < f3, sera aussi

solution du probleme.

5.3.4 Bilan de la premiére méthode proposée

La mise en forme Takagi-Sugeno des systémes a retard NL permet de déterminer la structure
des controleurs & mettre en oeuvre. Outre ce fait, notre méthode offre la possibilité d’obtenir

des criteres dans le cas de matrices d’entrée dépendant du retard.

Pourtant notre méthodologie reste limitée en terme de robustesse, en effet les perturbations
exogenes de type p(z¢,t) agissant directement sur la dérivée de la variable d’état ne sont pas
prises en compte dans le modele. Pour remédier & ce probléme, il est naturel de considérer des

commandes par mode glissant.
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5.4 Stabilisation par mode glissant

5.4.1 Mode glissant et systemes a retards

L’utilisation des commandes par mode glissant vest rendue délicate par la présence de
phénomenes de retard (voir par exemple [29] ou [64] pour un état de I’art). En effet, si une
commande par mode glissant est mise en oeuvre sans tenir compte du retard, on obtient des
comportements instables, chaotiques ou encore des phénomenes de chattering trés importants.
Méme si le formalisme général des inclusions différentielles pour les systémes a retard a été
décrit dans [43], les propositions de lois de commande concrétes restent encore peu nombreuses
[10, 12, 31, 45]. En outre, les références présentées ne permettent pas de prendre en compte les
systémes NL a retard.

L’objectif de cette section est d’étendre les résultats de commande par mode glissant de
systemes retardés linéaires au cas NL. Comme au quatriéme chapitre, 'outil utilisé pour le
passage au NL est la transformation Takagi-Sugeno du modele. Pour la synthése des commandes,
le systéme sera reformulé sous une forme réguliére; il est ainsi nécessaire que la matrice d’entrée

ne dépende que de I'état instantané a I'instant ¢. Deux formes de retard seront traitées ici :

— Retards constants : on utilisera des fonctionnelles de Lyapounov-Krasovskii pour obtenir

des critéres I0D.

— Retards variables dans le temps (7(¢)) : on utilisera une approche de type Razumikhin.

A la fin de cette section, nous proposons un exemple d’utilisation des méthodes proposées
prop

pour les deux catégories de retard.

5.4.2 Formulation du probléeme

Les techniques et hypotheses & vérifier pour écrire un systeme de la forme
& = f(x) + B(z)u + p(=, 1),

sous la forme réguliere

4 = f(2),

= f(2) + GR(2Ju+p(2,1),
ont été explicitées au quatrieme chapitre.

Ces conditions portent exclusivement sur la forme de la matrice B(z). Ainsi, la transformation
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du systéme retardé (5.1) en un systéme de la forme :

Z = fl (Zt),

5.21
2 = £ (z) + GE(2)u + p(2, 1), 520

avec le vecteur de perturbations vérifiant
[P < wte0.

présuppose les mémes conditions sur la matrice B(z) que celles explicitées au quatriéme chapitre.
Ainsi, c’est a partir de la formulation (5.21) que les théorémes de cette section seront développés.

Pour la mise en forme TS du systéme réduit £;, nous considérerons les deux hypothéses :

- ] AN ] [ Agdit ]
C5,H1) = Y hi(2) 2(t) + 2(t—71) |, avec h;(2;) connues.
i=1 Az;2 A;ll2
, [ All ] [ Adn ]
C5,H2) 2, = Y hi(z) R EIGE 2(t—71) |, avec hi(2:) inconnues.
i=1 Azlz A;.i12

5.4.3 Choix de la surface

Les études menées dans ce chapitre suggerent la structure de surface tres générale :
i T
Sy = {s(z) = z9 -+ (Z hi(IL't)K.,;> 2+ (Z h,(xt)Kf) z71(t—717)=0,z € ]Rn} .
i=1 =1

Comme nous 'avons vu au quatrieme chapitre, 'utilisation de surface NL augmente con-
sidérablement la complexité des contréleurs. Ainsi, en fixant Kf =0,icl. et K;=K,i € I,

nous nous travaillerons plus modestement avec une surface linéaire non retardée du type :
S={s(z)=zn+Kz =0,ze R"}. (5.22)

Comme nous ’avons montré dans le chapitre précédent ce choix revient & commander le systéme
réduit via la variable zg avec un controleur de type linéaire : © = —Kz;.

Sur la surface les dynamiques du systéme réduit obéissent & :

Z = Zr:hi(zt)(f‘m — AipK)21(t) + (Aginn — AgineK) 21 (t — 7), (5.23)

i=1
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Les critéres de stabilité asymptotique du systéme réduit (5.23) differeront selon les types de
stabilité recherchée (IOD, DD ou & retard variant). Par contre, ils ne dépendront pas des
fonctions de pondération h;(2¢) car notre contrdleur est linéaire. A l'inverse, dans la phase
d’atteinte de la surface, la structure du contréleur u ne sera pas la méme selon que les fonctions

de pondération sont connues ou inconnues.

5.4.4 Attractivité de la surface

La dérivée, le long des trajectoires du systéme (5.21), de la quantité s(z) s’écrit :

s(z) = z+ Kz,

f2 (z0) + K fX(x) + GE(2)u + pP(2, t).

Cas des fonctions de pondération connues

Lemme 10 (Gouaisbaut, Blanco, Richard, [32]) Soit K une matrice quelconque de R4,
my une constante positive. Soit A € R% une matrice de Hiirwitz et P,y une matrice
symétrique définie positive de R avec AT Py + PayrpA < 0. Supposons que le systéme
(5.21) vérifie C5,H1). La commande définie par

e = = (67(2) ™ (st — Ao e ety )
m(z) = my + ¥(z), (5.24)
&(z) = (=) + K f1(=),

rend la surface s(2) = zo + Kz = 0 stable et globalement attractive en temps fini.

Preuve. Identique & celle présentée au quatriéme chapitre. m

Cas des fonctions de pondération inconnues

Bien que les résultats de la partie 5.4.5 soient écrits en considérant ’hypothése C5, H1) et
donc le lemme 10, on peut envisager une loi de commande permettant de stabiliser la surface

sous ’hypothése C5, H2) :

Lemme 11 (Gouaisbaut, Blanco, Richard, [32]) Soit K une matrice quelconque de R*(—d)
my une constante positive. Soit A € R yne matrice de Hirwitz et Pyury une matrice

symétrique définie positive de R4 avec AT Py + PoyrsA < 0. Supposons que le systéme
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(5.21) vérifie C5,H2). La commande définie par

u(t) = ~G) ™ (Per) Ao+ mie) gy )
m(z:) = my + U(ze) + ma(2:),

AN d11
12 2(t) + Ajﬂz
AS

(5.25)

mz(zt) =HéaI.X K Z(t - T)

i
rend la surface s(z) = 2o + Kz = 0 stable et globalement attractive en temps fini.

Preuve. Identique & celle présentée au quatriéme chapitre. m

5.4.5 Théorémes de stabilisation
Retard connu et constant : critére IOD

Théoréme 42 (Gouaisbaut, Blanco, Richard, [32]) Considérons le systéme (5.21) sous Uhy-
pothése C5, H1).

Soit A une matrice de Hiirwitz et my une constante strictement positive. Soit Py, f une matrice
symétrique définie positive vérifiant AT P, §+ PoursA <O0.

Sl existe deuz matrices S,P € R™=Dx("—9) symétriques définies positives et un gain K €

R (=9 yérifiant

ETP+PE;+S PE}
T <0,
(Egl) P _S (5.26)
E; = (AI' - APK),Ef = (48" - AP’K)i € I,

alors la commande décrite par (5.24) rend GAS Vorigine du systéme considéré pour tout retard

T constant et connu.

Preuve. Pour Pattractivité en temps fini et la stabilité de la surface, on applique le lemme
10. Pour le systéme réduit, on applique le théoréme 34 en remplagant A; par E; = (Al — AP K)
et A par Ef = (A{"! — A{PK).
Reste & prouver que ||2;|| ne devient pas infini lors de ’approche de la surface. On utilise la
fonctionnelle d Lyapouvov décrite dans la preuve de 34. La dérivée de cette fonctionnelle le long

des trajectoires du systéme s’écrit de la maniére suivante :
Y

V= ZEOMZ() + 2P S hulea) (APs(a(t)) + AP2s(x(t — 7))

i=1



CHAPITRE 5 - SPTS DES SYSTEMES NON LINEAIRES A RETARD 147

avec M < 0 définie dans la preuve de 34, Z{ (t) = [ 21(t) z(t—7) } Nous pouvons majorer

V de la maniére suivante :

V < QZ{P (zr: hz(zt) (A,}2s(2(t)) + A;.i128(z(t _ T)))) ,
i=1
c’est-a-dire

P Z hi(,’c‘,‘,‘,)z‘l,‘12

i=1

V<2 21 sz + l lz2 @ s (@ —)I-

p ET: hi(z) AH12
i=1

Comme les h;(2;) vérifient la CSP, nous pouvons trouver § et 7, deux constantes positives non

dépendantes de P’état telles que :
V <6llz@l sz +n i@l ls(z( - )
Or il existe p un réel positif tel que ||z (t)|| < uVlé et, puisque V; < V, nous obtenons l'inégalité :
V < 6uViE ls(e(e)ll + bt (et = )11

Comme s converge vers 0 en temps fini, sa norme peut étre majorée par une constante sg

L’évolution de V' peut étre majorée par la fonction W qui vérifie :
W = (6 + p)usoW.

En intégrant cette équation, il est aisé de montrer que W ne peut s’échapper en temps fini, ce
qui termine cette démonstration.

Pour écrire le critére (5.26) sous forme LMI, on multiplie & gauche et & droite par

avec § = P~1, puis on effectue le changement de variable W = KS and R = SQS.
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Retard connu et constant : critére DD

Si les conditions du théoréme 42 ne sont pas vérifiées, il est possible d’adopter une démarche

DD .

Théoréme 43 (Blanco et al.) Considérons le systéme (5.21) sous Uhypothése C5, H1).
Soit A une matrice de Hiirwitz et my une constante strictement positive. Soit Py, 5 une matrice
symétrique définie positive vérifiant AT Py, f+ PourgA < 0. Sl existe cing matrices symétriques

définies positives P, Ry, Ry, My, My € R™™ et une constante positive Tnax telle que :

(

Ni(Trmax) TmaxPE¢  TmaxPE¢
Qi(Tmax) = | Tmax (Eg’)T P —7p. M 0 <0,i€el,,
4 T max (Eg’ p 0 T max M2
Ni(Tmax) = (E + Ed) P+P (Ei + ES’) + Tumax (B1 + Rp),
| Bi= (A — APK), B} = (A" - AJPK),i€ I,

et
MQ MQE? Ml MlEi
>0

(Egl)TM2 R | ETMy R s
alors la commande décrite par (5.24) rend GAS Uorigine du systéme considéré pour tout retard
T constant et connu inférieur & Tmax-

Preuve. Pour I'attractivité en temps fini et la stabilité de la surface, on applique le lemme
10. Pour le systéme réduit, on applique le théoréme 36 en remplacant A; par (4} — A2K) et
Af par (Af" - A{PK). =

Retard inconnu, variant mais borné

Théoréme 44 (Gouaisbaut, Blanco, Richard) Considérons le systéme (5.21) sous Uhypothése
C5, H1).
Soit A une matrice de Hiirwitz et my une constante strictement positive. Soit Py, 5 une matrice
symétrique définie positive vérifiant AT Py, ¢+ PorgA < 0.
Sl existe une matrice P € IR ("~9x("—4) symétrique définie positive et un gain K € IR 4*(»—9)
vérifiant

EI'P+PE,+P PE? _

T <0,t €I,

(8¢) P -P (5.27)
By = (Al — APK), B = (AP~ AK€
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alors la commande

0=~ (-t emtefity )

} m(z)=mi+ sup  (¥(z(w)))+ ma(2), (5.28)

WE[Tmin,Tsuo

my(z) =  sup  |l&(z(w))]l,

\ we [TminsTsuo]

rend GAS lorigine du systéme considéré pour tout retard 7 = 7(t) € [Tmin; Tmax]-7 > 0.

Preuve. En utilisant le gain ma(2;), on vient compenser le terme f2(2:) + K f!(2:) qui est
inconnu du fait du retard variable. Pour la stabilité du systéme réduit, on utilise les résultats
obtenus en stabilité. =

On notera que la preuve précédente porte essentiellement sur le comportement du systeme
réduit ; la différence majeure entre le critére IOD (5.26) et le critére & retard variant (5.27) est
la présence d’une matrice S : en retard variant, on a un dégré de liberté en moins car on doit
fixer S = P. De plus, il faut absorber dans le gain m(z;) du controleur u(z:) les composantes
inconnues de la quantité f2(z) + K f1(z).

Le théoréme 44 utilise une majoration qui se veut la plus générale possible du type :

FP@) + Kf' () < ()l < sup (€@l

we [Tmin miax]

Selon la forme de la quantité f2(z:)+ K f*(2), il est possible d’obtenir une meilleure commande.

Par exemple, si
Fz) + K (2) = (£2(2) + K1 (2)) 2+ (£2(2) + K (2)) (¢ - 7(0),

on optera pour la commande

,

u(z) = —GR(z) ™! ((f”(z) + K f"(2)) 2~ As + m(zt)—f—uﬁzg;fj”) :
) m(zt) =mi + sup (\If(zt(w))) + mz(zt),

we [Tmin ,Tsuo]

(£921(2) + K f31(2)) 2(t — ()] -

ma(z) = sup
\ WE[Tmin,Tsuo

5.4.6 Obtention des critéres de stabilité exponentielle

Nous nous attachons & présent & ’obtention d’une stabilité exponentielle de degré a pour

le systéme réduit. Notre objectif est ici de trouver le plus grand coefficient o tel que le systeme
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y1(t) = e*21(t) converge asymptotiquement vers le point d’équilibre 2 = 0. A partir d’un

systeme obéissant a

21 = ihz(zt) (Eizl(t) + E;izl(t - T)) N
i=1

les dynamiques de y; vérifient :

1 = ae®z(t)+ e,
T T
= oy + (Z hi(zt)Ei> 1 (t) + (Z hz-(zt)E;-i> (eatzl (t— T)) .
i=1 i=1
Comme e = ¢27e*(¢=7) on a

i = "l (B + ™) gy + e Bl (6= 7)) (5.29)
i=1

On modifiera en conséquence tous les théorémes de stabilité et de stabilisation par PDC et

mode glissant en remplacant A; par A; + aI?*? et A¢ par e*” AL

5.4.7 Application en simulation

Considérons le modele suivant avec des perturbations 3(t) et f(¢) inconnues mais bornées :

-3 2 1
)= 2 1+ sin(zs(t)) 1 z(t)
1 1 (z2 ()2 +1
05 0 0
+{ 0 1 02 {z(t-7) (5.30)
-0.2 05 1
0 Bt)z1(t)
+1 0 |ut)+ | —058t)z(t—T) |
1 f(@)

avec 0 < B(t) < 2. f(t) € [~1,1] est une fonction représentant des perturbations (f(t) =
cos(100t) dans la simulation).

Pour mettre le systéme le systéme sous forme TS, on utilise les matrices :
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i i 0
12 = y 4119 = ’
0.2
1 [ 0.5 0
Adll = Adll = 3
0 1
9 0.5 0
Adu = Adll = ’
L -1 1
1 -3 2 9 [ -1 2
A11 = 9 1 AT = 9 1 ’
: . L .
-3 2 -1 2
A?l = 7A‘111 =
2 0 2 0

La condition initiale est définie par z(t) = [1,1, ~1}T pour t € [~7,0].
Sur la figure 5-4, on a représenté la relation entre le retard maximal admissible 7.y et le
coefficient a. Les résultats sont obtenus par une optimisation LMI des critéres IOD et a retard

variant des théorémes 44 et 42.

7
6 H Retard constant
5 [JRetard variable

0,1 0,3 0,5 0,7 1 1,25 1,6
alpha

FiG. 5-4: Simulation, comparaison des critéres IOD et retard variant

Pour les simulations temporelles, on se fixe & = 0.5 et on suppose que le retard est inconnu

et constant. Comme le systéme est sous forme réguliére, on peut appliquer directement les
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méthodes de type mode glissant. On applique la commande définie par (5.27). On utilise le

th

44, prouvant ainsi que le systéme (5.30) est asymptotiquement stable si 7 < Tyax

éoréme

P4

0.9. Par résolution LMI, on trouve le gain de surface

K= [ 0.496 3.04 ] .

Les résultats sont décrits par les figures 5-5 et 5-6.
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Les simulations présentées ici sont obtenues avec ’algorithme Simulink Ode5 (Runge-Kutta
d’ordre 5) avec un pas fixe de 0.001s. On a choisi de plus A = -1, m; = 2 et 7 = 0.8. La
surface est atteinte en environ 0.25 secondes. Sur la surface, le systéme réduit atteint son point
d’équilibre en environ 2.5 secondes, ce qui correpond au choix pré-spécifié o = 0.5.

Les résultats globaux sont bons car il ne faut pas plus de ~ 3 secondes pour stabiliser le
systeme présentant un retard est 0.8 secondes.

On notera que pour le choix m; = 2, on obtient un phénomeéne de chattering important sur
la commande. Ce phénomeéne peut étre réduit en effectuant une approximation continue de la

Ps

quantité ——.
[|Ps||

5.5 Quelle commande pour un probléme donné?

L’intérét des techniques introduites ayant été démontré tout au long de ce dernier chapitre,
nous nous attacherons ici & récapituler la logique de sélection des nombreuses commandes en

fonction de la structure du systéme & retard proposé :

— Si le systéme présente une matrice B(z:) ne dépendant pas du retard, il est judicieux
d’utiliser les techniques modes glissant quand le systéme est sous forme réguliére. Si le
retard est variant, on applique le théoreme 44. Dans le cas contraire, les criteres IOD et
DD sont possibles avec la commande (5.24), si la matrice A!(z) n’est pas perturbée et la

commande (5.25) sinon.

— Si la matrice B(z:) dépend du retard ou si le systéme n’est pas transformable en forme
régulitre, la stabilisation par un PDC est nécessaire. Si les matrices A(z;), A%(z:), B()
sont perturbées, on utilise un controleur de type u = —K« et éventuellement v = — Kz —
K4z(t — 7). Dans le cas contraire, la commande de type (5.15) est recommandée. Le type

de retard nous indiquera alors les critéres & choisir (I0D,DD ou & retard variant).
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Tout au long de ce mémoire de these, notre objectif a été double : nous nous sommes
attachés a la fois au développement des techniques de synthése de contréleurs pour les modeéles
TS mais aussi & leur application pour la stabilisation de certaines classes de systémes non

linéaires.

Pour effectuer une synthése concise des résultats, réflexions et développements menés dans

ce mémoire, nous proposons ici des réponses aux interrogations qui ont orienté notre recherche.

Les critéres “de Tanaka” sont-ils de bons critéres de stabilité ¢

Le deuxiéme chapitre a montré que les critéres développés par Tanaka et al. [76] sont de bons
critéres de stabilité quadratique, spécialement lorsque les fonctions de pondération atteignent
leurs bornes (i.e. 0 et 1). En matiére de stabilisation par une commande PDC, les critéres
peuvent étre améliorés en tenant compte de notre connaissance des fonctions de pondération.
Les résultats obtenus, préséntés sous forme LMI, sont moins conservatifs que les résultats de

[76] mais ils requiérent une étude précise des fonctions de pondération.

Est-il possible de recourir ¢ des critéres non quadratiques pour la stabilisation des modéles
TS ?

Au cours du troisiéme chapitre, nous avons développé des criteres de stabilité/stabilisation
fondés sur l'utilisation de fonctions de Lyapounov non quadratiques. Ces fonctions étaient
naturellement construites comme des sommes convexes non linéaires de fonctions quadratiques.
Ces sommes étaient pondérées par les mémes fonctions que les sous-systémes du modele TS.
Les résultats de stabilité/stabilisation locaux conséquemment obtenus se révélent meilleurs que
les résultats basés sur des approches quadratiques tout en demeurant simples d’utilisation. En
revanche, en matiére de stabilité globale en continu, I’apparation du gradient des fonctions
de pondération rend P’application des résultats relativement complexe. Nous noterons qu’en
discret, la méme fonction de Lyapounov fournit des résultats de stabilité globale plus simples

d’utilisation.

Est-il nécessaire de recourir d des critéres plus cotiteux en calcul que les critéres “de Tanaka”
pour stabiliser les modéles TS ?
L’ensemble de la premiere partie de ce mémoire suggere que l'intérét méme des modeles

Takagi-Sugeno réside dans la simplicité des criteres de stabilisation qui leurs sont associés. En
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conséquence, si les criteéres classiques fournissent des résultats probants, il n’est pas nécessaire
en pratique de recourir & des critéres plus sophistiqués et coiiteux en calcul. Ainsi, dans la

seconde partie de ce mémoire, nous nous sommes limités & 'utilisation des critéres classiques

[76].

Les commandes classiques (RE,PDC,CDF) sont-elles de bonnes commandes pour les modéles
TS?

Comme nous l'avons souligné dans le deuxiéme chapitre, lorsqu’une commande de type
retour d’état est utilisée dans un contexte de stabilité quadratique, elle est stabilisante pour
tout type de fonctions de pondération et par conséquent robuste. A l'inverse, comme le PDC
et la CDF utilisent explicitement les fonctions de pondération, ces commandes ne sont valides
que pour un modele donné et sont a priori peu robustes. Lors du quatriéme chapitre, nous
avons vu qu’aprés une mise en forme réguliere d’un systéme, I'utilisation d’'une commande par
PDC restait d’un potentiel tres limité. En effet, sous cette forme, P'utilisation d’une commande
par mode glissant est nettement plus intéressante car elle permet de garantir la robustesse du
systéme bouclé vis & vis de perturbations exogénes. En s’appuyant sur cette considération parti-
culiére, nous pouvons raisonnablement penser que d’une maniére générale, lorsque le systéme se
présente sous une forme favorable pour 'utilisation des techniques classiques de I’ Automatique,

une commande de type PDC va se révéler comparativement moins performante.

Quelles sont les perspectives offertes par la mise en forme TS des systémes non linéaires ?

La constation énoncée ci-dessus ne remet pas en cause l'intérét des modeéles TS pour la
stabilisation des systémes non linéaires, comme en témoignent les chapitres 4 et 5 de ce mémoire.
En effet, pour un systéme quelconque mis sous forme réguliére, la reformulation TS du systéme
réduit nous fournit une méthode générale de choix de la surface (chapitre 4). A ce stade,
des surfaces linéaires ou non linéaires sont possibles. Quand nous optons pour une surface
linéaire, nous avons une stabilisation robuste vis & vis des perturbations exogénes et de celles
influant le systéme réduit. En outre, la reformulation TS d’une classe de systéemes NL & retard
permet, comme nous 1’avons montré lors du chapitre 5, de founir des méthodes générales de
stabilisation. Pour ce dernier chapitre, nous noterons que nous avons opté, selon la forme de la
matrice d’entrée, pour des commandes proches d’un point de vue structurel soit d’un PDC soit
d’un mode glissant.

Ces deux chapitres nous ont montré ’'intérét de la reformulation TS de certains systémes non
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linéaires.

L’ensemble des résultats et des considérations exprimées dans ce mémoire nous laisse envis-

ager plusieures extensions possibles de notre travail :

— En stabilité non quadratique, 'utilisation de nouvelles fonctions de Lyapounov pourrait

permettre d’améliorer les critéres actuels. Les fonctions du type

V(z) =¥ (i hz(:v)P,> z,

ayant été largement étudiées dans ce mémoire, d’autres structures devront étre recherchées.

Des fonctions du type
V(z) =max (xTBx) ,

iel,

faisant intervenir la notion d’inclusion différentielle, pourraient &tre utilisées.

— La méthode de stabilisation par PDC proposée au deuxiéme chapitre, bien que meilleure
que les techniques classiques, reste difficilement applicable quand les fonctions de pondération
dépendent de plus d’une ou deux variables d’état. Le développement d’un algorithme
numérique permettant de trouver, & partir de ’expression des fonctions h;(x), le polytope

vérifiant C2, H3) serait d’un grand intérét pour la méthode proposée.

— Pour les systémes & retards, les techniques proposées peuvent étre rapidement étendues

aux systemes non linéaires a retards multiples

k
&= A(z)z+ Y A(ze)a(t — 1),
i=1

ou distribués :

= A(z)z + _0 A%(0)x(t + 6)d6.

En outre, il pourrait étre intéressant de trouver un moyen de mettre sous forme réguliere

des systémes ol la matrice d’entrée B(x:) dépend du retard.
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— Comme nous ’avons vu au premier chapitre, I’utilisation rigoureuse des modéles TS pour
la stabilisation globale de modeéles non linéaires affines en la commande requiert de poser
des hypotheses du type “A(x) et B(x) bornés pour z € R™ . 1l serait souhaitable de
remplacer cette hypothése contraignante par “A(z) et B(z) continues par morceaux” :
on considererait alors une représentation TS valide dans un domaine D borné entourant
'origine. Le contréleur & synthétiser dans ce cas réaliserait une stabilisation globale en

deux temps, comme décrit sur la figure suivante :

Etat Initial

Equipotentielle de Etat |
Liapunov -Commande 1 -

- Commande 2 - \

P’ \ Etat2
Domaine de validité du -

modéle TS \

La premiére commande (de type retour d’état par exemple) raménerait alors le systéme
dans un ensemble de type 27 Px < K, K € R T inclus dans le domaine D.

La deuxiéme commande, valide dans cet ensemble serait de structure PDC. Le réglage
des coefficients de ce PDC serait effectué a 1’aide de la fonction de Lyapounov 27 Pz de
maniére a stabiliser le systéme TS dans le domaine D.

Par 'utilisation d’une telle commande, on prouverait que le systéme non linéaire bouclé

est effectivement globalement asymptotiquement stable.

Comme nous venons de le montrer, bien que les modéles Takagi-Sugeno aient acquis en
une dizaine d’années une certaine maturité, de multiples axes de recherche sont encore ouverts.
A Tavenir, il s’agira peut-étre moins d’étudier de maniére stricte la stabilité/stabilisation des
modeéles Takagi-Sugeno, que de développer leur utilisation comme représentations locales de

systémes non linéaires.
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STABILISATION DES MODELES TAKAGI-SUGENO ET LEUR USAGE
POUR LA COMMANDE DES SYSTEMES NON LINEAIRES

Résumé

Les modeles Takagi-Sugeno (TS), bien qu’initialement introduits dans le contexte de la
méthodologie floue, se présentent aujourd’hui sous une forme analytique. En effet, ils s’écrivent
comme une somme convexe de sous-systémes linéaires pondérés par des fonctions non linéaires.
Cette écriture exacte rend possible ’utilisation des outils classiques de I’ Automatique pour I’étude de
la stabilité et la stabilisation des modéles TS : la majeure partie des critéres existants découle de
Putilisation de fonctions de Liapunov quadratiques.

Ce mémoire propose, dans un premier temps, d’établir des critéres de stabilité / stabilisation
quadratiques en utilisant le plus finement possible notre connaissance des fonctions de pondérations.
Cette connaissance est ensuite mise a contribution au travers de fonctions de Liapunov non
quadratiques. Ces fonctions sont construites comme sommes convexes non linéaires de fonctions de
Liapunov quadratiques.

Dans un second temps, nous exploitons les différentes techniques de commande des modéles TS
pour la stabilisation de systémes non linéaires. Ainsi, la réécriture TS des systémes sous forme
réguli¢re commandés en mode glissant permet I’utilisation de méthodes générales pour le choix de la
surface de glissement. En outre, en étendant la formulation TS a une classe de systémes non linéaires
a retard, nous obtenons des méthodes systématiques de synthése de controleurs.

Tout au long de ce mémoire, dans le but d’obtenir des résultats facilement exploitables
numériquement, une importance particuli¢re est donnée a la formulation LMI (Inégalités Matricielles
Linéaires) des critéres développés.

Enfin, a la lumiére des présents travaux, de nombreuses perspectives pour de futures recherches sont
proposées.

- Mots_Clés : Modéles Takagi-Sugeno, systémes non linéaires, synthése Liapunov, stabilité
quadratique, stabilité non quadratique, forme réguliére, mode glissant, systéme non linéaire & retards,
LML

STABILIZATION OF TAKAGI-SUGENO’S MODELS AND THEIR USE
FOR THE CONTROL OF NONLINEAR SYSTEMS

Abstract

Even if Takagi-Sugeno’s (TS) models were first introduced in the context of fuzzy methodology,
they are now presented in an analytic formulation. They are indeed written as a convex sum of linear
subsystems with non linear weighting functions. This formulation allows us to use the classical tools
of Automatic Control for the stability analysis and the stabilization of TS models : most of the usual
criteria found in the literature are based on the use of quadratic Liapunov functions.

In a first part, this thesis proposes quadratic stability / stabilization criteria involving our precise
knowledge of the weighting functions. This knowledge is then used through non quadratic Liapunov
functions built as a non linear convex sum of quadratic ones.

In a second part, different control techniques of TS models are used for the stabilization of non linear
systems. For systems under the regular form with a sliding mode controller, we show that the TS
formulation provides general techniques for the choice of the sliding surface. Moreover, having
extended the TS writing to non linear time delay systems, we derive systematic methods for the
controller synthesis.

All along this thesis, the LMI (Linear Matrix Inequalities) formulation of the proposed criteria is
emphasized for an easy computation of the results.

At last, based on the studies of this thesis, a lot of tracks are proposed for future research.

Keywords : Takagi-Sugeno’s models, non linear systems, Liapunov design, quadratic st;ibility, non
quadratic stability, regular form, sliding mode, non linear time-delay systems, LML





