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Introduction

L'étude des lois de fonctionnelles stochastiques (autrement dit de fonctionnelles défi-
nies sur un espace de probabilité) est un probléme majeur de la théorie des probabilités.
Tl est au coeur notsinment des théorémes limites, de la statistique mathématique, des
méthodes d’approximations. L'analyse de ces lois par la méthode des fonctions caractéris-
tiques a permis d’obtenir certains résultats essentiellement dans le cas de fonctionnelles
linéalres. Par exemple lorsque I'on considére la loi P du mouvement brownien sur es-
pace des fonctions continues C([0, 7'), des calculs explicites ont permis d'étudier avec
suceds la loi Pf~! pour les fonctiunnelles :

1

fa) = swp o), fl2)= sup s(t], (o) = [ lalo)P et
tef0,1) t€|0,1) 0

pour p = 2. Néanmoins, les techniques employées sont calculatoires et ne s’adaptent

pas, méme pour I'étude de fonctionnelles voisines : ainsi pour p # 2, ni l'existence de la

densité pour la troisiéme fonctionnelle, ni aucune expression explicite n’étaient connues.

Les premiers résultats importants dans ce domaine apparaissent dans les années
1970 lorsque Tsirel'son utilise les propriétés géométriques et analytiques des mesures
gaussiennes pour décrire la structure de ces distributions pour une large classe de fonc-
tionnelles. Son approche est liée aux propriétés de convexité des mesures gaussiennes
mises en lumiére peu aprés par Borell et Ehrhard. A la méme époque Malliavin consi-
dére des problémes hypo elliptiques et étudie de notre point de vue la régularité de la
densité de Pf~! pour f(z) = z(1) et P la loi d'un processus de diffusion vérifiant une
équation différentielle stochastique d'une certaine espéce. Le type de calcul ainsi déve-
loppé se révéle trés intéressant pour 1'étude des propriétés de dérivabilité de ces densités
lorsque la mesure P satisfait certaines conditions de régularité.

Pour aborder efficacement ces questions d’absolue continuité et de convergence de
fonctionnelles stochastiques pour une large classe de fonctionnelles, Davydov et Lifshits
introduisent en 1978 la méthode de stratification puis de superstructure (cf. [9, 13]).

En substance, la méthode de stratification consiste en trois étapes principales : étant
donnée une mesure P sur un espace métrique complet séparable X', commencons par
définir une partition mesurable I' de X' dont les classes d’équivalence sont de structures
géométriques assez simples (les strates v, de dimension finie). La mesure P se voit ainsi
comme mélange de niesures conditionnelles P, concentrées sur les classes d'équivalence.
On étudie alors d'une part la mesure quotient Pr puis surtout les distributions condi-
tionnelles P, f~! qui sont des lois sur un espace de dimension finie pour lesquelles on
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dispose donc d'outils classiques. On obtient finilement des informations sur Pf~! en
utilisant la formule de probabilité totale : pour tout 4 € 8(R).

PfY(A) / P.F YA D (dy).
X r

Cette méthode permet aussi de s'intéresser a la convergence forte des lois des fonction-
nelles, ¢'est a dire a la convergence povr la topologie associée & la norme de la veriation
sur l'espace des mesures signées (voir [8] pour des résultats de ce type, |7, 26, 27} sur
I'absolue continuité et la densité). On parle encore de convergence en variation et on la
symbolise dans la suite par ~=.

Dans certaing problémes d'absolue continuité ou de convergence forte de lois fone-
tionnelles, la méthode de stratification exige plus des distributions conditionnelles que
ce qui est vraiment nécessaire. 1l est alors intéressant d'utiliser la modification suivante
de la stratification : cette méthode dite de superstructure consiste a introduire sur un
espace élargi des familles auxihaires de mesures @, et de fonctionnelles £, telles que
Q£ est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A et Q. TLop
quand £ — 0. En pratique, nous disposons souvent d'une fanulle de transformations
{G }eere dont Taction sur I est faible pour ¢ assez proche de 00

PGNP o

On peut alors factlement mettre en auvre cette méthode sur Vespace X x 0. €. avec Q.
F, construites a partir de P et f La convergence (J, — 2 s obtient facilement a partir
de celle de PG quand ¢ -+ 0 et Pabsolue contiuité de Q. F, ! par la méthode de strati-
fication en consudérant la partition en strates « paralleles » a {0, <], Nous nous ramenons
en fait & 'étude des restrictions de f sur les orbites des transformations {G, } ez

Avec ces techmiques danalyse des fonctionnelles stochastiques, nous nous intéressons
dans ce travail aux problemes suivants d'absolue continuité et de convergence forte de
lois : nous étudions les mtégrales stochastiques stables multipaes et leur loi qui sont encore
assez mal connues, on steresse a leur absolne continuité et a leur contimuité par rapport
Al novau mtégre pour la topologie associée a la vanation . nons étudions ¢également dans
une deuxiéme partie la convergence forte de los de certaimes fonctionnelles de processus
classiques. obtenant ainst des principes locaux d'invariance généralisant les convergences
de théorémes centraux hmites fonctionnels.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux intégrales stochastiques stables
multiples.

Initialement les intégrales multiples ont 6té définies par rapport au mouvement brow-
nien par Wiener (193&) sous forme de chaos polynonial de variables gaussiennes indé-
pendantes puis généralisées par 160 (1951). Elles ont mené a une vaste théorie trés riche
(ef Major (1981) [31])

Plusieurs constructions d'intégrales stochastiques multiples pour des processus gaus-
siens plus géneraux ont 6t¢ proposées (Engel (1982) [16] donne une vue ¢'ensemble de
la théorie L® de I'intégration stochastique multiple) mais aussi pour des processus non
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gaussiens en supposant P'existence de moments élevés (Lin (1981) [29), Surgailis (1981,
1984) [49, 50], Rosinski-Szulga (1982) [41]). Les processus stables ne bénéficient que de
pauvres propriétés d'intégrabilité et ne rentrent donc pas dans le cadre de ces travaux.

D'une facon générale, les intégrales stochastiques multiples sont lies a 1'étude des
formes multilinéaires aléatoires (voir Rosiniski-Woyczytiski (1984) [38], Krakowiak-Szulga
(1986) [21]). Dans le cas stable, les intégrales multiples servent notamment & définir des
classes de processus autosimilaires ou encore A identifier des distributions limites de fonc-
tionnelles de sommes de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
(voir [50, 1}).

De méme que les lois stables généralisent les lois gaussiennes, les intégrales stables
multiples apparaissent comme une généralisation naturelle des intégrales multiples de
Wiener-1t. C'est pourcuoi, dans cette premiére partie, nous reprenons 'étude de Da-
vydov (1991) [11} sur "absolue continuité des lois des intégrales multiples de Wiener-Itd
dans le cas des intégrales multiples stables (voir aussi Shigekawa (1980) [47] et Ku-
suoka (1983) {23] po.r des résultats analogues 4 [11]). Ceci nous a amené a expliciter
avant tout la construction de ces intégrales en généralisant une représentation de type
LePage, comme Samorodnitsky-Szulga (1989) [43] et Samorodnitsky-Taqqu (1990) [44]
mais avee un formalisme plus simple. Cette construction permet alors d'étudier I'absolue
continuité des lois jointes de ces intégrales avec la méthode de stratification. Comme les
intégrales stables peuvent aussi se voir sous forme d’intégrale de type poissonien (cf. [46,
vhe 3.19.2]), nous nous sommes aussi posés la question de I'absolue continuité des lois
de ces . *4grales. Avant d'aborder la deuxiéme partie de notre travail sur la convergence
fort. . los de fonctionnelles de processus de sommes partielles, nous avouns étudié la
ennw 3 forte par rapport au noyau des intégrales stables multiples construites.

Le probléme général de la convergence forte des lois de fonctionnelles stochastiques
se pose de la fagon suivante : étant dunnée une suite (P,),cn de mesures de probabilité
sur un espace métrique complet séparable (X, By) qui converge faiblement vers une
mesure P, et f : X — R une fonctionnelle, la question est de trouver des conditions

v f pour avoir la convergence en variation des lois P, ™! vers Pof~!. Lorsque tel
es. le cas et qu'en plus ces lois sont absolument continues par rapport & la mesure de
Lebesgue A, comme la convergence en variation devient équivalente & la convergence dans
LY(R) des densités dP,f~'/d\ vers dP,,f~'/d), nous obtenons des théorémes locaux
limites. Quand (P,), converge déja en variation vers Py, la convergence forte des lois
est immédiatement garantie pour chaque fonctionnelle f, mais ceftte situation n’est pas
fréquente. Au contraire en général, dans les cas intéressants, P, est la loi d'un processus
constant ou affine par morceaux associé 4 une suite de variables aléatoires. Les mesures
P, sont alors singuliéres par rupport & la mesure limite P, et c'est cette mutuelle
singularité qui explique les difficultés pour 'obtention des convergences fories des lois
de fonctionnelles stochastiques.

La méthode de superstructure permet d’appréhender ce probléme. Elle donne des
conditions sw.lisantes pour déduire la convergence forte des lois de fonctionnelles sto-
chastiques & partir de convergences faibles des mesures [13, th. 18 3, 18.4]. Dans le cas
de mesures gaussiennes, nous obtenons ainsi des convergences en variation pour une
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large classe de fonctionnelles ([13. th. 19.4]). C'est en appliquant cette technique qu'on
s'intéresse a la convergence forte dans des théoremes centraux hmites fonctionnels clas-
siques © ¢tant dounée une suite de vanables aléatowes indépendantes, identiquernent
distribuées, centrées. de varance finle, on associe des processus constants par morceaux
normalisés. Le théorcme de Donsker-Prokhorov énonce la convergence feible des lois P,
de ces processus vers celle du mouvement browmen. Nous donnons des conditions pour
avoir la convergence forte de 1, f~! pour f dans une large classe -Je fonctionnelles. Nous
nous intéressons ensiuite & une généralisation du meme type de résultat pour les lois de
processus associés a certaines suites de variables aléatoires stationnaires mélangeantes.

L'organsation de ce travail est la suivante -

Dans le chapitre 1, nous commengons par considérer des intégrales stochastiques de
type poissonien. Nous rappelons plusieurs approches @ 4 partir d'une mesure aléatoire
poissouienne sur un espace mesuté (XA ) abstrait ou & partit d'un processus de
Poisson standard sur (R*.8(R ). AJ. Nous confrontens ces différentes approches puis
nous ¢tudions absolue continnite des lois des objets probabilistes ainsi construits. en
particulier pour des espaces fim-dimensionnels.

Notre étude se porte ensuite dans le chapitre 2 sur les intégrales wultiples stables :
étant donnée une mesnre aléatoire a-stable A de fonction de biais 3 avec a € 10,2), 3
10,1) — '=1.1" mesurable, le premicr probléme est de construire une intégrale multiple
par rapport a cette mesure M. Pour cela, & partir du cas des intégrales stables simples
gu'on rappelle de [46]. nous proposons de généraliser les représentations de type LePage
et de construire les intégrales multiples & partir de ces représentations. Soulighons que
plusieurs approches ont été proposées pour cette construction. On citera notamment celle
de Surgailis (1985) |51] qui se raméne a des intégrales multiples de Poisson qu'il définit
par un théoréme dinterpolation dans les espaces de Lorentz. Dans [39. 24], Rositiski-
Woyezvnski (19861 puis Kwapien-Woyezynski (1987) construisent des intégrales itérées
et obtiennent une condition nécesseare et snffisante pour 'existence des intégrales stables
doubles  Krakowiak-Szulga (19541 [22] défimssent une mesure altatoire stable produit ;
et enfin Samorodnusky. Szulga. Taqqu 13, L1 145] ont ausst utilise les représentations
de LePage On s'.ppuic cependant 1er sur un formahsme probabibiste plus simple et
on accepte pour o < 1 que la mesure M ne soit pas syieétrique (ie le biais 4 n'est
pas nécessairement nul) La construction permet amst de définir Dntégrale a-stable d-
multiple 14 [} pour des noyaux f dans Vespace de type Orlicz

Lotog " Moo 0% - {f;;().lf"ﬁ‘Rl/ L+ log, !fi)“"d/\“}
e

pour a < et oo > 1,0 = 0. De plus cette construction donne une représentation bien
adaptée pour |'étnde de leur loi @ elle permet notamment de décrire précisément la queue
de ces lois dans [13. 44] et d'étudier la rZgularité des trajectoires de processus définis
pas ces intégrales (cf. [10]). Dans la suite. elle nous permet d'appli-juer efficacement la
méthode de stratification.
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Nous commengons l'étude des lois des intégrales stables multiples au chapitre 3. On
prouve l'absolue continuité des lois jointes (14, (f1), I, (f2),-. 14, (f,)) en supposant
vérifiée une condition (H) sur les noyaux (f1, fa, .. ., f,). Nous commengons par donner
quelques cas concrets pour lesquels la condition (H) est satisfaite et d’autres o3 la loi
jointe est dégeénérée lorsque (H) est en défaut ; par exemple dans le cas des lois simples,
la non dégénérescence de f (i.e. f # 0) garantit I'absolue continuité de la loi de I;(f)
(c¢f. 3, 5]). Nous prouvons d’abord le résultat dans le cas des lois simples pour mieux
mettre en lumiére les idées de la méthode en évitant les difficultés techniques du cas joint.
Pour cela. nous utilisons la représentation établie dans le chapitre 2. En introduisant un
processus stable de loi P associée & la mesure aléatoire M, l'intégrale stable multiple
I4(f) se voit comme une fonctionnelle sur 'espace de Skorokhod ID des fonctions cadlag
(continues & droite et avec une limite & gauche) sur [0,1]. On se raméne & I'étude de
cette fonctionnelle stochastique. Nous commengons d’abord par réduire et localiser le
probléme pour utiliser ensuite (localement) la méthode de stratification en définissant
une partition & partir de transformations admissibles pour P. Celles-ci, cas particuliers de
transformations introduites par Lifshits dans [9], sont définies par des fonctions, appelées
dans la suite champs locaux ; elles agissent sur les sauts de = € D selon leur module, leur
signe et leur localisation. La méthode de stratification raméne ainsi I'étude 4 celles de
fonctionnelles conditionnelles restreintes aux strates de la partition. Nous étudions alors
leur non dégénérescence en analysant la non nullité d’un coefficient associé (le coefficient
d’un jacobien associé dans le cas joint). La condition (H) dans le cas général permet
de conclure & la non nullité de ce coefficient et & 1'absolue continuité de la loi jointe

(Idx (fl)’ 142(!2)1 s 7Idp(fp))'

Dans le chapitre suivant, notre intérét se porte sur la continuité forte -ou en variation-
des lois des intégrales multiples stables [4(f) par rapport au noyau f. Aprés quelques
rappels sur Ja variation des mesures, utilisés aussi dans la suite pour I'étude des conver-
gences fortes, nous prouvons cette continuité en utilisant la représentation du chapitre
2 et ses propriétés. Compte tenu de l'absolue continuité justifiée au chapitre 3, nous
obtenons en fait ici la convergence dans L!(R) des densités des lois des intégrales sto-
chastiques I4(f).

La deuxiéme partie de ce travail commence avec le chapitre 5, elle est consacrée
a I'étude de convergences fortes des lois de fonctionnelles stochastiques. Nous considé-
rons une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, centrées,
de variance finie, on leur associe des processus constants par morceaux en prenant sur
chaqne intervalle (£, &1[ les sommes partielles des variables aléatoires normalisées. La
convergence faible de ces processus vers le mouvement brownien est bien connue par le
théoréme de Donsker-Prokhorov; nous cherchons & renforcer la convergence des lois de
fonctionnelles de ces processus. Pour cela, on commence par rappeler les résultats diisala
méthode de superstructure et notamment le théoréme fondamental qui donne des condi-
tions sur les fonctionnelles pour renforcer la convergence faible des lois des fonctionnelles
stochastiques. Ces résultats permettent d’obtenir les convergences cherchées lorsque la
loi commune des variables est assez réguliére (plus précisément |'information de Fisher
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de la densité doit étre finic {13, th. 20.1}). Dans la suite, nous affaiblissons ['hypothése
sur la loi commune en montrant que si elle admei une densité presque partout non nulle
sur son support, nous obtenons toujours la convergence forte pour une classe encore
assez large de fonctionnelles. L'idée nouvelle par rapport aux résultats précédents est de
voir les variables considérées comme des fonctions de variables orthogaussiennes par une
transformation quantile. Les partitions utilisées pour la méthode de superstructure sont
défintes & partir de transformatiors non linéares induites par des translations admis-
sibles. L'analyse du comportement asymptotique des lois conditionnelles correspondant
devient plus compliquée et deman.le des outils supplémentaires notamiment 1'application
du théoréme de représentation de Skorokhod ot d'un résultat de Davydov (1995) [12] sur
la convergence en variation de mesures images de dimension 1. En substance, la condi-
tion sur les fonctionnelles porte sur une dérivabilité faible pour les directions proches
d'une direction admissible de . Nous achevons ce chapitre en exhibant deux types de
fonctionnelles classiques qui vénfient les hvpothéses requises pour notre résultat : fone-
tionnelles de type supremnum de fonctions convexes d'une part et de type intégrale par
rapport & un novau d'autre part. On remvoie a |4} pour une description succincte des
idées principales mises en jen dans ce chapure.

Dans le chapitre 6, nous réemplovons les techniques précédentes en partant d'une
suite de variables aléatores dépendantes Plus précisément, nous considérons une suite
de variables aléatoires donndes par une rransformation croissante absolument continue
de vanables gaussicnnes standard mélangeantes et nous nous intéressons a la lor des
processus affines assocés. On connnence par rappeler les outils de dependance utiles dans
cette partie et les theorémes limites centraux fonctionnels pour des vanables dépendantes
qui assurent les convergences faibles, point de départ de notre étude. Nous obtenons
alors des théorémes locaux linntes sous une condition sur la vitesse de convergence des
coefficients de mélange fort de la snite gaussienne ot des conditions proches du cas
1..d du chapitre 5 pour la fonctionnelle f. Par exemple. en appliquant ce résultat a la
fonctionnelle é:émentaire f donnée par f{r) = r(1). on obtient un théoréme local limite
pour Jes sommes de vanables dépendantes normalisées S,

L1575 A0
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Chapitre 1

Intégrales de Poisson

La premiére partie de ce travail est consacrée & 'étude d'intégrales stochastiques
multiples : leurs constructions, leur loi. Dans le cas de I'intégration multiple par rapport
8 une mesure gaussienne standard, on obtient les intégrales de Wiener-Itd dont l'absolue
continuit¢ des lois est discutée par Shigekawa (1980) [47] en utilisant une variante du
calcul de Malliavin, par Kusuoka (1983) [23] avec des arguments algébriques et par
Davydov (1991) [11] avec la méthode de stratification. On s'intéresse essentiellement
dans cette partie aux intégrales stables qu'il faut d’abord construire (chapitre 2), on
discutc alors de leur loi : leur absolue continuité (chapitre 3) et la continuité par rappert
au noyau pour la topologie associée 4 la variation (chapitre 4). Cn commence dans
ce premier chapitre par introduire I'étude de 'absolue continuité des lois d'intégrales
stochastiques en considérant des intégrales de type poissonien. Le cadre est plus simple
car on se restreint aux intégrales simples, mais d'un certain point de vue, il est porteur
de plus de généralité : en effet les lois stables peuvent se définir romme des mélanges
poissoniens, et on peut ainsi ramener les intégrales stochastiques stables & des intégrales
de type poissonien sur un espace plus large (on notera que c'est le type d'approche suivie
par Surgailis dans [51), voir aussi |46, section 3.12] pour les intégrales stables simples,
ce n'est cependant pas une construction de ce type qu'on propose au chapitre 2).

On commence en section 1.1 par définir l'intégrale poissonienne de facon abstraite (i.e.
sur un espace mesuré arbitraire) ou par rapport & un processus de Poisson standard (sur
'espace (R*, B(R*),)\)). En comparaut ces constructions, on remarque dans la section
1.2 qu'on peut prolonger les intégrales par rapport & la mesure de Poisson centrée en
un certain sens. On s'intéresse enfin 4 I'absolue continuité des lois de ces intégrales en
section 1.3 d'sbord dans un espace o-fini puis dans un espace de dimension finie ot on
donne des conditions plus faibles en utilisant un résultat général d'absolue continuité.
On notera dans toute la suite u << v 'absolue continuité de la mesure p par rapport &
v et @ désigne la fin d'une démonstration.
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1.1 Définition des intégrales par rapport 4 une mesure
de Poisson

1.1.1 Approche abstraite

Soient ({2, F.P) un espace probabilisé, (X, A, i) un espace mesuré, notons A° =
{A € A p(A) < +oc} On commence par rappeler dans cette section des résiltats
bien connues. On définit d’abord les mesures de Poisson aléatoires subordonnées a la
mesure 4

Définition 1.1.1 (mesure de Poisson aléatoire) V' est une mesure de Poisson aléa-
totre subordonnés a p st
- pour A e A%, V(A) a pou lor une ot de Powsson de parameétre p(A) :

ot & desigae U'dgalité en lon
pour A, A € AT disgjoints, V(A V(A,) sont indépendants et

V UAJ) = ZV(AJ) p.s.
=} =1

Définition i.1.2 (mesure de Poisson aléatoire centrée) Etunt dunnée V' unc me-
sure de Powson aléatowre, on défimt V° la mesure centrée associée par

VUA) = VIA) - u(d)  vAe A°

On constate facilement que V° est une mesure stochastique orthogonale subordonnée
a la mesure p. C'est & dire vénfiant pour 4. B € A* .
FVe(A) = 0.
EVi(A)Y < +x,
EVT(ANWVB) = (A" B
On défimt alors [ f dV° de fagon classique comme une intégrale par rapport 4 une

telle mesure stochastique orthogonale pou. tout f € L2(X. A ;). On obtient ainsi une
isométrie linéaire .

LAX Ap) — LY F.P)

f o / fdve
E(/fd\/")z:/f?dp (1.1.1)

Pour obtenir une écriture explicite de l'intégrale par rapport & une mesure de Poisson
aléatoire centrée, rappelons d'abord la notion de mélange poissonien :

avec



1.1, Définition des intégrales de Polsson 11

Définition 1.1.3 Un mélange poissonien centré de mesure spectr.le G est une loi notée
8xp G, de fonction caractéristique

ole) = exp{ [ (e - 1 - itz) G(a).

Remarque 1.1.1 Quand la mesure G est finie, on décrit facilement un mélange poisso-
nien : il correspond & une somme de variables indépendantes, iden. juement distribuées
de loi G/|G], le nombre de termes de la somme suivant une loi P(|G|). Un mélange
poissonien centré correspond alors & la variable aléatoire précédente, centrée.

Proposition 1.1.1 L’intégrale par rapport & la mesure de Poisson centrée [ f dV° a
pour loi un mélanye poissonien &Xp G de mesure spectrale G = uf~! sur R\ {0}.

Démonstration : Pour une fonction simple f = Z,- cily,;, Aj € A°, 1, désignant la
fonetion indicatrice d'un ensemble A mesurable, on a

f fdVe =Y e Vo(4;).
b
On en déduit la fonction caractéristique p de [ fdV° :
olz) = exp{Z(e"‘“" -1 ~izc;) u(A;)}

J
— / (=) ~ 1 — iz f(u)) p(du))
= exp{ [ (€5 - 1 = iat) uf (@)

fonction caractéristique du mélange poissonien de mesure spectrale G = uf~'.

Pour f € L%(X, A, ), on considére une suite de fonctions simples (f,). qui converge
vers f dans L2(X, A, ), les intégrales aléatoires de Poisson associées convergent dans
L¥(Q, F,P) d'aprés I'isométrie (1.1.1) et a fortiori on 2 la convergence de leur fonction
caractéristique. Il suffit alors de montrer que

/(e"f“(“) — iz fa(u) — 1) p(du) — /(e‘zi(") ~izf(u) = 1) p(du).

En notant v(h) = € — 1 — ik, on a les majorations élémentaires :
()l < R*/2,
lv(zy) — v(zz)] < 2zly - 2.

On a alors pour tout n € N avec A € A°:

| (€ < i) = 1) = )~ iaf) = 1)
< [ 2t - fuutewy+ [ (F507+ Fh07)
<2 w1t o+ 5 ([ Pute+ [ f2uta).

- nhe 2 Ac Ac n
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Or pour tout £ > 0, il existe A € A® tel que [,, f? u(du) < € et donc pour tout entier n
assez grand [, f7 u(du) < 2e, ce qui garantit pour tout £ > 0 ;

T fgy 2

lim /((e"/"‘“’ —arfu(u) - 1) = (7™ — iz f(u) - 1)) pldu)| < %3 €.

On achéve de prouver la proposition en faisant tendre ¢ vers 0. a

Pour définir I'intégrale [ fdV par rapport & la mesure aléatoire de Poisson non cen-
trée, on n'est plus dans le cadre classique de l'intégration par rapport & une mesure
stochastique orthogonale. On commence par définir [ fdV pour f simple du type f =
E] 1514, avec A, € A® par

/ fdv r] V(4,)

Pour définir I'intégrale pour une classe plus large de fonctions, on utilise le lemme qui
sult :

Lemme 1.1.1 S: f, — [ j-presque partout ct
A={reX||fln)+ Z alr) >0} € A°

n»0
alors [ fodV" converge dans R presque sirement.
Démonstration : Soient £ > 0. N > 0 et

Bae = {r€eX]| sup fule) - Jir)] >} C A
noN
Pour n, m > N, ona -
/‘j,, - fildV = / ifa = fmidV + / [fo = fmidV =1y + [y
BNc 'Y".H.\z

Ona ;
[Zz / tf" - fm‘d": / 'f'l-fm‘d"szg‘{‘“
JY By, JA4 B,
Comme {/, # 0} C {V(B~n.)# 0}, il suit .
{ sup /If,, = fudV > 2V 4)5} <P{V(By,)#0} =1 - ¢ #Bxe),
nm>N

Par hypotheése u(By ) — 0 quand N — +2¢, on a done pour tout £ > 0 :

?{ lim  sup /[fn = findV > 2:’"'(-‘1)} -0

Noasoc g m>N

’”{ lim  sup /Un SeldV’ /0} =0
Nt m>N

?{ lim  sup /}f,1 ~ fuldV =0} =1
N+ x n,m>N
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A fortiori presque sirement [ f,dV est une suite de Cauchy réelle donc presque strement
convergeute. [

Soit alors f mesurable satisfaisant
p{z € X | f(z) # 0} < 400, (1.1.2)

en prenant fu(z) = ;’;[ S(Z)s(z)1<n, OO [2] désigne la partie entiére de z € R, on peut
appliquer le lemme 1.1.1 pour définir

/de = ,,Elfm_/f“dv p.s.

De plus le principe des sous-suites garantit que [ f dV/ est ainsi b'en défini.

Si (X, A, p) est un espace fini (i.e. p{X) < +oo), [ fdV est définie pour toute
fonction f mesurable car la condition suffisante (1.1.2) est satisfaite. On décrit dans
la section suivante une construction alternative oil l'existence de [ f dV dans le cas
(X, A, u) fini est plus naturelle que la condition (1.1.2). Cette approche est liée & la
remarque 1.1.1 sur une écriture explicite des mélanges poissoniens.

Si (X, A, 1) est un espace o-fini, on & X = U;&; avec (X)) < +oo et X, NA; =
pour tout i # j. Avec f, approximation simple de f vérifiant (1.1.2), on a :

[ v ;ﬁ-[nf(zn Viz!|f(z) < n}
hm [nf(a:)] V{z € Ui, X | | f(z)] < 1}

= lim / f.dV,
P Lagpt

il suit presque stirement :

/ fdV = lim [ fodV = lin.lim / fadV
n np Use ps
) h’mlim/ f,,d’V:limlimZ/ fodV
pon Ui(pxi P n iSp X
hmz / fdV = Z de

ol l'interversion (*) se justifie en constatant que dans la preuve du lemme 1.1.1, on
vérifierait un critére de Cauchy uniforme en p. On a done

/fd:v—Z/ fdV ps. (1.1.3)

i>0

il

i

I

~
»

1]

i

olt chaque terme | x, fdV est défini par le premier cas fini.
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1.1.2 Construction alternative

On propose une autre approche de la mesure poissonienine sur un espace mesuré.

Commengons par considérer le ces d’un espace (&, A, ) fini

Soient N une variable aléatoire de Poisson de moyenne p(X) et (& )0 une suite de
variables eléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi g = u/p(X) et in-
dépendantes de N. En notant ¢, la mesure de Dirac en a, on définit alors pour A € A,

V(A) par :
N
=) belA) (1.1.4)

Proposition 1.1.2 V défini par (1.1.{) vérifie la défimition 1.1. ] d’une mesure de Pois-
son aléatoire.

Démonstration : Des calculs élémentaires montrent facilement que V(A4) £ P(u(A)),
en effet pour tout entier &

P{V(A) - &}

il

N N
p{z(se,m; - k} - F“”{Z 1,4(8) = k}N}
1= t=1

= E "‘,1 4)’71 X\ ANH

n—k e Y
- Ayt
n!
n ‘L
- Z li(X\ A k —;‘m)
k! vt {
—- ME‘(J“‘A)

k!

De méme powr A" B = 0. ou montre que V{A} et 1'(B) sont indépendantes : pour &, !
enticrs fixés .

P{V(A) =k V(B)=1)

N v
FP’{Z La(€) =k, Z 1g(6) = 12 N}
e
= EP{parm §,. ... En. k sont dans A, | dans B| N}
= ECRAA) Ch ot BY A{X 3 (AU B)}Y 80

\'
RN -k u“{X\M“B)}V =

A BY n! . ae ee ) A" Lix)
R L (”--_—mu{a’ (AU B)} e

(A B(BY E—

i
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N(A)k #(.B) e—HlAuB) _ iL(A)ke #4) #(B)le_" (B)
ki k! It
=F{V(A) =k} P{V(B) =1}.

Comme P-presque sirement N < 400, d’aprés ’expression (1.1.4) une définition alter-
native de Pintégrale de Poisson est :

N
Jrv=Y 16 s (115
i=1

Dans le cas d'un espace (X,.A,u) o-fini, on considére une partition (X,); en par-
ties disjointes de mesures p finies sur lesquelles on utilise le formalisme du cas fini en
introduisant N, { §j ) des variables aléatoires associées & X; comme précédemment et
indépendantes pour des indices ¢ distincts :

(5)(')), variables aléatoires indépendantes, de loi fi; = T}h) r
Pour A € A°, on définit alors :

x.  (L16)

2255‘"(4 (1.1.7)

130 f=1
A nouveau, on obtient une mesure de Poisson ielle que déja définie :

Proposition 1.1.3 V défini par (1.1.7) satisfait & la définition 1.1.1 d’'une mesure de
Poisson aléatoire.

Démonstration : Notons V; la mesure associée & A, par

25 w(d), Ace A
=1
V; est concentrée sur &; et pour A € A% onaV(A)=)  Vi(4A

D’aprés le cas de mesure fini, pour A € A°, (A) est de loi ’P(/t,{ )); comme de plus
les variables sléatoires (V{(A)), sont indépendantes, V(A) a pour loi

xL(Vi(A)) = Plu(A)) x - -« Pup(A)) - = P (Z u:(A)) = P(u(A)).

Puis pour 4, B € A° disjoints, comume

V(4)=) V(A), V{B)=) Vi(B),

pour j fixé, V;(B) est indépendant de V;(A), i # j et de V;(A) car ANB =§. On a donc

V;(B) indépendant de V(4) = 3, Vi(4). Comme c’est vrai pour j quelconque, on a
aussi V(B) = 3, V;(B) indépendant de V(A) Finalement V défini par (1.1.7) satisfait
a la détinition 1.1.1. .
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Pour f une fonction mesurable quelconque, soit (f,). ":ze suite de fonctions simpies
qui converge u-presque partout v - f avec |f,| < |fi. On définit [ fdV' comme limite
Je f fodV. Comme f, est simpl  ra:

[ v - S5 el

10 k=l

En supposant )" SN 1S(60)] presque sirement convergente, on a la convergence

1 . .
noriaale presque .are de Y . Zk:l fal€). en passant & la hmite dans la somme, on
obtient alors presque siirement .

N,
/fdv:u}‘n/f,,dv: ZZ/(@;’-'). (1.1.8)

130 k=)
Etudions maintenant la condition suffisante qui meéne & (1.1.8) :

N,
EN > ingin = Y E Z &)

1>) k=1 10

ZZ? (N, = n}ZEif )

120 n, =1

2D 3) SR L

[ |

3 ( S PN, = m)m) L ifldp/ i)

t >} \n,=]

. Z/[(,YL)V/ ,‘f'dﬂ//l(a}x)
X,

On a finalement obtenu le résultat suivant

Proposivion 1.1.4 Pour f € LYX. A p), D'integrale [ fdV est bien définze par (1.1.8),
on a de plus [ fdV € LY(Q.F.P) avec l'estimation :

< /m du. (1.19)

1.1.3 Cas classique

On appelle classique le cas (X, A, u) = (R*,B{R"), ) dans lequel on se place dans
cette section. On dispose alors du processus de Poisson standard et on cherche & définir
I'intégrale de Poisson en intégrant par rapport & ce processus Rappelons pour commen-
cer :
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Définition 1.1.4 (Processu- le Poisson :andard) Le processus de Poisson stan-
dard {m, t > 0] est défini par les conditions uivantes :

- L(m) =P(t);

~ 7 =0;

- les accroissements de {m}s sont indépendants et homogénes ;

- .8 trajectoires sont cadlag.

De fagon standard, avec (e;); une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées de loi exponentielle (P{e; > z} = e™*), on considére les sommes
partielles T, = ) ;<n & de loi gamma d'ordre n donnée par la densité p, . (t) = (n" 11),6 t

on prend alors comme version du processus de Poisson :

Wy = Z lrisg.

>0

Avec cette version de 7, on définit | fdn par

/fdw =Y /(L) (1.1.10)

1>0

Remarque 1.1.2 Il est facile de montrer que le processus de Poisson standard corres-
pond & une mesure de Poisson aléatoire comume vue 4 la définition 1.1.1 sur (R, B(R*))
définie par V([0,t]) = m; et subordonnée & la mesure de Lebesgue A.

On peut comparer les intégrales poissoniennes constriites par l'approche « alterna-
tive » de la section 1.1.2 et dans le cas classique de cette section. Pour cela, rappelons
que pour (X, A, u) = (R*, B(R*),)) :

~ par l'approche abstraite (avec la partition de R* en X, = [i,1+ 1)) :

[fdV = 2002 E(" ) avee pour chaque i : N; ~ P(1) et (fj('))] suite de
variables mdépendautcs umformcs sur (i, +1);

- par I'approche classique : [ fdr =}, o f(Ty).

On ferait le lien entre ies T'; et les EJ") en constatant que les E;i) ap  réordonnement
correspondent aux sauts (I',,), du processus de Poisson standard.

1.2 Lienentre [ fdV et [ fdV°

On compare les intégrales [ f dV° et [ f dV par rapport aux mesures de }oisson
aléatoires centrée ou non, constyites sur l'espace (X', A, ).

Pour A € A°, par la définition 1.1.2, on a V°(A) = V(A) — pu(A). Par linéarité pour
f simple, il vient immédiatement

/fdb’°=ffdy'—/fdu‘ (1.2.1)
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On cherche a généraliser la relation {1.2.1)

On sait que Jes intégrales | fdu. [ fdl" sont bien définies ponr f € L'(X, A, p) d'aprés
la proposition 1.1.4 et [ fdV' I'est pour f € L*(X, A p) d'apres l'isomeétrie linéaire en
(1.1.1

Pour f € LYX. A )0 LAY A p). les intégrales [ fdV. [ fdV°. [ fdu sont bien
définies Considérons { f,),, une smte de fonctions simples qui converge vers f p-presque
partout avec | f,! < {f Par convergence dominée, on a f, — f dans L*{X, A. ;1) et dans
LYY, A ).

On a alors quitte a cxtraire une sous-suite :

/ fudy — / fdp. / fudV = / fAV et / fudV® — / fdv° ps.

Cotme la relation {1 2.1 est vraie pour les fonctions siimples f,,. en passant a la limite.

on obtient (1.2.1) pour fe LYY Ao 7 LAX . A,

Remarque 1.2.1
Quand on dispose de la relation (1.2 1), les lois de [ fdV et de [ fd17® ne différent
que d'une translation, elles ont alors simultanément des densités.
- Gnadef Vmtégrale [ fdb pour f e LHA A ) comme élément de LA(Q, F. T
Comme la relation (12 1) est valable pour f 2 L'(X A p) ™ L3(X. A p) et que
[ fdV et [ fdyu som bien ddfinies pour f € I,’H.A. (¢}, un peut prolonger la
definition de [ fdV” pour f € L'(X. A 1) par .

»/fa’\""":- /fdx'- /f({;z.

Les ¢ ux :defimtions comadent pour f € LYY Ap LAY, A u) daprés la
relation 112 13

Poor prolonger I defation de [ fdV pour f & L4X. A & partir de (12.1),
 faut pouvor défimr [ fdj. ce qui nécessite par exemple ¢ g soit une mesure
fimie. Mas alors, on adépa vu quil ny avait pas de problemes pour défimr [ fdV’
dans ce cas

Pow fe L3X A onadehm [ fdV7 = | jdv [ fdp On dédun alors de
{1.1.9) gne [ fdV e LYSLF.2). onade plus I'estimation suivante

|
E}/frll'” < H:/fdl'

1.3 Absolue continuité des lois des intégrales de Pois-
son

(1/1; < 2/ fidp

1.3.1 Cas fini

Lorsque Tespace (A A 4) est find, la loi de Dintégrale de Poisson sur cet espace
n'est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. On constate en
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effet rapidement la présence d'un atome en 0 : avec les notations de la section 1.1.2,
on cispose de l'expression (1.1.4) de la mesure aléatoire de Poisson V, les intégrales

s'éerivent alors :
AY
[1av =Y s
k=1

Il suit facilement

P {/fdv = o} >P{N =0} =™ > g,

1.3.2 Cas o-fini

On suppose maintenant que (X, .A, p) est o-fini, on considére la partition X = U, &,
en partie< disjointes X, de mesures y finies. Pour f € L'(X' A4, 1), avec les notations de

la section 1.1.2,on 4 :
N
[1av =3 rie

i>0 k=1

D’ap}'és le cas fini, la loi de chaque Zﬁ; i (E,(B')) posséde un atome. Comme P{ ¥V, = 0} =
e~H%) on a P{N, = 0 Vi} = ¢"#*) = 0, donc presque stirement. il existe un indice j
avec N, > 0.

Laloi L{[ fdV) s'exprime comme mélange de L( [ fdV|N, = n,V1). En notant N = (N,),
et A = (n;); une réalisation de N, on a :

L(/fdv>=/c(/fdvlﬁzﬁ> dL (7).

Or il est clair que :

c (/ fdv | & = n) y, (Zi/(éﬁ")) .

t k=l

On s'intéresse aés lorsa ) | f (Efz‘)), snmme de variables aléatoires indépendantes iden-
tiquement distribuées avec f (5,(:)) ~ufL

La condition pxf~' « X sur f est suffisante pour assurer l'wbsolue continuité par
rapport & la mesure de Lebesgue de Y %, f (&E’)) et donc celle de [ fdV.

Cette condition est naturelle et valable en toute généralité dans un espace o-fini.
Pour affaiblir les conditions garantissant I'absolue continuité , on se place dans un cadre
fini-dimensionnel :

(X A p)=R™BR"),p), p<A™

Avant d'érudier les intégrales de Poisso» dans ces espaces, on commence par énoncer un
résultat d'absolue continuité en dimension finie.
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1.3.3 Résultat d’absolue continuité

Le résultat dont on se sert dans la suite pour 'étude des intégrales de Poisson est
la proposition 1.3.1 ci-dessous. Elle repose sur des résultats énoncés par Federer dans
[18}. On commence par introduire les notations utilisées dans cette section : on note H™
la mesure de Hausdorfl m-dimensionnelle, A™ la mesnre de Lebe:gue m-dimensionnelle,
Jn [ le jacobien m-dimensionnel de f.

On a d'abord un premier résultat utile :

Théoréme 1.3.1 (th. 3.1.8 [18]) Soit A € B(R™), [ A — R* avee

. Sy = fla

Yae A, lim .sup—f———'~————f)—l < +0C (1.3.1)
I —a |J‘ — (i

Alors A est réwnon d'une famille deénombruble d’enseinbles A -mesurables tels que la

restriction de f a chacun d'eur est hpschitzienne.

Remarque 1.3.1 Le théoreme 3.1.8 de [18] s'applique pour une condition plus faible
que (1.3.1) en remplacant la lhimite par la limite approximative. notion un peu plus
générale mtroduite en section 2.9.12 de {18]. On obtient alors en plus 'approximative
differentiabilité A™-presque partout de f sur A. Dans la suite. la coudition (1.3.1) telle
qu'elle est énoncée sufhit

On dispose alors de :

Théoréme 1.3.2 (th. 3.2.3, th. 3.2.12 [18]) St f = R™ -— R* est lipschitzienne
alors pour toute fonction g : R™ — R A" -intégrable ou positive

- pour m < k.
glr) Jnfir) /\"‘(dr):/ Z
‘/RIH f .R“

s f Ay

glr) H™(dy).
}

pour m > k.
/ gl Je flry AT {dr) = / / glry H™ *(dry Ne(dy).
Jz & Jfo )

On co state que dang le cas m = k. la premiére partie se réduit & la seconde car HY est
la mesure de comptage et H¥ est la mesure de Lebesgue sur Y On utilise ce résultat
dans la swite pour m > k. on obtient amsi la proposition ci-dessous -

Proposition 1.3.1 Soit A C R™ ouvert, f A — R mesurable, B = B(R™), B C A.
On suppose f A™-presque partout Fréchet différentiable sur B. Sott i <« A™ une mesure.
Si

AMre BIDflry=0} =0

alors pyf ' < X et la densitd p = gﬂ%—‘ est donnée par

o 1 du N
ply) -“—/ H™ (dr). (1.3.2)
r-ygns 1Df()] dAT
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Démonstration : Soit B C B le sous-ensemble des points de densité de B ol f est
difiérentiaile. Par hypothése, on & A™{B\ B} = 0.
Comme on vérifie facilement (1.3.1) sur B, d’aprés le théoréme 1.3.1, on peut décomposer
B en une famille dénombrable d’ensembles disjoints B = U, B, tels que la restriction
18, de f & B, est lipschitzienne. On prolonge d'abord fp, sur B, et on applique le
théoréme d'extension de Whitney qui suit pour prolonger f/z, sur R™ ~n une fonction
fn lipschitzienne :

Lemme 1.3.1 (VI §2.2, [48]) Soit F' fermé dans R™, f: F — R lpschitzienne se
prolonge en une fonction hpschitzienne sur R™.

On applique alors le théoréme 1.3.2 avec k =14 f, : R™ — R lipschitzienne :
| o@ htate) xmda) = [ [ g ) (139
- RJ )
avec g intégrable ou positive et Jy fui2) = [|Dfo(2)]].

Soit, pour A € B(R),

1 4
9n(2) = L5z i &) 57T E’i%(x)’

ona:

[ 10 s1n 0 e\ de) = W7 HAY O B} = w( M AN B (134)

car f;p, = fnjp,. D'autre part :

1
m=ldz) A(d
Jo g v )ann md/\m (=) D Ay

/ /f fuyna 1Dl x)Hd,\m( ) H™"Y(dr) Aldy).  (1.3.5)

On identifie par (1.3.3) les membres de droite de (1.3.4) et de (1.3.5).
Comme f Yy} N B, = f~Y{y} N B,, on déduit :

pe{f"{A}} = w{f{A}n B} =p{f{A}n B}
Zu{f'l{A}ﬂB }

1 dpme
Z/ / ‘yng. HDfn(l)Hd)\m( z) H™ " (dr) Mdy)

B // {}gHDf !dAm (z) H™"H{dz) A(dy).
Hyn

On a donc bien ppf~' « X avec la densité (1.3.2) annoncée. .

il
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1.3.4 Cas fini-dimensionnel (X, A) = (R*)™, B{(R™)™))

On rappelle qu'on sintéresse a Fabsolue continité des lois des intégrales de Poisson.
Onp utilise ici la partition de X' = {R*")™ en paves

g+ D xeox hpam + 10 1 im EN

HEOR

On les reordonne en X, On conswdere pomesure de Radon sur (BR*)™ o finie. absolument
contine par rapport a la mesure de Lebesgue A™ Sur chaque X, on considére les
variables aleatoires associees comme en (1.1.6)

N~ P,

H N . . . 1
({;_”),,. suite de variables aléatoires indépendantes de loi p, = ;‘7}&);1;3».‘

Pour f & LYY, A iy, on dispose de Pexpression {1.1%) de fde vue en section 1.1.2.

Pour s'intéresser a la lot de V'mtégrale de Poisson. on suppose que f est différentiable
I ]

presque partout et en notant Ay = {r € (R™)" | Df(r) = 0}, on suppose de plus :

/\”l "1 ;\,” t)m
Lo “LJ‘,’,T—“J .t (13.6)

Cette dernicre hypothese signifie que les ponnts o f est differentiable. de différentielle

non dégénérée sont « globalement uniformément présents ». On dédunt facilement de
cette conecdition. le resultat smvant -

Lemne 1.3.2 Sovent f satisfursant a o1.4.0) ¢t

A
a€ ([).lilul e {f?‘l—“”)"”}>

on a alors .

U)o (13.7)

Ips Cap 2 opaves NU{Ap AL
Démonstration : Par Uabsurde  sinonil existe un entier kg tel que pour tout k > ky,
ol ait ,\"‘{,4f - 'Yk} < q
' L kipr 4, ,
Pour p donné assez grand. il existe k(p) avec 10.p)™ .7 X0 (avee une bonne indexa-
ton des pavés kip) = p™ ) et

ki -1 hop
S VRN T B PP P VAP AR P AT E VAP
| ko ko

,\”'{l,,':"zl,&’k} +a kip).

I wu
AA I NG X} ki)
pm - ])"' pm ’
D'ou g .
S , m”m ; rr’ . )‘ )771
lim, _~.{ (O <

m -

/)
ce qui nie (L3 61 et pustifie Nexistence de la sous-suite idiquée. .
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Théoréme 1.3.3 Pour [ satisfaisant & Uhypothése (1.5.6), l'intégrale de Poisson [ fdV
est de loi absolument continue par rapport & la mesure de Lebesque.

Remarque 1.3.2 Pour m = 1, dans le cas d'une fonction f dérivable partout, constante
sur un intervalle, de dérivée non nulle ailleurs, la condition (1.3.6) est satisfaite mais pas
la condition uf~! « A. On a donc une condition plus faible qu'a la fin de section 1.3.2.

Démonstration : Notons I; = {i,, p > 0} 'ensemble des indices obtenus par le lemme
1.3.2. Soient alors

A N,
J=Y Y 0@ e J=33 fE)

wely k=1 @l k=1

On a alors [ fdV = Jy + J{ avec J; et J| indépendants. L'absolue coutinuité de la loi
de [ fdV suivra de celle de J;.

Comme P{N,, > 0} = 1~ 1/e > 0, par le lemme de Borel-Cantelli, on a l'existence
presque sire d’une suite croissante d'indice iy € {i,,p > 0} = I; avec N, > 0. Notons
[ P'ensemble des indices de cette sous-suite de I;.

En conditionnant par o(¥,,...,N,,....) et en notant N = (N, )p, on a pour A €
B((R¥)™) :

IP{JIEA}=/ {ZZf ) } ao{dn).

p k=l
On considére la liste de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
suivante : ( o) ( ) )
1. 1 1
gl “" gl’” e LET L Entl L. (1.3.8)

gy *

Comme VP{E( “ e A;} = A"{A;0 &, }. parchoixde L, C [yona:

¥ e ea) = Tnonn,)
k=1

k>0
2R,
+0Q
> Y am{Ana, ).
k=1
D'on )
YoPE™ e Al 2 Y A4 NX, )= +oo
k>0 q
]Snlqk

La deuxiéme partie du lemme de Barel-Cantelli assure que presque stirement une infinité
des variables aléatoires de la liste (1.3.8) sont dans Ay

Soit
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. . . . . . {1q, )
K le minmmum des indices & pour lesquels il existe j < n, —avec £ € Ay
N - . . , .’vqk}
Jic le minimum des udices ) <, tels que £ 77 € Ay,
autrerne nt dit (KA. Jy ) est le couple d'indices (A, j) minimal pour l'ordre lexicographique
tel quvf s Ay

i .
A noutveau pour prouver absolue continuité de L‘F,l Yohii f1&0 ), on le décompose
sous la forme /J, 4 /i avec J; et Jj indépendants donnés par

I v R S
16 g k=1 ey g k=1

Il sufhit alors de montrer 'absclue continuté de la loy de J,
Conme {]\' =k Ji=y FEN j<n, } forme une partition d'un ensemble presque
sir, on a pour A € BIR) de mesure de I(»lmsg\w nulle -

Bl € A}

- ZZ {ZZM}“; A K=k Jy - j}

koty 1l wly =1
ﬂ‘qk
N I 1 .. 1 oy . dP
kz; P ""/zL G EN I g A me k) e g A ) e, ™ e Ay )
L

fon conditionnant par 5; st nour tont (D # (k) et en notant
[P
R(k. ) J'mlwk},f("” boal s

YoJg e AR <k Jy =

IFRES!

1
I /l;il‘ur EXW -m[."}“]q

.T’{f(;l"“ A= Rk £ ALl ey # L)} dP

.- ([P
/1<:"°"' FEPRETY .L.ﬂ/,‘ x Vipew vk iy, (dr) de

! ‘{,(

on < désigne tei Pordre lexicographique
Or d'apres la proposinon 131, comme Ay = {r | Dfir) £ 0} onapa, f7" « A Puis
comme MA - Rth )} = MA) = 0. suit

/ 1{[11-\{;,'\ Rk} flx,,k (V(Lr) & /1;\/ ‘.l,% l{ 4 - [?(lf J }/# t“ = {).
A,

Finalement pour tout 4. .

{ZZf(‘(” cAK=k J = j} = ().

el
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Donc

P s ea} =0

igly I=1

11 suit I'absolue continuité de la loi de J; puis celle de J; et donc celle de [ fdV/, ce qui
achéve de prouver le théoréme 1.3.3. .

A partir de l'expression explicite (1.1 8) de lintégrale par rapport & la mesure de
Poisson [ fdV/, on obtient facilement lorsque ’espace est o-fini, une condition générale
sur la mesure de contréle u de V et la fonction f (uf~! <« A). Dans les espaces de
dimension finie, on obtient une condition plus fine, (1.3.6), portant sur la régularité de
f, en appliquant un résultat général d'absolue continuité (proposition 1.3.1) obtenu par
une formule de Federer (théoréme 1.3.2). Quand la relation (1.2.1) entre les intégrales
par 1apport aux mesures centrées ou non est valable voir section 1.2), on a directement
des résultats d'absolue continuité pour | fdV°.
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Chapitre 2

Représentation de LePage et
construction des intégrales
stochastiques stables multiples

Dans ce chap. re, nous construisons sur un espace de probabilité (2, F,P) les inté-
grales stochastiques a-stables d-multiples dont les lois seront étudiées dans les chapitres
3 et 4.

Les lois a-stables (0 < a < 2) sont une généralisation des lois gaussiennes, 2-stables
(ce sont exactement les lois possédant un domaine d’attraction, propriété qui généralise
le théoréme central limite). Les intégrales multiples a-stables apparaissent donc comme
des généralisations naturelles des intégrales stochastiques multiples de Wiener-Ité (pour
lesquelles on renvoie & [31]). Elles permettent de plus d’identifier la loi de limites de
certaines fonctionnelles de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
[1] et sont utiles aussi pour définir par exemple une classe de processus autosimilaires
[49].

Soulignons que plusieurs approches de ces intégrales par rapport & une mesure stable
M ont été proposées. La premiére est celle de Szulga-Woyczyniski (1983) qui utilise
un développement du type Fourier-Haar; Rosinski-Woyczyniski (1986) [39] pour a €
(1.2) puis Kwapien-Woyczytiski (1587) [24] pour a € (0,?) construisent des intégrales
a-stables d-multiples symétriques [4(f) pour f définie sur le simplexe d-dimensionnel
tronqué {(t;...., t) |0 <ty <ty < <ty <T < oo} en itérant les intégrations :

T [ {2
L[ [ et e - M),
0 0 0

Comme les intégrales a-stables simples sont définies pour des fonctions a-intégrables, ils
se raménent & 'a-intégrabilité de la fonction qui associe la (d — 1)-intégrale stable de f :

iy ¥
tdv-——»/ / f(t],tQ,‘..,td) A’I(dtl)‘-'f\’f(dtd_l),
0 0

ce qui ne donne pas de conditions explicites sur f sauf pour d = T oil on obtient une
condition nécessaire et suffisante sur les noyaux pour que les intégrales doubles existent :

27
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s1 [ satisfait

T 5 [“ o
/ / I R P — /! ] dt ds (2.0.1)
0 Jo Joiftusiedu 71 fitu)adu

alors I'intégrale stable double de f est bien défime. Signalons qu'une condition nécessaire
et suffisante a aussi eté obtenue pour les intégrales tniples (McConnell (1986) {32]) mais
sa formulation est plus rompliquée.

Pour a € (1.2), dans le cas symétrique, Surgailis (1985) [51) commence par exprimer
un processus stable comme une ntégrale stochastique par rapport & une mesure de
Poisson. 1l rameéne alors Nitégrale multiple par rapport 4 une mesure a-stable & une
intégrale multiple de 1L isson sur un espace plus large. En décomposant la mesure de
Powsson, il se rtamene & des intégrales de Poisson itérées qu'il construit par un théoréne
d'interpolation dans les espaces de Lorentz.

Krakowiak-Szulga (1988 [22] Aéfimssent ces intégrales par une methode de type
Dunford-Lelsesgue en constrinsant une mesure aleatowre stable produit.

Soulignuns enfin que Samorodnitsky-Szalga (1989) [43] puis Samorodnitsky-Taqqu
(1991) [44. 45] ont aussi utihise les representations de LePage en définissant notamment
les intégrales pour des fonctions a valours dans des espaces de Banach, Ca s’appuie
cependart 11 sur un formahsme probabiliste plus simple et on accepte pour a < 1 que
la mesure M ne soil pas svinétrique (he la fonction de biaws o de la mesure peut étre
non nulle). La construction permet ainst de défimr Pintégrale a-stable d-multiple T,(f)
pour des novaux f dans

L (log ) ](iﬂ. L = {/ o, l]'/ - K / ST+ log, Iff)dw LAY < +7}
! aypd

pour a < I et a > 1. .4 = 0. De plus cette construction doune une représentation bien
adaptée pour utihiser dans les chapitres 3. 4 les méthodes de stratification et superstruc-
ture pour ¢tudier a oy de 14( f).

On commence dans ce chapitre par quelques rappels sur les lois stables et les intégrales
stables sunples pour fixer les notations ntlisées dans la suite Onantroduit notamment la
représentation de LePage de ces imtegrales La section 2.2 est consacrée a la construction
des intégrales stables mmltiples on passe pour cela par une représentation de type LePage
généralisée (theoreme 2.2 15, Les sections 2.3 et 2.1 sont réservées aux preuves dans les
deux cas o < Let a > 1.4 = (. Bien que les arguments varient dans ces deux cas,
le schéma reste globaleent le mén. on prouve la convergence des séries aléatoires
considérées. on montre une propriété de conunuité qui permet de passer du cas des
fonctions simples. pour lesquelles on se raméne aux intégrales unidimensionnelle, au cas
des noyaux généraux. On achéve le chapitre en section 2.5 par une bréve discussion sur
les résultats el une comparaison avec la littérature.
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2.1 Rappels et notations

2.1.1 Lois stables

On rappelle dans cette premiére section les principaux résultats sur les lois stables, on
en profite en particulier pour fixer les notations dont on se sert dans la suite. Pour plus de
détails ou pour les preuves des résultats cités, on renvoie a I'ouvrage de Samorodnitsky-
Taqqu (1994) [46]. Les lois stables ont de nombreuses définitions équivalentes, nous les
irtroduisons par :

Définition 2.1.1 Une variable aléatoire X suit une loi stable si pour tout entier n >
1 et des variables aléatoires Xy, Xs,..., X, copies indépendantes de X, il eriste des
constantes ¢, > 0 et &, telles que

‘X1+1Y2+"'+Xn—£—-C“zY+(5,r

La lov est dite strictement stoble si de plus 6 = 8y = -+ = §, = -+ = 0, symétrique si
c
X=-X

Les lois stables sont en particulier infiniment divisibles et en utilisant la représentation
de Lévy-Khinchine des fonctions caractéristiques de ces lois, on déduit celle des lois
stables :

Proposition 2.1.1
- Pour toute loi stable non dégénérée, il existe un unique réel a € (0, 2], appele indice
de la loi tel que pour tout n 2 1, ¢, = n!/® ([46, th. 1.1.2]); on parle ainsi de loi
a-stable.
- La fonction caractéristique ¢ d'une loi a-stable s'éerit :

exp{-0°]0|°(1 — i3(sign ) tan 22 ) + euf} sic 7 1,
w(8) =

exp{—0o|0}(1 + i32(sign 6) In |6]) + iu6} sia =1,

\

o8 0<a<? o020, -1<B8<1, peR (cf /46, déf 1.1.6]).

Remarque 2.1.1
- Les paramétres a € (0,2}, 0 2 0, 3 € [-1,1], i € R caractérisent la loi; on notera
ainsi dans la suite les lois stables S, (o, 3, 1) ; le paramétre o est un facteur d'échelle,
G témoigne de biais (asymétrie) dans la loi et & est un paramétre de translation;
on renvoie a |46, 1.2.1-1.2.10] pour les propriétés liées & ces paramétres.

Une variable dégénérée concentrée en un point a est de loi 4, stable avec un coeffi-
cient 0 = 0, les lois 2-stables sont exactement les lois normales, elles apparaissent
don- comme un cas particulier des lois stables: les lois de Cauchy sont 1-stables,
les lois de Lévy sont 1/2-stables.
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Définition 2.1.2 On dit qu'une varable aléatorre X a un domane d'attraction shl
existe une swite {X,,n > 1} de varnables aléatowes indépendantes de méme lov v, 17e
swite {u,.n > 1} de réels strictement positfs et une swite {b,.n > 1} de réels tels qus

N+ X4 X L .

A L LN 'S

s,

L existence d'un domaine d'attraction est une propriété qui générahse le théoreme central
limite des lois normales, la proposition swivante montre qu'elle caractérise aussi les lots
stables qui généralisent ainst et ce sens les low normales

Proposition 2.1.2 (déf. 1.1.5 [46]) Une varable aléatowre réelle non dégenérée sut
une lot stuble s1 ef seulement st elle a un domaine d attraction

Proposition 2.1.3 (prop 1.2.15 [46)) Soit X une varable aléatorre de lov S,(0. 3. 1)
auee o € (0,24, ona

(EIXIP)V P < e pourlh< p e a.

(EIN")' P =+ powrpia

Remarque 2.1.2 Les lois stables ont done de faibles propriétés d'imégrabilite, en par-
ticulter elles n'ont pas de variance s1 o < 2. ceer complique Vintégration par rapport 4
des mesures stables. objet de ce chapitre.

Définition 2.1.3 (Loi stable de dimension finie, processus stable)
Un veeteur alcatowe réel X de dunension d st stable d'mdice a st pour fout entier
n, aree X, Ny des copres mdependantcs de Xl enste 'V, € RY tel que X +
Not oo X, TN L
['noprocessus No= { X 1 € 10T} oot stahle <1 toutes ses lors de dimensions finies
le sont

Proposition 2.1.4 (Propriétés des trajectoires d'un processus stable) Avec pro-
babuite L, pour tout = > (0 un processus de loe stable @ un nombre fing de sauts supérv urs
en module a -

2.1.2 Intégrale stable simple

On commence par rappeler ln définibon d'une mesure aléatoire stable sur 'espace

(10. 1. B0, 11). A)

Définition 2.1.4 Sownt o un 1éel dans (1,2} et 3 une fouction mesurable de 0.1
dans =110 Une mesure alcatowre a-stuble M de fonction de buus 3 est une fonction
o-additeee M BEOU T — L") telle que se Ay Ay € Bi0.1) sont disjonts,
MA M A} sont independants ¢t

A
MiAy ~ S, (,\(,4;“", LL,(,.’ "_

v @, A€ B(0.1)).
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On construit alors les intégrales simples a-stables [;(f) = [ f dM pour f dans
L2([0,1)) = {f : [0,1]* — R mesurable | fIO.ll" |f]*dA < +o0} sia#1
F=
LN, 1NN {1 oy | F(2)B(z) log |f(2)l|dz < +oo} sia=1
Pour cela, on les définit d'abord pour les fonctions simples f =} ¢,1,, et on prolonge
ensuite la définition dans F'. On obtient :

Proposition 2.1.5 (§3.4, [46]) Les *.iégrales a-stables simples
L{f) = f{O.I] fdM sont bien définies pour f € F. De plus, elles ont pour loi des lois

stables :
1 l/a 1 s
L{f) »So(( /0 (o) dt) , Jo lf(t)}ls;ix(;t()ﬁf;t) B(t) di ﬂ/)
0

ot
sia#1;

0
e { -2 [y fOB@) log (1) dt sa=1.

Remarque 2.1.3 On peut aussi construire ces intégrales stochastiques en considérant
(£1(f))ser comme un processus stable indexé par F, on les définit alors en donnant les
lois de dimension finie et en vérifiant les conditions de compatibilité pour appliquer le
théoréme d'extension de Kolmogorov.

A partir de la représentation en série des processus stables (LePage et al., 1981,
[25], Marcus - Pisier, 1984, [30] et originalement Ferguson - I(lass, 1972, [19]), on dispose
d’une écriture intéressante de ces intégrales. Elle souligne en particulier la nature discréte
des lois de ces intégrales et nous permettra de généraliser les intégrales stables au cas
multiple. Pour énoncer cette représentation en série de type LePage, introduisons les
deux sui‘es aléatoires indépendantes suivantes :

- {T},»0 suite des temps d’arrivée d'un processus de Poisson avec un taux d'arrivée
de 1: T = 3, e (e)k>o suite indépendante identiquement distribuée de loi
exponentielle donnée par P{ex <z} =1-¢7%;

- {{¥.,%)}i>o0 suite indépendante identiquemnent distribuée avec
- V, de loi uniforme sur [0,1] ;

- v de loi donnée par
1+ 3(V3) 1-48(V)
"'—'2—"'—-\ P{% = 1“/1} - 2 .

Le résultat de représentation sous forme de série des intégrales stochastiques stables

simples I(f) est alors le suivant :

Théoréme 2.1.1 (th. 3.10.1, {46]) On définit pour a € (0,2) :

Si(fy=Ccyy (m M fwy - b [ f(s)B(s) d.s) + 8y (2.1.1)

150 [0.4]

P{7z=+1 iv;} =
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avec

l~a . .
e | Frmesmam a7 L
Cy = (/ rsinr d.l') =
¢ 2/m sta= L
(0 sta<l:
[ S . .
b= ¢ Vrofsinrdr sio=1: (2.1.2)
f B 3 ey
o a-l a-d
LA e —(1~1)») sta>1;
0 st # 1,

by =
%Iog(f)‘]ul fls)d(s)ds stn =1
On a ulors pour tout p € N et fy. . . f, € F .

i) Uel) S (S St f)) (2.1.3)

2.2 Intégrales stochastiques stables multiples

On considere sur espace de probabilité (2. F.?) une mesure aléatoire a-stable Al
sur ({0, 1), B([0. 1]1. M) de mesure de controle la mesure de Lebesgue A et de fonction de
biais of o {1, 1] - =1 1L

Pour un entier d > 1. on cherche a définur les intégrales a-stables d-multiples en
généralisant la représentation de type LePage des intégrales simples. On notera ces
intégrales

Llfi—= /fdud.

Pour cela. on suppose dans tonte la suite qie si a > 1. la mesure M est symétrique,
cest a dire qn'on suppose

a<l onu a>let izl {2.2.1)
On cherche a constrire [4( f) pour un noyau f dans 'espace de tvpe Orlicz .
Ltog, ¢ 10,17 = {f 0.0 — R mesurakle tel que p,4(f) < +x}

logr sie 21

P est donnée pa-
CETTS L paat) st donnte

ou, avec log, r {

. . o . coyd-l
pndtfj / lf\(] ...{d)’ (1+lt)g+({f(f1. .td);)) (itl "(Hd,
i

De fagon classique. on commence par définir [3(f) pour les fonctions f siuiples par :

ld(lalx XAy} = 1\‘[(!31)‘“1’”(&4), A€ B({U.l]) i=1,....d



2.2. Intégrales stochastiques stables multiples 33

et en prolongeant par linéarité.

Pour f € L*(log, )*'([0,1]%), on définit I4(f) comme la limite en probabilité, si elle
existe, de Iy(fa) avec (fn)u>0 une suite d'approximations simples de f dans I’ensemble
L (log, )~ ([0,1]%) :

Io(f) =P-_lim Iy(f.). (2.2.2)
n—-00
Considérons
Symg(£)(t) = Y flo())/d!
selly
ot a(t) = (1o 4),-- -, targ)) et Il  est le groupe des permutations de d éléments.
On constate que pour f simple on a I,;(Symd( f )) = la(f), le résultat suit aussi pour f

quelconque. Par ailleurs comme f € L®(log, )* ([0, 1}¢ ) n'est définie qu'a un ensemble de
mesure nulle prés, il n'y a aucune restriction & supposer désormais que f est symétrique
et nulle sur les « diagonales », c’est & dire :

- flti..... ts) =05l existe i # j avec t, = ¢,

- fltoqyy -+ t‘,(d)) f(ty, ..., tq) pour tout o E Hd.
Pour construire de cette fagon les intégrales stochastiques stables multiples, on généralise
la représentation de LePage (2.1.1) du théoréme 2.1.1. Pour cela, avec les suites aléatoires
{T:}is0 et {(¥;,m)}ivo introduites précédemment, on considére la série multiple :

Sa(f) = CY° Z Yoo m LT T f (Vi V).

vt >0

ou on définit la série multiple comme la limite des sommes on les indices sont bornés. De
facon & alléger la présentation des résultats liés & cette série, on introduit les notations
multi-indicielles suivantes inspirées de |43| :

- i= (i) ..,14);

- [l =d 4244,

- Vi=V,.V,,...,V.); (2.2.3)
= Il =Y has

- {Pi]=rnrm”'ru'

La série Sy4(f) se réécrit alors sous forme plus compacte :

Suf)=CH* Y [T~ £ (V). (224)

i>0
out i > O signified; > 0,...,i3 > 0.

Remarque 2.2.1 La série S4(f) est une généralisation multiple na*urelle de Sy(f) don-
née en (2.1.1) quand seuls les termes discrets v,I", =ifa f(V:) sont présents, c'est & dire

quand bf ) ot 8; sont nuls. C'est la ruison pour laquelle on suppose la fonction de biais
[ nulle quand @ > 1 (si @ < 1, ces constantes sont automatiquement nulles). Sans cette
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hypothese. 1l faudrait temir compte de ces termes supplémentaires et définir une série
Sq(f) en remplacant chague terme de Sy(f) par 29 termes. On renvoie pour cela 2 la
discussion en section 2.5,

Le résultat principal de ce chapitre qui permet a la fois de définir les intégrales
stochastiques stables multiples pour des novaux dans L2{iog_ )*" 10, 1}¢) et de donner
une représentation diseréte de ces mtégrales sous forme de développement en série de
type LePage est le suivamt .

Théoréme 2.2.1 Sot
fe L og, )" 10,19 (2.2.5)

On suppose que lo mesure aléatowe stable M setisfart U'une des conditions (2.2.1), alors
la série multiple Syl [y est P-presque sirement convergente ct on a

£

L f)y = Satf)

Ou renveie o la section 2.0 pour une discussion sur les liens entre ce résultat et son
analogue de [13]

Corollaire 2.2.1 Sowentp e N et fi. [5. . Sp € L™ {log, )d“({(), l}d), alors

i

(LS et fode L) = (Satfr ) Sal o) Sal f))

Le corollaire st mnédiatement dn théoreme 2.2.1 par linéante de S; et Iy Pour

tout 8. 6,.. A, € R ouaceneflet:

iﬂ,l,;l}’,: = I,i(i”xfx) ‘ S«!(i“»fx) = zp:grsd‘f:’-
i 121

[EN =l

Ce corollaite justifie que Sy pent se voir comme une definttion alternative de 'intégrale
stochastique stable multiple

Cette construction des intégrales stochastigues stables mwultiples par la représentation
de LePage permet o outre d'utihiser (2.2.4) pour étudier la loi de ces wtégrales Ce sera
Fobjet des chapitres 3 et 4 sunvants ot on étudie Pabsolue continuité des lois et la
continuité pour la norme de la variation de ces lois par rapport au noyau

Dlautres resultats sur les lois O ces intégrales s'obtiennent en étuchant leur repré-
sentation @ Samcrodntsky-Szulga donnent par exemple un équivalent précis des queues
de ces o dans [U] ce résultat est amelioré et généralisé aux fonctions a valeurs dans
des Banach par Samorodmtsky-Tagqu dans {11} Ces representations permettent ausss
d'étudier les propnétés de processus {1 fyy t ¢ T associé a des intégrales stables mul-
tiples (Mest ce que font Rosinskr-Samorodmtsky-Tagqu dans [40] en reliant la régularité
des trajectoires de {L:{f)} a celle des intégrants f,

Dans la suite, on prouve le cas @ < 1 du théoréme 2.2.1 en section 2.3, le cas
a 2 1,4 = 0 en section 24, Bien que les argumnents différent dans les deux cas. le
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schéma est globalement le méme. On cormmence par voir que la série Sy(f) converge P-
presque sfirement, on modifiant un peu l'argument, on montre une propriété de continuité
en probabilité de S;. A partir de la représentation des intégrales stables simples, on
identifie facilernent en loi I4(f) et Sy(f) pour f simple. On conzlut pour les noyaux f
plus généraux en utilisant la continuité en probabilité.

Dans toute la suite, C' désigne une constante positive finie typique qui peut changer
de ligne en ligne.

2.3 Preuveducasa <1

2.3.1 Convergence de la série Sy(f)

On étudie la convergence absolue de la série Sy(f) pour f € L2(log, )* ([0, 1]%).
Comme v; = +1, on s'intéresse & la convergence de

PN A TALATE

i>0
Or on 2 & disposition :

Lemme 2.3.1 Soient aU o® . o b @ b des suites d termes positifs et
(%iyna ighpia...q Une suite positwe 4 multi-indices.

On suppose que pour tout 1 < k < d : afk) ~ bfk) quand i — +oo. Alors les séries

multiples
(1) (d) (1) (d)
Z a’n e a’id Uny 3,000 et Z bn e bgd Uiy g, 4
i»0 i>0

sont de méme nature.

Comme par la loi des grands nombres I, ~ i quand ¢ — 400 presque srement, ¢
lemme rameéne I'étude 2 celle de

S Ye (V)L

>0

Pour cela, intéressons nous i :

()= Y PVl > 1}
i>0
(ag) = E (Z {i}*uu lf(vx)‘lmv,):[1]-”**51) :
i>0

sous I'hypothése f € L{log, )?-}([0,1]%).
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Etude de (a;) :

SIP{VLf

V
—
—
Y

Y OP{f (VI > i)}

{0 P50
= Y N Plk< fIVOI" <k+1)
>0 k>
= > D Pk fIVOIT<k+1}
k>0 1 <k
Or on dispose de 'estimation (2.6.1) de I'aunexe : en notant # le cardinal d'un ensemble,

#iij <k <Ck og? "k <Ck(1+log, b4

Comme (1}), ., est une suite identiquement distribuée, en notant Vi 4 pour le vecteur
V..o Vahoona

()= Y Chthelog, k¥ TPl f(VE a)f" <k =1}

k=0

< S E(CHWVY e log (S (Ve @ T v, ) eeken})

k0
< CE(1ftV i (e log, f (V7))

D'on
(1) < Cpy gl f). (2.3.1)

Etude de (a;) :

£ (L" LTVl Fvgot w-cx)
(]

SN E VI gy )

b0

. - - la g 3 ’
/;;.;Q: i e By, ()
- i»0

. e R o g
On estime intégrant ortS" 0 i 7" 15 ., avec Lestimation (2.6 1) en annexe en pre-
nant it, - o~ o= Lo Loon aalors

|l Z it Lo SO+ log . oyt

is0

1l sunt

(a,] < (‘/ A dog gt Py

< Conalf). (2.3.2)

)(d-f)
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Pour f € L*(log, )?~*([0, 1)), les finitudes de (a;), (a3) découlent de (2.3.1), (2.3.2).

On est maintenant en mesure d’obtenir la convergence absolue de

ST 1 (Vi)

>0

Comme (a;) s'écrit aussi E (Zi)ﬂ 1 i f(Vr)b{lI”"}) < +o00, on a la finitude presque stre

de XJi50 l{uwm:»m“"}'
Notons

Iw) = {i| If (V)| > [i]"*}:
le cardinal de I(w) est alors P-presque strement fini.

On distingue maintenant les multi-indices i € [{w) et i ¢ I(w) :
ST vl = Y0 YLV YD Y I (Vi
>0 1€l (w) ig/(w)

La premiére somme a un nombre fini de terme donc est presque stirement finie.
Pour la deuxiéme somme, comme les multi-indices considérés ne sont pas dans I{w), elle
est égale &

YoVl Lpvgvees <) 7 VO prvgy - vest
1glw) i>0
< 400 P-presque srement,

d'aprés 'étude de (ao). I suit la finitude presque stire de Y, o 1i]7¥® |f(Vy)] et la
convergence presque sire de la série multiple 3, 3] ~/* |f (V)] donc la convergence

absolue de
Si(f)=CY Sl 0]~V £ (V).

i»>0
s

Conclusion de la section 2.3.1 : Poura < 1, f € L%(log, )%~ '([0. 1]%), 54(f) est bien
défimie P-presque strement.

2.3.2 Continuité en probabilité de Sy

On montre dans cette section que pour f, — f dans L®(log,)*}([0,1]%), on &

Sa(fn) z, S4(f). Par linéarité et comme v, = %1, il suffit de montrer que pour f, — 0
dans L®(log, )*-}([0. 1]%) :

SO (Va0 (2.33)
i>0

Plutét que de montrer la convergence précédente en probabilité, on se raméne, grice au
résultat classique suivant, & montrer la convergence presque sire de sous-suites.
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Lemme 2.3.2 Soit X, une suite de variables aléatorres telle que pour toute sous-suite
(n'), W enste (n") ertrate de (n') telle que X,» converge presque sirement vers X alors
X, converge vers X en probabilité.

On doit donc montrer que toute sous-suite ( fi, )n de (fu), admet une sous-suite plus
fine (f,, )a avec la convergence (2.3.3) presque sire.
Considérons donc une sous-suite { fi. )n-0 quelconque de (f, .50, 0n commence par ex-
traire & nouveau {fp,, Jn.o de {fi, )n.o telle que :
o === 0 M-presque partout sur [0, 14
) an/’u.rl(fx'n) <+

Considérons {a}'). (a}). les analogues de (a,). (az) avec f, & la place de f. On dispose
pour f, des analogues de (2.3.1) et (2.3.2)

(a}) < Cpadtfn):
{ay) < C poalfa)

Comme (a]; — O quand n -+ +x, an pout extraire de [p,), une suite (yn)n.p pour
avorr en plus
f:v La } I
Do e VL vepee — 0 (23.4)
i»0
P-presque sirernent quand n — +2. Comme on a supposé Y o poa(fp) < +0c, ona
en utilisant (2 3.1):

ZIP{U('L,.,(V.‘{[i}“«’“ > 1}} < SN P{S (V)Y > 1)
i >0 n >0 > n>0
< YOS PRI V) > VY
n>it {,0
S (Wan‘d(jp,,) L e
n i)

On adonc E (3,01 7 v g +y) < =% et en notant

') = {i l 3 n. 'fp“(\,'i” > {i]l,u} .

on s I'(w) de cardinal fini P-presque strement
On seinde a nouvean la série en deux. En notam

o= Y H e (VL.

[T AT

U DR A

gl

i

on a

Z {711 f (Vi) = (aF) + (a).

{ >0
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La somme (a3) ne contient qu'un nombre fini de termes et pour chacun d'eux
fauVi,. .., Vi) — 0 quand n — 0 car f,, — 0 A%-presque partout et (V;,,...,V,,) est
de loi A sur [0,1]%. Pour le deuxidme terme (a}), on a avec (2.3.4) :

(@) = X W7 e (Vi) Ly, cvipsipe
12 w)
< Z {7 | fon (VI Ly, viisiigve — 0, 1 — +00.
150

On a donc P-presque strement (a3) — 0, (a]) — 0 puis
Y YV — 0, n— 0.
i>0
Pour conclure, rappelons que par la loi des grands nombres, on a P-presque stirement
[y ~ 1, on trouve donc pour presque chaque w, une constante C(w) < +oo telle que
ITY* < C(w) =Y pour tout 7, ce qui assure que pour P-presque tout w € 2 :
Z [TYe f,. (Vi) — 0 quand n — 4-c0.
i>0

Finalement pour toute sous-suite de (f,)n>0, OB & trouvé une (sous) sous-suite velle que
Sa(fg.) — O presque strement quand n — +00. Le lemme 2.3.2 s’applique et permet de
conclure 4 la continuité en probabilité de Sy.

2.3.3 Lien entre Sy et I;

Considérons d’abord f = 1a,x..xa;, OD&:

Sa(f)
=N (T D)™ ey Loy (Va) -+ 1)
i>0
(C”n Z F-Ua Ty 1.«31(‘/"1)) (Cl/ﬂ Z I"’l/“ Vi 1A‘* ))
11 >0 1g>0

= 51(1,31) X e X S)(lAd).
D’aprés le théoréme 2.1.1, pour les intégrales stables simples, on a :

U(Ra)s - I1a)) & (Si(1a,), -, Si(14,)).

Par continuité de (z,,...,z4) — 11 -+ 24, o0 a alors :

Sofy £ L(1a) x---x L(1a,)
/ IA,de---x/ 1a, dM
10,1 0.1

/ o o’
0.1

[d(lA‘x AxAd) = Id(f)

(i

les

i~
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. . L . £
Plus généralement. de la méme f{agon par linéarité, pour f simple. on a encore Sy(f) =

fa(f).

Pour f € L(lng, )*"1([0.1]%), on considére (f,)n>0 une suite de fonctions simples qui
converge vers f dans L°(log, ) {0, 1}9).

La suite S4f,) est convergente en probabilité donc est unc suite de Cauchy pour la
topologie sur L%(€)) de la convergence en probabilité. Par identification des lois dans le
cas des fonctions simples, [4( f,) est ausst une suite de Cauchy. On en dédwt que Iy(f,)
est convergente en probabilité. On a donc I4{f) hien défimi et comme d'aprés la section

2.3.2 54(f.) z Sa(f), & la limite l'identification des lois de [4(f,) et S4(f.) donne

e

ol f) = Salf).

Conclusion de la section 2.3 : ,
Pour [ € L°(og, )" 1([0.1]9). Sa(f) = Ca " S0l [Ty "7 f{V,) est une représen-

|
tation de Uintégrale stochastique a-stable d-multiple (o < 1), ce qui prouve le théoréme
2.2.1 pour a < L.

2.4 Preuveducasa>1.0=0
Comme o > 1. il est vain de chercher la convergence absolue de la série définissant
Sa(f) car ), ;{L diverge. On s'intéresse- a la convergence sumple de Sy(f) en disant

qu'une série multiple
Lot By g

. gl

5 Ay g

tiv vigen

converge si

a une limite quand n — +=x. Pour cela, il faut rafliner le raisonnement de la section 2.3
ol on passait par I'étade des deux séries intermédiaires (ay) et (a,).

On commence par chercher une version du théoréme des trois séries de Kolmogorov ({17,
p. 317]) pour des tableaux triangulaires d'un type spécial (voir la proposition 2.4.2)

2.4.1 Reésultats préliminaires

Proposition 2.4.1 Sotwent (X,),.q une suite de varables aléatoires indépendantes, f
RY — R mesurable telles que, avec FroooNa#Fu et Xo= (X, 0 Xy Xy, )
ona:
E(f(X)1F,) =0
> Y
anb (f()\i) ) < +x.

Alors la sére multiple Y, f (X)) converge presque sirement.
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Démonstration :

Notons Y = Zl,ix‘v’mVidik f(X;) ol i=(i),...,1q)

Comme la premiére hypothése assure en particulier que Ef (X;) = 0, pour tout entier
k,ona EY, =0.

Soit € > 0 fixé, considérons A(e) = {(Vm € N, 3n > m, |V, - ;| > ¢}.

L'événement {(Vi)ko0 ne converge pas} est la limite monotone quand ¢ — 0 de la famille
A(g), il suffit donc de montrer que pour tout € > 0, P{A(¢)} = Q.

Or avec Am(e) = {31 > m||Vin — Y| > €}, A(€) est la limite décroissante de An(e).
On est donc ramené & voir P{A,(¢)} — 0 quand m — +o0.

Pour m, n fixés, considérons Ann(e) = {3k e {m+1,...,0} | |¥i = Yau| > ¢}
Notons, pour & > m, S =Y, — Yo = ¥ iv.oviuck, F (Xj) et considérons la filtration G

Jry>m

de tribus Gy définies par :
Ge =0(X;, 1 < k)

1l est clair que Y} est Gy-mesurable, puis

E(Yie1G) = E(ﬂ- + E f(Xy) ng)
V- vig<k41,
Fip=k+1

= Yo+ > E(f(X) 6.
1V vigsk+l,
Fip=b+1

Or pour un multi-indice i tel que 4, V---Vig <k +1 et 3i, = k + 1, par hypothése, on
aFE (f (Xy) L‘F:;) = 0. Comme Gi C ¥ 1 suit

E(J/(X)1G:) = E (E(fF(X) 1 F) 1G) =0,
On a donc E (Yisy |Gi) = Yi et finalement (Yi)k»o est une G-martingale.

L'inégalité de Kolmogorov pour les martingales donne alors :
1
P{Anma(e)} = P{max{|Spul. - ISil} 2 €} < 5 B,

Comme par la premiére hypothése, pour i # j, on a Ef(X;)f(X;) = 0. on déduit
facilement : .
P{Anale)} € = Z Ef(Xp)?

V- vigsn,
ai},=m+i

Soit 6 > 0 fixé, comme par hypothése Ef(X;)? est sommable, il existe J; = N¢ fini
tel que pour J C NY fini, disjoint de /s, on ait Yics Ef(X))? < 6. Pour m > my =
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max{ée. 1= (1. ... 1) € Is}. on a alors

Y. EfX)<é

1Y vigen,
dtgmm+ ]

Avec n — +oc. on a pour tout m > my. P{A4,,{¢)} < §/¢* On a donc P{A4,(¢)} — 0
quand m — +2c. ce quu prouve la proposition. ]

A partir de la proposition 2.4.1. on obtient le résultat suivant adapté & notre étude :

Proposition ?.4.2 Sowent (X, .0 une swite de variables aléatoires indépendantes -t
h . RY -+ R ur» fonction mesuravle. Considérons
- hy=h(X,,. X))
Gi = Py Tonper
- F o= (7(‘\., i # Ik).

te

On suppose les pownts survants satisfouls
(1 Y 0Pl > 1} < +x .
() Y, o Varlgi < +x
(n) E(giF:) =0 pourtouth=1. . .d

Alors la séme 3", o hy converge prosque stirement,

Démonstration :
Les conditions (11} et (i) permettent d'apphquer la proposition 2 11 & ¢ et donnent
ainsi la convergence presque sure de

Zgi - Zhilh.el

i>0 i>h

Comune (1) s'ecrit auss E(EM} La, 1) < =, ennotant J{w) = {i; thyl > l}. pour
P-presque chaque w, on a #J{w) < +x. Amsi

Zh,: Z hi + Z hy
i) e Jian igJian

La premiére somme a P-presque strenient un nombre fin de terme fini donc est fite.

La seconde somme vaut :
SRR IS 3

i J{w) - K 1w

qui coincide & un nombre fini de terme prés avec 3, gy, série convergente d'aprés la
proposition 2.4 1
I suit la convergence P-presque stire de 3, hy =t la proposition est prouvée. ]
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2.4.2 Convergence de la série Sy{f)

Comme les suites {I';}in0 et {(Vi, 1) }i>0 sont indépendantes, on peut supposer pour
simplifier la présentation que I'espace de probabilité est un espace produit (2, F, P) ®
(V,F ,P)avec P=PQ P et {{%, Vi)}iso. {I'i}i>0 ne dépendant respectivement que
de (O, F, P) et (¥, F', P"), C’est & dire :

'y,-(w,w') = 7;("”)7 V;(w’ w,) = ‘/;(Ld), Fi(‘-‘-’vw,) = ri(w,)'

On fera e méme au chapitre 4 mais il y sera plus commode d’inverser les notations (cf.
remarque 4.3.1). On va raisonner ici essentiellement sur Pespace (©, F, P) en considérant
W' € (¥ fixé dans I'ensemble P'-presque siir ot I'; ~ ¢ quand i — +o0, la suite {T}is0
est douc déterminée par rapport & (Q,F, P) et il existe une constante Cy = Cplw'),
1 £ Cy < +00, telle que :

[i]/Co < [I4] < G li]. (24.1)

On considére dans la suite X, = ([, V;,7:), somme {T;},50 est fixée, (X,)i»p es* une
suite de vecteurs aléatoires indépendants de (£2, F, P). Dans la suite, les symboles E, P
sont relatifs & I'espace probabilisé (2, F, P).

On applique la proposition 2.4.2 sur 'espace (2, F, P) (en fixant w') avec

- X: == (Fh (",n’)‘i))s
- hy =[] O] 77 £ (V)
= g = [l (L7 £ (V) Yseveggqogre

Pour cela, monuions que ses conditions (i), (ii), (iii) sont satisfaites.

Commengons par étudier (iil). On rappelle que, dans toute cette section 2.4, le biais 3
de "2 mesure a-stable M est supposé nul. Pour le multi-indice i = (4;,...,2%), ona:

E(gi 1 F)
= [V YeE ([n] £ (Vi) Lpevaigmgve [F0)
= [0 V2E (B (v me £ (V) Lyvpispre [0l Ua (V1> 0))) [ F)

= [Fi} UI/QE (E (711 tG’(}.‘: U G(V,,Z > O))) Yig 714f (V|) 15](\(.]15{1\]”“ }-:1)
Or par indépendance de -« e (V,),4,, 0na:
E(w, lo(F, Ua(V,i>0))) = (% [Wi,) = BV,) = 0 puisque 5 =0.
On obtient alors E(g |F,,) = 0 et plus généralement pour i = (7;,.... ik, . ..,%q). POUr

tout entier k = 1,....d, on a E(g |F;,) = 0, ce qui justifie (iii).
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Pour voir (i), étudions :

(as) = ZP{lf(Vi)Ia > ([}

i»0

) Pl <If(V)I <k+1)

10 k>(1]

SN P<If (VO < k1),

kD) Ty <k

Comme on a chowsit & € ) pour avorr lencadremuent (2.4.1), on a {i|[[}] <k} C
{i| il < Cyk}

Puis on a lestimation (2.6.1) en annexe ;

#{i1N<k)<Chlog  h<Ch{l+log, k1"

On a Jonc

#{l r ‘/l\}<#(1 tl \(()k}<pC(|A(l+ og., Cgk))

I suit
(@) < Y CCok(l~log (Cob1)* P P{k < fIVR]" < K+ 1}
k-
< Z E\CCOLFIVO( = log (Cy f (V)N Yciprviocha1y)
A afy

Al

CCo E(fIVIRL = log, (Co f V)]

e

Pour (1), comme la swte (1)), est identiquement distribuée, on a en notant encore
Vi a=1Vi. by

i) Z Var(h; 1y, <))

{0

2./ ‘ri; “UE {f (\/"\2 15f‘VA)§*~T|:" a)

il‘

/ }:11.“’1[,,r Py, ido

0

. . ’ DN -~ e P
On commence par ¢tudier 'mtégrant 12 37 1] 2 Lppspo
Grace a (24.1) on a

'4(1 v)/(,‘

:’:’
,u
./\

(U 2 17 € G102 G o)
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1l suit la majora.ion :

-2/a 2o 2 1-2/a
z* Z I'] Y Iysjape < Co/ z Z[‘] > 1(1]205‘1:;0-

1>0 i>0

On applique ensuite la majoration (2.6.2) de 'annexe avec |t| = 5 |z|° ety =2/a > 1:
on trouve une constante C < +o0 telle que :

22 Y [T Ypyiage < Clelo(1 + log, (Cgtz)))e!

i>0

—
=]

o3

St
A

< C/‘I‘C'(l + log*(CJI]Ign))pf(vl- ’d)(d.r)

¢ II!GPI(VL .d)(dr)

Ve
!I;SCO

I

+C lz1*(1 +log C5 ' + arlog|x]) Pf(v,‘ _d)(dr).

[#>Cy’®

Or comme pour tout réel a, b > 0, (a + blog, z) < (a v b)(1 + log, 1) et log, (Cx) <
log, C +lug, z, on obtient :

(a5) S Cpoalf) et (as) € Cpaglf). (2.4.2)

Finalement, pour f € Le(log,)**([0.1]), les expressi.as (as), (ag) sont finies et les
conditions (i), (i) de la proposition 2.4.2 satisfaites. On a alors la convergence pour
P'-presque chaque w’, P-presque sire de

ST FVO = D w0 T f(V V).

i>0 1q,...2g>0

Conclusioa de la section 2.4.2 : La séme multiple Sg(f) est bien définie presque
stiresneat pour f € L*(log, )4~1({0, 1)¢).

2.4.3 Continuité en probabilité de S,

On montre dans cette section que Sg(f,) £, S4(f) quand f,, converge vers f dans
L (log, )*-1([0, 1}4).
Compte tenu de la Luéarité de Sy, il suffit de montrer que Sy(f) 20 quand on a
Pa.d(f n) =0

~1/a -l P
Yo v I T S V) 0
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D'apreés le lemme 2 3.2 sur la convergence en probabilité, il suffit de prouver que toute
sous-sinte admet une sous-swite plus fine presque strement convergente. Pour cela, consi-
dérons {fe, )n >0 une suite extraite quelconque de ( f, ), .0. On cominence par extraire a
nouveau ( fo, Jnoo de (fi, oo telle que
oy == 0 Npresque partout sur (0,14
S bedfp ) < =%

Notons

Wl
S,

H

S FH S (Vi Ly, vy o
f<k
DI

bk

ol g'P" est Ianalogne de g de la section 2.4 2 précédente avee f,, & laplace de f. Ona:

S Z " Z e T Z %" g
4ok dok A, josk,
i#)
Or pour i % j, i exaste pat exemple o & {)y. ... Jq}. onaalors
s gt (e - vy ipas Lo
Eng'™ oy - K (F, g gy F ])

3 (E(!h'pn) ‘ fn’; | (Jf"’)
= ),

pn e o i .
car gj” est B -mesurable et &gt Fri=0
Il suit

E (m) <Y E(s")

fi<k
De la ménme fagon, on a
)
[" (q:]h, S.\p,,x = < 1'1 !P.—.i')
LS, S < g, .
\
ke iied

Or d’apres la condition (1) de la proposition 2 4.2 vorifiee dans la section 2.4.2, on a la

try.

)
convergence de 3 F ((/‘ " ) on werihe mnsi le entére de Canchy dans L2, F, P)

pour la suite (b',f'" ) - En passam 4 la hmite dans L*Q. F. P). pour k — +>. on
k0

obtient alors avec une estimation de la section précédente

ceripy i S pet
ES™ < LA s
{0

CCE S (Vi @l (1t log (Co i, (Vi)D"

1t/
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On trouve finalement une constante C telle que
2
ES(pﬂ) S Gpa'd(fpn)‘

On peut extraire & nouveau (¢a)n>o0 de (pn)n>o de fagon & avoir en plus S —s @
P-presque stirement quand n — +oc.

Notons
Jww') = {i|In, |, (V)] >i"Ve}.

On a P-presque srement J'(w,w’) de cardina! fini, en effet d’aprés l'estimation de (as)
en (2.4.2),on a :

ZP(U{UP"(V;)!“ > [n}}) < SN PSP > )

i>0 i>0 n>0
< Y PUfVOP >[I
n>0 >0
< O padlfp) < +o0.
n>0
On a alors
S = S0 vy = S e
>0 >0 i€ ] (wa) IS (ww)

La premieére somme & un nombre fini de termes ct comme f,, — 0 A¥-presque partout

sur [0,1}%, on a aussi pour chaque i fixé h\™ — 0 quand 7 — +o0.

La seconde somme est égale & 3 i i, gi("“) qui coincide, aux termes de multi-indice

i€ J'(w,w') prés, avec 3,,001™ qui tend vers 0 car $9) — 0, n — +o0.
Or de méme que pour la premiére somme chaque terme de multi-indice i € J'{w,w')
tend vers ). Il suit :

}:h§""’ ~—=0  quand n — +cc.
>0

Ainsi pour toute sous-suite de (f.)n>o0. il en exisie une extraite ( fy, )n>, telle que presque
slirement

Sa(sq.) — 0 quand n — +oc.

On a donc aursi, d'aprés le lemme 2.3.2 sur la convergence en probabilité :

Salfa) == Sulf).



48 Chapitre 2. Représentation de LePage

2.4.4 Lien entre S; et I,

On relie la série multiple Sq(f) a lintégrale stochastique stable multiple L;{f) de la
méme facon que dans le cas o < 1 en section 2.3.3 : on constate d'abord facilement que
pour [ =145,, .y, ona

Silf)=511a,) - » 5)(14,)

Puis d'aprés le theoreme 2.1 1 et la continuité de (1, Xgire— Ty oL 0N 8.

Sulf) & ()

On étend fa('xlement cette égalité en loi pour les fonctions sunples.

Pour f € L%(log,)? '([0.1]%), on considére ( £, )a 50 suite de fonctions simples qui converge
vers f (la.n.s Lo (o V110 1Y) Diaprés la continuité en probabilité do Sy et 1'égalité
en lor pour les fonetions stuples, o montre que T4( f) est bien defini et qu'on a encore
l‘égﬂlit(‘ des o de Id(f‘l et Syl .

Conclusion :
Pour [ € L™(log_ /" 'O, Satf) = e S0 T (T3] (Vi) est une représen-
tateon de Uintegrale stochustique r)--,tuhlf d multiple {a > 1. 3 = 0}, e qur achéve de

wrourer le théoréme 221 n
I

2.5 Discussion

251 Casa>1, 1#0

Dans le cas of la mesure n'est pas svmeétrique ¢t a > 1 conme on |'a souligné
a la remarque 22 1. la représentation Sy oon (2.24) ne convient plus car ne tient pas
compte des termes supplementaires dans (2.1.1) qui ne s'annulent plus. On indique ici
quelle genéralisation semble natureile a considérer dans ce cas Introduisons d'abord les
notations supplementaires suvantes

Td {l”[l .1,1)€Ndi < ’l‘ : <ld}.

pour k< d i* {1, L u)€ 1}--z,+~~-+u.

pour k< d ¥ (.)€ T” S T PR

('Wld} ensemble des (hnt). a‘( e kopdices g, gr parie {1. . . d}.
C k!x) l(uwmhlv des choix ag (i) d(‘ kindices 1, . 1y, parmi {11, .4}
Fr= NE-S] '::,.m atl v, 1y € agli))

On considére uh)rs la <érie nultiple

ol
S =Gy Y X <H ’>( L1t ) ,

120 k=0 a; ! d)e Crid) unk\’d‘ pfagid)

,«1\ Vo [ s F ;,,,\ (2.5.1)

gray(di
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Pour o € (1,2) et f € .2(log,)* ([0, 1]"), la série multiple Sy(f) est presque sGrement
bien définie, elle pern.et de donner une construction de I'intégrale stochastique stable
multiple I4(f) dans ce cas avec

If) £ 3u(f).

On ne donne pas la justification de ce résultat, on se contente d'indiquer qu'en no-
tant X; = vif(V)) et E, = E(-|F}) I'espérance selon les variables aléatoires d'indice i,
considérée comme un opérateur. on transforme formellement la série (2.5.1) en

d
San=cidy > [T @)=y I o0 - B, X

1>0 k=0 ay (d)€Cy(d) pgai(d) q€ay(d)

Comme le parameétre b défini en (2.1.2) admet I'équivalent B ~ i=1/% quand i — +o00,
on estime [T — 5| & partir de la loi du logarithme itéré :

P72 = 6] < Cw) 72710 logy 1) 2

avec logy  ~golog et 1 > e. Par symétrie, on se rameéne & étudier un seul terme de la
somme Zzzo dans |'expression précédente de Sy(f). Le schéma serait alors globalement
le méme qu'en section 2.4 mais avec de nombreux passages techniques supplémentaires.

Dans le cas a = 1, J # 0, on noit tenir compte aussi du terme 8;. En modifiant un
peu 1a constante bl on peut raisonner comme pour a > 1.

2.5.2 Discussion de I’hypothése f € L%(log,)¢~1([0,1]%)

On a construit 'intégrale stochastique a-stable d-muitiple de f sous la condition
d'intégrabilité (2.2.5) de type Orlicz :

/ | Flt .t (14 logy 1f(ty. . ta)])* " dty - diy.
0,14

On remarque que pour d = 1, on retrouve la condition de la définition des intégrales
stables simples de la proposition 2.1.5 : 'existence d'vn moment absolu d'ordre o pour f.
Pour d = 2, (2.2.5) se réduit a une hypothése du méme type que la condition nécessaire et
suffisante (2.0.1) de Rosinski - Woyczytisk: et Kwapieri - Woyczytiski pour les intégrales
stables doubles qu'on trouve dans {39, 24].

On remarque aussi que la condition (2.2.5) est analogue & celle exigée dans [51] par
I'approche due & Surgailis par un théorére d'interpolation dans les espaces de Lorentz.

Dans [43, 44], Samorodnitsky - Szulga puis Samorodnitsky - Taqqu proposent aussi
une construction des intégrales stables multiples par la représentation de LePage avec
les mémes hypothéses sur les intégrants f (pour d = 2, cette condition vient de I'amélio-
ration de [44]). Le lien entre ces intégrales et les séries multiples de type LePage s'appuie
sur des propriétés générales des formes multilinéaires aléatoires (inégalité de Khinchine
généralisée, principe de contraction, limite de telles formes) dues & Krakowiak - Szulga
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[21] et rappelée dans [43, th. 1.3]. La convergence des séries multiples qui entrent en
jeu s'obtient alors en décomposant les séries en considérant une partition de I'ensemble
des indices. Ils raisonnent alors par récurrence en utilisant la prépondérance de certains
termes obtenue par les propriétés du produit des temps d'arrivée I, Hs obtiennent ainsi
simultanément ure description précise de la queue de la lo1 de ces intégrales. Cette mé-
thode utilise done un formahisme probabiliste plus élaboré mais décrit aussi la queue des
lois. De plus ces résultats sont généralisés par [44] dans les espaces de Banach de type
p 2 1 pour n < po Par contre. ils ne concernent que le cas d'intégrales m dtiples par
rapport a des mesures stables svmétniques (1 e, avee un biais nul).

2.6 Annexes
Dans les sections 2.3.1 ¢t 24.2. on utilise U'estimation suivante :
#oo o) o<k < Chlog? Th< O log, KT (26.1)
Pour d = Lo #{t |-k} ko on conjecture alors que
#{y. g I 1etg Sk} < Cklogh b k.

On le suppose établi an rang . 1 et on le montre an rang

-

k
#{. i<k} = z#{(ll- gty g < lz—
Ll

}

ldSk

CTRY L L TR .
< E C{—1log* * -J par I'hypothese ;
L4

1.
’d{“' i

k )
< Z C = log 2k
i

1k

('(Zl

!
vy h !

< Cklog! 'k

'y

) Kog? %k

Il suit alors Vestimation (2.6.1) .

On prouve Pestunation suivante. pour ~ » 1, utilisée en sections 2.3.1 ot 2.4.2 ¢

‘( ! Z(?] "'ld] ? 1” 1yt f: ¢ .t' (1 + l(:g* ,I‘:)dgl, (262)

b0

o En effet. pour jt} < 1
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Comme |t|* < |t] et log, |t| = 0, on a bien (2.6.2) dans ce cas.

e Pour |t| > 1:
Dans le cas d = 1, on 4 ['équivalence :

+oc
Z-~f L
I

u2it Y

On conjecture alors la majoration suivante :

Z (31 e id)—7 ln-ntletl S C !tll-q IOgd‘l M

On procéde par récurrence en la supposant acquise au rang d — 1 et en la montrant au

rang d :
Z (i- 1) 77 1, 1a>t]
3. ,ld>0
= N (geian)T S iy’
1, g1 >0 ldzﬁup(l..l l:;_l)
I’I l-%
¢ ¥ twrsn(ipis)
iy igey
cadde ‘>0
it I
Or sup (1, n~~-u-1) = siet seulement si i) - 14y < |t].
D'od
S (i) Ly
81, 1g>0
R L A
< Y {(meeian) T Yo (aerian)
- amg S R eyl
S D it T O T log" R ]
e tg— g <He

IA

d-1
(}: r‘) Y+ C " log 2 i
1<{t]

<C e Tiogt it
<t (1+ log, Jt)*

On trouve finalement une coustante positive finie C telle que (2.6.2) est vérifiée aussi
danslecast > 1. (]

On utilise cette majoration (2.6.2) en section 2.3.1 avec v = 1/a > 1 et |t| = [z|* et en
section 2.4.2 avec v =2/a > 1l et |t] = |z|*.
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Chapitre 3

Absolue continuité des lois des
intégrales stochastiques stables
multiples

Ce chapitre est consacré & 'étude de I'absolue continuité des lois des intégrales sto-
chastiques stables multiples introduites au chapitre 2. On généralise ainsi des résultats de
Davydov (1991) [11] pour des intégrales multiples de Wiener-Itd (des résultats analogues
4 [11] ont été obtenus par Shigekawa (1980) [47] en utilisant une varianto du calcul de
Malliavin et par Kusuoka (1983) [23] par des méthodes algébriques).

La représentation de LePage du chapitre 2 est bien adaptée 4 1'étude des lois de ces
intégrales multiples par rapport & une mesure stable M. On renvoie & [43, 44, 40] pour
différents résultats liés & ces lois (notamment une description précise de la queue de leur
loi). La représentation permet tout d'abord de voir les intégrales comme des fonction-
nelles sur I'espace de Skorokhod D d’un processus stable 7 de loi P associé & la mesure
stable M. L'étude des lois jointes d'intégrales stables multiples ({4, (f1),..., [y, (fp)) se
ramnéne ainsi A celles de fonctionnelles multidimensionnelles stochastiques. Pour cela, on
applique la méthode de stratification qui consiste 4 introduire une partition de I'espace et
permet de se ramener 4 'étude des restrictions des fonctionnelles sur les « strates » liées
a la partition. Cette derniére sera définie en considérant des semi-groupes associés &
des champs locaux qui engendrent des transformations admissibles de la loi stable P
sur . On montre ainsi que sous une condition (H) sur les noyaux (fi...., fp), la loi
jointe (14, (f1), ..., Is,(fy)) est absclument continue par rapport & la mesure de Lebesgue
p-dimensionnelle AP.

On commence en section 3.1 par décrire la méthode de stratification puis les champs
locaux qui permettent d'utiliser cette méthode sur D. On énonce en section 3.2 le ré-
sultat principal de ce chapitre (théoréme 3.2.1) puis on donne en section 3.3 quelques
cas concrets de lois jointes pour lesquelles la condition (H) du théoréme 3.2.1 est faci-
lement satisfaite. On prouve ensuite le résultat en commengant en section 3.4 par le cas
des lois simples; pour cela, on réduit le probléme en se ramenant par le théoréme de
représentation 2.2.1 du chapitre 2 4 'étude de séries multiples de type LePage. Aprés
localisation, on se raméne 4 ID sur lequel on met en place le formalisme de la méthode de

33
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stratification. Dans le cas général prouvé en section 3.5, la démarche ¢.  la méme mais
avec des difficultés techniques supplémentaires, on conclut cependant sou 'a condition

(H).

3.1 Meéthode de stratification

On décrit dans cette section le formalisme général de la méthode de stratification,
base de la preuve du théoréme 3.2.1 sur 1'absolue continuité des lois jointes d'intégrales
stables multiples. Cette méthode a 6té utilisée initialernent par Davydov powr I'étude
de fonctionnelles gaussiennes (voir [7. 8]) puis améliorée par Lifshits pour des prucessus
plus généraux {4 accroissements indépendants, voir [26, 27, 28|). Pour une description
compléte, on renvoie a (13| et & ses références.

3.1.1 Partitions, mesures conditionnelles.

On consideére (V. B) un espace mesurable, P une mesure de probabilité et [ une
partition de A’
On note X/T l'espace quotient, # - X — X/I' la surjection canonique. On munit
X/I de la tribu By, ensemble des A ¢ X/T tels que # '(A) € B. On considére sur
cet espace mesurable la mesure quotient définie par Pr(A) = P{r'(A)}. Ou parlera de
partition mesurable d'un espace X’ métrique. complet, séparable, lorsqu'elle est constituée
de préimages de poiuts par une application mesurable de (X', B) vers un espace métrique,
complet, séparable.

Définition 3.1.1 Un systéme de probabiités { P, }.er définies sur B es* un systéme de
mesures conditinnelles pour P par rapport ¢ T st pour tout B € B

v +— [, (B) est By -mesurable ;

pour tout 4 € By p

P{Bn7 YA} :/I’W(B} Pr(d~). (3.1.1)
A

Le résultat suivant montre que pour des partitions mesurables, on a I'existence des
mesures conditionnelles (voir {13, th. 3.1}) :

Théoréme 3.1.1 (existence et unicité des mesures conditionnelles)

St T est une partition mesurable de X métrique. complet, séparable et P une mesure de
probabilité sur (X, B). alors 1l eniste une famalle de mesures conditionnelles {P,},cx 1
De plus Pr-presque sirement, P, est concentrée sur n7'(v); et s1 {P1},, {P?}, sont
deur familles de mesures conditonnelles pour P par rapport a la partition T alors P}, P?
coincident pour Pr-presque chagque 5.

On retiendra notamment qu'on peut alors décomposer les distnibutions fonctionnelles
de la facon suivante :
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Proposition 3.1.1 Soit f: (X, By) — (Y,U) mesurable, pour AcU ona:

Pf(A)= o P, f7(A) Pe(dv). (3.1.2)

De la méme facon dans le cas ol les densités existent, on peut exprimer la densité
de Pf~! comme mélange des uensités conditionnelles de P, f~! ({13, prop. 3.4]).

3.1.2 Semi-groupe admissible

Définition 3.1.2 Soit (X, By, P) un espace topologique muni d’une mesure de Borel.
Une application mesurable G : X — X est dite admissible si PG™! « P. Une famille
d’applications {G.}, c € (R*)? est un semi-groupe admussible si

(1) Go est l'identité;
(21) ch o Gq = Gq +c3 '
(it1) pour tout c € (R*)P, G, est admissible et ingective;

(iv) pour tout x € X, ¢ — G.(x) est injective.

On associe au semi-groupe la relation d'équivalence ~ donnée par z; ~ x; si et seulement
si Go(x1) = Ge(za) pour ¢;, c2 € (R*)P. Les propositions qui suivent donnent une
paramétrisation des orbites. Leurs preuves sont faciles et ne sont pas données.

Proposition 3.1.2 Soient x; ~ 14, il existe un unique c(x(,.r2) € RP tel que
Ge, (1) = Gey(22) implique ¢ = 3 + c(x1, 79).

Proposition 3.1.3 Soient 7~!(v) une orbite de {G.}. et z € 7~(7).

Alors J, : y — c(z,y) est une application injective de n~'(y) sur un ensemble C; C R?
mesurable. Cette application intervertit l'action de {G.}. sur n~1(7) avec action d'un
semi-groupe de translation sur C; :

J=Ge(y) = Jx(y) +c.

En plus des conditions de la définition 3.1.2, on ajoute la condition topologique de
crutinuité suivante : J,; est un homéomorphisme de 7 ~'(7y) sur C, si 77!(7) est muni de
la topologie héritée de X.

Remarque 3.1.1 Le point de référence dans l'orbite n'est pas important, un change-
ment de ce point se traduit par un changement linéaire de J, et une translation de
I'ensemble C,.

On définit une mesure de Lebesgue sur 'orbite 7 :

M(B) = W{J (BN~ ()
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ot A7 est la mesure de Lebesgue dans RP. On vérifie que A, est bien définie; de plus A,
est G-invariante - si B C By, c € (R*)7 alors G, 1(B) € By avec

AUBY = MG ()}

Lorsque 'on considere une partition mesurable définie par un semi-groupe admissible, on
dispose du théoréme suivant qin complete le théoreme 3.1 1 sur existence des mesures
conditionnelles

Théoréme 3.1.2 (th. 4.1 [13]) Sout ' une partitiorc mesurable d'un espace X' mé-
trique, comnplet, séparable €n orhates d un semi-groupe admissible {5} ¢ g+ ». Alors pour
Py-presque chaque ~, lcs mesures conditionnelles P, sont absolumer t continues par rap-
port a la mesure mvanante A, de densités données par

(II)—, -y .\ MR T e ] ISR

_i_r((,“u,) = KLp"GLla)):

(A,
pour Po-prvsque chaque rooavee le fucteur de normalisabon K. constant sur ~ et p* =
PG,
dp

Remarque 3.1.2 On peut remplacer X par V' X ouvert dans le théoréme précédent.
pour cela on change la métrique pour que cet ensemnble devienne meétrique. complet,
séparable.

3.1.3 Champ local

Pour appliquer la méthode de stratification sur P'espace 2 des fonctions cadlag mun
de la lot stable 0o defit en section 314 les semi-groupes admussibles 8 partir de
champs locaux dont on rappelle la detinition dans cette section Notons dans la sute
pour r € B, 8,000 = o(t)  xit ) lesaut de 2 ente {01

Définition 3.1.3 (champ local, voir [13}) On se donne un entier m, des sous-inter-
valles disyounts de 0017 Ay Ay, A, desoddds o1y LT, et 2 >0 appelés pam-
metres du champ Powr s € 0.1}, on pose

m

Al =Y mla )kl (3.13)

1~ ]
On définmit alors le champ local {1, r € X} par
Loy =) v (3.1.4)
VANITE € d, ey

nt

ou g, et o, désignent respectivement les parties positice et négative de o, J}H(g) =
{se€l0.118,08) >} J (s)={s€ 0. 1]]8,(s) < ~¢}
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En notaat
Ts Si te A,‘, 'dz(t)l > £, Jz(t) T > O,

we(t) = (3.1.5)
0 sinon,

on relie facilement les sauts de = et z + ¢!, par :
Orety(t) = 6:(t) + cws(t). (3.1.6)

Notons A, = (a,,b), i =1,...,m les intervalles associés au champ local [ puis définis-
50n4 :
- A(l)* 'ensemble des = € D tels que pour i avec 7; > 0, £ n’a pas de saut de taille
g sur A, 6:(a;) <€, 0,(b,) < € et r a au moins un saut de taille supérieure a € sur
Au
- A(l)” I'ensemble des r € D tels que pour i avec 7, < 0, z n'a pas de saut de taille
—¢ sur A, 8;{a,) > ~¢, §,(b;) > —¢ et r a au moins un saut de taille inférieure &
—€ sur A,

All)y = AT N A(l)~. (3.1.7)
Proposition 3.1.4 L'ensemble A(l) défini en (8.1.7) est un ouvert de B.

Démonstration : Comine les cas de A(l)* et A(I)~ sont analogues, pour voir que A(!)
est ouvert, il est clair que I'on peut se ramener & m =1 et A(l) = A(])*.

On suppose donr | défini par un seuil ¢, un intervalle A = (a,b) et 7 > 0.

Soit z € A(l), notons :

- a- = inf{s € (a,b) | 5.(s) > &} ;

- ay =sup{s € (a,b) ]| 6,(s) > €} ;

B- =sup{s <a|b.(s) 2 ¢};

g, =inf{s>b}d.(s) > e},

7- = sup{d:(s) | s € (3-.B4), d:(s) <€},
v+ = inf{d.(s) | s € (B-,8,), 6:(s) > €}.

Comme 4,(a) < ¢, 6,(b) <conaa<a. <a, <becar les inf sont des min par finitude
du nombre de sauts de modules strictement supérieurs & €.

De la méme fagon, ona 3. <a < b< 3, et 7. < & < 7, car les sup et inf sont des max
et min. On considére alors

< émin{'n—& e-v,a-PB.,b-0s a-—a, b—a,}. (3.1.8)

!

{

!

|

Soit V(z) = B(z,r) un voisinage de z dans D muni de la topologie de Skorokhod.
Soit y € V(z), d'aprés la définition de cette topologie (cf. [2, §14]), il existe p € A,
I'ensemble des bijections croissantes de [0, 1] tel que

sup |z(t) - y(p(t))l <r et sup |p(t) —t| <. (3.1.9)
t€(0,1) te(0,1}
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Ona
O, (1) = 2r < b,(plt)) < 68,0t) + 2r.

Ona(a.h) < p{la-rb+r)}eneffer
pour t € (a.b). comme jp {1y ~tj < r.onat—r< plt)y<t+rdonplit)e
(a—=71.b+r)
Onadone p "W Cla-r.h+r)et pp Ht) =t
De la méme fagon. ona {a} C p{{a - r.a+r)}. {b} < p{(b-r b+ 1)}
Pour t € (a ~ r b+ r)C (3.4, ), on a nécessairement 0,(() < ~_ ou §,(¢) > v,

st d (1) <~ L alors 4, (/)(f ) <o (f J+2r <A~ +2r < ¢,

st A.(1) >~,Mulorso {(plt)) » -2r>n, -2r >=.

d

On a done pour tout s € (a. b, 1,(‘.‘) g oud,(9) >z

Pour t € {a - 1.0+ 1) C [ ,0 ), onad(t) < e par défimtion de 5 . on a méme
0.(t) <~ ol sun
Aplt)) < d ) +2r < vl 28 < s
D'ou nécessairement A,0a) < - De la méme fagon. on a 8,(h) < =
Soit £ € {a. b nn saut « transformable » de o par 1 c'est a dire tel que d,(t) > =

On a alors compte tenu des dehmtions de a L a.. a0 < < n, et al suit plt) €
(a =71, +7r) lab) De plus

O lplth) = Aty =2r 2y, = 2r -2

En 'instant p(f). y a done un saut « transformable ».

On a done montré que y ¢ A{N, on a par conséquent V'ir) C All). l'ensemble A({) est
bien un ouvert de B

Ston a un champ local plus general avec m > 20 on commence par définir o', o . 4.

.
Uy At correspondant a chague sous-mtervalle X\, - (a,.0,) de la méme fagon que
précedemment En prenant n < i'min,\_m plaor = bl on nnpose en plus a 3, 3 de
vérifier

S s, ~n < b+

Comme 1l correspond a chaque A, un r, > 0 donne par (3.1.8), on prend

I < min{r,‘ n}
1<
I est facile de voir d'apres le cas avee mo= 1 que pour r € A(l) définten {31.7). on a
toujours Br.rio 4l s

Remarque 3.1.3
s1 d,(t) > st € A, alors t € (o' o) et §,{t) > ~% on a donc p(t) € A,
S,(pl)) > =y acn p(t) un saut transformable
- 81 8,.(t < € (A 1) alors 8,(8) < L. on aalors 4,(ptt)) < = - le saut en p(t)
n'est pas transformable pour y.
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- sit ¢ Ui(BL, BY), alors nécessairement, on a p(t)  U;A, : le saut en p(t) n'est pas
transformable pour y;
- 81 6,(t) > € ot t & U, alors nécessairement, on a t ¢ Uy(B,A.) et donc p(t) ¢
Ui\, et le saut en p(t) n’est pas transformable pour y.
Par symétrie entre les réles de z, y, il suit qu'on a une bijection entre les sauts transfor-
mables de z et de y. Elle est donnée par p € A qui réalise d(z, y) comme en (3.1.9) ot d
est ici la distance définissant la topologie de Skorokhod sur .

Proposition 3.1.5 [e champ local | est continu sur le voisinage A(l) défini en (8.1.7).

Démonstration : D’aprés la définition 3.1.3, [, est donné par [3.1.4). On a alors avec
(3.1.3):

o= ) D a9l - Y Y 7 la(s)les

seJF(e) 1=1 se 7 (g) =1

= 2 X sl X0 Y mlafs)les
sedi(e)iin>0 seJs (e} in<0

= 2 2 lem ) ) les
Hn>0  sedi(s)nA, 1In<0 sgJ7(e)nA,

Soient r € A(l) et B(x,r) C A(l) voisinage de .
Soit y € B(z,r), il existe p € A qui réalise d(z,y) < r (c'est & dire pour lequel on a la
relation (3.1.9)). La bijection entre les sauts de z transformables par [ et ceux de y est

donnée par p.
Notons s},..., s}, les sauts transformables de z dans A,, ceux de y sont alors p(s}),
j<p.-Ona
o= ) n) log= D n) Loy,
o0 g<pt in<0  JEm
DI DI IEED DD Pp
1in>0  Jsps <0 3<ps
11 suit facilement
lyop=1;.

D'od

d(lz 1) < sup [L(t) = L{p(t))] + sup |p(t) —t| = sup |p(t) —t] <
t&[0,1] te{0,1) te{0,1]

On & donc : pour tout € > 0, il existe r = ¢ tel que pour y € B(z, 1), d(l;.1,) < e. Il suit
la continuité de z — [, sur l'ouvert A(l). ]
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3.1.4 Semi-groupe ct partition associés aux champs locaux

Pour I'etude des lows jomtes (Ig (fi), . g, {fp)) d'intégrales stochastiques stables
mu'iples, on va se ramener & des fonctionnelles p-dimensionnelles sur I qu'on analyse
par la méthode de stratification sur des « strates » p-dimensionnelles. On introduit pour
cela une famille de sem-groupes {G.}, de paramétres ¢ € (R*)” qu'on definit avec p
champs locaux. Elle correspond a un cas particulier de transformations plus _énérales
introdui. s par Lifshuts |9, 27). On étudie dans cette section une telle famille de semi-

groupes
Soient done p champs locaux I, P définis par les paramétres suivants
le sewl =,
m, € N*,
leswmtervalles ALy =1 m,.
les réels non nuls 70y = 1.0 om,

On suppose de phis que les paramaotres vérfient :

TR (PPN Kk P T AT (3.1.10)

Pour chague chanp local I on associe un ouvert A(l') comme en (3.1.7). On considére

alors sur Vouvert A7) = o8 Al a fannlle de transformations {G.}, associe aux p
champs locaux -

Gor) s el el (31.11)

En notant &' 0 = 1.0 ples fonctions associees aux [ comme en (3 1.5), on a pour

ce (R
syt = 80 ey wh(t) + 0+ 0, L0, (3.1.12)

Il est facile de voir que G, est une transforiuation de A(/;
En effet comme 45, (1) est donné par {3.1.12), soit pour « fixé £ € U,c,m A pour
k # 1 ona ot nulle an vosinage de ton a alors dans ce voisinage

S Ul S (E + e )

I

Si t est un mstant de sawt de o transformmable pour "Ll le sera auss) de Gor car « G,
accentue la transformabiline des sauts transformables et n'agit pas sur les autres ».
S1r e A(l'). les conditwons d appartenance & A(l') sont done encore satisfaites pour GG 1.
Comme 1 est quelconque. on a bien G,.or € A(l) pour r ¢ All)

On a alors .
Proposition 3.1.6 {G.}.. g+ defiet un sema-groupe admussible sur A(l) selon la dé-
fimtwon 1.1 2
Démonstration : On vériic les points (i)-(iv) de la aefinition 3 1.2
(1) est clair
(i1) On veur montrer G, 4(r) = G A(Ga(r)). Ona

14

("('(C"d(‘r)) - (;,1(.1') + Z Gy ll‘,‘!l“

1=]
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il suffit pour voir le résultat de montrer que I, z) = I pour chaque 4 car alors
P P P ‘
Ge(Gulz) =2+ ) dili+ Y ali=z+Y (c+d) L = Geralz).

i=1 =] 1=1

Montrons plus généralement que s'il existe ¢, d € (R*)? tel que G.(z) = Gu(y) alors
= l, pour chaque i = 1,...,p. Pour cela, associons au i** champ local I* :

ST(I) = J:(E,) n {Uj!rj‘>OA;}v (3'1'13)
S7(x) = J7(e) n{U; meobdi}, (3.1.14)
Si(c) = SHz)u S (z). (3.1.15)

L'ensemble S;(z) désigne 'ensemble des sauts de = de module supérieur & ¢, dans un
intervalle A;', de sigue le méme e celui de TJ‘ associé & A}. En quelque sorte, S,(z) est
I'ensemble des « bons » sauts de z pour ',

On constate facilement d’aprés la définition des chainps locaux qu'on a

Lo= Y (o= ) o)

s€J7 (€) s€J; (&)
= Y ()T Y (i) (3.1.16)
3€5} (z) S€S] (x)

car d'aprés les notations de (3.1.3) :
~sisd U‘,A;. ona g, =0,
-8l 8 € UJ;T;«,A;, alors ¢, <0et ()" =0
~-sis€ Uj,,;>0A;, alors v, >0 et (p.,)” =0.
On montre alors que pour z, y avec G(r) = Gy(y), on a :

» (2) =57 (y) (3.1.17)
Ona:
stall +ot el =y +dill+ oo+ dyl,

Soit s € S (z), on a par exemple 5 € A}. Au voisinage de s, il est clair que pour k # i
et £ € Upty Si(Z), @i ¢ est constante et donc I, I; sont constantes au voisinage de s pour
k% i, 1l suit

b1 (3) = Ogua)(8) = 82(8) + o7} > €.

On a alors nécessairement 8,(s) > €, puis comme s € A}, 7} > 0, 0n a
3 € Jy(e:) N{Y, 15085} = ST (y)-
D'od S}(z) C S/ (y) puis par symétrie, on a (3.1.17) et de la méme fagon :
S (r) = 5 (y).
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Finalement compte tenu de 'éenture (3.1.16) de ', il suit facilement I} = [ et en

ot 34 1 i P N B o i
particulier [, = {;. On conclut alors que

Go(Gala)) = Geyplx).

s s ' . 1 R
(iii) Pour ¢ = {ey. .., cp) fixt, Gexr = 1+ o1l + - + o} est une transfonnation du
[

type x +— r + &1, avee { un champ local On a alors 'admissihilité d'apreés [13, th. 21.1].

On montre que « v » (. (r) est injective
Solent r. y tels que (7.(r) = G, (y). c'est & dire :

r p
x4 Z(',I‘r =y Zr"[;.
121 1=
Sit ¢ L,AL les champs locaux étant constants au voisinage de ¢, on a .

8,00 = 6,(1).

Site Al

SOIL 0,0} > =, on a alors

Dutt |8, (1] > £, et necessairement. (&, (1)1 > ¢, 8,(t) du signe de §.(t). on a
donc 8e; - () = 0,(1) + ey (1) avee wi(t) = wit) =T d'on

B,16) = (1),
Sout ia <0 - les chiamps Jocanx sout alors tous constants au voisinage de (et

ot a
A ) = A U0 B gt = BLt)

Comne de pius ri0) = y(0). on a hinalement r = y

(iv) Soit r < A(l} hxé. on a ¢ — G (r) mjective, en effet
solent ¢, d tel que G(r) = Gylr) et t € AY instant d’un saut de r transformable par {”
{ie |5, 0t); > 7). ona

0,;{,“(“ lﬁt(f) + (',w';“). (5(;'!(1/,([) = (S,(f) 4 (i"u‘_:.(t)

comime L) = 78 # 0l suit ¢, = 4,
. .j .
En faisant de méme pour chaque ¢ = 1. . p. on obtient ¢ = d. .

On assocle a cette famille de senu-groupes donnés par (3.1.11) une partition [ comme
en section 3.1.2 On définit la relation d’équivalence ~ par

r~ye==sJede (R tels que Gox) = Galy). (3.1.18)
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Notons I' la partition obtenue, A(l)/T I'espace guotient, v € A(l)/T, m: A(l) — A({)/T
la projection canonique. On montre dans le reste de cette section que la partiticn ainsi
définie est mesurable, on pourra alors appliquer le théoréme 3.1.2.

Commengons par remarquer qu’on a montré dans la preuve du point (ii) de la proposition
3.1.6 le résultat suivant :

Proposition 3.1.7
c~y=(0,. .. l”)-"(l‘.... ).

Remarque 3.1.4 Bien str, on n’a pas I'équivalence I; = [, &>z ~y.

Notons iy(s) I'indice parmi {1,...,m,} tel que s € A} (s POUr s € 5,(z) puis intro-
duisons :

1) -
ep(T) = !gg’l’?ﬂ{ lTp(sﬂ . (3.1.19)
On définit de la méme facon ¢ (z), ..., cp-1{z) et on considére f : A(l) — D donnée
par

fley=z-a(d) - - - c(z)l. (3.1.20)

La fonction ainsi définie associe & z € A(l) le « débit » de 'orbite de z. On montre que
cette fonction engendre la partition I :

Proposition 3.1.8
g~y <= flz) = fy).

Démonstration :

1) z~y= f(z)= fly): |

D’aprés (3.1.20), comme on a vu en proposition 3.1.7 que z ~ y == [} == |, pour i < p,
il ne reste plus qu's voir le lien entre ¢,(z) et ¢,(y). D'aprés (3.1.17) dans la preuve de
la proposition 3.1.6, cn a:

(@) =8, S5/ (z)=5)

Pour s € §f(z) = S;(y), au voisinage de s, pour i < p, I3, I3 sont constants. Soient
c, d € (R*)? tels que G {z) = Gy(y). On a:

8G.2(8) = dgu(s) &= d:(s) + T:(s) 8y(s) + dPT;}:,(s)'

I suit d i
(51(8)—5;7 5(3)'*'(?_6?) t,,(s)"EP:ay(iz—‘EP +dp—Cp
tp{8) ip(s) "ip(a)

De la méme fagon, pour s € S, (z), on a

LDELIUOE:
l (")l ! ‘p(-’)’
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En passant au mingeg, ), commne S, (r) = S, (y), S;(x) = Sply). ona:

oplr) = cply) + dy — ¢,

plr) +ep = c,ly) + dy

En faisant de méme par rapport aux autres champs locaux, on a finalement avec le
résultat de la proposition 3.1.7 :

r~y <= de.de (R7) tel que G.r) = Gyly)
== I*('llié—~»+(-plf=y+/1’]1;+--~+(1plf,_’

= relg -d)leoe (o —d) =y

s el = Al L)~ el By

=3 r—cln)l - =y ey - =)

= fi‘r} - f‘\U)

2) floy = fly) == 1~y

Soit s € S;h.) ' d"(s) i T < A}l’p\.&‘} T{;’u\ ~> 0

Au voisinage de s, comme les champs {01 < p 1 sont constants, on a
Oy (81 = 0pnls) = 8els) = Gr)T) | 2 8

par definition de ¢ (r)

Or au vowisinage de s € A

(81 - Gyl 25y 2 0 el

. -
"T'"" -—

on a aussi .1 < p - 1 constants, done dg(s) =

»
1,,'3)

>

Slsi 2 spd Gly)rl, > gy

vy

Comme y € Al 2 AUP). y n'a pas de sauts de taille £, sur A7 on a done §,(s) > 2,

puls comme s ¢ A et 7P s 0 4] st
l, ’,. “

s€ I U, A ) = Sy

On adone Sy (r) < S){y) et par svmétne des roles de 7.y, on a légalité

De la méme fagon, on a S, (o) =S, ty) et done Splr) = Syiyy D'apres (3.1 16), il suit
[% =1 puis en rawsonnant pareilement pour ¢ < p.on obtient I'égalité [} = [} pour tout
t < p Onaalors

flry = fly) < r q{.r)ll S -rp(r)lj’:y—q(y}!,i ~-~«c7,(y)l;’
=T +r~]<y)l; =t oyl sy - eylrly + o+ ) B
R L R (77 N L T RTE S WM TR M € Y

= (r‘r(wf = Geiri(Y)

= I~y



3.1. Méthode de stratification 65

Proposition 3.1.9 La fonction f définie en {3.1.80) est continue sur A(l).

Démonstration : On commance par considérer le cas d'une transformation G, définie
en (3.1.11) avec p = 1, c'est & dire associée & un seul champ local I. On considére &
nouveeu S*{x), S~(x), 5(z) définis comme en (3.1.13). (3.1.14), (3.1.15). Notons, pour
s € 5(z), i(s) l'indice tel que s € Ay, et introduisons c(z), f définis comme en (3 1.19),
(3.1.20),

Soient x € A(l) et D(z,r) voisinage de = défini comme en section 3.1.3.
Soit y € B(x,r), d{z,y) < a, il existe p € A qui réalise cette distance :

sup |z(t) —y(p(t))| <@,  sup |p(t) - 1| <
teln,1) tei0,1}

On a vu qu'on avait une bijection entre ies sauts « transformables » de z et ceux de y
dans A, donnée par p. Soit s € S*(z), on a

8:(s) — 2a < 8,(p(s)) < 8:(s) + 2a,

d’od
‘51(5” -~ £ _ 2a < l(sy(P(S)}l — & < ’61(3) — £ 2a
|7 1.0l |7its)| ITits)] I7igs)|
En faisar  de méme pour s € S~(z), en utilisant ls bijection entre S(z) et S(y), en
notant 7, = max, ||, 7- = min, |7| et en passant au min,eg(s), on obtient

le) ~ 2 < ely) < cla) + %9‘- (3.1.21)

On a alors

L ()(a(t)) - flz)(8)]

= {y(p(t)) - c(y) L {p(2)) - z(t) + c(z) L:(2)|
< Hylp()) = () + le(y) by(p(t)) = cly) L(t)] + le(p) L(8) = e(x) L()].
D’ot avec || - || l2 norme uniforme sur {0, 1]

If(z) = fw)opll S llz ~yopll + le() e = by o ol + el le(y) = clz)]-

Or
fell €7 lely) —elz)l € 2a/7-,  lz-yopll La,

il suit alors
d(f(z), f(y)) £ (1 + |c@)| + 20/ 7 + 207y /7 ).

On a donc pour tout £ > 0, 'existence de & > 0 tel que

d(z.y) < a = d(f(2), f(y)) <e.
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Considérons maintenant le cas général ot {G.}. est défini avec p champs locaux !, ..., [P
satisfaisant la condition (3.1.10) :
?
Ey < By {U,(;,,,‘A;}ﬂ{um,,,l,'_\;} =ﬂ.
Sire All'y alors r+ ¢, 0L € A(l'). mais on a ausst r + ¢, 12 € A(I') en effet : [’ n’agit que
sur les sauts de r dans Uy. ., A et donc les conditions d'appartenance & A(l') qui ne

concernent que les sauts sur Lie,, A} ne sont pas modifiées. On a done r + o,l2 € A{l')
pour tout 1 <3 < p.

Par la proposition 3.1.5 et 131 21), r+ -+ ¢ (1)} est continue sur A(l'). On s'intéresse
icr & f donnée par
: 1 .
flry=r~ey(r)l, =~ o (r) 2

Notons
p {A(l‘) — [

T 7 = ()

Soit . € A(lj. d’aprés le cas précedent f, ost continue sur A{l) < Al'), de plus fi{z) =
I~ {r)ll ¢ A(1?) car les conditions d'appartenance a A({%) ne sont pas modifites. On
a:

fre fiter= fir) - alfion B,

Or fi n'agit pas sur les sauts qui ne sont pas dans iJ)_<m,A;. on a donc facilement

3 ‘ -
Gie = [*. De méme
) (S): - B
C(Firt) = ~ Vhis o D 22
thin) .c‘:::;fa,i.{ L
! TS

or S;(filr}) = Sa(r) et pour s € Sy(r). ona by, (s) = 9,0s), il suit alors ¢( fi(x)) =
cy{ry. D'on finalement

fao filry = filry —eatr)lf = 1 —ey(o) L = eylr) 14
De plus f; 5 f(r) € A(P*) On montre alors maintenant facilement que
fpo o filry=r—rdrpl = o r) P = flz)

Comme chaque f, est continue sur A(/Y < A(/") on en déduit la continuité de f sur
All). ]

Corollaire 3.1.1 La partition I définie par (3.1 18) est mesurable au sens donné en
sectio - 3.1 1

Démonstration : Comme d'aprés la proposition 3.1.8. f engendre la partition I et que
par la proposition 3.1.9 f est continue, on a la mesurabilité de I [
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On peut alors appliquer le théoréme 3 1.2 : il doane P'existence des mesures condition-
nelles {P,}, et l'existence de leur densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur
l'orbite.

Remarque 3.1.5

- En toute rigueur on applique le théoréme 3.1.2 sur 'ouvert A(l) en tenant compte
de la remarque 3.1.2 qui suit ce théordéme en section 3.1.2. Pour cela, on change
momentanément de métrique pour appliquer ce théoréme et avoir Pexistence des
mesures conditionnelles et de leur densité.

- En général, au préalable, on fait une localisation, et pour z donné on travaille avec
un/des champs locaux tels que = € A(l) ouvert associé 4 ces champs locaux. On
considére alors un voisinage V'(z) de = dans A(l) sur lequel les transformations G.
associées donnent bien un semi-groupe admissible (vérifiant la proposition 3.1 6
en particulier le point (iv) de cette définition est satisfait parce que les champs
locaux sont choisis en fonction de ). On peut ensuite appliquer le formalisme de
la méthode de stratification.

3.2 Résultat principal

On en vient & l'objet de ce chapitre, I'étude des luis jointes d'intégrales stochastiques
stables multiples. On se donne pour cela p noyaux de dimension respective dy,. .., d, :

fi€ Llog )M ({0, 11™), ..., f,e L%(log,)* ([0, 1]*). (3.2.1)

Rappelons que les intégrales multiples Jy(f) ont ét¢ définies au chapitre 2 en passant par
un représentation de type LePage qui permet de les développer en séries Sy(f) donnée
en 2.2.4 (¢f. théoréme 2.2.1). Pour pouveir énoncer le théoréme principal, on donne dés
maintenant l'ensernble des notations dont on a besoin au cours de la preuve qui va suivre.
On powrra ainsi s'y reporter plus facilement.

-powri=1,...,p, Ny=dy+---+d,, N=N,
- @ = (ap,....a}) € N1 une (p + 1)-partition de d, :
Clel= g+t

= (al,...,af) € (NP*)e,
"'"( 1gigep € Mp(R), di= Lheoth b =374,
- pourb (bl,.. b,) € NP

4
E®) = {a=(ﬂ1,~--,ap) | |} = &, Zai.:bk pourk:l,...p},

=1

t

o, la permutation de {1,..., N} telle que pour

J"Zb +zaak+l =1, Gk

u=}
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on a

Zd +Za.5+l (3.2.2)

vl

Fapplication associtée a ag. U, 0 BY — RN
[(,“1\ '~(.\') = “”n{“ ..... tf,a”\f))‘

—-f)(t;. .,{A’\'))"'fp“.\‘p 1'1...,.1,\,'),).

ol =y H—-~- det M, o(Ua(t)).

af Fib) t=1 -

- En notant Iy, 4, le sous-groupe de Ily constitué des perrmitations laissant in-
variants les « b-blocs » suvants (1. . by}, (by + 1. . by +ba), ..., (by + by +
"b,,-]fll ,.I};+f)g+""b],‘f.'\x)l

, by! - by
‘Sbl. ,de(t) h \'j— Z (p(tﬂ(l;""<t(!’iv,‘)'

43 ﬂ,,, by

Op = Sy, s, symetrisée de o dans chague « b-blocs ».

Le résultat d'absolue continuité des lois jointes des intégrales stochastiques stables mul-
tiples est alors le suivant :

Théoréme 3.2.1 Sowent M une mesure aléatorre stable satisfursant (2.2.1) et fr... . f,
des fonctions vérfiant la condition (H) suivante

i enste b = (b, ...b,) € NP ibj = N avec o = Shr. 5P

non presque partout nulle sur (0.1, {(3.2.3)

Alors la lor jornte
(Lo, 0 frro g (fp)) (3.2.4)

est absolument continue par rapport @ M, la mesure de Lebesque p-dimensionnelle,

Remarque 3.2.1
L 'hvpothése (H) est a rapprocher de celle. analogue. du théoréme 5 de [11] pour
Fabs {ue continuité des lois jointes des intégrales de Wiener-1t0. On renvoie a la
section 3.3 pour des exemples o1 cette condition s'exprime facilement.
Sta 2 let 3 # 0, on aindiqué en section 2.3.1 au chapitre 2 qu'on pourrait définir
14(f) par une représentation Sy(f) de type LePage plus générale bénéficiant des
mémes proprietés. La démounstration qui suit s'adapterait facilement pour que le
théoréme 3.2.1 reste valable dans ce cas (cf. remarque 3.5.2).
Dans le cas de la loi d'une intégrale stable multiple [4(f), le théorsme 3 2.1 s'ex-
prime plus simplement -
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Corollaire 3.2.1 Pour M une mesure aléatoire stable satisfaisant (2.2.1) et f non nulle
dans L (log,.)*~ ([0, 1)), la loi de Vintégrale stable muwisvle Ii( f) est absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue A.

On commence par proposer d'autres exemples ot la condition {H) est facilement
vérifiable. Pour mieux faire ressortir les étapes princi ales de la preuve, on débute avec
la démonstration du cas plus simple du coroliaire 3. .1 : on évite ainsi les difficultés
techniques supplémentaires qu’on réserve pour la seci.on 3.5 ot on traite le cas général
des lois jointes.

L'idée générale de la preuve donnée en section 3.4 et 3 5 est de commencer par réduire
le probléme pour se ramener d'abord & I'¢tude de la série multiple S4(f), puis passer
4 l'analyse d'une fonctionnelle associée sur ID. Aprés localisation, on met en place la
méthode de stratification décrite précédemment.

3.3 Exemples

Pour appliquer le théoréme 3.2.1 aux intégrales stochastiques stables multiples des
fonctions fi,..., f,, on doit vérifier la condition suffisante (H) énoncée en (3.5.6). On
donne dans cette section plusieurs cas o (H) s'exprime simplement.

1) Casp=1dy=1avecbh=1.

On a alors E(b) = {1} et 0y = id. Il est facile de voir qu'alors &(t) = ¢(t) = f(t). Le
condition (H) est vérifiée si f # 0. Ceci est bien connu puisque les intégrales stables
simples sont de lois stables

l/a Vyge .
o Jo Lf()|esign (£(2)) B(t) dt
((/ s 'dt) ’ TN at i ’)

données par la proposition 2.1.5 et elles sont non dégénérées si le coefficient d’échelle
or = (ftﬂ-ll !f“’d)s)ua est non nul, c’est a dire si f # 0.

Réciproquement dans ce cas, si (H) n'est pas satisfaite, la loi de /4(f) est dégénérée.
2)Casp>l,dy=--=d,=lavecb=(1,...,1).

Ona . ,
E(b) = {G = (ﬂu)isi,jspg Zai‘j =1 Wi, Zam =1 Vj}.

3=l t=1

Il est facile de voir que #E(b) = pl. Pour ¢ € [I,, considérons la matrice a; = (a7, )1<is<p
assucié & o par
o = 1 sii=o(j),
W { sinon.
1 est clair que a, € £(b), de plus o,, = 0. en effet d’aprés (3.2.2), on a

oin)-1 n—1

G (n)= Y 143 afn,+1=0a(n).

i=1 s==1
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I suit E(b) ~ M, De phis pour chaque a € E(b), ona By = [TV, Ba, = 1 et deta, =

e(o), en effet
P

deta, = Z f(,&\)Ha;mJ = ¢(o)

»€llp =1

car par définition de a, le seul terme non nul est celur pour lequel ¢ = ¢. On a alors

Oulth = Z ela) x 1= filty,) - 'fP(tO(P}) = dm{f:{t))}-

nelly
On a aussi 5,0, = oy et la condition (H) est vérifiée s
det{ f,(1))} # 0.

Réciproquement. avec le cas parnicubier p = S et f3y = f) + f,, on constate facilement
que det{ f,(¢,1} = 0 la condition (H) n'est pas vérifiee. Pus la loi de

(Wf) Litfo Lifa) = i il Lifo) L f) + L))

n'est pas ahsolutent contime car (I,(fi). 1i{ fo). [i(f3)) est dansg |hvperplan P de R?
d'éguation r +y — z =0 et on a alors

3 Casp=1.dy=d>1lavecb=1d

On a facilement E(h) = {d} et a4 = d T est facile de voir que o(t) = olt) = f(t) car f
est symétrique. La condition (H) est vérifiée si f £ 0 on retrouve le corollaire 3.2.1 &
partir du théoréme 3 21

4) Casp=2.dy =d, = 2avec b= (2.2)
On trouve facilement que

en=1(28) () (52

(uand le détermmant est non uul (Cest a dire pour la prenuére ¢t trosiéme matrice),
on assocte par (3.2.2) respectivement les permutations suvantes

(1 234) (341 2)
Comme B, = 1. on obtient
Swolt) = oty = 4 fitty by falts ty) - il by 0l ty).
La condition (H) est alors vérifiée $'il n existe pas de réels o, ¢, tels que

o1 fi = eufa
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Réciproquement, si (H) n'est pas satisfaite alors fi, fa sont proportionnelles et néces-
sairement la loi jointe des intégrales stables doubles associées est dégénérée.

5)Casp=2,d; =1,dy=davec b= (1,d).
On trouve facilement que

Ry 10 0 1
w=-{(0¢) (242}
Les permutations associées sont respectivement
(123 .- 4d), (213 ¢).

On en déduit
¢o(t) = d(fiit) feltasta, - tass) = filte) falti,ta, o tanr))-

Doty
d+1
Stult) = d filtn) falbarts, - tart) = Y filt) falta, - tas).
CSANARRR AL
i=2 avec t, en
iéme position
La condition (H) est vérifice si
dvrl
hlt) falte s, tart) # 5 fo J folta: - tan),
= avec & en

iéme position

par exemple pour d = 2, (H) est satisfaite si

At alta ) # 5 (i) ol ) + Fults) ol 1)

6)Casp=3,dy=1,dy=1dy=2avecb=(112).
On trouve facilement que

100 100 010 010
Ey={lo1o0},{oo1 ), {100}, 001},

00 2 011 00 2 101
0 1
0 , 03,
1 1

Les permutations associées sont respectivement

(1 234), (1324), (2134), (3124),
(3214), (2314).

O - O

0
0
1

Lo I S

1
0
1
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Aprés quelques calculs, on trouve que (H) est vérifiée si

| Lty ) L) fltit) ] ] Alt) L) filtits)
Sinlt) =) filta) hilta) Sl ot |+ (k) flt) Taltats) laéo.
P filts) Lt faltaty) 1 A% flts) filts ts) |

3.4 Preuve du corollaire 3.2.1

On s'intéresse d'abord dans cette section & la loi de Zy( f) pour £ € L*(log, )*-}([0.1]).
Dans ce cas. on a vu dans Vexemple 3 précédent que la condition (H) s'exprime sim-
plement par f # 0. La preuve du corollaire 3.2.1 n'utilise pas le théoréme 3 2.1. ¢’est en
revanche une version sunplifice de celle de ce théoréme. On commence par la présenter
pour faciliter la compréhension dans un cadre moins technique qu'en section 3.5.

3.4.1 Réduction du probiéme

D’aprés le théoreme 2 2.1 du chapitre 2, on a Iy( f) = S;( f) ol la série wultiple Sy( f)
est donnée par (2 2.4). Pour cela, considérons F 1) — R donnée par :

Fary = Y Aty bltg) ity ) (3.41)

ty Adg>h

o0 {te}r ost la swite des sauts de r € 3. On considere ausst le processus stable n de loi

notée P donné par
ne = M{0.t]). te 01] (3.4.2)

La revrésentanon de LePage dans le cas simple donue des informations sur les sauts du
ProCessus 1 .

1} sont les insrants des sauts du processus stable n;

3T, est le module de ces sauts par ordre décroissant de module

v, est la direction de ces sauts
On a alors

Fybyta) (-',,f " z (Wkil‘k,hn)"'hkal;dl'n)f‘(v"-‘:" "de)

y
ky, kg U

= Sqlfilw). (34.3)

On a done
Falniw)) = Saif1iw]
D'ou £, 4) = S4(f) et on s'intéresse maintenant & 'absolue ermtinuité de la lol PFd’l.

Remarque 3.4.1 Soulignons qu'on chtient ainsi une nouvelle représentation de |'inté-
grale stable multiple en tant que fonctionnelle sur 'espace des trajectoires de g
Par svmeétrie et nulhité sur les termes « diagonaux » de f, il pourra étre commode d'écrire :

Falry=d' )" Glti) - 8u(te) Flty. . te,).

Uk« <ky
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Pour étudier PF; !, on utilise des méthodes d’approximation, de localisation et de
stratification. Grossiérement, 'idée est de se ramencr & des ensembles ol on pourra
montrer I'absolue continuité (approrimation) en localisant I'étude par séparabilité. On
utilise alors localement la méthode de stratification.

Plus précisément, pour montrer PF;! « ), il suffit de prouver que pour tout £ > 0,
il existe A, mesurable dans X' = D avec P(X;) > 1 - et

Py F' < A (3.4.4)

En effet si tel est le cas, soient €, — 0 et X,, associé.
Ona

P{X:} <en
P{N,pX’} <e,—0 quand p— +oo.

Ainci Up A, est un ensemble F-presque sfr. De plus, pour tout n, on a Py, Fd“1 < A
Soit .* € B(R) tel que A(A) = 0; notons B = F!(A).

Comme Py, F7' < A ona Py, (B)= Py, Fy'(A)=0.

On a don- pour chaque entier n P{BN Y.} =0, il suit alors P{BNU,A.,} = 0.
D'ot

PF;Y(A) = P(B) =0,
ce eri justifie 'absolue continuité de PF; .

Par séparabilité de A, pour voir (3.4.4), il suffit maintenant de montrer que pour tout
z € X;, il existe V(z) voisinage de z tel que

PoiyFit & A

On commence par montrer en section 3.4.2 l'existence de I'approximation X, et d'un
voisinage V(z) pour chaque r € A, tivé, puis on utilise la méthode de stratification au
voisinage de r en section 3.4.3.

3.4.2 Choix des outils

Par hypothdse f : R — R mesurable est non presque partout nulle. Soit -onc
t = (t;,....ty) un point de Lebesgue de A; := {z € R¢| f(z) # 0} de mesure positive.
Par hypothése sur f et par densité de tels points, on peut choisir t avec ses coordonnées
toutes distinctes t, # t;, ¢ # J.
Soit £ > 0 fixé, il existe V, = Uf x - -« x U5 avec

-UinU; =0, i#j;
_ MV, N4y)

>1-c
z\"(VE) >l-¢
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On introduit 'ensemble P-presque str suivant :

Xoe={re X! pourt= 1.2, ..d, raaumoinsunsaut en un instant

de UF. le module maximal de ces sauts est atteint une seule fois },
puis soit ¢
Xe = {r€ A, raun umque saut maximal sur chaque U en Ty(1)

avee T(r) = (Ty (1. Tye(r)V € Ay} (3.4 5)

On commence par étudier Ty «(r)
Pour ne pas alourdir les notations, supposons U7 = {a.b).
La représentation de LePage da s le cas umdimensionnel donne

nECLY T Lo gthil

k0

Le plus grand saut en module de 7 sur (a.b) est C',i‘/nl";,l‘/" et a lieu en V, avec p =
inf{k, Vi € {(a. b}
Ennotant 4 = {V, g la )V < k. Vi€ (ab)}. ona:

Tiaw () = Y Vi ly,

kol

Soit A € Btluh). ona

P{Tautn) € A} = P{Y Vil € 4)
k.ol

Ii

STP{A D Vil € A}
1.1 k>l
Y P{AL Ve d)

[

Y Pl glabVi<i Ve A)
/1

il

il

Y P{vig b} P{V e A)

[

Z(l — Ma. b)) N A4)
11

A(A4)

AM(a.b)}
T o p:(n) est done de lor umforme sur (a. b) et de la méme facon {7+ (1) est de loi uniforme
sur [7f.
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Par indépendance des accroissements de 7, les variebles «‘atoires Tye(n) et Tys (n),
i # j, sont indépendantes car Uf NUF =0 : il suit :

L(Te(m) = E( vr(m), - Tug(m))

=®CT

La variable aléatoire T.(n) est donc de loi uniforme sur le pavé V.. On a
P(X,) = P{z|T.(z)e A;}
= Py T} (Af)-

T est clair que Py, T,! est concentrée sur V; et est de loi unirorme sur ce pavé, on a en
fait -

MV
-1 - 3
R?OJYTE () - Ad(‘fg\}
Ainsi
L MV
Py, I (A}) = ) <e.
£
D'ot

P(X.) = Py, T7HAy) 2 1~ €.
On obtient ainsi une approximation de X' = D comme cherchée. D'aprés l'idée générale

décrite en section 3.4.1, il suffit de s’intéresser maintenant & l'absolue contiquité de
Py F~! pour chaque ¢ > J.

On utilise la séparabilité de D pour localiser et se ramener 4 montrer que pour tout
z € X,, il existe V(z) voisinage de z tel que Py F~! < .
Soit donc z € X, fixé, nctons pour i = 1,...,d:

- t, = Ty«(z) l'instant du plus grand saut en module de = dans Uy ; (3.4.6)
— ¢, I'instant du second plus grand saut de z dans Uf, |d.(t)] < |&:(t)];  (3.4.7)
- g = ! Inis m 10:(t.)]. (3.4.8)

2.
Par finitude du nombre de sauts de = en module supérieur 4 €o/2, on choisit §, > 0 tel
que t; soit le seul instant de A] = (t, — 6, ¢, + ;) C U¢ d'un saut de module supérieur

A &g / 2.
Soient alors

- B=8 -6 (B<d);
- A=(t =Bt +8)C A cUs.

- &< ;mm {50,2(51, inf {16 (t.)] - l}} (3.4.9)



76 Chapitre 3. Absolue continuité des lois jountes

On est maintenant en mesure d'appliquer la méthode de stratification comne en section
3.1.4. Pour cela, on consideére le champ local [ défini par les parameétres suivants : gg > 0,
Ventier d, les intervalles A,. 1 = 1,...,d et =, de module 7 > 0 et de méme signe que
0. (t). On associe a [ son ouvert A(l) par (3.1.7), il contient clairement r.

On deéfinit alors le voisinage Vr) de r par
Viry = Blr.d 0 A M A, (3.4.10)

On utilise la méthode de stratihcation dans ce voisinage de r

3.4.3 Stratification

On considére la famille de transformarions {G } g+ associée au champ local { comme
en (3110 (0 ALy — Ad).
(r=ur+cl;

On défint la partition I a parur de la relation d'équivalence ~ sy At donnée conumne
en {3 1.18) par

Iy~ ry s et seulement sl existe o ex € RY avee Gy = G, 1.

Notons & nouvean 7 . A(l) -+ A(l)/T la projection canonique et Fr la mesure quotient
associces On appellera orbites les classes d'équivalence 7'~} elles sont unidimension-
nelles d'apres la proposition 3.1.3 et ou les munit d'une mesure de Lebesgue A, Les
strates ~ s'ecrivent alors -

"f={,l"+(‘[,‘ (‘E:’:‘i’}

Dapres e corollaire 31 1 la partition [ est mesurable et par le théoréme 3.1.2 pour
Py presque chague ~, les mesures conditionnetles P, existent et vérifient

PAr Yap =1 Py A

La méthode de stratification permet dors d'étudier P\' F ! en tast que mel&n T
it 1
de distributions ('()Il(hh(’!l!lf’“(’,\ ’

Pkt ;/ PyF, ! Pridy). (3.4.11)
S

Pour mentrer que P F, ' 4« Al sutht dors de voir que pour 7 -presque chaque v tel
que 7 N Vi # B oona PUFSY < A Comme Po{r 1(5)) = 1et Py « A, on st
ramene a Uetude de la restriction £, de £y sur les traces d orbites @ '(4) 7 V{r) sur le
voisinage de roavec Fp 0 R -— R donnée par Fyle) = Fylr +cl;). Ona

Fy. (o) = ZI Gparr (i) e (b [t )
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ol {tk)k>0 est la suite des sauts de z € D.
D’aprés (3.1.6), on a :

d

Fiale)= ) T Geltr) + cwet)) fthrs- - ta,).

ki, kg>0i=1

F4. est donc un polyndéme de degré au plus d, le coefficient du monéme de degré d est :

Ca(fu)i= Y walte) - walti,) Fltiy, - t,). (3.4.12)

ky,....kq>0

Comme il est indépendant de x € 4, on le notera aussi Cy(f,v) = Ca(f, ).

3.4.4 Etude du coefficient Cy(f,) du monéme de degré d de Fy.,

Notons {t;}i>a les autres instants de sauts de z.

On a d’aprés la définition de w, en (3.1.5) :
-pouri<d: W’J:(ti) =1, car t; € 4, Ié:r(ti)l 2 Eo, 5::“1) n>0;
- pour & > d : w,(t;) = 0 car soit t, & Uy 4 A, soit t; € A; mais par choix de A,
on a alors |6, (t)] < €0/2.

1l suit
Cd{.fa I) = Z w;c(th) © 'wx(tkd) f(th R tkd)
ki, . kg>0
= d! Tl"'Tdf(tlw--ytd) 7"-‘-'0
carr € X, et (. ..., ta) = Tae(z) € A;.

Soient y dans le voisinage V(r) de r donné en (3.4.10), (sx)x»o la suite des instants
de ses sauts, on étudie :

Cd(fvy) = Z wt](skl) e 'wy(skd) f(sklv - 'skd)'

ky,.. kg>0

D’aprés la définition de la topologie de Skorokhod (cf. [2, section 14]), il existe p€ A =
{p :[0,1] — [0, 1] bijection croissante} telle que

sup |z(p(t)) - y(t)| <& et sup |p(t) —t| < by
tef0,1] tefo,1

Ona

&:(p(t)) = 282 < &(t) < da(plt)) + 262 ;
8:(p(t)] = 282 < 16, (t)] < |dz(p(£))] + 262
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Onap '(t,) € A, en effet |p(t) = t,| < &, done

‘

I l(t,) <t 4 l$~2 <1+ 3 car (Sz < (51/‘/2
p ) > 14 de méme

} /)"l(f,) €A,
De plus |8,{p O = 8,00 - 20, 2 26y — 285 > g car 8y ~eq/d
Site N\ {p Yt} onapltye Al cneffet ipif) -t < 4y done

} pitic Al

Dion {8, (t)F < 10 plt)) = 28, < 24,2 4 200 < g car pity € A {8} et t, est le seul
mstant de [F pour lequel i sant de roest supérieur a £4,2.

o) < i+(§2<’. 11+J)+(§'_3=t,+(§1
plt) >t - 4 de meéme

Finalement pour t € A, wit = o Mt on s
[0 T > e
p )€ A,
S,0p Ht)y est du signe de d, 1) done de 7,
sinon { # p Ut et alors 8,0p (1)), < 2

De plus pour € 077t 4 p M) ona
A< 8 (pUEND] + 28, < 8,01 ) + 20,
,d.,{/""({,)‘r oA () - 26y,

Le choix o, < L‘( AT S0t ) dans (3495 assure alors A, 080 < b, (p M)

p Mtiest bien Dinstant de plus grand saut en module de y sur Uf, Cest a dire
22 l.’/,) = /}r(g)

Revetions a lestunation du coethcrent Clyi foy)
{s,), 0 etant Ja hste des sauts de oo a
cln) = 0ais, ¢t A,

quand s, C A L is £ Ustet seudement sis, =6, = ‘(f_, “d'apres la discussion

J Y
précédente sur les sants de y
On a done
CAfw = D s ayla) Flsg )

ky. «“.: oy

dry -y fip L. gy
Or p Yt Ty ety done comme y € Xoop ey titg)) - Tycdy < Ay I suit

Cal foyr # 0

Pour toute orbite ~ avee une trace sur le vosinage Vir). la restriction Fy., de Fy a la
strate  est un poivnome non nul. le coethaient Cyl f.~) du monome de degré p étant non
nul Comme [ < Ao ) swit Labsolue continuite de [’NFJ‘ et de la formule (3.4.11), celle
de P F, ' Finalement. par locahsation et approximation, on a prouvé le corollaire
3.21, cest a dire le theoreme 3.2.1 pour les lois sunples d'intégrales stables multiples.m
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3.5 Preuve du théoréme 3.2.1 dans le cas général

On se donne dans cette section un entier p, des dimensions dj, ..., d, et des noyaux
S1...., fo par (3.2.1), on discute de I'absolue continuité de la loi jointe de leur intégrale
stable multiple (3.2.4).

On suit la méme démarche que dans la section 3.4 dar. « cas des lois simples : on
commence par se ramener, par le théoréme 2.2.1, 4 'étude des séries associées de LePage
(section 3.5.1). On se raméne ensuite & I'étude de fonctionnelles sur D. Pour cela, on
approxime, localise (section 3.5.2) pour pouvoir appliquer la méthode de stratification
en dimension p (section 3.5.3) en introduisant une famille de transformations & partir
de p chamns locaux.

3.5.1 Réduction du probléme

A nouveau, par le résultat de représentation, on prouve le théoréme 3.2.1 pour les
lois jointes des séries multiples Sy, (fi), i=1,....p.

(Sa,(fi) -1 Sa, () (3.5.1)

Ces lois jointes coincident avec celles des intégrales stables multiples (3.2.4). On montre
en effet que pour 8y, ...6, réels, on a l'égalité en loi :

B1Sa,(f1) + -+ 8,84, (f,) & Oula (f1) +- -+ + 0l (f). (3.5.2)

Pour cela, commenqgons par prendre des fonctions simples :

1131

ng fip
fi= Zax,klaw fa= Zaﬂ‘klAg,k‘ s Jp= ZQ‘PJCIA;:,&
k=1 k==1 k=1

avec pour chaque 1 £ j < pet 1 <k <n;: Q= AJ"A_ X oo X Aj"k Comme pour
1<j<petl<k<n:

!

S4,(1a,,) = Cal*y l0i°1a,, (V)

i>0
dy

= [lcy=> wreia ()

t=1 10

d;
H Si( 1‘35‘& )
I=1

it
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on a

DSa i) v+ 654, p)

n. n,
= Zﬁl”l I‘S‘d“‘; 1;\] ") LSRRI o Z ()PU;”S"I”( IAI" )
tood

1=
oy dy.

Z()IN,,H Si{lg v+ Zu,,ap‘Hs Las ) (353)

1= ]

Or i} est clair qu'on a 'egalité en loi

(‘ql(lAg“w”-'ql(l'}‘ll’) ‘5‘1(135”,‘-“ 51 A ).
. . . AL
.s,_(lk\;”}'), "“”Af&,,’) = (’:‘1;; } il o) (3.5.4)

]l(l‘ls“l)' "ll(l.ldl ) Hl}(l\‘ p}, [(] p ))
n’,

Comme o fonction

. oy o Ly ’l‘ Jdp) 1 idy)
{r,). L RS T R A TS 0 AT J;,:;P)
ny dp
ki
E ()'(l"rlll +E (/,,rLP,H o
k=l

est continueal st facilement avec (3.5.4), (3.5 3) et son analogue pour I que -

(fv} 4o s ()[,Sd(f,,}

"y d »

——ZHJ(”'HH 1.:\‘ )+'--+ZHP(IP,H SHIA:‘)

4 ng Ay
éz(}l“lxnllxl.)k ~~+zr:(7’,,u,,.,ﬂll(l‘5;|)
=1 k-1

= Hlld !./I)+ et Hp/d(‘fp)

On obtient Pégahte (3.5.2) pour les fonetions sunples.
Soient mamtenant

Soe Do 0 ooty L oo ) TC001) ),

Satent pour chaque ¢« < po{f, )y ni e de fonctions sunples telles que f,, -~ f,
quand n =+ +¢ dans les espaces Lo 7 {0 HR), on a alors

Aq.l,(fnx! L Sr!,(fx" 1:1‘(‘[1;,:) ?" [-1.(f|J
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On a done

elsdl (fn.l) R eﬂsdp(f'hp) —ﬂ:"’ elsdl(fl) +eeet gpsdp(fp)a

011d; (fn.l) +oet gp-ldp(fn.p) L elldl (fl) +-- 4 gp[dp(f:n):

avec de plus I'égalité en loi (3.5.2) pour les suites fn1,. .., fap. On en déduit alors (3.5.2)
pour f € L*(log, )" 1{[0, 1]*),.. , fp € L*(log,)*~1([0, 1]%).

On s'intéresse donc désormais aux lois de (3.5.1).

Pour cela, considérons F' = (Fy,..., F,) avec F; : D — R associée & f; comme Fy &
f par (3.4.1) en sectiou 3.4. et le processus stable 1, de loi notée P, donné (3.4.2). On a
alors comme en (3.4.3)

Enw)) = 54 (fi)w)

On a donc

F(n(w)) = (F(n(w)),... Fun(w)))
(Say (f1)r 1 S, (fp))w).

f

D'ot F(n) £ (Sa,(f1).- .. S4,(fp)) et on s'intéresse maintenant a I'absolue continuité de
la loi PF-1,

Pour montrer PF~! « AP, il suffit de voir que pour tout £ > 0, il existe X, mesurable
dans X’ =D avec P(X.) > 1~¢cet

Py ™' & AP, (3.5.5)

Par séparabilité de A, pour voir (3.5.5), il suffit de montrer que pour tout r € A,, il
existe V() voisinage de x tel que

P\/(x)F'l K N,

On commence par montrer en section 3.5.2 l'existence de 'approximation X, et d'un
voisinage V(z) pour chaque z € A&, fixé, puis on utilise la méthode de stratification au
voisinage de z en section 3.5.3.

3.5.2 Choix des outils
D’aprés 'hypothése (H) du théoréme 3.2.1 :

il existe b= (by,...,b,) € NP, |b] = N avec ¢ = Si,.. 5,0
non presque partout nulle sur [0, 1]V,

Pour ce b donné par (H), l'ensemble A;, = {z € RY | ¢,(z) # 0} € B(R") est de
mesure positive. En considérant ¢ = (t;,...,{x) un point de Lebesgue de Aj, qu'on
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choisit avec ses coordonnées toutes distinctes ({, # t,, t # ). pour £ > 0 fixé, il existe
Ve=17 » - x U5 nvec

- UintT =0 1#).
N oy A
ML)

e e =t o o —

On mtroduit alors 'approximation X comme en (3.45) en remplagant 'ensemble 4,

A - o) 2 N R . ‘i crag e 2 ' —_ ] s AN . ~
par Az, On vénfic de la meme fagon quien section 34 - P(Xe) = Py, [T, '(A;,) > 1 -2
Comme expliqué précédemment, 1l sufhit maintenant de s'intéresser a 1'absolue contimmuté
de Py, F=1 pour chaque € > 0.

On utilise la séparalnlité de © pour localiser et se ramener & montrer que pour tout
1€ X, il existe Vir) voisiage de el que Py Fo Uz AP

Soit donce o € X fixe, notons pour ¢ = 1.0 . N comme en section 3.4 ¢,. ¢ les instants
de plns grand saut et de second plus grand saut en module sur 17 et g, la moitié du

minimum des sauts maximanx (of (3163 (3 4.7). (3.4.8)).

Par finitude du nombre de sauts de ¢ en module supénem a =3/2. on chowsn 4y > 0 tel
que £, soit e send mstant de A =, = 4,04, = &) T UF d'un saut de module supérieur
a E(),/Q,

Sotent alors
— Fnfd e Ay e sy s o5, < sy (4.5.6)
i | ! e ar -
- &< 1mm {5(,.261. 1}nf v Loy =0, (001} . 2¢ ~ 50} . (3.5.7)

—,f:ﬂ;—-fs_? !i'(&]
S W S O RS TR VG

On est mamtenant en mesure d'apphguer la méthode de stratification comine en section
314 Dans le cas des lois simuples de la section 34, oa assocuat une famille de transfor-
mations a un paraetre (ui engendrait une partinon en strates de dunension 1. Pour
s'intéresser aux lois jomntes de dimension p, 1l faut introduire des strates de dimension p
et pour cela considérer une famille de transformations a p parameétres. Pour ce faire, on
considere p champs focanx ' et leur ouvert A1) associe par (3.1 7). On les choisit de la
facon swvante -

= ¢, donneé par (3.5.6).
~ my, = b dooné par Phypothese (H).
Al AL,y pour =10 by

r; du signe de 4,(t,) de module constant r > 0.

llest clair qu'on a been r € A(l) = _ A(l') ouvert. De plus la condition (3.1.10) de la

=]

section 3.1.4 est clairrement verifiée.
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On définit alors le voisinage V(z) de z par :
V(z) = B(z,8) N A() N AX.. (3.5.8)

On utilise la méthade de stratification dans ce voisinage de z.

3.5.3 Stratification dans D

On associe aux p champs locaux I, i = 1,..., p la famille de transformations {G.}e,
¢ € (R*)? donnée par (3.1.11) :

o AN — A
Clyens Cp T F__+I+Clli+"+cplg

On définit la partition I' & partir de la relation d'équivalence ~ sur A(l) donnée comme
en (3.1.18) par:

Ty ~ Tq si et seulement s'il existe ¢y, ¢y € (R*)? avec G, 1) = G, Iy

Notons a nouveau 7 : A{{) — A(l)/T la projection canonique et Pr la mesure quotient as-
sociées. On appellera orbites les classes d’équivalence 7~ (v), elles sont p-dimensionnelles
d'aprés la proposition 3.1.3 et on les munit d’'une mesure de Lebesgue p-dimensionnelle
AP. Les strates «y s’écrivent alors :

P
y = {x+zc.z;, (Clr.. . cp) € (R*)”}.

i=]

D’aprés le corollaire 3.1.1, la partition I’ est mesurable et par le théoréme 3.1.2 pour
Pr-presque chaque 7, les mesures conditionnelles P, existent et vérifient :

P’V{”—l(?)} =1, P< ’\{;-

La méthode de stratification permet alors d'étudier Py(;F~! en tant que mélange
de distributions conditionnelles :

P‘,'(I)F-l = / P,FOlPr(d'Y).
V(x)/T

Pour montrer que Pyz)F~! < AP, il suffit alors de voir que pour Pr-presque chaque ¥
tel que 7~} ()N V(z) # 0, on a P,F~! < A2, Comme P, {n~!(y)} = 1et P, < X5, or.
se raméne  |'étude de la restriction F, de F sur les traces d’arbites n~!(/y) N V(z) sur
le voisinage de z. F, : RP — RP est donnée par

Fle) = (Fialo).. . Fale)
= Flz+all+-gl), c=(c.....c)
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Notons dans la suite -

L= ) <edy>=all v w0l

R Y U (Y ROET SO N ( PRl A (TR PR

Conime (3.1 12) se reecnt ausst sous la forme 8, () = 8,011+ < r 2, (t) > ona:

Folo- Y (

v Wy )

d,

Wety) e < ewelt) >))f.(h. )
i /

On obtiept un polvnome en ¢ e, on et cherchie les coethaents en developpant le

produit wtérieur -

Z Ildf”/) H“"xi“ﬂ Hu)f{/]) et e,

Io. I paration de \je fy, el yel,

{1, d,} #1,:ay

b Hup o d,

D'on pour chaque ¢ = 1. . p:

Foe Y S [T (T =10

Yoot Lo partten e N0 el
“A .d,) f,i,kﬁtu
aps vy,
N ; PR A a4
T} it g e,

Foo Y Y. ST st 1 T W}fm)m

g g (I} opartivan de tr g \gelo SLER
jni.d, {1 5y #lera,
o+ K%Y s
[Test ] e e e
JEL

On dispose d'une expression expliaite de F, (¢). Comme P, « A, on obtiendra P, F -1 «
A2 en montrant que le jacobien de F, est non nul. Cest objectif e ce suit que de calculer
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ce jacolden.

o= ¥ v 3 () ()

a={ag,...ap) flk) partition de t1,..tg Iy

*ﬂtzd‘ 1: |dl} #]&z‘”@
ag Ap
Cl e cp
H"' f{(tlw--atdg) 7
5

Ip

Pour simplifier ces notations (trop) lourdes, posons pour la suite :

1] a‘ al
-t =c' - g poura'={(al,...,q,);

¥ s (1) (1) (1) e

{1} partition de t. tq, I Iy
{1..d}. #I)‘:a’,:

En utilisant ccei, on réécrit plus simplement :

Fiale) = > Bue
at={a}, ..0p)
i“‘bdi
F, &
] ¢ — B!‘ a! —
7o Z Bua
a'=(a},....ap)
la'f=dt

On calcule maintenant le jucobien J,(c) = i(-&—;l(c)) 1
b

i

»
Jy(¢) Z (o) H (g:'(:’))

o€l 1=1
P !
= T[] ¥ By =
el =1 jalj=dy oli)
4 P p Cn'
= Z e(a) Z HBG. Haﬂm Hco(i) :
oclly latj=d, \i=l i=] i=1
i=1, .p
ol efo) désigne la signature d’une permutation o € I1,. Or
Hi:l & H?:—-l Ca‘ (Z;a( a} ) l

CV‘:‘) Hz::l Cafi) CP k=1

1=}
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D'ofl

r P

o) = Z II[)’1 H ;}'" Zf((’) HU;(H

ot =d, 1= b | adll, 1]
velp

Utilisons les notations supplémentaires suivantes
soit @ ={a'. . ahye RV 2 R avec o - (ag. ,Aa;,) £ Rr1L,
My = (a))ye0j<p matrice carrée fsans la colonne numéro 0 des ag) .

{ . .
Mu' = [’ ;p mtrice non carrée favee la colonne numéro 0 des ag) .

AN
=30 ai somme de la "™ ligne de M
S ap somme de la A colonne de MD ou M,

b“ cwp=i
Remarque 3 5.1 On pent mnposer dans la suite by 2 1 pour & > 1, en effet g1 b =
P ap = 00 M, a alors une colonne nulle car chaque af = 0.0 = 1. ,p. il suit
det .\1(, = l« terme tefanif a un te! A est alors nul Hn'y a don( aucune restriction a
supposer by > |

On obtient

Loy =y [’[ B!, f]; H det A,
k=1

s
a'i o, ted

=1 p
Le jacobten est un polyname en ey ey on obtiendra sa non mllite si on exhibe au
moins un coethaient non nal de ce polynonme

5 . : ) - b b, - i
Ennotant b~ th, b,y o (N°)”, le cocthcent relatif au moname ¢ 1 of 7 est
,I
Ay } H B, | det M,
ar kb, t=
on
»
Eby=Qa=1a". o’ e (NN 0 =d,, Z”;‘ b pour k=100 p
1=

I suftit de voir gu'un tel coeflicient AL, est non nul.

Pour é¢tudier

,4«_,.;, =

S ¥ Z (H)(H) (H)/.(rx. ) et

ae kbl Nv=1 {1} partis Iy
tinn de {1 d,).
#/k a"‘
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on développe le produit []f_, en utilisant au préalable la symétrie des fonctions f; :

> 2 ) (e

{Iy} partition de 4. h I
{1, i}t le=al

a&—i—a'; u(")+..‘+a;,
= ZHW IIuit [T )it ta)
ty,. .td, J"’ jnnf,-{»l jnas.f.....,,.alp“_’.l

avec
Cla") = #{partitionde {1....,d} en {Ix}se1, ., avec #I = a}}
= cfcl ch O

4 dty—afj~a} d, --uo—u - "““;:-1
d,!
A

En notant a} = E;« a;, le 1% facteur dans la somme de A, s'écrit :

ab! Zna(t Hw H Wh(ty) filb,..t,).

8. by, =1 J=ay+] j=ab |+
On considére N, = d, + -+ - +d,, N = N, on scinde
tls sy tdu td|+l‘ crvy td;h‘iaa vy td1+dg+-' R RS R td1+dg+ ~+dp
en blocs de taille N, :
tN‘__l..'.],.,,,tN“ 1:'-"1,,1)

Dans chacun de ces blocs, on considére la partition en af, ..., a, parties :

tN,-|+l~ e tM_x-ﬁaav tM_1+aa+l' (R t: iotdalr tN._1+o;,_,+1' ey

tN‘-xM;, = tNt'

Notons k} = N,_, +aj, ky = Nioi+a, = N, le *™¢ bloc est donc constitué des sous-blocs
suivants :

bt b t,%“,,. g b by by oty
et sous bloc  2m€ sous bloc 3me sous-bloc (p+1 )émetous-bloc
On en déduit
P d,! P kg
Ao= Y Az e[l 2 [I &)
a€B(b) \i=1 O P =N et ot =k T4

k| kS
x [ wittn - JI wht) Altnion- . tn):

=kj+1 J=k,',_‘ +1

On utilise pour simplifier les notations suivantes :
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<grd, >= ) 8.t gilt):
< 4. w, >= Z("‘"l H)
© Lo, g Z,, @ )ei(ta) galty ta).

De cette fm;rm.

k! ki ky,
N l A
L H a0t H RN H AU flen sty
tn, e ’\.):k;" L y=ki 41 e k,, 1+

s'éert sous la lorme compacte

Ha,
~u,, oy, b2 D P,
< foo 47wy .

avec qg tay o tay = do= N = N

L'étape sinvante consiste a faire w, changement de vanable. Pour cela. on définit pour

chaque o € E(h) une permutation de {1, N} notée a,,
pour
ko1 [
J:—S—‘bu'Zn”‘Jrl. =1, Ay ks
-
wl i

Ol pose

7l «»Zrz +Z(1H+l

s

On assoce a cette permutation Vapplication T, BY — 3Y donnée par

{'u{rl‘ ‘,,\)-'—’(,rv,,(lxw .,,,r\'.‘)

et on fait ensutte le changement de vanable correspondant a [, On transforme ansi

/ p cwat sal - p'&a
=Y (H( o' )rim MyOf o (n;"n vl F )>

ac kb

cn
.‘, b O (J'b > {3.5.9)

avee
= fi(t. «f\‘,)"'f,,(f,\',,,qm Ay,) e

C)b({) - Z lT (if" \] O(L ( ))

at Fibyr=

Sha oo Lwby PN 2
(l'h = ’s, ' v .A.‘l g e 2y “’Jl ¥
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Comme G est une fonction invariante par une permutation conservant chaque bloc
(b1, o boy)y -y (Bbyrtby 415+ - o En), O peut utiliser au préalable une procédure de
symétrisation : pour by,...,bs > 0 avec by + - -+ + by = N, on définit :

bl byl
Sh.... b.,f(t)="i~'ﬁ'r*(L Y fltay - tom)

o€llyy, by

avec 1y, 5, sous-groupe de II, constitué des permutations laissant invariants les blocs
suivants, appelés « b-blocs » :

{1 b b+ 1o b+ ba}, {by+ bt bpey + 1, by by 4o by = N,

Le coefticient étudié en (3.5.9) s’écrit alors aussi

N!
Ay = = < Sp 685, Go > . (3.5.10)

d
Hial b‘!

On se rameéne ainsi & considérer ¢, = St,, .64 symétrique dans chaque « &-blocs ». On
achéve la démonstration en étudiant le coefficient A, , correspondant & b donné par (H).
C'est I'objet de la section suivante.

3.5.4 Etude du coefficient 4.

On étudie la non nullité de

< &bo Gb >
=< ¢ 8 R @ ... @ uLPOh >
by L R
= Z Hw:.(s,f-- H wP(8,) @551, ., 8N)- (3.5.11)
8,3y i=1 t==by b bipn s 41
Dans la section 3.5.2, ¢y, ..., ty désigne des instants desautsde z dans Uf, i = 1,... | N,

notons {tk}k>,v ses autres instants de sauts.

D’aprés la définition de w} en (3.1.5), on a :
- wh(te) = 0si k > N car soit t, & U,A], soit |6 (t)] < €0/2 < &
- w;(tk)=Osi kg{bl"}-"'“{-bgq+1,...,b1+"'+b,} i¥me bloc ;
- w;(tk) == TJl §i tp = t‘: = Loy 4tbg+j CAT alors t; = t; € A;. if,,(tk)' > g9 > € et
0:(tx) est du signe de 7.
D’aprés cette discussion, il faut alors duns (3.5.11) :
- pour 1 € j £ by, 8, dans le premier bloc;

~pour by 4o A by +1<F < b+ + by, 5, dans le p* bloc.
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A une permutation prés dans chaque « b-bloc ». .} faut
(o1, sn) = (hoo )

puis comme ¢, est invariante par permutation conservant les « b-hlocs », on obtient

A-.,,;, = t-— TN-(E)h(f] ..... fN) % 0

Y
n d—‘—
§
III::] b'
car par choix des t,. 1 < N, en section 3.5.2, on a

e da) s Tiry € Ay, - {re RY foy # 0).

On étudie maintenant A, pour une orbite 4 telle que 7 1~y N V() # @ ot on rappelle
que V{r) est le voistnage de o fixé, donne par (3.5 8)

Soient y € V(r) representant de ~ = ~,. (si)i.0 la liste des instants des sauts de y.
Dapres la défimtion de la topologie de Skorokhod, soit p € A = {p 0.1} == [0.]]
bijection croissante} telle que

SUp Hpl = gt <o by et sup ptll ot < dy
t 00 te i1

avec 8y donne par 13.5.7) On a alors

A Aplt)) - 20, a0t < B plt)) + 20y
'5,{/1(1‘))] . 262( r‘;q"" ‘ 7/5,’()(”);“‘252.

On constate que p Yt € A, eneffet, comme p(t,; 4] < 6. on a laclement

({0« &, + a0, <, v+ dcardy, < o./2 .
Z'L, ¢ * ‘;d(. mene ! ' } ot p ]!.“i cA =t S )

De [)hl:w’ 3‘iy(/) ]“1',’2 ETLE 2152 225, = 55y = 355 0 Fa > 7

[T

H
2

Site N, Ay "o} onaauss plty € A en eflet, comme lp(t) -t < d;. 0n e

,U(“({*(S‘n o f,w‘-.f-'l—dbn—‘(,-vﬁ.) "
. st piti e A
pltr > £, = &y de méme " pit '

D'ot. comme
[6,(p(t1y < % car pif) £ £, ~enlinstant de A] pour lequel un saut de 1 est supérieur
A 50/2.
209 < £y = 5472 par le choix {35.7) de 4.

On 4

o, () < d(p(th] + 26, < -

!
+
Lu
o3
A
™
tA
™
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Conséquence : pour t € A;,
~ sit=p '(t;) alors t € A, |6,(t)] > &4, 6,(t) est du signe de &,(t;),
— st a7 (1) alors [6,(8)] < 2 <.

Remarquons par ailleurs que pour t € Uf, t # p~1(t,), on a

18,(8)] < 18:(p7 (1)) + 282 < 6. (E)] + 262 (3.5.12)
car p}(t) # t; donc [5.(p~1(1))] < 16.(£))],

8,007 (t:))] > 162 (t:)] - 283, (3.5.13)

comme par choix de & en (3.5.7) :

1 . !
02 < Z :‘=%?f,N{w"(t“f - Mz(t:)‘}’

on déduit de (3.5.12), (3.5.13) qu'on a |8,()} < |6,(p~1(t))]-
On a donc p7(t,) = T (y) et
(™Mt 7)) = Tw).

Finalement en notant (s;),»o les instants des sauts de y, on a d’aprés étude sur ces
sauts :

- w;(sk) =0 s8¢ Ub;,zi\.; ;
~ Wils) #£0 sisg e UL Al et s = p7N(H).

On peut maintenant estimer le coefficient A, ; pour y € V() représentant de l'orbite
¥ = 1, telle que 7~ }(y,) N V(z) # 0. I est donné par :

by bi+by
Z H"";(s*)"' H wh(s:) Bp(s1,- .-, 5w)
Bl 8N =] v=by +oobpay

les sauts §;,....5y doivent étre & une permutation prés dans les « b-blocs » égaux &
p~t1),....p " (tn); comme @, est symétrique par permutation dans ces « b-blocs », or.
obtient :

Nt

H:{r—*l b"
car (s1,...,8n) = Te(y) € Ay, et y € A;. Le coefficient A, ; est donc non nul.

TN(Eb(s;,...,sN) # 0

Ayp==

On a donc pour tout 7 avec #~1{y) N V(z) # 8, la restriction F,y(, de F aux traces
d’orbites 7~!(y) NV(z), est de jacobien un polynéme non nul car un de ses coefficients
est non nul. Comwe P, < A, on a finalement :

P.,‘V(,)F“l L4 AP,
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D'on en enchainant les arguinents -

P\’(NF. ! '<< /\P
hka__l_s_i(gwﬂ })1‘ F { & AP

Wpprorimalion .
=" PF e v

On obtient I'absolue continnité de LSy, (f1). . Sa,(fp)) par rapport & AP et donc celles
des lois £ (14 (fi).. . [,iprf,,)) auss) par le théoréme de représentation. ce qui achéve de
prouver le théoréme 3.2.1. s

Remarque 3.5.2 Lorsque a > 1 et J # 0, la preuve s'adapterait facilement. On doit
tenir compte de termes supplémentaires dans la représentation Sy(f) mais les termes
prépondérants qui permettent de conelure ne changeut pas. En effet. on suit la méme
démarche, le jacobien J.(¢) qu'on cousidére est toujours un polynome a plusieurs inde-
terminées mais il n'est plus homogene Cela ne change pas étude du coethcient A, 5, qui
reste non mil sons la meme hypothese (H).



Chapitre 4

Convergence en variation des lois des
intégrales stochastiques stables
multiples

On s’intéresse dans ce chapitre & la continuité forte par rapport au noyau f des lois
des intégrales stables multiples I;(f). La continuité forte considérée est la continuité par
rapport & la topologie induite par la norme de la variation sur Z(R), l'ensemble des
mesures signées sur R, de variation totale finie. Notons que compte tenu de l'absolue
continuité des lois des intégrales stochastiques stables multiples établie au chapitre 3
précédent, on obtient en fait la convergence dans L'(R) des densités des lois de ces
intégrales.

On commence en section 4.1 par des rappels utiles aussi aux chapitres 5 et 6 sur la
variation d'une mesure e> une description de la méthode de superstructure (voir |13] pour
plus de détails), variante de la stratification utilisée précédemment. On prouve ensuite
la continuité & partir de la représentation de LePage du chapitre 2, on utilise en particu-
lier 'indépendance des deux suites intervenant dans la représentation puis le caractére
markovien de 'une d'elles pour se ramener par conditionnements & la convergence de
coefficients qu'on étudie en utilisant la représentation de LePage et ses propriétés.

4.1 Rappels

4.1.1 Variation des mesures

Définition 4.1.1 Soient (X, By) un espace mesurable, p une mesure fime signée sur
(X,Bx). On appelle variation de p lo mesure positive |p| définie par la relation :

l(4) = sup Y lu(Aa),

ot le supremum est pris sur les partitions dénombrables mesurables (An). de A € Bx.
On parle de variation totale de p pour ||uf| = |u|(X).

93
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Proposition 4.1.1 L'espace Z(X') des mesures signées sur By, de varation totale finte,
munt de la norme || - || est un cspace de Banarh.

Définition 4.1.2 La convergence pour la topologie associée @ la norme de cet espace est
var
la ronvergence en varation ou convergrnee forte, on la symbolise par —-.

On rappelle guelques propniétés de base sur la vanation pour lesquelles on renvole a
[13]. On les utilisera dans la swite sans les citer & nouvean

Proposition 4.1.2 (§2, [13})
Sy la mesure o est absolument continue par rapport a la mesure v et s1h = du/dv
est la "“rer de Radon Nikodym alors

‘“lu - / .h‘ dv = lfhé'l,‘:,\',v
J Y

war

en particulier, s, < 1op <L v la convergence p, -+ est équiralente a la
convergence des densités hy, = dy,, dv vers h = dp/dy dans le sens de L'(X.v)
Pour f X ~— Y mesurable, on o {pf M < 'uji.

Sout (X U. py = (X Uy py) - L Uy gy, alors i ] = gt il

ar

t
Sott { b une surte de mesures telles que p, & v et py — pio, alors s, L v.

Définition 4.1.3 (mélange de mesures) Sowent (Y. V. v} un espace mesuré ¢t
foeytuey une furmadle de mcswes signees sur (X U) telles que pour 4 € U la fonction
y— 1,0 A) est mecrable La mesure

ptd) / p1, LA vidy)
3

est appelée le mélange des mesurcs {p,} par rapport a la mesure 12, On a de plus P'e:ta-
mation surante de sa variehion totale

RS / Jegy ! 1o dy)
)

La convergence forte. come la terminologie indique. implique la convergence faible.
Bien que la réciproque soit fausse, on a (vour [13.th 2.7]) -

Proposition 4.1.3 Soent P, = P ¢t Q,, == (. Alors

n



4.1. Rappels a5

4.1.2 Meéthode de superstructure

On considére une mesure de probabilité P et une fonctionnelle f sur un espace
X. Pour étudier I'absolue continnité de Pf~! ou une convergence forte comme dans
ce chapitre, 'idée de la méthode de superstructure (due & Davydov cf [10, 13]) est
d'introduire une famille auxilisire de mesures Q. et de fonctionnelles F; sur un espace
plus large telles que

~ @F 'S5 Pf'quand e — 0;

- les mesures Q F,”! s'6tudient assez facilement, en général en appliquant la méthode

de stratification.

Développons 'idée de la méthode dans un cas simple souvent utilisé : on se donne une
famille {G., ¢ € [0, a]} de transformations de X’ telles que l'action de ces transformations
sur P est faible pour les paramétres assez proches de 0 :

PGt L P quand ¢ — 0.
On counsidére sur 'espace produit
(Ye,ne) = ([0, €], Bogy) ® (X, U), €€[0,a],

la famille de mesures {(.} données par :

Qe = -i:f\ho.e; x P,
et de fonctionnelles Fy : ¥, — R,

Fi(cx) = f(Gea).
On remarque que {z | (c,z) € F}(A)} = G;*{f~}(A)}, on & alors pour 4 € B(R) :

QP 4) = (Doa < #) (EA) = £ [ PG U (e (1)
11 suit

WPf=t - QeF7|

il/e(f)f-l ~ PGZ'fY) de
4

le

< i—/ |P - PG:'fdc — 0 quand € — 0.
0

On a bien Q. F;"t =5 Pf-!. Pour étudier Q.F!, on applique maintenant la méthode
de stratification avec la partition de ), en « strates » paralléles & 1'espace produit [0, £].
Avec @.(c) = f(Ga), c€ [0,¢],ona

QuF =+ L Mp7! Plda). (4.12)

On peut alors utiliser les propriétés sur les mélanges et la proposition 1.3.1 pour analyser
I'absolue continuité de Q. F; ! puis de Pf~!. Essentiellement, on se raméne & étudier les
restrictions de f sur les arbites de {G.}..
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4.2 Continuité en variation de L£(/;(f))

Comnme aux chapitres précédents, on considére sur un espace de probabilité (€2, F.P),
une mesure aléatoire a-stable M sur ([0.1], B(10.11). \) de mesure de controle A et de
fonction de biais . : {0,1] — [=1.1]. On se place dans le cas on la mesure M est
générale si o < 1 et symétrique si a > 1, c'est 4 dire vérihant 'hypothese (2.2.1)

<a<l ou 1<a<?2 J3=0

Pour f € L (log, )4 100, 1%), le théoréme 2.2.1 du chapitre 2 donne une représentation
des ntégrales stochastiques stables mulnples Ii(f) = ﬁ‘)m fdAM4 en séries de type
LePage. Rappelons qu'avec les notations du chapitre 2, ona

IR (4.2.1)

avee Syl f) donné par (2.24)

Satf1r= CE (0] f (V).

isn

On s'intéresse a la contimuté pour la topologie associée a la vanation des lois des inté-
grales 144 f) par rapport an novau f Plus préasément, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.2.1 Soit M mesure stable vértfiant (2 2.1). quand f, converge vers f dans
L2 (log ) 100, 4. f non nulle. on a

Lidglfart 25 Cily (4.22)

Remarque 4.2.1

D'apres le theoréme 2 2.1 du chapitre 2. comre les lois de Sy( f) et T4 f) sont les
mémes. on smtéresse dans la sute avs représentotions Sgl fol. Sqtf) de Ll fo).
Lyt f respectivement pour prouver la convergence {122} On note p,, et g ces lois
dans ce chapitre

Dapres le théoréme 3 2.1 du chapitre 30 1,y sont absolument continues par
rappurt a la mesure de Lebesgue. done d'apres la proposition 4.1.2, le théoréme
1.2 1 s'énonce aussi sous la forme dun theoréme lecal hinnte

Corollaire 4.2.1 Avee les mémes notations et hypothéses que dans le théoréme 4.2.1,
on a la convergence des densites de ji, ~ Lilgifoi) vers g = LU f)) dans LMR)
d“n L1R: dli

dAi - dx

La preuve du théoréme 1.2.1 consiste en plusieurs étapes dont les principales sont les
suivantes - en conditionnant, on commence par découpler les variables {1,,V)) et [,, on
se sert ensiite du caractere markovien de la suite (I, pour découpler les espérances
entre « passé » et « futur » conditionnellement au « present » On peut alors appliquer
la méthode de superstructure et se ramener & des polynomes a plusieurs indéterminées

quon étudie en se servant des propriétés de la représentation de tvpe LePage.
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4.3 Preuve du théoréme de continuité

Pour prouver la convergence (4.2.2), il suffit de montrer que toute sous-suite de
(fn)n>o admet une autre sous-suite (f,,)p»0 vérifiant cette convergence. Il n'y a donc
pas 4. restriction & suppeser que la convergence f, — f a lieu & la fois A-presque
partout dans [0, 1]% et dans L%(log, )~1([0, 1]9).

i n'y a aucune restriction & supposer f symétrique et nulle sur les termes diagonanx.
Notons & nouveau T¢ = {i € N%,0 < i; < 4y < -++ < 74} I'ensemble des multi-indices
non dizgonaux et Ay := {z € 0,1} f{z) # 0}. Comme par hypothése f # 0, on a
A{A;) > 0, on montre facilement par le lemme de Borel-Cantelli, I'existence presque
stre d'un multi-indice i € N? tel que V; € Ay
On définit ensuite i* le multi-indice i tel que Vy € Ay et qui réalise par ordre de préfé-
rence :

minig, minig_;,..., miniy, mini,. (4.3.1)

c'est & dire parmi les multi-indices qui conviennent, on choisit celui qui a le plus petit
indice maximal, puis le plus petit deuxiéme indice maximal... i* est ainsi uniquement
déterminé et minimal en un certain sens.
La loi de V- est absolument continue, en effet pour A € B([0, 1)) avec A%(4) = 0, on
a:

P{Vi. e A} =) P{Vi€ A, i*=i} <) P{Vi€ 4}

>0 >0

Or pour tout i ¢ N¢, P{V; € A} = A4(A4) = 0. 11 suit
L(Vy) « M
Comme par hypothése, on a A{z € [0,1]¢] fu(z) — f(z)} =1, on a aussi
P{fa(Vir) = f(Vir)} =1 (4.3.2)
avec f(Vi.) # 0 rs: choix de i°.

4.3.1 Conditionnement par (v;, Vi)iso

Comme les suites (7., Vi)iso et (I';).>0 sont indépendantes, un supposera pour sim-
plifier la présentation que I'espace de probabilité est un espace produit (2, F,P) @
(Q,F,P), avec P = P® P' et ([')iz0, (% V)iso ne dépendant respectivement que de
(L F, Pyet (¥, F', P, clest & dire :

Fl(w‘u‘”) = Fg((&l). ’}?,'(U),w’) = ’7,‘(&)’), Vi("‘)a w’)

Vi(w").
Aussi le conditionnement par rapport & o {{, Vi), i > 0} n'affecte pas la loi de (T);.

Remarque 4.3.1 De la méme fagon qu'’au chapitre 2, on considére que l'espace est un
espace produit sur les facteurs duquel les variables aléatoires sont définies. On souligne
cependant que pour ne pas alourdir les notations dans ce chapitre, on a échangé (Q, F, P)
et ({¥,F', P') par rapport au chapitre 2.
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Notons dans la suite ¥ = (3,. V,), .o la suite aléatoire de ({+1. =1}, [0.1))" ne dépendant
que de l'espace facteur (. F'. ). Pour A ¢ B(R). ona

plA) = P{Ssfre A} = /P{S,,(f,) € A'Y =y} Py(dy).

Notons s, = L{Sq(f),.  u). pest alors mélange des p,. y € ({+1.-1}. 0, 1])”.
En introdwsant de la méme facon p,,. on déduit unmédiatement des rappels sur la
variation en section 4.1.1 gue

e < [ = il P

On est ramené & L'etude pour 17 -presque chague y € ({+1. 1310, 1% de fipy = payil.
En posant y - (. u) aver =€ {+1, ~1}" et uw& 0. 1'% on constate facilement que

Iy L (( L Z e Ty ﬁf‘llik)) :

i»h

. \
oy = C ('g'L':;;Ii' :"f,.{l,l”)

{0

Pour alléger les notations, posons encore
Aityy = ! (':f Mey, fluy Aty = d (':,{");Eiﬁ falug). (4.3.3)

Notons que par choix de 1. A () # U powr Py -presque chiaque y. I suit

/
=L (Z Ayl ’) D pey =L (Z Anily) T ‘) |

SR 17
On sant que pour [¥-presque chaque y. l existe i € T minimal selon (4.3.1). Comme
Ail-b et 17 sont (Y joesurables, en fxant w.oon fixe aussi A{y) et 17
Considérons sur (R 7)™ la foncthionnelle défine par
EAy - Al oo, (4.3.4)
ol

Ona ]
CiSgfr V=g =Y Ay iD= BT

te 14

Ou introdut de la méme fagun qu'en (4.3 4) la fonctionnelle £, , qui permet d'avoir

CiSefu) | Y =y} & Fuy(T 1
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4.3.2 Utilisation du caractére markovien de la suite I’

Pour Pj-presque chaque y fixé, on dispose de i* = (i},...,13}) € T? satisfaisant
(4.3.1), notons dans la suite pour alléger p = 3.
On utilise I'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent de (T');>0,
suite & accroissements indépendants donc markovienne : les vecteurs {T7%,. .. 7'/},
{r; Yo i> p + 1} sont indépendants conditionnellement a I',.q. Notons :

i = L{(FT . T5Y) [T =ty )

: - ~1/a = B
Pl = ﬁ((rk }kgpn [ Tpy1 = pn)- (4.3.5)

La loi Pe,, est de densité connue, donnée par :

QPS;L

! 7 Lossnsas sy (436)

pr;”“. ..,I’;U"IFPH(SI’ 1 8 tﬁl) =P (51--- Sp

oll on note spy; = t;i{“. On a pour 4 € B(R) :
m(A) = P{SifHeA|Y =y}
P{F,(""°) € A}

[ PR € A1 Tyur = by} Pyl

il

N

]

De méme
pnsf) = [ PURT 1) € 4] Tyt = by} Py
Pour ur.z suite ¢ = ({,):>0, on utilise les notations suivantes pour les suites tronquées :
ta; = (they ety = (L)ixy- (4.3.7)
Soit
Hytp = L (Fy(r—va) [ Fper = tpt1)
Hnytyyy = L (Fn.y(r“ua) I I‘P‘*'l = t?‘*'l) '

on a alors facilement

iy = sl < [ Wntpas = il By ),
On utilise .aintenant 'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent :
P{Fy(rmvn) €A l Fp+l = tp—H}
= E{1{g,m-vejeay | Tpet = ton}
= E{l{p,rve g rstioren) | Tps1 = tpu1}

<p 2p+2

-1/
== E {E{I(Fv(r;;/a !p.ﬁ.')GA} l rp+l = t’p+1}(rzp+a2) i FP+1 = tp+l}

E {yap,; (Tops2) | Tprt = tpa1}

il
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avee
'lrll l ] H
Wyty,(tope2) = P{Fy(F‘SP % p':l) €Al = tp*l} :

De la méme facon, on introduit v, ., On a alors .

P{P‘y(r‘”n)e A";‘I‘pol - p‘l} ny ..:,”)E‘L“’I-]MI ::tpbl}

. , - )
= L (b y.lp.,(r:’pf2! - Lnlyt,,,,(r?p’ﬁ-? ‘rp+! = [p~>1]
f 3 ; <3 -
== / LL’ylx,“(r,§p¢2' - L'n.y.t,..;(t>p«21; Plr.lldt?p*zi
On en dédunt pour la vanation totale qu'avec :
~ - ~e -1/ox
Myt ... = L(Py(r,:p ot )y Do :*fpﬂ).
- - tia -1/n ) l
/L"-y«f“'poi C ['" l/({ R »p_‘ rp*l == {’ +1 N

ona:
ltﬂy.r,,.; = fin y.l,xuli <_ / Eaﬂy.l spal ﬂv:.y‘!?p*;i‘ ’pgpﬂ(’ﬁ>p42)

On se raméne ainst maintenant a moutrer que pour Py-presque chaque y. Py, | -presque
chaque tp.y. Py -presque chaque {0

£ (Fa(1 ) Taer r,,*l) 1‘"f».£(f;(ré;"'° L ‘,) [par = tpﬁ,) (4.3.8)

1:a e

Dapres la dofmmun de F, en (4.3 11. on observe factler ont que Fy (" ¢ L) est un
polynéme en I’ , o I’,)‘ " onle note B, On associe de méme le polméme Royea
£,y de fagon que

AU,y = R (e )
Foo (T 0 0) = Ry (170 0,00

“p Cpe

4.3.3 Superstructure
On cousidére la o 'F’,’m = L ((r‘,"“’w Ty x‘“) ?I‘PH - tp+1) sur (R7)7, elle est

donnée par ia densité (13 (i)

Par chowx de i*. le coeflicient du monéme X,;X,.---X,. dans le polynoéme R, est
A (y) # 0. 11 s'agit done d'un polvndme non nul pour lequel on peut fixer v € RP
tel qu» K, (1) # 0

On considére alors la fanulle de transformations de (R* )P données par :

G {(R*;" -- (R

T — Tt = (T v T, )
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Comme P, est une loi dans L'((R*)?), la convergence en variation de la translatée
par G de 7y, vers P, est équivalente & la couvergence dans LY((R*)?) des densités.
Comme celle-ci est due & la continuité de l'opérateur de translation G., on a quand
c—0:
PGl =P, (4.39)

On applique maintenant la méthode de superstructure dont on a décrit le principe
en section 4.1.2.

On définit sur V. = ([0,], B([0.¢])) ® ((RT)?, B(R*)P) les familles de mesures et
fonctionnelles auxiliaires suivantes :

1 | |
Qtpﬂ iOE} X ‘Pz;_“» FE(C) J:) = Ry’g(l' + CL’)

En exprimant QfMF,: p de 'a méme fagon qu'en (4.1.1), on déduit de (4.3.9) quand
£ — 0 la convergence suivante, uniforme en n :

1P Rk - G Fo < 2 [P, =Py GMde—0

De la méme fagon | P, Ry} - F7 Yl — 0 quand € — 0.

Or tw
H’Pt;.,.]R;tl - P‘;ﬂRY_l,L.t”
<P Ry -9, *"UH%Q:MF” QL Erdll (4.3.10)
+1Q, Foe = Po Byl

Quand & — 0 les premier et troisiéme termes du membre de droite de (4.3.10) tendent
vers 0. En fixant § > 0, on trouve ¢ > 0 tel que ces deux termes sont majorés chacun
par 8/3. On s'intéresse dés lors au terme restant

19, Fo = @, Frell
D’aprés (4.1.2), en notant @, (¢} = Ry yu{r +ct), 0na:

a1 -
f,,“F =_/ A(r’n:‘Pl“( T).
®B*)r

En introduisant les mémes notations pour wa F71, on déduit que :
1 ol
lQ;, F'-Qf  Fol<- / Iher! = Aenlh P (dx). (4.3.11)
{R+)»

On est ramené 4 montrer que quand n — +oco, pour P, -presque chaque I :
A = denilh — 0. (4.3.12)

Pour voir (4.3.12), on étudie la convergence des coefficients du polynéme Pnz(C) :
¢+ Ryt + cv) vers les coefficients correspondants du polynéme @, (c) : ¢ — Ry (z +
cv). On pourra alors appliquer un résultat sur distance en variation de distributions
fonctionnelles (cf. proposition 4.3.1).
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4.3.4 Etude des coefficients des polynomes i, ,

Les coefficients de ¢ — Ry, L+ cr) sont des combinaisons linéaires des coefficients du
polyndme & p indéteriminées 12, les coefficients des combinaisons étant des polyndmes
en r et r fixes De Ja méme fagor, ceux de e — R, (1 + cv') en sont de ceux de R, 4,
les coeficients des cambinaisons linéaires étant les mémes polynonn . en r. v Ii suffit
done de vorr la convergence “es coeficients de £, vers ceux de R, pour P -presque
chaque t.,. ;. I, -presque chaque f,. et PY-presque chaque y. Rappelons que

Ly . - - . ~ 1 e

Ry!'..\p \pl ’ ['y(.\y H..\pA(‘)p"‘).

. . . . A

Ryt XNoo ) = B0 N0
Fu fwt. compte tenn des notations utihsées, on étudie les coefficients aléatoires du po-

lynome
rd e - ] M - M -l oa -1 «a
(1!(" E ‘v”f,\‘i‘v.\,“' .\“[“” "'I‘d
Foage custieng o <y

Soit je T avee )y « gy« o< g <y < grer de coefficent du monome X - X,

assoCle & ce multi-mdice ext

51

TR GRS S TRV URRR (43.13)
boadenge ay
nEy Tk

On étudie la convergence de ces coeflieients (4.3 13) vers

ZEGENED DR O A ] RS P (13 14)

! LY T
L VRN PR R
noon YhE )k

Pour ceie o ntihse Vetade de da contimnté en probabilite de Sy faite an chapitre
2 osections 23 2 dansles deux cas 0 < a < Let 1 < a < 2.4 = 0 pour I squels on
travaille

On conditionne par 1) p comme les vectenrs (V.+,) sont indépendants. la loi
de ces vecteurs reste inchangée pour ¢ > p {notons que iy e L temps dlarrét pour
(o(Vie Vg done {a) = ph € a(Vy, oo 1) est ndependant de (Vi.4,), ., L'étude
de (43131 se ramene a celle diune série {d - &) mulnple
Remarque sur la notation : Jusqu'a mamtenant p étanr une écriture moins lourde
de iy pour alleger un pen les notations. désor.nais poest la valenr de 1) obtenue par
conditionnernent.

Comme
la convergence f, ~- f dans L?(log., |
Lo(log ) % oo 0ty
les vecteurs (o, V) 1 p sont indépendants entre enx et avec la swte (I, ), .0

1[0, 1}%) garantit celle dans
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une lecture attentive des justifications des sections 2.3.2, 2.4.3 du chapitre 2 montre
qu'elles s'appliquent avec la restriction p < ip4; < -+ < ig sur les multi-indices, la
pre.. e de la continuité en probabilité de S, donne alors :

' ) -1/ -1/ P ~1/a -1
S Ve B S v e
H p<ipy <<y Pip<ipy <<y
LSS THRONS TR0 7 H=gy,. =0

On en déduit la convergence en probabilité de (4.3.13) vers (4.3.14) et quitte & extraire
une sous-suite, la convergence presque sire de (4.3.13) vers (4.3.14). On a finalement
pour Py-presque chaque y, pour Fr,,,-presque chaque ¢,,, et Pf; .,-bresque chaque £,
la convergence :

-1/ -1/ ~l/a -1/
Z A"'l(y) t'lu»xa o t*d " Z Ai(y) tm»/x o tm o (4.3.15)
P p<iggi< <y i p<ige <<y
LR RN S RO T L T ITECS TR TRy Y

On obtient alors la convergence dans le méme sens des coefficients des polyndmes
Ru s vers ceux de Ry, et il en est de méme pour les coefficients des polyndmes ¢ —
R,y +(z + cv) vers ceux de c — Ry (r + cv).

4.3.5 Conclusion

Comme @, ,, ¢, sont des polyndmes dont les coefficients des uns convergent vers
ceux de l'autre dans le sens vu, on constate facilement que :

+

lor = onelh = ?UP (lex = ¢nzl + 10, = ¢4 1) — 0 quand n — +o0.
[sX3

On dispose du résultat suivant (¢f. [13. th. 4.5]) :

Proposition 4.3.1 Soit P une famille de mesures sur la o-algebre B(A) telle que les
densités des mesres u € P sont équicontinues. Soit f € C(A) avec f' # 0 presque
partout. Alors

lim sup {[luf ™"~ g™ | If - gl <6} = 0.

-V peP

Avec P = {Aljnq}. cette proposition assure que pour chaque r fixé, quand n — +o0 :

IAe;! = Agp kil 0.

Finalement comme |[Ap; || < Aol < +00, par convergence dominée, on déduit de
(4.3.11) que quand n — +o0 :

1 _ e p-lp e} - .
195, - @ IS G [ e A () 0
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+ - Y . 3 AT 2 > N A

by TESQUE STrement, pour Pr,, ,-presque chaque t,.. Py-presque chaque y |
En revenant au raisonnement de la méthode de superstructure de la section 4.3.3, il
existe un entier 11, tel que pour tout n > ny

T R A SRS VA

"fp‘ 1K S
De (13105 il sutt que pour taut n > ng et 7 hve cotnme précédemment en section 4.3.3

?i'P””[fw] -—’P{' Froin < d 3 a3

i pe "oy, [l
D'oa

Py R PR (43.16)

tpey "yl y.

Py ., -presque surement pour Iy -presque chaque t, . on a donce ta convergence (4 3.8)

F rar N » . .
Onaobtenu sy, o == pye,,,, P, -presque sirement Pl-presque siirement. il suit
alors en remontant les etapes du rmwunvmr*m :

1"

1t . .
oy tpey =% My, Pro. -presque siretent. % -presgue strement.

tar .
[ty — 1y Dy-presque sirement.

tar

My oo L

son

e LAt -~

LOSgUfury 0 LeSafn

Fizalement quand f, -~ f dans L™ (log, )10, 1Y) toute sous-swite de (f,),.0 adinet
R N var v N . .

upe autre sous-suite fo avee L(Sq( fn, 1) 2 LIS f)) ce qui garantit la convergence

(42.2) ponr L0507, et acheve la prenve du theoreme 4201, [ ]

Remarque 4.3.2

On pourtait adapter la methode de condimionnementy suceessifs utihsée dans ce
chaprtre pour apphiguer a la preave de Pabsolue continnté des Tois des intégrales
stables mulniples vue an chapire 30 Par conditionnerients. on se raméuerant a
étudier ane fonction vectorielle polvnomiale a plusicurs varniables. On discuterait
alors sa non dégénérescence en étudiant un jacolnen associé

[ wlevas a2 10 3 # 00 on a mentionné cn section 2.5.1 au chap.tre 2 Pexis-
tence d'une representation de tvpe LePage plus génerale bénéliciaut des mémes
proprietés Le résultat di théoreme 4.2 1 resterait valable en tenant compte dans
la preuve des termes supplementaires de la représentation S £+ dans ce cas
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Chapitre 5

Principe local d’invariance pour une
suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement
distribufes

L'objet de ce chapitre est de s'intéresser 4 une convergence forte (c'est & dire conver-
gence en veriation) dans le théoréme limite fonctionnel de Donsker-Prokhorov. Rappe-
lons que pour une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
centrées de variance firie, la suite des lois P, des sommes partielles normalisées associées
converge faiblement vers la loi P du mouvement brownien. On cherche alors a renforcer
la convergence P,f~! == Pf~! valable pour une f fonctionnelle P-presque partout
continue en P, f~! X5 Pf~1. En cas d'existence des densités, on obtient la convergence
de ces densités dans L!'(R), c’est & dire un vrai principe local d'invariance (ce sont ces
applications utiles qui justifient la terminologie dans le titre de ce chapitre). Obtenir des
convergences fortes de ce type ou méme des renseignements sur la loi Pf~! a longtemps
été un probléme qui ne trouvait de réponses que pour quelques fonctionnelles et avec
des techniques calculatoires ad hoc.

Pour obtenir ces convergences fortes pour une large classe de fouctionnelles, on utilise
la méthode de superstructure due & Davydov et Lifshits [13] et déja décrite au chapitre
4, section 4.1.2. Celle-ci donne des résultats généraux qui proposent des conditions pour
obtenir des convergences en variation & partir de convergences faibles.

Oa commence par rappeler ces résultats en section 5.1, notamment le théoréne clef
(théoréme 5.1.2) qui sera utilisé dans toute la suite. On s'intéresse en section 5.2 au
cas de la convergence donnée par ie théoréme de Donsker-Prokhorov. On la renfoice
dans le théoréme 5.2.2. Par rapport aux résultats précédents. essentiellement on affaiblit
substantiellement les hypothéses sur la loi commune des variables de départ au prix
d'un léger renforcement sur l'existence des moments de ces variables et d'une légére
restriction de la classe des functionnelles pour lesquelles on a la convergence en variation.
On donne la preuve du théoréme 5.2.2 en section 5.3, l'idée nouvelie est de voir les
variables considérées comme des fonctions de variables orthogaussiennes en utilisant
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une transformation quantile. Les partitions utilisées pour la méthode de superstructure

sont définies a partir de transformations désormais non hnéares qui sont indwtes par

des translations admissibles de 2 L'analvse du comportement asymptotique des lois

conditionnelles utile au théoreme 512 devient plus comphquée et demande des outils

supplémentaires La section 54 est consacrée a deux tvpes d'exemples classiques qui
o4

satisfont aux conditions du théoreme 522 les fonchionnelles de type sup et celles de
tvpe mtégrale Ou renvoie a ({4} pour une deseription rapide des idées de ce chapitre.

5.1 Résultats de convergence en variation

On commence par rappeler des résultars généraux sur la convergence en variation
de fonctionnelles stochastiques. On considére un espace métrique, complet, séparable
(A By et une suite de mesures de probabilité 17, qui converge faiblement vers P

Ftant donnée une fonctionnelle f - X -— R. on cherche des conditions pour avoir
Pof b M f SR Ve Pof o sont absolument continnes, la convergence en
variation precedente est equivalente o la convergence dans LR} des dérivées de Radon-
Nikodvin Stonoa 200" Pooal st unmédatement que pour toute fonctionnelle f
Pof V5P f Viof da proposition 4 1 2) Cependant une hypothese aussi forte est ra-
rement venfiée en pratugie, an contrare en général P, et 2, sont des mesures singuliéres
Aussi commence-t-on par donner des conditions plus fatbles assurant les convergences
cherchées

Etant données les mesures £, et une partition U de V. rappelons quion note P,
la mesure guotient et { P, ~ € AT} le svstéme de mesures conditionnelles de P, par
rapport & [

On dhspose d un prenner résultar gni donne des conditions ponr avorr la convergence
forte des lois de fonctionnelles stochastiques

Théoréme 5.1.1 (th. 18.3 [13]) Sownt I, = Py {fa.n ¢ H} une suite de fonction-
nelles et I une partition. On suppuse que

(n _/A{ ol L N S LA 7 OO R | R TN

() Uapplication -~ Do f P de XU dans Z:R) est Py presque sivement continue
) iar
Alors Pof, b == Pof.h

La veriticaton din pomt t) du theoreme 5.1 ] sur la distance e vananon des distri-
butions fonenionnelles conditionnelles est ditheile en pratique ko utilisant la methode de
superstricture deente au chapitie 4. on obtient le théoréme foudamental suivant |13, th
18 4] qui se révele ctheace dans les problemes de convergences fortes de fonctionnelles
Dans la swite A, designera lam sure de Lebesgue sur fa.b] et \ la mesure normalisée
assuciée
Theéoréme 5.1.2 (|13]) On considére une swite de probabilites {Po. n ¢ }Q} défimes
sur la o-ulgébre borélienne By d 'un espace mctrique, complet, séparable (X . d) On sup-
pose que Py <> P oot que pour Py -presque chaque 1. i cnste une boule ouverte UV
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centrée en z, un réel ¢ > 0 et une famille {G,.,neN, ¢ € (0,€]} de transformations

mesurables de X telle que :

(1) pourtoutc € (0,¢), on a G, . — Goo . duns le sens de la mesure P, quand n — +00,
c’est & dire pour tout o > 0,

Pz i d(Gnct,Gooe) 2 a} — 0, n = o0;

(t1) pour tout c € (0,¢€), l'application G est Py -presque partout continue; de plus
p(S.¢) = sup,csd(2,Geoez) — 0 quand ¢ — 0, pour toute boule ouverte S;

(#4) limeg Iy ool PaGrl =~ Pall = 0;

(2v) pour tout § € (0,¢), on a

f IMod¥ms = Noai#mosll Peldz) — 0 quand n — +50

ot pour n € N, ¢ € (0,¢], gn.le) = f(Unel):
(v) pour tout § € (0,¢), l'application z ~— Ay gp3', de V dans Z(R), Uespace des
mesures signées sur R, est Pos-presque partout continue.

Alors

Pof™ == PofH.

Remarque 5.1.1
- La condition (i7) dit que la transformaticn limite G . est proche de I'identité sur
les ensembles bornés pour ¢ assez petit.
- La condition (iii) demande aux transformations G, . de perturber uniformément
fuiblement les mesures P, pour ¢ petit.
- On vérifie la condition (iv) en montrant que pour Py-presque chaque z la conver-
gence 2, — z implique

IAosens, = Aogensl — 0, n— o0

- Pour (iv), (v). on peut utiliser des outils classiques pour les mesures en dimension
finie.

- Dans la méthode de superstructure décrite en section 4.1.2 au chapitre 4, on utilise
en général une famille de transformation {G.}. telle que PG' =5 P. Une telle
famille s'obtient en considérant des translations dans les directions admissibles
pour P. On a remarqué lors de la description de cette méthode qu'on se ramenait
easuite 4 I'étude des restrictions des fonctionnelles sur les orbites de {G.}.. Cela
justifie que pour appliquer le théoréme 5.1.2, on prendra pour {Go- .}, une famille
de translations admissibles pour la mesure de probabilité limite Py et que les
classes de fonctionnelles qu'on considérera assureront un bon comportement de
leur restriction dans une direction admissible (voir définition 5.2.1).

On cite également le résultat suivant sur la convergence forte de mesures images de
dimension 1, il sera utilisé dans la suite :
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Proposition 5.1.1 (corollaire 2 [12]) Sotent pour n € N, g, . [0.1 — R telles que
1 gu est absobument continue pour tout n ¢ M,
2. 9,0) -2 g (0) quand n — +x,
Pogatlt g il quand n 4+,

4 gule) >0 presque partout pour tout n i .

(2

qiler gl o) prosque partout quand no— 4+

- tar .
alors Ag; bt == Ag b

5.2 Théoréme de Donsker-Prokhorov et convergence
en variation

5.2.1 Le probléme

Soit {€,.n ¢ N} une suite de vanables aléatores indépendantes identiquement dis-
tribufes. centrées et de variance 1, défimes sw un espace probabilisé (€2, F . P).
On associe & cette suite le processus constant par morceaux .

I = |
Suti= =Yg e 0l (521

S,coFs W e e 522

o Woest e processus du mouvement brownien standard et =N désigne la convergence
faible dans 3. espuce de Skorokhod des fonetions cadlag sur Uintervalle 10,11

En désignant respectivetnent par I, P les los de S, et Wl est clair que pour toute
fonetiounelle P-presque sirement continue [ 3 -+ Rooon a ansst la convergence faible
des distnibutions fonctionnelles

])“f k el [)f ! f.") Qtjl

Or tente de renforcer ce tvpe de convergence fable en des econvergence fortes -on en
variation- pour nne classe assez large de fonctionnelles f.

Sileslow P, f ' Pf U sont absolument ¢ tinues. la convergence en variation est
équivalente a la convergence des densités 1—]—[{—— VOrs ‘—I—I—I{w pour la métrique de L'{R).
Autrement dit. 1l sagit de theoremes locaux himites pour les lois des fonctionnelles
stochastiques [1.5,0 )

La dithculté da probleme reside dans le fait que les mesures P, et P osont mutuelle-

ment singulieres ponr tout n{(Cest a dire concentrées sur des espaces disjoints)
Un premier résvltat qurenforee la convergence 15231 en une convergence en va-
nation est du a Davedov {1985) 19] tvoir ausst {130 th 20 1)) Pour cela. on impose la

y - . - . . e
finitude de Dinformarion de Fisner £, [, £ ZdV de la densité p des vanables €, et on
wend la fonenonnelle £ dans une classe notée Mp qu'on décrit cr-apres
1
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Théoréme 5.2.1 (|9, 13]) Soient {£,, n € N} indépendantes identiquement distri-
buées, centrées et de variance 1. On suppose que la loi commune F des variables aléatoires
£n est de densité absolument continue p. Alors si linformation de Fisher I, est finie, on
a:

P.f~t = Pf! (5.2.4)

pour toute fonctionnelle f appartenant ¢ Mp.

Précisons d'abord quelques notations : on désigne par Hp le noyau de la loi P, c’est &
dire l'ensemble des directions [ admissibles pour P (par définition ! est admissible pour
P si pour tout ¢, PT;' « P oii Ty est la translation sclon ¢l). Comme P est la loi du
mouvement brownien, Hp coincide avec 'espace de Cameron-Martin (cf. par exemple
[13, th. 7.4])

Hp = {f€C([0,1]) | f(0)=0, f' e L*0,1]}.

Notons pour des segments A, = {z, + cly,c € [0,a,]}, A, — A la convergence des
segments (i.e. 2z, — Zoo, In — lo, @Gy — o) et fa(e) = f(z + cl) la restriction de
f & un segment A On décrit alors la classe Mp de la facon suivante : f € Mp si
pour P-presque chaque r, il existe | € Hp et V' voisinage de r tel que pour P-presque
chaque y € Vet A = {y+cl.c € [0,a]} C V alors la convergence A, — A implique
AL S5 AR (of (13, 819)).

Le but de ce chapitre est d'affaiblir la condition sur la loi commune des variables
aléatoires §,. Pour cela, on introduit ci-dessous dans la définition 5.2.1 la classe de
fonctionnelles M(pl), un peu plus étroite que Mp. Remarquons d'abord que comme
'espace D n'est pas séparable pour la topologie associée & la norme uniforme sur [0, 1],
pour pouvoir appliquer le théoréme 5.1.2 on considére dans la suite le sous-espace E de
D, fermeture pour cette norme de |'ensemble des fonctions de I? qui ont un nombre fini
de sauts en des points rationnels de [0, 1]. Muni de la norme uniforme, E est un espace ae
Banach séparable pour lequel la convergence (5.2.2) reste valable (voir |13, §20]). Notons
aussi Sy la boule unité de E.

Définition 5.2.1 MY est l'ensemble des fonctionnelles [ localement hipschitzicnnes
telles que pour P-presque chaque x, il existe un vowstnage V(z) de x et [ € Hp tels que
- la dérwvée D;f(x) de [ en z existe et est non nulle;
- en notant S, = {h € Sy, telle que Dy f(y) emiste} et A = Uyevm{y} x Sy, on a
(y.h) € A~ Dy f(y) bornée et continue.

5.2.2 Résultat principal

Théoréme 5.2.2 Soit {£,. n € N} une suite de variables aléatorres indépendantes,
identiguement distribudes, centrées et de variance 1.
Notons t_ = sup{t| F(t) = 0}, t, = inf{t| F(t) = 1} les bords du support de la fonction
de répartition F des €,. On suppose qu'il existe v > 0 tel que & € L>(Q, F,P) et que &
admet une densité p presque rartout non nulle sur [t_ t.]. Alors pour toute fonctionnelle
fE€ Mm, on a la convergence en varation (5.2.4).
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Par rapport au théoreme 5.2.1 de |13]. on a sensiblement affaibli I'hypothése sur la
distribution F des £, Le prix a payer n'est pas trés élevé : l'existence d'in moment
d'ordre supéricur a 2 de £ et une restriction légére de la classe des fonctwonnelles

On ne remargue cctte restriction de la classe qu'an niveau formel - en effet. les fone-
tionnelles concretes appartiennent a .’\/1“,31 sous des hypothéses trés proches de celles
utilisées dans le cas de la classe My Par exemple d'apres la defimrtion 5 2.1, les fone-
tionnelles differentinbles conviennent amsi que celles du type supremum ou intégrale
comme on le voit en seetion .4

La démonstration du theoreme 5 22 repose sur la méthode dite de superstructure
décrite au chapitre £ on applique un découpage de Pespace pour exprimer les distribu-
tions fonctionnelles comme meélange de distributions conditionnelles qit'on analyse avec
le théoréme 512 La nouveauté principale de la preuve du théoréme 5.2.2. qui a permis
d'affaiblir les hypotheses sur la lor de £, consiste & reprssenter les variables aléatoires
mitiales €, comme des fonetions de vanables n,, orthogaussiennes par une transformation
quantile

£n = [Nv(’?n}

On considére alors les processus 8,(7 en fonction des processus analogues défins par
(m)n Cela umphque qu'a la place des translations adimissibles de S, (), utilisées dans
la preuve du théoreme 5 2.1, on se sert de transformations non linéaires mdmtes par
des translations admssibles de W L analvse du comportement asymptotique des leis
conditionnelles devient plus compliguée et demande des outils supplémentaires

On remarque enfin que la preuve qui suit s adapte sans probiéme pour que le théoiéme
5.2 2 s‘applique avee P2 les lois des processts S allines par morceaux défiuis par

nt

o
=
i
T
+
P
=
]s
|z
,
=
—
Y
[
o

1 v

a ln place des processus S, donnés par 52 1)

5.3 Démonstration

Essentiellement la preuve consiste en analvee des conditions (1) -+ (1) du théoréme
5 1.2 Pour ponven appliquer. il [vn préeiser ay préalable les vosinages et familles de
transformations gn'on unhise Clest Tobjet de la seetion 531 On méne enswite ['étude
des points 1 = {01 dans les sections 5 3.2 - 539 Les plus dithoiles seront (1) et (1e)
Pour {1} on passe par 'étuae de denx swtes g, h, quon étudie par la proposition
511 sur la convergence en vanation de mesures images de dunension |

5.3.1 Préliminaires

Lespace metnique complet separable qu'on considére pour applhquer le théoréme
5.1.2 est & mum de la norme uniforme notée |- & On a hien la couvergence fable (5.2.2)
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qui nous sert de point de dépzut

On définit le voxsmage qu’on considére pour P-presque chaque z € E : d’aprés la
définition de MY p » pour P-presque chaque r, on dispose d’'un voisinage Vi (z) = B(z, ;)
et d'une direction [ & partir de laquelle on construit les familles de transformations
{Gudle

Comme par hypothése D;f(z) s 0, quitte & changer [ en ~/, on peut supposer
Dif(z) > 0. Par continuité de D. f(-) en (x,l/||ll]) € A. il existe un voisinage B(z,m9) x
B/l r3) N A tel que Bz, ) C B(z,r1), f est lipschitzienne sur B(xz, r2) et pour tout
(y, h) dans ce voisinage de (z,1/]|!]}) on a

Dnf(y) 2 1/2 Dijyy f(z) > 0. (5.3.1)

On considére alors le voisinage V' = B(x,r3) de = avec r3 < r3/5 et € < ry/alll]]l. On
supposera de plus, quitte a diminuer ce voisinage, que P{8V (1)} = 0.

On définit maintenant la famille de transformations {G, .}, associées en se ramenant a
des translations dans R" définies & partir de [ € Hp. Pour cela, notons

k k+1
E, = {z € E|z constante par morceaux sur [— ——7—1——), k=0,...,n—1, nule en 0}

et considérons II, : E — E, la surjection canonique donnée par :

[nt]

(2)(®) = Y 2(=) sy + (1)1

k=0

et J, : E, — R" l'isomorphisme naturel donné par :

(o =i (32 - 2521,

n

Notons aussi £~} P'inverse de la fonction de répartition F donné par
FYy) = inf{r € supp(F) | F(z) > y}

et @ la fonction de répartition de la lo: gaussienne standard N(0, 1).
Soient U,, = F(£,) des variables indépendantes identiquement distribuées uniformes
et n, = & 1(U,) des vuriables aléatoires orthogaussiennes, on a alors £, = F~' o ® (7,).
Introdwisons les fonctions

Ulz)= Flodz). V(z)=90"1oF(1),
et définissons les trois transformations suivaintes de R" :

o), V() E=(zy,....10)
(i) = U(xl),. L U(za)),
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onl, = Joll 0y =, Lo L ,) avee

4

lﬂ]:\/ (‘”"”[(Iﬂ‘l). l'-:l,..n (532)

1

. R !
et Lest donné par la detimtion de M,

On défimit alors pour chaque n € N la famille de transformations {G,, }. qu'on utibse
dans le théoréine 5.1 2 par

G, =ty0d tovolG, v 0l oll, [5.3.3)
Gor=1+cul

avee 1, o &, == = Pinjection canonigue ot

- /("'(.r') gir)dr (h3.4)

Ou résume ces défimtions par le diagramme commutatif suivant

i e K
I, T,
i, E, (53.5)
l. | v

Remarques 1
o Pour n <« ~ . une expression exphiate de G, est donnée par

T (5 361
\,/ n

oy - Z v (vnu: - et )+ ol

bt

o La fonction 17 = F Vo d est absolument continue sur tout intervalle fini a, b - en
effet la fonetion F érant de dérivee poo 0 presque partout 1l est facde de vour d'apres la
proposition [ 3.1 du chapitre Lgue A, F7 Y« A Onoanontre alors facilement absolue

continuite de F o osur (F(a) Fihy L celle de U7 sur les intervalles finis suit.
En particulier {7 est derivable presque partout et pour f une fonction dU-intégrable, on

montre factlement que
/fl [7it) dtf “/[‘i dl"(t)

o D'apres annexe 552 a est bien defimn par Vexpression 15 3.4)
o Comme [ ¢ Hp espace de Cameron-Martin, dapres (53 2) on a

d 3 [ ) — 1 2 2« '1‘ .
Z/n. = "Z}(";’*!(";;')) »”L n[il(?)(ls

v 12} “n

n N1
Z/ Uiy ds = 112 (

vl

H l ‘n'

[N,

—

[

o
L
~J
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an < Zu ~z----n<2] (s)] ds
:-1 1=l ~1)/n
< / (s ds (5.3.8)
L X /2
max|l,| = vn /, I(s)ds| < ( /l t'mi’m) — 0, (539)

quand n — +oo car I' € L([0, 1]).

Dans la suite, notons h un majorant de {l,,, i < n, n € N}.

e Comme le résultat cherché concerne la convergence « s lois (P,),. il n'y a aucune
restriction & appliquer le théoréme de représentation de Skorokhod :

Théoréme 5.3.1 (th. 6.7 |2]) Supposons P, = P et P a un support séparable. Alors
il existe des vartables aléatoires X,, X définies sur un méme espace de probabilité, de
lois respectivement Py, P et telles que pour tout w

Xnlw) — X(w), n— +20.

On suppose alors qu'on travaille avec un espace ({0, F,P) et S,, W sur cet espace
tels que

-

YneN, S,

llh

S, W £ W, S, — W lf’—presque sirement (5.3.10)

De la méme fagon on aura §n = ﬁ Z,S(M}EZ‘ avec «f{‘ t < n variables indépendantes,

de méme loi que &, donc de densité p et avec (€")icn = (U(A"))ign. 00 7, i < n sont
indépendantes et de méme loi (0, 1).

Pour ne pas alourdir les notations, on continuera & noter dans la suite S, et W
pour S, W en se rappelant cependant que pour chaque 7, les familles (€ higns (M )ign
changent.

On a défini tous les outils nécessaires au théoréme 5.1.2, on en vient a I'analyse de
ses conditions.

5.3.2 Etude de (i)
Dans cette section, il s'agit de voir que pour tout ¢ € (0,¢),ona:
Gnc ————» e N— 400,

c'est & dire pour & > 0, montrer que quand n — +00 :

Pa{r | 1G ez — Goocz] 2 @} = P{|GrcSu = GeocSnl 2 a} — 0. (5.3.11)
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Or pour v = 5,. (1.3 6) s'éent

COV(M(Sa(E) = Sal52)) + ela k)

G Sl - Z R

Chapitre 5. Principe local d'invanance pour des v.a.i.t d.

(5.3.12)

ke'n V/”

. — ek ok Y n , ’ R .
puis comme (/i (S,! f;) Sl k;f’ jy= & V(&R = nt avec (] ke, vanables indépen-
dantes de lot A0 1) ona

(oSl = = S Ul 4 el
Ty eidn ) - _\7;; .._4 - K'], ¢ n,n)-
1<in

Par ailleurs (G, Su0) = (S, +cal (-] - }; Zli:n n)y + cal(-). on a alors

g . o 1
(1 y.r "’r) ( ’ , " (I x ‘,,.S”( ) T e
\/n

Comme ' € /,"([H. 1), on a faclemen

k il) :
Je==) 16yl = sap
jon il ITRE
< sup
IR
o1
\',/7
D'on .
n
[T
: h

On se ramene alors a I'étude de

I o
e

Z (U(U:‘ + ('ln,l) - (-'(7]:’} - (“ln,x)

1< 'n

+ea i) /ny = 1))

| poat.n 1
l/ ['(s)ds]|
. |
' i
(‘nt]/n - i)“ (/ I'(s)? ds)
J0

12

Fu notant. pour suaplifier 1n présentation

7 Uiy~ ol )= U

LI

0nn a

| o
tl
DD

1<k

i

max S, i
ke n

i

| 1.2
(/ /’(.’a_'“lﬂ)
)4 a4 ” TE e X
1;
! »
v Ut ey, a0
o T
() - caly, S 3
n

Y~ Uty - 1'11/,,,,¥J

4
U+ el ~ Uy = caly )

{5.3.13)

(9.3.14)

(5.3.15)
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On commence par :

k
Etude de max;<, ,:};{ Yo ETM’ .
D’aprés les définitions de 7, et a, en notant ¢ la densité de la loi A7(0, 1) et en supposant
o, 2 0 pour faciliter I'écriture des intervalles [z, + cl,,] (ce qui n’impose aucune
véritable restriction), on a :

Erny = /(U(z + tloy) = U(z)) g(z) dz — caln,

-/ /[ . Uls)dsalz) dz ~ caly,
X, o4 "U
// . I r)dz U'(s)ds ”Clnz/q(s)U'(s)dg
15~Cin 1 3
/ [ - sl(q(c) ~ q(s)) dz U'(s) ds.

il

i

On a done
‘ k
Iilg..\ Z Tnal < -~-Z/[/ (q(z) - g(s)) dz| U'(s) ds. (5.3.16)
=n =1 =1 s—cly 1,8]
Comme

- h est un majorant de {ln;, 1 < n, n € N},

les intégrales
/U'(S)t‘f"'z/2 ds, /U’(s)e~(;sl—sh)2,'2 ds

sont convergentes par les annexes 5.5.2 et 5.5.3,
en fixant @ > 0 arbitraire, on peut choisir M > €h tel que les deux intégrales

[ U'(s)e /2 ds, / U's)e~ls 72 gs (5.3.17)
isi> M

la 2 M

soient majorées par

Vit a
2 [ |I(s)| ds’

On étudie alors le membre de droite de (5.3.16) en scindant l'intégrale extérieure en
deux : ( 7) j;a{)M ' ((ls) = -I;sISM )
Etude de (a;).

@) = Jou
/i;l>:\l ( \/-— Z

n

. ,,("(”’ - qls)) dz

/ x) dr +«Zcu,,.|q ) '(s) ds.
{a-»cln.s}

U'(s)ds
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rr€els—cl,s),ce (0 onairi>is —¢eh dou

, 2 5 8- 259 -
glry = 772N 2m <o T fog

n

| | , TRe
/ glr) (’ir! S rll,, e terehin
s cly .8 i

Z'rn

s)lds e B* -eh)f2

la dermiére imegalitd est due a (5351 Par choax (5 3.17) de A, il siit alors facilement

) < a.

ude de (axi |, ., \f; Yo “3 s [T~ gl df{( ) il

i

) 1 ) 2 2,
/ (qtry  qle)bdr = — fo T
Y FUN \/427*? s (ly 4.8
[ dut
- __/___:/ (¢ s yi©i2 )dy
Vv2n Jy
1 : ey
PR ¢
=t / {etv V¥ z—lldJ
v 2T u

mme s € MM iyl < el < shoavec A borne de lexponentielle sur
(M +<h/2:h onalc® -1 < Kir| pour 1 dans cet iiervalle 11 suit

s R VAR —
;/ gty gleidr < e Cayl + y*/2) dy,
Jow A ( 0O ‘

21“’« + =h/3)

mme s0< Moavec (53 Ty on obhienr

,2

\ ,
fnwy < [ Mo+ 2h 3y U (s) ds
/,“ ¥} \/HZ“ \' ’(”

K- 2
RTINS 3, I’(‘j/(" 48y ds

VRTon

[

1 . 1
X —- IZ [:T,,,,-‘ < qar) o lagd € a4+ O —,
¢ R A
(R v
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on a alors avec n —~ +o00 puis & — 0 :

k

Z Erny

fz=]

S 1
lim max ——

n k<n \/1-1

Compte tenu de (5.3.18), I'étude de (5.3.15) se raméne maintenant & celle de

k
ZTn,; - ETn,t .
1=1

Comme (7,, — E7,,)i<n €st une suite de variables aléatoires indépendantes centrées
et de variances finies par I'hypothése & € L**7(Q, F,P), v > 0, la suite des valeurs
absolues des sommes partielles est une sous-martingale positive par rapport 4 la filtration
canonique, l'inégalité maximale de Doob donne alors :

=0. (5.3.18)

1
mMAaX —=

k<n \/5

2

k 2 "
1 1
4 Z". \
< - — -
- nE( i=1 Tos = i)
4 - n n
s - > E(UM +clag) = Um) (5.3.19)

f=]

en utilisant I'indépendance de la suite (1]')ic,, dans la derniére inégalité. Plusieurs utili-
sation du théoréme de Fubini donnent :

E(Um} +cln,) =Um)? = / (U(z +cly,) — U(r))zq(r) dx

- / (/h.w,...l v ds) | de)de

= /fg? U'(s) U'(t) iz z4ctn (8) iz, zretn ) () ds dt g{z) dax
= /2 U'(s) U'(t) / Ifs—d“'.,s)ﬂft-cl"_.,t}('r) q(zr) drdtds
Jr

=/U’(s) U'(t)/1“,,Ld"‘i)(1:)q(:r)dxdt ds
R [s—cly  stcln ]

od I(s,t,cla,) = [8 = clns, 5| Nt — cl,y\, 8] est un intervalle de longueur inférieure & el ;.
On scinde & nouveau 'intégrale extérieure en deux :

r

(ag) =1/ . (aw) 1=/ ~
lsi<eh Jal>eh
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Etude de (ay).

.
X vglry < L. ‘ e o .
Comme gfr) < Sgpon e .[11,._:.1,‘, glrider <« NGeE I sut

. " .
(iy) ': < ’;‘_._l_ [ I(S) { ’(f) df ds.
\//‘ZTT J s <rh _‘s~(‘1.,,‘91'Cln .

Pws comme onmregre des fonctions intégrables sur des domaines bornés, on a Uexistence
d'une constante Ay < +~ telle que -

lag) = Ko sjla, (5 3.20)

Etude de {ay).

(a0 = / ("(s)/ (7'(’{)l/’l,‘;“.d"‘,(uq(.L',) drdt ds
Joai2eh iq el s+cl,,

Pour r e fes t el ), onairf 2 |s - £h et par monotone de ¢ .

!nl‘
- < RS ‘1 ! P
/ glrydr <« /;).._([ si =h)
Jlistel, Ve
et
l . y
My, € e Uish Gl gtlsy — <hy U7t dt ds
vV n Joa2eh [ER S S TR N
l y . y o
« o~ Ulisy i, qUst = shy(Us + 2h) = Uls = <h)) ds {5.3.21)

\//277 s 2ih

Pour voir la convergence de cette dermeére mtégrale. montrons plus généralement la
convergence pour tout he & - de

o
[~
o
(&)

/ [isigis = Uts + hids {
. L2 ')A

On montre {a convergence en + % . on ferait de méme en - x.

N R
Daprés annexe 551 ona Uls) — o ( (M) ) gquand s — +x et

g8t
Dol
s+ h
qlis T8 Ry
qis  h

¢ / d 2w 8% - 2!"/1 + “.? »"32 + 28h + h')
=({s+h}p - exps - - - OXD { o e e s
| 2 Pl 20 )

v .4 B h .,"4}2 1 u2
3 ; ‘.}ﬁ exXp 5—1-‘;5 + 8 ! 2‘(2 N ‘) 3

l
22
;.,,(«,\,,{ A })
\ "‘(2‘*‘ “v)

("is 4 b 2"‘(‘){}){—-
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On se raméne donc & voir la convergence en +oo de [ U'(s) exp{~ —(——7552} ds. Pour
cela, on compare l'intégrale 4 une série :

) 4+ 37 — 4+ 3y
/ Vo)l gy ds S Y el-ga ) Win s 1) - Vi)
< ;}eﬂ){“gz;% n’} U(n

Or exp{~- g‘%}f—%nz} Un+1) =0 (exp{-— e nz}) terme général d'une série conver-

gente. D’od la convergence de lintégrale [ U'(s) exp{- —%52} ds et donc celles des
intégrales (5.3.22) et (5.3.21). ce qui prouve 'existence d’une constante Ko < +o00 telle

que
(a10) € Ko el - (5.3.23)

De 75.3.19), (5.3.20), (5.4.23), il suit avec (5.3.8) :

2

k
1
E(I{lg;.:(‘ﬁ ZTn,z"ETn‘i) S "'Z [{9+K10 Euﬂtl
\ =1 i=1
< =Ko + Ko /O F(s)ds.  (5.3.24)

On obtient slors

k k ‘
ETS%:{ L‘Jn,kl < (IR%‘:( T Z Tn, ETnt ) + IPSE*:\ "\/-'h- ; ETn.z
k 0 k
1
< T [ N —_—
< (E (r?g‘x 7 ;7 E "..) ) + max 7 ;ETM

Les équations (5.3.18), (5.3.24) assurent facilement (5.3.14) et prouvent ainsi (5.3.11).
Le point (7) du théoréme 5.1.2 se trouve ainsi satisfait.

5.3.3 Etude de (1)

Dans cette section, il s'agit de voir que pour tout ¢ € (0,¢), G est P-presque
sirement continue et que pour toute boule ouverte B, on a quand ¢ — 0 :

sup deo(2, Gooe2) — 0 (5.3.25)
&B

oll dy est la distance associée & la norme uniforme.
Or il est clair que G : T = T+cal est continue pour tout ¢ € (0,¢). Avec B = B(z,1),
0N B.do (2, Ge.c2) = caf|l]] donc (5.3.25) est satisfaite et le point (1) est facilement vérifié.
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I

5.3.4 Etude de (i)

Dans cette section, il s'agit de montrer

lim Eﬂ LP.GIL - Pl = 0 (5.3.26)
Rappelons que N
Sulr= V—%ZE = JoNE
et quiavee ™ = (7. gt} de loi notée Proona (E7. . €0) = v(n"). Comme §, =

J Fow(®™). on a
P,- PSP sy = P ot

1

D'aprés la defimtion de (4, donnée en (5 33). 1l est facile de voir, en unlbisant les
notations introduites en section 5.3.1. que

(;n rSn = '/y;'l o L'\{(:"n,cnn)

D’ou
I}'l("n-,x = F(("n(( ‘L"n) ) . 51:{./"'-1 oL (.’"x.r(fln f') I = ,P'l("!v;,lc(‘ll:l © U)~l
Il sunt
SN SWARE 3 IR vl 1 g BV B
i‘['l(’nf [",! - l>Pﬂ("n'r§‘]n < 1’) Pn(-]" ~ b) i

“ ’ p’l(',r;f pﬂ”- (53 27)

Comtne P, = L1 est fa lon normale standard de dimension n. et que la quantité de
Fisher de g densie de N0 byoest 1, < f, 971:1/\ = 1oon peut estimer (PG - P,a
Paide o lemme 201 de {13

PG, Pafi <ol (5.3 28)

De (5327). (53.28). on dédunt factlement 15.3.264 et done le pont (12 du théoréme
512

Remarque 5.3.1 (Vest pour la vénfication de ce point que la condition [, < +o¢ sur
Pnformation de Fisher est supposée satisfaite dans le théoréme 52 1. (Uest cette étape
qui a motivé lintroduction de la famille de transformations définies en (53.3), en effet
sou mtérét réside dans Pexpression (5.3.12) qui montre que ces transformations agissent
en fait sur la swite orthogaussienne (n0'), . Elle permet amsi de se ramener par (5.3.27)
& des estunations sur les lois normales standards de dimension n et de se dispenser de
la condition sur I'information de Fisher
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5.3.5 Etude de (v)

Avant de s’intéresser 4 la longue vérification du point (7v) dans les sections 5.3.6—5.3.9,
on étudie d’abord (v).
Il s'agit de montrer que pour tout § € (0,€), avec Y :(¢) = f(Gooez), I'application
2 No g, de V dans Z(R), espace des mesures signées sur R, est P-presque silre-
ment continue.

Pour cela, on montre que pour P-presque chaque z € V, la convergence z, — z
entraine

INoa1Paen = ApPsell — 0. (5.3.29)

Soient A, = {2z, + cal, ¢ € [0,6}}, A = {z + cal, ¢ € [0,d]} des segments, comme
2, — 2, on a la convergence des segments A, — A quand n — +oo (par convergence
des segments, on entend la convergence de leur direction, longueur et point de référence).
Comme z,, 2 € B(z,m)etc€dLe< jﬁT on a pour tout n € N

A, A C B(z,2r3) C Bz, rq).

Par choix des voisinages, f est lipschitzienne sur B(z,ry) et D f(-) est continue sur
Blz,r) x B{l/Il}}, r) N A

Notons fa,, fa les restrictions de f aux segments A, A, on a alors
ModPoz = Man  Apive: = M3

On étudie Af5) == Af;! en vérifiant les conditions 1 -5 de la proposition 5.1.1 sur
la convergence en variation de mesures images.

1. L’absolue continuité de fa., fa s'obtient par le lemme 5.3.1 suivant car ¢
2, + cal, ¢ +— + » + cal sont absolument continues et sont a valeurs dans B(r, ;) ot f
est lipschitzienut

Lemme 5.3.1 (annexe 5.5.4) Soient (fi.....[,) : la.b] — V € B(RP) unc ap-
plication de composantes absolument continues, F' : V. — R lpschitnienne. Alors
G = F(fi,...,f,) est absolument continue.

2. fa (0) = f(za), fa(0) = f(z), comme 2z, — z et f est continue en 2z € B(zx,r2),
on a bien fa,(0) — fa(0).

3. fa (8) = f(za + dal), fa(d) = f(z + bal), comme z, + bal — z + al € B(z, y)
ol f est continue, on a bien fa, (d) — fa(d).

4.On a fa, (c) = Do ffz, + cal), fo(c) = Daf(z + cal). Comme
(z +cal U/I}), (z+cal l/jll)) € B(z,r2) x B/ U}, r3) NA, (5.3.30)
de (5.3.1), on déduit D f(z, + cal), Dif(z + cal) > 0, c’est & dire

fa(€). Falc) >0 presque partout.
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5. D'apres (5.3.30), D f( ) est continue sur ce voisinage produit et z,, +cal — z+cal,
on a quand n — +x

Ji 0y = Doy flzy +cal) — file) = Dy f(z + cal) presque partout.

Finalement. la proposition 5.1.1 s'applique et donne (53 29), ce qui assure le point
(v) du théoréme 512

5.3.6 Etude de (1)

Il sagit de montrer guavee pour tout n € W, p2q, v = F'Grez).ona:

4]

i_l—ITl / ,lh\,:n{ - ‘\:(,‘,s‘ ,‘;;RZH Pid:z) =10 (5.3 31)
AN

Pour cela on étudie les deux suites auxihiaires ci-dessons

< Gl €)= f((’n :-Sn ). g"x(,w"(.') = f(G?o .H) .
Bl o) = fIGy S, ha - ga

Rappelous qu on travaiile avee un espace probabilisé da au théoréme de représentation de
Skorokhod 5 3 1 et pour leguel on a la convergence (5.3.10) 2-presque sure - S, —— W

Etude de la suite (h, ),

On vérthe pour la swite hyiw ey = ftS, + cal) les points 1 — 5 de la proposition
sutvante Justifiee en aunexe 556 a partir de ia proposition 5 1.1

Pronosition 5.3.1 Sount pour n ¢ N. f, (9 » 0.8 F «~ Blj0,4).P = A — R,
O e F tels gue

IoVe e 8 AN V2 Njw)o falw o) est absolument continue

2 [l U I, folw ) sur

T fale 65 T ol A) s Q2

Ve o O AN vn o Nyww B fulw e 2 00 Aoprrsque partout pour ¢ € (0.4},

FN
13

~%

'}'(.;5‘
Ly AR N UL

(ir l—l:
clors
o 1y P .
LAasfales ) 7= Xog fxla) T -0 sur Q

1. Pourw & W Y17l exaste unentier NV {w) tel que pour tout n > Ny{w), 1S, ~- W <
3. on a done pour n > Ny(w), ¢ <6 < ry/alili.

Sy +cal € B{r.3ry) C Blr.ry)
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o f est lipschitzienne. L’absolue continuité de h,(w,) pour tout n > Ny(w) suit alors
du lemme 5.3.1.

2, 3. ha(w, €) = [(Goo,cSn), hoolw, €) = f(Goo V).
Pour c¢ fixé, quand n — +oc, on a S, + cal — W + cal € B(z,73) ol f est continue.
D'oit la convergence presque stire et donc en probabilité de (S, + cal) vers f(W + cal),
soit

Aa{w, €) L, hoo{w, c).

Avec ¢ = 0, ¢ = §, on obtient 2,3.

4. Etude de z%hm(u), c), n€N.
Comme W +cal € B{x, 7)o f est lipschitzienne, hy(w, -) est dérivable presque partout
sur [0, 3] avec

ggh@(w, ¢) = Dy f(GocW). (5.3.32)

Comme
(Goo W, U/IH) € B(z,ma) x B{I/[IU), ) N A

odt D.f(-) >0, on a pour tout w € WH(V), £he(w,c) > 0 presque partout
Comme pour n > N;(w), S, + cal € B(z,r3) od f est lipschitzienne, de la méme
fagen, pour tout w € W-HV), ha{w, -) est dérivable presque partout sur [0, 8] avec

0
almlw: €) = Datf(Gex,c5n) > 0. (5.3.33)
On a donc pour tout w € W~(V), presque partout :

o, . 4
s alw, c) >0, Ezhm(u,,c) > 0.

5 FEtudede . . .¢) £, }%hm(“]~c)~

D’aprés 4, row chaque w € WY V), les dérivées de h,(w,-), he(w,-) sont données
presque pr« . par {5.3.33), (5.3.32).

Or S,+¢d - W-+eal P-presque stirement et (S, +cal, l/|IU}]) € B(zx,rq) x B{I/||l}], r5)nA
oi D f( )«st continue, il suit la convergence

Dnlf(Goa,cSn) I alf(Gm,cW')°

Ais P-presque sfirement pour w € W1V, pour A-presque chaque c € {0.6], on a

d
é;hw(w,c).

—hp{w, ¢) —

8¢

La proposition 5.3.1 s'applique pour la suite (h,), et donne : Va > 0,

lim P{we W V), [Apghalw, )" = Apghos(w,:) || > 2} = 0. (5.3.34)
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Etude de la suite (¢n)n

On utihse pour (g, ), w +antre version de la proposition 5.3.1 dénivée d'un corollaire
de la proposition 5 1.1 (¢f annexe 5.56) :
Proposition 5.3.2 Sownt pour n € N, f, (2 x [0.8.7 x B(10.6).P®\) — R,
(e F tels que

P ovo e AN, 2> Nlw)o fala. ) est absolumnent continue

niw 0 £ foclur ) sur Q%

e

3 Vu el (%fa(w‘ ¢} >0 A-presque partout pour ¢ € (0,8) .

J cey s Y )i ?‘,‘._
4 aa’cf"‘»* ¢) fx(-'~()4u e ) sur "

e
alors

’i\{”(i‘fn(*\‘) : Aog falw. ) by —?-*0 sur §°

La vérification des hvpotheses de cette proposition pour la suite (g.), nécessite une
étude préalable dun vecteur tangent a la trajectoire. On la donne en section 5.3.7. on
vérifie ensuite les hvpotheses de la proposition en section 5.3.8

5.3.7 Etude du vecteur tangent

On étucdierer le vectenr tangent noté L, ¢, a la trajectore {G. .5, ), en c.
On rappells {H 3 12)

G Sa NG Z Ui vl G W =W+ cal

< n
Par dérivabilité presque partout de 7 pour chaque t & 0.1 ona pour w € L. n €N
fixés presque partoit en ¢

t)
G St = s Lo+ el (53.35)
ik VI

On montre que (53 35) est valable ansst dans E pows presque chaque ¢ € [0.6] . par
dérivabilité presque partout de U, pour chaque w, n fixés, pour tout ¢ > 0, pour presque
chaque ¢, il existe alw. n el tel que pour 4} < alw.neletz=1. .n ona:

Ui 4y, + 687 = Ui 4 cla ) = 80 (" + el )
_,_{Il_.__f_. ‘ (”’I»_ ! J_/._(_S_, ) l_,,,‘ A,.(_'..!—-) <« {5336)
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Comme {44} < h pour tout ¢ < n, pour |§] < alw,n,c)/h, (5.3.36) avec &' = 6l, ; donne :

{n]
G,,,,,\,.JS G eSn ~— %Z mUJ(??: C[m)
$=1

[nt]

‘ 1 aaTh ’ N L 1 T .
< sup Z Ulnt + clng+080,) = UM + clng) = 8L,U (0 + clng)

- :e{n.x} Py { Vv

5_155/ {'(s)} ds.

Finalement pour tout w € {2, il existe A(w) € B([0, ]), A{A(w)} = 0 tel que pour tout
neN, cd A(w), on & la dérivabilité en ¢ :

[n)

ad 7
Lnsae = 57 (GneS,)c Zln.U ) (5.3.37)

t'*l
Comne il est facile de voir que {{w, ¢}, Gn .S, est dérivable en ¢} € F® B, par le théo-
réme de Fubini, pour presque chaque ¢ € {0,4d], on a
P{w| G, .S, est dérivable en ¢} = 1.
Pour n = +00, il est clair que le vecteur tangent & la trajectoire limite {Goo W},
est al.

Etude d’une convergence de L, g, . vers al

On montre la convergence de L, g, . vers el dausle+ = suivant :

% f I Lasnc — alf] de 0 (5.3.38)
0

ot {| - || désigne la norme uniforme dans 'espace E dans lequel vivent les fonctions L, s,

et al.
Ona

{n
Ins,e—al = | IZIMU' n? + cln,) — al]

snl

< u\/—z‘zﬂ, (07 +clny) — @) || + afll = U([n-}/n)l-

i=zl

Comme par (5.3.13), ||l — é’( W — 0 quand n — +oc, pour voir (5.3.38), il suffit
d'étudier la convergence de

fn]
| s e =

1=l

= max
k<n

k
-\/-_-. }: Ut +c,,) -a)|. (5.339)
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Pour cela on utilise les notations suivantes :
ln.l = ln.x/ V"Tl .
For)y=1"(r)~-a:
Cnale) = hin' +cly ) (5.3.10)
" C;z‘(\ = ‘:n.\(('Jlin Lo sy S > 0.
Remarquons que par 'annexe 5.5 3, les vanables (, ). 1 < n sont intégrables et pour

c= 0, (u,(0) 1 < nsont des variables aléatoires. de méme loi. intégrables. centrées. Par
eonvergence dominée. on a facilement les convergences -

f:( (]1(””1\. St ,,,) — {. EL'I 1(0] ~-{) §— +3 (53 11}

On décompose slors (., (¢) de la fagon suivante

oot = UG e B + Gay 1L

onall

§
.+ EC (c).
On étudie les sommes correspondant & chacun des trois termes précédents
”H)' gn; : f‘knc(
Ly g o= E,c,’,'“{(')‘

((1133 = grv.l(r)l Cmoafchi oy

EtUde de “'(lu )

On s'intéresse a j maxe n L:»l wdd G ey = ECL e ))i de. Par le théoréme de Fubini

et Dnégalite maximale de L)um ol a -

, 2

&
1l | ,
N max Lo (G0 (o L2 ey dre
TS IR

[EE f

“F - /max Z(,‘,{gm < E¢) (). de

3

l . 1 !,
< (5/ E niaflzlf.. (CS,ie) ~ EC (e ))j de

2
pord W
- S[ [-;(L:,,,(g,,, )= ECta) | de

Lo

[Nt

ﬂ i
: / Zl"! ‘ \vz(’,gl‘snx(‘“ d('
(3]
.2

N "
< - 05
n ;
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ol la derniére inégalité s’obtient par la majoration (5.3.7). Il suit quand n — +o00 :

.

2
bna(Gasle) = EGri(c)) dC) — 0. (5.3.42)
I

Etude de (a;;)
On montre ici que .

de = 0. (5.3.43)

§ k
. Fro 7 s /.
i T [ a3 126,

i=1

Pour cela, on 8 maxeen |Licy b6, (0)] € Ty il 1EG,(e):

Montrons que

sap |EC(e) — ECi(0)] — 0 quand n — +o0. (5.3.44)
1<n, ce[0,8]
Ona
sup |EG; (c) = EG,,(0)]
i<n, ~c[0,4]

= sup f h(z + clog) Lings et 0igs 9(T) dT - / W payss 4(z) dz
t<n, c€{0,d)

= sup /h(x)lgh(xngs (g(z = cli) = g(z)) dx
i<n, c€{0,4}

< sup s/lq(z«cl,,,;) ~ g(x)] dz.
1<n, c€[0.4]

Or comme g est intégrable, par continuité de l'opérateur de translation dar L}, on
obtient facilement la limite (5.3.44).

Finalement, comme les variables ({*,(0)),<. sont identiquement distribuées, avec (5.3.8) :

Z 'iﬂ.s! 1EGq ()]

3z ]

<Y I 1EG O + Y lnal |EG (@) ~ EG(0)]
=] i=]

1
S/O "(s)] ds (IECix(O)H sup !EC,’...(C)—ECZ.‘(O)I)-

1<n,c€[0,4]
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1l suit
5 ‘
/) Ii’f‘fizl"‘ G (e id:

(5/ st ds [TEC 0 = sup EC0) = ECL{0)]
J0

’ n
ConckRh A‘

En utilisant (5.3.44) quand n — +x puis £¢;,{0) — 0 quand s -+ +2¢ obtenue par la
couvergence dominee (5341 on dédut de la majoration précédente la hite (5.3.43)
pour la somwme correspondant a {a;)

Ctude de {ay3). On a facilement

bk

Il
mm lniCantO1 g, 101 ss
v

n

: § unx ,nz(‘Jl“.r‘,)s
=1

Par un changement de vanable, on a

[';E(:'z:(‘”l\,,., sy /’“7 lhn; ,"]\J‘(ln|)dl

pus :
I(fll((”]"\, Jrdioew 7T {‘Knt(”ll(,,m’)si
(‘E”'““é:
‘ i
= sup / W) gy oqle oy de /ihfffl hirys LI} dT
':‘);'{‘ |
/.hm Lo, ooosup gla = coly,y —glao)tdr
' ;: :Unt‘:
Or.ona

= Ml gy~ < a = ') fonetion intégrable sur les compacts.

/5l1\1)1 hiri s (I(-Ii + \)dl‘
- /n gljri - /\‘)rir+/("(r)q(l1‘ + A dr <+

ot la finitude de la dermiére imtégrale est due au résultat suivant i annexe 5.5.5)

Lemme 5.3.2 Pour toul N > 0. en notant g la densité de A0 1), ona

/l"{f)q( I+ Avdr < +x
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Le lemme 5.3.3 qui suit s'applique et comme Sup, ¢, cefo,4) lcly.i| — 0, il donne

Sgp !E’Cn.l(c)llli,,,;(c)bs - El(ﬂ.t(O)'llcn,.(O)bal — 0, n— +oo. (5345)
c€[0.4]

Lemme 5.3.3 (annexe 5.5.5) Soit f intégrable sur les compacts telle que pour 6 assez
petit on a :

/ £ a(lt] + 0) dt < +oo.

Alors

/sup lq(t) — q(t + )| | f{t}dt — 0 quand! — 0.
it

On a alors

/O k<n

< z‘ llu l!/ E‘Cﬂ.t\c Ill(n (e}l>s de

i=l

i

Zln Crn Cmi(c‘ I>s Z[n,iCn.a(C)ll(,,,.(cN)s dc

§ | &
=/ £ max
k<a

0 : i=]

< Ziin,d /0 |EIGa ) gua@iss = Eini(O) 1, on5a] de
-3

n S
+leml /o ElC11{0)]1, ,(0ps de
y==i

1
56/ 1V'(s)lds ( cup
0

cémlﬂ
+ CICa (O e,0n>s)

)11!(.,','(c)|>s - ElCn.z(O)lllcn_‘(O)Ps

par la majoration (5.3.8). Avec n — +oc, puis s — +00, il suit alors des estimations
(5.3.45) et (5.3.41) :

§ k
SEIPQ’ hrl:ﬂ E mgix' ; l,,_,cn“((‘)lgcml(c)p, de = 0. (5346)
D'aprés (5.3.42), (5.3.43), (5.3.46), comme
6/ “Zln,cn. ”dc< nilGasle) = EGLy(e))]| de

. [n]
6/ HZ nCna(€)Ligo x> dc+§/o‘5 ”’Z:;["_,L ,;',(c)l’ de,

=]
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on obtient factlement -

L ,
P /: ’i Z In.. :ru((‘)!t lif —— (]} (llland "o - x

1=l
¢'est a dire la convergence (5.3.3%) pour L, < ..
I est facile de voir quon a ansst pour chaq » ¢ € [0.4] hixe, la convergence en
probabilité de L, 4 . vers al .

P e e
Lyg,c—al (5 3.47)

Il suffit et effer de voir la convergence en probabilité vers de (1 de 'expression (5 3 39
Pour cela. on reprend étude des sommes correspondants a (ayy1. {ay,) et {ay3) comine
précédemrient mats sans intégrer par rapport a o € (0. 4).

5.3.8 Vérification des hypothéses de la proposition 5.3.2 pour la
suite (g,),
1. Absolue contunnté de gola. <) n e B

On se sert 1t du caractere local hipsehitzien de fo L'absolue continuné de g (w.-) =
haol. ) & déja éeté vue lors de Vétude de h, en section 5.3.6. Etudions Gnlw.") =
f((;n, Sn)

PN

. \ 1) o

Notons u'™ ¢ e (u," (). w3 te). wl1e)) ave

PTE oy l v n

uodcy s - (‘(1/1 il )
v’”

Comme pour chague @ e § hxe, gt o+ el,, reste dans nn compact. u)"' est absolunent
contine. On utihise alors le lemme 5.3 1 Pour cela. sor 4, R® — E. donnée par

Ry

Buizsiti =3 r. teT]

«1

[ apy "eation 8, est clarement hpschtzenne De plus
A" ey = (L, S,

Pour w. noe fixes, 1 existe un vorsimage onvert convexe V¢, 8,0 de G, .5, sur lequel f
est lipschitzienne est clair que (7, .5, - G5, quand s -« el existe alors [ (2o n)
voisinage de o dans (0.8 tel que pour s ¢ [ {w.n).

(:vx n“?"n Hn’x u s ) & "'.(41',,“ 5,
Comme #, ost hneaire et VG, 8,5 estoun ouvert convexe, of a
utrspe A OHVIGL SN

On a alors
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~ f o0, lipschitzienne sur 47 (V(GncSs));
- ul™(5) € 871V (GncSn)) pour s € I{w,n) et u!™ est & composantes absolument
continues.

Le lemme 5.3.1 donne alors ¢ 28, o u™ = f(G, S,) = ga{w.) est absolument continue
sur [.(w,n).
Pour tout w € £, n € N, ¢ € [0,4], la fonction g,(w,) est absolument continue au
voisinage [.(w,n). En extrayant une couverture finie de [0. 8] par des I, (w, n), on obtient
'absolue continuité de g,(w, -) Vw, Vn.

2. On a gp(w,0) = gx(w.0) en effet cette convergence se réduit a celle de f(S,) vers
f(W) qui a été vue rn section 5.3.6 lors de 'étude de h,,.

3. Il s’agit ici de vérifier que g,(w,d) L Jeo(w, 8) c'est & dire

J(CasSa) = f(GoosW).

1l est facile de voir par le point (2), déja vérifié, du théoréme 5.1.2 et par la convergence
(5.3.10) due au théoréme de représentation de Skorokhod que

P
Gn,ésn — Gm.é“{!« n — +0Q.

Sait alors (n’) une sous-suite quelconque et (n") C (n') celle que pour presque chaque
w e WY V), ona GusSw — GoosW. Ona W + 8al € B(z,2r3) oi f est continue,
on a done f(Gur 5Spn) — f(GoosW) P-presque stirement.
Dot pour w € WHV) ¢

F(GnsSn) == F(GoodW) sit  gn(w.6) —= goolw. 8).

4. Etude de gzg,,(u,c). neN.

On a vu en 1 Pabsolue continuité pour chaque w, n fixés de g,(w, ), goolw,-). Les
dérivées -gég,, (w.c), é—’;gx(w. c) sont donc définies sur le complémentaire d’'un ensemble
A(w) € B([0.4)), MA(w)} =0.

Comme goo = heo, (5.3.32) donne déja que pour tout w € W™ '(V), pour presque chaque
- 9 ne) = Dy f(Goo W
"é'égoo(‘-"wc) - a.lf( o0, ¥ )

Soient w, n fixés, on montre que f est dérivable selon L, s, . en G, »S,. On rappelle
que Ly s, . est le vecteur tangent d la trajectoire {Gy +Sn ). et qu'il est donné par (5.3.37).
On a pour presque chaque ¢, quand A — 0 :

J(Gr,ersSn) = f(GneSn)
h

— Eg,,(w,c).

On montre alors

é%gﬂ(wv C) = DL,,_.;,.,I(Gn,cSn) (5348)
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en montrant (ue

‘f(('rxr‘sn+h]rlﬁ..() f((’nr‘ f(’n(+'l* f((‘n(SnJ ’

lim | S S R

LR ' /1 h !

Comme pout hoassez petit, G Sy + hl, s - ot G5, sont dans un voisinage de
GroSe ot foest hipscntzienne

f ('n' ‘n + h["l -"n' - f((hu*h ‘n)i‘

“h

i
./'vut n h[‘n Sno (1"» rth-gn'T
Or pour presque chaque o Vexistence du veetewr tangent Ly, g, o sécmit

(’n( n ]J[,,, o ("nr4 S"
— - L Y

h

On a douc {53 48} pour presque chaque ¢ € {0, d)

On trouve amst pout chaque » € WYY un enseruble Alw) € B({0. a]1 négligeable tel

que sur son complémentaire, A-presque sarement
J o il , , .
w(}n [)/ f((r,,,fﬁn). . '(,’x(g,'.(’i B /),df((f.,(‘(u ) (5;549)
e e

5 Comme g, = hoona Jas(woci » 0 presque partout pour o € W '(V) dapres
I'stude de by en section 536

6 Vernfication dn pont G de e proposition 5.3 2 ponr la suite g,

It s’agit de conclure la venfication de (ced pour la suite {g,, -, et de montrer que quand
n — +o,
G0 7 ' »
"%T-'(].'r(*."’ o —'(}ng‘.‘)J - ()
II()I. e (AT IV

Pour cela, on utilise la convergence (53 3% de L, o, vers af.

:;
[
w

0)

D'abord, conune ¢4, 5,011 ext absolurient continue. on
G, St Soith s / L, JAt)ds. G W) = Wi+ eal
1]
1 st

HG,o s, G0 W < S, W+ sup //,,g ty-allty ds

IRURE s

S o / L, s - allids
f)
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Des convergences (5.3.38), (5.3.10)}, on déduit alors :

sup [|Gn,eSn — Goo e W] Z, 0, n— +00. (5.3.51)
c€|0,4]

Onavuen (5.3.47), L, s, . 2, al pour tout ¢ € [0,d] avec L, 5, . donné par l'expression
(5.3.37). En constatant que (w,c) = L, g, . est F ® B-mesurable, par le théoréme de
Fubini, on peut renforcer la cunvergence précédente en

Lus.. 22 al. (5.3.52)

De la méme fagon, on pourrait renforcer G, .S, L, G oo W pour tout ¢, en raison de la
convergence (5.3.10) et au point (i) déja satisfait du théoréme 5.1.2 en

CueSe B G W

Considérons (n') une sous-suite quelconque, on commence par extraire (n") C (n')
pour obtenir des convergences presque siires des convergences (5.3.38), (5.3.51). Soit w
dans cet ensemble presque str, rappelons que pour A-presque chaque ¢ € [0,6], on a

d d
'b'agn"(w: c) = DL..:«,gn,,..,f(er”,cSn”)v 5;900(“"9 ¢) = Duf(Geo V).

D’aprés ce qui préeede, il existe N(w) tel que pour tout n” > N{(w), pour tout ¢ € {0, 4},
on & Gpr Sy € B(z,1y). On a alors :

o} J
'C;)'Egn"(w' ) - é'égm(uv ‘)

Li([o.4))

== [ 6] iDL"N's ".gf(GnH‘cSnN) - Dalf(cw'c‘lV)!dc
{)' L

- / D Lot 3 y.a f(Gn”.cSn")“L""-S..MC” - D'/WHf(vaCw’)a”[” de
10’6] n".s",, K3

S / D [‘n"‘S e f(Gn”‘cSn")I ‘“Ln".S"u .C” - Q.Hl“‘ dC
sl s

ac.

Dius, . flGweSnr) = Digty f(Goo W)

“"‘5,‘11 ¢

ol /M

L’n" ”".e T . .
Comme (Gnn,cS,,», FIT_—zLT) € A, ol I'ensemble A est défini dans la définition 5.2.1

de la classe M(p”, le premier terme se majore par

K/ 1Lnns,. . —allj dc
[0.4]
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qui tend vers 0 quand n” - +x.
I

;1 ’IL‘——) AG WG € Al et pour presque tout ¢

Comme { G, S,

G Sy — G W

[S100:

[) TR f<(”’n"r-qn"} - [)l li;f((l'—\ ¢ ”'j ”“ - X
oy e ;

Rl
n

Comme de plis la suite est hornée. par convergence dominée, il suit la convergence vers ()

—~

du deuxieme terme Do Hnalement pour toute sous-sute (n'), | existence de (n") C (n')
telle que presque stirement on a la convergence cherchée On obtient donce la convergence
{5350) et le pomnt ) de la proposition 53 2 pour la suite (g,,),

Conclusion pour la suite g,

On a vénifie les conditions de la proposition 5 3 2 elle s'applique et donne

o> 0. dim B e e ) [ i\agale ) = Nagg (o) > a} = 0 (5353)

n o

5.3.9 Vérification finale du point (1) du théoréme 5.1.2
Comme by =g, . ona
H '\‘;l)’sgn(‘*"‘ ) b '\(\)ﬁ;hn(-‘v\ ) ! i
< i \,(;\(}n(’w','? : " ‘\n/,]_(jl(w',') “E + !/\U}A,}I"(w'.'i) ! ’\U(“h‘x("“".) 1|‘

On dédut alors des etudes de By, et g, des secnions précédentes menant respectiverment
ath 334 e (5 453 que powr tout a - 0. ona

i

L f"{w' W sy e e ‘*»n} =
v ! .

1

Comme X o te ) b= Nay, 'H" et Aya b ia = Ny ;x‘\", on a

P{_._‘ ' _q"](\’);i'.\(,,;:r":;" ,\.,‘4‘,,‘:&;": »H}
?{* S } SR S VAN ,.} F RIS )
Pusque S, == W ot PIOV)Y =0 ona P{5, ¢V e 17} = 0et]sunt

N R ! -1 .
? {"" - 5" AN I ]/\inéi"‘n."’u - '\3(' ‘Y"«x’“‘ﬁ’uli > “} Bl

s01t

l”,ll P, {2 eV : ifkin,a‘r‘.}_i - A\ na;r‘xl:'r > ()} = ). (5.3 54)

n
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On a alors en notant pour simplifier Auo = {2| |\ ogent — Apgelll > o} :

L A o5Pms = NodiPeozll Pal(dz)

= | [\oaens = Mos¥e:llPaldz) + / A pa%ms — Mogossll Paldz)
Vidn.a yods ,

<2P {z € V| Ihpaent ~ Noarahll > o} +a /v Faldz)
NAL o

D’aprés (5.3.54), quand n — oo, on a

lim / I\ osions = Mogeasll Pu(dz) < a.
n ‘/

Avec a - 0, on obtient

m/ Nosen: = Mogwm.ll Paldz) = 0.
n V

5.3.10 Conclusion

On a finalement vérifié toutes les hypothéses du théoréme 5.1.2, il s'applique et prouve
la conclusion (5.2.4) pour le théoréme 5.2.2.

5.4 Exemples de fonctionnelles de Mg)

On donne dans cette section deux types de fonctionnelles de C([0, 1}) de type sup ou
intégrale, pour lesquelles on a la convergence (5.2.4) du théoréme 5.2.2 :
= T SUPgepo ) o(z(t)) ol ¢ est convexe, de dérivée non nulle presque partout (i.e.
le graphe de ¢ n'a pas de palier minimum);
- T fnl g{x(t)) dt ot ¢ est lipschitzienne sur les compacts et telle qu'il existe S,
A(S%) = 0 ol ¢ existe, est continue et non nulle.
On explique en section 5.4.3 qu'en renforcant légérement les conditions sur les fonctions
@ et q précédentes, les fonctionnelles proposées sont dans MS’ (voir la proposition 5.4.2).
On commence par une proprié¢té de la classe M(,i) dont on disposait déja pour la
classe Mﬁ;’) du théoréme 5.2.1 de {13] :

Proposition 5.4.1 Pour f € Mm, oma Pf e\

Démonstration : On commence par remarquer que les conditions définissant Mg)

permettent d’appliquer le lernme qui suit, garantissant 'appartenance a Mgf) classe de
fonctions définie dans [13, 19} dont on rappelle la propriété essentielle suivante : si
f € Mﬁf) pour P-presque chaque z, il existe un voisinage V' tel que pour P-presque
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chaque y € Vet A VA = {y+cl c € 0.a]} segment selon [ avee fale) = fly +cal)
larestriction de f 2 A ona
YRS (541)

Lemme 5.4.1 (th. 19.1, [13]) Suppvsons les conditions sunvantes satisfuites pour P-
presque chague

la devoree Df(r) est fablement continue ene g

Dfvrictpy # {0}
Alors f € M,

Soient alors r dans Vensemble /7 presque sir donné par la propriété rappelée et V.
[ € Hp les vorsinage de et direction admissible associés. On considére la partition [
en hgnes paralléles a {0 En notant P s mesure quotient, v les strates associées 4 la
partition. pour 2 € BRI on a

in
-
3V

mnf IM):/ Pof YAy Pods
JAV]

Comme d'apres e theoreme 3 1.2 du chapitre 3, pour P -presque chaque strate -, P, est
absolument continue par rapport a A, mesure de Lebesgue sur la strate 5 et A, f 7! =
,\f_{l ponr un segment A ¢ Vo541 (542 donnent P f 1 « A On conclut alors
facilernent par séparabilité [

Remarque 5.4.1 Cette proposition est nunportante pour les appheations intéressantes
des convergences fortes (5.2 4) Rappelons gque dans le cas on Pof '« det Pf 1 A
(524) est équuvalente a la convergence dans LHR) des densites de ces lois,

5.4.1 Etude de la fonctionnelle du type sup

On considére la fonetonnelle g 77 1« R donnée par

glel - sup orit)) (543

te i

oll ¢ est convexe, de derivee presque partout non nulle
En particuber, ;- est lipschitzienne sur tout compact et il existe 5 ¢ BiR) A5 = 0 tel
que 2 existe, est continue et est non nulle sur 5.

Notons M, = {f €101 glri L 0tb} et tappelons que P oest a lon du processes
du mouvemnent browmen On s alors

Lemme 5.4.2 Pour I-presque chague 5 (00010 &M, < 1

Démonstration : Comme ¢ est convexe, sup,, ., »(W (1)) est atteint en au nlus deux
points
t - argng, Wit t, = argmax, ,, Wit
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presque sirement uniques (cf. {20, 8.16]).
Comme (supgew‘u W(t), infiepoa W(t)) a une densité (cf. |2, section 11]), il est facile de
voir par convexité de ¢ :

P sup W(t)) = @( inf W(¢ ={.
(1t sup wie) = ol jnt wie))
D’ot P-presque sirement, # My = 1. a

On note dans la suite t; = argmax,.,(z(t)), le lemme 5.4.2 justifie cette notation
pour P-presque chaque .

Lemme 5.4.3 Pour P-presque chaque x, on a z{(t;) € S.
Démonstration : Avec les notations £, t, de la preuve du lemme 5.4.2, posons
E™ = {eW(t)) <p(W(t))},  E*={pW(t.)) <a(W(t)}.

Comme d'aprés le lemme 5.4.2, E* U E~ est un ensemble presque siir, avec B C B(R),
AB)=0,0na

P{W(tw) € B}

=P ({ sup W(t) € B} n m) +P ({, nf WD) € B} E)

tef0,1)

<P (sup W(t) € .B) +P( inf W(t) e B) =0

car supgp,q W(t) et infigpp,y W(t) sont de lois absolument continues.
On & ainsi montré 1'absolue continuité de la loi de W (Tw ) comme A(5¢) = 0, le résultat
suit facilement. .

On note By = {r € C([0,1])1z(t.) € S}, d'aprés le lemme 5.4.3, on a : P{}V € By} = 1.
On a alors le résultat suivant de dérivabilité :

Lemme 5.4.4 Pour tout x € By etl € C([0,1]), g est dérivable en x selon |, avec :
Dig(z) = ‘P’(‘T(t:)) I{tz). (5.4.4)

Démonstration : Notons g, ¢ les dérivées respectivement & gauche et & droite de . Le
graphe de @ convexe étant au dessus de toute droite d’appui, pour tout m € [ (x), ¥4(z)]
ona:
plx)+my<plz+y).
Sait r € By, t; est alors bien défini et z(¢,) € S (en particulier v est dérivable en z(t,)).
I suit
p(z(ts)) + 9'(x(t:) cllts) € ola(ts) + cl{ts)) < gl +cl).



140 Chapitre 5 Principe local d'invariance pour des v.e.v1.d.

Comme £(r{t,)) =~ glr). ona S'(rit )y cllt,) < glr+cl) ~ glr)
Par ailleurs pour ¢ réel, notons £ un point de M, et

1

mitl s il

1’

o+ e W) gylrlU) + e i)

on a alors ¢

gird cl)y  plrlty+elitly) < plo{dny + mtl ) e l{E))

-

< ogur) sty elit)).
D'ou
St ety < gl + by - giry < mitly elit)) 545

Soit (e, ), une suite positive avec o, - (L notons £, =t € Mo, ¢

On montre facilement que 1, — t, en extrayant de tonre gous-suite une plus fine qu
converge vers t, - en effet Yin') C (n). par compacité de {0, 1] 1) exaste (n”) telle que
fyr sty comme 1+l vroona g(r+epel) — glri Cest adire

'r.(-r”n") + (.n"[(,n” )) - ‘f:(l\ftr))
or cotme 2ty ) v eellt,) = rit ), par continuité de 2, on a
'r‘{f“n” ) + f'n”l(tn" )) — v:(l(tx } )

On obtient done Strlt oy = hiri= porlt ). son t, € M, =t}
Comme r < By /" est continue en r{f,). on a alors

[ty == Ut
Solrtta) v ditny) e St

el i) s e ity — Sl

En pussaut a ia lunite dans la double inégalite 154 5), on a

On obtient done
Drgir) = 2t Nt

On peut faire un caleul dentique qus méne a la dérivabihté a gauche avec la mfme
dérivée. d'on finalement Vexistence de la dérivée et son expression (54 4). [

Vérification des hypothéses

Soit 1 fixé dans f3 ensemble de mesure P plemne d'aprés le lemme 5.4.3, en particulier
t, = argmaxy, ..y (1 est bien dehm. Considérons le voisinage B(r. 1) de 1.
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1. On note M = |jz|j + 1, comme ¢ convexe est lipschitzienne sur tout compact, en
notant /(s sa constante de Lipschitz sur [~M, M], on a :

l9(y) - 9(z)] < e lo(z(t) — w((t)] < Kullz -y

2. D'aprés le lemme 5.4.4, on a Dig{z) = '(x(t:)) I(t.).
Comme ¢, réalise sup,¢jg yy w(z(t)), par convexité de ¢, on a ¢'(z(t;)) # 0. On peut alors
facilement choisir | € Hp tel que Dig(x) # 0.

3. Rappelons que 4 = {(y,1) | I}l = 1, Dig(y) définie }.

Remarque 5.4.2 Dans la preuve du théoréme 5.2.2, on travaille avec y = G, .S, fonc-
tion affine par morceaux définie par

k
£ - L gy
Gn,csn(;) = """‘"'\/;l- 2 U(??I +Ctn‘,), k= 1,....n.

Il est clair que supygg,)y #(Ga.eSn) est réalisé en un point % Comme U est dérivable
presque partout de dérivée U' = p-fv presque partout non nulle,

teal

k
1
(1:1, Ceey .'L‘n) s (ﬁ Z U(Izj +¢ ln',))
1k<n

Kt}

est de jacobien n™/2[[L., U'(z, + ¢ ln,) qui est presque partout non nul. On dispose
alors du résultat suivant (cf proposition 1.3.1 du chapitre 1) :

Lemme 5.4.5 Soit A C R*, [ : A — R" mesurable différentioble sur un ensemble
BcCA. Soit p € A\, 5i )z € B|det Df(z) =0} =0 alors ugf~! <« A"

On déduit de ce lemme que le vecteur

(= 2 JURITNY

est de loi absolument continue. On en déduit que P-presque srement,
SUPsepo,1) #(Gn,cSn) est réalisé en un unique point ko/n avec

1€k<n

G’OI,CSvI(kO/n) S S

On & donc G,.cS. € By avee la dérivée de g en G,,.S, selon | € C([0,1]) donnée par
’expression (5.4.4).

Comme la propriété de continuité et de bornitude de D f(-) est utilisée dans la preuve du
théoréme 5.2.2 pour y = G, .S,, on peut considérer par la remarque 5.4.2 que Dig(y) =
G'(y()) 1{t) avec t € M,
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On a alors [ Dig(y) < sup: pan [¢/1 L = K, Vapplication (y 1) — Dig(y) est donc
horunée.

Soit {yn. 1) = {y. 1) avee y € By, ensemble P-presque sir.
Comme ¥, — y. on montre comme dans la preuve du leme 54.4 en passant par des
sous-suites quavec t, ¢ M, conatf, -t

ye

On 8 yalte) — yit,) pus conune y € DBy, par contimuté de @' en y(t,) € 5, on a
Sl — Syl

Comme ¢, -1, 1, =1 onaausst [,{t,) -+ (1), on obtient finalement -

Syt Lt Syt i) Cest a dire

Di otys) —— Digly).

On vérifie pour les fouctionnelles (5.4.3) de type sup les couditions utilisées dans la
preuve du théoréme 5.2.2. on ne vérifie cependant qu'une version affaiblie du pont
3 pour I'appartenance a .M‘,E' Avec des conditions légerement renforcées, on explique
en section 543 quion peat satisfaire pleinement la défimtion 5.2.1 de cette classe de
fonctionnelles

5.4.2 Etude de la fonctionnelle du type miégrale

On considére la fouctionnelle h = (10, 1]) — R donnée par

1
hir) = / glo(t))dt (5.4.6)
Jo

ot g est hpschitzienne sur tout compact et telle quil exaste S & B(R), A(SD = Oou g
est défime, non nulle et continge

Lemme 5.4.6 Soif B - {re COO TN tintty e S} =1}, ona PiBy) - 1

Lemme 5.4.7 Powr r ¢ By et 1o CU0 1) ona
i
Dyhir) - / g ia{tyy () dt 547
(4
Démonstration : Sut r¢ [y, on a

1
hiv+ely - hir) - f'/ gt i) dt
0

!
= / (glrtty+ e (1)) = glolt)yy = e 2ty g'lr(t))) dt

JA
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Comme x € By pour presque chaque t € {0,1), ¢ est dérivable en z(t) € S, on a pour
le} <48

g(z(t) + e l(t)) - q(z(t)) — e U(t) ¢'(z(t))
c
L(2(t) +clt) - Q(Z(f))l

C
¢ (z(2)) 1{t)] < Kyzylilll,

ol on a noté Ky la constante de Lipschitz de ¢ sur [-M, M.
On a slors par convergence dominée

hiz + cl) - h{z) - c/ﬂl q'(z(t)) Ut) dt = o(c).

On obtient donc la dérivabilité de h avec 'expression (5.4.7). ]

— 0 pour A-presque chaque t € [0, 1],
lz(t) + cl(t) — z(t)|

el

< Kjapsop < Ky 11

Vérification des hypothéses
Soit = € By ensemble de mesure P pleine d'aprés le lemme 5.4.6. Considérons le voisinage

B(z,1) de z.

1. Notons M = ||z + 1, on a alors :

Ih(z) ~ h(y)] < / la(z(1)) - glu()] dt < Ky / 12() - 40 dt < Kz -yl

2. Comme z € By, Dih(z) est donnée par (5.4.7). De plus ¢/(z(t)) # 0 pour presque
tout ¢ € [0,1], il existe donc | € C([0,1]) tel que Dih(z) # 0. Par densité de Hp dans
C([0,1]), on trouve alors {, direction admissible pour W, tel que Dih(z) # 0.

3. La méme remarque 5.4.2 qu'au point 3 de la section 5.4.1 justifie qu'on peut suppo-
ser Dih(y) donnée par Pexpression (5.4.7) (car c’est le cas pour G, .S, pour lequel on
applique cette hypothése dans la preuve du théoréme 5.2.2).

On a alors pour tout (y,1) € A, [|Dih(y)}l < K)s done bornée sur A.

Si (ynla) = (v, 1), ona:

D h(ys) — Dibly)] < [ 1 (4 (0)) ) — € (0(0)) ()]

+ / 17 (4(0)) Lalt) — ¢'(w(t)) L(t)]
[}

< (+1 / 16 Walt)) = O dt + Kagllln 1]

Comme le premier terme tend vers 0 par convergence dominér (¢’ bornée par Kjg), on

aquand n — 0o :
Dy, h(yn) — Dih(y).
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On vérific pour les fonctionnelles (5 4.6) de type mtégrale les conditions utilisées dans
la preuve du theoréme 5.2 2, on ne vérifie cependant qu'une version affaiblie du point
3 pour 'appartenance a Nf,i‘. Avec des conditions légerement renforcées, on expligue
dans la section 54 3 suivante qu'on peut satisfaire pleinement la définition 5.2.1 de cette

classe de fonctionnelles.

\ il
5.4.3 Remarque sur 'appartenance & M p'.

On montre qu'en tenforcant légerement les hypotheses des fonctionnelles définies en
- . " s . . bl . (1
(5.4.3). (5.-4.6). on verifie plemement les conditions d'appartenance a la classe M), de
la définition 5 2 1

Propaesition 5.4.2 Les fonctionuelles défintes en (5.4.9) et (5.4 6] avec respectivement

2 fonetion converc de classe O g de classe (Y et toutes les dewr de démvées ', ¢
{1

presque partout non nulles, sont dans la classe My,

Retour aux fonctionnelles de type sup :

Considerons Ia fonctionnelle de tvpe cup défine en (5.4.3) avec o une fonction convexe
("' de dérvée presque partout non mille.

Notons Ttay = {te {0,100 20r(8)) = sup ey, p 2l r(s))} ensemble compact.

Pour { ¢ f‘(r}‘ par convexité de o1l est clair que 2(r(t)) # 0 A la place du lemme
9.4.4, on a mamtena

Lemme 5.4.8 Sotent r. L€ C'([0.1]), on a .

Dyglr) ~inf olr(t)), D gle) = sup pr(t)) (5.4.8)
e T te T
Démonstration : (Test une vanation de la prenve du lemme 511 A nouveau comme
pour ¢ convexe, oia () 4y ey < gl s ylopour t © Tir) et ¢, € T{r +cl) avec
e ona

Sty oty < glr+ ey = gloy < St v+ elit gy lt)

Soit feg ), une smte positive convergeant vers 0 Onnote t, =t € T{r + cul)
Pour toute sous-suite (0t < {n). par compaaté de 0010l exaste (n”) < (') telle que

Lo =t Comme
[],I ""u"j; = r(-]”n )+ ’n“”frr"})

et
glr t oel) o glr). p{ritee) begedlt ) —— Slrlte))
on en dedwmt glrit )y gtr). cest adire t € T(r)
Comme [, r. ¢ sout continues. on a quand n” o+ x
I(f"”i M l”x)
Hlg) 4 ety —s rlty),

Slrtte )+ epelity)) » Tt
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il suit
) U{t) < lim,, Leterl-o)

(-]

WA < (5(t,)) U(tee).

[

[FAN
=
g

(1
!

Finalement en prenant le sup pour t € f’(z), on déduit facilement

lim g(z + ennl) — g(x)

= sup ¢'(z(t)) (1) (5.4.9)
e G teT(x)

n

De toute sous-suite, on en a extrait une avec la limite (5.4.9) précédente, on a donc la
premidre partie de (& 4.8) :

D g(z) = sup ¢'(x(t)) (2).
teT(x)

Un caleul analogue méne 4 la dérivée faible & gauche D) g(x) annoncée. »

On prouve ensuite g € M(,g) de la méme fagon qu'on !'a fait en section 5.4.1 avec la
fonctionnelle de type sup plus générale. Le point dont on n'avait montré qu'une version
affaiblic suffisante pour étre utilisée dans la preuve du théoréme 5.2.2 est le 3. On peut
maintenant le vérifier eflectivement avec les hypothéses renforcées sur g : pour (y,1) € 4,
I'existence de Dig(y) donne la coincidence des dérivées faibles & droite et & gauche. Avec
le letnme 5.4.8, on a alors :

Dig(y) = ¢'(y() Ut) 3 rout t € Ty).
La suite de la vérification reste inchangée.

Retour aux fonctionnelles de type intégrule :

Soit A la fonctionnelle de type intégrale donnée par (5.4.6) avec ¢ une fonction C' de
dérivée presque partout non nulle. On utilise le résultat suivant A la place du leinme
54.7:

Lemme 5.4.9

mmm=/¢umnm¢a

Démonstration : La preuve du lemme 5.4.7 vue pour la fonctionnelle plus générale
s'applique, g étant maintenant dérivable en tout z(t). .

La vérification de I'appartenance 4 la classe Mg) est alors la méme, sauf que dans
ce cas pour (,!) € A, on a effectivement par le lemme 5.4.9 Dh(y) = [ ¢'(y(t)) I(t) dt.
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5.5 Annexes

5.5.1 Estimation asymptotique de U
On donne une estimation atile de 7 en 2~

Proposition 5.5.1 S £, varwble aleatowe de fonction de répartition F, est dans Les-
peee LML F 2y alors on dispose de Uestimation swvante de U - F P o @

'

' _]'1 Lp
U'ir) =+ n(( ———) ) notx (!
glr!

ot @, g sont respectwement la Jonction de repartition et lu densité de la lon N0, 1).

ot
(Wil
po—
e

Démonstration : On utilise pour cela le résultat élémentaire suvant

Lemme 5.5.1 Smt g [0.1]  » R* decrossante telle que j;,l y(t)dt < x. alors quand
t—=0.g{t) = of1 't

Comme & de fonctiom de répartition Fest dans LP(Q F.P) on a

i
EEP - / FoUydt < x
1}

Par décraissance de £ r— F7HL = £)P et positivité pour ¢ assez proche de 0, le lemnrne
9.5 1 donne

F oYt =oll (L=t} P) 1 =1

Comme U(r) = F "o®(r), ®(r) — L quand r -+ +x et 1 - ®{r) ~ g{z)/ren +x,
on a faciiement (5.5 1) en +x et de la méme fagon. on le montre en -~

5.5.2 Convergence de «

Pout montrer ia convergence de Vintégrale a = [ [7triqiryds en + ., on la compare
a une sénwe fon ferar de méme en ~x: On a

L

[iryguridre < gint U+ 1 - Uiny
/ > '
p-1 -
< Zq(m iU+ 1) - U(n)) ¢+ Zq(n)l'(nﬁf 17 (5.5.2)
n.t anop

o poest tel que U(r) > 0 pour r > p Le premier terme du membre de gauche de
(5.5.2) est fim car la somme est fime pour le second terme. comme £ € L) F.P).
Péquivalent (55 1) de la proposition 5 5 1 donne

PR -

R . ,/ T 4 1 ; -n° %
gy Ui+ 1y = glnyo | ! et R RV ")
\(' gin + 1}

terme genéral dune série convergente Lontégrale a est donc bien définie (en n'utihsant
que les moments d ordre 2 de &)
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5.5.3 Moment d’ordre 2 de U(n + h)

Soient n une variable aléatoire de loi A’(0, 1) et A € R, on montre la convergence de
EU(m+h)? = /U(I + h)%g(z) dx

avec I'hypothése £ 16412 < 400 pour 4 > 0.
Soit @ = =X > 1 et § son conjugué (2 + § = 1), par 'inégalité de Halder :

/ Ul + h)g(z) dr
- /U(y)'zexp{ ~v'/2+yh - h/2} dy

2 2
= [ U@yl exp{ - Zj——} exp { — L yyh~ h*[2} dy
20 23

2 1/a .2 1/8
- (fvweetan)  ([em{-Lruno - w12 ay)

< 0.

On a done EU{n + h)? < 0.

5.5.4 Reésultat d’absolue continuité

Lemme 5.3.1 Saent (fi,..., fs) ¢ [a.b] — V € B(RP) une epplication de compo-
santes absolument continues, F : V — R lpschitzienne. Alors G = F(f\,..., f,) est
absolument continue.

Démonstration : Rappelons que f : R — R est absolument continue si pour tout
g > 0, il existe d > 0 tel que pour Ur{ax, Br)

Y (Bi-a) o= /(B - flaw) S e
k k
Soient £ > 0 et § > 0 qui vérifie la définition précédente de I'absolue continuité pour
fiv- -+ [ Soient Ur(ax, Bi) avee Y, (Bi—ax) < 4. En notant K la constante de Lipschitz
de F:

= |F(filB). .-\ fp(Be)) = F(filaw), ..., flaw))l

< KNG, - folBi)) = (fAlaw). o fples))

P
K 1f8e) = flenl.

fxm]

IG(Be) ~ Glaw)]

IN

D'od
p
Y IG18) = Gla)l € K Y Y 1A(B) - filew)| < pKe.
k =] &
On obtient 'absolue continuité de la fonction G = F(f), .. ., fp)- [ ]
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5.5.5 Lemmes techniques

On rappelle quon désigne par g la densité de la loi normale standard A'{0, 1),

Proposition (lemme 5.3.3) Sout [ mmtégrable sur les compacts telle gque pour h assez
petit on a

[ g nyde e x (55.3)
Alors
/hup,q(fi —qglt = h)futr dt — 0 quand ! =0
. B!
Démonstration :
On étudie [sup,, . if(hgtty = [{t)glt + h)jdt en saindant lintégrale en deux ey T
ﬁt}ﬁl ’
Pour [ sup.y . flhglfy Sttt + hyidt
- ~up Egt) - [yt + h)| < 7-— (] integrable sur {Iti <1},
hoe
- supigt) =gt + h)y — 0. =0 par continuité de g
ki
Par convergence dominée, 1] st
/ sup fttglty = fitygit + ) dt —— 0. 1«0 (5.5.4)
J ) h,ﬁl
Poar [, sup . fthglty = fitjglt + h)bdt son Iy > 0 fixe
cotme 1 s LD < g onatt s by o =y et
qUty qlt + hy < gty - gy,
d
sup]f Oglty - fihgit + Yy < 2 firy gt = 1y)
s
mtégrable par Phvpothese (5535
SUPg, « gt - qlt+ ) — 000 -+ ) par contimté de g
Par convergence domméc, il suit
/ sup flt)glty = fitigit + hy dt 0. 1 -0 (5.5.5)
trag hod

On conclut facdement de (5541 (5.5 D) la proposition n
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On justifie maintenant le lemme 5.3.2 utile & 'étude de (ay3) en section 5.3.7.
Proposition (lemme 5.3.2) Pour tout A > 0, on a [U'(z) g(|z] - A) dz < oo.

Démonstration : On &
/U’(J;)q({ml - A)dz =/ +/ : (5.5.6)
| <A lx{>1Al
Ona:
f V@) gl - N dr < / U'(z) dz < U(N) = U(=)) < o0,
lzi<iM TiglAl
_/ V(@) allz] - N dz < / U'(x)qllz] - \) 4z
Jel>{Al E1PSPY

< [l =)

On montre la convergence de cette derniére intégrale par exemple en +oo en la comparant
4 une série :

wa quil - |AM}dU(z) < Z q(n -~ I,\{)(U(n +1) - U(n))

n2|Al

Z g{n — [\)U(n + 1). (5.5.7)

n2jAl

/ n+1
U(Ti+l)=0( m),

il suit la couvergence de la série en (5.5.7) et finalement celle de l'intégrale (5.5.6). =

i

Or d'aprés l'annexe 5.5.1

5.5.6 Proposition clef

Proposition (proposition 5.3.1) Soien. pour n € N, fo : (2 x [0,0], 7 x B([0,6]), P®
Ay — R, Q' € F tels que

1. YweQ, IN|(w), Vn2 N{w), falw,-) est absolument continue;

Ja(w,0) Ey Folw,0) sur Q;

- falw,8) 2o foolw, 8) sur

. Yw € O, AN (w), Vn 2 Ny(w), g;f,,(w.c) > 0 A-presque partout pour ¢ € (0,0);

e Do

POL .
£ fulw,€) = £ foolw,c) sur Q.

O
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Alors sur §° .
Xog frlwe ) b = Mg fac Lo} HE =T 0,

Démonstration : Il sagit d'utihser la proposition 5.1.1 de la page 110 concernant la
convergence forte de mesires inages.
Soit {n'} une sous-site On montre qu'il exaste {n”) € (n'}) avec

Aprl) = Thios furlw ) b= s fxlw ) i — 0 quand n" — x (5.5.8)

pour presque chaque w € Q7 le critére classique de la convergence en probabihité don-
nera -

Vo > (), lim p{-u' e | V\ n,s,f,,(.»'. -] - A?n‘jﬁfx(d, ‘)-lyf > (1} = {} (559)

noex

Les hypothéses 2, 3. 5 downent une sous-suite (n”) ¢ (n') telle que

frrlur 0) = fo(enl) V€ Q5 PO = PO

- f,l"(w’.é) —4 fx(u.f,l’)‘) Yo g23, }P(Q \'-" J"(fl‘).

) . ‘

I [ ) = ,i)-fx(_u.r') Viwe) € B ¢ Q" 0.4
or

e ’ !
PaX(Es) = P(Q")

Soit Q< O+ 2(y) - P1O7) tel que pour tout w € QF et n > Ny(w).

i) d .
- farlae) > 00 —f (o) > 0 A-presque partout
de de
Par le théoreme de Fubnnn i exaste (287 Q P(Qg) = 207 tel que

7]

Voo (8 ) J A pp— )"fx w0} A-presque partout pour ¢ € [0, 8
il e '

Soit alors
Q- Qo 2t Py = B(Q7)

Pour tont w € 8, et no 2 max{ Nt Nyiw ) la fonctionnelle « - f - ...'.1") vérifient les
hypotheses de la proposition 5.1.1 Celle-c1 donne la convergence (558} et le résultat
(5.5.9) annonc & par le critére de la convergence en probatalité a

Une autre version de la proposition 53 1 due an corollane 1 de |12] de la méme fagon
que la proposition 5.3 1} est du corollare 2 de [12]. est

Proposition (proposition 5.3.2) Soie -~ pourn € N. f, (8= 0.6, F « B{i0.4}).P%
Ay RO € F tels que

ILoYw e (0 2NL v 2 Nj(wj. fatw. ) est absolument continue
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2. fulw,0) = foo(w,0) sur Q;
3 YweQ, -g%fm(w,c) >0 A-presque partout pour ¢ € (0,6);
4 & falw,0) = & foolw, O 2,0 sur e

Alors Ao falw, )™ = Mg foolw, )M Z.0 sur 00

——t
%]
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Chapitre 6

Principe local d’invariance pour une
suite stationnaire dépendante

On reprend dans ce chapitre le probléme du chapitre précédent en partant d'une
suite stationnaire mélangeante de variables aléatoires (£,).>0 obtenue par une trans-
formation croissante absolument continue U d'une suite stationnaire mélangeante de
variables gaussiennes standard (7, )ns0. On commence en section 6.1 par rappeler les
théorémes limites assurant la convergence faible de la suite P, des lois des processus
9, constants par morceaux, normalisés associés & la suite (£,)as0; cette convergence
constitue notre point de départ. On rappelle également les outils de dépendance qu'on
utilise dans ce chapitre. On énonce en section 6.2 le théordme 6.2.1, analogue pour le
cas wmélangeant du théoréme 5.2.2 cbtenu pour une suite de v.aiid. : on obtient la
convergence forte P, f~! =5 Pf-* avec une condition sur la vitesse de convergence du
cosfficient de mélange fort de la suite (74 )ns0 €t [ vérifiant des conditions proches du
cas i.i.d. Dans le cas particulier ofi on prend la fonctionnelle donnée par f(z) = z(1), on
obtient par exemple directement du théoréme 6.2.1 la convergence

L£{5.) = N(0,1),

c'est & dire un théoréme local limite pour des variables dépendantes, ce qui semble
nouveau. La preuve est donnée en section 6.4 en reprenant dans celle du théoréme 5.2.2
les passages o U'indépendance ne peut plus étre utilisée.

6.1 Théorémes limives pour des variables aléatoires dé-
pendantes

Pour une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, le
théoréme de Donsker-Prokhorov donne la convergence faible des pre cessus constants par
morceaux normalisés associés A cette suite vers le processus du mouvement brownien W.
On a renforcé la convergeuce de fonctionnelles de ces processus pour une large classe de

fonctionnelles notée M ,i’ (cf. théoréme 5.2.2).

153
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On se propose d'étudier un principe local d'invariance pour certaines variables dé-
pendantes. On utilise la notion de dépendance associée au coefficient de mélange fort
introduit par Rosenblatt On commence par le rappeler.

6.1.1 Variables aléatoires mélangeantes

Définition 6.1.1 On définat le corflicient de niélange fort entre deur tribus A et B par
WA By =up{PIANDE ~P(AYP(B), A€ A, Be B)

S1 (X, a0 o5t une swte aléatorr en notant My = o(X,. « < 1 < b). on définat pour
p<qoag(poyg)l=alM_ o M)

St de plus la sutte {X,),,9 st statwunaire, on notera oy (n) = ax{.1+n). On ecrra
méme a, lorsquil n'y a pas d ambiguité

Pour pouvour cortroler les vanances de sommes de variables aléatoires mélangeantes, on
utilise dans la suite

Proposition 6.1.1 ([6]) Sorent X, Y des varables réelles centrées de variances fines.
Pour p.y,r > 1 tels que xlr + é +i=10na:

FCov{ N Y)Y < BalX Y)YWP(EXHYEYIH T (6.1 1)

Dans Ie cas de vanables indépendantes. on peut estuner la probabilité du maximum des
sommes partielles par le maximum des probabilités des sommes partielles par 'inégalité
d'Ottaviant. Dans le cas avec mélange, on dispose de l'analogue suivant

Proposition 6.1.2 Soit (X", un tableau tnangulaire de variables alfatoires centrées
tellee quil eriste ~ > O pour lequel les moments dordre 2 + ~ de X sont bornés. On
Suppose

o X XT < adit - )

t 7
avee pour v > 224 iz

an = Ofn ") (6.12)

Sount Sp = XJ'+ -+ X[ et a? lu vurtance de 87, d Fqunalent a2 ~ nhin) avec h une
fonctiore 6 varation lente.
Alors pour tout € > 0, d erste t >0, Ciz) < w20 tels yu'aver

dn = max PLSY - S0 > 60,72}
<n

on a

(1.2 - a,) P{IPAXLST' > ﬂ,,r“} < PS8t s f0, 12} + Cleyn™! 61.3)

<1
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Ce résultat est donaé dans |14, section 1.4.3] sous une forme moins générale. Une lecture
attentive de la preuve de [14] montre qu'on 'adapte sans difficulté & notre situation de
la fagon suivante :

Démonstration :
Soient 8 > 1, 0<£<§2’%%r'
Soient .
v — 20t 1+t
= >0, =nf], s=—.
B 3T 5] m = [nf], s ;
Il est facile de constater que 2+ 4/y<s< .
Considérons
, nl+t+~y/2—6e
C(e) = 4max { (8/e)7 sup E|X " ——5— | amn™ . (6.14)
i<n on
n>0
Comme
- sup BJXT* < +oo,
ign
n>@
1hidy /-G T4y /2-
n n = (100 1+/2
aﬁw ™ n}wﬂ;‘(n)xhﬂ n [h{n) -0, n-— oo,
— amn® = 0nP) 5 0, - oo,

on a bien C(c) < +o0.

Prouvons maintenant l'inégalité maximale {6.1.3) :

Soient
A.&,n = {!S;l} S ang, Ca ls?»lt S 0’,,5 < ‘SE}}
et
K= {k €{1,...,n} ] P(Axq) > C.'(é-)n—(lﬂ)} .
Ona
P{max |S}| > €0,} = ZE"(A&,”) < Cle) 1t + Z P(Ak.n)- (6.1.5)

= k=t keKa

Par ailleurs,

P(ISH > eon/2} 2 Y P({IS2] > €00/2} N Ara).
keky

Il est facile de voir que

{1Sh - Pl S e0u/2} N Ak C {I55] > €04/2} N Agn,



156  Chapitre 6. Pnincip - 1ocal d'invariance pour une suite stationnaire dépendante

on a done
PLST > £0,/2)

=Y P4 ISt - ST < ca/2})

ke
Y PG PSSP 5 a2} 0 Ar,)
ke Koo,
(6.1.6)
> ) Pl (1= P{.S) - SPl > €00/2 Acn})
ke Ka
(1 - {1"‘,‘)‘ ST =~ S ea2 .4;;,.,}) Z PrAra). (6.1.7)
kEK o
Avec (6.1.7). on deduit alors facilement (6.1.3) de (6 1 5) st on montre que
max B{1ST ~ S 5> ra, /2] Ay} € 1/2 4 a, (6.1.8)

ke ko

Pour k < n ~ m i est clair que

PUST =50 7020 A} SBYST - STl 2 6ma/4 ] A

Them

LPUST . - SE a4 | A )
nad'abord. avec k€ K,

O N g .
BYQr LT 4 ® { bh'»m 'Sk 2 'U";’4}
d (4. koen " ‘)“ A :'lT,,,v"l A n} f} ey )
L‘~4kn)
(e it
ve) on w24
< s ENSE - S
($r7,)
in
Clsy) Tt o
- sup LR (6.19)

(filln)}d“ 1<n.n

A

car

k+m

. e . 2. . P . . )

Esy SL7 = B ) X <m E EXret
kel vk

A
=
T

&
2
k1
=
<
m
<

v Mt

Comme m = 't 4 = & Lon aom?
i V24~
{(619)

?{‘5;'4»171 - Si‘f 2 E(T""4 ~ Akﬂ} S 1/4
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On a enswite toujours pour k € K, :

P{{|S = SPoml > €04 /4} N Ara}
P(Akﬂ)

P{IS% - Siiml > €0n/4} +

P{ISE ~ il > €0n/4 | Akn} =

IA

Qm
P(Ak.)
< a,+1/4

car P(Ag,) 2 C(e) n~1*" et par choix de C(g).

On obtient alors la majoration (6.1.8) qui permet de ronclure & (6.1.3).

Pour n—m < k < n, on montre P{|S} ~ S| > £0n/4 | Acn} < 1/4 de la méme fagon
qu'on I'a fait précédemment pour |Sp,, —~ Spl k<n-mcarn—k <m.

On a donc & nouveau (6.1.8), ce qui achéve la preuve de l'inégalité maximale (6.1.3). »

6.1.2 Théoréme limite fonctionnel pour des variables mélangeantes

On dispose dans le cadre dépendant d’analogues au théoréme de Donsker-Prokhorov :
on considére sur un espace probabilisé (€, F,P), (£,)n-~ une suite stationnaire de va-
riables aléatoires centrées, de variances 1, de suite de coefficients de mélange fort (a,),.
En notant a2 = Var(€; + -+ + £,). on associe & \£,)n»0 le processus constant par mor-

ceaux !
[nt}

Z&. e [0.1] (6.1.10)

On dispose alors du résultat suivant qu'on trouve daas [33] :

Theoréme 6.1.1 Soit (£, ),0 une suile stationnaire fortement mélangeante de variables
centrées. On suppose qu’il existe 7 > 0 tel que F|6,|*7 < +o0 et

nal/® 0, n- 4+ (6.1.11)

Alors 62 1= lim, ., 02/n existe, 0 < o? < +00. Si de plus
>0 (6.1.12)

alors en notant P, et P respectivemnent les lois des processus S,, et du mouvement brow-

nien W, on a
P, = P. (6.1.13)

Remarque 6.1.1
1. Ce résultat repose sur I'étude de la fonction quantile inverse

Qie(u) == inf{t 2 0| F{|&] > t) < u}

dont l'intérét dans ce genre de probléme a été mis en évidence dans [15). Compte

tenu des hypothéses supplémentaires récessaires (cf. (6.2.4)), on pourrait se conten-

ter de résultats plus stricts en remplagent (6.1.11) par 572 02/ < 400 (cf

{381).
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2. Pour f P-pr wque partout continue, on a une version fonctionnelle de (6.1.13)
(S, == fiii") (6.1.14)

e'est ce tvpe de convergence qu'on renforce dans le théoréme 6.2.7 & venir.

6.2 Principe local d’invariance

On s‘mteresse dans la suite a des vaniables obtenues par transformation croissante de
variables aléatores gaussiennes sous-jacentes Sojent (77,}, .0 une suite stationnaire e
variables gaussicnnes centrées rédmtes de densité g, de coeflicient de mélange fort a,,
n € N et I7 une fonction crossante absolument continue de dérivée [ presque partout
non nulle On suppose que [ Uir)qiride < +x On considére alors la suite de variables
aleatowres donnees pag

En - Ulnn) (6.2.1)
La suite (£, ), . est stationnaire et de coeflicients de mélange fort majorés par a,. Quitte
& prendre une transformation afhne de (7, on supposera de plus que &, est centrée et
de vanance 1. On censidére alors le processus (6 1.10) associé a (&, )n»0 ainsi que le
processus affine par morceaux sulvant associé a la sute gaussienne sous-jacente (1, )ns0

nt

. 1 S .
Yo i) = . Zl}, vt =] .t 0L (62.2)

”II

22 ’
avec a; = NVar(ny « -4 0

Le but de ce chapitie est de renforcer la eonvergence (6.1.14) ~n une convergence en
variation camtae on I'a fair an chapirre précédent pour des fonctionnelles dans .M‘p”A On
propose ce ;f‘stxlrar pour une classe de fonctionnelles 1(<ge"x'('x;x§*llt restreinte . on définit
My My en remplagant dans la définition 5.2 1 de 'vi,' le novau Hp de P (qui
coineide avee Vespace de Cameron-NMartn) par Hy) < Hp donné par -

H} = {f absolument continue. de dérves S0) = 0. f"a variation borese} 16.23)
On montre en section 6.3 2 que fe sous-espace HY, est dense dans Hp

Définition 6.2.1 /\/ﬂ‘fi est Uensemble des fonctionnelles f localement hpschitziennes
telles que pour P-presque chaque r. d enste un vowsmage V(r) de v, 1€ H}, tels que
Dy firy enste et est non nul;
en notant S, = {h € Sotelle que Dy fly) enste} ot A = Uy o {u} » Sy ona
(y.h, e A -—= Dy fly) hornée et continue

2 RPN :
La classe M}, est formellement plus petite que M5, . Cepenuant dans les cas concrets,
i I '
(1 , t2) ¢
les fonctionnelles de M, sont deja dans M. Par exemple. les exemples du chapitre 5
i P
. . 2
appartiennent également & M
On dispose alors du resultat suivant de convergence en vanation, analogue du théo-
rémie 5 2.2 pour des variabies independantes et 1dentiquement cdistribuées
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Théoréme 6.2.1 Soit (n,)n>0 une suite stationnaire de variables gaussiennes centrées,
de variances 1 et de suite de coefficients de mélange fort (an)nso.
Soit IJ une fonction croissante absolument continue de dérivée U’ presque partout non
nulle et telle que [ U(z)%q(z) dz < +oo.
On considére &, = U(n,) qu'on suppose centrée, de vamance 1. On suppose de plus qu’il
erisie

- 7> 0 tel que & a un moment d’ordre 2 + v,

-1 >2(2+7)/7 tel que :

an = 0(n™"). (6.2.4)

St 2 =2
o= lim 225 0, 4&:= lim Zn s g (6.2.5)

n—+o0 n—+00 1N

alors pour toute fonctionnelle f € MP onala cor.vergence en varation :

pft e prt, (6.2.6)

Remarque 6.2.1

1. Dans le cadre du théoréme 6.2.1, la condition suffisante (6.1.11) pour avoir P, = P
s'écrit
na’® = o(1/n) — 0, n— +cc.

Elle est donc clairement vérifiée et on peut estimer ce qu'on demande en plus dans
ce théoréme par rapport & ce qu'on exige pour assurer la convergence (6.1.13). On
suppose que cette derniére tient dans E ['espace fermetuce pour la norme uniforme
de l'ensemble des fonctions de D qui ont un nombre fini de sauts en des points
rationnels.

2. Compte tenu de (6.2.4), d’aprés le théoréme 6.1.1 les limites duns (6.2.5) existent
et on demance seulement qu’elles soient non nulles pour avoir la conclusion (6.1.13)
du théoréme 6.1.1. La condition ¢ > 0 est une condition de non dégénérescence
du processus S, la condition ¢ > 0 est liée & un sutre processus Y, qui intervient
dans la preuve (on renvoie & la remarque 6.4.1 au sujet de cette condition).

3. La condition (6.2.4) avec r > 2(2+7)/7 est nécessaire pour appliquer la proposition
6.1.2, dans le reste, on constate en (6.3.15), (6.4.11), (6.4.20) qu'il suffit de supposer
qu'il existe § < (2 + )/~ tel que :

Zaf, < +00.

n>0
On a bien alors la condition (6.1.11) qui permet d'appliquer le théoréme 6.1.1.

Daps le cas trés particulier o on prend la fonctionnelle f donnée par f(z) = z(1), on
obtient directement du théoréme 6.2.1 le résultat suivant :
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Corollaire 6.2.1 Avec les notations préccdentes et les hypothéses (6.2 1. (6.2.5), on a

rar

L1S, 1 — A0, 1)

Il est facile de constater que les exemples de fonctionnelles pour lesquelles on a la
convergence {5.2.4) du théoréme 5.2.2 conviennent & nouveau pour obtenir la convergence
(6.2 G) du théoréme 6 2.1

La démonstration du théoréme 621 est analogue a celle du théordme 52.2 © elle
consiste en la vérfication des conditions du théoréme 5.1 2 obtenu par la méthode de
superstructure. On commence en section 6 3 par mettre en place les outds done on a
heson et & donner des propriétés utiles dans la swite, On pronve ensuite en section 6 4 le
théoreme en reprenant les powts de la prenve du rhéoreme 52 2 de la section 53 pour
lesquels 'independanee ne pent plis Atre utihsée

6.3 Préliminaires

6.3.1 DMise en place des outils

Comme au chapitie 5. on applique le théoreme 5 1.2 avec T espace métnigne complet

separable £ umni de la norme nmforme notée -
(P qu converge fablement vers £ dlapres (6.1.13)

et la suite de mesures de probabilités

On associe & P-presque chaque 1 le voisiage Vo la direction [ < H) et = > 04 partir
de lu détimnion 6 2.1 de Vl‘,) de la ménme fagcon gu'en section 5 3.1 On considére (1),
une approximation de [ quon définit par (6 3.6) en section 6 3.2,

On mtrodut les meémes applications I, J,. 2 v en remplagant si besoin est la
normahsation (7 par o, Par contre, on definit maintenant G, , transformations de R”
par

(G, tri—-r+{, recR"

apartrded, L d0 =L o donné par

I
T [N R WY (6.3 1)

n 1
ou [, est Fapproximation de [ donnée en (63 6) Dans le cas dune sute de vanables
independantes et identiquement distribuees du chapitre 5, on avait [, = J, 5 (1), on
est obligé de passer 101 par une approximation 1, de fagon a pouvorr vénfier ie point (o)
du théoreme 5.1 2 (von @ ce snjet la remarque 64 1 a la hn de la vénfication de {(11))
A nouvean, on apphque le th/oréme 5 1 2 avec la fanulle de transformations {G,, .},
donnée pai

Ciae =ty s ooy, o podoll,

(iv.= 1+ cul
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ot

a= ]U'(x) q(z) dz.

Comme le résultat chercké concerne la convergence des lois (P, ), de S,, on applique
comme précédemument le théoréme de représentation de Skorokhod 5.3.1. Il n'y a alors
aucune restriction 4 supposer que S,, — W P-presque srement avec S, = 71; g &
et

E=Um). an’in)<a,,

On souligne qu'alors pour chaque n, la famille (éf),sn change.

6.3.2 Définition de la suite (1,,),

Considérons le processus affine par morceaux (Y},), défini en (6.2.2). D'aprés les
hypothéses (6.2.4), (6.2.5), le théoréeme 6.1.1 s’applique et donne la convergence faible :

Y, = W (6.3.2)

Notons
Qa = L(Y), Qoo = P = L(W),

Ce sont des lois gaussiennes sur Fespace C([0, 1]) de dual :
M([0, 1]) = {1 mesure signée sur [0, 1] de variation finie}.

Leur opérateur de covariance K, K. sont des opérateurs de M({0, 1]) dans C([0, 1])
donnés respectivernent par

Ea(@)(t) = | Cov(Ya(t). Ya(s)) ulds), peM([0.1]). tel0.1].
o

Koolpt)(t) = jm (RS

Avant de définir la suite (I, ).>0, remarquons que l'ensemble Hp utilisé dans la définition
6.2.1 peut se définir en terme d'opérateur de covariance K.

Proposition 6.3.1 Le sous-ensemble HY de Hp défini en (6.2.3) coincide avec
{1 = Kealp) | 1 € M([0, 1)} (6.3.3)

Démonstration : Il s'agit de montrer la coincidence des expressions (6.2.3) et (6.3.3)
de H}. Soit J : L2([0.1}) — €({0, 1]) lopérateur donné par :

t
) = / /(s)ds.
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Son adjoint * M(0.11) — L4{0. 1)) a pour expression S ui{t) = pijt 11 11 est
facile de constater gue J.J* K . operatenr de covanance de P (Test ainst qu'on
obtient Hp  J L2010 Tespace de Cameron-Martin (en utihsant un théoréme de
factorisation de opérateur de covatance, «f. |13, th 7.3]) On 8 auss

{Koago e Mool = K MO VT = J MO ) (6.3.4)
On a facilement Didentification stuvante (par exemnple avee 42, th % 14])

JMEIu T = (e Uy e MU0

= {f avarstion bornée. continue & gauche) (6.35)

Comme on ne change pas la valewr de J f(4) en modiiant f sur un ensemble déenombrable,
ot peut se dispenser de la contimnté a gauche et déduire de 16 3 1), (6.3 .5) la coincidence
des expressions (6.2 3) et (6.3.3) de H?, a

Remarquons gque dlapres la defimuion (6.3 3). Vensemble HY, est dense dans Hp pour
la norme wnforme F ) de CUOCT et pour celle de Iy (ef |13 p 155))

Frant donne { - Kot = HY on considere la suite donunee par
L ] }
Lo Wlpie ), (6 3 61

A partir de [ direction admisaible ponr Poon peat partitionner Pespace en highes pa-
rallcles & 1 La mesure [ est alors mélange de mesures conditionnelles P, concentroes
sur Jes classes d'équivalences ~ de Ta partinion. Ces mesures sont gaussiennies de vanance
comiune notee g, appcee mesure dadunssibnlité de la translaton T oef (130p 39
Lintérét de cette approximation (£, 1, . réside dans les convergences siivantes qui sont
dues ann theorome 196 de [13)

{, - —+0. n »+x. 637

i

oy eapile n e o x (h3x)

(o

Auchapitre 5 onavait sans dithonlre les proprietés (5375005 3 8) et 15 3 95 des coordon-

-

nees [, de |, uniles dans Fanalyvse des pomts Lo - (e du théoreme 5.1.2 La proposition
suvante montre gu'elles sont toujours vraes, leur justihcation deviennent cependant
beancoup phis comphiquées
Proposition 6.3.2

!l max,. ., 1, <O guand o= 4

« % ,
28T " oot hornée
st ] .

n . .
y Z. e est bornee

Dans la suite. nous noterons a nonveau h un majorant de §0,,. 1< n. n¢ M} et K un
] -~

n 1,, '+ - 2
majorant des suites (S:, | "(T.f)' o (il
.
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Démonstration ;
Rappelons que

2 r—1
lnt: n ln - "ln I
c=on (W2) -0 (D)
On commence par donner une expression de l,,, i = 1..... n qui permettra de mener
les calculs pour vérifier 1, 2, 3. D'aprés (6.3.6),
L(t) = Ka(u)(t) = Cov(Y,a(t), Yo (3)) n(ds).
‘0.1

Notons {z} := r~[z] la partie fractionnaire de r, p(n) = Emjeni. On exprime K, (u)(t)
en développant Cov(Y,(¢), Y. (s)) de la fagon suivante :

/ p(i— j) + {ns} Z p(i =1 —[ns]) u(ds)

.4 1\x<[nt‘ 1<i<nt)
1€1<|ns]
+/ {nt} Z (1 = 1= [nt]) + {nt}{ns} p([nt] - [ns]) w(ds). (6.3.9)
O3 1

Comme on ne considére dans la suite que t = p/n, on a d’abord pour p=0, [,,(0) =
Ka{p)(0) = 0 puis pour p > 1

o’ K, (g) = /{;J]( Z ) + {ns} T p(i = 1= [ns]) ) (ds).  (6.3.10)

1<i<p 1<i<p
ESELA

On étudie les deux termes de l'intégrale précédente.

Etude de fw}_,mip pli -~ 7) nlds).

1<3<ing]

Comme pour k € [1 — [ns].p — 1]
Lws(k) = #{(,5)]1<1<p 1<3<ns] 1= j =k}
= ((p—k)A[ns))-1v(l-k)+1
= ((p—k)A[ns]) -

avec k. =0V (—k),ona

Y ali-y)

]

Y plk) Lpalk)

1<1gp 1-[nsi<k<p-1
125%ns)
= ), AR - AP - k).
1—jny|<k<p-1
Notons que
-k
(p-k)Afnsl=p-k &= p-k<ns]<nse=s2 pn ,
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O a alors

plr = ) utdsy = / AR (tep ~ ke Tns}\- ko) ulds)
‘/;(\" Z oy Z

( -
Plaaisp : ionsi<k<p- !
14 7% ns

=) /n’Aa/ W (i = K Adnss - b Jptds)

’”"‘:““,P ! ‘,”1'

= Z ,;(I;)/ | (((p~Kkyrinsiy b )uids

I onokep | oo

= Z ik / ([Il,ﬁ':{ — k) pulds) 4

bonshep | I P

- &
plthvp kK koip Ul—,—-«——— Al 1})
n ’

Etude de To, ({u.s} Y. I ﬁs})) 1'ds).

{ns} . plr -1 - gn.s:})u()ls}
/ ! ( 5’2:-“;'
v./ {ns} Z /;(l;‘a);zh[x'.
,HL A< k<p-1 na

= Z /)(A’;/ ({ns}l 4. dvep i) pids)
e ‘”!‘

Z /)'k;/ ({nh}lg vy .[‘.n;\)ﬂ(ds)

.1 e ! no

.

"

/Hf'/n/ {nu} gt
. .gn A by

A partir de (6393, (63 101 on obtient que [,(EY K it est égal 4

| .
- p(k)/ cnst - k) utdsy
2 Z o LRRAE

KRR S
now

"y """'P 1
l TN ‘: [l }(

o L pikiip -k -k ) S
(T Hi
")onekep ) 4 i

v N ik nsd grids:
D [[ ., ‘”,{ by
n ne “‘P I -~‘)« . " "

Expression de /,( %] - /,J’;‘l’: pour: 1. n.

On peut maintenant en donner une expression a partir du calcul précédent On considére
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d'abord le cas i > 2:

1
(i-1 ns 1~ 1) u(ds
ELD L Ry
1
+ — k n d
0-2 Z p( ) l{—l it’\l““kl\“([ Sl ) !L( 3)

+ ;%p(i-—l)xlxp(]}—,l]) ——~——-p(z~n)(z—-1)pql ID

o WO C] (TS (=t

7 en+1<hSi~2

~(t-1-k-k.) ulel-k,lJ))nL —-1-—p(z—1) {ns} plds)
(0.4

n
]
bt o() / {ns) u(ds)
o3 ;~n§51~2 iL:-j“-“«Al.-'-;‘;ﬁr\l[

%p(%l)u({%}Hl p(k/ k.) p(ds) (6.3.11)
Boj-ngkgi~2 - '“k]

"

~k
+;l§ Y. p(k)uGE—;—,ID
B entli<k i1
1 | ! i-1—k i-k
-;5; ptko = 1= k- (| )
z-—l/ {ns}u(ds) + ~—§ Z p(k)/‘_w L__k({ns} u(ds)

In i-ngk<i-3 [’“?" "

ol -nu((1) 4= Y p(’f)u([%ﬁ.l])

“ On t—n+1<k<e-1

+£§ Y. k) _/__;_.& m[{ns} u(ds)

i-n<k<i-} [ )
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car (G.3 11} se réecenit

pet Y Y [ ek st
" n t-n<k<e 2 ) n n
- Voo l—k -k
{hyr -1 -k~ k. —
o 2_‘ ki [T (J - - })
"y ke 2
| I
P 0 LR
- ; ’M ) 1 <{ - })

On obtient amst pour ,11) - 1,.(’,7'1»). r > 2

1

R - A
i’ 2__, V”‘)(/J <{£~‘ 1)) + / {ns} }“ﬁds)). (6.3.12)
n,‘,‘.“(k_,. | n y "v.‘,ig,;‘ll

Pour i = 1. comme Li0) = Oet b =k pour b <0, ona

| e ‘ y 11—k }
”,Z.I S, L.”l’(l\'}/‘x i (ﬂ,‘i; s kop(ds)+ pthifl k4 kjp (j n ~1J>
1
+ 5 plkr {ns} plds)
s x

FE TN
ax ke AT

-

| | .

- Z / (1‘A‘+k>;1{ds)¢plk}p(i J) {63.13)
e {

Y k<D ~ 4

Z ,)(A)/ {ns} ptds)

i I nekehr

Comme (6 3.13) se recemt

I AR N
.,,z.‘;,,,"”" “(r'n 'IJ)‘

1.

On a done avee e M0 1

n

l L t v 1
by = al ".2;' ]p(k)<u (IVTI}> + / - k:{ns} p(tis)). (6.3 14)
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On vérifie maintenant les assertions 1, 2, 3 de la proposition 6.3.2.

Pour 1, comme

+ (551

o< Al S~y

" 1-n<k<i-1
Or0<i-1<n-1, 1-n<i-n<0donc

Sopkig2 S ekl

t—n<k<i~1 0<k<n~1

< fleedl,

< {luki, ‘/[-‘—‘—‘ﬁ t&[{rw} u(ds)

on a

Or Y oci<n lo(k)| converge : en effet on trouve p > 1,9 > 1, L + % = 1 tels qu'avec
I'inégalité (6.1.1), on a :

-

(k)] < 8 ™ (Elm|7)*. (6.3.15)
Comme d'aprés (6.24), a, = O(n™"), avec r > 2 + 4/, on a bien la convergence de
Yoiso (k)] On & alors
n}{ax“""" S M —

Pour 2, comme

gl o 2l ,
; S 0'2' ign i-n<k<i-1 'p(k)l
< 22‘;”1 §; [ #{n1-n<k<i-1}
" l-ngk<n-1
< Mloe-1) 3> totw
n 0<k<n -1

On a donc ¥ ﬁ'—‘:ﬁ bornée car o2 ~n et Y., (k)] converge.

1<n ¢

Pour 3, comme

2
ILAE Z(M _ ;W:pw)l)
i :
< B,
< §( . osgqlp( )>
ona
sx{xpzl -—2;

D'od 3., [3, est bornée, et finalement le point 3 est vérifi¢, ce qui achéve de prouver
les propriétés de l,,, énoncées dans la proposition 6.3.2. »
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6.4 Adaptation de la preuve du chapitre 5

On étudie mamtenant les ang points du théoréme 5.1 2 de la section 5.1, On obtien-
dra alors en Vapphquant la convergence {6.2.6) cherchée
Par hypathese. 1l existe ~' > 0 tel que

“ )y
E& 7 < +x. (64.1)
Fixons v < = {par souct d'allegement des notations, on réserve la notation ~ pour le

parametre qui sera utihse le plus {requemnment dans la suite)

6.4.1 Etude de (1)
Rappelons qu'avec Jes transformations données, on a

o, ‘
— L'(nt =+l )
. . L + g s
('ut‘sn = 2 —t - . (’x ,.5,, = 'c'n + (‘ll[

a
el "

On a & nonveau 1/, »"7) ~ Il = O quand n » < en effet

! { Ioind |
!r/,,(*f' - !‘t <l -1 - -31(‘—’7’7!) g (6.42)
: t i 1

le premuer teriue tend vers 0 d'apres (6. 3.7 le second par (53 13) car ' € L?
. , . oo .
Pour montrer ie pomt (1) - ¥ & (0,29, G, % Gy quand 1o — 4+, on se raméne
done s Vétude de la convergence en probabnhté vers 0 de

N !
P . . 1
P E [ “/," e f(‘lfll,’ -1 ”},") . (““'nx:; :
{
Comme Je sap dane fonetion en escaber est un max. on cherche a montrer |

Ly o o
max - 2 (g ooV =0ty el -0
k-n (1, . :

} e

Pour simplifier les notations. posons a nouvean
' n . L N .
Ty = U 4+l )= Utn)y  eal,,. S, = —

;’“ 3. [L‘Tn_,i pour se ramener a des variables

On commence par s ihteresser a inkge. ,
centrées et apphquer Pinégahté maximale (61 .3).

L'etude de miaxg.q z;’: dov i ETuul estadentique & celle du cas d'une suite de vaaiid
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du chapitre 5 car ne concerne pas les lois jointes donc la dépendance n'intervient pas.
De la méme fagon que pour {5.3.18), on a donc :

il — 0, n— +o0. (6.4.3)

Vérifions que les hypothéses de la proposition 6.1.2 sont satisfaites. On a

02 ~ nat,
piis
sup E|U(® + el )™ < +oo, (6.4.4)
t<n.n
en effet :
sup EIVGE + o7 = sup [ Uz + lay)*a(x) d
1€n,n gn.n
= s [ W@ g(a) e
<n,n

IA

[v@P ) et da

La finitude de cette derniére intégrale est due & l'existence d’un moment d'ordre 2 + v/,
¥ >« pour & = U(n}) : en effet soit a = %‘3— > 1, 8 sou conjugué, on & alors :

/ {U ‘ZM clr!h

—— / L (2)* exp{~2%/(20) - 12/(2)} explclzlh} do

. T (/ :{"’I)'m""’f””’dx) - (/ exp{~-2*/2 4 S3ch (zl}dr) :
T ( / () g(a) dI) v ( / o (/23 Bele ) dr) s

< +00.

On a donc (6.4.4). [} suit alors en utilisant la proposition 6.3.2 :

< 87 sup (EIU( + cala )P + EWU)P + 10w}, [7)

1S, n
< +00.
Comme le coefficient de mélange fort vérifie par hypothése (6.2.4), la proposition 6.1.2
s'applique et on s'intéresse dés lors pour tout § > 0 &

n

5" T — ETn.n
e g

n
tezk

lim maxP {

n-+00 k<n

> 5} = 0. (6.4.5)
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Or
A Er,,!
Dimk Tn |
1 H 2
: (S‘njL Z To ]:‘Tn.l
n ek
l n n
- . . L2 N e “ -
< P F4(71:_~ o f'JTnt) + ﬁ(T,U F‘T".!)(TV) N ETH )
A= / J
n 1z k 1]k
té )
On a donc
N X
max 2 L LT s
"‘ i n" i
l " n
(S E - B e 3 ot wl) )
{
nN e

4]

La meéme étude que pour e cas avee une suite de v aaad donne pour la premiére partie
du membre de drowte de (6.1.6) .

Eiorn - En it < E(Um +d, ~('(’11‘"))! < (oly,

I sust d apres la proposition 6 3 2

: < —s ), n—+x 47

Z [‘.va?’,,, - FT,,()‘? e | . ‘[,1‘, K('=

oo
=,

D'autre part avec g = 2+ p = '713 = 1+ 2/% domé par }J - ;’ = 1. d'aprés |'mégalie
(6111

;(‘”\’(Tvu- Tagh = BTy, Tn y)} p:;r'“ ~ Er, IH!{‘;THJ - E.Tn]‘{q (6 4.8)
Orona

- ‘ -
”(TI;|~T7|J’ ‘Z‘ ’l.‘!]ﬂ‘l‘ 7,’;)) (__0 (1, ]

sup{ry = Etayjy =0 quand n — +x.

en effet
HTao = Byt = U + el ) - Ulnly = (EU M + o) = ECG7)) g

< 2 [(111” t (’lnil) " ['(7""»“7

1 g
< 2 (/ dr+cl,,) - l'(r)l"qu; dz) {6.4.9)
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Comme par la proposition .3.2, pour ¢ € (0,£), |elni| € £ maxign |ln;] — 0 quand
f - 400, par continuité de U, on a

sup |U(z + cly,) = Ulz)] — 0, n - +oo.
1<,
cETO,J)

Puis comme 2 + v > 1, par convexité :

sup lU(.‘I# + Cclpa) — U(:ZI)P'H < 21+'y( sup lU(.L‘ + dﬂ“)"ﬁ»w + \U(SL‘)lg‘H)_
o iSn.neN
¢€{0,4] ce[0.4]

On a [|U(z)]**"q(z)dz < +00 car £ admet des moments d’ordre 2 + 7 d’aprés 'hypo-
thése (6.4.1).
Comme U est croissante, il existe zq tel que s

Ulz) <0 Ve <xzo, Ulz)> 0 V> 1y,

PUis 8UPygn.neh Clln | < gh.
c€(0.d]
On a alars pour r > 1y + ¢h,

sup U2 + cla )™ < Ulz + eh)?.

wn.nel
CelOvJ}
On a donc
. . Dby 1, . 249 .
/ sup {U(x +cl, ) 7q(r) dr _</ ~eh) g(r) dr < +00,
22ep+eh 150,nEN s

c€0,6]

ol la finitude de cette derniére intégrale est due a 'existence d'un moment d’ordre 244/,
¥ > v pour £ = U(n") en appliquant 'inégalité de Holder de la méme fagon que pour
le calcul menant 4 (6.4.4). De méme, on a

/ sup |U(z + el )|**7g(z) dz € / [U(x)]*q(x + eh) dz < +00.
&rg—-ch 1<nneN r<zo~2h
c€(0.8)
Comme
/ sup |[U(z + el )**g(z) dz < 400,
zo-eh<z<zptech v&n,neN
c&f.d)

on a finalement 'intégrabilité de

sup |U(z +ely,) - U(I)!‘JMQ(I).
¢ nel
¢€[0.8)
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et donc par convergence domnée et par la majoration {6 4.9), on obtient

K, sup (Elr, - ET,,,}“")IHM" —a ), n et {6.4.10)

NI

cE A
On déduit de (6 18) avee p = ITL.e = 1+ 2/~ estunation suivante

n n

= O - , -2 i p
E Covir,, o1y, < 8K E o
by TSNS

noi

4 ml\',me king "

[

n

< I6KIn ) o’ (6411

kel

Oravec a7 = Otk "P)oona SF o = O(1) car d'apros (B2 4. onar > 2+ 4/7 >
P20+ Ihsat

"

no. .
- Z Cov(r,,. 1, - =K, (D
T4

vyt ady

Comne 72 < an et N, == O par (6 110} quand n — +x on obnent
14

n

1

oG~ . -
e D Covim ) e (6412)

RN RS

Finalement doapres (6 16316470006 1 12) Ta conclusion (6.4 51 est sausfaite, ce qu
donne dapies Vinegalite maximale 16 1 35 la justiication da pomt () du théoréme 512

6.4.2 Etude de (1)

Le pomt 20 ne concerne que la lon imate 2 de Wl est done vénfié de la méme fagon
quen section 5 3 3 an chapitre 5 pour une suite de vanables aléatoires indépendautes et
identiquement distribuges

6.4.3 Etude de (111)

Dans cette seetion,  s'ngtt de montrer

hmbm - PG - Paip = 0. 16.4.13)

<) n

A nouveau de la méme facon quen section 5.3 4. on se raméne d’abord facilement a .

LRGPl PG P (64 14)
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ol P, est la loi du vecteur gaussien 7" = (n},...,70) et

G_'nc:{Rn — R7

I G E=f+d,

A=(w%(mﬁ—af;5).).

Notons E, I'ensemble des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles [£, &£L],

n' n

k=0,...,n~ 1, nulles en 0. On dispose de I'isomorphisme suivant de E,, sur R" :

1

jn(:t)k = 0Oy, (x('}i) - I(t”]:)) , k=1,....n

n n

Avec Y, le processus & trajectoires affines par morceaux de loi Q. introduit en (6.2.2),
onad.Y,=(m, .. .,m) dod

Pa=QuJ;".
On a alors
[Pa = PaGrsl = 1Qndy" = Qud7'Grldnd |
= Qud;! = Qu(J; Crcdn) M
< 1Qn = Qu(J7 Guedn) .
Notons
5 - [E, — R - R® — E,

= JVG. . ) .
G = Ja G""J"‘{x - B=Juz) - B4d, - z+cd i)

Comme avec nos notations, I, s'écri* [, = K,p, affine par morceaux sur les intervalles
k k[ ona

JiHh) = J7t o dn o Ty(la) = 22

n

L.

On estime maintenant facilement la distance en variation entre une loi gaussiern.e et sa
translatée dans une direction admissible : V'inégalité (19.6) de [13] donne, en désignant
par og(l) 'admissibilité de la translation [ donnée en page 162 :

% 2 0o, 1
nQﬂ - ann,cn S \/;C :7:: m

Or d'aprés (6.3.8), on 8 09, (L) — op(l) # 0.
De plus, on & les équivalents 02 ~ on, 62 ~ on, il suit alors compte tenu de (6.4.14) :

1
op(l)’

On obtient {acilement la limite (6.4.13) et donc le point (i) du théoréme 5.1.2.

<

e

i Q

E_H.i "PHG;,}: - Pn“ <
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Remarque 6.4.1
La plupart des légeres restrictions par rapport au cas d'une aite de v ai1.d. sont dues
a cette partic. Dans e cas d'une suite de vaard . le membre de droite de (6.4.14) se
majore & l'aide du lemnme 20.1 de [13] car P, est alors une loi normale standard de
dunension n (ef (53 28)). Un tel rasonuement n'est plus possible 10

A la place. on se ramene a la distance en variation entre les mesures gaussiennes
Qn et leur translatée Q.G Y On majore cette distance a 'mide de o (1) qu'on peut
controler par le theoreme 19 6 de [13] st on défimt [, en prenant dans (6.3.1) [, = K. une
approximation de | = K g (Test la raison pour laquelle. on doit prendre [ € HS {cest
a dire de o forme I = K ) et mtroduwre cette approximation. De plus comme 'étude
de (6.1 11) passe par la 1oy @, de Y, on doit amnposer la condition de non-asgénérescence
J

64~ hmal;n >0 pour que la majoration aboutisse.

6.4.4 Etude de ()

Cette partie ne dépend que des propriétes de 1a fonctionnelle f et de la lor bmte P
Comme celles-c1 restent inchangees par rapport au cas d'une suite de v a1 d. étudié au
chapitre 5. () est vernifie comme en section 5 3 0.

6.4.5 Etude de (1)

La longue venification de ce point ne se trouve modifive que dans les passages ou la
dépendance ne permet pas de majorer aussi facilement quan chapitre 5. On reprend les
grandes lignes de la nustification des sections 5 36-5 3.9 en ne revovant que les points
a réviser

Rappelons quon note 2, () = f((i,.2) et que pour voir

n

hin/ WNasyns = Nagyy ) Pldzp =0 (64.15)
\

comme yAaa g, - Vaay UL < 20 00 montre la convergence en probabilité P, vers 0
de Intégrant Pour eela. on rappelle quion dispose de

Proposition 6.4.1 Sowent pour n ¢ N f, (0 x 0.6 . F = B{0.6). P2 ) —» R,
e F tels gue

[ voe Q0 CNpw Yn > Nl fole ) est absolument rontinue

ki

2 f.1 T f e 0) sur €l
dove o L fate ey > U Aepresque partout pour ¢ € (0.4)
4.
1] i} ‘ P .
B falwie) = == folw.olig = 0 (w e i),
()4' (}l'

alors pour tout a > 0, quand n -+ +x

Ploe Q" PAasfale. ) D - Xogfelet T 20} 0
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On applique ce résultat aux deux suites données par

= gn(w, €)= f(GneSn), goolw, ) = f(Goo W)
- h‘n(“" c (GoocS ) heo = fGeo-

L'étude de la suite (h,), reste inchangée. On renvoie pour cela a la section 5.3.6.

La vérification des points 1 — 4 pour la suite {g,). ne se trouve modifiée que pour le
point 4. L'existence de L, s, . vecteur tangent & {G,.S,). se justifie comme en section
5.3.7. L'essentiel du point 4 de la proposition 5.3.2 repose sur la convergence de L, s, .
vers al dans le sens suivant :

/ MLn5.c — alll de = 0 (6.4.16)
fo.4]
ol la norme || - || est la norme de I'espace E dans lequel vivent les fonctions L, s, . et al.

Comme on a
‘ 2]

et it —1 ( 4]l — 0 quand n — +00 par (6.4.2), on s'intéresse en fait 4

n]

Zint T), +Cln.) - al

7=t

s —all = =

1 {"}
=3 bos (U0 + chuy) — a)

n

ma.st
k<n

Zzn, (U (0" + elay) - a)|.

o
oy

=l
Rapp -lons les notations 5.3.40 utilisées au chapitre 5

Zn‘: = ln,t/o'ﬂ R

h(z) = U'(z) ~ a:

C(C)"'h( +('ln|)'

Q::( ) Cna((')l(t(m(c}lsd 5> 0.

On décompose alors , (c) en :

Gaal€) = (Grule) = ECL(€)) + Guale) 1 taii>ay + EGL(0)

et on étudie les sommes correspondants 4 chacun des trois termes

(a14) := (5,(c) = EG; (),
(a1) = G gienien>s)
(a1g) := £, (c).

Etude de (014)

On s'intéresse & 1 [ ;5 maXi<, D A,,,(Cm(c) EC: (c))| de, en utilisant le théoréme de

=]
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Fubi

[ ‘ k A
F:/l: % “l‘m'} !Z la (G ule) = EC e i} de

(B
L | K
-9 s s
T /“ O ‘, IEjl::(] ‘ ln :(Q"',‘ - [Cnc
e
! < , |
i = SUp E ﬂlﬂ)\j Iq:(b“' ¢} Eé:u ’
o D8 I
IE

On s en utithsant la proposition

Netons Y,ie) = maxg., };f . Lo A ey~ ECE o))
632

n n

YVl Y Gte - EQLE €2 Y D 2s K

e
[ t=}

Sont ¢ > 0 fixe.

i}

EIV () EWYale iy ooy + EYL0CH v ey

S+ sl {H,, e - ;}v

i A

D'on

4 & _
E/ max ‘ZI"‘N"'-'(") SEC o) defd <+ 28 Kosup B{Yo ()] > £} (6.4.17)

kon . e 0w
Sy

On étudie doue sup, ,, B{ Yole) » 7} Pour cela. on utihse la proposition 6.1 2 et on
s¢ TAINANC & Imontrer gue pour tout © > 0

i
i
SUp mux P }Zl,,_,((:,(r} - EC ey 25y 000 0o +x {6.4.18)
IPIRTIN k< n ?' ;
Or en notont (& (o) < (e = EQ ey, ona
i fu i
PO LG - EQ e e
Tk !

n
] ~ -
. . sois
< 5 1 L, 100

1ok

S GLEG Z Loy B 520G (D) (64.19)
- :
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En utilisant la proposition 6.3.2, la. premiére somme se majore par

22 K

e o2
Pour la deuxiéme somme, en utilisant I'inégalité (6.1.1) avec p 2 1, ¢ 2 1, 1 +2 =1
qu'on précise ci-dessous, on a

[Cov((3,(e), el < Ba(CS (o), CUENYP(EIC () YIEIC (o)) Ve
< 85 a(np )P

< 8s5%afi «j)‘f”.

On en déduit la majoration du deuxiéme terme par :

[f)(&)sfl,,,f)? 3 ol < 108 " () Sl (6.4.20)

i,J=1,i] n k==t

Comme p est donné par ; +; = 1 avec g arbitrairement grand (car (J ,(c) est bornée), on
peut supposer p aussi proche de 1 par valeurs supérieures qu'on le veut. Or oy = O(k™")
done 3 ¢, a,‘e/ P = 0(1) dés que r > 1 a fortiori avec I'hypothése (6.2.4).

Comme 02 ~ o®n et max,c, |ln,] — 0 quand n — +o0 d'aprés la proposition 6.3.2, on
obtient la convergence vers 0 du deuxi¢me terme de (6.4.19).

Avec (6.4.19), on déduit alors (6.4.18) puis on obtient avec (6.4.17)

§ k
E / max
0 ksﬂ
1]

Y E(Cale) - ECL(0)

dc/é) — 0, n— +o0. (6.4.21)

Etude de {a;5). On s’intéresse &

ZlniE N

(3

)< Z !l‘n,tf |ECa,(c)]-
=1

<n

L’¢tude est identique & celle du cas du chapitre 5, on montre d’abord que

sup |EC (c) - EC;,(0)] — 0, n— +oo.
isnee(0.4

Il suit

'] ko
JRED RN e <K (IEGLON+ s [EG(6) - 5G,0)])

1€n.c€(0,4]

Comme sup;c,, ceog | EGa.(c) = FGi (0} — 0 et que par convergence dominée E(3,(0) =
J h(z)2 gange glz) dz — 0 quand s — +oo, on obtient :

Z i BC (e

lim lim, tax = {. (6.4.22)
SO 1 __
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Etude de (a;,). Ou s'intéresse enfin &

I{M-X /nlk.nx”)l e E ln:l iCnsle ll{ Cnaifi >a}
“n
1=] 1w

Loétude est identique au cas d'une sutte de viard,, on comrence par voir ¢

sup fk"(,, derdy; p = ElGa 0V e o, 5] — () quand i — +2¢ (6.4.23)

e i, 28
17_;1:,(&“(),15}
Puis on obtient facilement pour (agg) que
6

hm Tim E mux‘Zl,, NS ) TS de - (6.4.24)

LIRS T k<n
Taml

Diapres (6.4 21). (6122), (0.4.24), on déduit maintenant que :

/ ]i Zl,,,(,,, } de - 0 quand n — +x,

c'est & dire la convergence (6 4.16) du vecteur tangent L, s, o vers al

Remarquons qu'a nouveau. on pourrait montrer comine pour (6 4.16). la convergence en
probabilité pour chaqae ¢ fixé de L, s, vers al en probabilité

?
Loy, -all — 0 quand n — +x.

Cette convergence est utile dans la vertheation de Vétape 3 de la proposition 5.3.2. On
conclut mamntenant facilement la veritheation du point (1e) de cette proposition pour la
suite (g, 1, comie au chapitre 5. La proposition s’applique et donne pour tout @ > 0 ¢

him P {u,' ¢ Wy TNy agnle. ) e Npsglwn ) Waal =0

LI BN B A

La venificanion finale du point (1) du théoréme 512 reste inchangée. Finalement ce
résultat s’applique et prouve la convergence en variation (6.2 6) cherchée. ]



Perspectives

Le travail effectué au cours de cette thése est consacré & deux thémes principaux :
I'étude d'intégrales stochastiques de type poissonien ou multiples par rapport & des
mesures stables (constructions, propriétés des lois) et la recherche de principes locaux
d'invariance. Les résultats proposés offrent plusieurs possibilités de développement.

Aprds avoir construit les intégrales stochastiques stables multiples au chapitre 2,
nous nous somunes intéressés & leurs lois aux chapitres 3 et 4. L'existence des densité de
ces intégrales prouvée au chapitre 3 suggeére d'aller plus loin dans 1'étude de leurs lois
en analysant les propriétés de végularité des densités. La représentation de LePage s’est
révélée un outil bien adapté pour &tudier ce type d'intégrale (voir aussi [40, 43, 44] ot elle
est utiliste dans ce cadre). Cette représentation permettra donc sans doute d'approfondir
I'analyse des lois de ces intégrales.

On pourra également utiliser ces résultats sur la représentation de LePage pour
pronoser des applications statistiques pour I'évaluation des coefficients caractéristiques
des lois stables.

Les principes locaux d'invariance proposés aux chapitres 5 et 6 sont susceptibles de
nombreux développements qui sont autant d’objectifs.

Les perspectives prioritaires pour ce théme sont les suivantes :

- affaiblir encore davantege les hypothéses sur la densité de la loi commune des
variables indépendantes et identiquement distribuées €, pour lesquelles on énonce
le théoréme 5.2.2;

- généraliser les hypotheéses de dépendance dans le cas non indépendant du chapitre
B : c'est & dire aussi bien affaiblir les hypothéses de mélange fort du théoréme 6.2.1
que d’étudier d’aw’ves formes de dépendance pour les variables initiales £, (autre
type de mélange, association, longue mémoire).

Par ailleurs, d'autres généralisations natureiles seraient trés intéressantes :
- proposer d'abord un priucipe local d'invariance du type 5.2.2 pour des variables
aléatoires dans le domaine d’attraction d'une loi stable;
- étudier deux classes de processus importants dans ce cadre : les processus empi-
riques et les processus ponctuels,

Pour ce deuxiéme type de processus, on s'attachera également & faire le lien entre les
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Perspectives

.ocessus ponctuels poissoniens et la représentation de LePage dont on se sert pour
'ttude des intégrales stables multiples au chapitre 2. Ce tvpe de préoccupation prolonge
ausst celles du chapitre 1.

Un objecuf supplémentaire concerne les méthodes générales utilisées tout au long de
la thése . une approche efficace a en effet été de se ramener & 'étude de fonctionnelles
stochastiques pour appliquer des méthodes adaptées pour ce type d’analyse, les méthodes
de stratsheation et de superstructure déenites respectivement aux chapitres 3 et 4. Un
objectif intéressant concernant ces outils est alors d'étudier leurs liens avec les techniques
de calcul stochastique de Malhavin,

Cette liste de perspectives n'est pas exhaustive, cer . iemarques pouvant egale-
ment faire 'objet de recherches plus précises.
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Abstract

In the first part, we study the laws of some stochastic integrals. After the introdu-
cing case of Poisson integrals for which we study the absolute continuity, we construct
multiple stable integrals for functions in an Orlicz type space. To this way, we use a
goneralization of LePage representation. This representation is suitable to apply the
stratification method and to study the laws of these integrals. We find in particular a
conditinn ensuring absolute continuity of joint laws of multiple stable integrals with res-
pect to the Lebesgue measure. We prove also from this representation the continuity for
total variation norm of the laws of these integrals with respect to integrated functions.

In the second part, we are interested in strong convergence of laws of stochastic func-
tionals. We first consider a sequence (£,), ol t.1.d. random variables and we associate
processes of normalized partial sums. We get then interester in the convergence in ve-
riation of the laws of functionale of these procerses to t} " functionals of Wiener
process. This type of convergence strengthens the ones of \u1. «onal central limit theo-
rem and allows to obtain local invariance principle. Wi prove sv.a a convergence for a
large class of functionals under hypothesis on tie common law of the £,’s weaker than
those of the former results. We give real examples of such functionals for which these
convergence holds. We show, to conclude, a similar result starting from some sequence
of strongly dependent ranc. n variables. We obtain in this way. for example, a result of
convergence in variation of the laws of normalized sums of dependent variables.

Key words : Absolute continuity, LePage representation, loral invariance principle,
multiple stochastic integrals, stable laws, stratification method, strongly dependent pro-
cess, total variation.



