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Intr ûd uction 

L'étude des lois de fonctionnelles stocha.c;tiques (autrement dit de fonctionnelles défi
nies sur un espace de probabilité) est un problème majeur de la théorie des probabilités, 
n est au cœur notamment des théorèmes limites, de la statistique mathématique, des 
méthodes d'approximations. L'analyse de ces lois par la méthode des fonctions caractéris
tiques a permis d'obtenir certail's résu!tats essentiellement dans le cas de fonctionnelles 
linéaires. Par exemple lorsque Pon considère la loi P du mouvement brownien sur l'es
pace des fonctions continues C([O, 11), des calculs ID.."Plicites ont permis d'étudier avec 
succès la loi P 1-1 pour les fonctil.Jnllelles : 

f(x) = sup x(t), 
tE[O,1] 

f(x) = sup Ix(t)l, 
tElo.l] 

!(x) = 11 Ix(t)/P dt 

pour p = 2. Néanmoins, les techniques employées sont calculatoires et ne s'adapt.ent 
pas, même pour l'étude de fonctionnelles voisines: ainsi pour p =12, ni l'existence de la 
densité pour la troisième fonctionnelle, ni aucune expression explicite n'étaient connues. 

Les premiers résultats importants dans ce domaine apparaissent dans les années 
1970 lorsque Tsirel'son utilise les propriétés géométriques et analytiques des mesures 
gaussiermes pour décrire la structure de ces distributions pour une large classe de fonc
tionnelles. Son approche est liée alDC propriétés de convexité des mesures gaussiennes 
mises en lumière peu après par Borell et Ehrhard. A la même époque Malliavin consi
dère des problèmes hypo elliptiques et étudie de not.re point. de vue la régularité de la 
densité de Pf-t pour f(x) = x(l) et P la loi d'un processus de diffusion vérifiant une 
équation différentielle stochastique d'une certaine espèce. Le type de calcul ainsi déve
loppé se révèle très intéressant pour l'étude des propriétés de dérivabilité de ces densités 
lorsque la mesure P satisfait certaines conditions de régularité. 

Pour aborder efficacement ces questions d'absolue continuité et de convergence de 
fonctionnelles stochastiques pour une large classe de fonctionnelles, ûavydov et Lifshits 
introd1.1h;ent en 1978 la méthode de stratification puis de superstructure (cf. 19, 13]). 

En substance, la méthode de stratification ('onsiste en trois étapes principales: étant 
donnée une mesure P sur un espace métrique complet séparable X, commençons par 
définir une partition mesurable r de X dont les classes d'équivalence sont de structures 
géométriques assez simples (les strates {, de dimension finie). La mesure P se voit ainsi 
comme mélange de nlesures conditionnelles P, concentrées sur les classes d'équivalence. 
On étudie alors d'une part la mesure quotient Pr puis surtout les distributions condi
tionnelles P .. ,J-I qui sont des lois sur un espace de dimension finie pour lesquelles on 
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2 1 Il trod uct iOIl 

dispose oone (loutt!s classiques On obtient Ii.n tlrlllent dps informations sur P 1- t en 
utilisa.nt la forrnulf' dr probabilit(~ totalr : pour tout A E 3(1R). 

Cette mét hodr p(lrrnpt aUSfll de s ïnt('fl'SSer à la convcrgPllcP fort e des lois des fonction
nelles, (' 'est il. dirp à la l'OT!\wge!lC'r pOlor la topologie assoclée Il la norme dr la ve.riation 
sur J'espace des lllPsltrCS slgnres (VOlT 18] pour des réslIltal:; de ce type, 17, 26, 27] sur 
l'absolue ('ontillllltr pt la dPllsit&). On parlf' en cure dl' ('Ol1verg('Il('(' l'Tl variation et OTl la 

1 i "(Jr 
symbo Ise ( a.ns la sUite par ....-.. 

Da.ns c('[t.aiIls problC~ltw!oi (J'absolt](· ('Ollt irmit i' ou dl' conVl'rgl'!Ire forte de lois [ol1e
t ionnelles, la lllPt!JOr!C de st rat ifiC'A.tlon f'xigl' plus des dist fi butions rondit ionnelles que 
ce qui ('st. \1ïÜl!lpnt nr('f'ssairp Il est alors intéress!lnt ri 'ut ihsPf la modification suivante 
dl' la stratification (('ttc lllrtho<!p dite df' Sllpprstf1l('t1lfP consiste à introdulIe sur un 
('spacL' élarf!;Î dps fHlllilks êtuxilll:iirl's dl' lIlf'l->urcs Qf pt dl' fOIlC! Hmnell€-s f: telles que 

1 • vor QrF,- pst ahsnlllllj('Ilt ('(lllt llllH' !Jar ral1)()f! Cl IH. [uP!' li l'(' cie LpIH')sgtH' À pt Qr -~-.. p 
quand t: -- () EI1 pl at j( IUf'. JH HIS di,..;pObU!lS SOll\'eut d' ulle ffi.nIl Ilf' dl' t r allS for Ulilt ions 

tG (L (lI(' dunt la('t JOlI sur P ('!'! faibli:' pour (' I-!.-';SPZ prodJfI dl' () • 

On prllt alllrs funll'lIlL'llt 111('[(1'(' PI1 O'\I\'1'P ('Pttf' !Jlpt!\(ldp sm \'p!'pac('.Y" ;0. f:J. av€'c Q,. 
FE ('ollstruitps a partir dl' P pt .f La ([lIl\'f'fg<,l]CI' (Ji ~ r S ohtH'nt faCilenH'nt à partir 

de ('l'Ile df' l'Gr 1 qwmd (' --+ (j pf l'abH()lup (IJll!llllut{' df' QJ'~ 1 paf la II1Nhodr de' strati
ficatIOn ('Il ('(lIISH \!orant la parll! Ion l'II --1 rat PS « paralld('s l) à iO.:: J :\ uUS nons ralllPllOllS 

('Il fait fi 1'?'!Ut!I' dl's J'l'stflctluns (li> f sm h·:; orllitps dn; tlansformations {G,}('(x+' 

AVI'c t'es te<!lIlJ<j!lf'S (l'culCIlyst, de:, [on< lIuII!lf'llf's sI wha'itlqllf'S. nous nous intrrps:;ons 
dans (C' tranu! élU.x pr()lllt;lIW~ SUivants d'ahsoluf' continuit(' l't dt' ~onwr)!;l'nCt' forte dl' 
lOIs. nous Ptlldl()n~ I('s Illti'grales stodlastiqucs slahlC's 1Il11ltlpll:S ('1 ICIlI loi qui SOllt encore 
fI...'isez Illill conflues. (HI s'lfJt{'/('ssp Illl'llf alls()IIlP (·OlltlIllllt(· pt a leur ('ontinuirt> par rapport 
au Illlyall illt ('gr~ pOli!' la t u\llll()glP fl...'NlC\ri' ù la nmal iOIl . nom {·t uchons ('galemrnt dans 
llTlf> df'I1Xl(>rllf' parI le IR ('Oll\'('l gl'TlCf' fon,' df' lllls df' ('f'r! alIlf''i fOllrt IOl'lllf'llf's dl' processus 
classlqllPS. nlJIt'nall t Hlllsl d!';.; pnn( 1!)('S l()caux cl ·IllVaritl.Il('(' g{'rd'wllsant k'fo. C!lnv(~rgf'nc('s 
dr ! hpnn'!lll'!oi (('nt ram; hlllit ('S fOllctI()llll('b 

Duns un prl'IIlIl'[ ((·mps, lIollS llOU:-i lIJt('f('SS()llS !lUX int{'gralt's stuchastlques stables 
lnllltiplP:-. 

Init ialeI!!(,llt !ps illt pg;r'ilPs l!1ult 1 plc's IInt Nr drnnies pé:U rapport au mouvement hww
nirll par \\ïl'flPr (193k) SOllS f( ,mw dl' chaos pol ynol111aI de variabl('s ga ussiennefi indf>.-. 
pendant f'S plllS g('llf>l'alis('>rs par il ô (19.') 1) Ellf's oHt In('fl{> il un\' vast (' t héorir très rid1f' 
(cf. Major (1981) [:n]) 

PluslPurs constr\l('ti()m; cl'lllt{'graks st!lcha.stlques lIlultipk:-. pour d(~s proœssus gaus

siens pins gérll'ra \IX ont <"10 proposées iEngej (1982) [161 donne une vue ~ 'ensemble de 
la t hÉ'orie U rk l'Ill! h';ra t iOll sto('!tast l'luP nltllt iplp) IllalS aussi pour des processus non 
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gaussiens en supposant l'existence de moments élevés (Lin (1981) [291, Surgailis (1981, 
1984) [49, 50], Rosinski-Szulga (1982) (41)). Les processus stables ne bénéficient que de 
pauvres propriétés d'intégrabilité et ne rentrent donc pa.'! dans le cadre de ces trava.ux. 

D'une façon générale, les intégrales stochastiques multiples sont liées à l'étude des 
formes multilinéaires aléatoires (voir Rosinski-Woyczynski (1984) [38], Krakowiak-Szulga 
(1986) [21]). Dans le cas stable, les intégrales mtùtiples servent notamment à définir des 
classes de processus autosimilaires ou encore à identifier des distributions limites de fonc
tionnelles de sommes de var~ables aléatoires indépendantes et identiquement. distribuées 
(voir 150, 11). 

De même que les lois stables généralisent les lois gaussiennes, les intégrales stables 
multiples apparaissent comme une généralisation naturelle des intégrales multiples de 
\Viener-Itô. C'est pourtl~0i! dans cette première partie, nous reprenons l'étude de Da
vydov (1991) [lI} sur l.'absolue continuité des lois des intégrales multiples de Wiener-Itô 
dans le cas des intégrales multiples stables (voir aussi Shigekawa (1980) 147] et Ku
suoka (1983) [231 po,\r des résultats anaJo/?,1.lcs à (11]). Ceci nous a amené à expliciter 
avant tout la construction de ces intégrales en généralisant une représentation de type 
LePagp, comme Samorodnitsky-Szulga (1989) 14:31 et Samorodnitsky-Taqqu (1990) [44] 
mais aV\Jc un formalisme plus simple. Cette construction permet alors d'étudier l'absolue 
continuité des lois jointes de ces intégrales avec la méthode de stratification. Comme les 
ir,tégrales .,tabltS peuvent aussi se voir sous forme d'intégrale de type poissouien (cf. 146, 
~h. 3.' ~.2D, UJllii nous sommes aussi posés la question de l'absolue continuité des lois 
de CEfu. ·.lgrales. Avant d'aborder la deu,xième partie de notre travail sur la convergence 
fort. ,lOIS de fonctionnelles de processus de sommes partielles, nous avons étudié la 
rAnI.., '1.. • "3 forte par rapport au noyau des intégrales stables multiples construites. 

Le problème général de la convergence forte des lùis de fonctionnelles stochastiques 
se pose de la façon suivante: étant dunnée une suite (Pn)nCN de mesures de probabilité 
sur Wl espace métrique complet séparable (X, Bx) qui converge faiblement vers une 
mesure Poo et f : X -1 IR une fonctionnelle, la question est de trouver des conditions 

'r f pour avoir la convergence en variation des lois Pnf-l vers poorl. Lorsque tel 
~~ le cas et qu'en plus ces lois sont absohmlent continues par rapport à la mesure de 
Lebesgue A, comme la convergence en variation devient équivalente à la convergence dans 
Ll(R) des densités dP,d- 1 IdA vers dPooJ- 1 jd>", nous obtenons des théorèmes locaux 
limites. Quand (Pn}n converge déjà en variation vers PrXJ' la convergence forte des lois 
est immêdiat('ment garantie pour chaque fOllctionnelle J, mais cette situation n'est pas 
fréquente. Au contraire en général, dans les cas intéressants, Pn est la loi d'un processus 
constant 0'1 affine par morceaux associé à une suite de variables aléatoires. Les mesures 
Pn sont alors singulières par ritpport à la mesure limite Poo et c'est cette mutuelle 
singularité qui explique les difficlùtês pour l'obtention des convergences fones des lois 
de fonctionnelles stochastiques. 

La méthode de superstructure permet d'appréhender ce problème. Elle donne des 
conditions sllllisantes pour déduire la convergence forte des lois de fonctionnelles sto
chastiques à partir de convergences faibles des mesures 113, th. 18 3. 18.4]. Dans le cas 
de mesures gaussiennes, nous obtenons ainsi des convergences en variation pour une 



Inr roductwll 

large classe dl' {nnC1I()llllellps l[1:3, th. 19·il). C'pst <:'11 appliquant cpttp tf'chnique qu'on 
s'intéresse li la (01l\'('rgell('(' fort t' dans dps t h(>()rém(l~ ('Put raux lal1nes fonctlOunels cÎas

siques (>tant dUllll{'!' 11111' SUite' d(' \i1.r1tiblps al('fltolll'S lIldppelldant ('s, Idput iquprnl'nt 

dist ribures, l'CIl! r<'(ls. cl!- nu II-llH'f' nnlP, Orl IbS( K 1(' deR proc('ssu:l const an! fi par mor<'PlllLX 

normalisés LI' t hi'orèIIH' dt, DnllskN' Prokh()rov <"nOIlC.' l!l cOllvprgl'll('(' fp.ible des lois Pli 
de ces proCPSSWi vers eellp du rnOIlVPInl'lIt brO\\'IIIf'll. :-\ous dunnons dps ('ow!it ions pour 
avoir la ('onwrgcn('e forte dt' P"j- 1 pour j dans llTlr largr classe .Jt' fonctionnelles. Kous 
nous intéresSOlls PI1S\llt<' il \lIH' gé'l1rraltsntlo!l du mÊ'me' type dt' résultat pour les lOIS de 
prorf'ssus aSS()(I(~S il ('(-'rt aines ~\111 ('s de \'ClTlahlps atrat()Îres st at Îonnaires lIl('>langeantrs 

L'Ol'!;rUllSlltl()1l dl' ('t:' travHJt l'sl la suinlll\(' . 

Dan::; Ir dmp!t n' l, IIO\l:-- «()l1ll1WllÇUIlS peH ('OIlSIc!{'!P!' dt.'s lIltégra!('s stochastiques de 
typr POiSSUIlH'll. :\ ()U~ rappplolls pl \lSI('IlfS approdH's : il partir d'UIH' luesure aléatoire 
p{)i~sollit'IllH' i:llJr Ull l'hplUT IIH'~\lI{' (,Y.A,JI) HIJ~tnllt ou à partir d'un processus de 
POIsson stalldard sm (lR' ,BOR' J, Ai. \ot!s ('(}llfronl(lIIS ces difTÉ'r('ntes approches puis 
nous (1 UdlOllS l'ftfJSIJlllt' ('ont Illlll({' dl's I!)I~ (!PS ()!JjPt:; plOhabllistps ainSI (,o:1struits. PIl 

partlculiPr pour rIps <'spaces fllll·dlllll'IISlllllfJels. 

\ntn' Nlldl' S(' purtl' f'nSlllt(' dall:-- 1., dU'jJlt rf' 2 sm Ip8 Inté'gralps lIlultlples stablt's : 
Nant dunn{'(' UIlf' I!lI'SIIIï' alt'aloirr n-stRbl/' ,\1 dl' fOJl(tlull r!r htais ;J a\,('(' () E 10.2). J: 
!O,l; ....... ~-1.1: lIIf'smablp, Ir, pn'Illll'f pr()blè'IIl(, <,st d(' ('ollstrUlf(' un/' intégrale multiple 
par rapport il. (('\ [(' J\lPS\l[P .\1 POlir cda. à pmt il' du ras des intégrales stables simples 
qu'ou rapprlk dl' l,Hi]. lions proposons dl' !l;htl>raliflt'l' 1(':; rppr{>sf'nt ations dt:> type' LePagr 
et cl(' construlfl' 1('5 Inl {'gralrs ll1ult ipll's Il. rart Ir di' (l'li fpprt'srntat ions. SOlllignOIlG que 
pluswurs approches lint Pli, propos(>(lS pOlir c('t t (' (,()!lsl met Ion. On citera not amment ('('lie 
ch, Surgadis (1 !l~.)) Ird 1 qlll st> rampnr il dps int{>~!;rRks Illultlples dc Poisson qu"tl définit 
paf \In t h(>or<'rJlI' cl 'mt f'rpo[at IIlII dall~ 11'8 espaces d .. Lorentz. Dans 139. 2-11. Rosinski
\Voyrzvilskl (1 ~J8G \ puis K wu pleù- \\'OYl'Zy'D:,ki \ 1 D~7) ('Oll:;tn..isent des intép;rales itérérs 

pt obtit'IlIlC'1lt \lll!:' l'lIlldlll<lll IlC'('PSSr_ln' e( :-lllffi-;ilntp pOlir l'f'xislpIlC(' cl!'s Illt{>graleo stablcfi 
doubles Krakowlah-Si'Illga Il ~J~' 1 1221 dNi1WN'llt url(' lllf'SUf(' aléntolI'<' stable produit; 
Pt PHfill Sal11()J(H!lIltskv. SzulgH. Taqqu I·t:). 1·1. .1;)1 ont aussI utlhs(> I('g re!JrésentfltlOl1S 
(le LePage Ol\ s·,.ppui<' ('f'(wndalll ICI sur UIl fl)rnlrlhSlIlt· probübiltste plllS simple ct 

on acceptE' jl()1H Il ..-: 1 q1le la tIlI's\m' ,\/ ne' :mlt pu." s\'1I'~'trtqlle lif' If' biais fj n'est 
pas n('t'eS~HJl'('II1('Il! 11111) La ('<lllst/'\lrtlOlI pl'rrnt't éllllSI de dNirllr l'm! égrah' o-stable d
mult Iplc l,LI fi pOlll d.'s noyallx f dans j'espan' dt' tvp<' ürlif'l 

pour (l < 1 et Il > 1. j == Il. De plus (Pt t i' {,(J/lst ruet WIl donne llne !,pprœrntation bien 
adaptèe pour l'ètlldf' dl' leur loi: elle permet llo(amUlC'nt de déenre prÉ'ciséru('nt la queue 
de ('e~ lois dans 1·13. ·1·1] et cl'fotlldiPr la r-:gularitf des trajf:>ctoirr~'l dt:' proceSHUS définis 
pas ('{'fi intégral('s (I 1101). Dans Iii suite, elle llOIlS permet d'appt'Iuer ",fficacement la 
mét hode dt' st rutlfil'll( ion. 
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Nous commençons l'étude des lois des intégrales stables multiples au chapitre 3. On 
prouve l'absolue continulté des lois jointes (Id1 (ft), [dl(!2), .. , [dp(Jp)) en supposant 
vérifiée une condition (H) sur les noyaux (h,!2, ... , fp). Nous commençons par donner 
quelques cas concrets pour lesquels la condition (H) est satisfaite et d'autres o~) la loi 
jointe est dégénérée lorsque (H) est en défaut; par exemple dans le cas des lois simples, 
la non dégénérescence dE' f (Le. f t= 0) garantit l'absolue continuité de la lai de [d(J) 
(cf. /3, 5]). Nous prouvons d'abord le résultat dans le cas des lois simples pour mieux 
mettre en lumière les idées de la métbode en évitant les difficultés techniques du cas joint. 
Pour cela. nous utilisons la représentation établie dans le chapitre 2. En introduisant un 
processus stable de loi P associée à la mesure aléatoire 1\1, l'intégrale stable multiple 
Id(f) se voit comme une fonctionnelle sur l'espace de Skorokhod TI) des fonctions cadlag 
(continues à droite et avec une limite à gauche) sur [O,IJ. On se ramène à l'étude de 
cette fonctionnelle stochastique. Nous commençons d'abord par réduire et localiser le 
problème pour u tillser ensuite (localement) la méthode de stratification en définissant 
une partition à partir de transformations admissibles pour P. Celles-ci, cas particulie~s de 
transformations introduites par Lifshits dans [9}, sont définies par des fonctions, appelées 
dans la suite champs locaux i elles agissent sur les sauts de x E JOl selon leur module, leuf 
signe et leur localisation. La méthode de stratification ramène ain.<;i l'étude à celles de 
fonctionnelles conditionnelles restreintes aux strates de la partition. Nous étudions alors 
leur non dégénérescence en analysant la non nullité d'un coefficient associé (le coefficient 
d'un jacobien associé dans le cas joint). La condition (H) dans le cas général permet 
de conclure à la non nullité de ce coefficient et à l'absolue continuité de la loi jointe 
(Idl (ft), Id2(h),·· ., Idp(Jp)). 

Dans le chapitre suivant, notre intérêt se porte sur la continuité forte -ou en variation
des lois des intégrales multiples !l'tables Id(J) par rapport. au noyau f. Après quelques 
rappels sur la variation des mesures, utilisés aussi dans la suite pour l'étude des conver
gences fortes, nous prouvons cette continuité en utilisant la représentation du chapitre 
2 et ses propriétés. Compte tenu de l'absolue continuité justifiée au chapitre 3, nous 
obtenons en fait ici la convergence dans LI (lR) des densités des lois des intégralet; sto
chastiques Id(J). 

La deuxième partie de ce travail commence avec le chapitre 5, elle est consacrée 
à l'étude de convergences fortes des lois de fonctionnelles stochastiques. Nous considé
rons une suite de varia.bles aléatolf8s indépendantes identiquement distribuées, centrées, 
de variance finie, on leur associe des processus constants par morceaux en prenant sur 
chaqlle intervalle [~, ~ [ les sommes partielles des variables aléatoires normalisées. La 
convergence faible de ces processus vers le mouvement brownien est bien connue par le 
théorème de Donsker-Prokhorov; nous cherchons à renforcer la convergence des lois de 
fonctionnelles de ces processus. Pour cela, on commence par rappeler les résultats dl1s à la 
métbode de superstructure et notamment le théorème fondamental qui donne des condi
tions sur les fonctionnelles pour renforcer la convergence faible des lois des fonctionnelles 
stochastiques. Ces résultats permettent d'obtenir les convergences cherchées lorsque ta 
loi commune des variables est assez régulière (plus précisément l'information de Fisher 
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Je la drnsité> doit Ptre finit' 113, th. 20.1]l Dans la SUite, nous affaiblissons l'hypothèse 
sur la loi C()!llllllllH' pn rnuntmn! q'lP si elle adrm.'i une drllfllté presque partout non nulle 
/jur son suppurt, flOUS obt PllO!11'- t ouj011!'S la COTl\'C'rgrJt('p fort (' p011r une claEse encore 
assez large de fonctlOIlI1rllrs, L'lc!np Ilouvellp IJClr rapport aUX rrsultats précédents est de 
voir les varlablps considrrl'rs comme dl's fOllctions de \'f\.riablrs orthogaussiennes par une 
transformatlOll quant île. Lps part 11 ions lltlltspps pour la Trl{>t hndp de superstructure sont 
définiC's à partir dl' transforlIlatiflT's nOIl linÉ'RifC's indUites par des translations admis
silJI('s. L '!Lnaly:;(' du ('om port t'nlent !Lsyrnpt otiquc o('s lois con(llt Îonnelles correspondant 
devient plus ('ornpliqu{>p pt d('marl'!1' df'S ou t ils HU pplrmrnt alrps not amment l'application 
du t hrorème (jp représellt atlOn dr Skorokhnd ."t d'un rrsult at dt> Oavydov (1995) /12J sur 
la convNgellcr en \'u.riatioll de m!:'sUI('S imagps de dlmenHion 1. En subfitanre, la condi
tIOn sur kR fonrt iOllnelles portc sur tlllf> dérivailllité faiblI-' pour les direct ions proches 
d'une dlrerti:m admis:iiblf' dl' IJ :\'O\l:i !Lchc\,(JI1s cc rhapitre en exhihlUlt drux types de 
[OIlctlOIllwlles dfLSslqlle~ 'lm V('nfirIlt b hypot hés!:'s requises pour notre résultat: font
tionnel1ps d(' type suprrrnu/ll dl' fOllctions COIlH'xeH d'une part f't de type intégrale pru' 
rapport à un nonm d '11111 rI' part 011 H'II\'OI!' Il Hl pOli[ HIll' dl'scriptiOll ~ u(,flllcte df's 
iclres principales 1ll1:H'S ('Il jell dans ce chapll],('. 

D'lU" If> ('ha!JJt 1 (' (j. !l()IlS rf>plll ploY0!ls I('s t eduuq urs pn'c{>dent P5 en partam cl 'une 
suitf' de mflables aléal()][('s d{'pemÜt!Jlps Plus pr{>Clsrment, 11011:0 considérons une Suite 
dl" variables alhll (lIn'~ c!f)I111t'('S par tllW tralll.,f(JrI1l81 1011 ('[O!S:iaIlte absolumeut contmul' 
de \'anabJp:; gauc,Sl('nnt's :;talJ(!ard lllCllill;;f'HIl! es PI !lOIIS nous inti'>reSS<illS à la IOl des 
proC'f:'l:iSU:; alfill(,s as:,(lI:rs Ui! t'OI1lIllt>IH'P par rappelc'f If'~ \ 1111 ils (h' dt-prnrlanre ut iles dans 
cel 1 r part}(' et If's t Id'o[,(\IlH'S 1 lIn i 1 ('8 (,PIl! r1i1LX [Ol]('t !Ormel>; pour des vanables d{'pf'ndant es 
qUI aSSUre/Ilt lf'S ('(lIl\'('rgf~IJCP::; faibles. !J()jnt dl' drpart d(' notrf:' rllldt, :\'OI1S ohtenons 
alors drs 1 héurPIIH'~ locaux Imu! es sous une condit ion S\I[ la. vitesse de cOIlvergence des 
coeffic](,f1ts Of> mplfll1J?,f' fort de la slIitf' gauss!cnm' (It des conditions proches du cas 
u,d du ('hapitrf'~) pOllf la funet iOlll1e!lf' f. Par f'xemplt' eTl appllquaul Cf:' résultat à. la 
fonet ionnpllf' é:('ml'llt nirp f dllnn(.l:' par f (J') -= l ( 1 ). on oht ipnt un t hi'orème local limite 
pOlll' J(15 SIHnnlf'S dl' \'anabJ..s d~'p(,l1daIlI ('S norlJJal!sf.t's S'fi 
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Intégrales stochastiques multiples 
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Chapitre 1 

Illtégrales de Poisson 

La première partie de ce travail est consacrée à l'étude d'intégrales stochastiques 
multiples: leurs constructions, leur loi. Dans le cas de l'intégration multiple par rapport 
à une mesure gaussienne standard, on obtient les intégrales de Wiener-Itô dont l'absolue 
continuité des lois est discutée par Shigekawa (1980) [47J en utilisant une variante du 
calcul de Malliavin, par Kusuoka. (1983) 123] avec de~ arguments algébriques et par 
Davydov (1991) [11] avec la méthode de stratification. On s'intéresse essentiellement 
dans cette partie aux intégrale& stables qu'il faut d'abord construire (chapitre 2), on 
discute alors de leur loi: leur absolue continuité (chapitre 3) et la continuité par rapport 
au noyau pour la topologie associée à la variation (chapitre 4). On commence dans 
ce premier chapitre par introduire l'étude de l'absolue continuité dep lois d'intégrales 
stochastiques en considérant des intégrales de type p0is:;onien. Le cadre est plus simple 
car on se restreint aux intégrales simples, mais d'un certain point de vue, il est porteur 
de plus de généralité : en effet les lois stables peuvent se définir r,omme des mélanges 
poissoniens, et on peut ainsi ramener les intégrales stochastiques stables à des intégrales 
de type poissonien sur un espace plus large (on notera que c'est le type d'approche suivie 
par Surgailis dans [51], voir aussi [46. section 3.12] pour les intégrales stables simples, 
ce n'est cependant pas une construction de ce type qu'on propose au chapitre 2). 

On commence en section 1.1 par définir l'intégrale poissoniellne de façon abstraite (Le. 
sur un espace mesuré arbitraire) ou par rapport à Wl processus de Poisson stanàJ.fd (sur 
l'espace (R+, B(!R+), À)). En comparant ces constructions, on remarque dans la section 
1.2 qu'on peut prolonger les intégrales par rapport à la mesure de Poisson centrée en 
un certain sens. On s'intéresse enfin à l'absolue continuité des lois de ces intégrales en 
section 1.3 d'abord dans un espace ti-fini puis dans un espace de dimension finie où on 
donne des conditions plus faibles en utilisant un résl.ùtat général d'absolue continuité. 
On notera dans toute la suite J1 « 1/ l'absolue continuité de la mesure /1, par rapport à 
li et • désigne la fin cl 'une démonstration. 

9 
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1.1 Définition des intégrales par rapport à une mesure 
de Poisson 

1. L 1 Approche abstraite 

Soient (ft, F,I?) un espacr probabilisé, (X, A, JL) un espace mesuré, notons AO = 
{A E A JL(A) < +x} On ('ommCl1cr par rappeler dans cette section des rés'ùtats 
bien connues. On définit d'abord les mesures de Poisson aléatoires subordonnées à la 
mesure p : 

Définition 1.1.1 (mesure de Poisson aléatoire) V eBt une me.ï1J.re de POlsson aléa
toire Hubordonntt à f.1 S1 

pour A E AC, ~r(A) a pOIl' lot une 'm de PmS801l de paramèt7'e J1.(A) 

, L 
\ (Al = P(p(A)) 

où ;; d/~1yl/.( l'rgrwtt f1t lm, 
pour Al. ., A. f A" dl."JoiTlt ç , i' (Ail.· " \.'( 4,,) sont mdépe.ndantB et 

Définition 1.1.2 (mesure de Poisson cJéaloire centrée) É'tant duTlnée \' une me
sure de Pm.o;son aléat.011'E'. on déftnd ~'C la 17. ""tiTP rentrée assonée par' : 

\."'(.4) = V(.4) - prA) '1A E AO 

On t'uust ale farilclJ1C'nt qul' V" l'st une mesurE' stochast lque ort hogonale subordonnée 
à la mesure> IL. C 'l'st à (lire \l~rIfiaIlt pour A. n E A~ . 

r \'C(A) ,-·0, 

E~"(A)2<+X, 

E \ -~( A)l'°( IJ) =.: jL( A ~ Bl. 

On défimt alors f f dVo dl' façon dfL",o.llQ\1f' commE' \lm' mté~ral(' par rapport à une 
tdlp meSUH' stocllfL'lt iqllE' orthogonale pou, totlt f E L l (X, A. JL). On obtient ainsi une 
isométrie lIn('ain' 

avec 

L 2(X,A./l) - ... L:l(n.F.P) 

f 0.-__ J f d\~O 
2 

E C[ f dVO) = J f 2
d/1 (1.1.1) 

Pour obtenir UlIl:' écriture explicite de l'intégrale par rapport à une IDf>sure de Poisson 
alf>atoire ('eIltrée. rappl'luw.i li 'aburd la uotion de mélange pOlssonien ; 



1.1. DéfinitIon des Intégl'a1es de Poisson Il 

Définition 1.1.3 Un mélange poissonien centré de mesure spectr ... te G est une loi notée 
exp G, de fonction caractéristiqu,e 

'p(x) = exp{J (e ill' 
- 1 - ilx) G(dl)}. 

Remarque 1.1.1 Quand la mesure G est finie, on décrit facilement un mélange poissa
nien : il correspond à une somme de variables indépendantes, iden. luement distribuées 
de loi GIICI, le nombre de termes de la somme suivant Wle loi P(lOI). Un mélange 
poissonif'1) centré correspond alors à la variable aléatoire précédente, centrée. 

Proposition 1.1.1 L'intégrale par rapport à la mesure de Poisfon centrée J f dVD a 
pour loi un mélanye poissonien e.xp G de mesure spectrale G = J.!.1- 1 sur IR \ {D}. 

Démonstration: Pour une fonction simple 1 = Lj cjl,.tj' Aj E AD, lA désignant la 
fonctj<J"1 indicatrice d'un entiemble A mesurable1 on a 

J jdVO = ~cjVO(Aj). 
1 

On en déduit la fonction caractéristique tp de J fdVD 
: 

tp{x) == e}, .. p{~)eia;Cj - 1- ire]) tt(Aj )} 

j 

== e;..:p{!(e'Z!(U) - l - ixf(u)) Il(du)} 

== ax:p{ J (e.ixt 
- 1 - ixt) ILf-1 (dt)}, 

fonction caractéristique du mélange pùissonien de mesure spectrale G = f..Lf-l. 
Pour f E L2(X, A, f..L), on considère une suite de fonctions simples (Jn)n qui converge 
vers f dans L 2 (X, A, f..L), les intégrales aléatoires de Poisson associées convergent dans 
L2(n,F,JP) d'après l'isométrie (1.1.1) et a fortiori on .1. la convergence de leur fonction 
caractéristique. TI suffit alors de montrer que 

!(Eutn(U) - ixln(u) -1) M(du) ~ /(eiz!(U) - ixf(u) - 1) Il·(du). 

En Dotarlt v(h) = eth - 1 - ih, on a les majorations élémentaire~ : 

Iv(h)1 :5 h2j2, 

Iv(xy) - v(xz)1 :5 2xly - zI. 
On a alors pour tout n E N avec A E AO : 

If ((eU!n(U) - iX/n(u) -1) - (el:::!(u) - ixf(u) - 1)) J.L(du) 1 

s L2x1f(U) - !n(u)1 f..L(du) + le (~2 f(U)2 + ~2 fn(U)2) f..L(du) 

s: 2x M(A}I/211f - fn!b + ~2 (le /2 f..L(du) + le f~ f..L(dU») . 
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Or pour tout E > (J, il existe A E AC tf>l que fAc r Il(du) :; E et donc pOUf tout entier Tl 

assez grand fAc f~ Il( du) S 2é, ce qui garant it pour tout f > 0 : 

li~n if ((el:rJ,,(tJ) - II f,,(u) - 1) - (e"rf(UI - txf(u) - 1)) tl(dU)1 :::; x; 3 ê, 

On achève Of' pmllVf'f la propoRition pn faiRant tendre f vprs 0, • 
Pour défimr !'inU'gra!p .r fdV par rapport à la InPsun,' aléatoire de Poisson non cen
trée, on n'est plus dans Ir cadre claBsique de l'intégration par rappOlt à une mesure 
stochastique orthogonal(', On commence par définir J fd1/ pOUf f simple du type f = 
2:;::1 cJ 1A} avec A.) E AO pftr • 

J fd\' ,== t c) V(A,) 
}=l 

Pour définir lïntl'grale pOlir uIIe classe plus large de fonctions. ou utilise le lemme qui 
fluit : 

Lemme 1.1.1 SI fn - f II-prf'M/1Le par10ut ri 

.4 == {J' E: rY i If(I)I .... L ifn(I)I > O} E AO, 

alors J fnd\' C()l1l'rTgf da7t8 lR p1'f8que 811"fT1lt'nt 

Démonstration : SOlrnt : '> U, .\' > () pt 

BSr 'C {I E ,t, SIlr> J,.(.r) - !II)I > El c A. 
tl _: ,\, 

Pour Tl, TIl ? .\', OIl a ' 

On ft 

Comme {Ill O} c {lIB",} # O}, il suit: 

l? L.~~!\ J lfTJ- f"ll dl' > 2\,(A):} S l?'fl"(Bs ,;) '! o} = l - ('-~IB .... 1, 

Par hypothi'sl' j1(}]s,€) ........ (J quand S -> TX. ou li dOllC pmu tout: > (): 

~{. hm sup Jlfn - frnldV > 2:VlAJ} - 0 
V ,-4-+0(.11 rn~jV 

? {,lim sup J Ifn - fn.!dl' > o} = 0 
.\ -+"<- n,m?!"; 

? {,lim sup J Ifn - fml d1 ' = o} = 1 
,'11-+:)( n,m?V 
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A fortiori presque s11rement J IndV est une suite de Cauchy réelle donc presque sûrement 
converge.ute. _ 

Soit alors f mesurable satisfaisant 

/-L{X EX 1 f(x) :1 D} < +00, (1.1.2) 

en prenant fn{x) = Hn!(x)]ll!(it)ls;nt où [xl désigne la partie entière de x E 1ft, on peut 
appliquer le lemme 1.1.1 pour définir 

J IdV:= Iim f fndV p.S. 
n-+oo 

De plus le principo des sous-suites garantit que J f dV est ainsi b' en défini\ '. 

Si (X, A, /-L) est un espace fini (i.e. /-L(X) < +00), J fdV est définie pour toute 
fonction f mesurable car la condition suffisante (1.1.2) est satisfaite. On décrit dans 
la section suivante une COllstruct.ion alternative où l'existence de J f dV dans le cas 
(X, A, fL) fini est plus naturelle que la condition (1. L 2). Cette approche est liée â la 
remarque 1.1.1 sur une écriture ro..-plicite des mélanges poissoniens. 

Si (X, A, IL) est un espace a-fini, on a X = UiÂi avec J.L(Xi ) < +00 et Xt n Xj = 0 
pour tout i i- j. Avec ff} approximation simple de 1 vérifiant (1.1.2), on a : 

f IndV = ~[n!(x)] V{x! 1!(x)1 ~ n} 

= li~~[nf(x)l Vix E Ui$pXt Ilf(x)1 ~ n} 

il suit presque st1rement : 

où l'interversion (*) se justifie en constatant que dans la preuve du lemme 1.1.1, on 
vérifierait un critère de CB.uchy uniforme en p. On a donc 

f IdV = Li. fdV p.s. 
i>O ~ 

(1.1.3) 

où chaque terme Jx, fdV est défini par le premier cas fini. 
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1.1.2 Construction alternative 

On propose Ulle> autre approche de la mesure poissouienne sur un espace mesuré. 

Commençons !Jar considérer If' ct:3 d'un espace (X, A. Il) fini: 
Soient N une variable aléatoire de Poisson de moyenne ,'1(X) et (Çt),>O une suite de 
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi jL :::: p/ p(X) et in
dépendantt's de }\'. En notant da la mesure de Dirac t'Il a, on définit alors pour A E A, 
V(A) par : 

N 

HA) == L J~,{A). (LIA) 

Proposition 1.1.2 V défini par (.l.J. 4) vénfie la défimtwn 1.1. j d'une mesure de Pois
son aléatoire. 

Démonst.ration : Des calculs élémentaires montrent fnciJement qUE' V(A) ~ P(ft(A)), 
en effet pOl1r tout e>ntier k 

iP{VL41 -- k} ~ li' {t J,JAl ~ k } ~ E!I' {t lA(~.) d i.'l} 
= E C;.jifA)kJï.(X \ A)N-k 

-( l)k' -l'(X! = ~_ \----- ._n_. _ -(X \ 4)n-k (x)n_f _' 
1.1 ~ 1 . 1_)' Il , . ft 1 
h. ,n ~. n 

fl~k 

_ IJ(Al~ '\' -_ . .2.-IlIX \ A)nkf-fi(;t') 
k! L.., ln - k)! 

n?1c . 

= IlUl)k . ~(AI Tt- f . 

De même pmu A (: R = ~1. Oll mont re quI:' \' (A 1 et \' (B) sont mdépendantes : pOUI k, 1 
pnt J(:t's fiXÉ'ii . 

lP{r(AJ = k, \'(B) = 1} 

~ El!' { ~ 1,({, 1 ~ k. t. 18(~,) ~ li.\'} 
= E lP {panm çj, ... ,(/Ii, k som dans A. 1 dam; B 1 j\i} 

= E C~·it(A)k C,~'_kii( ml ji.{X \ (.4 U B)}S-tk+l l 

= Ji(A)k jj(B)/ E- -,:Y:"'_--MX \ (.4 IJ Rn "l-(1c+lJ 
k' l' (:"'1 - k Il 1 

iL( A)" jj{ IJ)1 

k!ll 
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= JL(A)k JL(B)I e-J.l(AUB) = JL(A)ke-J.l(A) /1(B)le-Il(B) 

k! li k! l! 
=: )l1'{V(A) == le} lP{\f(B) = I}. 

• 
Comme IP-presque s11rement N < +00, d'après l'expression (1.1.4) une définition alter-
native de l'intégrale de Poisson e..'lt : 

(1.1.5) 

Dans le cas d1un espace ( .. 't'tA,tt) O'~finiJ on considère une partition (XI)' en par
ties disjointes de mesures IL finies sur lesquelles on utilise le fo~malisme du cas fini en 
introduisant Nt. (Ç';i))) des variables aléatoires associées à Xi comme précédemrœnt et 
indépendantes pour des indices i distincts : 

Ni 'V P(Jt(Âi)), 

(ç'~I) ~J variables aléatoires indépenjantcs, de loi j1.j = s:(1,) JLI,l:;' 

Pour A E AO, on définit alors: 

Ni 

lf{A) = L: L: 6~t)(A). 
i>O j=1 } 

A nouveau, on obtient une mesure de Poisson telle que déjà définie : 

(1.1.6) 

(1.1. 7) 

Proposition 1.1.3 V défini par (1.1.7) sa'tisfait à la définition 1.1.1 d'une mesure de 
Poisson aléatoire. 

Démonstration: Notons t~ la mesure associée à r1:'l par 
N, 

V;(A) "-' L Ôé') (A), A E A. 
j:;:l 1 

Vs est concentrée sur t~ et pour A E AO, on a V(A) = Li V;(A). 
D'après le cas de mesure fini, pour A E AO, \I;(A) est de loi P(J.J.i(A)); comme de plus 
les variables aléatoires (Vs(A»l sont indépendantes, V(A) a pour loi 

'iC(V,(A)) = P(l'ItAlJ •...• 'h/1p( A)) , ... = P ( ~ p,( A)) = P(Il( A)). 

Puis pour A, B E AO disjoints, conune 

V(A) = L Vi(A), V(B) = L V;(B}, 

pour j fixe, Vj(B) est indépendant de \Ii(A), i #- j et de Vj(A) car An.B = 0. On a donc 
Vj(B) indépendant de V(A) = Ei V.(A). Comme c'est vrai pour j quelconque, on a 
aussi V(B) = Ll Vj(B) indépendant de V(A). Finalement V défini par (1.1.7) satisfait 
à la dé.tinition 1. LI.. 
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Pour f une fonction mesUIablf' quplconque, soit (Jn)" '::;e suite de fonctions sim pies 
qui convergr p-presque partout \' . f avec Ifni :s Ifi. On définit J idV comme limite 
Je J fn dV , Comme !r, est simpl, 1 a : 

J MI' ~ r: t wl''l 
,>0 bd 

En supposant L,>o L:~I If(.;i'I)1 presque sùrenH'nt convergente, on a la convergence 

nOf1llale presquetifP de L, >u Lt~ 1 fll(ç~'\ PD passant a la limite dans I~ somme, on 
obtient alors preS(!'ll> sùrement . 

(1.l.8) 

ÉtudIOns maintenant la COIldItlOn suffisante qui mène à (1.1.8) : 

.\'. .Vt-

t: L L if(~~' If :. L:>~:"L iflçk"); 
, >0 .\:,-1 

-x nt 

L L P{ Y, ~C7 Il,} 2: Elf(ç~d), 

:- L t !?{.\', "" n,} n, J ifldjL. 
,-..0 n, ",1 

- ?; (t p{.\, ~ n,ln,) J", Ifld'llitlX.) 

'" LIt! XII! ;j dll'I/(X,) 
J ,[l ,r, 

- / !:d/1 

On Il tinaleuwnt ohtpnu le r{'sultat Slllvam : 

Proposition 1.1,4 Puur f f LI (,1:'. A. pl, ['mtrgrale J fdV est bten défimc par (J.I.B), 
on a de plus J f dt' E: LI m, F ?) a'l'f{' l'esttmatlOn' 

(1.1.9) 

1.1.3 Cas classique 

On apppllf' rlasslqtH1 h· ('~ (.:t',A,p):::: (R"',B(R+) . .>.) dans INIuel on se place dans 
cet tt' sect IOn On dlSpOS(> alors du procesl'n18 de Poi:;wn standard et on cherche à définir 
l'intégrale de Poisson en mtégrant pa" rapport à ce prof'essus Rappelons pour commen
cer : 
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Définition 1.1.4 (ProceSSl)' ie Poisson .andard) Le processus de Poisson stan
dard {1rt, t ~ O~ est défini par les conditions .uivantes: 

- C(1l't) = 'P(t) ; 
- 1re; = 0.-
- les accroissements de {1rt h sont indépendants et homogènes; 
- ;es tMjecto'Î,re') sont cadlag. 

De façon standard, avec (~)î une suite de variables aléatoires indépendantes et identi
quement distribuées de loi exponentielle (1P{el ~ x} = e-X

), on considère les sommes 
partielles r n = L:Jsn ej de loi gamma d'ordre n donnée par la densité rn-l(t) = (~~l\!e-t, 
on prend alon; comme version du processus de Poisson : 

7rt = L lr.9· 
i>O 

Avec cette version de ÏI, on définit j f d1f par 

J fd1f := L f(f,)· 
J>O 

(1.1.10) 

Remarque 1.1.2 il est facile de montrer que le processus de Poisson standard corres
pond il une mesure de Poisson aléatoire comme vue à la définition 1.1.1 sur (lR+, B(1R+)) 
définie par V([O, tD = 1ft et subordonnée à la mesure de Lebesgue À. 

On peut comparer les intégrales pois"ùniennes constniites par l'aJ.1proche « alterna
tive » de la section 1.1.2 et dans le cas da...'lSique de cette section. Pour cela, ra.ppelons 
que pour (X, A, tl) = (lR+,8(]R+),"\) : 

- par l'approche abstraite (avec la partition d.e R+ en X, = li, i + 1;) : 

J f dV = 2:,>0 L~~l J(~;'J) RVC': pour chaque i : Ni ,...., P(l) et (çjl\ suite de 
variables indépendantes uniformes sur [i, i J... 1); 

- phl l'approche classique: J fdr. = Li>O f(r i ). 

On ferait le lien entre ies r, et les ~;,l en constatant que les ç?) a}:. réordonnemenr 
correspondent aa.'\: sauts U" n)n du processus de Poisson standard. 

1.2 Lien el1tre J f dV et f f dVo 

On compare les intégrales J f dlfo et J f dV par rapport aIL" mesures de l ùisson 
aléatoires centrée ou non, constl"jites sur l'espacE' (X,AIl)· 

Pour A E: AO, par la définition 1.1.2, on a VO(A) = V(A) - p(A). Par linéarité pour 
f simple, il vient immédiatement 

(1.2.1) 
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On cherchr R ):1;É'nrraliser la relation (1.2.1) 
On sait que J'..'s intl'grales J f rlp, If d\' son: bien cléfillic!) PO'I! JE LI (X, A, p) d'après 
la proposition 1.1 <1 pt .r fd\'" j'l'st pour f E e(X, A. p) d'après l'isométril' linéaire en 
(1.1.1: 

Pour f E ['(,:t'. A.III n /}(.:t',Alt). lPH intrlP"alPs ffdV J fciro. Ffdfl sont hirn 
r!0firlles CUlISldi'rolls (f"),, 11ll/' SUIt!' dl' fonet iUIlS simph't, q\li ('ol1W'rge vl:'rs 1 p-pre.'iquf' 
partout awc Ifn' ~. if: Par Ulllv<'rgl'!lc(, dOlIlini'p, on fi fn'-+ f dRUS L'(,l',A.II) et dans 
U(X, AIL) 

On a alors quitte il ('x! raire tHW sous-suite: 

('OlllIIlt' la rda! ion ( 1 '2 11 (':-,1 \THle pour le:; fOllct i()BS simples j". "Il pa.,>:;a.nt à la lImite. 
on (lh! irnt (1 21) pOllf f f' LI (,\" A. III ~i L 2 U.'. A. pl. 

Remarque 1.2,1 
Quand on dl:;pOSf' ,le la rdatloll (121" Il':; 101:; de J fdV pt dt' l fd\'c ne rilff<.tE'Ilt 

qUf' d'IUH' translatlon, ('lIc's ont alofs silliultanrml'rlt des dellsn{'s. 
('Il a f:\(>f!IlIl'lIlté'grak.r fr/\' puur f ~ U(,~', • ..\. pl (OlllmE' f'lhuPllt d!' c(n, F. r;. 
Corllllw la n,la! lOI) (1 :2 1) p:-;t mlahlc !l0lll' l '= LI (,r A. Il) ,; U (;t'. A. Il) et 4lH' 

JI dl' pt l IdJi SOUl 1 JI!'Il cWinit's )l(l1lJ' 1 ( 1. 1 (.r. A. IL), on pf'tlt prolonger la 
dNillltioTl dt' l fr/l' PUll!' 1 E LI(,t'.A.II) par. 

( f d\ 'c, ( f d\' - J 1 dp 

Lt'S (1 UX :l('filllll()l1~ (())lItll!(>lJt l'uur f (- LI (,1' . .4./.1) ~ U(>l:',A.tJ) d'tlprf>5 la 
ff' IH t if,[j i 1 2 1) 
Po:r prillollgf'T' la dd11:l110n de l Idl' pOlir 1 E U(,Y.A.III il partlr de (121), 
Il faut pnllVo!t t!(fllllr r ftlJL. ('f' qui llrl'Psslt(· par l'xemplf' Q'"' Il soit unt" Il1l'HUl'e 

fln){, !\lfllS alurs, "li Il di'Jrl \'11 q1l'1l Il v i1\Tllt Fas d(' prohli'uH'!:i pOllf ddlf11r l f d\' 
dp!l"; CT (n.'· 

POlI' f E. L'I.t'.A/d. (Il) a di'hm J fd\'" = -' )d\' J fdJL. On Melull alors le 
(1.1.9) qlle .fld~"· E L1(n.F.?). OJl a d,' plus l'pslllllf.l.tlOlI SUIVfl.Iltc 

F.' 1/ frl\" , ~ r::.1 Id\' t 1.1 IdlLi S 2 J fdfl 

1.3 Absolue cont1uuité des lois des intégrales de Pois
son 

1.3.1 C ,)$ fini 

Lorsqll(' l'('SPU\'t' (ct. A IL) pst fini, la ICll dp l'lI1tégru.lf' dp Poisson sur ('f't esp,iI.'e 
n'pst pas absolllllH'llt ('()[)tlllllf' pur rapport à la meswt' de Lf'besglle. On constate en 
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effet rapidement la présence d'\ll1 atome en 0 : avec les notations de la section 1.1.2, 
on èlspose de l'e},.'})ression (1. 1.4) de la mesure aléatoire de Poisson V, les intégrales 
s'écrivent alors: 

Il suit facilement 

Hl' {/ fdV == o} ~ P{N = O} = e- l1(rl') > O. 

1.3.2 Cas a-fini 

On suppose maintenant que (X, A, p) est a-fini, on considêre la partition X = UiXi 
en part ioq disjointes X, de mesures Jl finies. Pour f E LI (;\:', A, Il), avec les notations de 
la section 1.1. 2, on a : 

D'aprés le cas fini, la loi de chaque EZ:.1 f(~t)) possède un atome. Comme lP'{NI = O} = 
e-/-l(x,J, on a IP'{ N, = 0 Vi} = e- l1(rl') = 0, donc presque sùrement, il existe un indice j 
avec N) > O. 

La 10i.cU jdV) 5'e.xprime comme mélange de.cU jdVINI = n,Vi). En notant N = (NI), 
et ft = (ni) i une réalisation rie fJ, ou a : 

Or il est clair que : 

On s'intéresse aès lors à E~:"l j(çkil
), S0IDme de variables aléatoires indépend~ntes iden

tiquement. distribuées avec f(di
)) '" Jl.J-l. 

La condition Jlf-l « ), sur j est suffisante pour assurer l'L.bsolue continuité par 
rapport à la mesure de Lebesgue de E~:"l j(çtl ») et donc celle de J fdV. 

Cette condition est naturelle et valable en toute généralité dans un espace a-fini. 
Pour affaiblir les conditions garantissant l'absolue continuité, on se place dans un cadre 
fini-dimensionnel : 

Avant fi'étudier les intégrales de Poisso," dans ces espaces, 011 commence par énoncer un 
résultat d'absolue continuité en dimension finie. 
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1.3.3 Résultat d'absolue continuité 

Le résultat dont on se sert dans la suite pOIlI l'étude rirs intégrales de Poisson €3t 

la proposi t ion 13,1 d-dessous Ellp rl'plJse Hm des résult at Fi PllOllrés par Federer da.ns 
1181, On cummence par mtroduire les Il()tl:itions utilisées da.ns cette section: on note '}-CJl 
la lUP,Surr de Hau!-ldorff m-din1PIIsionueUe, ), m la mesmc d(> Leb~ gue m-dlmerJ.Sionnelle, 
Jmf Je Jacobien m-dil1lf'l1sionllpl de 1. 

On a d'abord llll pn'mif'r résllitat uult' : 

Théorême 1.3.1 (th. 3.1.8 1181) Smt A E B(?'" J, f' A .-+ jRl: (tUf{ 

J
. JiI) - f(a)1 
ml ~up 1 < -+x . 

.c -/J l' - Il i 
Va E A. (1,3.1 ) 

Alor,~ Il ('s/ rr;1l11101l d'wu jamdlp dt;nomhmblc rl'('nsf'mblp8 ),m-mc8urablts teL~ qUf la 
restT1ctUJTl dr f à rhanm d'CUI e8t hp8chltzzermf'. 

Remarque 1.3.1 Le t h('o!'l\me :31.~ de 1 losl s'applique pour llll<' COUdHlOll plus faible 
qllf' (1.:3. 1) ('Il rI'rnpIH(;ant la lnnite par la lilllilt, appfOxilllfl.t1Vf', nution un peu plus 
généralp lIltrodUÎtl' Pli sectlon 2,9.12 de 1181. On obtient alurs en plus l'approximative 
différrntiahilÎtt, ).rn-presqU(' partout (le- f sur A. Duns la SUite, la cOL.dition (1.3.1) telle 
qu'ellf' l'l'It rnonc(>e suffit 

On dispos(' alors d(' : 

Théorème 1.3.2 (th. 3.2.3. th. 3.2.12 \lB/) SI j Rm --- .. )Rk est hpschûzumne 
alors pOUf' foutt' fOflchnn 9 . Rrr, - lR. ),tn-l1l1Pqmblc 011 [IOSltWf 

pOUT' rn :s; L 

pOUT' m > k, 

r qUI ,hf()') >.tn(rLr):.;: (! g(I) H'" 1:((11-) ,\k(dYI 
J'R"' J'ri. f-~{Yl 

On co "itat (' qlH' dalls If' t'il." 111 .=, k, la prrfl11pre part H:' SI' réd llit fi. la Sf'( (mde car HO pst 
la IlH'SIlfC ciP «(ll!l pt age d Hk pst la IllP:-,lln' d(' Lehe:-;gllf' sl.r;:(k On ut llise Cf' rl'-sultat 
dans la sm!!' pOUf III ? k, O!l obt ÎC>l1t fl.lIlSl la proposition cHkssOllS . 

Proposition 1.3.1 SOit ~ C R'" o1.i.l'cn. f : ~ ....... ~ mtsumblc. B .: B(]R"'). Be S 
Un St1V[I(lSf f À'" -pnsquc TJ1l11out FrPrhet dtJJérentwblr Sllr B SOli JI ~ ),'" une mesure. 

St 
À'" {.T E l3 1 J) f (1') = O} ,,0 

aloT's IIlJj 1«), d la df7t,~lt( p:::: ~ f.st donnée par 

. f 1 d~l ",-1 

PlY):::- /-I{y}nB IDf(l')1 dÀ'" 11 (dI). 
( 1.3.2) 
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Démonstration : Soit B c B le sous-ensemble des points de densité de B où f l'st 
difiêrentiaüle. Par hypothèse, on a Am{B \ B} = O. 
Comme on vérifie facilement (1.3.1) sur E, d'après le théorème 1.3.1, on peut décomposer 
fJ en une famille dénombrable d'ensembles disjoints Ë = UnBn tels que la restriction 
flB" de f à Bn est lipschitzienne. On prolonge d'abord hB .. sur En et on applique le 
théorème d'e.xtension de Whitney qui suit pour prolonger f/B .. sur jRm "n une fonction 
f n lipschitzienne : 

Lemme 1.3.1 (VI §2.2, [48]) Soit F fermé dans Rm, f : F ----7 IRn hpsch~tzienne se 
prolonge en une fonction hpschitzienne sur lK'l\. 

On applique alors le théorème 1.3.2 avec k = 1 à In : ]Rm --4 lR lipschitzienne : 

avec 9 intégrable ou positive et JI!,t\x) = IIDin(x)lI· 

Soit, pour A E B(R), 

on a: 

1", l{f;l{A}f1Bn} (x) dt (x)Nll (dx): JlU;l{A} n En} = JlU-1{A} n En} (1.3.4) 

car flB .. = in/B .. · D'autre part: 

On identifie par (1.3.3) les membres de droite de (1.3.4) et de (1.3.5). 
Comme f;l{y} n Bn = f-l{y} n Bn, on déduit: 

/JBU-I{A}} = JlU-1{A} n B} = pU-liA} n E} 

= L pif-liA} n En} 
n 

= ~ j~ l-I{Y}f1S. IIDI~(X)II dt (x) rCn-1(dx) >'(dy) 

:::; i l-I{Y}f1!3 IID)(x)1I dt (x) '}{'n-l(dx) A(dy). 

On a donc bien JlBJ- 1 « >. avec la densité (1.3.2) annoncée. • 
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On rappelk qU'OlI ~ïlJtf>I(,H!-'{' ri J'ah,olul' conllIllli!(> de:; lOIs drs lIltégrales de Poisson. 
On lItlllse Ici III jlartlti(!I1 <I('.r == I~ t l'" ('Il pa\'r~ 

On Ips ri'ordolllH' l'n ,Y,. Oll ('oll:'ildt,rt, JL I1l!'SlIlï' dl' Radon sur tR")m (r fillip, absolument 
('onmlll<: par rapport ù Iii flIt'SlIn' (h' L('tJe:;l;llf' ,\ rn Sur chaquf' ,l',. on considèrr Irs 
variables aJéatoirl's aSS(}{'lfop'i «()111IJ1I' PTl (1.1.6) . 

• \', "'v PU j, 

(~~"lk slule de YllflHbll's aléoiltoires llldé-!WIIdalltps de loi fi, -

Puur f E L 11.1'. A. JI ), un (iispuse dl' j'('xprpj:;sltJll (1 1 '-1) df' J f dV vu!:' en spct WI1 1.1 2. 
Pour s 'int ('rpss('r ù la 1 t li (Ir- l'lllt (>gIrll!' dl' Poisse II\. 011 su PPOS(> qlle f pst diffÉ'r(>nt ia ble 
prpsqlH' part!J1lt H ('Il nota!!t A/ = {J' (C.~-)'" IlJf(J'):::: O}, on suppose dp plus: 

,\'" { .. 1 j l '(j t) rro } 
JlIll -- --,- '> Il . .or ' •• -,.. f'Ii (1 :U;) 

('ettl' c!('fl!il'rl' h\'jlot hl"st' 'ilglilfil' (pl!' If's j1lJlll!:- où f l'sI (lIffèn'llT Iah!f', dp [hfTt>rrnurllr 
nun drghlén',(' S( JIlt « v,lohaJplllf'll! 1lf1lfllr!llf'/[j(,!l( pn',st'nt s TI Ou dprhu t fa('!lemenl de 

('pttt' ('ondJtJOll. II' J('~1I11Ht SIl/\il/lt 

Lemme 1.3,2 .(:()(('71f f '(Ltl~rtl1,'i(l1I( Il ".Ui) ri 

Il E (), Illn _ ." - , (
. À"'{Af:'i!ll,t l"'}) 

. ---1 + x t'" 

on a aloI" . 
j .., \ '" {\ " l' } '!I, ':'/p -' l' tlill. .' /' '\'p -" U. (137) 

Démonstration: Pm l'ah"llnlf' SlflOn il l'XI~tp un ('n!lf'[ ko tri ql\(, IJour tout k .2: ko. 
1I11 fuI ,\'''{Aj·~.Yd .. -:" 1) 

Pom Ji c!() Il Ili' aSSf'Z graud. Il l'XIS{P k(l') èlW( r(J,plln ,_.~\P;,l·. I(\n>(' UfI(·lJOllllr mdpxa-
t lOti df'S pa \'{>~ J. (p/ = /,m 1 pl 

k,. - 1 A P' 

L \''' { A! C' .l'd .. L .\''' { .-1 j r ..rd 
1 1 

\ '" { ,k" VI' ) , l~k=l,'l,k + () "'(P 

/' .1 Ir 

- ,\"'{Afl"()'PI""} 
III Il " - -- S. Il. 

/J'/I 

Cf' qUI 111(' Il:~ (-)) ('1 IllS! Jiit, ]'('X1SIPTW(' (jp la snUS-SUltl' lI1ùiqupp. • 



1.3. Absolue continuité des lois 23 

Théorème 1.3.3 Pour f satisfaisant à l'hypothèse (l.3.6), ['intégrale de Poisson J fdV 
e.~t de loi absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue. 

Remarque 1.3.2 Pour m = l, dans le cas d'tme fonction f dérivable partout, constante 
sur un intervalle, de dérivée non nulle ailleurs, la condition (1.3.6) est satisfaite mais pas 
la condition I1f- 1 ~ A. On a donc une condition plus faible qu'à la lin de section 1.3.2. 

Démonstration: Notons Il = {ip, p> o} J'ensemble des indices obtenus par le lemme 
1.3.2. Soient ?Jors 

N, N, 

JI = LLf(d1
)) et J~ = LLJ(d'J). 

tEll 1=1 11/./1 k=l 

On a alors J fdV = JI + Ji avec JI et J~ indépendants. L'absolue coutinuité de la loi 
de J f d\-' suivra de celle de Jj. 

Comme IP{ NI" > O} = 1 - l!e > 0, par le lemme de Borel-Cantelli, on a l'existence 
presque sûre d'tme suite croissante d'indice iq E {ip, P > O} = Il avec N'q > Q. Notons 
12 l'ensemble des indices de cette sous-suite de Il' 
En conditionnant par (J(N'I"'" N,p" .. ) et en notant N' = (N,p)p, on a pour A E 
B((IR+)m) : 

II'{J, E Al = ! II'{ ~~j(l:l;'I)} 1I',.,(dft) 

On considère la liste de variable1l aléatoires indépendantes et identiquement distribuées 
suivante: 

Comme lP {ç;,q~ J E Aj} = À"'{ At n ... ttqk}' par choix de 12 C Il on a: 

D'où 

2: IP {ç;iqkl E Aj} 
bO 
J'Sn."k 

+00 

= 2: n'Ok )..''' { A j n Xlq~ } 
bd 

+00 

> "N'I{A nx }. L...t j lqk 

1:=1 

(1.3.8) 

La deuxième partie du lemme de Borel-Cantelli assure que presque sûrement une infinité 
des variables aléatoires de la liste (1.3.8) sont dans Aj 

Soit 
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b,: le milllllllllll dps indin-'s k pour lesquels il existe .J ::; n'q> avec ç~,q. ) E A/: 

Jf( Ip mi1lll1l1l111 <!f'S IUdices) ~ n1qK teb 'lue E,/qk) ( A/, 

autrement dit (!\' . ./1\ ) el'it le ('ou pie cl 'mdirps (k. J ) mlllilllai pour l'ordre lexicographique 
('q ) 

tel qu(' ç) k E A/ 

A nOllveau pour prO\lw!' l'absolll!' cdntinuitf, ot' 2::,; /1 L~~l f\E,~"), on le décompose 
sous la forme' J2 i .J~. éi\'('(' .J2 ('1 .J~ indépendants dUIl!l?'S pal' 

n, n, 

J.2 = L L !(E,l'l), J~= L L!(E,~")· 
" /2 k 0-] ,Ui '/2 kd 

Il suffit rllo!'s dl' lIIontrf'f l'nbsc\w' ('ontillluté> dl' Id lOI dl' .12 

COllllllP {J\' - k . . h = J. k ( N . .J ~ Il,/.} [urmf' UIll' pa!'t i t jOli ri 'un "w'('mble pn'squp 
sù!'. on a pO\ll' A ( Br IR) dl' lllP"llff' dt' /'<,IH'sgllf' nulle, . 

!?'{J2 ( Af 

-L ~~>{Ltfl(:'" (.\. }{ d 'n .. J} 
1. .1I ,. 1 .' 1 l l~ 1 

{

n, } 
l? 2:.:: L f(E,,'i 1 E ct. 1\ = k . .ll \ = ) 

Il. r l L. 1 

- (1, ',.. 1 1 .. ~ ~, 'i' r Tf1 • 1 • J \ ~ 

'1l'{ fi l 'q, ), 1 .r 1., JI. :1 

( 1 '1 j 111' r" 1 R,A.I'} JI", ((h) d? 
1 ( ." d \ l '" l, .. À J . J " 

• "," . '\f .r,~. 

où < dèslgnl If'i l'Ilrdrp !f'Xl(()g;mp!IICj1H' 

Or d'aprl\~ la prupuSiT!()!1 l':l.l, (')lIlllH' AJ 
('OIllIIl!' ,\{ A - Ri J.,.I)} - ,\1 A)- n, Il suit 

j lUlt',\ FU Il JI"14 (d.ri' IL\f -.l'q"F I{A - R(k .. /l}//J(X,.) = Il. 
-l, 

FillUll'lIlt'll! pom! O\lt k . .J. 

o. 
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Donc 

p{ 'L,ff({?») E A} = O. 
ieh 1=] 

Il suit l'absolue continuité de la loi de J'2 puis celle de JI et donc celle de f J dV, ce qui 
achi've de prouver le théorème 1.3.3. • 

A partir de l'expression ED.-plicite (1.1 C!) de l'intégrale par rapport à la mesure de 
Poisson f J dll, on obtient facilement lorsque l'espace est a-fIni, une condition générale 
sur la mesure de contrôle Il. de V et la fonction f (/1.1- 1 « ..\). Dans les espaces de 
dimension finie, on obtient une condition plus fine, (1.3.6), portant sur la régularité de 
1, en appliquant un résultat général d'absolue continuité (proposition 1.3.1) obtenu par 
une formule de Federer (théorêmè 1.3.2). Quand la relation (1.2.1) entre les intégrales 
par rapport aux mesures centrées ou non est valable' voir section 1.2), on El directement 
des résultats cl 'absolue continuité pour J f dV". 
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Chapitre 2 

Représentation de LePage et 
construction des intégrales 
stochastiques stables multiples 

Dans ce chap. 're, nous construisons sur un espace de probabilité (n, F, lP) les inté
grales stochastiques a-stables d-multiples dont les lois seront étudiées cians les chapitres 
3 et 4. 

Les lois a-stables (0 < a ~ 2) sont une généralisation dps lois gaussiennes, 2-stables 
(cc sont exactement les lois possédant un domaine d'attraction, propriété qui généralise 
le théorème central limite). Les intégrales multiples a-stables apparaissent donc comme 
des généralisations naturelles des intégrales stochastiques multiples de Wiener-Itô (pour 
lesquplles on renvoie à. 131\). Elles permettent de plus d'identifier la loi de limites de 
certaines fonctionnelles de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées 
III et sont utiles aussi pour définir par &xemple une classe de processus autosimilaires 

1491· 
Soulignons que plusieurs approches de ces intégrales par rapport à une mesure stable 

Al out été proposées. La première est celle de Szulga- Woyczyilski (1983) qui utilise 
un développement du type Fourier-Haar; Rosmski-Woyczynski (1986) [39] pour a E 
(1.2) puis Kwapien-Woyczynski (lG87) /241 pour a E (0,1) construisent des intégrales 
Q~stables d-multi!.Jles symétriques [dU) pour f définie sur le simplexe d-dimensionnel 
tronqué {(il ..... id) 10< il < t',J < ... < td < T < oo} en itérant les intégrations: 

foT l td 

•• • 112 

f(tt. t'l,' .. , td) l\tf(dtd' .. l\1(dtd). 

Comme les intégrale.s a-stables simples sont définies pour des fonctions a-intégrables, ils 
se ramènent à Pa-intégrabilité de la. fonction qui associe la (d - l)-intégrale sta.ble de f : 

ttl ~ l'li .. 'lt~ f(tt, t2,"" td) M(dtd'" M(dtd_I), 

ce qui ne donne pas de conditions explicites sur f sauf pour d = '2 où on obtient une 
condition nécessaire t:'t suffisante sur les noya1L'( pour que les intégrales doubles existent : 

27 
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si J saI isfait 

(2.0,l) 

alors l'in! égTall' sI ahlp dOllhlp df' J pst bi(~ll c!{>nllH' Signalolls <jU'llI1P :'ondit lun nécessairE' 
et slIfhsfIIltl' a a\lS~1 <"tc' O!JtpllUI' pour les lfIt('~ralE's tnph"s (.\Ir('ollllc\l (19~6) [32]) malS 
st! formlllallOll PRI plus "ompliqu(.r, 

Pour Ct E Il. 2), dalls le (as s:',mNriqlle, Surgailis (1985) [SIl commence par exprimer 
lIll proCPHSllS stable ('omrnp UIW mtég;ralf' stocha .. "itiqu(· par rapport à une mesure de 
POIsson. Il ralllPIIP alors l'Ill!{'gmlr lllUIt iplp par rapport à \lIll' fllPSurP o-stable à une 
int i'/!,I'a!(' llllllt Iplf' de l', ;'iSOIl sur uu p:-;pa('f' plus largf' En di'composant la meSUfP dp 
POlSS()!l. il ~(' raml'fl(' à df's inté'gralps ch, P(li.~s(Jl1 Iléréps qu'il ('()jl/inuit par lUI thporpme 
cl 'in! ('rpola! IOll dllllS Ips espac('s (lp Loren! z 

KmkO\\'lak-Snrlga ! i0KI',.J 1221 'j('fillisSI'llt (,ps illti-gralt's par um' lJlI't!lodl' dp type 
Dunford-LpIJ"sgu(> PB COliS! f111SH.nl tll\!' llH'~tln' al('ütolre stabl!' produIt. 

Sou!ignulls Plltrn <]11(' Si-LlllO[odllltskv-SZIllga (198~)) 14:~1 puis Samorodnitsky-Taqqu 
(1 (I() 1) H'l. .l~)l (Hlt aussI III r1IS(' les l'('jllï"SI'1ll r1tlOll~ Jp LpPag,p 1'11 d(>finissant notam:ncnt 
les 1ll!0gndps pOIlf dt'S [Ollct Ions ft ntl"tJr" dans dps ('SPI,CPS dr Bana.ch. Cil s'appUI!:' 

('ppl'ncJal.t Ki sm 1111 forlllHllsflIe prohabrllst<, plll~ slIllj,le et on accepte pour r. < 1 que 
lH lI1t'SlltT ,\1 lit' soli \.)(1. ... syllH"t rqUt' lit" Iii [oIlet ion de biaiS .J de la mesure peut être 
non null!'), LH (,Ol1st flICt Ion perrllPt am:'l dt, d~filllf l'intégrait' n-stable ci-multiple Id(J) 
pour dps 11I)yflllX .r dallS 

pour Cl <. J Pt 1) 2 1. ,J ""_ U, De plus Ct'tt(' ('Ul1st~ll(tlOn donne \lf!{' rf'présentatlOn bien 
adaptè(> pour llttlbl'I dans h's chapitrt's :3,4 I('s m(,thodps dt-' stratlficatlOll pt SlljWrstru('

tun' pOlir l'I wIJer la lUI de' 1,,(J) 

()1I COIJJlIH'f!C(, dR/lS cC' chaj)1I fI' par (P~('lqllf'S fHppC'h- "tif Jes lOI;' ~tahl('s pt l(·s intrg;rales 
stablps simpJ!'s l'om IlXI'I h's IICltatlollS lltlhsr('s da.Il!' la slute Oll Introduit TlotH.lllmellt la 
rC'préS('lllatlo!J dt' LI'Paw' dl' ('PS llllq~ral('~ La s',(' 1 IOn 2.2 ('st ('flllSiU-r('(' il la constructIOn 

clf's int c'gn'llr's st id ll(·s 11111 Ir lples (lI) paliS!' pOtlr ('pla par lIDf' rpprrspnt atioTl df' typf' LePagt' 
!,;0n(>rallsép (thf'OrplIlf' '2.'2 11 {.ps sPct1<JIlS 2.:3 el 2.1 sOllt rÉ'servpps a.nx preuves dans les 
dl'IlX CéLS () < 1 pt Il ;: 1. ,3 :::.: {J, BWTl quC' les rugUITlf'llts vanent clalls ('es deux C8.'3, 
If' 'wh{'rna (l'st p g!()!J1l1plllI'llt II' J1J{>:;. (,n prllllVp IH ('O!lH'rgf'Ttr p r1f'S o,;PrIPS aléatoirps 
('0 Tlsidt'>fres , on mOlltrp \Jill' propnl'tf> d(' (.,'It Ifluit& qUI permet de pu..-;ser du cas des 
[OllctlOW< simple!" p01!r Ipsqt1f'lIf'S on SI' rfW)f'n(' aux mtégralf'li 11IlHiimeusionm·1lC'. au cas 

des noyaux gé!li>raux, Ou adlE've k chapitre ('Il section 2,5 par une brève discussion sur 
les résultats pl UI1/' comparaison av('(' la littératurc-. 
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2.1 Rappels et notations 

2.1.1 Lois stables 

On rappelle dans cette première section les principaux résultats sur les lois stables, on 
eu profite en particulier pour fLxer les notations dont on se sert dans la suite. Pour plus de 
détails ou pour les preuves des résultats cités, on renvoie à l'ouvrage de Samorodnitsky
Taqqu (1994) [46]. Les lois stables ont de nombreuses définitions équivalentes, nous les 
introduisons par : 

Définition 2.1.1 Une vartable aléato'ire X suit une loi stable si pOUT tout entier n ? 
1 et des variables aléatoires Xl. X2, . .. , Xl1 copies indépendantes de X, il existe des 
constantes en > 0 et On telles que 

La loi est düe strictement stable si de pltlS 61 = 62 = ... = 6n = ... = 0, symétrique si 

X~-X. 

Les lois stables sont eu part iculier infiniment divisibles et en ut.ilisant la représentation 
de Lévy-Khinchine des fonctions caractéristiques de ces lois, on déduit celle des lois 
stables : 

Proposition 2. LI 
- Pour toute loi stable non dégénérée, il existe un unique n§el ex E (0,2], appdt mdice 

de la loi tel que p01lf tout n ? 1. CrI = n11a (/46, th. 1.1.2/); on parle ainsi de loi 
a-stable. 

- La fonctIOn caractéristique <p d'une loi a-stable s'écrit,' 

{ 

exp { -aO IOI O (1 - i~(sign 0) tan 1T~) + zpiJ} 
tp(O) = ~ 

\ exp { -aIBIO + i.e~(sign 0) ln 1(1) + iJ1B} S2 ex = 1. 

où 0<0'52, a?O, -1~05l, ILElR (cf./46,déf.l.l.6/). 

Remarque 2.1.1 
- Les paramètre'l a E (0, 2J, a? 0, (3 E [-l, IJ, Il E R caractérisent la loi; on notera 

ainsi è!lIls la sljte les lois stables So(cr, /3, Il) ; le paramètre a est un facteur d'échelle, 
/3 témoigne dt! biais (asymétrie) dans la loi et IL est un paramètre de translation; 
on renvoie à 146, 1.2.1-1.2.101 pour les propriétés liées â ces paramètres. 

Une variable dégénérée concentrée en lU1 pobt a est de loi 8a stable avec un coeffi
cient a = 0; les lois 2-stables sont exactement les lois normales, elles apparaissent 
don ~ comm~! un cas particulier des lois stables; les lois de Cauchy sont l-stables, 
les lois de Lévy sont 1/2-stables. 
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Définition 2.1.2 On (il/ qlJ 'une l'anablr: alratnzn X a un dorname d'attractIOn s't! 
l'.Itstr Iml' suite {X,., 11 .> I} dt' VlLnafJ[rH allatrnrfs mdr:pl'Tldantes de. même lOl li, l."'1f 

S1L'ltr {(ln' n 2: I} dr rrpls~t1'1(,t( rTlr Tll p(mllj .. rt 1171(' 8'Ullr {h". n ~ l} de réeLç teL., qw 

XI + X2 t , .. + X" [, -_. - -'-... ... _. - hn -- ... ,\ . 

a" 

L 'exist encf' ri' un r!OlllèllIlP d' al! lllct 1011 pst llll{:' proprirtl\ qUI génér altsC' [e théorème central 
li ml t C' d('s lois l1ofmull's, la prOJ>mil t iOIl SUI \'fl.!l((' lllout [c qu 'elle raracté'rise aussi les lOIS 
stables lllli gi'ncralIs('flf /lHISI ("1 CI' SClIS lus lOIS Ilormales : 

Proposition 2.1.2 (dM. 1.1.5 14(1) {'w l'arltlble alratulTf rée III non dégënén5(' SUIt 

une 101 8frrldr ~I f'f ~('lllrm(lIt ,1 cl" a II'I dOllwtlrr ri 'attmrtum 

Proposition 2,1.3 (prop 1.2.15 14(1) Soli X /lTIf l.'lLT1ablt aléalolre dt 101 S,.,((T, ;3, IL) 
Q.W( n E (0,:2 \, ()11 (/ 

( EIX 1 ft ) 1 p <:1- x po li r () < fJ ", n. 

( EIX i r ) 1 r == +:x... pl/Ill l' ;~ 1} 

Remarque 2.1.2 Les lOIS st ahlps onl dO!lc c!p fiUblPs pr()pnét~ d'Illté~abijitf', en pal
ticullN ('ll('s 11 '(Jill pas dl' \'arIMJ('1' SI fi <. 2, ('('('} ('olIlpllqUl' )'lIltrgTati<J!l par rappo[t Il 

dl';; !I1PSlJTPS ~t nnlt'~, ohjt,t de ("1' ,bapil [f' 

Définition 2,1.3 (Loi stable de dimension finie, processus stable) 
Urt l·('tlfllT (ûrr/tom rù) X (it dmu llWIII d nt .~!(lblr d 'mdu:f () 8t pour fnut rntlrr 
7/, m'II Xl . X" dl.' mpu's I1Id"}lfTulllrtff., dr X, li (,I2,~tt' ~'" E]Rd td lj1tf X} + 

\ ' \' C 1"\"\' , :.!·t ,.. t • \,. . /1 , .t- \ '! ' 

{'n ['ron "Il' .\' -::: {Xr. 1 r: :U. T} (,t ,fl/hl,q t(JlLtf.~ ~f8 lOIS rie dlTnp11 .. <'lnrl,~ finrr.'! 
Il' $01/t 

Proposition 2.1.4 (Propriétés des trajectoires d'un processus stahle) Al:f( pm
babtlzt{ l, JHilLr fouf " Il 1111 pmu .,Sllii df' lOI -;(11/'/1 a 111/ n(Jmbre ji/Il de Sllut:; 81lpé11' tLrs 
en modult ri, 

2.1.2 Inté>grale stable simple 

On ("flrnnWIICf' par rapp('[!'[ ln drfilllt J()11 (j'UIlt' TlW:-.llH' furat()irr stabl(' sur !'pspa.('E' 
r 'B [ l (lO,lj, (n,l;). ,\J 

Définition 2.1,4 Sount ct 11ft n',l rlflll.,Ç (1),2) et j une jrJTIctlO7! mesurable de :0.1] 
dan,~ [. 1. 1:. '.'111' TTlfSl/rt (Jlfa/rilfl-' fI-stahle :\f dr fO"TLl'tlOTl dl' bW/.8 ;1 (,8t unr jonctlO11 

o-addllm .\/ 6\iO.1:\ ---- C(Çl) [r{lt rllLI ,~l Al, ,-1.: E 6I[O,(I,"(}lIt dt8)OlItt.~. 
:\f(A 1 I, " . • \/(.·1..) SliTlt ITul(]J(fld(lT1l.~ ft 

A E B([O, 1)). 
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On construit alors les intégrales simpl.es a-stables Il (J) = J f dM pour f dans 

{ 

LO([O, II) = {J : [0, l)d ~ R mesurable 1 IrO.1Jd Ifla d)..d < +oo} si Cl :f 1 
F= 

Ll([O, 1]) nUI ~o.11If(x)/3(x) log /f(x)lldx < +oo} si a = 1 
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Pour cela, on les définit d'abord pour les fonctions simples f = r: CJ lA} et on prolonge 
ensuite la définition dans F. On obtient: 

Proposition 2.1.5 {§3.4, (46]) Les f,~tégrales a-stablf's simples 
[, (J) = Iro.ll 1 dM sont bien définies pour 1 E F. De plus, elles ont pour loi des lois 
stables " 

où 

tt! = { ~~ fol f(t)f3(t) log If(t)1 dt 
siat1; 
810= 1. 

Remarque 2.1.3 On peut aussi construire ces intégrales stochastiques en considérant 
(Il(f))!Ef' comme un processus stabie indexé par F, oIlles définit alors eIl donnant les 
lois de dimension finie et en vérifiant les conditions de compatibilité pour appliquer le 
théorème d'extension de Kolmogorov. 

A partir de la représentation eu série des processus stables (LePage et al., 1981, 
[25], Marcus - Pisier, 1984, [301 et originalement Ferguson - Klass, 1972, [19]), on dispose 
d'une écriture intéressante de ces intégrales. Elle souligne en particulier Id. nature discrète 
des lois de ces intégrales et nous permettra de généraliser les intégrales stables au cas 
multii'le. Pour énoncer cette représentation en série de type LePage, introduisons les 
deux suil-es aléatoires indépendantes suivantes : 

- {rl}.>o suite des temps d'arrivée d'un processus de Poisson avec Ull talLx d'arrivée 
de 1 : fi = L~=l ek, (ek)k>O suite indépendante identiquement distribuée de loi 
exponentielle donnée par lP{ el. ~ x} = 1 - e-r ; 

- {(\{,"fi)h>o suite indépendante identiquement distriLuée avec 
- \~ de loi uniforme sur [0.1] ; 
- "Yi de loi donnée par 

Le résultat de représentation sous forme de série des intégrales stochastiques stable~ 
swples lU) est alors le suivant: 

Théorème 2.1.1 (tll. 3.10.1, (46]) On définit pour Q E (0,2) : 

SI(!) = C~/o L ("fI r;1/
0 J(Vi) - b~a) f 1(8)13(8) ds) + e, (2.1.1) 

1>0 llo,I] 
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avec 

() 

[ 1:1 ';J' 2 s inf(1I 
, l', 

Hf = { () 

~ l()g(~J.fl)l f(c:;),i(8)d,r; 

On 11 (llors pOUl tOllt P E ;'lj" et Il, ,/p E. F 

SI Q =f 1 ; 

SI ü = 1. 

SI a < 1 : 

si n ::c l : 

~l (1 > 1 ; 

810=1-1; 

";1 n. -:: 1 : 

2.2 Intégrales stochastiques stables lTIultiples 

(2,1.2) 

(2.1.3) 

On con:-il<]{ort' :o.ur 1'1'~'pa('(' de prolmbllIt è (~2. F. ?) unf' IrH'RUH' aléatoirp Q-stable Al 
sur !lO. 1]. 8([O.l]1 ,\) de 111t'snH' dl' comrôIP la IllPS1lfe dl' Ll'besgup À et de fonction de 
bmls.J: [O. J] --.. ;-L 1], 

Prlur 1111 ('lltipr d -.. 1. OB rhrrchr il. dÉ'fiIllr les intégralPs Il-stables d-multiples en 
g{>n{>ralisant lu repr{'sPIlt al IOn de type Le Page des int t-gralrs simples. On notera ces 
int égralps 

J ,,( fi -- J f dJld 

Pmu ('l-Ia. oll "'lIPPO'i(' dilll.-> !ollle' la "Illt/' qllf' si If '> 1. la nws\lI'p .\1 f'q syrnétriqllC'. 
("eH! Èl cine (jll'Of! ."lIPpOS/' 

fl <.. l oU f1 2 l et ,j == () 

On rhPrdH' il milS! rtlll!' [dl f) pOil[ lm noyau 1 dans !pspa('{' de Tvpe Orhrz , 

L"llog, jd 11[0.1/1 = {J. :fl.l;rf ---. li{ nJ('s\lrar~(' tel (1'1(' (J",d(f) < +x} 

où, av{'{ log + .r {
log; r 
li 

Pnd1r fJl;J i/\I 1 , ,.1,/1'<> (1 -+-!ug.,i/Ul' 

(2,2.1) 

1)(> façon clll.<;:;iqu". ou l'Olllmeu('f' par définir f d(f) pour les fonctions f SlL.lples par : 

6~(B([O,11). i=l. .. "d 
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et en prolongeant par linéarité. 
Pour f E La (log+)d-l ([0, IJd), on définit [dU) comme la limite en probabilité, si elle 
e."'<Îste, de Id(fn) avec (ln)lI>O une suite d'approximations simples de f dans l'ensemble 
La(log+)d-l{{O,lJd) : 

(2.2.2) 

Considérons 
Symd(f)(t) = L f(o(t))/d! 

IJEUd 

où o(t} = (t",I)"" ,ta(d)) et I1d est le grou}Je des permutations de d éléments. 
On constate que pour f simple on El. I,I(Symd(f)) = Id(f), le résultat suit aussi pour f 
quelconque. Par ailleurs comme f E LQ(1og+)d-I([O, 1Jd) n'est définie qu'à un ensemble de 
mesure nulle près, il n'y a aucune restriction à supposer désormais que f est symétrique 
et nulle sur les « diagonales », c'est à dire: 

- f(t l , ... , td) = 0 s'il existe i =f:. j avec l. = t) ; 
- f(ta(lh···, tcr(d)) = f(t 1,.·., td) pour tout a E Bd. 

Pour construire de cette façon les intégrales stochastiques stables multiples, on généralise 
la représentation de LePage (2.1.1) du théorème 2.1.1. Pour cela, avec les suites aléatoires 
{r,h>o et Hl", 'T.)}i>O introduites précédemment, on considère la série multiple: 

Bd(f) = c1}° I: 1"1'" Î'tdf~l/a ... f~l/o f (Vil" .. , V;J. 
ll.- .,t(t>O 

où on définit la série multiple comme la limite des sommes où les indices sout bornés. De 
façon à alléger la présentation des résultats liés à cptte série, on introduit les notations 
multi-indicielles suivantes inspirées de 143] : 

- i=(il ,i2, ... ,id); 

- [il = il i 2 ... id , 

- VI = (Vil' Vi';!, ... , V, /) ; (2.2.3) 

- bd = 'Y'11"2 ... 1"d ; 

- [fd = f ll f.2 ··· fld' 

La série Sd(f) se réécrit a.lors sous forme plus compacte: 

Sd(f) = C:/o L bd (rd-lia f (VI)' (2.2.4) 
1>0 

où i > 0 signifie il > 0, .... id> O. 

Remarque 2.2.1 La série Sd(f) est une généralisation multiple na' urelle de S1 (f) don

née en (2.1.1) quand seuls les termes discrets 1'1f;1/0 f(\'~) sont présents, c'est à dire 
quand bla ) et Of sont mùs. C'est la. rwson pour laquelle on suppose la fonction de bia.is 
13 nulle qua.nd 0 ~ 1 (si Cl < 1, ces constantes sont automatiquement nulles). Sans cette 
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hypoth(\sr. 11 faudrait tenlf ('olIlpte dr CPH termes Hupplémentaires et définir une séTle 
Sc/(f) el1 relllpl~lt.;H.!It cl lflljl H' terml' dp Sd(f) par 2d termes. On n'm'uH' pour cela à la 

discuHslon ('Il s('ct wn 2 J. 

Ll' résultat prlllnpa! dt:' CP dlapitrt:' qui IH'fmc t à la foi:; de d(>finir les Intégrales 
sto('ha . ..,t1fl\l(>~ stahlps lll11ltlph-s pour drs novalL'( dans LO(:üg+)d.-ldo, llcJ) t't de donner 

unp [eprésf'nt a ~ 1011 c!JSCJ"(\t (' dl' ('PS lIlt{'lQ"a]f'S sous fornH' dl' dévrloppemf'ot CIl série de 
Iyp!' L"Pag f ' Pf't !!' ~lll\'allt 

Théorème 2.2.1 Sm t 
(2.25) 

On 8IlJlP05(' qllt III mr8JU'/ nléafr!l1r sta.blf .H M'tt4mt l'unf des rondltWr1.~ (2.2.1 J. alors 

la Sf:r1f TII/dllplf S'dU) t.~t Tf -P1"fSq·lJ.( .'i IÎrnnrTtf ('unvf rge7l.tP ct on a 

Oll n'l1\'u)" il li:.! .-.('("11011 :2:1 1'011/ lIf]!, dl:-C'lbSlon sur les hem; ('lit rp Cf' rpsultat pt sC,il 

IUH!logW' (!P ln! 

Le cor(lll .. uft' h!llt 1I111l1(~cJlIl!ertlent dit th(>o[erne 2.2.1 par liuc'aIlte dl' Sd ct Id Pour 
tout (JI, °2 .. H,. E ~. UII a. Pl! ('fff't : 

CP ("orollal!!' JI1:-lltl(' q\ll' . ...,.r/. pPllt 'it· vOir llllIlUle' llIlP c!efiJlltjoll alrrrruuin> de J"mti'gralt

stochast HjlW st ahk f1l1t!t Ip!P 

Cpt t (' ( omt rlHI )Oll dl's If M'gr illt·;., st Odw,sllqllf'S st ableh Hill 1 r Iples pHI' la repr{>~el1tatlon 
de Lpf)fI./?,f' pt'mwt f:1 outre d'utiilsPf (2 '24) pOllf rt11dll'f IH loi tk (f'S lrItrgral<,fj CP spra 
J'ubj('t des cllilplt n 'S :~ [,tl SlllnlIlt s où 011 (>t lIdl(, ]" fl.hsohw cont inUit (' df's lots C't la 
rontinuit(. P(Hlf la 11OJ"llj(' dr la VarIatlOIJ (h ('('s luis par rapport FI\! Iwyau 

[J'aU!fl'" It'sldt ,tl:; slu lf>S llll:; ,:' CI':'; lI1ti'/1;ra!(>s s'obt !t'IlIlpnt ('Il (,t Udlf\.llt leur [ppré

l'lent dt IOn . Saltlf .rodmt skv-Szulga dOllnent Ptlf pxpmplp un {'q1ùva!('nt prpcis dt's queues 
dl' {"es 11ll" dall" lUI Cl' :PSIlItHt pst ill!lf·linr{· pt gC>IJt'ralisp aux fOlH"110liS à valt'urs dans 
d{'!-l Bunach par S,1I110 roc! III t ~k y- Taqqll da.ll!"> IHI ('('s n'pfPsPlllat Ions PI'rulPt tellt aussI 

d ,t'>t Urll!'l If''' pr0l'rl{'t i', dl' prllC'('s:-;\J-; {I!' J, !. f (- T} rt.<'''O('J{' U df'~ 1111 rgralps st ahlN; GluI· 
tiplps C'pst ("(> qlll' fOllt Rot-ill1Skt-SIt1110[oùrutsk!'-Taqqu dans HO) l'II r{-'haut la régularité 
(b t TaJf'l"t ( IlfE'S dl> {lti(/tl} t à «(']lp d('~ mt ('grants ft 

Dans la !Hlllf', on pfIJll\'(> le ('us 0 < 1 du théorèIIl(> 2.2.l t'Il sectIOn 2.3. le cac; 

Cl ? 1. il ::: (J t'Il :,\('('t ion 2·l. BipII qUf' 1(>:; argulllents différent dans les d('ux cas, \(> 
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schéma est globalement le même. On commence par voir que la série Sd(f) converge lF
presque sfuement, on modifiant un peu l'argument, on montre une propriété de continuité 
en probabilité de Sd. A partir de la représentation des intégrales stables simples, on 
identifie facilement en loi Id(J) et Sd(J) pour f simple. On con:::lut pour le? :lOyam< f 
plus gén€'.raux en utilisant la continuité en probabilité. 

Dans toute la suite, C désigne une constante positive finie typique qui peut changer 
de ligne en ligne. 

2.3 Preuve du cas ex < 1 

2.3.1 Convergence de la série Sd(f) 

On étudie la convergence absolue de la série Sd(J) pour f E LQ(log+)d-1 ([0, l]d). 
Comme 'Yi = ±1, on s'intéresse à la convergence de 

L [fil- l
/

a If (Vdl· 
1>0 

Or on l:l. à. disposition: 

Lemme 2.3.1 Soient !l(I}) a(2), ... ) a(d» b(I), b(2), ... ,b(d) des suites à termes positifs et 

(U1t.ll •• i d)'I.i2 •...• 1d une suite positwe à multi-mdices. 
On suppose que pour tout 1 ~ k $ d : a~k) '" b~k) quand i -- +00. Alo7'S les séries 
multiples 

"" a(l) ... a(tI) 11 L...- \1 id ..... 1012,--·,~d et 
1>0 

sont de même natu.re. 

Comme par la loi des grands nombres rI '" i quand i -+ +00 presque sfuement, (: 
lemme ramène l'étude Il celle de 

L [il-lia If (V 1)\. 
bO 

Pour cela, intéressons nous à. : 

(ad:= LP{lf(Vdl [it l
/
a > 1}; 

1>0 

(a2):= E (I: rW 1
/
o 

If(V1}lllf(Ydl [11- 1/"9) 
1>0 
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Étude de (a,) 

LlP{!fiV,li[ij :">l} 
1'·0 Î>O 

-- LLl?{k<!(Vtllo~k+l} 
;:>0 Ir> l, 

L L ?{k <, !(Vil(' ~ k + I}. 
hO L~I,::'k 

Or OH dlsposf' dt' r (':l! I/lult IOIl (:2.6.1) d(' r liUllex(' : l'II nu! ant # Ir canlinal cl' \In rIlliemble. 

Comm(' n; J, .// ('st UlI(' ~lllr (' idt:'l1tlCjllf'!IIf'nt distribué(', en notant V 1. ,d pour le vecteur 

( \ 'l, • \ ri), ()f! CI 

(11.,1:... LC').;(l+!()g.kl" I?{k. !fV1 dJI":::k+l} 
k,lI 

k ... (J 

D'où 

(2.3.1) 

Étude de ((ll) : 

E (I::T l 'II (VI Ji 1 [VIII: '''',1) 
1 .• 11 

0'" L!i] ,'1 E ( !(V1)Il f,V,"<.I.") 
1 .1) 

On l'slnJl!' 1'1IJ:{·gr<lllt.r~ 2::1 .il li 1., l j • t" /l\'('{ 1 estllllfitiOn ('26 1) ('Il <innexp en pre-
nant if, ~J' u. -, O~ l/lt .:> 1. un a aiurs 

Il SUlt 

IJ' ,-- '.)'1 : "1 ~ (" ,1'(1 1 l)d 1 ~ l:'r'>.r; +og_.r 
i ,1/ 

(a2) < C! ,rl"I,1 ·-t-!of!,. iII)cl 1 p'(V
I 

d)id.:) 

< ('Oo.rI(j) (2,3,2) 
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Pour f E LIl(log+)d-l([O, l)d) , les finitudes de (al), (a2) découlent de (2.3.1), (2.3.2). 

On est maintenant en mesure d'obtenir If\. convergence absolue de 

E [ir1
/

o If (VI)I· 
1>0 

Connne (al) s'écrit aussi E (2:1>0 1 {l/(Vr}l>f1j1/ tlt }) < +00 , on a la finitude presque s11re 

de 2:1>0 1 {1J(VJ)/>(iJlia }. 

Not;ons 
!(w) = {i Iif (VI)I > [ill/a}: 

le cardinal de !(w) est alors lP-presque sOrement fini. 

On distingue maintenant les multi-indices i E !(w) et i r;.l(...:) : 

L (it l
/
a If (VI)I = L (ir l

/
o If(Vdl + L [it 1

/
a Il (Vt)i. 

1:>0 lEI(w) I!Z/{ .... ) 

La première somme a un nombre fini de tenne donc est presque sûrement finie. 
Pour la deuxième somme, comme les multi-indices considér~ ne sont pas dans !(w), elle 
est égale à 

L rit l
/
o If (Vj)ll1f(VI}I [IJ-1/"~1 < L [iJ-l/1k If(VdI11f(Vdl !lj-l/"~! 

Ilt/(w) 1>0 

< +00 lP-presque sûrement, 

d'après l'étude de (CL2). Il suit la finitude presque sCire de 2:1>0 [il-lia If (Vdl et la 
convergence presque sfue de la série multiple LI>o [ri] -1/0 If (VI)I donc la convergence 
absolue de 

1>0 

• 
Conclusion de la section 2.3.1 : P01Lr 0: < 1, f E LQ(log+)d-I([O.l]d). S'd(f) est bien 
défime P-presque stlrement. 

2.3.2 Continuité en probabilité de Sd 

On montre dans cette section que pour fn -+ f dans LC>(log+)d-l([O,l]d), on a 

Sd(fn) ~ Sd(f). Par linéarité et comme "'fI = ±l, il suffit de montrer que pour tn -- 0 
dans La(1o~}d-l([O.lJd) : 

L [fd -lia I/n(Vi}1 ~ O. (2.3.3) 
1>0 

Plutôt que de montrer la convergence précédente en probabilité, on se ramène, grâce au 
résultat classique suivant, à montrer la convergence presque s11re de sous-suites. 
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Lemme 2.3,2 Sozt X n une HUtte de vana.blcs alé.atmres tellt" que pour toutf' SOtL.~-suite 

(n'), tl r,uste (TI") crt7'Olt( df (n') telle (j'Ut.' X,." conl'''7ge pnsquf sûrement /le1'S X alors 
X" COntJergf l'rTS X en probabû1ié. 

On doit donc montrer que t()ute ~ous-suit(' (JkJn de (fn)n admet Ulle sous-suite plUE 
finp (fPk~)n awc la rOI!\'NgPI}('f' (2.3.3) prf'sqlH' sÎlrc. 

Considh()n~ donc UTle SOUS-1Hlit (' (fk~ ln;>O (luC'lconque d(' (fn)n >0. on commence par ex
traire à nouveall (fp,,)n ,() de (IL, ln ,0 telle quP : 

fp~ --..... 0 ,\d_ p[t'f;qlH' partout sur [0, l]J: 
.. L" >0 {)f),f( fT'" ) ,/ + 'X. 

Consid&rons (a;'). (u2)' les analogues dt' (ad. (a2) avec J" à la placf' de 1. On dispose 
pom fn des tUla!(Jglll's dt, (2.3.1) et (2.32) . 

((lI') S (' p" JI Jn) : 

(a~) :; C (Jo"J(J,,)· 

COIllIIH' (aï: - 0 qUHnd Tl • ~ x.. on p.'!Jt f'xtraire dl' (Pn )., U1Jt' SllltE' (t./,,),,;;-o pour 

8\'01r l'Il plus· 
~ :'- "11 If V Il 0 ~ ;l)' q., ( dl :/Iffl t 'V,ll~<ri .. ,'U ---+ {2.3.4) 

i?-pn'sqUl' SÙrplIlt'lll qUlind 11 -4 +')(. ('omm!' on a supposé 2:,.>u (J1l,d(fp.,) < +x. on a 
pn \lt il isant (2:t 1 ) : 

I: lP{ U {IJp.,(V, ': [il' 1/11 > 1}} < L L l? {Ifp~ (VI): [il -lia> 1} 
1 >() " .>0 1 >1) n >0 

",:>0 1.,0 

on li l'i., .. : l dp (arrima.I fini P- pr(':-q1H' SÜn'lDf'llt 

OII snw!P a fltlUWall ln shw ('Il dellx. En Butant 

ifl';) 2:= :i:-l,u!Jq~(Vt)1. 
1" l".., J 

((]~) L :i; 1.", Jq~ (VI)I. 
I~/'(.I 

011 a 

L [i]-I/uljqJVtl\ = (a~) + (a~). 
1>0 
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La somme (ua) ne contient qu'un nombre fùù de termes et pour chacun d'eux 
/q" (Vi:, ' .. , Ytd) --; 0 quand n -t 0 car fq" -+ 0 Ad_presque partout et (Vil' ...• ViJ est 
de loi )..d sur [0, Ijd. Pour le deuxième terme (a:), on a avec (2.3.4) : 

(a:n - 2: [itt/a Ifq,. (Vdlllf9n(Vl)I$[ljl/a 
I$l'(w) 

< L litl/a Ifqn (VdI1Ifqn(VlllSliJl/a --; O. n -> +00, 
1>0 

On a donc lP'-presque sarement (aâ) -----+ 0, (a4) -----+ 0 puis 

L [itl/a!Jq"(Vdl -+ 0, n -. 00, 

1>0 

Pour conclure, rappelons que par la loi des grands nombres, on a I?-presque sûrement 
ri "'" 'i, on trouve donc pour presque chaque w, une constante C(w) < +00 telle que 
r~l/a ~ C(w) i-1/a pour tout i, ce qui assure que pour jp-presque tout w E S2 : 

L [rd-lIa /qn (VI) -~ 0 quand n -+ +00. 
1>0 

Finalement pour toute sous-suite de (fn)n>O. on a trouvé une (sous) sous-suite \;elle que 
Sd(fq...) -+ 0 presque sûrement quand n -+ +00. Le lemme 2.3.2 s'applique et permet de 
conclure à la continuité en probabilité de Bd, 

2.3.3 Lien entre Sd et Id 

Considérons d'abord / = 1al1>",:<;A'fl on a: 

Sd(f) 

- Cd/a'" (f ... r }-l/O...,... . .. ,"", 1 A (V. ) ... 1 A (11: ) 
- Q L '1 'd /II /Id '-') '1 '-'d 'd 

1>0 

= (C~/n L r~l/a ~rlJ 1~1 (Vi!)) X .. · X (C~/Q L r~l/Q "d l~)VI<l)) 
1] >0 Id>O 

= Sl(l~l) X ., . X Sl(lÂd)' 

D'après le théorème 2.1.1, pour les intégrales stables simples, on a : 
C 

(I(lal)' ... ,I(16J) == (SI(1..\\), .. , ,Sl(lad ))· 

Par continuité de (Xl, ... , Xd) r--+ Xl .•. Id, on a alors: 

Sd(f, t. I1(ltit) x .. · X Il(1~d) 

t. r 1nl dM x ... x r 1â.
d 

dM 
l:o.11 JrQ,11 

c 1 161x l</ld dMd 

[O,I}d 

( 
= Id(lAlx .)(6<1) == Id(f)· 
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Plus gén(>ralement. dt' la mème façon par linéarité, pour 1 simple, on a encore Sd(f) fi: 
[der) 

Pour 1 E [<>(lqg.--)J-l([U, l]d), on C'oIlllldf\re (/,,)n>O UllC' ~iUite de fonctions simples qui 
converge vers f dans L"(log,)cl··!([O, Ijd). 
La suite Sel ( ln) t'st ronvrrgrnU. en probdbilnr donc est une suite de Cauchy' pour la 
topologif' sur Ln m) de la (,oIlverg;encr en probabilité. Par Identiiir'fltion des lois dans le 
l'as drs fonctions simplrs, Id(Jn) ('st aUSSI une suite de Cauchy. On en dédwt que Id(fn) 
est convergente en probabilité. On Il donc 'dU) ~jen drfim pt comme d'après la section 

2.3.2 Sd(fn) ~ S'dU), à la limite l'identifiration des lois de Id(f,,) et Sd(fn) dOillle 

Conclusion de la section 2.3 : 
Pour 1 E LO(log ... )d l([O.l]d), Sd(f) = ('~;()Ll>ohd [ril 1 .... liVil (~.'1t une reprfsen

laiwn de ['mfiyrah' ~twha.o;ftql1/' n- .. tablt d-rnulttple ln <c' 1). (f qUI pmW'f le th D01'èrne 

fUl.l PO'UT n < 1. 

2.4 Preuve du cas () > 1. :3 = 0 

Commp n :::: 1. il f':;t mlll d(' chrrdwf la ('o!J\'f'[gf'nce absolue de la séne définissant 
Sd(f) car 2.:uo f, dl\'f'rge. On s'mlérpssl' il la roll\'t'rgf'llCC sImple de> Sd(J) en dIsant 
qu'une séri<, rn,ùt iple 

') n,. 
L-J ' '. 

If. .Id >0 

a UIlt' bmitt' quand 1/ -t -+-X Pour cela. tI faut rulfuH'l' le ralSOIUJernent dt' la spction 2.3 
où on passait par r é't lIdp df's d('tL~ s{>rif's int rrmMlaires ! al) pt (a 2)· 

On ('omll}('!1Cf' par dH'rrhr! 11l1!' vprsiUIl du t hrorPITlP (lPs trois srnes de Kolmogorov n 17. 
p. 3171) pour Uf'!'i tablf'èl.ux tnangu!aIn's d'un typf' spf'md (VOIr la proposifion 24.2) 

2.4.1 Résultats prélinlinaires 

Proposition 2.4,1 Sou nt (X, 1,.1) url.f~Ultt dt: l'ùnablf';; alfatollf'S mdépendantes. 1 : 
IRd ~ lR nW~l1mblt ttl/f5 'lue, /lln.F,·, - rr(S •. / -1 lk) ft Xi = (X.

I
, X., __ .. X,J. 

on cr 

E (J (Xil IF:.) .:: 0, 
Li>O E (f (Xi)!) < +XI. 

Alors 1(l~Pïle mu/hpl/' [i>U 1 (Xil ('orwr1ge presq'Ut sûrement. 
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Démonstration : 
Notons Ys: = LI,iIV." Vicl5:k f (Xi) OÙ i = (il,. ,., id). 
Comme la première hypothèse assure en partiCl.ÙÏer que Ef (Xi) = 0, pour tout entier 
k, on a Erk = O. 

Soit ë> 0 fixé, considérons A(é) = {\lm E N, :In> m, IYm - Ynl ~ ê}. 
L'évènement {(YJ.:)k'>O ne converge pas} est la limite monotone quand ë -+ 0 de la famille 
A(ê), il suffit donc de montrer que pour tout Ë> 0, lP'{A(E)} = Q. 

Or avec Am(ê) = {3 n > m IIYm - Y,l! ~ E}, A(c) est la limite décroissante de Am(e). 
On est donc ramené à voir lP{Am(e')} --+ 0 quand m -i- +00. 

Pour m, n fi..'(és, considérons Am,n{ë} = {3 k E {m + l, ... , n} 1 lYs: - Yml ~ E}. 
Notons, pour k > m, S~ = YI: - Ym = EilV'.'Vl"Sk. f (XI) et considérons la filtration g 

31p >m 
de tribus QI: définies par : 

QI: = a(Xj , i ~ k). 

n est clair que YI: est Qk-mesurable, puis 

E (Yk'H /Qd = E( Ys: + L f(Xd 1 Qk) 
"v".Vt<l~k+ 1. 

3'1'=1:+1 

llV"V1d$k+l. 
:np=k+l 

Or pour un multi-lc"ldice i tel qw- it V·· . V id ~ k + 1 et 3ip = k + l, par hypothèse, on 

a E (f (XI) 1;::-1') = Q. Comme Qk C F;: :.I suit 

On a donc E (Yk+1 IÇI:) = }'J: et finalement (YI:)bO est une Q-martingale. 

L'inégalité de Kolmogorov pour les martingales donne alors : 

Comme par la. première hypothèse, pour i :f j, on a Ef(Xdf(Xj ) = O. on déduit 
facilement : 

Soit <5 > 0 fIxé, comme par hypothèse Ef(Xt )2 est sommable, il existe 16 . .: Nd fini 
te] que pour J C Nd fini, disjoint de 16, on ait EiEJ Ef(X1)'1 :$ o. Pour m > m6 = 
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.Id) E In}. ()Jl a alors 

1.·"/ vld~n. 
-3lp =:m+ 1 

Chapitre 2 Représentation de Lf>Page 

Avec n -. +oc, on Cl pour tout rn> TTtJ, P{A",(é)} :s o/f.~. On a donc lP{Am(E)} -+ a 
quand ni - +x. CI' q1ll prouve' la proposition. _ 

A partir ck la proposi':ioll 2.41. on ohl lent le rt'sultat SUivant adaptb à notrf~ ét ude : 

Proposition? .4.2 S'oU'nt (X, Î.,,>o 111U .~U!tf de vanablt:,s aléafolT'f's zndfprmda'P.tes d 

h Rd - --> lR ur " JonctlO7I nu suraulr. C()n,"ldfmn,~ 

hl =: h(X." ,X.d ): 

gl -- Il i 1 hl" 1 . 
- :J;~ ::: (7(.\, 1 i Id· 

DT/ Hllppo,<l(' Ir5 l'0mt ... SUll'ant.~ sattsJaz/.~ 

(l) LL,O?{ ,hl > l} <. -t-ex. , 

(U) LL,O \'ar (ilii < ~x.: 

(Ill) E (gl iF;,) --0 (J pI)ljr tOlLt Il == 1. . d. 

Alor.~ la 8frl( LI >0"1 CCml'fT'C}t pH .~qlLf .,lin'mf nf. 

Démonstration: 
Les rOIl(htiou:; (Il) ct (illl IWrtllf't\PIlt d'appHquer la proposItion 2 Il à 9 et donnent 
ainsi la ('OH\'f'f)4e[)Cp prpsf)\IP .,ûre ril' 

COfW!l(> (i) !.;'('(nt ilUSiiJ t· (Ll'{) 1'''1' ,1) < -+:x:,. l'II Holant J( .... :) =- {i i lkd > l}, pour 
lf'-pft'sqlll' dJaqw'...J. OJJ a #.J( •• :) < +x.. AlIl!:->i 

La PH'T1lH\[(' SuII1111l' a :P- prp$(l1l(' sùr{'f!lent un nombre filll de terme fini dDTiC f~"i fi;:l!' 

La !'!'(ondr ~()mnH.' \'H.ut : 

L hl::: L hll!",::l -= L 9\ 
li]Î~) i<11,~ 12')I~, 

qui CO lfl(' lfif, il un !lumbrf> fi1l1 de t~rn\(' pr<~s BW( LL>O 91. sén(' couvprg.ente d'après III 
prOpwiltlon 2.-1 l 
Il SUlt la l'UIlVPrgellcP iF'-presqtH' sùrp dl' Ll>O hl '?t la proposition est prouvée _ 
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2.4.2 Convergence de la série Sd(f) 

Comme les suites {rih>o et {(Vj"i)}i>O sont indépendantes, on peut supposer pour 
simplifier la présentation que l'espace de probabilité est un espace produit (n, F, P) ® 
{ft,P, P') avec lP == P ® P' et {(,i, ~)h>o, {rih>o ne dépendant respectivement que 
de (n, F, P) et (!1', F, P'), c'est à dire: 

Vj(w, w') = l~(w), 

On fera ,~e même au chapitre 4 mais il y sera plus commode d'inverser les notations (cf. 
remarque 4.3.1). On va raisonner ici essentiellement sur l'espace (n, F, P) enconsidêrant 
w' E n' fixé dans l'ensemble Pl_presque SÛT où ri ,... 'i quand i --+ +00, la suite {r1h>o 
est dOlle déterminée par rapport â (n, F, P) et il e.xi5te une constante Co = Co(w'), 
l :5 Co < +00, telle que : 

(2.4.1 ) 

On considère dans la suite Xl = (fa. ~~, "Yi), somme {ri}.>o est fixée, (X.).>o est une 
suite de vecteurs al€>atoires indépendants de (n, F, P). Dans la suite, les symboles E, P 
sont relatifs à. l'espace probabilisé (n, F, P). 

On applique la proposition 2.4.2 sur l'espace (n, F, P) (en fixant w') avec 

- XI = (ri, ("~,11»; 
- hi :::: hi] [rd -l/Q f (VI) ; 
- gi == h,llI',j-l/Q f (Vi) l l1(\,.)15[1'IP/<>. 

Pour cela, moni.i2"'l que ses conditions (i). (h), (iii) sont satÏf:ifaites, 

Commençons par étudier (iii). On rappelle que, dans toute cette section 2.4, le biais f3 
de '1 mesure a-stable Al ef.! ~;upposé mù. POUI le multi-indice i = (il, ...• 1d), on a : 

E(gi I.r::) 
= [f,l -l/ci E (bI! f (VI) ItfCV\)f5Wd1/a I~) 

= {rtl-lIa E (E (T\l , .. "r'<f, f (Vtl11!{V1}\SffIP/Q IU(F.; U O(\;., i > 0))) IJ-:J 
= [rd -lia E (E (-yll la(.r;: U O(V., 1 > 0))) 1"2 ." Î'IJ (VI) 1!fCVdiS!rd1iQ I.r;:)· 

Or par indépendancr de' r -If' (1I;)t.#i l ' on a : 
E bit 10'(;::1 U cr(l':, i > 0))) :: .-; (;ril 1V.1) = tJt V;J ::= 0 puisque /3 == o. 
On obtient alors E(gl \F. 1 ) = 0 et plus généralement pour i = (il>" ., ik, ... , id). pour 
tout entier k = l, ... , d, on a E(91IFit;) = 0, ce qui jùStifie (Hi). 



44 CbapItre 2. Repff'sentation de LePage 

Pour voir (i). ét udions : 

Î>O 

= L L P{k<!f{Vdla~k+l} 
1'>0 k?!I'd 

== L L P {k < If (Villa S Ir + 1}. 
k.,1) 1 ;rl5k 

Comme OI! a clJ(ll~1t .. ,.: ( n' pour a\'OlI l'encadn'mpnt (2.4.1). on a {i 1 [fil s k} C 

{i 1 [i l $ Co k} 
?\1lS on a l't'St Iluat ion (26 1) {'Il annexl' . 

#{i i ~i) < k} s C k logd i Il s.; C k (1 + log+ k)d 1 

On Il dOlic 

11 suit 

k ,il 

P01lf (ll), Wlllme la S\lltf' (\',),',0 est identiqupment dl:,trihu(>{>. on a en notant encore 

VI d=(i'!, "\di 

'.0 

1:·" 
r 

J 
) L . 1" , . 2 0 l' [> (d r l i i r ::> r " fl v )..r l. 

• . t, -' 1 d 
R j'.f) 

Ün ('oml1lrnc(' par (·tudH"r 1'1Ot{'grant 1,2 LI:>n [rd -2:0 l:rt:?l"" 
G râ,('c> il (LU) on Il 
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li suit la majorauion : 

'2 ""' [r] -2/01 < C2/o '2 ~ [']_'110 1 xLI [nl?lxl". 0 x L- 1 [I)?:Cô1Irlo. 
1>0 1>0 

On applique ensuite la majoration (2.6.2) de ['annexe avec Itl = CüllxlO et Î = 2/0. > 1: 
on trouve tille constante C < +00 telle que: 

Il suit 

x2 L (rd -2/0 Itf l)?lxl Q ~ ClxlO(l + log+(CüllxIO))d-l. 
i>O 

(a6) < C J IxlO(l + log+(Co1Ix!O)l Pj(V
I 

.d)(dx) 

< C lISC~/ .. IX!OPJ(Vl .. d){dx) 

+C f Ixia (1 + log Col + Cl' log Ixl) PJ(V .d) (dx). 
JI:J:I>C~/Q 1. 

Or comme pour tout réel a, b > 0, (a + blog+ x) ~ (a V b)(l + log+ x) et log+(Cx) ~ 
log+ C + Ivg+ x, on obtient: 

et (2.4.2) 

Finalement, pour f E LO(log+)a-l([O,I]), les express;'~.ls (a5). (a6) sont finies et les 
conditions (i), (ii) de la propositIon 2.4.2 satisfaites. On a alors la convergence pour 
P'·presque chaque w', P-presque sille de 

Conclusiotl de la section 2.4.2: La séne multlple SdU) est bien définie presque 
SÛre'ln€lI.t pour f E LO(log+)d-I([O, l]d). 

2.4.3 Continuité en probabilité de Sc! 

On montre dans cette section que Sd(/n) ..!... Sd(J) quand In converge vers f dans 
LQ (lol4}d-l ([0, lld). 

Compte tenu de la. liuêa.rité de Sd, il suffit de montrer que S'dUn) ~ 0 quand on a 
PQ.d(fn) ...... 0 : 

L 111" '''Y'd r~l/o ... r~!/Q 1n(V,I"'" Vid) ~ O. 
·/.···.·d>O 
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f)'apr('ls le lt'Illlllf' 23.2 sm la ('(J!1\'{'rgr'IlcP (ln probabIlitf', il suffit de prouver que ~oute 
SOUS-SUltl' admf't une StJllS-S11ltc .)Ill~ ETH' pr('squt' SÙrPIIl('nt ('(JllVf'rgrnte. Pour cela, conSI

dérons (ùJn >0 llnf' sm t p pxt rait/' qup\ronque de (Jn )0>0' On commencp par f'xtralre à 
lHillveau (/1'., )",q rk (h., l",il [plie q1\P . 

fp » --t 0 ,\'i_pmsquf' partout sm [0,1)", 
LTl>n p"d(!p" 1 <' +'X 

:\ (lIOns 

,I.,'t' i .- L hl [rd' li" fPn (Vd IJ!"IVtl:<i!t,t " 

I~ k 

- L9t'i. 
1-1; 

L !JI"" lit" 
1 J <Ir; 

I: lit ".,l + L gt (ft" 
,1 ~ Ir ,l,. J <.k, 

l;t j 

Ur puur i :1:: j, Il fXlhtl' ptll ('XI'lllpl\' 1; </. IJI" .. j,J}. on il aloI'''' • 

/:' Il;}'''' lit F (F( qt' .. I/?" : ;-;11) 

E (E(q;"n l :FI~) gt') 
= rI. 

car g?" ('sI ;::1 -I!w!-olHahk l't [-. ..'( ut" F,'j) = (1 
Il suit 

E (st" .2) ::. L E (9/,,,12) 
I;:k 

F(r "':1'" 
, \ < k S,'l'h ' ) 2) ~ L F (!/t ; 2) . 

k. j. 1 

Or d'Hp/,(\~ III (I)Wl1tWll (n) dr' la prflpOl'l!JOf!:2 42 v;'rJfire dalls la ~Pf'tHJIl 2.42. on li la 

('OIlvergp)J('p dl' 2.::i.iI F C,;" 2) flll ':pl,fw alTlSI If' l'flIrTe dl' ('Hll('hy dans U(fL:F, P) 

pour la SUlU:' (st') Ell pa.<'SHlll Ala IllJJltp danfi L2,n.F,PJ. pour k -- T'N, on 
, ,Il 

obtlf'I11 alors avp( !!tH' l'st 1IllatHl!l dt' la SI'('IIOI1 pr0ct:'r!I'nt p 

ES I IJn ,2 .-- L F yt'J! 

1',0 

.; CE if"" (VI. ,d)I"(l t !og+((';I'll jjp., (V l .d):))d 1 
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On trouve finalement une constante C telle que 

On peut e..xtraire à nouveau (qn)n>O de (Pnk>o de façon à avoir en plus S(q .. ) ~ 0 
IP-presque sûrement quand Tl. -+ +00. 

Notons 

J'(w, d) = {i /3 n, IfpTl (Vdl > i- 1
/o } . 

On a P-presque sûrement J'(w,w') de cardinal fini, el! effet d'après l'estimation de (as) 
en (2.4.2), on a : 

On a alors 

t;; P ( V{lJp" (V, li" > [r,n) < t;; ~ P (f f," (V, li" > [r,ll 

< L L P(lfp"CV1)IO > [rd) 
n>O 1>0 

< C I: PQ.d{jp~) < +00. 
n>O 

1>0 1>0 IEJ'(w • ..I) i~J'(w,w') 

La pre..rnière somme a un nombre fini de termes et comme f q" ---+ 0 ,,\d_presque partout 
sur [0, l]d, on a aussi pour chnque i fixé h~qnl -+ 0 quand Tl. -+ +00. 

La seconde somme est égale à LlflJ'(w.w'j g:q"l qui coïncide, aux termes de multi-indice 

i E j'(w,.J) près, avec Li>o9}Qn) qui tend vers 0 car S(qn) --i' Q, 'TL - +00. 
Or de même que pour la première somme chaque terme de multi-indice i E J'(w, w') 
tend vers O. Il suit: 

quand n -+ +00. 

Ainsi pour toute sov.s-suite de {j.,)n>O, il en exis\..e une extraite (j~" )n>J telle que presque 
sûrement 

On a donc au~si, d'après le lemme 2.3.2 sur la convergence en probabilité: 
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2.4.4 Lien entre Sd et Id 

On relie la HÉ'ril' lllultlple Sd(f) cl J'lI1tc'grale stochastiq\l(, stable llIultJplp Id(f) de la 
même façon quc dans 1(' ca.- 1\ < 1 en se('tion 23.3 . on constate d'abord facIlelllpnt que 

pour J = 1~,. '~d' Ull a 

. .Id l ,~ .fl .... [,/. nn Il . 

On étend ranh'ment ('Ptt<' égal! t.é Cil loi pOUI ks fonrt ions Slln pl('s. 
rom f E L"(Iog .. )'1 1([O,l]"l, (In C()IlSldrn' (J,..)n>O suitE' c!p fOllctIOns simples qui convergE' 
"prs J dans [,"(log. )d.I(IO, l',}) Dnprt>s la ('OllllllUitr NI probl-thillti' cl. Sd rt l'l-gahté 

t'Tl lOI potIr 11':-: f(lfl('t 100IS Sl'llpl!'!:-i, OJ! T1]()11! re que J d( j) l'st bll'll dc'fini pt qll'Oll a encon' 
l't'gaIM d('!:-i l()l~ (!<- Id(fl d . ...,·,df). 

Conclusion: 
Pour; E L" (log _ 1'/ l, ~(), Ij'l ,";,.d j) = C:: 1\ I:1,o :r d ~rd -1 ... f (V il (~Bt unp rf'présr.n
fatlllT! dl' l'l1ltrqmlr ,~f(}chli,.,tll/llf n - ~t/}hlf cl· nwltlplf (Cl ?: 1. j = 0). (' qUI aL hèvf de 
pmul'fT Ir tlu:()Ti11lf' :! ,3 t • 

2.5 Discussion 

2.5.1 Cas Il 2 l, .1 t n 
DUIl~ If' ra." nù ln Il 1(''-1\ \rt' Il'vst pa,>; SVll1t'trlfllll' l't ri > 1. co nmf' ou la SOUh~ilé 

à III rrrnH.fqllf' 2:2 1. In f('pri'Sf'lltatlOI) ,,,,,'r/ 'n 12.:! 4) rH' ('ofl\lpnt plus car ne tient pas 
cump!e dps !('fmrs >;llpplhrH'f1tmfPs dans (2.11) qUl lH" s'allnulellt plus. On indique ici 
qudIP gf>r\f'r,lll~a t \(Ill sf'lllhlf' nat nrdk il (o!l!'ldé>n'r dalls CP cas 1 ntroduisons cl 'abord k-; 

Il()t at IOllS slIpplhlll'l1t aln's SIllVH.ll! l'S 

j { - "'lU ' } T= i="I" ·'.i)E-l~ 1()</l' "<IJ. 

l'om k ~~ d jk - (Il, .. ,lA:! C Ti., WI ~ 1) + ... + lA. 

pOUf k '- ri le i ( 1 k+ 1 . .. l,il ( TI j-, kil :..: 1 ~ • 1 r ,.' ~ ,,/ , 

Cdd, l'Pllsem!J)p df's ch()ix add) dl' k Wc!lrps ljl" . , .ljA parIll~ {1. 
('k (i) j'ellSI'llll,11' del.; d.OIx [JI- Î il dr' Ir: indlcf's 1,/ . . 1'1_ parmi {Il' 

:F,. = n(\~, -'1' J =1- 1) ;::;"1' :::... (TI \;". "q' lq f/ adi)) 

On cClIlsidrrf' al()f~ la ~('fl(' TIllIlt iplc 

,S'dif) ~ C::" ~ t 2: (rr -b:~>!) ( rr -""r:/ 0) ~ 
!,(J k dl o. 'd),:('.,dl '1ffJ.ic/1 p.,rnkii/j 

/E(JIV1) TI 3(\; lIFa"'IIJ. 
\ q/.\ 1 

qH'k(d, 

(2 . .5.l) 
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Pour Q E (1,2) et f f j°(log+)d-l([O, 1)d), la série multiple Sd(f) est presque sürcment 
bien définie, elle pern • .!t de donner une construction de l'intégrale stochastique stable 
multiple Id(f) dans ce cas avec 

On ne donne pas la justification de ce résultat, on se contente d.'indiquer qu'en no
tant XI = 'Yd(V1) et El = ECI;::") l'espérance selon les variables aléatoires d'indice i, 
considérée comme un opérateur. on transforme formellement la série (2.5.1) en 

d 

S,LU) = C~/Cl 2: 2: 2: II (r~l/o - b:;)) II b~:\l - Eiq ) XI· 
1>0 k=O ak(d)ECk(d) pjlak(d) qEak(d) 

Comme le paramètre b;o) défini en (2.1.2) admet l'équivalent b~o) ""' i-1/ a quand i ~ +00, 

on estime W;-l/tt - b:u
) 1 à partir de la loi du logarithme itéré: 

avec log2 "g 0 log et z ~ e. Par sy1I1étrie, on se ramène à étudier un seul terme de la 
somme E::o Jans l'expression précédente de BdU). Le schéma serait alors globalement 
le même qu'en section 2.4 mais avec de nombreux Pdssages techniques supplémentaires. 

Dans le cas Q = L {J 1= 0, on liait terùr compte aussi du terme (JI' En modifiant un 
peu la const.ante b~l). on peut raisonner comme pour Cl: > 1. 

2.5.2 Discussion de l'hypothèse f E LQ(1og+)d-l ([0, l]d) 

On a construit l'intégrale stochastique a-stable d-multiple de f sous la condition 
d'intégrabilité (2.2.5) de type Orlicz : 

On remarque que pour d = 1. on retrouve la condition de la définition des intégrales 
stables simples de la proposition 2.1.5 : l'existence d'un moment absolu d'ordre Q pour j. 
Pour d = 2, (2.2.5) se réduit à une hypothèse du même type que la condition nécessaire et 
suffisante (2.0.1) de Hosiliski - Woyczyilsk~ et K wapieii - Woyczyllski pour les intégrales 
stables doubles qu'on trouve dans [39, 241. 

On remarque aussi que la condition (2.2.5) est analogue à celle exigée dans !511 par 
l'avproche due à Surgailis par un théorèr.le d'interpolation dans les espaces de Lorentz. 

Dans 143, 441, Samorodnitsky - Szulga puis Samorodnitsky - Taqqu proposent aussi 
une construction des intégrales stables multiples par la représentation de LePage avec 
les mêmes hypothèses sur les intégrants f (pour d = 2, cette condition vient de J'amélio
ration de 144J). Le lien entre cet> intégrales et les séries multiples de type LePage s'appuie 
sur des propriétés générales des formes multilinéaires .uéatoires (inégalité de Khinchine 
généralisée, principe de contraction, limite de telles formes) dues à Krakowiak - Szulga 
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1211 et rapprlN' nans 14], th. 131· La ('onvergen('(' des séries multiples qui entrent en 
jeu s'nhtwnt alors f'D décomposant les séries en considérant Hnc partitiun de l'ensemhle 
ors illdw(ls. Ils nllSOl1lH'nt alors par rrcurrencr eu ut llisant la prépondérance de certains 
terTlH'S uh1f'llUP par lps pr()pn{'tr!' du produit deR tempH d'arnvée f,. Ils ohtiennent ainsi 

slmu]tun{'I!Ipnl u:'" descnptlUI1 préCise de la queup de la 101 dL' ('PH intégrales. Cette mé
t hode ut il!~(' donc \Hl formalIsl1le' pruhabilistC' plu:-; rlabo!'t'> mais cl(:><Tit aussi la queue des 
IOIt' Df' pl11s «'s r{'Rltltats sllnl il;rnéralisps par 14,11 dal1s IPR PRimees dl' Banach de type 
p ~ 1 p01!I fi < l' Par ((JilIn', ils Ill' (,OIH'L'rIa'Ilt <JIll-' If' ('H." dïntrgralrs m ,ltiple::l par 

rapport fi d\,s 1ll1'~nrf'S stal)l<'s S\'lIlPtf1<plPS (1 r an'!' un hials 1lIt!). 

2.6 A.nnexes 

Dall!' I('s St'ctIOllS 2.3.1 ('1 '2,1.'2.011 lllJ!isf' l'pstlmatjoll sllimnt(· : 

(2.61 ) 

Pour d = l. # {I Il ::.. k} k. ul1 (Ullj('( t lll't' al()r~ qllt' 

On le SllppOSP {'Irll)l! ail rang '. 1 {'I 011 1(' montrp 1111 rang ,1 

(' (~ /J k logd J k 

~ (' k log') 1 k 

• 
On proUVf' l'P:,,tllllèltlOll SilJmntf'. p()ur -, .> 1. utillbét' PlI Sf'l'tlOllS 2.3.1 .'t 24.:2 : 

If" L(/1 ··'d) -. 1'1 Id:'.I:::: C:ll (1 t lflg+ ,t')d-l 
1.·(1 

• En ('ffeL pour i Il < j : 

L(II·· ·Id) '1'1 
1 >() 

(::!.6.2) 
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Comme Itl"l ::; Itl et log+ Itl = 0, on fi bien (2.6.2) dans ce cas . 

• Pour Itl ~ 1 : 
Dans le cas d = 1, on a. l'équivalence: 

2: 
1 1+00 

ds 11 1-') -"-1 -f"V t 
{Y s'" . 

1.2:ltl 1 Itl 

On conjecture alors la majoration suivante : 

L (il" ·iclt"l 1'l···.d?:ltl:S c Itll--rlogd-lltl. 
Il ..... ; 1>0 

On procède par récurrence en la supposant acquisE' au rang d - l et cn la montrant au 
rang d: 

Id>SUP(l._lj'_1 -) 
- '1 d-I 

Or sup (1,~) = ~ si et seulement si il'" id-I < Itl. 
1)'''ld_l Il 'Id-l -

D'où 

L (lI'" idt' 111 "ld2:ltl 
Il ..• ld>O 

::; (2:i-l)d-tltll-') +C ItI1-'logd-2Ifl 
':5l t l 

:S C' Itl1 'l'logd-1Itl 

::; c itI 1-'I'(1 + log+ Itl)d-l. 

L (il' .. id-d--' 
'Id_l>!tl 

On trouve fumlement uue COllstante positive finie C telle que (2.6.2) est vérifiée aussi 
dans le cas t ;:: 1. • 

On utilise cette majoration (2.6.2) en section 2.3.1 avec 1 = 1/0 > 1 et Itl = Ixlll et en 
section 2.4.2 avec 1 = 2/Ci. > 1 et Itl = l.rlo. 
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Chapitre 3 

Absolue continuité des lois des 
intégrales stochastiques stables 
multiples 

Ce chapitre est consacré à l'étude de l'absolue continuité des lois des intégrales sto
chastiques stables multiples introduites au chapitre 2. On généralise runs\ des résultats de 
Davydov (1991) [11] pour des intégra.les multiples de Wiener-Itô (des résultats analogues 
à (l1) ont été obtenus par Shigekawa (1980) [47] en utilisant une varianto du calcul de 
Malliavin et pro Kusuoka (1983) [231 par des méthodes algébriques). 

La représentation de LePage du chapitre 2 est bien adaptée à l'étude des lois de ces 
intégrales multiples par rapport à une mesure stable M. On renvoie à [43, 44, 40] pour 
différents résultats liés à ces lois (notamment une descr iption précise de la queue de leur 
loi). La représentation permet tout d'abord de voir les intégrales comme des fonction
nelles sur l'espare de Skorokhod !Dl d'un processus stable 1} de loi P associé à la mesure 
stable M. L'étude des lois jointes d'intégrales stables multiples (Id l (fd,· .. , [dp(fp)) se 
ramène ainsi à celles de fonctionnelles multidimensionnelles stochastiques. Pour cela, on 
Slpplique la méthode de stratification qui consiste à introduire une partition de l'espace et 
permet de se ramener à l'étude des restrktions des fonctionnelles sur les li. strates» liées 
à la. part,ition. Cette dernière sera définie en considérant des semi-groupes associés à 
des champs locau.~ qui engendrent des transformations admissibles de la loi stable P 
sur Jlll. On montre ainsi que sous une condition (H) sur les noyaux (fI ... . ,fp ), la loi 
jointe (Id\ (ft),· .. , Idp(fp)) est absolument c('~tinue par rapport à la mesure de Lebesgue 
p-dirnensiOlUlelle )l. 

On commence en section ;U par décrire la méthode de stratification puis les champs 
locan..'\: qui permettent d'utiliser cette méthode sur III On énonce en section 3.2 le ré
sultat principal de ce chapitre (théorème 3.2.1) puis OIl donne en section 3.3 quelques 
cas concfI:ts de lois jointes pour lesquelles la condition (H) du théorème 3.2.1 est faci
lement satisfaite. On prouve ensuite le résultat en commençant en section 3.4 par le cas 
des lois simples; pour cela, on réduit le problème en se ramenant par le théorème de 
représentation 2.2.1 du chapitre 2 à l'étude de séries multiples de type LePage. Après 
Ioealisation, on se ramène ft J!) sur lequel on met en place le formalisme de la méthode de 
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stratification. Dans le cas général prouvÉ' PU sp-ction 3.5, la démarche~. la même mais 
avec des difficultèH tcch!llques iiupp]émcntaires, 011 conclut cependflnt SOl.! 'fi. condition 

(H). 

3.1 Méthode de stratification 

On dÉ'cri t dtlrtlî t'Pitt' St'C't ion \(' formalisme général de la mét ho de de stratificallon, 
basc de la prcuvr du th{'orÈ'rne 3.2. J l'Ill[ l'absolue continuité des 100s jointes d'intégral(~" 
stablcs multiples. Cpttr méthode a pté utilisép mitialt'ment par Davydov pmu l'étude 
de fOllct iormelles gauSSiE'IlnCS (voir 17. 81l pUIS amôliorée par Lifshits pour des pruceS81l5 

plUli générallx (à accroissements indépendants, voir 126, 27, 28]). Pour une description 
complrt e. (ln rpllvoie Ù (131 et à ses r(>frrpnres. 

3.1.1 Partitions, lnesures conditionnelles. 

On rOlUllc!èrp (,1', B) Ull pspacf' mesurable, P UIle rn(,~lIre dl' probahilit é et rune 
partitIOn de ,r. 
On note X Ir l'espace' quotH'nt, 11' . rl' ----1 À' Ir la surjection canonique. On munit 
X;I' de la tIibu 8,\,,1, enspmb\p de!> .A C ,l'Ir tf'\s que 11' 1 (A) E B. On considère sur 
cet espac(' mesurable ln IIlPsurp quotiellt définie par Pr·(A) = P{ il' 1 (Al). OII parlera. de 
partitlOll m.{~.mmbl('rl'ull espa('e X métrique. complet. séparable, lorsqu'elle est constituée 

de pr(>images de pOllltR pAr lll1l' appli('uti()11 TTlf'tmrabk rie (l'Y. B) vers un t'spart' mrtrique, 
complet, séparable. 

Dèfinition 3.1.1 Un 8ystème dr pmbalnlttés {p)}"'E.r défimes c;ur B e,~,l un système de 
mcsures l'Ond2twll1ldlf'8 po /11 P pur mpport à r 81 pour 1 (lut B E B : 

Î ,-....... [11(8) l'st B,r,[-rnr:.mrable: 
pou,' t.O'ILt A E B.u 

(3.1.1 ) 

Le fPsultat SUlVElllt montre quc puur drs partit.ions mrsurables, on li l'pxistence des 
ml'surps COTl(l!tiOllIlPllps (voir [13. th. 3.1 Il 

Théorème 3.1.1 (existence et unicité des mesures conditionnelles) 
S1- r est Urtf' partltwn mC8umbie de X rnét1'1que, romplft, ~éparable f'f P une me811'Tf' de 
pmba.}nhté sur (X, El. alnr,q zl en,ste U1U' famdlt' dl' TnI'!iUlfS condltzonnelles {P1 LE.\' r
De pltL .. ~ Pr-presqwJ SlÎ,r('1Tu'nt, p) p.st concentrée SUT 1!"-I(-y); et St {pn). {P;}"t sont 
deuJ !amtl!es dl' mCH1L1Y?'i condztw1lTtf'llps pour' P par' rapport à la partztwn r alor.9 p.~, P; 
roïncuienf pour Pr -pn:squf' chaque '). 

OII retiendra notammC'ut qu'on peut alors d{>romposN }(,8 distnbutiom; fOI1ctiormelles 
dt' la fa.çoll suivantr : 



3.1. Méthode de stratification 

Proposition 3.1.1 Soit f : (X, Bt\') -. (Y,U) mesurable, pour A EU on a .' 

Pf-l(A) = f p..,f-l(A) Pr(d,). 
1:t:/r 

55 

(3.1.2) 

De la même façon dans le cas où les densités existent, on peut exprimer la densité 
de Pf-t comme mélange des uensités conditionnelles de P.,f- 1 ([13, prop. 3.4J). 

3.1.2 Semi-groupe admissible 

Définition a.1.2 Soit (X, BA" P) un espace topologique muni d'une me.sure de Borel. 
Une application mesurable G : X -t X est dite admissible si PG-l « P. Une famille 
d'applications {Gc }, cE (iFt+)P est un semi-groupe admtSsible si 

(i) Go est l'identité; 

(ii) GC! 0 GC'J = GCI +CJ ; 

(iit) PO'UT tout c E (lR+)P, Cc est admlss'/.ble et inJective; 

(iv) pour tout x EX, C t---+ G c(;z:) est in)ectwe. 

On associe au semi-groupe la relation d'équivalence""" donnée pa.r Xl ,...., X2 si et seulement 
si GC1(xt) = GC2 (X2) pour CI, C2 E (lR+)P. Les propositions qui suivent donnent une 
paramétrisation des orbites. Leurs preuves sont faciles et ne sont pas données. 

Proposition 3.1.2 Salent Xl "'" Xa, il existe un unique C(Xt • .(2) E jRP tel que 

Proposition 3.1.3 Soient 11'- 1(r) une orbite de {Gc}e et x E 1T- 1(fl. 
Alors J:r : y I--t c( x, y) est une appllcation injective de 7f -1 (r) sur un ensemble ex c IRP 
mesurable. Cette applicatwn intervertit l'action de {Gc }" sur 1f-l(f) avec l'action d'un 
semi-groupe de tmn.slation sur Cx : 

En plus des conditions de la définition 3.1.2, on ajoute la condition topologique de 
c .... '1tinuité suivante: J:I est un homéomorphisme de 1r- 1(f) sur Cr si 11'-1(1) est muni de 
la topologie héritée de X. 

Remarque 3.1.1 Le point de référence dans l'orbite n'est pas important, un change
ment de ce point se traduit pa.r un changement linéaire de Jr et une translation de 
l'ensemble Cx . 

On définit une mesme de Lebesgue sur l'orbite 'Y : 
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où >,P pst la rues Il f(l dp Lebesgue dans IR". On \'érif1c quc' "\'1 pst bien définit>; de plus À") 

f'st Gc ,invaml1l(p: sj IJ c. b,,'. (' E (lR')1' alors Gr·l(n) ( 13,t avec 

Lorsqlw l'OJl cOllsiclt'n' llnf' partltiuTl me:surable dl>fiIllP pal Ull senu-groupe admissible. on 
dispose du t hé(l[('llH' slliwmt qlll cornplrtc 1(> th(>orèmc :U l sur l'existf'llC'P des mesures 
condi! iOn!H' llf'~ 

Théorème 3,1.2 (th. 4.1 [131) S'Olt r uTie jJlll11tlOT, mf'Humblf d'un l'spat'r X mé

tnque. cO:flplct . .'j(;jI{Jmblr fil 01'1)/[('8 li 'un 9/'nll·groupr luiTm.~51bLf { I.;c} cE tIR'" IP, A lors pOU7' 

Pr·prI'8q1J.e ' ha(/u!' -', II $ 1/l( surf's r(}ndli101L1Lellf~ J\ 8()Tlt absolumfT 1 COlltmlle,~ par rap

port il III ml,' IL1r ITlI'(/l11lntr .\." dl Ihn81({s dOTUlërs par 

pOliT' F, ·pn SI/III ('hflql/I .r, IlU (' il Jarll iiI' df I/nnnlÛl.'iflflOTl K-, r()Tl,~tallt ~ur Î (t p" _. 

riPe; : • __ .::;.!l_ 

cil' 

Remarque 3.1.2 On peut [f'llJplli('PT,l' par \' c ,\, OI1\'Prt dans Ip th€'orèlI1(' pré'rédent. 
pour crIa Oll chang!' la Ill!'>t riql!(' pOIlf q\1<' ('(,t PI1Sf'lIlhlp r!(>ViAIlIlP Inptriquf', complet. 
s(>pambl('. 

3.1.3 Champ local 

rom apphlj\ll'f la n;rtll()(!t· dt, .-;1 ratlfI('nt IOIl "nr l 'l'spa('(' :J df's fonetIOIls md/ag fm:ru 
d(' lu lUi "t al dl' f'. (1)) ddiwl l'Il St'{ liOIl :31. ~ Il's S{'1111-gWUpts ndnussib!es à pan ir dl' 
champs jDcallx dOllt (J!! ruppl'Ih' la ddlllitlo!l dans (etTr ;;f'ctiOll :\U(OIl" daus hl slute 

pour l (10:. t5 r lll -= .1'(1) r(t) if' SUU! cl!, 1 ('lit ( lO, r 

Définition 3.1.3 (champ local. voir [131) (hl ~I' tlnllT/1 

l'nllfs nL8)II1T/fs (l! [I),l: ~:' ..).1' ..).",. dfs lùL" TI T~. 
mi/l'CS dl. Ihll11111 POIII.'i, t (:O,ll. UTi POS( 

m 

... -,(1) =: LT,I..;,(8)l'., .~)(t) 
1 - 1 

On déjlTlIt Il,lm.; I, ,JW1/Ijl /oot! {II' r F .r} par 

-'r., . 

• fJ,1l1 

'l7i l't''/(1' "', dl'.ç wv,s-mtf'r

, Tm ri ;;- ;> 0 apllell':8 paTYl-

(3,1.3 ) 

(3.1.4) 

OÙ or'; ft i.. d(:8Ulftl n/ n'.~pl ctll'l'7llf'llt ll.~ pa.rtH" postill'I' ft négat71't dl' 'l'"j, Jz+ (:) -:= 

{s f (0,1] i 6[(8) ~ :-} . ./T (,,) = {s E [O.l) 1 Ox(,q)::; -E} 
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En nota.'lt 

{ 

Tj si t E ~I' 16x (t)1 > f, 6At) Ti > 0, 
wx(t) = 

o sinon, 

on relie fa.cilement le.s sauts de x et x + c l~ par : 
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(3.1.5) 

(3.1.6) 

Notons ~1 .:: (~, bi). i = l, ... ,m les intervalles assoc.iés au champ locall puis définis
sons: 

- A(l)+ l'ensemble des x E [Il tels quI" pour i a.vec Ti > 0, x n'a pas de saut de taille 
ê sur ~i, 6:r(llt) < e, 6r (b,) < ê et l: a au moins Ull saut de taille supérieure à E sur 
~l! 

- A(lt J'ensemble des x E lI.) tels que pour i avec TI < 0, x n'a pas de saut de taille 
-ê sur ~1t 8%(a,) > -f, 8:r(b,) > -ê et l a au moins un saut de taille inférieure à 
-[. sur ~" 

A(/) = A(l)+ nA(lt. (3.1. 7) 

Proposition 3.1.4 L'ensemble A(l) défini. en (8.1.7) est un ouvert de D. 

Démonstration: Comme les cas de A(l)+ et A(l)- sont analogues, pour voir que A(l) 
est ouvert, il est clair que l'on peut se ramener f! m = 1 et A(l) = A(l)+. 
On suppose donr 1 défmi par un seuil c, un intervalle 6. = (a, b) et T > 0 
Soit x E A(l), notons: 

- CL = inf { S E (a, b) 1 ~:t (s) > ê} ; 
- o+=sup{sE(a.b)loAs»ê}; 

- IL = sup{ s < a 1 6% (5) ~ E} ; 
- (3+ = inf{s > b 18,,(s) ~ el; 
- 1_ = sup{8.r(s) 1 s E (jL.t3+L 6,,(s) < E}; 

- 1+ = in.f{6:r(s) 1 s E (t3-.f3+), ox(s) > é}. 

Comme 6;r(a) < E, ax(b) < é on a a < 0_ :::; Q+ < b car les inf sont des min par finitude 
du nombre de sauts de modules strictement supérieurs à é. 

De la même façon, on a iL < a < b < t3+ et 1_ < ê < 1+ car les sup et inf sont des max 
et min. On considère alors 

(3.1.8) 

Soit V(x) = B(x, r) un voisinage de x dans ]Dl muni de la topologie de Skorokhod. 
Soit y E V(x), d'après la définition de cette topologie (cf. 12, §14J), il e:dste p E A, 
l'ensemble des bijections croissantes de [0, 1] tel que 

sup Ix(t) - y(p(t))1 < r et sup Ip(t) - tl < r. (3.1.9) 
tElO.11 te [0.11 
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On a 

!lrU) - 2r < h,)plfU < 61 ft) + 2r 

On fi (a,h) (~p{!a·· r,h + rl) en ('ffet 
pour tE (a,bl, commc jp-I(I) - Il <: r, 011 Il t - r < (J lU) < t + r d'où p-I(t) E 
(a-r,b+ ri 
On fi dOllc p 1 (f) ( ((l r, /1 + r) ft pp 1 (t) == t, 
Di' la ll1(lmt' fa.çO!l, Oll a {a} C p{(a - r,Cl -+- r)}, {h} C p{(b- r,!J+ r)} 

Pour t E (o· T,ht r) cU, .1.). Oll Il npC!-'ss,ürelIH'Ilt âj(tj :::- ~,_ ou 6:r(t) ~ Î+ 

-;1 Ôr(l) <~ ", . al()fS (ly(pll)) <. (\ (1) -+- 2,. ::. ~'. -t- '2,. '" ~, 

si 1:r(l) ? "'" alors ~!I(p(l)) :> 6:r(1) - 2,.::: Î. - 'lI' >~, 
On li donc pour tout 8 ~~ (0, hl, ~y(s) <: f Ol! J!I(q) > E 

Pour t E: (a - 1./1 + 1) c (,i ,II J, on a r\:r(t) < E, }Jill rkfiru!101l dl' l ' on a Illpmi' 

DI(t) ::. ,_, il SUIf 

D'ou nt"Cf'SSlllP'llll'1l1 (ly!u) <. DI' III mÎ'Iw' façoIl, on a 611 (/1) < ~ 

Soit 1 f (oh)lm saut" tfallSfOflflHhle» J(' ,r par 1. ("l'ST à dirf' tpl quP br(t) > ~ 
011 ft al()rs ((lm pt l' t ('!lU th>" c!pli Il IIIOl!S de (l,ct., Il r t ~ 1). pt 11 sUIt pU) E 
((} , - T, (r. + 1') (~ ((J, h) Dt, plus 

En l'instant Idl J, ya dO[l( Iii! sali! ~ traw,[ormah]p J) 

OU Il doo!' tnolJtri' Cjllf'.'I ~ A(/\, oll a par ('Ons(>(lIH'nt V\,T) C .4(/), ]'pmwmblE' A(i) est 

hJ('n \Ill o\lwrt dl' lIY 

SI (III Il IlIl (IWIl!p lo{ (Il plu . .; jl/'!J('rd! H\,(,( m ;. 2, OlJ COlllflH'Il(,(' par dNillir (t~, (}~, ,JI, 
,j'., ,'., ~('. rorrpsj)lllldHllt il t haqllP ~\llllHlltf'rndl(' J., (a" ",1 di' la même fat.;on </11{' 

pn',('p(1Prntlll'llt FIl pfr'llallt '1 " t lIlIll",.'" 1 IfI +! - il.!- rlTl lllIIHIS(' f'II pins à JI" 3', cl!' 
\'Pflfi pr 

('OIl1HlP 11 ('orrpspl)nrl rl IIlHf(llf' ~I un fI > () donné> par (:3,11'\), Oll prend 

,. < min{ ri' rI} 
" ,ri 

Il l'st facll!' dt, \11lf rl'aprr"s It, (as I\\'P(' TIl = 1 qll!' pour .r E- .4(/) dNim Pli 13 l71. ou a 

tOlljours B(r, T: _ AIl) • 

Remarque 3.1,3 
SI 6 .. (tj > t, t E ~I alors 1 E (n' ,(l'.) et 15 1 : f) ~ '\~ on a donC' p(t) E fl •. 
Jy({J(t)l > ~ . ]j Il ('Il p(l) 1Jn salit transformablp, 
SI DrUI':", t E (,1\ ,j~) alors 6r (tl <; Î~, on a alon; (\lI(p(t)) < =' le saut en p(t) 
!l'l'st !Jrth t fHllSfUllllulJlp pOUT JI ' 
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- si t ri. Ui(pi_I.8~), alors nécessairement, on a p(t) t/. UiL\. : le saut en p(t) n'est pas 
transformable pour y; 

- si QAt) > ê et t ~ Ut 6 i alors nécessairement, on a t rf. Ui(.8~,.8~) et donc p(t) rf. 
Uj~t et le saut en p(t) n'est pas transformable pour y. 

Par symétrie entre les rôles de x, y, il suit qu'on a lille bijection entre les sauts transfor
mables de x et de y. Elle est donnée par p E A qui réalise d(x, y) comme en (3.1.9) où d 
est ici la distance définissant la topologie de Skorokhod sur III 

Proposition 3.1.5 [·e champ locall est continu S'ur le voisinage A(/) défin'i en (3.1.7). 

Démonstration: D'après la définition 3.1.3, lx est donné par ;3.1.4). On a alors avec 
(3.1.3) : 

nt m 

lx = L L It+l~i(s)lt;::! - L L li-l~j(s)lt2:S 
sottE) 1=1 sEJ;(E) 1=1 

= L E Itl~l(s)lt2:S- L L Til~l(b)lt2:.! 
sEJ;(E) i 1 1'(>0 SE.!;(C) 11 T.<O 

= LTj L It2:! - L li L lt2:.,' 
Il T.>O 8EJ:(~)Nl, '11'1<0 sEJ;(!)n~, 

Soient xE A(l) et B(x, r) c A(l) voisinage de x. 
Soit y E B(x, r), il existe p E A qui réalise d(x, y) < 7' (c'est à dire pour lequel on a la 
relation (3.1.9)). La bijection entre les sauts de x transformables par l et ceux de y est 
donnée par p. 
Notons sl, ... ,S~, les sauts transfonnables de :r dans L\!, ceux de y sont alors p( sj ), 
j ~ Pt. On a 

l:r = 2: Tl L It~s~ - L T, I: lt~s;' 
Il '1".>0 J$p' Î 1 1'i<O j'SPI 

ly :::: 2: Ti 2: lt~p($j) - E li E It~p(SJ)' 
111'.>0 jSPI ,11".<0 j$p, 

TI sui t facilement 

D'où 

d(l:r, lll) ~ sup Il:r(t) - lll(p(t))1 + sup Ip(t) - tl = sup Ip(t) - tl ~ r. 
tE[O.11 tEIO,lj tE[O,J] 

On a donc: pour tout € > 0, il existe r = ê tel que pour y E B(x, r}, d(lr, Ill) < é. Il suit 
la continuité de x t---? ll! sur l'ouvert A(l). • 
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3.1.4 Serni-groupc ct partition associés aux champs locaux 

Pom l'Nudl' d(>H lOIS J()llll('~ ([dl (JI),' ,,[dp(fp)) d'll1tégralf's stoclHultiq\lPS stablps 
Illu l 'Iplf':-', on va Sf' 1"''.Ill('Ilf'I" Ù d('s fondlonnelles p-dimemnonnelles ~ur [JI qu'un analyse 
par la lllpt!1odr d(' stnlllfil'at 1011 sur d('s « ~trates li p .. dll1lPllSiolll1f.'lles. On introduit p JUI 

cela mit' famille rlp S!:'lllq~rnllpf''' {Gc}r dl' paramètres t E (]R+)P CJu'on définJt avec p 
champs locaux, Elle (,OITf'Spoucl à un ('as part iculier de t l'ilnsformations plus , pnérales 
intrndlli, i pm Llfslllts 19. 271, On rtudie dans ((·ttf' Sf'Cli()ll unI' trllp falTIll1r de semi
grolllws 

SOiPlll d()l1( JI dli:lrnps [1l«lllX fI, .IP définis par les pafflllH'tn'" suivants: 
Ir s('\111 :" 

m,EN", 

lps llll<'l'\'alh-s ~~, .J '=- l, ,Ill" 

If's r('P1s llOIl !lui" T;, .J ',- l, , m, 

011 SllppUSf' di' pllls qiH' Il's puranu'lrPs vénnpllt : 

;.- 1 (.-". "-, .. l ' (:3.110) 

POlir chaqw· ('ham p IO(HI /', fl!1 HHSOClf' 1111 oUVPrt A (l') ('()lIlme (On (317) On ('onsldèrc 
rtlor:-; ~llf 1 \1II\'('fl A ri) -- f( l:l fi' ). la faIlJllh· dl' Irélll.s[ofllla t JOCIS {r; c} r atlSOCh'e il ux p 

rhalllPR locllux 
(:3111) 

En not Hllt .... :', 1 1. ' ,JI!!o.s 1'011('1 Ions aSS(J('I('CH aux {' comllW pB (3 1.5). on a pour 
(' E (IR· JI' 

~(:,I.r JIt), JIU) t- ('1 w!U) + ... + (1' ",,'~(f) (11.12) 

Il ('~t fan!t· d(' \,(lIr (PH' G, ('sI 11lH' transforlUation dp A(f; 

En dfpt ('ullllllP 6,;,r(lJ rht dormi> par (:31.12), Hoit pour 1 fixp t (= U):,-m!~~ pour 
k /: 1. (,II Il .... :~ lutll,' Hll \'( 'lsillHg!' dt' 1 (Jll a alon, (ln;l" ('f' vOI.smagp : 

SI t l'st IJI! Illstant dl' "Hill dl' J traIlsformab!<.· pOl\/' /', Ill/' s('ra HlIS81 dt' GrI car «(jc 

ac'Ct'llll\l' IH trallsfOfmalJlI!Ii' r!ps Sliuts lral'L."foflllabips pt Il'agli pa.s sur h·s autres >;, 

SI l E A (l' ), )ps (OlH!i t !O!lS cl 'appart rlHUlCf> À. A ([') sont donC' Pl1cor(' sat isfait es pour Gr,T, 

('0l1111l(' 1 pst q\lekoll<jlw. ull a hU'fI Cr,T E A (l) puur l' C A 1/) 

011 a alors. 

Proposition 3.1.6 {G.},. iR' ,lP drj/lut 1111 wnl1-qnlllpf adnWi,qhlr' ,~lLr A(l) ~don la dé· 
jimtwT/ 1. 1 .! 

Démonstration: On v("r1/ie les poillts (i)-(iv) de la (]èfinltlOn ;J 1.2 
(i) ('sI clair 

(ii) 011 \,put llllllltrpl' (Jr. d(1') = G .. (Ct'dtI) 1. 011 Il 

l' 

(:,(GdlI)) '., G,j(Il + L c, l~d(.t)· 
,.-1 
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il suffit pour voir le résultat de montrer que lCd(X) = l~ pour chaque i car alors 

ppp 

Gc(Gd(X)) = X + L ~ l! + L t; l~ = x + 2:(c1 + dJ) l~ = Gc+d(X), 
i=l 1=1 

Montrons plus généralement que s'il existe c, d E (JR+)P tel que Gc(x) = Gd(y) alors 
l~ = l~ pour chaque i;::: 1, ... ,p. Pour cela, associons au i èmo champ local li : 

S;(x) = + { i} J;r (é,) n Uj lf'j>o6] , (3.1.13) 

S;(x) = J; (€I) n {u] 1 f'J<OLlj} , (3.1.14) 

Sj(x) = 51 (.r) U St- ( X ) • (3.1.15) 

L'ensemble Si(X) désigne l'ensemble des sauti> de x de module supérieur à fi dans un 
intervalle ~;, de sigae le même qH(! celui de T; associé à ~;. En quelque sorte, S.{x) est 
l'ensemble des « bons» sauts de x pour li. 

On constate facilement d'après la définition des champs loCtLUX qu'on a 

car d'a.près les notatiùns de (3.1.3) : 
- si s rt U}Ll;. on a !P •. s == 0, 
- si s E U} 1 T;<O~j, alors <Pi, ... < 0 et (if.'i.,,)+ ;a D, 

- si sE Uj 1 T>O~~' alors {J"s > 0 et. ('1'1,8)- == O. 
On montre alors que pour x, y avec Gc(x) = Gd(Y), on a : 

S7(x) = st(y) 

On a: 

x + CIl! + ... + Cp~ = y + d1l; + ... + dpl~. 

(3.1.16) 

(3.1.17) 

Soit s E S;(x), on a pa.r exemple s E Ll;. Au voisina.ge de 8, il est clair que pour k '/: i 
et t E Uk",ISk(X), .pk,t est constante et donc l;, 1= sont constantes au voisinage de 8 pour 
k '/: i. li suit 

OCdüll(S) = 80 .. ( .. )(8) = c5:r(s) + Ctl; > é , . 

On a alors nkessairement 81/(8) > Si, puis comme 8 E L1;, r; > 0, on a 

sE Jv(éd n {UJ 1 T;>ot.D = S;(y). 

D'où S;(x) C S,+(y) puis par symétrie, on a (3.1.17) et de la même façon: 
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Fmalement (,Olllptp tf'llll dt' l'érnturp (3.1.16) de l', il fluit farilemcnt [~ 

partintlICf I~J'dII) = I~ On COlldllt Rlof!, que 
= l'et en Il . 

(ïii) Pour (' = (('j, ., ('pl fix('. CrIC;:; .r + cll~ + ... + cpl~ t'st \lm' tralll,fonnation du 
type:r I--t J' + (~ir fiWl ï 1111 champ local On a alors l'admisSlhllitr d'aprrs Il~~, th. 21.1] 
On Illonlr!' que' .1 f- • Gr (r j est inJecti\'t· 

Soiellt J, y tels [JIll' n, ir) = Cc{J;). ("pst fi <lIH' • 

P l' 

J -+ '\' (' ['- il ~ '"' (' l' L 1 r • L tJl' 

,-d ,=1 

Si f tf l_)~> l"s ('harn)):, I(WR\lX ptal1t C'Ollstallts au vuismagl' 0(' t, on Il . 

Si t E ~II' 

SOit ;"1 ( 1 1> :, ' (Ill fi alors 

Soli II'r:ll _ ." l,'s dlH.llll)~ IOlhllx ~()llt ilIon; tuu,,> tUllstarJls au \ïlisinélge de let 

(If! fi 

ÀIIf) = li,: 1,(f1 - 1~1;,:vl\11 -:0- ISvlt) 

COIIlIIlP cll' pllls f(1l1 .tI({)), on H hllalt-'lJlent Ic. !I 

(iv) SCJlt .1 (_ AU) hx(', OlJ Cl co----. (;c(JI II1j('('t ive, PIl effet 

SOient r, d tpl quP (;,(1') • (;J(.rJ pt t E- ~~ instant d'un saut de l transformahle par l' 
(i.e' 115;r(t): ;;. "",), 011 il 

('(JI1IIn(' ..... ':t t) =. T; f () JI SUIt (', co· d, 
En faIsant de> lIli>llH' puur thaqllP 1 -:: l, ,p, on obtient (' '-" d, • 
On asSOCl(-' Il ('Ptt (' falllllip d(' senll-gTO\JjW:) c1onnl's par (J 1.11) Iltll' part ltion r cùl1lme 
('II sPC'tÎon J 1:2 On dMinit la [(·latlOll d'pqui\'alenc{' '" par 

(3.1.18) 
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Notons r la partition obtenue} A(l)jf l'espace quotient, 1 E A(l)/f, 7r : A(l) ~ A(l)Jf 
la projection canonique. On montre dans le reste de cette section que la partlticn ainsi 
définie est mesurable, ou pouna alors appliquer le théorème 3.1.2. 
Commençons par remarquer qu'on a montré dans la preuve du point (ii) de la proposition 
3.1.6 le réslùtat suivant: 

Proposition 3.1.7 
.c N Y => (l! .. .. . l~) = Cl!, ... Il~). 

Remarque 3.1.4 Bien so.r, on n'a pas l'équivalence l'X = Ly <===> x l'V y. 

Notons ip(s) l'indice parmi fI •... , Tnp} tel que s E b.f
p
(8) pour S E Sp(x) puis intro

duisons: 

( ) . {16:r(S)I- éP } ) Cp x = mm 1-1" (3.1.19 
!€S,,(r) r( )1 1" S 

On démit de la même façon Ct(x) •...• Cp _l(X) et on considère f : A(l) -t ~ donnée 
par 

f(x) = x - Ct Cr) l! - ... - cp(x)l~. (3.1.20) 

La fonction ainsi définie associe à x E A(l) le «dêb.lt » de l'orbite de x. On montre que 
cette fonction engendre la partition f : 

Proposition 3.1.8 
X N Y Ç:~ J(x) = J(y). 

Démonstration : 
1) x'" y => f(x) = J(y) : 
D'après (3.1.20), comme on fi YU en proposition 3.1.7 que x'" y => l~ =', l~ pour i :5 P, 
il ne ra'>te plus qu'&, voir le lien entre c.(x) et C;(y). D'après (3.1.17) dans la preuve de 
la proposition 3.1.6, ~.n a : 

S;(x) = S;(y), S;(x) = S;{y}. 

Pour s E S;(x) = S;(y), au voisinage de 8, pour i < p, l~, l~ sont constants. Soient 
c, dE (R+)P tels que Gc(x) = Gd(Y). On a: 

oGc'X(s) = oGüY(s) ~ o:r(s) + epr-;:,(:s) = 01/(8) + dvr;:( .• ), 

Il suit 
0%(8) - ê p = 611(8) + (d}> - ep)r::(!) - ê p = 81f(j - é p + d

p 
_ cp' 

r;,,(s) r::.(s) "~pla) 
De la même façon, pour 5 E S; (X), on a 
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En passant au mill,9fSp (.1), COIIIlIlP S'; (r)=: S; (y), S;(I) = S;(y), ou a' 

(l'rI) = Cp(Y) + dp - Cp' 

(plI) +- Cp = cT,(y) + dl' 

En faisant dl' !IlfIl1(, par Htppor: HUX allt r('s champi'> IOca~lX, on fi finalement avec le 
résultat dl' la propm;lll()n :!.l.ï : 

r"- y ~ ::k dE: (IR"')P tI~l qlH' G,(I) -, GJ(y) 

{-~ J. (Ill;.". +( IP = y+dll l + '" +d Il' 
y PI. 11 pr 

.==? ,f ~ (( 1 - ri d l! +- ' " +, ((;, - dl') I~ = y 

:-:..;. l' + (('dy) - ('dI)) i; +'" + Ic,,(y) -- l'plI)\ l~ ,~ Y 

=.;. r - '1IJ'II; _." - ('p(I) l~ "'- y ('11,1/) l~ --". - ('p(y) {~ 

=!> fi ,r ,1 f ( li ) 

2) J(I) -=- f(y) =;. l "".IJ 
Soit ,'i E= Sp+(I) 'Jr (.<;! > fT" ,~c ~" " ,J' \ ,> 0 

lpl,~ 1 11'1 • 

Au vOlslllagp df' s, (OlI1!llP !P"i champs l~. 1 <:; p 1 sOllt constants, on fi : 

par dt>!illltioll df' (',JI') 

Or au YOlSlllagf' OP 8 E ~J' 1 Ol! Cl aussi l,'I' 1 < P - 1 constants. dOIJe 6'[1/;(.'1) -1,. B) 

6 (,q)- C (JI) Tl' ';>. > n t't 
y p ,J 'F!" - P 

COIlInlC' Il E: A(/I /,_ .1(lP), i/Il',l pé\..'i d(' sa.uts de tailll' "l' "ur ';J~~' on a clone 611 (05) > Er 
puii'> l'omm!" ( .:1", (., r P , :> fl 11 :-'Ilit 

" III Ir' 10' 

q E= r (:: \ (' {, :::,,1'}:::: c.;' ( /1 i 
' , !f . 1'! \. }) '1'.J 

On a dOllc S; ( Il (- .' .. ;; (y) pt pur SVIHt>1 fH' (iPs rô!ps de 1', y, un a l'é>galit tl, 
[)p la rnrllH' ftU':OIl, Oll il Sp (I) = ,"'1' Iy) pt donc SpU) ::: ,";p;yl O'aprè's (3.1 16), il suit 

l~ = I~ pUIS PB ralSOlllltUlt parpllklll(,lll pOUf l " JI, on lib! w::t l'pgahté l~ =: I~ pour tout 

1 < P Ol1 h al()rs 

J(I) cc Jiu) ç--} l ('d,r)l; - Cp(I) l~ =1/ - cdy) l,~ - .. ' - cp(y) l~ 

-=!> l'' (lly) I~ - ". + ('l'W) l~ .:: !I + rtlT} 1; +'" + Cp(I) l~ 

c:...:. r + rl(Y) l~ _ .... + Ip(Y) l~ =. li + 1 !lI) l~ + .. + rp(T) l~ 

=..} (;"/yjI = G"(f!(Y) 

:;;:;. J-VY 

• 
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Proposition 3.1.9 La Janet'ion J définie en (9.1.80) est continue sur A(l). 

Démonstration: On comm..:.Oce par considérer le cas !l'ur.e transformation Gr. définie 
en (3.1.11) avec p = l, c'est à dire associée à un seult:hamp local 1. On considère à 
nouvecu S+{x), S-(x), S(x) défuùs comme en (3.1.13). (3.1.14)) (3.1.15). Notons, pour 
sE S{x), i(s) l'indice tel que sE 8 i($) et introduifllJus c(:r.), f définis comme en (31.19), 
(3.1.20). 

Soient. xE A(l) et D(X,l') voisinage de x défini comme en section 3.1.3. 
Soit y E B(x, r), d(x, y) 5 a, il existe p E A qui réalise cette distance: 

sup Ix(t) - y(p(t))l < 0:, sup Ip(t) - tl < a. 
tE[O,ll tElo.l) 

On El vu qu'on avait une bijection entre :es sauts II. transformables» de x et ceux de y 
dans Â, donnée par p. Soit s E S+ (x), on a 

d'où 
16x (5)1- ê 20: loy{p(s),,- E 10:t(s)l- é 20 
"---'~- - -- < < + --. 

ITi(s)1 IT;(8)1 ITi(s) 1 h(sll ITi(s) 1 

En [aisat de même pour s E S-(x), en utilisant la bijection entre S(x) et S(y), en 
nota~lt r + == mB.Xt ITil. L ::; mini Ird et en passant au minsES(:r), on obtient 

2a 2a 
c(x) - - < c(y) < c(x) + -. 

T_ L 
(3.1.21) 

On a alors 

lf(y)(p(t)) - f(x)(t)1 
::; !y(p( t)) - c(y) IlJ(p{t}) -- x( t) + c(x) lx (t)1 

~ Iy(p(t)) - x(t)1 t-Ic(y) ly{p(t)) - c(y) lr(t)l + le(v) l:r(t) - c(x) (;r(t)I· 

D'où avec II· ilIa norme uniforme sur [0,11 

IIJ{x) - f(y) () pli $ IIx - y 0 pli + Ic(y)lIlL:r - 1" 0 pli + IIl:rlllc(y) - c(x)l· 

Or 

il suit alors 
d(f(x}.J{y)) ~ (1 + Ic(x)1 + 2n/T_ + 2ar+/L)a. 

On a donc pour tout g > 0, l'existence de 0: > 0 tel que 

d(x, y) < a :..=? d(f(x), f(y)) < ê. 



66 ChapItre 3, Absolue contiI:uité des Jais jointes 

Considrrons maintenant Ir cas gi>néral où {Gc}e est défini avec p champs locaux li, ' , "lP 
satisfaisant la conditlOlI (1110) : 

Si l EAU') alors l + r, l~ (' AU'), mm.:; on fi aussI r '1' r} l~ E A(l') pn effet: Il n'agit que 
sur les sauts <ir l' dans Gk' "'J~t et donc lps cOll(htlons d'appart<>Ilance À. A(l') qui ne 
concernent quI" les sauts sur Jk'é,m, 6.;' nt-' sont pas modifip('s, On a donc r +- rJI~ E A(f') 
pour tout 1 S J S p, 

Par la propositipn :U,5 ('t (:3 121), l " ... (',(I)/~ est rontil1U(' sur A(l'), On s'llltéresse 

in à J dOIlIlPe par 

:'i otOIlS 

{ 
A(l') --. lJ 

f, r ~.- r - Ct (r ) I~, 
Soit .. E A(/), d'aprc':- II' cas prp('pdf'nt J, "!-it contuJUf:' sur A(l) := ..1([1), de plus fdx)-= 
l' - CIII) 1; ( ,4(/2) ('ar l('s c(Jndltions d'flppartPTlclll('e à A([2) ne sont pas modifiées, On 
a: 

, :1 f2: fdII = fl~r) .. rdfl(r)llf :ir ) 

Or fI Il agit pa." l'ur 1p:-; sauts ql1l 11(' sont pas dan~ UJ < ml ~~, on a donc facilement 
Il == [2, De lIIi'm(' ft (:r) r 

or Sl(Jdl'l) = S''2(1') rt pot1f,~ E .12(,r), OIl a bfl:Il~) = 6r (s), il suit alors ('2(Jt(X)) == 
rl(rl D'Olt hnalell1t'nt 

OP plu:; h J fl (1') E A((l) Ou 1l10l1t ["(' alors rnall1teuant farilpIIlent que 

Commr rhaq 11f::' f, ('~t rontlTlllC sm AU) c A(f') on PH d{·duit la continultf> de J sur 
A(I), • 

Corollaire 3.1.1 La part ltWTI r drfinlf !JaT (8, 1 18) f.~t Tnt ,umblf au S('Ti.~ donn.é en 
sr:ctlO ' :J,l, 1 

Démonstration: Comme d'apr~ la proposition 31.8. f rngf'ndre la partition r et que 
par la propositIOn 3 lq J l'st continue, on a la mesurablliti> de r • 
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On peut alors appliquer le théorème 3 1.2 : il dalille l'existence des mesures condition
nelles {P"'}1 et l'existence de leur densité par rapport à la mesure de Lebesgue sur 
l'orbite. 

Remarque 3.1.5 
- En toute rigueur on applique le théorème 3.1.2 sur l'ouvert A(l) en tenant compte 

de la remarque 3.1.2 qui suit ce thêorème en section 3.1.2. Pour cela, on change 
momentanément de métrique pour appliquer ce théorème et avoir l'existence des 
mesures conditionnelles et de leur densité. 

- En gén(> .. qJ, au préalable, on fait une localisation, ct pour x donné on travaille avec 
un/des champs locaux tels que :t E A(l) ouvert associé à ces champs locam<. On 
considère alors un voisinage V(x) de x dans A(l) sur lequel les transformations Ge 
associées donnent bien un semi-groupe admissible (vérifiant la proposition 3.1 t) 

en particulier le point (iv) de cette définition est satisfait parce que les champs 
locaux sont choisis en fonction de x). On peut ensuite appliquer le formalisme de 
la mét.hode de stratification. 

3.2 Résultat principal 

On en vient à l'objet de ce chapitre, l'étude des luis jointes d'intégrales stochastiques 
stables multiples. On se dOllile pour cela p noyalL"X de dimension respective dl, ... ,dp : 

(3.2.1) 

Rappelons que les intégrales multiples Id(f) ont été définies au chapitre 2 en passant par 
un représentation de type LePage qui permet de les développer en séries Sd(f) donnée 
en 2.2.4 (cf théorènlt' 2.2.1). Pour pouvoir énoncer le théorème principal, on donne dés 
maintenan~ l'ensemble des notations dont on a besoin au cours de la preuve qui va suivre. 
On pourra ainsi s'y reporter plus facilement. 

- pour i = 1, ... ,Pt NI = dl + ... +~, .v = Np, 
- a» = (a~, .... a~) E NP'f'l une (p + l)-partition de d~ : 

da = lail = ao + ... + a~, 
- (! = (al, ... ,aP) E (NP+I)p, 

J~1 - (al) E LJ (lD) d -, ~p at b - ~p al 
- 'l Q - ] lSjJSP ,VIp I.l'\, : - LJI~""o k, 1: - L...I:..I k' 

- pour b = (b" ... bp) E NP : 

E(b) = {a:::: (al, ... ,aP) Ilaii =~, ta~ = bk pour k = l, .. . p} 1 

1==1 

- C1a la permutation de {l, ... , N} telle que pour 

k-l .-1 

j ='2: bu + 2: as.k+l, l:= l""IUi,!:, 
u=1 8=1 
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on fi 
1 - J k-I 

au (J) = I: dt + I: au + l, (3.2.2) 
\'-=1 8=-1 

En lIot aIl! llb, .b
d 

le sou~-:?;r()lIp(, dl' fI.\' ronstit ué dt>s pl'rmlltations laissant iu
vanants )('s « b-blocs ,> SlIl\'/-lnts • (L .. , bd, (b] + 1. .. , b] + h2 ), ... , (b1 + ~ + 
.. b/l_ 1 -t 1.,/1] +h2 +···bp -=.'V): 

hl' ... bd' 
S'b

l 
b oU) - -_.-

• d S' 

()b = S'''lbd Vh Sy'lIl('t rIsée de 0 dan:, chaque ( b- blocs» 

Le r('sllltllt rl'ahHoltl!:' ('ontmuité, des !C)]'; jOIntt't- des llltl".!;rruf's stochs...t.;tiqu€'s sttibles :nul
tlplf's pst hlors Ir SUiVaJlt : 

Théorème 3.2.1 Smmt.\/ UTI,. tr:('SUrf aif'afù!rP sfablp .~atl...<;fat8ant (2.2.1) et fi, " ,fp 

des fondIOns rrnfirmt la coT/dzlwn (H) SUll'antf' : 

tl t':n~t(' b :.: (!JI. '. /)1') E ;~p. Ibi =: .\' llver ~~ :: S·"l. .t>,j9b 

non pT'nl/Uf par'tulI! nulle sur [O. 1/'" (3.2.3) 

Alors la lm }omt/ 
(3.2.4) 

nt ah~oll1rnn!t /ontmue fiur rapjirJf1 à ,\l', III TTtf sun' df' l,f"be8guf p-dl1T!r?t8wnnclle. 

Remarque 3.2.1 
Lb\'put hi'st' (H) psf n rapprodwr dr ('l'Ile. analog1le. du théorrmt' ?) df' /111 pour 
l'ahh hH' mIlt inulti· d('~ loui J()mt pt; d(·~ intl'grnlE's de W!t'ner-Itô. On r(,llvoie à la 
sectlun J J l'om drs pxr!llp]ps où n'Ur tol1fltt ion ~;f'xprim(' facIlement. 
SI (1 ::: 1 (>t i"l /:. 0,011 a ]fl(hqu(> t'n spction 2.5.1 au cbapitre 2 qu'on pourrait défimI 
ld(j) par un!' reprl'spntation Sd( f) d€' t:n>e LePage plus générale bénéficiant des 
mt'>rm's propné>tés La démon3tratllJn qui SUIt s'adaptrrait facilE'ment pour que le 
théorÈ'IJl(' 3.2.1 r('stl' valahl(' clans ce {"as (rf. remarque 3.5.2). 
Dans le CH..";; de la loi d'une mti'/?:rale stablt, multiple [dU), le théorprne 32.1 s'ex
pnnH' pIns simplemPIlt 



3.3. Exemples 69 

Corollaire 3.2.1 Pour M une mes1J.TC aléatoire stable satisfaisant (2.2.1) et 1 non nulle 
dans L°(log+)d-I((O, 1]), la loi de l'intégrale stable m'l~~,"vle [dU) est absolument continue 
par mpport à la mesu1'8 de Lebesgue >.. 

On COnllllf>nce par proposer d'autres e.xemples où la. condition (H) est facilement 
vérifiable. Pour mieux faire ressortir les étapes princi.lS),les de la preuve, on débute avec 
la. démonstration du cas plus simple du corollaire 3..1 : on évite ainsi les difficultés 
techniques supplémentaires qu'on réserve pour la sec\ .on 3.5 où on traite le cas général 
des lois jointes. 

L'idée générale de la preuve donnée en section 3.4 et 3 5 est de commencer par réduire 
le problème pour se ramener d'abord à l'étude de la série multiple Sd(f) , puis passer 
à ranalyse d'une fonctionnelle associée sur III Après localisation, on met en place la 
méthe,de de stratification décrite précédemment. 

3.3 Exemples 

Pour apvüquer le théorème 3.2.1 au..x intégrales stochastiques stables multiples des 
fonctions ft, ... ,/", on doit vérifier la condition suffisante (H) énoncée en (3.5.6). On 
donne dans cette section plusieurs cas où (H) s'exprime simplement. 

1) Casp= l, dl = 1 avec b= 1. 
On a alors E(b) = {I} et al = id. Il est facile de voir qu'alors lb(t) = </J(t) = f(t). La 
condition (H) est vérifiée si f ;;;.é O. Ceci est bien connu puisque les intégrales stables 
simples sont de loiR stables 

S (( t I/(tW dt) lia [0
1 
:f(t)/Qsign (J(t)) t3(t) dt .) 

U Jo 'Id If(t) la dt ' Il! 

données par la proposition 2.1.5 et elles sont non dégénérées si le coefficient d'échelle 

( )

l/a 
al = !ro,l}IfIQdÀ e.st non nul, c'est à dire si f ~ O. 
Réciproquement dans ce CIlD, si (H) n'est pas satisfaite, la loi de ld(f) est dégénérée. 

2) Cas p > l, dl = ... = dp ::: 1 avec b = (l, ... ,1). 
Ona 

n est facile de voir que #E(b) = pl. Pour (J E Op, considérons la matrice Gcr = (a:.)h~iJ$p 
associé à a par 

(1. {1 si i = u(j), 
a = 
'J J sinon. 

TI est clair que ao E E(b), de plus aa" = (1. en effet d'après (3.2.2), on a 

l1(n)-1 n-l 

(Til .. (n) = L 1 + L a:(n),s + 1 = a(n). 
i=l 5=1 
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Il suit E(b) 1-., Hp Dr pll:3 pour cl!aqup a E E(b), on a Ba = J1~=l Ba., = 1 et clet aa :::=. 

((a), cn effet 
p 

dl>t il" = L d.p) Il Q,~(JJJ --: da) 
,.,EO r FI 

car par définition dr G." le srul terme non nul est c'elUl pour lequel .p = (1. On a alors 

tf>blt) = L d(1) '" 1 .. fd i,,{1I)'" !p(la(p)) = det{f,tt)l}. 
nl"JJ p 

On fi aUH~i S"C-)II = Oh ('t III cOlldition (H) ('st vèrifi{'r fil 

HéClproquemr:1t. avpc 1(' cas palTlCUhN p ::: J pt h = Il + !}" on constat€' fa('IIement 
que det{f,{ijl}"'" () la cOlldltioJj (H) llf'~\ pHS vèrifiè(' PIUS la loi de 

n'rst pas p.b~ollllll('l1t contlrlllt' ('aI' (fl{f!l. Idh), ldh)) est dans l'hv}Jprplun P dp R3 

d 'équar lOT! ,r -+- y - :: = Il ('t (Ill fi alors 

3) Cru; fI:O: 1. dl "" d> 1 avf'( fi ::.:. Ii 
On a facill'IIH'nt E(I,) ~- {cl} n {Tri -:: /ft Il l'st faCile de Y()Jr ({UP èl(t) = oU) = fU) caT f 
est symétnq\lc Lu coTHÎltiun (II) pst vénfi{>f' ~i f t () on r('trouw le corollruIe ,1.2.1 à 
part i r du t h{>orpD!p :~ '2 ] 

4) Ca.s Tl::-: 2, dl := d2 = ~ m'('(' b:-. (2.2) 
011 trou\'(' fadl('JJJ('lIt q1H 

F /j_ f (2 (J) (1 1) (() 2)} 
,1) -l . () 2 ' 1 1 . 2 0 

Qllund If' dPt rrrIllnunt ('SI non uul ( 'pst ri cl m' pour la [ln'IllINI' ('! t WlSltllIH' matnce), 
on aSRocit· par (J '22) rPhp(·(·tlvPrIlpnt ks p('nnl1~ati(JIl" Slll\1lJlt('~ 

(1 '2 :~ -l ) ( :3 4 1 2) 

Comme Ba = 1. Ofl o1Jtlf'nt 

La ronditlOn (H) l'st alors v{'rin(>(l s'il li pxistf' pa .. '> dt' rl>ds ('l, ('l ttlg que 
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Réciproquement, si (H) n'est pas satisfaite alors ft, h sont proportionnelles et néces
sairement la loi jointe des intégrales stables doubles associées est dégénérée. 

5) Casp = 2, dl = l, d'}. = d avec b= (l,d). 
On trouve facilement que 

E(b) = { (~ ~), (~ d ~ 1 ) } . 

Les permutations associées sont respectivement 

(123 ... dl, (213··· t!,). 

On en déduit 

D'Ol! 
d+l 

SbtPb(t) = d fI (tl)!2(t2, ta.··., td+d - L fI (t1 ) j2(t2!."! td+l),' 
i=2 v avec tl en 

jéme position 

La. conditivn (H) est vérifiée si 

1 d!.! 
fi (tdh(tr::. ta,.· ., tdtd t dL fI (td b(t2'"'' td+l~! 

i=2 avec ';1 en 
jéme position 

par axemple pour d ::: 2. (H) est satisfaite si 

1 
ft(tdh(t2. ta) 1: 2 (h(tùf,(tl' t3) + h(ta)!2(t2. id)· 

6) Cas p = 3, dl = 1, ~ = 1, ds = 2 avec b = (1. 1,2). 
On trouve facilement que 

{(
lOO) (10 

E(b) = 0 1 0 1 0 0 
o 0 2 a 1 

~),(~ ~ ~)!(~ ~ ~), 
1 002 101 

O!D,O~D} 
Les permutations associées sont respe~ivell1ent 

(12.34), (1324), (2134), (3124), 

(3214), (2314). 
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Après quelques calculs. on trouve que (H) est vérifiée si : 

idtd h(td h(ti' i4) 

+1 
fI (lI) h(til h(tl' t:!l 

1 ~ o. Sb9b(t) = id t2 ) h(t2) !JU 2·t.d fd t2) h(t2) h(t2, t3) 
fl(t:!l h(t\) Id 13' t4 ) fi (~4) h(t4,l f3(l4' (3) 1 

3.4 Preuve du corollaire 3.2.1 

On s'mtérpsse d·a.bord da.n!.;('ette spctiun à la loi d{' Id ( fi pour .r E L ° (1og ... )d-l ([0, lj). 
Dans cc cas, un a vu dans ]'pxemplp 3 précl>dent quP la ('(mditi011 (H) s'c).-prime sim
plement par f 1- 0 La preu\"(.' du corollaire 3.2.1 n'utilise pas Ip théorème 3 2.1. c'est en 
revanchr Ulle ;<>rsion sllllplifiée de celle tle Cf' théorème. On commPDce par la présent.et 
pour faClhtrr la compréhcllswrJ daus un cadre moins technique qu'en sectwn 3.5. 

3.4.1 Réduction du problème 

D'upri'1' k t hrorl'lTH' 2 2.1 du chapitrl? 2, on fi Id ( f) &: Sil f) uù la si'ric Irn1tiple Sd(f) 
est donné>r> !Ji'lf (2 2 -1 ) Pour cela, cow;J(krons F J) --1 IR don n('p par : 

j·d[J')= L ~.r(tJl·"~I(td)f!ll .. td) (3.4 1) 
I, .td>1l 

où {td~· l'st la sul!t> dp:" sa\lt~ dt> l E:;J. On rol1sid{\re aUHsllf' processus stablr '7 de loi 
notée' P donné par 

TIt = ·\1nO, tl). t ( [(J. 1; (3.4.2) 

La rnrrseuttltWfI clr L('Pagt' dan:, le cas snnplt> clOlwe des informations sur I('s sauts du 
pIOCI'SSIl.S '1 

\', sont l!:'!' ill~.tants df'f' ~a\lts du pro('('SSU;;; stablp 1/, 

c:" r, l " f".t If' nJoduk dE' ('CS sauU; par ordrp dpc[oissant dt, module; 

"i, P:it la dlr!'!! IO!l d(' crs !'ia.uts 
Ou a alurs 

( l ,110) ( j,.I·o f 1: " 
rk. L •• , "'/rd Ir ) t ( ~ 1,:. .. , ~ kd ) 

~ 1\·1 d· l 

On a donc 

Pd! 11( .. ,':)) = !:J'dt! li ... /) 

(34.3) 

D'où Fdl ,) ~ S,IIf) rt on s'intf>H'sse maintl'nant à rabs~)lue cnntllluité de la loi P Fil 

Remarque 3.4.1 Soulignons qu'on <htimt ainSI Ulle nouvplle représentatwn de l'inti ..... 
grale stable multiple t'Tl tant que fUf\rtlOnrlelle !'.UJ l'('spa('e rtes trajectoires de 11 

Par symrt rlf' pt nullité' sur les terme;.; « d!agonaux » de J, il pourra <être commode cl 'écrire: 

f:drl=d' L ~r(tkl) .. ·6I(tkd)f(t''l .. ,tkd)' 
u,,- k; < <.. kd 
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Pour étudier P Fi l, on utilise des méthodes d' app~'oximation, de localisation et de 
stratification. Grossièrement, Pidée est de se rameULr à des ensembles où on pourra 
montrer rabsolue continuité (approximation) en localisant l'étude par sé;Jarabilité. On 
utilise alors localement la méthode de stra.tifica.tion. 

PLus précisément, pour montrer P Fd-
l ~'( À, il suffit de prouver que pour tout ê > 0, 

il existe Xc mesurable dans X:::: Il)) avec P(XE ) > l - ê et 

(3.4.4) 

En effet si tel est le cas, soient êr! ---+ 0 et Xf: n associé. 
Ona 

P{X{.,} $ ê n 

P { nnSp .. 1:':n} $ Ep --. a quand p -+ +00. 

Aind UnX'n est un ensemble F-presque sar. De plus, pour tout n, on a px ... Fd-
l «: .\. 

Soit .-' E B(lR) tel que ..\(A) = 0 i notons B == Fd-
1 (A). 

Gommé PX."Fd- 1 ~ .\, on a Px(,.(B) = Px"nFd-1(A) = o. 
On a don,~ pour chaque entier n P{ B n v!,,} :::: 0, il suit alors P{ B n UnX!J = O. 
D'où 

PFd-1(A) = P(B) = 0, 

ce ~'ti justifie l'aL"Olue continuité de P Fd \. 
Par séparabilité de A:", pour voir (3.4.4)\ il suffit maintenant de montrer que pour tout 
x E XE. il e.:dste V(x) w\isinage de x tel que 

On commence par montrer en set,;~ion 3.4.2 l'existence de l'approximation X. et d'un 
voisinage V(x) pour chaque l E X~ rivé. puis on utilise la méthode de stratification au 
voisinage de x en section 3.4.3. 

3.4.2 Choix des outils 

Par hypothèse f : jRd -+ IR mesurable est non presque partout nulle. Soit 'ione 
t = (tl,"" tN) un point de Lebesgue de Ai := {x E Rd 1 f{x) =f O} de mesure positive. 
Par hypothèse sur f et par densité de tels points, on peut choisir t avec ses coordonnées 
toutes distinctes t, r t J' i =j:. j. 
Soit ê > n fLx:é. il existe V~ = Ui x ... x Uj avec 

- U~ n U; = 0, i =/: j ; 

).d(Ve n Ai) 
- .\d(Vr) 2= 1 - E:. 
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On introduit l'ensemble P-presquE' sÎlr suivant : 

tl'O.E = {.r E .1:' i pour 1 ..,. 1. 2, .. d, .r a au moin~ un saut rn un instant 

d€' U,·. J(' module mruomal de ces sauts est atteint une seule fois} t 

pUIS sOit· 

,t~ -::: (.r E A;!, : J" éi llfl lIlIlqur SéWt maximal sur chaqup l',é Pli TI·t(I) 
1 

aw, T, (r) •. ~ (T/ :(ri ... Tt)r': lE Ad (345) 

On cnrnlIlPll('I' pm (>t tif 11('1 T", (I) 

Pour nt' pal' al()urdir lr>s !l()tatioI\S, :-;UppOSOIlS e," --: (a, b) 

La rpprésC'lItatlon dr LePagr da' ,s le cas IlllldlIncnslOnup) dOIlllf> 

C"lu, r-li'-'l /1.') 
'!t:.clt) ~~k k !O.tl\~k· 

k -,(1 

Lr pllls grand sallt l'Il Illodu\p dl' 71 :-;m ((1, b) ('Bt C~/Ct r; 110 et a lieu en \lp avec p ::: 

i nf { Ji, ~ i.. E: (1/ • h) } 

EIl notallt Ak = {~; îf (ll.b)VI < k, \~ ((tl.b,}. on a' 

7~".h, (7))- L ~ i.. 1-\. 
k> 1 

= L P { AI (', {L \ k 1.1. .. A}} 
/'1 k ,'1 

= L P { .1,. \; E A} 

"7 LP{\', ri. (n,b)VI < 1. \j E A} 
1'1 

L P {\'I tf ((1. h 1 V . 1 P { i 1 E A} 
t.'j 

,\(,4) 
= _._---

,\ { (Cl. b) } 

T'ab (T/) pst donc de lOI :lI11forl1lC' 'itlr (n. bl et (le' la Illl'me façun 1(·, rru t'st de loi uniforme 
sur U,c. • 



3.4. Preuve dans Je cas des lois simples 75 

Par indépendance des accroissements de 17, les variables fJ "atoiren Tulr (1/) et TUj (1] ), 
i 1= j, sont indépendantes car U{ n U; = 0: il :suit : 

.c(Te(17)) = .c(1ùr(T/),··· 1 TU~(l1)) 
d 

.- ® L(Tuj(T/)). 
jel 

La variable aléatoire Te(T/) est donc de loi uniforme sur le pavé ~. On El 

P(X.) = P{x 1 Te(x) E Af} 

= pXo .• r.1(Af )· 

Il est clair que P.ro .• TE-l est concentrée sur Va. et est de loi unirorme sur ce pavé, on a en 
fait . 

Ainsi 

D'où 
P(XE ) = p;~o .• Tt-l(Af) ~ 1- g. 

On oHient ainsi une approximation de X = []l comme cherchée. D'après l'idée générale 
décrite en section 3.4.1, II suffit de s'intéresser maintenant à l'absolue c:ont;~uitê de 
P.t:.F-1 pour chaque [ > J. 

On utilise la séparabihté de [Jl pour localiser et se ramener à montrer que pour tout 
x E X" il existe \l(x) voh.iinage de x tel que PV(r)p-1 « À. 

Soit donc x E ,.1:'c fixé, nGtons pour i = i., . " ,d : 

- tt = Tc, (x) l'instant du plus grand saùt en module de x dans Ut' ; (3.4.6) 
l 

- t: l'instant du second plus IÇand saut de x dans U:, Idr(t:)1 < 16x (t.)1 ; (3.4.7) 

- éo = ~ min 16:r(t.)I. (3.4.8) 
_ I=l .... d 

Par firutude du nombre de sauts de x en module supérieur à. éoi2, on choisit 61 > 0 td 
que t i soit le seul instant de ~: = (t, - J1, t, + t5d CUlé d'un saut de module supérieur 

à so/2. 
Soient alors 

- 62 < ~ min {êO' 2t51. ,Jef"d {16:r(tt)] - 16At:m } ; (3.4.9) 

- t3 = 01 - 62 (13 S 6d ; 
- ~i = (t, - (3, ~ + 13) c ~~ c U~. 
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On est mltHltplUUlt PIl IlW';Uff' <l'app!i'1UPI' la méthude de st rat ificat Ion ('ommp en section 
3.1...t. Pour cela, on con!')idrrr le ('hamp locall défini par les paramètres sUivants: éo > 0, 
l'entier d, If'S ill!e[vallPs L1,. 1 == 1, ... ,d et ".., de module T > 0 pt de rnéme signe que 
orU,). On B.h!'odf' Ù 1 son C1U\wt AU) par (31 7). il rontipIlt cla.irement I. 

011 drIilllt alors k vOisinage \' 1 I) de' l par' 

\ . (.r) == l3 ( _". ~2 ) fi A ( 1) i' .... t'r (3.1.10) 

On utllis(' la mfot l!(jd(' dl' strat inca! Ion d,ms CP voisinage dl' .1' 

3.4.3 Stratification 

On consHlèrr la fUlIlllle dt' tJ'flllsforma'ltHlS {Gr }cçR~ asSO('J{'C au champ local 1 comme 
rn (:1.1. l J \ ( lI' A (/) ~ A Ill, 

On dé'fulI! la jHlrUtllJlI l'il j>Hrtlf dl' la [('latioll d'('Q111\lI\!'IlU' "'- ~\11 Ail) dOIlflét· COIllIllt' 

('1/ (:1 Ils 1 par 

;\otUlIS à llC)Il\'PHlI 7T A(l) - .. A(l)/r la proJ(~('flOn carlOlliquf' pt Pr la tlle.'îUfP quotient 
aSS()(,I('t'l' OJJ appellPra orln!es Ips c1l:Lo.;sp~ d'rqll1\-a]t'n('(' li" :-,), dh's sont tlnidimellsÎoll-

1J('lles cl' èl pres la IHOPOH1! 10/1 :31.3 pt ou !Ps munit cl' IIrlf' JIlf'Sure de Lebesgu(' À.. Les 
stratf'S -, s'{·(,!'WIII Hlm" ' 

-,={,r+('/r' 

O'apr(\s il' (o!ollillll' :lll. III pa.r!lt!IJIl l' pst Illl'surable pt par If' thf.>lln;IllP :3.1.2 pour 
Pr prl'sqIH' ('~.aql11 -'. If's !IlI'stlrPS (,o\1d!t 1(lllllf,lh's P, l'Xlst!'rlt pt vé'rifipllt 

Lu l1l(·t hllr!p ri.' st Idt dic Ht Ion pl'IIlH'! ·d()rs d'Pt ndH'I n 01 f~i 1 PIl t ailt qUI' melangt' 
dp dl~t rthllt IIJIl~ (()luht lUllIlf'lIes . 

134 Il) 

POUf llhlt!trC! qll!' h 1,,1-:1 1 <<.. À. tl suint ;.lors de VOlr qUI' J,>OllI' Pi -presque ,:haque ') tel 
qtl!' if- l (-,) (- l'(f) =1= 0, on a J\I-:

J
1 <&:: ,\. ('ommp l\{.,.l(!l} = 1 et P..,« ,\.., on St 

nlJlltllH' H j{,tlld(' <1(, la fPSI [ICI IOll J.:i , dt>!d "im lPH tmcf'S dorbltt,S il' l(;j n V(II sur Je 
\'01 SI Il ttg!' tir r aw( fi,' R---~ R. dllTlIlN> par !·d..,(C):=; f:j(J + cIL) Oll Il 

k 
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où (t,.:h:>o est la S\ùte des sauts de x E III 
D'après (3.1.6), on a : 

d 

Fd.--;(c) = E II (t5;r(tk.) + CW:r(tk;)) J(t"" ... , tkd )· 

kl •...• k,,>O i=l 

77 

Fd,-y est donc un pol)nôme de degré au plus d, le coefficient du monôme de degré d est : 

Cd(f, x):= L WAtkJ .. 'Wx(tk,,) f(tkl' ...• tkJ. (3.4.12) 
kl •..• k,,>O 

Comm\? il est indépendant de xE)', on le notera aussi Cd(J . .,,) = Cd(J, x). 

3.4.4 Étude du coefficient Cd(!,,) du monôme de degré d de Fd,"'f 

Notons {ti}î>d les autres instants de f'B-uts de x. 

On a d'après la définition de W:r en (3.1.5) : 
- pour i :5 d : Wx(ti) = T. car t: E Llj, /ox(ti)1 ~ éO, 8x(t.) T. > 0; 
- pour i > d: wx(ti ) = 0 car soit t. fj. UJ=l .. ,dnJ' soit t j E t1] mais par choix de t1), 

on a alors 16x (t,)I :s co/2. 
Il suit 

car x E XI; et (t l ....• tü) = Td.t(x) E AJ. 
Soient !I dans le voisinage V(x) de x donné en (3.4.10), (Sk)k>O la suite des instants 

de ses sauts. on étudie: 

Cd(f,y)= L wlI(skJ",wy(skJf(skl'" ,Sk,J 
k! . . ,ke/>O 

D'après la définition cie la topologie de Skorokhod (rf. 12, section 14/). il exÎflte p E A := 

{fl : [0, l} ---t [O. Il bijection croissante} telle que 

On a 

sup Ix(p(t)) - y(t)l < 62 et sup Ip(t) - tl < 62. 
tEra.il tE[O,ll 

oz(p(t)) - 282 < 6,,(t) < d:r(p(t)) + 20'2 ; 

lox(p(t))l- 262 < 1t511 (t) 1 < lox(p(t))1 + 282. 
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On ap 1(1,) E j" Pf! dfp! Ip(/,) - f,1 < ~2 dOIlC' 

Il 1 (t t) < l, 1 li2 < t, + .J ('ru 62 < 61 / :2 } 1) A 
p" (fi E Û I 

{I 1 ( ',) > /, -t .J de IlH'IlI(, 

De plu:i l~y(fJ lU,))! "/ '~.r(t,):· 2Ô 2 ~ '2~'(1 - 2~2"> Eo CAI bl ~ [0/4 

Si 1 E ~, \ {p 1(t,J}. Oll Il 11(t) E:. ~:' ('11 pff('t :p(f) t < ô'2 donc 

_ p(t) E ~: 
pU)' 1 + J~.) <. I, +,.3.,. 62 = i, + 61 } 

11(t) ;> /, . r\1 de IIH'lIH' 

D'uù jl\(t)! <.. ;rIII/IU)) ... '2')2 -:. :0,'2 + 16'2 < êo m[ p(fl E ~: . {I,} Pt f, l'st Ip s('u\ 
lIliitant df' (': l'om 1(,<)IlI'1 'Ill Silut df' l ('st sl;péne\H il :0,2, 

Finakmrnt P()IlT , .:: ~, "1 1 =. :1) (t,l. ()ll 1-1 

IÔII{p l (f,))1 > '01'. 

p' ) (1 t) E ~t' 
I\,.(p lU,)) ('st dl! Slg111' (IP 15.1'.) d"ll! dl' -:-" 

SII10Il t -::j:. P Ii/,) l't alors Ir'lylp :U,)l, <:\1 

De pills pllm t c (','. ff 1) ! (f,), Oll a . 

Ilv(fJ! <' irÏr(/I(I)ll + 211 2 < '(\r(f> + :!t12 . 

. I\i/I :U,\i> 1\11,)·26'2 

LI' chOIX I\~ < ~ ( 1\11, l,l,If: Il dan" (.3·1 ~)i iI."'''!I!"P al()!~ 1\((: <.rÏv(p !(t,)il 
fi 1(/,1 ('st hlf'lI lIWil/lll! dt' pltlii gW/J(I"iilJl ('111110duk dl' y sur l',', l't'st li din': 

f.I lU, 1 = li,' (y 1 

HeVPllo[ls il l'l'sI lIlial 1011 du ('(wliicwllf ('di f. y) 

(.'i,).,/I {'Iilll! la lI"'(I' c!I'S "'illlt~ clp II 1111 li 

.... '1 ( .~,) .::: () ., l 'i, +1 ,j: 1 ~! . 

CjUil,W! .", ',' ~)' .... y'''': J Il SI Il "'(lll!-lllf'Ilt SI.", == ', .. == Il 1 (t) . cl 'npn',s la dISCUSSIOn 

pr{-'u;dplI!e ~Ilf II'''' salJts (k y 

On H donc 

L ....,,/,~k;)·· · .... ·y(8k.) J(,'lk J ••. ,.'ikd ) 

! 1. .k 4 ,l' 

dlTI' '~rlf(/1 l\f)). , P Iltol)) 

Or p 1 (t ,) 7i : t /lI dlll1(' 1< 11l1lllP ,II (' ,r .. III 1 (II ) ,/) Ir) ri))' T,u 1 Y \ .:: A J fi Suit 

Cd 1 r li) i (, 

P</1lr (outf' orlllll' " H\,('( 11111' lral'P sm II' V01SlIlIi)!,e VII). la rpfitnction f~/., dt:' Fd il la 
strate 'r l'st 1!Il po:nlol!)(, lillf! llId. jf' ('(}cfh< Will CI( f. "',) du fllOTj('llIH' de degré]J Pta.nt nOll 

nlll Comm( E\ <~: \. II '-'111t 1 ahsolup C(llltllllllf(' dr I\F,i l et de IH formule (3,411), ('('lit' 

dl' P\"r,f~ :. !'lIlal(·lIl1'll!. par I()(ahsatlllll pt apprllXlrnatlOll. ou H prull\'P le ('wollai[e 
;j 2 1. f 'pst ~\ dm' II' 11H\m'ulI' J21 pOUf les IOI:i slIuplt's d 'Intégrales sta.bh's multlples._ 
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3.5 Preuve du théorème 3.2.1 dans le cas général 

On se donne dans cette section un entier P, des dimensions dl, ... , dp et des noyaux 
!l, .. . , fp par (3.2.1), on discute de l'absolue continuité de la loi jointe de leur intégrale 
stable multiple (3.2.4). 

On suit la même démarche que dans la section 3.4 dar: J ~t cas des lois simples: on 
commence par se ramener, par le théorème 2.2.1, à l' êt ude des séries associées de LePage 
(section 3.5.1). On se ramène ensuite à l'étude de fonctionnelles sur [)J. Pour cela, on 
approxime, localise (section 3.5.2) pour pouvoir appliquer la méthode de stratification 
en dImension p (section 3.5.3) en introduisant une famille de transformations à partir 
de p roamns locaux. 

3.5.1 Réduction du problème 

A nouveau, par le résultat de représentation, on prouve le théorème 3.2.1 pour les 
lois jointes des séries multiples Sdt Ud, i = 1, .... p. 

(3.5.1 ) 

Ces lois jointes coïncident avec celles des intégrales stables multiples (3.2.4). On montre 
en effet que pour 01, ••• Op réels, on a l'égalité en loi: 

Pour cela. commençons par prendre des fonctions simples: 

"1 

fi := L al.k1Al.k· 
k=1 

n2 

!2 = L a2,k 1 ~2,I. • 
k=1 

"1' 

fp:= L ap.kl~p,~ 
1,;=1 

(3.5.2) 

avec pour chaque 1 $ j $ p et 1 $ k $ Tl] : /:").k = L\;.k X· . x L\~:k' Comme pour 
1 $ j :::; p et 1 :::; k :::; Tl J : 

Sd,(lA) .• ) = C~1/C1 Lbtl[rltl/olAJ .• (V,) 
1>0 

d, 

= Il C~/CI L ),r;l/alA~l ("~) 
le1 .>0 

dJ 

= II Sd1A
' 

). 
J.' 

1=1 
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on a 

Tl: Op 

.:.. L (l11/I,S'd:! 1~\1 ,1 +- .. , ~ ~ Rp(!1' /ldp Il ~I' ' 1 
• 1 

ri: ,/! Op dl' 

, L()l(/I,I1Sdl:,~,:+ + L/Jl'l1p,rrSl(l~~.) 
,~I j.-I ,,,,1 k~1 

Or il pst ('!liil qu'oll ri l'r?;alltr ('Tl loi, 

., .. ;, (lJ: ). 
1 P 0'1' ' ' 

! !d 1 \ 1 ,dl (1: :d,,) " l, 
(III III' . .1'1 Il:' . .J'I n. ' '{p.I' , Tl' l ' , JI' "p 

''1 dl "p rlp 

, 
.. -> L O' Ill,. fI I/: j . , , + L {JI' (11' 1 rr Ikl 

.1'1' ' 
,.1 k' 1 ,..:1 hl 

111 d· nT' dt! 

-: L "11111 rr Sil IJ', 1 +'" + L Hp(Jp, il .':;IIIJ~,) 
1 1 kilO 1 k ~ 1 

1'11 dt fl F f{~ 

~ '2: BIU1. Il /I(l~~,! +'" + L &"11,, , rr 1111~;) 
• ·1 • l "':) k 1 

~ H;/,j !fI) + "+ fi/dU,,) 

On olJr if'llt l'rg,ah t(· I.:~ :):2) pour Il's [()lJct Ions SlIllplps, 

Soi(,lIt rmuntf'llimt 

13.53) 

(:3,!).~) 

1,,,11' 1 l 
l' fi"~ ' 

SOIPllt pour dmql.t' 1 s: {l,If ... )" Ill)' 

Qlland 11 -. j. x d,Wh \ps pSlllut's L"t: 
f' dt' fOlJ('tJ()J)h "wlpl!':. t l'lll's que J1)'-'''' J. 
1 1(~O,lJd,), un él alor., 

,,,'.{, ( JII " ~ Sri, ( f, ), 
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On a dOllC 

f 
OIIds (fll,d + ... + ()p1dp(fn,p) ---+ ()lId1(fJ) + ... + (Jp1dp(!.fJ), 

avec de plus l'égalité en loi (3.5.2) pour les suites 111,1" .. ,/n,p' On en déduit alors (3.5.2) 
pour Il E L°(1og+)d1 -1({O, IJd1), •• ,Ip E LO(log+)dp-l([O,l]dp ). 

On s'intéresse donc désormais atLX lois de (3.5.1). 
Pour cela, considérons F == (FI, ... , Fp) avec F; : il) --+ lR associée â fi comme }'d à 

1 par (3.4.1) en section 3.4. et le processus stable TJ, de loi notée P, donné (3.4.2). On a 
ruors comme en (3.4.3) 

On a donc 

F(17(";)) = (Fl{T](W)), ... Fp {17(w))) 

:: (Sdl (Id,· .. ,Sd,,(fp))(W). 

D'où F(17) ~ (Sdl Ud.· ... Sdp(fp)) et on s'intéresse maintenant à l'absolue continuité de 
la loi PP-I. 

Pour montrer P p-I « >.P. il suffit de voir que pour tout ê > O. il existe Xe mesurable 
dans X::: JI) aYt"c P(,.l"e) > 1 - ê et 

PX,F- 1 « >..P. (3.5.5) 

Par sépa.rabilité de X" pour voir (3.5.5), il suffit de montrer que pour tant x E XE. il 
existe V(x) voisinage de x tel que 

On commence par montrer en section 3.5.2 l'existence de l'appro).."imation XE et d'un 
voisina.ge V(x) potU chaque x E XE fb.:é, puis on utilise la méthode de stratification au 
voisina.ge de x en section 3.5.3. 

3.5.2 Choix des outils 

D'après l'hypothèse (H) du théorème 3.2.1 : 

il existe b:: (bl , ... , bp ) E NP, Ibl = N avec ~b ::::. Sbl •..• bdf/Jb 

nOll presque partout nulle sur (0, IJN. 

Pour ce b donné par (H), l'ensemble AJ;ô = {.r E ]RN 1 ~b(X) i- O} E B(lRN) est de 
mesure posithre. En conc;idéra.nt t "'- (t b ... , lN) un point de Lebesgue de A~b qu'on 
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chOISit avec sel' coorr!onn(>e:; tOlites clIstlTlctes (l, :j:; tl , 1 =1 J), pour E )0 0 fixé, il ('xiste 
~~ = l'f y ... )< lr.~, awc 

/,'.f n C; = 0, 
,\,V IV, '1 A,j,.) 
-_ .. --_ .... > 

\ "l ~ ~ ) 

On I1ltroduit aloI':" l'RpproXinIHII11ll ,:t", {'OIll1lW ('11 (:)·1 ;i) ('lJ fI'IlIplaçant l'pns(,lJ1blt' A, 
par AQ'b U Il n"nfil' dl' la mf'Tllt' fac;oll q\l'(,11 S('Ct.!CHl 3 4 p( ,l',) = Pl'u. 1~ 1 (A.j,.) ~ l - ~ 
COlIllIlP ('X pliqu(' pr{'c(>dpm 1IH'1l t, JI suffi t lIlai Ilt l'naIlt dl' S' mt preSRP[ à j'ahsoltw cont. iTll Il té 

de P,r, F- I 
pOUl' chaqlIl' [ > [) 

On mJ!lsP la :>c>pHralJlht{· dt' :;} pour localIser Pt se féiJllt'TH'r il llIontre'r ql1P pOlir tout 
l ( .YE • il l'xistl' \"(.r) \'OISllwg/' df' l' t 1'1 qu!' PI' l J F 1 ..z.. /\p. 

~()it douc .1 ( ,'\'t fixe". Ilot IIll!' pll\lI 1 -- 1. , S (,OIl1nlf' rn sec! ion .14 t., t; les ins! ants 

d(' pins grand salit pt dl' M'('I Ille! plus grand salit PI! module sur l'tf f't :11 la m())1 If> du 
rtlllllTllIlI1l dps Slllits I1WXllIldllX (II 1.:3.1 (j), (:J -1.7). (:3-1 ~)) 

Pm nflltlldl' dt! n(JlldHI' dt, Sl1lHs dl' .r l'Il IIll/d1ll/' sllpi-rH'11l il ~o/2, on ('hm:.!! ni> 0 tpl 

quI' It ..;olt If- st'llllllstllllt dl'~; = If,'- b),/,..,.. cid C. C,' d'ull ~iIlUI dl' module' sup{>ri('Uf 

à En/2. 
Sc m'nt al()f~ 

(:3.5.6) 

- â1 ~ 1 11111 \ {El), 2~I' IIlf . {,~T\t')i - i(\~(f: I!}. 2[\ - :n} 
.j .- 1 .\ 

(:3.5.7) 

- .1 = D: - â 2 (j < ~I)_ 

~, 'l, .r f,; il '. ~: ~' .. {',' 

OlJ l'~l TTWlTlt('!IIl1lt l'II t1lf'<.;lIff' .j'applHj\l(T la lIl('t hock dl' stratlfill\! Inn (,OTllIIH.' l'II ~f>('t1011 

J 1 ~ DUlIS if' «1..-; <!p:-, 1111:' Sllllpll':-' dl' 11-1 ,,('(fIOll ~3..J, !J,! él..'>Sf)(!ilH IIIlP [al/uIlI' dt' traIlsfor

mat IOtl:-i Il 11Il paI'lillJl·t!'C <jm /'Ilgpwlfll!! lHIf' partit 1011 ('Il st ratc'.., de dmwwnon 1 Pour 
s'illthpssn HIlX lOIS j()lTlles de dimensirlll p, Il fallt II1trodulrt, drs strates df' dimension p 
et pom ('t>la cOllsH\(-rN \lll<' faITlIll!' de t rallsf()rmat iOIlJ>i à [J pIUafll(\t [(''{. rour c(' fain .. on 
('(lllSHirn' Ji dmmp,.; locaux II pt l('llf Oli\'('rt A(r) H.s:-!{)r!(' par (JI ï). On les dwislt de la 
fll.l,'flll "111 HUJt!' 

- ". <Iolllli' par (:3:).6), 

- Til. hl' dOl1n(' par l'hypothpsp (H), 

..l~- ..lI". tI" 1 t} pour J == l, . /i. 

r; dll o.;iglll' dp ârlt,J dl' fIlot!ulp constant T> O. 

Il l'sI c!l>.ir qu'on ri h.f'Tl l' E= A(/) == ri'",IA(/I) OllVPrt Df' plll.-.la condItion (3.l.1O) dpla 
sectlon 3.14 pst dHJf('[)H'nt v{>nfiée. 
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On définit alors le voisinage V(x) de x par: 

(3.5.8) 

On utilise la méthode de stratification dans ce voisinage de x. 

3.5.3 Stratification dans )]) 

On associe aux p champs locaux ll, i = 1, ... ,p la famille de transformations {Ge}e, 
cE (lR+)P donnée par (3.1.11) : 

G . {A(l) ---; A(l) 
Ct, ..• Cp· .'C r----> l + cil! + ... + Cp l~. 

On définit la partition r à partir de la relation d'équivalence rv sur A(l) donnée comme 
en (3.1.18) par: 

Notons à nouveau 1T' : A(l) - A(l)jr la projection canoniquE' et Pr la mesure quotient as
sociées. On appellera orbites les classes d'équivalence 'If-l (")'), elles sont p-dimensionnelles 
d'après la proposition 3.1.3 et on les munit d'une mesure de Lebesgue p-dimensionnelle 
,\~. Les strates r s'écl'ivf'nt alors: 

D'après 1(' corollaire 3.1.1, la partition r est mesurable et par le théorème 3.1.2 pour 
Pr-presque chaque " les mesùres conditionnelles P"I existent et vérifient: 

La méthode de stratification permet alors d'étudit:'f PV(X)p- l 
('11 tant que mélange 

de distributions conditionnelles: 

Pour montrer que P"'(:t)F- 1 « ).P, il suffit alors de voir que pour Pr-presque chaque "Y 
tel que 'If-lh) n V(x) #- 0, on a P..,F-I « >.~. Comme P..,{7l'- l h)} = 1 et P.., «;~, or. 
se ramène à J'étude de la restriction F., de F sur les traces d'orbites 'If-lh) n V(x) sur 
le voisinage de x. F"1 : RP -..., jRP est donnée par 

F..,(c) - (F1."1(c), ... , Fp . .,(c)) 

= F(x + cil! + ... Cpl~). C = (Cl .... 1 Cp). 
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f\otons dans la sulle ' 

< (' l > = 1'1,1 +-'" -l- 1 IP 
, l ~' '" r 

On l'N'cnt alors 

f;,,(r) f~(.rf <,1" 1] ?) 

')' h7~"I,..rfl}·"~I+<r.I, .(I<I,l!,lt[. 
----Li, 

.1 J, ) 

On obr lf'f)t 1H! pnl \'Tl(lIlJ(' l'Il (' J, 

produit lllt ('rJPllf 

/, /, ~'"'''''' (q 6,11 ,1) (n ~;II,) (n ",:11,1) 
Il. ,d, \ #1. (Ji< 

l'l-() f!J1 .• . ('a" 
1 fI ' 

lJ,ll" ~ IIp dl 

D'où pour chaqlll' 1 =. 1. ,JI : 

F, ,/(., 
t,tt J"~ 

1 1. d.l # 1" .. '" 
rIo" t Or' - dl 

fi ') C"~ " . ('" . (, 1 P • 

f; ,( ( 1 

t ) ,rll "r 
. dt (1 ' rI' 

Ou dl~poSI' d'11I\1' ('Xp[l~SSlOTl l'XplJ('ltl' dl' F, (l') ('omme P, « ,\~:' on ohtwndra p,F-1 « 
,\~ ('Il mont fallt qlll' k JtH (l!JWll de F; pst IlOIl nul. C'est l'oojt>ctlf de ce SUit que de cakuler 
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Pour simplifier ces notations (trop) lourdes. posons pour la suite: 
1 u' a' ". ca =CL

1 CpPpoura'=(al, ... ,a~); 

En utilisant ccci, on réécrit plus simplement : 

Ft.-r(C) = 
a·=(~ •.• a~) 

lall=dj 

BI ca'. 
ai • 

8Ft,.., (c) = 
Bei 

j 

B' 1 rf1 
a' a]-. 

c 
a'=(% ... a~) 

la'/=d; 

On calcule mal.ntenanL le jacobien J,(c) == 1 (a:;;l (c)) IJI : 

J, (c) = L f(cr) fI (:~.,) (c) 
O'EIl" .=1 'U(I} 

"" ( ) nP 

~ B' , rf1' = L.. ( (J' L,.; al aa(t.) -

C'Enp 1=1 la'l=J. CoN 

où f(cr) désigne la sîgnature d'une permutation ()" E I1p- Or 

} 

P al np u' TIP f!1' P 

rr~ - 1=IC - _'=L.- - rrc(Lf"ln~)-1 
- p - - k . 

,,,,1 Ccr(l) nl:l CI1(I) CI ••. Cp 1:=1 
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D'Ol! 

.l,il)-=-:: L (fI13~,) (fI('~L~c:a~, 1) 2::f(o)(fI(l~(II) 
II' ., d, ,.= 1 k,,! al. flp l'· ! 
,) l' 

l;ullsOHS l('S !\o\1l11011H Sil pplhl\p ni HiH's suivantps, 

soit (1 == lai, . ,aPi ER'''! :;.", ;.: lR.I" 1 11.\'('( Il' -: (11~, ,.rJ~) E lRp +
I , 

Ma := (1I~)I<'Ij<l' !IWlflC{' ('IUTÉ'(' (safls la colonne lllJ[W'fO fi df'S 0;)), 

,\J~ :::- 1 (JI) )0' ".1' lllat n('(' lIOIl l'arr('f' i 11\'('( la (ol()uIIP IlIlm{trn () d('s fl~l) , 

) " J' J' 

d, = l:I.(I (j~~()IIlrrj(' df' la /,"e lignr dl' '\1,:' , 
b~ \~1), Il: ~()Ill!ll(' dl' la kf>n ... colOUDe tif' ,\lr) ou -'1" 

'---1-1 " !J 

Remarque 3.5,1 ()I] !W)!T IlIlpOS('r daus la ::HIit(~ bk 2: l pour k ? 1. ('Il dff't SI bic = 
L;~lllt -= 0, .\1" il alols tIllt' ('o]OnIW nullr car chaquf' a~ =: (), 1 ==: 1.. ,p. il suit 
d!'t ,\f" -:-c (J h· tf'rrll!' Il'Ianf il llll tr' hk pst ctlors nul Il n'-" Il donc aurllTW restriction ù 

su PPOSI'f &1. '> 

On obt \put 

/.1<1 .. ~, (p If:') (g ,;' l'PLU .. 

,.-11' 

Li' .lH('ol)j('1l ('st lIl1 P"IYlIr1f!lt· ('Il ([., ,(',., 011 ohllf'lIdra Sfl IlOIl 1I11llit (' si on exlllbe HU 

mOllls ll!l ('opfheit'l\! nO!1 !llll (Il> CP PUIVlliJlIll' 

Ell Ilot FmI h - III, ('st 

où 

/J 

Ill' 1 (- (~~1".: j/) Ill' 1 == d" L I/k 
,"'1 

Il suffit (h- vOIr qll' tHI 1 cl (odlic'j('llt .. 1- 1. (':-,1 llun lJuL 

Pour ct lldJ(']' 
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on développe le produit n~=l on utilisant au préalable la symétrie des fOllctions fi : 

~ L (n) (II) '" (rr)Jj(i 1"'" t<4) 
(fA.) partition de Il,'' ,td, 10 lJ 1" 
{l, .,ttl },;j:/k=a~ 

'&b aA+ai a~+"'+a~ 

= C(a'j L II t5z (tj} II w;(tj)'" Il 
avec 

C(al
) == #{partition de {l. ... ,dt} en {hh=l,.,p avec #h = ai.} 

Cao Cal C'~ a' == .. ·C p 

d, d.-ab tl.-nil-a\ (.-ab-a~ - .. -a~_l 
d,! 

= 
a.~! ... a~!' 

En notant al = L:j$k a;, le i ème facteur dans la somme de Ay,b s'écrit: 

On considère N, == dl + ... + dt, N = Np, on scillde 

en blocs de taille NI : 
tN._I+)"'" iN" i = l, ... ,p. 

Dans chacun de ces blocs. on considère la partition en a.D, ... 1 a;J partips : 

i,v'_I+l' ... , tNi_I4-Q~' tN'_I+o~+I' ... , tN._ 1 +oi , ... , tN._l+O~_l+l' ... , 

tN._ 1 +o~ := tN.· 

87 

Not,ous k; = N,- 1 +Q;, k~ = N,_I +Q~ = NI! le iême bloc est donc constitué des sous-blocs 
suivants: 

tk.-I+l'···,tkl,tJ.l+l'···.tkl.tk·+lt .. ·,tk·, .... tk• +l, .. ·,tk· . 
" () "U 1 1 2 1'-1 " 

, 'V ; ---.---~ , 'V ' 

1er sous bloc ~ne sous bloc 3ême sous-bloc (p+l)~D1e sous-bloc 

On en déduit 

kl k~ 

x Il ûl! ( t j ) ... II ~(tj) f,(tN._1TI .... , tN.)· 
J",k~_l +1 

On utilise pour simplifier les not.ations suivantes: 
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< Yj,Ô x >:-.:: Llo,.(t) 91(1); 
< Yl,"";:r >= LI .... ':rU) gdt), 

- < fh, .... '; :,: .... '; >" 2:1 1.11 -.J;UI) .. ,:;(t2) 92(tI,f 2)· 

De «'t tE' faVJTl. 

k' 
" 

k' 1 
k' 

P 

L fI r'l T (1 ) J fI ..... ; (t 1) ... fI 
'/\11 1 • 1 1\,rck~l.1 }'"k:,' 1 J" k' p 1 ~ 1 

, ., i \' \' IIV('( a;1 + (1'1 t ... t nT' '0' (., :::: • 1 - . " l, 

"",~(fJ) /,((.'\'._1+1' t.v, ) 

L'(·t;qlf' 'illl\'al!tf' 1 OI1:-'I:'tf' li faill' Ill, dlfing('I!ll'lIt de' véilwblP, Pom (da, on dffiIlit pour 

chaqll(, Il t. f.'(h) lltll' f)f'rrlllltatioll df' {l, . /\'} !lo!r'c' rF,. 

pour 

011 pOSP . 

k 1 

J "'- )" bu 
'--' 
u'cI 

1 1 

t LOok + /, 1 = 1. . Il •. k' 

,,··1 

1 1 k 1 

rF"U) 'L d,.+ Lo,.+1 
,. ' 1 .' 1 

, 1 \ ) -:-: (f :'T" (l", . t ". \':) 

pt on fail pnsullp 1(, f hallf.!,t'Ill(·lll ,if. \'ilflablp ('!)rrp~p()!l!lallt fi l'" On transforult' amSl 

.4.,1, = L (TI ('( Il')) dl'! ,\1" .' fi :.; , .. ~.: I p ' ~< 1 C\;u:' :-: ..... ! )oJaj :,;: ",,;~:>pa~)) 
".I·;,/) , 1 

('f) 

,1 , h (:3.5.9) 

Il 

CJb(l): L l:C(Il')dl't.Ha O(Ca (t)J. 
al. E'I.! ,~I 

( ' -,,-;, :.;/., " .1 ; •. h, '.' •. J' :<b" 
JfJ 1 .1..J.. 1 '~····;"""'I 
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Comme Gb est une fonction invariante par une permutat.ion conservant chaque bloc 
(tt. ... ,tô,), ... ,(tb1+.·+bd_d}, ... ,tN), on peut utiliser au préalable une procédure de 
symétrisatlon : pour bl •...• bd ?: 0 avec bl + ... + bd = N, on définit; 

avec I1b1 •.. ,bd sous-groupe de I1n constitué des permutations laissant invariants les blocs 
suivants, appelés « b-blocs» : 

Le coefficient étudié en (3.5.9) s'écrit alors aussi 

(3.5.10) 

On se ramène ainsi à considérer ~b = Sbl •.• bdlPb symétrique dans chaque « b-blocs >i. On 
a.chève la démonstration en étudiant le coefficient Ay,b correspondant à b donné par (H). 
C'est l'objet de la section suivante. 

3.5.4 Étude du coefficient A'Y.b 

On étudie la non nullité de 

< ~b!Gb > 
= < (fib. J~bo ® w;·®b1 ® ... ® uJ~,®bp > 

"1 0, + ... bp 

= L TI W;(SI) .. , TI W:(Sl} tPb(Sh" ., SN)' (3.5.11 ) 

Dans la section 3.5.2, t l •. .. ,tN désigne des instants de sauts de x dans U,€, i = 1, ... , N, 
notons {tA:}bN ses autres instants de sauts. 

D'aprt's la définition de UJ~ en (3.1.5). on a : 

- W~(tk) = 0 si k > N car soit tk rt u,ôf, soit 1t5;r(tk)l < éo/2 < éj; 

-w: (tl:) = 0 si k rt {b1 + ... + bj 1 + 1, ... ,bl + ... + !JI} i flme bloc; 
- W~(tk) = r; si tk = ~ = tbl+ ... +bl_l+l car alors tk = t~ E Ll;, I{r.(tk) 1 > éO > éj et 

O:r(tk) est du signe de rJ. 
D'après cette discussion, il faut a.lors dl:l.llS (3.5.11) : 

- pour 1 ::; j :5 bl • 8, dwœ le premier bloc; 

- pour bl + ... + bp- 1 + 1 ::; j ::; bl -+ ' .. + bp , s) dans le pêllll.' bloc. 
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A Ulle permui ation près dans chaqlw « b- hlo(' » . .J fau t 

{.'>!, ... ,'!\,)::.. (f, ..... ts). 

plllS ('oml1le 9b {'st invariallt(\ par permutatlOIl COI!S('[VHllt les « b-h!ocs », on obtient 

nu par chOiX dt· .... ',.1:::: .\'. ('n sectlO!l :J :J.'2, un il 

On èt IIdjp IIIHllIt('lIfl/lt A ... /, pour Ill\(' orbJl(' 1 tt'ill' qll!' 1T 1 (-,) (l \. (L i =f: ~~ où Oll rappt'lle 

qllr \ '(.r) pst !{' \'OIS1!lall,l' df' r fixp. dormi' p<l.T (T.r) hl 

Soient 11 ( \'(I) Il'pf(lSelltant dp -,= -'Y' ('<;k)k-O la liste dl's mstaflts des saurs de y. 
o 'aprf's la dt-hmt Ion df' la t opo!ogll' dt> Sk()J'okhod. ~()it /) E ;\ = {p fO. 1] --+ [O. 11 
hIJP( tlOIl (TUISSrUltl'} tt·lle- qlH' 

:-IIJ> .[({Iit) 1 -y({)! " ~2 FI :-Ilp:p(f.! tl<rS2 
" '[II, t.;(l.!. 

t'lr(p(t)) 21\2' 1\"lf, <.' (\l(P!t)) + 262 : 

i ri 1 ( 1'( f ) ) 1 2rïz < ,\ il! ,ri ri 0(1 ) ), -i- 2152 . 

(l lit,. < t, t ,\ J ~~ t, t • f UH Ji < ":. '2} 1 
. . 11 <1l1t 

fi 1: l,. . t, .. 1 dt· l!If'Ili(' 
pl! t, i C ~, .•• (t . .J.t, J ,j) 

SI t E ~f '{II 1(/.1}. Of! Il HtlSSl eft) f::~: ('II pffN, cOlllll1P Ip(t) . fi < ~2. 00 fi. 

D'où. CO IT1ll H' 

Of) 11 

lâr ((i( t)). <.: T nu fli t l 1 l, "':'1l1ll1~tant de ~: pour !f'qlH'lllIl l'jaut dl:' l {~'t supérieur 

h :0/2. 
2f)2 <' 1"1 .- ~1I!'2 paf lt' chOiX (J :d) ch, 6l . 
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Conséquence: pour tELl., 

- si t = p-l(tt} alors tE Llü 1611(t)1 > éj, 0ll(t) est du signe de 8x (ti), 

- si t:l p-l(ti) alors lây(t)1 < ~ < ~i' 

Remarquons par ailletU's que pour t E Ur, t ::fi p-l (t,) • on a 

lc:5y (t)1 ::; ItSr(p-l(t))1 + 202 < ItS:r(t~)I + 262 

car p-l(t) 1= tj donc /Or(p-l(t»1 < 1c:5:t(~)I, 

Idy{p-I(tt))\ > 1t5;r(tdl- 2&2. 

comme par choix de 62 en (3.5.7) : 

152 < ~ (==\~.N{It5x(tiJl -18x(t~)I), 
on déduit de (3.5.12), (3.5.13) qu'on a lt5y(t)1 < IOll(p-l(t,))I. 
On a donc p-l(tl ):.:: TUf (y) et 

(p-l(tt} ..... p-l(tN)) = Tt(y). 
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(3.5.12) 

(3.5.13) 

Finalement 2n notant (s·d,>o les instants des sauts de y, on a d'après l'étude sur ces 
sauts : 

i( ) 0 . dUb, hi. 
- WlISk = SlSk'j!: J=lL.J.). 

- w!(sd =1- 0 si Sk E U~::'lÔ; et Sk = p-I(t;). 

On peut maintenant estimer le coefficient Âv
ll

,o pour y E V(x) représentant de l'orbite 
"Y = 'Yll tolle que 1T-

1(-yy) n \!(x) =1- 0. il est donné par : 

ol+··bp 

Il ~(Si) ~b(Sl,' .. , SN) 

J/) ••.• sN 1=1 

les sauts Sb . ..• SN doivent être à une permutation près dans les « lr-blocs» égaux à 
p-l(td, ... ,p-I{tN); comme:' ~b est symétrique par permutation dans ces« b-blocs », or. 
obtient: 

car (st. ... , SN) = Tc (y) E A~b et y E Xe. Le coefficient A")'lI,b est donc non nul. 

On Il donc pour tout "f avec 1r-1("() n V(x) '# 0, la restriction F.."V(;r) de F aux traces 
d'orbites 11'-1(1) n V(x), est de jacobien un polynôme non mù car un de ses coefficients 
est non nul. Comme p,,/ ~ À~l on a finalement: 

P-r,v(rIF-t « Àp. 
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D'où l'li l'l1chalnant les argulfH'lll s . 

Pt'tri F 1 « "p 
I(~ a~~lon P . F 1 « V' 

.l, 

",pro:;:gatlO'l P F 1 « V 

On obt J('nt l'absolu(' mllt 111tlit (> de t. (Sri) (fil. .. 8a.y Up )) par rappmt à V et donc celles 
df>s lois L (! dl (Ji ). . . ld

p 
1 f,,)) aussI IJaf Il' th{'ori-ffi(' dp rrprpspntat Ion. CP 4ui achpve de 

prou wr le t hÉ'orf-1l1P :3. '2 1. • 

Remarque 3.5.2 Lorsqu!' n .:? 1 pt J #- O. la preuvp s'adapt<'rai_t fadlelTI('nt. On doit 
term compte dl' tl'rml'S sllpplhnentlUres dans la rf'prrSf'Ilté:ltl()ll Sd(j) IIUl.lS lt,s terII1PS 

pr('polld{>rants qtll p('n~}('tt('nt de conclnrf' UP rhangrnt pas. En ('Œ't. on sult la même 

démardH'. k laco1 )11'11 .1,1 (' 1 qu 'OIl nJUsldt>rp t'st tOUjours un polYllôme il plusieurs indr
terlTIlIl('(''i Illals Il Il'l'st plus !Jofllogrnr Ci'la ne' challgt' pé:l!'i l'Nndf' dn ('()('!tÜlPut A..,.b qui 
r('stl" nnn IIIIl "';1I11.~ la IllhlH' h\l)()t!JPS(' (H). 



Chapitre 4 

Convergence en variation des lois des 
intégrales stochastiques stables 
multiples 

On s'intéresse dans ce chapitre à la continwtê forte par rapport au noyau f des lois 
des intégrales stables multiples [d(J). La continuité forte considérée est la continuité par 
rapport à la topologie induite par la norme de la variation sur Z(IR) , l'ensemble des 
mesures signées sur R, de variation totale finie. Notons que compte tenu de l'absolue 
continuité des lois des intégrales stochastiques stables multiples établie au chapitre 3 
précédent, on obtient en fait la convergence dans LI (lR) des densités des lois de ces 
intégrales. 

On commence en section 4.1 par des rappels utiles aussi aux chapitres 5 et 6 sur la 
\'ariati0n d'une mesure e: une description de la méthode de superstructure (voir [131 pour 
plus de détails), variante de la stratification utilisée précédemment. On prouve ensuite 
la cont.inuité Il partir de la représentation de LePage du chapltre 2, on utilise en particu
Uer l'indépendance des deux suites intervenant dans la représentation puis le caractère 
markovien de l'une d'elles pour se ramener par conditionnements Il la convergence de 
coefficients qu'on étudie en utilisant la représentation de LePage et ses propriét.é~<;. 

4.1 Rappels 

4.1.1 Variation des luesures 

Définition 4.1.1 Soient (X, Ex) u.n espace mesurable, J-t une mesure fime signéE sur 
{X,Bx}. On appelle variation de J-t la mesu.re positive.IJ-t1 définie pa1'la 1'elation : 

où le supremum est pris sm les partitio'M dénombrables mestlrables (An)n de A E 13x. 
On parle de va1"iatwn totale de J-t pOU.T IIJ-tll = IJ.LI(X). 
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Proposition 4.1.1 L 'espan' Z ( ,{') de$ me,qurf'S 8zgnres sur Bx, de vunatWTl totale finte , 
mUT!! df' la lwrmf /1 ' Il e8t 11 fi 1:,'ilHlI'(' de llanarh, 

Définition 4.1.2 La rnm'frqf'll(" T}(JllT" la topnlogu' assooù à la norme dl' rft espace est 
l'ur 

la r07wergence PH vanatwn ou (OTlI'fTqr 11('( lortf' , OT/ la ,'Iymbnh.se par -", 

On rappelle qUl'lqlH'l' prupn{'! {'s de basr sur la \'anatlOll pOllr lesq1lelles on n'nVOle il. 
[131, On les utilt;'f'm dnIls la ,ililte sam; !P!i lItPI fi tlO\lWHIl 

Proposition 4.1.2 (§2, 113\) 
Hl la ml ,~lI/( 1/ est ab80lllTrl('nt mnf1T!1Lf' par rapport à [il Tnf'.'itJrr IJ pt ,Ç1 h = dtl/dv 
f~5t la . "'qUI dt RadoT/ SlA:(ldt;TII Illnr8 

fTl parlu'uhn', SI Il,, q~ JI, Il <'~ JI, la rmlVf'T:q l'Ti Cf' p" ':,r~ J.l (st pq'lw'alentl' à la 
COllverglWt' do; df'n~1t(~ hTl := dl/r.,r/u l'rrs Il -= tlll/dv dan!; if' .liens dt' j,l(X.lIJ 
POlIr 1 .l' ----+ Y mf'sumhlr, ()11 (l 1/11 II! S: ""i; 
Smt (,tU,JL) = ("YI.UI,lll) , (·t'l.l,h, 1111, alms !i/>,1 ~ dlll i:, 'IJ.L2Q, 
SOIt {t'"},, liT!(' smtr' d, 1T!1'ÎU1C.' ,(llt,~ qUI"!ln« l'et !ln ~ jL-x., aion Il,,- «: IJ, 

Définition 4.1.3 (mélange de mesures)')'ou'nt (y, V. v) un €SJ)(lCl' Tnf'8uré et 
{Jly LI'). Iml !mfl cil, rir 7tH ·~IU I.~ ., 1'.//1/1,' ., IIf (.t', U) Idh 8 qUE pow A E U [a fonctwll 

!J '--+ //,,( Al r.~t 11If":'l1n!Jl, Lfl Tf/tH""" 

fst appdà lt mflang' (Ù'.\' TIl/SUIn {/111} THil TflJlJlurt {/ III flltSWT l'. (Jn a d, plu,ç l'l" tz
ma/IOn SIW'(l'Itfr dt 'u l'anatwrI totntf 

La ('U)I\'('fgPIlCf> fortf·. C'OlUIf)(' la tprrIllnologit· 1 Ïnc!Jque, Impliqllf' la convergf'nce faiblC', 
Bil'n qtj(' lu r{'<lprlJ<jw ~()It fau!'sf', Oll a (voIr 113. t Il 271) 

Proposit.ion 4.1.3 ,1.,'11/' nt fI" ,~ P tf Q" ::;-:;;:} q Aln1'5 

;P - Q:j ::: hlll .l'" . Q,,:i 
n 
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4.1.2 Méthode de superstructure 

On considére une mesure de probabilité P et une fonctionnelle J sur un espace 
X. Pour étudier l'absolue continuité de Pf-l ou une convergence forte comme dans 
ce chapitre, l'idée de la mét.hode de superstructure (due à Davydov cf. 110, 13]) est 
d'introduire une famille auxiliaire de mesures QE et de fonctionnelles Fô sur un espace 
plus large telles que 

- Qr~-l ~ PJ-l quand e ~ 0; 
- les mesures Q!Ffi-l s'étudient assez fadlement, en général en appliquant la méthode 

de stratification. 

Développons l'idée de la méthode dans un cas simple souvent utilisé: on se donne une 
famille {Gc • cE [a, al} de transformations de X telles que l'action de ces transformations 
sur P est faible pour les paramètres assez proches de a : 

PG;l ~ P quand c -+ O. 

On considère sur l'espace produit 

(}~,l1t) = ([O,é], BIO.El) ® (X,U), ê E [D,al, 

la famille de mesures {Q,,} données par : 

1 
Q. = g"ho.E:1 x p~ 

et de fonctionnelles Fe : 1';; --+ R, 

Fe(C, x) = f(Gcx). 

On remarque que {x 1 (c, x) E ~-l(A)} = G;l{f-l(A)}, on a alors pour A E B(lR) : 

QtrFc-1(A) = (i"ho.O"J x p) {F;l(A)} = i lit p{G;-l(f-l(A))} de. (4.1.1) 

Il suit 

IlPf-l - QtF;l11 - il; l€(pf-l - PG-;lf-l) dell 

$ - IIF - PG-;ll1 de ---. 0 quand ê -+ O. liS 
ê 0 

On a bien Qc~-l ~ P f-1. Pour étudier QEFrs-l. on applique mb.Ïntenant la méthode 
de stratification avec la partition de YE en « strates» parallèles à l'espace produit [0, €J. 
Avec. 'P:r(c) = f( Gc:'i), cE [0, el. on a 

QI:F's-l = ~ lx "'cp;l P(dx). (4.1.2) 

On peut alors utiliser les propriétés sur les mélanges et la proposition 1.3.1 pour analyser 
Pabsolue continuité de QeFe-l puis de PI- I . Essentiellement, on;;e ramène à étudier les 
restrictions de f sur les orbites de {Ge}e. 
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4.2 Continuité en variation de [,( lit!)) 

Comme aux chapitres précédents. on ('onsidt'>re sur un espare de probabilité (n. F, JP). 
une me!ciUfe alÉ'atoÎn' n-stHhle AI sur ([O.l]. 8(:0.1]).'\) de mesure df' contrôle ,\ ct de 
fonction dr biais 3 : [0.11 - [-1.11. On SI' placp dans le cas où la mesure !vi est 
générale si (} < 1 pt sytIJPtriquC' si (l ~ 1. c'pst à dire vérihant l'hypothese (2.2.1) : 

() <"" (1 < 1 ou 1 ~ (} < 2. 3:::: () 

Pour 1 E: L') (log ... )d- 1 r 'O. l;ri l. le t hi'orrl1lp 2 2 1 ri Il cha Pl! TE' '2 donne ur\(' représentatIon 
des II1tpgrales stoChH.stHplt'S slahlps lIlulflples Id1f) '"' J,I) li" !dMd 

ell sénes de type 
LePa.ge. Rappelrms qu·avf.'c l('s llotatlOlls dn dWplf[e 2. ('lia' 

(4.2.1 ) 

i '\>11 

On S 'llll èn~sse il la «ml mllll f. ponr la tUjltllogif' HSSOC\P(' il la \'RJlat Ion des lois des iIltl-

gra]ps I d ( f) par rapport H 11 llo\,<UJ f P1H .... pri'(J:-;{'nwIlt, on a le ré>sultat SUlvant ; 

Théorèm<.> 4.2.1 ,'-,'Olt.\I 1711'8/111' ~tllblr I{nftant 12:!-1I. quand 10 (,Olll'f'fge VP.7"S f d,ms 
L"(log+)d J (;0. l]d, . .f 1I()/1 /lILl/l'. on Il 

(4.22) 

Remarque 4.2.1 
D'aprps II' t hpOfPlfl(' 2 2 1 cl Il dw pll n' 2 (( !IJIlU If's lens ot' S'dl f) pt J d( j) Ront lcs 
mi'lllt·s. 1111 <lllt('fPS.·i(' daIl~ la "Illt!' a~'X ff'prp'if'f1f.lllJllS .'id lln)' ,..,'dl!l de ld(Jo}, 
Idl f i rt'!'opI'I'tJ\"I'lll('l1t pI/lU pr(,uwr tri l'{)ll'.·P1W'Ii1f' 1122\ Un IllJtf> Ji., N /1 ces lots 
dans ("l' d:apttlC' 

O·tl.prl'!-o Il thi>()rc'>lllf :j 2 1 du dmpnff' ;~. Ji.", JI sont abso}uTIlrnt co!ltmues par 
rappurt fi la !nrsllr!' rk Lph(·sgue. dO!lc cj'aprf's la proposit l"n .:j 12. If> thèorèrne 
t2 1 s'('Il()llt"f' HIll-t!">1 S()US la fOrIll<' d'un thr'OfèfllP Lallmlltf' ' 

Corollaire 4.2.1 A VII' ln mhllts nntafWH.'i pt hY]JntM,ws que dans le thforérnf 4.21. 
on (l III mtll'('19f'f/I/ d(.~ d,1t~,t('., IÙ Jl" " [(]di!" J) un Il = [(I"If)i tlaTl5 Ll(l!() 

dll,. Lili(, dll 
-"- --+-

d.\ d>' 

La pn'IlVP du thhJ!(\Jll(' ·121 ('Olll-tl~tf' I-n pluslf'Ufs ptapc>s dont le:-; principales sont les 
suivant!'); . l'Tl «()!l(!Jtlo/lll<lllf, on coomwnc<' par dl>couplf'r les varlélhl(·s (it, ~:) et f" on 
se sert t'T1hlutr du ('ara<tl'TP fIHl.rk()\wTl de la SllJtp (r,), pour dp("oupkr les (>spémnceB 

t'utnt « passé» pt « fut ur )0 condit iOHudlement au « presrnt)) On peut alors apphquer 
la mét hode dt' suprrstfuet llf(' et Sl' ntlIH'lwr fi df's polYllônws à pluslC'urs mdét€'rminées 
qu'on "filOU' t'!1 I{P s('rnUlt OP" propriN{>s de la repri>BentatlOll d(' type L('Page. 
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4~3 Preuve du théorème de continuité 

Pour prouver la convergence (4.2.2)} il suffit de mOIltrer que toute sous-suite de 
(fn)n>O admet une autre sou&-suite (fnp)p>O vérifiant cette convergence. Il n'y a donc 
pas ù. restriction à suppc.ser que la convergence ln -t f a lieu à la fois Ad_presque 
partout dans [O,lJd et dans LQ(log+)d-l([O, lJd). 

il n'y a aucune restriction à supposer f symétrique et nulle sur les termes diagonaux. 
Notons à nouveau rd := {i ENd, D < il < i2 < ... < id} J'ensemble des mwti-indices 
non dia.gonaux et AJ := {x E [0, 1ld 1 f(x) 1= D}. Comme par hypothèse f :F. 0, on a 
Àd(AI) > 0, on montre facilement par le lemme de Borel-Cantelli. l'e.xistence presque 
sOre d'un mtùti-indice i E Nd tel que VI E AJ. 
On définit ensuite i· le multi-indice i tel que Vi E AI et qui réalise par ordre de préfé-
rence: 

(4.3.1 ) 

c'est à dire parmi les multi-indices qui conviennent, on choisit celui qui a le plus petit 
inclice maximal, puis le plus petit deuxième indice maximal... i* est ainsi uniquement 
déterminé et minimal en un certain sens. 
La loi de VI" est absolument continue, en elIet pour A E B(lO, IJd) avec ,\d(...1) = 0, on 
a: 

!P{V.> E A} = LJP{V1 E At i* = i} :5 LIP{V, E A}. 
bO bO 

Or pour tout i E.. Nd, IP{V1 E A} = ).d(A) = O. Il suit 

.c(V1.) « ).d. 

Comme par hypothèse, on a Àd{x E [0, Ijd 1 fn(x) -+ f(x)} = 1, on a aussi 

P{Jn(VI') - J(V1·)} = 1 

avec J(VI·) 1: 0 r-;,'. choi..x de j'''. 

4.3.1 Conditionnement par ("Yi, '~)i>O 

(4.3.2) 

Comme les suites (r., Vi)i>O et (fdt>o sont indépendantes, vn supposera pour sim
plifier la présent.ation que l'e,space de probabilité est lLn espaœ produit (O,:F, P) ® 
(ft,F, P), avec IP = P ® P' et {fÙi>O, hi> V,)i>O ne dépendant respectivement que de 
(n,1=', P) et (n', P, Pl), c'est à dire: 

AUSb1 le conditionnement par rapport à (J {(--Yi, Vi)1l i > o} n'affecte pas la loi de (fik 

Remarque 4.3.1 De la même façon qu'au chapitre 2, on considère que l'espace est un 
espace produit sur les facteurs duquel les variables aléatoires sont définies. On souligne 
cependant que pour ne pas alourdir les not.ations dans ce chapitre, on a échangé (n,:F, P) 
et (n', P. P) par rapport au chapitre 2. 
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Notons da.ns la suite' Y .::.:. (Î" \: Lo la Huite aléatOIre de ({ +1. -I}, [0, l])N Ile dépendant 
que df' l'espac(' facteur (n', P. l" 1 Pour A ( B(iR) , on a 

1\ otons JI'v = L (S'dU) l ' '1). Jl ('sI alors rllt>la.ngC' d('s {Ly, Y E ({ + 1. - 1 }. [O. 1 DPi . 
En mtrodUlsant dl; la 1Jl(>1J](' fn{,on tin.y' on d(>duit lftlmédiatelllPnt des rappels sur la 
variaI iOll en sectiufl 41 1 qll!' 

On esr ramc!lt' à !t'u:r1l- pOlir 1): -pn'squf' (haqu,> ,lJ E If + 1 -}}. [U, 1/1 dl' lifly - Iln.IIi/· 
En posant 11 - (;:.11) an', ;- t: {+ 1. -1} '" pl Il E '(J, I: N. un const fit l' fac!l('rnrllt que 

[' (( ,,/ n, ie.dT"'! "JIUI)) , 
~ " L-. 1- 1. 1 

j .11 

r (( ,,1 .• >-~ '~ lI" l "f ( \) 
L.. (> <--J' - Il, 1 . ,,111 ) 

, ,Il 

JI '1 lJ 

Pour rùl(>ge! I('s Ilut al IOIlS, pOSOl!S l'IIC')[t' 

1 l , (,,1 (l/ . j' 
. ,1 il) .-:; (. ,.:' l, (UI)' 

On SRII qlH' pollr p~ -prC'sqw' (haque y. d f'Xlst (' i E; Td 
Hl! nunnl selon (.:] .3. 1). C'ommf' 

Ail') pl i' sOllt rr(}" )'Il ' f':-lIfllhks PII fixant ./.1. on fixe B.lI~si .4;(.11) pt i·. 

e 'onsHkrons ;;llf IR .. )N la fOllCt I()IJIlI,llr dNin\(' par 

f~(}) L Ally) T" ." I", (4.:~.4) 

j; '1" 

[(.<id:! 1 }';::: yi li. LAlly) :rl; 10 -; f~(r-I Cl) 

If rd 

Ch introduit dl' la mt'lI1(' fil<;lIl1 qll'en (4.34) la. fO!lttlOlIllt'llt'" I::',y qUI permet d'avoir 
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4 .. 3.2 Utilisation du caractère markovien de la suite r 
Pour ?y-presque chaque y fixé, on dispose de i· = (ii, ... 1 id) E Td satisfaisant 

(4.3.1), notons dans la. suite pour alléger p = id' 
On utilise l'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent de (ri )1>O, 
suite à accroissements indêpenik..nts donc markovienne: les vecteurs {r~l/(t, ... , r;l/O}, 
{r;l/o, i > p + 1} sont indépendants conditionnellement à rp+l' Notons: 

1';;'+1 - C. ((rï1/o
, ... ,r;l/o) 1 r p+l = tP+l) 1 

1';;'.H = c((rk1/o
) 1 r p+1 = tp ri) . (4.3.5) 

kà>+2 

La. loi Pi;,+l est de densité connue, donnée par : 

CtP~l 
Pr-1/ a r-II"lr (st.. " , Sp; tp+d = p! ( P+p+ 1{o$5p+l$sp$.'$s!l (4.3.6) 

1 •.. , p »+1 81 ... sp 0 

où on notf' 8p+l = t;.!{o. On a pour A E 8(lR.) : 

De même 

JlJl{A) - lP{SdU) E A 1 y = y} 
-- p{Fy(f-l/o) E A} 

= / p{Fy(f-l/a) E AI rp+l = tp+d Pr"'H (dtp+d· 

1l-n.I1(A) = J P{ Fn,y(r-1/o
) t:: Air p+l = lp+l} Prp+ 1 (dtp+t). 

Pour Ur.2 suite t == (t1 ).>o, on utilise les n..>tations suivantes pour les suites tronquées : 

t5j = (ti )i9 et t?'J = (ti)i?J' (4.3.7) 

Soit 

J.lll.tp~1 .- C (Fl1(r- I
/

O
) 1 r p+l = tp+J) l 

J.ln,y,tp+1 - C (Fn,y(r-1
/

Gt
) 1 rp+ 1 = fp+l) , 

on a alors facilement 

llJ.ly - JLn.TiIi $ J IIJLy.~, - J.ln.lI.tp.1J1I Prp+,(dtp+t). 

Ou utilise I1.aintenant l'indépendance entre passé et futur conditionnellement au présent: 

P{ Fy(r-1
/
a

) E A 1 r p+1 ;: tp+d 

= E{l{Fy (r-l/Q)EA} 1 r p+l = ~d 

= E{l{F, cr-lia L r- 1/,,)€ t} 1 f"+1 = tp+l} 
, $1' '''1'+ 1. ~P+' l' 

= E {E{l{Fy(r~!/a tp+l.)EA} 1 r p+l = tp+l}(r?!~) 1 r p+1 = tP+l} 

= E {1/Jy,tP+1 (r~2) 1 r 1*1 = tp+1} 
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avec 
(t ) P {F. (f 1,"0 t 1/(1) - 4 : r t} 

1I.'1/,t p + 1 c'p+2::-::- y ~p , ~p+ l, t:, 1 p+] = p ... 1 . 

DI.' la même façon, on introd\l1t l'n,!!,lp .!' On a alors. 

p{f~(r-l/()) E A i l'pli""~ tp,d·- P{F~'II(r:"') E A 1 l'py):::: tpld 

= E ll;·yt p.,(f?;>t-2; -1.·t\ytp~(r?'F+2) 1 f 1'+! = f p_ 1] 

':": J ~l'!lt, •• ,(f>pdj - (.'nll/ r .,(t>P+2l; Pt;.,ldt:-P+ 2 1 

On eIl dc>dult pour ln vanatHlll totale qu'avec' 

on il . 

htll/Jp'l - JLn 11,1,.+; \; ~ fl/L1I1 '1'" - /ln,y,t?p .. ' i Pt: .. ! (dt :':1''''2)' 

On sr ramène aillsl ntê:lJIltCIl!lut à IIl()Jltn'[ qlle' pnur P;--prl.'sqlH' rhaqup y. Prp+ 1·presque 
rhaque tp + 1• Pt~,.,-prf'sque chaqU!' f,>p+'l 

r (F (r 1'" 1 .,,) r 
J..., 1\ 11 '/' • f "1'; l , l' t 1 {4.3,8) 

D· . 1 -l • f' -l l' 1 3 t l f 1 f~ f' 1 i') - 11 a ) apres la \1(' mltluIl Ill" 'li PTl (" 1. ull (H)s{'rVf> A.('\ PT. .'nt (plf' Il ( :,1' . t ~p+ 1 est illl 

polynôme (')l rt l ".. . r;, ]n. on le nult' RUI On A.l.,SO('l(' cie lTIf'me le polynôme Rn,y,l à 
FfI,lI dl' fac.;llll qllP 

F (r l '1 t. l " ) 
'j " . 'p. l 

- R (r·~l <> 
- yt ! ' 

R (r' -1 n 
~. "ri !J" l ' 

4.3.3 Superstructure 

On ('(Jusldf'rp la 101 P
lp

,; C C ( (r]],", 1 u) . \ . r p 1 r)'+ 1 :;:: i1>+ 1) sur (IR T )P, elle e:;t 

donnp{' par in rlrnsitè (1 :~ (i) 

Par rbOlx de i', 1(3 COf'ffi('lPnt du monômr Xli Xl; . , . X';j dans le polynôme Rv.t est 
f\I'(Y) ~ 0 Il s'a~1t dou(' d'un pol:môme non nul pOUl lequel on prut fixer l' E jRP 

tel qU? Ryt (l! j: Il 

On wIlslrli'rr n lors la !arllllle d{' t r allsformatlons de LR + }P donnÉ'es par : 

(lR + )P 

l + U' == (Tl +- (~t'l' . Ip + (L'pl 
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Comme 'Pt:+, est une loi dans Ll((}R+)PL la convergence en variation de la translatée 
par Gc de 1":+1 vers P~+l est êquivalente à la. convergence dans Ll((]R+)p) des densités. 
Comme celle-ci est due à la continuité de l'opérateur de translation GCI on a quand 
c-+ 0: 

P~tl G~-l ~ P;;'+l' (4.3.9) 

On applique maint,~nant la méthode de superstructure dont on a décrit le prindpe 
en section 4.1.2. 

On définit sur Y. = ([O,ê],B([O,êJ)) ® ((lR+)P,B(]R+)P) les familles de mesures et 
fonctionnelles au.xiliaires suivantes : 

Q~+I = ~ÀhO"1 x P;;'+I' FE(c,x) = Ry,t{x + cv). 
ê 

En exprimant Qipt, F;; de la même façon qu'en (4.1.1), on déduit de (4.3.9) quand 
ê -t 0 la convergence suivante. uniforme en n : 

liE 
IIPt:+1 R;~.I - ~1'+1 Fn~l/l $ ~ 0 HP;:t, - Pt: fi;l!! de ~ O. 

De la même façon IIP,:+,R;,; _. Qil'+,FE-11I-- 0 quand E -+ O. 
Or 

IIP- R-l P- R-l Il 
t1'+I''1I,1 - tp+l"'n.y.t 

:5I1Pt;tJt;) - Q~"+lFe-lll + IIQ:P+IF;l - Q~,,+IF;';1I (4.3.10) 

+ Il Q~+ 1 F,~; - Pt:+ 1 R.~,~.t II· 
Quand ê ...... 0 les premier et troisième termes du membre de droite de (4.3.10) tendent 
vers O. En fixant 8 > O. aIl trouve ê > 0 tel que ces deux termes sont majorés chacun 
par 813. OIl s'intéresse dès lors au terme restl:ll1t 

fi élf F- 1 _ nE F-111 
'""tp+ 1. ~l'+ 1 n.€ . 

D'après (4.1.2), en notunt cp'l.Ac) = R.l,y.t(l' + Ct·). on a : 

Q~P+I F;': = ~ [ ÀCP~,~ Pt: .. 1 (dx). 
J(R+)P 

En introduisant les mêmes notations pOUf Q'tp.l Ft-l, on déduit que: 

1 ,. 
Il QipH F .. -1 

- Q~l'~ 1 F:; Il ~ Ê 1 p.p; 1 - "9~.~ l~ Pt:. 1 (dI). 
Jca+)p 

On est ramené à montrE'f que quan/i n - +00, pour Pt:+1-presque chaque .r : 

IIÀ, \;1 - ~.,o;;.~11 -- o. 

(4.3.11) 

( 4.3.12) 

Pour voir (4.3.12)) on ét udie la convergence des coefficients du polynôme !Pn.% ( c) : 
c.- R.u t( r + cv) vers les coefficients correspondants du polynôme lPx(c) : c 1-> RyA~' + 
Ct,). On pourra alors ~ppliquer un ré."ultat sur distance en variation de distributions 
fonctionnelles (cf. proposition 4 .3.1). 
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4.3.4 Étude des coefficients des polynômes ,A rn.x 

Les coefficient s dt' r >-+ Rv t 1 r -l- Cl") sollt des (ombimllsons linpaires des codficients dn 
polynôlllt' FI. Tl II1drt l'mllf1{'es fly,l' lps ('odficwnt s df'S comhrnaisonti rtant des polynômes 
en l' f't /' hXt's Dl' lrl mrnlf' fu\,o[1, ('PllX de (' ~ R",,,t!I + (1') en sont dr ('eux de lin,y,t. 
Irs corfnf'lt'I1t s des ('(J[!)blllaisons Illlhllrf'S {'tant l('s lllPI1H:'S polynüru,. ell I, l,Ii suffit 

donc de \"Cm la wnwrj!,I'IlCe '\('S ('(J('tfjCH'llts (Iro El" ',t wr., ('('ux df' R"t pour Pt:>! -presque 
cha.que t.>p+2' p1p.,-!Jrl'squf' chaque Ip • l pt Pl 'prt'S<pw dléHJHr y, Rappl'lons quI:' 

Hy t i .\ i .\).'1 f~,IX1' \J " , ,. p,I>/" i J, 

""Jj/IX i , .\p) l'~ "IX1, 'XI' 
t 1'''1 

'p+I' 

Fn hUI, (Olllptl· tt'HI! rh's Tllltcltirl/1:- \ltlhsh'~, (Ill f'tlldJ(' lps cOf'Hiclf'llb alt'atotres ÙU !J0-

lYllùIn<' 

I l (' ,,/ ., 
(. Il 

X. rI"" ,r 10 
l, 1.': .. 1 Id 

1 1;~ .·l ...... t~'"'lk+l~ <l.J 

SOit j E: r J 
;lW( .JI " 12 < ' < Jk < lj " JI.:.!, k ('rlt'fl1lwnt d\1 111011Î)!Ilf Xii" X]k 

assoné à C{' lll11lt J Illdll" (')-t 

, - 'f 'T \!' \" . [' l " 1'1\ ,,(Vil '''_!'' 'd 

1 id" 1,t"'1 <. <' IJ 

'I=J. 'k"'Jk 

j, f' V : ri" "r -1 ", 
l,... 1 11 . • ''1 

(1 :i III 
1 1:' J II. ... l" • Id 

': JI ' •. , J, 

POlll ({'j,t. III. IlfdJ'oI' j't'tllc!,' dl' ld (ulltinllJt{' ('Il jJJulldllllllt, dl" S'd faltt' /il! chapltrC' 

L, Sp( t l()n~ '2 :L :.: 1 dd,ll~ !<'!-o dellx cas Il ... : n <: pt 1 ~-' (1 < '2, j ::::. (J pour hlqu('ls nu 
travallk 

011 (JII( 11 t10ll Ill' pHr I,j fi ('orrtUl(' les \,pctl'llr~ (~;, -,,) SOlI! ll1d{>pf'ndallts, la loi 
cjp Cl'!i w'ct/'Ilr" rp!->l/' 11l<l!allg01' P()lIf 1 :> 11 (!luTO!l:-- lj'lI' I,~ i':' ,d tt'mpH d'arrf>f pour 

(a(\'l., ,\ k) 1" donc {Ij II} E a(VI • , \,;,} ('st IlldC'lH'ndllIlt de (L';. -,,), ",) L'étude 
r!r (41111 ~t' ralll(orJl' il (f·lk (l'mll' st''fll' id - k)'lIlUltljllf' 

Rcmarqm> sur la notation; .J Ilstj1I';:l mamtenant p ('t'lIt unf' rent UfP 1lI0JIlli lourde 
dl' id pUllT alkgl'r ut! II!'!) I~'s not lit ions, r!PSOl.Ilfl.IS JI pst la ml('ll[ rie Id obtenue par 
condlt.!O!llH'flH'11t ' 

( 'ommC' 

la C!JIl\Wp'PIW(' fn -~ f daus LU(lui!,. id Ii[O.I:d) garalltlt (,t'Ue dans 
1." (lug.)'J l: 11: (), l',J k l. 

If'S WC'tf'llr!' 1-", \,),1 • Ji sont indb]Jrl1dllnts ('IJtr~ ('llX pt a.vec la slütr tr,),;..o. 
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une lecture attentive des justifications des sections 2.3.2, 2.4.3 du chapitre 2 montre 
qu'eUes s'appliquent avec la restriction p < ik+1 < ... < id sur les mtùtî-indices, la 
prc_ 'c de la continuité en probabilité de Sd-k donne alors: 

~. [, 11 (V) r- l / o ... r- l / a ~ L- 11 Il i Ih 1 ld 

Il p<îk+l <"<Id 
11=31.".,ik=34 

1 ip<ik+I<'<ld 
1\ =11 ... ,i.=JJ. 

On en déduit la convergence en probabilité de (4.3.13) vers (4.3.14) et quitte â ex'trrure 
une sous-suite, la convergence presque sûre de (4.3.13) vers (4.3.14). On a finalement 
pour Py-presquc chaque y, pour Prp+l-presque chaque tp+ 1 et P~+l-presque chaque t~y+l 
la convergence : 

l' P<'k+l< '<ld 
Il =Jl. ' .1.==). 

j, P<lk+1 <" <id 
Il =)1 ... • ik=Jk 

(4.3.15) 

On obtient alors la convergl"nce dans le mème sens des coefficients des polynômes 
R-n'II,t vers ceux de Ry.t et il en est de même pour les coefficients des polynômes c t---t 
R,1.lI.t {x + cv) vers ceux de c>--t R".t(x + ('1'). 

4.3.5 Conclusion 

Comme <PII.I' <PI sont des polynômes dont les coefficients des uns convergent vers 
œmr de! l'autre dans le sens vu, on constate facilement que: 

Il'Px - 'P1I.xlh := sup (I<PI - 'Pn.II + l:p~ - f~.xl) ~ 0 quand Tl - .. +00. 
[O,E) 

On dispose du rl>sultll.t suivant (cf. [13. th. 4.51) : 

Proposition 4.3.1 Soit P une famille de m,esures sur la a-algèbre B(6) telle que les 
densités des mes Ires I-l E P sont équzcontinues. Soit f E Cl (~) avec l' 't 0 presque 
partout. A lor's 

Avf'C P = {'\\,o,e:j}. cette proposition assure que pour rhaque l fixé, quand Tl -+ +00 : 

Finalement comme Il>..p;;,~1I :; Il Aho.cill < +00, par convergence dominée, on déduit de 
(4.3.11) que quand Tl - +00 : 

I!Q~+l f:- l 
- Q~P+I F~;11 $ ~ [ IIÀ.p;l - À<p;.~11 PtpTI (dx) -+ 0 

é J(I,+)P 
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Pt:.+ 1" prf'sqllC' sftrrmdlt, pour Pr p+ I-presqw' ChUqlll' tp~ 1. 1\ .. prpsfj\lt' rhaque !J 
En revrnant au féllSClnnpmPllt dp !a lllPt !lfJdf' dl' Sllperstflleture de la sretlon 4.3.3, il 
existt> un ('!lItf'! Il,, tPI qUE' pour tout 11 ~ TIll 

1-t:3 16) 

Pt:~ 1 -pn'sq\[(' ~lIn'JIH'llt pour [Ir r' ... pn'squt' dnquf' 11+ 1 . 1 III a donc lri ( OllvNgt'nCr (.\ :3/:1) 

Oll HohtPlll1 Il''.I/.II'1 ~~~:. p,,/ .• ,..I P/~"';i .. pr(>sqlJr sÎln~.'llPnt fJ;-prpsqul' siJr0ment. tlSlJlt 

alors l'Il n'llllllltiwt les f't1l(WS dll rHisoflIl('merrt 

ltl1 /) . 

IL,LV Ir'l .-._+ /i ll Il''' f'r.l-pn'sqlj(· Sllft'!Ilf'IJ(, I)~ -prpsquf' sùrf'lIWll[. 
t (Jr J 

fin V -- II~ J\. prpsqlll' o.;ùn'TlIrnl, 
ta' 

[, (''-':dU" ).1 "1'. Li SrtU ) ! 

FlI:alt'/Ill'llt !JII'llll! f" ~ f daJls L"(log, )d.l (~(J. ld) tout!' SUUS-sIlIte dl' ij'l)n,() admrt 

une liUtrl' SlmS-S1lllc' Jn
l
, /l\'h' .L(S'dUn/,)) ~ LiSdlj)! l't' qUI gliffl1ltH la cOIlvergpnr'C' 

(4 '2 2) pOlir C .'-;,JU,,;! PI "dH'W' la PH''!\'(' dit T hr'orf>rIH' 4 ~' 1. • 

l{pmnrqlw -:1.3,:2 

011 pOIlr! dl 1 adllpt cr III 1ll!;'1 hl Ill!' df' ('oncin \C 1 III 1I'1I 1f'llt ~. S\I! ('('SSI fs Il t 1 lls&(' dans ('t' 

lllHplflt PII\1l :appltqllC'r ii la prt'IIV( r!t- l'ahso!lw (1Ill! 1.::111(' dl's lu:!- dl'::' mtrgrales 
'il ables 1l1111t IP1<'s \'11(' nll chapII H' J Pal rondit 1 o III lf'I1P!lf S. oll SI ramrtlerA.lt à 
l'tuelH'r '.IIl!' [oIJtlll1ll \'l'clorlt'lll' pOl\'llolillak A pillsicim \'Hflf!lJ!PS On discuteffl.lt 

IlJN~ sa Jj(111 d{'l!.i·Il{'r('~,(,('lI(,(' l'Il ('f IldléUlt IlTl .JtH 1l11i('!; llSson{' 

r .~ lC'(',L" Il> 1. ,1:t: (J, O!l ft lt!Plltiol111( ('11 ,"i('nilJl1 ~~::il au lhap,tn' '2l'pxis-

11'lJ('/' cr 11111' fi 'pl ('seIlI allUll dt' ! \'pt' [,l'Pal;(' plll~ gi'lIl'ml' b{'llé! iUllllt dl.!s lllt'Ull'S 

propnc'lf>s LI' n:'sultat dll 111(\1[1'111(> ,j '2 1 n'st "J'alI valahl(' PIl tPnant WIllP!!> dans 
la fm'II\'!' dl'~ Il'fllll'S su ppll'IIU'III alfPs dl' la 1 ('prf>SPllt al l!JIl''';rl l f: dans ('(' t'&<; 



Deuxième partie 

Prillcipe local d'invariance 
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Chapitre 5 

Prillcipe local d'invariance pour llne 
suite de variables aléatoires 
indépendantes et identiquement 
distribl18es 

L'objet de ce chapitre est de s'intéresser à une convergence forte (c'est à dire conver
gence en variation) dans le théorème limite fonctionnel de Donsker-Prokhorov. Rappe-
Ions que pour une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées 
centrées de variance finie, la. suite des lois Pn des sommes partielles normalisées associées 
converge faiblement vers la loi P du mouvement brownien. Ou cherche alors à renforcer 
la convergence PrJ- 1 ==> P /-1 j valable pour Wle / fonctiOlmelle P-presque partout 
continue en Pnf-l ~ P /-1. En cas d'existence des densités. on obtient la C0nvergence 
de ces densités dans LI(R), c'est à dire un vrai principe local d'Illvariance (ce sont ces 
applications utiles qui justifient la terminologie dUIlsle titre de ce chapitre). Obtenir des 
convergencet. fortes de ce type ou même des renseignements sur la loi P /-1 a longtemps 
été un problème qui ne trouvait de réponses que pour quplqms fonrt:'mnelles et avec 
des techniques calculatoires ad hoc. 

Pour obtenir ces convergences fortes pour llne large classe de fonctionnelles, on utilise 
la méthode de superstructure due à Davydov et Lifshits 113J et déjà décrite au chapitre 
4, section 4.1.2. Celle-ci donne des résultats génératLx qui proposent des conditions pour 
obtenir des convergences en variation â partir de convergences faibles. 

On commence par rappeler ces résultats en section 5.1, notanunent le théorème clef 
(théorème 5.1.2) qui sera utilisé dans toute ia suite. On s'intéresse en section 5.2 au 
cas de la. convergence donnée par le théorème de Donsker-Prokhorov. On la renfOlce 
dans 10 théorème 5.2.2. Par rapport aux résultats précédents. essentiellement on affaiblit 
substantiellement les hypothèses sur la loi commune des variables de départ au prix 
d'\.Ul léger renforcement sur l'existence des moments de ces variables et d'une légère 
restriction de la. classe des fûnctionnelles pour lesquelles on a la convergence en variation. 
On donne la preuve du théorème 5.2.2 en section 5.3, l'idée nouvelle cst de voir les 
variables considérées comme des fonctions de variables orthogaussienlles en utilisant 
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Iflk C'llé!prtfC'!) Prlllupe }Pcal dïm'ariaw'(' pOIlf des 1'11.1.1 d. 

\lm' transfurlllatlOll qua/ltil,' Les part 11 10 ilS Iltllispps p01lf la rnrtl!odp cil:' slJperstruC'turf' 

sont rlMirllPs il partir r!p transformlltlOlIs d('sorrmus nOIl llll{'am':, qui sunt lIlduJtcs par 
des tramlfl.tlollS admissihlc's (If' f' L'analvse' du ('olIlportf'lIlf'nt asy'wptotlqUE' des lOIs 

ronditionlwlles ut dl' ail t h{'OT<'lllf' 5 1.2 deviellt plus ('olflplJquf'(' pI dCIllI1I1df' des outils 
sllpp10nH'1l1 a.ires La ";PIllO!l ;) -1 l'st ('OllSa.cr0p à dl'ux ! vpps cl 'pxt'rnpks rlEl.."lsiqlles qUI 

SHI IS[uIlt flUX ('():tr!ll IOIIS dll t }Jf'on\lJI(' ;j '2 2 1(':-, ÎOIH 1 IOIlIlt,llps de typP 811p pt celles de 
t"pC' mtr.g1'lllf' On rpll\'oip 1i :-11 pU\lr Ilfl!' df'SCIIpt ion rapI.](' des Id0('S de Cf' chapitn" 

5.1 Résultats de convergence en variation 

011 Cl)ltllllP/I(f' l'HI rtlPlH']('r <!ps rÎ'Sll!t ft!s ghlhallx S'If Ici (Clll\f'rgc'IlCf' PTI \'ariati()/l 

de fOllctlonrlf'lI('s stodll-\.'i11411t's Oll ('onsldèrp un pspac(' mi'! f1ql!f', complet. s&parahle 
1,1',8,\ 1 pt 1IIIt' !-'11I{(' dl' tIIf'~IIl('!-. dl' prnbahdlt(, Il .. 1j11l (Oll\'('!gl' (;.uhlpnH'nt wr!-. p .... 

f:UUlt d()tlIll'(' I!IH' fIJIW! l(!11I1f'iIf' f . ,'\:' . -. :ft 011 1 Jj('[(}1I' d(·:-; (()mbtions pour avoir 

PT.! ! .:..:~r .. ['...J 1 Si I),,f 1 ('t I\. J l 'tIrt! ill)~()ltIlIH'n! (Olltllllll'!"i, la t(ltJ\'l'rgenrt' Pri 

ntrllltioll pr('c('de!I!" l'st /'<jlll\'1l1('lltf' ,1 Iii '011\'1'1 gl'IICf' dHIt~ 1.',:Ft 1 des dt'flV{>f'S df' Rfl1hlll

:\ik()dYIII SI 011 il [>" 'li', l'x. Il Slli! 1I11Ill('dlil!PTllI'1l! qw' P()I!!' !OIHf' f0I1C1WIllH'lIp J 
l'fi f . 1 ~ f\ fI" 1 f Iii pr()pU~1 t II Il! ·1 1 2) Cpppwlant 11111' !Iïp(j{ Iwst' aWisl fort{' e~t ra

re'llH'n{ vl'nhl'(' ('11 prHt l'pH'. an mliTnl l [( ('li gi'ilf'ral PT! C'\ 1\ so!ll dps rIlpstIrPS sinf!;lIliE\rpf< 
Aussi ('OTIltIl( 'n( ('- t . (Ill par dClllnl'r dt's C()ll< II t iOlls plus fal hies éL'lsurant h's converge!H'('S 

dwnh0ps 

Étant dO!lllf;(';, II'~ ml'Slm's Ffi (·t IInf' partIt Iutl [' dl' .l', raplwlollS qu'ou lIotf' Fn! 

la !nPSUH' qllll!H'nt ('1 {P"., -, E ,r,r} k"'V!"ilf~IIIP dt· Il;1'~IIlI'S ((>!H1!tlllnnr·l\ps dl' Pn par 
mpport à r 

O/l (llsposp d IJll pfl'lJW'! Il'sllltat 1j1l1 dOIJl)(, dC'!' (1)jj(j;ll\'rl.~ )Hdlr m'(llf la ('O!I\'('rgrllf'f' 

fortp des l\li~ .je !r,IH!ICJlIIlI'llc's s!eJ( }JH, .. ;r lCl\ll'S 

Théorèmp 5.1.1 (th, 18,31131) .i·;()/fllt l'" -;. Px, {j",Tl r fl} ILIU lilllfi Il! JonctlOn

lIfllt s et r ft/If !N/lflt/U1/ ()I/ 'i((JI/IU'/ llut 

(II I\ 1 ! l'" 1'.,1 V,,f, j : PlI 1 td-,! - - [). T/-~ + 'X 

(11) ('Il]!pl/! III 1/171 -, ' 

t l '. EJ J' 1 "" / ) J 1 1 or,~ "" .., .... ..... . 

La \'('nfll'il l l()1I dl! pOI/lt :/) dll rIWllf('l/l!' :111 sur la (ll ... ;til!J(( (il \'flflH!joll d('8 r!lstn
bll! IOIIS fOTH't IO/l!H'llt'S rll/ldll/1111Ilf'JlI'S pst dlfheIlt, Pl! l'nIt Hjll(' f',f) IJ! JllSl1llt la mHhodf' dl' 
SlllH'fstrll( lUIt' r1l-(lllf' ail dllqlltIf'~. Ull oblH'nl h· 1III'(jff'IIW [oudHIflental ~1J1\'UlllI13, th 
l~ 41 qll1 se n"n'll' f ffl(él(( dans I('s prohltinlf's dt, t otl\'ergf'lln's forl C's (!<- fOlld lonndll's 
Dam; la Slll t p .\" /, (kslgllf'fa la Il; 31lrP dp LI'} H'sglH' "Hf :11. hl et \ la 111 es H fl' normahs(>(' 
aS8o('j(1f' 

Théorènw5.1.2 (\13\) (Jn (uT!s/(ün UIl(' swtf de p1Vbabllllt,.~ {Pn , nf.:~} défimes 
sur la (j. alqN)fr "m'élu mu B.\ ,j'un r,pu(( T7/('lrtqIJf. (,()"'fllrt. stpflroblf' (;Y, d) 011 8U.p

p08/' qw [1... -"> 1)" / 1 ql1l !mllT F .... 'JiH'.'iCJUf' (haquf I, tl 1 Ilstf unf bu ni, OUl't'Tif \' 
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centrée en X, un réel ê > 0 et une famille {GII•e ! nE N, C E (O,c]) de transformations 
me:;urables de X telle que : 

(i) pOdT tout cE (0, e), on a Gtt,c -J. Goo•c da.ns le sens de la mesure Pli quand n -t +00, 
c'est à dire pour tout a > D, 

Pn{x 1 d(Gn.cI,Goo,c.t ) 2: a} -----40, n -t 00; 

(ii) pour tout c E (0, eL l'application Gco.e est poo·pre.sque partout continue; de plus 
p(8, c) = SUPZESd (z, Coo,cz) - 0 quand c --> O. pour tO'ute houle 01LVe11e S; 

(iii) liffic--..(j limn ... +ocIlPnG~.~ - Plili = 0; 

(à'v) pour tOlLt 6 E (O,é), on a 

lll..\io.6JY~.; - '\lo,6J.p~.zll Pr:(d;:) -, 0 quand n -t +00 

où pour nE N, cE (O,él, t;?,,)c) = f(U".cz): 

(v) pour tout a E (o. é), ('application z t---+ ÀIO.dl'.p~l.z de V dans Z(lR). l'espace des 
mesures s't!Jnées S'ur IR, est Poo·presque partout continue. 

Alors 
P. J-1 var p. J-l 

li ---+ 00 • 

Remarque 5.1.1 
- La condition (ii) dit que la transformaticn limite Goo•e est proche de l'identité sur 

les ensembles bornés pour c assez petit. 
- La condition (iii) demande aux transformations Gn,c de p('r~urber uniformément 

faiblement les me.'Surcs Po pour c petit. 
.. On vérifie la condition (iv) en montrant que pour P OO-presyue chaque z la conver

gence ::.,. -- z implique 

lI\o.J1;P~.~" - '\[o.J].p~~zll -- 0, Tl -- 00. 

- Pour (iv), (t·), on peut utiliser des outils classiques pour les mesures en dimension 
finie. 

- Dans la méthode de superstructure décrite en section 4.1.2 au chapitre 4, on utilise 
en général une famille de transformation {Ge}e telle que PC;I ~ P. Une telle 
famille s'obtient en considérant des translations dans les directions admicl5ibles 
pour P. On a remarqué lors de la description de cette méthode qu'on se ramenait 
ensuite fi l'étude des restrictions des fonctionnelles Pur les orbites de {Ge}e. Celn 
justifie que pour appliquer le théorème 5.1.2, on prendra pour {Gtr,("}e une famille 
de translations admissibles pour la. mesure de probabilité limite Poo et que les 
classes de fonctionnelles qu 'OIl considérera assureront un bOIl comportement de 
leur restriction dans une direction admissible (voir définition 5.2.1). 

On cite également le résultat suivant sur la convergence forte de mesures ima.ges de 
dimension l, il sera utilisé dans la suite: 
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Proposition 5,1.1 (rüfollaire 2 112j) S'mfnt pour Tl C N, (J'l ' (0.1: .- R telles que 

l '/'1 (·~t ahsol1J1/l1 lit ('I)71t11l1U 1)(JlLT tout TI (: ri, 
2. 9,,(0) -·9 ... (0) qUILndn -+ +x, 

f (lnlll • IJ,il) qllllndn .. l-x.... 

4 (/;./1') > IJ Pl/'M/lif pm-fout pour tOllt TI i_ ;~. 

5 1/~(r'i 'I/~ (r) JI'" 'iI/iii padfllJt r/'Wllrl7l-~ +-x 

aloT8 )..!I,~ 1 ~~ ... '\.'1 - 1 

5.2 Théorèn)e de Donsker-Prokhorov et convergence 
en variation 

5.2.1 L0 problème 

Soi t {~n' Il ( n} HW' :-;1111 t' dr' vaTw!,Jf'S alèa t olTPS iIld{'pPlIdall( ('8 identIquemcnt dis
trihuf>('s. ('('l1tri'f's pt dt' \'lnaw·(' 1, ddinws SIl1 1111 f'spurf' probablhsé (n. F. !Pl. 

()ll aSSrl(IP H ('l't Il' SIIIL!' II' P[{)('('SSIIS C()llst.ant par morceaux' 

'Itl 
1 .....;, 

."'"UI-=:,,;..;LÇ .. f i ,.!).1! 
\ TI 1 1 

Il pst hlC'1! (0111)11 pal Ir' jl11r11'lW d 111\',\IIHlH l' dl' [)l)lI~b'r· Prokhorllv qlll' 

(,S :2 2\ 

()!'I If' l'st If' proc(>S'ill'i dl! fllOlI\'('T/lt'llt I,ruwllwn .;rand,ml er 3:..;. r1i>slflnp la (,ofl\'prg('Tl('(' 

ffubl.' dan:-; J" P:-'!HllI' dt' Sk'llokhod tiC':-- [O!lCIlCIIlS l'lI.dlflg ~m l'llllr'rvalll' [n.1] 
Ell dr;,ig,llHIII (l'SIW{ 11\"l!If'lIl peU l'". !l lf'H lUIS (h' S'n pl ~F, tI t''il clair que pour toute 

f()wt 1t lT!TH'Il/, /' prr",qw' "'lnIIWIII (dlll Inut' 1 J -. R. ou a allJ-'SJ la (,O!lWl'gPIlCf' fmlJlr 
des t1lstntYJ!IUII'> !IJ(ifl IIlIlli/lll',> , 

/ ' 1 1 -, -, 1>1 1 '1 J -----.y : ;) '2 .Ji 

01 /l'ntf' <1:. rl'lIfl,)( C'1 (" ;\"pl' df' (I,II\'('rI-\PlI, (' f,uhlr' ('II dps ('lIllw'rgeIj('{' f(,rtps -(III (>!l 

\'anallfll]- pour :1111' 1 lal'l';!, ilSSt'l Inrgf' dt' forwt IflIllldh's f. 
Si I('s kw, f>,.f 1 1 JI 1 SOllt Hl JSol!llUf'1lI ( t UllH'S. la f ortVf-'rgelJ('p el! variation l'Ht 

f:qlllvah'!lI(' LI la (Olll'('rgl'!/('(' des derIs/t(·s ,J/':;{ , \{'rs d'J\ ~ pOIlT la mé'!f1que de L j (:~ 1 

Au t [('ment dit. li s' agi t dt' 1 hp/Jr(>rn('~ locaux llI1llt t'~ pour I('s lUIS des fonet iOtlllplles 

htOc}Ii-lSt!rjIH'S JI ,<...,',,1 1) 

La dlflwlllt i· cl il prohll'Illf' r l'SIC k dans Ir {aIl qut' I('s 1lI1'S1lf('~ 1)" rt P sont mut Ilpllfl

lIIf'llt slIlgllllf'T!'" p(J~lI tollt 1/ ( '/',,1 a dUf' (<J!I(f'f)ITf'PS .;lU dps l'l'PRI'I'S drSjotnUi) 

l'Il rm'Illwr [(':-111t 111 qlll [f'nfllrc(' la ('uTl\'I'rgf'nc(' ! .')2:~) l'II 11Of' (,oflvergrwr t'Tl VH

natloll ('sI dllil f)a\'\dm (lq~:)l ;~ll (V(ilr UIISHI Il:3, th 2() 111 Pour ('ria, on llllpObt' la 
, J 

fÜll(udt' df' l'lldllflllllf Hill df' FiSIlf'f 1/. JR J'l" r!\ de la dellsrtl'> II df'!'i mTlables Çn N on 

prend la fOf!(IHJIllwllr f c1i1l!" 11lIf' cla'\sl' IllJU'(' .\1" qU'OlJ dE'(fll f'l-Hj,m'S 



5.2. Th. de Donsker-Prokhorov et convergence forte 111 

Théorème 5.2.1 ((9, 13]) Soient {~n, n E M} indépendantes identiquement distri
buées, centrées et de variance 1. On suppose que ta loi commune F des variables aléatoires 
Çn est de densité absolument continue p. Alors si l'information de Fisher Ip est finie, on 
a : 

p'J-I ~ Pf-l 

pour toute fonctionnelle f appartenant à Mp. 

(5.2.4) 

Précisons d'abord quelques notations: on désigne par Hp le noyau de la loi P, c'est Il 
dire l'ensemble des directions l admissibles pour P (par définition l est admissible pour 
p si pour tout c, PT;j 1 <t: P Où Tel est la translation scIon cl). Comme P est la loi du 
mouvement brownien, Hp coïncide avec l'espace de Cameron-Martin (cf. par exemple 
113, th. 7.41) 

Hp = {f E C([O, 1]) 1 f(O) = 0, !' E L2[O, Il}. 

Notons pour des segments 61'1 = {Zn + cln, c E [0, an!}, 6.n --+ 6. la convergence des 
segments (i.e. Zn -+ Zoo. ln -+ Loo, an -+ aoo ) et h.(c) = f(z + cl) la restriction de 
f Il un segment 6. On décrit alors la classe Mp de la façon suivante : f E Mp si 
pour P-presque chaque x, il existe l E Hp et V voisinage de x tel que pour P-presque 
chaque y E V et 6. = {y + cl, cE [0, al} C V alors la convergence Lln -. 6. implique 
Afa~ ~ "fa l (cf. 113, g191). 

Le but de ce chapitre ('.st d'affaiblir la condition sur la loi commune des variables 
aléatoires ~n" Pour cela, on introduit ci-dessous dans la définition 5.2.1 la classe de 
fonctionnelles M~). un peu plus étroite que Mp. Remarquons d'abord que comme 
l'espace JI) n'est pas séparable pour la topologie associée ft la norme uniforme sur [0,1], 
pour pouvoir appliquer le théorème 5.1.2 on considère dans ln suite le sous-espace JE de 
D, fermeture pour cette norme de l'ensemble des fonctions de Ji) qui ont lil nombre fuù 
de sant,s en des point'5 rationnels de [0,1]. Muni de la norme uniforme. lE est un espace ce 
Banach séparable pour lequel le. convergence (5.2.2) reste valable (voir 113, §20j). Notons 
aussi SI la boule unité de lE. 

Définition 5.2.1 .I\.1~!) est l'ensemble des fonctwnneLIes f localement ltpschltziennes 
telles que pOUT P -presque chaque x, il exi.ste UT! 1'0lSmage V (x) de x et 1 E Hp tels que 

- la dénvée Dd(x) de f en x existe et est non nulle; 
- en notant Sy = {h E S1, telle que DIJ(y) existe} et A = UyE\I(x){Y} X Sy, on a 

(y. h) E A t-+ Dhf(y) bornée et continue. 

5.2.2 Résultat principal 

Théorème 5.2.2 Soit {€n. n E N} une suite de variables aléatott'fs indépendantes, 
identiquement d~"Itnbuées, centrées et de variance 1. 
Notons L = sup{t 1 F(t) = O}, t+ = inf{t 1 F(t) = 1} les bords du support de la fonction 
de répartition F des en. O~ S'uppose qu't! existe 'Y > 0 tel que Çl E L2+"'r(O.F.lP) et que el 
admet une dens1.té p presque yartout non nulle sur [L. t+l. Alors POU7" toute fonctlonnelle 
f E MW, on a la convergence en vG1'1.ation (5.2.4)· 



112 ('h(il'ltff'.S PflIJ('1f't' local d'iIlmn/iW'e poUf d~ t:.a.u.d 

Par rapport Il\! théori'me S.2 l rk 1131. O!l li spnslblf'Ilwnt affaibli l'hypothèse sur la 
(listnbullol1 F dpti ç" LI' pnx il pa}w n 'P!'>t pa.."i très t>levé : l'pxlst<.>nc(' d'IITI moment 
cl 'ordrr' su PC'fl('tIr Ù 2 de ç 1 et llne rpst flet Ion Ii'gère de la cla..'lst' des [ul1c[lunf)p!ks 

Ou rH-' f('lIlarqlll' Cf ttt' n'stllctlOIl dl' III classe qU'H!] nm'au [ortlH·1 l'II effet ks fonc
tiolHj(>l]es ('oncrt"1 f'S appart lenJlt'Il t a "\Il~~ 1 sous des lrrpllt Ilf\l->PS t rès rro('hf'~ df' celles 

utl1!s{>e:- dans Ir- fa .... dl' la da.%p ,'0" Pal pXPlJlpk d'après la dpnl1ltioll 521. les fonc
tionnelles diffl'[I'Il! iahlf's ,'Il11VIPII!lf'll! ,UltSl quI:' ('dIes dll tVpl> 'UJl1'f'TTI /Lm 011 mt/grale 

cornnw Oll If' \'Ol! 1'11 SPf'! j( lB .'i-l 

La c!bJr)(J!lstra! iOIl dlJ 1 !I{'orè'flH' ;-) 2. '2 rppose sur la :'Ib! !Jodl' <litt' de .~!1I\("8trud1J.r(' 

d{orrHf' al! dJapI( rf' j O!1 appliqllf' Ilfl d(\'()l1pagp (if. jpSPéH'(' pOlir f'xpnrnpr lPH (hstribu
tion~ fOIlC'tlOflIlf'll('s ('I)lllllll' tlH'langl' <1(> dlstrIhutiolls ('UT!(l!tlonrlPllps qll'on IUIUI)'s!" avpc 

le t!Ji'nrrIllt' :) l '2 La 110IlV{·allt{· J.>flIlf lpHlf' dl' la prp\l\'P du tld'orpnlf' 5.2.2. fjui fi. permis 
cl 'affalhltr If's hypo( hrs('~ SUI la lOI df' ~ 1. ('unslst f' à repr~s"nt pr If's variahlps fl.lratolH'R 

ln! t iale" ~" ('( 1 III Il If' d!'s [Ollf'! IOIlS <If' \·itfll'l hks '/n on hogausslPIl Iles par \lnf' t rtlnsforrnatlUII 

qllfl.llllk 

ç" = r' (1]" ) 

(ln l'ullsHlèn" alors l{'s p!<I( f'sSllS !":" (t) pn [011('( 10 li df's prrH ('SSIIS a.nal()gues dél1Ills par 

(TI,,)n ('ela 111\ pl1qlH' qll'à la piaf'(' dl'" t r illl"lat If 11lS adllll ... :--d '\l'S fjp S" (f), ut illSC'('S (1aIlS 
la prf'IlVf> du Ihi'on'lIw :):2 1. flll SI' sert dl' transforlllatlOus IHln Il!'f>(lm'H IIldllltl's par 

dr's lramdatlollS fldtrllssihlf'S <If' Il L Hllalvs\-' dll ('OIIlportl'lllellt a .... yrnptfJt1q\l(· d(>s Id..; 
('ot)(ütHl!1nf'llc,s dl'\ïf'lll pllls «()lllplIfjlll'f' p! df'lIilillde des 011111" supplémPlItalJ't's 

On [f'lIIarq\ll' l'IlIIll q\W la pl 1"11 n' qlll ~ \lit ÙH lapll' san~ probirrn(' pour que It' thrOl ('me 
:)2:2 s'appliqul' H\'('(' J>:, ks lOIS ries pf()('(>~S';~ , ... ':, alhrlPs par mO[{'I:'i~UX défil.1S par 

s' (II 
" 

5.3 Dél110nstration 

.. , 
1 

._ .. _ '"' c • " L~' 
\ 1/ 

1 1 

(52.5) 

ESSl'Il!IPll('!llt'111 la pll'UV!' (OIlSIS!!' l'II 1 flllah'"'' dps (UwlItlOllS (II Il') du tbé-orèmp 
S l '2 POlIT fJOIl\'1I11 l'ilPpllqllf·r. 11 Lill' prÉ'('I~Pl i1'J JllPalabl1' J")01 \'(JlSHlag('~ pt farndk!" de 
transfOlllla! J( IIlS </11'( 'Il 11\ !IISf' ("('st rllf>JPt df' la :,l'Cl loll .) 31 On IIlf'rlP PllSU]tp l'rtudl' 
d('s IHllilts :/; - (ri dawi le;, ";el!}!.!!. ... :,32 - r):3~) L(,s plu~ dlth('lk~ seront (1) et (n') 

Pour ~t1.; fin passl ' par 1'''IIHjC dl' df'llx Sllltps '1.,. /zn qlJ'()ll btutiJ(' pHr la prOpOSl!llll! 

51 l sur la ('(i1I\'('lgt'IlCP <'Il Vfl.TlutHIlI tir' mel-iun'~ llllagps dt' dllIH'IlSlOll 1 

5.3.1 Préliminaires 

L 'PSpHU' I!W! nqll!' ('(Impie! separabk 'lU O!l ('olll->ldrf(' pOIH appliqul:'r Je théurt>me 
5.12 pst :2: Ill\lIll dl' la !1l1rrup Ul\1fOrnH" notre i ': On ft blPU la ('ollwrg('oc'(' fmhle (5.2.2) 
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qui nous sert de point de départ. 
On définit le voisinage qu'on considère pour P-presque chaqu(l x E lE : d'après la 

définition de M~), pour P-presque chaque I, on dispose d'un voisinage VI (x) = B(x, Tl) 
et d'une direction l à partir de laquelle on construit les familles de transformations 
{Gn,e}e. 

Comme par hypothèse Dtf(x) i= 0, quitte à changer l en -l, on peut supposer 
Dtf(x) > Q. Par continuité de D.f(·) en (x,I/lIl!1) E A. il existe un voisinage B(X,T2) x 
B(l/lIlll, T~)n;:l tel que B(x, T2) C B(x. rd. f est lipschitzienne sur B(x. T2) et pour tout 
(y, h) dans ce voisinage de (x, Ifllill) on a 

(5.3.1) 

On considère alors le voisinage V = B(x, Tl) de x avec f3 ~ T'l15 et ê < r2lallLII· On 
supposera d(' plu .. '!, quitte ft diminuer ce voisinage, que P{8V(x)} = O. 

On définit maintenant la famille de transformations {Gn,c} c associées en se ramenant à 
des translations dans Rtl définies à partir de l E Hp, Pour cela, notons 

k k+ 1 
En = {x E lE 1 x constante par morceau.'C sur [-, --), k = 0, , ... n - 1. nulle en o} 

n n 

et considérons iln : lE ---+ En la surjection canonique donnée par : 

[ntl k 
ITn(l')(t) = L x(;; )1{~,~( + x(l)l{1} 

keO 

et J'l : IEn --i R" l'isomorphisme naturel donné par : 

Notons aussi F-l l'inverse de la fonction de répartition F donné par 

pl(y) = il1f{ r E supp(F) 1 F(x) 2: y} 

et <I> la fonction de répartition de la 10; gaussienne st.andard N(o. 1). 
Soient Un = F(~n) des variables indépp.ndantes identiquement distribuées unifonnes 

et Tin = <I>-I(U'1 ) des variables aléatoires orthogaussiennes, on a alors Çfl = F- 1 a <I> (1],J 
IntrodUIsons les fonctions 

U(x) = F- 1 a <P{I). \'(X) == 4>-1 a F(I), 

et définissons les trois transformations suiva'ltes de ]Rn : 

.;(x) = (V{xd • .. , V(x,t)}, i = (XI,'" ,In) : 

1J:(i) = (U(xd, ... ,U(xn )), 

ë",,,(f) = X + clT., 



11·' (,Jmpl! ['l' fi PrÎlll'lpr Jora] d'inVaridIlce pOIlf des t'. a. u. d. 

où 1" :::::: .1" Cl Il,,(/) .-: Il,.1. 1,, 2. ,1" ... ) avpc 

1 = 1. ,n (,~.32) 

pt 1 l'st d('IlHf' par 1ft <!dll11tioll d(' ,\.11~' 
(h dHimt alors pour chaqlll' 11 E N la {arlullr' d(' tnlIls{ofIUUtlOflli {G,. (}, <tll on utihsr 
dans If' thÉ'orrrrlP :) 1 :2 pal 

, 1-(r,., "-'1" 0 .ln 0 t' 0 C,." rJ 1'" 0 .ln c, lin (5.,1 3\ 

Cr' ",r = 1" + ("(11 

Il J ("(.r) qLr) (il' 

On r('SlllIlI' (ï'~ df'f'illlt IOH:-- par ]1' dli"l!;nUllfllf' commutaI If -';Ul\'fll1t 

" Z 
~n , 

lE 
IL, • T 1" 

",' ET! (5 :U)} ~"'n 

.1" 
1 

T .l-l j 

" 
1)(" .. ' RH (in 

'R' " 
.. Rn -. --> 

"' 
.. ~ 

HcmarCj ues 1 
• p()ur Il (" • '- 111)(' l'XIJ!('~Slllll "xpll( ltf' I!<- (;", l'st dOllTlPf' plir . 

( , (\' { vfïi (1"( ~) - Il Ll ))l + d" < ) 
n ri ' -_._----_ .. _----" -----

l, ;n( 

• La ftlllct IlJ!l /. --, F l 'j (1) t'st ah:--o]1l1l1PI1I ('unt 111111' :--IJ.! tOllt Intl'n'aJ! .. hJll :(1, bi l'Il 

f'fit't la fOll't)tl!i F ('111111 dl' di'IIVi'l' l' ,() PI'I"'1j111-' pHlt/lllt Il ",,1 [Ht dt' dt' VOlf <!'apr{'s la 
pro!>OSIII()1I l,i 1 dll clWpltlT 1 (jlll' '\ub,F 1 <1: ,\ OIlIll!!!!tlT 1111)[:-- f<iCl!PlIJent l'absolue 
('OlltlllUlt p dt' F sm i Ft CI). F( h)" ('('\1(' d .. {' sm If'S IrIU'r\"alks fims SUit 

En partK1l1lf'T {' ":-.1 cknvnhk pfl'sqUI' partuut ('1 ptJlll' J HUt' fU[lctlon dl'-lIlll'grabl(', on 

montrE' fa('l!PIIH'flt quI' 

/ f(l) ("It) dl -- J fit)If{'(t) 

• TYapl'f>:-- !'IlIllH'X(' :) ;) 2 1/ t'st bll'Il dt'IIIlI par l'expr('ssltJfI 1 r) J ·1) 

• COl/IIlH' f 1- fil' l'Spac'f' dp CaIIlN()[l-.\lartlIl, cfapn's (.'):~ 2) OI! H 

" 
L'j (1 1 - l )'1. 

1/ II - ) - 1 ( ---- ) 
TI 11 

, 1 

rI ,\ 

< 2.= j .'} rI <;)2 d, .. = dl'U 
1 1 ." 

(537) 
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1 n 

fo~ILn.jl ::; t Il(~) _l(i -1)1:5 t 1'''/\ ll'(s)1 ds 
1=1 n n ,=1 (i-I)ln 

< 11 Il'(8)1 ds i (5.3.8) 

• (' ) 1/2 max Iln.ll = Vn fn l'(s) ds:5 r~ l'(sf ds -.0, 
l$n J t:.l J t:.l 

" n 

(5.3.9) 

quand 11 -+ +00 car l' E L2(!O, 1]). 
Dans la suite, notons Il un majorant de {ln.Il i ::; n, n E lN} . 

• Comme le résultat cherché concerne la convergence (, s lois (Pn)n, il n'y a aucune 
restriction à appliquer le théorème de représentation de SI\tOrokhod : 

Théorème 5.3.1 (th. 6.7 121) Supposons PIl ===> Pet P a un support séparable. Alors 
il ex1.stc des variables aléatoires X n , X définies sur un même espace de probabi.lité, de 
lois respectivement Pn , P et telles que pour tout w 

Xn(W) ~ X(w), n -4 +00. 

Ou suppose alors qu'on travaille avec un espace (n, i, lP) ct Sn, \-if sur cet espace 
tels que 

\In E N, (5.3.10) 

De la même façon on aura Sn = -jn L'Slntl tr avec t. i :5 n V'ariables indépendantes, 

de même loi que {II donc de densité p et avec (èr)/sn = (U(ij~)),~n. où ij~, i ~ n sont 
indépendantes pt ci€' même loi N(O. 1). 

Pour ne pas alourdir les notations, on continuera à. noter dans la suite Sn et W 
pour Sn, ~l' en se rappelant cependallt que pour chaque n, les familles (i~),:::;n. (r}r),~ .. 
changent. 

On a défini tous les outils nécessaires au théorème 5.1.2, on en vient Il l'analyse de 
ses conditions. 

5.3.2 Étude de (i) 

Dans cette section, il s'agit de voi: que pour tout cE (O. ê), on a : 

c'est il. dire pour (} > 0, montrer que quand n -4 +00 : 

(5.3.11) 
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l",," ,[UT/,") + ml(·). on a alors ,,11 Wt~ln 

+ ('Il (1 ( ; fi·, /1/) - 1 ( . ) ) 

1

: ;ri .. 
il( '_ . ..:) 
1 11 

I( '1,1 
il 

IJ"I.n 1 
sn pl/'(,") ris I! 

Il Ol:! 1 

< /lUp, i;ntl/n _ t{l (fi /'(:;)i li.'!) 12 
Il il 1 . (J 

(

1 ) j·l 

r~ -,~ f /'( .. ,2 d.~. 
,,/1 ." 

li 
1 ( - _: 1 .- 1 . / • (j TI - .... 'X.. 

Il i, 

1: 1 L 
i " fi 1 

1 f- 1 \ 'I, ... (1" , ' 
l, . 11 

'" .. () 

; ~ r1 

Ell !lutant. P'lllr slIllpltfwr III PIf'SI'lIt fit 1011 

on a 

Il J \-- {' (" 1 r'" . / Il -;-: L .''7. -1- (' fi') - (1/, J - ('II TI"I 

1 V 1. " 
t'· fi J 

! 1 L {'( fi 1 L'( ri 1 1 
=:; IlIll..X 'r-' . Tl. + r Il •• ) - Tl,) - nI " ! 1 

k< fi 'V Tl 
1 .'" k . 

= lIIax Sft k 
j;' " 

(5.3.12) 

15.315) 
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On commence par : 

Étude de maxk$nl-jn 2:7=1 ETn,i/' 
D'après les définitions de Tn,1 et a, en notant q la densité de la loi N(O, 1) et en supposant 
Intt ~ 0 pour faciliter l'écriture des intervalles [x, x + clno '] (ce qw n'impose aucune 
véritable restriction), on a : 

Ern,1 = J (U{x + cLn,j) - U(x)) q(x) dx - caln" 

On a donc 

Comme 

- J r U'(s) ds q(x) dx - cain" 
J[:r,X+d f1 •• J 

= J ~. q(:r) dx U'(s) ds - cln" J q(s)U'(s) ds 
lis-cln .•. sl 

= Jf 1 (q(.c) - q(s)) dx U1(s) ds. 
f4-dn .• ,sl 

h est un major/1Jlt de {ln.l' i $ n, n E N}, 
les intégrales 

sont convergentes par les annexes 5.5.2 et 5.5.3, 
('n fixant ll' > 0 arbitraire, on peut choisir A't ~ Eh tel que les deux intégrales 

j U'(s)e-S'l/2 ds, 1. U1(1l)e-(l$1 '/2 d$ 
i51::::M I~.~M 

soient majorées par 

2e J~lll'(s)1 ds' 

(5.3.16) 

( 5.3.17) 

On étudie alors le membre de droite de (5.3.16) en scindant l'intégrale e:Xl,érieure en 

deux: (a7) := ~.sf>M' (as):= Itsl$M' 

Étude de (a7)' 

(aï) = r . ~ t r (q(x) - q(s)) dx [1'(s) d..c; 
J!61>M V 11 ,=1 J[6-dn •• ,sj 

< ~ ( ~ t 1- q(x) dI + ~ t cILn .• lq(s)) U'(s) ds. 
J!sl>M V" ,,,,,1 1 .. d" . .,lIJ V IL i=l 
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1 ~Ij -- L., 1 

\,/11 1 ~< li;" cl n ,.s, 

q( 1") (ü! 

la drrIu(>r (' IIll'gal! t i l'st cl t li' è\ (~l :3 ~ 1 Par etll 'IX r;) 3 17) dp M, il St Il { alors faCllpTflPnt 

) ~ Il 

f ; \~" if' 
,.'< \f ,'-n L-l_ 1 ! :. 

Il 

1. ,l". (qlIl 
,1 , 1 

f ")r.I 

l jd" , ,1 l J 2 == _ /_::::: ( (' 1" 1) J __ f' - 4 ) dy 
V 2rr 1; 

l j
d~, 

1 ,) 1 1'2 
,~: ('. (f"lI -11, - 1 j dy 

v 2" u 

!nrlH' ,~ F: .\1, .\(. ii;: ~: dit 1 <' ·'h, a\,!'( J,. hortl(' (it- rpXpo!wnti('lIf' sur 

ri\! + ::h/1.i~h, lin a I(r - 1 ~ /\',1'1 pour J dau)-\ (Pt Ill •• 'rva.llp Il SUlt 

ri, ,,'1 

\ q(.r : 

l 
= (JI cl 

'ln 

Ilfl.lpfl\ent ('fJ!Il!I)(' pour t(lllt () > (J, 

, k i 
1 :2:[' 1 rllli .. X --, - 1 L~ T" 1 

k"n Iii' 1 
VI' 1 

1 
"'lil-;-) t' ((J~'I:. 11+()I-1 

vTt 
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on a alors avec n ~ +00 puis a: -+ 0 : 

_ 1 k 

lim max Ii- '" Ern • = O. 
n k<" 71 L.J ' 

- i=l 

Compte tenu de (5.3.18), l'étude de (5.3.15) se ramène maintenant à celle de 

k 
1 

ma..-x..;n ""' 7n , - ETn 1 • 
k<n n L· . 

- 1=1 

119 

(5.3.18) 

Comme (T1I •1 - E'ïn ,I)15n est une suite de variables aléatoires indépendantes centrées 
et de variances finies par l'hypothè..c;e ';1 E L2+1' (0, F, lP), 'Y > O. la suite des valeurs 
absolues des sommes partielles est une sous-martingale positive par rapport à la filtration 
canonique. l'inégalité maximale de Doob donne alors: 

E (max ~ ~ 711 ,1 _ ET1I ,I ) 2 = 
k<n v n L 

- 1=1 

k 2 
1 
-Emax >- 7111 - ETTII n 1c< T1 .:.....J' , 

- t=1 

< ~E(t Tn•1 - ETIl,i)2 

i=l 

4 n 

< ;; L E(U(ry~ + cln •i ) - U(ry;,))2 
i=1 

(5.3.19) 

en utilisant l'indépendance de la suite (ry~)i5n dans la dernière inégalité. Plusieurs utili
sation du thêorème de Fubini dOIlnent : 

E(U(ry:' + cin,,) - U(ryt)):l = J (U(x + cln,l) - U(XJ)2q(X) dx 

= J ( r [l'(.<;) dS)2 q(x) dx 
J':r,x+t:ln .• ) 

= J k2 U'(s) U'(t)11x,:z:+d ... i !(s)1Ix . .r+cl .... j(t) ds dt q(x) dx 

= !al U'(s) U'(t) / l[s-d ..... slnlt-cl~."q(x) q(x) dx dt ds 

= r U'(s) r U'(t) J 1/(8.t.dn,j)(x)q(x) dx dt ds 
J.R 1r~-cl ..... lI+dn,.J 

où 1(8, t, c1n ,l) = [8 - cin •• , sI n [t - cln ••• t) est un intervalle de louguew' inférieure il cin ,.· 

On scinde à nouveau l'intégrale extérieure en deux : 

(ag) =: r . 
J'sl9h 
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Étude de (U9)' 

COIIlIW' qf r) ~ -L~ (In Il r \ '2"! . ' . 118.1 1 J 'l 1 

( i < '1 ... ' Il 
(/ } ) (1" _. (' ~~ smt 

:/n .,· f rd J {ol i / (11<})<:: ;:..= (.'i) . (f)r.fr8 
- i') , v .... TT . . 'i..-,h l"'I-d t, ".?"clT\l' 

PlllS ('oIIlIllf' (1[1 llltl'gn' deI-> fonctions lllt{'grahirs sur de:;; r!olIlainps hC'f!ll's, on a l'exis!PIll'(, 
d'url(> ('llTlst a.llt (' !\'lj < t"'>L t ('!l(' q lIC' . 

Étud(> de (Il 10 J. 

ri." o", .. ri"", 
( -/ (fJ J 1 [,. t.d .. ,,( 1" 1 (/(·L) (ü dl dt; 

POlir 1 f. h~,t,d,"), on Il ;Il::::: 18- ~h pt pa.r lllOIlotOflH' dr!J. 

('t 

(5.3.:21) 

p(Jm VOir Ifi ((lll\'!" g('IJ( (' lit- (Pttl' d(', IlIC'.!!· Illté·gralr. nJontrll[)S pl 11h gh1pralL'IIH'nt la 
('OmO!'f}!.!'!I!!· pOllf 1!J1l1 1/ ( :t. Il • () dl' 

On !ll(J!JlII' iH (1Ill\'prg('!lI (' t'II t -x oIl [('raJ1 0(' rnrnw (>11 - X 

o 'ap[(:'s lalllH'x!' !j :) 1. Oll il l '( s) ,.- fi ( (~-)' 1 ~:.!."') quand .. -~ -.- X et 
q ," 
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On se ramène donc à voir la convergence en +00 de J U'(s) exp{ - 4{~.!;)S2} dt!. Pour 
cela t on compare l'intégrale à une série : 

Or ex:p{ - 8~~;) n2
} U(n + 1) = 0 (exp { - 8(2~1} n2

}) terme général d'une série conver

gente. D'où la convergence de l'intégrale f+= U'(s) e."\."}){ -s~;!;)S2} ds et donc celles des 

intégrales (5.3.22) et (5.3.21). ce qui prol!ve l'existence d'une constante /(10 < +00 telle 
que 

(5.3.23) 

De !b.3.19). (5.3.20). (5.0.23), il suit avec (5.3.8) : 

(5.3.24) 

On obti~nt '110rs 

E max jSn,k! < E (ma...x Viil ~ Tfl,l - ETn.I ) + max ~ ~ ETn'.I' 
/':$n k<n n L...t k<n y n L..J 

- 1=1 - I=J 

< (E (max fol ~ T" .• _ ET" .. ) 2) II' + max ~ ~ ET." 
k<n n L- k<rI yT1 L-

- 1=1 - i=l 

Les équations (5.3.18), (5.3.24) assurent facileme.nt (5.3.14) et prouvent ainsi (5.3.11). 
Le point (i) du théorème 5.1.2 se trouve ainsi satisfait. 

5.3.3 Étude de (ii) 

Dans cette section, il s'agit de voir qu€' pour tout C E (O. ê), Coo,c est P-presque 
sfuement continue et que pour toute boule ouverte B, on a quand c -t 0 : 

supdoo(z, Goo.cz} --+ 0 
zEB 

où ~ est la distance associée li la norme utùforme. 

(5.3.25) 

Or il est clair que G oo•c : X 1----+ x+cal est continue pour tout c E (0, ê). Avec B = B(x, r), 
on a doo(z, Goo.cz) = caUIIi donc (5.~.25) est satisfaite et le point (Ii) est facilement vérifié. 
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5.3.4 Étude de (iiz) 

Dans cette sPl'tion, il s'agit de !IlOnt[('f 

(5.3.26) 

1 ~ n ] l " .'l',,( ) = --7:: LÇ, c. '" lçl' 
V 71 ",1 

('1 <jU'H\'('(' T)" ~ ('77.· , TJ~) de lui Iloté(l PTt' on a (ç~ . , ç~) 
.J~ 10 I.'li)"). un fi 

P(.!" 1::, vil/")) 1 = P,,(J,\ 1 0 l.'r I 

D'aprr!:> la di'nlJitlllll (Ir- (;" ( dOllnèp Pli (:) 3 :~). il pst fanlf' d" VOir, ('Il utIlisant !('S 

llotations 1Iitrndllltt,s l'Il s('('llOn :;.3.1. qUf' 

D'uù 

/ ) (' 1 
'1 1'1' 

'l1' (' L'· 1 !~~I ,,1 (., (-n,) 1 p (',-I( ,-1 ),1 
-" U-{ 'n,(.J't) -; .ul", 0 {.':J 'n." rJ ,l, = '1 'n,( 'Il (> 4' 

Il Sllll 

if) (' 1 
1 ri 1 n,le fi".! l, 'n C'· 1 JI)' l , P (J" 1 o.)' 1 

1 : , " ·'".r \ " 0 1.:. n fi t. 

T'./,',,: Pnll (.1327) 

('01Hllll' P" "" cr,!,,! l'st Iii lOI n()rmalp stHlldard (ho dlIllC'llSlOTl 71. et que la quantIté dl' 
Fi . .,l!t'[ dl' li df'IlSltP df' .\'!i) 1). l'~t 1" .. .Ii< ~t!\ ~ 1 Il!t Ilt'lll (':-.!lllIt'r iIPT\G".: - P"I: li 

!'é1lf!(' dl! IplllllH' 'lU l dt' lUI 

.IP (., 1 
1 fi "1 t 

15.J 2t{) 

OP (;l:l 27). (:):i 2H). oU d(·dlllt fH<lII'f[wut :.5:LHil d dOlH' 11' pOInt (1Il! du t!J('orèl!lP 

.1.1 2 

RcmarquC' 5.3.1 (,'t'st pour la \'{~'llficlltlOn de Cf' pOInt que la condition lp < 1-:x. Hur 

1'1lIfUfllltitlOIl de FISlwf pst SllppOS&' satlsfalff' dan!' ]e t !Jr'orPIIH' r; 2 1 ("P!'it ct'Ile étapE' 

qui Il lllOIIW" lïntrod\Kl!on dt· la faInJlk d(, tranl'lfonnatwrls dMillleti Pli U') :1.:3), l'Il effet 
';(I!1 lIl!èri't ri'sJ(j!, dan:. )'·xpn .... sIOIJ (.s:j.12) qUl fllOntrC' '1111' CPS transformatiolls ag18spnt 

en falt l'ur la inut!' urt!JogausSll'nIll' (r/:'),< ri ElIt' IWTIIlt't IilIlsi de se ramener par (5.3.27) 
à des l'st Hlm! ion'" sllr )('1' lOIS normalr')l sl andards de' diIlH'IlS]On 11 pt de tif' d1Spensef df' 

la condlt Îlm sm l' mfOrIllat iOll de Fishf'f 
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5.3.5 Étude de (v) 

Avant de s'intéresser à la longue vérification du point (iv) dans les sections 6.3.6-5.3.9, 
on étudie d'aborè (v). 
TI s'agit de montrer que pour tout fJ E (O,é), avec IPoo,z(c) = j(Coo,ez), l'application 
z 1--+ "\10,61<,1;;'% de V dans Z(lR), espace des mesures signées sur lR, est P-presque sûre
ment continue. 

Pour cela, on montre que pour P~presque chaque z E \.', la convergence Zn ---+ z 
entraîne 

(5.3.29) 

Soient d n = {zn + cal, c E [0, c5}}, d = {z + cal, C E [0, c5]} des segments, comme 
Zn - Z, on a la COll'Vergence des segments d n ---+ il quand n ---1 +00 (par convergence 
des segments, on entend la convergence de leur direction, longueur et point de référence). 
Comme Zn, z E B(x, r3) et c ~ 0 ~ ê::; almi, on a pour tout n E N 

d nl ~ C B(X.2r3) C B(x, 'r2)' 

Par choix des voisinages, 1 est lipschitzienne sur B(x, r2) et D 1(,) est continue sur 
B(x, r2) x B(l/lilIL ~) nA. 

Notons lA .. , h If'~ restrictions de 1 RtL\: segments 6 .. , 6 , on a alors 

\ -1 'I·,t "\o.&JIPoo.zn = ,\ e:. .. , À -1 \j,,1 
[O,6j'Poo.:; = " A . 

On étudie Aj;;'! ~ ,\j;;.1 en vérifiant les conditions 1 - 5 de la proposition 5.1.1 sur 
la convergence en variation de mesures images. 

1. L'absolue continuité de IAa , fe:. s'obtient par le lemme 5.3.1 suivant car c 1---+ 

Z,l + cal. c ~ • " + cal sont absolument continues et sont à valeurs dans B(x, 1'2) où 1 
est lipsclùtzif'nUl 

Lemme 5.3.1 (annexe 5.5.4) Soient (fI ..... fp) : [a. bJ --- \:' E B(lRP) une ap
plication de composantes absolument continues, F : V -- IR lipschitnenne. Alors 
G = FUI, ... ,fp) est absolument continue. 

2. IA...(O) == 1(z,1), 1(:.(0) == I(z), comme Zn -- Z et 1 est continue en oZ E B(x, f2), 
on a bien 1e:.,,(O) -- h(O). 

3. hJb) =: !(Zn + 6ai). h(D) = I(z + 6al), comme z,.. + c5al ---+ z + oal E B(x, 1'2) 
où 1 est continue, on a bien IA",(6) -- fA(6). 

4. On a IÂ,.{c) = Dadfzn + cal), !Â(c) = DaJf(z + cal). Comme 

(1,1 + cal, llllllD, (z + cal,ll/llll) E B(x, ra) x B(l/IILII. r~) nA, 

de (5.3.1), on déduit D,j(z,. + cal), D,j(z + cal) > O. c'est à dire 

f~,.(c), f~(c) > 0 presque partout. 

(5.3.30) 
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5, D'alJrès (,5':3.:30), D f( ) pst continue sur ce voisinagr produit et z.,.Tcal --. ::+cal, 
on a quand ri -+ +:x. 

f~"It) == D",j(::" +- ('(Li) ------ f~(f') = Da/f(::. + ml) presque partout. 

FmrurlI!Plll. la pmpllslt II JJ) ,~) 1.1 s'appHquf pt donne (fi J 29), CP qUI assure le pomt 
(l') du th{>orénJP :\1 2 

5.3.6 Étude de (II') 

Pour ('pla 1 ~ll (·tudH' jt·s d('llx sUItes iiuxlhalres ('J-dess()\l~ 

.- (J"(,,,,'. CI = f(G" ,.'~;n)' g');.(",;,c) = f(G~ )\} , 

fi" ( .... : (') = f r G .. (·'l'n), h"" -. (j'Y;; 

(5.:331) 

R 'lppf'lou::; qu (l!l t nl\'fuik H\'('( UIll'spau' pwbnbihsé dtî au t h(;or~rne de rl:'préselltatlOn de 
SkorokllOdrj J J l't pPIlf Il'qllf>1 on a la rOJ)\"prp;r'T1C'!' (~~ 10) ?-pIpSCjIlf' surI' S" ---.. \1' 

~tude de la suite (h" 1" 

Ol1 \'f'rlfi.· POli! la SHI!" hnl...,,; ~ fiS" .... ('(/1) ]1'<; pOlIlt~ 1 - 5 dl' la propo:iitlOlI 

sUivant!' Îll!-\tdi(>f' ('TI aUIH'XP :):) 6 li. partir dl' la proposition:; 1.1 

P "r: 3 1 (' ~i f (1 , _. 'r B '0 '1 11b \ lill rO;)Qsltlon <l" ,J()U Jlt p()ur 11 (~:~, " (.L / 1(J, Ô . .r· (i' ô)).;r ~= 1) ------ li."", 

O' r:: F fi l~ 1/1/ 1 

1 Y,Ç. .... - St .:LVd .. ,:), 

2 f.1 (~ (J; 
':> 

-~. -+ f ..... { .... O) 

'i f.,(~ rS~ 
;. 

I-~ i"", il) -, ',fJI' U' , 
1 t../ ....... , ~r î.\'I(~' ). 71/ "1 \ ' ,i} f ( ( • • 4 (....: ), li, " ~'. (' 1 ;:. ) >. ,PTT 'H/W' l'af tout pour (' E (O. J) . 

'j *,1,,(. .. l') ~:;~ ,~f ..... (. ... () ~ltTn·, 
dOT,~ 

1 Pour ",,' f: tr 1 (\' ), 11 ('n,t{' un ('TIller :Vd ""'.) tel qw' pom tout n < SI 1...,: ), il SfI - WU ~ 
f:l' Oll fi dune PUll! n ? Stt .... '), r ~ 6 :s "3/0.\1111. 
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où f est lipschitzienne. L'a.bsolue continuité de hn(w,,) pour tout n ~ N}(w) suit alors 
du lemme 5.3.1. 

2,3. hn(w,c) = f(Goo,cSn}. hoo(w,c) = f(Goo,cl-V). 
Pour c fL"'{é, quand n ~ +00, on a Sn + cal ---t W + cal E B(x, 1'2) OÙ f est continue. 
Dtoù la convergence presque sûre et donc en probabilité de J(Sn + cal) vers J(Hf + cal), 
soit 

iP 
hn(w, c) -- hx.(w, c). 

Avec c = 0, c = 6, on obtient 2,3. 

4. Étude de tchn{w, c), nE N. 
Comme 'VV + cal E B(x, Ta) où f est lipschitzienne, hoo(w,·) est dérivable presque partout 
sur [0, 5J avec 

(5.3.32) 

Comme 
(Goo.cW. llllllD E B(x, T2) x B(l/lilli. r~) nA 

où D.f(-) > 0, on a pour tout w E ~V-l(V), :chco(w, c) > 0 presque pJ.rtout 
Comme pour n ~ N1(w). Sn + cal E B(X.1'2) OÙ f est lipschitziplllIC, de la même 

façon, pour t.out w E lV-l{V), hn{w, .) est dérivable presque partout sur [0, dl avec 

a 
-{) 'ln(WtC) = Daz/(Grx.cSn} > O. c ' 

On a donc pour tout w E W-l{V), presque partout: 

!h'l1lW,C) > 0, :choo(w,C) > o. 

5. Étude de l "c) ~ :choo(w, cl· 

(5.3.33) 

D'après 4, "OUT ..±laque w E tr-1(F), les dérivées de hn{(.I.I, .~, hx{w.·) sont données 
presque P' ~ l', par (5.3.33). (5.3.32). 
Or Sn+(t,t· W +cal iP-prt"3que sûrement et (Sn+ca1, l/l/lll) E B(x, T2) x B(l/lllIl, ~)nA 
où D f( ) 'f..:it continue, il suit la convergence 

Dlld(Goo.cS,.,) --1> Daz/(Goo.cW). 

AiL.ill P-presque sûrement IJour w E W-l(V), pour ).-presque chaque c E [0.6]. on a 

La proposition 5.3.1 s'app!1que pour la suitf' (ftn)n et donne: 'ria > 0, 

Hm 'P {w E \V- 1(v') , IIÀlo.d]hn (w, ·r l 
- À{o,d]hoo(w,· rlll > Q} ::: O. 

tt-.OC 
(5.3.34) 
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Étude de la suite Ign ln 

On utlhse' pOUI (g"),, li! '/111tr(' versIOn Ut' la proposItion ·5.3.1 di>nv(>(' (fun corollairE:' 
rtf' la proposlt Ion :) 1 1 ((f (tlHlt ·x(' 5.s 6) • 

Proposition 5.3.2 S'o/ent pOUT' n E ~,jn (n X [O. cl],:r )( 8([0,15)). JPi 0 '" ---1 JR, 
n- E :F tels qHl 

il' 

;! jn i~' () i ._. - f -x ( ~', ()) S lJ1' ç t . 

J. V...; E no. ~Ix (",,1. c) > () À-presqut partout pOliT' (' E W, 6) . 

J Id! 1 ) dj (1 ):. ? /) . . f" 
<1' i 8c "\, .•. : (' rle "-'" ,( " LI --. .- 117 H • 

a./ars 

La v{>rifleat Il)11 dl's In'pllt hf'sP.'i dl' «('ttf' prOpositIOn pOllT la sUIte (9,,)n n/:K'esslt{' Illl!:' 

(·!Ildt· plhdablf' d'll11 \'('ctt'1Ir tiillg!'Ilt H. la trô.]edOirp On li:! dOIlI\{' ('Il SPClion 5.37. on 
\,'É'flfie f'nS1l1t f' h'l'o hvpot hrs('s rie la propORIt IOn f'11 Sf'('IIOll :) 3 i:i 

5.3.7 Étude du vecteur tangent 

On Iotlld)(· ICI It· \'f'ctf'1l1 tan~;PTlt llotr Ln <;.' à la traJ('ctOlf(' {G",Sn}, en r. 
On rap~H'llt, (;) :l 12) 

(,'T...,lf.: = H' ... (al 

Par dpfl\'ribi:lti, pI"-;qlll' partollt dl' l' pOIlI l!ta.LJ.UP 1 t;:() 1:, oU cl pour ... ; E. n, n f N 

fix.fs IJn'squl' pilItout ('fi (' 

(5335) 

On mOlllH' qlli' [:1 J JS) pst vaJablr 8l1SS1 dalls E pOli. presqul' chaqUE> r E iO.6] par 

d(>f1vabtlJl{' prrsqu!:' partout Of' C. p()llr chaque .... :.11 fix(>!:l. pour tout f: :> O. pour presque 
chaque ('. Il ('Xl~TI' 0(..':. ri. l') tPI que pour ,5'1 "S 0'( ..... n, cl et 1 = 1. . n. on a . 

(5336) 
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ComIlle ll" .• 1 S h pour tout i S TL, pour IJI $ o(w, n, c)/ h, (5.3.36) avec 0' == 8ln ,i donne: 

In-) 

IIOll.c+5Sn - Gn,cSn - ~ L: In,iU'(17i -1- cln,i) Il 
yn . l 

~= 

s sup f l' ~(17:1 -1- cln,l -1- J[n,l) - U(17~ + cln,~) - c511l"U'(1t + cln •i )! 
tElo.1] i= l vin 

1 n 

::; ..;n ~ Er5ILn,I 1 

~ Eoli Il'(s)1 ds. 

Finalement rour tout u.1 E n, il axist(' A(w) E 8([0,0)), À{A(..v)} = () tel que prnrr tout 
nE N, c rf. A(w), on a la dêrivB.bilité en c : 

a 1 ln·! 
Ln,S ... r. := -a-(Gn.cS1\)(C) == ~" ln.i U'(T7~' + d n ,,). (5.3.37) 

(' V 11 L." 
1=1 

Comne il est facile de voir que {(W. C), Gn,cSll est dérivable en c} E F'?; B, par le théo
rème de Fubini, pour presque chaque c E [0, tS}, on a 
P{w 1 Gr-,cSn est dérivable en c} = 1. 

Pour n = +00, il est clair que le vecteur tangent à la trajectoire limite {Goo,cW}c 
est t'lI. 

Êtude d'une convergence de Ln.,s~.c vers al 

On montre la convergence de Ln.s..,r: vers al dans le t suivant: 

1 r. p J 0 IILn.sn.c - alll de --.. 0 (5.3.38) 

où 11·11 désigne la norme uniforme dans l'espace lB: dans lequel vivent les fonctions Ln,sn.c 
et al. 
On a 

[n-i 

ULn,S",C' - alll - 1/ ~ 2: In.i U'(17~ + cln.)) - all! 
y 16 ,""1 

ln·} 

< Il Jn ~lf1,j (U'(7]~ +dn •l ) - a} Il + alll-l([n·]fn)iI· 

Comme par (5.3.13), III - l{ ~ HI ---0 0 quand n -+ +00, pour voir (5.3.38), il suffit 
d'étudier la convergence de 

(5.339) 
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Pour cela on utilise' 1('1' notations suivantP$ • 

- ln .• == ln .• / v'ri . 
!-f I ) .:.: "'(r) - a: 

(ri ,Ir-) " h('7;' -t- cl,..,); 

G,(r-) = (".,(cJl \~ ,f 'S •.. ~ > 0 

(5.3·10) 

Remarquons que par J'alJTH'XP ~).S 3. 1(,,,, varIables (" ,1rl. 1 ~ n sont mtégrables et pour 
c = (J. (0 \(0) l <: fi snnt dp~ variabl!'s aléatoIres, de même 101. mté>grablC'ri. centrées. Par 
r' mwrgf'Ill'E' dOllu n('f'. (Ill li faCIlement les convergcuc(-'8 

(.~.3·!lj 

On d{>composf' a]llrs (" ,(!') dr' ln façon SUI\'H.llte 

On ('1 udlt, If':-' 'illllllIWS ('(II [t't'pOl1dallt fi. charun dps trois tf'rlW'S pr&'É'dellts 

Étude de ill l !) 

On s'illt.i'n'ssP fi ~ J;~ rllttX~--,,, i)=~-I/".,(G)(') - E(~..Ic)): r!f'. Par h, thé'or.:'Ule dl' FubiIII 

('1 l'iIIi'gal1tt· lllilxIIlIale dl' DI;oL OH cl . 

J:' . IlltLX '\" ln,((~,(() ( 11~ 1 ~ 
ri l' k'" L 

t ·1 

, ) l 
L,~,(('IJ dl 
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où la dernière inégalité s'obtient par la majoration (5.3.7). 11 suit quand n ~ +00 : 

(5.3.42) 

Étude de (a12) 
On montre ici que . 

6 k 

lim lim 1 max ~ [,."E(!.i(C) de = O. 
~ ...... +oo TI 0 k<,. .:...J 

- i=l 

Pour cela, on a ma.xk~n IL:=1 ~l,iE(~)c)1 ::; E~l l[n,iI IE(~..(c)l· 
Montrons que 

On a. 

sup IE(~j(c} - B(~.j(O)1 ~ 0 quand n -t +00. 
l~ n, cE!O,6J 

sup IE(~.,(c) - Eç~.j(O)1 
iSn. ~E!O.JI 

(5.3.44) 

=. sup If h(x + cln ,i)ljh(S+d".,)IS8 q(x) dI - J h(.:)l lh(x)ISs q(x) dxl 
1$'11, cE[O.JI 

= sup If h(.x)llh(xHSs (q(x - cln .i ) - q(x)) dxl 
'$n, C€[o.OI 

::; sup s J Iq(x - clfl,i) - q(x)1 dx. 
'Sn. cE [0.6] 

Or comme q est intégrable, par continuité de l'opérateur de trrulf;lation dar' LI, on 
obtient facilement la. limite (.5.3.44). 

Finalement, comme les variables ((~.J(O))'~TI sont identiquement distribuées. avec (5.3.8) : 

Il 

L Iln.,IIE(!.î(c)1 
.. ::d 

TI Tl 

::; L lin,iIIE(~..(O)1 + L Ifn,,11EÇ~.i(c) - E(~.,(O)I 
1=1 i=l 

::; t 1!'(s)1 ds (IE(:.l(O)1 + sup IE(~.,(c) - E(~)O)I) . Jo l~n,cE[O,6] 
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11 suit 

EH Il t disant (.r) 3.1-1 ) quand n -> -+-:x. p1l1~ E(j 1 : (1) -- () (111<1[10 ,~ .. ~ +X obtt'mw par la 
coU\'erW'[lct' dOlll1 l1('(' (r) :~.-11) on <!{'c!lllt dl' la nlUJorat1<)[J prpcédelltt' la illf1lte (5,3.43) 
pour la SOlUlIlI' ('OlTPSIHllHhlllt il \ (Ill \ 

étude de ((JI JI Oll fi facill'I!lpnt 

i A Tl 

lIlax iL 1,,,(,, ,(('lI:, i, ,. 
l ""0'\ 1 

" " 11 

L !i" ,1 (n.,(r);1.;, •• rJ,.-' 

, 1 , 1 

Pat IUl thangP!lH'lIt dl' vaJJahll', 011 tl 

F' r 1 Il 
'.. : ~1j 1 \ (j ~Il. t ~, 

plUS: 

Slip IEi(" ,(c)ll,.;,. ,Ir), '.' - r.ï(" 11!))ll (,. "oi'>,.1 
' .... '1 

cE ·0.1: 

Or, on fi 

=c cillp If il{nl"u! .,Ij(.r cJ'I,lrJ.r ,!lhII) l hiTl.".C/(J) dI 1; 

t' t, . 
t 1> ! l ,~ 

<~.lh\1·i 1", ., sup .Cllf-(ln,J --qfJ"J:crr 
,'-" 

" ',),1: 

- Il (J Il h' ", .• ' <:. Il + (T' (.r) fonet 11 l!l mt rgrabk lill! les (,O!ll pact 'i , 

J :'1(1)1 h'II " (/('li + \,) lh 

',; /0(/(11":-+ A)dI+ /"'IIIQ(II,y,\'IIÜ< tx 

où la finitude de la cl('IlllNp LIJlf>f?,rale pst Gur au r{'sultat suivant 1: : annp.);r 55,.5) 

Lemme 5.3.2 POIII tl/Ill .\ > O. F'1/ /lutnllt q III df'Il.~1/f; d{~ Alfl 1). on a 

/ ["(rJq( Il T ,\) rLI < +-x.. 



5.3. Démonstration 

Le lemme 5.3.3 qui suit s'applique et comme sUP'$n. c€!o.ti} Icln"1 ---+ O. il donne 

sup IEI(n,.(C)/11(".I(cH>5 - EI(n,.(O)111(n,.(OJl>41 ~ 0, n --+ +00. 
i<n 

cE[O.ti} 
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(5.3.45) 

Lemme 5.3.3 (annexe 5.5.5) SOIt f intégrable sur les compact.s telle que pour () assez 
petit on a : 

Alors 

On a alors 

J If(t)1 q(ltl + ()) dt < +00. 

J sup Iq(t) - q(t + 0)111(t)1 dt --t 0 quand L ----+ O. 
jOI:Sl 

n 16 

+ E lin,,1 EI(1,1(O)llIÇ1.1(Oll>" de 
1=1 0 

:5 r5 t Il'(s)1 ds ( sup IEI(n.i(c)jl,( .... (c)I>4 - EI(n.,(O)lll<".,(Oll>sl Jo I<n 
cEfo.ti} 

+ E\(I.l(O)111(I.I(oJi>5) 

pal' la majoration (5.3.8). Avec n -... +00, puis ,<; -... +X), il suit alors des estimations 
(5.3.45) et (5.3.41) : 

(5.3.46) 

[l'après (5.3.42), (5.3.43), (5.3.46), comme 

Il'' ln J • ' 1 (6 ln J • 

'8 Il L: ln,i(n,j(C)/1 de:5 6 J' Il L lfl.i(~.i(C) - E(~,i(c))11 de 
o ,=1 ' 1=1 

<5 [ni ~ [n i 

+ } 111 L În.,(n.i(C)11('l.,(rll>411 de + } 11/ L i".i L ~)c)1I de. 
o .=1 0 1.::1 



13'2 Clwpltrf' 'i Pf}[Jciiw local d'im,ifldlJ('I' pOlIr drs v.a,1.uI, 

on obllf'I1t fl1nkllwrll 

'1 

1 L in, ~",(r)!~ tir ~ () quand 11 -. .... x. 
,-1 

Il pst tank dl' \'nlf qu 'oll li cl 1 t~SI P(J1Ir ('hw. '(' ~ f(l. ~l hx(\ la ('PIlwrgrncp l'Il 

pro ha hilit è d{' l." s .. , v('rs ul 
li' 

L.,s",(' ~ (ll. (:j;> 47) 

Il suffit {'I! ('ffpf d(' vOIr la (,()Il\'prgelI<'1' Pli prolndJilItr \'pr:-l dt, fi dC' l'pxprf'sslon (5 :3 391 
rour ('l'ln. (III H'!HI'llfll'{'lUr!(' d!'s :-()IIlI\H'~ (,lJrH·:-;p(Jllda.llt~ à I(JIII, \(lui (·t (nI3) COlllllW 

pré·c(·drmI WIll Illal" "ans il1tt'gn~r par mpport fi (' ElU, 0] 

5.3.8 Vérification des hypothèses de la proposition 5.3.2 pour la 

suite (q")'L 

L Ahso!tl<' ('OJltt!tlllti' dl' q,,(.J.: . . J. Il ( FJ 
On tif' spr( ICI dn carlU tr"[P local IIpsdlltZlP1l dl' f L'ahso!LlP wlltmun(' d(' g:x.(..,; .. ) := 

hx ( .... ,.·) Il dr)iI. {'ri· \îl!' lurs dt' 1 ('Iudf' dl' li" Pli SPC'tioll 5,:1.6 t:tudlOllS 9n("""·) -
f(C",S,,) 
lo.' 1 ( "J ( "i: "nIons Il ni ()---o 11) ,1). /1 1 (e). 

:" " 1 {'(" 1 11 , 1 (')" "_. '1 il", 1 /n 1 

Commt' !lel!1 dlH1j1H' ~' E: \1 hxp. rl~ ... d~ 1 n'stl' dHIlS 1111 compact. Il:"' pst ahsolllllwnl 

cont IIlII(' On ut IlISI' alors II' Il'lllIll!' .'):i 1 Pour ('pla soH H" ]R" ---- lE. donnÉ'e par 

.Ht' 

Il ,,"fi " 0,,11,1 ==LJ-,. 1 E '0. 1 j 
: 1 

L'apI 1.( at ion fi" psi ('liurf'Itl!'!It ltpsdllt ZlI'lllll' lk pills 

Puur " .. :.11 1 tlX(,~. 1lI'XJst(, llli VOI'il1lHj,!,t'llll\·!'rt ('OII"f'XI' \ '((,'" ,.'-,'" i {k (,'" ,.1 .. ;" sur h'qlj('J f 
t'st ltp,.;('hltzl'·!I1l1 Il 1':-1 dan qlll' (,'" •. ..,." • (;", .c.", qnalld 8 -. c. Il ('XIst(' alors J. (~'. n) 

\"IJJSlwtge dl' 1 dal1,~ i(). â] tl'I (pit' p'Jur !i ( 1«(...;. TI). 

Il'' 14 ; t Il,, :(\·((;."S,,)) 

On a 1l.11Jr~ 



5.3. Démonstration 133 

- f 0 On lipschitzienne sur O;I(V(Gn,cSn)); 
- u(n)(s) E O;l(V(Gn,cSn)) pour s E Ic(w, n) et vin) est à composantes absolument 

continues. 
Le lemme 5.3.1 donne alors r;) On 0 u(n) = f(Gn,Sn) = 9n(w.·) est absolument continue 
sur I,;(w', n). 
Pour tout w E n, n E N, c E 10,oJ, la fonction g,.(w,·) est absolument continue au 
voisinage Ic{w, n). En extrayant une couverturE.' finie de [O. t5] par des ICk (w. n), on obtient 
l'absolue continuité de gn{w . . ) \/w. 'tin. 

iP 
2. On a 9n{w, 0) ---4 g;x(w. 0) en effet cette convergence SP réduit à celle de f(Sn) vers 
f(W) qui a étÉ' vue rn section 5.3.6 lors de l'étude de hn . 

3. il s'agit ici de vérifier que 9n (w. 0) ~ 900(W, 6) c'est à dire 

TI est facile de voir par le point (1), déjà vérifié, du théorème 5.1.2 et PlU' la convergence 
(5.3.10) due au théorème de représentation de Skorokhod que 

Soit alors (n') une sous-suite quelconque et (nit) C (n') celle que pour presque chaque 
W E W-1(V'). on a G"",6SnlJ ---4 Goo,6W. On n. W + Ja.l E B(X,2f3) où f est continue, 
on a. donc ((Crl".dSn") ~ f(Goo.5W) lP-presque smemelllt. 
D'où pour w E W-l(V) : 

J(Cn."Sn) ~ f(Goo.6W) soit gn(W. 6) ~ 900(w, 6). 

É D -4. tude de 8ëgn (w, c). nE N. 
On a vu en 1 l'absolue continuité pour chaque w, n fixés dl' 9,..(w.·). goo(w, .). Les 

dérivées :cgn(w. c). %cg;x(w. c) sont donc défuùes sur le complémentaire d'un ensemble 

À(w) E 8([0.6]), À{À(w)} = O. 
Comme g':)O = hoc! (5.3.32) donne déjà que pour tOut w E vV-1(V). pour presque chaque 
c: 

â 
~9oo\""" c) = DalJ(Goo clV ). 
uC ' 

Soient w, n. fixés. on montre que J est dérivable selon Ln.sn.t: CIl G".r511 • On rappelle 
que Ln,5.,,( est le vectem tangent ft la trajectoire {Cn.cSn}c et qu'il est donné par (5.3.37). 
On a pour presque chaque c. quand h -1- 0 : 

On montrE' alors 

(5.3.4t$) 
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en llIo111 rant que 

CO!llllW pOIl! li ,1.."",'7 PP! Il, G", .... ;" -t li L"s .. " t·t (,'" , " •. <"",. ~()nt di1.IlS 1111 voisinage dr. 
Gn ,. S" 011 f p.q IlpM lllt zil·tlIll' 

f_:_(~:~'2" + _ fi I:,_,~,,:- ~-:._L(~7" 1 ".J,.l.j,,) i' 
I! 

('(.J.n.c)., . 
<A' ____ j; __ :: ('ft.! Su -+- h Ln,s~ 1 - (J'" (' "'hS'" " 

Or pour pre:-;ljfW c!JnCjtH' (. 1'('XIstt'!H'(' dl! \'{'cteIU tallgrnt I ... .s".r :il'nlt 

Oll li dOliC 15 ;11,1{ i pom j>ft':-;t lUt' dU-Hill«' (' E 10. S] 
011 tlOll\'!' HIIlSl pOlI! dlHqllP ".: t: 1\' 1 (V). llll rllSt'llJhlc :l'(u:) E H{!ll. ~l \ n(lgli!!;c'ab\l' ((» 

que sm son ('lImplhlJt'lltllln'. À- pn"sq\l!' Sl!H'lIlPnl 

(5.349) 

5 CIJ[!)IIH Il ... "~ 11-.... ull H I~:~ .... ( .... :.I i ,/ (J pn'sq\lt' parrou! pOIlr~' E 11' 1(\) d'apn>H 
l'rliuJr dl' h" f'll SI'cl Ion .~) :l li 

6 \'t'rlfi( ilt ICJIJ .III pollJt (II ) t!(' 1<-1 proplJstlluIl .'j;j '2 pOIll JrI ~Im!' lin 

Il 'i'aglf dl' 1 Il Il 1 InTI' 1,1 \'('nfiudIfHl dl' (tri pOllr la sfllle {I/" " ('t de lTlolltrPf qw' quand 
Tl '-t +~, 

1 i) i) 

I!I~-IJII(_'.'J 0- _(hf~'.,) 
1 (Jr (Je ! 1 l, 1,.-1 • 

~ 

" . [) 

l'our ('l'Iii. (JII IlIIL .. {, la ('()II\'('rgt'!H'!' (,C) 3 :3x) dc' 1.,.-,," c \,pr" ul 
I)'al,orel, CIIIIlIIIt' (,'" ,S,,(I) (';it absolllrIll'lJl co!ltllllW, orl fi 

Il !'IllI t 

(;",.'·j"tli .-,,'.,11\ t l' L"";n)t)d.~. 
Il 

(;". \\If) -= \\ (f) .... ('(lI 

!rll j- Sllp ,1' L .. sn.(f! (lUt) d·~1 
" iO 1 ! fi 

i ...... " - \1" .... 1& 1 Ln ' .. ," nlll d.'i 
1) 

( ').3 50) 



5.3. Démo1l3tration 

Des convergences (5.3.38), (5.3.10), on déduit alors: 

sup IIGn.cSn - Goo.cWII ...!... 0, n -+ +00. 
cE (o.Oj 
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(5.3.51) 

On Il vu en (5.3,47), Ln.sn.c ..!:.~ al pour tout c E [0, Jl avec Ln.sn,c donné par l'expression 
(5.a.37). En constatant que (w, e) I--t Ln.sn.c est F ® B-mesurablc, par le théorème de 
Fubini, ou peut renforcer la cunvergcuce précédente en 

P®X 
Lns c ~ al. , n, (5.3.52) 

De la même façon. ou pourrait renforcer Gn,c8n ~ Goo,cH' pour tout c, en raison de la 
convergence (5.3.10) et au point (i) déjà satisfait du théorème 5.1.2 en 

Considérons (n') ane sous-suite quelconque, on commence par e..xtrail'e (nI!) C (n') 
pour obtenir des convergences presque sûres des convergences (5.3.38), (5.3.51). Soit w 
dans cet ensemble presque st1r, rappelons quo pour ~-presque chaque r E [0, 6J, on a 

D'a.près ce qui prérédc, il existe N(w) tel que pour tout nU ~ N(w}, pour tout c E [D,a], 
on a Gn",cSn" E B(x, r2)' On a alors : 

11 ~9n"(w,') - igoo(w, ,)11 
Be Be 1.1 ({O,61l 

= r 1 DL If 5 f(Gnll cSnH ) - D,uf( Gao cW ) 1 de 1,0,51 fi • .. "'C' , 

= 1 ID tnt/.Snll ." f(Gn ll.cSn l/)II Ln".S"II.cll- DI/ll l l1f(G:x:.c t,V)a ll l ll ldC 
,O.5j !IL"io,snl/.câ 

S l,ID L"",8
0

1/.< f(Gnlf,CStI")llflLnll.s,,II.CU- allilll de 
10,6) nz. Il S U 

n . nl/.c 

+ aH11! 1 ID l.,,11 Sn'" f(Gnl/,cSnN ) - DlfUIII!(Goo.cH')\a:c. 
IO,dj aZ:"",S"n .11 

Comme (Gn".cSn", ü~"::·8nll.cü) E A, où l't~nsemble A est défini dans la définition 5.2.1 
n .5n#1 ~~ 

de la classe M~). le premier terme se majore par 



( '/mplt rI' 5. Prlllclpe local d 'wnlIiallU' pOUl (lPs t' Il 1 1 d. 

qui t {'nd wrs (l q \lalld 71"·+ X . 

( 
l ". ) ('ommp (,'",.,,1.':"" ëi.:' .. :~:~ . ((,'""II'.llll/il) E .4. l't pour preH(jllf' tout (' 

(,'" , "",',,. --~ (; XJ 1 i '. 

U!l Il 

nI,.",. , f(G" .. ,.1"" i _-4 [)I lif(,'-.. ,1,\' 1. 
1/ 

11 -~ x. 
f ,:- __ U. 

n .... 1' 

('omm\, dp plll!" la suite ('st !){)rn{'(' pur (,(\I1\'prgpIlcc dominf>l'. Il SlIJt la COll\'f'rgefl<.·{' vprs () 
du UetiXIt'!fIt tl'ml!' Dun finalt'[I)('llt pOUT toutr SOUs-suIte (n').1 !'Xlstl'I1Ct' de (nl/) C ln') 
tpllp quP P[('sqll(' Sl!rt'mf'Ilt O!l il lu mllwrg{,B(,p dll'fC!JPI' On oht WIlt donc la cOClverg('[l('(' 

l!i J sn) ('1 II' pnlllt 111') dl' lB pr{lJl' ISJ t lf)1l S :3 '2 pOlir la ';;\li t (' (q"),, 

Conclusion pour la suite g" 

Un fi vf>nlit· l(·~ (1)lldll10TlS dt· ln pro!>(Jslflu[J J J 2 f·lI/-' s'/lpplIqlw PI dOIlHP 

Vn > O. lilll? { ... f \\' 1(\,) 1 i;\Il~;9,,( ... ,.)·1 _ . .\;06;9,,( .... ,) Il > n} .: O. (5.353) 
Il ....... 

5.~3.9 Vérification finale du point (II') du théorème 5.1.2 

"\jll\y,,I_") l ,\,,,,;,,,,( ..... j 11 

<'; 'I,dl,,('''':.'' 1 . \Ilh(j:...(..,,: .) li .. !À oé ,II,,( ... '.'J l '\oJ,h-.:.( .• : .. ) \ 

\)[j c!1'dllll Hill! ~ d,,~ t't \ldf'~ d" ft" et '/" t!(':- :-;('1 t lulh pll'( i'd"Il!PS 1II,'llalll ft':-;Pt'((l\,pl!Wnt 

fi 1:) J.:~ 1) 1'1 1. r) l '-l,~: qn!' 1"1\11 tout Il > (J. Ill! ri 

l:!!l ? {~., 1\ 
.j _. 'li.. 

1 (\ \ 1 } ) 1 •. ~ n :::.11 

('ummp \ Il .f Il. 1"" .) 1 ....:. .\ (1 6': 1'-1 . ('11 a 
• r...".,. ~1 

SOl! 

> (l} + ? {,c.,'" 1 1 \ 'J, \ \ '. 1 i \ ' ) } 

II' .. \ '} .-> () pI Jl SIl!t 

'Pl { . . (' 1 \' Il \ .' J \. ,-1 1: } . ..... r .'" 1 1 /\(l~ 1"'" 8 .. '-. :o~ T --.;,.8" j > 0 -·-ll. 

(5:3 54) 



5.4. Exemples de fonctionnelles de M~) 

On a alors en notant pour simplifier An,o = {z 111-\[0,6]<,0;;-,; - À[O,ôJtp~l,:1I > Cl} : 

lI1ÀrO,6]rp;,~ - "(0.6)1,0;'::/1 Pn(dz) 

= [ Il''(o.6]V'~,~ - ).[O,6Itp~~:ljPn(dz) + r llÀlo,5J<P;,~ - -\!o.5]'P;;},tll ?n(dz) 
}vnAn... }Vr1i1f...B 

~ 2Pn {z E \-' Il!>\(0,ô).p~.~ - Àlo.<lI..-'~:~\1 > Cl} + Q 1 Pn(dz). 
Vr.A:; n 

D'après (5.3.54), quand n - 00, on a 

Avec Cl -t 0, on obtient 

5.3.10 Conclusion 

137 

On a. finalement vinifié toutes les hypothèses du théorème 5.1.2, il s'applique et prouve 
la conclusion (5.2.4) pour le théorème 5.2.2. 

5.4 Exenlples de fonctionnelles de M~) 
On donne dans cette section deux types de fonctionnelles dl' C([O, 1]) de type !>'Up ou 

intégrale, pOUf le.'iqueHes on a la convergence (5.2.4) du théorème 5.2.2 : 

- X ~ SUPterO.l) tp(x(t)) où rp est convexe, de dérivée Don nulle presque partout (i.e. 
le graphe de <p n'a pas de palier minimum); 

- x ~ fol q(x(t)) dt où q est lipschitzienne sur les compacts et telle qu'il existe S, 
À(SC) = 0 où q' existe, est continue et non nulle. 

On explique en section 5.4.3 qu'en renforçant légèrement les conditions sur les fonctions 
'P et q précédentes, les fonctionnelles proposées sont dans J\tt~) (voir la proposition 5.4.2). 

On commence par une propriété de la classe M~) dont on disposait déjà pour la 

classe M~) dl.l thl'orème 5.2.1 de 1131 : 

Proposition 5.4.1 Pour f E ..v1~}, on a P j-1 « ,\. 

Démonstration : On commence par remarquer que les conditions définissant M~) 
permettent d'appliquer le lemme qui suit, garantissant l'appartenance à M~) classe de 
fonctions définie dans [13, g191 dont on rappelle la propriété essentielle suivante: si 

f E M~) pour P-presque chaque x, il existe un voisinage F tel que pOllf P-presque 



13i\ CIWpltn:'.5 fJf11J('ipp 10('(11 (FlIl\'lLriRIlCe pour des l'. a.l.1. d. 

dllHjl1(' Y (V l't ~ ( \',.:l::.~ j1/+d. (t :IJ,{/]) Sf'/!,IIH.'llt selon!. iiVf'(' !:.(t)- f(y+culj 
la wHtnct lCJlI d" f ù 6.. 011 li 

(,54 1) 

Lemme 5,4,] (th, 19,1, 1131) :""1JI'lI()~I)IIS 11'., r()ft(htwn,~ 8Im'(l1Itp8~lltt4Illtfs pour p. 
JlH'$lJlI( (fi/Hl/Li' .r 

11/ dl 1'/1'1( n r (I) nt frLlhlf'T1!( nt mnt/1l1J/ 111 j' , 

n( ( rI( II,,) =f {()} 
Alon f ~ .\'1,'," 

SoiPllt alor'i j' dalb 1'1'IlSI'TIIIJlp f) prt'sqUf' SÎlI c!()IlIH; par lu pl'OpnNè rappelée et \" 

1 E 11/, k!' VOISIIlHi!;1' rll' r pt difPct IOll arllll issi hie aSSO('II'S, On ('ullsldi'rp la part Îtlon r 
l'Il hgnrs parallt>!ps il 1 En Ilot ail! Fr la UH'surc CjUOt!Pllt, ',' les :itratPs a.'lsoC'Îérs li la 
pan i t ion, POllT :\ E lWR 1. O/l Il 

COUlIIH' ci H l'rios li, 1 h('llr011H' :~ 1 2 cl Il dlilpll ft' :j, pour Pr -presqup dmqm' ~t rH! (' ",. P'l ('st 

abllolurHPut (unt II1IH' par rappurt Il ,\, IrlI'SUfI' df' L"IH'sgue Hur la stratc' ~, pt )....,1 1 :" 

,\1,j. 1 pOl)[ tlll 'if'gllH'llt ..:1 c \" (:1 -1 J J, (;) .J '2 } c!OTl!wnt p\ f -j « ,\ OI! conclut alors 
fUCl!PUlPnt par s{'!'ambilll {> • 

Remnrqlw 5.4,1 ('('tl(' prOposltHIII l'st llllp(lrtant(· pOllf 11',; appllcH,tlOWi lIlléreHtifintf'8 

dps ('Clll\'f'l/!,t'11l (':-> forl/'s (S 24) Happe!olls q\l!' dH.lls 1 .. CH:; où Ffi! 1 4: ,\ pt P! 1 <K À, 

(:) 2 -1) ('st {'qlll\'ldf'lltf' /1 If\. ('ollvPrgell/'t' dal1!i LI (IR) c!('!'i dnlSllt's de «('s lois. 

5.4.1 Étude d<.> la fonctioiluelle du type'illfJ 

qLr) :-up .,.-(I(t)J 
" !fJ .• 

où ;: l'l't (JlI\'t'Xt', dl' (!t"rl\t'>!' prpsq\l(' part()ut non nullc' 

(54 :3) 

En partwu!H'1. r ('~I Iljl'idlltZJrllTH' slIr tout ('()IIlp;Ht <'( il (,XIS!C' : .. ; ( BIR) ArS" i:::- fi tf') 

que / ('XIS!!', l'si «(JII! ill\lf' fit P!'lt !JOU Hulh' !'ilU ,', 

'\f)tnlh .\1, - {t E If) 1) l.tj\J) ri.l~tl,} t'l 1 HPP..)Ij!!" q\\I'}' pst ln lm dl] pr()(,(,SSl;:~ 

du IIHJlIV"!IH'!ll !,rOWlllf'11 On H IIlor~ 

Démonstration: ('fJlTllllf' 't: pst ('o/1\'pxe, SUP,.fI.l, 1"(1\11) ) pst atteint ('TI /:u; '>Ius deux 
pointl' 

- argllllll(. '1) l' li'/ t J, 
, • J 

t. -'- argllln.x t • (,I li' lI) 
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presque sfuement uniques (cf. (20, S.l6n. 
Comme (suP/Elo.ll W(t), inftElo.l! W(t)) a une densité (cf. 12, section 111), il est facile de 
voir par convexité de cp : 

lP(fP( sup W(t)) = fP( inf W(l))) = O. 
lE!O, Il tE (0.1 J 

D'où lP-presque sürement. #Mw = 1. • 
On note dans la suite tx = argmaxtEIO,lj'P(X(t)), le lemme 5.4.2 justifie cette notation 
pour P-presque chaque x. 

Lemme 5.4.3 Pour P-presque chaque x, on a x(tz) E S. 

Démonstration: Avec les notations L, t+ de la preuve du lemme 5.4.2, posons 

Comme d'nprês le lemme 5.4.2, E+ u E- est un eusemble presque sOr, avec Be B(R). 
À(B) =0, on a 

P{W(tw) E B} 

= P ({ sup W(t) E B} Il Ir) + P ({ inf W(t) E B} n E-) 
tE(O,ll tElo.l] 

::; I? (suP 'IV (t) E .8) + lP ( inf W (t) E B) = 0 
CEIO, 11 tE{O.11 

car SUPtefo.l! W{t) et inftE(o,11 tV(t) sont de lois absoltunent continues. 
On a ainsi montré l'absolue continuité de la loi de H/(Tw ); COlmne )'(8C

) = O. le résultat 
suit facilement. _ 

On note Bo = {x E C((O,lJ) Ix(t,,} ES}, d'après le lemme 5.4.3, on a: P{W E Bo} = 1. 
On a alors le résultat SWvRnt de dérivabilité: 

Lemme 5.4.4 Pour tout l E Bo et l E CerO, 1]), g est dérivable en x selon I, avec: 

(5.4.4) 

Démonstration : ~otons~, 'Pd les dérivées respect.ivement à gauche et à droite de cp. Le 
graphe de cp convexe étant au dessus de toute droite d'appui, pour tout m E [cp~(x), <'od(x)] 
on a: 

cp(x} + m'Y $ i.p(x + y). 

Soit l E Bo• tx est alors bien défini et x(tx) E S (en particulier t.p est dérivable en x(tx))· 
Il suit 



140 (ïwpJtrp."j PriTJnp(' ]ont! rlÏUVantlClCf' pOUf drs l'.a.!.l d. 

COlllUW ;(T(f/IJ" Cj(r). orl Il ;'(IU/I) d(tr) ~ g(r + dl - .I/(I) 

PM a.lliPm~ pOil! (' r('I'!. Ilot (lIlS t~ lII! point dp AI r+cI Pl 

on a ,dors : 

yil -1 d) ;1.rlt;J t (llf~)) "'. 1'(.1(( 1) + mU;) rl(t~) 

,~ qU) 1. mlt~)('U() 

!J'ou 

SOlI (l'',)n 1I111' Sllitf' pflsiflV(' H\'('C (n ...... Il. Ilot ons 'll ::. (, { ,\Ir.".! 

On IIlClnln' faull'lIH'1l1 q\le fIl -+ fI Pt! pxtrayallt dl' 1IIIiTC ~()\I!4-SUlt.(:' IlllP plus fine qUl 

rOll\'('rgl' w'rs II ('II dfPt Vi ni) C (11), par mmpflClI{' dl' !O. Ij, d f'Xlstl' (11/1) tellp que 

tn" • t ~ , l'OllllCH' J .+ ('n"[ • J', Oll Cl 9(I + {'n"[) ~ (/(Ij ('l'Ht il rllfr 

or roml!l(' J(t,," 1 .~ ('" ,[If,,·) ...... T(f -x), pH.[ (ontllllut( de -,J, 011 ft 

On O!ltif'llt dOIl( r'Ir(f"II- h(rl -= ;(J'lt r )). SOI! t .... r ,\Ir: {fI} 
('O!l1IlH'f (' Ro ;' pst (Ollt lIlur ('II r(l J ). on ft alors 

1 if '1 ) 

.,..·~U(fn) .. ("lU n )) 

//(.riffj) t ("I,I"i) 

li t / 1 

.,..' (J (f 1 Î) 

fi {J t (',.l, q ( .r \ , 
lllll -- - ---- == .; r l' / t / ) 1 1 ( t l J 

n '.)( ('YI 

On obI !f'ut ({"III 

Oll !J(>\lt fam' IIll ndclll !Ch'lit IqllP qUl nH~Il(> Ù la di'rJvab1l1tP à gauche avec la rnt'mf' 
dt'fiV(-,.. Ô'rlU filltlklt1f'1l1 1'!'XI'itl'IlC(, rie ln dt·rlvr.(' pt .,011 ('xprpsslOn (:) 4 -1) • 

Vérifient ion des hypothèses 

SOlI l hxp diLll~ HI l'lIs/'mhlf' dl' m('~urr P plf'l1lf' rl'aprr'~ ](' ]r'II1IUP 5.·L.3. eu particulier 
1 r = ar)?,lIlax' t1 ;;( JI pst hU'1l ch>hru Cllfl!·nclérow, If' VfJ!.,magp BI I. 1) dp .r 
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1. On note l\1i = \lxll + l, comme f(1 convexe est lipsdützienne sur tout compact, en 
notant KM sa. constante de Lipschitz sur [-M, Nf], on a : 

Ig(y) - g(x}/:s sup Ir,o{x(t)) - tp(y(t)) 1 $ KMllx - yll· 
tEla,ll 

2. D'après le lemme 5.4.4, on a DIY(X) = tp'(x(t:r)) L(tz). 
Comme tx réalise sUP/ElO,ll f(1(x(t)), par convexité de 'f, on a ip'(x(t,r)) ::f. Q. On peut alors 
facilement choisir lE Hp tel que D,g(:r) :f. O. 

3. Rappelons que A = {(y, l) Ililli = 1, D,g(y) définie }. 

Remarque 5.4.2 Dans la preuve du théorème 5.2.2, on travaille avec y = Gn.cSn fonc~ 
tian affine par morceaux définie par 

Il est clair que SUPt€[O.l! if'( GIl ,c5'n) est réalisé en un point ~. Comme U est dérivable 
presque partout de dérivée UI 

:::: 'du presque partout non nulle, 

est de jacobien n-fl/211:~1 UI (XI + c ln.1 J qui est presque partout non nul. On dispose 
alors du résultat suivant (cf. proposition 1.3.1 du chapitre 1) : 

Lemme 5.4.5 Soit D. C Rn. f : Do ~ IRn mesurable différentiable sur un ensemble 
BeA. Soit Ji «An, si "n{x E Bidet Df(x) = O} = 0 alors Jirt!-I « ,\,Jl. 

On déduit de ce lemme que le vecteur 

est de loi absolument continue. On en déduit que lP~presque sfuement, 
SUP~E{O,l) 'fO(Gn,.,.Sn} est réalisé en un unique point ko/n avec 

G'I.l'Sn(ko/n) E S. 

On a donc Gn,l'Sn E Bo avec la dérivée de 9 en Cn,cSn selon l E C([O.1J) c10lmée par 
l'expression (5.4.4). 

Comme la propriété de continuité et de bornitude de D f(·) est utilisée dans la preuve du 
théorême 5.2.2 pour y = Crl,l'SfI' on peut. considérer par la remarque 5.4.2 que DIY(Y) = 
1P/(y(t)) l(t) avec tE !.,J'J' 
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On a alors :D/9{Y)i « ~11)J; M,II,Tllp'i IIli! ",,-0 K,\f' l'apphcatlUll (y,/) .-. D/g(y) Ptit donc 
hOr!.{!(', 

SoIt (Yn,ln) -. (y,l) élW(' .tJ ( Ijo, mSf'mblf' P-pn~squf' sm 
ComnH' YT' --4 lj, 011 Illon! rC' ('ommf' danli la pn'IlVP du lenurw ,')4.4 ('fi pa.'1Séln! par des 
SOIlS-SUltf'S qU'In'P(' t" (.H~", OIl Il ln ~ t". 

Un Il ,l)n(tnj -~ .lJlfy) pUl:-- 111t1lUlf' y EDo, pflJ contmllltf' de .. l ('[J y(t,,) E 5', OH Il 

;(y,,(t,,)) - • .. -'(y(( v Il 

Comn!!" 1" -.1" l" -.1.011 il aIlSSI{nU,,) - ./lt"l. 011 ohtlf'nt flllalPnWIl! 

;'(!JfI(tflJ) {"il"l • ,:(y(/,,:) {[f/l)' ('l'st ri (hf!" 

On \'èrifip pOlir ks fOIl(! IOIlJlI'lles (.'J-tJ) de t~l)(' S1l1> lt's conditions utilis{>f'~ dans la 
prru w dll t hrof('1J Il' :) ~ 2, OJl IH' v('>'"lfir ceprIldant qu'urH' \'t>l'SIOI1 atfai blif' du pOlllt 

3 pour J'appartPIIHIH'(, il _\.·1~~' Av!'(" df':'i ('ondltlons lÉ'gr\[(lI1lCIII rt>nflJl'cf'ps, lin pxpliquf> 
(>lJ sl,tti(}lJ 5·1 :l qll'()lJ 1)('111 ~ulisfainl plf'Ull'lI1f'llt la dMinltlUIl .'i21 de ci'l te classe dC' 
fonet ionop 1If'~ 

5.4.2 Étude de la fonctionnelle du t.ype mt/;gmle 

On ('ousHli>rl' IR fOllct i(mnrllfJ h ('( ~(), 1]) ---; R donnpp pa.r 

h(l') c- t q(l(t)) dl (5.4,Gi 
./11 

où q l'st IIpsdlltzlt'llTlt' >;111 t'illt rlll1Jjli'llt pt tl"ll(> tIll'll l'XI.;t!' S'E: B(R), ,\(5''', () (}üej 

t'st dé'bllle, lloll Jlll!]f' pt (1I11{ 1111 If' 

Lprnmp 5.4, fi SUI t R : {J 1:-: ({; (), 1 ~ 1 l ,\ { t i Il f 1 t= S} = I}, ()II Il l' 1 n,)) - 1 

[)lh(I)·~ t r!'IJU)j/(t) ri/ 
Jo 

Démonstration: Sull f t fio, ol! li 

hlJ' -j- rl)- h(l') - (,II q'(.r(t)\ l(tl dt 
(J 

=: fI ((j(.r(I) .. + dit)) - ql.r(l)\ - t/(I) q'(I(t))) ,it 
, Il 
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Comme x E Bo pour presque chaque t E lO, Il, q est dérivable en x(t) E S, on a pour 
IcI ~ 5: 

q(x(t) + c l(t)) - q(x(t») - c l(t) ql(X(t)) 0 \ ch [1 
-'-'-..;...,;....--'--'-----'-'-'---'-'-----~ ~ pour A-presque aque t E 0,1, 

c 

I

dx(t) + cl(t.)) - q(x(t)) 1 < K Ix(t) + c l(t) - x(t)l y 11111 
c - IIxIH-dPIII Ici $ \ Il xII +611111 ' 

It/(x(t) l(t)1 $ I<lixulillI, 

où on a noté KM la constante de Lipschitz de q sur [-M, M]. 
On a alors par convergence dominée 

!t(x + cl) - h{x) - C 11 

ql(X(t)) l(t) dt = o(c). 

On obtient donc la dérivabilité de h avec l'expression (5.4.7). 

Vérification des hypothèses 

• 

Soit x E Bo ensemble de mesure P pleine d'après le leuulle 5.4.6. Considérons le voisina.ge 
B(x,l} de x. 

1. Notons M ::; IIxll + l, on a alors: 

Ih(x) - h(y)1 $11 

Iq(x(t)) - q{y(t))l dt :5 [(M 11 

Ix(t) - y(t)1 dt $ KMI/x - yll· 

2. Comme x E Bo• D1h(x) est donnée par (5.4.7). De plus tj(x(t)) ::p 0 PO'JI' presque 
t.out t E 10,1], il existe donc l E C([O, 1]) tel que D,h(x) ::p O. Par densité de Hp dans 
e(!O,II), on trouve alors l, direction admissible pour 11', tel que D1h(x) :/: O. 

3. La même remarque 5.4.2 qu'au point 3 de la section 5.4.1 justifie qu'on peut suppo
ser Dth(y) donnée par l'expression (5.4.7) (car c'est le cas pour Gn.cSn pour lequel on 
applique cette hypothèse dans la preuve du théorème 5.2.2). 
On a alors pour tout (y,l) E A, IID,h(y)11 $ KM donc bornée sur A. 
Si (Yn.ln) --. (y,I), on a : 

IDj"h(Yn} - D1h(y)1 < 11 

Iq'{Yr,{t)) ln(t) - q'(y(t)) ln(t)l dt 

+ 11 

Iql(y(t)) Ln(t) - q'(y(t)) l(t)1 dt 

$ (illil + 1) ! Iq'(Yn(t)) - q'{y(t))l dt + KM Il ln -III· 

Comme le premier terme tend vers 0 par convergence dominé! (q' bornée par KM), ùn 
fi quand 11 --. 00 : 
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On ve'rinc pour le!'> fonet Il III IJ ('Il e!'i (,S ·tG) dl' type mffqrale les r'onditlOlls ut.i1isôcs dans 
la P[(,II\'P 011 th{'nri'!Tlf' :) '2 '2, 011 IH' vpnhf' (('pendant qlllUle \'('1' sIOn affaibltl:' du point 
3 pour l'Il ppar 1 f'llaJJ['(' il .. :\,1,:' An'c dC':-i ('1)/Hl1tJ(Jn~ If>gi'rnlH'llt renforcées, on explique 
dans la sectiol1:) 4:~ ~lIivalltl' qll'uH pf'llt satlflfmrf' pIPilll'lIll'lJ! IH IU'finition 5,2,1 de ('eHe 

clas~w dl' flllH't10/I/wlll's 

543 R 1, t 'AA II ) . . cmarque surappar ,enance a ,VI p . 

On Illont n' Ipl'PII 1 f'lIf()('(~al1l Ih~f'l't'IIWJlt !Pl'! bypo! hf"WS d('~ flllH't ionnl'lI('s défiIllcs ('Il 

(i4:31. (rd G), on v('lïlip pll'llH'IrIf'II! les C'OlldJt.iol1s d'appart('Il/"tnC!' li la classe /v1~~) df' 
la dénllltlOli S 2 1 

Proposition 5..1.2 Ln juruflCl1IlldLu; dc'ftntr.s ('11 (j4,i) ct {S,4 (il IlI'PC H'5]Jrctu'f'rnrnt 
.; jOllctW1i [(Jlll'I'J( dl cllL,.,,'i/ ('l, '1 dl' rlaS81' ('1 ('f t(lllt(.~ Ir ~ rhlLI J( dlrwù:" ;', ql 

p1'C8qU(' par?ol1l TI(Jn Twll, 8, s(ml dans la classe .A/I~;;, 

Retour aux fonet iOnIlf'lles de type ,<'!tp : 

('on:i1df>rOlll' ln f011( t )()fJlwj k d(' t V(H" lil) dr'tin Il' ('11 (~) -I,:~ 1 tl\'Pl '/'" U!l(' fonet ion convpxp 

Cl dp dé!') vi'(' pfl'Hqlll' pm! 011 t [Ion nulle 
Notons TÏJ') :", {I E iO, Il' j:(I(t)1 SlIP,";lIj' t:( r(,~))} ('IlSrlllhlf' f,)IllPflcl. 

Pour t f nI), par ('(JII\'('xJl{> th, ;, Il pst d,ur IjUt' ;'(J(t J) :j:. () A la place du IprnrrJ(' 
54.4. on tt nUlillt('IlHllt 

Lemme 5.4.8 Snu'llf r, 1 E ('([(J,l]l. OTI (j , 

inf ;(.r(t)), 
,. j 

Dt g( 1') = Slip ,?frlt)) 

t<l 
(5,·Pi) 

Démonstration: ("pst 111)(' \ï1flal j()Il d<' la pn'HW dll lf'nllI~(·'),1. 1 A n(~uvealJ ('omnlr 

pOlir .,: «(Jtl\'(x(', ('fi li ;( rJI /1.,:'( l', < ,/,-(1 ; y), p{)11r t r Tir) ('r Ir ( T(r -1- d) llH'C 

(' > (J, (Jll Il 

/""11'1/)) 1 (Ul < I/(r+ cl)· 'lUI <.: ./fr(t. 1 + ('{(!,)), IUl 

SOit ((n)" UllI' ~llJtf' pOSltlvt' (1lIlvr'f)1;c"H.lIt \"pr" (1 OnI10!(' 1" =:': fr .. f T(r + ("Il) 
POlir flllltt' "i(1\l~~lJltf' (/l': (~ (n), par «()Illpil.( Ifi· df' :0,1], li f'Xlstp (II") '" (11') lPUe qUE' 

t,," -,~ t>c ('(JllllllP 

pl 

(1 (.C' t (" ,,{ ) • q(I), ;(III,,') t('fI,IIt",)) ~ ,..'(I(/",)) 

on l'II dr(!lllt .,:11(1 .. l) III rI. ("pst ft dm' f ... ç TrI) 

('OlrJllt!' f, I, ,/",1 SOlil ('1.111 111lH'S, 011 ft quand /l" • 'X.. 

/(t .," i 1 il .... ), 

lU,,") + ('""{ft,,,,) - .. I(tx), 
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il SlÙt 

<p'(x(t)) l(t) 

Finalement en prenant le sup pour t E T(x), on déduit facilement 

11m g(x + Cnlll) - g(x) = sup 'f,/(x(t») l(t). 
n" ..... oc Cn" tE'i'(;r) 

(5.4.9) 

De toute sous-suite, on en a extrait une avec la limite (5.4.9) précédp.nte, on a donc la 
première partie de (5 4.8) : 

Dig(x) = sup 'P'(x(t)) l(t). 
t6f(:.) 

Un calcul tl!mlogue mène il la d6rivée faible à. gauche D/-g(x) annoncée. • 
On prouve ensuite 9 E M~) de la. même façon qu'on l'a fait en section 5.4.1 avec la 

fOIlctionllello de type sup plus générale. Le point dont on n'avait montré qu'une version 
affa.iblic suffisante pour être utilisée dfUls la preuve du théorème 5.2.2 est le 3. On peut 
maintenant le vérifier effectivement twec les hypothèses renforcées sur 9 : pour (y, l) E A. 
l'existence de DIg(y) donne la coïncidence des dérivées faibles à droite et à gauche. Avec 
le lemme 5.4.8, On fi ruors : 

D/g(y) = cl(y(t)) l(t) l' tout t E T(y). 

La suit.e de la vérificatioIl re."Ite inchangée. 

Retour aux fonctionnelles de type intégrale: 
Soit li. la fonctionnelle de type intégrale dOIlnée par (5.4.6) avec q une fonction Cl de 
dérivée presque partout non nulle. On utilise le résultat sulvant à la place du lunme 
5.4.7 : 

Lemme 5.4.9 

Dlh(x) = J q'(x(t)) l(t) dt. 

Démonstration : La preuve du lemme 5.4.7 vue pour la fonctionnelle plllh générale 
s'applique, q étant maintenant dérivable en tout x(t). • 

La vérification de l'appartenance à la classe M~) est alors la même, sauf que dans 
ce cas pour (y, 1) E A, on a effectivement par le lemme 5.4.9 Dth(y) = J q'(y(t)) l(t) dt. 
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5.5 Annexes 

5.5.1 Estimation asymptotique de [l 

Oll c!O!iTW llIlI' ('''1 IlllHt Jon nt JII' dl' {' t'n .:t: 'X 

Proposition 5.5.1 ,";1 Ç. l'anal/If' alm/o/11 d, Joni fwu (Ü T'rpurt l twll F, ('st dans l"'S
JlC'f [)'(O, F !I a/"" 111/ dZ'ipnsr d, {'(.'iflmntlfJ1/ .5lJll'llTt/e dt CF! .' <P 

l 't,r) = t· o( ( ~ ) !P) /'11 1. 'X 
IJI r ~ 

(:) 5 Il 

où Q.), q .~lInt n~/'tI/m 11[( TIf III JOllrtHIfL d, rrpartltwn ct lu dfrtslti de la IU1.V(0. 1), 

Démonstration: Ot! lltIlisp pOl![ rda If' rrsultat (>\{'mentaJrp 'Hllvant 

Lemme 5.5.1 .... ·/lit Il [0, 1] ~ jR" dt't rOl,~.'iant( ttllt- IjU.r };)I y(t 1 dt <., x, aluTs quand 
t -1 D, gU):= 0(1,11) 

COHlIIH' ~ dt· [fillet Hill dt, r('parutIo!l F l'st dans lJ'(O F. Pl, UII H 

Pllr d"<T()IS~all(,[' d(' l ,~-. F-1(1 ~- IjP pt pOBIlIVlt(· pour t USSt'7 prodH' d(' 0, le 1f'lntUf' 

5,:) 1 dlJllIlI' 

F Iii) ~- o( l , (1 - t): fi l, l -t 1 

COIllInf' ('~rl = F l 'J(I)(r). (I>(x) -- 1 quand J -, +x. ft 1 --<l'{l') "" q(T)!.r PIl +'X', 

on fi faclÎplIH'111 ('j;) 1) ('n t'X. ('t d!' la mi'nlt' façon, on If' montre E'1I - "'>C 

5.5.2 Convergence de (J 

Pour IJIll11trf'f ia ('(Ill\'prgf'lJ((' df' lllltP/2,Ialt-'11 =- J {'/Ulq(.f)rÜ l'II +"X.. on la compare 
il 11/1(' si'rH' 1011 ["fftl t Ik lI1PI!I(' ('n ~. x: On i-l 

j . " ( , ! .1 ) Il' .r 1 ri r <: 
Il 

L Ijln : 1 r ' (11 -t 1; ( ( 11 ; ) 

fI~ 1 ·X 

" LI/(HI ({In -rI) {'(n)) + Lq(n}l!n+ li (552) 
n-. Ii " -p 

où P ('''il tf>1 qw' {'(I) ! () p01lr ,r?, /! Lf' pn'lllwr ({'fUlC' du membre de gauche d(~ 

(:IJ.2l ('st hlll (liI la ;';ClIIlIIII' ('sl finJ!' pour 1(' second !rrlllf'. (CJllune Çl E. Ll(n, F. :Pl. 
l' {'qm \'alellt (rI ~\ 1 ) (k la pr0!luslt IOIJ ;) :) 1 dUIlll(' 

( 1-;;-:1~) r 1 .. 

/1 ( 1/1 , '( 11 + 1) :- IJ ( Tl 1 (} \i. -;;::; 01 V Tif" " 1. 
; 'It 11 + 1; 

t PrIm' gl'I1pral 1 r IJIH' SPIW ('(lll\ l'rg!'I!! t' L w! "grall' (1 ('st dom bien dNil1Jl' (en rùttihsnut 
CjIH' les 1I1O!J}f'llt ... cl Clrcln' '2 dl' oÇj) 
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5.5.3 Moment d'ordre 2 de U(77 + h) 

Soient T} une variable aléat,oire de loi ,N(O, 1) et h E R on montre la convergence de 

EU(11 + h)2 = J U(x + h)2q(X) dx 

avec l'hypothèse E161 2+-r < +00 pour l' > O. 
Soit 0: = !p > 1 et {3 son conjugué (~ + ~ = 1), par l'inégalité de Holder : 

J U(x + h)2q(x) dx 

= J U(y)2exp { - -1/2 + yh - h2/2} d;/j 

J y2 y2 
= U(y)2 exp { - 2o} exp { - 211 + yh - hl/2} dy 

= (1 U(y)"'e-';' dY) 1/_ (1 exp { - ~ + yh{3 - h'{i/2} dY) lia 

< 00. 

On a donc EU(r] + h)2 < 00. 

5.5.4 Résultat <J'absolue continuité 

Lemme 6.3.1 Sm.ent (ft, ... t fp) : [a, b] ~ V E 8(IRP) une application de compo
santes absolument continue,'1, F : V ---+ IR lipschitzIenne. Alors G = F(ft,· .. 1 fp) est 
absolument continue. 

Démonstration : Rappelons que J : JI{ ~ IR est absolument continue si pour tout 
ê > 0, il existe & > 0 tel que pour Uk(Cik, (3",) 

I).Bk - ct",) 5 d ===> L 1f(lÏk) - J(adl ::; ê. 

k '" 
Soient ê > 0 f't c5 > 0 qui vérifie la définition précédente de l'absolue continuité pour 
ft .. .. t !p' Soient U!:(o,\" Bk) avec Lk(J"",-ak) :5 d. En notant J( la constant.e de Lipschitz 
de F: 

D'où 

IG(iJk} - G(Qk)l = W(Jl(.8k ), ..• , !p(Bk)) - F(Jl(cik), .. ·, fp(adH 
:5 KII(JIUh.), ... , Jp ({3k)) - (ft (ak) •. .. , Jp(ak))!1 

p 

< K L If.(iJk) - /,(Ok)l. 
t:" 1 

p 

L lG{a",) - G{O:k)1 ::; K L L Il,(B1.:) - !1(o,JI ::; pKé. 
k l",,1 k 

On obtient l'absolue continuité de la fonction G = FUI,·' ., I p )· • 
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5.5.5 Lemmes techniques 

On rappclk qll Oll drsl~lj(' pHr q la densité> d(- la loi normale stlU1dard ;\'\0,1 L 

Proposition (lemme 5.3.3) SOIt f l7lt{gmhlf' S/),1' lt8 comparts tell, qUi pour ft assez 

petIt OH (/ 

Alnrs 

( ~Ilp 11/((1 - l/(f ... hl: Iful' dt - 0 qurmd l·~ () 
. Il ',1 

Démonstration : 
On t't lldu' r :-.Il/J l, ' 1 !! (f )f/It ) -- f (t )qU + Il ) i dt l-n M lIldant rlfltégralt:' en ({('ux ~ti'5l + 

It!:>1 

Pour fli' 1 ilUPI,. / :/(1 )4(1 \ fit )1/11 + h li dt ' 

1) 

- ~Ilp :f(t)q(l) - f(t)qU + hll ~ -~ !f(tJl Ifltrgmblp SUl {Ill ~ 1} 1 

il- / ..j27r 

- ~Il\l iq{l) - q(t + hl, --, O. ,-.... 0 
f, •.. / 

par ('ont InUit r de </ 

Par ('()fl\'('rg;t'fH'(' do ITllJlrr, Il Slllt 

! :-'lIp fU)I/if) - flt)q(t + fil' dt --~ () 
, /'1 il <1 

• (J 

Pll If (, ,1 Slip 1." iflli l/ If ) fU)I/(f 1- hl: rit, soli 'n .. " (J hx" 

COIIIIl,!' t' .. 1. 1 <: II!, (J11 a :, -, II) ..> ;1' - 10 , l't 

q(t 1 'lit + h) <" q( I!· ln}, 

SlI!JlfU)I/(t)· f1f)flU + h)'~. 2fft) q( t -11)) 
l,,, 1 

mt('grnl Jl< par rh'pot !J('..,e (r):d: 
SUPt. . l ,ql( 1 - ql f + ft): -, n, 1. Il paf WlJt,llllll(' ri!' Il 

Par ('(jllVf'rg('IH'(' d"lI1111f\', d snit 

j, Stlp f(t)q(t)-flt)qU+h)'dt -.(j, 1 ...... 0 
t' _1 ft· 1 

(.5,,~4 ) 

(55,5) 

• 
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On justifie maintenant le lemme 5.3.2 utile à l'étude de (a13) en section 5.3.7. 

Proposition (lemme 5.3.2) Pour tout A> 0, on a J V'(x) q(lxl - .À) dx < 00. 

Démonstration : On a 

On a: 

J U'(x)q(lxl-.À) dx = J + 1 . 
Ixl~:ÀI Ixl>IÀI 

1 V/(x) q(lxl- .À) dx < 
Ixl:5IAI 

1 U'(x) q(lxl- /\) dx < 
Irl>iÀI 

i!:s,>" U/(x) dx $ U(.À) - U( -À) < 00, 

1 U'(x)q(lxl - À) ~~r 
Ixl>I.\1 

< r q(lxl-I.À/) dU(x). 
J,:r:/>p../ 

(5.5.6) 

On montre la convergent'e de cette dernière intégrale par exemple en +00 eu la comparant 
à une série : 

r q(lxl- IÀI) dU(x) ~ L q(n. -IÀI)(U(n + 1) - U(n)) 
1'%1>1>-1 n~I'\1 

< E q(n -IÀI)U(n + 1}. (5.5.7) 
n2:I·\1 

Or d'après l'rlnne:'Cc 5.5.1 

( 
n+ 1 ) U(11 + 1) = 0 e-Cn+1)2/'2' 

il suit la COllVt'rgence de la série en (5.5.7) et finalernpnt œUf' df' l'int.égrale (5.5.6). • 

5.5.6 Proposition clef 

Proposition (proposition 5.3.1) So:.en. pour n E N, ln : (n X [0, t5), F X RUO, 6]) ,I? ® 
X) - IR, n- E F teLs que 

1. Vw En', 3N1(w), "In 2: N1(w), fn("';,') est absolument continue; 

2. f,t(w, 0) ~ /oo(w.O) sur n- ; 
3. ffl(w, J) ~ foo(w, 5) sur œ' ; 

4. vw E fl*, 3N4(w), "<:/11;:: N4(w), fcl,.(w,c) > 0 À-presque partout pourc E (0,6); 

5. fcfn(w, c) ~ lëfoo(w, c) sur œ. 
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A lors sur! t 

DémoIlstration : Il ~'agll d'utdlspr la propmat ion 5.1 1 df' la page 110 eoncf'rnant la 
ronwrgPI1i'P fort l' d(, I!}('SllH'S IUlllgf'S 

Soit in') urw "ol1S-S1l1te (ln !llontrp qll'!Il'Xl~t{' (u") C (TI') HWC 

(S.5.8) 

pOIlr pH'8que chaq1le ... : E n-. le' rrit ère class!qw' df' la COI!\,prgeflcP Pli probabihté don
r}pra . 

'rIn > (J, bIll ?{..: E: rt! nrJA!,,!..:,) ! - '\'OJ:!-x:(..:,·rlj! > o} == () 
fi • '- . 

Les hypoth(~s('s 2, :i, :) dCH.IH'lIt lllle SOUfl-Slllte (Tl") C (n') tellp que 

SUIt alor!>' 

- In" ( ...... 0) -~ !x(",;,O) VIA.' (ni. ]p(Oi) -lP'(u'); 

- ln" ( ... :. 6) -1 J-... (,.;. cS) 'ri",' (u;, l?m~) -,.. l?(ft) : 

n D _. In"!"'" 1) --.:- f""- (...J, r) 'çi("", cl C ,.:~ C !r (.; iD, 6]. 
é)' , ik 

p V:~ ~ (['.;:,) = P(ftl 

o . 
~f-.. 1 .. ,:, 1) :> 0 ,\-pmiqUf' partollt 
de 

(J et 
f ! .... ,.; '---,-f~ f ..... r) À-prl'sllIH' !m.rtoul I}OIU r E 1'0.151, il, TI' ,J(. ' t 

(55.9) 

rlJur lul\! ..... E: ~~;, f'l li .~ IllaX(S;: ... ), '\d"')i la fonCI10llllt'1lt' ('- • / .. ,,( .. ,;.1') \'f>nnt'nt les 
hypot hl'1>eS r!f1 la VOpoSI! IO/l .''>.1 l Cdlr·-(! dort!!!:' la (()llVNg,Pl!U' (;) 58) et le résultat 
(5 .. :-) ~) an!lone j, par 1(· cnll'n' dt, la collvprg{'w'l' en pr()habthti' • 

UnI;' autn' \'l'r~I(JIl !If' la pl'opos:tl(m r) 3 l (hll' ail corollalIf' 1 d., 112) dl' la mèuH' fa.çon 
que la propOSltlOTI :-):l l J p'il dll mrolllUJf' '2 df' 1 Uj. pst 

Proposition (proposition 5.3,2) ,1.)Olf pOUT Tt eN. fn (0)< ,(j.b:,F" B([O,6j).P~; 
,\) --.... lIt n- ( F If'L~ 'lUI' 

l 'if...; E: sr ~.\'J(""!' VII ~ .\'j(""1 fnL • .:,·) f.'it absolumn/t contmue. 
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p 
2. ffl(w,O) ---+ fco(w,O) SUT" 0* i 

9. Vw E œ, :Joo(w, c) > 0 À-presque partout pour c E (0,6) ; 

4. Illèfn(w, c) - !!oo(w, cHILI ~ 0 sur fl*. 

Alors IIÀIO,6,ln(w, ·t1 - Àro.6]!oo(w, .)-111.2:. 0 sur n*. 
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Chapitre 6 

Principe local d'invariallce pour tIlle 
suite stationnaire dépendante 

On reprend dans ce chapitre le problème du chapitre précédent en partant d'une 
suite stationnaire mélangeante de variables aléatoires (çn)n>O obtenue par une trans~ 
formation croissante absolument continue U d'une smte stationnaire mélangeante do 
variables gaussiennes standard (11n)n>i). On commence en section 6.1 par rappeler les 
tlléorèmes limites assurant la convergence faible de la suite Pn des lois des processus 
:1rl constants par morceaux, normalisés associés à la suite (çn)n>O; cette convergence 
constitue notre point, de départ. On rappelle également les outils de dépendance qu'on 
utilise dans ce C'.hapitre. On énonce en section 6.2 le thêorême 6.2.1, analogue pour le 
cas mélangeant du théorème 5.2.2 obtenu pour une suite de v.a.i.i.d. : on obtient la 
convergence forte p,J-l ~ P /-1 avec une condition sur la vit.esse de convergence du 
coefficient de mélange fort de la suite (T7n )n>O et f vérifiant des conditions proches du 
cas il.d. Dans le cas particulier où on prend la fonctionnelle donnée par f(x) = x(1), on 
obtient par exemple directement du théor~me 6.2.1 la convergence 

c'est à. dire lm théorème local limite pour des variables dépendantes, ce qui semble 
nouveau. La preuve est donnée en section 6.4 en reprenant dans celle du théorème 5.2.2 
les passages O" l'indépendance ne peut plus être utilisée. 

6.1 Théorèmes IhnÎ'tes pour des variables aléatoires dé
pendantes 

POlU unc suite de V'clfiables aléatoires indépendantes identiqt'ement distribuées, le 
théorème de Donsker-ProKhorov dorme la convergence faible des prc.cessus constants par 
morceau"x norma.lisés associés à. cette suite vers Le processus du mouvement brownien W. 
On a renforcé la converr,euce de fonctionnelles de ces processus pour une large classe de 
fonctionnelles notée M;) (cf. thé.orème 5.2.2). 

153 
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On se pfOpOl:it' ci 'ét UclH'f un principf' local cl 'invarianc(' pour certaines variables dé

pendautes. On ut IlIS!:' la Ilot IOn dt' dépPIIclancp assOrI{>e au coefficient de mélange fort 
introduit par ;1.0senblatt Ou wmnlPncf' par le rappelef. 

6.1.1 Variables aléatoires mélangeantes 

Définit ion 6.1.1 On dr'fllllt h· ((wlfim nt d( 11.élangr fOTt flltn dftJ.I tnbus A et B par' 

1i(A.B)7~\Ip{?(Ar~n:-p(A)lP(BJ. AfA RED} 

S'l (X,), ,'0 / ,t ILlH 8Wtl n/!:nI1J1Tf' IT/, llot(l1!t .'vfa,b == a (X,. il <:; l ~ b). on défimt pour 
p < q, odp, '/)"' Il(J'vf - -x. p' .<\!f'I"X J, 
S/ df 'fJlu.~ la :;Iutf (X, 1,>0 nt <.tatW1I1wm', OTt Twlff'U 0,\ (Tl) c il ... (1,1 + n) On ecnm 
mfmf 0'1 /onq'll 'Il TI ''1 (l ]Jas li 'amhlgl1itl 

POUI POU\'OII COT'I rôler leH \'HIUU'!f'(,S dl" Sl)mmes de> vllriablps al(>llt()lff~S méll-\.ngeantes. on 
ut di!>!" dans la fiUI1 (' 

Proposition 6.1.1 (\6J) S'ou'nt X. r du vaT1ubles réelles centn~e.'i de vanances fime.'i, 
Pour J1. tj,r 2' l t/'L~ qur ! + l + l == 1. on fl , 

l' q , 

(6.1 \) 

Dans it' CH.'i <1<, vIl1'labieH IIldrrlPudantf'h OI! peut est IInef la probabilitp du mrunffiuIll d<.'S 
RomIDes partIPIlf''l par If' m3JOIIlIIIll df'S prohabtlJtl's dc:', sornmf'S partielles par l'lllÉ'galitp 
d'OtlaVIl'l.lll Dan~ If' cas i!W(' lIlMangp, 'Ill (lispost' df' l'aualogu(' '\llI'rant . 

Propol'ition 6.1.2 .r...()jf (.\";' l,." 1111 fl1.blPfJ,L trwngulatrp de vtlT,ablf',ç alp.ato~re~9 centrfc<~ 
ir,lIN qu'Ii f'IISt.t " .' () Ji<iUT !t'qUf 1 If q rr/{lmF.Ttt.~ d 'o11ln 2 -J- .... dp X,1\ sont bornés. On 

S'UppO,~1 

( V" \.", l' . 
() /\, ,. J.' <..... nI il -. Ji) 

a/'N pOIl7 r " '212.f -r)/', 

(6.1 2) 

Sou'nf S;' -= X;' +". 4- X~' rf rr~ {Il l'II'f'1Il~/lI' tir ,r.,'~, r/'(fJl>llilllnf rr~ -, nht1î) m'le h mu 

frmctum il l'llnatWTl {fTltt, 

.4101'8 pour tout t '.> (J. tl fItstf t > 0, Ci;-) <+:x. tels 4U'(l/lU 

on a 

(6 13) 
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Ce rêsultat est daMé dans {14, section 1.4.31 sous une forme moins générale. Une lecture 
attentive de la. preuv'c de [14J montre qu'on l'adapte sans difficulté à notre situation de 
la façon suivante : 

DémonstraUon : 
S · () lOt "f1'-2(2±.'1l Olent >, < < 2.(2+"1+0,.)' 

Soient 
"Y - 2()t /3 1 + t 

t3=2(2+~t) >0. m=!n J, 8=)3' 

Il est facile de constater que 2 -1- 4h < s < r. 
Considérons 

fl
S

} O:mn .' 

Comme 

Slip EIX."12
+Y < +00, 

I<n 
n>o 
n1+t+1'!2-l!t 1+1+'lf2··Llt --:M-- hl Tt . - (l-8)'lh( )H''"If!è -+ 0 

u!+'1 n1+-t!2h(n)1+''''2 - n n , 

am nO' :::: O(n-fJ(l"-s)} - o. .,'''' +00, 

on a. bien C(ê} < +00. 
Prouvons maintenant l'inégalité ma.x:ima1c (6.1.3) : 
Soient 

et 

K.n = {k E {l, ... , n} IlP(Ak.n} > C(e)n-{1+t}} . 

On a 
YI 

n -+ +00, 

(6.1 4) 

lF{~~~xISkl > éOn} == LiF(Ak•n):5 C(e) .,-t + L lP(Al:.n). (6.1.5) 
- k=1 kEXn 

Par ailleurs, 

lPüs:'! > éO'n/2} ~ L lP( {lS~1 > éQ'n/2} n Ak.n). 
kEX .. 

Il est facile de voir que 
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on a donc 

!1]){ L>n .. '"(1 ")} 
if i.-"1I ./ ... 11/-

~> L ?{ Ak ~ ,-, {18;: - S~ :::: ~(Tn/:?}} 
k(/... •• 

::: L ?i.-h,,) IP({S;:-S'; >EO'ft/~}nAk.n) 
h;, ~ 

? L ](.-\I.;.n l (1 - ?{S;; -- ,<;ik' 1 > EOn/'!.· Ak.n}} 
kf /..." 

Pow k < TI - m. Il ('st (hm qll!-' 

l!ll{' ,-;." _ " .. u l, fi • l· - ?! 4 } <. 9{ l "-'Tt .:> ~an/'" ! ~ k.n _~ Li: al n 
L'fI l' "11 ,.\ i 4 } - .1klr,. ;;>" nl't l' k.n 

.J.!ll'{'L'll S·ft; 41 4 } .. I,Jk~,., -, k' ;> f(]",;' • 1..1 

On a d'abord. UW'( k E K" 

car 

l!ll{' -" ·'1' l 4 } ~ . ,'" 1 "Ti .- ,'1 J, 1 .'> ~ Il,. ' . .!. ,. <.. 

< 

E" 
! L.-J 
;1=k .. 1 

.} . -. 
... ·n 

... '\ r , 

2+~ E' vn ' .... , <. 11/ sup ~i",\, . 
I~, n h 

( 6.1.6) 

(6.1 7) 

(6.18) 

(6.19) 

,i == .l.2Bt ,OI! a 111:'" <. n" 2 /Jt Par choix de ('I,E)', il suit alors de 
2! l, , 1 -

(fi 19\ 
? J C'TI L'n, . - l' Al' 1 1 f .. l'Jk+rn - ~}k! ;> ~rrTl/-t; lin ~ f"t 
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On a. ensmte toujours pour k E len : 

< an + 1/4 

car IP(Ak.n} ;:: C(e) n - il +1) et par choix de C(e:). 
On obtien: alors la majoration (6.1.8) qui permet de ronclure è. (6.1.3). 

157 

Pour n - 171 < k S 71., on montre lP{ISk - S~I > êan!41 A ... n} :5 1/4 de la même façon 
qu'on J'a fait précédenunent pour ISk+m - Sr/. k :5 n - m car n - k :5 m. 
On a donc à nouveau (6.1.8), ce qui achève la preuve de l'inégalité maximale (6.1.3) .• 

6.1.2 Thêorèlne limite fonctionnel pour des variables mélangeantes 

On dispose dans le cadre dépendant d'analogues au théorème de Donsker-Prokho;ov : 
on considère sm' un espace probabilisé (n,F,p), (çn}n"'1 une scite stl\.t1onnaire de va
riables aléatoires centrées, de variances 1, de suite de coefficients de mélange fort (Ctn }1I" 
En notant O'~ = Var(ç] + ... + çn). on associe à \ç .. )n>O le processus COllstant par mor
cea.ux : 

1 Int] 

8n (t) = - LÇ .. tE [0,1]. 
O'n ,,,d 

(6.1.10) 

On dispose alors du résultat suiva.nt qu'on trouve daLls 1331 : 
Thêorème 6.1.1 Sott (~r)n>O une suite stutionnairefortement mélangeante de variables 
centrées. On suppose qu'il exi.ste Î > 0 tel que ElçrJ2+"I < +00 et 

n a~/(2+-,) --> 0, n -+ +00 

Alors 0'2 := lim11 _+ 00 O'~/n existe .• 0 $ 0'2 < +00. Si de plus 

0'2> 0 

(6.1.11) 

(6.1.12) 

alors en notant p .. et P respectivement les lOIS des process'US S,. et du m01J1Jement brow
nien W, vn a 

(6.1.13) 

Remarque 6.1.1 
1. Ce résultat repose sur l'Hude de la fonction quantile inverse 

QI~tI(U) := inf{t 2: 0 1 F{I{d > t) $ u} 

dont l'intérêt dans ce genre dl" problème a été mis en évidence dans [15!. Compte 
tenu d-dS hypothèses sUt>plémentaires r'écessrures (cf. (6.2.4)), on pourrait se conten
ter de résultats plus stricts en rernplaçhnt (6.1.11) ptl.I L;~ a~/(2+")) < +00 (cf. 
\36\). 
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2. Pom f P-P' «,que parto11t cOlltinuc, on a UDf' W'r.'liOll fonctwIlIwIJe de (6.1.13) 

(6.1.14) 

C 'Pflt cr t \'p(' dl' ('Of]\'f'rgt'Il(,(, qu'oll renforce dans le tllf'orr>rlw 6,2,1 fi venir, 

6.2 Principe local cl ~invariance 

On ~'1I1!f"r<'~H(' di1ll~ la ~ll1k Il d('s \'anablrs ohtPTIUPS paI traIl~rnrDl1l.tio~! cwÎssantt' de 
\'nriablC's alhlf(}JT'(';'l gall~sll'Jllj(~ "OllS-JIlCC'rtfC's SOjf'llt (tl,,),,'>() lW(' sUlte stationnairf' rie 

vanables gauSSH'WlI'S (,1'11lr('I':-; r{'dllltes (k c!P!1S!t(' q, dt> ('()('fh('j('nt de TIl{>lange fort On, 

11 E N et (' tllJ(' fonet If III ([ulssalJ (' ab'loluITlt'nt co nt lllU!' dl' dÜI \'É'(' [" pn'squp part out 
nOllllllllc Ou SIlPr)(}~W (l'If' l ('(I)2(JU')d,r « +x On ('onsldrrp aldr& la suiu' dp \'Uflables 
éd('èltoln'~ dOTl!I!'!'s pAl 

(6.2.1) 

La ~lllt(' (~" ln" 1'1'1 st alj.lT1Ilairp f'l (\l, (odE( lf'nts cil' lI1rlH.l\gr fort majorés pH1' On. Quitte 
il pfp'tdrl' 1!l1(' tr/lllsformat wu nffinr' df> {'. ou ~upp{)sr' ri dl' (.-Iuo que {" pst centrée et 
ri" \'aWlIj{'f' 1. ()II ('!1sidi'rl' alors l,- prm('s:-ills 1 G 1. J ()) H.ssour Ft (Ç'" )n>U ainsi que le 
prnc('ssu:'i uHirlP pru nIur('('lînx SIlIV1iUt èl.'isocié il la S1JIt(, ).;tlllSSlenne sous-jacente (7),,),,>0 . 

nf 

)',,(/):::: .L L Il, t 1 ni - !Htl.' II' .. ,:; 1. t ( '0.1] 
(f ri t 1 

(62.2) 

.) \' HWC li;' - ill! 'I! .. . -. 'l,. 1 

Le bu t d" CP (!1f.\ pl tIf' pst de /('11 fOf(,PT' la (Ilfj Vf'rg{~IH'(' ! G 1.1-1) "n flUe' convergence t>n 

,'iU1H! lCH! «()I1lIf!f' on l'fi fflIl flll ('hapi 1 fe prpcér!pT!T pom dps fOlJ(,[ iOllllf'\lrs dans .VI ~). Oll 
J.lro~O!'i(' ('1' r{'sult al jlOllf Il Ill' rla.ss(- (Ir- fOllct 1I)!IIll'llt,~ iè'g,i'n'IlH'nt H'strptnlP ' on définIt 
.VlJ~ c .VI~:I l'Il [t'f1lplrH;Hllt d,lDs la d,;f1l11tl<Jn 52 J de .\1,:' If. noyau Hl' dr P (qui 
((jllll'l(k HVP(' l'pspHJ''' rir- ('rtll1('fflll- \ffll'fllt) pHI' HY, C HI' donllf. {>Hf 

FI;>, = {J !1h'i,)II1l:lI'llt ('(ll1tlTllll' dt' d(-r1\"'/> /(0) = 1/. f' li \'Ml/ltlll!1 hOfl. "l'} 16.2 :j) 

0)) Illon! 1 P ('Il s{'c! IOIl G':3 2 Q1H' k ,O\!'i-I'SPIl(I' HV, pst r!rll .... (' dans fi r 

Définition 6.2.1 .lI/t,;' '.~I /'( nSP11lhl, rfr.'i fOll ri umndlt .Ii f [ofù[rmflll IIpsrhztucmu$ 
tpiles qUf ]JtiW- 1) -l'n S(j1U (Ilaqur' ,r. il (Ilstf UTl 1'()1StfWI/f \' (J i d"~ J,lE If y, td,~ q11P 

DJ!\I) Ill.';/(' Il (':;( Hart 71111, 

tIl fI(lt1l11f .'-iy .:.;: {h r: ,c,' tdlr ql/I Dh!(y) Ln..~I(} ! t A '-- UIl~ t ,IJ{,II} il Sil' on a 
(!J, Fi 1 E A. --. ()/,J(Ij) ôo,-nr( (1 ('(J7ItmIJP 

''21 
La c1ass(' .Vl F, ""t f{)r!IlI'llp!I1('lIt plus Iwllie q\H' ,\;fI' ,Cf'J)f'fh.iam dan!'l k:-. (as runcrNs. 

les fOlle! lonndlf's d(' :\;t~~· SOIl! d('JéI dHI1~ ,'\-1')'. Par l'x('Illpk. l('~ cxrmplrs du chapitre 5 
appart l"nllf'llt pgrdl'IlH'IlI ft _\..1,:' 

On rtlspObP ~d()rs du f('~l!lt at SUivallt <1(' convergpncp eu VtlIlallol1, allalogue' du t hk>
rt>l1Ir 522 pour cI"s VHIïHhi('s IIIdqH'wlHntps pt ld ... nt Itj1lPHH'lll Ibst nhni>ch 
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Théorème 6.2.1 Soit (11,,)n>o une suite stat'wnnaire de variables gaussiennes centrées, 
de variances 1 et de su'ite de coefficients de mélange fort (an)n>o. 
Soit Tl une fonction croissante absolument continue de déri1Jée U' presque partout non 
nulle et telle que J U(x)2q(X) dx < +00. 
On considère Çn = U(TJn) qu'on suppose centrée, de vanance 1. On suppose de plus q1t 'il 
existe 

Si 

- , > 0 tel que Çl a un moment d'ordre 2 + ...,; 
- r > 2(2 T,)/1 tel que: 

-2 
à:= lim (Tn > 0 

n-+oo Tl 

(6.2.4) 

(6.2.5) 

alors pour toute fonctwnnelle f E M~), on a la cot.vergence en vanation .' 

(6.2.6) 

Remarque 6.2.1 

1. Dans le cadre du théorème 6.2.1, la condition suffisante (6.1.11) pour avoir Pn ~ P 
s'écrit 

1'1 a~/(2+"Y) = o(l/n) ~ 0, 1'1 -+ +00. 

Elle est donc clairement vérifiée et on peut estimer ce qu'on demande en plus dans 
ce tnéorème par rapport. à ce qu'on exige pour assurer la convergence (6.1.13). On 
suppose que cette dernière tient dans fE l'espace fermetuie pour la norme uniforme 
de l'ensemble des fonctions de JI) qui ont un nombre fini de sauts en des points 
rationnels. 

2. Compte tenu de (6.2.4), d'après le théorème 6.1.1 les limiteb dèlllS (6.2.5) existent 
et on demant!e seulement qu'elles soient non nulles pour avoir la conclusiun (6.1.13) 
du théorème 6.1.1. La condition (T > 0 est une condition de non dégénérescence 
du processl.L'~ Sn, la condition jj > 0 est liée à un autre processus Y,l qui intervient 
dans la preuve (on renvoie à la remarque 6.4.1 au sujet de cette condition). 

3. La condition (6.2.4) avec r > 2(2+1')/1 est nécessaire pour appEquer la proposition 
6.1.~, dans le l'este, on constate en (6.3.15), (6.4.11), (6.4.20) qu'il suffit de supposrr 
qu'il existe J < (2 + 1')/1 tel que: 

La! < +00. 
11>0 

On a bien alors la condition (6.1.11) qui permet d'appliquer le théorème 6.1.1. 

Dpus le cas très partiC'ulh'>r où on prend la fonctionnelle f donnée par f (x) = x( 1 ), on 
obtient directement du théorüne 6.2.1 le résultat suivant : 
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Corollaire 6.2.1 ..11 '((' liS TlntutlO1/."i prrrùüntf'i d le, .. h1Jl'0thi',F,~ (G2 41, (6,25), 011 a 

r ., '!lr A' n d .\" ---. 1\ ( • 1) 

Il f'~t far df' dl' (UI1:-.tiltr·)' <j1ll' II'~ l'XI'lllP]..:- dt· [rlflct i()nrlf'lk~ pour lf'squf'llf'S on a la 

CO!lvPrgpncp (:ï 2 -1) dl! t !JC'O[,PllW :) '2,2 ('r!ll\'lI'IlIlCnl cl IHJlI\'Pi'l1l pour obtenir la convergf'IlCf' 
(fj2 Ci) d1l the'oIP!llf' (j '2 1 

La démons! rat lUT! du r hi'()ri'flH' fj 2,1 ('b! analogup il n,lie d11 thporrme ~, 22 l'lh

COflSIstl' f'fI Irl \'{'fl~;('/ilIOlI des (oncin ;(1/1:; ri Il t l!{'urrl1w .rd 2 (II )11'IlU par la lI/f't bodl' de 
stl[wrslrtll 1111/' On ('OIIlIIII'Il('(> PTl St'ctIOU fi J pm nt"ttfl' t'Cl plan' lph (jutll . .; dt/II" on il 

h('!'>1JII1 (" à drlllnf'r dr·s prllpnrtf's III Ilt'~ dans la ~llIt(·, Ou P'()1)Vf' l'1l'iUltf' t'Il Sf'ctIOD fi 4 le 
thé'orPIIH' ('n H'flTPIl!l.nt ks JJOlllts ck la ~H!'ll\'f' du rlWOfi'll1l' S '2 2 de la :,lt-('t101l 5:3 pour 

lf'sqw'ls !'llldi'pPlldanCf' IW [H'llt pin", AI re' nt dl'li'f' 

6.3 PrélÎlninaires 

6.3.1 l\Itse en place des outils 

('01l1l1lt' Hll (hapltlf' ,~J, Illl appliquf' li' t hé'l/rhllf' t) 121'1\"1 1 ~'spnu' Ill"! nqllt' ('olIlplf't 

s('parliblt' ;:-: II111I11 dp la IllirIlIl' lII1IforIlll' lIf)tpp' , ,: 1'1 Iii ~lllt(' dl' IlH'H\lTl'H df' prububihlrs 
(,I)"I" qlll l'ollvf'rgl' falhlf'lIlt'llt \/'IS l' d'aprl'''i (fil.n) 

On a,<,sfWIP il P-plf'sqw' cllHqllP J 11' \'oisll1agt' \', la dlrf'('tHlTl 1.: Hj), t't : ;> (J à partir 
) 

rh, la d(·hIlltl()f! fi 2,1 dl' )vf',:' dl' la mi'tllf' fll~'oll qU'PI! :-'1'('1 Ion ,~) :J l On ('owwii'rf' (/" )" 
lIlH' appwxlIlléltil)1l (tp / qU'(lll dNiIllt ptlf I(;:~ 6) 1'1, Sf'('tIIlIl fi :3,?, 

On Inll'i,d\lll lps IrtÎ'llH''' applH'atlons IL. J", .,.: 1..' l'fi rpmplaçant SI lWHOlD l'st la 
!wrrnallsatll'll \(fI l'Hf (1" Pm ('Ol!tlP, Illl drtllIJI IlIHIIltC'IlèlIlt (,'" , transformatloWl df' jR" 

par 

(; .. ,(JI' r .... ,f,' J'_X" 

fi paIl If dl /" .1" Il,,: /,,1 - Il,, 1 : i ,. " r1I'!IJ1{' IMI 

/" . 1 1 1 
(1 (/' ) -- 1 1 - ---- i) Ji nI ri (6] 1) 

Il 1/ 

ou ln l'st l'apprllXITtllltlllIl dl' / t!OI1Il('f' ('Il IG J CI) [)al1~ h' (a.", d'Hill' sllllp dl' nmahlC'l' 

iI\rji'pptltlBlItps i'I ldr'nt IC.Jllt'1 1 lI'I1t c!J .. tnbtlrps du dmpIln' ,1. (ln m'ait Tf1 == .l" :; Iln ( 1), ml 
('~t C!bhgi' dt, jllh..,PI J( 1 par 1lllf' apprlJXlTllatlil1l /" dl' fHC;OIl a J.!1l\1V()1T \'{'flnl'T if' pOint (Ill) 

du t hf'OH'IIif' ~Jl 2 ! \'1)11 il ('f' ~llJ('t la r f 'lIlli[(l'H' Ij -1 l a la t1I1 (k la v{-flnratlon dr \ m)) 

A lHllIVI'H Il , /lIl appltqlll If' th, o\n'flIP'j 1 2 Cl\'f'( la fall1dl(' <If' trrl.l1SfOflllHt \011" {G" r}. 
donn('f' pHI 
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où 

a = J U'(x) q(x) dx. 

COUllne le résultat chf rché concerne la convergence des lois (Pr.}n de Sn, on applique 
comme précédemment le tbéorème de représentation de Skorokhod 5.3.1. Il n'y a alors 
aucune restriction à supposer que Sn --+ Ti' lP-presque sûrement avec Sn = 7:: L':5!ntj ~ 
et 

ç~ = U(TJ.?), Ct(1J~,1J;I):S G,I-JI 

On souligne qu'alors pour chaque n, la famille t~~),<n change. 

6.3.2 Définition de la suite (ln)11 

Considérons le processus affine par morcealLx (}~)n défini rn (6.2.2). D'après les 
hypothèses (6.2.'1), (6,2.5), le théorème 6,l.1 s'tlpplique et clonne la convergence faible: 

(6.3.2) 

Notons 
Qn = L:(Yn), Q~ = P == L(H'). 

Ce sont des lois gaussiennes sur l'espac{> C([O, 1]} de dual: 

M([O, 1]) = {p, mesure signée sur [0,1] de vanation finie}. 

Leur opérateur de covariance Kn. K,x. sont dt"$ opérateurs de JV1([O. 1]) dans C([O. Il) 
donnés respectivement par 

J(n(p,)(t) = r Cov(Yn(t), Yn{s)) tl(ds), t1 E M{[O, 1]). t E [0.1], 
1(0.11 

f( <Xl lft) (t) = r t 1\ s p,( ds ). 
1[0.11 

Avant de définir la suite (ln)n>O> remarquons que l'enspmble H~ utilisé dans la définition 
6.2.1 peut se défilùr en terme d'opérateur de covariance [(:JO' 

Proposition 6.3.1 Le sous-ensemble H~ de Hp défim en (6.2.3) coïnc1de avec 

(6.3.3) 

Démonstration: n s'agit de montrer la coïncidLùce des ex-pressions (6.2,3) et (6.3.3) 
dE' H~. Soit J : L2(!O.1j) ~ C([O, 1]) l'opérateur donné par: 

J f (t) = 1! f (.9) ds. 



Son adjoint.J' .:\.1([0.1)) ---. Udf) Ij, li pour f'XI)[('S!-iIOIl .r'l(f) = Iii ft, 1: J Il C'st 
faelll' dl' ('IJll"itBtPT' 'Ille If' 1\' "-, Opl'l"atellf dC' ('{JVllIlaIl('(' dl' P ("l'st !1.lnfil qu'on 
nbtlP!lt HI' .J Ui~(J, 1:1\. ll·spa.(t' ril- ('alllPrllll·\!artm 1('11 ullllsant 1lt! th{>orrTll!' clf' 
fact ori'iatlOll dl' l'oprrat ('ur (jp r·O\'lflaIW('. (f 1 U. t Il 7·:JI) On n aUS!'l 

(63.4) 

On Il bcl!('i!H'nt l 'H!.·/I( IfJ('Ht ]tITl "'Il\'HIlI(' (par f'XPlflplr' (l,\'I'(' !·12. 1 h k 141) 

{t r· /II' t. 1] 1 Il E .\.1 ( :!i. 1]) } 
{f ;'1. \1Hlft( Ion tJOfll(>f'. ('ontmw' à gauche} 

COllllllt' 011 tif' ( hrWgl' pa.'; la wil('1ll (h- .J f l t) l'fI lIludtfWlI1 f sm lUI pus("mhk dt'Ilombrablr:'. 
UII peut ~(. riJ"p( 'tlSI'1 dl' la (Olll 1 JlIII 1 {, il ga III Il(' ('t dt·c1 III rt' dt· 1 (j '3 .~). (G:3 .)) la ( ni nCld('!l('(' 

des (>xprI'SSlf)ll~ (li 2 :3) ct ((i :I:J) dr' H~\ • 

Hl'ITlHHj\l(lltS qllC' rl'aprrs la di'fll11!lOn lu;3 J). \'PIlSf>ll1blf' Hi, pst dpllse dans Hp pour 

IH llofllW Illllftllllll' il·:1 dl' ('('(J.1 1; pt pOIl! ((,11(, d!' [fi' Irf ln. p ls~)I) 

r::taflf c!(JfJCl<' 1 - 1\ ... il' l ':: l/~', un (1/Il.~lIji'r(' Iii "llltl' c!olJ/li'/' par 

1" ! fj :~ li, 

.\ parTI!' (k l, dlll'( 1 1 Il Il IIdllil~sllJlr' llllllI /',1111 !)l'ill par1111Otltll'I' !'('SP<\(I' l'Il ltglws pa· 

f/llli·les Il 1 I.il llw";llI" /' ('sI illor:-. ttlf'lang" dl' 1I\("illH'S ('()lJ(lItto!IIl(,I!ps l'., nJll('PIIITt'('S 

sm les cla:-sl's d('(jlllndl'IW('S " dl' la pH.rt l' 1011 CPS lIlf'sUl'es SOlit gHlIhlIWnIl('S de \'arHiI1C'p 

/1l1ll111llnp Ill)t('I' (1/"1). ajlp/ 1('(' IlIt"I1[t· r1adrlllsSIllllltP dt' la tnw:-.latl.lfllll'f ln. p 39!) 
L'tntl'rrl dt· cl'll(' HpprUXIIllatlolJ ({"i".11 !('!-'!(!P drl.lli'llf'S (,ollvergellCr's Sl\l\'ante::. qUI sont 

d1lf'<'; aIl th(·or.lIll· 1'1 fi d(·ILI! 

, l, - i, --. tiTI ... 'X., . 

.\ Il ( bapn fi' Cl. 1111 il \'H 1 ( s,lll"; cl db 1 dl (. ](." prlJpnH h ( Cl: ~ ï ). 1 C, J /'1) f'l (;) :~ \}) df'!'> ('1 Il )rc!o!l' 

1)(,(,:41'1, de' 1,,111111 .... dalls l'HlIah"I' dl's JHllllh :" . (1) dlllhi'()f("mf' 11.2 La pfIlpmlJ(!I!Tl 

Slllva.ntl' lllO[IIn- qu't'lIps S(Jllt (llllJO\lTS \'HUI'S. km JIlstJtHëit\!Jl1 df'\,j<:'IllWllt /PIJf'ndll.llt 

hl'fllHClIlIJ pills ('(}ruplJ(!11{>P:-

Proposit ion 6.3.2 

1l1ax,. '1 /," . II qwwti 1/ .-. t 'X. . 

) ,fi '"' t 1 . ~ '<"""1 1 "., (, 1017/tf. 

'1\''' 1 ( ,,/ IHw/!( t L_. li 1 

Dalls la SUJlf' n'''l:- tJo\Pl'llIlS illlllll\'f'illl Il Iln I1lIlJorant dt' {l"" 1 < TI. 11 \: N} pt J( nu 

l ( \"" 1 .. ,) ('-" l~) maJonUl1 (f'S ~\lJlt·s 1 ._-- l't L.. -1 ~, 'Il 
L..JI (f., rJ"() ". Il'' 



6.3. Préliminaires 163 

Démonstration : 
Rappelofld que 

ln,. = Un (ln (~) _ ln ( i : 1) ) 

On commence par donner une eJ\.-pressioll de In.l' i = 1 ..... TI. qui permettra de mener 
les calculs pour vérifier 1, 2, 3. D'après (6.3.6), 

1,1(0 = l\n(jJ)(t) = 1 Cov(Yn(t), Yn{S)) IL(ds). 
:0.1} 

Notons {x} := .r - [x] la partie fractionnaire de I, p( n) = ET/k+nT/k' On exprime KTI (J.l)(t) 
en développrult COV(}~I(t), Y"n(s)) de la façon suivante: 

u~Kn(t) = 1 2:: p(i - j) + {na} L p(i - 1 - [ns]) (t(ds) 
10•111 SIS!nt! 1S;1~!ntl 

195!n.llj 

+ 1 {nt} L p(t - 1- [nt!) + {nt}{ns} p([nt]- [nsD J.l(ds). (6.3.9) 
10.1) I~JSln .• J 

Comme on ne considère dans la suite que t = pin. on a d'abord pour p = 0, In(O) = 
Kn(jl)(O) ::: 0 puis pour p ~ l : 

(1;1<" (~) = r ( L p(i - J) + {ns} I: p(i - 1 - [llS]))J.L(dS). (6.3.10) 
1ro.!) ISI$P 151S;p 

1 5.1 '5 111.'J 

On étudie les delDC termes de l'intégrale précédente. 

Êtude de f:O.l! Ll'5l~ p(l' j) (t(ds). 
.. lSJ$ln.sj 

Comme pour k E [l-[nsJ.p - 1} 

Ip.l1i1(k) .- #((l,j) Il $ l ~ Pt 1 ~) ~ [ns], 1- j = k} 
- ((p - k)" [n.sJ) - 1 V (1 - k) + 1 

= ((P - k) 1\ [n.s]) - L, 

avec k_ = 0 V (-k), on a 

Notons que 

L p(i -)) = 
1~I:Sp 
ISJslns) 

L p(k) Ip.ns(k) 
l-lnsjSkSp-t 

= L p{ k)( ((P - k) /1. [ns]) - L). 
l-lns):SkSp-l 

(p - k) " [na] = p - k -<=> 

l-k $ [.-:sJ ~ 

p-k 
p - k $ !ns} $ ns <=> s ~ --, 

n 
l-k 

S>--. 
- n 
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Or. tl alors 

L.; l' 'f 1'11- Iii' 1 d, 1 - l 1 
L p(k) ((If! - kl,' :n,~:)· k ) j1(d8) 

Itl.'i)<' k~p' ! 
1'-;'1:;:'1\ 

- L IIi), I! 1\ 1. .n.t1ip·- h) /, [r!<! k ) Jll d.~ 1 

1 "~. k ~ JI 
• ..0 J' 

-- L IJikl/ (((p-kJ! r Tl.';: 1 k . ) Il :rl.~ 1 

1 n" k'<' p 
{I.' t. J, l 'h 

( [Il.'; i - k ) Ji ( (L~) -1 
, l ., 1 

(] 
p - k J) IJ()..!I!1 k Lili --lI-~·I 1 .. 

,'Pli ~ ir...'r::.P J IL'i 

!J(kl)ll(r!.,· 

=: L II(Ài! ({n~}Lk' ,1 ,'<',1' k) Itl d ... ) 
,",' k"p. 1 li l, 

L fi' k; J ( { ri," }1 : :,1,,'1'''') /lrdH) 
1 I-f 1 

.,' l, /' 

L l''/''! f { 11 -) J Il ri, 1 

• l' • 
'" k r fi 

: . ;f! .. .. ' : 

A pRrtlr d" 1 ri J !II, (ri :) 10 l, lin (Jhl wnl q\W ln ( ~ \ A' n' Jl H ~ 1 ('st (.l1al ,1 " ,., 

" 

(T-
t! l 

pl k) j \ ;rl~l - k ) JJ(d,~ \ 
1 fI. ~ ni: p.\ .. ~ l 

{,,~} Il tl~ 
4 ,. ;'''! f 

Expression de f,,(!..; - 1,,( , .. J: pour 1 1. n, 
°1 '1 

()11 IWllt lIliiJrITf'IlflIl! ('n d()IlIWJ 111lP ('Xpn'SSIO!l il pMt Ir du (Rl< III pr{>cédent OII cOllilHlére 



6.3. PrélJminaires 

d'abord le cas i ~ 2 : 

= 

l Oi-k ]) + 2' L p(k) Jj -, 1 
un l-rl+l'SkSt-l 11 

lOi - 1 - k i - k] ) 
- a2 L p( k)( i -- l - k - L) 11( n' -;-

n l-n:$k<t-2 

+ :2 P(t -1) 11 {nS}/L(ds) + :2 I: p(k) 1'-1-. 1-' {ns} l1(ds) 
n 10 ... ( n .-n$kSI-2 [--" '7! 

= 

~!P(i - n)l'( {I}) + :! ._,+fu,._/(k) l' œ ~ k. 1]) 

+ (T~ L p(k) l'-I-~ cl {ns} f.1.(ds) 
n I-Jl~k:Sl-l [-,,-, .. [ 
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(6.3.11) 



H)(j ('Jwplt re {j PnWl[W local d'irmlfléllH'(' pom llIl(' sUif!' st nt lonnrufe dépelldallt!" 

car ((d 111 st' rN'nlt 

l 
1 (Ill 

a' 
" 

{ I} 1 L f " , 1) /-l ( - ) + ! . ,,( k). . l ,ri ~ 1- k, ) fi, ( d,~ ) 
Tl (1'" 1 l " l , 

ri l-f1"~k<J J. .. ~ r, 

\~ ('1 1 -- 1 - k 
al L., ()(/.)! l ,- l - k - k ,) Il J -;--

TI 1 "1' k .. f 2 

1 ~: k]) 

+-
(1 ~ 

" 
( 

1 - k ') p(k) Il {---;--} 
J . q' Je. 1 

()1l ohtient 11.111:-1 !HllI! l"f!) '" 'TI ( t 1. J. 1 > 2 
n ,,-

(l):j,12) 

POlir 1 = 1. ((llllfllt' /,,!!I) "" (1 ct k -, k pOlir k ::: O. (Jll a 

(
1' 

1" ;) -

L P(k)! [n.~: .. Ii: II(riS) + p(k)(! 
1 • 1 k 

~j' !. I! • -,,-

(
' 1 k 1) k + k) JI J -;-, l J 

• • J 

L. II( 1.) j 1 1 - k +- k 1 Id d.~ 1 t fil h) Il ( 1 ~ l J1)' (fi 3.1:3 ) 
'1 Ar ! .. . ~ TI 

'l"~ k" (1 ' '., ') ~ 

t· , 
n-
, J, 1 

Cornu1\' (fj :3 1:3 J 'il> rt'f-cTl! 

(63 14) 



6.8. Préliminaires 

On vérifie maintenant les assertions 1, 2, 3 de la proposition 6.3.2. 

Pour 1, comme 

OIl a 

H [i ~ k.l]) 1 ::; IIpli. l-~-,. ';'[ {ns} p(ds) ::; IIpli. 

ln1 < 21111;/1 L Ip{k)l. 
, - an 

l-n$kSI-! 

Or 0 ~ i - 1 :5 n - 1, 1 - n :5 i - n :5 0 donc 

L Ip(k)l:s 2 L Ip(k)!. 
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Or LÛ5ksn Ip(k)1 converge: en effet on trouve p ~ 1,q ~ 1, ~ + ~ = 1 tels qu'avec 
l'inégalité (fi .1.1), on a : 

(6.3.15 ) 

Comme d'après (6.2.4). On ;::: O(n-r
), av\?(' r > 2 + 4/" on a bien la convergence de 

LbO lp{k)l. On a alors 

ma .. x IIn.tl :5 2/1,,,11 O( 1) ~ O. n -. + 'Xl. 
tSn an 

Pour 2, comme 

2~;1I L L Ip(k)1 
n i$n i-n$kSt-l 

< 2~" L Ip(k)! #{1.Z- n:5 k:5 i -I} 
1\ 1-n$I.:$0-1 

< 2~"2(n - 1) L !p(k)l· 
fi OSkSn-1 

On a donc L.$n ~ bornée car a~ ,....., Tl et LbO Ip(k)1 converge. 

Pour 3, comme 

i$n 

< L(2~:" L Ip(k)l) 2 

':Sn l-n$I.:$.-1 

:;; 2t~1I L IP(k)IY 
l:5n OSkSn-l 

on a 
'\" 2 K 

~up f-ln.1 :5 -"in . 
• ::;n .Sn I1n 

D'où El<lIl~.1 est bornée. et finalement le point 3 est vérifié, ce qui achève de prouver 
les propriétés de ln.1 énoncÉ'es dans la proposition 6.3.2. • 



JUR C}wJ!ltn' li PT/JlCll)/' local rl'lll\'R.!'iIiIl('(' pOliT Il/H' ."'llJtt' statlOnmlirc' drpPlldante 

6.4 Adaptation de la preuve du chapitre 5 

On i'l will' fllH III 1 ('Hall! lps (IIHj peJlnt s du t héoTC>Illf' :1 l '2 dl' la ';P('t loll 51. On ohtlPn
dra alors t'n lapf.,llqlUtllt la (Ol!\'('rgf'n('f' (fi 26) dH~r("h(·(' 

PM hV{Jothès(', Il l'Xlst(' " /' f} !pl qut' 

Flxon.s .., <' -c' (pHI soll('1 d'allrlgr'lTII'Ilt dl'S f1otHtlOIIS, (III rès"r\'(' h\ notatlOll ") pOlU" If' 

panllT}I\tn' '1111 .... ('Ta III 1 lis!' Il' l'lu ... rr{'qllprrllllt~nt clans la SUltl') 

6.4.1 Étude de' (/) 

, . _ \~ [JI';' -;- d,,_,) 
('I1('~tl -- L ' 

(T') 
,·1 

( ; x ,.'i., ::; S~ + l'Ill 

On a Il Jl(I\]\'Pdll Il,,( ~) - 'Ii--+ 1) qualld 11 

1 

II/'! '1 ' [n!i 
1., ( ~ . J) - 1 s: Il,, -- 1 ; ~ .11 ( --) 1:: 
"1 1 TI 1: 

(6A '2) 

le PP'lIIlN Il'rllH' tl'Ild \'l'!.., il d'i1prfl~ ((i :~71 k ,,('(ond par (.) :11:3) nU' l' ( Ll 

Il , . Il ( , JJ" (' l • 
!l\l[ llllllltrn li' pl/Ill! (II 71 ~! . :'1"".< -_.-. 'x,. <j\lHIHI TI ~ +-X:, on SI:' rillllPllf' 

J .. ll< Il l'i·t\Jd" dt' la ('lllj\P!j.!,('!l((' l'li \JIu\II·!l1l1Itp \('1'-' Il dl' 

1 \ ..... , " . " 
IllILX . L { III, + (Ir, , \ - { ('1, j 
k' " ,(T n 

! ,~k 

l ' l'. {J 
('1 '11 

P()lIf :"ilmplItlf'r ]r . .., nof af l(JlIS. !H)SOIlS it III )IIW'all 

() '.. 1 L'TI [' .>. cl . Il Tl ((HIiIIlf'tll'f' pa.r S llltNl'SI-Pl' illliaXk<" - _'. :T".,i pOUf St raUlf'n('r tI 1:'1' vnna )PS 
~~ ~-~ j 

('('ut ré('" ('1 Il ppllqllPl l'in{>gt,t!Jti> mllxllnak ((i l J). 

r: et uei .. df' IIHLXk'_" 1.,10 L~ k fT", 1 l'st Hknt :'111(' fi ('elle du cas cl" une suite de \.' .Clud 
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du chapitre 5 car ne concerne pas les lois jointes donc la dépendance n'intervient pas. 
De la même façon que pour (5.3.18), on a donc: 

1 n 

max - L Er, ... i ---; 0, n - +00. 
k$n an !=k 

Vérifions que les hypothèses de la proposition 6.1.2 sont satisfaites. On a 
:1 :1 a " '"V na , 

puis 

sup EIU(1J~ + cl~, .• )I2+"I < +00, 
t$n.n 

en effet: 

sup EIU(11~+cln.l)l2+.., = sup !IU(X+clll.,ll'l+'l'q(X)dX 
'Sn, n 'SII. n 

== sup / IV(x}1 2+"rq(x) eerln,-c2l~ . .12 dx 
l'5n. Il 

< / lU(xW+1q(x) ecJ:rlh dx. 

(6.4.3) 

(6.4.4) 

La finitude de cette dernière intégrale est due à l'existence d'un moment d'ordre '2 +.y, 
"1 > "1 pour .;l == U(r,D : en effet soit Q = ;::; > 1, (j son conjugué, on a alors : 

! IU(x) 1 2+'l' q(.r) e4r1h dx 

= ~ J IV(X)/2+'l' exp { -x2/(2o) - x2 j(2t1)} exp{clxlh} d.'E 
V27T 

l (/ l ) lJa (/., ) l/;:l :5 v'27r Jir)I(2+'llae-x /'ldx CÀ'P{ -rj2 ~ 3ch Ixl} d:r 

1 (/ ) l/a (/ ) 1/13 :s $ lU(xW""q(x)dI exp{-x2 j2+8Ixlch}d.r 

< +00. 

On a donc (6.4.4). n suit alors en utilisant la proposition 6.3.2 : 

sup EITn •• 12+"I 
tSn." 

~ 31+' sup (EIU(1); +caln,.)12+-r + EIU('J:')1 2
+'l' + l' u)J+'l'11n,.12+,) 

I$n,n 

< +00. 

Comme le coefficient de mélange fort vérüie par hypothèse (6.2.4), ta proposiLion 6.1.2 
s'applique et on s'intérf',ssc dès lors pour tout & > 0 à 

lim ma." IP { t Til,. - ET,I .• > J} :::: O. 
"'''+00 ksn - au 

.=k 

(6.4.5) 



1 iO ChapItre li [-'mw/pe Jocal d lnmrial1ce pour Iln!' suit(· st a.tlOllnaire df>pcnuante 

Or 

i? { t Tri., ; ET" : l, ~} 
! .:ok " i 

( 

" ) 2 
<' ~l~i !~' L Tf1 1 -- t'Til .• 

n . ,ok 

< -AL-2(tnTn. _. L'Tn ,)2 1- t Elr", ... Er,.,)!r,,} . ET"l)) 
" ,~k 'Jek 

'1- ) 

ri 

ET," l2 + L : COV(T",. T"ld) 
, )' 1 
If J 

(o."lG) 

La. rnÎ'lne !'>tUl}P qUE' p01lf Ir (dS rl\'r'{ l111C suit(· rje. \' Il.1.1 cl dOI1IW pOlU la prpluit:lre partit' 
du fIlf'rnlm' dl' droit!' dt· (G1G 1 

Il -;1111 d Ilpn'''' Iii propOSl! l{lll li J 2 

11 --l> + X (fiA 7) 

D'finIr<' part il\H 1/ = '2 + ") Ji = ,0:= ... 2,'r dOllllé' par ~ ... ~ = L d'après l'1ll(>ga!JU' 

(6 1 l ) 

(648) 

Or Ol! H 

( 1 ( T" ,. T '1 J 1 <:' (l! '1"" 7/ .. ) 1 :.:: (l, J' 

Stlp 1 T", - ETn.,lq -. () qUllllfl Tl -- +x. 
, " 

{ . {" '1 ( 'f ", ( E'( ." l L-[ . n ) ') : 1 ' 1 17, ... ( ",). ", '7, ) - . (TI, t ( " ,) - ~ (1/. .: q 

2( (r,:' + cl".,)· {'(JI; \jq 

2 (f il'(r -+ d,,,) - l'(r)'IIj(I; dT) 1 q (6.4.9) 
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Comme par la proposition &;..3.2, pour c E (0, e)1 Icln.;1 $ ê maxlSn Iln,d ~ 0 quand 
n -t +00, par continuité de U 1 on a 

sup IU(x + clnJ - U(x)1 --t 0, n -+ +00. 
'$n. 

cE (O,6j 

Puis comme 2 + "Y> l, par convexité: 

sup lU(x + cin .• ) - U(xW~+"Y S 21+'"1 (. sup lU(x + c1n ,,)!2+ ... + \U(X)\2+'Y). 
i5n,n€N l$n,neN 
~M ~~ 

On a J IU{x}12
+"1q(x)dx < +00 car Çl admet des moments d'ordre 2 +..., d'après l'hypo

t.hèse (6.4.1). 
Comme U est croissant.e, il rodste Xo tel que ·'f.:.: 

U(x) $ 0 Tlx $ IO, U(x) ~ 0 'Vx ~ Xo, 

puis 5Up'$n,nEN clln,11 $ êh. 
te!o.D) 

On a alors pour l' ~ Xo + eh, 

sup IU(x + cln"IIHi' $ U(x + éh)2-t."y, 
t<n.riEN 
cËlo.OJ 

On a donc 

oii la finitude de cette dernière intégrale est due à l'existence d'un moment d'ordre 2+1, 
...,' > ,., pour ç~ = (J (11:') en appliquant l'inégalité de Holder de la même fa~on que pour 
le calcul menant. Il (6.4.'1). De même, on a 

Comme 

[ sup IU(x + cln,.)12+'1q(X) dx < +00, 
}:r:o-thS:r:szo+th \~n.nEN 

c~(fl,t5J 

on a finalement l'intégrabiHtê de 

sup IU(x + cIn.,) - U(x)j'.lt"/ q(x). 
tSn.nEN 
ee(o.6} 



17'2 ('JlHp/tr(' (i. PriTlcipe fond d 'IlH'RTiancp pOllf U1Jt' Slllt(' st Il t10IlIlru n' déppndantp 

et dOllc PI1T (, )!l\'l'rgrnlC' dOllW!i'P (lt par le IlH1Jorat IOn (G 4 ~), on obtient 

li Ft, 

(.ç 'II X 

On dpdult dl' (Ii 1~; av('c II'::: -.!L = 14- '1," rpSlll!ll1tHHl1i1l1VanU' 
'1 l 

n " 

'1 1 1;f.1 

" i 

It;/<: Li fi 
k 1 

fI 

1 l' 
n 

1 ) 

(G410) 

!6 <1 l J) 

Or awc o!. l' ..;;: ()iI, r"'), (Ill ft 2:~.1 n~:P = O(l) car (j'npI0:< (0 2t}, on El r > 2 + 4,h > 
l' 1 t 2 -, Il :-,11It 

.. 
;;2 2: 

" 1 J" l ,1 } 

" 
(T2 L C'UVÎT"" 7'",) ····-.U ((j -1 12) 

fi , t-, , f~' 

FlllHIt'flll'Ill cl apli'.~ ifi l fi) IIi171 !(j ! 12; la ('OIH'ltl:-10Il di·1 :)'1 p.sl 'latlsfa.tt(', CP qU] 

dO!!nf' r! cL[H(":-' 11!l(·j',itllt(· lllilXIlIlHl".fi 1 Ji la JI/stlh( atlllli (h rH1Iflt (1) du th('orf>lIll' 5 1.2 

6.4.2 Étude dp (1/) 

1.(' pmllt 'II: tll' «(IIlI('nW qlw la JOI illnJlP flek H', t1l'st dom n"nfii' df' la rnêm<' fa.çon 
qu ('II .;(.( t 1011 ;) :~ :1 li 11 ( lw pli [(' :) pllllr IlltP SUI t p dt· nu lH hies aj{'at (II rl'ti lTluépeudantf'!i et 

idrlltlflUl'lJWnt dl'!! nhll('('S 

6.4.3 Étude' dp (III) 

lrrniïïïï ,1)nGtf(" Pn.I;-' o . . , .. () " 

:\ IlClllWélll <if' la mf'lIw hU~(l1l qU'l'il section 53.-1. O!J ~f' ramène d'aoord faCllem('nt à . 

I l (' J ni". P ~, 1 
1 ft . 11"1 (' - 1 ri j .:::,. n ( .1 n ,( (64 14) 
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OÙ Pn est la loi du Vl..'Cteur gaussien Tf = (TlÎ,· , . , 7J~) ct 

Notons lEn l'ensemble des fonctions constant.es par morcealL'{ sur les intervalles [!., lli[, 
n fi 

k = 0, ... , n - l, nulles en O. On dispose de Pisomorphisme suivant de lEn sur Rn : 

Avec 1':1 le processus à trajectoires affines par mOfceatD( de loi Qn introduit en (6.2.2), 
on a in}~l = (TIlt ... ,17 ... ), d'où 

On a alors 

Notons 

= IIQ j-I - Q j-1ê- t j ]-111 
JI fi n fi n,e fi fi 

= IIQ"i.;l - Q,,(i;IGn,cin)-li;11I 
< /lQn - Q,,(J;lên,aJnrll/. 

Rn -4 Rtl _ lE" 

fi = Jn(x) ~ X + cLl ~ X + ci;; 1 (ln). 

Comme avec nos notations, ln s'écri~ L.. = KnJJ, affine par morcealL'{ sur les intervalles 
rA: W[ ln' fi ,on EL 

On estime maintenant facilement la distance en variation entre une loi gaussieL...le et S8 
translatée dans une direction admissible: l'inégalité (19.6) de (13) donne, en désignant 
par O'Q{l) l'admissibilité de la translation 1 donnée en page 162 : 

- If an l IIQn - QnGn.all::; - c -:- (l )' 
11' an O'Q.. '11 

Or d'après (6.3.8), on a O"QJln} -+ ap(l) :j:. O. 
De plus, on a les équivalents u~ IV un, ~ IV [m, il suit alors compte tenu de (6.4.14) : 

- 1 j! .. Ul 
lim/lPnG;c - Pnl! $ - c':" -(L) , 
n' 11' 0' (]p 

On obtient facilement la limite (6.4.13) et donc le point (iii) du théorème 5.1,2. 



174 Charitrt' fi rrirwipf' locRI d'!TlVRflRllCf' pllur l1!W sUJte stntlOllllairt:' df>pPIIdant€:' 

Remarque 6.4.1 
La plupart c!ps I{>gr'fp!> fest fi( flollS par rapport au cas d'une ,lite d(· va.1 I.d. sont dues 

il cettf' partIe. Dans If> Pl.S (lllnl' snil(' dt' V 8.11.<1. II' lTlC'rnbr(' d~ druite dC' (64.14) se 

maJon' Il )'aKI(' du IrWIllP 201 dr' jl:~l raI' Pl pst alors urw 10! normale standard de 
dllllCllSlOn 1/ (rI 1 S 1 2;,\) j. t'Il r 1'1 raJSOllllf'IrlI'IlI Il '('fit plll;; pos.'Hblt' lU 

A la plaet' 011 SI' mme-l1r il la dlS! RlHf' t'Il varlat ion t'nIf(' les mesures gausswnnes 
Qn (·t leUT tra1lsltifi'(' (2,,(;,,~ On IlJH)Of( ('dlC' dmtan,p à l'alcl<, c!p 11{,J~(ln) qu'on peut 

ront rô!rf par le rtJ('on'lllp 19 6 dp Il ,11 'il O!l d(>filUt l" PlI pn"naut dall!> (6 .~3.1) ln ::: K nl" Wle 

approXlllWrillll dl' } '-c 1\'"" Il ("t'st la rBlSOU pom laqllellf'. on dOIt pn>ndfe l E H~ (c'est 
à dm' dl' Ifi f(lfltlf' 1 =: 1\' ...III pt lIlrroc!Ulrf' ('('trI' apprOXllllfltlon Lk plus comme l'l'tude 
de (G. t 11) pl-l..'ll-'f' par la Jill (j" dl' L,. (J1J dml IlnpoSN la mnchtloll dp non-(i;'gén{>rescen('f;' 
ô 2 

-- Jllll (T~i71 > fi pOlIr qw' li! 1I1Hj<Jrat 1'111 a!>Ol!tl:-iH' 

6.4.4 Étude de (l') 

('('tte part If' Il!' dpp('nd (jllt' rjr'i propn(>t('!i dl' 1<1 fOllc! ionnplk J ('1 clr la lOI IlTllltf' P 
Comme ('(']ks-<I )('!il ('Ill Illcfwngèf'ti par rnpport ail Cfl.." ri '11111' "1111 (' dl:' v fl.l 1 d. ét Udlé au 
chapItre :J. (l') pst \'l''n!ii' (OlllJrH' <'Il ,,1'('1 iOB ~) :3 ~) 

6.4.5 Étude de (1 /!) 

Ln l()ng\l(' \'('[Ifit al lflll dl' ((' pOlDt IH' SI' t [Oll\'\' lIl()(llht'l' (PH' da..rls !Pli pa..'isag!'s DU la 
dèpendaIH" TW pt'TllH'f pa..'i df' IlIHJOIW aussI fa{lkl1!f'111 (j1Ùl1I chapHrr :J On ff'prpnd les 
gmnde:- !Jgnp~ <1(' la jll!itllit af iOIJ des <,prllofJ:-; 5:{ G-~) :UJ ('IJ Il(' [t'voyant que 1(·1' pomt!'! 
il r('\'lSt'r 

H.appf'lons q\IOTl not!' ';"l(l'l '- fIL'n.c::') et que pour \'o!T 

Il-III! 1 \ - 1 \ . l '1 /) Il!~ \ - Il " :o,S r n: - ln .r .,.. x: fi' .... 1 '. \ 

164 15l 

1(IIl,ll1P :1'\1).\ ;,j~ - \11\ .... - .... 1,:1 <.:2,1)11 mIJntn l<1 UJll\'{'rgt'Ij('e l'Il prubabtlitl'> [ln vprs () 
de J'mt('grall( Jl"llf n'};!. l'Il fllPlwJlt· ljq'OlJ dJè'iptlSf' df 

Proposition 6.4.1 L'-.'Olll/t pO/J1 Il (: ~i f" ru" 'O.6:.F« Bqn~JlP:~ ,x) -. R, 
n' E::: F If L .. (fil 1 

/ 1~' {' Il'. '.\'I (",,: J. ';In 2: .\'11 .... ). J"I ... : 1 f'~t l/h~(Jlumf'11t /(mtmuf, 

" :). f f 
- fi: . J. ( .... '. Il) 81/" St . 

,J '<l~ U' i':' f" ( ...... 1» (J .\-llf·f~ql1f par70ld P()1j)" ( E: (O. ~). 

4 
() il 

li J ( .. ,: r) -- ---f( .. : ('\Il[ ~ 0 { •• : >:: !rJ. 
NI'''' ik"" ,; 

(llon ]Jour tU1l1 Il :> (J. qlLand fi ... X 
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On applique ce réSlùtat au.x deux suites données par 

- gn(w, c) = f(Gn,cSn), 9oo(w, c) = f(Goo.cW) ; 

- hn(w, c) = f(Goc.cSn}, hoc = 900' 

L'étude de la suite (hn)n reste inchangée. Ou renvoie pour cela à la section 5.3.6. 

La vérification des points 1 - 4 pour la suite (gn)n ne se trouve modifiée que pour le 
point 4. L'existence de Ln.s",c vecteur tnngent à (Gn,c,sn)c se justifie comme en section 
5.3.7. L'essentiel du point 4 de la proposition 5.3.2 repose sur la convergence de Ln.sn.c 
vers al dans le sens suivant: 

1 II Ln.S ... c - aIl! de ~ a 
fO.51 

(6.4.16) 

où la norme 11·11 est la norme de l'espace lE dans lequel vivent les fonctions Ln.sn.c ct al. 
Comme on a 

et IIl- ln(~)fl -t 0 quand Tl -+ +00 par (6.4.2), on s'intéresse en fait il 

Rapp' 'Ions les notations 5.3.40 utilisées au chapi tre 5 

i",s =- lf"'/O''' ; 
h(x) = lj'(x) - a; 

(;(c) = h(11;' + rln,.) : 

(!)c) = (n,,(r)l ü( .... (c)ISS). s > o. 

On décompose alors (n,.(e) en : 

et on étudie les sommes correspondants à chacun des trois termes 

Étude de (a14) 

(aI4) := (~.I(r) - E<:')c} , 
(aud := (n,. (c)lU<n...kll>s}, 

(ais) := E(~.,(c). 

On s'intéresse à ~ f: ma.xkSn 1 E~ 1 Ln .• ((~.t (c) - E(! .• (c)) 1 de, en utilisant le théorème de 



17ô ('JWpllre (j PlI/WIl'" locill d'lIlvaruulC'(, rom IJIlP suit€' statloIlIlllire dt-pendantp 

Fubllll 

l , k . 

é r "lIP Emaxi' l",(~;:,:(') 
Il 0 j' k''l ,L..,. 

! 10, il" ~ Il ~:' 1 

~<:t{)IlS }~,i, 1 - wax,_" !~~'. lIn ,(G ,(e) _. EG ,(c))1 ()JI il l'Il lltlhsant Icl proposition 

6 l2 

" Il 

\'01/": , ..... , 1 (' /('\ 
J r, l '--"" .... fi' 1 l~(~,! t) ~ 2.~ L Il '1,.1 :.:: 2~ J( 

, 1 ,~ 1 

SOli '0> () flx(' 

!Yoù 

FI}'"I/ Jill L,', 'of} + E L,(c)l1! L, t)/.>r! 

- ... '2~ /,,' ? l j)"" ( (li o'> d 

On {'IndIC' dlllJC 1'llp, 1 (J' :P{ L,(r) >,.} Ponr ('pla., on !II dlSf' III prOposItIOn ru 2 et on 
~(' HI. III l'TH' il lIJon! Tf'!' qll!' pfJUf t U1It r: > () 

i6 4,18) 

Or l'II nol.llll G ,(( l - (~,(() 0 Fe.: ,(t), on a ' 

" 

L-- 1"" ( 1" " l.." / 0) 

•. k 

(64,19) 



6.4. Adaptation de la preuve du cha.pitre 5 

En utilisant la proposition 6.3.2, la première somme se majore par 

252 !( 
E1 0"2' 

n 

Pour la. delLxiême somme, en utilisant l'inégalité (6.1.1) avec p ~ 1, q ::::: 1, 1 + ~ = 1 
1 " d P li qu on précIse Cl- CSSOUS, on a. 

! Cov((~ic), (Jn(e»1 ::; 8 o:((~)c), (;(c))l/P(EI(!.,(c)IQ)l/Q(EI(j(c)l9)l/Q 

< 8 s2 a (1J;. Tf;)l/p 

< 882 a(i _ j)l/p. 

On en déduit la majoration du deuxième terme par : 

8 :l n 16 2 n 

-;'(max Iln'11)2 ~ al:~JI:S ~r: (ma.x 11n,i 1) 2 
" a!/p. 

(J I<.n L...J (J. '<n L...J 
n - i,J=l.i:#;j n - k=1 

(6.4.20) 

Comme p est donné par ; +; = 1 avec q arbi trairement grand (car Ç~.i (c) est bornée), on 
peut supposer p aussi proche de 1 par V'clleurs supérieures qu'on le veut. Or ak = O(k-r

) 

donc L::l a!/p = 0(1) dés que r > 1 a fortiori avec l'hypothèse (6.2.4). 
Comme (J~ .-..J (J'2n et ma.x1sn Iln,_1 ~ 0 quand n - +00 d'après la proposition 6.3.2, on 
obtient la convergence vers 0 du deuxième tenue de (6.4.19). 
Avec (6.4.19), aIl déduit alors (GA.18) puis on obtient avec (6.4.17) 

E ( [4 ~~~x t in,,(Ç~Ac) - EÇ!..(c)) de/fi) __ 0, n -t +00. (6.4.21) 
Jo 1=1 

Étude de (aiS)' On s'intéresse à 

k n 

~ L ÎntiEÇJ~.i(C) ~ L lin,tIIE(! .• (c)l· 
- _1 ~l 

L'étude est identique à cel1e du cas du chapitre 5, on montre d'abord que 

sup jE(! .• (c) - E(:,!(O)I ---+ 0, Tt -+ +00. 
i~n.cElo,6J 

TI suit 

(6 rp~ t În"E(!.,(c) de:S 6K(IE(î,I(O)! + Sup IE(!)c) - E(~.i(O)I). 
Jo - t=1 'S n,ce 10.0} 

Comme SUPi$n,c.EIO.6J IE(,~.,(c) - F,ç~)O)/ -+ 0 et que par convergence dominée EÇ;'l (0) = 
J h(x)l{1h(zHS .. } q(x) dx -) 0 quand s - +00, on obtient: 

6 k 

lim Hm 1 max'" [noiE(! .(c) de = O. 
a ..... +OO t1 ° k<n ~ • 

- i=i 

(6.4.22) 
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,. 

L'étuùl' l'iiI Hkllll<jlW ail Ir.\.,> d'lIuf' sUIt!' dt, V,R,U d., ml ('OllI'O('I1('P p(ir vOir' 

Sllp 1 F(" Il!') 1 ( ~",!,. /,) - E!(n,(())jl {(" ,10, ,. .• )! ~ 0 qUI:ll,e! TI ..... t·x (6.4.23) 
,<:n.rEO.~: 

(6.4.24) 

D'aprè; (6 -1 21 J. ((j·1 2'2). (GA 24), on dl·dult rnair.tellant que 

("pst à dm' IH ('otlVI'rgpfl('(' (6 ·t.16) du V('('{(,llI tangf'Ilt Ln.'i".c vprs al 

Remarquons qllii IIOUW'HU. Oll pour ratt mout fer comme pour (6 .t .16). la ('o[lvrrgence en 
probabtliti' pOUf ('haqolp (' h"Cf. dl' Ln'i .. , vprs al l'Tl probabditè 

" 1 L,," r - ni : ~ () quand n ....... T:X 

(>tte l'Oll\'prgpn!(' ""1 !1tlk dans la wnfifél!\(ln df' !'('!rl!Jf>:3 de la prOpCJ8ltlOn 13.2 On 
conclut llltl Hl 1 t'Ilant fLU'J!f>IIH'llt la \,pnheèltlOll du pOint (/1') de eN If' proposition pour la 
suite (g., l" (Ollllllf' !Ill dwpitff' ~ La propOSl! /CJII s'appbqup pt donne pour tout (} > 0 : 

bill P{ .... ( \\ 1(\·):':.\"",9,,(. ... :.) j -),0.5,9"'( ....... ·) Id >0 1 =0. 
fi • -i )". 

La v(lnfiratlOTl tillal" dll point (n') du tl!Nlfl"me fj 1 2 reste iIlchangéC'. Fmalement ce 
résultat s·a.pplJ(jlH' rt prou\'(' la ('OIlVPrgptl(·(> PU variatlOIl (6.26) cherchée. _ 



Perspectives 

Le travail effectué au cours de cette thèse e.st consacré â. delLx thèmes principaux : 
rêtude d'intégrales stochas'dques de type ,loissonien ou multiples par rapport à des 
me...<mres stables (constructions, propriétés des lois) et la recherche de principes locaux 
d'invariance. Les résultats proposés offrent plusieurs possibilités de développement. 

Apres avoir construit les intégrales stochastiques stables multiples au chapitre 2, 
nous nous sommes intéres.~.s à leurs lois au.x chapitres 3 et 4. L'existence des densité de 
ces intégrales prouvée au chapitr.c 3 suggère d'aller plus loin dans l'étude de leurs lois 
en amùysant les propriétés de régularité des densités. La représentation de LaPage s'est 
révélée un outil bien ada.pté pour étudier ce type d'intégrale (voir aussi [40, 43, 441 où elle 
est utilisée dans ce cadre). Cette reprêsent.ation permettra donc sans doute d'approfondir 
Pa.nnlyse des lois de ces intégrales, 

Ou pourra également utiliser ces résultats sur la repr6scntat.'on de LePage pour 
prolloser des applications statistiques pour l'évaluation des coefficients caractéristiques 
des lois stables. 

Les principes locaux d'invariance proposés aux chapitres 5 et 6 St1ut susceptibles de 
nombreux dé'.-e1oppements qui sont autant d'objectifs. 

Les perspectives prioritaires pour ce thème sont les suivantes : 

- affaIblir encore davantage les hypothèses sur lu densité de la loi commune des 
variables indépendantes et identiquement distribuées Ç, pour lesquelles on énonce 
le théorêmf' 5.2.2; 

- généroliser les hypothèses de dépendance dans le cas non indépendant du chapitre 
6 : c'est â. d~re aussi bien affaiblir les hypothèses de mélange fort du théorème 6.2.1 
que d'étudier d'au'. ,es formes de dépendance pour les variables initiales çt (autre 
type de mêl8llge, association, longue rllflmoire), 

Par ailleurs, d'autres généralisatiollS naturelles seraient ~rês intéressantes : 
- proposer d'abord un principe local d'invariance du type 5.2.2 pour des variables 

aléatoires dans le domaine d'attractIon d'tille loi stable; 
- étudier deux classes de processus importants dans ce cadre : les processus eILlpi

riques ct 11::8 processus ponctuels, 

Pour ce dClLxièlllC type de processus, on s'attachera. également â. faire le lien entre les 
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.OceSli1l5 pOllet 11('ls pOlSSOUH'I1S et la rpprésemat ion ri? LePagp dOllt ou SI:' sert pour 

l'N ude des mtè~alt's stablps multiples au chapltrP 2 Cf' typl' dt' préoccupatIOn prolonge 
aussI n,lie!' du chapitre 1. 

Un ohJPctl( slIpplhrH'ntairr ('Of)cernf' lt'S méthodes généralt',Ij utilis('f's wur l'lU long df' 
la thèlW . ll11t' appw< he (,fflc/i.c(' a ('11 t'fIet Hé de se ramener à l'étlldf' (ie> fonctionnelles 
stocbasliqll!'s pour appllqtH'r (ks IlIPt!Jodes adapté<'s pom (? type d·anaJ~'sr. les méthodes 

dt" ,~tmtzJuatuJ1/ pl dl' S UPfT8t11tcl un' décrltf'fi rpsppctlvpment HtLX chapltrps 3 et 4 Un 
obJecttf llItèrpSSH.lIt concpmallt (es UUtll:, pst a.lors (rÉ'! udlPr leurs li/ms avP(' !l'fi te{'hniqurs 
dE' calclll stoc!WSl l<jtH' dl' \falltavin. 

C('t II' 1:81<' dt, PP[spl'{'IIWS lI'('st p8.h (Jxhall.s(Jw, ('j' 

ment fain' lobJN dc' rpch",rdu'!i plus préCIses. 
. ", i ('rwlrqUf'~ pouvant egalf'-
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Abstract 

In tha first part, we study the Imvs of some stochastic integrals. AIter the introdu
cing case of Poisson integrals for which we study the a.bsolute conti nui ty, we construct 
multiple stable integrals for functioIlls in an OrHez type space. To this way, we use fi 

g'.J!leralization of LePage repre.sentation. Thi~ representation i8 suit able to apply the 
stratificatioIl method and ta study tlœ laws of these integrals. We find in particular a 
condition ensuring absolute continuity of joint laws of multiple stable integrrus with rcs
pect ta the Lebesgue measure. We prove a}so from tl~ls representatioll the continuity for 
total variatiLlO IlOrIn of thE; laws of these integrals with respect to integrated fUIlctions. 

ln the second part, we are ÎnteJested in strong convergence of laws of stochastic func
tionais. Wc mst. consider a sequence (Çll )'1 of U. d. n:mdolll variables and we associate 
processes of nonllalized partial SUIllS. We get then interester in the convergence in va
ria.tion of the 18.w8 of functionalr of these proceC1CS to t} ~ functionaIs of Wiener 
process. This type of CO!1\'('rgence strengthens the ones of ltlL clOnaI central limit theo
rem and allows to obtaiIl local invariance principle. W," prave 81".11 Il convergence for a 
large class of fWlctionals un der hypothesis on t!Je common law of the Çll 's wer.ker than 
those of the former results. We give rcal examples (lf suco ftmctionals for which these 
convergence holds. Wc show, ta conclude, a similar result struting from sorne sequence 
of strongly dependent mncl 'Il variables. We obtain in this way. for example, a result of 
convergence in variation of tht> laws of normalized BUrns of dl~pelldent variahl('~ 

Key words : Absolute continuity, LePage representation, loral invariance pr~nciple, 
multiple stochastic integrals. stable laws. stratification met1>od, strollgly dependent pro
cess, total variation. 


