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CHAPITRE 0 : INTRODUCTION

Les variétés presque-complexes ont été introduites il y a une quarantaine d’an-
nées (voir [NwNi] et [Hm] par exemple). Depuis une dizaine d’années, les géometres
les utilisent beaucoup comme outils en géométrie symplectique, et lorsqu’ils abor-
dent leurs propriétés ils sont guidés par des considérations liées a la structure sym-
plectique choisie. Les résultats relatifs aux structures presque-complexes sont donc
disséminés dans une multitude d’articles au gré des besoins des géometres. Le
principal ouvrage regroupant un nombre important de propriétés relatives a ces
structures presque-complexes est le recueil d’articles édités sous la direction de
Michele Audin et Jacques Lafontaine, ”Holomorphic curves in symplectic Geom-
etry” [AuLa]. Mais son point de vue est toujours celui de la géométrie symplec-
tique, et sa structure d’ouvrage collectif rend difficile une utilisation d’cuvrage de
référence. Notre objectif ici est d’étudier pour elles-mémes ces structures presque-
complexes, et notre point de vue sera celui de 'analyse complexe. En dehors de
propriétés purement analytiques, nous chercherons & déterminer dans quelle mesure
la théorie de ’hyperbolicité au sens de Kobayashi des variétés analytiques complexes
est encore valide pour les variétés presque-complexes.

Dans une premiere partie (Chapitre I), apres avoir rappelé quelques résultats
classiques au sujet des variétés presque-complexes, nous montrerons notre premier
résultat :

Lemme 1. Soit (M,J) une variété presque-compleze, ot la structure J appartient
o CH*(M,EndTM). Sip et q sont deuz points de M suffisamment proches, il
existe une courbe J-holomorphe u: A — M telle p et q sont dans u(A).

Ce résultat est un préalable a toute la suite : il nous assure que 'on peut bien relier
deux points quelconques par une chaine de disques J-holomorphes et ainsi définir
la pseudo-métrique de Kobayashi sur toute variété presque complexe connexe.

Ensuite, nous rappellerons les principaux résultats de la théorie de 'hyperbolicité
de Kobayashi en les transposant au cas non intégrable. Parmi ceux-ci, nous démon-
-trerons une version non-intégrable du lemme de Brody :

Théoréme 1. Une variété presque-complexe compacte (M,J), avec J € C2, est hy-
perbolique st et seulement si elle ne contient pas de droite J-complexe non constante
f:C— (M, J).

Nous ne sommes pas les premiers & montrer ce résultat, B. Kruglikov et M.
Overhold I'ont déja fait dans [KrOv] en 1999. Nous suivons le méme plan qu’eux,
la principale différence étant que leur démonstration du Lemme principal est ex-
clusivement basée sur la théorie des équations aux dérivées partielles et peut étre
difficile & comprendre pour un non spécialiste.
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Définition 1. Une variété hyperbolique est dite compléte si sa métrique de Koba-
yashi est compléte au sens habituel (suites de Cauchy convergentes).

Définition 2. Un ouvert Y dans une variété presque-complexe (X,J) est dit lo-
calement hyperbolique complet (l.c.h.) si pour tout y € Y il existe un voisinage
Vy D y tel que V;, NY est hyperbolique complet.

Définition 3. Un ouvert Y d’une variété presque-complexe X est dit plongé hy-
perboliquement dans X si, étant données deux suites {x,},{yn} & valeurs dans ¥
convergeant vers £ € Y et y € Y deux points distincts de ’adhérence de Y, on a

HFn—n-—-)ook)‘]/ (xnayn) >0

ol ki est la pseudo-métrique de Kobayashi sur la variété (Y,J).

La démonstration des propositions 1 et 2 qui suivent utilise des idées proches de
celles mises en ceuvre dans la démonstration du Théoréme de Brody.

Proposition 1. Soit (X,J) une variété presque-complexe compacte de dimension
4, avec J € CH*, Soit D = U?lej une courbe J-complexe réductible, dont chaque
composante irréductible D; est une courbe J-compleze immergée. Supposons que
pour tout j = 1,...,n la courbe (Dj;\ Sing(D),J |p,) est hyperbolique. Alors
(X\D,J) est hyperboliquement plongé si et seulement s’il n’y a pas de droite J-
complexe dans X\D.

Par courbe J-complexe immergée, nous entendons 'image d’une application J-
holomorphe u : § — X d’une surface de Riemann compacte S, telle que du ne
s’annule pas (c’est a dire que u(S) est une courbe sans cusps).

Proposition 2. Notons My st = {(J,{D;}5-1)} la variété Banachique constituée
des paires (J,{D; }?:1), ot J est une structure presque-complezxe quelcongue sur CP?
adaptée a la forme symplectique de Fubini-Studi w et {D; }?zl est la réunion de cing
droites J-complezes de CP? en position générale. L’ensemble Ho 51 constitué par
(J,{D;}5-;) avec Y = (CP? \U?=1 D;,J) hyperboliguement plongé est un ouvert
non vide de M, s1.

Le fait que H,, 5; soit non vide est le théoreme de Bloch. En effet, pour la structure
complexe standard sur CP? et pour des droites complexes standard D1, ..., D5 en po-
sition générale, la variété analytique complexe CP?\ D est hyperboliquement plongé.
Nous montrons ici que }, 5 est ouvert. Ainsi, on peut fabriquer ériormément
d’exemples de variétés presque-complexes de ce type (c’est & dire variétés com-
pactes auquelles on a enlevé une courbe J-complexe réductible).

L’importance des voisinages hyperboliques complets est liée au théoreme suivant
did a M. Zaidenberg dans le cas intégrable que nous démontrons dans le cas non
intégrable dans la deuxieme partie (Chapitre II) :



Théoreme 2. Soit Y un domaine relativement compact localement hyperbolique
complet d’une variété presque-complexe (M,J). Pour que Y soit hyperbolique com-
plet il est suffisant, et pour que Y soit plongé hyperboliquement dans M, il est
nécessaire et suffisant, que Y ne contienne pas de droite J-complexe et n’admette

pas de droite J-complexe limitante.

Définition 4. Comme pour une variété analytique complexe munie d’une structure
intégrable, par droite J-complexe nous entendons une application J-holomorphe
non constante f: C — X vérifiant ||d.f(£)|ln < 1 pour tout z € C, olt h est une
métrique J-hermitienne sur X.

Définition 5. Une droite J-complexe f est dite droite limitante pour Y si f(C) C
dY et si pour tout rayon R il existe une suite £ : A(R) — Y d’applications J-
holomorphes du disque de rayon R dans Y convergeant uniformément vers f |a(r)-

Nous abordons ensuite le résultat principal de notre travail. Il affirme que tout
point, d'une variété presque-complexe a une base de voisinages hyperboliques com-
plets. Le probléme étant local, on est ramené au cas ol notre surface est R* muni
d’une structure presque-complexe arbitraire J € C1® pour 0 < o < 1. Soit C une
courbe J-complexe non singuliere passant par 'origine.

Théoréme principal. Il existe une base {U;} de voisinages de zéro dans R4, telle
que:

1) (U;,J) sont hyperboliques complets au sens de Kobayashi;

2) (U;\ C,J) sont hyperboliques complets aussi.

Le principal outil de la démonstration est un lemme de Schwarz non intégrable
qui majore le module de la dérivée d’une application J-holomorphe.

La conséquence du théoréme principal est de renforcer les résultats des proposi-
tions 1 et 2. En effet d’apres le théoreme de Kiernan, si Y est plongé hyperbolique-
ment dans X et Y est localement hyperbolique complet alors Y est hyperbolique
complet. Ainsi, les ouverts de la forme X\D des proposition 1 et 2 scnt hyper-
boliques complets.

Enfin, dans une derniére partie (Chapitre III), nous étudierons les notions de
plurisousharmonicité et de pseudoconvexité dans le cas d’une variété presque-com-
-plexe. Ce n’est pas la premiere fois que ces notions sont abordées, en particulier
Y. Elisahberg 'a fait dans [E12] et D. Mac Duff celle de structure de contact qui est
proche dans [McD]. Mais ces notions n’ont & notre connaissance jamais été abordées
de facon systématique, ce que nous ferons. Nous prendrons comme définition de la
plurisousharmonicité et de la pseudoconvexité les définitions naturelles.

Soit (V,J) une variété presque-complexe. Soit 2 un domaine de V et ¢ une
fonction réelle semi-continue supérieurement, définie sur un voisinage de €. ¢ est
dite plurisousharmonique si ¢ ou est sousharmonique pour tout v dans (A, V).
¢ est dite strictement plurisousharmonique si ¢ € C? et pour tout u dans O ;(A,V)
telle que ¢’ ne s’annule pas, A(¢pou) >0, o A représente le laplacien.
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2 est dit strictement pseudoconvexe ou strictement J-convexe s’il existe une fonc-
tion strictement plurisousharmonique ¢ définie sur un voisinage de § telle que
Q= {¢ <0}

On montre que la plurisousharmonicité de ¢ est équivalente au fait que la forme
quadratique dd®¢(X,JX) soit définie positive ot

d°p(X) = —dep(JX).

On montre ensuite qu’elle n’est pas équivalente & la Lévi-plurisousharmonicité de
¢. ¢ est dite Lévi-plurisousharmonique si L¢ est une forme quadratique définie
positive, avec \
LOHX,Y)=Hy(X,Y)+ Hy(JX,JY)

et H est la Hessienne de ¢.

I1 est bien connu, voir le chapitre 5 du livre [Hm] de L. Hoérmander que si T, Ton
sont des coordonnées dans R?" telles que J(0) = J,;, alors la fonction ¢ : z 1 ||z||?
est plurisousharmonique dans un voisinage de zéro. Mais

Proposition 3. Pour une structure presque-complexe J avec J(0) = Je, ¢z —
l|z||? n’est pas log-plurisousharmonique si J ne vérifie pas *J(z) = J~1(z), c’est d
dire que J n’est pas orthogonale.

Ceci nous montre qu’il existe des fonctions plurisousharmoniques dans le cas d’une
structure presque-complexe non intégrable, mais que celles-ci ne ressemblent pas au-
tant qu’on 'aurait souhaité aux fonctions plurisousharmoniques du cas intégrable.
En particulier, nous ne pouvons pas transposer facilement au cas non intégrable
certaines méthodes classiques en analyse complexe comme celle de N. Sibony dans
[Si] controlant la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden au bord d’un pseu-
doconvexe en utilisant des fonctions plurisousharmoniques (qui nous aurait permis
de montrer la complete hyperbolicité des pseudoconvexes).

Dans la suite, la convention suivante est appliquée : si nous utilisons une assertion
ou une définition en se référant & Particle original, (ol cette assertion / définition est
montrée / formulée dans le cas intégrable), cela signifie que la méme démonstration
/ définition est utilisable dans le cas non-intégrable sans aucune modification. Le
lecteur est supposé se référer & D’article original, ou s’il préfere avoir toutes les
références d’un seul tenant, le livre de S. Kobayashi [Ko-2] pour tout ce qui est
lié a 'hyperbolicité et le livre écrit sous la direction de M. Audin et J. Lafontaine
[AuLa] pour tout ce qui est lié aux courbes pseudo-holomorphes.
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CHAPITRE 1 : HYPERBOLICITE AU SENS DE KOBAYASHI

1.1 Propriétés classiques des variétés presque-complexes.

Nous rappelons ici les propriétés classiques des variétés presque-complexes, en
détaillant la notion de structure Hermitienne dans ce cadre.

Rappellons qu’une application f entre deux variétés M et N est de classe C1®
si sa norme de Holder ||f||1,o est bornée sur M ol

|ldf () —df ()|

il = 171l + ldfllo-+sup F2 =

Définition 1.1. Une variété presque-complexe est une paire (M, J) ou M est une
variété réelle de dimension 2n, dénombrable & Uinfini et J est une section C1* de
End(TM) telle que J%(x) = —Id pour tout = de M.

Une question qui vient immédiatement a ’esprit est de savoir si la structure
presque-complexe J est profondément différente ou pas d’une structure de variété
analytique complexe.

Définition 1.2. On appelle structure standard sur un ouvert de R?" la structure
presque-complexe représentée dans les coordonnées canoniques par

o \

0

0 -1

\ 1 0/

Dans la suite, nous noterons indifféremment ¢ ou Js; la structure complexe standard
sur R2"n > 1. Ainsi (A,Js) est le disque unité de C et (R2,J,;) est la droite
complexe usuelle.

Définition 1.3. La structure presque-complexe J est dite complexe si elle est égale
localement & la structure standard via une carte, c¢’est a dire si J = <I>;1J’St(1>* ou ®
est une carte locale, c’est & dire un difféomorphisme local de la variété considérée
dans C™ = (R?",J) .

Définition 1.4. On appelle tenseur de Nijenhuis
Nj(v,w) = —[v,w] + [Jv, Jw] = J[Jv,w] — J[v, Jw]
et on dit que J est intégrable si Ny =0

Ce tenseur nous permet de savoir intrinséquement si une structure presque-
complexe est complexe grice au théoréme suivant montré dans [NwNi] :
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Théoréme de Newlinder-Nirenberg (1957). La structure presque-complexe J
est compleze si et seulement si J est intégrable .

La notion de structure complexe est connue pour sa rigidité. Celle de structure
presque-complexe est au contraire trés souple, par exemple en modifiant Jocalement
une structure presque-complexe, on obtient encore une structure presque-complexe,
et on peut par exemple utiliser des partitions de 'unité. En revanche, comme pour
les structures intégrables, il existe des variétés qu’on ne peut pas munir de structure
presque-complexe, 'obstruction étant de nature topologique. Un exemple classique
étant celui des sphéres de dimension paire. Les seules qui admettent une structure
presque-complexe sont S? et S®. Enfin, la propriété suivante est classique :

Propriété 1.5. En dimension 2, toute structure presque-complexe est intégrable.

Toute variété presque-complexe de dimension 2 sera donc appelée surface de Rie-
mann.

Nous allons maintenant faire quelques rappels et définitions sur les questions
métriques dans les variétés presque-complexes. Cette partie est volontairement
plus détaillée, les résultats qui la composent étant toujours supposés connus dans
les articles spécialisés, mais omis dans les ouvrages généralistes. Soit (V,w) une
variété symplectique munie d’une structure presque-complexe J. Rappelons rapi-
dement les liens qu’on souhaite avoir entre w et J et les métriques Riemanniennes
et Hermitiennes qu’on fabrique avec w et J.

Définition 1.6. Une forme symplectique w est une forme bilinéaire antisymétrique
fermée non dégénérée, c’est a dire telle que w™ est une forme volume, ot M est une
variété de dimension 2n.

Définition 1.7. Une forme symplectique w est dite adaptée & J si

w(X,JX)>0

VX,Y € TM, _
w(JX,JY)=w(X,Y)

Définition 1.8. La métrique Riemannienne associée & w et & J dans le cas ou la
forme symplectique est adaptée est

VX,YeTM , <X)Y>=w(X,JY)

Elle est clairement bilinéaire. De plus, comme
<YV, X >=wY,JX)=—w(JX,Y)=-w(J?X,JY) =w(X,JY) =< X,Y >

et
<X, X>=w(X,JX)>0

c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
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Définition 1.9. La métrique hermitienne H associée a une forme symplectique
J-adaptée w est la forme C-bilinéaire définie par

HX)Y)=< XY > +iw(X,Y)
H(X,Y)=H(JX,Y)

Propriété 1.10. C’est une métrique hermitienne définie positive.

Démonstration.
On vérifie facilement que H est C-linéaire par rapport & la premiére variable, qu’elle
a la symétrie hermitienne, qu’elle est définie positive.

Nous abordons enfin la notion d’holomorphie dans le cadre non-intég-able :

Définition 1.11. Une application de classe C! w: (S,J1) — (M, J) qui vérifie les
équations de Cauchy-Riemann

duoJi =Jodu
est dite (J1,J)-holomorphe.

Dans la suite, S sera une surface de Riemann, et on dira alors que u est une
courbe J-holomorphe. Comme notre point de vue est de travailler avec S fixé, nous
omettrons méme sa présence :

Définition 1.12. L’ensemble des courbes J-holomorphes & valeurs dans M est
noté O(M,J) ou O;(M).

Les fonctions holomorphes sont au centre de ’analyse complexe, et la plupart des
démonstrations les utilisent comme outils, méme si elles ne sont pas liées a priori
au probléme. Nous ne disposerons pas ici de cet outil familier. En effet, en général,
une variété presque-complexe non intégrable n’admet aucune fonction holomorphe
non constante, c’est & dire d’application (J,J,;)-holomorphe de but R%. C’est ce
qui explique que dans notre cadre, le réle d’objet naturel et d’outil classique est
donné aux courbes J-holomorphes.

1.2 Disque passant par deux points proches.

Notre objectif est maintenant de faire passer un disque presque-cormplexe par
deux points suffisament proches d’une variété presque-complexe. Ce résultat est
indispensable pour définir la pseudo-métrique de Kobayashi (voir paragraphe 1.3),
et a déja été présenté dans le préprint [De]. B. Kruglikov et M. Overholt l'ont
montré en 1999 dans [KrOv]. J.C. Sikorav a montré un résultat proche dans [Sk|
(theorem 3.1.1) : si p est un point d’une variété presque-complexe (M,J) et v
un vecteur suffisamment petit de T, M, alors il existe un disque J-holomorphe
u: A — M avec u(0) = p et du(£) = v. Nous nous inspirons de sa démonstration
et la suivons pas a pas.
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Propriété 1.13. Soit (M,J) une variété presque-complere, J € C1*(EndTM).
Si p et g sont deux points de M suffisamment proches, il existe une courbe J-
holomorphe u: A — M telle p et g sont dans u(A).

Démonstration. Comme le probléme est local, on peut supposer que les deux points
sont dans la méme carte, ce qui revient & M = R?", On peut supposer que J(0) = i.
On travaille dans une boule B = B(0,7) C R?" suffisamment petite pour que J(v)+i
soit inversible. L’équation traduisant que u est J-holomorphe est

du J( )&u
—_— Uu)—
oy Oox
10 . . . du Bu _ du Ou __ 1;0u Su
En utilisant les expressions classiques 3 = (G -3y et SE=g(Fe+3

on peut reformuler ’équation sous la forme sujvante :

i+ T (@) 2% = (i~ J () e

Comme ¢+ J(u) est inversible, on peut la réécrire

Ou
5 =W,
Ici
B — Endg (R?™)

w v = [ I)] = ()]

On introduit I'opérateur de Cauchy-Green (voir [Sk], [Vk]) de L*P(A,R?*") dans
L3P(A,R?™),p>2:

1 [ 3(Q)
IS

qui vérifie % o P = Id. Introduisons maintenant I’application

P:¢r— (P¢)(z) = d¢ A d¢

[0,1] x Lz’p(A,B) — LZ’p(A,R%)
o (g,u) ——  [Id— Pgs(eu)Zu
FElle vérifie clairement

O®(e,u) Ou
S L)

et on voit que ® est de classe C! et ®(e,u) est holomorphe au sens standard si et
seulement si eu est J-holomorphe. Notons ®. = ®(g,.).

Comme ¢;(0) =0, ®9 = Idr2»(a ). Donc il existe 9 > 0 tel que Ve € [0,e0[, &.
est un difféomorphisme de W dans V voisinages de 0 dans L?P(B) et L?P(R?")
respectivement. Considérons ’application de A dans R2"

hpq: 2zr—p+22(¢—p)
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ot (p,q) € (R?™)? et notons u. , 4 = ®-1h, 4. On remarque que
« hy ¢ étant holomorphe, eu, , 4 est J-holomorphe.

- Ug,p,g = hp,q .- Donc elle vérifie ug,p 4(0) =p et ugpq(3) =g.
Considérons P’application de [0,&] x (R?")? dans (R?")?

_ 1
= (8ap7Q) > (us,p,q(0)7u€,P,Q(§))

E est C! et d’aprés notre remarque précédente Z(0,.,.) = I d(rany2. Donc d’aprés
le théoreme des fonctions implicites, si € est suffisamment petit, il existe U et U ’
voisinages de zéro dans (R2")? tels que Z(e,.,.): U — U’ est un difféomorphisme.
Soient pp et go deux points suffisamment proches de zéro (c’est & dire (£2,L) € U ).
1l existe (p,q) tel que gu, p4(0) = po et eug,p,q(—%) = gg . Nous avons donc fabriqué
EUg p,q Une courbe J-holomorphe qui passe par pg et go.

|

Remarque. On peut minorer uniformément sur tout compact de M le diametre
de I'ensemble des points reliables deux & deux. En effet, ils sont obtenus via le
théoreme des fonctions implicites, avec d®y = Id. Si d®. est proche de Id, on a le
controle voulu. Il suffit de choisir £ suffisamment petit pour que ce soit vrai.

1.3 Pseudo-métrique de Kobayashi.

Nous cherchons maintenant & définir la pseudo-métrique de Kobayashi et ses
propriétés essentielles dans le cas d’une variété non-intégrable. Chaque point sera
énoncé dans le cadre intégrable et adapté au cadre non intégrable.

Soit p la distance de Lobatchevski-Poincaré sur le disque unité A de C. La
métrique infinitésimale associée est

_ dz®dz
P=a=pye

L’idée de Kobayashi est de choisir p comme archétype de la métrique et de définir sur
le maximum de variétés une métrique ayant des propriétés comparables. Soit une
variété analytique complexe M, et deux points p et ¢ de M. On choisit une chaine
de points intermédiaires p = pg,p1,...,Pk—_1,Pk = q Obtenus comme images de points
de A par des disques holomorphes a valeurs dans M : il existe aj,...,ax,b1,...,bk
points de A et fi,...,fr € O(A, M) tels que f;(a;) = pi—1 et fi(b;) = p; pour
i=1,...,k. Pour un tel choix de points et de disques, on considere Zle p(ai,b;).
Définition 1.14. La pseudo-distance de Kobayashi kpy(p,q) de p & g est définie

comme la borne inférieure de cette cette expression pour tous les choix de telles
chaines formées de points et de disques les joignant.
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Il est facile de vérifier que kp; : M x M — R est continue et vérifie les axiomes
des pseudo-distances :

kne(p,q) = kir(g,p)

kv (p,q) +kn(q,m) > kar(p,r)
En fait, ¢ca n’est pas toujours une distance : deux points distincts peuvent étre a
une distance nulle.

Définition 1.15. Une variété analytique complexe M est dite hyperbolique si kps
est vraiment une métrique.

Pour définir la pseudo-métrique dans le cas non intégrable, la premiére question
est de s’assurer que deux points quelconques sont reliés par au moins une chaine
finie de disques J-holomorphes. Nous avons vu dans le paragraphe précédent que
deux points suffisamment proches étaient reliables par un disque J-holomorphe, et
que le diameétre de ’ensemble des points reliables & un point donné était minoré
uniformément sur un compact. Le nombre des disques nécessaires pour former
une chaine reliant deux points quelconques est donc fini. La pseudo-métrique de
Kobayashi est donc bien définie. La démonstration des propriétés qui suivent est
immédiate, aussi bien dans le cas intégrable que dans le cas non-intégrable.

Propriété 1.16. Soit f: M — N une application holomorphe. Alors

Corollaire 1.17. k¢ =0, et donc C n’est pas hyperbolique.
Les résultats les plus intéressants qu’on en déduit sont les suivants :

Théoréme de Barth (1973). Soit X une variété analytique complexe conneze.
Alors la pseudodistance de Kobayashi kx est continue. Si kx est une vraie distance,
elle engendre la topologie standard sur X.

Ce théoreme est valable dans le cas non-intégrable, toute la démonstration origi-
-nale de 'auteur dans [Bt] est transposable sans aucune modification.

On souhaite de plus associer & la pseudo-métrique de Kobayashi une métrique
infinitésimale, c’est & dire une maniére de mesurer les vecteurs qui soit cohérente
avec la métrique. Pour cela, nous avons tout d’abord besoin du résultat suivant
montré dans [SkK] :

Propriété 1.18 (J.C. Sikorav 1992). Soit (M,J) une variété presque-compleze
de classe C™ pour un certainr > 1. Firons un point x € M. Alors pour tout§ € T, M
suffisamment petit, il existe une application J-holomorphe f: (A,0) — (M, x) telle
que df(O).;% =¢.
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Définition 1.19. Soit un vecteur £ tangent & M au dessus de x, la métrique
infinitésimale de Kobayashi-Royden est définie par

Fi(z,6) =inf {1,3f € O(&,, M), £(0) =, /'(0) = €} =

_ inf{%,ﬂf € O(A, M), £(0) = z, f'(0) = r€}

Le théoreme de Royden nous dit que cette métrique infinitésimale est bien associée
a la métrique de Kobayashi :

Théoréme de Royden (1975). Notons d la métrique associée & Fyr, par la
relation naturelle

d(p,Q)=inf{/0 Fy(y(®),y'@®)dt , v eC(0,1],M),¥(0) = p,7(1) = g}

Alors d = k.

Dans le cas non-intégrable, la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden se
définit de la méme manidre que dans le cas intégrable. Le théoréme de Royden
non-intégrable a été montré par B.Kruglikov en 1999 dans [Kr|.

Définition 1.20. Une variété hyperbolique est dite compléte si sa métrique de
Kobayashi est compléte au sens habituel (suites de Cauchy convergentes)

D’apres le théoreme de Hopf-Rinow, ¢’est équivalent au fait que tout point ait une
base de voisinages compacts. Cette notion centrale sera abordée dans le chapitre
II. Enfin, pour que le tableau soit complet, il nous reste a présenter le Théoréme
de Brody, critere d’hyperbolicité pour les variétés compactes.

1.4 Le théoreme de Brody non-intégrable.

Théoréme. Une variété presque-complexe compacte M, munie de la structure J,
est non hyperbolique si et seulement si elle contient une droite presquz-complexe
non constante f € Oy(C,M).

La version originale de ce résultat a été montrée en 1977 dans Br]. Nous mon-
trons ici la version non intégrable de ce résultat, et la preuve que nous en donnons
correspond au préprint [De]. Nous ne sommes pas les premiers & le montrer :
B. Kruglikov et M. Overhold l'ont déja fait dans [KrOv] en 1999. Comme eux,
suivons le plan de la démonstration originale de R. Brody, la principale difficulté
pour adapter ce théoreme au cas non intégrable étant le Lemme principal montré
précédemment.
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Lemme 1.21. Soit (M, J) une variété presque-complexe. L’ensemble des applica-
tions J-holomorphes de A dans M est fermé dans la topologie de la convergence
uniforme sur les compacts.

Démonstration. Soit (fn)nen une suite d’applications J-holomorphes de A dans
(M,J), convergeant uniformément sur tout compact de A. Notons f sa limite.
Soient deux compacts K et K de A tels que K est inclus dans Pintérieur de
K'. D’apres J.C. Sikorav ([Sk] proposition 2.3.6 (i), p.171), on sait que si K’ est
suffisamment petit alors || fullc2(x) < Ll fall oo (k- Ainsi la convergence uniforme
de (fn)nen entraine la convergence C? de la suite vers f. Par passage & la limite,
f vérifie les équations de Cauchy-Riemann. Elle est donc J-holomorphe.

Dans toute la suite, M sera supposé compact. On choisit une métrique Riemanni-
enne |.| sur M. Montrons le lemme suivant :

Lemme 1.22. Notons f (z0) = fu (20).2. M est hyperbolique si et seulement si
sup{[f'(0)], f € O(&; (M, J))} < oo

Démonstration.
Condition suffisante.
Remarquons que pour un vecteur tangent arbitraire & A en 0, v, tel que p(v) =1

7 O = 1£2(0)- 5o = 1£+(0)

que nous noterons |f.(v)|. En effet, en 0, p est la métrique euclidienne, donc
p(v) =1 signifie que v = a,,a% ol a est une rotation. Ainsi

sup{|f'(0)], f € O(A, (M, J))} = sup{|£.(v)], f € O, (M, ]));v € Tols, p(v) = - 1})
1.1
Soit 4 un vecteur tangent & A en un point p , et soit ¢g , ’automorphisme conforme

de A échangeant O et p,
B
¢0,P(z) - 1 __Z—)-z

1l existe alors v € ToA tel que ¢, (v) = u et donc f.(p) = (f o @)«(v). Ainsi

sup{|f (0)], f € O(A, (M, )} = sup{| £(v)], f € O(A, (M, J));v € TM, p(v) =1}

Supposons que sup{|f (0)|,f € O(A,(M,J))} est fini et vaut c. Montrons que
ki;(p,q).c > |p,q|, ce qui nous permettra de conclure que ki;(p,q) =0 p=q (et
donc que M est hyperbolique).

1p,q1=inf{/ I (8)lds, :[0,1] — M,(0) =p,y(1) =g} <
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k
<inf{ [ 11/ @)lds, 7:[0,1] = Mr(0) = (D) = a7 = Y S8
vy

3=

fi € O(A;(Ma J))a‘si : [07 1] - A} <
k 1
<inf(3 / fue(6i(sDlds  fi € O(A; (M, ),
i=170
fi(6:(1)) = fir1(6:41(0)), f1(61(0)) = p, fe(6x(1)) = ¢} <
k
<inf{) ep(6:), fi € O(A;(M, ), £:(8:(1)) = fir1(6i41(0)), £1(61(0)) =p,
i=1

fe(6e(1)) =q} =
= cky;(p,q)

Dans la premiere inégalité, nous sommes passés aux courbes incluses par mor-
-ceaux dans des disques J-holomorphes. Dans la troisieme, nous avons utilisé le fait
que |fi,(8:(s))] < Cp(6;(s)) dapres Péquation (1.1). Ici, nous avons noté p aussi
bien la métrique de Lobatchevski-Poincaré sur A que la métrique infinitésimale
associée. D’autre part nous avons noté (abusivement) p(6;) la longueur du chemin
6; pour la métrique de Lobatchevski-Poincaré.

Condition nécessaire.
Supposons que sup{|f (0)];f € O(A;(M,J))} = .

I existe alors une suite (f)nen de disques J-holomorphes & valeurs dans M, telle
que nlmm1 £2(0)] = co. On peut extraire de (£,(0))nen une sous-suite convergente
par compacité de M. On note p sa limite. Soit U un voisinage de p inclus dans une
carte locale. On peut supposer que J(p) = J,: (cela revient & composer J avec une
section constante de End TM). Quitte & réduire U, on peut supposer que pour
tout z dans U, ||gs(z)| < &, ot € > 0 provient de la proposition 2.3.6 (i) de [Sk],
p-171. D’apres cette proposition de Sikorav, on sait que

Vi€ O (UN)) f(AL)CU fllozca ) S Ll fllzea 1y
ou la constante L,, ne dépend que de m. Comine
HfHC?(ATln_L) = HfHL‘”(Ailﬁ) + \|deL°°(A§%1_) + ”d2f“L°°(A7%)

alors, si fp(AL)C U

A
m

£ (0)] < Linl| fn

Lee(A )
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Ainsi, pour tout entier m il existe n,, tel que f,_ (A1 )NOU # @. En particulier,
on peut choisir une suite de points (Zm)men, telle que ?)our tout m, ., appartient
& fnn(A1) et donc k{(fam(0),2m) < p(0,1) converge vers zéro. Comme ki
est continue et AU est compact, (Zm)men @ un point d’accumulation x qui vérifie
kj‘(/l(a:, p) = 0. Or z est dans 9U, donc z est différent de p. Cela signifie que k}\]/l

n’est pas une métrique.
|

Reprenons maintenant dans le cas non intégrable le lemme de renormalisation
de Brody (cf [Br]) en suivant pas & pas la preuve originale.

Lemme de renormalisation de Brody. Soit M une variété presque-compleze
munie d’une structure J. Soit f : A, — M wun disque J-holomorphe tel que |f (0)] >
¢ > 0. Alors il existe un disque J-holomorphe f: A, — M tel que

. P2 |52 .
el L) =17 0 =

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons faire le nécessaire pour avoir
Pégalité, et nous imposerons ensuite & la borne supérieure d’étre atteinte & 'origine.
Soit ¢ € [0,1] et
A, — M
fo 2 — f(tz)

| P
Soit s(t) =sup.ea,|f; (z)](———rQ—) Alors

Vt<1, sup.ea,|fi(2)] < supsera,lf (2)| <supexzlf (2)] < oo

7‘2—[z|2

Comme f est continue sur A, et (—

Or 'application

) <1, s(t) < oo pour ¢t < 1.

t = sup,ea|f (2)]

est continue, donc s est aussi continue. Or s(0) =0 et tllml s(t) > ¢ donc il existe tp

entre 0 et 1 tel que s(to) =c.

Premier cas : to =1.

7"2 . |Z|2

c=s(1) = sup,ea,|f (2)|( 2

)

’

Comme pour z =0 |f (O)|:—; > ¢, le maximum est atteint en z = 0, il suffit de
choisir f = f.
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Second cas @ty < 1. Le maximum est atteint en un point zg & Pintéricur de A,.
Soit L 'automorphisme conforme de A, échangeant 0 and zg,

20— 2

L(z) =r?
(2) Tr2—z‘oz

~ 7 2_ 2 . Zo.. Z
Notons f = fi, o L. Comme la quantité | fto(z)l(f—rlz—t) exprime la dérivée en
fonction de p,, elle est invariante par L.

Lemme 1.23. Soit M une variété compacte. La famille 2 de toutes les applications
C*®(A,, M) vérifiant

r? — |2|?

supzea, |f (2)( )=|f(0)=c

r2
est relativement compacte dans la topologie de la convergence uniforme sur les com-
pacts

Démonstration. Cette famille est équicontinue. Soit (zn)nen une suite dense de
points de A. Soit (fr)nen une suite de Q. (fin(21))men est une suite de M qui
est compact. Une sous-suite convergente peut en étre extraite. De cette sous-suite
de fonctions on en extrait une autre, qui converge au point zo. On extrait ainsi par
ce processus diagonal de (f,)nen une sous-suite qui converge pour tout z,,n € N.
Comme (2, )nen est dense et (fn)nen est équicontinue, (f,,(2))ney converge pour
tout z dans A. Donc la suite (fn)nen converge simplement , vers une certaine
fonction f. L’équicontinuité de la famille entraine la convergence uniforme sur les
compacts de (fn)nen, et donc f est continue.

|
Démonstration du théoréme de Brody non intégrable.

Condition suffisante. Supposons que M contient une droite presque-complexe
non constante f € O(C; (M, J)). Considérons deux points distincts p et ¢ de M tels

que p= f(z) et ¢ = f(y).
ki (p,q) < ke(,y)

Comme k¢ =0, ki,(p,q) =0 et k¥, n’est pas une distance.

Condition nécessaire. Supposons que M n’est pas hyperbolique. D’apres le
lemme 1.22, il existe (f,)nen une suite de O(A; (M, J)) telle que lim |£,(0)] = cc.
700

Considérons 'application

A, M

n zZ — fn(;z—)

k)
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olt 7y, = | £,(0)|. On remarque que |g,(0)| = 1. En utilisant le lemme de renorma-
-lisation de Brody, on construit une suite (g, )nen de disques J-holomorphes de A,
dans M tels que

R
supZEArlgn(z)l(T) = lgn(o)[ =1

Gréce au lemme 1.23 on extrait de (§n)nen une sous-suite qui converge sur C
uniformément sur tout compact, vers une application g. D’apres le lemme 1.21, g
est J-holomorphe. ¢g n’est pas constante car

g ()] = fim_5,(0)] =1

g est bien une droite J-complexe non triviale.
[ |

Quand M n’est pas, lui méme compact, mais est un ouvert relativement compact
dans une variété X, la démonstration précédente nous donne le résultat suivant :

Proposition 1.24. Si M n’est pas hyperbolique, alors M contient une droite J-
compleze.

Définition 1.25. Un ouvert Y d’une variété presque-complexe X est dit plongé
-hyperboliquement dans X si, étant données deux suites (zn)nen €t (Yn)nen & valeurs
dans Y convergeant vers ¢ € Y et y € Y deux points distincts de I'adhérence de Y,
on a

ﬁ?ﬁn—‘»ooki}’(xnayn) >0

ol kgﬁ est la pseudo-métrique de Kobayashi sur la variété (Y, J).
De méme que précédemment, on peut montrer :

Proposition 1.26. Soit X est une variété compacte de dimension 4, et D une
courbe J-holomorphe réductible de X. Si M = X\D n’est pas hyperboliquement
plongée dans X, alors il existe une droite J-compleze dans X.

Démonstration. Supposons que X\D n’est pas hyperboliquement plongé dans X.
Munissons X d’une métrique Riemannienne h. Alors il existe deux suites (zy, )nen et
(Yn)nen & valeurs dans X\ D convergeant respectivement vers xg et yo deux points
distincts de D et telles que kx\p(zn,yn) tend vers 0. Ainsi, pour tout 7, il existe
un chemin v, reliant z,, et y, dans X\ D dont la longueur pour la pseudométrique
de Kobayashi-Royden sur X\D tend vers 0. Comme zo # yo, la longueur pour h
de ces chemins est uniformément minorée a partir d’un certain rang. On déduit
directement de la définition de la pseudométrique de Kobayashi-Royden !’existence
de points z, € v, et de vecteurs &, € T, X tels que

VneEN [alln=1  lim |[gnlley,, =0
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A partir de 13, on peut reprendre la preuve du lemme de Brody pour obtenir une
droite J-holomorphe dans X.

1.5 Ouverts hyperboliquement plongés.

Nous allons maintenant donner des critéres de plongement hyperbolique pour
certains ouverts. Les démonstrations qui suivent utilisent des idées proches de celles
du théoréme de Brody, ainsi que les propriétés topologiques des courbes presque-
complexes. En particulier, le point crucial de la preuve est le résultat suivant au
sujet de la positivité d’intersection des courbes J-complexes di & M. Micallef et B.
White dans [MiWh].

Théoréme 1.27. Soient u; : A — (R*,J), i = 1,2 deuxr disques J-complezes
distincts tels que u1(0) = u2(0) = 0. Notons M; = u;(A). Soit Q = My N M,
Uintersection des deux disques. Si J est C*, alors :

i) L’ensemble {(21,22) € A X A 1 u1(z1) = ua(22)} est un sous-ensemble discret
de A x A. En particulier, u;(A)Nug(A) est un ensemble dénombrable. Si de plus
u1(0A) Nug(GA) = & alors ui (A)Nug(A) est fini.

i) L’indice d’intersection 6, de My et My en un tel point p € Q est stricte-
ment positif. De plus, st py et po sont les multiplicités de w1 et us en z1 et zo
respectivement, avec uy(21) = ua(22) = p, alors le nombre d’intersection 6, au point
p=1u;(8;) vaut au moins pi - ta;

i) 6, =1 si et seulement si My et My s’intersectent au point p transversalement.

Ces résultats sont montrés dans [MiWh], théorémes 7.1 et 7.3, mais aussi dans
[IvSh|, Théoreme 3.5.1.

Nous avons aussi besoin de la description topologique suivante du nombre total
d’intersection de M; et My § = ZpeQ

Soit une sphere S, de rayon r autour de Porigine, qui borde la boule B,.. Alors,
pour r suffisamment petit, les intersections M; NS, sont transverses, et de plus,
comme ) est au plus dénombrable, on peut trouver » > 0 aussi petit qu'on le
souhaite tel que v{ N~ = @, ou 7] = M; NS,. De plus, ] sera transverse &
la distribution F, des plans J-complexes tangents & S, voir Lemme A2.1.1 dans
[IvSh]. Soit I(v],~v5) le linking number des courbes 4] et 5. Un lemme standard
de topologie (voir par exemple [Rf}) dit alors que

71>72 Z 6 (4'1)

La positivité d’intersection des courbes J—complexes entraine que si My et My
intersectent en zéro, alors ce linking number n’est pas nul (il est strictement positif).

Nous en déduisons :
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Propositio 1.28. Soit (X,J) une variété presque-compleze compacte de dimen-
sion 4, avec J € CY*. Soit D = UZ_1D; une courbe J-complexe réduciible, dont
chaque composante irréductible D, est une courbe J-complexe immergée. Supposons
que pour tout j =1,...,n la courbe (D;\ Sing(D),J |p,) est hyperbolique. Alors
(X\D, J) est hyperboliquement plongé dans X si et seulement s’il n’y a pas de droite
J-compleze dans X\D.

Définition 1.29. Une courbe J-compleze immergée est 'image d’une application
J-holomorphe % : § — X d’une surface de Riemann compacte S, telle que du ne
s’annule pas (ainsi u(S) est une courbe sans cusp).

Démonstration de la Proposition 1.28.

Si X\ D n’est pas hyperboliquement plongé dans X, alors, d’aprés la proposition
1.24, il y a une droite J-complexe u dans X obtenue comme limite de disques u,
a valeurs dans X\D. Si cette droite n’est pas contenue dans X\ D, il y a deux
possibilités :

- soit u(C) ¢ D et u(C)ND # @. D’apres le préliminaire du paragraphe, le linking
number [(u(C), D) de u(C) et D est strictement positif. Donc pour n suffisamment
grand, l(un (A, ),D) > 0, ce qui contredit le fait que u, soit & valeurs dans X\D.

-soit u(C) C D. Supposons par exemple que u(C) C D;. Comme Dy \ Sing(D)
est hyperbolique, u(C) rencontre Sing(D). Par exemple u(C)ND; # @. Nous
sommes ramenés au cas précédent en remplagant D par Dy. Contradiction

Voici la seconde proposition qui est notre objectif initial. C’est sa démonstration
qui nous a amené a considérer 'existence de voisinages hyperboliques complets.

Proposition 1.30. Notons My s = {(J,{D;}3-1)} la variété Banachique con-
stituée des paires (J,{D; }?:1), ot J est une structure presque-compleze quelconque
sur CP?, adaptée o la forme de Fubini-Studi w et {D;}>_; la réunion de cing
droites J-complexes dans CP? en position générale. L’ensemble H, 51 constitué de
(J,{D;}521) avecY = ((C]P’Z\U?:1 Dj,J) hyperboliquement plongé dans CP? est un
ouvert non vide de M, 5.

Le fait que H,, 5 soit non vide est le théoreme de Bloch (voir [La]). En effet,
pour la structure complexe standard sur CP? et pour des droites complexes stan-
dard D,,...,Ds en position générale, cette proposition signifie bien que la variété
analytique complexe CP?\ D est hyperboliquement plongé. Une des conséquences
est que cette proposition donne une maniere de fabriquer beaucoup d’exemples de
variétés hyperboliques presque-complexes de ce type (c’est & dire variété presque-
complexe compacte moins une courbe J-complexe réductible).

Démonstration. Cette démonstration ressemble a la précédente. Supposcns que I'on

peut trouver une suite ({ka)}?:l, Ji.) dans M, 51, telle que les Y = (CP#\ D) J;)
5

ne sont pas hyperboliques, la suite ({ka)}izl,Jk)neN converge vers ({D;}2_;,J)
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dans M, 51, tel que Y = (CP2\ D, J) est hyperbolique. Considérons les métriques Ji
et J-Hermitiennes w(-, Ji-) et w(-,J-) sur CP? (voir chapitre V pour les définitions
des métriques Hermitiennes dans le cas presque-complexe). D’apres le corollaire
2.6, il existe une droite Ji-complexe uy : C — Y. Les gradiants de uz sont uni-
formément bornés et donc une suite extraite, notée de nouveau (ux)ken, converge
uniformément sur tout compact de C. Toutes les topologies sur I'espace des ap-
plications holomorphes sont équivalentes (voir par exemple le corollaire 3.2.2 de
[IvSh]) et donc (ug)ken converge vers une application J-holomorphe u : C — CP?
au sens C!. Comme [|du(0)||p = limg_oo ||dur(0)||n, = 3, I'application u est une
droite J-complexe. u(C) ne peut pas étre contenu dans Y & cause de 'hyperbolicité
de celui-ci. Donc u(C)ND # @.

Des considérations similaires a celles de la preuve dde la proposition 1.28 mon-
trent que dans ce cas ux(C)ND®) #£ @ for k >>> 1. Contradiction. On en déduit
que (CIP’z\D est hyperboliquement plongé dans CP?.

On obtient un dernier résultat en utilisant une démonstration similaire. No-
tons M, 4 la variété Banachique des paires (J, D), ot J est une structure presque-
complexe w-adaptée sur CP? et D est une courbe irréductible J-complexe de
degré d dans CP?. Notons H,, 4 le sous-ensemble formé des (J,D) € M, 4 tels
que (CP2\ D, J) est plongé hyperboliquement dans (CP?,J).

Proposition 1.31. L’ensemble H,, 4 est un ouvert non vide de M, 4, d condition.
que d > 5.

Démonstration. H,, 4 est non vide d’aprés le résultat de Zaidenberg [Za-2], qui
affirme qu’il existe un ouvert dans la variété des courbes algébriques de degré d > &
dans CP? telles que CP?\ D est hyperboliquement plongé dans CP? pour toute
courbe D de cet ensemble.

H., 4 est ouvert, la démonstration est identique a celle de la proposition 1.30.



25

CHAPITRE II : VOISINAGES HYPERBOLIQUES COMPLETS

2.1 Hyperbolicité compléte et théoréme de Zaidenberg.

Dans le chapitre qui suit, nous commencerons par rappeler un résultat de Zaiden-
berg et ncus Pappliquerons & notre cadre. Ensuite, nous montrerons I’hyperbolicité
complete locale en dimension 4, et pour cela nous reprendrons en détails et en
francais P'article que j’ai eu honneur de réaliser avec le professeur S. Ivachkovitch,
[Delv] qui est paru dans I'International Journal of Mathematics. Pour plus de
détails sur les équations de Beltrami et les opérateurs de Cauchy-Green et de
Calderon-Zygmund, se reporter au livre de I. Vekua [Vk].

Dans le cas intégrable, Kobayashi et Kiernan ont remarqué le role central joué
par les voisinages hyperboliques complets. Leur importance est liée au théoréme
suivant dii a Zaidenberg dans le cas intégrable que nous démontrons dans le cas
non intégrable :

Théoreme 2.1. Soit Y un domaine relativement compact localement hyperbolique
complet d’une variété presque-complexe (M,J). Pour que Y soit hyperbolique com-
plet il est suffisant, et pour que Y soit plongé hyperboliquement dans M, il est
nécessaire et suffisant, que Y ne contienne pas de droite J-complexe et n'admette
pas de droite J-complexe limitante.

Ce résultat utilise les notions suivantes :

Définition 2.2. Un ouvert Y dans une variété presque-complexe (X,J) est dit
localement hyperbolique complet (l.c.h.) si pour tout y € Y il existe un voisinage
Vy 3 y tel que V,NY est hyperbolique complet.

Un exemple que nous garderons & 'esprit de cette situation est celui ou (X, J)
est une surface presque-complexe et Y = X\ D, ot D = U Dy, est une courbe
(réductible) avec des composantes J-complexes Dy irreductibles, qui ne contien-
nent pas de cusps. Ce théoréme nous affirme alors qu'un tel ¥ est localement
hyperbolique complet.

Remarque. Si'Y est plongé hyperboliquement dans (X,J) et Y est localement hy-
perbolique complet, alors (Y, J) est hyperbolique complet, voir [Ki].

Définition 2.3. Comme pour une variété analytique complexe munie d’une struc-
ture intégrable, par droite J-complexe nous entendons une application J-holomor-
-phe non constante f: C — X telle que ||d,f(Z)||n < 1 pour tout z € C, olt h est
une métrique J-hermitienne sur X.

Définition 2.4. Une droite J-complexe f est dite droite limitante pour Y si f(C)
est inclus dans le bord 3Y et si pour tout rayon R il existe une suite d’applications
J-holomorphes f2 : A(R) — Y du disque de rayon R dans Y convergeant uni-
formément vers f |a(r)-
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Passons maintenant & la démonstration du théoreme de Zaidenberg non intégra-
-ble. Pour cela, suivons pas & pas la démonstration originale de Pauteur dans
[Za]. Soit h une métrique Riemannienne sur M. Nous noterons aussi h la distance
associée. Soit H la métrique infinitésimale

H(z,6) = Vha(6,6), Vo MVEeTM

Comme Y est localement hyperbolique complet, en tout point p de Y on peut choisir
un voisinage ouvert U; de p dans M tel que U;NY est hyperbolique complet (pour
kéimy). Soit Uy,...,Un un recouvrement fini du compact ¥ avec de tels ouverts.
Notons ¢ le nombre de Lebesgue de ce recouvrement par rapport a h. On considere
un autre recouvrement fini de Y avec des ouverts hyperboliques complets V; dont
le h-diametre est majoré par . On note U; o et V; o respectivement chaque com-
posante connexe de U;NY et V;NY. On obtient ainsi des recouvrements localement
finis de Y. Pour z € Y et £ € T,.Y, considérons les métriques infinitésimales Gy et
G définies par
Go(2,6) = min{Fy, . (¢,£), Via 3 7)

et
G = max(Go, H)

On remarque que G est une métrique infinitésimale continue. En effet Gy est
clairement continue. Notons g et go les distances associées.

Lemme 2.5. La g-boule By(p, ) est relativement compacte dans Y pour tout point
peY.

Démonstration. Considérons un U; contenant p et tel que h(p,0U;) > =. Notons
Ui o la composante connexe de p dans U;. Montrons que

€

£
BQ(I%Z) CBICUZ-’Q (paz) (12)

Comme G > Gy il suffit de montrer que Gy > Fy, , sur les g-boules By(p,%). On
remarque que By(p, ) est inclus dans U; o N Bx(p, ). En effet, G > A et donc
By(p, §) est inclus dans Bp(p, §). De plus, comme ¢ est le nombre de Lebesgue du
recouvrement, By (p,$) est inclus dans U;. La boule By(p, 7) étant connexe, elle
est incluse dans une seule composante connexe de U;.

Considérons un ouvert Vj g tel que V;3NU; o N Bu(p,§) # 3. Comme le h-
diametre de Vj g est inférieur & %,
€
5)
Ainsi, Go = min{Fvy, } est supérieur & Fy, , sur U; o N Br(p,§); ce qui montre
(1.2).

Comme tout U;, est hyperbolique complet, By, (p,%) €U CY, et on déduit
de (1.2) que By(p, ) est inclus dans Y.

Vj,ﬁ C Ui,a N Bh(p,
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Corollaire 2.6. La métrique infinitésimale G est compléte.

Lemme 2.7. S’ existe un ¢ > 0 tel que
Fy > cG (L.3)

alors Y est une variété hyperbolique compléte, plongée hyperboliquement dans M.

Démonstration. Comme Fy > ¢G > cH, il existe un U; et un Vj; pour tout p tel que
ky(V;NY,U;NY) > 0 qui est une des définitions d’un plongement hyperbolique.

Pour hyperbolicité complete, toute ky-boule By, (p,r) est incluse dans By(p, T)
qui est compactement incluse dans Y.

Lemme 2.8. Si la condition (1.3) n’est pas satisfaite, alors il existe une droite
J-compleze ¢ incluse dans 'Y ou limitante pour Y.

Démonstration.
Premiére étape. Posons ¢ =
existe un vecteur tangent (x,,&,

3

Comme la condition (1.3) n’est pas vérifiée, il
dans TY tel que

S—r

Fy (@n,60) < %G(mn,én)

Par homogénéité, on peut supposer G(z,,£,) = 1 et donc Fy(zn,&,) < % Ainsi,
par définition de la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden, il existe une
suite de disques f, € O(A,,Y) tels que f,(0) = z, and df,(0) = (1+,)€,. On
utilise le lemme de reparamétrisation de Brody et on obtient une suite de disques
¢dn € O(Ar,Y) tels que |dp,(0)|¢ =1 and

n?

Vz € Ap, |don(2)|e <

n2 —|z|?

La suite forme une famille équicontinue. Or Y est compact. En utilisant le
theoreme d’Ascoli et un processus diagonal, on extrait une sous-suite qui con-
verge uniformément sur tout compact de C wvers une application J-holomorphe
e O(C,M).

Deuzxiéme étape. Cette application n’est pas constante.
C’est clairement vrai si ¢(0) € Y. Si ¢(0) € 9Y, supposons que ¢ est constante.
Considérons 'ouvert V; contenant yo := ¢(0). Comme ¢,|a, converge vers le disque
constant o, ¢r(A2) est inclus dans V; pour k assez grand. Comme As est connexe,
¢k (A2) est inclus dans une seule des composantes connexes V; o de V;NY. Notons

P = k(0), et G = dei(0). Ainsi, Fy, (pe,Ck) < 4. Or

Go(px,Ck) = min{ Fy, , (pk,Ck), Via D Pr}



28

donc Go(pk,¢k) < 5. Comme |Gile = |dee(0)le = 1 et [Cela, < 3, Il = 1.
Donc |d¢(0)jg = 1 et ¢ n'est pas constante, ce qui est contradictoire avec notre
hypothese.

Derniére étape. ¢ est & valeurs soit dans Y soit dans 9Y.
Supposons qu’il existe 2o appartenant & C tel que ¢(zp) soit dans Y. Montrons que
#(C) est inclus dans Y. Supposons qu'il existe 21 tel que g(z1) est dans 0Y. Quitte
a modifier le choix des points, on peut supposer que ¢(zp) et ¢(z1) sont dans le
méme ouvert V;. Notons V; ., la composante connexe de V; contenant ¢(2p). Ainsi

k7, . (8(20),8(21)) = o0

Or, il existe un rang N tel que pour tout n > N, ¢,(2z0) et ¢n(z1) sont dans V; 4.
Les topologies engendrées par h et ké , sont identiques d’apres le théoreme de
Bath ( voir [Bt], et le début de ce chabitre). Comme la suite (¢, )nen converge
uniformément sur tout compact et donc simplement vers ¢ pour la métrique h, les
suites (¢n(21))nen €t (¢n(21))nen convergent respectivement vers ¢(z1) et ¢(zo)
pour la métrique k{Z o Donc

lim ki, (#n(20),¢n(21)) = 00

n—oo

Comme les applications pseudo-holomorphes réduisent la distance de Kobayashi,
Vn>N, ki, ($n(20),¢n(21)) < p(20,21)

Or p(z0,21) est un nombre fini, donc c’est une contradiction.

Démonstration du théoréeme 2.1. Pour conclure, il reste ¢ montrer que Y ne
peut pas simultanément admettre une droite J-complexe limitante et étre plongé
hyperboliquement.

Démonstration. Considérons les mémes ¢ et ¢, que précédemment, avec ¢(C) in-
clus dans 0Y. Considérons deux points zg et z; de C dont les images par ¢ sont
distinctes. Les suites (¢x(20))nen €t (9x(21))nen convergent vers ¢(zo) et ¢(z1)
respectivement. Comme les applications J-holomorphes réduisent la métrique de
Kobayashi,

ky (¢(20),#(21)) < ka,(20,21)

et le second membre converge vers 0. Ainsi, si Y admet une droite J-complexe
limitante, elle n’est pas plongée hyperboliquement.

Notre objectif est maintenant de montrer que tout point d’une variété presque-
complexe a une base de voisinages hyperboliques complets.
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Remarque. L’existence de voisinages hyperboliques (et méme plongés hyperbolique-
ment) est triviale : si c’etait faux, on pourrait construire une suite de disques J-
holomorphes (fn)nen avec pour tout n f, € Os(A,B(p,=)) ou | f;(0)] tend vers
Pinfini. On en extrait par Brody une sous-suite convergente aprés reparamétrisation
vers une J-droite holomorphe non constante d’apres le théoréme de Brody. Or par
construction, cette J-droite est concentrée en p (le rayon des boules tend evrs 0).
Contradiction. '

On pourrait le montrer aussi en combinant le théoréme de Brody avec lexistence
locale de fonctions plurisousharmoniques montrée au chapitre III.

Revenons a la fabrication d’une base de voisinages hyperboliques ccmplets en
dimension 4. Le probléme étant local, on est ramené au cas ot notre surface est R*
muni d’une structure presque-complexe arbitraire J € C1® pour 0 < o < 1. Soit C
une courbe J-complexe non singuliere passant par 'origine.

Nous allons montrer que

Théoréme 2.9. Il existe une base {U;} de voisinages de zéro dans R4, telle que:
1) (U;,J) sont hyperboliques complets au sens de Kobayashi;
2) (U;\ C,J) sont hyperboliques complets aussi.

Nous nous limitons a la dimension 4 en raison de la place cruciale de la trivialisa-
tion locale de la structure presque-complexe de J.C. Sikorav dans notre démonstra-
tion. Or cette trivialisation n’est valable qu’en dimension 4. Dans le cas ou J est
intégrable, ce résultat est une conséquence directe du lemme de Schwarz-Pick. En
effet, on peut choisir un systéme de coordonnées holomorphes locales tel que C

1

est un des axes, et I'ensemble U; = Ai, le bidisque de rayon 5. Alors la distance

de Kobayashi sur U; et U; \ C peut stre calculée explicitement, et de cette forme
explicite, on voit qu’elle est complete, voir par exemple [Ko-2], Ch.2. IL’utilité
des voisinages hyperboliques complets dans la théorie des variétés hyperboliques
completes, observée tout d’abord par Kiernan et Kobayashi, est devenu un clas-
sique depuis. Le fait que ce résultat reste vrai pour toute structure presque com-
plexe est assez surprenant. En effet, étant donné un germe quelconque de surface
réelle non singuliere C' 3 0 dans R*, on peut facilement construire une structure
presque-complexe J dans un voisinage de zéro telle que C devienne une courbe J-
complexe. Notons aussi qu’a cause de la non-existence de fonctions J-holomorphes
pour J quelconque, I'hyperbolicité de U \ C' pour une courbe J-complexe C n’est
pas évidente non plus.

Nous nous sommes intéressés au cas des surfaces presque-complexes, parce qu'une
structure presque-complexe J sur une variété de dimension supérieure ne possede
pas d’hypersurface J-complexe méme localement.

Dans un premier temps nous allons donner une sorte de lemme de Schwarz, et
déduire notre théoréme de ce lemme. Ensuite nous allons montrer ce lemme de
Schwarz. Enfin, dans le chapitre suivant, nous allons en déduire des corollaires qui
ont guidé cette partie de notre recherche.
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2.2 Démonstration du théoréeme.

Notre objectif est de construire une base de voisinages hyperboliques complets
de T'origine dans (R*%,J), oit J est une structure presque-complexe arbitraire de
classe C*, 0 < a < 1.

Il existe un systéme de coordonnées locales (z1,22) dans un voisinage de 0 tel
que notre structure presque-complexe dans ces coordonnées est de la forme

_(Alz,) O
J(zl,22)—< zz) ’ B(thz))’

et J(0) = Jg, la structure standard de C?. Si de plus, une courbe J-complexe
non singuliere C' passant par 0 est donnée, on peut choisir les coordonnées locales
de telle maniere que C soit défini par z; = 0, (voir article [Sk] de Jean-Claude
Sikorav).

Considérons la structure Je(21,22) := J(€z1,£22). Nous cherchons & montrer que
pour ¢ suffisamment petit, le bidisque A2 := {(21,22) : |21] < €,|22] < €} de birayon
e et A2\ {z; = 0} sont hyperboliques complets, ce qui revient & montrer que le
bidisque unité A? et A%\ {z; = 0} sont hyperboliques complets en tant que sous-
variétés de R* muni de J,. Les lemmes et propriétés qui suivent vont étre formulés
de maniere & étre adaptés aux deux cas. Une démonstration qui traiterait seulement
de la complétude de A2 serait identique, sauf qu’il ne serait pas nécéssaire d’utiliser
de revétement. Un lecteur qui serait dérouté par la multitude des choses traitées
simultanément et la compléxité des notations peut donc dans un premier temps
ne pas tenir compte de tout ce qui est 1ié aux revétements. Notons z = x +iy les
coordonnées de A. Soit f = (u,v) € O5(A,A?). L’équation de Cauchy-Riemann
pour la premiere coordonnée est

ou ou
S+ A g =0,

ol A(u(z),v(z)) est une matrice 2x2 réelle. On passe en coordonnées complexes

ou Ou 1 Bu ou
Sl S A(2),v(2) 5 (- 5+ 52) =0
ou ou
(]. AZ)5—+(1+A2)—5—- ——0
ou

Ou
F-}-(l - A1)~ (1+Az)a——0.

Notons
qalz1,22) = —[1— A(z1,20) 0 Jog] " [1+ A(21,22) 0 Jst)

Pour z,u,v fixés, g4(z,v,u) est un opérateur R-linéaire. Décomposons le en partie
C-linéaire et partie C-antilinéaire q4(z,v,u) = pl(z,v,u) + u?(2,v,u)0c, ol ¢ est
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l’opérateur de conjugaison. Alors, 'équation de Cauchy-Riemann pour la premiere
composante devient

ou ou du
1 2
— — 2,0,U - Z,0,U = 0. 2.1
55 M (50,u) 5= =17 (2,0,u) 5 (2.1)
La deuxiéme coordonnée, v est ici considérée comme un parameétre. Dans toute
la suite, pour les fonctions, tenseurs, etc. définis sur Pouvert W < R¥, nous

entendrons par C*(W)-norme d’un objet T

k
ITlloxwy = _sup{|D"(T(2))| : € W}

r=0

Le lemme suivant qui est di & M. Gromov est une espece de lemme de Schwarz
et nous donne une majoration C! du paramétre v.

Lemme 2.10. SiJ est suffisamment proche de Jg au sens C* sur A?, clors il ex-
iste une constante C = C(||J — Js||c1(a2)) telle que toute application J-holomorphe
f: A — A? vérifie

ldf (0)]| < C. (2.2)

Ainsi, il existe (un autre) C tel que pour toute application J-holomorphe f =
(u,v) : A — A? les composantes lullcriacay) et [vller(acsy) sont bornées par C. En
composant par ’homothétie z — %z, on en déduit que cette majoration est valable
sur A au complet. Comme toutes nos considérations sont locales, on peut utiliser
la norme Euclidienne standard ||- || dans toutes nos estimations comme (2.2).

Soit D un domaine relativement compact de C. En pratique pour nous, D =
A ou D = A*. Fixons un revétement universel 7 : A — D. Supposons que
pt,u? € C1(R®) sont fixés et ont une C*(R®)-norme finie (dans la suite suffisamment
petite). Considérons I’équation de Beltrami généralisée (2.1) pour les applications
C! u: A — D. On suppose que la norme C*(R?) du parametre v est bornée par un
certain C. Pour une application C* 4 : A — D notons u, une branche quelconque
univaluée de 7! ou. Notons A la coordonnée du revétement universel A. Soit enfin

A — A
Spa:)"_’f':a}\)\

l’automorphisme du disque unité échangeant a € A avec origine. L’équation (2.1)
devient pour uq x 1= @4 0 Ur

OUg 1 Oug 9 Ougm.
82 —,LLﬂ.(Z,’U,(l,’U,a,ﬂ») az —/,LW(Z,U,&,’U,a’ﬂ—)( 82 )'”"Oa (23)

/1471r(z7v,a>ua,’rr) = H’l(z)v) (’/T °© Soﬂ)(uaf"))
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Hmova) (O(mops) -1
2 .2 . ) a) a
/,L.,T(Z,’U,a,’u,a’ﬂ) =W (zava(ﬂowa)(ua,ﬂ') ( 8/\ [ a/\ ] )

Dans le paragraphe suivant nous allons prouver le lemme de type lemme de
Schwarz :

Lemme 2.11. Il existe un € = e(w,C) > 0 et une constante K = K(w,C,¢e) < oo,
tels que pour toute solution de (2.3) w € CY(A,A) avec des coefficients et des
paramétres vérifiant ||pt?||cimey < €, |[vllci(ay < C et telle que w(0) = 0, on a
lestimation suivante :

Jdw(0)] < K. (2.4)

Remarque 1. En montrant cette propriété, que nous appellerons dorénavant le
lemme de Schwarz-Pick pour les applications J-holomorphes u: A -—— A, on montre
en fait deux choses. Premiérement, un lemme de Schwarz qui nous donne une ma-
joration uniforme du module de la dérivée de u pour peu que u(0) =0, c’est a dire
|du(0)] € 1. Deuxiémement, en utilisant ”'invariance de jauge” des équations de
Cauchy-Riemann homogenes par rapport au ”groupe de jauge” G := Autg.i(A),
on obtient la version ”invariant de jauge” de ce lemme :

|du(0)]

P <" 29
qui signifie exactement la complétude de la métrique de Kobayashi sur le disque
unité.

L’équation de Cauchy-Riemann (ou de Beltrami) généralisée (2.1) n’a pas de
symétrie en dehors des cas ol les u® sont trés particuliers. Ainsi, au lieu de con-
sidérer uniquement une équation, on symétrise le probléme et on considere la famille
au complet des équations (2.3) avec un parameétre ¢, € G, notre groupe de jauge.
L’estimation uniforme (2.4) de la dérivée en zéro nous permet de tirer les mémes
conclusions que pour les équations de Cauchy-Riemann standard, le probieme étant
maintenant renforcé par les symétries a vérifier.

Remarque 2. Néanmoins, le prix de tout cela est que les coefficients de (2.4) ne
sont plus bornés dans aucun espace de Sobolev ou de Holder, étant donné que le
parameétre a s’échappe vers le bord A. Ils sont seulement bornés pour la norme
sup, et ¢a n’est clairement pas suffisant pour controler la dérivée en zéro. La clef
est qu'il y a (voir Premiére étape de la démonstration du paragraphe suivant) une
majoration a priori des solutions w de (2.4) vérifiant w(0) = 0 en norme Holderienne
sur un voisinage de zéro. Cela nous permet de controler la norme de Holder des
coefficients et d’appliquer un bootstrap une fois de plus (voir Deuxiéme étape).

Corollaire 2.12. Pour J suffisamment proche de Jg, en norme C*t, Pouvert (A2, J)
est hyperbolique complet.

Démonstration. Comme nous 'avons déja expliqué, en prenant J proche de Jg on
peut majorer les composantes (u,v) d’une application J-holomorphe f : A — A?
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en utilisant le lemme de Gromov. La forme explicite de g4 et donc de p'? montre
que |ju}?]|o1 < e de nouveau lorsque .J est proche de Jy;, ol € est celui du lemme
2.11 appliqué au revétement identique 7 =Id : A — A. Notons a = u(0). Du lemme
2.11 appliqué & w = ¢, ou, on déduit ||dw(0)]] < K, ot K ne dépend pas de w.

Or
1

du(0)
et donc pour toute solution u: A +— A de (2.1) telle que u(0) =a, on a

1o 1
ldu(O)l| = K (1~ af?)

ce qui signifie que pour tout vecteur (£,0) de T, p)A?

C1l€]

ka2 5((a,b),(§,0)) > 1—|af?

par définition de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden.
On peut bien siir appliquer les mémes considérations a la deuxiéme composante
de (u,v). Ainsi

ke o ((@.0), 0.1) 2 120
Et donc,
ke ((0,8), (61) 2 max(; 2L UL, (26)

qui donne la conclusion désirée : en effet, la métrique de Kobayashi-Eoyden est
mincrée & une constante pres par la métrique de Kobayashi-Royden du bidisque
muni de la structure standard, et un chemin qui va jusqu’au bord donc est de
longueur infinie.

Corollaire 2.13. Pour J suffisamment proche de Jg au sens Clsur le bidisque
A2, Pouvert (A%\ ({0} x A),J) est hyperbolique complet.

Démonstration. Appliquons le lemme 2.10 au revétement universel

A — A*=D
T A e:xpi‘\—;}

Soit u: A — A* une solution de (2.1). Posons a = u(0) et b =1In{a). On choisit la
détermination du log telle que la partie imaginaire de b, soit dans [—7r,ir[. Notons
enfin \: 2z — jfi, et c==A(b) = %—f—})— € A. Ainsi c est une des préimages de a par le
revétement 7. Choisissons la branche univaluée u, de 7 owu telle que u, (0)=c, et
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considérons w = ¢, our, une solution de (2.3). Estimons u(0) u = expoA~top 1 ow,
ot =g et X7 z) = %ﬁ Ainsi on a

c—w(z) 1 _ ; —
_ T—w(z) — en(ET w(z)—1+ew(z), exo( & 1+ (e—1w(z)
e = el ) e ) T e T e D)

Comme w = poAolnou,

du(0 cl2—1 2 du(0 1 2 du(0
4w(0) = dpe(c)-AND)- cg ) (1l—||c;2)2'(1 ) a( ) FEESSRENAE 65 :

Comme b=1na et ¢ = 22

o Ina+1 ma+1 1+|na®+In(la®) (1+Inla])?
~1—-Ina'1-Ina@ 1+|Ina|>—1In(ja?) (1-—In]a|)?

-

Ainsi
1 2 du(0)
d -
w(0) |Ltne2 1 (1+Ina)? a

Or d’apres le lemme 2.10, |dw(0)| < K, ot K est indépendant des facteurs con-
sidérés, donc

1 1
du(o)] =

Yaln L
la}in Tal

pour a proche de zéro. Par définition de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden,
pour tout vecteur (€,0) de T4 p)(A%\ A*),

1 .
k * )b ) 70 2 Ki——— 2.7
ana-,s((a,b),(£,0) 1|a“n|_(1z_I (2.7)

lorsque a est proche de zéro, et donc,

1
kaz\ax,s((a,b),(§,m) = O(}m) VE +n?
la]
On en déduit que tout chemin menant & 0 a une longueur infinie, ce qui prouve le

corollaire.
[ ||
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2.3 Démonstration du lemme de Schwarz-Pick.

Lemme 2.11. Il eziste un € = e(m,C) > 0 et une constante K = K(x,C,¢&) < 00,
tels que pour toute solution de (2.83) w € C1(A,A) avec des coefficients et des
paramétres vérifiant ||ph?|c1wey) < €, {vllcray < C et telle que w(0) =0, on a
Uestimation suivante :

[dw(0)] < K. (2.4

Supposons que la conclusion du lemme n’est pas vraie. Soit (hyn)nen une suite
d’applications h, : A — A, telles que h,(0) = 0, solutions de (2.3), et telles
que |dh,(0)] — oo. Pour tout n, notons v, le parameétre fonctionnel et par a, le
parametre dans A correspondants.

Premiére étape. Il existe § > 0 et ng tels que, pour n = ng hy, € C° 3 (Mg, A )
{hn}n>n0 est un ensemble borné dans cet espace.

Soit une fonction plateau p qui est C™ et telle que p = 1 sur A s et p= 0 en

dehors de A. Notons h%, = ph,,. L’équation (2.3) pour h,, écrite en foncrion de hf,
devient

Bh ORb dp

Oh? ap
T Uan(z hn)(——a;—) h’ a— hn 'uc( h’ )82

az— an (BB

—MMANWW% (2.8)

Reprenons les notations de I. Vekua dans [VK] pour introduire les opérateurs de
Cauchy-Green P : L*(A) — LY*(A) et de Calderon-Zygmund II : L*(A) —
L*(A),définis respectivement comme

- IR=200

Ig(z) —pvzm// _z)zdg/\d(

Ces opérateurs sont notés respectivement Toe et Toz dans [Delv]. P et II sont
des opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Sobolev et de Holder. Notons
Crp la norme de P en tant qu'opérateur de L*P(A) dans L*+1P(A) et par Ck o
la norme de P en tant qu'opérateur de C** dans C*T1. De méme, on note Ag
et Ak o les constantes associées & IT en tant qu’opérateur de L¥P dans LFP et de
Ck% dans C*©. Ici k est un entier positif, p € N\{0,1} et 0 < a < 1.

Les propriétés classiques des optérateurs de Cauchy-Green et de Calderon-Zyg-
-mund sont que JoP = Id et II = Jo P, et que sur ’adhérence dans L!'? de l'espace

et
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des applications C™ & support compact, [Iod = 8 et Pod = Id. On remarque que
les k¥ sont dans ces espaces. Posons

_0p 1 Op
g1 = _ég _Mv,a(z?hn)az

et

dp
2
g2 = /’Lv,a(z7hn)(az)

L’équation (2.8) devient

0 - ‘

On remarque que A, g1 +hnge est une suite bornée dans L*(A,R?). En effet, A,
prend ses valeurs dans A et g; et gg sont bornées. Comme [|II|| 4 est borné, et
comme u! et 42 sont aussi petits que nous le souhaitons, cet opérateur est inversible.
Ainsi,

[Td— 1, o (s ) 0T = 115 4 (-, ) 0 0 o ]

—g:h” = [Id——,ui,,a(.,hn) oIl — ui’a(.,han) o o] (hng1 +hnga2),

et donc
W = P([Id— iy o (-, n) o T = 42 (. k) 00 o T) "  (Ang1 + Bnga)). (2.10)

Ainsi (h£) est une suite bornée dans LM(A A). En utilisant le plongement

de Sobolev, L1? C CO’O“_‘%, et notre suite (h2)n,ecn est bornée dans cY3, Ainsi,
{R2}nen est une famille bornée et équicontinue d’applications sur tout compact
de A. D’apres le théoreme d’Ascoli, cette farnille est compacte, et on en extrait
une sous-suite convergente. Apres réindexation, (h,)nen converge uniformément
sur As vers une application h : As — A telle que h(0) = 0. Il existe § tel que

h(A&) C Ay et donc hn(As) C Ay pour n suffisamment grand. Donc (hy, )nen est

borné dans 00’2 (As, A§) & partir d’un certain rang n >> 1.

Deuxiéme étape. Il existe ny tel que pour tout n = ny, h, € Cch3 (A s ) et la famille
{hn}nzn, est bornée dans cet espace.

Les paramdtres v, sont bornés dans C1(A), et les h, le sont dans C%% (A, A 1 ).
Ainsi g}, (2,hn) et p, (2,hy) sont bornés dans C%%(As). Notons fn(z) :=
hn(6z). Cest une suite bornée dans C%2 (A, A). Il ne nous reste plus qu’a prouver
que la famille {f,} est bornée dans C13 (A 1). on voit que fn vérifie

Afn Ofn Ofn
I o () B2 (o )

) =0. (2.11)
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avec pl . (2,fn) €t p2 , (2,fs) uniformément bornés dans C%3(A,A). On re-
nouvelle maintenant le raisonnement de la premiére étape, appliqué & f, au lien
de h, et on arrive & I’équation (2.9) mais considérée cette fois ci dans les espaces
de Holder. De cette maniére, on obtient que (f,)nen est bornée dans Cl’%(A% ).
Contradiction.

M

2.4 Corollaires.

Nous allons maintenant tirer les conséquences du théoréme 2.9. En eflet, d’apres
le théoreme de Kiernan, une variété plongée hyperboliquement et localement hy-
perbolique complete est hyperbolique complete. Ainsi les proposition 1.28, 1.30 et
1.31 deviennent

Corollaire 2.14. Soit (X,J) une variété presque-compleze compacte de dimen-
sion 4, avec J € CL*, Soit D = Ui—1D; une courbe J-compleze réductible, dont
chaque composante irréductible D; est une courbe J-complexe immergée. Supposons
que pour tout j = 1,...,n la courbe (D;\ Sing(D),J |p,) est hyperbolique. Alors
(X\D, J) est hyperbolique complet si et seulement s’il n’y a pas de droite J-compleze
dans X\D.

Corollaire 2.15. Notons My, 5 = {(J,{D;}5~,)} la variété Banachique constituée
des paires (J,{Dj}?zl), ot J est une structure presque-complere quelconque sur
CP?, adaptée a la forme de Fubini-Studi w et {D; }?:1 la réunion de cing droites J -
complezes dans CP? en position générale. L’ensemble H,, 5 formé des (J,{D;}5_,)

pour lesquels Y = ((CIP’2\U?=1 D;,J) hyperbolique complet est un ouvert non vide
de Mw,5l.

Notons M, 4 la variété Banachique des paires (J,D), ol J est une structure
presque-complexe w-adaptée sur CP? et D est une courbe irréductible J-complexe
de degré d dans CP?. Notons H,, 4 le sous-ensemble formé des (J,D) € M, 4 tels
que (CP2\ D, J) est hyperbolique complet.

Corollaire 2.16. L’ensemble H, 4 est un ouvert non vide de M, 4, d condition
que d > 5.

Pour terminer le chapitre, nous proposons une démonstration élémentaire du
corollaire 2.14 n’utilisant pas les propriétés topologiques des courbes presque-com-
plexes.

Démonstration du Corollaire 2.6.

Premiére phase : X\D plongé hyperboliquement dans X si et seulement s’il n’y
a pas de droite J-complexe dans X\D.

Nous avons fabriqué précédemment une base de voisinages hyperboliques com-
plets sous forme de bidisques en tout point, et nous avons montré que si on enlevait
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un disque plongé dans un tel voisinage dont le bord est dans le bord du bidisque,
il était toujours hyperbolique complet. C’est clairement encore le cas si on enléeve
deux tels disques qui s’intersectent transversalement. Soit donc un recouvrement
fini du compact X par des bidisques hyperboliques complets Uy, ...,U,. On remar-
que que pour tout i, U;\D est hyperbolique complet (pour ki\ p)- La seule chose
que nous avons 3 vérifier est que Y = X \ D n’admet pas de droite J-complexe
limitante. Soit u : C — D une droite J-complexe limitante pour ¥ = X\ D. On
peut supposer par exemple que u(C) C D;y. u(C) ne peut pas étre contenue dans
D1\ Sing(D), car la courbe D;\ Sing(D) est supposée hyperbolique. Donc il existe
2o € C tel que p := u(zp) € D1NSing(D). Supposons par exemple quz p est sur
DyNDsy. Soit U; un ouvert du recouvrement contenant p et ¢ = u(z1) un point
de D1\ D, lui aussi dans U;. U étant limitante, il existe une suite de disques J-
holomorphes & valeurs dans X\D (uy,)nen convergeant uniformément vers u (pour
la métrique Riemannienne de X). A partir d'un certain rang N, un(20) et un(21)
sont dans U;. Or, U;\ D est hyperbolique complet. Comme (u,,(20))nen €st une
suite qui converge vers un point du bord de cet ensemble (pour la topologie en-
gendrée par la métrique Riemannienne de X), et comme les topologies engendrées
par cette métrique Riemannienne sur U;\D; et celle engendrée par la métrique de
Kobayashi sur U;\ Dy sont identiques, (c’est le théoréme de Barth, voir [Bt]),

lim kéi\D(un(zo),un(zl)) =00

n—o0

Or les applications presque-complexes réduisant la distance (voir chapitre I),

vn> N, kLin\D(gn(zo)vgn(zl)) <p(20’21)

Comme p(2g,21) est un nombre fini, ¢’est absurde.

Seconde phase : X\ D est localement hyperbolique complet d’aprés le théoréeme
principal. D’apres le théoréme de Kiernan, il est donc hyperbolique complet.
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CHAPITRE III : PLURISOUSHARMONICITE ET PSEUDOCONVEXITE

3.1 Plurisousharmonicité.

Soit (V,J) une variété presque-complexe. Soit £ un domaine de V et ¢ une
fonction réelle semi-continue supérieurement définie sur un voisinage de §). Nous
noterons dans la suite A aussi bien le disque unité de € muni de la structure
complexe standard que le Laplacien.

Définition 3.1. ¢ est dite plurisousharmonique si ¢ ou est sousharmonique pour
tout u dans O;(A,V), c’est & dire dans le cas olt ¢ est C?

Vue O5(A,V), A(pou)>0.

Définition 3.2. ¢ est dite strictement plurisousharmonique si ¢ est C? et

Vue Oy (A, V),Vy u(y)#0,Vz e, A(pou)(z)>0

Définition 3.3. ¢ est dite Lévi-plurisousharmonique si £¢ est une forme quadra-
tique définie positive, ou

LHX,Y)=Hy(X,Y)+ Hy(JX,JY)
et H est la Hessienne de ¢.

Cette définition n’a de sens que dans le cas ou §) est un ouvert de R?™. En effet,
sinon on doit passer par des cartes locales pour calculer la Hessienne. Or la valeur
de la Hessienne n’est pas invariante par changement de carte (on peut méme, par
un changement de carte judicieux donner n’importe quelle valeur choisie a ’avance
a la Hessienne en un point).

Nous avons choisi ici comme définitions de la plurisousharmonicité et d= la stricte
plurisousharmonicité les plus naturelles. Mais, dans le cas intégrable, elles peu-
vent étre définies d’une multitude de manieres différentes. On cherche donc a
savoir parmi toutes ces autres définitions possibles, quelles sont celles qui sont
équivalentes aux définitions choisies dans le cas non intégrable. Commengons par
faire une liste exhaustive des définitions équivalentes de la plurisousharmonicité.
La plupart d’entre elles provient de ’analyse complexe, voir par exemple [Kz] de S.
Krantz. Excluons des le départ celles qui sont basées sur 'extension de fonctions
holomorphes, en effet dans le cas non-intégrable il n’y a pas en général de fonction
J-holomorphe, c’est a dire d’application. J-holomorphes de 2 dans C. Les deux
définitions possibles de la plurisousharmonicité sont les suivantes, en plus de celle
que nous avons choisie comme référence :

i) La forme quadratique associée & la 2-forme différentielle dd¢(X,JY) est
définie positive, ou d€ est la 1-forme différentielle

d°¢(X) = ~dg(J X)

ii) ¢ est Levi-plurisousharmonique
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Lemme 3.4. Soit X un vecteur de TpS}; soit u un disque J-holomorphe immergé
dans Q tel que u(0) =p et 34(0) = X. Alors

dd®é,(X,JX) = A(¢pou)(0)

Démonstration. Ce résultat est local. Montrons le pour un systeme de coordonnées
quelconque t1,...,t2, autour du point considéré. Cette fois ci le choix du syteme de
coordonnées locales est indifférent. En effet, tous les termes du calcul qui va suivre
dépendrons du choix du sytéme de coordonnées locales. En particulier la forme
quadratique £4(X,X). Néanmoins les expressions dd®¢,(X,JX) et A(¢pou)(0)
pour u tel que 2—5(0) = X sont définies de maniére intrinseques, sans référence a
aucune carte. Comme on va montrer qu’elles sont égales dans une carte quelconque,
elles seront égales.

Soit u un disque J-holomorphe & valeurs dans €2. On note x et y les coordonnées

sur le disque unité A de R2.

3¢ou . _B_fauz

8%pou _ 8¢ Ou; Ou,; Q(é(’)zui
ox? e~ 0t;0t; Oz 0w Ol; 022

Il en est de méme pour y et donc le calcul du Laplacien nous donne

I 8(25 82¢' 8U,j 8114' 8Uj aui
Albow) =2 5,2+ L ur, Ga 0w + oy 07

Notons v = (%‘gl, ey Qg—gﬂ) et Hy la Hessienne de ¢ dans ce systéme de coordonnées.
. 0¢

A(pou) :Z—é%—_.Auj+H¢(v,v)+H¢(Jv,Jv) (3.1)
j 7

Notons Lg(v,v) = Hg(v,v) + Hg(Jv,Jv), et travaillons & modifier la formulation
du premier terme. On peut écrire les équations de Cauchy-Riemann

O%u;  ~— 0Jik duy, Ouy g O%uy,
oy y: O0t; Oz Oy zk&wy

De plus

du; _ Oug
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OPu; —3Jik Qug Juj Puk
e Y at; oy oz Foybw
Done 06 0T, Oug du;  Oug O
zk Uk OUj  OUg OUj
A“’ Z 5 oL, "Gz oy By oz
a¢ 8’]7,k
Zatz p: klat at, (UkJle Jklvlvj) (3.2)

Cherchons maintenant & donner une formulation adaptée & dd®¢(X,JY"). Notons

0 . 0
X :;ai% et YZZZ:bZ—a-t—Z

dd°$(X,JY) = Xd“$(JY) = (JY)d“$(X) — d°([X, Y ]) =

= (JX)do(JY) +Yd¢(X) +do(J[X,JY]) =

9 8¢ 9¢
Jzk:l]”alat (5, Twbe) +big: (% a;)+d¢(J[X,JY]) =
o 000, 06 b 59, 0008
= 2wl at Bt R T T e ALY T e A

1,5,k,l

+dg(J[X,TY]) =

0 0J ik ab
:£¢(X,Y)+ Z a—f(.filal Bt bk—l—lealJJ; k
J

i’j7k:!l

15, 02 O¢ Oa;

o, (,% a1, —)+dp(J[X,JY])

Développons le terme dop(J[X,JY]) = —d¢(J[JY, X]).

50& 8 6Jkl abl 0
7Y, X] = szlJ“bl ot o %o g g
—— 3ak aJkl Bbl 0
J[JY,A]_UZM(ijJdbl 3, iy b= Jie i g o
_ 0¢ Oay, 3(]5 O0Jki 3(b 8b;
dqb(J[JYaX])_ijlat JJszlbl Bt, Bt ij: 7 0t, bl+8 81 )
Donc
8¢ OJ; k 8¢ 8Jkl
C _ j 9@ 4 - 9Jkl
dd (b(JX,Y)—[,‘;s(X,Y)‘}- 8t — Jubj—— 5, +8tj ijaz 5%, b

VLN
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Or,
8J?
ot; =0
done 8J 8J;
Z‘]Jk Kl __Z Jk«]kl
« 81 B T,
ddSop(JX,Y (X, by 22k g, — 8 0 TR g
P(JIXY) = Ly(X,Y) + jzk:l Hatzkatj i, T
O¢ dJ;
dd(c(ﬁ( JX Y) ,C¢( ) _8_2— 3th (Jublak—Jklblai)
ikl o3
Ainsi 56 57
dd(cgb(JX,X) = ,Cqs(X,}()—l— 8—;— (?tjk (Jilalak——Jklalai) (3.3)
] 7

VLN

En comparant cette expression avec lexpression (3.2), on remarque qu'elles sont
égales dans le cas ou v =X ||

Proposition 3.5. Notons d© la 1-forme différentielle
dCP(X) = —dg(J X)

¢ est strictement plurisousharmonique si et seulement si la forme quadratique as-
sociée & la 2-forme différentielle ddC¢(X,JY) est définie positive.

Démonstration. Supposons que ¢ owu est strictement sousharmonique pour tout
disque J-holomorphe u. Ainsi, il existe une constante positive a telle que

Vu e O5(A, V),V e A, A(pou)(z)>0

Soit X un vecteur tangent au point p. Jean-Claude Sikorav a montré dans [Sk]
qu’il existe un disque J-holomorphe wug passant par p tel que -6—152( ) = X. Donc
ddC¢(JX,X) > 0, et la forme quadratique considérée est définie positive.
Réciproquement, supposons que la forme quadratique dd®¢(X,JX) est définie
positive. Cela signifie qu’il existe une constante strictement positive a telle que

VX eTQ, dd°¢(X,JX) > all X
et donc apres avoir posé X = 3 , que
Vue O5(A,V)Vee A A(pou)(z)>0
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Corollaire 3.6. La Lévi-plurisousharmonicité n’est pas équivalente & la plurisous-
-harmonicité.

Démonstration. Nous avons vu que

8¢ 8u 8u

A A +L 3.1
Fabriquons un contrexemple. Soit dans R* muni des coordonnées (ti,...,ts) la
structure presque-complexe
0 —ty  J1-¢2 0

g t1 0 0 —y/1-1t2
—/1—t 0 0 —t1
0 V1—12 t1 0

Soit un point p de coordonnées (7y,...,74) avec 71 % 0. D’apres la propriét,é 1 18 due
& Sikoraw, il existe un disque J-complexe u tel que u(0) = p et du(0).2 By a -, Soit

¢ une fonction plurisousharmonique définie au voisinage de p telle que dp(p) = 52—1.
Ainsi

§¢ A’U,J =1. Aul
Or d’aprés 'équation (3.3), en notant du(0).2: = =35 61:,

0Jjk
Aui = Z 8t (Jlalak — Jklalaz)
.4,k

Un calcul élémentaire nous donne
Au1 = tl

En choisissant ¢ judicieusement, la forme de Levi et dd€¢(.,J.) sont de signes
différents dans certaines zones de R*.
i

Remarque. Nous avons montré au passage que contrairement au cas standard, les
coordonnées d’une application J-holomorphe ne sont en général pas harmoniques.
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3.2 Stricte pseudoconvexité.

Définition 3.7. Q est dit strictement pseudoconvexe ou strictement J-convexe si

il existe une fonction strictement plurisousharmonique ¢ définie sur un voisinage
de 2 telle que O = {¢ < 0}.

Cherchons de nouveau & donner des caractérisations équivalentes a la stricte
pseudoconvexité. Une des caractérisations possibles de la stricte pseudoconvexité
est le fait que 2 soit localement biholomorphe a un ensemble convexe. La aussi,
il est illusoire de lui trouver une quelconque utilité dans le cas non-intégrable.
En effet, soit 'ensemble convexe en question est muni d’une structure complexe
intégrable, et J devrait alors étre intégrable, ce qui n’est pas le cas en général.
Soit, on ne pose pas de condition sur la structure presque-complexe de cet ensemble
convexe, et dans ce cas on peut en trouver un qui convient pour n’importe quel €2,
ce qui signifie que tout domaine est strictement pseudoconvexe ! En eifet, {2 est
localement difféomorphe & un ensemble convexe (via un certain ®). Il suffit de
munir I’ensemble convexe en question de la structure presque-complexe $*.J, pour
faire de ® un biholomorphisme.

Définition 3.8. (cf [El-1},[El-2],[EIGr]) Une variété de contact est une variété lisse
V de dimensicn 2k-1 munie d’une distribution £ d’hyperplans tangents de codimen-
sion 1 complétement nonintégrable, c’est a dire une distribution qui peut étre au
moins localement définie par une 1-forme a telle que da n’est dégénérée en aucun
point, c’est & dire a A (da)*~! s’annule nulle part.

Propriété 3.9. Si Q est strictement pseudoconvexe alors il a un bord de type
contact.

Démonstration. Soit £ la distribution d’hyperplans tangents sur 9€) formée par les
hyperplans presque-complexes

Ve e 00w e, ©veT,00,JveT,00

& doz(v) =0,dd.(Jv) =0

Notons d®¢ = (d¢) o J. Ainsi un vecteur v de T,09 est dans &, si et seulement si
d®¢.(v) = 0. Ainsi, £ est définie par la 1-forme a = —d®¢. Si Q est strictement
pseudoconvexe, da est tamed et donc non dégénérée.

Définition 3.10. Un ouvert ) de V vérifie la condition des disques si pour toute
suite (un)en de disques J-holomorphes définis sur A & valeurs dans €2, convergente
en tant que suite d’applications de A dans V vers un disque u tel que u(8A)NON =
@, vérifie u(A)NIQ = @.

Propriété 3.11. La condition des disques est vérifiée par tout domaine pseudo-
conveze (défini par une fonction plurisousharmonique).

Démonstration. Soit (un)nen une suite de disques J-holomorphes & valeurs dans
(2, convergeant vers un disque u tel que u(8A) NI = @. Supposons qu’il existe
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zp dans A tel que u(2g) soit sur Q. Soit ¢ une fonction C? définissante pour €2,
c’est a dire telle que 2 = {¢ < 0} et d¢ ne s’annule pas sur 9. Ainsi pour tout z
dans A,u(z) appartient & , et donc ¢(u(z)) < 0. Or comme u(zg) est sur le bord
de Q, ¢(u(z0)) =0. Donc ¢owu a un maximum & intérieur de A et n’est donc pas
sousharmonique. Donc ¢ n’est pas plurisousharmonique.

|
La réciproque, pour une structure intégrable, a une preuve classique cont la clef
est la plurisousharmonicité de la fonction

V — R
z +—— log(dist(z,00))

Dans le cas non intégrable, cette fonction n’a aucune raison d’étre plurisoushar-
monique, et cette démonstration ne peut pas étre utilisée. Nous ne savons pas si la
réciproque est vraie pour une structure presque-complexe quelconque.

Remarque 1. Si € est un domaine strictement pseudoconvexe relativernent com-
pact de M, alors Q est hyperboliquement plongé dans M. En effet, notons ¢ la
fonction strictement plurisousharmonique définissante associée. Si ) n’était pas
hyperboliquement plongé, par Brody on produirait une J-droite non constante f
A valeurs dans £, et on pourrait supposer quitte & reparamétriser que f’(0) # 0.
Comme ¢ o f est sousharmonique bornée sur C donc constante, ce qui contredit

A(gpo f)(0) > 0.

Remarque 2. 11 suffirait d’aprés le théoréme de Kiernan de montrer ’hyperbolicité
complete locale des strictement pseudoconvexes pour en déduire leur hyperbolicité
complete. Nous ne savons actuellement pas le montrer. Un cheminement possible
serait de montrer que comme dans le cas standard il existe en tout point p du bord
des courbes J-complexes d’appui, c’est a dire des courbes J-complexes extérieures
a 2, tangentes a 92 en p. On en déduirait 'hyperbolicité complete locale d’apres
le théoreme principal.

3.3 Propriétés des fonctions plurisousharmoniques.

Il est naturel de savoir s’il existe toujours des fonctions plurisousharmoniques,
pour une structure presque-complexe quelconque. La propriété suivante répond a
cette question. Ce résultat n’est pas nouveau, Hormander ’a démontré en 1966
dans [Hm|. En voici une preuve détaillée :

Propriété 3.12. Soit un point p d’une variété presque complexe. I existe un
systéme de coordonnées locales centré en p dans lequel la fonction ¢ : z v ||z||? est
plurisousharmonique.

Démonstration. On choisit un systéme de coordonnées centré en p dans lequel
J(p) = Jet. Ainsi J(z) = Jg +e(x) ou pour tout point z, €(z) est un endo-
morphisme de 'espace tangent tel que £(0) = 0. La variété est munie d’'une forme
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symplectique, qui trivialisée dans la carte locale considérée, donne une structure
symplectique qui engendre avec J la métrique Riemannienne triviale < .,. >. Ceci
peut clairement étre réalisé localement, et il n’y a pas d’objection au prolongement
global d’une telle structure symplectique, étant donné la souplesse de ces structures
(en particulier le fait de pouvoir utiliser des partitions de I'unité). Ainsi

2n
d¢ = Z 2:1‘}16{(%
i=1
2n
d®4(¢) Zm dai(JE) = sz dz;(Jor€) = Y 2widai(e€) =
i=1

Z2x2z 182i — 2x9;82; 1 + Z 21'15136'3

1,J

dC(l) 225’321 1d:1321—2:132,d.1 23— 1+Z2$€ Emdﬂf'])

i==1 1,7

- N Oe,
C I
dd-¢ = ; —2dxo; 1 Adxo;+2dxo; AdTa; 1 -—iz; 282-jdw,-/\dxj —izj;v 2z; —%;dmk/\dﬂ%

_Z —4dzg; 1 Adza; — Y fizdai Ada;

=1 1’7.7

en notant
Oe kj

3%1'

fij = 2¢&;; + ZQ.’Z:k
k

. R T . . Oeyj
Les fonctions f;; ainsi définies sont clairement continues. De plus, comme —=L est
2

localement borné au voisinage de 0, f;;(0) = 0. Ainsi, en notant

f = Zf”dxz A dl‘j
44
on a
ddC¢ =dwst + f

Localement autour de 0, f est négligeable devant ws, et donc, quitte a réduire
suffisamment la carte locale considérée, la forme quadratique associée a la 2-forme
dd®¢ est définie positive, et ¢ est strictement plurisousharmonique.

Remarque. Bien qu’il existe toujours des fonctions plurisousharmoniques dans le cas
d’une structure presque-complexe non intégrable, le théoréme suivant nous mon-
tre que celles-ci ne ressemblent pas autant qu’on l'aurait souhaité aux fonctions
plurisousharmoniques du cas intégrable.
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Proposition 3.13. Pour une structure presque-complexe quelconque, ¢ : x +— ||z||?
n’est pas log-plurisousharmonique

Démonstration. On travaille de nouveau dans une carte locale, et nous identifierons
donc la variété avec un ouvert de R?® muni de la métrique Riemannienne triviale.
En particulier, ici on peut identifier les points et les vecteurs. Considérons la
fonction ¢ = logg. Montrons que 1 n’est pas plurisousharmonique.

2n 2x;dz;(JE) 2z, J;:dx
SO =2, T L Tl

Z 2||w||26:8Ji;dm A da; + 2| ||| 2z, 250 oz L dre Ndzj — 4wz Jigdos Adz;

C. .
7o = EE

4,4,k

ddp(€, 7€) = D Tz ||4 Ml |2 Ji5 (Ja&ily —&d ﬂﬁl)ﬂlezwzaJ (&€ -~ EuJ5i&)—

1,5,k,1

— 2,z S5 (T — ExJ&1))]

ddC¢ (¢, JE) = | PITEN + Nl PHEN? —2 < m, JE >? -2 < 2,6 > +

2
[|z]*
+|Jz]|? Z ﬂiz ” szﬁzﬁg kT j1&1)]

i,4,k,1

Choisissons £ tel que cette expression soit strictement négative, par exemple en
fixant

xT
<= Tl
df%@ﬂﬁ)=H;4WJMP+HﬂP*2<wW\H> 9|2+

+ Z wz szl‘lmg ziJjix))
1,5,k,1

Or g%kl est localement borné, donc le dernier terme est un (O(||z||3). Donc
2
dd“¢(¢,J€) = |$H4[HJ1‘||2—|l$1|2+O(l|$H3)] 4<ua,; Il HS >*

Mettons nous en dehors du cas particulier ot J est une isométrie pour la métrique
Riemannienne triviale. Ainsi, il existe un z tel que ||Jz|| # ||z]|. Donc on peut
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choisir zg tel que ||Jxo|| < ||zol|. En effet, si ||Jzg|| > ||zo|] nous n’avens qu’a le
remplacer par J~'zo. Pour zo, ||Jz|| = k||| avec 0 < k < 1, et tous les points =
de cette direction (de la forme txq, pour t réel) vérifient cette égalité. Ainsi

2
||]]*

Ad°9(€.7€) = Tz (k2 = Dlel P+ O el =4 < &, i >

qui est négatif pour x suffisamment petit.
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CHAPITRE IV : CONCLUSION

Les directions naturelles de recherche a issue de ce travail sont les suivantes :

1) Montrer le théoréme principal en dimension quelconque. Un tel résultat ne
peut étre directement montré & 'aide de cette these, étant donné que la trivialisation

locale de la structure presque-complexe de J.C Sikorav n’est vraie qu’en dimension
4.

2) Montrer un théoreme de Bloch presque-complexe, c’est a dire que pour cer-
taines structures presque-complexes, pour tout diviseur D formé de 5 droites com-
plexes en position générale, CP2\D est hyperbolique complet. Ce résultat est plus
fort que le notre qui ne montre ’hyperbolicité compléte que pour certaines struc-
tures presque-complexes, pour certains D en position générale formant un ouvert.

3) Montrer ’existence de courbes J-complexe d’appui en tout point du bord d'un
strictement pseudonvexe (voir la remarque faite en fin de paragraphe 3.2). Cela
permettrait de montrer I’hyperbolicité complete des strictement pseudoconvexes.

4) Nous avons montré que par deux points suffisamment proches il passait un
J-disque. C’est I'objet du paragraphe 1.2. Une question qui se pose est de savoir
s’ll est possible de relier deux points quelconques d’une variété presque-complexe
connexe. Rappelons que dans le cas intégrable, ce résultat se montre en considérant
un chemin réel reliant les deux points, en ’approximant par un chemin analytique
et en complexifiant.
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ABSTRACT. The aim of this thesis is to prove in the scope of the almost-complex
manifolds some results of the theory of Kobayashi hyperbolic manifolds.

In a first part, it is proved that two points of an almost-complex manifold that
are close enough are linked by a pseudo-holomorphic disc. To fulfil this condition is
necessary to define the Kobayashi pseudo-metric. Most of the classical results about
hyperbolicity are proved to be true in this scope (theorems of Barth, Royden, and
Brody).

In the second part, heart of this thesis, it is proved that each point on an almost
complex surface has a basis of complete hyperbolic neighbourhoods (c.h.n.). More-
over, if one removes a non-singular J-complex curve from such a neighbourhood, it is
still complete hyperbolic. As a consequence of the existence of the c.h.n. we obtain
the following statement : consider the Banach manifold consisting of the pairs (J, D),
where J is an almost complex structure on CP? tamed by the Fubini-Study form
and D is the union of five J-complex lines in CP? in general position. For (J, D)
in a nonempty open subset in this Banach manifold ((CP2 \ D, J) is hyperbolically
imbedded into (CP2, J). With this result, the theorem of Bloch can be generalized.

In the third part, the notions of plurisubharmonicity and pseudoconvexity are
studied in the case of a non-integrable almost-complex structure. After the definitions
of these notions, following L. Hérmander, the properties of ¢ : z — ||z||? are studied
in a well chosen coordinate system.

RESUME. L’objectif de cette thése est de montrer dans le cadre des variétés presques-
complexes un certain nombre de résultats de la théorie des variétés hyperboliques au
sens de Kobayashi.

Dans une premiére partie, on montre que deux points d'une variété presque-
complexe suffisamment proches sont joignables par un disque pseudo-holomorphe,
préalable nécessaire a la définition de la pseudo-distance de Kobayashi. On montre
alors que la plupart des résultats classiques de la théorie relatifs & ’hyperbolicité
(théoremes de Barth, Royden et Brody) sont encore valables.

La deuxiéme partie, cceur de cette thése, a pour objet de montrer que chaque point
d’une surface presque complexe a une base de voisinages hyperboliques complets
(c.h.n.). De plus, si ’on retire une J-courbe non singuliére d’un tel voisinage, il reste
hyperbolique complet. Une des conséquences de l’existence des c.h.n. est le résultat
suivant : soit la variété Banachique constituée des paires (J, D), ou J est une structure
presque-complexe sur CP? adaptée a la forme symplectique de Fubini-Study et ott D
est la réunion de cing droites J-complexes de € P? en position générale. Tl existe un
ouvert non vide de cette variété Banachique, tel que pour tout couple (J, D) de cet
ouvert, (CP2\D, J) est plongé hyperboliquement dans (CP2,J). Ce résultat nous
permet de généraliser le théoréme de Bloch.

Enfin dans une troisiéme partie, on étudie les notions de plurisousharmonicité et
de pseudoconvexité dans le cas d’une variété presque-complexe. Apres avoir défini
ces notions, a la suite de L. Hormander on étudie les propriétés de la fonction ¢ :
z > ||z||2 dans un systéme de coordonnées adapté.
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