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CHAPITRE 0 INTRODUCTION 

Les variétés presque-complexes ont été introduites il y a une quarantaine d'an
nées (voir [NwNi] et [Hm] par exemple). Depuis une dizaine d'années, les géomètres 
les utilisent beaucoup comme outils en géométrie symplectique, et lorsqn'ils abor
dent leurs propriétés ils sont guidés par des considérations liées à la structure sym
plectique choisie. Les résultats relatifs aux structures presque-complexes sont donc 
disséminés dans une multitude d'articles au gré des besoins des géomètres. Le 
principal ouvrage regroupant un nombre important de propriétés relatives à ces 
structures presque-complexes est le recueil d'articles édités sous la dicection de 
Michèle Audin et Jacques Lafontaine, "Holomorphie curves in symplectic Geom
etry" [AuLa]. Mais son point de vue est toujours celui de la géométrie symplec-· 
tique, et sa structure d'ouvrage collectif rend difficile une utilisation d'ouvrage de 
référence. Notre objectif ici est d'étudier pour elles-mêmes ces structures presque
complexes, et notre point de vue sera celui de l'analyse complexe. En dehors de 
propriétés purement analytiques, nous chercherons à déterminer dans quelle mesure 
la théorie de l'hyperbolicité au sens de Kobayashi des variétés analytiques eomplexes 
est encore valide pour les variétés presque-complexes. 

Dans une première partie (Chapitre I), après avoir rappelé quelques résultats 
classiques au sujet des variétés presque-complexes, nous montrerons notre premier 
résultat : 

Lemme 1. Soit (M, J) une variété presque-complexe, où la struct~ure J appartient 
à C 1

,et ( M, EndT M). Si p et q sont deux potnts de M suffisamment ;oroches, il 
existe une courbe J -holomorphe u : ô. __,. M telle p et q sont dans t~( ô.). 

Ce résultat est un préalable à toute la suite : il nous assure que l'on peut bien relier 
deux points quelconques par une chaîne de disques J-holomorphes et ainsi définir 
la pseudo-métrique de Kobayashi sur toute variété presque complexe connexe. 

Ensuite, nous rappellerons les principaux résultats de la théorie de l'hyperbolicité 
de Kobayashi en les transposant au cas non intégrable. Parmi ceux-ci, no11s démon
-trerons une version non-intégrable du lemme de Brody : 

Théorème 1. Une variété presque-complexe compacte (M, J)) avec J E C 2 , est hy-· 
perbolique si et seulement si elle ne contient pas de droite J -complexe non constante 
j: C __,. (M,J). 

Nous ne sommes pas les premiers à montrer ce résultat, B. Kruglikov et M. 
Overhold l'ont déja fait dans [Krüv] en 1999. Nous suivons le même plan qu'eux, 
la principale différence étant que leur démonstration du Lemme principal est ex
clusivement basée sur la théorie des équations aux dérivées partielles et peut être 
difficile à comprendre pour un non spécialiste. 
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Définition 1. Une variété hyperbolique est dite complète si sa métrique de Koba
yashi est complète au sens habituel (suites de Cauchy convergentes). 

Définition 2. Un ouvert Y dans une variété presque-complexe (X, J) est dit lo
calement hyperbolique complet (l.c.h.) si pour tout y E Y il existe un voisinage 
Vy 3 y tel que Vy n Y est hyperbolique complet. 

Définition 3. Un ouvert Y d'une variété presque-complexe X est dit plongé hy
perboliquement dans X si, étant données deux suites { Xn}, {Yn} à valeurs dans Y 
convergeant vers xE Y et y E Y deux points distincts de l'adhérence de Y, on a 

où k? est la pseudo-métrique de Kobayashi sur la variété (Y, J). 

La démonstration des propositions 1 et 2 qui suivent utilise des idées proches de 
celles mises en œuvre dans la démonstration du Théorème de Brody. 

Proposition 1. Soit (X, J) une variété presqne-complexe compacte de dimension 
4, avec JE C 1•a. Soit D == Uj=1Dj une courbe J -complexe réductible, dont chaque 
composante irréductible Dj est une courbe J -complexe immergée. Supposons que 
pour tout j = 1, ... , n la courbe (Dj \ Sing(D), J lvj) est hyperboliq'ne. Alan: 
(X\D, J) est hyperboliquement plongé si et seulement s'il n'y a pas de droite J-· 
complea:e dans X\D. 

Par courbe J-complexe immergée, nous entendons l'image d'une appHcation J-· 
holomorphe u : S ---+ X d'une surface de Riemann compacte S, telle que du ne 
s'annule pas (c'est à dire que u(S) est une courbe sans cusps). 

Proposition 2. Notons :Mw,sl = {(J,{Dj}J=1 )} la variété Banachique constituée 
des paires ( J, { Dj }J=1 ), où J est une structure presque-complexe quelconq~'~le sur CJP2 

adaptée à la forme symplectique de Fubini-Stud1~ w et { D j} J=1 est la réunlon de cinq 
droites J -comple;œs de CJP2 en position générale. L'ensemble 9-Cw,5l const·itué pm~ 

(J,{Dj}J=1 ) avec Y= (<ClP2 \U~= 1 Dj,J) hyperboliquement plongé est un ouvert 
non vide de Mw 5l· 

' 
Le fait que 9-Cw,5l soit non vide est le théorème de Bloch. En ,effet, pour la structure 
complexe standard sur CJP2 et pour des droites complexes standard D 1 , ... , D 5 en po· 
sition générale, la variété analytique complexe ClP2 \D est hyperboliquement plongé. 
Nous montrons ici que J-Cw,sl est ouvert. Ainsi, on peut fabriquer énormément 
d'exemples de variétés presque-complexes de ce type (c'est à dire variétés com· 
pactes auquelles on a enlevé une courbe J-complexe réductible). 

L'importance des voisinages hyperboliques complets est liée au théorème suivant 
dû à M. Zaidenberg dans le cas intégrable que nous démontrons dans le cas non 
intégrable dans la deuxième partie (Chapitre II) : 
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Théorème 2. Soit Y un domaine relativement compact localement hyperbolique 
complet d'une variété presque-complexe ( M, J). Pour que Y soit hyperbolique com-· 
plet il est suffisant, et pour que Y soit plongé hyperboliquement dans M, il est 
nécessaire et suffisant, que Y ne contienne pas de droite J -complexe et n'admette 
pas de droite J-complexe limitante. 

Définition 4. Comme pour une variété analytique complexe munie d'une structure 
intégrable, par droite J-complexe nous entendons une application J-holomorphe 
non constante f: C-+ X vérifiant ildzf(%x)iih ~ 1 pour tout z E C, où h est une 
métrique J-hermitienne sur X. 

Définition 5. Une droite J-complexe fest dite droite Jimitante pour Y si f(C) C 

âY et si pour tout rayon R il existe une suite j!( : .D..(R) -+ Y d'appli<::ations J
holomorphes du disque de rayon R dans Y convergeant uniformément vers f ill(R)· 

Nous abordons ensuite le résultat principal de notre travail. Il affirme que tout 
point d'une variété presque-complexe a une base de voisinages hyperboliques com
plets. Le problème étant local, on est ramené au cas où notre surface est JR4 muni 
d'une structure presque-complexe arbitraire JE C 1,a pour 0 <a< 1. Soit C une 
courbe J-complexe non singulière passant par l'origine. 

Théorème principal. Il existe une base { Uj} de voisinages de zém dan.s JR'.4 , telle 
que: 

1) (Uj, J) sont hyperboliques complets au sens de Kobayashi; 

2} (Uj \ C, J) sont hyperboliques complets a·u..ssi. 

Le principal outil de la démonstration est un lemme de Schwari; non intégrable 
qui majore le module de la dérivée d'une application J-holomorphe. 

La conséquence du théorème principal est de renforcer les résultats des proposi
tions 1 et 2. En effet d'après le théorème de Kiernan, si Y est plongé hyperbolique
ment dans X et Y est localement hyperbolique complet alors Y est hyperbolique 
complet. Ainsi, les ouverts de la forme X\D des proposition 1 et 2 sont hyper
boliques complets. 

Enfin, dans une dernière partie (Chapitre III), nous étudierons les notions de 
plurisousharmonicité et de pseudoconvexité dans le cas d'une variété presque-com
-plexe. Ce n'est pas la première fois que ces notions sont abordées, en particulier 
Y. Elisahberg l'a fait dans [El2] et D. Mac Duff celle de structure de contact qui est 
proche dans [McD]. Mais ces notions n'ont à notre connaissance jamais étÉ: abordées 
de façon systématique, ce que nous ferons. Nous prendrons comme définition de la 
plurisousharmonicité et de la pseudoconvexité les définitions naturelles. 

Soit (V, J) une variété presque-complexe. Soit n un domaine de V et qy une 
fonction réelle semi-continue supérieurement, définie sur un voisinage de n. c/J est 
dite plurisousharmonique si cj;ou est sousharmonique pour tout v, dans <.JJ(.D.., V). 
c/J est dite strictement plurisousharmonique si qy E C2 et pour tout u dans OJ(.D.., V) 
telle que u' ne s'annule pas, .D..(cj;ou) > 0, où .6.. représente le laplacien. 
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0 est dit strictement pseudoconvexe ou strictement J-convexe s'il existe une fonc
tion strictement plurisousharmonique . cp définie sur un voisinage de n telle que 
n = {ct>< o}. 

On montre que la plurisousharmonicité de cp est équivalente au fait que la forme 
quadratique dcfCct>(X, J X) soit définie positive où 

cEcp(X) = -dcp(JX). 

On montre ensuite qu'elle n'est pas équivalente à la Lévi-plurisousharrnonicité de 
cp. 4> est dite Lévi-plurisousharmonique si .Ccp est une forme quadratique définie 
positive, avec 

.Ccp(X, Y)= H4>(X, Y)+ H4>(J X, JY) 

et H est la Hessienne de cp. 
Il est bien connu, voir le chapitre 5 du livre [Hm] de L.Hormander que si :c1 , ... , X2n 

sont des coordonnées dans ~2n telles que J(O) == J8 t, alors la fonction cp: x H llxW 
est plurisousharmonique dans un voisinage de zéro. Mais 

Proposition 3. Pour une structure presque-complexe J avec J(O) = Jt.t, 4>: x~---+ 
llx[[ 2 n'est pas log-plurisousharmonique si J ne vérifie pas tJ(x) = J-1 (r), c'est à 
dire que J n'est pas orthogonale. 

Ceci nous montre qu'il existe des fonctions plurisousharmoniques dans lE cas d'une 
structure presque-complexe non intégrable, mais que celles-ci ne ressemblent pas au-· 
tant qu'on l'aurait souhaité aux fonctions plurisousharmoniques du cas Intégrable .. 
En particulier, nous ne pouvons pas transposer facilement au cas non intégrable 
certaines méthodes classiques en analyse complexe comme celle de N. Si bony dans 
[Si] contrôlant la métrique infinitésimale de Kobayashi-R.oyden au bord d'un pseu ... 
doconvexe en utilisant des fonctions plurisousharmoniques (qui nous aurait permis 
de montrer la complète hyperbolicité des pseudoconvexes). 

Dans la suite, la convention suivante est appliquée : si nous utilisons une assertion 
ou une définition en se référant à l'article original, (où cette assertion 1 définition est 
montrée 1 formulée dans le cas intégrable), cela signifie que la même démonstration 
1 définition est utilisable dans le cas non-intégrable sans aucune modifif:ation. Le 
lecteur est supposé se référer à l'article original, ou s'il préfère avoir toutes les 
références d'un seul tenant, le livre de S. Kobayashi [Ko-2] pour tout ce qui est 
lié à l'hyperbolicité et le livre écrit sous la direction de M. Audin et J. :Lafontaine 
[AuLa] pour tout ce qui est lié aux courbes pseudo-holomorphes. 
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CHAPITRE I : HYPERBOLICITÉ AU SENS DE KOBAYASHI 

1.1 Propriétés classiques des variétés presque-complexes. 

Nous rappelons ici les propriétés classiques des variétés presque-conrplexes, en 
détaillant la notion de structure Hermitienne dans ce cadre. 

Rappellons qu'une application f entre deux variétés lvi et N est de classe C 1
,a 

si sa norme de Holder 11!1 h,a est bornée sur M où 

Définition 1.1. Une variété presque-complexe est une paire (M, J) où A1 est une 
variété réelle de dimension 2n, dénombrable à l'infini et J est une section Cl,a de 
End(TM) telle que J 2 (x) =-Id pour tout x de M. 

Une question qui vient immédiatement à l'esprit est de savoir si la structure 
presque-complexe J est profondément différente ou pas d'une structure de variété 
analytique complexe. 

Définition 1.2. On appelle structure standard sur un ouvert de H~2n la structure 
presque-complexe représentée dans les coordonnées canoniques par 

0 -1 
1 0 

0 -1 
1 0 

Dans la suite, nous noterons indifféremment i ou Jst la structure complexe standard 
sur llk2n, n 2: 1. Ainsi (tl., Jst) est le disque unité de C et (IR2 , J 8 t) est la droite 
complexe usuelle. 

Définition 1.3. La structure presque-complexe J est dite comple:re si ell1) est égale 
localement à la structure standard via une carte, c'est à dire si J == P; 1 Jst.P* où P 
est une carte locale, c'est à dire un difféomorphisme local de la variété considérée 
dans en = (R2n, J) . 

Définition 1.4. On appelle tensettr de Nijenhuis 

NJ(v,w) = -[v,w] + [Jv, Jw]- J[Jv,w] -- J[v,Jw] 

et on dit que J est intégrable si N J = 0 

Ce tenseur nous permet de savoir intrinsèquement si une structure presque
complexe est complexe grâce au théorème suivant montré dans [NwNi) : 
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Théorème de Newlander-Nirenberg (195n. La structure presque-complexe J 
est complexe si et seulement si J est intégrable . 

La notion de structure complexe est connue pour sa rigidité. Celle de structure 
presque-complexe est au contraire très souple, par exemple en modifiant localement 
une structure presque-complexe, on obtient encore une structure presque--complexe, 
et on peut par exemple utiliser des partitions de l'unité. En revanche, comme pour 
les structures intégrables, il existe des variétés qu'on ne peut pas munir de structure 
presque-complexe, l'obstruction étant de nature topologique. Un exemple classique 
étant celui des sphères de dimension paire. Les seules qui admettent uw~ structure 
presque-complexe sont § 2 et § 6 . Enfin, la propriété suivante est classique : 

Propriété 1.5. En dimension 2, toute structure presque-complexe est 1ntégrable. 

Toute variété presque-complexe de dimension 2 sera donc appelée surfa.ce de Rie-
mann. 

Nous allons maintenant faire quelques rappels et définitions sur les questions 
métriques dans les variétés presque-complexes. Cette partie est volor:ttairement 
plus détaillée, les résultats qui la composent étant toujours supposés connus dans 
les articles spécialisés, mais omis dans les ouvrages généralistes. Soit (V, w) une 
variété symplectique munie d'une structure presque-complexe J. Rappelons rapi
dement les liens qu'on souhaite avoir entre w et Jet les métriques Riemanniennes 
et Hermitiennes qu'on fabrique avec w et J. 

Définition 1.6. Une forme symplectique west une forme bilinéaire anth>ymétrique 
fermée non dégénérée, c'est à dire telle que wn est une forme volume, où M est une 
variété de dimension 2n. 

Définition 1.7. Une forme symplectique west dite adaptée à J si 

\IX,YETM, { 
Lv(X,JX) > 0 

w(JX, JY) = w(X, Y) 

Définition 1.8. La métrique Riemannienne associée à w et à J dans 1:::! cas où la 
forme symplectique est adaptée est 

\IX,YETM <X, Y >=w(X,JY) 

Elle est clairement bilinéaire. De plus, comme 

< Y,X >=w(Y,JX) = -w(JX,Y) = -w(J2 X,JY) = w(X,JY) =<X, Y> 

et 
< X,X >=w(X,JX) > 0 

c'est une forme bilinéaire symétrique définie positive. 
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Définition 1.9. La métrique hermitienne H associée à une forme symplectique 
J -adaptée w est la forme C-bilinéaire définie par 

H(X, Y)=< X, Y> -t-iw(X, Y) 

H(iX, Y)= H(JX, Y) 

Propriété 1.10. C'est une métrique hermitienne définie positive. 

Démonstration. 
On vérifie facilement que H est C-linéaire par rapport à la première variable, qu'elle 
a la symétrie hermitienne, qu'elle est définie positive. 

Nous abordons enfin la notion d'holomorphie dans le cadre non-intég~able : 

Définition 1.11. Une application de classe C 1 u: (S, J 1)----+ (M, J) qui vérifie les 
équations de Cauchy-Riemann 

duoJ1 =Jo du 

est elite ( J1, J)-holomorphe. 

Dans la suite, S sera une surface de Riemann, et on elira alors que ·u est une 
courbe J-holomorphe. Comme notre point de vue est de travailler avec S fixé, nous 
omettrons même sa présence : 

Définition 1.12. L'ensemble des courbes J-holomorphes à valeurs dans M est 
noté O(M, J) ou OJ(M). 

Les fonctions holomorphes sont au centre de l'analyse complexe, et la ·plupart des 
démonstrations les utilisent comme outils, même si elles ne sont pas liées a priori 
au problème. Nous ne disposerons pas ici de cet outil familier. En effet, en général, 
une variété presque-complexe non intégrable n'admet aucune fonction holomorphe 
non constante, c'est à dire d'application (J, Jst)-holomorphe de but 1~2 • C'est ce 
qui explique que dans notre cadre, le rôle d'objet naturel et d'outil classique est 
donné aux courbes J-holomorphes. 

1.2 Disque passant par deux points proches. 

Notre objectif est maintenant de faire passer un disque presque-cornplexe par 
deux points suffisament proches d'une variété presque-complexe. Ce n2sultat est 
indispensable pour définir la pseudo-métrique de Kobayashi (voir paragraphe 1.3), 
et a déjà été présenté dans le préprint [De]. B. Kruglikov et M. Over:holt l'ont 
montré en 1999 dans [KrOv]. J.C. Sikorav a montré un résultat proche dans [Sk] 
(theorem 3.1.1) : si p est un point d'une variété presque-complexe U\4, J) et v 
un vecteur suffisamment petit de TpM, alors il existe un disque J-holomorphe 
u: ~----+ M avec u(O) =pet du(gz) =v. Nous nous inspirons de sa démonstration 
et la suivons pas à pas. 
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Propriété 1.13. Soit (i'v1, J) une variété presque-complexe, J E C 1•0 (BndT M). 
Si p et q sont deux points de M suffisamment proches, il existe une courbe J .. 
holomorphe u : ~ ---+ M telle p et q sont dans u ( ~). 

Démonstration. Comme le problème est local, on peut supposer que les deux points 
sont dans la même carte, ce qui revient à M = ll~2n. On peut supposer que J(O) = i. 
On travallle dans une boule B = B(O,r) c !Ft2n suffisamment petite pour que J(v)+<i 
soit inversible. L'équation traduisant que u est J-holomorphe est 

au= J(u) a·r::_ 
ay 8:r 

En utilisant les expressions classiques au = 3~ (au - au) 
&y 2 Bz {)z et Q'!f:. = 1 ( {)1L + {)u ) 

ax 2 {)z {)z 
on peut reformuler l'équation sous la forme suivante : 

( i + J ( u)) ~~ = ( i - J ( u)) ~~ 
Comme i + J ( u) est inversible, on peut la réécrire 

Ici 

au au -= = qJ(u)--;.
az dz 

B ---t BndiR(!Ft2n) 
qJ v ~ [i+J(v)]-1 [i-J(v)] 

On introduit l'opérateur de Cauchy-Green (voir [Sk], [Vk]) de L2•P(~,!Ft2n) 
L3,p(~,Ift2n),p > 2: 

P: <jJ ~ (Pcf;)(z) = -2~ ( !(() d( 1\d( 
~7r J t::.. .., - z 

qui vérifie tz oP= Id. Introduisons maintenant l'application 

Elle vérifie clairement 

[0, 1] x L 2 ·P ( ~, B) ---t 

(E,u) ~ 

L2,P(.6_,Ift2n) 

[Id- PqJ(Eu) tzJu 

8<I> ( E, U) _ au _ . ( ) au 
az - az qJ EU az. 

dans 

et on voit que <I> est de classe C 1 et <I> ( E, u) est holomorphe au sens standard si et 
seulement si Eu est J-holomorphe. Notons <I>é := <I>(E, .). 
Comme qJ(O) = 0, <I>o = IdL2,P(t::..,B)· Donc il existe Eo > 0 tel que 'VE E [O,Eo[, <I>,. 
est un difféomorphisme de W dans V voisinages de 0 dans L 2·P(B) et L2•P(~2n) 
respectivement. Considérons l'application de ù dans !Ft2n 

hp,q: z~p+2z(q-p) 
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où (p,q) E (R2n) 2 et notons uE,p,q = <P-; 1hp,q· On remarque que 
· hp,q étant holomorphe, EUE,p,q est J-holomorphe. 
· uo,p,q = hp,q . Donc elle vérifie uo,p,q(O) =pet uo,p,q(~) = q. 
Considérons l'application de [0, c] x (R2n ) 2 dans (R2n ) 2 

-. ~. 

3 est C 1 et d'après notre remarque précédente 3(0,.,.) = IdcJR2n)2· Donc d'après 
le théorème des fonctions implicites, si c est suffisamment petit, il existe U et U 

1 

voisinages de zéro dans (R2n) 2 tels que 3(c,.,.): U----+ u' est un difféomorphisme. 
Soient Po et qo deux points suffisamment proches de zéro (c'est à dire ( ~, ~) E U').. 
Il existe (p,q) tel que EuE,p,q(O) =Po et EUE,p,q(~) = q0 . Nous avons donc fabriqué 
EUE,p,q une courbe J-holomorphe qui passe par Po et qo. 

Remarque. On peut minorer uniformément sur tout compact de M le diamètre 
de l'ensemble des points reliables deux à deux. En effet, ils sont obtenus via le 
théorème des fonctions implicites, avec d<P0 =Id. Si dif>E est proche de J d, on a le 
contrôle voulu. Il suffit de choisir E suffisamment petit pour que ce soit vrai. 

1.3 Pseudo-métrique de Kobayashi. 

Nous cherchons maintenant à définir la pseudo-métrique de Kobayashi et ses 
propriétés essentielles dans le cas d'une variété non-intégrable. Chaque point sera 
énoncé dans le cadre intégrable et adapté au cadre non intégrable. 

Soit p la distance de Lobatchevski-Poincaré sur le disque unité ~ de <C. La 
métrique infinitésimale associée est 

dz®dz 
p = (1-lzl2)2. 

L'idée de Kobayashi est de choisir p comme archétype de la métrique et de définir sur 
le maximum de variétés une métrique ayant des propriétés comparables. Soit une 
variété analytique complexe M, et deux points pet q de M. On choisit une chaîne 
de points intermédiaires p = Po,Pl, ... ,Pk-1 ,pk== q obtenus comme jmages de points 
de 6. par des disques holomorphes à valeurs dans M : il existe a 1 , ... , a", b1 , ... , bk 
points de 6. et ]1, ... ,Jk E 0(6.,.M) tels que fï(ai) = Pi-1 et fï(bi) :::::Pi pour 
i = 1, ... , k. Pour un tel choix de points et de disques, on considère 2::::7= 1 p(ai, bi)· 

Définition 1.14. La pseudo-distance de Kobayashi ku(p,q) de p à q est définie 
comme la borne inférieure de cette cette expression pour tous les choix de telles 
chaînes formées de points et de disques les joignant. 
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Il est facile de vérifier que kM : Mx M-+ JR est continue et vérifie les axiomes 
des pseudo-distances : 

kM(p,q) 2::0 
kM(p,q) = k'L(q,p) 
kM(p,q)+kM(q,r) 2:: kM(p,r) 

En fait, ça n'est pas toujours une distance : deux points distincts peuvent être à. 
une distance nulle. 

Définition 1.15. Une variété analytique complexe M est dite hyperbol·,~que si kM 
est vraiment une métrique. 

Pour définir la pseudo-métrique dans le cas non intégrable, la première question 
est de s'assurer que deux points quelconques sont reliés par au moins une chaîne 
finie de disques J-holomorphes. Nous avons vu dans le paragraphe précédent que 
deux points suffisamment proches étaient reliables par un disque J--hol.omorphe, et 
que le diamètre de l'ensemble des points reliables à un point donné était minoré 
uniformément sur un compact. Le nombre des disques nécessaires pour former 
une chaîne reliant deux points quelconques est donc fini. La pseudo-métrique de 
Kobayashi est donc bien définie. La démonstration des propriétés qui suivent est 
immédiate, aussi bien dans le cas intégrable que dans le cas non-intégrable. 

Propriété 1.16. Soit f: M-+ N une application holomorphe. Alors 

V(p,q) E M 2 

Corollaire 1.17. kc = 0, et donc C n'est pas hyperbolique. 

Les résultats les plus intéressants qu'on en déduit sont les suivants : 

Théor{~rne de Barth (1973). Soit X une variété analytique complexe. connexe. 
Alors la pseudodistance de K obayashi kx est continue. Si kx est une vmie distanœ, 
elle engendre la topologie standard sur X. 

Ce théorème est valable dans le cas non-intégrable, toute la démonstr1::1.tion origi-
-nale de l'auteur dans [Bt] est transposable sans aucune modification. 

On souhaite de plus associer à la pseudo-métrique de Kobayashi un!~ métrique 
infinitésimale, c'est à dire une manière de mesurer les vecteurs qui soit cohérente 
avec la métrique. Pour cela, nous avons tout d'abord besoin du résultat suivant 
montré dans (Sk] : 

Propriété 1.18 (J.C. Sikorav 1992). Soit (M, J) une variété presque-complexe. 
de classe cr pour un certain r > 1. Fixons un point xE M. Alors pour tout Ç E TxM' 
suffisamment petit, il existe une application J -holomorphe f: (~, 0) -+ ( A1, x) telle 
que df(O). %z = Ç. 
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Définition 1.19. Soit un vecteur ~ tangent à M au dessus de x, la. métrique 
infinitésimale de K obayashi-Roy den est définie par 

FM(x,~) = inf { ~' -::Jf E O(~r, M), f(O) =x, J' (0) = Ü = 
r 

= inf {~,-::Jf E O(~,M),J(O) = x,j'(ü) = rÇ} 
r 

Le théorème de Royden nous dit que cette métrique infinitésimale est bien associée 
à la métrique de Kobayashi : 

Théorème de Royden (1975). Notons d la métrique associée à PM, par la 
relation naturelle 

d(p,q) = inf {11 

FM(!(t),'"'f'(t))dt 

Alo1·s d =kM. 

Dans le cas non-intégrable, la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden se 
définit de la même manière que dans le cas intégrable. Le théorème de Royden 
non-intégrable a été montré par B.Kruglikov en 1999 dans [Kr]. 

Définition 1.20. Une variété hyperbolique est dite complète si sa métrique de 
Kobayashi est complète au sens habituel (suites de Cauchy convergentes) 

D'après le théorème de Hopf-Rinow, c'est équivalent au fait que tout point ait une 
base de voisinages compacts. Cette notion centrale sera abordée dans le chapitre 
II. Enfin, pour que le tableau soit complet, il nous reste à présenter le Théorème 
de Brody, critère d'hyperbolicité pour les variétés compactes. 

1.4 Le théorème de Brody non-intégrable. 

Théorème. Une variété presque-complexe compacte M, munie de la stmcture J, 
est non hyperbolique si et seulement si elle contient une droite presque-complexe 
non constante f E 0 J ( <C, M). 

La version originale de ce résultat a été montrée en 1977 dans [Br]. l'~ous mon
trons ici la version non intégrable de ce résultat, et la preuve que nous en donnons 
correspond au préprint [De]. Nous ne sommes pas les premiers à le montrer : 
B. Kruglikov et M. Overhold l'ont déja fait dans [Krüv] en 1999. Comme eux, 
suivons le plan de la démonstration originale de R. Brody, la principale difficulté 
pour adapter ce théorème au cas non intégrable étant le Lemme principal montré 
précédemment. 
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Lemme 1.21. Soit (M, J) une variété presque-complexe. L'ensemble des applica
tions J -holomorphes de ~ dans M est fermé dans la topologie de la convergence 
uniforme sur les compacts. 

Démonstr-ation. Soit Un)nEN une suite d'applications J-holomorphes de ~ dans 
(M, J), convergeant uniformément sur tout compact de ~. Notons f sa limite. 
Soient deux compacts K et K' de ~ tels que K est inclus dans l'intérieur de 
K'. D'après J.C. Sikorav ([Sk] proposition 2.3.6 (i), p.171), on sait que si K' est 
suffisamment petit alors llfnllc2(K):::::; LllfniiLoo(K')· Ainsi la convergence uniforme 
de Un)nEN entraîne la convergence C 2 de la suite vers f. Par pa.<:>sage à la limite, 
f vérifie les équations de Cauchy-Riemann. Elle est donc J-holomorphe. 

• 
Dans toute la suite, M sera supposé compact. On choisit une métrique Riemanni
enne 1-1 sur M. Montrons le lemme suivant : 

Lemme 1.22. Notons / (zo) = f* (zo). tx. M est hyperbolique si et seulement si 

Démonstr-ation. 
Condition suffisante. 

sup{l/ (O)j, fE 0(~; (l'v.f, J))} < oo 

Remarquons que pour un vecteur tangent arbitraire à~ en 0, v, tel que p(v) = 1 

, a 
If (O)I = 1!*(0). ax 1 = lf*(O).vl 

que nous noterons Jf*(v)J. En effet, en 0, p est la métrique euclidienne, donc 
p(v) = 1 signifie que v= a. tx où a est une rotation. Ainsi 

sup{J/ (O)j,J E 0(~, (M, J))} = sup{jj*(v)J,j E 0(~, (M, J)); v E To~,(J(v) = 1} 
(1.1) 

Soit IL un vecteur tangent à~ en un point p, et soit cpo,p l'automorphisme conforme 
de~ échangeant 0 et p, 

p-z 
cpo ,p ( z) = -

1 
-.-::
-pz 

Il existe alors v E T0~ tel que cp* (v) = JL et donc f* (JL) = (f o cp)* (v). Ainsi 

sup{j/ (O)j,J E 0(~, (M, J))} = sup{Jf*(v)J,j E 0(~, (M, J)); v E TM,p(v) = 1} 

Supposons que sup{j/(O)J,f E O(~,(M,J))} est fini et vaut c. Montrons que 
kk(p,q).c 2Jp,qj, ce qui nous permettra de conclure que kk(p,q) = 0 .ç::. p = q (et 
donc que M est hyperbolique). 

jp,ql = inf {~ b' (s)lds, Î: [0, 1]-7 M,Î(O) = p,Î(1) = q} :S 
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1 
k 

:S inf{ "ir' (s)lds, 1: [0, 1]-+ M,1(0) = p,1(l) = q,/ = f,;fï(8-;) 

liE 0(~; (M, J)),oi: (0, 1]-+ ~} :S 

k 1 

:S inf {L 11fi* (6~ (s))lds fiE 0(~; (M, J)), 
i=l 0 

fi(8i(l)) = fi+1(6i+1(0)),ft(61(0)) = p,fk(ok(l)) = q} :S 

k 

~ inf {L cp( bi), li E 0(~; (M, J) ), fi( bi (l)) = fi+l (6i+1 (0) )J1 (61 (0)) = p, 
i=l 

= ck'k(p,q) 

Dans la première inégalité, nous sommes p:':l..Ssés aux courbes incluses par mor·
-ceaux dans des disques J.-holomorphes. Dans la troisième, nous avons utilisé le fait 
que lfi*(8~(s))l ~ Cp(o~(s)) d'après l'équation (1.1). Ici, nous avons noté p aussi 
bien la métrique de Lobatchevski-Poincaré sur ~ que la métrique infinitésimale 
associée. D'autre part nous avons noté (abusivement) p(Di) la longueur du chemin 
Di pour la métrique de Lobatchevski-Poincaré. 

Condition nécessaire. 
Supposons que sup{l/ (O)I;J E 0(~; (M, J))} = oo. 

Il existe alors une suite Un)nEN de disques !-holomorphes à valeurs dans M, telle 
que lim IJ~(O)I = oo. On peut extraire de (Jn(O))nEN une sous-suite convergente n-+oo 
par compacité de M. On note p sa limite. Soit U un voisinage de p inclus dans une 
carte locale. On peut supposer que J (p) = J8 t (cela revient à composer J avec une 
section constante de End TM). Quitte à réduire U, on peut supposer que pour 
tout x dans U, llqJ(x)ll < E, où E > 0 provient de la proposition 2.3.6 (i) de [Sk], 
p.l71. D'après cette proposition de Sikorav, on sait que 

V fE 0(~; (U, J)), f(~~) CU llfllc2(~ 1 ) ~Lm li JilL=(~_!_) 
2m rn. 

où la constante Lm ne dépend que de m. Comme 

alors, si fn(~Jo..) CU 
m 

IJ~(O)I ~ LmiiJniiL00 (~.L) 
m 
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Ainsi, pour tout entier mil existe nm tel que fnm (.6..1..) naU f- 0. En particulier, 
m 

on peut choisir une suite de points (xm)mEN, telle que pour tout rn, Xm Cl.ppartient 
à fnm(.6.~) et donc kfvrUnm(O),xm) ::; p(O, ~) converge vers zéro. Comme kfvr 
est continue et aU est compact, (xm)mEN a un point d'accumulation X qui vérifie 
kfvr(x,p) = O. Or x est dans au, donc x est différent de p. Cela signifie que kfvr 
n'est pas une métrique. 

• 
Reprenons maintenant dans le cas non intégrable le lemme de renormalisation 

de Brady (cf [Br]) en suivant pas à pas la preuve originale. 

Lemme de renormalisation de Brody. Soit M une variété pTesque--complexe 
munie d'une structure J. Soit f: .6.r--+ Mun d1:sque J-holomorphe tel que If' (0)12: 
c 2: O. Alors il existe un disque J -holomorphe f: .6.r--+ M tel que 

_, r2 -lz/2 _, 
SUPzEb.r/f(z)/( 2 )=/f(O)/=c 

r 

Démonstration. Dans un premier temps, nous allons faire le nécessaire pour avoir 
l'égalité, et nous imposerons ensuite à la borne supérieure d'être atteinte à l'origine. 
Soit tE [0, 1] et 

.6.r ----+ M 
ft z t---t f(tz) 

, r2 -/z/2 

Soit 8(t) =SUPzEb.r!ft(z)/( r2 ). Alors 

- r2 !zl 2 
) Comme f est continue sur .6.tr, et ( ~2 ) ::; 1, B(t < oo pour t < 1. 

Or l'application 

est continue, donc s est aussi continue. Or s(O) = 0 et lim s(t) 2: c donc il existe ta 
t-+1 

entre 0 et 1 tel que s(ta) = c. 

Premier cas : ta = 1. 

Comme pour z = 0 

choisir J = f. 

1 2 

If (0)/~2 2: c, le maximum est atteint en z = 0, .il suffit de 
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Second cas : to < 1. Le maximum est atteint en un point z0 à l'intéri1ë.~ur de 6.r. 
Soit L l'automorphisme conforme de 6.r échangeant 0 and z0 , 

L( ) 
_ 2 zo -- z 

z -r ---
r2- zoz 

Notons .f = .fto o L. Comme la quantité l.f:o (z) 1 C
2

~!zl
2

) exprime la dérivée en 
fonction de Pr, elle est invariante par L. 

• 
Lemme 1.23. Soit M une variété compacte. La famille D de toutes les applications 
C00 

( 6.r, M) vérifiant 

1 r2-lzl2 1 

SUPzELlrl.f (z)l( 2 ) = l.f (O)I = C 
r 

est relativement compacte dans la topologie de la convergence uniforme sHr les com
pacts 

Démonstration. Cette famille est équicontinue. Soit (zn)nEN une suite dense de 
points de 6.. Soit Cfn)nEN une suite de D. Cfm(zi))mEN est une suite de M qui 
est compact. Une sous-suite convergente peut en être extraite. De cette sous-suite 
de fonctions on en extrait une autre, qui converge au point z2 . On extrait ainsi par 
ce processus diagonal de (fn)nEN une sous-suite qui converge pour tout Zn,n EN. 
Comme (zn)nOI est dense et (fn)nEN est équicontinue, Un(z))nE"' converge pour 
tout z dans 6.. Donc la suite Un)nEN converge simplement , vers une certaine 
fonction .f. L'équicontinuité de la famille entraîne la convergence uniforme sur les 
compacts de (.fn)nEN, et donc f est continue. 

• 
Démonstration du théorème de Brody non intégrable. 

Condition suffisante. Supposons que M contient une droite presque--complexe 
non constante fE O(C; (M,J)). Considérons deux points distincts pet q de M tels 
que p = .f(x) et q = f(y). 

Comme kc- 0, kfvi(p,q) = 0 et kfvi n'est pa..c;; une distance. 

Condition nécessaire. Supposons que M n'est pas hyperbolique. D'après le 
1 

lemme 1.22, il existe (.fn)nEN une suite de O(ù; (M, J)) telle que lim lfrJO)I = oo. 
n->oo 

Considérons l'application 

.6-rn ---+ M 
9n Z ~ .fn(:n) 
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où rn= lf~(O)I. On remarque que lg~(O)I = 1. En utilisant le lemme de renorma
-lisation de Brody, on construit une suite (.9n)nE:N de disques J-holomorphes de ~r 
dans M tels que 

1 r2 -lzl2 1 

SUPzE~rl.9n(z)l( 2 )=l.9n(O)I=l 
r 

Grâce au lemme 1.23 on extrait de (.9n)nEN une sous-suite qui eonverge sur C 
uniformément sur tout compact, vers une application g. D'après le lemme 1.21, g 
est J-holomorphe. g n'est pas constante car 

lgl (ü)l = lim 1.9~(0)1 = 1 
n--+oo 

g est bien une droite J-complexe non triviale. 

• 
Quand M n'est pas, lui même compact, mais est un ouvert relativement compact 

dans une variété X, la démonstration précédente nous donne le résultat suivant : 

Proposition 1.24. Si M n'est pas hyperboliq~ue, alors M contient une droite J
complexe. 

Définition 1.25. Un ouvert Y d'une variété presque-complexe X est dit plongé 
·hyperboliquement dans X si, étant données deme suites (xn)nEN et (Yn)nEl'J à valeurs 
dans Y convergeant vers xE Y et y E Y deux points distincts de l'adhérence de Y, 
on a 

- J 
limn--+ooky(Xn, Yn) > 0 

où k{ est la pseudo-métrique de Kobayashi sur la variété (Y, J). 

De même que précédemment, on peut montrer: 

Proposition 1.26. Soit X est une variété compacte de dimension 4, et D une 
courbe J -holomorphe réductible de X. Si M == X\D n'est pas hyperbc1liquement: 
plongée dans X, alors il e:xiste une droite J -complexe dans X. 

Démonstration. Supposons que X\D n'est pas hyperboliquement plongé dans X. 
Munissons X d'une métrique Riemannienne h. Alors il existe deux suites (xn)nEN et 
(Yn)nEN à valeurs dans X\D convergeant respectivement vers xo et y0 deux points 
distincts de D et telles que kx\D(Xn,Yn) tend vers O. Ainsi, pour tout n, il existe 
un chemin "'n reliant Xn et Yn dans X\D dont la longueur pour la pseudométrique 
de Kobayashi-Royden sur X\D tend vers O. Comme xo =1- yo, la longueur pour h 
de ces chemins est uniformément minorée à partir d'un certain rang. On déduit 
directement de la définition de la pseudométrique de Kobayashi-Royden l'existence 
de points Zn E "'n et de vecteurs Çn E Tzn X tels que 
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A partir de là, on peut reprendre la preuve du lemme de Brody pour obtenir une 
droite ]-holomorphe dans X. 

• 
1.5 Ouverts hyperboliquement plongés. 

Nous allons maintenant donner des critères de plongement hyperbolique pour 
certains ouverts. Les démonstrations qui suivent utilisent des idées prochŒ de celles 
du théorème de Brody, ainsi que les propriétés topologiques des courbes presque
complexes. En particulier, le point crucial de la preuve est le résultat ~mivant au 
sujet de la positivité d'intersection des courbes ]-complexes dû à M. Micallef et B. 
White dans [MiWh]. 

Théorème 1.27. Soient ui : b. ---+ (JR.4, J), i = 1, 2 deux disq'ues J- complexes 
distincts tels que Ul (0) = u2(0) = o. Notons Mi = Ui(D..). Soit: Q = Ml n M2 
l'intersection des deux disques. Si J est C1, alors : 

i) L'ensemble { (z1,z2) E b. x b.: u1(z1) = u2(z2)} est un sous-ensemble discret 
de b. x b.. En particulier, u1(D..) nu2(D..) est un ensemble dénombmble. Si de plus 
u1(8D..) nu2(8D..) = 0 alors u1(D..) nu2(D..) est Jini. 

ii) L'indice d'intersection 8p de M 1 et M 2 en un tel point p E Q est stricte
ment positif. De plus, si Ml et J..L2 sont les multiplicités de u1 et u2 e:n z1 et z2 
respectivement, avec u 1 ( zi) = u2 ( z2 ) = p, alors le nombre d'intersection bp au point 
p=uj(sj) vaut au moins Ml'M2; 

iii) 8p = 1 si et seulement si M1 et M2 s'intersectent au point p tmnsve:i"salement. 

Ces résultats sont montrés dans [MiWh], théorèmes 7.1 et 7.3, mais :1ussi dans 
[IvSh], Théorème 3.5.1. 

Nous avons aussi besoin de la description topologique suivante elu nombre total 
d'intersection de M1 et M2 8 = EvEQ 8p. 

Soit une sphère Sr de rayon r autour de l'origine, qui borde la boule Br. Alors, 
pour r suffisamment petit, les intersections lvii n Sr sont transverses, et de plus, 
comme Q est au plus dénombrable, on peut trouver r > 0 aussi petit qu'on le 
souhaite tel que 1'1 n 1'2 = 0, où "Yi = Min Sr. De plus, "Yi sera transverse à. 
la distribution Fr des plans ]-complexes tangents à Sn voir Lemme A2.1.1 dans 
[IvSh]. Soit l("YL"YD le linking number des courbes 1'1 et 1'2· Un lemme standard 
de topologie (voir par exemple [Rf]) dit alors que 

z("Yr,"YD = 2::: 8p. (4.1) 
pEQnBr 

La positivité d'intersection des courbes ]-complexes entraîne que si M 1 et M2 
intersectent en zéro, alors ce linking number n'est pas nul (il est strictement positif). 

Nous en déduisons : 
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Propositio 1.28. Soit (X, J) une variété presque-complexe compacte de dimen
sion 4, avec J E Cl,a. Soit D = Uj=1 Dj une courbe J -complexe réducNble, dont 
chaque composante irréductible Dj est une courbe J -complexe immeTgée. /fupposons 
que pour tout j = 1, ... , n la courbe (Dj \ Sing(D), J lvJ est hyperbolique. Alors 
( X\D, J) est hyperboliquement plongé dans X s:i et seulement s'il n'y a pa:-, de droite 
J -complexe dans X\D. 

Définition 1.29. Une courbe J -complexe immergée est l'image d'une application 
J-holomorphe u: S---+ X d'une surface de Riemann compacte S, telle que du ne 
s'annule pas (ainsi u(S) est une courbe sans cusp). 

Démonstration de la Proposition 1.28. 
Si X\D n'est pas hyperboliquement plongé dans X, alors, d'aprÈ~s la proposition 

1.24, il y a une droite ]-complexe u dans X obtenue comme limite de disques Un 
à valeurs dans X\D. Si cette droite n'est pas contenue dans X\D, il y a deux 
possibilités : 

-soit u(C) cf._ D et u(C)nD f 0. D'après le préliminaire du paragraphe., le linking 
number l(u(C),D) de u(C) et D est strictement positif. Donc pour n sufliisamment 
grand, l(un(tl.rJ,D) > 0, ce qui contredit le fait que Un soit à valeurs dans X\D. 

-soit u(C) C D. Supposons par exemple que u(C) C D 1. Comme D 1 \ Sing(D) 
est hyperbolique, u(C) rencontre Sing(D). Par exemple u(C) n D2 f 0. Nous 
sommes ramenés au cas précédent en remplaçant D par D 2 . Contradiction 

• 
Voici la seconde proposition qui est notre objectif initial. C'est sa démonstration 

qui nous a amené à considérer l'existence de voisinages hyperboliques complets. 

Proposition 1.30. Notons JYC,sz = {(J,{D.d;=1)} la variété Banachique con
stituée des paires ( J, { Dj }]=1), où J est une structure presque-complexe quelconque 

sur ClP'2 , adaptée à la forme de Fubini-Studi w et { D j }J = 1 la réunion de cinq 
droites J -complexes dans ClP'2 en position générale. L'ensemble 'Jiw,sl constitué de 

( J, { Dj }J=1) avec Y= (CJP>2 \ U~=l Dj, J) hyperboliquement plongé dans ClP'2 est un 
ouvert non vide de JVC sz. 

' 
Le fait que 9-C,sz soit non vide est le théorème de Bloch (voir [La]) .. En effet, 

pour la structure complexe standard sur ClP'2 et pour des droites complexes stan
dard D 1 , ... , D 5 en position générale, cette proposition signifie bien que la variété 
analytique complexe ClP'2 \ D est hyperboliquement plongé. Une des conséquences 
est que cette proposition donne une manière de fabriquer beaucoup d'exemples de 
variétés hyperboliques presque-complexes de ce type (c'est à dire variété presque
complexe compacte moins une courbe ]-complexe réductible). 

Démonstration. Cette démonstration ressemble à la précédente. Supposcns que l'on 
peut trouver une suite ( {Dt) }f=1 , Jk) dans JYC,sz, telle que les Yk == (ClP'~: \D(k), Jk) 

ne sont pas hyperboliques, la suite ({Dt)lf=1,Jk)nEN converge vers ({DiH=1,J) 
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dans Mw, 5z, tel que Y= (C!P2 \D, J) est hyperbolique. Considérons les métriques Jk 
et J-Hermitiennes w(·,Jk·) et w(·,J·) sur CJP2 (voir chapitre V pour les définitions 
des métriques Hermitiennes dans le cas presque-complexe). D'après le corollaire 
2.6, il existe une droite Jk-complexe uk : <C -+ Yk. Les gradiants de Uk sont uni-· 
formément bornés et donc une suite extraite, notée de nouveau ( u:k) kEN, converge 
uniformément sur tout compact de C. Toutes les topologies sur l'espace des ap-· 
plications holomorphes sont équivalentes (voir par exemple le corollaire ~L2.2 de 
[IvSh]) et donc (uk)kEN converge vers une application J-hol~morphe u: <C- CJP2 

au sens C 1
. Comme jjdu(ü)iih = limk-+oo liduk(O)iih"' = ~, l'application u est une 

droite J-complexe. tt(<C) ne peut pas être contenu dans Y à cause de l'hyperbolicité 
de celui-ci. Donc u( <C) nD f::. 0. 

Des considérations similaires à celles de la preuve dde la proposition 1.28 mon·· 
trent que dans ce cas uk(C) n D(k) =1 0 for k > > 1. Contradiction. On en déduit 
que ClP2 \D est hyperboliquement plongé dans <CJP2

• 

• 
On obtient un dernier résultat en utilisant une démonstration similaire. No-· 

tons Mw,d la variété Banachique des paires (J, D), où J est une structure presque-· 
complexe w-adaptée sur CJP2 et D est une courbe irréductible J-complexe de 
degré d dans CJP2 . Notons 'Hw,d le sous-ensemble formé des (J, D) E Mw,d tels 
que ( <CJP2 \ D, J) est plongé hyperboliquement dans ( CJP2 , J). 

Proposition 1.31. L'ensemble 'Hw,d est un m.wert non vide de ]Vf:w,d, à condition 
que d ~ 5. 

Démonstration. 'Hw,d est non vide d'après le résultat de Zaidenberg [Za-2], qui 
affirme qu'il existe un ouvert dans la variété des courbes algébriques de degré d ~ 5 
dans CJP2 telles que CJP2 \ D est hyperboliquement plongé dans CJP2 pour toute 
courbe D de cet ensemble. 
'Hw,d est ouvert, la démonstration est identique à celle de la proposition 1.~~0 . 

• 
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CHAPITRE Il : VOISINAGES HYPERBOLIQUES COMPLETS 

2.1 Hyperbolicité complète et théorème de Zaidenberg. 

Dans le chapitre qui suit, nous commencerons par rappeler un résultat de Zaïden
berg et nous l'appliquerons à notre cadre. Ensuite, nous montrerons l'hyperbolicité 
complète locale en dimension 4, et pour cela nous reprendrons en détails et en 
français l'article que j'ai eu l'honneur de réaliser avec le professeur S. Ivachkovitch, 
[Delv] qui est paru dans l'International Journal of Mathematics. Pour plus de 
détails sur les équations de Beltrami et les opérateurs de Cauchy-Green et de 
Calderon-Zygmund, se reporter au livre deI. Vekua [Vk]. 

Dans le cas intégrable, Kobayashi et Kiernan ont remarqué le rôle central joué 
par les voisinages hyperboliques complets. Leur importance est liée au théorème 
suivant dû à Zaidenberg dans le cas intégrable que nous démontrons dt=ms le cas 
non intégrable : 

Théorème 2.1. Soit Y un domaine relativement compact localement hyperbolique 
complet d'une variété presque-complexe (M, J). Pour que Y soit hyperbolique com
plet il est suffisant, et pour que Y soit plongé hyperboliquement dans M_, il est 
nécessaire et suffisant, que Y ne contienne pas de droite J -complexe et n'admette 
pas de droite ]-complexe limitante. 

Ce résultat utilise les notions suivantes : 

Définition 2.2. Un ouvert Y dans une variété presque-complexe (X, J) est dit 
localement hyperbolique complet (l.c.h.) si pour tout y E Y il existe un voisinage 
Vy 3 y tel que Vy n Y est hyperbolique complet. 

Un exemple que nous garderons à l'esprit de cette situation est celui où (X, J) 
est une surface presque-complexe et Y = X\ D, où D = UkDk est une courbe 
(réductible) avec des composantes ]-complexes Dk irreductibles, qui ne contien
nent pas de cusps. Ce théorème nous affirme alors qu'un tel Y est localement 
hyperbolique complet. 

Remarque. Si Y est plongé hyperboliquement dans (X, J) et Y est localement hy
perbolique complet, alors (Y, J) est hyperbolique complet, voir [Ki]. 

Définition 2.3. Comme pour une variété analytique complexe munie d'une struc
ture intégrable, par droite ]-complexe nous entendons une application ]-holomor
-phe non constante f: <C---t X telle que lldzf(~~)llh :( 1 pour tout z E C, où h est 
une métrique ]-hermitienne sur X. 

Définition 2.4. Une droite ]-complexe fest dite droite limitante pour Y si f(C) 
est inclus dans le bord 8Y et si pour tout rayon R il existe une suite d'applications 
]-holomorphes J[; : D.(R) --t Y du disque de rayon R dans Y convergeant uni
formément vers f 1~(R). 
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Passons maintenant à la démonstration du théorème de Zaidenberg non intégra
-ble. Pour cela, suivons pas à pas la démonstration originale de l'auteur dans 
[Za). Soit hune métrique Riemannienne sur M'. Nous noterons aussi h la distance 
associée. Soit H la métrique infinitésimale 

Comme Y est localement hyperbolique complet~, en tout point p de Y on peut choisir 
un voisinage ouvert Ui de p dans M tel que Ui n Y est hyperbolique complet (pour 
k&iny). Soit U1 , ... ,Un un recouvrement fini du compact Y avec de tels ouverts. 
Notons é le nombre de Lebesgue de ce recouvrement par rapport à h. On considère 
un autre recouvrement fini de Y avec des ouverts hyperboliques complets Vi dont 
le h-diamètre est majoré par ~. On note Ui,a et Vi,a respectivement chaque com
posante connexe de UinY et VinY. On obtient ainsi des recouvrements localement 
finis de Y. Pour x E Y et Ç E Tx Y, considérons les métriques infinitésimales Go et 
G définies par 

Go(x,Ç) = min{Fvi,a (x, Ç), Vi,a 3 x} 

et 
G = max(Go,H) 

On remarque que G est une métrique infinitésimale continue. En efFet Go est 
clairement continue. Notons g et g0 les distances associées. 

Lemme 2.5. La g-boule Bg (p, ~) est relativement compacte dans Y pour to·ut point 
pEY. 

Démonstration. Considérons un Ui contenant pet tel que h(p,8Ui) > ::. Notons 
Ui,a la composante connexe de p dans Ui. Montrons que 

é é 
Bg(p, 4) C Bkui,a (p, 4) (1.2) 

Comme G ~ G0 il suffit de montrer que Go ~ Fui,a sur les g-boules B 9 (p, ~). On 
remarque que Bg(p, ~) est inclus dans Ui,a n Bh(p, ~ ). En effet, G ~ H et donc: 
Bg(P, ~) est inclus dans Bh(P, ~). De plus, comme é est le nombre de Lebesgue du 
recouvrement, Bh(p, ~) est inclus dans Ui. La boule Bg(p, ~) étant connexe, elle 
est incluse dans une seule composante connexe de Ui· 

Considérons un ouvert Vj,J3 tel que Vj,J3 n Ui,cx n Bh(p, ~) =f. 0. Comme le h-· 
diamètre de Vj,J3 est inférieur à ~, 

VJ,J3 C Ui,cx n Bh(P, ~) 

Ainsi, Go= min{Fvk,-y} est supérieur à Fui,a sur Ui,anBh(P,i); ce qui montre 
(1.2). 

Comme tout Ui,a est hyperbolique complet, Bkui "(p, ~) <E Ui,a C: Y, et on déduit 
de (1.2) que Bg(p, ~) est inclus dans Y. · 



Corollaire 2.6. La métrique infinitésimale G est complète. 

Lemme 2.7. S'il e;âste un c > 0 tel que 

Fy;?: cG 
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(1.3) 

alors Y est une variété hyperbolique complète, plongée hyperboliquement dans M. 

Démonstration. Comme Fy ;?: cG ;?: cH, il existe un Ui et un Vj pour tout p tel que 
ky(Vj n Y, Ui n Y)> 0 qui est une des définitions d'un plongement hyperbolique. 

Pour l'hyperbolicité complète, toute ky-boule Bkv (p, r) est incluse dans Bg(p, D 
qui est compactement incluse dans Y. 

Lemme 2.8. Si la condition (1.3) n'est pas satisfaite, alors il e:riste une droite 
J -complexe ljJ incluse dans Y ou limitante pour- Y. 

Démonstration. 
Première étape. Posons c = ~· Comme la condition (1.3) n'est pas vérifiée, il 

existe un vecteur tangent (xn,Çn) dans TY tel que 

Par homogénéité, on peut supposer G(xn,Çn) == 1 et donc Fy(xn,Çn) < ~- Ainsi, 
par définition de la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden, il existe une 
suite de disques fn E O(L\n, Y) tels que fn(O) = Xn and dfn(O) = (1 + ân)Çn. On 
utilise le lemme de reparamétrisation de Brody et on obtient une suite de disques 
f/Jn E O(L\n, Y) tels que ldf/Jn(O)Ic === 1 and 

Vz E Lln, 

La suite forme une famille équicontinue. Or Y est compact. En utilisant le 
theorème d'Ascoli et un processus diagonal, on extrait une sous-suite qui con-· 
verge uniformément sur tout compact de C vers une application J-holomorphe 
ljJ E O(C, M). 

Deu;âème étape. Cette application n'est pas constante. 
C'est clairement vrai si f/J(ü) E Y. Si f/J(O) E aY, supposons que 'P est constante .. 
Considérons l'ouvert Vi contenant y0 := f/J(O). Comme l/Jnlb..2 converge vers le disque 
constant yo, 'Pk(L\2) est inclus dans Vi pour k assez grand. Comme L\2 est connexe, 
'Pk(L\2) est inclus dans une seule des composantes connexes 'Vi,a de VinY. Notons 
Pk= 'Pk(O), et (k = df/Jk(O). Ainsi, Fvi,cx (pk, (k):::; ~· Or 
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donc Go(Pk,(k) < !· Comme l(kla = ld4>k(O)Ia = 1 et i(klaa ~; !, l'~kiH = 1. 
Donc ld4>(0)IH = 1 et 4> n'est pas constante, ee qui est contradictoire avec notre 
hypothèse. 

Dernière étape. 4> est à valeurs soit dans Y soit dans âY. 
Supposons qu'il existe z0 appartenant à <C tel que 4>(z0) soit dans Y. Montrons que 
4>(<C) est inclus dans Y. Supposons qu'il existe ;~1 tel que g(z1 ) est dans âY. Quitte 
à modifier le choix des points, on peut supposer que 4>(z0 ) et 4>(;~1) sont dans le 
même ouvert Vi. Notons Vi,a la composante connexe de Vi contenant 4>( zo). Ainsi 

Or, il existe un rang N tel que pour tout n > N, 4>n ( zo) et 4>n ( z1) sont dans Vi,a. 
Les topologies engendrées par h et k? sont identiques d'après le th!\orème de 
Bath ( voir [Bt], et le début de ce ch~;itre). Comme la suite (4,n)nEh' converge 
uniformément sur tout compact et donc simplement vers 4> pour la mét6que h, les 
suites (4>n(zt))nEN et (4>n(zt))nEN convergent respectivement vers 4>(z1) et 4>(zo) 
pour la métrique k? . Donc 

., <> 

Comme les applications pseudo-holomorphes réduisent la distance de Kobayashi, 

Or p(z0 ,z1 ) est un nombre fini, donc c'est une contradiction. 

Démonstration du théorème 2.1. Pour conclure, il reste à montr·er que Y ne 
peut pas simultanément admettre une droite J -complexe limitante et être plongé 
hyperboliquement. 

Démonstration. Considérons les mêmes 4> et 4>n que précédemment, avee q>(<C) in
clus dans âY. Considérons deux points z0 et z1 de <C dont les images par 4> sont 
distinctes. Les suites (4>k(zo))nEN et (4>k(zt))nEN convergent vers 4>(zo) et 4>(zt) 
respectivement. Comme les applications J-hol.omorphes réduisent la métrique de 
Kobayashi, 

et le second membre converge vers O. Ainsi, si Y admet une droite J-complexe 
limitante, elle n'est pas plongée hyperboliquement. 

• 
Notre objectif est maintenant de montrer que tout point d'une variété presque

complexe a une base de voisinages hyperboliques complets. 
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Remarque. L'existence de voisinages hyperboliques (et même plongés hyperbolique
ment) est triviale : si c'etait faux, on pourrait construire une suite de disques ]
holomorphes Un)nEN avec pour tout n fn E OJ(fl,B(p, ~)) où l.f~(O)I tend vers 
l'infini. On en extrait par Brody une sous-suite convergente après reparamétrisation 
vers une J-droite holomorphe non constante d'après le théorème de Brody. Or par 
construction, cette J-droite est concentrée en p (le rayon des boules tend evrs 0). 
Contradiction. 
On pourrait le montrer aussi en combinant le théorème de Brody avec .l'existence 
locale de fonctions plurisousharmoniques montrée au chapitre III. 

Revenons à la fabrication d'une base de voisinages hyperboliques ccmplets en 
dimension 4. Le problème étant local, on est ramené au cas où notre surface est IR.4 

muni d'une structure presque-complexe arbitraire JE C 1' 0 pour 0 < o: < 1. Soit C 
une courbe ]-complexe non singulière passant par l'origine. 

Nous allons montrer que 

Théorème 2.9. Il existe une base {Uj} de voisinages de zéro dans JR4 , telle que: 

1) ( Uj, J) sont hyperboliques complets au sens de K obayashi; 

2) (Uj \ C, J) sont hyperboliques complets œussi. 

Nous nous limitons à la dimension 4 en raison de la place cruciale de la trivialisa-· 
tion locale de la structure presque-complexe de J.C. Sikorav dans notre dérnonstra-· 
tion. Or cette trivialisation n'est valable qu'en dimension 4. Dans le cas où J est 
intégrable, ce résultat est une conséquence directe du lemme de Schwarz-Pick. En 
effet, on peut choisir un système de coordonnées holomorphes locales tel que C 
est un des axes, et l'ensemble Uj = fl1_, le bidisque de rayon y· Alors la distance 

J 

de Kobayashi sur U.i et Uj \ C peut être calculée explicitement, et de cette forme 
explicite, on voit qu'elle est complète, voir par exemple (Ko-2], Ch.2. L'utilité 
des voisinages hyperboliques complets dans la théorie des variétés hyperboliques 
complètes, observée tout d'abord par Kiernan et Kobayashi, est devenu un clas-
sique depuis. Le fait que ce résultat reste vrai. pour toute structure presque com-
plexe est assez surprenant. En effet, étant donné un germe quelconque de surface 
réelle non singulière C 3 0 dans IR.4 , on peut facilement construire une structure 
presque-complexe J dans un voisinage de zéro telle que C devienne une courbe J.
complexe. Notons aussi qu'à cause de la non-existence de fonctions ]-holomorphes 
pour J quelconque, l'hyperbolicité de U \ C pour une courbe ]-complexe C n'est 
pas évidente non plus. 

Nous nous sommes intéressés au cas des surfaces presque-complexes, parce qu'une 
structure presque-complexe J sur une variété de dimension supérieure ne possède 
pas d'hypersurface ]-complexe même localement. 

Dans un premier temps nous allons donner une sorte de lemme de Schwarz, et 
déduire notre théorème de ce lemme. Ensuite nous allons montrer ce lemme de 
Schwarz. Enfin, dans le chapitre suivant, nous allons en déduire des corollaires qui 
ont guidé cette partie de notre recherche. 
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2.2 Démonstration du théorème. 

Notre objectif est de construire une base de voisinages hyperbolique:; complets 
de l'origine dans (JE.4 , J), où J est une structure presque-complexe arbitraire de 
classe C 1

'
0

, 0 < o: < 1. 
Il existe un système de coordonnées locales ( z1 , z2 ) dans un voisinage de 0 tel 

que notre structure presque-complexe dans ces coordonnées est de la forme 

et J(O) = Jst, la structure standard de C2 . Si de plus, une courbe J-·complexe 
non singulière C passant par 0 est donnée, on peut choisir les coordonnées locales 
de telle manière que C soit défini par z1 = 0, (voir l'article [Sk) de Jean--Claude 
Sikorav). 

Considérons la structure Jê(z1 ,z2 ) := J(Ez1,Ez2). Nous cherchons à montrer que 
pour E suffisamment petit, le bidisque ~; := {(z1,z2): lz1l < E, lz2l < é} de birayon 
é et ~?; \ {z1 = 0} sont hyperboliques complets, ce qui revient à montrer que le 
bidisque unité ~2 et ~2 \ {z1 = 0} sont hyperboliques complets en tant que souS·· 
variétés de JE.4 muni de Jê. Les lemmes et propriétés qui suivent vont être formulés 
de manière à être adaptés aux deux cas. Une démonstration qui traiterait seulement 
de la complétude de ~ 2 serait identique, sauf qu'il ne serait pas nécéssain~ d'utiliser 
de revêtement. Un lecteur qui serait dérouté par la multitude des choses traitées 
simultanément et la compléxité des notations peut donc dans un premier temps 
ne pas tenir compte de tout ce qui est lié aux revêtements. Notons z == x+ iy les 
coordonnées de~. Soit f = (u,v) E OJ(~,~2 ). L'équation de Cauchy·-Riemann 
pour la première coordonnée est 

au au 
ax +A(u(z),v(z)) ay = 0, 

où A(u(z),v(z)) est une matrice 2x2 réelle. On passe en coordonnées complexes 

au au 1 au au 
az + az +A(u(z),v(z))i(- az + az) =O 

(l-Ai)~~ +(l+Ai)~~ =0 

au . -1 . au 
---::+(1-·A'/,) (l+Az)- =0. 
az az 

Notons 

Pour z,u,v fixés, QA(z,v,u) est un opérateur IR-linéaire. Décomposons le en partie 
C-linéaire et partie C-antilinéaire QA(z,v,u) = 111 (z,v,u)+112 (z,v,u)oo·, où 0' est 
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l'opérateur de conjugaison. Alors, l'équation de Cauchy-Riemann pour la première 
composante devient 

au 1 au 2 au 
az -- fJ, (z, v, v,) az - fJ, (z, v, u) az =o. (2.1) 

La deuxième coordonnée, v est ici considérée comme un paramètre. Dans toute 
la suite, pour les fonctions, tenseurs, etc. définis sur l'ouvert V1V c ]~N, nous 
entendrons par Ck(W)-norme d'un objet T 

k 

IITIIck(W) := I:sup{IIDr(T(x))ll: xE W} 
r=O 

Le lemme suivant qui est dû à M. Gromov est une espèce de lemme d() Schwarz 
et nous donne une majoration C 1 du paramètre v. 

Lemme 2.10. Si J est suffisamment proche de Jst au sens C 1 sur~ 2 , o:lors il ex
iste une constante C = C(IIJ- Jst llc1(~2)) telle que toute application J -holomorphe 
f : ~ ---t ~ 2 vérifie 

lldf(O)II ~ C. (2.2) 

Ainsi, il existe (un autre) C tel que pour toute application J-holomorphe f = 

(u,v): ~ ---t ~2 les composantes llullcl(~(~)) et llvllcl(~(~)) sont bornées parC. En 
composant par l'homothétie z ---t ~z, on en déduit que cette majoration Est valable 
sur ù au complet. Comme toutes nos considérations sont locales, on peut utiliser 
la norme Euclidienne standard 11·11 dans toutes nos estimations comme (2.2). 

Soit D un domaine relativement compact de C. En pratique pour nous, D = 
~ ou D = ~ *. Fixons un revêtement universel rr : L\ ---t D. Supposons que 
p,1 , p,2 E C 1 (JR6 ) sont fixés et ont une C 1 (IR6 )-norme finie (dans la suite suflisamment 
petite). Considérons l'équation de Beltrami généralisée (2.1) pour les applications 
C 1 u: ~ ---t D. On suppose que la norme C 1 (JR2 ) du paramètre v est bornée par un 
certain C. Pour une application C 1 u : L\ ---t D notons U1r une branche quelconque 
univaluée de rr- 1 ou. Notons À la coordonnée du revêtement universel~. Soit enfin 

'Pa 

l'automorphisme du disque unité échangeant a EL\ avec l'origine. L'équation (2.1) 
devient pour Ua,'lr :='Pao U1r 

aua,'lr 1 ) aua,7r 2 )( aua,7r) ·-az -p,1r(z,v,a,ua,7r ~-p,1r(.z,v,a,ua,7r ~ --0, (2.3) 

où 



32 

2 2 (a(7rü<pa) [a(7rOSDa)]-L) 
f-L1r(z, v,a, Ua,7r) = j.1 (z, V, (1r· 0 <f!a)(ua,7r)' a>. . a).-

Dans le paragraphe suivant nous allons prouver le lemme de type lemme de 
Schwarz: 

Lemme 2.11. Il existe 'l.J.n E = E(1r,C) > 0 et une constante K = K(Jr,(J,E) < 00 1 

tels que pour toute solution de ( 2. 3) w E C 1 ( ~, ~) avec des coefficients et des 
paramètres vérifiant IIM1

'
2 IIcl(JR.6) < E, llvllcl(ù) < C et telle que w(O) = 0, on a: 

l'estimation suivante : 
lldw(O)II::;; K. (2.4) 

Remarque 1. En montrant cette propriété, que nous appellerons dor(;navant le 
lemme de Schwarz-Pick pour les applications J.-holomorphes u: ~ __ ___. .6., on montre 
en fait deux choses. Premièrement, un lemme de Schwarz qui nous donne une ma
joration uniforme du module de la dérivée de u pour peu que u(O) = 0, c~est à dire 
idu(O)I ::;; 1. Deuxièmement, en utilisant "l'invariance de jauge" des équations de 
Cauchy-Riemann homogènes par rapport au "groupe de jauge" G' := AutHol(~), 
on obtient la version "invariant de jauge" de ce lemme : 

jdu(O)i ~ 
1 

1-ju(O)I2 " ' 
(2.5) 

qui signifie exactement la complétude de la métrique de Kobayashi sur le disque 
unité. 

L'équation de Cauchy-Riemann (ou de Beltrami) généralisée (2.1) n'a pas de 
symétrie en dehors des cas où les /Li sont très particuliers. Ainsi, au lieu de con
sidérer uniquement une équation, on symétrise le problème et on considère la famille 
au complet des équations (2.3) avec un paramètre <f!a E G', notre groupe de jauge. 
L'estimation uniforme (2.4) de la dérivée en zéro nous permet de tirer les mêmes 
conclusions que pour les équations de Cauchy-Riemann standard, le probième étant 
maintenant renforcé par les symétries à vérifier. 

Remarque 2. Néanmoins, le prix de tout cela est que les coefficients de (2.4) ne 
sont plus bornés dans aucun espace de Sobolev ou de Holder, étant donné que le 
paramètre a s'échappe vers le bord a~. Ils sont seulement bornés pour la norme 
sup, et ça n'est clairement pas suffisant pour contrôler la dérivée en zéro. La clef 
est qu'il y a (voir Première étape de la démonstration du paragraphe suivant) une 
majoration a priori des solutions w de (2.4) vérifiant w(O) = 0 en norme Hf>lderienne 
sur un voisinage de zéro. Cela nous permet de contrôler la norme de Holder des 
coefficients et d'appliquer un bootstrap une fois de plus (voir Deuxième étape). 

Corollaire 2.12. Pour J suffisamment proche de Jst en norme C 1 , l'ouvert (~2 , J) 
est hyperbolique complet. 

Démonstration. Comme nous l'avons déja expliqué, en prenant J prochE: de Jst on 
peut majorer les composantes (u,v) d'une application J-holomorphe f: ~ -t ~2 



33 

en utilisant le lemme de Gromov. La forme explicite de qA et donc de p,1 ' 2 montre 
que ll!k1

'
2 llcl < E de nouveau lorsque J est proche de Jst, où E est celui du lemme 

2.11 appliqué au revêtement identique 1r =Id: ù-+ .6.. Notons a== tt(O). Du lemme 
2.11 appliqué à w =<()a ou, on déduit !ldw(O)JI ~~ K, où K ne dépend pas de w. 

Or 
1 

dw(O) = lal 2 _ 1 · du(O) 

et donc pour toute solution u: Ll f---t Ll de (2.1) telle que u(O) =a, on a 

1 1 .,..,..--->----
lldu(O)ll - K(1-·JaJ 2) 

ce qui signifie que pour tout vecteur ((, 0) de T(a,b).6.2 

par définition de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden. 
On peut bien sûr appliquer les mêmes considérations à la deuxiÈ~me composante 

de (u,v). Ainsi 

Et donc, 

Cll(l C2I7JI 
kA2,J((a, b), ((, 7J)) 2: max( l -Jaj2' 1-JbJ2 ), (2.6) 

qui donne la conclusion désirée : en effet, la métrique de Kobayashi-H.oyden est 
minorée à une constante près par la métrique de Kobayashi-Roy den du bi disque 
muni de la structure standard, et un chemin qui va jusqu'au bord donc est de 
longueur infinie. 

• 
Corollaire 2.13. Pour J suffisamment proche de lst au sens C 1 sur le bidisque 
.6.2 , l 'o1wert ( .6.2 \ ( { 0} x /.).), J) est hyperbolique complet. 

Démonstration. Appliquons le lemme 2.10 au revêtement universel 

7r : 

L\* =D 
À-1 

exp .\+l 

Soit u: L\-+ Ll * une solution de (2.1). Posons a= u(O) et b =ln( a). On choisit la 
détermination du log telle que la partie imaginaire de b, soit dans [-1r,1r[. Notons 
enfin À : z f---t I~!, et c == .X(b) = ~~l E .6.. Ainsi c est une des préimages de a par le 
revêtement 1r. Choisissons la branche univaluée U1r de 1r-1 ou telle que U 11 ( 0) = c, et 
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considérons w = i.()cou7T, une solution de (2.3). Estimons u(O) u = expoÀ -l o<.p~ 1 ow, 
-1 t \-1( ) z-1 A' · i.pc = i.()c e 1\ Z = z+f· lnSl on a 

c-w(z) _ 
1 

_ . _ 

( ) ( 
1-cw ( z) ) ( c - w ( z) - 1 + cw ( z) ) ( c - .l + ( c - 1) w ( z) ) u z = exp = exp = exp ----··---
1+ c-w(z) 1-cw(z)+c·-w(z) c+l·-(c+1)w(z) 1-cw(z) 

Comme w = ~.po,\olnou, 

du(O) lcl 2 - 1 2 du(O) 1 2 du(O) 
dw(O) = d<.pc(c).d,\(b).-a- = (1-lci2)2. (1 + b)2 -a-- lc12 -1· (1 +··b)2 -a-

Comme b =Ina etc= 1
1
na1+

1 
-na 

lcl 2 = Ina+ 1_lnâ + 1 = 1 + llnal 2 + ln(ial 2) = (1 +ln ial) 2 

l-Ina 1-lnâ 1 + llnal 2 -ln(lal2) (1-ln lai)2 

Ainsi 

Or d'après le lemme 2.10, ldw(O) 1 ::;; K, où K est indépendant des facteurs con
sidérés, donc 

1 1 
-:-----:-:-: > K 1 ---
ldu(O) 1 - lai ln 

1
!

1 

pour a proche de zéro. Par définition de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden, 
pour tout vecteur œ, 0) de T(a,b)(.6. 2 \ .6. *), 

(2.7) 

lorsque a est proche de zéro, et donc, 

On en déduit que tout chemin menant à 0 a une longueur infinie, ce qui prouve le 
corollaire. 

Il 
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2.3 Démonstration du lemme de Schwarz-Pick. 

Lemme 2.11. Il existe uns= s(1r,C) > 0 et ·une constante K = K(K,(J,E) < oo, 
tels que pour toute solution de ( 2. 3) w E C 1 ( ~, .6.) avec des coefficie·nts et des 
paramètres vérifiant i!J.L 1

'
2 ilcl(JR6)) < s, llvllcl(L~) < C et telle que w(O) = 0, on a. 

l'estimation suivante : 
lldw(O)II :S; K. (2.4) 

Supposons que la conclusion du lemme n'est pas vraie. Soit (hn)nEN une suite 
d'applications hn : .6. ~ .6, telles que hn(O) = 0, solutions de (2.3), et telles 
que [dhn(O)I ----+ oo. Pour tout n, notons Vn le paramètre fonctionnel et par an le 
paramètre dans .6. correspondants. 

Première étape. Il existe 8 > 0 et no tels que, pour n ;? no hn E C0, ~ ( l~0 , .61) et 
2 

{hn}n)no est un ensemble borné dans cet espace. 

Soit une fonction plateau p qui est 0 00 et telle que p - 1 sur ù 2. et p = 0 en 
4 

dehors de ~. Notons h~ = phn. L'équation (2.~~) pour hn, écrite en foncüon de h~. 
devient 

ah~ 1 ah~ 2 ah~- ap 1 ap 
a

- -J.Lva (z,hn)-a -J.Lva (z,hn)(-a )=hna_-hnf.Lvo(z,hn)a--z 'n Z ,n Z Z '' Z 

- 2 -ap 
-hnf.Lv a(z,hn)( -a ). , z (2.8) 

Reprenons les notations de I. Vekua dans [Vk] pour introduire les opérateurs de 
Cauchy-Green P : L4 (~) ----+ L1 , 4 (~) et de Calderon-Zygmund TI : L 4 (.6) --'~· 
L4 (~),définis respectivement comme 

Pg(z) := -2~ !1 Cg(5]_d( Ad(, 
1.1f ~ , -- z 

et 

1 !1 g(() -Tig(z):=p.v.-.- (( )2 d(Ad(. 
2z7r ~ - z 

Ces opérateurs sont notés respectivement Tee et Tcz dans [Delv]. P et TI sont 
des opérateurs linéaires bornés dans les espaces de Sobolev et de Holder. Notons 
Ck,p la norme de p en tant qu'opérateur de Lk,P(_6) dans Lk+l,P(-6.) et par ck,Œ 
la norme de P en tant qu'opérateur de Ck,a dans ck+l,a. De même, on note Ak,p 
et Ak,a les constantes associées à II en tant qu'opérateur de Lk,p dans Lk,p et de 
Ck,a dans Ck,a. Ici k est un entier positif, pEN\ {0, 1} et 0 <a< 1. 

Les propriétés classiques des optérateurs de Cauchy-Green et de Calderon-Zyg
-mund sont que BoP= Id et TI= aoP, et que sur l'adhérence dans L1,2 de l'espace 
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des applications c= à support compact, Il o a = a et Po a =Id. On remarque que 
les h~ sont dans ces espaces. Posons 

ap 1 ap 
91 =a-- f.Lv a(z, hn)-a z , z 

et 

L'équation (2.8) devient 

1 2 a ---
[Id- f.Lv a(., hn) o Il- f.Lv a(., hn) o a o II] a-h~= hn91 + hn92· (2.9) , , z 

On remarque que hn91 +hn92 est une suite bornée dans L4 (.6.,~k2 ). En effet, hn 
prend ses valeurs dans .6. et 91 et 92 sont bornées. Comme IIIIIIL4 est borné, et 
comme JL 1 et J.L2 sont aussi petits que nous le souhaitons, cet opérateur est inversible. 
Ainsi, 

a
a_ h~ = [Id- JL~ a (., hn) o Il - JL~ a (., hn) o a o II]-1 

( hn91 + hn92), z , , 

et donc 

(2.10) 

Ainsi (h~) est une suite bornée dans L1,4(.6.,.6.). En utilisant le plongement 

de Sobolev, Ll,p c cO,a=*' et notre suite (hi~)nEN est bornée dans C0>~. Ainsi, 
{h~}nEN est une famille bornée et équicontinue d'applications sur tout compact 
de .6.. D'après le théorème d'Ascoli, cette famille est compacte, et on en extrait 
une sous-suite convergente. Après réindexation, (hn)nEN converge uniformément 
sur .6.2. vers une application h : .6.2. ---+ .6. telle que h(O) = O. Il existe 8 tel que 

4 4 

h(.6.0 ) C .6.~ et donc hn(.6.0 ) C .6.~ pour n suffisamment grand. Donc (hn)nEN est 

borné dans C0 , ~ ( .6.0 , .6.1) à partir d'un certain rang n > > 1. 
2 

Deuxième étape. Il existe n1 tel que pour tout n ) n1, hn E C1, ~ ( ù §.) ei; la famille 
2 

{ hn}n:)no est bornée dans cet espace. 

Les paramètres Vn sont bornés dans C 1 (.6.), et les hn le sont dans C0':
1

i(.6.0,.6.1). 
2 

Ainsi JL~,aJz, hn) et JL;,aJz, hn) sont bornés dans C0'~ (.6.0 ). Notons fn(z) :== 

hn(8z). C'est une suite bornée dans C0,~(.6.,.6.). Il ne nous reste plus qu'à prouver 
que la famille {fn} est bornée dans C 1' ~ ( .6.1). on voit que f n vérifie 

2 

(2.11) 
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avec J-t;n,aJz, fn) et J-t~n,aJz, fn) uniformément bornés dans C0 ·'~ (6., L:~). On re
nouvelle maintenant le raisonnement de la première étape, appliqué à f n au lieu 
de hn et on arrive à l'équation (2.9) mais considérée cette fois ci dans les espaces 
de Bolder. De cette manière, on obtient que Un)nEN est bornée dans C1•! (6.1 ). 

2 
Contradiction. 

Il 

2.4 Corollaires. 

Nous allons maintenant tirer les conséquences du théorème 2.9. En effet, d'après 
le théorème de Kiernan, une variété plongée hyperboliquement et locaJement hy
perbolique complète est hyperbolique complète. Ainsi les proposition 1.28, 1.30 et 
1.31 deviennent 

Corollaire 2.14. Soit (X, J) une variété presque-complexe compacte de dimen
sion 4, avec J E C1•a. Soit D = U'J=1 Dj une courbe J -complexe réductible, dont 
chaque composante irréductible Dj est une courbe J-complexe immergée. Supposons 
que po1tr tout j = 1, ... , n la courbe (Dj \ Sing(D), J IDj) est hyperbolique. Alors 
( X\D, J) est hyperbolique complet si et seulement s'il n'y a pas de droite J -complexe 
dans X\D. 

Corollaire 2.15. Notons JvC,5z = { ( J, { Dj }J=1)} la variété Banachique constituée 
des paires (J,{Dj}J=1), où J est une structure presque-complexe quelconque sur 
CIF2, adaptée à la forme de Fubini-Studi w et {Dj }J=I la réunion de cinq dmites J
complexes dans CIF2 en position générale. L'ensemble Jfw,5 z formé des ( J, { Dj }J=1 ) 

pour lesquels y = (CIF2 \ u~=l Dj' J) hyperbol:ique complet est un ouve1't non vide 
de Mw 5l· 

' 
Notons Mw,d la variété Banachique des paires ( J, D), où J est une structure 

presque-complexe w-adaptée sur CIF2 et D est une courbe irréduct·ible J-complexe 
de degré d dans CIF2 . Notons 1-lw,d le sous-ensemble formé des ( J, D) E: Mw,d tels 
que (CIF2 \ D, J) est hyperbolique complet. 

Corollaire 2.16. L'ensemble 1-lw,d est un ozwert non vide de Mw,d, à condition 
que d?:: 5. 

Pour terminer le chapître, nous proposons une démonstration élémentaire du 
corollaire 2.14 n'utilisant pas les propriétés topologiques des courbes presque-com
plexes. 

Démonstration du Corollaire 2. 6. 
Première phase : X\D plongé hyperboliquement dans X si et seulement s'il n'y 

a pas de droite J -complexe dans X\D. 
Nous avons fabriqué précédemment une base de voisinages hyperboliques com

plets sous forme de bidisques en tout point, et nous avons montré que si on enlevait 
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un disque plongé dans un tel voisinage dont le bord est dans le bord du bidisque, 
il était toujours hyperbolique complet. C'est clairement encore le cas si, on enlève 
deux tels disques qui s'intersectent transversalement. Soit donc un recouvrement 
fini du compact X par des bidisques hyperboliques complets U 1 , ... , Un. On remar
que que pour tout i, Ui \D est hyperbolique complet (pour kbi \D). La seule chos~~ 
que nous avons à vérifier est que Y = X\ D n'admet pas de droite J-complexe 
limitante. Soit u: C-+ D une droite J-complexe limitante pour Y= X\ D. On 
peut supposer par exemple que u(C) c D 1 . u(C) ne peut pas être contenue dans 
D 1 \Sing(D), car la courbe D 1 \Sing(D) est supposée hyperbolique. Donc il existe 
z0 E C tel que p := u(zo) E D 1 n Sing(D). Supposons par exemple qu:; p est sur 
D1 n D2. Soit Ui un ouvert du recouvrement contenant p et q :::::: u(z1) un point 
de D1 \Dz, lui aussi dans Ui· U étant limitante, il existe une suite de disques J
holomorphes à valeurs dans X\D ( un)nEN convergeant uniformément vers u (pour 
la métrique Riemannienne de X). A partir d'un certain rang N, un(zo) et un(zl) 
sont dans Ui. Or, Ui\Dz est hyperbolique complet. Comme (un(zo))ncN est une 
suite qui converge vers un point du bord de cet ensemble (pour la topologie en
gendrée par la métrique Riemannienne de X), et comme les topologies engendrées 
par cette métrique Riemannienne sur Ui \D2 et celle engendrée par la métrique de 
Kobayashi sur Ui \D2 sont identiques, (c'est le théorème de Barth:, voir [Bt)), 

Or les applications presque-complexes réduisant la distance (voir chapitre 1), 

Comme p(z0 ,z1 ) est un nombre fini, c'est absurde. 

Seconde phase : X\D est localement hyperbolique complet d'après le théorème 
principaL D'après le théorème de Kiernan, il est donc hyperbolique complet. 

Il 
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CHAPITRE III : PLURISOUSHARMONJCITÉ ET PSEUDOCONVli;XITÉ 

3.1 Plurisousharmonicité. 

Soit (V, J) une variété presque-complexe. Soit n un domaine de V et cp une 
fonction réelle semi-continue supérieurement définie sur un voisinage de n. Nous 
noterons dans la suite ~ aussi bien le disque unité de CC muni de la structure 
complexe standard que le Laplacien. 

Définition 3.1. cp est dite plurisousharmonique si cp ou est sousharmonique pour 
tout u dans th(~, V), c'est à dire dans le cas où cp est C2 

VuE OJ(~, V), ~(<pou)~ O. 

Définition 3.2. cp est dite strictement plurisousharmonique si cp est C2 et 

VuE OJ(~, V),Vy u'(y) =/= O,Vx E ~, ~(cpou)(x) > 0 

Définition 3.3. cp est dite Lévi-plurisousharmonique si .Ccp est une forme quadra
tique définie positive, où 

.Ccp(X, Y) = Hq;(X, Y)+ Hq;( J X, JY) 

et H est la Hessienne de cp. 

Cette définition n'a de sens que dans le cas où n est un ouvert de JR2n. En effet\ 
sinon on doit passer par des cartes locales pour calculer la Hessienne. Oc la valeur 
de la Hessienne n'est pas invariante par changement de carte (on peut même, par 
un changement de carte judicieux donner n'importe quelle valeur choisie à l'avance 
à la Hessienne en un point). 

Nous avons choisi ici comme définitions de la plurisousharmonicité et de la stricte 
plurisousharmonicité les plus naturelles. Mais, dans le cas intégrable, elles peu
vent être définies d'une multitude de manières différentes. On cherche donc à 
savoir parmi toutes ces autres définitions possibles, quelles sont celles qui sont 
équivalentes aux définitions choisies dans le cas non intégrable. Commençons par 
faire une liste exhaustive des définitions équivalentes de la plurisousharmonicité. 
La plupart d'entre elles provient de l'analyse complexe, voir par exemple [Kz] de S. 
Krantz. Excluons dès le départ celles qui sont basées sur l'extension de fonctions 
holomorphes, en effet dans le cas non-intégrable il n'y a pas en général de fonction 
]-holomorphe, c'est à dire d'application ]-holomorphes de 0 dans <C. Les deux: 
définitions possibles de la plurisousharmonicité sont les suivantes, en plus de celle 
que nous avons choisie comme référence : 

i) La forme quadratique associée à la 2-forme différentielle ddccp(X, JY) est 
définie positive, où de est la 1-forme différentielle 

~cp(X) = -dqy(JX) 

ii) cp est Levi-plurisousharmonique 
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Lemme 3.4. Soit X un vecteur de TpO; soit \'-L un disque J -holomorphe immergé 
dans 0 tel que u(O) = p et ~~ (0) =X. Alors 

dcf2cf;p(X, J X) = ~(tP ou) (0) 

Démonstration. Ce résultat est local. Montrons le pour un système de CO(>rdonnées 
quelconque t 1 , ... , t 2n autour du point considéré. Cette fois ci le choix du sytème de 
coordonnées locales est indifférent. En effet, tous les termes du calcul qui va suivre 
dépendrons du choix du sytème de coordonnées locales. En particulier la forme 
quadratique Cep(X,X). Néanmoins les expressions ddrccf;p(X,JX) et .6(cPou)(O) 
pour u tel que ~i (0) = X sont définies de manière intrinsèques, sans rMérence à 
aucune carte. Comme on va montrer qu'elles sont égales dans une carte quelconque, 
elles seront égales. 

Soit u un disque J-holomorphe à valeurs dans n. On note x et y les coordonnées 
sur le disque unité ~ de JH:.2 . 

Il en est de même pour y et donc le calcul du Laplacien nous donne 

Notons v=(~;, ... , 8~;n) et Hep la Hessienne de cP dans ce système de coordonnées. 

(3.1) 

Notons Lep (v, v) = H cp (v, v) + Hep ( J v, J v), et travaillons à modifier la formulation 
du premier terme. On peut écrire les équations de Cauchy-Riemann 

De plus 
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Donc 

L a cp 2: a cp a .1ik - . .6.u· = ---(vkJ.zvz- Jkzvzv·) ât . 2 ât. ât . J J 
(3.2) 

i 2 i,j,k,l 2 J 

Cherchons maintenant à donner une formulation adaptée à dJCcp(X,JY). Notons 

""""' â . """"' â X= L..tai ât· et Y= L..tbi ât·. 
i 2 i 2 

ddccjJ(X,.JY) = Xdccp(JY)- (JY)dccp(X)- ctCcp([X,.JY]) = 

= ( J X)dcp( .JY) +Y dcp(X) + dcjJ(.J[X, .JY]) = 

= """"'Jzaz_!!__(âcp J·kbk)+b-~(~"Jcp a·)+d"'(J[X JY]) = L..t 1 ât. ât . J 2 ât . '~t . J <p ' . 'kl 2 J 2 ( J 2,J, , 

_ ' J· a ( â
2

cjJ J. b Bep Ô.ljk b âcp J. âbk) b· ( â
2

cjJ a. O<~- Ôaj )-
- L..t 21 1 at . at. J k k + at . at. k + at . 1 k at. + 2 at ·at. J + at · at· i,j,k,l J 2 J 2 J 2 J 2 .J 2 

+dc/J( J[X, JY]) = 

L 
âcp âJjk âbk Bep Ôaj 

=.Cct>(X,Y)+ -
8 

(Jilaz~bk+Jilaz.lj!:-8 +bi~-8 )+dcjJ(J[X,JY]) 
t · ut· t · ut · t · i,j,k,l J 2 2 J 2 

Développons le terme dcp(J[X,JY]) = -dcp(J[JY,X]). 

,.. 2: aak a.1kl abz a J[JY X]= (J.kJ·zbz-- J·ka· -bz- J·kJkza·---)-_-
' J 

2 ât. J 
2 ât. J 

2 8t. ât . i,j,k,l 2 2 t J 

Donc 

c L âcp âJjk Bep âJkz 
dd cp(JX,Y)=.C.p(X,Y)+ -

8 
Jilbz-

8 
ak+~Jjkai-8 ·bz 

t · t· ut· t· i,j,k,l J 2 J 2 
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Or, 

donc 

et 

Ainsi 

""""'J. f)Jkl - -""""' {)Jjk J 
L..t Jk 8t· - L..t 8t· kl 

k t k t 

(3.3) 

En comparant cette expression avec l'expression (3.2), on remarque qu'elles sont 
égales dans le cas où v = X Il 

Proposition 3.5. Notons de la 1-forme diffé:rentielle 

~qy(X) = -dcj;(JX) 

4J est strictement plurisousharmonique si et seulement si la forme quad·.r·atique as·· 
sociée à la 2-forme différentielle dJCqy(X, JY) est définie positive. 

Démonstration. Supposons que 4J o u est strictement sousharmonique pour tout 
disque J-holomorphe u. Ainsi, il existe une constante positive a telle que 

\fu E 01(~, V), \ix E ~' ~(qyou)(x) > 0 

Soit X un vecteur tangent au point p. Jean-Claude Sikorav a montré dans [Skj 
qu'il existe un disque J-holomorphe u0 passant par p tel que ~:: (p) = X. Done 
ddcçb( J X, X) > 0, et la forme quadratique considérée est définie positive. 

Réciproquement, supposons que la forme quadratique ddccqy(X: JX) est définie 
positive. Cela signifie qu'il existe une constante strictement positive a telle que 

\iX E TO, d~cj;(X,JX) ~ ajjXjj 2 

et donc après avoir posé X = ~~ , que 

\fu E 01(~, V), \ix E ~ ù(qyou)(x) > 0 

If 
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Corollaire 3.6. La Lévi-plurisousharmonicité n'est pas équivalente à la plurisous
-harmonicité. 

Démonstration. Nous avons vu que 

~ acp au au 
D.(cpou) = L.t -.D.u ·+.Ccp(-,-) 

. atj J ax ax 
J 

(3.1) 

Fabriquons un contrexemple. Soit dans ~4 muni des coordonnées (t 1 , •.• , t 4 ) la 
structure presque-complexe 

Soit un point p de coordonnées ( r 1 , ... , 74 ) avec 7 1 =/=-O. D'après la propriété 1.18 due 
à Sikorav, il existe un disque J-complexe u tel que u(O) =pet du(O). tx =·== 8~2 • Soit 

cp une fonction plurisousharmonique définie au voisinage de p telle que d,i?(p) = 8~1 • 

Ainsi 

Or d'après l'équation (3.3), en notant du(O). ~ë = l:j aj 8~j 

Un calcul élémentaire nous donne 

En choisissant cp judicieusement, la forme de Levi et dcfCcp(., J.) sont de signes 
différents dans certaines zones de lR 4 . 

Il 

Remarque. Nous avons montré au passage que contrairement au cas standard, les 
coordonnées d'une application ]-holomorphe ne sont en général pas harmoniques. 
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3.2 Stricte pseudoconvexité. 

Définition 3. 7. n est dit strictement pseudoconvexe ou strictement J -convexe si 
il existe une fonction strictement plurisousharmonique <P définie sur un voisinage 
de n telle que n = { <P < 0}. 

Cherchons de nouveau à donner des caractérisations équivalentes à la stricte 
pseudoconvexité. Une des caractérisations possibles de la stricte pseudoconvexité 
est le fait que n soit localement biholomorphe à un ensemble convexe. Là aussi, 
il est illusoire de lui trouver une quelconque utilité dans le cas non-intégrable. 
En effet, soit l'ensemble convexe en question est muni d'une structure complexe 
intégrable, et J devrait alors être intégrable, ce qui n'est pas le cas en général. 
Soit, on ne pose pas de condition sur la structure presque-·complexe de cet. ensemble 
convexe, et dans ce cas on peut en trouver un qui convient pour n'importe quel n, 
ce qui signifie que tout domaine est strictement pseudoconvexe ! En eJŒet, 0 est 
localement difféomorphe à un ensemble convexe (via un certain -1>). Il suffit de 
munir l'ensemble convexe en question de la structure presque-complexe ·I>* J, pour 
faire de -1> un biholomorphisme. 

Définition 3.8. (cf [El-1],[El-2],[E1Gr]) Une variété de contact est une variété lisse 
V de dimension 2k-1 munie d'une distribution ~· d'hyperplans tangents de codimen
sion 1 complètement nonintégrable, c'est à dire une distribution qui peut être au 
moins localement définie par une 1-forme a telle que da n'est dégénérée en aucun 
point, c'est à dire a 1\ (da)k-l s'annule nulle part. 

Propriété 3.9. Si n est strictement pseudoconvexe alors il a un bord de type 
contact. 

Démonstration. Soit Ç la distribution d'hyperplans tangents sur an formée par les 
hyperplans presque-complexes 

{::} dc/>x(v) = O,dc/>x(Jv) = 0 

Notons dcc/>= (dc/>) o J. Ainsi un vecteur v de Txan est dans Çx si et seulement si 
~<Px,(v) =o. Ainsi, ç est définie par la 1-forme a= -~<P. Si n est strictement 
pseudoconvexe, da est tamed et donc non dégénérée. 

Définition 3.10. Un ouvert n de V vérifie la condition des disques si pour toute 
suite (un)EN de disques J-holomorphes définis sur .6. à valeurs dans n, convergente 
en tant que suite d'applications de 6. dans V vers un disque u tel que u(a.6.)nan = 
0, vérifie u(.6.) nan= 0. 

Propriété 3.11. La condition des disques est vérifiée par tout domaine pseudo
convexe (défini par une fonction plurisousharrrwnique). 

Démonstration. Soit (un)nEN une suite de disques J-holomorphes à valeurs dans 
n, convergeant vers un disque u tel que u(8.6.) nan= 0. Supposons qu'il existe 



zo dans ~ tel que u(z0 ) soit sur an. Soit cp une fonction C2 définissante pour fl, 
c'est à dire telle que n = {cp < 0} et dcp ne s'annule pas sur an. Ainsi p•)Ur tout 2: 

dans ~,u(z) appartient à n, et donc cp(u(z)) s O. Or comme u(zo) est sur le bord 
den, cp(u(zo)) =O. Donc cpou a un maximum à l'intérieur de~ et n'est donc pas 
sousharmonique. Donc cp n'est pas plurisousharmonique. ., 

La réciproque, pour une structure intégrable, a une preuve classique dont la clef 
est la plurisousharmonicité de la fonction 

V --------+ IR 
x ~ log(dù>t(x,an)) 

Dans le cas non intégrable, cette fonction n'a aucune raison d'être plurisoushar ... 
monique, et cette démonstration ne peut pas être utilisée. Nous ne savons pas si la 
réciproque est vraie pour une structure presque-complexe quelconque. 

Remarque 1. Si n est un domaine strictement pseudoconvexe relativement com·· 
pact de M, alors n est hyperboliquement plongé dans M. En effet, notons cp la 
fonction strictement plurisousharmonique définissante associée. Si n n'était pas 
hyperboliquement plongé, par Brody on produirait une ]-droite non constante f 
à valeurs dans n, et on pourrait supposer quitte à reparamétriser que f'(O) =/=O. 
Comme cp o f est sousharmonique bornée sur C donc constante, ce qu.;1 contredit 
~(cpo f)(O) >O. 

Remarque 2. Il suffirait d'après le théorème de Kiernan de montrer l'hyperbolicité 
complète locale des strictement pseudoconvexes pour en déduire leur hyperbolicité 
complète. Nous ne savons actuellement pas le montrer. Un cheminement possible 
serait de montrer que comme dans le cas standard il existe en tout point p du bord 
des courbes ]-complexes d'appui, c'est à dire des courbes ]-complexes extérieures 
à n, tangentes à an en p. On en déduirait l'hyperbolicité complète locale d'après 
le théorème principal. 

3.3 Propriétés des fonctions plurisousharmoniques. 

Il est naturel de savoir s'il existe toujours des fonctions plurisousharmoniques, 
pour une structure presque-complexe quelconque. La propriété suivante~ répond à 
cette question. Ce résultat n'est pas nouveau, Hormander l'a démontré en 196() 
dans [Hm]. En voici une preuve détaillée : 

Propriété 3.12. Soit un point p d'une variété presque comple:r:e. .n existe un 
système de coordonnées locales centré en p dans lequel la fonction cp: x~·-+ llxll 2 est 
plurisousharmonique. 

Démonstration. On choisit un système de coordonnées centré en p dans lequel 
J(p) = lst· Ainsi J(x) = lst + E(x) où pour tout point x, E(x) est un endo
morphisme de l'espace tangent tel que t:(O) =O. La variété est munie d'une forme 
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symplectique, qui trivialisée dans la carte locale considérée, donne une structure 
symplectique qui engendre avec J la métrique Riemannienne triviale < , . >. Ceci 
peut clairement être réalisé localement, et il n'y a pas d'objection au prolongement 
global d'une telle structure symplectique, étant donné la souplesse de ces structures 
(en particulier le fait de pouvoir utiliser des partitions de l'unité). Ainsi 

2n 

dcp = L 2xidxi 
i=l 

2n 2n 2n 

drccp(Ç) =- L21:idxi(JÇ) =- L2xiâxi(Jstf;.) -- L2xid1:i(.sÇ) = 
i=l i=l i=l 

n 

= -(2:'::2x2i-lç2i- 2x2i6i--l + L2XiéijÇj) 
i=l i,j 

n 

cE-cp= -(L 2x2i-ldX2i- 2x2id:z:2i-l + L 2xiEijdXj) 
i=l i,j 

n 

= 2::: -4dx2i-1Â dx2i- ~C fijdxi 1\ dxj 
i=l iJ 

en notant 

Les fonctions fij ainsi définies sont clairement continues. De plus, comme ~ê:ij est 
localement borné au voisinage de 0, fij (0) = O. Ainsi, en notant 

on a 

f = L fijdXi /\ dxj 
i,j 

Localement autour de 0, f est négligeable devant Wst, et donc, quitte à réduire 
suffisamment la carte locale considérée, la forme quadratique associée à la 2-forme 
â~q~ est définie positive, et cp est strictement plurisousharmonique. 

Remarque. Bien qu'il existe toujours des fonctions plurisousharmoniques dans le cas 
d'une structure presque-complexe non intégrable, le théorème suivant nous mon-· 
tre que celles-ci ne ressemblent pas autant qu'on l'aurait souhaité aux fonctions 
plurisousharmoniques du cas intégrable. 



Proposition 3.13. Pour une structure presque-complexe quelconque, <P: x~---+ llxll2 

n'est pas log-plurisousharmonique 

Démonstration. On travaille de nouveau dans une carte locale, et nous identifierons 
donc la variété avec un ouvert de IR.2n muni de la métrique Riemannienr1e triviale. 
En particulier, ici on peut identifier les points et les vecteurs. Considérons la 
fonction 'ljJ = log<;b. Montrons que 1j.1 n'est pas plurisousharmonique. 

2n 2 r 
d'lj; = L XiO,Xi 

i=l llxll2 

JC'lj;(Ç) = _ f 2xidxi(JÇ) == _ L 2xiJijdXj 

i=l llxll 2 
i,j llxll 2 

c -· _"""' 2llxll 2bikJijdXk !\ dxj + 2llxll 2x,, ~dxk !\ dxj- 4xkxilijdXk !\ dxj 
dd <P- ~ llxll4 

t,J,k 

d~<;b(Ç, JÇ) = .~ 1!:1! 4 [llxll 2 
lij (Jilt;zt;j -Çiljlt;z) + llxl\ 2xi ~~i: (JA:zt;zt;r-- Çkljz6)-·-

t,J,k,l 

-2xkxilij(lkzt;zt;j --Çkljzt;z)] 

2 
ddc</J(Ç, JÇ) = llxll 4 [llxii211Jt;ll2 + llx\l 2 \lt;ll2- 2 <x, JÇ >2 -2 <x,~ >2 + 

+llxll 2 L Xi ~Jij (Jkz6f;j- Çkljzt;z)] 
- . k l Xk 
t,J, ' 

Choisissons Ç tel que cette expression soit strictement négative, par exemple en 
fixant 

Or ~~ik est localement borné, donc le dernier terme est un O(llxW). Donc 

Ar 2 2 2 1 113 l .J x ' 2 da-<jJ(Ç, JÇ) = llxll 4 [Ill x\\ -!lxii + ()(\ x ) -4 <x, F~ > 

Mettons nous en dehors du cas particulier où .J est une isométrie pour ]a métrique 
Riemannienne triviale. Ainsi, il existe un x tel que Il J x Il f. Il x Il· Donc on peut 
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choisir xo tel que jjJxoll < llxoll· En effet, si i!Jxoll > llxoll nous n'avons qu'à le 
remplacer par J- 1 xo. Pour Xo, I!Jxll = kllxll avec 0 < k < 1, et tous les points x 
de cette direction (de la forme tx0 , pour t réel) vérifient cette égahté. Ainsi 

.«: ( ) 2 [( 2 l l 2 3 ] .he 2 
da- <P ç, J ç = Il x ll 4 k -- 1) 1 x 1 + () (Il x Il ) - 4 < x, n;;lp > 

qui est négatif pour x suffisamment petit. 
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CHAPITRE IV : CONCLUSION 

Les directions naturelles de recherche à l'issue de ce travail sont les suivantes : 

1) Montrer le théorème principal en dimension quelconque. Un tel 1és1ùtat ne 
peut être directement montré à l'aide de cette thèse, étant donné que la trivialisation 
locale de la structure presque-complexe de J.C Sikorav n'est vraie qu'en dimension 
4. 

2) Montrer un théorème de Bloch presque-complexe, c'est à dire que pour cer-· 
taines structures presque-complexes, pour tout diviseur D formé de 5 droites corn-· 
plexes en position générale, CP2\D est hyperbolique complet. Ce résulta,t est plus 
fort que le notre qui ne montre l'hyperbolicité complète que pour certaines struc-· 
tures presque-complexes, pour certains D en position générale formant un ouvert. 

3) Montrer l'existence de courbes J-complexe d'appui en tout point du bord d'un 
strictement pseudonvexe (voir la remarque faite en fin de paragraphe .3.2). Cela 
permettrait de montrer l'hyperbolicité complete des strictement pseudoconvexes. 

4) Nous avons montré que par deux points suffisamment proches il passait un 
J-disque. C'est l'objet du paragraphe 1.2. Une question qui se pose esl; de savoir 
s'il est possible de relier deux points quelconques d'une variété presque-complexe 
connexe. Rappelons que dans le cas intégrable, ce résultat se montre en considérant 
un chemin réel reliant les deux points, en l'approximant par un chemin analytique 
et en complexifiant. 
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ABSTRACT. The aim of this thesis is to prove in the scope of the almost-complex 
manifolds sorne results of the theory of Kobayashi hyperbolic manifolds. 

In a first part, it is proved that two points of an almost-complex manifold that 
are close enough are linked by a pseudo-holomorphie dise. To fulfil this condition is 
necessary to define the Kobayashi pseudo-metric. Most of the classical results about 
hyperbolicity are proved to be true in this scope (theorems of Barth, Royden, and 
Brody). 

In the second part, heart of this thesis, it is proved that each point on an almost 
complex surface has a basis of complete hyperbolic neighbourhoods (c.h .n.). More
over, if one removes a non-singular J-complex curve from such a neighbourhood, it is 
still complete hyperbolic. As a consequence of the existence of the c.h.n. we obtain 
the following statement : consider the Banach manifold consisting of the pairs ( J, D), 
where J is an almost complex structure on CP2 tamed by the Fubini-St.udy form 
and D is the union of five J-complex !ines in CP2 in general position. For (J, D) 
in a nonempty open subset in this Banach manifold (CP2 \ D, J) is hyperbolically 
imbedded into (CP2 , J). With this result, the theorem of Bloch can be generalized. 

In the third part, the notions of plurisubharmonicity and pseudoconvexity are 
studied in the case of a non-integrable almost-complex structure. After the definitions 
of these notions, following L. Hormander, the properties of <p : x>---> llxll 2 are studied 
in a well chosen coordinate system. 

RÉSUMÉ. L'objectif de cette thèse est de montrer dans le cadre des variétés presques
complexes un certain nombre de résultats de la théorie des variétés hyperboliques au 
sens de Kobayashi. 

Dans une première partie, u11 inontre qüe deux points d'une variété presque
complexe suffisamment proches sont joignables par nn disque pseudo-holomorphe, 
préalable nécessaire à la définition de la pseudo-distance de Kobayashi. On montre 
alors que la plupart des résultats classiques de la théorie relatifs à l'hyperbolicité 
(théorèmes de Barth, Royden et Brody) sont encore valables. 

La deuxième partie, cœur de cette thèse, a pour objet de montrer que chaque point 
d'une surface presque complexe a une base de voisinages hyperboliques complets 
(c.h.n.). De plus, si l'on retire une ]-courbe non singulière d'un tel voisinage, il reste 
hyperbolique complet. Une des conséquences de l'existence des c.h.n. est le résultat 
suivant : soit la variété Banachique constituée des paires ( J, D), où J est une structure 
presque-complexe sur CP2 adaptée à la forme symplectique de F'u.bini-Study et où D 
etiL ia 1éuH~v11 dt ci·r1q dï:""citc;:; .! ;:c~plc~~~~; de: fC.P2 e!! p0siti0!! p;PnPr~l0 Tl Pxiste un 
ouvert non vide de cette variété Banachiqne, tel que pour tout couple ( J, D) de cet 
ouvert, (CP2 \D, J) est plongé hyperboliquement dans (CP2 , J). Ce résultat nous 
permet de généraliser le théorème de Bloch. 

Enfin dans une troisième partie, on étudie les notions de plurisousharmonicité et 
de pseudoconvexité dans le cas d'une variété presque-complexe. Après avoir défini 
ces notions, à la suite de L. Hormander on étudie les propriétés de la fonction <p : 

x>---> llxll 2 dans un système de coordonnées adapté. 
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