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Que souhaiter aux jeunes qui se consacrent a la science?

Ivan Pavlov

14/09/1849 - 27/02/1936

De la constance avant tout:

Etudiez le b-a ba avant de vous attaquer aux sommets.
Assimilez d’abord une chose avant de passer a la suite.
Soyez réservés et patients.

Etudiez, comparez, accumulez les faits.

Ils sont l'air dont vit le savant.

Puis vient la modestie:
Ne croyez pas tout savoir.
L’orgueil ne doit pas vous emporter.

En dernier lieu la passion:
Sachez que la science exige de ’homme
qu’il lui consacre sa vie.

Soyez fervents dans vos recherches.
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PARTIE A



IDEAUX PREMIERS ET ALGEBRE HOMOLOGIQUE

DANS LES PRODUITS CROISES



PRIME IDEALS AND HOMOLOGICAL ALGEBRA

IN CROSSED PRODUCTS



SUMMARY

This thesis is a contribution to the study of noncommutative Noetherian rings. We
study prime ideals and homological algebra in a class of Noetherian rings which contain
enveloping algebras and rings of differential operators. Fix a field k of characteritic O.
Let R be a Noetherian k-algebra, g a finite dimensional Lie algebra, U(g) the enveloping
algebra of g and A the crossed product of R by U(g).

In the first part of this thesis, g is completely solvable and sometimes nilpotent. We
extend to A some well known results in enveloping algebras and differential operator rings.
More precisely, we study Tauvel’s height formula, catenarity and localization in A. As a
result on localization, we give some sufficient conditions for the primitive ideals of the
localization of A at a clique of prime ideals to be generated by a regular normalizing
sequence; this is a noncommutative analog of the concept of regularity of a commutative
ring. We have used this result to calculate the invariants of Bass.

- In the second part, g is often semisimple and the canonical injection of g in A is a
morphism of Lie algebras. We define various categories such as the category of Modules
over the ring of invariants, the category of all g-modules, the subcategory of those which
are locally finite and the subcategories of each which are also A-modules. We study the
functor which maps a g-module to its largest locally finite g-submodule, as well as related
hom-functors, induction functors and other functors, along with their derived functors.
We relate these derived functors by spectral sequences. We obtain some isomorphisms of
Ext groups. We study projective modules, injective modules and essential extensions in
the various categories. We calculate the Picard groups of the ring of invariants and we
discuss the semisimplicity of the category of locally finite A-modules. Most of these results
are well known in rings with algebraic group action.



Résumé détaillé des travaux

0 Introduction

Cette these sera présentée sous forme d’articles. Pour faciliter sa lecture,
nous avons jugé bon de faire précéder les articles par un résumé détaillé (ot
nous faisons apparaitre sans démonstration les principaux résultats) avec une
bibliographie propre. Ce résumé permet de faire un lien entre des articles
rédigés a des périodes différentes et qui ne sont pas toujours indépendants les
uns des autres,

Les anneaux non commutatifs sont actuellement ’'objet de recherches tres
actives. La théorie a particulierement suscité un vif intérét a cause de ses appli-
cations a des domaines connexes, en particulier, en théories des représentations
de groupes et d’algebres de Lie; mais aussi, parce que de nombreux résultats
et méthodes utilisés dans le cas commutatif ont été adaptés avec succeés au cas
non commutatif. :

Dans I’étude des anneaux noethériens non commutatifs, la localisation et
I’algeébre homologique ont recu une attention particuliére, notamment & cause
du roéle prépondérant qu’elles ont joué dans la théorie commutative: beaucoup
de résultats fondamentaux dans les anneaux noethériens commutatifs ont été
obtenus par des méthodes de localisation et par des méthodes homologiques.
La théorie des anneaux non commutatifs a vraiment débuté en 1958 avec le
théoreme de Goldie qui affirme que tout anneau noethérien premier admet
un anneau total des fractions: ce qui est 1’analogue du corps des fractions
dans la théorie commutative. C’est autour de cette méme période qu’ont été
publiés en algébre homologique Pouvrage [6] de Cartan-Eilenberg (qui fut sans
doute une étape importante dans 'histoire de l’algebre) et larticle [14] de
Grothendieck (qui est sans doute une bonne référence sur les suites spectrales).
Depuis cette période, 'intérét porté a I’étude des anneaux non commutatifs n’a
cessé de croitre. Parmi les anneaux noethériens non commutatifs étudiés de



fagon intensive ces derniéres années figurent les anneaux noethériens a identités
polynomiales, les algebres enveloppantes d’algebres de Lie de dimension finie
et les anneaux de groupes des groupes polycycliques par finis etc.

Dans cette thése, nous étudions les idéaux premiers (chaines d’idéaux pre-
miers, localisation et formule des hauteurs de Tauvel) et 1’algébre homologique
(modules projectifs et injectifs, résolutions injectives minimales, foncteurs co-
homologiques et suites spectrales) dans les produits croisés R« g, ou R est un
anneau et g une algebre de Lie de dimension finie: c¢’est une classe importante
d’anneaux non commutatifs qui contient les algebres enveloppantes d’algebres
de Lie, les anneaux d’opérateurs différentiels R[6y,0s,...,0n;01,09, ..., 0,] €t
lalgebre de Weyl A, (R).

Dans tout 'exposé, k est un corps, R une k-algébre, g une k-algébre de Lie
de dimension finie n et U(g) Palgébre enveloppante de g. On suppose que g
opere par dérivations sur R et on note R * g le produit croisé de R par U(g)
[3; 7; 27; 34]. L’anneau R * g est un R-module libre & droite et & gauche qui
contient R comme sous-algebre et U(g) comme sous-espace vectoriel. Il existe
une application linéaire § de g dans 'algébre de Lie des k-dérivations de R et
une application bilinéaire ¢ :g X g — R telle que [X,Y] — [X,Y] = ¢(X,Y);
ou X € g et X désigne I'image canonique de X dans R % g. Pour chaque
X € g, posons 6(X) = dx. On prolonge Paction de g & R x g, en posant
5x(a) = Xa — aX pour tout a € Rxg.

Si ’application ¢ est identiquement nulle (par exemple, si g est de dimension
1), alors § est un morphisme d’algébres de Lie de g dans I’algeébre de Lie des
k-dérivations de R et 'anneau R % g se note souvent R#U(g); dans ce cas, R
et U(g) sont des sous-g-modules de R#U(g). Si g est de dimension 1 de base
X, alors R#U(g) ~ R|[f,6], Pextension de Ore de R par § = dx, ou X est
envoyé sur 6. -

Ce travail est composé de deux paragraphes précédés chacun d’une in-
troduction. Dans le premier paragraphe, nous résumons les articles [15; 16
sections 1 & 4; 17; 18] qui traitent des chaines d’idéaux premiers et de la locali-
sation dans 'anneau Rxg; ou le plus souvent, g est nilpotente ou complétement
résoluble. Le deuxieéme paragraphe résume les articles [16 section 5; 19; 20] qui
traitent de I’algebre homologique dans la catégorie Modr4u (g)), des R#U(g)-
modules g-localement finis; ol g est souvent semi-simple.

Pour les démonstrations des principaux résultats énoncés, le lecteur pourra
consulter les articles concernés.

Dans tout ’exposé, le mot “noethérienne” signifie “ noethérienne & droite



et & gauche”.

1 Chaine d’idéaux premiers et localisation
dans les anneaux munis d’une action
d’algebre de Lie

Un sous-ensemble multiplicativement stable S d’'un anneau A vérifie la
condition de Ore a droite si quels que soient a € A et s € S, il existe a’ € A
et s € S tels que sa’ = as’. Un idéal premier P dans un anneau noethérien
premier A est dit localisable si ensemble C4(P) des éléments de A, réguliers
modulo P vérifie la condition de Ore a droite et & gauche.

Un anneau local (nécessairement noethérien) A d’idéal maximal M est dit
régulier si M est engendré par un ensemble régulier normalisant d’éléments de
cardinal d < oo. Pour un tel anneau, R. Walker [41] a montré que

d = gldim(A) = Kdim(A) = dim(A) = dimhs(A/M) = ht(M);

gldim, Kdim, dim et dimh, désignent respectivement la dimension globale,
la dimension de Krull au sens de Gabriel et de Rentschler, la dimension de
Krull classique et la dimension homologique et ht désigne la hauteur d’un
idéal premier.

Pour la définition de la clique d’un idéal premier dans un anneau noethérien,
on peut consulter [22, Chapitre 7].

Un anneau A est caténaire si chaque fois que P C @ sont deux idéaux
premiers de A, toutes les chalnes saturées d’idéaux premiers de A reliant P &
Q@ ont la méme longueur.

Rappelons quelques résultats sur lesquels sont basés nos travaux:

"~ Soient k algébriquement clos, g résoluble et A = U(g). Alors J.C.
McConnell [29, Theorem 3] a montré que A est hypernormale; i.e. les idéaux
de A sont engendrés par un ensemble normalisant d’éléments. Par conséquent,
les cliques d’idéaux premiers de A sont classiquement localisables [22, 7.2.16;
36] ou [5]. Soient P un idéal premier de A, 2(P) la clique de P et A7 le localisé
de A par rapport & Q(P). Alors K. Brown a montré que Ar se comporte
comme un anneau local régulier [5]. De fagon précise, il a montré que si M est
un idéal primitif de A7, alors M est engendré par un ensemble normalisant
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semi-invariant d’éléments de cardinal
d = |Za(P)| = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P)

olt |Z4(P)| < n désigne le cardinal d’un certain sous-ensemble de A. Dans le
méme article, il a calculé les invariants p; de Bass et il a montré que le grade
du A-module A/P est égal & la hauteur de P.

Pour les propriétés de la dimension de Gelfand-Kirillov sur k, notée
G Kdim, nous renvoyons le lecteur & [24; 27, Chapitre 8]. Dans [40], P. Tauvel
a montré que

GKdim(A) = GKdim(A/P) + ht(P) (%)

La formule (*) n’est pas toujours vraie dans une k-algébre quelconque, mais
elle 'est dans les algebres noethériennes premieres de type fini a identités
polynomiales {27, 10.13.6; 35, Theorem 4]. Nous allons P'appeler la formule
des hauteurs de Tauvel. M. Lorenz [26] a aussi montré que la formule des
hauteurs de Tauvel est vraie dans A. Il a utilisé ce résultat pour montrer que
si h est un idéal de g et si P est un idéal premier g-invariant de U(h), alors
g-ht(P) = ht(P); ol g-ht désigne la version g-invariante de la hauteur. Cette
relation entre la hauteur et la g-hauteur est aussi vraie, d’aprés [40], dans
lalgébre symétrique S(g) de g. Dans [11], O. Gabber a montré que I’anneau
A est caténaire; il en résulte que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie
pour les facteurs premiers de A.

Soient k£ non nécessairement algébriquement clos et g nilpotente. Alors J.C.
McConnell [28, Theorem 3.2] a montré que A est hypercentrale; i.e. les idéaux
de A sont engendrés par un ensemble centralisant d’éléments. Donc les idéaux
premiers de A sont classiquement localisables {22, 3.3.11, 3.3.20; 38, Corollary
1]. Dans [39, Theorem A}, P.F. Smith a aussi montré que A est hypercentrale.
Ensuite, il a montré que si P est un idéal premier de A, alors le localisé Ap de
A en P est un anneau local régulier de dimension au plus égale & n. Utilisant
ce résultat, M.P. Malliavin a montré [33, Corollaire 4.11, Proposition 4.12] que
A est caténaire et elle a calculé les invariants u; de Bass. La caténarité de A
a été aussi prouvée par T. Levasseur [25].

Soient R une k-algébre commutative noethérienne, § une k-dérivation de
R et R[f, 6] 'extension de Ore de R par 6. On suppose que R est d-localement
finie. Si Panneau des polynémes R|z] est caténaire, A.D. Bell et G. Sigurdsson
ont montré que 'anneau R[f, 8] est caténaire [2, Theorem 2.8]. Ce résultat a été
généralisé par une autre méthode de démonstration a ’anneau des opérateurs
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différentiels R[6, 0, ..., On; 01, 02, ..., 6,] par K. Brown, K. Goodearl et T. Lena-
gan [4].

Rappelons qu’un k-espace vectoriel M muni d’une action de g est g-
localement fini, si chaque élément de M est contenu dans un sous-espace vec-
toriel g-stable de dimension finie de M. Dans le cas particulier, ou g est de
dimension 1, donc R g ~ R[f,d], on préfere dire que R est “d-localement
finie” au lieu de “g-localement finie”.

Dans les articles [15; 16 section 1 & 4; 17; 18] , nous avons généralisé les
résultats énoncés ci-dessus a ’anneau R * g. Dans cette section, le corps k est
de caractéristique 0.

1.1 Condition d’hypernormalité et formule des hau-
teurs de Tauvel dans ’anneau R x g

Un idéal I de R est g-invariant si §x(I) C I pour tout X € g. Lorsque les
seuls idéaux g-invariants de R sont 0 et R, on dit que R est g-simple.

Soient R noethérienne et P un idéal premier g-invariant de R. On appelle
g-hauteur de P et on note g-ht(P) (si cette derniére est finie) la longueur
maximale des chaines d’idéaux premiers g-invariants de R d’extrémité P.

Un élément a de R est dit g-normal (g-central) si a est normal (central)
dans R et dx(a) = rxa ( 6x(a) = 0) pour tout X € g; ol rx est un élément
de R.

L’algébre R est dite g-hypernormale (g-hypercentrale) si, étant donné deux
idéaux g-invariants I C J de R, I'idéal J/I de R/I contient un élément g-
normal (g-central) non nul.

Soient k algébriquement clos, g résoluble, R commutative g-localement
finie. Alors R est g-hypernormale: c’est une conséquence du théoréme de Lie.

Si I est un idéal de R, on note IT le plus grand idéal g-invariant de R
contenu dans /. Soit R noethérienne a droite. Si I est un idéal premier de R,
alors It est aussi premier [2]. Si R est noethérienne & droite g-simple, alors R
est premiére.

Nous avons prouvé (16, Lemme 2.6], la version g-invariante du résultat bien
connu qui dit que dans un anneau noethérien hypernormal, les idéaux premiers
sont tous de hauteur finie. Ensuite, nous avons établi les résultats suivants:

Proposition 1.1.1 ([16, Proposition 2.7 et Corollaire 2.8]) Soient R
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noethérienne a droite g-hypernormale et P un idéal premier de R de hauteur

d < oo.
(1) Alors il existe une chalne saturée d’idéaux premiers

bhcPC..CPCP;=P

de R, ol un P, = P*.
(2) Si P est g-invariant, alors g-ht(P) = d.

Si by, by, ..., b; sont des éléments de R, on note (b1, bo, ..., b;) l'idéal de R

qu’ils engendrent.

Les éléments by, bs, ..., b forment un ensemble g-normalisant d’éléments de
R si

(i) by est un élément g-normal non nul de R;

(ii) b;+ (b1, ..., b;—1) est un élément g-normal non nul de R/ (b, ..., b;—1) pour
1< <.

On définit de fagon similaire la notion d’ensemble g-centralisant d’éléments
de R. Un ensemble g-normalisant (g-centralisant) d’éléments de R est un
ensemble normalisant (centralisant) d’éléments de R.

Théoréme 1.1.2 ([17, Théoréme 2.2]) Soient R noethérienne. Alors

(1) R est g-hypernormale si et seulement si chaque idéal g-invariant de R
est engendré par un ensemble g-normalisant d’éléments.

(2) R est g-hypercentrale si et seulement si chaque idéal g-invariant de R
est engendré par un ensemble g-centralisant d’éléments.

Il résulte de (1.1.2 (2)) que si R est noethérienne g-hypercentrale. alors
tous les idéaux premiers g-invariants de R sont classiquement localisables.

La g-dimension de Krull classique de R, notée g-dim(R) est la version g-
invariante de la dimension de Krull classique. Nous avons g-dim(R) < dim(R).

Soit R commutative de type fini g-simple. Alors R. Hart a montré que
R est un anneau régulier {21, Corollary of Theorem 1]. Nous précisons [16,
Théoréme 5.2] que la dimension de R est au plus égale & n. Nous avons utilisé
ce résultat pour montrer que si k£ est algébriquement clos, si g est résoluble et
si R est commutative g-simple, alors R est un anneau régulier de dimension
au plus égale & n. Nous avons prouvé:

Proposition 1.1.3 ([16, Théoréme 5.5]) Soient R commutative de type
fini g-hypernormale et P un idéal premier de R. Alors
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- ht(P) < g-ht(P) + n.

- dim(R)< g-dim(R) + n.

- ht(P) = g-ht(P*) + m; ol m est le nombre minimum de générateurs de
PRp/P*Rp.

La proposition 1.1.3 est améliorée si on suppose k algébriquement clos, g
résoluble et R g-localement finie [16, Théoréme 5.16].
A partir de maintenant, fixons un entier m tel que 0 < m < n.
Soit g completement résoluble. Fixons une série de composition de g; i.e.
une chaine
0=90CnC..Cgn=9g

d’ idéaux de g telle que g;,1/g; est de dimension 1. Nous poserons R; = R*g;;
0<i<netB=R,,; donc Ry = R et R*g, = R*g. Choisissons X; dans
g; — gi—1 tel que X; + g;—1 soit une base de g;/gi—1. Donc (X1, Xa, ..., X,) est
une base de g. Nous avons R; ~ R;_;[6;, d;], Uextension de Ore de R;_; par &;;
ott X; est envoyé sur 0; et 6;(r) = x,(r) pour tout r € R;_;.

Nous avons établi dans [16, Corollaires 2.16 et 2.18] les résultats suivants:

Proposition 1.1.4 (1) Soit g nilpotente. Si R est g -hypercentrale, alors
chaque R * g; est g-hypercentrale. En particulier, R * g est hypercentrale.

(2) Soit g complétement résoluble. Si R est g-hypernormale, alors chaque
R % g; est g-hypernormale. En particulier, R g est hypernormale.

On dit que la condition (C}) (resp. (Cs)) est satisfaite dans R si la formule
des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers g-invariants de R
(resp. si la g-hauteur et la hauteur sont finies et coincident sur les idéaux
premiers g-invariants de R).

Si R est g-simple (en particulier, si R est une algebre de Weyl sur k), les
conditions (C1) et (Cy) sont trivialement satisfaites dans R.

Si R est de type fini noethérienne premiere & identités polynomiales, la
condition (C}) est satisfaite dans R. D’apres la proposition (1.1.1), si R est
noethérienne & droite g-hypernormale, alors la condition (Cy) est satisfaite
dans R. Si g opére trivialement sur R, la condition (C3) est trivialement
satisfaite dans R. Si R est l'algebre enveloppante d’un idéal de g et si g est
complétement résoluble, alors les conditions (C}) et (Csy) sont satisfaites dans
R.

Nous avons montré dans [15] les résultat suivants:
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Proposition 1.1.5 ([15, Propositions 4.13 et 4.17]) Soient k&
algébriquement clos, g résoluble, R noethérienne de type fini, B = R % g,
et P un idéal premier g-invariant de B. On suppose que les conditions (C})
et (C2) sont satisfaites dans R, alors GKdim(B) = GKdim(B/P) + ht(P) et
g-ht(P) = ht(P).

En fait, la proposition 1.1.5 est vraie méme si k n’est pas algébriquement
clos, pourvu que g soit complétement résoluble.

1.2 Localisation dans DPanneau R x g lorsque g est
completement résoluble

On pourra consulter [16; 17; 18] pour les résultats de cette section. Les
notations et les conventions sont celles de (1.1).

Pour la démonstration du lemme suivant, on renvoie & [16, Corollaire 2.16;
17, Lemme 3.1].

Lemme 1.2.1 Soient g complétement résoluble, R noethérienne & droite
g-hypernormale, P un idéal premier g-invariant de B = R*g,,, P, = PN R; et
P,=PNR;_1;1<i<m. Alors P, et PR, = R; P, sont des idéaux premiers
g-invariants de R;. De plus, soit P, = PR, ou bien, il existe p € Py — R; P, tel
que

(i) dx(p) — uxp — mA(X)p € R; P, pour tout X € g; ol ux € R, m est le
degré minimal en X; d’un élément de P, — R; P, a coefficients dans R;_; et A
est un caractére de g.

(ii) p + R; P, est un élément normal dans R;/ P2 R;.

(iii) Si s € R; et ps € R;P,, alors s € R, P,.

(iv) pour tout g € P, il existe ¢ € C(P) tel que gc € R; P, + R;p.

Dans le lemme (1.2.1), si g est nilpotente et si R est g-hypercentrale, alors
dans la conclusion, ux = A = 0 et p + R; P, est central dans R;/P,R;. Nous
avons démontré [17, Théoreme 3.2 et Corollaire 3.4] les résultats suivants:

Théoréme 1.2.2 Soient g complétement résoluble, R noethérienne & droite
premiere g-hypernormale, B = R x g,,, P un idéal premier g-invariant local-

isable de B et Q = PN R. Si Q est localisable et si QR est engendré par
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un ensemble régulier g-normalisant d’éléments, alors Bp est un anneau local
régulier de dimension

Corollaire 1.2.3 Soient R commutative noethérienne integre, g nilpotente,
B = R * gy, P un idéal premier g-invariant de B et Q@ = PN R. Si QR est
engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments, alors P est local-
isable, PBp est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments
et
dim(Bp) = dim(Rg)+ [{i <m: PNR; # (PNR;i_1)R:}|

Soient A un anneau noethérien ou a identités polynomiales, P un idéal
premier de A et Fr(A/P) Panneau total des fractions de A/P. Si N est un
Fr(A/P)-module, on note {(N) sa longueur en tant que Fr(A/P)-module.
Soit M un A-module. Posons pour 7 > 0;

(P, M) = I(Fr(A/P) ®4 Exti(A/ P, M))/I(Fr(A/P)).

Si P est complétement premier, alors p;(P, M) est la dimension sur
Fr(A/P) du Fr(A/P)-espace vectoriel Fr(A/P)® 4 Exty(A/P, M). Ces nom-
bres p; ont été introduits en algeébre commutative par H. Bass [1] et dans les
algebres enveloppantes d’une algébre de Lie résoluble de dimension finie par
M.P. Malliavin [33}; dans les deux cas, P est complétement premier.

Corollaire 1.2.4 ([17, Corollaire 3.5]) Soient g nilpotente, R commutative
noethérienne integre, B = R % g,, et P un idéal premier g-invariant de B
de hauteur d. Si QRg est engendré par un ensemble régulier g-centralisant
d’éléments, alors p;(P, B) =0sii #d et uqs(P, B) = 1.

Soient A un anneau noethérien & droite et P un idéal premier de A. Le
grade du A-module A/P est l'entier

ja(A/P) = inf{i : Eats(A/P, A) # 0}

ou A/P et A sont considérés comme A-modules a gauche ou a droite.
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Corollaire 1.2.5 ([17, Corollaire 3.6]) Sous les hypothéses de (1.2.3),
jB(B/P) = ht(P).

Un élément a de R est semi-invariant si ’espace vectoriel ka est g-stable.

Soit S une k-algebre contenant K. Nous supposons que g agit aussi par
dérivations sur S et que cette action prolonge celle de g sur R.

Un élément s de S est (R, g)-admissible (fortement (R, g)-admissible) si
s normalise (centralise) R et dx(s) = Axs pour tout X € g, oll A\x est un
élément de k; la derniére condition signifie que s est un semi-invariant de R.

Nous dirons que S est (R, g)-admissible (fortement (R, g)-admissible) si,
chaque fois que I C J sont des idéaux g-invariants de S, 1'idéal J/I de S/I
contient un élément (R/INR, g)-admissible (fortement (R/INR, g)-admissible)
non nul.

Il est clair que si un élément de S est fortement (R, g)-admissible, alors il
est (R, g)-admissible et si S est fortement (R, g)-admissible, alors S est (R, g)-
admissible.

Un élément g-central ((R,g)-admissible) de R est fortement (R,g)-
admissible (g-normal) dans R. Si R est g-hypercentrale ((R, g)-admissible),
alors R est fortement (R,g)-admissible (¢g-hypernormale). Si R est hyper-
normale (hypercentrale) et si 'action de g est triviale, alors R est (R, g)-
admissible (fortement (R, g)-admissible). Si k est algébriquement clos, si g
est résoluble et si R est commutative g-localement finie, alors R est fortement
(R, g)-admissible.

A partir de maintenant, on suppose que le corps k est algébriquement
clos non dénombrable (par exemple, le corps des nombres complexes), R est
une k-algébre noethérienne, g est résoluble et A = R % g. On suppose aussi
que R est fortement (R, g)-admissible et que les idéaux premiers de I’anneau
des polynémes & une variable R[z] & coefficients dans R sont complétement
premiers. Donc les idéaux premiers de R*h sont complétement premiers pour
toute sous-algebre de Lie h de g [36]. Fixons un idéal premier P de A. Notons
Q(P) la clique de P. Posons

T=n{A-P'; ou P parcourt Q(P)}.

D’apres nos hypotheses, A est hypernormale. D’apres [22, Corollary 7.2.16],
QU(P) est classiquement localisable; donc 7 vérifie la condition de Ore dans
A. D’apres [22, 7.1], les idéaux primitifs & gauche de A1 sont aussi primitifs &
droite, Ar/M est un anneau simple artinien pour tout idéal primitif M de A7
et les idéaux primitifs de A7 sont de la forme P'Ar; o P’ parcourt Q(P).
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Théoréme 1.2.6 ([18, Theorem 2.5]) Soient R integre fortement (R, g)-
admissible et M un idéal primitif de Ar. Si QR est engendré par un ensemble
régulier g-centralisant d’éléments, alors

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-invariant
d’éléments de cardinal

d=dim(Ro) + [{i <n:PNR; # (PN Ri_1)R}

(2)
d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P).
Nous avons aussi discuté les nombres p; de Bass et nous avons relié la
hauteur de P au grade du A-module A/P comme dans (1.2.4) et (1.2.5).
Le théoréme 1.2.6 est une généralisation de [17, Théoréme 5.4], olt nous
avions supposé R commutative g-localement finie et I'mt identiquement nulle.

1.3 Localisation dans ’anneau R x g lorsque g est nilpo-
tente

Le lecteur pourra consulter [16] pour les démonstrations des résultats de
cette section dont le but est d’étudier la caténarité de I’anneau R % g par des
méthodes de localisation. Les notations et les conventions sont celles de (1.1)
et (1.2).

La g-caténarité est la version g-invariante de la caténarité dans un anneau
muni d’'une action d’algebre de Lie g.

Un idéal premier g-invariant () de R est g-régulierement localisable s’il
existe une chaine

0=QC<C..CQ=0Q

d’idéaux g-invariants de R telle que, si Q;_1 C @, il existe p € Q; — @Q;_1 tel
que

(1) p+ Qi1 est un élément g-central régulier de R/Q;_,

(2) pour tout ¢ € @, il existe ¢ € Cr(Q) tel que gc € Q;_1 + Rp.

Si tous les idéaux premiers g-invariants de R sont g-régulierement localis-
ables, on dit que R est g-régulierement localisable.

Théoreéme 1.3.1 [16, Théoreme 4.6]) Soient g nilpotente, R noethérienne
a droite, premiere g-hypercentrale, B = R * g,,, P un idéal premier g-invariant
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de Bet @Q = PN R. Si@ est grégulierement localisable, alors P est g-
réguliérement localisable et Bp est un anneau local régulier de dimension au
plus égale & dim(Rg) + m.

Sous les hypothéses du théoréme (1.3.1), nous avons calculé aussi les nom-
bres p; de Bass et nous avons relié la hauteur de P au grade du B-module

B/ P exactement comme dans (1.2.4) et (1.2.5).

Théréme 1.3.2 ([16, Proposition 4.10]) Soient ¢ nilpotente, R
noethérienne & droite premiére, g-hypercentrale, g-réguliérement localisable
et B = R+*g,. Alors B est g-caténaire. En particulier, R x g est caténaire.

Si R est noethérienne et si ) est un idéal premier g-invariant g¢g-
régulierement localisable de R, alors () est classiquement localisable et QRg
est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments.

1.4 Caténarité dans 1’anneau R#U(g) lorsque g est
abélienne

On conserve les notations et les conventions des paragraphes précédents.
On suppose que I'mt est identiquement nulle, g abélienne et R commutative.
On note S ’anneau des polynomes & m variables et & coefficients dans R.

Théoréme 1.4.1 ([16, Théoréme 3.6]) Soient R noethérienne g-
hypernormale et B = R#U(gm). Si S est caténaire ou g-caténaire, alors
B est g-caténaire. En particulier, R#U(g) est caténaire.

Corollaire 1.4.2 ([16, Corollaire 3.9]) Soient R de type fini g-hypernormale
et B = R#U(g,). Alors B est g-caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel
est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B. En particulier, R#U (g)
est universellement caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel est vraie
pour les facteurs premiers de R#U(g).

2 Algebre homologique dans la catégorie
Mod(ryv(g))
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Les résultats de cette section sont basés sur les travaux de A. R. Magid
[30; 31; 32], de F. du Cloux [8] et de I. Doraiswamy [9]. Soit & un corps
algébriquement clos, G un groupe algébrique affine sur k (le plus souvent
linéairement réductif et connexe), R une k-algébre commutative (noethérienne)
sur laquelle G opeére rationnellement par automorphismes d’anneau. Un R-
module qui est un G-module rationnel tel que les actions de R et G sont
compatibles est appelé un R — G-module.

Dans [30], Magid a défini les * dimensions homologiques (versions g-
invariantes des dimensions homologiques dans Modg), puis il a relié chaque
* dimension & la dimension homologique correspondante. Ce qui lui a per-
mis d’énoncer une condition nécessaire et suffisante pour que 'algebre R soit
réguliere ou de Gorenstein. Dans [31], il a étudié les propriétés homologiques
des R — G-modules, plus précisément, les modules injectifs, les résolutions in-
jectives minimales et la cohomologie. Dans [32], il a calculé le groupe de Picard
de P’anneau des invariants R® en relation avec le groupe de Picard de R et de
divers sous-groupes du groupe des caractéres x(G) de G.

Dans [9], I. Doraiswamy a montré que si R est commutative de type fini
G-simple et si G est linéairement réductif, alors la catégorie des R —G-modules
est semi-simple. Notre but est d’établir des résultats analogues a ceux obtenus
dans [9; 30; 31; 32] lorsque laction provient d’une algebre de Lie. Nous
obtenons aussi une généralisation de [32] et une suite spectrale de [8, Proposi-
tion 2.7.3].

A partir de maintenant, &k est de caractéristique 0 non nécessairement
algébriquement clos. Tous les modules sont des modules a gauche. Nous
notons Mod, (si A est un anneau) la catégorie des A-modules et par k-ev la
catégorie des espaces vectoriels sur k.

Un R-module M qui est un g-module tel que X (rm) = X(r)m + rX(m)

s’appelle un R#U(g)-module.
Nous allons noter Mod) la sous catégorie pleine de Mod, dont les objets

sont g-localement finis et par Mod(pay(y)) la catégorie des R#U(g)-modules
g-localement finis; c’est une sous catégorie pleine de Modruy/(y).-

2.1 Dimensions homologiques dans les anneaux munis
d’une action d’algebre de Lie
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On suppose que R est commutative. Soit M un R#U(g)-module.

- La g-dimension projective de M notée, g-pdr(M) est le plus petit entier
m tel que Extih(M, N) = 0 pour tout i > m et pour tout R#U(g)-module N.

- La g-dimension injective de M notée, g-idr(M) est le plus petit entier m
tel que Exty(N, M) = 0 pour tout ¢ > m et pour tout R#U(g)-module N.

- La g-dimension globale de R notée, g-gldim(R) est le plus petit entier m
tel que Exth(P,Q) = 0 pour tout i > m et pour tous R#U(g)-modules P et
Q.

Il est clair que g-pdr(M) < pdr(M); g-idr(M) < idr(M) et g-gldim(R) <
gldimd(R) pour tout R#U(g)-module M.

Une algebre (noethérienne) A est dite réguliére si Ap est un anneau local
régulier pour chaque idéal premier P de A. elle est dite de Gorenstein, si sa
dimension injective est finie.

Nous avons relié chaque g¢g-dimension homologique & la dimension ho-
mologique correspondante; par exemple, g-idp(M) < idr(M) < g-idp(M) +n.
Ensuite, nous avons montré.

Corollaire 2.1.4 ([16, Corollaires 5.20 et 5.21]) Soit R de type fini g-
hypernormale. Alors R est réguliére (resp. de Gorenstein) si et seulement si
Rg est réguliere (resp. de Gorenstein) pour tout idéal premier g-invariant @
de R.

Soient R g-localement finie non nécessairement de type fini et M un
R#U(g)-module g-localement fini (on dira que R est un * anneau et que M
est un * module). On définit de fagon similaire les * dimensions projective
de M notée, *pdr(M), injective de M notée, *idr(M) et globale de R, notée
*gldim(R). Supposons que R est un * anneau, k algébriquement clos et g
résoluble. Donc R est g-hypernormale. Nous avons relié chaque * dimension a
la dimension homologique correspondante exactement comme dans le cas des
g-dimensions. Nous avons aussi établi un résultat analogue a (2.1.4).

2.2 Foncteurs cohomologiques

Nous avons établi dans [19] (utilisant les méthodes de Magid) des résultats
similaires & ceux de [31] dans la catégorie des R#U(g)-modules g-localement
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finis. Signalons toutefois que notre algebre R n’est pas toujours commutative.
Tous les produits tensoriels et les“Hom” sont pris relativement a k.

Si M est un g-module, on note M9 = {m € M;X.m =0 VX € g},
I’ensemble des éléments g-invariants de M. Nous définissons un foncteur a =
(—)¢ de Mody) dans k-ev. Nous notons RPa(g, —) ses foncteurs dérivés droits

Nous noterons M) ’ensemble des éléments g-finis de M. On désigne par
H{,)(—) les foncteurs dérivés droits du foncteur M — M (@) défini de Mod,
dans Modg.

Nous introduisons aussi le foncteur Lg(—,—) = Homg(—,—) N
Homgy(—, —) défini de Modpyu () X Modruuy(g) dans Mod,) et nous notons
L%(—,—) ses foncteurs dérivés droits. Nous notons Extpyuy,)(—, —) si R est
g-localement finie, les foncteurs dérivés droits du foncteur Hompyyg)(—, —)
restreint a MOd(R#U(g)) X MOd(R#U(g)).

Si R = k, le foncteur L (—, —) et ses dérivés L5 (—, —) sont notés respective-

ment Homyg)(—, —) et Ezt(,)(—, —) par F. du Cloux [8]. On trouvera d’autres
propriétés homologigues des R#U(g)-modules dans [10].

Proposition 2.2.1 ({19, Proposition 2.22]) Soit R noethérienne g-
localement finie. Soient M et N dans Modruu(g)) avec M de type fini. Alors
nous avons la suite spectrale

= p+q

Rpa(g, E.’L‘t%(M, N)) = E:L'tR#U(g)(M, N)

Corollaire 2.2.2 ({19, Corollaire 2.25]) Soit R noethérienne g-localement
finie. Soient M et N dans Modruu(g)) avec M de type fini. Si g est semi-
simple, alors nous avons

=49

Proposition 2.2.3 ([19, Proposition 2.27]) Soient M et N deux R#U(g)-
modules. Alors nous avons
(1) la suite spectrale

HY (Exth(M,N)) = L& (M, N).
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(2) H[)(N) = L%(R, N) pour tout R#U(g)-module N.
La proposition (2.2.3 (1)) est une généralisation de [8, Corollaire 2].

Proposition 2.2.4 ([19, Propositions 2.30 et 2.31]) Soient M et N deux
R+#U (g)-modules. Alors nous avons
(1) les suites spectrales

H?(Bxth(M, N)) = Exthify (M, N)

et
RPa(g, LYH(M, N)) = Ext%;fU(g)(M, N)

(2)

(3) Si g est semi-simple, alors nous avons
LY(M, NY® = Eath (M, N).

La deuxiéme suite spectrale de la proposition (1) est une généralisation de [8,
Proposition 2.7.3].

Un cas particulier de (2.2.4) est celui ou g est le produit semi-direct d’un
idéal r par une sous-algebre de Lie s. Dans ce cas, U(g) ~ U(r)#U(s). Si de
plus, r est le radical résoluble de g (donc s est semi-simple), on obtient des
résultats intéressants [19, section 3].

2.3 Le foncteur Lg(R, —)

Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20]. L’anneau
des invariants RY est un sous-anneau de R; nous allons le noter S dans tout
Pexposé. Pour tout M dans Modg, on note Ls(R, M) ’ensemble des éléments
g-finis de Homg(R, M) muni de la structure de R#U(g)-module définie par
rf(s) = f(sr). Pour tout M € Modg, on pose (M), = M/M; ot M est le
sous g-module de M engendré par g.M. On note gy 'application canonique
M — (M),.

Dans la proposition suivante, nous montrons que le foncteur Lg(R, —) est
adjoint au foncteur (—)? restreint & Mod(ruv/(g))-
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Proposition 2.3.1 Soient M € Mods et N € Modpuyg)). Alors
Papplication ¢ : Hompgug)(N, Ls(R,M)) — Homg((N),, M) définie par
&(f)(gn(z)) = f(z)(1) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Le premier résultat important de [20] est:

Théoréme 2.3.2 ([20, Théoréme 2.4]) Soit g semi-simple.

(1) Si N € Modg et si M est un R#U(g) sous-module de Ls(R, N), alors
M9 = (0 implique M = 0.

(2) Si M — N est un monomorphisme essentiel de S-modules, alors
Ls(R, M) — Ls(R, N) est un monomorphisme essentiel de R#U(g)-modules.

(3) Si N € Mods, alors Eruy(g)(Ls(R, N)) est isomorphe & Ls(R, Eg(N)).

(4) Si N € Modsg, alors (Ergu(g)(Ls(R, N)))? est isomorphe & Eg(N).

D’apres (2.3.2 (1)), les R#U(g) sous-modules non nuls du R#U (g)-module
g-localement fini induit Lg(R, N) contiennent des éléments invariants non nuls.
Nous allons montrer ci-dessous que ceci implique que M est une extension
essentielle de RMY.

Corollaire 2.3.3 ([20, Corollaire 2.5]) Soit g semi-simple. Soient N €
Mods et M un R#U(g) sous-module non nul de Lg(R, N).

(1) Alors M est une extension essentielle de son sous-R#U (g)-module
RM?S.

(2) Sim € M et si py(rm) = 0 pour tout r € R, alors m = 0.

Pour tout M € Modruu (), nous allons poser
*M={meM telque py(rm)=0 pourtout r € R}.

Nous allons identifier dans Modruu(g) les modules injectifs de la forme
Ls(R,I), ou I est un injectif dans Modg.

Théoréme 2.3.4 ([20], Théoreme 2.8) Soit g semi-simple.

(1) Si E est un injectif dans Modpuu(g)) avec *E = 0, alors E9 est S-injectif
et E est R#U(g)-isomorphe a Ls(R, E9).

(2) Si M € Modryu(g)) avec *M = 0, alors Epuy(e)(M) est R#U(g)-
isomorphe & Ls(R, Eg(M?9)).

Nous dirons que la condition (o) est satisfaite dans Modruu(g)) si
Mod(ruu(g) admet un cogénérateur injectif C tel que *C' = 0.

17



Dans la proposition suivante, Nous montrons que sous certaines conditions,
le foncteur (—)? transforme les résolutions injectives minimales de Mod(r4u(g))
en résolutions injectives minimales de Mods.

Proposition 2.3.6 ([20, Proposition 2.13]) Soit g semi-simple. Sup-
posons que la condition (o) est satisfaite dans Modruu(g))- Soient R et S
noethériennes, M € Mod(ryu(s), {Erpuy) (M)} la résolution injective mini-
male de M dans Mod(rgu(g) et {E5(M?)} la résolution injective minimale de
M? dans Mods. Alors (Epyy,(M))? = E5(M?), pour tout i.

Théoréme 2.3.7 ([20, Théoréme 2.14]) Soit g semi-simple. Supposons que
la condition () est satisfaite dans Modryu(g))- Soient R et S noethériennes
avec S commutative. Soit M € Modruu () et pour tout P € spec(S),
soit w;(P, M?) le nombre de fois que Es(S/P) apparait dans E%(M?). Alors
Epuvs) (M) est la somme directe, pour P € spec(S) de p;(P, M?) copies de
Ergu(g) (R/PR).

La condition () sur Modrgu(g) est trop forte. Elle montre d’aprés [20,
2.10(2)] que si NV est un injectif dans Mod rgu (), alors N9 est S-injectif. Sous
une condition de finitude de R sur .S, nous allons montrer que R est S-plat.

Théoréme 2.3.8 ([20, Théoreme 2.17]) Soient g semi-simple et R commu-
tative. Supposons que le foncteur (—)9 transforme les injectifs de Mod(ruv (g))
en injectifs de Modg. Soit V un g-module simple de dimension finie. Si Ry
(composante g-isotypique) est de type fini comme S-module, alors Ry is S-
flat. Si Ry est de type fini comme S-module pour tout g-module simple de
dimesion finie W, alors R est S-plat.

La réciproque de (2.3.8) est aussi vraie.

Théoréme 2.3.9 ([20, Proposition 2.18]]) Soit ¢ semi-simple. Supposons
que R est plat comme S-module & droite. Alors le foncteur (—)¢ transforme
les injectifs de Mod(rym) en injectifs de Mods.

2.4 Le foncteur R®g (—) et le groupe de Picard de S

Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20]. On supose
que R est commutative. Nous voulons étudier le groupe de Picard de ’anneau
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R? = §. Si P est dans Modgryy(,), alors P? est dans Mods. Si P est un
S-module, R ®s P est un objet de Modpruy(y). Donc nous obtenons deux
foncteurs: R ®g (—) de Mods dans Modpyu(g et (—)¢ de Modruy(,) dans
Mods. Si R est g-localement finie, alors R ®g M est un objet de Mod(ryu(g)).-

Pour chaque M € Modpyu (g, soit cy: R®sM? — M I'application définie
par cpy(r®m) = rm  pour tout m € M,r € R. Alors cp est R#U(g)-linéaire.

Si M est un R-module, nous posons Homg(M, R) = M*.

Un objet M de Modpuy(g) est de type invariant si M = RM?Y.

Soient M € Modg et Mr = R®s M. Alors Mg est de type invariant. En
particulier, R est de type invariant. Nous avons montré le résultat suivant:

Proposition 2.4.1 ([20, Théoréme 3.9]) Soient g semi-simple, R g-
localement finie et P un projectif, de type fini et de type invariant dans

MOd(R#U(g)). Alors
(1) P9 est un projectif de type fini dans Mods.
(2) P* est de type invariant.
(3) Iapplication cp est un R#U(g)-isomorphisme.

La premiére assertion de (2.4.1) montre que le foncteur (—)¢ transforme
certains projectifs de Mod(ruu(g)) en projectifs de Modg. La troisieme asser-
tion de (2.4.1) montre que le rang de P comme R-module est égal au rang de
P9 comme S-module. Donc, si P est inversible comme R-module, alors P9 est

inversible comme S-module.
Notons Z(g, R) ’ensemble de toutes les applications additives de g vers R
qui vérifient la condition de cocycle [37]; i.e.

¢([X,Y]) = X(¢(Y)) — Y(¢(X))
Un R#U(g)-module M est dit inversible §’il est inversible comme R-
module.
Posons Ry = {a € R;X.a = ¢(X)a pourtout X € g ol ¢ €
Z(g, R)}.

Posons Z*(g,R) =
{¢ € Z(g,R); Ry contient un élément inversible de R} et Z°(g9,R) = {¢ €
Z(g,R);RRy =R et RR_s= R}.

Z™(g,R) et Z°(g,R) sont des sous-groupes de Z(g,R) et Z%(g,R) C
Z%(g, R).
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Les classes d’isomorphismes des R#U(g)-modules inversibles forment un
groupe commutatif sous les opérations induites par le produit tensoriel pris
sur R. Nous allons noter Pic(R, g) ce groupe. Si M est un R#U(g)-module
inversible, on désignera par {M} sa classe dans Pic(R,g). Nous noterons
les classes d’isomorphismes dans le groupe de Picard ordinaire Pic(.) par |
]. Nous avons un homomorphisme de groupes Pic(R, g) — Pic(R) défini par

Soit ¢ € Z(g,R). D’apres [37], il existe un R#U(g)-module inversible
M et un élément m € M tel que M = Rm et Xm = ¢(X)m pour tout
X € g. Un tel M sera noté R[¢]. Nous définissons un morphisme de groupes
p: Z(g,R) — Pic(R, g) en posant p(¢) = { R[¢]}.

Théoréme 2.4.3 ([20, Théoreme 3.13]) Sous les hypothéses et avec les
notations ci-dessus, nous avons une suite exacte de groupes

0— Z%(g9,R) — Z(g,R) — Pic(R,g) — Pic(R).

A partir de maintenant, nous supposons que 'action de g sur R est locale-
ment finie. Posons Zg(g, R)={¢ € Z(g, R) : Im(¢) est contenue dans un sous
g-module de dimension finie de R } : c’est un sous-groupe de Z(g, R).

Posons Picg(R,g) ={{M} € Pic(R,g): M est g-localement fini}.

Nous avons un homomorphisme de groupes Pic(S) — Picr(R,g) défini par
[M] — {MRg}.

Proposition 2.4.4 ([20, Proposition 3.14]) L’application Pic(S) —
Picgr(R, g) est une injection. Si g est semi-simple, I'image est {{M} €
Picr(R,g) telleque M est de type invariant}.

Posons  Zy(g, R) = Zr(g, R)NZ*(9,R) and Z(g, R) = Zr(9, R)NZ°(g, R)
Ce sont des sous-groupes de Zg(g, R) et nous avons Z%(g, R) C Zi(g, R).
Théoréme 2.4.5 ([20, Théoréme 3.16]) Il existe une suite exacte

20



Théoréme 2.4.6 ({20, Théoréme 3.19]) Soit g semi-simple. Alors il existe
une suite exacte

0 — Zx(9,R) — Zg(g,R) — Pic(S) — Pic(R).

Nous dirons que la condition (%) est satisfaite dans R si 'image de tout
élément de Zgr(g, R) est contenue dans une sous-algebre de dimension finie

g-stable de R.

La condition (*) est satisfaite dans R dans les cas suivants:

Premier cas. Si tout sous g-module de dimension finie de R est contenu
dans une sous-algebre de dimension finie g-stable de R. C’est le cas si R est

algébrique sur k.
Deuxiéme cas. Si tout élément de Zg(g, R) est un caractere de g.

Nous supposons a partir de maintenant que la condition (x) est satisfaite
dans R.

Lemme 2.4.7 ([20, Lemme 3.21]) Soit R intégre. Supposons qu'’il existe
un idéal maximal M de R tel que g M C M et R/IM ~ k. Si¢ € Z(g, R) est
non nul, alors RR, # R. En particulier, Z3(g, R) = 0. v

Corollaire 2.4.8 ([20, Corollaire 3.22]) Soit R intégre. S’il existe un idéal
maximal M de R tel que g M C M et R/M ~ k, alors Pic(S) — Pic(R) est
une injection. A

2.5 Semi-simplicité de la catégorie Modryy(q)
Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20, section 5.
Nous avons montré:

Théoreme ([20, Corollaire 5.3]) Soient g semi-simple et R commutative
noethérienne. Si R est semi-simple ou g-simple, alors la catégorie Mod(ruv (g)
est semi-simple.
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Abstract
Throughout this paper, k is an algebraically closed field of characteristic zero and R an

issociative algebra with identity over the field k.

If U is the enveloping algebra of a finite dimensional solvable Lie algebra, then P. Tauvcl
9] has shown that for every prime ideal P of U one has

d(U) =d(U/P) + htP, @)

vhere htP denotes the height of the prime ideal P of U and d(U ) denote the Gelfand-Kirillov
limension of U over k. We call (*) Tauvel's height formula.

Now, we fix an integer n and we form the differential operator rings
R = R[G 8_ ].. [Qn 5n] defined as follows : ‘
RO =R, R} = R[el, 81] is the Ore extension of R by 61 and for 2 <1i < n the ring
3, = R[(-) , O e [9-, 8.] is the Ore extension of R, | by 8. .
All the 5 are derivations of R and we set A = { 5 , Sn} .

We suppose that the two following condmons are always satisfied :
(1) R is stable under the action of each 6i fori=1,2,...,n).

(2) R is stable under the action of each Sj, for0<i<j<n.
IfPisad, - invariant prime ideal of R we use A, - htPtodenote the A, - height of

3, that is, the supremum of the lengths of chain ofA] . invariant prime ideals of R with P at

‘he top.

2077
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In this puper, we will show three results :

Proposition_ 3.2
Let R be an affine, lett and right Noetherian algebra over k and

A= RI’GI, 61] [Gn, 6"] with the conditions (1) and (2).

We suppose that on the A1 N invanant prime ideals of R :

(Cl) Tauvel's height formula is valid,

(Cz)The Al,n - height and the height are the same,

Then, if. for0<m<n Pisa Am+l,n
d(Rm) = d(Rm/P) + htP.

- invariant prime ideals of R, -one has

In particular, under these hypotheses, Tauvel's height formula is valid in

A=R(B],8,]..06,5].

Proposition 4.13
Let R be an affine, left and right Noetherian algebra over k, g a finite dimenstonal solvable

Lie algebra, h an ideal of g, A = R*g the crossed product of R by g and B = R*h . We

suppose that on the g - invariant prime ideals of R :
(C'l) Tauvel's height formula is valid,

(C'2) The g- height and the height are the same.
If P is a g-invariant prime ideal of B, then
d(B) = d(B/P) + htP.
In particular, under these hypotheses, Tauvel's height formula is valid in R*g.

Proposition 4.17
Under the hypotheses and the notations of the second result, if Q is a g-invariant prime

ideal of B, then g-ht Q = ht Q. This result has been established by M. Lorenz [6] in thc
particular case of an envelopmg algebra of a finite dimensional solvable Lie algebra.

0 - INTRODUCTION

Dans cet exposé, k est un corps commutatif algébriquement clos de caractéristique 0.
Soit A une k-algébre. La dimension de Gelfand-Kirillov de A, notée d(A), est définie par

d(A) = Sup Lim logn(dlmk(z V')) ,

n—+eo -0
ol V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de A, V° =k, VI =V et pouri > 1,
Vi={v| vy...v; olt les vi € V}. Pour les propriétés de la dimension de Gelfand-Kirillov, on
pourra consulter [5]. Si A est une k-algébre commutative intégre de type fim, alors il est bien
connu qu'on a, pour tout idéal premier P de A la formule
d(A)= d(A/P) + htP, )

ot htP désigne la hauteur de P (cf [8] et [6]). La formule
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d(A)= d(A/P) + htP

n'est pas toujours vraic dans une K-algébre quelconque A. Toutefois, si A est I'algébre
enveloppante d'une k-algébre de Lie résoluble de dimension tinie, alors Patrice Tauvel [9] a
montré que la formule

d(A)=d(A/P) + htP

est vraie dans A. Pour cette raison, on appellera (*) la formule des hauteurs de Tauvel.

Soit R une k-algébre commutative de type fini, & une k-dérivation de R. Si 8 est
localement finie, i.€ si chaque sous-espace vectoriel de dimension finie de R est contenu dans
un sous-espace vectoriel de dimension finie & -invariant de R, alors A.D. Bell et G.
Sigurdsson [1] ont montré que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie sur tout facteur
premier de I'anneau A =R [0, 3 ] : I'extension de Ore de R par 8. Ce résultat a été généralisé
par K.A. Brown, K.R. Goodearl et T.H. Lenagan a I'anneau A =R [6, 07, ..., 6,5 ; 01, 82,
...00] (cf [2]).

Nous alions montrer dans cet exposé que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie
dans I'anneau A = Rxg, ot R est une k-algebre nethérienne a droite et & gauche de type fini, g
une k-algébre de Lie résoluble de dimension finie n qui opére par dérivation sur R si on

suppose que sur les idéaux premiers g-invariants de R :
(C'l) la formule des hauteurs de Tauvel est vraie,

(C'2) la g-hauteur et la hauteur coincident.

Sous nos hypothéses, g est completement résoluble ; donc R*g est isomorphe & un
anneau de la forme R {01, 81]...[6y, Opl. ob
(1) R est stable sous I'action de chaque &; (i=1,2.., n),
(2) R[O1, 81] ...[6}, 8] est stable sous l'action des dérivations §j,1<i<j<n.

Posons A} = {8}, 82, ...8,} . Alors la g-hauteur et Ja hauteur coincident sur les idéaux
premiers g-invariants de R si et seulement si la A1 n-hauteur et la hauteur coincident sur les

idéaux premiers Ay - invariants de R.

. Plus généralement, nous allons montrer que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie
dans I'annean R {01, 81]1...[6, 8] avec les conditions (1) et (2), ob R est une k-algébre

neethérienne a droite et & gauche de type fini si on suppose que sur les idéaux premiers Aj -

invariants de R :
(Cl) la formule des hauteurs de Tauvel est vraie,

(C,) la Ap p-hauteur et la hauteur coincident.

Notre résultat généralise celui de Tauvel. Dans le paragraphe 1, nous définissons 'anneau
R [01. 81)...18y, 8p). Dans le paragraphe 2, nous avons réuni quelques résultats sur les idéaux
de R [07, 81]--.[0y, 8] dont on se servira aux paragraphes 3 et 4 consacrés aux résultats que

nous avons annonces.
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Dans tout I'exposé, on désignera par R une k-algébre associative unitaire et on dira tout

simplement que R est une k-algebre. De méme. on fixe un entier n une fois pour toutes.

1 - CONSTRUCTION DE L'ANNEAU R[], 8]]..[00, 841

Soient k un corps et R une k-algebre. Si 81 est une k-dérivation de R, on peut construire
l'extension de Ore de R par 81 qu'on note R0, §;] . C'est une k-algébre associative et

unitaire dans laquelle la multiplication est définie i partir de celle de R et de la relation

O1r - r0) = 31(r) pourtoutre R . L'algébre R [01. d1] est un R-module libre a droite et &

gauche dont les €léments sont de la forme Z ri9l1, oliles r; sont des éléments de R .L'algébre
iz0

R [0, 81] contient R comme sous-algebre.

Si &7 est une k-dérivation de R [8], 81], on consiruit de la méme maniére, 'extension de
Ore de R [0}, 1] par 82 que I'on note R [0], 81] (82, 82} .

Ainsi, par ce procédé, on construit pour n 2, l'anneau R [0}, 61]...[0),, 8,] extension
de Ore de R [0, 81])... [B-1, 8,-1) par 8y . Dans tout I'exposé, on supposera que les deux
conditions suivantes sont toujours réalisées :

(1) R est stable sous l'action de chaque dérivation d; (i=1,2..., n),

(2) R[0],61]...[6;, 8;] est stable sous I'action de chaque &, 1 i <j<n. '

2 - LES IDEAUX PREMIERS DANS R [81, §1]...[0n, 8y

Soient R une k-algebre et Ay ;, = {81, 82, ...8,} un ensemble fini de k-dérivations de R.

Définition 2.1

Un idéal Q de R estdit A p-invariantsiona 81 (Q S Q pouri=1,2, ., n

Notation
On notera R [0, 81] ..[68}, §;]=R; pour0<i<n,Rg=R R =A
et Ajj=1{8;; 8j+1... §j}pour 1 <i<j<n. OnadoncAjj=8jpouri=1,2, .., n.

Remarque
On aAyyy, =9 . Pour cela, dans tout I'exposé, un id€al Apyq p -invariantde A = Rn

est tout simplement un idéal de A.

Lemme?2.2
Soient R une k-algébre et A =R [0}, 81]...[08,, 8,
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(i) Si P est un idéal premier Aj+1.,, -invariant de Rj, alors PN R; est un idéal premier
+1,n -invariantde R, pour 0 <i<j<n. V
(ii) Si Q est un idéal Ajy ) p -invariantde Rj, alors (QR|) Ry = QR

ourO0<i<l<m<n.
(iii) Si Q est un idéal Ay prinvariantde R, alors QRj = RjQpour0<i<j<n.

Par suite, QRj estunidéal bilatere de Rj. De plus, Q Rj est Aj+1, n -invariant.

(iv) Si Q est un idéal Aj 4 p, -invariant de Rj. alors QRm est un idéal premier
n+1,n -invariant de Rm pour 0 <i<m<n.

Preuve

(i) Ona Rj = Rj-1 [Oj, Sj] . Donc (cf [7] 14.2.5) PRy est un idéal premier 6j~
variant de Rj-1. Par suite, P MRy est Ajy, p -invariant car P est Ajy; p  -invariant et

-1 eststable sous l'action de chaque élément de A4, - On en déduit que P ™ Rj.y est un

fal premier Aj pp -invariant de Rj-1 . Nous avons

Rj-1 =Rj2 (6.1, 8j.1),
mc (P N R;.1) M R;.2 est un idéal premier §;.1 -invariant de Rj-2 .
) ) J )
e plus, (P N Rj)) MRjzest Aj,n -invariant ; donc (P Rj ) O Rj-z est un idéal premier
i-1,n ‘-invan'am de Rj-2 . Or(PNR.DN Rj.2 =P N Rj-2, donc P M Rj_z est un” idéal
‘emier Aj_l’n—invariant de Rj.2. En continuant ce processus, on montre de proche et proche

1e P M Rj est un idéal premier Aj; ] yp-invariant de Rj pour 0 <i<j<n. Ce qui prouve (i).

(i) Cest évident.
(i) Soit Q un idéal Aj4 , -invariant de R;. Un élément de Q Rj+] est une combinaison

PPN . : A Loy s
aéaire 2 coefficients dans Q en les mondmes 0,7, ol ¢;,, € IN. On montre de proche en

‘oche que, pour tout q appartenant & Q, on a

Oita=q6hi+ ) ‘ . )8'('1:” @l

Bist < &ty B

car Rj + 1= Rj [9i+1 , 5i+1] . On en déduit que

alff:-l -Bin @ e[l}:l)

ofiQeQelis ¥ [
B < Wiy B
onc Rj;1 QS QRjsq car Q est d4 |- invariant . On montre de méme qus
'Ri+1 S Rj4+1Q,donc QRj 4} = Rj4+1Q
Dapres (i), on a QR + 2=(QRj 4+ ) Rj 4+ 2=Rj 4+ 2 (Rj+ 1 Q) =Rj 42 Q. Ainsi, de
roche en proche on obtient QRj=RjQpourj>i.
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. . - - I Uyl ;. P
Fixons un indice | avec j <1< nct considérons 48i41--- 9; jcomme élément de R} _]. On a

8lq0%i... 6] = ud (6757 0%)+ 8 (@ 657, 67 QR

1+l

car 8| est une dérivation de Ry _ |. Tidéal Q est §)-invariant et R; est stable sous l'action de §j.
On en déduit que &) (Q R;) < QRj pour 1 fixé, j<1<n.Donc Q Rj est Ajﬂ_n -mmvariant. Ce

qui prouve (iti).
(iv) Soit Q un idéal premier Ajy| - invariantde Rj (1=0, 1, ..., n).

Donc Q est 84 -invariant. Or Ry 4+ 1 = Rj [8j+71. O8j+1), donc (cf [8] 14.2.5)
QRj+1 estunidéal premier de R 4 et il est Ajy prinvariant.

On monue de méme que (QR; 4 1) R; + 2 =QR; 4 2 est un idéal premier de Rj 4 et il
est Aj+3 p -invariant. De proche en proche, on montre par ce procéde que Q Ry, est un idéal

premier A 4] p-invariant de Ry, 0 <i<m < m.

Lemme 2.3
Soicnt R une k-algebre noethérienne a droite ct 4 gauche de type fini,
A =R [0}, 31)..[6n, Oy). On suppose que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie sur les

idéaux premiers A] y-invariants de R. Soit P un idéal premier de Aet Q=P M R. Alors
d(A) - d (A/P) ShiQ +n.

Preuve

Comme R est une sous-algébre de A et Q =P MR, I'anneau R/Q est une sous-
algebre de A/P. 1l en résulte (cf asn que d (R/Q) <d (A/P). Or Q est un idéal premier
A} p-invariant de R, donc, d'apres I'hypothése, on a d (R/Q) = d (R) - htQ et, puisque R
est une k-algéblle de type fini, il vient d(A)=d (R) + n (cf [7]) ; d'ob le résultat.

Lemme 24
Soient R une k-algebre, A =R {81, 81]...[0y, 8], Q un idéal premier Ay p-invariant de

R. Alors A/QA est isomorphe & R/Q [0, S,]...[en, S,,], ou les Si sont induites par les ;, R/Q

est stable sous l'action de chaque §; et R/Q [0, S,]...[ei, Si] est stable sous l'action des

dérivations 8;,; , ... ,On.

Preuve

D'aprés les hypothéses, Q Rj est un idéal Aj+1,n -invariant de R; pour 0 < i < n. Posons

pour 1 <j<n-i,



LA FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL 2083

di+j (Ri+ QRi) = 5i+j (Rj) + QR;.
Les §j+j sont des dérivations de Rj/Q Rj. On peut donc construire de tagon naturelle
I'extension de Ore Ri/QR; [0 1. 8i+1] de Ry/QR; par §j41. Or (Q Rj) Riy] = QRj4y donc
R; + 1/QRi+1 = Ry/QR; [6; 4 |, & + 1) Ainsi, on a

A/QA =Rp - 1/QRp - 1 19y, 5l
- Rn-leRn-len- 1 n-1] lén~ &nl
=..=R/Q[0}.51] ... 0. 8nl.
Définition 2.5

Soient R une k-algébre noethérienne & droite et & gauche, A 4 = {81, 82, ...8,) un
ensemble fini de k-dérivations de R et Q un idéal premier Ay, - invariant de R. On appelle

A} p - hauteur de Q, eton note A j, -htQ, la longueur maximale des chaines d'idéaux premiers
A} p - invariants de R d'extrémité Q.

Remarque
OnaAj ,-htQ<hQ.

Lemme 2.6

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et a gauche, A =R [0}, 81]...[0y, 8y]. On

suppose que Aj  -ht (PMR) = ht (PPR) pour tout idéal premier P de A. Alors, pour tout idéal
premier Ay . - ifivariant Q de R; ona

(1) Ay -ht (QOR) =ht (QMR) pour 0 Si <n.
() Ak -ht (Q"R) =ht (QR) pour 1 < j <k <n.

Preuve

(1) D'aprés 2.2, QA est un idéal premier de A et A est un Rj -module libre i droite et 2
gauche. On a donc QAMRi = Q, d'olr

QAMR = (QAMRi) "R = Q"R.

Par hypothése, Aj g -ht (QAMR) =ht (QAMR). On en déduit que
A1 p -t (QMR) =ht (QMR), d'our (1).
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(2) Compte tenu de (1), il vient A |, -ht (QTR) = ht (QMR) ; or .
Ay p -ht (QTR) < Aj,k -ht (QMR), done ht (QMR) < Aj,k -ht (QMR). Puisque
Ajk -ht (QOR) s ht (QMR),

on obtient I'égalité.
Corollaire 2.7

Soient R une k-algébre nocthérienne i droite et & gauche, A =R [0}, 81])...[0, d,). On
suppose que Aj p -ht (PPR) = ht (PMR) pour tout idéal premier P de A. Alors, pour tout idéal

premier Aj j, - invariant Q de R, on a
A|  -htQ = hQ et réciproquement.

Preuve

On pose i = 0 dans 2.6 (1), d'oti la premiere assertion. Réciproquement, si P est un idéal
premier de A, alors PR est un idéal premier A p; - invariant de R.

Définition 2.8

Soient R une k-algébre et A} = {3],...,04} un ensemble fini de k-dérivations de R. On
dit que R est A1 j simple si les seuls idéaux Aj y, - invariants de R sont (0) et R.

Lemme 2.9

Soient R une k-algébre et A =R [0, 81]..[6p, 84]. L'algebre R est A  simple siet .

seulement si POR = (0)' pour tout id€al bilatére propre P de A.

Preuve

Si P est un idéal propre de A, alors PR est un idéal A1 - invariant de Ret PR # R.

Par suite, si R est Aj , - simple, on obtient PR = 0.
Réciproquement, soit Q # R unidéal Aj p, - invariant de R. Alors QA est un idéal bilatere

propre de A, donc QAMR = 0. Comme QAMR = Q, il vient Q=0etRest A} - siniple.,

3. LA FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL DANS
L'ANNEAU R [01, 81)..[0, 8p]-

Soient R une k-algébre noethérienne a droite et a gauche, A =Ry =R [01, 81]...[8p, Ol
On suppose que la A} p, -hauteur et la hauteur coincident sur les idéaux premiers Ay p -
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wariants de R. Soit P un idéal premier Ay | -invasiantde Ry .m<$n, Q =PR et htQ = L.

Jors At p -htQ = htQ. et il existe donc une chaine d'idéaux premiersdy j, - invariants de R de

sngueur | et d'extrémité Q

QcQ e  cQ=Q.

Posons Pj =QjRm pour O0<i<let Pl +i=(PMRj) Ry pour 1 <i < m. D'aprés 2.2,
bus les Pj sontdes idéaux premiers Ay p invariams de Ry ¢t on a Plym = P. Compte tenu

u fait que R=RoC Ry C ... Ry, on obtient la chaine d'idéaux premiers Apij -

wvariants de Ry d’'exuémité P
PocPic...cP=QAcCcP ., c..CPun=P (*)

Sous ces hypotheses et notations, on a
Proposition 3.1

Soient R une k-algdbre noethérienne a droite et a gauche de type fini,
\ =R({01, 81]...[0p. Sx). On suppose que les conditions (Cy) et (C2) sont satisfaites sur les

déaux premiers A} p - invariants de R.

Alors, si pour 0 <m <n, P estun idéal premier A4  invariant de Ry, 1a chaine (Ma
our longueur d (Rm) - d (Rm /P).

Preuve

Pour m =0, on a Rm =R et P est un idéal premier A} ;, - invariant de R. La proposition
st donc vraie d'aprés les hypothéses. 4 v
Supposons m = 1. Alors R] = R[01, 61], P est un idéal premier Ay |, - invariant de Rj.

.a chaine (*) se réduit 2 la chaine d'idéaux premiers Aj y, - invariants de Ry
PocPic...cP =QR=QR; CPyy =P (o)

0 Py = Qi Ry pour 0 <i <1, 1= htQ, Q =P MR etchaque Qj est un idéal premier
\1,n -invariantde Ravec Qj=Qet

QcQc . cQ=Q (6)

D'aprés nos hypothéses, la chaine ([3) a pour longueur I = htQ = d (R) - d {(&/Q). Or
1 /Q R1 = R/Q[61,061] et R est de type fini, donc (cf [8] 8.2.10) on a
| (R] /QR1)=dR/Q) + 1 et d (R1) =d (R) + 1. Il en résulte que la chaine (ﬁ} a pour
ongueurd (R1)-d (R1/QR}).
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Si Pj=Pi+] pourunindice i. 0 <1 <1- 1 alors Qi R1MR = Qj+] R1™MR. Or R est un
R-module hbre & droite et a gauche. donc
Qi R17MR = Qj et Qj4+1R1MR = Qj4].

On aurait donc Qj = Qj+]. Ce qui est une contradiction. On a donc Pj C Pj4.} pour
0<i< 1 - 1 Lachaine PoC P1C...CP] a donc méme longueur que la chaine (B) Sa
longueur est donc d (R]) - d(R] /Q Ry). SiP =P = QR], alors la démonstration est
terminée. Si P D P| = QR , alors la chaine () a pour longueur

d (R -dR/QRYD+1=dRD-@ R1/QR1) - D).

Nous allons montrer que d (R} /P) =d (R1/Q R1) - 1. Comme R/Q est une sous-
algébre de R1/P, on a d (R/Q) <d (R1/P), c'est-a-dire que d (R} /QR1)-1<d (R /P).
Or P et Q Ry sontdes idéaux premiers de Ry et P> Q R} ; donc P/Q R1 est un idéal premier
non réduit a (0) de I'anneau R} /Q R} qui est un anneau premier de Goldie. L'idéal P/Q R}

contient donc des éléments réguliers (cf (7] 2; 2.1, 3.4 et 3.5). Il en résuite que
d(R1 /P) =d (R1/QR1) - I (cf [5] 3.15). Ce qui achéve la démonstration lorsque m = 1.

Supposons donc la proposition vraie dans I'anneau Rj, 0 <i<m. )
Ona Rm =Rm -1 [0, 8y]. Posons P' = PO Ry - 1 ; donc P' est un idéal premier
Am,n- invaniantde Rm-] etona ‘
P'OR = (PPR-1) "R=PMR = Q.
Posons P} = QjRip-] pour 0<i<letPl4i=(P"™Rj) Rp-1pour1 <i<m-1.0na
donc P’ =P'j+m-1.

D'apres I'hypothese de récurrence, la chaine d'idéaux premiers A, p - invariants de

Rm-1
PpcP,c..cPc..P,,, =P (o)

a pour longueurd (Rm-1) - d (Rm-1/P). Comme Ry est une k-algébre de type fini, on a
d Rm) =d(Rm-D)+letd Rm/P'Rm) =d Rm-1/P) + 1

car Rm /P'Rm = Rm-1/P' [6m, dm]. On en déduit que la chaine (&) a pour longueur
d Rm) - d (Rm /P'Rm). Chaque Qj est A} j - invariant, donc (cf lemme 2.2) chaque P,Rm

est un idéal premier Am + 1,n - invariant de Ry et
P'i Rm = (QiRm-1)Rm = QiRm = Pj, 0<i <1

Pour 1 £i<m-1, on a PNRj =P MR} donc (cf lemme 2;2) chaque P'j+j Rip est un
idéal premier A + 1,n - invariant de Ry et
P']+] an = ((P m Ri) Rm»l) m = ((P N R; )Rm l) Rm (P N R; ) Rm = PH»i .
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Ainsi. pour tout i, 0 £i <1+ m - 1. chaque P'j Ryyy est un idéal premier Ajp + |y - invariant de
Rm et on a P'j Ry = Pj. L'anneau Ry est un Rpyy- |-module hibre a droite et a gauche. donc
pour chaque i, ona P =P Rm) M Rm-1 = PiDO Ry 1. Ainst. pour 0<i <14 1 - 2, on
a Pj =Pj+] sietseulementsi Pj=Pj+].1lenrésulte que lachaine Poc Py < ... € Pl
a méme longueur que la chaine (o). Sa longueur est donc
d(Rm) - d(Rm/P'Rm). On a Plam-1 =Pl4m-1 Rm =P Rm.
Si P = P'Rim, alors la démonstration est terminée.
Si P2 P' Ryp, alors la chaine (*) a pour longueur
d(Rm) - d Rm/P'Rm)+ 1= d(Rpm)-(d(Rm/PRm)-1).

Montrons que d (Rin/P) = d (Rip/P'Ripy) - 1. Comme Rpy-1/P" est une sous algébre de Ryy/P,
onad(Rmp-1/P) £ d (Rm/P), c'est a dire que d (Ryy/P'Ryy) - 1 £ d (Ryy/P) 5 or Ryy/P'Rypy
est un anneau premier de Goldie et P/P'Rip est un idéal premier non réduit a (0) de Ryp/P'Rpy,
donc (cf [5] 3.15) onad (Rin /P) £ d (Rpy/ P'Riy) - L. Ce qui achéve la démonstration.

Proposition 3.2

Soient R une k-algébre ncethérienne a droite et a gauche de type fini,
A =R [01,81)...[64.8,). On suppose que les conditions (Cy) et (C2) sont satisfaites sur
les idéaux premiers Ay p - invariants de R. v
Alors, si, pour o <m < n, P estun idéal premier A1 p - invariant de Ry, on.a
d (Rm)=d (Rm/P)+ht P

Preuve »
» D'aprés_ la proposition précédente, on a d (Rm) - d (Rm/P) < htP. Or (cf {5] 3.16) on a
d Rm) - d Rm/P) = htP. ' :

Corollaire 3.3

Soient R une k-algébre ncethérienne & droite et & gauche de type fini, Ay p - simple,
A =R [01, 81])...10p. 8y]. Si P est un idéal premier A+, - invariant de Ry, 0 < m < n,

alors
' d (Rm) =d (Ry/P) + htP.

Preuve

Sous nos hypotheses, le seul idéal premier A} p-invariant de R est (0) et les hypothéses

de la proposition 3.2 sont satisfaites.
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Corollaire 3.4

La formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans 'anneau A = K [Xy,..., xp) [v. 8i]. o §;

est la dérivation par rapport a I'une des variables xj.

Preuve

Supposons i = n. L'anneau A est donc isoinorphe a2 un anneau de la forme

R [x,,][y . %J =R [xn , 8'1][y , 53] , ol

R=kfxi, ... vxn-l]»a'l =Oc16'2.—__§_'
I

Posons Ay = {81',82'}. Tous les idéaux premiers de R sont Ay 2 - invariants et la formule

des hauteurs de Tauvel est vraie dans R. La proposition 3.2 donne le résultat.

Corollaire 3.5

Soient R une k-algébre nccthérienne a droite et a gauche de type fini dans laquelle la
formule des hauteurs de Tauvel est vraie, Ap (k) la néme algébre de Weyl sur k,
A = Ap (R)=R ® Ap(k) et Pun idéal premier de A. Alors d(A)=d (A/P) + htP.

Preuve

L'algébre Ap(k) est isomorphe a-un anneau de la forme

ARSI P2 N M A
It en résulte que A = Ap(R) = R ® Ap(k) est isomorphe a un anneau de la forme

R[Xl ) e ,Xn][)'l ’&l—]'”[yn ‘éx_n:! '

ourxj-xir=0=ryj-yjr,1<i<n L'anncau A est donc isomorphe i un anneau de la forme
Rixp, 8110x2, 82)..[xns Snlly1, Suetd [ yn, S2nl,

o & = 0 pour 1 < i £ n et 5.,+j=37 pour 1 < ) < n. Posons
; _

Ajon = {8, ,02, .h 82,,}. Par hypotheése, la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R .
Comme tous les idéaux de R sont A 2, - invariants, la proposition (3.2) donne le vésultat.

Corollaire 3.

Soient R une k-algébre ncethérienne a droite et & gauche de type fini,

A = R[(-)] ,02, ..., (-),,], I'anneau des polyndémes & n variables. On suppose que la formule



A FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL . © 2089

es hauteurs de Tauvel est vraie dans R. Soit P un idéal premier de A. Alors
d (A)=d (A/P) + lP.

Preuve

Dans la proposition 3.2 on pose tous les §; = et m =n.

Remarque
On a toujours d (R [Gl B 6,,]) =d (R) + n. Donc, dans le corollaire 3.6, on peut

emplacer R de type fini par d (R) < +eo.

Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition 3.2.

orollaire 3.7

Soient R une k-algébre ncethérienne 2 droite et & gauche de type fini, A = R [0, 8]. On
suppose que les conditions (Cy) et (Cp) sont satisfaites sur les idéaux premiers d-invariants de

R.Si P est un idéal premier de A, alors
d (A) =d (A/P) + htP.

Le résultat suivant généralise le corollaire (3.7).

Proposition 3.8

Soient R une k-algébre ncethérienne a droite et 2 gauche de type fini, A =R [6 d). On
suppose que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers d-invariants
de R. Si P est un idéal premier de A tel que &-ht (PPOR) = hi (PMR), alors

d (A) =d (A/P) + htP.

Preuve
Posons PR = Q. On a 3-htQ = htQ. Il existe donc une chaine d'idéaux premiers 8-
invariants de R de longueur | = htQ et d'extrémité Q

QcQic . cQ1=Q

Posons Pj= QjA, 0<i<letPj41 =P. Ona QA = QA C Pet tous les QjA sont des

idéaux premiers de A. On obtient donc la chaine d'idéaux premiers de A d'extrémité P
PocPic...cP =QA=QACPL =P *)

Par une démonstration similaire 4 celle qui a été faite en 3.1 lorsque m = 1, on montre que

cette chaine (¥) a pour longueur d (A) - d (A/P).
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Donc on a d (A) - d (A/P) < hil. Or (et [5] 3.16) d (A) - d (A/P) = htP. Ce qui acheéve la

démonstration.
[Huswons la proposition 3.8 par un exemple provenant de [1] 2.9.

Exemple 3.9

Soit R = k |x y} I'anneau des polyndmes & deux variables, A = R[0, 8}, ol
8 =Qy), Qx +Hx +y2 )aa— y-

La k-algébre R est commutative, intégre et de type fini. La formule des hauteurs de Tauvel est

donc vraie dans R. Nous avons d (R)=2etd (A) = 3.

Les seuls idéaux premiers 0- invariants de R sont (cf [4] 2.15) Q1 = xR + yR et
Q2 = (x +y2 4+ 1R . Nous avons htQ] = 2, Q2 = 1,
6-htQ1 = 1 et ~htQ2 = 1. Soit P un idéal premier de A. Nous allons distinguer deux cas,

suivant que PR =Qiou PR = Q3.

ler cas PR = Qj . Donc on a 8-ht(PMR) # ht (PPR).
a)SiP=0Q) A,alors (¢cf[1]2.2) htP = &-ht(PMR) = 1 et (cf [1] 2.4)

d (A/P) = d (R/PMR) + L,
doncd (A/P)=d (R)-htQ] +1=2-2+1=1etd(A)#d(A/P)+htP.

b) Si Q1A C P, alors (cf [1] 2.2) htP = 8—htQ + 1 =2et (cf[1]2.4)
d(A/P)=d (R/Q1)=d (R)- htQ} =2-2=0.

Donc d (A) = d (A/P) + htP. Ii en résulte que la formule des hauteurs de Tauvel n'est pas vraie
pour P dans les 2 cas étudiés.

2éme cas PR = Q2. Donc on a ht (PMR) = d—ht (PPOR).

a) Si Q2 A=P,alors (cf[1]2.2et2.4) miP=8-hQ2 =1 et
dAP)=d (R/IQD+1=dR)-htQ2+1=2-1+1=2,
Onadoncd (A)=d (A/P) + htP.

b) Si Q2A € P,alors (cf [1}12.2et24) hiP=6-hiQy+ 1 =2et
dAP)=dR/Q)=dR)- Q2 =2-1=1.
On adonc d (A) =d (A/P) + htP. A nouveau dans les deux cas étudi€s, Ia formule des hauteurs

de Tauvel est vraie pour P.

Corollaire 3.10

Soient R une k-algeébre neethérienne a droite et a gauche de type fini,
A =R [01, 81]...[84. Opn). Ri = R{61,61)...16;. 6;1 .0<i<n.
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n suppose que les conditions (C)) et (Ca) sont satisfaites sur les idéaux premiers
1.n -invariants de R.
(1) Si Q est un idéal premier Ay y, - invariant de R. alors on a htQR; =htQ.

(2) Si P est un idéal premier Aj4q n - invariant de Rj et s1 P D (POR)R;, alors on a
hM(POR) + 1 ShiP<ht (POR)+1.12 1.

Preuve

(1) On a (cf 3.2) d (Rj) = d (R} /QR;j) + htQR;j : la k-alg&bre R est de type fini et
#/QRj = R/Q (01, 81)...[64, 8;) ; doncd (Rj)=d (R) +i et d (Ri/QRj)=d (R/Q) +i.Onen

éduit que htQ Rj =d (R) - d (R/Q) = htQ.

(2) Posons PMR =Q . Puisque P 5 QRj, on a (¢f [6]) 3.15)d (Rj /P) £d (Ri{/Q Rj) - 1 et
£ 3.2) d (R{) - htP <d (Rj) -ht QR; - 1, c'est-a-dire que htP 2 ht (QRj)+ 1, = mQ + 1 d'aprés
1 premiére partie. On a aussi (cf 3.2 et 2.3) htP =d (Rj) - d (R{/P) £ htQ + 1.

Corollaire 3.11

Soient R une k-algébre neethérienne i droite et & gauche de type fini, A =R [8, 8]. On
uppose que les conditions (Cy) et (Cp) sont satisfaites sur les idéaux premiers & -invariants de

.. Si P est un idéal premier de A contenant strictement (PPR)A, alors

htP = ht (PMR) + 1.

Preuve

On pose i =n = 1 dans le corollaire 3.10 (2).

Corollaire 3.12

Soient R une k-algébre neethérienne a droite et  gauche de type fini, Ay - simple,
A =R ([01,81)...[65. dn).
Rj =R[0},81]...[6;, ;] .0<i<n.

‘1 P est un idéal premier non nul Aj; q - invariant de Rj, alors
1<htP<i,121.

Preuve

Puisque R est A} - simple, on a PR = (0) et le corollaire 3.10 (2) donne le résultat.
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4 - LA FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL DANS
L'ANNEAU R#g. -

Dans ce paragraphe, g est une k-algebre de Lie de dimension finie n.

Soient R une k-algebre, Derg R T'espace vectoriel des k-dérivations de R, g une k-algébre
de Lie qui opere par dérivations sur R via une application linéaire d: g -> Derk R. On peut
construire l'anneau d'opérateurs différenticls R#g étudié dans [3] et {7]. Dans [7] cet anneau est

noté R*U (g). ol U (g) désigne I'algebre enveloppante de g et il est appelé produit croisé de R
par U (g). Si x € g, on notera X I'image canonique de x dans R%g et on posera 8x = 8(x).
L'espace vectoriel de base de R*g est R ® U(g). Dans I'anneau R*g, nous avons les relations

suivantes :

(i) I'application : g —> R#g ; x —> X est une injection d'espaces vectoriels,
) Xr-rX=09x(r) e R;xe g, re R,
(iii)[i»y]‘[x YeR; X, ye g

(iv) Si (x1, x2...xp ) est une base de g, alors R=g est un R-module libre 2 droite et a

~ S0 T N
gauche de base les mondmes X} XS . X% onles o e IN.

Lorsque dans (i), I'application g —> R=g ; x —> X est un homomorphisme d'algébres de

Lie, I'anneau R*g se note R # U (g).

Lorsque g opere trivialement sur R, l'anneau R # U (g) est isomorphe 2 R ® U(g) (cf
[7D.
Rappelons enfin que, lorsque g est résoluble, R*g est isomorphe a un anneau de la forme

R [01, 81]..[6p, Oy], ou
(1) R est stable sous l'action de chaque dérivation 8j,(i=1, ..., n).
(2) R[61. 81]...[8p, dp] est stable sous l'action de chaque §j, 1 Si<j<n.

Définition 4.1

Un idéal Q de R est dit g-invariant si 3x(Q) S Q pour tout Xe g.

Remarque

Soit h un idéal de g. On construit de fagon naturelle Fanneau R*h. C'est une sous-algébre
de R*g et g opére par dérivation sur R*h. En particulier, g opére par dérivation sur R*g et tout

idéal de R*g est g-invariant.
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Lemme 4.2

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et & gauche. g une k-algébre de Lie. h' C h
sux idéaux de g , A = R*g . B = R*h, B = R*h". ’

(1) Si Q est un idéal premier g-invariant de B. alors Q/MB’ est un idéal premier g-invariant
: B

(2) Si Q est un idéal premier g-invariant de B’, alors QB est un idéal premier g-invariant
> B.

Preuve

(1) Ona A =B’ xg/h’ et Q est un idéal premier g-invariant de B', donc (cf [7] 14.2.5) QA
st un idéal premier de A. D'autre part, A est un B-module libre a droite et 4 gauche, donc
'AMNB = Q. On en déduit que

QMB' = (QAMB) MB'= QAMB' ;

- QAMB' est un idéal premier g-invariant de B'. Ce qui prouve (1).

(2) On a B = B'xh/h’' et Q est un idéal premier g-invariant (donc h-invariant) de B' ; donc
1B est un idéal premier de B. Comme 8x est une dérivation de B, on a '
Sx(gb) = dx(q)b + gdx(b) pourtous X € g,q€ Qetbe B;
r Q est g-invariant et g opere par dérivation sur B, donc 8x(b) € B. On en déduit que
«(qb) € QB. Donc QB est g-invariant, d'oit (2). '

Lemme 4.3
Soient R une k-alggbre noethérienne 2 droite et & gauche de type fini, g une k-algébre de
ie, A = R*g. On suppose que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie sur les idéaux

rerniers g-invariants de R. Soit P un idéal premierde A et Q=P NR. Alorsona
d (A)-d (A/p) <htQ +n.

Preuve

La démonstration est similaire 2 celle du lemime (2.3).

Définition 4.4

Soient R une k-algébre noethérienne i droite et & gauche, g une k-algébre de Lie gui opere
yar dérivations sur R. On dit que R est g-simple si les seuls id€aux g-invariants de R sont (0)

t R.
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Lemme 4.5

Soient R une k-algebre, ¢ une k-algébre de Lie, A = R¥g. Alors R est g-simple si et

seulement si P MR = (0) pour tout idéal bilatere propre P de A.

Preuve

La démonstration est similaire & celle du lemme 2.9.

Définition 4.6

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et & gauche, g une k-algebre de Lie qui opére
par dérivations sur R et Q un idéal premier g-invariant de R.

On appelle g-hauteur de Q et on note g-htQ la longueur maximale des chaines d'idéaux
premiers g-invariants de R d'exurémité Q.

Remarque
On a g- htQ < htQ.

Lemime 4.7

Soient R une k—algébre noethérienne a droite et a gauche, g une k-algébre dé Lie, heth
deux idéaux de g, A=R *g. On suppose que pour tout idéal premier P dc _A. on é
g-ht (PMR) = ht (PMR). Alors, pour tout idéal premier g-invariant Q de R*h, oﬁ a

(1) g-ht (QOR) =ht (QPR).

(2) h-ht (QAR) = ht (QOR). En particulier, h-ht (QOR) = ht (QOR).

Preuve

(1) On a A =R¥g = (R*h) * g/h et Q est un idéal premier g-invariant de R*h, donc QA est
un idéal premier de A (cf [7] 14.2.5). En posant B = R*h, ona QAMB = Q car A est un B-
module libre a droite et a gauche, donc

QR = (QAMB) "R = QANR.

Or (cf [7) 14.2.5) QANR est un idéal premier de A; donc d'aprés I'hypothese, on a
g-ht (QAMR) = ht(QA N R). On en déduit que g-ht (QMR) = ht (QMR). Ce qui prouve (1).

(2) Par définition, on a g-ht (QOR) < h'-ht (QMR) ; donc d'apres (1), on a
ht (QMR) < h'-ht (QMR). La deuxiéme inégalité est évidente.



A FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL . © 2095

Corollaire 4.8

Soient R une k-algébre noethérienne a droite et i gauche. g une k-algebre de Lie et
.= R*g. Si g-ht (PMR) = ht (PMR) pour tout idéal premicr P de A, alors ghtQQ = hiQ pour

»ut idéal premier g-invariant Q de R et réciproquement.

Preuve

On pose h = (0) dans (4.7 (1)), on obtient la premiere assertion. La réciproque est

vidente.
Lemme 4.9

Soient R une k-algébre noethérienne a droite et i gauche, g une k-algébre de Lie, i’ € h
eux idéaux de g, A = R*g, B = R*h et B' = R*h".

(1) Si Q' et Q sont deux idéaux premiers g-invariants de B, alors
(@ g-htQ =sg-hQ siQ&Q
(b) g-ht Q' <g-htQ-1, si Q< Q.

(2) Si Q' est un idéal premier g-invariant de B’, alors g-htQ' < g-ht Q'B.

Preuve
(1) Clest évident. . »
(2) Supposons g-htQ' = 1. Il existe donc une chaine d'idéaux premi'ers g-invariants de B’

QocQ1c <cQ1=Q

Jn en déduit la chaine d'idéaux premiers g-invariants de B
QoB<S Q1BS ..©€Q1B=0QB.

31 Qi B=Q'i+1 B, alors Qi BNB' = Q'i+1 BN B'; or B = B*h/h' est un B'-module libre

i droite et a gauche, donc :
QiBNB' = Qiet Qir] BNB = Qi+1.

On aurait donc Q'i = Q'j+1. Ce qui est une contradiction. On a donc Q"i B< Q'i+i B. Donc

mal< g-htQB.

Lemme 4.10

Soient R une k-algébre noethérienne a droite et a gauche de type fini, g une k-aigébre de
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Lie. h un idéal de g de dimension i, A = R*g. B = R*h. On suppose que les conditions (C's)

et (C'2) sont satistaites sur les idéaux premiers g-invariants de R.

(1) Si Q est un idéal premier g-invariant de R, alors htQB = htQ.
(2) Si P est un idéal premicr g-invariant de B et si P o (PMR)B, alors

ht (PORY + 1 <P <d (B) -d (B/P) <ht (PPR) + 1.
Preuve

(1) Posons g-htQ = htQ = 1. Il existe donc une chaine d'idéaux premiers g-invariants de R
d'extrémité Q
QeQqe cQq1=Q *)
De cette chaine (*), on déduit la chaine d'idéaux premiers g-invariants de B d'extwrémité

QB
QBcQBcQ:Bc...cQB=QB

Si QB=0Q;,;B. alors QB nR=Q;,1BNR. Or B est un R-module libre 4 droite et a
gauche, donc QB AR =0Q; et QisiBNR = Qis1. On aurait donc Q; = Q1. €€ qui est une
contradiction, donc QB < Q;41B. On a donc htQ < hi(QB.

On a B/QB = R/Q*h donc
d(B/QB)=d (R/Q) +i=d(R)-htQ +i=d(B) - htQ.

On a donc d (B) - d (B/QB) = htQ. Or B est un anneau noethérien ilv droite et a gauche, donc
B/QB est un anncau premier de Goldie, donc (cf [5]) on a
- htQB <£d (B) -d (B/QB) = htQ, d'ou (1).

(2) Posons PPR = Q. On a donc P 2QB et htQ + 1 < htP d'aprés (1). Comme B est un
anneau noethérien a droite et & gauche, B/P est un anneau premier de Goldie, donc
htP <d (B) - d (B/P).

Comme R/Q est une sous-algébre de B/P, on a d (R/Q) < d (B/P), c'est-a-dire que
dR)-htQ<dB/P).Ord(B)=d R) +1i;
donc d (B) - d (B/P) < htQ + i. Ce qui prouve (2).

Corollaire 4.11

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et & gauche de type fini, g une k-algeébre de
Lie, hunidéal de g de dimension i, A = R¥*g, B = R*h. On suppose que R est g-simple.

Si P est un idéal premier non nul g-invariant de B, alors
1 <htP<d(B)-d(B/P)<i.
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Preuve
Comme R est g-simple, on a PR = (0 et les hypotheéses du lemme 4.10 sont saiisfaites.

n obtient le résultat d'aprés la 2eme partie de 4.10.

Corollaire 4.12

Soient g une k-algebre de Lie, A = U (g) l'algebre enveloppante de g, P un idéal premier
> A. Alorsona
O<hiP<d(A)-d (A/P)<n.

Preuve

Si P = (0), alors htP =0.

SiP#(0),onposeh=getR = k avec l'action triviale de g dans (4.11), on obtient
1<hiP<d(A)-d (A/P) <.

Proposition 4.13

Soient R une k-algébre noethérienne i droite et a gauche de type fini, g une k-algébre de
ie résoluble, h un idéal de g, A = R*g, B = R*h. On suppose que les conditions (C'y) et (C'2)

»nt satisfaites sur les idéaux premiers g-invariants de R.

i P est un idéal premier g-invariant de B, alors d (B) =d (B/P) + htP.

Preuve

Sous nos hypothéses, g est une k-algébre de Lie complétement résoluble de dimension
mnie n. Donc, si m désigne la dimensionde h,on a A =R *g = R [0}, 81)...[08,, ] avec les
onditions (1) et (2) et B = R*h = R [01, 81}...[Om, Om). 0 £ m < n. Un idéal de R est g-
1variant si et seulement s'il est A} , - invariant . Il en résulte que la Ay »- hauteur et la hauteur
oincident sur les idéaux premiers A p - invariants de R. De méme, la formule des hauteurs de
“auvel est vraie sur les idéaux premiers Ay, - invariants de R. On sait aussi qu'un idéal de R*h
st g-invariant si et seulement s'il est g/h-invariant. Donc, si P est un idéal premier g-invariant
le B = R*h, alors P est un- idéal premier A pm41.n -invariant | de
2 [01, 811---[Om. Om]. On obtient donc le résultat en appliquant 3.2. :

Corollaire 4.14

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et & gauche de type fini, g une k-aigébre de
_1e résoluble, h un idéal de g et B = R*h. On suppose que R est g-simple. Soit P un idéal
yremier g-invariant de B. Alors d (B) = d (B/P) + htP.
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Preuve
Comme R est g-simple, le seul wdéal premier g-invariant de R est (0). Les hvpothéses de la
proposition 4.13 sont satistaites.

Corollaire 4.15 (Pawrice Tauvel [9])

Soient g une k-algebre de Lie résoluble, A = U (g) l'algébre enveloppante de g. Si P est
un idéal premier de A, alors on a d (A) =d (A/P) + htP.

Preuve

On pose h = g et R = k dans le corollaire 4.14 avec l'action triviale de g sur k.

Corollaire 4.16

Soient R une k-algébre noethérienne i droite et & gauche de type fini, dans laquelle la
formule des hauteurs de Tauvel est vraie, g une k-algébre de Lie résoluble, h un idéal de g,
B = R®U (h). Si P est un idéal premier de B, alors d (B) =d (B/P) + htP.

Preuve

On considére R®U(g) comme R # U (g), ou g opére trivialement sur R. Tous les idéauix

premiers de R sont donc g-invariants et les hypotheses de 4.13 sont satisfaites.

Proposition 4.17 ..

Soient R une k-algeébre noethérienne & droite et 2 gauche de type fini, g une k-algébre de
Lie résoluble, h un idéal de g, A = R¥g, B = R*h. On suppose que les conditions (C'y) et (C'7)
sont satisfaites sur les idéaux premiers g-invariants de R.
Alors, pour tout idéal premier g-invariant Q de B, on a g-htQ = htQ.

Preuve
La démonstration se fera par récurrence sur la dimension de h.

Sidimgh = 0, alors h = 0 et B = R. La proposition est donc vraie.

Si dimgh = 1, alors B = R[8, 8] . Posons Q' = QMR. D'apres 4.2, Q' est un: idéal premier
g-invariant de R et par hypothése, g-htQ' = htQ'. Donc d'apres (4.9 (1)), on a
g-htQ'B <g-htQ car Q'B € Q, et d'aprés (4.9 (2)),

htQ' = g-htQ' < g-htQ'B < g-htQ. *
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Si Q= Q'B, alors B/Q ~R/Q' [0, 8], doncd (B/Q)=d (R/Q)+ I;ord(B)=d (R) + 1,
(R/QY =d (R) - htQ' et (cf 4.13) d (B/Q) = d (B) - Q. On en déduit que iQ = Ii[Q', et (%)
wraine MQ < g- Q. donc g- MQ = htQ. car 'nuwre indgalité est uivialement vraie.

SiQ= QB, alors (cf. 4.9 (1)) on a g-htQ 2 g-htQ'B +1. or d'aprés la premiére partie,
-MQ'B = hitQ'B = htQ’, d'oti g-htQ = btQ' +1. Comme R/Q" est une sous-algébre de B/Q,
nad (R/Q) < d(B/Q). On en déduit que Q' > Q -1 et, puisque Q' = htQ'B < hiQ, on
htQ' = htQ -1, donc g-htQ = htQ'+1 = htQ. Ainsi nous avons g-htQ = htQ. Ce qui achéve‘ la
3monstration si dimk h = 1.

Soit h' un idéal de g de codimension 1 dans h et supposons la proposition vraie pour
*h', Posons B' = R*h’ . B = R*h , Q' = QN B". On a donc g-htQ' = htQ' et (c¢f 4.9)
htQ' = g-htQ’ £ g-htQ'B £ g-htQ (%)
i Q = Q'B, alors B/Q'B = B/Q'[0, 8], donc d (B/Q'B) =d (B/Q") + 1.
r dB)=d(B")+1;
n en déduit que htQ'B = htQ' et la relation (¥¥) entraine htQ < g-htQ. 11 en résulte que

-htQ = htQ.

SiQ= Q'B, alorsona daprés ce qui précéde, htQ' = hQB < htQ . Comme BY/Q" est
ne sous-algebre de B/Q, onad (B/Q') <d (B/Q). On en déduit que hiQ < htQ' + 1. On a
onc htQ = htQ" + 1. On a (cf 4.9 (1)) g-htQ = g-htQ'B + 1, or g-htQ'B = htQ'B-= htQ’,
onc g-htQ = htQ’ + 1 = htQ, d'ott g-htQ = htQ. Ce qui acheéve la démonstration.

Corollaire 4.18

Soient R une k-algebre noethérienne a droite et a gauche de type fini, g une k-algébre de
.ie résoluble, h un idéal de g, B = R*h. On suppose que R est g-simple. Alors, pour tout idéal

remier g-invariant Q de B, on a g-htQ = htQ.

Corollaire 4.19 ({6] Martin Lorenz)
Soient g une k-algébre de Lie résoluble, h un idéal de g et U (h) I'algébre enveloppante
. h. Alors, pour tout idéal premier g-invariant Q de U(h), on a g-htQ = htQ.

Preuve
On pose R = k dans (4.15) avec I'action triviale de g sur k.
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JE DEDIE CE TRAVAIL A LOKO JOSE DOMINIQUE

This paper is devoted to the study of smash products R#U(g) where R is a
Noctherian algebra and g is a finite-dimensional Lie algebra (usually nilpotent ot
solvable) acting as a derivation on R. The questions considered involve the prime
ideals of both R and R#U(g), especially the height of the prime ideals and its
connection to their g-height. This is applied to show that the ring R#U(g) is
catenary in certain cases and to connect the height with the (Gelfand-Kirillow)
dimension of the corresponding factor ring (sceking to generalize the fact that
dim 4 = ht P + dim(A4 /P) when P is the prime ideal of a commutative affin:
algebra A4). Another major theme is the study of homological properties and
related concepts such as regularity; a typical result is that R is regular whenever
the localization R, is regular for all g-invariant prime ideals P, provided that R is
g-hypemormal. © 1995 Academic Press, Inc.

INTRODUCTION

Dans tout ’exposé, k est un corps commutatif de caractéristique zéro, R
une k-algebre (toujours associative et unitaire), Der, R la k-algebre o Lie
des k-dérivations de R et g une k-algébre de Lie de dimension finie 2 qui
opere par dérivations sur R via un morphisme d’algebres de Lie 6:
g — Der, R, par U(g) l'algébre enveloppante de g et par R#U(g) 'anneau
d’opérateurs différentiels étudié dans [2] et [18]. Pour tout X € g, on note
X limage canonique de X dans R#U(g) et on pose 6(X) = §,.

Une k-algebre noethérienne signifie noethérienne a droite et a gu iche.

La notation d( ) désigne la dimension de Gelfand—Kirillov; pourt ses
propriétés, on pourra consulter {12].

Le paragraphe 1 renferme les résultats préliminaires et les défin‘tions
de base dont on se servira dans la suite de I'exposé.
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Dans le paragraphe 2, R est une k-algebre nocthérienne a droite
g-hypernormale. Nous avons montré que la hauteur et la g-hauteur coinci-
dent sur les idéaux premiers g-invariants de R et nous avons discuté de la
formule des hauteurs de Tauvel dans les anneaux d’opérateurs différe-
ntiels (cf. 2.8, 2.11 a 2.14).

Dans le paragraphe 3, R est une k-algebre commutative noethérienne
g-hypernormale et g est abélienne. Nous avons prouvé que:

—si les anneaux de polyndmes Rix;, x,,...,x,], 1 <m <2 sont
caténaires ou g-caténaires, alors chaque anneau R#U(g, ) est g-caténaire
(cf. 3-6), ou les g, sont des idéaux particuliers de g définis aprés {2—-14).

—si R est universellement g-caténaire, alors chaque R#U(g,,) est
universellement g-caténaire (cf. 3-8).

—si R est commutative de type fini, alors la formule des hauteurs de
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de l’anneau
R#U(g,,) (cf. 3-9).

Dans le paragraphe 4, g est une k-algebre de Lie nilpotente et R une
k-algebre noethérienne a droite (premiére) g-hypercentrale. Nous avons
montré que:

—si P est un idéal premier g-invariant de B = R#U(g,,),0 <m < n et
si PN R est gréguliecrement localisable, alors P est g-réguliérement
localisable et B, est un anneau local régulier (cf. 4.6).

—si R est g-régulierement localisable, alors chaque R#U{(g, ), 0 <m
< n est g-caténaire (cf. 4.10). Si de plus R est commutative de tyne fini,
alors R#U(g,), 0 <m < n est g-caténaire et la formule des hauteurs de
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de R#U(g,,) (cf.
4.13).

Dans le paragraphe 5, R est une k-algebre g-hypernormale de type fini.
Nous avons montré que:

—dim R < g-dim R + n; ou dim et g-dim désignent respectivement la
dimension de Krull classique et la g-dimension de Krull classique {<f. 5.5).

—si M est un R#U(g)-module, alors g-pdgM = pdg M, ou pd, et
g-pdr désignent respectivement la dimension projective et la g-dimension
projective (cf. 5.8).

—g-gldim R < gldim R < g-gldim R + n, ou gldim et g-gldin: désig-
nent respectivement la dimension globale et la g-dimension globale (cf.
5.9).

—si M ‘est un R#U(g)-module, alors g-id, M < id M < g-id, M + n;
ou id; et g-id, désignent respectivement la dimension injective et la
g-dimension injective (cf. 5.11).

—R est réguliére (respectivement de Gorenstein) si et seulemer? si R,
est réguliere (respectivement de Gorenstein) pour tout idéal ,remier
g-invariant Q de R. (Cf. (5.12), (5.13).)

Enfin, nous avons examiné le cas particulier, ou k est algébriguement
clos et R est un * anneau.
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Pour obtenir nos résultats, nous nous sommes inspiré de ([5, 1 a 3}, [16]
et [22]).

1. RESULTATS PRELIMINAIRES

DEFINITION 1.1, Un idéal Q de R est dit g-invariant si §,(Q) € O
pour tout X € g.

Si Q' € Q sont des idéaux premiers g-invariants de R, alors Q /', est
un idéal premier g-invariant de R/Q’. On dira que Q/(Q' est un facteur
premier g-invariant de R.

DEFINITION 1.2, On dit que R est g-simple si les seuls idéaux g-in-
variants de R sont (O) et R lui-méme.

Si I est un idéal de R, on note I'" le plus grand idéal g-invariant de R
contenu dans I. Dans [2], I* est noté (I:A),ou A = {§,,X € g}.

Si I est un idéal premier de R, alors (cf. [2, 2-5]) I est unidéal
premier de R.

Si I est un idéal g-invariant de R, alors I*=1I.

Soient I un idéal de R et J un idéal g-i nvarlant de R contenu dans 1,
alors (I/J)*=I*/J. En particulier, (I/I*)* =

Un g-module M est dit g-localement fini si d1m LU(g) -m < + o pour
tout m € M.

On dit que M est un R#U(g)-module si M est un R-module et un
g-module tels que X(rm) = X(r)m + r(Xm) pour tous X €g, r € R et
m e M.

Il est clair que R est un R#U(g)-module et que I est un idéal
g-invariant de R si et seulement si I est un sous-R#U(g)-module de R.

Si R est une k-algébre commutative et un g-module g-localement fini,
on dira que R est un * anneau.

Si R est un * anneau et si M est un R#U(g)-module g—localement fini,
on dira que M est un * module.

DEFINITION 1.3.  Soient R une k-algébre noethérienne a droite et 2 un
idéal premier g-invariant de R. On appelle g-hauteur de P et on note
g-ht P (si cette derniére est finie) la longueur maximale des chaines
d’idéaux premiers g-invariants de R d’extrémité P. On a toujours g-ht P
< ht P.

DEFINITIONS 1.4. (1) Une chaine d’idéaux premiers (respectivement
d’idéaux premiers g-invariants) de R

PycP,c - CP

r

est dite saturée si ht(P,/P;_;) = 1
(respectivement g-ht(P,/P;_;) = Dpourl <i <r.
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(2) On dit que R est caténaire (respectivement g-caténaire) si, étant
donné deux idéaux premiers (respectivement deux idéaux premiers g-in-
variants) quelconques P C Q de R, toutes les chaines saturées d’idéaux
premiers (respectivement d’idéaux premiers g-invariants) de R d’extrémités
P et Q ont la méme longueur.

Le lemme suivant fournit un exemple d’anneau g-caténaire et caténaire.

LEMME 1.5. On suppose k algébriquement clos. Soient g une k-algébre de
Lie résoluble et h un idéal de g. Alors U(h) est caténaire et g-caténaire.

Preuve. Sous nos hypothéses, il est bien connu (cf. [7] 4.4.1) que U(h)
est caténaire. Soient P C Q deux idéaux premiers g-invariants de U(h) tels
que g-ht(Q/P) = 1. 1l n’existe donc aucun idéal premier g-invariant de
U(h) entre P et Q. Il ne peut donc exister (cf. [13, 2]) aucun idéal premier
entre P et Q, donc ht(Q/P) = 1. On en déduit que toutes les chaines
saturées d’idéaux premiers g-invariants de U(h) sont aussi saturées dans
spec (U(h)). Or U(h) est caténaire, donc g-caténaire.

LEMME 1.6. Soient g résoluble, R un * anneau et A = R#U(g). Alors,
d(A4) = d(R) + n. '

Preuve. Comme g est résoluble, il existe une chaine de sous-algébres
de Lie de g: ‘

O=hyCh,C - Ch,=g,

ol h; est un idéal de codimension 1 dans 4, ;.

Pour chaque i, 0 <i<n —1, on a R#U(h,. ,) = (R#U(h))#
U(hi +1/ hi)' '

Il est clair que R et U(h;) sont (h;, ,/h;)-localement finis; on en déduit
que R#U(h,) est (h;,,/h)-localement fini, car R#U(h;) est engendrée
comme algébre par R et U(h;). On obtient le résultat en utilisant [14,
Remarques au lemme 1]).

DEFINITION 1.7. Soient A une forme linéaire sur g/[g, gl et M un
g-module localement fini. On dit qu’un élément m de M est un semi-in-
variant de poids A, s’il se transforme suivant le caractére A sous I’action de
g. En d’autres termes, X -m = A (X) m pour tout X €g.~

Si k est algébriquement clos et si g est résoluble, le théoreme de Lie
prouve que tout g-module localement fini non nul contient un semi-in-

variant.
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2. PROPRIETES GENERALES DES
k-ALGEBRES g-HYPERNORMALES

DEFINITION 2.1.  Soit R une k-algébre.

(1) Un élément s de R est dit g-normal si s est normal dans l’anneau
R#U(g); ce qui équivaut a dire que s est normal dans R (i.e., SR = Rs) et
Rs est un idéal g-invariant de R (i.e., 8x(s) = rys pour un ry € R et pour
tout X € g).

(2) Un élément s de R est dit g-central si s est central dans ’anneau
R#U(g) (i.e., s est central dans R et 65(s) = 0 pour tout X € g).

Il est clair quun élément g-central de R est g-normal.

DEFINITIONS 2.2. On dit que la k-algebre R est

(1) hypercentrale (respectivement hypernormale) si chaque fois que R
est un quotient de R par un idéal, tout idéal non nul de R contient un
élément central (respectivement normal) non nul. |

(2) g-hypercentrale (respectivement g-hypernormale) si chaque fois que
R est un quotient de R par un idéal g-invariant, tout idéal g-invariant non
nul de R contient un élément g-central (respectivement g-normal) non
nul.

Une k-algebre g-hypercentrale est g-hypernormale.

Si R est g-hypercentrale au sens de Bell [2, Section 6], alors R est
g-hypernormale.

Si k est algébriquement clos et si g est résoluble, tout *anneau est
g-hypernormal.

Remarques 2.3. (1) Si g opére trivialement sur R, alors:

(@) R est g-hypernormale si et seulement si R est hypernormale.
(b) R est g-hypercentrale si et seulement si R est hypercentrale.

(2) Posons A = R#U(g). Alors g opére par dérivations sur 4 lorsqu’on
pose 8,(a) = Xa — aX, pour tous X € g, a € A. Pour cette action de g,
tous les idéaux de 4 sont g-invariants et

(a) A est g-hypernormale si et seulement si A est hypernormale
- (b) A est g-hypercentrale si et seulement si 4 est hypercentrale.

(3) Soient A un idéal de g, R = U(h) l'algébre enveloppante de & et
I, c I, deux idéaux g-invariants de R. S’il existe un élément r € I, \ I,
tel que 8,(r) € I, pour tout X € g, alors r + I, est un élément central de
R/I,, car R est engendree comme k-algebre par h.

D’aprés (2.3 (3)), notre définition d’une k-algébre g—hypercentrale
coincide avec celle qui est proposée dans [22].

La définition d’une k-algébre g-hypercentrale de [2] ne permet pas de
faire les remarques (2.3 (1) b, (2) b et (3)).

LEMME 2.4. (1) Si R est g-simple, alors R est une k-algebre g-hyper-
centrale.
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(2) Si R est simple, alors R est une k-algébre h-hypercentrale pour tout
idéal h de g.

LEMME 2.5. Soient R une k-algebre et Q un idéal g-invariant de R.
(1) Si R est g-hypernormale, alors R/Q est g-hypernormale.
(2) Si R est g-hypercentrale, alors R/Q est g-hypercentrale.

LEMME 2.6. Soient R une k-algébre noethérienne a droite g-hypernormale
et P un idéal premier g-invariant de R. Alors la hauteur de P est finie.

Preuve. Soit Q un idéal premier de R strictement contenu dans P;
donc Q"< Q c P. Quitte a quotienter R par Q*, on peut supposer que

"= 0; donc R est un anneau premier et ( ne peut contenir aucun
€lément g-normal non nul de R. Comme R est g-hypernormale, il existe a
non nul dans P tel que a est un élément g-normal de R. Pour tout r € R,
il existe donc r; € R tel que ra — ar; = 0 € Q. Donc a + Q appartient a
P/Q et a + Q est normal dans R/Q. On en déduit (cf. [11, 3.5]D que la
hauteur de P est finie.

PROPOSITION 2.7. Soient R une k-algebre noethérienne a droite g-hyper-
normale et P un idéal premier de R de hauteur ht P = d finie. Alors il existe
une chaine saturée d’idéaux premiers de R d’extrémité P

Py,cP,Cc--CP,=P

oit un P; est égal a P*.

Preuve. La démonstration se fera par récurrence sur ’entier d. Si
d = 0, alors P est un idéal premier minimal de R. Il est donc g-invariant,
d’od P = P*. Supposons le résultat démontré dans toute k-algébre
noethérienne a droite g-hypernormale pour les idéaux premiers de hau-
teurs strictement inférieures a d. Soit une chaine saturée d’idéaux pre-
miers de R d’extrémité P.

Q,cQ,c-cQ,=P

Quitte a quotienter R par Q,, on peut supposer que Q, = 0; donc R est
un anneau premier. Si P* = 0, alors le résultat est vrai.

Si P*+# 0, alors comme R est g-hypernormale, il existe un élément a
non nul dans P*C P tel que a est un élément normal dans R et Ra est un
idéal g-invariant de R. Posons R = R/Ra et P = P/Ra Comme R est un
anneau premier, ’élément a est non diviseur de zéro.

D’apres le théoréme d’idéal principal (cf. [11] 3.1), on a

htzP=ht,P—1=d -1



LOCALISATION, CATENARITE ET DIMENSIONS 27

Or R est noethérienne a droite et g-hypernormale; donc d’aprés
I’hypothése de récurrence, il existe une chaine saturée d’idéaux premiers
de R d’extrémité P

P,cP,c - CP,

ot un P, est égal & P*= P*/Ra. Si P, est 'image inverse de P; dans R,
alors
OCcRacP cP,c - CcP,=P

est une chaine d’idéaux de R, ou les P, sont premiers et oi un P; est égal
a P*.

COROLLAIRE 2.8. Soient R une k-algébre noethérienne a droite g-hyper-
normale, Q' C Q deux idéaux premiers g-invariants de R. Alors g-ht Q = ht Q
et g¢-ht(Q/Q') = h(Q/Q).

Preuve. La premiére assertion se démontre comme en (2.7). Sous nos
hypotheses, R/’ est une k-algebre noethérienne a droite g-hypernormale
et Q/Q est un idéal premler g-invariant de R/(Q'. La deux1eme assertion
découle alors de la premiere.

COROLLAIRE 2.9. Soient R une k;algébre noethérienne a droite g-hyper-
normale et P un idéal premier de R de hauteur finie. Alors

ht P = g-ht(P*) + ht(P/P").
Preuve. Posons ht P = d. 1l existe (cf. 2.7) une chaine saturée d’idéaux
premiers de R

PycP,c-- CcP;=P

ou un P, est égal 2 P*. Pour cet indice i, nous avons ht P = ht P, +

ht(P/P,); dou ht P = ht(P*) + ht(P/P*) Le corollaire (2.8) donne le
résultat.

Le corollaire suivant fournit aussi un exemple d’anneau caténaire et
g-caténaire.

COROLLAIRE 2.10. Si R est une k-algébre noethérienne a droite g-hyper-
normale caténaire, alors R est g-caténaire. En particulier, une k-algebre
commutative de type fini g-hypernormale est caténaire et g-caténaire.

Preuve. Sous nos hypotheses, si P C Q sont deux idéaux premiers
g-invariants de R, alors d’apres (2.8), g-ht(Q/P) = ht(Q/P). On en déduit
que toutes les chaines saturées d’idéaux premiers g-invariants de R
d’extrémités P et Q sont aussi saturées dans spec R. D’apres ’hypothése
de caténarité, ces chaines ont la méme longueur.
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CoOROLLAIRE 2.11. On suppose k algébriquement clos. Soient g une k-
algebre de Lie résoluble, h un idéal de g, R une k-algébre g-hypernormale,
B = R#U(h) et Q un idéal premier g-invariant de B. Si R est commutative
intégre de type fini ou si R est noethérienne premiére de type fini a identités
polynomiales, alors :

d(B) —d(B/Q) = htQ = g-ht Q.

Preuve. Sous nos hypotheses, la formule des hauteurs de Tauvel est
vraie dans R. De plus (cf. 2.8) la g-hauteur et la hauteur coincident sur les
idéaux premiers g-invariants de R. On obtient les résultats du corollaire
en utilisant ([9, 4-13 et 4-17)).

COROLLAIRE 2.12. Soient k algébriquement clos, g résoluble et R un
*anneau noethérien avec d(R) < +, h un idéal de g et B = R#U(h).

(1) Si la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers
g-invariants de R, alors pour tout idéal premier g-invariant P de B on a

g-ht P=ht P=d(B) —d(B/P).

(2) Si la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R, alors la formule
des hauteurs de Tauvel est vraie dans B.

Preuve. On utilise (1.6), (2.8), et [9, 4.13 et 4.17]. On signale que-dans
[9], Phypothése R de type fini a été faite pour s’assurer que d(R) < « et
que d(B) = d(R) + dim h.

(2) Cest évident, car sous nos hypothéses, R est h-localement ﬁm.

Lorsque g est une k-algebre de Lie de dimension un, on sait que
R#U(g) est isomorphe a un anneau de la forme R[@, §]: Pextension de
Ore de R par § = 8y. Dans ce cas particulier, on remplacera “g-hypernor-
male” par “8-hypernormale”, “g-caténaire” par “8&-caténaire”, “g-in-
variant” par “é-invariant” et “g-hauteur” par “é&-hauteur”.

COROLLAIRE 2.13. Soient R une k-algebre commutative de type fini
d-hypernormale. Alors I’anneau R[0, 8] est caténaire et la formule des
hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs premiers de R[0, 5].

Preuve. Sous nos hypothéses, 'anneau R est caténaire, donc (cf. 2.10)
R est 8-caténaire. De plus R[6] est caténaire; on en déduit (cf. [3, 2.3])
que R0, 8] est caténaire. Nos hypothéses entrainent aussi (cf. 2.8) que la
8-hauteur et la hauteur coincident sur les facteurs premiers é&-invariants
de R. On obtient la derniére assertion en utilisant ([3, 2.5 et 2.6)).

COROLLAIRE 2.14. Soient R une k-algebre noethérienne de type fini &-hy-
pernormale a identités polynomiales. Alors la formule des hauteurs de Tauvel
est vraie pour les facteurs premiers de I’anneau A = R[ 6, 6].
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Preuve. Considérons deux idéaux premiers P € O dans A. On peut
supposer P N R = 0; donc R est un anneau premier. Soit C ’ensemble
des éléments centralisants réguliers de R. On sait que C est un ensemble
de Ore a droite et a gauche de R donc de A. Si P n’est pas induit (donc
P # 0), on localise R en C et on a AC™! = RC™ [0, 8]. Comme R est
premier Panneau RC~! est simple (cf. [19, 1.7.9]). Sous nos hypothéses.
AC™1 n’est pas simple; donc (cf. [8, 1.14]) 8 est une dérivation intérieure
de RC™! et (cf. [15]) AC™! est un anneau de polyndmes a coefficients
dans RC~!; donc A est une k-algébre noethérienne premiére de type fini
a identités polynomiales. D’apres le résultat de Schelter (cf. [20, theorem
4] et [19, theorem 4.4.27]), la formule des hauteurs de Tauvel est vraie
pour les facteurs premiers de A. On peut donc se ramener au cas ou
P =0.Si QNnR =0, le méme argument que ci-dessus montre que A est
encore une k-algebre noethérienne premiere de type fini a identités
polynomiales; donc la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les
facteurs premiers de 4. On peut donc supposer QO N R # 0. Si Q est
induit (ce qui doit étre le cas si ht(Q/P) = 1), alors (cf. [9, 3.8]D d(A4) =
d(A4/Q) + ht(Q), car la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R
et (cf. 2.8) 6-ht(Q N R) = ht(Q N R).

Soit g une k-algébre de Lie complétement résoluble. Il existe donc une
chaine d’idéaux de g '

0=g,C8C " Cg =8

ou g;_,; est de codimension un dans g;,1 <i < n.
Nous avons donc les sous-anneaux suivants de R#U(g):

R, = R; R, = R#U(g,),..., R, = R#U(g,),..., R, = R#U(g).

Soit (X, X,,..., X,) une base de g telle que (X, X,,..., X;) est une
base de g;, 1 <i < n. Alors pour 1 <i <j < n, 8;(X;) € R#U(g,).
Si de plus, g est nilpotente, alors '

pourl<i<j<n, &(X;) <€R#U(g ). ()
On rappelle que chaque R; est une extension de Ore de R;_, par 6y = .8,-;

donc Ri = Ri-—l[ 0, 8,']-
Pour tout a € R;_, et pour tout entier naturel /, nous avons

0'a = ab' + E (l.)a,.f(a)e'—f. (B)

j=1\J

‘Dans la suite de I’exposé, nous allons utiliser fréquemment l'idéal g,, et
le sous-anneau R, de R#U(g) pour m fixé 1 <m < n.
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LeMME 2.15. Soient g une k-algebre de Lie nilpotente et R une k-algebre.
(1) Si R;_, est g-hypermormale, alors R; est g-hypernormale, 1 < i < n.
(2) Si R,_, est g-hypercentrale, alors R; est g-hypercentrale, 1 <i < n.

Preuve. (1) Soient I et I, deux idéaux g-invariants de R; avec I; C I,.
Soit fe I, \I, de degre minimal m et posons pour j = 1 2K ={ce
R; 1 0™c + L'0'c; € I, pour certains cy,...,c, 1 € R;_ l} Manifeste-
ment, K; et K, s ont des ldeaux de R, , et K; € K,. Le coefficient de 6™
dans f est un élément de K, \ K, a cause du choix de m, donc K, C K,.
Soit ¢ € K, pour un j fixé, j = 1,2 et, posons h = 8™c + L] Olf)c,, ou
les ¢, € R, ;» donc h € I,. Par hypothése, 8y(h) =[X,h] € I, pour tout
Xeg. Pour 1 <!/ <n, le terme de plus haut degré dans 8(h) est
8,(6™)c + 0"5,(c). D’apres (), 8,(0) € R;_,, donc le degré de 5,(6™) est
au plus m — 1. On en déduit que 0™5,(c) est le terme de plus haut degré
dans 8,(h) et que §)(c) € K;. Ainsi §(K;) C K;, c’est-a-dire que K, et K,
sont des idéaux g-invariants de R;_; et K; C K,.

Comme R;_; est g-hypernormale, il existe b € K, \ K, tel que b + K,
est un élément normal dans R, ,/K, et [X,b] —ryb € K, pour un
élément ry de R;_, et pour tout X € g. Il existe donc by,..., b, _; € R, ,
tel que si t = 0”'b + Xm0’ alors t € I,_ N\ I;. Soit u € R;_;; il existe
donc v € R;_, tel que ub bv € K,. D’apres ( B8), dans ut — w, le terme
de plus haut degré est §™(ub — bv); or ub — bv € K;; donc ut — w. € I,.
Soit 1 <j <n et posons ry =r;. Dans § (£) — r;t, le terme de plus haut
degré est 6™(8,(b) — r;b); or S(b) —rb e K;; donc 8,(t) —rit el

On déduit de 8(t) —rte Il, que pour tout entier naturel q non nul, il
existe w € R; tel que Oqt —tw € I,. Le reste de la démonstration est
évident a partir de la relation ( 8).

(2) On raisonne comme dans (1). L’élément b qui intervient dans la
démonstration de (1) est central modulo K, donc u = v € R;_;, tandis
que ry est nul pour tout X € g, donc w = 69.

Conservant les notations précédentes, on a

COROLLAIRE 2.16. Soit g une k-algebre de Lie nilpotente et R une
k-algebre.

(1) Si R est g-hypernormale, alors R; est g-hypernormale pour tout i < n.
En particulier, R, = R#U(g) est hypemormale

(2) Si R est g-hypercentmle alors R, est g-hypercentrale pour tout i < n. En

particulier, R, = R#U(g) est hypercentrale

La définition d’'une k-algebre g-hypercentrale de [2] ne permet pas
d’obtenir le corollaire (2.16 (2)).
La remarque suivante sera utile pour le paragraphe 3.
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REMARQUE 2.17. D’apres la démonstration de (2.15 (1)), si R est g-hyper-
normale alors pour tout j < i et pour tout r € R;, il existe r' € R; tel que
n —tr' € I, et pour tout X € g I’élément ry € R.

COROLLAIRE 2.18. Soient g une k-algebre de Lie complétement résoluble
et R une k-algebre.

Si R est g-hypernormale, alors R; est g-hypernormale pour tout i < n. En
particulier, R#U(g) est hypemormale.

Preuve. 11 suffit de montrer que si R;_; est g-hypernormale, alors R;
est g-hypernormale. La preuve se fait exactement comme dans (2.15). Pour
1 <! < n, le terme de plus haut degré dans &,(h) est 0™(s,c + §,(c)), o
s, est le coefficient de ™ dans §,(6™). Par une légeére modification de la
preuve de ([2, 4.1]), on montre que K, et K, sont g-invariants. Le reste de
la démonstration est évident.

3. CATENARITE DANS LES ANNEAUX MUNIS D’UNE
ACTION D’ALGEBRE DE LIE ABELIENNE

On conserve les notations et les conventions des paragraphes precede—
nts. De plus, R est une k-algebre commutative.

Soient g une k-algébre de Lie abélienne (donc nilpotente) de base
(X, X , X,) telle que (X;,...,X,,) est une base de g,,, 1 <m <n.
Posons A = {61, 8,},ou §; = SX‘_ pour1 <i <n, B=R,, = R#U(g,),
S=S, = R[xl,...,xm] Panneau des polynOomes a m variables. On sait
qu’il existe une action de g sur R,,. On définit

—une action de g sur S, en posant §(x;) =0 pour 1 <i<n et
1<j<m.

—un isomorphisme de R-modules ¢: B — S en posant ¢(X} -+ Xim)
=xit -« xim (cf. [5, §1D

—pour r €R, une application k-linéaire d,: S » S par d (8) =
¢(lr, 7' (5)D (cf. [5, Ny(BID.

Posons V = A U {d,, oit r € R}. Alors V est un ensemble d’apphsatlons
k-linéaires de S vers S. :

Nous définissons dans S,, les notions de “V-invariant”, “V-caténaire”,
“V-hauteur” (cf. [5, §1]) et d’une fagon évidente la notion de “V- hypernor—
male.”

Voici quelques résultats qui permettent de mieux connaitre Papplication
¢ et Yensemble V.

Soit R une k-algebre commutative noethérienne. Si P est un idéal
V-invariant de S, alors ¢~ !(P) est un idéal g-invariant de B. L’ensemble V
opere de facon naturelle sur S = S/P et si p, désigne la surjection
canonique de S sur S, alors p, envoie les idéaux V-invariants de S sur les
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idéaux V-invariants de S. De méme, la surjection canonique pg de B sur
B = B/¢ 1(P) envoie les idéaux g-invariants de B sur ceux de B.

11 est facile de vérifier que:

—Ile R-isomorphisme ¢ induit un R-isomorphisme ¢ de B vers S tel
que p;° b = ¢ e pg;

—si I est un idéal g-invariant (respectivement un idéal premier g-in-
variant) de B alors ¢(I) est un idéal V-invariant (respectivement un idéal
premier V-invariant) de S;

—si J est un idéal V-invariant (respectivement un idéal premier V-in-
variant) de S; alors ¢~!(J) est un idéal g-invariant (respectivement un
idéal premier g-mvarlant) de B.

On peut adapter les résultats de ([5, §1 et §2]) & notre contexte pour
démontrer le théoréme suivant:

THEOREME 3.1. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algeébre,
B =R, = R#U(g,), oumestfixé 1 <m <n.

L’application ¢: B = R,, — §,, = S induit une bijection entre
(1) ’ensemble des idéaux g-invariants de B et I’ensemble des idéaux

V-invariants de S.
(2) 'ensemble des idéaux premiers g-invariants de B et ’ensemble des

idéaux premiers V-invariants de S. De plus ¢ et ¢ ' préservent les
inclusions.

LEMME 3.2. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algebre
B =R, = R#U(g,), 1 <m < n et I un idéal g-invariant de B. S’il existe
cEB tel que pour tout r € R, il existe r;, € R tel que rc — cr; € I, alors quel
que soit t € B, il existe t; € B tel que ¢(ct) — ¢(c)d(t,) € (D).

Preuve. 11 suffit d’adapter avec une l€gére modification la démonstra-
tion de ([5, 1.6.(3)]).

THEOREME 3.3. Soient g une k-algebre de Lie abélienne, R une k-algeébre
g-hypernormale, B = R,, = R#U(g,),1 <m <n. Alors S = Rlx,,...,x,]
est une k-algebre V-hypernormale.

Preuve. Soient P C Q deux idéaux V-invariants de S. Donc ¢ !(P) c
¢~ 1(Q) sont des idéaux g-invariants de B. D’apres (2.16), B est g-hyper-
normale. 11 existe donc b € ¢™(Q@) \ ¢ '(P) tel que b + ¢~ '(P)est un
élément normal de B =B/¢ (P) et §(b) — b;B € ¢ (P) pour un
b; € B, 1 <i < n. D’aprés (2.17), on peut supposer que chaque &, € R;
donc (cf. [5, 1.1iii], 8,¢(b) — b;¢(b) € P. D’apres (2.17), pour tout r €
R cB, il existe r, € R tel que rb — br; € ¢ (P); donc
[r,b] + b(r — r@&(P). D’apres (3.2), il existe ¢, € B tel que ¢(r, b]) —
¢(t,)p(b) € P. Par définition, d ($(b)) = ¢(r,bD,or p(b) e O\ Pet S
est commutative; donc § est V-hypernormale.
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LEMME 3.4. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-aigebre
noethérienne g-hypernormale, B = R#U(g,,), S = Rlx,, x,,...,x,,] Pan-
neau des polynomes a m variables 1 < m < n; I un idéal de S et I* le plus
grand idéal V-invariant de S contenu dans 1I. :

(1) Si I est premier, alors I* est aussi premier.

(2) Si I est un idéal premier minimal, alors I = I'*.

Preuve. (cf. [5, Theorem 2.3 and Corollary 2.5)).

Tous ces résultats préliminaires prouvent que dans le contexte actuel, on
peut obtenir les analogues de la proposition (2.7) et des corollaires (2.8,
2.9). Nous énongons I'analogue du corollaire (2.8), car c’est celui qui nous

intéresse.

LEMME 3.5. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algebre
noethérienne g-hypernormale, B = R#U(g,), S = Rlx,,x,,...,x,,] Pan-
neau des polynomes a m variables 1 <m < n; P C Q deux idéaux premiers
V-invariants de S, alors V-ht(Q /P) = ht(Q /P).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant:

THEREME 3.6. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algebre
noethérienne g-hypemormale, B = R#U(g,,), 1 <m < n. Si lanneau des
polynoémes S = Rlx,,...,x,,] est caténaire ou g-caténaire, alors B est g-
caténaire. En particulier, R#U(g) est caténaire.

Preuve. Soient P C Q deux idéaux premiers g-invariants de B. Alors
(cf. 3.1) ¢(P) c ¢(Q) sont deux idéaux premiers V-invariants de S. D’apres
(3.5), toutes les chalnes saturées d’idéaux premiers V-invariants de S
d’extrémités ¢(P) et $(Q) sont des chaines saturées d’idéaux premiers,
donc aussi des chaines saturées d’idéaux premiers g-invariants. Comme S
est caténaire ou g-caténaire, toutes ces chaines ont la méme longueur. On
en déduit (cf. 3.1) que toutes les chaines saturées d’idéaux premiers
g-invariants de B d’extrémités P et Q ont la méme longueur. '

DEFINITION 3.7. Une k-algébre R est dite universellement caténaire
(respectivement universellement g-caténaire) si tous les anneaux de
polyndmes R[x,, x,,...,x,] 2 un nombre fini de variables sont caténaires
(respectivement g-caténaires). :

COROLLAIRE 3.8. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algebre
noethérienne g-hypernormale, universellement g-caténaire et B = R#U(g,,),
1 < m < n. Alors B est universellement g-caténaire. En particulier R#U(g)
est universellement caténaire.

Preuve. L’anneau des polynémes a g — m variables Blx,,,,...,%,]
peut &tre identifié a un anneau de la forme R#U(H), ou H cst une
k-algébre de Lie abélienne de dimension g. Comme R est universellement
g-caténaire, I'anneau des polynémes R[x;,...,x,] est g-caténaire. Le
théoréme (3.6) donne le résultat.
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COROLLAIRE 3.9.  Soient g une k-algébre de Lie abélienne, R une k-algebre
de type fini g-hypernormale et B = R#U(g,), 1 <m < n. Alors B est g-
caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs
premiers g-invariants de B.

Preuve. Sous nos hypotheses, R est universellement caténaire; donc
I’anneau S = R[x, x,,..., x,,] est caténaire. On en déduit (cf. 3.6) que B
est g-caténaire. Soient P C O deux idéaux premiers g-invariants de B.
Donc P/(PNR)Bc Q/(PNR)B sont deux idéaux premiers g-in-
variants de B/(P N R)B = (R/P N R)#U(g,,). Comme R/P N R est une
k-algébre intégre de type fini g-hypernormale, la formule hauteurs de
Tauvel est vraie pour les idéaux premiers g-invariants de B/(P N R)B (cf.
(2.8) et [9] 4.13).

De méme, d’apres (2.5) et (2.8) la g-hauteur et la hauteur coincident sur
les idéaux premiers g-invariants de B/(P N R)B. Comme B est g-
caténaire, on obtient le résultat.

4. LOCALISATION ET CATENARITE DANS LES
ANNEAUX MUNIS D'UNE ACTION D’ALGEBRE DE
LIE NILPOTENTE

On conserve les notations et les conventions des paragraphes précéde-

nts.
Soit 4 un anneau unitaire. On dit que A est un anneau local si 4 est

noethérien a droite, possede un seul idéal maximal M qui coincide avec
son radical de Jacobson, N}, _;M" =0 et A/M est un anneau simple

Artinien.
Un anneau local A4 d’idéal maximal M est dit régulier s’il existe une

chaine d’idéaux M; de A:
O0=MycM,c - cM,_,cM,=M

telle que M;/M;_, est engendré par un élément central régulier de
A/M;_;,1 <i<d. On dit alors que 4 est un anneau local régulier de
dimension d et (cf. [23, theorem, 2-7])

r-gldimA=K-dmAd=h-dim A/M =dim 4 =d

ou r- gldim désigne la dimension globale a droite; K- dim, la dimension
de Krull; 4 -dim la dimension homologique de A4-modules et dim, la

dimension de Krull classique.
Soient 4 un anneau unitaire et P un idéal premier de 4. On pose

C,(P) = {c € A tel que ¢ + P est régulier dans A/P}. On peut supprimer
Pindice A, s’il n’y a pas de confusion.
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DEFINITION 4.1. Un idéal premier d’un anneau A est réguliérement
localisable s’il existe une chaine

d’idéaux de A telle que, si P,_; est contenu strictement dans P;, alors il
existe p € P, \ P,_, vérifiant

(1) p + P,_, est un élément central régulier de 4/P,_,.

(2) Pour tout g € P, il existe ¢ € C(P) tel que qc € P,_, + Ap

La définition (4.1) est équivalente a celle qui est donnée dans [22] mais
les deux définitions ne sont pas les mémes.

LEMME 4.2. Soit A un anneau noethérien a droite et P un idéal premier
réguliérement localisable de A. Alors C(P) vérifie la condition de Ore a droite

dans A.

Preuve. 1l suffit d’adapter la preuve du théoréme 2.2 de [21] & notre
contexte.

Sous les hypothéses de (4-2) posons K = {c € 4: ca = 0 pour a dans
C(P)}). Alors K est un idéal de 4 et a + K est un élément régulier de
A/K pour tout a € C(P). On peut donc former 'anneau quotient partiel
a droite de A /K par rapport a {a + K; a € C(P)} que nous allons noter
Ap. |
Un élément de A, s’écrit sous la forme uc™ !, ol u € 4/K et ¢ € {a +
K; a € C(P)}. |

LEMME 4.3. Soit A un anneau premier noethérien a droite et P un idéal
premier régulierement localisable de A, alors A, est un anneau local régulier.

Preuve. Cf. [22, Lemma 1.4]).

LEMME 4.4. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une k-algébre
noethérienne & droite, g-hypercentrale, P un idéal premier g-invariant de R,,,
P,=PNR, et P,=PNR;,_;,1<i<m<n. Alors P, et R,P, = P,R,
sont des idéaux premiers g-invariants de R,. De plus, soit P, = P, R; ou bien il
existe p € P, \ R, P, tel que

(D) 84(p) € R,P, pourtout X € g.

(i) p + R, P, est un élément central dans R, /P, R,.

(iii) Si s € R, et ps € R, P, alors s € R;P,

(iv) Pour tout q € P, il existe c € C(P) tel que qc € R, P, + R; p.

Preuve. Les assertions (i) et (i) sont évidentes, car R; | CR; et R; est

g-hypercentrale.
(iii) D’apres (ii), p + R, P, est un élément central non nul de 'anneau

premier noethérien a droite R;/R;P,, donc p + R;P, est un élément
régulier.
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(iv) Comme dans (2-15), choisissons un polyndme f & P, \ R, P, de
degré minimal m (ne pas confondre ce “m” avec celui de I'énoncé) et
posons K; ={c €R;_;: 6™c + L/ '0'c, € R;P,, Ol cy,CqyeeesCppq €
R_J et Ky={c€eR,_;: 0"c+ X" ,0'c,e€P, od cyp,C1y...5Cp_1 E
R;_1}.Ona R, =R, [0, 8], ob 5, = 8y . D’apres la preuve de (2.15 (2)),
il existe des éléments ag,a,,...,a, € R;_; tels que I'élément p =
rm ,0'a, € P, \ R,P, et vérifiec 6,(p) € R,P, = X!_,0'P, pour tout X
€ g. A nouveau, d’aprés la preuve de (2.15 (2)), a,, € K, \ K| et 8,(a,,)
€ K, pour tout X € g. Donc 84(a,) € P, C P pour tout X € g. Nous
savons aussi que [7, a,,] € K, pour tout r € R; donc[r,a,,] € P, C P. On
vient de montrer que '

[u,a,] €P, pourtoutu €B ().

L’élément a,, n’appartient pas a P a cause du choix de m; donc d’aprés
(*), a,, + P est un élément central non nul de ’'anneau premier noethérien
a droite B/P. Donc a, + P est un élément régulier de B/P; d’ou
a,, € C(P). Soit g = XV_,0'q, € P,. Si q &€ R, P,, alors v > m a cause du
choix de m. Nous avons:

Guqvam - ou—mquemam

= 60'q,a,, — 0" "0"q,a, + 6" 3, ('}1)6.-"(61.,)0’”“%
1<j<m
S 5 (Taareeen
1<j<m ] .

On en déduit que ga,, — 6" "q,p € L2, 0'R,_,.

Posons r = qa,, — 0* " ™q,p = L!_40'r, o les r, ER,;_,.

Si r € R;P,, alors on pose a,, = c et f= 0"""q, et la démonstration
est terminée. Si r & R;P,, alors on recommence le méme processus que
précédemment. Ainsi, de proche en proche, on peut trouver f € R; tel que
a’;m*l — fp € LL0'R,_,, o gal;™*! — fp est un élément de R,P, a
cause du choix de m. Donc ga’,™*! € R,P, + fp, et en posant ¢ =
a’~™*1 on obtient (iv).

Si g € R, P, alors on obtient (iv) de fagon triviale.

Remarque 4.5. Lorsque dans (4.1), les idéaux P; sont g-invariants et
Iélément p vérifie [X, p] € P,_; pour tout X € g, on dira que {’idéal
premier g-invariant P est g-régulierement localisable.

Si tous les idéaux premiers g-invariants de R sont g-réguliérement
localisables, on dira que R est g-réguliérement localisable.
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THEOREME 4.6.  Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une k-algébre
premiére noethérienne a droite g-hypercentrale, A = R, = R#U(g), B=R,,,
1 <m<n, P un idéal premier g-invariant de B. Si Q =P N R est g-
réguliérement localisable, alors P est g-régulierement localisable et B, est un
anneau local régulier de dimension au plus égale a dim R, + m

Preuve. Comme P N R est g-régulierement localisable, il existe une
chaine 0 =Q,CcQ, ¢ - €O, €0, =PNR =0 didéaux g-in-
variants de R vérifiant les conditions de la définition (4-1) et de la
remarque (4.5). Considérons la chaine d’idéaux de B:

0=PycP c cP cP=B(PNR)CP,,C CP,, =P

(v)

ou P,,=B(PNR),0<i<met P,=Q,B, 0<i<l Un élément de
P,,; est une combinaison en les mondmes X5yt -+ X3 a coefficients
dans P N R;. Supposons P,,;_; CP,; Si RPN R;_;) =P N R, alors
B(R(PNR, )=B(PNR)=P,,=B(PNR,_))=P,,,_,, car B =
BR;; ce qui est une contradiction.

On a donc R(P N R;_,) €PN R;. Nous déduisons de (4.4 (i) et (ii))
quil existe pe PN R, N\ R(PNR;_)) tel que p + R(PN R;_,) est un
élément central de R,/R(PNR,_)) et[X,ple R(PNR,_,) cB(PN
R,_))=P,,;_, pour tout X €g. On en déduit que up —pu € P, ;_,
pour tout u € B, car B est R/libre a droite et a gauche de base les
mondmes XS24 -+ Xom. 11 en résulte que p + P,,,_; est un élément
g-central de '

B/P; 1, l1<i<m.

Or (cf. 4.4, (ii)) p + R(P N R,_,) est un élément régulier de R,/R, (P N
R;_,),donc p + P,,;_, est un élément régulier de B/P,,;_, (car B est un
R-module libre 2 droite et a gauche) et (cf. 4.4 (iv)) pour tout g € P, ,, il
existe ¢ € Cyx(P) tel que gc € P, ;_, + Bp.

Si Q;, B cQ;B,alors Q;_; € Q;. Il existe donc z € Q; \ Q,_,tel que
z + Q;_; est un élément g-central régulier de R/Q;_, et pour tout q € Q;
il existe ¢ € Cx(Q) c Cy(P), tel que qc € Q,_, + Rz. Il est facile de vérifier
que z + Q,_,B est un élément g-central régulier de B /Q;_,B qui vérifie (4.1
(2)). On conclut que P est g-réguliérement localisable et (cf. 4.3) B, est un
anneau local régulier.

A partir de la chaine (y), on obtient la chaine 0 = PyB, C P,B, C -
cP,,BpC -+ CP,,,Bp =PB, didéaux de B, telle que pour tout i
avec0 <i<l+m—1, P, ,Bp/P,Bp est engendré par un élement cen-
tral régulier. Donc la dimension de Krull classique de B, est au plus
I + m, ou I est nécessairement la dimension de Krull classique de R,,.
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COROLLAIRE 4.7.  Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une k-aigébre
noethérienne a droite. A = R#U(g) =R,, B=R,,,1<m <n. Si R est
g-simple (respectivement simple), alors B est g-régulicrement (respectiuement
régulierement) localisable.

Soient A une k-algebre noethérienne ou a identités polynomiales, P un idéal
premier de A, Fr(A/P) Ianneau total des fractions de A/P. Si N est un
Fr(A /P)-module, on note I(N) sa longueur en tant que Fr(A/P)-module.
Donc I(Fr(A/P)) est la dimension de Goldie de A /P. Soit M un A-module.
Posons pour i > 0

p(P, M) =1(Fr(A/P) ® Ext}(A/P,M)): I(Fr(A/P)).

Si S est une partie multiplicative de Ore dans R contenue dans C(P), alors
p (P, M) est égal & p(S™'P,S™ M) défini sur Panneau S~ 'A.

Les nombres p; ont ét€ introduits en algebre commutative par H. Bass
(cf. [1, page 11).

THEOREME 4.8. Soient g une k-algebre de Lie nilpotente, R une k-algébre
noethérienne premiere g-hypercentrale, B=R,; 0 <m <n et P un idéal
premier g-invariant de B. Si P N R est g-régulierement localisable, alors
w,(P,B) = 8y, p, o0t 8y, p désigne le symbole de Kronecker et ht P la
hauteur de P.

Preuve. D’aprés (4.6), B, est un anneau local régulier, d’ol gl - dlm B,
= ht P = d; donc Ext} (BP/PBP, Bp) = 0si i > ht P. D’aprés ([17, Prop
1 et 2) on a Extj, (BP/PBP,Bp) O si i <ht P et Ext4 (BP/PB,,,B ) =

B,/PB, = Fr(B/P). Or Fr(B/P) ®; Ext;(B/P, B) = $'Ext5(B/P, B)
=~ Exty (Bp/PBp, Bp) pour tout i = 0 ot § = C(P). Ce qui achéve la
démonstration.

PROPOSITION 4.9.  Soient g une k-algebre de Lie nilpotente, R une k-algébre
noethérienne premiere g-hypercentrale g-régulierement localisable, B = R, ,
0 <m < n, Q C P une chaine saturée d’idéaux premiers g-invariants de B,
alors u(Q, B) > 0 implique p,, (P, B) > 0.

Preuve. Sous nos hypothéses, P est g-réguliérement localisable et (cf.
4.6) B, est un anneau local régulier. De plus, on a (cf. 2.8) ht(P/Q) = 1.
Le résultat va se démontrer comme dans le cas commutatif (cf. [1, 3.1]).
On pose A = B, P' = PB,, Q' = OB,. Comme B est g-hypercentrale, on
peut choisir x dans P \ Q tel que x + Q est un élément central de B/Q.
On peut vérifier que I'image de x dans A appartient a P’ \ Q' et que
x =x + Q' est un élément central de 4/Q'. Comme A/(Q’ est un anneau
premier, 'élément X est non diviseur de zéro. On en déduit que Ia suite

0-A4/Q 5>A4/Q - A/(Q +Ax) — 0 est exacte. Ce qui entraine que
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la suite Ext/(A4/Q', A) > Ext’(A/Q A) - Extit(4/(Q' + Ax), A) est
exacte. Par hypotheése, u(Q,B) # 0, donc Ext,(B/Q,B) # 0. On en
déduit que Fr(B/P) ®BExt’ (B/Q,B) # 0 (ie., Exti(4/0Q, A) * 0).
Comme x appartient au radical de 4, on a Ext/* (4 /(Q + Ax), A) + 0.
Or A4 /(Q’ + Ax) est de longueur finie et le foncteur Ext/*!(—, A) est
exact a droite, donc Ext/t (A4 /P, A) # 0.

PROPOSITION 4.10. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une
k-algebre noethérienne premieére g-hypercentrale g-régulierement localisable et
B =R,,, 0<m<n, alors B est g-caténaire. En particulier, R#U(g) est
caténaire.

Preuve. Soient P C Q deux idéaux premiers g-invariants de B tels que
g-ht(Q/P) =1 et ght P =d. On a (cf. 2.8) ht P = d et (cf. 4.8) u, (P, B)
= 1; d’ou (cf. 4.9) wu,, (O, B) > 0 et a nouveau (cf. 48) ht Q =d + 1. On
a donc (cf. 2.8) g-ht Q =d + 1.

COROLLAIRE 4.11. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une
k-algebre noethérienne B = R,,,0 <m < n.

(1) Si R est g-simple, alors B est g-caténaire. En particulier R#U(g) est
caténaire.

(2) Si R est simple, alors B est caténaire et g-caténaire.

Preuve. (1) Cest évident.
(2) Comme R est une k-algebre simple, elle est g,,-hypercentrale et son
unique idéal premier (0) est g,,-réguliérement localisable pour 0 < m < n.

Donc (cf. 4.10) B est caténaire.

COROLLAIRE 4.12. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une
k-algébre commutative noethérienne et B =R,,, 0 <m < n. Si P C Q sont
deux idéaux premiers de B qui ont la méme contraction dans R, alors. toutes
les chaines saturées d’idéaux premiers de B d’extrémités P et Q ont la méme

longueur.

Preuve. Quitte a quotienter R par P N R et B par (P N R)B, on peut
supposer que R est une k-algebre intégre et P N R = Q@ N R = (0). Posons
C = R \ {0}. Alors C est un ensemble de Ore a droite et a gauche dans
R; donc dans B et ona BC™! = RC™'#U(g,,), o RC™! est le corps des
fractions de R. On en déduit (cf. 4.11) que BC™? est caténaire. :

Or, PNC=T et 0N C=; donc PC™! cQC™! sont des idéaux
premiers de BC™!. Donc toutes les chaines saturées d’idéaux premiers de
BC™! d’extrémités PC™! et QC~! ont la méme longueur. On obtient le
résultat et utilisant ({4, 2.10].

COROLLAIRE 4.13. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une
k-algebre commutative de type fini g-hypercentrale g-régulierement localisable
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etB=R,,0<m < n. Alors B est g-caténaire et la formule des hauicurs de
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B.

Preuve. Les hypothéses de (4.10) sont satisfaites, donc B est g-
caténaire. De plus, la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R et
la g-hauteur coincide avec la hauteur sur les idéaux premiers g-invariants
de R. Donc (cf. [9, 4.13]), la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour
les idéaux premiers g-invariants de B. Comme B est g-caténaire, on
obtient la derniére assertion.

COROLLAIRE 4.14. Soient g une k-algébre de Lie nilpotente, R une
k-algebre noethérienne de type finiet B=R,,,0 <m < n.

(1) Si R est g-simple, alors B est g-caténaire et la formule des hauteurs de
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B.

(2) Si R est simple, alors B est caténaire et g-caténaire. De plus, la formule
des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs premiers de B.

COROLLAIRE 4.15. Soient g une k-algebre de Lie nilpotente, R une
k-algébre noethérienne de type fini et B=R,,, 0 <m <n. Si les idéaux
premiers g-invariants de B ont la méme contraction dans R, alors B est
g-caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs
premiers g-invariants de B.

Preuve. C’est évident a partir de (4.14 (1)).

5. DIMENSIONS DANS LES ANNEAUX MUNIS D’'UNE
ACTION D’ALGEBRE DE LIE

Dans ce paragraphe, en plus des conventions et les notations précéde-
ntes, toutes les k-algeébres sont commutatives et on dira tout simplement
k-algebres. Tous les * anneaux sont supposés noethériens.

PROPOSITION 5.1.  Soit R une k-algebre g-hypernormale

(1) R est g-simple si et seulement si chaque élément g-normal non nul de R
est inversible. -

(2) Si R est intégre et si S désigne I’ensemble des éléments g-normaux non
nuls de R, alors S est une partie multiplicative de Ore dans R et S™'R est

g-simple.

Preuve. (1) Supposons que R est g-simple et soit a un élément g-nor-
mal non nul de R. On sait que Ra est un idéal g-invariant de R; donc
Ra =0 ou Ra =R. Or Ra # 0, donc Ra = R. Comme R est un anneau
unitaire, on en déduit que a est inversible. Supposons que chaque éiément
g-normal non nul de R est inversible et soit I un idéal g-invariant non nul
de R. L’idéal I contient donc un élément g-normal non nul a. Or,
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I’élément a est inversible, donc I contient ’élément unité de R, d’ou
I=R.

(2) 1 est clair que S est une partie multiplicative de Ore dans R.
Munissons S™'R de la structure de g-module définie par 8,(a/s) =
—ady(s)/s* + 8y(a)/s,pour X €g,a € Ret s € S. Il est clair que S7'R
est g-hypernormale.

Pour montrer que S™!R est g-simple, on montrera que chaque élément
g-normal non nul de S™!R est inversible. Soit donc a/s un élément
g-normal non nul de S™!'R. Donc J = (§"'RXa/s) = S~ !(Ra) est un idéal
g-invariant non nul de S™!R. L’image inverse de J par I’application
canonique R — S”!R est un idéal g-invariant non nul I de R. Comme R
est g-hypernormal, I contient un élément b de S tel que b/1 € J. I existe
donc0#u € RetteS tels que ua = bt. On en déduit que ua € S. Ce
qui prouve que a/s est inversible d’inverse us/ua.

THEOREME 5.2.  Soit A une k-algebre de type fini g-simple ou une localisa-
tion d’une k-algebre de type fini g-simple, alors A est un anneau intégre
régulier de dimension au plus égale a n.

Preuve. 1l est clair que A4 est un anneau intégre. D’aprés ({10, corollary
of theorem 1]) A est un anneau régulier. Or A est un (A#U(g) — A4)
bimodule de type fini des deux cdtés et fidele a droite. Donc (cf. [8, 12—-4])
dim A < dim A#U(g) et (cf. [9, 4-11]), dim (A#U(g)) < n. S

COROLLAIRE 5.3. Soient R une k-algébre intégre g-hypernormale de type
fini et S ’ensemble des éléments g-normaux non nuls dans R. Alors S™'R est
un anneau intégre régulier de dimension au plus égale a n.

DEFINITION 5.4. Soit R une k-algébre commutative noethérienne. La
g-dimension de Krull classique de R notée g-dim R est la borne supérieure des
g-hauteurs de P, oil P parcourt I’ensemble des idéaux premiers g-invariants de
R.

Les corollaires (2.9) et (5.3) vont maintenant nous permettre d’établir une
relation entre la dimension de Krull classique et la g-dimension. de Krull
classique d’une k-algebre g-hypemormale de type fini R.

THEOREME 5.5. Soient R une k-algebre g-hypernormale de type fini et P
un idéal premier de R. Alors: .

(1) ht P < g-ht(P*) + n.

(2) dim R < g-dim R + n.

(3) ht P = g-ht(P*) + m, ot m est le nombre minimum de généruteurs de
PR,/P*R, dans Rp/P*R,.

Preuve. Posons R = R/P*. L’anneau R est intégre. Soit S Pensemble
des éléments g-normaux non nuls dans R et posons T = §~'R. Il est clair
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que (P/P*)*=0, donc (P/P*) N § = (J. On en déduit que ht( P/P*) =
ht((P/P*)T).

D’apres (5.1 (2)), T est g-simple et d’apres (5.3), T est régulier de
dimension au plus égale a n. Le corollaire (2.9) donne (1) et (2). Main-
tenant, posons Q = (P/P*)T. Comme T est régulier, il est bien connu
que ht O = ht(QT,) = m, ol m est le nombre minimum de générateurs
de QT,; or Ty = Rp/P*R, et QT,, = PRy, /P*R,, d’out (3).

LEMME 5.6. (1) Soit R une k-algébre noethérienne. Si M est un projectif
dans la catégorie des R#U(g)-modules, alors M est un projectif dans la
catégorie des R-modules.

(2) Soit R un * anneau. Si M est un projectif dans la catégorie des *
modules, alors M est un projectif dans la catégorie des R-modules.

Preuve. (1) L’application naturelle IT: R ® M — M est un épimor-
phisme de R#U(g)-modules. Posons K = ker ['1.

Alors K est un sous-R#U(g)-module de R ®, M et on a la suite exacte
de R#U(g)-modules0 > K-> R®,M - M — 0.

Comme M est un porjectif dans la catégorie de R#U(g)-modules, cette
suite exacte est scindée. Or R ®, M est un projectif dans Modg, d’ou le
résultat. '

(2) La démonstration est identique a celle de (1).

DEFINITIONS 5.7. Soient R une k-algébre noethérienne et M un
R#U(g)-module.

—La g-dimension projective de M notée g-pd,M est le plus petit
entier m tel que Ext4(M, N) = 0 pour tout i > m et pour tout R#U(g)-
module N.

—La g-dimension injective de M notée g-idz M est le plus petit entier
‘m tel que Exth(N, M) = 0 pour tout i > m et pour tout R#U(g)-module
N. '

—La g-dimension globale de R notée g-gldim R est le plus petit entier
m tel que ExtL(P, Q) = 0 pour tout i > m et pour tous R#U(g)-modules
Pet Q.

Il est clair qu’on a les inégalités g-pdg M < pdM;

gidyM <id;M et g-gldim R < gldim R.
On définit de méme la * dimension projective de M notée * pd, M, la *'
dimension injective de M notée * idx M et la * dimension globale de R

notée * gldim R ol R est un * anneau et M un * module
Il est clair qu’on a les inégalités * pd, M < pdxM;

*idgM < idgM et *gldim R < gldim R.
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THEOREME 5.8. (1) Soient R une k-algébre noethérienne et M un
R#U(g)-module. Alors g-pdgM = pdz M.
(2) Soit R un * anneau et M un * module, alors * pdyM = pd; M.

Preuve. 1l suffit de montrer le résultat pour M lorsque g-pd, M = 0.
La preuve se fait comme en (5.6) en utilisant la longue suite exacte des

Ext p(—, -).

THEOREME 5.9. Soient R une k-algebre g-hypernormale de type fini. Alors
on a g-gldim R < gldim R < g-gldim R + n.

Preuve. la premicére inégalité a déja été signalée. Montrons donc la
deuxiéme inégalité. On a gldim R = sup{pdg(R/M), ou M parcourt
’ensemble des idéaux maximaux de R}. Soient M un idéal maximal de R,
S lensemble des éléments g-normaux non nuls dans R/M* et T =
S™I(R/M™). 1l est clair que R/M est un R/M*-module, donc un 7-mod-
ule. On en déduit que pdz(R/M) < pd;(R/M) + pdiT. D’apres (5.1) et
(5.3), T est régulier de dimension au plus égale a n; donc pd,.(R/M) < n.
Or T est un R#U(g)-module, donc d’apres (5.8), pdiT = g-pdzT. Puisque
g-pd;T < g-gldim R, on obtient le résultat. _

PROPOSITION 5.10. Soient R une k-algébre g-hypernormale de type fini, P
un idéal premier de R et M un R-module. Si p(P*, M) = 0 pouri > r, alors
w(P,M) =0 pouri>r+n. '

Preuve. Posons T =R,/P*Rp et T = Rp/PRp. On a (cf. [6, page 349])
la suite spectrale Ext}(T, Exty (T, Mp)) = Ext (T, Mp).

Soit S I’ensemble des éléments g-normaux non nuls dans R/P*. On a
(P/P)NS =, donc T est une localisation de S™'(R/P*). On en
déduit (cf. 5.3) que T est régulier de dimension au plus égale a n; donc
Ext{(-,-) =0 si j>n. Supposons w,(P*,M)=0 pour i>r; donc
Ext! R, (T, MP) = 0 pour i > r et la suite spectrale ci-dessus dégénere et
donne Extj (T, Exty (T, Mp)) = 0 pour i +j > r + n; donc Exty (T, M,)
-Opourm >r+n c’est-a-dire que w,,(P, M) = 0 pour m >r+n

COROLLAIRE 5.11. Soient R une k-algeébre g-hypernormale de type fini et
M un R#U(g)-module. Alors g-idgM < idyM < g-id;M + n.

Preuve. Nous montrerons seulement la deuxieme inégalité. Par défini-
tion de g-idg, on a u,(P*, M) = 0 pour i > g-id M. '

On en déduit (cf. 5.10) que w, (P, M) = 0 pour i > g-idgM + n, donc
idgM < g-idgM + n.

COROLLAIRE 5.12.  Soit R une k-algébre g—hypemorrﬁale de type fini. Alors
R est réguliére si et seulement si R, est réguliere pour tout idéal premier
g-invariant Q de R.
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Preuve. Montrons que la condition est suffisante. Pour cela, seient M
un R-module et Q € P deux idéaux premiers de R. Par hypothése,
pQ*, M) = 0 pour i > gldim Ry«= dim Ry+= ht(Q"). Donc (cf. 5.10)
w(Q, M) = 0 pour i > ht(Q*) + n et (cf. 5.5), p(Q, M) =0 pour i >
ht Q, d’out p,(Q, M) = 0 pour i > ht P. 1l en résulte que idg M, < ht P
< +o; donc gldim R, < ® et R est un anneau régulier.

COROLLAIRE 5.13.  Soit R une k-algebre g-hypernormale de type fini. Alors
R est un anneau de Gorenstein si et seulement si R, est un anneau de
Gorenstein pour tout idéal premier g-invariant Q de R.

Preuve. Montrons que la condition est suffisante. Soit P un ldeal
premier de R. En remplagant M par R, dans la preuve de (5.12), on
obtient idp Rp < +0o. Donc R, est un anneau de Gorenstein.

Nous allons examiner le cas particulier ot R est un * anneau.
A partir de maintenant, on suppose k algébriquement clos et g-résolu-
ble.

LEMME 5.14. Soit R un * anneau g-simple. Alors tout * module de type
fini M est un R-module libre.

Preuve. Supposons d’abord que M est un * module monogene dont le
générateur m est un semi-invariant; donc U(g)-m=k-m et M =
(R#U(g))m = Rm. 1l est clair que ann (m) est un idéal g-invariant de R.
Or R est g-simple, donc ann (m) = 0 ou R. Mais ann (m) # R, car 1 € R
et1-m = m # 0; donc ann (m) = 0; donc M est R#U(g)-isomorphe & R.

Maintenant, si M est un * module de type fini, alors M admet une suite
de composition dans laquelle chaque facteur est un * module monogene
de générateur un semi-invariant. D’aprés ce qui précéde, chaque facteur
de la suite est R-libre. Donc M est R-libre.

THEOREME 5.15. Soit R un * anneau g-simple. Alors R est un anneau
intégre régulier de dimension au plus égale a n.

Preuve. 11 est clair que R est intégre. Sous nos hypotheéses, R =
dirlim R;, ou chaque R; est un sous * anneau de type fini de R. Soit S;
Pensemble des éléments g-normaux non nuls de R; et posons 7; = S, 'R,.
D’apres (5.1, (1)) T, € R; donc R = dirlim T;. D’aprés (5.1 (2)) chaque 7;
est un * anneau g-simple. Supposons T; C T.. Alors T; est limite directe de
ses sous-T;#U(g)-modules de type fini T;,. D’apres (5.14) chaque T, est
T;libre; donc T; est T;-plat. Il en résulte que les inclusions T; C 7; sont des
morphismes plats. D’aprés (5.2) chaque 7, est un anneau régulier de
dimension égale au plus a n; d’ou le résultat.

THEOREME 5.16. Soient R un * anneau et P un idéal premier de R. Alors:
(1) ht P < g-ht(P*) + n.
(2) dim R < g-dim R + n.
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(3) ht P = g-ht(P*) + m, ot m est le nombre minimum de générateufs de
PR,/P*R, dans R,/P*R,.

Preuve. La preuve se fait comme en (5.5).

THEOREME 5.17. Soit R un * anneau, alors on a

*gldim R < gldim R < *gldim R + n.
Preuve. La démonstration se fait comme en (5.9).

THEOREME 5.18. Soient R un * anneau, P un idéal premier de R et M un
R-module. Si p,(P*, M) = 0 pouri > r, alors u(P, M) = 0 pouri > r + n.

Preuve. La preuve se fait comme en (5.10).

COROLLAIRE 5.19. Soient R un * anneau, et M un * module. Alors *
idgM <idgM < *idg M + n.

Preuve. La démonstration se fait comme en (5.11).

COROLLAIRE 5.20. Soit R un * anneau, alors R est régulier si et seulement
si R, est régulier pour tout idéal premier g-invariant Q de R.

Preuve. La preuve se fait comme en (5.12).

COROLLAIRE 5.21. Soit R un * anneau, alors R est de Gorenstein si et
seulement si R, est de Gorenstein pour tout idéal premier g-invariant Q de R.

Preuve. La preuve se fait comme en (5.13).

Nous allons maintenant établir un résultat analogue aux corollaires
(5.12) et (5.13) pour les anneaux de Cohen—Macaulay lorsque R est un *
anneau.

LeMME 5.22 ([16, Lemme 15]). Soient A un anneau commutatif, I un
idéal de A et M un A-module tels que Ext',(A/I, M) est un A /I-module libre
pour tout i et BExt'(A/I, M) =0 pour i <d. Soient x un élément non
diviseur de zéro dans A/I et I' = I + Ax. Alors Ext'(A/I', M) est A /I'-libre
pour tout i et Ext'(A/I'y)M) =0 pouri <d.

Le résultat suivant est une version plus forte de (5.8) dans le cas des *
modules.

THEOREME 5.23.  Soient R un * anneau, M un * module de type fini, P un
idéal premierde Rets = ht P — ht(P*). Si u(P*, M) = 0 pouri < r, alors
u{P,M) =0 pouri<r +s.

Preuve. Soit S Pensemble des élémcnts g-normaux non nuls dans
R/P* etT =S Y(R/P*). Alors T est un * anneau g-simple et Ext’.(7, M)
est un T#U(g)-module g-localement fini de type fini et (cf 5.14)
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Ext,}(T M) est T-libre. Posons Q = (P/P*)T. On a R,/P*'R, = T} et,
aprés localisation, Extj (T, M,) est TQ -libre. Comme dans- (5 10), nous
avons la suite spectrale

EXt%‘Q(TQ’EXt;P(TQ’ MP)) = EXt;?P(TQs MP), Oh TQ = RP/PRP-

Comme T, est un anneau local régulier, on a (cf. [1, 3.6, p. 14)
ExtT (T,,T,) =0 pour j # dimT,. On en déduit que ExtT (T,
Extp | (T M )) = 0 pour j # dim Tj,. D’apres (2.9), dim T, = ht(Q7T, ) =
ht(PR /P+R p) =ht(P/P*) =s; donc la suite spectrale degenere et donne
Ext}, ((TQ,ExtR (T, Mp)) = Extj;”(TQ,M ). I en résulte que w,,(P*, M)
=0 nnphque W+ (P, M) = 0 pour tout m. En particulier, si p,(P*, M)
= 0 pour i <r, alors u,(P,M) = 0pours <i <r+s. Comme T, est un
anneau local régulier, I'idéal PR,/P'R, = QT est engendré par une
T,-suite réguliére x,,..., x,. Posons [, = P'Rp + Rpx, + --+ +Rpx;, donc
I,=P*'R, et I. = PR,. Mamtenant Ext}, (R,,/IO,M ) = Ext}, | (T Mp)
est un R /Io-module hbre pour tout i et, par hypothese Ext! (R (TQ, M ) =0
pour i < s. Le lemma (5.22) et une démonstration par récurrence mon-
trent que ExtR (Rp/PRp, M) = 0 pour i <s, donc u(P, M) = 0 pour
i <s.Ce qui achéve la démonstration.

COROLLAIRE 5.24. Soit R un * anneau. Alors R est un anneau de
Cohen—Macaulay si et seulement si Ry est un anneau de Cohen—Macaulay
pour tout idéal premier g-invariant P de R.

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu’elle est
suffisante. Pour cela, soit P un idéal premier de R. D’apres les hypothéses,
Rp+ est un anneau de Cohen—Macaulay, donc (cf. [1, 3.7, p. 14]D
w;(P*, R) = 0 pour tout i < ht(P*). D’apres (5.23), on a u,(P,R) =0
pour i < ht(P*) + (ht P — ht(P*)) = ht P; donc a nouveau (cf. [1, 3.7, p.
14]) R, est un anneau de Cohen—Macaulay. On en déduit que R est un
anneau de Cohen—Macaulay.
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A MA TANTE FELICIENNE DE LOURZA

INTRODUCTION

Dans tout P’exposé, k désigne le corps des nombres complexes, g une
k-algébre de Lie de dimension finie n d’algebre enveloppante U(g), R une
k-algébre (toujours associative et unitaire). On suppose que g op:re par
dérivations sur R via un morphisme d’algébres de Lie § de g vers
Palgébre de Lie des k-dérivations de R. On note 4 = R# U(g) 'anneau
d’opérateurs différentiels étudié dans [2].

Soient g résoluble, R commutative noethérienne, P un idéal premier de
A et Q (P) la clique de P. Posons & = N{A\ Q; ou Q parcourt ) (P)}.
D’apres [8, 7.7], 9 est un ensemble de Ore dans A. Donc Ag/M est un
anneau simple artinien si M est un idéal primitif a droite de A4, [8, .7; 10,
7.1).

Fixons un idéal ¢t de g et posons B, = R# U(t). Soit h un idé>! de g
contenant ¢ et maximal par rapport a la propriété

PnB, =(PNB,)B;,, ouB =R#U(h).

On dit que la condition (L,) (respectivement (L,)) est satisfaite pour P
si P N B, est localisable (respectivement Q N B, est localisable pour tout
Q appartenant a () (P)).

11 est clair que (L,) entraine (L,). La condition (L,) est satisfai:: pour
P dans les cas suivants:

ler cas. Si g est nilpotente, R est integre et OR,, est engen«iré par
un ensemble régulier g-centralisant d’éléments; o Q = P N R (cf. }.4).

2éme cas. Sidim g = 1 (cf. preuve de 4.4).
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3éme cas. Si R est integre g-localement finie et QR est engendré
par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments; ot Q = P N R (cf. 1.1
et 5.3). En particulier, si R est réguliére intégre et g opere trivialement
sur R.

4eéme cas. Si R est g-simple (cf. 1.1 et remarques 5.8).

Le but de I'exposé est d’étendre a I'anneau R # U(g), lorsque R est
intégre et g-hypernormale, certains résultats obtenus pour U(g) par K. A.
Brown dans [7, 6.1].

Plus précisément, nous montrons (cf. 4.2) que si M est un idéal primitif
de A, si OR, est engendré par un ensemble régulier g-normalisant
d’éléments; ot Q = P N R et si la condition (L,) est satisfaite pour P,
alors M est engendré par un ensemble régulier normalisant contenant d
¢léments; ou d, la hauteur de M est aussi la dimension globale et la
dimension de Krull de A4..

Dans les premier, troisicme et quatriéme cas ci-dessus, nous montrons
que P'entier d est aussi €gal a la hauteur de P. Nous discutons alors dans
ces trois cas des nombres de Bass dans 'anneau R # U(g). Dans le
troisiéme cas, le résultat est amélioré si dim g = 1.

1. PRELIMINAIRES

Les notations et les définitions suivantes seront utilisées dans Pexposé.

Un anneau noethérien signifie noethérien a droite et a gauche.

Soient A4 un anneau noethérien et P un idéal premier de A.

On note ht P la hauteur de P.

On pose Z(P) = {a = A tel que a + P est régulier dans A4 /P).

Le grade de P est I’entier

ja(P) = int{i : Ext(A/P, A) + 0};
ou A/P et A sont considérés comme A-modules a gauche ou a droite.

Si P est complétement premier, Fr( 4 /P) désigne le corps des ractions
de A/P et p(P, A) la dimension sur Fr(A4/P) du Fr(A4/P) - espace
vectoriel Fr(A4/P) ®, Ext',(A/P, A).

Les nombres u, ont été introduits en algebre commutative par H. Bass
[1] et dans les algébres enveloppantes par M. P. Malliavin [11]. On
trouvera une définition plus générale des nombres u, dans [9, Sect. 4].

On note gl — d(A) et K — d(A) la dimension globale et la dim+ 1sion de
Krull au sens de Gabriel et Rentschler de 4.

Nous utilisons la notion d’anneau local régulier au sens de Wzixer [12].

Soient P et Q deux idéaux premiers de 4. La notation P ~> {¢ signifie
qu’il existe un lien de P vers Q. Pour la définition de cette notiorn: et de la
clique d’un idéal premier, on pourra consulter [10].
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Le lemme suivant se démontre en adaptant la preuve de [8, 7.3] & notre
contexte. Il est utile pour les paragraphes 4 et 5. '

LEMME 1.1. Soient R noethérienne, h un idéal de g, A = R# U(g), B =
R # U(h) et P ~ Q deux idéaux complétement premiers de A tels que > N B
et Q N B soient complétement premiers.

(1) Si P N B est localisable, alors Q "B P N B
(2) Si Q N B est localisable, alors P "B € Q N B.

2. ELEMENTS g-NORMALISANTS DE R

Soit R noethérienne.

Si I est un idéal g-invariant de R et si b est un élément g-normal de R
non contenu dans I, alors I + Rb est un idéal g-invariant de R.

Si {b, b,,...,b;} est un ensemble normalisant d’éléments R, on note
(by, b,,..., b)) Iidéal de R qu’il engendre.

DEFmNITION 2.1. Soit R noethérienne. Les éléments b, b,, ..., &, for-
ment un ensemble g-normalisant d’éléments de R si

(1) b, est un élément g-normal non nui dans R
(i) b, +(by,...,b,_,) est un élément g-normal non nul dans
R/(b,,...,b,_ppourl <ic<l

On définit de facon similaire la notion d’ensemble g-centralisant d’élé-
ments de R et d’ensemble normalisant semi-invariant d’éléments de R.

THEOREME 2.2. Soient R noethérienne et I un idéal g-invariant de R.

(1) Si R est g-hypernormale, alors I est engendré par un en.cmble
g-normalisant d’éléments de R.

(1) St R est g-hypercentrale, alors I est engendré par un er->mble
g-centralisant d’éléments de R.

Preuve. (i) On suppose I # 0. D’aprés nos hypotheses, I conticnt un
€lément g-normal non nul b, de R. Supposons que {b,,...,b;} est un
ensemble g-normalisant d’éléments de R contenu dans I. Posons J =
(by,...,b;_1,b). Si I =17, alors le résultat est vrai. Si I # J, alors il existe
b,,, € I\J tel que b, , +J est un élément g-normal non nul d:= & /J.
Donc {b,,...,b;,;} est un ensemble g-normalisant d’éléments de R. Si
I =1J+ (b,,,), alors la démonstration est terminée. Si I #J + (b, .}, on
recommence le méme processus. Comme R est noethérienne, on ¢ nclut
que I est engendré par un ensemble g-normalisant d’éléments de K.

(ii) La démonstration se fait comme en (i).
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CoROLLAIRE 2.3. Soit R noethérienne g-hypercentrale. Alors tous les
idéaux premiers g-invariants de R sont localisables.

Preuve. Soit P un idéal premier g-invariant de R. D’apres le théoréme
(2.2), P est engendré par un ensemble g-centralisant d’éléments de R. Or
un ensemble g-centralisant d’éléments est un ensemble centralisant d’éié-
ments. Le résultat est maintenant évident.

Soient k algébriquement clos, g résoluble et R commutative
noethérienne g-localement finie. Si I est un idéal g-invariant de R. alors [
est engendré par un ensemble (normalisant) semi-invariant d’éiéments
de R.

Soit R noethérienne, h un idéal de g et B = R # U(h). Si{a,,..., a,} est
un ensemble g-normalisant (respectivement régulier g-normalisant) d’é1é-
ments de R, alors {a,,...,a,} est un ensemble g-normalisant (respective-
ment régulier g-normalisant) d’é1éments de B.

Soit Q un idéal g-invariant de R. Si {a;,...,a} est un ensemble
g-normalisant d’éléments de R qui engendre Q, alors {a,,..., a,} engendre
OB.

Si # est un ensemble de Ore dans R, alors, d’apres [3, 4.5], & est un
ensemble de Ore dans B et By = R, # U(h). Si & est composé d’élé-
ments réguliers et si {a,,...,a;} est un ensemble g-normalisant d’é!éments
de R, alors {a,,...,a;} est un ensemble g-normalisant d’éléments de R_.

Soit Q un idéal premier g-invariant de R. Si{a,,...,a;} est un e:;isemble
g-normalisant d’éléments de R qui engendre Q, alors {a,,..., a,} engendre
Qe

Remarque. Tout ce qui a éié dit ci-dessus reste vrai lorsqu’on remplace
“g-normalisant” par “g-centralisant” ou par “normalisant semi-invariant”
dans les hypotheses et les conclusions.

3. RESULTATS GENERAUX SUR LA LOCALISATION
DANS R #U(g)

Dans ce paragraphe et les suivants, g est résoluble.

Soit 0 =g, Cg, C --- Cg, =g =g une suite de composition de g;
donc g; est un idéal de g et g;/g,_, est de dimension 1, pour 1 <i < n.
Soit A; € g* la valeur propre de Paction adjointe de g sur g2,/g,_4,
1 <i < n. Les A sont les valeurs de Jordan—Holder de g.

Pour i = 1,2,...,n; fixons X; € g;\ g;_;; donc (X;, X,,..., X, est une
base de g;. Posons R =Rj et R,=R#U(g); 0 <i<n; dosc R, =
R#U(g).

Si R est g-hypernormale, nous avons montré dans [9, 2.18] que chaque
R, est g-hypernormale. Afin de rendre l'exposé bien clair, z:portons
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quelques précisions a ce résultat. Fixons un entier i = 1,2,...,n et un
entier j <i. D’apres la preuve de [9, 2.15], si I, C I, sont deux idéaux
g-invariants de R, alors il existe ¢ € I,\ I, tel que

(1) pour tout u € R, il existe v € R; vérifiant ut — tv € I,. Dans le
cas particulier, ou R est commutative, ut — tu € I, pour tout u € K.

(2) pour tout Xeg,8,() —rpt —mA(X)H — - —mA(X) €
I;; o ry €R, les m; pour j <i sont des entiers naturels et m; est le
degré minimal en X; d’'un élément de I,\ I, a coefficients dans R,_,.
Pour la définition des entiers m,,...,m;_;, on pourra se reporter a la
preuve de [9, 2.15].

(3) Si R est g-hypercentrale, alors ry, = 0 pour tout X € g.

(4) Si R est commutative g-localement finie, alors ry = ¢( X} pour
tout X € g; ou ¢ est un caracteére de g.

Dans ces conditions, [9, 4.4] peut étre généralisé de la fagon suivante:

LeEMME 3.1. Soient R noethérienne a droite g-hypernormale, P ur idéal
premier g-invariant de B=R,,, P, =PNR; et P,=PNR,_;;1<i<m
< n. Alors P, et PR, = R, P, sont des idéaux premiers g-invariants Jde R;.
De plus, soit Py = P,R,, ou bien il existe p € P,\ R;P, tel que

@D 8y(p) —uyp —mMX)p € R;P, pour tout X €g; oit uy € R
et m est le degré minimal en X; d’un élément de P,\ R, P, a coefficients dans
R;_3;

(i) p + R,P, est un élément normal de R,/P,R;;
(iii) sis € R, et ps € R, P,, alors s € R, P,;
(iv) pour tout q € Py, il existe ¢ € G(P) tel que gc € R, P, + R, p.

Preuve. 11 suffit d’adapter la preuve de [9, 4.4] & notre contexte. Voici
les grandes lignes de la démonstration. On choisit f € P, \ R, P, de degré
minimal m en X; et on définit K, et K, comme dans [9, 4.4]. Il existe
a, € K,;\K, tel que a, + K, est normal dans R;_,/K, et 8y(a,) —
uya, €K, pour tout X €g, o uy=ry +mA + - +m_;A_, et
ry € R (cf. début de ce paragraphe). Ceci entraine ’existence d’un é!:ment
p € P\ R;P, qui vérifie (i), (ii) et (iii). I est facile de voir que 8,{,) —
uya, € P, CP pourtout X € g.

De méme pour tout r € R, il existe r; € R tel que ra,, —a,,r, € ¥, T P.
Ainsi, pour tout u € R,, il existe v € R, tel que ua,, —a,v € P. Or
a, & P a cause du choix de m; donc a,, € €5(P). Le reste de la ¢ smon-
stration se fait exactement comme dans [9, 4.4].
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Remarque. D’apres la preuve de (3.1), ’élément a,, (et donc c) est
aussi régulier dans R;_; modulo P,.

Pour tout idéal premier g-invariant P de B = R,,, J(B) désigne V’en-
semble des entiers { < m tels que PN R; # (PN R;_)R..

Le résultat suivant est une généralisation de [9, 4.6].

THEOREME 3.2. Soient R noethérienne a droite premiere g-hypernormale,
B=R,, 0<m<n, P un idéal premier g-invariant localisable dez B et
Q =PNR. Si Q est localisable et si OR,, est engendré par un es:semble
régulier g-normalisant d’éléments, alors Bp est un anneau local régiilier de
dimension au plus égale a diim R, + |S(B); out |S3(B)| désigne le cardinal de
J(B).

Preuve. La démonstration se fait exactement comme [9, 4.6] on utilise
(3.1) et on fait les changements appropriés.

Le résultat suivant prouve que, si R n’est pas g-hypercentrale, on peut
quand méme parler de localisation dans R # U(g).

THEOREME 3.3. Soient R commutative noethérienne intégre, B = R, ,
0 <m < n, P un idéal premier g-invariant de B et Q = P N R. On suppose
que

(1) QR est engendré par un ensemble régulier g-centralisar:: d’élé-
ments;
2) PnR,#(PNR,_)R, implique A, = 0.

Alors P est localisable, PB, est engendré par un ensemble régulier g-
centralisant et dim B, = dim R, + | $(B)L

Preuve. La démonstration va se faire comme dans [4, 2.6]. Posons
P=PNR; et =%(P;0<i<m
11 suffit de montrer la propriété suivante:

(#,i) & _, est un ensemble de Ore dans B et P,Bg  est egendré
par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments de (P)%

D’apres les hypotheses, &), est un ensemble de Ore dans R et Q. (donc
OB ) est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments de
Qg,. Notons K le corps des fractions de R/Q. Si P,/QR, est non nul,
alors, d’ apres [4 2.1}, (P¢ /(Qg IR, est engendré par un élément g-
central régulier de K[ X, 8;]. Il en résulte que (Py)g, (et donc P, B, ) est
engendré par un ensemble reguher g-centralisant d’elements de (Pl)f )
Ainsi (*, 1) est vraie.

Supposons que (*, i) est vraie pour 1 <i<m.llestclairque & , C &,
Drapres (*,i), lidéal (P)y R,,; de (R;,))g _ est engendré par un
ensemble régulier g-centrahsant d’éléments de (P . 11 est donc localis-
able. On en déduit que &, est un ensemble de Ore dans R,. , donc

dans B.
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Si P ,/P,R,, est non nul, on démontre comme dans le cas (*,1) que
(P, 1)% (et donc P, ,(Bg)) est engendré par un ensemble reguher
g-centralisant d’éléments de (P, )%. 1l suffit pour cela, d’appliquer [4,
2.1] a Pidéal (P, )g /(P)g R, de K[ X}, 5;,,], ot K est le corps des
fractions de R,/P,. Ainsi, P, +1Bg, est localisable; donc (* i + 1) est vraie.
On en déduit que P est localisable et PB, est engendré par un ensemble
régulier g-centralisant d’éléments. La dermere assertion est évidente.

COROLLAIRE 3.4. Soient R commutative noethérienne intégre, g nilpo-
tente, B=R, ,0 <m < n, Punidéal premierg-invariantde Bet Q = P N R.
Si OR, est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments. alors
P est localisable, PB, est engendré par un ensemble régulier g-centralisant
d’éléments de B, et dim B, = dim R, + |S(B)I.

COROLLAIRE 3.5. Sous les hypothéses de (3.4), soit d la hauteur de P.
Alors u(P,B)=0sii #det p(P,B) =1.

COROLLAIRE 3.6. Sous les hypotheéses de (3.4), on a jg(B/P) = ht P.
Preuve. 1l suffit d’utiliser (3.5) et la définition du grade de P.

4. RESULTAT FONDAMENTAL

Dans ce paragraphe, R est commutative noethérienne, 4 = R # U(g) et
P est un idéal premier de 4. On conserve aussi les notations des para-
graphes précédents.

Fixons un idéal ¢ de g. Posons B, = R # U(t). Choisissons un idéal 4 de
g maximal par rapport a la propriété PN B, = (P N B,)B;; ou B, =
R # U(h).

Supposons la condition (L,) satisfaite pour P. Alors = B,\ ' N B,
est un ensemble de Ore dans B,;, donc dans A. Notons D le coris des
fractions de B,/P N B,.

LEMME 4.1. Sous ces hypotheses et avec ces notations, soit R intégre.
Alors Ag/(P N B)A, est isomorphe a Dlx,,,,...,x,] l'algébre des
polynomes sur D; ou | est la dimension de h.

Preuve. Soit (X,,,,...,X,) une base du complémentaire de A dans g.
Pour ief{l+1,...,n}, posons W =h ® kX, et A = R#U(K). Alors
PnNnA #(PnB)A, a cause de la maximalité de 4. On en dédu:t que
(PNA)Y/(PN B A est un idéal premier non nul de (B, /P N B[ %, §,],
donc D[ X, §;] n’est pas un anneau simple; donc 6, doit étre [3, 4./} une
dérivation intérieure de D. 1l existe alors d; € D tel que I'élément » = X
— d; commute avec D. Il est clair que D[X ] = DIx;}. Ainsi, A ’(P N
B )A =D#U(g/h) = Dlx,, ..., x,])
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Soient i,je{l+1,...,n}. Si Z(D) désigne le centre de I, alors
[xia xj] = [Xp IYI] - [Xi, d]] - [d,‘, AX]] + [dp ]] [X,‘7 AX']] [d i ]] =
Z(D), car [X;, ]=1[d;, | sur D. On montre comme ci-dessus que
DX, X;] = D # U(kX; & kX;) n’est pas un anneau simple. Si [x;, x;}# 0,
alors D[ X, X;] = D[x,,x]] est isomorphe a A,(D), lalgebre de Weyl
d’ordre 1 sur D Ce qui est impossible, car 4,(D) est un anneau simple;
donc [x;, x;] = 0. Ce qui achéve la démonstration.

Notons Q(P) la clique de P et posons = N{A\Q, ot Q parcourt
Q(P)}. D’apres [8, 7.7], 7 est un ensemble de Ore dans A. D’apres {8, 7.7;
10, 7.1}, les idéaux primitifs de A, sont de la forme QA4,; ou O parcourt
UP).

Supposons que la condition (L,) est satisfaite pour P. D’apres [10, 5.4.5;
5,1.1], ¥ € .9. Donc A, est une localisation de A_.

Soient R intégre g-hypernormale et Q = P N R. Si OR,, est engendré
par un ensemble régulier g-normalisant d’éléments, alors, d’apres (3.2),
(P N B)A_ (et donc (P N By)A,) est engendré par un ensemble régulier
normalisant d’éléments. Le cardinal de cet ensemble sera noté d,.

Nous arrivons au résultat fondamental de Pexposé. Il généralise (3.2),
lorsque R est commutative et m = n.

THEOREME 4.2. Sous les hypotheéses et avec les notations ci—dessu solent
R integre g-hypernormale, M un idéal primitif de A, et Q = P N R. & OR,,
est engendré par un ensemble régulier g—normalzsant d’éléments ei si ia

condition (L,) est satisfaite pour P, alors

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalzsant d’éléements de
cardinal d = dim R, + ISCA)).

(2 d=gl —d(A,) =K —d(A,) = ht M.

Preuve. (1) Posons I =(P N B))A,. D’apres (L,) et (1.1), I =P’ N
B) A, C P’ A, pour tout P’ dans Q(P). On en déduit que I est contenn
dans le radical de Jacobson de A,. D’apres (4.1), A, /I est une localisa-
tion de D[x,, ..., x,}- On en déduit que M /I est engendré par un
ensemble régulier centralisant d’éléments de cardinal d,, par ex:mple.
Donc M est engendré par un ensemble régulier normalisant d’éléments de

cardinal d, + d, = d.
(2) 1 est clair que d, = gl — d(A,/I) = K — d(A,/I) < +=

Les deux premieres égalités découlent de [12, 1.4 et 1.9]. D’a; s le
théoréme de I'idéal principal, ht M = d.

D’apres [2, 7.9], si Q est un idéal premier g-invariant de R, alors {JA est
classiquement localisable.
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LEMME 4.3. Soient R intégre et Q un idéal premier g—invaricint de R. Si
OR,, est engendré par un ensemble régulier g-normalisant d’éléments, alors
Agp 4 est un anneau local régulier.

Le théoréme (4.2) peut étre amélioré si g est de dimension 1.

THEOREME 4.4.  Soient g de dimension 1, R intégre, M un idéal primitif de
Az et Q=P N R.Si OR, est engendré par un ensemble régulier g-normal-
isant d’éléments, alors

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant d’élém:ents de
cardinal d = dim R, + (A
(2) d=gl —d(A4,) =K —d(A,) = ht M.

Preuve. Si P = (P N R)A, alors, d’aprés (4.3), le résultat est vrai. Dans
ce cas, |J(A)] = 0.

Si P # (P N R)A, alors pour t = (0) et 2 = (0) (donc B, = B, = R), la
condition (L,) est trivialement satisfaite pour P. Enfin, d’aprés les hy-
potheses, I'idéal (P N R) A, est engendré par un ensemble régulier nor-
malisant d’éléments. Le résultat se démontre exactement comm: (4.2).
Dans ce dernier cas, |3(A4)] = 1.

5. QUELQUES APPLICATIONS DU RESULTAT FONDAMGF NTAL

Dans ce paragraphe, R est commutative noethérienne et 4 = R # U(g).
On conserve les notations des paragraphes précédents.

Si A est un caractére de g, alors le morphisme d’algebres de Lie
g > R#U(g); X > X+ MX) permet de définir un automorphisme
d’algebre- R-linéaire 7, de R # U(g).

LEMME 5.1.  Soient R g-localement finie et P ~> Q deux idéaux pre:niers de
A. Alors, il existe un caractére A g tel que Q = 7,(P).

Preuve. Par définition, il existe, d’apres [10, 53], un idéal I <. A tel
que PQ cIcPnQet(Pn Q)/I est sans torsion comme A /P module
a gauche et comme 4 /Q-module 2 droite. Il existe (cf. § 3), p € P N O\ [
tel que ¢ = p + I est normal dans A4 /I et

3x(q) = ¢(X)g + mA(X)g + - +m, A, (X)q;

ou ¢ est un caractere de g. Posons A = ¢ +myA; + - +m, 4 ; donc
Xq = gX + MX)q = qr,(X) pour tout X €g. On en déduit que uqg =
gm,(u) pour tout u € U(g). On sait aussi que rg = gr pour tout » = R. 1l
en résulte que aq = gr(a) et ga = 7_,(a)q pour tout a € A.
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D’autre part, comme A/P et A/Q sont des anneaux integres, la
condition de torsion faite sur (P N Q)/I implique que Pannulateur a
gauche (respectivement a droite) de g dans A est P (respectivement Q).
Tout ceci prouve que Q = r. ann (gq) = 7,(I. ann [(q)) = 7,(P).

LEMME 5.2. Soient R g-localement finie, h un idéal de g et B = R # U(h).

(1) Si P ~ Q sont deux idéaux premiers de A tels que P = (P " B) A,
alors Q = (Q N B)A et PN B ~ Q N B. Réciproquement:

(2) Si P - Q sont deux idéaux premiers de B tels que P' est g-in-
variant, alors Q' est g-invariant et P'A ~ Q'A.

Preuve. (1) D’apres(5.1), Q = 7,(P) pour un caractére A de g. Comme
7(B) = B,ona Q = (0 N B)A.

Posons P N B = P et O N B = QY ce sont des idéaux premiers (g-in-
variants) de B. Maintenant,

(PN Q)/PQ=(PnNQnNB)A/P°A0%
=(PNQONB)A/(P°Q°)A = ((P° N Q°)/P°Q°)A.
(*)

D’apres les hypothéses, A vérifie la condition de second niveau [, 7.4].
D’apres [8, 1.4] et (*), L. annz((P° n Q%) /P°Q%) = P? et r. anny({ P° N
0% /P°Q% = Q° A nouveau, d’apres [8, 1.4}, P® -~ Q°.

(2) Drapres (5.1), il existe un caractére p de h tel que Q' = 7,(P').
D’apres [3, 6.4], u est la restriction a A d’'un caractére A de g. Puisque
g = h + Ker A, un sous-ensemble de h U Ker A forme une base & de g.
Soit X € &. Alors 6,(Q') € @', si X € h. Supposons que X est dans
Ker A et soit ¢’ € (. On sait que ¢’ = 7,(¢q) pour un g de P'. Nous avons
8,(¢") = X1(q) — (X = 1,(8,(q) € 7,(P) = Q. Donc & esi g-in-
variant. On en déduit que Q'4 est un idéal premier de A. Puisque
PANQA =P NQ)A et PAQA = P'QA, l'assertion découle facile-
ment de [8, 1.4].

Soit P un idéal premier de 4. Posons t = N{Ker A,,i € J(A4)}). 1l est
clair que ¢ est un idéal de g. Posons B, = R # U(1). Soit h un idéa! de g
contenant ¢ et maximal par rapport a la propriété

PNB,=(PNB,)B,, ouB,=R#U(h).

Avec ces notations, on a

LEMME 5.3. Soient R integre g-localement finie et Q = P N R. Si YR, est
engendré par un ensemble régulier g-centralisant d’éléments, alors " N B,
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(respectivement P N B,) est un idéal premier localisable de B, (réspectiuement
de B,).

Preuve. L’idéal P N B, de B, vérifie les conditions du théoréme (3.3),
donc P N B, est localisable.

Soit P’ un idéal premier de B, tel que (P N B,)B, ~ P'. D’aprés (5.2
(1), PP =(P' NnB,)B, et PNB, ~» P NB, Comme PN B, est localis-
able, PN B, =P NB,. 1l en résulte que P' = (P NB,)B,. Donc la
clique de (P N B,)B, est réduite a (P N B,)B,. D’apres [10, 7.2-3}, (P N
B,) B, est classiquement localisable.

Le résultat suivant est une belle illustration de (4.2).

THEOREME 5.4. Avec les notations ci-dessus, soient R intégre g-locale-
ment finie, M un ifléal primitzfde Ay ,et,Q =P N R. St OR,, est engendré par
un ensemble régulier g-centralisant d’éléments, alors

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-invariant
d’éléments de cardinal d = dim R, + |3(A))

(2 d=gl —d(A,;) =K —d(A,) =ht M = ht P.

Preuve. On choisit les idéaux ¢ et & comme ci-dessus. D’apres (5.3), ia
condition (L) est satisfaite pour P. Soit P’ un élément de Q(P). D’apres
(5.1), P’ = 7,(P) pour un caractére A de g. Comme B, est = -stable,
P’ N B, = (PN B). On en déduit que P’ N B, est localisable, car
P N B, Pest et 7, est un automorphisme d’algebre de B,; donc la condition
(L,) est satisfaite pour P. Le théoreme {(4.2) donne (1) et les trois
premicres_€galités de (2).

Nous avons ht P = ht(PA,) = ht M, car M = P'A, = 7(P)A, =
1,(PA4,) pour un P’ dans ((P) et un caractére A de g. On signai: que 7,
est prolongé a A de facon naturelle.

Le résultat suivant est une généralisation appropriée de [9, 4.8!

THEOREME 5.5. Avec les notations ci-dessus, soient R integre g-locale-
ment finie, Q = P N R et d la hauteur de P. Si QR,, est engendri par un
ensemble régulier g-centralisant d’é¢léments, alors pu(P, A) =0 si i #d et -
n P, A) = 1.

Preuve. D’apres (5.4), PA, est engendré par un ensemble régulier

normalisant {z,...,z,...,z,}; ol s est la dimension de R,. e plus,
z; + (zl, .., Z;_1) est un vecteur propre de Ay/(zl, ey Zi_1); pour [ =
1,...,d. Si ¢, est sa valeur propre, alors ¢, = = ¢, = 0; dorc 7, =

- = 1,, = identité. On démontre comme dans la preuve de {5.1) que
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z;7,(a) = (@)z; modulo (z,,...,z,_,) pour tout a €A, D’aprés [6,
2.5],
; 0 sii#d
Exty (Ay/PAs, A7) = (Ay/PAy sii=d

comme A module a gauche.
Or

Fr(A/P) ®, Ext,(A/P, A) =9 'Ext\,(A/P, A)
- Ethqy( Agz/PAs, A7)
et A,/PA, = Fr(A/P); d’ou le résultat.
COROLLAIRE 5.6.  Sous les hypothéses de (5.5), j (A/P) = d.

Le corollaire suivant est un résumé de (5.4), (5.5) et (5.6) dans un cas
particulier intéressant.

COROLLAIRE 5.7.  Soient R réguliere intégre, M un idéal primitif de A, et
Q =P N R. Si Paction de g sur R est triviale, alors

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-invariant
d’éléments de cardinal d = dim R, + |S(A4).

2 d=gl—d(A4,)=K—-d(A,)=ht M =ht P.
(3) p P, A)=0sii+*det py(P,A)=1.

Remarques 5.8. (1) Sidim g = 1, les résultats de (5.4), (5.5) et (5.6) sont
aussi vrais lorsqu’on remplace dans I'énoncé “g-centralisant” par “normal-
isant semi-invariant”. Pour montrer cela, il suffit d’utiliser (4.4).

(2) Si dans les résultats obtenus dans ce paragraphe, nous avons
supposé que R est g-localement finie, c’est pour que 'élément ry intro-
duit au début du paragraphe 3 soit dans le corps de base k pour chijue X
de g. Or, pour chaque X appartenant a g, 'élément r, est nul, lorsgque R
est g-simple. On déduit de cette observation que tous les résultats obtenus
dans ce paragraphe, a I’exception de (5.2 (2)) sont aussi vrais loisqu’on
remplace ’hypothese “g-localement finie” par “g-simple.” Dans ces condi-
tions, R est P N R = (0) et intégre.
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Abstract

Let k be an algebraically closed uncountable field of characteristic 0, g a finite dimen-
sional solvable k-Lie algebra, R a noetherian k-algebra on which g acts by k-derivation:;,
U(g) the enveloping algebra of g, A = R+ g the crossed product of R by U(g), P a prim=
ideal of A and S2(P) the clique of P. Suppose that the prime ideals of the polynomial ring
R|z] are completely prime. If R is g-hypernormal, then 2(P) is classical. Denote by Ar
the localised ring and let M be a primitive ideal of A7. Set Q = PN R. In this note, we
show that if R is a strongly (R, g)-admissible integral domain and if QRq is generated by a
regular g-centralising set of elements, then N L )

(1) M is generated by a regular g-semi-invariant normalising set of elements of cardinal
d = dim(Rq) + |Za(P)|.

(2) d = gldim(A1) = Kdim(A1) = ht(M) = ht(P).

0 Introduction

All rings and algebras (except Lie algebras) in this paper are associative
with identity. All modules are left modules. Noetherian means left and right
noetherian. Ore set means left and right Ore set.

Let A be a noetherian ring, P a prime ideal of A and M an A-mo< 1le.

Set Ca(P) ={c€ A, c+P is reguiar in A/P}. LetC beai:nultip?"zative
Ore set in A. If PNC = 0, then C C C4(P).

3523
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Denote by Fr(A/P) the classical quotient ring of A/P. If N is a F'r(A/P)-
module, denote by () its length as Fr(A/P)-module. For each ¢ > 0, set

(see {3, section 4])
pi(P,M) = l(Fr(A/P) ®a Ext,*(A/P, M))/I(Fr(A/P)).

If P is completely prime, F'r(A/P) is the quotient division ring of A; P and
I(N) is the dimension of the Fr(A/P)-vector space N. These numbers p;
are introduced in commutative algebra by H. Bass [1] and in the enveloping
algebras by M.P. Malliavin [7]. We call them the numbers of Bass.

Let M be nonzero . The grade or the j-number of M denoted by j4(M)
or j(M) is the infimum of positive integers i > 0 such that Exts* (M, A) # 0.
If M =0, we set j(M) = +oo. If A has a finite injective dimension and M is
nonzero, then j(M) < +oo.

We denote by Kdim(A), dim(A) and gldim(A) the (Gabriel - Renischler)
Krull dimension, the classical Krull dimension and the global dimensicn of A,
and by ht(P) the height of P.

Throughout, we fix a field k, a k-algebra R and an integer n > 0.

Denote by A,(R) the k-algebra generated by R and ., ..., Tn, Y1, ---, yn With
the relations

r—rx; =0=yr —ry;,r € R,
TiT; — LT = YilY; — Y4 = 0 and ZTilY; — YT = 61‘]';

where d;; is the symbol of Kronecker.

Let g be a k-Lie algebra of finite dimension n and U(g) the env<loping
algebra of g. We suppose that g acts by derivations on R and we deuote by
A = R % g the crossed product of R by U(g) (see [2 and 8]).

For each X € g, we denote by X the canonical image of X in R+ g and
we set 0(X) = dx. We recall that there exists a linear map § from g to the
k-Lie algebra of k-derivations of R and a bilinear map t : ¢ x ¢ — R such that
(X, Y] - [X,Y] =t(X,Y).

If R is commutative and if g is abelian, the §; are commuting der: =tions
of R.

If g is the abelian Lie algebra of dimension 2n acting trivially on .¢, then
An(R) is isomorphic to a crossed product R x g under the obvious emt 2dding
of g.
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In the particular case where the image I'mt of ¢ is identically 0 (for example,
if n = 1), R* g is usually denoted by R#U(g); in this case R is a g-module.

Any multiplicative Ore set C in R is a multiplicative Ore set in A == Rx g
and A¢ = Re * g [8, Lemma 14.2.7].

Let h be a Lie subalgebra of g. Thus we can construct the crossed product
B = Rxhof Rby U(h). If h is an ideal of g, we can define an action of g
(hence of g/h) on B and it is well known that the algebras R+ g and B« (g/h)
are isomorphic. An ideal of B is g-invariant if and only if it is g/h-invariant.

Let b € R. Then U(g).b is a g-stable k-vector subspace of R. We say that
b is g-finite if U(g).b has a finite dimension. It is clear that an element of R+ h
is g-finite if and only if it is g/h-finite.

We say that R is g-locally finite if all its elements are g-finite.

The enveloping algebra of an ideal of g is g-locally finite for the natural
action of g. If R is g-locally finite, any g-invariant factor of R is g locally
finite. If g acts trivially on R, then R is g-locally finite.

An element b of R is g-normal if b is normal in R and Rb is a g-invariant
ideal of R.

Let h be an ideal of g. An element of R is g-normal if and only if it is
g-normal in Rx h.

The algebra R is g-hypernormal if for any pair of g-invariant ideals I < J
in R, the factor J/I contains a nonzero g-normal element of R/I.

If g is completely solvable, we fix a composition series of g; i.e. a chain
0=6CqnC..Cgn=g

of ideals of g such that g;,;/g: has dimension one. We shall set R; = Rxyg;
0<i<mn;s0 Rg = Rand R*xg, = Rxg. Choose X; in g; — g;_; such
that X; + g,y is a basis of ¢g;/g;:_;. So (X1, X3, ..., X,,) is a basis of g and
R; ~ R; 4[6;,4;] the Ore extension of R;_; by &;; where X; is sent to 6; and
0i(r) = 0x,(r) for any r € R;_,. Bach X;+g; , is a g-eigenvector of g;/¢i_,; so
m — M(X)X; € R;_; for any X € g; where Ai(X) € k is the g-eig: nvalue
of X; + gi_1. Hence dx(X;) — M(X)X; € R;_;. The Ai are the Jordan-Hglder
values of g. If g is nilpotent, the A; are equal to 0; so ¢;/g;_1 is g-central in
9/9i-1- '

From now on we fix an integer m; 0 < m < n. For any g-invariant prime
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ideal P of B = R % gm, we set
IB(P) = {Z S m,Pﬂ Ri 7é (Pﬂ Ri—I)Ri}-
Remark 0.1 (1) In [3], the results from 2.4 to 2.18 (except 2.12) and all the

results in section 4 are true even if the image Imt of t is not identically 0.
(2) The same remark is true for the results in the first fourth parcgraphs

of [4] (except the point (4) page 376).

The aim of this paper is to generalize the results obtained in [4]. Let &
be algebraically closed uncountable of characteristic 0, g solvable and R a
noetherian strongly (R, g)-admissible (see the definition in section 1) integral
domain. Suppose that every prime ideal in the polynomial ring R|z] is com-
pletely prime. Hence every prime ideal in R x h is completely prime, for any
Lie subalgebra h of g. Let P be a prime ideal of A = Rxg and §2(P) the clique
of P. Set T =nN{A—-Q; Q€ Q(P)}. By |9, Corollary 2.6] and [6, Cerollary
7.2.16], T is a multiplicative Ore set in A and Ar/M is a simple artinian ring
for any primitive ideal M of Ar. By [6, page 187], the right primitive icieals of
Ar are also left primitive ideals and are of the form P’Ar; where P’ ¢ Q(P).

In this paper we show that if M is a primitive ideal of Ay, the: M is
generated by a regular normalising g-semi-invariant set of elements of cardinal
d; where d the height of M is also the global dimension and the Krull dimension
of Ar. We show also that d is the height of P and we prove that the grade
of the A-module A/P is equal to the height of P. This allows us to study the
numbers of Bass in B x g.

Among the rings R x g to which these results may be applied -re, for
example:

- the Wey! algebra A,(R), where R is a commutative noetherian -egular
integral domain.

- R x g, where R is a Weyl algebra over k .

- R % g, where R is a noetherian hypercentral regularly localisable integral
domain, g acts trivially on R and every prime ideal of R[z] is completely prime.

1 Preliminary results

We retain the above conventions and notations. Let S be an overalgeb:a of R.

We suppose that g acts also on S and the action of g on S extends t>at of g
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on R. An element s of S is (R, g)-admissible (strongly (R, g)-admissible) if s
normalises (centralises) R and dx(s) = Axs for any X € g, where Ax is some
element of k. If s € R is strongly (R, g)-admissible, the map A : X +— Xx;
(X € g) is a character of g.

Let I be a g-invariant ideal of S. Then R/I N R is a subalgebra of S/I.
A nonzero element of S/I centralises R/I N R if and only if it centraiises R
modulo .

We say that S is (R, g)-admissible (strongly (R, g)-admissible) if whenever
I C J are g-invariant ideals of S, the ideal J/I of S/I contains a nonzero
(R/I N R, g)-admissible (strongly (R/I N R, g)-admissible) element.

It is clear that if an element of S is strongly (R, g)-admissible, then it
is (R, g)-admissible and if S is strongly (R, g)-admissible, then S is (R, g)-
admissible.

A g-central ((R, g)-admissible) element of R is strongly (R, g)-admissible
(g-normal) in R. If R is g-hypercentral ((R, g)-admissible), then R is strongly
R, g)-admissible (g-hypernormal). If R is hypernormal (hypercentral) and the
action of g is trivial, then R is (R, g)-admissible (strongly (R, g)-admis:ible).

Let k& be algebraically closed of characteristic 0, g solvable and 7 com-
mutative g-locally finite. If the image I'mt of t is identically 0, then by Lie's

Theorem, R is strongly (R, g)-admissible.

Lemma 1.1 Let k be algebraically closed of characteristic 0, g solvable and h
an ideal of g. . »

(1) Then U(h) is (U(h), g)-admissible.

(2) If h is nilpotent, U(h) is strongly (U(h), g)-admissible.

Proof (1) Set R = U(h) and l = dimi(h). By (3, Corollaire 2.18] and B 2mark
0.1, R is g-hypernormal. More precisely, if I} C I are two g-invariant ideals
of R, there exists [4, page 375], p € [, — I, such that p+ 1) is normal in R/I;
and

x(p) —miM(Xp— ... —mNX)pe I,

for all X € g; where the m;; j < [ are positive integers. Since the X;;
1 <1 <1 generate U(h), p is a normal element of U(h). The result iollows
from Lie’s Theorem, since U(h) is a g-locally finite g-module.

(2) Let Y € h and let

0=gCqnC..Ca=hC..Cg.=g
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be a composition series of g passing through h. Then dy(X;) € g¢i;; for
0 < i <, since h is nilpotent and

0=gpCqnC..Cqog=h

is a composition series of h. Also we have dy(X;) — Mi(Y)X; € gi_1. It follows
that \;(Y) =0; 0 < i <I[forallY € h. Thus by (1), éy(p) € I ior all
Y € h; this means that rp —pr € I, for allr € R.

Lemma 1.2 Let k be algebraically closed, g abelian and R commutative g-

locally finite. Then R is strongly (R, g)-admissible.

Proof Let I be a nonzero g-invariant ideal of R. Adapt the proof of [5, Lemme
4.12] to show that there exists in I a nonzero element u such that dx(u) == Ax«

for any X € g; where Ax € k.

We refer the reader to [4, page 374] for the definition of a g-normalising,
a g-centralising and a g¢-semi-invariant set of elements in R. Clearly, a g-
normalising (g-centralising) set of elements in R is a normalising (centrzlising)

set of elements in K.

The following theorem generalizes [4, Théoreme 3.3].

Theorem 1.3 Let k be algebraically closed of characteristic 0, g solvable, R
a noetherian integral domain, A = Rxg and B ="R*g,,; 0 < m <n. Assume’
that every prime ideal in the polynomial ring Rlx] is completely prime. Let
P be a g-invariant prime ideal of B and set Q = P N R. Suppose that the
following conditions hold:

(1) Q s localisable and QRg is generated by a regular g-centralising set of
elements.

(2) PN R; # (PN R;_y)R; implies \; = 0.

Then P 1s localisable, PBp is generdted by a regqular g-céntralz'sing set.of
elements and dim(Bp) = dim(Rg) + |Zp(P)|.

Proof Adapt the proof of [4, Théoréme 3.3].

Lemma 1.4 Let I be a g-invariant ideal of S. If S is (R, g)-admissible
(strongly (R, g)-admissible), then S/I is (R/(I N R),g)-admissible (s:rongly
(R/(I N R), g)-admissible).




SOLVABLE LIE ALGEBRA ACTION 3529

Lemma 1.5 Let g be completely solvable. (1) If R is (R, g)-admissible, then
each R; s (R;, g)-admissible; 0 < j <i < n.
(2) If R is strongly (R,g)-admissible, then each R; is strongly (R, g)-

admissible; 0 <1 < n.

Proof The results follow from the proofs of {3, Lemme 2.15 and Coroliaire
2.18] and from [4, page 376] and Remark 0.1.

Lemma 1.6 (1) Let R be noetherian, g completely solvable, B = R x g,,; 0 <
m < n and I a g-invariant ideal of B. If R is (R, g)-admissible, then I is
generated by a normalising g-semi-invariant set of elements.

(2) Let R be noetherian and strongly (R, g)-admissible. Then every g-
invariant ideal of R 1s generated by a centralising g-semi-invariant set of ele-

ments. Therefore every g-invariant prime ideal of R is localisable.

Proof (1) Let I # 0. By Lemma 1.5, I contains a nonzero normal g-semi-
invariant element b;. The rest of the proof is similar to that of [4, Théorime
2.2].

Let A be a character of g. For each i = 1, ..., n; set X; + A(X;) = X.

Lemma 1.7 For every character A of g, the map 7, : Rxg — Rxg;

™ . - h~F i2 in i i i,
Zril‘iz--.inXl Xz ...Xn — Zriliz...inx],IX;Q’"Xn
is an R-linear automorphism of k-algebras.

Lemma 1.8 Let g be completely solvable, R noetherian strongly (F,gq)-
admissible and A = Rxg. If P and P’ are two completely prime ideals
of A such that P’ € Q(P). Then there exists a character A of g such :hat
P =1, (P).

Proof There is an ideal I in A such that PP’ C I C PN P and (PN Ji)/1
is torsionfree as left A/P-module and as right A/P-module. By Lemm: 1.5
and its proof, there exists p € PN P’ — I such that ¢ = p+ I is normal in A/
and dx(q) = A(X)q, where X is some character of g. So Xq = q¢X + gA\(X) =
qmA(X). The rest of the proof is similar to that of [4, Lemme 5.1].
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Lemma 1.9 Let k be of characteristic 0, g completely solvable, R noetherian
strongly (R, g)-admissible, h an ideal of g A = R*g and B = Rxh. If
P~ Q (P is linked to Q) are two completely prime ideals of A such that
P=(PNB)A, then Q=(QNB)A and PNB~ QNB.

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 5.2 (1)]. Use Lemma 1.8.

2 The main results

We retain the notations and conventions introduced in the preceding sec-
tions, k is uncountable, algebraically closed and of characteristic 0, g is solvable
and we suppose that every prime ideal in the polynomial ring in one variable
R|z] is completely prime. So, by [9, Corollary 2.6], every prime ideal of R+ h
is completely prime, for any Lie subalgebra h of g. We recall [9] that if R is
commutative or is a Weyl algebra over k or is the enveloping algebra of an
ideal of g, then every prime ideal of R[z] is completely prime.

Fix a prime ideal P of R* g and an ideal t of g and set B, = Rxt. Denote
by Q(P) the clique of P and set 7 = N{A — P'; P' € Q(P)}.

Let h be an ideal of g containing ¢ and maximal with respect to the property
that P N By = (P N By)By; where By = R« h.

- We say that condition (L;) (resp. condition (L)) is satisfied for P if
PN Bj is classically localisable (resp. P’ N B, is classically localisable for any
P’ € Q(P)). Clearly, (L,) implies (L,).

Suppose that condition (L) is satisfied for P. Then S = By — (P i1 B,) is
an Ore set in By and hence in A. Denote by D the quotient divisior ring of
B,/P N B.

The assumption that k is uncountable is not necessary in Lemmas 2.1 and
2.4.

Lemma 2.1 Under the above hypotheses and notations, suppose thai condi-
tion (Ly) is satisfied for P. Let R be a noetherian integral domair Then
As/(PN B))As is isomorphic as algebra to the polynomial ring D[xyy+, ..., T,];
where | 1s the dimension of h.

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 4.1] and remark that D[X;, X, is iso-
morphic to D+ (kX; ® kX;).
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Let R be g-hypernormal. By [3, Corollaire 2.18] and [6, page 226], R * g
satisfies the strong second layer condition. By {6, Corollary 7.2.16], Q(P) is
classically localisable; i.e. T is an Ore set in A. So Ar/M is a simple artizian

ring for any primitive ideal M of Ar.

Theorem 2.2 Under the above hypotheses and notations, let R be a nocthe-
rian g-hypernormal integral domain. Set A=R*gand Q =PNR. Lt M
be a primitive ideal of Ar. Assume that Q is localisable, QRg is generated by
a regular g-normalising set of elements and condition (Lo) is satisfied for P.
Then ‘

(1) M is generated by a regular normalising set of elements of cardinal
d = dim(Rg) + |Za(P)|.

(2) d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M).

Proof Adapt the proof of [4, Théoréme 4.2]. Use [4, Lemme 1.1] and Lerama
2.1

Remark 2.3 (1) The results in Theorem 2.2 are true if we replace in the
hypotheses, “g-hypernormal” by “(R, g)-admissible” and “g-normalisin: ™ by
“normalising g-semi-tnvartant”. In this particular case, the ideal M is gener-
ated by a reqular normalising g-semi-invariant set of elements.

(2) One can summarize Theorem 2.2 by saying that the localised ring Ar

behaves as a regular local ring.

Lemma 2.4 Let R be a noetherian strongly (R, g)-admissible integral domain.
Set A= Rxg and Q = PNR. If QRy is generated by a reqular g-centralising
set of elements, then PN By (resp. PN By ) is a localisable prime ideal /' B,
(resp. of By).

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 5.3]. Use Theorem 1.3 and Lemma i.9.
Now we are ready to prove the following interesting result

Theorem 2.5 Let R be a noetherian strongly (R, g)-admissible integral do-
main. Set A= Rxgand Q = PNR. Let M be a primitive ideal of A . If
QRg s generated by a reqular g-centralising set of elements, then

(1) M s generated by a regular g-semi-invariant normalising set of ele-
ments of cardinal d = dim(Rg) + |Z4(P)].

(2) d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P).
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Proof Set t = N{Ker\;,: € T,(P)}. It is clear that t is an ideal of g. Set
By = Rxt. Let h be an ideal of g containing ¢t and maximal with respect to
the property that P N By = (PN By)By; where By = Rxh. By Lemia 2.4,
the condition (L) is satisfied for P. The rest of the proof is similar to that of
[4, Théoreme 5.4]. Use Lemma 1.8 and Theorem 2.2.

Corollary 2.6 Let R be a noetherian strongly (R, g)-admissible integral do-
main. Set A = R* g and d = ht(P). If QRg is generated by a regular
g-centralising set of elements, then u; (P, A) =0 if © # d and pqa(P, A) = 1.

Proof Adapt the proof of [4, Théoréme 5.5].
Corollary 2.7 Under the hypotheses of Corollary 2.6, we have jo(A/P) =d.
Proof Adapt the proof of [4, Corollaire 5.6].

Theorem 2.5 and its two Corollaries may be applied in the following cir-
cumstances:

- R is commutative noetherian g-locally finite, the image I'mt of { -3 iden-
tically 0 and QR is generated by a regular g-centralising set of eleme:.is. We
have established these results in [4].

- R is commutative noetherian and g-simple. For the case where R is a
g-module, see [4].

- R is a Weyl algebra over k:

- g is abelian, R is a commutative noetherian regular integral domain and
the action of g is trivial. In particular, if R is a commutative noz:herian
regular integral domain, Theorem 2.5 and its two Corollaries may be applied
to the ring A,(R).
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Lemme 1.3 ,
Si M eMody alors M@ est le plus grand sous-g-module

localement finj de M.

Définition 1.4

Nous poserons Homg (M,N)(ﬂ) = Hom(, (M, N) pour tous
gmodules M et N (cf. [6] §1) et Homg (M,N)® = Hom(, (M,N)
= £ (M,N) si M et N sont des ymodules localement finis.

Pr idon 1.
Soient M, N et P des ;modules avec M localement fini, alors il
existe un isomorphisme k-linéaire
¢ : Hom, (M @k N,P) —» Hom, (M, Homy) (N,P) défini par
¢ (f) (m) (n) = f (m ® n), fe Hom, (M ® N,P), me M, ne N.

Preuve
Soit ¢ : Homyg (M ®k N,P) - Homg (M, Homg (N,P)) défini par

o (H(m)(n) = f(m @k n).

On sait [3] que q) est un k-isomorphisme. Notons ¢ la restriction de
7; a Hom, (M ®x N,P). On vérifie facilement que ¢(f) est flinéajre
pour tout feHom, (M ®x N,P). On en déduit que ¢(f)(M) <
Homyg, (N,P) car M est localement fini ; ¢ est donc une application
k-linéaire injective de Hom, (M ®k N,P) dans Hom, (M, Hom,, (N,P).
Si ¢¢ Hom, (M, Hom(g) (N,P)), il existe fe Homyx (M®k N,P) tel que
0 (f) ®, donc f = ¢ "H(¢). On vérifie que f est glinéaire. On a donc

= ¢ (f) = ¢(f), d'ou on déduit que I'application ¢ est sujecti.e, ce
qui achéve la démonstration.

Pr iton 1
Soient M, N deux gmodules, M localement fini et f un élé¢ ment
de Homy (M,N). Les conditions suivantes sont équivalentes :
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morphismes dans ce paragraphe lorsque R est commutatif. Enfin
nous étudions le cas, au paragraphe 3, du produit semi-direct de

deux algebres de Lie.

Nous obtenons des suites spectrales de foncteurs compoesés

qui théorigquement permettent de les calculer.

§1. Les foncteurs (-)(9), £ et leurs dérivés

Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps
commutatif k de caractéristique 0. On note U(g) 1'algébre

enveloppante de 4.

Définition 1.1

Un g-module (a gauche) M est localement fini si pour inut
élément m de M on a dimg U(y) m <. Un tel élément m est dit
giini.

Notons Mod, la catégorie des g-modules (a gauche), Mod(, la
sous-catégorie pleine de Mod, formée des g-modules localement
finis et k-e.v. la catégorie des k-espaces vectoriels. Si M est ur: 4
module, on désignera par M®) l'ensémble des éléments gfinis de M.

Rappelons les résultats suivants :

Lemme 1.2
Si M et N sont deux gmodules alors M ®x N et Homy (M,N)
sont des ;modul ur l'action diagonale c'est-a-dire lorsqg: on

pose X. (m ® n) = X.m ®x n + m ® Xn et (Xf) (m) = Xf(m) - fi.m)
pour tous Xe g, meM, neN, fe Homy (M,N).
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SUR LA COHOMOLOGIE g4 FINIE

Thomas GUEDENON
37, rue Pasteur
92800 Puteaux

France

§O . Introduction

Soient k un corps commutatif de caractéristique 0, gune
algébre de Lie de dimension finie sur k, U (4) I'algébre enveloppaate
de 4. Un élément m d'un gmodule M est gfini, s'il engendre un
sous-espace de dimension finie sous I'action de U (g). Nous dirons
que M est Jocalement fini si tous ses éléments sont gfinis. Notons

Mod, 1a catégorie des gmodules a gauche, Mod, la sous-catégorie

formée des g;modules localement finis. Dans {6}, Fokko du Cloux a

introduit le foncteur M —» M@ de Mod, vers Mody) et ses dérivés
H('J) ainsi que des foncteurs Ext)(y)(Ml, My) et R;’, p-iéme foncteur

dérivé du foncteur M — M? de Mody,) vers la catégorie des k-

espaces vectoriels.

Nous étendons certains des résultats de [6] au cas ou l'algébre
g opére par dérivations localement finies sur une k-algébre

(associative) noethérienne R. Pour obtenir les résultats que nous

1103
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avions en vue nous nous sommes inspiré de l'article [10] de A.R.
Magid qui obtient des résultats pour une k-algébre R sur laquelle
opere un groupe algébrique affine. Un certain nombre de
propositions du premier paragraphe sont des transcriptions de celle

-de A.R. Magid.

Lorsque gopeére par dérivation sur R, il est bien connu que
I'on peut construire une algébre notée RxU (g) qui vérifie un certain
probléme universel. Lorsque R est commutative, cette algébre a été
introduite par Rinehart [11], voir aussi la bibliographie de Feld'man
[7]. Cette construction a permis a T. Levasseur [9 .] d'obtenir des

criteres d'induction et de coinduction, fonctorialisant les résultats

de R. Blattner [2].

Enfin un exemple important d'algébre du type R#U {y) est
celui ou 4 est produit semi-direct de s par un idéal ¢ et alors

U(g) = U(x) #U (9).

Dans le premier paragraphe nous rappelons les définitions du

foncteur (-)¥) et ses propriétés et nous introduisons le foncteur £ et
ses dérivés L3. Les dérivés RPa, L%, sont reliés via une suite
spectrale aux foncteurs dérivés de Homy (-, -) définis :ur la
catégorie Mod, x Mod (.

Dans le second paragraphe nous étudions le cas oi1 g opére par
dérivations sur R et nous relions par une suite spectraie les
foncteurs RPa aux foncteurs dérivés de Hompey(y (- , -) restzeint a
Modr#ug) ou Mod(reu)) désigne la catégorie des R#U (g)-modules

qui sont g-localement finis. Nous explicitons égalemen: des
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(1) I existe un ysmodule V de dimension finie, un élément v de V
et un gmorphisme F: M ® V — N tels que F(m ®k v) = f(im),
me M.

(2) Il existe un gmodule V de dimension finie, un élément v de V
et un g-morphisme F' : M—» Homy, (V,N) tels que
F' (m) (v) =f(m), me M.

(3) Onafe Homy (M,N).

Preuve :
Supposons la condition (1) vérifiée ; soit le k-isomorphisme
¢ : Hom, (M ® V,N) - Hom, (M,Homy, (V,N), défini par ¢ (g)(m)(vy)
= g(m ®x vi), ge Hom(, (M ®x V,N), meM, vieV (1-5). Posons
F'= ¢(F) ; F' est glinéaire et F'(m)(v) = ¢(F)(m)(v) = Flm ® v) = f(m)
pour tout meM donc (1) = (2).
Si la condition (2) est satisfaite, posons F = ¢1 (F') ; F est o
linéaire etona:
F(m @k v) = o(F)(m)(v) = ¢ (¢ (F))(m)(v) = F'(m)(v) = f(m)
pour tout meM donc (2) = (1). .
Si la condition (1) est satisfaite, on a :
(Xf)(m) = Xf(m) - f(Xm) =XF (m ®x v) - F(Xm ®k v) = F(m ®k Xv)
| XegmeM.

n
Puisque dimk V< 4+~ et Xve Von aXv = Yaj vj ot vi, V2,...,Vp
i=1

engendrent V et aj e k pour tout i, 1 <i<n. Il en résulte que

n
(Xf)(m) = Yo;i F(m ®k vj). Posons Fi(m) = F(m ®x v;) ; Xf est done
i=1

un élément du sous-espace vectoriel E de Homy (M,N) engendré par
les fonctions F; ; E est manifestement un sous-g-module de
dimension finie de Homg (M,N). Comme feE, on a U(y) f € E dnc

dimg U(y) f<+ - c'est-a-dire que fe Hom, (M,N) d'ou (1) = (3).
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Sous les hypotheses de la condition (3), posons V = U(g) f ; V est un
sous-gFmodule de dimension finie de Homyk (M,N) et fe V. Soit
I'application F définie de M ® V— N par F(m ®x v) = v(m), me M,
veV ; F est glinéaire et on a F(m ®x f) = f(m) pour tout me M donc

(3) = (1)

Corollaire 1.7 :

Si M, N et P sont des smodules avec M et N localement finis
et sifeHom¢,) (MN) = L (M,N), ge Hom() (N,P) alors
f-g e Homg, (M,P).

Preuve :
Il existe des gmodules de dimension finie Vet Wy v eV, w

e W et des gmorphismes G : M ® V- N, F: N ® WP tels que
G(m®k V) = g(m);F(n ®k W) = f(n) pour tous me M, neN (cf. 1-6:.
Soit K I'application : M ®x (V ® W) — P définie par

K(m ®k s ®k t) = F(G(m ®k s) ® t), meM, seV, te W.

K est glinéaire et vérifie K(m ®k (v ® w)) = K (m ® v @ w) =
F(G(m ®k v) ®k w) = F(g(m) ®x w) = f(g(m)) = f-g(m), meM. 1l en
résulte que f-g eHomy) (MP) car v ®kx weV ®x W et
dimg V @k W <+oo (cf. 1-6)..

Les résultats 1.8 et 1.9 sont énoncés dans [6] ; nous en donnons une

démonstration.

Lemme 1.8
Si I est un injectif dans Mod, alors 1® est un injectif dans
MOd(H).

Preuve :
Soient M et N dans Mod,), i un gsmonomorphisme de M dans

N, f une application g-linéaire de M — 1), Soit i} 'inje:tion
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canonique de I® dans 1. Il existe donc une application glinéaire f
de N — I telle que foi= ij o f = f car f est un g-morphisme de

M - LOnaf (N) g I, car f est glinéaire et N est localement

fini. Ce qui prouve que I est un injectif dans Mod().

Corollaire 1.9
La catégorie Mod, posséde suffisamment d'injectifs.

Preuve :
Si M e Mod, et si E(M) est I'enveloppe injective de M dans

Mod, alors E(M)¥) est un injectf dans Mod(, d'apres (1-8).
Or M <E(M) donc M®¥ < E(M)¥) c'est-a-dire que M e E(M)@). Tout
objet de Mod, est donc contenu dans un objet injectif de Mod,,», ce

qui prouve notre assertion..

Considérons le foncteur Homy (-,-) qui va de Mod, x Mod, daus
k-e.v. (cf. [6] §1) et notons L(-,-) sa restriction a Mod, x Mod.

Pr iton 1.1
Pour L;Q.ug T e Mody,, les foncteurs £(T,-) et £(-,T) sont exacts
ﬁ\ ggug;hg dgllﬁ MOd(g).

Preuve :
Soit 0 - M — N - P — O une suite exacte dans Mod,. Alors la

suite 0 - Homg (T,M) - Homg (T,N) —» Homg (T,P) — O est exacte
dans Mod,. On en déduit que la suite :

0 - Homyg (T,M)® — Homy (T, N)® — Homg (T,P)¥ est exacte dans
Mod, car le foncteur (-)¢ de Mod, dans Mod, qui a M fait
correspondre M@ est un foncteur covariant exact a gauche ; c'est-
a-dire que la suite 0 —» L (T,M) — L(T,N) - L (T,P) est exacte dans
Mod,. Ceci prouve l'exactitude a gauche du foncteur £ (T,-).
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On démontre de méme que le foncteur (-, T) est exact a

gauche dans Mod,).

Proposition 1.11
Si E est un injectif dans Mod,, alors :
(1) L (-,E) estun foncteur exact dans Mody, ;
(2) £ (N,E) estun injectif dans Mod, pour tout N e Mody.

Preuve :

Si 0 » M — N — P — 0 est une suite exacte dans Mod,) alors
la suite O —» L(P,E}) — L(N,E) - L(M,E) est exacte dans Mod
(cf. 1-10). Soit ¢ un élément de L(M,E) = Hom (M,E). 11 existe,
d'apres 1-6, un yjmodule V de dimension finie, un élément v de V
et un gmorphisme F : M® V-E tels que F(m ®k v) = ¢(m), m e M.
L'application i ® Idy : M ®¢ V — N ®¢ V définie par
(i ®¢ idv) (m ®k vy) = i(m) ®x v, meM, vy eV est un

gmonomorphisme.

Puisque M ®k V et N ®k 'V sont manifestement des gmodules
localement finis, il existe un gmorphisme G : N ® V — E te! que
Ge(i ®k Idy) = F, car E est un injectif dans Mod(,.
Posons f(n) = G(n ® v), neN. On a fe (N,E) = Hom(y, (N,E) (d'apres
1-6) et f-i(m) = f(i(m)) = G(i(m) ®k v) = G-(i ® Idv) (m ® v) =
F(m®kv) = ¢(m) pour tout me M. Donc fi = ¢. Ceci signifie que le
morphisme L(N,E)— (M,E) est surjectif. Il en résulte que la suite
0 - LUP,E) —» LNE) -» UME) - 0 est exacte dans Mod, d'ot: {1).

Pour tous gmodules localement finis M et N, on peut iden:ifier,
d'aprés 1-5, les espaces vectoriels Hom, (M, £ (N,E)} et
Hom, (M ®k N,E). Le foncteur Homy (-,£(N,E)) de Mod, dans k-e.v.
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est exact car composé du foncteur exact -®k N qui va de Modyy,
dans Mod, et du foncteur Homy (-,E) qui va de Mod,) dans k-¢.v,,

qui est aussi exact car E est un injectif dans Mod,. Ceci prouve (2).

Définition 1.12

Nous noterons : a : Mod, — k.e.v, le foncteur covariant exact
a gauche a(M) = M7 et RPa(y,-) ses dérivés droits ; £LP (M,-) les
foncteurs dérivés droits du foncteur covariant exact a gauche £(M,-)

PP P fe
defini dans Mod,), MeMody) et € xt, (-,-) les foncteurs dériveés

droits du foncteur Hom, (-,-) restreint a la catégorie Mod,) x Mod,;.
Signalons que dans ([6] §2-8) les RPa(y4,-) sont notés RPa(-). Il est
clair que pour tout g-module localement fini M et pour_tout

g-module de dimension finjeVona:
RPa (5M) = & xt, (k,M), p20 et LY(V,M) =0, q> 1.

Lemme 1.13

Si k est de_caractéristique O et si l'algébre de Lie 5 est semi-
simple alors tout ;module localement fini M est un_injectif dans
MOd(J).

Preuve :

En effet Mod, est une catégorie semi-simple.

Corollaire 114 , ,
Si I'algebre de Lie 4 est semi-simple, alors on a pour tout M,

NeMod,)

(1) RPa(zM)=0 px1-

(2) LAMN)=0 g1

(3) ext, (MN)=0 p=>1.
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Proposition 1,15 -
Si k est _de caractéristique O, et si 1'algebre de Lie 4 est semi-

simple, alors le foncteur a = (-)? de Mod,,) dans k-e.v. est exact.

Preuyve:
Soit 0 - M = N — P — 0 une suite exacte dans Mod,. D'aprés

1.13 elle est scindée. Donc 0 - MZ - N — pf -0 est exacte.

Proposition 1,16
Pour tous gmodules localement finis M et N, on a 13 suite

spectrale
RPa (5, L4MN)) = e xt, " (MN).

Preuve:

On a Homy (M,N) = £(M,N)4. Le foncteur Hom, (M,-) de Mod,
. dans k-e,v, est donc le composé du foncteur covariant L{M,-; de
Mod,; dans Mod, et du foncteur covariant exact a gauche a = (-)¢
de Mod(, dans k-e.v. ; on sait (cf. 1-11) que L(M,-) envoievles
injectifs de Mod(, dans les injectifs de Mod (). On peut donc
appliquer la suite spectrale des foncteurs composés (cf. [8]
théoréme 2-4-1). On a :

(RPa)((Ra L(M,-)) (N)) = (RP+a Hom, (M,-))(N) ou la notatic RP
désigne les foncteurs dérivés droits.

Par définition (RPa)(-) = RPa(y,-), R9 L (M,-) = £L3(M,-) et

Rr+aHom, (M,) =€ xt;'q (M,-). D'oui 1a suite spectrale annoncée.

Corollaire 1.17
Pour toutgmodule localement fini M et _tout gmoduie de

dimension finie V on a RPa (5,V* ®k M) = € xt; (V,M), p =0 git V*

désigne le dual algébrique de I'espace vectoriel V.
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Preuve : _
On sait que £4 (V,M) = 0, g 2 1. Donc la suite spectrale de la

proposition (1-16) dégénere et donne :
RPa (g,Homy (V,M)) = € xt; (V,M), p20.

On sait que Homg (V,M) = V' ® M..
Le corollaire précédent est, dans un cas particulier, l'analogue de la
relation bien connue HP (4, Homyk (M,N)) = Ext; (M,N), p=0, M et N

appartiennent a Mod, ot HP (4,-) désigne la cohomologie ordinaire

de g-

Lemme 1.18

Si M et V appartiennent 4 Mod, avec dimg V < +e, alors

(M ®g V¥ = M) @ V.

Preuve :

Notons V* le dual de V ; V®x M et Homg (V*,M) sont 4
isomorphes (cf. [3] corollaire 2 page 168). On en déduit que M ® V
et Homy (V*,M) sont g-isomorphes donc (M ®x V)@et Homyg, (V".M)
sont g-isomorphes.

De méme M®) ® V et Homy (V*, M@) sont g-isomorphes.

11 est clair que Homg (V*,M®) est contenu dans Hom,(V*,M). Soit
fe Homg,) (V*",M). 1l existe d'aprés (1-6) un gmodule de dimension
finie L, un élément ! de L et un gmorphisme F : V'® L M tels jue
F(v* ® 1) = f(v*) pour tout v* e V*; I'élément f(v*) est gfini car F est
glinéaire et v* ®k 1 est gfini. Il en résulte que Hom,(V*,M} est
contenu dans Homyg (V*,M®). On en déduit que :

Homy,(V*,M) = Homk (V*,M®) ; donc (M @ V)¥) = M@ @ V..
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Notons U(g)~* le dual algébrique de 1'espace vectoriel U(g) et R{y)

I'ensemble des éléments gfinis de U(g)* pour 'action diagonale.

Corollaire 1.19
Pour tout M e MQd(g), R(g) ®k M est un injectif dans MQd(ﬂ).

Preuve :
Si Me Mod, alors M est limite inductive de sous-gymodules de

dimension finie Mjde M, ie L
Pour chaque i € I, les gmodules U(g)* ®x M; et Homy (U(g),M;) sont
isomorphes (cf. [3] corollaire 1 page 168). Comme U(y) est un

g-module projectif, Homg (U(g),M;) est un injectif dans Mod, pour

chaque ie I,-d'oﬁ }é—r? (U(g)* ®k Mj) = U(g)* ® M est un injéctif dans

i
Maod, car U(g) est noethérien. Il en résulte que ( }}? (U™ ®x M)

est un injectif dans Mody,, or

(R U 8 MO - R (U ok M)®) = BB (U)()"O) @k M) =

i€]

Ry ®x M..

Soit M et N des g-modules. Posons Homg(, (M,N) = A'Mm;y et
A'M M = A'M. Soit 4 l'algebre de Lie opposée de 4 etV
I'antiautomorphisme principal de U défini par xV = - x pour wut
xe g. On a les isomorphismes d'algébre suivants :

U(g ® 4) = U(y) ® U(y") = U(yg) ® U(y)" = U(y) ® U(y). Posons
U2 = U(g ® g°), k = {(x,-x), xeyg}. 1l est clair que k et 4 sont des
algébres de Lie isomorphes ; donc U(k) est une sous-algébre d:- U2
isomorphe a U. Si M et N sont des g-modules, alors on m:nit
Homg (M,N) de la structure de U ® U-module a gauche définie par
[(u®v) fllm) =u(f(vwm)),ue U;veU, fe Homg (MN) et me M.

Homyg (M,N) est alors un U-U bimodule. Plus précisément «a a
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(u.f)(m) = u (f(m)) et (f.u.)(m) = f(u.m), u e U, f e Homy (M,N) et
me M. Par restriction des scalaires Homg (M,N) est un k-module a
gauche et I'ensemble de ses éléments k-finis est précisément
Homgg) (M,N). Il est clair que Hom(g) (M,N) est un U ® U-module a

gauche.

Lemme 1.20

Si M et N sont des gmodules alors pour touti= 0

zxtzg) (M,N) est un U2-module a gauche.

Preuve :
Soit P* = (P;) i > 0 une résolution projective de M dans Mod,.

Pour chaque i > O, Homg,) (P;,N) est un U2-module a gauche ; donc
Homy (P*,N) est un complexe de U2-modules a gauche qui induit en
cohomologie une structure de UZ2-module a gauche sur chaque

Ext(;) (M,N) :i2 0.

Lemme 1.21

Si M et N sont des gmodules alors :

(1) £xt}3) (M,N) est un A'N-module a gauche et un A'm-module a
droite,i20

(2) Ext (MN) est un A'N-U bimodule, i > 0

(3) ﬁxtzg) (M,N) est un U-A'Mm bimodule, i > O.

Preuve

(1) SiP* = (Pj) ix0 est une résolution projective de M dans Mody alors

Homg, (P, 'N) est un complexe de A'N-modules a gauche ; donc
chaque thtzg, (M,N) est un A'y-module a gauche.
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SiE" = (Ei)i>0 est une résolution injective de N dans Modyg alors

Zxt, (MN) = Hi (Homg (ME)), 120 ; or Homg (ME) est un

complexe de A'm-modules a droite. Il en résulte que chaque

Extzﬂ) (M,N) est un A'y-module a droite.

(2) C'est évident car pour tous g-modules P et N, Homg, (P,N) est un
A'n-U bimodule. v
(3) C'est évident car pour tous gmodules M et E, Homy) (M,E) est un

U-A'Mm bimodule.

Lemme 1.22
Soient M, N, V et W des gmodules avec V et W de dimension

finie. Alors les ;modules Homyg (V,W) & Hom (M,N) et
Hom (V®M, W®N) sont isomorphes.

Preuve :
L'application A : Hom (V,W) ® Hom (M,N) — Hom (V®&M, W®N)})
définie par A (f®g) (v@m) = f(v)®g(m) est un isomorphisme

d'espaces vectoriels car V et W sont de dimension finie.

L'application A est manifestement glinéaire ; donc elle enxvoie
(Hom (V,W)®Hom (M,N))¥ dans Hom) (VOM,W®N). Comme
Hom (V,W) est un g-module de dimension finie, on a

Homyg (VOM,W®N) =~ Hom (V,W)®Homg, (M,N)..

Si V est un gmodule de dimension finie, alors on munit V®U
et U®V d'une structure de U-Ubimodule en posant
X (veu) = Xveu + veXu ; (veu)X = veuX ; X(u®v) = Xu®v + udXv ;
(u®Vv)X = uX®v ; Xeg, uelU, veV ; UBV et VRU sont des U-U
bimodules isomorphes. Nous allons poser ¢, = V&U.
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Lemme 1,23 _
Soient M, N, V, W des gFmodules avec V et W de_dimension

finie, Alors on a pour touti=>0.

(1) Hom (V,W) ® Exti,, (M,N) ~ £xt,,, (V&M, WeN)

(2)  dw Bu Extly (MN) ~ WKL, (MN) = Zxt(, (MWeN)

(3)  ovreyExty (MN) = V" ® Exty, (MN) = Exty, (VOM,N)

(4)  Exty, (V;Hom (MN)) = Exty;y (M,N) ®udys = £, (MN)SV*
Preuve:

(1) zxtl (VOM,W®-) et Hom (V,W)@ﬂzxtl (M,-) sont des foncteurs
)] W

cohomologiques de Mod, dans Mod(, car Hom (V,W) ®- et W®- sont
exacts de Mod, dans Mod,). Si I est un injectif de Mod,, alors W®I
est un injectif dans Mod, car Hom (M,W®I) = Hom (W'®M,I) et
W*®- est exact. On a donc th(ig) (VoM, WeRIl) =0 et Z:xtzg) (M,I) = O,

i>0. Ext;g) (VOM, W®-) et Hom (V,W) ® £xtzg) (M,-) sont donc des

foncteurs cohomologiques qui s'annulent sur les injectifs pour i>{} et
qui (cf. lemme 1.21) coincident en degré 0. Ils coincident donc pour

tous degrés (cf. [8] 2.4.1) ;d'ou (1).
(2) Posons V = k avec l'action triviale de g dans (1).
On a: WeExt, (MN)=2£xt, (MW®N). Il est clair que

WO EXL,, (MN) = owdy Ext(, (MN) ; d'ous (2).
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(3) Posons W = k avec l'action triviale de g dans (1).

On a W@th:ﬂ) (M,N) = Btzﬂ) (VeM,N). 11 est clair que

V'OEXL; (MN) = dv» ®y Extyy (MN), d'ott (3).

(4) Ext:g) (V,Hom (M,-)) et thzg) (M,-)®y¢dy~ sont des fonctaurs

cohomologiques de Mod, dans Mod , car les foncteurs Hom (M,-) et
-®u¢dy+ sont exacts de Mod, dans Mod , . Si I est un injectif dans
Mod,, alors Hom (M,]I) est un injectif dans Mod,, car Hom (-® M,I) =
Hom(-,Hom(M,]) et le foncteur -®M est exact de Mod, dans Mod , .
On a donc Ext,, (V,Hom (M) = 0 et £ty (M,]) =0, i >0.

T;xtzg) (V, Hom(M,-)) et £xtzg, (M,-)®uév* sont donc des foncteurs

cohomologiques de Mod, dans Mod ; qui s’annulent sur les injectifs
pour i >0. Comme Hom,) (V,Hom (M,N)) = Hom(, (VOM,N) =
Homy(, (M,N)®y ¢v+. On obtient donc le premier isomorphisme de (4).
Il est clair qu'on a £xt§g) (M,N)®yody» = Extzg) (MN)®y (V'oU) =

Exty, (MN) @y (UBV?) = Exty,, (MN)@V" :i> 0.

Corollaire 1.24
Si N et V sont des gmodules avec V de dimension finie, aiors

n uri>0:
(1) ¢v®y Hy, (N) = VeH, (N) = Hy, (VON)

(2) vy Hy, (N) = V'OH, (N) = £xt, (V,N)

Preuve :
(1) 1 suffit de remplacer M par k avec l'action triviale de get W

par V dans le lemme 1.23 (2).
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(2) 1 suffit de remplacer M par k avec l'action triviale de 4 dans

le lemme 1.23 (3).

§2. Les foncteurs Ly (-,-), Homgrgu(y (-,-) et leurs

dérivés

Dans ce paragraphe, R désigne une k-algébre associative,
unitaire, noethérienne a droite et a gauche, ou k est un corps
commutatif de caractéristique O, soit 4 une k-algébre de Lie de
dimension finie qui opére sur R via un morphisme d'algebres de Lie
3 : g— DergR ou DerkR est I'algébre de Lie des k-dérivations de K.
L'algebre R est donc munie d'une structure de gmodule et gn
suppose que l'action de 4 sur R est localement finie. Pour tout X e 4,
8(X) sera noté 6x. On sait alors construire une k-algebre associative
unitaire R#U(g), un morphisme d'algebres ¥g : R>R#U(y) et un
morphisme d'algébres de Lie ®g : 4 » R#U(y) tels que

Ro (X)'¥o (r) - Yo (r) Ko (X) ='¥o (8x (1)), Xeyg, reR (cf. [1] §3, [S] §2).

Les morphismes ¥g et &y sont injectifs. On peut identifier R & une
sous-algébre de R#U(yg) et g a4 une sous-algebre de Lie de R#Uiy).
Signalons que R#U(g) est engendré comme algebre par R et 4. C'est
une algébre noethérienne (cf. [1]§3). Notons Modr#u, la catégorie

des R#U(g)-modules a gauche et Modp celle des R-modules a gauche.

Définition 2.1
On dira que M est un (R-g)-module si M est un R-moduic a

gauche et un gmodule a gauche tel que X(rm) = dx(r)m + r(Xun),

Xeg , re R, me M. On a Homprsy(g) (M,N) :Hompg (M,N) n Homov (M,N)
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pour tous (R-g)-modules M et N. Modgrsu(g) est donc la catégorie
des (R-g)- modules.
Les notations et les conventions du paragraphe 1 restent en

vigueur.

Définition 2.2
On dira que M est un R#U(g)-module glocalement fini si M est

un R#U(g)-module et si 'acdon de g sur M est localement finie. Par

exemple R est un R#U(y)-module glocalement fini. La catégorie des

R#U(y)-modules g-localement finis sera notée Modr#U))- C'est une

sous-catégorie pleine de ModRrsuy(g). Elle est fermée pour les

sommes directes.

Lemme 2.2’

1) Silest un R#U(y)-module alors I est un R#U(g)-module 4
localement fini. .

2)  Silest un injectif dans Modgryu(g) alors 1@ est un injectif
dans Mod(rsu(g))- - '

3) Lacatégorie Mod(rsu(g)) posséde suffisamment d'injectifs,
Preuve :

1) Soient reR, me 1¥. Nous allons montrer que rm est gfini. Soit

donc Xeg;ona:
X(rm) = X(r)m + r(Xm)=(X.r)m+ r(X.m) € V = (U(y)r). (U(gm) «

Comme r et m sont g-finis, on a dimg U(y) r<+e et
dimg U(y) m<+e. Si (11, r2, ..., 1) est une base de U(g;r et
(mj, ma,...,myx) une base de U(y)m alors V est le sous-espace

vectoriel de I engendré par les rim;, 1sisl, 1<j<k. On a :ionc
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dimg V<+e. Pour tout Xeyg, on a X(rim;)_= (Xrj)m; + r; (Xm;) €V pour
chaque i et chaque j ; V est donc un sous-gmodule de 1. Il en
résulte que U(y) (rm) « V. on a donc dimg U(y)(rm)<+e c'est-a-dire

que r.m et gfini. Ce qui prouve 1).

2). C'est évident. La démonstration se fait comme en (1.8).

3) C'est évident. La démonstration se fait comme en (1.9)..
Lemme 2.

Si M est un g-module et N un R#U(y)-module alors M@y N,
NexM et Homg (M,N) sont des R#U(g)-modules pour les opérations :
X(m®kn)= Xm®xn+moeg Xn

r(m ® n) =m ® rn

X(n ® m) = Xn ® m + n ® Xm
rn®m)=rn®m

(xf) (m) = xf(m) - f (xm)

(rf)(m) = rf(m), Xeyg, reR, meM, ne N, fe Homy (M,N).

Corollaire 2.4
Si M et N sont dans ModRggu(g), alors M ® N et Homg (M,N)

sont dans Modgrsu(s) &t Homg(M,N) est un sous-g-module de
Homy (M,N).

Corollaire 2.5

Si We Mod(y) alors R®x We Mod(rsu(g))

Proposition 2.6

Les R#U(g)-modules R®k U(g) et R#U(y) sont isomorphes.

Preuve :

Soit o : R ®k U(y) - R#U(y) défini par a (r ® u) = ru, r= R,

u eU(y) ; I'application o est R#U(y)-linéaire.
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Si (X1, X2,..., Xn) est une base de 4 alors X1"V!X;Y2... Xp¥" ot
(v1, v2, ..., vn) €N est une R-base a gauche et a droite de R#U(g)(cf. [1]
§3, [5] §2). Soit v eR#U(g) onav = za, X1V1X2"2 .... X,"" o1 a, € R.
L'application B : R# U(g) — R ® U(y) définie par :
B (V) = Ta, &, X1V1X5Y2 ... X V™ est R#U(y)-linéaire. On vérifie
facilement que o et f sont deux applications réciproques I'une de

I'autre. g

Proposition 2.7

Un R#U (y)-module glocalement fini M est de type fini comme
R#U(g)-module si et seulement si il existe un g;module de dimension
finie Wet une R#U(y)-surjecdon de R®x W sur M.

Preuve:
Si W est un g-module de dimension finie de k-base

(W1, W2,...,wyp) alors R ®xW est un R#U(y)-module R-libre de base
(1 ®k wry,...,1 ® wWy) ; si ¢ est une R#U(y) surjection de R @ W sur M
alors tout élément de M est combinaison R-linaire des ¢ (1 ®x w;),
1<i<n. Donc M est de type fini comme R-module,donc comme RiU(g)-

module. Supposons M de type fini comme R#U(g)-module de p:artie
S

génératrice (mj;,my,...,ms). SimeM,onam= 3 oi mj, ai e R#U(y).
=1

S
Chaque o; = rju;, rieR, u; e U(y) (proposition 2-6). Donc m = ¥ (rju;)m;
i=1

S
= ¥ rj (uim;). Posons W = U(y)m; + u(g)my +...+ U{g)ms. Pour cha.:ue i,
i=1

dimg U(g)m; <+ car M est g-localement fini, donc W est un saus-4-
module de dimension finie de M qui contient les U(g)m;. Soit

I'application f : R ® W—-M définie par f(r ®w) = rw. L'applica:ion f
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S
est R#U(y)-linéaire et f( ¥ r; ®k (uym;)J = m donc c'est une R#U(y)-
i=1

surjection. Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.8
Un R#U(g)-module 41 lement fini fini coram

R#U(4)-module si et seulement si il est de type fini comme R-module.

Définition 2.9

Si M et N sont des R#U(»)-modules, on pose
Lr(M,N) = Homgr(M,N) n Hom(g) (M,N).
Il est clair que £r (M,N) est dans Modg).

Lemme 2.10
Si N est un R#U(y)-module glocalement fini alors v : g (R,Ni>N
défini par y(f) = £f(1) est un isomorphisme de gmodules.

Preuve:

Nous avons w(Xf)=(Xf)(1)=Xf(1)-f(X1)=Xf(1)-f(8x(1))=Xf(1)=Xw(f)
pour tous fe £g (R,N), Xeyz; v est donc glinéaire.

Si w(f) =0 alors f(r) = f(r1) = rf(1) = ny(f) = O pour tout reR cionc
f=0 ; wy est donc un gmonomorphisme.

Si ne N, on définit f;; : RN par f,(v) = vin ; veR ; f;, est R-linéaire
et on montre que Xf, = fx, , Xeg ; on en déduit que f;, e Homyy) (¥,N)
car N est glocalement fini. On a donc f;, € L5 (R,N). w(f,)) = f,(1) = 1.n=

n. Donc y est un g-épimorphisme. Ce qui achéve la démonstration.

Lemme 2.11
Si W est un g-module et N un R#U(g)-module alors ics g

modules Homp (R®x W,N) et Homg (W,N) sont isomorphes.
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Preuve : -
Les applications ¢ : Homg (R® W,N) - Homy (W,N) et

vy : Homg (W,N) - Hompg (R ® W,N) définies respectivement par
o(H)(w) = (1 ®x w) et y(g)(r ®k w) = rg (w) sont glinéaires et

réciproques l'une de l'autre.

Lemme 2.12
Si L est un g4module, M et N deux R#U(y)-modules, alors

Hom, (L,Homg (M,N)) et Hompgu(g) (L ® M,N) sont k-isomorphes.

Preuve :
Les applications ¢ : Hom, (L,Homg (M,N))->Homggu) (L&xM,N)

et y : Hompgyu(g (L ®x M,N) - Hom, (L,Homgr (M,N)) définies
respectivement par ¢(f) (e®x m) = f(e)(m) et y(g)(e)(m) = g(e ¥k m)

sont k-linéaires et réciproques l'une de 'autre.

Corollaire 2,13
Si I est un injectif dans Modgryu(g) alors
(1) Homg (M,]) est injectif dans Mod, pour tout Me ModRrsu(g)

(2) Iestun injectif dans Mod,.
Preuve :

D'aprés (2-12) on a Homy (-,Homg (M,I))= Homgsu(g) (- €x M,I).
Le foncteur Hom, (-,Homg (M,I)) de MQQs dans k-g.v, est donc le
composé du foncteur exact -®x M de Mod, dans Modrsu(g et du
foncteur Hompyu(g) (-,1) de Modgrsu(g) dans k-e,v., qui est auss: exact
car I est un injectif dans Modgrsu(g) par hypothese. Il en résuiie que
Homy (-,Homp (M,I)) est exact de Mod, dans k-e.v, Par consequent
Homg (M,]) est un injectif dans Mod, d'out (1).
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Une démonstration similaire a celle qui a été faite dans (2.10)
permet d'affirmer que les g-modules Hompg (R,I) et I sont
isomorphes. D'aprés (1), Homg (R,]) est un injectif dans Mod, donc I
est un injectif dans Mod, ; d'ott (2).

Corollaire 2.14
Si L est un g-module localement fini, M e_tvN deux R#U(yg)-

modules alors Hom, (L,Lr (M,N) et Hompsu(g) (L ®x M,N) sont k-
isomorphes. '

Preuve :
On utilise (2.12) et comme L est localement fini, son image par

un morphisme glinéaire est contenu dans Homg (MN)® = Lr (M,N ).‘

Corollaire 2.15 5
Si I est un injectif dans Modrsu(g) alors £r (M,I) est un injectif
dans Mod 4 pour tout M dans ModRrsu(y).

Preuve: _ _
(2-14) et une démonstration analogue a (2.13) (1) donnent le

résultat.

Corollaire 2,16
Si I est un injectif dans Mod((rsu(g)) alors

1) Lr (M)]) est un_injectif dans Mod(g) pour tout M dans
Mod (reu(#))-

2)  1estun injectif dans Mody).

Preuve:
(2.14) et une démonstration analogue a (2.13) (1) donne (1).
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D'apres (2.10), les g-modules Lg (R,I) et I sont isomorphes.
D'apres (1), £r (R,I) est un injectdf dans Modg) donc I aussi d'ou (2).

Proposition 2.17
Si M et N sont deux R#U(g)-modules glocalement finis et si M

est de type fini alors £r (M,N) = Hompg (M,N).

Preuve :
Il existe un gmodule W de dimension finie et une R#U(y4)-

surjection f : R ® W— M d'apreés (2.7). v

En appliquant le foncteur Homg (-,N) de Mod,; dans Mod,, on
obtient une application glinéaire |
Homg (f,N) : Homgr (M,N) — Hompg (R ®k W,N) qui a ¢ € Hompg (M,N)
fait correspondre ¢-f. |

On montre facilement que Homg (f,N) est une injec,_éion.
Identifions donc Hompg (M,N) a un sous-g-module ° de
Homp (R ® W,N). |

Homyg (W,N) est manifestement glocalement fini et (2'.11)
entraie que Homg (R ® W,N) est localement fini donc Homg (M,N)
est localement fini d'ou Lg (M,N) = Homg (M,N). '

Proposition 2.18
Si I est un injectif dans Mod(rsu(g)) alors Lgr (-I) est_un
foncteur exact de Mod(rsu(g)) dans Modg).

Preuve :
Soit 0 - M 4, N I p — O une suite exacte dans Mod(rsu(s)). Il

est évident que 0 - Hompg (P,I) - Homp (N,I) - Hompg (M,I) est une

suite exacte dans Mod,. On en déduit que la suite
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0 — Hompg (P,)¥) - Homp (N,D¥) - Homgr (M,]){? est exacte dans
Mod g).

Soit f e Homg (M,I)(9), posons W = U(y) f. On a donc dimg W < + oo,

Soit F1 : M ®x W — [ tel que F; (m ® w) = w(m), meM, weW ; F; est
un R#U(g)-morphisme.

Soit i ® Id : M @ WoN @ W tel que (i @ Id)(m & w) = i(m) @k w.
i ® Id est un R#U(y)-monomorphisme. Il existe donc

F 1, R#U(y)-linéaire, de N @ W—I tel que F ;- (i ® Id) = F; car I est
un injectif dans Mod(rsu(g)) et M ® W et N®x W appartiennent a
Mod(rsu(s))- L

Soit f : N> I défini par f(n) = F; (m ®k f)r ne N .
fe Homgg (N,I) = £(NJ) (cf. 1.6). L'application f est

manifestement R-linéaire donc f e Homg (N,)® = rg (N,]).

Nous avons :
f(m) = F1 (m & f) =F 1 «(i ® Id)(m ®k f) = F1 (i(m) & f) = f - i(m),
m e M. Ce qui prouve que le morphisme :

- Homg (N,1)& — Homgr (M,1)® est surjectif.
Donc la suite O —- Hompg (P,I)(g) — Hompg (N,1}¥ - Hompg (M,)¥) - 0
est exacte dans Mod). Ce qui achéve la démonstration. |

Corollaire 2.19
Soit I un_injectif dans Mod(rsu(g)) ; si M e Mod(rsu(g)), M de
type fini alors Zxtg (MI) = 0, p > 0.

Preuve: :
II existe un gmodule Vg de dimension finie et une R#U{y)-

surjection pg : Po = R ® Vg — M d'apres (2.7).

Posons K = Ker pg. C'est un sous-R#U(g)-module glocalement fini de

Pp. Comme R#U(y) est noethérien et Pyp = R ® Vp est un R#U{g)-
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module de type fini, K est de type fini_Il existe donc un gmodule V;
de dimension finie et une R#U(y)-surjection p; : P; = R ®k V1 — Keon
a Im p; = K = Ker pg. On construit pa ce procédé une résolutior R-libre

donc R-projective de M :

Pi=..pi=R® V;—>Pi1 =R® Vi1 .#P1 =R® V) >

Po = R ® Vg » M = 0 ou chaque V;j est un g-module de dimension
finie. On a donc thg (M,I) = HP (Homg (P.,I). On sait que :

Homg (M,I) = £r (M,I) et Homp (P;,I) = Lr (P;,]), i=0
donc Exty (M,I) = HP (LR (P.,1)).
Signalons que P. est aussi un complexe acyclique de R#U(g)-modules
g-localement finis sur M (cf. [4] chapitre 5.1), donc Lgr(P.,]) est une
résolution injective de Lg (M,I) dans Mod(y) car I étant un injectif
dans Mod(rsu(yg)) le foncteur Ly (-,I) est exact de Mod(rsu(g) dlans
Modg) d'apres (2.18) et Lg(-,]) envoie les objets de Mod(rsu(g)) dans
les injectifs de Mod) (on uuhse (2.16). I1 en résulte ' que
H? (Lg(P.,I)) =0 pour p>0 donc Z:xtR(M I) =0,p>0.

Corollaire 2.20
Soient M et N dans Mod(rsug)), M de type fini et E* = {Ei} une
résolution injective de N dans Mod(rsu(g)). Alors sttg (M,N) =

W (Homg (M,E), p 2 0.

Preuve :
Nous avons Exty (M,N) = HP(Homg (P.,N) = HP (£g (P.,N)) oi1 P, est la

résolution R-libre de M construite dans le corollaire précédent.
LR (P,,N) est un complexe dans Modg) qui induit sur chaque
HP (LR (P,,N))= zxtg (M,N) une structure de gmodule localement fini.
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Extg (M,-) est donc un foncteur cohontologique de Mod(rsu(g)) dans

Mody) et, d'apres (2.19), on a T;xtl}; (M,I) = 0, p >0 pour tout injectif |

de Mod(reu(g))-
Notons RP £g (M,-) les foncteurs dérivés droits du foncteur Lg (M,-)

qui va de Mod(r#u(g)) dans Mod ).
Il est clair que RP L (M,-) est un foncteur cohomologique de
Mod(rsu(g)) dans Mod g et que (RP Lg (M,-)) (I) = 0, p>0 pour tout
injectf I de Mod(r#u(g)). De pluson a :
Exty (M,-) = Homg (M,-) = LR (M,?) = ROLg (M,-).

Il en résulte que thlli(M,—) = RP Lg (M,-) pour tout p >0 _donc

£xt§ (M,N) = (RP Lr (M,-))(N) = H? (Lr (M,E")) = H? (Homg (M,E")),

p=0.

Définition 2.21 -
Notons &tR#U(g) (--) Les foncteurs dérivés droits du foncteur

Hompgyxug)(-,-) restreint a Mod(rsu(g)) X Mod(riu(g))-

Proposition 2.22 -_

Si M et N sont deux R#U(g)-modules, glocalement finis et M de

fini, on a 1a sui ectrale : :
RPa(g, £xti (MN)) = ExtRyi,) (MN).

Preuve

On a Homgsu(y) (M,-) = Homp (M,-)4. Le foncteur
Hompgug (M,-) de Mod(r#u(g)) dans k-e.v. est donc le composé du
foncteur covariant Homg (M,-) = Lg (M,-) qui va de Mod(rsu(g)) dans
Modg) et du foncteur covariant exact a gauche a = (-)¢ qui va de
Modg) dans k-e.v.. D'aprés (2.16), Homgr(M,-) = Lr (M,-) envoie les
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injectifs de Mod(rsu(g)) dans les injectifs de Mod(g). On peut donc
appliquer la suite spectrale des foncteurs composés (cf. [8] théoréeme

2.4.1).
On trouve :

RP a((R9Homg (M,-))(N)) = (RP*4 Homgyu(g) (M,-))(N).
On sait (2.20) que (R4 Homg (M,-))(N) = #xtg (M,N) et par définition

o~
(RP a)(-) = RP a (4,-), RP*% Homgyu(g) (M,-) = EXtiyd) (M,-). D'ott la
suite spectrale annoncée.

Corollaire 2.23

Pour tout R#U(g)-module, g-localement fini N, on a
RPa (5N) = Ftgyy(, (RN).

Preuve .
11 suffit de remplacer M par R dans (2.22). La suite spéttrale
dégénere et on a RPa (5Homg (R,N)) = Extrsy(y (R,N) et (2.10)

permet d'affirmer que les gj-modules Homp (R,N) et N sont

isomorphes. On trouve donc le résultat annoncé.

Corollaire 2.24
Pour tout R#U(4)-module, glocalement fini N, on a

p p
gxty (k,N) = EXtR#U(y) (R,N).
Corollaire 2,25
Si g est _semi-simple, on _a pour tous R#U(g)-modules, 4
localement finis M et N, M de type fini,

~n/
Extrau(y)(MN) = (Exti (MNY, q20.
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Preuve : -

Puisque g4 est semi-simple on a RPa (g,fxtg (M,N)) = 0 pour tout
p=1 d'aprés (1.14) et la suite spectrale de (2.22) dégénére..
Soient M et N dans Modgsu(g). Si RP Homg (M,-) désigne les foncteurs
dérivés droits du foncteur Homg (M,-) qui va de Modgryu(g) dans
Mody, alors on a (RP Hompg (M,-))(N) = HP(Homg (M,E")) ou E* est une
résolution injective de N dans ModRrsu(g). Comme R#U(y) est R-libre,
E* est aussi une résolution injective de N dans Modgr. On a donc

(RP Homg(M,-))(N) = HP (Homg (M,E")) = Exth (M,N). Il existe donc sur

chaque z:xtg (M,N), p=0 une structure de gmodule.

Définition 2.26
On notera L}% (M,-) les_foncteurs dérivés droits du foncteur

Lr (M,) qui va de Modrsu(s) dans Mody) et H{, (-) ceux' du

foncteur
(-)¥) qui_va de Mod, dans Mod(, qui a tout gmodule M fait
correspondre M@ (cf. [6] §1).

Proposition 2.27
Si M et N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale
P
Hy (Extg (MN) = £ (MN)

Preuve :
On a Lgr (M,N) = Homgr (M,N)¥). Donc le foncteur £g (M,-} de

ModRr#u(g) dans Modg est le composé du foncteur covariant
Hompg (M,-) de Modpsu(g) dans Mod, et du foncteur covariant exact a
gauche (-)¥ qui va de Mod, dans Mod,. D'aprés le corollaire (2.13),
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Hompg (M,-) envoie les injectifs de ModRrsu(g) dans les injectifs de
Mod,. On peut donc appliquer les résultats de la suite spectrale des
foncteurs composés. On trouve

(RP(-)@)((RY Homg(M,-))(N)) = (RP+2 Lg (M,-)) (N).

On sait que (R? Homg (M,-))(N) = Zxtg (M,N)

et par définition (RP (@) (-) = H() (), RM3 g (M,") = £8' (M.

On trouve donc la suite spectrale annoncée..

Remarquons que si R = k,donc

R#U(g) = U(g), on a Lr (M,-) = Lx (M,-) = Hom(g)(M,-)

pour tout M dans Mody. La suite spectrale (2.27) dégénere et donne
H(,) (Homg (M,N)) = Zxt() (M,N) |

pour tous M, N eMody) : c'est le corollaire 2 §2 du [6].

Corollaire 2,28
Pour tout R#U(g)-module N, on a H&) (N) = L‘g (R,N), p=0.

Preuve :
11 suffit de remplacer M par R dans (2.27), la suite spectrale

dégénere et donne le résultat.

Corollaire 2.2
Pour tout R#U(y)-module N, on a £xt (k,N) = £p (R,N)

Preuve :
On sait (cf. [6] §2) que Ext(; (k,N) = H(,(N) et en utilisant le

corollaire précédent on obtent le résultat.
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Proposition 2.30 -
Si M et N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale

pP+q
Hy (£t (M,N)) = Extgypy(,) (MN).

Preuve :
On a : Homgyu(y) (M,N) = Homg (M,N)4, donc le foncteur
Hompggu(g) (M,-) de Modgrsu(g) dans k-e.v, est le composé du foncteur

covariant Hompg (M,-) de Modrsu(g) dans Mod, et du foncteur

covariant exact a gauche (-)4 de Mod, dans k-e.v.. D'aprés le
corollaire (2.13), si I est un injectif dans Modgrsu(g) alors Homg (M,]I)
est un injectif dans Mod,. On peut donc appliquer la suite spectrale
des foncteurs composés. On trouve ;

(RP ()9)((RY Homg (M,-))(N) =(RP"? Homgyu(g) (M,-))(N). On sait que
(Rs Homg (M,))(N) = Ext} (M,N) et par définition R (-} ()= H, (-) et

RP+4 Hompsy(g) (M,-) = th%}%(g) (M,-). Ce qui donne la suite
spectrale annoncée.

Proposition 2,31 i
Si M et N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale

RPa(,, L3 (MN)) = ExtRyi() (MN).

Preuve :
Homgsu(g) M,N) = Ly (M,N)4, donc le foncteur Homgyy(g) (M,-) de
Modgrgu(y) dans k-e.v. est le composé du foncteur covariant LR (M,-)
qui va de Modgryu(g) dans Mod(g) et du foncteur covariant exact a
gauche a =(-)¢ qui va de Mod ) dans k-e.v. ; on sait d'apres le
corollaire (2.15), que £r (M,-) envoie les injectifs de ModRrsu(g) dans
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les injectifs de Mod(g). On peut donc appliquer la suite spectrale des

foncteurs composés. On trouve :
(RP a)((RY Lg (M,-))(N) = (RP*1 Homggu(g) (M,)) (N).
Par définition (Ra)(-) = R"a(g,-), RY Lr (M,-) = L (M,-) et

RP*9 Hompyu(g) (M,-) = ixtﬁm(g) (M,-). On a donc

R (5,48 (MN)) = ExtRin ) (MN)..

Remarquons que si R = k avec l'opération triviale de 4 donc
R#U(y) = U(y), la suite spectrale (2.28) devient

RP a(y, £ (MN) = 2, S (MN)

pour tous gmodules M et N. Les Lﬁ (M,N) sont notés zx-t?g) (M,N)
dans [6]. On trouve donc : |
RPa (g, Ext(y (MN)= Zxty * (MN).

C'est la suite spectrale du [6] §1, 2.8).

On suppose a partir de maintenant que la k-algébre R est

commutative.

Définition 2.32
Posons L =R ®k g et soit V(R,L) l'algébre des opérateurs

différentiels engendrée par £ (cf. [7] et [11]). On écrira V au lieu de
V(R,L£). 11 est facile de voir utilisant les propriétés universelles de
R#U(y) et de V(R,£) que: |
Proposition 2.33
Les algebres R#U(yg) et V(R, L) sont isomorphes.

Lemme 2.34
Si M et N sont deux R#U(4)-modules alors Homg (M,N) et
M ®gr N sont des R#U(g)-modules.
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Lemme 2.35 -
Si M et N sont deux R#U(g)-modules glocalement finis avec N
de tvpe fini alors M®R N est un R#U(g)-module glocalement fini.

Preuve :

Puisque N est de type fini, il existe d'apreés (2.7) un gmodule V
de dimension finie et une R#U(g)-surjection ¢ : R®k V —» N.
L'application id ®gr ¢ : M ®r (R ® V) » M ®r N définie par
(id ®R @)(m @R (r ®k v)) = m ®R ¢ (r ® v) est une R#U(g)-surjection.
Le R#U(y)-module M ®r (R ®k V) est g-localement fini car
M ®R (R ®c V) et M ® V sont R#U(y)-isomorphes et M ®x V est g-

localement fini. Il en résulte que M ®g N est glocalement fini.

Proposition 2.36
Si M et N sont deux R#U(y)-modules et M glocalement fini alors
£ (M,N) est un R#U(4)-module slocalement fini.

Preuve : _
On sait que Ly (M,N) est un sous-yFmodule localement fini de

Hme (M,N). Soit a eR, notons L(a) : M—N la multiplication a gaqthe
par a c'est-a-dire que L(a)m = am, me M. L'application L(a) est k-
linéaire et on vérifie facilement que L(Xa) = XL(a), Xeg ; d'oir on
déduit que dimgIL(U(g) a)<+- car R est glocalement fini.

Donc L(a) e Homyg) (M,N) = £Z(M,N).

Si fe Lr (M,N), on a af= FL(a) donc afeHomg) (M,N) d'apres (1.7).
Comme af est manifestement R-linéaire, afe Lgr (M,N). Donc £g (M,N)
est un sous-R-module de Hompg (M,N). De plus X(af) = §x (a)f + a{Xf)
car fe Homg (M,N) et Homp (M,N) est un R#U(g)-module. Ce qui

termine la démonstration.
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Proposition 2.37 -
Soient M, N et P des R#U(g)-modules avec M et N glocalement

finis. Alors il existe un isomorphisme d'espaces vectoriels.
¢ : Hompyy(g) (M ®R N,P) - Hompgyug) (M, LR (N,P)) défini par
o(f)(m)(n) = f(m ®g n), fe Hompyug) (M @R N,P), me M, ne N.

Preuve :
Notons V pour V(R, ).

On sait {7] que ¢ : Homy (M ®gr N,P) - Homy (M,Homg(N,P)) défini
par ¢(f)(m)(n) = f(m ®R n) est un isomorphisme d'espaces vectoriels.
Comme M est g-localement finyon a ¢o(f)(m) € Lr (N,P). Donc ¢ établit
un isomorphisme d'espaces vectoriels de Homy (M ®r N,P) sur
Homy (M,Lgr (N,P)). ’

Posons ¢ = ¢ et utilisons la proposition (2.33), on obtient le résultat

annonce.

§3. Produit semi-direct d'algebres de Lie

Soient § et r des k-algébres de lie de dimension finie et §de s
dans Derg r un homomorphisme de K-algébres de Lie. Notons U(r)
I'algébre enveloppante de r et soit §(s) 1'unique dérivation de U(r)
qui prolonge §(s), ses ; 8 est un homomorphisme d'algebres de Lie de
s — Deryg U(r). Considérons l'algeébre U(r)#U(s) (cf. [1] §3, [5] §2)et soit-
g le produit semi-direct de s par r (correspondant a '
I'homomorphisme ‘
s —8s = 8(s), ses). Il est facile de vérifier en utilisant les propriétés

universelles de U(r) # U(s) (cf. [1] §3) et de U(y) que :
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Proposition 3.1 -
Les algebres U(r) # U(s) et U(y) sont isomorphes.

Pr sition 3.2

Sous les h theses précédente n 1a_sui rale
RPa(s, Ly (M,N)) = Ext;"  (M,N) pour tous ;modules M et N.

Preuve :
On utilise (2.31) et (3.1).

Corollaire 3.3
Si s est semi-simple alors on a (L) (M,N))® = Zxt; (M,N), g20,

pour tous gjmodules M et N.

Preuve :
Puisque § est semi-simple, on a d'apres (1.14) :
RPa(s, L) (MN)) = 0, p1

La suite spectrale de (3.2) dégénére et donne le résultat annoncé.

Corgllai.rg 3.4
Si g est une algébr Lie semi-simple
(Ext(p (MN)? = Ext; (MN), g=0 pour tous rmodules M et N.

Preuve :
On prend § semi-simple et r =(0) (donc 4= s) dans le coroliaire -
précédent. On trouve (£} (M,N)) = £xt; (M,N), qz0 pour tous 4

modules M et N. Dans [6], les [ﬁ (M,N) sont notés Ext(é,) (M,N). Ce qui

acheve la démonstration.
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Corollaire 3.5

Si 5 est semi-simple, alors on a (H{; (N))4 = Hj (N), 20 pour
tout ymodule N.

Preuve :
D'apreés le corollaire précédent, on a (Z:xtq(ﬂ) (k,N)) = Ext; (k,N).

On sait que Zxt; (k,N) = Hy (N) et £xt(y (k,N) = H(N).

On trouve donc le résultat annoncé.
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JE DEDIE CE TRAVAIL A ARSENE ASSOGBA

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero, g a finite-dimen-~

sional Lie algebra over k, U(g) the enveloping algebra of g, R a Noetherian

k-algebra on which g acts by derivations via a Lie algebra morphism, and R#U(g)

the differential operator rings generated by R and U(g). This paper is concerned
with the homological algebra for R#U(g)-modules which are g-locally finite,
especially with injective and projective modules, minimal injective resolutions, anc
cohomology.

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, g une k-algeébre
de Lie de dimension finie, U(g) lalgébre enveloppante de g, R une k-algébre
noethérienne sur laquelle g opere par dérivations via un morphisme d’algébres de
Lie et R#U(g) le produit crois¢é de R par U(g). Ce papier traite de I'algébre
homologique dans la catégorie des R#U(g)-modules g-localement finis, plus
particuliecrement des modules injectifs et projectifs, des résolutions injectives
minimales et de la cohomologie. © 1997 Academic Press

0. INTRODUCTION

Soient k un corps commutatif de caractéristique nulle, g une k-algsbre
de Lie de dimension finie, U(g) lalgébre enveloppante de g, R une
k-algébre associative unitaire noethérienne a droite et a gauche sur
laquelle g opére par dérivations via un morphisme d’algebres de Lie § et
R#U(g) ’anneau d’opérateurs différentiels engendré par R et U(g). Tous
les modules considérés dans ce travail sont des modules a gauche.

Soit M un g-module. Un élément m de M est dit g-fini si dim, U{)m
< +oo. Si tous les éléments de M sont g-finis, on dit que M est g-lo- ale-
ment fini.

On note Mody la catégorie des R-modules, Mod, la catégorie des
g-modules, Mod,,, la sous-catégorie de Mod, dont les objets sont g-locale-
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ment finis, Modg,y ) 1a catégorie des R#U(g)-modules, Mod g 4y, la
sous-catégorie de Modg 4, dont les objets sont g-localement finis et k-ev
la catégorie des espaces vectoriels sur k.

Si M € Mod,, on note M# le sousg-module des invariants de M
(Paction de g sur M? est triviale). Il est clair que R# est une sous-k-algébre
unitaire de R et R est un (R®-R#) bimodule. L’anneau R® sera supposé
noethérien a droite et a gauche et désigné par la lettre S dans tout
Pexposé.

On définit un foncteur ( )¥ de Modg,,, vers Modg,,,, et, lorsque R
est g-localement finie, deux foncteurs Z(R,-) et R & — de Mod; vers
Mod g 414y Ces trois foncteurs vont nous permettre d’établir des rela-
tions entre les propriétés homologiques d’'un R#U(g)-module g-locale-
ment fini et celles de son sous-module des invariants.

Comme k est de caractéristique zéro, le théoréme de Weyl sur la
réductibilité complete peut €tre utilis€é pour montrer que Mod,,, est une
catégorie semi-simple, si g est semi-simple; dans ces conditions, = fonc-
teur ( )¢ est exact de Mod,,, vers Mod,.

Les principaux résultats de Particle sont obtenus en supposant g semi-
simple. _

Le premier paragraphe contient les définitions de base, les notations et
les résultats préliminaires dont on aura besoin dans Particle.

Dans le deuxieme paragraphe, R est g-localement finie. Nous mcnatrons
que:

(1) le foncteur F(R, ) envoie les injectifs de Modg dans les injec-
tifs de Mod g 4y(,) €t les S-monomorphismes essentiels dans les R#U(g)-
monomorphismes essentiels;

(2) Trimage par (R, -) de Penveloppe injective d’un objet de Mod
est R#U(g)-isomorphe a I’enveloppe injective de 'image de cet objet par
F(R,-); et le foncteur ( )8 établit un isomorphisme de S-module: entre
ces deux enveloppes injectives;

(3) le foncteur ( )* envoie certains injectifs de Mod g,y €115 les
injectifs de Modg; et ces injectifs de Mod g,y sont R#U(g)-isomorphes
aux images par (R, ) de leurs sous-modules des invariants;

(4 si la catégorie Mod g4,y POssede un cogénérateur injectif d’un
certain type, on peut caractériser les R#U(g)-modules induits g-locale-
ment finis injectifs et le foncteur ( )® préserve les résolutions injectives
minimales: c’est-a-dire que le sous-module des invariants du n°® ter ne de
la résolution injective minimale d’un objet de Mod g4, est S-isormorphe
au n® terme de la résolution injective minimale du sous-modi.e des
invariants de cet objet; cette condition imposée a la catégorie Mod, ;4,5
est, en général, trop forte: elle implique en particulier que R est plat sur
R# pourvu que R soit commutative.
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Dans le paragraphe 3, R est commutative et souvent g-localement
finie. Nous montrons que le foncteur ( )# transforme certains projectifs de
Mod, R#U(g) ©N projectifs de Modg; nous obtenons certains résultats ana-
logues a ceux du paragraphe 2 et nous étudions le groupe de Picard de
Panneau S.

Dans le paragraphe 4, nous examinons le cas particulier ot XK est
’algebre de Hopf de g.

Dans le paragraphe 5, nous montrons sous certaines hypotheéses que
Mod g4y sy €St une catégorie semi-simple et § est un anneau semi-simple.

Pour obtenir nos résultats, nous nous sommes inspiré des articles de
Magid [9, 10].

Pour la construction de Panneau R#U(g), on pourra consulter [1}. On
trouvera d’autres propriétés homologiques des R#U(g)-modules dans
[6, 71.

Ce travalil est la suite de nos résultats parus dans [7].

1. RESULTATS PRELIMINAIRES

On dit qu’un objet M de Mod,,, est ergodique si M® = {0}. Nous =vons
utilis€ Ie terme ergodique par analogie avec [9, p. 126].

Si M est ergodique, alors tout sous-module de M est ergodique.

Si g est semi-simple et si M € Mod,,,, on note M, le plus grand
sous-g-module ergodique de M. Il est clalr que M3 A Mg = {0}. Par
conséquent, M/M? est ergodique pour tout M € Mod,,, si g est semi-

simple.

LEMME 1.1.  Soient g semi-simple et M & Mod,,,. AlorsonaM = M* &
M, une somme directe de g-modules.

DErFINITION 1.2. Soit M € Mod,,,, ‘on note M! le sous-g-module e M
engendré par g - M. On pose (M), = M/M" et on note q,: M — (A7), la
projection canonique.

Il est évident que l'action de g sur (M), est triviale.

LemME 1.3. Soit M € Mod,,,. Si g est semi-simple, on a les isomor-
phismes de g-modules

M'=M, e (M)~

g

Si g est semi-simple, la décomposition M = M, ® M# en somme directe
de g-modules est fonctorielle dans le sens suivant: si f: M > M’ est un
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morphisme de g-modules, alors f(M?®) c M'¢ et f(M,) < M;. En partic-
ulier, fo py =py © f-

Soient g semi-simple et M € Mod, g 4y,)- Pour r fixé dans S, notons f,
le k-endomorphisme de M défini par f,(m) = rm. Alors f, est g-linéaire,
d’ou f Py =Py ° f,- Ceci implique que f,(M&) c M?® et f(M,) C M,:
cest-a-dire que M® et M, sont des sous-S-modules (donc des sous-
S#U(g)-modules) de M et pM est S-linéaire (donc S#U(g)-linéaire).

Pour tout M dans Mod gyy,y, l€ sous-g-module M ' de M engendré
par g - M défini en (1.2) est un sous-S#U(g)-module de M. Donc (i1 )
M/M! appartient 3 Mod (s#U(sy ©t la projection canonique g,, est
S#U(g)-linéaire. 1l est facile de voir que les g-isomorphismes M =M, et
(M )g = M# de (1.3) sont aussi des S#U(g)-isomorphismes.

Si M et N sont dans Mod,, on munit Hom(M, N) et M ® N de la
structure de g-module définie par P'action diagonale.

On note Hom,,,(M, N) I’ensemble des éléments g-finis de Hom(M, N)
[5, paragraphe 1 et 7, 1.4].

Si M et N sont dans Modgy,, on note [7, 2.9] Z(M, N) I'ensemble
des éléments g-finis de Hom (M, N).

Soit M un S-module. Munissons M de la structure de g-module trivial.
Alors M devient un objet de Mod 54, Nous pouvons donc considérer

Hom(R, M) comme un objet de Mod gy,

Sire R et f € Hom(R, M), on pose (rf)(s) = f(sr). Donc Homi R, M)
€ Modg 4y, €t Hom (R, M) est un sous-R#U(g)-module de Hom(R, M).
Or, si R est g-localement finie, s — sr est dans Z(R, R), donc {7, 1.7]
if € Z(R, M) pour tout f e Z(R, M). Ainsi F(R, M) est un objet de
Mod g 41z S R est g-localement finie.

Remarque. Les démonstrations de (2.7), (2.8), (2.17 et (2.35) de [7]
n’utilisent pas le fait que R est g-localement finie. Cette remarque sera

utile pour le paragraphe 5.

Rappels. (1) Si M (respectivement N) est dans Mod (respectivoment
dans Mod(R#U(g») on note Eg(M) (respectivement Eg,; (M)} VYen-
veloppe injective de M dans Mod; (respectivement de N dans Mod, z .y g»)

(2) Un objet M de Mod( r#U(gy €St de type fini dans Mod gy, Si et
seulement s’il est de type fini dans Mod, (7, 2.8].

(3) Si R est g-localement finie, on note [7, 2.21] ﬁt’R#U(;} (=)
les foncteurs dérivés droits du foncteur Hom g,y (= —) resti-int a
Mod rpu(gy X MOd(r4u(g)-

(4) Soient M dans Mod, et ¥V un g-module simple. On :ppelie
composant isotypique de M d’espéce V et on note M, la somme des
sous-modules de M isomorphes a V. C’est un sous-module semi-simple de
M, somme directe de sous-modules isomorphes a V.
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LEMME 14. Soient g semi-simple, M dans Mod ,, et V un g-module
simple de dimension finie. Alors, on a un isomorphisme de g-modules
Homg(V, M)V =M, ee M= ®M,.

Si dans (1.4), M appartient a Mod 41, alors

Hom(V,M) = V* @ M € Mod gyy,>

donc Hom (V, M ) € Mod 54y, €t le g-isomorphisme de (1.4) devient un
S#U(g)-isomorphisme.

LeMME 1.5. (1) Soit R commutative g-localement finie. Si M et N sont
dans Mod g4y gy, @lors M @ N est dans Mod g4 y(z)-

(2) Si M est dans Modg, alors R & M est dans Modg,y,). I est
g-localement fini si R est g-localement finie, car R ® M est un quotient de
R ® S ® M dans Modg,y,, et ce dernier est g-localement fini.

(3Xa) Si M est dans Modg et N dans Modgyy,, on a des isomor-
phismes d’espaces vectoriels.

Hom g yy¢)(R ®& M, N) = Homg( M, Hompg,,(R, N))
= Homg( M, N¥).

(b) Si M €Modg et N € Modgyy,, alors Homguy (M, ) et
Hom (M, N#) sont des espaces vectoriels isomorphes.
(4) Soit R commutative, M € Modyg, V un g-module de dimension finie et

N € Mod g 4y(yy- Alors
Homg(R® V,N) =Hom(V,N) =V*®N=N®V*

sont des isomorphismes de R#U(g)-modules. En particulier, (N ® V*)¢ et
Hom g(V, N) sont S-isomorphes.

(5) Soient S commutative, M € Modg et V un g-module de dimension
finie. Alors Dapplication ¢: Homg(V ® R,M) — Homg(V,?S(E, MM
définie par ¢(f)wXr) = f(v ® r) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(La preuve est une conséquence de [7, 1.5].)

2. LE FONCTEUR Z(R,-)

Dans ce paragraphe, R est g-localement finie. Nous avons la formule
d’adjoint sutvante:

PROPOSITION 2.1.  Soient M € Modg et N dans Mod g 41,y Alors I'ap-

plication ¢: Homp,y, (N, Z(R, M)) > Hom((N),, M) définic par
d(f gy (x)) = f(x)1) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Preuve. Soit f appartenant a 'ensemble de départ de ¢. Poﬁr neNet
r € R, nous avons ¢(f )X gqy(m)) = f(rm)1) = f(n)r). Cette relation prouve
que ¢ est un monomorphisme. Maintenant, soit 4, appartenant a ’ensem-

ble d’arrivée de ¢.
Posons A(n)(r) = h(qy(m)) pour n € N et r € R. On définit ainsi une
application linéaire h: N — Hom (R, M). Pour tout X € g, on a

(X-h(n))(r) = —h(n)(X(r))
= —hy(gn(X(r)n))
= —h(an(X(m)) + hi(qy(r(Xn))
= hi(qy(r(Xn))) = h(Xn)(r),

car gy(X(rn)) = 0. Donc h est g-linéaire.

Pour tous r,r' € R, on a (rh(n)Xr') = h(nXr'r) = h(gy(r'rm)) =
h(mXr'). Donc h est R-linéaire. Ainsi h est R#U(g)-linéaire. Or N est
g-localement fini; donc A(N) € (R, M). L’application h est donc définie
de N vers (R, M) et ¢(h) = h

COROLLAIRE 2.2. Soient g semi-simple et I un injectif dans Modg Alors
F(R, I) est un injectif dans Mod g 4(e)-

Preuve. Pour tout N dans Mod gy, On sait que (N), et N¥ sont
S-isomorphes. De plus, le foncteur (), est exact de Mod gy, dans
Modg. Donc Hom gy, (*, Z(R, I)) est le composé, d’apres (2.1), des

foncteurs exacts ( ), et Hom S(* I).
Nous allons voir maintenant que le corollaire (2.2) peut se préciser

davantage. Mais, avant cela, signalons la formule suivante.

LeMME 2.3. Soient g semi-simple et M un S-module. Alors I’appi:cation
F de (R, M)2 — M définie par F(f) = f(1) est un isomorphisme de
S-modules.

Preuve. Soit G P'application de M — Hom(R, M) définie par G{m)(r)
= pp(r)m. 1l est clair que G(m) est S-linéaire et g-invariant. Donc G est
définie de M — Homgy(R, M) = F,(R, M)%. Maintenant, FoG(m) =
G(mX1) = pr(1)m = m; donc F o G = identité de M. De méme,

GoF(f)(r) = G(F(f)(r) = G(f(1))(r) =pa(r)f(1)
= f(pe(r)) =Py > f(r) =1(r),

car M est un g-module trivial. Donc G o F = identité de (R, M }.
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(2) Considérons le sous-R#U(g)-module de M engendré par m. Si m
est non nul, ce sous-module contient un élément invariant non nul y =
Yru;m, ou u; € U(g) et r; € R. Mais p,,(y) =y alors que Py, (Xr,u;m) =
Py (EXu;r; m) = LXu;;py(r;m) =0, ou r;; €R et u; € U(g), car p,,
est g-lin€aire. Donc y serait nul. Ce qui est une contradiction. Donc

m=0.

Nous voulons savoir maintenant quand un R#U(g)-module est sous-
module d’un module induit de la forme (R, M). La condition nécessaire
de (2.5(2)) est aussi suffisante.

DEFINITION 2.6. Soient g semi-simple et M dans Mod gy, Alors
*M = {m € M tel que p,,(rm) = 0 pour tout r € R}.

LEMME 2.7. Soient g semi-simple et M dans Mod g 4y (s On définit ¢,,:
M — F(R, M?) par ¢y (mXr) = py,(rm).

(1) *M est le noyau de ¢,,.

(2) Sif: M > M’ est un morphisme dans Mod gyy(,))» alors {(*M) <
3 *(M/*M)=0.

(4) Si M est un sous-R#U(g)-module de N, on a *N N M = *M.

(5) Si*™M =0, ¢y est un monomorphisme essentiel dans MoG, g4y 5y

Remarque. D’apres (2.1),
Hom g 4yy(M, F5( R, M?)) = Homg((M),, M?).

Donc ¢,, est le R#U(g)-morphisme correspondant au S#U(g)-isomor-
phisme canonique (M), > M.

Preuve du lemme. L’assertion (1) est évidente et (2) découle du fait que
Py o f=fopy. Pour démontrer (3), observons que (*M)% =1; donc
(M/*M)8 = M®. Comme Ker ¢, = *M, il existe un R#U(g)-morphisme
by M/*M - F(R,(M/*M)E) = FR, M?)) tel que ¢y, = by, (M —
M/*M). Nécessairement, ¢y = ¢y, . Soit m + *M € (M /*M).
D’apres (1), ¢y, (m + *M) = 0; donc ¢y, (m) = 0; dot m € *M. On
en déduit que *(M/*M) = 0. L’assertion (4) découle de la définition (2.6)
et du fait que la restriction de py a M est p,,. Pour démont‘rer (5),
supposons *M = 0 et identifions M et ¢, (M). Si L est un sous-##U(g)-
module non nul de F(R, M?), alors, d’apres (2.4(1)), L8 # 0, ei d’aprés
(23), M# =F(R, M58)%, donc L " M # 0.

Nous pouvons utiliser (2.7) pour identifier dans Mod gy, les modules
injectifs de la forme F(R, I), ou I est S-injectif.
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THEOREME 2.4. Soit g semi-simple.

(1) Si N € Modg et si M est un sous-R#U(g)-module de F(R, N),
alors M = 0 implique M = 0.

(2) Si M — N est un monomorphisme essentiel de S-modules, aiors
F(R, M) > F(R, N) est un monomorphisme essentie]l de R#{g)-
modules.

(3) Si N € Modg, alors Eguy(F(R, N)) est isomorphe a
F(R, E¢(N)).

(4) Si N € Modyg, alors Eg,y(Z5(R, N))* est isomorphe a Eg(N).

Preuve. Si T est un sous-ensemble de (R, M), on pose T(1) =
{f(D tel que f T}

(1) Supposons M# = 0. Alors (M), = 0; donc Hom ((M),, N} = 0.
D’apres (2.1), Homg (M, Z(R, N)) = 0. Or, ce demier “Hom” con-
tient I'inclusion de M dans Z(R, N). On conclut que M = 0.

(2) Si L est un sous R#U(g)-module non nul de (R, N), alors
d’apres (1), L8 est un sous-S-module non nul de F(R, N)&. D’apres {2.3),
ceci signifie que L(1) est un sous-S-module non nul de N, et donc
L(1) N M est non nul. Or L) N M = (F(R, M) N LX1); donc L ren-
contre F(R, M) de facon non triviale.

(3) Drapres (2), Z(R, N) » F(R, E¢(N)) est un monomorphisme
essentiel dans Mod gy, OF, d’apres (2.2), Fy(R, Eg(N)) est un injectif
dans Mod g 4y(y; d0u (3).

(4) Drapres (3), Epuy(F(R, N)) = F(R, E(N)). D’apres (2.3),
%(R, Es(N))g = Es(N)-

D’apres (1) de (2.4), les sous-R#U(g)-modules non nuls M du R#7/(g)-
module g-localement fini induit Z(R, N) contiennent des invarianis non

nuls.

Voici une condition plus forte: nous allons voir ci-dessous qus ceci
implique que M est une extension essentielle de RM?. Simultanément,
nous obtenons une condition sur M qui implique qu’on peut prandre

N = M:8.

COROLLAIRE 2.5. Soient g semi-simple, N dans Modg et M un sous-
R#U(g)-module non nul de Z,(R, N). Alors

(1) M est une extension essentielle de son sous-R#U(g)-module RM3.
(2) Sim e M et p,,(rm) =0 pour tout r € R, alors m = 0.

Preuve. (1) Soit L un sous-R#U(g)-module non nul de M. D’aprés
(2.41)), L8 + 0 et L8 Cc M3 Donc L N RM? + 0.
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THEOREME 2.8. Soit g semi-simple.

(1) Si E est un injectif dans Mod g4y, avec *E =0, alors E? est
S-injectif et E est R#U(g)-isomorphe 4 F(R, E?).

(2) Si M est dans Mod gy .y avec *M =0, alors Ep (M) est
R#U(g)-isomorphe a (R, E(M?)).

Preuve. (1) Soit E' = E(Ef). Alors Ef — E’ est un S-monowmor-
phisme essentiel; donc, d’apres (2.4(2)), (R, E¥) - F(R,E’) est un
R#U(g)-monomorphisme essentiel. D’apres (2.7(5)), E — F(R, E?) est
aussi un R#U(g)-monomorphisme essentiel. Comme E est un injectif
dans Mod gy, nous avons les R#U(g)-isomorphismes E = #(R, E*)
=F(R, E'). D’apres (2.3) (R, E')8 = E’ est S-injectif; donc E& = E’
est S-injectif.

(2) Posons E = E,(M?). D’apres (2.2), F(R, E) est un injectif dans
Mod g 4u(s)> €t NOus avons d’apres (2.7(5)) et (2.4(2)), les R#U(g)-mono-
morphismes essentiels M — F(R, M¥) — F(R, E). Donc Eg (M) est
R#U(g)-isomorphe a #(R, E).

Nous remarquons que la condition *E = 0 de (2.8(1)) est aussi néces-
saire d’apres (2.5(2)) pour que E soit R#U(g)-isomorphe a # (R, E¢}.

Nous allons maintenant trouver une condition sur Mod gy,) qui n0us
permettra d’appliquer (2.8).

LEMME 2.9. La catégorie Mod g4y, POSsede un cogénérateur injectif C.

Preuve. Soient I un cogénérateur injectif de Mod gy, Pour tout M
daps Mod gy S Modg#u(g) et pour tout élément non nul m de M, il
existe un R#U(g)-morphisme f: M — I tel que f(m) # 0. Comme M est
g-localement fini, on a f(M) c I® et, d’apres [7, 2.2'], I® est un inj=ctif
dans Mod zuyy- Donc I (8) = C est un cogénerateur injectif de

Mod g 4u(g)-

Remarque. S’il existe un cogénérateur injectif C de Mod gyy(s) qui
vérifie *C = 0, alors, d’apres (2.7(4)), chaque objet M de Mod, g1,y
verifie *M = 0. '

On dira que la condition (a) est satisfaite dans Mod gsyen, Si
Mod, g 41,y POSsede un cogénérateur injectif C tel que *C = 0.

ProPOSITION 2.10.  Soit g semi-simple. On suppose que la conditio: (a)
est satisfaite dans Mod gy,

(1) Alors chaque injectif de Mod g 41,y €St de la forme F(R, 1), ou I
est un injectif de Modg.
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(2) Soit M € Modg et N € Mod g 4y, Alors
Exth (R ® M,N) = Ext2(M,N¢), p=>0.

Preuve. (1) Cest évident a partir de (2.8(1)) et de la remarque pré-
cédente.

(2) Soit {E'} une résolution injective de N dans Mod g4y, D'aprés
(1.5(3)), HomR#U(g)(R ® M,E') = Hom (M, (E' )¢) pour chaque i. Nous

avons donc
Exth yycy( R & M, N) = H?(Homg(M,(E*)"))

pour p > 0. Or, d’aprés (2.8(1)), (E')® est un injectif dans Mody et le
foncteur ( )¥ est exact. Donc le membre de droite est Ext2(M, N¥).

LEMME 2.11.  Soient g semi-simple et {E'/i € I} un ensemble de S-mod-
ules injectifs. Alors E = ®{F(R, E')/i €1} est R#U(g)-isomorphe a
Fs(RADE'/i € I}).

Preuve. D’aprés (2.2) et [7, remarque suivant (2.2)], E est un injectif
dans Mod(R#U(g» D’aprés (2.5(2)), (R, E') = 0 pour tout i; donc *E = 0.
D’apres (2.3) Ef = @ E'. D’aprés (2 7(5)), ¢ est un R#U(g) -mo¥iomor-
phisme essentiel et, puisque E est un injectif dans Mod, g, y,y, On conclut
que ¢, est un R#U(g)-isomorphisme.

LEMME 2.12. Soient g semi-simple, I un injectif dans Mod;, M <
Mod, g 41ygy vec *M =0 et f: M —> F(R, D) un R#U(g)—monomo'phlsme
essentiel. Alors M® — F,(R, I)! = I est un S-monomorphisme essentiel.

Preuve. D’apres (2.%5)), ¢,, est un R#U(g)-monomorphisme essen-
tiel; et d’apres (2.2), Z5(R, I) est un injectif dans Mod g yy(,y- Il existe
donc un R#U(g)-morphisme h: (R, M?) > Z(R, D tel que f=ho ¢,,.
Soit L un sous-S-module de I tel que L N M8 = 0. Alors (R, ¥3) N
F(R,L) =0 et F(R,L) est un sous-R#U(g)-module de Fy(R.I). Si
F¢(R, L) est non nul, il rencontrerait M = ¢,,(M) de fagon non triviale,
car ¢, (M) Cc F(R, M?). Ce qui n’est pas possible; donc F(R, L) =0
On en déduit d’apres (2.3), que 0 = F(R, L)? =

Nous sommes maintenant prét pour montrer que le foncteur ( )¢ trans-
forme les résolutions injectives minimales de Mod g4y ,) €n résolutions
injectives minimales de Mod et on pourra donc déterminer les résofutions

dans Mod g4y(g)-

PROPOSITION 2.13.  On suppose que la condition (a) est satisfaite dans
Mod g sy gy Soient g semi-simple, M € Mod g 4u00y, {Erpuel-13} la
résolution injective minimale de M dans Mod, g 41,y et {Es(M#)} la S-réso-
lution injective minimale de M®. Alors (Ep,y(M)E = E{(M?) pour
chaque 1.
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Preuve. Posons E'= Ef,y (M) pour chaque i et K' = Ker(E’' —
Ei* 1), D’aprés (2.8(1), I' = (E )3 est S- mjectlf et E' = Z(R, I'). Comme
g est semi-simple, la suite 1° — I -« —> J'—> --- est exacte dans
Mod; et (K')® = Ker(I' — I'*!), Comme *(K)Y=0 et K' > Ei =
(R, I') est un R#U(g)-monomorphisme essentiel, (K)8 — [ =
F:(R, I')8 est, d’apres (2.12), un S-monomorphisme essentiel. Donc {7}
est une S-résolution injective minimale de (K°%)& = M3.

THEOREME 2.14. Soit S commutative. On suppose que la conditics; (a)
est satisfaite dans Mod g4y, €t g semi-simple. Soit M € Mod g4y, €t
pour P € spec(S), soit p,,(P M$) le nombre de fois que E¢(S/P) appardit
dans Ei(M#). Alors Ep,, (M) est la somme directe, pour P parcourant
spec(S), de u(P, M#) copies de Egyy,(R/RP).

Preuve. D’apres (2.8(1)) et (2.13), Ep (,(M) est R#U(g)-isomorphe 2
F5(R, Eg yue(M)?) = F(R, Eg(M?)). Donc d’aprés la définition des
et (2.11), E: R#U(e) (M ) est la somme directe, pour P parcourant spec{.5), de
w; (P, M#) copies de Z(R, E¢(S/P)). Or (R/PR)® = S/P; donc, d’aprés
(2.8(2)), #Z(R, Es(S /P)) est R#U(g)-isomorphe a Eg 4y, (R/PR); d'oi le
résultat.

Remarque. La condition (@) imposée 3 Mod, 4,y €st trop forte. Elle
montre d’aprés (2.10(2)) que si N est un injectif dans Mod, g y,y, 2ors
N¥ est S-injectif.

Nous allons voir maintenant sous une hypothese de finitude de R sur §,

que cela signifie que R est S-plat.
Nous commengons par identifier les composants g-isotypiques des

R#U(g)-modules (R, M).
LEMME 2.15. Soient g semi-simple et S commutative. Si M est un S-

module et V un g-module simple de dimension finie, alors (R, M}.. est
S#U(g)-isomorphe a F(R,, ., M).

Preuve. Considérons les isomorphismes suivants:
Hom,(V,%(R, M)) = Hom (V ® R, M)
= Hom (V' ® R,., M) = Hom (V,%(R,., M)).

Le premier et le troisitme isomorphismes découlent de (1.5(5)) =t le
deuxiéme de la définition de R,. (si W est un autre g-module simple de
dimension finie, alors Hom (V,W*) = 0 si W* # V). 1l résulte  aain-
tenant de (1.4) que F(R, M), = F(R,.,M),. Si W est un g-module
simple de dimension finie non isomorphe a V, alors Hom (W ® R, ., M)
= 0, car Hom (W ® V*, k) = 0, donc

Fs(Ry, M) = GWB Fs(Ry+s M)y =F5(Ry-, M), .
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COROLLAIRE 2.16. Soient g semi-simple et R commutative. Supposons
que le foncteur ()¢ transforme les injectifs de Mod gy, €n injectifs de
Modg. Si I est S-injectif et V un g-module simple de dimension finie, alors
F(Ry, I) est aussi S-injectif.

Preuve. Posons W = V* et E = %(R, I). Alors, d’apres (2.2), E est un
injectif de Mod g4 y(,y- Posons M = R ® V; donc M est de type fini dans
Mod g4y, €t libre comme R-module. D’apres (1.5(4)), E® W et
Hom (M, E) sont R#U(g)-isomorphes. D’apres [7, 2.17], F(#, E) =
Hom z(M, E); donc, daprés [7, 2.37], Homgyyo)(*, E ® W) =
Hom gy y(* ® M, E). Or Hompg,y, (= E) et (*) & M sont exacts re-
spectivement de Mod g 4y,y dans k-ev et de Mod g4y, dans Mod g4 ,y5
donc E ® W est injectif dans Mod g 41,y 1l résulte de nos hypotheses que
(E ® W)# est S-injectif. Or, d’apres (1.5(4)), (E ® W)# est S-isomorphe a
Hom (V, E). Maintenant, E, = Hom,(V, E) ® V' comme objet de
Mod g1y donc E, est S-injectif. D’apres (1.4), E, =F(R. 1), =
F(Ry., I); d’ou le résultat.

Si dans (2.16), R,. est de type fini comme S-module, alors [7, 2.17]
Homg(R,, ., I) est S-injectif. Nous allons utiliser cette observation pour
conclure sous les hypothéses de (2.16) que R, . est S-plat.

THEOREME 2.17. Soient g semi-simple et R commutative. Supposons que
le foncteur ()¢ transforme les injectifs de Mod gy, en injectifs de Modg.
Soit V un g-module simple de dimension finie. Si R, est de type fini comme
S-module, alors R, est S-plat. Si Ry, est de type fini comme S-module pour
chaque g-module simple de dimension finie W, alors R est S-plat.

Preuve. Soit I un injectif dans Modg. Alors on a 'isomorphisme de
dualité [2, p. 348]

Homg(Tory (M, Ry ), I) = Exty(M,Homy(R,, I))
= Em;(M’?(RV’ I))

et (2.16) montre que Homg(Tor{ (M, R,,), I) = 0 pour tout M dans Modj.
On en déduit que Tor;(M, R,) =0 (il suffit de prendre I =
Ey(Tor{(M, R},)).

La deuxiéme assertion est immédiate a partir de la premiere.

La réciproque de (2.17) est aussi vraie:

PrOPOSITION 2.18. Supposons g semi-simple et R un S-modui: plat a
droite.. Alors le foncteur ( )? transforme les injectifs de Mod z4y4) €
injectifs de Modg.
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Preuve. Soient E un injectif dans Mod gyyy €t M un S-module
quelconque. D’apres (1.5(3)), HomR#U(g)(R ® M, E) = Hom (M, E?);
donc le foncteur Hom ((*, E¥) est le composé du foncteur R ® (*) qui est
exact de Modg vers Mod g,y et du foncteur Hompgyy,,(*, E) qui
est exact de Mod g,y Vers k-ev.

LEMME 2.19. Soient g semi-simple, M de type fini dans Modg et N un
objet de Mod gy Alors pour tout i, Exto(M,N) est un g-module
localement fini et Ext' (M, N)¢ = Exti(M, N)

Preuve. Considérons M comme un objet de Mod, sy, (I'action de g
est triviale). Soit {F;} une résolution de M par des S-modules libres de
type fini et regardons chaque F; comme un objet de Mod, sy, (P'action
de g est triviale). Alors Ext S(M N) est dans Mod,,,. Ainsi,

Exti(M,N)* = H'(Homg(F,, N))* = H (Homg(F,,N)*).

Drapres (7, 2.10 et 2.17], nous avons Homg(F,, N)¥ = Homg(F,, N¥);
donc

Exti(M,N)* = H'(Homg(F,, N¥)) = Exti(M, N¥).

ProposITION 2.20.  Soient g semi-simple, M & Modg, N € Mod ;. 41,y
et R de type fini dans Modg. Alors on a la suite spectrale

Exty 40 N, Exti (R, M)) = Ext5(N&, M); pouri > 0, j > C.
Si de plus N est de type fini, on a
Ext (N, Exti(R, M))" = Exti"/(N¢, M).

Preuve. Comme R est de type fini dans Modg, on a d’apres [7, 2.17],
Fs(R, M) = Homg(R, M). D’aprés (2.2), le foncteur Z(R, ) enveic les
injectifs de Mod; dans les injectifs de Modgyyy- D’apres (2. ‘) le
foncteur Hom g ((N),,—) défini de Modg vers k-ev est le compo:é du
foncteur covariant Z(R, -) = Hom _s(R ~-) qui va de Modg dans
Mod g 41gy €t du foncteur covariant exact a gauche Hom R#U(g)(N -) qui
va de Mod guy(,), dans k-ev. La suite spectrale des foncteurs composes
donne (1).

(2) 1 suffit d’appliquer [7, 2.25].

Remarque. Posons R = U(g). Alors R est un g-module localeme:rt tini
pour l'action adjointe de g et R? est le centre de R. La plupar* des
résultats que nous venons d’établir sont vrais pour Panneau R#U(g .

Soit M € Modg. On munit M de la structure de g-module triviai Si g
opére trivialement sur R (donc R#U(g) et R ® U(g) sont isomorphes
comme k-algebres), alors M devient un objet de Mod z4ys)-
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COROLLAIRE 2.21. Soient g semi-simple opérant trivialement sur R, M €
Mody et N € Mod g4y sy Alors on a

E\xt’;#u(g)(N,M) = Extk(N?¢, M) pouri > 0.
Si de plus, N est de type fini, on a
Exth(N, M)® = Exti(N8, M)  pouri > 0.

Preuve. On pose R = S dans (2.20).

3. LE FONCTEUR R ® (-)

Dans ce paragraphe, R est commutative. Si M est un R-module, la
notation M* désigne Hom (M, R). Nous allons étudier le groupe de
Picard de I’anneau S.

DEFINITION 3.1. Un objet M de Modg,,,, est de type invariant si
M = RME. '

LEMME 3.2. Soit M € Modg,y,,- L’application fy: R & M* — M,
r® m - rm est R#U(g)-linéaire. Son image est RM3. Si M est dz type
invariant, alors f,, est un épimorphisme.

LemME 3.3. Soient M et N € Modg ) On suppose qu’il existe une
R#U(g)-surjection M — N. Alors, si M est de type invariant, il en est de
méme pour N.

LeMME 3.4. Soit M € Modg et My =R ®& M. Alors lapplication ¢
définie de R(IMy) — M, par ¢lr(r; ® m)] = r;, ® m est un isomorphisme
de R#U(g)-modules. Donc My, est de type invariant. En particulier, E est de
type invariant.

LeMME 3.5. Soient g semi-simple, R g-localement finie, M € Modg et
My =R & M. Si M est S-projectif, alors My, est projectif dans Mod g 4.y -

Preuve. Pour tout objet N de Modgyy,y, On a d’apres (1.5(3)),
Hompg 4y, (Mg, N) = Homg(M, N¢). Le foncteur ( )®¥ est exact de
Mod g 415y dans Mod gy, d’olt le résultat.

PrOPOSITION 3.6. Soit M un projectif de type fini dans Modg. Alors
Papplication M — (R & M)? définie par m - 1 ® m est un S-i: »mor-
phisme.

Preuve. Pour tout S-module N, notons f, Vapplication N — {R &
N)# définie par fy,(n) =1 ® n. Alors f est une transformation na irelle
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de foncteurs additifs de S-modules: 1 — (R & (*))%, ou 1 désigne le
foncteur identité dans Modg et fg est un isomorphisme. Il en résulte que
f est un isomorphisme si M est projectif de type fini.

Lorsque R est g-localement finie, le lemme (3.5) et la proposition (3.6)
montrent que si g est semi-simple et si M est un S-module projectif de
type fini, alors le R#U(g)-module g-localement fini projectif de type fini
et de type invariant R ® M a la propriété que son sous-§ module des
invariants est aussi un projectif de type fini. Nous allons voir que cette
propriété est vraie pour tout R#U(g)-module g-localement fini projectif
de type fini et de type invariant.

LEMME 3.7.  Soir M dans Mod g4y,

(1) On suppose que R est g-localement finie. Si M est un projectif dans
Mod g 4u(gy)> @lors M est un projectif dans Mod,.
(2) Si g est semi-simple et si M est de type fini R-projectif, alors M est
projectif dans Mod g4y ,y)-
Preuve. (1) Cest évident.
(2) Les foncteurs Homg(M,-) et ( )% sont exacts respectivement de
Mod g 4y(s) dans Mod,,, et de Mod,,, dans Mod,.

LEMME 3.8. Soient g semi-simple, R g-localement finie, P et Q de tyze fini
dans Mod ryycey avec Q projectif dans Mod guyey € f: P — Q un
R#U(g)-épimorphisme. Alors il existe un R#U(g)-monomorphismeh: O — P
tel que f o h = identité de Q.

Preuve. L’application f* = Homg(Q, f) définie de Homg(Q, P) —
Hom x(Q, Q) est surjective, car Q est projectif dans Mod(R#U(g», donc
dans Mod,. Il est facile de voir que f* est g-hnealre D’apres [7, 2.17 et

2.36}, Hom R(Q P) et Hom x(Q, Q) appartienent a2 Mod, z4y,y S Mod,,,.
Donc f* est surjective sur les invariants, c’est-a-dire que f* est surjoctive

de
Hom(Q, P)* = Hom g, (Q, P)

— Homg(Q, Q)g = HomR#U(g)(Q’ Q).

Comme Pidentité de Q appartient a Hom g,y (Q, Q), il existe donc
h € Hompg,y,(Q, P) tel que foh = identité de Q. Tl est clair que 4 est
un monomorphisme.

THEOREME 3.9. Soient g semi-simple et P un projectif de type firi: et de
type invariant dans Mod g4y, 0 R est g-localement finie. Alors
(1) P38 est un S-module de type fini projectif.
(2) P* est de type invariant.
(3) L’application définie de (P#), = R & P% — P parr ® p — rp est
un R#U(g)-isomorphisme.



ALGEBRE HOMOLOGIQUE 599

Preuve. Comme P est de type invariant, il existe py, p,,...,p, € P¢
avec n < +w tel que P =Y Rp,. Posons F=R™W =R®R & --®R et
soit f: F — P lapplication définie par f(r,r,,...,r,) = Xr;p;. Alors
F € Mod guyg,y et f est un R#U(g)-€épimorphisme. D’apres (3.8), il
existe un monomorphisme A € Hompg, (P, F) tel que foh = identité
de P. La restriction de h a P# est donc un S-morphisme inverse 2 droite
pour la restriction de f a F¥, et

FE=8SW=S5o--@§  dou(l).

L’application h* = Homg(h, R) définie de F* = Homg(F, R) — P* =
Hom z(P, R) est surjective et g-linéaire; donc P* est de type invariant, car
F* lest, d’ou (2).

Pour démontrer (3), considérons I’application R#U(g)-linéaire ¢, définie
de R® P& —> P par tp(r®p)—rp. Alors t est une transformation
naturelle de foncteurs additifs R & ( )¥ — 1 de Mod g4,y O 1 est le
foncteur identité de Mod g4y,y- L application t; est un isomorphisme;
donc t; est un isomorphisme par additivité. I1 en résulte que ¢, est un
isomorphisme, car F = P ® Ker f comme g-modules.

On attire Pattention du lecteur sur la similarité entre les assertions (1)

et (3) de (3.9) et les résultats de (2.8(1)).
Nous allons maintenant établir un résultat analogue a (2.4(1)).

LEMME 3.10. Soient N € Mod g4y, ¢ M € Modg. Si N est un quo-
tient de R & M dans Mod g4y, alors N® = 0 implique N = 0.

Preuve. Si N8 = 0, alors Hom (M, N&) = 0. D’aprés (1.5(3)),
Hom g4 y.(R & M, N) = 0. Or ce dernier “Hom” contient le R#U(g)-
épimorphisme R ® M — N; donc N = 0.

La troisiéme assertion de (3.9) montre que le rang de P -omme
R-module est égal au rang de P# comme S-module. Donc, si P est
inversible comme R-module, alors P# est inversible comme S-mod:ile.

Le reste de ce paragraphe est consacré a 'étude de ces modules gui sont
de rang 1.

Nous allons suivre la méme démarche que Magid [10). Pour obteair des
résultats plus généraux, nous allons utiliser 'ensemble Z(g, R) introduit
dans [9, p. 1239] a la place des caractéres de g.

Notons Pic(R) le groupe de Picard de R. Si M est un R-:icdule
inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [ M ].

Un R#U(g)-module est inversible §’il est inversible en tant que *-mod-
ule. Par exemple, R est un R#U(g)-module inversible.

Soit M un R#U(g)-module. Les isomorphismes canoniques: M &, R =
M et M ® M* = R sont R#U(g)-linéaires. On en déduit que les -lasses
d’isomorphismes des R#U(g)-modules inversibles forment un sroupe
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commutatif. Nous allons le noter Pic(R, g). Si M est inversible, on note
{M} sa classe dans Pic(R, g). Plus précisément, si N est un autre
R#U(g)-module inversible, alors {M} - {N} = {M & N}, (M}~ ! = {M*}.
L’é1ément unité de Pic(R, g) est {R}. Nous avons un homomorphisme de
groupes

q: Pic(R,g) = Pic(R), (M} -[M].

Soit ¢ une application additive de g = R. On dit que ¢ vérifie la
condition de cocycles [11, p. 1239] si ¢((X,Y]D = X(H(Y)) — Y{ (X))
pour tous X,Y € g.

On note Z(g, R) le groupe additif de toutes les applications additives de
g vers R qui vérifient la condition de cocycles.

ExempLES. (1) Si A est un caractére de g, alors A € Z(g, R).

(2) Supposons que R est intégre et soit a un élément non nul g-normal
de R, Clest-a-dire normal dans R#U(g). Donc X(a) =rya pour tout
X € g, ou ry est un élément de R. Comme R est intégre, ry est unique
pour chaque X € g. Posons ¢(X) = r, pour chaque X € g. Alcis ¢ €
Z(g, R). .

Posons R, ={a € R tel que X(a) = ¢(X)a pour tout X «g; ou
¢ € Z(g, R)}. Donc R, = RS.

Il est clair que R, est un sous-espace vectoriel de R et RR, est un
sous-R#U(g)-module de R. Nous avons 1 € R, si et seulement si ¢ = 0.
SiaeR,et si a est inversible, alors a™! € R_ e

Nous prions le lecteur de ne pas confondre la notation R, avec celle de
{11, p. 1239]. ”

Posons Z*(g,R) = {¢ € Z(g, R) tel que R, contient un €lément in-
versible de R} et

Z°(g,R) = {¢ € Z(g,R) tel que RR, = Ret RR_, = R},

Ce sont des sous-groupes de Z(g, R) et Z*(g, R) ¢ Z°(g, R).

LEMME 3.11. Soient M un R#U(g)-module inversible et ¢ € M tels que
M = Re. Alors M est R-libre et e est une R-base de M.

Soit M comme dans (3.11). Alors, d’apres [11, 1.3], il existe ¢ € Z(g, R)
tel que X(e) = ¢p(X)e pour tout X € g.

LEMME 3.12. Soient M et M’ deux R#U(g)-modules inversibles tels que
M =Re, M' =Re', on e € M et ¢’ € M'. S’il existe un éléme t ¢ de
Z(g, R) vérifiant X(e) = ¢(X)e et X(e') = $p(X)e’ pour tout X € g, alors
le R-isomorphisme de M vers M' qui envoie e sur e' est un isomorgisme de
R#U(g)-modules.
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Soit ¢ € Z(g, R). D’apres [11, 1.3], il existe un R#U(g)-module in-
versible M, un €lément e dans M tels que M = Re et X(e) = p(X)e
pour tout X € g. Un tel M sera noté R[¢]. Les “R[¢]” sont R#U(g)-iso-
morphes aux “R,” de [11].

On définit un morphisme de groupes p de Z(g, R) — Pic(R, gJ, en
posant p(¢) = {R[¢]}.

THEOREME 3.13.  Sous les hypothéses et avec les notations ci-dessus, on a
une suite exacte de groupes:

0—->Z%(g,R) > Z(g,R) = Pic(R, g) — Pic(R).

Preuve. Notons f linjection canonique de Z*(g, R) dans Z(g, R). La
suite est exacte en Z“(g, R). Soit ¢ € Z*(g, R). Donc R, contient un
élément inversible a de R tel que (Xfa) = (X(a) = ¢(X)a pour tout
X €g. Si e désigne une R-base de R[¢] telle que X(e) = ¢(X)e pour
tout X € g, alors Papplication R[¢] — R; re — ra est un isomorphisme de
R#U(g)-modules; donc p(¢) = {R[¢]} = {R}; donc Im f C Ker p. Soit
¢ € Z(g, R) et p(¢) = {R}; donc R[] posséde une R-base m telle que
X(m) = 0 pour tout X € g. Soit e une R-base de R[¢] telle que X{(¢) =
¢(X)e pour tout X € g. Alors e = um, ou u est un élément inversible de
R.

Il est facile de vérifier que u € R,; donc ¢ € Z*(g, R), dou Ker p C
Im f. Ainsi la suite est exacte en Z(g, R). Si ¢ € Z(g, R), alors q(p())
= [R]. Maintenant soit {M} € Ker q. Donc [M] = [R]; c’est-a-dire M =
Rm avec m € M. D’apres [11, 1.3], X(m) = (X )m pour tout X € g, ou
¢ € Z(g, R). Soit e une R-base de R[] telle que X(e) = ¢(X)e pour
tout X € g. Alors 'application M — R[], rm — re est un isomorphisme
de R#U(g)-modules. On en déduit que {M} = {R{¢]} = p(¢); donc la
suite est exacte en Pic(R, g).

A partir de maintenant, R est g-localement finie.

Posons Picg(R, g) = {M)} € Pic(R, g) tel que M est g-localement fini}:
c’est un sous-groupe de Pic(R, g). Nous avons un homomorphisisie de
groupes

Pic(S) — Picg(R,g); [M]— (Mg)}; ouMyz=R& M

Nous allons utilser (3.6), (3.9) et (3.13) pour étudier le groupe de Picard
de 'anneau S.

PROPOSITION 3.14. Le morphisme Pic(S) — Picg(R, g) est une .njec-
tion. Si g est semi-simple, ’image est {{M} € Picg(R, g) tel que M est - type
invariant}.

Preuve. Soit [M] € Pic(S). D’apres (3.6), M = (Mg)8. Si (M} = (R},
alors (My)® = R® = §; donc le morphisme est injectif. Si [M] & T'c(S),
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alors M est de type invariant, donc I'image est contenue dans Pensemble
désiré. Réciproquement, si g est semi-simple et {M} € Picgx(R, g) avec M
de type invariant, alors M = (M?), d’aprés (3.9(3)). Donc {M} est dans
I'image. , '

Posons Zg(g, R) = {¢ € Z(g, R) tel que Im ¢ est contenue <ians un
sous-g-module de dimension finie de R}.

Remarquons que tout caractére de g appartient a Zz(g, R).

Si on suppose que les éléments de Z(g, R) sont k-linéaires, alors
Zu(g, R) = Z(g, R).

On dira que la condition (*) est satisfaite dans R si 'image de tout
élément de Zp(g, R) est contenue dans une sous-algébre de dimension
finie g-stable de R.

La condition (*) est satisfaite dans R dans les cas suivants:

ler cas. Si tout sous-g-module de dimension finie de R est contenu
dans une sous-algebre de dimension finie g-stable de R. Par exemple si R
est algébrique sur k.

2éme cas. Si Zg(g, R) est 'ensemble des caractéres de g. Ce cas est
trivialement réalisé, si R est intégre et tous les éléments de R sont des
semi-invariants pour g. On trouvera au paragraphe 6, un exemple non
trivial.

Dans la suite du paragraphe, on suppose que la condition {*) est
satisfaite dans R.

LEMME 3.15. Soit ¢ € Z(g, R). Alors Rl p] est g-localement fini si et
seulement si ¢ € Zg(g, R).

Preuve. Posons M = R[$] et soit e une R-base de M telle que -
X(e) = ¢(X)e pour tout X € g. Soit e’ ’élément de M* tel que {e¢’,e)
= 1. Si M est g-localement fini, alors ¢(X)e appartient a un sous-g-mod-
ule V' de dimension finie M pour tout X € g. On en déduit que im ¢ C
W =¢e'(V) et W est un sous-espace vectoriel de dimension finic de R.
Comme R est g-localement finie, on peut supposer que W est g-stable
donc ¢ € Z (g, R) et la condition est nécessaire.

Si Im ¢ est contenue dans une sous-algebre W de dimension finie
g-stable de R, alors We est un sous-g-module de dimension finie de M et
U(g)e c We.Soit m € M.Ona m =re avec r € R et dim U(g)(r} < +oo,
11 est clair que (U(gX(r)XU(g)e) est un sous-g-module de dimens. oa finie
de M contenant U(g)m. Donc M est g-localement fini.

Posons Zk(g, R) = Zx(g, R) N Z*(g, R) et

Zx(g,R) = Zg(g,R) N Z°(g, R).
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Ce sont des sous-groupes de Z (g, R) et Z%(g, R) € Z;(g, R):
THEOREME 3.16. Nous avons une suite exacte de groupes
0—> Zi(g,R) — Z(g, R) — Picg(R, g) — Pic(R).
Preuve. D’apres (3.15), la restriction de p a Zg(g, R) définit un mor-
phisme Zg(g, R) — Picy(R, g). Le théoréme (3.13) donne le résultat.

LEMME 3.17. Soit ¢ € Zg(g, R). Alors Rl $] est de type invariasit si et
seulement si RR_, = R.

Preuve. R[¢] = Re, ou e € R[¢] et X(e) = $p(X)e pour tout X € g.
On en déduit que re € R[$)? si et seulement si X(r)e = —r¢(X)e pour

tout X € g; dong, si et seulement si X(r) = —¢(X)r pour tout X €g.
Ainsi, R[¢]¢ = R_,e et, Rl ¢] = RR[$)? si et seulement si Re = RR_ ,e;
donc R = RR_

Le lemme (3.17) peut s’améliorer si g est semi-simple.

COROLLAIRE 3.18. Soient g semi-simple et ¢ € Zg(g, R). Alors Kl ¢] est
de type invariant si et seulement si ¢ € Z3(g, R).

Preuve. Slgnalons que Rl[¢]* = R[—¢]. Si R[] est de type invariant,
alors, d’apres (3.9), il en est de méme pour R[{¢]*. D’apres (3.17), RR_, =
R et RR, = R; donc ¢ € Z;(g, R).

Si d) e Zy(g,R), alors RR_, = R; donc R[¢] est de type invariant,
d’apres (3.17).

THEOREME 3.19. Soit g semi-simple. Alors, il existe une suite exacte de
groupes

0 - Zi(g,R) = Zy(g, R) — Pic(S) — Pic(R).

Preuve. D’apres (3.14), Pic(S) est le sous-groupe de Picg(R, g) con-
stitué des objets de type invariant. D’aprés (3.18), 'image invers. ans
Z (g, R) de ce sous-groupe est Zxz(g, R). Le résultat découle de (3.16).

Méme si g n’est pas semi-simple, on peut appliquer quand méme
certains des résultats précédents.

THEOREME 3.10. I existe un sous-groupe E de Z3(g, R) et une suite
exacte de groupes

E — Pic(S) — Pic(R).
Preuve. Le morphisme Pic(§) — Pic(R) est le composé P §) —

Picg(R, g) — Pic(R) et le premier morphisme est injectif, d’apres (3.14).
Soit M un S-module inversible tel que [M ] est dans le noyau. Sug: sosons
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qu’il existe ¢ € Zz(g, R) tel que {R[$]} = {M}). Donc R[¢] est de type
invariant. Le lemme (3.17) entraine que RR_, =R. Or, R[—-¢]=
Rl ¢]* = (Mp)* = (M*); est aussi de type invariant; donc, d’apres (3.17),
RR, = R. Ainsi, ¢ € Z3(g, R). 1l en résulte que le sous-groupe E en
question est Iimage inverse dans Zgi(g, R) de l'image de Pic(;5} dans
Picx(R, g). Le théoréme (3.16) donne le résultat.

Le théoréme (3.20) donne assez d’informations sur le groupe Pic{.S) si le
groupe Z3(g, R) est réduit a {0}; donc E est réduit a {0}.

LemME 3.21. Soit R intégre. Supposons qu’il existe un idéal rnaximal
g-invariant J de R tel que R/J = k. Si ¢ est un élément non nul de Z (g, R),
alors RR, #+ R. En particulier, Z;(g, R) = {0}

Preuve. Sfu.pposons qu’il existe un élément f de R, qui ne soit pas
dans J. Choisissons

0#Xrek avec f— A €Jet X €gtel que ¢(X) =b # 0.

Alors bf = X(f — A) € J; donc b € J. D’autre part, b appartient a une
k-algébre de dimension finie intégre; donc b est inversible. Ce qui est une
contradiction. Il en résulte que R, < J, donc RR, # R.

CoOROLLAIRE 3.22. Soit R integre, S’il existe un idéal maximal g-invariant
J de R tel que R/J = k, alors Pic(S) — Pic(R) est une injection.

On trouvera au paragraphe 6 les mémes résultats sur le groupe de
Picard dans le cas d’une action de groupe.

4. CAS PARTICULIER OU R EST L’ALGEBRE DE
HOPF DE g

On pose [7, p. 1114] R(g) = Hom,,(U(g), k). 1l est bien connu que
R(g) est une sous-k-algebre unitaire de la k-algébre associative et com-
mutative Hom(U(g), k). L’unité de R(g) est le morphisme de k-algébres
g: U(g) — k induit par le morphisme d’algébres de Lie g — {0}. L’action
de g sur R(g) est une action de dérivation et il est facile de vérifier que
R(g) est un R(g)#U(g)-module g-localement fini et R(g)* est is: morphe
a k comme k-algebre et comme g-module trivial.

Le foncteur #(R(g), ) sera noté Hom, (R(g), —) conformém.nt i [5,
1.2]. Si k est algébriquement clos et si g est semi-simple, alors [3, 2.8.16(a)
et (d)], R(g) est une k-algeébre commutative de type fini. Comme R(g)¢ =
k, 1a plupart des résultats du paragraphe 2 sont triviaux lorsqu’on r>mplace
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R par R(g). Notre but est de réunir dans ce paragraphe les résultats non
triviaux du paragraphe 2 et de reformuler les résultats du paragraphe 3
dans le cas particulier ou R = R(g). L’anneau R(g) sera noté H.

Si M est un espace vectoriel sur K, on va le considérer comme un

g-module trivial.

Nous conservons les mémes conventions et les mémes notations giu’aux
paragraphes précédents et nous supposons k algébriquement clos et g
semi-simple.

PrROPOSITION 4.1. Soient M € k-ev et N € Mod g,y Alors
Hom ;o (N, Hom , (H, M)) et Hom(N¢, M) sont k-isomorphes.

COROLLAIRE 4.2. Soit I € k-ev, alors Hom,,(H, I) est un injectif de
Modpu(gy-

LEMME 4.3. Soit M € k-ev, alors Hom(g)(H, M)t =M

LEMME 4.4. Soient N € k-ev et M un sous-H#U(g)-moduie de
Hom ,(H, N). Alors M® = 0 implique M = 0.

LEMME 4.5. Soit N € k-ev et M un sous-H#U(g)-module non rul de
Hom,,,(H, N). Alors M est une extension essentielle de son sous-H# U(g)-
module HM 8.

THEOREME 4.6. (1) Si E est un injectif de Mod 41, tel que *i = 0,
alors E = Hom,(H, E®) un isomorphisme de H#U(g)-modules.
(2) Soit M € Mod 4 41 tel que *M = 0, alors

Eysue(M) = Hom, (H, M¥).
LEMME 4.7.  Soit {E;} une famille d’espaces vectoriels sur k. Alors
S% Hom,,(H, E;) = Hom(g)(H, D Ei).

LEMME 4.8. Soient M € k-ev et V un g-module simple de dimensior: finie.
Alors Hom,(H, M), = Hom ,(H ., M).

LEMME 4.9. Soient M € k-ev. Alors H ® M est un projectif . type
invariant dans Mod 41,y St de plus, M est de dimension finic alors
H ® M est de type fini et (H® M)® = M.

Remarque. Si M € k-ev est de dimension finie, le résultat (H ® M) =
M est bien connu, car (H ® M)8 = Homg(U(g), M).
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THEOREME 4.10.  Soit P un projectif de type fini et de type invariant dans
Mod 41sy- Alors

(1) P# est un espace vectoriel de dimension finie sur k.

(2) H ® Pé# est H#U(g)-isomorphe a P; donc P est H-libre de iype fini
et son rang en tant que H-module est la dimension de 'espace vectoriel P8.

LEMME 4.11.  Soient N € Mod 44,y €t M € k-ev. Si N est un quotient
de H ® M dans Mod g 41,y @lors N& = 0 implique N = 0.

Considérons la projection canonique p =p,: H > H8 = k. Alors p €
Hom(H, k) et il est g-invariant, donc p € Hom (H, k).
Enfin, voici le dernier résultat de ce paragraphe.

THEOREME 4.12. Conservant les notations ci-dessus, on a
EH#U(g)(kp) = Hom(g)( H,k).

Preuve. 1l est clair que Hp = kp. D’apres (4.3), on a Hom (H, k) = ip;
donc H Hom(H, k) = kp. D’apres (4.2), Hom,(H, k) est un injectif de
Mod, 41,y done, d’apres (4.5), Hom ,,(H, k) = Ej, 4y, ,(kp)-

5. SEMI-SIMPLICITE DE LA CATEGORIE Mod 4y,

Dans ce paragraphe, g est semi-simple. On se propose de généraliser le
théoréme de Weyl sur la réductibilité complete a la catégorie Mod, g 41,5,
Cette généralisation dans le cas des actions de groupes est faite dans [4].
On définit dans Mod g 4y, 12 notion de simplicité et de semi-simplicité
de maniére évidente.

Soit M € Mod g4y ,y- Alors M est simple (respectivement semi-simple) -
dans Mod 4y, Si et seulement si M est simple (respectivemert semi-
simple) dans Mod g ,,- Quand nous disons qu’un objet de Mod,,, est
simple (respectivement semi-simple), il s’agit d’'une simplicité (resnective-
ment d’une semi-simplicit€) dans Mod g 4y,)-

On suppose dans la suite du paragraphe que Phypothése suivante est
satisfaite: Pour tout objet de type fini M de Mod gy, le foncteur
Hom (M, —) est exact de Mod g4y, dans Mod,,,. :

Cette hypothese est réalisée dans les cas suivants:

ler cas. R est un anneau semi-simple.

2eéme cas. R est commutative g-simple; car d’apreés [11, 15], tout
R#U(g)-module de type fini comme R-module est R-projectif.

3éme cas. R est commutative de type fini réguliére intégre et K8(g) =
Der, R; l'algébre de Lie des k-dérivations de R [8, prop. 7.7].



ALGEBRE HOMOLOGIQUE 07

LEMME 5.1. Soit M € Mod g y(yy- St M est de type fini, alors M est un
projectif dans Mod gy e9)-

Preuve. On utilise ’exactitude du foncteur ( )¢ de Mod,,, dans Mod,
et celle du foncteur Hom (M, -) de Mod g 4,y dans Mod,,.

PROPOSITION 5.2.  Chaque objet M de Mod gy, de type fini est la
somme directe d’une famille de sous-R#U(g)-modules simples de type fini
de M. Donc M est semi-simple.

Preuve. 11 suffit de montrer que tout sous-R#U(g)-module N de M est
un facteur direct de M. Soit donc N un sous-R#U(g)-module de M. On a
dans Mod g 4y, la suite exacte 0 > N > M - M /N — 0. D’apres (5.1),
M /N est un projectif de Mod g 41,y car il est de type fini. La suite exacte
précédente est donc scind€e dans Mod g 41,y d’0u le résultat.

COROLLAIRE 5.3. Chaque objet M de Mod g4y, est la somme dirccie
d’une famille de sous-R#U(g)-modules simples de type fini de M. Donc M est
semi-simple.

Preuve. M est la somme de ses sous-R#U(g)-modules de type firi. La
proposition (5.2) donne le résultat.

COROLLAIRE 5.4. On suppose que R est g-localement finie. Alors S = R*®
est un anneau semi-simple.

Preuve. Soit I € Modg. D’apres (5.3), #(R,I) est un injectif de
Mod g4y () D’apres (2.52)), *#(R,I) = 0; donc, dapres (2.8(1)),
F(R, )% est un injectif dans Modg et d’apres (2.3), (R, I)8 et I sont
S-isomorphes.

Remarque. Si dans (5.4), R est commutative g-simple, alors R® ¢st un
corps et le résultat est trivial.

COROLLAIRE 5.5. Soient R commutative g-localement finie g-simple et
M un sous-R#U(g)-module non nul de R”» =R ® R ® - ® R, n < +o.
Alors M est R#U(g)-isomorphe a un R, 1 <m < n.

Preuve. Soit 7;: R™ — R la projection sur la iéme coordonnée. Si
w: M — R™ est Pinclusion, alors 7, (M) est un idéal g-invariant de R;
donc 7; o wW(M) = 0 ou R. Or M est non nul. Donc, si M est simple, 4 est
R#U(g)-isomorphe a R. Si M n’est pas simple, alors M est semi-sinple,
d’apres (5.3). Donc M est R#U(g)-isomorphe a R"; ou m est un catier
compris entre 1 et n, d’apres (5.3).

C’est la fin de 'exposé. Mais nous allons ajouter un paragraphe corsacré
a ’étude du groupe de Picard dans le cas d’une action de groupe.
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6. APPENDICE

Nous rassemblons ici, certains résultats qui auraient pu alourdir le
paragraphe 3. Dans ce paragraphe, R est un anneau commutatif associatif
unitaire et G un groupe qui opere sur R par automorphisme d’anneaux.
On note U(R) le groupe multiplicatif des éléments inversibles de K et GR
Pensemble de toutes les applications de G vers U(R) muni de la multipli-
cation ¢¢'(g) = ¢(g)d'(g) pour tout g € G: c’est un groupe commutatif.
L’inverse d’un élément ¢ de G® est défini par ¢~ '(g) = (¢(g)) ' pour
tout g € G. L’élément neutre de G* est Papplication définie par 1{g) = 1
pour tout g € G. Si u € U(R), alors g(u) € U(R) pour tout g = G et
Pinverse de g(u) est g(u™1).

Soit M un R-module. Pour tout r € R, on note r,, Popérateur de M qui
définit I'action de r sur M et R,, 'ensemble de tous ces opérateurs. Si
r € U(R), alors r,, est un R-automorphisme de M.

On dit qu’une bijection additive f de M vers M est un quasi-R-auto-
morphisme si fo Ry, =Ry, o f.

On note Q Aut,(M) 'ensemble de tous les quasi-R-automorphismes de
M: c’est un groupe qui contient tous les R-automorphismes de M. De plus,
Q Autg(R) contient tous les automorphismes d’anneaux de R. ‘

On munit Q Autz(M) d’une structure de U(R)-module en posant
u-f=uyof.

Notons Q Aut,(M) P'ensemble de tous les couples (f,j), ot f est un
quasi-R-automorphisme de M et j un automorphisme d’anneaux de R
vérifiant f o r,, = j(r), o f pour tout r € R. Naturellement, O Aut,(M) est
muni d’une structure de groupe.

On dit quun groupe additif M est un G-module, s’il existe un mor-
phisme de groupes 1 de G vers le groupe S(M) des bijections additives
de M vers M. Pour des raisons de simplicité, on écrira n(g)(m) = g(m)
et n(g) =g, pour tous g€ G et m € M. 1l est clair que R est un
G-module.

Un (R, G)-module est un R-module M qui est aussi muni d’ur:= struc-
ture de G-module tel que le couple (g,,, gz) appartienne a Q Aut.(M).

Il est clair que R est un (R, G)-module.

Soit M un (R, G)-module. Posons p,(g) = ¢(g),, ° g, pour tous ¢ €
G® et g€ G. Alors p, est une application de G vers Q Autg(M) et le
couple ( p,, g5) appartient a O Aut (M).

Pour que p, soit un morphisme de groupes, il faut qu’on ait la : :lation:

$(g8') =g(#(g'))d(g) pourtousg,g’' €G. ()

Notons Z(G, R) le sous-ensemble de G® dont les éléments vérifient la
relation (a): c’est un sous-groupe de G*. Si ¢ € Z(G, R), alors ¢ie) = 1,
ol e est 'élément neutre de G et ¢~ '(g) = g(p(g™ ")) pour tout g € G.
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ExempLE 1. Soit M un (R, G)-module R-libre de rang 1. Si m est une
R-base de M, alors g,,(m) = r,m pour tout g € G; ou r, est un élément
de R qui est unique parce que M est R-libre. Posons ¢(g) =r,. Alors
¢ € Z(G, R).

Un élément a de R est dit G-normal si g(a) = r,a pour tout g € G: olt
r, est un €lément de R.

ExeMPLE 2. Si R est intégre, tout élément G-normal non nul de R
permet de définir un élément ¢ de Z(G, R).

ProprosITION 6.1. Soit M un R-module inversible. Si n et ' sont deux
morphismes de groupes de G vers S(M) compatibles avec la structure de
R-module, alors il existe ¢ € Z(G, R) tel que n'(g) = ¢(g),, o n(g) pour
toutg € G.

Preuve. On sait que (n(g), gg) et (n'(g), gzr) appartiennent a
O Aut,(M); donc (n'(g)en(g)~!, idg) € O Auty(M). Ceci signific que
(n'(g)°on(g) ' € Autx(M). Or,

Autg(M) c Homg(M, M) =M ® M* = R;

donc n'(g)on(g)~! € U(R).

Posons ¢(g) = n'(g)on(g)~' pour tout g € G. Alors ¢ € G*. Puisque
1’ est un morphisme de groupes, nous avons u,, = v,,; ou u = $(gg’) et
v =g(p(g")NP(g) pour tous g, g’ € G. D’autre part, il existe des éléments
m; dans M et f; dans M* en nombre fini tels que Lf(m;) = 1. Pour
chaque i, nous avons um; = vm;; donc uf(m;) = vf(m,). Il en résulte que
u = v; donc ¢ € Z(G, R).

Soient ¢ un €lément de Z(G, R) et M un (R, G)-module. Donc g, est
un morphisme de groupes. On peut définir un nouveau (R, G)-module
M(¢) qui coincide avec M comme R-module et dont l'action de &' est
définie par

g m = py(8)(m) = ¢(&)m = gu(m) = d(8)(8(m)).

Un (R, G)-module est dit inversible s’il est inversible en tant que
R-module. Par exemple R est un (R, G)-module inversible.

D’apres la proposition (6.1), si M est un (R, G)-module inversible, alors
les M(¢) (ot ¢ parcourt Z(G, R) sont les seuls (R, G)-modui:, qui
coincident avec M comme R-modules.

LEMME 6.2. Soient M un (R, G)-module inversible et m € M teis que
M = Rm. Alors M est R-libre et m est une R-base de M.
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Preuve. 1l faut utiliser I’élément m* de M* défini par m*(m) = 1.

ProposITION 6.3. (1) Soit ¢ € Z(G, R). Alors, il existe un (R, G)-mod-
ule inversible M, un élément x dans M tels que M = Rx et g(x) = ¢(g)x pour
tout g € G. Réciproquement, soient M un (R, G)-module inversible et x € M
tels que M = Rx. Alors il existe ¢ € Z(G, R) tel que g(x) = ¢(g)x pour tout
ge .

(2) Soient N un autre (R, G)-module inversible, y € N tels que N = Ry.
Soit ¢’ € Z(G, R) tel que g(y) = ¢'(g)y pour tout g € G. Pour qu’ii existe
un (R, G)-isomorphisme i: M — N vérifiant i(x) =y, il faut et il suffit que
¢ =¢'

Preuve. (1) Par définition, le (R, G)-module R(¢) est R-isomorphe a
R; donc il est inversible. Nous avons g-1 = ¢(g)-1; d’ou la premiére
assertion. La réciproque est déja signalée (cf. lemme (6.2) et exemple 1).

(2) Notons id l’application identique de R(¢) vers R(¢p'): clle est
R-linéaire. Elle est G-linéaire si et seulement si ¢ = ¢’. Considérons les
(R, G)-isomorphismes j de R(¢) vers M et j’ de R(¢p') vers N définis par
j(r) = rx et j'(r) = ry pour tout r € R. Posons i = j'cide j!. Alors i est
le seul R-isomorphisme qui vérifie i(x) =y. H est G-linéaire si et seule-
ment si id est G-linéaire; d’ou le résultat. '

LEMME 6.4. Tout élément inversible de R est un élément G-normal.

Preuve. Soit u un élément inversible de R; donc R = Ru. D’apres
(6.3(1)), il existe ¢ € Z(G, R), tel que g(u) = ¢(g)u pour tout g = G.

Posons R, = {a € R tel que g(a) = ¢(g)a pour tout g € G; ot ¢ €
Z(G, R)}. Donc R, = R®; R, est un sous-groupe additif de R; RR, est un
sous-(R, G)-module de R et 1 € R, si et seulement si ¢ =1.Sia € R et
si a est inversible, alors a™! € R,-1.

Posons Z*(G, R) = {¢ € Z(G, R) tel que R, contient un éléinent in-
versible de R} et Z°(G,R) = {¢ € Z(G, R) tel que RR, = R et ’R 1 =
R}. Ce sont des sous-groupes de

Z(G,R) et Z*(G,R) c Z°(G,R).

Si M est un R-module inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [M].
Les classes d’isomorphismes des (R, G)-modules inversibles forment un
groupe commutatif. Nous allons le noter Pic(R,G). Si M est ur (R,G)-
" module inversible, on note {M} sa classe dans Pic(R, G). Nous ::vons un
homophormisme de groupes g:

Pic(R,G) — Pic(R); {M} - [M].
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Soit ¢ € Z(G, R). D’apres la proposition (6.3), il existe un (R, G)-module
inversible M, un élément x dans M tels que

M = Rx et g(x) = ¢(g)x pourtout g € G,

un tel M sera noté R[¢]. Il est clair que R[¢] et R(¢p) sont (R, G }-iso-
morphes. On définit un morphisme de groupes p de Z(G, R) vers Pic( R, G)

et posant p(¢) = {R[¢]}.

THEOREME 6.5. Sous les hypotheéses et avec les notations ci-dessus, on a
une suite exacte de groupes

1 - Z*(G, R) - Z(G,R) - Pic(R,G) — Pic(R).

Preuve. 11 suffit d’adapter la preuve de (3.13) a notre contexte en
faisant les changements appropriés.

A partir de maintenant, R est de plus une algebre sur un corps k
algébriquement clos et G un groupe algébrique affine sur k. Dans le
contexte actuel, un espace vectoriel M sur k est un G-module si le
morphisme g,, appartient au groupe linéaire GL(M) de M qui est un
sous-groupe de S(M). Un G-module M est rationnel si pour chaque
m € M, le translaté G(m) de m engendre un sous-espace vectorie! ¥ de
dimension finie de M et le morphisme induit de G vers GL(W) cst un
morphisme de groupes algébriques sur k.

Dans la suite, on suppose que I’action de G sur R est rationnelle.

Remarque. Dans (6.1), si et ' agissent rationnellement sur M, alors
I'élément ¢ appartient a Zg(G, R).

Nous pouvons utiliser le lemme 1, la proposition 2, le corollaire 4 et la
proposition 5 de [10], puisque leurs démonstrations ne font pas inte;venir
les hypothéses (2) et (3) de la page 305.

Posons Picg(R,G) = {{M} € Pic(R,G) tel que M est rationnel}: c’est
un sous-groupe de Pic(R, G). Nous avons un homormorphisme de groupes
Pic(S) — Picg(R,G); [M] — {M,}; ot M, = R ® M. Nous allons é:udier
le groupe de Picard de 'anneau S.

Posons Z (G, R) = {¢ € Z(G, R) tel que Im ¢ est contenue dans un
sous-G-module de dimension finie de R}

Tout caractére de G appartient a Z (G, R).

Remarque. L’image de tout élément de Z (G, R) est contenuc dans
une sous-algébre de dimension finie G-stable de R dans certains ¢

ler cas. Si tout sous-G-module de dimension finie de R est ci:ntenu
dans une sous-algebre de dimension finie G-stable de R. Par exemple, si R
est algébrique sur k.
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2éme cas. Si Zx(G, R) = x(G) Pensemble des caractéres de G ou
mieux encore, si Z(G, R) = x(G): c’est Phypothése (3) faite sur R dans
[10] a la page 305.

LEMME 6.6. Soit ¢ € Z(G, R). Alors R| ¢] est rationnel si et seulenent si
¢ € Z,(G,R).

Preuve. On raisonne exactement comme en (3.15) en faisant les

changements appropriés.
Posons

Zg(G, R) = ZR(G, R) N Z“(G, R)
et

Z3(G,R) = Z(G,R) N Z°(G, R).

Ce sont des sous-groupes de Zx(G, R) et Z{(G, R) € Z3(G, R).

THEOREME 6.7. Nous avons une suite exacte de groupes
1 - Zi(G,R) —» Zx(G, R) — Picg(R,G) — Pic(R).

Preuve. D’apres (6.6), la restriction de p a ZR (G, R) définit ve mor-
phisme de groupes de Z (G, R) vers Picg(R, G). Le théoréme (6.5 donne
le résultat.

LEMME 6.8. Soit ¢ € Z (G, R). Alors Rl $] est de type invariant si et
seulement si RR -+ = R.

Preuve. Le raisonnement est identique a celui de (3.17) ou [10, lem-

me 7).
Le lemme (6.8) peut étre amélioré si G est linéairement réductif

COROLLAIRE 6.9. Soient G linéairement réductif et ¢ € Z (G, R;. Alors
Rl ¢] est de type invariant si et seulement si ¢ € Z3(G, R).

Preuve. Tl suffit d’adapter la preuve de (3.18) avec les changements
appropriés. On utilise [10, corollaire 4] a la place de (3.9).

THEOREME 6.10. Soit G linéairement réductif. Alors ‘il existe unz suite
exacte de groupes
1 - Z(G,R) » Z3(G, R) — Pic(S) — Pic(R).
Preuve. Le raisonnement est similaire a celui de (3.19). On utilise
[10, prop. 5] a la place de (3.14) et (6.9) a la place de (3.18).

Méme si G n’est pas linéairement réductif, on peut appliquer ¢ rtains
des résultats précédents.
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THEOREME 6.11. I existe un sous-groupe E de Z3}(G,R) et une suite
exacte de groupes E — Pic(S) — Pic(R).

Preuve. Le raisonnement est identique a celui de (3.20). On uatilise
[10, prop. 5] a la place de (3.14) en faisant les changements appropriés.

Le théoréme (6.11) donne assez d’informations sur le groupe Pic(S) si le
groupe Z3(G, R) est réduit a {1}.

On dit que la condition (* *) est satisfaite dans R si 'image de tout
élément de Z,(G, R) est contenue dans une sous-algébre W de dimension
finie G-stable de R et W\ {0} € U(R).

Pour le lemme suivant et son corollaire, on suppose que la condition
(* x) est satisfaite dans R.

LEMME 6.12. Supposons qu’il existe un idéal maximal G-invariant J de R
tel que R/J =k. Si ¢ € Z3(G, R) avec ¢ + 1, alors RR, # R. En parti-
culier, Z3(G, R) = {1}.

Preuve. On raisonne comme dans [10, lemme 11] en faisant les change-
ments appropriés.

COROLLAIRE 6.13.  S’il existe un idéal maximal G-invariant J de R iel que
R/J = k, alors Pic(S) — Pic(R) est une injection.

Preuve. Le raisonnement est similaire a celui de [10, corollaire i2].

Remarques. (1) Dans la démonstration du théoréme 6 de [1(] a la
dixieme ligne, il semble qu’on n’a pas besoin d’imposer aux él¢ments
inversibles de R d’étre des semi-invariants.

(2) Nos résultats généralisent ceux de [10]. Nous avons tout simplement
remplacé I’ensemble x(G) des caractéres de G par un ensemble plus gros
Z (G, R) qui est lui-méme un sous-groupe de Z(G, R). Si Z(G, R) est
réduit a x(G) (c’est ’hypothese (3) faite a la page 305 de [10]), on retrouve
les résultats de [10].

Nous allons donner un exemple ou la condition (*) du paragraph: 3 est
satisfaite. '

Soient k de caractéristique nulle et G connexe d’algebre de Lie .#. Soit
M un (R,G)-module rationnel. D’aprés [8, lemme 2, p. 559], M est un
R#U(%)-module localement fini.

LEMME 6.14. Soit a un élément de R. Alors

(1) a est G-normal si et seulement si a est F-normal.
(2) a est G-semi-invariant si et seulement si a est F-semi-invaricat.
(3) a est G-invariant si et seulement si a est F-invariant.
Preuve. (1) Soit a G-normal; donc Ra est un idéal G-invariant de R,
c’est-a-dire Ra est un sous (R, G)-module de R. On en déduit que Ra est

un sous-R#U(F)-module de R; donc a est $-normal. Pour démo::irer la
réciproque, posons W = U(¥ Xa). Comme R est rationnel, il existe :apres
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[8, preuve du lemme, p. 559] un G-module V' de dimension finie contenant
W. Or, en caractéristique zéro, il est bien connu que G et & laissent
stables les mémes sous-espaces vectoriels de V. Donc W est G-stable. Il en
résulte que RW est un sous (R, G)-module de R. D’autre part, Ra < RW,
car a € W. Supposons maintenant que a soit #-normal; donc W C Ka. On
en déduit que RW = Ra; donc a est G-normal.

(2) Si a est G-semi-invariant, alors ka est un sous-G-module de dimen-
sion 1 de R, donc ka est un sous-#-module de R; donc a est Fsemi-
invariant. Pour la réciproque, remarquons que W = U(FNa) = ka, s: a est
F-semi-invariant. Un raisonnement similaire a celui de (1) montre que W
est G-stable; donc a est G-semi-invariant.

(3) Comme R est rationnel, 'élément a appartient a un sous-G-module
V' de dimension finie de R. Ce sous-espace V est aussi F~stable. Il est bien
connu que G et & possedent les mémes éléments invariants dans V.

COROLLAIRE 6.15. Soit R normale de type fini. Alors Z(F, R) = x(%).

Preuve. Soit ¢ € Z(Z, R). Supposons que R, ne soit pas réduit a {0}.
Soit a € R,. Donc a est un élément $-normal de R. D’apres (6.14(1)), a
est un élément G-normal de R. Comme R est intégre, il existe y € Z{G, R)
tel que g(a) = ¥ (g)a pour tout g € G. D’apres [10, p. 305], ¢ est un
caractére de G. Donc a est G-semi-invariant. D’aprés (6.14(2)), a est
F-semi-invariant. Comme R est intégre, ¢ est un caractére de .

Si R, est réduit a {0}, alors est ¢ un élément quelconque de Z{(#. R).
On peut donc supposer que ¢ est un caractere de Z.
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