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Que souhaiter aux jeunes qui se consacrent à la science? 

Ivan Pavlov 

14/09/1849 27/02/1936 

De la constance avant tout: 
Etudiez le b-a ba avant de vous attaquer aux sommets. 
Assimilez d'abord une chose avant de passer à la suite. 

Soyez réservés et patients. 
Etudiez, comparez, accumulez les faits. 

Ils sont l'air dont vit le savant. 

Puis vient la modestie: 
Ne croyez pas tout savoir. 

L'orgueil ne doit pas vous emporter. 

En dernier lieu la passion: 
Sachez que la science exige de l'homme 

qu'il lui consacre sa vie. 
Soyez fervents dans vos recherches. 
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PARTIE A 



IDEAUX PREMIERS ET ALGEBRE HOMOLOGIQUE 

DANS LES PRODUITS CROISES 



PRIME IDEALS AND HOMOLOGICAL ALGEBRA 

IN CROSSED PRODUCTS 



SUMMARY 

This thesis is a contribution to the study of noncommutative Noetherian rings. We 
study prime ideals and homological algebra in a class of Noetherian rings which contain 
enveloping algebras and rings of differentiai operators. Fix a field k of characteritic O. 
Let R be a Noetherian k-algebra, g a finite dimensional Lie algebra, U(g) the enveloping 
algebra of gand A the crossed product of R by U(g). 

In the first part of this thesis, gis completely solvable and sometimes nilpotent. We 
extend to A sorne well known results in enveloping algebras and differentiai operator rings. 
More precisely, we study Tauvel's height formula, catenarity and localization in A. As a 
result on localization, we give sorne suffi.cient conditions for the primitive ideals of the 
localization of A at a clique of prime ideals to be generated by a regular normalizing 
sequence; this is a noncommutative analog of the concept of regularity of a commutative 
ring. We have used this result to calculate the invariants of Bass. 

In the second part, g is often semisimple and the canonical injection of g in A is a 
morphism of Lie algebras. We define various categories such as the category of Modules 
over the ring of invariants, the category of all g-modules, the subcategory of those which 
are locally finite and the subcategories of each which are also A-modules. We study the 
functor which maps a g-module to its largest locally finite g-submodule, as well as related 
hom-functors, induction functors and other functors, along with their derived functors. 
We relate these derived functors by spectral sequences. We obtain sorne isomorphisms of 
Ext groups. We study projective modules, injective modules and essential extensions in 
the various categories. We calculate the Picard groups of the ring of invariants and we 
discuss the semisimplicity of the category of locally finite A-modules. Most of these results 
are well known in rings with algebraic group action. 



Résumé détaillé des travaux 

0 Introduction 
Cette thèse sera présentée sous forme d'articles. Pour faciliter sa lecture, 

nous avons jugé bon de faire précéder les articles par un résumé détaillé (où 
nous faisons apparaître sans démonstration les principaux résultats) avec une 
bibliographie propre. Ce résumé permet de faire un lien entre des articles 
rédigés à des périodes différentes et qui ne sont pas toujours indépendants les 
uns des autres, 

Les anneaux non commutatifs sont actuellement l'objet de recherches très 
actives. La théorie a particulièrement suscité un vif intérêt à cause de ses appli­
cations à des domaines connexes, en particulier, en théories des représentations 
de groupes et d'algèbres de Lie; mais aussi, parce que de nombreux résultats 
et méthodes utilisés dans le cas commutatif ont été adaptés avec succès au cas 
non commutatif. 

Dans l'étude des anneaux noethériens non commutatifs, la localisation et 
l'algèbre homologique ont reçu une attention particulière, notamment à cause 
du rôle prépondérant qu'elles ont joué dans la théorie commutative: beaucoup 
de résultats fondamentaux dans les anneaux noethériens commutatifs ont été 
obtenus par des méthodes de localisation et par des méthodes homologiques. 
La théorie des anneaux non commutatifs a vraiment débuté en 1958 avec le 
théorème de Goldie qui affirme que tout anneau noethérien premier admet 
un anneau total des fractions: ce qui est l'analogue du corps des fractions 
dans la théorie commutative. C'est autour de cette même période qu'ont été 
publiés en algèbre homologique l'ouvrage [6] de Cartan-Eilenberg (qui fut sans 
doute une étape importante dans l'histoire de l'algèbre) et l'article [14] de 
Grothendieck (qui est sans doute une bonne référence sur les suites spectrales). 
Depuis cette période, l'intérêt porté à l'étude des anneaux non commutatifs n'a 
cessé de croître. Parmi les anneaux noethériens non commutatifs étudiés de 
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façon intensive ces dernières années figurent les anneaux noethériens à identités 
polynomiales, les algèbres enveloppantes d'algèbres de Lie de dimension finie 
et les anneaux de groupes des groupes polycycliques par finis etc. 

Dans cette thèse, nous étudions les idéaux premiers (chaînes d'idéaux pre­
miers, localisation et formule des hauteurs de Tauvel) et l'algèbre homologique 
(modules projectifs et injectifs, résolutions injectives minimales, foncteurs co­
homologiques et suites spectrales) dans les produits croisés R * g, où R est un 
anneau et g une algèbre de Lie de dimension finie: c'est une classe importante 
d'anneaux non commutatifs qui contient les algèbres enveloppantes d'algèbres 
de Lie, les anneaux d'opérateurs différentiels R[lh, e2 , ... , en; (h, 82 , ... , on] et 
l'algèbre de Weyl An(R). 

Dans tout l'exposé, k est un corps, Rune k-algèbre, g une k-algèbre de Lie 
de dimension finie net U(g) l'algèbre enveloppante de g. On suppose que g 
opère par dérivations sur R et on note R * g le produit croisé de R par U(g) 
[3; 7; 27; 34]. L'anneau R * g est un R-module libre à droite et à gauche qui 
contient R comme sous-algèbre et U(g) comme sous-espace vectoriel. Il existe 
une application linéaire o de g dans l'algèbre de Lie des k-dérivations de R et 
une application bilinéaire t :g x g --+ R telle que [X, Y] - [X, Y] = t(X, Y); 
où X E g et X désigne l'image canonique de X dans R * g. Pour chaque 
X E g, posons o(X) = 8x. On prolonge l'action de g à R * g, en posant 
8x(a) =X a- aX pour tout a ER* g. 

Si l'application test identiquement nulle (par exemple, sig est de dimension 
1), alors 8 est un morphisme d'algèbres de Lie de g dans l'algèbre de Lie des 
k-dérivations deR et l'anneau R* g se note souvent R#U(g); dans ce cas, R 
et U(g) sont des sous-g-modules de R#U(g). Sig est de dimension 1 de base 
X, alors R#U(g) ~ R[e, o], l'extension de Ore de R par o = 8x, où X est 
envoyé sur e. 

Ce travail est composé de deux paragraphes précédés chacun d'une in­
troduction. Dans le premier paragraphe, nous résumons les articles [15; 16 
sections 1 à 4; 17; 18] qui traitent des chaînes d'idéaux premiers et de la locali­
sation dans l'anneau R*g; où le plus souvent, g est nilpotente ou complètement 
résoluble. Le deuxième paragraphe résume les articles [16 section 5; 19; 20] qui 
traitent de l'algèbre homologique dans la catégorie M od(R#U(g)), des R#U(g )­
modules g-localement finis; où g est souvent semi-simple. 

Pour les démonstrations des principaux résultats énoncés, le lecteur pourra 
consulter les articles concernés. 

Dans tout l'exposé, le mot "noethérienne" signifie " noethérienne à droite 
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et à gauche". 

1 Chaîne d'idéaux premiers et localisation 
dans les anneaux munis d'une action 
d'algèbre de Lie 

Un sous-ensemble multiplicativement stable S d'un anneau A vérifie la 
condition de Ore à droite si quels que soient a E A et s E S, il existe a' E A 
et s' E S tels que sa' = as'. Un idéal premier P dans un anneau noethérien 
premier A est dit localisable si l'ensemble CA(P) des éléments de A, réguliers 
modulo P vérifie la condition de Ore à droite et à gauche. 

Un anneau local (nécessairement noethérien) A d'idéal maximal M est dit 
régulier siM est engendré par un ensemble régulier normalisant d'éléments de 
cardinal d < oo. Pour un tel anneau, R. Walker [41] a montré que 

d = gldim(A) = Kdim(A) = dim(A) = dimhA(A/M) = ht(M); 

gldim, K dim, dim et dimhA désignent respectivement la dimension globale, 
la dimension de Krull au sens de Gabriel et de Rentschler, la dimension de 
Krull classique et la dimension homologique et ht désigne la hauteur d'un 
idéal premier. 

Pour la définition de la clique d'un idéal premier dans un anneau noethérien, 
on peut consulter [22, Chapitre 7]. 

Un anneau A est caténaire si chaque fois que P Ç Q sont deux idéaux 
premiers de A, toutes les chaînes saturées d'idéaux premiers de A reliant P à 
Q ont la même longueur. 

Rappelons quelques résultats sur lesquels sont basés nos travaux: 
. Soient k algébriquement clos, g résoluble et A = U(g). Alors J.C. 

McConnell [29, Theorem 3] a montré que A est hypernormale; i.e. les idéaux 
de A sont engendrés par un ensemble normalisant d'éléments. Par conséquent, 
les cliques d'idéaux premiers de A sont classiquement localisables [22, 7.2.16; 
36] ou [5]. Soient P un idéal premier de A, D(P) la clique de Pet Ar le localisé 
de A par rapport à D(P). Alors K. Brown a montré que Ar se comporte 
comme un anneau local régulier [5]. De façon précise, il a montré que si M est 
un idéal primitif de Ar, alors M est engendré par un ensemble normalisant 
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semi-invariant d'éléments de cardinal 

d = IIA(P)I = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P) 

où IIA(P)I ~ n désigne le cardinal d'un certain sous-ensemble de A. Dans le 
même article, il a calculé les invariants f..Li de Bass et il a montré que le grade 
du A-module A/ P est égal à la hauteur de P. 

Pour les propriétés de la dimension de Gelfand-Kirillov sur k, notée 
GKdim, nous renvoyons le lecteur à [24; 27, Chapitre 8]. Dans [40], P. Tauvel 
a montré que 

GKdim(A) = GKdim(A/P) + ht(P) 

La formule (*) n'est pas toujours vraie dans une k-algèbre quelconque, mais 
elle l'est dans les algèbres noethériennes premières de type fini à identités 
polynomiales [27, 10.13.6; 35, Theorem 4]. Nous allons l'appeler la formule 
des hauteurs de Tauvel. M. Lorenz [26] a aussi montré que la formule des 
hauteurs de Tauvel est vraie dans A. Il a utilisé ce résultat pour montrer que 
si h est un idéal de g et si P est un idéal premier g-invariant de U(h), alors 
g-ht(P) = ht(P); où g-ht désigne la version g-invariante de la hauteur. Cette 
relation entre la hauteur et la g-hauteur est aussi vraie, d'après [40], dans 
l'algèbre symétrique S(g) de g. Dans [11], O. Gabber a montré que l'anneau 
A est caténaire; il en résulte que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie 
pour les facteurs premiers de A. 

Soient k non nécessairement algébriquement clos et g nilpotente. Alors J.C. 
McConnell [28, Theorem 3.2] a montré que A est hypercentrale; i.e. les idéaux 
de A sont engendrés par un ensemble centralisant d'éléments. Donc les idéaux 
premiers de A sont classiquement localisables [22, 3.3.11, 3.3.20; 38, Corollary 
1]. Dans [39, Theorem A], P.F. Smith a aussi montré que A est hypercentrale. 
Ensuite, il a montré que si P est un idéal premier de A, alors le localisé Ap de 
A en P est un anneau local régulier de dimension au plus égale à n. Utilisant 
ce résultat, M.P. Malliavin a montré [33, Corollaire 4.11, Proposition 4.12] que 
A est caténaire et elle a calculé les invariants f..Li de Bass. La caténarité de A 
a été aussi prouvée parT. Levasseur [25]. 

Soient R une k-algèbre commutative noethérienne, 8 une k-dérivation de 
Ret R[B, 8] l'extension de Ore deR par 8. On suppose que Rest 8-localement 
finie. Si l'anneau des polynômes R[x] est caténaire, A.D. Bell et G. Sigurdsson 
ont montré que l'anneau R[B, 8] est caténaire [2, Theorem 2.8]. Ce résultat a été 
généralisé par une autre méthode de démonstration à l'anneau des opérateurs 
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différentiels R[B1, 82 , ... , Bn; 81, 82 , ... , bn] par K. Brown, K. Goodearl et T. Lena­
gan [4]. 

Rappelons qu'un k-espace vectoriel M muni d'une action de g est g­

localement fini, si chaque élément de M est contenu dans un sous-espace vec­
toriel g-stable de dimension finie de M. Dans le cas particulier, où g est de 
dimension 1, donc R * g ~ R[B, 5], on préfère dire que R est "8-localement 
finie" au lieu de "g-localement finie". 

Dans les articles [15; 16 section 1 à 4; 17; 18] , nous avons généralisé les 
résultats énoncés ci-dessus à l'anneau R * g. Dans cette section, le corps k est 
de caractéristique O. 

1.1 Condition d 'hypernormalité et formule des hau­
teurs de Tauvel dans l'anneau R * g 

Un idéal Ide Rest g-invariant si b"x(I) Ç I pour tout XE g. Lorsque les 
seuls idéaux g-invariants de R sont 0 et R, on dit que Rest g-simple. 

Soient R noethérienne et P un idéal premier g-invariant deR. On appelle 
g-hauteur de P et on note g-ht(P) (si cette dernière est finie) la longueur 
maximale des chaînes d'idéaux premiers g-invariants de R d'extrémité P. 

Un élément a de Rest dit g-normal (g-central) si a est normal (central) 
dans R et b"x(a) = rxa ( 8x(a) = 0) pour tout X E g; où rx est un élément 
deR. 

L'algèbre Rest dite g-hypernormale (g-hypercentrale) si, étant donné deux 
idéaux g-invariants I C J de R, l'idéal J / I de R/ I contient un élément g­

normal (g-central) non nul. 
Soient k algébriquement clos, g résoluble, R commutative g-localement 

finie. Alors Rest g-hypernormale: c'est une conséquence du théorème de Lie. 
Si I est un idéal de R, on note J+ le plus grand idéal g-invariant de R 

contenu dans I. Soit R noethérienne à droite. Si I est un idéal premier de R, 
alors J+ est aussi premier [2]. Si R est noethérienne à droite g-simple, alors R 
est première. 

Nous avons prouvé [16, Lemme 2.6], la version g-invariante du résultat bien 
connu qui dit que dans un anneau noethérien hypernormal, les idéaux premiers 
sont tous de hauteur finie. Ensuite, nous avons établi les résultats suivants: 

Proposition 1.1.1 ([16, Proposition 2.7 et Corollaire 2.8]) Soient R 
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noethérienne à droite g-hypernormale et P un idéal premier deR de hauteur 
d < 00. 

(1) Alors il existe une chaîne saturée d'idéaux premiers 

Po C P1 C ... C B, C Pd = P 

de R, où un Pi = p+. 
(2) Si Pest g-invariant, alors g-ht(P) = d. 

Si b1 , b2, ... , bi sont des éléments de R, on note (b1 , b2 , ... , bi) l'idéal de R 
qu'ils engendrent. 

Les éléments b1 , b2 , ... , b1 forment un ensemble g-normalisant d'éléments de 
R si 

( i) b1 est un élément g-normal non nul de R; 
(ii) bi+(b1, ... , bi-l) est un élément g-normal non nul de Rj(b1, ... , bi-l) pour 

1:::; i < l. 
On définit de façon similaire la notion d'ensemble g-centralisant d'éléments 

de R. Un ensemble g-normalisant (g-centralisant) d'éléments de R est un 
ensemble normalisant (centralisant) d'éléments de R. 

Théorème 1.1.2 ([17, Théorème 2.2]) Soient R noethérienne. Alors 
( 1) R est g-hypernormale si et seulement si chaque idéal g-invariant de R 

est engendré par un ensemble g-normalisant d'éléments. 
(2) R est g-hypercentrale si et seulement si chaque idéal g-invariant de R 

est engendré par un ensemble g-centralisant d'éléments. 

Il résulte de (1.1.2 (2)) que si R est noethérienne g-hypercentrale. alors 
tous les idéaux premiers g-invariants de R sont classiquement localisables. 

La g-dimension de Krull classique de R, notée g-dim(R) est la version g­
invariante de la dimension de Krull classique. Nous avons g-dim(R) :::; dim(R). 

Soit R commutative de type fini g-simple. Alors R. Hart a montré que 
R est un anneau régulier [21, Corollary of Theorem 1]. Nous précisons [16, 
Théorème 5.2] que la dimension de Rest au plus égale à n. Nous avons utilisé 
ce résultat pour montrer que si k est algébriquement clos, si g est résoluble et 
si R est commutative g-simple, alors R est un anneau régulier de dimension 
au plus égale à n. Nous avons prouvé: 

Proposition 1.1.3 ([16, Théorème 5.5]) Soient R commutative de type 
fini g-hypernormale et P un idéal premier de R. Alors 
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- ht(P) ~ g-ht(P) + n. 
- dim(R)~ g-dim(R) + n. 
- ht(P) = g-ht(P+) + m; où m est le nombre minimum de générateurs de 

PRpjP+Rp. 

La proposition 1.1.3 est améliorée si on suppose k algébriquement clos, g 
résoluble et R g-localement finie [16, Théorème 5.16]. 

A partir de maintenant, fixons un entier m tel que 0 ~ m ~ n. 
Soit g complètement résoluble. Fixons une série de composition de g; i.e. 

une chaîne 

0 = 9o C 91 C · · · C 9n = 9 

d'idéaux de g telle que 9i+l/ 9i est de dimension 1. Nous poserons Ri = R* gi; 
0 ~ i ~ n et B = Rm; donc R0 = R et R * 9n = R * g. Choisissons Xi dans 
9i- 9i-l tel que Xi+ 9i-l soit une base de gïf 9i-l· Donc (X1, X2, ... , Xn) est 
une base de g. Nous avons Ri ~ Ri_1[Bi, b"i], l'extension de Ore de R-1 par b"i; 
où Xi est envoyé sur Bi et b"i(r) = b"xi(r) pour tout rE Ri-1· 

Nous avons établi dans [16, Corollaires 2.16 et 2.18]les résultats suivants: 

Proposition 1.1.4 (1) Soit g nilpotente. Si R est g -hypercentrale, alors 
chaque R * 9i est g-hypercentrale. En particulier, R * g est hypercentrale. 

(2) Soit g complètement résoluble. Si Rest g-hypernormale, alors chaque 
R * 9i est g-hypernormale. En particulier, R * g est hypernormale. 

On dit que la condition (C1) (resp. (C2)) est satisfaite dans R si la formule 
des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers g-invariants de R 
(resp. si la g-hauteur et la hauteur sont finies et coïncident sur les idéaux 
premiers g-invariants de R). 

Si R est g-sim ple (en particulier, si R est une algèbre de Weyl sur k), les 
conditions ( C1) et ( C2) sont trivialement satisfaites dans R. 

Si R est de type fini noethérienne première à identités polynomiales, la 
condition (C1) est satisfaite dans R. D'après la proposition (1.1.1), si Rest 
noethérienne à droite g-hypernormale, alors la condition ( C2) est satisfaite 
dans R. Si g opère trivialement sur R, la condition ( C2) est trivialement 
satisfaite dans R. Si R est l'algèbre enveloppante d'un idéal de g et si g est 
complètement résoluble, alors les conditions ( C1) et ( C2) sont satisfaites dans 
R. 

Nous avons montré dans [15]les résultat suivants: 
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Proposition 1.1.5 ([15, Propositions 4.13 et 4.17]) Soient k 
algébriquement clos, g résoluble, R noethérienne de type fini, B = R * 9m 
et P un idéal premier g-invariant de B. On suppose que les conditions (CI) 
et (C2 ) sont satisfaites dans R, alors GKdim(B) = GKdim(B/P) + ht(P) et 
g-ht(P) = ht(P). 

En fait, la proposition 1.1.5 est vraie même si k n'est pas algébriquement 
clos, pourvu que g soit complètement résoluble. 

1.2 Localisation dans l'anneau R * g lorsque g est 
complètement résoluble 

On pourra consulter [16; 17; 18] pour les résultats de cette section. Les 
notations et les conventions sont celles de ( 1.1). 

Pour la démonstration du lemme suivant, on renvoie à [16, Corollaire 2.16; 
17, Lemme 3.1]. 

Lemme 1.2.1 Soient g complètement résoluble, R noethérienne à droite 
g-hypernormale, P un idéal premier g-invariant de B = R*gm, P1 = Pn~ et 
P2 = P n 14-1 ; 1 < i::; m. Alors P1 et P2Ri = 14P2 sont des idéaux premiers 
g-invariants de Ri· De plus, soit P1 = P214 ou bien, il existe p E P1 - 14P2 tel 
que 

(i) ox(p)- uxp- m>.(X)p E RiP2 pour tout X E g; où ux E R, m est le 
degré minimal en Xi d'un élément de P1 - RiP2 à coefficients dans Ri-l et À 

est un caractère de g. 

(ii) p + RiP2 est un élément normal dans 14/ P2Ri. 
(iii) Si s E 14 et ps E RiP2, alors s E 14P2. 
(iv) pour tout q E P1 , il existe cE C(P) tel que qc E RiP2 + RiP· 

Dans le lemme (1.2.1), sig est nilpotente et si Rest g-hypercentrale, alors 
dans la conclusion, ux =À= 0 et p + RiP2 est central dans Rd P2Ri. Nous 
avons démontré [17, Théorème 3.2 et Corollaire 3.4] les résultats suivants: 

Théorème 1.2.2 Soient g complètement résoluble, R noethérienne à droite 
première g-hypernormale, B = R * gm, P un idéal premier g-invariant local­
isable de B et Q = P n R. Si Q est localisable et si Q RQ est engendré par 
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un ensemble régulier g-normalisant d'éléments, alors Bp est un anneau local 
régulier de dimension 

Corollaire 1.2.3 Soient R commutative noethérienne intègre, g nilpotente, 
B = R * 9m, P un idéal premier g-invariant de B et Q = P n R. Si Q RQ est 
engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments, alors Pest local­
isable, P Bp est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments 
et 

dim(Bp) = dim(RQ) + 1{ i :::; m: P n Ri =1= (P n Ri-1)~}1 

Soient A un anneau noethérien ou à identités polynomiales, P un idéal 
premier de A et Fr( A/ P) l'anneau total des fractions de A/ P. Si N est un 
Fr(A/ P)-module, on note l(N) sa longueur en tant que Fr( A/ P)-module. 
Soit M un A-module. Posons pour i 2: 0; 

/Li(P, M) = l(Fr(A/ P) 0A Ext~(A/ P, M))/l(Fr(A/ P)). 

Si P est complètement premier, alors f.Li(P, M) est la dimension sur 
Fr(A/ P) du Fr(A/ P)-espace vectoriel Fr(A/ P)0AExt~(A/ P, M). Ces nom­
bres /-ti ont été introduits en algèbre commutative par H. Bass [1] et dans les 
algèbres enveloppantes d'une algèbre de Lie résoluble de dimension finie par 
M.P. Malliavin [33]; dans les deux cas, Pest complètement premier. 

Corollaire 1.2.4 ([17, Corollaire 3.5]) Soient g nilpotente, R commutative 
noethérienne intègre, B = R * 9m et P un idéal premier g-invariant de B 
de hauteur d. Si Q RQ est engendré par un ensemble régulier g-centralisant 
d'éléments, alors J-ti(P, B) = 0 si i =/= d et J-td(P, B) = 1. 

Soient A un anneau noethérien à droite et P un idéal premier de A. Le 
grade du A-module A/ P est l'entier 

JA(A/P) =inf{i: Ext~(A/P,A) =/=0} 

où A/ P et A sont considérés comme A-modules à gauche ou à droite. 
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Corollaire 1.2.5 ([17, Corollaire 3.6]) Sous les hypothèses de (1.2.3), 
js(B / P) = ht(P). 

Un élément a de R est semi-invariant si l'espace vectoriel ka est g-stable. 
Soit S une k-algèbre contenant R. Nous supposons que g agit aussi par 

dérivations sur S et que cette action prolonge celle de g sur R. 
Un élément s de S est (R, g)-admissible (fortement (R, g)-admissible) si 

s normalise (centralise) R et b'x(s) = .Àxs pour tout X E g, où .Àx est un 
élément de k; la dernière condition signifie que s est un semi-invariant deR. 

Nous dirons que S est (R, g)-admissible (fortement (R, g)-admissible) si, 
chaque fois que I C J sont des idéaux g-invariants de S, l'idéal J / I de Sj I 
contient un élément (R/ InR, g)-admissible (fortement (R/ InR, g)-admissible) 
non nul. 

Il est clair que si un élément de S est fortement (R, g)-admissible, alors il 
est ( R, g )-admissible et si S est fortement ( R, g )-admissible, alors S est ( R, g )­
admissible. 

Un élément g-central ( ( R, g )-admissible) de R est fortement ( R, g )­

admissible (g-normal) dans R. Si R est g-hypercentrale ( ( R, g )-admissible), 
alors R est fortement (R, g)-admissible (g-hypernormale). Si R est hyper­
normale (hypercentrale) et si l'action de g est triviale, alors R est ( R, g )­

admissible (fortement (R, g)-admissible). Si k est algébriquement clos, si g 

est résoluble et siR est commutative g-localement finie, alors Rest fortement 
( R, g )-admissible. 

A partir de maintenant, on suppose que le corps k est algébriquement 
clos non dénombrable (par exemple, le corps des nombres complexes), R est 
une k-algèbre noethérienne, g est résoluble et A = R * g. On suppose aussi 
que Rest fortement (R, g)-admissible et que les idéaux premiers de l'anneau 
des polynômes à une variable R[x] à coefficients dans R sont complètement 
premiers. Donc les idéaux premiers de R * h sont complètement premiers pour 
toute sous-algèbre de Lie h de g [36]. Fixons un idéal premier P de A. Notons 
O(P) la clique de P. Posons 

T = n{A- P'; où P' parcourt O(P)}. 

D'après nos hypothèses, A est hypernormale. D'après [22, Corollary 7.2.16], 
O(P) est classiquement localisable; donc T vérifie la condition de Ore dans 
A. D'après [22, 7.1], les idéaux primitifs à gauche de AT sont aussi primitifs à 
droite, AT/ M est un anneau simple artinien pour tout idéal primitif M de AT 
et les idéaux primitifs de AT sont de la forme P' AT; où P' parcourt O(P). 
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Théorème 1.2.6 ([18, Theorem 2.5]) Soient R intègre fortement (R, g)­
admissible et Mun idéal primitif de AT. Si QRQ est engendré par un ensemble 
régulier g-centralisant d'éléments, alors 

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-invariant 
d'éléments de cardinal 

d = dim(RQ) + l{i:::; n: P n Ri =1- (P n R-1)R}I. 

(2) 
d = gldim(AT) = Kdim(AT) = ht(M) = ht(P). 

Nous avons aussi discuté les nombres /-Li de Bass et nous avons relié la 
hauteur de Pau grade du A-module A/ P comme dans (1.2.4) et (1.2.5). 

Le théorème 1.2.6 est une généralisation de [17, Théorème 5.4], où nous 
avions supposé R commutative g-localement finie et Imt identiquement nulle. 

1.3 Localisation dans l'anneau R* g lorsque g est nilpo­
tente 

Le lecteur pourra consulter [16] pour les démonstrations des résultats de 
cette section dont le but est d'étudier la caténarité de l'anneau R * g par des 
méthodes de localisation. Les notations et les conventions sont celles de (1.1) 
et (1.2). 

La g-caténarité est la version g-invariante de la caténarité dans un anneau 
muni d'une action d'algèbre de Lie g. 

Un idéal premier g-invariant Q de R est g-régulièrement localisable s'il 
existe une chaîne 

0 = Qo Ç Q1 Ç ... Ç Qz = Q 

d'idéaux g-invariants de R telle que, si Qi-1 C Qi, il existe p E Qi - Qi-1 tel 
que 

(1) p + Qi-1 est un élément g-central régulier de R/Qi-1 

(2) pour tout q E Qi, il existe cE CR(Q) tel que qc E Qi_1 + Rp. 
Si tous les idéaux premiers g-invariants de R sont g-régulièrement localis­

ables, on dit que R est g-régulièrement localisable. 

Théorème 1.3.1 [16, Théorème 4.6]) Soient g nilpotente, R noethérienne 
à droite, première g-hypercentrale, B = R * 9m, P un idéal premier g-invariant 
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de B et Q = P n R. Si Q est g-régulièrement localisable, alors P est g­

régulièrement localisable et B p est un anneau local régulier de dimension au 
plus égale à dim(RQ) +m. 

Sous les hypothèses du théorème (1.3.1), nous avons calculé aussi les nom­
bres P,i de Bass et nous avons relié la hauteur de P au grade du B-module 
B / P exactement comme dans (1.2.4) et (1.2.5). 

Thérème 1.3.2 ([16, Proposition 4.10]) Soient g nilpotente, R 
noethérienne à droite première, g-hypercentrale, g-régulièrement localisable 
et B = R * 9m· Alors B est g-caténaire. En particulier, R * g est caténaire. 

Si R est noethérienne et si Q est un idéal premier g-invariant g­

régulièrement localisable de R, alors Q est classiquement localisable et Q RQ 
est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments. 

1.4 Caténarité dans l'anneau R#U(g) lorsque g est 
abélienne 

On conserve les notations et les conventions des paragraphes précédents. 
On suppose que I mt est identiquement nulle, g abélienne et R commutative. 
On note S l'anneau des polynômes à m variables et à coefficients dans R. 

Théorème 1.4.1 ([16, Théorème 3.6]) Soient R noethérienne g­

hypernormale et B = R#U(gm)· Si S est caténaire ou g-caténaire, alors 
B est g-caténaire. En particulier, R#U(g) est caténaire. 

Corollaire 1.4.2 ([16, Corollaire 3.9]) Soient R de type fini g-hypernormale 
et B = R#U(gm)· Alors B est g-caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel 
est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B. En particulier, R#U(g) 
est universellement caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel est vraie 
pour les facteurs premiers de R#U(g). 

2 Algèbre homologique dans la catégorie 

M od(R#U(g)) 
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Les résultats de cette section sont basés sur les travaux de A. R. Magid 
[30; 31; 32], de F. du Cloux [8] et de I. Doraiswamy [9]. Soit k un corps 
algébriquement clos, G un groupe algébrique affine sur k (le plus souvent 
linéairement réductif et connexe), Rune k-algèbre commutative (noethérienne) 
sur laquelle G opère rationnellement par automorphismes d'anneau. Un R­
module qui est un G-module rationnel tel que les actions de R et G sont 
compatibles est appelé un R- G-module. 

Dans [30], Magid a défini les * dimensions homologiques (versions g­
invariantes des dimensions homologiques dans M odR), puis il a relié chaque 
* dimension à la dimension homologique correspondante. Ce qui lui a per­
mis d'énoncer une condition nécessaire et suffisante pour que l'algèbre R soit 
régulière ou de Gorenstein. Dans [31], il a étudié les propriétés homologiques 
des R- G-modules, plus précisément, les modules injectifs, les résolutions in­
jectives minimales et la cohomologie. Dans [32], il a calculé le groupe de Picard 
de l'anneau des invariants Re en relation avec le groupe de Picard de Ret de 
divers sous-groupes du groupe des caractères x(G) de G. 

Dans [9], I. Doraiswamy a montré que si R est commutative de type fini 
G-simple et siG est linéairement réductif, alors la catégorie des R- G-modules 
est semi-simple. Notre but est d'établir des résultats analogues à ceux obtenus 
dans [9; 30; 31; 32] lorsque l'action provient d'une algèbre de Lie. Nous 
obtenons aussi une généralisation de [32] et une suite spectrale de [8, Proposi­
tion 2.7.3]. 

A partir de maintenant, k est de caractéristique 0 non nécessairement 
algébriquement clos. Tous les modules sont des modules à gauche. Nous 
notons ModA (si A est un anneau) la catégorie des A-modules et par k-ev la 
catégorie des espaces vectoriels sur k. 

Un R-module M qui est un g-module tel que X(rm) = X(r)m + r X(m) 
s'appelle un R#U(g)-module. 

Nous allons noter M od(g) la sous catégorie pleine de M od9 dont les objets 
sont g-localement finis et par M od(R#U(g)) la catégorie des R#U(g)-modules 
g-localement finis; c'est une sous catégorie pleine de M odR#U(g)· 

2.1 Dimensions homologiques dans les anneaux munis 
d'une action d'algèbre de Lie 

13 



On suppose que Rest commutative. Soit Mun R#U(g)-module. 
- La g-dimension projective de M notée, g-pdR(M) est le plus petit entier 

m tel que Extk(M, N) = 0 pour tout i >met pour tout R#U(g)-module N. 
- La g-dimension injective de M notée, g-idR(M) est le plus petit entier m 

tel que Extk(N, M) = 0 pour tout i >met pour tout R#U(g)-module N. 
- La g-dimension globale de R notée, g-gldim(R) est le plus petit entier m 

tel que Extk(P, Q) = 0 pour tout i >met pour tous R#U(g)-modules Pet 
Q. 

Il est clair que g-pdR(M) ~ pdR(M); g-idR(M) ~ idR(M) et g-gldim(R) ~ 
gldimd(R) pour tout R#U(g)-module M. 

Une algèbre (noethérienne) A est dite régulière si Ap est un anneau local 
régulier pour chaque idéal premier P de A. elle est dite de Gorenstein, si sa 
dimension injective est finie. 

Nous avons relié chaque g-dimension homologique à la dimension ho­
mologique correspondante; par exemple, g-idR(M) ::; idR(M) ~ g-idR(M) +n. 
Ensuite, nous avons montré. 

Corollaire 2.1.4 ([16, Corollaires 5.20 et 5.21]) Soit R de type fini g­
hypernormale. Alors R est régulière (resp. de Gorenstein) si et seulement si 
RQ est régulière (resp. de Gorenstein) pour tout idéal premier g-invariant Q 
deR. 

Soient R g-localement finie non nécessairement de type fini et M un 
R#U(g)-module g-localement fini (on dira que Rest un * anneau et que M 
est un * module). On définit de façon similaire les * dimensions projective 
de M notée, *pdR(M), injective de M notée, *idR(M) et globale de R, notée 
*gldim(R). Supposons que R est un * anneau, k algébriquement clos et g 
résoluble. Donc Rest g-hypernormale. Nous avons relié chaque* dimension à 
la dimension homologique correspondante exactement comme dans le cas des 
g-dimensions. Nous avons aussi établi un résultat analogue à (2.1.4). 

2.2 Foncteurs cohomologiques 

Nous avons établi dans [19] (utilisant les méthodes de Magid) des résultats 
similaires à ceux de [31] dans la catégorie des R#U(g)-modules g-localement 
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finis. Signalons toutefois que notre algèbre R n'est pas toujours commutative. 
Tous les produits tensoriels et les"Hom" sont pris relativement à k. 

SiM est un g-module, on note M 9 = {m E M;X.m = 0 VX E g}, 
l'ensemble des éléments g-invariants de M. Nous définissons un foncteur a= 
(-)9 de Mod(g) dans k-ev. Nous notons RPa(g, -)ses foncteurs dérivés droits 

Nous noterons M(g) l'ensemble des éléments g-finis de M. On désigne par 
H(

9
) (-) les foncteurs dérivés droits du foncteur M ---+ M(g) défini de M od9 

dans M od(g). 
Nous introduisons aussi le foncteur .CR (-, -) - Hom R (-, -) n 

Hom(g)(-, -)défini de ModR#U(g) x ModR#U(g) dans Mod(g) et nous notons 
.C~( -,-) ses foncteurs dérivés droits. Nous notons ExtR#U(g)( -,-) si Rest 
g-localement finie, les foncteurs dérivés droits du foncteur H omR#U(g) ( -,-) 
restreint à M od(R#U(g)) x M od(R#U(g))· 

Si R = k, le foncteur .Ck (-, -) et ses dérivés .Cf- (-, -) sont notés respective­
ment Hom(g)(-, -)et Extf

9
)(-, -)par F. du Cloux [8). On trouvera d'autres 

propriétés homologigues des R#U(g)-modules dans [10). 

Proposition 2.2.1 ([19, Proposition 2.22]) Soit R noethérienne g­

localement finie. Soient M et N dans M od(R#U(g)) avec M de type fini. Alors 
nous avons la suite spectrale 

~p+q 

Extk(M, N))::::? ExtR#U(g)(M, N). 

Corollaire 2.2.2 ([19, Corollaire 2.25]) Soit R noethérienne g-localement 
finie. Soient M et N dans M od(R#U(g)) avec M de type fini. Si g est semi­
simple, alors nous avons 

Proposition 2.2.3 ([19, Proposition 2.27]) Soient Met N deux R#U(g)­
modules. Alors nous avons 

(1) la suite spectrale 
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(2) Hr
9
)(N) = .C~(R, N) pour tout R#U(g)-module N. 

La proposition (2.2.3 (1)) est une généralisation de [8, Corollaire 2]. 

Proposition 2.2.4 ([19, Propositions 2.30 et 2.31]) Soient M et N deux 
R#U(g)-modules. Alors nous avons 

( 1) les suites spectrales 

et 
RPa(g, .Cit(M, N))::::;. Ext~jU(g)(M, N) 

(2) 
H%(N) = Extk#U(g)(R, N). 

(3) Si g est semi-simple, alors nous avons 

La deuxième suite spectrale de la proposition (1) est une généralisation de [8, 
Proposition 2. 7.3]. 

Un cas particulier de (2.2.4) est celui où g est le produit semi-direct d'un 
idéal r par une sous-algèbre de Lie s. Dans ce cas, U(g) -::::: U(r)#U(s). Si de 
plus, r est le radical résoluble de g (donc s est semi-simple), on obtient des 
résultats intéressants [19, section 3]. 

2.3 Le foncteur .Ls(R, -) 

Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20]. L'anneau 
des invariants R9 est un sous-anneau de R; nous allons le noter S dans tout 
l'exposé. Pour tout M dans M ods, on note .Cs(R, M) l'ensemble des éléments 
g-finis de Homs(R, M) muni de la structure de R#U(g)-module définie par 
rf(s) = f(sr). Pour tout ME Mod(g), on pose (M) 9 = M/M1 ; où M1 est le 
sous g-module de M engendré par g.M. On note qM l'application canonique 
M---+ (M) 9 . 

Dans la proposition suivante, nous montrons que le foncteur .Cs(R,-) est 
adjoint au foncteur (- )9 restreint à M od(R#U(g)). 
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Proposition 2.3.1 Soient M E Mods et N E Mod(R#U(g))· Alors 
l'application <P : HomR#U(g)(N,Cs(R,M)) --+ Homs((N)9 ,M) définie par 
<j;(f)(qN(x)) = f(x)(1) est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

Le premier résultat important de [20] est: 

Théorème 2.3.2 ([20, Théorème 2.4]) Soit g semi-simple. 
(1) SiNE Mods et siM est un R#U(g) sous-module de C8 (R, N), alors 

M 9 = 0 implique M = O. 
(2) Si M --+ N est un monomorphisme essentiel de S-modules, alors 

C8 (R, M)--+ C8 (R, N) est un monomorphisme essentiel de R#U(g)-modules. 
(3) SiNE Mods, alors ER#U(g)(Cs(R, N)) est isomorphe à Cs(R, Es(N)). 
(4) SiNE Mods, alors (ER#U(g)(Cs(R,N))) 9 est isomorphe à Es(N). 

D'après (2.3.2 (1)), les R#U(g) sous-modules non nuls du R#U(g)-module 
g-localement fini induit C8 (R, N) contiennent des éléments invariants non nuls. 
Nous allons montrer ci-dessous que ceci implique que M est une extension 
essentielle de RM9 . 

Corollaire 2.3.3 ([20, Corollaire 2.5]) Soit g semi-simple. Soient N E 
Mod8 et Mun R#U(g) sous-module non nul de C8 (R,N). 

(1) Alors M est une extension essentielle de son sous-R#U(g)-module 
RM9 . 

(2) Sim EMet si PM(rm) = 0 pour tout rER, alors m =O. 

Pour tout M E M od(R#U(g)), nous allons poser 

* M ={mE M tel que PM(rm) = 0 pour tout rER}. 

Nous allons identifier dans M od(R#U(g)) les modules injectifs de la forme 
C8 (R,I), où 1 est un injectif dans M ods. 

Théorème 2.3.4 ([20], Théorème 2.8) Soit g semi-simple. 
(1) SiE est un injectif dans M od(R#U(g)) avec* E = 0, alors E 9 est S-injectif 

etE est R#U(g)-isomorphe à C8 (R, E9 ). 

(2) Si M E Mod(R#U(g)) avec * M = 0, alors ER#U(g)(M) est R#U(g)­
isomorphe à Cs(R, E8 (M9 )). 

Nous dirons que la condition (a) est satisfaite dans M od(R#U(g)) si 
M od(R#U(g)) admet un cogénérateur injectif C tel que *C = O. 
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Dans la proposition suivante, Nous montrons que sous certaines conditions, 
le foncteur (- )9 transforme les résolutions injectives minimales de M od(R#U(g)) 
en résolutions injectives minimales de M od8 . 

Proposition 2.3.6 ([20, Proposition 2.13]) Soit g semi-simple. Sup­
posons que la condition (a) est satisfaite dans Mod(R#U(g))· Soient Ret S 
noethériennes, M E M od(R#U(g)), { E_k#U(g) ( M)} la résolution injective mini­
male de M dans Mod(R#U(g)) et {E1(M9 )} la résolution injective minimale de 
MB dans Mods. Alors (E_k#U(g)(M)) 9 = E1(M9 ), pour tout i. 

Théorème 2.3.7 ([20, Théorème 2.14]) Soit g semi-simple. Supposons que 
la condition (a) est satisfaite dans M od(R#U(g)). Soient R et S noethériennes 
avec S commutative. Soit M E Mod(R#U(g)) et pour tout P E spec(S), 
soit 1-li(P, M 9 ) le nombre de fois que Es(S/ P) apparaît dans E1(M9 ). Alors 
E_k#U(g)(M) est la somme directe, pour P E spec(S) de f-ti(P, M 9 ) copies de 
ER#U(g)(R/PR). 

La condition (o:) sur Mod(R#U(g)) est trop forte. Elle montre d'après [20, 
2.10(2)] que siN est un injectif dans Mod(R#U(g)), alors N 9 est S-injectif. Sous 
une condition de finitude deR sur S, nous allons montrer que Rest S-plat. 

Théorème 2.3.8 ([20, Théorème 2.17]) Soient g semi-simple et R commu­
tative. Supposons que le foncteur (- )9 transforme les injectifs de M od(R#U(g)) 
en injectifs de M ods. Soit V un g-module simple de dimension finie. Si Rv 
(composante g-isotypique) est de type fini comme S-module, alors Rv is S­
fiat. Si Rw est de type fini comme S-module pour tout g-module simple de 
dimesion finie W, alors Rest S-plat. 

La réciproque de (2.3.8) est aussi vraie. 

Théorème 2.3.9 ([20, Proposition 2.18]]) Soit g semi-simple. Supposons 
que R est plat comme S-module à droite. Alors le foncteur (- )9 transforme 
les injectifs de M od(R#H) en injectifs de M od8 . 

2.4 Le foncteur R 0s (-) et le groupe de Picard de S 

Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20]. On su pose 
que Rest commutative. Nous voulons étudier le groupe de Picard de l'anneau 
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R9 = S. Si Pest dans ModR#U(g), alors P 9 est dans Mod8 . Si Pest un 
S-module, R 0s P est un objet de ModR#U(g)· Donc nous obtenons deux 
foncteurs: R 0s (-) de M ods dans M odR#U(g) et (- )9 de M odR#U(g) dans 
M ods. SiR est g-localement finie, alors R 0s M est un objet de M od(R#U(g))· 

Pour chaque ME ModR#U(g), soit cM: R0sM9 ---+ M l'application définie 
par cM(r0m) = rm pour tout mE M, rER. Alors cM est R#U(g)-linéaire. 

SiM est un R-module, nous posons HomR(M, R) = M*. 
Un objet M de M odR#U(g) est de type invariant si M = RM9 • 

Soient M E M ods et MR = R 0s M. Alors MR est de type invariant. En 
particulier, Rest de type invariant. Nous avons montré le résultat suivant: 

Proposition 2.4.1 ([20, Théorème 3.9]) Soient g semi-simple, R g­
localement finie et P un projectif, de type fini et de type invariant dans 
Mod(R#U(g))· Alors 

( 1) P9 est un projectif de type fini dans M ods. 
(2) P* est de type invariant. 
(3) l'application cp est un R#U(g)-isomorphisme. 

La première assertion de ( 2.4.1) montre que le foncteur (- )9 transforme 
certains projectifs de M od(R#U(g)) en projectifs de M od8 . La troisième asser­
tion de (2.4.1) montre que le rang de P commeR-module est égal au rang de 
P9 commeS-module. Donc, si Pest inversible commeR-module, alors P9 est 
inversible comme S-module. 

Notons Z(g, R) l'ensemble de toutes les applications additives de g vers R 
qui vérifient la condition de cocycle [37]; i.e. 

4>([X, Y])= X(4>(Y))- Y(4>(X)) 

Un R#U(g)-module M est dit inversible s'il est inversible comme R­
module. 

Posons Rq, - {a E R; X.a = 4>(X)a pour tout X E g où 4> E 
Z(g, R)}. 

Posons zu(g, R) 
{ 4> E Z(g, R); Rq, contient un élément inversible de 
Z(g, R); RRq, = R et RR_q, = R}. 

R} et zs(g, R) = {4> E 

zu(g, R) et zs(g, R) sont des sous-groupes de Z(g, R) et zu(g, R) c 
zs(g, R). 
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Les classes d'isomorphismes des R#U(g)-modules inversibles forment un 
groupe commutatif sous les opérations induites par le produit tensoriel pris 
sur R. Nous allons noter Pic(R, g) ce groupe. SiM est un R#U(g)-module 
inversible, on désignera par {M} sa classe dans Pic(R,g). Nous noterons 
les classes d'isomorphismes dans le groupe de Picard ordinaire Pic(.) par [ 
]. Nous avons un homomorphisme de groupes Pic(R, g) --+ Pic(R) défini par 
{M}--+ [M]. 

Soit cp E Z(g, R). D'après [37], il existe un R#U(g)-module inversible 
M et un élément m E M tel que M = Rm et Xm = rjJ(X)m pour tout 
X E g. Un tel M sera noté R[</>]. Nous définissons un morphisme de groupes 
p: Z(g, R)---+ Pic(R, g) en posant p(rjJ) = {R[rjJ]}. 

Théorème 2.4.3 ([20, Théorème 3.13]) Sous les hypothèses et avec les 
notations ci-dessus, nous avons une suite exacte de groupes 

0--+ zu(g, R) --+ Z(g, R)---+ Pic(R, g)---+ Pic(R). 

A partir de maintenant, nous supposons que l'action de g sur Rest locale­
ment finie. Posons ZR(g,R)={<P E Z(g,R): Im(cp) est contenue dans un sous 
g-module de dimension finie de R } : c'est un sous-groupe de Z(g, R). 

Posons PicR(R,g) = {{M} E Pic(R,g): M est g-localement fini}. 

Nous avons un homomorphisme de groupes Pic(S) --+ PicR(R, g) défini par 
[M]-+ {MR}· 

Proposition 2.4.4 ([20, Proposition 3.14]) L'application Pic(S) ---+ 

PicR(R, g) est une injection. Si g est semi-simple, l'image est {{ M} E 

PicR(R, g) telle que M est de type invariant}. 

Posons ZR(g, R) = ZR(g, R)nzu(g, R) and ZR(g, R) = ZR(g, R)nzs(g, R) 

Ce sont des sous-groupes de ZR(g, R) et nous avons ZR_(g, R) Ç ZR.(g, R). 

Théorème 2.4.5 ([20, Théorème 3.16]) Il existe une suite exacte 

0 ---+ ZR(g, R) ---+ ZR(g, R) ---+ PicR(R, g) --+ Pic(R). 
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Théorème 2.4.6 ([20, Théorème 3.19]) Soit g semi-simple. Alors il existe 
une suite exacte 

0--+ ZÏl(g, R) --+ Zk(g, R) --+ Pic(S) --+ Pic(R). 

Nous dirons que la condition (*) est satisfaite dans R si l'image de tout 
élément de ZR(g, R) est contenue dans une sous-algèbre de dimension finie 
g-stable de R. 

La condition ( *) est satisfaite dans R dans les cas suivants: 
Premier cas. Si tout sous g-module de dimension finie de R est contenu 

dans une sous-algèbre de dimension finie g-stable de R. C'est le cas si R est 
algébrique sur k. 

Deuxième cas. Si tout élément de ZR(g, R) est un caractère de g. 

Nous supposons à partir de maintenant que la condition (*) est satisfaite 
dans R. 

Lemme 2.4. 7 ([20, Lemme 3.21]) Soit R intègre. Supposons qu'il existe 
un idéal maximal M deR tel que g.M Ç Met Rf Mc::: k. Si cf> E Z(g, R) est 
non nul, alors RR4> =!= R. En particulier, ZR_(g, R) =O. 

Corollaire 2.4.8 ([20, Corollaire 3.22]) Soit R intègre. S'il existe un idéal 
maximal M deR tel que g.M Ç Met Rf Mc::: k, alors Pic(S)--+ Pic(R) est 
une injection. 

2.5 Semi-simplicité de la catégorie M od(R#U(g)) 

Pour les résultats de cette sous-section, on pourra consulter [20, section 5). 
Nous avons montré: 

Théorème ([20, Corollaire 5.3]) Soient g semi-simple et R commutative 
noethérienne. Si R est semi-simple ou g-simple, alors la catégorie M od(R#U(g)) 

est semi-simple. 
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Throughout this paper, k is an algebraically closed field of characterislic zero and R an 

1Ssociative algebra with identity over the field k. 

If U is the enveloping algebra of a fini te dimensional solvable Lie algebra, then P. Tauvel 

9] has shown that for every prime ideal P of U one has 

d(U) = d(U/P) + htP, (*) 

vhere htP denotes the height of the prime ideal P of U and d(U ) denote the Gelfand~Kirillov 

limension of U over k. We cali (*) Tauvel's height formula. 

Now, we fix an ~nteger n and we forrn the differentiai operator rings 

R = R[01, o1] ... [9 , o ] defi nec! as follows : n · n n 

R
0 

= R, RI= R[0
1
, o

1
] is the Ore extension of R by 81 and for 2:::; i:::; n the ring 

{. = R[0
1
, o

1
] ... [9., o.] is the Ore extension of R. 

1 
by o .. 

1 1 1 1- 1 

Ail the o. are derivations of R and we set t. 1 = 1 o 1 , ... , o } . 
1 ,n n 

We suppose that the two following conditions are al ways satisfied : 

(1) Ris stable under the action of each oi for (i = 1 , 2, ... , n ). 

(2) R. is stable under the action of each o. for 0:::; i :::; j :::; n . 
1 J 

If Pis a t.
1 

-invariant prime ideal of R we use t.
1 

- htP to denote the t.
1 

- height of ,n ,n ,n 

?, that is,' the supremum of thé lengths of chain of t. 1 11 
- invariant prime ideals of R with P at 

:he top. 
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ln this paper, we will show thr~e results: 

Proposition J.2 

Let R be an affine. left and right 1\"oetherian algebra over k and 

A= Rl8 1• 81) ... [8 . 8 ] with the conditions (l) and (2). 
Il li 

Wc suppose that on the 11
1 

- invariant prime ideals of R : .n 
(C 

1
) Tauvcl's height fommla is val id, 

(C>)The 11 1 - height and the height are the same. 
.... ,Il 

GUÉDÉNON 

Then, if. for 0 <::; m <::; n Pis a!\ +l - invariant prime ideals of R , one has 
lll ,Il lll 

d(R ) = d(R !P) + htP. m m 
In pru1icular, 1mder these hypotheses, Tauvel's height fonnula is valid in 

A= R[0 1,o1) ... [8
11
.on]. 

Proposition 4.13 

Let R be an affine, left ru1d right Noetherian algebra over k, ga finite dimensional solvable 

Lie algebra, h an ideal of g, A = R*g the crossed product of R by g and B = R*h . We 

suppose that on the g- invariant prime ideals of R : 
(C' 1) Tauvel's height formula is valid, 

(C'
2

) The g- height and the height ru·e the same. 

If Pis a g-invruiant prime ideal of B, then 

d(B) = d(B/P) + htP. 

In pru1icular, under these hypotheses, Tauvel's height fonnula is valid in R*g. 

Proposition 4.17 

Under the hypotheses and the notations of the second result, if Q is a g-invariant prime 

ideal of B, then g-Ill Q = ht Q. This result has been established by M. Lorenz [6] in the 

particular case of an enveloping algebra of a finile dimensional solvable Lie algebra. 

0 .. INTRODUCTION 

Dans cet exposé, k est un corps commutatif algébriquement clos de cru·actéJistique O. 

Soit A une k-algèbre. La dimension de Gelfand-Kitillov de A, notée d(A), est définie par 

d(A) = Sup Lim logn (dim { i yi)) 
V n~+- 'i=O 

où V est un sous-espace vectoriel de dimension finie de A, yo = k, yl =V et pour i ~ 1, 

yi = {v 1 v2 ... vi où les vi E V}. Pour les propriétés de la dimension de Gelfand-Kirillov, on 

pourra consulter [51. Si A est une k-algèbre commutative intègre de type fini, alors il est bien 

connu qu'on a, pour tout idéal premier P de A la formule 

d(A)= d(A/P) + htP, (*) 

où htP désigne la hauteur de P (cf [8] et [6]). La fonnule 
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d(A)= d(A/P) + htP 

n'est pas toujours vraie dans une k-algèbre quelconque A. Toutefois. si A est l'algèbre 

enveloppante d'une k-algèbre de Lie résoluble de dimension finie, alors Patrice Tauvell9] a 

montré que la fonnule 

d(A)= d(A/P) + htP 

est vraie dans A. Pour cette raison, on appellera C') la fonnule des hauteurs de Tauvel. 

Soit R une k-algèbre commutative de type fini, o une k-dérivatiun de R. Si o est 

localement finie, i.e si chaque sous-espace vectoriel de dimension finie de R est contenu dans 

un sous-espace vectoriel de dimension finie o -invariant de R, alors A.D. Bell et G. 

Sigurdsson [1] ont montré que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie sur tout facteur 

premier de l'anneau A = R [0 , o ] : l'extension de Ore de R par o. Ce résultat a été généralisé 

par K.A. Brown, K.R. Goodearl et T.H. Lenagan à l'anneau A= R [OJ. Oz, ... , 0 11 ; OJ, oz, 

... Ofi] (cf [2]). 

Nous allons montrer dans cet exposé que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie 

dans l'anneau A= R*g, où Rest une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de typè fini, g 

une k-algèbre de Lie résoluble de dimension finie n qui opère par dérivation sur R si on 

suppose que sur les idéaux prenùers g-invariants de R : 
(C' 1) la formule des hauteurs de Tauvel est vraie, 

(C'2) la g-hauteur et la hauteur coïncident. 

Sous nos hypothèses, g est complètement résoluble ; donc R*g est isomorphe à un 

anneau de la formeR [0], OJ] ... (911 , ô11], où 

(1) Rest stable sous l'action de chaque Oj ( i = 1, 2 ... , n), 

(2) R[Ot. 01] ... [Oj, Ùi] est stable sous l'action des dérivations oj, 1::::; i <j::::; n. 

Posons .11 n = { 01, 02 •... On} . Alors la g-hauteur et la hauteur coïncident sur les idéaux 
' 

prerrùers g-invariants de R si et seulement si la !J.1 ,n-hauteur et la hauteur coïncident sur les 

idéaux premiers 8t ,n- invariants de R. 

Plus généralement, nous allons montrer que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie 

dans l'anneau R [Ot. BtJ ... [On, On] avec les conditions (1) et (2), où Rest une k-algèbre 

nœthérienne à droite et à gauche de type fini si on suppose que sur les idéaux premiers 8t;0 -

invariants de R : 
(C

1
) la formule des hauteurs de Tauvel est vraie, 

(C2) la -1I,n-hauteur et la hauteur coïncident. 

Notre résultat généralise celui de Tauvel. Dans le paragraphe 1, nous définissons l'anneau 

R [Ot, ot). .. [9n, onl· Dans le paragraphe 2, nous avons réuni quelques résultats sur les idéaux 

deR [81, OJ] ... [On, On] dont on se setvira aux paragraphes 3 et 4 consacrés aux résultats que 

nous avons annoncés. 
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Dai1s tout l'exposé, on désignera parR une k-algèbre associative unitaire et on dira tout 

simplement que Rest une k-algèbre. De même. on fixe un entier n une fois pour toutes. 

1 - CONSTRUCTION DE L'ANNEAU R[9[, 8IJ ... [80 , ûnl· 

Soient kun corps et R une k-algèbre. Si 01 est une k-dérivation deR, on peut construire 

l'extension de Ore deR par 01 qu'on note R[ElJ, oJ]. C'est une k-algèbre associative et 

unitaire dans laquelle la multiplication est définie à partir de celle de R et de la relation 

81 r - r 81 = o 1 (r) pour tout rE R . L'algèbre R [El), Ô 1] est un R-module libre à droite et à 

gauche dont les éléments sont de la fonne L ri8L où les ri sont des éléments deR .L'algèbre 
i ~ 0 

R f81, 8I] contient R comme sous-algèbre. 

Si 02 est une k-dérivation de R [ 81, 81 J, on construit de la même manière, !'extension de 

Ore deR [8J, 81] par 02 que l'on note R [81, 01] [82, 02]. 

Ainsi, par ce procédé, on construit pour n ~ 2, l'anneau R [81, OJ] ... (811 , On] extension 

de Ore de R [8 1, OJ ] ... [Sn-I, Ôn-1 J par On . Dans tout l'exposé, on supposera que les deux 

conditions suivantes sont toujours réalisées : 

(1) Rest stable sous l'action de chaque dérivation Oj ( i = 1, 2 ... , n), 

(2) R fEl 1, o f] ... (Sj, Ûi] est stable sous J'action de chaque Ôj , 1 s; i < j s; n. 

2 - LES IDEAUX PREMIERS DANS R [9t. 81] ... [90 , ô0 ]. 

Soient Rune k-algèbre et A l,n = ( 81, ~- ... ônl un ensemble fini de k-dérivations deR. 

Définition 2.1 

Un idéal Q deR est dit A 1 ,n·invariant si on a OJ (Q) !:;;;; Q pour i = 1, 2, . , n. 

Notation 

On norera R [81, o1] ... [8i, Ôi] =Ri pour 0 s; i s; n, Ro = R R11 =A 

et Aï,j =: { Oj, Ûi+ 1···· Ôj )pour 1 S:: i S:: j S:: n. On a donc Aï,i = Oj pour i = 1, 2, ... , n. · 

Remarque 

On a An+l, 11 = 0. Pour cela, dans tout l'exposé, un idéal An+l,n -inva1iant de A= Rn 

est tout simplement un idéal de-A. 

Lemme2.2 

Soient R une k-algèbre et A = R [81, OJ ]. .. [Sn, o11 ]. 
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(i) Si Pest un idéal premier L\j+ l·n -invariant de Rj, alors P n Ri est un idéal premiet· 

.+ 1,11 -invariant de Ri pour 0 ~ i ~ j ~ n. 

(ii) Si Q est un idéal L\i+l. n -invariant de Ri. alors (QRJ) Rm = QR111 

our 0 ::::; i ::::; 1 < rn ::::; 11. 

(iii) Si Q est un idéal L\i+ 1 ,11-invariant de Ri. alors Q Rj = Rj Q pour 0:::; i< j :::; n. 

Par suite, Q Rj est un idéal bilatère de Rj. De plus. Q Rj est .1j+ 1, 11 -invariant. 

(iv) Si Q est un idéal L\i+ l.n -invariant de Ri. alors QR111 est un idéal premier 

n+ 1,11 -invariant de Rm pour 0 :::; i < m :=:;; n. 

Preuve 

(i) On a Rj = Rj-1 [9j, Ûj] . Donc (cf [71 14.2.5) P n Rj.J est ui1 idéal premier ût 

variant de Rj-1· Par suite, P n Rj.l est L\j+l, 11 -invariant car Pest L\j+I, 11 -invariant et 

_1 est stable sous l'action de chaque élément de .1j+ 1. 11 • On en déduit que P n Rj.J est un 

~al premier L\j, n -invariant de Rj-1 . Nous avons 

Rj-1 =Rj-2 [Bj-1 ,Ûj-IJ. 

mc (P n Rj-1) n Rj-2 est un idéal premier Oj-1 -invariant de Rj-2. 

e plus, (P n Rj-1) n Rj-2 est L\j.n -invariant ; donc (P n Rj.l) 1î Rj-2 est un idéal premier 

j-1, n -invariant de Rj-2. Or (P n Rj-1) lî Rj-2 = P n Rj-2. donc P n Rj-2 est un· idéal 

·emier Llj-1 ,n-invariant de Rj-2- En continuant ce processus, on montre de proche err proche 

Je P n Ri est un idéal premier L\j+ 1 ,n-invariant de Ri pour 0 ::::; i :=:;; j ::::; n . Ce qui prouve (i). 

(ii) C'est évident 

(iii) Soit Q un idéal L\i+1,n -invariant de Ri- Un élément de Q Ri+l est une combinaison 

1éaire à coefficients dans Q en le~ monômes ef;·t1
• où O:i+ 1 E 1 N. On montre de proche en 

·oche que, pour tout q appartenant à Q, on a 

ea;.l ea;., 'V ( rt,., 
i+tQ=q i+l + L 

Jli+l < Cti•l Pa•l 

car Ri+ 1 = Ri [ei+I , Oi+l]. On en déduit que 

) 
c/'"' · f3;., c > ep;.l 
... q 1+1 

e!l;·'Q Q e~;.l 'V ( rt,., ) su.;., . p .. , <Q> eP;., 
1+l ç;; •+1 + L .. 1 1+! 

p, .. l < a, .. l ~~·· 

one Rj + 1 Q ç Q Ri + 1 car · Q est Ôj + 1 - invruiant . On montre de même qu<' 

~Ri+ 1 ç Ri + 1 Q, donc Q Rj + 1 = Ri + 1 Q. 

D'après (ii), on a Q Ri + 2 = (Q Ri + t) Rj + 2 =Ri + 2 (Rj + 1 Q) = Ri + 2 Q. Ainsi, de 

roche en proche on obtient Q Rj = Rj Q pour j > i . 
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Fixons un indice 1 avec j < 1 ~ n ct considérons qef~'i · · · 8f'icomme élémem de R1 -1· On a 

s: ( eu,., nu') s: (ec1,,, nu,) s: ( ) nu .. , Elu' Q R 
VI Cf i+ l · · · oJ ::: ljl!( i 1 l · · · Oj + l!( q IJj 1 1 .. · j E j 

car 81 est une dérivation de R1. 1· l'idéal Q est èit-invariant et Rj est stable sous l'action de 81. 

On en déduit que 81 (Q Rj) ç QRj pour 1 fixé. j < 1 ~ n . Donc Q Rj est ~j+ l.n -invariant. Ce 

qui prouve (iii>. 

(iv) Soit Q un idéal premier LÎi+ l.n - invariant de Ri ( i = 0, 1, ... , n). 

Donc Q est Ôi+l -invariant. Or Rj + 1 =Ri [8i+1· Ùi+ll. donc (cf f8) 14.2.5) 

Q Ri+ 1 est un idéal premier de Rj + 1 et il est L'li+2,n-invariant. 

On montre de même que (Q Ri + 1) Rj + 2 = Q Rj + 2 est un idéal premier de Ri + 2 et il 

est L'lï+3,n -invariant. De proche en proche, on montre par ce procédé que Q Rm est un idéal 

premier L'lm+ 1 ,n -invmiant de R111• 0 ~ i < rn.::; m. 

Lemme 2.3 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à dJ·oite et à gauche de type fini, 

A = R [8 1, ÔI] ... [9n, Ûnl· On suppose que la fonnule des hauteurs de Tau v el est vraie sur les 

idéaux premiers LÎI,n·Învariants deR. Soit P un idéal premier de A et Q = P n R. Alors 

d(A) - d (A/P) ~ htQ + n. 

Comme R est une sous-algèbre de A et Q = P n R , l'anneau R/Q est une sous­

algèbre de A/P. Il en résulte (cf ([5)) que d (R!Q) ~ d (A/P). Or Q est un id~al premier 

L'lt,n-invariant deR, donc, d'après l'hypothèse, on a d (R/Q) = d (R) - htQ et, puisque R 

est une k-algèbre de type fini, il vient d(A)= d (R) + n (cf [7]) ; d'où le résultat. 

Lemme2.4 

Soient Rune k-algèbre, A= R [e}. ÔJJ ... [811 , ô11 ), Q un idéal premier 61 n-invariant de 
" , - - -

R. Alors NQA est isomorphe à R/Q [el, ùJ) ... [en, ()0 ], où les 8; sont induites par les Ùj, R/Q 

est stable sous l'action de chaque ô; et R/Q [e 1, o j] ... [ 9 i, ù;) est stable sous l'action des 

dérivations Oi+l , ... ,On. 

Preuve 

D'après les hypothèses, Q Ri est un idéal 11i+ 1 ,n -invruiant de Ri pour 0 ~ i ::; n. Posons 

pour l ::; j ::; n - i , 
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oi+j (Ri+ Q Ri)= Ûi+j (Ri)+ Q Ri. 

Les Ôi+j sont des dérivations de Ri/Q Ri. On peut donc construire de façon naturelle 
- --

l'extension de Ore Ri/QRi [Oj+l• Oi+Il de Rj/QRi par Ûi+l· Or (Q Rj) Ri+l = QRi+L donc 
-

Ri + J/ORi+ 1 = Ri/ORi [Si + 1, ûi + 11. Ainsi, on a 

- -
= Rn-210Rn-2l Sn-I. Ûn-11 l 8n. ônJ 

- -
= ... = R/Q [OJ. oJJ ... [8n. onl· 

Définition 2.5 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, .1l,n = {OJ. 02, ... onl un 

ensemble fini de k-dérivations de R et Q un idéal premier L\ 1 ,n - invariant de R. On appelle 

1:!.1 ,n- hauteur de Q, et on note l:!.l,n -htQ, la longueur maximale des chaînes d'idéaux premiers 

l:!.t,n - invariants de R d'extrémité Q. 

Remargue 

On a 1:!.1,n -htQ::;; htQ. 

Lemme2.6 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, A= R [OJ, o 1 ] ... [911 , o11]. On 

suppose que ôt,n -ht (pnR) = ht (PrlR) pour tout idéal premier P de A. Alors, pour tout idéal 

premier l:!.i+l;n- invariant Q de Ri, on a 

(1) l:!.I,n -ht (QrlR) = ht (QrlR) pour 0!:; i :5 n. 

(2) l:!.j,k -ht (QrlR) = ht (QrlR) pour 1 :5 j < k < n. 

(1) D'après 2.2, QA est un idéal premier de A et A est un Ri -module libre à droite et à 

gauche. On a donc QNIRi = Q, d'où 

QArlR = (QAnRi) n R = QnR. 

Par hypothèse, ~">1,n -ht (QNIR) = ht (QAt>R). On en déduit que 

l:!.t,n -ht (QnR) = ht (QrlR), d'où (1). 
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(2) Compte tenu de ( 1 ), il vient~ 1 ,n -ht (QfiR) = ht (QrlR) ; or 

~ 1 ,n -ht (QnR):::; .1\j.k -Ill (QnRJ. donc ht (QnR):::; ~j.k -Ill (QîlR). Puisque 

l~j,k -IH (QnRJ:::; ht (QîlR), 

on obtient l'égalité. 

Corollaire 2.7 

GUÉDÉNOI': 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, A= R [0 1, o J] ... fOn, Ù11]. On 

suppose que ~ 1 ,n -ht (PîlR) = ht (PfiR) pour tout idéal premier P de A. Alors, pour tout idéal 

premier L\ 1 ,n - invariant Q de R, on a 

~Ln -htQ = htQ et réciproquement. 

On pose i = 0 dans 2.6 (1), d'où la première assertion. Réciproquement, si Pest un idéal 

premier de A, alors PrîR est un idéal premier L\ 1 ,n - invariant de R. 

Définition 2.8 

Soient R une k-algèbre et~ 1 ,n = { ÙJ, ... ,ù11 } un ensemble fini de k-dérivatio~s de R. On 

dit que Rest L\ l,n simple si les seuls idéaux L\ 1 ,n - invariants de R sont (0) et R. 

Lemme 2.9 

Soient R un~ k-algèbreet A = R._ [OJ, OJ] .. [On, Onl· L'algèbre Rest L\ l,n sill)ple si et 

seulement si PrîR = (0) pour tout idéal bilatère propre P de A. 

Si Pest un idéal propre de A, alors PîlR est un idéal !11 ,n - invariant de Ret pr-,R -:1: R. 

Par suite, si R est !:lJ ,n - simple, on obtient pnR = O. 

Réciproquement, soit Q -:1: R un idéal L\ 1 ,n - invariant de R. Alors QA est un idéal bilatère 

propre de A, donc QArîR =O. Comme QAîlR = Q, il vient Q = 0 et Rest L\ 1 ,n - simple. 

3 - LA FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL DANS 
L'ANNEAU R [81, o!J- .. [911> on]. 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, A =Rn= R [81, 0}}. .. [011 , ù11]. 

On suppose que la !:lJ ,n -hauteur et la hauteur coïncident sur les idéaux premiers L\ l,n-
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wariants deR. Soit P un idéal premier ~rn+ l.n -invariant de Rm . m ~ n, Q = PllR et htQ = 1. 

,lors ~l,n -htQ = htQ. et il existe donc une chaîne d'idéaux premiers<'\ Ln- invariants deR de 

mgueur 1 et d'extrémité Q 

Posons Pi= Qi Rm pour 0 ~ i ~ 1 et Pt+ i = (PnRj) Rm pour 1 ~ i ~m. D'après 2.2, 

)US les Pj sont des idéaux premiers L'lm+ l.n invariants de Rri 1 ct on a P(+rn = P. Compte tenu 

u fait que R = Ro ç Rt ç ... ç Rm, on obtient la chaîne d'idéaux premiers L\m+ l,n­

wariants de Rm d'extrémité P 
Po ç Pt ç ... ç Pt = QA ç Pt+ t ç ... CPt+m =P. (*) 

Sous ces hypothèses et notations, on a 

Proposition 3.I 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, 
\ = R[9 1· O}]. .. [en, onl· On suppose que les conditions (Cr) et (Cz) sont satisfaites sur les 

déaux premiers~ l,n - invariants de R. 

Alors, si pour 0 ~rn~ n, Pest un idéal premier .1111+ 1 ,n invruiant de Rm, la chaine (*) a 

•our longueur d (Rm) - d (Rm /P). 

Pour rn = 0, on a Rm = Ret Pest un jdéal premier ~ 1 ,n - invariant de R. La proposition 

:st donc vraie d'après les hypothèses. 

Supposons m = l. Alors Rt = R[Ot. ÔJ.], Pest un idéal premier t.2.n- invariant de Rt. 

,a chaîne (*) se réduit à la chaîne d'idéaux premiers ~2.n - invariants de RI 

Poç;P,ç ... ç;Pr =QtRt=QRt ç;Pt+r=P (a) 
' 

•Ù Pi= Oi Rt pour 0 ~ i ~ 1, 1 = htQ, Q = P n Ret chaque Qi est un idéal premier 

q ,n -invariant de R avec QI = Q et 

QocQ1 c ... cQ1 =Q. (p) 

D'après nos hypothèses, la chaîne (p) a pour longueur 1 = htQ = d (R) - d (R/Q). Or 

~ 1 /Q R 1 "' R/Q[O 1, o 1] et R est de type fini, donc (cf [8] 8.2.10) on a 

l (RI /Q RI)=d (R/Q) + 1 et d (RI)= d (R) + I. Il en résulte que la chaîne (f)) a pour 

ongueur d (RI)- d (RI /Q RI). 
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Si Pi= Pi+ 1 pour un indice i. 0 :0: i :0: 1 - 1. alors Oi R 1 r>R = Oi+ 1 R 1 nR. Or RI est un 

R-module libre à droite et à gauche. donc 

Qj RjrlR = Qj Cl Oi-tiRJrlR = Oi+l. 

On aurait donc Qi = Oi+ 1· Ce qui est une contradiction. On a donc Pi c Pi+ 1 pour 

0 :0: i ~ 1 - l. La chaîne P0 c P 1 c ... cP 1 a donc même longueur que la chaîne (13). Sa 

longueur est donc d (RI)- d (RI /Q RI). Si P =Pi= QRf, alors la démonstration est 

terminée. Si P:::) Pi = Q R 1 , alors la chaîne (a) a pour longueur 

d (RI)- d (RI /Q RI)+ l = d (RI)- (d (RI /Q RI)- 1). 

Nous allons montrer que d (R 1 /P) = cl (R 1/Q R 1) - l. Comme R/Q est une sous­

algèbre de R]/P, on ad (R/Q) :::;d (RJ/P), c'est-à-dire que d (RI /Q RI)- 1 ~ d (RI /P). 

Or Pet Q R 1 sont des idéaux premiers de R 1 et P::) Q R 1 ; donc P/Q R 1 est un idéal premier 

non réduit à (0) de l'anneau RI /Q R1 qui est un anneau premier de Goldie. L'idéal P/Q RI 

contient donc des éléments réguliers (cf [7) 2; 2. 1, 3.4 et 3.5). Il en résulte que 

d (RI /P) :::; d (R J/Q R l) - 1 (cf [5 j 3.15). Ce qui achève la démonstration lorsque m = 1. 

Supposons donc la proposition vraie dans l'anneau Ri, 0 ~ i < m. 

On a Rm = Rm -1 [Sm, o111 ]. Posons P' = pn Rm- 1 ; donc P' est un idéal premier 

~m.n- invariant de Rm-1 et on a 

P 'rlR = (PnRm-1) n R = Pr>R = Q. 

Posons P'i = Oi Rm-1 pour 0:::; i ~let P'I+i = (P'nRi) Rm-1 pour 1 ~ i ~ m- 1. On a 

donc P' =P'I+m-1· 

D'après l'hypothèse .de récunence, la chaîne d'idéaux premiers ~m.n- invariants de 

Rm-1 

a pour longueur d <Rm-1) - d (Rm-1 /P'). Comme Rm-1 est une k-algèbre de type fini, on a 

d (Rm) = d (Rm-1) + 1 et d (Rm /P' Rm) = d (Rm-1/P') + 1 

car Rm /P' Rm "' Rm-1/P' [Sm. o01 ]. On en déduit que la chaîne (a.') a pour longueur 

d (Rrn) - d (Rm /P'Rm). Chaque Qi est ~1.n- invariant, donc (cf lemme 2.2) chaque P'iRm 

est un idéal premier ~m + l,n- invariant de Rm et 

P'i Rm = (QiRm-l )Rm = QiRm = Pi, 0~ i :::; 1. 

Pour 1 sis m-1, on a P'll Ri= P IIRi, donc (cf lemme 2.2) chaque P'J+i Rm est un 

idéal premier ~m + 1 ,n - invariant de R111 et 

P'i+i Rm = ((p' n Ri) Rm-1) Rm = ((p n Ri) Rm-1) Rm = (P n RJ Rm = Pi+i . 
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Ainsi. pour tout i, 0 ::::; i ::::; 1 + m - 1. chaque P'i R111 est un idéal premier 1\m + 1 ,n - invariam de 

Rm et on a P'ï R111 = Pj. L'anneau R111 est un Rm-)-module libre à droite et à gauche. donc 

pour chaque i, on a P'i = (P'i Rm) n Rm-1 = Pin Rn1. J. Ainsi. pour 0 :S: i ::::; 1 + m - 2, on 

a Pi= Pi+ 1 si et seulement si P'i = P'i+ 1 . Il en résulte que la chaîne Po ç P1 ç ... ç Pl+m-1 

a même longueur que la chaîne (a'). Sa longueur est donc 

d (Rm) - d (Rm /P' Rm). On a Pl+m-1 = ~"l+m-1 Rrn = P' Rm . 

Si P = P'Rm, alors la démonstration est terminée. 

Si p:::> P' Rm, alors la chaîne (*) a pour longueur 

d (Rm) - d (Rm /P' Rm) + 1 = d (R111 )- ( d (Rm/P'Rm)- 1). 

Montrons que d (R111/P) = d (Rm/P'Rm)- 1. Comme Rm-t/P' est une sous algèbre de Rm/P, 

on a d (Rm-t/P') ::::; d (Rm/P), c'est à dire que d (R111jP'R 111 ) - 1 ::::; cl (R111/P) ; or Rm;P'Rm 

est un anneau premier de Goldie et P;P'R111 est un idéal premier non réduit à (0) de Rrn!P'Rm. 

donc (cf [5] 3.15) on ad (Rm /P)::::; d (R111/ P'Rm)- 1. Ce qui achève la démonsu·ation. 

Proposition 3.2 

Soient R une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, 

A= R [SJ. OJ] ... [Sn, Ôn]. On suppose que les conditions (CI) et (C2) sont satisfa~tes sur 

les idéaux premiers Lll,n- invmiants deR. 

Alors, si, pour o ~ m ~ n, Pest un idéal premier 1\111+ 1 ,n - invm"iant de Rm. on a 

d (Rm) = d (Rm/P) + ht P. 

Preuve 

D'après la proposition précédente, on ad (Rm)- d (R01/P) ~ htP. Or (cf [5] 3.16) on a 

d (Rm) - d (R111/P) ~ htP. 

Corollaire 3.3 

Soient R une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, Ll} ,n - simple, 

A= R [SJ, ÔJ). .. [6n, On]. Si Pest un idéal premier 1\m+l,n- invariant de Rm. 0::::; m::::; n, 

alors 

d (R111) = d (Rm/P) + htP. 

Sous nos hypothèses, le seul idéal premier L\1,11-invariant de R est (0) et les hypothèses 

de la proposition 3.2 sont satisfaites. 
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Corollaire 3.4 

La formule des hauteurs de Tauvel est naie dans l'anneau A= k (XJ, ... , xnl (y, Oj]. où Ûi 

est la dérivation p<ll' rapport à l'une des variables xj. 

Supposons i = n. L'anneau A est donc isoinorphe à un anneau de la forme 

. . a 
R = k [x 1 , ... , X11_t), Ot = 0 et 02 = ~. 

UXn 

Posons .11,2 = { o1',Ü2'}. Tous les idéaux premiers deR sont .11.2- invariants et la formule 

des hauteurs de Tauvel est vraie dans R. La proposition 3.2 donne le résultat. 

Corollaire 3.5 

Soient R une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini dans iaquelle la 

formule des hauteurs de Tauvel est vraie, An (k) la nème algèbre de Weyl sur k, 

A = A 0 (R) = R ® A11 (k) et P un idéal premier de A. Alors d(A)= d (A/P) + htP. · 

L'algèbre A11(k) est isomorphe à un anneau de la forme 

k(xl , X2, .. · • x,J [YI • a:J ··· [Yn • a:J 
Il en résulte que A = A11(R) = R ® A11(k) est isomorphe à un anneau de la forme 

R [x 1 , .. • , Xn) (YI , a~J · ·. (Yn , a~.J , 
où rxi- Xi r = 0 = ryi- yir, 1 :::; i:::; n. L'anneau A est donc isomorphe à un anneau de la forme 

R [ XJ, OJ) [ X2, 02] ... [ Xn, On) [YI, 0n+i1 ... [ Yn, 02nl. 

a 
où Oi = 0 pour l :::; i :::; n et On+j = dx· pour l ~ j :::; n. ·Posons 

J . 

Ll1.2n = { o1 , o2, •.• , o211 ). Par hypothèse, la fonnule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R. 

Comme tous les idéaux deR sont ÎlJ.2n- invariants, la proposition (3.2) donne le résultat. 

Corollaire 3.6 

Soient R une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, 

A = R ( 81 , 02 , ... , enJ,ranneau des polynômes à n variables. On suppose que la formule 
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es hauteurs de Tauvel est vraie dans R. Soit P un idéal premier de A. Alors 

d (Al= d tA/P) + htP. 

Dans la proposition 3.2 on pose tous les Oi = 0 et m = n. 

Remarque 

2089 

On a toujours d (R ( 01 , 02 , ... , 00 )) = d (R) + n. Donc, dans le corollaire 3.6, on peut 

emplacer R de type fini par d (R) < +oo. 

Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition 3.2. 

Corollaire 3.7 

Soient R une k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, A = R [8 . o]. On 

;uppose que les conditions (Ct) et (C2) sont satisfaites sur les idéaux premiers &-invariants de 

~.Si P est un idéal premier de A, alors 

d (A) = d (AfP) + htP. 

Le résultat suivant généralise le corollaire (3.7). 

Proposition 3.8 

Soient Rune k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, A = R [8, o]. On 

suppose que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers ô-invariants 

de R. Si Pest un idéal premier de A tel que ô-ht (PrlR) = hi (PrlR). alors 

d (A) = d (A/P) + htP. 

Preuve 

Posons PfiR = Q. On a o-htQ = htQ. Il existe donc une chaîne d'idéaux premiers a­
invariants de R de longueur 1 = htQ et d'extrémité Q 

Qoc QI c ... c Ql = Q. 

Posons Pi= Qi A. 0 $; i $; 1 et Pi+ 1 = P. On a QlA ::= QA ç; Pet tous les Qi A sont des 

idéaux premiers de A. On obtient donc la chaîne d'idéaux premiers de A d'extrémité P 

Po ç P1 ç ... ç P1 = Q,A = QA ç Pl+l =P. (*) 

Par une démonstration similaire à celle qui a été faite en 3.1 lorsque rn -= 1, on montre que 

cette chaîne (*) a pour longueur d (A) - d (AfP). 
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Donc on ad (A)- ct (A/Pl~ htl'. Or (cf [51 3.16) d (A)- d (A/P)::::: htP. Ce qui achève la 

démonstration. 

Illusu·ons la proposition 3.X par un exemple provenant de [ lj 2.9. 

Exemple 3.9 

Soit R == k lx y] l'anneau des polynômes à deuxvariables, A = R[8, 8], où 

0 = (2y) a Qx +(x + y2 )·i y· 

La k-algèbre Rest commutative, intègre et de type fini. La fonnule des hauteurs de Tauvel est 

donc vraie clans R. Nous avons cl (R) = 2 et cl (A) = 3. 

Les seuls idéaux premiers 8- invariants deR sont (cf [4] 2.15) QI = xR + yR et 
Q 2 == (x + y2 + 1)R Nous avons htQ1 = 2, htQ2 = 1, 

o-htQ1 = 1 et o-htQ2 = 1. Soit P un idéal premier de A. Nous allons distinguer deux cas, 

suivant que PriR =QI ou rnR = Q2 . 

1er cas PriR = Ql . Donc on a o-ht(PriR) 7c ht (PriR). 

a) Si P = QJ A, alors (cf ( 1] 2.2) htP = 8-ht(PnR) = 1 et (cf [ 1] 2.4) 

d (A/P) = d (RJPriR) + l, 

donc d (A!P) = d (R)- htQI + 1 = 2- 2 + 1 = l et d (A)# d (A/P) + htP. 

b) Si Q]A cP, alors (cf [ 1] 2.2) htP = 8--htQl + 1 = 2 et (cf [1] 2.4) 

d (A/P) == d (R/QI) == d (R) - htQ1 = 2-2 =O. 

Donc d (A) -:1= d (A/P) + htP. Il en résulte que la fonnule des hauteurs de Tauvel n'est pas vraie 

pour P dans les 2 cas étudiés. 

2ème cas pnR = Q2. Donc on a ht (PriR) = 8-ht (PnR). 

a) Si Q2 A= P, alors (cf [ 1] 2.2 et 2.4) htP == o-htQ2 = 1 et 

d (A/P) == d (R/Q2) + l = d (R) - htQ2 + 1 = 2 - 1 + 1 == 2. 

On a donc d (A)= d (A/P) + htP. 

b) Si Q2A cP, alors (cf [1]2.2 et 2.4) htP = ù-htQ2 + 1 = 2 et 

d (A/P) = d (R/Q2) = d (R) - htQ2 = 2 - 1 == 1. 

On a donc d (A) = d (A/P) + htP. A nouveau dans les deux cas étudiés, la formule des hauteurs 

de Tauvel est vraie pour P. 

Corollaire 3.10 

Soient Rune k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, 

A== R [81. bJ] ... [8n, bnl. Ri= R[6J, oJ] ... [8i, Ôi]. 0 ~ i ~ n. 
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ln suppose que les conditions (Ct) et (C2) sont satisfaites ~ur les idéaux premiers 

l.n -invariants de R. 

(l) Si Q est un idéal premier -11.11 - invariant deR. alors on a htQRi =htQ. 

(2) Si Pest un idéal premier -1i+l.n- invariant de Ri ct si P:) (PiîR)Rj. alors on a 

ht(PnR) + 1 ~ htP ~ ht (PiîRJ + i. i ~ 1. 
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( l) On a (cf 3.2) d (Ri) = d (Ri /QRil + htQRi ; la k-algèbre R est de type fini et 

.j/QRi "'R/Q [6t. ût] ... [9j, Oj] ; donc d (Ri)= d (R) + i et d (Ri/Q Ri)= d (R/Q) + i. On en 

éduit que htQ Ri = d (R) - d {R/Q) = htQ. 

(2) Posons PlîR = Q . Puisque P ::> QRj, on a (cf [6] 3.15) d (Ri /P) ~ d (Rj/Q Ri)- 1 et 

;f 3.2) d (Ri) - htP ~ d (Ri) -ht QRi - 1, c'est-à-dire que htP ~ ht (QRj)+ 1, = htQ + l d'après 

1 première partie. On a aussi (cf 3.2 et 2.3) htP = d (Rj) - cl (Ri/P) ~ htQ + i. 

Corollaire 3.11 

Soient Rune k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, A = R [6, o}. On 

uppose que les conditions (Ct) et (C2) sont satisfaites sur les idéaux premiers 8 -invariants de 

~ . Si Pest un idéal premier de A contenant strictement (PfiR)A, alors 

htP = ht (PnR) + 1. 

On pose i = n = 1 dans le corollaire 3.10 (2). 

Corollaire 3.12 

Soient Rune k-algèbre nœthérienne à droite et à gauche de type fini, ôt.n- simple, 

A = R [9t. ÔJ] ... [9 11 , Ônl· 

Ri= R[e 1• o1] ... [6j, Oi], 0 ~ i ~ n. 

:ï P est un idéal premier non nul -1i+ l.n - invariant de Ri, alors 

1 ~ htP ~ i , i ~ 1. 

Puisque Rest ~l.n- simple, on a PriR = (0) et le corollaire 3.10 (2) donne le ré\nltat. 
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4- LA FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL DANS 
L' ANNEALI R*g. 

Dans ce paragraphe, g est une k-algèbre de Lie de dimension finie n. 

Soiem R une k-algèbre, Derk R l'espace vectoriel des k-dérivations deR, g une k-algèbre 

de Lie qui opère par dérivat.ions sur R via une application linéaire o: g -> Derk R. On peut 

construire !"anneau d'opérateurs différentiels R*g étudié dans [3] et [7]. Dans [7 J cet anneau est 

noté R *U (g), où U (g) désigne l'algèbre enveloppante de g et il est appelé produit croisé de R 

par U (g). Si x E g, on notera x l'image canonique de x dans R*g et on posera Ôx = ô(x). 

L'espace vectoriel de base de R*g est R 0 U(g). Dans l'anneau R*g, nous avons les relations 

suivantes: 

(i) l'application : g -> R*g ; x-> x est une injection d'espaces vectoriels, 

(ii) xr- rx = Ôx(r) E R ; xE g, rE R, 

(iii) (x . "Y] - [X:Y] e R ; x, y e g. 

(iv) Si (xl. xz ... xn) est une base de g, alors R*g est un R-module libre à droite et à 

gauche de base les monômes xY' x<::~ ... ~·. où les ai E IN. 

Lorsque dans (i), l'application g -> R*g ; x-> x est un homomorphisme d'algèbres de 

Lie, l'anneau R *g se note R # U (g). 

Lorsque g opère t.rjvialement sur. R, l'anneau R # U (g) est isomorphe à R ® U(g) (cf 

[7]). 

Rappelons enfin que, lorsque g est résoluble, R*g est isomorphe à un anneau de la forme 

R [9 1· oi]. .. [en. on], où 

(l) Rest stable sous l'action de chaque dérivation Ôi,( i = 1, ... , n). 

(2) R[S 1· ô 1 ] ... [Sn. ônl est stable sous l'action de chaque oj, 1 ~ i < j ~ n. 

Définition 4.1 

Un idéal Q deR est dit g-invariant si Ôx(Q) ç;; Q pour tout XE g. 

Remarque 

Soit h un idéal de g. On construit de façon naturelle l'anneau R *h. C'est une ;_.vus-algèbre 

de R*g et g opère par dérivation sur R*h. En particulier, g opère par dérivation sur R*g et tout 

idéal de R*g est g-invariant. 
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Lemme4.2 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche. g une k-algèbre de Lie. h' c h 

~ux idéaux de g. A= Ri'g. B = R*h, B' = R*h'. 

(1) Si Q est un idéal premier g-invariall! de B. alors QnB' est un idéal premier g-invariant 

~ B'. 

(2) Si Q est un idéal premier g-invariant de B', alors QB est un idéal premier g-invariant 

~B. 

(1) On a A= B' *g/h' et Q est un idéal premier g-invariant de B', donc (cf [7 J 14.2.5) QA 

;t un idéal premier de A. D'autre patt, A est un B-module libre à droite et à gauche, donc 

tAnB = Q. On en déduit que 

QnB' = (QAnB) riB'= QAnB' ; 

:- QAnB' est un idéal premier g-in variant de B'. Ce qui prouve (l). 

(2) On aB = B'*hlh' et Q est un idéal premier g-invariant (donc h-invariant) de B' ; donc 

~B est un idéal premier de B. Comme Ôx est une dérivation de B, on a 

Ôx(qb) = Ôx(q)b + qôx(b) pour tous X E g, q E Q et bE B; 

r Q est g-invariant et g opère par dérivation sur B, donc Ûx(b) E B. On en déduit que 

x(qb) e QB. Donc QB est g-invariant, d'où (2). 

Lemme 4.3 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

.ie, A = R*g. On suppose que la formule des hauteurs de Tauvel est vraie sur les idéaux 

rerrùers g-invariants de R. Soit P un idéal premier de A et Q = P n R. Alors on a 

d (A)- d (Afp)~ htQ + n. 

La démonstration est similaire à celle du lemme (2.3). 

Définition 4.4 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, g une k-algèbre de Lie qui opère 

tar dérivations sur R. On dit que Rest g-simple si les seuls idéaux g-invariants deR sont (0) 

:t R. 
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Lemme 4.5 

Soient R une k-algèbrc, g une k-algèbre de Lie, A = R'i'g. Alors R est g-simple si et 

seulement si P n R = (0) pour tout idéal bilatère propre P de A. 

La démonsu·ation est similaire il celle elu lemme 2.9. 

Définition 4.6 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, g une k-algèbre de Lie qui opère 

par dérivations sur R et Q un idéal premier g-inva~iant de R. 

On appelle g-hauteur de Q et on note g-htQ la longueur maximale des chaînes d'idéaux 

premiers g-invariams deR d'exu·émité Q. 

Remarque 

On a g- htQ ::; htQ. 

Lemme4.7 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, g une k-algèbre de ~ie, h eth' 

deux idéaux de g, A = R * g. On suppose que pour tout idéal premier P de A, on a 

g-ht (PrtR) = ht (PrtR). Alors, pour tout idéal premier g-invariant Q de R*h, on a 

(1) g-ht (QrtR) = ht (QrtR). 

(2) h'-ht (QnR) = ht (QnR). En pruticulier, h-ht (QnR) = ht (QnR). 

(1) On a A= R*g"' (R*h) * g/h et Q est un idéal premier g-invariant de R*h, donc QA est 

un idéal premier de A (cf [7] 14.2.5). En posant B = R*h, on a QAnB = Q cru· A est un B­

module libre à droite et à gauche, donc 

Q'lR = (QArlB) nR = QNIR. 

Or (cf [7J 14.2.5) QArlR est un idéal premier de A; donc d'après l'hypothèse, on a 

g-ht (QAnR) = ht(QA n R). On en déduit que g-ht (QnR) = ht (QnR). Ce qui prouve (1). 

(2) Par définition, on a g-ht (QnR) ~ h'-ht (QrtR) ; donc d'après (1), on a 

ht (QnR) ~ h'-ht (QnR). La deuxième inégalité est évidente. 
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Corollaire 4.8 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et il gauche. g une k-algèbre de Lie et 

. = R *g. Si g-Ill (PnR) = ht (PnR) pour tout idéal premier P de A, alors ghtQ = htQ pour 

mt idéal premier g-invariant Q de R et réciproquement. 

On pose h = (0) dans (4.7 (l)), on obtiem la première assertion. La réciproque est 

vidente. 

Lemme4.9 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche, g une k-algèbre de Lie, h' c h 

eux idéaux de g, A= R*g, B = R*h et B' = R*h'. 

(1) Si Q' et Q sont deux idéaux premiers g-invariants des·. alors 

(a) g-ht Q' S:: g-htQ, si Q' ç Q. 

(b) g-ht Q' S:: g-htQ- 1, si Q'C Q. 

(2) Si Q' est un idéal premier g-invariant de B', alors g-htQ'::;; g-In Q'B. 

Preuve 

( l) C'est évident. 

(2) Supposons g-htQ' = l. Il existe donc une chaîne d'idéaux premiers g-invruiants de B' 

Q'oco· 1 c ... co· 1 =Q. 

)il en déduit la chaîne d'idéaux premiers g-invariants de B 

Q'o B ~ Q'I ss ... c Q'I B = QB. 

)i Q'i B = Q'i+ 1 B, alors Q'i BnB' = Q'i+ 1 B nB' ; or B = B'*h/h' est un B'-module libre 

1 droite et à gauche, donc 

Q'i B lî B' = Q'i et Q'i+l B nB'= Q'i+l· 

)n aurait donc Q'i = Q'i+ 1- Ce qui est une contradiction. On a donc Q'i B c Q'i+ i B. Donc 

)Il a l S:: g-htQ'B. 

Lemme4.10 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche cie type fini. g une k-aigèbre de 
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Lie. h un idéal de g de dimension i, A = R'"g. B = H."'h. On suppose que les conditions (C'!) 

et CC'2) sont satisfaites sur les idéaux premiers g-invariams deR. 

(l) Si Q est un idéal premier g-i nvariant de R. alors htQB = htQ. 

(2) Si Pest un idéal premier g-invariant de B et si P => (PnR)B, alors 

ht (PnR) + 1 ~ htP ~ d (B)- d (B/P) ~ ht (PnR) + i. 

(1) Posons g-lHQ = htQ = 1. JI existe donc une chaîne d'idéaux premiers g-invariams deR 

d'extrémité Q 

Qo c Q1 c ... c Q 1 = Q. (*) 

De cette chaîne (*), on déduit la chaîne d'idéaux premiers g-invariants de B d'extrémitè 

QB 

QoB ç OtB ç 02B ç ... ç OtB = QB 

Si Q;B = Q;.tB. alors Q;B n R = Oi+tBn R. OrB est un R-module libre à droite et à 

gauche, donc Q;B n R = Q; et Q;+1Bn R = Oi+l- On aurait donc Q; = Oi+l· ce qui est une 

contradiction, donc Q;B ç Qi+ tB. On a donc htQ:::; htQB. 

On a B/QB "' R/Q*h donc 

d (B/QB) = d (R/Q) + i = d (R)- htQ + i = d (B)- htQ. 

On a donc d (B) - d (B/QB) = htQ. Or B est un anneau noethérien à droite et à gauche, donc 

B/QB est un anneau premier de Goldie, donc (cf [5]) on a 

htQB :::; d (B)- d (B/QB) = htQ, d'où (1). 

(2) Posons PnR = Q. On a donc P =>os et htQ + 1 :::; htP d'après (1). Comme B est un 

anneau noethérien à droite et à gauche, B/P est un anneau premier de Goldie, donc 

htP :::; d (B) - d (8/P). 

Comme R/Q est une sous-algèbre de B/P, on a d (R/Q) $ d (B/P), c'est-à-dire que 

d (R)- htQ $ d (B/P). Or d (B) = d (R) + i; 
donc d (B) - d (8/P) $ htQ + i. Ce qui prouve (2). 

Corollaire 4.11 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

Lie, h un idéal de g de dimension i, A= R*g. B = R*h. On suppose que Rest g-simple. 

Si Pest un idéal premier non nul g-invariant de B, alors 

1 :::; htP $ d (B) - d (B/P) :::; i. 



1\ FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL 2097 

Preuve 

CommeR est g-simple, on a PnR = (0) ct les hypothèses du lemme 4.10 sont sarisfaites. 

n obtiemle résultat d'après la 2ème panic de 4. 1 O. 

Corollaire 4.12 

Soient g une k-algèbre de Lie, A = U (g) l'algèbre enveloppante de g. P un idéal premier 

! A. Alors on a 

0 $ htP $ d (A) - cl (A/P) $ IL 

Si P = (0), alors htP = O. 

Si P ;t (0), on pose h = g et R = k avec J'action triviale de g dans (4.11 ), on obtiem 

1 $ htP $ d (A) - cl (A/P) :::; Il. 

Proposition 4.13 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

ie résoluble, h un idéal de g, A = R *g, B = R *h. On suppose que les conditions (C' t) el (C'z) 

mt satisfaites sur les idéaux premiers g-invariants de R 

i Pest un idéal premier g-invariant de B, alors cl (B) =cl (B/P) + htP. 

Sous nos hypothèses, g est une k-algèbre de Lie complètement résoluble de dimension 

mien. Donc, si rn désigne la dimension de h, on a A= R *g = R [9), Ùll--Wn. 811] avec les 

onditions (1) et (2) et B = R*h"' R [9), 01] ... [9 111 , Om]. 0$ m $ n. Un idéal deR est g­

Tvariant si et seulement s'il est ~l.n- invariant. 11 en résulte que la ~t.n· hauteur et la hauteur 

oïncident sur les idéaux premiers ~l.n- invcuiants deR. De même. la formule des hauteurs de 

'auvel est vraie sur les idéaux premiers ~1.11 - invariants deR. On sait aussi qu'un idéal de R*h 

st g-invariant si et seulement s'il est g/h-invariant. Donc, si Pest un idéal premier g-invariant 

le B = R*h, alors P est un idéal premier ô. m+l.n -invariant de 

t [9t, O)]...[Om, Oml- On obtient donc le résultat en appliquant 3.2. 

Corollaire 4.14 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

Jie résoluble, h un idéal de g et B = R*h. On suppose que R est g-simplc. Soit P un idéal 

>remier g-invariant de B. Alors d (B) = d (B!P) + htP. 
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CommeR est g-simple. le seul idéal premier g-invariant deR est (0). Les hypothèses de la 

proposition 4.l3 sont satisfaites. 

Corollaire 4.15 (Patrice Tauvel !YI J 

Soient g une k-algèbre de Lie résoluble. A = U (g) l'algèbre enveloppante de g. Si Pest 

un idéal premier de A, alors on a d (A)= d (A/P) + htP. 

On pose h = g et R = k dans le corollaire 4.14 avec l'action triviale de g sur k. 

Corollaire 4.16 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, dans laquelle la 

formule des hauteurs de Tauvel est vraie, g une k-algèbre de Lie résoluble, h un idéaJ de g, 

B = R®U (h). SiP est un idéal premier de B, alors d (B) = d (B/P) + htP. 

On considère R®U(g) comme R # U (g), où g opère trivialement sur R. Tous les idéaux 

premiers de R sont donc g-invariants et les hypothèses de 4.13 sont satisfailes. 

Proposition 4. 17 

Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

Lie résoluble, h un idéal de g, A = R *g, B = R *h. On suppose que les conditions (C' 1) et (C'2) 

sont satisfaites sur les idéaux premiers g-invariants de R. 

Alors, pour tout idéal premier g-invmiant Q de B, on a g-htQ = htQ. 

La démonstration se fera par récunence sur la dimension de h. 

Si dimkh = 0, alors h = 0 et B = R. La proposition est donc vraie. 

Si dimkh = 1, alors B "' R[8, oj . Posons Q' = QnR. D'après 4.2, Q' est un idéal premier 

g-invariant de R et par hypothèse, g-htQ' = htQ'. Donc d'après (4.9 (1)), on a 

g-htQ'B ::;g-htQ car Q'B ç; Q, et d'après (4.9 (2)), 

htQ' = g-htQ'::; g-htQ'B :::; g-htQ. (*) 



A FORMULE DES HAUTEURS DE TAUVEL 2099 

Si Q = Q'B, alors B/Q z R/Q' [8, oj, donc d (B/Q) = d (R/Q') + 1; or d (B 1 = d (R) + 1, 

(R/Q') = d (R)- htQ' et (cf 4.13) d (B/Q) = d (B)- htQ. On en déduit que htQ = htQ', et(,;,) 

1traîne htQ :s; g- htQ. donc g- htQ = htQ. car l'aum:: inégalité est trivialement vraie. 

Si Q ::> Q'B, alors (cf. 4.9 (1)) on a g-htQ ;:: g-htQ'B + 1. or d'après la première partie, 

-htQ'B = htQ'B = htQ' , d'où g-htQ ;:: htQ' + l. Comme R/Q' est une sous-algèbre de 13/Q, 

n a d (R/Q') :s; d (B/Q). On en déduit que htQ' ;::_ htQ -1 et, puisque htQ' = htQ'B < htQ. on 

htQ' = htQ -1, donc g-htQ;:: lnQ'+l = htQ. Ainsi nous avons g-IHQ = htQ. Ce qui achève la 

~monstration si dimk h = 1. 

Soit h' un idéal de g de codimension 1 dans h et supposons la proposition vraie pour 

*h'. Posons B' = R*h'. B = R*h • Q' = Q nB'. On a donc g-htQ' = htQ' et (cf 4.9) 

htQ' = g-htQ' :s; g-htQ'B :s; g-htQ (**) 

i Q = Q'B, alors B/Q'B = B'/Q'[O, o). donc d (B/Q'B) = d (13'/Q') + 1. 

Ir d (B) = d (B') + 1; 

n en déduit que htQ'B = htQ' et la relation (**) entraîne htQ :s; g-htQ. Il en résulte que 

-htQ = htQ. 

Si Q ::> Q'B, alors on a d'après ce qui précède, htQ' = htQ'B < htQ . Comme B'/Q' est 

ne sous-algèbre de B/Q, on ad (B'/Q') :s; d (B/Q). On en déduit que htQ :s; htQ' + f.. On a 

one htQ = htQ' + 1. On a (cf 4.9 (1)) g-htQ ;:: g-htQ'B + 1, or g-htQ'B = htQ'B = htQ', 

one g-htQ;:: htQ' + 1 = htQ, d'où g-htQ = htQ. Ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 4.18 

Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite et à gauche de type fini, g une k-algèbre de 

.ie résoluble, h un idéal de g, B = R *h. On suppose que R est g-simple. Alors, pour tout idéal 

remier g-invariant Q de B, on a g-htQ = htQ. 

Corollaire 4.19 ([ 6] Martin Lorenz) 

Soient g une k-algèbre de Lie résoluble. h un idéal de g et U (h) l'algèbre enveloppante 

.e h. Alors, pour tout idéal premier g-invariant Q de U(h), on a g-lnQ = htQ. 

Preuve 

On poseR = k dans (4.15) avec l'action triviale de g sur k. 
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JE DEDIE CE TRAVAIL A LOKO JOSE DOMINIQUE 

This paper is devoted to the study of smash products R#U(g) where R is a 
Noetherian algebra and g is a finite-dimensional Lie algebra (usually nilpotent or 
solvable) acting as a derivation on R. The questions considered involve the prim..: 
ideals of both R and R#U(g ), especially the height of the prime ideals and its 
connection to their g-height. This is applied to show that the ring R#U(g) is 
catenary in certain cases and to connect the height with the (Ge!fand-Kirillo·,·) 
dimension of the corresponding factor ring (seeking to generalize the fact thcot 
dim A = ht P + dim(AjP) when P is the prime ideal of a commutative affin; 
algebra A). Another major theme is the study of homological properties and 
related concepts such as regularity; a typical result is that R is regular whenev:.:r 
the localization Rp is regular for ali g-invariant prime ideals P, provided that R is 
g-hypernormal. © 1995 Academie Press, !ne. 

INTRODUCTION 

Dans tout l'exposé, k est un corps commutatif de caractéristique zéro, R 
une k-algèbre (toujours associative et unitaire), DerkR la k-algèbre ù,.; Lie 
des k-dérivations de R et g une k-algèbre de Lie de dimension finie '1 qui 
opère par dérivations sur R via un morphisme d'algèbres de Lie ô: 
g ~ DerkR,par U(g) l'algèbre enveloppante de g et par R#U(g) l'anneau 
d'opérateurs différentiels étudié dans [2] et [18]. Pour tout X E g, on note 
X l'image canonique de X dans R#U(g) et on pose o(X) = 8x. 

Une k-algèbre noethérienne signifie noethérienne à droite et à g~; 1che. 
La notation d( ) désigne la dimension de Gelfand-Kirillov; pour ses 

propriétés, on pourra consulter [12]. 
Le paragraphe 1 renferme les résultats préliminaires et les défin;tions 

de base dont on se servira dans la suite de l'exposé. 
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Dans le paragraphe 2, R est une k-algèbre noethérienne à droite 
g-hypernormale. Nous avons montré que la hauteur et la g-hauteur coïnci­
dent sur les idéaux premiers g-invariants de R et nous avons discuté de la 
formule des hauteurs de Tauvel dans les anneaux d'opérateurs différe­
ntiels (cf. 2.8, 2.11 à 2.14). 

Dans le paragraphe 3, R est une k-algèbre commutative noetherienne 
g-hypernormale et g est abélienne. Nous avons prouvé que: 

-si les anneaux de polynômes R[x1, x 2 , ••• , xm], 1 ~ m ~ n sont 
caténaires ou g-caténaires, alors chaque anneau R#U(gm) est g-caténaire 
(cf. 3-6), où les gm sont des idéaux particuliers de g définis après (2-14). 

-si R est universellement g-caténaire, alors chaque R#U(gm) est 
universellement g-caténaire (cf. 3-8). 

-si R est commutative de type fini, alors la formule des hauteurs de 
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de l'anneau 
R#U(gm) (cf. 3-9). 

Dans le paragraphe 4, g est une k-algèbre de Lie nilpotente et R une 
k-algèbre noethérienne à droite (première) g-hypercentrale. Nous avons 
montré que: 

-si Pest un idéal premier g-invariant de B = R#U(gm), 0 < m :::;; n et 
si P n R est g-régulièrement localisable, alors P est g-réguliè:rement 
localisable et Bp est un anneau local régulier (cf. 4.6). 

-si R est g-régulièrement localisable, alors chaque R#U(gm), 0 ~ m 
~ n est g-caténaire (cf. 4.10). Si de plus R est commutative de tyoe fini, 
alors R#U(gm), 0 ~ m ~ n est g-caténaire et la formule des hauteurs de 
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de R#U(gm) (cf. 
4.13). 

Dans le paragraphe 5, R est une k-algèbre g-hypernormale de type fini. 
Nous avons montré que: 

-dim R ·~ g-dim R + n; où dim et g-dim désignent respectivement la 
dimension de Krull classique et la g-dimension de Krull classique kf. 5.5). 

-si M est un R#U(g)-module, alors g-pdRM = pdRM, où pdR et 
g-pd R désignent respectivement la dimension projective et la g-dimension 
projective (cf. 5.8). 

-g-gl dim R s gl dim R s g-gl dim R + n, où gl dim et g-gl dill' désig­
nent respectivement la dimension globale et la g-dimension globale (cf. 
5.9). 

-si M.est un R#U(g)-module, alors g-idRM ~ idRM < g-idR;W + n; 
où idR et g-idR désignent respectivement la dimension injective et la 
g-dimension injective (cf. 5.11). 

-R est régulière (respectivement de Gorenstein) si et seulement si RQ 
est régulière (respectivement de Gorenstein) pour tout idéal , .rremier 
g-invariant Q de R. (Cf. (5.12), (5.13).) 

Enfin, nous avons examiné le cas particulier, où k est algébriqaement 
clos et R est un * anneau. 
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Pour obtenir nos résultats, nous nous sommes inspiré de ([5, 1 à 3], [16] 
et [22]). 

1. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES 

DÉFINITION 1.1. Un idéal Q de R est dit g-invariant si c5x(Q) c Q 
pour tout XE g. 

Si Q' c Q sont des idéaux premiers g-invariants de R, alors QjQ', est 
un idéal premier g-invariant de RjQ'. On dira que Q/Q' est un facteur 
premier g-invariant deR. 

DÉFINITION 1.2. On dit que R est g-simple si les seuls idéaux g-in­
variants deR sont (0) et R lui-même. 

Si 1 est un idéal de R, on note J+ le plus grand idéal g-invariant de R 
contenu dans /.Dans [2], J+ est noté(/: â), où â = {Sx, XE g}. 

Si 1 est un idéal premier de R, alors (cf. [2, 2-5]) J+ est un idéal 
premier de R. 

Si 1 est un idéal g-invariant de R, alors 1+ = 1. 
Soient 1 un idéal de R et J un idéal g-invariant de R contenu dans /, 

alors (ljJ)+ = J+ jl. En particulier, (/ji+)+= O. 
Un g-module M est dit g-localement fini si dim k U(g) · m < + oo pour 

tout m EM. 
On dit que M est un R#U(g )-module si M est un R-module et" un 

g-module tels que X(rm) = X(r)m + r(Xm) pour tous XE g, rER et 
mEM. 

Il est clair que R est un R#U(g )-module et que 1 est un idéal 
g-invariant de R si et seulement si 1 est un sous-R#U(g)-module deR. 

Si R est une k-algèbre commutative et un g-module g-localement fini, 
on dira que R est un * anneau. 

Si R est un * anneau et si M est un R#U(g )-module g-localement fini, 
on dira que M est un * module. 

DÉFINITION 1.3. Soient R une k-algèbre noethérienne à droite et P un 
idéal premier g-invariant de R. On appelle g-hauteur de P et on note 
g-ht P (si cette dernière est finie) la longueur maximale des chaînes 
d'idéaux premiers g-invariants de R d'extrémité P. On a toujours g-ht P 
< htP. 

DÉFINITIONS 1.4. (1) Une chaîne d'idéaux premiers (respectivement 
d'idéaux premiers g-invariants) de R 

est dite saturée si ht(PJPi_ 1) = 1 
(respectivement g-ht(PJPi_ 1) = 1) pour 1 ~ i ~ r. 
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(2) On dit que R est caténaire (respectivement g-caténaire) si, étant 
donné deux idéaux premiers (respectivement deux idéaux premiers g-in­
variants) quelconques P ç Q de R, toutes les chaînes saturées d'idéaux 
premiers (respectivement d'idéaux premiers g-invariants) deR d'extrémités 
Pet Q ont la même longueur. 

Le lemme suivant fournit un exemple d'anneau g-caténaire et caténaire. 

LEMME 1.5. On suppose k algébriquement clos. Soient g une k-algèbre de 
Lie résoluble eth un idéal de g. Alors U(h) est caténaire et g-caténaire. 

Preuve. Sous nos hypothèses, il est bien connu (cf. [7] 4.4.1) que U(h) 
est caténaire. Soient P c Q deux idéaux premiers g-invariants de U(h) tels 
que g-ht(QjP) = 1. Il n'existe donc aucun idéal premier g-invariant de 
U(h) entre Pet Q. Il ne peut donc exister (cf. [13, 2]) aucun idéal premier 
entre P et Q, donc ht(Q/ P) = 1. On en déduit que toutes les chaînes 
saturées d'idéaux premiers g-invariants de U(h) sont aussi saturées dans 
spec (U(h)). Or U(h) est caténaire, donc g-caténaire. 

LEMME 1.6. Soient g résoluble, R un * anneau et A = R#U(g). Alors, 
d(A) = d(R) + n. 

Preuve. Comme g est résoluble, il existe une chaîne de sous-algèbres 
de Lie de g: 

O=h ch c···ch =g 0 1 n ' 

où h; est un idéal de codimension 1 dans h; + 1• 

Pour chaque i, 0 < i ~ n - 1, on a R#U(hi+ 1) :::::: (R#U(h))# 
U(h;+ 1jh;). 

Il est clair que Ret U(h) sont (h;+ 1jh;)-localement finis; on en déduit 
que R#U(h) est (hi+ 1/h;)-localement fini, car R#U(h) est engendrée 
comme algèbre par R et U(h). On obtient le résultat en utilisant [14, 
Remarques au lemme 1]). 

DÉFINITION 1.7. Soient À une forme linéaire sur gj[g, g] et M un 
g-module localement fini. On dit qu'un élément m de M est un semi-in­
variant de poids À, s'il se transforme suivant le caractère À sous l'action de 
g. En d'autres termes, X· m = À (X) m pour tout XE g. · 

Si k est algébriquement clos et si g est résoluble, le théorème de Lie 
prouve que tout g-module localement fini non nul contient un semi-in­
variant. 

.•. 
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2. PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES 
k-ALGÈBRES g-HYPERNORMALES 

DÉFINITION 2.1. Soit R une k-algèbre. 
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(1) Un élément s de R est dit g-normal si s est normal dans l'anneau 
R#U(g); ce qui équivaut à dire que s est normal dans R (i.e., sR = Rs) et 
Rs est un idéal g-invariant de R (i.e., 8x(s) = rxs pour un rx ER et pour 
tout XE g). 

(2) Un élément s de R est dit g-central si s est central dans l'anneau 
R#U(g) (i.e., s est central dans Ret 8x(s) = 0 pour tout XE g). 

Il est clair qu'un élément g-central de R est g-normal. 

DÉFINITIONS 2.2. On dit que la k-algèbre R est 
(1) hypercentrale (respectivement hypernormale) si chaque fois que R 

est un quotient de R par un idéal, tout idéal non nul de R contient un 
élément central (respectivement normal) non nul. 

(2) g-hypercentrale (respectivement g-hypernormale) si chaque fois que 
Rest un quotient de R par un idéal g-invariant, tout idéal g-invariant non 
nul de R contient un élément g-central (respectivement g-normal) non 
nul. 

Une k-algèbre g-hypercentrale est g-hypernormale. 
Si R est g-hypercentrale au sens de Bell [2, Section 6], alors R est 

g-hypemormale. 
Si k est algébriquement clos et si g est résoluble, tout *anneau est 

g-hypernormal. 

Remarques 2.3. (1) Si g opère trivialement sur R, alors: 
(a) R est g-hypernormale si et seulement si R est hypernormale. 
(b) R est g-hypercentrale si et seulement si R est hypercentrale. 

(2) Posons A = R#U(g). Alors g opère par dérivations sur A lorsqu'on 
pose 8x(a) = Xa - aX, pour tous XE g, a E A. Pour cette action de g, 
tous les idéaux de A sont g-invariants et 

(a) A est g-hypernormale si et seulement si A est hypemormale. 
(b) A est g-hypercentrale si et seulement si A est hypercentrale. 

(3) Soient h un idéal de g, R = U(h) l'algèbre enveloppante de h et 
/ 1 c 12 deux idéaux g-invariants de R. S'il existe un élément r E / 2 ". / 1 
tel que 8x(r) E / 1 pour tout X E g, alors r + /1 est un élément central de 
Rj/1, car R est engendrée comme k-algèbre par h. 

D'après (2.3 (3)), notre définition d'une k-algèbre g-hypercentrale 
coïncide avec celle qui est proposée dans [22]. 

La définition d'une k-algèbre g-hypercentrale de [2] ne permet pas de 
faire les remarques (2.3 (1) b, (2) b et (3)). · 

LEMME 2.4. (1) Si R est g-simple, alors R est une k-algèbre g-hyper­
centrale. 
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(2) Si R est simple, alors R est une k-algèbre h-hypercentrale pour tout 
idéal h de g. 

LEMME 2.5. Soient Rune k-algèbre et Q un idéal g-invariant deR. 
(1) SiR est g-hypemormale, alors RjQ est g-hypemormale. 
(2) SiR est g-hypercentrale, alors RjQ est g-hypercentrale. 

LEMME 2.6. Soient Rune k-algèbre noethérienne à droite g-hypemonnale 
et P un idéal premier g-invariant de R. Alors la hauteur de P est finie. 

Preuve. Soit Q un idéal premier de R strictement contenu dans P; 
donc Q+ c Q cP. Quitte à quotienter R par Q+, on peut supposer que 
Q + = 0; donc R est un anneau premier et Q ne peut contenir aucun 
élément g-normal non nul deR. CommeR est g-hypernormale, il existe a 
non nul dans P tel que a est un élément g-normal de R. Pour tout r E R, 
il existe donc r 1 E R tel que ra - ar 1 = 0 E Q. Donc a + Q appartient à 
P jQ et a + Q est normal dans RjQ. On en déduit (cf. [11, 3.5]) que la 
hauteur de P est finie. 

PROPOSITION 2.7. Soient R une k-algèbre noethérienne à droite g-hyper­
normale et P un idéal premier de R de hauteur ht P = d finie. Alors il existe 
une chaîne saturée d'idéaux premiers deR d'extrémité P 

où un Pi est égal à p+. 

Preuve. La démonstration se fera par récurrence sur l'entier d. Si 
d = 0, alors P est un idéal premier minimal de R. Il est donc g-invariant, 
d'où P = p+. Supposons le résultat démontré dans toute k-algèbre 
noethérienne à droite g-hypernormale pour les idéaux premiers de hau­
teurs strictement inférieures à d. Soit une chaîne saturée d'idéaux pre­
miers de R d'extrémité P. 

Quitte à quotienter R par Q0 , on peut supposer que Q0 = 0; donc R est 
un anneau premier. Si p+ = 0, alors le résultat est vrai. 

Si p+ =1= 0, alors comme R est g-hypernormale, il existe un élément a 
non nul dans p+ c P tel que a est un élément normal dans R et Ra est un 
idéal g-invariant deR. Posons R = RjRa et P = P fRa CommeR est un 
anneau premier, l'élément a est non diviseur de zéro. 

D'après le théorème d'idéal principal (cf. [11] 3.1), on a 
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Or R est noethérienne à droite et g-hypernormale; don~ d'après 
l'hypothèse de récurrence, il existe une chaîne saturée d'idéaux premiers 
de R d'extrémité P 

P 1 cP2 c cPd 

où un P; est égal à p+ = p+ jRa. Si P; est l'image inverse de P; dans R, 
alors 

0 c Ra c P1 c P2 c · · · c Pd = P 

est une chaîne d'idéaux de R, où les P; sont premiers et où un P; est égal 
à p+. 

CoROLLAIRE 2.8. Soient R une k-algèbre noethérienne à droite g-hyper­
normale, Q' c Q deux idéaux premiers g-invariants deR. Alors g-ht Q = ht Q 
et g-ht(QjQ') = ht(Q/Q'). 

Preuve. La première assertion se démontre comme en (2.7). Sous nos 
hypothèses, RjQ' est une k-algèbre noethérienne à droite g-hypernormale 
et Qj(! est un idéal premier g-invariant de Rj(!. La deuxième assertion 
découle alors de la première. 

CoROLLAIRE 2.9. Soient R une k-algèbre noethérienne à droite g-hyper­
normale et P un idéal premier de R de hauteur finie. Alors 

htP =g-ht(P+) + ht(PjP+). 

Preuve. Posons ht P = d. Il existe (cf. 2.7) une chaîne saturée d'idéaux 
premiers de R 

P0 c P1 c · · · c Pd = P 

où un P; est égal à p+. Pour cet indice i, nous avons ht P = ht P; + 
ht(P /P;); d'où ht P = ht(P+) + ht(P jP+). Le corollaire (2.8) donne le 
résultat. 

Le corollaire suivant fournit aussi un exemple d'anneau caténaire et 
g-caténaire. 

CoROLLAIRE 2.10. SiR est une k-algèbre noethérienne à droite g-hyper­
normale caténaire, alors R est g-caténaire. En particulier, une k-algèbre 
commutative de type fini g-hypemormale est caténaire et g-caténaire. 

Preuve. Sous nos hypothèses, si Pc Q sont deux idéaux premiers 
g-invariants deR, alors d'après (2.8), g-ht(QjP) = ht(QjP). On en déduit 
que toutes les chaînes saturées d'idéaux premiers g-invariants de R 
d'extrémités P et Q sont aussi saturées dans spec R. D'après l'hypothèse 
de caténarité, ces chaînes ont la même longueur. 
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CoROLLAIRE 2.11. On suppose k algébriquement clos. Soient g une k­
algèbre de Lie résoluble, h un idéal de g, R une k-algèbre g-hypemormale, 
B = R#U(h) et Q un idéal premier g-invariant de B. SiR est commutative 
intègre de type fini ou si R est noethérienne première de type fini à identités 
polynomiales, alors 

d(B) - d(BjQ) = ht Q = g-ht Q. 

Preuve. Sous nos hypothèses, la formule des hauteurs de Tauvel est 
vraie dans R. De plus (cf. 2.8) la g-hauteur et la hauteur coïncident sur les 
idéaux premiers g-invariants de R. On obtient les résultats du corollaire 
en utilisant ([9, 4-13 et 4-17]). 

COROLLAIRE 2.12. Soient k algébriquement clos, g résoluble et R un 
*anneau noethérien avec d(R) < +oo, h un idéal de g et B = R#U(h). 

(1) Si la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les idéaux premiers 
g-invariants de R, alors pour tout idéal premier g-invariant P de B on a 

g-ht P = ht P = d(B)- d(BjP). 

(2) Si la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R, alors la formule 
des hauteurs de Tauvel est vraie dans B. 

Preuve. On utilise (1.6), (2.8), et [9, 4.13 et 4.17]. On signale que.dans 
[9], l'hypothèse R de type fini a été faite pour s'assurer que d(R) < oo et 
que d(B) = d(R) + dim h. 

(2) C'est évident, car sous nos hypothèses, R est h-localement fini. 
Lorsque g est une k-algèbre . de Lie de dimension un, on sait que 

R#U(g) est isomorphe à un anneau de la forme R[8, 8]: l'extension de 
Ore deR par 8 = 8x. Dans ce cas particulier, on remplacera "g-hypernor­
male" par "8-hypemormale", "g-caténaire" par "&.caténaire", "g-in­
variant" par "&.invariant" et "g-hauteur" par "ô-hauteur". 

COROLLAIRE 2.13. Soient R une k-algèbre commutative de type fini 
8-hypemormale. Alors l'anneau R[8, 8] est caténaire et la formule des 
hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs premiers deR[ 8, ô]. 

Preuve. Sous nos hypothèses, l'anneau R est caténaire, donc (cf. 2.10) 
R est &.caténaire. De plus R[ 8] est caténaire; on en déduit (cf. [3, 2.3]) 
que R[8, 8] est caténaire. Nos hypothèses entraînent aussi (cf. 2.8) que la 
8-hauteur et la hauteur coïncident sur les facteurs premiers ô-invariants 
de R. On obtient la dernière assertion en utilisant ([3, 2.5 et 2.6]). 

COROLLAIRE 2.14. Soient Rune k-algèbre noethérienne de type fini 8-hy­
pemormale à identités polynomiales. Alors la formule des hauteurs de Tauvel 
est vraie pour les facteurs premiers de 1 'anneau A = R[ 8, 8 ]. 
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Preuve. Considérons deux idéaux premiers P ç Q dans A. On peut 
supposer P n R = 0; donc R est un anneau premier. Soit C l'ensemble 
des éléments centralisants réguliers de R. On sait que C est un ensemble 
de Ore à droite et à gauche de R donc de A. Si P n'est pas induit (donc 
P =F 0), on localise R en C et on a Ac-t = RC- 1[0, 8]. Comme R est 
premier l'anneau RC- 1 est simple (cf. [19, 1.7.9]). Sous nos hypothèses. 
Ac-t n'est pas simple; donc (cf. [8, 1.14]) 8 est une dérivation intérieure 
de RC- 1 et (cf. [15]) AC- 1 est un anneau de polynômes à coefficients 
dans RC- 1

; donc A est une k-algèbre noethérienne première de type fini 
à identités polynomiales. D'après le résultat de Schelter (cf. [20, theorem 
4] et [19, theorem 4.4.27]), la formule des hauteurs de Tauvel est vraie 
pour les facteurs premiers de A. On peut donc se ramener au cas où 
P = O. Si Q n R = 0, le même argument que ci-dessus montre que A est 
encore une k-algèbre noethérienne première de type fini à identités 
polynomiales; donc la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les 
facteurs premiers de A. On peut donc supposer Q n R =1= O. Si Q est 
induit (ce qui doit être le cas si ht(QjP) = 1), alors (cf. [9, 3.8]) d(A) = 

d(AjQ) + ht(Q), car la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R 
et (cf. 2.8) 8-ht(Q n R) = ht(Q n R). 

Soit g une k-algèbre de Lie complètement résoluble. Il existe donc une 
chaîne d'idéaux de g 

où g;_ 1 est de codimension un dans gi, 1 < i ~ n. 
Nous avons donc les sous-anneaux suivants de R#U(g): 

R 0 =R; R 1 =R#U(g1), ••• ,Ri =R#U(gJ, ... ,Rn =R#U(g). 

Soit (X1, X 2 , ••• , Xn) une base de g telle que (X1, X 2 , ••• , X;) est une 
base de g;, 1 < i < n. Alors pour 1 ~ i < j ~ n, 8x(X;) E R#U(g). 

Si de plus, g est nilpotente, alors ' 

pour 1 ~ i < j ~ n, (a) 

On rappelle que chaque R; est une extension de Ore de R;_ 1 par 8x. = 8;; 
donc R; = R;_ 1[0, 8;]. ' 

Pour tout a E R;_ 1 et pour tout entier naturel l, nous avons 

( /3) 

Dans la suite de l'exposé, nous allons utiliser fréquemment l'idéal gm et 
le sous-anneau Rm de R#U(g) pour m fixé 1 ~ m ~ n. 
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LEMME 2.15. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente et R une k-algèbre. 
(1) Si R;_ 1 est g-hypemormale, alors R; est g-hypemormale, 1 < i < n. 
(2) Si R;_ 1 est g-hypercentrale, alors R; est g-hypercentrale, 1 ::; i < n. 

Preuve. (1) Soient / 1 et 12 deux idéaux g-invariants de Ri avec / 1 c 12 • 

Soit fE / 2 "'- / 1 de degré minimal m et posons pour j = 1, 2 Ki= {c E 

R;-t: omc + Ej=(/01ct E Ii pour certains Co····•cm-1 E Ri-1}. Manifeste­
ment, K1 et K 2 sont des idéaux de R;_ 1 et K 1 ç K 2 • Le coefficient de om 
dans fest un élément de K 2 "-. K 1, à cause du choix de m, donc K 1 c K 2 • 

Soit c E Ki, pour un j fixé, j = 1, 2 et, posons h = f!_mc + Ei=o Io 1c1, où 
les c 1 E R; _ 1, donc h E Ii" Par hypothèse, 8x(h) = [X, h] E Ii pour tout 
XE g. Pour 1 ::; l ::; n, le terme de plus haut degré dans 8,(h) est 
8/(om)c + om8l(c). D'après (a), 81(0) E Ri-1• donc le degré de 8/(om) est 
au plus m - 1. On en déduit que om81(c) est le terme de plus haut degré 
dans 81(h) et que 81(c) E Ki" Ainsi 81(Ki) ç Ki, c'est-à-dire que K 1 et K 2 

sont des idéaux g-invariants de R;_ 1 et K 1 c K 2 • 

Comme R;_ 1 est g-hypernormale, il existe b E K 2 "'- K 1 tel que b + K 1 

est un élément normal dans R;_ 1jK1 et [X, b] - rxb E K 1 pour un 
élément rx de R;_ 1 et pour tout XE g. Il existe donc b0 , ••• , b;, _1 E R;_ 1 

tel que si t = omb + "E/i=o to1bt, alors t E /2 "/1. Soit u E Ri-1; il existe 
donc v E R;_ 1 tel que ub- bv E K 1• D'après ({3), dans ut- tv, le terme 
de plus haut degré est om(ub - bv ); or ub - bv E K1; donc ut - tv E /1. 

Soit 1 < j ::; n et posons rx. = '}· Dans 8i(t) - '/• le terme de plus haut 
degré est om(8i(b) -rib); ~r 8/b) -rib E K 1; donc 8i(t) - 'i E /1 ~ 

On déduit de 8;(t) - r;t E / 1, que pour tout entier naturel q non nul, il 
existe w ER; tel que Oqt - tw E / 1• Le reste de la démonstration est 
évident à partir de la relation ( {3). 

(2) On raisonne comme dans (1). L'élément b qui intervient dans la 
démonstration de (1) est central modulo K 1, donc u =v E R;_ 1, tandis 
que rx est nul pour tout XE g, donc W = (Jq. 

Conservant les notations précédentes, on a 

CoROLLAIRE 2.16. Soit g une k-algèbre de Lie nilpotente et R une 
k-algèbre. 

(1) Si R est g-hypemormale, alors R; est g-hypemormale pour tout i ::; n. 
En particulier, Rn = R#U(g) est hypemormale. 

(2) SiR est g-hypercentrale, alors R; est g-hypercentrale pour tout i sn. En 
particulier, Rn = R#U(g) est hypercentrale. 

La définition d'une k-algèbre g-hypercentrale de [2] ne permet pas 
d'obtenir le corollaire (2.16 (2)). 

La remarque suivante sera utile pour le paragraphe 3. 
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REMARQUE 2.17. D'après la démonstration de (2.15 (1)), si R.est g-hyper­
normale alors pour tout j ~ i et pour tout rE Rj, il existe r' E Rj tel que 
rt- tr' E / 1 et pour tout XE g l'élément rx ER. 

COROLLAIRE 2.18. Soient g une k-algèbre de Lie complètement résoluble 
et R une k-algèbre. 

SiR est g-hypemormale, alors R; est g-hypemormale pour tout i < n. En 
particulier, R#U(g) est hypemormale. 

Preuve. Il suffit de montrer que si R;_ 1 est g-hypernormale, alors R; 
est g-hypernormale. La preuve se fait exactement comme dans (2.15). Pour 
1 ~ l < n, le terme de plus haut degré dans 8/(h) est om(slc + 8/(c)), où 
s1 est le coefficient de om dans 81(om). Par une légère modification de la 
preuve de ([2, 4.1]), on montre que K 1 et K 2 sont g-invariants. Le reste de 
la démonstration est évident. 

3. CATÉNARITÉ DANS LES ANNEAUX MUNIS D'UNE 
ACTION D'ALGÈBRE DE LIE ABÉLIENNE 

On conserve les notations et les conventions des paragraphes précéde­
nts. De plus, R est une k-algèbre commutative. 

Soient g une k-algèbre de Lie abélienne (donc nilpotente) de base 
(X1, X 2 , ••• , Xn) telle que (X1, ••• , Xm) est une base de gm, 1 < m < n. 
Posons Â = { 81, ••• , 8n}, où 8; = Ôx. pour 1 ~ i < n, B = Rm = R/liU(gm), 
S =Sm = R[x1, ••• , xm] l'anneau des polynômes à m variables. On sait 
qu'il existe une action de g sur Rm. On définit 

-une action de g sur sm en posant 8;(x) = 0 pour 1 < i < n et 
1 ~j <m. 

-un isomorphisme de R-modules cp: B --+ S en posant cp(Xf1 • • • X~m) 
= x~t · · · x!; (cf. [5, §1]) 

-pour rER, une application k-linéaire d,: S --+ S par dr(s) = 

cp([r, cp- 1(s)]) (cf. [5, N 1(b)]). 
Posons V = Â u {d, où rER}. Alors V est un ensemble d'applications 

k-linéaires de S vers S. 
Nous définissons dans Sm les notions de "V-invariant", "V-caténaire", 

"V-hauteur" (cf. [5, §1]) et d'une façon évidente la notion de "V-hypernor­
male." 

Voici quelques résultats qui permettent de mieux connaître l'application 
cp et l'ensemble V. 

Soit R une k-algèbre commutative noethérienne. Si P est un idéal 
V-invariant deS, alors cp- 1(P) est un idéal g-invariant de B. L'ensemble V 
opère de façon naturelle sur S = SjP et si Ps désigne la surjection 
canonique de S sur S, alors Ps envoie les idéaux V-invariants de S sur les 
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idéaux V-invariants de S. De même, la surjection canonique PiJ de B sur 
ïi = Bjcp- 1(P) envoie les idéaux g-invariants de B sur ceux de B. 

Il est facile de vérifier que: 
-le R-isomorphisme cp induit un R-isomorphisme cp de ïi vers S tel 

que Ps o cp = cp o PB; 
-si 1 est un idéal g-invariant (respectivement un idéal premier g-in­

variant) de B alors ~(/) est un idéal V -invariant (respectivement un idéal 
premier V-invariant) de S; 

-si J est un idéal V-invariant (respectivement un idéal premier V-in­
variant) de S; alors cp- 1(1) est un idéal g-invariant (respectivement un 
idéal premier g-invariant) de B. 

On peut adapter les résultats de ([5, §1 et §2]) à notre contexte pour 
démontrer le théorème suivant: 

THÉORÈME 3.1. Soient g une k-algébre de Lie abélienne, Rune k-algèbre, 
B = Rm = R#U(gm), où m est [1Xé 1 < m ~ n. . 

L'application cp: B = Rm ~ Sm = S induit une bijection entre 
(1) l'ensemble des idéaux g-invariants de B et l'ensemble des idéaux 

V-invariants de S. 
(2) l'ensemble des idéaux premiers g-invariants de B et l'ensemble des 

idéaux premiers V-invariants de S. De plus cp et cp- 1 préservent les 
inclusions. 

LEMME 3.2. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, R une k-Czlgèbre, 
B = Rm = R#U(gm), 1 ~ m ~ n et I un idéal g-invariant de B. S'il existe 
c E B tel que pour tout r ER, il existe r1 ER tel que re - cr1 E J, alors quel 
que soit t E B, il existe t1 E B tel que cp(ct) - cp(c)cp(t1) E cp(J). 

Preuve. Il suffit d'adapter avec une légère modification la démonstra­
tion de ([5, 1.6.(3)]). 

THÉORÈME 3.3. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, Rune k-algèbre 
g-hypemormale, B = Rm = R#U(gm), 1 < m ~ n. Alors S = R[x1, ••• , xml 
est une k-algèbre V-hypemormale. 

Preuve. Soient P ç Q deux idéaux V-invariants de S. Donc cp- 1(P) c 
cp- 1(Q) sont des idéaux g-invariants de B. D'après (2.16), B est g-hyper­
normale. Il existe donc bE cp- 1(Q) '-. cp- 1(P) tel que b + cp- 1(P)est.un 
élément normal de ïi = Bjcp- 1(P) et 8i(b)- biB E c/J- 1(P) pour un 
bi E B, 1 < i ~ n. D'après (2.17), on peut supposer que chaque bi ER; 
donc (cf. [5, l.liii]), 8ic/J(b) - bicfJ(b) E P. D'après (2.17), pour tout rE 
R c B, il existe r1 E R tel que rb - br1 E c/J- 1(P); donc 
[r, b] + b(r - rfP-é{_P). D'après (3.2), il existe t1 E B tel que cp([r, b]) -
c!J{t1)cp(b) E P. Par définition, d/cp(b)) ~ cp([r, b ]), or cp(b) E Q "-Pet S 
est commutative; donc S est V-hypernormale. 
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LEMME 3.4. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, R une k-algèbre 
noethérienne g-hypemormale, B = R#U(gm), S = R[x1, x2 , ••• , xm] l'an­
neau des polynômes à m variables 1 ~ m ~ n; I un idéal d~ S et I* le plus 
grand idéal V -invariant de S contenu dans /. · 

(1) Si I est premier, alors I* est aussi premier. 
(2) Si I est un idéal premier minimal, alors I = I*. 

Preuve. (cf. [5, Theorem 2.3 and Corollary 2.5]). 
Tous ces résultats préliminaires prouvent que dans le contexte actuel, on 

peut obtenir les analogues de la proposition (2.7) et des corollaires (2.8, 
2.9). Nous énonçons l'analogue du corollaire (2.8), car c'est celui qui nous 
intéresse. 

LEMME 3.5. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, R une k-algèbre 
noethérienne g-hypemormale, B = R#U(gm), S = R[x1, x2 , ••• , xml l'an­
neau des polynômes à m variables 1 ~ m ~ n; P c Q deux idéaux premiers 
V-invariants deS, alors V-ht(QjP) = ht(Q/P). 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant: 

THÉRÈME 3.6. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, Rune k-algèbre 
noethérienne g-hypemormale, B = R#U(gm), 1 ~ m < n. Si l'anneau des 
polynômes S = R[x1, ••• , xml est caténaire ou g-caténaire, alors B est g .. 
caténaire. En particulier, R#U(g) est caténaire. 

Preuve. Soient Pc Q deux idéaux premiers g-invariants de B .. Alors 
(cf. 3.1) cp(P) c cp(Q) sont deux idéaux premiers V-invariants de S. JD'après 
(3.5), toutes les chaînes saturées d'idéaux premiers V-invariants, de S 
d'extrémités cp(P) et cp(Q) sont des chaînes saturées d'idéaux premiers, 
donc aussi des chaînes saturées d'idéaux premiers g-invariants. CommeS 
est caténaire ou g-caténaire, toutes ces chaînes ont la même longueur. On 
en déduit (cf. 3.1) que toutes les chaînes saturées d'idéaux premiers 
g-invariants de B d'extrémités P et Q ont la même longueur. · 

DÉFINITION 3.7. Une k-algèbre R est dite universellement caténaire 
(respectivement universellement g-caténaire) si tous les anneaux de 
polynômes R[x1, x 2 , ••• , x 1] à un nombre fini de variables sont caténaires 
(respectivement g-caténaires). 

COROLLAIRE 3.8. Soient g une k.-algèbre de Lie abélienne, Rune k-algèbre 
noethérienne g-hypemonnale, universellement g-caténaire et B = R#U(gm), 
1 < m ~ n. Alors B est universellement g-caténaire. En particulier R#U(g) 
est universellement caténaire. 

Preuve. L'anneau des polynômes à q - m variables B[xm+ 1, ..• , xq] 
peut être identifié à un anneau de la forme R#U(H), où H est une 
k-algèbre de Lie abélienne de dimension q. CommeR est universellement 
g-caténaire, l'anneau des polynômes R[x1, ••• , xq] est g-caténaire. Le 
théorème (3.6) donne le résultat. 



34 THOMAS GUEDENON 

COROLLAIRE 3.9. Soient g une k-algèbre de Lie abélienne, Rune k:...algèbre 
de type fini g-hypemonnale et B = R#U(gm), 1 .::; m .::; n. Alors B est g­
caténaire et la fonnule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs 
premiers g-invariants de B. 

Preuve. Sous nos hypothèses, R est universellement caténaire; donc 
l'anneau S = R[x1, x 2 , ••• , xml est caténaire. On en déduit (cf. 3.6) que B 
est g-caténaire. Soient Pc Q deux idéaux premiers g-invariants de B. 
Donc P j(P n R)B c Qj(P n R)B sont deux idéaux premiers g-in­
variants de Bj(P n R)B :::: (RjP n R)#U(gm). Comme RjP n Rest une 
k-algèbre intègre de type fini g-hypernormale, la formule hauteurs de 
Tauvel est vraie pour les idéaux premiers g-invariants de B j(P n R)B (cf. 
(2.8) et [9] 4.13). 

De même, d'après (2.5) et (2.8) la g-hauteur et la hauteur coïncident sur 
les idéaux premiers g-invariants de B j(P n R)B. Comme B est g­
caténaire, on obtient le résultat. 

4. LOCALISATION ET CATÉNARITÉ DANS LES 
ANNEAUX MUNIS D'UNE ACTION D'ALGÈBRE DE 

LIE NILPOTENTE 

On conserve les notations et les conventi?ns des paragraphes précéde­
nts. 

Soit A un anneau unitaire. On dit que A est un anneau local si A est 
noethérien à droite, possède un seul idéal maximal M qui coïncide avec 
son radical de Jacobson, n ~ = 1 Mn = 0 et A 1 M est un anneau simple 
Artinien. 

Un anneau local A d'idéal maximal M est dit régulier s'il existe une 
chaîne d'idéaux M; de A: 

0 = M0 r;; M; r;; ... r;; Mn-l r;; Md= M 

telle que Mj M; _ 1 est engendré par un élément central régulier de 
A/M;_ 1, 1 < i .::; d. On dit alors que A est un anneau local régulier de 
dimension d et (cf. [23, theorem, 2-7]) 

r · gl dim A = K · dim A = h · dim A/ M = dim A = d 

où r · gl dim désigne la dimension globale à droite; K · dim, la dimension 
de Krull; h · dim la dimension homologique de A -modules et dim, la 
dimension de Krull classique. 

Soient A un anneau unitaire et P un idéal premier de A. On pose 
CA(P) = {c E A tel que c +Pest régulier dans AfP}. On peut supprimer 
l'indice A, s'il n'y a pas de confusion. 
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DÉFINITION 4.1. Un idéal premier d'un anneau A est régulièrement 
localisable s'il existe une chaîne 

0 =P cP c ··· cP =P 0- 1- - d 

d'idéaux de A telle que, si Pi_ 1 est contenu strictement dans P;, alors il 
existe p E P; '-. P; _ 1 vérifiant 

(1) p + P; _ 1 est un élément central régulier de A/ P; _ 1. 

(2) Pour tout q E P;, il existe c E C(P) tel que qc E P;_ 1 + Ap 

La définition (4.1) est équivalente à celle qui est donnée dans [22] mais 
les deux définitions ne sont pas les mêmes. 

LEMME 4.2. Soit A un anneau noethérien à droite et P un idéal premier 
régulièrement localisable deA. Alors C(P) vérifie la condition de Ore à droite 
dansA. 

Preuve. Il suffit d'adapter la preuve du théorème 2.2 de [21] à notre 
contexte. 

Sous les hypothèses ·de ( 4-2) posons K = { c E A: ca = 0 pour a dans 
C(P)}. Alors K est un idéal de A et a + K est un élément régulier de 
AjK pour tout a E C(P). On peut donc former l'anneau quotient partiel 
à droite de AjK par rapport à {a + K; a E C(P)} que nous allons noter 
A p. 

Un élément de Ap s'écrit sous la forme uc- 1
, où u E AjK et c E. {a + 

K; a E C(P)}. 

LEMME 4.3. Soit A un anneau premier noethérien à droite et P un idéal 
premier régulièrement localisable de A, alors A P est un anneau local régulier. 

Preuve. Cf. [22, Lemma 1.4]). 

LEMME 4.4. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une k-algèbre 
noethérienne à droite, g-hypercentrale, P un idéal premier g-invariant de Rm, 
P1 = P n R; et P2 = P n R;_ 1, 1 ~ i ~ m ~ n. Alors P1 et R;P2 = P2 R; 
sont des idéaux premiers g-invariants de R;. De plus, soit P1 = P 2 R; ou bien il 
existe p E P1 '-. R;P2 tel que 

(i) Sx(p) E R;P2 pour tout XE g. 
(ii) p + R;P2 est un élément central dans RjP2 R;. 
(iii) Si s E R; et ps E R;P2 alors s E R;P2 

(iv) Pour tout q E P1 il existe c E C(P) tel que qc E R;P2 + R;P· 

Preuve. Les asseitions (i) et (ii) sont évidentes, car R;_ 1 ç:; R;, et R; est 
g-hypercentrale. · 

(iii) D'après (ii), p + R;P2 est un élément central non nul de l'a1meau 
premier noethérien à droite R;/R;P2 , donc p + R;P2 est un élément 
régulier. 
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(iv) Comme dans (2-15), choisissons un polynôme fE P 1 ."- R;P2 de 
degré minimal rn (ne pas confondre ce "m" avec celui de l'énoncé) et 
posons K1 = {c E Ri-1: omc + E7'=(/8 1ct E R;Pz, où Co, cl, ... ' cm -1 E 
R;-1} et Kz={cERi-1: omc+E7'=(/8 1c,EP1 où Co,Cl, ... ,cm-1E 

R;_ 1}. On a R; = R;_ 1[ 8, 8;], où 8; = 8x.· D'après la preuve de (2.15 (2)), 
il existe des éléments a0 , a1, ... , am E R; _ 1 tels que l'élément p = 

E7'= 0 8 1a1 E P 1 "- R;P2 et vérifie 8x(p) E R;P2 = E~= 0 8 1P2 pour tout X 
E g. A nouveau, d'après la preuve de (2.15 (2)), am E K 2 "- K 1 et Ôx(am) 
E K 1 pour tout X E g. Donc 8x(am) E P2 ç:;;; P pour tout X E g. Nous 
savons aussi que [r, am] E K 1 pour tout rER; donc [r, am] E P2 ç P. On 
vient de montrer que 

pour tout u E B (*). 

L'élément am n'appartient pas à P à cause du choix de rn; donc d'après 
(*),am +Pest un élément central non nul de l'anneau premier noethérien 
à droite BjP. Donc am + P est un élément régulier de BjP; d'où 
am E C(P). Soit q = Ef= 0 8 1q1 E P1. Si q ft= R;P2 , alors v ~rn à cause du 
choix de m. Nous avons: 

On en déduit que qam - ov-mqvp E Ef:J0 1Ri-l• 

P (} v-m '\'V-lot ' 1 R osons r = qam - qvp = L-t=O r, ou es r1 E i-l· 

Si rE R;Pz, alors on pose am = c et f = ov-mqv et la démonstration 
est terminée. Si r ft= R;P2 , alors on recommence le même processus que 
précédemment. Ainsi, de proche en proche, on peut trouver fER; tel que 
av-m+l -fp E '\'m-l(} 1R. où qav-m+l -fp est un élément de R.P à m L.t=O 1-1• m 1 2 

cause du choix de m. Donc qa':,-m + 1 E R;P2 + fp, et en posant c = 

a':,-m + \ on obtient (iv). 
Si q E R;P2 alors on obtient (iv) de façon triviale. 

Remarque 4.5. Lorsque dans (4.1), les idéaux P; sont g-invariants et 
l'élément p vérifie [X, p] E P;_ 1 pour tout XE g, on dira que l'idéal 
premier g-invariant P est g-régulièrement localisable. 

Si tous les idéaux premiers g-invariants de R sont g-régulièrement 
localisables, on dira que R est g-régulièrement localisable. 
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THÉORÈME 4.6. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, Rune k-algèbre 
première noethérienne à droite g-hypercentrale, A =Rn = R#U(g ), B = Rm, 
1 ::;; m ::;; n, P un idéal premier g-invariant de B. Si Q = P n R est g­
régulièrement localisable, alors P est g-régulièrement localisable et B P est un 
anneau local régulier de dimension au plus égale à dim RQ + m 

Preuve. Comme P n R est g-régulièrement localisable, il existe une 
chaîne 0 = Q0 ç Q1 c ··· ç Q1_ 1 ç Q1 = P n R = Q d'idéaux g-in­
variants de R vérifiant les conditions de la définition (4-1) et de la 
remarque (4.5). Considérons la chaîne d'idéaux de B: 

ç;Pt+m =P 

(y) 

où P1+i = B(P n R), 0 < i ::;; m et P; = Q;B, 0 < i ::;; l. Un élément de 
P1+i est une combinaison en les monômes X/~~1 1 ••• X~m à coefficients 
dans P n R;. Supposons P1+i-t c Pl+;· Si R;(P n R;_ 1) = P n Ri, alors 
B(R;(P n R;_ 1)) = B(P n R) =Pl+;= B(P n R;_ 1) = P1+;_ 1, car B = 

BR;; ce qui est une contradiction. 
On a donc R;(P n R;_ 1) cP n R;. Nous déduisons de (4.4 (i) et (ii)) 

qu'il existe pEP n R; "R;(P n R;_ 1) tel que p + R;(P n R;_ 1) est un 
élément central de R;/R;(P n R;_ 1) et [X, p] E R;(P n R;_ 1) c B(P n 
R;_ 1) = P1+i-l pour tout XE g. On en déduit que up -pu E Pi+i-l 

pour tout u E B, car B est R;-libre à droite et à gauche de base les 
monômes X/~~j_~ ··· X~m. Il en résulte que p + P1+i-l est un élément 
g-central de 

BfPt+i-1• 

Or (cf. 4.4, (iii)) p + R;(P n R;_ 1) est un élément régulier de RJR;(P n 
R;_ 1), donc p + P1+;- 1 est un élément régulier de BfPt+i-l (car B est un 
R;-module libre à droite et à gauche) et (cf. 4.4 (iv)) pour tout q E P1+i• il 
existe c E CB(P) tel que qc E P1+;- 1 + Bp. 

Si Q;_ 1B c Q;B, alors Q;_ 1 c Q;. Il existe donc z E Q; "Q;_ 1 tel que 
z + Q;_ 1 est un élément g-central régulier de RjQi_ 1 etpourtoutq E Q; 
il existe c E CR(Q) c CB(P), tel que qc E Qi-l + Rz. Rest facile de vérifier 
que z + Qi_ 1B est un élément g-central régulier de BjQi_ 1B qui vérifie (4.1 
(2)). On conclut que Pest g-régulièrement localisable et (cf. 4.3) Bp est un 
anneau local régulier. 

A partir de la chaîne (y), on obtient la chaîne 0 = P0Bp c P 1 Bp ç ·· · 
c P1+1Bp ç ··· Ç P1+mBP = PBp d'idéaux de Bp telle que pour tout i 
avec 0::::;; i < l + m- 1, P;+ 1Bp/P;Bp est engendré par un élement cen­
tral régulier. Donc la dimension de Krull classique de B P est au plus 
l + m, où l est nécessairement la dimension de Krull classique de RQ. 
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CoROLLAIRE 4.7. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, Rune k-algèbre 
noethérienne à droite. A = R#U(g) =Rn, B = Rm, 1 :::;; m :::;; n. SiR est 
g-simple (respectivement simple), alors B est g-régulièrement (respectivement 
régulièrement) localisable. 

Soient A une k-algèbre noethérienne ou à identités polynomiales, P un idéal 
premier de A, Fr(AfP) l'anneau total des fractions de AfP. Si N est un 
Fr(AfP)-module, on note l(N) sa longueur en tant que Fr(AfP)-module. 
Donc l(Fr(AfP)) est la dimension de Goldie de AfP. Soit Mun A-module. 
Posons pour i ~ 0 

J.L;(P,M) = l(Fr(AfP) ®AExt~(AfP,M)): l(Fr(AfP)). 

Si S est une partie multiplicative de Ore dans R contenue dans C(P), alors 
J.L;(P, M) est égal à J.L;(S- 1P, s- 1M) défini sur l'anneau s- 1A. 

Les nombres J.L; ont été introduits en algèbre commutative par H. Bass 
(cf. [1, page 11]). 

THÉORÈME 4.8. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une k-algèbre 
noethérienne première g-hypercentrale, B = Rm; 0 < m :::;; n et P un idéal 
premier g-invariant de B. Si P n R est g-régulièrement localisable, alors 
J.L;(P, B) = 8i,ht p, où 8i,ht P désigne le symbole de Kronecker et ht P la 
hauteur de P. 

Preuve. D'après (4.6), Bp est un anneau local régulier, d'où gl· dim Bp 
= ht P = d; donc Extk (BpfPBp, Bp) = 0 si i > ht P. D'après ([17;' Prop. 
1 et 2) on a Ext~ (Bp/PBp, Bp) = 0 si i < ht P et Ext~ (BpfPBp, Bp) ::= 

BpfPBp ::= Fr(BfP). Or Fr(BfP) ®8Ext~(BfP, B) ::= s- 1Extk(BjP,B) 
::= Extk/Bpf.fBp, Bp) pour tout i > 0 où S = C(P). Ce qui achève la 
démonstration. 

PROPOSITION 4.9. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une k-algèbre 
noethérienne première g-hypercentrale g-régulièrement localisable, B = Rm, 
0 :::;; rn :::;; n, Q ç;;;; P une chaîne saturée d'idéaux premiers g-invariants de B, 
alors IJiQ, B) > 0 implique I-Lj+ 1(P, B) >O. 

Preuve. Sous nos hypothèses, P est g-régulièrement localisable et (cf. 
4.6) Bp est un anneau local régulier. De plus, on a (cf. 2.8) ht(P fQ) = 1. 
Le résultat va se démontrer comme dans le cas commutatif (cf. [1, 3.1]). 
On pose A = Bp, P' = PBp, Q' = QBp. Comme B est g-hypercentrale, on 
peut choisir x dans P "- Q tel que x + Q est un élément central de B f Q. 
On peut vérifier que l'image de x dans A appartient à P' ". Q' et que 
i =x+ Q' est un élément central de AfQ'. Comme AfQ' est un anneau 
premier, l'élément i est non diviseur de zéro. On en déduit que la suite 

0 __, AfQ' ~ AfQ'--" Af(Q' + Ax) --" 0 est exacte. Ce qui entraîne que 
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la suite Ext~(A/Q', A)~ Ext~(AjQ', A)~ Ext~+ 1 (Aj(Q' + Ax), À) est 
exacte. Par hypothèse, J-t/Q,_ B) =1= 0, donc Ext~(B /Q? B) =1= O. On en 
déduit que Fr(BjP) ®BExt1(BjQ, B) =1= 0 (i.e., Ext~(A/Q', A) =1= 0). 
Comme x appartient au radical de A, on a Ext~+ 1(Aj(Q' + Ax), A) =1= O. 
Or Aj(Q' + Ax) est de longueur finie et le foncteur Ext~+ 1(-, A) est 
exact à droite, donc Ext~+ 1(AjP', A) =1= O. 

PROPOSITION 4.10. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre noethérienne première g-hypercentrale g-régulièrement localisable et 
B = Rm, 0::::;;; m < n, alors B est g-caténaire. En particulier, R#U(g) est 
caténaire. 

Preuve. Soient Pc Q deux idéaux premiers g-invariants de B tels que 
g-ht(QjP) = 1 et g-ht P = d. On a (cf. 2.8) ht P = d et (cf. 4.8) ~-tiP, B) 
= 1; d'où (cf. 4.9) f..td+ iQ, B) > 0 et à nouveau (cf. 4.8) ht Q = d + 1. On 
a donc (cf. 2.8) g-ht Q = d + 1. 

COROLLAIRE 4.11. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre noethérienne B = Rm, 0 ~ m ~ n. 

(1) Si R est g-simple, alors B est g-caténaire. En particulier R#U(g) est 
caténaire. 

(2) SiR est simple, alors B est caténaire et g-caténaire. 

Preuve. (1) C'est évident. 
(2) CommeR est une k-algèbre simple, elle est gm-hypercentrale et son 

unique idéal premier (0) est gm-régu1ièrement localisable pour 0 < m < n. 
Donc (cf. 4.10) B est caténaire. 

CoROLLAIRE 4.12. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre commutative noethérienne et B = Rm, 0 ~ m < n. Si Pc Q sont 
deux idéaux premiers de B qui ont la même contraction dans R, alors toutes 
les chaînes saturées d'idéaux premiers de B d'extrémités P et Q ont la même 
longueur. 

Preuve. Quitte à quotienter R par P n Ret B par (P n R)B, qn peut 
supposer que Rest une k-algèbre intègre et P n R = Q n R = (O).Posons 
e = R "-. {0}. Alors e est un ensemble de Ore à droite et à gauche dans 
R; donc dans Beton a Be-t = Re- 1#U(gm), où Re-t est le corps des 
fractions de R. On en déduit (cf. 4.11) que BC- 1 est caténaire. 

Or, P ne= 0 et Q ne= 0; donc pe-1 c Qe-1 sont des idéaux 
premiers de Be- 1

• Donc toutes les chaînes saturées d'idéaux premiers de 
Be- 1 d'extrémités pe-t et Qe-t ont la même longueur. On obtient le 
résultat et utilisant ([4, 2.10]). 

CoROLLAIRE 4.13. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre commutative de type fini g-hypercentrale g-régulièrement localisable 
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et B = Rm, 0 :::::;; m :::::;; n. Alors B est g-caténaire et la formule des haweurs de 
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B. · 

Preuve. Les hypothèses de (4.10) sont satisfaites, donc B est g­
caténaire. De plus, la formule des hauteurs de Tauvel est vraie dans R et 
la g-hauteur coïncide avec la hauteur sur les idéaux premiers g-invariants 
de R. Donc (cf. [9, 4.13]), la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour 
les idéaux premiers g-invariants de B. Comme B est g-caténaire, on 
obtient la dernière assertion. 

COROLLAIRE 4.14. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre noethérienne de type fini et B = Rm, 0:::::;; m :::::;; n. 

(1) Si R est g-simple, alors B est g-caténaire et la formule des hauteurs de 
Tauvel est vraie pour les facteurs premiers g-invariants de B. 

(2) SiR est simple, alors B est caténaire et g-caténaire. De plus, la fonnule 
des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs premiers de B. 

COROLLAIRE 4.15. Soient g une k-algèbre de Lie nilpotente, R une 
k-algèbre noethérienne de type fini et B = Rw 0:::::;; m < n. Si les idéaux 
premiers g-invariants de B ont la même contraction dans R, alors B est 
g-caténaire et la formule des hauteurs de Tauvel est vraie pour les facteurs 
premiers g-invariants de B. 

Preuve. C'est évident à partir de (4.14 (1)). 

5. DIMENSIONS DANS LES ANNEAUX MUNIS D'UNE 
ACTION D'ALGÈBRE DE LIE 

Dans ce paragraphe, en plus des conventions et les notations précéde­
ntes, toutes les k-algèbres sont commutatives et on dira tout simplement 
k-algèbres. Tous les * anneaux sont supposés noethériens. 

PROPOSITION 5.1. Soit Rune k-algèbre g-hypernormale 
(1) R est g-simple si et seulement si chaque élément g-nonnal non nul de R 

est inversible. 
(2) Si R est intègre et si S désigne l'ensemble des éléments g-normaux non 

nuls de R, alors S est une partie multiplicative de Ore dans R et s- 1R est 
g-simple. 

Preuve. (1) Supposons que R est g-simple et soit a un élément g-nor­
mal non nul de R. On sait que Ra est un idéal g-invariant de R; donc 
Ra = 0 ou Ra = R. Or Ra =1= 0, donc Ra = R. Comme R est un anneau 
unitaire, on en déduit que a est inversible. Supposons que chaque élément 
g-normal non nul de R est inversible et soit I un idéal g-invariant non nul 
de R. L'idéal I contient donc un élément g-normal non nul a. Or, 
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l'élément a est inversible, donc 1 contient l'élément unité de R, ·d'où 
1=R. 

(2) Il est clair que S est une partie multiplicative de Ore dans R. 
Munissons s- 1R de la structure de g-module définie par 8x(ajs) = 

-a8x(s)js 2 + 8x(a)js, pour xE g, a ER et s Es. Il est clair que s- 1R 
est g-hypernormale. 

Pour montrer que s- 1 R est g-simple, on montrera que chaque élément 
g-normal non nul de S - 1 R est inversible. Soit donc a 1 s un élément 
g-normal non nul de s- 1R. Donc J = (S- 1RXajs) = s- 1(Ra) est un idéal 
g-invariant non nul de s- 1R. L'image inverse de J par l'application 
canonique R ~ s- 1R est un idéal g-invariant non nul 1 deR. CommeR 
est g-hypernormal, 1 contient un élément b de S tel que b /1 E J. TI existe 
donc 0 =1= u ER et tES tels que ua = bt. On en déduit que ua .ES. Ce 
qui prouve que ajs est inversible d'inverse usjua. 

THÉORÈME 5.2. Soit A une k-algèbre de type fini g-simple ou une localisa­
tion d'une k-algèbre de type fini g-simple, alors A est un anneau intègre 
régulier de dimension au plus égale à n. 

Preuve. Il est clair que A est un anneau intègre. D'après ([10, corollary 
of theorem 1]) A est un anneau régulier. Or A est un (A#U(g)- A) 
bimodule de type fini des deux côtés et fidèle à droite. Donc (cf. [8, 12-4]) 
dim A ~ dim A#U(g) et (cf. [9, 4-11]), dim(A#U(g)) _:5; n. 

COROLLAIRE 5.3. Soient R une k-algèbre intègre g-hypemormalede type 
fini et S l'ensemble des éléments g-normaux non nuls dans R. Alors S -l R est 
un anneau intègre régulier de dimension au plus égale à n. 

DÉFINITION 5.4. Soit R une k-algèbre commutative noethérienne. La 
g-dimension de Krull classique de R notée g-dim R est la borne supérieure des 
g-hauteurs de P, où P parcourt l'ensemble des idéaux premiers g-invariants de 
R. 

Les corollaires (2.9) et (5.3) vontmaintenant nous permettre d'établir une 
relation entre la dimension de Krull classique et la g-dimension. de Krull 
classique d'une k-algèbre g-hypemormale de type finiR. 

THÉORÈME 5.5. Soient R une k-algèbre g-hypemormale de type fini et P 
un idéal premier de R. Alors: 

(1) ht P < g-ht(P+) + n. 
(2) dim R < g-dim R + n. 
(3) ht P = g-ht(P+) + m, où m est le nombre minimum de générateurs de 

PRp/P+ Rp dans Rp/P+ Rp. 

Preuve. Posons R = RjP+. L'anneau Rest intègre. Soit S l'ensemble 
des éléments g-normaux non nuls dans Ret posons T = s-l R. Il est clair 
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que (PjP+)+= 0, donc (PjP+) n S = 0. On en déduit que ht(PjP+) = 

ht((P jP+)T). 
D'après (5.1 (2)), T est g-simple et d'après (5.3), T est régulier de 

dimension au plus égale à n. Le corollaire (2.9) donne (1) et (2). Main­
tenant, posons Q = (P ;p+)T. Comme T est régulier, il est bien connu 
que ht Q = ht(QTQ) = m, où m est le nombre minimum de générateurs 
de QTQ; or TQ = RpjP+ Rp et QTQ = PRpjP+ Rp, d'où (3). 

LEMME 5.6. (1) Soit Rune k-algèbre noethérienne. SiM est un projectif 
dans la catégorie des R#U(g)-modules, alors M est un projectif dans la 
catégorie des R-modules. 

(2) Soit R un * anneau. Si M est un projectif dans la catégorie des * 
modules, alors M est un projectif dans la catégorie des R-modules. 

Preuve. (l) L'application naturelle TI: R ®kM ~ M est un épimor­
phisme de R#U(g)-modules. Posons K =ker O. 

Alors K est un sous-R#U(g)-module deR ®kM et on a la suite exacte 
de R#U(g)-modules 0 ~ K ~ R ®kM~ M ~ O. 

Comme M est un porjectif dans la catégorie de R#U(g)-modules, cette 
suite exacte est scindée. Or R ®kM est un projectif dans ModR, d'où le 
résultat. 

(2) La démonstration est identique à celle de (1). 

DÉFINITIONS 5.7. Soient R une k-algèbre noethérienne et M un 
R#U(g )-module. 

-La g-dimension projective de M notée g-pdRM est le plus petit 
entier m tel que Extk(M, N) = 0 pour tout i > m et pour tout R#U(g )­
module N. 

-La g-dimension injective de M notée g-idRM est le plus petit entier 
m tel que Extk(N, M) = 0 pour tout i >met pour tout R#U(g)-module 
N. 

-La g-dimension globale de R notée g-gl dim R est le plus petit entier 
m tel que Extk(P, Q) = 0 pour tout i > m et pour tous R#U(g)-modules 
Pet Q. 

Il est clair qu'on a les inégalités g-pdRM :$; pdRM; 

et g-gldim R :$; gldim R. 

On définit de même la* dimension projective de M notée* pdRM, la* 
dimension injective de M notée * id RM et la * dimension globale de R 
notée * gl dim R où R est un * anneau et M un * module 

Il est clair qu'on a les inégalités * pdRM :$; pdRM; 

et *gldim R :$; gldim R. 
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THÉORÈME 5.8. (1) Soient R une k-algèbre noethérienne ·et M un 
R#U(g)-module. Alors g-pdRM = pdRM. 

(2) Soit R un* anneau et Mun* module, alors* pdRM = pdRM. 

Preuve. Il suffit de montrer le résultat pour M lorsque g-pdRM = O. 
La preuve se fait comme en (5.6) en utilisant la longue suite exacte des 
ExtR(-, -). 

THÉORÈME 5.9. Soient R une k-algèbre g-hypernormale de type fini. Alors 
on a g-gldim R::::;; gldim R < g-gldim R + n. 

Preuve. La première inégalité a déjà été signalée. Montrons donc la 
deuxième inégalité. On a gl dim R = sup{pdR(RjM), où M parcourt 
l'ensemble des idéaux maximaux deR}. Soient Mun idéal maximal de R, 
S l'ensemble des éléments g-normaux non nuls dans RjM+ et T = 

s- 1(RjM+). Il est clair que RjM est un RjM+-module, donc un T .. mod­
ule. On en déduit que pdR(RjM)::::;; pdr(RjM) + pdRT. D'après (5.1) et 
(5.3), Test régulier de dimension au plus égale à n; donc pdr(RjM) ::::;; n. 
Or Test un R#U(g)-module, donc d'après (5.8), pdRT = g-pdRT. Puisque 
g-pdRT::::;; g-gl dim R, on obtient le résultat. 

PROPOSITION 5.10. Soient Rune k-algèbre g-hypemormale de type fini~ P 
un idéal premier deR et Mun R-module. Si J.Li(p+, M) = 0 pour i > r, alors 
1-tï(P, M) = 0 pour i > r + n. 

Preuve. Posons T = RpjP+ Rp et T = RpjPRp. On a (cf. [6, page 349]) 
la suite spectrale ExtHT, Extk/T, Mp)) => Ext';P(T, Mp). 

Soit S l'ensemble des éléments g-normaux non nuls dans RjP+. On a 
(P jP+) n S = 0, donc T est une localisation de s- 1(R/P+). On en 
déduit (cf. 5.3) que T est régulier de dimension au plus égale à n; donc 
ExtH -,-) = 0 si j > n. Supposons J.Li(p+, M) = 0 pour i > r; donc 
Extkp(T, Mf)_ 0 J?Our i > r et la suite spectrale ci-dessus dégénère et 
donne Ext~(T, ExtkP(T, Mp)) = 0 pour i + j > r + n; donc Ext';P(T, Mp) 
= 0 pour m > r + n, c'est-à-dire que f..Lm(P, M) = 0 pour m > r + n. 

CoROLLAIRE 5.11. Soient Rune k-algèbre g-hypernormale de type fini et 
Mun R#U(g)-module. Alors g-idRM::::;; idRM::::;; g-idRM + n. 

Preuve. Nous montrerons seulement la deuxième inégalité. Par défini­
tion de g-idR, on a 1-t;(P+, M) = 0 pour i > g-idRM. 

On en déduit (cf. 5.10) que J.Li(P, M) = 0 pour i > g-idRM + n, donc 
idRM < g-idRM + n. 

CoROLLAIRE 5.12. Soit R une k-algèbre g-hypernormale de type fini. Alors 
R est régulière si et seulement si RQ est régulière pour tout idéal premier 
g-invariant Q de R. 
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Preuve. Montrons que la condition est suffisante. Pour cel~, soient M 
un R-module et Q ç; P deux idéaux premiers de R. Par hypothèse, 
J-t;(Q+, M) = 0 pour i > gl dim RQ+ = dim RQ+ = ht(Q+). Donc (cf. 5.10) 
J-t;(Q, M) = 0 pour i > ht(Q+) + n et (cf. 5.5), p,;(Q, M) = 0 pour i > 
ht Q, d'où J-t;(Q, M) = 0 pour i > ht P. Il en résulte que idRpMP ::; ht P 
< + oo; donc gl dim R P < oo et R est un anneau régulier. 

CoROLLAIRE 5.13. Soit R une k-algèbre g-hypemormale de type fini. Alors 
R est un anneau de Gorenstein si et seulement si RQ est un anneau de 
Gorenstein pour tout idéal premier g-invariant Q deR. 

Preuve. Montrons que la condition est suffisante. Soit P un idéal 
premier de R. En remplaçant M par Rp dans la preuve de (5.12), on 
obtient idRpRP < +oo. Donc Rp est un anneau de Gorenstein. 

Nous allons examiner le cas particulier où R est un * anneau. 
A partir de maintenant, on suppose k algébriquement clos et g-résolu­

ble. 

LEMME 5.14. Soit R un * anneau g-simple. Alors tout * module de type 
fini M est un R -module libre. 

Preuve. Supposons d'abord que M est un * module monogène dont le 
générateur m est un semi-invariant; donc U(g) · m = k · m et M = 

(R#U(g))m = Rm. Il est clair que ann (m) est un idéal g-invariant de R. 
Or R est g-simple, donc ann (m) = 0 ou R. Mais ann (m) =1= R, car 1 E R 
et 1· m = m =1= 0; donc ann (m) = 0; donc M est R#U(g)-isomorphe à R. 

Maintenant, si M est un * module de type fini, alors M admet une suite 
de composition dans laquelle chaque facteur est un * module monogène 
de générateur un semi-invariant .. D'après ce qui précède, chaque facteur 
de la suite est R-libre. Donc M est R-libre. 

THÉORÈME 5.15. Soit R un * anneau g-simple. Alors R est un anneau 
intègre régulier de dimension au plus égale à n. 

Preuve. Il est clair que R est· intègre. Sous nos hypothèses, R = 

dir lim R;, où chaque R; est un sous * anneau de type fini de R. Soit S; 
l'ensemble des éléments g-normaux non nuls de R; et posons 1'; = S;- 1R;. 
D'après (5.1, (1)) 1'; c R; donc R = dir lim 7';. D'après (5.1 (2)) chaque Ti 
est un * anneau g-simple. Supposons 1'; ç ~- Alors 1j est limite directe de 
ses sous-Tj#U(g)-modules de type fini ~a· D'après (5.14) chaque 1]a est 
1';-libre; donc ~ est 1';-plat. Il en résulte que les inclusions T; ç 1j sont des 
morphismes plats. D'après (5.2) chaque 1'; est un anneau régulier de 
dimension égale au plus à n; d'où le résultat. 

THÉORÈME 5.16. Soient R un * anneau et P un idéal premier deR. Alors: 
(1) htP < g-ht(P+) + n. 
(2) dim R ::; g-dim R + n. 
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(3) ht P = g-ht(P+) + m, où m est le nombre minimum de générateurs de 
PRpjP+Rp dans RpjP+Rp. 

Preuve. La preuve se fait comme en (5.5). 

THÉORÈME 5.17. Soit R un * anneau, alors on a 

* gl dim R ~ gl dim R < * gl dim R + n. 

Preuve. La démonstration se fait comme en (5.9). 

THÉORÈME 5.18. Soient R un * anneau, P un idéal premier deR et Mun 
R-module. Si JL;(P+, M) = 0 pouri > r, alors J.L;(P, M) = 0 pouri > r + n. 

Preuve. La preuve se fait comme en (5.10). 

CoROLLAIRE 5.19. Soient R un * anneau, et Mun * module. Alors * 
idRM ~ idRM < *idRM + n. 

Preuve. La démonstration se fait comme en (5.11). 

CoROLLAIRE 5.20. Soit R un * anneau, alors R est régulier si et seulement 
si RQ est régulier pour tout idéal premier g-invariant Q de R. 

Preuve. La preuve se fait comme en (5.12). 

CoROLLAIRE 5.21. Soit R un * anneau, alors R est de Gorenstein ~i et 
seulement si RQ est de Gorenstein pour tout, idéal premier g-invariant Q de R. 

Preuve. La preuve se fait comme en (5.13). 

Nous allons maintenant établir un résultat analogue aux corollaires 
(5.12) et (5.13) pour les anneaux de Cohen-Macaulay lorsque R est un * 
anneau. 

LEMME 5.22 ([16, Lemme 15]). Soient A un anneau commutatif, 1 un 
idéal deA et 11-f un A-module tels que Ext~(Ajl, M) est unA/1-module libre 
pour tout i et Ext~(Aj1, M) = 0 pour i < d. Soient x un élément non 
diviseur de zéro dansAjl et 1' = 1 + Ax. Alors Ext~(Ajl', M) estAjl'-libre 
pour tout i et Ext~(A/1', M) = 0 pour i < d. 

Le résultat suivant est une version plus forte de (5.8) dans le cas des * 
modules. 

THÉORÈME 5.23. Soient R un * anneau, Mun * module de type fini, P un 
idéal premier deR et s = ht P - ht(P+). Si J.L;(p+, M) = 0 pour i < r, alors 
JL;(P,M) = 0 pouri < r +s. 

Preuve. Soit S l'ensemble des éléments g-normaux non nuls dans 
RjP+ et T = s- 1(RjP+). Alors Test un* anneau g-simple et Extk(T, M) 
est un T#U(g)-module g-localement fini de type fini et (cf. 5.14) 
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Ext~(T, M) est T-libre_. Posons Q = (P ;p+)T. On a RpjP+ Rp = TQ et, 
après localisation, Extk/TQ, Mp) est TQ-libre. Comme dans (5.10), nous 
avons la suite spectrale 

Ext~Q(rQ,Ext~/TQ,MP)) => Ext~JrQ,MP), où rQ = RpfPRp. 

Coll_lm~ TQ est un anneau local régulier, on a (cf. [1, 3.6, P: 14]) 
Ext~ (TQ, TQ) = 0 pour j =1= dim TQ. On en déduit que Ext~ (TQ, 

.Q Q 

Extk/TQ, Mp)) = 0 pour j =1= dim TQ. D'après (2.9), dim TQ = ht(QTQ) = 

ht(PRpjP+ Rp) = ht(P jP+) = s; donc la suite spectrale dégénère et donne 
Ext~ ((TQ, Ext~p(TQ, Mp)) = Ext~:i(rQ, Mp). Il en résulte que 1-tm(P+, M) 
= 0 bnplique J.Lm+s(P, M) = 0 pour tout m. En particulier, si f.L;(P+, M) 
= 0 pour i < r, alors J.ti(P, M) = 0 pour s ~ i < r +s. Comme TQ est un 
anneau local régulier, l'idéal PRpjP+ Rp = QTQ est engendré par une 
TQ-suite régulière x1, .•. , x s. Posons ~ = P_+ Rp + Rpx1 + ·· · + J!.Pxi, donc 
/ 0 = p+ Rp et Is = PRp. Maintenant, Extk (Rpj/0 , Mp) = Extk (T.Q, Mp) 

p . p 

est un Rj/0-module libre pour tout i et, par hypothèse, Extk/TQ, Mp) = 0 
pour i <s. Le lemma (5.22) et une démonstration par récurrence mon­
trent que Ext~P(RpjPRp, Mp) = 0 pour i < s, donc J.Li(P, M) = 0 pour 
i < s. Ce qui achève la démonstration. 

CoROLLAIRE 5.24. Soit R un * anneau. Alors R est un anneau de 
Cohen-Macaulay si et seulement si Rp est un anneau de Cohen-Macaulay 
pour tout idéal premier g-invariant P de R. 

Preuve. La condition est évidemment nécessaire. Montrons qu'elle est 
suffisante. Pour cela, soit P un idéal premier deR. D'après les hypothèses, 
Rp+ est un anneau de Cohen-Macaulay, donc (cf. [1, 3.7, p. 14]) 
J.Li(P+, R) = 0 pour tout i < ht(P+). D'après (5.23), on a f.L;(P, R) = 0 
pour i < ht(P+) + (ht P- ht(P+)) = ht P; donc à nouveau (cf. [1, 3.7, p. 
14]) Rp est un anneau de Cohen-Macaulay. On en déduit que R est un 
anneau de Cohen-Macaulay. 
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A MA TANTE FÉLICIENNE DE LOUU 

INTRODUCTION 

Dans tout l'exposé, k désigne le corps des nombres complexes, g une 
k-algèbre de Lie de dimension finie n d'algèbre enveioppanie U(g}. R une 
k-algèbre (toujours associative et unitaire). On suppose que g opt'-re par 
dérivations sur R via un morphisme d'algèbres de Lie o de g vers 
l'algèbre de Lie des k-dérivations de R. On note A = R # U(g) l'anneau 
d'opérateurs différentiels étudié dans [2]. 

Soient g résoluble, R commutative noethérienne, P un idéal premier de 
A et il (P) la clique de P. Posons :T= n{A\Q; où Q parcourt il (P)}. 
D'après [8, 7.7], Y est un ensemble de Ore dans A. Donc A::rfM est un 
anneau simple artinien si M est un idéal primitif à droite de Ay [8, ··.7; 10, 
7.1]. 

Fixons un idéal t de g et posons B 2 = R # U(t ). Soit h un idé:o 1 de g 
contenant t et maximal par rapport à la propriété 

PnB1 = (PnB2 )B1 , oùB1 =R#U(h). 

On dit que la condition (L1) (respectivement (L2 )) est satisfaite pour P 
si P n B 1 est localisable (respectivement Q n B 1 est localisable pour tout 
Q appartenant à fi (P)). 

Il est clair que (L2 ) entraîne (L 1). La condition (L2 ) est satisfai: - pour 
P dans les cas suivants: 

1er cas. Si g est nilpotente, R est intègre et QRQ est engendré par 
un ensemble régulier g-centralisant d'éléments; où Q = P n R (cf. L4). 

2ème cas. Si dim g = 1 (cf. preuve de 4.4). 
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3ème cas. Si R est intègre g-localement finie et QRQ est engendré 
par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments; où Q = P n R (cf. 1.1 
et 5.3). En particulier, si R est régulière intègre et g opère trivialement 
sur R. 

4ème cas. Si R est g-simple (cf. 1.1 et remarques 5.8). 

Le but de l'exposé est d'étendre à l'anneau R # U(g ), lorsque R est 
intègre et g-hypemormale, certains résultats obtenus pour U(g) par K. A. 
Brown dans [7, 6.1). 

Plus précisément, nous montrons (cf. 4.2) que si M est un idéal primitif 
de A.?", si QRQ est engendré par un ensemble régulier g-normalisant 
d'éléments; où Q = P n R et si la condition (L 2 ) est satisfaite pour P, 
alors M est engendré par un ensemble régulier normalisant contenant d 
éléments; où d, la hauteur de M est aussi la dimension globale et la 
dimension de Krull de A.?". 

Dans les premier, troisième et quatrième cas ci-dessus, nous montrons 
que l'entier d est aussi égal à la hauteur de P. Nous discutons alors dans 
ces trois cas des nombres de Bass dans l'anneau R # U(g ). Dans le 
troisième cas, le résultat est amélioré si dim g = 1. 

1. PRÉLIMINAIRES 

Les notations et les définitions suivantes seront utilisées dans l'exposé. 
Un anneau noethérien signifie noethérien à droite et à gauche. 
Soient A un anneau noethérien et P un idéal premier de A. 
On note ht Pia hauteur de P. 
On pose Cj?A(P) ={a E A tel que a +Pest régulier dans AfP}. 
Le grade de P est l'entier 

jA(P) = inf{i:Ext~(AjP,A) if= 0}; 

où A j P et A sont considérés comme A -modules à gauche ou à droite. 
Si P est complètement premier, Fr(AjP) désigne le corps des ,_!actions 

de AfP et J.LlP, A) la dimension sur Fr(AjP) du Fr(AjP) - espace 
vectoriel Fr(AjP) ®A Ext~(AjP, A). 

Les nombres JL; ont été introduits en algèbre commutative par H. Bass 
[1) et dans les algèbres enveloppantes par M. P. Malliavin [11). On 
trouvera une définition plus générale des nombres J.L; dans [9, Sect. 4]. 

On note gl - d(A) et K - d(A) la dimension globale et la dim' -lsion de 
Krull au sens de Gabriel et Rentschler de A. 

Nous utilisons la notion d'anneau local régulier au sens de W.<:..éœr [12). 
Soient P et Q deux idéaux premiers de A. La notation P ~ Q signifie 

qu'il existe un lien de P vers Q. Pour la définition de cette notion et de la 
clique d'un idéal premier, on pourra consulter [10]. 



374 THOMAS GUÉDÉNON 

Le lemme suivant se démontre en adaptant la preuve de [8, 7.3] à notre 
contexte. Il est utile pour les paragraphes 4 et 5. 

LEMME 1.1. Soient R noethérienne, h un idéal de g, A = R # U(g}, B = 

R # U(h) et P ~ Q deux idéaux complètement premiers de A tels que en B 
et Q n B soient complètement premiers. 

(1) Si P n B est localisable, alors Q n B c P n B 

(2) Si Q nB est localisable, alors PnB ç Q nB. 

2. ELÉMENTS g-NORMALISANTS DER 

Soit R noethérienne. 
Si I est un idéal g-invariant de R et si b est un élément g-normal àe R 

non contenu dans /, alors I + Rb est un idéal g-invariant de R. 
Si {b1, b2 , ••• , bJ est un ensemble normalisant d'éléments R, on note 

(b 1, b2 , ••• , b) l'idéal de R qu'il engendre. 

DÉFINITION 2.1. Soit R noethérienne. Les éléments b 1, b2 , ••• , b1 for­
ment un ensemble g-normalisant d'éléments de R si 

(i) b1 est un élément g-normai non nul dans R 

(ii) bi + (b1, ... , bi_ 1) est un élément g-normal non nul dans 
Rj(b1, ••• , bi_ 1) pour 1 ~ i ~ l. 

On définit de façon similaire la notion d'ensemble g-centralisant d'élé­
ments de Ret d'ensemble normalisant semi-invaria..rlt d'éléments deR. 

THÉORÈME 2.2. Soient R noethérienne et 1 un idéal g-invariant de R. 

(i) Si R est g-hypemormale, alors I est engendré par un em,~mble 
g-normalisant d'éléments de R. 

(ii) Si R est g-hypercentrale, alors I est engendré par un en,- ~mble 
g-centralisant d'éléments de R. 

Preuve. (i) On suppose I =F O. D'après nos hypothèses, I contient un 
élément g-normal non nul b1 de R. Supposons que {b1, ..• , bJ est un 
ensemble g-normalisant d'éléments de R contenu dans /. Posons J = 

(b 1, ••• , bi_ 1, b). Si I = J, alors le résultat est vrai. Si 1 =F J, alors il existe 
b; + 1 E I \ J tel que bi+ 1 + J est un élément g-normal non nul d~ R j J. 
Donc {b1,, .• , bi+ 1} est un ensemble g-normalisant d'éléments de R. Si 
1 = J + (bi+ 1), alors la démonstration est terminée. Si 1 =F J +(bi-,), on 
recommence le même processus. Comme R est noethérienne, on C'ndut 
que I est engendré par un ensemble g-normalisant d'éléments de R 

(ii) La démonstration se fait comme en (i). 
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COROLLAIRE 2.3. Soit R noethérienne g-hypercentrale. Alors tous les 
idéaux premiers g-inuariants de R sont localisables. 

Preuve. Soit P un idéal premier g-invariant de R. D'après le théorème 
(2.2), P est engendré par un ensemble g-centralisant d'éléments d(~ R. Or 
un ensemble g-centralisant d'éléments est un ensemble centralisant d'élé­
ments. Le résultat est maintenant évident. 

Soient k algébriquement clos, g résoluble et R commutative 
noethérienne g-localement finie. Si I est un idéal g-invariant de R. aiors I 
est engendré par un ensemble (normalisant) semi-invariant d'éléments 
deR. 

Soit R noethérienne, h un idéal de g et B = R # U(h). Si {at> ... , a1} est 
un ensemble g-normalisant (respectivement régulier g-normalisant) d'élé­
ments de R, alors {a1, ... , aJ est un ensemble g-normalisant (respective­
ment régulier g-normalisant) d'éléments de B. 

Soit Q un idéal g-invariant de R. Si {a1, ••• , a1} est un ensemble 
g-normalisant d'éléments de R qui engendre Q, alors {a1, ... , a1} engendre 
QB. 

Si ~ est un ensemble de Ore dans R, alors, d'après [3, 4.5], ~ est un 
ensemble de Ore dans B et R6' = Rw # U(h). Si 'é" est composé d'élé­
ments réguliers et si {a1, ... , a1} est un ensemble g-normalisant d'éléments 
de R, alors {a1, ... , a1} est un ensemble g-normalisant d'élément:- de R?. 

Soit Q un idéal premier g-invariant de R. Si {a1, •.. , aJ est un e~1semble 
g-normalisant d'éléments deR qui engendre Q, alors {a1, ••. , a1} engendre 
QI?. 

Remarque. Tout ce qui a été dit ci-dessus reste vrai lmsqu'on remplace 
"g-normalisant" par "g-centralisant" ou par "normalisant semi-invariant" 
dans les hypothèses et les conclusions. 

3. RÉSULTATS GÉNÉRAUX SUR LA LOCALISATION 
DANS R#U(g) 

Dans ce paragraphe et les suivants, g est résoluble. 
Soit 0 = g0 c g1 c ··· c gn = g = g une suite de composition de g; 

donc g; est un idéal de g et gJg;_ 1 est de dimension 1, pour 1 ~ i ~ n. 
Soit À; E g* la valeur propre de l'action adjointe de g sur gjg;_ 1, 

1 ~ i ~ n. Les À; sont les valeurs de Jordan-Holder de g. 
Pour i = 1, 2, ... , n; fixons X; E g; \g;_ 1; donc (X1, X 2 , ••• , X:' est une 

base de g;. Posons R = R 0 et R; = R # U(g); 0 ~ i ~ n; dm . .: Rn = 
R#U(g). 

Si R est g-hypemormale, nous avons montré dans [9, 2.18] que chaque 
R; est g-hypemormale. Afin de rendre l'exposé bien clair, 2-: portons 
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quelques précisions à ce résultat. Fixons un entier i = 1, 2, ... , n et un 
entier j ~ i. D'après la preuve de [9, 2.15], si / 1 c 12 sont deux idéaux 
g-invariants de Ri, alors il existe t E / 2 \11 tel que 

(1) pour tout u E Ri, il existe v E Ri vérifiant ut - tu E / 1. Dans le 
cas particulier, où R est commutative, ut - tu E / 1 pour tout u E R. 

(2) pour tout XE g, ôx(t) - rxt- m 1 ÀlX)t- ··· -m;ÀJ,Y)t E 

/ 1; où rx ER, les mi pour j ~ i sont des entiers naturels et mi est le 
degré minimal en X; d'un élément de 12 \11 à coefficients dans R;_ 1• 

Pour la définition des entiers m 1, ••• , m;_ 1, on pourra se reporter à la 
preuve de [9, 2.15]. 

(3) Si R est g-hypercentrale, alors rx = 0 pour tout XE g. 

( 4) Si R est commutative g-localement finie, alors r x = cp( X) pour 
tout XE g; où cp est un caractère de g. 

Dans ces conditions, [9, 4.4] peut être généralisé de la façon suivante: 

LEMME 3.1. Soient R noethérienne à droite g-hypemormale, P un idéal 
premier g-inuariant de B = Rm, P1 = P n R; et P2 = P n Ri_ 1; 1 < .i < m 
~ n. Alors P 1 et P2 R; = R;P2 sont des idéaux premiers g-inuariants de Ri. 
De plus, soit P 1 = P2 R;, ou bien il existe p E P1 \RiP2 tel que 

(i) ôx(p)- UxP- mÀ(X)p E R;P2 pour tout XE g; où Ux ER 

et m est le degré minimal en X; d'un élément de P 1 \RiP2 à coefficients dans 
R;_t; 

(ii) p +.RiP2 est un élément nonnal de RJP2 R;; 

(iii) sis E Ri et ps E R;P2 , alors s E R;P2 ; 

(iv) pour tout q E P1, il existe c E C(?8 (P) tel que qc E R;P2 + R;P· 

Preuve. Il suffit d'adapter la preuve de [9, 4.4] à notre contexte. Voici 
les grandes lignes de la démonstration. On choisit fE P1 \R;P2 de degré 
minimal rn en X; et on définit K 1 et K 2 comme dans [9, 4.4]. Il existe 
am E K 2 \K1 tel que am+ K 1 est normal dans R;_ 1 jK1 et ôx(am)­
Uxam E K 1 pour tout XE g, où Ux = rx + m 1À1 + ··· +m;_ 1 A._ 1 et 
rx ER (cf. début de ce paragraphe). Ceci entraîne l'existence d'un éi;rnent 
p E P 1 \ R;P2 qui vérifie (i), (ii) et (iii). Il est facile de voir que ôxC~!m) -
Uxam E P2 Ç P pour tout XE g. 

De même pour tout rER, il existe r1 ER tel que ram - amr1 E P: ç P. 
Ainsi, pour tout u E Rm, il existe v E Rm tel que uam - amu E P. Or 
am tEP à cause du choix de rn; donc am E W8 (P). Le reste de la d :mon­
stration se fait exactement comme dans [9, 4.4]. 
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Remarque. D'après la preuve de (3.1), l'élément am (et donc c) est 
aussi régulier dans Ri-l modulo P2 • 

Pour tout idéal premier g-invariant P de B = Rm, :J(B) désigne l'en­
semble des entiers i ~ m tels que P n Ri =1= (P n Ri_ 1)Ri. 

Le résultat suivant est une généralisation de [9, 4.6]. 

THÉORÈME 3.2. Soient R noethérienne à droite première g-hypernormale, 
B = R m, 0 ~ m ~ n, P un idéal premier g-invariant localisable de B et 
Q = P n R. Si Q est localisable et si QRQ est engendré par un ersemble 
régulier g-normalisant d'éléments, alors Bp est un anneau local régulier de 
dimension au plus égale à dim RQ + I~(B)I; où I~(B)I désigne le cardinal de 
~(B). 

Preuve. La démonstration se fait exactement comme [9, 4.6] on utilise 
(3.1) et on fait les changements appropriés. 

Le résultat suivant prouve que, si R n'est pas g-hypercentrale, on peut 
quand même parler de localisation dans R # U(g ). 

THÉORÈME 3.3. Soient R commutative noethérienne intègre, B = Rm, 
0 ~ m ~ n, P un idéal premier g-invariant deBet Q = P n R. On suppose 
que 

(1) QRQ est engendré par un ensemble réguiier g-centralisanL d'élé­
ments; 

(2) P n Ri =1= (P n Ri_ 1)Ri implique Ai= O. 

Alors P est localisable, PBp est engendré par un ensemble régulier g­
.... ,nt.-nli .. n.-.t ot rlitn B - ditn R -+- 1 ~(B)I 
'""~ "' """..,"' •• "-'.. '-".i..I..I...L p - .&.&..L..L ... ... Q 1 ,,._, ' ... 

Preuve. La démonstration va se faire comme dans· [4, 2.6]. Posons 
Pi = P n Ri et ~ = WR(P); 0 si <m. 

Il suffit de montrer 1~ propriété suivante: 

( *, i) ~ _ 1 est un ensemble de Ore dans B et Pi Bw; .. 
1 

est e1 ~gendré 
par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments de (P)~_ 1 • 

D'après les hypothèses, W0 est un ensemble de Ore dans Ret Qr:~J (donc 
QBw

0
) est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments de 

Q'é"o· Notons K0 le corps des fractions de RjQ. Si P1jQR1 est non nul, 
alors, d'après [4, 2.1], (P1)%'J(Qg)R1 est engendré par un élément g-

central régulier de K0[X1, Bd. Il en résulte que (P1)%' (et donc P1B%') est 
0 0 

engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments df (P1)5"
0

• 

Ainsi ( *, 1) est vraie. 
Supposons que ( *, i) est vraie pour 1 ~ i <m. Il est clair que~ 1 c ~­

D'après (*,Ï), l'idéal (P)%' Ri+t de (Ri+l)%'. est engendré -;mr un 
ensemble régulier g-centrali~a~t d'éléments de (f>)'3";_

1
• Il est donc localis­

able. On en déduit que ~ est un ensemble de Ore dans Ri , . , donc 
dans B. 
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Si ~ + 1/ Pi Ri+ 1 est non nul, on démontre comme dans le cas ( *, 1) que 
(~+ 1)~ (et donc Pi+ 1(H??)) est engendré par un ensemble régulier 
g-centralisant d'éléments de' (Pi+ 1 )~. Il suffit pour cela, d'appliquer [4, 
2.1] à l'idéal (~+ 1 )w/CP)w;Ri+l de Ki[Xi+l' oi+ 1], où Ki est le corps des 
fractions de RJ Pi. Ainsi, Pi+ 1 Bw est localisable; donc ( *, i + 1) est vraie. 
On en déduit que Pest localisable et PBp est engendré par un ensemble 
régulier g-centralisant d'éléments. La dernière assertion est évidente. 

COROLLAIRE 3.4. Soient R commutative noethérienne intègre, g nilpo­
tente, B = Rm, 0 ~ m ~ n, P un idéalpremierg-invariantde B et Q = P n R. 
Si QRQ est engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments, alors 
P est localisable, PBp est engendré par un ensemble régulier g-centralisant 
d'éléments de Bp et dim Bp = dim RQ + I:S(B)I. 

CoROLLAIRE 3.5. Sous les hypothèses de (3.4), soit d la hauteur de P. 
Alors J.Li(P, B) = 0 si i =1= d et J.LiP, B) = 1. 

COROLLAIRE 3.6. Sous les hypothèses de (3.4), on a j 8 (B / P) = ht P. 

Preuve. Il suffit d'utiliser (3.5) et la définition du grade de P. 

4. RÉSULTAT FONDAt\IIENTAL 

Dans ce paragraphe, R est commutative noethérienne, A = R # U(g) ct 
P est un idéal premier de A. On conserve aussi les notations des para­
graphes précédents. 

Fixons un idéal t de g. Posons B2 = R # U(t ). Choisissons un idéal h de 
g maximal par rapport à la propriété P n B1 = (P n B 2 )B1; où B1 = 
R#U(h). 

Supposons la condition (L1) satisfaite pour P. Alors Y= B 1 \ P n B1 
est un ensemble de Ore dans B 1, donc dans A. Notons D le corps des 
fractions de BI/P n Bl. 

LEMME 4.1. Sous ces hypothèses et avec ces notations, soit R intègre. 
Alors Ayj(P n B1)Ay est isomorphe à D[x1+1, ••• , xn] l'algèbre des 
polynômes sur D; où lest la dimension de h. 

Preuve. Soit (X1+ 1, .•. , Xn) une base du complémentaire de h dans g. 
Pour i E {1 + 1, ... , n}, posons h' = h œ kXi et A' = R # U(h'). Alors 
P nA' =1= (P n B 1)A', à cause de la maximalité de h. On en dédct que 
(P n A')j(P n B 1)A' est un idéal premier non nul de (B1 jP n B1)[ .~(, oJ, 
donc D[Xi, oi] n'est pas un anneau simple; donc oi doit être [3, 4. /] une 
dérivation intérieure de D. Il existe alors di E D tel que l'élément .x. ·=xi 
-di commute avec D. Il est clair que D[XJ = D[xJ Ainsi, Ay/(P n 
B 1)Ay = D # U(gjh) = D[x1+ 1, .•• , xn]. 
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Soient i, j E {l + 1, ... , n}. Si Z(D) désigne le centre de D, alors 
[x;, xj] = [X;, X) - [X;, dj] - [d;, X) + [d;, dj] = [X;, X) - [d;, djJ E 

Z(D), car [X;, ] = [d;, ] sur D. On montre comme ci-dessus que 
D[X;, Xj] = D # U(kX; œ ~)n'est pas un anneau simple. Si [x;, xj] =1= 0, 
alors D[X;, X) = D[x;, x) est isomorphe à AlD), l'algèbre de Weyl 
d'ordre 1 sur D. Ce qui est impossible, car A 1(D) est un anneau simple; 
donc [x;, x) = O. Ce qui achève la démonstration. 

Notons f!(P) la clique de P et posons :T = n {A\ Q, où Q p<ircourt 
fl(P)}. D'après [8, 7.7], :Test un ensemble de Ore dans A. D'après [8, 7.7; 
10, 7.1], les idéaux primitifs de A.'T sont de la forme QA.'T; où Q parcourt 
fl(P). 

Supposons que la condition (L1) est satisfaite pour P. D'après [10, 5.4.5; 
5, 1.1], Y ç :T. Donc A.'T est une localisation de A y. 

Soient R intègre g-hypernormale et Q = P n R. Si QRQ est engendré 
par un ensemble régulier g-normalisant d'éléments, alors, d'aprè.s (3.2), 
(P n B 1)Ay (et donc (P n B 1)A.'T) est engendré par un ensemble régulier 
normalisant d'éléments. Le cardinal de cet ensemble sera noté d1. 

Nous arrivons au résultat fondamental de l'exposé. Il généralise (3.2), 
lorsque R est commutative et m = n. 

THÉORÈME 4.2. Sous les hypothèses et avec les notations ci-dessus, soient 
R intègre g-hypemonnale, Mun idéal primitif de A.'T et Q = P () R. ,s,: QR0 
est engendré par un ensemble régulier g-nonnalisant d'éléments et si ia 
condition (L2 ) est satisfaite pour P, alors 

(1) M est engendré par un ensemble régulier nonnalisant d'éléments de 
cardinal d = dim RQ + I~(A)I. 

(2) d = gl - d(A.'T) = K- d(A.'T) = ht M. 

Preuve. (1) Posons 1 = (P n B 1 )A.'T. D'après (L2 ) et (1.1), 1 = (P' n 
B 1)A.'T ç P' A.'T pour tout P' dans ll(P). On en déduit que 1 est c: ntenu 
dans le radical de Jacobson de A.'T. D'après (4.1), A.'T/1 est une localisa­
tion de D[x 1 + 1, ... , xn]. On en déduit que M j 1 est engendré par un 
ensemble régulier centralisant d'éléments de cardinal d 2 , par ex':~mple. 
Donc M est engendré par un ensemble régulier normalisant d'éléments de 
cardinal d1 + d2 = d. 

(2) Il est clair que d 2 = gl- d(A.'T/1) = K- d(A.'Tjl) < +c 

Les deux premières égalités découlent de [12, 1.4 et 1.9]. D'a; ;ès le 
théorème de l'idéal principal, ht M = d. 

D'après [2, 7.9], si Q est un idéal premier g-invariant de R, alors QA est 
classiquement localisable. 
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LEMME 4.3. Soient R intègre et Q un idéal premier g-invariant deR. Si 
QRQ est engendré par un ensemble régulier g-nonnalisant d'éléments, alors 
AQA est un anneau local régulier. 

Le théorème ( 4.2) peut être amélioré si g est de dimension 1. 

THÉORÈME 4.4. Soient g de dimension l, R intègre, Mun idéal primitif de 
A.;r et Q = P n R. Si QRQ est engendré par un ensemble régulier g-normal­
isant d'éléments, alors 

(1) M est engendré par un ensemble régulier nonnalisant d'éléments de 
cardinal d = dim RQ + I~(A)I 

(2) d = gl - d(A.;r) = K - d(A.;r) = ht M. 

Preuve. Si P = (P n R)A, alors, d'après (4.3), le résultat est vrai. Dans 
ce cas, I:J(A)I =O. 

Si P * (P n R)A, alors pour t = (0) et h = (0) (donc B 2 = B 1 ~= R), la 
condition (L 2 ) est trivialement satisfaite pour P. Enfin, d'après Ie3 hy­
pothèses, l'idéal (P n R)A.;r est engendré par un ensemble régulier nor­
malisant d'éléments. Le résultat se démontre exactement comme (4.2). 
Dans ce dernier cas, I:J(A)I = 1. 

5. QUELQUES APPLICATIONS DU RÉSULTAT FONDAMf:NTAL 

Dans ce paragraphe, R est commutative noethérienne et A = R # U(g ). 
On conserve les notations des paragraphes précédents. 

Si À est un caractère de g, alors le morphisme d'algèbres de Lie 
g ---,) R # U(g ); X ~ X + À( X) permet de définir un automorphisme 
d'algèbre-R-linéaire TA de R # U(g). 

LEMME 5.1. Soient R g-localement finie et P ~ Q deux idéaux pret'âers de 
A. Alors, il existe un caractère À g tel que Q = TA(P). 

Preuve. Par définition, il existe, d'après [10, 5.3], un idéal 1 G_ A tel 
que PQ ç 1 cP n Q et (P n Q)/1 est sans torsion comme AjP module 
à gauche et comme A/Q-module à droite. Il existe (cf.§ 3), p E P il Q\1 
tel que q = p + 1 est normal dans A/1 et 

où cp est un caractère de g. Posons À = cp + m 1 A1 + · · · +mn ); ; donc 
Xq = qX + A(X)q = qTA(X) pour tout XE g. On en déduit que uq = 
qTA(u) pour tout u E U(g). On sait aussi que rq = qr pour tout r c: R. Il 

en résulte que aq = qTA(a) et qa = T_A(a)q pour tout a EA. 
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D'autre part, comme AfP et AjQ sont des anneaux intègres, la 
condition de torsion faite sur (P n Q)jl implique que l'annulateur à 
gauche (respectivement à droite) de q dans A est P (respectivement Q). 
Tout ceci prouve que Q = r. anniq) = TAO. anniq)) = T/P). 

LEMME 5.2. Soient R g-localement finie, h un idéal de g et B = R # U(h). 

(1) Si P ~ Q sont deux idéaux premiers de A tels que P = (P n B)A, 
alors Q = (Q n B)A et PnB~ Q nB. Réciproquement: 

(2) Si P' ~ Q' sont deux idéaux premiers de B tels que P' est g-in­
variant, alors Q' est g-invariant et P'A ~ Q'A. 

Preuve. (1) D'après (5.1), Q = T/P) pour un caractère À de g. Comme 
TA(B) = B, on a Q = (Q n B)A. 

Posons PnB = P 0 et Q nB = Q0
: ce sont des idéaux premiers (g-in­

variants) de B. Maintenant, 

(P n Q)/PQ = (P n Q n B)AjP0AQ0A 

= (P n Q n B)Aj(P0 Q 0 )A = ((P 0 n Q 0 )jP0 Q 0 )A. 

( *) 

D'après les hypothèses, A vérifie la condition de second niveau [~~. 7.4]. 
D'après [8, 1.4] et ( * ), 1. ann8 ((P 0 n Q 0 )jP0 Q 0

) = P 0 et r. ann8 ((P 0 n 
Q 0 )jP0 Q 0

) = Q0
. A nouveau, d'après [8, 1.4], P 0 ~ Q0

• 

(2) D'après (5.1), il existe un caractère 1-L de h tel que Q' = T~'-(P'). 
D'après [3, 6.4], 1-L est la restriction à h d'un caractère À de g. Puisque 
g = h + Ker À, un sous-ensemble de h U Ker À forme une base g' de g. 
Soit X E g'_ Alors ox(Q') c Q', si X E h. Supposons que X est dans 
Ker À et soit q' E Q'. On sait que q' = T/q) pour un q de P'. Nous avons 
ox(q') = XTA(q) - TA(q)X = TA(ox(q)) E TA(P') = Q'. Donc Q' est g-in­
variant. On en déduit que Q'A est un idéal premier de A. p,üsque 
P'A n Q'A = (P' n Q')A et P'AQ'A = P'Q'A, l'assertion découle facile­
ment de [8, 1.4]. 

Soit P un idéal premier de A. Posons t = n{Ker A;, i E :J(A)}. Il est 
clair que t est un idéal de g. Posons B 2 = R # U(t ). Soit h un idéal de g 
contenant t et maximal par rapport à la propriété 

où B 1 = R # U( h). 

Avec ces notations, on a 

LEMME 5.3. Soient R intègre g-localement finie et Q = P n R. Si QRQ est 
engendré par un ensemble régulier g-centralisant d'éléments, alors , · n B 2 
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(respectivement P n B 1) est un idéal premier localisable de B2 (respectivement 
de B 1). 

Preuve. L'idéal P n B 2 de B2 vérifie les conditions du théorème (3.3), 
donc P n B 2 est localisable. 

Soit P' un idéal premier de B1 tel que (P n B 2 )B1 ~ P'. D'après (5.2 
(1)), P' = (P' n B2 )B1 et P n B2 ~ P' n B2 • Comme P n B 2 est localis­
able, P n B 2 = P' n B2 • Il en résulte que P' = (P n B2 )B1• Donc la 
clique de (P n B2 )B1 est réduite à (P n B2)B1• D'après [10, 7.2-~;;J, (P n 
B 2 )B1 est classiquement localisable. 

Le résultat suivant est une belle illustration de ( 4.2). 

THÉORÈME 5.4. Avec les notations ci-dessus, soient R intègre g-locale­
ment finie, Mun idéal primitif de A 7 et Q = P n R. Si QRQ est engendré par 
un ensemble régulier g-centralisant d'éléments, alors 

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-invariant 
d'éléments de cardinal d = dim RQ + I~(A)I 

(2) d = gl - d(Ag-) = K - d(Ag-) = ht M = ht P. 

Preuve. On choisit les idéaux t et h comme ci-dessus. D'après (5.3), ia 
condition (L1) est satisfaite pour P. Soit P' un élément de ll(P). D'après 
(5.1), P' = r>..(P) pour un caractère À de g. Comme B1 est ·;\-stable, 
P' n B1 = r>..(P n B1). On en déduit que P' n B1 est localisable, car 
P n B1 l'est et r>.. est un automorphisme d'algèbre de B1; donc la condition 
(L2 ) est satisfaite pour P. Le théorème (4.2) donne (1) et les trois 
premières. égalités de (2). 

Nous avons ht P = ht(PA,r) = ht M, car M = P' Ag-= T>..(P)A,r = 
r>..(PA7 ) pour un P' dans ll(P) et un caractère À de g. On signa!;~ que r>.. 
est prolongé à A 7 de façon naturelle. 

Le résultat suivant est une généralisation appropriée de [9, 4.81 

THÉORÈME 5.5. Avec les notations ci-dessus, soient R intègre g-locale­
ment finie, Q = P n R et d la hauteur de P. Si QRQ est engendd: par un 
ensemble régulier g-centralisant d'éléments, alors JL;(P, A) = 0 si i =ft d et 
JLiP, A)= 1. 

Preuve. D'après (5.4), PA7 est engendré par un ensemble régulier 
normalisant {z1, .•. , zs, ... , zal; où s est la dimension de RQ. : )e plus, 
Z; + (z1, ... ,z;_ 1) est un vecteur propre de A7 j(z1, ... ,z;_ 1); pour i = 
1, ... , d. Si cP; est sa valeur propre, alors c/J1 = · · · = ePs = 0; donc Tq,

1 
= 

··· = Tq,s = identité. On démontre comme dans la preuve de C'i.1) que 
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Z/r4Ja) = (a)zi modulo (z1, ... , zi_ 1) pour tout a E Ay. D'après [6, 

2.5], 

comme A,rmodule à gauche. 
Or 

si i i= d 
si i = d 

Fr(A/P) ®A Ext~(AjP, A) =Y1 Ext~(AjP, A) 

= Ext~_'T( AyjPAy, A y) 

et Ayj PA y= Fr( A J P); d'où le résultat. 

COROLLAIRE 5.6. Sous les hypothèses de (5.5), jiAfP) = d. 

Le corollaire suivant est un résumé de (5.4), (5.5) et (5.6) dans un cas 
particulier intéressant. 

COROLLAIRE 5.7. Soient R régulière intègre, Mun idéal primitif de A.::r et 
Q = P n R. Si l'action de g sur R est triviale, alors 

(1) M est engendré par un ensemble régulier normalisant semi-inuariant 
d'éléments de cardinal d = dim RQ + I~(A)I. 

(2) d = gl - d(Ay) = K - d(Ay) = ht M = ht P. 

(3) 11iP, A) = 0 si i i= d et J.LiP, A) = 1. 

(4) d = jiAJP). 

Remarques 5.8. (1) Si dim g = 1, les résultats de (5.4), (5.5) et (5.6) sont 
aussi vrais lorsqu'on remplace dans l'énoncé "g-centralisant" par "normal­
isant semi-invariant". Pour montrer cela, il suffit d'utiliser (4.4). 

(2) Si dans les résultats obtenus dans ce paragraphe, nous avons 
supposé que R est g-localement finie, c'est pour que l'élément rx intro­
duit au début du paragraphe 3 soit dans le corps de base k pour ch;.i_ue X 
de g. Or, pour chaque X appartenant à g, l'élément rx est nul, lorsqne R 
est g-simple. On déduit de cette observation que tous les résultats obtenus 
dans ce paragraphe, à l'exception de (5.2 (2)) sont aussi vrais lm :;qu'on 
remplace l'hypothèse "g-localement finie" par "g-simple." Dans ces condi­
tions, R est P n R = (0) et intègre. 
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Abstract 

Let k be an algebraically closed uncountable field of characteristic 0, g a finite dimen­

sional solvable k-Lie algebra, R a noetherian k-algebra on which g acts by k-derivatiom, 

U(g) the enveloping algebra of g, A = R * g the crossed product of R by U(g), P a prim•' 

ideal of A and O(P) the clique of P. Suppose that the prime ideals of the polynomial ring 

R(x] are completely prime. If R is g-hypernormal, then fl(P) is classicaL Denote by Ar 

the localised ring and let M be a primitive ideal of Ar. Set Q = P n R. In this note, we 

show that if R is a strongly (R, g)-admissible integral domain and if QRq is generated by a 

regular g-centralising_ set of elements, then. 

(1) Mis generated by a regular g-semi-in'variant normalising set of elements of cardinal 

d = dim(Rq) + IIA(P)J. 

(2) d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P). 

0 Introduction 
Ail rings and algebras ( except Lie algebras) in this paper are assodative 

with identity. AU modules are left modules. Noetherian means left and right 

noetherian. Ore set means left and right Ore set. 

Let A be a noetherian ring, Pa prime ideal of A and Man A-mo(1 lle. 

Set CA(P) = {cE A, c+P is regular in A/ P}. Let C be a multip:·cative 

Ore set in A. If P n C = 0, then C Ç CA(P). 
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Denote by Fr( A/ P) the classical quotient ring of A/ P. If N is a Fr( A/ P)­

module, denote by l(N) its length as Fr( A/ ?)-module. For each i 2:: 0, set 

(see [3, section 4]) 

ILi(P, M) = l(Fr(Aj P) ®A ExtAi(A/ P, lvf))jl(Fr(A/ P)). 

If P is completely prime, Fr(A/ P) is the quotient division ring of A/P and 

l(N) is the dimension of the Fr( A/ P)-vector space N. These num~)ers /-li 

are introduced in commutative algebra by H. Bass [1 J and in the envdoping 

algebras by M.P. Malliavin [7]. We call them the numbers of Bass. 

Let M be nonzero . The grade or the j-number of M denoted by ù(M) 

or j(M) is the infimum of positive integers i ~ 0 such that ExtAi(lvf, A)=/= O. 

If M = 0, we set j ( M) = +oo. If A has a fini te injective dimension anrl. M is 

nonzero, then j(M) < +oo. 

We denote by Kdim(A), dim(A) and gldim(A) the (Gabriel- RenL;chler) 

Krull dimension, the classical Krull dimension and the global dimension of A, 

and by ht(P) the height of P. 

Throughout, we fix a field k, a k-algebra Rand an integer n ~O. 

Denote by An(R) the k-algebra generated by Rand x1, ... , X11 , y1, ... , Yn with 

the relations 

where <5ii is the symbol of Kronecker. 

Let 9 be a k-Lie algebra of finite dimension n and U(9) the eœ-•:loping 

algebra of g. We suppose that 9 acts by derivations on R and we deuote by 

A= R * g the crossed product of R by U(9) (see [2 and 8]). 
For each X E 9, we denote by X the canonicat image of X in R ,., g and 

we set b(X) = bx. We recall that there exists a linear map <5 from 9 to the 

k-Lie algebra of k-derivations of R and a bilinear map t : g x g - R su ch that 

[X, Y]- [X, Y]= t(X, Y). 

If R is commutative and if 9 is abelian, the bi are commuting der: "a.tions 

of R. 

If 9 is the abelian Lie algebra of dimension 2n acting trivially on ,:_, then 

An ( R) is isomorphic to a crossed product R * g un der the obvious eml ~cl ding 

of g. 
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In the particular case where the image I mt of t is identically 0 (for example, 

if n = 1), R* gis usually denoted by R#U(g); in this caseR is ag-module. 

Any multiplicative Ore set C in R is a multiplicative Ore set in A =-' R * g 

and Ac= Re* g [8, Lemma 14.2.7]. 

Let h be a Lie subalgebra of g. Thus we can construct the crossed product 

B = R * h of R by U(h). If h is an ideal of g, we can define an action of g 

(hence of g / h) on B and it is well known that the algebras R * g and B * (.g / h) 

are isomorphic. An ideal of B is g-invariant if and only if it is g/h-invariant. 

Let bE R. Then U(g).b is ag-stable k-vector subspace of R. We say that 

bis g-finite if U(g).b has a finite dimension. It is clear that an element of R*h 

is g-finite if and only if it is g / h-finite. 

We say that Ris g-locally finite if ali its elements are g-finite. 

The enveloping algebra of an ideal of g is g-locally finite for the natural 

action of g. If R is g-locally finite, any g-invariant factor of R is g 1ocally 

finite. If g acts trivially on R, then R is g-locally finite. 

An element bof Ris g-normal if bis normal in Rand Rb is ag-invariant 

ideal of R. 

Let h be an ideal of g. An element of R is g-normal if and only if it is 

g-normal in R * h. 

The algebra Ris g-hypernormal if for any pair of g-invariant ideals I C J 

in R, the factor J / I contains a nonzero g-normal element of R/ I. 

If g is __ cow.pletely solvable, we fix a composition series of g; i.e. a chain 

0 = 9o C 91 C · · · C 9n = 9 

of ideals of g such that 9i+d9i has dimension one. We shaH set R = R * gi; 

0 < i :::; n; so Ro = R and R * 9n = R * g. Ch'oose Xi in 9i - 9i-l such 

that Xi + 9i-1 is a basis of gd 9i-1· So (X1 , X 2 , ... , Xn) is a basis of g and 

Ri ~ Ri-1 [Bi, Ji) the Ore extension of R-1 by Ji; where Xi is sent to Bi and 

Ji ( r) = J x, ( r) for any r E Ri-t· Each Xi + 9i-l is a g-eigenvector of gïf !!i-l; so 

[X, Xi]- >.i(X)Xi E R-1 for any X E g; where >.i(X) E k is the g-eig nvalue 

of xi+ 9i-1· Hence Jx(Xi)- >.i(X)Xi E R-1· The ).i are the Jordan-H~lder 
values of g. If g is nilpotent, the >.i are equal to 0; so gïf 9i-l is g-ceütral in 

9/9i-1· 

From now on we fix an integer m; 0:::; m:::; n. For any g-invariani prime 
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ideal P of B = R * gm, we set 

IB(P) = {i ~ m, P n Ri i= (P n R-l)Ri}· 

Remark 0.1 (1} In [3}, the results from 2.4 ta 2.18 (except 2.12} and all the 

results in section 4 are true even if the image I mt of t is not identically O. 

(2} The same remark is true for the results in the first fouTth parcgr-aphs 

of [4} (except the point (4) page 376}. 

The aim of this paper is to generalize the results obtained in [4]. Let k 

be algebraically closed uncountable of characteristic 0, g solvable and R a 

noetherian strongly (R, g)-admissible (see the definition in section 1) integral 

domain. Suppose that every prime ideal in the polynomial ring R[x] is com­

pletely prime. Hence every prime ideal in R * h is completely prime, for any 

Lie subalgebra h of g. Let P be a prime ideal of A= R*g and n(P) the clique 

of P. Set T = n{A- Q; Q E n(P)}. By [9, Corollary 2.6] and (6, Ccrollary 

7.2.16], Tisa multiplicative Ore set in A and Ar/Mis a simple artinian ring 

for any primitive ideal M of Ar. By [6, page 187], the right primitive i1 ieals of 

Ar are also left primitive ideals and are of the form P' Ar; where P' E: n( P). 

In this paper we show that if M is a primitive ideal of Ar, thE'' M is 

generated by a regular normalising g-semi-invariant set of elements of coxdinal 

d; where d the height of M is also the global dimension and the Krull dimension 

of Ar. We show also that dis the height of P and we prove that the grade 

of the A-module A/ P is equal to the height of P. This allows us to study the 

numbers of Bass in R * g. 

Among the rings R * g to which these results may be applied •·· re, for 

example: 

- the Weyl algebra An(R), where R is a commutative noetherian egular 

integral domain. 

- R * g, where Ris a Weyl algebra over k. 

- R * g, where Ris a noetherian hypercentral regularly localisable integral 

domain, g acts trivially on R and every prime ideal of R[x] is completely prime. 

1 Preliminary results 

We retain the above conventions and notations. Let S be an overalgeb1 a of R. 

We suppose that g acts also on Sand the action of g on S extends ti-·at of g 



SOLVABLE LIE ALGEBRA ACTION 3527 

on R. An element s of S is ( R, 9 )-admissible ( strongly ( R, 9 )-admissible) if s 

normalises (centralises) Rand bx(s) = À.xs for any XE 9, where Àx is sorne 

element of k. Ifs E Ris strongly (R, 9)-admissible, the map À. :X 1----t .\x; 

(X E 9) is a character of 9· 
Let I be a 9-invariant ideal of S. Then R/ 1 n R is a subalgebra of S/ I. 

A nonzero element of S/ I centralises R/ In R if and only if it centraiises R 

modulo I. 

We say that Sis (R, 9)-admissible (strongly (R, g)-admissible) if whenever 

1 c J are 9-invariant ideals of S, the ideal Jj 1 of S/ I contains a nonzero 

(R/ In R, 9)-admissible (strongly (R/ 1 n R, 9)-admissible) element. 

It is clear that if an element of S is strongly ( R, 9 )-admissible, th en it 

is (R, g)-admissible and if S is strongly (R, 9)-admissible, then S is (R, 9)­

admissible. 

A 9-central ( ( R, g )-admissible) element of R is strongly ( R, g )-adm tssible 

(9-normal) in R. If Ris 9-hypercentral ((R, 9)-admissible), then Ris strongly 

(R, 9)-admissible (9-hypernormal). If Ris hypernormal (hypercentral) and the 

action of 9 is trivial, then Ris (R, g)-admissible (strongly (R, g)-admi8:ible). 

Let k be algebraically closed of characteristic 0, 9 solvable and J ;' com­

mutative 9-locally finite. If the image [mt of t is identically 0, then by Lie's 

Theorem, R is strongly ( R, 9 )-admissible. 

Lemma 1.1 Let k be algebraically closed of characteristic 0, g solvable and h 

an ideal of 9. 

(1) Then U(h) is (U(h), 9)-admissible. 

(2) If h is nilpotent, U(h) is stron9ly {U(h), 9)-admissible. 

Proof (1) Set R = U(h) and l = dimk(h). By [3, Corollaire 2.18] and P ~mark 

0.1, Ris 9-hypernormal. More precisely, if ft C ! 2 are two 9-invariant ideals . 
of R, there exists [4, page 375], p E I2 - I 1 such that p + I 1 is normal in R/ I 1 

and 

for all X E g; where the m 1; j ::; l are positive integers. Since t\e Xi; 

1 ::; i ::; l generate U(h), p is a normal element of U(h). The result :_ollows 

from Lie's Theorem, since U(h) is a g-locally finite 9-module. 

(2) Let Y E h and let 

0 = 9o C 91 C · · · C 91 = h C ... C 9n = 9 
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be a composition series of 9 passing through h. Then by(Xi) E 9i-l; for 

0 ::; i :::; l, since h is nilpotent and 

0 = 9o C 91 C ... C 9L = h 

is a composition series of h. Also we have by(Xi)- Ài(Y)Xi E 9i-1· It follows 

that Ài(Y) = 0; 0 :::; i ::; l for all Y E h. Thus by (1), by(p) E ft lor all 

Y E h; this means that rp - pr E ft for all r E R. 

Lemma 1.2 Let k be al9ebraically closed, 9 abelian and R commutative g­

locally finite. Then R is strongly (R, 9)-admissible. 

Proof Let I be a nonzero 9-invariant ideal of R. Adapt the proof of [5, Lemme 

4.12} to show that there exists in I a nonzero element u such that bx(u) '"' ~\xü 

for any X E 9; where Àx E k. 

We refer the reader to [4, page 374] for the definition of a g-normalising, 

a 9-centralising and a 9-semi-invariant set of elements in R. Clearly, a g­

normalising (9-centralising) set of elements in R is a normalising ( centr:::• :ising) 

set of elements in R. 

The following theorem generalizes [4, Théorème 3.3]. 

Theorem 1.3 Let k be algebraically closed of characteristic 0, g solvable, R 

a noetherian integral domain, A= R*9 and B:....:..R*9m; 0:::; m ~n. Assume. 

that every prime ideal in the polynomial ring R[x] is completely prime. Let 

P be a g-invariant prime ideal of B and set Q = P n R. Suppose fhat the 

followin9 conditions hold: 

{1) Q is localisable and QRq is 9enerated by a re9ular 9-centmlisiny set of 

elements. 

(2) P n ~-::/= (P n Ri-1)~ implies Ài =O. 

Then P is localisable, P Bp is generated by a re9ular 9-centralising set of 

elements and dim(Bp) = dim(Rq) + I.Ts(P)j. 

Proof Adapt the proof of [4, Théorème 3.3]. 

Lemma 1.4 Let I be a 9-invariant ideal of S. IfS is (R,g)-admissible 

(stron9ly (R, g)-admissible), then Sj I is (Rf(! n R), g)-admissible (srongly 

(R/(I n R), g)-admissible). 
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Lemma 1.5 Let g be completely solvable. (1) If R is (R, g)-admissible, then 

each Ri is (Rj,g)-admissible; 0::; j::; i::; n. 

(2) If R is strongly (R,g)-admissible, then each ~ is strongly (R,g)­

admissible; 0 ::; i ::; n. 

Proof The results follow from the proofs of [3, Lemme 2.15 and CoroHa.ire 

2.18} and from [4, page 376} and Remark 0.1. 

Lemma 1.6 (1) Let R be noetherian, g completely solvable, B = R * 9rn; 0::; 

m ::; n and I a g-invariant ideal of B. If R is (R, g }-admissible, then I 2s 

genemted by a normalising g-semi-invariant set of elements. 

(2) Let R be noetherian and strongly (R, g)-admissible. Then every g­

invariant ideal of R is generated by a centra/ising g-semi-invariant set of ele­

ments. Therefore every g-invariant prime ideal of R is localisable. 

Proof (1) Let I i= O. By Lemma 1.5, 1 contains a nonzero normal g-sAmi­

invariant element b1 . The rest of the proof is similar to that of [4, Théof'~me 

2.2]. 

Let À be a character of g. For each i = 1, ... , n; set Xi+ >.(Xi)= Xi. 

Lemma 1. 7 For every character À of g, the map T>. : R * g -t R * g; 

is an R-linear automorphism of k-algebras. 

Lemma 1.8 Let g be completely solvable, R noetherian strongly (R, g)­

admissible and A = R * g. If P and P' are two completely prime ideals 

of A such that P' E fl(P). Then there exists a character À of g such ihat 

P' = T>.(P). 

Proof There is an ideal I in A such that PP' Ç I c P nP' and (P nF )/ 1 

is torsionfree as left A/ ?'-module and as right A/ ?-module. By Lemm,~, 1.5 

and its proof, there exists p E P nP' - 1 su ch that q = p + I is normal in 4/ l 
and 8x(q) = >.(X)q, where >. is sorne character of g. So Xq = qX + q,\(X) = 
qr>.(X). The rest of the proof is similar to that of [4, Lemme 5.1]. 
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Lemma 1.9 Let k be of characteristic 0, g completely solvable, R noetherian 

strongly (R, g)-admissible, h an ideal of g, A = R * g and B = R * h. If 

P ~ Q (P is linked ta Q) are two completely prime ideals of A stLch that 

P= (PnB)A, then Q = (QnB)A and PnB~ QnB. 

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 5.2 (1)]. Use Lemma 1.8. 

2 The main results 

We retain the notations and conventions introduced in the preceding sec­

tions, k is uncountable, algebraically closed and of characteristic 0, g is solvable 

and we suppose that every prime ideal in the polynomial ring in one variable 

R[x] is completely prime. So, by [9, Corollary 2.6], every prime ideal <)fR* h 

is completely prime, for any Lie subalgebra h of g. We recall [9] that if R is 

commutative or is a Weyl algebra over k or is the enveloping algebm of an 

ideal of g, then every prime ideal of R[x] is completely prime. 

Fix a prime ideal P of R * g and an ideal t of g and set B2 = R * t. Denote 

by O(P) the clique of P and set T = n{A- P'; P' E O(P)}. 

Let h be an ideal of g containing t and maximal with respect to the property 

that PnE1 = (PnE2)E1 ; where E 1 = R*h. 

We say that condition (L1) (ref;p. condition (L2)) is satisfied for P if 

P n B 1 is classically localisable (resp. P' n B 1 is classically localisable for any 

P' E O(P)). Clearly, (L2 ) implies (Lt). 

Suppose that condition (LI) is satisfied for P. Then S = E 1 - (PilEt) is 

an Ore set in B1 and hence in A. Denote by D the quotient divisioP ring of 

BtfPnEl· 
The assumption that k is uncountable is not neéessary in Lemmas 2.1 and 

2.4. 

Lemma 2.1 Under the above hypotheses and notations, suppose that condi­

tion ( L 1) is satisfied for P. Let R be a noetherian integral domair Th en 

As/(PnBI)As is isomorphic as algebra to the polynomial ring D[xl+l• ... ,xn]; 

where l is the dimension of h. 

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 4.1] and remark that D[Xi, X
1

j is iso­

morphic to D * (kXi EB kXi)· 
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Let R be g-hypernormal. By [3, Corollaire 2.18] and [6, page 226), R * g 

satisfies the strong second layer condition. By [6, Corollary 7.2.16], r2( P) is 

classically localisable; i.e. T is an Ore set in A. So Ar/ M is a simple artiaian 

ring for any primitive ideal M of Ar. 

Theorem 2.2 Under the above hypotheses and notations, let R be a nodhe­

rian g-hypernormal integral domain. Set A = R * g and Q = P n R. Let )\1 

be a primitive ideal of Ar. Assume that Q is localisable, QRQ is generated by 

a regular g-normalising set of elements and condition (Lz) is satisfied for P. 

Th en 

(1) M is generated by a Tegular normalising set of elements of cardinal 

d = dim(RQ) + IIA(P)j. 
(2) d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M). 

Proof Adapt the proof of [4, Théorème 4.2}. Use [4, Lemme 1.1] and Lerdma 

2.1. 

Remark 2.3 (1) The results in Theorem 2.2 are true if we replace Ù'. the 

hypotheses, "g-hypernormal" by "(R, g)-admissible" and ''g-norrnalisin<i by 

"normal ising g-semi-invariant". In this particular case, the ideal fvf is gem'.r­

ated by a regular norrnalising g-semi-invar·iant set of elements. 

(2) One can surnmarize Theor·em 2.2 by saying that the localised ring Ar 

behaves as a regular local ring. 

Lemma 2.4 Let R be a noetherian strongly (R, g)-admissible integral domain. 

Set A = R * g and Q = P n R. If Q RQ is generated by a regular g-central; ling 

set of elements, then P n B 2 (resp. P n B 1) is a localisable prime ideal B 2 

(resp. of B1). 

Proof Adapt the proof of [4, Lemme 5.3]. Use Thet'>rem 1.3 and Lemma L9. 

Now we are ready to prove the following interesting result 

Theorem 2.5 Let R be a noetherian strongly (R,g)-adrnissible integral do­

main. Set A = R * g and Q = P n R. Let M be a primitive ideal of A·· If 

Q RQ is generated by a regular g-centralising set of elements, then 

(1) M is generated by a regular g-semi-invariant normalising set of ele­

ments of cardinal d = dim(RQ) + IIA(P)j. 

(2) d = gldim(Ar) = Kdim(Ar) = ht(M) = ht(P). 
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Proof Set t = n{ Ker Ài, i E IA(P)}. It is clear that t is an ideal of g. Set 

B2 = R * t. Let h be an ideal of g containing t and maximal with respect to 

the property that P n B1 = (P n B2 )B1 ; where B 1 = R * h. By Lem1na 2.4, 

the condition (Lt) is satisfied for P. The rest of the proof is similar to that of 

[4, Théorème 5.4]. Use Lemma 1.8 and Theorem 2.2. 

Corollary 2.6 Let R be a noetherian strongly (R, g)-admissible integ-ral do­

main. Set A = R * g and d = ht(P). If QRQ is generated by a regular 

g-centralising set of elements, then ILi(P, A) = 0 if i 1- d and /Ld(P, A) = 1. 

Proof Adapt the proof of [4, Théorème 5.5]. 

Corollary 2. 7 Under the hypotheses of Corollary 2.6, we have jA(A/ P) = d. 

Proof Adapt the proof of [4, Corollaire 5.6]. 

Theorem 2.5 and its two Corollaries may be applied in the following cir­

cumstances: 

- Ris commutative noetherian g-locally finite, the image !mt of t ·:; iden­

tically 0 and Q RQ is generated by a regular g-centralising set of elemeLts. We 

have established these results in [4]. 

- R is commutative noetherian and g-simple. For the case where R is a 

g-module, see [4]. 

- R is a Weyl algebra over k: 

- g is abelian, R is a commutative noetherian regular integral domain and 

the action of g is triviaL In particular, if R is a commutative not< herian 

regular integral domain, Theorem 2.5 and its two Corollaries may be applied 

to the ring An(R). 

References 

[1] H. Bass, On the ubiquity of Gorenstein rings, Math. Z. 82 (1963), 8-28. 

[2] W. Chin, Prime ideals in differenti~ operator rings and crossed P' oducts 

of infinite groups, J. of Algebra 106 (1987), 78-104. 

[3] T. Guédénon, Localisation, caténarité et dimensions dans les a meaux 

munis d'une action d'algèbre de Lie, J. of Algebra 178 (1995), 21-47. 



SOLVABLE LIE ALGEBRA ACTION 3533 

[4] T. Guédénon, Localisation dans les anneaux munis d'une action d'algèbre 

de Lie résoluble, J. of Algebra 197 (1997), 372-384. 

[5] T. Guédénon, Anneaux munis d'une action de groupe superrésoluble, Al­

gebras Groups and Geometries, to appear. 

[6] A.V. Jategaonkar, "Localization in Noetherian rings", London Math. :3oc. 

Lecture Notes Series, Cambridge University Press (1986). 

[7] M.P. Malliavin, Module sans torsion et modules injectifs sur les algèbres 

de Lie résolubles, J. of Algebra 83 (1983), 126-157: 

[8] J.C. McConnell and J. Robson, "Noncommutative Noetherian Rings", 

Wiley, Chichester New York, (1987). 

[9) G. Sigurdsson, Differentiai operator rings whose prime factors !·ave 

bounded Goldie dimension, Arch. der Math. 42 (1984), 348-354. 

[10) R. Walker, Local rings and normalizing sets of elements, Proc. Lor:don 

Math. (3) 24 (1972), 27-45 

Received: April 1999 

Revised: July 1999 





PARTIE B 





1106 GUEDENON 

Lemme 1.3 

Si M E M.Q..Qg alors M(g) est le plus grand sous-9 -mod ule 

localement fini de M. 

Défini ti on 1.4 

Nous poserons Homk (M,N) (g) = Hom<s> (M, N) pour tous 

g-modules M et N (cf. [6] §1) et Homk (M,N){a) = Hom(a} (M,N) 

= L (M,N) si M et N sont des g-modules localement finis. 

Proposition 1.5 

Soient M, N ~ P ~ g-modules avec M localement fini. alors il 

existe un isomorphisme k-linéaire 

4> : Hom9 (M ®k N,P) -7 Hom9 (M, Hom{g) (N,P) défini par 

4> (f) (rn) (n) = f (rn ®k n), fE Hom9 (M ®k N,P), rn E M, nE N. 

Preuve: 

Soit 4> : Homk (M ®k N,P) -7 Homk (M, Homk (N,P)) défini par 

4> (f)(m)(n) = f(m ®k n). 

On sait [3] que 4> est un k-isomorphisme. Notons 4> la restriction de 

4> à Hom9 (M ®k N,P). On vérifie facilement que tj>(f) est g-linéaire 

pour tout fE Hom9 (M ®k N,P). On en déduit que tj>(f)(lvO ç 

Hom(g> (N,P) car M est localement fini ; cp est donc une applk:1tion . 

k-linéaire injective de Hom9 (M ®k N,P) dans Hom9 (M, Hom<s> {N,P). 

Si q>E Hom9 (M, Hom(g) (N,P)), il existe fE Homk (M®k N,P) tt:l que 

--;- (f) = q>, donc f = --;--l(q>). On vérifie que fest g-linéaire. On a donc 

q> = cp (f) = cp(f), d'où on déduit que l'application 4> est sujecti' e, ce 

qui achève la démonstration. 

Proposition 1.6 

Soient M, N ~ g-modules, M localement fini et fun él(ment 

~ Homk (M,N). Les conditions suivantes sont équivalentes: 
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morphismes dans ce paragraphe lorsque Rest commutatif. Enfin 

nous étudions le cas, au paragraphe 3, du produit semi-direct de 

deux algèbres de Lie. 

Nous obtenons des suites spectrales de foncteurs composés 

qui théoriquement permettent de les calculer. 

§ 1. Les foncteurs ( -)(g), Let leurs dérivés 

Soit 9 une algèbre de Lie de dimension finie sur un corps 

commutatif k de caractéristique O. On note U(g) l'algèbre 

enveloppante de g. 

Défmition 1.1 

Un g-module (à gauche) M est localement fini si pour tout 

élément rn de M on a dimk U(g) rn <oo. Un tel élément rn est dit 

g-fini. 

Notons MQ.d9 la catégorie des g-modules (à gauche), Milil(o) la 

sous-catégorie pleine de Mod9 formée des g-modules localement 

finis et k-~ la catégorie des k-espaces vectoriels. SiM est un g­

module, on désignera par M<e> l'ensemble des éléments g-finis de M. 

Rappelons les résultats suivants: 

Lemme 1.2 

Si M et N sont deux g-modules alors M ®k N .f1 Homk (M,N) 

sont des g-modules pour l'action diagonale c'est-à-dire lorsqL_Qll 

~X. (m ®k n) = X.m ®k n + m ®k Xn f.t (Xf) (m) = Xf(m)- f(;sn) 

pour tous XEg, mEM, nEN, fEHOmk (M,N). 



COMMUNICATIONS IN ALGEBRA, 21(4), 1103-1139 (1993) 

SUR LA COHOMOLOGIE g- FINIE 

§0 . Introduction 

, 
Thomas GUEDENON 

3 7, rue Pasteur 
92800 Puteaux 

France 

Soient k un corps commutatif de caractéristique 0, 9 une 

algèbre de lie de dimension finie sur k, U (g) l'algèbre enveloppante 

de g. Un élément rn d'un g-module M est g-fini, s'il engendre un 

sous-espace de dimension finie sous l'action de U {g). Nous dirons 

que M est localement fini si tous ses éléments sont g-finis. Notons 

MQd9 la catégorie des g-modules à gauche, .Mudeg) la sous-catégorie 

formée des g-modules localement finis. Dans [6], Fokko du Cloux a 

introduit le foncteur M ~ M(B> de M.Qd.9 vers M.o.dca> et ses dérivés 

H~) ainsi que des foncteurs ExJ<a>(Mt, M2) et ~, p-ième fonct~ur 

dérivé du foncteur M -7 M9 de M.ud..ca> vers la catégorie des k­

espaces vectoriels. 

Nous étendons certains des résultats de [6] au cas où l'algèbre 

g opère par dérivations localement finies sur une k-algèore 

(associative) noethérienne R. Pour obtenir les résultats que nous 

1103 
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avions en vue nous nous sommes inspiré de l'article [lo] de A.R. 

Magid qui obtient des résultats pour une k-algèbre R sur laquelle 

opère un groupe algébrique affine. Un certain nombre de 

propositions du premier paragraphe sont des transcriptions de celle 

· de AR. Magid. 

Lorsque 9 opère par dérivation sur R, il est bien connu que 

l'on peut construire une algèbre notée ~U (g) qui vérifie un certain 

problème universel. Lorsque Rest commutative, cette algèbre a été 

introduite par Rinehart [11}, voir aussi la bibliographie de Feld'man 

[7}. Cette construction a permis à T. Levasseur [ 9 ,J d'obtenir des 

critères d'induction et de coïnduction, fonctorialisant les résultats 

deR. Blattner [2]. 

Enfin un exemple important d'algèbre du type R#U ( 1) est 

celui où g est produit semi-direct de .s. par un idéal L et alors 

U(g) = U(r) # u Cs). 

Dans le premier paragraphe nous rappelons les définitions du 

foncteur (-) (9) et ses propriétés et nous introduisons le foncteur L et 

ses dérivés Lq. Les dérivés RPa, Lq, sont reliés via une suite 

spectrale aux foncteurs dérivés de Hom9 (- , -) définis .ur la 

catégorie Mllil<s> x M.Qd <s>· 

Dans le second paragraphe nous étudions le cas où 9 opère par 

dérivations sur R et nous relions par une suite spectrale les 

foncteurs RPa aux foncteurs dérivés de HomR#U(g) (-, -) restr~int à 

Mod(R#U(o)) où Mod(R#U(o)) désigne la catégorie des R#U (g)-mudules 

qui sont a-localement finis. Nous explicitons égalemen, des 

r 
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(1) Il existe un g-module V de dimension finie. un élément v de: V 

et un g-mor,Dhisme F : M ®k V -7 N tels que F(m ®k v) = f(m), 

IDEM. 

(2) Il existe un g-module V de dimension finie. un élément v QJ! V 

et un 8 -morphisme F' : M-7 Hom<o> (V,N) tels (~ 

F' (rn) (v) = f(m), rn E M. 

(3) On a fE Hom<o> (M,N). 

Preuve: 

Supposons la condition ( 1) vérifiée ; soit le k-isomorphisme 

$ : Hom9 (M ®k V,N) -7 Hom9 (M,Hom<o> (V,N), défini par$ (g)(m)(v1) 

= g(m ®k vi), gE Hom<o> (M ®k V,N), mEM, v 1EV (1-5). Posons 

F'= $(F) ; F' est g-linéaire et F'(m)(v) = <j}(F)(m)(v) = F(m ®k v) = f(m) 

pour tout mEM donc (1) => (2). 

Si la condition (2) est satisfaite, posons F = <j)-1 (F') ; Fest g-

linéaire et on a : 

F(m ®k v)= $(F)(m)(v) = <j} ($-1 (F')){m)(v) = F'(m)(v) = f(m) 

pour tout meM donc (2) => (1) .. 

Si la condition ( 1) est satisfaite, on a : 

(Xf)(m) = Xf(m) - f(Xm) =XF (rn ®k v) - F(Xm ®k v) = F(m ®k Xv) 

Xe 8, rn e M. 
n 

Puisque dimk V< +oo et Xv e V on a Xv= L,aï Vi où VI, vz, ... ,vn 
i=l 

engendrent V et ai e k pour tout i, 1 ::; i ::; n. ll en résulte que 
n 

(Xf)(m) = L,ai F(m ®k Vï). Posons Fï(m) = F(m ®k vï) ; Xf est d mc 
i=l 

un élément du sous-espace vectoriel E de Homk (M,N) engendrt- _par 

les fonctions Fï ; E est manifestement un sous-8-module de 

dimension finie de Homk (M,N). Comme fEE, on a U{g) f ~ E d ·mc 

dimk U(g) f<+ oo c'est-à-dire que fEHOm<o> (M,N) d'où (1) => (3) . . 
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Sous les hypothèses de la condition (3)_, posons V= U(g) f ; V est un 

sous-g-module de dimension finie de Homk (M,N) et fe V. Soit 

l'application F définie de M ®k v~ N par F(m ®k v) = v(m), rne M, 

veY; F estg-linéaire et on a F(m ®k f) = f(m) pour tout meM donc 

(3) => (1). 

Corollaire 1. 7 

Si M, N .e.t P sont des g-modules avec M .e.t N localement finis 

.e.L..S.i fe HOID(g) (M,N) = L (M,N), ge Hom<o> (N,P) alors 

fog E HOffi(g) (M,P) • 

Preuve: 

Il existe des g-modules de dimension finie V et W; v eV, w 

e W et des g-morphismes G : M ®k V~ N, F : N ®k W-7P tels que 

G(m ®k v)= g(m),F(n ®kw)= f(n) pour tous meM, neN (cf. 1-6l. 
} 

Soit K l'application : M ®k (V ®k W) ~ P définie par 

K(m ®k s ®kt)= F(G(m ®k s) ®kt), meM, se V, te W. 

K est g-linéaire et vérifie J((m ®k (v ®k w)) = K (m ®k v ®k w) = 

F(G(m ®k v) ®kw) = F(g(m) ®kw) = f(g(m)) = fog(m), meM. Il en 

résulte que fog e Ho rn (g) (M,P) car v ® k we V ® k \V et 

dimk V ®kW <+oo (cf. 1-6) .• 

Les résultats 1.8 et 1.9 sont énoncés dans [6] ; nous en donnons une 

démonstration. 

Lemme 1.8 

Si I est un injectif dans Mod9 fÙ.QŒ 1<9 > est un injectif Jans 

Mod<o>· 

Preuve: 

Soient M et N dans Mod<o>· i un g-monomorphisme de M dans 

N, f une application 9-linéaire de M --7 I<9 >. Soit i1 l'injedion 
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canonique de I<9> dans I. Il existe donc -une application g-linéaire f 

de N --7 I telle que foi = i1 of= f car fest un g-morphisme de 

M --7 I. On a f (N) ç I<9 >, car f est 9-linéaire et N est localem_ent 

fini. Ce qui prouve que I<B> est un injectif dans Mod(g). 

Corollaire 1.9 

La catégorie Mod(g) possède suffisamment d'iniectifs. 

Preuve: 

SiM E Mod<a> et si E(M) est l'enveloppe injective de M dans 

MQ.Q.9 , alors E(M)<9 > est un injectif dans MQ.d.<a> d'après ( 1-8). 

Or M ~E(M) donc M<B> <;;; E(M)<9> c'est-à-dire que M çE(M)<0 >. Tout 

objet de Milll<a> est donc contenu dans un objet injectif de Mill1<a>· ce 

qui prouve notre assertion .• 

Considérons le foncteur Hom9 (-,-) qui va de MOOg x MQ.d9 dans 

k-e.v. (cf. [6] §1) et notons L(-,-) sarestrictionàM00(g) xMod<o>· 

Proposition 1.10 

Pour tout TE Mod(a>• les foncteurs L(T,-) ~ L(-,T) sont exacts 

à gauche dans Mod<o>· 

Preuve: 

Soit 0--7 M --7 N --7 P --7 0 une suite exacte dans .MQd<o>· Alors la 

suite 0 --7 Homk (T,M) --7 Homk (T,N) --7 Homk (T,P) --7 0 est exacte 

dans M.odo- On en déduit que la suite : 

0 --7 Homk (T,M)<B> --7 Homk (T,N)<B> --7 Homk (T,P)<B> est exacte dans 

Mod<o> car le foncteur (-)<B> de Mod9 dans Mrul.<o> qui à M fait 

correspondre M<B> est un foncteur covariant exact à gauche ; c'est­

à-dire que la suite 0 --7 L (T,M) --7 L(T,N) --7 L (T,P) est exacte d,,ms 

Mod(g)· Ceci prouve l'exactitude à gauche du foncteur L (T,-). 
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On démontre de même que le .foncteur .L( -,T) est exact à 

gauche dans Mod(g)· 

Proposition 1.11 

Si E est un injectif dans Mod(g) alors : 

( 1) .L (-,E) est un foncteur exact dans Mod<o> ; 

(2) .L (N,E) est un injectif dans Mod(g) pour tout Ne Milll<o>. 

Preuve: 

Si 0 -7 M -7 N -7 P -7 0 est une suite exacte dans Mod(g) alors 

la suite 0 -7 .L(P,E) -7 .L(N,E) -7 .L(M,E) est exacte dans Milii(g) 

(cf. 1-10). Soit <p un élément de L(M,E) = Hom(B) (M,E). Il existe, 

d'après 1-6, un g-module V de dimension finie, un élément v de V 

et un 9 -morphisme F: M®k V-7E tels que F(m ®k v)= <p(m), mE M. 

L'application i ®k Idv: M ®k V --7 N ®k V définie par 

(i ®k idv) (m ®k vi)= i(m) ®k v1, meM, v1 eV est un 

g-monomorphisme. 

Puisque M ®k V et N ®k V sont manifestement de~ o-modules 

localement finis, il existe un g-morphisme G : N ®k V --7 Etel que 

G o(i ® k Idv) = F, car E est un injectif dans Mod(g)· 

Posons f(n) = G(n ®k v), neN. On a fe.L(N,E) = Hom(g) (N,E) (d'après 

1-6) et foi(m) = f(i(m)) = G(i(m) ®k v)= Go(i ®k Idv) (rn ®k v) = 

F(m®kv) = <p(m) pour tout me M. Donc foi= <p. Ceci signifie que le 

morphisme .L(N,E)-7 L(M,E) est surjectif. Il en résulte que la suite 

0--? .L(P,E) -7 .L(N,E) -7 .L(M,E) -7 0 est exacte dans M00(g) d'où (1). 

Pour tous g-modules localement finis M et N, on peut idenr ;_fier, 

d'après 1-5, les espaces vectoriels Hom9 (M, L (N,Ei) et 

Hom9 (M ®k N,E). Le foncteur Hom9 (-,L(N,E)) de M.rui(g) dans k.-e.v. 
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est exact car composé du foncteur exact -®k N qui va de M.rui<s> 

dans Mod(g) et du foncteur Hom9 ( -,E) qui va de Mlli;l(g) dans k-,e.v_.., 

qui est aussi exact car E est un injectif dans Mod(g)· Ceci prouve (2). 

Définition 1.12 

Nous noterons : a : Mod(g) ----7 k.~ le foncteur covariant exact 

à gauche a(M) = MD et RPa(9 ,-) ses dérivés droits ; .LY (M,-) les 

foncteurs dérivés droits du foncteur covariant exact à gauche .L(M,-) 

défini dans Mod<o>• Me Mod<o> etE xt; ( -,-) les foncteurs dérivés 

droits du foncteur Hom9 (-,-)restreint à la catégorie .Milii(g) x M.Q.d(g)· 

Signalons que dans ([6] §2-8) les RPa(9,-) sont notés RPa(-). Il est 

clair que pour .tilll.t 9 -module localement fini M et vour Will 

g-module de dimension finie V on a : 

RPa (g,M) =Ex~ (k.,M), p~O et Lq(V,M) = 0, q ~ 1. 

Lemme 1.13 

Si k est de caractéristiQue 0 et si l'algèbre de Lie 9 est semi­

simple alors tout g-module localement fini M est un injectif daru. 

Mod<o>· 

Preuve: 

En effet MOO<o> est une catégorie semi-simple. 

Corollaire 1.14 

Si l'algèbre de Lie 9 est semi-simple. alors on a pour tout M, 

NeMod(g) 

(1) RPa(g,M)=O p~l 

(2) 

(3) 

LQ (M,N) = 0 
p 

E xt9 (M,N) = 0 
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Pro,Position 1.15 

Si k est de caractéristique 0, et si l'algèbre de Lie 9 est SE:mi­

simple. alors le foncteur a= ( -)9 .de Mod01) dans k-e.v. est exact. 

Preuve: 

Soit 0 ---tM---tN---t P---t 0 une suite exacte dans Mod(g)· D'après 

1.13 elle est scindée. Donc 0 ---t W ---t ND ---t p8 ---tO est exacte. 

Provosition 1.16 

Pour tous a-modules localement finis M .e_t N, on a la suite 

svectra}e 

RPa (g, .LH(M,N)) => E x~+q (M,N). 

Preuve: 

On a Hom9 (M,N) = .L(M,N)D. Le foncteur Hom9 (M,-) de M,vQ(o> 

dans k-~ est donc le composé du foncteur covariant L(M,--1 de 

Milil<o> dans Mod(g) et du foncteur covariant exact à gauche a = (-)9 

de Milll<B> dans k-~ ; on sait (cf. 1-11) que L(M,-) envoie les 

injectifs de MQ.d.<a> dans les injectifs de Mru!<B>· On peut donc 

appliquer la suite spectrale des foncteurs composés (cf. [8] 

théorème 2-4-1). On a : 

(RPa)((Rq L(M,-)) (N)) => (RP+q Hom
9 

(M,-))(N) où la notatico1 RP 

désigne les foncteurs dérivés droits. 

Par définition (RPa)( -) = RPa(g,-), Rq L (M,-) = Lq(M,-) et 

RP+q Hom9 (M,-) = E xt;+q (M,-). D'où la suite spectrale annoncée. 

Corollaire 1.17 

Pour tout a-module localement fini M et tout 9-modult;---.Ck 

dimension finie V QIL.a RPa (g,V* ®kM) = E xt; (V,M), p ~o où V* 

désigne le dual algébrique de l'espace vectoriel V. 
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Preuve: 

On sait que LQ {V,M) = 0, q 2:: 1. Donc la suite spectrale de la 

proposition (1-16) dégénère et donne: 

p 
RPa (g,Homk (V,M)) = E xt

9 
(V,M), p2::0. 

On sait que Homk (V,M) =V* ®kM .• 

Le corollaire précédent est, dans un cas particulier, l'analogue de la 

relation bien connue HP {9, Homk (M,N)) = Ext; (M,N), p2::0, Met N 

appartiennent à Mod9 où HP (g,-) désigne la cohomologie ordinaire 

deg. 

Lemme 1.18 

Si M ~ V appartiennent à Mod9 .ayg dimk V < +oo, .alm 

(M ®k V)<B> = M<9> ®k V. 

Preuve: 

Notons V* le dual de V ; V®k M et Homk (V*,M) sont a­
isomorphes (cf. [3] corollaire 2 page 168). On en déduit que M ®k V 

et Homk (V*,M) sont a-isomorphes donc (M ®k V)<B>et Hom<o> (V ,M) 

sont g-isomorphes. 

De même M<9> ®k V et Homk (V*, M<B>) sontg-isomorphes. 

Il est clair que Homk (V*,M<B>) est contenu dans Hom(g)(V*,M). Soit 

feHOm(g) (V*,M). il existe d'après (1-6) ung-module de dimension 

finie L, un élément 1 deL et un g-morphisme F: V*®k L ~M tels tue 

F(v* ®k 1) = f(v*) pour tout v* e V* ; l'élément f(v*) est g-fini car F est 

g-linéaire et v* ®k 1 est g-fini. Il en résulte que Homc9>{V*,M) est 

contenu dans Homk (V*,M<9>). On en déduit que: 

Hom<o>{V*,M) = Homk (V*,M<9>) ; donc (M ®k V)<9> = M<B> ®k V .• 
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Notons U(g)* le dual algébrique de l'~space vectoriel U(g) et R(g) 

l'ensemble des éléments g-finis de U(g)* pour l'action diagonale. 

Corollaire 1.19 

Pour tout ME Mod<a>· R(g) ®kM est un injectif dans Mod(g)· 

Preuve: 

Si ME Mod(g) alors M est limite inductive de sous-g-modules de 

dimension finie Mi de M, i E I. 

Pour chaque i E I, les g-modules U(g)* ®k Mi et Homk (U{g),Mi) sont 

isomorphes (cf. [3] corollaire 1 page 168). Comme U(g) est un 

g--module projectif, Homk (U(g) ,Mi) est un injectif dans M.ilii8 pour 

chaque iE Ijd'où !~r (U(9 )* ®k Mi) = U(9)* 0k M est un injectif dans 

MQ.d9 car U(g) est nœthérien. Il en résulte que ( }:r (U(9)* ®k r--î1) )<9) 

est un injectif dans Mod<a>• or 

lim lim lim 
( iËÎ (U(g)* ®k Mi))<B> = ~ (U(g)* ®k Mï)<B> = ~ ((U)(g)*<g> ®k Mi) = 

R(gJ0k M .• 

Soit M et N des g-modules. Posons Hom<o> (M,N) = A'M;.N et 

A'M,M = A'M· Soit/ l'algèbre de Lie opposée de 9 et v 

l'antiautomorphisme principal de U défini par xv =-x pour tout 

XEg. On a les isomorphismes d'algèbre suivants : 

U(g ED go) "" U(g) 0 U(go) "" U(g) ® V(gY "" U(g) 0 U(g). Posons 

U2 = U(g ED g0

), ~ = {(x,-x), XEg}. ll est clair que k et o sont des 

algèbres de lie isomorphes ; donc U(k) est une sous-algèbre di' U2 

isomorphe à U. Si M et N sont des 9-modules, alors on rn: nit 

Homk (M,N) de la structure de U ® U-module à gauche définie par 

[(u 0 v) f](m) = u(f (vv rn)), u E U; v EU, fE Homk (M,N) et IDE M. 

Homk (M,N) est alors un U-U bimodule. Plus précisément c n a 
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(u.f)(m) = u (f(m)) et (f.u.)(m) = f(u.m), u E U, fE Homk (M,N) et 

mE M. Par restriction des scalaires Homk (M,N) est un k-moduJe à 

gauche et l'ensemble de ses éléments k.-finis est précisément 

Hom(g) (M,N). Il est clair que Hom(g) (M,N) est un U ® U-module à 

gauche. 

Lemme 1.20 

Si M et N sont des g-modules alors pour tout i ;::: 0 

~xt~; (M,N) est un U2-module à gauche. 

Preuve: 

Soit P* = (Pï) i ;::: 0 une résolution projective de M dans Mod9 • 

Pour chaque i ;::: 0, Hom{g) (Pï,N) est un U2-module à gauche ; clone 

Hom<o> (P*,N) est un complexe de U2-modules à gauche qui induit en 

cohomologie une structure de U2-module à gauche sur chaque 

~xt~) (M,N): i;::: O. 

Lemme 1.21 

SiM et N sont des g-modules alors: 

(1) ~t~g> (M,N) est un A'N-module à gauche et un A'M-modnle à 

droite, i;::: 0 

(2) ~xt~> (M,N) est un A'wU bimodule, i ;::: 0 

(3) ~t~> (M,N) est un U-A'M bimodule, i;::: O. 

Preuve 

(1) Si P* =(Pi) i2!0 est une résolution projective de M dans Modg alors 

Hom(o) (P*, N) est un complexe de A'wmodules à gauche ; donc 

chaque 'Ext~) (M,N) est un A'N-module à gauche. 
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SiE* = (Ei) i~O est une résolution injective de N dans Modg alors 

2::xt~> (M,N) =Hi (Hom(8) (M,F)), i ~ 0 ; or Hom(9) (M,F) ESt un 

complexe de A'M-modules à droite. Il en résulte que chaque 

2::xt~> (M,N) est un A'M-module à droite. 

(Z) C'est évident car pour tous g-modules Pet N, Hom(B) (P,N) est un 

A'wU bimodule. 

(3) C'est évident car pour tous g-modules Met E, Hom(B) (M,E) est un 

U-A'M bimodule. 

Lemme 1.22 

Soient M, N, V et W des g-modules avec V ft W de dimension 

finie. Alors les g-modules Homk (V,W) ®k Hom (M,N) tl 

Hom (V®M, W®N) sont isomorphes. 

Preuve: 

L'application t.. : Hom (V,W) ®Hom (M,N) -7 Hom (V®M, W®N) 

définie par /.. (f®g) (v®m) = f(v)®g(m) est un isomorphisme 

d'espaces vectoriels car V et W sont de dimension finie. 

L'application À. est manifestement g-linéaire ; donc elle envoie 

(Hom (V,W)®Hom (M,N))19> dans Hom(B) (V®M,W®N). Cornme 

Hom (V,W) est un 9-module de dimension finie, on a 

Homc8> (V®M,W®N) ""Hom (V,W)®Hom(B) (M,N) .• 

Si V est un g-module de dimension finie, alors on munit 'I®U 

et U®V d'une structure de U-Ubimodule en posant 

X (v®u) = Xv®u + v®Xu ; (v®u)X = v®uX ; X(u®v) = Xu®v + w~~Xv ; 

( u®v)X = uX®v ; XEg, u EU, VE V ; U®V et V®U sont des U-U 

bimodules isomorphes. Nous allons poser <~y= V®U. 
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Lemme 1.23 

Soient M, N, V, W des g-modules avec V~ W de dimension 

finie. Alors on a pour tout i 2:: O. 

( 1) 
i i 

Hom (V,W) ® 'Extrg> (M,N) ~ 'Extw> (V®M, W®N) 

(2) 
i i i 

<l>w ®u ~t<g> (M,N) ~ W®~t(g) (M,N) = 'Ext<g> (M,W®N) 

(3) 
i i i 

<l>v~®U~xtrg> (M,N) =V*® ~t<g> (M,N) = ~t<g> (V®M,N) 

(4) 
i i i 

1::xteg> (V,Hom (M,N)) = 'EXteg> (M,N) ®u<l>v* = 'EXteg> (M,N)®V* 

Preuve: 

(1) 1::Xt~> (V®M,W®-) et Hom (V,W)®'Ext~> (M,-) sont des foncteurs 

cohomologiques de Mod8 dans Mod19> car Hom (V,W) ®- et W®- sont 

exacts de Mod8 dans Mod<o>· Si I est un injectif de Mod8 , alors \N®I 

est un injectif dans Mod8 car Hom (M,W®I) = Hom (W*®M,I) et 
i i 

W*®- est exact. On a donc 'EXteg> (V®M, W®l) = 0 et 'EXt{g> (M,I) = 0, 

i>O. Ex~g> (V®M, W®-) et Hom (V,W) ® 1:xt~> (M,-) sont donc des 

foncteurs cohomologiques qui s'annulent sur les injectifs pour i>O et 

qui (cf. lemme 1.21) coïncident en degré O. lls coïncident donc p~)ur 

tous degrés (cf. [8] 2.4.1) ; d'où ( 1). 

(2) Posons V= k avec l'action triviale de 9 dans (1). 

i i 
On a : W®~tw> (M,N) = 'Exteg> (M,W®N). Il est clair que 

W®'Ext~> (M,N) = <llw®u 'Ex~) (M,N); d'où (2). 
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(3) Posons W = k avec l'action triviale de g dans (1). 

On a V*®'Ex~> (M,N) "" 'EX~> (V®M,N). n est clair que 

V*®'Ext~> (M,N) =$v* ®u 'EXt~) (M,N), d'où (3). 

GUEDENON 

i i 
( 4) 'Ext(g) (V,Hom (M,-)) et 'Extcg> (M,-)®u<flv* sont des fonctr:!urs 

cohomologiques de Mod9 dans Mod .B car les foncteurs Hom (M,-) et 

-0u$v* sont exacts de Mod9 dans Mod 9 • Si I est un injectif dans 

Mod9, alors Hom (M,I) est un injectif dans Mod9 car Hom(-® M,I) = 

Hom( -,Hom(M,I) et le foncteur -®M est exact de Mod9 dans Mod 9 • 

On a donc 'EX~> (V,Hom (M,I) = 0 et 'EXt~) {M,I) =0, i >0. 

i i 
'Ext(g) (V, Hom(M,-)) et 'Ext(g> (M,-)®u<flv* sont donc des foncteurs 

cohomologiques de Mod9 dans Mod 9_ qui s'annulent sur les injet:tifs 

pour i >0. Comme Hom<a> (V,Hom (M,N)) = Hom<a> (V®M,N) = 

Hom<a> (M,N)®u $v*. On obtient donc le premier isomorphisme de ( 4). 

Il est clair qu'on a 'Ext:g> (M,N)®u<flv* = 'Ext;g) (M,N)®u (V*®U) = 

i i 
'Ext(g) (M,N) ®u (U®V*) = 'EXteg> (M,N)®V* : i ? O. 

Corollaire 1.24 

Si N gt V sont des g-modules avec V de dimension finie. alors 

on a .oour :i2 0 : 
i i i 

( 1) $v®u H(9) (N) = Y®Heg> (N) = H(g) (V®N) 

(2) 

Preuve: 

(1) Il suffit de remplacer M park avec l'action triviale de 9 et W 

par V dans le lemme 1.23 (2). 
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(2) Il suffit de remplacer M park avec l'action triviale de 9 dans 

le lemme 1.23 (3). 

§2. Les foncteurs LR ( -,- ), HomR#U(B) ( -,-) et leurs 

dérivés 

Dans ce paragraphe, R désigne une k-algèbre associative, 

unitaire, noethérienne à droite et à gauche, où k est un corps 

commutatif de caractéristique 0, soit 9 une k-algèbre de Lie de 

dimension finie qui opère sur R via un morphisme d'algèbres de Lie 

ô: 9 ~ DerkR où DerkR est l'algèbre de Lie des k-dérivations de R. 

L'algèbre R est donc munie d'une structure de g-module et pn 

suppose gue l'action de 9 sur Rest localement finie. Pour tout Xe 9 , 

ô(X) sera noté ôx. On sait alors construire une k-algèbre associat've 

unitaire R#U(g), un morphisme d'algèbres 'Po : R~R#U(g) et un 

morphisme d'algèbres de Lie Mo: 9 ~ R#U{g) tels que 

No (X)'I'o (r)- 'Po (r) Xo (X)= 'l'o (ox (r)), Xeg, reR (cf. [1] §3, [5] §2). 

Les morphismes 'Po et lo sont injectifs. On peut identifier R à une 

sous-algèbre de R#U (g) et g à une sous-algèbre de Lie de R#U (,g). 

Signalons que R#U(g) est engendré comme algèbre parR et 9 . C'est 

une algèbre noethérienne (cf. [1]§3). Notons ModR#u(9) la catégorie 

des R#U(g)-modules à gauche et ModR celle des R-modules à gauche. 

Définition 2.1 

On dira que M est un (R-9)-module si M est un R-modulc à 

gauche et un g-module à gauche tel que X(rm) = ox(r)m + r(Xu1), 

Xeg , reR, meM. On a HomR#U{g) (M,N) =HomR (M,N) n Hom/ (~·'t.N) 
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pour tous (R-g)-modules M et N. ModR#U(g) est donc la catégorie 

des (R-g)- modules. 

Les notations et les conventions du paragraphe 1 restent en 

vigueur. 

Définition 2.2 

On dira que M est un R#U(g)-module g-localement fini siM est 

un R#U(g)-module et si l'action de 8 sur M est localement finie. Par 

exemple Rest un R#U(g)-module g-localement fini. La catégorie des 

R#U(g)-modules g-localement finis sera notée Mod(R#U(8)}· C'est une 

sous-catégorie pleine de ModR#U(B)· Elle est fermée pour les 

sommes directes. 

Lemme 2.2' 

1) Si I est un R#U(g)-module alors I<B> est un R#U(8)-moduJ.~~ g 

localement fini. 

2) Si I est un injectif dans ModR#U(B) .al.Qn I<B> est un injectif 

dans Mod(R#U(B))· 

3) La catégorie Mod(R#U{B)) possède suffisamment d'injectifs. 

Preuve: 

1) Soient reR, me J(9). Nous allons montrer que rm est 9 fini. Soit 

donc Xeg ; on a : 

X(rm) = X(r)m + r(Xm)=(X.r)m+ r(X.m) EV= (U(g)r). (U(g)m) ... 

Comme r et rn sont g-finis, on a dimk U(g) r<+'"' et 

dimk U (g) m<+oo. Si (ri, r2, ... , r1) est une base de U(grr et 

(m1, m2, ... ,mk) une base de U(g)m alors V est le sous-espace 

vectoriel de 1 engendré par les rimj, l~i~l, l~j~k. On a <conc 
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dimk V<+oo. Pour tout Xeg, on a X(rimjL= (Xri)mj +ri (Xmj) EV pour 

chaque i et chaque j ; V est donc un sous-g-module de I. Il en 

résulte que U(g) (rm) c: V. on a donc dimk U(g)(rm)<+oo c'est-à-dire 

que r.rn etg-fini. Ce qui prouve 1). 

2). C'est évident. La démonstration se fait comme en (1.8). 

3) C'est évident. La démonstration se fait comme en ( 1.9) .• 

Lemme 2.3 

Si M est un g-module et N un R#U(9 )-module alors M®k N, 

N®kM ~ Homk (M~N) sont des R#U(g)-modules pour les opérationes : 

X(m ®kn) = Xm ®k n + m®kXn 

r(m ®k n) = rn ®k m 

X(n ®k rn) = Xn ®k rn + n ®k Xm 

r(n ®k rn) = rn ®rn 

(xf) (rn) = xf(m) - f (xm) 

(rf)(m) = rf(m), Xeg, reR, meM, neN, feHOmk (M,N). 

Corollaire 2.4 

Si M .el N sont dans MilllR#U(B)• alors M ®k N et Hornk (M,N) 

sont dans M.u.d.RttU(B) tl. HomR(M,N) est un sous-g-module _de 

Homk (M,N). 

Corollaire 2.5 

Si WeMOd(g) al.Qrs. R®k We Milll(RttU(B)) 

Proposition 2.6 

Les R#U(g)-rnodules R®k U(g) .e..t R#U{g) sont isomorohes. 

Preuve: 

Soit ~ : R ®k U(g) ~ R#U(g) défini par ~ (r ®k u) = ru, r. R, 

u e U(g) ; l'application a est R#U(g)-linéaire. 



1122 GUEDENON 

Si (XI. Xz, .•. , Xn) est une base de g alors X1 v 1X/2 ... X0 vn où 

(v1, v2, ... , v0 ) e tNn est une R-base à gauche et à droite de R#U(g)(cf. [1] 

§3, [5] §2). Soit v ER#U(g) on a v= I:av xlvlx2vz .... Xnvn où avE R. 

L'application (3 : R# U(g) ---) R ®k U(g) définie par : 

(3 (v) = Lav ®k X1 vlX2 vz .... Xn vn est R#U(9)-linéaire. On vérifie 

facilement que a et (3 sont deux applications réciproques l'une de 

l'autre. " 

Proposition 2.7 

Un R#U (g)-module ~localement fini M est de type fini comme 

R#U(g)-module si et seulement si il existe un ~module de dimension 

finie Wet une R#U(g)-surjection de R®k W sur M. 

Preuve: 

Si W est un g-module de dimension finie de k-base 

(WI. Wz, ... ,w0 ) alors R ®kW est un R#U(g)-module R-libre de base 

( 1 ®k W1, ... ,1 ®k W0 ) ; si cp est une R#U(g) surjection deR ®kW sur M 

alors tout élément de M est combinaison R-linaire des cp ( 1 ®k wi), 

1 <i<n. Donc M est de type fini comme R-module,clonc comme R#U(g)­

module. Supposons M de type fini comme R#U(g)-module de J<rrtie 
s 

génératrice (ml,mz, ... ,ms). Si IDEM, on a rn= :L ai illï, ai eR#U(g). 
i=l 

s 
Chaque a.i = riui. rïER, Ui E U(g) (proposition 2-6). Donc rn= l (riUi)mi 

i=l 
s 

= l ri (uïmü. Posons W = U(g)m1 + u(g)mz + ... + U(g)m5• Pour cha.,,ue i, 
i=l 

dimk U(g)mi <+oo car M est g-localement fini, donc W est un sc us-g-· 

module de dimension finie de M qui contient les U(g)mi, Soit 

l'application f: R ®k W~M définie par f(r ®kW) = rw. L'applica'ion f 
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s 
est R#U(g)-linéaire et f( I ri ®k (uimi)) = rn donc c'est une R#U(g)­

i=l 

surjection. Ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 2.8 

Un R#U(g)-module g-localement fini est de type fini cormne 

R#U(g)-module si et seulement si il est de type fini commeR-module. 

Définition 2.9 

Si M ~ N sont des R#U(g)-modules. on pose 

LR(M,N) = HomR(M,N) n Hom(g) (M,N). 

Il est clair gue LR (M,N) est dans Mrui(D)· 

Lemme 2.10 

SiN est un R#U(g)-module g-localement fini alors 'V: LR (R,N)~N 

défini par 'JI(f} = f(l) est un isomorphisme deg-modules. 

Preuve: 

Nous avons 'V(Xf)=(Xf)( l)=Xf(l)-f(Xl)=Xf( 1)-f(ôx( 1) )=Xf(l)=X'f'(f) 

pour tous· fe LR (R,N), Xeg; 'Il est donc g-linéaire. 

Si w(f) =0 alors f(r) = f(ri) = rf(l) = F'Jf(f} = 0 pour tout reR donc 

f=O ; 'V est donc un g-monomorphisme. 

Si neN, on définit fn: R~N par fn(v) = vn; veR; fn est R-linéaire 

et on montre que Xfn = fxn , Xeg; on en déduit que fn e Hom(g) (R,N) 

carN est g-localement fini. On a donc fn e LR (R,N). 'JI(fn) = fn(l) = Ln= 

n. Donc 'V est un g-épimorphisme. Ce qui achève la démonstration. 

Lemme 2.11 

Si W est un 9-module et N un R#U(g)-module alors i~;,>)_ rr 

modules HomR (R®k W,N) et Homk (W,N) sont isomorphes. 
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Preuve: 

Les applications $ : HomR (R®k W,N) -7 Homk (W,N) et 

'V : Homk (W,N) -7 HomR (R ®k W,N) définies respectivement par 

q,(f){w) = f( 1 ®k w) et 'l'(g)(r ®k w) = rg (w) sont g-linéaires et 

réciproques l'une de l'autre. 

Lemme 2.12 

Si Lest ung-module, M ~ N ~ R#U(g)-modules, alors 

Hom9 (L,HomR (M,N)) ~ HomR#U(B) (L ®k M,N) ~ k-isomorphes. 

Preuve: 

Les applications$: Hom9 (L,HomR (M,N))-7HOmR#U(9) (L®kM,N) 

et 'l' : HomR#U(B) (L ®k M,N) -7 Hom9 (L,HomR (M,N)) définies 

respectivement par q,(f) ( e ®k rn) = f( e)(m) et 'lf(g)( e){m) = g( e ®k rn) 

sont k-linéaires et réciproques l'une de l'autre. 

Corollaire 2 .13 

Si 1 est un injectif dans MllilR#U(B) .al.Qa 

(1) . HomR (M,I) est injectif dans Mod9 pour tout Me MmlR#U(B) 

(2) 1 est un injectif dans Mod9• 

Preuve: 

D'après (2-12) on a Hom8 (-,HomR (M,I))= HomR#U(B) (- ®k M,I). 

Le foncteur Hom9 ( -,HomR (M,I)) de Milll.9 dans k-f...Y...· est donc le 

composé du foncteur exact -®k M de Mod9 dans ModR#U(g) et du 

foncteur HomR#U(B) ( -,1) de ModR#U(B) dans k-~, qui est auss~ exact 

car I est un injectif dans ModR#U(O) par hypothèse. Il en résuite que 

Hom9 ( -,HomR (M,I)) est exact de Mod9 dans k-~ Par consequent 

HomR (M,I) est un injectif dans M008 d'où ( 1). 
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Une démonstration similaire à celle qui a été faite dans (2.10) 

permet d'affirmer que les g-modules HomR (R,I) et I sont 

isomorphes. D'après ( 1), HomR (R,I) est un injectif dans MQd9 donc 1 

est un injectif dans MQQ9 ; d'où (2). 

Corollaire 2.14 

Si Lest un g-module localement fini, Met N deux R#U(g)­

modules alors Hom9 (L,.LR (M,N) .el HomR#U(B) (L ®k M,N) .smll k­

isomorphes. 

Preuve: 

On utilise (2.12) et comme Lest localement fini, son image par 

un morphismeg-linéaire est contenu dans HomR (M,N)(9) = LR (M,N). 

Corollaire 2.15 

Si 1 est un iniectif dans Mo.dR#U(B) ~ LR (M,I) est un inj~tif 

.d.a.ni Mud(B) pour toUt M ~ ModR#U(B). 

Preuve: 

(2-14) et une démonstration analogue à (2.13) (1) donnei}t le 

résultat. 

Corollaire 2.16 

Si 1 est un injectif dans Milll((R#U(B)) alm:s 

1) LR (M,I) est un injectif dans Mod(o) pour tout M dans 

Milil(R#U(g)) · 

2} 1 est un injectif dans Mod(B)· 

Preuve: 

(2.14) et une démonstration analogue à (2.13) (1) donne (1). 
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D'après (2.10), les g-modules LR (R,I) et I sont isomorphes. 

D'après (1), LR (R,I) est un injectif dans Mod(g) donc I aussi d'où (2). 

Proposition 2.17 

Si M ~ N sont deux R#U(g)-modules g-localement finis et si M 

est de type fini alors LR (M,N) = HomR (M,N). 

Preuve: 

Il existe un g-module W de dimension finie et une R#U(g)­

surjection f: R ®kW-+ M d'après (2.7). 

En appliquant le foncteur HomR ( -,N) de MQd9 dans MQQ9 , on 

obtient une application g-linéaire 

HomR (f,N) : HomR (M,N) -+ HomR (R ®k W,N) qui à q> e HomR (M,N) 

fait correspondre cp·f. 

On montre facilement que HomR (f,N) est une injection. 

Identifions donc HomR (M,N) à un sous-g-module . de 

HomR (R ®k W,N). 

Homk (W,N) est manifestement g-localement fini et (2.11) 

entraîe que HomR (R ®k W,N) est localement fmi donc HomR (M,N) 

est localement fini d'où LR (M,N) = HomR (M,N). 

Proposition 2.18 

Si I est un injectif dans Mod(R#U(B)) alors LR ( -,1) est un 

foncteur exact de Mod(R#U(B)) ~ Mod(B)· 

Preuve: 

Soit 0 -+ ML N !l p-+ 0 une suite exacte dans Milll(R#U(g))· Il 

est évident que 0-+ HomR (P,I)-+ HomR (N,I)-+ HomR (M,I) est une 

suite exacte dans MQQB' On en déduit que la suite 
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0 -7 HomR (P,I)(ll) -7 HomR (N,I)($) -7 HomR (M,I)Ul) est exacte dans 

M00(9)· 

Soit fe HomR (M,I)($), posons W = U(g) f. On a donc dimk W < + oo. 

Soit FI : M ®kW -7 I tel que FI (rn ®kw)= w(m), meM, weW; Ft est 

un R#U{g)-morphisme. 

Soit i ®k Id : M ®k W-7N ®k W tel que {i ®k Id)(m ®k w) = i(m) ®k w. 

i ®k Id est un R#U(g)-monomorphisme. TI existe donc 
- -
F t, R#U(g)-linéaire, deN ®K W-71 tel que F Io (i ®K Id) = FI car I est 

un injectif dans Mod(R#U(B)) et M ®KW et N®k W appartiennent à 

M00(R#U(9))· 

Soit f : N-7 I défini par f (n) = FI (rn ® k f), ne N . 

fe Hom(g) (N,I) = L(N,I) (cf. 1.6). L'application f est 

manifestement R-linéaire donc fe HomR (N,I)<ll) = LR (N,I). 

Nous avons: 

f(m) = F1 (m ®k f) = F 1 o(i ®k Id)(m ®k f) = F 1 (i(m) ®k f) = f o i(m), 

m eM. Ce qui prouve que le morphisme : 

HomR {N,I)<ll) -7 HomR (M,I)(9) est surjectif. 

Donc la suite 0 -7 HomR (P,I)<B> -7 HomR (N,I)<B> -7 HomR (M,I)<B> -7 0 

est exacte dans Milil(9)· Ce qui achève la démonstration. 

Corollaire 2.19 

SQit I un injectif dans Mod(R#U(B)) ; ~Me Mod(R#U(B)), M d..e 
type fini alors 'Ext~ (M,I) = 0, p >O. 

Preuve: 

ll existe un g-module Vo de dimension finie et une R#U(g)­

surjection Po: Po= R ®k Vo -7 M d'après (2.7). 

Posons K =Ker PO· C'est un sous-R#U(g)-module iTlocalement fini de 

Po. Comme R#U(g) est noethérien et Po = R ®k Vo est un R#U(g)-
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module de type fini, K est de type finLII existe donc un g-module Y 1 

de dimension finie et une R#U(g)-surjection Pl : P1 = R ®k V1 ~ K•on 

a lm p1 = K =Ker PO· On construit pa ce procédé une résolutiortR-libre 

donc R-projective de M: 

Po = R ®k V0 ~ M ~ 0 où chaque Vi est un g-module de dimension 

finie. On a donc 'Ex~ (M,I) =HP (HomR (P*,I). On sait que: 

HomR (M,I) = LR (M,I) et HomR (Pï,I) = LR (Pï,I), 20 

donc 'EXt~ (M,I) =HP (LR (P*,I)). 

Signalons que P* est aussi un complexe acyclique de R#U(g)-modules 

g-localement finis sur M (cf. [4] chapitre 5.1), donc LR(P*,I) est une 

résolution injective de LR (M,I) dans Mrui(B) car I étant un injectif 

dans Mod(R#U(9)) le foncteur LR ( -,1) est exact de Mod(R#U(gJJ'dans 

Mod(g) d'après (2.18) et LR( -,1) envoie les objets de Mod(R#U(B)} dans 

les injectifs de Mod(g) (on utilise {2.16). Il en résulte ·que 
p 

HP (LR(P*,I)) =0 pour p > 0 donc 'Ex!R(M,I) = 0, p >Ü. 

Corollaire 2.20 

Soient M .et N ~ Mod(R#U(9))• M de type fini et E* = {Ei} ~ 

résolution injective deN .dan.s. Mod(RttU(B))· Alors XXt~ (M,N) = 

t-f"(HomR (M,E*) ), p ~O. 

Preuve: 

Nous avons 'EX~ (M,N) = HP(HomR (P*,N) =HP (LR (P*,N)) où P* est la 

résolution R-libre de M construite dans le corollaire précédent. 

LR (P*,N) est un complexe dans Mod(g) qui induit sur chaque 

HP (LR (P*,N))= 'Ext~ (M,N) une structure de g-module localement fini. 
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'Ext~ (M,-) est donc un foncteur cohomologique de M00(R#U(B)) dans 

Mod(g) et, d'après (2.19), on a 'Ex~ (M,I) = 0, p >0 pour tout injectif I 

de Mod(R#U(B))· 

Notons RP LR (M,-) les foncteurs dérivés droits du foncteur LR (M,-) 

qui va de Mod(R#U(B)) dans Mod(B)· 

Il est clair que RP LR (M,-) est un foncteur cohomologique de 

Milil(R#U(B)) dans Milll(B) et que (RP LR (M,-)) (1) = 0, p>O pour tout 

injectif I de MQQ(R#U(B))· De plus on a : 

~t~ (M,-) = HomR (M,-) = LR (M,-) = R0LR (M,-). 

n en résulte que i:Xt~(M,-) = RP LR (M,-) pour tout p ~0 donc 

'Ext~ (M,N) = (RP LR (M,-))(N) =HP (LR (M,E*)) =HP (HomR (M,E*)), 

p~O. 

Définition 2.21 
r.._, . 

Notons ~tR#U(B) (-,-) Les foncteurs dérivés droits du foncteur 

HOffiR#U(g)( -,-) restreint à Milil(R#U(B)) X Mllil(R#U(B))· 

Proposition 2.22 

Si M !!!: N sont deux R#U(9)-modules, ~localement finis et M df 

type Ïmi. on a la suite spectrale : 
} 

p q l'V p+q 
R a(g, ~tR (M,N)) => ~tR#U(g) (M,N). 

Preuve: 

On a HomR#U(B) (M,-) = HomR (M,-)9. Le foncteur 

HomR#U(B) (M,-) de Mod(R#U(O)) dans k-~ est donc le composé du 

foncteur covariant HomR (M,-) = LR (M,-) qui va de Mod(R#U(B)) dans 

Milll(o) et du foncteur covariant exact à gauche a = (-)B qui va de 

M..rui(o) dans k-~. D'après (2.16), HomR(M,-) = LR (M,-) envoie les 
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injectifs de Mod(R#U(D)) dans les injectifs de Mod(o)· On peut donc 

appliquer la suite spectrale des foncteurs composés (cf. (8] théorème 

2.4.1). 

On trouve: 

RP a((RqHomR (M,-))(N)) => (RP+Q HomR#U(9) (M,-))(N). 

On sait (2.20) que (RQ HomR (M,-))(N) = 'EXt~ (M,N) et par définition 

(RP a)(-) = RP a (g,-), Rp+q HomR#U(D) (M,-) = ~tkZDo (M,-). D'où la 

suite spectrale annoncée. 

Corollaire 2.23 

Pour tout R#U(g)-module, g-localement fini N, Q!Ul 
.....JP 

RPa (g,N) = 'FXtR#U(g) (R,N). 

Preuve: 

Il suffit de remplacer M par R dans (2.22). La suite spectrale 

dégénère et on a RPa (g,HomR (R,N)) = ~xt~#U(g) (R,N) et (2.10) 

permet d'affirmer que les g-modules HomR (R,N) et N sont 

isomorphes. On trouve donc le résultat annoncé. 

Corollaire 2.24 

Pour tout R#U{g)-module, g-localement fini N, Q!Ul 

p p 
~xt9 (k,N) = 'EXtR#U(g) (R,N). 

Corollaire 2.25 

Si 9 est semi-simple. on a pour tous R#U(8)-modules, g­

localement finis M ~ N, M de type fini, 
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Preuve: 

Puisque 9 est semi-simple on a RPa (g,'EXt~ {M,N)) = 0 pour tout 

p~l d'après (1.14) et la suite spectrale de (2.22) dégénère .• 

Soient Met N dans ModR#U(9). Si RP HomR (M,-) désigne les foncteurs 

dérivés droits du foncteur HomR (M,-) qui va de MilllR#U{D) dans 

Modg, alors on a (RP HomR (M,-))(N) = HP(HomR (M,E*)) où E* est une 

résolution injective de N dans ModR#U(9)· Comme R#U(g) est R-libre, 

E* est aussi une résolution injective de N dans ModR. On a donc 

(RP HomR{M,-))(N) =HP (HomR (M,E*)) = 'Ext~ (M,N). ll existe donc sur 

p 
chaque 'ExtR (M,N), p;:::O une structure de g-module. 

Défmition 2.26 

On notera L~ (M,-) les foncteurs dérivés droits du foncteur 

LR (M,-) gui va de ModR#U(9) dans Mod(9) ct Hfo> (-) ceux· du 

foncteur 

(-) <9> gui va de Mo diT dans Mod(a) gui à tout 9-module M fiù! 

correspondre M<B> (cf. [6] §1). 

Prooosition 2.27 

Si M ~ N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale 

H~) ( 'EXt~ (M,N)) => Lk+q (M,N) 

Preuve: 

On a LR (M,N) = HomR (M,N)<9>. Donc le foncteur LR (M,-) de 

M.Q.d_RttU(9) dans Mod(9) est le composé du foncteur covariant 

HomR (M,-) de MllilR#U(O) dans MQd8 et du foncteur covariant exact à 

gauche ( -)<9> qui va de MQd.8 dans Mod<a>· D'après le corollaire (2.13), 
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HomR (M,-) envoie les injectifs de M..Q.Q.R#U{g) dans les injectifs de 

MQQ.9• On peut donc appliquer les résultats de la suite spectrale des 

foncteurs composés. On trouve 

(RP(-)<D>)((Rq HomR(M,-))(N)) ~ (RP+q LR (M,-)) (N). 

On sait que (Rq HomR (M,-))(N) = ~t~ (M,N) 

et par définition (RP (-)(B>) (-) = H~) (-), RP+Q LR (M,-) = Lk+q (M,-). 

On trouve donc la suite spectrale annoncée .• 

Remarquons que si R = k,donc 

R#U(g) = U(g), on a LR (M,-) = Lk (M,-) = Hom{g)(M,-) 

pour tout M dans Mmjg. La suite spectrale (2.27) dégénère et donne 
p p 

H{g) (Homk (M,N)) = ~~) (M,N) 

pour tous M, N eMod(g): c'est le corollaire 2 §2 du [6]. 

Corollaire 2.28 
p p 

Pour tout R#U{g)-module N, on a H(9> (N) =-IR (R,N), p~. 

Preuve: 

Il suffit de remplacer M parR dans (2.27), la suite spectrale 

dégénère et donne le résultat. 

Corollaire 2.29 
p p 

Pour tout R#U(g)-module N, Q!U! ~t{g) (k,N) =-IR (R,N) 

Preuve: 

On sait (cf. [6] §2) que ~rfn> (k,N) = H~)(N) et en utilisant le 

corollaire précédent on obtient le résultat. 
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Proposition 2.30 

Si M .et N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale 

p q p+q 
H9(~xtR (M,N)) => ~tR#U(g) (M,N). 

Preuve: 

On a : HomR#U(D) (M,N) = HomR (M,N)D, donc le foncteur 

HomR#U(D) (M,-) de ModR#U(D) dans k-e.v. est le composé du foncteur 

covariant HomR (M,..:) de ModR#U(D) dans Mod8 et du foncteur 

covariant exact à gauche (-)9 de Mod8 dans k-~. D'après le 

corollaire (2.13), si I est un injectif dans MililR#U(D) alors HomR (M,I) 

est un injectif dans Modtr On peut donc appliquer la suite spectrale 

des foncteurs composés. On trouve : 

(RP {)D)((Rq HomR {M,-))(N) =>(RP+Q HomR#U(g) (M,-))(N). On sait que 

(Rq HomR (M,-))(N) = ~t~ (M,N) et par définition RP (-)9 (-)= HJ {':-)et 

q p+q 
l(P+ HomR#U(D) (M,-) = ~xt R#U(g) (M,-). Ce qui donne la suite 

spectrale annoncée. 

Proposition 2.31 

Si M ft N sont deux R#U(g)-modules alors on a la suite spectrale 

q p+q 
RPa(a, LR (M,N)) => ~tR#U(g) (M,N). 

Preuve: 

HomR#U(O) (M,N) = C:R (M,N)B, donc le foncteur HomR#U(D) (M,-) de 

ModR#U(D) dans k-~ est le composé du foncteur covariant LR (M,-) 

qui va de ModR#U(D) dans Mod(g) et du foncteur co":àriant exact à 

gauche a =( -)9 qui va de Mod(g) dans k-e.v. ; on sait d'après le 

corollaire (2.15), que LR (M,-) envoie les injectifs de ModR#U(D) dans 



1134 GUEDENON 

les injectifs de Mod(9). On peut donc appliquer la suite spectrale des 

foncteurs composés. On trouve : 

(RP a)((Rq LR (M,-))(N) => (Rp+q HomR#U(9) (M,-)) (N). 

Par définition (Rpa)(-) = Rpa(9,-), Rq LR (M,-) = 4 (M,-) et 

p+q p+q 
R HomR#U(9) (M,-) = 1XtR#U(g) (M,-). On a donc 

p q p+q 
R a (g,q (M,N)) => 'ExtR#U{g) (M,N) .• 

Remarquons que si R = k avec l'opération triviale de 9 donc 
R#U(g) = U(g), la suite spectrale (2.28) devient 

RP a(g, 4 (M,N)) => 'Ex~+q (M,N) 

pour tous g-modules Met N. Les L~ (M,N) sont notés ~xt{g) (M,N) 

dans [6]. On trouve donc: 

C'est la suite spectrale du [6] §1, 2.8). 

On suppose à partir de maintenant que la k-algèbre R est 

commutative. 

Définition 2.32 

Posons L = R ®k 9 et soit V(R,L) l'algèbre des opérateurs 

différentiels engendrée par L (cf. [7] et [11]). On écrira V au lieu de 

V(R,L). Il est facile de voir utilisant les propriétés universelles de 

R#U(g) et de V(R,L) que : 

Proposition 2.33 

Les algèbres R#U(9) et V(R,L) sont isomorphes. 

Lemme 2.34 

SiM .er N sont deux R#U(g)-modules alors HomR (M,N) et 

M ®R N sont des R#U(g)-modules. 
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Lemme 2.35 

SiM et N sont deux R#U(g)-modules g-localement finis avec N 

de type fini alors M®R N est un R#U(g)-module g-localement fini. 

Preuve: 

Puisque N est de type fini, il existe d'après (2.7) un g-module V 

de dimension finie et une R#U(g)-surjection cp : R®k V ---7 N. 

L'application id ®R cp : M ®R (R ®k V) ---7 M ®R N définie par 

(id ®R cp)(m ®R (r ®k v)) =rn ®R cp (r ®k v) est une R#U(g)-surjection. 

Le R#U(g)-module M ®R (R ®k V) est 9 -localement fini car 

M ®R (R ®k V) et M ®k V sont R#U(9)-isornorphes et M ®k V est g­

localement fini. n en résulte que M ®RN est g-localernent Hni. 

Proposition 2.36 

Si M .et N sont deux R#U(g)-modules et Ma-localement fini aijors 

LR (M,N) est un R#U(g)-module a-localement fini. 

Preuve: 

On sait que LR (M,N) est un sous-g-module localement fini de 

HomR (M,N). Soit a eR, notons L(a) : M-?N la multiplication à gauche 

par a c'est-à-dire que L(a)rn = am, me M. L'application L(a) est k­

linéaire et on vérifie facilement que L(Xa) = XL(a), Xeg ; d'où on 

déduit que dimkL(U(g) a)<+oo car R est a-localement fini. 

Donc L(a) e H0111(9) (M,N) = L(M,N). 

Si feLR (M,N), on a af= f•L(a) donc afeHOrn(g) (M,N) d'après (1.7). 

Comme af est manifestement R-linéaire, afeLR (M,N). Donc LR (M,N) 

est un sous-R-module de HomR (M,N). De plus X(af) = ox (a)f. + afXf) 

car fe HomR (M,N) et HomR (M,N) est un R#U(g)-module. Ce qui 

termine la démonstration. 
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Proposition 2.37 

Soient M, N f1 P ~ R#U(g)-modules avec M .etNa-localement 

finis. Alors il existe un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

<!>: HomR#U(O) (M ®R N,P) -7 HomR#U(O) (M,LR (N,P)) défini par 

<j>(f)(m)(n) = f(m ®Rn), feHomR#U(B) (M ®R N,P), rn e M, ne N. 

Preuve: 

Notons V pour V(R,L). 

On sait [7] que <1> : Homv (M ®R N,P) -7 Homv (M,HomR(N,P)) défini 

par <j>(f)(m)(n) = f(m ®R n) est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 

Comme M est a-localement fin~on a <j>(f)(m) E LR (N,P). Donc <1> établit 

un isomorphisme d'espaces vectoriels de Homv (M ®R N,P) sur 

Homv (M,LR (N,P)). 

Posons <1> =~et utilisons la proposition (2.33), on obtient le résultat 

annoncé. 

§3. Produit semi-direct d'algèbres de Lie 

Soient .S. et !: des k-algèbres de lie de dimension finie et ô de .s. 

dans Derk r un homomorphisme de K-algèbres de Lie. Notons U(r) 

l'algèbre enveloppante der et soit o(s) l'unique dérivation de U(r) 

qui prolonge o(s), se.s.; o est un homomorphisme d'algèbres de üe de 

.s. -7 De~ U(r). Considérons l'algèbre U(r)#U(s) (cf. [1) §3, [5] §2)et soit 

g le produit semi-direct de ~ par r.. (correspondant à 

l'homomorphisme 

s -7os= ô(s), se.s_). ll est facile de vérifier en utilisant les propriétés 

universelles de U(r) # U(.s.) (cf. [1] §3) et de U(g) que: 
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Proposition 3.1 

Les algèbres U(r) # U(.s) .e.t U(g) sont isomorphes. 

Proposition 3.2 

Sous les hypothèses précédentes. on a la suite suectrale 

RPa(.s,.LÛ(r) (M,N)) ~ 'Ext~+q (M,N) pqur toUS g-mqdules M .ct N. 

Preuye: 

On utilise (2.31) et (3.1). 

Corollaire 3.3 

Si .s est semi-simple alors on a (~(z:) (M,N) ).s. = 'EXt; (M,N), q~O. 

pqur tous lTmqdules M ~ N. 

Preuve: 

Puisque .s. est semi-simple, on a d'après ( 1.14): 
q 

RPa(.s.,Lùcr) (M,N)) = 0, p2!l 

La suite spectrale de (3.2) dégénère et donne le résultat annoncé~ 

Corollaire 3.4 

Si g est une algèbre de Ue semi-simple. alors on a 

( 'Ext&> (M,N)B = 'Extj (M,N), q2!0 pour tous g-modules M .e.t N. 

Preuve: 

On prerÏd .s. semi-simple et r =(0) {donc 9 =.s.) dans le corollaire 

précédent. On trouve (Lf (M,N))B = 1::xt; (M,N), q~O pour tous g-

modules Met N. Dans [6], les 4 (M,N) sont notés 1:Xt&> (M,N). Ce qui 

achève la démonstration. 
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Corollaire 3.5 

Si 9 est semi-simple. alors on a (H&> (N))B =Hi (N), q~O m 

.tQll.t g-module N. 

Preuve: 

D'après le corollaire précédent, on a ( 1:xt&> (k,N)) = 1:xtJ (k,N). 

. q q q q 
On Sait que 1:xt9 (k,N) = H9 (N) et 'EXt(g) (k,N) = H(g)(N). 

On trouve donc le résultat annoncé. 
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JE DÉDIE CE TRAVAIL À ARSÈNE ASSOGBA 

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero, g a finite-dimen­
sional Lie algebra over k, U(g) the enveloping algebra of g, R a Noetheriar 
k-algebra on which g acts by derivations via a Lie algebra morphism, and R#U(g) 
the differentiai opera tor rings generated by R and U(g ). This paper is concerned 
with the homological algebra for R#U(g)-modules which are g-locally finite. 
especially with injective and projective modules, minimal injective resolutions, anL 
cohomology. 

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, g une k-algèbre 
de Lie de dimension finie, U(g) l'algèbre enveloppante de g, R une k-algèbre 
noethérienne sur laquelle g opère par dérivations via un morphisme d'algèbres de 
Lie et R#U(g) le produit croisé de R par U(g). Ce papier traite de l'algèbre 
homologique dans la catégorie des R#U(g )-modules g-localement finis, plus 
particulièrement des modules injectifs et projectifs, des résolutions injectives 
minimales et de la cohomologie. © 1997 Academie Press 

O. INTRODUCTION 

Soient k un corps commutatif de caractéristique nulle, g une k-algèbre 
de Lie de dimension finie, U(g) l'algèbre enveloppante de g, R une 
k-algèbre associative unitaire noethérienne à droite et à gauche sur 
laquelle g opère par dérivations via un morphisme d'algèbres de Lie 8 et 
R#U(g) l'anneau d'opérateurs différentiels engendré parR et U(g). Tous 
les modules considérés dans ce travail sont des modules à gauche. 

Soit M un g-module. Un élément rn de !J est dit g-fini si dimk UC;)m 
< + oo. Si tous les éléments de M sont g-finis, on dit que M est g-Io, lie­
ment fini. 

On note ModR la catégorie des R-modules, Modg la catégorie des 
g-modules, Mod(g) la sous-catégorie de Modg dont les objets sont g-lo( 'lle-
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ment finis, ModR#U(g) la catégorie des R#U(g)-modules, Mod(R#U(g)) la 
sous-catégorie de ModR#U(g) dont les objets sont g-localement finis et k-ev 
la catégorie des espaces vectoriels sur k. 

Si ME Modg, on note Mg le sous-g-module des invariants de M 
(l'action de g sur Mg est triviale). Il est clair que Rg est une sous-k-aigèbre 
unitaire de R et R est un (Rg-Rg) bimodule. L'anneau Rg sera supposé 
noethérien à droite et à gauche et désigné par la lettre S dans tout 
l'exposé. 

On définit un foncteur ( )g de ModR#U(g) vers Mods#U(g) et, lor~;que R 
est g-localement finie, deux foncteurs !JIS(R,-) et R ®5 - de Mod5 vers 
Mod(R#U(g))· Ces trois foncteurs vont nous permettre d'établir des rela­
tions entre les propriétés homologiques d'un R#U(g)-module g-locale­
ment fini et celles de son sous-module des invariants. 

Comme k est de caractéristique zéro, le théorème de Weyl sur la 
réductibilité complète peut être utilisé pour montrer que Mod(g) est une 
catégorie semi-simple, si g est semi-simple; dans ces conditions, le fonc­
teur ( )g est exact de Mod(g) vers Modg. 

Les principaux résultats de l'article sont obtenus en supposant g semi­
simple. 

Le premier paragraphe contient les définitions de base, les notations et 
les résultats préliminaires dont on aura besoin dans l'article. 

Dans le deuxième paragraphe, R est g-localement finie. Nous mcHnrons 
que: 

(1) le foncteur !JlS(R,-) envoie les injectifs de Mod5 dans les injec­
tifs de Mod(R#U(g)) et les S-monomorphismes essentiels dans les R#U(g )­
monomorphismes essentiels; 

(2) l'image par !JlS(R, -)de l'enveloppe injective d'un objet de Mods 
est R#U(g )-isomorphe à l'enveloppe injective de l'image de cet objet par 
!JIS(R, - ); et le foncteur ( )g établit un isomorphisme de S-moduk", entre 
ces deux enveloppes injectives; 

(3) le foncteur ( )K envoie certains injectifs de Mod(R#U(g)) é.:ns les 
injectifs de Mod5 ; et ces injectifs de Mod(R#U(g)) sont R#U(g)-isomorphes 
aux images par :Ts(R, -) de leurs sous-modules des invariants; 

(4) si la catégorie Mod(R#U(g)) possède un cogénérateur injectif d'un 
certain type, on peut caractériser les R#U(g)-modules induits g-locale­
ment finis injectifs et le foncteur ( )g préserve les résolutions injectives 
minimales: c'est-à-dire que le sous-module des invariants du ne ter ne de 
la résolution injective minimale d'un objet de Mod(R#U(g)) est S-isornorphe 
au ne terme de la résolution injective minimale du sous-modLie des 
invariants de cet objet; cette condition imposée à la catégorie Mod; "UfU(g)) 

est, en général, trop forte: elle implique en particulier que R est plat sur 
Rg pourvu que R soit commutative. 
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Dans le paragraphe 3, R est commutative et souvent g-localement 
finie. Nous montrons que le foncteur ( )g transforme certains projectifs de 
Mod(R#U(g)) en projectifs de Mod5 ; nous obtenons certains résultats ana­
logues à ceux du paragraphe 2 et nous étudions le groupe de Picard de 
l'anneau S. 

Dans le paragraphe 4, nous examinons le cas particulier où R est 
l'algèbre de Hopf de g. 

Dans le paragraphe 5, nous montrons sous certaines hypothèses que 
Mod(R#U(g)) est une catégorie semi-simple et S est un anneau semi-simple. 

Pour obtenir nos résultats, nous nous sommes inspiré des articles de 
Magid [9, 10]. 

Pour la construction de l'anneau R#U(g), on pourra consulter [1]. On 
trouvera d'autres propriétés homologiques des R#U(g)-modules dans 
[6, 7]. 

Ce travail est la suite de nos résultats parus dans [7]. 

, , 
1. RESULTATS PRELIMINAIRES 

On dit qu'un objet M de Mod(g) est ergodique si Mg= {0}. Nous avons 
utiiisé ie terme ergodique par analogie avec [9, p. 126]. 

Si M est ergodique, alors tout sous-module de M est ergodique. 
Si g est semi-simple et si M E Mod(g)' on note Mg le plus grand 

sous-g-module ergodique de M. Il est clair que Mg n Mg= {0}. Par 
conséquent, MjMg est ergodique pour tout ME Mod(g) si g est semi­
simple. 

LEMME 1.1. Soient g semi-simple et ME Mod(g)" Alors on aM= !Yfg œ 
Mg une somme directe de g-modules. 

DÉFINITION 1.2. Soit M E Mod(g)' on note M 1 le sous-g-module de M 
engendré par g ·M. On pose (M)g = MjM 1 et on note qM: M--)- (AC\ la 
projection canonique. 

Il est évident que l'action de g sur (M)g est triviale. 

LEMME 1.3. Soit M E Mod(g)· Si g est semi-simple, on a les tsomor­
phismes de g-modules 

et 

Sig est semi-simple, la décomposition M =Mg œ Mg en somme directe 
de g-modules est fonctorielle dans le sens suivant: si f: M ~M' e: t un 
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morphisme de g-modules, alors f(Mg) ç M'g et f(Mg) ç M;. En partic­
ulier, f o PM =PM' of. 

Soient g semi-simple et M E Mod(R#U(g))· Pour r fixé dans S, notons fr 
le k-endomorphisme de M défini par fr(m) = nn. Alors fr est g-linéaire, 
d'où fr o PM =PM o fr· Ceci implique que fr(Mg) Ç Mg et fr(Mg) Ç Mg: 
c'est-à-dire que Mg et Mg sont des sous-S-modules (donc des sous­
S#U(g )-modules) de M et PM est S-linéaire (donc S#U(g)-linéaire). 

Pour tout M dans Mod(R#U(g))' le sous-g-module M 1 de M engendré 
par g · M défini en (1.2) est un sous-S#U(g)-module de M. Donc Uvt)g = 
MjM 1 appartient à Mod(S#U(g)) et la projection canonique qM est 
S#U(g )-linéaire. Il est facile de voir que les g-isomorphismes M 1 

::::: Mg et 
(M)g :::::Mg de (1.3) sont aussi des S#U(g)-isomorphismes. 

Si M et N sont dans Mod
8

, on munit Hom(M, N) et M ® N de la 
structure de g-module définie par l'action diagonale. 

On note Hom(glM, N) l'ensemble des éléments g-finis de Hom(Af, N) 
[5, paragraphe 1 et 7, 1.4]. 

Si M et N sont dans ModR#U(g)' on note [7, 2.9] !/R(M, N) l'ensemble 
des éléments g-finis de Hom iM, N). 

Soit M un S-module. Munissons M de la structure de g-module trivial. 
Alors M devient un objet de Mod(S#U(g))· Nous pouvons donc considérer 
Hom(R, M) comme un objet de Mods#U(g)· 

Si r E R et f E Hom(R, M), on pose (rJXs) = f(sr ). Donc Hom{ R, ki) 
E ModR#U(g) et Homs(R, M) est un sous-R#U(g)-module de Hom(R M). 
Or, si R est g-localement finie, s ~ sr est dans fJIS(R, R), donc [7, 1. 7] 
rf E 9fS(R, M) pour tout f E 9fS(R, M). Ainsi fJIS(R, M) est un objet de 
Mod(R#U(g))' si R est g-localement finie. 

Remarque. Les démonstrations de (2.7), (2.8), (2.17) et (2.35) de [7] 
n'utilisent pas le fait que R est g-localement finie. Cette remarque sera 
utile pour le paragraphe 5. 

Rappels. (1) Si M (respectivement N) est dans Mod5 (respectiv;;rnent 
dans Mod(R#U(g))), on note EiM) (respectivement ER#U(g)(M)) l'en­
veloppe injective de M dans Mod5 (respectivement deN dans Mod(R#U(g))). 

(2) Un objet M de Mod(R#U(g)) est de type fini dans ModR#U(g) si et 
seulement s'il est de type fini dans ModR [7, 2.8]. 

(3) Si R est g-localement finie, on note [7, 2.21] ExtR#U(g >(-,-) 
les foncteurs dérivés droits du foncteur HomR#U(g)( -,-) restf, int à 
Mod(R#U(g)) X Mod(R#U(g))· 

(4) Soient M dans Mod
8 

et V un g-module simple. On <:ppeile 
composant isotypique de M d'espèce V et on note Mv, la somn,.e des 
sous-modules de M isomorphes à V. C'est un sous-module semi-simple de 
M, somme directe de sous-modules isomorphes à V. 
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LEMME 1.4. Soient g semi-simple, M dans Mod(g) et V un g-module 
simple de dimension finie. Alors, on a un isomorphisme de g-modules 
HomlV,M) ® Vz Mv et M = EBMv. 

Si dans (1.4), M appartient à Mod(R#V(g))' alors 

Hom( V, M) =V* ®ME Mod(R#V(g)); 

donc Homg(V, M) E Mod(S#V(g)) et le g-isomorphisme de (1.4) devient un 
S#U(g )-isomorphisme. 

LEMME 1.5. (1) Soit R commutative g-localement finie. SiM et N sont 
dans Mod(R#V(g))' alors M ®R N est dans Mod(R#V(g))· 

(2) Si M est dans Mods, alors R ®s M est dans ModR#V(g)· Il est 
g-localement fini si R est g-localement finie, car R ®s M est un quotient de 
R ®k S ®k M dans ModR#V(g) et ce dernier est g-localement fini. 

(3)(a) Si M est dans Mods et N dans ModR#V(g)' on a des isomor­
phismes d'espaces vectoriels. 

HomR#V(g)(R ®s M,N) = Homs(M,HomR#V(glR,N)) 

= Homs(M, Ng). 

(b) Si M E Mods et N E Mods#V(g)' alors Homs#V(g)(M, lv') et 
Hom5 (M, Ng) sont des espaces vectoriels isomorphes. 

( 4) Soit R commutative, M E Mod 5 , V un g-module de dimension finie et 
NE Mod(R#V(g))• Alors 

HomR( R ® V, N) = Hom( V, N) = V* ® N = N ® V* 

sont des isomorphismes de R#U(g )-modules. En particulier, (N ® V*)g et 
HomiV, N) sont S-isomorphes. 

(5) Soient S commutative, M E Mod s et V un g-module de dimension 
finie. Alors l'application cp: Homg(V ® R, M) ~ Homg(V,ffs(R, Af)) 
définie par cp(f)( v Xr) = f( v ® r) est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 
(La preuve est une conséquence de [7, 1.5].) 

2. LE FONCTEUR f7S(R,-) 

Dans ce paragraphe, R est g-localement finie. Nous avons la founule 
d'adjoint suivante: 

PROPOSITION 2.1. Soient ME Mod5 et N dans Mod(R#V(g))· Alan l'ap­
plication cp: HomR#V(g)(N, :Ts(R, M)) ~ Hom 5 ((N)g, M) définie par 
cp(f)(qN(x)) = f(x)(l) est un isomorphisme d'espaces vectoriels. 
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Preuve. Soit f appartenant à l'ensemble de départ de c/J. Pour n EN et 
r ER, nous avons c/J(f)(qN(m)) = f(m)(l) = f(n)(r ). Cette relation prouve 
que cfJ est un monomorphisme. Maintenant, soit h1 appartenant à l'ensem­
ble d'arrivée de c/J. 

Posons h(n)(r) = h 1(qN(m)) pour n EN et rER. On définit ainsi une 
application linéaire h: N ~ Homs{R, M). Pour tout XE g, on a 

(X·h(n))(r) = -h(n)(X(r)) 

= -h1(qN(X(r)n)) 

= -h1(qN(X(m)) + h 1(qN(r(Xn)) 

= h 1(qN(r(Xn))) = h(Xn)(r), 

car qN(X(m)) = O. Donc h est g-linéaire. 
Pour tous r, r' ER, on a (rh(n)Xr') = h(nXr'r) = h 1(qN(r'm)) = 

h(m)(r'). Donc h est R-linéaire. Ainsi h est R#U(g)-linéaire. Or N est 
g-localement fini; donc h(N) ç §S(R, M). L'application h est donc définie 
de N vers SïS(R, M) et cp(h) = h 1. 

CoROLLAIRE 2.2. Soient g semi-simple et I un injectif dans Mods Alors 
§S(R, 1) est un injectif dans Mod(R#U(g))" 

Preuve. Pour tout N dans Mod(R#U(g))' on sait que (N)g et Ng sont 
S-isomorphes. De plus, le foncteur ( \ est exact de Mod(R#U(g)) dans 
Mods. Donc HomR#U(g)(*,§S(R, /)) est le composé, d'après (2.1), des 
foncteurs exacts ( )g et Homs{*, 1). 

Nous allons voir maintenant que le corollaire (2.2) peut se préciser 
davantage. Mais, avant cela, signalons la formule suivante. 

LEMME 2.3. Soient g semi-simpleet Mun S-module. Alors l'appùcation 
F de §S(R, M)K ~ M définie par F(f) = f(l) est un isomorphisme de 
S-modules. 

Preuve. Soit G l'application de M ~ Hom(R, M) définie par G(mXr) 
= pR(r )m. Il est clair que G(m) est S-linéaire et g-invariant. Donc G est 
définie de M ~ Homs(R, M)K = SïS(R, M)c. Maintenant, F o G(m) = 

G(m)(l) = pR(l)m = m; donc F o G = identité de M. De même, 

GoF(f)(r) = G(F(f))(r) = G(f(l))(r) =pR(r)f(l) 

= f(pR(r)) =PM 0 f(r) = f(r), 

car M est un g-module trivial. Donc G o F = identité de §S(R, kf}'. 
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(2) Considérons le sous-R#U(g)-module de M engendré par m. Si m 
est non nul, ce sous-module contient un élément invariant non nul y = 

Er;u;m, où u; E U(g) et r; ER. Mais pM(y) =y alors que PM(Eriuim) = 

PM(EEuiJriJm) = EEuiJpM(riJm) = 0, où riJ ER et uij E U(g), car PM 
est g-linéaire. Donc y serait nul. Ce qui est une contradiction. Donc 
m =O. 

Nous voulons savoir maintenant quand un R#U(g )-module est sous­
module d'un module induit de la forme :JfS(R, M). La condition nécessaire 
de (2.5(2)) est aussi suffisante. 

DÉFINITION 2.6. Soient g semi-simple et M dans Mod(R#U(g))' Alors 
*M = {m E M tel que PM(nn) = 0 pour tout rER}. 

LEMME 2.7. Soient g semi-simple et M dans Mod(R#U(g))· On définit cf>M: 
M ~ Y"S(R, M 8 ) par cf>M(mXr) = PM(nn). 

(1) * M est le noyau de cPM. 

(2) Si f: M ~M' est un morphisme dans Mod(R#U(g))' alors (*M) c 
*(M'). 

(3) *(Mj*M) =O. 

(4) SiM est un sous-R#U(g)-module deN, on a *N n M =*M. 

(5) Si *M = 0, cPM est un monomorphisme essentiel dans Mod,R#U(g))· 

Remarque. D'après (2.1), 

Donc cPM est le R#U(g)-morphisme correspondant au S#U(g)-isomor­
phisme canonique (M)g ~Mg. 

Preuve du lemme. L'assertion (1) est évidente et (2) découle du fait que 
PM' of= f o PM· Pour démontrer (3), observons que (*M)g = D; donc 
(Mj*M)g = M 8• Comme Ker cPM = *M, il existe un R#U(g)-morphisme 
"?>M: Mj*M ~YS(R,(Mj*M)g) =!Ts(R,Mg)) tel que cPM = cPM o(M ~ 
Mj*M). Nécessairement, 4>M = cPMf*M· Soit rn + *M E *(Af/*M). 
D'après (1), cf>M;-M(m + *M) = 0; donc </>M(m) = 0; d'où m E *M. On 
en déduit que *(Mj*M) =O. L'assertion (4) découle de la définition (2.6) 
et du fait que la restriction de PN à M est PM· Pour démon•rer (5), 
supposons *M = 0 et identifions Met cpM(M). Si L est un sous-t'#U(g )­
module non nul de Y"S(R, Mg), alors, d'après (2.4(1)), Lg =1= 0, ei d'après 
(2.3), Mg = :JrS(R, Mg)8, donc L n M =1= O. 

Nous pouvons utiliser (2.7) pour identifier dans Mod(R#U(g)) les modules 
injectifs de la forme .'Ts(R, !), où I est S-injectif. 
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THÉORÈME 2.4. Soit g semi-simple. 

(1) Si NE Mod5 et siM est un sous-R#U(g)-module de :7;,(R, N), 
alors Mg = 0 implique M = O. 

(2) Si M ~ N est un monommphisme essentiel de S-modules, alors 
.YS(R, M) ~ .YS(R, N) est un monomorphisme essentiel de R#U(g)­
modules. 

(3) Si N E Mod5 , alors ER#U(g)(.YS(R, N)) est isomorphe à 
.YS(R, Es(N)). 

(4) SiNE Mod5 , alors ER#V(g)(:Ts(R, N))g est isomorphe à Es(N). 

Preuve. Si T est un sous-ensemble de .YS(R, M), on pose T(l) = 
{f(l) tel que f E T}. 

(1) Supposons Mg = O. Alors (M)g = 0; donc Hom5((M)g, N) = O. 
D'après (2.1), HomR#V(g/M,.YS(R, N)) =O. Or, ce dernier "Hom" con-­
tient l'inclusion de M dans .YS(R, N). On conclut que M = O. 

(2) Si L est un sous R#U(g)-module non nul de .YS(R, N), alors 
d'après (1), Lg est un sous-S-module non nul de .YS(R, N)g. D'après (2.3), 
ceci signifie que L(l) est un sous-S-module non nul de N, et donc 
L(l) n M est non nul. Or L(l) n M = (.9S(R, M) n LXl); donc L ren­
contre .:Ts(R, M) de façon non triviale. 

(3) D'après (2), .:Ts(R, N) ~ Y.s(R, E5 (N)) est un monomorphi:>me 
essentiel dans Mod(R#U(g))· Or, d'après (2.2), .:Ts(R, E5 (N)) est un injectif 
dans Mod(R#U(g)); d'où (3). 

(4) D'après (3), ER#U(g)(.YS(R, N)) = Y.s(R, E5 (N)). D'après (2.3), 
.YS(R, Es(N))g = Es(N). 

D'après (1) de (2.4), les sous-R#U(g)-modules non nuls M du R#U(g)­
module g-localement fini induit .YS(R, N) contiennent des invariam:-; non 
nuls. 

Voici une condition plus forte: nous allons voir ci-dessous que ceci 
implique que M est une extension essentielle de RMg. Simultanément, 
nous obtenons une condition sur M qui implique qu'on peut prendre 
N=Mg. 

COROLLAIRE 2.5. Soient g semi-simple, N dans Mod s et M un sous­
R#U(g)-module non nul de .YS(R, N). Alors 

(1) M est une extension essentielle de son sous-R#U(g)-modult RMg. 

(2) Sim EMet pM(rm) = 0 pour tout r ER, alors m = O. 

Preuve. (1) Soit L un sous-R#U(g )-module non nul de M. D'après 
(2.4(1)), Lg =1= 0 et Lg ç Mg. Donc L n RMg =1= O. 
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THÉORÈME 2.8. Soit g semi-simple. 

(1) Si E est un injectif dans Mod(R#V(g)) avec *E = 0, alors Eg est 
S-injectif etE est R#U(g)-isomorphe à SIS(R, Eg). 

(2) Si M est dans Mod(R#V(g)) avec *M = 0, alors ER#V(g)(kf) est 
R#U(g)-isomorphe à STS(R, Es(Mg)). 

Preuve. (1) Soit E' = E/Eg). Alors Eg ~ E' est un S-monomor­
phisme essentiel; donc, d'après (2.4(2)), S~S(R, Eg) ~ STS(R, E') est un 
R#U(g)-monomorphisme essentiel. D'après (2.7(5)), E ~ STS(R, Eg) est 
aussi un R#U(g)-monomorphisme essentiel. Comme E est un injectif 
dans Mod(R#V(g))' nous avons les R#U(g)-isomorphismes E = S~S(R, Eg) 
= S~S(R, E'). D'après (2.3) S~S(R, E')g ::::: E' est S-injectif; donc Eg = E' 
est S-injectif. 

(2) Posons E = Es{Mg). D'après (2.2), SIS(R, E) est un injectif dans 
Mod(R#V(g))' et nous avons d'après (2.7(5)) et (2.4(2)), les R#U(g )-mono­
morphismes essentiels M ~ S~S(R, Mg) ~ S~S(R, E). Donc ER#V(g/M) est 
R#U(g )-isomorphe à STS(R, E). 

Nous remarquons que la condition * E = 0 de (2.8(1)) est aussi néces­
saire d'après (2.5(2)) pour que E soit R#U(g)-isomorphe à STS(R, Eg). 

Nous allons maintenant trouver une condition sur Mod(R#V(g)) qui nous 
permettra d'appliquer (2.8). 

LEMME 2.9. La catégorie Mod(R#V(g)) possède un cogénérateur injectif C. 

Preuve. Soient 1 un cogénérateur injectif de ModR#V(g)· Pour tout M 
dans Mod(R#V(g)) ç ModR#V(g) et pour tout élément non nul m de M. il 
existe un R#U(g)-morphisme f: M ~ 1 tel que f(m) =1= O. Comme Jv.f est 
g-localement fini, on a f(M) ç 1(g) et, d'après [7, 2.2'], 1(g) est un inj.xtif 
dans Mod(R#V(g))· Donc 1(g) = C est un cogénerateur injectif de 

Mod(R#V(g))· 

Remarque. S'il existe un cogénérateur injectif C de Mod(R#V(g)) qui 
vérifie *C = 0, alors, d'après (2.7(4)), chaque objet M de Mod(RtiV(g)) 
vérifie *M = O. 

On dira que la condition (a) est satisfaite dans Mod(R#U(g)" si 
Mod(R#V(g)) possède un cogénérateur injectif C tel que *C = O. 

PROPOSITION 2.10. Soit g semi-simple. On suppose que la conditirN (a) 
est satisfaite dans Mod(R#V(g))· 

(1) Alors chaque injectif de Mod(R#V(g)) est de la forme STS(R, 1), où I 
est un injectif de Mod s. 
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(2) Soit ME Mods et NE Mod(R#U(g))" Alors 

Ext~#U(glR ®s M,N) = Ext~(M,Ng), 

593 

p ~o. 

Preuve. (1) C'est évident à partir de (2.8(1)) et de la remarqne pré­
cédente. 

(2) Soit {Ei} une résolution injective de N dans Mod(R#U(g))· D'après 
(1.5(3)), HomR#U(g)(R ®s M, Ei) = Hom/M, (Ei)g) pour chaque i. Nous 
avons donc 

E~#U(g)(R ®s M,N) = HP(Homs(M,(E*)g)) 

pour p > O. Or, d'après (2.8(1)), (Ei)g est un injectif dans Mods et le 
foncteur ( )g est exact. Donc le membre de droite est Extf(M, Ng). 

LEMME 2.11. Soient g semi-simple et {Eiji E /} un ensemble de S-mod­
ules injectifs. Alors E = œ {ffs(R, Ei)ji E /} est R#U(g)-isom01phe à 
ffs(R,{ Œ>Ejji E /}). 

Preuve. D'après (2.2) et [7, remarque suivant (2.2)], E est un injectif 
dans Mod(R#U(g))· D'après (2.5(2)), ffs(R, Ei) = 0 pour tout i; donc *E = O. 
D'après (2.3) Eg = ŒE'. D'après (2.7(5)), cf>E est un R#U(g)-monomor­
phisme essentiel et, puisque E est un injectif dans Mod(R#U(g))' on conclut 
que cf>E est un R#U(g)-isomorphisme. 

LEMME 2.12. Soient g semi-simple, I un injectif dans Mods. ME 
Mod(R#U(g)) avec *M = 0 etf: M ~ffs(R,I) un R#U(g)-monomorphisme 
essentiel. Alors Mg~ ffs(R, I)g = I est unS-monomorphisme essentiel. 

Preuve. D'après (2.7(5)), cf>M est un R#U(g )-monomorphisme essen­
tiel; et d'après (2.2), ffs(R, /) est un injectif dans Mod(R#U(g))" Il existe 
donc un R#U(g)-morphisme h: .9S(R, Mg)~ ffs(R, /)tel que f =ho cf>M· 
Soit L un sous-S-module de I tel que L n Mg = O. Alors ffs(R, <'vF) n 
ffs(R, L) = 0 et .9S(R, L) est un sous-R#U(g)-module de .9S(R: /). Si 
ffs(R, L) est non nul, il rencontrerait M = cf>M(M) de façon non triviale, 
car cf>M(M) ç ffs(R, Mg). Ce qui n'est pas possible; donc ffs(R, L) = O. 
On en déduit d'après (2.3), que 0 = .9S(R, L)g = L. 

Nous sommes maintenant prêt pour montrer que le foncteur ( };; trans­
forme les résolutions injectives minimales de Mod(R#U(g)) en résolutions 
injectives minimales de Mods et on pourra donc déterminer les résolutions 
dans Mod(R#U(g))" 

PROPOSITION 2.13. On suppose que la condition (a) est satisfaite dans 
Mod(R#U(g))" Soient g semi-simple, M E Mod(R#U(g))' {E~#U(g)C-1)} la 
résolution injective minimale de M dans Mod(~#U(g)) et {E~(Mg)} la )-réso­
lution injective minimale de Mg. Alors (E~#U(g)(M))g = E~(Mg! pour 
chaque i. 
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.Preuve. Posons Ei = Ek#u(g/M) pour chaque i et Ki = Ker(Ei --.,) 
E'+ 1 ). D'après (2.8(1)), J' = (E')g est S-injectif et E' = SfS(R, /'). Comme 
g est semi-simple, la suite J 0 

--.,) J 1 
--.,) • • • --.,) Ji --.,) · · · est exacte dans 

Mods et (Ki)g = Ker(Ji--.,) Ji+ 1). Comme *(Ki)= 0 et Ki--.,) Ei = 
SfS(R, Ji) est un R#U(g )-monomorphisme essentiel, (Ki)g --.,) 11 = 

SfS(R, JiF est, d'après (2.12), un S-monomorphisme essentiel. Donc {Ji} 
est une S-résolution injective minimale de (K 0 )g =Mg. 

THÉORÈME 2.14. Soit S commutative. On suppose que la condition (a) 
est satisfaite dans Mod(R#U(g)) et g semi-simple. Soit M E Mod(R#U(g)) et, 
pour P E spec(S), soit JL;(P, Mg) le nombre de fois que Es{SjP) apparaît 
dans E~(Mg). Alors Ek#U(g)(M) est la somme directe, pour P parcourant 
spec(S), de JL;(P, Mg) copies de ER#U(g)(RjRP). 

Preuv~. D'après (2.8(1)) et (?.13), Ek#U(g/M) est R#U(g )-isomorphe à 
SfS(R, Ek#U(g)(M)g) = .9fS(R, E~(Mg)). Donc, d'après la définition des IL; 
et (2.11), Ek#u(g)(M) est la somme directe, pour P parcourant spec(S), de 
J.L;(P, Mg) copies de .9fS(R, Es(SjP)). Or (RjPR)g = SjP; donc, d'après 
(2.8(2)), .9fS(R, Es(SjP)) est R#U(g)-isomorphe à ER#U(g)(RjPR); d'où le 
résultat. 

Remarque. La condition (a) imposée à Mod(R#U(g)) est trop forte. Elle 
montre d'après (2.10(2)) que si N est un injectif dans Mod(R#U(g))' alors 
NK est S-injectif. 

Nous allons voir maintenant sous une hypothèse de finitude deR surS, 
que cela signifie que R est S-plat. 

Nous commençons par identifier les composants g-isotypiques des 
R#U(g )-modules .9fS(R, M). 

LEMME 2.15. Soient g semi-simple et S commutative. Si M est un S­
module et V un g-module simple de dimension finie, alors .9fS(R, ML est 
S#U(g )-isomorphe à .9fS(Rv., M). 

Preuve. Considérons les isomorphismes suivants: 

Homc(V,.9fS( R, M)) = Homg( V® R, M) 

=Home( V® Rv., M) = Homg(V,.9fS( Rv., i~f) ). 

Le premier et le troisième isomorphismes découlent de (1.5(5)} ~t le 
deuxième de la définition de Rv• (si West un autre g-module simple de 
dimension finie, alors Hom/V, W*) = 0 si W* =J=. V). Il résulte .. lain­
tenant de (1.4) que .9fS(R, M)v = .9fS(Rv•• M)v. Si W est un g-module 
simple de dimension finie non isomorphe à V, alors Hom gCW ® R t . , M) 
= 0, car Hom/W ®V*, k) = 0, donc 

.9fS(Rv.,M) = ffi SfS(Rv.,M)w =.9fS(Rv.,M)v· 
w 
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CoROLLAIRE 2.16. Soient g semi-simple et R commutative. Supposons 
que le foncteur ( )g transforme les injectifs de Mod(R#U(g)) en injectifs de 
Mods. Si I est S-injectif et V un g-module simple de dimension finie, alors 
ffs(Rv., /) est aussi S-injectif. 

Preuve. Posons W = V* et E = ffs(R, /).Alors, d'après (2.2), E est un 
injectif de Mod(R#U(g))· Posons M = R ® V; donc M est de type finî dans 
Mod(R#U(g)) et libre comme R-module. D'après (1.5(4)), E ® JiV et 
HomR(M, E) sont R#U(g)-isomorphes. D'après [7, 2.17], ~(A1, E) = 
HomR(M, E); donc, d'après [7, 2.37], HomR#U(g)(*, E ® fV) = 
HomR#U(g)(* ®R M, E). Or HomR#U(g)(-, E) et(*)~ M sont exacts re­
spectivement de Mod(R#V(g)) dans k-ev et de Mod(R#V(g)) dans Mod(R#V(g)); 
donc E ® W est injectif dans Mod(R#U(g))" Il résulte de nos hypothèses que 
(E ® WF est S-injectif. Or, d'après (1.5(4)), (E ® W)g est S-isomorphe à 
Hom/V, E). Maintenant, Ev= Hom/V, E) ® V comme objet de 
Mod(S#VC~)); ,d?nc lfv est S-injectif. D'après (1.4), Ev= ffs(R. I)v = 
ffs(Rv., I J; d ou le resultat. 

Si dans (2.16), Rv* est de type fini comme S-module, alors [7, 2.17] 
HomsCRv., /) est S-injectif. Nous allons utiliser cette observation pour 
conclure sous les hypothèses de (2.16) que Rv• est S-plat. 

THÉORÈME 2.17. Soient g semi-simple et R commutative. Suppos._;ns que 
le foncteur ( F transforme les injectifs de Mod(R#U(g)) en injectifs de Mods. 
Soit V un g-module simple de dimension finie. Si R v est de type fini cc mme 
S-module, alors Rv est S-plat. Si Rw est de type fini commeS-module pour 
chaque g-module simple de dimension finie W, alors Rest S-plat. 

Preuve. Soit I un injectif dans Mods. Alors on a l'isomorphisme de 
dualité [2, p. 348] 

Homs(Torf(M, Rv ), I) = Ext1(M,Homs(Rv, !)) 

= Ext1(M,S1S(Rv, !)) 

et (2.16) montre que Homs(Torf(M, Rv), /) = 0 pour tout M dans Mods. 
On en déduit que Torf(M, Rv) = 0 (il suffit de prendre I = 
Es(Torf(M, Rv )). 

La deuxième assertion est immédiate à partir de la première. 

La réciproque de (2.17) est aussi vraie: 

PROPOSITION 2.18. Supposons g semi-simple et R un S-modul~ plat à 
droite. Alors le foncteur ( )g transforme les injectifs de Mod(R#U(g)) en 
injectifs de Mods. 
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Preuve. Soient E un injectif dans Mod(R#V(g)) et M un S-module 
quelconque. D'après (1.5(3)), HomR#V(g)(R ®5 M, E) = Hom 5 (M, Eg); 
donc le foncteur Homs{*, Eg) est le composé du foncteur R ®5 (*) qui est 
exact de Mod5 vers Mod(R#U(g)) et du foncteur HomR#U(g)(*, E) qui 
est exact de Mod(R#U(g)) vers k-ev. 

LEMME 2.19. Soient g semi-simple, M de type fini dans Mod 5 et N un 
objet de Mod(R#V(g))· Alors pour tout i, Ext~(M, N) est un g-module 
localement fini et Ext~(M, N)K = Ext~(M, NK). 

Preuve. Considérons M comme un objet de Mod(S#V(g)) (l'action de g 
est triviale). Soit {FJ une résolution de M par des S-modules libres de 
type fini et regardons chaq~e Fi comme un objet de Mod(S#U(g)) (l'action 
de g est triviale). Alors Ext~(M, N) est dans Mod(g)· Ainsi, 

Ext~(M,N( =Hi(Homs(F*,N))g =Hï(Hom5 (F*,N)g). 

D'après (7, 2.10 et 2.17], nous avons Hom 5(FP, N)g = Homs(FP, Ng); 
donc 

PROPOSITION 2.20. Soient g semi-simple, ME Mods, NE ModU"*U(g)) 
et R de type fini dans Mods. Alors on a la suite spectrale 

Extk#u(gl N,ExtH R, M)) ~ Ext~+j( Ng, M); pour i ~ 0, j > O. 

Si de plus N est de type fini, mi a 

Exti (N Extj(R M))g ~ Exti+j(NK M) 
R • S' S '· 

Preuve. Comme R est de type fini dans Mods, on a d'après [7, 2.17], 
.9S(R, M) = Homs(R, M). D'après (2.2), le foncteur !JiS(R,-) envo;_e les 
injectifs de Mod5 dans les injectifs de Mod(R#U(g))· D'après (2.ü, le 
foncteur Homs((N)g, -) défini de Mods vers k-ev est le compo,6 du 
foncteur covariant fTs(R, -) = Homs{R, -) qui va de Mod5 dans 
Mod(R#V(g)) et du foncteur covariant exact à gauche HomR#U(g)(N, --)qui 
va de Mod(R#U(g)) dans k-ev. La suite spectrale des foncteurs composés 
donne (1). 

(2) Il suffit d'appliquer [7, 2.25]. 

Remarque. Posons R = U(g). Alors Rest un g-module localemer t fini 
pour l'action adjointe de g et Rg est le centre de R. La plupar} des 
résultats que nous venons d'établir sont vrais pour l'anneau R#U(g;. 

Soit ME ModR. On munit M de la structure de g-module trivial Si g 
opère trivialement sur R (donc R#U(g) et R ® U(g) sont isomorphes 
comme k-algèbres), alors M devient un objet de Mod(R#U(g))" 
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COROLLAIRE 2.21. Soient g semi-simple opérant trivialement sur R, M E 

ModR et NE Mod(R#V(g))' Alors on a 

pour i :2: O. 

Si de plus, N est de type fini, on a 

pour i :2: O. 

Preuve. On pose R = S dans (2.20). 

3. LE FONCTEUR R ®s (-) 

Dans ce paragraphe, R est commutative. Si M est un R-module, la 
notation M* désigne HomR(M, R). Nous allons étudier le groupe de 
Picard de l'anneau S. 

DEFINITION 3.1. Un objet M de ModR#V(g) est de type invariant si 
M=RMg. 

LEMME 3.2. Soit ~"JE ModR#U(g)' L'application fM: R ®s Mg ~lv!; 
r ® m ~ rm est R#U(g)-linéaire. Son image est RMg. Si M est de type 
invariant, alors fM est un épimophisme. 

LEMME 3.3. Soient M et N E ModR#V(g)· On suppose qu'il existe une 
R#U(g)-surjection M ~ N. Alors, siM est de type invariant, il en est de 
mêmepourN. 

LEMME 3.4. Soit ME Mods et MR = R ®s M. Alors l'application cf> 
définie de R(MR)g ~ MR par <f>[r(r1 ® m)J = rr1 ® m est un isomorphisme 
de R#U(g)-modules. Donc MR est de type invariant. En particulier, Rest de 
type invariant. 

LEMME 3.5. Soient g semi-simple, R g-localement finie, ME Mods et 
MR = R ®s M. SiM est S-projectif, alors MR est projectif dans Mod(R#V(g))' 

Preuve. Pour tout objet N de Mod(R#U(g))' on a d'après (1.5(3)), 
HomR#U(g)(MR, N) = Homs(M, NK). Le foncteur ( )g est exact de 
Mod(R#U(g)) dans Mod(S#U(g)); d'où le résultat. 

PROPOSITION 3.6. Soit M un projectif de type fini dans Mod5 " Alors 
l'application M----) (R ®5 M)g définie par m ~ 1 ® m est un S-i· 'mor­
phisme. 

Preuve. Pour tout S-module N, notons fN l'application N ~ (R ®s 
N)g définie par fN(n) = 1 ® n. Alors f est une transformation na~ 1relle 
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de foncteurs additifs de S-modules: 1 ~ (R ®s (*))K, où 1 désigne le 
foncteur identité dans Mods et fs est un isomorphisme. Il en résulte que 
fM est un isomorphisme si M est projectif de type fini. 

Lorsque R est g-localement finie, le lemme (3.5) et la proposition (3.6) 
montrent que si g est semi-simple et si M est un S-module projectif de 
type fini, alors le R #U(g )-module g-localement fini projectif de type fini 
et de type invariant R ®s M a la propriété que son sous-S module des 
invariants est aussi un projectif de type fini. Nous allons voir que cette 
propriété est vraie pour tout R#U(g)-module g-localement fini projectif 
de type fini et de type invariant. 

LEMME 3.7. Soir M dans Mod(R#U(g))" 

(1) On suppose que Rest g-localement finie. SiM est un project~f dans 
Mod(R#U(g))' alors M est un projectif dans ModR. 

(2) Sig est semi-simple et siM est de type finiR-projectif, alors kf est 
projectif dans Mod(R#U(g))· 

Preuve. (1) C'est évident. 
(2) Les foncteurs Hom R(M,-) et ( )K sont exacts respectivement de 

Mod(R#U(g)) dans Mod(g) et de Mod(g) dans Modg. 

LEMME 3.8. Soient g semi-simple, R g-localement finie, Pet Q de type fini 
dans Mod(R#U(g)) avec Q projectif dans Mod(R#U(g)) et f: P ~ q un 
R#U(g )-épimorphisme. Alors il existe un R#U(g )-monomorphisme h: Q -~ P 
tel que f o h = identité de Q. 

Preuve. L'application f* = HomR(Q, f) définie de HomR(Q, P) ~ 
HomR(Q, Q) est surjective, car Q est projectif dans Mod(R#U(g)); donc 
dans ModR: Il est facile de voir que f* est g-linéaire. D'après [7, 2.17 et 
2.36], HomR(Q, P) et HomR(Q, Q) appartienent à Mod(R#U(g)) c Mod(g)· 
Donc f* est surjective sur les invariants, c'est-à-dire que f* est surj:xtive 
de 

HomR(Q, P)g = HomR#U(g)(Q, P) 

~ HomR(Q, Q)g = HomR#U(g)(Q, Q). 

Comme l'identité de Q appartient à HomR#U(g)(Q, Q), il existe donc 
h E HomR#U(g)(Q, P) tel que f oh =identité de Q. Il est clair que h est 
un monomorphisme. 

THÉORÈME 3.9. Soient g semi-simple et P un projectif de type fin< et de 
type invariant dans Mod(R#U(g)) où Rest g-localement finie. Alors 

(1) PK est un S-module de type fini projectif. 

(2) P* est de type invariant. 

(3) L'application définie de (PK)R = R ®s PK ~ P parr® p _, rp est 
un R#U(g )-isomorphisme. 
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Preuve. Comme P est de type invariant, il existe p 1, p 2 , ••• , Pn E pg 
avec n < + oo tel que P = 'LRp;. Posons F = R(n) = R œ R œ · · · œ R et 
soit f: F ~ P l'application définie par f(r1, r2 , ••• , rn) = 'Lr;P;· Alors 
FE Mod(R#U(g)) et f est un R#U(g)-épimorphisme. D'après (3.8), il 
existe un monomorphisme h E HomR#U(g)(P, F) tel que f o h = identité 
de P. La restriction de h à pg est donc un S-morphisme inverse à droite 
pour la restriction de f à F g, et 

pg = s(n) = s œ ... œ s· 
' 

d'où {1). 

L'application h* = HomR(h, R) définie de F* = HomR(F, R) --')> P* = 

HomR(P, R) est surjective et g-linéaire; donc P* est de type invariant, car 
F* l'est, d'où (2). 

Pour démontrer (3), considérons l'application R#U(g)-linéaire tp définie 
de R ®5 pg ~ P par tp(r ® p) ~ rp. Alors t est une transformation 
naturelle de foncteurs additifs R ®s ( F ~ 1 de Mod(R#U(g))' où l est le 
foncteur identité de Mod(R#U(g))· L'application tR est un isomorphisme; 
donc tF est un isomorphisme par additivité. Il en résulte que tp est un 
isomorphisme, car F =Pœ Ker f comme g-modules. 

On attire l'attention du lecteur sur la similarité entre les assertions (1) 
et (3) de (3.9) et les résultats de (2.8(1)). 

Nous allons maintenant établir un résultat analogue à (2.4(1)). 

LEMME 3.10. Soient NE Mod(R#U(g))' et M E Mods. SiN est un quo­
tient de R ®s M dans Mod(R#U(g))' alors Ng = 0 implique N = O. 

Preuve. Si Ng = 0, alors Hom 5 (M, Ng) = O. D'après (1.5(3)), 
HomR#U(g)(R ®s M, N) =O. Or ce dernier "Hom" contient le R#U(g)­
épimorphisme R ®s M ~ N; donc N = O. 

La troisième assertion de (3.9) montre que le rang de P · omme 
R-module est égal au rang de pg comme S-module. Donc, si P est 
inversible commeR-module, alors pg est inversible comme S-modnle. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à l'étude de ces modules qui sont 
de rang 1. 

Nous allons suivre la même démarche que Magid [10]. Pour obtenir des 
résultats plus généraux, nous allons utiliser l'ensemble Z(g, R) introduit 
dans [9, p. 1239] à la place des caractères de g. 

Notons Pic(R) le groupe de Picard de R. Si M est un R-; 10dule 
inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [M]. 

Un R#U(g)-module est inversible s'il est inversible en tant que :-mod­
ule. Par exemple, R est un R#U(g )-module inversible. 

Soit Mun R#U(g)-module. Les isomorphismes canoniques: M Q>'R R = 

Met M ~ M* = R sont R#U(g)-linéaires. On en déduit que les ·~lasses 
d'isomorphismes des R#U(g )-modules inversibles forment un ·1,roupe 
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commutatif. Nous allons le noter Pic(R, g). Si M est inversible, on note 
{M} sa classe dans Pic(R, g ). Plus précisément, si N est un autre 
R#U(g)-module inversible, alors {M} · {N} = {M ~ N}, {M}- 1 ={A!*}. 
L'élément unité de Pic(R, g) est {R}. Nous avons un homomorphisme de 
groupes 

q: Pic( R, g) - Pic( R) , {M} - [M]. 

Soit cp une application additive de g - R. On dit que cp vérifie la 
condition de cocycles [11, p. 1239] si cp([X, Y])= X(cp(Y)) - Y(cf>(X)) 
pour tous X, Y E g. 

On note Z(g, R) le groupe additif de toutes les applications additives de 
g vers R qui vérifient la condition de cocycles. 

ExEMPLES. (1) Si À est un caractère de g, alors À E Z(g, R). 
(2) Supposons que R est intègre et soit a un élément non nul g~normal 

de R, c'est-à-dir~ normal dans R#U(g). Donc X(a) = rxa pmu tuut 
X E g, où r x est un élément de R. Comme R est intègre, r x est unique 
pour chaque XE g. Posons cp(X) = rx pour chaque XE g. Alofs cp E 

Z(g, R). 
Posons Rq, = {a ER tel que X(a) = cp(X)a pour tout XE g; où 

cf> E Z(g, R)}. Donc R0 = RK. 
Il est clair que ReJ> est un sous-espace vectoriel de R et RR,

1
. est un 

sous-R#U(g)-module de R. Nous avons 1 E Re/> si et seulement si (p = O. 
Si a E Rq, et si a est inversible, alors a- 1 ER_</>. 

Nous prions le lecteur de ne pas confondre la notation Rq, avec celle de 
[11, p. 1239]. -

Posons Z"(g, R) ={cp E Z(g, R) tel que Rq, contient un élément in­
versible de R} et 

zs(g, R) ={</JE Z(g, R) tel que RRc/> =Ret RR_c/> = R}, 

Ce sont des sous-groupes de Z(g, R) et Z"(g, R) ç zs(g, R). 

LEMME 3.11. Soient Mun R#U(g )-module inversible et e E M tels que 
M =Re. Alors M est R-libre ete est une R-base de M. 

Soit M comme dans (3.11). Alors, d'après [11, 1.3], il existe cp E Z(g, R) 
tel que X(e) = cp(X)e pour tout XE g. 

LEMME 3.12. Soient Met M' deux R#U(g)-modules inversibles tels que 
M =Re, M' =Re', où e E M et e' E M'. S'il existe un élémct 4> de 
Z(g, R) vérifiant X(e) = cp(X)e et X(e') = cp(X)e' pour tout XE g, alors 
le R -isomorphisme de M vers M' qui envoie e sur e' est un isomorpisme de 
R#U(g )-modules. 
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Soit cp E Z(g, R). D'après [11, 1.3], il existe un R#U(g)-module in­
versible M, un élément e dans M tels que M =Re et X(e) = cp(X)e 
pour tout XE g. Un tel M sera noté R[cp]. Les "R[cp]" sont R#U(g)-iso­
morphes aux "Rq," de [11]. 

On définit un morphisme de groupes p de Z(g, R) ~ Pic(R, g), en 
posant p(cp) = {R[cp]}. 

THÉORÈME 3.13. Sous les hypothèses et avec les notations ci-dessus, on a 
une suite exacte de groupes: 

0 ~ zu(g,R) ~ Z(g,R) ~ Pic(R,g) ~ Pic(R). 

Preuve. Notons f l'injection canonique de zu(g, R) dans Z(g, R). La 
suite est exacte en zu(g, R). Soit cp E zu(g, R). Donc Rq, contient un 
élément inversible a de R tel que (Xfa) = (X(a) = cp(X)a pour tout 
XE g. Si e désigne une R-base de R[ cp] telle que X(e) = cp(X)e pour 
tout X E g, alors l'application R[ cp] ~ R; re ~ ra est un isomorphisme de 
R#U(g)-modules; donc p(cp) = {R[cp]} = {R}; donc lm f ç Ker p. Soit 
cp E Z(g,R) et p(cp) = {R}; donc R[cp] possède une R-base m telle que 
X(m) = 0 pour tout XE g. Soit e une R-base de R[cp] telle que X(e) = 

cp(X)e pour tout XE g. Alors e = um, où u est un élément inversible de 
R. 

Il est facile de vérifier que u E Rq,; donc 4> E zu(g, R); d'où Ker p ç: 
lm f. Ainsi la suite est exacte en Z(g, R). Si cp E Z(g, R), alors q(p(cf>)) 
= [R]. Maintenant soit {M} E Ker q. Donc [M] = [R]; c'est-à-dire 1\1 = 
Rm avec m E M. D'après [11, 1.3], X(m) = cp(X)m pour tout X Eg, où 
cp E Z(g, R). Soit e une R-base de R[ 4>] telle que X(e) = cp(X)e pour 
tout X E g. Alors l'application M ~ R[ 4> ]; rm ~ re est un isomorphisme 
de R#U(g)-modules. On en déduit que {M} = {R[cp]} = p(cp); donc la 
suite est exacte en Pic(R, g ). 

A partir de maintenant, R est g-localement finie. 
Posons PicR(R,g) = {{M} E Pic(R,g) tel que M est g-localement fini}: 

c'est un sous-groupe de Pic(R, g). Nous avons un homomorphisbè de 
groupes 

Pic(S) ~ PicR(R, g); 

Nous allons utilser (3.6), (3.9) et (3.13) pour étudier le groupe de Picard 
de l'anneau S. 

PROPOSITION 3.14. Le morphisme Pic(S) ~ Pic R(R, g) est une .:njec­
tion. Sig est semi-simple, l'image est {{M} E PicR(R, g) tel que M est { ~vpe 
invariant}. 

Preuve. Soit [M] E Pic(S). D'après (3.6), M = (MR)g. Si {MR} == {R}, 
alors (MR)g = Rg = S; donc le morphisme est injectif. Si [M] E r c(S), 
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alors MR est de type invariant, donc l'image est contenue dans l'ensemble 
désiré. Réciproquement, si g est semi-simple et {M} E Pic R(R, g) avec M 
de type invariant, alors M = (Mg)R d'après (3.9(3)). Donc {M} est dans 
l'image. 

Posons Zig, R) = {cp E Z(g, R) tel que lm 4> est contenue (lans un 
sous-g-module de dimension finie de R}. 

Remarquons que tout caractère de g appartient à Z R(g, R). 
Si on suppose que les éléments de Z(g, R) sont k-linéaires, alors 

ZR(g, R) = Z(g, R). 
On dira que la condition ( *) est satisfaite dans R si l'image de tout 

élément de Z R(g, R) est contenue dans une sous-algèbre de dimension 
finie g-stable de R. 

La condition ( *) est satisfaite dans R dans les cas suivants: 

1er cas. Si tout sous-g-module de dimension finie de R est contenu 
dans une sous-algèbre de dimension finie g-stable de R. Par exemple si R 
est algébrique sur k. 

2ème cas. Si ZR(g, R) est l'ensemble des caractères de g. Ce cas est 
trivialement réalisé, si R est intègre et tous les éléments de R sont des 
semi-invariants pour g. On trouvera au paragraphe 6, un exemple non 
trivial. 

Dans la suite du paragraphe, on suppose que la condition { *) est 
satisfaite dans R. 

LEMME 3.15. Soit cp E Z(g, R). Alors R[ cp] est g-localement fini si et 
seulement si cp E ZR(g, R). 

Preuve. Posons M = R[cp] et soit e une R-base de M telle que 
X(e) = cp(X)e pour tout XE g. Soit e' l'élément de M* tel que <e', e) 
= 1. Si M est g-localement fini, alors cp(X)e appartient à un som-g-mod­
ule V de dimension finie M pour tout X E g. On en déduit que Im cp c 
W = e'(V) et W est un sous-espace vectoriel de dimension füw.:: de R. 
Comme R est g-localement finie, on peut supposer que W est g-stable 
donc cp E Z R(g, R) et la condition est nécessaire. 

Si lm cp est contenue dans une sous-algèbre W de dimension finie 
g-stable de R, alors We est un sous-g-module de dimension finie de M et 
U(g)e ç We. Soit m E M. On am =re avec rER et dim U(g)(r) < +oo. 
Il est clair que (U(g)(r)XU(g)e) est un sous-g-module de dimem ,)11 finie 
de M contenant U(g )m. Donc M est g-localement fini. 

Posons Z~(g, R) = ZR(g, R) n zu(g, R) et 

Zk(g,R) = ZR(g,R) () zs(g,R). 
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Ce sont des sous-groupes de Zig, R) et Z~(g, R) ç Zk(g, R): 

THÉORÈME 3.16. Nous avons une suite exacte de groupes 

Preuve. D'après (3.15), la restriction de p à ZR(g, R) définit un mor­
phisme Z R(g, R) ~ Pic R(R, g ). Le théorème (3.13) donne le résultat. 

LEMME 3.17. Soit cp E ZR(g, R). Alors R[<f>] est de type invaricud si et 
seulement si RR_q, = R. 

Preuve. R[cp] =Re, où e E R[cp] et X(e) = <f>(X)e pour tout XE g. 
On en déduit que re E R[ cp ]g si et seulement si X(r )e = - r<f>(X)e pour 
tout X E g; donc, si et seulement si X(r) = - <f>(X)r pour tout X E g. 
Ainsi, R[ 4> ]g = R _ <P e et, R[ 4>] = RR[ cp ]g si et seulement si Re = RR _ <P e; 
donc R = RR_q,· 

Le lemme (3.17) peut s'améliorer si g est semi-simple. 

CoROLLAIRE 3.18. Soient g semi-simple et 4> E ZR(g, R). Alors R[ 4>] est 
de type invariant si et seulement si 4> E ZMg, R). 

Preuve. Signalons que R[ 4> ]* = R[- 4>]. Si R[ cp] est de type invariant, 
alors, d'après (3.9), il en est de même pour R[ 4> ]*. D'après (3.17), Ri? 4> = 
R et RR</> = R; donc cp E Zk(g, R). 

Si <f>EZk(g,R), alors RR_q,=R; donc R[<f>] est de type invariant, 
d'après (3.17). 

THÉORÈME 3.19. Soit g semi-simple. Alors, il existe une suite exacte de 
groupes 

0 ~ Z~(g, R) ~ Zk(g, R) ~ Pic(S) ~ Pic(R). 

Preuve. D'après (3.14), Pic(S) est le sous-groupe de PicR(R, g) con­
stitué des objets de type invariant. D'après (3.18), l'image inven' dans 
ZR(g, R) de ce sous-groupe est Zk(g, R). Le résultat découle de (316). 

Même si g n'est pas semi-simple, on peut appliquer quand même 
certains des résultats précédents. 

THÉORÈME 3.10. Il existe un sous-groupe E de Zk(g, R) et une suite 
exacte de groupes 

E ~ Pic(S) ~ Pic(R). 

Preuve. Le morphisme Pic(S) ~ Pic(R) est le composé Ph :s) ~ 
Pic R(R, g) ~ Pic(R) et le premier morphisme est injectif, d'après (3.14). 
Soit M un S-module inversible tel que [M] est dans le noyau. Sur )Osons 
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qu'il existe cj> E ZR(g, R) tel que {R[cj>]} = {MR). Donc R[cj>] est de type 
invariant. Le lemme (3.17) entraîne que RR_<I> = R. Or, R[- cj>] = 

R[ cf>]* = (MR)* = (M*)R est aussi de type invariant; donc, d'après (3.17), 
RR<I> = R. Ainsi, cj> E Zk(g, R). Il en résulte que le sous-groupe E en 
question est l'image inverse dans ZR(g, R) de l'image de Pic(.S) dans 
PicR(R, g). Le théorème (3.16) donne le résultat. 

Le théorème (3.20) donne assez d'informations sur le groupe Pic(S) si le 
groupe Zk(g, R) est réduit à {0}; donc E est réduit à {0}. 

LEMME 3.21. Soit R intègre. Supposons qu'il existe un idéal ;naximal 
g-invariant J deR tel que Rjl =k. Si cj> est un élément non nul de ZR(g, R), 
alors RR<I> =1= R. En particulier, Zk(g, R) = {0}. 

Preuve. Supposons qu'il existe un élément f de R<l> qui ne soit pas 
dans J. Choisissons 

avec f- À E Jet XE g tel que cj>( X) = b =1= O. 

Alors bf = X(f- A) E J; donc b E J. D'autre part, b appartient à une 
k-algèbre de dimension finie intègre; donc b est inversible. Ce qui est une 
contradiction. Il en résulte que R4> ç J, donc RR<I> =1= R. 

CoROLLAIRE 3.22. Soit R intègre, S'il existe un idéal maximal g-invmiant 
J deR tel que Rjl = k, alors Pic(S) --) Pic(R) est une injection. 

On trouvera au paragraphe 6 les mêmes résultats sur le groupe de 
Picard dans le cas d'une action de groupe. 

4. CAS PARTICULIER OÙ REST L'ALGÈBRE DE 
HOPF DE g 

On pose [7, p. 1114] R(g) = Hom(g)(U(g), k). Il est bien connu que 
R(g) est une sous-k-algèbre unitaire de la k-algèbre associative et com­
mutative Hom(U(g), k). L'unité de R(g) est le morphisme de k-algèbres 
e: U(g)--) k induit par le morphisme d'algèbres de Lie g--) {0}. L'action 
de g sur R(g) est une action de dérivation et il est facile de vérifier que 
R(g) est un R(g)#U(g)-module g-localement fini et R(g)K est is:. morphe 
à k comme k-algèbre et comme g-module trivial. 

Le foncteur 9k_(R(g ), -) sera noté Hom(g)(R(g ), -) conformén· .. ;nt à [5, 
1.2]. Si k est algébriquement clos et si g est semi-simple, alors [3, :·:.8.16(a) 
et (d)], R(g) est une k-algèbre commutative de type fini. Comme R(g)K z 

k, la plupart des résultats du paragraphe 2 sont triviaux lorsqu'on r ~mplace 
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R par R(g ). Notre but est de réunir dans ce paragraphe les résultats non 
triviaux du paragraphe 2 et de reformuler les résultats du paragraphe 3 
dans le cas particulier où R = R(g ). L'anneau R(g) sera noté H. 

Si M est un espace vectoriel sur K, on va le considérer comme un 
g-module trivial. 

Nous conservons les mêmes conventions et les mêmes notations qu 'aux 
paragraphes précédents et nous supposons k algébriquement clos et g 
semi-simple. 

PROPOSITION 4.1. Soient M E k-ev et N E Mod(H#U(g))· Alors 
HomH#U(g/N, Hom(g)(H, M)) et Hom(Ng, M) sont k-isomorphes. 

CoROLLAIRE 4.2. Soit 1 E k-ev, alors Hom(g)(H, 1) est un injectif de 

Mod(H#U(g))· 

LEMME 4.3. Soit M E k-ev, alors Homcg/H, M)g ::::= M. 

LEMME 4.4. Soient N E k-ev et M un sous-H #U(g )-moduie de 
Hom(g)(H, N). Alors Mg= 0 implique M =O. 

LEMME 4.5. Soit NE k-ev et M un sous-H#U(g)-module non nul de 
Hom(g)(H, N). Alors M est une extension essentielle de son sous-H#U(g)­
moduleHMg. 

THÉORÈME 4.6. (1) Si E est un injectif de Mod(H#U(g)) tel que * b = 0, 
alors E = Hom(g/H, Eg) un isomorphisme de H#U(g)-modules. 

(2) Soit M E Mod(H#U(g)) tel que *M = 0, alors 

LEMME 4.7. Soit {EJ une famille d'espaces vectoriels sur k. Alors 

LEMME 4.8. Soient M E k-ev et V un g-module simple de dimension finie. 
Alors Homcg/H, M)v = Hom(g)(H v•, M). 

LEMME 4.9. Soient M E k-ev. Alors H ® M est un projectif d ,__ type 
invariant dans Mod(H#UCJW Si de plus, M est de dimension finit: alors 
H ® M est de type fini et tH ® M)g ::::= M . 

Remarque. Si ME k-ev est de dimension finie, le résultat (H ® 1\ll )g = 
M est bien connu, car (H ® M)g = Homg(U(g), M). 
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THÉORÈME 4.10. Soit P un projectif de type fini et de type invmiant dans 

Mod(H#U(g))· Alors 

(1) pc est un espace vectoriel de dimension finie sur k. 

(2) H ®pc est H#U(g)-isomorphe à P; donc Pest H-libre de iype fini 
et son rang en tant que H-module est la dimension de l'espace vectoriel pc_ 

LEMME 4.11. Soient NE Mod(H#U(g)) et ME k-ev. SiN est un quotient 
de H ® M dans Mod(H#U(g))' alors Ne = 0 implique N = O. 

Considérons la projection canonique p =PH: H ~ HK = k. Alors p E 

Hom(H, k) et il est g-invariant, donc p E HomgCH, k). 
Enfin, voici le dernier résultat de ce paragraphe. 

THÉORÈME 4.12. Conseroant les notations ci-dessus, on a 

EH#U(clkp) = Homccl H, k). 

Preuve. Il est clair que Hp = kp. D'après (4.3), on a Hom/H, k) = kp; 
donc H Hom/H, k) = kp. D'après (4.2), Hom(g)(H, k) est un injectif de 
Mod(H#U(g)); donc, d'après (4.5), Hom(g)(H, k) = EH#U(clkp). 

5. SEMI-SIMPLICITÉ DE LA CATÉGORIE Mod(R#U(g;: 

Dans ce paragraphe, g est semi-simple. On se propose de généraliser le 
théorème de Weyl sur la réductibilité complète à la catégorie Mod(R#U(g))" 
Cette généralisation dans le cas des actions de groupes est faite dans [ 4 ]. 
On définit dans Mod(R#U(g)) la notion de simplicité et de semi-simplicité 
de manière évidente. 

Soit ME Mod(R#U(g))" Alors M est simple (respectivement semi-simple) . 
dans Mod(R#U(g)) si et seulement si M est simple (respectivemert semi­
simple) dans ModR#U(g)· Quand nous disons qu'un objet de ModK1 u(g) est 
simple (respectivement semi-simple), il s'agit d'une simplicité (res~ective­
ment d'une semi-simplicité) dans ModR#U(g)· 

On suppose dans la suite du paragraphe que l'hypothèse suivante est 
satisfaite: Pour tout objet de type fini M de Mod(R#U(g))' le foncteur 
HomR(M, -) est exact de Mod(R#U(g)) dans Mod(g)· 

Cette hypothèse est réalisée dans les cas suivants: 

1er cas. R est un anneau semi-simple. 

2ème cas. R est commutative g-simple; car d'après [11, 1 'i], tout 
R#U(g )-module de type fini comme R-module est R-projectif. 

3ème cas. R est commutative de type fini régulière intègre et R 8(g) = 
DerkR; l'algèbre de Lie des k-dérivations de R [8, prop. 7.7]. 
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LEMME 5.1. Soit M E Mod(R#U( g)) · SiM est de type fini, alors M est un 
projectif dans Mod(R#U(g))" 

Preuve. On utilise l'exactitude du foncteur ( )g de Mod(g) dans Modg 
et celle du foncteur Hom R(M, - ) de Mod(R#U(g)) dans Mod(g)· 

PROPOSITION 5.2. Chaque objet M de Mod(R#U( g)) de type fini est la 
somme directe d'une famille de sous-R#U(g)-modules simples de type fini 
de M. Donc M est semi-simple. 

Preuve. Il suffit de montrer que tout sous-R#U(g)-module N de M est 
un facteur direct de M. Soit donc N un sous-R#U(g )-module de M. On a 
dans Mod(R#U(g)) la suite exacte 0 ~ N ~ M ~ MjN ~O. D'après (5.1), 
MjN est un projectif de Mod(R#U(g))' car il est de type fini. La suite exacte 
précédente est donc scindée dans Mod(R#U(g)); d'où le résultat. 

COROLLAIRE 5.3. Chaque objet M de Mod(R#U(g)) est la somme directe 
d'une famille de sous-R#U(g )-modules simples de type fini de M. Donc M est 
se mi -simple. 

Preuve. M est la somme de ses sous-R#U(g)-modules de type fin i. La 
proposition (5.2) donne le résultat. 

CoROLLAIRE 5.4. On suppose que Rest g-localement finie. Alors S = Rg 
est un anneau semi-simple. 

Preuve. Soit 1 E Mod5 . D'après (5.3), .YS(R, 1) est un injectif de 
Mod(R#U(g))· D'après (2.5(2)), *.YS(R, /) = 0; donc, d'après (2.8(1)), 
!flS(R, I)g est un injeetif dans Mod5 et d'après (2.3), .YS(R, I)g et 1 sont 
S-isomorphes. 

Remarque. Si dans (5.4), R est commutative g-simple, alors Rg c:~t un 
corps et le résultat est trivial. 

CoROLLAIRE 5.5. Soient R commutative g-localement finie g-simple et 
Mun sous-R#U(g)-module non nul de R<n) = R œ R œ ··· œ R, n < +oo. 
Alors M est R#U(g)-isomorphe à un R(m), 1 ~ m < n. 

Preuve. Soit wi: R(n) ~ R la projection sur la ième coordonnée. Si 
JL: M ~ R(n) est l'inclusion, alors wi a JL(M) est un idéal g-invariant de R; 
donc wi o JL(M) = 0 ou R. Or M est non nul. Donc, si M est simple, ;4 est 
R#U(g)-isomorphe à R. Si M n'est pas simple, alors M est semi-simple, 
d'après (5.3). Donc M est R#U(g )-isomorphe à R(m); où m est un ,:;ntier 
compris entre 1 et n, d'après (5.3). 

C'est la fin de l'exposé. Mais nous allons ajouter un paragraphe consacré 
à l'étude du groupe de Picard dans le cas d'une action de groupe. 
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6. APPENDICE 

Nous rassemblons ici, certains résultats qui auraient pu alourdir le 
paragraphe 3. Dans ce paragraphe, Rest un anneau commutatif associatif 
unitaire et G un groupe qui opère sur R par automorphisme d'anneaux. 
On note U(R) le groupe multiplicatif des éléments inversibles de R et GR 
l'ensemble de toutes les applications de G vers U(R) muni de la multipli­
cation c/Jc/J'(g) = cp(g)cp'(g) pour tout gE G: c'est un groupe commutatif. 
L'inverse d'un élément cp de GR est défini par cp- 1(g) = (cp(g)) 1 pour 
tout gE G. L'élément neutre de GR est l'application définie par l(g) = 1 
pour tout gE G. Si u E U(R), alors g(u) E U(R) pour tout g E G et 
l'inverse de g(u) est g(u- 1

). 

Soit Mun R-module. Pour tout rER, on note rM l'opérateur de M qui 
définit l'action de r sur M et RM l'ensemble de tous ces opérateurs. Si 
rE U(R), alors rM est un R-automorphisme de M. 

On dit qu'une bijection additive f de M vers M est un quasi-R-auto­
morphisme si f o RM = RM of. 

On note Q AutR(M) l'ensemble de tous les quasi-R-automorphismes de 
M: c'est un groupe qui contient tous les R-automorphismes de M. De plus, 
Q AutR(R) contient tous les automorphismes d'anneaux de R. 

On munit Q Aut iM) d'une structure de U(R)-module en posant 
u·f=uMof. 

Notons ""Q,...,A.-u-,-tR(M) l'ensemble de tous les couples (f, j), où j est un 
quasi-R-automorphisme de M et j un automorphisme d'anneaux de R 
vérifiant f o r M = j(r )M of pour tout r E R. Naturellement, Q AutR(M) est 
muni d'une structure de groupe. 

On dit qu'un groupe additif M est un G-module, s'il existe un mor­
phisme de groupes 'YI de G vers le groupe S(M) des bijections additives 
de M vers M. Pour des raisons de simplicité, on écrira 'YJ(g )(rn) = g(m) 
et 'YJ(g) = gM pour tous gE G et m E M. Il est clair que R est un 
G-module. 

Un (R, G)-module est un R-module M qui est aussi muni d'm<: struc­
ture de G-module tel que le couple (gM, gR) appartienne à Q Autj.l\1). 

Il est clair que R est un (R, G)-module. 
Soit M un (R, G)-module. Posons pq,(g) = cp(g )M o gM pour tous cp E 

GR et gE G. Alors Pep est une application de G vers Q AutR(A-f) et le 
couple (Pep' gR) appartient à Q Aut/M). 

Pour que Pep soit un morphisme de groupes, il faut qu'on ait la : ~lation: 

cp(gg') = g( cp(g'))cp(g) pour tous g, g' E G. (a) 
Notons Z(G, R) le sous-ensemble de GR dont les éléments vérJfient la 

relation (a): c'est un sous-groupe de GR. Si cp E Z(G, R), alors cf;\e) = 1, 
où e est l'élément neutre de G et c/J- 1(g) = g(cp(g- 1)) pour tout gE G. 
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EXEMPLE 1. Soit M un (R, G)-module R-libre de rang 1. Si m est une 
R-base de M, alors gM(m) = rgm pour tout g E G; où rg est un élément 
de R qui est unique parce que M est R-libre. Posons cp(g) = rg. Alors 
cp E Z(G, R). 

Un élément a de R est dit G-normal si g(a) = rga pour tout g E G: où 
rg est un élément de R. 

ExEMPLE 2. Si R est intègre, tout élément G-normal non nul de R 
permet de définir un élément cp de Z(G, R). 

PROPOSITION 6.1. Soit M un R-module inversible. Si YJ et 'TJ 1 sont deux 
morphismes de groupes de G vers S(M) compatibles avec la stntcture de 
R-module, alors il existe 4> E Z(G, R) tel que YJ'(g) = cp(g)M o 7](g) pour 
tout gE G. 

Preuve. On sait que (7](g), gR) et (YJ'(g), gR) appartiennent à 
Q Aut/M); donc (YJ'(g)o YJ(g)- 1

, idR) E Q AutR(M). Ceci signifie que 
(YJ'(g)o 7](g)- 1 E AutR(M). Or, 

donc YJ'(g)o 7](g)- 1 E U(R). 
Posons cp(g) = YJ'(g)o YJ(g)- 1 pour tout gE G. Alors cp E GR. Pmsque 

17' est un morphisme de groupes, nous avons uM = vM; où u = cp(gg') et 
v = g(cp(g'))cp(g) pour tous g, g' E G. D'autre part, il existe des éléments 
m; dans M et fi dans M* en nombre fini tels que L.[;(m) = 1. Pour 
chaque i, nous avons um; = vm;; donc ufi(m) = vfi(m). Il en résulte que 
u =v; donc cp E Z(G, R). 

Soient cp un élément de Z(G, R) et Mun (R, G)-module. Donc P:p est 
un morphisme de groupes. On peut définir un nouveau (R, G)-m>)dule 
M(cp) qui coïncide avec M comme R-module et dont l'action de G est 
définie par 

g · m = P<t>(g)(m) = cp(g)M o gM(m) = cp(g)(g(m)). 

Un (R, G)-module est dit inversible s'il est inversible en tant que 
R-module. Par exemple R est un (R, G)-module inversible. 

D'après la proposition (6.1), si M est un (R, G)-module inversible, alors 
les M(cp) (où cp parcourt Z(G, R) sont les seuls (R, G)-moduh , qui 
coïncident avec M comme R-modules. 

LEMME 6.2. Soient M un (R, G)-module inversible et m E M tel\' que 
M = Rm. Alors M est R-libre et m est une R-base de M. 

• 
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Preuve. Il faut utiliser l'élément m* de M* défini par m*(m) = 1. 

PROPOSITION 6.3. (1) Soit 4> E Z(G, R). Alors, il existe un (R, G)-mod­
ule inversible M, un élément x dans M tels que M = Rx et g(x) = cf>(g )x pour 
tout g E G. Réciproquement, soient Mun (R, G)-module inversible et x E M 
tels que M = Rx. Alors il existe 4> E Z(G, R) tel que g(x) = cf>(g )x pour tout 
gE G. 

(2) Soient N un autre (R, G)-module inversible, y E N tels que N = Ry. 
Soit 4>' E Z(G, R) tel que g(y) = cf>'(g)y pour tout g E G. Pour qu'il existe 
un (R, G)-isomorphisme i: M ~ N vérifiant i(x) =y, il faut et il suffit que 

4>=4>'· 
Preuve. (l) Par définition, le (R, G)-module R(cf>) est R-isomorphe à 

R; donc il est inversible. Nous avons g · 1 = cf>(g) · 1; d'où la première 
assertion. La réciproque est déja signalée (cf. lemme (6.2) et exemple 1). 

(2) Notons id l'application identique de R(cf>) vers R(o/'): elle est 
R-linéaire. Elle est G-linéaire si et seulement si 4> = 4>'. Considérons les 
(R, G)-isomorphismes j de R(cf>) vers Met j'de R(cf>') vers N définis par 
j(r) = rx et j'(r) = ry pour tout r E R. Posons i =j' o id o j- 1

• AloTs i est 
le seul R-isomorphisme qui vérifie i(x) =y. Il est G-linéaire si et seule­
ment si id est G-linéaire; d'où le résultat. 

LEMME 6.4. Tout élément inversible deR est un élément G-nomwl. 

Preuve. Soit u un élément inversible de R; donc R =Ru. D'après 
(6.3(1)), il existe 4> E Z(G, R), tel que g(u) = cf>(g)u pour tout gE G. 

Posons ReJ> = {a ER tel que g(a) = cf>(g)a pour tout g E G; où 4> E 
Z(G, R)}. Donc R 1 = RG; ReJ> est un sous-groupe additif deR; RRcf> est un 
sous-(R, G)-module de R et 1 E ReJ> si et seulement si 4> = 1. Si a E R</> et 
si a est inversible, alors a-l E Rcf> -1 • 

Posons Z"(G, R) = {4> E Z(G, R) tel que ReJ> contient un élément in­
versible deR} et zs(G, R) ={cf> E Z(G, R) tel que RRcf> =Ret l?.R</>-1 = 
R}. Ce sont des sous-groupes de 

Z(G,R) et Z"(G,R) çZs(G,R). 

Si M est un R-module inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [M]. 
Les classes d'isomorphismes des (R, G)-modules inversibles forment un 
groupe commutatif. Nous allons le noter Pic(R, G). Si M est ur (R, G)­
module inversible, on note {M} sa classe dans Pic(R, G). Nous <;vons un 
homophormisme de groupes q: 

Pic(R,G) ~ Pic(R); {M} ~ [M]. 
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Soit 4> E Z(G, R). D'après la proposition (6.3), il existe un (R, G)-module 
inversible M, un élément x dans M tels que 

M=Rx et g(x) = </>(g)x pour tout gE G, 

un tel M sera noté R[4>]. Il est clair que R[</>] et R(</>) sont (R, G)-iso­
morphes. On définit un morphisme de groupes p de Z(G, R)vers Pic(R, G) 
et posant p( 4>) = {R[ 4>]}. 

THÉORÈME 6.5. Sous les hypothèses et avec les notations ci-dessus, on a 
une suite exacte de groupes 

1 ~ zu(G,R) ~ Z(G,R) ~ Pic(R,G) ~ Pic(R). 

Preuve. Il suffit d'adapter la preuve de (3.13) à notre contexte en 
faisant les changements appropriés. 

A partir de maintenant, R est de plus une algèbre sur un corps k 
algébriquement clos et G un groupe algébrique affine sur k. D~ms le 
contexte actuel, un espace vectoriel M sur k est un G-module si le 
morphisme gM appartient au groupe linéaire GL(M) de M qui est un 
sous-groupe de S(M). Un G-module M est rationnel si pour chaque 
m E M, le translaté G(m) de m engendre un sous-espace vectoriel fV de 
dimension finie de M et le morphisme induit de G vers GL(W) t.:St un 
morphisme de groupes algébriques sur k. 

Dans la suite, on suppose que l'action de G sur R est rationnelle. 

Remarque. Dans (6.1), si 'YI et 'YI' agissent rationnellement sur M, alors 
l'élément 4> appartient à ZR(G, R). 

Nous pouvons utiliser le lemme 1, la proposition 2, le corollaire 4 et la 
proposition 5 de [10], puisque leurs démonstrations ne font pas intervenir 
les hypothèses (2) et (3) de la page 305. 

Posons PicR(R, G) = {{M} E Pic(R, G) tel que M est rationnel}: c'est 
un sous-groupe de Pic(R, G). Nous avons un homormorphisme de groupes 
Pic(S) ~ PicR(R, G); [M] ~ {MR}; où MR _= R ®s M. Nous allons étudier 
le groupe de Picard de l'anneau S. 

Posons ZR(G, R) = {</> E Z(G, R) tel que lm 4> est contenue dans un 
sous-G-module de dimension finie de R} 

Tout caractère de G appartient à ZR(G, R). 

Remarque. L'image de tout élément de ZR(G, R) est contenu~: dans 
une sous-algèbre de dimension finie G-stable de R dans certains c;, : 

1er cas. Si tout sous-G-module de dimension finie de R est ct ntenu 
dans une sous-algèbre de dimension finie G-stable de R. Par exemple, si R 
est algébrique sur k. 

.• 
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2ème cas. Si ZR(G, R) = x(G) l'ensemble des caractères de G ou 
mieux encore, si Z(G, R) = x(G): c'est l'hypothèse (3) faite sur R dans 
[10] à la page 305. 

LEMME 6.6. Soit lfJ E Z(G, R). Alors R[l/J] est rationnel si et seulement si 
4> E ZR(G, R). 

Preuve. On raisonne exactement comme en (3.15) en faisant les 
changements appropriés. 

Posons 

et 

Zk(G,R) =ZR(G,R) nzs(G,R). 

Ce sont des sous-groupes de ZR(G, R) et Z~(G, R) c Zk(G, R). 

THÉORÈME 6.7. Nous avons une suite exacte de groupes 

Preuve. D'après (6.6), la restriction de p à ZR(G, R) définit un mor­
phisme de groupes de ZR(G, R) vers PicR(R, G). Le théorème (6.5) donne 
le résultat. 

LEMME 6.8. Soit l/J E ZR( G, R). Alors R[ l/J] est de type invariant si et 
seulement si RR </> -t = R. 

Preuve. Le raisonnement est identique à celui de (3.17) ou [10, lem­
me 7). 

Le lemme (6.8) peut être amélioré si G est linéairement réductif 

COROLLAIRE 6.9. Soient G linéairement réductif et l/J E ZR(G, R). Alors 
R[ lfJ] est de type invariant si et seulement si lfJ E Z k( G, R). 

Preuve. Il suffit d'adapter la preuve de (3.18) avec les changements 
appropriés. On utilise [10, corollaire 4] à la place de (3.9). 

THÉORÈME 6.10. Soit G linéairement réductif. Alors il existe une suite 
exacte de groupes 

1 ~z~(G,R) ~zk(G,R) ~Pic(S) ~Pic(R). 

Preuve. Le raisonnement est similaire à celui de (3.19). On utilise 
[10, prop. 5] à la place de (3.14) et (6.9) à la place de (3.18). 

Même si G n'est pas linéairement réductif, on peut appliquer c·:rtains 
des résultats précédents. 
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THÉORÈME 6.11. Il existe un sous-groupe E de Z~(G, R) et une suite 
exacte de groupes E ~ Pic(S) ~ Pic(R). 

Preuve. Le raisonnement est identique à celui de (3.20). On utilise 
[10, prop. 5] à la place de (3.14) en faisant les changements appropr~és. 

Le théorème (6.11) donne assez d'informations sur le groupe Pic(S) si le 
groupe Zk(G, R) est réduit à {1}. 

On dit que la condition ( * *) est satisfaite dans R si l'image àe tout 
élément de ZiG, R) est contenue dans une sous-algèbre W de dim<::nsion 
finie G-stable de R et W\ {0} ç U(R). 

Pour le lemme suivant et son corollaire, on suppose que la condition 
( * *) est satisfaite dans R. 

LEMME 6.12. Supposons qu'il existe un idéal maximal G-invariant J deR 
tel que Rjf =k. Si cf> E Z~(G, R) avec 4> =f=. 1, alors RR<I> =f=. R. En parti­
culier, Z~(G, R) = {1}. 

Preuve. On raisonne comme dans [10, lemme 11] en faisant les change­
ments appropriés. 

CoROLLAIRE 6.13. S'il existe un idéal maximal G-invariant 1 deR tel que 
Rj J = k, alors Pic(S) ~ Pic(R) est une injection. 

Preuve. Le raisonnement est similaire à celui de [10, corollaire 12]. 

Remarques. (1) Dans la démonstration du théorème 6 de [lüj à la 
dixième ligne, il semble qu'on n'a pas besoin d'imposer aux éléments 
inversibles de R d'être des semi-invariants. 

(2) Nos résultats généralisent ceux de [10]. Nous avons tout simplement 
remplacé l'ensemble x(G) des caractères de G par un ensemble plus gros 
ZR(G, R) qui est lui-même un sous-groupe de Z(G, R). Si Z(G, R) est 
réduit à x(G) (c'est l'hypothèse (3) faite à la page 305 de [10]), on retrouve 
les résultats de [10]. 

Nous allons donner un exemple où la condition ( *) du paragraph·:; 3 est 
satisfaite. 

Soient k de caractéristique nulle et G connexe d'algèbre de Lie ,'7. Soit 
M un (R, G)-module rationnel. D'après [8, lemme 2, p. 559], M est un 
R#U(ST)-module localement fini. 

LEMME 6.14. Soit a un élément deR. Alors 

(1) a est G-nonnal si et seulement si a est Y:nonnal. 

(2) a est G-semi-invariant si et seulement si a est Y:semi-invarù•ttt. 

(3) a est G-invariant si et seulement si a est Y-invariant. 

Preuve. (1) Soit a G-normal; donc Ra est un idéal G-invarianl de R, 
c'est-à-dire Ra est un sous (R, G)-module de R. On en déduit que Ra est 
un sous-R#U(ST)-module de R; donc a est Y-normal. Pour démo; trer la 
réciproque, posons W = U(STXa). CommeR est rationnel, il existe ,<'après 

.. 

' 
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[8, preuve du lemme, p. 559] un G-module V de dimension finie contenant 
W. Or, en caractéristique zéro, il est bien connu que G et :T laissent 
stables les mêmes sous-espaces vectoriels de V. Donc W est G-stable. Il en 
résulte que RW est un sous (R, G)-module deR. D'autre part, Ra ç RW, 
car a E W. Supposons maintenant que a soit Y-normal; donc Wc Ra, On 
en déduit que RW = Ra; donc a est G-normal. 

(2) Si a est G-semi-invariant, alors ka est un sous-G-module de dimen­
sion 1 de R, donc ka est un sous-Y-module de R; donc a est Y:semi­
invariant. Pour la réciproque, remarquons que W = U(.9T)(a) = ka, si a est 
Y:semi-invariant. Un raisonnement similaire à celui de (1) montre que W 
est G-stable; donc a est G-semi-invariant. 

(3) Comme R est rationnel, l'élément a appartient à un sous-G-module 
V de dimension finie de R. Ce sous-espace V est aussi Y-stable. Il est bien 
connu que G et sr possèdent les mêmes éléments invariants dans V. 

CoROLLAIRE 6.15. Soit R normale de type fini. Alors Z(Y, R) = x(sr). 

Preuve. Soit 4> E Z(Y, R). Supposons que R</> ne soit pas réduit à {0}. 
Soit a E R</>. Donc a est un élément Y-normal de R. D'après (6.140)), a 
est un élément G-normal deR. CommeR est intègre, il existe 1/1 E Z(G, R) 
tel que g(a) = 1/J(g )a pour tout g E G. D'après [10, p. 305], 1/J est un 
caractère de G. Donc a est G-semi-invariant. D'après (6.14(2)), a est 
Y:semi-invariant. Comme R est intègre, 4> est un caractère de sr. 

Si Rq, est réduit à {0}, alors est 4> un élément quelconque de ZC'#: Rt 
On peut donc supposer que 4> est un caractère de sr. 
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