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Introduction générale

Le développement de l'automatisation des systèmes industriels vise à améliorer leurs per-

formances. Cette course à la performance a conduit à l'élaboration de systèmes de plus en plus

complexes multipliant les risques de dysfonctionnement pouvant mettre en péril le système lui

même et son environnement.

Par conséquent, pour un grand nombre d'application, il est nécessaire d'implanter un système de

surveillance a�n de détecter, d'isoler voire de d'identi�er tout dysfonctionnement.

Un système de surveillance doit permettre de caractériser le mode de fonctionnement d'un système

en enregistrant des informations, en reconnaissant et en indiquant les anomalies de comportement.

Cette tâche peut être réalisée en exploitation ou hors exploitation. Ces deux modes d'implantation

présentent chacun un certain nombre d'avantages et d'inconvénients.

Le mode d'implémentation en exploitation permet de réagir rapidement en cas de problèmes et

nécessite une maintenance sur site. Il impose un traitement en temps réel des di�érents signaux

et ne permet pas, en général, de choisir les signaux accessibles sur le système.

Le mode d'implémentation hors exploitation permet de choisir un protocole de test : choix des

signaux d'entrée, maîtrise de certaines entrées inconnues ou encore choix des mesures appropriées.

Ce mode d'implémentation est choisi dans les cas de �gure suivants :

� pour tester des systèmes en sortie de chaîne de production et avant la livraison aux clients,

� pour tester des systèmes à intervalles réguliers (maintenance préventive),

� en complément du mode d'implémentation en exploitation lorsque celui-ci ne permet pas de

préciser la raison du dysfonctionnement du système.

Le système de surveillance doit réaliser les trois tâches suivantes :

1. La détection. Elle consiste à prendre une décision binaire : soit le système fonctionne correc-

tement, soit une panne s'est produite. Le cas échéant, la procédure doit déterminer l'instant

d'occurrence de la faute.

2. La localisation. Elle consiste à déterminer le composant défectueux.

3. L'identi�cation. Elle consiste à déterminer l'allure de la panne en vue de déterminer le type de

maintenance ou de correction (accommodation, recon�guration) à réaliser sur l'installation.

Cette étape nécessite la connaissance d'un modèle de la panne.

Beaucoup de systèmes de surveillance ne comportent que les deux premières étapes. L'iden-

ti�cation d'une panne n'est réalisée que lorsqu'une action de recon�guration de la commande ou

des objectifs à atteindre est envisagée. Lorsqu'un algorithme de surveillance ne comporte que ces

deux étapes, il est quali�é d'algorithme de FDI (Fault Detection and Isolation).

L'objectif de cette thèse est le suivant :

� étudier et comparer deux méthodes de FDI : les méthodes utilisant les observateurs et les

méthodes utilisant les relations de redondance analytique (RRA) du système. Ces deux

approches sont utilisées pour construire des signaux, appelés résidus, re�étant la cohérence

entre les grandeurs mesurées et le modèle.

� implanter ces approches sur deux systèmes électrotechniques : le moteur à courant continu

série et le moteur asynchrone.
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Plan du mémoire

Le mémoire est divisé en deux parties, la première traitant les aspects théoriques et la seconde

les applications.

Partie I : Résultats théoriques

Cette partie traite d'aspect théorique et se divise en quatre chapitres.

1. Le premier chapitre présente di�érents rappels généraux. Pour commencer, nous donnerons

les concepts de base liés à la surveillance des systèmes à partir d'un modèle. Après une courte

introduction sur la génération de résidus et sur la détection des défauts, nous présenterons

les deux approches utilisées pour la localisation : l'utilisation des résidus structurés ou di-

rectionnels. En�n, pour conclure ce chapitre, nous donnerons les concepts fondamentaux de

mathématiques utilisés dans la suite du mémoire.

2. Le second chapitre présente un état de l'art sur la surveillance utilisant la théorie des obser-

vateurs. Pour débuter ce chapitre, la notion d'observabilité pour les systèmes non linéaires

sera discutée. Puis, nous présenterons l'utilisation des observateurs pour la surveillance. Nous

donnerons les deux schémas utilisés pour la localisation des pannes (DOS : Dedicated Obser-

ver Scheme et GOS : Generalized Observer Scheme). Ensuite, nous détaillerons la procédure

de construction d'observateurs dédiés à la surveillance pour la classe des systèmes ayant une

dynamique d'erreur linéaire. Finalement, nous aborderons l'approche géométrique utilisée

pour construire des résidus structurés pour la classe des systèmes non linéaires a�nes en

l'état. Pour conclure, ce chapitre, nous présentons deux types d'observateurs non linéaires

utilisés en surveillance : les observateurs à grand gain et les observateurs à mode glissant.

3. Le troisième chapitre traite de la méthode de l'espace de parité. Pour commencer, nous

étudierons les conditions d'existence des relations de redondance analytique qu'il est pos-

sible d'extraire d'un modèle. Deux théorèmes permettant de déterminer le nombre exact de

relations seront donnés. Les énoncés de ces théorèmes sont bien connus mais les preuves pré-

sentées dans ce mémoire sont originales. Ensuite, nous nous intéresserons à l'obtention de ces

relations. Dans un premier temps, nous considérerons les systèmes a�nes en la commande

et en la sortie pour lesquels ces relations peuvent être obtenues par projection dans l'espace

orthogonal à l'espace d'observabilité du système. Dans un second temps, nous considére-

rons les systèmes algébriques polynomiaux pour lesquels ces relations sont obtenues à l'aide

d'un algorithme d'élimination. La construction de résidus structurés à partir de la théorie

des résultants sera ensuite abordée. Ce dernier point est l'apport essentiel de cette thèse

concernant les travaux réaliser sur l'approche de l'espace de parité. En�n, pour conclure ce

chapitre, nous donnerons une introduction aux problèmes liés à la sensibilité des résidus dans

le cadre des systèmes non linéaires.

4. Le quatrième chapitre étudie les liens existants entre les deux méthodes de surveillance

présentées dans les chapitres II et III. Cette étude est entièrement originale. elle étend dans

un premier temps les travaux réalisés pour les systèmes linéaires à une classe restreinte de

systèmes non linéaires. Nous montrerons que, pour la classe des systèmes linéarisables par
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injection d'entrée/sortie, les résidus issus des RRA et ceux issus d'observateurs de Luenberger

sont liés par un �ltre linéaire. Dans un second temps, nous étendrons cette comparaison à

une classe plus large de systèmes non linéaires. Nous montrerons que les résidus issus des

RRA et ceux issus d'observateurs à grand gain sont liés par une relation di�érentielle non

linéaire.

Partie II : Application aux machines tournantes

Cette partie se divise en deux chapitres.

1. Le premier chapitre traite de l'exemple de la machine à courant continu série. Dans cet

exemple, nous illustrerons les résultats prouvés dans le quatrième chapitre de la première

partie. Pour commencer ce chapitre, nous présenterons quelques rappels généraux de phy-

sique permettant de déterminer un modèle de cette machine. Puis, nous étudierons deux

con�gurations de mesure. Dans un premier temps seul le courant sera mesuré et nous com-

parerons les résidus obtenus par élimination aux résidus issus d'un observateur de luenberger

et issus d'un observateur à grand gain. Dans un second temps, nous ajouterons un capteur

de vitesse et nous comparerons les résidus de parité aux résidus issus d'un observateur de

Luenberger.

2. Le second chapitre traite de la machine asynchrone. Pour débuter ce chapitre nous ferons

quelques rappels de physique nécessaires à la compréhension du fonctionnement de la machine

et à l'obtention du modèle de la machine dans le repère triphasé. La transformation de Park

sera alors détaillée et appliquée sur le modèle pour obtenir un nouveau modèle plus simple

dans un repère diphasé. A partir de ce modèle, nous proposons une étude de la surveillance

de cette machine en utilisant la méthode de l'espace de parité.
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Chapitre 1

Rappels

Introduction

Ce premier chapitre est destiné à donner des rappels généraux sur la surveillance et dur les

di�érents points de mathématiques utilisés dans la suite du mémoire. Pour commencer les rappels

sur la surveillance des systèmes à partir d'une représentation mathématique de celui-ci, nous allons

proposer une classi�cation des modèles. Ensuite, nous présenterons brièvement la génération des

résidus et la détection de panne. En�n, nous détaillerons les deux approches utilisées pour la loca-

lisation : les résidus structurés et les résidus directionnels. Pour clore ce chapitre, une section sera

consacrée à quelques rappels mathématiques, notamment sur l'algèbre di�érentielle, nécessaire à

l'étude des systèmes non linéaires.

1.1 Les méthodes à base de modèles

1.1.1 La modélisation des systèmes

Dé�nition 1.1 Un modèle est une reproduction d'un objet, c'est-à-dire une représentation for-

malisée d'un phénomène.

Trois types de modèles peuvent être considérés (Feliot, 1997) :

� Les modèles fonctionnels.

Ils sont représentés de manière graphique et sont construits à l'aide de diagrammes élémen-

taires organisés en réseaux hiérarchiques.

� Les modèles structurels. Ils sont représentés sous forme de tables remplies de "0" et de "1".

Cette représentation binaire exprime l'existence ou non de lien entre les variables de descrip-

tion du système. Ce modèle est utilisé pour l'analyse structurelle des systèmes (Staroswiecki

and Declerk, 1989; Declerk and Staroswiecki, 1991a; Declerk and Staroswiecki, 1991b).

� Les modèles de comportement. Ils sont représentés sous forme de relations liant les variables

de description du système. Ces relations peuvent être analytiques (statiques ou dynamiques),

qualitatives (équations de con�uence) ou bien se présenter sous la forme de règles de pro-

duction (bases de connaissances).

3
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Dans la suite de ce mémoire, nous allons considérer les modèles de comportement représentés

par des équations di�érentielles, c'est-à-dire les modèles s'écrivant sous la forme d'état continue

standard : 8><
>:

_x = f(x;w)

y = h(x;w)

(1.1)

où x 2 X � IRn est le vecteur d'état, w 2 W � IRm est le vecteur des signaux d'excitation,

y 2 Y � IRp est le vecteur des sorties mesurées. Les fonctions f(:) et h(:) peuvent être a priori

quelconques. Dans la suite du mémoire, seules les fonctions analytiques seront considérées.

Le vecteur w est composé de quatre types de signaux di�érents :

w =

�
uT vT 'T %T

�T
avec :

� u 2 U � IRmu est le vecteur des entrées de commande.

� v 2 V � IRmv est le vecteur des signaux de perturbation qui ne se modélisent pas sous la

forme d'un processus stochastique.

� ' 2 F � IRm' est le vecteur des pannes.

� % 2 � � IRm% est le vecteur des signaux modélisés par un processus stochastique. Ces signaux

représentent l'in�uence des bruits de mesure ou encore les erreur de modélisation.

Dans la suite du mémoire nous considérerons des modèles ne comprenant pas de signaux modélisés

par des processus stochastiques. Toutefois, lorsque des processus réels seront simulés, des signaux

de bruit, modélisé par des processus gaussien, seront additionnés aux sorties.

Suivant la composition de w, il est possible de quali�er de deux manières di�érentes les modèles

d'état :

� Les modèles de fonctionnement normal (de référence ou encore sain).

Ces modèles ne prennent pas en compte les pannes :8><
>:

_x = f(x;u;v)

y = h(x;u;v)

(1.2)

� Les modèles de fonctionnement défaillant.

Ces modèles introduisent les défauts dans les signaux d'excitation. Nous verrons que ce type

de modèle est indispensable pour localiser les défauts.8><
>:

_x = f(x;u;v;')

y = h(x;u;v;')

(1.3)

En fonction des fautes qu'il représente, le vecteur de pannes ' peut être scindé en deux

parties :

Le vecteur de pannes ' est souvent scindé en deux sous vecteurs 'act et 'capt.

� 'act 2 Fact � IRm'act symbolise les pannes intervenant dans l'équation d'état et éven-

tuellement dans l'équation de la sortie (par exemple les pannes actionneurs).



1.1. Les méthodes à base de modèles 5

� 'capt 2 Fcapt � IRm'capt symbolise les pannes capteurs. Elles interviennent dans l'équa-

tion de la mesure.

Le modèle (1.3) s'écrit alors sous la forme :

8><
>:

_x = f(x;u;v;'act)

y = h(x;u;v;'act;'capt)

(1.4)

1.1.2 Surveillance utilisant les modèles

L'utilisation des modèles pour la surveillance des systèmes date du début des années 70

(Jones, 1973). Depuis, de nombreux articles font régulièrement le point sur l'avancée des di�érentes

approches (Frank, 1990; Patton and Chen, 1991a; Patton, 1994; Frank, 1996). La �gure 1.1 illustre

le concept général d'un système de diagnostic utilisant un modèle. Ces méthodes reposent sur

l'étude d'un signal particulier appelé résidu.

Dé�nition 1.2 Un résidu est un signal indicateur de défauts. Il re�ète la cohérence des données

mesurées vis-à-vis du modèle comportemental du système.

Pannes + Perturbations +Incertitudes + : : :

entrées : U Sorties : Y

Système

PROCESSUS CAPTEURSACTIONNEURS

PRISE DE DECISION

GENERATEUR DE

RESIDUS

Fig. 1.1 � Principe de la génération de résidus

Les méthodes de surveillance à base de modèles utilisent la redondance d'information pré-

sente sur un système. Deux types de redondance peuvent être distingués (Brunet et al., 1990) : la

redondance matérielle et la redondance analytique.
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1.1.3 Redondance physique (ou matérielle)

La redondance physique consiste à utiliser plusieurs capteurs, actionneurs, processeurs et

logiciels pour mesurer et/ou contrôler une variable particulière. Un principe de vote est appliqué

sur les valeurs redondantes pour décider si une faute est présente ou non. Cette approche entraîne

un coût important en instrumentation mais s'avère extrêmement �able et simple à implanter. Elle

est mise en ÷uvre essentiellement sur des systèmes à hauts risques tels que les centrales nucléaires

ou les avions.

Le diagnostic utilisant la redondance physique se limite à la surveillance des éléments redon-

dants (capteurs, actionneurs,...) présents sur une installation. A l'aide de cette seule technique, il

ne sera pas possible de détecter des pannes survenant sur des éléments non redondants.

1.1.4 Redondance analytique

Un complément à la redondance physique est d'exploiter les contraintes liant les di�érentes

variables du système. Ces contraintes peuvent souvent s'exprimer sous la forme de relations analy-

tiques liant les variables connues (relations d'entrée/sortie ou de sortie/sortie). Ces relations sont

appelées des relations de redondance analytique. Le principe de la surveillance consiste à véri�er si

ces relations sont égales à zéro (dans un sens statistique précisé plus loin) en utilisant les mesures

prélevées en ligne sur le système. Le concept de redondance analytique repose sur l'utilisation

d'un modèle mathématique du système à surveiller. Pour cette raison, les méthodes utilisant la

redondance analytique pour la surveillance sont appelées méthodes à base de modèle. La �gure 1.2

montre l'implantation d'un système de surveillance utilisant la redondance physique et analytique

sur un processus quelconque.

Redondance analytique

Redondance physique

PROCESS ALARMES

Ensemble de

1er ensemble
de capteurs

Prise de décision
binaire

Algorithme de FDI

utilisant un modèle

SortiesEntrées

capteurs redondants

Fig. 1.2 � Redondance physique et analytique

Le principe de la surveillance utilisant un modèle peut être séparé en deux étapes : la généra-

tion de résidus et la prise de décision.
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1.1.5 La génération de résidus

Un résidu doit re�éter la cohérence des signaux mesurés avec un modèle (dé�nition 1.2). Une

image de cette cohérence est donnée par les caractéristiques statistiques (pour les méthodes basées

sur un modèle du système) ou spectrales (pour les méthodes basées sur un modèle de signal) du

résidu. Pour qu'un signal généré à partir des entrées et des sorties d'une installation soit un résidu

il faut qu'il soit a�ecté par un sous-ensemble de pannes.

Dé�nition 1.3 Un résidu r(t;y;u;v) est non a�ecté par v 2 V (ou invariant sous v) si pour toute

entrée admissible u et toute sortie y, nous avons r(t;u;y;v1) = r(t;u;y;v2) pour tout t = 0 et quel

que soit le couple v1 et v2 de V. Dans le cas contraire, le signal est dit a�ecté par v (Isidori, 1995).
Généralement, lorsqu'un modèle d'un système est utilisé, seulement deux caractéristiques sta-

tistiques sont prises en compte pour le résidu : sa moyenne et/ou son écart type (ou sa variance).

En pratique, il est souvent possible de générer des résidus ayant une moyenne nulle en fonction-

nement normal et di�érente de zéro en fonctionnement défaillant.

L'algorithme utilisé pour obtenir les résidus est appelé générateur de résidus. Trois approches sont

principalement utilisées pour construire ce générateur de résidus :

1. Les approches d'identi�cation (Isermann, 1984). Elles consistent à identi�er en lignes les

divers paramètres du système et à comparer ces estimations aux valeurs nominales des pa-

ramètres. L'erreur d'estimation est utilisée comme résidu.

2. Les approches à base d'observateurs (Clark et al., 1975). Elles consistent à comparer des

fonctions des sorties estimées avec les mêmes fonctions des sorties mesurées. L'écart entre

ces fonctions est utilisé comme résidu.

3. Les approches dites de parité (Chow and Willsky, 1984). Elles consistent à véri�er la ferme-

ture algébrique des relations d'entrée/sortie du modèle. Les signaux collectés sur l'installation

sont injectés dans les relations d'entrée/sortie. Les signaux ainsi créés sont utilisés comme

résidus.

Dans le cas linéaire, de nombreux travaux ont permis d'établir l'équivalence entre ces ap-

proches (espace de parité et identi�cation, espace de parité et observateurs).

1.1.6 La détection

La procédure de détection vise à déterminer l'apparition et l'instant d'occurrence d'une faute.

Une panne sera détectable si au moins un résidu permet de la détecter (Basseville, 1999).

Les résidus sont obtenus en comparant des modèles s'exprimant sous la forme d'état 1.1 et un

système réel. Lorsque le modèle permet de représenter exactement le système (aucune erreur de

modèlisation, connaissance de la nature des signaux inconnus agissant sur le système, ...) alors les

résidus générés seront strictement égaux à zéro en fonctionnement normal et di�érent de zéro en

présence de pannes. La procédure de détection se résumera alors à déclencher une alarme lorsqu'au

moins un résidu di�érera de zéro.

En pratique, les modèles que nous utilisons sont obtenus à partir d'hypothèses simpli�catrices et

sont donc imparfaits. Les résidus (qui re�ètent l'écart entre le modèle et le système) ne sont plus

parfaitement égaux à zéro. En règle générale, nous pouvons supposer que les résidus peuvent être

modélisés par des processus stochastiques et qu'ils suivent une loi normale N (�;�) ou � est la
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valeur moyenne du résidu et � sa matrice de variance co-variance.

Le processus de détection le plus simple consiste à comparer une caractéristique statistique des

résidus (moyenne ou écart type) à un seuil. Une alarme est déclenchée à chaque franchissement de

ce seuil.

Supposons que nous ayons un résidu dont la moyenne est égale à :

� � = �0 dans le cas sans panne

� � = �1 dans le cas défaillant

La variance du résidu est supposés constante dans les deux cas de �gure.

L'algorithme de détection doit alors discriminer les deux hypothèses suivantes :8><
>:
H0 : � = �0

H1 : � = �1

La �gure 1.3 présente l'interprétation graphique du principe d'une procédure de décision pour la

détection d'un saut de moyenne.

non détection fausse alarme

seuil : ��i seuil : �i

densité de probabilité du

résidu avec panne

�0 �1

résidu sans panne
densité de probabilité du

Fig. 1.3 � Interprétation statistique d'une procédure de détection de saut de moyenne

Une fenêtre glissante est appliquée sur le résidu. La moyenne est calculée pour chacune de

ces fenêtres et est comparé à un seuil �i. Nous voyons que pour toute valeur de �i, correspond un

taux de fausse alarme (choix de l'hypothèse H1 alors que H0 est vraie) et un taux de non détection

(choix de l'hypothèse H0 alors que H1 est vraie).

Lorsque la loi statistique de la densité de probabilité est connue, la valeur du seuil peut être choisie

de manière à imposer un taux de fausses alarmes maximum (par exemple 1%).

Une des méthodes les plus utilisées pour réaliser la détection du changement brusque d'une carac-

téristique statistique d'un signal est la méthode dite de CUSUM (Cumulative Sum). Nous allons

brièvement présenter cette méthode et donner un algorithme permettant de l'implanter (Basseville

and Nikiforov, 1993).

Supposons que nous cherchons à détecter une panne à partir d'un signal r(t). De plus, nous savons

que :

� seule la moyenne de r(t) est a�ectée par la panne
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� en fonctionnement sans panne, la moyenne de r(t) et égale à �0

� l'amplitude minimale de la variation de moyenne que nous cherchons à détecter est égale à

�.

Posons �+1 et ��1 les deux valeurs minimales des moyennes du résidu après l'apparition de la panne :

�+1 = �0 + � et ��1 = �0 � �

Alors, l'algorithme suivant permet de déterminer l'instant ta d'apparition de la panne (Basseville

and Nikiforov, 1993) :

ta = min
�
k : (g+k = �i) [ (g�k = �i)

	
g+k =

�
g+k�1 + r(tk)� �0 � �

2

�+
g�k =

�
g�k�1 + r(tk) + �0 � �

2

�+
g0 = 0

avec (x)+ , sup(0;x).

Pour de détail sur cet algorithme ou sur la théorie générale de la détection, nous conseillons le

livre co-écrit par M. Basseville et I. Nikiforov (Basseville and Nikiforov, 1993).

1.1.7 La localisation

Lorsqu'une panne est détectée, une procédure de localisation est utilisée pour permettre de

déterminer l'origine de celle-ci. A la di�érence de la détection où un seul résidu est nécessaire, la

procédure de localisation nécessite un ensemble (ou vecteur) de résidus.

Pour permettre la localisation, le vecteur de résidus doit avoir un certain nombre de pro-

priétés permettant de caractériser de manière unique chaque faute. La procédure permettant de

conférer aux résidus ces propriétés, est appelée procédure d'amélioration des résidus. Il existe deux

méthodes d'amélioration des résidus :

1. La construction de résidus structurés (Cocquempot et al., 1991)

2. La construction de résidus directionnels (Gertler and Monajemy, 1995)

1.1.7.1 Les résidus structurés

Dé�nition 1.4 : La structure d'un résidu ri par rapport à un ensemble de pannes fFg de dimen-

sion �f est le mot binaire Sri composé de �f bits (Si;j) positionnés de la manière suivante :

� Si;j = 1 si le résidu ri est a�ecté par le ji�eme élément de fFg.
� Si;j = 0 si le résidu ri est non a�ecté par le ji�eme élément de fFg.

Les résidus structurés sont conçus de manière à être chacun a�ecté par un sous ensemble

de fautes et robuste (non a�ecté) par rapport aux fautes restantes (�g. 1.4). Lorsqu'une faute

apparaît, seul un sous ensemble de résidus réagit.
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r2

r3

panne 1

panne 2

panne 3r1

Fig. 1.4 � Résidus structurés

Les informations de sensibilité et de robustesse souhaitées pour les résidus sont répertoriées

dans une table binaire, appelée la table des signatures théoriques. Celle-ci est construite de la

manière suivante : lorsque le iième résidu doit être sensible (resp. robuste) à la ji�eme panne, alors

la valeur binaire 1 (resp. 0) est a�ectée à la ligne et à la colonne correspondante.

L'ensemble des résidus structurés est construit en respectant la procédure suivante :

1. Fixer la table de signatures théoriques que l'on souhaite obtenir.

2. Construire un vecteur de résidus ayant les propriétés désirées.

3. Si l'obtention d'un vecteur de résidus ayant les propriétés imposées par la table de signatures

théoriques n'est pas possible, alors de nouvelles spéci�cations de sensibilité et de robustesse

doivent être proposées.

Lorsque la table des signatures théoriques est construite, une procédure de détection, appliquée

à chaque résidu, permet d'obtenir la signature réelle des résidus à un instant donné. Si cette

signature est nulle alors aucun résidu n'a détecté de panne. Le système sera donc déclaré sain. Si

une panne survient, au moins un des résidus détectera cette panne, la signature réelle deviendra

non nulle. La procédure de localisation consistera alors à retrouver la signature réelle dans la table

des signatures théoriques.

Dé�nition 1.5 : Une faute sera structurellement localisable si toutes les colonnes de la table des

signatures théoriques sont di�érentes.

La table de signatures théoriques doit être proposée de telle manière que le vecteur de résidus

structurés correspondant soit calculable et que les propriétés d'isolabilité soient les plus intéres-

santes possibles. La qualité d'isolabilité de la table est donnée par l'ordre de localisabilité dé�ni

comme suit :

Dé�nition 1.6 : Une panne est localisable d'ordre k si sa distance de Hamming par rapport à la

signature de la panne la plus proche est de k bits.
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Pour illustrer cela, considérons le petit exemple suivant.

Exemple 1.1.1 : Soit trois résidus r1; r2 et r3 et trois pannes f1; f2 et f3: La table 1.1 présente

4 ensembles de signatures théoriques ayant des propriétés d'isolabilité di�érentes.

La table 1.1a) illustre le cas de deux fautes non isolables (f1 et f2 possèdent la même signature).

La table 1.1b) donne un exemple où les pannes sont isolables d'ordre 1 (un seul bit est di�érent

entre f1 et f2).

Les tables 1.1c) et d) montrent des pannes isolables d'ordre 2: Malgré un indice d'isolabilité iden-

tique, la table 1.1d) sera la plus simple à traiter. D'une manière générale, lorsque deux tables de

signatures théoriques ont le même ordre d'isolabilité, la table contenant le plus de zéros sera sys-

tématiquement choisie.

f1 f2 f3 f1 f2 f3 f1 f2 f3 f1 f2 f3

r1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 1 0 0

r2 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 1 0

r3 0 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1

a) b) c) d)

Tab. 1.1 � Table de signatures théoriques de trois résidus pour trois fautes

1.1.7.2 Les résidus directionnels

Les résidus directionnels représentent une autre possibilité pour réaliser la tâche de localisation

des pannes. Ils sont construits tels que, en réponse à une panne donnée, le vecteur des résidus soit

orienté suivant une direction bien précise de l'espace des résidus (�g 1.5).

panne1

panne 2

panne 3

r1

r2

r3

Fig. 1.5 � Résidus directionnels
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Le vecteur de résidus directionnels ~r(t), en réponse à une panne fi(t) (i = 1;:::;�f ) ; s'exprimera

sous la forme :

~r(t=fi) = �i(t)~li i 2 f1;2;::;�g (1.5)

où ~li est un vecteur constant appelé la signature directionnelle de la panne i dans l'espace des

résidus et �i est une fonction scalaire qui dépend de la taille et de la dynamique de la panne.

La tâche de localisation des pannes consiste à déterminer la signature directionnelle théorique

la plus proche de la signature directionnelle obtenue par le calcul des résidus.

~l2

~l3~r

~l1

Fig. 1.6 � Résidus directionnels pour la localisation

La �gure 1.6 illustre ce problème de l'isolation de panne en utilisant les résidus directionnels.

En pointillé, on retrouve trois vecteurs de signatures directionnelles théoriques et en trait plein la

signature réelle du résidu. Cette signature est très proche de la signature théorique de la panne 2.

Il est donc probable que cette panne soit présente sur le système à surveiller.

1.2 Éléments de mathématiques

Dans cette section, les notions les plus importantes concernant l'algèbre classique et di�éren-

tielle sont rappelées. Des développements plus approfondis pourront être trouvés dans les ouvrages

(Choquet-Bruhat, 1968; Wonham, 1985; Isidori, 1995). L'algèbre di�érentielle sera utilisée pour

l'étude de l'observabilité des systèmes ainsi que pour l'étude des conditions d'existence des relations

de redondance analytique dans le cadre de l'espace de parité.

1.2.1 Quelques dé�nitions et théorèmes généraux

Dans cette section, A désignera un sous-ensemble ouvert de IRn (A � IRn) ; f sera une fonction

dé�nie de A sur IR: La valeur de f au point x = (x1;x2;:::;xn) sera notée f(x):

Dé�nition 1.7 : Une fonction f est dite de classe C1 (ou simplement C1 ou encore lisse) si

ses dérivées partielles par rapport à x1;x2; : : : ;xn; pour tout ordre existent.

Dé�nition 1.8 : Une fonction f est dite analytique si pour chaque point xÆ 2 A il existe un

voisinage U de xÆ, tel que le développement en série de Taylor de f en xÆ converge vers f(x) pour

tout x 2 U .
Remarque 1.2.1 : Une fonction de classe C1 n'est pas obligatoirement analytique. Un exemple

classique de fonction C1 et non analytique est donné par la fonction f : IR �! IR dé�nie par :8><
>:

f(x) = 0 si x � 0

f(x) = exp
�� 1

x

�
si x > 0
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Cette fonction n'est pas égale à son développement en série de Taylor au voisinage de x = 0:

Dé�nition 1.9 : Une application F : A ! IRm est une collection (une famille) de fonctions

fi : A! IR:

Une application F sera dite de classe C1 si toutes les fonctions fi qui la constituent sont de

classe C1:

Considérons maintenant U � IRn et V � IRn deux ensembles ouverts et une application

F : U ! V:

La matrice jacobienne de l'application F au point x est la matrice de dimension n�n dé�nie

de la manière suivante :

@F

@x
=

0
BBBBB@

@f1
@x1

� � � @f1
@xn

... � � � ...

@fn
@x1

� � � @fn
@xn

1
CCCCCA (1.6)

La valeur de @F
@x au point x = xÆ est notée

�
@F
@x

�
xÆ

Dé�nition 1.10 : Soit U � IRn et V � IRn deux ensembles ouverts. Une application F : U ! V

est un di�éomorphisme de classe C1 si les 3 conditions suivantes sont respectées :

� F est bijective

� F est de classe C1

� F�1 est de classe C1

Théorème 1.1 (théorème des fonctions inverses) : Soit A un ensemble ouvert de IRn et F

une application de classe C1 dé�nie de A dans IRn: Si la matrice jacobienne de F au point xÆ��
@F
@x

�
xÆ

�
est non singulière pour tout xÆ 2 A; alors il existe un voisinage ouvert U de xÆ dans A

tel que V = F (U) est un ouvert sur IRn et la restriction de F sur U est un di�éomorphisme sur

V:

Ce théorème signi�e que si la matrice jacobienne d'une application de classe C1 est non

singulière pour un ensemble ouvert de points, alors cette application admet une inverse de classe

C1 (dé�nition du di�éomorphisme).

En prenant en compte les considérations de rang de la matrice jacobienne, le théorème des

fonctions inverses peut se décliner sous la forme suivante :

Théorème 1.2 (théorème du rang) : Soient A � IRn et B � IRm deux ensembles ouverts,

F : A! B une application de classe C1: Supposons que le rang de la matrice jacobienne
�
@F
@x

�
x
,

pour tout x 2 A est égal à k: Pour chaque point xÆ 2 A il existe un voisinage A0 de xÆ, A0 � A,

un voisinage B0 de F (xÆ), B0 � B, deux ensembles ouverts U � IRn et V � IRm et deux

di�éomorphismes G : U ! A0 et H : B0 ! V tels que H Æ F Æ G(u) � V et tels que pour tout

(x1;x2; : : : ;xn) 2 U

(H Æ F ÆG) (x1;x2; : : : ;xn) = (x1; : : : ;xk;0; : : : ;0)
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En particulier, une condition nécessaire pour qu'une application F de classe C1 de A �
IRn sur B � IRn soit un di�éomorphisme est que le jacobien

��@F
@x

�� (déterminant de la matrice

jacobienne) ne s'annule pas sur A. Lorsque F�1 existe (c.à.d. si F est une bijection de A sur B),

alors cette condition est su�sante sinon elle n'est que nécessaire.

Les deux théorèmes des fonctions inverses et du rang sont essentiellement utilisés pour l'étude

des propriétés de commandabilité et d'observabilité des systèmes non linéaires. Le dernier théo-

rème que nous allons donner dans cette section, connu sous la dénomination de théorème des

fonctions implicites, est, lui, plutôt utilisé en complément des deux premiers théorèmes. Il permet

de déterminer la partie inversible d'une application.

Théorème 1.3 (Théorème des fonctions implicites) : Soit A � IRn et B � IRm deux en-

sembles ouverts, une application F de classe C1 dé�nie de A�B sur IRn et (x;y) = (x1; : : : ;xn;y1; : : : ;ym)

un élément de A� B:

Supposons qu'il existe des points (x0;y0) 2 A�B tels que :

F (x0;y0) = 0

supposons de plus que la matrice :

@F

@y
=

0
BBBBB@

@f1
@y1

� � � @f1
@ym

...
...

@fn
@y1

� � � @fn
@ym

1
CCCCCA

est non singulière en (x0;y0): Alors il existe un voisinage ouvert A0 de x0 dans A et B0 de y0 dans

B et une application unique G : A0 ! B0 de classe C1 telle que :

F (x;G(x)) = 0

pour tout x 2 A0:

1.2.2 Topologie, variétés et champs de vecteurs

Dans cette partie, quelques dé�nitions classiques de topologie seront présentées de manière à

pouvoir introduire les notions de variétés di�érentielles et les champs de vecteurs sur lesquels sont

dé�nis un certain nombre d'opérations telles que la dérivée de Lie. Ces opérations sur les champs

de vecteurs sont très largement utilisées pour l'étude des systèmes non linéaires.

1.2.2.1 Quelques notions élémentaires de topologie

Dé�nition 1.11 : Un espace topologique E est un ensemble sur lequel a été dé�ni un ensemble

de parties de E; les ouverts, satisfaisant les propriétés suivantes :

� toute réunion (�nie ou in�nie) d'ouverts est ouverte,

� toute intersection �nie d'ouverts est ouverte,

� l'espace total E et l'ensemble vide sont ouverts.
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Par exemple, considérons l'espace IRn qui est l'ensemble des suites ordonnées de n nombres

réels (x1;x2; : : : ;xn) : Pour munir IR
n d'une structure topologique il su�t de dé�nir les ouverts

comme étant la réunion de pavés ouverts. Un pavé ouvert étant soit dé�ni par ai < xi < bi

(i = 1; : : : ;n et ai et bi deux nombres réels) soit l'ensemble vide.

Dans les espaces topologiques, les notions de voisinage et de continuité sont dé�nies comme

suit :

� Un voisinage d'un point p d'un espace topologique E est tout sous ensemble de E contenant

un ouvert contenant p.

� Soient S1 et S2 deux espaces topologiques et F une application F : S1 ! S2: L'application

F est dite continue en x 2 S1 si pour tout voisinage V de F (x) il existe un voisinage � de

x tel que F (�) � V: F est dite continue sur S1 si elle est continue en tout point de x 2 S1:
Une homéomorphie de S1 sur S2 est une application qui est bijective, continue.

� Un espace topologique est dit séparé (ou de Hausdor�) si deux points quelconques possèdent

des voisinages disjoints.

Cette dernière dé�nition clôt cette partie sur les rappels de topologie générale. Nous pouvons

maintenant introduire les notions de variétés sur lesquelles seront dé�nis les champs de vecteurs.

1.2.2.2 Variétés et champs de vecteurs

Dé�nition 1.12 : Une variété (topologique) de dimension n est un espace topologique séparé (ou

de Hausdor�) dont chaque point possède un voisinage homéomorphe à IRn; c'est à dire qui est une

réunion d'une famille d'ouverts homéomorphes à IRn:

Soit U un de ces ouverts, ' un homéomorphisme de U sur IRn; le couple (U;') est appelé

carte locale ou système de coordonnées locales.

Avant d'introduire les champs de vecteurs, il est nécessaire de dé�nir l'espace vectoriel tangent

en chaque point d'une variété.

Dé�nition 1.13 : Soit N une variété de dimension n et C1 (p) l'ensemble de toutes les fonctions

C1 du voisinage d'un point p. Un vecteur tangent � en p 2 N est une application � : C1 (p)! IRn

ayant les propriétés suivantes :

linéarité : �(a�+ b) = a� (�) + b� () pour tout �; 2 C1 (p) et a;b 2 IR

règle de Leibniz : � (�) =  (p) � (�) + � (p) � () pour tout �; 2 C1 (p) :

Une application qui satisfait la propriété de linéarité et la règle de Leibniz est aussi appelée

une dérivation.

Dé�nition 1.14 : L'espace tangent à N en p; noté TpN; est l'ensemble de tous les vecteurs

tangents en p:

La notion d'espace tangent est bien évidemment une extension de la notion classique de plan

tangent à une surface dans IR3:

Soit N une variété de dimension n, un champ de vecteurs sur N est dé�ni par :

Dé�nition 1.15 : Un champ de vecteurs f sur N est une application assignant à chaque point

p 2 N un vecteur tangent f(p) dans TpN:
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Dé�nition 1.16 : Un champ de vecteurs est dit lisse si pour chaque point p 2 N; il existe une

carte locale (U;') et n fonctions f1; : : : ;fn; lisses à valeurs réelles dé�nies sur U telles que pour

tout q 2 U

f(q) =

nX
i=1

fi (q)

�
@

@'i

�
q

Dé�nition 1.17 : La dérivée de Lie est la dérivée d'une fonction � sur un champ de vecteurs f .

Elle est notée Lf�(x) et est dé�nie par :

Lf�(x) =
@�

@x
f(x) =

nX
i=1

@�

@xi
fi(x)

pour chaque x 2 U:

Il est possible de dériver la fonction �(x) le long de plusieurs champs de vecteurs ou plusieurs

fois le long d'un même champ de vecteurs. La dérivée de �(x) le long d'un champ de vecteurs f

et le long d'un champ de vecteurs g est dé�nie par :

LgLf�(x) =
@ (Lf�)

@x
g(x)

Si �(x) doit être dérivée k fois le long du champ de vecteurs f; la notation Lkf� est utilisée.

Lkf� est dé�nie par la formule de récurrence suivante :

Lkf� =
@
�
Lk�1f �

�
@x

f(x) avec : L0
f� = �

Dé�nition 1.18 : Le crochet (ou le produit) de Lie de deux champs de vecteurs f et g, noté

[f;g] (x) ; est dé�ni par :

[f;g] (x) =
@g

@x
f (x)� @f

@x
g (x)

pour tout x de U:

Il est évidemment possible de répéter plusieurs fois l'opération du crochet de Lie d'un champ

de vecteurs g avec le même champ de vecteurs f : [f; [f; : : : [f;g]]] (x). Pour éviter cette notation

relativement lourde, il est préférable d'utiliser l'opérateur adkfg(x) qui est dé�ni de manière récur-

sive :

adkfg(x) =
h
f;adk�1f g(x)

i
ad0fg(x) = g(x)

1.2.3 Rappels de géométrie di�érentielle

Les notations introduites dans ce chapitre sont inspirées de celles utilisées par Isidori (Isidori,

1995) et par Massoumnia (Massoumnia, 1986).

L'image d'une application B, notée ImB = B est l'espace vectoriel dé�ni par :

ImB = B = fy tel que y = Bx, 8x 2 Xg
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Le noyau d'une application C, noté kerC est l'espace vectoriel dé�ni par :

kerC = fx tel que Cx = 0, 8x 2 Xg
L'image d'un sous-espace vectoriel S par une application A est notée AS.
Dé�nition 1.19 Une application � : X ! Y est :

� injective lorsque : �(v) = �(u)) v = u ou de manière équivalente, ker� = f0g.
� surjective lorsque : Im� = Y

Dé�nition 1.20 Un sous-espace S � X est dit A-invariant si AS � S.
Un champ de vecteurs lisses f , dé�ni sur un ensemble ouvert U de IRn, peut être interprété comme

une application lisse qui assigne le vecteur f(x) de dimension n à chaque point x 2 U . Supposons
maintenant que nous ayons d champs de vecteurs lisses f1; : : : ;fd, tous dé�nis sur le même ensemble

ouvert U de IRn. Alors à chaque point x 2 U , les vecteurs f1(x); : : : ;fd(x) dé�nissent un espace

vectoriel. Ces espaces vectoriels dépendent de x et sont notés �(x) :

�(x) , spanff1(x); : : : ;fd(x)g
Dé�nition 1.21 Une distribution � est dé�nie comme étant l'ensemble de tous les espaces vec-

toriels �(x) pour x 2 U .
Remarque 1.2.2 Si F est une matrice ayant n lignes et d colonnes dont les éléments sont des

fonctions lisses en x alors cette matrice identi�e une distribution qui sera dé�nie par l'espace

engendré par ses colonnes en ce point. La valeur d'une telle distribution à un point x sera égale à

l'image de la matrice :

�(x) = Im(F (x))

Dé�nition 1.22 Une distribution � est dite involutive si le crochet de Lie [f1;f2] de toute paire

de champs de vecteurs f1 et f2 appartenant à � appartient aussi à �.

La notion de distribution peut être intuitivement perçue comme une extension de la notion d'es-

pace. De la même manière, nous dé�nissons une codistribution comme étant l'objet dual , dé�ni

dans (IRn)?, à la distribution, dé�nie dans IRn. En quelque sorte, la codistribution est une exten-

sion de la notion d'espace tangent.

Une codistribution 
 peut être construite à partir d'une distribution � (et inversement) en utili-

sant l'annulateur de �. Un annulateur, noté �? est l'ensemble de tous les vecteurs orthogonaux

aux vecteurs de �(x) :

�? = fw? � (IRn)? tels que hw?;vi = 0 pour tout v 2 �(x)g
où < :;: > est l'opérateur désignant le produit scalaire entre deux vecteurs.

Pour plus d'information sur les notions de distribution, le lecteur pourra se référer aux deux

ouvrages suivants : (Wonham, 1985; Isidori, 1995).

1.2.4 Concepts d'algèbre

Dans cette sous section, nous allons rappeler dans un premier temps des dé�nitions fonda-

mentales d'algèbre permettant d'étudier les polynômes (Cox et al., 1992; Davenport et al., 1986)

puis dans un second temps nous présenterons l'algorithme d'élimination des bases de Groebner.
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1.2.4.1 Dé�nitions générales

Dé�nition 1.23 Un corps est un ensemble k possédant deux opérations "." et "+" pour lesquelles

les conditions suivantes sont satisfaites pour tout a;b;c 2 k :
(i). (a+ b) + c = a+ (b+ c) et (a:b):c = a:(b:c) (associativité).

(ii). a+ b = b+ a et a:b = b:a (commutativité).

(iii). a:(b+ c) = a:b+ a:c (distributivité).

(iv). Il existe deux éléments 0 et 1 2 k tels que a+ 0 = a:1 = a.

(v). Pour tout élément a 2 k, il existe un élément b 2 k tel que a+ b = 0.

(vi). Pour tout élément a 2 k et a 6= 0, il existe un élément b 2 k tel que a:b = 1.

Les corps les plus utilisés sont les ensembles des rationnels lQ, des réels IR ou encore des complexes

lC. Par contre, les ensembles des entiers naturels IN et relatifs ZZ ne sont pas des corps puisque

pour IN, les conditions (vi) et (v) ne sont pas respectées et pour ZZ, la condition (vi) n'est pas

respectée.

Les ensembles qui véri�ent seulement les cinq premières conditions de la dé�nition d'un corps sont

appelés anneaux commutatifs. Un exemple d'anneau commutatif que nous allons utiliser par la

suite est l'anneau des polynômes en une ou plusieurs variables. La notation adoptée pour décrire

l'anneau des polynômes en les variables x1; : : : ;xn est k[x1; : : : ;xn].

En�n nous allons conclure cette section par les dé�nitions des idéaux et des variétés qui sont

indispensables dans la théorie de l'élimination.

Dé�nition 1.24 Soit R un anneau commutatif. Un sous-ensemble I � R est un idéal si il satis-

fait :

(i). 0 2 R
(ii). si a et b 2 R alors a+ b 2 R
(iii). si a 2 I et b 2 R alors b:a 2 I
Par exemple, si f1; : : : ;fs sont des polynômes de k[x1; : : : ;xn], alors l'ensemble

hf1; : : : ;fsi =
(X

i

hifijh1; : : : ;hs 2 k[x1; : : : ;xn]
)

(1.7)

est un idéal de k[x1; : : : ;xn].

Cet idéal, noté I = hf1; : : : ;fsi, est dit être l'idéal généré par f1; : : : ;fs.

Si les fonctions f1; : : : ;fs sont algébriquement indépendantes, alors elles forment une base de l'idéal

I .

Dé�nition 1.25 Soit k, un corps, et soient f1; : : : ;fs des polynômes de k[x1; : : : ;xn], alors

V (f1; : : : ;fs) est une variété a�ne dé�nie par f1; : : : ;fs si :

V (f1; : : : ;fs) = f(a1; : : : ;an) 2 kn : fi(a1; : : : ;an) = 0 pour tout 1 � i � sg
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La variété a�ne est l'ensemble des solutions dans k du système d'équation :8>>>>><
>>>>>:

f1(x1; : : : ;xn) = 0

...

fs(x1; : : : ;xn) = 0

Une propriété des variétés est qu'elles dépendent uniquement de l'idéal généré par ces équations.

Ainsi, si un idéal admet deux bases génératrices, hf1; : : : ;fsi et hg1; : : : ;gti, alors les variétés

V (f1; : : : ;fs) et V (g1; : : : ;gt) sont identiques.

Dans une optique d'élimination de variables dans un système analytique, il est intéressant de

trouver une base génératrice d'un idéal dont certains polynômes ne contiennent plus les variables

à éliminer. Ceci conduit à la dé�nition de l'idéal d'élimination.

Dé�nition 1.26 étant donné I = hf1; : : : ;fsi � k[x1; : : : ;xn], le kième idéal d'élimination Ik est

l'idéal de k[xk+1; : : : ;xn] dé�ni par :

Ik = I \ k[xk+1; � � � ;xn]

En d'autres termes, l'élimination des variables x1; : : : ;xk revient à trouver des polynômes non nuls

appartenant à l'idéal Ik. Par la suite, nous allons donner une méthode permettant de déterminer

une base particulière génératrice des idéaux Ik .

1.2.4.2 Les bases de Groebner

Nous allons présenter ici les grandes lignes de l'algorithme des bases de Groebner. Si le lecteur

est intéressé par ces aspects, nous conseillons les ouvrages de Cox, Davenport ou encore de Becker

(Cox et al., 1992; Davenport et al., 1986; Becker and Weispfenning, 1998).

Nous commençons par dé�nir les ordres de monômes les plus couramment utilisés sur l'anneau

k[x1; : : : ;xn].

Dé�nition 1.27 Un monôme de k[x1; : : : ;xn] est un élément élémentaire s'écrivant de la manière

suivante :

x� = x�11 x�22 : : : x�nn

avec � = (�1;�2; : : : ;�n) 2 INn

Nous pouvons maintenant dé�nir les ordre mononiaux.

Dé�nition 1.28 L'opérateur > est un ordre monomial s'il respecte les trois conditions suivantes :

1. > est une relation d'ordre totale 1

2. si �, � et  sont des éléments de INn, et si x� > x� alors x�+ > x�+

3. > est bien ordonné, c'est à dire que tout ensemble non vide de monômes de k[x1; : : : ;xn] a

un plus petit élément pour la relation d'ordre >

1. Une relation d'ordre est dite totale (ou linéaire) si pour toute paire de monômes X� et X� , seulement une

seule des trois a�rmations suivantes est vraie : X� > X� , X� = X� et X� > X�
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Parmi les ordres monomiaux les plus connus, nous pouvons citer l'ordre lexicographique et

l'ordre degré-lexicographique (Cox et al., 1992).

� l'ordre lexicographique.

Dé�nition 1.29 Soient deux n-uple � = (�1; : : : ;�n) et � = (�1; : : : ;�n) d'entiers positifs

ou nuls. Alors � est lexicographiquement supérieur à � (� >lex �) si dans le vecteur des

di�érences �� � 2 ZZn, le terme non nul le plus à gauche est positif.

Nous avons x� >lex x
� si � >lex �

� l'ordre degré-lexicographique.

Dé�nition 1.30 deux n-uple � = (�1; : : : ;�n) et � = (�1; : : : ;�n) d'entiers positifs ou nuls.

Alors � est degré-lexicographiquement supérieur à � (� >grlex �) si une des deux conditions

suivantes est respectée :

�
nP
i=1

�i >
nP
i=1

�i

�
nP
i=1

�i =
nP
i=1

�i et � >lex �

Nous avons x� >grlex x
� si � >grlex �

Exemple 1.2.1 Soit à ordonner suivant les ordres lexicographique et degré-lexicographique les

deux monômes 2 x1y2 et y3z4.

Les deux monômes fournissent respectivement les deux 3-uple suivant : � = (1;2;0) et � = (0;3;4).

� l'ordre lexicographique : �� � = (1;� 1;� 4) donc � >lex � et x1y2 >lex y
3z4.

� l'ordre degré-lexicographique :
3P
i=1

�i = 3 et
3P
i=1

�i = 7 donc � >lex � et y3z4 >grlex x
1y2.

Dé�nition 1.31 Soit un ordre monomial �xé. Un sous-ensemble �ni G = fg1; : : : ;gtg d'un idéal

I est une base de Groebner (ou base standard) de I si :

hLT (g1); : : : ;LT (gt)i = hIi

où LT (gi) est le terme dominant (Leader Term) du polynôme gi et hIi est l'idéal généré par les

termes dominants des éléments de I.

Le lien entre les bases de Groebner et l'élimination est donné par le théorème d'élimination.

Théorème 1.4 (théorème d'élimination) Soit I = hf1; : : : ;fsi � k[x1; : : : ;xn] un idéal et

soit G une base de Groebner de I selon l'ordre lexicographique x1 > x2 > : : : > xn alors pour tout

k 2 [0;n], l'ensemble

Gk = G \ k[x1; : : : ;xn]

est une base de Groebner du kième idéal d'élimination Ik.

2. a > b > � � � > x > y > z
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Le théorème d'élimination est donné pour un ordre d'élimination lexicographique. Ce choix en-

traîne une structure triangulaire pour les polynômes de la base de Groebner en les variables à

éliminer. Ceci est illustré par le tableau ci-dessous.

x1 x2 x3 : : : xn x1 x2 x3 : : : xn

f1 X X X X base de Groebner avec g1 X X X X

f2 X X X X x1 > x2 > : : : > xn g2 0 X X X

f3 X X X X =) g3 0 0 X X

...
...

fs X X X X gt 0 0 0 0

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre ont été rappelés les principes de base de la surveillance et les notions générales

de mathématique qui seront utilisées dans la suite de ce mémoire. Il est bien évident que seule une

partie des aspects de la surveillance et une in�me partie des aspects de topologie et d'algèbre sont

présentées ici. Si le lecteur souhaite approfondir certains points particuliers, il pourra se référer

aux ouvrages ou articles cités pour chaque point important de ce chapitre.

L'algèbre di�érentielle (espace tangent, dérivées de Lie,...), brièvement présentée à la �n de

ce chapitre, sera utilisée dans la suite de ce mémoire pour étudier l'observabilité des systèmes non

linéaires ainsi que pour étudier les conditions d'existence des relations de redondance analytique

d'un système.

Lorsque les propriétés d'observabilité d'un système auront été développées, une procédure de

surveillance pourra être mise en ÷uvre en appliquant par exemple une stratégie de localisation de

pannes utilisant les résidus structurés.



Chapitre 2

Les observateurs

2.1 Introduction

Un grand nombre de processus physiques peuvent se modéliser par un système d'équations

di�érentielles (linéaires ou non) du premier ordre. Le modèle obtenu, appelé modèle d'état du

système, fait intervenir un certain nombre de variables internes (les variables d'état) qui sont sou-

vent inconnues soit pour des raisons pratiques (par exemple, les courants rotoriques d'un moteur

asynchrone à cage d'écureuil ne sont pas physiquement mesurables) soit pour des raisons écono-

miques (par exemple, le couple d'un moteur est mesurable mais l'ajout d'un tel capteur entraîne

un surcoût important).

La surveillance d'un système physique modélisé sous forme d'état, consiste à étudier la co-

hérence comportementale du modèle vis à vis du système réel. Une des approches permettant de

réaliser ceci, consiste à comparer les variables mesurées avec les variables calculées (en ligne) à

partir du modèle lorsque celui-ci est soumis aux mêmes signaux d'entrée que ceux du système réel.

Pour calculer les sorties du modèle, il est nécessaire de connaître certaines variables d'état. Une

étape préalable au calcul des sorties du modèle, consistant à estimer les variables inconnues doit

être implantée. Le système permettant d'obtenir ces estimations est appelé un observateur. Par

dé�nition, un observateur est un système dynamique prenant pour entrées les signaux connus du

système sur lequel il est implanté et dont les sorties convergent vers une estimation des variables

d'état (ou d'une partie des variables d'état).

Dans ce chapitre, nous allons présenter l'utilisation des observateurs pour la surveillance d'un

système physique. Contrairement à la commande, ou les observateurs sont utilisés pour estimer

le vecteur d'état (ou une partie du vecteur d'état), les observateurs utilisés pour la surveillance

estiment les sorties (ou une fonction des sorties) du système. Lorsque l'observateur utilisé pour

estimer les sortie n'utilise pas tous les états, nous parlons d'observateur d'ordre réduit, sinon nous

parlons d'observateur d'ordre plein.

Dans une première partie, nous allons étudier l'observabilité des systèmes. Nous montrerons que

dans le cas général des systèmes non linéaires, l'observabilité est une propriété locale c'est-à-dire

qu'elle ne dépend pas uniquement de la structure du modèle mais aussi des signaux d'entrée du

système. Toutefois pour les systèmes linéaires et pour une classe de systèmes non linéaires que

nous dé�nirons, l'observabilité peut être dé�nie de manière globale, dans ce cas, l'observabilité est

22
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une propriété intrinsèque au système.

Dans une seconde partie, nous étudierons la synthèse d'observateur pour les systèmes linéaires

ainsi que pour la classe particulière des systèmes non linéaires qui sont linéarisables via une

injection d'entrée/sortie. Les conditions d'existence de cette injection d'entrée/sortie linéarisante

seront exposées. Pour ces systèmes (linéaires ou linéarisables), la synthèse d'un observateur est

un problème qui est entièrement résolu par l'implantation d'un observateur dit de Luenberger.

Nous présenterons la méthode de synthèse de ce type d'observateur et nous verrons comment il

est possible d'orienter cette construction pour faciliter le problème de détection et de localisation

de pannes.

Dans la dernière partie, le problème de la synthèse d'observateurs sur des systèmes purement

non linéaires (non linéarisables) sera présenté. Pour ce type de systèmes, ce problème est encore

largement ouvert malgré une littérature abondante sur le sujet. Nous présenterons ici les deux

types d'observateurs les plus utilisés que sont d'une part les observateurs à grand gain et d'autre

part les observateurs à mode glissant.

2.2 Observabilité

L'étude de l'observabilité d'un système est e�ectuée sur le modèle du système sain (lorsque

celui-ci n'est soumis à aucune panne), et sans perturbation. Ce modèle est obtenu à partir du

modèle général (1.1) avec le vecteur w suivant :

wT =

�
uT 0 0 0

�T
Le modèle s'écrit alors sous la forme suivante :8><

>:
_x = f(x;u)

y = h(x;u)

(2.1)

avec x 2 X � IRn le vecteur d'état, u 2 U � IRmu le vecteur des entrées de commande et

y 2 Y � IRp le vecteur des sorties mesurées. Les fonctions f et h sont supposées lisses.

2.2.1 Dé�nitions

Les dé�nitions présentées ici sont issues des articles de références (Gauthier and Bornard,

1981; Hermann and Krener, 1977).

Dé�nition 2.1 Le système (2.1) est observable si, étant donné l'instant t0; il existe un instant

t1 > t0 �ni tel que la connaissance de y(t0;t1) (y(t) pour t 2 [t0; t1]) et u(t0;t1) permette de déter-

miner de manière unique la valeur du vecteur d'état à l'instant t0 (x (t0)), quelle que soit l'entrée

u(t) du système.

Réciproquement, pour un état initial donné x(t0) et pour une entrée u(t0;t) donnée, il ne peut

correspondre qu'une et une seule sortie y(t). Cela peut être exprimé en utilisant la notion d'état

indiscernable.

Dé�nition 2.2 Deux états initiaux x1(t0) et x2(t0) sont dits indiscernables si 8t 2 [t0; t1] ; les
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sorties correspondantes y1(t) et y2(t) sont identiques quelle que soit l'entrée admissible (u 2 U)
u(t0;t1) du système.

La dé�nition d'indiscernabilité permet de caractériser mathématiquement la dé�nition de

l'observabilité d'un système (Def. 2.1).

Dé�nition 2.3 Le système (2.1) est globalement observable si tous les états x 2 X sont discer-

nables.

L'observabilité globale ne signi�e pas obligatoirement que toutes les entrées distinguent tous

les points de X . Pour éviter toute ambiguïté, seule la notion d'observabilité locale sera considérée.

Ce concept, plus faible que celui de l'observabilité globale, tient compte de "l'indiscernabilité" des

états initiaux par rapport aux entrées.

Dé�nition 2.4 Soit U un sous-espace de X contenant deux états initiaux x1(t0) et x2(t0): On dit

que x1(t0) est U-indiscernable de x2(t0) si, 8t � t0; les sorties correspondantes y1(t) et y2(t) sont

identiques quelle que soit l'entrée admissible u[t0; t] du système et si, 8t � t0; les trajectoires x1(t)

et x2(t) appartiennent à U .

Cette dé�nition de l'U-indiscernabilité permet de dé�nir l'observabilité locale tout comme la

dé�nition de l'indiscernabilité permet de dé�nir l'observabilité globale.

Dé�nition 2.5 L'état x0 est localement observable si, pour tout voisinage ouvert U de x0, l'en-

semble des états U-indiscernabilité de x0 se réduit à x0: Le système (2.1) est localement observable

si tous les états x 2 X sont U-discernables.

A l'aide de ces dé�nitions, il est possible de déduire que si un système linéaire est observable,

alors il sera globalement observable puisque l'observabilité de celui-ci ne dépend pas des entrées.

Par contre, la notion d'observabilité locale sera utilisée pour étudier les systèmes non linéaires.

Dans la partie qui suit, nous allons donner les conditions analytiques, dont la plus connue est

la condition de rang, permettant de déterminer a priori si un système est localement observable

ou non.

2.2.2 Condition de rang d'observabilité

L'observabilité des systèmes linéaires peut être testée en étudiant le rang de la matrice d'obser-

vabilité. Nous allons présenter ici l'extension de cette condition de rang aux systèmes non linéaires.

Nous montrerons que cette extension inclut le cas des systèmes linéaires (Conte et al., 1998).

Dé�nition 2.6 L'espace d'observabilité, noté O du système 2.1 est le plus petit sous-espace vec-

toriel contenant h(x;u) et qui est fermé sous l'opération de la dérivation de Lie par rapport au

champ de vecteur f(x;u).

Soit dO l'espace des di�érentielles des éléments de O.

Dé�nition 2.7 On dit que le système 2.1 satisfait la condition de rang d'observabilité si, pour

tout x 2 X ,

dimdO = n, rang (dO) = n (2.2)
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Lorsqu'un système satisfait à la condition de rang donnée par la dé�nition ci-dessous, alors

ce système sera localement observable.

Remarque 2.2.1 Dans le cas des systèmes linéaires, l'espace d'observabilité O est engendré par

Cx;CAx;:::;CAn�1x. L'espace des di�érentielles de O sera alors généré par la matrice constante

suivante : [C;CA;:::;CAn�1 ]. On retrouve la condition bien connue du rang de Kalman :

rang

�
C CA : : : CAn�1

�
= n (2.3)

2.2.3 Observabilité indépendante de u et forme canonique d'observabi-

lité

L'exemple 2.2.1 illustre l'existence d'entrées singulières pour l'observabilité.

Exemple 2.2.1 Considérons le système non linéaire suivant composé de deux états et d'une sor-

tie : 8><
>:

_x1 = x2u

_x2 = 0

(2.4a)

y = x1 (2.4b)

La variable x2 peut être reconstruite en fonction de l'entrée et de la dérivée première de la sortie :

x2 = _y=u. Cette variable peut donc être reconstruite uniquement lorsque l'entrée u est di�érente

de zéro. L'observabilité du système (2.4a) dépend implicitement de la valeur de l'entrée u(t).

Ces entrées particulières vont considérablement gêner l'étude des systèmes non linéaires. Toutefois,

il existe une classe de systèmes n'admettant pas de telles entrées. La caractérisation de ces systèmes

peut être trouvée dans les références suivantes (Gauthier and Bornard, 1981; Gauthier et al., 1992;

Gauthier and Kupka, 1994). Nous allons simplement donner ici les résultats principaux concernant

l'observabilité indépendante de u.

Dé�nition 2.8 Une entrée u est dite universelle pour le système 2.1 sur l'intervalle [0;T ] si elle

distingue tout couple d'états initiaux distincts.

Dé�nition 2.9 Un système est dit uniformément observable si toutes ses entrées sont universelles.

Un système satisfaisant à la dé�nition 2.9 sera observable indépendamment de l'entrée u.

2.2.3.1 Systèmes uniformément observables MISO

Dans leur article, Gauthier et coll. (Gauthier et al., 1992) ont caractérisé la classe des sys-

tèmes non linéaires observables indépendamment de l'entrée u dans le cas mono sortie. Le résultat

principal est donné par le théorème suivant.
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Théorème 2.1 Le système 2.1 (pour p = 1) est uniformément observable sur X si et seulement

si l'application dé�nie de la façon suivante :

	 : X ! IRn

x ! � = 	(x) =

0
BBBBBBBBB@

h(x)

Lfh(x)

...

Ln�1f h(x)

1
CCCCCCCCCA

(2.5)

est un di�éomorphisme qui transforme le système (2.1) en le système suivant :

_� = A� + � (�) +G (�)u (2.6a)

y = Cx (2.6b)

où

A =

0
BBBBBBBBB@

0 1 � � � 0

0
. . .

. . . 0

...
. . . 1

0 � � � 0 0

1
CCCCCCCCCA
; � (�) =

0
BBBBBBBBB@

0

...

0

 (�)

1
CCCCCCCCCA

G(�) =

0
BBBBBBBBB@

g1 (�1)

g2 (�1;�2)

...

gn (�1; : : : ;�n)

1
CCCCCCCCCA

et C =

�
1 0 � � � 0

�

Cette classe de systèmes englobe une grande partie des systèmes physiques. En particulier,

un grand nombre de processus chimiques (Othman, 1992; Kaboré, 1992) et électrotechniques

(Verghese and Sanders, 1988; Busawon et al., 1998) admettent une réécriture sous la forme (2.6).

La représentation (2.6) est appelée la forme canonique d'observabilité du système.

2.2.3.2 Extension aux systèmes MIMO

L'extension de cette représentation aux systèmes MIMO (Bornard and Hammouri, 1991)

nécessite d'introduire un certain nombre de notations permettant de simpli�er les écritures.

Soit une variable # 2 IR. On dé�nit le vecteur �#(�) comme étant le vecteur formé par la

variable # et de ses � premières dérivées temporelles :

�#(�) =

0
BBBBB@

#

...

#(�)

1
CCCCCA
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Lorsque l'ordre de dérivation � est omis, cela signi�e que l'on considère le vecteur �#(�) pour

un certain nombre (indé�ni) de dérivées successives de #.

Soit �Lf un opérateur di�érentiel linéaire (inspiré de l'opérateur de di�érenciation de Lie)

dé�ni de la manière suivante :

�Lfhi(x;�u) = @hi
@x

f (x;u) +
@hi
@�u

_�u

où hi(x;�u), la iième ligne de h(x;�u), est une fonction dé�nie dans un espace de réels de dimension

appropriée.

La dérivée ki�eme de hi (x;�u) utilisant l'opérateur Lf est dé�nie par récurrence :

�Lf 1hi(x;�u) =
@

@x
�Lfhi(x;�u) = @hi

@x

@f

@x
+ fT

�
@hi
@x

�T
+ _�u

T

"
@

@�u

�
@hi
@x

�T#T

�Lf khi(x;�u) =
@

@x
�Lf k�1hi(x;�u)

En utilisant la dé�nition du rang d'observabilité, un système sera localement observable (au

sens du rang) lorsque la condition suivante sera satisfaite :

Rang

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�Lfh1(x;�u)
�Lf 1h1(x;�u)
...

�Lf k1�1h1(x;�u)
...

�Lfhp(x;�u)
...

�Lf kp�1hp(x;�u)

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

= n (2.7)

Pour calculer ce rang, des indices (ki) de dérivation sont �xés pour chaque sortie. Cet ensemble

d'indices n'est pas unique pour un système donné comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 2.2.2 Soit le système non linéaire suivant :8>>>>><
>>>>>:

_x1 = x3

_x2 = x3x1

_x3 = 0

(2.8a)

8><
>:

y1 = x1

y2 = x2

(2.8b)

La condition de rang est respectée par les deux ensembles d'indices ki suivant :

� fk1;k2g = f2;1g,
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� fk1;k2g = f1;2g.
Pour éviter les ambiguïtés dans la suite de ce mémoire, à chaque système sera a�ecté un

ensemble unique de ki que l'on appellera les indices d'observabilité du système. Ces indices sont

dé�nis de la manière suivante :

Dé�nition 2.10 ((Krener and Respondek, 1985; Nijmeijer and van der Schaft, 1990))

Les entiers (k1;k2; : : : ;kp) sont les indices d'observabilité associés aux sorties d'un système s'ils

forment, après un éventuel réordonnancement des sorties, le plus petit p-uple au sens lexicogra-

phique tel que :

F k1 � k2 � : : : � kp;

F
pP
i=1

ki = n,

F La condition de rang (2.7) est respectée.

Dans l'exemple 2.2.2, les indices d'observabilité sont k1 = 2 et k2 = 1.

La forme canonique d'observabilité d'un système multi-sorties ayant pour indices d'observabilité

k1;k2; : : : ;kp s'écrit de la manière suivante :

_� = A� + �(�) +G(�)u (2.9a)

y = C� (2.9b)

où la matrice A est une matrice bloc diagonale : A = diagfAigi=1;::: ;p dont chaque sous matrice

Ai est de dimension ki � ki et est dé�nie par :

Ai =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

0 1 0 0 � � � 0

0 0 1 0 0

...
. . .

. . .
. . .

...

...
. . .

. . . 0

...
. . . 1

0 0 0 � � � � � � 0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA
ki�ki

(2.10)

La matrice C est aussi une matrice bloc diagonale : C = diagfCigi=1;::: ;p dont chaque sous

matrice Ci est un vecteur de dimension ki dé�ni par :

Ci =

�
1 0 : : : 0

�
1�ki

(2.11)

Les matrices �(�) et G(�) sont dé�nies par

�i(�) =

0
BBBBBBBBB@

0

...

0

�Lf kihi

1
CCCCCCCCCA
ki�1

Gi(�) =

0
BBBBBBBBB@

gi;1 (�j;1)

gi;2 (�j;2)

...

gi;ki (�)

1
CCCCCCCCCA
ki�mu

où j = 1;2;:::;p (2.12)
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Avec � = [�1 : : : �p]
T ou �i est un vecteur de dimension ki : �i = [�i;1 : : : �i;ki ].

L'étude de l'observabilité et la réécriture d'un système sous sa forme canonique observable consti-

tuent les phases préalables à la synthèse d'un observateur. Dans les sections qui suivent, nous allons

présenter di�érentes approches de synthèse d'observateurs. Nous commencerons par présenter les

observateurs de type Luenberger (Luenberger, 1971) qui s'appliquent aux systèmes linéaires ou li-

néarisables (de manière approchée ou exacte). Nous montrerons comment ces observateurs peuvent

être utilisés pour e�ectuer la surveillance du système sur lequel ils sont implantés. Ce type d'ob-

servateurs ne pouvant s'appliquer que sur une classe très restreinte de systèmes non linéaires, nous

présenterons ensuite sommairement le principe de synthèse d'observateurs spéci�quement dévelop-

pés pour les systèmes non linéaires. En particulier nous détaillerons la synthèse des observateurs

dits à grands gains et les observateurs à mode glissant.

2.3 Les observateurs pour la surveillance

Nous allons présenter dans cette section le Problème Fondamental de la Génération de Résidus

(PFGR) (De Persis and Isidori, 1999) fondé sur l'utilisation des observateurs. Dans un premier

temps, quelques généralités sur les observateurs seront présentées et le PFGR sera posé. Ensuite,

nous présenterons les contraintes à ajouter lors de la synthèse des observateurs pour permettre

leur utilisation pour la détection et la localisation des défauts.

2.3.1 Généralités

Dé�nition 2.11 (Observateur asymptotique) (Van Der Schaft, 1985) On appelle observa-

teur asymptotique d'un système dynamique

_x = f(x;u)

y = h(x)

un système dynamique dont les entrées sont constituées des vecteurs d'entrée et de sortie du système

à observer et dont le vecteur de sortie, noté x̂, est l'état estimé :

_z = f̂(z;y;u)

x̂ = ĥ(z;y;u)

tel que

F k�k = kx̂� xk ! 0 pour t!1
F Si pour t = t0 on a x̂(t0) = x(t0) alors pour tout t � t0 on a x̂(t) = x(t)

Une autre propriété que possèdent beaucoup d'observateurs est la convergence asymptotique ex-

ponentielle. Cette propriété est dé�nie comme suit.

Dé�nition 2.12 ((Hernandez, 1994)) Un observateur asymptotique est dit exponentiel s'il existe

un voisinage de l'origine U � X tel que si �(t0) 2 U alors k�(t)k 5 Ke�ct où K et c sont des

constantes positives 8t = t0.
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Nous allons maintenant considérer les systèmes admettant le modèle de fonctionnement défaillant :8><
>:

_x = f(x;u;v;')

y = h(x;u;v;')

Un observateur pour ce système est construit à partir de sa partie déterministe non défaillante :8><
>:

_x = f(x;u;0;0)

y = h(x;u;0;0)

Nous pouvons maintenant dé�nir le PFGR.

Dé�nition 2.13 (PFGR) (Hammouri et al., 1998) Considérons les deux systèmes suivants :8><
>:

_x = f(x;u;v;')

y = h(x;u;v;')

(2.13)

et 8><
>:

_� = ~f(�;y;u)

e = ~h(�;y;u)

(2.14)

Alors le système (2.14) résout le PFGR associé au système (2.13) si les trois conditions suivantes

sont respectées :

(i). e n'est pas a�ecté, pour tout état initial �0, par le signal v.

(ii). e est a�ecté par '.

(iii). Lorsque ' = 0 et v = 0, e tend asymptotiquement vers 0, 8u;8�0et 8y0.
Le PFGR est posé ici de manière très générale. Nous verrons par la suite que dans le cas des

systèmes non linéaires, la seconde condition doit être légèrement modi�ée a�n de permettre la

résolution du PFGR.

2.3.2 Observateurs à entrée inconnue (UIO)

Dans un premier temps, dé�nissons les UIO.

Dé�nition 2.14 Un observateur est dit à entrée inconnue (ou UIO : Unknown Input Observer)

si l'erreur d'estimation � tend asymptotiquement vers zéro même en présence de perturbations.

Nous allons maintenant montrer leur utilisation pour la détection et la localisation des défauts.

2.3.2.1 Utilisation des UIO pour la détection

La dé�nition des observateurs asymptotiques 2.11 est donnée pour les systèmes non soumis

à des entrées inconnues. Pour résoudre le PFGR, il est nécessaire de découpler l'estimation du

vecteur d'état des perturbations. Ces observateurs peuvent alors être directement utilisés pour la

génération de résidus (Fig 2.1) (Watanabe and Himmelblau, 1982; Wünnenberg and Frank, 1986;

Viswanadham and Srichandert, 1987; Fang and Ge, 1988).
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�

+

u

U. I. O.

SYSTEME y

ŷ
eh

Perturbations, fautes, bruits, ...

Fig. 2.1 � Génération de résidus à partir d'UIO

2.3.2.2 Utilisation des UIO pour la localisation

La détection d'une panne nécessite en règle générale l'utilisation d'un seul observateur. En

ce qui concerne la localisation de celle ci, il est souvent nécessaire d'avoir recours à une �banque

(ou un banc) d'observateurs� plutôt qu'à un seul observateur (Patton et al., 1989; Frank, 1994).

La �gure 2.2 présente l'architecture à adopter pour utiliser les UIO pour localiser les défauts.

L'ensemble des m UIO est soumis au vecteur d'entrées u et au vecteur de sorties y. Chaque UIO

u Système y

UIO1 e1

em

...

UIOm

Fig. 2.2 � Architecture d'une banque d'observateurs

de la banque d'observateurs est synthétisé pour être sensible à un sous ensemble de fautes 'i et

insensible aux autres.

Le nombre d'observateurs à intégrer dans la banque d'observateurs dépend du nombre de fautes

à détecter et à isoler. Trois cas de �gure sont alors possibles :

F Les fautes doivent être détectées mais pas localisées.

F Seulement une faute doit être détectée et localisée à la fois (cas de panne unique)

F Toutes les fautes doivent être détectées et localisées même en cas d'occurrence simultanée

(cas de pannes multiples)
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1. Cas sans localisation

Dans cette con�guration, la banque d'observateurs est composée d'un unique observateur

qui doit être a�ecté par toutes les fautes et invariant sous les perturbations.

2. Cas des pannes uniques

Ce cas de �gure est très fréquemment étudié et est moins restrictif qu'il n'y parait. E�ecti-

vement, il est rare (mais pas impossible) que plusieurs capteurs, actionneurs ou composants

di�érents d'un même système tombent en panne exactement au même moment.

La banque d'observateurs sera alors constituée d'autant d'observateurs qu'il y a de pannes

à isoler. Chacun de ces observateurs sera synthétisé de manière à être sensible à toutes les

fautes sauf une. Ainsi, le iime observateur sera obtenu en considérant la iime faute 'i comme

une entrée inconnue agissant sur le système. La table de signatures théoriques des défauts

sera alors composée de 1 à l'exception d'une diagonale de 0.

3. Cas des pannes multiples

La détection et la localisation de toutes les pannes, lorsque celles-ci peuvent intervenir si-

multanément, nécessitent de pouvoir découpler chaque observateur de toutes les fautes sauf

une. Cette hypothèse est très contraignante quand à la synthèse des UIO car le nombre de

degrés de liberté restants après le découplage des entrées inconnues est souvent insu�sant

pour permettre le découplage vis-à-vis de toutes les pannes sauf une.

Lorsque la banque d'observateurs peut être obtenue, la table de signatures théoriques sera

alors composée de 0 à l'exception d'une diagonale de 1.

Les pannes sur une installation peuvent survenir à 3 emplacements :

� sur les composants du système (pannes internes)

� sur les actionneurs

� sur les capteurs

Suivant la position de la faute, il est possible d'adapter la construction de la banque d'observateurs

pour améliorer les performances du système de surveillance.

1. Détection et localisation des pannes composants

La synthèse des UIO pour la détection de pannes internes est une tâche complexe. Une

solution consiste à décomposer le système en plusieurs sous-systèmes dépendant chacun d'un

sous-ensemble de composants pouvant présenter une défaillance. Un UIO est alors construit

sur chacun de ces sous-systèmes. Ces observateurs, synthétisés sur uniquement une partie

du système sont appelés des observateurs locaux.

La synthèse des observateurs locaux est possible si les sous-systèmes sont soit totalement

découplés (découplage parfait) les uns des autres soit faiblement couplés.

Si le découplage est parfait, la synthèse des observateurs locaux ne pose pas de problème

puisque chaque sous-système peut être considéré comme un système indépendant. Lorsque les

sous-systèmes sont couplés, c'est à dire que certaines variables interviennent dans plusieurs

sous-systèmes, alors les variables de couplage sont intégrées dans le vecteur des entrées

inconnues lors de la synthèse des UIO. Si le couplage entre les sous-systèmes fait intervenir

beaucoup de variables, le nombre de degrés de liberté pour la synthèse des UIO pourra se

révéler insu�sant.
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2. Détection et localisation des pannes actionneurs

Ces pannes sont modélisées par un terme additif sur une composante du vecteur d'entrées

u. Deux schémas doivent être envisagés :

� Pannes uniques

Dans ce cas de �gure, la banque d'observateurs pourra être construite suivant l'architec-

ture GOS (Generalized Observer Scheme) présentée sur la �gure 2.3.a. Chaque résidu

issu d'un UIO est insensible à une panne actionneur particulière et sensible à toutes

les autres. Il est donc possible de détecter et localiser les pannes actionneurs lorsque

celles-ci interviennent séparément.

� Pannes multiples

La banque d'observateurs pourra être construite suivant l'architecture DOS (Dedicated

Observer Scheme) présentée sur la �gure 2.3.b. Chaque résidu issu d'un UIO est sensible

à une et une seule panne actionneur ce qui permet de détecter et localiser les pannes

même lorsqu'elles surviennent simultanément.

ACTIONNEURS SYSTEME CAPTEURS
entrées u Sorties y
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xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
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2.3.a) Structure GOS
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2.3.b) structure DOS

Fig. 2.3 � Localisation des pannes actionneurs

3. Détection et localisation des pannes capteurs

Ces pannes sont modélisées par des termes additifs sur les composantes du vecteur de sortie y.

Deux possibilités sont encore envisageables pour la construction de la banque d'observateurs

suivant que les hypothèses pannes uniques ou pannes multiples sont retenues.

� Pannes uniques

Dans ce cas de �gure, la banque d'observateur pourra être construite suivant l'archi-

tecture GOS présentée sur la �gure 2.4.a. Chaque résidu issu d'un UIO est insensible

à une panne capteur particulière et sensible à toutes les autres. Il est donc possible de

détecter et localiser les pannes capteurs lorsque celles-ci interviennent séparément.

� Pannes multiples

La banque d'observateurs pourra être construite suivant l'architecture DOS présentée

sur la �gure 2.4.b. Chaque résidu issu d'un UIO est sensible à une et une seule panne

capteur ce qui permet de détecter et localiser les pannes même lorsqu'elles surviennent

simultanément.
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ACTIONNEURS SYSTEME CAPTEURS
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Fig. 2.4 � Localisation des pannes capteurs

2.4 Les observateurs de type Luenberger

Les observateurs de Luenberger peuvent être implantés sur tous les systèmes dont la dyna-

mique des variables d'état est représentée par des équations linéaires (Luenberger, 1971). Cette

caractéristique se retrouve directement sur les systèmes linéaires mais aussi indirectement sur cer-

tains systèmes non linéaires. E�ectivement, certains systèmes sont modélisés par des équations non

linéaires mais sont intrinsèquement linéaires puisque la non-linéarité peut être supprimée via une

injection d'entrée/sortie éventuellement généralisée 3. Lorsque le modèle du système est écrit sous

la forme adéquate, la synthèse d'un observateur de Luenberger est possible. Si après la synthèse,

des degrés de liberté sont disponibles, ils peuvent être utilisés pour dédier ce type d'observateurs à

la surveillance en construisant des UIO qui seront inclus dans une banque d'observateurs (Patton

et al., 1989).

Cette section dé�nira la classe de systèmes non linéaires admettant une forme linéaire via une

injection d'entrée/sortie. Puis, nous présenterons la méthode de synthèse des observateurs de

Luenberger en�n nous conclurons sur l'utilisation de ce type d'observateurs pour la surveillance.

2.4.1 Linéarisation exacte modulo injection d'entrée sortie

La linéarisation exacte d'un système modulo une injection d'entrée/sortie consiste à trouver

des transformations d'état et de sortie qui permettent de transformer un système non linéaire en

un système ayant des dynamiques d'état linéaires. Ce problème peut se formuler de la manière

suivante. Soit le système non linéaire :

_x = f(x;w) (2.15)

y = h(x;w)

avec x 2 X , w est le vecteur des signaux d'excitation composé par les vecteurs d'entrée de com-

mande u, de perturbation v et de faute '. f(:) et h(:) sont deux fonctions analytiques en leurs

arguments. Nous supposerons que la condition de rang d'observabilité de ce système est remplie.

3. La dénomination �généralisé� est utilisée lorsque dans le terme d'injection d'entrée/sortie contients des dérivées

des entrées ou/et des sorties
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On cherche une transformation de coordonnées d'état x� = �(x) et une transformation de coor-

données de sortie y� = �(y) telles que le système 2.15 soit équivalent à :

_x� = Ax� +  (y;w)

y� = Cx�
(2.16)

avec x� 2 X . La fonction  (y;w) est dé�nie de IRp�m sur IRn et peut se décomposer de la manière

suivante :

 (y;w) =  c(y;u) +  e(y;w) (2.17)

où  c(y;u) (resp.  e(y;w)) est la forme de calcul (resp. d'évaluation) de  (y;w).

Remarque 2.4.1 Sans perte de généralité, les matrices A et C peuvent s'écrire sous la forme

canonique d'observabilité (2.9).

Le problème de linéarisation par injection d'entrée/sortie a été résolu de manière géométrique et

algébrique.

2.4.1.1 Approche géométrique

Les premiers travaux ont utilisé des outils plutôt géométriques pour résoudre le problème

de la linéarisation exacte (Krener and Isidori, 1983; Krener and Respondek, 1985; Keller, 1987;

Isidori, 1995). Une condition nécessaire et su�sante pour l'existence d'une transformation d'état

est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.2 [(Krener and Isidori, 1983)] Le système autonome non linéaire :8><
>:

_x = f(x)

y = h(x)

est localement équivalent au système linéaire8><
>:

_x� = Ax� +  (y)

y = Cx�

si et seulement si :

(i). dim(spanfdh(x);dLfh(x); : : : ;Ln�1f h(x)g) = n

(ii). Le champ de vecteur g dé�ni par

LgL
k
f (h) =

8><
>:

0 si 0 � k < n� 1

1 si k = n� 1

(2.18)

est unique et satisfait

[adifg;ad
j
fg] = 0 (2.19)

pour 0 � i < j � n� 1.
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La première condition donnée par le théorème 2.2 est facile à tester. Par contre, la deuxième

condition nécessite le calcul d'un champ de vecteurs g obtenu en résolvant un système d'équa-

tions aux dérivées partielles souvent très complexe. Cette approche a été étendue aux systèmes

multivariables (Xia and Gao, 1989) et en considérant la transformation de sortie.

2.4.1.2 Approche algébrique

L'approche géométrique a permis de donner un certain nombre de résultats concernant les

conditions nécessaires et su�santes pour la linéarisation exacte des systèmes non linéaires. Tou-

tefois, ces travaux s'avèrent extrêmement complexes et dans la majorité des cas, totalement inex-

ploitables.

Parallèlement à l'approche géométrique, une théorie, utilisant des outils algébriques a été déve-

loppée. Dans (Keller, 1987), le problème de la linéarisation est traité pour des systèmes d'ordre

réduit (n = 2 ou 3). Dans ce cas, la solution est obtenue en résolvant un système d'équations aux

dérivées partielles mais aucune méthode n'est apportée quant à la résolution de ce système.

Une approche originale est parue en 95 (Plestan, 1995). Cette approche repose sur l'étude de

la structure des équations di�érentielles d'entrée/sortie du système et sur la théorie de la réali-

sation canonique. Un algorithme permet de calculer, lorsque cela est possible, la transformation

d'état à appliquer sur le système non linéaire pour le linéariser. Si la transformation n'existe pas,

l'algorithme ne retourne aucun résultat, ce qui permet de conclure sur la non réalisabilité du sys-

tème d'équations di�érentielles d'entrée/sortie. Le principe de cet algorithme est le suivant. Soit

le système non linéaire : 8><
>:

_x = f(x;w)

y = h(x;w)

Pour des raisons de simplicité, nous considérerons uniquement le cas mono variable. Le cas mul-

tivariable n'apporte rien de plus pour la compréhension du fonctionnement de l'algorithme.

L'équation di�érentielle d'entrée/sortie associée à ce système est obtenue en éliminant la variable

d'état x (dans la suite de ce mémoire, des algorithmes permettant de faire cela seront proposés).

Ensuite, le terme en y(n) est isolé pour obtenir une relation s'écrivant sous la forme :

y(n) = F (�y(n�1); �w(n�1)) (2.20)

Si le système est linéarisable, alors il est localement équivalent à :8><
>:

_x� = Ax� +  (y;w)

y = Cx� = x�1

Avec la matrice A sous la forme canonique observable.

L'équation di�érentielle d'entrée/sortie de ce système est donnée par :

y(n) =  
(n�1)
1 (y;w) +  

(n�2)
2 (y;w) + � � �+  n(y;w) (2.21)

Pour un même système, l'équation d'entrée/sortie étant unique, les équations (2.20) et (2.21) sont

équivalentes. L'algorithme permet de trouver les fonctions  i à partir de l'équation (2.20) (Plestan

and Glumineau, 1997).
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2.4.2 Synthèse d'un observateur de Luenberger

Les observateurs de type Luenberger s'appliquent aux systèmes dont les dynamiques des

variables d'état sont linéaires, c'est-à-dire aux systèmes admettant la représentation suivante :

_x = Ax+  (y;w) (2.22a)

y = Cx (2.22b)

La fonction  (y;w) est décomposée de manière à séparer la forme de calcul de la forme d'évalua-

tion :

 (y;w) =  c(y;u) +  e(y;w)

La synthèse d'un observateur de Luenberger est réalisée sur la partie calculable du système (2.22) :

_x = Ax+  c(y;u) (2.23a)

y = Cx (2.23b)

L'observateur de Luenberger associé au système (2.23a) et (2.23b) est dé�ni par l'équation sui-

vante :

_̂x = Ax̂ +  c(y;u) +K(y � Cx̂) (2.24)

où K est la matrice de gain de l'observateur de dimension n� p.

L'erreur d'estimation de l'état est donnée par :

� = x� x̂ (2.25)

La dérivée de � donne :

_� = _x� _̂x (2.26a)

= Ax+  c(y;u)�Ax̂�  c(y;u)�K(y � Cx̂) (2.26b)

= (A�KC)� (2.26c)

Si la matrice A �KC est stable, l'équation (2.26b) implique que l'erreur d'estimation de l'état

tend asymptotiquement vers zéro. La vitesse de convergence est �xée par le positionnement des

valeurs propres de cette matrice.

2.4.3 Observateurs à entrée inconnue (Chen and Patton, 1999)

La synthèse d'observateurs à entrée inconnue basée sur la théorie des observateurs de Luen-

berger n'est réalisable que pour des systèmes dont les fautes et les entrées inconnues sont additives.

Cela signi�e que le système doit s'écrire sous la forme suivante :8><
>:

_x = Ax+  c(y;u) + Ev +Ga'act

y = Cx+Gs'capt

(2.27)

Remarque 2.4.2 : il est toujours possible de considérer la matrice E de rang plein colonne (Chen

and Patton, 1999).
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L'équation di�érentielle régissant le comportement de l'erreur d'estimation d'état lorsqu'aucune

faute n'agit sur le système, est donnée par :

_� = (A�KC)�+Ev (2.28)

La condition de stabilité de la matrice A � KC n'assure plus la convergence du vecteur d'état

estimé vers le vecteur d'état réel lorsque des perturbations agissent sur le système. Pour obtenir

la convergence vers l'état réel, il est nécessaire de modi�er la procédure de synthèse. Pour cela,

considérons le système suivant :

_� = F� + T c(y;u) +Ky (2.29a)

x̂ = � +Hy (2.29b)

L'équation di�érentielle régissant l'évolution de x� x̂ est donnée par :

_� = _x� _̂x

= Ax+  c(y;u) +Ev � F� � T c(y;u)�Ky �H _y (2.30)

= Ax+ (I � T ) c(y;u) +Ev � F� �Ky �HCAx�HC c(y;u)�HCEv (2.31)

En posant K = K1 +K2 :

_� = (A�HCA�K1C)x � F� + (I � T �HC) c(y;u)�K2y + (I �HC)Ev

= (A�HCA�K1C)�� (F � (A�HCA�K1C))x̂

�(K2 � FH)y � (T � (I �HC)) c(y;u)� (HC � I)Ev (2.32)

Le système (2.29) est un observateur à entrée inconnue pour le système (2.27) si les matrices F ,

T , K et H peuvent être choisies telles que :

(HC � I)E = 0 (2.33)

T = I �HC (2.34)

F = A�HCA�K1C stable (2.35)

K2 = FH (2.36)

Si ces conditions sont respectées, alors l'erreur d'estimation de l'état sera régie par l'équation

di�érentielle suivante :

_� = F� (2.37)

Comme F est stable, alors le vecteur d'état estimé convergera vers le vecteur d'état réel même en

présence d'entrées inconnues.

Le théorème suivant (Chen and Patton, 1999) donne les conditions d'existence d'un UIO pour un

système donné.

Théorème 2.3 : Les conditions nécessaires et su�santes pour que le système (2.27) admette un

UIO de la forme (2.29) sont :

1. Le rang de la matrice CE doit être égal au rang de la matrice E



2.4. Les observateurs de type Luenberger 39

2. La paire (C;A1) est détectable 4 ou

A1 = A�E[(CE)TCE]�1(CE)TCA

La procédure de synthèse d'un observateur à entrée inconnue peut être décrite par l'algorithme

suivant :

étape 1Æ : Tester la première condition du théorème 2.3. Si la condition n'est pas respectée, aller

à l'étape 9.

étape 2Æ : Calculer les matrices H , T et A1 en utilisant les formules suivantes :

H = E[(CE)TCE]�1(CE)T T = I �HC A1 = TA

étape 3Æ : Tester la deuxième condition du théorème. Si la paire (C;A1) est observable, alors un

UIO existe et K1 peut être calculé par positionnement de pôle dans ce cas aller à l'étape 8

sinon aller à l'étape 4.

étape 4Æ : Construire une matrice P telle que l'on ait :

PA1P
�1 =

2
64 A11 0

A21 A22

3
75 CP�1 =

�
C1 0

�

étape 5Æ : Tester la détectabilité de (C;A1). Si au moins une valeur propre de A22 est instable,

alors il est impossible de construire un UIO et dans ce cas, aller à l'étape 9.

étape 6Æ : Calculer K1
p par placement de pôles de la matrice : A11 �K1

pC1.

étape 7Æ : Calculer K1 en utilisant la formule suivante :

K1 = P�1
�
(K1

p)
T (K2

p)
T

�T
où la matrice K2

p est une matrice non nulle de dimension appropriée.

étape 8Æ : Calculer F et K en utilisant :

F = A1 �K1C K = K1 +K2

= K1 + FH

étape 9Æ : Fin

Nous allons maintenant construire un générateur de résidus en utilisant la théorie de UIO.

2.4.4 Générateur de résidus et observateurs d'ordre réduit

La théorie des UIO que nous venons de présenter peut être utilisées pour construire un gé-

nérateur de résidus robustes vis-à-vis des entrées inconnues et sensibles aux fautes. Nous allons

montrer que la synthèse d'un UIO implique que seule une partie de l'état est estimée par l'ob-

servateur. En réalité, l'algorithme de construction des UIO permet de dégager un sous-système

découplé des perturbations. La dimension de ce sous-système étant inférieure à la dimension du

système initial, nous parlons alors d'observateurs d'ordre réduit.

Pour terminer, nous montrerons comment nous pouvons utiliser ces observateurs pour localiser les

pannes capteurs et actionneurs.

4. La paire (C;A) est dite détectable si ses modes non observables sont stables
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2.4.4.1 Observateurs d'ordre réduit

La structure de l'observateur est donnée par les équations 2.29 :

_� = F� + T c(y;u) +Ky

x̂ = � +Hy

Les matrices de structures F , T , K et H sont choisies pour respecter les conditions 2.33 à 2.36:

(HC � I)E = 0

T = I �HC

F = A�HCA�K1C stable

K2 = FH

La matrice T est une matrice de changement de coordonnée d'état :

� = x̂� x = � +Hy � x

= � � (I �HC)x

= � � Tx

Si cette matrice est singulière, alors � converge seulement vers une partie de l'état du système et

l'UIO est un observateur d'ordre réduit.

Proposition 2.4 Si le rang de la matrice E est di�érent de zéro, alors la matrice de transforma-

tion de coordonnée d'état T est singulière.

Preuve La condition 2.33 implique :

TE = 0() rang(TE) = 0

L'inégalité de Sylvester () appliquée aux matrices T et E fournie l'inégalité suivante :

rang(T ) + rang(E)� nbcol(T ) � rang(TE)

Or

� dim(E) = n�mv ) rang(E) = mv

� dim(T ) = n� n) nbcol(T ) = n

L'inégalité de Sylvester (Gantmacher, 1959) permet de majorer le rang de la matrice T :

rang(T ) � n+ rang(TE)� rang(E)

� n+ 0 +mv

� n�mv

Si mv 6= 0, alors :

rang(T ) < n (2.38)

La matrice T est par conséquent singulière.

2
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Le vecteur de résidus peut-être obtenu en prenant la di�érence entre une combinaison linéaire des

sorties estimées et la même combinaison linéaire des sorties mesurées :

e = C� � (I � CH)y

= C� � L2y (2.39)

La matrice L2 correspond à une matrice de changement de coordonnée de sorties. Comme la

matrice T , il est possible de montrer que cette matrice n'est pas de rang plein.

Finalement, le générateur de résidus réduit s'écrit sous la forme :8><
>:

_z = F �z + T � (y;u) +K�y

e� = C�z � L�2y
(2.40)

avec :

T �A� F �T � = K�C

C�T � = L�2C

T �E = 0

avec T � et L�2 sont de rang plein ligne.

2.4.4.2 Détection des défauts capteurs et actionneurs

Le système incluant les pannes est utilisé :8><
>:

_x = Ax+  c(y;u) + Ev +Ga'act

y = Cx+Gs'capt

(2.41)

où 'act représente les pannes actionneurs et composants pouvant se représenter de manière additive

sur l'équation d'état du système et 'capt représente les pannes capteurs. Dans la suite, la matrice

Gs sera choisie, sans perte de généralité, égale à l'identité.

Pour montrer que les résidus e� sont bien sensibles aux pannes capteurs et actionneurs, nous allons

exprimer ces résidus en fonction de l'erreur d'estimation de l'état réduit :

� = z � T �x

_� = _z � T � _x

= F ��� T �Ga'act +K�'capt

Le vecteur de résidus réduit peut être exprimé en fonction de � :

e� = C�z � L�2y

= C��� L�2'capt

Le générateur de résidus s'écrit sous la forme :8><
>:

_� = F ��� T �Ga'act +K�'capt

e� = C��� L�2'capt
(2.42)
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Les résidus générés à partir du système (2.42) sont d'une part découplés des entrées inconnues et

permettent de détecter les pannes actionneurs (si 'act 2= kerGT
a T

�T ) et les pannes capteurs.

Les UIO peuvent être utilisés pour structurer les résidus vis-à-vis des pannes et permettre ainsi

leur localisation via la construction d'une banque d'observateurs.

2.4.4.3 Localisation de défauts capteurs

Pour synthétiser des observateurs permettant de détecter et localiser les défauts capteurs,

nous allons supposer qu'aucun actionneur ne présente de défaut ('act = 0). Les équations du

système sont alors : 8>>>>><
>>>>>:

_x = Ax +  c(y;u) +Ev

y = Cx

ym = Cx + 'capt

(2.43)

Ou y est la réelle (inconnue) du système et ym est la sortie mesurée qui est connue et qui peut

être sujette à des fautes. Le modèle du système peut s'exprimer en fonction de ym :8><
>:

_x = Ax+  (ym � 'capt;u) +Ev

ym = Cx+ 'capt

)

8><
>:

_x = Ax+  c(ym;u) +  e(ym;u;'capt) +Ev

ym = Cx+ 'capt

(2.44)

Pour synthétiser les observateurs à entrée inconnue permettant d'isoler les pannes capteurs, le

modèle doit pouvoir s'écrire sous la forme suivante :8>>>>><
>>>>>:

_x = Ax +  jc(ym;u) +G'capt;j'capt;j +Ev

yjm = Cjx+ 'jcapt pour j = 1;2; : : : ;p

ym;j = cjx+ 'capt;j

(2.45)

où ym;j représente la jième composante du vecteur ym et cj est la jième ligne de la matrice C. yjm
est l'ensemble des sorties à l'exception de ym;j et la matrice Cj est égale à la matrice C sans la

ligne cj .

En utilisant cette décomposition, p UIO peuvent être construits en utilisant l'algorithme présenté

précédemment :8><
>:

_zj = F �jzj + T �j jc(ym;u) +K�jyjm

e�j = C�jzj � L�j2 y
j
m

pour j = 1;2; : : : ;p (2.46)
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Les matrices F �j , T �j et K�j doivent être choisies pour respecter les conditions :

T �jE = 0

T �jG'capt;j = 0

T �jA� F �jT �j = K�jC�j F �j stable

C�jT �j = L�j2 C
j

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

pour j = 1; : : : ;p

Pour les observateurs synthétisés en respectant cette procédure, la table de signatures théo-

riques des défauts capteurs est remplie de '1' à l'exception de la diagonale principale qui est

composée de '1'. D'après la dé�nition de la �localisabilité� 1.5, la structure de cette table permet

l'isolation (théorique) de tous les défauts capteurs.

2.4.4.4 Localisation de défauts actionneurs

Pour localiser les défauts actionneurs, nous allons supposer que les capteurs ne sont pas

défaillants ('capt = 0). Le modèle du système est donné par :8><
>:

_x = Ax+  c(y;u) + Ev +Ga'act

y = Cx

(2.47)

Le vecteur de pannes 'act est décomposé de manière à extraire la composante 'act;j . Le vecteur

d'entrées inconnues v est alors étendu pour inclure la panne 'act;j et l'observateur construit sera

robuste vis-à-vis de cette panne.8><
>:

_x = Ax +  c(y;u) +Ev +Gj
a'

j
act +Gaj'act;j

y = Cx

(2.48)

où Gj
a est la matrice Ga privée de sa jième colonne et Gaj est la jième colonne de la matrice Ga.

De même, 'jact est égal au vecteur 'act sans sa jième composante et 'act;j est la jième composante

du vecteur 'act.

Notons vj (resp. Ej) le vecteur des entrées inconnues v (resp.de la matrice E) étendu :

Ej =

�
E Gaj

�
et vj =

2
64 v

'act;j

3
75

Le modèle s'écrit alors sous la forme :8><
>:

_x = Ax+  c(y;u) +Ejvj +Gj
a'

j
act

y = Cx

(2.49)

Pour chaque j (j variant de 1 au nombre de pannes considérées m'act), un UIO est synthétisé à

partir du système (2.49) : 8><
>:

_zj = F �jzj + T �j c(y;u) +K�jy

e�j = C��j � L�2y
(2.50)



44 Chapitre 2. Les observateurs

Les matrices F �j , T �j et K�j doivent être choisies pour respecter les conditions :

T �jEj = 0

T �jA� F �jT �j = K�jC� F �j stable

C�T �j = L�j2 C

9>>>>>=
>>>>>;

pour j = 1; : : : ;m'act

Pour les observateurs synthétisés en respectant cette procédure, la table de signatures théoriques

des défauts actionneurs est remplie de '1' à l'exception de la diagonale principale qui est composée

de '1'. D'après la dé�nition de la �localisabilité� 1.5, la structure de cette table permet l'isolation

(théorique) de tous les défauts actionneurs modélisés.

2.4.5 Conclusion

Les observateurs de type Luenberger ont été développés pour les systèmes linéaires. De nom-

breux travaux ont permis de dé�nir une classe de systèmes non linéaires mais admettant, via une

transformation non linéaire di�éomorphique de l'état, un modèle dont les équations représentant

les dynamiques de l'état sont linéaires.

L'utilisation de ces observateurs pour la surveillance a donné lieu à un grand nombre de publica-

tions. Une théorie, permettant de synthétiser des observateurs à entrée inconnue fondée sur une

approche algébrique de placement de pôles, a été développée pour générer des résidus structurés

par rapport aux pannes.

Toutefois, l'utilisation de ces observateurs s'avère très restrictive quant au type de pannes consi-

dérées. Par nature, ces observateurs ne pourront être utilisés que pour des pannes additives. De

plus, la classe de systèmes non linéaires pouvant être écrits sous la forme souhaitée est petite.

Pour réaliser la surveillance d'un système non linéaire ne pouvant être linéarisé, d'autres types

d'observateurs doivent être utilisés (observateurs à grand gain ou à mode glissant).

2.5 Surveillance des systèmes non linéaires a�nes en la com-

mande

L'approche algébrique de placement de pôles pour synthétiser un observateur est intéressante

dans le cas des systèmes linéaires. Lorsque cela n'est plus le cas, il s'avère impossible d'utiliser et

même d'étendre cette méthode. En revanche, l'approche géométrique que nous allons maintenant

présenter permet de traiter directement la classe des systèmes non linéaires a�nes en la commande.

Les premiers travaux présentant l'approche géométrique pour la détection et la localisation de

défauts sont l'÷uvre de Massoumnia pour les systèmes linéaires (Massoumnia, 1986). Ils furent

étendus par Hammouri pour les systèmes non linéaires a�nes en l'état (Hammouri et al., 1998)

et par Isidori pour les systèmes a�nes en la commande (De Persis and Isidori, 1999).

Cette section donne les bases de l'approche géométrique et les principaux résultats et théorèmes

sans donner leurs démonstrations. La formulation et la solution du l-NLPFGR (local NonLinear

Fundamental Problem of Residual Generation) seront présentées.

Lorsque le l-NLPFGR est résolu, nous obtenons un sous système, découplé des perturbations et
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d'un sous ensemble de pannes, et sur lequel nous pouvons implanter un observateur. Pour conclure

cette section, nous présenterons deux méthodes de synthèse d'observateurs non linéaires.

2.5.1 Le Problème Fondamental de la Génération de Résidus (PFGR)

2.5.1.1 Position du problème

Le problème de la génération de résidus pour les systèmes non linéaires est encore un problème

largement ouvert. Dans cette section, nous allons présenter les travaux les plus récents traitant de

ce sujet et utilisant une approche géométrique (De Persis and Isidori, 1999; Blanke et al., 2000;

Lootsma, 2001).

Les travaux, les plus généraux à ce jour, étudient la classe de systèmes non linéaires a�nes en la

commande, c'est à dire les systèmes s'écrivant sous la forme suivante :8>><
>>:

_x = f(x) +
mP
i=1

gi(x)ui +
m'P
i=1

li(x)'i +
mdP
i=1

pi(x)vi

y = h(x)

(2.51)

où x est le vecteur d'état, dé�ni sur un voisinage N de l'origine dans IRn, ui sont les entrées de

commande, y le vecteur des sorties mesurées, 'i sont les fautes et vi les perturbations. Les fonctions

f(x), gi(x), li(x) et pi(x) sont des champs de vecteurs lisses et les fonctions hi (les composantes

du vecteur h) sont lisses.

Pour cette classe de systèmes, le PFGR admet la dé�nition locale suivante :

Dé�nition 2.15 (Local NonLinear Fundamental Problem of Residual Generation (l-

NLPFGR)):

Considérons le système 2.51, le l-NLPFGR consiste à trouver, si possible, un �ltre :8>><
>>:

_� = ~f(y;�) +
mP
i=1

~gi(y;�)ui

e = ~h(y;�)

(2.52)

où � 2 IRq avec 1 � q � n, e 2 IRs avec 1 � s � p. ~f et ~gi sont des champs de vecteurs lisses et ~h

est un vecteur de fonctions lisses respectant ~f(0;0) = 0 et ~h(0) = 0. Ce �ltre est construit tel que

si le système en cascade suivant :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

0
B@ _x

_�

1
CA

| {z }
_xe

=

0
B@ f(x)

~f(y;�)

1
CA

| {z }
fe(xe)

+
mP
i=1

0
B@ gi(x)

~gi(y;�)

1
CA

| {z }
gei (x

e)

ui +
m'P
i=1

0
B@ li(x)

0

1
CA

| {z }
le(xe)

'i +
mdP
i=1

0
B@ pi(x)

0

1
CA

| {z }
pe(xe)

vi

e = ~h(y;�) = he(xe)

(2.53)

est dé�ni sur un voisinage de l'origine xe = (x;�)T = (0;0)T , noté N e, alors les 3 propriétés

suivantes sont respectées :

(i). si ' = 0, alors e n'est pas a�ecté par ui et vj , 8i;j.
(ii). e est a�ecté par '.
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(iii). lim
t!1 ke (t;x

Æ;�Æ;u;' = 0;v)k = 0 pour toute condition initiale xÆ et zÆ choisie dans un espace

convenable contenant l'origine (x;�)T = (0;0)T et pour tout ensemble d'entrées admissibles.

On remarquera que la convergence vers zéro du résidu n'est imposée uniquement qu'en l'ab-

sence de panne.

Remarque 2.5.1 Cette dé�nition de l-NLPFGR est presque identique à la dé�nition générale

2.13. Seule une légère di�érence sur la formulation de la première condition est ajoutée, à savoir

que la robustesse vis-à-vis des perturbations n'est souhaitée que dans le cas où les fautes sont nulles.

Dans cette dé�nition, la condition (i), assure la robustesse du résidu, c'est-à-dire, que ni les signaux

de commande ui, ni les signaux de perturbations vi n'a�ectent le résidu. La condition (ii) assure,

quant à elle, la sensibilité des résidus vis-à-vis du signal de panne. En�n, la condition (iii) assure

la stabilité du générateur de résidus dans le cas non défaillant.

2.5.1.2 Résolution du l-NLPFGR

Nous allons maintenant présenter les principaux résultats trouvés dans les travaux de (De Per-

sis and Isidori, 1999). Sans perte de généralité, seul le cas de pannes ' scalaires sera présenté.

Considérons le système en cascade (2.53). L'espace d'observabilité (ou encore l'espace des observa-

tions) de ce système, noté Oe est dé�ni comme le plus petit espace linéaire (sur IR) des fonctions

sur (X)e contenant toutes les dérivées de Lie successives : LX1LX2 � � �LXk
hej pour j 2 [1; : : : ;p],

k = 1;2; : : : , avec Xi, i 2 k, l'ensemble des champs de vecteurs ffe;ge1; : : : ;gem;pe1; : : : ;pemd
g (voir

dé�nition 2.6).

L'espace d'observabilité Oe dé�nit une codistribution d'observabilité dOe par :

dOe = spanfdO(xe);O � Oeg;xe 2 X e (2.54)

où dO est l'opérateur de dérivation standard :

dO(xe) =
�

@O
@x1

� � � @O
@xn+q

�

L'annulateur de la codistribution d'observabilité, noté (dOe)? peut être interprété comme la dis-

tribution d'inobservabilité du système (2.53). En conséquence, les conditions ((i)) et ((ii)) de la

dé�nition 2.15 sont équivalentes aux deux interprétations géométriques suivantes :

spanfge;peg � (dOe)? et le 62 (dOe)? (2.55)

Si xe = (x;�)T = (0;0)T est un point régulier de (dOe), alors (dOe) peut être décrite par la plus

petite codistribution invariante sous les champs de vecteurs ffe;ge;peg et contenue dans spanfdheg.
Cette codistribution est notée Qe. Ainsi, dans le voisinage de (0;0)T , la relation suivante est

correcte :

dOe = Qe

La condition 2.55 devient :

spanfge;peg � (Qe)? et le 62 (Qe)? (2.56)
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Les deux conditions ((i)) et ((ii)) de la dé�nition 2.15 du l-NLPFGR peuvent être remplacées par

les conditions (2.56).

Le but est de déterminer la distribution d'inobservabilité du système et le changement de variable

permettant de scinder le système en deux sous-systèmes tels que l'un des deux sous-systèmes

soit parfaitement découplé des entrées inconnues. Un observateur pourra alors être implanté sur

ce sous-système permettant d'estimer un sous-ensemble de l'état et un sous-ensemble de sortie

(éventuellement transformés par des di�éomorphismes) sans être a�ectés par les perturbations.

En d'autres termes il sera possible de synthétiser un UIO.

Théorème 2.5 ((Blanke et al., 2000)) Posons Q une distribution invariante conditionnée in-

volutive 5 telle que :

spanfpg � Q � ker fd( Æ h)g et l 62 Q (2.57)

pour une application surjective :

 : IRp ! IR~p

dé�nie localement autour de y = 0. Alors, il existe un changement de coordonnées d'état ~x = �(x)

et un changement de coordonnées de sortie ~y = 	(y), dé�nis localement autour respectivement de

x = 0 et y = 0, tels que dans le nouveau système de coordonnées, le système (2.51) s'écrive sous

la forme :

_~x1 = ~f1(~x1;~y2) + ~g1(~x1;~y2)u+ ~l1(~x1;~x2)' (2.58a)

_~x2 = ~f2(~x1;~x2) + ~g2(~x1;~x2)u+ ~l2(~x1;~x2)' + ~p2(~x1;~x2)v (2.58b)

~y1 = ~h1(~x1) (2.58c)

~y2 = ~h2(~x1;~x2) (2.58d)

avec ~x1 2 IR�, � , codim(Q) et ~l1(~x1;~x2) 6= 0 localement autour de 	(0).

Le choix de la matrice Q est le point capital de la procédure de décomposition du système. Dans

(De Persis and Isidori, 1999), un algorithme en deux phases est proposé pour obtenir une distri-

bution Q permettant de résoudre, lorsque cela est possible, le l-NLPFGR. La distribution Q ainsi

obtenue va garantir l'observabilité locale du sous-système découplé permettant ainsi d'envisager

l'implémentation d'un observateur.

2.5.2 Résolution de l-NLFRPG

Le système original est décomposé suivant la procédure décrite dans la section précédente.

Nous supposerons donc que ce système est localement équivalent au système donné par les équa-

tions (2.58a) à (2.58d). La première condition du l-NLPFGR (Def. 2.15) impose que les résidus

soient insensibles aux perturbations lorsque les pannes sont nulles. Cette condition sera respectée

si le sous-système composé par les équations (2.58a) et (2.58c) est considéré et que les résidus sont

5. Une distribution � est dite conditionnée invariante pour un système 2.51 si elle satisfait : [f;�\kerfdhg] � �

et [gi;� \ kerfdhg] � �
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générés en soustrayant les sorties (éventuellement transformées) mesurées aux sorties estimées.8><
>:

_~x1 = ~f1(~x1;~y2) + ~g1(~x1;~y2)u+ ~l1(~x1;~x2)'

~y1 = ~h1(~x1)

Un observateur pour ce sous-système est synthétisé sur la partie indépendante des pannes :8><
>:

_~x1 = ~f1( ~x1;~y2) + ~g1(~x1;~y2)u

~y1 = ~h1(~x1)

(2.59)

Les équations de l'observateur sont données par :8><
>:

_� = ~̂f1(�;~y1;~y2;u)

~̂x1 = ~̂h1(�;~y1;~y2;u)

La sortie estimée du sous-système est donnée par :

~̂y1 =
~h1(~̂h1(�;~y1;~y2;u)) (2.60)

Les résidus générés en soustrayant les sorties mesurées aux sorties estimées :

e = ~y1 � ~̂y1 (2.61)

seront bien découplés des entrées inconnues et a�ectés par les pannes. Ils résolvent donc le l-

NLPFGR.

Nous allons maintenant présenter deux types d'observateurs di�érents : les observateurs à grand

gain et les observateurs à mode glissant.

2.5.3 Les observateurs à grand gain

L'idée de base pour la synthèse des observateurs à grand gain consiste à masquer les non

linéarités d'un système en mettant des gains très importants sur les parties linéaires (d'où le nom

grand gain). Les premiers travaux présentant ce type d'observateurs sont l'÷uvre de Gauthier et

all (Gauthier et al., 1992; Gauthier and Kupka, 1994).

Nous nous intéressons uniquement aux systèmes pouvant s'écrire sous la forme 2.59, c'est-à-dire :8><
>:

_x = f(x) + g(x)u

y = h(x)

(2.62)

De plus, dans un but de simpli�er les écritures, seul le cas mono-sortie est présenté. Ce système

est supposé uniformément observable, ce qui signi�e que sous le di�éomorphisme 	(x) dé�ni par :

	 : V ! IRn

x ! � = 	(x) =

0
BBBBB@

h(x)

...

Ln�1f h(x)

1
CCCCCA

(2.63)
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le système (2.62) s'écrit sous la forme suivante :

_� = A� + �(�) +G(�)u (2.64a)

y = Cx (2.64b)

où

A =

0
BBBBBBBBB@

0 1 � � � 0

0
. . .

. . . 0

...
. . . 1

0 � � � 0 0

1
CCCCCCCCCA
, �(�) =

0
BBBBBBBBB@

0

...

0

(�)

1
CCCCCCCCCA
, G(�) =

0
BBBBBBBBB@

�g1 (�1)

�g2 (�1;�2)

...

�gn (�1; : : : ;�n)

1
CCCCCCCCCA

et C =

�
1 0 � � � 0

�

Le théorème suivant est démontré dans (Gauthier et al., 1992), il donne les équations de l'obser-

vateur à grand gain.

Théorème 2.6 Supposons que le système (2.62) est uniformément observable, que les fonctions

 et �gi sont globalement lipschitziennes et que u est bornée. Alors le système suivant :

_̂x = f(x̂) +

mX
i=1

gi(x̂)ui �
�
@	

@x
(x̂)

��1
S�1� CT (h(x̂)� y) (2.65)

où S� est solution de

CTC = �S� +ATS� + S�A (2.66)

est un observateur exponentiel, dit à grand gain, pour le système (2.62).

Ce théorème à été étendu au cas multi-sortie par Bornard et Hammouri (Bornard and Hammouri,

1991).

En utilisant les formes particulières des matrices A et C, on trouve la matrice S� = [S�(l;k)]1�l;k�n
suivante :

S�(l;k) =
(�1)l+kCk�1l+k�2

�l+k�1
(2.67)

où Ckn = n!
(n�k)!k! .

Par exemple, dans le cas de systèmes de dimension deux, on obtient :

S� =

2
64 1

� � 1
�2

� 1
�2

2
�3

3
75

Des exemples d'utilisation d'observateurs à grand gain, utilisant une décomposition en sous sys-

tèmes découplés obtenus à l'aide de l'approche géométrique peuvent être trouvés dans (Kaboré,

1992; Kaboré et al., 1997) ou encore (Lootsma, 2001).
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2.5.4 Les observateurs à mode glissant

2.5.4.1 Généralités

La synthèse des observateurs à mode glissant est basée sur la théorie des systèmes à structure

variable introduite par Fillipov dans les années 60 (Fillipov, 1960) et Utkin à la �n des années 70

(Utkin, 1977). Les premiers travaux mentionnant ce type d'observateurs sont l'÷uvre de Slotine

(Slotine et al., 1986), Canudas de Wit (Canudas de Wit and Slotine, 1991), Drakunov et Utkin

(Drakunov and Utkin, 1995). Ces observateurs ont ceci de particulier que le terme correctif est

une fonction discontinue sgn dé�nie par :

sgn(x) =

8>>>>><
>>>>>:

x si x > 0

�x si x < 0

non dé�nie en x = 0

Pour un système de la forme générale :8><
>:

_x = f(x;u)

y = h(x)

Un observateur à mode glissant s'écrit sous la forme suivante :8><
>:

_̂x = f(x̂;u) + �Sgn(y � ŷ)

ŷ = h(x̂)

(2.68)

où � est une matrice de gain de dimension n� p et :

Sgn(y � ŷ) ,

0
BBBBBBBBB@

sgn(y1 � ŷ1)

sgn(y2 � ŷ2)

...

sgn(yp � ŷp)

1
CCCCCCCCCA

2.5.4.2 Implémentation sur un système sous la forme triangulaire

Théorème 2.7 Les systèmes s'écrivant sous la forme canonique d'observabilité (2.64) admettent

pour observateur le système constitué par les équations suivantes :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

_̂
�1 = �̂2 + �g1(�1)u + �1sgn1(�1 � �̂1)

_̂
�2 = �̂3 + �g2(�1;~�2)u + �2sgn2(~�2 � �̂2)

...

_̂
�n�1 = �̂n + �gn�1(�1;~�2; : : : ;~�n�1)u + �n�1sgnn�1(~�n�1 � �̂n�1)

_̂
�n = (�1;~�2; : : : ;~�n) + �gn(�1;~�2; : : : ;~�n)u + �nsgnn(~�n � �̂n)

(2.69)
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où :

~�i = �̂i + �i�1sgni;moy(~�i�1 � �̂i�1) pour i = 2; : : : ;n

~�1 = �1

et la fonction sgni est égale à zéro tant que la variable �̂i�1 n'a pas convergé puis est égale à la

fonction signe classique. L'indice moy ajouté aux fonctions sgn signi�e que cette fonction prend

la valeur moyenne de la fonction sgn (c'est à dire la valeur en 0 de sgn �ltrée par un �ltre passe

bas) a�n de rejeter les variations dues au �chattering 6�.

La démonstration de ce théorème peut être trouvée dans (Boukhobza, 1997).

Des exemples utilisant les observateurs à modes glissants pour e�ectuer la surveillance de systèmes

non linéaires en utilisant la décomposition en sous-systèmes découplés peuvent être trouvés dans

(Djemai et al., 2000).

2.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté di�érentes approches permettant de réaliser la surveillance de sys-

tèmes linéaires et non linéaires. Nous avons montré que les observateurs peuvent être utilisés non

seulement pour détecter des défauts mais aussi, en utilisant une banque d'observateurs, pour les

localiser. Pour permettre cette localisation, la notion d'observateurs à entrée inconnue a été intro-

duite. Une première approche, basée sur le placement de pôles, a été présentée pour synthétiser

ces observateurs à partir de la théorie des observateurs de Luenberger. Cette approche étant limi-

tée à la classe très restrictive des systèmes linéaires ou linéarisables par injection d'entrée/sortie,

une deuxième approche, géométrique cette fois, a été exposée. Cette seconde approche permet de

décomposer un système en deux sous-systèmes dont un est découplé du vecteur d'entrée inconnue.

Ce sous-système servira alors de base pour synthétiser un observateur non linéaire qui sera, sous

certaines conditions, sensible à un sous-ensemble de fautes et robuste vis-à-vis des autres fautes

et des perturbations. Parmi les di�érents observateurs non linéaires, les deux plus répandus dans

la littérature ont retenu notre attention : les observateurs à grand gain et à mode glissant.

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter la méthode de l'espace de parité. Cette autre ap-

proche est une alternative à l'utilisation des observateurs pour la détection et la localisation de

défauts.

6. Perturbations hautes fréquences dues aux discontinuités des fonctions signes



Chapitre 3

L'espace de parité

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté la théorie des observateurs appliquée pour

la génération de résidus robustes. Cette approche est certainement la plus utilisée pour la sur-

veillance. Toutefois, les outils géométriques utilisés pour la synthèse de ces observateurs sont

souvent di�ciles à mettre en ÷uvre. Un autre inconvénient des observateurs réside dans le choix

des conditions initiales. Dans le cas des systèmes non linéaires, le choix des conditions initiales

in�ue sur le temps de convergence de l'observateur. Or, le PFGR ne fournit des résidus utilisables

que lorsque l'observateur a convergé (condition iii). Pendant le régime transitoire, il est impossible

de réaliser la surveillance du système. Or ce temps de convergence correspond au démarrage du

système. Durant cette phase, le système est soumis à de fortes contraintes et toute panne peut

avoir de graves conséquences. Par exemple, les courants de démarrage d'un moteur électrique sont

très importants et peuvent entraîner, en cas de coupure de spires, des arcs électriques dangereux

pour le matériel mais surtout pour la sécurité du personnel. Pour essayer de s'a�ranchir de toutes

ces contraintes imposées par les observateurs, il est intéressant d'étudier d'autres méthodes per-

mettant de réaliser la surveillance des systèmes.

Une alternative aux observateurs pour assurer la surveillance des systèmes est la méthode dite de

l'espace de parité. Cette méthode consiste en la validation des relations d'entrée/sortie (appelées

aussi Relations de Redondance Analytique : RRA) lorsque celles-ci sont évaluées avec les données

prélevées sur le système. Les premiers travaux présentant cette approche sont l'÷uvre de Chow

& Willsky au début des années 80 (Chow, 1980; Chow and Willsky, 1984). La méthode proposée

dans cet artiche de Chow & Willsky repose sur une approche géométrique. Les équations d'état du

système sont projetées dans l'espace orthogonal (complémentaire) à l'espace d'observabilité ceci

pour obtenir des relations indépendantes des variables d'état inconnues. Cet espace, complémen-

taire à l'espace d'observabilité, est appelé espace de parité. Cette dénomination doit son origine

au test de bits de parité sur les systèmes logiques, qui est très proche de cette méthode lorsque

des systèmes statiques sont considérés.

Dans ce chapitre, nous allons présenter la méthode de l'espace de parité pour la génération de

résidus, en utilisant des outils géométriques et algébriques.

Dans une première partie, nous donnons deux théorèmes permettant de déterminer le nombre de

52
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RRA qu'il est possible d'obtenir pour un système donné et pour des ordres de dérivation �xés

pour chaque sortie. Le premier théorème ne tiendra pas compte des considérations de robustesse

vis-à-vis des perturbations, contrairement au second. Ces théorèmes sont bien connus et on été

démontrés en utilisant les di�érentielles de Kähler (Diop and Fliess, 1991) ou en utilisant des ou-

tils d'analyse algébrique (Comtet-Varga, 1997). Dans ce mémoire, une démonstration originale est

présentée. Cette preuve est réalisée en utilisant les outils de géométrie di�érentielle déjà utilisés

dans le cadre de l'approche observateur pour extraire les sous-systèmes découplés.

Dans la deuxième partie, nous exploiterons ces deux théorèmes et nous présenterons l'approche

géométrique de l'espace de parité, développée par Chow & Willsky. Initialement, cette méthode

est limitée aux systèmes linéaires. Nous montrerons qu'il est possible de l'étendre à la classe des

systèmes non linéaires linéarisables par injection d'entrée/sortie. Pour conclure cette partie, la

structuration des résidus vis à vis des entrées inconnues et des fautes sera présentée.

La troisième partie traitera des systèmes non linéaires plus généraux. Une approche algébrique

fondée sur la théorie de l'élimination sera présentée. Cette partie se conclura par la présentation

d'une approche originale concernant la structuration des résidus vis-à-vis des pannes.

En�n, une dernière partie traitera de la sensibilité des résidus vis-à-vis des pannes et donnera les

conditions nécessaires garantissant cette sensibilité.

3.2 Sur les relations de redondance analytique

Dans cette partie, nous allons donner quelques généralités sur l'utilisation des relations de

redondance analytique (RRA) pour la surveillance. Dans un premier temps, nous introduirons

un certain nombre de notations utilisées dans la suite de ce chapitre. Ensuite, nous dé�nirons le

problème fondamental de la génération de résidus (PFGR) fondé sur l'utilisation des RRA.

3.2.1 Notations et généralités

Considérons la classe des systèmes se modélisant par :8><
>:

_x = f(x;w)

y = h(x;w)

(3.1)

avec x 2 X � IRn le vecteur d'état, y 2 Y � IRp le vecteur des sorties et w 2 W � IRm

le vecteur contenant les di�érents signaux d'excitation agissant sur le système, c'est-à-dire, les

entrées connues u 2 U � IRmu , les entrées inconnues v 2 V � IRmv et les fautes ' 2 F � IRm' .

Les deux fonctions f(:) et h(:) sont supposées analytiques.

Les signaux y et w sont supposés in�niment dérivable. Un ordre de dérivation si est attribué à

chaque sortie yi i 2 [1; : : : ;p].

Lemme 3.1 ((Comtet-Varga, 1997)) la dérivée d'ordre si de la sortie yi est une fonction lisse,

s'écrivant sous la forme :

y
(si)
i = �i;si(x; �w

(si))
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Preuve La démonstration se fait par récurrence.

Pour si = 0, l'a�rmation est respectée :

yi = hi(x;w)

est une fonction lisse. Sa dérivée, sera aussi une fonction lisse :

_yi = dhi(x;w)
dt = @hi(x;w)

@x _x+ @hi(x;w)
@w _w

= @hi(x;w)
@x f(x;w) + @hi(x;w)

@w _w

=) _yi = �i;1(x; �w
(1))

Supposons que l'a�rmation est vraie pour si � 1 :

y
(si)
i = �i;si(x; �w

(si))

montrons alors que :

y
(si+1)
i = �i;si+1(x; �w

(si+1))

Pour cela, dérivons y(si)i :

y
(si+1)
i = _y(si) =

d�i;si (x; �w
(si))

dt

=
@�i;si (x; �w

(si))

@x _x+
�i;si (x; �w

(si))

@ �w(si)
_�w
(si)

=
@�i;si (x; �w

(si))

@x f(x;w) +
�i;si (x; �w

(si))

@ �w(si)
_�w
(si)

y
(si+1)
i = �i;si+1(x; �w

(si+1))

2

Toutes les sorties avec leurs dérivées temporelles successives sont regroupées pour obtenir :0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

y1

...

y
(s1)
1

...

yp

...

y
(sp)
p

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�1;0(x;w)

...

�1;s1(x; �w
(s1))

...

�p;0(x;w)

...

�p;sp(x; �w
(sp))

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

�y(s) = �s(x; �w
(s)) (3.2)

Les principales notations étant introduites, nous allons maintenant dé�nir mathématiquement la

notion de relations de redondance analytique et leur utilisation pour la surveillance.
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3.2.2 Dé�nitions et utilisation des RRA pour la surveillance

Dé�nition 3.1 On appelle Relation de Redondance Analytique (RRA) toute relation de la forme :

!i(�y
(s); �w(s)) = 0

où y est le vecteur de sortie du système excité par les entrées w.

D'après cette dé�nition, l'ensemble des RRA qu'admet un système n'est pas unique puisque, à

partir d'une RRA, il est possible d'en recréer une in�nité en la multipliant par n'importe quelle

fonction en �y, �w non nulle. De même, la combinaison de deux RRA génére une nouvelle RRA. Pour

éviter toute ambiguïté quant aux ensembles de RRA, nous allons dé�nir la notion d'indépendance

algébrique (Kolchin, 1973).

Dé�nition 3.2 Soit � éléments !1, !2, : : : , !� appartenant à une famille de fonctions 
. Ces élé-

ments sont dits algébriquement dépendants sur un corps k s'il existe un polynôme P (!1;!2; : : : ;!�)

à coe�cients dans k, non nul, tel que

P (!1; : : : ;!�) = 0

Si un tel polynôme n'existe pas, alors les éléments !1, : : : , !� sont dits algébriquement indépen-

dantes.

Remarque 3.2.1 l'indépendance est dé�nie de façon algébrique. Des relations algébriquement

indépendantes peuvent être liées dans un sens di�érentiel ou même algébrique. En particulier, si

!i s'écrit sous la forme d'un polynôme : !i =
�P

k=1
k 6=i

ak
�
�y(s);�u(s)

�
d!k
dt alors !i est algébriquement

indépendant de !j = 0 pour j = 1; � � � ;� et j 6= i. Nous verrons dans la suite de ce chapitre

l'importance de cette remarque.

Nous allons maintenant dé�nir le PFGR et nous verrons comment les RRA peuvent être utilisées

pour le résoudre.

Dé�nition 3.3 (Le PFGR) Considérons le système (3.1), le PFGR consiste à construire des

résidus en évaluant les RRA avec les signaux d'entrée/sortie du système réel tels que les deux

conditions suivantes soient respectées :

1. les résidus ne sont pas a�ectés par les perturbations

2. les résidus sont a�ectés par les fautes

Remarque 3.2.2 les deux conditions de la dé�nition de PFGR sont identiques aux deux premières

conditions du PFGR présenté pour les observateurs. La troisième condition sur la convergence n'a

plus lieu d'être ici, les RRA étant indépendantes des conditions initiales.

Pour utiliser les RRA comme générateur de résidus, il faut décomposer ces relations en deux

parties, une ne dépendant que des signaux connus (les sorties mesurées et les entrées de com-

mande) et l'autre dépendant obligatoirement d'au moins un des signaux inconnus (Staroswiecki

and Comtet-Varga, 2001) :

!i(�y
(s); �w(s)) = !i(�y

(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = !i;c(�y
(s);�u(s))� !i;e(�y

(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = 0
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où !i;c(�y(s);�u(s)) est la forme de calcul de !i(�y(s); �w(s)) et véri�e :

!i;c(�y
(s);�u(s)) = !i(�y

(s);�u(s);0;0) 8�y(s);�u(s) (3.3)

et !i;e(�y(s);�u(s);�v(s); �'(s)) est la forme d'évaluation de !i(�y(s); �w(s)) et véri�e :

!i;e(�y
(s);�u(s);0;0) = 0 8�y(s);�u(s) (3.4)

Si les dérivées des signaux d'entrée/sortie sont connues, alors !i;c(�y(s);�u(s)) est évaluable en ligne.

Si le système n'est soumis à aucune entrée inconnue (v = 0), la forme d'évaluation est iden-

tiquement nulle en l'absence de défaut et est structurellement sensible aux fautes apparaissant

explicitement dans cette forme. Dans ces conditions, les formes de calcul des RRA peuvent être

utilisées comme générateur de résidus.

Lorsque le système est soumis à des entrées inconnues, la forme d'évaluation est in�uencée non

seulement par les pannes mais aussi par les entrées inconnues. La forme de calcul des RRA (égale à

la forme d'évaluation) ne peut plus être utilisée comme générateur de résidus puisque la première

condition du PFGR de la dé�nition 3.3 n'est plus respectée.

Pour résoudre le PFGR, nous devons construire des RRA qui soient robustes vis-à-vis des en-

trées inconnues. Pour réaliser cela, la forme d'évaluation est décomposée en deux parties, une

indépendante des pannes et l'autre dépendant obligatoirement des pannes :

!i;e(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = !i;e;rob(�y

(s);�u(s);�v(s)) + !i;e;rob(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) (3.5)

où

!i;e;rob(�y
(s);�u(s);�v(s)) = !i;e(�y

(s);�u(s);�v(s);0)

Pour permettre l'utilisation des formes de calcul comme générateur de résidus, les RRA doivent

être conçues de telle sorte que l'expression !i;e;rob(�y
(s);�u(s);�v(s);0) soit toujours identiquement

nulle.

La dernière étape pour utiliser les RRA pour la surveillance est la structuration des RRA a�n

de réaliser la localisation des défauts. Pour cela, les relations à concevoir doivent être insensibles

aux entrées inconnues et la forme d'évaluation doit être construite de telle sorte que la table de

signatures théoriques issue de ces relations ait une structure permettant la localisation.

La problématique étant posée, nous allons maintenant discuter du nombre de RRA algébriquement

indépendantes qu'il est possible d'obtenir à partir d'un modèle donné.

3.2.3 Sur le nombre de RRA

Dans cette section, nous allons énoncer deux théorèmes fondamentaux permettant de déter-

miner a priori le nombre de RRA algébriquement indépendantes qu'il est possible d'obtenir pour

un système et pour un ensemble d'ordres de dérivation des sorties �xé.

Le premier théorème que nous allons présenter, donne le nombre de RRA sans tenir compte des

considérations de robustesse vis-à-vis des entrées inconnues.
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Théorème 3.2 ((Comtet-Varga, 1997)) A tout p-uple (s1; : : : ;sp) 2 INp �xé, on associe l'en-

tier rs dé�ni comme étant le rang de la matrice jacobienne en x de �s :

rs = rang

�
@�s
@x

�
=

2
6666666666666666664

@�1;0
@x1

: : : : : :
@�1;0
@xn

.

.

.

.

.

.

@�1;s1
@x1

: : : : : :
@�1;s1
@xn

.

.

.

.

.

.

@�p;0
@x1

: : : : : :
@�p;0
@xn

.

.

.

.

.

.

@�p;sp
@x1

: : : : : :
@�p;sp
@xn

3
7777777777777777775

alors il existe exactement

� =

pX
i=1

si + p� rs

relations de redondance analytique algébriquement indépendantes faisant intervenir les variables

�y1
(s1), �y2

(s2); : : : ; �yp
(sp), �u(s), �v(s) et �'(s) :

8>>>>><
>>>>>:

!1(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = 0

...

!�(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = 0

Preuve La preuve de ce théorème se réalise en deux étapes. Dans un premier temps, nous déter-

minons le nombre de relations. Dans un second temps, nous prouvons l'indépendance algébrique

de ces relations.

Considérons l'application �s, dé�nie par les fonctions �i;j pour i 2 [1; : : : ;p] et j 2 [0; : : : ;si], telle

que, pour tous les signaux admissibles u, v et ', nous ayons :

�s : X �! �Y � IR

pP
i=1

si+p

x �! �y
(s)
u;v;' = �s(x;�u

(s);�v(s); �'(s))

Par dé�nition, le rang de �s en x est égal à rs. En appliquant le théorème du rang 7, il existe deux

di�éomorphismes H et G, dé�nis respectivement de �Y sur A � IR

pP
i=1

si+p
et de U � IRn sur X :

H : �Y �! A G : X �! U

�y
(s)
u;v;' �! �u;v;' = H(�y

(s)
u;v;') x �! � = G(x)

7. voir théorème 1.2
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tels que l'application (H Æ �s ÆG)(x), dé�nie de X sur �Y , soit égale à :

(H Æ �s ÆG) : X �! �Y

x �! �u;v;' =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

x1

...

xrs

0

...

0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

Les équations �u;v;' = 0 sont les RRA recherchées. Le nombre de ces relations est égal à

� =

pX
i=1

si + p

| {z }
dim �Y

� rs|{z}
nb de colonnes de
(H Æ �s ÆG)(x)

di�érentes de zéro

Ceci prouve la première partie du théorème sur le nombre de relations. Maintenant, il nous faut

prouver l'indépendance algébrique de ces relations.

�u;v;' =

0
BBBBBBBBBBBBBBBB@

x1

...

xrs

0

...

0

1
CCCCCCCCCCCCCCCCA

=

0
B@ X1_rs

0

1
CA() H(�y(s)u;v;') =

0
B@ X1_rs

0

1
CA

L'application H est scindée en deux parties :8><
>:

H1(�y
(s)
u;v;') = X1_rs

H2(�y
(s)
u;v;') = 0

avec : dimH1(�y
(s)
u;v;') = rs � 1 et dimH2(�y

(s)
u;v;') = � � 1. De plus, comme, H(�y

(s)
u;v;') est un

di�éomorphisme, nous avons :

rang

"
@H(�y

(s)
u;v;')

@�y
(s)
u;v;'

#
=

pX
i=1

si + p rang

"
@H1(�y

(s)
u;v;')

@�y
(s)
u;v;'

#
= rs et rang

"
@H2(�y

(s)
u;v;')

@�y
(s)
u;v;'

#
= �

Notons H2(�y
(s)
u;v;') =

h
h2;1(�y

(s)
u;v;') : : : h2;�(�y

(s)
u;v;')

iT
. Nous voulons prouver que ces relations sont

algébriquement indépendantes. Pour cela, nous allons résonner par l'absurde et poser comme
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hypothèse qu'il existe un polynôme P (H2) = P (h2;1; : : : ;h2;�) di�érent du polynôme nul et égal à

zéro :

P (h2;1; : : : ;h2;�) = 0

D'après la dé�nition 3.2, si un tel polynôme existe alors les relations sont algébriquement dépen-

dantes.

P (H2) = 0 =) @P (H2)

@�y
(s)
u;v;')

=
@P (H2)

@H2

@H2

@�y
(s)
u;v;')

= 0

Nous avons donc :

@H2

@�y
(s)
u;v;')

2 ker

�
@P (H2)

@H2

�

nous en déduisons :

rang

 
@H2

@�y
(s)
u;v;'

!
� dim ker

�
@P

@H2

�

La dimension de ker
�

@P
@H2

�
est donnée par la relation suivante :

dim ker

�
@P

@H2

�
= nbcol

@P

@H2
� dimIm

�
@P

@H2

�
or nbcol @P@H2

= �.

Par hypothèse, le polynôme P (H2) est non nul. Ceci implique dimIm
�

@P
@H2

�
> 0. Par conséquent :

dim ker

�
@P

@H2

�
< � et rang

 
@H2

@�y
(s)
u;v;'

!
< �

Cette dernière inégalité est impossible puisque par construction, nous avons rang

�
@H2

@�y
(s)
u;v;'

�
= �.

L'hypothèse faite sur la dépendance algébrique des relations h2;i(�y
(s)
u;v;') est fausse. Ceci implique

que les RRA obtenues sont algébriquement indépendantes.

2

Le théorème 3.2 fournit le nombre de RRA qu'il est possible d'obtenir pour un système donné.

Ces relations s'écrivent :


 :

8>>>>><
>>>>>:

!1(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = 0

...

!�(�y
(s);�u(s);�v(s); �'(s)) = 0

(3.6)

De manière à séparer les formes de calcul des formes d'évaluation, elles peuvent être réécrites :


 :

8>>>>><
>>>>>:

!1;c(�y
(s);�u(s)) = !1;e(�y

(s);�u(s);�v(s); �'(s))

...

!�;c(�y
(s);�u(s)) = !�;e(�y

(s);�u(s);�v(s); �'(s))

(3.7)
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Les formes d'évaluation !i;e ne sont pas calculables en ligne puisqu'elles dépendent des fautes.

Lorsqu'aucune faute (' = 0) et qu'aucune entrée inconnue (v = 0) n'agit sur le système, alors !i;e
est identiquement nulle (3.4) et la forme de calcul des RRA peut servir de générateur de résidus.

Toutefois, dans la pratique, l'hypothèse de l'absence d'entrées inconnues est très restrictive. Il est

alors nécessaire de la lever pour pouvoir utiliser les RRA comme générateur de résidus. Pour tenir

compte de cela, un nouveau théorème permet de déterminer le nombre de RRA algébriquement

indépendantes et robustes vis-à-vis des entrées inconnues.

Théorème 3.3 Pour tout p-uple (s1; : : : ;sp) 2 INp �xé, on associe l'entier r?s dé�ni comme étant

le rang de la matrice jacobienne en x et en �d(s) de �s :

r?s = rang

�
@�s
@x

@�s
@�v(s)

�

alors il existe exactement

�? =

pX
i=1

si + p� r?s

relations de redondance analytique algébriquement indépendantes faisant intervenir les variables

�y1
(s1), �y2

(s2); : : : ; �yp
(sp), �u(s), et �'(s) :8>>>>><

>>>>>:

!1(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

...

!�?(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

Preuve La preuve de ce théorème est identique à celle du théorème précédent en étendant

simplement le vecteur d'état x par les composantes �v(s).

2

Les RRA peuvent être réécrites de manière à séparer les formes de calcul des formes d'évaluation :


? :

8>>>>><
>>>>>:

!1;c(�y
(s);�u(s)) = !1;e(�y

(s);�u(s); �'(s))

...

!�?;c(�y
(s);�u(s)) = !�?;e(�y

(s);�u(s); �'(s))

(3.8)

Les formes de calcul et d'évaluation sont, par dé�nition, égales à :

!i;c(�y
(s);�u(s)) = !i(�y

(s);�u(s);0)

!1;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) = !i(�y

(s);�u(s); �'(s))� !i;c(�y
(s);�u(s))

En l'absence de panne, la forme d'évaluation est nulle ce qui implique une forme de calcul égale à

zéro aussi. En revanche, si une faute apparaît, la forme d'évaluation devrait être di�érente de zéro

impliquant la même réaction de la forme de calcul. Ces deux faits permettent de conclure sur la

possibilité d'utiliser ces RRA comme générateur de résidus pour la détection des pannes.
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3.2.4 Discussion sur le nombre de RRA et sur l'existence de RRA

Nous allons maintenant commenter les deux théorèmes présentés dans la section précédente.

E�ectivement, au premier abord, les résultats énoncés par ces théorèmes peuvent sembler iden-

tiques. Toutefois, nous allons montrer que ces résultats s'opposent sur un point, à savoir que le

premier théorème garantit l'existence d'ordres de dérivation minimaux tels que des RRA existent

tandis que le second théorème n'assure pas l'existence de tels ordres.

Lemme 3.4 Il existe des p-uples (s1; : : : ;sp) 2 INp tels que le rang rs de la matrice jacobienne

�s en x se stabilise impliquant qu'il existe des relations s'écrivant :

!i(�y
(s);�u(s);�v(s) �'(s)) = 0

Preuve Par dé�nition :

rs = rang

�
@�s
@x

�
5 min

�
nombre de ligne de

@�s
@x

;nombre de colonne de
@�s
@x

�

=) rs 5 min(

pX
i=1

si + p;n)

Donc, même en augmentant indé�niment les ordres de dérivations sur les sorties, le rang le la

matrice jacobienne en x de �s sera au plus égal à n.

Le nombre de relations est donné par la formule du théorème 3.2 : � =
pP
i=1

si+ p� rs. Si les ordres

de dérivations sont choisis tels que
pP
i=1

si + p 5 n alors � sera toujours égal à zéro.

Pour garantir l'obtention de RRA, il su�t de choisir des ordres de dérivation adéquats.

2

Ce lemme est directement déduit du théorème 3.2. Non seulement il donne le nombre de RRA, mais

aussi il stipule qu'il existe des RRA et que ce nombre de relations n'est pas borné. E�ectivement,

pour augmenter le nombre de relations, il su�t d'augmenter les ordres de dérivation. Les relations

ainsi trouvées seront, de par le théorème 3.2, algébriquement indépendantes. Toutefois, nous allons

montrer que cette augmentation du nombre de relations n'est qu'arti�ciel et que seules quelques

relations sont réellement indépendantes, les autres pouvant être déduites par dérivation.

Théorème 3.5 Soit un p-uple (k1; : : : ;kp) 2 INp tel que
pP
i=1

ki = n et rang
�
@�k
@x

�
= n, alors il

existe seulement p RRA indépendantes (algébriquement et au sens de la dérivée) quels que soient

les ordres de dérivation si > ki choisis.

Preuve �k dé�nit une application de X � IRn sur IRn. Comme rang
�
@�k
@x

�
= n alors @�k

@x est non

singulière. D'après le théorème des fonctions inverses 8, cette application est localement inversible :

x = ��1k (�y
(k1)
1 ; : : : ;�y(kp)p ;�u(k

�);�v(k
�); �'(k

�)) (3.9)

avec k� = maxfkig pour i = 1; : : : ;p.

Considérons maintenant y(ki+1)i = �i;ki+1(x;�u
(ki+1);�v(ki+1); �'(ki+1)) pour i 2 [1; : : : ;p]. Dans ces p

8. voir théorème 1.1
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relations, la variable x est remplacée par sa valeur calculée en (3.9). Les relations ainsi trouvées

sont p RRA puisqu'elles s'écrivent sous la forme :8>>>>><
>>>>>:

y
(k1+1)
1 � �1;k1+1(x;�u

(k�+1);�v(k
�+1); �'(k

�+1)) = 0

...

y
(kp+1)
p � �p;kp+1(x;�u

(k�+1);�v(k
�+1)) = 0

)

8><
>:

!1(�y
(k1+1)
1 ;�y

(k2)
2 ; : : : ;�y

kp
p ;�u(k

�+1);�v(k
�+1); �'(k

�+1)) = 0

!p(�y
(k1)
1 ;�y

(k2)
2 ; : : : ;�y

kp+1
p ;�u(k

�+1);�v(k
�+1); �'(k

�+1)) = 0

(3.10)

Dans le tableau ci dessous, nous présentons la structure de ces relations vis-à-vis des signaux

y
(ki+1)
i :

y
(k1+1)
1 y

(k2+1)
2 : : : y

(kp+1)
p

!1 X - -

!2 - X -

...

!p - - X

où le symboleX représente l'occurrence du signal dans la relation et le symbole � est utilisé lorsque

le signal n'apparaît pas dans la relation. Il apparaît que les relations sont bien algébriquement

indépendantes car rang
h
@!
@�y

i
= p.

Nous allons maintenant montrer que ces relations sont aussi indépendantes aux sens de la dérivée.

Supposons qu'une relation !j dépendante des autres relations au sens de la dérivée. Alors, cette

relation s'écrit sous la forme :

!j =

pX
i=1
i6=j

ai

�
�y(k);�u(k);�v(k);'(k)

� d!i
dt

La structure de la relation !j doit alors faire apparaître un terme en y(ki+2)i . Ceci est en contra-

diction avec le tableau donnant la structure de toutes les relations.

Si une sortie yj est dérivée à un ordre supérieur à kj +1 alors la nouvelle relation sera obtenue en

dérivant !j du système 3.10.

2

Lorsque la robustesse vis-à-vis des entrées inconnues n'est pas considérée, il existe autant de RRA

indépendantes que le système admet de sorties.

Si le système est soumis à des entrées inconnues, alors, le théorème 3.3 permet de déterminer le

nombre de RRA qu'il est possible d'obtenir. Contrairement au théorème 3.2, celui-ci ne garantit

pas l'existence de relations. Ceci s'explique simplement par le fait que le rang r?s de la matrice

jacobienne de �s en x et en �v(s) ne se stabilise pas forcément avec l'augmentation des ordres de
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dérivation. E�ectivement, l'augmentation de l'ordre de dérivation n'a plus seulement un e�et sur

le nombre de lignes de la matrice jacobienne comme précédemment mais aussi sur le nombre de

colonnes ayant pour conséquence de ne plus pouvoir borner la valeur de r?s .

Toutefois, nous allons maintenant prouver que, lorsque le nombre de colonnes de la matrice �s

(nc�s) augmente moins vite que le nombre de lignes (nl�s), il existe des RRA.

Théorème 3.6 Si, lorque les ordres de dérivation sur les sorties augmentent, le nombre de co-

lonnes nc�s de la matrice �s augmente plus vite que le nombre de lignes nl�s de �s alors il existe

�? = nl�s � nc�s

RRA

Preuve La somme des indices de dérivation est égale à :
pX

k=1

sk = nl�s � p

Le rang r? de la matrice �s est égal à :

r? = min (nl�s ;nc�s)

Si pour un p-uple s, nous avons r? = nl�s alors, en appliquant le théorème 3.3, nous trouvons qu'il

n'existe aucune RRA.

Si nc�s augmente moins vite que que nl�s , alors, il existe un p-uple s? tel que :

nc�s? < nl�s?

En appliquant le théorème 3.3, nous montrons qu'il existe exactement :

�? = nl�s? � nc�s? > 0 (3.11)

RRA

2

Nous allons maintenant présenter deux méthodes de calcul des RRA. La première approche est

une méthode géométrique fondée sur la projection des équations du système dans un espace parti-

culier ne dépendant plus de l'état (l'espace de parité ou d'inobservabilité du système). La seconde

approche est une méthode algébrique fondée sur la théorie de l'élimination. Elle permet de traiter

une classe importante de systèmes.

3.3 Calcul des RRA par projection

Cette approche est apparue initialement dans les travaux de Chow et Willsky (Chow and

Willsky, 1984) où seuls les systèmes linéaires sont considérés. Nous allons détailler ici cette approche

en considérant une classe de systèmes plus large, celle des systèmes admettant la représentation

suivante : 8><
>:

_x = A(y;u)x+  (y;u;v;'act)

y = Cx+ 'capt

(3.12)
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Cette classe de systèmes englobe non seulement les systèmes linéaires et non linéaires linéarisables

(voir chapitre observateur) mais aussi les systèmes linéaires à coe�cients variant dans le temps.

Dans une première partie, nous allons présenter le principe général de la méthode sans nous pré-

occuper des considérations de robustesse vis-à-vis des entrées inconnues. Ensuite, nous déclinerons

la méthode pour construire des RRA directement utilisables pour la surveillance, c'est-à-dire,

découplées des entrées inconnues et structurées vis-à-vis des fautes.

3.3.1 Principe de la méthode

Supposons que le système étudié est localement observable et qu'à chaque sortie yi, correspond

un ordre de dérivation �xé si. De plus, nous supposons que ces ordres de dérivation sont choisis

tels que p RRA indépendantes puissent être obtenues. En�n, le système est supposé sous la forme

canonique observable :8>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>:

2
666664

_x1

...

_xp

3
777775 =

2
666664
A1;1 : : : A1;p

...
...

Ap;1 : : : Ap;p

3
777775

2
666664
x1

...

xp

3
777775+

2
666664
 1

...

 p

3
777775

2
666664
y1

...

yp

3
777775 =

2
666664
c1 0 : : : 0

: : :

0 0 : : : cp

3
777775

2
666664
x1

...

xp

3
777775+

2
666664
'capt;1

...

'capt;p

3
777775

(3.13)

où les matrices Ai;j dépendent de y et u et ont la structure suivante :

Ai;i(y;u) =

2
66666666666664

0 1 0 : : : 0

...
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 : : : : : : 0 1

ai;nci+1(y;u) : : : : : : : : : ai;nci+1(y;u)

3
77777777777775
(si�1)�(si�1)

A i;j
i6=j

(y;u) =

2
66666666666664

0 : : : 0

...
...

...
...

0 0

ai;ncj+1(y;u) : : : ai;ncj+1 (y;u)

3
77777777777775
(si�1)�(sj�1)

où nci =
i�1P
k=1

sk est le nombre de colonnes situées avant Ai;i ou Ai;j dans la matrice A. Les matrices

ci sont constantes et égales à :

ci =

�
1 0 : : : 0

�
1�(si�1)
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Remarque 3.3.1 Si le système est sous la forme :8><
>:

_z = A(y;u)z +  (y;u;v;'act)

y = C(y;u)z + 'capt

où A(y;u) et C(y;u) ne sont pas sous la forme canonique observable, alors la transformation

linéaire dé�nie par x = Tz ou T est la matrice de passage construite comme suit :

T =
�
CT
1 ; : : : ;(C1A

s1�1)T ; : : : ;CT
p ; : : : ;(CpA

sp�1)T
�

permet d'obtenir le système :8><
>:

_x = TA(y;u)T�1x+ T (y;u;d;'act)

y = C(y;u)T�1x+ 'capt

où les matrices TA(y;u)T�1 et C(y;u)T�1 sont sous la forme canonique observable (Guidorzi,

1975; Delmaire, 1996; Delmaire et al., 1999).

D'après la dé�nition 2.6 de l'espace d'observabilité O, la matrice T est égale à la matrice dO. Le
système, étant supposé observable, nous avons la condition de rang suivante :

rang (dO) = n

et par conséquent, la matrice T est inversible.

Pour appliquer la méthode, considérons indépendamment les sorties yi associées à leur sous-

système respectif : 8>>><
>>>:

_xi = Ai;ixi +
pP
j=1
j 6=i

Ai;jxj +  i

yi = cixi

(3.14)

En utilisant la structure des matrices Ai;k et ci, nous avons :

ciA
k
i;i =

"
0 � � � 0 1|{z}

kième colonne

0 � � � 0

#

pour 0 � k � si � 1,

ciA
si
i;i =

�
ai;nci+1(y;u) : : : ai;nci+1(y;u)

�
et

ciA
k
i;j
j 6=i

=

�
0 � � � 0

�
quel que soit k. La sortie yi est considéré sur son horizon de dérivation :

yi = cixi + 'capt;i = xi;1 + 'capt;i

_yi = xi;2 +  i;1 + _'capt;i

...

y
(si)
i = ciA

si
i;ixi +  si�1i;1 + � � �+  i;si + '

(si)
capt;i

=) �y
(si)
i = OBSi;sixi + COMi;si (ci;Ai;i) � 

(si�1)
i + �'

(si)
capt;i (3.15)
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où OBSi;si =

2
64 Isi

ciA
si
i;i

3
75 et COMi;si (ci;Ai;i) =

2
6666666664

0 : : : 0

ci
. . .

...

...
. . . 0

ciA
si�1
i;i : : : ci

3
7777777775
.

L'opération est réitérée pour chaque sortie pour obtenir :

2
666664

�y
(s1)
1

...

�y
(sp)
p

3
777775 =

2
666664
OBS1;s1 0

. . .

0 OBSp;sp

3
777775

2
666664
x1

...

xp

3
777775

+

2
666664
COM1;s1 (c1A1;1) 0

. . .

0 COMp;sp (cp;Ap;p)

3
777775

2
666664

� 
(s1)
1

...

� 
(sp)
p

3
777775+

2
666664

�'
(s1)
capt;1

...

�'
(sp)
capt;p

3
777775

=) �y = OBSs(C;A)x + COMs(C;A) � 
(s) + �'

(s)
capt (3.16)

Le principe de la méthode de l'espace de parité par projection est de trouver une matrice W (y;u)

telle que :

W (y;u)OBSs(C;A) = 0 (3.17)

Ou, de manière équivalente, W (y;u)T 2 ker
�
OBSTs (C;A)

�
. Une matrice respectant ces conditions

permet d'engendrer l'espace d'inobservabilité du système. Les dimensions de cette matrice, si elle

existe, sont données par le lemme suivant :

Lemme 3.7 La matrice W (y;u) décrivant une base de l'espace de parité, c'est-à-dire respectant

l'égalité (3.17), et composée de
pP
i=1

si + p colonnes et de p lignes.

Preuve Le nombre de colonnes deW (y;u) est égal au nombre de lignes de la matrice OBSs(C;A)

donc égal à
pP
i=1

si + p.

Pour déterminer le nombre de lignes de W (y;u), nous allons utiliser la forme canonique d'obser-

vabilité des matrices Ai;i et ci. Ainsi les matrices OBSi;si(ci;Ai;i) s'écrivent sous la forme :

OBSi;si =

2
664 Isi

ai;nci+1 : : : ai;nci+1

3
775
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La matrice OBSs(C;A) possède la structure suivante :

OBSs(C;A) =

2
6666666666666666666664

Is1

� : : : �
0 : : : 0

0
Is2

� : : : �
: : : 0

...
...

0 : : : 0
Isp

� : : : �

3
7777777777777777777775

(3.18)

Le rang ligne de cette matrice est égal à
pP
i=1

si.

Or W (y;u)T 2 ker
�
OBSTs (C;A)

�
avec 9 :

dim Im
�
OBSTs (C;A)

�
+ dimker

�
OBSTs (C;A)

�
=

pX
i=1

si + p

avec dim Im
�
OBSTs (C;A)

�
est égal au rang colonne de

�
OBSTs (C;A)

�
donc au rang ligne de

(OBSs(C;A)) =
pP
i=1

si. La dimension de ker
�
OBSTs (C;A)

�
est donc égale à :

dim ker
�
OBSTs (C;A)

�
=

pX
i=1

si + p�
pX
i=1

si

= p

Le nombre maximum de lignes de W (y;u) est donc égal à p.

2

En utilisant la forme de OBSs(C;A) donnée en (3.18), la matrice W (y;u) peut être choisie égale

à :

W (y;u) =

2
666664
w1(y;u) 0 : : : 0

. . .

0 : : : 0 wp(y;u)

3
777775 (3.19)

avec wi(y;u) =

�
ai;nci+1 : : : ai;nci+1 �1

�
Les RRA sont alors obtenues en multipliant le

système d'équations (3.16) par la matrice W (y;u) donnée en (3.19) :

W (y;u)�y(s) = W (y;u)OBSs(C;A)x +W (y;u)COMs(C;A) � 
(s) +W (y;u) �'

(s)
capt

=)W (y;u)�y(s) = W (y;u)COMs(C;A) � 
(s) +W (y;u) �'

(s)
capt (3.20)

9. théorème liant les dimensions de l'image et du noyau d'une matrice
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Ces relations peuvent être décomposées en forme de calcul et forme d'évaluation. Si certaines

formes d'évaluation ne font pas intervenir d'entrées inconnues alors ces relations peuvent servir de

générateur de résidus. Dans le cas contraire, des contraintes doivent être ajoutées pour déterminer

la matrice W (y;u) et obtenir des relations robustes vis-à-vis des entrées inconnues. Nous allons

maintenant expliciter ces contraintes.

3.3.2 Robustesse vis-à-vis des entrées inconnues

Considérons le modèle suivant :

2
666664

_x1

...

_xp

3
777775

| {z }
_x

=

2
666664
A1;1(y;u) : : : A1;p(y;u)

...
...

Ap;1(y;u) : : : Ap;p(y;u)

3
777775

| {z }
A(y;u)

2
666664
x1

...

xp

3
777775

| {z }
x

+

2
666664
B1(y;u)

...

Bp(y;u)

3
777775

| {z }
B(y;u)

+

2
666664
E1(y;u)

...

Ep(y;u)

3
777775

| {z }
E(y;u)

v +

2
666664
F1(y;u)

...

Fp(y;u)

3
777775

| {z }
F (y;u)

'act

2
666664
y1

...

yp

3
777775

| {z }
y

=

2
666664
c1(y;u) 0 : : : 0

...

0 : : : 0 cp(y;u)

3
777775

| {z }
C

2
666664
x1

...

xp

3
777775

| {z }
x

+

2
666664
'capt;1

...

'capt;p

3
777775

| {z }
'capt

Les matrices A(y;u) et C sont supposées sous la forme canonique observable.

Le principe de la méthode exposé précédemment est utilisé sur ce système pour former le vecteur

des sorties sur leurs horizons de dérivation respectifs :

�y(s) =

2
666664
OBS1;s1 0

. . .

0 OBSp;sp

3
777775x+

2
666664
COMi;s1 (c1;A1;1) 0

. . .

0 COMp;sp

3
777775

2
666664

�B
(s1)
1 (y;u)

...

�B
(sp)
p (y;u)

3
777775

+

2
666664
COM1;s1(c1;A1;1;E1)

...

COMp;sp(cp;Ap;p;Ep)

3
777775 �v(s) +

2
666664
COM1;s1(c1;A1;1;F1)

...

COMp;sp(cp;Ap;p;Fp)

3
777775 �'(s)a +

2
666664

�'
(s1)
act;1

...

�'
(sp)
capt;p

3
777775 (3.21)

Avec :

COMi;si (ci;Ai;i;X) =

2
6666666666664

0 : : : 0

ciX
...

...
. . .

ciA
si�1
i;i X : : : ciX

0 : : : 0

...
...

...
...

0 : : : 0| {z }
max
i
fsig�si

3
7777777777775
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Les RRA robustes vis-à-vis des entrées inconnues v sont obtenues en projetant le système (3.21)

dans un sous-espace invariant par rapport aux variables d'état x et aux perturbations v. La matrice

de projectionW (y;u) permettant ces deux découplages doit véri�er les deux contraintes suivantes :8><
>:

W (y;u)OBSs(C;A) = 0

W (y;u)COM(C;A;E) = 0

(3.22)

De plus, la matrice W (y;u) doit assurer la sensibilité des relations aux pannes. Ceci entraîne la

condition suivante :

W (y;u)COM(C;A;F ) 6= 0

Ces trois conditions sont équivalentes à:8><
>:

W T (y;u) 2 ker(OBSTs ) \ ker(COM(C;A;E)T )

W T (y;u) 2= ker �COM(C;A;F )T
� (3.23)

Les RRA sont alors obtenues en multipliant le système d'équations (3.22) par W (y;u) :

W (y;u)�y(s) =W (y;u)COMs(C;A) �B
(s)(y;u) +W (y;u)COM(C;A;F ) �'

(s)
act +W (y;u) �'

(s)
capt

Les RRA calculées de la sorte peuvent servir directement de générateur de résidus pour la détection

mais pas pour la localisation des défauts. Cette tâche nécessite la construction de RRA robustes vis-

à-vis des entrées inconnues mais ayant une table de signatures de panne permettant la localisation.

Nous allons maintenant nous intéresser à la construction des RRA structurées vis-à-vis des pannes.

3.3.3 Robustesse vis-à-vis des pannes

Comme pour les UIO, nous allons considérer les deux types de pannes suivants :

� les pannes actionneurs ou paramètres ('act) qui peuvent se modéliser par l'ajout d'un terme

additif sur l'équation d'état du système.

� les pannes capteurs ('capt) qui se modélisent par un terme additif sur l'équation de la mesure.

3.3.3.1 Les pannes actionneurs

Ces pannes sont modélisées par le vecteur 'act et par la matrice d'in�uence F (y;u). Pour

construire des RRA structurées, nous allons scinder le vecteur des pannes en deux :

� 'act;j est la jième composante du vecteur 'act

� 'jact est le vecteur 'act sans sa j
ième composante.

La matrice W (y;u) recherchée doit appartenir aux espaces d'inobservabilité du système, des per-

turbations et au sous-ensemble de fautes 'jact.

Exprimons ceci sous la forme de projection. La partie dépendant des pannes est scindée de la

manière suivante :

F (y;u)'act =

2
666664
F1(y;u)

...

Fp(y;u)

3
777775'act =

2
666664
F1;j(y;u)

...

Fp;j(y;u)

3
777775'act;j +

2
666664
F j
1 (y;u)

...

F j
p (y;u)

3
777775'

j
act (3.24)
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Le vecteur des sorties et de leurs dérivées s'écrit alors :

�y(s) = OBSsx + COMs(C;A) �B(y;u)(s) + COMs(C;A;E)�v
(s)

+ COM j
s (C;A;F

j) �'j
(s)

act + COMs;j(C;A;Fj ) �'
(s)
act;j

La matrice de projectionW (y;u) devra alors satisfaire aux trois conditions de robustesse suivantes :8>>>>><
>>>>>:

W (y;u)OBSs(C;A) = 0

W (y;u)COMs(C;A;E) = 0

W (y;u)COM j
s (C;A;F

j) = 0

(3.25)

et à la condition de sensibilité :

W (y;u)COMs;j(C;A;Fj) 6= 0 (3.26)

ou encore :

W T (y;u) 2 ker(OBSTs (C;A)) \ ker(COMT
s (C;A;E)) \ ker(COM j

s (C;A;F
j)) (3.27)

W T (y;u) 2= ker �COM(C;A;Fj )
T
�

(3.28)

Les RRA sont toujours obtenues en multipliant l'égalité (3.21) à gauche par W (y;u).

En appliquant cette procédure pour di�érents sous-ensembles de pannes, il est alors possible de

construire des RRA permettant la localisation des défauts si de telles relations existent (leur

nombre étant fourni par le théorème 3.3).

3.3.3.2 Les pannes capteurs

Ce type de pannes est modélisé par un terme additif sur l'équation de mesure du système.

Toutefois les sorties injectées dans les matrices A(y;u), B(y;u), E(y;u) et F (y;u) sont les sorties

réelles et non les sorties mesurées.

Le système est alors modélisé par :8>>>>><
>>>>>:

_x = A(y;u)x+B(y;u) +E(y;u)v + F (y;u)'act

y = Cx

ym = Cx+ 'capt

(3.29)

Pour construire des RRA structurées vis-à-vis des pannes 'capt, le système doit être décomposé de

manière à trouver un sous-système découplé d'un sous-ensemble de sorties sur lequel la méthode

de projection pourra être appliquée :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

_xj = Aj
1(y;u)x

j +Aj
2(y;u)xj +Bj(y;u) +Ej(y;u)vF j(y;u)'act

_xj = Aj;1(yj ;u)xj +Bj(yj ;u) +Ej(yj ;u)v + Fj(yj ;u)'act

yjm = Cj
1x

j + Cj
2xj + 'jcapt

ym;j = Cjxj + 'capt;j

(3.30)
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Le sous-système qui nous intéresse est le suivant :8><
>:

_xj = Aj;1(yj ;u)xj +B(yj ;u) +E(yj ;u)v + F (yj ;u)'act

ym;j = Cjxj + 'capt;j

(3.31)

Ce nouveau système est découplé des sorties yj . Une matrice W (ymj ;u) peut alors être calculée

pour obtenir des RRA robustes vis-à-vis de yj et donc de 'jcapt . En répétant l'opération pour

plusieurs sous-ensembles de sorties yj , il est alors possible de structurer les RRA pour localiser les

défauts capteurs.

3.3.4 Conclusion

La méthode de l'espace de parité par projection est une méthode qui est bien appropriée pour

détecter les pannes sur des systèmes linéaires ou linéarisés. Toutefois, pour les systèmes linéarisés,

la localisation peut s'avérer compliquée, en particulier lorsque les pannes capteurs sont considérées

car celles-ci vont intervenir sur les équations de mesure et d'état. Cette double in�uence nécessite

de transformer le système de manière à trouver un sous-système découplé d'un sous-ensemble de

sorties. Pour trouver la transformation, l'approche géométrique présentée dans le chapitre traitant

des observateurs, pourra être utilisée.

La méthode de génération de résidus par projection dans l'espace de parité ne s'applique que pour

une classe de systèmes restreinte. Nous allons maintenant proposer une méthode fondée sur la

théorie de l'élimination permettant de déterminer les RRA pour une classe de système plus large.

3.4 Calcul des RRA par élimination

Le principe de cette approche consiste à éliminer les variables inconnues apparaissant dans

un système d'équations analytiques ou di�érentielles. Le principe en lui-même n'impose aucune

condition quant à la forme du modèle excepté les hypothèses d'analyticité des fonctions f(:) et

h(:). Toutefois, en pratique, la théorie de l'élimination se limite au cas des systèmes polynomiaux,

pour lesquels des outils informatiques sont disponibles. Pour cette raison, nous considérerons des

systèmes pouvant être modélisés par des fonctions polynomiales. Cette hypothèse n'est pas res-

trictive dans le sens où tous les systèmes analytiques peuvent être décomposés, en utilisant la

décomposition en série de Taylor, en un système polynomial.

Pour débuter cette section, le calcul des RRA en utilisant un algorithme d'élimination particulier

est présenté. Puis une approche originale de structuration des relations permettant la localisation

des pannes est exposée.

3.4.1 Calcul des RRA

Le système considéré est le suivant :8><
>:

_x = f(x;u;v;')

y = h(x;u;v;')

(3.32)
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où f(:) et h(:) sont supposées polynomiales.

Les sorties sont dérivées jusqu'aux ordres si pour former le système (3.2) :

�y(s) = �s(x;�u
(s);�v(s); �'(s)) (3.33)

Le calcul de RRA revient à éliminer dans le système (3.33) les variables d'état x, les perturbations

�v(s) et éventuellement des composantes du vecteur de pannes pour construire des RRA structurées.

Il existe plusieurs méthodes pour réaliser l'élimination des variables. Parmi ces méthodes, trois

font l'objet de développements importants et ont donné lieu à des implantations logicielles :

� la théorie de l'élimination (Diop, 1989; Diop, 1991)

� les bases de Groebner (ou Gröbner) (Cox et al., 1992; Becker and Weispfenning, 1998;

Comtet-Varga et al., 1999)

� les ensembles caractéristiques (Ritt, 1950; Glad, 1989; Ljung and Glad, 1999)

Les deux premières approches traitent des systèmes algébriques et éliminent les variables spéci�ées

par l'utilisateur suivant un ordre imposé. La dernière approche traite des systèmes di�érentiels et

élimine les di�érentes variables ainsi que leurs dérivées. Cette méthode nécessite aussi de �xer une

relation d'ordre entre les di�érentes variables à éliminer et leurs dérivées.

Ces trois méthodes nécessitent qu'un ordre d'élimination soit �xé et leurs algorithmes respectifs

utilisent tous la division euclidienne. Toutefois pour la théorie de l'élimination développée par

Diop (Diop, 1989) ainsi que pour les ensembles caractéristiques (Ritt, 1950), l'utilisation de la

division euclidienne entraîne l'apparition d'inéquations polynomiales pour assurer des dénomina-

teurs toujours di�érents de zéro. Ces inégalités restreignent le domaine de validité des RRA en

imposant des contraintes di�ciles à tester sur les trajectoires du système. Pour cette raison, nous

avons choisi d'utiliser les bases de Groebner comme algorithme d'élimination.

Pour déterminer les RRA issues d'un système s'écrivant sous la forme 3.32, considérons l'idéal I ,

dont la base génératrice est constituée des polynômes �y(s) � �(x; �w(s)) :

I =
D
y1 � �1;0; : : : ;y

(s1)
1 � �1;s1 ; : : : ;yp � �p;0; : : : ;y

(sp)
p � �p;sp

E
=

*
f1; : : : ;f pP

i=1

si+p

+
(3.34)

Un algorithme de calcul formel est utilisé pour trouver une base de Groebner de cet idéal en

utilisant l'ordre d'évaluation suivant :

x1 > : : : > xn| {z }
élimination des
variables d'états

> v(s) > : : : > _v > v| {z }
robustesse vis-à-vis
des entrées inconnues

> '(s) > : : : > '| {z }
structuration des RRA
pour la localisation

> y(s) > u(s) > : : : > y > u| {z }
minimisation des ordres

de dérivation

(3.35)

L'ordre d'élimination n'est pas unique, toutefois les variables d'état x seront toujours supérieures

aux autres variables, qui seront arrangées suivant des considérations de robustesse. Le tableau
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ci-dessous présente la structure des polynômes avant et après le calcul des bases de Groebner.

x1 : : : xn v(s) : : : v �'(s) �y(s) �u(s)

f1 X X X X X X X

f2 X X X X X X X

...

f pP
i=1

si+p
X X X X X X X

+
x1 x2 : : : xn v(s) : : : v �'(s) �y(s) �u(s)

g1 X X X X X X X X

g2 0 X X X X X X X

...

g���+1 0 � � � � � � 0 X X X X X

...

g���� 0 � � � � � � 0 X X X X X

g����+1 0 � � � � � � 0 0 0 X X X

...

g� 0 � � � � � � 0 0 0 X X X

où � est la dimension de la base de Groebner, � est le nombre de RRA obtenues en appliquant le

théorème 3.2 et �� est le nombre de RRA obtenues en appliquant le théorème 3.3.

A partir de la table de structure, les RRA recherchées sont données par les �� dernières lignes :8>>>>><
>>>>>:

g����+1 = 0

...

g� = 0

=)

8>>>>><
>>>>>:

!1(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

...

!��(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

(3.36)

Ces RRA sont décomposées en forme de calcul et en forme d'évaluation :8>>>>><
>>>>>:

!1;c(�y
(s);�u(s)) = !1;e(�y

(s);�u(s); �'(s))

...

!��;c(�y
(s);�u(s)) = !��;e(�y

(s);�u(s); �'(s))

(3.37)

où

!i;c(�y
(s);�u(s)) = !i(�y

(s);�u(s);0)
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et

!i;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) = !i(�y

(s);�u(s); �'(s))� !i;c(�y
(s);�u(s))

Ainsi, les résidus seront générés à partir des formes de calcul !i;c(�y(s);�u(s)) qui sont égales à zéro

en l'absence de faute et devraient être di�érentes de zéro dans le cas contraire.

Ces résidus peuvent servir pour la détection des défauts. Pour la localisation, une étape de structu-

ration des relations doit être envisagée. Nous allons maintenant présenter une approche permettant

de réaliser cela.

3.4.2 Structuration des RRA

Pour assurer la localisation des défauts, nous choisissons d'utiliser l'approche des résidus

structurés. Cette approche consiste à construire la table de signatures théoriques des défauts en

respectant des propriétés d'isolabilité 10. Après la procédure d'élimination, la table de signatures

sera entièrement composée de un.

�'
(s)
1 : : : �'

(s)
m'

!1 1 : : : 1

...
...

...

!�� 1 : : : 1

Pour triangulariser la table de signatures, une première méthode consiste à choisir lors de la

procédure d'élimination l'ordre d'élimination suivant :

x > �v(s) > �'
(s)
1 > : : : > �'m'

> �y(s) > �u(s) (3.38)

Il est clair que la structure triangulaire ou diagonale est intéressante pour la localisation, tou-

tefois, elle nécessite d'avoir au moins autant de RRA que de fautes et de plus elle entraîne une

complexité importante au sein des algorithmes d'élimination tels que les bases de Groebner, qui

ne garantissent pas de donner un résultat même si celui-ci existe.

Une approche plus intéressante consiste à construire des nouvelles RRA en e�ectuant des com-

binaisons polynomiales à partir du système initial. Pour réaliser cela, nous allons présenter une

méthode originale utilisant les résultants (Christophe et al., 1999).

3.4.2.1 Dé�nitions et propriétés

Dé�nition 3.4 Soient f;g 2 k[x1; : : : ;xn] telles que :8><
>:

f = alx
l
1 + : : :+ a0 (al 6= 0)

g = bkx
k
1 + : : :+ b0 (bk 6= 0)

(3.39)

10. voir chapitre I
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où ai;bi 2 k[x2; : : : ;xn]. Alors, la matrice de Sylvester de f et g par rapport à x1, notée Sylv (f;g;x1)

est dé�nie de la manière suivante :

Sylv(f;g;x1) =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

al 0 0

al�1 al
. . .

...
...

. . . 0

a0
... al

0 a0
...

...
. . .

. . .
...

0 : : : 0 a0| {z }
k colonnes

bk 0 0

bk�1 bk
. . .

...
...

. . . 0

b0
... bk

0 b0
...

...
. . .

. . .
...

0 : : : 0 b0| {z }
l colonnes

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

Le résultant de f et g par rapport à x1, noté Res (f;g;x1) est égal au déterminant de la matrice

de Sylvester :

Res (f;g;x1) = det (Sylv (f;g;x1))

Nous allons maintenant donner quelques propriétés 11 importantes permettant de lier les résultants

au problème de l'élimination de variables.

Propriété 3.8 Soient f;g 2 k[x1; : : : ;xn], alors :
(i). Res(f;g;x1) est dans le premier idéal d'élimination hf;gi \ k[x2; : : : ;xn]
(ii). Il existe deux polynômes A;B 2 k[x1; : : : ;xn] tels que Af +Bg = Res(f;g;x1)

(iii). Res(f;g;x1) est égal au polynôme nul si et seulement si f et g ont un facteur commun dans

k[x1; : : : ;xn].

Nous allons maintenant utiliser cet outil pour structurer les RRA.

3.4.2.2 Utilisation des résultants pour la structuration

Nous allons considérer que la procédure d'élimination a fourni le système de RRA algébrique-

ment indépendantes suivant : 8>>>>><
>>>>>:

!1(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

...

!��(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0

(3.40)

A partir de ce système, nous souhaitons construire de nouvelles RRA, indépendantes entre elles

et robustes vis-à-vis d'une panne 'i. Ces relations devront donc avoir une structure telle que le

vecteur �'
(s)
i n'apparaisse plus.

11. Voir [Cox] pour les démonstrations
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Proposition 3.9 Soient deux RRA !j(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0 et !k(�y(s);�u(s); �'(s)) = 0, alors Res(!j ;!k;'

(l)
i ),

ou '(l)i est une composante du vecteur �
varphi

(s)
, est tel que :

Res(!j ;!k;'
(l)
i ) = 0

Preuve Cette proposition découle immédiatemment de la propriété 3.8.(ii). Prenons deux RRA

!j(�y
(s);�u(s); �'�(s);'(l)i ) = 0 et !k(�y(s);�u(s); �'�(s);'

(l)
i ) = 0 où '(l)i est la composante à éliminer et

�'�(s) est le vecteur �'(s) sans la composante à éliminer '(l)i .

La propriété 3.8.(ii) donne :

Res(!j ;!k;'
(si)
i ) = Aj;k!k +Bj;k!j

= Aj;k0 +Bj;k0

= 0

2

Pour éliminer l'in�uence d'une panne 'i par la méthode des résultants, chaque élément du vecteur

�'
(s)
i doit être éliminé dans le système original. En utilisant les notations !jk = Res(!j�1l ;!j�1m ;'

(
ij�

1)) et !0k = !k, nous obtenons pour chaque étape d'élimination, les tables d'occurrence de �'
(s)
i

suivantes :

'i _'i : : : '
(s�1)
i '

(s)
i

!1 X X X X

...

!�� X X X X

=)

'i _'i : : : '
(s�1)
i '

(s)
i

!11 0 X X X

...

!1���1 0 X X X

=)

'i _'i : : : '
(s�1)
i '

(s)
i

!21 0 0 X X

...

!2���2 0 0 X X

: : :)

'i _'i : : : '
(s�1)
i '

(s)
i

!s+11 0 0 0 0

...

!s+1���s+1 0 0 0 0

En appliquant le lemme 3.9, les RRA recherchées sont les suivantes :8>>>>><
>>>>>:

!s+11 (�y(s);�u(s); �'
�(s)
i ) = 0

...

!s+1���s+1(�y
(s);�u(s); �'

�(s)
i ) = 0

(3.41)

Cette approche est bien adaptée pour éliminer des variables ayant des ordres de dérivation peu

élevés et pour un nombre de relations réduit. Elle permet de contrôler le processus d'élimination

ce qui n'est pas possible avec les méthodes d'élimination classiques comme les bases de Groebner.
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3.4.3 Conclusion

La méthode de l'espace de parité par élimination permet de traiter la classe de systèmes pou-

vant être représentés par un modèle polynomial. Ce type de systèmes est très répandu et s'avère

moins restrictif qu'il n'y parait. E�ectivement, beaucoup de systèmes analytiques non polynomiaux

admettent une représentation polynomiale après une éventuelle transformation et un changement

de variables (Conte et al., 1988; Fliess, 1990).

La détermination de RRA à partir d'un tel système est réalisée en utilisant divers algorithmes d'éli-

mination tels que les bases de Groebner. Ces algorithmes permettent l'élimination �globale� d'un

ensemble de variables ordonnées dans un système d'équations. Ils s'avèrent donc intéressants pour

construire des RRA pour la détection. En ce qui concerne la localisation, le problème n'est plus un

problème d'élimination globale mais consiste à éliminer l'in�uence d'une variable dans un système

d'équations. Pour réaliser cela, il est préférable d'utiliser des algorithmes moins sophistiqués mais

permettant de mieux contrôler la procédure d'élimination.

3.5 La sensibilité des résidus

Dans les sections précédentes, nous nous sommes intéressés aux deux premières conditions

du PFGR 12 et nous allons maintenant discuter de la troisième condition qui est la sensibilité du

résidu aux fautes. Pour cela, quelques dé�nitions sur la sensibilité seront données de manière à

pouvoir poser correctement le problème. Ensuite, nous donnerons les conditions permettant de

garantir la sensibilité d'un résidu.

3.5.1 Dé�nition de la sensibilité

Dé�nition 3.5 (Sensibilité réelle (Guernez-Jean, 1998)) La sensibilité d'un résidu vis-à-vis

d'un ensemble de défaillances est la capacité de ce résidu à représenter les défaillances en s'écartant

de zéro.

La sensibilité des RRA passe donc par l'étude des formes d'évaluation puisqu'elles seules contiennent

l'information relative au vecteur de pannes. Pour représenter cette dépendance vis-à-vis du vecteur

de pannes, dé�nissons la sensibilité structurelle.

Dé�nition 3.6 (Sensibilité structurelle) Un résidu est dit structurellement sensible à une

panne si sa forme d'évaluation contient la variable de panne ou une de ses dérivées, c'est-à-dire :

@r

@ �'i
6= [0 : : : 0]

Par la suite, nous montrerons que la sensibilité structurelle est une condition nécessaire mais non

su�sante de sensibilité réelle du résidu.

3.5.2 Formes d'évaluation et sensibilité

L'information concernant les pannes se trouve dans les formes d'évaluation. Nous supposerons

ici que les RRA étudiées sont robustes vis-à-vis des entrées inconnues. Les formes d'évaluation

12. voir dé�nition 3.3
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forment le système suivant :8>>>>><
>>>>>:

!1;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0 Si ' = 0

...

!��;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0 Si ' = 0

(3.42)

En fonctionnement non défaillant, les formes d'évaluation étant composées uniquement de mo-

nômes dépendant au moins d'une panne, sont nulles. En fonctionnement défaillant, la résolution

du PFGR nécessite que !i;e(�y(s);�u(s); �'(s)) soit di�érent de zéro lorsqu'une panne agit sur le sys-

tème. Nous allons maintenant étudier sous quelles conditions cette inégalité est respectée.

Pour réaliser cette étude, nous allons faire l'hypothèse de la panne simple (une seule panne peut

se produire à la fois). Le cas de pannes multiples ne peut pas être traité de manière générale en

raison de la complexité des formes d'évaluation à traiter.

Considérons la panne 'j et la forme d'évaluation !i;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) et faisons l'hypothèse que

'k = 0 pour k 2 [1; : : : ;m'] et k 6= j. Pour que la forme d'évaluation soit in�uencée par la panne

unique 'j , il est nécessaire qu'au moins une composante de cette forme d'évaluation dépende de la

panne 'j ou d'une de ses dérivées. En d'autres termes, il faut que le résidu soit structurellement

sensible à la faute lorsque toutes les autres pannes sont nulles :

@!i;e(�y
(s);�u(s); �'(s))

@ �'j

����
'k=0

6= 0

Lorsque cette condition est remplie, la forme d'évaluation peut être considérée comme un polynôme

à coe�cient dans k[�y(s);�u(s)] et dont les variables sont des monômes de l'anneau k[�'(s)j ]. Ainsi,

!i;e(�y
(s);�u(s); �'(s)) = 0 (3.43)

est une équation di�érentielle polynomiale en 'j . Deux contraintes sont alors nécessaires pour

assurer la sensibilité réelle du résidu à la panne 'j . La première porte sur l'allure de la faute 'j .

Si la trajectoire de cette panne appartient à l'ensemble des solutions de l'équation di�érentielle

(3.43) alors le résidu ne sera pas �réellement sensible� à cette panne.

En pratique cette condition ne peut pas être testée puisqu'elle suppose la connaissance de l'allure

de la panne qui est un signal inconnu pour l'utilisateur.

La seconde condition repose sur les coe�cients de la forme d'évaluation. Ces coe�cients appar-

tiennent à k[�y(s);�u(s)] et peuvent être tous nuls simultanément sur toute la plage temporelle d'oc-

currence du défaut. La �gure 3.1 montre les trois trajectoires que peuvent suivre les coe�cients.

L'interprétation de la �gure 3.1 est donnée par le tableau ci-dessous.

Fig. 3.1a) Fig. 3.1b) Fig. 3.1c)

Résidus sensibles
Résidus insensibles

entre [t3;t4]
Résidus insensibles

En conclusion, un résidu, généré par une forme de calcul !i;c(�y(s);�u(s)) sera sensible à une panne

'j , sous l'hypothèse de panne unique, si les trois conditions suivantes sont respectées :

1. Le résidu est structurellement sensible à la panne 'j 8�y;�u.
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t 2t 1

a)

b)

c)

t
co

ef
fic

ie
nt

s

intervalle d’occurrence
du défaut

t 3 t 4

Fig. 3.1 � allure des trajectoires des coe�cients de !i;e

2. 'j n'est pas solution de l'équation di�érentielle, c'est-à-dire pour toutes pannes détectables.

!i;e(�y
(s);�u(s); �'j

(s)) = 0.

3. Les coe�cients du polynôme !i;e(�y(s);�u(s); �'j (s)) en 'j sont pas tous égaux à zéros.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté une alternative à l'utilisation des observateurs pour e�ectuer la sur-

veillance des systèmes linéaires et non linéaires. Cette autre approche, appelée approche de l'espace

de parité, permet de construire des relations de redondance analytique (RRA). Après séparation

de la partie dépendant uniquement des signaux connus et de leurs dérivées successives (forme de

calcul) de la partie dépendant des perturbations et des pannes (forme d'évaluation), ces RRA

peuvent être utilisées pour générer les résidus.

Dans un premier temps, nous avons donné deux théorèmes permettant de déterminer a priori le

nombre de relations existant pour un système donné et pour un ordre de dérivation des sorties

�xé.

Dans un second temps, nous avons montré comment les relations peuvent être construites à partir

du système initial en projetant les équations de la sortie dans un espace orthogonal à l'espace

d'observabilité du système. Nous avons ensuite étendu cette approche en tenant compte de consi-

dérations de robustesse vis-à-vis des perturbations puis des pannes a�n de permettre la détection

et la localisation de celles-ci.

Ensuite, pour permettre d'appliquer cette méthode à une classe de systèmes plus large, nous avons

présenté une approche algébrique permettant d'éliminer les variables inconnues, par l'utilisation

d'algorithmes spéci�ques tels que les bases de Groebner. Pour tenir compte des considérations de

robustesse vis-à-vis des pannes et permettre la localisation de celles-ci, nous avons présenté une

approche originale, utilisant le calcul des résultants, permettant d'éliminer une variable entre deux

relations.

Pour terminer ce chapitre, nous avons présenté la notion de sensibilité des résidus par rapport

aux pannes et nous avons donné trois conditions nécessaires et su�santes permettant d'assurer la
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sensibilité des résidus à une panne sous l'hypothèse de panne unique.

Dans ce chapitre, nous n'avons pas considéré le calcul des dérivées des signaux qui est le problème

principal de cette méthode. Ce problème sera traité dans un chapitre indépendant consacré à

présenter les di�érentes méthodes d'estimation des dérivéaes.



Chapitre 4

Liens entre les résidus observateurs

et les résidus de parité

4.1 Introduction

Les deux chapitres précédents ont présenté les deux principales méthodes permettant de

réaliser la surveillance des systèmes à partir d'un modèle de celui-ci. Ces deux méthodes consistent

à utiliser soit un observateur soit les relations d'entrée/sortie pour générer les résidus. Ces signaux

doivent posséder deux propriétés essentielles pour assurer la détection des défauts :

� être égaux à zéro lorsque le système est en fonctionnement non défaillant

� être di�érents de zéro dans le cas contraire.

D'autres propriétés structurelles peuvent être ajoutées pour permettre la localisation des défauts,

c'est-à-dire, de déterminer sans ambiguïté, le composant défectueux.

Pour chacune de ces approches, un problème fondamental de génération des résidus (FPRG) a été

posé. Nous avons constaté une similitude dans la formulation des deux problèmes. E�ectivement,

seule une condition de convergence est ajoutée lorsque les générateurs de résidus fondés sur la

théorie des observateurs sont considérés.

Le but de ce chapitre est de comparer les résultats obtenus par ces deux approches. L'intérêt

d'e�ectuer la comparaison des résultats n'est pas de déterminer quelle est la meilleure méthode

mais bien de mettre en évidence la complémentarité des deux approches a�n d'exploiter les points

forts de chacune d'elles.

De nombreux travaux ont étudié les liens existants entre les méthodes de surveillance utilisant les

observateurs et celles utilisant l'espace de parité dans le cas des systèmes linéaires (Cocquempot,

1993; Ding and Frank, 1994; Patton and Chen, 1991b; Nuninger et al., 1997). Dans ce chapitre,

nous allons apporter quelques nouveaux éléments concernant la comparaison des deux approches

dans le cas des systèmes non linéaires.

Dans une première partie, nous étendrons les travaux réalisés pour les systèmes linéaires à la classe

des systèmes non linéaires linéarisables par injection d'entrée/sortie. Dans une seconde partie, nous

présenterons une approche originale permettant de déterminer la relation liant les résidus obtenus

par élimination et ceux obtenus à l'aide d'observateurs grand gain.

81
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4.2 Étude des systèmes linéarisables

Dans cette section, nous considérons les systèmes admettant la modélisation suivante :8><
>:

_x = Ax+  (y;u) +Ev +Ga'act

y = Cx+ 'capt

(4.1)

Nous allons rappeler très brièvement les deux méthodes de synthèse des générateurs de résidus.

Ce rappel a pour objectif de redonner les notations et constitue le point de départ indispensable

à la comparaison.

4.2.1 La génération des résidus

Pour commencer, nous allons redonner les résultats principaux du principe de synthèse des

Relations de Redondance Analytique (RRA) en utilisant l'approche par projection présentée dans

le chapitre traitant de l'espace de parité. Nous donnerons ensuite les expressions du générateur de

résidus fondé sur la théorie des Unknown Input Observer présentée dans le chapitre traitant des

observateurs.

4.2.1.1 L'espace de parité (E.P.)

La méthode consistant à projeter les équations des sorties et de leurs dérivées temporelles

succéssives dans l'espace d'inobservabilité du système peut être utilisée directement lorsque la

modèlisation du dit systèmes est sous la forme (4.1). Cette approche consiste à trouver une matrice

de projection W telle que la condition suivante soit respectée :

W T 2 ker
�
OBSTs (C;A)

� \ ker
�
COMT

s (C;A;E)
�

(4.2)

Les matrices OBSs (C;A) et COMs (C;A;E) sont dé�nies par :

OBSs (C;A) =

2
666664
OBSs1(c1;A)

...

OBSsp(cp;A)

3
777775 COMs (C;A;E) =

2
666664
COMs1 (c1;A;E)

...

COMsp (cp;A;E) 0

3
777775

avec :

OBSsi =

2
6666666664

ci

ciA

...

ciA
si

3
7777777775

et COMsi(ci;A;E) =

2
6666666664

0 : : : : : : 0

ciE 0
. . . 0

...
. . . 0

ciA
si�1E : : : : : : ciE

3
7777777775

et les ordres de dérivation sur chaque sortie sont tels que s1 = s2 = : : : = sp.

Les RRA sont données par :

W �y(s) �WCOMs(C;A) � 
(s)(y;u)�WCOMs(C;A;Ga) �'

(s)
act �W �'

(s)
capt = 0 (4.3)
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Les résidus sont générés en injectant dans la forme de calcul de (4.3) les signaux prélevés sur le

système :

r(t) =W �y(s) �WCOMs(C;A) � 
(s)(y;u) =WCOMs(C;A;Ga) �'

(s)
act +W �'

(s)
capt (4.4)

Dans l'expression du résidu (4.4) les formes de calcul et d'évaluation ont été séparées. Cette

dernière permet de véri�er que le résidu est bien égal à zéro dans le cas non défaillant. Pour qu'il

soit di�érent de zéro en cas de pannes, il faut que la matrice W T n'appartienne pas au noyau de

COMT
s (C;A;Ga).

4.2.1.2 Les UIO

Le générateur de résidus fondé sur la théorie des UIO est synthétisé en suivant la procédure

décrite dans le chapitre traitant des observateurs. La structure de l'observateur choisi est :8>>>>><
>>>>>:

_� = F� + T (y;u) +Ky

x̂ = � +Hy

e(t) = C� � (I � CH)y

(4.5)

Les matrices F , T , K et H sont choisies pour respecter les conditions 2.33 à 2.36 :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

(HC � I)E = 0

T = I �HC

F = A�HCA�K1C stable

K2 = FH

La matrice K est égale à la somme des matrices K1 et K2.

Pour simpli�er les écritures, nous posons L2 = I � CH .

Le résidu d'observateur s'écrit sous la forme :

e(t) = C� � L2y

A partir de la deuxième condition de la synthèse de l'observateur, la matrice L2 et reliée à la

matrice T par la relation :

L2C = CT (4.6)

La démonstration est immédiate : L2C = C � CHC = C(I �HC) = CT .

4.2.2 Comparaison des résidus

Dans le chapitre traitant des observateurs, nous avons montrer que le générateur de résidus

4.5 peut s'écrire sous une forme réduite :8><
>:

_z = F �z + T � (y;u) +K�y

e� = C�z � L�2y
(4.7)



84 Chapitre 4. Liens entre les résidus observateurs et les résidus de parité

Les matrices F �, T �, K�, C� et L�2 véri�ent :

T �E = 0

T �A� F �T � = K�C

C�T � = L�2C

Nous nous proposons de déterminer la relation existant entre les résidus de parité r(t) et les résidus

d'observateur réduit e�.

Pour trouver cette relation, nous allons étendre les vecteurs d'état et de résidus réduits pour

obtenir le générateur de résidus étendu suivant :8>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>:

2
64 _z

_z�1

3
75

| {z }
_ze

=

2
64 F � 0

0 f�

3
75

| {z }
Fe

2
64 z

z�1

3
75

| {z }
ze

+

2
64 T �

t�

3
75

| {z }
Te

 (y;u) +

2
64 K�

k�

3
75

| {z }
Ke

y

2
64 e�

e�1

3
75

| {z }
ee

=

2
64 C� 0

0 c�

3
75

| {z }
Ce

2
64 z

z�1

3
75

| {z }
ze

�

2
64 L�2

l�2

3
75

| {z }
L2e

y

(4.8)

Le vecteur d'état étendu ze a la même dimension que le vecteur d'état du système : dim(ze) =

dim(x) = n. De même, le vecteur de résidus a la même dimension que le vecteur de sortie :

dim(ee) = dim(y) = p.

Les matrices f�, t�, k�, c� et l�2 sont choisies telles que les conditions suivantes soient respectées :

t�A� f�t� = k�C (4.9a)

c�T � = l�2C (4.9b)

F stable (4.9c)

Te =

2
64 T �

t�

3
75 régulière (4.9d)

L2e =

2
64 L�2

l�2

3
75 régulière (4.9e)

Le nouveau générateur de résidus s'écrit alors :8><
>:

_ze = Feze + Te (y;u) +Key

ee = Ceze � L2ey

(4.10)

Les matrices Fe, Te,Ke, Ce et L2e respectent, par construction, les deux conditions de Luenberger :

FeTe = TeA�KeC

CeTe = L2eC



4.2. Étude des systèmes linéarisables 85

Pour trouver la relation liant ee(t) à r(t), nous allons dériver la iième ligne de ee(t), notée ee;i,

jusqu'à l'ordre si pour 1 5 i 5 p.

ee;i = = ce;ize � L2e;iy

) _ee;i = ce;i _ze � L2e;i _y

= ce;i _ze � L2e;iC _x� L2e;i _'capt

Nous remplaçons _ze et _x par leurs expressions respectives :

_ee;i = ce;iFeze + ce;iTe (y;u) + ce;iKey � L2eiCAx� L2e;iC (y;u)� L2e;iCEv

�L2e;iCGa'act � L2e;i _'capt (4.11)

En utilisant la relation L2e;iC = ce;iTe, l'expression 4.11 se simpli�e :

_ee;i = ce;iFeze + ce;iKey � ce;iTeAx� L2e;iCEv � L2e;iCGa'act � L2e;i _'capt (4.12)

La matrice Fe peut s'exprimer en fonction des matrices Te, A, Ke et C:

FeTe = TeA�KeC

Fe = TeAT
�1
e �KeCT

�1
e (4.13)

L'expression de Fe est injectée dans l'équation (4.12) :

_ee;i = ce;iTeAT
�1
e ze � ce;iKeCT

�1
e ze + ce;iKey � ce;iTeAx� L2e;iCEv

�L2e;iCGa'act � L2e;i _'capt

En posons �e , ze � Tex, nous obtenons :

_ee;i = ce;iTeAT
�1
e �e � ce;iKe(y � CT�1e ze))� ce;iTeAx � L2e;iCEv � L2e;iCGa'act � L2e;i _'capt

Nous allons maintenant prouver que y � CT�1e ze = �L�12e;iee.
Preuve Le vecteur de résidus ee est donné par :

ee = Ceze � L2ey

Comme la matrice L2e est inversible, nous avons :

y = L�12e Ceze � L�12e ee

en soustrayant �CT�1e ze au deux membres, nous obtenons :

y � CT�1e = L�12e Ceze � L�12e ee � CT�1e ze

= (L�12e Ce � CT�1e )ze � L�12e ee

= (L�12e CeTeT
�1
e � CT�1e )ze � L�12e ee

or CeTe = L2eC, donc :

y � CT�1e = �L�12e ee (4.14)

2
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L'expression de la dérivée première de ee;i est �nalement égale à :

_ee;i = ce;iTeAT
�1
e �e � ce;iKeL

�1
2e ee � L2e;iCEv � L2e;iCGa'act � L2e;i _'capt (4.15)

Le calcul des expressions des dérivées de ee;i d'ordre supérieur à un nécessite la connaissance de

la dérivée première de l'erreur d'estimation �e.

Par dé�nition, nous avons :

�e = ze � Tex

La dérivée de �e est donnée par :

_�e = _ze � Te _x

= Feze + Te (y;u) +Key � TeAx� Te (y;u)� TeEv � TeGa'act (4.16)

L'expression de Fe donnée par 4.13 est injectée dans 4.16 :

_�e = TeAT
�1
e ze �KeCeT

�1
e ze +Key � TeAx � TeEv � TeGa'act

= TeAT
�1
e �e �KeL

�1
2e ee � TeEv � TeGa'act (4.17)

La dérivée d'ordre si et ee;i peut maintenant être calculée par récurrence.

Proposition 4.1 La dérivée sième

i de ee;i(t) s'écrit sous la forme suivante :

e
(si)
e;i = ce;iTeA

siT�1e �e �
si�1X
j=0

ce;iTeA
jT�1e KeL

�1
2e e

(si�j�1)
e

�
si�1X
j=0

L2e;iCA
jEv(si�j�1) �

si�1X
j=0

L2e;iCA
jGa'

(si�j�1)
act � L2e;i'

(si)
capt (4.18)

Preuve Pour si = 1, l'expression 4.18 est égale à l'expression de _ee;i donnée par 4.15.

Supposons que 4.18 est vraie pour si � 1, montrons alors qu'elle reste valable pour si + 1.

L'expression de la dérivée (si + 1)ième de ee;i est obtenue en dérivant une fois l'expression de la

dérivée sième
i de ee;i :

es1+1e;i = _e
(si)
e;i

Calculons la dérivée première de e(si)e;i donnée par 4.18 :

_e
(si)
e;i = ce;iTeA

siT�1e _�e �
si�1P
j=0

ce;iTeA
jT�1e KeL

�1
2e _e

(si�j�1)
e

�
si�1P
j=0

L2e;iCA
jE _v(si�j�1) �

si�1P
j=0

L2e;iCA
jGa _'

(si�j�1)
act � L2e;i'

(si+1)
capt
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_�e est remplacé par son expression donnée par 4.17 :

_e
(si)
e;i = ce;iTeA

siT�1e (TeAT
�1
e �e �KeL

�1
2e ee � TeEv � TeGa'act)

�
si�1P
j=0

ce;iTeA
jT�1e KeL

�1
2e _e

(si�j�1)
e �

si�1P
j=0

L2e;iCA
jE _v(si�j�1)

�
si�1P
j=0

L2e;iCA
jGa _'

(si�j�1)
act � L2e;i'

(si+1)
capt

= ce;iTeA
si+1T�1e �e �

si�1P
j=0

ce;iTeA
jT�1e KeL

�1
2e e

(si�j)
e � ce;iTeA

siT�1e KeL
�1
2e ee

�
si�1P
j=0

L2e;iCA
jEv(si�j) � ce;iTeA

siEv

�
si�1P
j=0

L2e;iCA
jGa'

(si�j)
act � ce;iTeA

siGa'act � L2e;i'
(si+1)
capt

En utilisant ce;iTe = L2e;iC, nous obtenons :

e
(si+1)
e;i = ce;iTeA

s1+1T�1e �e �
siP
j=0

ce;iTeA
jT�1e KeL

�1
2e e

(si�j)
e � L2e;i'

(si+1)
capt

�
siP
j=0

L2e;iCA
jEv(si�j) �

siP
j=0

L2e;iCA
jGa'

(si�j)
act

Cette expression véri�e la récurrence.

2

La dérivée sième du vecteur des résidus ee est égale à :

e
(s)
e = CeTeA

sT�1e �e �
s�1P
j=0

CeTeA
jT�1e KeL

�1
2e e

(s�j�1)

�
s�1P
j=0

L2eCA
jEv(s�j�1) �

s�1P
j=0

L2eCA
jGa'

(s�j�1)
act � L2'

(s)
capt

(4.19)

En utilisant CeTe = L2eC et la non singularité de la matrice L2e, nous pouvons écrire :

L�12e e
(s)
e = CAsT�1e �e �

s�1P
j=0

CAjT�1e KeL
�1
2e e

(s�j�1)
e

�
s�1P
j=0

CAjEv(s�j�1) �
s�1P
j=0

CAjGa'
(s�j�1)
act � '

(s)
capt

(4.20)
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Ces égalités sont écrites sur toute la fenêtre de dérivation (de 0 à s) pour former l'expression
suivante :

2
6666666664

L�12e ee

L�12e _ee

...

L�12e e
(s)
e

3
7777777775

=

2
6666666664

C

CA

...

CAs

3
7777777775
T�1"�

2
6666666664

0 � � � 0

CT�1e KeL
�1
2e

. . .
...

...
. . . 0

CAs�1T�1e KeL
�1
2e � � � CT�1e KeL

�1
2e

3
7777777775

2
6666666664

ee

_ee

...

e
(s�1)
e

3
7777777775
�

2
6666666664

'capt

_'capt

...

'
(s)
capt

3
7777777775

�

2
6666666664

0 � � � 0

CE
. . .

...

...
. . . 0

CAs�1E � � � CE

3
7777777775

2
6666666664

v

_v

...

v(s�1)

3
7777777775
�

2
6666666664

0 � � � 0

CGa

. . .
...

...
. . . 0

CAs�1Ga � � � CGa

3
7777777775

2
6666666664

'act

_'a

...

'
(s�1)
act

3
7777777775

(4.21)

Pour trouver la relation liant les résidus de parité aux résidus d'observateur, les lignes de la relation

précédente vont être permutées à l'aide d'une matrice de réordonnancement P , composée de un

et de zéro, et telle que l'égalité suivante soit respectée :

P

2
6666666664

C

CA

...

CAs

3
7777777775
=

2
6666666664

OBSs1 (c1;A)

...

OBSsp(cp;A)

0

3
7777777775

(4.22)

L'équation (4.21) est multipliée à gauche par P :

P

2
6666666664

L�12e ee

L�12e _ee

...

L�12e e
(s)
e

3
7777777775
= P

2
6666666664

C

CA

...

CAs

3
7777777775
T�1e �e � P

2
6666666664

0 � � � 0

CT�1e KeL
�1
2e

. . .
...

...
. . . 0

CAs�1T�1e KeL
�1
2e � � � CT�1e KeL

�1
2e

3
7777777775

2
6666666664

ee

_ee

...

e
(s�1)
e

3
7777777775

�P

2
6666666664

0 � � � 0

CE
. . .

...

...
. . . 0

CAs�1E � � � CE

3
7777777775

2
6666666664

v

_v

...

v(s�1)

3
7777777775
� P

2
6666666664

0 � � � 0

CGa

. . .
...

...
. . . 0

CAs�1Ga � � � CGa

3
7777777775

2
6666666664

'act

_'act

...

'
(s�1)
act

3
7777777775
� P

2
6666666664

'capt

_'capt

...

'
(s)
capt

3
7777777775

(4.23)
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La transformation P permet de faire apparaître les matrices OBSs(C;A), COMs(C;A;E) et
COMs(C;A;Ga) :

P

2
6666666664

L�12e ee

L�12e _ee

...

L�12e e
(s)
e

3
7777777775

=

2
64 OBSs(C;A)

0

3
75T�1e �e �

2
64 COMs(C;A;T

�1
e KeL

�1
2e )

0

3
75

2
6666666664

ee

_ee

...

e
(s�1)
e

3
7777777775

�

2
64 COMs(C;A;E)

0

3
75

2
6666666664

v

_v

...

v(s�1)

3
7777777775
�

2
64 COMs(C;A;Ga)

0

3
75

2
6666666664

'act

_'act

...

'
(s�1)
act

3
7777777775
� �'

(s)
capt

(4.24)

Soit la matrice de projection W � égale à :

W � =
�
W 0

�
(4.25)

telle que le nombre de colonnes soit égal au nombre de lignes de P et la matrice W , dé�nie par

4.2 est telle que :

W:OBSs(C;A) = 0 et W:COMs(C;A;E) = 0

L'équation (4.25) est projetée dans le sous-espace dé�ni par cette matrice :

W �P

2
666664

L�12 ee

...

L�12 e
(s)
e

3
777775

= W �

2
64 OBSs(C;A)

0

3
75T�1�e

�W �

2
64 COMs(C;A;T

�1
e KeL

�1
2e )

0

3
75

2
666664

ee

...

e
(s�1)
e

3
777775
�W �

2
64 COMs(C;A;E)

0

3
75

2
666664

v

...

v(s�1)

3
777775

�W �

2
64 COMs(C;A;Ga)

0

3
75

2
666664

'act

...

'
(s�1)
act

3
777775
�W � �'

(s)
capt

(4.26)
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La matrice W appartenant aux noyaux de OBSs(C;A) et de COMs(C;A;E), l'équation (4.26) se

simpli�e et s'écrit sous la forme :

W �P

8>>>>><
>>>>>:

2
666664

L�12e ee
...

L�12e e
(s)
e

3
777775+

2
64 COMs(C;A;T

�1
e KeL

�1
2e )

0

3
75
2
666664

ee

...

e
(s�1)
e

3
777775

9>>>>>=
>>>>>;

=

WOBSs(C;A)T
�1
e �e �WCOMs(C;A;E)�v

(s�1) �WCOMs(C;A;Ga) �'
(s�1)
act �W �'

(s)
capt

(4.27)

Après les simpli�cations dues aux propriétés de la matrice W , le terme de droite de l'équation

(4.27) se réduit à :

�WCOMs(C;A;Ga) �'
(s�1)
act �W �'

(s)
capt

Cette expression est égale à la forme d'évaluation de la RRA issue du modèle (4.4). Nous pouvons

donc écrire :

W �P

8>>>>><
>>>>>:

2
666664

L�12e ee
...

L�12e e
(s)
e

3
777775+

2
64 COMs(C;A;T

�1
e KeL

�1
2e )

0

3
75
2
666664

ee

...

e
(s�1)
e

3
777775

9>>>>>=
>>>>>;

= r(t) (4.28)

La relation (4.28) exprime le lien existant entre le vecteur de résidus de parité r(t) et le vecteur

de résidus d'observateur ee(t). Ce lien est donné ici dans le domaine temporel et fait intervenir

les dérivées successives des résidus ee(t). Nous pouvons réécrire cette relation dans le domaine de

Laplace. Le lien existant entre les résidus s'exprime alors sous la forme d'une fonction de transfert :

W �P

8>>>>><
>>>>>:

2
666664

L�12e Ee(p)
...

L�12e pEe(p)

3
777775+

2
64 COMs(C;A;T

�1
e KeL

�1
2e )

0

3
75
2
666664

Ee(p)

...

(p� 1)Ee(p)

3
777775

9>>>>>=
>>>>>;

= R(p)

W �PM(p)Ee(p) = R(p) (4.29)

En notant Fe(p) = [W �PM(p)]
�1, le lien s'exprime sous la forme d'une matrice de transfert :

Ee(p) = Fe(p)R(p) (4.30)

4.2.3 Conclusion

Cette section vient d'étendre le résultat d'équivalence entre les résidus d'observateur et les

résidus de parité prouvé dans (Cocquempot, 1993; Patton and Chen, 1991b; Magni and Mouyon,

1994; Ding and Frank, 1994) aux systèmes non linéaires linéarisables. La relation liant ces deux

résidus peut être exprimée sous la forme de matrice de transfert dont les dynamiques dépendent

de la matrice de gain de l'observateur.

Nous allons maintenant étendre ces résultats à une certaine classe de systèmes �purement non

linéaires� et pour lesquels la génération de résidus par l'approche d'observateur est fondée sur la

théorie des grands gains.
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4.3 Comparaison pour les systèmes non exactement linéari-

sables

La classe de systèmes considérée dans cette section est celle admettant la modélisation sui-

vante :

� :

8><
>:

_x = f(x) + g(x)u

y = h(x)

(4.31)

Ce système est supposé uniformément observable. Les indices d'observabilité relatifs à chaque

sortie yi sont les entiers ki pour 1 5 i 5 p. Dans un premier temps, nous allons rappeler les

procédures de synthèse des générateurs de résidus présentées dans les deux chapitres précédents.

En�n nous montrerons, dans le cas mono sortie, que le résidu d'observateur est lié au résidu de

parité par une fonction non linéaire que nous déterminerons.

4.3.1 Génération des résidus

Dans un premier temps, nous rappellerons le principe de la synthèse des RRA en utilisant les

algorithmes d'élimination du vecteur d'état. Puis, nous terminerons par le rappel de l'approche

utilisant les observateurs.

4.3.1.1 L'espace de parité

Le système (4.31) est supposé uniformément observable. Nous avons montré dans le chapitre

précédent que sous cette hypothèse, le système admet exactement p RRA algébriquement et di�é-

rentiellement indépendantes. Pour les calculer, la méthode proposée consiste à écrire chaque sortie

avec ses dérivées temporelles successives jusqu'a l'ordre ki + 1 et à éliminer le vecteur d'état du

système ainsi formé.

�y
(ki+1)
i = �ki+1(x;�u

(ki)) (4.32)

Dans le cadre des systèmes algébriques polynomiaux, le vecteur d'état x peut être éliminé via un

algorithme formel tel que les Bases de Groebner. Lorsque les RRA sont calculées sur le modèle

sain, nous obtenons directement les formes de calcul �EP (�y(k+1);�u(k)) des résidus. Ceux-ci sont

calculés à partir des formes de calcul en utilisant les signaux collectés sur le système.

4.3.1.2 Les observateurs à grand gain

La seconde approche permettant de générer des résidus consiste à synthétiser un système

dynamique dont les sorties convergent vers zéro lorsqu'aucune faute n'agit sur le processus à

surveiller. Plusieurs méthodes existent pour synthétiser un tel système. Dans le chapitre traitant

des observateurs, deux théories permettant de construire ce système ont été présentées. La première

utilise la théorie des observateurs à mode glissant et la seconde celle des observateurs à grand gain.

Nous limiterons l'étude aux observateurs grand gain.
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Le générateur de résidus s'écrit de la manière suivante :

�OBS :

8><
>:

_̂x = f(x̂) + g(x̂)u�
h
@	�(x̂)
@x̂

i�1
S�11 (�)CT (h(x̂)� y)

e = y � h(x̂)

(4.33)

ou 	�(x̂) =

2
666664

	1�(x̂)

...

	p�(x̂)

3
777775 et 	i�(x̂) =

2
666664

hi(x̂)

...

Lki�1f hi(x̂)

3
777775. La matrice de gain S�11 (�) doit être choisie

solution de :

�S1(�) +ATS1(�) + S1(�)A � CTC = 0

(A et C sont les matrices de la forme canonique observable).

Remarque 4.3.1 L'équation d'état de �OBS est composée de deux parties. La première est une

recopie du système original et la seconde est un terme correctif qui tend vers zéro lorsque l'erreur

d'estimation du vecteur de sortie tend vers zéro.

Le résidu est obtenu en soustrayant les sorties mesurées aux sorties estimées.

4.3.2 Comparaison des résidus

La détermination de la relation unissant les résidus d'observateur aux résidus de parité, s'ef-

fectue de la manière suivante. Dans un premier temps, nous allons montrer, dans le cas mono sortie

(ceci a�n d'éviter d'alourdir les écritures), que le système �OBS admet une et une seule RRA. Puis

dans une seconde partie, nous calculerons cette relation. En�n nous montrerons à partir de cette

relation, que les résidus de parité sont égaux à une fonction non linéaire des résidus d'observateur.

4.3.2.1 Calcul des RRA issues de �OBS

L'étape préliminaire au calcul des RRA est de déterminer le nombre de relations existant sur

le système.

Proposition 4.2 Les systèmes � et �OBS admettent chacun une et une seule RRA.

Preuve Le système � est par hypothèse uniformément observable. Dans le chapitre concernant

l'espace de parité, nous avons démontré que lorsqu'un système est observable, alors il admet autant

de RRA que de sortie. Donc dans le cas mono sortie, le système admet une seule RRA.

Nous allons maintenant montrer que le système �OBS admet lui aussi une seule RRA.

Le système � étant uniformément observable, il peut donc s'écrire sous la forme canonique d'ob-

servabilité suivante (Gauthier et al., 1992) :

~� :

8><
>:

_� = A� +�(�) +G(�)u

y = C� = h(�)

(4.34)
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Avec

A =

0
BBBBBBBBB@

0 1 � � � 0

0
. . .

. . . 0

...
. . . 1

0 � � � 0 0

1
CCCCCCCCCA
, �(�) =

0
BBBBBBBBB@

0

...

0

(�)

1
CCCCCCCCCA
, G(�) =

0
BBBBBBBBB@

�g1 (�1)

�g2 (�1;�2)

...

�gn (�1; : : : ;�n)

1
CCCCCCCCCA

et C =

�
1 0 � � � 0

�

Le système ~� admet une et une seule RRA. Pour montrer que le système �OBS n'admet lui aussi

qu'une seule RRA, nous allons montrer que ce système est di�éomorphique à un système ayant la

structure de ~�.

Pour cela, e�ectuons sur �OBS un premier changement de variable dé�ni par le di�éomorphisme

	� :

~�OBS :

8><
>:

_̂~x = ~f(~̂x) + ~g(~̂x)u� S�11 (�)CT (C ~̂x� y)

ŷ = C ~̂x = ~h(~̂x)

où S�11 (�) est une matrice de dimension n� n s'écrivant de la manière suivante :

S�11 (�) =

2
666664
�1;2(�) � � � �1;n(�)

...
...

�n;1(�) � � � �n;n(�)

3
777775

Le système ~�OBS est réécrit pour séparer la partie autonome de la partie commandée :

~�OBS :

8>>>>>>><
>>>>>>>:

_̂
~x = ~f(~̂x)� S�11 (�)CTC ~̂x+

�
~g(~̂x) S�11 (�)CT

�
| {z }

~gobs

2
64 u

y

3
75

| {z }
uobs

ŷ = C ~̂x = ~h(~̂x)

Soit l'application ~	� dé�nie par :

~	�: IRn �! IRn

~̂x �! z = ~	�(~̂x) =

2
666664

~h(~̂x)

...

L ~f 0
~h(~̂x)

3
777775

où ~f 0(~̂x) est la partie autonome du système ~�OBS :

~f 0(~̂x) = ~f(~̂x)� S�11 (�)CTC ~̂x
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Or la matrice C a la structure de la forme canonique observable : C =

�
1 0 � � � 0

�
.

Ceci implique que le vecteur CTC ~̂x a la structure suivante :

CTC ~̂x =

2
6666666664

~̂x1

0

...

0

3
7777777775

L'application ~	� s'écrit alors :

~	�(~̂x) =

2
6666666666664

~h(~̂x) = ~̂x1

L ~f 0
~h(~̂x) = ~̂x2 � �1;1(�)~̂x1

L2
~f 0
~h(~̂x) = ~̂x3 � �2;1(�)~̂x1 � �1;1(�)~̂x2 � �21;1(�)~̂x1

...

Ln�1~f 0
~h(~̂x) = ~q(~̂x)

3
7777777777775

(4.35)

où ~q(~̂x) est une fonction non linéaire en (~̂x). Le jacobien en ~̂x de ~	�(~̂x) est une matrice triangulaire

dont chaque élément de la diagonale est di�érent de zéro. L'application ~	� est donc un di�éomor-

phisme. Cette application est utilisée pour dé�nir un changement de coordonnées transformant le

système ~�OBS en le système ~��OBS suivant :

~��OBS :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

_z1 = _̂~x1 = z2 + ~gobs1(z1)uobs

_z2 = _̂~x2 � �1;1(�)
_̂~x1 = z3 + ~gobs2(z1;z2)uobs

...

_zn = � � � = ~fobs(z) + ~gobs(z)uobs

Le système ~��OBS a la même structure que le système ~� ce qui signi�e qu'il est uniformément

observable et par conséquent, il admet une et une seule RRA.

Les transformations utilisées pour aboutir à ce système étant toutes des di�éomorphismes, nous

pouvons conclure que le système �OBS admet lui aussi une et une seule RRA.

2

Le calcul de cette relation est réalisé en utilisant un algorithme approprié. cette relation s'écrit

sous la forme générale suivante :

�OBS

�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

�
= 0 (4.36)
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4.3.2.2 Relation entre �EP et �OBS

La relation liant les deux RRA est déterminée en utilisant la décomposition en série de Taylor

de �OBS autour de �e et �. Cette décomposition est possible puisque �OBS est analytique. Nous

pouvons écrire :

�OBS

�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

�
= �OBS;�e

�
�y(k+1);�u(k);0;0

�
+ �OBS;e

�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

�
= 0

(4.37)

avec :

�OBS;e

�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

����
�e(k+1)=0;�=0

= 0 (4.38)

Lorsque e = 0 et � = 0, les systèmes � et �OBS sont identiques. Les RRA issues de ces deux

systèmes doivent alors être identiques :

�OBS;�e

�
�y(k+1);�u(k);0;0

�
= �EP

�
�y(k+1);�u(k)

�
(4.39)

La relation (4.37) est équivalente à :

�EP

�
�y(k+1);�u(k)

�
+ �OBS;e

�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

�
= 0 (4.40)

Cette relation fait apparaître les résidus d'observateur et de parité :

r(t) = ��OBS;e
�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1);�

�
(4.41)

La fonction �OBS;e
�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1)

�
étant obtenue par décomposition en série de Taylor, elle

s'écrit sous la forme d'une somme, éventuellement in�nie de polynômes dont les coe�cients ap-

partiennent au corps des polynômes en les variables �y(k+1);�u(k) et en les variables �e(k+1);�. Ainsi,

la relation (4.41) peut s'écrire sous la forme d'un polynôme à coe�cients non constants :

r(t) =
X
i=1

ai(�y
(k+1);�u(k);�)�e

(k+1)
i (4.42)

où �e
(k+1)
i est une composante de l'ensemble des monômes qu'il est possible de générer avec

e; : : : ;e(k+1) et apparaissant dans �OBS;e
�
�y(k+1);�u(k);�e(k+1)

�
.

4.3.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons montré que les résidus d'observateur et les résidus de parité

obtenus par élimination des variables inconnues dans le système sont semblables à un �ltre près.

Le �ltre trouvé est non linéaire à coe�cients variant dans le temps.

L'expression de ce �ltre est souvent complexe mais seule son existence et la possibilité de le calculer

a priori nous intéresse puisque cela prouve qu'il existe une passerelle permettant de passer d'un

résidu à l'autre.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des résultats obtenus sur la comparaison des méthodes

de génération de résidus utilisant d'une part la théorie des observateurs et d'autre part la théorie
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de l'espace de parité.

Deux cas de �gure ont été étudiés suivant que le système à surveiller est exactement linéarisable

ou non.

Lorsque le système initial est exactement linéarisable, nous avons montré que les résultats connus

pour les systèmes linéaires (Cocquempot, 1993; Ding and Frank, 1994; Patton and Chen, 1991b)

sont directement transposables. Ainsi, les résidus de parité sont égaux à un �ltre linéaire près, aux

résidus d'observateur.

Lorsque les systèmes non linéaires sont considérés, nous avons montré que lorsque l'approche

observateur fondée sur la théorie des grands gains est utilisée, les résidus issus de ce générateur

et ceux obtenus par élimination sont liés par un �ltre non linéaire à coe�cients variant dans le

temps.

Dans ce chapitre, nous n'avons pas traité l'approche observateur fondée sur la théorie des modes

glissants. Toutefois, il est possible d'utiliser la même démarche que pour les observateurs à grand

gain mais en considérant séparément les équations de l'observateur suivant les valeurs des fonctions

�signes�.



Deuxième partie

Application aux machines tournantes
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Introduction

Cette partie est consacrée à l'application de l'approche de l'espace de parité et à ses liens avec

l'approche observateur pour la génération de résidus. Deux exemples illustratifs seront traités.

Le premier exemple sera l'étude du moteur à courant continu série. Le choix de ce moteur tient

essentiellement au fait que son modèle se prète bien pour l'application des mèthodes proposées

dans la partie théorique de ce mémoire. Nous présenterons dans un premier temps, la modélisation

de ce type de machine. Puis, dans un second temps, nous synthétiserons deux observateurs sur ce

modèle, le premier utilisant la théorie des grands gains et le second la linéarisation exacte. A partir

de ces observateurs, nous générerons des résidus et nous déterminerons les relations liant les résidus

d'observateur aux résidus de l'espace de parité générés à partir de la théorie de l'élimination ou

par projection.

Le second exemple que nous traiterons et celui de la machine asynchrone. Nous présenterons

dans un premier temps, son principe de fonctionnement. A partir des lois de la physique, nous

donnerons le modèle dans le repère triphasé (ou a,b,c). Dans un second temps, nous présenterons

la transformation de Park qui permet de passer du repère triphasé à un repère diphasé (ou d,q).

Le modèle en a,b,c sera écrit dans ce nouveau repère en nous donnerons les équations du moteur

dans le repère de Park.

A partir de ce modèle, nous appliquerons la théorie de l'élimination pour obtenir les relations de

redondance analytique permettant de générer les résidus. Nous verrons que ces RRA peuvent être

modi�ées de manière à supprimer la composante sinusoïdale des di�érents signaux d'entrées sorties,

améliorant ainsi la procédure de calcul des dérivées. Nous appliquerons l'approche des résultants

permettant de déterminer des relations robustes vis-à-vis des incertitudes sur les paramètres.

Ensuite, nous synthétiserons un observateur à grand gain sur ce modèle a�n de générer des résidus.

Nous déterminerons en�n la relation non linéaire reliant ces résidus aux résidus issus des RRA.
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Chapitre 5

Application au moteur à courant

continu série

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier les di�érents points théoriques développés

dans ce mémoire au moteur à courant continu série (moteur DC série) encore appelé moteur à

excitation shunt.

Ce type de moteur est souvent utilisé pour la traction électrique en raison de s es propriétés

mécaniques, en particulier :

1. Il a un couple de démarrage élevé.

2. Il est �autorégulé� en puissance.

5.1 Modélisation du moteur DC série

Le terme série signi�e que l'inducteur est connecté en série avec l'induit comme le montre les

�gures 5.1

E
R, L{   }

U

I

r, l

M

5.1.a) Schéma mé-

canique

dt
dI

dt
dI

U

I

rI + l

E

RI + L 

5.1.b) Schéma électrique

Fig. 5.1 � Schémas mécanique et électrique du moteur à courant continu série

Les lettres minuscules r et l représentent respectivement la résistance et l'inductance de

l'inducteur (ou stator), tandis que les lettres majuscules R et L représentent respectivement la
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résistance et l'inductance de l'induit (ou rotor).

Le �ux dans l'induit, noté �f , est une fonction du courant d'induit. Dans le cas du moteur à

excitation série, nous avons la relation : �f = f(I). De plus si le circuit magnétique est non saturé,

alors la fonction f(:) est linéaire (Chiasson and Bodson, 1993) :

�f = LI

La force électromotrice E de ce moteur est donnée par :

E = Km�f!

où Km est une constante dépendant des caractéristiques de la machine et s'exprimant par :

Km =
p

2a

n

�

où p est le nombre de paires de pôles, 2a le nombre de voies d'enroulement et n le nombre total

de conducteurs du rotor.

Pour modéliser cette machine, nous allons dans un premier temps étudier la partie électrique et

dans un second temps la partie mécanique.

La partie électrique

La loi d'Ohm appliquée au schéma électrique (�g. 5.1.b) donne :

dI

dt
(l + L) = U �E � (r +R)I

= U �Km�f! � (r +R)I

= �(R+ r)I �KmL!I + U

La partie mécanique

La relation fondamentale de la dynamique appliquée aux solides en rotation sur l'arbre du moteur

et sa charge donne :

J
d!

dt
= Km�f I| {z }

couple moteur

� B!|{z}
frottement visqueux

� Cr|{z}
couple résistant

= KmLI
2 �B! � Cr

où J est le moment d'inertie de la charge et B est le coe�cient de frottement visqueux.

En utilisant les notations x1 = !, x2 = I , Rt = R + r et Lt = L + l nous obtenons la

représentation d'état suivante du moteur :

_x1 = �B
J
x1 +Km

L

J
x22 �

Cr
J

(5.1a)

_x2 = �Rt

Lt
x2 �Km

L

Lt
x1x2 +

U

Lt
(5.1b)

Le couple résistant Cr agit sur le système comme une entrée inconnue.

Nous allons étudier deux con�gurations de placement de capteurs. Dans un premier temps, nous

considérerons qu'un seul capteur est implanté et mesure le courant. Dans un second temps un

capteur de vitesse sera ajouté. Nous monterons l'intérêt de ce capteur pour la surveillance.
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5.2 Mesure du courant uniquement

L'équation de la mesure suivante est ajoutée aux deux équations (5.1) :

y = x2

Dans un premier temps, nous calculerons l'unique relation de redondance analytique qu'il est

possible d'extraire du modèle. Dans un second temps, nous chercherons le modèle linéarisé exact

équivalent. En�n, dans un dernier temps nous implanterons un observateur de type Luenberger et

un observateur grand gain et nous calculerons les liens entre le résidu de parité et les résidus issus

des deux types d'observateur.

5.2.1 Relation de Redondance Analytique (RRA)

Le modèle du moteur est polynomial, nous pouvons déterminer la RRA en utilisant un algo-

rithme d'élimination tel que les bases de Groebner. Mais avant d'appliquer cet algorithme, nous

devons déterminer l'ordre de dérivation de la sortie nécessaire à l'obtention d'une relation.

Pour cela, écrivons les dérivées successives de la sortie y pour déterminer la fonction �2.8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

y = x2

_y = �Rt

Lt
x2 �Km

L
Lt
x1x2 +

U
Lt

�y = KmLB
JLt

x1x2 � K2
mL

2x32
LtJ

+ KmL
LtJ

x2Cr +
R2
t

L2t
x2 + 2RtLKm

L2t
x1x2 +

K2
mL

2

L2t
x21x2

�
�
KmL
L2t

x1 +
Rt

Lt

�
U +

_U
Lt

(5.2)

En compactant l'écriture, nous obtenons :

) �y(2) = �2(x1;x2; �U
(1);Cr) (5.3)

Le rang rs de la matrice Jacobienne @�2
@x est égal à 2. En utilisant le théorème 3.2 qui permet

de déterminer le nombre de RRA issues d'un modèle pour un ordre de dérivation donné, nous

obtenons qu'il existe exactement une RRA pour le moteur à courant continu :

� = s+ p� rs

= 2 + 1� 2

= 1

Pour déterminer cette relation, nous utilisons le logiciel de calcul symbolique MAPLE et la fonction

gbasis permettant de calculer une base de Groebner pour un système polynomial. La RRA obtenue

est :

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
= �y +

_y

Lty
U � _y2

y
�

_U

Lt
+

(KmL)
2y3

LtJ

+
B

J

�
_y � U

Lt
+
Rt

Lt
y

�
� KmL

LtJ
yCr = 0 (5.4)

Cette RRA peut être décomposée de manière à séparer la forme de calcul de la forme d'évaluation.

De plus, pour simpli�er la forme d'évaluation, nous allons diviser cette RRA par y (le courant
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dans la machine est strictement positif donc y 6= 0) :

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
y

= !c

�
�y(2); �U (1)

�
� !e (Cr) = 0 (5.5)

Les formes de calcul et d'évaluation sont respectivement égales à :

!c

�
�y(2); �U (1)

�
=

�y

y
�
�
_y

y

�2

+
1

Lt

_yU � _Uy

y2
+
B

J

_y

y

+
(KmLy)

2

LtJ
+
B

J

�
Rt

Lt
� U

Lty

�
(5.6a)

!e (Cr) =
KmL

LtJ
Cr (5.6b)

Remarque 5.2.1 Dans cette con�guration de mesure, il est impossible de trouver une RRA in-

dépendante du couple résistant Cr, même en augmentant l'ordre de dérivation sur la sortie.

Si le couple résistant peut être considéré constant, alors nous avons _Cr = 0 et par conséquent, une

RRA indépendante de Cr, notée !rob peut être trouvée en dérivant une fois la RRA !
y :

!rob =
d

dt

�
!

y

�
(5.7)

5.2.2 Linéarisation exacte

Pour déterminer le système équivalent linéarisé par injection d'entrée/sortie, nous allons uti-

liser l'algorithme présenté dans la thèse de Plestan (Plestan, 1995). Le point de départ de cet

algorithme est la RRA donnée en (5.4). Le principe de l'algorithme consiste à écrire cette relation

sous la forme :

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
= �y � _'1;1 (y;U;Cr)� '1;2 (y;U;Cr) = 0 (5.8)

Les deux fonctions '1;1 et '1;2, si elles existent, sont données pas l'algorithme. Pour ce système,

l'algorithme permet de conclure que le système n'est pas linéarisable dans sa forme actuelle.

Nous essayons de déterminer une transformation de sortie qui permettrait de résoudre le problème

de linéarisation. La détermination de cette transformation de sortie est étudiée dans l'article de

Krener (Krener and Respondek, 1985). Appliquée à notre exemple, la méthode proposée par Krener

permet de trouver la transformation suivante :

~y = ln(y) (5.9)

Divisons la RRA par y et regroupons les termes par ordre décroissant sur les dérivées :

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
y

=
�y

y
�
�
_y

y

�2

+
1

Lt

_yU � _Uy

y2
+
B

J

_y

y

+
(KmLy)

2

LtJ
+
B

J

�
Rt

Lt
� U

Lty

�
� KmL

LtJ
Cr = 0 (5.10)

Or :

�y

y
�
�
_y

y

�2

= �~y

1

Lt

_yU � _Uy

y2
+
B

J

_y

y
=

d

dt

�
B

J
ln(y)� 1

Lt

U

y

�
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Donc ,
!(�y(2); �U(1);Cr)

y se décompose sous la forme :

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
y

= �~y � _'1;1 (y;U;Cr)� '1;2 (y;U;Cr) = 0 (5.11)

où les fonctions '1;1 (y;U;Cr) et '1;2 (y;U;Cr) sont données par :

'1;1 (y;U;Cr) =
1

Lt

U

y
� B

J
ln(y) (5.12)

'1;2 (y;U;Cr) = � (KmLy)
2

LtJ
� B

J

�
Rt

Lt
� U

Lty

�
+
KmL

LtJ
Cr (5.13)

Le modèle du système est donc localement équivalent à :

_�1 = �2 +
1

Lt

U

y
� B

J
ln(y) (5.14a)

_�2 = � (KmLy)
2

LtJ
� B

J

�
Rt

Lt
� U

Lty

�
+
KmL

LtJ
Cr (5.14b)

ln y = ~y = �1 (5.14c)

5.2.3 Relation entre les résidus

5.2.3.1 Observateur de Luenberger

Pour calculer le �ltre liant le résidu de parité au résidu issu de l'observateur de Luenberger,

nous allons considérer le modèle linéairisé (5.14) du moteur.

A partir de ce modèle, la RRA peut être déterminée par projection :

�~y
(2)

= OBS2(C;A)� + COM2(C;A) �'
(1)(y;U;Cr) (5.15)

Les matrices A et C étant sous la forme canonique observable :

A =

2
64 0 1

0 0

3
75 et C =

�
1 0

�

les matrices OBS2(C;A) et COM2(C;A) sont :

OBS2(C;A) =

2
666664

C

CA

CA2

3
777775 =

2
666664

1 0

0 1

0 0

3
777775 et COM2(C;A) =

2
666664

0 0

C 0

CA C

3
777775 =

2
666664

0 0 0 0

1 0 0 0

0 1 1 0

3
777775

La matrice de projection W peut être choisie égale à :

W =

�
0 0 1

�
(5.16)
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La RRA obtenue par projection est égale à :

�~y = _'1;1 (y;U;Cr) + '1;2 (y;U;Cr)

En reprenant l'équation (5.11), le résidu obtenu par projection est égal à
!(�y(2); �U(1);Cr)

y .

Nous allons maintenant construire le générateur de résidus en utilisant la théorie des observateurs

à entrée inconnue. La structure du générateur est la suivante :8>>>>><
>>>>>:

_̂
� = F �̂ + T'(y;U) +Ky

e = C�̂ � (I � CH)~y

= C�̂ + L2~y

(5.17)

Les matrices F , T , K, C, H et L2 sont égales à :

F =

2
64 �k1 1

�k2 0

3
75 , T =

2
64 1 0

0 1

3
75 , K =

2
64 k1

k2

3
75

C =

�
1 0

�
, H =

2
64 0

0

3
75 et L2 = �1

La procédure décrite au chapitre 4 est appliquée pour déterminer le �ltre reliant le résidu d'ob-

servateur elin au résidu de parité !
�
�y(2); �U (1);Cr

�
=y. La relation 4.28 s'écrit alors sous la forme :

W

2
666664

2
666664
elin

_elin

�elin

3
777775+

2
666664

0 0

CK 0

CAK CK

3
777775
2
64 elin

_elin

3
75
3
777775 =

!
�
�y(2); �U (1);Cr

�
y

= r(t) (5.18)

En utilisant l'expression de la matrice W donnée en (5.16), nous obtenons la relation suivante :

�elin + CAKelin + CK _elin = r(t)

Cette équation peut être écrite dans le domaine de Laplace. Nous obtenons :

Elin(p) =
R(p)

p2 + CKp+ CAK
(5.19)

5.2.3.2 Observateur à grand gain

Nous allons maintenant présenter la comparaison entre le résidu de parité et celui issu d'un

observateur à grand gain.

Ce type d'observateur peut être directement appliqué sur le modèle non linéaire (5.1). Ce modèle

s'écrit sous la forme générale a�ne en la commande :8>><
>>:

_x = f(x) +
2P
i=1

gi(x)ui

y = h(x)

(5.20)
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avec

f(x) =

2
64 �B

J x1 +Km
L
J x

2
2

�Rt

Lt
x2 �Km

L
Lt
x1x2

3
75 ,

2
64 �2 (x)

��1 (x1)x2

3
75

g1(x) =

2
64 0

1
Lt

3
75 , g2 =

2
64 � 1

J

0

3
75 et h(x) = x2

Les deux entrées sont :

u1 = U et u2 = Cr

Ce modèle est mis sous la forme canonique observable en appliquant le changement de coordonnée

di�éomorphique 	(x) dé�ni par 2.63:

	 : IRn ! IRn

x ! � = 	(x) =

0
BBBBB@

h(x)

...

Ln�1f h(x)

1
CCCCCA

(5.21)

En remplaçant f(x) et h(x) par leurs expressions respectives, cette application est égale à :

	(x) =

2
64 x2

��1 (x1)x2

3
75 (5.22)

L'observateur à grand gain est synthétisé conformément au théorème 2.6 et a pour équations :8><
>:

_̂x = f (x̂) + g (x̂)u�
h
@	(x̂)
@x̂

i�1
S�1� CT (h (x̂)� y)

CTC = �S� +ATS� + S�A

Les matrices A et C sont les matrices de la forme canonique observable et sont égales à :

A =

2
64 0 1

0 0

3
75 et C =

�
1 0

�

La matrice de gain S� est calculée à l'aide de la formule (2.67) :

S� =

2
64 1

� � 1
�2

� 1
�2

2
�3

3
75

Nous obtenons le terme de gain suivant :

S�1� CT =

2
64 2�

�2

3
75
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L'expression de l'observateur grand gain est donnée par :8><
>:

_̂x1 = �2 (x̂) +
2Lt�

KmLx̂2

�
�1 (x̂1) +

�
2

�
(x̂2 � y)

_̂x2 = ��1 (x̂1) x̂2 + U
Lt
� 2� (x̂2 � y)

(5.23)

Pour utiliser cet observateur comme générateur de résidus, nous pouvons choisir la sortie suivante :

eGG = y � x̂2 (5.24)

La relation non linéaire reliant le résidu issu de l'observateur grand gain eGG au résidu de parité

est déterminée en éliminant le vecteur d'état dans le système (5.23) en considérant la sortie (5.24).

Le scalaire eGG est dérivé jusqu'à l'ordre deux. le vecteur suivant est alors obtenu :

y � eGG = x̂2

_y � _eGG = ��1 (x̂1) x̂2 + U

Lt
+ 2�eGG

�y � �eGG = �1 (x̂1)
2
x̂2 � KmL

Lt
�2 (x̂) x̂2 � �1 (x̂1)

U

Lt
+

_U

Lt
+ 2� (�eGG + _eGG)

Ce système peut s'écrire sous la forme :8>>>>><
>>>>>:

y � eGG = x̂2

_y � _eGG � 2�eGG = ��1 (x̂1) x̂2 + U
Lt

�y � �eGG � 2� ( _eGG + �eGG) = �1 (x̂1)
2
x̂2 � KmL

Lt
�2 (x̂) x̂2 � �1 (x̂1)

U
Lt

+
_U
Lt

(5.25)

La structure de ce système est identique à celle du système (5.2) pour Cr = 0 et en e�ectuant les

substitutions suivantes :

y ! y � eGG

_y ! _y � _eGG � 2�eGG

�y ! �y � �eGG � 2� ( _eGG + �eGG)

Nous pouvons éliminer les variables x̂1 et x̂2 dans ce système et obtenir une relation identique à

(5.4) :

!
�
�y � �eGG � 2� ( _eGG + �eGG) ; _y � _eGG � 2�eGG;y � eGG; �U

(1);0
�
= 0 (5.26)

Comme Cr = 0, cette relation est équivalente à la forme de calcul :

!c

�
�y � �eGG � 2� ( _eGG + �eGG) ; _y � _eGG � 2�eGG;y � eGG; �U

(1)
�
= 0

) !c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
= 0 (5.27)

avec :

!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

=
�y � �eGG � 2� ( _eGG + �eGG)

y � eGG
�
�
_y � _eGG � 2�eGG

y � eGG

�2

+
( _y � _eGG � 2�eGG)U � _U (y � eGG)

Lt (y � eGG)
2 +

B

J

_y � _eGG � 2�eGG
y � eGG

+
(KmL)

2

LtJ
(y � eGG)

2 +
B

J

�
Rt

Lt
� U

Lt (y � eGG)

�
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Pour faire apparaître la forme de calcul du résidu de parité (5.6a), nous pouvons décomposer

!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
en série de Taylor autour de �e

(2)
GG mais cette fonction n'étant pas polynô-

miale, le développement sera in�ni. Toutefois, nous pouvons obtenir une décomposition �nie en

considérant la décomposition de (y � eGG)
2 !c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
puis en divisant le tout par y2

(y 6= 0):

(y � eGG)
2
!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

y2
= !c

�
�y(2); �U (1)

�
+ !c;1

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

avec

!c;1

�
�y(2);0; �U (1);0

�
= 0

Or

(y � eGG)
2
!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

y2
= !c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
�2!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
� eGG

y
+

�
eGG
y

�2

| {z }
�!c;2

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U(1);�
�

avec

!c;2

�
�y(2);0; �U (1);0

�
= 0

La forme de calcul obtenue par élimination sur l'observateur peut alors se décomposer en une

partie égale à la forme de calcul du résidu de parité et en une forme égale à zéro lorsque le résidu

d'observateur et ses dérivées successives �eGG sont nulles :

!c

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
= !c

�
�y(2); �U (1)

�
+!c;1

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
+ !c;2

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

| {z }
�!c;3

�
�y(2);�e

(2)
GG

; �U(1);�
�

L'équation (5.27) se décompose alors :

!c

�
�y(2); �U (1)

�
� !c;3

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�
= 0 (5.28)

Le résidu de parité !c
�
�y(2); �U (1)

�
et le résidu issu de l'observateur à grand gain eGG sont liés par

un �ltre non linéaire :

!c

�
�y(2); �U (1)

�
= !c;3

�
�y(2);�e

(2)
GG;

�U (1);�
�

(5.29)

5.3 Mesure du courant et de la vitesse

Dans cette con�guration, tout le vecteur d'état est mesuré. Le système est donné par les

équations suivantes : 8><
>:

_x1 = �B
J x1 +

KmL
J x22 � Cr

J

_x2 = �Rt

Lt
x2 � KmL

Lt
x1x2 +

U
Lt

(5.30)

8><
>:

y1 = x2

y2 = x1

(5.31)
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Nous allons étudier ici la génération de résidus par les approches de l'espace de parité et par un

observateur linéarisé. Pour commencer, nous allons déterminer les RRA issues du modèle puis

nous linéariserons le modèle pour construire l'observateur.

5.3.1 Calcul des RRA

Lorsque seulement le courant est mesuré, nous avons montré qu'il est impossible de construire

une RRA indépendante du couple résistant. Avec l'ajout du capteur de vitesse, nous allons voir

que nous pouvons obtenir une RRA robuste par rapport à Cr .

Dans une première étape, nous dérivons le vecteur de sortie pour déterminer la fonction �s. Nous

choisissons les ordres de dérivation suivant :

� s1, associé à la sortie y1, égal à 1

� s2, associé à la sortie y2, égal à 1

nous obtenons :

y1 = x2

_y1 = �Rt

Lt
x2 � KmL

Lt
x1x2 +

U
Lt

y2 = x1

_y2 = �B
J x1 +

KmL
J x22 � Cr

J

(5.32)

En condensant l'écriture, nous avons :

�y(1) = �1 (x1;x2;U;Cr)

La matrice jacobienne de �1 en x et Cr est égale à :

�
@�1
@x

@�1
@Cr

�
=

2
6666666664

0 1 0

�KmL
Lt

x2 �Rt

Lt
� KmL

Lt
x1 0

1 0 0

�B
J 2KmL

J x2 � 1
J

3
7777777775

Le rang r� de cette matrice est égal à 3. En utilisant le théorème 3.3, nous pouvons calculer le

nombre de RRA issues du modèle et robustes vis-à-vis de Cr :

�� =

2X
k=1

sk + p� r�

= (1 + 1) + 2� 3

= 1

Cette relation est facilement calculable en remplaçant x1 (resp. x2) dans l'expression _y1 par y2
(resp. y1) :

!1

�
�y
(1)
1 ;y2;U

�
= _y1 +

Rt

Lt
y1 +

KmL

Lt
y1y2 � U

Lt
= 0 (5.33)
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La dérivée première de y2 permet de déterminer une RRA dépendant de Cr comme pour la

con�guration précédente mais en diminuant les ordres de dérivation nécessaires :

!2

�
y1;�y

(1)
2 ;Cr

�
= _y2 +

B

J
y2 � KmL

J
y21 +

Cr
J

(5.34)

Remarque 5.3.1 La relation !1
�
�y
(1)
1 ;y2;U

�
= 0 peut être obtenue par projection en considérant

le vecteur composé de y1 et _y1 et en remplaçant dans cette dernière ligne x1 et x2 respectivement

par y2 et y1 :

y1 = x2

_y1 = �Rt

Lt
y1 � KmL

Lt
y1y2 +

U

Lt

La matrice de projection W est donnée par :

W =

�
0 1

�
(5.35)

5.3.2 Observateur de Luenberger

Le système est déjà sous la forme canonique observable :

8><
>:

_x1 = '1;1 (y1;y2)� Cr
J

_x2 = '2;1 (y1;y2;U)

(5.36a)

8><
>:

y1 = x2

y2 = x1

(5.36b)

avec

'1;1 = �B
J
y2 +

KmL

J
y21

'2;1 = �Rt

Lt
y1 � KmL

Lt
y1y2 +

U

Lt

Ce modèle s'écrit sous la forme :

_x = Ax+ ' (y;u) +Ev

y = Cx

où les matrices A, ' (y;u), E et C sont données par :

A =

2
64 0 0

0 0

3
75 , ' (y;u) =

2
64 '1;1 (y;u)

'2;1 (y;u)

3
75 , E =

2
64 � 1

J

0

3
75 et C =

2
64 0 1

1 0

3
75
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En suivant l'algorithme de construction des UIO donné dans le chapitre traitant des observateurs,

nous pouvons calculer les matrices H , T , F et K permettant d'obtenir le générateur de résidus.

H = E
h
(CE)

T
CE
i�1

(CE)
T
=

2
64 0 1

0 0

3
75 (5.37a)

T = I �HC =

2
64 0 0

0 1

3
75 (5.37b)

La matrice K1 est calculée par placement de pôles telle que la matrice A �K1C soit stable. La

structure des matrices A et C entraîne que K1 est une matrice de dimension deux et pouvant être

choisie antidiagonale.

K1 =

2
64 0 k12

k21 0

3
75 avec k12;k21 > 0 (5.38a)

F = A�K1C =

2
64 �k12 0

0 �k21

3
75 (5.38b)

K2 = FH =

2
64 0 �k12

0 0

3
75 (5.38c)

K = K1 +K2 =

2
64 0 0

k21 0

3
75 (5.38d)

Le générateur de résidus utilisant les UIO peut être construit avec les équations suivantes :

_� =

2
64 �k12 0

0 �k21

3
75 � +

2
64 0 0

0 1

3
75' (y;u) +

2
64 0 0

k21 0

3
75 y (5.39a)

e =

2
64 1 0

0 0

3
75 y �

2
64 0 1

1 0

3
75 � (5.39b)

5.3.3 Relation entre les résidus

La matrice T n'étant pas inversible, il est possible de construire un observateur d'ordre réduit

pour générer les résidus. Cet observateur, équivalent au système (4.7) aura pour équations :

_z = F �z + T � (y;u) +K�y (5.40a)

e� = C�z � L�2y (5.40b)

nous avons les matrices F �, T �, K�, C� et L�2 suivantes :

F � = �k21, T � =
�
0 1

�
, K� =

�
k21 0

�
, C� = 1 et L�2 =

�
1 0

�
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Pour trouver le �ltre liant le résidu de parité au résidu d'observateur, nous allons étendre l'obser-

vateur réduit pour obtenir un système identique au système (4.10).

Les matrices supplémentaires f�, t�, k�, c� et l�2 peuvent être choisies de la manière suivante :

f� = �k22, t� =
�
1 0

�
, k� =

�
0 k22

�
, c� = 1 et l�2 =

�
0 1

�

Le système étendu s'écrit sous la forme :

_ze =

2
64 �k21 0

0 �k22

3
75 ze +

2
64 0 1

1 0

3
75 � (y;u) +

2
64 k21 0

0 k22

3
75 y

ee =

2
64 1 0

0 1

3
75 ze �

2
64 1 0

0 1

3
75 y

Les matrices Te =

2
64 0 1

1 0

3
75 et L2e =

2
64 1 0

0 1

3
75 sont inversibles. En suivant la procédure présentée

dans le chapitre 4, nous obtenons la relation (4.28) :

W �P

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

2
6666666664

e�

esup

_e�

_esup

3
7777777775
+

2
64 0 0

CT�1e KL�12e 0

3
75

2
6666666664

e�

esup

_e�

_esup

3
7777777775

9>>>>>>>>>=
>>>>>>>>>;

= !1

�
�y
(1)
1 ;y2;U

�

La matrice de permutation P est choisie telle que :

P

2
64 C

CA

3
75 =

2
64 c1

c1A

3
75

Nous obtenons donc la matrice P suivante :

P =

2
64 1 0 0 0

0 0 1 0

3
75

La matrice de projection W � est choisie égale à W .

Finalement, nous obtenons la relation suivante liant le résidu d'observateur au résidu de parité :

_e� + k21e
� = !1

�
�y
(1)
1 ;y2;U

�
(5.41)

Dans le domaine de Laplace, nous obtenons le �ltre suivant :

E�(p) =

1(p)

p+ k21
(5.42)
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5.4 Application numérique

Les valeurs numériques que nous choisissons sont issues de (Chiasson and Bodson, 1993;

Plestan, 1995) :

R = 0:01485


r = 0:00989


Rt = R+ r = 0:02474


L� l ) Lt w L = 0:06H

Km = 0:04329

J = 30:1N=rad:s�2

B = 0:1N=rad:s�1

La tension d'alimentation U doit être comprise entre 0 et 1000 Volts et le courant est limité à 1000

Ampères.

Nous avons choisi d'alimenter le moteur par une loi de commande exponentielle donnée par l'ex-

pression :

U = �70e� t
35 + 70

Le couple résistant est choisi constant et égal à 100N:m. Les conditions initiales du moteur sont

choisies égales à zéro et le pas de simulation est choisi égal à 1:10�2 s.

5.4.1 Mesure du courant uniquement

A la valeur du courant, nous avons ajouté un bruit blanc gaussien de variance 0:1 représentant

les bruits de mesure.

Les �gures 5.2.a & 5.2.b montre l'évolution temporelle des signaux d'excitation du moteur.

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
0

10

20

30

40

50

60

70

80

5.2.a) entrée U

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
100

120

140

160

180

200

220

240

260

280

300

5.2.b) entrée Cr (inconnue)

Fig. 5.2 � Allure des di�érents signaux d'entrée du moteur

Les �gures 5.3.a & 5.3.b montre l'évolution temporelle des signaux de sortie du moteur.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−20
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20
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5.3.a) vitesse (non mesurée)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−50

0

50

100
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200

250

300

350

400

450

5.3.b) courant

Fig. 5.3 � Allure des di�érents signaux de sortie du moteur

5.4.1.1 Observateur de Luenberger et espace de parité

Le générateur de résidus utilisant la théorie des observateurs de Luenberger décrit par les

équations (5.17) est implanté sur le système. Les dynamiques de cet observateur sont choisies pour

que les valeurs propres de la matrice A�KC soient négatives et égales à

�
�15 �10

�
. Ce choix

permet d'obtenir la matrice de gain suivante :

K =

2
64 k1

k2

3
75 =

2
64 15

50

3
75

Les résidus générés par cet observateur 13 et par la méthode de l'espace de parité 14 sont donnés

respectivement par les équations (5.17) et (5.6a).

Les évolutions temporelles de ces deux résidus sont présentées sur la �gure 5.4.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
−2

0
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5.4.a) Transitoire

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−10

−9

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1
x 10

−3

5.4.b) Sans le transitoire

13. Les conditions initiales de l'observateur sont choisies di�érentes de celles du système initial et sont égales à

�1(0) = 10 et �2(0) = 15

14. Le calcul des dérivées pour évaluer la RRA est réalisé par approximation polynomiale sur une fenêtre de

longueur 51 échantillons et avec des polynômes de degré 1 (resp. 3) pour calculer la dérivée première (resp. seconde)
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Fig. 5.4 � Résidus générés par l'observateur de Luenberger
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Fig. 5.5 � Résidus de parité

Les �gures 5.4 et 5.4.1.1 montrent que les résidus dépendent du couple résistant. Le résidu

de parité est plus sensible à la valeur du couple résistant. Toutefois, comme nous connaissons la

forme d'évaluation du résidu, nous pouvons utiliser ce signal pour obtenir l'évolution exacte du

couple résistant ce qui n'est pas directement possible avec le résidu d'observateur.

Nous allons maintenant appliquer au résidu de parité le �ltre donné par l'équation (5.19) :

F(p) = 1

p2 + CKp+ CAK
=

1

p2 + 15p+ 50

La relation liant les deux résidus peut s'exprimer sous la forme d'état compagne suivante :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

2
64 _elin

�elin

3
75 =

2
64 0 1

�50 �15

3
75
2
64 elin

_elin

3
75+

2
64 0

1

3
75 r(t)

elin =

�
1 0

�264 elin

_elin

3
75

(5.43)

Pour simuler ce �ltre, il est nécessaire de connaître les conditions initiales elin(0) et _elin(0). En

pratique, seul elin(0) peut être connu, tandis que _elin(0) nécessite la connaissance des conditions

initiales du système. En simulation, ces conditions étant connues, nous pouvons donc initialiser le

�ltre avec les vraies conditions initiales :

elin(0) = �10
_elin(0) = 135

La �gure 5.4 montre la sortie du système (5.43).
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Fig. 5.6 � Di�érence entre le résidu de parité �ltré et le résidu d'observateur de Luenberger

La �gure 5.6 illustre parfaitement les résultats prouvés dans le chapitre 4.

5.4.1.2 Observateur grand gain et Espace de parité

L'observateur décrit par les équations (5.23) est maintenant implanté sur le système. Les

paramètres d'initialisation et de réglage de cet observateur sont les suivants :

� conditions initiales : x̂1(0) = 10 et x̂2(0) = 10.

� le gain � est égal 1.

Aucune panne n'est considérées, seule la variation de couple résistant in�ue sur le résidu issu de

l'observateur grand gain. La �gure 5.7 montre l'évolution temporelle du résidu d'observateur et

du résidu de parité.
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5.7.a) Résidu d'observateur grand gain
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5.7.b) Résidu de parité

Fig. 5.7 � Résidu issu de l'observateur grand gain

Pour comparer ces deux résidus, la fonction !c;3 est évaluée avec les signaux mesurés. La

�gure 5.7 montre la di�érence entre !c;3 et le résidu de parité r(t).
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5.4.2 Mesure du courant et de la vitesse

Dans les sections précédentes, nous avons présenté trois méthodes de génération de résidus

utilisant les observateurs de Luenberger, les observateurs grand gain et l'espace de parité. Les

résidus calculés dans le cas d'une variation anormale du paramètre Rt sont relativement médiocres,

en particulier lorsque la robustesse vis-à-vis du couple résistant est considérée.

Nous allons maintenant ajouter la mesure de la vitesse. Avec ce capteur supplémentaire, nous allons

comparer le résidu robuste par rapport au couple résistant, généré par la méthode de l'espace de

parité (évaluation de la RRA donnée par l'équation 5.33), avec celui généré à partir du système

(5.40).

Pour la simulation, un bruit blanc gaussien de variance unitaire est ajouté à ce capteur.

Les paramètres d'initialisation de l'observateur sont :

� la condition initiale choisie égale à z(0) = 10

� le gain est choisi arbitrairement égal à k21 = 10

Les �gures 5.8.a et 5.8.b montrent respectivement l'évolution temporelle du résidu issu de l'éva-

luation de la RRA et du résidu issu de l'observateur.
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5.8.a) Résidu de parité
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5.8.b) Résidu d'observateur

Fig. 5.8 � Résidus issus de l'observateur de Luenberger

Nous allons étudier deux con�gurations de panne :

� la variation de paramètre présentée à la �gure 1



118 Chapitre 5. Application au moteur à courant continu série

� une dérive suivie d'un biais sur le capteur de vitesse.

1. Variation de Rt
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Fig. 5.9 � Panne sur le paramètre Rt

Les deux �gures 5.10.a et 5.10.b montrent l'évolution temporelle des résidus de parité et

d'observateur. L'évolution du résidu de parité peut facilement s'expliquer à partir de la
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5.10.a) Résidu de parité
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5.10.b) Résidu d'observateur

Fig. 5.10 � Résidus de parité et d'observateur pour une variation de Rt

forme d'évaluation de celui-ci :

!e = ��(t)

L
y1 (5.44)

La �gure 5.11.a (resp. 5.11.b) montre l'évolution temporelle de !e (resp. l'erreur !1 � !3).
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5.11.a) !3
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5.11.b) !1 � !3

Fig. 5.11 � Sensibilité de r(t) pour une variation de Rt

Nous allons maintenant appliquer le �ltre donné par l'équation (5.42) qui lie les deux rési-

dus 15. Les �gures 5.12.a et 5.12.b présentent les résultats obtenus.
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5.12.a) Résidu de parité �ltré
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5.12.b) Di�érence entre le résidu de parité

�ltré et le résidu d'observateur

Fig. 5.12 � Lien unissant les résidus d'observateur et de parité

Ces �gures illustrent bien le lien existant entre les deux résidus. Ce lien peut permettre entre

autre de déterminer facilement la forme d'évaluation du résidu d'observateur et d'étudier sa

sensibilité à la panne.

2. Panne capteur

La �gure 5.13 montre l'allure de la panne ajoutée au capteur de vitesse.

15. La valeur initiale du �ltre est choisie égale à 10
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Fig. 5.13 � Allure du défaut capteur

Les �gures 5.14.a et 5.14.b montrent l'évolution temporelle des deux résidus de parité et

d'observateur.
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5.14.a) Résidu de parité
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5.14.b) Résidu d'observateur

Fig. 5.14 � Lien entre les résidus d'observateur et de parité

La forme d'évaluation du résidu de parité est égale à :

!e = Kmy1�(t)

Cette forme correspond à l'allure du résidu présenté sur la �gure 5.14.a.

Nous allons maintenant �ltrer le résidu de parité pour illustrer son lien avec le résidu d'ob-

servateur. Les deux �gures 5.15.a et 5.15.b montrent respectivement le résidu de parité �ltré

et l'erreur entre ce résidu �ltré et le résidu d'observateur.
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5.15.a) !3
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5.15.b) !1 � !3

Fig. 5.15 � Lien entre les résidus d'observateur et de parité

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté l'exemple du moteur à courant continu série. Deux

con�gurations de mesure ont été choisies, soit seul le courant est mesuré, soit le courant et la

vitesse sont mesurés.

Dans la première con�guration de mesure, nous avons implanté trois types de générateur de résidus

utilisant respectivement les observateurs de Luenberger, les observateurs à grand gain et l'espace

de parité. Ces di�érents résidus sont évalués pour détecter une variation anormale de la résistance

équivalente du moteur. Les résultats obtenus sont concluants pour le résidu de parité et le résidu

issu de l'observateur de Luenberger lorsqu'aucune considération de robustesse vis-à-vis du couple

résistant n'est prise en compte. Le résidu issu de l'observateur grand gain s'avère peu sensible à

ce défaut mais la robustesse vis-à-vis du couple résistant explique ces mauvais résultats.

Dans la seconde con�guration, nous avons considéré uniquement les résidus robustes vis-à-vis du

couple résistant et issus de l'observateur de Luenberger et de l'espace de parité. Deux défauts sont

considérés, la variation de la résistance équivalente du moteur et une variation de la valeur donnée

par le capteur de vitesse.

Les résultats de comparaison des résidus présentés dans le chapitre 4 sont validés sur ces di�érents

cas de �gures.

Nous allons maintenant considérer l'exemple du moteur asynchrone pour lequel nous allons illustrer

les problèmes de robustesse abordés dans le chapitre traitant de l'espace de parité.



Chapitre 6

Application au moteur asynchrone

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'appliquer l'approche de l'espace de parité, présentée

dans le chapitre 3 sur la machine asynchrone.

Pour commencer l'étude, nous présenterons le modèle du moteur. Dans un premier temps, les

phénomènes électromagnétiques présents dans l'entrefer du moteur et permettant de faire tourner

le rotor seront rappelés. Dans un second temps, la transformation de Park permettant d'obtenir un

modèle à coe�cients constants sera présentée. En�n, La modélisation de la partie mécanique sera

présentée. Toutes ces étapes permettent d'aboutir à un modèle de simulation, validé dans le cadre

de l'action incitative �Diagnostic des entraînements électriques�. Cette simulation sera utilisée

pour générer les di�érents signaux nécessaires pour appliquer nos algorithmes de surveillance.

6.1 Modélisation

Pour commencer nous allons rappeler les principes de base de l'électromagnétisme. En parti-

culier, nous présenterons le concept des champs tournants qui sont créés au niveau du stator et qui

permettent de faire tourner le rotor. Ensuite, nous présenterons la transformation de Park pour

aboutir à un modèle de la partie électrique de la machine.

6.1.1 Les champs tournants

Le stator d'une machine asynchrone est composé de bobinages qui lorsqu'ils sont alimentés,

produisent un champ magnétique qui crée des forces électromotrices au sein de l'entrefer de la

machine. Pour illustrer ces phénomènes physiques, nous allons considérer une machine composée

d'une paire de pôles (�g. 6.1.1). Nous allons calculer la force électromotrice générée par la ligne de

champ 16 (C) passant par un pointM repéré par l'angle � (Caron and Hautier, 1995) . L'amplitude

de cette force est déterminée par le théorème d'Ampère (Bonal, 1997) rappelé ci-dessous.

Théorème 6.1 (théorème d'Ampère) La circulation du vecteur de champ magnétique ~H le

long d'une trajectoire fermée (C) est égale à la somme algébrique des courants de spires que ce

champs traverse.

16. Une ligne de champs est une courbe fermée qui est en tout point tangente au vecteur de champ.

122
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Fig. 6.1 � Lignes de champ magnétique créées par deux courants d'encoche

En appliquant ce théorème à la ligne de champ (C), nous obtenons :I
(C)

~H
�!
dl =

I
fer

~H
�!
dl| {z }

matériaux
ferromagnétique

+

I
RMS

~H
�!
dl| {z }

entrefer, au point M,
allant du rotor (R)
vers le stator (S)

+

I
SM 0R

~H
�!
dl| {z }

entrefer, au point M'
(symétrique au point M

par rapport à la ligne de neutre),
allant du stator vers le rotor

= nI (6.1)

où n est le nombre de spires.

Par dé�nition, la force magnétomotrice (f.m.m) au point M est donné par :I
RMS

~H
�!
dl , E(M) = H(M)e

par symétrie, au point M 0, nous avons :I
SM 0R

~H
�!
dl , E(M 0) = �E(M)

La perméance 17 des matériaux ferromagnétiques (le stator et le rotor) étant très supérieure à la

perméance d'entrefer, le terme
H
fer

~H
�!
dl dans l'équation (6.1) peut être négligé. Nous obtenons

�nalement la relation suivante :

E(M)� E(M 0) = nI ) E =
nI

2
(6.2)

17. la perméance d'un matériaux représente sa capacité à conduire les lignes de champ
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Pour l'exemple d'une machine à une paire de pôles, la f.m.m. est égale à nI
2 pour la partie supérieure

du stator et égale à �nI
2 pour la partie inférieure. La �gure 6.2 montre la répartition spatiale de

la f.m.m. pour une seule spire.

ε(   )M

θ

nI/2

−nI/2

π/2−π/2 0 π−π

Fig. 6.2 � Répartition spatiale de la f.m.m

En augmentant le nombre de spires et en les répartissant de manière judicieuse, l'évolution

de la f.m.m. s'exerçant au point M tend vers une sinusoïde. La relation donnant cette f.m.m. est

obtenue en faisant la décomposition en série de Fourier de la courbe 6.2 et en ne considérant que

le premier harmonique :

E(�) = 2kn

�
i cos(p�) = E cos p� (6.3)

où p est le nombre de paires de pôles, k le facteur de bobinage, n est le nombre total de spires de

l'enroulement d'une phase et i est le courant traversant les spires.

Remarque 6.1.1 La notation E(�) est utilisée pour représenter la f.m.m. au point M dans un

repère polaire tandis que E(M) est utilisée pour représenter la f.m.m. au point M dans le repère

cartésien.

Pour une machine synchrone ou asynchrone le courant d'alimentation est polyphasé 18(q phases)

sinusoïdal. Pour chaque phase, ce courant s'exprime par :

ik = I cos

�
!st� k

2�

q

�
pour k 2 [0; : : : ;q � 1]

Le signe+ (resp.�) est utilisé lorsque nous alimentons le moteur dans le sens direct (resp. indirect).

Dans la suite, nous ne considérerons que le cas où l'alimentation est dans le sens directe.

La f.m.m. au point M , engendrée par le courant ik, vaut :

Ek(�;t) = E cos
�
!st+ k

2�

q

�
cos (p�)

La f.m.m. totale au point M est obtenue en additionnant les f.m.m. engendrées par tous les

courants ik :

E(�;t) = E
q�1X
k=0

cos

�
!st+ k

2�

q

�
cos (p�)

18. polyphasé : plusieurs phases, habituellement 3 phases.
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En utilisant les formules classiques de trigonométrie, nous obtenons le résultat suivant :

E(�;t) = q

2
E cos (!st� p�) (6.4)

L'alimentation polyphasée du bobinage statorique crée une force magnétomotrice tournante. Nous

allons maintenant calculer la vitesse de rotation de cette force. A l'instant initial, les maxima de

cette force sont situés à :

cos(p�) = 1) � = 0 + k
2�

p
, k = 0;1; : : :

A l'instant �t, ces maxima se retrouvent aux emplacements :

cos (!s�t+ p�) = 1) � = �!s
p
�t+ k

2�

p
, k = 0;1; : : :

La vitesse angulaire 
s du champ tournant est donc égal à :


s = �!s
p

(6.5)

Cette vitesse est appelée vitesse synchrone. Lorsque le rotor tourne exactement à la vitesse 
s,

alors la machine est dite synchrone. Dans le cas contraire, la machine est dite asynchrone.

6.1.2 Principe de fonctionnement de la machine asynchrone

Une machine asynchrone est composée :

� d'un stator bobiné créant un champ magnétique tournant lorsqu'il est alimenté par une

source polyphasée.

� d'un rotor composé de circuits magnétiques en court-circuit.

� d'un entrefer très étroit pour limiter les pertes magnétiques.

Deux types de rotors se distinguent, les rotors bobinés (ou à bagues) et les rotors à cage.

1. Le rotor bobiné

Le rotor est constitué d'un empilement de disques de tôles dans lesquels sont placés des

encoches. Ses encoches contiennent un bobinage polyphasé branché en court-circuit.

Ce type de rotor donne un accès au bobinage rotorique ce qui est un avantage important

pour la commande (possibilité de diminuer les courants au démarrage) et pour la surveillance

(possibilité de mesurer les courants rotoriques). Toutefois, l'accès au rotor d'une machine en

rotation nécessite l'implantation d'un système collecteur/balais. Cette partie mécanique est

directement en contact avec le rotor et s'use très rapidement.

En�n, le coût relativement élevé (en comparaison au rotor à cage) rend ce type de rotor peut

intéressant dans le domaine industriel.

2. Le rotor à cage

Le rotor est composé de deux anneaux dans lesquels sont disposés des barres formant ainsi

un certain nombre de circuits magnétiques fermés et naturellement en court-circuit (�g 6.3).
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Anneaux

Barres

Fig. 6.3 � Cage d'écureuil

Le rotor est plongé dans un champs magnétique sinusoïdal ce qui crée dans les circuits magnétiques

du rotor des courants d'induits (appelés �courants de Foucault�). Ces courants sont créés de

manière à s'opposer à la cause qui leur a donné naissance. La combinaison de ces courants et

du champ magnétique génère une force faisant tourner le rotor dans le même sens que le champ

tournant.

Le rotor ne peut toutefois pas atteindre la vitesse du champ tournant puisque dans ce cas, il ne

serait plus soumis aux variations de champ, supprimant les courants d'induit et donc la force

faisant tourner le rotor.

Le rotor tourne donc à une vitesse (
) légèrement inférieure à la vitesse du champ tournant (
s) :


s > 


Dé�nition 6.1 L'écart entre les vitesses statorique et rotorique est caractérisé par le glissement,

noté g, dé�ni par :

g =

s �



s

6.1.3 Modélisation de la machine

Nous allons maintenant nous intéresser à la modélisation de la partie électrique de la machine.

Deux types de modèles se distinguent dans la littérature :

� Les modèles �ns (réseaux de perméances (Delforge-Delmotte, 1995), réseaux électriques

(Henao et al., 1997; Konan et al., 1988)).

Ils sont obtenus à partir des éléments �nis et nécessitent une connaissance approfondie de la

géométrie de la machine. Ces modèles sont très précis mais sont très complexes à utiliser et

dépendent de la machine pour laquelle ils ont été conçus.

� Les modèles simpli�és (modèle en abc, modèle de Park (Seguier and Notelet, 1994)).

Ils sont obtenus à partir des diverses lois de l'électromagnétisme sous certaines hypothèses

simpli�catrices que nous détaillerons plus loin.
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Nous n'allons considérer que les modèles simpli�és. Dans un premier temps, nous donnerons les

di�érentes hypothèses de validité de ces modèles. Puis dans un second temps, nous donnerons la

représentation dite en abc de la machine et en�n nous présenterons le modèle de Park.

6.1.3.1 Hypothèses

Nous supposons que :

� L'épaisseur de l'entrefer est constante, les e�ets d'encoche sont négligés.

� La saturation du circuit magnétique est négligée.

� Les résistances des enroulements ne varient pas avec la température.

� La force magnétomotrice créée par chacune des phases a une répartition sinusoïdale.

� La machine est alimentée par une source triphasée et chaque phase est représentée par une

lettre (a,b et c).

� Le rotor est bobiné. Si ce n'est pas le cas, nous considérerons le bobinage triphasé équivalent.

6.1.3.2 Équations générales de la machine

Pour chaque phase statorique et rotorique, nous pouvons appliquer la loi d'Ohm.

Pour le stator, les équations suivantes sont obtenues :8>>>>><
>>>>>:

vSa = RsiSa +
d
dt�Sa

vSb = RsiSb +
d
dt�Sb

vSc = RsiSc +
d
dt�Sc

(6.6)

et pour le rotor, nous avons le même système :8>>>>><
>>>>>:

vRa
= RriRa

+ d
dt�Ra

vRb
= RriRb

+ d
dt�Rb

vRc
= RriRc

+ d
dt�Rc

(6.7)

avec

� vSa , vSb et vSc sont les tensions appliquées aux trois phases du stator.

� iSa , iSb et iSc sont les courants dans les trois phases du stator.

� �Sa , �Sb et �Sc sont les �ux traversant ces trois phases.

� Rs est la résistance d'une phase.

Pour le rotor, les notations ont les mêmes signi�cations, la lettre R remplaçant la lettre S.

Les �ux peuvent être exprimés en fonction des courants des inductances statorique et rotorique

et des mutuelles. L'hypothèse d'entrefer constant combinée avec la construction symétrique de

la machine permettent d'obtenir des inductances propres constantes et égales pour chaque phase

d'un même enroulement. De même, les mutuelles entre phase sont constantes et égales.

Les notations suivantes seront adoptées :

� Ls est l'inductance des phases du stator.
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� Lr est l'inductance des phases du rotor.

� MS est la mutuelle entre les phases du stator.

� Mr est la mutuelle entre les phases du rotor.

Les mutuelles entre les phases du stator et du rotor dépendent de l'angle entre les enroulements

concernés (6.4).

SC SB

SA

RA

RC

RB

θ
2π/3

Fig. 6.4 � Repère statorique et repère rotorique

Notons M la mutuelle entre deux phases lorsque les axes coïncident, nous avons alors :

MSR =M cos

�
� + (r � s)

2�

3

�

où r (resp. s) représente le numéro de la phase rotorique (resp. statorique) concernée (1 pour la

phase a, 2 pour la phase b et 3 pour la phase c).

Les �ux résultants ont alors pour expressions :8>>>>><
>>>>>:

�Sa = LsiSa +MsiSb +MsiSc +MAAiRa
+MABiRb

+MACiRc

�Sb = LsiSb +MsiSa +MsiSc +MBAiRa
+MBBiRb

+MBCiRc

�Sc = LsiSc +MsiSa +MsiSb +MCAiRa
+MCBiRb

+MCCiRc8>>>>><
>>>>>:

�Ra
= LriRa

+MriRb
+MriRc

+MAAiSa +MABiSb +MACiSc

�Rb
= LriRb

+MriRa
+MriRc

+MBAiSa +MBBiSb +MBCiSc

�Rc
= LriRc

+MriRa
+MriRb

+MCAiSa +MCBiSb +MCCiSc

En remplaçant ces expressions dans (6.6) et (6.7) et en condensant les écritures, nous obtenons :8><
>:

[vS ] = [RS ] [iS] + [LSS ]
d
dt [iS ] +

d
dt [[MSR] [iR]]

[vR] = [RR] [iR] + [LRR]
d
dt [iR] +

d
dt [[MRS ] [iS]]

(6.8)
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avec :

[vS ] =

2
666664
vSa

vSb

vSc

3
777775 , [vR] =

2
666664
vRa

vRb

vRc

3
777775 =

2
666664

0

0

0

3
777775 , [iS ] =

2
666664
iSa

iSb

iSc

3
777775 , [iR] =

2
666664
iRa

iRb

iRc

3
777775

[RS ] = RsI3�3, [RR] = RrI3�3, [LSS] =

2
666664

Ls Ms Ms

Ms Ls Ms

Ms Ms Ls

3
777775 , [LRR] =

2
666664

Lr Mr Mr

Mr Lr Mr

Mr Mr Lr

3
777775

[MSR] =M

2
666664

cos (�) cos
�
� � 4�

3

�
cos
�
� � 2�

3

�
cos
�
� � 2�

3

�
cos (�) cos

�
� � 4�

3

�
cos
�
� � 4�

3

�
cos
�
� � 2�

3

�
cos (�)

3
777775 = [MRS ]

T

Le rotor étant court-circuité, le vecteur de tension [vR] est égal à zéro. Le système (6.8) forme le

modèle en abc du moteur.

Ce modèle de la machine n'est pas très utilisé car il nécessite le calcul à chaque instant des matrices

MSR et d
dtMSR.

Nous allons maintenant présenter la transformation de Park permettant d'obtenir un modèle à

coe�cients constants.

6.1.3.3 Transformation de Park

La transformation de Park permet de passer de la représentation dans le repère abc à une

représentation dans un repère diphasé (orthogonal). La �gure 6.5 montre les di�érents axes et

leurs positionnement les uns par rapport aux autres.

θs

ω
s

r
θ

ω
r

SA

R
B

RC

Sd

Sq

Rd

SBSC

R
q

µ

fixe

RA

θ

ω

Fig. 6.5 � Axe des phases statorique et rotorique et repère de Park
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Les vitesses !s, !r et ! sont liées aux angles �s, �r et � par les relations suivantes :

!s =
d
dt�s !r =

d
dt�r ! = d

dt�

Dé�nition 6.2 La transformation de Park d'angle � est dé�nie par :

P (�) =

r
2

3

2
666664

cos (�) cos
�
�� 2�3

�
cos
�
�+ 2�3

�
� sin (�) � sin

�
�� 2�3

� � sin
�
�+ 2�3

�
1p
2

1p
2

1p
2

3
777775 (6.9)

Nous appliquons la transformation de Park d'angle �s (resp. �r) aux grandeurs statoriques (resp.

rotoriques) :

[vcS ] = [P (�s)] [vS ] et [icS] = [P (�s)] [iS]

[vcR] = [P (�r)] [vR] = 0 et [icR] = [P (�r)] [iS ]

où

[vcS ] =

2
666664
vSd

vSq

vS0

3
777775 , [icS] =

2
666664
iSd

iSq

iS0

3
777775 , [vcR] =

2
666664
vRd

vRq

vR0

3
777775 =

2
666664

0

0

0

3
777775 , [icR] =

2
666664
iRd

iRq

iR0

3
777775

Lorsque la machine est équilibrée, c'est-à-dire que la somme des courants et des tensions est égale

à zéro, alors la composante correspondant aux axes S0 et R0
19 est nulle. Dans la suite de la

modélisation, nous ne tiendrons plus compte de cette composante.

Sans perte de généralité, nous pouvons faire coïncider les axes Sd et Rd. Ce choix impose de �xer

l'angle � = 0. Sous cette considération, la transformation de Park, appliquée aux systèmes (6.6)

et (6.7, permet d'obtenir : 8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

vSd = RsiSd +
d�Sd
dt � d�s

dt �Sq

vSq = RsiSq +
d�Sq
dt + d�s

dt �Sd

0 = RriRd +
d�Rd
dt � d�r

dt �Rq

0 = RriRq +
d�Rq
dt + d�r

dt �Rd

(6.10)

Le lien entre les �ux et les courants dans le repère de Park (ou repère d,q) est donné par :2
6666666664

�Sd

�Sq

�Rd

�Rq

3
7777777775
=

2
6666666664

Ls �Ms 0 3
2M 0

0 Ls �Ms 0 3
2M

3
2M 0 Lr �Mr 0

0 3
2M 0 Lr �Mr

3
7777777775

2
6666666664

iSd

iSq

iRd

iRq

3
7777777775

(6.11)

19. la composante homopolaire
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Pour simpli�er les écritures, nous introduisons les grandeurs cycliques dé�nies de la manière sui-

vante :

� Ls = Ls�Ms : l'inductance cyclique propre du stator.

� Lr = Lr �Mr : l'inductance cyclique propre du rotor.

� M = 3
2M : la mutuelle cyclique stator-rotor.

En utilisant ces notations, le moteur peut se modéliser la forme d'état suivante :

2
6666666664

_�Sd

_�Sq

_�Rd

_�Rq

3
7777777775

=

2
6666666664

� 1
Ts�

_�s
M

TsLr� 0

� _�s � 1
Ts�

0 M
TsLr�

M
TrLs� 0 � 1

Tr�
_�r

0 M
TrLs� � _�r � 1

Tr�

3
7777777775

2
6666666664

�Sd

�Sq

�Rd

�Rq

3
7777777775
+

2
6666666664

1 0

0 1

0 0

0 0

3
7777777775

2
64 vSd

vSq

3
75 (6.12)

2
64 iSd

iSq

3
75 =

2
64 1

Ls� 0 � M
LsLr� 0

0 1
Ls� 0 � M

LsLr�

3
75

2
6666666664

�Sd

�Sq

�Rd

�Rq

3
7777777775

(6.13)

où Ts (resp. Tr) est la constante de temps statorique (resp. rotorique) et � est le coe�cient de

dispersion. Ces paramètres sont donnés par :

Ts =
Ls
Rs

, Tr =
Lr
Rr

et � = 1� M2

LsLr
Les angles �s et �r sont reliés par la relation :

� = �s � �r

Par conséquent, nous pouvons �xer librement à une valeur quelconque un de ces angles. Trois

choix sont couramment faits :

� �r = 0. Le repère d,q est �xe par rapport au rotor.

� �s = 0. Le repère d,q est �xe par rapport au stator.

� �s = !st et �r = g!st. Le repère d,q est �xe par rapport au champ tournant.

Par la suite, nous verrons que le repère d,q �xe par rapport au champ tournant est intéressant

pour la commande de la machine car il permet de transformer les grandeurs sinusoïdales en valeurs

continues.

Pour la surveillance, nous préférerons le repère d,q �xe par rapport au stator. Ce choix permet

d'obtenir un modèle polynomial du moteur permettant d'appliquer les algorithmes d'élimination

présentés précédemment.
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6.1.3.4 La partie mécanique

La partie mécanique est modélisée à partir de l'équation fondamentale de la dynamique ap-

pliquée aux solides en rotation :

J
d


dt
= Cem|{z}

Couple
électromagnétique

� B
|{z}
Couple

de frottement visqueux

� Cr|{z}
Couple
résistant

avec :

� J : le moment d'inertie

� 
 : la vitesse mécanique donnée par 
 = !r
p

� B : le coe�cient de frottement visqueux

� Cr: le couple de frottement sec ou couple résistant

� Cem : le couple électromagnétique

Le couple électromagnétique peut s'exprimer en fonction des courants statoriques et des �ux

rotoriques :

Cem = p
M
Lr
�
�Rd

iSq � �RqiSd
�

(6.14)

6.1.3.5 Le modèle pour la surveillance

Pour appliquer directement les algorithmes d'élimination présentés dans le chapitre 3, nous

devons trouver un modèle polynomiale de la machine. Cette structure du modèle est garantie si

nous choisissons le référentiel �xe par rapport au stator.

La représentation d'état de la machine est donnée par les équations (6.12) et (6.13) :

2
6666666664

_�Sd

_�Sq

_�Rd

_�Rq

3
7777777775

=

2
6666666664

� 1
Ts�

_�s
M

TsLr� 0

� _�s � 1
Ts�

0 M
TsLr�

M
TrLs� 0 � 1

Tr�
_�r

0 M
TrLs� � _�r � 1

Tr�

3
7777777775

2
6666666664

�Sd

�Sq

�Rd

�Rq

3
7777777775
+

2
6666666664

1 0

0 1

0 0

0 0

3
7777777775

2
64 vSd

vSq

3
75

2
64 iSd

iSq

3
75 =

2
64 1

Ls� 0 � M
LsLr� 0

0 1
Ls� 0 � M

LsLr�

3
75

2
6666666664

�Sd

�Sq

�Rd

�Rq

3
7777777775

Le référentiel �xe par rapport au stator impose :

� �s = 0 et _�s = 0

� �r = �� et _�r = �! = �p
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Le modèle est alors donné par les équations suivantes :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

_
 = pM
LrJ

�
�Rd

iSq � �Rq
iSd
�� B

J 
� Cr
J

_�Sd = � 1
Ts�

�Sd +
M

TsLr��Rd
+ vSd

_�Sq = � 1
Ts�

�Sq +
M

TsLr��Rq
+ vSq

_�Rd
= M

T�rLs��Sd � 1
Tr�

�Rd
� p
�Rq

_�Rq
= M

TrLs��Sq + p
�Rd
� 1

Tr�
�Rq

En utilisant les équations de sortie de la représentation d'état, les variables du �ux statorique

peuvent être supprimées. Nous obtenons ainsi le modèle suivant :8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

_x1 = pM
LrJ (x2x5 � x3x4)� B

J x1 � Cr
J

_x2 = � (Mx4 � x2)� px1x3

_x3 = � (Mx5 � x3) + px1x2

_x4 = x4 + Æ (�x2 + px1x3) +
vSd
Ls�

_x5 = x5 + Æ (�x3 � px1x2) +
vSq
Ls�

(6.15a)

8>>>>><
>>>>>:

y1 = x1

y2 = x4

y3 = x5

(6.15b)

où le vecteur d'état x est donné par :

x =

�
x1 x2 x3 x4 x5

�T
=

�

 �Rd

�Rq
iSd iSq

�T
et les paramètres , � et Æ sont donnés respectivement par :

 = � 1
� (�+ (1� �)�) � = 1

Tr
� = 1

Ts
Æ = M

LsLr�

Le modèle (6.15) est sous une forme polynomiale et permet l'application de la méthode de l'espace

de parité utilisant la théorie de l'élimination.

6.2 Surveillance par la méthode d'élimination

Dans cette section, nous allons appliquer la méthode de l'espace de parité pour obtenir les

RRA issues du modèle de la machine asynchrone.

Nous calculerons ensuite le nombre de relations qu'il est possible d'extraire de ce modèle lors-

qu'aucune considération de robustesse n'est prise en compte. Nous a�nerons notre recherche en

cherchant le nombre de relations découplées du couple résistant.
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Nous continuerons notre étude par le calcul de ces relations en utilisant l'algorithme d'élimination

des bases de Groebner. Nous montrerons que les RRA obtenues peuvent être décomposées sous la

forme d'une somme de termes sinusoïdaux. Pour facilité l'évaluation des RRA, nous verrons qu'il

est possible de supprimer cette composante sinusoïdale et de n'utiliser que des variables continues.

A partir des RRA �non sinusoïdales�, nous allons considérer trois pannes survenant sur :

� le capteur de vitesse

� la résistance équivalente du rotor Rr

� la résistance équivalente du stator Rs

Le fait de considérer des variations sur les résistances équivalentes de Park n'a pas de justi�cation

physique dans le sens ou un court-circuit de spire au stator ne se traduira pas par ce type de

variation, de même pour une rupture de barres ou d'anneaux du rotor (Raison, 2000).

Toutefois nous justi�ons ce choix par le fait que l'objectif ici est de tester le bon fonctionnement

de la méthode de l'espace de parité pour les systèmes non linéaires. La méthode des résultants

sera appliquée pour obtenir des RRA robustes vis-à-vis de ces pannes.

La détection de défaut sera réalisée en utilisant procédure du CUSUM.

Pour commencer, nous allons déterminer le nombre de RRA qu'il est possible d'extraire du modèle

(6.15a).

6.2.1 Génération des RRA

Pour déterminer le nombre de RRA qu'il est possible d'extraire du modèle, nous devons dans

un premier temps trouver les ordres de dérivation à attribuer à chaque sortie. Puis, en utilisant le

théorème 3.2 (ou 3.3) nous obtenons le nombre de RRA.

Pour ce modèle, nous choisissons les ordres de dérivation suivants (Comtet-Varga et al., 1999):

� s1, associé à la sortie y1, égal à 1.

� s2, associé à la sortie y2, égal à 1.

� s3, associé à la sortir y3, égal à 1.

Nous obtenons alors :

y1 = x1

_y1 =
pM
LrJ (x2x5 � x3x4)� B

J
x1 � Cr

J
y2 = x4

_y2 = x4 + Æ (�x2 + px1x3) +
vSd
Ls�

y3 = x5

_y3 = x5 + Æ (�x3 � px1x2) +
vSq
Ls�

Soit :

�y(1) = �1

�
x;vSd ;vSq ;Cr

�
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La matrice jacobienne de �1 en x est égale à :

@�1

@x
=

2
66666666666666664

1 0 0 0 0

�B
J

pM
LrJ x5 � pM

LrJ x4 � pM
LrJ x3

pM
LrJ x2

0 0 0 1 0

Æpx3 �Æ pÆx1  0

0 0 0 0 1

�Æpx2 �Æpx1 �Æ 0 

3
77777777777777775

Le rang r de cette matrice est égal à 5. Le théorème 3.3 donnant le nombre de RRA indique qu'une

seule RRA peut être extraite du modèle.

� =

3X
k=1

sk + p� r

= (1 + 1 + 1) + 3� 5

= 1

L'algorithme d'élimination des bases de Groebner est utilisé pour déterminer cette RRA. Son

expression est la suivante :

�1

�
�y
(1)
1 ;�y

(1)
2 ;�y

(1)
3 ;vSd ;vSq

�
= p2Ls�A1 (py1y2 � �y3) + p2Ls�A2 (py1y3 � �y2)

+
�
�2 + (py1)

2
�
(J (p _y1 +Bpy1) + pCr) (6.16)

= 0

avec A1 = _y2 � y2 � vSd
Ls� et A2 = _y3 � y3 � vSq

Ls� .

Cette relation dépend du couple résistant et pourra être utilisée comme générateur de résidu

seulement si Cr est connu. Dans le cas contraire, cette relation pourra servir pour calculer Cr.

Nous allons maintenant chercher des relations robustes par rapport à Cr.

Avec les ordres de dérivation sur les sorties égaux à 1, nous montrons à l'aide du théorème 3.3 qu'il

n'existe pas de telles RRA. Pour en obtenir, nous devons augmenter de un l'ordre de dérivation

sur les deux sorties en courants y2 et y3 (Comtet-Varga et al., 1999).

Le rang r? de la matrice �2 =

�
y1 _y1 y2 _y2 �y2 y3 _y3 �y3

�T
est égal à 6. L'expression

de �2 est obtenue sans di�culté mais prend beaucoup de place. Pour cette raison, elle n'est pas

présentée ici. En utilisant le théorème 3.3, nous montrons qu'il existe exactement deux RRA

robustes par rapport à Cr :

�? =

3X
k=1

sk + p� r?

= (1 + 2 + 2) + 3� 6

= 2
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Les expressions de ces deux RRA sont obtenues par l'algorithme des bases de Groebner et sont

égales à :

�2

�
�y
(1)
1 ;�y

(2)
2 ;�y

(2)
3 ;�v

(1)
Sd
;�v
(1)
Sq

�
=

�
�2 + (py1)

2
��

_A1 � �(1� �)

�
(�y2 + py1y3)

�
� (�A2 +A1py1) (�2�py1 + p _y1)

� (�A1 �A2py1)
�
(py1)

2 � �2
�

= 0 (6.17)

et

�3

�
�y
(1)
1 ;�y

(2)
2 ;�y

(2)
3 ;�v

(1)
Sd
;�v
(1)
Sq

�
=

�
�2 + (py1)

2
��

_A2 � �(1� �)

�
(�y3 � py1y2)

�
� (�A1 +A2py1) (2�py1 � p _y1)

� (�A2 +A1py1)
�
(py1)

2 � �2
�

= 0 (6.18)

6.2.2 Analyse des RRA

Nous allons maintenant étudier les deux RRA données précédemment. Ces relations sont par

construction indépendantes (algébriquement et au sens de la dérivée). Nous allons montrer que

les signaux issus de ces deux RRA sont simplement déphasés de �
2 (Christophe and Cocquempot,

1999; Christophe et al., 2000).

Nous montrerons qu'il est possible de trouver deux RRA indépendantes et faisant intervenir les

signaux non sinusoïdaux suivants :

� les amplitudes instantanées des courants et des tensions

� la pulsation instantanées de l'alimentation statorique

� le déphasage instantané entre la tension et le courant

Ces signaux sont soit obtenus directement à partir des signaux mesurés (les amplitudes instanta-

nées et le déphasage) soit fournis par la commande (la pulsation statorique).

Pour montrer que les deux RRA �2 et �3 génèrent des résidus déphasés de �
2 , nous écrivons les

courants et les tensions sous leur forme sinusoïdale :8>>>>><
>>>>>:

vSa = V � cos (!st+ �v)

vSb = V � cos
�
!st+ �v � 2�

3

�
vSc = V � cos

�
!st+ �v +

2�
3

�

8>>>>><
>>>>>:

iSa = I� cos (!st+ �i)

iSb = I� cos
�
!st+ �i � 2�

3

�
iSc = I� cos

�
!st+ �i +

2�
3

�
où V � (resp. I�) représentent la valeur instantanée de la tension (resp. du courant) et �v (resp.

�i) représentent le déphasage de la tension (resp. du courant) par rapport à l'origine.

La transformation de Park appliquée à ces signaux conduit à :8><
>:

vSd = V cos (!st+ �v)

vSq = V sin (!st+ �v)

8><
>:

iSd = I cos (!st+ �i)

iSq = I sin (!st+ �i)
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où V =
q

2
3V

� et I =
q

2
3I
�.

Soit �vi le déphasage entre la tension et le courant. Ce déphasage est lié à �i et �v par la relation

suivante :

�vi = �v � �i

Les tensions statoriques peuvent s'exprimer en fonction de �i et �vi :8><
>:

vSd = V (cos(�vi) cos(!st+ �i)� sin(�vi) sin(!st+ �i))

vSq = V (cos(�vi) sin(!st+ �i) + sin(�vi) cos(!st+ �i))

Les expressions des tensions et des courants sont injectées dans les deux RRA �2 et �3 et nous

obtenons :8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

�2 = a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
cos(!st+ �i) + b1

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
sin(!st+ �i)

= 0

�3 = a2
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
cos(!st+ �i) + b2

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
sin(!st+ �i)

= 0

(6.19)

Le calcul des expressions de ai
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
et bi

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
pour i = 1;2 permet de

trouver les propriétés suivantes :

a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
= b2

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
(6.20a)

a2
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
= �b1

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
(6.20b)

les expressions de a1 et a2 (a1 (resp. a2) est utilisé pour a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
(resp. a2

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
))

sont égales à :

a1 =
�
�2 + p2y21

��
_C11 � C12C13 � �2(1� �)

�
I

�
� (�C13 + py1C11) (�2�py1 + p _y1)

� (�C11 � py1C13)
�
p2y21 � �2

�
(6.21)

a2 =
�
�2 + p2y21

���C11C12 � _C13 � (1� �)�py1I

�

�
� (�C11 � py1C13) (�2�py1 + p _y1)

+ (�C13 + py1C11)
�
p2y21 � �2

�
(6.22)

avec

C11 = _I � I � V

Ls� cos(�vi)

C12 = _!st+ !s + _�i

C13 = C12I � V

Ls� sin(�vi)

Les deux RRA (6.19) sont factorisées et peuvent s'écrire sous la forme :8><
>:

�2 =
p
a21 + b21 sin

�
!st+ �i + arctan

�
b1
a1

��
= 0

�3 =
p
a22 + b22 sin

�
!st+ �i + arctan

�
b2
a2

��
= 0
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A partir des propriétés (6.20), nous avons :q
a21 + b21 =

q
b22 + (�a2)2

=
q
a22 + b22 , R (6.23)

et

arctan

�
b1
a1

�
= arctan

�
�a2
b2

�

= arctan

�
b2
a2

�
� �

2
(6.24)

Par conséquent, les deux RRA �2 et �3 sont égales à

�2 = R sin

�
!st+ �i + arctan

�
b1
a1

��
= 0 (6.25a)

�3 = R sin

�
!st+ �i + arctan

�
b1
a1

�
+
�

2

�
= 0 (6.25b)

Les équations (6.25) prouvent que les deux RRA , �2 et �3 sont simplement déphasées de �
2 .

Pour que ces deux RRA soient égales à zéro, il faut que R = 0. Ceci est possible si et seulement

si : 8><
>:

a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
= 0

a2
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
= 0

(6.26)

Les deux relations a1 et a2 peuvent servir de RRA. L'évaluation des résidus avec ces relations

nécessite l'utilisation de signaux non sinusoïdaux ce qui facilite l'estimation des dérivées.

6.2.3 Résidus structurés en vitesse variable

Nous allons maintenant considérer la machine tournant à une vitesse non constante et en

fonctionnement dégradé. Trois pannes vont être considérées :

� les pannes capteur (seul le capteur de vitesse sera considéré)

� les pannes stator

� les pannes rotor

Ces pannes sont modélisées par l'ajout d'un terme sur la valeur nominale du composant considéré :

� pour le capteur de vitesse, la sortie mesurée y1 sera égale à y1r +�y1

� pour les pannes stator, nous considérons une variation de la constante de temps statorique :

�� = �+��

� pour les pannes rotor, nous considérons une variation de la constante de temps rotorique :

�� = � +��

Ces pannes sont injectées dans les deux RRA a1 et a2. Nous avons alors :

a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ��� ; ��y1

�
= 0 (6.27a)

a2
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ��� ; ��y1

�
= 0 (6.27b)
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Ces deux RRA sont décomposées de manière à séparer leurs formes de calcul de leurs formes

d'évaluation :

a1
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ��� ; ��y1

�
a1c
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
+ a1e

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ��� ; ��y1

�
= 0 (6.28a)

a2
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ���; ��y1

�
a2c
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
+ a2e

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V ; ���; ��� ; ��y1

�
= 0 (6.28b)

Nous allons maintenant calculer les relations robustes par rapport à �y1s, �� et �� .

D'après le théorème 3.3, nous montrons que les relations robustes existent uniquement si les

termes additifs sont constants. Sous cette condition, la génération des relations robustes est réalisée

en éliminant un paramètre dans deux relations. Pour cela, nous allons utiliser la méthode des

résultants présentée dans le chapitre 3 (Christophe et al., 1999; Christophe and Cocquempot, 2000).

6.2.3.1 Robustesse par rapport à �y1

Les deux relations a1 et a2 sont écrites sous la forme de polynôme en �y1 avec des coe�cients

dans le corps k[�y1;�!s;��i;��vi;�I;�V;���;��� ] :

8><
>:

a1 = S
�y1
1;3 �3

y1 + S
�y1
1;2 �2

y1 + S
�y1
1;1 �1

y1 + S
�y1
1;0

a2 = S
�y1
2;3 �3

y1 + S
�y1
2;2 �2

y1 + S
�y1
2;1 �1

y1 + S
�y1
2;0

(6.29)

La RRA robuste par rapport à �y1 est obtenue en calculant le résultant entre a1 et a2 par rapport

à �y1 :

��y1
= Res (a1;a2;�y1) =

����������������������

S
�y1

1;3 0 0 S
�y1

2;3 0 0

S
�y1
1;2 S

�y1
1;3 0 S

�y1
2;2 S

�y1
2;3 0

S
�y1
1;1 S

�y1
1;2 S

�y1
1;3 S

�y1
2;1 S

�y1
2;2 S

�y1
2;3

S
�y1

1;0 S
�y1

1;1 S
�y1

1;2 S
�y1

2;0 S
�y1

2;1 S
�y1

2;2

0 S
�y1

1;0 S
�y1

1;1 0 S
�y1

2;0 S
�y1

2;1

0 0 S
�y1

1;0 0 0 S
�y1

2;0

����������������������

= 0 (6.30)

La forme de calcul doit être extraite de cette RRA pour générer le résidu robuste vis-à-vis de �y1 .

6.2.3.2 Robustesse par rapport à ��

Comme précédemment, les deux RRA a1 et a2 peuvent s'écrire sous la forme d'un polynôme

de degré 3 en la variable �� avec des coe�cients dans le corps k[�y1;�!s;��i;��vi;�I;�V;���;��y1 ]. La
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RRA robuste par rapport à �� est alors égale au résultant entre a1 et a2 par rapport à �� :

���
= Res (a1;a2;��) =

����������������������

S
��

1;3 0 0 S
��

2;3 0 0

S
��

1;2 S
��

1;3 0 S
��

2;2 S
��

2;3 0

S
��

1;1 S
��

1;2 S
��

1;3 S
��

2;1 S
��

2;2 S
��

2;3

S
��

1;0 S
��

1;1 S
��

1;2 S
��

2;0 S
��

2;1 S
��

2;2

0 S
��

1;0 S
��

1;1 0 S
��

2;0 S
��

2;1

0 0 S
��

1;0 0 0 S
��

2;0

����������������������

= 0 (6.31)

6.2.3.3 Robustesse par rapport à ��

Les deux RRA a1 et a2 s'écrivent sous la forme d'un polynôme de degré 1 en la variable ��

avec des coe�cients dans le corps k[�y1;�!s;��i;��vi;�I;�V;��� ;��y1 ]. La RRA robuste par rapport à ��

est égale au résultant entre a1 et a2 par rapport à �� :

���
= Res (a1;a2;��) =

�������
S��

1;1 S��

2;1

S��

1;2 S��

2;2

������� = 0 (6.32)

6.2.4 Résidus structurés en vitesse constante

Nous allons maintenant étudier la machine tournant à vitesse constante.

Ce fonctionnement particulier nécessite une étude indépendante du fonctionnement en vitesse

variable. E�ectivement, en calculant les expressions de ��y1
et de ���

, nous constatons que la

dérivée première de la vitesse, _y1 peut être mise en facteur. Lorsque la vitesse est constante, la

dérivée de la vitesse est toujours égale à zéro et les deux résidus calculés à partir des deux RRA

robustes ne seront a�ectés par aucune panne.

Le résultant entre a1j _y1=0 et a2j _y1=0 par rapport à �y1 est calculé et nous obtenons que ce

résultant est identiquement nul. D'après la propriété 3.8 (iii), il existe un facteur commun entre

ces deux relations. Après le calcul de ce facteur, les deux RRA s'écrivent sous la forme :

8><
>:

a1j _y1=0 =
�
(� +��)

2
+ (y1 ��y1)

�
a01

a2j _y1=0 =
�
(� +��)

2
+ (y1 ��y1)

�
a02

(6.33)

Les formes de calcul de a01 et de a
0
2, notées respectivement a01c et a

0
2c sont égales à :8><

>:
a01c = _C11 � C12C13 + �

�
_I + �

� I � V cos(�vi)
Ls�

�
+ py1C13

a02c = �C11C12 � _C13 � (1��)�py1I
� � �C13 + py1C11

(6.34)

Nous allons maintenant construire des résidus structurés par rapport aux trois pannes considérées.
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6.2.4.1 Robustesse par rapport à �y1

Dans ce cas, les RRA a01 et a
0
2 s'écrivent comme des polynômes de degré 1 en �y1 :8><
>:

a01 = S
0�y1
1;1 �y1 + S

0�y1
1;0

a02 = S
0�y1
2;1 �y1 + S

0�y1
2;0

(6.35)

La RRA robuste par rapport à �y1 est donnée par :

�0�y1
= Res (a01;a

0
2;�y1)

�������
S
0�y1

1;1 S
0�y1

2;1

S
0�y1
1;0 S

0�y1
2;0

������� = 0 (6.36)

6.2.4.2 Robustesse par rapport à ��

Les RRA a01 et a02 s'écrivent comme des polynômes de degré 1 en �� . La RRA robuste par

rapport à �� est donnée par :

�0��
= Res (a01;a

0
2;��)

�������
S
0��

1;1 S
0��

2;1

S
0��

1;0 S
0��

2;0

������� = 0 (6.37)

Remarque 6.2.1 Lorsque la machine est soumise à un couple résistant constant, le fonctionne-

ment à vitesse constante implique une tension d'alimentation d'amplitude et de fréquence constante.

Dans ces conditions, les deux RRA �0�y1
et �0��

peuvent s'écrire sous la forme :8><
>:

�0�y1
= (� +��) �

0
1(y1;I;U;!s;�i;�vi;��) = 0

�0��
= ((y1 +�y1)� !s) �

0
1(y1;I;U;!s;�i;�vi;��) = 0

où �01(y1;I;U;!s;�i;�vi;��) est un polynôme appartenant au corps k[y1;I;U;!s;�i;�vi;��].

Lorsque Æ� = 0, les deux résidus générés à partir de �0�y1
et �0��

ne sont a�ectés par aucune des

deux autres pannes �y1 et ��.

Donc, à vitesse constante, pour un couple résistant constant, il est impossible de localiser les pannes

survenant au niveau du rotor, que se soit une panne capteur ou une panne composant.

6.2.4.3 Robustesse par rapport à ��

Les RRA a01 et a02 s'écrivent comme des polynômes de degré 1 en ��.La RRA robuste par

rapport à �� est donnée par :

�0��
= Res (a01;a

0
2;��)

�������
S
0��

1;1 S
0��

2;1

S
0��

1;0 S
0��

2;0

������� = 0 (6.38)

6.2.5 Table des signatures théoriques

Nous allons maintenant récapituler les résultats obtenus dans les sections précédentes en

donnant pour les deux cas de �gure étudiés, les tables de signatures théoriques des défauts pour

toutes les RRA calculées.



142 Chapitre 6. Application au moteur asynchrone

6.2.5.1 Vitesse variable

�y1 �� ��

a1 1 1 1

a2 1 1 1

��y1
0 1 1

���
1 0 1

���
1 1 0

D'un point de vue structurel, les trois pannes sont entièrement détectable et localisable.

6.2.5.2 Vitesse Constante

Pour tenir compte de la remarque 6.2.1, nous devons considérer deux situations suivant que

le l'amplitude de l'alimentation est constante ou non.

1. Amplitude d'alimentation constante.

La table des signatures est donnée par :

�y1 �� ��

a01 1 1 1

a02 1 1 1

�0�y1
0 0 1

�0��
0 0 1

�0��
1 1 0

Les deux pannes survenant au niveau du rotor�y1 et�� sont détectable mais non localisable.

En réalité, les deux RRA �0�y1
et �0��

se simpli�ent et peuvent être toutes les deux être

remplacées par �01(y1;I;U;!s;�i;�vi;��).

2. Amplitude d'alimentation non constante.

La table des signatures est donnée par :

�y1 �� ��

a01 1 1 1

a02 1 1 1

�0�y1
0 1 1

�0��
1 0 1

�0��
1 1 0
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Les deux pannes survenant au niveau du rotor �y1 et �� sont détectable et localisable.

6.3 Application numérique

Les paramètres que nous choisissons pour la machine asynchrone sont ceux du �Benchmark�

utilisé dans le cadre de l'action incitative diagnostic des enroulement électriques dans le cadre du

GDR SDSE (surveillance des systèmes électrotechnique). La puissance de cette machine est de 1

kW et ces paramètres électriques sont égaux à :

� Rs = 10
, Ls = 0:38H

� Rr = 3:5
, Lr = 0:3H

� M = 0:3H

De plus, cette machine contient deux paire de pôles p = 2 et les caractéristiques de la charge sont

égales à :

� J = 0:02kg:m2

� B = 0:04N:m:s:rad�1

Pour les simulations , nous choisissons une période d'échantillonnage de 1ms sur une fenêtre

temporelle de 10s. La consigne de vitesse est �xée à 500tr:min�1.

La �gure 6.6 montre l'évolution du couple résistant.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0

5

10

15

20

25

Fig. 6.6 � évolution du couple résistant

La variance �v des bruits de mesure pour chacun des capteurs est donnée dans le tableau

ci-dessous :

iSa , iSb iSc iSa , iSb iSc vit

�v 0.5 10 1

6.3.1 Cas non défaillant

Les �gures 6.7 montrent l'évolution temporelle des tensions vSa , vSb et vSc , des courants iSa ,

iSb et iSc et de la vitesse.
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6.7.a) tensions vSa , vSb et vSc
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6.7.b) courants iSa , iSb et iSc

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−20

0

20

40

60

80

100

120

140

6.7.c) vitesse 
 du rotor

Fig. 6.7 � Allure des di�érents signaux

La transformation de Park dans le référentiel �xe par rapport au stator, appliquée sur les

courants et sur les tensions permet d'obtenir les courants iSd iSq , vSd et vSq présentés sur la �gure

6.8.
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Fig. 6.8 � Allure des di�érents signaux

Pour évaluer les résidus à partir des signaux non sinusoïdaux, nous devons calculer les signaux

!s, I , V , �vi et �i :

� !s est directement donné par la commande

� I (resp. V ) est calculé à partir des signaux dans le repère de Park par : I =
q
i2Sd + i2Sq (resp.

V =
q
v2Sd + v2Sq ).

� �vi est calculé à partir des courants et tensions statoriques dans le repère de Park : �vi =

arctan
�
iSdvSq�iSq vSd
iSdvSd+iSq vSq

�
� �i est calculé à partir des courants statoriques dans le repère de Park : �i = arctan

�
iSq
iSd

�
Les �gures 6.9 présentent l'allure de ces di�érents signaux.
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Fig. 6.9 � Signaux calculés à partir des signaux prélevés sur le moteur

Les dérivées des di�érents signaux sont calculées en utilisant l'approximation polynômiale. La

taille de la fenêtre temporelle et de 151ms et le polynôme approximant est de degré 5.

Les �gures 6.10 montre l'évolution temporelle des résidus issus des formes de calcul suivantes :

� a1c
�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
� a2c

�
�y1;�!s;��i;��vi;�I; �V

�
� �01c(y1;I;U;!s;�i;�vi)

� �0��c
(y1;I;U;!s;�i;�vi;0)
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Fig. 6.10 � Résidus calculés dans le cas sans panne

Pour chacun de ces signaux, nous déterminons les deux paramètres permettant de régler notre

test du CUSUM :

� la valeur �0 représentant la valeur autour de laquelle le résidu doit se trouver en fonction-

nement défaillant.

� la valeur � représentant l'amplitude maximale du changement de moyenne.

Le paramètre �0 est obtenu en calculant la moyenne des résidus. Pour éviter les problèmes liés à

l'initialisation du calcul des dérivées, le début et la �n des résidus ne sont pas pris en compte.

Le paramètre � est calculé en utilisant une fenêtre temporelle que nous faisons glisser sur les

résidus. Dans chacune de ces fenêtres, nous calculons la moyenne des résidus. La valeur de � est

obtenue en prenant la plus grande di�érence (en valeur absolue) entre la moyenne �0 des résidus

calculée sur toute la durée du signal et les moyennes calculées sur chacune des fenêtres.

Pour trouver les valeurs de �0 et de �, nous avons considéré une fenêtre glissante de 0:5s et nous

avons considéré les résidus à partir de 0:3s jusqu'à 9:7s. Ces valeurs sont présentées dans le tableau
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ci-dessous.

�0 �

a1 0 0.1

a2 0 0.2

�01 0.1 0.2

���
0.3 0.2

Pour déterminer le seuil de détection de l'algorithme de CUSUM, nous allons calculer les valeurs

de g+k et g�k :

g+k =
�
g+k�1 + r(tk)� �0 � �

2

�+
g�k =

�
g�k�1 + r(tk) + �0 � �

2

�+
g0 = 0

La valeur du seuil pour chaque résidu est obtenue par la formule suivante :

�i = max
�
max

�
g+k
�
;max

�
g�k
��

max
�
g+k
�

max
�
g+k
�

�i

a1 500 600 600

a2 880 680 880

�01 770 600 770

���
580 443 580

6.3.2 Cas Défaillant

Nous allons considérer trois types de panne :

1. Une panne capteur de vitesse. Cette panne intervient à partir de t = 4s et augmente li-

néairement jusqu'à t = 5s puis elle se stabilise à 5% de la valeur réelle du capteur (�g.

6.11.a).

2. Une variation de la résistance Rr. Cette panne survient brusquement à partir de t = 5s et

son amplitude est de 10% de la valeur nominale de Rr (�g. 6.11.b) .

3. Une variation de la résistance Rs. Cette panne survient brusquement à partir de t = 5s et

son amplitude est de 10% de la valeur nominale de Rs (�g. 6.11.c).
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Fig. 6.11 � évolution temporelle des trois types de pannes
6.3.2.1 Panne du capteur de vitesse

Les �gures 6.12 montrent les évolutions temporelles des quatre résidus dans le cas d'une panne

capteur.
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Fig. 6.12 � évolution temporelle des 4 résidus en présence d'une panne du capteur de vitesse

Nous voyons sur ces quatre �gures, que trois résidus sont a�ectés par la panne. Pour déterminer

précisément l'instant d'apparition du défaut, nous appliquons l'algorithme du CUSUM pour ces
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quatre résidus. Les �gures 6.13 montrent l'évolution de g+k et g�k pour les quatre résidus.
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Fig. 6.13 � Application du CUSUM pour une panne du capteur de vitesse

Sur ces �gures, le trait horizontal représente la valeur du seuil à partir duquel la panne est

détectée.

Le tableau ci-dessous donne les instants d'apparition de la panne. Ceux ci sont déterminés à partir

de la formule suivante :

ta = min
�
k : (g+k = �i) [ (g�k = �i)

�
a1 a2 �01 ���

ta 4.27 4.17 - 4.21

6.3.2.2 Variation de la résistance Rr

Les �gures 6.14 montrent les évolutions temporelles des quatre résidus dans le cas d'une

variation brusque de Rr.
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Fig. 6.14 � évolution temporelle des quatre résidus en présence d'une variation de Rr

Nous voyons sur ces quatre �gures, que trois résidus sont a�ectés par la panne. Pour déterminer

précisément l'instant d'apparition du défaut, nous appliquons l'algorithme du CUSUM pour ces

quatre résidus. Les �gures 6.15 montrent l'évolution de g+k et g�k pour les quatre résidus.
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Fig. 6.15 � Application du CUSUM pour une variation de 10% de Rr

Le tableau ci-dessous donne les instants d'apparition de la panne.

a1 a2 �01 ���

ta 5.1 5.06 - 5.13

6.3.2.3 Variation de la résistance Rs

Les �gures 6.16 montrent les évolutions temporelles des quatre résidus dans le cas d'une

variation de Rs.
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Fig. 6.16 � évolution temporelle des quatre résidus en présence d'une variation de Rs

Nous voyons sur ces quatre �gures, que trois résidus sont a�ectés par la panne. Pour déterminer

précisément l'instant d'apparition du défaut, nous appliquons l'algorithme du CUSUM pour ces

quatre résidus. Les �gures 6.17 montrent l'évolution de g+k et g�k pour les quatre résidus.
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Fig. 6.17 � Application du CUSUM pour une variation de Rs

Le tableau ci-dessous donne les instants d'apparition de la panne.

a1 a2 �01 ���

ta 5.33 5.2 5.12 -

6.3.2.4 Conclusion

Les trois types de pannes que nous avons étudiées sont toutes les trois détectables en utilisant

le test du CUSUM.

Dans les tableaux donnant les temps à partir desquels les pannes sont détectées, nous remarquons

qu'il faut au moins 1ms et au plus 3ms pour déclencher une alarme.

Pour réaliser la localisation de la panne, il faut considérer uniquement les deux résidus robustes �01
et ���

. E�ectivement, dés que la procédure de détection appliquée à un des ces résidus déclenche

une alarme, alors la panne peut être détectée 20.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de l'espace de parité pour la surveillance du

moteur asynchrone. Dans un premier temps nous nous sommes intéressés à la modélisation de ce

type de machine. Nous avons ainsi pu déterminer sous quelles hypothèses nous pouvons obtenir un

modèle de la machine dans le repère a,b,c. Nous avons ensuite présenté la transformation de Park

qui permet de trouver un modèle simpli�é de la machine dans un repère diphasé appelé repère d,q.

Pour terminer l'étude de ce moteur, nous avons appliqué la méthode de l'espace de parité pour

générer des résidus permettant de détecter di�érents dysfonctionnements. Nous avons vu qu'il est

possible, en utilisant le modèle de Park �xe par rapport au stator, d'obtenir un modèle polynomial

de la machine. A partir de ce modèle, nous avons mis en évidence que nous pouvions trouver trois

RRA dont une dépend du couple résistant et des signaux collectés sur le système et leurs dérivées

premières. Les deux autres RRA sont indépendantes du couple résistant.

En injectant dans ces RRA les expressions sinusoïdales des courants et des tensions, nous avons

montré qu'elles étaient déphasées de �
2 . Toutefois, à partir de ces RRA, nous pouvons obtenir deux

autres RRA dépendant de signaux non sinusoïdaux.

Ces deux nouvelles RRA sont utilisées pour obtenir d'autres relations robustes par rapport aux

pannes pouvant survenir soit sur le capteur de vitesse soit sur une des résistance équivalentes des

enroulements statoriques ou rotoriques. En étudiant ces RRA robustes, nous avons mis en évidence

que deux cas de �gures doivent être envisagés suivant que la machine tourne à vitesse variable ou

constante.

A vitesse variable, nous avons montré que toutes les pannes étaient détectables et localisable d'un

point de vue théorique. En pratique, lorsque les signaux mesurés sont entachés de bruit, il s'avère

excessivement di�cile d'évaluer les résidus robustes en raison de leurs expressions extrêmement

complexes.

A vitesse constante, nous avons vu que lorsque la tension d'alimentation est d'amplitude constante,

20. Dans le cas ou nous supposons qu'il ne peut y avoir de fausses alarmes ou de non détection
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les résidus robustes par rapport aux pannes survenant sur le capteur de vitesse et sur la résistance

rotor ne permettent pas de discriminer ces deux pannes. Dans ce cas de �gure, nous ne pouvons

générer que quatre résidus, deux a�ectés par toutes les pannes et deux permettant de discriminer

les pannes survenant au stator et au rotor.

Finalement, nous avons présenté une application numérique reprenant les valeurs pour les di�érents

paramètres d'une machine réelle implantée à l'université de Poitier et servant de Benchmark au

projet par redondance analytique des entraînements électrique du groupe de travail inter GDR

AUTO/SDSE/ISIS (Surveillance et Disponibilité des Systèmes Électrotechniques, 2000; Diagnostic

des entraînements électriques, 2001). Les résidus calculés illustrent les résultats prouvés dans le

cas ou la machine tourne à vitesse constante et pour une alimentation d'amplitude constante.

Nous avons montré qu'il est possible de détecter les trois types de pannes considérés mais qu'il

n'est possible de localiser que les variations sur la résistance statorique, les deux autres pannes

survenant sur le rotor ne pouvant pas être discriminées.
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Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans la continuité des travaux e�ectués au LAIL

concernant la surveillance des systèmes complexes admettant un modèle analytique.

Ce mémoire s'articule en deux parties. La première est consacrée aux développements théoriques

tandis que la seconde est consacrée aux applications.

Partie I

Dans le premier chapitre de cette partie, nous avons rappelé les concepts généraux utilisés

en surveillance. Pour commencer, nous avons présenté une classi�cation des modèles des systèmes

suivant les variables qu'ils utilisent. Puis, nous avons exposé le principe général de la génération de

résidus (signaux indicateur de défauts) utilisés pour la détection de pannes. Ensuite, nous avons

rappelé les résultats de l'analyse structurelle permettant d'utiliser les résidus pour la localisation

des défauts. En�n, pour conclure ce chapitre, nous avons présenté les outils mathématiques néces-

saires à l'étude des systèmes non linéaires.

Dans le second chapitre de cette partie, nous avons étudié l'utilisation des observateurs pour la

génération de résidus. Dans un premier temps, nous avons rappelé les di�érentes dé�nitions de

l'observabilité (globale, locale, uniforme) puis dans un second temps, nous avons dé�ni le Problème

Fondamental de la Génération de Résidus (PFGR). La solution de ce problème est présentée pour

deux classes de systèmes :

� La classe des systèmes à dynamiques d'état linéaires. Elle regroupe les systèmes linéaires et

les systèmes non linéaires linéarisables par injection d'entrée/sortie. La solution au PFGR

consiste à implanter un observateur de Luenberger sur le sous système découplé des pertur-

bations et découplé du sous ensemble de pannes vis-à-vis desquelles nous souhaitons être

robuste.

� La classe des systèmes possédant un modèle analytique. La solution du PFRG consiste

à implanter un observateur non linéaire (grand gain, mode glissant) sur le sous système

découplé des perturbations et découplé du sous ensemble de pannes vis-à-vis desquelles nous

souhaitons être robuste.

Dans le troisième chapitre de cette partie, nous avons étudié la méthode de l'espace de parité pour

la génération des résidus. Pour commencer, nous avons présenté deux théorèmes permettant de

déterminer, à partir d'un système donné, le nombre de relations de redondance analytique qu'il est

possible d'obtenir. Le premier théorème ne prend pas en compte les considérations de robustesse

contrairement au second. Ensuite, nous avons détaillé la procédure d'obtention de ces relations.

Dans un premier temps, nous avons considéré les systèmes a�nes en la commande et la sortie. Pour

ces systèmes, les relations peuvent être obtenues par projection dans l'espace orthogonal à l'espace

d'observabilité du système. Dans un second temps, nous avons considéré des systèmes algébriques

polynomiaux pour lesquels les relations sont obtenues en utilisant un algorithme d'élimination tel

que les bases de Groebner. En�n, pour conclure ce chapitre, nous avons présenté quelques aspects

concernant la sensibilité des résidus vis-à-vis des fautes.

En�n, dans le dernier chapitre de cette partie, nous avons comparé les deux approches de génération
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de résidus étudiées dans les deux chapitres précédents. Nous avons dans un premier temps étendu

les travaux e�ectués pour les systèmes linéaires à la classe des systèmes non linéaires possédant

des dynamiques d'état linéaires. Deux cas de �gure ont été présentés suivant que la génération

de résidus est réalisé à partir d'un observateur d'ordre plein ou d'ordre réduit. Dans un second

temps, nous avons proposé une approche originale permettant de prouver et de déterminer le lien

existant entre les résidus obtenus par élimination et ceux issus d'un observateur à grand gain.

Partie II

Dans le premier chapitre de cette partie, nous avons illustré les résultats obtenus dans le qua-

trième chapitre de la première partie concernant la comparaison des résidus. Le système considéré

est le moteur à courant continu série. Deux con�gurations de mesure ont été présentées :

� seul le courant est mesuré

� le courant et la vitesse sont mesurés

Dans la première con�guration de mesure, les résidus ont été générés à partir d'un observateur de

Luenberger, d'un observateur à grand gain et à partir de l'approche de l'espace de parité. Dans

la seconde con�guration, nous avons traité les résidus issus d'un observateur de Luenberger et de

l'approche de l'espace de parité. Les résultats de la comparaison des résidus de parité avec les

résidus issus des di�érents observateurs con�rme la théorie prouvée dans le quatrième chapitre de

la première partie.

Le second chapitre de cette partie traite de la machine asynchrone. Nous avons, pour commencer,

déterminé un modèle de cette machine s'écrivant sous forme polynomiale. Ensuite, à partir de ce

modèle, nous avons généré des résidus en utilisant la théorie de l'élimination. Nous avons montré

que trois relations de redondance analytique peuvent être déterminées et que seulement deux

d'entre-elles sont robustes par rapport au couple résistant. En utilisant les expressions temporelles

des tensions et des courants, ces deux relations ont été réécrites de manière à supprimer leur

composante sinusoïdale. Nous avons ensuite construit des relations robustes vis-à-vis de trois

types de pannes : une panne capteur (capteur de vitesse) et deux pannes paramètres (résistances

statorique et rotorique). Pour la procédure de détection, nous avons implanté un test du CUSUM

permettant de détecter les sauts de moyenne. Les résultats obtenus permettent de conclure quant

à la viabilité de la méthode de l'espace de parité pour réaliser la surveillance des systèmes non

linéaires.

Perspectives

Les travaux présentés dans ce mémoire permettent de répondre à un certain nombre de ques-

tions mais laisse d'autres points en suspend. Pour la partie théorique, la structuration des résidus

pour les systèmes non linéaires ne considère que des découplages parfaits. Il serait intéressant de

compléter les travaux sur la sensibilité des résidus pour permettre de proposer des solutions de

découplages optimaux, lorsque le découplage parfait est impossible. De plus, les travaux de com-

paraison doivent aboutir à terme à rendre les deux méthodes complémentaires. En particulier, il

est plus simple de construire des résidus robustes en utilisant la méthode de l'espace de parité.
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Il serait intéressant de trouver comment utiliser ces résidus de parité robuste pour construire un

observateur qui soit lui aussi robuste.

Du point de vue de l'implantation numérique, il est clair que le calcul des dérivées est une problème

très important pour la méthode de l'espace de parité. Deux orientation sont possibles :

� déterminer une méthode �able permettant de calculer les dérivées sans ampli�er les bruits

de mesure,

� éviter de devoir calculer ces dérivées (Taillibert, 1999; Shumsky, 1999).

En�n, pour le moteur asynchrone, le modèle de Park présenté dans ce mémoire est un modèle de

bon fonctionnement et à partir duquel il est impossible de modéliser des pannes internes. Il est

donc important de trouver un modèle de panne du moteur a�n de pouvoir valider les méthodes de

surveillance par redondance analytique sur des mesures expérimentales. Des travaux dans ce sens

ont été entrepris (Schae�er, 1999; Chang et al., 2001a; Chang et al., 2001b).
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Annexe A

Sur le calcul des dérivées

A.1 Introduction

Dans ce mémoire, deux méthodes de génération de résidus pour les systèmes modélisés sous

forme d'état sont présentées. La première des deux approches utilise la théorie des observateurs

tandis que la seconde utilise la théorie de l'élimination. Nous avons ensuite montré que ces deux

méthodes présentent un certain nombre de points communs et en particulier que les résidus issus

de chacune d'entre elles sont reliés par un �ltre (linéaire ou non).

Toutefois, malgré ce lien, les deux approches ne peuvent pas être considérées comme strictement

équivalentes. E�ectivement, d'un point de vue calculatoire, elles sont diamétralement opposées,

l'approche observateur ne nécessitant pas de calcul de dérivées contrairement à l'approche de

l'espace de parité.

Lorsque la méthode de l'espace de parité est utilisée, le calcul des dérivées temporelles des signaux

d'entrée/sortie est un problème important. Ces dérivées étant indispensables pour l'évaluation des

formes de calcul des RRA, nous allons consacrer ce chapitre à l'étude des di�érentes méthodes

visant à estimer les dérivées d'un signal à partir des points de mesures de celui-ci.

Dans la littérature, deux approches se distinguent :

1. Le signal à dériver est reconstruit à l'aide d'une fonction analytique (généralement par un

polynôme).

2. Le signal à dériver est utilisé comme entrée dans un �ltre dont la sortie converge vers la

dérivée à calculer.

Dans ce chapitre, nous allons présenter quatre méthodes fondées sur l'approximation du signal

par une fonction analytique. Nous présenterons dans un premier temps le problème sous une

formulation générale consistant à décomposer la fonction génératrice du signal à dériver dans une

base de fonctions analytiques quelconques. Puis dans un second temps, nous étudierons trois bases

particulières :

� base polynomiale classique

� base polynomiale orthogonale

� base de splines
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Pour la base de fonctions splines, nous étudierons deux critères di�érents, le critère du spline

naturel lissant et le critère du spline lissant.

Pour terminer ce chapitre, nous présenterons brièvement les approches utilisant les �ltres.

A.2 Approximation par une fonction analytique

A.2.1 Position du problème

Soit un ensemble de N points de mesures représentés par les doublets (ti;yi), 1 5 i 5 N .

Supposons que ces points de mesures respectent la relation suivante:

yi = y(ti) + e(ti)

où y(t) et e(t) sont respectivement les parties déterministe et stochastique (de moyenne nulle) du

signal.

y(t) est supposée être analytique, c'est-à-dire qu'en tout point elle peut être décomposée sous

forme d'une série de fonctions analytiques :

y(t) =
1X
r=0

�rgr(t;�r) (A.1)

L'objectif de l'approximation est de déterminer les coe�cients �r pour un choix de fonctions

gr(t;�r) tel que l'écart entre les points de mesure yi et les valeurs y(ti) soit minimum.

Plusieurs choix pour les fonctions gr(t;�r) peuvent être e�ectués. En particulier nous pouvons

citer :

� gr(t;�r) = tr. Ce choix correspond à la décomposition en série de Taylor.

� gr(t;�r) = ej�t. Ce choix correspond à la décomposition en série de Fourrier.

Nous pouvons aussi citer les choix de décomposition en fonctions splines ou encore en ondelettes.

Dans cette section, nous allons étudier la décomposition en série de Taylor en utilisant deux bases

de polynômes di�érentes puis nous étudierons deux approches utilisant des bases de fonctions

splines.

A.2.2 Approximation polynomiale

La fonction y(t) est décomposée en série de Taylor :

y(t) =

1X
r=0

�rt
r (A.2)

Lorsque la fonction y(t) est analytique, il est toujours possible de trouver un entier k tel que pour

tout � �xé, nous ayons (Davis, 1975) : �����y(t)�
kX

r=0

�rt
r

����� < � (A.3)

Les coe�cients �r peuvent alors être calculés par la méthode des moindres carrés (M.C.). Nous

allons brièvement rappeler le principe de la méthode des M.C.. Posons les matrices Y , X , W et
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� dé�nies de la manière suivante :

Y =

2
666664

y1

...

yN

3
777775 , X =

2
666664

1 t1 � � � tk1
...

...

1 tN � � � tkN

3
777775

� =

2
666664
�1

...

�k

3
777775 , W =

2
666664
w1 0

. . .

0 wN

3
777775

Le principe de la méthode des M.C. est de trouver le vecteur des paramètres �nom tel que le

critère quadratique Sk, dé�ni par :

Sk = (Y �X�)TW (Y �X�) (A.4)

soit minimum.

La solution de ce problème est donné par @Sj
@�

���
�=�nom

= 0. Le calcul de cette équation aboutit à

trouver �nom solutions du système d'équations normales suivant :

XTWX�nom = XTWY (A.5)

La matrice (XTWX) étant inversible, ce système admet une solution unique donnée par :

�nom = (XTWX)�1XTWY (A.6)

Lorsque le nombre de mesures N est supérieur au degré du polynôme approximant k, l'inversibilité

de la matriceXTWX est garantie. Toutefois, lorsque k augmente, cette matrice devient rapidement

mal conditionnée et entraîne des problèmes de stabilité numérique importants. Ainsi, une variation

in�me de 10�10 sur la valeur d'un point de mesure yi peut entraîner une di�érence d'environ 300

sur le coe�cient de plus haut degré pour un polynôme approximant de degré 9.

Pour palier ce problème d'instabilité numérique, nous allons maintenant proposer une approche

di�érente utilisant une base polynomiale orthogonale.

A.2.2.1 Approximation polynomiale utilisant une base orthogonale

La fonction y(t) est décomposée suivant la représentation A.1. La fonction gr(t;�r) est choisie

polynomiale :

gr(t;�r) =
rX
i=1

�r;it
i (A.7)

Les coe�cients �r sont déterminés pour conférer la propriété d'orthogonalité aux polynômes

gr(t;�r) :

hgr(t;�r);gs(t;�s)i ,
NX
i=1

wigr(ti;�r)gs(ti;�s) = 0 pour r 6= s (A.8a)

6= 0 sinon (A.8b)
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La matrice XTWX s'écrit sous la forme :

XTWX =

2
6666666664

hg0(t;�0);g0(t;�0)i hg0(t;�0);g1(t;�1)i � � � hg0(t;�0);gk(t;�k)i
...

. . .
...

...
. . .

...

hgk(t;�0);g0(t;�0)i � � � � � � hgk(t;�k);gk(t;�k)i

3
7777777775

(A.9)

Lorsque les conditions (A.7) sont respectées, la matrice (A.9) est diagonale. Les paramètres �

peuvent alors être obtenus de manière numériquement stable. Nous obtenons :

XTWX� = XTWY ) � = (XTWX)XTWY (A.10a)

) �r =

NP
i=1

wiyigr(ti;�r)

NP
i=1

wig2r(ti;�r)

(A.10b)

Le calcul des coe�cients �r nécessite la connaissance des polynômes orthogonaux gr(t;�r). Ceux-ci

peuvent être déterminés de plusieurs manières (Fox and Parker, 1968), en particulier, ces poly-

nômes peuvent être issus de la relation de récurrence suivante (Forsythe, 1957) :

gl+1(t;�l+1) = (t� �l+1)gl(t;�l)� lgl�1(t;�l�1) (A.11a)

g�1 = 0 (A.11b)

g0 = 1 (A.11c)

où les coe�cients �l+1 et l sont donnés par :

�l+1 =
htgl(t;�l);gl(t;�l)i
hgl(t;�l);gl(t;�l)i l =

hgl(t;�l);gl(t;�l)i
hgl�1(t;�l�1);gl�1(t;�l�1)i

(A.12)

En utilisant cette relation de récurrence, les coe�cients �r peuvent être déterminés de manière

numériquement stable. Nous allons maintenant discuter du choix du degré k du polynôme approxi-

mant.

Proposition A.2 La valeur minimale du critère Sk = (Y � Xk�k)
TW (Y � Xk�k)

21 est une

série strictement décroissante en fonction de k.

Preuve Pour démontrer cela, nous développons l'expression de Sk :

Sk = Y TWY ��T
kX

T
k WY � Y TWXk�k +�T

kX
T
k WXk�k

en utilisant (A.10a), le critère se simpli�e :

Sk = Y TWY ��T
kX

T
k WXk�k

21. Xk =

2
666664

g0(t1;�0) � � � gk(t1;�k)

...
...

g0(tN ;�0) � � � gk(tN ;�k)

3
777775
et �k =

2
666664

�1

�k

3
777775
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Le vecteur des paramètres �k et la matrice des polynômes orthogonaux Xk peuvent s'exprimer

en fonction des mêmes matrices au degré inférieur :

�k =

2
64 �k�1

�k

3
75 et Xk =

�
Xk�1 gk(t;�k)

�

Le critère s'écrit alors sous une forme récursive :

Sk = Sk�1 � gTk (t;�k)Wgk(t;�k)�
2
k

La matrice de pondération W étant strictement positive, le terme gTk (t;�k)Wgk(t;�k)�
2
k est lui

aussi positif. Le critère est par conséquent une série strictement décroissante en k.

2

Le degré du polynôme approximant est déterminé en appliquant un seuil sur la valeur minimale

du critère. Lorsque le signal à approximer est déterministe (non bruité), le polynôme interpolant

(c'est à dire passant par tous les points de mesure) peut être considéré. Le degré de ce polynôme

est donné par la formule :

k = N � 1

La valeur minimale du critère sera alors égale à zéro.

En revanche, lorsque le signal à approximer contient une partie stochastique, la valeur minimale

du critère est une image de la variance de la partie stochastique du signal. La valeur du seuil

dépend alors de cette variance.

Si elle est inconnue, la valeur de k est déduite de l'allure de la courbe des Sk minimaux. E�ec-

tivement, à partir d'une certaine valeur de k, nous pouvons montrer que la valeur minimale du

critère se stabilise. Pour illustrer ceci, nous présentons un petit exemple didactique. Un signal test

y(t) = sin(2�t) + e(t) où e(t) est un bruit blanc de moyenne nulle et d'écart type égal à 0:02. La

�gure A.1 présente l'allure de Sk en fonction de k pour k variant de trois à dix.

3 4 5 6 7 8 9 10
0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

Fig. A.1 � Allure de Sk pour 3 5 k 5 10

Sur cet exemple, nous constatons que nous pouvons choisir le degré du polynôme approximant

égal à quatre puisque à partir de cette valeur, nous avons une stabilisation de Sk.
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A.2.2.2 Estimation des dérivées et implémentation logicielle

La fonction y(t) est approximée par un polynôme pk(t;�k;�k) de degré k. Ce polynôme s'écrit

de la manière suivante :

y(t) w pk(t;�k;�k) =

kX
r=0

art
r

Les coe�cients ar sont calculés à partir des coe�cients �k et �k. La dérivée de pk(t;�k;�k)

s'exprime alors sous la forme suivante :

_pk(t;�k;�k) =

kX
i=1

iait
i�1

� Implémentation hors ligne

Par implémentation hors ligne, nous entendons que :

� nous disposons d'un nombre de points de mesures su�samment important pour que la

partie stochastique puisse être considérée comme gaussienne

� nous ne sommes sujets à aucune contrainte en terme de temps de calcul ou de capacité

mémoire.

Le polynôme approximant s'écrit dans la base des polynômes orthogonaux :

pk(t;�k;�k) =

kX
r=0

�rgr(t;�r)

La dérivée de ce polynôme est égale à :

_pk(t;�k;�k) =

kX
r=0

�r _gr(t;�r)

Nous pouvons donc écrire cette dérivée sous la forme d'une relation de récurrence sur le

degré du polynôme :

_pk(t;�k;�k) =

k�1X
r=0

�r _gr(t;�r) + �k _gk(t;�k) (A.13a)

= _pk�1(t;�k�1;�k�1) + �k _gk(t;�k) (A.13b)

avec la condition initiale

_p1(t;�1;�1) = 0

La dérivée de polynômes orthogonaux peut eux aussi s'exprimer récursivement en dérivant

la relation (A.11a) :

_gk(t;�k) = (t� �k) _gk�1 + gk�1(t;�k�1)� k�1 _gk�2(t;�k�2) (A.14a)

_g�1(t;��1) = _g0(t;�0) = 0 (A.14b)

Les coe�cients �k et k�1 sont toujours donnés par (A.12) et gk�1(t;�k�1) par (A.11a).
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� Implémentation sur une fenêtre glissante

L'implémentation hors ligne présentée ci-dessus, n'est pas, en théorie, limitée par le degré du

polynôme approximant puisque la procédure de calcul de celui-ci est numériquement stable.

Toutefois, malgré cette stabilité numérique, l'approximation polynomiale s'avère peu �able

pour des degrés supérieurs à dix. E�ectivement, dans (Demailly, 1996), il est montré que

la convergence du polynôme approximant n'est pas assurée au alentour des extrémités du

signal (phénomène de Runge). En revanche, cette approche donne les meilleurs résultats

au milieu de l'intervalle des points de mesure. Pour pro�ter de cet avantage, nous pouvons

implémenter cette approche récursive d'approximation polynomiale sur une fenêtre glissante

et calculer la dérivée au point milieu de cette fenêtre (�g A.2).

sens de déplacement de la fenêtre

temps

estimation au point milieu de la fenêtre

Fig. A.2 � Principe de la fenêtre glissante

Cette approche peut être considérée comme �quasiment� en ligne puisque chaque estimation

de dérivée est donnée en temps di�éré, le retard étant égal à la moitié de la longueur de la

fenêtre glissante.

A notre connaissance, il n'existe pas de méthode permettant de déterminer a priori la lon-

gueur de fenêtre optimale permettant d'obtenir les meilleurs résultats. Toutefois, si nous

souhaitons utiliser cette méthode �en ligne�, nous devons faire un compromis entre une

fenêtre su�samment grande pour que la partie stochastique puisse être considérée comme

gaussienne et su�samment petite pour éviter des retards trop importants pour l'obtention

de la dérivée.

A.3 Approximation par une fonction spline

Les fonctions splines sont très fréquemment utilisées dans le domaine de l'analyse numérique

(interpolation, lissage de données, résolution numérique d'équations di�érentielles, estimation d'in-

tégrales,...). Les premiers algorithmes e�caces de calcul de splines datent des années 70 (Lyche

and Schumaker, 1974). Ces algorithmes se sont améliorés au fur et à mesure de l'évolution de

l'informatique pour fournir aujourd'hui des outils très performants, implantés dans de nombreux

logiciels de traitement du signal tel que matlab (De Boor, 1990)).

Cette section a pour objectif de donner les bases indispensables à l'utilisation des splines ainsi que

diverses stratégies de calcul de la fonction d'approximation.

A.3.1 Dé�nitions

Dé�nition A.3 ((Dierckx, 1993)) Une fonction s(x), dé�nie sur un intervalle [a;b]; est appelée

une fonction spline de degré k > 0 (ou d'ordre k + 1) ayant pour noeuds la séquence strictement
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croissante �j ; j = 0; 1; :::; g+1 (�0 = a;�g+1 = b) si les deux conditions suivantes sont respectées :

1. Sur chaque intervalle de noeuds successifs [�j ;�j+1]; s(x) est donnée par un polynôme de

degré maximal égal à k

s[�j ;�j+1](x) 2 Pk, j = 0;1;:::g (A.15)

2. La fonction s(x) et ses dérivées successives jusqu'à l'ordre k � 1 sont toutes continues sur

[a;b]

s(x) 2 Ck�1[a;b] (A.16)

La détermination de la fonction spline approximante nécessite l'estimation des paramètres sui-

vants :

� le degré k de la fonction spline

� le nombre et la position des noeuds �i

� les coe�cients de tous les polynômes dé�nis entre chaque couple de noeuds successifs.

En ce qui concerne le degré de la fonction spline, l'utilisation des splines cubiques (k = 3) est

recommandée. Ce choix donne un bon compromis entre e�cience (temps de calcul, quantité de

mémoire requise) et qualité de l'approximation. Toutefois si des estimations de dérivées d'ordre

élevé sont nécessaires, le degré du spline augmente en conséquence. Néanmoins, il est fortement

conseillé de toujours utiliser un degré impair.

Le nombre et la position des noeuds �i est un problème délicat. Deux approches se distinguent

dans la littérature.

1. Les noeuds �i sont choisis égaux aux abscisses des points de données. Lorsque le nombre de

données est élevé, le nombre de coe�cients à estimer devient très élevé nécessitant un espace

mémoire important.

2. Les noeuds sont positionnés automatiquement en essayant de prendre en compte l'allure

générale de la courbe à estimer. Cette méthode permet une diminution importante du nombre

de paramètres à estimer mais nécessite une plus grande quantité de calculs pour trouver un

ensemble de noeuds convenable.

L'estimation des coe�cients des polynômes entre les noeuds est réalisée en minimisant un

critère.

A.3.2 Les critères pour le calcul des fonctions splines

La littérature est très vaste sur ce sujet (Dierckx, 1993; Powell, 1970; Woodford, 1970). Nous

allons présenter ici les quatre principaux critères.

� Le critère des moindres carrés. Il consiste à minimiser la quantité suivante :

Æ =

nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 (A.17)
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� Le critère du spline naturel lissant. Le problème considéré est le suivant : trouver la fonction

s(t) pour laquelle

� =

Z tn

t1

�
s(l)(t)

�2
dt (A.18)

est minimale sous la contrainte :

Æ =
nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 � S (A.19)

où S est un nombre positif appelé coe�cient de lissage.

� Le critère de Powell. Il permet de déterminer le spline cubique s(x) qui minimise l'expression

suivante :

' = Æ +

gX
i=1

(!idi)
2 (A.20)

ou Æ est le critère des moindres carrés, les !i sont des coe�cients positifs de pondération

tandis que les di sont les valeurs des discontinuités suivantes :

di = s(3)(t+i )� s(3)(t�i ) (A.21)

� Le critère du spline lissant. Ce critère mélange les avantages des deux critères précédents à

savoir, la possibilité de n'utiliser qu'un nombre réduit de noeuds (impossible avec le critère

du spline naturel lissant) tout en gardant la possibilité de régler le lissage de la courbe

approximante. Le spline de degré k à déterminer est la solution du problème de minimisation :

~� =

gX
i=1

�
s(k)

�
�+i
�� s(k)

�
��i
��2

(A.22)

sous la contrainte

Æ =
nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 � S (A.23)

La liste des critères n'est pas exhaustive et nous avons cité ici les principaux. Nous allons

maintenant étudier plus en détail les méthodes utilisant le critère du spline naturel lissant (A.18)

et (A.19) et le critère du spline lissant (A.22) et (A.23).

A.4 Approximation par Splines naturels lissants

Nous allons détailler dans cette section la procédure d'approximation par des splines naturels

lissants. Dans un premier temps, nous allons donner quelques dé�nitions importantes puis nous

montrerons comment le problème d'optimisation contraint peut être résolu. En�n, nous montrerons

l'in�uence du coe�cient de lissage S (Woodford, 1970).

A.4.1 Position du problème

Dé�nition A.4 Une fonction spline naturelle est un spline de degré impair k = 2l � 1 (l � 2)

qui satisfait les contraintes suivantes :

s(l+j)(a) = s(l+j)(b) = 0 pour j = 0;1;:::;l� 2 (A.24)
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Soit un ensemble de données (ti;yi) pour i = 1;:::;n, un nombre positif quelconque S (nous verrons

plus loin l'in�uence de ce nombre), et un entier positif l; nous cherchons la fonction s(t) telle que :Z tn

t1

�
s(l)(t)

�2
dt

soit minimale et satisfasse

nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 � S

A.4.2 Solution du problème de minimisation contraint

Théorème A.3 Le problème de minimisation contraint précédent admet pour solution une fonc-

tion spline s(t) de degré 2l� 1.

Preuve Introduisons les variables p et z et utilisons la méthode de Lagrange qui permet de

résoudre le problème de minimisation contraint en minimisant la fonction

K(p;z) =

Z tn

t1

�
s(l)(t)

�2
dt+ p

(
nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2
+ z2 � S

)
(A.25)

Soit h(t); un léger déplacement par rapport à la solution s(t) : s(t) = sopt(t) + h(t).Z tn

t1

�
s(l)(t) + h(t)(l)

�2
dt+ p

(
nX
i=1

(wi (yi � s(ti) + h(ti)))
2
+ z2 � S

)

=

Z tn

t1

�
s(l)(t)

�2
dt+

Z tn

t1

�
h(t)(l)

�2
dt+ 2

Z tn

t1

s(l)(t)h(t)(l)dt

+p

(
nX
i=1

(wi (yi � s(ti)))
2
+ z2 � S

)
+ 2p

nX
i=1

(wih(ti) (yi � s(ti)))

+p

nX
i=1

h2(ti)

pour jh(t)j et ��hl(t)�� su�samment petit

�R tn
t1

�
h(t)(l)

�2
dt � 0 et

nP
i=1

h2(ti) � 0

�
, nous avons :

Z tn

t1

s(l)(t)h(t)(l)dt+ p

nX
i=1

(wih(ti) (yi � s(ti))) = 0 (A.26)

Calculons
R tn
t1
s(l)(t)h(t)(l)dt en intégrant par partie :Z tn

t1

s(l)(t)h(t)(l)dt =
h
h(l�1)(t)s(l)(t)

itn
t1
�
Z tn

t1

s(l+1)(t)h(t)(l�1)dt (A.27)Z tn

t1

s(l+1)(t)h(t)(l�1)dt =
h
h(l�2)(t)s(l+1)(t)

itn
t1
�
Z tn

t1

s(l+2)(t)h(t)(l�2)dt (A.28)

...Z tn

t1

s(l)(t)h(t)(l)dt =

jX
i=1

(�1)i+1
h
h(l�i)(t)s(l+i�1)(t)

itn
t1

+(�1)j
Z tn

t1

s(l+j)(t)h(t)(l�j)dt (A.29)
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pour j = 1;:::;l:

en particulier, pour j = l; nous avons :

Z tn

t1

s(l)(t)h(t)(l)dt =
l�1X
i=1

(�1)i+1
h
h(l�i)(t)s(l+i�1)(t)

itn
t1

+ (�1)l+1
h
h(t)s(2l�1)(t)

itn
t1

+(�1)l
Z tn

t1

s(2l)(t)h(t)dt

une solution possible pour s(t) sera alors donnée par :8>>>>>><
>>>>>>:

(�1)l R tnt1 s(2l)(t)h(t)dt = 0

l�1P
i=1

(�1)i+1 �h(l�i)(t)s(l+i�1)(t)�tn
t1

= 0

(�1)l+1 �h(t)s(2l�1)(t)�tn
t1

+ p
nP
i=1

(wih(ti) (yi � s(ti))) = 0

(A.30)

Le système précédent est résolu pour s(t) ayant les propriétés suivantes :

s(2l)(t) = 0 (A.31a)

s(l+s)(�) = 0 pour s = 0;:::;l � 2 et � = t1;tn (A.31b)

s(2l�1)(t+i )� s(2l�1)(t�i ) = (�1)l+1 pwi (yi � s(ti)) pour i = 1;:::;n (A.31c)

ou

t+i = lim
h#0

ti + h

t�i = lim
h"0

ti + h

Une solution possible pour s(t) est de choisir une fonction spline naturelle de degré 2l � 1.

2

Le calcul des coe�cients de la fonction spline s(t) est réalisé en minimisant la fonction K(p;z).

Cette fonction est dérivée par rapport à p et z :

pz = 0 (A.32)
nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2
+ z2 � S = 0 (A.33)

Si p = 0, tous les polynômes de degré l � 1 minimisent le critère (A.25).

Le cas le plus intéressant à traiter est le cas p 6= 0 et z = 0: Pour l'étude de ce cas, introduisons

la fonction F (p) dé�nie par :

F (p) =

nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 (A.34)

(à chaque p correspond une solution s(t)).

Théorème A.4 Il existe un p 2 R unique tel que

F (p)� S = 0 (A.35)
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Preuve L'existence d'au moins une solution est donnée par l'étude des extrémités F (0) et F (1):

Il est évident que F (0) > S puisque dans le cas contraire, la solution du problème de minimisation

contraint est le spline s(t).

De plus le cas F (1) = 0; correspond au spline interpolant, c'est-à-dire passant par tous les points

de données.

Le théorème de Rolle indique qu'il existe au moins une solution à F (p)� S = 0.

Pour avoir unicité de la solution il faut montrer que la fonction est strictement décroissante pour

p > 0 c'est-à-dire dF (p)
dp < 0:

Notons sp(t) =
ds(t)
dp et calculons l'intégrale suivante :

Z tn

t1

�
s(l)p (t)

�2
dt (A.36)

en intégrant plusieurs fois par partie et en utilisant les conditions (A.31), nous obtenons :Z tn

t1

�
s(l)p (t)

�2
dt = (�1)l�1

Z tn

t1

�
_sp(t)s

(2l�1)
p

�
dt

= (�1)l
nX
i=1

sp(ti)
h
s(2l�1)p (t+i )� s(2l�1)p (t�i )

i

= (�1)
nX
i=1

sp(ti)
�
w2
i (s(ti)� yi) + pw2

i sp(ti)
�

= �1

2

dF (p)

dp
� p

nX
i=1

(wisp(ti))
2

or
�
s
(l)
p (t)

�2
est positif donc

R tn
t1

�
s
(l)
p (t)

�2
dt > 0: Nous déduisons que dF (p)

dp < 0

2

A.4.3 Calcul des coe�cients du spline

Sur l'intervalle [ti;ti+1) pour i = 1;:::;n (ou tn+1 est indé�ni mais supérieur à tn); la solution

s(t) s'écrit comme :

s(t) =
2lX
j=1

ai;j (t� ti)
j�1 (A.37)

Les dérivées successives de s(t) sont données par :

s(k)(t+i ) = k!ai;k+1 et s(k)(t�i ) =
2l�kX
j=1

(k + j � 1)!ai�1;j+k (ti � ti�1)
j�1 (A.38)

Il y a donc 2nl coe�cients aij à déterminer. Les conditions de continuité à chaque noeud sont :

s(k)(t+i ) = s(k)(t�i ) pour i = 1;:::;n et k = 0;:::;2l� 2

auxquelles nous ajoutons les équations provenant de (A.31c) :

s(2l�1)(t+i )� s(2l�1)(t�i ) = (�1)l+1 pwi (yi � s(ti)) pour i = 1;:::;n
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Nous obtenons donc n(2l � 1) + n = 2nl équations.

Remarque A.4.1 Les conditions de continuité en t1 ajoutent 2l paramètres (a0;j pour j = 1;:::;2l)

à estimer :

s(k)(t�1 ) =
2l�kX
j=1

(k + j � 1)!a0;j+k (t1 � t0)
j�1 (A.39)

Pour assurer la solvabilité du problème d'estimation, il faut ajouter 2l équations sans adjoindre

de nouveaux paramètres. Pour ce faire, nous devons utiliser les conditions aux extrémités données

par (A.31b)

s(l+s)(�) = 0 pour s = 0;:::;l � 2 et � = t1;tn (A.40)

Pour t�1 ; et t
+
n les 2l� 1 conditions suivantes sont trouvées :

a0;j = 0 pour j = l + 1;:::;2l (A.41)

an;j = 0 pour j = l;:::;2l� 2 (A.42)

La condition manquante est donnée en �xant arbitrairement le dernier paramètre à zéro :

an;2l = 0 (A.43)

Les paramètres sont calculés en résolvant le système juste déterminé suivant :8>>>>><
>>>>>:

s(k)(t+i ) = s(k)(t�i ) pour i = 1;:::;n et k = 0;:::;2l� 2

s(2l�1)(t+i )� s(2l�1)(t�i ) = (�1)l+1 pwi (yi � s(ti)) pour i = 1;:::;n

a0;j = an;j = 0 pour j = l + 1;:::;2l

A.4.4 Détermination de p tel que F (p) = S

La racine de F (p)�S = 0 est calculée avec la méthode d'optimisation non linéaire de Newton

Raphson :

p0 = 1 (A.44)

pn+1 = pn +
S � F (pn)

F 0(pn)
(A.45)

où F 0(p) désigne la dérivée de F (p) par rapport à p. Pour simpli�er les calculs, l'approximation

de F 0(p) sera e�ectuée par la méthode d'Euler :

F 0(pn) =
dF 0(p)
dp

����
p=pn

� F (pn�1)� F (pn)

pn�1 � pn
(A.46)

L'estimation des dérivées successives de yi est donnée par

_yi � _s(ti) = ai;2 �yi � �s(ti) = 2ai;3 � � � y
(k)
i � s(k)(ti) = k!2ai;k+1 (A.47)
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A.4.5 In�uence du paramètre lissant S

Pour illustrer l'in�uence du paramètre S sur l'estimation de la courbe, nous allons considérer

un petit exemple simple. Prenons une période d'un signal sinusoïdal auquel on ajoute un bruit

blanc de variance 0:5 (�g. A.3).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
Signal test

A.3.a) Signal sans bruit

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5
signal test bruité

A.3.b) signal avec bruit

Fig. A.3 � Partie déterministe : ydet(t) = sin(2�t)

Nous avons démontré que la fonction F (p) est strictement décroissante en p. La �gure A.4

montre que 3 phases peuvent être dégagées.

10
0

10
2

10
4

10
6

10
8

10
10

10
12

0

50

100

150

200

250

300

350
F(p)

étape1 étape 2 étape 3 

Fig. A.4 � Allure de F (p)

Trois valeurs de S sont choisies pour correspondre à chacune de ces trois phases : S = 50;

220 et 340: Le tableau A.1 indique la valeur de p ainsi que le nombre d'itération nécessaire pour

obtenir F (p) < S.

Les �gures (�g. A.5) montrent les allures des courbes estimées ainsi que la courbe réelle. Ces

S 50 220 340

nb_iter 20 17 5

p 1:17:1010 1246 0:9496

Tab. A.1 � Nombre d'itération et p pour les trois valeurs de S

�gures illustrent ce que nous avons montré dans cette section. Lorsque S tend vers zéro alors p
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doit tendre vers l'in�ni et le spline approximant tend vers le spline interpolant. Ceci est montré

avec la deuxième colonne du tableau A.1 et avec la �gure A.5.a. La �gure A.5.c illustre le fait que

si S est trop élevé (proche de F (0)) alors le spline approximant est trop lisse et très éloigné de la

courbe réelle.

En revanche, le choix le plus intéressant pour S est celui où la fonction F (p) semble se stabiliser

(ici environ 220).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−2

−1.5
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−0.5

0

0.5

1

1.5

2
S = 50

y réelle 

y estimée 

A.5.a) S = 50

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
S = 220

y réelle 
y estimée 

A.5.b) S = 220

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
S = 340

y estimée 

y réelle 

A.5.c) S = 340

Fig. A.5 � Estimation de y(t) pour 3 valeurs de S

A.4.6 Conclusion

La méthode d'approximation proposée dans cette section permet de trouver le spline naturel

lissant utilisant une méthode numériquement stable. Le réglage du paramètre lissant S dépend de

la connaissance disponible a priori sur le bruit. Si les pondérations wi sont connues alors S peut

être choisi dans l'intervalle n�p2n (Woodford, 1970). Toutefois, dans la majorité des cas, aucune

information sur le bruit n'est disponible. Dans ce cas, les coe�cients de pondération sont choisis

égaux à un et S est déterminé par approximations successives.

A.5 Approximation par Splines lissants

La méthode d'approximation du spline naturel lissant présentée dans la section précédente né-

cessite la résolution d'un système de 2nl équations à autant d'inconnues. La complexité calculatoire

devient rapidement contraignante pour des signaux comprenant un nombre élevé de points. La mé-

thode du spline lissant permet de considérer non plus tous les points du signal mais simplement les

points les plus signi�catifs (appelés les noeuds) permettant d'une part de réduire considérablement

les coe�cients à estimer et d'autre part d'éliminer les valeurs aberrantes éventuellement présentes

dans le signal (Dierckx, 1993).

Le critère considéré est le suivant :

~� =

gX
i=1

�
s(k)

�
�+i
�� s(k)

�
��i
��2

(A.48)
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sous la contrainte

Æ =

nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 � S (A.49)

Dans la section précédente, nous avions considéré la représentation des fonctions splines sous

la forme polynomiale :

s(t) =
kP
i=0

ai;j (t� �j)
i pour �j � t � �j+1; j = 0;:::;g

Avec s(l)(��j ) = s(l)(�+j ) pour j = 1;:::;g et l = 0;:::;k � 1

(A.50)

Ces fonctions splines appartiennent à un espace vectoriel �k(�0;:::;�g+1) de dimension égale

au nombre de coe�cients à estimer auquel est soustrait le nombre de contraintes :

dim �k(�0;:::;�g+1) = (g + 1)(k + 1)� gk = g + k + 1 (A.51)

A.5.1 La représentation B-Spline

Dé�nition A.5 ((Dierckx, 1993)) La normalisée B � Spline Ni;k+1(t) de degré k avec les

noeuds non coïncidents �i;:::;�i+k+1, est dé�nie par :

Ni;k+1(t) = (�i+k+1 � �i)

k+1X
j=0

(�i+j � t)
k
+

k+1Q
l=0
l6=j

(�i+j � �i+l)

(A.52)

Parmi les di�érentes propriétés des B � Splines nous citerons :

1. Positivité :

Ni;k+1(t) � 0 pour tout t

2. Support local :

Ni;k+1(t) = 0 si t =2 [�i;�i+k+1]

3. Récurrence :

Ni;l+1(t) =
t��i

�i+l��iNi;l(t) +
�i+l+1�t

�i+l+1��i+1Ni+1;l(t)

Ni;1(t) =

8><
>:

1 si t 2 [�i;�i+1)

0 si t =2 [�i;�i+1)

4. Dérivée d'un B � Spline (Tsao, 1993) :

_Ni;k+1(t) = k

�
Ni;k(t)

�i+k � �i
� Ni+1;k(t)

�i+k+1 � �i+1

�
(A.53)
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A.5.2 Les fonctions Splines comme une combinaison de B � Splines

Pour un ensemble �xé de noeuds �j ; j = 0;:::;g + 1; nous pouvons construire g � k + 1 B-

Splines linéairement indépendants (Dierckx, 1993). Pour obtenir une base de l'espace vectoriel �k
nous avons besoin d'ajouter un ensemble de 2k B-Splines linéairement indépendants. Pour cela,

les noeuds additionnels ��k;:::;��1 et �g+2;:::;�g+k+1 satisfaisant :

��k = ��k+1 = ::: = �0 (A.54)

�g+1 = �g+2 = ::: = �g+k+1 (A.55)

sont ajoutés et les expressions des B-Splines ayant des noeuds coïncidents sont données par

les deux relations suivantes :

Ni;l+1(t) =

8><
>:
�

�i+l+1�t
�i+l+1��i

�l
si t 2 [�i;�i+l+1)

0 si t =2 [�i;�i+l+1)

Ni;l+1(t) =

8><
>:
�

t��i
�i+l+1��i

�l
si t 2 [�i;�i+l+1)

0 si t =2 [�i;�i+l+1)

(A.56)

Les B-Splines N�k;k+1(t) à Ng;k+1(t) forment une base de l'espace vectoriel �k (�0;:::;�g+1)

dans laquelle chaque fonction spline admet une unique représentation :

s(t) =

gX
i=�k

ciNi;k+1(t) (A.57)

où les coe�cients ci sont appelés les coe�cients B-Splines de s(t):

Remarque A.5.1 : La base de B-Splines forme une partition de l'unité sur [�0;�g+1] c'est-à-dire :

gX
i=�k

Ni;k+1(t) = 1 pour tout t 2 [�0;�g+1] (A.58)

A.5.3 Dérivée d'une fonction spline

En utilisant l'expression de la dérivée des B-Splines donnée en (A.53), nous trouvons (Dierckx,

1993) :

s(�)(t) =
�Y
i=1

(k + 1� i)

gX
i=�k+�

ci;�Ni;k+1��(t) (A.59)

avec

ci;j =

8><
>:

ci si j = 0

ci;j�1�ci�1;j�1
�i+k+1�j��i si j > 0

(A.60)
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A.5.4 Calcul des coe�cients d'un B-Spline

Les coe�cients ci doivent minimiser le critère :

~�(c) =

gX
i=1

�
s(k)

�
�+i
�� s(k)

�
��i
��2

(A.61)

sous la contrainte

Æ(c) =

nX
i=1

(wi (yi � s (ti)))
2 � S (A.62)

Les solutions de ce problème sont données en utilisant la méthode de Lagrange (Dierckx, 1993).

Nous cherchons les points critiques de la fonction :

K(p;z;c) = ~�(c) + p
�
Æ(c) + z2 � S

�
(A.63)

En dérivant K(p;z;c) par rapport à p et z, nous obtenons

Æ(c) = S � z2 (A.64)

pz = 0 (A.65)

Deux cas de �gure sont alors envisageables : p = 0 ou z = 0: Dans la section précédente, nous

avons montré que p = 0 ne présente pas d'intérêt puisqu'il su�t de calculer le polynôme de degré

k par M.C. et satisfaisant :

nX
i=1

(wi (yi � Pk(ti)))
2 � S (A.66)

pour obtenir la solution de ce problème.

En revanche, le cas p 6= 0 et z = 0 est plus intéressant à traiter. Dans la suite de cette section,

nous noterons

F (p) =

nX
i=1

(wi (yi � sp(ti)))
2 (A.67)

où sp(t) et le spline minimisant K(p;0;c) :

K(p;0;c) =

gX
q=1

 
gX

i=�k
ciai;q

!2

+ p

2
4 nX
i=1

 
wi

 
yi �

gX
r=�k

crNr;k+1(ti)

!!2

� S

3
5 (A.68)

avec

ai;q = N
(k)
i;k+1

�
�+q
��N

(k)
i;k+1

�
��q
�

(A.69)

soit en utilisant (A.53) :

ai;q =

8>>>>><
>>>>>:

0 si i < q � k � 1 ou i > q

(�1)k+1 k! (�i+k+1 � �i)
i+k+1Q
j=i
j 6=q

(�q � �j)

si q � k � 1 � i � q (A.70)
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La fonction K(p;0;c) est minimale par rapport aux paramètres ci lorsque
@K(p;0;c)

@cj
= 0 pour

j = �k;:::;g: Il en résulte que cj doit être solution du système suivant :

1

p

gX
i=�k

ci hai;aji+
gX

i=�k
ci hNi;Nji = hNi;yi pour j = �k;:::;g (A.71)

où

hNi;Nji =
nX
r=1

w2
rNj;k+1(tr)Ni;k+1(tr) (A.72)

hNi;yi =

nX
r=1

w2
rNi;k+1(tr)yr (A.73)

hai;aji =

gX
q=1

ai;qaj;q (A.74)

Ce système s'écrit sous la forme matricielle suivante :

Gc = r (A.75)

avec G = A+ p�1B et B = HTH: Les matrices A; H et r sont données par

A =

2
666664
hN�k;N�ki � � � hN�k;Ngi

...
...

hNg ;N�ki � � � hNg;Ngi

3
777775 ; r =

2
666664
hN�k;yi

hN�k;yi

3
777775 (A.76)

H =

2
666664
a�k;1 � � � ag;1

...
...

a�k;g � � � ag;g

3
777775 (A.77)

Les expressions de hNi;Nji et de hNi;yi sont calculées de la manière suivante

hNi;Nji =

nX
r=1

w2
rNi;k+1(tr)Nj;k+1(tr) (A.78)

hNi;yi =

nX
r=1

w2
rNi;k+1(tr)yr (A.79)

Le système étant juste déterminé, les paramètres ci sont obtenus en résolvant (A.75).

A.5.5 Propriétés du critère à minimiser

Nous allons ici donner les valeurs aux limites de F (p) : F (0) et F (1):

� Lorsque p tend vers l'in�ni, le spline lissant correspondant tend vers le spline obtenu par

moindres carrés pondérés noté Sg(t). Ainsi on obtient :

F (1) = Fg(1) =

mX
r=1

(wr (yr � Sg(tr)))
2 (A.80)
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On remarquera particulièrement l'indice g correspondant au nombre de noeuds utilisés. Ainsi,

pour chaque ensemble de noeuds correspondra un spline Sg(t) et donc une valeur de F (1):

Le cas g = n� k � 1 correspond au spline interpolant et la fonction Fn�k�1 (1) est égale à

zéro.

� Lorsque p tend vers zéro, le spline lissant tend vers le polynôme approximant Pk de degré k

et on obtient

F (0) =
mX
r=1

(wr (yr � Pk(tr)))
2 (A.81)

En�n on peut démontrer de la même manière que pour le spline naturel lissant que la fonction

F (p) est continue et strictement décroissante.

La �gure (A.6) montre l'évolution de la fonction F (p) pour plusieurs valeurs de g:

F(0)

p

Fg (p)

F (∝)
2

(∝)
1

F

n−k−1
F (∝)

Fig. A.6 � Allure de F (p)

A.5.6 Stratégie de placement de noeuds

Les noeuds peuvent être choisis de manière à réduire le nombre de points à traiter en essayant

de tenir compte de l'allure générale du signal (Dierckx, 1993). Dans un premier temps, le polynôme

approximant Pk(t) est déterminé. Il correspond au spline S0(t) lequel à la particularité suivante :

F0(0) = F0(1) (A.82)

Si F0(0) � S alors ce polynôme est une solution de notre problème et l'algorithme de pla-

cement de noeuds s'arrête. Toutefois dans la majorité des cas, F0(0) > S: Dans ce cas, nous

déterminons les splines Sgj (t) par M.C. avec la séquence croissante de noeuds gj : A chaque itéra-

tion, le nombre de noeuds gj est augmenté de �gj :8><
>:

g0 = 0

gj+1 = gj +�gj j = 0;1;:::

(A.83)

La quantité �gj devra tenir compte des résultats précédents pour obtenir rapidement le

nombre de noeuds nécessaire permettant de trouver Fgj (1) � S:

A.5.7 In�uence du paramètre lissant S

Le paramètre lissant S à la même in�uence sur l'approximation par spline lissant que sur

l'approximation par spline naturel lissant. Toutefois, ce paramètre in�ue aussi sur le nombre et

sur le placement des noeuds. Pour observer cela, un exemple didactique est proposé.
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Considérons les données (ti;yi) , i = 1; : : : ;8001 avec

ti = 1e�2(i� 1); yi = f(ti) + ei (A.84)

La fonction f(t) est donnée par : f(t) = e�
(t�50)2

10 + 0:2: Le bruit ei additif est choisi de

variance : �e = 1e�2: La �gure montre l'allure des courbes sans et avec le bruit.
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A.7.a) Signal sans bruit
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y(t)

A.7.b) signal avec bruit

Fig. A.7 � Allure de y(t)

Dans un premier temps, le polynôme approximant de degré 3 est calculé. On obtient alors

F (0) = 289: Pour montrer l'in�uence de S; six valeurs sont choisies : S = 289; 100; 20 ;10 ;1 et

0:9: Le nombre de noeuds calculé ainsi que le paramètre p sont donnés dans le tableau A.2.

S 289 100 20 10 1 0:9

p 0:0075 60:18 28:86 234:21 1:5:104 4:103

g 1 4 5 6 15 21

Tab. A.2 � paramètres p et g pour le spline lissant
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A.8.a) S = 289
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A.8.b) S = 100
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A.8.c) S = 20
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0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4
S = 10

courbe réelle 

spline lissant 

A.8.d) S = 10
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A.8.e) S = 1
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Fig. A.8 � Spline lissant et stratégie de placement de noeuds pour plusieurs valeurs de S

Sur les �gures ainsi que dans le tableau A.2 il apparaît que plus le paramètre S est choisi

petit plus le nombre de noeuds augmente et plus la courbe estimée se rapproche des données.

Théoriquement si nous faisons tendre S vers zéro, le nombre de noeuds tendra vers le nombre de

points de données et le spline approximant tendra vers le spline interpolant.

La stratégie de placement de noeuds permet bien de prendre en compte l'allure du signal

puisqu'ils sont placés en priorité au niveau du pic (�g A.8b) c) & d)).

A.5.8 Conclusion

La méthode d'approximation exposée dans cette section permet de trouver le spline lissant en

utilisant une stratégie de placement de noeuds prenant en compte l'allure du signal. Cette méthode

est numériquement stable et demande un espace mémoire réduit par rapport à la méthode du

spline naturel lissant de part la réduction du nombre de points à traiter. Les problèmes inhérents

au réglage du paramètre lissant S sont identiques au cas du spline naturel lissant.

A.6 Estimation des dérivées sans approximation

Dans cette dernière section, nous allons brièvement présenter d'autres approches permettant

d'estimer les dérivées d'un signal sans approximer sa partie déterministe par une fonction.

La première approche que nous allons présenter utilise le modèle du système et permet de donner

l'allure exacte de la dérivée lorsque tous les signaux d'excitation sont connus.

La seconde approche utilise la théorie des observateurs et consiste à construire un système convergent

vers la dérivée recherchée.

A.6.1 Utilisation du modèle du système

Les méthodes utilisant la théorie de l'approximation ne tiennent pas compte du modèle du

système générant les signaux à dériver.

Cette connaissance peut toutefois être prise en compte pour calculer la dérivée exacte des signaux
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de sortie y(t). Le modèle du système s'écrit sous la forme :8><
>:

_x = f(x;w)

y = h(x;w)

(A.85)

la dérivée de la sortie y est donc donnée par :

_y =
dh(x;w)

dt
=
@h(x;w)

@x
f(x;w) +

@h(x;w)

@w
_w (A.86)

Cette expression est calculable à condition de connaître d'une part la dérivée de tous les signaux

d'excitation (les entrées connues et inconnues ainsi que les pannes) et le vecteur d'état x.

L'estimation de x peut être réalisée en utilisant un observateur construit sur le système (Dabroom

and Khalil, 1999) si le vecteur d'excitation w est connu :8><
>:

_� = f̂(�;w)

ŷ = ĥ(�;w)

(A.87)

Avec la condition de convergence des sorties :

ŷ � y = 0

Cette approche permet de donner non pas une estimation des dérivées mais la valeur exacte de

celles-ci.

En pratique, il est impossible de l'implanter puisque les perturbations et les fautes ne sont pas

connues.

A.6.2 Utilisation d'un observateur

Il existe deux manières di�érentes d'utiliser la théorie des observateurs pour calculer les déri-

vées. La première approche consiste à utiliser le modèle du système comme présenté précédemment.

Nous avons mis en évidence les limitations de cette approche. Par contre, la seconde approche

consiste à synthétiser un �ltre prenant pour entrée le signal à dériver et ayant pour sortie la déri-

vée recherchée.

Considérons le système suivant :8><
>:

_x1 = u

_x2 = ��sign(x1(ti)� y(ti))

(A.88)

u = x2(ti)� � jx1(ti)� y(ti)j1=2 sign(x1(ti)� y(ti)) (A.89)

(A.90)

Théorème A.5 (Levant, 1998) : Il existe des constantes positives � et � telles que, pour un �

positif �xé, l'inégalité suivante tienne

ju� _yj < � (A.91)

après un régime transitoire �ni.

Pour plus d'informations concernant ce type de �ltre et les conditions de convergence, nous

conseillons au lecteur l'article suivant (Levant, 1998).
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A.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs algorithmes d'estimation de dérivées d'un

signal quelconque. Nous avons principalement insisté sur les approches consistant à approximer

les points de mesure par un polynôme. Deux cas de �gure ont été étudiés suivant que ce polynôme

approximant est continu ou dé�ni par morceaux (fonctions splines).

Dans le cas des polynômes continus, nous avons mis en évidence l'importance du choix de la base

de polynômes pour e�ectuer l'approximation. Une base de polynômes orthogonaux a retenu notre

attention et nous avons présenté une approche récursive permettant d'estimer la dérivée d'un si-

gnal sur une fenêtre glissante.

Pour limiter le problème du choix du degré du polynôme approximant, nous avons présenté l'ap-

proximation d'une courbe en utilisant des fonctions splines. Deux critères di�érents ont été étudiés.

Le premier introduisant un paramètre de lissage et utilisant tous les points de mesure et le second

utilisant toujours le paramètre de lissage mais tenant compte de l'allure de la courbe pour n'utiliser

que les points de mesure les plus signi�catifs, limitant ainsi l'espace mémoire à utiliser.

En�n, nous avons très rapidement présenté des méthodes alternatives pour estimer les dérivées.

En particulier, l'approche actuellement développée par Levant qui parait intéressante dans le sens

où elle peut être implantée en ligne.

Toutefois, malgré toutes ces méthodes, seule l'approximation polynomiale pour l'instant permet

une implémentation �quasiment� en ligne via l'utilisation d'un fenêtre glissante.



Annexe B

La commande vectorielle

B.1 Généralités

Le principe de la commande vectorielle (à �ux orienté) consiste à découpler la commande du

�ux et la commande du couple (Seguier and Notelet, 1994).

Pour réaliser ce type de commande, nous devons utiliser le modèle de Park dans le repère �xe par

rapport au champ tournant :

� �s = !st et �r = g!st

et faire coïncider l'axe d avec le �ux rotorique de manière à avoir :

�Rq
= 0 (B.1)

Dans ce repère, le modèle s'écrit :

vSd = RsiSd +
d
dt�Sd � !s�Sq

vSq = RsiSq +
d
dt�Sq + !s�Sd

9>=
>; (B.2a)

0 = RriRd
+ d

dt�Rd

0 = RriRq
+ !r�Rd

9>=
>; (B.2b)

A partir des équations (B.2b) et (6.11), les quatre variables inconnues iRq
, �Rd

, !r et !s peuvent

être exprimées en fonction des trois variables mesurées iSd , iSq et ! (Caron and Hautier, 1995).

Ces variables seront ensuite injectées dans les deux équations B.2a.

B.2 Calcul des variables inconnues

B.2.1 Calcul de iRq

A partir de (6.11), nous avons :

�Rq
=MiSq + LriRq

187
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Le repère étant choisi tel que �Rq
soit égal à zéro, nous avons alors :

iRq
= �MLr iSq (B.3)

B.2.2 Calcul de �Rd

La première équation de B.2b donne :

d

dt
�Rd

= �RriRq

A partir de (6.11), nous avons :

�Rd
=MiSd + LriRq

) iRq
=
�Rd

�MiSd
Lr

En remplaçant cette expression de iRq
dans l'expression de d

dt�Rd
, nous obtenons :

�Rd
=

M
Trs+ 1

iSd (B.4)

où s est l'opérateur de dérivation : s = d
dt .

B.2.3 Calcul de !r

En remplaçant iRq
dans la deuxième équation de (B.2b), nous obtenons :

!r =
M
Tr

iSd
�Rd

(B.5)

B.2.4 Calcul de !s

!s est obtenu à partir de la relation liant les vitesses des champs statorique !s, rotorique !r
et de la vitesse électrique ! :

! = !s � !r

Comme ! = p
 et !r est donné par (B.5), nous avons :

!s = p
+ !r (B.6)

B.3 Équations de commande

A partir des équations de sortie du modèle de Park (6.13) et des expressions des variables

inconnues calculées précédemment, nous allons exprimer les équations de commande (B.2a) sous

la forme de deux fonctions de transfert. Celles-ci permettrons d'implanter une loi de commande

classique à base de correcteurs à action Proportionnelle Intégrale (P.I.).

Après remplacement, les équations de commande s'écrivent sous la forme :8><
>:

vSd = RsiSd + �Ls d
dt iSd + Ls (1��)M

d
dt�Rd

� �Ls!siSq
vSq = RsiSq + �Ls d

dt iSq + Ls (1��)M !s�Rd
+ �Ls!siSd

(B.7)
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B.3.1 Calcul de vSd

Dans l'expression de vSd , le courant iSd est remplacé par son expression obtenue par l'équation

(B.4) :

iSd =
1

M (Trs+ 1)�Rd

Nous obtenons alors la relation suivante :

Rs

M
�
1 + (Ts + Tr) s+ �TsTrs

2
�
�Rd

= vSd + ed (B.8)

où ed est un signal de perturbation donné par :

ed = �Ls!siSq (B.9)

Nous notons F� le transfert entre la tension vSd et le �ux �Rd
:

F� =
M
Rs

1 + (Ts + Tr) s+ �TsTrs2
(B.10)

B.3.2 Calcul de vSq

De l'équation vSq , nous obtenons directement :

Rs [1 + �Ts] iSq = vSq + eq

où eq est un signal de perturbation donné par :

eq = �Ls!s 1 + �Trs

1 + Trs
iSd

Nous notons par Fq le transfert entre la tension vSq et le courant iSq :

Fq =
1
Rs

1 + �Tss
(B.11)

B.4 Schéma de synthèse de la commande vectorielle

La �gure B.1 montre l'architecture d'implantation de la commande vectorielle.
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Fig. B.1 � Architecture de la commande vectorielle

Sur la �gure B.1, les tildes sont utilisés pour les signaux calculés.

La �gure B.2 représente le schéma fonctionnel de la commande. Ce schéma fait apparaître les

fonctions de transfert F�, Fq ainsi que les deux correcteurs C� et Cq à ajouter pour commander

le moteur.

�RdREF

ed

VSd
F�

�Rd
+

-
+

-

+
+

~ed

iSqREF iSq

eq

VSq
FqCq

-
+ +

-
+

+

~eq

!s

C�

Fig. B.2 � Schéma fonctionnel de la commande vectorielle

Dans la �gure (B.2), les blocs vides correspondent correspondent aux couplages ed (B.9) et

eq (B.3.2). Le �ux rotorique �Rd
est régulé de manière à pouvoir être constant (�xé à sa valeur

nominale). La commande vectorielle que nous venons de décrire permet de commander le moteur

en courant en �xant une référence iSqREF sur iSq .
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B.5 Réglage des correcteurs

Le réglage des deux correcteurs C� et Cq peut être réalisé par une procédure de placement

de pôles (Caron and Hautier, 1995). Nous allons dans un premier temps considérer la régulation

du �ux �Rd
puis dans un second temps, nous traiterons de la régulation du courant iSq .

B.5.1 Régulation du �ux rotorique

La fonction de transfert F�, donnée par l'équation (B.10), est du second ordre et peut se

décomposer en deux fonctions de transfert du premier ordre (le discriminant du dénominateur est

toujours positif) :

F� =
K1

(1 + T1s)(1 + T2s)

T1 et T2 sont deux constantes de temps positives véri�ant : T2 > T1.

Le correcteur C� est choisi avec les deux actions proportionnelle et intégrale et peut s'écrire sous

la forme :

C� = K�
1 + T�s

s

Ce correcteur peut être choisi de la manière suivante :

� compenser la constante de temps la plus grande du système

� �xer le coe�cient d'amortissement du système à 1

Les calculs aboutissent aux résultats suivants :

K� = 1
4K1T1

T� = T2 (B.12)

B.5.2 Régulation du courant ISq

La fonction de transfert Fq , donnée par l'équation (B.11), est du premier ordre et s'écrit sous

la forme générale :

Fq =
K2

1 + T3s

Le correcteur Cq utilisé est de la même forme que celui utilisé pour la régulation du �ux rotorique :

Cq = Kq
1 + Tqs

s

Les deux paramètres de ce correcteur sont choisis pour :

� compenser la constante de temps T3

� �xer la constante de temps � du système bouclé

Les calculs aboutissent aux résultats suivants :

Kq =
1

K2�
Tq = T3 (B.13)
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B.6 Asservissement en vitesse

Pour conclure la partie concernant la commande de la machine, nous allons présenter l'asser-

vissement en vitesse de la machine. La fonction de transfert en vitesse est donnée par l'équation

fondamentale de la dynamique :

J
d

dt

 = Ce �B
� Cr

Dans le repère de Park considéré pour la commande vectorielle, le couple électromagnétique s'écrit

sous la forme :

Cem = p
M
Lr �Rq

iSq

En admettant que la boucle de régulation du �ux rotorique fonctionne correctement et que sa

dynamique est très supérieure à celle de la boucle de vitesse, nous pouvons considérer que : �Rq
=

�RqREF . Dans ces conditions, nous pouvons écrire :

Cem = p
M
Lr �RqREF

1

1 + �s
iSqREF

= FCem(s)iSqREF =
Kem

1 + �s
iSqREF

L'asservissement est réalisé par une stratégie à double boucle PI-P (�g B.3).

Cv K2v



Boucle interne de régulation


REF 
i

Cr

1
Js+B

-
+
-

+
-

+FCem

Fig. B.3 � Schéma fonctionnel de l'asservissement en vitesse

Nous allons donner maintenant les réglages à adopter pour les deux correcteurs Cv et K2v en

commençant par la boucle interne.

B.6.1 Réglage de la boucle interne de vitesse

Nous allons régler le gain K2v tel que le coe�cient d'amortissement de la fonction de transfert

entre 
i et 
 soit égal à 1. La fonction de transfert de la boucle de régulation de vitesse interne

est égale à :


 =
K2vKem

J�s2 + (J +B�)s +B +K2vKem

i � 1 + �s

J�s2 + (J +B�)s+B +K2vKem
Cr

Pour que le coe�cient amortissement soit égal à 1, nous trouvons le paramètre K2v égal à :

K2v =
(J �B�)2

4KemJ�
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La fonction de transfert en boucle fermée est égale à :


 =

�
J�B�
J+B�

�2
�

2J�
J+B� s+ 1

�2
i �
4J�

(J+B�)2
(1 + �s)�

2J�
J+B� s+ 1

�2 Cr

K4

(T4s+ 1)
2
i � K5 (1 + �s)

(T4s+ 1)
2 Cr

B.6.2 Réglage de la boucle externe de vitesse

Nous allons maintenant régler le correcteur Cv .

La fonction de transfert en boucle fermée du système est donnée par :


 =
K4Cv

(1 + T4s)
2 +K4Cc


i � K5 (1 + �s)

(1 + T4s)
2 +K4Cc

Cr

Le correcteur utilisé est un correcteur à actions proportionnelle et intégrale. Il s'écrit sous la forme :

Cv �Kv
1 + Tvs

s

Les deux paramètres de ce correcteur sont choisis pour :

� compenser la constante de temps T4 du système

� �xer le facteur d'amortissement du système à 1p
2

Les calculs aboutissent à :

Kv =
1

2T4
Tv = T4 (B.14)

B.7 Valeurs numériques pour le moteur étudié

B.7.1 Valeurs des paramètres

Les valeurs numériques des di�érents paramètres du moteur sont :

� Rs = 10
, Ls = 0:38H

� Rr = 3:5
, Lr = 0:3H

� M = 0:3H

De plus, cette machine contient deux paire de pôles p = 2 et les caractéristiques de la charge sont

égales à :

� J = 0:02kg:m2

� B = 0:04N:m:s:rad�1

B.7.2 Réglage des correcteurs

Nous allons donner les valeurs des paramètres des 4 correcteurs utilisés pour la commande

du moteur. Pour calculer ces paramètres, nous devons �xer la constante de temps � de la boucle

de régulation de courant iSq et calculer la valeur nominale du �ux rotorique �Rd. Pour assurer

une convergence rapide de la boucle de régulation en courant, nous choisissons � = 0:1s. le �ux
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rotorique de référence est égal à 1Wb.

A partir de ces choix, nous obtenons les valeurs suivantes pour les quatre correcteurs.

C� Cq Cv
K2v

T� K� Tq Kq Tv Kv

0.1 1500 0.008 100 0.1 3 0.01

B.8 Conclusion

Dans cette partie, nous avons présenté la commande vectorielle de la machine asynchrone. Ce

type de commande est très répandu dans le milieu industrielle pour réaliser l'asservissement en

vitesse de ce moteur.

La méthode que nous avons proposée ici est issue de l'ouvrage de Hautier et all [REF]. Quatre

correcteurs doivent être réglés :

� Un pour réguler le �ux rotorique �Rd
à sa valeur nominale.

� Un pour réguler le courant statorique iSq .

� Deux pour l'asservissement de la vitesse.

Les valeurs des actions proportionnelle et intégrale de chacun de ces correcteurs sont calculées

par placement de pôles pour accélérer les dynamiques des boucles de régulation du courant et du

�ux et assurer un rapport optimal entre le dépassement et le temps de réponse pour la boucle de

vitesse.
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Surveillance des systèmes non-linéaires. Application aux
machines tournantes

Résumé : Les algorithmes de surveillance (détection et localisation des pannes) reposent sur l'analyse d'un

signal, appelé résidu, qui re�ète la cohérence entre le comportement du modèle du système non défaillant et le

comportement du système réel. Les résidus sont créés en utilisant essentiellement deux types d'approches : les

observateurs et l'espace de parité. Dans ce mémoire, nous considérons des systèmes non-linéaires et comparons les

résidus générés par les deux approches. Nous appliquons ensuite les résultats sur deux types de moteurs électriques.

L'approche de type observateur nécessite en général deux étapes. Dans un premier temps, un sous-système découplé

des perturbations et d'un sous-ensemble de pannes est extrait du modèle. Dans un second temps, un observateur

est implanté sur ce sous système. Les résidus sont générés en comparant les grandeurs mesurées aux grandeurs

estimées. Trois types d'observateurs sont étudiés dans ce mémoire : les observateurs de Luenberger, à grand gain

et à mode glissant. L'approche de l'espace de parité consiste à extraire du système des relations d'entrée/sortie

appelées Relation de Redondance Analytique (RRA). Les résidus sont générés en évaluant ces RRA avec les signaux

mesurés. Les outils mis en ÷uvre pour obtenir des relations robustes vis-à-vis des entrées inconnues et des pannes

sont plus simples que ceux utilisés pour extraire les sous-systèmes découplés dans l'approche observateur. Toutefois,

un inconvénient majeur de cette approche est la nécessité de calculer des dérivées des signaux mesurés à des ordres

parfois élevés. Pour les systèmes linéaires, il a été montré que les résidus issus de ces deux méthodes sont liés par

un �ltre linéaire. Dans un premier temps, nous étendons ce résultat aux systèmes non linéaires linéarisables. Nous

montrons ensuite que pour les systèmes non linéaires a�ne en l'état, les résidus issus d'un observateur grand gain et

les résidus de parité sont liés par une fonction non-linéaire. A�n d'illustrer les résultats théoriques, deux applications

sont traitées : le moteur à courant continu série et le moteur asynchrone.

Mots-clés : surveillance, systèmes non-linéaires, observateurs, espace de parité, moteur à courant continu série,

moteur asynchrone

Nonlinear systems diagnosis
Application to the electrical machines

Abstract : Model based Fault Detection and Isolation (FDI) systems are designed using mainly two kinds of

approaches : the observer based approach and the parity space one. The FDI algorithms are based on the analysis

of a signal (a residual) which re�ects the discrepancy between the actual behaviour of the system and the expected

behaviour given by its model. In this thesis, we consider nonlinear systems. We develop and compare the two

approaches in that framework. Then, we apply the results to two kinds of electrical machines. The observer-based

approach needs generally two steps. The �rst one consists of determination a subsystem which is decoupled from

the perturbations and from a subset of faults. The second step is the design of an observer for this decoupled

subsystem. The residuals are generated from the comparison between signals which are measured and estimated.

Three kinds of observers are studied in this thesis : Luenberger observers, high gain observers and sliding mode

observers. The parity space approach consists of �nding from the model equations a set of input/output relations

which are called Analytical Redundancy Relations (ARR). The residuals are generated by the evaluation of these

ARR using the actual signals which are collected on-line. The relations which are robust with respect to the

perturbations and to a subset of faults are generated using algebraic tools. These mathematical tools are easier to

use than the geometrical one which are needed for the observer-based approach. However, a major drawback of

this approach comes from the time derivative evaluation of signals which are measured. For linear systems, it is

well known that a linear �lter links the residuals which are generated by these two approaches. At �rst, we extend

this result to linearizable nonlinear systems. Then, we prove that residuals which are generated using a high gain

observer for more general nonlinear systems are linked to the parity space residuals. The link is expressed as a

non-linear function. Finally, two practical application examples are included to illustrate the theoretical results :

the DC series motor and the induction motor.

Keywords: Fault and Detection Isolation, nonlinear systems, observer, parity space, DC series motor, induction

motor
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