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« Toute 1dée du futur est conception d’un pouwvoir capable de produire quelque chose;
et donc quiconque envisage un plaisir & venir, doit aussi concevoir qu’il détient en
lui-méme quelque pouvoir qui lut permettra de 'obtenir »

T. Hobbes
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Résumé de la thése

Utilisés dans de nombreux domaines scientifiques, les Automates Cellulaires
Probabilistes, usuellement abrégés en PCA, de 'anglais Probabilistic Cellular Auto-
mata, constituent, au sein des dynamiques aléatoires a temps discret, une classe de
processus stochastiques markoviens a valeurs dans un espace infini S¢ o1 S désigne un
ensemble fini et G est un graphe infini. On considére ici toujours le cas ott G = Z2. La
particularité de ces dynamiques est ’évolution en paralléle, ou synchrone, de chacune
des coordonnées ou composants élémentaires en interaction.

Nous nous intéressons dans un premier temps a l’existence et & 1'unicité des
mesures stationnaires pour les dynamiques PCA non dégénérées i.e. dont le com-
portement local n’est jamais déterministe, ainsi qu’a la caractérisation de ces états
d’équilibre en tant que mesures gibbsiennes. Nous fondant sur les résultats de Dai
Pra, Kozlov, Kiinsch, Lebowitz, Vasilyev et al., nous précisons, pour la classe des
dynamiques PCA réversibles, les relations existant entre les mesures stationnaires, les
mesures réversibles et les mesures de Gibbs associées & un potentiel dont le lien avec
la dynamique est explicité.

Pour une famille paramétrée de dynamiques PCA réversibles, nous démontrons
I’existence d’un phénomeéne de transition de phase et explicitons dans ce cas le com-
portement de différentes mesures de Gibbs sous ’action de ces dynamiques. En par-
ticulier, nous exhibons des mesures de Gibbs non-stationnaires.

Dans un second temps, nous étudions I’ergodicité, i.e. la convergence vers 1’équi-
libre des dynamiques PCA qui sont de plus attractives. Nous construisons a cet effet
un couplage de ces dynamiques préservant l'ordre stochastique. En nous référant aux
travaux de Martinelli et Olivier: pour les dynamiques de Glauber, nous établissons
qu’en ’absence de transition de phase, dés que 'unique mesure de Gibbs vérifie une
condition de faible mélange, il y a ergodicité et convergence a vitesse exponentielle
vers cet unique état d’équilibre, améliorant en cela grandement les critéres d’ergodicité
pour les PCA existant dans la littérature.

Enfin, nous illustrons ces résultats par la réalisation de simulations numériques
de certaines des dynamiques réversibles précédemment étudiées, et présentons un
algorithme paralléle convergeant vers les mesures de Gibbs extrémales du modéle

d’Ising.
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Riassunto della tesi

Usati in diversi campi scientifici, gli Automi Cellulari Probabilistici, abbre-
viati in PCA dal inglese Probabilistic Cellular Automata costituiscono una classe di
dinamiche aleatorie a tempo discreto, e sono processi stocastici markoviani a valori
nello spazio infinito S¢ dove S & un’insieme finito e G un grafo infinito. Qui, supponi-
amo sempre G = Z% La caratteristica principale di queste dinamiche & I’evoluzione
in parallelo, o sincrona, di ognuna delle coordinate o componenti elementari in in-
terazione. Per ogni k € Z%, e per ogni stato o € S, una probabilita pr(.|o) sullo
spazio S costituisce la regola locale di evoluzione nel sito k, sapendo che al tempo
precedente lo stato era o.

Nel primo capitolo presentiamo la storia di questi modelli e diamo diversi
esempi dove gli automi cellulari, deterministici o probabilistici sono usati. Spieghiamo
I’ipotesi di non degenricita Vs € S, Vo € S%°, pe(s]o) > 0, cioé che una tale dinamica
non ammette mai evoluzioni locali deterministiche.

Nel secondo capitolo, le due prime sezioni danno le definizioni matematiche
che costituiscono il quadro di questo studio, e un riassunto sulle misure di Gibbs. La
sezione 2.3 definisce 1 PCA e cosa si intende con dinamica a volume finito o volume
infinito. La Proposizione 2.3.1 (p. 29) spiega con cura come si passa dal volume finito
A (A sottoinsieme finito di Z%) al volume infinito Z% cioé da diverse dinamiche P
su S* con condizione al bordo 7 € §%% a un’unica dinamica parallela P su S%% La
sotto-sezione 2.3.2 definisce le dinamiche PCA attrative.

Ci interessiamo, nei capitoli 3 e 4, all’esistenza e a I’unicita delle misure stazionar-
ie per le dinamiche parallele non degeneri su SZd, e anche alla caraterizazzione di
questi stati di equilibrio come misure di Gibbs. Questi capitoli sviluppano risultati
pubblicati in [DPLR02|. Nel terzo capitolo, dopo aver richiamato il caso del vol-
ume finito (catene di Markov su S* con A finito) nella Proposizione 3.2.1 (p. 37),
spiegiamo, nella Proposizione 3.3.1 (p. 38), come la stazionarieta (o reversibilita) di
una misura vy a volume finito per una dinamica Pf si trasferisce al volume infinito,
per la dinamica P su 5%,

Nella sezione 3.4, richiamiamo un risultato di Dai Pra (1992, [DP92]) (p. 42)
dove si stabilisce che, se esiste una misura stazionaria, invariante per traslazione, che é
di Gibbs per un potenziale ¢ su SZd, allora tutte le misure stazionarie per la dinamica
P, invariante per traslazione sono di Gibbs per lo stesso potenziale .

Consideriamo poi, nella sezione 3.5, il caso delle dinamiche parallele che ammet-
tono almeno una misura reversibile, chiamate dinamiche PCA reversibili. Richiami-
amo un risultato (p. 46) di Kozlov-Vasyliev (1980, [KV80]), completato da Kiinsch
(1984, [Kiin84b]), che identifica esattamente la forma di queste dinamiche e mostra
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che ogni misura reversibile & di Gibbs per un potenziale ¢ canonicamente associato
alla dinamica. Reciprocamente, stabilisce che ogni misura di Gibbs é reversibile, op-
pure periodica di perioda 2. Per le dinamiche parallele reversibili esplicitiamo allora
(Corollario 3.5.2, p. 47) relazioni precisi tra 'insieme delle S delle misure stazionar-
ie, I'insieme R delle misure reversibili, e 'insieme G(¢) delle misure di Gibbs per il
potenziale ¢ associato naturalmente alla dinamica (cf. figura 3.1, p. 47).

Nel quarto capitolo, studiamo pit precisamente una famiglia parametrizzata
di dinamiche PCA reversibili su {—1; +1}%% (cf. forma dei (pg)peze definiti in (4.1)
p. 52 0 (4.6) p. 53). Per P una qualsiasi dinamica di questa famiglia, abbiamo pre-
cisamente identificato le misure v} reversibili (quindi stazionarie) per le dinamiche a
volume finito P{ associate (cf. Proposizione 4.1.5 p. 57). Il potenziale ¢ naturalmente
associato ha quindi la forma esplicita (4.34) (p. 60). Siamo allora in grado di svilup-
pare un’analisi precisa tra le misure di Gibbs associate a ¢ e le misure stazionarie v}
(cf. Prop. 4.1.8 p. 61, Prop. 4.1.9 p. 63, Prop. 4.1.11 p. 66, Corollario 4.1.14 p. 72 e
Proprieta 4.1.16 p. 73).

L’esistenza di transizione di fase per questo potenziale ¢ é dimostrata nel Teo-
rema 4.2.1 (p. 75) usando un’argomento di contour del tipo usato da Peierls per il
modello di Ising. Pero il nostro modello é pit complicato perche il potenziale non é
solo a due corpi. In un caso particolare si possono usare risultati del modello di Ising
per dare un valore esatto del parametro critico (Teorema 4.2.4 p. 84), e identificare
esattamente 'insieme G(¢) delle misure di Gibbs (Corollario 4.2.5 p. 85). Quando ¢’¢
transizione di fase, studiamo nella sezione 4.3 il comportamento delle diverse misure
di Gibbs di G(¢) estremale sotto ’azione della dinamica parallela P. In particolare,
diamo esempi di misure di Gibbs che non sono stazionarie (Proposizione 4.3.2).

Poi nei capitoli 5 e 6 ci interessiamo alla convergenza al’equilibrio (ergodicita) di
dinamiche PCA non degeneri generali su {—1; —|—1}Zd che sono attrattive.

Costruiamo per questo, nel quinto capitolo, un accoppiamento di un numero
finito di dinamiche PCA che preserva l’ordine stocastico. Relazioni utili tra dinamiche
a volume finito e infinito sono dimostrate nelle Proprieta 5.4.2 p. 111, Proprieta 5.4.3
p. 111.

Nel sesto capitolo, si stabilisce nella Proposizione 6.2.1 (p. 122) che per una
dinamica PCA attrattiva, le misure stazionarie a volume finito v} sono crescenti sto-
casticamente quando la condizione al bordo 7 cresce. Proviamo anche, nella Propo-
sizione 6.2.3 (p. 125) l'ugualianza tra limite nel volume lim, _,zav; (resp. limy_,zavy )
e limite temporale lim,_,o, 6_1 p) (resp. limp oo 041 P(”)). Facendo riferimento ai
lavori di Martinelli e Olivieri [MO94a| stabiliamo, nel Teorema 6.4.1 (p. 137) per
dinamiche PCA reversibili, che quando non c’é transizione di fase per il potenziale
canonicamente associato, e che I'unica misura di Gibbs verifica una condizione di weak
mazing (cf. Definizione 6.4.3 p.139), c’¢ ergodicita della dinamica PCA e convergenza
a ’equilibrio con una velocita esponenziale. Questo risultato migliora quelli apparsi
in letteratura per dinamiche a tempo discreto (richiamati nella sezione 6.1).

Per dimostrare tale risultato, mostriamo prima che una successione (p(n))nen
(definita in (5.5) p. 108) controlla la velocita di convergenza a l’equilibrio. Si usano
poi i Teoremi 6.2.10 (p. 130) e 6.3.1 (p. 132) dove mostriamo respettivamente che
se ¢’é 'unicita della misura stazionaria a volume infinito allora c’é ergodicita, e che
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se c’é convergenza a l’equilibrio con velocitd polinomiale di grado sufficientemente
elevato, allora la velocita & in realta esponenziale. Si stabilisce per concludere, che
sotto la condizione di weak mizing, la successione p(n)nen verifica una disugualianza
di ricorrenza (lemma 6.4.8, p. 142) che basta per concludere che questa successione
va a zero con velocita polinomiale di grado sufficiente per applicare quanto appena
descritto (lemma 6.4.9 p. 146).

Il Teorema 6.5.1 (p. 149) da finalmente una generalizzazione dell’ergodicita con
velocita esponenziale nel caso di dinamiche parallele che non sono necessariamente
reversibili.

Nel capitolo 7 illustriamo questi risultati con simulazioni numeriche di alcune
dinamiche PCA reversibili studiate, e presentiamo un algoritmo parallele che converge
verso la misura di Ising.
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Abstract

Used in many scientific areas, the discrete time random dynamics called Pro-
babilistic Cellular Automata (P.C.A.) are Markov stochastic processes with values in
an infinite space S¢ where S is a finite set and G an infinite graph. Here we assume
G = Z4. The main feature of these dynamics is the parallel, or synchronous, evolution
of all the coordinates or interacting elementary components.

We are first interested in the existence and uniqueness of stationary measures
for non degenerated PCA dynamics, #.e. whose local behaviour is never deterministic.
Based on results of Dai Pra, Kozlov, Kiinsch, Lebowitz, Vasilyev et al., we give for
the class of reversible PCA dynamics precise relations between the sets of stationary
measures, reversible measures and some Gibbs measures.

For a typical parametrized family of reversible PCA dynamics, we prove the exis-
tence of a phase transition phenomenon and establish the behaviour of the different
Gibbs measures under the dynamics’ action. In particular, we exhibit non-stationary
Gibbs measures.

Secondly, we study the convergence to equilibrium for PCA dynamics which
are attractive (so called ergodicity). One of our tools is a special coupling of these
dynamics, preserving the stochastic order. When there is no phase transition, inspired
by the ideas of Martinelli and Olivieri on Glauber dynamics, we prove the ergodicity of
PCA dynamics, and more precisely, the convergence exponentially fast to the unique
equilibrium state. This result truly improves previous ones existing in the litterature.

Finally, we present some numerical simulations of reversible PCA dynamics,
and, in particular, a parallel algorithm which converges to extremal Gibbs measures
associated to the Ising model.
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Chapitre 1

Introduction aux Automates
Cellulaires

1.1 Définition

Un automate cellulaire est un systéme dynamique composé d’entités élémen-
taires ou cellules ou encore sites, généralement organisés en réseau régulier, qui
évoluent en temps discret. Chaque cellule est caractérisée par une valeur qui ap-
partient & un ensemble dénombrable. L’évolution de ces valeurs au cours du
temps se fait de maniére paralléle (ou synchrone), chaque cellule voyant sa va-
leur actualisée selon une régle locale dans laquelle interviennent les valeurs des cellules
volsines.

Formellement, on désigne par S l’ensemble des valeurs pouvant étre prises par une
cellule. On identifie la structure de répartition spatiale des cellules avec un graphe G
sur lequel sont définis des voisinages V, pour tout g € G. Pour chaque cellule g € G,
on définit la régle locale d’évolution u, comme une fonction de I’espace produit
SC vers S définissant 1’évolution de 1’état de la cellule g en fonction de la valeur de
ses cellules voisines :

7{gy(n + 1) = ug(ov,(n)), (1.1)

ol oy(n) représente 'ensemble des valeurs a l'instant n des cellules de V' C G. Les
voisinages (Vj)4eq sont toujours des ensembles finis de cellules. Les régles d’évolution
(ug)gec sont ainsi toujours choisies locales. La figure 1.1 schématise, dans le cas G =
7% réseau de dimension d > 1, la dépendance de la valeur de la cellule &k en les valeurs,
a I'instant précédent, des cellules de V.

La principale caractéristique des automates cellulaires est que 1’évolution des valeurs
des différentes cellules se fait de maniére paralléle : entre un instant (n — 1) et 'ins-
tant suivant n toutes les valeurs des cellules peuvent étre modifiées. Considérons un
exemple pour lequel G = Z. On définit les voisinages (Vi )rez par Vi = {k — 1,k, k + 1}.
Examinons plus particuliérement trois sites k—1, k et k+ 1. Cette situation est décrite
par la figure 1.2. A l'instant n, la valeur ox(n) de la cellule k est obtenue grace a la
régle de calcul ug ot interviennent les valeurs

ov,(n—1) = {ok-1(n — 1),0(n — 1), 0k42(n — 1)}
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n-1

Espace

Temps

FIG. 1.1 - Schéma espace-temps de la dépendance d’un site k € Z?, & I'instant n, en
les valeurs aux sites voisins Vi a U'instant précédent (n — 1) (n > 1)

des cellules K — 1,k et k + 1 a Uinstant (n — 1). De méme, la valeur og_1(n) est
déterminée en fonction de og_s(n — 1), op_1(n — 1), ox(n — 1) et la valeur og41(n) en
fonction de ox(n — 1), ogq1(n — 1), op2(n — 1).

L’évolution synchrone de toutes les cellules se représente comme 'action globale
d’une transformation U sur I’ensemble des valeurs associées aux cellules S€ = (s,)gcc

U((o5(n))sea) = (us(ov,(n — 1))

De maniére générale, des conditions supplémentaires sont imposées aux régles (ug)gec

de la forme :

- (1.2)

k-2 Kk k+2
n-A .~~~ - Espace
n \\I'/' \\:’,l \\‘I'/'
k-1 k k+1
Y
Temps

FiG. 1.2 - Casou G =Z et Vy ={k—1,k,k+ 1}, entre deux instants successifs n — 1
et n

de telle sorte que chaque cellule évolue selon la méme régle. Cela signifie que
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les régles (ug)gec sont en fait une seule et méme régle u. Cette homogénéité spatiale
fait écho & ’homogénéité temporelle. En effet, on remarque que les régles locales
d’évolution ne dépendent pas du temps et sont donc les mémes & tous les instants.

Précisons que ces régles d’évolution peuvent étre déterministes, ce qui cor-
respond au cas présenté ci-avant, ou bien probabilistes. Dans ce cas, on remplace
les régles (ug)gee par des probabilités (pg)geq d’obtenir chacune des valeurs o4(n) de
S en fonction des valeurs des cellules voisines a U'instant précédent oy, (n — 1) soit :

Pg(ag(n)lov,(n —1)).
On parle ainsi respectivement d’automates cellulaires déterministes, abrégés en

DCA de I'anglais Deterministic Cellular Automata, et d’automates cellulaires pro-
babilistes, abrégés en PCA de 'anglais Probabilistic Cellular Automata.

1.2 Historique

Lorsqu’a la fin des années 40, J. Von Neumann travaille & la conception des premiers
ordinateurs, il introduit le concept d’automates cellulaires (déterministes). Son idée
originelle était de réaliser des machines pouvant générer des comportements complexes
et variés a partir de lois simples de fonctionnement, et d’imiter le fonctionnement du
cerveau humain. S’inspirant de la biologie, il congoit ces modéles de dynamiques &
temps discret dans lesquelles différentes entités élémentaires évoluent simultanément,
en interaction et selon des régles identiques, telle la structure cérébrale des neurones.
L’idée de considérer un ensemble discret d’entités élémentaires, et non continu comme
les modeles usuels de la physique, remonte a S. Ulam (cf. [Ula52]). Le concept d’au-
tomate cellulaire a ensuite été utilisé sous des terminologies différentes, dans des
contextes disciplinaires divers (analyse de I'image, ingénierie électrique, etc.).

La popularisation de ces modéles trouve son origine dans le jeu de la vie introduit
par J. Conway en 1970 (cf. [Gar70]). Pour cet automate cellulaire déterministe, on
a S={0;1} et G = Z2 La valeur 0 désigne une cellule dite « morte », la valeur 1
une cellule « vivante ». Les voisinages considérés contiennent le site lui-méme et ses
8 voisins sur Z? définis par :

V;c = {k,k—el,k—|—€1,k—€2,k—|—€2,k—|—€1—|—€2,k—|—€1—€2,k—€1—|—€2,k—€1—62} (13)

ol k € Z? et (ey, e3) désignent les deux vecteurs de la base canonique de R?. La régle

locale d’évolution est établie de la sorte :

— naissance : si une cellule est morte (état 0) a un instant, elle devient vivante (état 1)
a l'instant suivant si elle est entourée par exactement 3 cellules vivantes dans le
voisinage Vg ;

— mort par isolement ou surpopulation : si une cellule est vivante, elle meurt a I'instant
suivant si elle est entourée par moins de 2 ou plus de 3 cellules vivantes.

Cela se traduit par la formule suivante : Vk € Z?2,

uk(9%(n)) = Loy (n-1)=0} LT ey, owr(n-1)=3} T Lon(n-1)=1}- LSpicy, orn-1)=3) - (1.4)

Pensée comme modélisation de I’évolution de populations de cellules (vivantes ou
mortes), cette régle simple a, de maniére inattendue, révélé des comportements divers
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et remarquables. Une vaste littérature lui est consacrée, actualisée sans cesse, et 'on
se référera a [CD98| pour plus de précisions a ce propos.

De nombreux travaux étudient les DCA dans le cas ot G = Z ou bien G = Z2% On
se reportera aux références [CD98, MT87| pour une bibliographie trés compléte a ce
sujet. En particulier, dans les années 80, S. Wolfram entreprend une étude systéma-
tique des automates cellulaires déterministes en dimension 1 (G = Z) (cf. [Wol86]).

Diftérents auteurs, comme T. Toffoli, N. H. Margolus, E. Fredkin prénent alors I’em-
ploi des automates cellulaires comme outil de modélisation pour des situations phy-
siques, biologiques ... Si jusque &, 'intérét était porté presque essentiellement aux
automates cellulaires déterministes, 'introduction des automates cellulaires proba-
bilistes offre alors une plus grande souplesse pour modéliser les phénomeénes de la
physique statistique (cf. [Dom84, DK84, GJH85, Wol83]). A la différence des DCA,
on introduit dans la régle d’évolution locale un parameétre régulant la quantité d’aléa-
toire, ce qui permet d’obtenir des comportements aussi variés que la phénoménologie
considérée.

De maniére indépendante, dans les années 70, 1’école probabiliste soviétique, sous
I'impulsion de I. M Gelfand et M. L. Tsetlin, publie de nombreux travaux sur des
modeles probabilistes de type dynamiques markoviennes, avec application & la bio-
logie et 'ingénierie. Entre autres, les PCA furent étudiés sous les terminologies de
locally interacting Markov systems ou discrete local Markov systems. Les premiers
résultats les concernant sont dis a R. L. Dobrushin, O. Kozlov, G. L. Kurdyumov,
L. G. Mityushin, S. A. Pirogov, O. N. Stavskaya, A. L. Toom, L. N. Vasershtein,
N. B. Vasilyev... Ces travaux furent regroupés pour l’essentiel et publiés en langue
anglaise en 1978 dans la référence [TVST78]. Dans [MM91] les auteurs appliquent
également les techniques de développement en amas (cluster ezpansion) aux PCA.

Indépendamment, D. Dawson établit durant la méme période différents résultats re-
latifs aux PCA [Daw73, Daw74a, Daw74b, Daw75, Daw77], qu’il désigne par syn-
chronous dynamics. Quelques publications furent produites dans les années 80 sur ce
théme ; nous les mentionnerons plus avant. Un regain d’intérét mathématique pour
les PCA fut ensuite suscité dans les années 90 par la publication de Iarticle [GLD89]
de A. Georges et P. Le Doussal, ainsi que des articles de J. L. Lebowitz, C. Maes,
S. Shlosman, E. R. Speer et al. [LMS90, GKLMB89|. Ces derniéres références réalisent
un lien entre I’étude strictement probabiliste des automates cellulaires et leur emploi
au sein de la physique statistique.

Bien que les dynamiques paralléles soient des dynamiques a temps discret plus faciles
a définir que des dynamiques & temps continu, I’étude de ces derniéres a longtemps
prévalu. Cela explique le peu de résultats généraux concernant les PCA.

1.3 Utilisation et applications

Introduits a l'origine pour I'informatique, les automates cellulaires en demeurent un
concept important pour développer des algorithmes pouvant étre mis en ceuvre sur
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des machines a architecture paralléle. D’autre part, comme nous 1’avons signalé précé-
demment, les Automates Cellulaires constituent un objet mathématique fécond pour
la modélisation de divers phénomeénes.

En physique, ils sont utilisés, par exemple, pour I’étude de la croissance de cristaux, ou
lapparition de structures d’interfaces (cf. [Vic84]). Ils sont également utilisés comme
alternative aux équations différentielles de ’hydrodynamique, car leur implémentation
est plus aisée. Maxwell (cf. [Max90|) avait déja évoqué 'emploi de tels modeles discrets
pour étudier les gaz et les écoulements de fluide. Des modéles d’automates cellulaires
permettent effectivement de retrouver des comportements prédits par les équations

de Navier-Stokes (cf. [CM87, FHP86, CALP86, Tof84]).

Le concept d’automates cellulaires est apparu pour imiter le comportement des cellules
neuronales. La biologie se préte ainsi & une description en terme de composants élé-
mentaires en interaction, évoluant de maniére simultanée. (cf. [Bag97, Bag98, Bez99,

EvC)).

De méme, en sciences sociales, la représentation de populations par un grand nombre
d’individus répartis dans l'espace, dont le comportement est codé par une valeur et
régi par 'interaction avec les individus proches, permet d’avoir recours aux automates
cellulaires.

En finance, 1’utilisation des modéles markoviens est fondamentale : ainsi, les PCA y
jouent un réle, comme en atteste la référence [F6194].

Les PCA jouent également un réle important dans d’autres branches mathématiques
que les probabilités. Ainsi par exemple, dans la référence [GMO00], ’étude d’un systéme
dynamique composé de transformations couplées (coupled maps) se fonde sur celle
d’un PCA qui lui est associé (cf. également [Sak88]).

En probabilité, on peut se servir des connaissances que 'on a pour les PCA pour
les appliquer & d’autres processus stochastiques. Par exemple, certains systémes de
particules a temps continu se laissant approximer par des PCA, on peut transposer
les propriétés fines des uns vers les autres (cf. par exemple [MS93] pour des propriétés
d’ergodicité).

1.4 Classes d’Automates Cellulaires Probabilistes

Les automates cellulaires probabilistes sont un type spécifique de systémes de par-
ticules, c’est-a-dire de dynamiques stochastiques markoviennes sur SZd, dites dyna-
miques paralléles, pour lesquelles ’évolution simultanée des spins est indépendante
conditionnellement au passé, ce qui se traduit par une probabilité de transition de la
forme produit.

Nous allons maintenant souligner une différence fondamentale avec les dynamiques &
temps continu, pour lesquelles ’évolution est séquentielle (cf. [Bré99, Guy92, Lig85]).

Si ’on se donne une mesure de probabilité u sur S*, ott A est une partie finie de Z¢,
qui soit une mesure de Gibbs a volume fini pour une interaction donnée (ces notions
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seront précisées au Chapitre 2), il est aisé de construire une chaine de Markov sur
S avec une dynamique séquentielle qui admette g comme mesure réversible, donc
comme état invariant sous 'action de la dynamique. La situation des dynamiques pa-
ralléles est toute autre. Il n’existe pas de méthodes générales permettant de construire
une dynamique PCA qui admettrait une mesure de Gibbs donnée comme état sta-
tionnaire. On sait méme plus précisément, d’aprés un résultat de Dawson (cf. Th. 4.2
in [Daw74b]), que si p est une mesure de Gibbs par rapport a un potentiel de portée
1 (4.e. aux plus proches voisins) sur {0, 1}%2*  alors, il n’existe pas de dynamique PCA
invariante par translation qui admette g comme mesure réversible.

Cela témoigne de l'originalité des dynamiques paralléles par opposition aux dyna-
miques séquentielles.

1.4.1 Automates cellulaires Probabilistes purement stochas-
tiques

Jusqu’a présent, deux grandes classes d’automates cellulaires ont été considérées : les
automates cellulaires déterministes et les automates cellulaires probabi-
listes. Des situations intermédiaires méritent cependant d’étre précisées.

Un automate cellulaire probabiliste qui vérifie la condition :
Vge G, Vs€ S, Vo€ S, pg(s|oc)>0, (1.5)

est dit purement stochastique. En chaque site, tout état de S peut étre atteint
en un instant avec une probabilité non nulle. De tels PCA ne possédent ainsi aucune
« composante » dynamique déterministe. Notre étude se concentrera sur eux dans les
chapitres a venir.

Cas particulier oit § = {—1;+1} et G = Z¢
Ce cas sera celui considéré a partir du Chapitre 4.

On remarque que les régles locales (pg)reze d'un automate cellulaire probabiliste sur
{-1; —|—1}Zd peuvent toujours s’écrire sous la forme :

1
pe( s o) =51 +s hi(o)) (1.6)
ois€S,o0€ S%¢ et hi(.) est une fonction de S%¢ vers R qui satisfait pour tout o :

|hr(o)] < 1, (1.7)

et qui traduit la dépendance du site k en ses sites voisins. Le fait que la dynamique
PCA considérée soit purement stochastique est alors équivalent a la condition :

Voe §%,  |h(o)] <1 . (1.8)

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

1.7 LUladdEds (A AULOIIIALES LEllUulall'es rriopdpliinslces {

These de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

1.4.2 Automates Cellulaires Probabilistes dégénérés

La situation opposée au cas purement stochastique est celle d’'un automate cellulaire
probabiliste de régles (py)4eq satisfaisant

Vg€ G, Vs € S,Vo e §C, pg(s|o)=0o0oul, (1.9)

qui est en réalité un automate cellulaire déterministe.
Entre ces deux situations extrémes se trouvent des automates cellulaires probabilistes
tels que :

dg € G,3s, € S,3o, € S°, pg( S0 |00 ) =0; (1.10)

c’est-a-dire qu’il existe au moins un état qui, pour une certaine configuration ini-
tiale du systéme, n’est presque-stirement jamais atteint. De tels automates cellulaires
probabilistes seront alors dits dégénérés. Les références [KKT, FT01| en étudient
certains exemples.

Une classe particuliére de ces PCA dégénérés est constituée par les dynamiques pa-
ralleles telles que, pour au moins un site g € G, il existe une valeur so € S et une
configuration oo € S€ telles que :

pg(s0 | o0 )=1. (1.11)
Citons comme exemple de telles dynamiques PCA le modéle de Stavskaja (cf.

exemple 1.2 in [TVS*78]) : on suppose S = {0;1}, G = Z, les voisinages (Vi )xez sont
définis par {k — 1; k} et les régles locales d’évolution sont définies, pour k € Z, par :

(1.12)

pe(l]o) = lsiop=0p1=1
e € [0, 1] sinon.

Ce PCA est homogeéne spatialement car tous les sites k € Z évoluent suivant la méme
régle d’évolution locale pg. Cette régle est en fait la composée successive de deux
opérations : 'une déterministe, og(n) = ox(n — 1)ok_1(n — 1) ; lautre probabiliste,
puisque tous les sites se trouvant dans I’état 0 peuvent prendre la valeur 1 avec une
probabilité de ¢, indépendemment des autres sites et de leur état passé. Ce modeéle a
été étudié en détail dans la référence [SPS71]. Citons en quelques propriétés.
Lorsque € = 1, I’état du systéme ou tous les sites prennent la valeur 1, est invariant
sous l'action de la dynamique et est atteint dés 'instant 1, indépendemment de I’état
initial.

Lorsque € = 0, la situation est encore celle d’un automate cellulaire déterministe et on
peut montrer qu’il existe différentes répartitions statistiques invariantes sous ’action
de la dynamique.

Plus précisément, il a été établi qu’il existe un paramétre €* tel que si € > £*, alors
cette dynamique PCA est ergodique : pour tout état initial, le systéme converge vers
I’état ou l'on a 1 en chaque site. Et si ¢ < €%, 1l a été établi que le systéme est
non-ergodique.

Pour d’autres exemples de PCA dégénérés, et résultats a leur propos, on se reportera

aux références [BKM93, Pir86, TVS*78, Too95].
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Dans toute cette étude nous nous placerons dans le cas ot 'ensemble des sites est le
graphe régulier G = Z¢ et I’ensemble S est fini.

Les questions naturelles qui se posent a propos des automates cellulaires sont celles
usuelles pour tout systéme dynamique : évolution au cours du temps, comportement
asymptotique en temps, existence et unicité d’états invariants ou réversibles sous
laction de la dynamique (dans un sens qui sera précisé au Chapitre 2). Comme le
modéle de Stavskaja 1’atteste, différents comportements asymptotiques peuvent avoir
lieu.

Pour les dynamiques a temps continu sur SZd, un lien étroit entre les états d’équilibre
de ces dynamiques et certains types de distribution statistique, comme des mesures de
Gibbs, est établi depuis longtemps. Il permet de considérer I'influence du phénomeéne
de transition de phase sur le comportement de la dynamique associée ([Spi74, DR79,
Dur81, HS81]). La motivation de ce travail est de mettre en valeur et de développer
une telle correspondance pour les dynamiques paralléles.

Dans le Chapitre 2, nous définissons le cadre mathématique utile & notre étude. Nous
rappelons la notion de mesure de Gibbs et définissons rigoureusement les dynamiques
PCA qui nous intéressent. Notre attention se concentre ensuite sur les dynamiques
paralléles purement stochastiques.

Dans les Chapitres 3 et 4 nous nous intéressons a l’existence et a 1'unicité des me-
sures stationnaires de ces dynamiques PCA, ainsi qu’a la caractérisation de leurs états
d’équilibre comme mesures de Gibbs. Ces chapitres développent et complétent des
résultats que nous venons de publier (cf. [DPLR02]). Nous étudions plus particuliére-
ment des dynamiques dites réversibles, et le Chapitre 4 est consacré a ’analyse d’une
famille paramétrée de telles dynamiques sur {—1; —|—1}Zd. Pour ces dynamiques les
relations entre les états d’équilibre (mesures stationnaires, réversibles) et les mesures
de Gibbs pour un potentiel naturellement associé & la dynamique, sont explicitées.
L’existence d’un phénoméne de transition de phase est démontrée et son influence sur
le comportement asymptotique de la dynamique précisé.

Dans les Chapitres 5 et 6, nous nous intéressons & la convergence vers 1’équilibre des
dynamiques PCA sur {—1; —|—1}Zd qui sont, de plus, attractives. A cette fin, dans le
Chapitre 5 on construit un couplage d’un nombre fini de dynamiques paralléles ayant
la particularité de préserver 'ordre stochastique. Dans le Chapitre 6, nous prouvons
la convergence a vitesse exponentielle vers ’équilibre.

Enfin, le Chapitre 7 illustre, par des simulations numériques, les résultats précédem-
ment développés et présente un algorithme paralléle convergeant vers des mesures de

Gibbs du modéle d’Ising.

Le lecteur trouvera dans les introductions respectives de chacun des chapitres de plus
amples précisions sur leur contenu et leur organisation interne.
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Chapitre 2

Cadre mathématique et notations

La Mécanique Statistique s’attache a étudier et décrire le ou les états macroscopiques
dans lesquels peut se trouver un systéme composé d’un grand nombre de consti-
tuants qui interagissent entre eux au niveau microscopique. La formalisation actuelle
de cette théorie au sein des Probabilités nous offre un cadre rigoureux pour préciser
et développer notre étude des automates cellulaires probabilistes. Bien plus, elle nous
fournit le concept fondamental de mesure de Gibbs qui sera introduit dans le présent
chapitre. Briévement, une mesure de Gibbs est un modeéle mathématique permet-
tant de préciser la répartition statistique des diverses configurations possibles d’un
systéme, configurations résultant de phénomeénes coopératifs entre les entités élémen-
taires constitutives du systéme. Les automates cellulaires, comme nous ’avons vu au
chapitre précédent, sont des systémes dont 1’essence méme est d’étre composés de
«cellules» élémentaires s’influencant mutuellement au cours du temps.

L’aspect principal de ’étude des dynamiques paralléles aléatoires que nous menons
présentement est donc de mettre en lumiére les liens pouvant exister entre ces dy-
namiques et ce concept général d’état statistique macroscopique d’un systéme de
particules en interaction. La terminologie particule est & considérer comme analogue
a un automate élémentaire, 7.e. & une entité microscopique mentionnée ; l’origine de
cette terminologie est a situer en Physique ol ces concepts sont nés. En particulier, il
est établi que pour certaines classes de dynamiques stochastiques, on peut naturelle-
ment associer des mesures de Gibbs qui constituent exactement les états d’équilibre
de ces dynamiques. Certains résultats dorénavant usuels de la théorie des mesures de
Gibbs permettent alors de préciser ’étude des états d’équilibre de ces dynamiques :
question de ’existence de tels états, de leur éventuelle multiplicité, de leurs propriétés
qualitatives, et question de I’évolution, et de la vitesse d’évolution, de la dynamique
vers ces états. Les dynamiques paralléles, que sont les PCA, sont ainsi considérées
dans cette étude comme des dynamiques stochastiques particuliéres : des dynamiques
markoviennes, et les résultats présentés expliciteront les engrenages fondamentaux
entre ces dynamiques et la théorie des mesures de Gibbs, caractérisant 1’état statique
d’un systéme.

Nous précisons dans ce chapitre le formalisme mathématique probabiliste utilisé, éta-
bli sur la modélisation usuelle par un espace produit 5%% de I’espace des états possibles
de systémes de particules. Compte tenu de la richesse évoquée au chapitre précédent
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de tels modéles, nous considérons ici le cas ot les particules, ¢’est a dire les automates,
ne peuvent prendre qu'un nombre fini de valeurs (éléments de ), et sont indexés par
les éléments d’un réseau sous-jacent, que I’on assimileici a Z<. Dans la section 2.1 nous
rappelons quelques propriétés quant & la structure topologique de cet espace, proprié-
tés qui seront & la base des résultats & venir. Dans la section 2.2 nous définissons les
mesures de probabilité sur cet espace de configurations. Ce sont les lois statistiques
de tout modele probabiliste des systémes auxquels nous nous intéressons. Nous défi-
nissons dans cette section (sous-section 2.2.2) le concept de mesure de Gibbs associée
4 une interaction sur le réseau Z¢9, et mentionnons les résultats usuels dans ce cadre.
Nous définissons également le concept de systéme ferromagnétique, i.e. de systéme
au sein duquel les états statistiques macroscopiques réalisés donnent une probabilité
plus forte aux agencements locaux favorisant des valeurs égales pour des particules
voisines. Dans la section 2.3, nous modélisons les automates cellulaires probabilistes
par des dynamiques stochastiques markoviennes & temps discret particuliéres, prenant
leurs valeurs dans 1’espace des configurations 5% introduit. Nous y précisons les rap-
ports existants entre les dynamiques pouvant étre définies pour un ensemble fini de
particules en interaction, et pour un ensemble infini qui est ’objet de notre étude. En
effet, comme les résultats le justifieront a posteriori, et comme le motivent les résul-
tats de la théorie des mesures de Gibbs, seule la modélisation d’une grande quantité
de particules par une infinité mathématique permet d’obtenir des résultats rendant
compte de toute la phénoménologie observée dans la réalité. Nous introduisons enfin
dans la sous-section 2.3.3 ’analogue dynamique des systémes ferromagnétiques : les
dynamiques attractives, ¢.e. favorisant au cours du temps 1’évolution de particules
voisines vers le méme état.

2.1 Espaces d’états

Dans cette premiére section, nous définissons (sous-section 2.1.1) l'espace des sites
indexant les particules. Chaque particule prend un nombre fini de valeurs, valeurs
que I'on regroupe au sein d’un méme espace fini S, qui sera appelé espace de spins.
La terminologie choisie se référe & nouveau aux origines physiques de tels modéles,
puisqu’un des premiers problémes abordé par la Physique Statistique fut ’étude des
propriétés magnétiques de cristaux. Le magnétisme macroscopique trouve en effet
son origine dans la considération de 1’électron sous son aspect quantique, plus pré-
cisément dans la prise en compte de la valeur du moment magnétique résultant des
spins des électrons. Nous définissons ensuite (sous-section 2.1.2) l'espace des confi-
gurations, qui est un espace produit de 'espace des spins S. Une configuration est
un des états microscopiques pouvant étre réalisés par le systéme. Nous précisons la
structure topologique, ainsi que la structure d’espace mesurable usuelle, ainsi que les
transformations agissant sur cet espace qui sont utiles ultérieurement. Enfin, on mo-
délise les observations pouvant étre réalisées sur le modeéle par les fonctions a valeurs
réelles définies sur Iespace des configurations (sous-section 2.1.3) et on énonce la Pro-
position 2.1.4 controlant les fluctuations d’une fonction d’observation et qui sert aux
chapitres suivants. Pour plus de précisions, se référer a ’annexe A du livre de Ellis
[ELI83], et aux références qui y sont mentionnées.
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2.1.1 Espace des sites
Définitions et normes sur ’espace des sites

Soit d un entier non nul. On considére comme espace des sites I’ensemble Z¢. On
appelle volume fini toute partie finie A de Z¢9, ce que 'on désigne par A € Z<;
I’expression volume infini est utilisée comme synonyme pour l'espace des sites Z¢
dans son intégralité. On note #A le cardinal de toute partie finie A de Z<. Soit k € Z<.
La notation = signifie « égal par définition a ». Notons k = (ky, ka, ..., k4) € Z% On
définit les normes suivantes :

d
kll, £ Ikl (2.1)
=1

]I, =

d
LR (2.2)
=1

A
= ki . 2.
1Fll,. = max [Ki (2:3)
Soit L € R*. La boule de centre 0 et de rayon L au sens de la norme || . ||__ est ici
notée :

Bo2By. . (0,L)={kez® : ||k, <L}=ni{kez®: —-L<k<L}.

(2.4)

max

On note les vecteurs de la base canonique de R® : (€i)1gigd-

2.1.2 Espaces des configurations
Définitions et notations

Soit S un espace fini de cardinal supérieur ou égal a deux qui est appelé espace des
spins. Les espaces d’état des variables aléatoires et processus stochastiques marko-
viens, qui seront considérés, sont les espaces produit :

VA€eZ? S*2Sx..x5= & S. (2.5)
T keA

On considére principalement comme espace d’état espace S%° (A = Z%) dont les
éléments seront appelés configurations (éventuellement configuration a volume
infini) et désignés par les lettres grecques : o,7,&,( ... Pour une configuration o,
élément de SZ°, on utilise la notation oy, pour désigner la valeur de la configuration
au site k, 7.e. la valeur du spin au site k. La notation wg(n) est utilisée lorsqu’il s’agit
de considérer une configuration w (n) = (wg(n))geze & un instant n € N.

Pour I’étude sur S%° on est également amené a considérer les configurations a

volume fini A (A € Z%) notée par oy € SA. On définit la projection pu

pr : ST o A

o pA(U)é

OpA
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autrement dit la restriction de (ok)geze & (0% )kea. Pour toute valeur de spin s, élément
de S, on utilise également la notation s pour signifier la configuration de S%* égale &
s en tout site k :

VkEZd, S, =S8 .

Ainsi, si § = {—1,+1}, —1, respectivement +1, désignent les configurations égales
en tout site de Z¢ & —1, respectivement +1.

Par ailleurs, soient A, A deux parties disjointes de Z%. On parlera de concaténation
de deux configurations oy et na (resp. dans S* et $2) pour désigner la configuration

¢ de SAY2 telle que :
& — opsikeA
Tl mesike A

En particulier, pour toute partie finie A de Z%, opny. désigne la configuration :

_foorsikeA
(oam)i = { e (2.6)

Comme ’ensemble S est fini, il est muni d’une relation d’ordre total (<) et on définit
'ordre partiel < sur S* (A C Z?) pour o, € S par :

oxn si: VkE€A, op <. (2.7)

On introduit dans ce cas les configurations suivantes : ¢ A n et ¢ V n définies, pour
tout k de Z<, par :

(0 An)g = min(ok,nx) et (0Vn)e =max(ok, M) - (2.8)

On précise que 'on fait I’abus de notation suivant : la notation o, désignera autant
I'image d’une configuration o € SZ* définie sur le réseau tout entier, qu’un élément
de l'espace S* (A € Z?) pour lequel I'indice A rappelle I'espace auquel appartient la
configuration & volume fini.

Structures topologiques

L’espace fini S étant muni de la topologie discréte, on munit le produit d’espace S*
de la topologie produit. Dans le cas oit A est une partie finie, S* est un espace discret
fini, et la topologie produit coincide dans ce cas avec la topologie discréte. Dans le cas
ott A = Z¢, espace S%¢ est un espace de cardinal infini. Le concernant, on introduit
les ensembles Ny (o) définissant une base de voisinages de la topologie produit : pour
ce St etV ezl

Mv(o)={ne 5 : ny =av}.

Pour o € S%°, on notera Ni(c) = Np, (o). Les ensembles N1(.), L € N*, constituent
une base de voisinage pour la topologie produit considérée sur 5%,

Remarquons que S%% est un espace compact, puisque produit infini dénombrable
d’espaces compacts.
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L’espace SZ¢ est également un espace métrique. En effet, on peut vérifier que, pour
toute bijection n : Z? — N, la distance ? définie pour o, € SZ¢ par

1
0(0777) = Z Wlﬂﬁﬁﬂk (29)

kcZd

(ot 1 désigne la fonction indicatrice) est une métrique sur SZ* dont la topologie
associée correspond a la topologie produit précédemment évoquée sur 5%,

On précise qu’en tant qu’espace métrique compact, SZ¢ est également un espace
complet pour la métrique 0.

Remarque 2.1.1 L’espace métrique (SZd, 0) est homéomorphe & une partie com-
pacte de [0,1], totalement discontinue, non conneze '. En particulier, si S = {—1,+1},
SZ¢ est homéomorphe & l'ensemble triadique de Cantor.

Transformations sur ’espace des configurations

— Translations
Soit un site ko de Z% On définit 0k, (o) la translation d’une configuration o de Sz?
par

Ok (0) = (Tk—ko ez - (2.10)

—~ Retournements de spins Dans le cas ot 'espace des spins S est symétrique
(—s €S <= s¢€8)on définit la transformation Ty, par : Ty, (o) £ o™ avec

ko __ UkSik?éko 211

Uk_{—aksik:ko ) (2.11)
Cette transformation Ty, est appelée le retournement de spin au site kg. Dans
la littérature, cette transformation apparait souvent sous la dénomination anglo-
saxonne de spin flip en un site kg.

L’espace des configurations comme espace mesurable
— Soit A € Z%. S* étant un espace fini de cardinal #S#* muni de la topologie discréte,
on le considérera muni de la tribu constituée par I’ensemble de ses parties.

— Concernant ’espace des configurations (& volume infini) SZ¢ 1] faut préciser que
la tribu borélienne sur 5%° associée 4 la topologie produit est engendrée par les
événements cylindriques (cylindres) c’est a dire les parties de 5%¢ de la forme :

{n : na =o0a}, pourtout A €Z% etoc€ g% fixés,

qui sont exactement les voisinages N(o). La tribu produit PB(S)®%* (ou PB(S)
désigne l'ensemble des parties de S) coincide donc avec la tribu borélienne. On
utilise la notation § pour désigner cette tribu sur 5%,

LCes propriétés motivent I’emploi d’une notation « non discréte » des lois de probabilité sur cet
espace.
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~ Tribus sur S%° des événements dépendant d’un nombre fini de sites : Pour tout
A € Z%, on désigne par Fa la sous-tribu de § engendrée par la projection gy ,
soit encore la tribu engendrée par les événements cylindriques de la forme Ny(o),
o e §%° (A fixé). On remarque que pour A, A deux parties finies de Z¢, telles que
A C A, on a pour tout o € §%°: Ny(0) C Na(o); dot

Sa C38a -

2.1.3 Fonctions sur S%°

. a o .
Fonctions sur S%° a valeurs réelles

Donnons a présent quelques définitions concernant les fonctions f définies sur 'espace
des configurations S%¢ et a valeurs dans R. On précise que de telles fonctions sont
parfois également désignées par 'appellation observable.
Soit f une fonction sur SZd, a valeurs réelles. On introduit 'opérateur gradient discret,
pour k € Z¢ :

Vif2 foT,—f, (2.12)
soit pour tout o € S%*:

(Vif)(@) = f(o*) — f(o) .

On remarque que si f est une fonction continue, pour tout k appartenant a Z<¢, V. f

I’est également. On introduit maintenant le concept fondamental de fonction locale :

Définition 2.1.2 On dit qu’une fonction f est une fonction locale si elle ne dépend
que de la valeur des configurations en un nombre fint de sites, i.e.

IA € 24, Vo € %, f(o) = f(oa) .

L’ensemble de sites minimal A pour lequel f satisfait la propriété ci-dessus sera appelé
support de la fonction locale f et noté A;. Une fonction f locale est donc §a,-
mesurable, et n’est pas §a-mesurable pour A ; As. On vérifie aisément que, si f
est locale, alors c’est également le cas de V f pour tout site k de Z%; en particulier,

Vk € Zd, Aka = Af et Vk ¢ Af, ka =0.

. . d
Fonctions continues sur S%

P . . d .
On définit, pour f fonction continue sur le compact S%*°, la norme uniforme :

£l = sup |f(c)

a'ESZd

(2.13)

qui définit la topologie de la convergence uniforme sur les fonctions continues. De
plus, espace des fonctions a valeurs réelles continues sur S%° (C(Szd, R), || .. ) est

||oc

un espace de Banach et l'on a la propriété suivante trés utile en pratique :

Proposition 2.1.3
Toute fonction locale sur S%¢ & valeurs dans R est continue, et toute fonction continue
est limite uniforme, au sens de || . ||, de fonctions locales.
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Preuve :

Puisque S%° est un espace compact, ce résultat est une simple application du théoréme
de Stone-Weierstraf}. Toutefois, nous préférons donner ici une preuve plus construc-
tive, qui évite le recours a ce théoréme. Soit f une fonction continue sur SZ% 3 valeurs
réelles. Soit 7 une configuration fixée de SZd, et soit, pour toute partie finie A de
Z¢, G7% la transformation de SZ* qui associe & toute configuration o la configuration
G7(0) = opTpe. Si lon considére une suite croissante (A,), tendant vers Z¢, alors il
est aisé de vérifier que la suite de transformation (G} )n converge uniformément vers
la transformation identité. De plus, f étant continue sur 5% compact, elle est donc
uniformément continue; ce qui, conjugué au résultat précédent, permet de conclure
que la suite de fonctions — locales — (f o G} )n converge uniformément vers la fontion
continue f. W

De plus, comme SZ¢ est un espace métrique compact, on remarque que l'espace des
fonctions continues (C(S%%R), || . ||..) est séparable.
Par ailleurs, pour toute fonction continue f, on définit en outre la norme ||| . ||| par :

||oc

[FRIE DN A9 (2.14)

kcZd

et on remarque que, pour toute fonction f locale :

1 f < 24| £l - (2.13)
On établit alors la proposition suivante :

Proposition 2.1.4 Soit S = {—1,+1}. Soit f une fonction locale ; pour tout couple
de configurations o,n de SZd, on a:

) = £ < 0 IVkF Nl Aty < I LI

kEAf

Preuve :

Comme f est locale, seules importent les valeurs de o et 7 en les sites (en nombre
fini) de Ay. Ainsi, oa, et na, ne différent qu’en un nombre fini de sites. Comme
S = {—1,+1}, il suffit d’appliquer successivement, pour tous les k en lesquels oy,
et 7ma, différent, Ty a op, pour obtenir A, - Ordonnons ces sites, et nommons les

ki,kay ... ky ot M = #{k : (na,)r # (o4,)r}. Notons :
o’ =0, o' =Ty, (0),0% = T, (T, (7)), . ..

Ce O'M = TkM(TkM—l Ce Tk2 (Tkl(U))) = nAfUAf, .
Ces configurations seront appelées configurations interpolantes. On a alors :

=M-1

fn) = flo) = f(e™) = f(o) = D (f(o") = f(o")) -
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En remarquant que f(o*™') — f(o*) = Vi, f(¢*), on conclut alors :

fm-f@l < D IVl = D IVef Nl ot

k:(nag)e#(on;)e keAy

2.2 Mesures de probabilité

Dans cette sous-section nous définissons les lois statistiques macroscopiques précé-
demment évoquées, i.e. les mesures de probabilité sur S%¢ et la topologie adéquate
(sous-section 2.2.1). Nous nous attardons sur le concept de mesure de Gibbs et ses
premiéres propriétés qui seront importants dans les chapitres & venir (sous-section
2.2.2). Nous précisons également le concept de systéme ferromagnétique (sous-section

2.2.3).

2.2.1 Définition et topologie

On note P(Szd) I’ensemble des mesures de probabilité sur $%* (en toute rigueur, sur
(SZd,S) ). On vérifie aisément le fait suivant :

Proposition 2.2.1 P(Szd) est une partie convere compacte du dual topologique de

C(S™ R).

Ayant défini précédemment les translations @ sur ’espace des configurations, on
introduit alors le sous-ensemble Pi(SZd) de P(Szd), constitué par les mesures de
probabilités sur Sz qui demeurent égales a elle-méme sous 1’action des translations
6 (probabilités invariantes par translation), c’est a dire les probabilités y telles
que :

Vk € Z°, pobl=p.

Convergence de mesures de probabilité

Soit A C Z?. On définit sur P(S*) la topologie de la convergence faible, et on dira
que la suite de mesures de probabilité u, de cet espace converge faiblement vers une
mesure de probabilité y si :

VFEC(SYMR)  palf) — u(f),

n—oo

ot l'on utilise la notation u(f) = [ f du. P(Szd) muni de cette topologie est un espace
compact métrisable (cf. Théoréme A.11.2 de ’Annexe A de [ElI85]). De plus, Pi(SZd)
est une partie convexe compacte de P(Szd) relativement a cette méme topologie de
la convergence faible.

Nous sommes amenés par la suite a considérer des parties convexes de P(Szd), et
Pi(SZd) : mesures stationnaires et mesures réversibles pour une dynamique, mesures
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de Gibbs ... Aussi est-il opportun de rappeler a I’attention le résultat suivant : toute
partie de P(S%), ou P;(5%%), non vide, convexe, fermée (au sens de la topologie
de la convergence faible) est compacte, admet des éléments extrémaux, et
coincide avec la fermeture de ’enveloppe convexe de ces points extrémaux.

Notations

Lorsque #A = co, on privilégie pour les mesures de probabilité sur S*, une notation
continue u(do), ainsi :

u(f) & /f(a),u(da) pour toute fonction f : S* - R .

Lorsque A € Z%, comme 'espace S* est un espace discret, on note /i, les éléments de
P(S1), et on privilégie cette fois une notation discréte : fip (o) désigne le poids de la
configuration o de S* respectivement a fia, et pour toute fonction f définie sur S* :

En(f) =& Y floa)ia(on) -

O'AESA

On désigne par ailleurs les mesures de Dirac par le symbole §, (ot s € §) pour la
mesure de Dirac sur S, et de méme §, pour la mesure de Dirac sur S* associée a la
configuration o € S*, pour tout A € Z%.

. d .. . . .
2.2.2 Mesures de Gibbs sur S%° associées a une interaction

L’idée de considérer des systémes physiques complexes comme une association de sous-
systémes dont on connait les interactions réciproques, et de les étudier a ’aide de lois
statistiques, remonte aux travaux novateurs a la fin du X1x®™® siécle dans le domaine
de la thermodynamique de Maxwell, Boltzmann et Gibbs. L’oeuvre [Gib60| de Gibbs
en 1902 marqua un tournant dans ce domaine et fut une des pierres fondatrices de la
Physique Statistique qui se développa dés lors.

La formalisation probabiliste dorénavant bien établie et succinctement introduite ci-
aprés, est issue des travaux indépendants et concomitants de Dobrushin [Dob68b,
Dob68a] et de Lanford et Ruelle [LR69, Rue78]. Pour cette raison, les mesures de
Gibbs sont également appelées « états DLR » dans la littérature. Citons également
les travaux de Preston [Pre76] et de Georgii [Geo88| qui ont largement contribué a
I’édification et & la généralisation de l'aspect probabiliste de ces objets.

Afin de quantifier les phénomeénes d’influence locale mutuelle, la théorie usuelle de
la Mécanique Statistique introduit la notion d’Hamiltonien associé & une fonction
d’interaction entre les constituants élémentaires. Une mesure de Gibbs associée &
cet Hamiltonien décrit alors une loi statistique globale du systéme qui rend les plus
probables les états minimisant I’Hamiltonien, .e. I’énergie du systéme. Nous détaillons
le cas du volume fini puis le cas du volume infini qui sera central pour notre étude.
Enfin, aprés avoir présenté diverses propriétés concernant ’ensemble des mesures de
Gibbs, nous précisons I'intérét que revétent les mesures de Gibbs extrémales au sens
de la modélisation concréte, et en donnons une interprétation.
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On se réfere principalement pour cette sous-section a l'ouvrage de Georgii [Geo88].
Mentionnons également 'introduction au domaine réalisée par Minlos [Min00], et les
références suivantes : [Guy92, Sim93|. Les références [Bov01l, GHMO01| développent de
belles introductions succinctes au sujet avant d’aborder ses développements les plus
récents : cas du milieu aléatoire in [Bov0l]|, cas des phénomeénes de percolation in

[GHMO1].

Potentiel d’interaction et Hamiltonien associé

Comme nous ’avons annoncé, nous introduisons a présent la formalisation du concept
de potentiel d’interaction qui quantifie I'interaction qui a lieu entre différents sites du
réseau Z% en fonction des valeurs de spin prises en ces sites. On associe alors a
cette grandeur une famille de fonctions sur SZd, indicées par les volumes finis de
Z? : PHamiltonien. L’Hamiltonien associé a un volume fait correspondre & chaque
configuration sur ce volume une certaine énergie qui est la somme des interactions
des spins concernés. Précisons cela : soit (@a)aeze une famille de fonctions définies
sur S%% a valeurs réelles indicée par des ensembles finis A de sites de Z¢.

Définition 2.2.2 On dit que la famille (pa)aeze définit un potentiel d’interaction
sur 2.2 si pour tout A € Z2, 4 est une fonction Fa-mesurable, c¢’est o dire :

Vo€ S%, wa(0) = pa(oa) .

On dit que les fonctions ¢ sont les fonctions d’interaction propre, et que les
fonctions @gg iy (ot (k, k') € Z? x Z%) sont des fonctions d’interaction par paires.

On précise qu'un potentiel d’interaction est dit & portée finie s’il existe un réel
L tel que @4 = 0 pour tout A tel que A ¢ B(0,L). On appelle portée R le plus
petit des réels L tel que cette condition soit vérifiée. Afin de simplifier I'introduction
présente a propos des mesures de Gibbs, on supposera dés lors que tout potentiel
d’interaction considéré sera de portée finie.

Un potentiel d’interaction ¢ est en outre dit potentiel invariant par translation
si ce potentiel vérifie la propriété :
VA & Zd, Vk' S Zd, QPA+k O H_k = YA N (216)

ot A+k={K+k : k'€ A}.
Exemple : le potentiel d’Ising aux plus proches voisins
Ce potentiel fut introduit par Lenz (|Len20]) et Ising ([Isi25]) dans les années 1920 afin
de mener des études sur les propriétés magnétiques de certains cristaux. La constante
B représente l'inverse de la température du systéme, h représente l'intensité d’un
champ magnétique extérieur au systéme et J est une constante de couplage entre les
particules, mesurant I'intensité de 'interaction magnétique entre elles.
On appelle potentiel d’Ising (aux plus proches voisins) un potentiel composé uni-
quement d’une interaction propre et d’une interaction par paire entre sites premiers
voisins sur Z%. Soit B € R*, soient (J,h) € R% Le potentiel d’Ising @7 est défini
par :

{ 057 0) = BIowow st A= {k,k'} o [k — K| =1 (2.17)

Wy (0) = Bhow si A = {k} |
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On définit enfin I’Hamiltonien par :

Définition 2.2.3 On appelle Hamiltonien associé au potentiel (¢4)aeze la famille
de fonctions (Hf )peze telle que :

Vo€ 5%, H{(0)= 2, ¢alo). (2.18)
ANA#2

Mesure de Gibbs a volume fini

Soit A € Z%. Soit 7 € S%° une configuration. On dénomme mesure de Gibbs & volume
fini, associée & I’hamiltonien H} , avec condition au bord 7, la mesure de probabilité
% sur l'espace discret S, perturbation de la mesure uniforme sur S$* | définie par :

1

o X, e iemg, (1), (2.19)
A O'AES

ARE

ot Z} est une constante de renormalisation, c’est & dire :

zZra Y gmHi(oame) (2.20)

O'AESA
On définit également la mesure pj sur St
= [ @ e (221)

Dorénavant, on identifie par abus de notation la mesure i} sur S* avec la mesure
[ sur S%*. Le symbole ph désignera donc 'une comme 'autre de ces mesures. Pour
op € SA) la quantité uj (o) :
1
pi(oa) = o e PEloam) (2.22)
B
signifiera donc en I’absence d’ambiguité le poids de la configuration o dans S*, ou
bien le poids sur SZ% de la configuration op7pe.

On remarque la propriété suivante de compatibilité de la famille de mesures (u} )aeze
dont la preuve est usuelle et immeédiate :

Propriété 2.2.4
VA,A€ZACA, Vre S, ui(doa|ona)=pr " (doa ) (2.23)

En plus des conditions au bord fixées 7 précédemment considérées, nous aurons re-
cours a d’autres types de conditions au bord : les conditions au bord vide, et les
conditions au bord périodiques.

On parle de mesure de Gibbs a volume fini A avec condition au bord vide pour
désigner la mesure p% sur S* définie par :

Vou € Sh, u2(0) 2 — o AEC:A ) 2.24
op € » Hp (U) T 7@ € ( : )
A
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La notion de mesure de Gibbs a volume fini A avec condition au bord périodique est
ensuite définie. Soit L € N* un entier fixé. On définit sur Z¢ la relation d’équivalence
sulvante :

b~k siVi, 1<i<d, k =k 20 +1] (2.25)

La classe d’équivalence du site k est alors constituée par tous les sites de Z¢ dont au
moins une coordonnée différe de la coordonnée respective de k d’un multiple entier
de 2L+ 1. On a alors que Z%/ ~ est isomorphe & Br. Soit une configuration o de 5%,
On définit la configuration &, périodisée sur S%° de op, sur By, par :

opsi k € By,
G = owsiké Br, ouk'est le représentant (2.26)
dans Br, de la classe d’équivalence de &

En considérant la projection :

Zd — BLZZd/N

o — OB,

o n’est autre que le relevé de op, par cette projection.

Si @ est un potentiel invariant par translation, on peut alors définir la mesure de
Gibbs a volume fini By, avec condition au bord périodique, associée au potentiel
d’interaction ¢ :

er 1 —HY (657
By (om,) & e el (2.27)
B

Mesure de Gibbs sur S%°

Définition 2.2.5 On appelle mesure de Gibbs sur Uespace infini S%° associée a
UHamiltonien (Hf)peze une mesure p sur S telle que, pour tout volume A fini et
pour toute configuration au bord T firée, une version de sa probabilité conditionnelle
soit égale & uj ; c’est & dire telle que l'on ait :

peG(p) — VAEZ, Vre S% u( (Ja | mae ) =ui( . ). (2.28)

Cette définition signifie qu’une mesure de Gibbs u est une mesure vérifiant :

VAEZ u(.)= /,uz“( ) p(dr) . (2.29)

L’équation précédente (2.29) est appelée équation DLR d’aprés Dobrushin, Lanford
et Ruelle. On note G(p) 'ensemble des mesures de Gibbs par rapport a ’'Hamiltonien
(HY)peze associé au potentiel d’interaction (¢4)aez4-

La ou le théoréme classique de Kolmogorov définit une mesure de probabilité sur un
espace infini par la donnée d’une famille de lois compatibles et destinées & étre les
marginales fini-dimensionnelles de la loi sur ’espace infini, I’approche DLR met en
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avant la définition d’'une mesure sur 1’espace infini par la donnée de ses lois condi-
tionnelles. Les questions d’existence et d’unicité d’une mesure définie de la sorte sont
alors centrales. L’approche est en réalité trés différente car la liberté de choix pos-
sible quant aux conditions au bord, rendra possible dans certains cas l'existence de
plusieurs mesures présentant cette propriété, ce que ’on désigne par l'appellation
d’origine physique de transition de phase.

Cela nous conforte dans I’approche favorisant la modélisation des systémes physiques
par l'espace SZd, plutét que par une étude & volume fini, i.e. sur S*. En effet, cette
possibilité d’existence de plusieurs états sur Sz présentant les mémes propriétés
locales, permet de rendre compte de toute la variété de phénomeénes observés sur les
modéles réels.

Comme ’espace des spins S est dans notre étude fini, le probléme de l'existence d'une
telle mesure ne se pose pas. En effet, d’apres le théoréme 4.23 p. 72 in [Geo88|, on sait
qu’il existe au moins une mesure de Gibbs u vérifiant (2.28) ou (2.29). Bien
plus, il est également établi dans cette référence que G(p) est une partie convexe
compacte non vide de P(S%).

Cependant, s’il existe au moins une mesure y vérifiant (2.28) ou (2.29), il est établi
que cette propriété ne suffit pas & en assurer l'unicité. On donne alors la définition
sulvante :

Définition 2.2.6 On dit qu’il y o transition de phase quand il existe plusieurs
mesures de Gibbs associées au méme potentiel.

De plus, comme G(p) est un convexe, on a la dichotomie :
#G(p) = 1 ou bien + oo . (2.30)

On note également G,;(¢) l'ensemble des mesures de Gibbs associées au potentiel ¢
qui sont également invariantes par translation. D’aprés le Corollaire 5.16 p. 88 in
[Geo88], on sait que si le potentiel ¢ considéré est invariant par translation, alors
il existe au moins une mesure de Gibbs invariante par translation, i.e. G;,(¢) # @.
Cependant, on n’a pas nécessairement G;(¢) = G(p). Citons en exemple le cas de
I’'Hamiltonien d’Ising en dimension 3 pour lequel il a été prouvé (cf. [Dob72]) que,
bien que le potentiel d’Ising soit invariant par translation, il existe des mesures de
Gibbs associées qui ne sont pas invariantes par translation.

D’apres les résultats du Théoreme 4.17 p. 67 in [Geo88| et de 4.20 p. 69, on peut
énoncer le résultat suivant qui, dans le cas qui nous intéresse ici o I’espace de spins
est fini, est di aux travaux de Dobrushin (cf. [Dob68a, Dob68b]). Nous reformulons
ce résultat dans le cadre de la présente discussion :

Théoréme (Dobrushin)

Soit (¢4)aeze un potentiel d’interaction. Soit 7 une condition au bord fixée (7 € SZd).
Toute suite de mesures de Gibbs a volume fini (u} )aeze (sur SZd), associée au potentiel
@, admet au moins un point d’adhérence qui est une mesure de Gibbs p sur S%¢ En
particulier, lorsqu’elle existe, limy, ;o pj, est un élément de G().

De maniére analogue, si limy,_, ps existe, c’est une mesure de Gibbs. Et si le potentiel
@ est invariant par translation, alors la limite limy,_, o /Lge;, si elle existe, est une mesure

de Gibbs. ¢

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

waudl’c IHatliciiiatlguc ©i 1otatioils

. . Theése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002
Mesures de Gibbs extrémales

L’ensemble G(¢) (ot ¢ est un potentiel d’interaction & portée finie) étant un convexe,
le sous-ensemble de ses éléments extrémaux, noté ex G(p), est I'objet d’un intérét
tout particulier. Soit 9 la tribu définie par :

M= () S (2.31)

AEZ4

qui constitue la tribu des événements macroscopiques. En effet, dire qu’une fonction
définie sur S%° est M-mesurable signifie que les valeurs de f ne sont pas affectées

I : g q P

par une modification d’un nombre fini de spins. Un exemple typique d’événements de

N est :

£ existe }

Les quantités physiques observables correspondent & des fonctions f 99-mesurables.
Le résultat suivant éclaire alors I'importance que possédent les mesures de Gibbs
extrémales en terme d’interprétation physique du modele décrit par des mesures de
Gibbs : toute mesure de Gibbs p (pour un potentiel ¢) est extrémale si et seulement
si elle est triviale sur 9 (i.e. u(E) = 0 ou 1, pour tout E de M), et si et seulement si
toute fonction f 9M-mesurable est u-p.p. constante. Les mesures de Gibbs extrémales
correspondent donc & des états macroscopiques observables, déterministes, non sujets
aux fluctuations locales microscopiques et aléatoires. Bien plus, il est immédiat compte
tenu du résultat précédent que deux mesures de Gibbs extrémales, associées au méme
potentiel, distinctes, ne peuvent étre qu’étrangéres 1'une a ’autre. Ce que 'on peut
alors interpréter en disant que ces deux mesures de Gibbs extrémales offrent donc des
descriptions statistiques macroscopiques différentes.

Ces états extrémaux sont obtenus en considérant des limites de mesures de Gibbs &
volume fini p} avec certaines conditions au bord déterministes 7. En effet, le résul-
tat précédent de Dobrushin peut étre précisé puisque, pour toute mesure de Gibbs
extrémale p il existe une configuration 7 € S2° (en fait pour p-presque toute configu-
ration 7) telle que u soit la limite de la suite (uj, )r (cf. Théoréme. 7.12 in [Geo88]).

En outre, il est établi que G(¢), plus précisément qu’un convexe est un simplexe de
Choquet, ce qui signifie que toute mesure de Gibbs peut étre écrite comme I'intégrale
de mesures de Gibbs extrémales respectivement & une mesure adéquate.

Remarque 2.2.7 On a présenté ici le cas de mesures de Gibbs sur [’espace SZd, c’est-
a-dire indexées par le réseau Z2. Dans les chapitres & venir, nous avons aussi recours
a des mesures de Gibbs indezées par le réseau 72 x 7 = 7911, ainsi que par le graphe
72 x {0,1}. Pour ce dernier, les définitions et propriétés introduites précédemment
pour le cas SZ¢ demeurent valables, sauf celles on Uinvariance par translation sur 72

est utilisée (cf. [Geo88)).
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2.2.3 Ordre stochastique sur les mesures, mesure de Gibbs
monotone, inégalité FKG

Ordre stochastique

On suppose dans cette section que 'espace des spins S est muni d’un ordre total noté
<. Comme précédemment (cf. (2.7)) cela induit un ordre partiel < sur l’espace des
configurations 5%¢. On peut alors définir sur ’espace des probabilités P(Szd) un ordre
partiel, noté également <, entre les mesures. Cet ordre trouve son origine dans les
travaux de Fortuin, Kasteleyn et Ginibre (cf. [FKGT71]) ot il fut initialement introduit
pour 'étude de dynamiques avant de connaitre un développement important au sein
des mesures d’équilibre; il est appelé ordre stochastique (stochastic domination).
Introduisons au préalable la définition suivante :

Définition 2.2.8 Soit A C Z%. Soit f une fonction sur S* & valeurs réelles. On dit
que f est croissante si, pour tout couple (o,n) de S* :

oxn = f(o)< fln). (2.32)
On peut alors énoncer la définition suivante :

Définition 2.2.9 Soient vy et vy deuz mesures de probabilité sur S* (A € 72 ou bien
A =7Z4). On dit que v1 <X vy si pour toute fonction f : S* — R, mesurable, bornée
et croissante, on a :

/f(a) v1(do) < /f(a) va(do) . (2.33)

On mentionne également le résultat suivant, pour la preuve duquel on pourra par
exemple se référer a [GHMO1]| (Corollaire 4.7) : I’inégalité < est préservée par
passage a la limite faible. Adaptée a notre contexte, compte tenu de la Proposition
2.1.3, la définition précédente peut alors étre reformulée en prenant comme classe de
fonctions test, les fonctions locales croissantes :

v X vy <= V[ locale, croissante, /fdul < /fdl/g : (2.34)

De plus, dans le cas oit #S5 = 2, un critére suffisant, da & Holley, pour établir I'exis-
tence d’un ordre stochastique entre deux mesures sera rappelé a la sous-section 4.1.3.
On peut également se référer a l’article : [dHK86] qui reprend et généralise les inéga-
lités de corrélation, ainsi qu’aux chapitres 4 et 5 du livre de Prum ([Pru86)).

Mesure de Gibbs monotone

La relation d’ordre partiel introduite précédemment est utile pour définir une certaine
catégorie de mesures de Gibbs, dites monotones.

Définition 2.2.10
Soit p une mesure de Gibbs définie sur S%*. Elle est dite monotone si les mesures de
Gibbs a volume fini présentent la monotonie suivante :

VA €Z% Vr,me S tels que 7 < T, pr < py . (2.35)
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Il est connu qu’une telle mesure a des corrélations positives — cf. Théoréme 4.11 in
[GHMO1] - c’est-a-dire qu’elle satisfait la propriété suivante :

Propriété 2.2.11 Soit u une mesure de Gibbs monotone. Elle admet des corrélations
positives, ou encore satisfait 'inégalité suivante souvent appelée inégalité FKG :
pour toutes fonctions f,g croissantes, mesurables et bornées,

[ )50y du> [ stoyin [ glerdn (2.36)

Une propriété importante de ces mesures de Gibbs monotones est la conséquence
suivante de (2.35) : désignons par M 1’élément maximal de S et m 1’élément minimal
(rappelons que S est supposé fini et que dans cette sous-section il est de plus supposé
muni d’un ordre total). Alors, les limites :

lim p® et lim pl!
A/‘Zdlu,A A/‘Zdlu,A )
pour toute suite croissante de A (au sens de C), existent et définissent deux mesures

. d h ) .o
de Gibbs sur SZ°, notées u™ et uM, éventuellement confondues. Ces limites sont des
mesures de Gibbs extrémales pour ’ordre stochastique, au sens ot toute autre mesure

de Gibbs p vérifie :

m

M (2.37)
On a alors la proposition suivante, extrémement utile pour caractériser en pratique

la transition de phase de mesures de Gibbs monotones :

Proposition 2.2.12

Soit S une partie finie de R. Soit (wa)acze un potentiel invariant par translation
tel que les mesures de Gibbs associées soient monotones. Soient ™ et uM définies
comme précédemment. On a :

4O(p) =1 <= #Gi(p) =1 = Yre R, ({0 : 00 <7}) = pM({o : 50 < 7))
)

En particulier, si #£S = 2, cette derniére condition est équivalente & :
p({o : oo=M}) =pM{o : 0o = M}). (2.39)

Ce résultat est originellement dii aux travaux de Lebowitz et Martin-Lof [LML72]
et de Ruelle [Rue72]. On se reportera au livre de Ellis [El85], Chapitre V' Section 6
pour des éléments de preuve des résultats ci-avant évoqués, et aux Chapitres I'V et
V de cette méme référence pour plus d’informations sur les modéles monotones. Pour
d’autres inégalités stochastiques, dont nous ne nous servirons pas ici, on se référera
par exemple a I’article de Lebowitz [Leb74], ainsi qu’a l’article de Cartier [Car73|.

Potentiel ferromagnétique

Lorsque espace S est réduit a {—1,41}, on peut exhiber directement sur les po-
tentiels une condition assurant que les mesures de Gibbs associées sont monotones.
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De tels potentiels ont la particularité de favoriser des états macroscopiques dont la
structure locale la plus probable est celle de sites voisins ayant la méme valeur.

Soit (¢a)aeze un potentiel d’interaction & portée finie sur {—1,+1}. On peut ’écrire
de maniére unique sous la forme suivante :

VA € Z% Vo € SZd, walo) = — Z JB H Ok (2.40)

BCA keB

Cela signifie que ’hamiltonien associé a ¢ peut étre écrit sous la forme :

Hp(o) = — Z Z Jg mg(o) , ou mp(o) = H Ok

ANA#@ BCA keB

Autrement dit, pour définir les mesures de Gibbs associées, on peut remplacer, le
potentiel (wa)aeze par le potentiel (@p)peze défini pour tout o € S%¢ par :

¢p(0)=—Js [] ow - (2.41)

Les potentiels ¢ et ¢ sont dits potentiels équivalents, c¢’est & dire qu’ils définissent
le méme ensemble de mesures de Gibbs associées : G(¢) = G(¢). A titre d’exemple,
on remarque que le potentiel d’Ising évoqué précédemment est défini sous la forme
(2.41). On peut alors énoncer la définition suivante :

Définition 2.2.13

Un potentiel d’interaction (@a)seze est dit ferromagnétique si le potentiel équiva-
lent (pB)peze défini de maniere unique par ¢p(o) = —Jp [[epor, o € SZ¢ est tel
que :

VBeZ? Jz>0. (2.42)

Considérant les mesures de Gibbs associées & un potentiel ferromagnétique, on emploie
la terminologie de systéme ferromagnétique. En effet, la propriété suivante est
vérifiée : Toute mesure de Gibbs associée a un potentiel ferromagnétique est une
mesure de Gibbs monotone, au sens donné par la définition 2.2.10. Cependant, la
réciproque n’est pas vraie, comme le montre ’exemple 4.1.7. Par ailleurs, il existe un
autre critére sur les coefficients Jg (cf. [VEFS94]) entrainant une propriété plus forte
que (2.36) dite propriété de convexité (cf. section 4.2 in [dHKS6]).

2.3 Dynamiques paralléles

Le but de cette sous-section est de définir précisément les automates cellulaires pro-
babilistes sur S%Z° en tant que dynamiques markoviennes. A travers la littérature cet
aspect est rarement détaillé, et nous nous référons pour cela a 'unique référence pré-
cise en la matiére : [TVS*78], Chapitre 2. Cependant, partant d’une méme régle locale
d’évolution, plusieurs dynamiques paralléles peuvent étre définies : sur S* (A € Z%)
dans un premier temps, sur ’espace infini SZ¢ ensuite. Les relations entre ces diffé-
rentes dynamiques, et 'importance des conditions au bord n’ont jamais été précisées
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avec exactitude. Cette sous-section explicite ces non-dits. Dans un premier temps
(sous-section 2.3.1), nous définissons les dynamiques paralléles sur S*, ot A € Z¢,
c’est a dire des dynamiques paralléles sur un espace d’états discret. Dans un second
temps (sous-section 2.3.2), nous définissons la dynamique paralléle engendrée par les
régles locales d’évolution sur ’espace des configurations a volume infini S%* Nous y
précisons alors le lien entre cette dynamique, qui sera centrale dans notre travail, et
les dynamiques a volume fini « associées ». Enfin (sous-section 2.3.3), nous définissons
la propriété d’attractivité que revétiront certaines de ces dynamiques, c’est & dire la
tendance a favoriser au cours du temps 1’évolution des spins vers des valeurs égales a
celles de leur voisinage. Ces dynamiques feront par la suite I’objet de considérations
particuliéres.

Reégle locale d’évolution

On définit une régle locale d’évolution de la valeur du spin en chaque site k& de
Z¢ par la donnée, connaissant I’état du systéme & I'instant précédent (markovianité),
d’une mesure de probabilité sur S. Soit k € Z¢9, soit n une configuration de 5%,
Posons :

pe( . | 7 ) une mesure de probabilité sur S . (2.43)

Cette loi de probabilité détermine la valeur du spin au site k & 'instant n + 1 compte
tenu de 1’état 7 du systéme a 'instant n précédent.

Précisons que le qualificatif « local » est utilisé car on suppose de plus, dorénavant,
que cette loi pe( . | 7 ) ne dépend en réalité que des valeurs de spins de la configuration
n en des sites proches du site k. Pour k € Z¢9, on définit ainsi précisément V; comme
une partie finie de Z9 telle que :

Vs€S, pe(s|n)=ml(s]m)-. (2.44)

Exemple :

Par la suite, nous considérons en particulier le cas ou :
Vi={K : |[k—FK| <1} ={k+ee, avecl1 <i<d, et e=0,+1ou +1}

c’est a dire le cas ou I’évolution de la dynamique au site k se fait en fonction de la
valeur des spins au site k, et en les sites premiers voisins sur Z¢9, & I'instant précédent.

2.3.1 Dynamiques paralléles & volume fini

Soit A € Z¢%, et soit 7 une configuration de S%¢. On appelle dynamique synchrone,
ou dynamique paralléle & volume fini A, et avec condition au bord 7, la donnée d’un
noyau de transition markovien homogéne agissant sur S* :

Pi(oa | ma ) =[] pe( ok | mamac ), (2.45)
kEA

ou les pg sont les probabilités conditionnelles définies au (2.43). On définit la dyna-
mique markovienne homogéne en appliquant successivement au cours du temps le
noyau de transition précédemment introduit. On définit ainsi :

AR ENENE P ACNEINI AN (2.46)

£rESA
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et par recurrence :

]5]\' (")( or | na) & Z PK (n_l)(UA | éa )pK(fA | 7a ) - (2.47)

EpcSA

Pour toute configuration initiale déterministe 7, on peut alors définir un processus de
Markov a temps discret (wp(n))nen sur S* de loi :

Pi(wa(n) = - | wa(0) =ma ) = F{ (.| ma) . (2.48)

La configuration aléatoire wp(n), sachant que wa(0) = np désigne l’état du systéme
de spins sur le volume fini A a 'instant n sous l'effet de la dynamique paralléle Py,
sachant qu’a l'instant initial le systéme était dans la configuration initiale déterministe

74

On définit également la dynamique PCA avec condition au bord périodique, notée
PP’ par pg(.|6) (pour tout k € A) ot & est la configuration o périodisée sur A définie
en (2.26)

Nous avons ainsi défini différentes dynamiques paralléles & volume fini, toutes asso-
ciées aux mémes régles locales d’évolution (pg)geze. Toutefois, comme nous ’avons
vu & propos des mesures de Gibbs, seul le volume infini, i.e. A = Z% permet de
s’affranchir des conditions au bord et de définir un objet associé de maniére univoque
aux régles d’évolution locales et suffisamment riche pour étre intéressant comme mo-
délisation de la réalité.

2.3.2 Définition de la dynamique paralléle & volume infini

La dynamique parallele (pg)greze, ou dynamique PCA sur SZd, est définie comme
une dynamique markovienne dont le noyau de transition s’écrit comme un produit
indépendant de mesures sur chacun des espaces de spin ; pour toute configuration
yNS 5S¢ on pose :

P(do|n)= ¢ pe(doe|n). (2.49)

Plus précisément, on peut considérer ’action de la dynamique markovienne homogéne
P (i.e. lenoyau de transition) sur l’espace S%% en tant qu’opérateur, noté P également,
sur C(SZd,R), en établissant, pour f fonction continue sur S

vne 5%, P(f)n) = [ fo) PLda|n). (2.50)

Compte tenu de la Proposition 2.1.3 qui assure de la densité des fonctions locales dans
C(Szd, R),Popérateur P peut étre défini de maniére équivalente comme ’application
linéaire continue de C(Szd, R) vers C(Szd, R) définie sur les fonctions locales par :

P(f)m) = > | floa,) [] pelox1n)] , (2.51)

Y ests kel
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ot f est une fonction locale (et A; son support, A; € Z%). On remarque aisément
que si f est une fonction & support fini Ay alors P(f) est également une fonction a
support fini, donc continue. Le support de P(f) étant alors Ugea, Vs.

En effet, précisons la «portée» de la dynamique paralléle. Puisque 'on a supposé que
les probabilités pg( . | n ) sont locales en 7, on pose

A = UpeaVi | (2.52)

ou Vi a été défini en (2.44). On définit alors le rayon de portée de la dynamique
paralléle R, par :

JR— I_
R = :;lz%’gle% &' — k| (2.53)
En posant :
OrA ={K' €Z% : Jke A, |k—FK| <R}, (2.54)
on précise alors : B
A C OgA . (2.55)

Une des particularités des dynamiques PCA, a contrario des dynamiques de spins &
temps continu, est que 'on sait déterminer avec exactitude les sites qui & un instant
ng peuvent avoir une influence sur les valeurs du spin des sites d'un volume fini A
donné & un instant ng + n ultérieur. On définit en conséquence :

A 2R Ui, (2.56)

et par récurrence :

A 2 gy (2.57)

—(n
0 © Réseau

de diamétre 2nR

Temps

Fi1G. 2.1 - Ensemble m(n) des sites de Z? a I'instant 0 ayant une influence potentielle
sur la valeur du spin a l'origine au temps n

Comme précédemment on définit le noyau itéré P par récurrence :

PO 1) = [ P(.1€)PCdE ) (2.58)

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

© 2003 Tous droits réservés.

&.0 DyllallllQuEd paralicics

Thése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

P n)= [ POIC. | €)P(dE |n). (2.59)

Pour toute configuration initiale déterministe 7, le processus de Markov a temps
discret (w(n))nen sur 5S¢ admet pour loi :

Plo(n) = . |w(0)=n)=P™(.|n), (2.60)

oun € §%°. La configuration aléatoire w(n), sachant que w(0) = 7 désigne de maniére
. 9, N . Zd N 9o

analogue au cas volume fini, ’état du systéme de spin sur S* a l'instant n sous

Ieffet de la dynamique PCA P, sachant qu’a I'instant initial le systéme était dans la

configuration déterministe 7.

Soit u € P(Szd). On définit également 'image de cette mesure sous 'action d’un pas
de la dynamique :

up 2 [ P(do|n) utdn) (2.61)

et comme précédemment, 'image de p sous ’action de la dynamique P au bout de n
instants, est définie par récurrence :

pP™ = (up~) P (2.62)

On précise qu’il y a cohérence entre les définitions introduites pour 1’action du noyau
. o . d L.
markovien sur les mesures de probabilités et sur les fonctions sur S%*° car on vérifie :

Vne N uP® (f) = u(PO(f)) . (2.63)

Passage du volume fini au volume infini : conditions au bord

Afin de pouvoir utiliser des résultats sur les dynamiques paralléles & volume A fini
pour 1’étude de la dynamique sur Z? entier, on définit le plongement des dynamiques
]5]\' en des dynamiques PJ sur SZ¢ ayant sur les sites de A la méme action que ]5]\' et
maintenant presque stirement les sites hors de A dans 1’état défini par la condition au
bord 7. Soient A € Z? un volume fini fixé, et 7 une configuration de S%* On définit
ainsi la dynamique markovienne homogéne P{ & ’aide du noyau markovien suivant :

P7(do | n) 2 By(don | 1) ® bnpeldone) | (2.64)
c’est & dire :
P{(do|n)= ( k%i)A pe( dok | MaTAC )) ® Orye(dope) . (2.65)

Proposition 2.3.1

Soit P = (pg)reze une dynamique PCA sur S%¢. Soit f une fonction locale, définie
sur S & valeurs réelles. Pour tout volume fini A tel que Ay C A, et pour toute
configuration T de Sz , 0N G

P(f) = PL(f) = PA(f) - (2.66)
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Preuve :

Etablissons dans un premier temps la seconde égalité. Soit 1 € SZ¢ On vérifie que :
PE)0) = [ Fo)P3(do |n)
= [[ #oa) B3 dos | 1) 5elda)

= )" f(oa)PE( doa | natac) = PE(f)(n) -

TA

Pour la seconde égalité, nous rappelons le fait que, pour tout site k, et pour toute
configuration 7, px( . | 7 ) est une probabilité sur S. On calcule alors :

PUN) = [ fo)P(do |n)
_ //f(gAf) & mldon|n) & puldow|n)
- /f(aAf) 2 pe( dok | nx; )
_ /f(aAf) 8, pe( dow | natac ) = PE(£)(n) = P(f)(n) -

Remarque 2.3.2 Compte tenu du résultat précédent, dorénavant nous ferons l’abus
de notation et l'abus de langage suivant : le symbole P sera également utilisé pour
désigner PA, et lezpression dynamique parallétle ou PCA @ volume fini deszgnem
autant la dynamique P] sur S* que la dynamique PA( doa | 1) ® 6ryc(dope) sur S,

Invariance par translation de la dynamique

On dit que la dynamique PCA (& volume infini) est invariante par translation si
les régles locales d’évolution pg le sont, c’est a dire si 'on a :

VkeZ% Vse S, Vne S, pu(s|n)=po(s]|bn). (2.67)

On attire l'attention sur le fait que, sous cette condition, les dynamiques paralléles
a volume fini P{ ne sont pas invariantes par translation, essentiellement car c’est
la quantité po(s|0_g(naTac)) et non po(s|@_gn) qui intervient dans cette dynamique.
Cependant les dynamiques (P{")a le sont, ainsi que la dynamique P a volume infini.

2.3.3 Dynamique attractive

Dans cette sous-section, nous supposons de nouveau que ’espace des spins S est muni
d’un ordre total <, ce qui permet alors de définir 'ordre partiel < sur les configura-
tions et les mesures de probabilité. Concernant les systémes monotones (cf. Définition
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2.2.13), nous avons vu que si l'ordre FKG est préservé en un certain sens, alors on
accéde & diverses inégalités permettant de préciser avec efficacité des conditions né-
cessaires et suffisantes : Proposition 2.2.12. De maniére analogue, il est intéressant
de définir parmi les dynamiques paralléles celles qui préserveront l'ordre FKG, et
que nous dénommerons dynamiques attractives. La définition générale que nous
en donnons, adaptée au cas PCA — condition nécessaire et suffisante (2.70) de la
Proposition 2.3.4 — signifie que les régles locales d’évolution favorisent les valeurs de
spin semblables aux valeurs des spins au voisinage du site. Le terme «attractif» fit
sa premiére apparition au début des années 70 dans l'article [Hol72| de Holley. On
pourra également se reporter a [Lig85|, I11.2 pour des éléments a propos des dyna-
miques attractives a temps continu, et a la référence [FLM88| pour d’autres inégalités
stochastiques concernant les PCA.

Enoncons la définition d’une dynamique attractive, et précisons I’attractivité dans le
cas d’une dynamique paralléle par la Proposition 2.3.4. L’origine de ce résultat est &

trouver dans les références [TVSH78, LMS90].

Définition 2.3.3 Soit A C Z9. On dit qu’une dynamique markovienne sur S* est
attractive si, pour toute fonction f : S* — R croissante, la fonction P(f) est aussi
croissante.

Proposition 2.3.4
Soit A € Z2 ou bien A = Z%. Une dynamique paralléle (pg)geze sur S*, notée P, est
attractive st et seulement si, ['une des conditions suivantes, équivalentes, est vraie :

(i) pour toutes mesures 1,y de P(S*), on a :
pr < pr = P S pa Py (2.68)
(i3) pour tout couple (o,m) de configurations de S* telles que o <X 1
P( o)< P(.|n); (2.69)
(i11) pour tout couple (o,m) tel que o X n, pour tout site k € A,
pe( o) <ml In). (2.70)

Preuve :
Prouvons que la définition d’attractivité implique (z) : Soit f une fonction sur S*
croissante. Comme la dynamique est attractive, P(f) est une fonction croissante, et
puisque g1 X pa,ona: ur(P(f)) < pa(P(f)) ce qui signifie encore : (u1 P)(f) < (u2P)(f),
d’ou (2).
Etablissons ensuite que () implique (42) : Il suffit pour cela de remarquer que si o < 7,
alors 6, <X 4y, et que :

6P(.)=P(.]0). (2.71)
Vérifions que (42) entraine l'attractivité telle que définie précédemment : Soit f une
fonction croissante sur S*. Soient o, 7 deux configurations telles que o < 7. La condi-
tion (7¢) implique alors 'ordre suivant : P( .| o ) < P( . |n ), ce qui signifie pour f
croissante : P( f | o )< P( f|n); et comme:

Hf|0%i/ﬂOHdHU)ZPﬂ®, (2.72)
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on conclut que Pf(o) < Pf(n).

Etablissons enfin que (442) est équivalent & (i7). Pour cela il suffit de remarquer que,
pour o,n fixés (tels que o < n) P( .| o ) et P(.|n ) sont de la forme produit, et
d’utiliser le résultat suivant, énoncé et démontré dans [TVS*78] (cf. Proposition 2.9

in [TVS*78]) :

Théoréme (Toom et al.)
Soit A € Z% ou A = Z2. Soient u et v deux mesures de probabilité sur S* de la forme
produit, c’est a dire qu’il existe deux familles (ug)rea et (vk)rea de probabilité sur S

telles que :
B= kQSA et v = kQSA vk
On a alors :
p<v <= Vkeld, wm<u. (2.73)
¢

Ce qui conclut la preuve des équivalences de la proposition. B

Remarque 2.3.5 Si la dynamique paralléle (py)geze est attractive sur S, alors on
a également de maniére évidente :

p1 <X po = ¥n € N*, pu P 5 pp P() (2.74)

La Proposition 2.3.6 suivante permet de transformer, dans le cas on § = {—1,+1},
les critéres précédents en une condition immédiate a vérifier, et qui sera d’une grande
utilité dans les chapitres & venir.

Proposition 2.3.6
Soit S = {—1,+1}. Une dynamique paralléle (pr)reze sur S* (A € Z¢ ou bien A = Z¢)
est attractive st et seulement st :

Vk € A, Yo,n € S tels que o <0, pr(+1|o) < pr(+1n) (2.75)

Preuve :

Cette caractérisation de l'attractivité dans le cas ot l'espace des spins S est égal
a {—1,+41} s’établit aisément compte tenu de la condition nécessaire et suffisante
d’attractivité (2.70) établie précédemment. 11 suffit de remarquer que, a k € Z¢ fixé,
a o fixé, si f est une fonction sur S, alors :

pe(flo) = Y f(s)pe(slo) = (F(+1) = F(=1) pa(+1lo) + f(-1).

Ce qui permet de conclure & la preuve du sens (2.75) implique (2.70), la réciproque
étant évidente. B

Pour un caractérisation analogue a (2.75) dans le cas ot #S > 2, on pourra consulter
le lemme 2.3 in [Mez97|. Donnons enfin quelques précisions sur une autre classe de
dynamiques paralleles définie par rapport a 'ordre FKG : les dynamiques répul-
sives.
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Définition 2.3.7

Soit A € 72 ou bien A = Z%. On dit quune dynamique markovienne sur S* est
répulsive si, pour toutes mesures uy, uy de P(SA), on a :

On peut démontrer pour ces dynamiques des caractérisations analogues & celles de la
Proposition 2.3.4 relatives aux dynamiques attractives. En particulier, il est aisé de
vérifier qu'une dynamique est répulsive si et seulement si, pour tout couple (o, 7) tel
que o <X 7, pour tout site k € A, on a :

pe( -l )pe(.|0). (2.77)

Précisons cependant qu’on a alors, pour tout couple de mesures de probabilité (w1, u2)
tel que p1 < pa
Vn pair  py P™ < p, P™
et
Vn impair o P™ <y, P™

Des exemples de dynamiques paralléles attractives et répulsives sur {—1,4+1} sont
présentés et développés au Chapitre 4. De plus, le cas de dynamiques attractives est
particuliérement considéré aux Chapitres 5 et 6.

Avertissement :

Dorénavant A désigne par défaut une partie finie de Z¢ que ’'on dénommera volume
fini. Dans le Chapitre 3 suivant, le cardinal de S est fini quelconque. A compter du
Chapitre 4, 'espace des spins est de cardinal 2 et égal & § = {—1,+1}.

En outre, afin de développer I’étude annoncée des relations entre la théorie des mesures
de Gibbs et les dynamiques paralléles (pg)geze sur SZ¢ nous considérons a partir de
la section 3.4 du Chapitre 3 uniquement des PCA purement stochastiques, c’est
a dire, rappelons le, tels que les régles locales d’évolution vérifient (1.5) :

Vk € 7%, V?’]ESZd,VSES, pe(s|n)>0.
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Chapitre 3

Etats d’équilibre de PCA généraux

Comme nous "avons annoncé au Chapitre 1, la premiére question naturelle concernant
I’étude de dynamiques est ’existence d’états d’équilibre et leur dénombrement. Dans
ce chapitre nous énoncgons différents résultats généraux qui précisent ’existence d’états
d’équilibre pour les dynamiques PCA, et les cas d’éventuelle unicité de ces états.

Dans la premiére section nous définissons les mesures stationnaires et les mesures
réversibles pour une dynamique markovienne générale, qui représentent les distribu-
tions statistiques des états d’équilibre. Dés lors, notre propos se focalisera sur les
dynamiques d’automates cellulaires probabilistes purement stochastiques sur SZ¢ ot
S est une partie finie de R. Dans la section 3.2 nous énoncons un premier résultat
d’existence et d’unicité d’une mesure stationnaire pour de telles dynamiques PCA &
volume fini, i.e. agissant sur S* ott A € Z% Dans la section 3.3, nous explicitons le
passage d’une dynamique Pf a volume fini A et condition au bord 7 & la dynamique &
volume infini P possédant les mémes régles d’évolution locale, nous permettant en cela
de nous affranchir d’un choix arbitraire de condition au bord. La Proposition 3.3.1
met en évidence la préservation de 'existence d’un état d’équilibre & volume fini lors
du passage a la dynamique & volume infini z.e. sur 5%, Néanmoins, 'unicité d’un tel
état est perdue lors de ce passage 4 la limite spatiale.

Nous rappelons alors dans la section 3.4 des résultats exhibant diverses propriétés
gibbsiennes des états d’équilibre (au niveau des lois des processus, et au niveau des
mesures d’équilibre elles-mémes). Cela permet d’envisager I’approche de la question
de 'unicité des états d’équilibre & volume infini comme conséquence d’un phénoméne
de non transition de phase pour certains potentiels.

Enfin, dans la section 3.5 nous introduisons une classe de dynamiques PCA dites « ré-
versibles » pour chacune desquelles il existe au moins une mesure, qui, choisie comme
comme condition initiale & la dynamique, rend celle-ci invariante par retournement
du temps (mesure réversible). Un premier résultat d & Kozlov et Vasilyev assure que
ces dynamiques sont canoniquement définies par une famille ¢ = (¢x, ¢x ;)k,; de fonc-
tions. De méme qu’un résultat célébre dit & de Kolmogorov exhibe la forme spécifique
des diffusions browniennes qui admettent des mesures réversibles (diffusions dites
« gradient »), ce résultat montre ici qu'une dynamique PCA ne peut étre réversible
que si les régles d’évolution (pg)geze sont d’une forme spécifique (cf. formule (3.19))
construite & partir des fonctions ¢ = (¢x, P )k, En cela, la propriété d’étre réver-
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sible est bien intrinséque a la dynamique PCA. Nous rappelons ensuite un résultat
qui précise une caractérisation des mesures réversibles pour ces dynamiques en tant
que mesures de Gibbs pour un certain potentiel ¢ sur SZ¢ naturellement associé aux
fonctions ¢ = (ék, ¢k, )k,;. Enfin, forts d’un regard nouveau porté simultanément sur
les résultats des sections 3.4 et 3.5, nous dépeignons pour ces dynamiques PCA ré-
versibles un panorama nouveau (cf. figure 3.1) des situations respectives des divers
états d’équilibre et des mesures de Gibbs associées au potentiel « naturel » ¢ de ces
dynamiques.

3.1 Définitions générales des états d’équilibre

Au coeur des préoccupations quant a I’étude des dynamiques markoviennes que sont
les PCA, nous introduisons deux concepts d’états d’équilibre pour ces dynamiques,
I'un plus restreint que ’autre.

Définition 3.1.1 Soit A € Z% ou A = Z%. Soit P une dynamique markovienne a
temps discret sur Sh. On dit que la mesure de probabilité v sur S* est stationnaire
s

/P(da|n)y(d77) = v(do). (3.1)

D’aprés la formule (2.61), (3.1) signifie que 'on appelle mesure stationnaire, toute
mesure de probabilité v invariante sous 'action de la dynamique P i.e. telle que
vP = v. On définit également la notion plus forte de mesure réversible.

Définition 3.1.2 Soit A € Z% ou A = Z%. Soit P une dynamique markovienne a
temps discret sur S*. On dit que la mesure de probabilité v sur S* est réversible pour
P sila chaine de Markov (v, P) est réversible, c’est a dire si :

P(doln)v(dn) = P(dn|o)u(do). (3.2)

L’équation (3.2) est généralement appelée en anglais detailed balance condition. Elle
signifie que si 'on considére une mesure réversible v comme condition initiale & la
dynamique P, le processus stochastique ainsi défini sera invariant par retournement
du temps, c’est & dire invariant sous ’action de la transformation définie, pour ¢(0)
et o(1) deux configurations, aux instants 0 et 1, par : (¢(0),0(1)) — (c(1),(0)).

Désignons par S 'ensemble des mesures stationnaires pour P et par R ’ensemble des
mesures réversibles pour P. Désignons également par S; et R; les parties respectives
de ces ensembles constituées par les mesures invariantes par translation. De maniére
immeédiate, on vérifie que toute mesure v réversible pour une dynamique P
est stationnaire pour P, c¢’est & dire :

RCS et R, CS;. (33)

On vérifie également aisément que I’ensemble des mesures stationnaires, et
I’ensemble des mesures réversibles sont des parties convexes (éventuellement
réduites & I'ensemble vide) de P(S4).
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3.2 Etats d’équilibre des dynamiques & volume fini

Abordons maintenant le cas des dynamiques paralléles purement stochastiques sur
S (S de cardinal fini quelconque). La Proposition 3.2.1 fournit un premier résul-
tat d’existence et d’unicité d’état d’équilibre pour de telles dynamiques a
volume fini i.e. sur S* (A € Z%). Bien plus, ce résultat assure la convergence (au
sens de la topologie de la convergence faible des mesures de probabilité) de tout me-
sure initiale quelconque vers cet unique état d’équilibre lorsque la dynamique PCA &
volume fini agit sur elle un grand nombre de fois.

Proposition 3.2.1 Soit A € Z% et soit T € S% une configuration au bord. Si la
dynamique paralléle & volume fint P est purement stochastique alors il existe une
unique mesure stationnaire vy sur S*. De plus, la dynamique P] est ergodique, c’est
a dire que pour toute condition initiale wy, mesure de probabilité sur S*, on a, au
sens de la convergence faible :

. (3.4)

n—oo

WAPK

Preuve :

Ce résultat découle des propriétés usuelles des chaines de Markov a espace d’états
fini, irréductibles, apériodiques (cf. VIIL.7 in [Fel71]). En effet, tout PCA a volume
fini purement stochastique appartient & cette classe.

Prétons attention au fait que le résultat précédent présente 'inconvénient majeur
d’étre non constructif. Plus précisément, il ne fournit aucun renseignement sur la
forme exacte de la mesure stationnaire v} et ne délivre aucune information quant a
la vitesse de convergence de la dynamique vers cet état d’équilibre lorsque le temps
s’écoule. Dans la suite de ce travail, on remédiera & ces points faibles dans des situa-
tions qui seront précisées aux Chapitres 4 et 6.

Un autre inconvénient de ce résultat & volume fini réside dans le fait qu’étudier une
dynamique paralléle de regles d’évolution (pg)rea & volume A fini impose le recours
a un choix arbitraire d’une condition au bord i.e. & ’extérieur de ce volume A. Le
passage a l’étude de la dynamique P = (pg)reza sur 5% permet de se libérer de cette
contrainte. Nous verrons que cette situation, qui sera une de nos problématiques, si elle
est plus difficile et délicate a traiter, n’en est que plus riche de comportements variés,
offrant en cela un outil au spectre plus large pour la modélisation de phénomeénes
réels divers.

3.3 Mesures stationnaires/réversibles 4 volume
infini

On s’intéresse dans cette sous-section aux mesures stationnaires et réversibles pour

une dynamique PCA & volume infini. Etant donné des régles d’évolution (pg)kez4,

la Proposition 3.3.1 explicite le passage d'une dynamique P{ a volume fini A et
condition au bord 7 vers la dynamique & volume infini P. Le caractére stationnaire
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et réversible d’états d’équilibre a volume fini est maintenu lors du passage a la limite
spatiale, assurant ainsi de l'existence de tels états pour la dynamique & volume infini.
Néanmoins, I'unicité de tels états qui prévaut pour les dynamiques a volume fini est
perdue lors de ce passage. Précisons cela :

Proposition 3.3.1 Soit P = (pi)geze une dynamique PCA. Soit T € SZ% une confi-
guration au bord et soit (V])preze une famille de mesures de probabilité stationnaires
pour les dynamiques & volume fini P{. Pour toute suite croissante (A;) en de volumes
finis, la suite (I/XJ_ ® 57'1\; )jen de mesures de probabilité sur SZ qdmet au moins un

point d’adhérence, et tout point d’adhérence est une probabilité sur SZ¢ stationnaire
pour P.

En particulier, toute dynamique PCA purement stochastique sur S admet donc au
moins une probabilité stationnaire : S # O.

Si les mesures & volume fini (I/XJ_ ); sont de plus réversibles pour (PKJ_ )j, alors leurs

points d’adhérence sont des mesures de probabilité sur SZ¢ réversibles pour P.

Preuve :
Soit P = (pi)keze une dynamique PCA purement stochastique. Soit A € Z9, soit
7 € S%* une condition au bord. D’aprés la Proposition 3.2.1, on sait que la dynamique
a volume fini P{ admet une unique mesure stationnaire v§. Montrons successivement
que stationnarité et réversibilité sont des propriétés maintenues lors du passage a la
limite A tendant vers Z< :
— Cas stationnaire :
D’apreés les résultats présentés dans les sous-sections 2.1.3 et 2.2.1, pour vérifier que
les mesures de probabilités [ P( . | n ) v(dn) et v( . ) sur SZ* coincident, il suffit

de vérifier que pour toute fonction f sur Sz locale, on a :

fro = o

Soit f une fonction locale sur SZd, et soit un volume fini A tel que Ay C A. Ecrivons

alors :
[ 110) [ Ptz @ 8esctin) = [ fon,) [ Pldon, narac)i(dna)
— [ flon) & Paldoainalvina)  (35)
_ / f(on,)Va(don) (3.6)
_ / f(oa,Va ® bry. (do) (3.7)

ou pour passer de (3.5) & (3.6), on a utilisé le fait que v} est stationnaire pour
P7 . Considérons la suite de mesures (I/XJ_ ® 5A§ )jen du compact P(Szd). Elle admet
donc au moins un point d’adhérence, noté v, qui est une mesure de probabilité. On
a alors v = limy, I/Xjk ® 5A§k ou (Aj, )k est une suite extraite de (A;);. Comme les

fonctions o — f(o) et n — [ f(c)P(do|n) sont locales (de supports respectifs Ay
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et As), par définition de la convergence faible, on peut prendre A = A;, et passer

a la limite en k dans 1’égalité (3.7), ce qui permet d’obtenir :

[ $0) [ Ptashutan) = [ siolutao)

D’aprés la Proposition 3.2.1 et ce résultat, on a également S # @.

— Cas réversible :
De maniére analogue, afin de montrer que :

P(doln)(dn) = P(dnlo)v(do),

il suffit de vérifier, pour toute fonction F sur SZ¢ % §2° locale, que :
[ Fempasioian = [ [ Fompianiopia)

Soit F une fonction sur SZ* x SZ* locale. Soit A1 x Ay contenant le support Ag de
F, c’est a dire que pour tout couple (o,7), on a : F(o,n) = F(oa,,Ma,)-
Soit A € Z? tel que A; UA; C A. Comme précédemment, écrivons :

[ Flon ) Pldatn)vg  8upclan) = (3.5)
_ / / F(on,,na,) P(don, [narac)Va (dna)

- // F(0r,,14,) PR (doa 1a)V (d7a) (3.9)
_ // F(on, ,na,) PL(dnaloa)vi (doa) (3.10)
_ // F(on,mny)P(dn|o)Vi © 6. (do) (3.11)

ot l'on passe de (3.9) a (3.10) en utilisant la réversibilité de (v}, PX), et de (3.10) a
(3.11) en faisant les mémes manipulations que pour passer de (3.8) de & (3.9) mais
en faisant jouer des réles inversés a o et 7.

Comme dans le cas stationnaire, en passant a la limite dans une sous-suite adéquate,
on obtient :

[ Fempasioian = [ [ Fompianiopia)

Il est alors important de remarquer qu’a volume infini, I’unicité de la mesure station-
naire n’est plus assurée. En particulier, nous exhibons a la section 4.3 du Chapitre 4
une famille de dynamiques PCA sur {—1, —|—1}Zd qui présente dans certaines situations
plusieurs mesures stationnaires distinctes. Les caractérisations gibbsiennes présentées
a la section suivante fournissent des critéres permettant d’obtenir de plus amples
informations quant au nombre de mesures stationnaires, ou réversibles.

Au préalable, introduisons la définition suivante :
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Définition 3.3.2 On dit qu’une dynamique paralléle P est réversible s’il existe au
. d . . .
moins une mesure v sur S*° réversible pour P, c’est & dire si :

RED .

Remarquons cependant qu'une dynamique PCA ainsi dite réversible admet évidem-
ment également des mesures 7 telles que (7, P) ne soit pas une chaine de Markov
réversible.

Attirons enfin ’attention sur un dernier fait. Soit 7 une mesure de probabilité sur
S Considérons la loi P(do|n)r(dn) sur S%° x S%°, entre deux instants successifs,
du processus de dynamique markovienne paralléle P et de mesure initiale 7. Dési-
gnons par P, le conditionnement de cette loi respectivement & o. On obtient ainsi
la probabilité de transition de la dynamique image de la dynamique P sous ’action
de la transformation du retournement du temps. La terminologie de probabilité de
transition retrounée — backward transition probability en anglais — désigne cette
quantité. Dire qu'une mesure de probabilité v est réversible pour P est donc égale-
ment équivalent, d’apres la formule (3.2), a dire que la dynamique retournée P, est la
méme que P, ce qui signifie qu’elle définit la méme dynamique PCA que P. En par-
ticulier, la probabilité de transition retournée P, doit donc étre de la forme
produit. Ce dernier fait met en exergue le caractére plus fort de la réversibilité d’un
PCA par rapport a la réversibilité d’une simple chaine de Markov, pour laquelle il est
seulement requis de la dynamique retournée qu’elle soit markovienne.

3.4 Caractérisation gibbsienne des états d’équilibre

Dans cette section, nous présentons différents résultats existant qui permettent de
caractériser du point de vue de la théorie des mesures de Gibbs les états d’équilibre
des dynamiques PCA considérées, supposées de plus invariantes par translation. Un
premier résultat (sous-section 3.4.1) se situe au niveau des trajectoires espace-temps
des processus, 7.e. sur 'espace SZXZ 1] met en bijection les trajectoires des processus
stationnaires invariants par translation (sur Z¢) avec les mesures de Gibbs sur GLAXL
associées a un potentiel ® déduit de la dynamique PCA considérée. Un second résultat
(sous-section 3.4.2), sous une hypothése supplémentaire introduisant un potentiel ¢
sur SZd, caractérise directement les mesures stationnaires, invariantes par translation,
en tant que mesures de Gibbs associées au potentiel .

3.4.1 Caractérisation gibbsienne sur SZ*% des lois des
trajectoires

L’idée de considérer I’évolution spatio-temporelle d'un PCA comme un systéme de la
mécanique statistique a 1’équilibre, i.e. de caractériser ces évolutions gréice a des me-
sures de Gibbs associées a un potentiel sur 'espace-temps, est apparue originellement
au sein de la physique, et a été abordée en particulier chez des auteurs comme Rujan
(|Ruj87]) et Georges et Le Doussal (|GLD89|). L’étude mathématique précise de cette
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idée, et sa considération du point de vue rigoureux de la théorie probabiliste des me-
sures de Gibbs ont ensuite été réalisées dans les articles [GKLM89, LMS89, LMS90]

dont le résultat principal et essentiel est présenté ci-aprés.

Soit P une dynamique PCA sur S%°, invariante par translation, purement stochas-
tique. On définit une configuration de ’espace-temps SEXT par

fk(n)ESZdXZ, oun€ZetkeZ®.
On définit les translations temporelles 0,, (m € Z) par :

Ve € §EE Om(€) = (&r(m +n))ieze nez (3.12)

ainsi que les translations spatiales sur SLXL , notées (O )peze par abus de langage,

de la méme maniére que les translations sur SZd, par :
Vk e 2%, VE € SE5 | 04(€) = (Ok6.(n))nez = (Ew—r(n))wezs, nez - (3.13)

L’ensemble Pi(SZdXZ ) est constitué par les mesures de probabilité sur SZUXL inva-
riantes sous l'action des translations (0g)reze €t (Om)mez-

On définit ’application Lp de P(Szd) vers P(Szdxz ) qui, & une mesure de probabilité
7 sur SZ°, associe la loi sur SZ**%  du processus de dynamique P et de mesure
initiale w. Restreinte a §; comme ensemble de départ, cette application est telle que,
a chaque instant, la marginale de Lp(v) soit v, et puisque la dynamique PCA est
homogeéne en temps, on a :

Lp(S;) C Pi(SE*2 Y (3.14)

On définit alors le potentiel @ sur SEXZ

O km)uin—1)(6) = —Inpr( &(n) | €v(n—1))

®4(€) = 0 pour tout A € Z¢, tel que A(k,n), A = {(k,n)} U (Via,n —1)

par :
(3.15)

(Ve,n) = Urev {(K',n)} . (3.16)

Ce potentiel ® est invariant sous ’action des translations spatiales (6k)gezq, €t inva-
riant sous l'action des translations temporelles (O, )mez ; ¢’est & dire qu’il est invariant
sous l'action des translations de Z¢ x Z. On peut alors énoncer le résultat, pour la
preuve duquel on se réfere a [GKLM89] :

Théoréme (Goldstein et al., 1989)

Soit P = (pk)geze une dynamique PCA sur S%¢ invariante par translation, purement
stochastique. Les mesures de Gibbs sur SZ%% G:(®), associées au potentiel ® (défini
en (3.15)) et invariantes sous l'action des translations sur SLXL
les lois des processus & dynamique paralléle P et de condition initiale v, stationnaire
pour P et invariante par translation sur SZ¢, Cest a dire que Lp définit une bijection

de S; vers G;(®). ¢

, sont exactement
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Comme conséquence immédiate, on remarque que si le potentiel ¢ vérifie les
conditions d’unicité de Dobrushin (cf. Théoréme 8.7 in [Geo88]), ce qui se pro-
duit deés lors que la dynamique est proche d’une situation d’indépendance spatiale et
temporelle entre les sites, alors 'unicité de la mesure de Gibbs associée au
potentiel & assure I’unicité de la mesure stationnaire sur S%°, invariante
par translation, de la dynamique PCA considérée.

Comme le montre ce corollaire, ce théoréme présente ’avantage de transposer la ques-
tion de l'unicité des mesures stationnaires sur SZd, invariantes par translation, en une
question de transition de phase pour un potentiel sur SZ*% . Cependant la forme spé-
cifique du potentiel ®, ot 'interaction est & plusieurs corps, rend I’étude systématique
de la transition de phase pour ce potentiel trés difficile en 1’état des connaissances
relatives aux mesures de Gibbs. Cette interaction ® a plusieurs corps est en effet
trés différente des interactions par paires, aux plus proches voisins, pour lesquelles
I’étude de la transition de phase est assez bien développée. Ainsi, en 1’absence de
nouveaux résultats généraux concernant l’étude des transitions de phase, ce théoréme
ne permet d’avoir une information sur le nombre de mesures stationnaires invariantes
par translation pour la dynamique PCA que dans des régimes de fonctionnement
extrémes : situation proche de l'indépendance entre les sites déja évoquée (zone dite
de « haute température » pour ®) ou situation de trés forte dépendance (zone dite
de « basse température » pour ®) pour lesquelles on peut recourir a la théorie de
Pirogov-Sinai.

Le résultat suivant propose une approche gibbsienne alternative des mesures station-
naires invariantes par translation des dynamiques PCA.

3.4.2 Aspect gibbsien sur SZ° des mesures stationnaires
invariantes par translation

Dans cette sous-section, le théoréme mentionné permet de caractériser directement
les mesures stationnaires invariantes par translation en tant que mesures de Gibbs
sur S%°. 11 présente l'alternative de situer l’analyse gibbsienne au niveau des états
d’équilibre et non plus au niveau des trajectoires des processus stationnaires. On se
référe pour sa preuve a la référence [DP92| (cf. également [MVV94|). Succinctement,
ce résultat se fonde sur une technique de décroissance de I’énergie libre, et une
estimation exacte du taux de décroissance en fonction de la probabilité de transition
retournée de la dynamique PCA.

Théoréme (Dai Pra, 1992)

S’il existe un potentiel ¢ sur S%¢ tel qu’au moins une mesure v stationnaire, in-
variante par translation, soit de Gibbs pour ce potentiel ¢ alors toutes les mesures
stationnaires pour P, invariantes par translation, seront gibbsiennes par rapport a ce
méme potentiel. Ce qui signifie :

Glp)NSi #2 =8 CG(p) . (3.17)
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Une conséquence immédiate de ce théoréme est la dichotomie suivante : ou bien
toutes les mesures stationnaires invariantes par translation sont de Gibbs
pour le méme potentiel, ou bien aucune n’est de Gibbs. Remarquons qu’une
telle dichotomie apparait aussi pour dertaines dynamiques séquentielles & temps
continu (cf. [Kiin84a|). Ce résultat est d’une grande importance pratique. En particu-
lier, dans la section suivante, conjugué & une caractérisation gibbsienne des mesures
réversibles, il nous permettra d’établir le Corollaire 3.5.2 concernant les dynamiques
paralleles réversibles.

Il faut également remarquer qu’a la différence du résultat de la sous-section 3.4.1

s 2 P . . . . . Zd
précédente ce résultat ne requiert pas de lien a priors entre le potentiel ¢ sur S
et la dynamique PCA étudiée. A la section suivante, nous introduisons une classe de
dynamiques PCA pour lesquelles le potentiel ¢ sera déterminé par la forme de la régle
locale d’évolution.

Précisons enfin que la preuve de ce théoréme établi en fait le résultat suivant, plus
fort : soit ¢ un potentiel sur 5Z%¢ tel qu’il existe une mesure v, élément de
Gi(¢), stationnnaire pour P, alors G;(¢) est stable sous ’effet de la dyna-
mique P, i.e. que toute 'image uP de toute mesure u de Gibbs, invariante
par translation, demeure une mesure de Gibbs pour le méme potentiel
(cf. Remarque 6.3.4 in [DP92] et Proposition 2.1 in [DPLR02]).

3.5 Classe des PCA réversibles

Cette section concerne ’étude des états d’équilibre (mesures stationnaires, mesures
réversibles) de dynamiques PCA purement stochastiques, & volume infini (sur SZd,
S de cardinal fini quelconque), réversibles au sens défini dans la Section 3.1, non
nécessairement invariantes par translation dans un premier temps (elles ne le seront
supposées qu’a partir du Corollaire 3.5.2). Deux résultats importants sont évoqués.
Le premier permet de caractériser la forme nécessaire et suffisante des régles locales
d’évolution afin qu’une dynamique PCA puisse étre réversible, introduisant en cela
un potentiel ¢ sur SZ% ainsi naturellement associé & de telles dynamiques. Le second
caractérise principalement les mesures réversibles pour une de ces dynamiques en tant
que mesures de Gibbs pour ce potentiel . Ces résultats, conjointement au Théoréme
rappelé a la sous-section 3.4.2, nous permettent alors de formuler le résultat nouveau
du Corollaire 3.5.2, associé & la situation présentée a la Figure 3.1, qui précise les
inclusions et situations respectives des ensembles de différents types d’états d’équi-
libre pour ces dynamiques (mesures stationnaires, réversibles, munies de la propriété
d’invariance par translation ou non) par rapport a l’ensemble des mesures de Gibbs
pour le potentiel .

Définition des dynamiques paralléles D(¢)

On désigne par le symbole ¢ I'ensemble de deux familles de fonctions (¢)reze et

(Bk,5) (kg)e(zey
¢k : S — R,

¢k,j 2SXS—>R,
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telles que ’on ait :

VkeZi, {j : én; %0} €Z¢;
(3.18)
V(k,j) € (Zd)27 v 373, € S; ¢k,j(s7sl) = ¢jyk(sl7s) :

On introduit le symbole D(¢) pour désigner la dynamique PCA sur SZ¢ dont les régles
d’évolution locales sont de la forme : Vk € Z¢ Vo, € S, Vn € S

exp((—drlor) = 32, dalonm)

pe(okln) = (3.19)

sES

5 exp(—duls) = T, dulsm)
JEL?
On vérifie aisément que la dynamique paralléle ainsi définie est bien locale, et que :

De plus, vu la forme de (3.19), il est immédiat qu’une telle dynamique est purement
stochastique. Le résultat suivant trouve son origine dans [Sta73] et est da pour le
cas du volume infini & Kozlov et Vasilyev. Il assure que ces dynamiques D(¢) sont
des dynamiques paralléles réversibles, et que, bien plus, cette forme décrit toutes les
dynamiques paralléles purement stochastiques réversibles sur SZ¢. Pour la preuve de
ce résultat essentiel, le lecteur se réferera a [KV80| (en particulier Théoréme 1 de

cette référence et Théoreme 18.10 de [TVST78]).

Théoréme (Kozlov-Vasilyev, 1980)
Une dynamique paralléle P sur SZ¢ est réversible si et seulement il existe

¢ = (Pr, Pr; )k,; vérifiant (3.18) de telle sorte que P = D(¢p). ¢

On constate grace a ce résultat que le caractére réversible d’une dynamique
PCA, lié a lexistence d’au moins une mesure v telle que la chaine de Markov (v, P)
soit une chaine réversible, est en réalité intrinséque aux régles locales d’évolution
7.¢. ne dépend que de la forme de la seule dynamique. Précisons bien évidemment
comme précédemment que le caractére réversible de la dynamique n’interdit pas a la
chaine de Markov (7, P) de ne pas étre réversible si la mesure 7 considérée comme
mesure initiale n’est pas une mesure réversible.

Bi-espace, bi-potentiel

Afin de mieux comprendre 'origine du résultat précédent, et la portée du résultat
qui suit, précisons le sens des fonctions ¢ introduites précédemment. A cette fin, on
introduit le graphe SZx{01} ~ G2 o GZ% 31nelé bi-espace. On note ses éléments

E c Sde{O,l}

qui s’écrivent également comme E = (£°,¢') ou £° et £ sont des éléments de S%¢ ou

encore £(0) = £° et £(1) = £
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Soit m une mesure de probabilité sur S%¢. On associe & 7 la mesure de probabilité 7
sur SZ**1%1} d¢finie par :

7(dE ) = P(de" | £ ) n(de®) (3.21)
La mesure de probabilité 7 correspond en fait & la loi sur deux instants successifs
du processus PCA de dynamique paralléle P et de mesure a I'instant initial 7.
On peut alors énoncer le résultat suivant :
Proposition 3.5.1
La famille de fonctions (gbk,qbkj) Je(z? vérifiant (8.18), définit un potentiel ¢ sur
le graphe S% “x{o, 1} 4 portée ﬁme, que l’on appelle bi-potentiel.

Preuve :
On pose ¢, défini par :

Vk € 77, Qg{(k,l)}( E ) = ow( E(k,l) ) (3.22)

V(k,7) € (Z%, i) s (io (E) = br,5( E(k,l) : E(j,O) ) (3.23)

Il est alors aisé de remarquer que gb est bien une famille de fonctions sur SZ**{0:1}
indicées par des parties finies de S% “x{0.1} (ici des singletons ou bien un certain type

de paires de sites), et qui vérifie la condition de mesurabilité : ¢A(§) ¢A(§A) pour

toute configuration f de SZ{01} ¢t toute partie finie A de SZ4x{0.1}  Conformément
a la Définition 2.2.2, ¢ définit bien un potentiel sur le bi-espace S% 1o, 1}, La notation
¢ désignera dorenavant le potentiel .

Enfin, on remarque que la condition : Vk € Z¢, {5 : ¢r; £ 0} € Z? de (3.18) im-
plique que le potentiel ¢ est a portée finie. B

La condition :

V(k,5) € (), ¥ (5,5') € (S)",  dnj(s,8") = ¢yn(s, )

dans (3.18) peut alors également étre considérée du point de vue du bi-potentiel, et
réécrite sous la forme :

VE €SP0 Gy s ol R(E)) = drwoy s G €), (3.24)

ou 'application R est définie par :

R - SZ 4x{0,1} — SZ 4x{0,1}
5_ (5075 ) = R(f) (51750) :

Cette reformulation de la deuxiéme condition de (3.18) sous la forme (3.24) signifie
requérir une propriété de symeétrie sous retournement du temps pour le bi-potentiel et
laisse présager I'importance de cette condition pour la réversibilité de la dynamique
PCA définie a partir de ce bi-potentiel par la formule (3.19).

(3.25)
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Par ailleurs, il est en fait établi plus précisément dans [KV80] qu’il y a bijection entre
I’ensemble des mesures de Gibbs sur le graphe SZ4x101} agsociées au bi-potentiel ¢
et un ensemble de mesures de Gibbs sur S%° associé a un certain potentiel ¢ déduit
du potentiel ¢. A ¢ = (dx, Px ;)xj, on associe en effet le potentiel (p4)seze sur Sz
défini par :

oy, (0)=—In ( s%;'; exp( — ¢r(s) — jEZZ:d ¢k,j(s,0j))) Vk € 74

eiry(0) = dr(on) Vk € Z° (3.26)

@4 = 0 pour tous les autres ensembles A € Z*

En se fondant sur les références précédemment citées, on énonce alors le résultat
suivant : Papplication de P(S%%) vers P(S%*1%1}), qui a n associe © définit
une bijection entre G(¢) et G(¢).

On attire ici I'attention sur le fait que les ensembles Vi sont, dans les situations
dignes d’intérét, de cardinal bien supérieur a 2. Ainsi le potentiel ¢ est a considérer
comme un potentiel pour lequel 'interaction a lieu entre plusieurs corps, et donc
d’une complexité plus élevée que le potentiel d’Ising présenté au chapitre précédent
(cf. formule (2.17)). Cependant, bien que ¢ soit un potentiel ne comportant que des
interactions au plus par paires, ’étude de la transition de phase éventuelle pour ces
ensembles G(p) et G(¢) sera par la suite réalisée dans le Chapitre 4 pour le potentiel
@, potentiel sur le réseau Z? et non pour ¢, qui présente 'inconvénient d’étre un
potentiel sur un graphe (ici Sde{O’l}).

Enfin, avant d’énoncer le résultat suivant, également dit & Kozlov et Vasilyev (cf. [KV80]),

et complété par les travaux de Kiinsch (cf. [Kiin84b|), précisons qu’une mesure 7 sur
SZ¢ est 2-périodique sous l'action de P si elle satisfait :

TP £ mwet nP@) =7 . (3.27)
Enoncons alors :

Théoréme (Kozlov-Vasilyev 1980, Kiinsch 1984)
Soit P une dynamique paralléle réversible, associée au bi-potentiel ¢. Soit ¢ le po-
tentiel sur SZ° canoniquement associé a ¢ par les formules (3.26). Alors :

— il existe au moins une mesure de Gibbs associée a ¢ qui soit réversible pour P;
— toute mesure réversible est une mesure de Gibbs associée & ¢ : R C G(p);
— toute mesure de Gibbs associée a o, est soit réversible, soit périodique de période 2.

¢

Ce théoreme explicite exactement les liens entre ’ensemble des mesures de Gibbs pour
le potentiel ¢ naturellement associé a la dynamique PCA réversible et I’ensemble des
mesures réversibles pour cette derniére.

Dans le cas ou la dynamique PCA est de plus invariante par translation, nous pou-
vons associer ce résultat au résultat de la sous-section 3.4.2 concernant les mesures
stationnaires invariantes par translation, et formuler le Corollaire 3.5.2.
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Précisons pour cela que si 'on demande & la famille de fonctions (¢, Pk,;) (k,j)e (24>
de vérifier, en plus de (3.18), les conditions suivantes :

Vk € Zd7 ¢k - ¢0
{ V(k,7) € (Z4?, ui( -, ) =dog( -, 0-x()) (3.28)

alors la dynamique PCA réversible D(¢) ainsi définie est invariante par translation.
Ce qui permet d’affirmer :

Corollaire 3.5.2
Soit P une dynamique PCA sur SZd, réversible, invariante par translation. Elle est
définie par le bi-potentiel ¢ grdce & (3.19), o ¢ vérifie (3.18) et (3.28). Soit ¢ le

potentiel sur Sz canoniquement associé & ¢ par (3.26).

Alors, les mesures réversibles pour la dynamique paralléle P sont exactement les me-
sures de Gibbs associées & @, qui sont également stationnaires :

R=5NG(y) . (3.29)

Et de plus, le sous-ensemble des mesures réversibles invariantes par translation est
égal & l'ensemble des mesures stationnaires invariantes par translation :

Ri=S;i . (3.30)

C’est o dire que la situation représentée par la figure 3.1 a lieu.

’/ N
/’ \ . Nsures réversibles
/ e —
. ) N
= - 7 ‘
y 4
7
%. ll
7 Dﬂm Msures de Gbbs
/ / E Msures stationnaires
\ p, DM Misures de Gbbsinv. [ translation

% Mesures réversibles noninv./ transiation

% Mesures réversiblesinv. | translation

F1G. 3.1 — Position respective de R, R;,S,S;, G(¢), Gi(p) pour une dynamique PCA
sur 5% purement stochastique, réversible et invariante par translation
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Preuve :

Puisque de maniére évidente on a 'R C S, d’apres le premier Théoréme rappelé dans
cette section, comme R C G(p), on a : R C S N G(p). Pour 'inclusion réciproque,
d’aprés ce méme résultat, toute mesure de Gibbs est, ou bien réversible, ou bien
de période 2. Un élément de S N G(¢) ne pouvant étre 2-périodique, on a donc :
SNG(p) CR.

Afin de prouver la seconde affirmation (3.30), remarquons que, toujours d’aprés le
premier Théoréme de cette section, il existe au moins une mesure réversible pour P,
qui soit également une mesure de Gibbs pour le potentiel ¢. D’aprés la preuve du
Corollaire 5.16 in [Geo88|, pour u € G(p) NS on peut construire, en moyennant les
translatés de p, une mesure y;, invariante par translation, appartenant a G;,(¢)NS. On
en déduit qu’il existe au moins une mesure sur S%¢ stationnaire pour P, invariante par
translation, qui soit également une mesure de Gibbs pour le potentiel . Ainsi, grace
au Théoréme de la sous-section 3.4.2, on sait que : S; C G(¢). D’apres le premier
résultat (3.29) de ce corollaire, on sait de plus que : R; = S; N Gi(p). La seconde
assertion R; = §; de ce corollaire s’en déduit alors. l

Pour les dynamiques PCA réversibles, ce Corollaire permet de dire que si le potentiel
© canoniquement associé a cette dynamique ne présente pas de transition de phase
(i.e. G(¢) réduit a une unique mesure de Gibbs u), alors on a :

R=TRi=38=0Gip)=6G(e)={n}, (3.31)

c’est & dire que dans la figure 3.1 tous les ensembles représentés se réduisent au
singleton {u} sauf a priori 'ensemble S\ S;.

Ainsi, pour les dynamiques PCA invariantes par translation réversibles, la question
de 'unicité des mesures réversibles pour la dynamique a volume infini (i.e.
sur SZd) se déduit d’une non-transition de phase pour un potentiel sur 5%°,
canoniquement construit a partir des régles locales d’évolution (pg)geze de la dyna-
mique. La question de l'unicité des mesures stationnaires (§ = G(p)7?) n’est certes
pas ici résolue de maniére générale, mais lorsque la dynamique P sera de plus attrac-
tive, sous une hypotheése supplémentaire (cf. (6.40)) pour 'unique mesure de Gibbs, le
Théoréme 6.4.1 démontré au Chapitre 6, assurera de lergodicité (cf. Définition 6.1.1)
de la dynamique, et en cela de 'unicité de la mesure stationnaire.

La question de transition de phase ou non pour un potentiel du type ¢ se pose alors
avec intérét pour ’étude des états d’équilibre des dynamiques PCA réversibles, et le
chapitre suivant abordera donc cette question, dans le cas ou S = {—1,+1}.

Signalons également le travail [You96], dans lequel les dynamiques markoviennes pa-
ralléles sont généralisées & des fins de traitement de I'image & des dynamiques a
mémoire finie, 7.e. non markoviennes, pour lesquelles I’évolution aléatoire du réseau
ne dépend plus seulement de ’état du réseau a l'instant précédent mais de N (N > 1)
instants précédents. Des états (N — 1) périodiques sont alors mis en évidence. Ceci
nous permet ainsi de relier la 2-périodicité possible pour les mesures de Gibbs
associées a la dynamique avec le caractére markovien de cette derniére. Afin
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de préciser la situation de la figure 3.1, nous mettrons donc en exergue au chapitre
suivant des mesures de Gibbs non stationnaires (donc, 2-périodiques).

Enfin, précisons que le cas de dynamiques PCA non-réversibles est laissé en pers-
pective pour une étude ultérieure. La premiére généralisation en ce sens, consiste a
considérer des dynamiques PCA dont la probabilité de transition retournée ne dé-
finit pas la méme dynamique PCA (cas réversible) mais définit tout de méme une
dynamique PCA (différente de la dynamique non retournée), c’est a dire est, condi-
tionnellement & 'instant précédent, de la forme produit. Ce cas a été introduit par
Vasilyev dans la référence [Vas78| sous la terminologie de PCA quasi-réversible. Un
résultat analogue au second théoréme de cette section y est établi. La caractérisation
gibbsienne qui y est mise en évidence y est cependant moins compléte que dans le cas
réversible qui nous intéresse principalement dans ce chapitre et le suivant. Signalons
que pour de telles dynamiques PCA, a la différence du cas réversible, le caractére
quasi-réversible n’est pas intrinséque a la dynamique et dépend trés fortement de la
mesure initiale considérée. Cela a pour effet que le potentiel gibbsien associé cano-
niquement a la dynamique dans le cas réversible, est, dans le cas quasi-réversible,
également 1ié au caractére gibbsien de la mesure prise comme mesure initiale. Il n’est
plus alors canoniquement associé a la dynamique parallele P, mais canoniquement
associé a la chaine de Markov (u, P) considérée.
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Chapitre 4

Etude d’une famille spécifique de
PCA

Dorénavant, dans ce chapitre, ainsi que dans les suivants, on considérera toujours le

cas S ={-1,+1}.

Nous définissons (sous-section 4.1.1) sur {—1; —|—1}Zd une famille paramétrée de dyna-
miques PCA réversibles, appelée classe C pour laquelle nous exhibons la forme exacte
de 'unique mesure v} stationnaire (car réversible) pour un volume A fini donné. Nous
déterminons d’autre part la forme explicite des mesures de Gibbs g} a volume A fini,
associées au potentiel ¢ canoniquement défini pour une dynamique réversible, d’aprés
les résultats du Chapitre précédent. Nous faisons alors, dans la suite de la section 4.1,
une étude précise comparative de ces deux familles de mesures a volume fini.

Dans la section 4.2, I’étude des mesures de Gibbs sur SZ¢ associées a cette famille de
dynamiques est développée. Principalement, nous prouvons, en dimension 2, qu’il y a
transition de phase pour le potentiel ¢, dés lors qu’un des paramétres caractéristiques
de la famille est suffisamment grand. Un cas particulier mérite également attention
(sous-section 4.2.2) grace a ses liens forts avec le potentiel d’Ising usuel.

Enfin, dans la section 4.3, lorsqu’il y a transition de phase, I’action de ces dynamiques
sur leurs diverses mesures de Gibbs associées est mise en évidence lorsque ces dyna-
miques sont attractives ou bien répulsives. Des mesures de Gibbs non stationnaires
sont en particulier mises en évidence, et le phénomeéne de 2-périodicité du résultat de
Kozlov-Vasilyev mentionné a la sous-section 3.5 (p. 44) est alors illustré. Le cas par-
ticulier 1ié au modeéle d’Ising, introduit en sous-section 4.2.2, est également considéré
en sous-section 4.3.3, cette fois du point de vue dynamique. Des mesures stationnaires
non invariantes par translation sont alors également exhibées.

Précisons que nous avons publié les principaux résultats de ce chapitre dans la réfé-
rence [DPLRO2]. Ils sont ici détaillés et compléteés.

4.1 Définition et étude fine & volume fini

Nous introduisons dans la sous-section 4.1.1 la famille paramétrée de dynamiques
PCA alaquelle ce chapitre est consacré, en précisons le degré de généralité et étudions
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Veffet des différents parameétres 8, h et K(.) introduits.

Dans la sous-section 4.1.2, la Proposition 4.1.5 détermine la forme explicite des me-
sures réversibles & volume fini associées a chacune des dynamiques de la famille intro-
duite. S’agissant de dynamiques réversibles, d’aprés les résultats du Chapitre précé-
dent, on leur associe canoniquement un potentiel ¢ sur S%¢_ dont les mesures de Gibbs
a volume fini associées sont comparées aux mesures réversibles (Proposition 4.1.8).

Lorsque la fonction d’interaction K est positive ou négative (K(.) < 0 ou bien K(.) > 0),
dans la sous-section 4.1.3 on établit le caractére monotone des mesures de Gibbs &

volume fini p} considérées, par rapport a la condition au bord 7 (Proposition 4.1.9).

Plus particulierement, lorsque X(.) > 0 — ce qui aura été établi comme correspondant

au cas ol la dynamique PCA est attractive — les mesures réversibles v} vérifient une

propriété analogue (Proposition 4.1.11); les Propriétés 4.1.12 et 4.1.15 ainsi que le

Corollaire 4.1.14 ordonnent entre elles différentes mesures réversibles v} et mesures

de Gibbs u}, ainsi que la projection & volume fini de toute mesure de Gibbs u sur

SZ¢ associée & @ (Proposition 4.1.16).

4.1.1 Deéfinition de la classe C de PCA
Définition

La famille spécifique de PCA introduite ci-aprés trouve son origine, sous une forme
simplifiée, dans la référence |[LMS90| (formule (1.29) de la section 1.6). La forme
plus générale donnée ici apparait dans la référence [BCLS99|, ot une étude de la
métastabilité de dynamiques PCA & volume fini est développée.

On introduit la classe C d’automates cellulaires probabilistes sur {—1, —|—1}Zd consti-
tuée par les dynamiques PCA dont la régle locale d’évolution (pg)geze s’écrit, pour
tout site k de Z9, pour toute configuration n € S%¢ et pour tout s € S, sous la forme :

1
pe(s | m) = 5(1 + stanh(8 Z KK — ke + ﬂh)), (4.1)
k’EZd
ot K(.) est une fonction d’interaction entre les sites, i.e. entre les différents automates :
K: Z¢ - R
kE — K(k)

qui vérifie les conditions :
— K(.) est une fonction paire;
— K(.) est une fonction a portée finie R > 0, c’est a dire :

Vk € Z% tel que k[, > R, K(k)=0; (4.2)

et ot B est un paramétre réel strictement positif, A un réel quelconque.

La condition de parité requise pour K(.) trouvera sa justification dans la remarque 4.1.1.
Soit k € Z?. Compte tenu de la définition (2.44) de V4, la condition (4.2) assure la
localité de la dynamique PCA ainsi définie, et plus précisément, on a :

Vi={K cZ%: KK —k)#0}. (4.3)
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Pour k € Z% et 7 € S%°, on note Ci(0) le coefficient d’interaction entre les sites
de ’ensemble V4 :

Ce(m) 2 ) K(K — k) + h=Cu(nw,) (4.4)

k’EZd

ce qui permet de reformuler (4.1) sous la forme :

Vk € Z4Vn e 8% Vs € S, pu(s | ) = (1 + stanh( 8 Cy(n) )). (4.5)

N | —

Cette forme (4.5) renvoie a la forme générale (1.6) annoncée au Chapitre 1 pour les
régles locales d’évolution pg quand #S5 =2 :

. 1
Vse S ¥ne ST, (s |n)=5(1+s k),

pour laquelle la condition (1.5) de pure stochasticité est équivalente a |hg(.)| < 1
(cf. 1.8). Ici cette condition est vérifiée puisqu’on a donc hg(n) = tanh (ﬂCk(n))

La forme (4.1) implique donc que les dynamiques paralléles de la classe C ainsi définies
sont purement stochastiques et invariantes par translation.

On précise en outre les liens de la classe C avec les modeéles généraux présentés a la
section 3.5 grace a la remarque suivante :

Remarque 4.1.1
Puisque s = +1, on a :
e 8Ck(n)
= 4.6
pk( s | n ) 2COSh(BCk(’)’])) ( )

pour tout k de 79, tout n de SZd, et tout s de S.

En effet, l’éqalité, pour les régles locales py, entre la forme (4.6) et la définition (4.1)
se vérifie successwement pour s = —1 et s = +1, en utilisant le fait que la fonction
cosinus hyperbolique est une fonction paire.

La classe C est alors en particulier une sous-classe de la classe des PCA réversibles
introduits en (3.19) : toute dynamique paralléle P de C est une dynamique paralléle

D(¢) ov ¢ = (Pr, Pr;) est défini par :

¢r(s) = Bhs
{ bk j(s,8") = BK(5 — k)ss’' (4.7)

pour tout s,s' éléments de S, et vérifie (3.18).

Généralité de la classe C

Précisons enfin que sur S = {—1;+1}, la classe C décrit la quasi-totalité des dyna-
miques PCA réversibles. En effet, d’apreés le résultat de Kozlov rappelé a la page 46,
on sait que toute dynamique PCA réversible est de la forme D(¢) ot ¢ = (Pr, Pk )k,
¢r étant définie sur S et ¢y ; définie sur S x S. Comme #S = 2, toute fonction
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ry définie sur S & valeurs réelles est définie par ri(+1) et r1(—1). Ici en définissant
¢r(s) = Bhs, on impose uniquement en plus r;1(+1) = —r;(—1). D’autre part, toute
fonction ry définie sur S x S est définie par la donnée de ro(—1,—1), ra(—1,+1),
ra(+1,—1), r2(+1,4+1), ce qui signifie qu’elle s’écrit nécessairement sous la forme,
pour tout (s,s') € S xS :

1) 1) 1)
ra(s,s') = a1ss’ + ass + azs’ + aq

ou (a1, as,as,as) sont des constantes réelles. Vu la normalisation de pi en mesure de
probabilité sur §, il apparait que les termes ne dépendant pas de s entrent dans la
constante de normalisation. Différents termes de la forme ass’ + a4 définissent donc
la méme régle locale d’évolution. On peut donc toujours se ramener, sans perte de
généralité, a considérer az = a4 = 0. Toute fonction r sur S x § utile a la définition
d’une dynamique PCA réversible est donc de la forme

ra(s,s') = s(a1s' + a2) .

On choisit ici a; de la forme BK(.) et ay = Bh. La particularité de la classe C se
restreint alors au choix spécifique de I'interaction propre qui doit satisfaire

ri(+1) = —ri(—1) =ay .

On peut donc considérer que la classe C décrit, sur {—1;—|—1}Zd, I’ensemble
le plus général (a l’interaction propre prés) de dynamiques PCA locales,
purement stochastiques, réversibles, invariantes par translation.

Effet des paramétres

Paramétre 0 de température

Le parameétre § introduit dans la définition de la classe C de dynamiques PCA per-
met d’en controler le degré d’aléatoire. Il apparaitra plus clairement dans la Propo-
sition 4.1.6 que ce parameétre § joue au sein du potentiel ¢ canoniquement associé
a la dynamique PCA un réle similaire & celui de 'inverse de la température dans le
potentiel d’Ising. Heuristiquement, plus § sera grand, plus la dynamique PCA sera
proche d’'une dynamique déterministe, et plus B sera petit, plus la part d’aléatoire
sera importante.

En effet, lorsque 8 = 0, on obtient px(s|n) = %,

dance entre les automates sur Z¢ et également du point de vue temporel, indépendance
entre I’état d’un automate & un instant et son état a 'instant précédent. Dans ce cas, a

chaque instant strictement positif, ’état du systéme est représenté par ®kezd%.

ce qui signifie une compléte indépen-

De plus, lorsque G est proche de 0, le résultat de Lebowitz et al. rappelé au Chapitre 3
permet d’identifier le nombre de mesures invariantes par translation, stationnaires
pour la dynamique PCA sur SZd, avec le nombre de mesures de Gibbs de ’ensemble

G:(®) ou (cf. formule (3.15)), pour & € SEXZ
B km)uin-1) (&) = —Inpr(&(n) | & (n—1) ),

®4(€) = 0 pour tout A € Z4, tel que A(k,n), A= {(k,n)} U (Vg,n — 1) ;
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soit ici, le potentiel @, invariant par translation sur 'espace-temps SLXL

B (km)puVen—1)(€) = =B &(n) Ce (év, (n—1)) +1n (2 cosh (B Ci (ka(n—l)))) . (4.8)

On sait, par exemple d’apreés la Proposition 8.8 in [Geo88], qu'une condition suffisante
pour que le critére d’unicité de Dobrushin (cf. Théoréme 8.7 in [Geo88|) soit satisfait
est :

wp S ((#)-1) s (@) - ea(e)]) < 2. (49)

(km)€Z4x7 A ¢ e ST XL

Ici, ce coefficient, membre de gauche de I'inégalité (4.9), est grossiérement majoré par

((#V) + 1) (#%)e(K)) 8B, (4.10)

ot ¢(K) ne dépend que de max,, | kze;/ K (k") |. Donc, lorsque B est suffisamment
0

proche de 0, ce critére est vérifié, il y a unicité de la mesure de Gibbs associée a ®,
et donc la dynamique PCA de la classe C correspondant & ce parameétre 8 n’admet
qu’une seule mesure stationnaire invariante par translation.

D’autre part, lorsque 8 est au voisinage de U'infini, la fonction tanh(.) prend des va-
leurs proches de —1 ou +1, et donc pg(s|n) prend des valeurs proches de 0 ou 1. Cela
signifie que la dynamique PCA est alors proche de la dynamique d’automate cellulaire
déterministe suivante : Vn € S%°,

pe(+1ln) = 1 si K(k — k)ne >0
Fe (4.11)

k EVk

Signe de la fonction d’interaction K(.)

La fonction K(.) définit pour les dynamiques PCA de la classe C la dépendance en
les valeurs a l'instant précédent des automates voisins. L’aspect important de ce
parameétre consiste en les signes respectifs des différentes valeurs de K(.). En parti-
culier, lorsque tous les couplages IC(.) sont positifs, la dynamique PCA est attractive
(cf. sous-section 2.3.3 pour la définition), alors que s’ils sont tous négatifs, la dyna-
mique est répulsive. C’est ce que démontre la proposition suivante :

Propriété 4.1.2 (CNS d’attractivité / répulsivité de la dynamique)
Soit P une dynamique PCA de la classe C . Elle est attractive si et seulement st :

K()=0. (4.12)
Elle est par ailleurs répulsive si et seulement si :

K()<0. (4.13)
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Preuve :

Attractivité

D’aprés la Proposition 2.3.6, ’attractivité est équivalente a montrer que pour tout
couple (o,7n) tel que 0 < 71, on a p(+1|o) < pr(+1|n). Soient (o,7n) tels que o < 7.
En utilisant la forme (4.1) initiale de pg, la condition pg(+1]o) < pe(+1|n) est alors
équivalente & C(0) < Cr(n). Il faut et suffit donc alors de montrer que, pour tout k,
et pour tout couple o <X 7, on a:

Y KK —k)ow < Y KK — k) (4.14)

K€V, =
Si I’on suppose (4.12), comme o < 7 signifie que pour tout site k' de Z? o < Mg, il
est alors immeédiat que (4.14) est vérifiée, d’ou attractivité de la dynamique PCA.

Réciproquement, si la dynamique est supposée attractive, on sait alors que pour tout
(o,7) tel que o < 7, (4.14) est vérifiée. Soit k € Z%. Appliquons cela au voisinage de
0, & une configuration o fixée telle que o, = —1, et prenons 7 = o* (cf. (2.11)), de
telle sorte que o < 7. (4.14) s’écrit alors :

Y K(K)ow+K(k)or < Y. K(K)ok+K(k)or = Y K(K)ow—K(k)ox
k'E€Vo k' £k k'E€Vo, k! £k k'€ Vo, k' £k
soit —KC(k) < K(k), donc (k) > 0. La nécessité de (4.12) est alors établie.
Répulsivité
D’apres la définition 2.3.7, la dynamique P est dite répulsive si, pour tout couple de
configurations (o,7) tel que ¢ < 7, on a, pour tout k € Z% pgp(+1|n) < pr(+1|o).
De maniére analogue au cas précédent, si £(.) < 0, Cx(n) < Ci(o) pour o < 1, d’ou

la condition de répulsivité. La réciproque se vérifie par le méme raisonnement que
précédemment, les inégalités étant retournées. l

Sous-classe (g

On définit également la classe Cp comme la sous classe de C telle que A = 0, soit
I’ensemble des dynamiques PCA de régle locale d’évolution, pour s = +1 et 5 € Sz,

%8 Y cza K(k'—E)my

2 cosh(B ) pieza KK — k)mir) ‘
(4.15)

pe(sl) = 5 (1 +stanh(8 Y2 K(K — K)e))

k’EZd

4.1.2 Mesures réversibles / de Gibbs a volume fini

Dans cette sous-section nous établissons, pour toute dynamique PCA de la classe C ,
la forme explicite des mesures stationnaires v} pour les dynamiques & volume fini Pf
(Proposition 4.1.5) ainsi que la forme explicite des mesures de Gibbs u} & volume
fini associées au potentiel ¢ canoniquement obtenu grace & la dynamique, et dont on
donne la forme (Proposition 4.1.6). Un premier résultat (Proposition 4.1.8) permet
de préciser le lien entre ces familles de mesures.
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Forme explicite des mesures réversibles

Précisons au préalable quelques définitions et résultats. Les deux lemmes & venir sont
utiles pour la démonstration de la Proposition 4.1.5. On définit :

ONE{kc A : VinA#£3Y}, (4.16)
ainsi que :
GAE{kc A : ViNA“£ 2}, (4.17)

On remarque que ;A C A et que AU 0. A est une union disjointe. On énonce alors le
lemme suivant, dont la preuve est immeédiate :

Lemme 4.1.3
Soit A € Z°. Puisque la fonction de couplage K est paire, alors comme, pour tout
keZd Vi ={K €Z% : K(K'—k)#0} (cf (4.3)), les voisinages (Vi )pege vérifient

la propriété suivante :

Vi, k' € (ZH?, K eV, <= kc V. (4.18)
Il est également aisé de montrer que :
Lemme 4.1.4
Soit A € 72 et soit Ay la partie finie de Z% x 72 associée définie par :
Ay = {(kKE)c(ZH : ke AK cVp CA}
LU (kK € (Z%? . ke AVAiNA £ 2K e VinA} . (4.19)
isjoin
Elle vérifie :
Ay = {(k,K") € A* : K(k—FK)#0} (4.20)
En particulier, Ay est une partie symétrigue, c’est a dire qu’elle vérifie :
(k) e Ay < (K, k) €A, . (4.21)

On peut alors énoncer la propriété remarquable des dynamiques PCA de la classe
C :lidentification explicite des mesures stationnaires (car réversibles) a volume fini,
dont l'existence est, de maniére générale, assurée de maniére non-constructive (cf. sec-
tion 3.2).

Proposition 4.1.5 (Forme explicite des mesures réversibles a volume fini)
Soit, pour tout k € Z%, py, défini par (4.1). Soit A € Z°.

~ Soit 7 € S une condition au bord. La dynamique paralléle P{ & volume fint A et
condition au bord T fizée (définie par : pp(.|oaTac), Yk € A) admet comme unique
mesure stationnaire la mesure de probabilité sur S* notée v définie, pour tout
opn € SA, par :

I/X(O’A) _ 1 H eﬂhak cosh (ﬁ Z K(k’ . k)(UATAC)kI T Bh) eﬂa'k Yontenc K(E'—k)my
(4.22)

ot W] est la constante de normalisation.

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

niudce a une iamiiie spcecliiiguce ac€ roua

Thése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

— La dynamique PCA & volume fini A et condition au bord périodique Py"" admet
comme unique mesure stationnaire la mesure de probabilité, notée vy, définie par :

er 1 o ~

v (on) = i H ePhr cosh (ﬁ Z K(k'—E)(64) + ﬁh) (4.23)
A keA k'czd

o WK” est la constante de normalisation.

Preuve :
Cas de la condition au bord fixée

Soit 7 € S%°. D’aprés la Définition 3.1.2, vérifier que (vi, P{) est une chaine réver-
sible signifie vérifier I’équation (3.2) ; c’est & dire que la quantité Pf(oa|na)vy(na) est
symétrique en (0,74 ). Par définition, P{(oa|na) = [Iren Pe(ok|na7ac), et puisque les
régles locales d’évolution sont également définies par (4.6), on a :

P (oalna)vi(na) =

ea'kﬂck(ﬂATAC)

1
H 2 cosh(BCk(naTac)) Wi

keA

Hcosh(ﬁck(mmc))eﬂhnk H BT gn K(K'—R)m

keEA k€EB; A
(4.24)

En simplifiant I’écriture précédente, et en utilisant la définition (4.4) de Ci(.), la
réversibilité est équivalente & montrer que

Z Z K(kl—k)(’)’]ATAc)kIO'k—I— Z Zt: K(kl—k)’)’]kal—I—h (’)’]k—|—0'k) (425)
kEN  K'EV, KETA  KTEA kel
est symétrique en (o, 7). La partie b Y (mx+0%) étant clairement symétrique, il faut
kEA
et il suffit alors de prouver la symétrie de

Z K(k’ — k)(’)’]ATAc)kIO'k + Z Z K(k’ — k)nka: . (426)

EEh ke, kETA KA

Afin de préciser le terme (na7ac)gr, on décompose (4.26) en :

kel;&A kz KK —k)meor + 5 >, Kk —k)npor +

EVy ked; A  K'eVinA

K(k’ — k)TkIO'k + Z Z K(k’ — k)nka: . (427)

kEB;A  K'eVinAc kEB;A  K'eVinAc

(1 (I1)

Puisque (I) 4 (II) se réécrit de maniére symétrique en :

(D+Un="5% > Kk —k7w(or+n), (4.28)

keB;A  K'cVinAc
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la réversibilité est alors équivalente a la symétrie en (o,7) de la formule
keA\&;A K'evy ked; A K eVinA
qui se réécrit encore, en utilisant la définition (4.19), sous la forme :
JEA2

Compte tenu du Lemme 4.1.4, la partie A, est symétrique (cf. (4.21)). En réalisant
alors un changement d’indice, et en utilisant la parité de K, on vérifie que (4.30) est
symétrique en (o,7n), ce qui permet de conclure quant a la réversibilité.

Cas de la condition au bord périodique

Comme précédemment, la réversibilité de la chaine (v}, Py”") est équivalente & mon-

trer que :

Z K(k’—k)’ﬁk/()'k—l-h ( k—I—O'k Z IC k k O'k/ k—l—h (&k—l-’)’]k) .
kEN EK'eVy kEA keA K'evy kEA

Le terme en facteur de h étant toujours linéaire, cette équation est équivalente a :
keA E'eVy keA K'eVy

En décomposant comme précédemment {(k,k') : k € Ak € Vi} en différents
sous-ensembles, on montre que (4.31) est équivalent a :

%: KK —kmor+ > > K(K' = k)ijwoy =
(k,ETYEA,

k€d;A  k'eViNA¢

(k,kT)EA

ked;A K'eViNnAc

et, puisque A, symétrique et K paire, encore équivalent & :

ked;A K'eViNnAc ked;A K'eViNnAc
On se convainc alors aisément de la véracité de (4.33) en utilisant les faits suivants : K
est paire, et la propriété (4.21) est vérifiée, donc, modulo l'action de la périodisation,
on peut considérer tout couple (k, k') tel que k € O;A, k' € Vi, N A° également comme
k'€ ;A k € Vi N A°. D’ou la réversibilité. B

Potentiel gibbsien associé a la dynamique PCA et forme des mesures de
Gibbs a volume fini associées a ¢

D’aprés la Remarque 4.1.1 les dynamiques PCA de la classe C sont des dynamiques
du type D(¢), définies par un ensemble de fonctions (P )rezq, auquel est associé cano-
niquement, d’aprés (3.26), un potentiel ¢. Grace au Corollaire 3.5.2, 'étude de G()
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PR ~ P . o1 . d
permet alors de préciser I’étude des états d’équilibre pour la dynamique PCA sur S%°.

La proposition suivante met en évidence la forme du potentiel ¢ ainsi canoniquement
associé a une dynamique PCA de la classe C .

Proposition 4.1.6 (Forme explicite du potentiel canoniquement associé)
Soit P une dynamique PCA de la classe C définie par (4.1). Le potentiel ¢ sur Sz
canoniquement associé & P s’écrit :

ex(ox) = —Phoy ;

ov,(ov,) = —Incosh (ﬁ Z K(k'— k)or + ﬁh) ; (4.34)
k EVk

waloa) = 0 pour tous les autres ensembles A.

La distribution de Gibbs & volume fini A et condition au bord T associée o @ s’écrit,
pour tout oy € S* :

prlon) = % H cosh (ﬂz (k' — k)(oaTae), + Bh) H ePhox (4.35)

A peAUBA keA

ot Z} est la fonction de partition normalisant uj en une mesure de probabilité sur
SA. Avec la condition au bord périodique, la distribution gibbsienne & volume fini A
associée & @ s’écrit :

() = % I] & cosh (5 S KK — k)G + m) | (4.36)
-

keA

En particulier, on a : py = vy .

On remarque que, lorsque A = 0, les dynamiques PCA de la classe Cy sont alors plus
précisément canoniquement associées au potentiel :

_ / )
¢v.(0v,) = —Incosh (5 kze;k K(k' — k)Uk') ; (4.37)
wa(ca) = 0 pour tous les autres ensembles A.

Preuve :

D’aprés la remarque 4.1.1, la forme (4.1) des régles locales définit une dynamique
parallele D(¢) ou le bi-potentiel ¢ sur SZx{0.1} o5t défini par (4.7). Compte tenu de
la formulation générique (3.26), le potentiel ¢ sur Sz canoniquement associé a P
s’écrit sous la forme (4.34).

La définition générale de la distribution de Gibbs associée a un potentiel ¢ sur un
volume fini avec condition au bord 7 ou condition au bord périodique (cf. sous-
section 2.2.2, en particulier (2.19) et (2.27)) nous fournit alors les formes (4.35) et
(4.36). Enfin, vu les formes (4.23) et (4.36) définissant respectivement les mesures v}

et uh", mesures de probabilités sur S, on a que g} = 1" A

On attire 'attention sur le fait que le potentiel (¢ 4)aczq défini en (4.34) est invariant
par translation. On remarque que la forme explicite de p} fait intervenir & € AU LA,
ensemble de sites qui coincide, lorsque k € Vj, avec 'ensemble A défini par (2.52).
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Par ailleurs, c¢’est un potentiel multi-corps; plus précisément, a la différence du
potentiel d’Ising (cf. (2.17)), le potentiel ¢ ne pondeére pas uniquement des couples de
sites. Nous verrons par exemple que méme lorsque K est de portée 1, 2d a 2d+ 1 sites
interagissent entre eux, sans que cette interaction puisse étre décomposée uniquement
en interactions par couples de sites. Ce potentiel est donc nettement plus complexe
que le potentiel d’Ising usuel.

Remarquons ici, et cela sera utile par la suite, que le changement de X(.) en —K(.)
laisse ¢ inchangé. Cependant, nous savons aussi déja qu’'une telle manipulation sur
la fonction K(.) modifie le comportement de la dynamique (cf. Propriété 4.1.2).

Enfin, 'exemple suivant témoigne également de la complexité d’un tel potentiel puis-
qu’il n’est pas ferromagnétique (cf. sous-section 2.2.3), et que l’on ne peut donc envi-
sager de le comparer stochastiquement de maniére générale & un potentiel qui serait
un potentiel par paires usuel.

Exemple 4.1.7

Dans la référence [BCLS99], il est établi que dans le cas particulier de la dimension
d =2, lorsque h =0, K(0) =0 et K(e1) = K(ea) = K, linteraction est a 4 corps et
lon a :

= —Jy — J r—J. / 4.38
ov, (o) o— Ja (k,%jeAZ OkOk 4 kl;[Vk Ok, (4.38)

ot, pour tout 3 >0 et K € R,

Jo = %ln (cosh(4ﬂK) cosh4(25K)) >0,

Jy = %ln (cosh(4ﬂK)) >0,

1 cosh(46K)
Ja= 8 In (cosh4(25K)) s9

Précisons que bien que cet exemple atteste du fait que ¢ n’est pas un potentiel
ferromagnétique, nous réussirons cependant a établir dans la sous-section 4.1.3 a venir,
sous certaines conditions pour K, que les mesures de Gibbs associées sont monotones.

Comparaison des mesures réversibles/de Gibbs a volume fini

En considérant attentivement la forme donnée en (4.22) des mesures réversibles v7,
et en la comparant a la forme des mesures de Gibbs p} donnée par (4.35), il apparait
que les mesures v} sont exactement les mesures p} auxquelles on ajoute un effet de
bord. La proposition suivante confirme cette intuition. Elle établit de plus le fait que
la famille de mesures (V] )aeze nest pas une famille compatible, au sens ou elle ne
vérifie pas la relation (2.23), et ne peux donc étre une famille de mesures de Gibbs a
volume fini pour un quelconque potentiel.

Proposition 4.1.8 (Comparaison mesures réversibles/ de Gibbs)
Soient A, A" deuz parties finies de Z2, telles que A C A' et ANON = &. Soit T une
condition au bord de A' : 7 € S2°. On a alors :

VX’(UA|UA’\A) = IU,ZA’\ATAIC (O'A) . (439)
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En particulier, pour A = {k} C A’ tel que k ¢ O;\',on obtient, pour tout o, € S :
vi(orloank) = g™ (on) - (4.40)

D’autre part, pour k € ;A" fizé, on a, pour tout o, € S :

1 Bor > K(—k)7

Vi loglo = —— ePhor cosh(BCr (oroansT €
A’( k| A’\k) W;,[(j’]:/\k KeVinn (ﬁ k’( EO ANk A’C)) y

\ A TOAl . .
(o Wy, 2™ est la constante de normalisation) alors que :

! e ]_
IU’XI(Uk|0-AI\k) = Iu’?]/c\}\kTA (O'k) _ W eBhak

{k}

COSh(BCkl(O'kO'AI\kTA/c)) .
k EVk

(4.42)

Preuve :
Par définition, on a :

I/X, (O'AO'A/\A)

vi(oaloana) =
> Vi(naoana)

A

Par ailleurs, compte tenu de la définition (4.22) de v, :

VX'(UAUA’\A) =

1T H cosh (BCkl (O'AO'A’\ATAIc)) H cosh (ﬁCkZ(UA/\ATA/c))

A"k €AUBA ky EA'\(AUBA)

Bokg Z K(k—3)7;
H eﬂha'ka H B'Bha-k‘l H e jEA’c

ks€EA ka€A\A ks €O;A!

On remarque alors que, dans I’écriture de v7,(op]oana), seule la quantité :

H cosh (ﬁclﬂ (UAUA’\ATAIc)) H e,@ha'k3

k1 EAUBA ks€EA

fait intervenir les valeurs de o,. On peut alors écrire :

vi(oaloana) = T(A, A oana, 7) H cosh (ﬁckl(UAO'A/\ATAIc)) H ePhoks

k1 EAUBA ks€EA

ot T(A, A',oana,7) désigne le produit des autres termes ne dépendant pas de o,. Or,
on sait par ailleurs (cf. (4.35)) que :

Tt Tple 1 7
i (n) = s ] cosh (B0 (agmarae)) T &

A k1 EAUBA ks€EA
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O'AI\ATAIC

et comme v}, (oa|oana) et py sont des mesures de probabilité sur S*, alors :

1

TO'AI\A
A

T(A, AI, UA’\A; T) =

d’ot1 le résultat.

Enfin, (4.41) s’obtient par un calcul analogue au précédent d’une version de la pro-
babilité conditionnelle, et (4.42) s’obtient en utilisant la forme explicite du potentiel
@ et le fait qu’il s’agit d’une mesure de Gibbs. B

4.1.3 Cas monotone

On désigne par cas monotone le cas ol toutes les interactions K(.) entre les sites sont
de méme signe, c’est & dire lorsque l'on a :

VekeZ% K(k)>=0, (4.43)

ou bien

VkeZ% K(k)<O0. (4.44)

En effet, nous établissons que dans ces cas, bien que le potentiel ne soit pas néces-
sairement ferromagnétique, les mesures de Gibbs associées sur S sont quand méme
monotones (cf. exemple 4.1.7).

Compte tenu de I'invariance déja remarquée de @ par le changement de £(.) en —K(.),
il est évident que la Proposition 4.1.9 concernant les mesures de Gibbs u} sera valable
sous 'une ou l'autre des conditions (4.43) ou (4.44).

Cependant, les mesures v} different des mesures pj par des termes de bord, de telle
sorte que les mesures v] ne sont pas, elles, invariantes par le changement K(.) —
—K(.). Cette remarque est cohérente avec la Propriété 4.1.2, ou il a été établi que le
signe de la fonction de couplage K revét une grande importance pour le comportement
général de la dynamique PCA.

On appelle donc plus précisément « cas monotone », le cas ot (4.43) ou bien (4.44) est
vérifiée (et pour lequel la dynamique PCA peut donc étre attractive ou répulsive) ; et
« cas attractif » le cas ou seul (4.43) est supposé vraie (cas o la dynamique PCA
est attractive).

Monotonie des mesures

Nous établissons deux résultats de monotonie en la condition au bord 7 des mesures a
volume fini, 'un concernant les mesures de Gibbs u} et l'autre concernant les mesures
réversibles v} . Ces deux résultats se fondent sur le Lemme 4.1.10.

Proposition 4.1.9 (monotonie des mesures de Gibbs)
Soit A € 72 et soit T une configuration au bord. Si l'on suppose que la condition
(4.43) ou bien (4.44) est vérifiée, alors la mesure de Gibbs & volume fini pj vérifie,
pour deuz configurations au bord 71 et o telles que 71 X T

Br S By (4.45)
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On a également :

py S Hy S pg (4.46)
En particulier, ({.45) signifie que toute mesure de Gibbs associée & ¢ est monotone
et que
VpeGle), w spspt. (4.47)
Preuve :

Soit A € Z%. Soient 71,7, deux configurations de S*° telles que 71 < 75. On souhaite
prouver que py < py’. Afin de prouver cette inégalité entre deux mesures, on va
utiliser un critére suffisant établi a l'origine par Holley ([Hol74]). On l'utilise ici sous
une forme un peu plus forte due & Héggstrom (cf. Théoreme 3.2 de [H&g98|).

Théoréme (Holley 1974, Higgstrom 1998)

Soit A une partie finie de Z9. Soient u, u' deux mesures de probabilité sur S*

(S = {—1,+1})) qui donnent un poids strictement positif a tous les éléments de S2.
Une condition suffisante pour avoir p < u' est :

VkeA, Vo, € S onme S 0 = A+ oae) < (1 ohg) (4.48)
¢

I suffit donc de montrer que, pour tout k& € A, pour tout couple o, ¢’ de configurations
de SA\EY telles que oAk I Ux\k, on a :

7'1 7-2
ph (FDkloae) < pg ((F1)kloa) - (4.49)
Soient ainsi k € Z¢ fixé, et 0,0’ deux configurations de SMMF} telles que TAk Ux\k.

S’agissant de mesures de Gibbs, la propriété fondamentale (2.23) permet de réécrire
(4.49) sous la forme :

gy ((FD)) < gy ™ (1)) - (4.50)

On vérifie que {k} U 0.{k} = {k} U V4. Compte tenu de la forme (4.35) des mesures
de Gibbs, on explicite alors (4.50) :

k’e{l]}UVk cosh (Bck’( (—I_l)kUA\kTic )) eBh

_g:Zi]_ k’e};{UVk COSh (ﬁck’( (S)kUA\kTI]iC )) eﬂhs

k’e{llguvk cosh (ﬁCk/( (‘|‘1)k‘7;\\k7ﬁc )) ePh

N

(4.51)

cosh (BCu( (8)ro'\, T2, eBhs
22 el b (BC((horyri )
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De la forme 7 -I—q1 < p;qu (ot (p1,q1, P2, g2) sont des réels), 'inégalité (4.51) est alors

équivalente & :

cosh (BCk ( (+1)koakTpe )) €™ cosh (BCk( (~1)eohyu7he )) e

k'e{ktuvy,
< 1T cosh (ﬁCk/( (‘|‘1)k‘7;\\k7'§c )) h cosh (ﬁCk/( (— )kO'A\kTAc )) e Pk
k'e{k}luV,
(4.52)

Les termes en e*P? se simplifiant, on en conclut qu’il suffit d’avoir, pour tout k' €

{k} UV, linégalité :

cosh (ﬁCk:( (—I—l)kO'A\kTic )) cosh (ﬁCk/( (— )kO'A\kTAc ))
< cosh (ﬁCk/( (—I—l)kO'A\kTAc )) cosh (ﬁCk/( (— )kO'A\kTAc )) , (4.53)

pour démontrer (4.45). Le Lemme 4.1.10 nous assure alors cette conclusion, puisque
TAETRe U;\\kTKc, et que l'on a supposé (4.43) ou (4.44).

Cas de la condition au bord périodique

Comme précédemment, afin d’établir " < uf, il suffit de montrer que, pour tout
k € A, pour tout couple de configurations oy\x < Ux\k, on a

pr((FD)kloak) < pa ((F1)klopye) -

I1 suffit ensuite pour cela de prouver que, pour tout k' € V4 :

cosh (BCk( ((+1)eoae)"" ) cosh (BCk ( (~1)kohe(+1)ac ))
< cosh (B0 ( (+1)eohe(+1)ae )) cosh (BCu( ((~Leome)™)) , (4.54)

ce que nous affirme le Lemme 4.1.10 puisque (ox\x)"" < O'A\k(—l—]_)Ac.

per

De maniére symétrique, puisque oa\e(—1)ae < (Ux\k) , on vérifie que p, < pi . W

Etablissons maintenant :

Lemme 4.1.10

On suppose que (4.43) ou bien (4.44) est vraie. Soit k € Z2 fizé. Soient deuz configu-
rations U{k}%o-%k}c sur SR} telles que Ol <X U%k}c, et notées respectivement oge et
Ope. Pour tout k' € {k} U Vi, linégalité suivante est vérifiée :

cosh (BCr ((+1)goke)) cosh (BCr((—1)xope))
< cosh (BCr((—1)koke)) cosh (BCr((+1)koye)) . (4.55)

Preuve :
Calculons dans un premier temps :

Cr((F1)k0ke) + Crr((—1)k0%e)
=Y KG-Ko+Kk—K)+ht Y K- K)ol — Kk —K)+h

JEV 1,34k JEV1,i#k

— S K(G— K)o+ 0} 42k

JEVy3#k
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Ainsi, on a :

Ckl((—|—1)k0'kc) + Ck/((—]_)ka';cc) = Ckl((—|—1)k0';cc) + Ckl((—]_)ka'kc) . (456)
En utilisant ce résultat, conjointement a la formule classique
1
Va,b € R, cosh(a) cosh(b) = §(cosh(a + b) + cosh(a — b)), (4.57)
on obtient que (4.55) est équivalente &
cosh (B(Cur((+1)kone) — Cr((—1)kok)))
< cosh (B(Cu((+Dkoke) = Cu((—eowe)) ), (4.58)

soit encore équivalente a

‘Ck:((—l—l)kakc) G (1ol (4.59)

< [Cul(+1)k0te) = Cu((~1nore)

En développant Cg(.), on obtient que (4.55) est équivalente &

2K (k— ) + K(G — ¥)(o; - o))

JEVnitk

SPRE-K)+ 3 K- K)o~ 0y)| (4.60)

JEV, .37k

c’est & dire & une inégalité du type

[z -yl < |z +yl (4.61)

oz =2Kkk—kK)ety= > K(j—FK)(o}—0j).
JEV1,3#k
Comme o < o', on rappelle que l’on a, pour tout j € Z<, 0; < . On en conclut alors
le résultat, puisque :
- siVkeZ4 K(k)>0,alorsz >0ety>0,etdonc (4.61) est vraie.
- siVkeZ4 K(k) <0, alorsz<0ety<0,et (4.61) est également vraie.
[

De maniére analogue a la Proposition précédente, on a :

Proposition 4.1.11 (monotonie des mesures réversibles)

Soit A € 72 et soit T une configuration au bord. Si l'on suppose que la condition
(4.48) (K(.) = 0) est vérifice, alors la mesure stationnaire ¢ volume fini v} vérifie,
pour deuz configurations au bord ' et 72 telles que ' < 72 :

vy Xy . (4.62)
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Preuve :

Soient k € Z? fixé, et 0,0’ deux configurations de S*\E} telles que Tk S Ux\k.
Comme précédemment, compte tenu du critére suffisant de Holley-Haggstrom, il suffit
de montrer que,

v (+D)kloae) < V5 (F1)kloh) - (4.63)
Considérons deux situations : k € A\ 0;A et k € G;A.
— Sik € A\ G;A, alors, d’apres (4.40), (4.63) se réécrit :

gy (1)) < gy ™ (1))

ce qui, sous I’hypothése (4.43), nous est assuré par la Proposition 4.1.9.

— Si k € 0;A, d’aprés la formule explicite (4.41), (4.63) se réécrit sous une forme
équivalente :

+8 Y, K-k}
eﬂh H COSh (ﬁck’( (—I_]-)ko-A\ij]\-c )) e JEVLNASC

k'eVinA
-8 . /C(j—k)Tj2
e PP [l cosh (ﬁCk/( (_l)kU;\\kTKC )) e  JEVENAC
k'eV,nA
+8 . /C(j—k)Tj2
< e'Bh H cosh (ﬁck/( (—I_]‘)ko-;\\k’ric )) e FEVENAS
k’EVkﬂA

-8 >, K-k}

e T]  cosh (BCu( (—1)eoawic ) e V0 (464)
k'eVinA
Compte tenu du Lemme 4.1.10, il suffit alors d’avoir

KG-kyrj< > K-k} (4.65)

JEVENAS JEVENAS®
pour conclure a la validité de (4.64). Or on a supposé que K(.) > 0 et que 7! < 72,
donc cette derniére inégalité est vérifiée, nous assurant alors du résultat recherché.

Précisons ici que la Proposition 6.2.1 au Chapitre 6 établira le méme résultat pour une
dynamique PCA attractive quelconque sur {—1; —|—1}Zd, non nécessairement réversible.
La preuve de la Proposition 4.1.11 est uniquement statique, et repose sur la forme
explicite des mesures réversibles v pour les dynamiques PCA dela classe C , alors que
la preuve de la Proposition 6.2.1 utilisera uniquement les propriétés de la dynamique
et 'existence et les propriétés du couplage qui sera développé au Chapitre 5.
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Raffinement de la comparaison des mesures réversibles a volume fini
avec les mesures de Gibbs dans le cas attractif

Dans cette partie, nous nous situons uniquement dans le cas attractif. Principalement,
nous établissons le Corollaire 4.1.14 qui sera utilisé dans la suite de ce chapitre et la
Propriété 4.1.16 qui permet d’encadrer la projection de toute mesure de Gibbs de G(¢)
sur un volume fini A entre les mesures réversibles a volume fini A, v, et v}, extrémales
au sens de l'ordre stochastique. Du point de vue des simulations numériques, cet
encadrement sera également utile.

Les propriétés 4.1.12 et 4.1.15 sont des résultats intermédiaires.

Propriété 4.1.12
On suppose (4.48) : K(.) > 0. Soient A, A’ deuz parties finies de Z° telles que A C A’

Alors, pour toute configuration oyna € SM\A on a les inégalités suivantes :
I/X/ ((-)A|UA’\A) # Vp () ) (466)
I/X, ((-)A|UA’\A) % I/X() . (467)

Remarque 4.1.13 On remarquera que (4.66) et (4.67) sont en quelque sorte des
propriétés de sous-, resp. sur-, gibbsianité.

Preuve :
Traitons dans un premier temps l'inégalité (4.66) :

Afin de prouver cette inégalité entre deux mesures, on utilise & nouveau le critére
suffisant de Holley-Héggstrém, précédemment rappelé.
Considérons A, A’ deux parties finies de Z? telles que A C A’ et opna € SANA
Soit k € A, et soient O'A\k,O'x\k tels que : op\ < Ux\k. D’aprés le critére suffisant
précédemment rappelé, il suffit alors de montrer que :

Vi ((+kloanaon) < vi ((+1)kloh) (4.68)

pour conclure. On va alors considérer différents cas, selon la position du site k& dans
A et prouver (4.68) dans chacun d’eux :
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1. Cas ot k€ A\ ;A

Dans ce cas, compte tenu de 1’équation (4.40), I'inégalité (4.68) est équivalente
a:

TanaTa\k(+1)pre (+1)ac
pag () < M{;?;k (1)) - (4.69)
On utilise alors 'hypothése (4.43), et puisque oanaoa\k(+1)ae < O'A\k(—|-1)Ac
le résultat (4.45) de la Proposition 4.1.9 nous permet de conclure que (4.69) est
vérifiée.
2. Cas ou kc ;AN :

Dans ce cas, on ne peut plus utiliser (4.40). On va alors s’attacher a montrer
directement I'inégalité (4.68). Comme v, ( . [oanaoa\k) et vf (. |U;\\k) sont des
mesures de probabilités sur S = {—1,+1}, 'inégalité (4.68) est équivalente a :
v (FDkloanaoae) - v (= 1eloane) < vE((=Drloanaoane) - v ((+1)elohye) -
Compte tenu des formulations explicites, (il faut et) il suffit alors de prouver

que :

et H cosh [ﬁcj(("'l)kUA\kUA'\A(—I—l)A/c)] etB 2 jgnr K(k=7)
JEVLNA'

o—Bh H cosh BC ((— )kO’A\k(—|—1)AC)] e—B Tiga K(k—3)

JEVLNA

L e PR H cosh [BC ((— )kO'A\kO'A/\A(—I—]_)A/c)] e~P Ligar K(k=3)
FEVENA!

o TOh H cosh [Bcj((+1)k0x\k(+1)Ac)] o+B T jen K(k—5)

JEVENA

Puisque, pour 7 € A,
Tavkoana(+1)ae < op\(+1)ac
le Lemme 4.1.10 a venir établit que :

cosh [BC;((+1)eoakoana(+1)ar)] . cosh [BC;((—1)roh\k(+1)ac)]
< COSh [BC (( )kO'A\kO'AI\A(—I-l)AIc)] . COSh [BCJ((—I-I)kUA\k(—I-l)Ac)] .

Pour vérifier (4.68) dans ce cas, il suffit alors d’avoir :

o285 jeana Klk—3) < H cosh [BC;((—1)eoakoana(+1)ar)]

h (4.70)
FEVRN(A\A) cosh [ﬁcj((—l_l)kUA\ko-A’\A(‘|‘1)Alc)]

On remarque qu’en prenant

D= ZIC(Z -7+ Z K —7)(enroana)i + 7,

I¢A! leA\k
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le membre de droite de cette inégalité peut s’écrire astucieusement sous la
forme : _ _
ePDe=BK(k=3) | o=BD BK(k—j)

H eﬂDeﬂ’C(k_j) —|— e_ﬂDe_IB’C(k_j) )
JEVEN(A\A)

(4.71)

On remarque alors que, pour tous réels z,y,p,q telsque p > 0,¢> 0, p+qg=1,
on a: ‘
min(z,y) _ pz + gy
< :
max(z,y) = py + gz

Soit 7 € Vx N (A"\ A). Appliquons le résultat précédent a la situation présente

en prenant :
ePD e PP

P= Dy o0 97 oD | 8D
on obtient ainsi :
min(e=BKU=) HOKIE=)) 8D ~8Klk=3) | =D P (i)

max(e_ﬂx(k_j)7 e+ﬂlc(k_j)) ~ eﬂDeﬂ’C(k_j) —|— e_ﬂDe_ﬂK(k_j)

soit encore, puisque 'on a supposé £(.) > 0 :

eBD —BK(k—3) | g—BD oBK(k—3)

= eBDfK(k—j) | ¢—BDe—BK(k—j)

e~ 2BK(k—7)

En effectuant le produit, pour 5 € VyN(A'\A) de toutes ces inégalités strictement

positives, et en remarquant que ZjeA,\AIC(k —Jj)= Zjern(A’\A) K(k —7), par
définition de V4, on obtient donc I'inégalité (4.70). La validité de (4.68) dans ce
cas en découle alors.

3. Cas out k € (GA)N(A"\ GA) :

Comme dans le cas précédent, 'inégalité (4.68) est équivalente a :

v (4 Dkloanaoa) v (= Delorg) < vi((=1eloanaoa) va ((+1)elohye)

ce qui est encore équivalent & :

e T cosh [BC;((+1)konkonna(+1)ae)]

JEVENA!

o Bk H cosh [BCj((—l)kUj\\k(—|-1)Ac)] e—B T g Klk—1)

JEVENA

< e Ph H cosh [BCJ-((—l)kUA\kUA:\A(—I—l)AIc)]

FEVENA!

o TOh H cosh [Bcj((+1)k0x\k(+1)Ac)] o+B T jen K(k—5)
JEVENA

On notera ’absence de certains termes par rapport a l'inégalité analogue dans le
cas précédent. L’absence de ces termes fait que ce cas est encore plus favorable
que le cas précédent, et donc, on démontre de maniére identique la validité de

(4.68) dans ce cas.
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L’inégalité (4.66) étant prouvée, I'inégalité (4.67) (conditions au bord négatives) se
prouve de maniére similaire :

Soit k € A et soient oa\r < Ux\k. Comme précédemment, il suffit de montrer que :

vy (FDklome) < v ((H1)kloanaoi)

dont la preuve se subdivise en les trois mémes cas : k € (A\ G;A), k € AN OGN, et
€ (G;A) N (A"\ G;A"). Le premier cas revient & montrer 'inégalité suivante sur les
mesures de Gibbs :

—peco (—1)prcapn o0
Bl T (HR) < gy (1)

qui découle du fait que les mesures de Gibbs & volume fini sont monotones croissantes
lorsque la condition au bord lest (cf. (4.45)). Le second cas est équivalent a montrer
que :

e~ Bh H cosh [BC;((— 1rop\xoana(— 1)pre)] e B jenr K(k—4)
JEVLNA'

o +Bh H cosh [BC;((+1)koa\k(—1)ac)] e—B L jen K(k—3)

JEVENA

< etPh H cosh [ﬁCj((—l—l)kax\kaA/\A(—l)A,c)] e P Ligar K(k=3)
JEVENA!

o —Bh H cosh [BC;((—1)koae(—1)ac)] B jqn K(k—5)

JEVLNA
Pour 57 € A, on sait également que :
cosh [BC ((— )kO'A\kO'AI\A( l)AIc)] . cosh [ﬂC-((—I—l)kaA\k(—l)Ac)]
< cosh [ﬁCj((—l—l)kUA\kaA/\A(—l)AIc)] . cosh [BC ((=1)roae(— l)Ac)] )

Il suffit alors de montrer que :
COSh [BCJ((‘I—]_)]CU;&\ICUAI\A(_l)AIc)]

e_zﬂzjeA’\A K(k—3) <
EVkﬂ(A’\A) COSh [BC (( )kUA\kUA’\A( l)Alc)]

(4.72)

On vérifie cette inégalité comme dans le cas des conditions au bord positives en
réécrivant le membre de droite sous la forme :
eBD’ o=BK(k=5) | o=BD' BK (k)

H eBD' eBK(k—3) | ¢—BD' o—BK(k—j)
JEVRN(A\A)

(4.73)

avec cette fois :

:ZK(l—j Z IC UA\kUA’\A)l‘I‘h

I¢A IeA\k
Finalement, le dernier cas (k € (0;A) N (A"\ G;A")) est, ici encore, plus favorable que

le second. A

Compte tenu du résultat précédent, on peut alors énoncer :
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Corollaire 4.1.14
On suppose K(.) > 0. Soit A @ Z%. Les inégalités suivantes sont alors vraies :

per per

vy Sy S py =vp S pk Svf (4.74)

Preuve :
Soit A’ € Z% tel que A C A’ et ;A N G;A' = &. D’aprés la Proposition 4.1.8, on sait
que, pour tout op € S :

vi(oal+1ana) = pi(on) -

D’autre part, la Propriété 4.1.12, nous assure que :

v ((Dal+1ana) < i (1) -

On en conclut donc que pf < vi.

De maniére analogue, le résultats symétrique (4.67) associé a la Proposition 4.1.8
per

fournit vy < pj. Enfin, la Proposition 4.1.9 a comme conséquence py < ph” < uf,

et la Proposition 4.1.6 atteste de v} = pi”. B

D’autre part, la Propriété 4.1.12 assure également :

Propriété 4.1.15 (Comparaison des mesures réversibles extrémales sur des
volumes emboités)

On suppose K(.) > 0. Soient A, N’ deuz parties finies de Z¢ telles que A C N'. Les
mesures réversibles a volume fini v} et vy vérifient :

pr v < vf (4.75)
PA Vyr = Uy (4.76)

Preuve :
Soit f une fonction sur S* croissante. En utilisant que v} est égale au mélange de
ses probabilités conditionnelles :

pn vh(f) = / / F(0a) v (dorloana) (pana v)(doana)

= [vhflonn) (pun v donn)
En utilisant le résultat de la Propriété 4.1.12 qui nous assure, pour tout oana, que

vii(floana) < vE(f)

on en conclut que

on Vi) < VR ()
La preuve de 'inégalité (4.76) provient de maniére analogue de 'inégalité (4.67) du
lemme 4.1.12 . K

Enfin, le lien annoncé entre les mesures a volume fini vy et v, et toute mesure de

Gibbs de G(¢) est établi :
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Propriété 4.1.16
On suppose K(.) 2 0. Pour toute mesure de Gibbs u associée & @, on a, pour tout
volume fini A :

vy <P B Vf (4.77)

Preuve :

Soit L un entier tel que A C Br. La Propriété 4.1.15 nous assure alors du fait que
oA V;'L < vi . Par ailleurs, l'utilisation conjointe des résultats établis en (4.74) et
(4.45) permet d’affirmer que, pour toute configuration au bord 7, pg < ,u;'S'L < V;'L,
soit encore

foa pg, S VL - (4.78)

Soit p une mesure de Gibbs extrémale de G(p). D’aprés les résultats usuels de la
théorie des mesures de Gibbs, on sait qu’il existe 7, condition au bord telle que
po= limne g, (ott (Brn)n est une suite extraite adéquate). En utilisant alors
I'inégalité précédente (4.78), appliquée a la sous-suite (Br,)n, et en passant a la
limite (n — 00), on obtient pp u < v{.

Cette inégalité étant démontrée pour toute mesure de Gibbs extrémale, comme elle
est stable par combinaison linéaire convexe, elle est alors vraie pour toute mesure de

Gibbs p de G(gp).

D’autre part, compte tenu de (4.76), et des résultats (4.74) et (4.43), on prouve la
partie gauche de (4.77) de maniére similaire. H

4.2 Mesures de Gibbs naturellement associées

Aprés avoir décrit pour une dynamique paralleéle P de la classe C la situation a volume
fini, abordons maintenant I’étude de cette dynamique sur 5%, S’agissant d'une dyna-
mique du type D(¢), le Corollaire 3.5.2 s’applique, et on a la situation décrite par la
figure 3.1 ou le potentiel ¢ est précisément de la forme (4.34) présentée et discutée a
la sous-section précédente. La forme du potentiel ¢ étant explicite, un des intéréts de
considérer une dynamique de la classe C est alors de pouvoir préciser ’existence ou
non de transition de phase pour ¢, et d’en déduire, grace au résultat général rappelé
précédemment des résultats concernant les états d’équilibre pour la dynamique PCA
considérée. Ce dernier point sera 'objet de la section 4.3. Nous nous intéressons dans
la section présente a l’étude du phénoméne de transition de phase pour ¢, selon les
différentes valeurs du parameéetre (.

On a vu que lorsque B est proche de 0, il n’y a pas de transition de phase pour le
potentiel espace-temps ®. De maniére identique, lorsque § est proche de 0 (zone
dite de « hautes températures »), le potentiel ¢ vérifie les conditions d’unicité de
Dobrushin (cf. Théoréme 8.7 in [Geo88|), et on a donc unicité de la mesure de
Gibbs associée a .

Lorsque la dimension d = 1, on sait qu’il y a unicité des mesures de Gibbs inva-
riantes par translation associées a un potentiel & portée finie sur un espace de spin S
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compact (cf. Théoreme 8.39 in |Geo88|). Puisqu’ici ¢ est un potentiel invariant par
translation & portée finie, on a, pour tout 8 € Rt et tout A € R, unicité de la
mesure de Gibbs associée a .

La complexité annoncée du potentiel @, potentiel & plusieurs corps, nous ameéne alors
dans cette section & nous restreindre au cas ou la portée de la dynamique est de 1,
c’est & dire au cas ou V;, est de la forme :

Vi={K ez : |k—FK| <1},

ce qui revient a prendre R = 1 dans la formule (4.2), c’est & dire encore que les seuls
termes XC(k) non nuls sont les K(e;), pour 1 <7 < d, et éventuellement X(0). On se
restreint également au cas o h = 0, ce qui signifie que l'on considére, dans le reste
de cette section, une dynamique PCA de la classe Cy.

On considére le cas de la dimension d = 2. Dans la premiére sous-section 4.2.1, nous
établissons (Théoréme 4.2.1) qu’il existe un By a partir duquel, pour tout 8 > o, on
a transition de phase pour le potentiel @, et ceci pour toute interaction K. La seconde
sous-section est consacrée a ’étude du cas particulier ol1, de plus, ’'interaction propre
est nulle (X(0) = 0). Nous montrons alors (Propriété 4.2.3 et Lemme 4.2.4) que le
systéme se scinde en deux sous-systémes identiques et indépendants, qui peuvent se
ramener & 1’étude du potentiel d’Ising. Cette particularité avait déja été mentionnée
précédemment dans la référence [KV80] (et exemple 18.7 in [TVS*78]). Cela permet
alors de formuler le Théoréme 4.2.5, ot 'ensemble G(¢) est clairement identifié en
fonction de la position du paramétre 8 par rapport a un parameétre critique 8. connu
avec exactitude.

4.2.1 Transition de Phase i basse température en dimension 2

Cette sous-section est consacrée a 1’énoncé et a la preuve de la transition de phase
pour le potentiel ¢ lorsque [ est assez grand.

La technique utilisée se fonde principalement sur un argument géométrique de contour.
Une telle technique fut initiée par Peierls pour ’étude du modele d’Ising en 1936
(cf. [Pei36]) et plus précisément ensuite formalisée pour ce modele par Griffiths et
Dobrushin (cf. [Dob65, Gri64]). Pour plus de renseignements a propos de cette tech-
nique et de ses généralisations (en particulier a la théorie de Pirogov-Sinai, cf. [Sin82])
on se réfere a [Fer97|. Des références récentes pour 'utilisation de telles techniques en

dimension d > 3 sont également [FFGO01, LM98|.

Remarquons au préalable que si (e1) = K(ez) = 0, alors Vi = {k}, c’est & dire qu’il
y a indépendance entre les sites, et donc unicité de la mesure de Gibbs associée a @
sur S%°. Si K(e1) =0 et K(ez) # 0 (ou bien la situation symétrique), alors le systéme
se rameéne a une juxtaposition de systémes 1-dimensionnels indépendants. Comme il
n’y a pas transition de phase en dimension 1, on en déduit également que dans ce
cas, 1l y a unicité de la mesure de Gibbs associée & .

Cela nous ameéne alors a considérer le cas pour lequel (e;) # 0 et K(ez) # 0 qui est
celui considéré par le théoréme suivant :

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Tea LVICSULICS UC xIDDS [1ALUrclicliicliivt dAss001€cCy» {J

. R . Theése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002
Théoréme 4.2.1 (Transition de phase)

Soit ¢ le potentiel sur S%° défini par (4.37). On suppose de plus que

IC(—I_el) = K(_el) 7£ 07 K(+e2) = K(_ez) 7£ 07 (4 79)

K(0) € R, K(k) =0 pour les autres k; '
alors, il existe By > 0 tel que :

VB > Bo, #G(p) > 1 (transition de phase). (4.80)

Preuve :
Au préalable, précisons que dans ce cas, le voisinage Vi est égal si £(0) #0 a

Vi ={k;k—e;k+ek—exyk+ e},
et si £(0) =0 égal a
Vi ={k—e;k+e;k—eyk+e}.

On décompose la preuve selon les signes de K(e1), K(ez) et K£(0) en les trois cas
sulvants.

cas ot K(0) > 0, K(e1) >0 et KL(ez) >0

Soit un volume fini By, de Z? fixé. Soit o une configuration de {—1,—|—1}ZZ fixée,
telle que ope = +1. Posons Z2 = Z* + (%,%) Rappelons dans un premier temps
la notion usuelle de contour de Peierls associé a la configuration ¢. La notation
[a, b] désigne le segment entre deux sites a et b voisins et appartenant au réseau dual
Z2 et voisins (au sens de « plus proche voisin »). On désigne comme « marqué »
tout segment joignant deux sites a et b du réseau dual Z2, voisins, si ce segment
sépare deux sites k et k' voisins dans Z?2, tels que oxop = —1 (i.e. tels que o et op
ont des valeurs de spins opposées). Les segments marqués forment alors une famille
finie de courbes linéaires par morceaux, fermées, ne s’intersectant pas. Ces courbes
sont appelées contours de Peierls. Remarquons que tout segment constitutif d’un
contour «y sépare deux sites proches voisins, possédant des valeurs de spins opposées,
et appartenant nécessairement a B UG.BL. Si k et k' sont deux sites proches voisins de
72, séparés par un segment de v, et tels que o = —1, on pose k € 8~y et k' € 0T .
On appelle 'union des ensembles de sites de 97y et T le bord du contour 7,
désigné par Ov. Enfin, pour tout k € Bg tel que o = —1, il existe un contour de
Peierls minimal 'entourant, i.e. tel que k appartienne a I'intérieur délimité par la
courbe fermée ~.

Cette notion de contour minimal est celle définie usuellement pour la preuve de la
transition de phase a basse température pour le potentiel d’Ising en dimension 2. Le
potentiel considéré ici est, nous ’avons signalé, plus complexe, car 'interaction a lieu,
dans le cas présent, entre 5 sites. Nous adaptons donc la notion de contour minimal
a notre étude. Deux contours de Peierls v et 4’ sont dits adjacents si leurs bords
(sites de O0v) possédent au moins un site en commun. Nous disons que deux contours
de Peierls 4 et v/ communiquent s’ils appartiennent & une suite de contours de
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Peierls 41,72, - - -, Yn tels que pour tout [, v; et ;11 sont adjacents. Cette relation de
communication est une relation d’équivalence. Le contour minimal, pour I’étude
présente du potentiel @, autour d’un site k tel que o = —1 est constitué par la classe
d’équivalence au sens de cette relation de communication qui contient le contour
de Peierls minimal (au sens de Ising, précédemment évoqué) entourant k. Le bord
0y = 0Ty U 07y d’un contour «y est alors simplement I'union des bords des contours
de Peierls qui constituent . La figure 4.1 illustre ces définitions de contours.
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1
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FiGg. 4.1 — Contour

Considérons maintenant la mesure de Gibbs ,u;'st, associée au potentiel ¢, que nous
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réécrivons, en changeant quelque peu le facteur de normalisation, sous la forme :

cosh (ﬁ Z Kk — k)a,‘c",)

1 k'ev, N
:u’)—IS;L(UBL) = §+ 5 L};[B S ou ot = UBL(—I_I)BLC :
By “ETUTE h Kk —k
L cos (ﬁ k%;/k ( ))

A toute configuration du type ot est associée, comme introduit précédemment, une
collection de contours I' = {¢y, ..., cm}. Chacun des ¢; est une union de contours de
Peierls, et des contours de Peierls appartenant a différents contours ¢; ne communi-
quent pas. De plus, les ¢; étant définis comme des classes d’équivalence disjointes, leurs
bords respectifs sont disjoints : VI,I';l # I, 0¢; N Ocy = &. Remarquons également,
puisque U)"S"Lc = +1, que, pour tout I, ¢ C Br, U 8.BL.

Remarquons que, pour un site k € By U 0.8y, fixé, s’il n’existe pas de contour ¢ tel
que k € Oc, alors, ou bien Uﬁ = +1, ou bien Uﬁ = —1 (c’est a dire que dans ce cas
les valeurs de spins sont identiques sur V4). Dans ce cas, on a :

cosh (ﬁ Z Kk — k)a,‘c",)

k EVk

cosh (ﬁ kz K(k' — k))

eV

=1.

On peut donc réécrire ,u;'g'L sous la forme :

ou

B k'eV,
F(CI) B k;_B[cz ’
cosh (ﬁ k;/ Kk — k))

Utilisons la notation ¢ 11 0 pour signifier que le contour ¢ entoure 'origine 0 du
réseau ZZ2 Rappelons que les définitions géométriques de contours introduites nous
permettent de définir une bijection entre I’ensemble des configurations o™ telles que
of = —1, et 'ensemble des collections T' = {ci, ¢y, ..., cm} de contours ¢ telles que
pour chacune de ces collections I', un des contours ¢; (le contour minimal de o™
au sens précédemment précisé) entoure l'origine. On désigne de maniére générique

par ¢; ce contour minimal autour de l'origine. Ainsi, on peut reformuler la quantité

NEL({UBL . 09 = —1}), notée NEL(UO = —1), de la maniére suivante :
1
P (og=—1) = 5 (o = = F(IL),
om0 % ks B, RO

o, pour I' = {ei,...cm}, F(T) £ [I, F(ci). On remarque que Z;—L peut ainsi
également étre écrit

2= 3 whlon) = 3 F(). (4.81)
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Fort de cette reformulation en terme de contours, et non plus de configurations, on
écrit alors :

ph (oo =—1) = =— ¥ Fle) 3 F(T\a), (4.82)

Z;L c1 10 ].-‘901

o, pour I' = ¢ Uca U ... U ¢, on pose F(T'\ 1) = [[ 2, F(a). Précisons que si T'
est une collection de contours associée a une configuration o*, T'\ ¢; I'est également,
et correspond a la configuration obtenue & partir de o™ en retournant tous les spins
—1 a lintérieur de ¢; (une telle opération « efface » le contour ¢; de la collection T’
de contours). Il est alors immeédiat, vu (4.81), que :

Y F(M\a)< 3 F(I) =2, .

].-‘901
D’ou :
pp (0o=-1)< Y F(a). (4.83)

c1 10

Par ailleurs, comme la fonction de couplage K(.) ne prend dans ce premier cas
considéré que des valeurs positives, la valeur maximale de | Z K(k' — k)og:| est
k EVk

B = ) pev, K(K') et est obtenue pour les seules configurations (+1)y, et (—1)v,.
Notons également A la valeur maximale de

| Z K(k’ — k)ak:|

k EVk

pour oy, € SV tel que oy, # (+1)y, et oy, # (—1)y,. Il est alors immédiat que
A< B.

Soit k € Jc;. Ce site étant au bord du contour ¢, on sait donc que les spins de Vi ne
peuvent étre tous du méme signe, i.e. oy, Z (+1)y, et oy, Z (—1)y,. D’ou :

cosh (83 ey, K(K' — k)ojh) _ cosh(BA)

< 1.
cosh (B Sy, KK — k) cosh(BB)

Ce qui permet d’obtenir la majoration suivante :

Fa) < (%) #0c; |

On veut alors, étant donné un contour minimal ¢;, comparer le cardinal du bord

Oc; de ce contour a sa longueur L(c;). En remarquant qu’a chaque site & de de¢; on

2

¢, constitutifs de ¢;, on en déduit que

peut associer au plus 4 segments marqués de Z
L(c1) < 440c;. 11 s’en suit

Lc1)

plen < (Z0) ™ < (2200)

?
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et donc, en reportant dans (4.82) :

(0= -1 < 5 el (R0 (4.84)

130

ot Ci(l) = {contour minimal ¢; : ¢; J0 et L(e;) = I}

Soit { un entier fixé. Majorons la grandeur #C;(1).

On définit la transformation »¢ qui & tout contour de C; (1) associe un ensemble connexe
de segments [a,b] (a,b éléments voisins de Z2), coloriés chacun d’une couleur rouge
ou verte, par la construction sz définie ci-aprés. On désigne par D 'ensemble de
tous les graphes connexes constitués d’au plus 2/ segments coloriés (en rouge ou en
vert). Pour ¢ € Ci(l), »(c) désigne plusieurs éléments possibles de D, chacun étant
obtenu comme la réunion des segments constitutifs de ¢ coloriés en vert, auxquels
on rajoute de nouveaux segments coloriés en rouge (au plus au nombre de [) de
telle sorte que I’ensemble de segments »¢(c) soit connexe. Ceci peut effectivement étre
réalisé en rajoutant — en rouge — au plus [ segments. Précisons que l’'on peut rajouter
de différentes maniéres des segments rouges pour obtenir un graphe connexe bicolore
« autorisé » ; s(c) n’est donc pas — a priori — réduit & un seul élément de D. On
note s(Ci(l)) la sous-partie de D définie par : 3(Ci(l)) = {5(c) : ¢ € Ci(])}. Plus
précisément, 3¢(Cy (1)) est une sous-partie de 'ensemble C,, définie comme ’ensemble
des graphes connexes de segments coloriés, au nombre au plus de 2/, chacun de ces
segments étant a une distance inférieure a [ de l'origine. Par ailleurs, le coloriage des
segments assure du fait que tous les éléments de »¢(c) proviennent bien du méme
contour ¢, ce qui, puisque »(C1(l)) C C,, donne :

#C1(1) < #3(Ci(1)) < #Ca

On définit alors C3 'ensemble des graphes connexes d’au plus 2/ segments (non co-
loriés), chacun d’entre eux se trouvant au plus & la distance [ de lorigine. Puisque
chaque segment peut étre colorié de deux maniéres, on obtient :

#Ca < 224Cs.

On cherche alors & estimer #Cz. Pour cela, on introduit la notion de segment [a, b]

orienté, noté n | pour signifier que l'on parcourt ce segment du site a vers le site b
du réseau dual Z2. On dit également que a est un point du contour c s’il existe un
point b tel que le segment [a, b] soit constitutif de ¢. On énonce le lemme suivant, dont
la démonstration sera réalisée ultérieurement (cf. p.82) :

Lemme 4.2.2 Soit ¢ un graphe conneze constitué d’un nombre fini de segments du
type {a,b} ou a et b sont deuz sites voisins du réseau dual Z2. Soit a un point de Z2
appartenant & c. Alors il existe une suite ¥ de segments orientés adjacents (au sens

ol ils possédent une extrémité commune) [a, ail, [a1, ad],. .., [an_2, an 1), [an_1, 8] telle
que :
~c=l[a,a1]U]ar,a0]U. .., [@n 2,00 1] U[an_1,0a];

~ chaque segment [az, aH_l] constztutzf de ¢ apparait dans ¥ au plus deuzx fois sous une
des formes |a;, aH_l] ou (a1, az]
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On désigne alors par C4 'ensemble des suites ¥ de la forme
(a,a1),(a1,a2),...,(an-2,an-1), (an_1,a) pour lesquellesn—1 < 2. 2] = 4. On déduit
alors de ’application du Lemme précédent la majoration :

#C3 < P#Cq

ou le terme [? correspond au nombre de choix possibles du site a, & distance au plus
[ de lorigine.
Enfin, on remarque que :

#C4 < 44[7

ce qui permet de conclure que :

#Cy (1) < 1245 (4.85)

La majoration (4.84) devient alors :

+ (g0 — — 2 451 COSh(ﬁA)>£
(o= < e (2" (4.86)

ot ’on vérifie aisément que le majorant tend vers 0 lorsque § tend vers l'infini. Ainsi,
pour B assez grand (disons, 8 > Bo), on a, par exemple, ,u;'SSL(UO = —-1) < ;. En
considérant une suite extraite de volumes (BL,)n, de telle sorte que la famille de
mesures (,UJ;'San)n converge, on construit ainsi une mesure de Gibbs u* sur S%°, qui
vérifie : .

,Ll,+(0'0 = —1) < 5 .

De maniére analogue, considérant la condition au bord —1, on construit une mesure
de Gibbs p~, limite d’une suite extraite (,ugLn)n. La propriété de symétrie aisément
vérifiable

pg,(—o8,) = uk, (05,) (4.87)
permet alors de vérifier que

i, (00 = —1) = 1 — i, (00 = —1) . (4.88)

Le résultat pt (oo = —1) < % implique alors que p~ (0o = —1) > % et donc :

1
phoo=-1)< g <H (o0=-1),

et en particulier u~ # pt, ce qui assure la transition de phase.

cas ot K(0) < 0, K(er) > 0et K(ez) >0

2 : . .. . 7,2 7,2
Définissons dans ce cas la transformation bijective T' de {—1;+1}" vers {—1; +1}

par
_f ooksike 7%P
(To)e = { —opsike 7 (4.89)
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ot Z2=7% U Z> ( U désigne 'union de deux ensembles disjoints) avec :

disjoint disjoint
72 A {(ky, ko) € Z? | ky + ky impair} (4.90)
et
Z2,p £ {(kl,kg) € Z2 | kl + kg pair} . (491)
Soit £* une nouvelle fonction de couplage définie par
ey K(k)sik#0;
K (k) = { —K(0)sik=0. (4.92)

et soit ¢* le potentiel associé & K* par la formule (4.34) (ou, de plus, rappelons le,
h = 0). Afin d’éviter toute confusion, nous utilisons momentanément la notation uj ,
et uy ,+ pour désigner les mesures de Gibbs a volume fini A et condition au bord 7
associées respectivement au potentiel ¢ et ¢*. On vérifie facilement que pour tout
A € Z2, pour tout 7 € SZd, et pour tout ¢ € S*,

i (o) = Wl (To) (4.93)

Nous utilisons alors un résultat usuel de la théorie des mesures de Gibbs, rappelé
a la sous-section 2.2.2. Les éléments extrémaux du convexe des mesures de Gibbs
associées & un potentiel s’obtiennent comme limite spatiale des mesures de Gibbs &
volume fini avec condition au bord fixée. La relation (4.93) permet donc de montrer
que application g +— p o T~! définit une bijection entre les mesures extrémales de
G(p) et celles de G(¢*), et définit ainsi également une bijection entre les ensembles
convexes G(p) et G(p*).

Puisque 'on a supposé X(0) < 0, K(e;) > 0 et K(ez) > 0, vu la définition de K*, le
potentiel ¢* vérifie les conditions du cas précédent. Donc, si 8 > Bo, on a #G(¢*) > 1,
et vu la bijection établie, on en déduit #G (@) > 1.

cas ot K(0) > 0, K(e1) >0 et K(ez) <0

Remarquons que, par symétrie, cette preuve concerne également le cas ou K(0) > 0,

K(el) < 0et K(eg) > 0.

Comme dans le cas précédent, la preuve de ce cas va étre établie en se ramenant &
I’existence de la transition de phase démontrée dans le premier cas. On redéfinit dans
ce cas la fonction K :

—K(ex) sik=eyouk=—ey;
b _ 2 2 2,
(k) = { K (k) si k ¢ {ea, e} . (4.54)
L’application T considérée est définie par :
b | orsik=(ki,ks) avec ky pair ;

(T )i = { —oy si k = (ki1, k2) avec ky impair . (4.95)

On vérifie aisément que la relation
T bT
i (0) = W25 (T0) (4.96)
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est alors vérifiée, ce qui permet d’affirmer que 'application p — p o TP définit une
bijection entre G(¢) et G(¢*). D’ott le résultat. W

Attirons 'attention sur le fait remarquable que les bijections p +— o T~ entre G(¢)
et G(¢*) et u — o T entre G(p) et G(¢") établissent que la transition de phase a
lieu pour les mémes valeurs du parameétre G dans chacun des trois cas précédemment
considérés.

Enfin, nous concluons cette sous-section 4.2.1 par la preuve suivante, laissée précé-
demment en suspens :
Preuve du Lemme 4.2.2:

On démontre ce résultat par récurrence sur le nombre m (m = n — 1) de segments
constitutifs de ¢. Si m = 1, le lemme est effectivement vérifié. Supposons dés lors
que le résultat soit vérifié pour un nombre m — 1 > 1 fixé de segments constitutifs
de ¢. On considere alors [a, b] un segment de ¢ et, quitte & échanger les roles de a et
de b, on considére z avec z # b de telle sorte que le segment [z, a] soit dans c. Soit
c* = c\ [a,b] et soit ¢& I'ensemble des segments de ¢* qui sont « connectés » a z, au
sens ou 1l existe une suite de segments adjacents de ¢* les reliant a . On démontre
alors par 'absurde que ¢\ ¢ est connexe.

En effet, si tel n’était pas le cas, il existerait un segment [a, l;] de ¢\ ¢ qui ne pourrait
pas étre connecté a [a, b] par des segments de ¢\ ¢k. Mais ¢ est connexe, donc il existe
une suite de segments de ¢ adjacents connectant [a,b] avec [4,5] et qui contient au
moins un segment de ¢i. Dans ce cas, [a,b] serait alors un segment de ¢k, ce qui est
impossible.

Il suffit enfin pour conclure d’appliquer dans un premier temps I’hypothése de récur-
rence a ¢ pour obtenir une suite de segments adjacents admettant  comme point de
départ et d’arrivée et vérifiant la deuxiéme propriété énoncée dans le Lemme. Dans
un second temps, l'utilisation de I’hypothése de récurrence pour traiter de maniére
similaire le cas de ¢\ ¢}, permet d’achever la preuve. W

4.2.2 Cas particulier de 'interaction propre nulle

(cas K£(0) =0)

Soit ¢ le potentiel sur $%* défini par (4.37). On suppose de plus, par rapport a la
sous-section précédente, que K(0) = 0, c’est a dire que :

K(0)=0, K(er)=K(—e1)#0, K(e2) =K(—ez2) #0, K(k) =0 pour les autres k.
(4.97)
On a alors Vy = {k L e1,k & e;} et dans ce cas, Vk € Z?, Vo € SZd,

Ck(a) = K(el)(ak—ﬁ + Uk+e1) + K(ez)(ak—e2 + Uk+e2) . (498)

On remarque que la géométrie de l'interaction entre les sites du réseau est dans ce
cas particulier telle que les seules parties de Z? qui contribuent & ’énergie du systéme
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sont les parties Vi (k € Z?) qui ne font intervenir que les sites d’un méme sous-réseau
de Z2? : celui des sites pairs, ou celui des sites impairs, son complémentaire dans
7.2, définis respectivement en (4.91) et (4.90) :

Vi CZ%si k € Z2P ;
{ Vi C Z2Psik € 72 (4.99)
Pour A une partie de Z2, on définit également : AP £ ANZ>P, A2 ANZ* et on
remarque que : A = Al U AP, Soit U : §%°% x §% — §%° . (gP,0') s oP0! la

disjoint
bijection qui identifie $* avec SA° x SA" On remarque que les configurations (oP)y,
(oa)P, et o(ae) sont identiques. On utilise donc sans équivoque possible la notation

p
O-A-

Le résultat suivant montre que, compte tenu de (4.99), le systéme se scinde en deux
sous-systémes indépendants sur chacun des sous-réseaux Z*P et Z?2',

Propriété 4.2.3 (Découplage de deux sous-réseaux)

Soit ¢ le potentiel sur S%* défini par (4.87), ot lon suppose de plus que la fonction
de couplage vérifie (4.97). Pour tout A € Z2, et tout T € S% condition au bord, la
mesure de Gibbs & volume fini uj, s’écrit :

pa =y’ ® py’ (4.100)

ot uy® et uy' sont respectivement les mesures de Gibbs & volume fini AP et A' associées
. N . ey . . . . P
a @, c’est & dire que ces mesures de probabilités s’écrivent respectivement sur SA° et

SA
) 1
uP(0") = 275 [ cosh(BCu(eRR)) (4.101)
A ke(AuB.A)i
i i 1 i i
py(oh) = i H cosh(BCk(opTre)) (4.102)

A ke(AUBLA)P
avec les fonctions de partitions Z'P et Zz’i.
On attire 'attention sur le fait que plus précisément, la formule (4.100) s’écrit :

P i
TACTAC

2., i
pa = p T = gt @ et (4.103)

Preuve :
Puisque

Z; = Z H cosh(BCx(c")) H cosh(BCk(o?))

o=oPoicSAP x Al \ kE(AUBLA)P ke(AUBA)E

Compte tenu de la forme explicite du potentiel ¢ et de la géométrie de I'interaction,
on vérifie immédiatement qu’on a bien :

ZT=ZP 2T (4.104)
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ou :
ZpP e )y [I cosh(BCi(oRE.)) (4.105)
aPcSAP  \ ke(AUBLA)E
et
Ziha Z H cosh(BCk(o} 1)) (4.106)

siegal \kE(AUBA)P

[ cosh(BCk(aP)) I

ke (AUBA) ke (AUBA)P

cosh(BCx(c1))

T!p
ZA

On a alors : pf(oPo%) = ppP(oP) py'(o?), c'est a dire : pj = pp® @ py'. W

On précise alors ce résultat en remarquant que chacun des sous-systémes indépendants
est équivalent & un modele d’Ising. Le lemme suivant détaille et exploite ainsi cette

remarque.

Lemme 4.2.4
Soit ¢ le potentiel sur S%° défini par

ov,(ov,) = —lncosh (ﬂCk(U)),

{ wa(oca) = 0 pour tous les autres ensembles A,

00 Cr(0) = K(e1)(Ok—re; + Okte, ) + K(€2)(Ok—e, + Oktey ). Alors l'ensemble ex G(p) des

éléments extémauz de G(p) se décompose en le produit de deuz ensembles identiques

ex G(¢) ou ¢ est le potentiel d’Ising anisotrope suivant :

Ya(o) = BK(e1)ok0kte, st A= {k,k+ e} pour k € Z?,
Ya(o) = BK(e2)0k0kte, st A= {k,k+ es} pour k € Z2

Preuve :

(4.107)

Le potentiel ¢ ainsi que le bi-potentiel ¢ ont été définis & la section 3.5. Il y a été de

plus rappelé que G(p) est en bijection avec G(¢).

D’aprés la preuve de la Propriété 4.2.3, en définissant ¢P et ¢' comme les restrictions

de ¢, potentiel sur Sde{O’l}, respectivement sur les sous-graphes, complémentaires

dans §%*x{0.1} .

(22 x {1}) U (2% x{0}) et (Z*x{1})

disjoint

il est immeédiat que VE = (¢°% ¢ e §ZAx{0,1}

$(&) = ¢°(Ez2slne) + P (ED20E700) -

(Z*® x {0}) ,

D'ott ex G(¢) = ex G(¢P) ® ex G(¢'). Remarquons que cette égalité n’est plus vraie

si on ne se restreint pas aux éléments extrémaux.
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(z2Px{1}) U (z2ix{0})

disjoint

2
vers S%° par

(E(f%z,ifgzp))k = { { i k pair (4.108)

&) si k impair

On définit de plus 'application = de S

et dont 'application réciproque se formule alors : Z7(o) = (oP,1)(c?,0) pour tout
o € S%. On définit consécutivement le potentiel 4, pour tout o € S%°, par :

(o) = ¢ (E7(0)) , (4.109)
cest a dire, de maniére explicite, pour o € S%°,
Yix3(0) = BK(7 — k)ojor si||7 — k|| =1 et j impair, k pair . (4.110)

Comme K est une fonction supposée paire, ¥ définit bien un potentiel, qui est de
plus invariant par translation. Plus précisément, on remarque que ¥ est un potentiel
d’Ising anisotrope. Il est alors aisé de vérifier que = induit une bijection de G(¢P)
vers G(v), ensemble des mesures de Gibbs associées au potentiel d’Ising anisotrope
en dimension 2.

De maniére analogue, on démontre que G(¢') est en bijection avec ’ensemble G (),
ensemble des mesures de Gibbs associées au potentiel d’Ising en dimension 2, méme
ensemble que précédemment (méme coeflicients d’interaction pour le potentiel )
puisque K est paire. Le résultat est alors établi. B

Plus précisément, les résultats connus relatifs au modéle d’Ising isotrope en dimension
2 permettent de formuler le Théoréme suivant, ou l’ensemble G(¢) est identifié avec
exactitude. On note :

PP = ph s BT = s TP = e s BT = g
Théoréme 4.2.5
Soit ¢ le potentiel sur S%* défini par

{sovk(avk) = —Incosh (8Ck(c)),

wa(oca) = 0 pour tous les autres ensembles A,

avec Ci(0) = K(Ok—e; + Okte; + +0k—ey + Okte,) 00 K € R. Alors il existe un unique

BCZM>Otelque :

2K
VB € 10,8 #G () = 1 (zone d’unicité) ;
VB > 6. #G(p) > 1 (zone de transition de phase).

De plus, l'ensemble des mesures de Gibbs G(p), lorsqu’il y a transition de phase, est

tel que :
Glp) =< o fapt Fop T ot tapTT 1 artaptaztai=1
IEA 0< i <1, Vie {1,2,3,4}
(4.111)
ou :

ptt = phPeut, pt™ = ptPeu™t, pt = pPeut, uTT = pmPeuTt . (4.112)
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Preuve :

Le résultat du Lemme 4.2.4 s’applique dans ce cas particulier ot K(e;) = K(e2) = K.
Le potentiel ¢ est alors le potentiel d’Ising isotrope usuel. Comme ¢ ne dépend pas
du signe de K, il est en fait toujours possible de se ramener & un potentiel d’Ising
ferromagnétique (K > 0). Il est établi, en se ramenant & K = 1, que dans ce cas le

parameétre G, est égal a M (ctf. [Geo88|, p. 100 et 450), et qu’il y a donc transition

de phase pour ¥ si § > (., et unicité de la mesure de Gibbs pour § < f.. Les bijections
entre ex G(p), ex G(¢) et ex G(¢) ® ex G(¢) permettent alors de conclure.

D’autre part, & U'extraction d’une sous-suite de volumes adéquate prés, on a

lim puf Hl— lim pt, p”P = lim pux = lim u7, .
apozoe e B pigaa i B apazee e B pigaa i

ptP =

Les mesures ptt u~t put~, u~~ sont donc des mesures de Gibbs associées au potentiel

@, donc & C G(gp).

Afin d’établir 'inclusion réciproque, réécrivons le résultat de la Proposition précé-
dente. Soit p} la mesure de Gibbs & volume fini A et condition au bord 7 associée au
potentiel d’Ising v, c’est & dire :

B} 1

PA(U) = /\TKGXP (ﬁ( kA Ouzk:_l_qu K(el)&k&k+€1 + K(62)5k5k+e2))

k€A ou k+es EA

avec ¢ = gpTpe et N fonction de partition. On vérifie facilement que :

pae pp(oae) = X5 pi(o)

= % H cosh (B Z K7 — k)&J)
A kenl J
= ,UJKP(UAP) .

Comme ¢ est invariant par le changement K — —K, on peut toujours se ramener & p}
mesure de Gibbs associée a un potentiel d’Ising ferromagnétique en dimension 2, pour
lequel il a été prouvé que toute mesure de Gibbs p s’écrit comme combinaison linéaire
convexe de pt et p~ olt pt = limp_,z2pf et p~ = limp_,z2 p; . Soit wP une mesure de
Gibbs extrémale de G(¢P) ot P est la restriction du potentiel ¢ au sous-réseau Z*P,
i.e. oP(0) = (v, (0P))kez2i- On sait qu’elle s’obtient comme une limite, a 'extraction
d’une sous-suite prés, limpp_,z2 t}p, pour une certaine condition au bord 7. D’apres
I’égalité précédemment remarquée, on a alors

P —  lim p pp = lim (1—a b Py T Q P "").
prP= lim ore py = lim ((1-a)pw oy +a pre pf
Comme on vérifie que limpp_,z2.0 poar o5 est également majorant, au sens de 'ordre
stochastique, des mesures de Gibbs associées a o sur Z*P | on en déduit que limpp pf =
P, De maniére symétrique, on a des résultats similaires avec la condition au bord
—1. Donc, toute mesure de Gibbs extrémale p'P s’écrit comme combinaison linéaire
convexe de utP et u~P, et de méme alors pour toute mesure de Gibbs de G(¢P).
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De ce fait, toute mesure de ex G(p) = ex G(pP) ® ex G(¢') est un élément de

{w=P s Py ('t wt}

D’ou le résultat. B

Il est immeédiat que la famille {p™t, ut~, =", u=~} d’éléments de 1'espace vectoriel
dual de C(Szd, R) constitue une famille libre. On peut donc représenter le convexe <&
comme un tétraédre.

Remarquons également que la situation o K(0) = 0 étant plus symétrique, son
analyse permet de mieux appréhender le cas général pour lequel K(0) # 0. Par ailleurs,
dans le cas ou la fonction d’interaction K(.) est isotrope, le lien remarquable avec le
modele d’Ising isotrope fait de ce cas un modéle ot G(¢) est connu avec précision, et
cela pour toutes les valeurs de (, la valeur critique . étant également connue avec
exactitude. Ce modéle sera particuliérement intéressant au Chapitre 7 afin de tester
le bon fonctionnement des algorithmes qui y seront développés.

Bien plus, cette particularité permet également d’envisager au Chapitre 7 un al-
gorithme paralléle, fondé sur ’évolution dynamique de cette dynamique PCA, et
convergeant vers les mesures de Gibbs associées au modéle d’Ising.

Enfin, lorsque la fonction K(.) d’interaction n’est plus isotrope, précisons qu’on ne
peut plus expliciter complétement la structure de G(¢) car les mesures de Gibbs pour
le modéle d’Ising anisotrope ne sont pas connues avec exactitude.

4.3 Action de la dynamique sur ’ensemble
des mesures de Gibbs

Revenons maintenant au cas plus général de la dimension d > 1 et A quelconque.
En I’absence de transition de phase, pour la dynamique P de la classe C consi-
dérée, on sait, d’aprés le Chapitre 3, que l'on a (3.31) :

R =TRi=38i=Gi(p) =6G(p) ={u}.

L’unique mesure de Gibbs coincide donc avec 'unique mesure réversible,
et est donc invariante sous I’action de la dynamique. Nous savons que cette
situation apparait en dimension d = 1 puisqu’il n’y a alors jamais de transition de
phase.

Dans cette section, nous portons notre attention, lorsqu’il y a transition de phase,
sur le comportement des différentes mesures de Gibbs sous ’action de la
dynamique PCA. Nous considérons uniquement le cas monotone pour lequel
nous disposons des diverses inégalités stochastiques établies a la premiére section de
ce chapitre. La sous-section 4.3.1 est consacrée au cas K(.) > 0, correspondant a une
dynamique P attractive. La Proposition 4.3.1 est établie pour la dimension d > 1 et A
quelconque. Plusieurs mesures de Gibbs stationnaires différentes sont identifiées et la
non-ergodicité de la dynamique PCA attractive en présence de transition
de phase mise en évidence.
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La sous-section 4.3.2 considere le cas K(.) < 0 pour lequel la dynamique P est ré-
pulsive. La Proposition 4.3.2 concerne le cas général d’une dynamique de la classe
C , alors que la Proposition 4.3.3 précise ce résultat pour une dynamique PCA de la
classe Cy de portée 1 en dimension d = 2, pour laquelle la transition de phase a été
établie, & § grand, & la sous-section précédente. La non-ergodicité de la dynamique
répulsive considérée est & nouveau établie. Le résultat de la Proposition 4.3.3 permet
également en particulier d’exhiber des mesures de Gibbs pour le potentiel ¢
associé a la dynamique qui ne sont pas stationnaires, donc des mesures de
Gibbs 2 périodiques, complétant en cela l'illustration de la figure 3.1.

Enfin, la sous-section 4.3.3 examine du point de vue de la dynamique le cas particulier
de la dimension d = 2, h = 0, portée 1 et interaction propre nulle K (0) = 0 déja évoqué
(Proposition 4.3.4). Un résultat dans un cas non monotone (i.e. pour lequel on n’a
ni K£(.) <0, ni £(.) > 0) y est présenté (Proposition 4.3.5). L’action de la dynamique
PCA sur 'ensemble des mesures de Gibbs G(¢) = © y est détaillée. Des mesures
de Gibbs stationnaires, non invariantes par translation y sont en particulier
également exhibées.

Précisons préalablement au développement de cette partie que 1'on définit dans le cas
monotone (K(.) < 0 ou K(.) > 0) les mesures de Gibbs extrémales sur SZ% associées
a @, u~ et uT, éventuellement confondues, par les limites :
— 8 i s + B8 i ot
po= Hmopg, o pt = lim opg,,
ces limites étant bien définies dans le cas monotone, comme cela est détaillé dans la

sous-section 2.2.3. De plus, compte tenu du résultat de la Proposition 4.1.9, on sait
que ces mesures sont aussi extrémales au sens de 'ordre stochastique pour ’ensemble

G(e).

4.3.1 Cas attractif

De maniére similaire aux mesures u*, on pose

. _|_ —_ A . —
I}l_)r{)lo Vg, v = I}l_)r{)lo Vg, - (4.113)

A
vt &

En effet, la Proposition 4.1.11 fournit la monotonie des mesures v} lorsque la condition
au bord 7 croit, ce qui est suffisant, par analogie avec la sous-section 2.2.3, pour assurer
que les limites précédentes sont bien définies.

On peut alors énoncer :

Proposition 4.3.1
Soit P la dynamique PCA définie par (4.1) avec K(.) = 0. On a les relations sui-
vantes :

(i) pt = vt et u= = v~ i.e. que les mesures de Gibbs extrémales et les mesures
stationnaires extrémales coincident;

(it) il y a transition de phase pour le potentiel canonique ¢ si et seulement si
v~ # vt. En particulier, la dynamique PCA sur SZ¢ est alors non ergodique.
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Preuve :

On rappelle que la Propriété 4.1.2 a établi que la dynamique PCA est attractive si et
seulement si (.) > 0. Comme K(.) > 0, nous savons, d’aprés la Proposition 4.1.9,
que les mesures de Gibbs associées a ¢ sont monotones, et qu’alors, d’aprés la Pro-
position 2.2.12, il y a transition de phase si et seulement si p~ # p*. On suppose
étre dans le cas de la transition de phase, donc p~ et ut sont deux mesures distinctes.

D’autre part, le Corollaire 4.1.14 a établi que, pour un volume A fini fixé, on a :
pi S v et vp <y

En passant a la limite dans p} < vy, on obtient :

pt vt (4.114)

Puisque v; est une mesure réversible pour P}, d’aprés la Proposition 3.3.1, on sait
que v est une mesure réversible pour la dynamique paralléle a volume infini P.
Comme P est une dynamique réversible du type D(¢), on sait que toute mesure
réversible pour P est de Gibbs pour le potentiel canoniquement associé . La mesure

vT est donc une mesure de Gibbs vérifiant (4.114). Or, d’aprés (4.47), toute mesure

de Gibbs p vérifie :
pTsp st
( d

+ onne v* = pt. Et de ce fait, u* est une

Donc, vt < p*, ce qui, conjugué a (4.114)
mesure réversible.

De maniére analogue, p~ < our toute mesure de Gibbs p associée a et

b ™ 3
v~ = limy, o v, mesure réversible, donc de Gibbs, et majorée stochastiquement par
¢~ . D’ot, comme précédemment p~ = v~

p~ et ut étant alors deux mesures stationnaires distinctes, la dynamique PCA ne
peut étre ergodique s’il y a transition de phase pour ¢. B

Bien que les dynamiques PCA & volume fini PJ soient, d’aprés la Proposition 3.2.1,
toujours ergodiques, nous remarquons ici que la dynamique & volume infini peut ne
pas étre ergodique, justifiant ainsi plus précisément 1’étude des dynamiques PCA sur
SZd, au comportement plus riche.

4.3.2 Cas répulsif

Dans le cas ot la dynamique PCA de la classe C considérée est répulsive, si l'on
sait de plus que les mesures u~ et ut sont non stationnaires, alors la Proposition
suivante établit qu’elles sont successivement ’image 1'une de 1’autre sous 'action de
la dynamique P.

Proposition 4.3.2

Soit P la dynamique PCA définie par (4.1) répulsive (K(.) <0). Sl y a transition
de phase pour le potentiel @, et si les mesures u~ et u*, mesures de Gibbs extrémales
distinctes sont non stationnaires, alors :

pP=u" et uputP=ypu . (4.115)
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Preuve :

D’apres (4.47) on sait que, sous I'hypothese K(.) < 0, les mesures p~ et u* extrémales
sont aussi extrémales au sens de 'ordre stochastique pour I’ensemble des mesures de
Gibbs G(¢). Comme, sous K(.) < 0, les mesures de Gibbs sont monotones, on sait qu’il
v a transition de phase pour ¢ si et seulement si = # p*. On suppose présentement
étre en situation de transition de phase, donc pu~ et T sont deux mesures distinctes.

Comme p~ et ut sont deux mesures de Gibbs, d’apres le résultat de Kozlov-Vasilyev,
rappelé a la section 3.5 (p. 44) concernant les dynamiques PCA réversibles, on sait
que u~ et pT sont, ou bien stationnaires, ou bien 2-périodiques. Ayant ici supposé
qu’elles ne sont pas stationnaires, on a donc :

prPEpt, wPO =pt wP#AuT, p PO =y

Par ailleurs, d’apres le résultat de Dai Pra rappelé a la sous-section 3.4.2 (p. 42),
puisque pt € G(p), alors ut P € G(y), et de ce fait :

pTSptP T
En faisant agir la dynamique paralléle sur l'inégalité u~ < u* P, on obtient :
pt=putP® g P (4.116)
Comme d’autre part, u~ P est également une mesure de Gibbs, puisque p~ ’est, on a
TSPt
la seconde inégalité, conjointement a (4.116) permettant alors de conclure & u~P =

pt. On démontre u* P = p~ de maniére similaire. B

Afin de préciser le résultat précédent, on se restreint alors au cas de la dimension
d =2, h =0, rayon de portée de la dynamique R = 1, pour lequel on établit que les
mesures u~ et ut sont non stationnaires.

Proposition 4.3.3
Soit P la dynamique PCA définie par (4.1) en dimension d = 2, pour h = 0 et avec
de plus :

K(+e1) <0, K(fes) <0, K(0)<0, K(k)=0 pourles autres k.  (4.117)

_|_

Si B > fo, alors les mesures de Gibbs extrémales distinctes de G(p) pt et u= sont

des mesures 2-périodiques donc non stationnaires.

En particulier; la dynamique PCA sur SZ% est non ergodique.

Preuve :
Comme dans le cas précédent, puisque ’on suppose que K(.) < 0 (c’est a dire (4.44)),
les mesures de Gibbs sont monotones, et d’apres la Proposition 2.2.12, il y a transition
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de phase si et seulement si p~ # pt. Puisque 8 > By, on peut donc affirmer que p~

et ut sont deux mesures de Gibbs distinctes.

Puisque K(.) < 0, la Proposition 4.1.9 établit pour les mesures de Gibbs a volume
per

fini pp et ,u;'g'L Vinégalité pp < ,u;'SfL, valable pour tout L € N. En extrayant les
sous-suites adéquates a la convergence, et en passant a la limite, on obtient :

po st (4.118)

ot u° = limz_,e0 {5, > et ot I'on rappelle que p* = limy, ;0 ,u;'st. Par ailleurs, comme

PET — P on sait que ufy” est une mesure réversible, donc u® est une mesure réver-
Mg, = Vi, > que tg. ) H

sible donc stationnaire pour P, dynamique & volume infini, c’est & dire u® = u°P.
Comme P est répulsive, (4.118) fournit pt P < pu°P, dou :

ptP xpPP =pu® g ut . (4.119)
Par ailleurs, on démontre que p®(0o = +1) = 3. En effet, comme —(65,) = (—0o5,)

o~ L. . L. . Zd per _ per
(ot G5, désigne la configuration op, périodisée sur $*°), on a uy ' (—op,) = pg, (95,)-

De ce fait :
pri(oo=41) = 3 i ((+1)oos,\0)
O'BL\O
= 2 #i ((-1)oos,00)
O'BL\O

per per

= g, (00 =—1) =1—pg (o0 =+1) .

per

D’ot1, pour tout Br, ug (00 = +1) = 3, et donc :

1
pllog = +1) = 5 (4.120)

Enfin, d’apres la preuve du Théoréme 4.2.1, on sait que pour G > B,
pt(oo = +1) > % On en déduit donc :

1
27

1
pllog = +1) = 5 < pt (oo =+1), (4.121)
d’ott p° # pt. En confrontant ce résultat avec 'encadrement (4.119), on en conclut
que
ptFE PP,
c’est & dire que pu* n’est pas stationnaire.
De maniere analogue, on sait que pg < /Lge;, donc u= g w® = PP X u~ P . Et
comme précédemment, pour 8 > Bo, on a p~ (00 = +1) < 3 = p’(oo = +1) d’ou

p~ # pl. Le résultat s’en suit.

En tant que mesures de Gibbs, il a été établi que u~ et u™ sont 2-périodiques, et en
appliquant la Proposition 4.3.2, on a plus précisément : uy= P = ut et u™P = p~. De
ce fait, on a par exemple :

—pm) _ ) # sl m pair,
wob { pT si n impair.

La dynamique P ne saurait donc étre ergodique. B
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4.3.3 Cas du couplage propre nul £(0) =0

Dans cette sous-section, on considére le cas déja étudié a la sous-section 4.2.2 d’une
dynamique PCA de la classe Cy en dimension d = 2, de portée 1, telle que I£(0) = 0.

D’aprés la Propriété 4.2.3, compte tenu des hypothéses supposées pour K(.), on sait
que les mesures de Gibbs extrémales se découplent en produit d’'une mesure de Gibbs
extrémale sur Z%P et d’une mesure de Gibbs extrémale sur Zi. Par ailleurs, la dy-
namique P étant de la forme produit (PCA), on a :

Plastn) = (&, miaofi)) & (5, mldatiom) ) = PUaol) o Plasl?).
kez2P kezZ2i

Cela signifie que la dynamique peut étre considérée comme la juxtaposition de deux

dynamiques indépendantes agissant sur des sous-réseaux disjoints : une partie de la

dynamique dépend de I’état du systéme sur Z2P, et actualise les sites de Z?%, alors

qu’une autre composante de la dynamique actualise les sites de Z*P en fonction des

spins sur Z>%,

Soit k € Z2*P, pi(ok|nv,) régule 'actualisation de la valeur du spin au site k, sachant
ny, ot Vi C Z*\. Par abus de notation, on désigne par PP la quantité B P Pyap 72
ol

PZZ,p,ZZ,i = ® pk(dO']ic|’)’]p) .

kEZZri

Précisons que u™P P est une mesure de P(SZZ'i) alors que utP € P(SZZ'P). On rappelle
également les définitions posées en (4.112) :

ptt =ptP@uth ptt = ptPeul pt = pmP @t pmT =P euTt
On sait que, pour 8 > B, G(¢) = O, défini en (4.111).

g((p) :Oé{ a1N+++a2/L—++a3M+— —|—C(4IU,__ : a1 +ay+ az+ ay =1 } ‘

0<a; <1, Vie{l,2,3,4}

La Proposition suivante détaille alors ’action de la dynamique P sur ’ensemble des

mesures de Gibbs <.

Proposition 4.3.4
Soit P la dynamique PCA définie par (4.1) en dimension d = 2, pour h = 0 et avec
de plus :

K(0) =0, K(e1) = K(—e1) = K(e2) = K(—e2) £ K #0, K(k) =0 pour les autres k.

Alors, Vaction de la dynamique P sur l’ensemble G(p) = <O, lorsqu’il y a transition
de phase, est déterminée par les résultats suivants :

- S K>0,o0ona:
pP=ptt, WP =pTT, wtP=pt, ptP=pt, (4.122)

et laction de P sur & se traduit par une symétrie par rapport aw plan engendré
par p= = ptt et S(umt +ptT).
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pttP=pT, T P=ptt, pTTP=pt, pttP =t (4.123)

et laction de P sur & se traduit par une symétrie par rapport aw plan engendré
par p=t pt et S(um +ptt).

Preuve :

D’aprés les remarques introductives de cette sous-section, on sait que la dynamique
se découple dans ce cas en deux sous-dynamiques PCA identiques et indépendantes,
agissant alternativement sur Z2?P et Z2%.

Si K > 0, la Proposition 4.3.1 s’applique & chacune de ces dynamiques, avec la
particularité que la mesure extrémale u™P, de Gibbs pour P est transformée en la
mesure extrémale !, de Gibbs pour ¢!. On obtient ainsi

phPP =yt pm PP =p>t p PP =Py P =P

D’ou l'on déduit immédiatement (4.122), compte tenu de la Propriété 4.2.3.

Soit p € G(p) = <. I existe ay, az, a3, aq, quatre éléments de [0,1] dont la somme
vaut 1 tels que :
p=oap™ ot +oasptT +oupT.

Sous l’action de la dynamique P, on a :
pP = ap™ +asp™ +aoptT +oupT.

Les mesures stationnaires sont donc déterminées par as = ag, c¢’est a dire le plan
engendré par p~~, uT T et %(,UJ_‘" +u77). De maniére générale, 'action de la dynamique
sur < se traduit par I’application (a1, a2, as, as) — (o, a3, aa, 04), qui correspond a
la symétrie par rapport au plan des mesures stationnaires.

Par ailleurs, =" et u™™ ne sont pas stationnaires, et on retrouve facilement compte
tenu de ( 4.122) que ces mesures de Gibbs sont alors 2-périodiques, ce que le théoréme
de Kozlov-vasilyev nous assurait.

Si K < 0, alors la Propriété 4.3.2 donne d’une part utPP = pu=' et u=PP = ptt
(utP et P sont distinctes dés lors qu’il y a transition de phase d’apres la Propo-
sition 4.2.4), et pour lautre dynamique u**P = p=P et u!P = u™P. Les relations
(4.123) et leurs conclusions s’en déduisent alors de maniére analogue au cas précédent.

En particulier, ce résultat fournit également des exemples de mesures de Gibbs sta-
tionnaires, non invariantes par translation. En effet, dans le cas ou K < 0, les mesures
p~t et ut~ sont de telles mesures.

Précisions sur le cas d’interactions de signes différents

Compte tenu de ’analyse précise développée pour ’étude de la transition de phase
(Théoréme 4.2.1) nous développons ici le cas ot les couplages K(e;) et K(ez) sont op-
posés. La description de G(¢) est alors analogue au cas précédent, ainsi que ’action
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de la dynamique PCA sur cet ensemble. Il suffit pour cela de considérer la transfor-
mation T* (cf. (4.95)) pour passer de la situation ot K(.) est de signe constant & celle
considérée dans ce paragraphe.

Comme précédemment la dynamique paralléle P appartient & la classe Cy en dimension
d=2 avec :

K(0) =0, K(e1) = —K(e2) & K # 0, K(k) = 0 pour les autres k,

et donc KC(e1) et K(ez) opposés.
On rappelle la fonction & :

| —K(ex)sik=eyouk=—ey,
W@W‘{Km)ak¢@%—wy

et on définit I’application T” par :

(Tl’a)k _ { ok si k = (k1, ka) avec ky pair

—oy si k = (ki1, k2) avec ky impair .

On définit également Z®2 = B,, U B,jet Z®= Br, U Bp;ou:

disjoint disjoint
B, p = {(k1,k2) € 72 : K pair} ;  Byi={(ki, ko) € 72 : K impair} ;

Bhp = {(k1,ks) € Z* : ky pair} ; Bni = {(ki,ks) € Z* : k; impair} .

On rappelle que puisque la relation (4.96) :
T bT
Haw(0) = by oo (T"0)

est vérifiée, 'application p — u o T"! définit une bijection entre G(p) et G(¢*). De
ce fait, ex G(p) = ex G(¢*) o ! Do

Glp)=CoTh .

Comme on a établi que les états fondamentaux de ¢°, (i.e. les configurations les
plus favorisées lorsque B est au voisinage de 0) sont : +1,—1,(+1)z2e(—1)z2: et
(—1)z20(+1)z2. (échiquiers), on peut de ce fait affirmer que les 4 états fondamentaux
de @ sont :

— des lignes horizontales a signe constant, alternées, avec +1 & 'origine :

T*(+1) = (+1)B,,(~ 1)y, ;
— des lignes horizontales a signe constant, alternées, avec —1 & l'origine :

T*(~1) = (~1)Byp(+1)B4s ;
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— des lignes verticales a signe constant, alternées, avec +1 a l’origine :

T*((+1)z20(—1)z2:) = (+1)B,, (~1)B,; ;
— des lignes verticales a signe constant, alternées, avec —1 & 'origine :

T*((~1)z2e(+1)z25) = (~1)B,,(+1)B, ; -

De ce fait, les mesures de Gibbs extrémales de G(¢) sont des mesures donnant un
poids prépondérant aux configurations évoquées. On note ainsi respectivement :

PO T =kt pT o T =gk, ptT o T = v, o T =

En présence de transition de phase, G(¢) est donc le convexe d’éléments extrémaux

{pht, Wb, wot, o)

Si on désigne par P’ la dynamique PCA définie pour K, il est alors facilement véri-
fiable que, pour u € G(yp) :

(uP)o T = (uo T P | (4.124)

Puisque la dynamique P® appartient au cas attractif considéré précédemment, ’action
de P sur G(¢) dans le cas ou les constantes d’interaction sont de signes opposés se
résume alors en :

~ Si K(0) =0, K(e1) > 0 et K(ea) < 0 alors P+ et pm~ sont stationnaires, et u¥*
et u”~ sont 2-périodiques.
~ SiK(0) =0, K(e1) <0 et K(ez) > 0 alors u** et u*~ sont stationnaires et u™* et
h.—
M ’

Cela établit donc la Proposition suivante :

sont 2-périodiques.

Proposition 4.3.5
Soit P la dynamique PCA définie par (4.1) en dimension d = 2, pour h =0 et ou de
plus :

K(0) =0, K(e1) = —K(ea) £ K £ 0, K(k) =0 pour les autres k.

Alors, Uensemble des mesures de Gibbs G(p) est l'enveloppe conveze des quatre me-
sures extrémales pt, uh— u¥t et p¥~. Lorsqu’il y a transition de phase, on a la
situation suivante :

~ 8i K >0, alors u™* et um~ sont stationnaires, et u*t et u¥~ sont 2-périodiques.
L’action de P sur G(p) se traduit par une symétrie par rapport au plan engendré
par pht, ph et S(u0F 4 7).

~ 8i K <0, alors % et u»~ sont stationnaires et ut et ut~ sont 2-périodiques.
L’action de P sur G(p) se traduit par une symétrie par rapport au plan engendré
par pt, @ et (pht 4 pho).
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Chapitre 5

Couplage croissant de plusieurs PCA

Une technique féconde pour ’étude asymptotique en temps des systémes de parti-
cules est celle du couplage de tels processus markoviens. Elle consiste & faire évoluer
différentes dynamiques au sein d’un méme espace de probabilité.

Par exemple, le théoréme d’ergodicité pour les chaines de Markov irréductibles, apé-
riodiques avec espace d’états dénombrable peut étre établi de maniére élégante grace
a ’existence d’un couplage adéquat. Ce résultat - et I'idée originelle de coupler deux
processus stochastiques - remonte & Doeblin en 1938 ([Doe38]) mais ne commenca a
étre percue comme fondamentale que vers les années 50 grace aux travaux de Dobru-
shin [Dob56],|Lig93]. Pour plus de détails concernant un historique des techniques de
couplage et de la philosophie de ce concept, on pourra se référer & I'introduction du
travail récent de [FFG| et aux références qui y sont mentionnées. L'intérét et la puis-
sance du couplage de systémes de particules a temps continu ne sont plus & démontrer.
On en trouve une présentation dans le livre de Liggett [Lig83], chapitre II, section 1,
ou également dans le livre [Lin92]. Le livre récent (2000) de Thorisson [Tho00| plaide
également pour ’étude de couplages d’objets aléatoires : ce concept y est présenté
comme fondamental en théorie des probabilités, et ’auteur y préne ainsi une étude
per se du couplage.

Rappelons que § = {—1,+1}. Un des résultats principaux du chapitre 6 sera d’assu-
rer, pour certaines dynamiques PCA, la convergence vers 1’équilibre & vitesse expo-
nentielle. La preuve de ce résultat utilisera un couplage particulier préservant l’ordre
stochastique.

L’objet de ce chapitre 5 est donc d’introduire ce couplage et d’en montrer certaines
propriétés fines. Il s’articule de la facon suivante.

Dans la premiére section, nous définirons de maniére exacte ce que ’on appelle cou-
plage de deux processus markoviens, et donnerons un exemple immeédiat de couplage
d’un nombre fini de PCA : le couplage indépendant. Il présentera la particularité
d’étre lui-méme un PCA sur l'espace produit. Puis nous établirons ’existence d’un
autre couplage, dénommé croissant, d’un nombre fini de PCA quelconques, qui sera
encore un PCA (Théoréme 5.2.3). Il satisfera la propriété fondamentale (5.4) de pré-
server l’ordre stochastique entre les conditions initiales des différents PCA constitutifs
du couplage. Dans la section 5.3 nous porterons notre attention sur le cas particulier
du couplage croissant de différentes versions de la méme dynamique PCA, dans le
but de formuler certaines inégalités importantes pour les démonstrations du chapitre
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suivant. Nous y montrerons également la Propriété 5.3.1 de stabilité du couplage
croissant par projection : si I’on projette le couplage de N’ automates cellulaires pro-
babilistes sur N < N’ composantes de ’espace produit ol agit le couplage, on obtient
le méme résultat que celui obtenu en couplant directement les N automates cellulaires
probabilistes considérés. Nous nous focaliserons ensuite, dans la section 5.4, sur un
autre cas particulier : celui du couplage de différentes dynamiques PCA a volumes
fini ou infini. Ce couplage particulier nous permettra de comparer I’évolution de dy-
namiques a volume infini avec celles a volume fini mieux connues, et les propriétés qui
seront démontrées joueront un réle important ultérieurement. Enfin, avant de clore ce
chapitre, nous ferons (section 5.5) quelques remarques sur 'intérét, dans le cadre des
algorithmes de simulation parfaite, du couplage croissant d’un nombre fini de PCA
étudié dans ce chapitre.

5.1 Couplage synchrone d’automates cellulaires
probabilistes

Comme annoncé précédemment, nous nous intéresserons ici plus particuliérement
aux couplages de plusieurs automates cellulaires probabilistes, couplages possédant
en outre la caractéristique d’étre eux-mémes des PCA sur l'espace produit.

Rappelons d’abord la définition formelle d’un couplage de deux mesures puis de deux
chaines de Markov.

Définition 5.1.1 Soient (Q1, Ay, p1) et (Qa, Aa, u2) deuz espaces de probabilités. Une
mesure p sur l’espace produit {1y x €y est dite couplage de py et uy si

VAl c Al, /.L(Al X Qg) = ,Ll,l(Al) et VAg c Ag, ,U,(Ql X Ag) = ,Ll,g(Ag)

1.e. que les marginales de u sont u, selon la premiére coordonnée, et u, selon la
seconde.

La mesure produit p; ® ps est un exemple parmi d’autres de couplage de p; et ps.
On définit également :

Définition 5.1.2 Couplage de deux dynamiques markoviennes
Soient (1, A1) et (Qa, As) deuz espaces probabilisables. Soient P et P' les noyauz
de deuz processus de Markov & temps discret, homogénes (en temps) :

P A xQ —[0,1] 5 (A1, ¢Y) — P(ACY
P' Ay x Qy — [0,1]; (A2, (B) = P'(4,|¢%)

On définit une dynamique couplée, dite couplage des dynamiques P et P’ parla
donnée d’un noyau de transition @ :

Q (Al x Ay) x (1 x Q3) = [0,1]; (A1 x Ay, (¢4, ¢?)) = Q(A; x As|(¢H, ¢?))

tel que pour tout couple ((,(?) dans Q1 x Qa, Q( . |(¢,¢?)) soit un couplage des
deuz mesures P( . |[C') et P'( . |(?).
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On vérifie aisément que cette définition est équivalente & la définition suivante de @

en tant qu’opérateur sur I’ensemble des fonctions locales : pour toute fonction locale
© € F(21 x Q3), si @ appartient a I'image de F(§;) plongée dans F(; x Qs), i.e.
si ¢ est fonction de la seule premiére variable, alors Q(¢) = P(p). Si ¢ appartient a
I'image de F(Q,) plongée dans F(€; x §22), soit si ¢ est fonction de la seule seconde
variable, alors @Q(¢) = P'(¢). Autrement dit, la dynamique @ couplage de P et P’ est
une dynamique markovienne sur ’espace produit ; x €, telle que les dynamiques

marginales sur £; et 5 coincident respectivement avec P et P’.
Cette notion se généralise sans peine au couplage d’un nombre fini de dynamiques.

On notera que Q™ ( . |(¢Y,(?)), I'itérée n-iéme de la probabilité de transition Q, est
également un couplage des itérées n-iémes de P et de P'.

Dorénavant, dans ce chapitre et dans le chapitre suivant, I’espace des spins considéré
sera toujours S = {—1,+1}.

Définition 5.1.3 Couplage synchrone de PCA

Soit P, P% ..., PN N automates cellulaires probabilistes, chaque P* étant défini sur
Sz par sa loi d’évolution (p%)rczae. On appelle couplage synchrone des dynamiques
P P% ..., PN une dynamique markovienne Q qui est elle-méme un PCA, c’est-a-
dire dont les lois locales d’évolution (qi)peze satisfont

Vie {l,...,N}, VseS, V(eSS
p(s 1¢) = D a( (N, | (¢, ).

si€S,j#i

Exemple : le couplage indépendant
Soit @ le PCA défini par les lois locales d’évolution (gg)zeze de la maniére suivante :

=N
W(s,oh ) €SV, () [ (™) = T Akl 1€

Alors @ noté PQP%®...® PY est bien un couplage synchrone des PCA P!, P?,... PV,
De plus il satisfait les deux propriétés suivantes :
— Puisque toutes les dynamiques P!,..., P¥ sont locales, la dynamique couplée

P'®...® PN est locale : Vk € Z¢ V(¢ ..., (M) € (SZd)N,
(- 1C - M) = a1 Mw ) = @l Gy )

ot We =V x ... x V[V,
— Si toutes les dynamiques P!, ..., PV sont invariantes par translation, alors

Pl ...Q PN lest également.
Ce couplage, dit indépendant car il préserve l'indépendance des dynamiques selon
chaque composante de (SZd)N, ne permet cependant pas d’obtenir d’informations qui
nous solent utiles & 1’étude des PCA.
D’autres couplages de deux PCA sont également exposés dans 'ouvrage [TVST78].
Nous leur préférerons encore un autre couplage ) de PCA, ou cette fois, les dyna-
miques des différentes composantes seront trés fortement corrélées. Cette dépendance
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stochastique sera induite par l'ordre partiel considéré sur I’espace des configurations.
Ainsi, par exemple, dans le cas ou l'on considérera le couplage de N fois la méme
dynamique P attractive, le couplage @) satisfera la propriété suivante 5.3.3, dite de
coalescence : si, a un instant donné ng et pour une réalisation du systéme w, les deux
composantes ¢ et 7 coincident (w'(ng) = w’(ny)), alors pour tous les instants successifs
n 2 ng, ces composantes coincideront, et plus exactement, siz < 7 :

Vn > ng, VI, 2 <1 <7, wz(n) = wl(n) = wj(n).

5.2 Couplage synchrone croissant de N PCA

5.2.1 N-uplet croissant d’automates cellulaires probabilistes

Etablissons dans un premier temps la définition d’un N-uplet croissant de PCA :

Définition 5.2.1 Soit (P!, P?,..., PN) un N-uplet d’automates cellulaires probabi-
listes ot P* = (pL)peze (1 <1 < N). Il est dit croissant si :

k€ Z4V(C, O, ) € (ST tel que (PP (Y
Pr(+1 1) <pR(+1 1 ) <o <R (H1 [ ¢V,
Il est alors important de remarquer que, dans le cas particulier ot
P'=P? = ... =P = P, on ala propriété suivante :

Propriété 5.2.2 Si P est un PCA attractif, alors pour tout N > 2, le N-uplet
(P,P,...,P) est croissant.
N—_— ——

N fois

Exemple de N-uplet croissant : Cherchons un exemple parmi la famille de dyna-
miques PCA définie sur {—1, —|—1}Zd par la régle locale d’évolution, déja évoquée dans
le Chapitre 4 (cf. formule (4.5)) :

d ; 1
Vk e Z%Vs e S, pi(s | n) = 2(1—|—stanhﬁZK nk/—|-ﬂh)) (5.1)

k'

On rappelle que, d’aprés le Chapitre 2, sous ’hypothése :

Vke Vo, K(k) >0 (5.2)
'automate cellulaire probabiliste P?h défini par (pt)reze est attractif. Si 'on consi-
dére N réels hy, ha, ..., hxy ordonnés croissants

hi <hy<...< hy (5.3)

alors le N-uplet de PCA (PP ... PPHAN) est croissant. En effet, pour N configura-
tions ¢! 5 ... < ¢V, hypothése (5.2) et 'ordre des h; (5.3) permettent d’écrire que,
pour tout k € Z% :

B( Y KK —E)G +h) B( Y KK —B)G + hy)

k’EVk k’EVk
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ce qui permet de conclure.

Remarque :
En opposition a I’exemple précédent, a G fixé et hy = ... = h, = h, I’hypotheése :

Vk e Vo, K(k) <0

donne un exemple de N-uplet de dynamiques PCA (PP* ... PP*) telles que, si
¢t < ... < (Y alors, pour tout k € Z? :

1Y) > 2 PP (1Y),

que 'on pourrait désigner par N-uplet décroissant. Il faut cependant remarquer que
I’application répétée de la probabilité de transition, 7.e. le déroulement de la dyna-
mique, n’est pas décroissant mais retournerait alors ’ordre stochastique périodique-
ment, avec une période temporelle égale a deux.

5.2.2 Construction d’'un PCA, couplage croissant de PCA

Dans cette section nous définissons le couplage croissant pour un N-uplet croissant
d’automates cellulaires probabilistes. On trouve ce couplage déja chez Steif [Ste91],
qui 1'utilise pour ’étude des propriétés asymptotiques de PCA du point de vue de
la théorie ergodique (translations de Bernoulli). Cependant, il ne développe dans son
article aucune des propriétés qui nous servent par la suite. Signalons aussi le travail
récent de Lopez et Sanz [LS00] qui explicitent des formules de couplage croissant d’un
nombre fini d’automates cellulaires probabilistes dans le cas o1 ’espace des spins S est
un ensemble ordonné fini quelconque. Eux non plus, n’évoquent aucune des propriétés
que nous établissons ici.

C’est donc l'objet de cette section que de mettre en évidence des propriétés fines du
couplage croissant de PCA.

Définition de [(SZd)N]C

On définit maintenant le couplage annoncé au début de ce chapitre. Soit (P!, ..., PY)
un N-uplet croissant d’automates cellulaires probabilistes. On définira le couplage
croissant d’un tel N-uplet uniquement pour des configurations initiales totalement
ordonnées croissantes. De plus, pour une condition initiale croissante donnée, le cou-
plage croissant ne chargera que des configurations totalement ordonnées croissantes.
Définissons donc le sous-ensemble totalement ordonné & N + 1 éléments de (SZd)N
dans lequel évolue le couplage :

[(SZ)PN]e={(¢h, ..., M) e (S« << <N}

ou nous rappelons que § = {—1,+1}.
Par ailleurs, on précise a nouveau l'ordre < sur SV :

(s4 ..., sM) < (¢4, ) siVie {1,...,N}, s <t
Soit [SY]. la partie de SV définie par :

[SV], = {(s%,5%,...,s") € S : st < &P

N
N
V)
2
——
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On remarquera que < est un ordre total sur [S¥]. et que ses N+1 éléments (@4)ieqo,...N}

peuvent étre listés de maniére croissante, respectivement ag, ag,...,anN :
(-1,-1,...,=-1,-1); (=1,-1,...,=1,41); ...
(=1, =1, =L+ 4L+ D
(N—1) fois i fois

ceey (1,41, 000, 40)

ol, en fait, 'indice 2 de 1’élément correspond au nombre de +1 présents dans la «
partie droite de ces N-uplets.
On attire également 'attention sur la bijection canonique entre les ensembles ([SV])%*

et [(S“)]..

Construction du couplage croissant

Comme pour le couplage indépendant introduit précédemment, définir le PCA cou-
plage croissant @) en tant que dynamique markovienne revient a se donner les lois
locales d’évolution (gg)geze. Soit k € Z¢, on définit pour (¢2,...,¢N) € [(SZd)N]C les
quantités qk((sl, st ‘ L., CN) :

a((—-1,-1,-1,...,-1,-1,-1) [ ¢*,...,¢Y) =1—pN(+1|¢¥)
a((—1,-1,-1,...,—1,—-1,+1) | ¢}, ..., ¢Y) =N (+1 | (M) —py M1 | ¢V
jéine (.7'+1J)’éme . .
(=L, ~1,..., =1, +1 ..., +1) | ¢ (V) =g | ) —pl(+1 | &)
Jfois (N—j3) fois

(N —j7)éme ¢lément de [SN]. : ay_;

ge((—1,4+1,+1,, ..., +1,4+1,+1) | ¢4 ..., ¢Y) — >
qk((+17+17+177+17+17+1) ‘ Clr")CN) =P

et qk((sl,sz,...,sN) ‘ (1,...,§N) = 0 pour tous les éléments (s!,...,s) € SV\[SPV]..

Puisque (¢, ..., (") sont tels que ¢! < ... < ¢V et que le N-uplet (P!,..., PN) est
croissant, les quantités g précédemment définies sont toutes des nombres réels de
Iintervalle [0, 1].

Par ailleurs, comme annoncé, puisque g ne charge que les éléments de [SV]., pour
toute configuration initiale dans [SV]., on demeurera dans cet ensemble sous 1’action
de la probabilité de transition ), ce que stigmatise le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.3 (Existence d’un couplage croissant)

Soit N € N*. Soit (P, P% ..., PN) un N-uplet croissant de N automates cellulaires
probabilistes. 1l existe alors une dynamique PCA sur [(SZd)N]C notée P'@P?*®...® PV,
couplage des dynamiques P*, P2, ... PN qui préserve Uordre stochastique, ¢’est o dire
que pour toute configuration initiale croissante (or,..., o) telle que o' X 0?2 < ... X
o et pour tout instant n > 1,

Pl®...® PN (wl(n)ﬁ...ﬁwN(n) ‘ (wl,...,wN)(O):(Ul,...,UN)):1. (5.4)
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Un tel couplage P'®P*®...® PN est appelé couplage croissant de (P!, P? ... PY).

Preuve :

On vérifie que le PCA Q = P'® P?®...® PN défini par les (g;)peze précédemment, est
un couplage des dynamiques P!,..., PY. Pour cela, il faut et il suffit que la dynamique
synchrone induite par la dynamique couplée sur la j°™° composante (j € {1,...,N})
soit bien la dynamique P? = (p])zcze. Soit k un site de Z%. On notera (gp; Q) le noyau
markovien induit par le couplage @ sur la 7°™¢
d’abord que :

composante, au site k. Remarquons

Pi (Vrezetr) = P; @ = Oreza(p; Q) = Orezap; (ak))-
Soit maintenant 7 > 2, alors :

-éme

2

(s QU1 1 o™y = 3 (e A1) [ Y

-éme
M

= Y (s AL ) | )

(st)...,8771)

=5

= 3 (AL IO =B 1) Rh(HL | )
=2

= (1 1Y),

Sig =1 alors
(5 @(F1 [ ¢y () = @ ((F1, 41, 1, 41) [ e ) = pi(F1 ] ).

S’agissant de lois discrétes sur S = {—1,+1}, ces vérifications suffisent. On a donc
bien : _
(5 Q- | ¢4, CY) = p (- 1C9).

Par ailleurs, par construction, pour tout site k et pour toute configuration initiale
(¢, ..., (") appartenant a [(SZd)N]C, la loi g sur SY charge presque-siirement [SV].,
et donc @ = (g )reze est presque stirement a valeurs dans ([SN]C)Zd = [(Szd)N]C, ce qui
signifie que le couplage @ est en réalité un processus a valeurs dans [(Szd)N]C. L’ordre
stochastique entre les configurations sur chaque composante sera donc préservé au
cours du déroulement de la dynamique ¢. B

Remarque 5.2.4 On attire Uattention sur le fait que ce couplage croissant peut étre
également obtenu de la maniére sutwante. Soit (Ug)pezae une famille de variables aléa-
toires indépendantes, identiquement distribuées selon la loi uniforme sur [0,1]. Consi-
dérons un site k € Z%. La loi d’évolution locale qi au site k peut alors étre obtenue
par Ualgorithme du type « acceptation/rejet » suiwvant : soit Ug(w) une réalisation de
la variable aléatoire Uy, sur chacune des coordonnées v (1 < ¢ < N) du couplage,
si Ug(w) < pr(+1|¢Y) alors & linstant suivant, le site k, pour la composante 1 du
couplage prend la valeur +1, et sinon, la valeur —1.

Cet algorithme permet la réalisation de simulations informatiques de tels couplages.
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Compte tenu de la construction méme de ce couplage ordonné, comme pour le cou-
plage indépendant, la propriété suivante est également facilement vérifiée :

Propriété 5.2.5 (invariance par translation du couplage)

Si le N-uplet croissant (P',..., PN) est tel que les dynamiques P*,1 € {1,...,N},
soient invariantes par translation sur le réseau Z2, alors P*®...® PN est un automate
cellulaire probabiliste invariant par translation sur ce réseau.

Bien plus, il est fondamental de remarquer la caractéristique suivante du couplage,
propriété qui sera utilisée a maintes reprises dans le Chapitre suivant :

Propriété 5.2.6 (compatibilité)
Sotent (N,N') € (N*)? tels que 1 < N < N'. Soit un N'-uplet croissant d’au-

tomates cellulaires probabilistes (P*,..., PN'). Soit 1 <13 <i3 < ... <iy < N' une
sous-famille ordonnée d’éléments de {1,..., N'}. La dynamique couplée P* ® P2 ...®
P coincide alors avec la marginale sur les composantes (iy,1s, . .. ,4x5) du couplage

Ple P?.. . @ PN,

Preuve :

On prouve ce résultat par récurrence sur N'. Pour cela, il suffit de remarquer que,
si N' = 2, N = 1 la propriété est vraie par définition du couplage ; puis de montrer
que pour tout ¢ € {1,..., N'}, la projection du couplage {1,..., N'} sur les (N' — 1)
composantes 1,2,...,7,..., N’ est le couplage P'® ... ® P ® ...PN'. Le symbole
signifie ici que 'on supprime ’élément surmonté par ce symbole de I’énumération ot
il est utilisé.

Pour cela, soit 2 € {1,..., N'}, soit k € Z<, soient les configurations
g

. L. . . . ’_ . . .
On souhaite donc vérifier que les deux lois discrétes sur S ~1, ci-dessus mentionnées,
21 - _ - . 1.
ne chargeant que les éléments de [SY 7)., coincident pour tout élément

(s%,...,8...,8,...,8") € [SV'1]..
Compte tenu de I'indicage précédemment défini pour les éléments de [SV],, on sait
qu’on peut alors associer & un tel élément (s',. .., s, ... ,sN’) un indice 7 € {0,...,N'+

1} de telle sorte que :
si(st,...,8% ...,V ) # (+1,+1,...,+1) alors 5 € {1,...,N'}, et

(sl,...,si,...,sN’):(—1,—1,...,—1,—|—1,...,—I—l,—l—l);

7 fois

sinon, si : '
(sl,...,s’,...,sN’) =(4+1,+1,...,41)
on considérera 7 = 0.

On décompose alors cette vérification en plusieurs cas : selon que la composante que
I’'on ne considére pas pour la projection (indice ¢, et donc sur lequel on somme) est
un indice extréme (1 ou N') ou non. Et une fois cette composante précisée, selon les
différents éléments de [SY'],, indicés de maniére croissante par j.

On pose cjk( \(1,...,&...,(1‘7’) la loi au site k& du couplage Ple..®P®..®PV.
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— Sit#1ets# N alors :

~ sij >1etj # N'(jest index d’un élément quelconque de [SV].) alors la somme
des g, pour les éléments de [SV]. dont le 5 vérifie cette condition vaut :

Z qk((slasza .- '73N’) | Cla . '7CN’)
siesS

jeme jeme

= g ((s 1,...,_¢1 _¢1,+1,...,+1)\(1,...,§N')
- HL O (4 )

= G((sh s L)

—sij<tietj#£0alors:

S (s 5% [ ¢ )

steS
jeiﬂe ieiﬂe 1 N’
= g((=1,..., =1, +1,..., +1,...,+1) | ¢4 (M)
= pit(+1 ] CJ“) ph(+1 1 ¢%)

-~

= (s} 8 )

~ 817 =1 alors :

qu((sl,sz,...,sN’)|§1,...,§N’)
s*eS
jéine (J-_I_IJ)’éme

= q((—1,..., =1, +1 ,...,+1[¢...,¢M)

(J-_l)éme jéme

Fa((=1, ey =1 41,41,

= A7) =R O) + RO -7 0T)
= AL =R [T

-~

= G((sh s L)

—sij=N'(ie (s...
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qu((slasza---ale) | Cla'--agNl)

steS
= g((+1,. ., +1 ] ¢ CY)
— R+ CY) i
= G ((+L, 4D | ¢ Gy CY)

— Si la composante considérée est 1 =1 :
—casj=N":

qu((slasza---asN’) | Cla'-wCN’)

sicS

= q((-1,...,-1] ¢ ..., ¢M)

= 1—Pk ("‘HCN)

= G((=1,..., =) | ¢ Gy ()

— cas 1 < j < N':identique aux cas précédemment évoqués

—cas 3 =0:
> a((sh, s8N 1Y)
sleS
= (=1, +L,...,+1 ] ¢4 )
+oa((+1,. 41| ¢ Y
(i+1 | ) = pe(+1 1 ¢Y) + (1 [ ¢
= Ge((+1,- 41 [ o ()
- Sii=N':
~casj =N ((ie. (s%,...,8")=(~1,...,-1)) :
> a((-1,-1,..,=1,sM) [ ¢4, Y
sN'es
= q((-1,-1,...,-1,-1] ¢ ..., ¢M)
+ae((—1,...,—1,+1 ] ¢4 .. ¢Y)

= (1-n"(+1] CN')) = (A LY = T L YY)
= G((=1,..., =) | ¢ ¢V
— Pour les autres éléments de [SY]. : de (—1,—1,...,—1,+1) & (+1,...,+1), on

retrouve des situations similaires & celles déja évoquées.

Cette derniére propriété 5.2.6 devient particuliérement remarquable lorsque la dyna-
mique sur chacune des composantes est identique. Etudions plus précisément ce cas
particulier dans la section suivante.
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5.3 Couplage synchrone croissant d’un nombre ™ “ ™" 7

quelconque de PCA identiques

5.3.1 Construction

Ainsi nous nous intéressons dans cette section 5.3 au cas particulier ou 'on couple
un nombre fini de fois la méme dynamique PCA, c’est & dire que notre attention se
portera sur le couplage de différentes trajectoires de la méme dynamique markovienne.
On remarque au préalable que pour un automate cellulaire probabiliste attractif P
sur SZd, compte tenu de la propriété 5.2.2, on peut effectivement construire pour tout
N € N*, le couplage de N fois la méme dynamique P :

PeP®..®P,
N fois

que ’on notera P®V,
On démontre pour ces couplages la propriété suivante, corollaire direct de la pro-
priété 5.2.6 :

Propriété 5.3.1 (Compatibilité, pour une méme dynamique PCA)

Sotent (N, N') € (N*)? tels que 1 < N < N'. Soit un automate cellulaire probabi-
liste attractif P. On considére le N-uplet croissant d’automates cellulaires probabi-
listes (P', ..., PN’) ot chaque dynamique P* est la méme que la dynamique P. Soit
1< <1< ... <1y < N une sous-famille ordonnée d’éléments de {1,...,N'}. La
dynamique couplée P®N = P @ P2 .. . ® PV coincide alors avec la marginale sur les
composantes (11,43, . ..,5x5) du couplage P®N' = P* @ P? ... ® PN'. En particulier :

VNa VN’ 2 N7 P®N = ${1,..,N} P®N’-

Preuve :

Ce résultat est immédiat compte tenu du résultat précédent, dés lors que l'on re-
marque que : pour (N, N') € (N)®), N < N’, pour tout N-uplet croissant (i1, ...,%n)
de {1,...,N'},on a:

Pr@®..ePY"=P@. opPYV=peN

compte tenu de la construction du couplage ordonné et puisque les dynamiques sur
chaques composantes coincident avec la méme dynamique P. l

Etant donnée la Propriété 5.3.1 précédente, on peut alors énoncer la définition sui-
vante :

Définition 5.3.2 Pour tout automate cellulaire probabiliste P attractif, on désignera
dorénavant par IP le couplage croissant de N fois la méme dynamique P ot N sera
un nombre fini grand :

P — p®V,

D’aprés 5.3.1, on remarquera que cette définition ne dépend pas vraiment du nombre
N de PCA couplés. IP désignera donc aussi bien le couplage de N fois 'automate
cellulaire probabiliste P, que toute projection sur un plus petit nombre de coordonnées
de ce méme couplage.
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5.3.2 Quelques propriétés

Le couplage IP présente alors la propriété fondamentale de coalescence suivante : si,
a un instant donné, deux composantes d’une réalisation sont égales, alors dorénavant
elles — ainsi que toutes les composantes comprises entre elles — demeureront égales,
ce que traduit ’énoncé suivant :

Propriété 5.3.3 Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif. Soit N € N*.
On considére IP le couplage croissant de N fois ce méme PCA.
Si Ing, 3(3,7) € {1,...,N}?, 1 < 7 tel que w'(ng) = w?(nyg), alors : Vn = ng

IP(w’(n) = wi"'l(n) =...= wj_l(n) = wj(n) ‘ wi(no) = wj(no) ) =1.

Preuve :
Compte tenu de I’ordre stochastique, s’il existe 1 et 7 tels que w'(ng) = w?(ng) alors :

Vi, i <1<g, wng) =w(no) =w(nog).

Dans ce cas, grace au Théoreme 5.2.3, la croissance des spins numérotés de z & j
sont respectées en tout temps n pour tout site de Z2 De plus, comme le couplage
IP est constitué de composantes égales, il respecte également la décroissance des
configurations. C’est donc qu’il y a égalité des w'(n) et w?(n) et de tous les spins
intermédiaires. B

Une autre propriété du couplage IP est a mettre en exergue. Elle concerne la suite
(p(n))nen qui sera au coeur de 'étude de 'ergodicité au chapitre 6. Pour tout instant
n € N, on définit

p(n) = P (wh(n) # wi(n)|(w",w?)(0) = (~1,+1)). (5.5)

Les propriétés de monotonie du couplage permettent d’obtenir une minoration de
cette quantité :

Propriété 5.3.4 Soient o,n € SZ¢ tels que o < n. On a:

P (w)(n) # wf(n)| (", w?)(0) = (o,7)) < pln)

Preuve :
On notera que :

P (w)(n) # wi(n)| (", 07)(0) = (o,7))
= P (wh(n) # wi(n)| (@, 0?0 0*)(0) = (=1,0,7,+1)).

Comme on a —1 X 0 < 7 X 41, par définition de IP, on a pour tout n,
sous IP((wl,wz,w3,w4) € .‘(wl,wz,w?’,w‘l)(O) = (—1,0,77,—|—1)) :
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d’otu :

wy(n) < wi(n) < wi(n) < wi(n) IP( .‘(wl,wz,w?’,w‘l)(O) = (—1,0,77,—|—1)) — p.s.

Compte tenu de cette inégalité, on remarque alors que wg(n) < wi(n) implique

wi(n) < wi(n), d’ou la conclusion :

P (w}(n) # w ()\(w W0, w)(0) = (~1,0,7,+1))
(wé )‘(wl,w2,w3,w4)(0) = (—1,0,77,—|—1))
(wh(m) # w3<n>\<w1,w2><o> = (-1,+1),

grace a la Propriété 5.3.1. B

< IP
- P

Une autre propriété mérite également que l'on s’y attarde. Rappelons (cf. formules

(2.56) et (2.57)) que 'on a défini
K = UkEAV;c = K(l)a

ainsi que :
_ —oM —(n

A désigne I’ensemble des sites de Z¢9, qui a un instant ng ont une influence sur la
valeur des spins dans A a l'instant ng + n. On peut remarquer alors que si ’on part
a 'instant 0 de deux configurations qui coincident sur K(n), alors, presque stirement,
elles coincideront au temps n sur les sites de A ; ce que traduit la propriété suivante :

Propriété 5.3.5 Soit n fizé. Pour toute partie finie A de Z°%, pour toutes configura-
tions (o,n) € [(Szd)z]c telles que o) = Ny 0N @

P (w}(n) = wh ()| (@}, 0?)(0) = (0,m)) = 1.

Le couplage IP préservant l'ordre stochastique entre les configurations, il est clair
que les configurations extrémales —1 et +1 vont jouer un réle particulier. La section
suivante s’intéressera a d’autres couplages croissants au sein desquels le réle de ces
configurations sera mis en valeur.

5.4 Couplage synchrone croissant de dynamiques PCA
A volume fini et infini

Dans cette section, nous comparerons les effets d’'une dynamique PCA attractive P
avec ceux de dynamiques & volume fini P{, 7, élément de S z? désignant une condition
au bord de la partie finie A de Z?. Constatant I'importance du réle des configurations
extrémales, nous introduirons les couplages dont la premiére et la derniére composante
sont les dynamiques a volume fini maintenant le systéme hors de ce volume dans un
état extrémal, presque stirement. Nous établirons ensuite deux propriétés permettant
de comparer les dynamiques a volume fini et & volume infini.

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

11U wouplagce Crolssalit dc piusicurs rousa

These de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

5.4.1 Conditions au bord extrémales et couplage spécifique
associé

On rappelle les notations suivantes précédemment introduites : Soit P = (pg)geze un

automate cellulaire probabiliste sur S%°. Soit A € Z? et soit 7 € SZ°. P7 désigne la
dynamique paralléle sur le volume fini A de condition au bord 7. :

Pi(doalna) = 2 pe( do | naTae),

tandis que P{ désigne son plongement en tant que dynamique a volume infini, sur
SZ%: pour tout o,n € 5%,

P{(do[n)= 8 p( dog | namas)® & 6r(doy )

JTAC( dO'Ac )

= P]’(( doa | MaTAe) ® Ory.( dope ).

L’on dit que Pf est la dynamique & volume fini A et condition au bord 7 associée
a la dynamique PCA P. Pour k € A, les régles locales d’évolution py de P et P{
qui régissent 1’évolution des spins sont les mémes, alors que sur A°, la probabilité
de transition P{ maintient presque strement les valeurs des spins égales a celle de
Tae. On rappelle que 'on utilise les notations Py et Py pour désigner respectivement
les quantités Py' et P;'. La proposition suivante assure l’existence des couplages
P ®P® Py et Py ® P® P ® P, fort utiles dans la sous-section suivante pour
établir des relations de comparaison entre volumes fini et infini :

Propriété 5.4.1 (Existence du couplage avec adjonction de dynamiques a
volume fini et conditions au bord extrémales)

Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif. Soit N € N* quelcongue. Soit
A € Z? un volume fini. Le (N + 2)-uplet

(Py,P,...,P,PY) est croissant. On peut donc définir le couplage croissant Py ® P®
N fois

L.®@Pe Py .

Preuve :

On notera ici P° = Py, P = P, ...,PY = P PN*! = PF On notera par

(PL)keza, 1 € {0,...,(N + 1)} les lois locales de ces PCA. Soient (%, (2, ..., (N, ¢(NV+!
(N + 2) configurations de SZ¢ ordonnées : (O g (1< ... < (N < (V¥ Soit k € Z¢4,

— Considérons dans un premier temps le cas ot k € A :
Par définition de Py et Py onaalors : p =pi = ... =py = pkN+1 = pg, et comme
le PCA P est attractif, puisque

Q(-ae < N VP (H1)se,

les lois (. 1¢2(~1)ac), ph( - 1¢1), oy 2N (- 1Y), (- |G+ (+1)ac) sont donc
ordonnées croissantes.
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— Dans un second temps, considérons le cas ot k € A° :

Par définition de Py et Py on a alors : pd( . [(3(—1)ac) =d_1( . ) et
([T (1) e) = 844( . ). Comme le PCA P est attractif, le N-uplet

(. |¢Y), ..., Pl (. |¢Y) est croissant, et donc le (N + 2)-uplet

(61, ph( . |CY), . N (. |¢N),841) Vest également puisque §_; et d,; sont des
éléments extrémaux, ce qui permet de conclure.

5.4.2 Comparaisons volume fini/volume infini

Grace a l'existence du couplage Py ® P ® P, établi dans la propriété 5.4.1, on peut
alors comparer des propriétés de I’automate cellulaire probabiliste P a volume infini
avec les PCA & volume fini associés et conditions au bord extrémales, Py et P} :

Propriété 5.4.2 Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif. Soit A € Z°.
Alors, pour toute condition initiale ¢ sur SZ% et pour tout instant n, on a :

Py ® P® Py (w'(n) < w*(n) < w*(n)|(0",0%,°)(0) = (€a(~1)ac, &, Ea(+1)ac)) = 1
et en conséquence :

PA_ (w(n) c ‘w(O) = fA(—l)Ac) (57)
< P(w(n) € .‘w(O) = f) < Py (w(n) € .‘w(O) = {:A(—l—l)Ac)

Preuve :
D’apreés le résultat précédent, comme P est attractif, le triplet (Py, P, Py") est crois-
sant, et donc, selon le Théoréme 5.2.3 on peut définir le couplage ordonné Py ® P ® Py
de ces trois automates cellulaires probabilistes. Pour toute condition initiale £ de SZd,
on remarque que :

Ea(—1)ae K € Ea(+1)se
et puisque le couplage ordonné préserve l'ordre stochastique, on a pour tout instant
n le résultat souhaité.
D’autre part, 'inégalité (5.7) n’est autre que I'inégalité précédente réécrite en utilisant
les propriétés du couplage, et donc le fait que la premiére marginale coincide avec P,
la deuxieme avec P, et la troisiéme avec Py . W

On peut ainsi comparer le déroulement de la dynamique & volume infini avec I’évolu-
tion sous l’action des dynamiques & volume fini associées.

Nous conclurons en utilisant le couplage croissant pour écrire des majorations de la
suite(p(n))nen déja définie précédemment en (35.5).

Propriété 5.4.3
Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif. En définissant la suite :

VRN, p(n) 2P (ul(n) £ wi(n) | @LeD)0) = (-1,41))  (53)
['inégalité sutvante est vérifiée :

p(n) < Py ® Py (w5(n) # wy(n) |(w',w?)(0) = (-1, +1)).
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Preuve :

D’aprés le résultat de la propriété 5.4.1, comme P est attractif, on peut définir le
couplage ordonné Py ® P® P ® P;. Comme —1 5 —1 < +1 < +1, et puisque le
couplage préserve l'ordre stochastique, on a, a tout instant n :

w'(n) X W?(n) < W¥(n) < wi(n)
Pr@P®P®P(.|w,w, o’ w)0)=(-1,-1,41,+1)) p.s.

d’ot1, en particulier :

wo(n) < wg(n) < wo(n) < wy(n)

Pi®P®P® P[\"( : ‘(wl,wz,w?’,w‘l)(O) = (-1, —1,—|—1,—|—1)) p.s.
On en déduit alors :

Py ® P® P ® Pf(w5(n) # wy(n) | (w',0? w?,0")(0) = (—=1,-1,+1,+1))
<Py ® P®P® P (w(n) £ wi(n) | (0, o?,0®,w*)(0) = (-1,-1,41,+1))

d’ott la conclusion, en remarquant que, par les propriétés du couplage :
Py ®P®P® Pf(wi(n) # wy(n) | (w',0? w?,0*)(0) = (-1,-1,+1,+1))

= P ® P(wy(n) # wi(n) | (w',w?)(0) = (=1, +1))
et

Py ® P® P ® P (wy(n) # wy(n) | (w!,w?,w?,0*)(0) = (—1,-1,+1,+1))

= Py ® Py (wo(n) # wi(n) | (w!,w®)(0) = (=1, +1)).

5.5 Quelques idées d’utilisation

Le couplage croissant d’automates cellulaires probabilistes introduit et étudié dans ce
chapitre sera essentiel pour I’étude au chapitre suivant de la vitesse de convergence
a ’équilibre d’automates cellulaires probabilistes attractifs. Toutefois, ce couplage
présente un intérét plus général.

Il permet d’envisager I’adaptation au cadre PCA d’autres résultats qui existent dans le
cadre des systémes de particules en temps continu et qui se basent sur 'existence d’un
couplage préservant 'ordre stochastique. Nous pensons par exemple aux résultats de
Holley sur la structure d’ouvert topologique de I’ensemble des taux de saut de systémes
de particules attractifs, invariants par translation, convergeant exponentiellement vite
vers ’équilibre (cf. Théoréme (0.2) de la référence [Hol83]).

D’autre part une utilisation concréte du couplage croissant de PCA (Théoréeme 5.2.3)
peut étre envisagée au sein des algorithmes de simulation parfaite. Il s’agit
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d’algorithmes introduits par Propp et Wilson ([PW96]) en 1996 — puis Fill ([Fil98])
en 1998 — permettant de réaliser exactement la mesure stationnaire d’une chaine de
Markov. Ces algorithmes sont particuliérement efficaces quand il existe des couplages
monotones associés. Ce domaine de recherche est extrémement actif actuellement et
trés prometteur. On pourra consulter avec profit les notes de cours d’Haggstrom a ce
propos [Hég02].

Par ailleurs, au dela de l'utilisation des algorithmes de simulation parfaite existants
pour réaliser des simulations de dynamiques paralléles et de leurs états d’équilibre
éventuels, les automates cellulaires probabilistes peuvent jouer un réle plus fondamen-
tal dans la construction méme de ces algorithmes de simulation parfaite. En effet, par
exemple, dans Varticle [HS00], Higgstrom et Steif définissent un algorithme du type
Propp-Wilson afin de réaliser une simulation parfaite de champs markoviens sur Z9
dans une situation proche de 'indépendance spatiale (régime de hautes températures).
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Chapitre 6

Convergence vers I’équilibre de PCA

Aprés avoir aux chapitres 3 et 4 étudié 'existence de plusieurs états d’équilibre pour
des dynamiques PCA et s’étre intéressé au caractére gibbsien de ces états pour cer-
taines classes de dynamiques, nous porterons notre intérét dans les pages a venir
sur les questions liées & la convergence vers 1’équilibre lorsque la dynamique PCA
considérée ne posséde qu’'un unique état d’équilibre. Les questions naturelles qui se
posent et qui vont étre abordées sont celles des conditions nécessaires et suffisantes
pour que 1’état d’équilibre soit effectivement unique; et le cas échéant, déterminer si
la dynamique converge vers cet état (on parlera alors d’ergodicité), étudier de quelle
maniére cela se produit et en particulier avec quelle vitesse.

Le couplage synchrone croissant de plusieurs PCA introduit et étudié précisément
au chapitre précédent sera un des outils fondamentaux des résultats établis. Dans
tout ce chapitre, les automates cellulaires probabilistes considérés seront des PCA
purement stochastiques, a valeurs dans P’espace d’états Sz pour lequel
nous rappelons que S ={—1,+1}, et dont la loi locale p; est invariante par

translation.

Aprés avoir défini mathématiquement ce que ’on entend par convergence vers 1’équi-
libre, nous rappellerons (section 6.1) différents résultats d’ergodicité connus et en
préciserons la portée ainsi que les techniques mathématiques sur lesquelles ils se fon-
dent. Dans la suite du chapitre, nous nous concentrerons alors sur les PCA attractifs,
invariants par translation. Dans la section 6.2 nous montrerons principalement que
toute dynamique PCA de cette catégorie, sous réserve qu’elle n’admette qu'un unique
état d’équilibre, est ergodique (Théoréme 6.2.10). Nous établirons ensuite en section
6.3 la dichotomie suivante : ou bien une telle dynamique converge vers I’état d’équi-
libre strictement moins vite que nl—d (ot d est la dimension du réseau Z?), ou bien la
vitesse de convergence est exponentielle (Théoréme 6.3.1). Les PCA attractifs de la
classe C seront ensuite au coeur de la section 6.4 dont le but sera essentiellement de
prouver le théoréme 6.4.1 grace a I’étude fine des propriétés des mesures réversibles a
volume fini v}, développée au Chapitre 4. Ce théoréme nous permettra d’établir que
tout PCA attractif de cette classe C converge & vitesse exponentielle vers son unique
état d’équilibre des lors que la mesure de Gibbs pour le potentiel canoniquement as-
socié est unique et faiblement mélangeante (concept que l'on précisera alors). Enfin,
nous conclurons sur la généralisation de ces résultats & d’autres classes de PCA.
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6.1 Critéres usuels d’ergodicité pour les PCA

Précisons dans un premier instant la définition de ’ergodicité pour un processus
markovien & temps discret ; c’est a dire de la convergence vers un état d’équilibre qui
ne peut en conséquence qu’étre unique.

6.1.1 Définition de I’ergodicité

Définition 6.1.1 On dit qu’un processus de Markov P & wvaleurs dans un espace
probabilisé X est ergodique sil existe une unique mesure stationnaire v telle que
pour toute mesure initiale m, mesure de probabilité sur X,

P .y (6.1)

n—oo

c’est o dire, pour la topologie de la convergence faible :

lim P(w(n) € . ‘w(O) = 0') n(do) =v( . ). (6.2)

n—oo
La remarque suivante nous donne un critére suffisant d’ergodicité :

Remarque 6.1.2
Un processus de Markov P sur X est erqodique s’il existe une unique mesure station-
naire v telle que pour toute fonction f locale :

lim sup ‘ /f(w(n)) P(dw | w(0)=0)— /f du‘ =0, (6.3)
n—oo o

ou bien si la propriété suiwante équivalente, dite propriété d’ oubli de la condition

initiale, est vérifiée :

lim sup D(P(w(n) € . ‘w(O) = 0') , P(w(n) € . ‘w(O) = 77)) =0 (6.4)

n—=00 g p

o D est une distance sur l’espace des mesures de probabilité P(X) compatible avec
la topologie de la convergence faible.

Pour établir 'ergodicité, on montrera en fait dans la suite la validité de (6.3), ou de
(6.4). Afin de mettre en relief l'originalité de nos théorémes, évoquons maintenant
les principaux résultats d’ergodicité existant et concernant des PCA a volume infini.
Rappelons au préalable le résultat (3.4) de la Proposition 3.2.1, qui assure l'ergodicité
des dynamiques PCA purement stochastiques & volume fini.

6.1.2 Critére de Dobrushin-Vasershtein

Historiquement, le premier résultat d’ergodicité pour les automates cellulaires proba-
bilistes & volume infini est di aux travaux de Vasershtein [Vas69] et de Dobrushin
[Dob71] respectivement en 1968 et 1971. Leur résultat assure l'ergodicité a vitesse
exponentielle et peut étre formulé ainsi :
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Théoréme (Dobrushin-Vasershtein)

Soit v le réel défini par :

pe(+1lo3;) = pr(+1low,) (6.5)

A
v = sup g sup
keZdjEVk O'VkESVk

ot 07 a été défini en (2.11) et V4, défini en (2.44).
Siy < 1 alors le PCA P sur SZ¢ est ergodique a vitesse exponentielle, c’est a dire
qu’il existe une unique mesure stationnaire v sur SZ¢ telle que :

Vf : §2° 5 R, locale ,3 c(f) € R, Vn € N,

sup [P( f(w(n)) | w(0) = o ) — (f)] <

O'ESZd ]__FY

¢

Dans ’article [LMS90]|, Lebowitz et al. proposent une démonstration ¢élégante de ce
critére. Remarquons qu’il permet d’assurer l'ergodicité & vitesse exponentielle d’un
automate cellulaire probabiliste général (non nécessairement invariant par transla-
tion, non nécessairement attractif, non nécessairement purement stochastique) lorsque
celui-ci est dans une situation proche de I'indépendance totale entre les différents sites
(zone d’interaction faible entre les sites). Dans ce cas, la condition v < 1 est en effet
toujours vérifiée. Examinons plus avant ce critére dans le cas de PCA de la classe
C afin d’avoir une idée plus précise de son champ d’application en fonction du para-
metre [ controlant la « stochasticité » de la dynamique (cf. section 4.1.1).

Exemple : Critére de Dobrushin-Vasershtein pour les PCA de la classe C,

Rappelons que la classe Co (cf. (4.15)) est constituée des automates cellulaires proba-
bilistes réversibles définis par :

Vke Z4Vs € S = {—1,+1}, puls | n) = %(1 +stanh(8 Y K(K — k) nk,))

k’EVk
ol
Vi ={K cZ%: KK — k) # 0}

et ou la fonction K(.) est supposée paire, pour que le PCA P soit alors réversible.

Remarque 6.1.3

Si Don suppose que K(k) = 0 pour tout k # 0, (c’est & dire seul X(0) est non nul),
on remarque que dans ce cas il n’y a pas d’interaction entre les sites. Le coefficient
v est toujours strictement plus petit que 1 car le PCA est purement stochastique, et
lon retrouve ainst ergodicité de cette juztaposition de chaines de Markov.

Pour les PCA de la classe Cy, le critére vy s’écrit :

v = %Z sup |tanh(8 Z K(k" ?7,1,) — tanh(g Z K(E") e

V.
jEV, MESTO k' €Vo KeVo

(6.7)
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Puisque I'utilisation éventuelle de techniques d’analyse ne permet pas de mener une
étude suffisamment précise, le calcul de cette quantité dans un grand degré de généra-
lité (dimension d, portée R quelconque) devient vite fastidieux par le grand nombre de
configurations différentes & considérer (de lordre de (#V;) 2(#")). Nous présentons
ici deux cas particuliers (dimension 1 et 2) qui nous permettent de préciser 'ordre de
grandeur de la zone de faible interaction, i.e. de validité de ce critére, sous lequel le
processus sera exponentiellement ergodique.

— Cas de la dimension 1 :
Considérons le cas des PCA de la classe Cp, attractifs, en dimension d = 1, de
portée R =1 et isotropes, c’est & dire :

K(ei) = K(—e1) £ K >0, K(0)=u >0, X(k) =0 sinon.

Le cas K = 0 ayant déja été mentionné, on suppose que K = 1; ainsi la quantité -y
est notée ici y(B,u) (rappelons que 8 > 0). Remarquons que si u = 0, tout site ne
dépend que de la valeur des spins en ses premiers sites voisins & 'instant précédent.
Siu =1 = K, la dépendance sera uniforme en les sites voisins et en la valeur
du site méme, a l'instant précédent (interaction propre du site d’intensité égale a
I'interaction avec un des sites premiers voisins). On calcule que :

tanh(B(u + 2)) — tanh(Bu)

?

tanh(Bu) — tanh(B(2 — u))D (6.8)

tanh(B(u + 2)) — tanh(8(2 — u)) 2tanh(ﬁu)D

1(8) =

?

5 max (
—max
2

Explicitement, dans certains cas particuliers dignes d’intérét, on obtient les formules
détaillées dans le Tableau 6.1. Précisons que (. est tel que pour 8 > (., on ait
transition de phase. Le cas 8. = 400 signifie donc ici qu’il n’y a jamais de transition
de phase, et que pour tout § > 0 on a unicité de la mesure de Gibbs, respectivement
au potentiel (4.34) naturellement associé a la dynamique.

TAB. 6.1 — Coefficient de Dobrushin-Vasershtein, cas de la dimension 1

‘ U ‘ Coefficient v(8, u) ‘ B tel que y(B,u) < 1 ‘ B ‘
0 tanh(208) 6>0 Be = +o0
1 tanh(308) 6>0 Be = +o0
2 2tanh(25) 0 < 8 < zArgtanh(5) ~ 0,275 | B. = +o0
3 | 2tanh(38) + tanh(B) 0<pB<0,151 B. = +oo
—1 | 2tanh(B) + tanh(35) 0<pB<0,217 B. = +oo

— Cas de la dimension 2 :
On consideére ici le cas d'un PCA attractif de la classe Cyp en dimension d = 2,
isotrope, pour lequel il ¥ a interaction avec les seuls premiers voisins, c’est a dire :

K(+er) = K(+e2) £ K >0, K(0) =u >0, X(k) = 0 sinon.
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Comme précédemment, on considére K = 1 et on pose v = (6, u). Par un calcul
explicite, on obtient :

v(B,u) = 2max ( tanh(8(4 — u)) — tanh(8(2 — w))|,
tanh(B(4 + u)) — tanh(B(2 + u))],
tanh(B(2 — u)) + tanh(Bu)|, | tanh(B(2 + u)) — tanh(Bu) D
tanh(B(4 +u)) — tanh(B(4 — u))],

tanh(B(2 + u)) — tanh(B8(2 — u))|, 2 tanh(ﬁu)D

(6.9)

5 max
5 Tax

ce qui pour certaines valeurs de u donne des formules explicites, regroupées au sein

du Tableau 6.2.

TAB. 6.2 — Coefficient de Dobrushin-Vasershtein, cas de la dimension 2 ( * résultats
issus des simulations du Chapitre 7)

‘ U ‘ Coefficient v(8, u) ‘ B tel que y(B,u) < ‘ Be ‘
0 2tanh(20) 0 < 8 < tArgtanh(}) ~ 0,275 Be=1ln(1+ \f) 0,441
1 5tanh(f) 0 < 8 < Argtanh(;) ~ 0,203 B.~0,3*

Gréce a ces exemples, le domaine de faible interaction o1 y < 1 peut étre comparé avec
la zone d’unicité de la mesure de Gibbs associée canoniquement aux PCA de cette
classe Co (zone de non transition de phase, sur laquelle selon ’analyse développée
au Chapitre 3 la mesure stationnaire du PCA est également unique). Cette zone
d’unicité de la mesure de Gibbs est déterminée par le 8. déja utilisé antérieurement,
connu dans certains cas particuliers, estimé dans d’autres (cf. résultats des simulations
numeériques du Chapitre 7). D’apres les exemples précédents, il apparait donc que,
hormis certains cas d’école, le critére v < 1 a une portée relativement restreinte, par
rapport a la zone de non transition de phase de I’hamiltonien associé, 8 < B., zone
sur laquelle devrait s’appliquer essentiellement le résultat du Théoréme 6.4.1.

Précisons que Maes et Shlosman ont développé dans les articles [MS91, MS93| cer-
taines généralisations du critére de Dobrushin-Vasershtein. La plus exploitable en
pratique, reformulée avec le couplage croissant définit au Chapitre 5 assure une conver-
gence exponentielle & ’équilibre analogue a celle de (6.6) s’il existe un instant N tel
que :

W = :ggdz S:pP ® P(wi(N) # wi(N) | (0", w*)(0) = (n,7") ) < 1. (6.10)

On remarque que le cas N = 1 redonne le critére de Dobrushin-Vasershtein : v, = 7.
Le critére utilisé se fonde néanmoins sur la connaissance de la dynamique jusqu’a un
instant N, en rendant son calcul concret encore plus complexe.
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6.1.3 Autres critéres Thése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002
Dans ’article [LMS90], la structure d’espace-temps Z%x Z, mise en valeur pour I’étude
qualitative des mesures stationnaires d’'un PCA, et mentionnée dans le Chapitre 3,
n’est pas utilisée dans la preuve de 'ergodicité. En effet, selon ’analyse qui y est
développée, les critéres d’unicité de mesures de Gibbs en régime de hautes tempéra-
tures, appliqués au niveau de ’espace-temps, ne permettent pas d’obtenir des critéres
d’ergodicité pour le PCA de portée plus large que ceux précédemment mentionnés.
Il convient cependant de mentionner que dans le cadre des PCA purement stochas-
tiques, réversibles, introduits & la section 3.5 du Chapitre 3, la structure de bi-espace
7% x {0,1} peut fournir des critéres d’ergodicité, qui, au moins dans un cas particu-
lier développé par la suite, s’avére non restreint au cadre des hautes températures.
Enoncons ici ce résultat da a Kozlov et Vasilyev (cf. Théoréme 3.13 in [Vas78], et

Corollaire 3 du Théoreme 2 in [KV80]) :

Théoréme (Kozlov-Vasilyev)
Soit P un PCA réversible (défini par un potentiel ¢ sur SZd), invariant par translation.
Soit @ le potentiel sur le bi-espace Sde{O’l}, canoniquement associé & . L’automate
cellulaire probabiliste P est ergodique si et seulement s’il n’existe qu’une seule mesure
de Gibbs g associée au potentiel ®, invariante par translation sur Sde{O’l}, c’est &
dire si :

Gi(®) = {a} .
En particulier, si le PCA est de plus attractif, I’ergodicité est équivalente a 1’égalité
des mesures de Gibbs extrémales — pour l'ordre stochastique — de G;(®). ¢

Mentionnons que la preuve de ce résultat se fonde sur une technique de décroissance
. .. . d
de I’énergie libre sur le bi-espace S%*{0:1},

Au sein des PCA réversibles, ce théoréme permet donc de relier la non-transition
de phase, non plus seulement avec l'unicité de la mesure stationnaire pour le PCA,
mais avec l'ergodicité de la dynamique vers la dite mesure stationnaire. Un exemple
d’utilisation de ce résultat est le suivant :

Exemple :

Considérons P la dynamique PCA en dimension d = 2 de la classe Cy définie par la
fonction suivante K d’interaction entre sites :

K(£e)) = K(£e;) = K, K(0) =0, K(k) = 0 sinon. (6.11)

Dans ce cas, comme nous ’avons vu & la sous-section 4.2.2 du Chapitre 4, la mesure
de Gibbs sur le bi-espace admet pour potentiel associé :

VE K €Zon k' € Vi, VE€ STXON & 00y (€) = BEk o) - (6.12)
Donc l'ensemble des mesures de Gibbs G(®) est en bijection avec I’ensemble des me-
sures de Gibbs pour ’hamiltonien d’Ising en dimension 2 avec interaction homogéne
aux plus proches voisins et champ magnétique nul. Pour cet hamiltonien, on sait qu’il
v a transition de phase si et seulement si 8 < B (cf. p. 99 section 6.2 in [Lig85]).
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D’aprés le théoréme précédent, on conclut donc que cet automate cellulaire probabi-
liste P est ergodique si et seulement si § < 8. = 3 In(1 + V2).

D’autres critéres d’ergodicité pour les automates cellulaires probabilistes ont égale-
ment été développés pour des situations spécifiques. On mentionne ici en particulier
le Théoréme 3.4 p. 36 in [TVST78] ot grace a un couplage (différent de celui étudié
au Chapitre 5) 'ergodicité d'un PCA peut-étre déduite de celle d'un PCA annexe.
On consultera le Chapitre 4 de la méme référence [TVST78] pour d’autres méthodes
concernant ’ergodicité. Une autre méthode pour prouver ’ergodicité de systémes de
particules & temps discret a par ailleurs été développée par Dawson, mais peu exploi-
tée depuis. Elle se fonde sur la décroissance d’une fonctionnelle dite information au
cours du temps, et semble bien adaptée au cas de systémes ot I'interaction entre les
sites est faible. On se référera a [Daw73, Daw74a, Daw75| & ce propos.

Mentionnons enfin un autre critére d’ergodicité, d’une portée certes assez restreinte
(régimes d’interaction faible entre les sites) mais s’appliquant a une plus grande classe
d’automates cellulaires probabilistes. Originellement dt a Pirogov (cf. [Pir86]), ce
résultat a été publié récemment dans l'ouvrage de Malyshev et Minlos ([MMO91]). Ce
théoréme concerne tout PCA général (local) invariant par translation sur S%% on 8
peut-étre un espace fini quelconque. Il assure de ’ergodicité de tels PCA dés lors que
ceux-ci sont dans une situation ot il y a interaction suffisamment faible entre les sites
voisins. Fondé sur des techniques de développement en amas (cluster ezpansion), il est
une illustration de la puissance de ces techniques développées dans 'ouvrage [MMO91].
On se référera également pour plus de détails sur I’étude de PCA généraux, dans le
cas ol l'interaction avec le voisinage est faible, via les techniques de développement
en amas, aux travaux suivants de Ignatyuk et Malyshev : [MI87, IM88, IM89|.

Théoréme (Pirogov, Malyshev-Minlos)
Soit S un espace fini quelconque. Soit P un PCA sur S%° invariant par translation.
Soit 4 le réel défini par :

po(s | UVO)
po( s | ‘7{/0)

~ A
4= sup sup
a.,a.lesld sES

- 1‘ (6.13)
Il existe un réel v, tel que, si 4 < v, alors le PCA est ergodique. ¢

Ainsi il apparait que les différents critéres évoqués, ou bien sont des modéles trés par-
ticuliers, ou bien s’appliquent a des classes trés générales de dynamiques PCA mais
dans des régimes proches du cas ot les sites sont indépendants. Entre ces deux situa-
tions extrémes, il nous a semblé important de formuler un critére d’ergodicité précis
(vitesse exponentielle), de portée large et concernant une classe de dynamiques PCA
suffisamment grande et représentative des situations diverses que 'on peut intuiti-
vement supposer (Théoréme 6.4.1). Le théoréme de Kozlov-Vasilyev est un premier
pas dans cette direction. Il présente cependant 'inconvénient de ne pas donner d’in-
formation sur la vitesse de convergence a 1’équilibre, et ne fait en fait que déplacer
le probléme de l’ergodicité vers un probléme de transition de phase sur un graphe
complexe Z% x {0,1} pour lequel, encore moins que sur le réseau Z¢, il n’existe de
théorémes généraux.
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6.2 Ergodicité de tout PCA attractif admettant
une unique mesure stationnaire

Cette section a pour but d’établir le théoréme 6.2.10 qui assure 1’ergodicité de tout
PCA attractif invariant par translation qui admet une unique mesure stationnaire.

La sous-section 6.2.1 présente en premier lieu (Proposition 6.2.1) une caractéristique
des mesures v} stationnaires respectivement pour chacune des dynamiques a volume
fini Pf associées a la dynamique P sur 5%, Rappelons que lorsque aucune confusion
ne sera possible, le symbole v désignera autant la mesure & volume fini % sur S* que
la mesure 7§ ® d,,. sur S%¢ En particulier, les mesures v, et v}, pour les conditions
au bord —1 et +1 extrémales (au sein des configurations de SZd) auront un roéle clé
dans la suite du chapitre. Nous étudions leur limite lorsque le volume A croit vers
le réseau Z<, et établissons que 1’égalité de ces deux limites caractérise I’unicité de
la mesure stationnaire pour le PCA a volume infini (Proposition 6.2.3). L’assertion

(6.28) :
I}l_)r{)lo (/0’0 dV;'L — /0’0 dygL) =0

signifie que ’espérance sous la loi de vy de la valeur du spin en l’origine converge
lorsque le volume A tend vers l'infini vers la méme limite que celle de la quantité
analogue définie par rapport a lautre mesure extrémale vy . Cette hypothése sera
une condition primordiale pour les résultats & venir. Difficilement manipulable hors
du contexte présent, nous établissons donc des conditions générales suffisantes qui en
assurent la validité (Corollaire 6.2.5 et Lemme 6.2.6).

La sous-section 6.2.2 introduit une suite p(n)nen, dont nous vérifions que la conver-
gence vers 0 assure ’ergodicité du PCA P (Proposition 6.2.8). Le controle de cette
suite p, appelée fonction de contréle de 'ergodicité, sera de ce fait central dans 1’éta-
blissement des théorémes annoncés.

Enfin, dans la derniére sous-section 6.2.3 nous démontrons le Théoréme 6.2.10.

6.2.1 Mesures stationnaires a volume fini et infini

Pour plus d’informations sur les techniques liées a 1’étude de systémes de particules
attractifs, on peut se référer a la section 2 chapitre 3 du livre de Liggett [Lig85] et
également a la partie introductive de [Lig99] ou le cas de systémes attractifs a temps
continu et a valeurs dans {0,1}%% est traite.

Dans la suite de cette sous-section seuls quelques arguments développés a la pro-
position 6.2.3 concernant les limites lim,_,o0 6_1 P™) et lim, o0 5_|_1P(”) sont adaptés
directement des résultats pour les processus a temps continu développés dans ces ré-
férences. Pour le reste, les arguments se fondent principalement sur 'utilisation du
couplage croissant et sur des arguments de monotonie.

La proposition suivante présente une propriété de monotonie des mesures stationnaires
v} lorsque la condition au bord évolue de maniére monotone.

Proposition 6.2.1
Soit un volume fini A fizé. Pour tout automate cellulaire probabiliste P attractif, les
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. . . . . These de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002
mesures stationnaires v} des dynamiques associées PJ, a volume fini A, avec condition

au bord T (T € SZd) sont telles que :

!

T7T =V K. (6.14)

En particulier, les mesures vy et vl sont les mesures extrémales de 'ensemble
c
{vi : 7€ S}

Preuve :
Soient deux conditions au bord 7 et 7/ telles que 7 < 7' et soit f une fonction de Sz
a valeurs dans R croissante. On rappelle que P{ est défini par :

V(o,m) € (S¥), P{(dn|o)= B, Pe( dni | oaThe ) © Oy (drne).

Puisque le PCA P est attractif, et que 7 < 7/, on vérifie de maniére immédiate que le
couple (P, PT') est croissant. On peut donc, en utilisant les résultats de la section 5.2
du chapitre 5, construire le PCA couplage P] ® P .

Soit o € S%* une condition initiale. En utilisant les propriétés de monotonie du
couplage croissant, démontrées au chapitre précédent, puisque :

1)
OATAe OATpe

on obtient, pour tout entier n, sous la loi P{ & PK’( ] (W, w?)(0) = (0, 0) ) :

N

et comme la fonction f est croissante : f(w'(n)) < f(w?(n)). Cela implique pour

I’espérance sous cette loi :

L& P} (f(&?(n)) - f('(n))] (@', &?)(0) = (0,0) ) 20,

Cela signifie alors pour tout instant n, et pour toute condition initiale o :

P{(f(w(n)) | w(0) = 0) < P{(f(w(n)) | w(0) = o) .

En utilisant le résultat de la Proposition 3.2.1 qui assure de 'ergodicité a volume
fini, et en faisant tendre n vers l'infini, on obtient le résultat suivant, qui permet de
conclure :

vi(f) < Vi (f) -
[ |

Nous étudions maintenant le cas particulier, mais essentiel, des mesures stationnaires
v} pour lesquelles la condition au bord 7 est choisie parmi les configurations extré-
males (pour <), a savoir : —1 et +1. Nous constatons, dans la Proposition 6.2.3 qui
suit, que les limites & volume tendant vers l'infini de ces mesures vy et v} sont en
fait les états asymptotiques en temps de la dynamique & volume infini P partant
respectivement des configurations initiales déterministes d_; et d41. Nous montrons
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que ces états limites, obtenus par un passage a la limite en espace, ou un passage
a la limite en temps sont des mesures stationnaires extrémales, et que donc, le fait
qu’elles coincident, caractérise l'unicité de la mesure stationnaire pour la dynamique
P sur S%°,

On rappelle que la notation By, désigne la boule B(0, L) pour la norme .| . On
rappelle également que la notation P(™ désigne le noyau markovien P itéré n fois, et
que pour toute mesure de probabilité 7, 7P désigne I'image de la mesure initiale
7 sous ’action répétée n fois de la dynamique PCA.

Lemme 6.2.2

Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif. Soient vg les mesures station-
naires respectives des dynamiques a volume fini Py associées a P. Alors, pour toute
mesure P-stationnaire v, et pour tout entier L :

I/gL & 5(_1)BLC Xvrv= V)-SI—L & 5(+1)BLC (615)

Preuve :
Soit L un entier. Comme P est attractif, le triplet (PB_L, P, P);'L) est croissant, et on
peut alors (cf. Propriété 5.4.1) construire le couplage P, ® P® P);'L. Pour toute

configuration ¢ € SZd, puisque : —1 < ¢ < +1 et comme le couplage croissant
préserve 'ordre stochastique, on a :

Py, (win) € . ‘WBL(O) =-1) < P(um) e . ‘W(O) —¢)
< P);'L (w(n) € . ‘wBL(O) = —|—1) )

Soit v une mesure stationnaire pour la dynamique PCA a volume infini P. En inté-
grant la condition initiale £ par rapport a cette mesure, on obtient alors :

Py, (win) € . ‘WBL(O) 1) < /P(w(n) c . ‘W(O) = ¢) v(de)

et comme v est stationnaire sous la dynamique P :
Py, (w(n) € - |ws, (0) = 1) < (. ) < P, (w(n) € . |wn, (0) = +1)

En utilisant I'ergodicité a volume fini, c’est a dire :

lim Py, (w(n) € . ‘WBL(O) = 1) =3, ( ) ® (1),

n—oo
et
lim Pf, (w(n) € . |ws, (0) = +1) = v, () @ 8rapeye

n—oo
on obtient pour tout L et pour toute mesure v stationnaire pour P, l'inégalité (6.15)
recherchée :
Ve Q& Lv=<vy ®6 .
BL ( 1)3 c N ~ BL (-l—l)BLc

L

Bien plus, on démontre :
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Proposition 6.2.3

Soit P un automate cellulaire probabiliste, et soient vg ~les mesures stationnaires
respectives des dynamiques a volume fini Pg —associées a P. Si P est attractif alors
les limites & volume croissant

. — . _I_
Hm Vg, ©0(-1)p,e ¢t lim vg, @ 0(41)p,
existent, coincident respectivement avec les limites temporelles :

lim 6_yP™ et lim 6,,P™

n—oo n—oo

et sont les éléments extrémauz (éventuellement confondus) de Uensemble S des me-
sures stationnaires pour l'automate cellulaire probabiliste P ; ¢’est a dire qu’en posant :

vA lim 5.1 P™ = L1££10 Vi, @ 8(41)s,c (6.16)
et
v £ nlfilo 5_1P(”) = I}I—{Eo I/gL 2 5(_1)BLC , (617)

pour toute mesure v, P-stationnaire, on a :
vXv<XU. (6.18)
En particulier, P admet une unique mesure stationnaire v si et seulement si :
v=v (6.19)

Preuve :

1. On vérifie facilement que : §;1 P < §11. Comme P est attractif, on a donc pour
tout n : 641 Pt < 8.1 P™ ce qui signifie dans un premier temps que la suite
de mesures (8,1 P™) ey est monotone décroissante. De maniére analogue, on
montre que (5_1P(”))n€N est une suite monotone croissante de mesures. On en
conclut donc Uexistence des limites limy, o0 6—1 P™ et lim,_yoo 011 p®).

2. De maniére analogue, les limites limg, o0 (VgL ®5(_1)3LC) et limy, o0 (V;'L ®6(+1)c)

existent car les suites de mesures (VgL ® 5(—1)3LC)L et (V;'L ® O(+1)ac)L sont
monotones.

En effet, si A et A’ sont deux volumes finis de Z? tels que A C A’ alors :

pr v S vt (6.20)

On vérifie pour cela que le couple (P}, Py) de dynamiques PCA & volume fini,
respectivement A et A’, est un couple croissant; ce qui permet de définir le
couplage croissant Py, ® P,". Dés lors, soit f une fonction croissante sur SZ% 4

support dans A. Soit ¢ une configuration dans S%¢ En remarquant que :

w'(0) = oar(+1)ae < oa(+1)ae = w?(0)
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et puisque le couplage croissant préserve l'ordre stochastique, on obtient :

Py (flwn () | wn(0) = on) < PY (Flwn(m) | wn(0) = on) (621

Et comme f est & support dans A, on a : f(wa(n)) = f(wa(n)). En passant
a la limite vers 'infini en n dans (6.21), et en utilisant 'ergodicité des PCA a
volume fini, on obtient que :

PA VX’(f) < VX(f) )
ce qui permet de vérifier (6.20).

3. Puisque vg est 'unique mesure stationnaire pour la dynamique & volume
fini Pg , par passage a la limite en L, on sait que limp 0o vz, & 5(_1)BLC et
limz_ 00 V;'L ® 6(41),. sont stationnaires pour la dynamique a volume infini P.
D’on, d’aprés 'encadrement (6.15) du Lemme 6.2.2 :

Vv esS, I}l_)r{)lo vg, ® 5(_1)BLC <v= I}l_)rilo V;'L ® 5(+1)BLC (6.22)

4. D’autre part, par construction, les limites lim, §_1P™ et lim,_oo 5_|_1P(”)
sont des mesures stationnaires pour la dynamique PCA a volume infini P
(ctf. Proposition 1.8(d) p. 10 [Lig85]). En particulier, d’aprés (6.22) on a alors :

I}l_)rilo I/gL & 5(_1)BLC < nll_)rilo 6_1 pn) < I}l—{ilo V;_L ) 5(+1)BLC (6.23)
(3
et
I}l_)rilo I/gL & 5(_1)BLC < nll_)rilo 011 pn) < I}l—{ilo V;—L ® 5(+1)BLC (6.24)

(32)

5. Enfin, soit v une mesure stationnaire pour P. Comme §_; < v < §,1 et comme
P est attractif, on a :

Vne N, 6_,P™ v <6,,PM
D’otu, pour toute mesure v € S :

lim 6_y P™ 5 v < lim &4 P™ (6.25)

n—oo n—oo

En particulier, comme limg,_, vg, ® 5(_1)BLC et imy, o0 V;'L ® 5(+1)BLC sont P-
stationnaires, on obtient les inégalités suivantes :

Jim 80P < Jim v, © 8ie < Jim 5P (620
(434)
et
S S0P < Jim v, € e S JmaaPY (620

()
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6. Remarquons & présent que si deux mesures de probabilités m; et 75 sont telles

que m X 72 et my X w1, alors mi(f) = wa(f) pour toute fonction f sur Sz

continue croissante, ce qui suffit (cf. p. 135 [Lig85]) pour assurer de ce méme
fait pour toute fonction f continue, ce qui entérine enfin 7; = 5.

7. En confrontant () et (z22) ainsi que (¢2) et (), et en utilisant la remarque
précédente, on conclut alors que :

n—oo

lim 6_, P = lim vg, ® b(-1),,.

et que :
B v, © S, = Jim 512 PO

8. Remarquons finalement que ’encadrement (6.18) provient de maniére immé-
diate de (6.22) ou bien de (6.25). Enfin, si S est réduit & un seul élément alors
Iégalité (6.19) est vraie. Et réciproquement on utilise le fait que si deux mesures
de probabilités 7y et my sont telles que m1(f) = m2(f) pour toute fonction f sur
S%¢ continue croissante, alors elles sont égales.

Remarque 6.2.4 On a, & loccasion de cette preuve, vérifié la validité du Lemme
4.1.15 de maniére générale sous U'hypothése d’attractivité du PCA ; c’est & dire que
les relations (4.75) et (4.76) vérifiées dans le cadre des dynamiques PCA de la classe

C sont également vraies pour toute dynamique PCA considérée dans ce chapitre.

La Proposition 6.2.3 nous permet alors de démontrer le corollaire suivant, trés utile
en pratique.

Corollaire 6.2.5

Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif, invariant par translation. P ad-
met une unique mesure stationnaire si et seulement si P admet une unique mesure
stationnaire invariante par translation; c¢’est a dire :

SZ{I/} <~ 81':{11}

Preuve :

Une des implications étant évidente, il suffit de vérifier que si le PCA n’admet qu’une
unique mesure stationnaire invariante par translation, alors il n’admet qu’une unique
mesure stationnaire. Comme d_; et d,; sont invariantes par translation, et comme
P l’est également, alors les limites lim,,_, o, §_1PM™ =y et limn_yoo 5_|_1P(”) = ¥ sont
invariantes par translation, c’est a dire que : v € §; et v € ;. On en conclut que
sl existe v telle que §; = {v}, alors v = v = U; en vertu de l'ultime résultat de
la Proposition 6.2.3, I’ensemble S ne peut alors étre que réduit a un singleton, soit

S§=8={v}. 1

Il est en effet souvent plus aisé de vérifier qu’il n’existe qu’une unique mesure station-
naire invariante par translation que de vérifier I'unicité de la mesure stationnaire de
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maniére générale. Ainsi par exemple, pour la classe C de PCA nous pouvons associer
canoniquement un hamiltonien au PCA, et avons montré (cf. Chapitre 3) que toute
mesure stationnaire invariante par translation est de Gibbs pour cet hamiltonien. S’il
n’y a pas transition de phase, on peut alors affirmer que 'unique mesure de Gibbs est
I'unique mesure stationnaire invariante par translation, et en vertu de ce corollaire,
également 1'unique mesure stationnaire.

On introduit maintenant la condition (6.28) qui servira par la suite, et qui sera vérifiée
deés lors que 'unicité de la mesure stationnaire (ou 'unicité de la mesure stationnaire
invariante par translation) du PCA sera assurée; ce que confirme le lemme suivant
dont la preuve est immeédiate :

Lemme 6.2.6
Tout automate cellulaire probabiliste P attractif invariant par translation qui admet
une unique mesure stationnaire v vérifie :

I}l_)rilo (/0’0 dV;'L - /0’0 dVgL) =0 (6.28)

Remarque 6.2.7 La différence d’espérances qui apparait dans la formule (6.28) est
bien une quantité positive. En effet, comme P est attractif, a L fixé, d’aprés le ré-
sultat précédent, les mesures {vg, : T € SZd} satisfont (6.14), donc en particulier :
vg, V;'L et comme la fonction fo : 0 — o9 est croissante, on vérifie que :

/ o dVgL < / o dugL

6.2.2 Fonction de controle de ’ergodicité : p(n)

Soit P un PCA attractif, invariant par translation. Comme P est attractif, on peut
recourir au couplage IP étudié au chapitre précédent. On rappelle, pour un instant
n € N, la fonction suivante déja introduite au chapitre précédent (cf. (5.5) p. 108) :

p(n) = P (wh(n) # wi(n)|(",?)(0) = (—1,+1))

dont I'importance pour I’étude de I’ergodicité de systémes de particules attractifs, sera
mise en lumiére par la propriété qui suit. Elle sera dénommeée fonction de controle
de Pergodicité.

Proposition 6.2.8 (Contréle de ’ergodicité)
La suite (p(n))nen~ est décroissante. De plus, pour n fizé, et pour toute fonction f
locale :

Vo,n € S5 | P(f(w(n)|w(0) = 0)) = P(f(w(m)lw(0) =m)| <2 I £ I oln),

et en particulier :

sup ‘P(f(W(n)IW(O) =o))—v(f)| <2|[ fII p(n) -
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Preuve :

Le premier résultat se vérifie aisément compte tenu du fait que, d’aprés la définition
du couplage IP, s’il existe un instant ng tel que wg(no) = wl(no)

sous IP((wl,wz)(n) € . |(w'w?)(0) = (=1,+1) ), alors pour tout n > ng, on a
wo(n) = wg(n).

Concernant la seconde assertion, on peut écrire, pour o,n € Sz

P(f(w(m)lw(0) = #)) — P(f(w(n)|w(0) = )] (6.29)

< [P w(0) = 1)) = P(f(w(n)w(0) = )
HP(f(w(n)lw(0) = 1)) = P(f(w(n)lw(0
= [P(fw!(n) - (@ (m) |(w!,w*)(0) = (~1,0)
1P (£ (n) - £ () |(@!w?)(0) = (~1,m)) |

Considérons dans un premier temps la quantité :

P (! (n) = f(&*(n) |(h,w)(0) = (-1,0))

En appliquant le lemme 2.1.4, on a :
P (f(w'(n)) = f(w?(n)) | (", w?)(0) = (—170))‘
<Y VKA (wh(n) # wi(m)| (@, w2)(0) = (~1,0)) .

kEAf

Comme on a supposé la dynamique PCA invariante par translation, le couplage
IP = P ® P vérifie pour tout site k de Z9 :

P (wi(n) # wi(n)|(w!,w?)(0) = (~1,0)) = PP (wh(n) # wi(n)| (@', w*)(0) = (~1,040) ) .
D’ou :

\P(f(w%n)) - f@?(m) | (@,w?)(0) = (~1,0))]
< Y VAP (wh(n) # wi(n)| (@, 02)(0) = (~1,640))

Alors en utilisant la propriété 5.3.4 du couplage :

P (f(w (n)) ~ fw?(n) | (@!,w?)(0) = (~1,0))| <l £ 1]l o)

En faisant de méme avec I’autre terme de la somme du membre de droite de I’équation

(6.30), on a alors :
‘P(f(w(n)|w(0) =0)) = P(f(w(n)|w(0) =n))| < 2] f Il p(n) -

Comme le membre de droite ne dépend alors plus des configurations initiales o et 7, on
obtient le résultat recherché en passant a la borne supérieure en (o,n) € (Szd)z dans
le membre de gauche. La propriété d’oubli de la condition initiale est alors vérifiée,

ce qui implique l'ergodicité d’aprés le Proposition 6.1.2. B
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Comme annoncé, cette section a pour but de démontrer le théoreme d’ergodicité

6.2.10. On vérifie au préalable le lemme général 6.2.9 utile a la preuve de ce théoréme,

et qui sera de nouveau utilisé dans la suite de ce chapitre.

Lemme 6.2.9
Soit (2,2, P) un espace de probabilité, et X,Y deuz variables aléatoires sur cet espace
& valeurs dans {—1,+1}, telles que P(X <Y)=1. On a alors :

P(X#£Y)= %E(Y ~X)

Preuve :
Les seules valeurs possibles pour (X,Y’), de P-probabilité non nulle, sont : (=1, —1),
(=1,+1) et (+1,41). Donc P(X # Y) = P(Y — X = 2). On en déduit alors le

résultat en remarquant que :
EY-X)=0PY-X=0)+2.P(Y - X =2)
|

Le théoréme a suivre est 1’analogue, pour les processus attractifs & temps discret
avec évolution parallele que sont les PCA, du résultat de Holley [Hol72| figurant dans
[Lig85] pour les processus attractifs a temps continu. On trouve mentionné (mais non
démontré) un résultat similaire dans [LMS90| (formule (3.14) p. 131) : Tout PCA
attractif est ergodique si et seulement si :

lim (P(wo(n)|w(0) = 1) — P(wo(n)|w(0) = +1)) —0

n—oo

Cependant, notre résultat propose une preuve qui se fonde sur la condition (6.28) :

I}l_)r{)lo (/0’0 dugL — /0’0 dygL) =0

faisant intervenir les états asymptotiques a volume A croissant des mesures station-
naires I/i: pour les dynamiques Pf a volume fini et conditions au bord extrémales asso-
ciées plutdt que les états asymptotiques en temps, sous ’action de la seule dynamique
a volume infini P : lim, e P(wo(n)|w(0) = —1) et lim, 00 P(wo(n)|w(0) = +1). La
comparaison avec le comportement des dynamiques & volume fini pour lesquelles, dans
le cas de modéles explicites, comme nous le verrons par la suite, une étude fine peut
étre établie, nous permettra d’obtenir pour ces modéles des informations précieuses
sur la vitesse de convergence & ’équilibre.

Théoréme 6.2.10
Soit P un automate cellulaire probabiliste sur SZd, attractif, invariant par translation.
Sl admet une unique mesure stationnaire v, alors :

P(f(w(n) | w(0) =) = v(f)| =0

lim sup
n— o0 O'ESZd

et en particulier, P est ergodique.
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Preuve :

Compte tenu du Lemme 6.2.6 et de la Proposition 6.2.8, il suffit de vérifier que
I'inégalité (6.28) implique lim, o p(n) = 0.
Soit A un volume fixé. Considérons dans un premier temps la quantité :

Py @ Py (wh(n) # wl(n) | (@!,0?) = (~1,+1)

ot on rappelle que Py ® P, désigne le couplage des deux PCA & volume fini avec
conditions au bord extrémales. D’aprés les résultats du chapitre précédent (cf. sous-
section 5.4.2), on sait que :

Py ® P (wi(n) < win)) | (') = (-1,41)) =1

ot (wi(n),wi(n)) € S x S. Par le lemme précédent 6.2.9 on a alors que :

Py ® P} (w;(n) ”: wg(n)‘(wl,wz) — (-1, +1)) (6.31)
= 5 (P (@) w(0) = 1) — P} (wo(n) w(0) = ~1)

Grace au Lemme 5.4.3, la quantité (6.31) majore p(n), et comme, d’apres la Propo-
sition 3.2.1, les dynamiques & volume fini sont ergodiques, on a également :

P (wo(n)|w(0) = +1) —— [ oo dvf (6.32)
n— o0
et
Py (wo(n)|w(0) = —1) — oo dvy ; (6.33)
on en déduit alors que :
S 1
lim,e0p(n) < 5(/00 dvi — /0’0 dI/K) (6.34)

Comme on sait que :
I}l_)r{)lo (/0’0 dugL - /0’0 dVgL) =0,

en faisant tendre L vers l'infini dans l'inégalité (6.34) appliquée & A = By, on peut
conclure que lim, o p(n) = 0. W

Remarque 6.2.11 On a également ainst prouvé que la condition (6.28) :

I}l_)rilo (/0’0 dV;'L — /0’0 dygL) =0

est équivalente a D’unicité de la mesure stationnaire pour la dynamique
PCA a volume infini et équivalente a ’ergodicité de cette dynamique. En
effet, on considére le lemme 6.2.6, et la prevve du théoréme 6.2.10 : la véracité de
(6.28) assure que la suite (p(n))nen tend vers 0 en +oo, d’ow Uergodicité, qui elle-
méme implique "unicité de la mesure stationnaire.
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6.3 Tout PCA attractif ergodique a vitesse
polynomiale est ergodique a vitesse exponentielle

Dans cette section, nous établissons le Théoréme 6.3.1 qui sera énoncé et discuté
dans la premiére sous-section. La seconde sous-section sera consacrée a la preuve de
ce résultat, qui se fondera sur 'utilisation de deux lemmes démontrés préalablement :
Lemme 6.3.2 et Lemme 6.3.3.

6.3.1 Enoncé du résultat

Le Théoréme 6.3.1 énoncé et démontré dans cette section pour les PCA s’inspire du
résultat de Holley (cf. Théoréme 0.1 dans [Hol85]) pour les systémes de spins a temps

continu sur {1,. .., N}Zd, a portée finie, attractifs et invariants par translation. L’idée
d’utiliser une inégalité de récurrence pour la suite p(n)nen (Lemme 6.3.2) y trouve son
origine. Notre inégalité (6.35) est, dans le cas des PCA, d’expression plus simple que
I'inégalité analogue (2.5) de l’article de Holley susmentionné. La raison se trouve en la
nullité d’une intégrale sur un ensemble A¢ (défini en (6.38)), due au meilleur controle
qu’offre le PCA, processus a temps discret, de la vitesse de propagation de l'infor-
mation (cf. Propriété 5.3.5) par rapport aux processus a temps continu. Le couplage
croissant introduit au chapitre précédent joue partout un role fondamental. Préci-
sons enfin qu’un résultat similaire est évoqué dans la référence [MS91] (cf. Corollaire
3 4in [MS91]), et se fonde sur une approche différente. A une condition concernant
les mesures extrémales des états asymptotiques en temps §_1 P et 5_|_1P(”), nous
préférons une voie qui, a l'instar des travaux de Martinelli et Olivieri, évoqués plus
précisément & la section suivante, met ’accent sur les mesures stationnaires a volume
fini vy et Vi;"L. Cette technique, pour étudier le comportement & volume infini via
I’estimation précise du comportement du systéme a volume fini, présente ’avantage
d’aller dans une direction qui a déja fait ses preuves dans I’étude de phénomeénes
comme la métastabilité au voisinage de zones critiques (ici voisinage de non-unicité
de la mesure stationnaire).

On rappelle que p(.) est définie en (5.5) par :

p(n) = P (wh(n) # wi(n)|(w',?)(0) = (~1,+1)) .

Théoréme 6.3.1

Soit P un automate cellulaire probabiliste sur Sz attractif invariant par translation.
Si limy, 40 n%p(n) = 0 alors il existe une unique mesure v stationnaire pour P et il
existe A > 0 tel que :

In, € N*, Vn > nq, Vf : S%° 5 R locale :

sup | P(f(w(n))|w(0) = o) —v(f)| <2 Il f [l e ;

a

ce qui tmplique que, si P est ergodigue & vitesse polynomiale, alors il l'est a vitesse
exponentielle.
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6.3.2 Preuve du résultat ese de Fere-vves touis, Hie

Les Lemme 6.3.2 et Lemme 6.3.3 démontrés ci-aprés seront utilisés dans la preuve
qui suivra du Théoréme 6.3.1. On rappelle que R désigne la portée du PCA, telle que
définie en (2.53) au Chapitre 2.

Signalons que le lemme suivant sera généralisé par la suite (Lemme 6.4.8) sous cer-
taines conditions. Néanmoins, la premiére étape présentée ici offre I’avantage de rendre
flagrante une caractéristique des PCA : 4 la différence des processus a temps continu
(cf. inégalité du Théoréeme 3.12 in [Mar99| (référence de la version disponible sur
mp_arc)), nous connaissons, dans le cadre du temps discret, exactement les sites a
I'instant 0 dont la valeur peut influer sur le comportement d’un site donné & l'ins-

tant n (ce qui a été défini (cf. (2.57)) comme lensemble des sites de m(n)). Cela
se concrétise dans la preuve de ce lemme par la nullité de l'intégrale considérée sur
I’ensemble A° introduit.

Lemme 6.3.2 (Inégalité de récurrence)

Soit P un automate cellulaire probabiliste attractif invariant par translation. Il existe
une constante C 2 1 telle que la suite (p(n))nen vérifie linégalité :

Vn € N*, p(2n) < Cnp?(n) . (6.35)
On notera dorénavant vt la distribution sur 524 x 7.
vt () =P ((Whet)(n) € - |(@w?)(0) = (~1,+1)) . (6.36)

Preuve :
En utilisant la propriété de Markov pour le couplage IP, on écrit :

p(2n) = P (wh(2n) # wi(2n)|(",?)(0) = (~1,+1))

= [P (whtom) £ om0 )m) = (€,61)
P (o', w?)(n) = (&, dé¥)| (@', 07)(0) = (—1,+1))
= [P (whtom) £ uln)|(h ) = (€169 v (d 7).

Puisque v;'" ne charge que les couples (£§7,&1) tels que €~ < &1, le couplage
P(.| (ww?)(n)=(£,£6")) est donc bien défini.

On rappelle que Ion note By, la boule B(0, L) pour la norme |.|| . Soit A la sous
partie de SZ¢ % S definie par :

AZ{(€,€7) : FkeZ’ |k, <nR : & # &} (6.37)
Son complémentaire s’écrit :

A= {(¢7,€%) : VEe B(0,nR), & = &} . (6.38)
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On scinde alors p(2n) écrit sous la forme intégrale précédente, en la somme de deux
intégrales, sur A et sur A°.
On remarque alors que l'intégrale sur A° est nulle. En effet, pour {; _ et f;'nR telles

que {5 = f)"g"nR, puisque B,g D m(n) (cf. Figure 2.1), d’apres la Propriété 5.3.5, on
a:

P (wh(n) = wi(n) | (&',w?)(0) = (67,67)) = 1.

Donc, sur A° on a :

P (wh(n) # w(n) | (w',w?)(0) = (67,6")) =0,
D’ou :
pln) = [ T (whln) # W] (", ?)(0) = (€,€1)) v (™ ")
En utilisant la Propriété 5.3.4 du couplage, on a alors :
(2n) < pln) v+ (A)
En remarquant que A s’écrit également sous la forme :

A = Ugpeza . ||k||1<nR}{(f_,f+) D FET

on a la majoration :

A< Y P (el £ wi(n)|he?)0) = (-1,+1)).

keZ|[kl|, <nR

Comme les lois locales d’évolution pg de la dynamique PCA sont invariantes par
translation, le couplage IP ’est également sur Sz (cf. Propriété 5.2.5), et puisque les
configurations —1 et +1 sont invariantes par translation, on a :

Vk € 24, P (wi(n) # wi(n)|(@,?)(0) = (~1,+1)) = p(n).
On en conclut alors le résultat recherché :

Vit (A) < p(n) #Bun
p(n)#B) . (0,nR) = p(n)(2nR + 1)°

p(n)(3R)*n’ .

VANV/ANV/AN

Le lemme suivant permet d’affirmer que si p(n) converge vers 0 en Uinfini, plus vite
que nl—d, et si I'inégalité (6.35) introduite dans le lemme précédent est vérifiée, alors
p(n) converge exponentiellement vite vers 0.
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Lemme 6.3.3

Si la suite (p(n))nen est telle que :lim, o np(n) = 0, et sil existe une constante
C > 1 telle que : Yn € N*, p(2n) < Cnip*(n) (inégalité (6.35)) alors, pour n, tel

que :
(2C) nip(n) < 1,
on a:
Vn > nq, p(n) <e ™™
0 A = —5—1n(2¢Cnip(n,)) > 0.
Preuve :

Soit (u(n)nen) une suite de nombres réels positifs définie par : u(n) = np(n). Compte
tenu de ’inégalité (6.35), on a :

u(2n) < (ZdC) u?(n) .
Puisque lim, 0, n?p(n) = 0, il existe n; € N* tel que Vn > nq, (2¢C) ndp(n;) < 1 et

soit la suite (@m)men définie par a, = u(2™n;). On vérifie alors aisément que :

Uma1 < (ZdC) a? |

m
d’ott 'on déduit, par une récurrence immeédiate :

((24C) u(m))®"

YmeN, a,, < o¥Tel

d’otu :
2™ In((24C) nép(n1))

(269G nf

Vm > 1, p(2™n;) < c

Puisque C > 1, on obtient :
Vm > 1, p(2™n;) < e 2™

Pour étendre ce résultat de la suite extraite (p(2™n1))m & toute la suite p(n), on utilise
le fait que p(.) est une fonction décroissante (cf. Proposition 6.2.8).

Soit m > ny, en remarquant qu’il existe m > my, tel que

2™n; < n < 2™Mny, on en conclut que :

p(n) < P(Zmnl) < e—2m+1n1>\ < e=An
|
Nous pouvons maintenant prouver le théoréme 6.3.1.

Preuve du Théoréme 6.3.1:

Compte tenu des hypothéses du théoréme sur la dynamique P sur SZd, on sait, grace
au Lemme 6.3.2 que 'inégalité de récurrence (6.35) est vérifiée. Les hypothéses du
Lemme 6.3.3 sont alors assurées, ce qui permet de conclure, en utilisant le Lemme
6.3.3, que : In; € N*, Vn > ny, p(n) < e~ D’apreés la Proposition 6.2.8, on a alors,
pour toute fonction f locale :

sup | P(f(w(n)lw(0) = o)) —v(f)] K2 A ptn) <2 (Il £ e,

ce qu’il fallait démontrer. B
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6.4 Ergodicité exponentielle des PCA attractifs de
la classe C

Nous démontrons dans cette section le Théoréme 6.4.1 qui concerne l'ergodicité des
automates cellulaires probabilistes attractifs de la classe C . L’énoncé et les commen-
taires du théoréeme font 'objet de la premiére sous-section. Les sous-sections suivantes
présentent principalement des lemmes utiles aux hypothéses et & la preuve de ce ré-
sultat, preuve qui est développée a la fin de la sous-section 6.4.3.

Dans la sous-section 6.4.2, la spécificité des PCA de la classe C n’est utilisée que dans
le Lemme 6.4.4. Connaissant pour les PCA de cette classe, qui sont réversibles, la
formule explicite reliant les mesures stationnaires réversibles a volume fini v pour
les dynamiques & volume fini P et les mesures de Gibbs & volume fini uj_ (cf. (4.40)
du Lemme 4.1.8), nous sommes a méme de mener une étude précise aboutissant a
la condition (6.41) sur les mesures extrémales (au sens de l'ordre stochastique) I/):SEL,
induisant la convergence (6.28) du Lemme 6.2.6. Nous relions ainsi la condition de
faible mélange de 'unique mesure de Gibbs y introduite dans la Définition 6.4.3, avec
la condition (6.28) introduite en section 6.2 et utilisée au Théoréme d’ergodicité 6.2.10.

Nous discutons également le domaine de validité de cette condition de faible mélange.

Dans la sous-section 6.4.3, nous établissons ensuite trois lemmes utiles & la preuve
du Théoréme 6.4.1 qui y est enfin développée. Ces lemmes ne font pas appel a des
caractéristiques qui seraient dues & 'appartenance du PCA 4 la classe C sauf le Lemme
6.4.8 qui se base sur Uinégalité (6.41). La formulation du Théoréme 6.4.1 dans le
cadre des PCA de la classe C trouve donc son origine dans la recherche de conditions
suffisantes pour que ’égalité (6.41) soit satisfaite, conditions établies dans le cadre de
la classe C & la sous-section 6.4.2.

6.4.1 Enoncé du résultat

Rappelons de nouveau au préalable que la classe C est constituée des automates cel-
lulaires probabilistes réversibles définis par la formule (4.1) :

Vk € Z4Vs € S = {—1, 41}, pils | n) = %(1 +stanh(8 Y K(K —K)me + Bh))

E'CVy

ol :
Vi ={K cZ%: KK — k) # 0}

et ol la fonction IC(.) est supposée paire, pour que le PCA P soit réversible. Les PCA
sur S%* de cette classe sont invariants par translation et on rappelle quun PCA de
cette classe C est également attractif si et seulement si la fonction IC(.) est positive.

Le résultat principal de ce chapitre (Théoréme 6.4.1) est complétement nouveau.
Cependant dans D'article de Martinelli et Olivieri [MO94al, ainsi que dans le cours
de Saint Flour [Mar99|, un résultat analogue a ét¢ démontré pour les dynamiques
de Glauber & temps continu (cf. Théoréme 4.1 in [Mar99]). Notre résultat s’inspire
de leurs méthodes en les adaptant au cadre de processus a temps discret — cadre
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souvent plus complexe —, dont les PCA sont des représentants significatifs, et amplifie
grandement la portée du résultat connu pour le modele d'Ising dynamique (Kinetic

Ising Model) a tous les PCA de la classe C (cf. I’article a paraitre [BMO02]).

Comparons plus précisément le travail de Martinelli et Olivieri et le nétre. Les dif-
férences essentielles résident premiérement dans notre recours a la construction d’un
couplage spécifique de plusieurs PCA, préservant 1’ordre stochastique, construction
qui fut Uobjet du Chapitre 5. En effet, dans [MO94a| les auteurs ont recours au
couplage d’un nombre fini de processus a temps continu issu de la « Construction
graphique » (graphical construction), introduite a l'origine par Harris dans [Har72,
Har78|, dont l'utilisation est inadéquate pour les PCA.

Deuxiémement, pour les dynamiques de Glauber, les mesures réversibles pour la dy-
namique a volume fini coincident avec les mesures de Gibbs & volume fini, ce qui
simplifie beaucoup les preuves dans [MO94a| et qui n’est pas le cas des dynamiques
PCA. Sur ce point, ’étude précise menée précédemment (cf. principalement Chapitre
4 et section 6.4.2) sur les mesures réversibles et de Gibbs a volume fini pour les PCA
de la classe C trouve toute sa légitimité.

Hypothese du théoréme, la condition de faible mélange pour la mesure de Gibbs
(unique dans ce cas) associée a la dynamique PCA est introduite a la section suivante
dans la Définition 6.4.3 ; la portée de cette condition y est ensuite discutée. Enoncons
maintenant le résultat :

Théoréme 6.4.1

Soit P un élément attractif de la famille C de dynamiques PCA. St l'ensemble des
mesures de Gibbs G(p) associées canoniquement & P (cf. (4.84) rappelée ci-aprés
pour la définition du potentiel @) est réduit & I’élément p, supposé de plus faiblement
mélangeant, alors on a convergence exponentiellement rapide de la dynamique PCA
vers son unique état d’équilibre p : 3X > 0, dny, Vn > ny, V[ locale sur 5%

sup [P f(w(m) | w(0) =0 ) —u(H)| <2l £ I e

Mentionnons juste ici que la validité de ce théoréme concerne en réalité une classe
plus large de PCA, comme nous ’expliquerons a la section 6.5.

6.4.2 Condition de faible mélange

On rappelle que v} (cf. formule (4.22)) désigne la mesure réversible de la dynamique
4 volume fini P] : Vo, € S*,

1 !
7 H PPk cosh (BCx(oaTac)) H B ox Lirene K(k'—k)Tps

A kea keA

vi(oa) =

ot WY est la constante de normalisation.
De maniere similaire, u} (cf. formule (4.35)) désigne la spécification locale & volume
fini A par rapport au potentiel ¢ (cf formule (4.34)) canoniquement associé a la
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dynamique paralléle P :

(p{k}(Uz) = —th’k Vk S Zd
ov,(ov,) = —lncosh (ﬁ Yo KK —k) Uk:) Vk € 74
wa(oa) = 0 sinon,

avec Vi = {k' € Z¢ : K(K' — k) # 0} ; ce qui signifie : Vo, € SA,

pp(on) = Z Hcosh BCr(oaTac) H Bhok

kel keA
= p(oa| 7).

Avant de définir la condition de faible mélange, vérifions l'inégalité (6.39) :

Lemme 6.4.2 Si G(p) = {u}, on a Uinégalité :

/0’0 dug, < /0’0 du < /0’0 d,u;'g'L . (6.39)
Preuve :
Soit L' > L > 1. On sait que :

TB_ .\ (+1)s,,¢ -
/Uo d,“B, //Uo i’“ e Nng(dUBLdUBL'\BL) :

Par ailleurs, comme les mesures ug sont ordonnées lorsque 7 croit (cf. (4.45)), on

sait que :
TBi\ (+1)8, 1\
/0’0 d,uBiL g /0’0 dig, R /0’0 d,u;'g'L .

[ oo dui,, < [ o dui,

En faisant alors tendre L’ vers l'infini, la distribution de Gibbs a volume fini ,UJ;'SfL,
converge vers la mesure de Gibbs u, et donc :

/Uod,ug/aod,ua.
/0’0 d,u)/ao dug,

On démontre

de maniére analogue. B

Introduisons maintenant une définition de faible mélange pour une mesure de Gibbs.
Précisons ici que la validité de cette hypothése implique naturellement ’unicité de
la mesure de Gibbs.
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Définition 6.4.3

Une mesure de Gibbs associée auz spécifications locales p} est dite faiblement mé-
langeante s: :

3C>0,3M>0, VL e N, uf (00) — pg, (00) < C e MEb (6.40)

Le Théoréme 6.4.1 suppose que la mesure de Gibbs associée a la dynamique PCA de
la classe C étudiée soit faiblement mélangeante. Cette condition, introduite ici dans
le cas attractif sous la forme (6.40), est équivalente a la condition usuelle de faible
mélange pour une mesure de Gibbs, ainsi que cela est précisé dans la section 2 de
[MO94a] et dans [MOS94|. Les travaux récents ([Hig93, MOS94, SS95]|) concernant la
zone de « température » (c’est a dire le domaine d’appartenance du §) pour laquelle
cette hypothése est vraie, aménent & penser que celle-ci est vérifiée dés lors qu’il
y a non-transition de phase, c’est a dire dés que 8 < (.. Citons en particulier
Particle [Hig93|, ot il est établi qu’en dimension d = 2, pour un hamiltonien d’Ising
ferromagnétique avec champ magnétique extérieur nul, la mesure de Gibbs associée
est faiblement mélangeante des lors qu’elle est unique (i.e. V3,8 < B.).

En dimension d = 2, nous avons remarqué au Chapitre 4 que dans le cas ou :
K(+e1) =K(+es) = K >0, K(0) =0, K£(k) = 0 sinon,

I’hamiltonien, associé a la dynamique PCA attractive de la classe Cy ainsi définie,
correspond a I’hamiltonien d’'Ising. Le résultat de [MOS94| permet d’affirmer que
toute mesure de Gibbs respectivement a ce potentiel sera faiblement mélangeante deés
que B < B.. Le Théoréme 6.4.1 autorise alors & énoncer que la dynamique PCA
correspondante sera ergodique a vitesse exponentielle sur toute la zone
d’unicité de la mesure de Gibbs associée; ce qui améliore considérablement (cf.
Table 6.2) le critére de Dobrushin-Vasershtein dans ce cas.

La remarque précédente, jointe au résultat de Martinelli, Olivieri et Schonmann, nous
encourage a penser qu’il doit étre possible de vérifier qu’au moins en dimension 2 ce
résultat soit vrai pour tous les PCA de la classe C attractifs. En dimension d >
2, le domaine de validité de la condition de faible mélange est plus large que les
résultats déja connus d’ergodicité exponentielle. Cela nous permet de croire que le
Théoréme 6.4.1 améliore sensiblement les connaissances en la matiére. Néanmoins,
comme le précisent les travaux évoqués, il faut s’attendre en dimension d > 2 a
des phénomenes de transition de phase « au bord » (boundary phase transition),
inexistants en dimension 2.

Comme annoncé, le lemme ci-aprés permet de relier, dans le cadre des PCA de la
classe C , la condition de faible mélange pour I’'unique mesure de Gibbs avec la condi-
tion (6.41) sur les mesures stationnaires réversibles a volume fini extrémales I/):SEL, qui
sera fondamentale pour la preuve du Théoréme 6.4.1.

Lemme 6.4.4 Si la mesure de Gibbs canoniquement associée & un automate cellu-
laire probabiliste attractif de la classe C est faiblement mélangeante, alors les mesures
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stationnaires & volume fini By, exirémales : vy et V;'L vérifient aussi :

3C >0, AM >0, VL > 2,
(/0’0 dugL — /0’0 dVgL) < C e ML (6.41)

Démontrons dans un premier temps que :
/0’0 dV;'L < /0’0 d,UJ;'SFL. (6.42)

Soit fo la fonction croissante sur SZ¢ définie par : fo(o) = 0. Compte tenu du rayon
de portée R, soit L assez grand tel que 0 ¢ §;8r. On remarque que :

[ oo d, =i (i, foloma)

D’aprés le Lemme 4.1.8 et en particulier ’égalité (4.40), on sait que :

Preuve :

o, \o(+1)
VEL( (-)o loBL\0) = M{S}L\ o ((o)-

On a donc : (+1)
TBL\O B
v (fo) = V)—SI_L(/'I’{O}L ¥ (fo)) -
Comme les mesures u} sont ordonnées lorsque 7 croit (cf. Définition 4.45) et que la
fonction fo est croissante, on a par ailleurs :

a -|—1 c
ugr ' (fo) < ey " (fo) = i, (fo) -

On en conclut donc le résultat annoncé :
VBL(fo) VBL(IU’BL(fO)) = NEL(fO) .

De maniére analogue on démontre que :

En combinant alors (6.42) et (6.43), on en déduit l'inégalité :

(/0’0 dV;'L —/0’0 dVgL) < (/0’0 d,u;'g'L — /0’0 d,ugL) ) (6.44)

La conclusion du lemme suit alors de maniére immédiate. B

Remarque 6.4.5

D’aprés les résultats des sections précédentes, on peut déja déduire que tout PCA
attractif de la classe C admettant une unique mesure de Gibbs est ergo-
dique. En cffet, d’apres les résultats des Chapitres 8 et 4, Uunicité de la mesure de
Gibbs, implique Uunicité de la mesure stationnaire invariante par translation. D’aprés
le Corollaire 6.2.5, cela entraine unicité de la mesure stationnaire; ce qui permet
d’appliquer le Théoréme 6.2.10.

Cependant, nous nous intéressons ici & la vitesse de convergence vers ’équilibre qui
nécessite une analyse plus fine développée dans la sous-section suivante.
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6.4.3 Preuve de I’ergodicité a vitesse exponentielle

Nous rappelons que les lemmes démontrés ci-aprés interviennent dans la preuve du
Théoréeme 6.4.1, située a la fin de cette sous-section.

Lemme 6.4.6
Pour toute configuration n € S%°, on peut décomposer p(n) en :

Vi, p(n) = P (wh(n) # wi(n)| (W', w?,w*)(0) = (—1,7,+1))

+ P (wi(n) # wi(n)| (@' 0", w?)(0) = (~1,7,41)) .

Preuve :

Comme pour toute configuration non a: —1 < n < +1, l'attractivité de la dynamique
PCA implique la monotonie du couplage, et donc :

IP((wl,wz,w?’) € . ‘ (W', w?, w?)(0) = (—1,77,—|—1)) presque stirement,

Puisqu’alors, IP ((wl,wz,w?’) € .| (whw?w?)(0) =(-1,n, —I—I)) presque stirement :

wo(n) < wy(n) < wy(n),
ol ces éléments appartiennent a § = {—1, 41}, on vérifie que :

{wo(n) # w(n)} = {wo(n) #wg(n)} U {wg(n) # wy(n)} .

disjoint

D’ou le résultat, en remarquant que

P ((wi(n) # w3(n))| (@, 0%, 0%)(0) = (~1,7,+1))

= P (wh(n) £ wi(n)|(@,?)(0) = (-1,+1)) .

Lemme 6.4.7
Sott n € N et soit L € N*. Les fonctions f, 4 et f,_ définies par :

Fris (6) 2 P, (wolm) | w(0) =€), (6.45)

Far-(€) 2 Pr, (wo(n) | w(0) = ¢), (6.46)

sont des fonctions croissantes en &.
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Preuve :
Soient (£1,&;) € (SP2)? deux configurations sur By, telles que & < &. On a alors :

E(+1)Be < L(H1)p,e et &i(—1)pye <X o(—1)B,e -
Fn utilisant la monotoniec des dynamiques PCA  volume fini, on obtient :
Py, ® Pg (w'(n) < w’(n) | (w',w?)(0) = (&(+1)8,e, E2(+1)5,¢)) = 1,
Py, ® Py (w'(n) < w’(n) | (0',0?)(0) = (&(-1D)s,e, &a(—1)5,¢)) = 1,

ce qui permet de conclure. B

Aprés avoir établi ces lemmes techniques, nous démontrons, sous ’hypothese (6.41),
une inégalité généralisant celle obtenue en section 6.3 au Lemme 6.3.2 qui sera utile
pour établir au lemme suivant la décroissance polynomiale de p.

Lemme 6.4.8 (Inégalité de récurrence généralisée)
On a l'inégalité suwante : AM, 3C, Vn, VL € N*,

p(2n) < 2(2L + 1)dp2(n) T (/0’0 dV;'L — /0’0 dVgL) , (6.47)
et en particulier, si l'on suppose la véracité de inégalité (6.41), on a :
M, 3C, Vn, VL € N*, p(2n) < 2(2L + 1)%p*(n) + Ce ™~ . (6.48)

Preuve :
Soit n fixé. On remarque que l'on peut écrire p(2n) sous la forme intégrale :

plon) = [P (wh(2n) # ud(2n)] (@', w?)(0) = (~1,1,+1)) v(dn)

ol v désigne la mesure stationnaire du systéme. En utilisant le lemme 6.4.6, on peut
alors écrire :

plon) = [P (wh(2n) # wi(2n)] (@!,w?)(0) = (~1,)) vidn)
(b)
[ (when) £ @m0 = (,41)) wldn)

(a)

Il suffit alors pour conclure de montrer que chacun des termes de la somme de droite
est majoré par : (2L + 1)dp2(n) + %(f 09 dV;'L — f 09 dVgL). On considére d’abord :

(@z/PQWM%%wwwwmmzmﬂnwm»
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En définissant la probabilité 1% sur S%° x S%° par :
vt 2P ((whe?)(n) = . | @ e?)(0) = (1,+1)) | (6.49)
et en utilisant la propriété de Markov :
@ = [[P(wn) #wien)
@ = [P (whtn) # )| 1, 67)(0) = (61,60)) w2 (86, dee) wlan)

w'(n) = &,08(n) = &) Vit (des, d6s) v(dn)

Soit L € N*. Soit A, = {(&,&) € (SZGL)2 : (&), = (&)B,}. On décompose
maintenant I’intégration par rapport a (&1, &) en deux parties : Uintégration sur Afe
(partie (I)) et intégration sur Az (partie (I7)). Afin de montrer que

e—ML 7

(1) + (I1) = (a) < (2L + 1)%0*(n) +

po| Q

on va alors établir que :
(D = [[P(whm) £ )]t )(0) = (61,6)) L 61,2) V2 (e, d6a) wl)
<@L +1)Y5(n)

et
(11) =[] (wdim) # wfm] @' w?)(0) = (61, 60)) Lay 61,60) w2 e, ) i)

< %(/0’0 dl/gL—/O'o dVgL) .

Considérons dans un premier temps U'intégrale sur A%. Puisque v71(& < &) = 1,
en utilisant la propriété 5.3.4 du couplage, on obtient :

(1) < pln) [ 02 (45) wlan)
On remarque alors que

AL ={(&, &) « (&)s, # (&1)B.}
peut s’écrire également sous la forme :
AL = Ukes {(61, &) + (&) # (&)}
D’ou :

vIT(AS) < Y i {(6,6) 1 (Q)k # (L))

kEBL
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En utilisant I'invariance par translation sur 5%%ela dynamique PCA P, et a nouveau
la propriété 5.3.4, on écrit :
(6L 6) (G # (@) = P (whn) # wh(n)|(w!,w?)(0) = (1,+1))

wh(n) # wi(m)| (@!,w?)(0) = (~1,+1))

AN/

On en déduit alors que v*(A%) < p(n) (#BL) d’ou la majoration recherchée :
(I) < p*(n)(2L +1)*

Traitons maintenant le cas de (II). Soit 7 € SBr fixé. On définit les ensembles AL,
par :

ALT = {(51752) : (51)31, = (52)31, = T} .

Ainsi Ay, = |_| AL, soit 14, = ZTESBL Layg,- On écrit alors :

()= [ Y [P (wdln) £ udm)]@e?)0) = (61,6)) Lay,(6:82)

reSBL
vt (déy, déz) v(dn) .

On va dés lors utiliser les dynamiques & volume fini. On sait que v presque stirement
&1 < &, et que: (fl)BL = (fg)BL = 7 ainsi que :

b2 =7(&)Be S T(+1)Bye et T(—1)pe < & = 7(&1)Bye
donc :

P,;L(@P@P@P,;’L(wl <w? <o gt

(why 0%, 0%, 08, )(0) = (7, 7(€0)mye, T(€2)mye, 7)) = 1.
A fortiori :

P (wh(n) # w(m)|(@},07)(0) = (TEup,cr 7o, )
< P P;L (§(n) # win) | (@ 0?)(0) = (7)) |

ce qui permet d’écrire :

(< [ Y Ps, o P, (i) £ ) | (01,09)0) = (7)) 2 (Asr) vldn).

TeSBL

On utilise ensuite la majoration suivante :
2 (Any) = P (0 (n)s, = wh, (1) = 7@, 0?)(0) = (n,+1))

< 2 ({6n&) ¢ (6, =73) = Pluny(n) = | 0, (0) =)
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De plus, comme (w}(n),w?(n)) est un couple de variables aléatoires & valeurs dans
S x S telles que

Ps, ® Pf, (wh(n) < wh(n) | (@h,0?)(0) = (r,7)) =1,
en utilisant le lemme 6.2.9, on a :

Pi, ® P, (w(n) # wA(n) | (@!,0?)(0) = (r,7)) =
1

§(P§L (wo(n) | wg,(0) = 7) — Pg_(wo(n) | ws,(0) = T)) _

En combinant ces deux résultats a la précédente majoration, on obtient alors :
1

5 [ 3 (Pheoln) | wm(0) = 1) - Py, nln) | w,(0) = 7))

TeSBL

(1) <

P(wp,(n) = 7| wg, (0) = n) v(dn) .

On va dés lors considérer séparément les quantités :

a= [ > Pf(wo(n) | ws,(0) =7) P(ws,(n) = 7| ws,(0) = n) v(dn)
et
B=[ > Py (wo(n) | ws,(0) = 7) P(ws,(n) = 7| ws, (0) = n) v(dn) .

Considérons dans un premier temps le cas de o, que ’on peut réécrire sous la forme :

a= [ P(furon, () | w,(0) =1) vian)

otl fr 1 (T) & P);'L (wo(n) | wp, (0) = 7) (cf. (6.45)). Le lemme 6.4.7 et la propriété 5.4.2
nous assurant que f, ; est croissante, et que :

V’l’] S SZd: P(WBL(n) c . | wBL(O) = 77) < P);—L(WBL(TL) = - | wBL(O) = 7731,) )
on en déduit alors la majoration suivante :
a< / Y Pi(wo(n) | wg, (0) = 7) Pd, (ws,(n) = 7 | wg, (0) = ms,) v(dn)
€881

et en utilisant la propriété de Markov pour la dynamique a volume fini P);'L, on
obtient :

a < [ g wn(2n) | om, (0) = ns,) v(dn) = v(fans)
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D’autre part, le Lemme 6.2.2 nous assure (cf. encadrement (6.15)) du fait que :
v < Vi, © 81,

et comme f,, + est croissante, on a :

(0 < V;—L(f2n,+) .

On peut alors écrire :
a < [ P (nlzn)lon, (0) = ns,) v, (d,)
_ //ao 5 Py 2”)) (do) v, (dns,)
_ / o0 (v, P, ™) (do) ;
.

or v est réversible, donc stationnaire, pour la dynamique PJ , d’ou :
Br, ’ ’ B>

a< /0’0 dV;'L.

Considérons maintenant la grandeur 8. De maniére analogue, on démontre que

g2 /0’0 dvg,

en utilisant I'inégalité (5.7) du Lemme 5.4.2, le Lemme 6.4.7, et la minoration sto-
chastique (6.15) du Lemme 6.2.2. On en conclut alors que :

(1< yta-6) <y ([oodit, - [onde,)

ce qui permet enfin d’affirmer que :

[\l

(a) = (1) + (I1) < (2L + 1)%p(n)? + % (/ oo dvg — /ao du,gL> :

De maniére analogue, on obtient la méme majoration pour (b), ce qui conclut la
démonstration de 'inégalité de récurrence (6.47).
Enfin, si 'inégalité (6.41) est vérifée, on obtient alors l'inégalité (6.48). W

Etablissons maintenant, sous la validité de l'inégalité de récurrence généralisée pré-
cédente, la décroissance & vitesse polynomiale de p.

Lemme 6.4.9 (Décroissance polynomiale de p)
Si limy 00 p(n) =0 et 7 :

3(C, M) € (RD?, Y(n, L) € (N*)?,  p(2n) < 2(2L +1)%p(n)? + 20 ME (6.48)

alors limy,_,o, np(n) = 0

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

U.a LISOUICILC CXPOICIILICHC UGS MU dLLTaCulls UC 1a Classce o 1

These de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

Preuve :
Soit n fixé. Posons :

L(n) = [~ Tnp(m)] €N

ou [z] désigne la partie entiere du réel z. Par définition de la partie entiére d'un
nombre réel :

2 2
1= —lnp(n) < L(n) < = Inp(n)

On vérifie alors aisément la validité des inégalités suivantes :
—ML(n) < M +21lnp(n)
et
4 d
(28(m) + 1) < (o tnp() +1)

ce qui permet d’écrire, compte tenu de I'inégalité dans les hypotheéses :

p(n)* .

:@<_L_>
p(n)

4\? ;
5 (M) Va(=lnz)® 50

p(2n) < 2 !(—%lnp(n) + 1)d + CeM

On utilise ensuite le fait que

l(-%lnp(n)Jrl)dJrCeM

En effet, on vérifie aisément que :

NG !(—%ln(m) + 1)d + CeM

Comme on a supposé que lim, o p(n) = 0, on sait alors que pour n assez grand :

!(—%lnp(n)—l-:l)d—l-CeM

dng, Yn = ng, p(2n) < p(n)

<

p(n)

N

(6.50)

On a alors démontré que la suite (p(n))nen+ est une suite de réels positifs, décroissante,
telle que lim, o p(n) = 0 et telle que I'inégalité de récurrence (6.50) soit satisfaite.
Soit la suite (v(n))nen, définie par v(n) = np(n). L’inégalité (6.50) permet alors dans
un premier temps de montrer par une récurrence immeédiate que :

)’m.

¥n > no, Ym e N*,  p(27n) < p(n)3

Par ailleurs, comme lim, ,0 p(n) = 0, 0n a: 3Ing > 1, ¥n > ny, p(n) < 1. Donc,
pour tout nz tel que nz > ny = max(ng,n;), dorénavant fixé, on a :

Vm € N*, p(zmn3) < e(%)mlnp(na)
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avec p(n3) < 1. On en déduit que la suite (2™ndp(2™n3))men-, extraite de la suite

(v(n))nen~ tend vers 0 quand m tend vers linfini.

Soit n € N* et m,, = [®2=2m] choisi afin que :
2mrps < n < 2™t ing | (6.51)
D’oi, puisque (p(n))nen+ est décroissante, 'inégalité :
0 < (27 1ns) < pl(n) < p(2™ns),

qui combinée avec l'inégalité (6.51) a la puissance d donne :

v(2mnT1ng) <

5d <v(n) < Zdv(Zm"ng) )

Lorsque n tend vers 'infini, m,, tend également vers 'infini, et comme on a démontré
précédemment que lim,, ;0 v(2™n3) = 0, on en conclut que v(n) = np(n) — 0 ce
n—oo

qui permet de conclure que lim, ,o, n%p(n) = 0. B

Preuve du théoréme 6.4.1:

En premier lieu, remémorons-nous que, d’aprés la Proposition 6.2.8, la suite p(.)
décroit au cours du temps. Ainsi, s’il existe un instant ng tel que p(ng) = 0, alors,
Vn > ng, p(n) = 0, et toujours d’apres la Proposition 6.2.8, le théoréme sera donc
dans ce cas vérifié. On supposera donc dorénavant pour prouver ce théoréme, que
Vn, p(n) > 0.

Puisque 1’on suppose que la mesure de Gibbs est unique et faiblement mélangeante,
d’aprés le Lemme 6.4.4, la condition (6.41) est vérifiée :

iC >0, 3M >0, VL > 2,

(/0’0 dugL - /0’0 dVgL) <C e ML

On peut alors appliquer le Lemme 6.4.8, qui assure de 'inégalité de récurrence géné-

ralisée (6.48) :
M, 30, Vn, VL € N*, p(2n) < 2(2L + 1)%p*(n) + Ce ™M~ |

Par ailleurs, on a vu qu’en vertu des résultats des chapitres 3 et 4, I'unicité de la mesure
de Gibbs u, entraine 'unicité de la mesure stationnaire invariante par translation, et
donc, d’apres le Corollaire 6.2.5, I'unicité de la mesure stationnaire v et sa coincidence
avec la mesure de Gibbs g = v. Le Théoréme 6.2.10 (plus particuliérement sa preuve)
permet alors d’affirmer que lim, o p(n) = 0.

Les hypothéses du Lemme 6.4.9 sont alors vérifiées, d’ou :

lim np(n) =0 .

n—oo

On recourt alors au Théoréme 6.3.1 qui assure que la décroissance a vitesse polyno-
miale implique la convergence & vitesse exponentielle vers 1’équilibre, d’ou la conclu-
sion. M
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6.5 Généralisation et commentaires généraux

Précisons que le Théoréme 6.4.1 concerne en fait une classe plus large que les PCA
de la classe C , qui peuvent ne pas étre réversibles. C’est & dire que les différentes
étapes des démonstrations de ce chapitre sont valables pour des PCA pour lesquels
il n’y aurait pas de potentiel naturellement associé. On peut formuler ainsi cette
généralisation :

Théoréme 6.5.1 Tout PCA attractif sur SZd, dont les régles d’évolution locales
(Pr)reze sont invariantes par translation, tel que la condition (6.41) soit vérifiée,
converge exponentiellement vite vers une unique mesure d’équilibre v sur 5%,

Néanmoins, la condition (6.41) sur la famille de mesures (V;L)LeN — mesures respecti-
vement stationnaires (non nécessairement réversibles) pour les dynamiques a volume
fini Pf — étant moins habituelle et moins étudiée que son analogue pour les mesures
de Gibbs & volume fini, nous avons préféré nous restreindre ici & une présentation du
résultat pour les PCA de la classe C , pour lesquels la condition de faible mélange
pour la mesure de Gibbs associée est plus explicite, manipulable et suffisante pour
assurer (6.41).

Par ailleurs, ce chapitre s’est focalisé sur le cas des PCA attractifs car ces derniers
permettent d’avoir recours aux techniques issues de la monotonie qui découle de cette
hypothése. Dans leur article [MO94b]|, Martinelli et Olivieri abordent le cas plus gé-
néral dans lequel cette hypothése n’est pas supposée. Ils y développent un autre type
d’analyse par récurrence sur les volumes By, inspirée des travaux sur le groupe de
renormalisation (cf. [VEFS94, BCO99|), afin de prouver la convergence exponentielle
a ’équilibre via l'existence d’une constante de log-Sobolev strictement positive, uni-
forme en le volume A. Sur les inégalités de Sobolev logarithmiques et 'inégalité de
Poincaré, liée a lexistence d'un « trou spectral » (spectral gap), on se référera aux
travaux [HS87, SZ92b, Zeg92, SZ92a, DSCI6, Roy99, Mic99, ABC100] et a I’article
récent [DPPP| introduisant une nouvelle inégalité intermédiaire entre I'inégalité de
Poincaré et 'inégalité de Sobolev-logarithmique. Nous avons cependant pu constater
I'impossibilité d’adapter directement de telles inégalités aux processus & temps discret
que sont les PCA, pour lesquels la situation est sensiblement différente de celle des
processus 4 temps continu de par ’absence pour ces processus de générateur infini-
tésimal, dont les propriétés de linéarité sont au coeur des inégalités précédemment
citées.
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Chapitre 7

Simulations numériques pour certains

PCA de la classe

Ce chapitre a pour but d’illustrer quelques uns des résultats établis dans les chapitres
précédents par des simulations numériques. Les dynamiques PCA considérées sont
ici celles de la classe Cp en dimension d = 2 introduites et étudiées au Chapitre 4.
Les résultats présentés ici concernent le cas isotrope (K(e1) = K(—e1) = K(ez) =
K(—es) = K € R), avec ou sans interaction propre (X(0) = 0 ou non).

Nous précisons dans un premier temps le langage choisi pour développer ces simu-
lations, ainsi que le matériel qui fut utilisé (section 7.1). Dans la section 7.2, nous
estimons une température critique pour les hamiltoniens associés a ces dynamiques,
température critique qui sépare la zone de transition de phase de la zone d’unicité de
la mesure de Gibbs. Dans la section 7.3 nous mettons en évidence un changement de
comportement ergodique/non ergodique pour ces dynamiques PCA, autour de cette
température critique. Enfin, la section 7.4 présente un algorithme paralléle permet-
tant de simuler le modéle d’Ising en dimension 2 (ou l'interaction est avec les plus
proches voisins).

On se référera également a [Guy99| pour des commentaires quant a I'utilisation de
dynamiques paralléles dans le cadre de simulations a l'aide de chaines de Markov,
ainsi que de maniére plus générale a [Hag02, Sok97].

On pourra aussi consulter [BCLS99| pour des simulations de PCA de la classe C
du point de vue de ’étude de phénomenes de métastabilité (et plus généralement
[CL98, Cir02]), ainsi que [Mak97, Mak99] pour des simulations de PCA dégénérés en

relation avec 1’étude de I'aspect gibbsien des mesures stationnaires.

Les simulations ici présentées se veulent un premier pas illustrant les résultats ma-
thématiques établis. Leur utilisation et leur extension est & envisager comme outil
d’investigation lorsque la dimension d est telle que d > 3, ou bien h # 0.

7.1 Langage et matériel utilisé

Le langage choisi pour mettre en ceuvre ces simulations est le langage Matlab. L’intérét
principal de ce langage réside dans la facilité de développement des programmes, et
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d’exploitation graphique des résultats, ainsi que dans sa syntaxe matricielle, dont
lefficacité est flagrante lors de la simulation des dynamiques paralléles. Néanmoins,
langage non compilé, son utilisation rend les algorithmes séquentiels de la section 7.2
tres lents. Notre perspective est de réaliser la migration des codes Matlab développés
en langage Fortran, langage compilé, ou la réalisation des opérations matricielles
sont également optimales. S’agissant des dynamiques paralléles, le propos sera alors
ensuite de passer du Fortran au langage HPF (High Parallel Fortran) qui consiste en
du Fortran avec des directives de compilation permettant d’exploiter ’architecture
paralléle multiprocesseurs de certaines machines. Les dynamiques PCA devraient y
fournir des algorithmes d’une grande rapidité d’exécution.

La machine sur laquelle les simulations présentées dans ce chapitre ont été développées
est un Serveur Transtec 2400L, muni de deux processeurs bi-pentium IIT & 1Ghz sous
Penvironnement Linux (distribution Debian Potato) du laboratoire de Statistique
et Probabilités de 1’Université de Lille 1. La machine & architecture paralléle, sur
laquelle ’utilisation des codes déja développés — a transcrire en langage HPF — est
envisagée, est un supercalculateur a architecture parallele IBM RS6000/SP a 4 neeuds
de 16 processeurs Power III (NH2) cadencés a 375 Mhz ' du Centre de Ressources de
I’Université de Lille 1.

7.2 Estimation de la température critique
pour I’hamiltonien associé

Dans cette section nous nous intéressons aux hamiltoniens associés aux dynamiques
PCA de la classe Co, sur {—1; +1}%°, définis par la formule (4.15). On se réfere a la
formule (4.37) dans la sous-section 4.1.2 pour la définition de la famille de potentiels
@ & partir desquels les mesures de Gibbs associées aux dynamiques sont définies. Les
cas considérés sont ceux pour lesquels K(e;) = K(—e1) = K(ea) = K(—e2) = K € R.
On a donc :

ov,(ov,) = —lncosh (BK k’e%{k} Oy —I—BIC(O)Uk) ; (7.1)

wa(ca) = 0 pour tous les autres ensembles A,
avec si £(0) # 0,
Vi ={k;k+ek—eik+enk—e},
ou bien si £(0) =0,

Vi ={k+e;k—ek+enk—e}.

Plus précisément,

1. le premier cas qui est étudié correspond de plus au choix £(0) = 0; on se
référera a la sous-section 4.2.2 pour les résultats théoriques a son sujet ;

2. pour le second cas, K(0) = K ; on se rameéne au cas ou K = +1; ce modele est
monotone, comme cela est développé au Chapitre 4.

lef. http://ustl.univ-1illel.fr/calcul-intensif/infos.htm
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7.2.1 Algorithme utilisé oo6 e TefrerTies Touis, T

Afin de ne pas interférer avec I’étude des dynamiques paralléles, il a été choisi, pour si-
muler le phénomeéne de transition de phase, un algorithme séquentiel usuel (cf. [Cir98])
dont Defficacité est reconnue. Il s’agit d’un algorithme par acceptation/rejet de re-
tournements de spins et balayage aléatoire, dit d’Hastings-Metropolis (cf. section 2.3
in [Guy99], Chapitre 3 in [NB99| pour le potentiel d’Ising), fondé sur une dynamique
de Glauber réversible & volume fini By, pour L assez grand. On renvoie pour plus
de détails au code source commenté du programme TransitionDePhase.m fourni en

Annexe A (cf. page 159).

Principalement cet algorithme repose sur le mécanisme suivant :
1. choix au hasard, avec loi uniforme, d’un site k£ de By ;

2. pour obtenir og(n + 1), transformer la valeur ox(n) en son opposé avec la pro-
babilité :
- [Huy () -Hpa o), (7.2)

€ ’

oil, pour z € R, [z]; = z si z > 0, 0 sinon, et ot o®(n) = Tx(co(n)) avec Tk la
transformation « retournement de spin au site k » définie en (2.11) p. 13.

La probabilité définie en (7.2) s’écrit dans le cas présent, avec la condition au bord

périodique : .
exp(— [ 1_[ cosh(BCr (o (n)))] ) (7.3)
wev, cosh(BCu(o(n))) I+
Remarquons que dans le cas présent, oit la portée est 1, les sites mis en jeu pour
calculer cette quantité sont ceux de Ugev,, Vi, ici au nombre maximal de 13. Afin
d’optimiser le temps de calcul de ’algorithme, on calcule au préalable ces différentes
probabilités, a parameétre 8 fixé, pour toutes les configurations possibles sur ces 13

sites, au nombre de 2'® = 8192. Le programme secondaire configuration.m énumeére
ces configurations.

Comme il vient d’étre précisé, le choix de la condition au bord périodique a été
fait pour ces simulations, et la configuration initiale choisie pour ces dynamiques est

(—I_]‘)BL'

Enfin, la présence ou non de transition de phase pour le potentiel ¢ est usuellement
illustrée par 'unicité, ou non, des états asymptotiques de ’algorithme mis en ceuvre
(cf. section 3.3 in [NB99]). La grandeur mesurée lors de ces simulations est ainsi la
magnétisation du systéme, soit la moyenne sur By des valeurs des spins. On trouve
dans le code source les instructions qui estiment cette quantité.

On précise que le code source contient également les instructions relatives & 1'uti-
lisation du programme pour différents jeux de données : chargement des données
de la simulation (sauvegardées au préalable sous forme de fichier matlab .mat), et
enregistrement de maniére analogue des résultats obtenus.

7.2.2 Données des simulations

Comme précédemment annoncé, on choisit dans les simulations développées de se
restreindre au cas h = 0 et 'on se raméne & K = +1 sans perdre trop de généralité
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au sein de la classe Cy. Pour obtenir les résultats présentés ci-aprés, il a été choisi
un volume fini By, de taille L = 100 (variable N dans le code source). La dynamique
est appliquée pendant tfinal instants, ici tfinal= 10000. Un instant correspond a
#B1, retournements de spins potentiels (soit N*N), ce que 'on dénomme par Monte
Carlo Step. Le programme prévoit que les mesures débutent & compter de tfinal/2.
Diverses simulations préalables ont été faites, et il semble que ceci assure, qu’a compter
de cet instant, le systéme fournisse des réalisations de la distribution asymptotique.
Le parameétre intervalleMesures permet de mesurer la magnétisation du systéme
tous les intervalleMesures instants, assurant en cela une relative indépendance
entre ces différentes réalisations de I’état asymptotique. Ici intervalleMesures= 10.
Ce qui donne des mesures de la magnétisation obtenues finalement comme moyenne
temporelle de 500 relevés.

7.2.3 Résultats

La quantité mesurée est la magnétisation. En prenant comme condition initiale (+1)z,,
une magnétisation nulle pour ’état asymptotique de la dynamique séquentielle illustre
I’absence de transition de phase, alors qu’'une magnétisation de +1 traduit 'appari-
tion d’un agencement majoritaire de sites valant +1, 7.e. la présence de transition de
phase.

Les figures 7.1 et 7.2 représentent la variation de la magnétisation lorsque le paramétre
B, dit « de température » (cf. Chapitre 4) croit. Elles correspondent respectivement
au cas (0) = 0 et K£(0) = +1. Le saut mis en évidence dans ces graphiques, traduit
la discontinuité théorique de la magnétisation et illustre la transition de phase pour
le potentiel ¢ & partir d’une certaine valeur critique de (.

12

0.8

0.6

magnétisation

0.4

0.2

0.2 I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Parametre 3

FiG. 7.1 — Variation de la magnétisation selon le parametre 3, cas K£(0) =0
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Dans le cas ou K(0) = 0, il est remarquable de confronter cette valeur critique estimée

) oy . In(1+4+/2
avec celle rappelée au Théoréme 4.2.5 soit B, = n(+\/_) ~ 0, 44.
1.2
A
0.8 B
c
S osf .
@
4
5
c
8 o4l B
g o
0.2 |
0 . |
0.2 | | | | | |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Parametre B

F1G. 7.2 — Variation de la magnétisation selon le parametre 3, cas £(0) = +1

Dans le cas ot £(0) = +1, on illustre la présence de transition de phase pour ¢
lorsque B est grand, résultat établi au Théoréeme 4.2.1. Bien plus, la présence d’un
paramétre critique S, est mise en évidence. Ce parameétre présente une valeur proche
de 0, 32, sensiblement différente et strictement inférieure a celle du cas précédent. La
dynamique lorsque K(0) > 0 présente donc plus facilement le phénomene de transition
de phase que la dynamique avec K(0) = 0.

7.3 Ergodicité/non ergodicité de dynamiques PCA

Dans cette section, les simulations réalisent les dynamiques PCA. Les cas considérés
correspondent aux potentiels pour lesquels la présence de transition de phase vient
d’étre illustrée. Il s’agit des cas en dimension d =2 ot h = 0 et K(e1) = K(—e;1) =
K(es) = K(—ez) = +1 € R, avec £(0) = 0 ou bien £(0) = +1. Rappelons que dans

ce cas, la régle locale d’évolution py, définie en (4.15) s’écrit :

1
pr(sln) = 5(1 + stanh B[ Mkse; + Mhoe; + Thies + Thoe, + ’C(O)??k]) :

Nous nous intéressons ici au nombre d’états asymptotiques de ces dynamiques PCA
qui sont attractives.

Les simulations sont réalisées & partir du programme DynParallele.m dont le code
source est détaillé en Annexe B (cf. page 165). L’algorithme est une simple traduction
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de la dynamique PCA, et la syntaxe matricielle du langage Matlab en permet une
formulation simple et efficace.

Précisons que l'on simule indépendamment les deux dynamiques a volume fini Py et
P);'L en prenant respectivement comme conditions initiales (—1)p, et (+1)z,.

7.3.1 Données des simulations

Comme dans la section précédente, le volume fini By, considéré est de taille L = 100.
La variable tfinal détermine également le nombre d’instants pendant lesquels la dy-
namique agit sur le réseau. On précise qu'un instant de temps (soit 1 Monte Carlo
Step) correspond ici exactement & #B, retournements de spins possibles, et ceci de
maniére paralléle et non comme précédemment par la succession de #Bjp retour-
nements de spins choisis aléatoirement dans By. Ici tfinal vaut 10000 de maniére
générale, et plus précisément 20000 pour 8 entre les valeurs 0,4 et 0,5 dans le cas o
K(0) = 0 et entre les valeurs 0,2 et 0,4 dans le cas ou K(0) = +1. Cela correspond
a des magnétisations estimées comme moyenne temporelle de 5000 relevés, calculés
chacun & intervalleMesure instants de différence. L’algorithme étant ici beaucoup
plus rapide que celui développé & la section 7.2, on peut ici réaliser cette amélioration
du nombre de relevés.

7.3.2 Résultats

En utilisant les notations introduites au Chapitre 4 et la Proposition 3.2.1, on sait que
5(_1)BL PB_L(") — vg, et 5(+1)BL P);'L(") — V;'L. Par ailleurs, la Proposition 6.2.3
établit que ces mesures approchent, pour L grand, les mesures extrémales v et v. De
plus ce résultat prouve qu’il y a unicité de la mesure stationnaire pour la dynamique
parallele P considérée a volume infini si et seulement si ces deux mesures coincident.

Rappelons qu’il a été également établi dans la remarque 6.2.11 du Chapitre 6 que la

condition (6.28) :
I}l_)rilo (/0’0 dugL — /0’0 dygL) =0

est équivalente a D’unicité de la mesure stationnaire pour la dynamique
PCA a volume infini et équivalente a I’ergodicité de cette dynamique.

La grandeur estimée lors des simulations de cette section est la magnétisation et
approxime pour la dynamique Py la quantité [ oo dvg, et pour la dynamique P);'L
la quantité [ oo dV;'L. Les figures 7.3 et 7.4 représentent les variations de ces deux
grandeurs en fonction du parametre 8 dans le cas oi K£(0) = 0 (figure 7.3) et dans le
cas ott K(0) = 41 (figure 7.4). Dans ces deux figures la courbe positive correspond a
f o dugL et celle négative a f o dVgL.

Une valeur critique 8. du paramétre 8 est mise en évidence. Elle est telle que si § < G
on a (6.28) donc ergodicité de la dynamique; et si 8 > B, on a [ oo dvg, =~ —1et
f o dV;'L ~ +1, d’ott non ergodicité.

Bien plus, compte tenu des estimations de 8. de la section précédente, les résultats des
simulations illustrent ici le fait que 8. = B.. Il a en effet été prouvé, dans les chapitres
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F1G. 7.3 — Variation de la magnétisation, bord +1 et -1, cas £(0) = 0

magnétisation

bord -1
bord +1

*
E
E

1 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
paramétre 3

F1G. 7.4 — Variation de la magnétisation, bord +1 et -1, cas £(0) = +1
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précédents, pour ces dynamiques PCA attractives de la classe C sur Sz quil y a
équivalence entre non ergodicité et transition de phase pour le potentiel
¢ associé et équivalence entre ergodicité de la dynamique et non transi-
tion de phase du potentiel associé. Précisons ce résultat : la Proposition 4.3.1
établit qu’en zone de transition de phase la dynamique PCA de la classe C est non
ergodique. D’autre part, le Corollaire 3.5.2 prouve que l'unicité de la mesure de Gibbs
implique 'unicité de la mesure stationnaire invariante par translation pour la dyna-
mique. D’aprés le Corollaire 6.2.5 cela suffit alors a assurer 'unicité de la mesure
stationnaire pour la dynamique, d’ot1, comme rappelé précédemment, l'ergodicité.

7.4 Simulation par la dynamique paralléle du modéle
d’Ising

Dans cette section nous signalons un algorithme permettant de simuler de maniére pa-
rallele les mesures de Gibbs extrémales (éventuellement confondues) de deux modeles
d’Ising isotropes ferromagnétiques indépendants (cf. également [FFS93, NJ01]). En
langage Matlab, pour lequel la réalisation des opérations matricielles est optimisée,
ce procédé fournit un algorithme plus rapide en temps d’exécution que ’algorithme
séquentiel usuel de Glauber-Métropolis.

On considére une dynamique PCA attractive de la classe C , telle que K(0) = 0.
On rappelle, d’aprés la sous section 4.2.2, que lorsque K(0) = 0, la dynamique est
découplée en deux dynamiques paralléles indépendantes, agissant sur (Z?P,Z21) et
(Z*',Z*P) en deux instants successifs. En utilisant la transformation = introduite
dans la preuve du Lemme 4.2.4, et en se référant & la preuve du Théoréme 4.2.5, on
construit ’algorithme dont le code source est donné & la page 169.

Par ailleurs, la dynamique étant attractive, on utilise également le fait que, d’apres la
Proposition 3.2.1, la condition initiale (+1)p, converge en temps infini, sous l'action
de la dynamique P);'L, vers la mesure V;'L, dont la limite & volume infini est la mesure
réversible extrémale v™, qui coincide avec la mesure de Gibbs extrémale ut.

Pour la réalisation pratique de cet algorithme, on se référe au code source détaillé en
Annexe C & la page 169.
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Annexe A

Programme TransitionDePhase.m

A.1 Programme principal
clear all

% il faut lancer config.m avant afin de créer
% la variable sigma(:,:,i) avec toutes les configurations utiles

load configurations
%%h%Y% sont ainsi définis les variables suivantes™:

hh%% la matrice 3x3 K qui définit la fonction d’interaction

Y4%h N: définit la taille du volume fini considéré

%hh%% betadebut,betafin, et pasbeta définissent la variation du

%Wh%% paramétre beta

%hhhh paramétre h de la dynamique, ici toujours h=0

%4%h% intervalleMesures définit le nombre d’instants

%h%% (en Monte Carlo Step, soit N*N retournements de sites possibles)
%%%%h écoulés entre deux mesures successives

hh%% tfinal: durée totale (en MonteCarlo Step) du déroulement

Wh%h de la dynamique.

Y%%% les mesures débutent & tfinal/2

format long E

WhRRLKRLR LA R LGS initialisation de la sauvegarde %hhhhhhhhhhhhhhhhhhh
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[’Resultats’ date 7_’];
load compteur_simulations;
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numero=str2num(indice);

numero=numero+1;
indice=int2str(numero) ;
save compteur_simulations indice
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[nom_du_fichier_de_sauvegarde indice]
commande_sauvegarde=[’save ’ nom_du_fichier_de_sauvegarde ’

N tfinal h K VarBeta VarMoyM ’];

WhRRLKRLR LR LK LA, chargement du jeu de données %hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh
chargement=[’load donnees_simulation’ indice]
eval (chargement) ;

WhRRLKRLR LR LL LA constantes pour le programme %hhhhlhhhlhhhlhhhhhhhhhh
tdebutMesures=tfinal/2
Mask=[0 0 1 00;01110;11111;01110; 0010 0];

% t= temps en MCStep
%h 1 t=1 MCstep flips éventuels

MCStep=N*N;

% pour les différentes mesures quand beta varie
index=0;

hnombre de mesures sur lequel sera effectuée la moyenne
NbStatistique=(tfinal-tdebutMesures)/intervalleMesures

WAL RRLL LR A RLY début de variation de la température LhAUAAAAALLL A
for beta=betadebut:pasbeta:betafin
index=index+1;
hhthh initialisation
moyenneM=0;
% calcul préalable des lois d’évolution
for i=1:8192 J, 8192 soit 2713-1
flipsigma=sigma(:,:,1i);

flipsigma(3,3)=-flipsigma(3,3);

tx=exp(-2*beta*h*sigma(3,3,1))
*xcosh(beta*poids(
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flipsigma([2:4],[2:4]),K,h))/cosh(beta*poids(sigma([2:4],[2:4],1i),K,h));
*xcosh(beta*poids(
flipsigma([2:4],[1:3]),K,h))/cosh(beta*poids(sigma([2:4],[1:3],1i),K,h));
*xcosh(beta*poids(
flipsigma([2:4],[3:5]),K,h))/cosh(beta*poids(sigma([2:4],[3:5],i),K,h));
*xcosh(beta*poids(
flipsigma([1:3],[2:4]),K,h))/cosh(beta*poids(sigma([1:3],[2:4],1i),K,h));
*xcosh(beta*poids(
flipsigma([3:5],[2:4]),K,h))/cosh(beta*poids(sigma([3:5],[2:4],1i),K,h));

if tx >=1
decroit(i)=1; tauxflip(i)=tx;
else
decroit(i)=0; tauxflip(i)=tx;
end
end

% initialisation de la configuration initiale

R=ones(N+4); % ou bien
% R=-ones(lN+4);

% initialisation de la magnétisation
M=mean(mean(R([3:N+2], [3:N+2])));

compt=1;
t=2;
CompteurMesures=intervalleMesures;

while t<=tfinal
n=1;

if t>tdebutMesures
if CompteurMesures==intervalleMesures
CompteurMesures=1;
else
CompteurMesures=CompteurMesures+1;
end
end

while n<=MCStep

% bord périodique
periodize;

k=[2+unidrnd (N) 2+unidrnd(N)];
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V=Mask.*R([k(1)-2:k(1)+2], [k(2)-2:k(2)+2]);

i=identification(V);
compt=compt+1;

if decroit(i)==1
M=M- ((2*R(k (1) ,k(2))/(N*N))) ;
R(k(1),k(2))=-R(k(1),k(2));
else
r=unifrnd(0,1);
if r<=tauxflip(i)
M=M- ((2*R(k (1) ,k(2))/(N*N))) ;
R(k(1),k(2))=-R(k(1),k(2));
end
end

n=n+1;

end Y%du MCstep

if t>tdebutMesures
if CompteurMesures==1

moyenneM=moyenneM+(M/NbStatistique) ;

end

end

t=t+1;

end

% tableau de variation de grandeurs caractéristiques du systéme
% en fonction de la variation de beta

VarBeta(index)=beta;

VarMoyM(index)=moyenneM;

WRRRRRL R DR E A% RS sauvegarde partielle des données %hhhhhhAEAL%LS
AN NN AN a4 chaque changement de beta 1YY Y5550
eval (commande_sauvegarde) ;

T ook ottt oo o o o o o o oo o ol Tl o Tl T Tl Tt o o o o 1o o oo o oo o o o oo o Tl o T o T o o o o o o o

end % du beta
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Le fichier compteur_simulations.mat contient la variable indice qui permet de gé-

rer différentes simulations produites par le méme programme TransitionDePhase.m.

Les données relatives a chaque simulation sont contenues dans le fichier donnees_simulation?.
Il s’agit de la taille du réseau N, du paramétre h, la matrice d’interaction K, les pa-
ramétres de variation du parameétre § : betadebut,betafin,pasbeta, ainsi que le
nombre d’instants tfinal jusqu’auquel la dynamique évolue (1t = N % N retourne-

ments possibles d’un spin).

La fonction suivante sert a palier I’absence du module de probabilités dans la distri-
bution standard de Matlab :

function x=unidrnd(n);
t=rand(1);

x=round (t*n+0.5) ;

A.2.1 Fonction voisinage

function M=Vois(k,R);
% renvoie la matrice 3+*3 voisinage du site k(ligne,colonne)

M=R([k(1)-1 k(1) k(1)+1],[k(2)-1 k(2) k(2)+1]);

A.2.2 Création de toutes les configurations sur 13 sites

Ce programme permet de générer le fichier de données configurations.mat.

% configuration.m
% crée toutes les configurations possibles
% de 1l’ensemble des sites pouvant influer sur un site k donné

var=[0:8191];

var=dec2bin(var) ;

var=var-48; % pour revenir du code ASCII au code normal
var=2*var-1; %pour revenir

for 1=1:8192 ¥ 8192=2"13-1
sigma(:,:,1)=[0 0 var(i,1) 0 0; O var(i,2) var(i,3) var(i,4) 0;
var(i,5) var(i,6) var(i,7) var(i,8) var(i,9) ;

0 var(i,10) var(i,11) var(i,12) 0; 0 0 var(i,13) 0 0];

end

A.2.3 identification du voisinage d’un site

function num=identification(4);
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% retrouver le numéro de codage du voisinage A

nb=[A(1,3) A(2,2) A(2,3) A(2,4) A(3,1)
A(3,2) A(3,3) A(3,4) A(3,5) A(4,2) A(4,3) A(4,4) A(5,3)];

nb=(nb+1)/2;
dec=nb(1)*2~12+nb(2)*2-11+nb(3)*2~10+nb(4)*2"~9;
dec=dec+nb(5)*2~8+nb(6) *2"7+

nb(7)*2-6+nb(8) *2~5+nb(9) *2~4+nb(10)*2~3+nb(11) *2~2+nb(12) *2"1;
dec=dec+nb(13)*2-0;
num=dec+1;

A.2.4 périodisation des bords

% periodize.m
% periodise les bords de R

% periodisation des colonnes :

R(:,2)=R(:,N+2);
R(:,1)=R(:,N+1);
R(:,N+3)=R(:,3);
R(:,N+4)=R(:,4);

% periodisation des lignes :

R(2,:)=R(N+2,:
R(1,:)=R(N+1,:
R(N+3,:)=R(3,:
R(N+4,:)=R(4,:

N N N N
we we

-

A.2.5 Poids affecté & un site en fonction de son voisinage

function c=poids(V,K,h);
% calcul la fonction de couplage associée au site kk (ligne,colonne)
% M représente le réseau avec les bords

c=sum(sum(X.*V,2))+h;
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Annexe B

Programme DynParallele.m

% DynParallel.m

% lance une dynamique PCA, condition initiale fixee
% pour tester ergodicite

/

% gére plusieurs fichiers de données de simulation
% et plusieurs fichiers de résultats dont les noms
% sont créés automatiquement

/

% fait varier beta,

% et & beta fixé, dynamique de Glauber-Metropolis
% calcule la magnetisation moyenne

%

clear all
format long E

DRRLRAALAAA%%N%% initialisation de la sauvegarde %UhhAhhLARALAAALLAAA ST
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[’ResultatsDynPCA’ date 7_’];
load compteur_simulations;
numero=str2num(indice);
numero=numero+1;
indice=int2str(numero) ;
save compteur_simulations indice
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[nom_du_fichier_de_sauvegarde indice]
commande_sauvegarde=[’save ’ nom_du_fichier_de_sauvegarde ’

N tfinal h K VarBeta VarMoyMplus VarMoyMmoins’];

WLl RLIRLI IR LKL R LR LR, chargement du jeu de données Uhhhhhhhhhhhhh

chargement=[’load donnees_simulation’ indice]
eval (chargement) ;
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WhRRLKRL KRR LR LS constantes pour le programme %hhhhhhhhhhhhhhh kA% Kk

% t= temps en MCStep
%h 1 t=N#N flips éventuels

index=0; % pour les différentes mesures quand beta varie
tdebutMesures=tfinal/2

NbStatistique=(tfinal-tdebutMesures)/intervalleMesures
%% nombre de mesures sur lequel sera effectuée
%% la moyenne

%% condition au bord
Bplus=ones(N,1); ¥ colonne de +1
Bmoins=-ones(N,1); ¥ colonne de -1

WhLEERLL LAY début de variation de la température UALAAALLLLLLARLL RS

for beta=betadebut:pasbeta:betafin
index=index+1;

Tt ol b o T to o oo o o o oo o o o Tl Tl o Tl ot o o o o o o o oo oo o oo o T ol o

% initialisation de la configuration initiale

Rplus=ones(N); % départ de tout +1
Rmoins=-ones(N) ; % départ de tout -1

ool ot to o oo o oo oo o o o Tl Tl T Tl T o Tt o 1o o o oo oo o oo o ol o o o o

% mesure de la magnétisation
Mplus=mean(mean(Rplus([1:N],[1:N])));
Mmoins=mean(mean(Rmoins([1:N],[1:N]1)));

compt=1;

t=2;

CompteurMesures=intervalleMesures;

while t<=tfinal

WhhhE LY. pour effectuer une mesure tous les intervalleMesures MCStep %%

WhhA%%A% ol 1 MCStep= actualisation de 99957975y
Whh%%%Y%  tous les sites du réseaux possibles Yy Yy
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if t>tdebutMesures

if CompteurMesures==intervalleMesures
CompteurMesures=1;
else
CompteurMesures=CompteurMesures+1;
end
end

hhh%un pas de dynamique=1MCStep=N*N flips en parallel possibles %h%%h%h%
Uplus=rand(N,N);

nordPlus=[Bplus’; Rplus(1:N-1,:)];

sudPlus=[Rplus(2:N,:); Bplus’];

estPlus=[Rplus(:,2:N) Bplus];

ouestPlus=[Bplus Rplus(:,1:N-1)];

VoisPlus=(K(2,2) .*Rplus)+(K(1,2) .*nordPlus)+

(K(2,3) .*estPlus)+(K(3,2) .*sudPlus)+(X(2,1) . *ouestPlus) ;
k% voisinage pondéré avec condition au bord Bplus

Pplus=0.5*(1+tanh(beta*VoisPlus));

% actualisation de la matrice
Rplus=2* (Uplus<=Pplus)-1;

YA AN AN

Umoins=rand (N,N) ;

nordMoins=[Bmoins’; Rmoins(1:N-1,:)];
sudMoins=[Rmoins(2:N,:); Bmoins’];
estMoins=[Rmoins(:,2:N) Bmoins];
ouestMoins=[Bmoins Rmoins(:,1:N-1)];
VoisMoins=(K(2,2) .*Rmoins)+(K(1,2) .*nordMoins)+

(XK(2,3) .*estMoins)+(K(3,2) .*sudMoins)+(X(2,1) . *xouestMoins) ;
k% voisinage pondéré avec condition au bord Bmoins

Pmoins=0.5*%(1+tanh(beta*VoisMoins)) ;

% actualisation de la matrice
Rmoins=2*(Umoins<=Pmoins)-1;

Tl ottt oo o o o oo o oo o Tl Tl o Tl o T T T Tt o 1 o oo o o o oo o oo oo o o o o o oo ot o 2o 1o o o oo o oo o
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if t>tdebutMesures

if CompteurMesures==
compt=compt+1;
Mplus=Mplus+mean(mean(Rplus([1:N],[1:N])));
Mmoins=Mmoins+mean (mean(Rmoins([1:N],[1:N]1)));
end
end

t=t+1;
end 7% de la boucle de temps t

moyenneMplus=Mplus/compt;
moyenneMmoins=Mmoins/compt;

% tableau de variation de grandeurs caractéristiques du systéme
% en fonction de la variation de beta

VarBeta(index)=beta;
VarMoyMplus(index)=moyenneMplus;
VarMoyMmoins (index)=moyenneMmoins;

WhKRLRRLK LA KAL) sauvegarde partielle des données Lhhhhhhhhhhhlbhhhhhhhhh
%% a chaque changement de beta
eval (commande_sauvegarde) ;

Tl ol ot to o oo o oo oo o o o Tl Tl T T T T 2o o 1o 1 o oo o oo oo o o o o T oo o T o o o o o 1 o oo o oo oo o o o o o

end % du beta

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

Annexe C

Programme IsingParallel.m

% IsingParallele.m

% lance une dynamique PCA, condition initiale fixee
/

% avec interaction propre nulle

% simulation du Ising dim 2 nearest neighbours

clear all

format long E

DRRLRAALAAA%%N%% initialisation de la sauvegarde %UhhAhhLARALAAALLAAA ST
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[’ResultatsDynPCA’ date 7_’];

load compteur_simulations;

numero=str2num(indice);

numero=numero+1;

indice=int2str(numero) ;

save compteur_simulations indice
nom_du_fichier_de_sauvegarde=[nom_du_fichier_de_sauvegarde indice]
commande_sauvegarde=[’save ’ nom_du_fichier_de_sauvegarde ’ N tfinal h K
VarBeta VarMoyM’];

Il s et ot e oo o ot Tl Tt T ol T o e o e T e e o e T o e T e T ol Tl e o et e o T o o oo e e o T o

WLl RLIRLI IR LKL R LR LR, chargement du jeu de données Uhhhhhhhhhhhhh
chargement=[’load donnees_simulation’ indice]
eval (chargement) ;

bl bbbkt bt lhtehhhhteh’h constantes pour le programme
K(2,2)=0 ¥% on s’assure que l’interaction propre est nulle

intervalleMesures=2 ¥ on s’assure ainsi que les mesures
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% auront lieu tous les deux instants, pour ne travailler que sur %
% 1’un des deux Echiquiers

% t= temps en MCStep
%h 1 t=1 MCstep flips éventuels

% MCStep=N*N;
index=0; % pour les différentes mesures quand beta varie
tdebutMesures=tfinal/2

NbStatistique=(tfinal-tdebutMesures)/intervalleMesures
%% nombre de mesures sur lequel sera effectuée
%% la moyenne

%% condition au bord
B=ones(N,1); ¥ colonne de +1
% B=-ones(N,1); ¥ colonne de -1

k% création des échiquiers

for i = 1:N,
for j = 1:N,
EchiquierPair(i,j)=(mod(i+j,2)==0);
end
end

for i = 1:N,
for j = 1:N,
EchiquierImpair(i,j)=(mod(i+j,2)==1);
end
end

BB BRI BR BTG RR DR RG LA LA R %A% début de variation de la température
for beta=betadebut:pasbeta:betafin

index=index+1;
beta

bl ot e ot o ot to e oo o T o o fo T o o o o o T o o Yoo o Tt oo o o T o o T o
% initialisation de la configuration initiale
% répartition aléatoire dans le volume Lambda

%R=2*Binornd(1,0.5,N+2,N+2)-1;
%% pour jacta
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%R=binomiale (N+2);

RERRLRRLRRLRRA RS ou bien repartition initiale fixée :

R=ones(N) ; WhhEELY départ de tout +1
% R=-ones(N);

Ising=R; % initialisation

ool b T to o oo o oo o e ol e T Tl T Tl o o o o 1 1 o o hitototolh

% initialisation de la mesure de la magnétisation
M=mean(mean(Ising([1:N],[1:N])));

compt=1;

t=2;
CompteurMesures=intervalleMesures;
while t<=tfinal

WhhhhhY pour effectuer une mesure tous les intervalleMesures MCStep
WhRRA%L ol 1 MCStep= actualisation de
Whhhh%L  tous les sites du réseaux possibles

if t>tdebutMesures
if CompteurMesures==intervalleMesures
CompteurMesures=1;
else
CompteurMesures=CompteurMesures+1;
end
end

RERRLRRLRRA LSRR S%A un pas de dynamique=1MCStep=N*N flips en parallel possibles
U=rand (N,N) ;

nord=[B’; R(1:N-1,:)];

sud=[R(2:N,:); B’];

est=[R(:,2:N) B];

ouest=[B R(:,1:N-1)];

Vois=(K(2,2) .¥R)+(K(1,2) .*nord)+(K(2,3) .*est)+(K(3,2) . *sud)+(K(2,1) . *xouest) ;
k% voisinage pondéré avec condition au bord Bplus

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine
http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

14 rrograimime isingrdarallcl. il

Thése de Pierre-Yves Louis, Lille 1, 2002

P=0.5*x(1+tanh(beta*Vois));

RAnc=R;
% actualisation de la matrice
R=2*(U<=P)-1;

bbb bbbl b b bbb b oo ot o oo To o o T o o o o o oo o o o o o o o o o o T T o o T o o oo oo o oo o o o o o o o o 2o o
Ising=RAnc.*EchiquierImpair+R.*EchiquierPair;
bbb bbbl b bbb o b o oo o oo To o T T o T o o o o oo o o o o o o o o ot T o o o oo oo o oo o oo o o o o o o o T o

if t>tdebutMesures
if CompteurMesures==1
compt=compt+1;
M=M+mean (mean (Ising([1:N],[1:N])));
end
end

t=t+1;
end 7% de la boucle de temps t
moyenneM=M/compt ;

% tableau de variation de grandeurs caractéristiques du systéme
% en fonction de la variation de beta

VarBeta(index)=beta;
VarMoyM(index)=moyenneM;

WhKRLRRLK LA KAL) sauvegarde partielle des données Lhhhhhhhhhhhlbhhhhhhhhh
%% a chaque changement de beta
eval (commande_sauvegarde) ;

Tt Tt T Tt o Tt T ol T ol ol o Tt Tl T Tt Tt T T o Tt To s T o o 0o T o T o T o Vo 0o oo T o o o o o ot ot o o o o e
end % du beta
WhRRLKRL KRR LR LY sauvegarde finale des données %hhhhhhhhhhhhhlbhhhhhhhh

heval (commande_sauvegarde) ;

Tt ol T T oo oo o o o oo o oo o Tl Tl T T o o T Tt Tt o o o oo oo o oo o o o o o o ol o F o Fo o o o o o o o oo o oo o
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Automates Cellulaires Probabilistes :
mesures stationnaires, mesures de Gibbs associées et ergodicité.

Résumaé :

Utilisés dans de nombreux domaines scientifiques, les Automates Cellulaires
Probabilistes, usuellement abrégés en PCA, de ’anglais Probabilistic Cellular Auto-
mata, constituent, au sein des dynamiques aléatoires & temps discret, une classe de
processus stochastiques markoviens & valeurs dans un espace infini S¢ ot S désigne un
ensemble fini et G est un graphe infini. On consideére ici toujours le cas ou G = Z% La
particularité de ces dynamiques est I'évolution en paralléle, ou synchrone, de chacune
des coordonnées ou composants élémentaires en interaction.

Nous nous intéressons dans un premier temps & l’existence et & 'unicité des
mesures stationnaires pour les dynamiques PCA non dégénérées i.e. dont le com-
portement local n’est jamais déterministe, ainsi qu’a la caractérisation de ces états
d’équilibre en tant que mesures gibbsiennes. Nous fondant sur les résultats de Dai
Pra, Kozlov, Kiinsch, Lebowitz, Vasilyev et al., nous précisons, pour la classe des
dynamiques PCA réversibles, les relations existant entre les mesures stationnaires, les
mesures réversibles et les mesures de Gibbs associées 4 un potentiel dont le lien avec
la dynamique est explicité.

Pour une famille paramétrée de dynamiques PCA réversibles, nous démontrons
Iexistence d’un phénoméne de transition de phase et explicitons dans ce cas le com-
portement de différentes mesures de Gibbs sous l'action de ces dynamiques. En par-
ticulier, nous exhibons des mesures de Gibbs non-stationnaires.

Dans un second temps, nous étudions ’ergodicité, .e. la convergence vers ’équi-
libre des dynamiques PCA qui sont de plus attractives. Nous construisons a cet effet
un couplage de ces dynamiques préservant I'ordre stochastique. En nous référant aux
travaux de Martinelli et Olivieri pour les dynamiques de Glauber, nous établissons
qu’en ’absence de transition de phase, dés que 'unique mesure de Gibbs vérifie une
condition de faible mélange, il y a ergodicité et convergence & vitesse exponentielle
vers cet unique état d’équilibre, améliorant en cela grandement les critéres d’ergodicité
pour les PCA existant dans la littérature.

Enfin, nous illustrons ces résultats par la réalisation de simulations numériques
de certaines des dynamiques réversibles précédemment étudiées, et présentons un
algorithme paralléle convergeant vers les mesures de Gibbs extrémales du modéle
d’Ising.

Mots clefs :

Automates Cellulaires Probabilistes, PCA, systémes de particules, dynamiques aléa-
toires, processus de Markov, dynamiques attractives, mesures stationnaires, mesures
de Gibbs, transition de phase, ergodicité, couplage, propriétés FKG, simulation
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Probabilistic Cellular Automata :
Stationary measures, Gibbs measures associated with and ergodicity

Abstract :

Used in many scientific areas, the discrete time random dynamics called Pro-
babilistic Cellular Automata (P.C.A.) are Markov stochastic processes with values in
an infinite space S¢ where S is a finite set and G an infinite graph. Here we assume
G = 7. The main feature of these dynamics is the parallel, or synchronous, evolution
of all the coordinates or interacting elementary components.

We are first interested in the existence and uniqueness of stationary measures
for non degenerated PCA dynamics, #.e. whose local behaviour is never deterministic.
Based on results of Dai Pra, Kozlov, Kiinsch, Lebowitz, Vasilyev et al., we give for
the class of reversible PCA dynamics precise relations between the sets of stationary
measures, reversible measures and some Gibbs measures.

For a typical parametrized family of reversible PCA dynamics, we prove the exis-
tence of a phase transition phenomenon and establish the behaviour of the different
Gibbs measures under the dynamics’ action. In particular, we exhibit non-stationary
Gibbs measures.

Secondly, we study the convergence to equilibrium for PCA dynamics which
are attractive (so called ergodicity). One of our tools is a special coupling of these
dynamics, preserving the stochastic order. When there is no phase transition, inspired
by the ideas of Martinelli and Olivieri on Glauber dynamics, we prove the ergodicity of
PCA dynamics, and more precisely, the convergence exponentially fast to the unique
equilibrium state. This result truly improves previous ones existing in the litterature.

Finally, we present some numerical simulations of reversible PCA dynamics,
and, in particular, a parallel algorithm which converges to extremal Gibbs measures
associated to the Ising model.

Keywords :

Probabilistic Cellular Automata, PCA, interacting particle system, Markov chains,
attractive dynamics, stationary measures, Gibbs measures, phase transition,
ergodicity, coupling, FKG properties, simulation
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