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- IntrodtIction ~ 

La résolution de nombreux problèmes industriels nécessite une bonne connaissance du 

<Jomportement élastoplastique. PanllÎ ces problèmes. nous pouvons évoquer ceux posés par 

les réacteurs nuoléaires, les constructions offshore, les traitements tels que ]e galetage ou le 

gtenaill.age. les séismes. P' Le point commun de ces domaines est la sollicitation variable 

dans le temps qui elltralne des phénomènes de défol1.'llation progressive. Les règles de sécurité 

imposent à ltîngénieur de s'assurer que ces défonTItlfÎons restent limitées et se stabilisent 

après quelques cycles. 

Au bout d'un grand nombre de cycles?trôis comportement de la stmcture peuvent 

apparaître: 

-/ AtllljJtlttiol1. En tout point de la structure, la défonnation plastique atteint lin état 

limite stabilisé constant. 

..t AccolllJlIodatioJl. En tout point de la structw..:. la défonnation plastique atteint un 

état limite stabilisé périodique. 

'" Roc/ret .. Il existe au moins un point de la structure où la défonnation plastique 

s'acoroît de manière incrêmentaleet cela jusqu'à ruine de la structure. 

Par conséquent, il faut introduire un comportement inélastique qui pelmette de décrire 

cesdéfonllutions irréversibles. Diverses a1tem~tives Ont donc été proposées. Une approche 

fl'lisant appel à la théorie des charges limites aétê introduite afin de déterminer la charge au

delà de laquelle la structure n'est plus stable. Son efficacité a été prouvée par de nombreux 

auteurs dans le eadre des lois de oomf>ortement sImples. Elle pemlet d'accéder à l'idée 

qut~:l(àÜt de s'éorouler, le système subit des défomlations plastiques irréversibles. 

Mais la cOlmaissance de cette charge limite ne pemlet pas de s'assurer de la sécurité d'une 

structure soumise à une sollicitation variable dans le temps. 

En effet, le dimensÎonnement de ces structures doit être tel que le phénomène de rochet 

ne puisse exister et idéalement que l'état adapté apparaisse rapidement. 

En utilisant une méthode illcrémentd/e quelconque, les concepteurs seront amenés à 

dêtem1mer le nombre de cycles nécessaire pour atteindre l'état stabilisé. Indispensable pour 
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une meilleure comprehension de la physique du r:ompùrtem"'nt des matériaux déformables, 

ces méthocl.es passent par LIn calcul complet de l'évolution de la structure et s'avèrent être très 

coûteuses en temps et en stockage mémolre. C'est pour celte raison qu'elles sont souvent 

restreintes à un nombre limité de cycles. 

De nombreux travaux ont été développés afin de pailier les problèmes de 

r incrémentation ct des calculs plastiques. Nous pouvons citer par exemple la généralisat~on 

de la charge limite (ou analyse limite) • lûlhéone li 'adaptation. 

Cette théone permet de définir Lin domaine de charge sûr pour lequel quelle que soil 

l'histoire de charge à l'Intérieur de ce domaine, le système demeure stable. 

Les structures actuelles étant de plus en plus sollicitées, la COIH ergence vers l'état 

adapté amène un surdllllcnSlOnnement excessi f car la théorie d' adaptauon surestime le 

domaine d'adaptatlon et ne prend pas cn compte l'état limite accommodé. Il est donc 

nécessaire de pennetlre J'appantinll localisée d'un comportement élastoplastique tel que 

l'accommodation. Dans cct état, la nllne de la structure apparaît par fatigue. 

Par conséquent. la théorie d'adaptation ne suffit plus pour étudier l'état limite de la 

structure. D'auLes axes Lie recherche ont été envisagé;;. 

Ces autres approches dites méthodes de résolutions simplifiées, reposent 

essentiellement sur des calculs purement élastiques. Elles SOlit basées sur des diagrammes. 

Elles sont rapides mais ne sont valables que pour des lypes de structures et des chargements 

bien définis. 

Une approche développée par J Zarka el al. (Zarka90) semble apporter une solution 

satisfaisante, comparée aux méthodes citées précédemment. Nous présenterons ainsi les 

développements de cette méthode dite « Aléthode cI'allalyse simplifiée des stntClIIres 

inélastiques ou MASSI » et nous comparerons l'estimation obtenue par rapport aux résultats 

d'une méthode incrémentale intégrée sous un code de calcul industriel par éléments finis. 

L'analyse simplifiée pemlet d'estimer le comportement inélastique d'une structure 

quelconque à partir de l'utilisation d'outils relatifs aux calculs élastiques: l'évaluatinn de la 

- 20 -
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solution est obtenue sans avoir recours au calcul èe type incrémental,li1ais simplement à 

partir de calculs élastiques ainsi que de projections locale;:;, 

Les caractéristiques de l·étude sont les suivantes: 

v". On ne considère que le matériaU standard généralisé [Halphen75J, stable au sens 

de Drucker [Drucker64] et qui obéit au Principe du Travail Plastique Maximal de 

Hill fHiII50). 

v" Le matériau est élasto-plastique à écrDuissage cinématique linéaire (modèle de 

Ptager [Pragel'SSJ) . 

../ Le critère de plasticité est du type VON MISES et la loi d'écoulement du type 

associé . 

../ Dans tous les problèmes traitést nous nou~ plaçons sous les hypothèses quasi

statiques en petites déformations. 

yi' Le chargement est mécanique cyclique radial. 

yi' Tous les calculs élastiques et élasto~plastiques ont été effectués sur le code 

éléments finis SYSTUS . 

.,/ l'intégralitti> des calculs a été réalisée sur une station de travai1 SGI 02 processeur 

RIO 000. ainsi la comparaison du temps de calcul peut être appréciée. 

L'intégration de l'analyse simplifiée dans un code de calcul repose sur la méthode des 

éléments finis et sur la programmation mathématique. 

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres; 

Cl Le chapitre 1 consiste à mettre en éVIdence de maniere non exhaustive, les 

notions de plasticité: la modélisation du comportement des matériaux et ses 

aspects. les schémas d'évolution comme l'écrouissage (isotrope et cinématique), 
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les différents critères de plasticité (Von Mls<...:> el Tresca), les modèles 

rhéologiques, . 

:J Le chapitre 2 permet le recensement de quelques méthodes asymptotiques qui 

pel111eltent d'approcher le') limites de la tenue et de la statilité d'une structure. 

Nous préciserons leurs avantages et inconvénients afin d'introduire notre choix 

qui est l'analyse simplifiée développée par J. Zarka ILarka90). 

o Le chapitre 3 est relatif à la pruposition de la méthode d'analyse simplifiée. 

Elle repose, par un cal.::ul purement clastique, sur la décomposition de };:1 réponse 

réelle et sur un changement de variable. Nous VetTOns ainsi que cette méthode 

pennel des résolutions très rapides. 

CJ Dans le chapitre 4, la méthode d'analyse simphfiée est implémentée au code 

de calcul éléments ftl1lS SYSTl'S par l'Intennédiaire de son interface. Nous 

\"('rrons d'ailleurs que certains éléments sont plus appropriés que d'autres pour 

l'utilisation de celle méthode. De plus, notre code est validé sur des structures 

bidimensionnelles (concentrations de contraintes) et tridimensionnelles ainsi que 

sur des structures de type coques minces avec courbure. L 'mtérêt de J'analyse 

simplifiée ré":''...' dans sa simplicité de mise en œuvre ainsi que dans sa réduction 

importante des ~emps de calculs par rapport aux méthodes traditionnelles, 

Ce rapport se tem1ine par une conclusion générale et une proposition de perspectives. 

- 22 -



Rappels de la plasticité 
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CHAPITRE 1. 

RAPPELS DE LA PLASTICITE 

1.1. Introduction 

Ce chapitre est consacré à un rappel non exhaustif de la théorie de plasticité ce qui va 

pennettre le choix des hypothèses nécessaires à notre étude (critère de plasticité, type 

d'éçrouIssage du matériaul ••• ). On suppose une loi de comportement élastoplastique faisant 

intervenir les défomlations non élastiques, et une loi d'écoulement plastique déduite du 

prinoipe du travait plastique maximal de Hill [IIiIISO]. De plus, nous nous limiterons aux 

hypothèses des petites pe11urbations. 

Toute l'étude sera basée sur des chargements quasi-statiqves (les effets dynamiques seront 

négligés). La structure de volume fini V et de surface Sv (décomposée en deux parties 

comp1émentaires SF et Su avec SF U Su = Sv et SF fi Su = 0) est soumise au chargement 

suivant à chaque instant t (figure 1.1.) : 

./ Des forces de volume Xd(t) dans V . 

./ Des défom1ations initiales El (t) dalJs V . 

./ Des forces de sutface Fd(t) sur SF' 

./ Des déplacements imposês Ud(t) sur Su. 

Figure J.I. Chargement de la strllcture 
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1.2. Surface de charge - Définition. 

Considérons un volume élémentaire de matière soumis à une sollicitation quelconque 

associée à un tenseur des contraintes L. La théone générale de la plasticité suppose 

l'existence d'une fonction scalaire fIL, y) telle que: 

v' j(L, y) < 0 correspond au domaine élastique de = o. 

v' f(L, y) = 0 peut correspondre à l'apparition des déformations plastiques 

de 1: o. 
v' fCr., v) > () correspond au domaine lI1accessible par le maténau. 

dE" est l'accroissement des défonllatlons plastiques. Les paramètres y, appelés paramètres 

internes mesurent J'ensemble des phénomènes irréversibles tel que l'écrouissage. Les f(L, y) 

sont appelés fonctions de charge dans l'espace des contraintes et les surfaces définies par 

l'équation ICi., y) = n rcprcsentcnt la surface de charre ou surface d'écoulement dans 

l'espace des contrai ntes 

1.3. Critères de plasticité 

Le pnnclpe d'invariance impose que la frontière du domame reste invariante par 

changement de repère. La fonction qui définie la surface de charge ne dépend donc que des 

invariants du tenseur de contraintes L 

( 1/.) 

où Il' I!. Il sont les Il1\ariant,; scalaires du tenseur des contraintes. 

Il = tr(L) = L" (/ .2.) 

1 1 
1, = -- tr (L.r.) = .- (L L ) . 2 2 'I 1) 

(/.3) 

1 - -~ tr (\~ .... ") - ~ (") .... ) \ - i-.t-...... - ...... _ 1 L.., 3 3 Il l' ,1 
(/ .4.) 

- 28 -
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On admet généralement, pour certains types de matériaux, l'hypothèse d'incompresslbilité 

plastique et par conséquent de l'indépendance du com;lOrtement vis à vis de la contrainte 

hydrostatique. La fonctionfne dépend alors que des invariants du déviateur des contramtes, 

c~est le cas de la plupart des matériaux métalliques, objet de cette étude. Dans cc cas, nous 

avons: 

avec 

et 

1 
J 1 = - S·..<:1" - 2 if"'1j 

(l.5.) 

(1.6.) 

(1.7.) 

OÙ J2 et Jl sont les second et troisième invariants scalaires du tenseur déviateur des 

contraintes S tel que: 

1 
S = dev(r) = r - - (tr:E}I 

3 
(l.8.) 

Nous nous limiterons à la présentation des deux critères les pll,;s couramment rencontrés. 

Remarque. 

Dans les applications. c'est le critère de VOIl Mises qui reste le 

plus utilisé ell raison de sa gral/de facilité d'emploi dans les 

calculs numériques. Le critère de Tresca est plus délicat 

d'utilisation en raison des discontinuités de normale à la surface. 
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1.3.1. Critère de TI't!sca 

Tresca a postulé que la plastirication se produit en un point du matériau lorsque la 

contrainte de cisaillement maximale en ce point atf~int une valeur critique. 

En terme des contraintes principales, ce critère (1 %8) peut s'exprimer par: 

(1. 9.) 

où kT est la contrainte de cisaillement limite uniaxiale du matériau. 1:1.1:, et 1:) sont les 

contraintes pnncipales. 

Dans l'espace des contrainl~s principales. ce critère est représenté par un prÎsme droit 

(figure 1.2.) à la base hexagonale dG/l! l'axe est la trisectrice du repère. 11 est inscrit dans le 

cylindre de Von \11ses. 

1.3.2. Critère de J'OII Mises 

Le critère de Von :vlises (1913) est indépendant du troisième invariant en plus de la 

contrainte hydrostatique. 

La fonction s'éc,;t : 

(l.10.) 

avec k \ contrainte de cisaIllement limite du matériau. 

En temles de contraintes principales, le critère se met sous la fomle : 

(1. ll.) 

La limite à la traction simple est égale à (Jo = fik, . On notera désomlais k. ::: ko' 

Dans l'espace des contr~intes principales l'équation (1.11.) représente une surface cylindrique 

circulaire dont l'axe coïncide avec l'axe hydrostatique (figure 1.3.). 
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., '~' • ~ '. f. 

Axe 
hydrostatique 
L1 :::~. = La 

."" '1:" 

./ "" "'2 

Figure 1.2. Représematiol1 du critère de Tresca. 

Axe 
hydrostatique 
l:l = ~2 =Ll 

",,/ L2 

Figllre 1.3. Représentation 1/1 critère de Von Mises. 
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1.4. EcrouÎssage 

A partir des considérations générales sur le comportement des matériaux mélastiques, 

Halphen et Drucker [Halphen75[ ont introduit une défll1itlon générale d'un matériau 

écrouissable stable dit standard. 

L~.~ schémas simples d'évolution les plus couramment évoqués sont: 

1.4. J. L 'écrollissage isotrope 

Le modèle de Taylor (1931) considère une simple dilatation homothétique de la surface de 

charge (figure lA.) par rapport à l'angine. Il est tlès utilisé pour sa simplicité et sa bonne 

représentativité dans le cas du chargement radial c'est-à-dire lorsque le vecteur représentatif 

des contraintes dans J'espace des contraintes garde ulle direction constante. 

L'é\olutlon de la surface de charge est gouvernée par une seule variable scalaire p. La 

l'onction de charge associée au crItère de Von ~vlises, s'exprime sous la fomle : 

/0::, p) = J 2 - k.,(r) (l.12; 

1.4.2. L'écrouissage cillématiqlle li"éai,.e 

Dans ce cas, Il y aura une simple translation de la surface de c1'arge, sans rotation ni 

défonnation. La variable d'écrouissage y est de nature tensorielle, elle indique la position 

() tuelle je la surface de charge (associée au critère de Von Mises): 

/(L,y) = f(L - y) - k" (/.13.) 

Le modèle de Prager /Prager55] énonce que les frontières successives se déduisent de la 

frontière initiale par translation dans l'espace des contraintes. Ainsi. il a proposé: 

y=ce (/.14.) 

comme centre de la surface de charge obtenue après translation, dans J'espace des déviateurs 

des contraintes (ligure 1.5.) C est appelé modul~ d'écrouissage. 

- 3:? -
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__ -r--.:;: ................... .. 

k ._" _ ......... ... 
o ,"" 

;,' 
1 

1 
1 

1 
1 
1 
\ 
\ 
\ 
\ 

Figure 1.4. Ecroufssagè isotrope dans "espace 

des déviateurs de contraintes. 

s 

,"~. 

Figure 1.5. Ecrouissage cinématique dalls l'espace 

des déviateurs de contraillte. 
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Rellle/lïllle 

. Les dellx modèles cl-dessus Ile sonl que des approximatiolls du 

comporle/1/t.'llt réel des métaux. Des modèles plus complexes 

(,O/ll!Jillallt les deux types cl 'écrolllssage ou proposant des lois 

li '(;\'Ollil/OlI des paramètres plus sophistiqués, 0111 été proposés par 

de lIomhrcux ailleurs. On trol/vera llotWl/l1/enl dans /Dmcker61j, 

Li '(ll/tres mot/ars Li 'écrulllssage. 

1.5. l\Iodèles 

En plasticité théorique, pour des raisons de commodité de calcul, les comp0l1ements 

ductiles des métaux sont géncralement remplacés par des schémas simples (figure 1.6.). Ceux 

qui nous intéressent parttcullerement, dans un premier temps, sont: 

./' (a) Modèle élastique parfaitement plastique. 

,f (b) Modèle élasto-nlastique il écrouissage linéaire. 

-,/ (c) l\1odèle rigide-plastique . 

./' (d) Modèle rigitk élastique à écrouissage linéaire. 

~t- r 

'lI t 

f =- k. 

> 
(a) 1 

(l) r: 

(bl 

(d) 

Flgllre 1. 6. Da-ers comportements. 
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1.6. Aspect du comportement plastique 

Plusieurs 'lpproches ont été proposèes afin de modéliser le comportement des matériaux. 

1.6.1. Approclte plu!/loméltologiqlle 

Il s'agit d~ définir des expressions mathématiques qui puissent être susceptibles de 

conduire à une représentation mathématique des comportements observés expérimentalement 

durant les chargements uniaxiaux, les chargements multiaxiaux monotones radiaux ou 

cycliques : comportement élastique réversible, comportement inélastique, 'imite élastique, 

écrouissage. radoucissement, fluage, relaxat~on, adaptation, accommodation, rochet, rupture, 
c: "0 lau.;;.ue, ... 

Les principaux aspects à retenir concernent le domaine élastique défini dans l'espace des 

co. traintes (tm domaine à l'Întérieur duquel il n'y a pas de variation des dèfom1ations 

inélastiques) et les règles d'écoulement qui traduisent les évolutions de ces déformations 

inélastiques quand on quitte le domaine élastique. 

1.6.2. Approche physique 

Dans cette approchvJ, il est recherché tout d'abord le comportement des matériaux à 

l'échelle microscopique pour ell revenir ensuite par homogénéisation à J'échelle 

macroscopique. 

1 •. 6.3. Approche de J. Zarka 

La signification physique exacte du mQdèJe n'est plus recherchée. Certains travaux 

l'enneHent de supposer qu'il existe à l'échelle locale microscopique des mécanismes 

inélastiques élémentaires sources des défonnations plastiques (instantanées irréversibles avec 

seuil)~ des défonnations visqueuses (différées sans seuil) et des défonnations viscoplastiques 

(différées avec seuil), reliés entre eux par une matrice élastique linéaire . 

.. 35 "' 
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Ces comportements sont représentés par les modèles rhéologiques IZarka90] suivants 

(ligure 1.7.): 

./ (a) Le ressort (élasticité linéaire). La charge cr est liée à l'élongation e du ressort 

de raideur k suivant (j' = k.e . 

./ (b) L'amortisseur est représentatif du comportement visqueux. On a ~ = (j'II/Tl et 

p = 0 si aIl == 0 avec '1 qui représente Je facleur d'amortissement. P caractérise le 

déplacement de l'amortisseur et enlin (j'II est la charge appliquée . 

./ (c) Les défonnations pennanentcs se produisent à partir d'un seuil de plasticité s. 

La plastiCIté parfaite correspond au cas théorique où il n'y a ni viscosité ni 

ecroumage. Le modèle en est foumi par Je patin. (1 31 le déplacement du patin. On 

aura - !> $ 0' $ +s et E = EP = u.. 
1 

./ (d) L'assemblage en parallèle d'un patin et d'un amortisseur pennet de modéliser 

un comport:..ment vlscoplastique (Modèle dt Norton). Les déplacements respectifs a 

et P du patin et de J'amOJ1bSeUr sont constamment identiques et sont notés y. cr, 

représente la charge appliquée sur le système. cra ct crp représentent les ~ontraintes 

existantes respectivement dans le paLn et de l'amortisseur. On aura cr
1 

= cra + cr
1 

avec cru E [ -s,+s] et cr~ = Tl~ = TlY . 

./ Un patin couplé à deux éléments ressorts pemlet de modéliser le comportement 

plastique à écrouissage cinématique linéaire (figure 1.8.). Le premier ressort est en 

parallèle avec le patin. Le déplacement Cl du patin est suffisant pour caractériser 

l'état de l'assemblage. La contrainte locale au niveau du patin peut s'A.crire 

cr 1 = L - hu. ou encore (j' =.: A L - Y avec A = 1 er v = ha . 
t U IJ U U .. tI 

• Cri th:: de plasticité: la u! $ s . 

• Loi d'évolution (ligure 1.9.a.) ci est nomlale extérieure au convexe 

d'élastIcité Cu = [- s; s]. L'évolution du système est donné par. 

• Cette loi d'évolution peut encore s'écrire ci E -aq>\.(~) 
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(a) Cb) 

y s 

(d) 

Figure 1.7. Différents (vpes de modèles rhéologiques et leul' loi de comportement associée. 

s 

h : module d'écrouissage. 

E : moc" 'e d'élasticité, 

s: limite éltl<it; lUe, 

E :contraint'~ Imposée, 

CI.: déplacement du patin, 

0' u : contrainte au niveau du patin, 

E : défonnation totale. 

Figure J.8. ]y/odèle ci écrouissage cinématique linéaire. 

(a) i-t ~ O'n + .. 
-s a s 

(b) t~ ~ Yu 
f ... 

o}: - s }: L + S 

Figure 1.9. Lois d'évolution 
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1.7. Matériau élastopla~ ~ique 

Nous allons nous intéresser particulièrement aux types ùe matériaux introduits par Halphen 

el Nguyen (Halphen751 : les Malériallx Slandards Généralisés (M~(jJ qui satisfont au : 

1.7.1. PosWlat de Drucker 

La stabilité ùumatériau s'énonce de la façon suivante: 

« Le t1'(l\'(/(/ accompli lors d'lill cycle de charge fermé» (figure 1.11.) « et complet 

(jlle/conque est lion négatif » [Drucker641· 

A pm1ir du comportement des matériaux inélastiques. Drucker (Drucker641 a présenté une 

définition générale d'un matériau écrouissab!e stable dit standard. La figure 1.10. illustre les 

différents comportements de matériaux inélastiques. Au sens de Drucker, le matériau (a) est 

stable car soumis à l'incrément de contrainte .6.2:, il fournit le travail (ôL.L\E) positif. Les 

matériaux (b) et (c) sont considérés comme instables car le travail est ~';~atif. 

1.7.2. Prillcipe (Ill travail plastiqlle max;mal 

Du postulat de Drucker, il vient: 

(1.15.) 

avec 2:~ contrainte \'irtuelle telle que J(2:~) < O. 

L'inégalité (1.15) est encore appelée principe de Hill du travail maximum [HillSO}. 

Si l'on chOisit A el B infiniment proches (figure 1.11.) alors: 

(1. J 6.) 

Cette inégalité est appelée condition d'unicité car elle a pour conséquence l'unicité des 

solutions plastiques au sens incrémentaI. 
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~O,0~,:",,,::-." " t"~ ."r'c" • . T ,~~ " 

E E E 
.6EAE> 0 ûE.ûE<Û ûE.ûE< 0 , 

---~ 
, 

AE> 
~ ~ : AE>O ! 

6E<0 ~ ~ 

i; 
0, 

._.~", "~'l 

! 1 

6E>O E AE>O E AE<O E 

(a) (b) (c) 

Figure 1.10. Hypothèses de stabilité des matériaux écrouissables. 

Figure 1.11. Cycle de cllargeJermé dans J'espace des contraintes. 
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Les inégalités précédentes entraînent: 

./ La nomlalilé. Le vectcur d'accroissement des défJmlations plastiques est l10nnal 

à la sdrface de charge et est dirigé vers l'extérieur de cette surface IMandeI78}. 

dEf' == n èf 
" (. 

AL,) 
(1.17.) 

avec dt. :: 0 facteur de proportionnalité . 

./ La convexité. La surface de charge f = 0 est convexe (figure 1.12.). 

Déjil/lliOIl de /(/ crJlll'exllé. 

['fi cl/sell/h/c f: sem du ron\'exe si, pour fouI couple (x i' X 2)' le 

segmC'lIt [X,.X,] est Incllls dans K. 

K 

(a) (b) 

Figure 1 1::. El/semMe com ext' (a) et 1I0n col1\'exe rh). 

Il en résulte qu'une fonction F est convexe si l'inégalité est satisfaite: 

(f, 18.) 
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1.8. Etats limites du MSG sous chargement cyclique 

D'une manière générale, pour l'état asymptotique (figure 1.13) d'une structure soumise à 

un chargement cyclique, on peut avoir: 

'" Ca) Adaptation (Elastic shakedown). La réponse de la structure devient purement 

élastique. Les champs des contraintes résiduelles et des déformations plastiques 

tendent vers une limite constante qui dépend des conditions initiales. 

Selon Dehordes et Nayroles (1976) {( "adaptation d'une structure élastoplastique 

est le pl/éJlomène qui consiste en l'établisseme1lt cl 'Ull champ de contraintes 

résiduelles leI que les llariations des sollicitations ne provoquent plus que des 

déformations élastiques )} . 

.;' (b) Accommodation (Plastic shakeclown). La réponse globale en contrainte et 

déformation devient périodique. Dans ce type de comportement les défoIl11ations 

plastiques restent bornées mais varient périodiquement nans le temps . 

.;' (c) Rochet élastoplastique (Ratchetting). La réponse de la stmcture est une 

augmentation incrémentale du champ de déformation plastique qui sera finalement la 

cause de la ruine de la structure par défaillance incrémentale. 

Pour un matériau à écrouissage, il existe une grande variété de réponses à des sollicitations 

cycliques. que lion travaille en contraintes imposées ou en déformations imposées (figure 

1.14). 

L'écrouissage cinématique linraire ne pennet pas de décrire correctement les effets de 

rochet ou de relaxation de la contrainte moyenne en chargement cyclique [Lemaître85, 

Francois92J. Halphen a démontré l'existence d'une solution périodique en contraintes et en 

défohnatiol1S. Donc dans ce cast la structure est soit accommodée, soit adaptée. Ce modèle 

tient c.ompte de l'effet de Bauschinger. 

Quant à l'écrouissage isotrope (modèle de Prandtl et Reuss), les seuls cycles stabilisés 

auxquels il peut conduire à contrainte imposée, sont complètement adaptés sans écoulement 

plastique. En défom1ation imposée, la !;tabilisation se produit suivant un cycle parfaitement 

plastique lLemaîtr~85, Francois92] (figure 1.14). 

Pour décrire l'effet de rochet, un modèle d'écrouuisage cinématique non linéaire peut être 

utilisé en contrainte imposée. 



- Chapitre 1 - Rappels de la plasticité 

F+---H--+--e 

,. - ..... 

(a) (b) (e) 

Flg/lre /./3. Etals /inl/les d 'ulle strucl/lre. 

,",DéfOrmatiOn IIllposée 

c 

l; 

\ C ontramte Imposée 

E 

Figure /. /4. Comportel1leflt cyclique avec UII modèle 

à écrollissage isotrope 
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Conclusion du chapitre 1 

Cette partie bibliographique est consacrée aux rappels de plasticité en prenant en compte 

Pécl'ouissage et à l'analyse du comportement des structures SOlIDlises à un chargement 

cyclique radial. 

Nous avons donc présenté de manière non exhaustif: les critères de plasticité et les 

éc(o~lÏssages les plus couramment évoqués. De plus, nous avons déc.rit les divers schémas 

pour modéliser les comportements des matériaux métalliques et les différentes approches pour 

représenter ces comportements. Nous avons particulièrement développé les modèles 

rhéologiques et leurs assemblages. 

Ensuite, nous nous sommes intéressé au matériau élastoplastique de type standard 

généralisé. Nous avons détaillé pour ce matériau, les règles de stabilité (pC'stulat ue Drucker), 

de travail plastique maximal de Hill, de nonnalité et de convexité. 

Enfin, 110US avons illustrer les comportements limites (adaptation, accommodation et effet 

de Rochet) possâbles d'une structure chargée cycliquement. 

Nous allons dans le chapitre suivant, passer en revue certaines méthodes de détennination 

de ces états limites. 





Les différentes méthodes as)'lnptotiques 





Lettres majuscules 

D(ÈP
) 

E 

Etl 

ÈP =dEP 

lêt/res IIlÎlUlscllles. 

f 
k . {J 

n 
ru 
t 

Y=[Ya y~ yT}r 

Nomenclature 

Dissipation plastique. 

Tenseur des défonnation~, 

Tenseur des défomiaûons élastiques. 

Vecteur accroissement des défonnations 

plastiques. 

Forces de surface. 

Matrice d' élastici té. 

Tenseur des contraintes résiduelles. 

Contraintes résiduelles auto-équilibrées. 

Tenseur res déviateurs de contraintes. 

Tenseur des déviateurs de contraintes 

élastiques. 
Vecteur des déplacements. 

Déplacements imposés. 

Elément de volume. 

Travail plastique. 

Forces de volume. 

Paramètre transfonné de la structure. 

Fonction de charge. 

Limite élastique de cisaillement. 

Nonnale sortante. 

Facteur de charge. 

Temps. 
Paramètre interne. 

Lettres majl/scules grecqlles. 

Tenseur des contraintes. 

TensP11r des contraintes élastiques. 

MPa (N.mm -2) 

MPa (N.mm -2) 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-l ) 

MPa (N.mm-2
) 

mm 
mm 

s 

MPa (N.u1Il1-2
) 

MPa (N.mm·2) 
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Lettres mllluscules grecques. 

ExposllIzts et il/dices 

ma,' nun 

Notatiolls 

CA, SA, PA 

div 

Facteur de sécunté. 

Seuil de plasticité. 

Transposé de 

Maximal, minimal. 

Resp. Cinématiquement, Statiquement et 

Plastiquement Admis<'ible. 

Divergence. 
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CHAPITRE 2. 

METHODES DE CALCULS ASYMPTOTIQUES 

2.1. Introduction 

Différentes méthodes de détennînation de l'état limite et la charge de ruine d'une structure, 

exlstent 

PalIDi eUes, nous pGuvonsciter : 

if USllalyse limite pemlet d'étudier l'état de ruine plastique des structures de fonne 

quelconques. soumises uniquement à des charges proportionnelles, 

./' La théorie d'adaptation est plus connue sous le ternle de sbakedowll et qui étudie 

les conditions de ruine dÎune structure sous charges variables . 

./' Les méthodes dites incrémentales qui restent applicable dans tous les cas, mais 

nécessite à la fois: 

• Une connaissance de l'llistoire du trajet de chargement, 

• Un calcul itératif des défonnat1ons et contraintes à chaque pas de chargement, 

• De tester l'existence d'un état limite de la structure. 

v" Les méthodes de résolution simplifiée qui permettent de déterminer des bornes 

pour le champ de défomlation ou l'état de contrainte d'une structure au bout d'un 

temps donné, ou des bornes de Pétat limite de cette structure sous chargement 

cycliquer à partir d'un minimum de calculs, de préférence élastiques linéaires . 

./' L'analyse simplifiée que nous verrons plus en détail au chapitre suivant. 

Ces méthodes sont développées dans les paragraphes suivants, après quelques défil!itions 

nécessaires à lecr compréhension. 



- CI;Jpitre 2 - Les méthodes de calculs asymptotiques 

2.2. Généralités et définitions 

2.2. J. Les cOlltrailltes résiduelles 

On définit les contraintes résidueJles comme étant ces contraintes qui règnent dans une 

structure en l'absence de tout chargement extérieur. Elles ont été pendant très longkmps 

considérées comme ayant un effet néfaste (responsables des fissures produites lors d'une 

trempe ou d'une rectificatIOn ou des ruptures prématurées en fatigue). Il a fallu attendre 1929 

pour voir changer ce peint de vue grâce aux travaux de Foppel qui montrent que les 

contraintes résiduelles, induites par écrouissage dl! surface d'upe pièce, par exemple, 

penllettent d'au~l1enter la limite d'endurance, de cette dernière, en fatigue (Ha,rger60). 

Les contraintes résiduelles peuvent avoir plusieurs origines: les procédés de fabrication, 

d'élaboration, de traitements thetmiques, ... Les sollicitations extérieures, en fonchon du 

COlllpol1elllcnt de la slruclure et du niveau des contraintes, peuvent aussi générer des 

contraintes résiduelles lors du déchargement de la structure. 

Dans le cadre des petItes perturbations, le tenseur des déformations est définit comme la 

partir symétrique linéaire du gradIent de déplacement: 

1 
E(t) ::= -[grad U(t) + (grad U(t))T J 

2 
(2. J.) 

Les contraintes résiduelles se meHent sous la fonne suivante: 

(2.2.) 

On dit qu'elles sont auto-éq' ;librées c'est-à-dire qu'elles satisfont les éq'lations : 

div R'l ::= 0 elllolll /,01111 du domaine f2 ?) 

R Q.n l ::= 0 sur la sU/face extérieur... (2.4.) 
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2~2.2. Caractéristiques (les challips 

Un champ de déplacement est dit cinématiquement admissible (CA) s'il vérifie les 

conditions imposées en déplacements sur la partie Su de la surface; 

(2.5.) 

Un chahlp de contrainte est dit statiquement admissible (SA) s'il vérifie les équations 

xFéquilibre (n étant le vecteur normal unitaire, externe à la surface Sv) : 

divt(t) + Xd (t) = 0 dans JI (2.6.) 

(2.7.) 

Un champ de t:ontrainte plastiquement admissible (PA) est un champ continu et dérivable 

qui ne viole pas le critère de plasticite c'est-à-dire fer.) :::; o. 

1 Uil champ de contraliite SA et PA sera dit licite. 

2.3. Théorèmes fondamentaux de l'.analyse limite 

Vidée de base de cette méthode est d~obtenir directement la charge de ruine sans passer 

par un processus de développement des dêfonnations plastiques jusqu'à la ruine. 

2 •. 3~1. Historique 

.Les théorèmes sur la ruine plastique ont été développés par Kazinczy (1914) et Kist 

(t91'7). Leut démonstration et leur formulation sous la forme actuelle sont dues à Hill 

IJlill50]. !"''''Ucker~ Greenberg & Prager (Prager5S}. Les applications de ces théorèmes sont 

nombreuses e'l )n peut mentionner en particulier l''''':'.rage de synthèse de Massonnet & Save 

{Sa.ve97j. 
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D'a ,Ires travaux ont penms d'intégrer J'analyse limite aux méthode des éléments finis. 

Nous pouvons cIter :es travaux de Neal INeaISOI, Hodge & Belytschko [Bodge681, Maier 

(Maier70j, Nguyen INguyen761 et encore d'autres auteurs. 

Réc~mment une analyse limite simplifiée de la borne inférieure, appelée méthode de 

compensation élastique, a été développée par Mackenzie & Boyle [Mackenzie94J, Ponter 

(1995), Shi et al. (1996). L'idée est de modifier le module de Young de chaque élément 

durant le calculltnéaire élastique par éléments fin~s afin d'ohtenir une ",;timisation du champ 

de contrainte statiquement admissible. 

2.3.2. Remarque 

Si J'on ne s'mtéresse qu'à ce qui se passe à l'état limite, on peut montrer que k chargement 

limite du système élastique parfaitement plastiqu .. I!st le même que celui du système rigide 

plastique de même seuIl pourvu que l'on puisse négliger \es changements de géométrie avant 

rupture ISalençon79j. 

2.3.3. Facteur de charge 

Considérons un volume \' fait d'un matériau élastiqu'!- ou rigide-parfaitement-plastique 

soumis à des charges radiales. On suppose que la structure est initialement en équilibre avec 

des forces de référence de volume X~ et de surface F,a (Bui98, Nguyen84) : 

(2.8.) 

Le coefficient m est appelé multiplicateur de charge ou facteur de charge. 

Quand m est suffisammut grand, un certain nombre de régions du solide se plastifient car 

le critère de plasticité est atteint dans ces régions. Au fur et à mesll'"~ que m s'accroÎt, les 

régions plastiques s'élargissent. se rejoignent et les ri-gions rigides ne peuvent plus empêcher 

la fom1ation d'un mécanisme de ruine. Alors on a un ètat d'écoulement très yand caractérisé 

par des déformations plastiques très grandes sous chargement constant. La charge 

correspondante à cet état est appelé la charge de ruine ou la charge limite. 
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2.3.4. AlIalys(; ii",ite 

A partir des principes variationnels, nous pouvons évaluer les multiplicateurs limites de 

cl1nrge grâce aux théorèmes de la bome supérieure (cinématique) et de la borne inférieure 

(statique). 

2.3.4.1. Théorème de la home injériewe ou théorème statique 

( Le multiplicateur de charge mJ correspo/ldant à tout état de contraintes licites 

est inférieur à la solution exacte 111 correspondant à la ruine ». 

On peut donc déduire: 

(2.9.) 

2.3.4.2. Théorème de la borne supérieure ou théorème cinématique 

( Le multiplicateur de charge me correspondallt à l'ensemble de champs de 

déplacements U CA, est supérieur à la sollltion exacte II/ correspondant il la 

ntine ». 

On peut donc déduire de la même façon : 

me ~ m (2. JO.) 

On peut aussi énoncer le théorème combiné suivant: 

« Si nOLIs pouvons IrOllver UIl champ de contraÎntes licite et si le champ de 

vitesses de déformatiolls associé par la loi d'écoulemellt l'est aussi, alors le 

multiplicateur limite obtenu C Il/stitue la solution exacte ». 

mS = m~ :-: m (2.11.) 
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2.3.5. Analyse /imite élastop/astique 

Soit le tra\ail plastique 1 Kaliszky961 : 

w = -~ JM R R dV - W s 0 
Il 2 "l'" II po 

\-

(L.12.) 

avec M '1 le tenseur élastique et W une limite admissible choisie afin d'anticiper à 
~ po 

d'éventuelles défon11atlons plastiqul:s excessives. 

La solution de ce problème dépend de la charge limite élasto-plastique mep et de la 

distribution de champ d'auto-contrainte R,) _ Il existe deux cas : 

..; Si \V =. () alors R = 0 et la solution donne la charge limite élastique rn •. Si 
pl q 

m s m, seules des défomlations élastiques se développent dans le corps . 

..; SI \\'P' f-; f. alors la solution pro\ient de la charge limite plastique ml" Si 

mS: ml" les cOlllrdllltcs se müintiennent en éqUilibre. On aura: me s m.p s mp' 

La théorie d'adaptation considérée comme une généralisation de l'analyse limite, pemlet 

de caractériser la charge limite ou la charge potentiellement supportable par une structure 

soumise à une histoire de charges valiables, évoluant entre des limites prescrites. 

2.4. Théorie de l'adaptation 

La théorie d'adaptation pemlet de prévoir la non-défaillance des ')tructur~s sous 

chargements variables. indépendamment des conditions iniùles et de plus, en ne possér:mt 

qu'une infonl1ulioll minimale sur le trajet de chargement lui-même. 

2.4.1. Historiqut! 

Depuis B leich (1932) 1 Bleich32). l'étude des structures élastop lastiques sous ~hargements 

variables a connu d'importants développements. Melan (1936) [Melan361 est le premier a 

avoir donné une appréhension générale du phénomène d'adaptation sous fonne d'un théorème 

statique avec le concept de champ de contraintes résiduelles indépendant du temps. Les 

démonstrations de ce théorème n'ont été donné que plus tard par Symonds ct Prager (1950) 

ISymonds501. par SyTIlonds ( "lS 1) ISymonds51J el par KOller (1952) IKoiter52). 
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L'approche dnématique et le concept fondamental de l'incrément de défol111ation 

plastiquement admissible ont été introduits par Koiter (Koiter60} et développés par Neal 

(1956), Gokhfeld (1966) et enfin Sawczuk (1969). 

Une fonnulation améliorée incluant le facteur de charge a étè proposée par Martin (1975). 

Le théorème fondamental de l'adaptation peut rtre généralisé dans le cas des structures 

éiastopla9tiques soumises à des cycles quelconques de charge (SymondsJO], de températures 

[Prager55], incluant les effets dynamiques [Corradi73, Corigliano95J, les effets 

géêunétriques [Weichert86, Tritscb93), l'endommagement [Hachemi94, Druyanov98]. 

Veffet de l'écrouissage cinématique a été étudié en premier par Melan (1977) [MandeI77} 

ou par Stein (1994) IStein94j qui utilisent le modèle du matériau standard généralisé 

dévè10ppé par Halphen (1975) (Halphen751. 

2.1.2. C01:ditioll d'adaptatioll plastique 

On dit que la structure s'adapte si : 

./ Les défonnattons tendent vers une limite constante sous un chargement donné 

1 

./ Le travail de défonnation plastique fdt fE: ÊI' dV reste borné et tend vers une 
o v 

limite constante lorsque t H 00. 

2.4.3. Théorème fondamental d'adaptation 

C'est le théorème de Melan ou théorème de la borne inférieure ou encore théorème 

statique. 

Vadaptation a lieu au niveau de chargement m si et seulemeI,t si à ce niveau, il existe un 

champ de contrainte résiduelle Ru associé indépendant du temps, tel que: 

(2.13.) 

satisfait J'inégalité stricte f(Eij) < O. E~ (t) est un champ de contrainte statiquemell~ 

admîssi\'lle et il satisfait (2.6~ et (2.7). E~l(t) est un champ de contrainte élastique fictif. 
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2.4.4. Théorème cillématique 

JI porte sur les champs de vitesses de défomlatio'ls admissibles (Koiter60]. 

On aura adaptation s'il existe m > 1 tel que pour tout 'rajet de chargement 1:<1(t) et pour 

tout É~' admissible 011 ait: 

,.. " 
m Jdt IL<I: É:dV:Ç fdt fO(É:)dV (2.14.) 

f) c) 

D(1:::) étant la dissipation plastique associée à l~:. 

2.4.5. Adaptatioll avec prise ell compte de l'écrouissage cinématiqlle 

L'adaptation pour ::e- cas sera fOmlulée avec prise en compte du critère de Von Mises, de la 

façon suivante ISteir.94, Konig82]. 

Soit ~ > 1 un facteur de séCUrité tel que. 

(2.15.) 

avec y paramètre inteme IZarka90] et ko limite d'élasticité en cisaillement du matériau. 

2.4.6. Flllctuatioll élastique 

L'article référencé IMandel77] introduit la notion de fluctuation de la contrainte élastique 

LcI(X,t) en tout point x du volume V. Cette fluctuation est detenninee par la construction de 

la plus petite sphère (figure 2.1.) qui contient l 'histoire entière du chargement élastique 

Srl(x,t). 

Dans l'espace des paramètres transfomlés, on aura pour une valeur fixe YI: 

k• . 1 el T el (x)=mmrnax -(S (x,t)-YI ) (S (x,t)-YI ) 
Y, lei" T J 2 

(2.16.) 

k'(x) est la fluctuation de la solution et c'est le rayon de la sphère circonscrite au trajet de 

chargement. YI est le paramètre transformé de la structure qui sera explicité plus en détail 

dans le chapitre 3. 
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./ Si en tout point de la structure k'(x) :5 ko alors la structure s'adapte . 

./ Par contre. s'il existe un seul point où k' (x) > ko alors la structure 

s'accommode. 

Ces conditions sont nécessaires dans le cas où le matériau est à écrouissage cinématique 

linéaire. 

Figure 2. J. COllstruciion géométrique 

(M la fluctuation. 

'2.5. Conclusion sur ces méthodes 

Ull grand intérêt de ces théories est que leurs applications ne nécessitent pas la 

cOlU1aissance exacte du trajet de chargement de la structure étudiée mais seulement celle des 

limites entre lesquelles il peut varier. 

L'analyse limite ne s'applique qu'aux .Jhargements proportionnels, ce qui rend son 

utilisation limitée. Une extension a donc été proposée: la théorie d'adaptation dont les 

chargements peuvent êtr{" variables dans le temps. 

D'autres méthodes plus classiques existent: les méthodes incrémentales qui nécessitent la 

connaissance de l'histoire du trajet de chargement 



- Chapitre 2 - Les méthodes de calculs asymptotiques 

2.6. Les méthodes incrémentales 

La yuasi-totalite des méthodes de résolution des problèmes non linéaires sont des méthodes 

incrémentales [Ladevèle961. Le chargement ou plutôt l'intervalle de temps étudié [O,T) est 

décomposé en une succession d'intervalles généralement petits. L'histoire des différente:;. 

quantités étant connue jusqu'à l'instant t, on étudie un nouvel intervalle de temps [t, t+ ilt] où 

ilt est l'incrément. 

2.6. J. Les différentes méthodes incrémenta/es utilisées 

Les travaux de recherche récents sur les méthodes incrémenta'es sont extrêmement 

nombreux On peut par exemple citer la méthode de résolution de Newton qui traite des 

problèmes non linéaires qui ne dépendent pas du temps IZienkiewicz91, Ladevèze961· 

Les méthodes pas à pas qUI pemlCtlcnt de suivre l'évolution de la structure étape par étape 

comme par exemple l'algorithme de Nguyen qui pemlet de détemliner la défonnation 

plastique à l'aide d'une suite élastique et de projections élément par élément sur le convexe de 

plasticité Il ,.hani90, Nguyen771. 

L'idée de rechercher directement le cycle stabilisé d'une structure soumise à un 

chargement cyclique sans sUivre l'histoire du chargement a été développée par Akel et 

Nguyen avec la méthode cyclique [AkeI89, NguyenOOI. Le principe est de ne traiter 

itérativement qu'un cycle de chargement mécanique en séparant les étapes locale et globale. 

L'étape locale est répétée jusqu'à l'obtention de la périodicité des déformations plastiques. 

0'1 peut signaler aussi la méthode de sauts de cicles ISaï931 qui pernlet de déterminer 

l'état asymptotique: de la structure considérée. Elle possède une vue plus générale sur les 

évolutions et pemlet donc de faire des analyses plus rapides, par rapport aux méthodes 

incrémentales traditic,nnelles, pour un nombre de cycles raisonnable. 

2.6.2. Métllot/es à Grands lllcrémellls de Temps (MGlT) 

Il existe de nombreux perfectionnements aux méthodes que nous avons décrites, comme 

par exemple les approches à grands incréments de temps qui diffèrent de la méthode 

incrémentale ou pa~-à-pas car elles ne sont pas basée sur la notion d'incrément. Il s'agit de 

méthodes itératives qUI, à chaque itération, proposent une approximation des déplacements, 

défOlmations, contraintes en tout point de la structure et sur la totalité de l'intervalle de temps. 
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2.6.3. Méthode Îlltégrée SOIIS systtls 

La méthode des éléments finis (Cf. chapitre 4), appliquée à la résolution des problèmes 

statiques non linéaires, conduit à résoudre, à chaque instant, une équation du type [Systus99] : 

n=F-8 (2.17.) 

on 'test le vecteur des forces nodales résiduelles, F est le vecteur des forces extérieures 

appliquées à la structure et S = K.U le vecteur des forces internes dues aux déplacements de 

la strut:.ture (K est la matrice de raideur et U le vecteur déplacement des nœuds). 

Le problème consiste à minimiser les forces nodales résiduelles 7t. Pour résoudre 

l'équation (2.17.) à chaque instant, un algoritlmlc implicite et une méthode itérative sont 

utHisés. 

A chaque itération les forces nodales résiduelles décroient et tendent à s'annuler. 

SQit 7ti le résidu résultant de la ième itération, c'est-à-dire obtenu avec un champ de 

déplacement VII alors une meilleure solution pourra être .obtenue en écrivant: 

(2.18.) 

oÙ 

(2.19.) 

(~i'); représente la matrice tangente résultante de la ième itération. 

La résolution par un solveur itératif de l'équation matricielle: 

n. = -( Ôit ) oU 
1 au i 1 

(2.20.) 

nous penn et d'obtenir une nouvelle approximation: 

(2.21.) 
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puis un nouveau résidu TI"l' correspondant à U, .. et ainsi de sUIte jusqu'à ce que le résidu 

soit inférieur à la précision demandée p : 

(2.22.) 

2.6.4. COl/clusion 

Ces méthodes pelllletlent, a priori, d'avoir des résultats tout à fait convenables mais leur 

grand inconvénient est la convergence lente qui rend les calculs élastoplastiques longs et 

coûteux. 

De plus, elles exigent pour certaines une complète connaIssance de l'histoire de 

chargement. Pour éviter ceci, Ull certain nombre de méthodes simplifiées ont été proposées. 

2.7. Méthodes de résolution simplifiées 

On calcule (en général en utilisant la Méthode:es Eléments Finis ou MEF) la ré!10nSe 

élastique de la structure pour chacun des paramètres de chargement. La r~ Jnse à un 

chargement réel sera obtenue par superposition. 

2.7.1. Diagramme de Bree 

Bree jBree671 s'est appuyé pour établir son diagramme. sur un calcul élastoplastique 

parfait. 

Sous l'hypothèse de plasticité parfaite, dans l'espace des chargements, Il distingue 

plusieurs zones (figure 2.2) correspondant aux divers types d'évolution susceptibles de se 

produire: évolution purement élastique E, rochet R ou adaptation S et accommodation P. Sa 

méthode ne pennet pas d'évaluer la valeur de la défonnation à l'état stabilise. 

Il applique sa méthode à des structures il parois minces soumises à une pression interne 

constante crp et à un gradient thermique cyclique LlT (cr, est le seuil de plasticité). 

Pour un chargement donné, on porte le point représentatif de la structure sur le diagramme 

et on 1btient le comportement limite de la structure. 

Lorsque crp dépasse le seuil de plasticité cry. on a rume de la structure. La figure 

précédente reproduit le diagramme de Bree dans le plan (crp ' cr l ). 
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Figure 2.2. Diagramme de Bree. 

2.7;2. Diagramme de OJDoIIl!el et PoroJVski 

Ils ont repris le calcul élastique parfaitement plastique [O'DonneIl95] et le diagramme de 

Bree avec en plus introduction de lignes d'isocontraintes qui permettent de définir des bornes 

de la déformation inélastique dans le cas où les effets )a viscosité ne sont pas négligeables. 

2.7.3. Métllot/es expérimelltales (Cousserall et al) 

TIs ont construit à partir d'expériences sur des tubes en traction et en torsion, un diagramme 

donnant pour un chargement fixé, la contrainte efficace qui ensuite pemlettra de déterminer la 

réponse globale. 

2.7.4. COllclllSioll SIIr ces métllOdes 

Ces méthodes sont très intéressantes par leur simplicité. Pourtant elles ne peuvent 

s'appliquer qu'à des géométries très simplifiées sous un type de chargement bien déterminé. 

L'extension aux structures complexes est difficilement envisageable et pour d'autres 
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structures simples ou d'autres chargements, il faudrait refaire les essals et établir les 

diagrammes cOlTespondants. 

Pour ces trois méthodes, les études ont été eb, 'Iées sur des tubes à parois minces, qui ont 

été pris à titre d'illustration. Elles débouchen' sur le dimensionnement des tuyauteries 

c;usceptibles d'être sollicitées en dehors du domaine élas!lque. 

2.8. La lVléthode d'analyse simplifiée des structures inélastiques 

Le chapitre 3 traite exclusivement cette méthode. Elle permet de déterminer l'état limite 

d'une structure et de construire la réponse concspondante à l'aide de calculs élastiques 

rapides dont le coût est négligeable par rapport à celui d'un calcul incrémentai classique. 

La validité de cette méthode a été prouvée dans plusieurs domaines: à partir d'exemples 

simples IZllrka90, IlIglebert84, Vllsseur96, Tribout831; d'application concrètes sous 

chargements sismiques ou dynamiques (Zark1l881 ; pour les études de contact par roulement, 

grenai liage ou galetage IZarl{a90, Frelat91, Lu91, Braham911 ou encore avec prise en 

compte des effets géométriques IJ arlldeh 87). 
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Conclusioll du chapitre 2 

Dans cette seconde partie bibliographique, nous avons cité différentes méthodes de 

détermination du comportement asymptotique d'une structure. L'objectif de cette étude vise à 

comparer les méthodes et à mettre en évidence leurs avantages et inconvénients. 

Nous avons donc cité ces différentes approches: 

L'analyse limite. Elle permet d'obtenir directement la charge limite mais ne 

s'applique qu'aux chargements proportionnels. 

Une extension de cette analyse qui est la théorie d'adaptation. Elle s'applique 

aux chargements variables dans le temps mais surestime le domaine d'adaptation 

et ne prend pas en compte l'état limite accommodé. 

Les méthodes illcrémentales qui sont fonction de l'histoire du trajet d~ 

chargement et rendent les résolutions trop lourdes donc des temps de calculs 

augmentant avec )a complexité de la structure. 

Les méthodes simplifiées. Elles sont basées sur l'expérience et il est par 

conséquent, nécessaire de refaire des essais pour chaque géométrie et chaque 

chargement. De plus, elles ne sont applicables qu'à des structures simples. 

Finalement, nous allons travailler avec la méthode d'analyse simplifiée, développée dans 

le chapitre suivant et nous allons l'intégrer dans un code de calcul éléments finis. Nous 

prenons les résultats obtenus par la méthode incrémentale comme références afin de 

confronter les deux méthodes. 
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Nomenclature 

Lettres majllscules 

A=: lAll. An A.,r Matrice de localisation. 

b Matrice de couplage des mécanismes 

inélastiques 

E 
Et 

Ed 

Eine 

El 

EP 

l~f> =: dEr> 

M-',M-1 

R 

S 

Sld 

V 

Y(t) 

Let/MS minuscules. 

f 
kl) 
m 
s 

Module d' éctouissage. 

Intersection de deux convexes. 

Module de Young, mvdule de Young 

modifié. 

Tenseur des défonllations. 

Partie élastiq!:e de la réponse réelle. 

Tenseur des défonnations élastiques. 

Tenseur des défonnations inélastiques. 

Tenseur de défomlations initiales. 

Tenseur des défonnations plastiques. 

Vecteur accroissement des déformations. 

Matrice d'élastioité, matrice d'élasticité 

modifiée. 

Tenseur des contraintes résiduelles. 

Tenseur des déviateurs de contraintes. 

Tenseur des déviateurs de contraintes 

élastiques. 

Elément de volume. 

Paramètre transfolmé de la structure. 

Fonction de critère de plasticIté. 

Limite él&.stique de cisaillement. 

Facteur de charge. 

Seuil. 

t Temps. 

Y -ly y y fT Paramètre interne. 
- tI Il 1J 

MPa (N.mm -2) 

MPa (N.mm-Z
) 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

s 
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Lettres majuscules grecques. 

Tenseur des contraintes. 

Tenscur dcs contraintes élastiques. 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

Lettres milll/scl/les grecql/es. 

v,v 

Exposal1ts et ifldiœ5 

o 

0l3'" nnn' mu" 

No tlltio Il s 

CA, SA, PA 

dev 

det 

div 

grad 

Pr 

tr 

Déplacemellls inélastiques locaux. mm 

Symbole de Kronecker (vaut 1 si i == j et 0 sinon). 

Coefficient de Poisson ou coefficient de 

Poisson modifié. 

Contraintes locales associées à chacune 

des Jéfonnations inélastiques locales. 

Limite élastique. 

Inverse de .. 

Transposé de . 

Initial. 

Maximal, minimal, moyen. 

Cintlllatiquement, Statiquement et Plastiquement Admissible. 

Déviateur. 

Détemlinant d'une matrice. 

Divergence. 

Gradient. 

Projection. 

Trace d'un tenseur J'ontre 2 

Produit contracté de deux tenseurs 
d'ordre 2. 
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CHAPITRE 3. 
LA METHODE D'ANALYSE SIMPLIFIEE 

DES STRUCTURES INELASTIQUES 

-------

3.1. Introduction 

La méthode d'analyse simplifiée des structures inélastiques ou MASSI a été développée 

pl'U" le professeur J. Zarka et al. C'est une approche locale qui est en fait basée sur un 

décuuplage du cltMnp de déformation plastique et du champ de contrainte résiduelle. 

3.2. Approche locale 

Nous adopterons pour la suite, l'approche du professeur J. Zarka [Zarka90] vue au 

chapitre l : le matériau sera considéré comme uu ensemble de sous éléments simples appelés 

modèles rhéologiques. 

3.2.1. ~fécallisl1tes Îllé/astiques 

n'après la tigute 1.6t nous allons finalement distinguer trois types de mécanismes 

élémentaires inélastiq:tes : 

../ Le mécanisme ex. qui implique des défonnations instantanées inélastiques avec 

seuil qui inclut tous les mécanismes de glissement secs, de dislocations, ... 

" Le mécanisme ~ qui pennet de modéliser les déformations inélastiques différées 

sans seuil. Il inclut tous les processus de diffusion. 

-/" Le mécanisme "( qui pemlet de modéliser des déformations inélastiques différées 

avec seuil. Il implique tous les processus thermiquement activés. 

3.2.2. COli train tes locales et déformatiolls plastiques globales 

La défannJtion inélastique aura un rôle fondamental dam: le comportement inélastique 

glQbal du volume. 
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Ces déplacemcnts relatifs aux mécanisme" inélastiques seront notés "/.. et ils seront 

considérés cn tant que paramètres internes. 

(3.1.) 

Soit L le vecteur de contrainte. Les contraintes locales au niveau de chaque mécanisme 

inélastique sont données par l' équal ion: 

[ cr cr] T:= AL - b', cr:= cr" Il) 1. 
(3. 2.) 

Posons y := b.x. : 

(3. 3.) 

0/ Y représente les paramètres internes transfornlés. 

0/ (cr,", crll' crI) sont les contraintes locales associées à chacune des déformations 

inélastiques locales . 

./' (An' Afl' A.() sont les matrices de localisation élastique et elles sont considérées 

constantes dans le temps. 

0/ AL représente les contraintes élastiques locales sur les mécanismes. 

0/ b est la matrice de couplage des mécanismes inélastiques. Elle est définie positive 

et, dans le cadre des petite.: déformations, elle est symétrique. 

Deux cas peuvent se présenter: 
• b régulière (det b :t. 0) : la relation liant les quantités y et X est alors bijective. 

L'évolution de X (ou y) pernlet de suivre simultanément l'évoluti0n de y (ou de X). 

• b singulière (det b = 0 donc b est non inversible) : dans ce cas il est nécessaire 

dt suivre simultanément l'évolution de y et de X. 

La défomlation plastique globale est obtenue à l'aide de la défornlation inélastique locale: 

E'=A'X=[Ao A, A,l[~J (3.4.) 
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3.2.3. Remarques 

Après analyse des exemples. vus au paragraphe 1.5.3 : 

../ On suppose que les déplacements inélastiques loc~ux (c'est-à-dire les paramètres 

internes au niveau des modèles rhéologiques inélastir \'Ie . ,) et que la contrainte globale 

(lppliquée ~ t sont connues. 

y On en déduit les contraintes locales au niveau de chaque modèle inélastique et on 

introduit une matrice de localisation A et une matrice d'interaction b. Enfin, on défini 

les paramètres internes transfOffilés y . 

..t On peut donc écrire l'expression de la loi d' évolution pour les paramètres internes 

tronsfonnés yet les paramètres internes. 

3.2.4. Loi d'él'olutÎoll des mécanismes inélastiques locaux 

Notre étude se limitera aux mécanismes a. qui sont représentatifs du comportement 

plastique parfait (pas d'écrouissage) 

La contrainte locale <ra exercêe au niveau du patin doit être plastiquement admissible à 

tout moment, o'est-à~dire qu'elle doit satisfaire la condition: 

Soit Co J un domaine convexe fixe; centré sur Porigine avec Co a [- S,+5] : 

{

crCl =+5 -4 â~O 

cr =-s -4 â~O 

-~Scra .s:+5 -4 â=O 

(3.6.) 

(3.5.) 

On dit que â. est dirigé suivant la nonnale extérieure du domaine convexe Co en cru ou 

enCore que a. appartient à la subdifférentielle de la fonction ljI en cra et on note: 

(3.7.) 
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3.3. Evolution globale d'une structure 

Nous nous placerons en petites perturbations cc qui signifie ql!e les dIfférentes 

configurations occupées par le mIlieu peuvent être confondues avec la configuration initiale. 

Notre volume élémentaire sera modélisé par une succession de mécanismes a reliés entre 

eux par des ressorts, 

3.3.1. Réponse élastique 

Pour une structure à comportement purement élastique et linéaire, on se donne un 

opérateur ELAS analytique ou !lumérique (Méthode des éléments finis dans notre cas) qui sera 

composé des caractéristiques de la structure et qui permet'ra de détenniner le~ champs 

élastiques. solution du problème. 

Pour notre étude, I;} partition de géométrie et la loi de comportement ne varieront pas. 

Les caractéristiques de l'opérateur ELAS pour un matériau ficti f purement élastique, sont: 

ELAS (Géométne Il Chargement Il Loi de comportement) (3.8.) 

Soit, 

(3. 9.) 

Cet opérateur pennettra de détenniner les champs élastiques Uel(t), Et'(t) CA avec Ud(t) 

sur St; et LeI(t) SA avec Xd(t) dans V et Fd(t) sur Sf' 

On a la relation d'élasticité linéaire suivante: 

Lei ( t) = L[ E el (t) - El (t)) (3.10.) 

ou encore 

(3. II.) 

avec M représentant la matrice de rigidité ou de souplesse et L = M- ' est la matrice des 

compliances élastiques 
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3.3.2. Partitiolt (les déformaticlIS 

U(t), .Bet) sont les champs de déplacements et défonllations réels CA avec Ud(t) sur Su' 

:E(t) est le c} ::.I11p de contraill\i,: té,el SA ,wec Fd (t) sur SF' 

Lechatnp E(t) se décompose de la fàçOl\ suivante: 

(3.12.) 

avec 

(3.13.) 

B{t) = M:E(t) + El>(t) + E'(t) (3.14.) 

La figure 3.1 il1ustre cette partition dans le cas d'un chargement uniaxial. 

3..3.1. Répollse illélasfique 

Si on désigne par Ret) 1 le champ des contraintes résiduelles obtenu en déchargeant 

pUl'.et11ent élastiquement la structure à partir d'un état élastoplastique connu, la réponse 

inélastiquè siéerit : 

Sn contrainte: R(t) = 1':(t) - Lei (t) S.A. avec 0 dans Vet 0 sur SF (3.15.) 

En déplacement: U!nc{t) = U(t)-velet) C.A. avec 0 sur Su (3.16.) 

En déformation: E!nc(t) = E(t)-Eel(t) C.A. avec 0 sur Su (3.17.) 

3.3.4. Décomposit,oll de la répouse réelle 

Pour une mei11eure compréhension des étapes de calculs, toutes les équations sont 

regroupées dans Je tableau 1. (pour plus de clarté la variable t a été omise) et la figure 3.2 

représente la décomposition de la réponse réelle. 
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-

1 E = El, E P + ME 

=> E = El + e + MEel + MR 

E,"e = E - Eel 

=> E'"< ::; El + El' + ML el + MR - Etl 

Emt = El + e + MEe' + MR -Mrrl
- El 

=> Ellie = El' + MR (3.18.) 

Q R = MI(E"I< - e) (3.19.) 
~ 

Tahleall 3.1. Décomposrtioll de la rép nSC réelle. 

E J ' . . ElIle ~1R El' Eel M,,<i E' t n comparant es equatlons SUivantes = ,'w + - et =, t.. + , on peut consta er 

que le champ des contraintes résiduelles peut être obtenu, en faisant un calcul élastique 

homogène, avec comme défonnation initiale le champ E" (t). Autrement dit en utilisant 

l'opérateur ELAS : 

(3.20.) 

Cela signifie que le champ des contraintes résiduelles est une fonction lîné:\Ïre de la 

défonnation irréversible e (1) que l'on peut donc exprimer symboliquement sous la fonne : 

(3.21.) 

avec lo qui est un opérateur linéaire symétrique ct singulier. 

E
P 
(t) pemet de déternliner R(t), la réciproque n'est pas vraie. On va donc, par l'analyse 

inélastique être amené à découpler l'équation (3.21) par le biais d'un changement de variable. 
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1: _ ... - ............................ -- .... r ..... _ ..... - ...... .. -- ........ _ ............ - ... _-

, 
1 
1 

, . 
f • 
1 • 
""-~! • EC : 

" " : ; 

t __ ~ ___ ~ ________ ~ ______ ~':.~ __ ~~ 
S'I E"P Ee 

D6{0,.,"lIol1 .. 

Figure 3.1. Répartition des déformations. 

t
ot 

.. !-R ·············-f 

Il. .•• _ ••• ,. 

E 

Figure 3.2. Décompositioll de la réponse réelle de la stniCture. 
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3.4. Extension aux chargements cycliques radiaux 

3.4.1. Chargements 

La figure 3.3 regroupe quelques types de chargement: 

./ (a) Chargement quelconque . 

.,/' (b) Chargement radial alterné . 

./ (c) Chargement radial répété. 

,-1/\ 
\ 

r •• , 

\ 

\ 
\ 
\ , 
v 

\) 1 

(a) (bl 

Figure 3.3. Q/lelques fJpes de chargement. 

3.4.2. Définitioll 

o 

(c) 

Le chargement étant de période T, la réponse élastique de la structure pourra s'écrire 

comme suit: 

(3.22.) 

On suppose que la structure est soumise à un chargement cyclique de type (b) et (c) (figure 

3.3). 

Pour de tels chargements, et en chaque point, le champ des contraintes élastique varie 

périodiquement sous la fOlme : 

r t '(t)::::(I_I\(t»)'e' +1\(t)1: el =rd +?A(t)-l Llrd 
..... Iron nu. lmy - Î 

.:. 

(3.23.) 
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Le fàcteur A(t) variant entre 0 et 1 puis entre l et O. 

Zd +}:et. 
t~;;:: .. mti. !11l11 représente Pétat de contrainte élastique moyen et ALel = L:a" - L:in 2 
r~rêsellte l'amplitude du champ de con\..' .un te élastique et indique la direction de chargement. 

3.4.3. E.:~istellce du champ de contraillte 

sort deux ensembles convexes, !jet et Co(t) si l'intersection de ces deux ~jnsembles 

(figure 3.4), pour un état initial donné et pour un trajet de chargement donné, est différente de 

PensèmMe vide quelque soit t, alors il existe une et une seule so1ution du champ de 

contrainte. 

B. Halphen [Halphen78] a montré que dans le cas où : 

if Le champ de contrainte E(t) est statiquement et plastiquement admissible 

'" Tous domaines convexes, définicsant les domaines d'élasticité de chaque 

mécanisme inêlastiqut, sont de dimension finie et symétriques par rapport à 

Porigine. 

alors il exîste une solution périodique pour le champ de ~ontrainte. De plus quelque soit l'état 

inltial~ la convp.rgence du champ de contrainte vers une solution périodique est assurée. 

i 
'_'~_~K_=O<'.t%"""'"~'''.'''.<~'C''''';'''''.''''.-:'·''' J 

Figure 3.4. ç(t) n cor t) ~ RJ V' t fi [0, Tf . 

Cependant rien ne peut être assuré concernant le champ de déformation total ou plastique 

(B = El' ) car il n' existe pas de relation bijective entre t( t) et È P (t) . 
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3.4.4. Camcthistiqlles des matrices b et conséquences 

Lorsque les matrices b sont régulières (cf. § 3.1.2), on obtient un comportement 

asymptotique de type accommodation ou adaptation alors que pour des matrices b singulières 

la défomlalion progressive s'accumule indéfiniment (effet Rochet). 

Nous nous intéresserons donc au cas où les matrites b sont régulières. 

3.4.5. Matériau à écrouissage cinématique linéaire 

On va se limIter au matériau à écrouissage c1l1émat~qlJe linéaIre sous chargement cycliqu\!, 

qui est représentatif du comportement adapté ct accommodé uniquement. L'effet de rochet 

n'est donc pas pris en compte. Pour ce matériau, on va utiliser le changement de variable qui 

va nous permettre le découplage entre le champ de défomlation et le champ de contrainte 

résiduelie. 

3.4.5.1. Ecriture classique 

Généralement on associe, pour un matériau à écrouissage cinématique linéaire, le critère de 

Von Mi:;es. Pour alléger les écritures la variable t sera omise. 

pl, 
f(S,E }=-(S-y)(S-y)-k o- ~O 

2 

./ ko est la limite d'élasticité en cisaillement du matériau . 

(3.24.) 

./ Y = CEP est le champ de paramètres intemes, C est le module d'écrouissage . 

./ S = dev~ est le déviateur des contraintes. 

En se plaçant dans l'espace des déviateurs des contraintes, ce critère représente une sphère 

centrée.:n y de rayon ko (ligure 3.5). 
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Figure 3.5. Critère de VOit Mises dans l'espace 

des déviateurs des con/raÎmes. 

On ~ vu que Pécoulement plastique se faisait suivant ta règle de nonnalité c'est-à-dire que 

Ê{> est porté par la normale extérieure au convexe de plasticité: 

(3.25.) 

C~l(S) étant le convexe centré en y ail point S. 

3~4.s.2. Nouvelle écriture 

PO\Ît un mecanisme ct) on a vu : 

(3.26.) 

l'oSQns A comme étant un opérateur déviatorique c'est-À-dire que A = dev. Alors : 

tri: 
Al:. = dev1: = 1: - - O. 3 j 

Ojj étant le coefficient de Kronecker. 

ucntère s'~rit : 

(3.27.) 

(3.28.) 
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1 1 ' -(devL - y) (devL - y) $; k()-
2 

Comme L = ZC, + R et S = devL 

devL = dev2:e' + devR 

~ S = S·' +devR 

S-y=seI -(y-devR) 
'----v--" 

s- y = Se' - y 

(3.29.) 

(3.30 ) 

(3.3l) 

Ce changement de variable, faisant intervenir le paramètre transfonrlé structural Y, met en 

évid~nce le couplage qui exi~te entre les contraintes résiduelles R et les paramèt:-es internes 

caractérisant l'écrouissage y. 

Le critère de Von Mises devient: 

(3.32.) 

On se placera désonnais dans l'espace des paramètres transformés de la structure. 

L'introduction de ces paramFtres nous roumit les renseignements suivants : 

yi' A chaque instant ces paramètrc<; doivent vérifier le critère de pla5ticité c'est-à-dire 

être PA. Ils sont à l'iniérieur du convexe centré sur sel. 

yi' S'il Y a écoulement plastique, celui-cl se fait à la vitesse: 

e = À{S - y) (3.33.) 

où À = 0 si f(S,e) < 0 et À ~ 0 si f(S, El') = O. 
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Ou encore 

(3.34.) 

Ce qUisigllifie que duns l'espace des Y, cet écoulement se fait suivant la nonnale intérieure 

au convexe centre sur Sel • 

(3.35.) 

Figure 3.6. Ecoulement plastique dans respace des paramètres trallsformés Y. 

Les positions de Y sont connues dès lors que la solution élastique Sel est connue 

indépendamment de l'histoire de chargement. Ces positions sont déterminées localement en 

tout point de la structure. Ainsi, on peut exprimer la défonnation inélastique Eine en fonction 

de Y et de R • Soit, 

(3.36.) 

puisque 

(3.37.) 

alors 

... 81 .. 



- Chapitre 3 - La méthode d'analyse simplifiée 

En .. == R(\1 +C 'dev)+C I y 

On pose 

• 1 
M == M +C d~v 

M est l'operateur de souplesse modifié. 

Avec 

Dans ce cac;, 

(3. 38.) 

(3.39.) 

(3.40.) 

(.?4/'; 

avec comme défom1ation Initiale C1y et comme 101 de comport~ment tvrl. On aura 

finalement le champ des contraintes résiduelles. 

O U llle Ellie tiR M' -1(E lIle C-IV) . EP C-I(y +d R) n aura , e a ors = . - 1 plUS = ev. 

Les quantités E et \' vont changer aussi: 

1 + v v 
\1R H -R --R 8 'E 1) 'E li 1) 

(3.42.) 

1 1 R C' devR H -(R __ li [) ) 
C 1) 3 1) 

(3.43.) 

:::;> Elne = 1 + v R _ ~ R 0 -1- ~ R - ~ p 0 + ~ y 
'1 'E '1 'E 11 ') C '1 3C . '11 1) C 1) 

m. l+v 1 vil 
E == R (-- + -) - R & (- + -) + - y 

1) 1) 'E C U IJ tE. 3C . C 1) 
(3.44.) 

On pose, 

(3,45.) 
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Par identification, on aura finalement: 

l+v l+v 1 
--=--+-

tÉ tE C 
et 

v v 1 -::::-+_.-
Œ Œ 3C 

La tésolution du système (3.46) donne: 

A 3Œ.C 
tE=---

2Œ:+3C 

" 3vC+Œ 
v=--

2Œ+3C 

3.4,6, Natllre de l'état Ibm'te 

(3.46.) 

(3.47.) 

(3.48.) 

La nature de l'état limite peut être immédiatement dltenninée à partir des analyses 

élastiques de la structure c'est-à-dire en obtenant l,;el (t) pour un cycle [O,T]. Une constnrctÎon 

élémentaire géométrique et locale, danfl Pespace des Y est requise. 

Posons : 

(3.49.) 

Sur une période, Pétat limite d'une structure peut être adapté si CL esl non vide 

(CI. *- 0) ou accommodé si CL est vide (CL:::: 0) [Halpben76]. 

Cela revient à dét(".1Il1Îner la distance entre les centres des deux convexes extrêmes et à la 

comparer avec la limite d'élasticité en cisaillement ko' En posant, en tout point: 

(3.50.) 

La diSfâtlCe entre ces deux convexes a pour expression : 

(3.51.) 
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Nous proposons d'évaluer Y à partir de l'état interne initial Yo ' 

3.4.7. COII/portemellt adapté 

3.4.7.1. Cl(ractérisatio/l du comportement 

Dans ce cas on a dtl 
S k . Tous les mécanismes élémentaires de plasticité, défonnation 

() 

plastique locale ou écrouissage, les paramètres transformés Y ainsi que les défonnations 

plastiques E" et les contraintes résiduelles globales R tendent chacun vers une limite 

constante sous chargement cyclique. Pour les paramètres transfonnés Y, cette limite YL se 

trouve à l'intérieur ou sur la frontière de CL (figure 3.7). Tout dépend alors de l'état initial 

pour pouvoir la détcnniner. Trois cas sont possihles . 

(a) 
(b) (c) 

Figure 3.7. Comporteme1lt adapté . 

./ Si Yo est à l'intérieur de CL alors en c{.. point, il n'y a pas d'évolution plastique 

(figure 3.7.a.) . 

./ Si Yn est à l'extériem de CL et à J'intérieur d'un des Cl'mvexes alors Yo va être 

projf'té sur CL orthogonalement suivant la dlredion de S~.u (fieure 3.7.b.) . 

./ Figure 3.7.c. : Yo est à l'extérieur de CL et à l'exterieur des deux convexes. 

3.4.7.2. Règles de projections 

Les points appartenant aux cônes (figure 3.8) peuver.t être projetés directement tandis que 

les points hors des cônes ne sont projetés qu'alternativement sur C(S:aJ puis sur C(S:~n) 

jusqu'à ce que la solution YL soit obtenue sur CL' 
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Figure 3.8. Cônes de projection. 

3.4.7,j', Partitioll mixte 

Nous avons d'une part des éléments dont les paramètres transfonnés sont connus, et 

d'autre part c'est la défomation plastique qui est connue. Cela nous amène à considérer deux 

types de matériau (figure 3.9). 

M(Œ;,V) 
C-1y 

U 

M(Œ, v) 

Figure 3.9. Matériau mixte. 

-/ Sur Va. il n'y a pas d'évolution plastique du mécanisme (cas a. figure 3.7). 

Les déformations plastiques Ef> et la matrice d'élasticité classique M-1 sont utilisées 

comme paramètre d' ELAS : 

(J.52.) 
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Avec 

(3.53.) 

./ Sur Yvon posera YL == Pr(Y
o

) 1. Dans ce cas, ce sont la loi de comportement 
(' 1 

élastique modifiée M ct C·IYt qui sont utilisés (cas b. figure 3.7). 

l', d C -1 d d Il \1' ELAS (v,SI'S~ 0, YL,O,O ' ) (3.54.) 

Avec 

R = M I(Ellle -C Iyl ) (3.55.) 

Ces deux opérateurs ELAS pemlettront de détemlll1er les champs inconnus U"'C puis E'f1C et 

enfin R, sur les parties considérées. 

A partir des résultats de ce calcul, les quantités Yl.' et E~ peuvent être alors déterminées en 

utilisant l'expression: 

{

Sur Vu: YL , = Ce - devR 

Sur vy : E~ = C·I(Yl + devR) 
(3.56.) 

Sur Va' la position de Yl , (à l'itération i) par rapport à l'intersection CL est examinée. Si 

YI' est situé à l'intérieur de CL alors le point considéré reste sur Vu' Dans le cas contraire, il 

est déplacé dans Vy et une nouvelle valeur de YL est obtenue en projetant YL 1 sur CL' 

Si au moins une projection a été réaiisée, la partition de V en Vu et vy est alors 

réactualisée et conduit à une nouvelle itération du calcul. Lorsque plus aucune projection de 

Yl , sur C\ n'est à réaliser, la solution à l'étal stabiltsé est alors obtenue et nous avons: 

1 Yl est la projectIOn de 1'0 sur ( 1 
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3.4.8. Comportement accommodé 

3.4.8.1. Caractérisatlo" du cOlllp01'lelllel,t 

D~s ce cas deI> ko. Les champs inélastiques tendent vers des champs périodiques sous 

l'influence de la plasticité alternée qui sè développe aux points les plus sollicités. 

On peut avoir une accommodation dite globale c'est-à-dire que CL est vide en tout point 

de lastrucfure, ou une adaptation locale c~est .. à~dîre qu~n existe quelques points où CL est 

nooVÎde. Pour ce dernier cas l'estimation des paramètres transformés sera alors identique au 

cas d\ll' adaptation globale. 

Il s'agit de trouver une borne inférieure et une borne supérieure (figure 3.10) de IJY qui 

pennettrout d'obtenir un encadrement de la quantité .:lEP relatif à un état limite accommodé. 

Figure 3.10. Etat accommodé dans i 'espace des Y 

3.4.8.2. Borne biférii!.llte 

Comme à chaque sommet la solution doit se trouver dans C(S~tln) puis dans C(S~~A)' une 

borne inférieure immédiate est obtenue pour l'amplitude 6. Y [Kim96, Zarka901. 

(3.57.) 

où ko est le rayon de la sphère et ~6Sd ~ == ~I/2 (6.SC1
) T (6.Scl

) • 
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(3.58.) 

./ Sur V y 

(3.59.) 

O b · fi 1 Utile AE"'" n 0 tIent ma ement Ô. nun' Ll 111111 et ~R mm . 

3.4.8.3. Bo,."e supérieure 

Quand l'amplitude de charge est très grande, il est possible de démontrer qu'un état 

stationnaire est atteint dans lequel la vitesse d'évolution de Y
'I 

est la même que cf'lle de S:' 

IZarka891· 

Comme: 

alors, 

De plus, 

,--------
J.(C-Iy)r (C·ly) 
2 

(3.60.) 

(3.61.) 

(3.62.) 

(3.63.) 

(3.64.) 
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YU!I 

nlln 

Figure 3.11. Bornes supérieures de l'accommodation. 

Les positions ultimes, comme l'illustre la figure (3.11.), s'écriront: 

d'où finalement: 

Ay yull yul! 
U sup: = llU.t - mi/l • 

./ Sur Vy 

On obtient AU::: 1 aB: et ARm.u . 

3.4.8.4. Valeurs moyelllles 

Quand Ct = 0, alors la quantité YllYJy est choisie égale à S~~y . 

(3.65.) 

(3.66.) 

(3.67.) 

(3.68.) 

(3.69.) 
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../ Sur V" 

(3.70.) 

../ Sur Vy 

(3.71.) 

O b · 'J"'< Ellie R Il 0 tIent l '110, ' ,n,,, et "'1)· 

Sur Va' nous effectuons des tests locaux sUIvant: 

Si les quantités (Y,m;, ± ~L\ Y"lI' J et ('(, ... , ±.~ L\ y,"I") sont situées à l'intérieur des 

domaines plastiques centrés sur (S~I.,; ± -i L\Stl J, alors l'élément considéré reste sur Vu· 

Dans le cas contraire, le point est déplacé dans Vy . Il faut alors de nouveau évaluer Yn'Cr' 

L\ Y"'f et L\ Y
Sllp

• Dans ce cas, Nous procédons donc à une nouvelle itération du calcul. Cette 

procédure est répétée jusqu'à ce que tous les tests réalisés (sur tous les points) soient 

satisfaits. 

Lorsque les tests locaux sont tous vérifiés, l'opérateur élastique conduit à un encadrement 

de la réponse inélastique de la structure. 
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Conclusion du chapitre 3 

Nous avons, dans ce chapitre, développé ta méthode d'analyse simplifiée sachant que le 

matériau est de type standard généralisé à écrouissage cinématique linéaire. Ainsi, les 

structures ont lm comportement limite adapté ou accommodé. 

Selon l;état limite considéré, 110US détemlinons la solutiOLi qui est constante dans le cas de 

l'adaptation ou périodique s'n y a accommodation. 

Dans le cas de l'adaptation, un paramètre interne plastiquement admissible de la 

structure est recherché. Les champs de défonnatîon plastique et de contraintes 

résiduelles sont déduits par Pintennédiaire de Popérateur élastique. 

Pour l'accommodation, c'est \ln encadrement de la défonnation plastique que 

nous déterminons et dOllC une solution du champ de contraintes résiduelles 

périodique. 

Cette méthode est basée sur des calculs purement élastique et la construction de l'opérateur 

BLASva nous permettre par la suite, de déduire les champs de déplacement, de déformation et 

de contraintes. Nous nous intéresserons plus partÎculièrèment à la détennination des champs 

de contraintes résiduelles. 

Nous allons intégrer l'analyse simplifiée dans un code de calcul éléments finis et 

Pappliquer à différents types de structures (chapitre 4). 





Modélisation de l'analyse simplifiée sous SYSTUS 
- Applications -





N omencla ture 

Lettres l1Iojllscules latines 

B 

c::= 2h/3 

B 
Et 
Bel 
Elne 
BI 
El' 
F~.Il 

G 
J 
K tl! 

t~fLr 
M 

Ml'lMy,M~y 
~l;M-1 

N'JPNYiNlt}' 
{N} 

T,\Z!1;z 

Q=[u v wf 

Matrice des dérivées de fonction de 

forme. 

Module dl écrouissage. 

Module de Young, module de Young 

modifié. 

Tenseur des déformations. 

Partie élastique de la. répCinse réelle. 
Tenseur des déÎonnations élastiques. 

Tenseur des défom1ations inélastiques. 

Tenseur de défoffilations initiales. 

Tenseur des déÎomlations plastiques. 

MPa (N.mm-1
) 

MPa (N.mm-2
) 

FOlce nodale élémentaire (en éléments N 

finis). 

Module de cisaillement. MPa (N.mm -2) 

Matrice jacobienne. 

Matrice de rigidité élémentaire. 
Longueur suivant x et suivant y 
Vecteur des efforts de flexion 
Momënts de flexion. 
Matrice d'élasticité, matrice d'élasticité 

modifiée. 

Vecteur des efforts résultants de 

:membrane. 
Efforts résultants de membrane. 

Matrice des fonctions de fonne (ou 
d'interpolation). 
Tenset:r des contraintes résiduelles. 
Tenseur des déviateurs de contraintes. 

Tenseur des déviateurs de contraintes 

élastiques. 
Efforts résultants de cisaillement. 

Vecteur déplacement. 

NxN 

mm 

Nm/m 
MPa (N.mm~2) 

N/m 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

N/m 
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u 
V 

Y(t) 

Déplacements nodaux. 

Elément de volume. 

Paramètre transfonné de la structure. 

Lettres millllscules latilles 

e 

(r,s.t) 

u,V 

w 
p 

w 

( X y z) . -. 
z 

Épaisseur. 

Fonction de charge. 

Épaisseur de la coque. 

Limite élastique de cisaillement. 

Nomlale sortante. 

Repère local. 

Temps. 

Déplacements suivant x et suivant y. 

Déplacement transversal suivant z. 

Poids au point d'intégration. 

Repère global. 

Axe suivant l'épaisseur. 

Lettres majuscules grecques 

Tenseur des contraintes. 

Tenseur des contraintes élastiques. 

Lettres III il/II scul es g recq Il es 

p, ,p~ Rotations suivant x et suivant y 

X Vecteur des c\"'urbures 

E Vecteur des défonnations. 
1 Vecteur des défonnations initiales. E 
N Vecteur des défonnations de membrane. E 

V,Y Coefficient de Poisson, coefficient de 

Poisson modifié. 

cr Vecteur des contraintes locales. 

cro Limite élastique. 

(ç,l'],Ç) Repère local. 
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mm 

mm 

s 

mm 
mm 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-) 
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E.YpOS(lnts et indices 

r •... 

NolaliOlts 

CA, SA; PA 

dtW 

clet 
npie 

Prej 

tr 

Inverse de , .. 

Transposé de .. , 

Initial, limite. 

Élémentaire. 

Maxima1 j minimalj moyen. 

Cinématiquementl Statiquèment et Plastiquement Admissible. 

Déviateur. 
Déterminant cl lune matrice. 

Nombre de points de Gauss. 
Projection. 

Trace d'un tenseur dterdre 2 





CHAPITRE 4. 

MODELISATION DE L'ANALYSE 

SIMPLIFIEE SOUS SYSTUS. 

AfPJJICATIONS 

4.1, Introduction 

Dansee <1hapitre, nous allons ~10US intéresser particulièrement à l'intégration et aux 

app1rcations de la MASSI sous SYSTtJS par la métbode des éléments finis. Nous utiliserons 

le langage S,I.1. (System Interf'nce Language) [SIL991, interface de communication avec la 

base de données des résultats de ce logiciel. 

Par Pintennédiaire du langage SJ.1., nous avons construit l'opérateur ELAS (Cf. annexe 

El, Cet opérateur nous pern1et de dêtcnniner : 
v Les champs de déplacement. 

v' Les champs de dé.formation. 

v tes champs de contrainte. 

v' L'état limite de la stméture considérée 

y Les paramètres associés (cbamps de contraintes résiduelles, H')' 

Une attention particulière est portée sur la détennination du champ des contraintes 

tésiqttelles. 

Après un bref rappel de la méthode des éléments finis, nous nous intéressons à 

l'nppllcation de l'analyse simplifiée aux structures bidimensionnelles, tridimensionnelles et de 

type coques minces. 

Pout' chaque cas, nous avons étudié différents types d'éléments (isoparamétriques) pour en 

retenir le plus approprié. La procédure d'intégration de l'analyse simplifiée dans Je code 

SYSTUS ISystus99] est décrite sachant que diverses structures ont été étudiées. 
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Afin d'illustrer notre démarche, nous avons traité les cas suivants: 

a. Après \ .alldation sur diverses structures bidimensionnelles, nous présentons 

l'exemple de la plaque trouée en son centre (concentration de contraintes), modélisée en 

contramtes plaJ,es ct soumise à un effort de traction cyclique. 

h. Pour ies structures tridimensionnelles. nous avons choisi parmi les exemples traités, 

le cr0chet de levage soumis à une flexion cyclique. 

c. Les structures de type coques minces sont représentées par une bouteille soumise à 

une pression interne cyclique. 

Nous avons présenté pour ces structures les différents résultats :t l'analyse limite 

(adaptation et accommodation) obtenus par l'analyse simplifiée. La méthode incrémentale 

nous a pemlis de confronter et d'exploiter les résultats. 

4.2. Méthode des éléments finis 

4.2.1.I"troduction 

Pour construire l'opérateur ELAS, SYSTUS l11~t en œuvre la méthode des éléments finis en 

fonnulation déplacement. Nous nous limiterons à cette théorie. 

Le principe cie base de la méthode des élémtl1ts finis IBatoz90, Barreau80, Imbert95] 

consiste à subdiviser le domaine considéré en sous-domaines de fonne relativement simple 

appelés "éléments finis". On va alors définir une approximation de la solution (déplacements 

ou contraintes) non pas pour l'ensemble de la structure mais pour chacun des nœuds de ses 

éléments constituti fs. 

4.2.2. Formulatio/l en déplacement 

Soit Ù une approximation de l' shamp de déplacement en chaque point de l'éiément elt tel 

que: 

(4.1.) 

Dell représente l'ensemble des déplacement; nodaux pour un élément particulier elt. 

(N) représente la matrice des fonctions fj 'interpolation sur l'élément. Elle est aussi appelée 

matrice des fonctions de fomle. 
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Les défonnations peuvent être obtenues par Péquation approchée suivante; 

(4.2.) 

aVçC E veçteur représentatif des défonnations et B matrice des dérivées des fonctions de 

fonne. La matrice élémentaire de rigidité èst la sllÎvante : 

Kc1t = IBTM-1B dV 
v 

Sôît Fèlt le vecteur des forces élémentaireS tel qUe: 

Feil = JBTM-IE' dV + J(N)T Xd dV + J(N)T pd dSF 
V li S, 

4.2.3. Formlliatioll appliqllée à ràllal)'se simplifiée 

(4.3.) 

(4.4.) 

(4.5.) 

Dans le oas du matériau mixte (cf. § 3.1.2.3')1 le volume élémentaire l'st partitionné en Va 

(partie élastique) et en Vy (partie plastique). 

latelaUon (4.5 ) s'écrit: 

F~lt = fB'tM-1EI dVa + JBT~r·IEI dVy + J(N)T Xd dV + J(N)T Fd dSF (4.6.) 
v,. Vv v Sr 

M"l est la loi de comportement et elle est fonction du morlule de Young tE et dü coefficient 

de Poisson v. ~çl est la loi de comportement modifiée, fonction du module de Young 

modifié Œ,et du c.oefficient de Poisson v tels que (Cf. chapitre 3) : 

C~tant te module d'écrouissage. 
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L'analyse simpli fiée nécessite un champ de contrainte SA avec des conditions aux limite.; 

nulles et un champ de défomlations CA avec des conditions aux limites nulles. 

La relatior. (4.5.) devient finalement: 

Feil = JB1 M"IEI dV" + JBT~rIEI dVy (4.7.) 

~, \. 

Or dans Va' El = e = 0 car il n'y a pas de plastification. Donc: 

Feil = fB TM lEI dVy (4.8.) 

\ \ 

Remarque 

Sous SL)TUS. pOlir rëcllpérer Feil. nOlis avolls dû reconstruire elllssembler 

la I/llltrlce B par l'II/termédiaire de /'/Ilterpréteur S.l.L (cf Anne.ce A:. 

4.3. Intégration du module d'analyse inélastique sous SYSTUS 

4.3.1. Récupératio/l é/ traitement des dOllllées 

Le but est de détem1iner l'état limite de \a structure considérée et finalement d'estimer, à 

partir de cet état, les champs de défonnations plastiques et de contraintes résiduelles. Nous 

avons intégré le code suivant sous SYSTUS. Tous les élémpnts (bidimensionnels, 

tridimensionnels ou coques) p~uvent être utilisés sachant que certains ne pemlettent pas 

d'obtenir des résultats cohérents. 

La programmation s'organise de la façon suivante: 

1. Pré-traitement. 

-./ Entrée de la géometrie: V, SL et SF' 

-./ Entrée du charg,ement : 

• L'état initial sera supposé vierge Je toute contrainte initiale donc Yo = o. 
• Le chargement est uniaxial. 
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.;' Le matériau sera défini par ses caractéristiques mécaniques tE (module de Young), 

v (coefficient de Poisson), h (.modulè d'écrouissage) et 0'0 (limite d'élasticité) . 

.;' Le ll1 aiIJ age. Pour valider les dévelQppements de la programmation nous avons 

travaillé sur des structures simples telles que les structures bidimensionnelles en 

contraintes planes. La discrétisation s;est donc faite avec des éléments plans. De 

plus~ pott! une meilleure estimation de l'état limite, des éléments isoparamétriques 

rectangulaires quadratiques sc fIt utillsés. Ces éléments sont sous-intégrés avec quatre 

points de Gauss. Pour les sttt<Qtlltes tridimensionnelles, les éléments choisis sont les 

hexaèdres à 20 nœuds et à 27 ou à 8 points de Gauss selon le cas considéré. Les 

coques minces sont modélisées par des éléUlentsquadrangles linéaires (4 nœuds et 4 

points de Gauss) afin de prendre en compte la courbure. 

2. Traitement • 

.,f Initialisation des paramètres . 

.;' RéalIsation d'un outil de calcul élastique (opérateur ELAS) . 

./ Algorithme associé au code de calèml SYSTUS par J'intemlédiaire du SJ.L. (cf. 

annexe B). Cet algorithmepermêt de déterminer les contraintes élastiques par 

rintennédiaire de l'opérateur ELAS, puis de déduire les déviateurs de contraintes 

élastiques correspondants S~t et s:~ . 
.; L'état limite de la stmcture est ensuite défini par un test sur la distance entre les 

deux conve.,,<es centres en S~;s et S~~I' Enfin selon l'état limite considéré, la réponse 

inélastique est déterminée sachant qu'elle est constante dans le cas adapté et 

périodique, s'il y a accommodation. 

3 • .Post traitement. 

Les caractéristiques (répartition du module de Young actualisé) et la répartition des 

cnamps inélastiques sont directement visualisées sur l'interface de SYSTUS. 

4.3..2. Arbre de prograllll1latiIJ11 

Les étapes de programmation de i'analyse simplifiée sur S.LL. ont été illustrées par un 

arbre programmatique (figure.4.1.) qui met en valeur la partition mixte de chaque état limite. 
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on ___ a 

r Olt 
..... Ol'I, 

jBorncs tlY"",,{P).tlY .. ,.,{Pj 
Vy •• 

,MIE.v) 

.w ...... !Pl = [1_1;~p~}.\Sd(l') 

Figure 4.1. Arbre de programmation de f'analyse simplifiée 
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404. Applications 

No\'ls avons (esté le code (of. annexe B) sur des structures bidimensionnelles et des 

s.lruc{Ures tridimensionnelles. Ces tests nous ont pennis de détemliner l'état limite de la 

, ;'stmctntecoIlSidéréeetd'èstimer les champs inélastiques associés (contraintes résiduelles et 

,défQp:natlOns plastiques). De plus; des calculs incrémentaux ont été réalisés sur les mêmes 

strQctutes (caractéristiques mécaniques et chargements identiques) afin de comparer avec 

". }'anâ!yse.simplifiêe et donc de valider le code précédent. Pour ces calculs. les éléments sont 

.$o4S-intégrèspour les résolutions élasto-plastiques. 

4.4..;1.ConçelltratÎOIl de c01ltraiutes 

Soit la plaque d'épaisseur e, percée en SOfl centre (Figure 4.2.). Nous avons supposé un état 

·de contraintes plan et le matériau à écrouissage cinématique linéaire. 

14----- 380mm----~.1 

T l 

r 1 

Figure 4.2. PlaqUé Irouée. 

4.4.1.1. kfodélisatloll de la structure 

L'es,. caractéristiques mécaniques de. la structure (acier) sont regroupées dans le tableau 4.1. 

Patsymêtrle, nous nJavons considéré qutun quart ~eplaque. 

Œ v 0'0 h =3C!2 e 

210000 MPa 0,.28 300MPa 21000 lvlPa t mm 

Tableau 4./. Caractéristiques mécaniques 
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Les chargements appliqués sont représentés sùr la figure 4.3. Nous aV(lns. choisi de fixer la 

charge minimale et de faire varier la charge maximale afin d'obtenir les deux états limites. 

{
p max = 100MPa 

PmlO = OMPa 
(a) 

{
p nu, : 250 MPa 

P""n - 0 MPa 

(b) 

Figllre 4.3. Chargements appliqués LI la slntcture 

Les premiers tests ont été effectués pour des éléments triangulaires quadratiques (figure 

4.4). La structure est discrétisée en 240 éléments et 529 nœuds ~oient 1058 degrés de liberté. 

Figure 4 4. Modélisatioll de la structure par des éléments triangulaires 

Nous n'avons représenté que la répartition de la contrainte résiduelle et de la déformation 

plastique dans le cas adapté (figures 4.5 et 4.6). Nous avons donc illustré le fait que ces 

éléments ne permettent pas d'avoir des résultats cohérents (par rapport à la méthode 

incrémenlale d'une part et à la répartition d'autre part) pour l'analyse simplifiée. 

Deux raisons sont possibles: 

1. L'élément triangulaire n' est pas statiquement admissible. 

2.11 n'y a pas assez de points de Gauss dans l'élément pour la plastification. 
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Figure 4.S~RêpàtfiUt?lts (le la contraillte résiduelle 

(a) Alwl/se $rmpJifiée (h) J.1éthode:.il1crémentale 

,~ 'l.'l53!llIHl$ 
. $,tD71l711"DS 

Figure 4~6. RéparJitlons de la défonnalioll plastique 

(a) Analyse silliplfjiée (h) Méthode incrêmelliaie 

D.oaUOIIôl!! 
U.OOflll41ST . 
P.ODDiBl'allr 
O.tltlb2D lalS 
D.tlOl12l4trs 
O.tlÙIl2f1831S 
MQ!J'lllHIH 
UbDlliJ:\93 
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Le temps de calcul CPU de l'analyse simplifiée est de 15,81 se~ondes ' me itération) et il 

est de 28,28 secondes pour la méthode incrémentale (moins de 6 cycles de chargement). La 

sous-intégration de~ éléments ne change pas le nombre de points de Gauss (3 poinL':; 

d'intégratior.). 

Les éléments de maillage choisis finalement (figure 4.7) sont les quadrilatères à 8 nœuds et 

à 9 points d'intégrations (cf. Annexe A). Des tests ont été réalisés pour les éléments à 9 point~ 

de Gauss et pour les éléments à 4 oints de Gauss. 

De plus, nous avons étudié l'influence de la taille de ces élémentF sur les résultats. La 

structure est modélisée en 300 éléments et 981 nœuds solt 1962 degrés de liberté pour le cas 

du maillage grossier (figure 4.7.a). Le maillage fin est composé de 1200 éléments et 3761 

nœuds soit 7522 degrés de liberté (figure 4.7.b). 

t.1 

A 
, . 

-+ 
--+ 
-+ - -- -'-" ... 
.... 
... p' ... ..... 

... ... 
, ~ ~ -:~! . ,.,.1 ,-~_... of -00., ~~ ........ 

n Lq'Jf' ô ,*-A-if- Ci ··Ô- li ~n-- '6~ Cl ~'(f- cj+ 

Figure 4.7. Maclé, ;oliol1 de la structure par des éléments 

quadrangulaires (a) Mazlfage grossier (b) Maillageflll 

4.4.2. Adaptation de fa strucltlre 

4.4.2.1. Maillage gros: 1er 

POUi le chargement de la figure 4.3.a, la structure maillée grossièrf!ment (figure 4.7.a) 

devient adaptée. Nous avons donc une limite constante des champs ÎI1élastiques. Nous avens 

comparé If!s répartitions (figures 4.8 et 4.9) du champ de contraintes résiduelles par Von 

Mises et de la défonnation plastique, le long de L7, obtenues par l'analyse simplifiée et par la 

méthode incrémentale. La nollon de « distance» sur les courbes suivantes représente la 

distance entre les nœuds qui composent la ligne L 7, dirigée de A vers B (figure 4.7). 
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le longdeL7 

J 

tes figures 4.10 et 4.11 permettent la visualisation et donc la comparaison des répartitions 

dëSdifférénfs champs inéla,tiques. 
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Figure 4. / O. Comparaison des répartitions de la contrainte résiduelle 

:so. HElJRS 
cont "'1"" t!' \Ion r 
'Td"t'nçs ; 

tAer GlobalJ 

- 5 '1289 
c.::=l 1 0 52?6 = 16232. 
r::::::J 2) fi '" .? ) = 27 0519 
c=J 32 4616 
c=J !Ir 6" \4 
='32811 = .86908 = S. 1001;: e:= 
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- Chapitre 4 - Modélisation et applications 

Le calcul incrémentaI semble lui aussi tendre vers Ull" solutiun adaptée (figure 4.12). 

OUarmallan planJq~a 

Figllre 4.12. Courbe cyclique (méthode illcrémentale) 

Le tableau 4.2 résume les différents résultats obtenus par les deux méthodes. 

Méthode incrémentale Analyse simplifiée 

Sous-i on Avec Sans Avec 

le 6c les 1 itération 1 itération 

84,68 s. 40,06 s. 24,77 s. 

Erreur absolue contrainte 1,65 6 

déformation 3. JO-; 1,17.10-4 

Tableau 4.2. Résultats pour le maillage grossier 

Nous pouvons remarquer que les valeurs de contraintes et de déformations corresp\.mdantes 

à l'analyse simplifiée associée aux éléments sous-intégrés, sous-estim~nt celles de la méthode 

incrémentale. Si les éléments ne sont pas sous-intégrés, alors on obtieut une bonne 

représentation des champs. 

Le temps de calcul pas-à-pas effectué est 2 fois supérieur au calcul simplifié associé aux 

éléments sans sous-intégration et environ 4 fois supérieur au calcul simplifié associé aux 

éléments avec sous-intégration. 
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Après avoir vu l'influence de la sous-intégration sur les résultats, nous allons nous 

intéressét à la taille des éléments et donc affiner le maillage. 

4.4.2.2, Maillagefill 

L.èi chârgement de la figure 4.3.a appliqué à la stmcture maillée suivant la figure 4.7.b, 

donné un comportement asymptotique adapté. Nous avons comparé les variations (figures 

4.13 et 4.14) des champs inélastiques le long de L7. 

Les valeurs des contraintes et des déformations obtenues par l'analyse simplifiée et les 

éléments sans SoUs~illtégration sont légèrement supérieures à celles obtenues par la méthode 

incrénumtàle, sachant que les répartitions des champs inélastiques sont sensiblement les 

mêmes. 

A nouveau, les résultats obtenus par l'analyse simplifiée en utilisant les éléments avec 

sous ... intégratioll ne sont pas très concluants comme le prouve l'erreur absolue des contraintes 

qui nie"t pas négligeable (Cf. tableau 4.3). Cependant les répartitions des champs inélastiques 

sont semblables (figures 4.15 et 4.16), 

L~ tubleau 4.3 r~tlme les différents résultats obtenus par les deux méthodes. 

Méthode incrémentale 

Avec 

Analyse simplifiée 

Sans Avec 

2 itérations 1 itération 

364,23 s. 11 s. 

1,65 29,24 E.ttèUr absolue I-c_o_nt_ra_i_nt_e_-l~~~~:~~~~~_ -----1------1 
défonnation 10,5 3,03.104 

Tableau 4.3. Résultats pour le mail/age fin 

Le temps de calcul pas-à-pas effectué est 2j 25 fois supérieur au calcul simplifié assocÎt. aux 

éléments sans sous-intégration et environ 7 fois supérieur au calcul simplifié associé aux 

éléments avec sous-intégration. 
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Figure 4,16. Comparaison d~s répartitions de la défomzation plastique 
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Nous notons que le calcul incrémentaI semble lui aussi tendre vers une solution adaptée 

(Ugure 4.17). 

Otœ05 OJXQI O;OI:()J$ o,rxm oron; Q,tml O.!lll35 O/lXU O~5 

Il'fotin.tt4n ,I.lIlqv. 

Figure 4.17. C(;urbe cyclique (méthode ÎlIcrémentale) 

4.4.3. CtJ/telllS;OIl sur les paramètres d'influence 

PQutsavoir quel élément est le plus adapté, fiCUS considérons la méthode incrémelltale ou 

pas-ài'pas comme référence. 

Nons avons donc effectué plusieurs tests par rapport au type d'é!ément, au nombre de points 

d'lntésrat1on et il ta taîlIe de ces éléments sachant que Pon ne travaillera qu'avec des é.léments 

quadratiques afin d'augmenter la précision des résultats. 

4.4.3.1. Influence du type d'élément 

Les éléments triangulaires quadratiques (six nœuds et trois points de Gauss), qui s'avèrent 

U10înssensîbles à ln distorsion géométri<;fue, sont les plus utilisés pOUf la résolution des 

problçmes d'élasticité en milieu industriel [Batoz90]. 

DlU1S le cadre de l'analyse simplifiée, ces éléments auraient été intéressants pour diminuer 

lès ~rrel.lrS de «plastifioation >}. En effet, la « plastification» d'un point de Gauss entraîne la 

« pla.stlfication }) de l'élément en entier~ 

.... 11,1·· 
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D'après l'exemple de la figure 4.18, l'élément triangulaire à six nœuds comparé à 

l'6!ément quadrangulaire à huit nœuds, nOlis donne une zone plastifiée et une zone élastique 

dans le premier cas et une zone plastifiée complète dans le deuxième cas. 

\!c:t" .... ,,~j; .... -"- ~ -:"',., ~,'"."1-' -..': 

! (Ho. tltnvnU 1r1.tIl;ublfn 
,-

Idj1q!"lplt.UJifI~ 

el 1 3~~ .... pJ.ntt{t'# 

Figure 4./8. Comparaison entre deux éléments 

isoparamétriques (exemple). 

Mais finalement, les éléments triangulaires ne permettent pas de modéliser les structures 

bidimensionneJles car ils ne donnent pas de résultats satisfaisants lorsque l'on applique 

l 'analyse simplifiée (cf. § 4.4.1.1.). 

4.4.3.2. Prise en compte de la sous-il/tégration des éléments 

Pour les structures bidimensionnelles (cf. Annexe A), nous n'utiliserons que des éléments 

quadrangulaires quadratiques à huit nœuds (figure 4.2.). D'après Mialon [Mialon91), si ces 

éléments sont Gous-intégrés en quatre points de Gauss alors ils permettent de prendre en 

compte l'incompressibilité plastique (critère de Von Mises). 

Nous a .. ons donc testé la sous intégration et la non sous-intégration de différents éléments 

bidimènsionnels dans le cas de l'analyse simplifiée et nous avons constaté que les valeurs des 

champs étaient assez dirrére·~~es. Les compamisons de ces valeurs permettent. de conclure à la 

nécessité de ne pas sous-intégrer les éléments. 

4.4.3.3. Influence de la l:Jille des éléments 

La taille des éléments ne modifie pas l'état asymptotique de la structure mais pennet de 

donner plus de précisilln à la réponse inélastique, pour la méthode incrémentale et pour 

l'analyse simplifiée associée aux éléments sans sous-intégration. Dans le cas des éléments 

sous-intégrés, on remarque LlI1e instabilité lorsque l'on passe d'un maillage grossiel à un 

maillage tin (les valeurs obtenues par l'analyse simplifiée appliquée au maillage gnlssier 
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sOlls-estiment les valeurs de la méthode incrémentale et elles sont surestimées lorsque 

Panalyse simplifiée est appliquée au maillage fin). 

Finalement, pour Paccommodation, les résultats précédents nous font choisir des éléments 

quadrangulaires quadratiques suns sous-intégration. La finesse du maillage permet de jouer 

sur la préoision des résultats mais pas sur leur nature. 

4.4.4. 4ccOmmOiltltioit de la structure 

Nous avons retenu le maillage fin et l'accommodation de la structure est obtenue grâce au 

chargement de la figure 4J.b. Pour cet état limite, les bornes de déformations plastiques et de 

cOrltraintes résiduelles sont à détem1iner puisque la limite est périodique (figure 1.13). 

Les variations des déformations plastiques et des contraintes résiduelles sont reportées sur 

les figures 4.19 et 4.20. Les figures 4.21 et 4.22 illustrent les différentes répartiticJIls des 

champs inélastiques (bornes supérieure, inférieure et valeur moyenne pour l'analyse 

simpUfiéc t méthode incrémentale). 

La résolution par l'analyse simplifiée s'effectue en 3 itérations et 978 secondes, temps 

C.P.U. Le calcul par la méthode incrémentale se fait en 7 cycles de 0,1 pas et 1758 secondes, 

temps C,P.U. Finalement, le calcul simplifié nécessite un temps proche de 1/2 du temps de 

cnlcul pas-à .. pas effectué. 

Les bornes issues de J'estimation de l'analyse simplifiée encadrent bien la solution 

incrémentale dans le cas de la déformation plastique (figure 4.12). Pour la contrainte 

résiduelle (figure 4.11), nous constatons un mauvais encadrement de la solution et des zones 

de sous,.eslimation de cette contrainte résiduelle. 

Finalement, c'est la borne inférieure qui est la plus représentative puisqu'elle est plus 

proche de la solution incrémentale. ta borne supérieure étant très élevée. L'erreur relative 

entre la borne Î.nférieure de l'analyse simplifiée et la méthode incrémentaJe est d'environ 17% 

pour la contrainte résiduelle et d'environ Il % pour la déformation plastiqùe. 
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Figure 4.21. Répartitions de la contrainte résiduelle (VMJS) 
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Figure 4.22. Répartitions de la déformation plastique 
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r.~convérg~nce de la méthode incrémèntale est représehté sur la figure 4.23. 

!).ooj~ il,!m &~ o,on OJDl5 O.ooA 
o.rotml"t" ,I..u.r~. 

Figure 4.23. Coutib~ cyclique (méthode incrémenta/el 

OJl).l5 

Qqpformernetit au § 3.4.7.3 (Cf; chapitre 3), nous pouvons illustrer la partition mixte 

"(figùt~4.24) gtâce au module de Young (en t'ouge) et a:u module de Young modifié (en bleu). 

~i~npus nyohslarépllrtition de la zone plastique selon la nature de l'état limite. 

E 

Figurè 4.24. Zones plastiques 

(a) adaptation (h) accommodation 

( 
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Nous avons constaté finalement que si l'on pouvait aisément implanter l'analyse simplifiée 

dans un code alors tous les types d'éléments ne permettaient pas une d'obtenir une bOlme 

estimation des champs. Nous allons donc étendre l'analyse simplifiée aux éléments 

tridimensiOimels afin de définir les paramètres d'influence. 

4.5. Structures tridimensionnelles 

Nous avons appliqué les deux formulations incrémentale classique et simplifiée pour 

diverses structures tridimensionnelles. Nous allons illustrer les résultats obtenus par les deux 

approches sur une structure 6tudiée dans les manuels d'exemples de SYSTUS [Systus991. 

C'est Wl crochet (figure 4.25) de levage employé pour le stockage ou le déstockage dans Uli 

magasin de pièces détachées. 

Figure 4.25. Crochet de levage 

Un incident probable est l'accrochage, par un des côtés du crochet au moment du levage, 

d'une partie fixe d'un des supports de rangement. Nous avons supposé cet accrochage 

cyclique. 

Les caractéristiques mécaniques de la structure (acier) sont regroupées dans le tableau 4.4 . 

. -
Œ v °0 h = 3C/2 

210000 MPn 0,28 300 MPa 21000 MPa 

Tableau 4.4. Caractéristiques mécaniques 
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L~èrpchet va donc subir une pression répartie (flexion), représentée à la figure 4.26. Le 

jltenûer éas deèbiirgement (figuré 4.26;a) donne une limite adaptée de la structure et le 

4~Qxi~me>GilS (figure 4.26.b), un état limite accommodé. 

·Cèttepres$Îon. est appliquée SUr la. face D, la face 13 étant bloquée dans les trois directions 

(1i~t~) 4.27). 

{
PIl'it( =80MPa 
p ..... =OMPa 

(a) 

{
Pmu = 200N 
Pmln = ON 

Figure 4.26. Clttirgements appliqués â la structure 

·t~'Ci'ochet est dISCrétisé en 29.8 éléments et 1744 nœuds soit 5232 degrés de liberté. Il est 

fi'l9Q.éHsé(figure 4.27) en éléments hexaédriques quadratiques à 20 nœuds. Les éléments ont 

~1 !;lU? points de Gauss s·Hs sont respectivement sans sous-intégration ou avec (on pourra se 

tê.p6rter à l.'annexe C pour la discrétlsatîoll avec des éléments prismatiques). 

Figure 4.27. Modélisation du crochet de levage 
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4.5.1. État adapté dll croc/let 

Le crochet s'adapte au bout de 2 itérations par l'analyse simplifiée et à moins d'une 

dizaine de cycles par la méthode incrémentale (figure 4.28). 

r:"-
1 : 
~ 2':Il . 

A ~ 
~ :5 li;{! 

~ i \ ~,~ 
, IrD 

1 · , ......... , ........ , .. ,.. 
d 07~~~~~~--~~~~~~ 

~ 0 O.CID! Otml o.ocœ OJXll4 o.a:ns Qjl)lj OJXllT ODXl.! OlIDl 

S OtrOftMdon plutJqu • 

• ;:;.:J.t-"~,~ ... ~.:'::."~, ... 1);> c~..!"i\~~~.tn·tt.t~)'lI .... ~~'d5;~~~~U':::~n~:'lŒt1';.: 

Figure 4.28. Courbe cyclique 

Nous avons comparé les variations (figure 4.29 et figure 4.30) du champ de contraintes 

résiduelles et de défonnation plastique obtenue~ par l'analyse et par la méthode incrémentale, 

le long de la courbe C suivant la direction AB (figure 4.27). Les figures 4.31 et 4.32 

pelmettent la visualisation et donc la comparaison des répartitions des différents champs 

Inélastiques. 

L'analyse simplifiée associée aux éléments avec sous-intégration ne nous donne pas de 

résultats concluants si nous les comparons à la ceux de la méthode incrémentale. 11 est donc 

nécessaire d'avoir le maximum de points de Gauss dans l'élément pour avoir une bonne 

représentation de la (' plastification». Nous retrouvons finalement les conclusions du cas 

bidimensionnel. 

La résolution avec l'analyse simplifiée (éléments sans sous-intégration) est réalisée à coûts 

et à temps de calculs négligeables: 752.79 secondes temps CPU contre 4799.53 secondes 

pour la méthode élastoplastique. Le calcul simplifié nécessite donc un temps proche de 

1/6 ième du temps de calcul pas-à-pas effectué. 
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L}erreur relative est très faible (environ 0.3% pour la contrainte résiduel1e et d'environ 7% 

.. pour la déformation plastique) et l' ~titna\:îon par l'analyse simplifiée des champs inélastiques 

est supérieure aux résultats obtenus par la méthode élastoplastique . 

. ""f. . . ,.'~"=_""""""'-,"""",," 

- J ~ 
Vi '" JI' -.... y I/J !\ / 1\ 

~ V ~ ~. 
'1 ~ 

~ V ~ """ 
~ V ~v \ lA '" ~ ~ r-

À Ho.wl. 

....... 1>I41hode1o.a:~ .......... laltU ~5Ic (Ji." 1lIUJ·;.,ug-.> -+-AoaIys. til!lpi5l4 (l11<~ IOWol!Itgalillll) 
-:'''~ . .,,"'- .0 ~ 

Figure 429. Comparaisolt de la contrainte résiduelle (VlvfIS) 

le long de la courbe C 

Flgtl1'e 4.30. Comparaison de la déformation plastique 

le IOllg de la courbe C 
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Figure 4.32. Comparaison des répartitiolls de la déformation plastique 

(a) Méthode itzcrémentale (h) Analyse simplifiée (sans sOlls~lntégration) (c) Analyse simplifiée (avec sous-intégratlan) 
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Il ne faut donc retenir désol111ais que les éléments hexaédriques sans sous-intégration 

puisqu'Ils pennettent d'obtenir des résultats plus cohérents. 

4.5.2. Accommodatioll de la stl'llctul'e 

Le chargement de la figure 4.26.b nOlis donne un état limite accommodé du crochet au 

bout de 2 itérations pour l'analyse simplifiée et d'environ 10 cycles de chargement pour lB 

méthode incrémentale (figure 4.33). 

llD 

6lD 

IID 

0001 0006 
DiJottntllon plutlqu:. 

DID! 

Figure 4.33. Courbe cycliqlle 

Les variations des différentes bomes le long de la courbe C sont représentées sur la figure 

4.34 et la figure 4.35. 

C'est encore la bome inféri .... ure qui estime au mieux la solution de la méthode 

incrémentale. L'erreur relative entre cette bome inférieure et la méthode incr6mentale est 

d'environ 4% pour la contrainte résiduelle et d'environ 25% pour la déformation plastique. 

La résolution par la méthode incrémentale s'est déroulée en 5623.69 secondes temps 

c.P.U. Le calcul par l'analyse simplifiée s'est effectué en 860.31 secondes temps C.P.U., soit 

environ 1/7 ième du temps par la métnode pas-à-pas. 

Nous pouvons constater, d'après les différents temps de calcul que l'adaptation se stabilise 

plus rapidement que l'accommodation. 
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Figure 4.34. Comparaison de la contrainte résiduelle (VM1S) 

le long de la courbe C 
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Figtm~ 4.35. Comparaison de la déformation plastique 

le long de la courbe C 

De; la figure 4.36 à la figure 4.37 J nous avons la répartition des bornes inférieure et 

'su~éiie.uté QbtenuëSpar les. différentes ritéthodM. 
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Figure 4.36. Répartitions de la contrainte résiduelle (J/NfJS) 

(a) Méthode incrémentale (b) borne supérieure (Analyse simplifiée) (c) borne inférieure (Analyse simplifiée) 
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4.5.3. Partitioll mixte 

Nous avons illustré comme précédemment, la partition mixte et donc les zones plastiques 

(figure 4.38) par l'intennédiaire du module de Young et du module de Young modifié. La 

figuré "t.38.a représente l'adaptation et la figure 4.38.b l'accommodation. 

Il ••• Ig~gG. 
Ma_ • 2"J DDIl 

a. 190909 
_l10aao 

Figure 4.38. Zones plastiques 

(a) adaptation (b) accommodation 

tUn. tg,alt 
Ma. 1 ~UOI 

_19190. 
_21D100 

Après avoir validé notre méthode, nous allons étendre les rcsultats à un type de structure 

« discrète» : les coques. 

Cette extension aux éléments coques est rrésentée dans le paragraphe suivant sachant que 

dans ce cas, l'étude se fait par J'intennédiaire des variables généralisées. 
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'''1 .. 

, 'l1neextensian aUX coques de {tanaiyse simplifiée et son implantation dans le code de 

c~lë\ll SYS1'tJS (figure. 4.39) est préséntée datlS t.à chapitre. Ces éléments sont différents des 

, 'él~m,~n:ts,:vus L.~US lespatïlgraphes précédents car ils n.écessitent la connaissance des champs 
,". .. ,.',.. . 

"dans l'épaisseur. 
'. ,JLefo@âlîsme développé par la suite ne concerne que les coques minces. 

Figure. 4 ;9. Coque mince 

. .'; .NQUS ë~llSid~térbns UÎle étude bIDl"", ~ur les hypothèses classiques des coques: 

4dèssectionsdroite$. Lcs. déplacèments 1.1, et v (suivant x et y) d'un point 

quelconque x"y,'Z varient ,tIors linéairement en z et le déplacement transversal w 

(suivant z) ti1<éSt fOllctionqUe dex et y. 

~ 'dtlln~ défonnation,transvetsale Sa nulle (pas de variation cl' épaisseur) . 

./ de la contrainte (j %% négligeable pat rapport aux autres composantes du tenseur de 

-contraintes. 

v Des petitesdéformntions et des petites rotations, 

,/ L'influence du oisaillement transversal est pris en compte (~,upposé constant). 
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C~tte théorie fait intervenir: 

./ Cinq variables cinématiques indépendantes (les déplacements de membrane u et v 

dans le plan de référence z = 0, le déplacement transversal w et les rotations PA et 
, 

~y de la nonnale à la surface moyenne dans les plans xz et yz respecth ement) . 

. ; Trois efforts résultants Je membrane notés N l(." N ~)" N,y t trois moments de 

Le plan xy est le plan moyen j.; la coque. La variable selon l'épaisseur est notée z tel que 

fi fi l' . - t $ Z 5 t avec t = - et l 'epalsseur. 
2 

Le quadrilatère à 4 nœuds pennet d'étudier à la fois les coques minces et les coques 

épaisses (figure 4.40). 11 admet un champ de déplacement linéaire en membrane et en flexion. 

Il est constitué de 4 pOÎnts de Gauss avec ou sans sous-intégration. 

4 11 3 

3 

~ 

ç i , 
~ 
! 

x 1 2 i 
Elémelll de référence 

1 " ;.: ,., ~; ........ - 'l • i' .. <10-'< ". ~.':i1f<.1:O' ,-.1:01_ 

Elémellt réel 

FiK/,lre 4.40. EMment isoparamétrique 

Cet élément linéaire à 4 nœuds est développé par T.J.R Hughes [Hughes86, Huglies87} et 

dans le "olume 2 de J.L. Batoz & G. Dhatt IBatoz90}. 

46.2. Les efforts résu/rallts 

Les efforts résultants de membrane sont: 

(4.9) 
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tes moments résultants de flexion et de torsion sont: 

(4.10) 

et Ie$. efforts trancbants ou efforts résultants de cisaillement: 

(4.11) 

Les défonnations linéaires s'écrivent: 

e=~N +zX (4./2) 

.f e ... lIl.lt ) 
e= e . Y:! 

·l? _e
KY 

(4.13) 

et: 

(4.14) 

Les défotroations e sont linéaires en z. EN représente les défomtatüms de membrane et X. les 

courbures. Les d,mmnations de cisaillement trflnsversal y sont constantes à travers 

l'épaisseur et elles 5 'écrivent: 

(4.15) 
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4.6.3. Relatio/ls efforts résllitallfs-d~rorlllatiolls 

En considéranlles relations précédentes, on obtient: 

(4.16) 

Dans le cas du matériau homogène et isotrope, Hm' Hf et He sont définies dans l'annexe 

A.2. 

4.6.4. Critère de plasticité 

Nous a\lons chercher à travailler dans un espace où le critère de plasticité est représenté par 

unr sphère. Il est donc nécessaire d'effectuer un changement de variables afin d'exprimer le 

critère de Von Mises SOliS la forn1c suivante (en prenant en compte l'écrouissage) : 

(4.17) 

avec Q déviateur des contraintes généralist ,') et q paramètres internes généralisés. 

Les variables généralisées ne tiennent pas compte de l'évolution de la zone plastique le 

long de l'épaisseur car ce sont des variables globales. Le critère utilisant les variables 

généralisées est employé au CEA (Hoffmann73, BurfSl). Le problème traité ("" variables 

généralisées aurait pennis de réduire le nombre de variables et d'augmenter la stabilité 

numérique Iliiouchine56, Hodge68, Robinson71}. 

Mais une intégration numérique dans la direction de l'épaisseur est requise pour 

représenter corrertement la plastificl1tion et les distributions des contraintes. Nous avons donc 

appliqué le critère de Von Mises local pour chaque surface de la coque: 

(4.18) 
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ŒA'X 

. Ci'i'l 

cr =O'~y est la contrainte dans l'épaisseur. 
cr~ 

O'rt .. 

Nôusallons dOnc appliquer la méthode d'analyse simplifiée à une structure discrétisée en 

éléments éoques en considérant le critère local et en utilisant une intégration dans }'ér . .lseur. 

Les résultats obtenus par la méthode incrémentale appliquée aux coques, ont été utilisés 

comme référence. 

4 .. 7. Application numérique pour les coques 

Pour calculer les champs inélastiques par la méthode incrémentale, la coque est divisée 

ttansversalement en n couches (dan~ t'IOtre cas n = 3). Pour chacune de ces couches, l'hist( .1'e 

des déformations est calculée. De la même manière, nous avons divisé la coque en 3 çouches 

POtIt 1,ippliquer la méthode d'analyse simplifiée. 

Nous avons donc testé diverses structures de types coques minces et nous avons choisi de 

présenter les résultats obtenus pour une bouteille en acier (tableau 4.5) en appui sur le fond 

(ngure 4.41). 

tE v C Cio ft 

210 000 MPu 1 0,3 O,lxtE 300MPa l rrun 

Tableau 4.! Caractéristiques mécaniques 
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Flgllre 4.41. Dimensions de la bouteille 

Cette structure est discrétisée en éléments coques (704 éléments et 749 nœuds soit à 3745 

degrés de liberté, Cf. figure 4.42) et est soumise à une pression cyclique Pz. Les valeurs de la 

pression ont été choisies de sorte que l'on ait adaptation dans un premier cas et 

accommodation dans l'autre (figure 4.43). 

Nous ne tenons pas compte du caractère axisymétrique de la structure et nous n'étudierons 

par symétrie que la moitié de la bouteille. 
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Figure 4.42. Modélisation de la coque 

&~P:~..z!.~--"""",,"""";1r::'.'~~ 

1 p~ 
P"'i<I =OMPa P: =OMPa {
PlImlI ;::;3MPa L{P =8MPn 

.~ ~~~==~ ~ _ ~~!><r~~=J 
Figure 4.43. Chargement 

Remarque 

La déformatioft plastique sous SYSTUS Ile peut pas être représentée par 

la méthode d'analyse simplifiée . 
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4.7.1. Adaptation de la coque 

Le chargement de la figure 4.43.a. donne un comportement asymptotique adapté pour les 

surfaces supérieure et inférieure aussi bien par l'analyse simplifiée que par la méthode 

incrémentale. La surface moyenne reste élastique avec les deux méthodes. 

La figure 4.44 représente les courbes de convergence obtenues pour ces 2 surfaces par la 

méthode incrémentale. 

1<-

1 19l 

U 
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i lU) 

j 
'! 
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fil 

0 
Q 

1 
OlllŒ 

[-a- SurlK. '~h'Jf' __ Surbu l'lfinmt -t- SOlfie. fM1.~1 

OJJJI' O,!XJl15 OJJlJ2 OJJlJ25 OJlXlJ O.r0;B5 OJlXll OJlX)l5 j 
D.falm.tion ,llItiqu. 

... A 1>,,,~ I:U",':;; ,., .~t .. """"'~ ... ";J<, ':$_ {,Ç.:~":...t~.:u~~_~~xt.<"1T"~~~:;-.. ~~...x .. ~:t,.<;zt,.."..t.~;' ... ~~.::..~ .... 

Figure 4.44. Convergence par la méthode incrémentale 

Nous pouvons visualiser les répartitions des champs de contraintes résiduelles obtenus par 

les deux méthodes (figures 4.45 et 4.46). 
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Figure 4.45. Répartition de la contrainte résiduelle (surface supérieure) 

(a) Méthode Încrémentale (h) Ar.;zlyse simplifiée 
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Figure 4.46. Répartitiondè la contrainte résiduelle (surface infériel're) 

(a) .Méthode incrémelltale (h) Analyse simplifiée 
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Sur les figures 4.47 et 4.48, nous avons illustré les variations obtenues le long de la ligne L 

(figure 4.42.a). 
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Figure 4.47. Variation de la contrainte résiduelle 

le long de L (surface supérieure) 
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Figure 4.48. Variation de la contrainte résiduelle 

le long de L (surface inférieure) 
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Lé temps decaloul de l'analyse simplifiée est de 560 secondes (l itération) et celui de la 

mêthQdelncrémentale est de 980 secondes (moins de 10 cycles). Les valeurs obtenues par 

Pnnalyce simplifiée surestiment légèrement celles de la méthode incrl!mentale mais les 

répartitions restent semblables. 

LéS erreurs rëlatives sont d'envîron 10% pour la surface supérieure et environ 6% pour la 

sttrface inférieure. 

4.7.2. Acco/lllllollation 

Avec le chargement de la figure 4.43.b, la smlcture a un comportement asymptotique 

accommodé pour les 3 surfaces par l'analyse simplifiée. De même, la métbode incrémentale 

donne un état limite accommodé pour ces 3 surfaces (figure 4.49). 

D O.(l2 

Figure 4.49. Courbe cyclique (méthode incrémenta/e) 

t~$ iigures 4.50 à 4.52 représentent les répartitions des contraintes résiduelles 

réspectivement pour les surfacÇls supérieure, inférieure et moyenne. Nous avons représenté les 

variations le long de la ligue F (figure 4.42.b), des contraintes résiduelles au sens de Von 

Mises (figures 4.53 à 4.55) pour les düférentes bornes. 
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(a) Méthode in crém en tale (b) Analyse simplifiée (borne supériel. "e) (c) Analyse simplifiée (borne inférieure) 
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Figure 4.52. Répartition de la contrainte résiduelle (surface moyenne) 

(a) Méthode incrémentale (b) Analyse simplifiée (bome supérieure) (c) 4nalyse simplifiée (borne inférieure) 
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Figure 4.55. Variation de la contrainte résiduelle (surfilee moyenne) 

La résolution par la méthode incrémentale s'est effectuée en 3285 secondes temps CPU 

(moins de ID cycles de chargement) et en 1570 secondes pour j'analyse simplifiée (2 

itérations). 

Nous constatons unc bonne corrélation des résultats. La borne inférieure est plus proche de 

la valeur obtenue par la méthode incrémentale. 

L'erreur relative cntre la borne inférieure et la méthode incrémentale est de 8% pour la 

surface supérieure, environ 10% pour la surface inférieure et pour la surface moyenne. 
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Conclusion du chapitre 4 

NpUSâVons implémenté. par Pinterrtlédhiire du SiL, It analyse simplifiée dans le code de 

C~lè"léleménts finis. Ce module a été validé pour des structures de type bidimensionnelles, 

. ·trldtmensiolUlèUes et coques minées. Chaque type de géométrie est illustrée par un exemple et 

les résultats obtènus par le module ont été confrontés à ceux de la méthode incrémentale . 

. Nous avons donc déterminé l'état limite de la structure pour avoir une estimation correcte 

des champs de déformations plastiques et de contraintes résiduelles (au bout de quelques 

it~ratkms). Uintétêt de cette méthode est l*application à une structure complexe afm de 

diminuer le temps dé calcul et le stockage en mémoire par rapport à une méthode 

~lastopla$tique classique. 

Nous àvons pu mettre e11 évidence l'influence du type, de la taille et de la sous-intégration 

de&éléments. Si l'on résume les différents résultats, nous CQ.nstatons que l'analyse simplifiée 

est èQm;~rvative lorsque les éléments choisis (quadrangulaires dans le cas bidimensionnel et 

hexaédriques dans le caS tridhnensîonnel) sont sans sous-intégration. Le nombre de points de 

Gaussdoît donc être maximum pour obtenir une bonne cohérence des champs. La taille de ces 

éléments n'lnflue que sur la précision. 

De plust nous nous sommes intéressé aux structures de type coques minces. Similairement 

att chapitre 4, nous avons réalise les essais sur une structure simple en utilisant le code 

d'analYSe simplifié implémenté dans le code SYSTUS ella méthode incrémentale. 

NÔllS avons déterminé te comportement asymptotique de la structure pour différents 

:chargêtnents. Ainsi. nous avons obtenu une estimation correcte de la contrainte résiduelle 

sàc;hài1t que la défonnation plastique n'a pas pu être visualisées pour les coques minces. 

Nous avons notamment mis en évidence la rapidité de l'analyse slillplifiée par rapport à la 

méthode incrémentale en comparant les temps CPU de chacune de ces deux formulations. 





Conclusion générale 
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D~vet$~s méthodes pour la détennination de l'état asymptotique d'une structure chargée 

tiYèHqmm:l~nt existeht. NouS avon$ c.ité dàns ce mémoire: 

".. t'analyse Wnite. Cette méthode ne COllYient pas pour un chargement cyclique. 

" t~ théorie dtadaptàtion qui sürestime le domaine d'adaptation et ne prend pas en 

tOuipte lé phénomène d'accommodation. 

y Li}s té$ôlutions sÎl1lp.Ilflêes qui sont basées sur des données expérimentales. Enes 

sont spécifiques à des structUres et des chargements donnés. 

y l'analyse simplifiée. Elle repose sur des calculs purement élastiques, la 

décomposition de la réponse rép.l.1e et un changement de variable. 

Pannr ces méthodest nous avons choisi la méthode d'analyse simplifiée (adaptation et 

.accommodatlon) appliq\lée aux structures inélastiques. Cette méthode, développée par J. 

Zarka ~tal. pennet des résolutions très rapides. 

A partir de cette méthode, nous nous sommes atta~hés à la prévision de 1 t état limite ainsi 

qu~â l't::stimation des champs de contraintes résiduelles et de défonnation plastique, par 

l*truennédinÎre de calculs purement élastiques. Pour cela, nous avons cOl1stmÏt un opérateur 

élastique ELAS qui nous a pennis de détenniner les différents champs élastiques et 

Îiiélâstfques. 

Unparfill1ètre est introduit afin de découpler localement les champs de défonnalion 

plastiqlt~ et tle contraintes résiduelles. Ce para:'l1ètre est associé à l'écrouissage cinématique 

liI)éairè hnodèle de Prager) et au critère de Von Mises, en utilisant le modèle du matériau 

standarf 1 gênéralisé. De plus, on voit apparaître un autre changement de variable qui pemlet 

d'insérl :f la notion. de partition mixte du matériau. 

NOlIS ~1Vons dOllC implémenté Panalyse simplifiée dans un code de calcul éléments fmis et 

nous fi. fOnS testé diverses structures (bidimensionnelles, tridimensionnelles et de type coques 

minces). Les résultats ont été. finalement illustrés par un exemple pour chaque cas. Afin de 

valiMr c;es résultals1 nous avons appliqué une fonnulation incrémentale ou pas-à-pas aux 

structures considérées et ceci aux mêmes conditions (chargements, conditions limites, 

malllages) code de calcul, ... }. Cette formulation nécessite la connaissance de l'histoire du 
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trajet de chargement, ce qui rend la résolution très coûteuse en temps de calculs et en stockage 

mémoire. 

L'étude comporte 3 parties: 

,/ U!1e première partie bibhographiquc qUI regroupe les différents rappels non 

exhaustif. de la plasticité (Cf. chapitre 1). Quelques méthodes numériques et 

expérimentales de détcIll1ination du comportement asymptotique d'une structure sont 

citées dans le chapitre 2 . 

./ Une seconde partie qui est le développement de l'analyse simplifiée (Cf. chapitre 

3) et la construction de l'opérateur élastique ELAS afin d'obtenir les différentes 

réponses. Cette méthode repose sur un calcul purement élastique et sur la 

décomposition de la réponse réelle . 

./ Une troisième partie qui concerne l'intégration de l'analyse simplifiée dans un 

code de calcul éléments finis, l'influence du tYl)e d'élément et l'application à des 

~tructures bidimensionnelles, tridimensionnelles et de type coques minces (Cf. 

chapitre 4). 

L'écart entre l'analyse simplifIée et la méthode incrémentale est faible et la comparaison 

des répartitions est concluante Le tC:/llpS de résolutIOn par l'analyse simpltfiée est réduit très 

fortement par rapport a cehll lk la méthode incrémentale. Ceci montre d'une part, l'efficacité 

de l'analyse simpltliée et d'autre part l'économie que nous pouvons avoir au niveau du temps 

de calcul. 

Une étude en cours, pCI111cttra d' étendre \' application aux structures industrielles 

complexes (en prenant en compte notamment les problèmes de contact et de fissure). 

De plus, nous proposons de généraliser dans le futur, cette appli.:ation aux types coques 

épaisses. 

Enfin, une comparaison avec une étude expérimentak est envisagée. 
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Annexes 





Nomenclature 

lèttrè$lfiajllsCliles (u/ÙU!s 

B 

C::: 2hj3 

t'E,œ 

E 

G 

J 

M~~My,Mxy 

hft,IVrl 

N 

{N} 

R 

s 

Matrice des dérivées de fonction de 

forme. 

Module d'écrouissage. 

Module de Young, module de Young 

modifié. 

Tenseur des défon11atiolls. 

Partie élastique de la réponse réelle. 

Tenseur des défo.nnations élastiques. 

Tenseur des déformations inélastiques. 

Tenseur de défom1ations initiales. 

Tenseur des déformations plastiques. 

MPa (N.mm-2
) 

MPa (N.mm-2
) 

Fm:-e nodale élémentaire (en éléments N 

finis). 

Module de cisaillement. MPa (N.mm-2
) 

Matrice jacobienne. 

Moments de flexion. 

Matrice d'élasticité, matrice d'élasticité 

modifiée. 

Vecteur des efforts résultants de 

membrane. 

Efforts résultants de membrane. 

Matrice des fonctions de fomle (ou 

cl' intel'po latiol1). 

Tenseur des contraintes résiduelles. 

Tenseur des déviateurs de contraintes. 

Nm/m 

N/m 

MPa (N.mm -2) 

MPa (N.mm-2
) 



- Nomenclature des annexes -

Tv '\' 

U=[u v wr 
v 

Y(t) 

Tenseur des déviateurs de contraintes 

élastiques. 

Efforts résultants de cisaillement. 

Vecteur déplacement. 

Elément de volume. 

Paramètre transformé de la structure. 

Lettres 1IIÎ1/l1scules l(/tille.~ 

J 

fi 

n 

(r, s, 1) 

lI.V 

w 

i' 
\V 

(x, y, l) 

Fonction de charge. 

Épaisscur de la coque. 

Limite élastique de cisaillement. 

Nom1ale S0l1ante. 

Repère local. 

Déplaccments suivant x et suivant y. 

Dépla-:cmcnt transversal suivant z. 

POIds. 

Repère global. 

Axe sui\ant l'épaisseur. 

Lettres lIlajuscules grecques 

Tenseur des contraintes. 

Tenseur lles contrall1tes élastiques. 

Lettres lIIùlllscules greclfues 

Rotations suivant x et suivant y 

Vecteur des courbures 
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N/m 

mm 

MPa (N.mm -1 ) 

mm 

mm 

MPa (N.mm-I
) 

MPa (N.mm -2) 



... Nomenclature des annexes-

B.\:PQsams ct illdices 

1 

NoUlIiu/tS 

dey 

d'et 

npie 

Proj 

Vectellf des défomla1Ïons. 

Vecteur des défot ::-ations initiales. 

Vecteur des déform,:-tk ".0) de membrane. 

Coefficient de Poisson Ob coefficient de 

Poisson modifié. 

Vecteur des ~ontraintes locales. 

Limite élastique. 

Repère local. 

Inverse de ... 

Transposé de ... 

Élémentaire. 

Maximal, minimal, moyen. 

Déviateur. 

DétennÎnanl d~)'ne matrice. 

Nombre de points de Gauss. 

Projection. 

MPa (N.mm-2
) 

lVlPa (N.mm -2) 





ANNEXE A. RECONSTRUCTION DE 
LA l\'IATRICE DES DERIVEES 
DES FONCTIONS DE FORME 

La matrice des dérivées des fonctions de fonne B est reconstmite par l'interméd;aire du 

SlLafln de calculer les forces nodales selon l'équation 4.7. Cette reconstruction se fait en 

fonction de l'option et de l'élément choisi. 

A.1. Stl'uctures bidimensionnelles et tridimensionnelles 

Dans le cas général, les déformations et les contraintes réelles sont définies comme suit: 

7E 
- yi 

Pour un matériau isotrope. la matrice de loi de comportement élastique M- ' se met sous la 

fonne; 

HI Hl Hl 0 

M-1 == 
H2 Hl H2 0 

(11.1.) 
Hl Ha HI 0 
0 0 0 G 

avec fI :::: Œ (1- av) • H == vH, et G = . tE 
. t (l+v)(l-v-av) 2 (1- av) 2C1+v) 

Dans le cas de., contraintes planes (En == 0, En ;t; 0). on posera a = 0, en défom~ations 

planes n == l (~n ;t; 0, Eu == 0) et en axisymétrique a = 1 (:!:u ;t; 0, Eu. ;t; 0). 



- Annexe A - Reconstruction de la matricf: B 

Quelques éléments sont présentés pOlir les stnlctures bidimensionnelles et pour les 

structures tridimensionnelles. 

A. 1.1. L 'élémeut lllladrtlllglllaire llllm/l'utilJue isoplIl'llmétriqlle 

Pour modéliser les structures, nOlis avons choisi l'élément quadrangulaire quadratique 

(ligure A.I.). Il est constitué de 8 nœuds et de 9 p0ints de Gauss dans le cas où il n'est pas 

sous-intégré et de 4 points de Gauss dans le cas contraire. 

7 

8 

S 
A~ 

6 5 

~ --1'"-..... 
4 ,.. r 

r 
2 3 

y 

7 

x 
avec (r.s) coordonnée; localeset (x, y) coordonnétS globales. 

Flgl/re il 1 Démel/( quadrallglliaire qlllldratlCjue 

Les COllctions d'Interpolation (N; sont de lu forme: 

(N)= 

1 
-(1- r)(l-s)(-r-s -Il 
4 

l ' 
'-{l- r')(1 - 5) 
2 

1 
.. (l +r)(l-sHr-s-l) 
4 

1 , 
- (1 + r)( 1 - s' ) 
2 

1 
_. (\ + r)(1 + 5)( r + s - 1) 
4 

1 , 
-(1-r')(I+s) 
2 

1 
-(I-r)(l+s)(-r+s-1) 
4 

1 . 
-(l-r)(l--s') J 
2 

- 172 -

3 
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,. Annexe A - Reèonstructlon de la matrice 8 

La ll.lattice des dérivée$ des fOllctions de forme B s'écrit donc: 

. ô(N), 
0 

ô{N)1I 
0 ~ .'. br Br 

:8 #t 0 
Ô{N)1 . 

0 
a(N\ 

(A. 3.) ~ . 
ÔS âs 

a(N}1 a(N)1 ô(N}g a(N)s 
ôs Br '" as Br 

A.L2 •. L'élémeill trltlllgllltlÎre quadratique iSOpfll'amétriqlle 

t/élêment triangulaire (figure A.2) est constitué de 6 nœuds et de 3 points de Gauss. 

~----~--~--.r 
2 3 x 

avec (r,$) coordonnées locales et (x. y) coordonnées globales. 

Figure Il.2. EMmenl Iriangulaire quadratique 

Les fonotions cl 'jnterpolation (N) de cet élément sont; 

w(2w -1) 

4rw 

(N)= 
r(2r-1) 

(A. 4.) 
4rs 

s(2s .... 1) 

4sw 

Avc~ w :::; 1 - r - s. 



- Annexe A - Reconstruction de la matrice B 

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s'écrit: 

o(N), 
0 

a(N)6 
0 

or Dr 

B= 0 
a(N)1 

0 
a(N)b 

(A. 5.) 
as as 

~(N), a(N}, è(Nl
b 

a(N)b 
a~ 0r as Dr 

A.l.3. Evaillatiull des forces l1oc/ales 

Pour transformer ks variables et le domaine sur lequell'mtégratlOl1 est effectuée, on utilise: 

dV = dxdy :: det Jdrds 

avec J matrice Jacobienne qui se met sous la fonne : 

1111 êi N \ 
I--:!LX, 

J::: ,., er 
~'N !1I1 ct ) 

'Ç- -.---.- c X L ~ , 
,,,1 cs 

"" G{N) 
)-'-~y 
,':1 (lr ' 

::), ' 
1111 CI, N) 
I--~-' y, 
,1 cs 

11'1=6.8 

(A.6.) 

(A. 7.) 

On peu! calculer 1'lI1!égrale 4.7 par diverses méthodes dont la méthode d'intégration de 

Gauss IRappaz98J qui consiste à l'évaluer selon: 

Foll = fB'M 1r:\IV::: fBI~'l lE' detJelrds (A. 8.) 
\~ \:~ 

qui se simplifie par: 

nplc 

Feil == I(detJw").B'M 'E' (A. 9.) 
pol 

où npie es! le nombre de points d'intégration (ou point de Gauss) de poids associé w
p

• 
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- Annexe A - ReconstrucUon de la matrice b 

A~1.4. L 'é/émellt hexaédrique qlladtfltiqlle isoparalllétriqlle 

Les él~ments utilisés sont des hexaèdrcl\ à 20 nœuds et à 27 points de Gauss (figure AJ.). 

~-' '\.~;Y:;:;1IP.:_'t:.',:)·:",:::;:'~,L'~Xi~'';,; ";"~',""·'!};"!'_""::4'·~'i';."':t-~;'I::"~ .• ,,L<,+,~>; ... 4;.~,,-;t 

S 

/J. a,< .. ,,: (r,s, t) coordonnées locales. t 
.-,%"- t.~e.·> 

Figure A.3. L'élément lle.x.aJdrique quadratique 

La matrice des dérivées des fonctions de ronne B s·écrit : 

ô{N}. 
0 0 

Ô(N)20 
0 0 

ôt ôr 

0 
a(N), 

0 0 
Ô(N)20 

0 
ôs as 

0 0 
a{N)\ 

0 0 
a(N)10 

B= ôt at (A. JO.) 
3(N). ô(N)1 a(N)20 a(N)20 

0 0 
ôs ôr ÔS ôr 

ô(N)\ 
0 

a(N), a(N)20 
0 

a(N)20 
ôt ôr ôt ôr 

() 
a(N)t a(N}l 

0 
a{N)20 a(N)20 

ôt as ôt as 



- Annexe A - ReconstructIOn de la matrice B 

Les fonctions d'interpolation (N) associées à B sunt de la ronne suivante: 

(1 - r)(1 - 5)( 1 - t)( - r - s - t - 2): 8 

(\ - ! ' )(1 - s)( 1 - t) 1 4 

(\ -+ r)O - s)(I -0 t)( r - s - t - 2) ! 8 

(1 + r)( 1 - s 1 )( 1 - t)' 4 

11+ rJ(l-+sHI-tJ(r+s-t-2);8 

(1-r
2
)(1+5)(1- tJ I 4 

(I-r)(1 +s)(l-t)(-r+~-t-2)'8 

(1 - r){ 1 - s l )(1 - 1) 4 

(1- r)(1 0 s)( lot 1 ) 4 

(l! r)( 1 - s l\ 1- t 2 1 4 

(l+rHI+s)(l-t 1 ),4 

(I-rJ{1 +5)(I-t')/4 

li - r Hl - 5)\ 1 -\ t){ - r - 5 + t - 2 1 F 8 

(1 - r")(1 - s)() + t li 4 

(1 -+ r)( 1 - s)( 1 + 1 J( r - s + t - 2 l, 8 

(\ + n(l - 51 )( 1 + t) / 4 

(1 + r)() -+ 5)(1 + t}(r + 5 + t - 2)/8 

11- rl)() + 5)(1 + 1)'4 
1 

(1 - rJ(I + 5)( 1 + t )( - r + s + 1 -- 2 J ' 8 i 

(l-r)(l-s:)(J+l) 4 

A.I.5. L 'élémel/t prislllatique qlladratique ÎsopartlllJétl'iqu .. • 

Le prisme est constItué de J 5 nœuds et de 9 points de Gauss (figure A,4_), 

Figure .4,4 L'élément prismatique 
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... Annexe A - Reconstruction de la matrice B 

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s'écrit: 

~~ 
ôr 

0 0 
a(N)u 

ôr 
0 0 

0 
ô(N) 

0 0 
Ô(N)15 

0 --:-...:;.L. 

as ôs 

0 0 
a{N}, 

0 0 
ô(N)IS 

B= 8t aL 
e{N), a{N), a(N)15 a(N)'5 0 0 as Br as Or 
ô{N)l 

0 
a(N}, a(N),s 

0 
a(N)15 -----àt ôr àt ôr 

0 
a(N}, Ô(N}l 

0 
a(N)15 a(N)15 -ât as at as 

Les fonctions d'interpolation (N) associées à B sont de la forme suivante: 

(1- 1')(1- 5)(1- t)(-r -s - t - 2)/8 

(1- r2)(1- s)(1- t)/4 

(1 +t)(l-s)(l ... t)(1'-5- t-2)/8 

(l + r)(1-52)(t - t)/4 

(1 + 1')(1 +5)(1- \)(r+ s - t - 2)/8 

(1- ri ){1 + 5)(1- t)/4 

(1- 1')(1 + 5)(1- t)(-r +5 - t -2)/8 

(1- r)(l-sl)(1-t)!4 

(1-r)(l- s)(i -e}l4 
(1 + r)(I- s)(l- e)/4 

Cl + 1')(1 + 5)(1- t1
) 14 

(1- 1')(1 + 5)(1- e)/4 

(1- r)(1- 5)(1 + t){-t - <; + t - 2)/8 

{1- rl )(1-s)(1 + t)/4 

Cl + 1')(1-$)(1 + t)(r-s + t - 2, il 

(1 + r)(1-s2)(1 + t)/4 

. (1 + r)(l +s)(1 + t)(r +5+ t - 2)/8 

(1- r2)(1 + 5)(1 + t)/4 

(1- r)(l +5)(1 + t)(-t+5 + t -2)/8 

(1- r)(1-s1)(1 + t)/4 

(A.I2.) 

(A.J 3.) 



- Annexe A - Reconstruction de la matrice 8 

A.l.6. Evaillatioll des forces lIodales 

Pour transfomler les variables et le domame sur lequ~ll'intégration est effectuée, on utilise: 

dV = dxdydz = det Jdrdsdt 

Plus explicitement, la matrice J s'écnt comme suit: 

1111 a(N) 
I---.!.x, 
,.1 èr 
1111 ù(N) 

J = I---.!..x, 
,.1 as 

llll! a(N) 
",'--' x 
L.. ' , 
,=1 at 

nn ù(N) 
)"--'-'y 
1-:\ Cff 1 

1111 a(N) 
L:-' -'-y, 
'-1 as 
,~ a(N), 
I-;;-Y, 
,·1 Vl 

1111 a(N) 
I--'z 
,.1 èr 1 

"" a(N), I--'z ,·1 as 1 

III' a/NI I_I_,Z 
,.1 at ' 

1111=15,20 

On peul calculer l'intégrale 4.7. par la méthode de Gauss selon: 

qui se simpli fie par, 

Upll: 

Fdl = l (det J.w P ).B r MIEl 
p "1 

(A. 14.) 

(A. J 5 ) 

(A. 16.) 

(A.17.) 

où nrie est le nombre de points d'intégration (ou point de Gauss) de poids associé w P 
• 

A.2. Eléments coques 

Dans le cas du matériau homogène et isotrope, nous avons: 

v 
If'l 'Efi H 11\ = M .dz = --, v 

1- v' 
-1 o 0 

o 
o 

1- v 

2 
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",Anm~Xè:A .... Reconstruotlon de la matriot1 B 

t l 1 v 0 
·r:!.X""1 l :Et; If J ::: J1V). .z .dz - . .. l· v 1 0 

.. ! . 12(1-v) 0 0 1- v 

H :::;. ,!Blik [1 0] 
~ 2(1+v) 0 l 

2 

( ,<~, ' .' ~- ; 

(A. 19.) 

(A. 20.) 

M""I est la loi de comportement élastique et k est appelé facteur de correction de cisaillement 

trati$ver$al. Par convention k:::; 5/6 (proposition faite par Bollé en 1947 par analogie avec la 

,the6p~ des poutres à SéctlOns rectangulaires). 

les déformations EN , X et y sont définies en fonctiotl des variables nodales : 

(A.2i.) 

(A. 22.) 

"ÎI =B [:V] avec B = r(N.~. ~ 0 (N)] 
1 c: Pli c: {N -(N) 0 

. Py l .'1 

(11.23.) 

IN}:: ô(N) et {N );: ,?,{N) sont les dérivées des fonctions de forme de l'élément \.( ôç .11 Ôl1 

quadrilatère il 4 nœuds. 



- Annexe A - Reconstruction de la matrice B 

" 
4 ...... _-+-_---.=3 

3 -_ .... 

x 2 

Elémf!1If de référence 

Fig/lre A 5. Elément isoparamé/rique 

Ces fonctions de forme (ou d'approximations) sont celles de l'élément quadrangle linéaire 

(ligure A.5) : 

(N) = 

1 
- Cl - éJ(l - l'I) 
4 
1 
- (1 + ;)(1 - l'I) 
4 

~ (1 + ':')(1 + 11) 
4 -
1 
- (1 - ;)(1 + l'I) 
4 

(A. 24.) 

Finalement, la matrice des dérivées des fonctions de fomle généralisée IHughes87J est: 

a 0 0 0 0 

0 b 0 0 0 

b a 0 0 0 

0 0 0 a 0 
B= (A. 25.) 

0 0 0 0 b 

0 0 0 b a 

0 0 a 0 c 

0 0 b -c 0 

avec a = (NJ, b = (NIl) el c = (N). 
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'" Aht1eXf1 A .... Reconstruction de la matrice B 

La relation 4.8 du chapitre 4, devient donc: 

(A. 26.) 

tlVeèel 1~ ,défonnation initiale générallsée et R la matrice des fonctions de fonne défilùe 

précédemment (Eqt A.16). 

D'après les relattons (AI8), (A19) et (A20), la loi de comportement généralisée H se met 

soüslntomle suivante: 

1 v 0 0 0 0 0 0 

v 1 0 0 0 0 0 0 

0 0 
I-v 

0 0 0 0 0 -
~. 

/il fil 
0 0 0 -v 0 0 0 

12 12 
Œ1i : lil fi2 

(A. 27.) H=~ 0 0 0 :-v 0 0 0 I-v· . 12 12 

0 0 a 0 0 
fz2 

0 0 -Cl-v) 
.~4 . 

0 0 0 0 0 0 
I-v 
-k 0 

2 

0 0 0 0 0 0 0 
I-v 
-k 

2 

Lâ ntafdct'l d'élasticité modifiée I~ est fonction du module de Young modifié Œ et du 

coefficient de Poisson modifié v. 

Remarque. 

Sous SYSTUS, la pression s'applique à fine maille dite de peau et de 

dimension inférieure cl 'un degré à la dimelzsÎol1 de la stnlclUre. Dans le cas 

des structures bidimells1r.mnelles, la maille de peau est de dimension 1 

(élémellts liJUHques à 3 nœuds et 3 points de Gauss). POlir les structures 

tridimeilSioll11ellesl la maille de peau est de dimension 2 (élémellts 

quadrangulaires à 8 nœuds et 9 poillts de Gauss pour [a méthode 

illcrémentCiIe. ou 4poil1/S de Gauss pOlir / 'analyse sbnpliflée). 



ANNEXE B. CODE DE CALCUL 

L'algorithme du traitement dans SYSTUS se décompose comme suit : 

NOW!/()I1S. 

• Na: nature de l'état limitl:. 

• Ne : nombre d'éléments. 

• Np : nombre de points ùe Gauss. 

• P : représente un pOll1t de Gauss inclus dans V. 

• N : représente un nœud du maillage. 

EIl!rées du programme. 

• La géométrie: V,S\ ,Sf . 

J 

• Le l11atériull: rvl('L, v), Il = ~C,(J" 
3 

• Le chatgement : uniaxi,11 et défini par F,~U\ et F:uu ' 

111/( /(/ IrSlI t 101/. 

La structure est supposée initialement vierge. 

• U"" (N) '" 0 7:--; EV. 

Alla/l'se de réponse élastÙllle de la structure 

• Détermination des contraintes élastiques pour le chargement maximum et pour 

le chargement I11l1limul11. 

[; l Alc ( V . S 'Ir:J 
LI -. (JI'IM uel (N EO

' P ,'cl (Il .. .) , .)\ ' • ri" ... , ,L - . ):::::;.> '"" ) -) mu ( ) ~ .... n"" ) . 
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.. AnnexeS .... Code dé calcul 

• Calculs des déviateurs de contraintes élastiques avec sel(p} = devl:cl(p). 

·OnpoSè ASd(P) =:: S~~), (P) -- S~I~itI (P). 

l),étcl'}tdllati01t de "état llmite. de la stnwture. 

• TQ (I:; Ne) faire 

• TQ (l:; Ne) faire 

TQ (J :; Np[I]) et (tAcco =: 0) faire 

Calcul de .:\sel(p); 

AStl(p) 
Si :; Cfo alors 

2 

Na::: 2 (adaptation); 

Sinol1 

Na:::> 3 (accommodation) et iAcco = 1; 

Fin si; 

RetourTQ; 

RetourTQ; 

Détermination de la réponse inélastique slIivcmt l'état limite cOI/sidéré. 

tltératlon ;::: 1; 

• Si (Na = 2) alors 

TQ (1 $ Ne) faire 

TQ (J :; Np[I)) faire 

Détennination de EP(P) sur Va et C~ly(p) sur Vy; 

~ sur Vu : EP(P) == 0; 

~ sur V" : Y(P)::: ProjYl)(P); 
CL 



- Annexe B - Code de calcul 

TEST == 1; 

TQ (TEST = 1) faire 

Calcul élastique homogène avec pour: 

Défonnalion initiale: 

-e (P) sur Va; 

- C Iy(p) sur V y ; 

Loi de comportement élastique: 

- M sur V" ; 

~ Obtention de Ume (N) ~ E"'" (P) ~ R(P) ; 

Détermination de Y(Pl et e(p) : 

- sur Vu : Y(P) = -devR(p); 

P / - sur \\ : E (P) -::: [Y(P) +-devR(P)] C; 

T est de convergence: 

Si -:P E V'A' (Ce (P) - devR(P» E CL alors 

TEST == 0; 

Sinon 

- Réactualisation de la partition Vu - 'v\ ; 

- Réévaluation de e(p) sur V'J et de Y(P) sur Vy ; 

Fin si; 

Retour TQ; 

Retour TQ; 

Retour TQ; 

• Sinon (SI Na .:: 3) 

1Q (\ ~ Ne) fUlre 

TQ (J ~ Np[lll faire 
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.. ArinexéJ B ... Code de calcul 

S
. L.\Sel (P) ... 
1 . ;::. 0:0 2 

Détenpination de EP(P) sur Va et C-1y(P) sur Vy; 

- sur Vu. : EV (P) = 0 ; 

- sur Vy : Y(P} = ProjYo(P) ~ 
Ct 

Sinon 

Détenuinution de El' (P) sur Va et C'Ynu1 (P). C-'Ynùn (P), 

C-1yl\ùY{P) sur Vy avec YImY = S~y; 

Fin si; 

TEST = 1; 

TQ (TEST = 1) faire 

Calcul élastique homogène avec pour: 

Défomllltion initiale: 

• EP (P) sur VII. j 

.. Clynû., (P) pour la borne maximum sur Vy; 

• C-1Yn~ CP} pour la borne minimum sur Vy ; 

• C1y mo>, (P) pour la valeur moyenne sur V y ; 

Loi de comportement élastique: 

- M sur Vu; 

-M: Sur V\,; 

... Obtention de U::"CN) ~ E!:y(P) -). RlOOy(P); 

~ Obtention de àU~r:.~ (N) ~ AE:1 (P) -). aRQUA (P) ; 

... Obtention de AU:~, (N) ~ aB:n (P) ~ AR'nin (P) ; 

Détenninatioll de Y(P) el El' (P) : 



- Annexe B - Code de calcul 

- sur Vy : E:lOy (P) = [Yn"l\ (P) + devR"1I>Y (P}]jC; 

Test de convergence: 

Si VP E Vu, Yn ... y (P) E C(S~~y) alors TEST = 0; 

Sinon 

- RéactuJlisation de la partition Vu - Vy ; 

- Réévaluation de E;,IO) (P) sur Vu et de Y,:](P) sur Yy ; 

Fin SI; 

Retour TQ 

Retour TQ; 

Fin si; 
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ANNEXE C. L'E·LEMENT PRISMATIQUE 

Nous reprenons ioi l'exemple dUI.,\rochet de levi'l~e' dn ~aragraphe 4.5 (chapitre 4). Les 

conditions limites, le chargem~~nt et les caractéristiques restent les mêmes. Nous avons 

discrétisé le crochet en éltlI11t;1.· prismatiques (annexe A) afin de mettre en évidence 

riniluence du type d'élémeun. 11 est constitué de 576 éléments (figure C.l) et 2096 nœuds 

(SQit 6288degtés de liberté). 

Figure Cl. lvlodélisatioll de la stnlcture 

Nous avons appliqué le chargement de la figure 4.26.a (chapitre 4) en ne considérant que la 

non sous-intégration (9 points d'intégration) des éléments. En effet, nous avons vu dans le 

chapitre 4 que la sous-intégration des éléments ne pemlettait pas d'avoir des résultats proche 

de fa méthode incrémentale. 

La structure a un comportement adapté au bout de 2 itérations pour l'analyse simplifiée et 

en moins de 10 cycles pour la méthode incrémentale. 

tes figures. C.2 et C.3 représentent les répartitions de la contrainte résiduelle et de la 

déformation plastique pè'Jur les deux méthodes. 



- Annexe C - Résultats. éléments prismatique. 

:l 
~ 

l"OVAl fuR'> ~ 
CQf'tnllntrt 'ion ,.. 
TcmpaJD 
tPef G\u-btlll 

M·n· D0025f671' 
Ma •• 96 60;:\5 

- B ,aH8 
~ 17<;664 
c::::J 26 3.a) 
c::::J 35 110 Z 
c::::J'19IZ. 

~~ 69< § 61.759 
70 2~ 711 

c:::::::J '90.97 
~ 878211\ 

, 
ISO. "'LEuRS j 

CQl"\trDU'\'" VQ~ fa'j 

1.mp~ 1 j 
IRor SI"bal) '1 
""n • 0 0 09.19~fl' 
MG' • 40 3932 .i 

t 
~ 368067 
~ 1.35192 
t:::::J II 0232 
t:::::J 14 fi 9 .. 
t:::::J )8 36 S 1 
è::J 22 0369 
c::::J 25 10132 

~9 3794 
~ 33 0501 
lJIEIi3 36 1219 

1 

Î , 
4 

i 
~ , 
~ 
j 
i 
1 

Figllre C:J. Comparaison des répartitions de la contrainte résiduelle 

(a) Méthode incrémenlale (b) Allalyse simplifiée (salis sous-intégration) 

lSOVALI:uRS 
derormoi '0\'1 ~QUh'''': 
TChO?'2 ID 
IRer Glot)s.J 

M." . D 
Mill»' s Q nOU'1'Q,HHH} 

.l 
4 

- 6 38Z45. 05 
50000/17649 

o DOO191H3 
~ 0 DO 02'\5298 
c::::J 0 000319112 
c....::l 0 0003&2947 
c:::::::J OOOOHOOI 
c::::J 0 DOO!») 0596 

000057442 
~ OOOOI!:!B2'5 

, . . 
J 
1 

~ 
1 

,1 

J 
l 

(SOVALEuRS 
d" r ormal Ion 
T.,~p. ! 
tRttr Glooilil 

Min" ] 86'.l1Ie~Qa
Ms •• DODI1l31f>. 

Figure c.3. Comparaison des répartitions de la contrainte résiduelle 

(a) Méthode incrél"tentafe (b) Analyse simplifiée (sans sous-intégration) 
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- Ann.exe C - R'ésultats : élémêl1ls prismatique. 

Le temps de résolution est de 37$',91 secondes temps CPU pour l'analyse simplifiée et 

4g2~23 secondes pour la méthode incrêlIlèotale. 

Le~ répartitions obtenues par l'analyse simplifiée sont très différentes de celles de la 

·lÏléthôde incrémentale, Finalement. l'élément prismatique n'est pas envisageable pour 

l'"anatyse simplifiée. 
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