Année 2002

T.1ESE DE DOCTORAT DE L'UNIVERSITE DE LILLE |
Spécielité .

MECANIQUE

Présentée par :
Leila KHALIJ
Pour abtenir le grade de

DOCTEUR DE L'UNIVERSITE DE LILLE |

Sujet de these :

DETERMINATION DIRECTE DES ETATS LIMITES ET DES CHAMPS
DE CONTRAINTES RESIDUELLES POUR LES STRUCTURES
CHARGEES CYCLIQUEMENT. APPLICATION DE LA METHODE
D’ANALYSE SIMPLIFIEE.

Soutenue en mars 2002 devant le jury composé de :

Monsieur J.M. BERGHEAU

Monsieur K. DECRQOS

tMonsieur S. HARIRI

Madame G. INGLEBERT Rapporteur
Monsieur M. NAIT

Mademoiselle = R. VAUCHER

Monsigur D. WEICHERT Rapporteur



b e e e e 1 s e s et e &
LTI [ e 4 e e e ey ~* .
‘é‘ )

Cp
(i@’é med ﬂave’/zlfb,
chfg mes 4QRurs el & mes fitres.

[Yo— S s B
e P e e ma e L e e i st gy -
P







Remerciements







- Remeiciemants -

@Ite these a été effectuée au sein du Laboratoire de calculs de structures du
département Mécanique et Comportement des Matériaux (M.C.M.) de [ ‘école des Mines de
Doum. Je tiens a exprimer mes vifs remerciements a Mudemoiselle C. RORIN pour son

accueil au sein du département.

@e tiens a remercier vivement tout d'abord mes deux Directewrs de thése, Monsiewr S.
HARIRI, Mademoiselte R. VAUCHER. Merci encore pour tous les conseils, les
encouragements et pour toute l'aide que vous m ‘avez apportés durant ces trois années dans

une ambiance aussi sympathique que scientifique.

@ !expl‘illte ma profonde gratitude @ Monsieur M, NAIT de m avoir fuit {"honneur de
présider mon jury de thése, a Madume G. INGLEBERT et Monsieur D. WEICHERT qui ont
accepté d’étre les rapporteur de cette thése. Je tiens également a remercier Monsieur K.
DECRQQOS et Monsiewr J. M. BERGHEAU qui m'ont henorée de leur présence dans mon

Jury.

@ ne saurais oublier tous les membres du laboratoire avec qui j'ui passé ces trois
anunées. Et je tiens a remercier plus particuliérement Messieurs F. NUNIO et D.
ZAKRZEWSKI pour leur disponibilité et leurs conseils avisés ainsi que Monsieur P.

FLAHAUT pour sa bonne humeur et sa gentillesse.

@e: tiens & remercier également les doctorants et mes amis qui m'ont assurée de leur
soutieq et de leur amitié. Sachant que je ne peux pas tous les citer (et aussi pour ne pas faire

de jaloux), qu 'ils recoivent ici le témoignage de ma sincére sympathie.

@; plus, je remercie chaleureusememt Messieurs J. Z::\RKA et H. KARAOUNI pour les
explications concernant {'anadyse stmplifiée et les modeéles rhéologiques mais aussi pour leur

sympathie.

rérgﬁn. mille mercis (et bien plus...) a mes parents, mes saurs et mes fréres pun, leur

soutien moral et pour m'avoir supportée dans les pires moments.







Sommaire







- Sommaire -

INTRODUCTION

CHAPITRE 1. RAPPELS DE LA PLASTICITE...

NOMENCLATURE DU CHAPITRE 1 orieeiieieiaissecervrsssearessstessassnssss oeserensssesesrensesteesesstanentsitsssaseessssossens

1.1 INTRODUCTION e vsisieerinensrsssnnes eesinsene

1.2. SURFACE DE CHARGE ~ DEFINITION. .

1.3, CRITERES DE PLASTICITE .o revennn b e e
1.3 1. CHIEre de TPESCQ ..o oeverierrccercisn et ostsineeae oot arivesetsi oot 2 eesecinnns e
1.3.2. Critére de Vom MISES........cocvievoreeneesenissecoareson et et aria e ercanee s .

L8, ECROUISSAGE «ove.itcesrseavati e nsres resssssesasssrasssbes st rasssssess s stsssss oo s st s s e et sss s s sesscssen o
D48 L BOPOUISSUGR ISOUFODE .covoeeonccvirs e mesisatio st et ttae et
1.4.2. L ‘bcropissage cinématfque Inaire ... oo s i

1.5 MODELES ettt sesm b aacasimsabs i b es st sbmss st b5 et s es et e e 8 st

1.6. ASPECT DU COMPORTEMENT PLASTIQUE vvevecerrvveeerenesensrasees cavereeressssrosnssoscasnnssrss et cavesniansssensens
1.6.1. Approche phénoménologique................coovoooicd v
F.6.2. Approche PRYSIGUE ... ....cooveioei ittt e e e e
1.6.3. Approche de J. ZArke ......covovee oo e i e

L7, MATERIAU ELASTOPLASTIQUE. o rcvemsrse s rcbansestsssotsssessmssssasissrssssssossassasssssasssosscsssssnmasssssssssioses
L.7.1. PoStUal de DIHCKEE .......ouuncoconeiieven st sseessseine s s e soeiirs v e e
1.7.2. Principe du travail plastique maximal.................... R e et et et

{.8. ETATS LIMITES DU MSG S0US CHARGEMENT CYCLIQUE ..ovcviviieienecier e vt rssesvesntsenee

CONCLUSION DUCHAPITRE Lo s sieeneeisees coseiniesesressssirassesssssasseesrsas mssersos st csterssssesnnenns RO

CHAPITRE 2. METHODES DE CALCULS ASYMPTOTIQUES

NOMENCLATURE DU CHAPITRE 21 rvsvereecorisresrrsesomrecssisnsessssiecsisnmeasestcommas s ssanesssssonsssssmssssssnsa sosssses
2.2, GENERALITES ET DEFINITIONS coouicorceriearicresinisresm s iesscs s sacsscosessaesesesssnsss sssoassss s ssssssensesions
2.2.1 Les contraintes résiduelles..................... .. SRR e
2.2.2. Caractéristiques des champs. ... ..o e e s
2.3, THEOREMES FONDAMENTAUX DE L'ANALYSE LIMITE ovee et e rccnennecinaessaens
234 FESIOTIQUE ... et oo a et b s

232 Remarque. ... cooeevieniiie i e e e e

-11-

17

23



- Sommaire -

233 Fuctenr de chaye
234 Analvse honne
2341 Theoreme de la burme infenicure ou theoreme staiique
2 342 Theoreme de ta bome supenicure ou theareme cinematigue
235 dnalvse hmae clusioplastigue
24 THEORIE DY ETADAPTATION
241 Historgue
242 Condon d adaptation plasngue
24 3 Theoréme fondamental d aduptation

244 Théareme cotenmuatiue

245 Aduptanion avee prise en compte de {écronssage canématique

24 6 Fluctuanon élasnque
25 CONCLUNON SR CEN MEHHODES
26 LISMITHODES INCRENTSONLES
261 Les ditferentes methodes mncrementales ustlisees
262 Methodes a Grands Incremenis de Temps (MGIT)
26 3 AMethode integree souy syt
264 Conclusion
2.7 METHODES DE RESOLL HON SIMPLIFIFES
271 Dwagramme de Bree
272 Diagramme de O Donnel et Porowshi
273 Methodes expevimentales (Cousseran et al)

274 Conclusion sur ces méthodes

2.8 LAMETHODE D'ANALYSE SIMPLIFIFE DES STRUCTURES INFLASTIQULS

NOMENCIATURL DU CHAPIIRL 2

CHAPITRE 3. LA METHODE D'ANALYSE SIMPLIFIEE DES STRUCTURES

INELASTIQUES coviiiinrniisinsssissnisssncisisaenes

NOMENCEATURE DU CHAPTIRE 3
AL INIRODUCTION .
3.2 APPROX HF TOCALT

321 Mécunmismes melustnques

222 Contramtes locales et déformutions plastiques globales

.67

69

.69

.69

69



- Sommaire -

J.23 ReMAFQUES. ... c.o.coo s ottt e e L T
3.2.4. Loi d'évolution des méeanismes inédlastiques locanx ... ... ... .....7]
3.3, EVOLUTION GLOBALE D'UNE STRUCTURE.....courvarsiconrcasessnsnnsenns emsesssosernssonsseseesnson s resssnnesns 12
3.3.1. Réponse lastique..... ..o e enenn 12
3.3.2. Partition des déformauions...........cccomeernurormvnrcnoe i e 13
3.3.3. Réponse IBIASHIQUE. ......oovev et e eeienesiccereniens v s ot s oo e 13
3.3.4. Décomposition de la répouse réelle.................coovovivnns i e e 73
3.4. EXTENSION AUX CHARGEMENTS CYCLIQUES RADIAUX .coivivirerereeeeenenecvsreeier s snreessiseecserons 16
341 CROrgeMENIS . . .occcooiieieeacicce e e e 76
F4.2  DEfIRIHION .........coooniciveciasieie st cs s nm e aemnb e <t e e e s 76
3.4.3. Existence du champ de COMPQINIE. ..o coeeoiii v e 17
3.4.4. Caractéristiques des matrices b et coRSEqUENces ... ... ... s 78
3 4.5, Matériau a écrouissage cinématigue lindaive...............c. . e 78
3451 Eoriture classique ..ot e e e e T8
34520 Nouvelle GOrtUre oo es v vs st ssesesecsvrssresser e e e e, 1O
3.4.6. Nature de I'état limite .........c.cocooeioeen e e e e 83
3.4.7. Comportement adepté.............ccoeoneier i i e . 84
3.4.7.1. Caractérisation du COMPOMEIMENT ..cooveimreirnemecsecsmiemiimss e eicne e et e s oo enes 88
3.4.7.2. REEICS e PrOJECtiONS..... voceoirnmreeemecemmirmmeeastssesmetssssecrrs st ssnssssrssonsserseemasrsanse s s evisesasnsssnsssiens S8
JATT. PArtItON MUXIC ......cvvenrcaeresssinsssnsssssss s is b enssaesssmsass et s s sees e cra e caircosessssissnersassreecesers 89
3.4.8. Comportement ACCOMMOUE ..........ve.omvreceecsnsinecanrrmissnrinsses o reessiesssisiie e vonssseressensvens 80
3.4.8.1. Cargetérisation dit COMPOMTEIENE . .vvvvreeeeie cooioores e oot ees ceeeeersereneessiernenens. B0
3482 BOME INfHCUIR cc.cos e e sossimseicrr © creternte e e et s e sventine nerieses s BT

J 8.3, BOME SEPEAIICUI. couee.cveics et et et et e et < e e arneeen e 88
3484, Valours MOYEROEE evveret v emeas cereias crnnr et seaen Seer e et e 89

CONCLUSION DUCHAPITRE Ju st teree e seresscotstresanesma s esisa veners e ss st s s s s s TN 90

CHAPITRE 4. MODELISATION DE L’ANALYSE SIMPLIFIEE SOUS SYSTUS.
APPLICATIONS .91

INOMENCLATURE DU CHAPITRE G rvieeciriacres e e searine s e strsens e sese sesstenscsesstsess snssesessassesesasssens srisess 93

4.1, INTRODUCTION wooeeterreremoecrsreasspecstes sreeessassestenssmsmentomsesesess st crteseitssnresseseantas st essmasesensemsanrissseess 97




- Sommaire -

42 METHODE DES FEEMENIS FINIS
420 inrodiacrion
422 Fornudanon en déplacement
42 3 Formudanon appliquée a [ analyvse umphifiée
43 INTFORATION DE MODE [E DTANATYSE INDLASTIQUE SOUS SYSTUS L
4 3 1 Recupdranon et traitement des données
4 32 Arbre de programmation
34 AreHic ATIONS
4.4 1 Concentranon de contraintes
3411 Modehisation de la structure
4.4 2 Adapranon de lu structure
4421 Mallage grossier
4422 Mallage fin
443 Concdusion s les parameres o iflucnee
4431 Influence du tvpe d element
4482 Prise en compte de la sous-integration des clements
44 33 {nfluence de la taidle des élements
444 Accommodution de la strucure
445 Purnnon mxte
4.5 STRICTURES TRIDIMENSIONNEL LS.
451 Ewr adapté du crochei
452 Adccommodation de la structure
453 Parnnon mivte
4.6, EXTENSION AUX FLEMENTS COQUES
461 mroducton
462 Lesefforts résuliants
463 Relanons efforts résultants-deformanions
464 Criere de plasticité
37 APPLICATION NUMIE RIQUE POUR LES COQUES. . .
4 71 Adaptanon de lu coque
472 dccommodation

CONCLUSION DU CHAPITRE 4

- 14-

98
98
98
99

100

100

161
103

103
103
106

106



- Sommaire -

CONCLUSION GENERALE . tveeeseesssenasasssnssnns sasen 151
REFERENCES BIBLIOGRAPHIQUES \ 155
ANNEXES.... S 163

NOMENCLATURE DES ANNEXES e tu v ecrerserisnonveosssmsssssmia coossommessessnessssssssse snessossossesssesarasssnsmsasssacss 109

ANNEXE A. RECONSTRUCTION DE LA MATRICE DES DERIVEES DES FONCTIONS DE

FORME feressirserbannimrbssrisrsssontseses  Hesesessaasasrross 169
A.1l. STRUCTURES BIDIMENSIONNELLES 8T TRIDIMENSIONNELLES ..o cvv et cercrs s v s 169

AL L'élément quadrangidaire quadratique isoparamétrique... ... I [ERTUR 170

A.12. L élément triangulaire quadratique isoparamétriqn ... 71

A.1.3. Evaluation des forces nodales ... «oveonennieraesaiees e e 172

A 1.4. L'élément hexaédrique quadratique isoparamétrique............ ... ... ... 173

A.1.5. L élément prismerique quadratigue isoparametrique.............. ... ... . A7

A.4.6. Evaluation des forees n0dales ... 176
A2 ELEMENTS COQUES ...oveievrersssenesesssssscorsssvassssssssasssse aasssssressnsssns seroenes et er et 176
ANNEXE B. CODE DE CALCUL - : 180

ANNEXE C. L'ELEMENT PRISMATIQUE - 185







Introduction

\"4‘“.- T ﬁ:%

f@{ /€ dfs gue & oie esl oraiment ﬁife obscarité
auf lorngdil g a enoie d2 faire

@f loule envie de fuire est aveugle sans saovsirfaire
(6(( loul &aooﬁftaﬁe esl vain sany Gavail

(61‘ loul Craoail esl vide vans amour

(’6{ lavailler aoee amowr

%aim[’ & ve lier & Lor-meme

(6/ & autrad, o & Diea,

(%lfaﬁ'f @‘m/t
~ds







- Introduction -

La résolution de nombreux problémes industriels nécessite une bonne connaissance du
comportement élastoplastique. Parmi ces problémes, nous pouvons évoquer ceux posés par
les réacteurs nucléaires, les constructions offshore, les traitements tels que le galeiage ou le
grenaillage, les séismes, ... Le point commun de ces domaines est la sollicitation variable
dans le temps qui entraine des phénoménes de déformation progressive. Les régles de sécurité
imposent 4 'ingénieur de s’assurer que ces déformations restent limitées et se stabilisent

. apres quelques cycles.

Au bout d’un grand nombre de cycles, trois comportement de la structure peuvent

apparaitre :

v’ Aduptation. En tout point de la structure, la déformation plastique atteint un état
limite stabilisé constant.

v Accommodation. En tout point de la structure, la déformation plastique atteint un

état limite stabilisé périodique.

v Rochiet. 11 existe au moins un point de la structure ol la déformation plastique

s’acoroit de maniére incrémentale et cela jusqu’a ruine de la structure.

Par conséquent, il faut introduire un comportement inélastique qui permette de décrire
ces déformations irréversibles. Diverses alternatives ont donc été proposées. Une approche
~ faisant appel & 1a théorie des charges limites a €& introduite afin de déterminer la charge au-

dela de laquelle la structure n’est plus stable. Son efficacité a été prouvée par de nombreux
auteurs dans le cadre des lois de comportement simples. Elle permet d'accéder a I'idée
“qu’avant de s”écrouler, le systéme subit des déformations plastiques irréversibles.
Mais la connaissance de cette charge limite ne permet pas de s’assurer de la sécurité d’une
structure soumise a une sollicitation variable dans le temps.
En effet, le dimensionnement de ces structures doit &tre tel que le phénomene de rochet

ne puisse exister et idéalement que 1’état adapté apparaisse rapidement.

En utilisant une méthode incrémentule quelconque, les concepteurs seront amenés

déterminer le nombre de cycles nécessaire pour atteindre 1’état stabilisé. Indispensable pour
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une meilleure compréhension de la physique du comportement des matériaux déformables,
ces méthodes passent par un calcul complet de 1'évolution de la structure et s’avérent étre trés
colteuses en temps et en stockage mémoire. C'est pour cette raison qu’elles sont souvent

restreintes & un nombre limité de cycles.

De nombreux travaux ont été développés afin de pailier les problémes de
I'incrémentation et des calculs plastiques. Nous pouvons citer par exemple la généralisat.on
de la charge limite (ou analyse limite) : lu théorie d adaptation.

Cette théonie permet de définir un domaine de charge sar pour lequel quelle que soit

Vhistoire de charge a I'intérieur de ce domaine, le systéme demeure stable.

Les structures actuelles étant de plus en plus sollicitées, la convergence vers 1'état
adapté améne un surdimensionnement excessif car la théorie d’adaptauon surestime le
domaine d’adaptation et ne prend pas en compte 'état limite accommodé. Il est donc
nécessaire de permetre 'apparition localisée d’un comportement élastoplastique tel que
I"accommodation. Dans cet état, la ruine de la structure apparait par fatigue.

Par conséquent, la théorie d'adaptation ne suffit plus pour étudier I'état limite de la

structure. D’aut. es axes de recherche ont été envisagés.

Ces autres approches dites méthodes de résolutions simplifiées, reposent
essentiellement sur des calculs purement élastiques. Elles sout basées sur des diagrammes.

Elles sont rapides mais ne sont valables que pour des types de structures et des chargements

bien définis.

Une approche développée par J Zarka et al. [Zarka90) semble apporter une solution
satisfaisante, comparée aux méthodes citées précédemment. Nous présenterons ainst les
développements de cette méthode dite « Méthode d'analyse simplifiée des structures
inélustiques ou AMASSI » et nous comparerons |’estimation obtenue par rapport aux résultats

d'une méthode incrémentale intégrée sous un code de calcul industriel par éléments finis.

L'analyse simplifiée permet d'estimer le comportement inélastique d’une structure

quelconque & partir de 'utilisation d’outils relatifs aux calculs élastiques : ’évaluation de la

-20-
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solution est obtenue sans avoir recours au calcul de type incrémental, 11ais simplement 3

partir de calculs élastiques ainsi que de projections locales.

Les caractéristiques de I*étude sont les suivantes :

¥" On ne considére que le matériau standard généralisé [Halphen75], stable au sens
de Drucker [Drucker64] et qui obéit au Principe du Travail Plastique Maximal de
Hill [Hill50].

v Le matériau est élasto-plastique & écrouissage cinématique linéaire (modéle de

Prager [Pragers5]).

v’ Le critére de plasticité est du type VON MISES et la loi d’écoulement du type

associé.

v" Dans tous les problémes traités, nous nous plagons sous les hypothéses quasi-

statiques en petites déformations,
v Le chargement est mécanique cyclique radial.

¥ Tous les calculs élastiques et élasto-plastiques ont été effectués sur le code
éléments finis SYSTUS.

v L’intégralité des calculs a €té réalisée sur une station de travail SGI 02 processeur

R10 000, ainsi Ia comparaison du temps de calcul peut étre appréciée.

L’intégration de I’analyse simplifiée dans un code de calcul repose sur la méthode des

éléments finis et sur la programmation mathématique.

Ce mémoire se décompose en quatre chapitres :

0 Le chapitre 1 consiste 4 mettre en évidence de maniere non exhaustive, les
notions de plasticité : la modélisation du comportement des matériaux et ses

aspects, les schémas d’évolution comme ['écrouissage (isotrope et cinématique),
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les différents critéres de plasticité (Von Mises et Tresca), les modéles

rhéologiques, . .

a Le chapitre 2 permet le recensement de quelques méthodes asymptotiques qui
permettent d’approcher les limites de la tenue et de la statilité d’une structure.
Nous préciserons leurs avantages et inconvénients afin d’introduire notre choix

qui est V'analyse simplifiée développée par J. Zarka {£arka90].

a Le chapitre 3 est relatif & la proposition de la méthode d'analyse simplifice.
Elle repose, par un calzul purement elastique, sur la décomposition de la réponse
réelle et sur un changement de variable. Nous verrons ainsi que cette méthnde

permet des résolutions trés rapides.

o Dans le chapitre 4, la méthode d’analyse simphfiée est implémentée au code
de calcul éléments fims SYSTU'S par I'intermédiaire de son interface. Nous
verrons d'atlleurs que centains éléments sont plus appropriés que d’autres pour
"utilisation de cette methode. De plus, notre code est validé sur des structures
bidimensionnelles (concentrations de contraintes) et tndimensionnelles ainsi que
sur des structures de lype coques minces avec courbure. L'intérét de |’analyse
simplifiée ré=* ¢ dans sa simplicité de mise en ceuvre ainsi que dans sa réduction

importante des temps de calculs par rapport aux méthodes traditionnelles.

Ce rapport se termine par une conclusion générale et une proposition de perspectives.

=22
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Nomenclature

Lettres majuscules

C Module d’écrouissage. MPa (N.mm™)
E Déformation macroscopique (tenseur).
E' Déformation  initiale macroscopique
(tenseur).
E’ Déformation plastique macroscopique
(tenseur).
Ef =dE" Vecteur accroissement des déformations 5™
plastiques.
F Force de surface
I,1,,1, Invariants du tenseur des contraintes.
Indy g Invariants du tenseur déviateur des
coutraintes.
S Tenseur des déviateurs de contraintes. MPa (Ninm™)
U Déplacements imposés mm
A% Elément de volume.
x* Force de volume

Lettres minuscules.

f Foncti~n de charge.
k, Limitc élastique de cisaillement. MPz (N.mm™)
k.. Ky Limite élastique de cisaillewent de Von ~ MPa (Nmm™)
Mises et de Tresca.
s Seuil.
ot Temps. s

y=ly. ¥ v,[ Paramétre interne.

Lettres majuscules grecques.

h Tenseur virtuel des contraintes. MPa (N.mm™)
> Tepseur des contraintes. MPa (N.mm™)
2,2, 5, Contraintes priucipales. MPa (N.mm™)
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Lettres minuscules grecques.

Expusants et indices

[ILLAY

Notations

tr

Déformation plastique microscopigue.
Déplacements inélastiques locaux.
Parameétre d'écrouissage isotrope.
Contraintes iocales associées a chacune

des déformations inélastiques locales.

Inverse de ...

Transposé de ..

Maximal.

Trace d"un tenseur d'ordre 2

mm
MPa (N.mm™)
o = Y 0,.



CHAPITRE 1.
RAPPELS DE LA PLASTICITE

1.1. Introduction

Ce chapitre est consacré & un rappel non exhaustif de la théorie de plasticité ce qui va
permettre le choix des nypothéses nécessaires & notre étude (critére de plasticité, type
d’*&crouissage du matériay, ...). On suppose une loi de comportement élastoplastique faisant
intervenir les déformations nen élastiques, et une loi d’écoulement plastique déduite du
principe du travail plastique maximal de Hill [Hill50]. De plus, nous nous limiterons aux
hypothéses des petites perturbations.

Toute |'étude sera basée sur des chargements quasi-statiques (les effets dynamiques seront
négligés). La structure de volume fini V et de surface S, (décomposée en deux parties
complémentaires S; et S;, avec S US; =S, et §; NS, =) est soumise au chargement
suivant a chaque instant ¢ {figure 1.1.) :

v Des forces de volume X*(t) dans V.

v Des déformations initiales E'(t) daus V.
v Des forces de sucface FO(t) sur S;.

v Des déplacements imposés U‘(t) sur S,,.

vd

PR S SR YT T QTR e G B SR IR L s B <

Figure 1.1. Chargement de la structure
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1.2. Surface de charge — Définition.

Considérons un volume ¢lémentaire de matiére soumis a une sollicitation quelconque
associée a un tenscur des contraintes L. La théorie générale de la plasticité suppose

I"existence d’une fonction scalaire f(Z, y) telle que :

v [(%,y) < 0 correspond au domaine élastique dE" = 0.
v f(Z,y) =0 peut correspondre a l'appariion des déformations plastiques
dE” = 0.

v f(Z.v) > 0 correspond au domaine naccessible par le matériau.

dE" est I'accroissement des déformations plastiques. Les parameétres vy, appelés paramétres
internes mesurent I’ensemble des phénoménes irréversibles tel que I'écrouissage. Les f(Z,y)
sont appelés fonctions de charge dans 'espace des contraintes et les surfaces défimes par
I"équation f(X.v) = 0 representent la surface de charge ou surface d'écoulement dans

I"espace des contraintes.
1.3. Critéres de plasticité

Le principe d’invariance impose que la frontiére du domane reste invariante par
changement de repére. La fonction qui définie la surface de charge ne dépend donc que des

invariants du tenseur de contraintes %, :

/ = ./“n l:- Ix)

(1.1)
ou I,,1,, I, sont les invariants scalaires du tenseur des contraintes.
I =tr(X) =X, (1.2)
! I
I, = 3 r(£L) = E(Z"Z") (1.3)
I, = ! LLX Loy
i Str( . ~‘-‘) = E(u“—’lzh) (14)
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On admet généralement, pour certains types de matériaux, I’hypothése d’incompressibilité
plastique et par conséquent de I’indépendance du comportement vis & vis de la contrainte
hydrostatique. La fonction f ne dépend alors que des invariants du déviateur des contraintes,

c'est le cas de la plupart des matériaux métalliques, objet de cette étude. Dans ce cas, nous

avons
f=70373) (1.5)
avec
1
I = =S8, (1.6.)
et
1
I, = -3:333,1.5jk (1.7)

olt J, et J; sont les second et troisiéme invariants scalaires du tenseur déviateur des

contraintes S tel que :

S =dev(Z) = £ - -_f; ()1 (1.8)

Nous nous limiterons 4 la présentation des deux critéres les plus couramment rencontrés,
Remarque.

Dans les applications, c'est le critére de Von Mises qui reste le
plus wiilisé en raison de sa grande facilité d'emploi dans les
calculs numériques. Le critere de Tresca est plus délicat

d'utilisation en raison des discontinuités de normale a la surface.
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L.3.1. Critere de Tresca

Tresca a postulé que la plastitication se produit en un point du matériau lorsque la

contrainte de cisaillement maximale en ce point attzint une valeur critique.

En terme des contraintes principales, ce critére (1868) peut s’exprimer par :

max (|£, - L,LI1Z, - Z.[Z, - £ ]} = 2k, (1.9.)

ou k; est la contrainte de cisaillement limite uniaxiale du matériau. £,,X, et Z, sont les

contraintes principales.

Dans I’espace des contraintes principales, ce critére est représenté par un prisme droit
(figure 1.2.) a la base hexagonale dcat 'axe est la trisectrice du repere. 1l est inscrit dans le

cylindre d¢ Von Mises.
1.3.2. Critere de Von Mises

Le critere de Von Mises (1913) est indépendant du troisieme invariant en plus de la

contrainte hydrostatique.
La fonction s’écrit :

‘ (1.10.)

avec k, contrainte de cisaillement limite du matériau.

En termes de contraintes principales, le critére se met sous la forme :

S==lE L) +(Z, -5 +(, -L)]-k =0 (1.11)

1
6
La limite a la traction simple est égale d o, = \/'3_k\ . On notera désormais k, = k,.

Dans I"espace des contraintes principales 1'équation (1.11.) représente une surface cylindrique

circulaire dont I'axe coincide avec 1'axe hydrostatique (figure 1.3.).
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Axe 5
hydrostatique A3

Figure 1.2. Représentation du critére de Tresca.

Axe 5

5 hydrostatique : e
‘ £y Iy=%,=I,
2 \" 2

Figure 1.3. Représentation {u critére de Von Mises.
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1.4. Ecrouissage

A partir des considérations générales sur le comportement des matériaux inélastiques,
Halphen et Drucker [Halphen75] ont introduit une définition générale d'un matériau
écrouissable stable dit standard.

Lrs schémas simples d’évolution les plus couramment évoqués sont :
1.4.1. L'écrouissage isotrope

Le modele de Taylor (1931) considére une simple dilatation homothétique de la surface de
charge (figure 1.4.) par rapport a I'onigine. Il est tiés utilisé pour sa simplicité et sa bonne
représentativité dans le cas du chargement radial c’est-a-dire lorsque le vecteur représentatif

des contraintes dans 1'espace des contraintes garde une direction constante.

L'évolution de la surface de charge est gouvernée par unc seule variable scalaire p. La

fonction de charge associée au critere de Von Mises, s’exprime sous la forme :

f(Ep)=1, -k (p) (112

1.4.2. L'écrounissage cinématique linéaire

Dans ce cas, 1l y aura une simple translation de la surface de charge, sans rotation ni
déformation. La variable d'écrouissage y est de nature tensorielle, elle indique la position

2 tuelle Jde la surface de charge (associée au critére de Von Mises) :
Sy = f(E-y)-k, (1.13)

Le modéle de Prager [Prager55] énonce que les frontiéres successives se déduisent de la

frontiere initiale par translation dans ’espace des contraintes. Ainsi, il a proposé :

y =CE" (1.14.)

comme centre de la surface de charge obtenue aprés translation, dans 1'espace des déviateurs

des contraintes (figure 1.5.). C est appelé modu'= d’écrouissage.
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Figure 1.4. Ecrouissage isotrope dans l'espace

des déviateurs de contraintes.

g L Sy ¢

e g g

B R

Figure 1.5. Ecrouissage cinématique dans l'espace

des déviateurs de contrainte.
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Remuarque

Les deux modéles ci-dessus ne sont que des approximations du
comportement réel des métaux. Des modeles plus complexes
combinant les deux types d'écrouissage ou proposant des lois
d ‘évolution des paramétres plus sophistiqués, ont été proposés pur

de nombreux auteurs. On trouvera notamment dans [Drucker62],

d ‘autres modéles d'écrouissage.

1.5. Modéeles

En plasticité théorique, pour des raisons de commodité de calcul, les comportements
ductiles des métaux sont généralement remplacés par des schémas simples {figure 1.6.). Ceux
qui nous intéressent particulicrement, dans un premier temps, sont :

v (a) Modéle élastique parfaitement plastique.
v (b) Modele ¢lasto-nlastique a écrouissage linéaire.
v {c) Modele rigide-plastique.

v (d) Modéle ngide élastique a écrouissage linéaire.

Y /T\ s
X —— — ’V
o y k“
/[ -~
fa) (b) F
k” e h— “
+|f :
> L >
() £ (d) E

Figure 1.6. Divers comportements.
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1.6. Aspect du comportement plastique

Plusieurs approches ont été proposées afin de modéliser le comportement des matériaux.
1.6.1. Approche phénoménologique

Il s'agit de définir des expressions mathématiques qui puissent étre susceptibles de
conduire & une représentation mathématique des comportements observés expérimentalement
durant les chargements uniaxiaux, les chargements multiaxiaux monotones radiaux ou
cysliques : comportement élastique réversible, comportement inélastique, 'imite élastique,
écrouissage, radoucissement, fluage, relaxation, adaptation, accommodation, rochet, rupture,

fatigue, ...

Les principaux aspects a retenir concernent le domaine élastique défini dans I'espace des
co. traintes (un domaine & !'intérieur duquel il n’y a pas de variation des déformations
inélastiques) et les régles d’écoulement qui traduisent Jes évolutions de ces déformations

inélastiques quand on quitte le domaine élastique.
1.6,2. Approche plysique

Dans cefte approche, il est recherché tout d’abord le comportement des matériaux a
Péchelle microscopique pour en revenir ensuite par homogénéisation & Iéchelle

macroscopique.
1.6.3. Approche de J. Zarka

L4 signification physique exacte du modéle n’est plus recherchée. Certains travaux
permettent de supposer qu’il existe & I’échelle locale microscopique des mécanismes
inélastiques élémentaires sources des déformations plastiques (instantanées irréversibles avec
seuil), des déformations visqueuses (différées sans seuil) et des déformations viscoplastiques

(différées avec seuil), reliés entre eux par une matrice élastique linéaire.
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Ces comportements sont représentés par les modeéles rhéologiques [Zarka90] suivants

(figure 1.7.)

v (a) Le ressort (¢lasticité linéaire). La charge o est liée a I'élongation e du ressort

de rasdeur k suivant o = ke.

v (b) L’amortisseur est représentatif du comportement visqueux. On a B= o”/n et
B =0 st o, =0 avec n qui représente le facteur d'amortissement. B caracténise le

déplacement de I’amortisseur et enfin o est la charge apphiquée.

v (¢) Les déformations permanentes se produisent a partir d’un seuil de plasticité s.
La plasticité parfaite correspond au cas théorique ol il n'y a ni viscosité ni
écrouissage. Le modéle en est fourni par le patin. « st le déplacement du patin. On

P
aura - s £ 0, < +sele =8 =U.

v (d) L'assemblage en paralléle d'un patin et d'un amortisseur permet de modéliser
un comportement viscoplastique (Modéle de Norton). Les déplacements respectifs a
et B du patin et de 'amortisseur sont constamment identiques et sont notés y. o,
représente la charge appliquée sur le systéme. o, et G, représentent les contraintes
existantes respectivement dans le pat.n et de 'amortisseur. On aura o, = 0, + 0,

avec o, € [-s,+s] et g, = np = ny.

v Un patin couplé a deux éléments ressorts permet de modéliser le comportement
plastique A écrouissage cinématique linéaire (figure 1.8.). Le premier ressort est en
parallele avec le patin. Le déplacement o« du patin est suffisant pour caractériser
I"état de l'assemblage. La contrainte locale au niveau du patin peut s'4crire

o, =X-haouencorec, = A X-y, avec A, =lely, =ha.

» Critere de plasticiné : o,/ <s.
» Lot d'évolution (figure 1.9.a.) : ¢ est normale extérieure au convexe

d'élasticité C, = [— s; s]. L’évolution du systéme est donné par .
aede,,,avecoc, €C,

» Cette loi d"évolution peut encore s’écrire & € —8g

3, (D)
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Figure 1.7. Différents types de modéles rhéologiques et leur loi de comportement associée.

h :module d' écrouissage,
E :mod led' élasticité,
s:limite élasti ue,

2 :contraintz rmposée,
a:déplacement du patin,

g o, :contrainte au niveau du patin, |
£ :déformation totale. i
¢ :
T er B e e e S oy e 4 e % AL e e e 8 o e et PR S KT o o T o S Gen o R R e A :;-_';m:'

Figure 1.8. Modéle a écrouissage cinématique linéaire.
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J
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Figure 1.9. Lois d’évolution
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1.7. Matériau élastoplastique

Nous allons nous intéresser particuliérement aux types de matériaux introduits par Halphen

et Nguyen [Halphen75] : les Matériaux Standards Géneralisés (MSG) qui satisfont au :
1.7.1. Postulat de Drucker

La stabilité du matériau s'énonce de la fagon suivante :
«Le travail accompli lors d'un cycle de charge fermé» (figure 1.11.) «et complet

quelconque est non négatif. » [Drucker64].

A partir du comportement des matériaux inélastiques, Drucker {Drucker64] a présenté une
définition générale d’un maténau écrouissabl'e stable dit standard. La figure 1.10. illustre les
différents comportements de matériaux inélastiques. Au sens de Drucker, le matériau (a) est
stable car soumis a I"incrément de contrainte AL, il fournit le travail (AZ.AE) positif. Les

matériaux (b) et (¢) sont considérés comnie instables car le travail est ~égatif.
1.7.2. Principe du travail plastique maximal

Du postulat de Drucker, il vient :
(2,-Z%;)dE} 20 (1.15)

avec Z, contrainle virtuelle telle que f(Z;) < 0.

L’inégalité (1.15) est encore appelée principe de Hill du travail maximum [Hil150).

SiI'on choisit A et B infiniment proches (figure 1.11.) alors :
dZ dE! 2 0 (1.16.)

Cette inégalité est appelée condition d’unicité car elle a pour conséquence I'unicité des

solutions plastiques au sens incrémental.
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Figure 1.11. Cycle de charge fermé dans l'espace des contraintes.
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Les inégalités précédentes entrainent :

v La normalité. Le vecteur d’accroissement des défurmations plastiques est normal

a la sarface de charge et est dirigé vers 'extérieur de cetle surface [Mandel78].

X A
dE" = d B(L (1.17)

Y

avec d2 = 0 facteur de proportionnalité.

v La convexité. La surface de charge / =0 est convexe (figure 1.12.).

Défimtion de lu convexité.

Un ensemble K sera dit convexe si, pour tout couple (x,,x,). le

segment [x,.x.] estinclus dans K.

Figure 1 12, Ensemble conmvexe (a) et non convexe (b},

Il en résulte qu'une fonction F est convexe si I'inégalité est satisfaite :

Vx,x, YA e[01] F(Ax, + (1 = A)x,) < AF(x,) + (1 - A)F(x,) 71.18.)

- 40 -
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1.8. Etats limites du MSG sous chargement cyclique

D’une maniére générale, pour 1’état asymptotique (figure 1.13) d’une structure soumise a

un chargement cyclique, on peut avoir :

¥ (a) Adaptation (Elastic shakedown). La réponse de la structure devient purement
élastique. Les champs des contraintes résiduelles et des déformations plastiques
tendent vers une limite constante qui dépend des conditions initiales.

Selon Debordes et Nayroles (1976) « l'adaptation d ‘une structure élastoplastique
est le phénoméne qui consiste en ['éablissement d'un champ de contraintes
résiduelles tel que les variations des sollicitations ne provoguent plus que des
déformations élastiques ».

v (b) Accommodation (Plastic shakedown). La réponse globale en contrainte et
déformation devient périodique. Dans ce type de comportement les déformations
plastiques restent bornées mais varient périodiquement dans le temps.

¥" (¢) Rochet élastoplastique (Rafchetting). La réponse de la structure est une
augmentation incrémentale du champ de déformation plastique qui sera finalement la

cause de la ruine de la structure par défaillance incrémentale.

Pour un matériau & écrouissage, il existe une grande variété de réponses 4 des sollicitations
cycliques, que l'on travaille en contraintes imposées ou en déformations imposées (figure
1.14).

L’écrouissage cinématique linfaire ne permet pas de décrire correctement les effets de
rochet ou de relaxation de la contrainte moyenne en chargement cyclique [Lemaitre85,
Francois92]. Halphen a démontré I’existence d’une solution périodique en contraintes et en
déformations. Donc dans ce cas, la structure est soit accommodée, soit adaptée. Ce modéle
tient compte de 1'effet de Bauschinger.

Quant & Pécrouissage isotrope (modéle de Prandt] et Reuss), les seuls cycles stabilisés
auxquels il peut conduire & contrainte imposée, sont complétement adaptés sans écoulement
plastique. En déformation imposée, la stabilisation se produit suivant un cycle parfaitement
plastique [Lemaitre85, Francois92] (figure 1.14).

Pour décrire 1'effet de rochet, un modéle d’écrowssage cinématique non linéaire peut étre

utilisé en contrainte imposée.
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Figure 1.13. Etats linutes d ‘une structure.
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Figure 1.14. Comportement cyclique avec un modéle
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Conclusion du chapitre 1

Cette partie bibliographique est consacrée aux rappels de plasticité en prenant en compte
Pécrouissage et & 'analyse du comportement des structures soumises & un chargement

cyclique radial.

Nous avons donc présenté de maniére non exhaustif, les critéres de plasticité et les
écrouissages les plus couramment évoqués. De plus, nous avons décrit les divers schémas
pour modéliser les comportements des matériaux métalliques et les différentes approches pour
représenter ces comportements. Nous avons particuliérement développé les modeles

rhéologiques et leurs assemblages,
Ensuite, nous nous sommes intéressé au matériau éiastoplastique de type standard
généralisé. Nous avons détaillé pour ce matériau, les régles de stabilité (pestulat ue Drucker),

de travail plastique maximal de Hill, de normalité et de convexité.

Enfin, nous avons illustrer les comportements limites (adaptation, accommodation et effet

de Rochet) possibles d’une structure chargée cycliquement.

Nous allons dans le chapitre suivant, passer en revue certaines méthodes de détermination

de ces états limites.







Les différentes méthodes asymptotiques







Lettres majuscules

D(E")
Etl
EY =dE"

Lettres minuscules.

kg
n
m
t

v=lv. v %[

z
Eﬁl

Nomenclature

Dissipation plastique.

Tenseur des déformations,

Tenseur des déformations élastiques.
Vecteur accroissement des déformations
plastiques.

Forces de surface.

Matrice d’élasticité.

Tenseur des contraintes résiduelles.
Contraintes résiduelles auto-équilibrées.
Tenseur ces déviateurs de contraintes.
Tenseur des déviateurs de contraintes
élastiques.

Vecteur des déplacements.
Déplacements imposés.

Elément de volume.

Travail plastique.

Forces de volume.
Paramétre transformé de la structure,

Fonction de charge.

Limite élastique de cisaillement.
Normale sortante.

Facteur de charge.

Temps.

Paramétre interne.

Lettres majuscules grecques.

Tenseur des contraintes.
Tense1r des contraintes élastiques.

1

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)
MPa (Nanm™)

mm
mm

MPa (N.mm™)

MPa (N.mm™?)
MPa (Nmm ™)



- Nomenclature du chapitre 2 -

Lettres minuscules grecques.

B Facteur de sécurité.
Seuil de plasticité. MPa (N.mm™)

Exposants et indices

Transposé de ...

Maximal, minimal.

nax Y nnh

Notations
CA, SA, PA Resp. Cinematiquement, Statiquement et
Plastiquement Admisrible.
div Divergence.
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CHAPITRE 2.
METHODES DE CALCULS ASYMPTOTIQUES

——rn.

| 2';1._"'In,troduction

Différentes méthodes de détermination de 1’ état limite et la charge de ruine d’une structure,
existent.

Parmi elles, nous pouvons citer :

- v L'analyse limite permet d’étudier ["état de ruine plastique des structures de forme

quelconques, soumises uniquement a des charges proportionnelles,
v La théorie d’adaptation est plus connue sous le terme de shakedown et qui étudie
les conditions de ruine d’une structure sous charges variables.
v Les méthodes dites incrémentales qui restent applicable dans tous les cas, mais
nécessite & la fois

+ Une connaissance de I’histoire du trajet de chargement,

¢ Un calcul itératif des déformations et contraintes & chaque pas de chargement,

¢ De tester existence d*un état limite de la structure.

¥ Les méthodes de résolution simplifiée qui permettent de déterminer des bornes
pour le champ de déformation ou I’état de contrainte d’une structure au bout d’un
temps donné, ou des bornes de 1'état limite de cette structure sous chargement
cyclique, & parfir d’un minimum de calculs, de préférence élastiques linéaires.

¥ L’analyse simplifiée que nous verrons plus en détail au chapitre suivant.

Ces méthodes sont développées dans les paragraphes suivants, aprés quelques définitions

nécessaires a lecr compréhension.




- Ci:apitre 2 - Les méthodes de calculs asymptotiques
2.2. Généralités et définitions

2.2.1. Les contraintes résiduelles

On définit les contraintes résiduelles comme étant Ces contraintes qui régnent dans une
structure en 1'absence de tout chargement extérieur. Elles ont été pendant trés longtemps
considérées comme ayant un effet néfaste (responsables des fissures produites lors d’une
trempe ou d'une rectification ou des ruptures prématurées en fatigue). Il a fallu attendre 1929
pour voir changer ce pcint de vue grace aux travaux de Foppel qui montrent que les
contraintes résiduelles, induites par écrouissage de surface d’ure piéce, par exemple,
permettent d'auginenter la himite d’endurance, de cette derniere, en fatigue {Herger60].

Les contraintes résiduelles peuvent avoir plusieurs origines : les procédés de fabrication,
d’élaboration, de traitements thermiques, ... Les sollicitations extérieures, en fonction du
comportement de la structure et du niveau des contraintes, peuvent aussi générer des

contraintes résiduelles lors du déchargement de la structure.

Dans le cadre des petites perturbations, le tenseur des déformations est définit comme la

partie symétrique linéaire du gradient de déplacement :
E(t) :%[grad U(t) + (grad U(1))'] (2.1.)
Les contraintes résiduelles se mettent sous la forme suivante :
R, (D=2 ()-Z(1) (2.2)
On dit qu’elles sont auto-éq" ‘hbrées c’est-a-dire qu'elles satisfont les équations :

divR =0 entour point du domaine (21)

R,,.nJ =0 sur la surface extérieure (2.4.)
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2.2.2. Caractéristiques des champs

Un champ de déplacement est dit cinématiquement admissible (CA) s’il vérifie les

conditions imposées en déplacements sur la partie S, de la surface :
U=u? (2.5)

Un champ de contrainte est dit statiquement admissible (SA) s’il vérifie les équations

d’équilibre (n étant le vecteur normal unitaire, externe & la surface S,,) :

divE(t) + X" (t) =0 dans ¥ (2.6,

I(tyn =F(t) sur S, (2.7.)

Un champ de contrainte plastiquernent admissible (PA) est un champ continu et dérivable

qui ne viole pas le critére de plasticité ¢’est-d-dire f(X) £ 0.
Renirirque

i Un champ de contrainte S4 et PA sera dit licite.

2.3. Théorémes fondamentaux de ’analyse limite

L’idée de base de cette méthode est d’obtenir directement fa charge de ruine sans passer

par un processus de développement des déformations plastiques jusqu’a la ruine.
2,3.1. Historigue

Les théorémes sur la ruine plastique ont été développés par Kazinczy (1914) et Kist
(1917). Leur démonstration et leur formulation sous la forme actuelle sont dues a Hill
{AilS50], D-ucker, Greenberg & Prager [Prager55]. Les applications de ces théorémes sont

nombreuses ex on peut mentionner en particulier P~ 1age de syntheése de Massonnet & Save
[Save97].
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D’a ‘ires travaux ont permis d’intégrer I'analyse limite aux méthode des éléments finis.
Nous pouvons citer ies travaux de Neal [Neal50], Hodge & Belytschko [Hodge68], Maier
[Maier70], Nguyen [Nguyen76] et encore d’autres auteurs.

Récemment une analyse limite simplifiée de la bome inférieure, appelée méthode de
compensation ¢lastique, a é1é développée par Mackenzie & Boyle [Mackenzie94}, Ponter
(1995), Shi et al. (1996). L'idée est de mndifier le module de Young de chaque élément
durant le calcu! linéaire élastique par éléments finis afin d’obtenir une egtimisation du champ

de contrainte statiquenient admissible.
2.3.2. Remarque

Si I’on ne s"intéresse qu’a ce qui se passe & 1'état limite, on peut montrer que le chargement
limite du systéeme élastique parfaitemient plastiqu. est le méme que celui du systéme rigide
plastique de méme sewl pourvu que 1'on puisse négliger les changements de géométrie avan’

rupture [Salencon79].
2.3.3. Facteur de charge

Considérons un volume V fait d’un matériau élastique- ou rigide-parfaitement-plastique
soumis a des charges radiales. On suppose que la structure est initialement en équilibre avec

des forces de référence de volume X' et de surface F’ [Bui98, Nguyen84] :

X =mX’
Fd =mFlo

t

(2.8.)

Le coefficient m est appelé multiplicateur de charge ou facteur de charge.

Quand m est suffisamment grand, un certain nombre de régions du solide se plastifient car
le critére de plasticité est atteint dans ces régions. Au fur et 4 mesure que m s’accroit, les
régions plastiques s’¢élargissent, se rejoignent et les régions rigides ne peuvent plus empécher
la formation d’un mécanisme de ruine. Alors on a un état d"écoulement trés zrand caracténisé
par des déformations plastiques trés grandes sous chargement constant. La charge

correspondante A cet état est appele la charge de ruine ou la charge himite.
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2.3.4. Analyse limite

A partir des principes variationnels, nous pouvons ¢valuer les multiplicateurs limites de
charge grice aux théorémes de la bome supérieure (cinématique) et de la bome inférieure
(statique).

2.3.4.1. Théoréme de la borne infériew e ou théoréme statique

« Le multiplicateur de charge m' correspondant a tout état de contraintes licites

est inférieur a la solution exacte m correspondant a la ruine ».

‘On peut donc déduire :

8

mza2m

(2.9,

2.3.4.2. Théoréme de la borne supérieure ou théoréme cinématique

« Le multiplicateur de charge m‘ correspondant & 'ensemble de champs de
déplacements U CA, est supérieur a la solution exacte m correspondant a la

ruine ».
On peut donc déduire de 1a méme facon :

S

m°2m (2.10.)

On peut aussi énoncer le théoréme combiné suivant ;
« Si nous pouvons trouver un champ de contraintes licite et si le champ de

vitesses de déformations associé par la loi d’écoulement I'est aussi, alors le

multiplicateur limite obtenu ¢ mstitue la solution exacte ».

m=m°=m (2.11.)
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2.3.5. Analyse limite élastoplastique

Soit le travail plastique [Kaliszky96] :
I .
W, = [My R R @V - W, <0 (2.12.)
!

avec M, lc tenseur ¢lastique et W,, une limite admissible choisie afin d’anticiper a
d’éventuelles déformations plastiques excessives.
La solution de ce probléeme dépend de la charge limite élasto-plastique m, et de la

distribution de champ d’auto-contrainte R . 1l existe deux cas :

v Si W, = 0alors R, = 0 et lasolution donne la charge limite ¢lastique m, . Si
m < m_ seules des déformations ¢lastiques se développent dans le corps.
v St W+ » alors la solution provient de la charge limite plastique m . St

m < m, . les contraintes sc maintiennent en équilibre. Onaura: m, < m,, < m,.

La théorie d'adaptation considérée comme une généralisation de ['analyse limite, permet
de caractériser la charge limite ou la charge potentiellement suppoitable par une structure

soumise a une histoire de charges variables, évoluant entre des limites prescrites.
2.4. Théorie de ’adaptation

La théorie d'adaptation permet de prévoir la non-défaillance des structures sous
chargements variables, indépendamment des conditions initiales et de plus, en ne possécant

qu'une information mimmale sur le trajet de chargement lui-méme.

2.4.1. Historique

Depuis Bleich (1932) [Bleich32], 1"étude des structures élastoplastiques sous chargements
variables a connu d’importants développements. Melan (1936) [Melan36] est le premier a
avoir donné une appréhension générale du phénomeéne d’adaptation sous forme d'un théoréme
statique avec le concept de champ de contraintes résiduelles indépendant du temps. Les
démonstrations de ce théoreme n’ont été donné que plus tard par Symonds ct Prager (1950)

[Symonds50], par Symonds (' 951) [Symonds51] et par Koiter (1952) [Koiter52].

.54 -
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L’approche cinématique et le concept fondamental de lincrément de déformation
plastiquement admissible ont ét¢ introduits par Koiter [Koiter60] et développés par Neal
(1956), Gokhfeld (1966) et enfin Sawczuk (1969).

Une formulation améliorée incluant le facteur de charge a éte proposée par Martin (1975).
Le théoréme fondamental de I'adaptation peut ére généralisé dans le cas des structures
élastoplastiques soumises a des cycles quelconques de charge [SymondsJ0], de températures
[Prager55], incluant les effets dynamiques [Corradi73, Corigliano95], les effets
géométriques [Weichert86, Tritsch93), I'endommagement [Hachemi94, Druyanov98].

L'effet de I’écrouissage cinématique a été étudié en premier par Melan (1977) [Mandel77]
ou par Stein (1994) [Stein94] qui utilisent le modéle du matériau standard généralisé
développé par Halphen (1975) [Halphen75].

2.4,2, Condition d’adaptation plastique

On dit que la structure s’adapte si :
v Les déformations tendent vers une limite constante sous un chargement donné
{
v’ Le travail de déformation plastique fdt IE :E'dV reste bomé et tend vers une
[

limite constante lorsque t > .

2.4.3. Théoréme fendamental d’adaptation

C’est le théoréme de Melan ou théoréme de la bomne inférieure ou encore théoréme
statique.
L’adaptation a lieu au niveau de chargement m si et seulement si & ce niveau, il existe un

champ de contrainte résiduelle Ry associé indépendant du temps, tel que :
ZH(t) = S5 () + Ry (2.13)

satisfait I'inégalité stricte f(Z;)<0. Zj(t) est un champ de contrainte statiquemen

admissible et il satisfait (2.6} et (2.7). Ef;(t) est un champ de contrainte élastique fictif.
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2.4.4. Théoréme cinématigue

11 porte sur les champs de vitesses de déformations admissibles [Koiter60].
On aura adaptation s'il existe m > 1 tel que pour tout ‘rajet de chargement (1) et pour

tout £ admissible on ait :
m fdt [£* E}dV < [dt [D(E])dV (2.14)
i A G A%
D(E') étant la dissipation plastique associée a i

2.4.5. Adaptation avec prise en compte de 'écrouissage cinématique

L adaptation pour ce cas sera formulée avec prise en compte du critére de Von Mises, de la

facon suivante [Stein94, Kinig82].
Soit B > 1 un facteur de sécurité tel que .
SR +y) <k, (2.15.)

avec y parameétre inteme {Zarka90] et k_ limite d’¢lasticité en cisaillement du matériau.
2.4.6. Fluctuation élastique

L’article référencé |[Mandel77] introduit la notion de fluctuation de la contrainte élastique
3¢(x,1) en tout point x du volume V. Cette fluctuation est déterminée par la construction de

la plus petite sphere (figure 2.1.) qui contient I’histoire entiére du chargement ¢lastique
57 (x.1).

Dans ['espace des parametres transformés, on aura pour une valeur fixe Y, :

k'(x) = m‘in maxl\/é« (S*(x.)-Y) (S (x,0)-Y,) (2.16.)

el T

k"(x) est la fluctuation de la solution et c'est le rayon de la sphére circonscrite au trajet de

chargement. Y, est le paramétre transformé de la structure qui sera explicité plus en détail

dans le chapitre 3.

=56 -
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v Si en tout point de la structure k"(x) < k, alors la structure s’adapte.
v Par contre, s'il existe un seul point ot k'(x) >k, alors la structure
s’accommode.

Ces conditions sont nécessaires dans le cas oli le matériau est & écrouissage cinématique

linéaire.

Figure 2.1. Construction géométrique

de la fluctuation.

2.5, Conclusion sur ces méthodes

Un grand intérét de ces théories est que leurs applications ne nécessitent pas [a
connaissance exacte du trajet de chargement de la structure étudiée mais seulement celle des
limites entre lesquelles il peut varier.

L’analyse limite ne s’applique qu’aux chargements proportionnels, ce qui rend son
utilisation limitée. Une extension a donc été proposée: la théorie d’adaptation dont les
chargements peuvent étre variables dans le temps.

D’auires méthodes plus classiques existent : les méthodes incrémentales qui nécessitent la

connaissance de I’histoire du trajet de chargement.
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2.6. Les méthodes incrémentales

La yuasi-totalité¢ des méthodes de résolution des problémes non linéaires sont des méthodes
incrémentales [Ladevéze96]. Le chargement ou plutdt I'intervalle de temps étudié [0,T] est
décomposé en une succession d'intervalles généralement petits. L’histoire des différentes
quantités étant connue jusqu'a I'instant t, on étudie un nouvel intervalle de temps [t, t+At] ol

At est 'incrément.
2.6.1. Les différentes méthodes incrémentales utilisées

Les travaux de recherche récents sur les méthodes incrémentales sont extrémement
nombreux On peut par exemple citer la méthode de résolution de Newton qui traite des
problémes non lincaires qui ne dépendent pas du temps [Zienkiewicz91, Ladeveze96].

Les méthodes pas a pas qui permettent de suivre 'évolution de la structure étape par étape
comme par exemple I'algorithme de Nguyen qui permet de déterminer la diéformation
plastique a I'aide d’une suite élastique et de projections élément par élément sur le convexe de
plasticité [L .<hani90, Nguyen77].

L'idée de rechercher directement le cycle stabilisé d’une structure soumise a un
chargement cyclique sans suivre histoire du chargement a été développée par Akel et
Nguyen avec la méthode cyclique [Akel89, Nguyen00]. Le principe est de ne traiter
itérativement qu'un cycle de chargement mécanique en séparant les étapes locale et globale.
[."étape locale est répétée jusqu'a I’obtention de la périodicité des déformations plastiques.

On peut signaler aussi la méthode de sauts de cycles [{Sai93} qui permet de déterminer
I'état asymptotique de la structure considérée. Elle posséde une vue plus générale sur les
évolutions et permet donc de faire des analyses plus rapides, par rapport aux méthodes

incrémentales traditic nnelles, pour un nombre de cycles raisonnable.
2.6.2, Méthodes a Grands Incréments de Temps (MGIT)

Il existe de nombreux perfectionnements aux méthodes que nous avons décrites, comme
par exemple les approches & grands incréments de temps qui différent de la méthode
incrémentale ou pas-a-pas car elles ne sont pas basée sur la notion d'incrément. Il s'agit de
méthodes itératives qui, a chaque itération, proposent une approximation des déplacements,

déformations, contraintes en tout point de la structure et sur la totalité Jde 'intervalle de temps.

-58.
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2.6.3. Méthode intégrée sous systus

La méthode des éléments finis (Cf. chapitre 4), appliquée a la résolution des probléemes

statiques non linéaires, conduit 4 résoudre, a chaque instant, une équation du type [Systus99] :
n=F-8 (2.17.)

olt m est le vecteur des forces nodales résiduelles, F est le vecteur des forces extérieures
appliquées 4 la structure et 9 = K.U le vecteur des forces internes dues aux déplacements de
la strusture (K est 1a matrice de raideur et U le vecteur déplacement des nceuds).

Le probléme consiste 8 minimiser les forces nodales résiduelles m. Pour résoudre
I'équation (2.17.) & chaque instant, un algorithme implicite et une méthode itérative sont
utilisés.

A chaque itération les forces nodales résiduelles décroient et tendent a s’ annuler.

Soit =, le résidu résultant de la iéme itération, c’est-a-dire obtenu avec un champ de

déplacement U, , alors une meilleure solution pourra étre obtenue en écrivant :

o
oy =T, + (EGJ‘SU* =0 (2.18)
ol
ﬁn\
e |z Ky ) 2.19.
(2] <) 219

(k) représente la matrice tangente résultante de la iéme itération.

La résolution par un solveur itératif de 1’éguation matricielle :
p K

on
L= - — | 8U. 2.20.
™ [é‘U) ' (2.20)

i
nous permet d’obtenir une nouvelle approximation :

U, = U, +8U, (2.21,)
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puis un nouveau résidu w,,,, correspondant @ U . et ainsi de suite jusqu'a ce que le résidu

soit inférieur a la précision demandée p :

I, < p (2.22.)

RS

2.6.4. Conclusion

Ces méthodes permeltent, a priori, d'avoir des résultats tout a fait convenables mais leur
grand inconvénient est la convergence lente qui rend les calculs élastoplastiques longs et
cofliteux.

De plus, elles exigent pour certaines une compléte connaissance de !’histoire de

chargement. Pour éviter ceci, un certain nombre de méthodes simplifiées ont été proposées.
2.7. Méthodes de résolution simplifiées

On calcule (en général en utilisant la Méthode “es Eléments Finis ou MEF) la rénonse
élastique de la structure pour chacun des paramétres de chargement. La r* snse & un

chargement réel sera obtenue par superposition.
2.7.1. Diagramme de Bree

Bree [Bree67] s'est appuyé pour établir son diagramme, sur un calcul élastoplastique
parfait.

Sous I'hypothése de plasticité parfaite, dans I'espace des chargements, il distingue
plusieurs zones (figure 2.2) correspondant aux divers types d'évolution susceptibles de se
produire : évolution purement élastique E, rochet R ou adaptation S et accommodation P. Sa
méthode ne permet pas d’évaluer la valeur de la déformation a |'état stabilise.

Il applique sa méthode a des structures a parois minces soumises a une pression interne
constante o, et & un gradient thermique cyclique AT (o, est le seuil de plasticité).

Pour un chargement donné, on porte le point représentatif de la structure sur le diagramme
et on abtient le comportement limite de la structure.

Lorsque o, dépasse le seuil de plasticit¢ o,, on a ruine de la structure. La figure

précédente reproduit le diagramme de Bree dans le plan (o,,0; ).
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Figure 2.2. Diagramme de Bree.

2.7.2. Diagramme de O’Dounnel et Porowski

IIs ont repris le calcul élastique parfaitement plastique [O°Donnell95] et le diagramme de
Bree avec en plus introduction de lignes d’isocontraintes qui permettent de définir des bornes

de la déformation inélastique dans le cas ol les effets la viscosité ne sont pas négligeables.
2.7.3. Méthoades expérimentales (Cousseran et al)

Ils ont construit & partir d’expériences sur des tubes en traction et en torsion, un diagramme
donnant pour un chargement fixé, la contrainte efficace qui ensuite permettra de déterminer la

réponse globale.
2.7.4. Conclusion sur ces méthodes

Ces méthodes sont {rés intéressantes par leur simplicité. Pourtant elles ne peuvent
s’appliquer qu’a des géométries treés simplifiées sous un type de chargement bien déterminé.

L’extension aux structures complexes est difficilement envisageable et pour d’autres
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structures simples ou d’autres chargements, il faudrait refaire les essais et établir les
diagrammes correspondants.

Pour ces trois méthodes, les études ont été eti.  1ées sur des tubes a parois minces, qui ont
élé pris a titre d’illustration. Elles débouchen' sur le dimensionnement des tuyauteries

susceptibles d’étre sollicitées en dehors du domaine élastique.
2.8. La Méthode d’analyse simplifiée des structures inélastiques

Le chapitre 3 traite exclusivement cette méthode. Elle permet de déterminer I'état limite
d’une structure et de construire la réponse corrcspondante a 1’aide de calculs élastiques
rapides dont le colit est négligeable par rapport a celui d'un calcul incrémental classique.

La validité de cette méthode a été prouvée dans plusieurs domaines : a partir d’exemples
simples [Zarka90, Inglebert84, Vasseur96, Tribout83]; d'application concrétes sous
chargements sismiques ou dynamiques [Zarka88] ; pour les études de contact par roulement,
grenaillage ou galetage |Zarka90, Frelat91, Lu91, Brabam91] ou encore avec prise en

compte des effets géométriques |[Jaradeh87].
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Conclusion du chapitre 2

Dans cette seconde partie bibliographique, nous avons cité différentes méthodes de
détermination du comportement asymptotique d'une structure. L’objectif de cette étude vise a

comparer les méthodes et 4 mettre en &vidence leurs avantages et inconvénients.
Nous avons donc cité ces différentes approches :

L’analyse limite. Elle permet d’obtenir directement la charge limite mais ne
s’applique qu’aux chargements proportionnels.

Une extension de cette analyse qui est la théorie d’adaptation. Elle s’applique
aux chargements variables dans le temps mais surestime le domaine d’adaptation
et ne prend pas en compte ]'état imite accommodé.

Les méthodes incrémentales qui sont fonction de I’histoire du trajet ds
chargement et rendent les résolutions trop lourdes donc des temps de calculs
augmentant avec la complexité de la structure.

Les méthodes simplifiées. Elles sont basées sur 'expérience et il est par
conséquent, nécessaire de refaire des essais pour chaque géométrie et chaque

chargement. De plus, elles ne sont applicables qu'a des structures simples.

Finalement, nous allons travailler avec la méthode d’analyse simplifiée, développée dans
le chapitre suivant el nous allons intégrer dans un code de calcul éléments finis. Nous
prenons les résultats obtenus par la méthode incrémentale comme références afin de

confronter les deux méthodes.
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Analyse inélashque







Lettres majuscules

Nomenclature

A=la, A, A,] Matrice de localisation.

b

Sd

Vv
Y(t)

Letires minuscules.

Matrice de couplage des mécanismes
inélastiques

Module d’écrouissage.

Intersection de deux convexes.

Module de Young, module de Young
modifié.

Tenseur des déformations.

Partie élastigu:e de la réponse réelle.
Tenseur des déformations élastiques.
Tenseur des déformations inélastiques.
Tenseur de déformations initiales.
Tenseur des déformations plastiques.
Vecteur accroissement des déformations.
Matrice d’élasticité, matrice d’élasticité
modifiée.

Tenseur des contraintes résiduelles.
Tenseur des déviateurs de contraintes.
Tenseur des déviateurs de contraintes
élastiques.

Elément de volume.

Paramétre transformé de la siructure.

Fonetion de critére de plasticite.
Limite élustique de cisaillement.
Facteur de charge.

Seuil.

Temps.

Paramétre interne.

MPa (N.mm“")

MPa (N.mm™)

S-I

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)

MPa (N.mm™)
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Lettres majuscules grecques.

Tenseur des contraintes.

Tenseur des contraintes ¢lastiques.

Lettres minuscules grecques.

p=la B Al

Exposants et indices

mas * g

Notations

CA, SA, PA
dev

det

div

grad

Pr

tr

' X

Déplacements inélastiques locaux.

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)

mm

Symbole de Kronecker (vaut | si i =j et 0 sinon).

Coefficient de Poisson ou coefficient de
Poisson modifié.

Contraintes locales associées a chacune
des déformations inélastiques locales.

Limite élastique.

Inverse de ...
Transposé de ..

Initial.

Maximal, minimal, moyen.

MPa (N.mm™%)

MPa (N.mm™)

Cincmatiquement, Statiquement et Plastiquement Admissible.

Déviateur.

Déterminant d’une matrice.
Divergence.

Gradient.

Projection.

Trace d'un tenseur d'ordre 2

Produit contracté de deux tenseurs
d’ordre 2.
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CHAPITRE 3.
LA METHODE D’ ANALYSE SIMPLIFIEE
DES STRUCTURES INELASTIQUES

A

3.1, Introduction

L4 méthode d’analyse simplifiée des structures inélastiques ou MASSI a été développée
par le professeur J. Zarka et al. C’est une approche locale qui est en fait basée sur un

décuuplage du champ de déformation plastique et du champ de contrainte résiduelle.
3.2. Approche locale

Nous adopterons pour la suite, I’approche du professeur J. Zarka [Zarka90] vue au
chapitre 1 : le matériau sera considéré comme ua ensemble de sous éléments simples appelés

modeles rhéologiques.
3.2.1. Mécanismes inélastiques

D’aprés la figure 1.6, nous allons finalement distinguer trois types de mécanismes

élémentaires inélastiques :

v Le mécanisme o qui implique des déformations instantanées inélastiques avec
senil qui inclut tous les mécanismes de glissement secs, de dislocations, ...

v Le mécanisme B qui permet de modéliser les déformations inélastiques différées

sans seuil. It inclut tous les processus de diffusion.

v" Le mécanisme y qui permet de modéliser des déformations inélastiques différées

avec seuil. I implique tous les processus thermiquement activés.

3.2.2. Contraintes locales et déformations plastiques globales

La déformation inélastique aura un réle fondamental dans le comportement inélastique

global du volume.
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Ces déplacements relatifs aux mécanismes inélastiques seront notés y et ils seront

considérés en tant que parametres intemnes.

r=lu p oyl (3.1

Soit T le vecteur de contrainte. Les contraintes locales au niveau de chaque mécanisme

inélastique sont données par I"équation :

o=lo, o, o] =AT-by (3.2)
Posons y = by :
A(l yu
c:[cr,l Gy cy]TzAE—-y = 1AL |Z-1 Y, (3.3)
Ay Y,

vy représente les parametres internes transformés.

v (o,,0,,0,) sont les contraintes locales associées a chacune des déformations

o
inélastiques locales.

v (A, A, A,) sont les matrices de localisation élastique et elles sont considérées
constantes dans le temps.

v AZ représente les contraintes élastiques locales sur les mécanismes.

v b est la matrice de couplage des mécanismes inélastiques. Elle est définie positive

et, dans le cadre des petite. déformations, elle est symétrique.

Deux cas peuvent se présenter :
+ b réguliere (det b # 0) : la relation liant les quantités y et y est alors bijective.

L’évolution de y (ou y) permet de suivre simultanément I'évolution de y (ou de ).

+ b singuliere (det b = 0 donc b est non inversible) : dans ce cas il est nécessaire

de suivre simultanément I'évolution de y et de ¥.

La déformation plastique globale est obtenue a I’aide de la déformation inélastique locale :

03
E' =A"y=[A, A, AP (3.4.)
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3.2.3. Remarques

Aprés analyse des exemples vus au paragraphe 1.5.3 :

v On suppose que les déplacements inélastiques locaux (c’est-a-dire les paramétres
internes au niveau des modales rhéologiques inélastic »< ) et que la contrainte globale
appliquée I, sont connues,

¥ On en déduit les contraintes locales au niveau de chaque modéle inélastique et on
introduit une matrice de localisation A et une matrice d’interaction b. Enfin, on défini
les paramétres intemes transformés y.

¥ On peut donce écrire 1’expression de la loi d’évolution pour les paramétres internes

transformés y et les paramiétres internes,

3.2.4. Loi d’évolution des mécanismes inélastiques locaux

Notre étude se limitera aux mécanismes o qui sont représentatifs du comportement
plastique parfait (pas d’écrouissage)-
La contrainte locale o, exercée au niveau du patin doit étre plastiquement admissible a

tout moment, ¢'est-a-dire qu’elle doit satisfaire la condition :
~5§50, S48 (3.3.)

Soit C,, un domaine convexe fixe, centré sur l'origine avec C_ = [-s+s] :

L =48 = 020
o, =~5 = <0 (3.6.)
~-580,5+5 = a=0

On dit que & est dirigé suivant la normale extérieure du domaine convexe C, en o, ou

encore que & appartient & la subdifférentielle de la fonction ¢ en o, etonnote:

aedye (o,) (3.7.)
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3.3. Evolution globale d’une structure

Nous nous placerons en petites perturbations ce qui signifie que les différentes
configurations occupées par le milicu peuvent étre confondues avec la configuration initiale.
Notre volume élémentaire sera modélisé par une succession de mécanismes o reliés entre

eux par des ressorts.
3.3.1. Réponse élastique

Pour une structure a comportement purement élastique et linéaire, on se donne un
opérateur ELAS analytique ou aumérique (Méthode des éléments finis dans notre cas) qui sera
composé des caractéristiques de la structure et qui permetra de déterminer les champs
élastiques, solution du probléme.

Pour notre étude, |a partition de géométrie et la loi de comportement ne varieront pas.

Les caractéristiques de |'opérateur ELAS pour un matériau fictif purement élastique, sont :
ELAS (Géométrie || Chargement | Loi de comportement) (3.8.)
Soit,
ELAS (V,8,,S, | X*(0),E' (1), F(1), U*t) | M) (3.9

Cet opérateur permettra de déterminer les champs élastiques U®(t), E(t) CA avec U‘(t)
sur S, et () SA avec X*(t) dans V et F(1) sur S;.

On a la relation d’élasticité linéaire suivante :

(1) = LIE" (1) - E'(1)) (3.10)

Ot encore
E7(t)y=MEZ"(1)+ E'(1) (3.11)

avec M représentant la matrice de rigidité ou de souplesse et L = M™' est la matrice des

compliances élastiques.
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3.3.2. Partition des déformations

U(t), E(t) sont les champs de déplacements et déformations réels CA avec U‘(t) sur Sy
3(t) est Ie ¢ mp de contrainy: réel SA avee FU(t) sur S,.
Le champ E(t) se décompose de la fagon suivante :

E()=E(t)+E (1) + E'(1) (3.12)
avee

E°(t) = ME(t) (3.13)
doll

B(t) = ME(t) + E*(t) + E'(1) (3.14.)

La figure 3.1 illustre cette partition dans le cas d’un chargement uniaxial.
3.3.3. Réponse inélasiique

Si on désigne par R(t), le champ des contraintes résiduelles obtenu en déchargeant
purenient élastiquement la sfructure A partir d’un état élastoplastique connu, la réponse

 inélastique s'écrit :
En contrainte : R(t) =Z(t)~ = (t) S.A. avec O dans Vet 0 sur S, (3.15.)
En déplacement : U™(t)=U(t)-Ut) C.A. avec € sur Sy (3.16.)
En déformation : E™(t) = E(t)-E*(t) CA. avec 0 sur Sy (3.17.)

3.3.4. Décomposition de la réponse réelle

Pour une meilleure compréhension des étapes de calculs, toutes les équations sont
regroupées dans le tableau 1. (pour plus de clarté la variable t a été omise) et la figure 3.2

représente la décomposition de la réponse réelle.
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r ’ »
Réponse élastique Réponse réelle | Réponse inélastique
.
ECI:L(EC“E‘) E=E1+EP+EC U=Uc|+Ulﬁc
J E® = MY E=E"+E™
~el el i
E=M:® + | ] T esd iR
E=E.E"+MI
=>E=E +E" +MI*+ MR
Eme - E — Ecl
= E™ = E'+E" + ML + MR - E¥
E™ =E'+E" + MZ® + MR - Mz" - E'
= E" = Ef + MR (3.18.)
o R=M"YE™-E") (3.19.)

Tubleau 3.1. Décomposition de la rép nse reelle.

En comparant les équations suivantes E"™ = MR +E" et E¥ =MZ® + E', on peut constater
que le champ des contraintes résiduelles peut étre obtenu, en faisant un calcul élastique
homogene, avec comme déformation initiale le champ E"(t). Autrement dit en utilisant

I'opérateur ELAS :
ELAS (V,S,,S, | 0, E"(1,0° 0" [M") (3.20,)

Cela signifie que le champ des contraintes résiduelles est une fonction linéiire de la

déformation irréversible E'(t) que I’on peut donc exprimer symboliquement sous la forme :
R(1)=Z_E"(t) (3.21.)

avec Z, qui est un opérateur linéaire symétrique et singulier.

Ep(t) permet de déterminer R(1), la réciproque n’est pas vraie. On va donc, par "analyse

inélastique étre amené & découpler 1'équation (3.21) par le biais d’un changement de variable.
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Figure 3.2. Décomposition de la réponse réelle de la structure.
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3.4. Extension aux chargements cycliques radiaux

3.4.1. Chargements

La figure 3.3 regroupe quelques types de chargement :

v (a) Chargement quelconque.
v (b) Chargement radial alterné.

v (c) Chargement radial répété.

A AN
— ™|
. \ | \‘\\ / | \\/ \/ ! M

Faus o

(a) (b) (c)

Figure 3.3. Quelques rypes de chargement.

3.4.2. Définition

Le chargement étant de période T, la réponse élastique de la structure pourra s’écrire

comme suit :
T+ T) =27 (1) (3.22.)

On suppose que la structure est soumise a un chargement cyclique de type (b) et (c) (figure
3.3).

Pour de tels chargements, et en chaque point, le champ des contraintes élastique varie
périodiquement sous la forme :

U0 = (=AW I, + AW, = I, i'm:)"‘ AL (3.23)
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Le facteur A(t) variant entre Q et 1 puis entre 1 ¢t 0.

, ,;Eﬂ -(-‘Eg‘. o\ oy - ¢
Ef;y—.:»-i’—'iiz‘& représente I'état de contrainte élastique moyen et AZ® =I5 -ITO

teprésente I"amplitude du champ de conu aitite élastique et indique la direction de chargement.

3.4.3. Existence du champ de contrainte

Soit deux ensembles convexes, ¢(t et C,(t) si I'intersection de ces deux ensembles
(figure 3.4), pour un état initial donné et pour un trajet de chargement donné, est différente de
I'ensemble vide quelque soit t, alors il existe une et une seule solution du champ de
contrainte.

B. Halphen [Halphen78] a montré que dans le cas ot :

v Le champ de contrainte Z(t) est statiquement et plastiquement admissible

(e q(t)n C,(1)).
¥ Tous domaines convexes, définiesant les domaines d’élasticité de chaque
mécanisme inélastique, sont de dimension finie et symétriques par rapport
Porigine.
alors il existe une solution périodique pour le champ de contrainte. De plus quelque soit 1’état

 initial, a convergence du champ de contrainte vers une solution périodique est assurée.

e P e

R A Wil T

Eroaspate e

Figure 3.4. ¢(ynCy(1} = @ Vie [0T].

Cependant rien ne peut étre assuré concernant le champ de déformation total ou plastique

(E =E") car il n"existe pas de relation bijective entre £(t) et B (1).
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3.4.4. Caractéristiques des matrices b et conséquences

lorsque les matrices b sont régulieres (cf. § 3.1.2), on obtient un comportement
asymptotique de type accommodation ou adaptation alors que pour des matrices b singulieres
la déformation progressive s’accumule indéfiniment (effet Rochet).

Nous nous intéresserons donc au cas ot les matrices b sont réguliéres.
3.4.5. Matériau a écrouissage cinématique linéaire

On va se himiter au matériau & écrouissage cinématique linéaire sous chargement cyclique,
qui est représentatif du comportement adapté ct accommodé uniquement. L’effet de rochet
n’est donc pas pris en compte. Pour ce matériau, on va utiliser le changement de vanable qui

va nous permettre le découplage entre le champ de déformation et le champ de contrainte

résiduelie.
3.4.5.1. Ecriture classique
Genéralement on associe, pour un matériau a écrouissage cinématique linéaire, le critére de
Von Mises. Pour alléger les écritures la variable t sera omise.
P l 2
Sf(S,E )=§(S-y)(S—y)-k,} <0 (3.24.)

vk, est la limite d'élasticité en cisaillement du matériau.

v y=CE" est le champ de paramétres internes, C est le module d’écrouissage.

v S = devY est le déviateur des contraintes.

En se plagant dans Iespace des déviateurs des contraintes, ce critére représente une sphére
centrée en y de rayon k, (figure 3.5).
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'

R T

Figure 3.5. Critére de Von Mises dans l'espace

des déviateurs des contraintes.

On a vu que 1"écoulement plastique se faisait suivant la régle de normalité c’est-a-dire que
E® est porté par la normale extérieure au convexe de plasticité :

E® € By, (S) (3.25.)

Cpyy(S) étant le convexe centré en y au point S.
3.4.5.2. Nouvelle écriture
Potur un mécanisme o, onavu:
o, = AZ -y (3.26,)
Posons A comme étant un opérateur déviatorique ¢’est-a-dire que A =dev. Alors:
trx
AZ = devZ = 2 -3, (3.27.)

8; étant le coefficient de Kronecker.

Le critére s’éerit :

Solo, 5K (3.28)
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»]?j(devZ~y)1 (devE-y)<k,’ (3.29.)
Comme £=Z2"+R et S = devZ

devE = devE® +devR
=5 =5 +devR (3.30)

S-y=S"-(y-devR)

Ny e

S-y=S8" - Y (3.31}

Ce changement de variable, faisant intervenir le paramétre transformé structural Y, met en
évid~nce le couplage qui existe entre les contraintes résiduelles R et les parameétres internes
caractérisant [’écrouissage y.

Le critére de Von Mises devient :
b e . )
;(S'-—Y)(S'—Y)sko‘ (3.32.)
On se placera désormais dans |'espace des paramétres transformés de la structure.

L introduction de ces param#tres nous fournit les renseignements suivants :

v A chaque instant ces paramétres doivent vérifier le critére de plasticité c’est-a-dire
étre PA. 1Is sont & I'iniérieur du convexe centré sur §°.

v §'tl y a écoulement plastique, celui-c1 se fait 4 la vitesse

EP = A(S-y) (3.33.)

oA =0si f{SSE')<Oetx 20si f(S5E")=0.
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Qu encore
Ef = (8" ~Y) (3.34.)

Ce qui signifie que dans 1'espace des Y, cet écoulement se fait suivant la normale intérieure

au convexe centré sur S9.

E" &=y (Y) (3.35.)

P SV R P 30 S U MR R RS R
H

b

CRRALSE AT e

Figure 3.6. Ecoulement plastique dans l'espace des paramétres transformeés Y.
4 p

Les positions de Y sont connues dés lors que la solution élastique S* est connue
indépendamment de ["histoire de chargement. Ces positions sont déterminées localement en
tout point de la structure. Ainsi, on peut exprimer la déformation inélastique E™ en fonction
de Y etde R. Soit,

Ef = C7'(Y +devR) (3.36.)
puisque

E™ =MR +E° (3.37.)

alors

"™ =MR+C™'Y +C 'devR
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E™ =R(M+C 'dev)+C'Y (3.38.)
On pose
M=M+C 'dev (3.39)

M est "operateur de souplesse modifié.

Avec

C'=A"p" (3.40.)
Dans ce cas,

ELAS (V.S,.S,V|0°,.C'Y.0" 0 ‘; M) (241

avec comme déformation initiale C'Y et comme loi de comportement M™'. On aura
finalement le champ des contraintes résiduelles.
On aura U™, E™ etalors R = M (E™ -C'Y) puis E" =C™'(Y +devR).

Les quantités E et v vont changer aussi :

|+
MR 1 %R“ -——;—Rué“ (3.42)
1 R,
CdevR & E(RU -‘5—6") (343}
we 1tV v 1 R 1
:DE" Z‘A—E‘—R”-“ER”B“+—C- ‘l—?cg_Rﬂb‘l+EY')

E“‘°—R(L+.X+L)-R6(V+ l\+lY (3.44.)
> ¢ Vg 3¢ C Y o
On pose,
e I+\" c’ ]
E, = R"(T)—R“S“(E“EY" (3.45.)
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Par identification, on aura finalement :

(3.46.)

La résolution du systéme (3.46) donne :

3%(2
2€+3C

£ = (3.47.)

~ WC+E (3.48)

T8 e oo bt

2E +3C

3.4.6. Nature de Uétat limite

La nature de I'état limite peut &tre immédiatement déterminée A partir des analyses
élastiques de la structure ¢’est-3-dire en obtenant ¥ (t) pour un cycle [0,T). Une construction
élémentaire géométrique et locale, dans 'espace des Y est requise.

Posons :
C, =C(S7) N C(Siin) (3.49.)

Sur une période, 'état limite d’une structure peut étre adapté si C, est non vide
(C, # @) ouaccommodé si C, est vide (C, = &) [Halphen76].
Cela revient & déterminer la distance entre les centres des deux convexes extrémes et a la

comparer avec la limite d’élasticit# en cisaillement k. En posant, en tout point :

A8 =S8 -8 (3.50.)
La distance entre ces deux convexes a pour expression :
¢ =-;-«/AS" A8 (351,
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Nous proposons d’évaluer Y a partir de |"état interne initial Y, .

3.4.7. Comportement adapté

3.4.7.1. Caractérisation du comportement

Dans ce cas on a d* <k,. Tous les mécanismes élémentaires de plasticité, déformation
plastique locale ou écrouissage, les parametres transformés Y ainsi que les déformations
plastiques E" et les contraintes résiduelles globales R tendent chacun vers une limite
constante sous chargement cyclique. Pour les parameétres transformés Y, cette limite Y, se
trouve a 'intérieur ou sur la frontiere de C, (figure 3.7). Tout dépend alors de 1’état initial

pour pouvoir la déterminer. Trois cas sont possibles .

Figure 3.7. Comportement adapte.

v Si Y, estal'intérieur de C, alors en ce point, il n'y a pas d’évolution plastique
(figure 3.7.a.).

v Si Y, est a I'extérieur de C, et & I'intérieur d'un des convexes alors Y, va étre

projeté sur C, orthogonalement suivant la direction de S (figure 3.7.b.).

Hax

v Figure 3.7.c.: Y, est a I'extérieur de C, et & I'exterieur des deux convexes.

3.4.7.2. Regles de projections

Les points appartenant aux cdnes (figure 3.8) peuvert étre projetés directement tandis que
les points hors des cones ne sont projetés qu'alternativement sur C(S%, } puis sur C(S7. )

jusqu’a ce que la solution Y, soit obtenue sur C, .

.84 .-



- Chapitre 3~ La msthode d'analyse simplifiée

»d%‘u»ﬁm A Y R IR W ST T T T ST g ST SRR ;Mi E.)-, niad
s
) 14
s LB
% A
> )
£3 AL &
- f
=
% o P o
> t
-
', } ~
JI . ‘
4 o
o ‘*{'\ i 2 &
- ~ ]
ERE AT = . T R (L SURE T g Ly v H S Per:

Figure 3.8. Cdnes de projection.

3.4.7.3. Partition mixte

Nous avons d’une part des éléments dont les parameétres transformés sont connus, et
d’autre part ¢’est la déformation plastique qui est connue. Cela nous améne a considérer deux

types de matériau (figure 3.9).

Figure 3.9. Matériau mixte.

v Sur V_, il n'y a pas d’évolution plastique du mécanisme (cas a. figure 3.7).

Les déformations plastiques E* et la matrice d*élasticité classique M~ sont utilisées

comme paramétre d'ELAS :

ELAS(V, Sy, S 0%, E".0%,0' M ) (3.52.)
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Avec
R=M"E™-E")et E'=0 (3.53.

v Sur V, on posera Y, =Pr(Y) ' Dans ce cas, ce sont la loi de comportement
T

élastique modifice M et C'Y, qui sont utilisés (cas b. figure 3.7).

ELAS (V.8,.5,]0°,CY, 0% 0* | M) (3.54)
Avec
R=MYE™-C'Y,) (3.55)

Ces deux opérateurs £L4S permettront de déterminer les champs inconnus U™ puis E™ et

enfin R, sur les parties considérées.

A partir des résultats de ce calcul, les quantités Y, , et E! peuvent étre alors déterminées en

utilisant I'expression :

SurV,:Y,, =CE" -devR

(3.56.)
SurV, :E' = C'(Y, +devR)

Sur V,_, la position de Y, (a I'itération i) par rapport a I'intersection C, est examinée. Si
Y, , estsitué a I'intérieur de C, alors le point considéré reste sur V, . Dans le cas contraire, il
est déplacé dans V. et une nouvelle valeur de Y, est obtenue en projetant Y, , sur C, .

Si au moins une projection a été réaiisée, la partition de V en V_ et V, est alors
réactualisée et conduit a une nouvelle itération du calcul. Lorsque plus aucune projection de
Y, , sur C_ n’est & réaliser, la solution a I’état stabilisé est alors obtenue et nous avons :

Y =Y,
E' =E

' ¥, est la projection de Y, sur ¢,

- 86 -



- Chapitre 3~ La méthode d’analyse simplifiée

3.4.8. Comportement accommodé

3.4.8.1, Caractérisation du comportement

Dans ce cas d° > k,. Les champs inélastiques tendent vers des champs périodiques sous
I'influence de 1a plasticité alternée qui se développe aux points les plus sollicités.

On peut avoir une accommodation dite globale c’est-d-dire que C, est vide en tout point
de 1a structure, ou une adaptation locale ¢’est-a-dire qu’il existe quelques points oy C, est
nion vide. Pour ce dernier cas I'estimation des paramétres transformés sera alors identique au
cas de Padaptation globale.

I s*agit de trouver une borne inférieure et une borne supérieure (figure 3.10) de AY qui

permettront d’obtenir un encadrement de la quantité AE" relatif 3 un état limite accommodé,

G g TR AR SRR S I e T 35 T e R > B BT v s e

% YA Cs)

=y

Figure 3.10. Etat accommodé dans l'espace des Y

3.4.8.2. Borne inférieure

Comme 4 chaque sommet la solution doit se trouver dans C(S%, ) puis dans C(S% ), une

min nax

borne inférieure immédiate est obtenue pour 'amplitude AY [Kim96, Zarka90].

AY,, = 1 2Ke | ge (3.57)

Jos”]

oit k, est le rayon de la sphére et "AS"I} =/1/2(AS")T (AS").
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v SurV,

ELAS (V.S,.S,]0°.0.0°,0°|M")

v Sur v,

ELAS(V,S,.8,]0°.C 'av,,.0*,0' [M )

On obtient finalement AU, . AE" et AR, .

min num

3.4.8.3. Borne supérieure

(3.58,)

(3.59)

Quand I'amplitude de charge est trés grande, il est possible de démontrer qu'un état

stationnaire est atteint dans lequel la vitesse d’évolution de Y, est la méme que celle de S:'

[Zarka89]).

Comme ;

S =(1-A)S" +AS

hun max

alors,

el
Sd = f—‘_g__ - _Se! + Scl

d mn ax

- ASt:l

=Y =§" = AS"
De plus,

E'=C'Y=>E" =CY

A= I)C"Y“ = \[%(C“‘Y)"" (C'Y)
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Figure 3.11. Barnes supérieures de l'accommodation.

Les positions ultimes, comme ’illustre la figure (3.11.), s’écriront :

yo =gt Koy

min T “min
A

0 Ky g
Y = Strae -=C 'Y

X

d’ou finalement :
AY = Y = Yoo
v SurV,
ELAS (V,8,,5:]0%,0,0°,0° [M")
v Sur Vi

ELAS(V,S8,,8;] 0*,C'ay,

Csup >

0’ 0! K1)
On obtient AU™ , AB™ et AR, .

3.4.8.4. Valeurs moyennes

¢l
oy *

Quand C; =@, alors la quantité Y, est choisie égale 4 S

(3.65.)

(3.66.)

(3.67.)

(3.68.)

(3.69.)
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v Sur V,

ELAS (V.S,.S,|0" B}

<o

0*. 0 ;] M) (3.70.)
v Sur V,

ELAS (V,8,.5,]0°.CY,

oy !

0',0' M) (3.71.)

On obtient U™ , E™ et R

moy Mo moy
Sur V_, nous effectuons des tests locaux suivant :

Si les quantités (Y t—-AY, J et (meiiAprl} sont situées & l'intérieur des

moy 9 wl 1
“

. ‘ , " I i | . e
domaines plastiques centrés sur [ Sf"m + -2~AS°‘ ) alors 1’¢lément considéré reste sur V.

Dans le cas contraire, le point est déplacé dans V. . 1l faut alors de nouveau évaluer Y,
AY,, et AY,, . Dans ce cas, Nous procédons donc & une nouvelle itération du calcul. Cette
procédure est répétéc jusqu'a ce que tous les tests réalisés (sur tous les points) soient

satisfaits.

Lorsque les tests locaux sont tous vérifiés, I'opérateur élastique conduit & un encadrement

de la réponse inélastique de la structure.
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Conclusion du chapitre 3

Nous avons, dans ce chapitre, développé la méthode d’analyse simplifiée sachant que le
matériau est de type standard généralisé & écrouissage cinématique linéaire. Ainsi, les

structures ont un comportement limite adapté ou accommodé.

Selon I*état limite considéré, nous déterminons la solutior qui est constante dans le cas de

I’adaptation ou périodique s’il y a accommodation.

Dans le cas de ’adaptation, un parameétre interne plastiquement admissible de la
structure est recherché. Les champs de déformation plastique et de contraintes
résiduelles sont déduits par 'intermédiaire de I’opérateur élastique.

Pour ’accommodation, c'est un encadrement de la déformation plastique que
nous déterminons et donc une solution du champ de contraintes résiduelles

périodique.

Cette méthode est basée sur des calculs purement élastique et la construction de I’opérateur
ELAS va nous permettre par la suite, de déduire les champs de déplacement, de déformation et
de contraintes. Nous nous intéresserons plus particuliérement & la détermination des champs
de contraintes résiduelles.

Nous allons intégrer Ianalyse simplifiée dans un code de calcul éléments finis et

'appliquer & différents types de structures (chapitre 4).

7 fol w
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Nomenclature

Lettres majuscules latines

B

C =23
&

E
Ec‘t
Einc
B
EP
F.é.hr

g

U=n v wf

Matrice des dérivées de fonction de
forme,

Module d'écrouissage,

Module de Young, module de Young
modifié.

Tenseur des déformations.

Partie élastique de la réponse réelle.
Tenseur des déformations élastiques.
Tenseur des déformations inélastiques.
Tenseur de déformations initiales.
Tenseur des déformations plastiques.
Foice nodale élémentaire (en éléments
finis).

Madule de cisaillement.

Matrice jacobienne.

Matrice de rigidité élémentaire.
Longueur suivant x ¢t suivant y

Vecteur des efforts de flexion

Moments de flexion,

Matrice d’élasticité, matrice d’élasticité
modifiée.

Vecteur des efforts résultants de
membrane.

Efforts résultants de membrane,

Matrice des fonctions de forme (ou
d’interpolation),

Tensevr des contraintes résiduelles.
Tenseur des déviateurs de contraintes.
Tenseur des déviateurs de contraintes
élastiques.

Efforts résultants de cisaillement.

Vecteur déplacement.

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)

MPa (N.mm™)

NxN
mm

Nm/m
MPa (N.mm™)

N/m

MPa (N.mm™)
MPa (Nmm™)
MPa (N.mm™)

N/m
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U Déplacements nodaux. mm
\Y% Elément de volume.
Y(1) Paramétre transformé de la structure.

Lettres minuscules latines

e Epaisseur. mm
f Fonction de charge.

h Epaisseur de la coque. mm
K, Limite élastique de cisaillement. MPa (N.mm™)
n Normale sortante.

(r,s.1) Repére local.

t Temps. s
u,v Déplacements suivant x et suivant y. mm
w Déplacement transversal suivant z. mm
w’ Poids au point d’intégration.

(x.v,2) Repére global.

z Axe suivant |'épaisseur.

Lettres majuscules grecques

Tenseur des contraintes. MPa (N.mm™)

x Tenseur des contraintes élastiques. MPa (N.mm™)

Lettres minuscules grecques

B,.B, Rotations suivant x et suivant y
X Vecteur des courbures
€ Vecteur des déformations.
g Vecteur des déformations initiales.
" Vecteur des déformations de membrane.
v,V Coefficient de Poisson, coefficient de
Poisson modifié.
o Vecteur des contraintes locales. MPa (N.mm™)
o, Limite élastique. MPa (Nmm’")
(&n.8) Repeére local.
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Exposants et indices

Notations

CA,SA,PA
dev

det

npie

Proj

ir

Inverse de ...
Transposé de ...
Initial, limite.
Elémentaire.

Maximal, minimal, moyen.

Cinématiquement, Statiquément et Plastiquement Admissible.
Déviateur. |

Déterminant d'une matrice.

Nombre de points de Gauss.

Projection.

Trace d'un tenseur d’ordre 2 o = Y0, .
1







CHAPITRE 4.
MODELISATION DE L’ANALYSE
SIMPLIFIEE SOUS SYSTUS.
APPLICATIONS

41 "lfntrfoduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser particuliérement & 'intégration et aux
applications de la MASSI sous SYSTUS par la méthode des éléments finis. Nous utiliserons
le langage S.LL. (System Inter/ace Language) [SIL99], interface de communication avec la
base de données des résultats de ce logiciel.

Par V'intermédiaire du langage S.I.L., nous avons construit "opérateur ELAS (Cf. annexe

~B), Cet opérateur nous permet de déterminer :
" ¥ Les champs de déplacement,

v' Les champs de déformation,
v 1es champs de contraine.
v L’état limite de la structure considérée

© ¥ Les paramétres associés (champs de contraintes résiduelles, ...).

Une attention particuliére est portée sur la détermination du champ des contraintes
résiduelles.

Aprés un bref rappel de la méthode des éléments finis, nous nous intéressons &
"application de 1'analyse simplifiée aux structures bidimensionnelles, tridimensionnelles et de
{ype coques minces.

Pour chaque cas, nous avons étudié différents types d’éléments (isoparamétriques) pour en
retenir le plus approprié. La procédure d'intégration de 'analyse simplifiée dans le code

SYSTUS [Systus99] est décrite sachant que diverses structures ont été étudiées.
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Afin d'illustrer notre démarche, nous avons traité les cas suivants :
a. Aprés validation sur diverses structures bidimensionnelles, nous présentons
I'exemple de la plaque trouée en son centre (concentration de contraintes), modélisée en
contraintes plaies ct soumise & un effort de traction cyclique.
b. Pour ies structures tridimensionnelles, nous avons choisi parmi les exemples traités,
le crochet de levage soumis a une flexion cyclique.
c. Les structures de type coques minces sont représentées par une bouteille sournise a
une pression interne cyclique.

Nous avons présenté pour ces structures les différents résultats 2t I’analyse limite

(adaptation et accommodation) obtenus par 'analyse simplifiée. La méthode incrémentale

nous a permis de confronter et d’exploiter les résultats.

4.2. Méthode des éléments finis

4.2.1, Introduction

Pour construire |"opérateur £LAS, SYSTUS miet en ceuvre la méthode des ¢léments finis en
formulation déplacement. Nous nous limiterons a cette théorie.

Le principe de base de la méthode des éléments finis [Batoz90, Barreau80, Imbert95]
consiste A subdiviser le domaine considéré en sous-domaines de forme relativement simple
appelés “éléments finis”. On va alors définir une approximation de la solution (déplacements

ou contraintes) non pas pour |'ensemble de la structure mais pour chacun des nceuds de ses

éléments constitutifs.
4.2.2. Formulation en déplacement

X9

Soit U une approximation de U champ de déplacement en chaque point de 1’éiément elt tel

que
UsU=>(N)U" =(r1).0" (4.1.)
U représente 1'ensemble des déplacements nodaux pour un élément particulier elt.

(N) représente la matrice des fonctions <’'interpolation sur I’élément. Elle est aussi appelée

matrice des fonctions de {forme.
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Les déformations peuvent étre obtenues par "équation approchée suivante :

E = BU" (4.2)

avec B vecteur représentatif des déformations et B matrice des dérivées des fonctions de

forme. La matrice élémentaire de rigidité est la suivante :

K= j'BTM"B av 4.3)
v
Soit F* le vecteur des forces élémentaires tel que :
F* = B+ Foy +Foy (4.4
(4.5.)

F= [B'M™E' dv+ [(N)'X* av+ [(N)'F* as,
v v S¢

4.2.3. Formulation appliquée & Uanalyse simplifiée

‘Dan‘s' le cas du matériau mixte (cf. § 3.1.2.3.), le volume élémentaire vst partitionné en V,
{pattic élastique) et en V, (partie plastique).
Larelation {4.5) s’écrit :

= [BTME' 4V, + [BME aVy + [N)XY av+ (M) dS, 46
v, Vy v S¢

M™ est 1a loi de comportement et elle est fonction du module de Young E et du coefficient

de Poisson v. M est la loi de comportement modifiée, fonction du module de Young

modifié & et du coefficient de Poisson ¥ tels que (CF. chapitre 3) :

& = 32
2E +3C

= 2vC+E
2E+3C

C ¢tant le module d’écrouissage,
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L'analyse simplifiée nécessite un champ de contrainte SA avec des conditions aux limites
nulles et un champ de déformations CA avec des conditions aux limites nulles.

La relation: (4.5.) devient finalement :

F* = [B'M'E' av, + [B'MT'E' aVy (4.7,

v Vy

Kl

Ordans V,, E' =E" = 0 car il n’y a pas de plastification. Donc :

F' = [B'M'E' dV, (4.8

Yy

Remarque

Sous SYSTUS. pour récupérer ¥, nous avons dii reconstruire et ussembler

la matrice B par |'intermédiaire de I'interpréteur S.I.L (cf. Annexe A

4.3. Intégration du module d’analyse inélastique sous SYSTUS

4.3.1. Récupération ¢t traitement des données

Le but est de déterminer ’état limite de la structure considérée et finalement d’estimer, a
partir de cet état, les champs de déformations plastiques et de contraintes résiduelles. Nous
avons intégré le code suivant sous SYSTUS. Tous les éléments (bidimensionnels,
tridimensionnels cu coques) peuvent étre utilisés sachant que certains ne permettent pas

d’obtenir des résultats cohérents.

La programmation s’organise de la fagon sutvante :

1. Pré-traitement.
v Entrée de la géometrie: V, S et S;.
v" Entrée du chargement :

+ L’état initial sera supposé vierge de toute contrainte initiale donc Y, =0.

* Le chargement est uniaxial.
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¥ Le matériau sera défini par ses caractéristiques mécaniques E (module de Young),
v (coefficient de Poisson), h (module d*écrouissage) et o, (limite d’élasticité).

v Le maillage. Pour valider les développements de la programmation nous avons
travaillé sur des structures simples telles que les structures bidimensionnelles en
confraintes planes. La discrétisation s’est donc¢ faite avec des éléments plans. De
plus, pour une meilleure estimation de 1état limite, des éléments isoparamétriques
reciangulaires quadratiques sc ot utilisés. Ces éléments sont sous-intégrés avec quatie
poinits de Gauss, Pour les structures tridimensionnelles, les éléments choisis sont les
hexagdres 4 20 nceuds et & 27 ou 2 8 points de Gauss selon le cas considéré. Les
coques minces sont modélisées par des éléments quadrangles linéaires (4 nceuds et 4

points de Gauss) afin de prendre en compte la courbure.

2. Traitement.
v" Initialisation des paramétres.
v Réalisation d’un outil de calcul élastique (opérateur ELAS).
v" Algorithme associé au code de caleul SYSTUS par intermédiaire du S.LL. (cf.
annexe B). Cet algorithme permet de déterminer les contraintes élastiques par
Pintermédiaire de 'opérateur ELAS, puis de déduire les déviateurs de contraintes
élastiques correspondants Sj, et S, .
v’ L’etat limite de la structure est ensuite défini par un test sur la distance entre les
deux convexes centrés en S, et S5, . Enfin selon 1"état limite considéré, la réponse

inélastique est déterminée sachant qu’elle est constante dans le cas adapté et

pérodique, s'il y a accommodation.

3, Post traitement,

Les caractéristiques (réparition du module de Young actualisé) et la répartition des

champs inélastiques sont directement visualisées sur interface de SYSTUS.
4.3.2, Arbre de programmation

Les étapes de programmation de ’analyse simplifiée sur S.LL. ont été illustrées par un

arbre programmatique (figure.4.1.) qui met en valeur la partition mixte de chaque état limite.
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STOP |

Figure 4.1. Arbre de programmation de I'analyse simplifiée
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4.4. Applications

Nous avons festé le code (cf. annexe B) sur des structures bidimensionnelles et des
siructures tridimensionnelles. Ces tests nous ont permis de déterminer I’état limite de la
i ”@élmc{umcnnsidérée et d’estimer les chemps inélastiques associés (contraintes résiduelles et
,/;défcnnatibns plastiques). De plus, des calculs incrémentaux ont été réalisés sur les mémes
stmctnres (caractéﬁstiques mécaniques et chargements identiques) afin de comparer avec
l’aualysa simplifiée et donc de valider le code précédent. Pour ces calculs, les éléments sont

- sous-intégrés pour les résolutions élasto-plastiques.
- 4.4.1, Concentration de contraintes

Soit la plaque d’épaisseur ¢, percée en son centre (Figure 4.2.). Nous avons supposé un état

- de contraintes plan et le matériau 4 écrouissage cinématique lindaire.

Figure 4.2. Plague trouée.

4.4.1.1. Modélisation de la structure

Léﬁf'caractéristiqu‘es mécaniques de la structure (acier) sont regroupées dans le tableau 4.1,
Par symérie, nous n'avons considéré qu'un quart de plaque.

€ v & h = 3C/2 e

210000 MPa 028 | 300MPa | 21000MPa { mm

Tableau 4. 1. Caractéristiques mécaniques
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Les chargements appliqués sont représentés sur la figure 4.3. Nous avens choisi de fixer la

charge minimale et de faire varier la charge maximale afin d’obtenir les deux états limites.

mat . (2

Pa T /

nEn

e ‘ P.. = 0MPa :
{Pmm = 0MPa
(a) . {b)

Figure 4.3. Chargements appliqués a la structure

Les premiers tests ont été effectués pour des éléments triangulaires quadratiques (figure

4.4). La structure est discrétisée en 240 éléments et 529 nceuds soient 1058 degrés de liberté.

TR P % oy

R

Ay
e
bt A X
qui uat
SRR
L
,
rd
,
,
°$’*¢“¢L
.

Figure 4 4. Modélisation de la structure par des éléments triangulaires

Nous n’avons représenté que la répartition de la contrainte résiduelle et de la déformation
plastique dans le cas adapté (figures 4.5 et 4.6). Nous avons donc illustré le fait que ces
éléments ne permettent pas d’avoir des résultats cohérents (par rapport & la méthode
incrémentale d’une part et 4 la répartition d’autre part) pour 1’analyse simplifiée.

Deux raisons sont possibles :

1. L'élément triangulaire n’est pas statiquement admissible.

2. ln'y a pas assez de points de Gauss dans I’¢lément pour la plastification.
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Figure 4.6, Répartitions de la déformation plastique
(a) Am:é&e simplifiée (b) Méthode incrémentale
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Le temps de calcul CPU de 'analyse simplifiée est de 15,81 secondes ' e itération) et il
est de 28,28 secondes pour la méthode incrémentale (moins de 6 cycles de chargement). La
sous-intégration des éléments ne change pas le nombre de points de Gauss (3 poing
d’intégration).

Les éléments de maillage choisis finalement (figure 4.7) sont les quadrilatéres & 8 neeuds et
4 9 points d’intégrations (cf. Annexe A). Des tests ont été réaiisés pour les éiéments 4 9 points
de Gauss et pour les éléments d 4 oints de Gauss.

De plus, nous avons étudié I'influence de la taille de ces éléments sur les résultats. La
structure est modélisée en 300 éléments et 981 nceuds soit 1962 degres de liberté pour le cas
du maillage grossier (figure 4.7.a). Le maillage fin est composé de 1200 éléments et 3761

neeuds soit 7522 degrés de liberté (figure 4.7.b).
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¢ > : R S R e e R s s
. - * .:,.,.,4.,.*,-‘4'.1-»«»4_?“. H
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st [ PRSP
< P : R S
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g

Figure 4.7. Modeéi sation de la structure par des éléments

quadrangulaires (a) Maillage grossier (b) Maillage fin

4.4.2. Adaptation de la structure

4.4.2.1. Maillage gros: ier

Pour le chargement de la figure 4.3.a, la structure maillée grossiérement (figure 4.7.a)
devient adaptée. Nous avons donc une limite constante des champs inélastiques. Nous avens
comparé les répartitions (figures 4.8 et 4.9) du champ de contraintes résiduelles par Von
Mises et de la déformation plastique, le long de L7, obtenues par ’analyse simplifiée et par la
méthode incrémentale. La notion de «distance » sur les courbes suivantes représente la

distance entre les nceuds qui composent la ligne L7, dirigée de A vers B (figure 4.7).
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Les figures 4.10 et 4.11 permettent Ia visualisation et donc la comparaison des répartitions

- des différents champs inélastiques.
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Le calcul incrémental semble lui aussi tendre vers une solution adaptée (figure 4.12).
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Figure 4.12. Courbe cyclique (méthode incrémentale)

Le tableau 4.2 résume les différents résultats obtenus par les deux méthodes.

Méthode incrémentale Analyse simplifiée
Sous-intégration Avec Sans Avec
Itération ou cycle - 6 cycles ] itération 1 itération
Temps CPU 84,68 s. 40,06 s. 24,77 s.

Erreur absolue | SOMainte :////////////////% 1,65 4,6

déformation V/////////////////% 3.10° 1,17.10*

Tableau 4.2. Résultats pour le maillage grossier

Nous pouvons remarquer que les valeurs de contraintes et de déformations correspundantes
a I'analyse simplifiée associée aux éléments sous-intégrés, sous-estiment celles de la méthode
incrémentale. Si les éléments ne sont pas sous-intégrés, alors on obtieut une bonne
représentation des champs.

Le temps de calcul pas-a-pas effectué est 2 fois supérieur au calcul simplifié associé¢ aux
¢léments sans sous-intégration et environ 4 fois supérieur au calcul simplifié associé aux

éléments avec sous-intégration.
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Aprés avoir vu Pinfluence de la sous-intégration sur les résultats, nous allons nous

intéresser A la taille des &léments et donc affiner le maillage.
4,4.2.2. Maillage fin

Le chargement de la figure 4.3.a appliqué 2 la structure maillée suivant la figure 4.7.b,
donne un cbmportement asymptotique adapté. Nous avons comparé les variations (figures
4,13 et 4.14) des champs inélastiques le long de L7.

Les valeurs :les confraintes et des déformations obtenues par I’analyse simplifide et les
€léments sans sous-intégration sont légérement supérieures & celles obtenues par la méthode
incrémentale, sachant que les répartitions des champs inélastiques sont sensiblement les
mémes.

A nouveau, les résultats obtenus par ’analyse simplifiée en utilisant les éléments avec
sous-intégration ne sont pas trés concluants comme le prouve ’erreur absolue des contraintes

- qui n’est pas négligeable (Cf. tableau 4.3), Cependant les répartitions des champs inélastiques
sont semblables (figures 4.15 et 4.16),

Le tablean 4.3 risume les différents résultats obtenus par les deux méthodes.

Méthode incrémentale Analyse simplifiée
~ Sous-intégration Avec Sans Avec
Iferaimn oti cycle 6 cycles 2 itérations 1 itération
"Tgsmps CPU 821,40 s. 364,23 s. 116,43 s.
‘ Eﬁeur ébs olue contrainte // / 165 29,24
| dsformation i % 10° 3,03.10%

Tableau 4.3. Résultats pour le maillage fin

Le temps de caloul pas-a-pas effectué est 2,25 fois supérieur au calcul simplifié associ¢ aux

éléments sans sous-intégration et environ 7 fois supérieur au calcul simplifié associé aux

éléments avec sous-intégration.
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Déformation plastique fe fong de LT
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Figure 4.13. Comparaison de la contrainte résiduelle (VMIS) le long de L7
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Nous notons que le calcul incrémental semble Iui aussi tendre vers une solution adaptée

(figure 4.17).
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Figure 4.17. Courbe cyclique (méthode incrémentale)

4.4.3. Conclusion sur les paramétres d’influence

; Pour savoir quel élément est le plus adapté, ncus considérons la méthode incrémentale ou
pas-a-pas comme référence.
“Nous avons donc effectud plusieurs tests par rapport au type d’élément, au nombre de points
~ d'intégration et 4 la taille de ces éléments sachant que I’on ne travaillera qu’avec des ¢léments

| quadratiques afin d’augmenter la précision des résultats.
4.4.3.1. Influence du type d'élément

Les éléments triangulaires quadratiques (six neeuds et trois points de Gauss), qui s’avérent
moins sensibles & la distorsion géométrique, sont les plus utilisés pour la résolution des
problémes d'élasticité en milieu industriel [Batoz90].

Daus le cadre de I"analyse simplifiée, ces éléments uuraient été intéressants pour diminuer

les erveurs de « plastification ». En effet, la « plastification » d’un point de Gauss entraine la

« plastification » de 1'élément en entier.
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D’aprés I'exemple de la figure 4.18, I'élément triangulaire & six nceuds comparé a
I’¢!ément quadrangulaire & huit nceuds, nous donne une zone plastifiée et une zone élastique

dans le premier cas et une zone plastifiée compléte dans le deuxiéme cas.

PR ek 8 T A kT MR AL L A S T e el s e s B 3 R

4 Deas Héments irtangulaires
&

g P
:NP—-——{

B ONP e

L. NP
1 chémant plestifié
NP :> o i Avpecet wom plustifie

 T—

| Un tlément quadrangulairs

h frommmee
1

N £ + 4—;» e j
H ' :> i etoment plastfly i
HONP et ¢ 4 @i NP 1

Figure 4.18. Comparaison entre deux éléments

isoparamétriques (exemple).

Mais finalement, les éléments triangulaires ne permettent pas de modéliser les structures
bidimensionnelles car ils ne donnent pas de résultats satisfaisants lorsque I'on applique

I'analyse simplifiée (cf. § 4.4.1.1.).
4.4.3.2. Prise en compte de la sous-intégration des éléments

Pour les structures bidimensionnelles (cf. Annexe A), nous n’utiliserons que des €léments
quadrangulaires quadratiques a huit nceuds (figure 4.2.). D’aprés Mialon [Mialon91], si ces
éléments sont sous-intégrés en quatre points de Gauss alors ils permettent de prendre en
compte I'incompressibilité plastique (critére de Von Mises).

Nous avons donc testé la sous intégration et la non sous-intégration de différents éléments
bidimensionnels dans le cas de I’analyse simplifiée et nous avons constaté que les valeurs des
champs étaient assez différentes. Les comparaisons de ces valeurs permettent de conclure 4 la

nécessité de ne pas sous-intégrer les éléments.
4.4.3.3. Influence de la taille des éléments

La taille des éléments ne modifie pas I'état asymptotique de la structure mais permet de
donner plus de précision a la réponse inélastique, pour la méthode incrémentale et pour
"analyse simplifiée associée aux éléments sans sous-intégration. Dans le cas des éléments
sous-intégrés, on remarque une instabilité lorsque 1'on passe d’un maillage grossier 4 un

maillage fin (les valeurs obtenues par l'analyse simplifiée appliquée au maillage grossier

-118 -
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sous-estiment les valeurs de la méthode incrémentale et elles sont surestimées lorsque

P'analyse simplifiée est appliquée au maillage fin).

Finalement, pour I'accommodation, les résultats précédents nous font choisir des éléments
quadrangulaires quadratiques sans sous-intégration. La finesse du maillage permet de jouer

sur [a précision des résultats mais pas sur leur nature.
4.4.4, Accommodation de la structure

Nous avons retenu le maillage fin et 'accommodation de la structure est obtenue grace au
chargement de la figure 4.3.b. Pour cet état limite, les bornes de déformations plastiques et de
contraintes résiduelles sont a déterminer puisque la limite est périodique (figure 1.13).

Les variations des déformations plastiques et des contraintes résiduelles sont reportées sur
les figures 4,19 et 4.20. Les figures 4.21 et 4.22 illustrent les différentes répartitions des
chanip,s inélastiques (bornes supérieure, inféricure et valeur moyenne pour l'analyse

simplifiée, méthode incrémentale),

La résolution par 'analyse simplifiée s’effectue en 3 itérations et 978 secondes, temps
C.P.U. Le calcul par la méthode incrémentale se fait en 7 cycles de 0,1 pas et 1758 secondes,
temps C.P.U. Finalement, le calcul simplifié nécessite un temps proche de 1/2 du temps de
caleul pas-a-pas effectué.

Les bornes issues de 1'estimation de 'analyse simplifiée encadrent bien la solution
incrémentale dans le cas de la déformation plastique (figure 4.12). Pour la contrainte
résiduelle (figure 4.11), nous constatons un mauvais encadrement de la solution et des zones
de sous-estimation de cette contrainte résiduelle.

Finalement, c’est la bomme inférieure qui est la plus représentative puisqu’elle est plus
proche de la solution incrémentale, la borne supérieure étant trés élevée. L’erreur relative
entre la borne inférieure de 'analyse simplifiée et la méthode incrémentale est d’environ 17%

pour la contrainte résiduelle et d’environ 11% pour la déformation plastique.
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‘I;a; convergence de la méthode incrémentale est représenté sur la figure 4.23.

o g bR ppos 00 pixas ofo4 45
Dfoimatlan plastiun

Figure 4.23. Courbe cycligue (méthode incrémentale)

Partition mixte

formément au § 3.4.7.3 (CL chapitre 3), nous pouvons illustrer la partition mixte
424) grace au module de Young (en rotige) et au module de Young modifié (en bleu).

i, nous avons la répartition de la zone plastique selon la nature de 1'état limite.

£ £
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Figure 4.24. Zones plastiques
(a) adaptation (b) accommodation
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Nous avons constaté finalement que si I’on pouvait aisément implanter 'analyse simplifiée
dans un code alors tous les types d’éléments ne permettaient pas une d’obtenir une bonne
estimation des champs. Nous allons donc étendre I'analyse simplifiée aux éléments

tridimensionnels afin de définir les paramétres d’influence.
4.5. Structures tridimensionnelles

Nous avons appliqué les deux formulations incrémentale classique et simplifiée pour
diverses structures tridimensionnelles. Nous allons illustrer les résultats obtenus par les deux
approches sur une structure étudiée dans les manuels d’exemples de SYSTUS [Systus99].
C’est un crochet (figure 4.25) de levage employé pour le stockage ou le déstockage dans uu

magasin de piéces détachées.

Figure 4.25. Crochet de levage

Un incident probable est I'accrochage, par un des c6tés du crochet au moment du levage,
d’une partie fixe d’un des supports de rangement. Nous avons supposé cet accrochage
cyclique.

Les caractéristiques mécaniques de la structure (acier) sont regroupées dans le tableau 4.4.

E v G, h =3C/2

210000 MPa 0,28 300 MPa 21000 MPa

Tableau 4.4. Caractéristiques mécaniques
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- Lecrochet va donc subir une pression répartie (flexion), représentée 2 la figure 4.26. Le
- premier cas de chargement (figure 4.26.a) donne une limite adaptée de la structure et le

- deuxieme cas (figure 4.26.b), un état limite accommodé.
S ette pression est appliquée sur la face D, Ia face B étant bloquée dans les trois directions

P, =~80MPa {P"'“ = 200N
P, =0MPa Po = ON

0 ®

Figure 4.26. Chargements appliqués & la structure

o 3 "Lg;croéhet est discrétisé en 298 éléments et 1744 noeuds soit 5232 degrés de liberté. I est
- modélisé (figure 4.27) en éléments hexaédriques quadratiques 4 20 neeuds. Les éléments ont
7 o 8 points de Gauss s'ils sont respectivement sans sous-intégration ou avec (on pourra se

Figure 4.27. Modeélisation du crochet de levage
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4.5.1. Etat adapté du crochet

Le crochet s’adapte au bout de 2 itérations par I'analyse simplifiée et & moins d'une

dizaine de cycles par la méthode incrémentale (figure 4.28).

R

Contrsinte (MP2)

0 000 o2 a0om 00004 [ders ] [(Xee ] o000 ooe o000
Déformation plastiqus

a5

B eI

Figure 4.28. Courbe cyclique

Nous avons comparé les variations (figure 4.29 et figure 4.30) du champ de contraintes
résiduelles et de déformation plastique obtenues par 1’analyse et par la méthode incrémentale,
le long de la courbe C suivant la direction AB (figure 4.27). Les figures 4.31 et 4.32
permettent la visualisation et donc la comparaison des répartitions des différents champs
inélastiques.

L’analyse simplifiée associée aux éléments avec sous-intégration ne nous donne pas de
résultats concluants si nous les comparons & la ceux de la méthode incrémentale. 11 est donc
nécessaire d’avoir le maximum de points de Gauss dans |'élément pour avoir une bonne
représentation de la « plastification ». Nous retrouvons finalement les conclusions du cas
bidimensionnel.

La résolution avec I’analyse simplifiée (éléments sans sous-intégration) est réalisée a cofits
et & temps de calculs négligeables : 752.79 secondes temps CPU contre 4799.53 secondes
pour la méthode élastoplastique. Le calcul simplifié nécessite donc un temps proche de

1/6 i¢me du temps de calcul pas-a-pas effectué.
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' | Lerreur relative est trés faible (environ 0.3% pour la contrainte résiduelle et d’environ 7%
- pour la déformation plastique) et I"estimaion par I'analysc simplifiée des champs inélastiques
est supérieurs aux résultats obtenus par la méthode élastoplastique.
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Figure 4.29. Comparaison de la contrainte résiduelle (VMIS)
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Figure 4.30. Comparaison de la déformation plastique
le long de la courbe C
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Il ne faut donc retenir désormais que les éléments hexaédriques sans sous-intégration

puisqu’ils permettent d’obtenir des résultats plus cohérents.

4.5.2. Accommodation de la structure

Le chargement de la figure 4.26.b nous donne un état limite accommodé du crochet au
bout de 2 itérations pour I'analyse simplifiée et d’environ 10 cycles de chargement pour la

méthode incrémentale (figure 4.33).
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Figure 4.33. Courbe cyclique

Les variations des différentes bornes le long de la courbe C sont représentées sur la figure
4.34 et la figure 4.35.

C’est encore la bome inféricure qui estime au mieux la solution de la méthode
incrémentale. L'erreur relative entre cette borne inférieure et la méthode incrémentale est
d’environ 4% pour la contrainte résiduelle et d’environ 25% pour la déformation plastique.

La résolution par la méthode incrémentale s’est déroulée en 5623.69 secondes temps
C.P.U. Le calcul par I'analyse simplifiée s’est effectué en 860.31 secondes temps C.P.U., soit
environ 1/7 iéme du temps par la méthode pas-a-pas.

Nous pouvons constater, d’aprés les différents temps de calcul que I’adaptation se stabilise

plus rapidement que 1’accommodation.
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Figure 4.34. Comparaison de la contrainte résiduelle (VMIS)
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Figure 4.35. Comparaison de la déformation plastique
le long de la courbe C

| De la figure 4.36 4 Ia figure 4.37, nous avons la répartition des bomes inférieure et

supérieure obfenues par les différentes méthodes.
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Figure 4.36. Répartitions de la contrainie résiduelle (VMIS)

(a) Mérhode incrémentale (b) borne supérieure (Analyse simplifiée) (c) borne inférieure (Analyse simplifiée)
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4.5.3. Partition mixte

Nous avons illustré comme précédemment, la partition mixte et donc les zones plastiques
(figure 4.38) par I'intermédiaire du module de Young et du module de Young modifié. La

figure +.38.a représente I'adaptation et la figure 4.38.b I’accommodation.

£ £
Min ¢ 13030

Min » 19990

Maas ¢ 21003 Maa * N“j

M 18090 % D 19930,
- 219800

- 218000

Figure 4.38. Zones plastiques

(a) adaptation (b) accommodation

Apres avoir validé notre méthode, nous allons étendre les rosultats 4 un type de structure

« discréte » : les coques.

Cette extension aux éléments coques est présentée dans le paragraphe suivant sachant que

dans ce cas, I’étude se fait par I’intermédiaire des variables généralisées.
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. 4.6.Extension aux éléments coques

1.0, Introduction

'Qx:f'enﬁﬁﬂ dux cogues de Yﬂﬁﬂyﬁe simplifiée et son implantation dans le code de
SYSIUS (ﬁgure 4.39) est présentée dans ce chapitre. Ces éléments sont différents des
SWS Cans les paragraphes précédents car ils néeessitent la connaissance des champs
s Uépaisseur. '

- Le formalisme développé par la suite ne concerne que les cogues minces.

Figure 4 39. Coque mince

- Nouis considérerons une étude bas... sur les hypothéses classiques des coques :

v" des sections droites. Les déplacements u et v (suivant x et y) d’un point
| g&ieicdnqﬁe X,z varient alors linéairement en z et le déplacement transversal w
»7j(f§ﬁivént* 7) est fonction que de x et y.
v d'ime déformation transversale €,, nulle (pas de variation d’épaisseur).
v dela cantxainte’ o,, négligeable par rapport aux autres composantes du tenseur de
’c‘ontraiﬂtes.
¥ Des petites déformations et des petites rofations.

v L'influence du cisaillement transversal est pris en compte (supposé constant).
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Cztte théorie fait intervenir :
v Cing variables cinématiques indépendantes (les déplacements de membrane u et v

dans le plan de référence z = 0. le déplacement transversal w et les rotations 8, et

B, de l2 normale 4 la surface moyenne dans les plans xz et yz respectis ement).

* Trois efforts résultants de membrane notés N _,N_ N . trois moments de

a2t Tyt ey

flex:.n notés M, ,M_ M et deux efforts tranchants notés T, T, .

Lc plan xy est le plan moyen dc la coque. La variable selon I’épaisseur est notée z tel que

h e
-t<z<t avec !:—2— et i Vépaisseur.

Le quadrilatere 3 4 neeuds permet d'étudier a la fois les coques minces et les coques
épaisses (figure 4.40). 1l admet un champ de déplacement linéaire en membrane et en flexion.

Il est constitué de 4 points de Gauss avec ou sans sous-intégration.

‘ & o
4, N 304

X 1 )

Elément réel Elément de référence

R A LR TS 0 S e

Figure 4.40. Elément isoparamétrique

et élément linéaire & 4 noeuds est développé par T.J.R Hughes [Hughes86, Hugkes87] et
dans le volume 2 de J.L. Batoz & G. Dhatt [Batoz90].

4 6.2, Les efforts résulrants

Les efforts résultants de membrane sont :

N., qu
N= N, |= Il 7 dz (4.9)
N, ‘{cw
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- Les moments résultants de flexion et de torsion sont :

(4.10)

et les efforts tranchants ou efforts résultants de cisaillement :

Te| e ——rjﬁ”" iz 411
—"Tyz,—ﬂtc ' (+10)

vz

Les déformations linéaires s’écrivent :
N
e=t +2ZY (4.12)

2vee

{ e
ge=] e (4.13)

et

8| [
&N = 3:‘; c X =] Ay (4.14)
.
i 2‘5.,:’ ] 2x;y

Les déformations e sont linéaires enz. " représente les déformations de membrane et 7 les
- coutbures. Les déformations de cisaillement trensversal y sont constantes & travers

I'épaisseur et elles s'écrivent :

] (4.15)
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4.6.3. Relations efforts résultants-déformations

En considérant les relations précédentes, on obtient :

N=H,¢e"
M=H gy (4.16)
T=Hy

Dans le cas du matériau homogéne et isotrope, H
A2.

H, et H, sont définies dans I’annexe

m?

4.6.4. Critére de plasticité

Nous allons chercher 4 travailler dans un espace ol le critére de plasticité est représenté par
une sphere. 1l est donc nécessaire d’effectuer un changement de variables afin d’exprimer le

critére de Von Mises sous la forme suivante (en prenant en compte |’écrouissage) :

1:2
f(Q.q)=[(Q—q)T(Q-q) -k, 4.7
avec Q déviateur des contraintes généralis< 's et q parameétres internes généralisés.

Les variables généralisées ne tiennent pas compte de I'évolution de la zone plastique le
long de I'épaisseur car ce sont des vanables globales. Le critére utilisant les variables
genéralisées est employé au CEA [Hoffmann73, Buff81]. Le probléme traité e~ variables
généralisées aurait permis de réduire le nombre de variables et d’augmenter la stabilité

numeérique [[liouchine56, Hodge68, Robinson71].
Mais une intégration numérique dans la direction de 1'épaisseur est requise pour
représenter corre~tement la plastification et les distributions des contraintes. Nous avons donc

appliqué le critére de Von Mises local pour chaque surface de fa coque

f(o) = [ofx +0l ~0,0, +30, +ol, +a;)]"2 (4.18)
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o=}0, | estlacontrainte dans Pépaisseur.

Nous allons donc appliquer la méthode d’analyse simplifiée & une structure discrétisée en

éléments coques en considérant le critére local et en utilisant une intégration dans I'éy .sseur.

- Les résultats obtenus par la méthode incrémentale appliquée aux coques, ont été utilisés

comme référence.
4.7. Application numérique pour les coques

Pour caleuler les champs inélastiques par la méthode incrémentale, la coque est divisée
transversalement en n couches (dans notre cas n = 3). Pour chacune de ces couches, I’histc e
| dés déformations est calculée. De la méme maniére, nous avons divisé la cocue en 3 couches
pour appliquer 1a méthode d’analyse simplifiée,
\ Nous avons donc testé diverses structures de types coques minces et nous avons choisi de
présamer les résultats obtenus pour une bouteille en acier (tableau 4.5) en appui sur le fond
 (figure 4.41),

E v Cc o, [

210000MPs | 03 OlxE | 300MPa ! mm

|

Tableau 4.7 Caractéristiques mécaniques
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| | :
B ! HY ’
S
L t
: ‘ it
N I
et ) R
) !
}—-»-~ ' ] /
t gy
B 1
COTES VALEURS (mm)| COTES VALEURS (mm)
Dl 100 H4 10
D2 40 H5 10
H1 150 R1 14
H2 100 R2 85
H3 40 R3 40

Figure 4.41. Dimensions de la bouteille

Cette structure est discrétisée en éléments coques (704 éléments et 749 nceuds soit a 3745
degrés de liberté, Cf. figure 4.42) et est soumise & une pression cyclique Pz. Les valeurs de la
pression ont ¢té choisies de sorte que I'on ait adaptation dans un premier cas et
accommodation dans I'autre (figure 4.43).

Nous ne tenons pas compte du caractére axisymétrique de la structure et nous n’étudierons

par symétrie que la moitié de la bouteille.
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Figure 4.43. Chargement
Remarque

La déformation plastique sous SYSTUS ne peut pas étre représentée par

la méthode d'analyse simplifiée.

Coeut
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4.7.1. Adaptation de la coque

Le chargement de la figure 4.43.a. donne un comportement asymptotique adapté pour les
surfaces supérieure et inférieure aussi bien par ['analyse simplifiée que par la méthode
incrémentale. La surface moyenne reste élastique avec les deux méthodes.

La figure 4.44 représente les courbes de convergence obtenues pour ces 2 surfaces par la

méthode incrémentale.

EERIC IR 32 P TP L

Conzainte {(MPa)

2 600005 gLon o0ms oxm [Ji17.) 40003 00085 G004 0045
Dformation plastique

s WA R 5 T BTt YA i e 37T

r-r Burlace supbtiesrs ~@= Sirtace nlineus —» Suface mcynm}

B Pt O o @ AL BN RIS

ey

Figure 4.44. Convergence par la méthode incrémentale

Nous pouvons visualiser les répartitions des champs de contraintes résiduelles obtenus par
les deux méthodes (figures 4.45 et 4.46).
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- t {SOYALEURS ISOVALEURS
Lralhie von M) gontrainte Von M
(] Tenps |

- Peeu muysnne
¢ {Rel. Blobal)

i
D Min » 0.0194335
; Max o 17,4543

(R

[

Palia
a2 o
[ -3
N W
N~
N o

Figtire 4.45. Répartition de la contrainte résiduelle (surface supérieure)
(a) Méthode incrémentale (b) Arlyse simplifiée
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Figure 4.46. Répartition de la contrainte résiduelle (surface inférieure)
(a) Méthode incrémentale (b) Analyse simplifiée
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Sur les figures 4.47 et 4.48, nous avons illustré les variations obtenues le long de la ligne L

(figure 4.42.a).

e SR e A RS S 5

Contratnta résidusile (3P2) le tong de Ia ligne t

. ’
! T T NN e

Homuis

E [Sa=Mathots merimenizis —8—Analyss sanpihés |

Figure 4.47. Variation de la contrainte résiduelle

le long de L (surface supérieure)

Conusinte residuetia (MP3) lv lang de L

. A LN / N

Hosuds

[a=Mithods aorimantaly ~w-Anslyse pmpidis |

Figure 4.48. Variation de la contrainte résiduelle

le long de L (surface inférieure)
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Le temps de caleul de "analyse simplifiée est de 560 secondes (1 itération) et celui de la
méthode incrémentale est de 980 secondes (moins de 10 cycles). Les valeurs obtenues par
| Panalyce simplifiée surestiment légérement celles de la méthode incrementale mais les
répar,tiﬁonfs’ restent semblables.

Les erreurs relatives sont d’environ 10% pour 1a surface supérieure et environ 6% pour la

surface inférieure,
4.7.2. Accommodation

Avee le chargement de la figure 4.43.b, la structure a un comportement asymptotique
accommodé pour les 3 surfaces par I'analyse simplifiée. De méme, la méthode incrémentale

- donne un état limite accommodé pour ces 3 surfaces (figure 4.49).

i

8

5

Cintralate: réaiduslie. (MFa)

B [ 004 o e ot 11y optd o6 0018 om
Difosmation

{=o-Budace supirieuiy —s—=Sufaca tliriaurs ——Surfuce moyene]

Figure 4.49. Courbe cyclique (méthode incrémentale)

Les figures 4.50 4 4.52 représentent les répartitions des contraintes résiduelles
respectivement pour les surfaces supérieure, inférieure et moyenne. Nous avons représenté les
variations le long de la ligne F (figure 4.42.b), des contraintes résiduelles au sens de Von
Mises (figures 4.53 4 4.55) pour les différentes bornes.
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Figure 4.51. Répartitio: de la contrainte résiduelle (surface inférieure)
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Figure 4.55. Variation de la contrainte résiduelle (surface moyenne)

La résolution par la méthede incrémentale s’est effectuée en 3285 secondes temps CPU
(moins de 10 cycles de chargement) et en 1570 secondes pour ['analyse simplifiée (2
itérations).

Nous constatons une bonne corrélation des résultats. La borne inférieure est plus proche de
la valeur obtenue par la méthode incrémentale.

L’erreur relative entre la borne inférieure et la méthode incrémentale est de 8% pour la

surface superieure, environ 10% pour la surface inférieure et pour la surface moyenne.
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Conclusion du chapitre 4

Ncms avons implémenté par I'interinédiaire du SIL, "analyse simplifiée dans le code de
: ‘ul eiemems finis. Ce module a été validé pour des structures de type bidimensionnelles,

 tridir iensionnelles et coques minces. Chaque type de géométrie est illustrée par un exemple et
i Ies resultats obtenus par le module ont été confrontés 4 ceux de la méthode incrémentale.

“Nous avons donc déterminé Iétat limite de la structure pour avoir une estimation correcte
des dhamps de déformations plastiques et de contraintes résiduelles (au bout de quelques

itérations). L’intérét de cette méthode est ['application & une structure complexe afin de

 diminver le temps de calcul et le stockage en mémoire par rapport a une méthode

élastaplastique classique.

~Nous avons pu mettre en évidence 'influence du type, de la taille et de la sous-intégration
. “,Qes,éléments. Si 'on résume les différents résultats, nous constatons que I’analyse simplifiée
. est conservative lorsque les éléments choisis (quadrangulaires dans le cas bidimensionnel et
hexaédriques dans le cas tridimensionnel) sont sans sous-intégration. Le nombre de points de
- Gauss-doit done &tre maximum pour obtenir une bonne cohérence des champs. La taille de ces

- éléments n'influe que sur la précision.

De plus, nous nous sommes intéressé aux structures de type coques minces. Similairement
aut chapitre 4, nous avons réalisé les essais sur une structure simple en utilisant le code

d’analyse simplifié implémenté dans le code SYSTUS et la méthode incrémentale.

Nous avons déterminé le comportement asymptotique de la structure pour différents
‘chargements, Ainsi, nous avons obtenu une estimation correcte de la contrainte résiduelle

sachant que la déformation plastique n'a pas pu étre visualisées pour les coques minces.

Nous avons notamment mis en évidence la rapidité de 'analyse sumplifiée par rapport d la
méthode incrémentale en comparant les temps CPU de chacune de ces deux formulations.







Conclusion générale

ol e )
B
@u—f ainsd giune page esl lenlement lownée,
ré//e relombe oo lautre cits,
@ ‘afsulant aux aulres déia lermines,
@;m le moment, cela ne fuil gu'une mince couchle,
@;\"Ilmﬂ/ wn lap z'ne’;m/&af&.
@ﬁﬂm Cest loul de meme wne page &o plus gai est lerminte,

%mﬁ‘on de vie
@:/w @)%aé

oy, B P i e b e e e e e s er s =t ..a#
T G et o 8 0 g A St e







- Conclusion générale -

Diverses méthodes pour la détermination de I’état asymptotique d’une structure chargée

 eyeliquement existent. Nous avons cité dans ce mémoire :

: v L’analyse limite, Cette méthode ne convient pas pour un chargement cyclique.
. La théorie d’adaptation qui surestime le domaine d’adaptation et ne prend pas en
v ,c’dﬁipte le phénomene d'accommodation.
5 V’ Les résolutions simplifiées qui sont basées sur des données expérimentales. Elles
* sont spécifiques & des structures et des chargements donnés.
K% L'analyse simplifiée. Elle repose sur des calculs purement élastiques, la

décomposition de la réponse réalle et un changement de variable.

Parmi ces méthodes, nous avons choisi la méthode d’analyse simplifiée (adaptation et
aecommodation) appliquée aux structures inélastiques. Cette méthode, développée par J.
Zarka et al. permet des résolutions trés rapides.

A partir de cette méthode, nous nous sommes attachés 4 la prévision de 1'état limite ainsi
qud Pestimation des champs de contraintes résiduelles et de déformation plastique, par
Il"‘ime‘rméﬁiaiyre de calculs purement élastiques. Pour cela, nous avons construit un opérateur
glastique ELAS qui nous a permis de déterminer les différents champs élastiques et
iiié'liisfﬁqu’es. |

Un paramétre est infroduit afin de découpler localement les champs de déformation
plastique et de contraintes résiduelles. Ce paramétre est associé  I’écrouissage cinématique
li‘néﬂifé fmodéle de Prager) et au critére de Von Mises, en utilisant le modéie du matériau
standarr. généralisé. De plus, on voit apparaitre un autre changement de variable qui permet

d'inséri r 1a notion de partition mixte du matériau,

Nouis avons donc implémenté 1'analyse simplifi€ée dans un code de calcul £léments finis et
nous a sons testé diverses structures (bidimensionnelles, tridimensionnelles et de type coques
minces). Les résultats ont été finalement illustrés par un exemple pour chaque cas. Afin de
valider ces résultats, nous avons appliqué une formulation incrémentale ou pas-a-pas aux
structures considérées et ceci aux mémes conditions (chargements, conditions limites,

maili‘ag&s, code de calcul, ...). Cette formulation nécessite la connaissance de I’histoire du




- Conclusion générale -

trajet de chargement, ce qui rend la résolution trés cotliteuse en temps de calculs et en stockage

mémoire.
L’étude comporte 3 parties :

v' Une premiére partie bibliographique qui regroupe les différents rappels non
exhaustif, de la plasticite (Cf. chapitre 1). Quelques méthodes numeériques et
expérimentales de détermination du comportement asymptotique d'une structure sont

citées dans le chapitre 2.

v Une seconde partie qui est le développement de I’analyse simplifiée (Cf. chapitre
3) et la construction de |'opérateur ¢lastique ELAS afin d’obtenir les différentes
réponses. Cette méthode repose sur un calcul purement élastique et sur la

décomposition de la réponse réelle.

v Une troisi¢me partie qui concerne I'intégration de I’analyse simplifiée dans un
code de calcul éléments finis, I'influence du type d'élément et I'application & des
structures  bidimensionnelles, tridimensionnelles et de type coques minces (CF

chapitre 4).

L'¢cart entre I'analyse simplifiée et la méthode incrémentale est faible et la comparaison
des répartitions est concluante. Le temps de résolution par 'analyse simplifiée est réduit trés
fortement par rapport a celui de la méthode incrémentale. Cect montre d'une pan, 1’efficacité
de I'analyse simplifiée et d’autre part I’économie que nous pouvons avoir au niveau du temps

de calcul.

Une étude en cours, permettra d’étendre 1'application aux structures industrielles

complexes (en prenant en compte notamment les problémes de contact et de fissure).

De plus, nous proposons de généraliser dans le futur, cette applization aux types coques

épaisses,

Enfin, une comparaison avec une étude expérimentale est envisagée.
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Nomenclature

Lettres ajuscules latines

C = 2hf3

€, E

Matrice des dérivées de fonction de
forme.

Module d'écrouissage.

Module de Young, module de Young
modifié.

Tenseur des déformations.

Partie élastique de la réponse réelle.
Tenseur des déformations élastiques.
Tenseur des déformations inélastiques.
Tenseur de déformations initiales.
Tenseur des déformations plastiques.

Foire nodale élémentaire (en éléments
finis).

Module de cisaillement.
Matrice jacobienne.
Moments de flexion.

Matrice d’élasticité, matrice d’élasticité
modifiée.

Vecteur des efforts résultants de
membrane.

Efforts résultants de membrane.

Matrice des fonctions de forme (ou
d’interpolation).

Tenseur des contraintes résiduelles.

Tenseur des déviateurs de contraintes.

MPa (N.mm™)
MPa (N.mm™)

N

MPa (N.mm™)

Nm/m

MPa (Nmm™)

N/m

MPa (Nmm™)
MPa (Nmm™)



- Nomenclature des annexes ~

s Tenseur des déviateurs de contraintes MPa (N.mm™)
élastiques.

T,.T, Efforts résultants de cisaillement. N/m

U= [u v w]I Vecteur déplacement.

Vv Elément de volume.

Y(t) Parametre transformé de la structure.

Lettres minuscules latines

/ Fonction de charge.

h Epaisseur de la coque. mm

k, Limite élastique de cisaillement. MPa (N.mm™)
n Normale sortante.

(r.s.t) Repére local.

u,v Déplacements sulvant x et sutvant y. mm

w Déplacement transversal suivant z. mm

w' Poids.

(x.y.z) Repere global.

7 Axe suivant |'épaisseur.

Lettres majuscules grecques

Tenseur des contraintes. MPa {N.mm™?)

b Tenseur des contraintes élastiques. MPa (N.mm™)

Lettres minuscules grecyues

B..B, Rotations suivant x et suivant y

¥ Vecteur des courbures
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g Vecteur des déformations.
gt Vecteur des défor ~ations initiales.
g Vecteur des déformatic - de membrane.
v,V Coefficient de Poisson ou coefficient de
, Poisson modifié.
T Vecteur des contraintes locales. MPa (N.mm™)
O Limite élastique. MPa (N.mm™)
En) Repére local.

- Exposants et indices

W Inverse de ...
ol Transposé de ...
it Elémentaire.

Maximal, minimal, moyen.

PR P PR
fax * it oy

Notations
dey Déviateur.
det Déterminant d”'ne malrice.
npie Nombre de points de Gauss.
Proj Projection.
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ANNEXE A. RECONSTRUCTION DE
LA MATRICE DES DERIVEES
"DES FONCTIONS DE FORME

La matrice des dérivées des fonctions de forme B est reconstruite par 'intermédiaire du
SIL afin de calculer les forces nodales selon 'équation 4.7. Cette reconstruction se fait en
fonction de I"option et de I’élément choisi.

“A.1. Structures bidimensionnelles et tridimensionnelles

Dauns le cas général, les déformations et les contraintes réelles sont définies comme suit :

i EXX ZM
E, Z,
E z
E = 'ZK , = “RE
BN i P
me ] _Zyz'

Pour un matériau isotrope, la matrice de loi de comportement élastique M™' se met sous la

forme :
H, H, H, 0
H, H H, 0
Mt=f 2 P T2 1.1,
H, H, H 0 1)
0 0 0 G
avec H, = £{-av) - VH, t G £

: H, = —t— et G=- .
+v)(l-v—av)" ° (1~ av) 201 +v)
Dans le cas des contraintes planes (£, = 0,E,, # 0), on posera a = 0, en déformations

planes a =1 (S, # 0,E,, = 0)eten axisymétrique a =1 (Z, = 0,E,, = 0).




- Annexe A — Reconstruction de la matrice B

Quelques ¢léments sont présentés pour les structures bidimensionnelles et pour les

structures tridimensionnelles.
AL 1L L'élément quadrangulaire quadratique isoparamétrique

Pour modéliser les structures, nous avons choisi I’élément quadranguvlaire quadratique

(figure A1), 11 est constitué de 8 nceuds et de 9 peints de Gauss dans le cas ot 1l n’est pas

sous-intégré et de 4 points de Gauss dans le cas contraire.

S
A

7 IO 5 Y

L 6 4 s
8+ —t—>

4 T 7
1
8
}
] 2 3 1 >
X

avec(r.s) coordonnés localeset (x,y) coordonnés globales.

Figure A 1 Elément quadrangulaire quadratique.

Les fonctions d"interpolation {N/ sont de la forme :

-

(-l -s){~r~s-1)

$a fe—
|

(-1 )l-s)

o

I
2(1”)(1—5)“—5—1)

] .
»2~(l+r)(l-s')
] (A.2.)
Z(l tr)l+s)r+s-1)
%(1 -’ )l +s)

|
S (=)l +s)(=r +5 -1
Um0 s)=r+s =)

(=)l ~s")

P} —
[
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= Annexe A - Reconstruction de la matrice B

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s’écrit donc :

B={ 0 f%‘?; N0 9-%?& (4.3)
oN),  aN), oN),  AN),
| & or s &

A L2, L'élément triangulaire guadratique isoparamétrique
q 4

. L*élément triangulaire (figure A.2) est constitué de 6 nceuds et de 3 points de Gauss.

YA s |
: 12
2
1
>
: X
avec(r,5) coordonnées locales et (x, y) coordonnées globales.
Figure 4.2, Elément triangulaire quadratique
Les fonctions d’interpolation (N) de cet élément sont :
[w(2w -1)]
drw
‘ r(2r-1)
INY = A4,
M=l 4 A.4)
s(2s-1)
dsw

Aveg Ww=l-1~5§.




- Annexe A - Reconstruction de la matrice B

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s’ écrit :

r 1
) LV
or or
0N AN
B= 0 ( )' 0 ———-li (A.5.)

ds s

&Ny ANy, a(N),  B(N),

G or ds o |

A.L3. Evaluation des forces nodales

Pour transformer les variables et le domaine sur lequel 'intégration est effectuée, on utilise :
dV = dxdy = det Jdrds (A.6.)

avec J matrice Jacobienne qui se met sous la forme :

' 4 A
n ((N/l v‘nq\ C<N>|
Ta AT
=y e =68 (4.7.)
i (‘(;N‘/ u (?ﬂN)
B X LA
- t de - |
b (8 [ A

On peut calculer I"intégrale 4.7 par diverses méthodes dont la méthode d’intégration de

Gauss |Rappaz98] qui consiste a I’évaluer selon :

= j B'M 'E'dV = jB‘M 'E! det Jdrds (4.8)

o v
qui se simplifie par :
nme ! .
F* = 3" (det]w")B'M 'E' (A.9.)

p=i

ol npie est le nombre de points d’intégration (ou point de Gauss) de poids associé w".
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- Annexe A — Reconstruction de la matrice &

A4, L*élément hexaédrique quadratique isoparaméirique

Les §léments utilisés sont des hexatdres & 20 noeuds et & 27 points de Gauss (figure A.3.).

LR S R PR AR M IR P R AT e R TR KO
S :
i A H
] %
i
T i
! £
bl :
; T

.{. ’_&_-__-..-.::.4(&. r

:’, :.y’

: L4

: . IS

S M

iom , . 5
[ avee (1,5,1) coordonnées locales. i
! ¥
3 ;
i & 5 T O R R Tt D L e SRR R R B B TN s Y

Figure 4.3. L'élément hexaddrique quadratique

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s’écrit :

6<N>t o 0 a\N>20 0 0

or | o

o o A 0o Ay

B= at ot (4.10,)

3<N>l 8<N)! 0 a( N)gg 6<N>20 0

s ér s or

T ) N U (O 8

at Br a o

I N M (VW (O
i &t s ét ds




- Annexe A - Reconstruction de la matrice B

Les fonctions d’interpolation (N) associées & B sunt de la forme suivante :

(- eI =s)(1 = t)(~r~5 -1 ~2)/8]
(- )l-s)l-t)/4
(t+ryl-s)l-t)r-s-t-2)/8
+en-s')l-1):4
eyl +s)-t)r+s-t-2)/8
(-t )1+s)l-1)/4
(- +s)l-tH-r+s-1-2)°8
(L-r)l-s")1-1) 4
(Ll -syl-17) 4
(1 +r)(l~s)(l-‘t2)r4
(el +sil =) 4
-rl+syi-t')4
- =sl+if-r-s+1-2)/8
(-l -s)l+1)/4
et -s)i+t)r-s+t-2)'8
Q+n(-s)l+0)/4
(l+r)(1+s?(l+t)(r+s+t‘2)/8 (A.11)

- )l+s)il+0)'4
i(l -r)(l+s)(l+t)(~r+s+l--2)‘S:i
! (I-rl-s1+1)'4 |

i
!
i

A.1.5. L'élément prismatique quadratique isoparamétriqu.

Le prisme est constitué de 15 nceuds et de 9 points de Gauss (figure A4.).

/+

Figure A.4_ L 'élément prismatique
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= Aninexe A - Reconstruction de la matrice B

La matrice des dérivées des fonctions de forme B s écrit :

E%?‘- 0 Q . _._,a(;>u 0 0
O 6<N>= Q 0 ﬁ(N>15 0
ds 0
o o M,
B= . (4.12)

AN, AN, AN, oM,
s or Js or

AN, oA, AN, A,
ot or ot ' or
0 a<N>x 5<N)1 . 0 a&N)ts (3< N>l5

i at Os ot ds

Les fonctions d’interpolation (N} associées 4 B sont de la forme suivante :

(1= £)(1=8)(1 = t)(=r -5 =t = 2)/8]
(-)1-s)(1 ~1)/4
()l -s)(1~t)(r~-s~1-2)/8
| (1 +r)1-sH){1~1)/4
+n)+s)(i-t)(r+s-t-2)/8
| (-1 +s)t-t)/4
(d-0)i+s)(1~t)(~r+5-t-2)/8
(-p-s)1~1)/4
(1-r)(1 -s)(1 -t*)/4
A+n)(1-s)(1-*)/4
()= (L+ )1 +5)(1=£)/4
(1=l +s)1-t)/4
LU= - )L+ t)(~T -5+t ~2)/8
(1-r*)(1~s)(1 +)/4
(+r)1-8)(1+ Ot ~5+1—2) &
i 1+ -s")1+1)/4
(0 Es) I+ t) (e 45+t -2)/8 (413
(1= +s)1+1)/4
(1)1 +8)(L+)(~r+s+1-2)/8
(-n-s")1+1)/4




- Annexe A — Reconstruction de la matrice B

A.1.6. Evaluation des forces nodales

Pour transformer les variables et le domaine sur lequel 'intégration est effectuée, on utilise :

dV = dxdydz = det Jdrdsdt (A.14.)

Plus explicitement, la matrice J s’écrit comme surt :

[wa(N)  wmd(N)  wd(N)
LY S" N ] 1
N
wd(N)  wa(N)  mo(N)
J={y—"x, Y——"ty, T—"2z | mn=[520 (A.15)
e <as> 1l (@s) el (53\
mla N . n_qﬂ N . nm 5\N/‘
sz o >‘| a Zn &t Z'-

On peut calculer 'intégrale 4.7. par la méthode de Gauss selon :

o J’B’M 'EldY = j‘BTM“E’ det Jdrdsdt (4.16.)

4 ch
hR} Vy

qui se simphifie par :

Hpe R
Feo Z(dct Jw')B'ME' (4.17.)

p=!
ou npie est le nombre de points d'intégralion (ou point de Gauss) de poids associé w" .

A.2. Eléments coques

Dans le cas du matériau homogéne et isotrope, nous avons :

‘ y 1 v 0
Hy= [M'dz= 22y 10 0 (4.18)
S -y’ 1-v
0o 0 LZ¥

178 -



= Annexe A - Reconstruction de la matrice B

. 5 I v 0
H, = (M2 da= LEJNE T (4.19,)
I “i. ok 12(1“\’3)  l=v! e
{0 0 —
: 2
Efk |1 0
o = ' 4.20.
£ 2(1+v)[0 1} (20,

‘M est la loi de comportement élastique et k est appelé facteur de correction de cisaillement
trangversal, Par convention k = 5/6 (proposition faite par Bolié en 1947 par analogie avec la
théorie des poutres & sections rectangulaires).

Les déformations g™, % et y sont définies en fonction des variables nodales :

(M)

0
u
| g = B‘“{v} avec B, =| 0 (:n) (A.21)

, (Ntr) ( 5)‘

o 0
y = B,f[g"} avec By =| (N‘n) (4.22)
AT o

N‘; 0 (Nq (4.23)

(NQ:%?- et (NQ:%—?- sont les dérivées des fonctions de forme de I'élément

quadrilatére & 4 neeuds.




- Annexe A — Reconstruction de la matrice B

X 1 2

Elément roel Elément de référence

Figure A 5. Elément isoparaméirique

Ces fonctions de forme (ou d’approximations) sont celles de 1'élément quadrangle linéaire

(figure A.5):

r 1

1
2(1 - &)l - 1)

1
- (1 + &)1 -n)
(N =|1 (4.24)
Z(l + &)L+ )

l(l*‘)(H )
L4 N nJ

Finalement, la matrice des dérivées des fonctions de forme généralisée [Hughes87] est :

o O
o o ©
<

(A.25,)

(=2~ = B o o N e e R e
< T oo
1)

S O O C o



' »Ai!?ﬂeﬁ?& A~ Reconstruction de la matrice B
La relation 4.8 du chapitre 4, devient donc :
= [BH'aV, | (4.26)

avee €' la déformation initiale généralisée et R 'a matrice des fonctions de forme définie
précédemment (Eq, A.16).

Daprés les relations (A.18), (A.19) et (A.20), la loi de comportement généralisée H se met
goils 1a forme suivante :

1 vy 0 0 0 0 0 0
vi1i 0 0 0 0 0
1-v

0 0 = 0 0 0 0 0
. D o

o0 o B OE, 0 0

- 1212
Hzm—-—l—: 00 0 .-y LN 0 0 0 (A.27.)
l-v 2o ‘

00 0 0 0 f~a—v) 0 0
00 0 0 0 0 ~%Xk 0
00 0 .0 0 0 o =Yy
3 : 2

L& malrice d’élasticité modifiee H est fonction du module de Young modifié € et du
coefficient de Poisson modifié .

Remargue.

Sous SYSTUS, lu pression s'applique a une maille dite de peau et de
dimension inférieure d'un degré & la dimension de la structure. Dans le cas
des structures bidimensionnelles, la maille de peau est de dimension 1
(éléments lindiques & 3 nceuds et 3 points de Gauss). Pour les structures
tridintensiomnelles, la maille de peau est de dimension 2 (éléments

quadrangulaires @ 8 nauds et 9 points de Gauss pour la méthode

{ incrémentale ou 4 points de Gauss pour 'analyse simplifiée).




ANNEXE B. CODE DE CALCUL

L'algorithme du traitement dans SYSTUS se décompose comme suit :

Notations.

* Na : nature de I"état limite.

* Ne - nombre d’éléments.

* Np : nombre de points de Gauss.

+ P : représente un point de Gauss inclus dans V.
* N : représente un nceud du maillage.

Entrées du programme.

¢ La géométrie 1 V.S .S, .

¢ Le matértau : M('L,v},h = ;C,cu ‘

* Le chargement : uniaxial et défini par FS_ et F! .
La structure est supposée initialement vierge.

*U™N)=0 vNeV.

CEMP) - BTy = E'P) =0 vPe V.

*R(P) = Y(P) = §(P) =0 vPe V.

Analvse de réponse élustique de la structure.

* Détermination des contraintes élastiques pour le chargement maximum et pour

le chargement mmimum.

ELAS(V.S, .S,

R = OHM) = U (N)-» E% (P) » 52

| nun ' {30010 i) s

().

ELAS(V. 3.8, ]

Fao E' = 0[M) = U (N) = B8, (P) > 2, (P).

nux “nss



. Annexe B~ Code de calcul

+Caleuls des déviateurs de contraintes élastiques avec S¥(P) = devE®(P).
+Onpose ASY(P) = &% (P) - S%, (P).

Détermination de I "état limite de la structure,

*Na=1;
+TQ (1< Ne) faire
*Na=1;
*TQ (1< Ne) faire
TQ (J < Np[I]) et (iAcco = 0) faire
Caleul de ASH(P);

e
Si A5 (P)
2

< a, alors

Na = 2 (adaptation);
Sinon
Na =3 (accommiodation) et iAcco = 1,
Fin si;
Retour TQ;
Retour TQ;

Détermination de la réponse inélastigue suivant [ 'état limite consideéré.

tTiération = 1;
¢ 8i (Na = 2) alors
TQ (1£ Ne) faire
TQ (J < Np[1]) faire
Détermination de E*(P) sur V, et C'Y(P) sur Vy;

-sur v, : E'(P)=0;

-sur Vy @ Y(P) ~.=Péon,,(P);
L




- Annexe B — Code de calcul

TEST = 1;
TQ(TEST = 1) faire
Calcul élastique homogéne avec pour:
Déformation initiale :
- E"(P) sur v, ;
- C'Y(P) sur V;
Lol de comportement élastique :
- Msur vV
- M sur vy,
- Obtention de U™(N) = E™(P) - R(P);
Détermination de Y(P) et EF(P) :
-sur V, @ Y(P)=~devR(P);
-sur V, : E'(P) =[Y(P) + devR(P)}/C;
Test de convergence :
SiwPeV,, (CE'(P)-devR(P)) e C, alors
TEST =0;
Sinon
- Réactualisation de la partition V, -V, ;
- Réévaluation de E"(P) sur V, etde Y(P) sur V,;
Fin st;
Retour TQ;
Retour TQ;
Retour TQ;
+Sinon (si Na = 3)
TQ (1< Ne) fare

TQ (J < Np{1}) faire
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- Aningxe B~ Code de calcul

A o¢!
s B,
2

Détermination de E°(P) sur V, et C'Y(P) sur Vy;
- Sur V’n BN P =0,

-sur Vy : Y(P)= Péono P);
L

Sinon

Détermination de EF(P) sur v, et C'Y_ (P), C'Y, (P),
CY,, (P) sur Vy avec Y, =S ;

noy 3
Finsi;
TEST =1,
TQ (TEST = 1) faire
Calcul élastique homogéne avec pour :
Déformation initiale :
- E*(P) sur V,;
- CY,,..(P) pour la borne maximum sur Vy;
- C™Y,,, (P} pour la borne minimum sur Vy;
- "me(P) pour [a valeur moyenne sur V,;
Loi de compertement élastique :

-MsurV,;

- M sur Vg,

= Qbtention de Ul (N) = Eie (P) = R, (P);

=» Obtention de AU™ (N) — AE™ (P) - AR, (P);
= Obtention de AU™ (N) — AE™ (P) = AR, (P);
Détermination de Y(P) el E*(P) :

- Sur YV, @ Y, (P)=-devR . (P);




- Annexe B - Code de calcul

-sur v, : By (P) =[Y,, (P)+devR , (P)}/C;

oy (

Test de convergence :

Si VPeV. , Y (P)eC(S®

@)y tmoy oy

) alors TEST =0,
Sinon
- Réactualisation de la partition V, -V, ;
- Réévaluation de E},, (P) sur V, etde Y, (P) sur V,;
Fin si;
Retour TQ
Retour TQ,

Fin si;
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ANNEXE C, ’ELEMENT PRISMATIQUE

Nous reprenons ici I'exemple du wrochet de levage dv paragraphe 4.5 (chapitre 4). Les
conditions limites, le chargement et les caractéristiques restent les mémes. Nous avons
discrétisé le crochet en élémwcr' prismatiques (annexe A) afin de mettre en évidence

Pinfluence du type d’élément. I est constitué de 576 éléments (figure C.1) et 2096 nceuds
(soit 6288 degrés de liberté).

Figure C.1. Modélisation de la structure

Nous avons appliqué le chargement de la figure 4.26.a (chapitre 4) en ne considérant que la
non sous-intégration (9 points d’intégration) des éléments. En effet, nous avons vu dans le
chapitre 4 que la sous-intégration des éléments ne permettait pas d’avoir des résultats proche

de fa méthnde incrémentale.

La structure a un comporternent adapté au bout de 2 itérations pour ’analyse simplifiée et
eh moins de 10 cycles pour la méthode incrémentale.

Les figures C.2 et C.3 représentent les répartitions de la contrainte résiduelle et de la

déformation plastique pour les deux méthodes.




- Annexe C —~ Résultats . éléments prismatique.

i A W R

AR o e

v S0 E Dt

e Sl

[S0vaL EURS :

1R e SRR

150 ALEURS i

coatrainle Yon . i contrantes Yoas M
Temps 10 Lo Temps |
1Ref Bivbal) I {Refl. Slobal)
Mo 00025787¢ o+ 000941956
Ma: + 98 6035 ¢ 1- Max = 40 3932
. ——
B B44B : 3 88087
g == 1788 ‘ 7.35192
26 3483 4§ 1y 9232
3 35 1382 H 14 8944
=R 53 4y 3887
52 894 i 22.038%
61 4759 s 25 o
rg 2578, %9 3794
rgozer L 33,0807
gz sz1s 1 38 7219
P
i 3
+ H
FR
% H
-
4 4
.
: H
R
|
]
P
o
A
BB e R e e e b A YT T 8 i S R R R AR AT S—
Figure C.2. Comparaison des répartitions de la contrainte résiduelle
’ . ’ . . I3 - Id .
(a) Méthode incrémentale (b) Analyse simplifiée (sans sous-intégration)
ety < * o v s ST R gt
[SOvALEURS | ¢ {SOVALEURS
gelormaion equiva’ 4 daformation Qquﬁv‘
Tomps 1D -§ Tempe !
(Rel Blovass i 4 (Ref Gloval)
Min ot D $ Min + 3887 44e-08
Moa s 000702080 Mo < D.ODID3TE4]
’4 4
o 6382450-05 1 =unooxrsus
= nuourzreae | G o= 0000352312
C:jnuuuxgurz 1o 000528449
©—) 000285208 | =3 5 poorossas
= oomenisizz L3 4 pypasora2
‘ o po0is2asr | | CT g porosass
2 g5 ppgednrrr 4 2 == g pg1232
i i 4 =
b ooos10598 | 0 008140913
— C o
o 100057442 D 00158527
y o U 000838245 -—' BODITEIS
— 1
} i
i
[
H
i !
i
Q -
- A s et - R s REEREY b e

Figure C.3. Comparaison des répartitions de la contrainte résiduelle

(a) Méthode incrémentale (b) Analyse simplifiée (sans sous-intégration)
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- Anh\exe C - Résultats : éléments prismatique.

Le temps de résolution est de 378,91 secondes temps CPU pour ’analyse simplifiée et
482,23 secondes pour la méthode incrémentale.
Les répartitions obtenues par Panalyse simplifiée sont trés différentes de celles de la

“méthode incrémentale, Finalement, I'élément prismatique n’est pas envisageable pour

P’analyse simplifiée.
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