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Notations 

- Ce= {sEC; R(s) > 0}. 

- C+ =Co. 

- Si z E C, 8'( z) est sa partie imaginaire, R( z) est sa partie réelle. 

- (pk) est la suite des nombres premiers: p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, ... 

- llJ)oo = { z = (z1,z2, ... ) ; izil < 1 }. 

- F = {z = (z1,z2, ... ) ; lzil = 1}. 
_'71(oo)_{ -( )· . '71 ::J' 'R.T ·>· 0} !L.J - n - n1, n 2, . . . , n2 E !L.J, :::120 E n, 2 _ 20 ====} ni = . 

- Si f(s) = "L:i'X) ann-s est une série de Dirichlet, XE F, 

+oo 

V(f) = 2:: 

+oo 

fx(s) = Lanx(n)n-s. 
1 

-Si cp(s) = c0s+cp(s), où c0 EN et cp est une série de Dirichlet, c/Jx(s) = c0s+cpx(s). 

- A(1I'00
) = { F(z) = l:nEZ(oo) a(n1,n2, ... )z~ 1 

••• z;k; IIFII = 'L:nEZ(=J ia(n)l < +oo }· 

- _A+('Jrx') = { F(z) = l:nEN<=l a(n1,n2, ... )z~1 
... z~k; li Fil= 'L:nEN(oo) ja(n)l < +oo }· 

N 

- Pest l'ensemble des polynômes de Dirichlet Lann-s. 
1 

- [x] désigne la partie entière de x. 

- h (pr1 
.. • p~r) = (a1, ... ,ar, ... ). 

- Sim= (ml, ... ,mr,O, ... ) et z E 'IT'00
, zm = z~1 

••• z~r. 

- '1/J~(s) = :~~,de c+ dans llJ), d)..~(t) = ~ x t2:~2. 

- cp~(z) = :~~. 
- Si 'ljJ va de llJ) dans llJ), '1/Jj = 'ljJ o · · · o 'ljJ (j fois). 

- p+ ( n) désigne le plus grand facteur premier de n. 



Chapitre 0 : Notations 

iv 

- K 1,w est le noyau reproduisant partiel en w: 

Kl,w(s) D (~Pjn(w+,l) 
~ n-wn-s 
n>I 

P+(;;):SPI 

- Pour U un ouvert de CC, H(U) désigne l'ensemble des fonctions holomorphes sur 
U. 

- Aut(JD)) désigne l'ensemble des automorphismes de JD). 



Chapitre 1 

Rappels et compléments sur les 
séries de Dirichlet 

1.1 Abscisse de convergence d'une série de Dirichlet 

Dans cette thèse, nous étudions certaines séries de Dirichlet f(s) =~t'Xl ann-s, sE 
CC. Depuis leur introduction, ces séries de Dirichlet ont fait l'objet d'un vif intérêt car 
elles jouent un rôle d'intermédiaire entre l'analyse classique et l'arithmétique. La plus 
célèbre d'entre elles est bien entendu la fonction Zeta de Riemann ((s) = ~ioo n-s. 

La premier problème à résoudre, dans l'étude d'une telle série de Dirichlet, est la 
détermination des complexes s pour lesquels la série converge. On définit l'abscisse de 
convergence de f par : 

Par une transformation d'Abel, on prouve que si s E C, et ~(s) > ac(!), alors la série 
~ioo ann-s converge, alors que si ~(s) < o'c(f), la série ~t= ann-s diverge. Sur la 
droite ~(s) =ac(!), on ne peut a priori rien conclure (voir par exemple les théorèmes 
2.12 et 2.14). Le domaine de convergence d'une série de Dirichlet est donc un demi-plan 
Ce= {sE <C; ~(s) > B} (nous désignerons aussi parC+ le demi-plan Co). 

D'autres abscisses de convergence vont être également importantes: 

aa(f) = inf {a E IR; ~n::::: 1 lan!n-<T converge}, abscisse de convergence abso
lue, 
au(!) = inf {a E IR; ~n>l ann-s converge uniformément sur Ca}, abscisse 
de convergence uniforme.-

Clairement, nous avons les inégalités O'c::::; O'u :::; O'a· Par ailleurs, si ac(!) > 0, il existe 
des formules pour calculer ces 3 abscisses qui ressemblent à la formule de Hadamard pour 
calculer le rayon de convergence d'une série entière (voir [54] par exemple): 

-.- logAn 
Cl c = hmn--Hoo l ; 

ogn 

-.- logA~ 
Cla = hmn--++oo l ; 

ogn 

-.- logUn 
Cl u = hmn--++oo l , 

ogn 
(1.1) 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

où 
N 

An= a1 +···+an; A~= !a1! +···+!an!; Un= sup 2::::: annit 
tEIR 1 

Ces formules permettent par exemple d'établir les autres inégalités: 

On sait qu'elles sont optimales en général (voir l'article de Bohnenblust et Rille [5] pour 
la seconde). 

Il existe encore une autre caractérisation de l'abscisse de convergence uniforme. 
Définissons en effet pour une série de Dirichlet f ( s) = I:i'Xl an n -s son abscisse de 
Bohr CJb(j) par la borne inférieure des réels CJ pour lesquels on peut définir, à partir de 
f, par prolongement analytique, une fonction holomorphe et bornée sur CO". Un célèbre 
et non-trivial résultat de Bohr [6] affirme que: 

Théorème 1.1 Pour toute série de Dirichlet j, CJb(j) = CJu(f). 

Nous donnerons plus loin au lemme 5.1 une preuve d'une version légèrement précisée de 
ce théorème. 

1.2 Le point de vue de Bohr 

Nous présentons dans ce paragraphe un outil essentiel dans l'étude des séries de 
Dirichlet, dû au mathématicien danois Harald Bohr dans [7]. Prenons en effet une série 
de Dirichlet f(s) = I:i'XJ ann-s. Chaque entier n peut être factorisé en produit de 
facteurs premiers n = p~1 

••. p~r. Si s est un complexe, notons z la suite (pï"s ,p25
, ••• ), où 

(Pik:::1 désigne la suite des nombres premiers. Alors: 

Notre série de Dirichlet devient une série de Fourier en une infinité de variables, les 
valeurs de la série de Fourier en certains points étant données par les valeurs de la série 
de Dirichlet. Précisons un peu. On définit : 

][))
00 = {z = (z1 ,z2 , ... ) ; !zi! < 1} 

'lr00 = {z = (z1,z2, ... ) ; lzil = 1 }. 

Le dual de 11'00 est 7l)oo), l'ensemble des suites d'entiers n = (n1 ,n2 , ... ) à support fini. 
Si f ( s) = L:ioo an n -s est une série de Dirichlet nous posons 

+oo 
V(f) = 2::::: 

2 



1.2 Le point de vue de Bohr 

V fest une série de Fourier surF, indexée par N(oo). Cette définition n'est pas purement 
formelle : les propriétés de f et V f sont intimement liées, grâce à un résultat de Kronecker 
dont nous rappelons l'énoncé sous la forme qui nous sera utile. 

Définition 1.1 Les entiers ( q1 )r~ 1 seront dits multiplicativement indépendants si tout 
entier n E N s'écrit d'une façon au plus comme n = qf1 

•.• q':r, avec a1 E N. 
Autrement dit, les entiers (q1 )1 ~ 1 sont multiplicativement indépendants si, et seulement 
si, les (log%) sont Q-linéairement indépendants, c'est-à-dire si 

c1log q1 + · · · +cd log qd = 0 avec ci E Q ==} ci = 0 pour tout i. 

Par exemple, des entiers premiers entre eux deux à deux sont multiplicativement indé
pendants. 

Théorème 1.2 (Kronecker) Soient q1 , ... ,qd des entiers multiplicativement indépen
dants. Alors la fonction: 

est d'image dense. 

En particulier, si P(s) = 2:~ ann-s est un polynôme de Dirichlet (nous désignerons par 
P l'ensemble des polynômes de Dirichlet), on a 

sup {\P(s)\; iR(s) = 0} = sup {\VP(z)\; z E 1r"'}. 

Mieux, si q1, ... ,qd désignent toujours des entiers multiplicativement indépendants, et si 
r 

Pest à spectre dans les q1, P(s) = L:a1q_t, alors: 
j=l 

d 

sup{\P(s)\; iR(s) = 0} = L !a1l· 
1 

Nous aurons besoin, au cours de cette thèse, d'une autre description de 'F. Soit 
e le groupe dual de Q+ , où Q+ désigne le groupe multiplicatif discret des rationnels 
strictement positifs. e est l'ensemble des charactères x: Q+ -+ c: 

- x(mn) = x(m)x(n) pour tous m,n dans Q+. 

- !x(n)! = 1. 

e et 'F peuvent être identifiés de la façon suivante: étant donné un élément z = 

(z1,z2 , ... ) de 'F, on définit un caractère x en imposant sa valeur sur chaque premier 
par 

X(2) = Z1, X(3) = Z2, · · ·, X(Pm) = Zm, · · · · 

En étendant la définition de x par multiplicativité, on obtient un caractère, et tous 
les caractères peuvent clairement être obtenus par ce procédé. Cette identification est 
un homéomorphisme de 8 sur F, qui respecte les mesures de Haar (voir [29] pour 
les détails). Dans toute la suite, nous oublierons la notation 8, et écrirons simplement 
xEF. 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

Donnons un premier aperçu de la puissance du point de vue de Bohr pour les séries 
de Dirichlet. Hewitt et Williamson ont prouvé dans [31) le théorème suivant: 

Si f est une série de Dirichlet absolument convergente telle qu'il existe 6 > 0 
avec Jf(s)J2: 6 si R(s) 2:0, alors 1/f est une série de Dirichlet absolument 
convergente. 

Ce théorème est analogue au théorème taubérien de Wiener concernant les séries de 
Fourier: toute série de Fourier absolument convergente qui ne s'annule pas sur le cercle 
a son inverse développable en série de Fourier absolument convergente. La preuve de 
Hewitt et Williamson utilise la théorie de Gelfand des algèbres de Banach. D. Newman 
a donné dans [49) la première preuve vraiment élémentaire du théorème de Wiener. Nous 
allons adapter sa preuve aux séries de Fourier sur F, puis transférer, grâce à l'iden
tification précédente, le théorème des séries de Fourier sur F aux séries de Dirichlet. 
Nous obtiendrons ainsi une preuve du résultat de Hewitt-vVilliamson qui n'utilise pas la 
théorie de Gelfand. 

Nous désignons par A('Ir=) (resp. par A+(F)) l'algèbre de Banach des séries de 
Fourier absolument convergentes sur 1f= (resp. l'algèbre de Banach des séries de Fourier 
absolument convergentes à coefficients dans N(oo)): 

A('JI'=) = { F(z) = L a(n1,n2, ... )z~1 
••. z~~<; JJFJJ = L Ja(n)J < +oo} 

nEz(oo) nEZ(oo) 

A+(r) = { F(z) = L a(n1,n2, ... )z~1 
•.. z~~<; JJFIJ = L Ja(n)J < +oo }· 

nEN(oo) nEN(oo) 

Remarquons que si F et G sont éléments de A(1f=), le produit FG l'est aussi, avec 
l'inégalité: 

IIFGJI < IIFIIIIGII· 
Pour un élément F de A(1I'00

), il est légitime de considérer sa norme infini 

JIFIIoo = sup {JF(z)l; z Er}. 

Dans le cas des séries de Fourier en un nombre fini de variables, la norme de A( 'JI'=) de 
F peut être majorée à l'aide des normes infini de F et de ses dérivées partielles: 

Lemme 1.1 Soit F(z) = L a(n1, ... ,nN) z~1 
••• zr;t une série de Fourier sur '['N. 

Alors: 

1\FII <: 1\FII= + 2 t, Il;:. t. 
Preuve : Nous commençons par remarquer que : 

IJFII ~ Ja(O, ... ,O)J + L Ja(nl, ... ,nN)J + · · · + L 

4 



1.2 Le point de vue de Bohr 

Mais, d'une part, la(O, ... ,0)1 ~ IIFIIoo, et d'autre part: 

nEZ~,#O la( nb ... ,nN )1 < "'·~-• C~o :k nkla(nJ, .. ,nN )1) 
nk+l·····nN 

0 

La version précisée du théorème de Wiener dont nous aurons besoin est la suivante : 
Théorème 1.3 (Théorème de Wiener surF) 

1. Soit F dans A(1'00
) avec F(z) =J 0 si zEF. Alors 1/ FE A(1'00

). 

2. Soit F dans A+(r) avec F(z) =J 0 si z E illl00
• Alors 1/F E A+(F). 

Preuve: Soit F dans A(1'00
), avec F(z) =J 0 si z E 1['00. Sans perte de généralité, on peut 

supposer que IF(z)l 2: 1. Soit P une somme partielle de F telle que IIP- Fil ~ 1/3. En 

particulier, pour tout z de 1['00, IP(z)l 2: 2/3. Il est possible d'écrire F = P ( 1- p; F), 
1 1 ( P- F) -1 

ou encore F = p 1 - p . Ceci nous conduit à poser : 

+oo (P- Ff-1 
S = L -'---p----'n-

n=1 

Nous allons prouver que la sérieS est absolument convergente dans A(1'00
). En effet, 

Il (P- Ff-1 Il ~ 3n
1
-1' 

et puisque Pest un polynôme trigonométrique, le lemme 1.1 s'applique et donne: 

Or, 

de sorte que : 

5 



Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

où nous avons posé: A= 'L~=l Il g~ 11
00

• Par conséquent, 

Il 
(P- Ft-

1 Il < 9An + 3 
pn - 2n ' 

qui est le terme général d'une série qui converge. En particulier, S converge en norme et 
uniformément, et la somme de cette série géométrique ne peut être que ~ : ~ appartient 
à A(1r00

). 

Si l'on suppose que F E A+ ('IfOO) et que F(z) =1= 0 si z E JI]=, il suffit avec les 
notations précédentes de prouver que P et ~ sont éléments de A+ (1r00

) pour obtenir 
que~ est lui-même dans A+('JF'). Pour P qui est une somme partielle d'un élément de 
A+('JF'), il n'y a aucun problème. Pour ~' qui est dans A(1r00

), remarquons que Pest 
une fonction holomorphe sur ror' qui ne s'annule pas: il en est de même de ~' et ses 
coefficients de Fourier b(n) s'annulent sin tf: N(oo): ~ E A+(r). 0 

Nous énonçons et prouvons alors le théorème de Hewitt et Williamson : 
Théorème 1.4 Soit f(s) = 'Lioo ann-s une série de Dirichlet telle que l.:n>l lanl < 
+oo. Supposons qu'il existe fJ > 0 tel que 1 f ( s) 1 2: fJ pour iR( s) 2: 0. Alors -

est une série de Dirichlet telle que 2:.: lbnl < +oo. 
Preuve : Soit f une telle série de Dirichlet, pour laquelle nous supposerons par exemple 
que lf(s)i 2: 1 si iR(s) 2: O. Nous commençons par prouver, comme application du 
théorème de Kronecker, que : 

1 'D f ( z) 1 > 1 si z E JIFl . 

En effet, fixons 0 < E < 1, et soit P une somme partielle de D f telle que ID f ( z)- P( z) 1 :::;: 

é pour z E ][])oo. Suivant [54], nous définissons, pour O" 2: 0 ou O" = +oo, 

~ = { z = (zl, ... ,ZN) E eN ; lzil :::::: PjCT, 1:::::: j:::::: N }, 

8o~ = {z = (zl,···,zN) E eN; lzjl =pjCT, 1 :Sj:::::: N}. 
80~ est la frontière distinguée de~. Le choix de P et l'hypothèse faite sur f imposent 
que si z E eN est de la forme z = (i1CTP1it, ... ,p;tPNit), alors IP(z)i 2: 1- é. Par le 
théorème de Kronecker, cette inégalité reste vraie pour tous les z E 80~. Le lemme 
suivant, qui est prouvé dans [54], garantit qu'elle est en fait juste pour tout z de ror'. 
Lemme 1.2 (Principe du minimum distingué) Soit Q un polynôme analytique à 
N variables tel que (62 étant un réel fixé) : 

(z E 8o][])~, 0 :S D" :S oo) ==} IQ(z)l2: 82. 

Alors on a 
dès que z E W. 
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1.3 Produit de deux séries de Dirichlet 

En utilisant une fois de plus l'inégalité J'V J(z)- P(z)l ::; E, nous en déduisons que, pour 
tout z de IIJloo, JV j(z)l 2: 1- 2c. Puisque é est arbitraire, le résultat annoncé est prouvé. 

En particulier, V f est un élément de A+ (F), qui ne s'annule pas dans J[»oo. Le 
théorème de Wiener précisé s'applique, et: 

v/(z) = :L b(n)zn, où :L Jb(n)J < +oo. 
nEN(oo) nEN(oo) 

En spécialisant cette égalité pour z = (p} 8 ,p2,S, ... ), avec ~s 2: 0, nous obtenons que: 

1 
f(s) = L b(n) (p~r ... p~k)-s' où L Jb(n)J < +oo. 

nEN(oo) nEN(oo) 

Ceci est exactement la conclusion du théorème. 0 

1.3 Produit de deux séries de Dirichlet 

Soient f(s) = I".:n>l ann-s et g(s) = I".:n>l bnn-s deux séries de Dirichlet. Le pro
duit h = fg de ces deux séries est défini formellement par h(s) = L.::n>l cnn-s, où 
Cn = I.:ij=n aibj. Cette série converge absolument dans un demi-plan commun d'absolue 
convergence de f et g, et sa somme correspond alors au produit usuel des deux fonctions. 
Un problème intéressant est d'estimer l'abscisse de convergence du produit fg en fonc
tion des abscisses de convergence respectives de f et de g. Le théorème suivant répond 
au problème: 

Théorème 1.5 Si f (resp. g) est une série de Dirichlet dont l'abscisse de convergence 
est a (resp. (3) avec 0::; Ja- /31 < 1, alors l'abscisse de convergence du produit fg est 
inférieure ou égale à ~ (a+ (3 + 1). En outre, cette inégalité est optimale : on peut trouver 
f et g de sorte que f et g divergent pour tout Œ < ~ (a + /3 + 1). 
Ce théorème a une longue histoire. L'inégalité a d'abord été obtenue par Stieltjes dans 
le cas a = (3 = 0, puis par Landau dans le cas général. En outre, Landau [42, 1907] a 
prouvé que Œc(jg) pouvait être plus grande que ~(a+ /3 + i), alors que Cahen avait 
conjecturé que l'on avait toujours Œc(jg) ::; ~(a+ (3). La première preuve de l'optimalité 
de la borne ~ (a+ /3 + 1) a été fournie par Bohr [9, 1952] : sa méthode est très compliquée 
et utilise la fonction d'ordre d'une série de Dirichlet. Elle a été simplifiée par Queffélec 
[55, 1980], puis étendue par Kahane et Queffélec [36, 1997], en utilisant notamment 
le théorème de Baire. Il existe une preuve simple récente de l'optimalité: elle est due 
à Konyagin et Queffélec [38, 2001]. Toutefois, cette preuve repose sur des arguments 
topologiques (le théorème de Banach-Steinhaus), et il semble que l'on ne connaisse pas 
explicitement deux séries de Dirichlet f et g dont l'abscisse de convergence du produit 
vérifie exactement CJc(fg) = ~(a+ (3 + 1). Dans le paragraphe 1.3.1, nous donnons un 
tel exemple et obtenons donc au passage une preuve très facile de l'optimalité. 

D'autre part, on peut se demander ce qu'il advient de l'abscisse de convergence de fg 
si l'on améliore notre connaissance de f et g. Pour certaines séries de Dirichlet, l'égalité 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

Œc(g) = (3 exprime que g admet une singularité sur la droite ~(s) = (3. C'est le cas par 
exemple de(, qui vérifie Œc(() = 1, mais qui est prolongeable en une fonction holomorphe 
sur C- {1 }. Si l'on tue cette singularité en supposant par exemple que J(f3) = 0, on peut 
espérer que l'abscisse de convergence du produit soit meilleure. L'étude de ce cas fait 
l'objet du paragraphe 1.3.2. Par ailleurs, on sait que Œa(j) ::::; Œc(j) + 1. Que se passe-t-il 
pour le produit si l'estimation est meilleure? 

1.3.1 Une preuve explicite 

Nous allons construire deux séries de Dirichlet f et g d'abscisse de convergence 0, 
dont l'abscisse de convergence du produit est exactement 1/2. Nous commençons par le 
simple: 

Lemme 1.3 Soit N le carré d'un nombre pair. Pour k = 1, ... , ~' on pose ik = [ ~]· 
Alors on a: 

- [ ~] =k. 

- 2.Jfi :S ik < N. 
Nous rappelons que [x] représente la partie entière de x. 
Preuve : Il est clair que : 

En outre, puisque ik = [ ~], nous obtenons que: 

Du fait que k ::::; ~, on conclut que [ ~] = k. 0 

Nous procédons maintenant à la définition de nos deux séries de Dirichlet f et g. 

Pour n?:: 1, on pose Mn= 24n, de sorte que Mn+l = M~. Le lemme 1.3 nous donne des 
entiers ik,n qui satisfont : 

2v'Ji:,. < i...n:r;:;z,n < · · · < iz,n < i1,n :S Nin, 

et 

[~:] =k, pourk=l, ... ,~. 
Remarquons que, puisque Mn-l < 2JIV[;;, les entiers ik,n sont distincts deux à deux. Il 
est donc légitime de définir une suite (aï)i2:l par: 

( -1)k 

0 si i o/:- ik,n, 
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1.3 Produit de deux séries de Dirichlet 

et de considérer la série de Dirichlet f(s) = Li>l aii-s. Calculons son abscisse de conver
gence à l'aide de la formule (1.1): pour N ~ (si n 0 est le plus petit entier pour lequel 
N :S Mno, alors : 

N 

2: (1.2) 
i=l n=l k=l 

Mais, pour n > 1, 7 est un entier pair, et donc : 

../M:./2 
2: (-1)k =o. 
k=l 

Puisque 
N 

L (-1)kE{-1,0,1}, 

on obtient que ILi<Nail :S 1, ce qui prouve que o"c(j) =O. 
Nous choisissons pour g la fonction zeta alternée, c'est-à-dire g(s) = Li>1 (-1)ii-s, 

dont l'abscisse de convergence est O. D'après le théorème de Stieltjes, Œc(jgf:S 1/2. On 
a égalité: 
Théorème 1.6 L'abscisse de convergence de fg est exactement 1/2. 
Preuve : On pose h(s) = f(s)g(s) = L:n>l Cnn-s, et eN =cl+ ... + CN. Un calcul 
élémentaire montre que : -

N 

eN= LaiE[~]' 
i=l 

où nous avons aussi posé BN = L::=1 (-1)n. Observons que: 

{ 
-1 

B1 = 0 
si j est impair 
si j est pair. 

Il suffit de prouver l'existence de 6 > 0 tel que, si N est égal à Mn, eN ~ 6N112
. Nous 

partageons la somme définissant eN en 2 parties: 

2VN-l N 

eN= L aiB[~] + L aiE[~]· 
i=l i=2ffi 

""-....-' 
(SI) (52) 

Nous allons dominer 5 1 et calculer exactement 5 2 . Si i :S 2Vfïi- 1 = 2~- 1, la 
condition ai =f- 0 impose que i :S Mn-l = N 114

. En particulier, 

Nl/4 

1511 :S L !ail :S N
114

-

i=l 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

Par ailleurs, 

Par conséquent, 

vN/2 

82 L aik,nEk 
k=l 

vN/2 

2::: (-1) x (-1) 
k=l 

k impair 

Nl/2 
CN > -- -Nl/4 - 4 ) 

et l'abscisse de convergence de !9 est 1/2. 0 

Remarque : On peut généraliser la construction en choisissant pour A une série de 
Dirichlet dont l'abscisse de convergence est a, 0 ::::; a ::::; 1. Pour cela, il suffit de poser: 

Par le même calcul, on obtient que l81l ::::; K1N
1

~a, tandis que 82 2:: K 2N
1
ta, ce qui 

donne IJeU9) = l~a. En translatant ces séries, on peut obtenir explicitement, pour 
0:::; la- ,BI :S 1, deux séries de Dirichlet f et 9 avec /JeU) =a, 1Jc(9) = ,B et IJcU9) = 
~(a+/3+1). 

1.3.2 Produit par ( 

Nous nous demandons si on peut améliorer l'abscisse de convergence du produit !9 
sig admet ,B pour pôle simple, et si f s'annule en ,B. Michel Balazard (communication 
personnelle) a remarqué que si f est une série de Dirichlet telle que 0 < /JeU) < 1 et 
f(1) = 0, alors l'abscisse de convergence du produit f( est inférieure ou égale à ~(1 +a). 
Il pose la question de savoir si cela est optimal. Nous commençons par généraliser son 
observation : 

Théorème 1.7 Soient f(s) = l:n>l ann-s et 9(s) = l:n>l bnn-s deux séries de Diri
chlet, avec /JeU) =a, 1Je(9) = ,B, e{,B- 1 <a< ,B. On suppose en outre que: 

1. J(,B) =O. 

2. En= b1 + · · · + bn = Knf3 + 0 (nf3-l). 
Alors IJcU9) :S ~(a+ ,B). 
Ce résultat améliore celui donné par le théorème de Stieltjes d'une translation de facteur 
1/2. Si 9 = (, on a En = n et on retrouve l'observation de Balazard. Remarquons que 
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l'on ne peut pas se passer des conditions 1. et 2.: 

1. Si on ne suppose pas que f(f3) = 0, prenons par exemple, pour 0 < a < 1, 
f(s) = ((s- 1 +a) et g(s) = ((s). Alors: 

n 

:LaiB[:y] 
i=l 

ce qui prouve a"c(fg) 2: 1, alors que le théorème donnerait ac(fg) < ~(1 +a). 

2. Pour la preuve de la nécessité de la condition 2., nous renvoyons à la remarque 
après la preuve du théorème 1.8, dont nous utiliserons les notations. 

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que K = f3 = 1. On pose h( s) = 
f(s)g(s) = 2":n2:l enn-s; il suffit de prouver que Cn = c1 + · · · + Cn = 0 ( n 

1t"+e), pour 

tout c > O. Nous allons utiliser la méthode de l'hyperbole de Dirichlet (voir [66, p.38]) 
en écrivant : 

Cn L aiB[:y] + L biA[]]- A[v'n]B[vn]· 
i:Sfo j :Sv'n ...__,__.... 
...__,__.... ...__,__.... (83) 

(SI) (82) 

Or, nous savons que : 

i. ll:n::;t an 1 = 0 ( ta+e). 
ii. aa(f) ~ a+ 1, et donc: l:n::;t lanl = O(tl+a+e). 

Par conséquent, on a : 

et: 

Mais bi = Bi - Bj-l = j- (j- 1) + 0(1) = 0(1), et donc: 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

Tirant parti du fait que f(1) = 0, on obtient: 

Comme B[;]- T = B[;]- [TJ + [TJ - T = 0(1), on a: 

Enfin, une transformation d'Abel prouve que: 

n L ~i = 0 (n ~+e) . 
i>yn 

En regroupant toutes ces estimations, nous trouvons que Cn = 0 ( n ~+e), ce qui est 

le résultat voulu. D 

En utilisant les mêmes techniques que dans [38], nous prouvons maintenant que l'abs
cisse de convergence obtenue dans le théorème 1. 7 est optimale, et répondons ainsi en 
particulier à la question de M.Balazard: 

Théorème 1.8 Soit g(s) = I:n>l bnn-s une série de Dirichlet telle que Bn = Knf3 + 
0 ( nf3-l), K =/= O. Soit a, f3 des rtels avec f3- 1 < a < f3 et ( 'Pn) une suite croissante de 
nombres positifs telle que: pour toute série de Dirichlet f avec a"c(f) = a et f ((3) = 0, 
la suite ct+·+cn, où (en) est définie par f(s)g(s) = L:n>l cnn-s, est bornée. Alors: 

~n -

'Pn 2: 8n "!,e , où 8 est une constante strictement positive. 

En particulier, l'abscisse de convergence donnée par le théorème 1. 7 est optimale. 

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que K = f3 = 1. On introduit 
l'espace de Banach E ={a= (an); L:n>I ann-o: converge, L:n>l a; = 0}, muni de la 
norme [[a[[ = supn [ L:~=l akk-o:[. On définit une suite de formes linéaires (Ln) sur E 
par: 

Ln (a) = cl + ... + Cn . 
'Pn 

Par hypothèse, pour chaque a de E, supn [Ln(a)[ < +oo. Le théorème de Banach
Steinhaus nous dit alors que M = supn [[Ln[[ < +oo. En particulier, pour tout a E E, 
tout nE N*: 

n 

LaiE[;] < Mcpn[[a[[. (1.3) 
i=l 
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Nous notons Bk = k + uk, où ( uk) est une suite bornée. Fixons nE N*. Nous cherchons 
une suite a E E telle que, testant (1.3) sur cette suite, on obtienne I.(Jn 2: On "'i,s. Nous en 
construirons une de sorte que ak = 0 si k 2:: n + 1. On a alors 2:.:~ 1 a/f = 0, et l'inégalité 
précédente se réécrit comme : 

(1.4) 

Nous allons utiliser l'idée suivante: pour un entier k assez petit (devant n), il est possible 

de trouver des entiers i et j tels que [7 J = [7] = k, mais satisfaisant: 

(7 -k- Uk) - (7- k- Uk) > 1/2. 

En choisissant convenablement, pour chaque tel k, ai et aj, nous allons pouvoir ob
tenir une minoration de la partie gauche de (1.4), tout en contrôlant la norme de a. 
Précisément, nous supposons que n est le carré d'un nombre pair, et posons: 

A= {2vn~i~ ~; 3kE {2, ... ,v;}, [i~ 1 ] =k+1, [7] =k}, 

B = { 2y'n ~ j ~ ~; 3k E { 2, ... , v;}, [7 l = k, [j: 1] = k- 1} · 

D'abord, remarquons que lAI = IBI = "f - 1. En effet, le cardinal de chacun de ces 

ensembles est clairement inférieur ou égal à V:- 1. Maintenant, si i 2: 2y'n, 

'/, i + 1 

n 1 
--:---:- < - < 1. 
i(i + 1) - 4 

n n 

Ainsi, la fonction {2y'n, ... ,n/2}-+ N, i t--+ [![],est croissante, et satisfait [i~1 ]- [![] E 

{ -1,0}. Puisque 2fo = V:, et nÏ2 = 2, toutes les valeurs de {2, ... , "f} sont prises par 

[![] si i parcourt {2y'n, ... ,n/2}. Il est donc légitime d'écrire A= { ik; k E {2, ... , V:}}, 
et B = {jk; k E {2, ... , V:}}, où k = [ i:J = [j:]. En réécrivant simplement la définition 

des entiers ik et Jk, on constate que, pour 2 ~ k ~ V:, 
(1.5) 

D'autre part, on a: 

(1.6) 

En effet, la définition nous dit que jk 2: ik, l'égalité signifiant que: 

[ ik ~ 1] [ ik: 1] = 
2• 
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k+l 

k 

FIG. 1.1 - Définition des entiers ik et j k 

Mais, puisque ik 2:: 2fo, on a: 

n n 

En particulier, (1.5) et (1.6) expriment que A et B sont des ensembles disjoints. La 
dernière propriété dont nous aurons besoin est l'inégalité annoncée: 

Si k 2:: 2, 

En effet, 

1 n n 
-<---
2 - ik jk. 

(jk:1- [jk:1])- (~- [~]) =
1- jk(j:+l) 2:: ~· 

Puisque x- [x] E [0,1[, on a j: - k ::::; ~· De même, f,;- k > 1, ce qui donne (1.7). 
Nous pouvons alors définir la suite (ai) en posant: 

- Pour k E {2, ... , f}, aik = ik,, et aik = -jf:. 
- Pour i 2:: 2, i tf. Au B, ai = O. 

n 

"'"' ai - a1 =- ~-;· 
i=2 

Cette définition a bien un sens, et a E E. 

(1. 7) 

Estimation de li ali: Puisque jk+l < ik < jk, pour tout m 2:: 2, 2.:.::7:2 aii-a E {0,1 }. 
Ainsi, m 1-7 2.:.::7:2 aii-a est bornée par une constante (indépendante de n), et 
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1.3 Produit de deux séries de Dirichlet 

une transformation d'Abel montre qu'il en est de même de m t---7 :Z::::::2 aii-1. En 
particulier, a1 = 0(1). Et puisque liai! = supn 1 :Z:::::~=l akk-ai, nous obtenons aussi 
que: 

liai! = 0(1). 

Estimation de t C7- un -U[:y]) ai :Écrivons que: 
i=l 

fo/2 

-unal + L dk, 
k=2 

(1.8) 

où dk = i'k (: - k- uk) - jf (~ - k- uk). Clairement, Una1 = 0(1). Nous 

allons prouver que: 

où C est une constante indépendante de k et n. Nous distinguons trois cas: 

- Si 0::; ~ - k- uk < ~ - k- uk, d'après (1.7), on a: 
)k Zk 

ce qui donne: 

où C = 1 +max iuk 1· 
- Si ~ - k - uk ::; ~ - k - uk ::; 0, alors toujours d'après (1. 7), on a: 

)k 'tk 

- (~ - k - Uk) ~ - (: - k - Uk) + ~ ~ 0, 

ce qui donne : 

(1.9) 
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n n 
- Si --:-- - k- uk :::; 0 :::; -:- - k- uk, on est dans le cas le plus favorable car on 

)k '/,k 

ajoute des quantités de même signe.Dans ce cas: 

Nous avons donc prouvé (1.9). Maintenant, remarquons que 

D'autre part, d'après (1.5), nous obtenons: 

vn/2 

2:: (j~- i~) 
k=2 

vn/2-1 ..;n;2 

2: jf+l- 2: i~ 
k=1 k=2 

fn/2-1 
O(na) + L ((ik- 1)a- ir) 

k=2 

vn/2-1 
O(na) + L O(i~- 1 ) 

k=2 

fn/2-1 
O(na) + L O(na-1

) 

k=2 

Finalement, on en déduit l'estimation: 

(1.10) 

Nous pouvons alors conclure. D'après (1.10) et (1.8), (1.4) se lit: cpn 2: On 
1t", dès lors 

que n est le carré d'un nombre pair. Dans le cas général, on encadre n par (2m) 2 
:::; n < 

(2m + 2) 2
• On en déduit que: 

cpn 2 cp(2m)2 2: 6(2m)l+a 2 8'(2m + 2)1+a 2: o'n lt". 

0 

Remarque : Il nous reste à prouver la nécessité d'une condition de type 2. dans le 
théorème 1.7. Considérons à cet effet une série de Dirichlet g(s) = 'En> 1 b;;_s, avec En= 
n + (-1)nnr,o < r < 1. L'ensemble A étant défini comme auparavant,-on choisit a E E 
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avec aik = (-1)kik, ai= 0 pour i 2 2, i =/:- ik, et a1 =- 2::i>2 ~i· Il est clair que a E E, 
et que !la!! = 0(1). En outre, -

fo/2 

0 ( n l~a) + 2:: ikkr. 
k=2 

Comme ik 2: y'rï, on a: 

fo/2 
"' /2 !±!: l+a r ~ ik.kr 2: ena n 2 2: en-2-+2 0 

k=2 

Ceci donne r.pn 2 8n 
1

~0<+~, ce qui signifie, en faisant tendre r vers 1, que l'on ne peut 
pas améliorer l'abscisse de convergence donnée par le théorème de Stieltjes. 

Remarque : En utilisant la même technique que dans le paragraphe 1.3.1, il est aussi 
possible de donner explicitement une série de Dirichlet f, avec O'c(f) = a, f(1) = 0, 
et telle que O'c(fg) = l~a pour toute série de Dirichlet g vérifiant les hypothèses du 

théorème 1.7. Pour n le carré d'un nombre pair, nous notons a}n) la suite construite 
dans la preuve du théorème 1.8 pour cet entier. Remarquons que : 

a}n) =f- 0 ==} 2yn ~ i ~ ~' oui= O. 

On pose toujours Mn = 24
n. Si n =f- m, les suites (a~Mn)k::2 et (a~Mm)k::2 ont donc des 

supports disjoints, et on peut poser : 

{ 
ai = a~Mn) s'il existe n tel que a~Mn) =f- 0 

ai = 0 dans tous les autres cas, si i 2: 2. 

Vérifions que Li>2 ~i converge. Il suffit de prouver que m 1---7 2::Z:2 aii-a est bornée. Mais 
la même décomposition que celle effectuée dans l'équation (1.2) montre que, pour tout 
m 2 2, 2::Z:2 aii-a E { -1,0,1}. Il est donc possible de poser a1 =- Li>2 "1· L'abscisse 
de convergence de la série de Dirichlet f(s) = 2::i>l aii-s est a, et f satisfait f(1) =O. 
Si N = Mn, alors : -

N 

eN 2:: aiB['f] 
i=l 
2-/N-1 N 

2:: aiB['t] + L aiB['t]· 
i=l i=2-/N 

'-v---' .....__,_.., 
(Sl) (S2) 
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Mais on a déjà prouvé que 
S2 2: 6N

1t 0

, 

tandis que, puisque Mn-l = M-;, 14 , on a la majoration 

i=l 

1.3.3 Produit de Dirichlet et abscisse de convergence absolue 

La meilleure estimation que l'on puisse avoir de l'abscisse de convergence absolue 
d'une série de Dirichlet f en fonction de son abscisse de convergence est l'inégalité 
O"a(j) ::::; O"c(j) + 1. Lorsque l'on dispose d'un meilleur contrôle, Landau a prouvé dans 
[42] que l'on pouvait améliorer l'abscisse de convergence du produit: 
Théorème 1.9 Soit f (resp. g) une série de Dirichlet d'abscisse de convergence 0, 
d'abscisse de convergence absolue 0 < T1 < 1 (resp. 0 < T2 < 1}. Alors: 

L'optimalité de ce théorème a déjà été prouvée par J.P. Kahane et H. Queffélec dans 
[36]. Nous nous proposons de redonner une preuve plus simple : 
Théorème 1.10 Soit 0 < T1 ,T2 < 1, ( 'Pn) une suite croissante de nombres positifs 
telle que, pour toute série de Dirichlet f (resp. g) qui converge en 0, et qui converge 
absolument en 0 < T1 < 1 (resp. en 0 < T2 < 1}, la suite CI+··+cn, où (en) est définie par 

'Pn 

f(s)g(s) = l:n2':l enn-s, est bornée. Alors: 

'Pn 2: bn T:
1;;2 , où 6 est une constante strictement positive. 

En particulier, l'abscisse de convergence donnée par le théorème 1. 9 est optimale. 

Preuve : On peut supposer T2 ::::; T1. On introduit l'espace de Banach E = { (an); l:n>l an 
et l:n2':l ann-r1 convergent} muni de la norme: -

On définit F de la même façon, en remplaçant T2 par T1 . Soit (Ln) les formes bilinéaires 
sur E x F définies par : 

Ln(a,b) =cl+ ... + Cn. 
'Pn 

Par hypothèse, pour tout a E E, pour tout bE F, supn ILn(a,b)l < +oo. Le théorème 
de Banach-Steinhaus donne une constante M > 0 telle que: 

Vn EN, Va E E, Vb E F, lc1 +···+eni :S M<pnllallllbll· 
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Nous allons, pour a E E, et bEF bien choisis, minorer Jc1 +···+eni afin d'obtenir une 
inégalité du type : 

(1.11) 

Pour cela, nous partageons c1 + · · ·+en en plusieurs sommes. Pour simplifier les notations, 
on pose a = r+2 

, 0 < a < 1/2. On obtient alors: 
Tl T2 -

i=l j=l j=l i=l 

i=l j=l 

-tai ( t bj) + ~ bj 
i=l j=(-7-]+1 j=l 

I;l + I;2 - I;3 - I;4 - I;5· 

Les termes de L: 3 sont ceux qui sont comptés deux fois dans L: 1 + L:2 , ceux de L:4 + L:5 
sont ceux qui apparaissent dans L:1 + L:2 , mais pas dans c1 + · · · + en. Remarquons que 
si i E {1,2,3}, on a: JL:iJ::; JJaJJJJbJJ. Si l'on veut obtenir (1.11), ces termes peuvent donc 
être ignorés. D'abord, nous nous intéressons à 

Nous choisissons a et b de sorte que : 

(1.12) 

tout en prenant soin que JJaJJ et JJbJJ n'explosent pas. On note Ài = [TJ + 1. On définit 
a E E par la formule : 

si na. - na.r1 ::; i ::; na. 
sinon. 
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Puisque a~ 1/2, si 1 ~ i < k ~na, on a: If-~ 2 k~l- ~ 2 ~ 2 1, et donc Ài > Àk· 

Il est alors possible de résoudre le système triangulaire: 

... + 

Lorsque l'on résoud ce système, les b .. i prennent successivement les valeurs +2 ou -2, 
hormis le premier terme qui vaut ±1. On complète la définition de b E F en posant 
bk = 0 si k =J. Ài, où na- nar1 ~ i ~ na. Remarquons que (1.12) est bien respectée. 
Estimons les divers termes : 
Estimation de ~4 : 

n"' 

Estimation de llall : 
k 

- LaiE {0, -1,1}. 
i=l 

n n"' L i-r1 ~ Cnar1 (na)-r1 ~ C. On en déduit que [[a[[ ~ C, 
i=l i=n"-n"''~"l 

où C est indépendant den. 
Estimation de [[b[l : 

- D'abord, la remarque que nous avons faite sur les valeurs successives des b>..i 
k 

montre que L bi ~ 2. 
i=l 

- Ensuite, on a l'inégalité suivante: 
n 

L [bi[i-r2 
i=l 

n"' 

i=n°-no:rl 

puisque Œ = r+2 
• En particulier, lib[[ < C'. 

r1 r2 -

n"' 

Résumons : les termes qui apparaissent dans ~5 sont tous nuls, et on a prouvé finalement 
que: 

20 
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Le cas où na et ncx-cxr1 ne sont pas entiers se traite par interpolation, comme dans la 
preuve du théorème 1.8. 0 

Remarque : Ici aussi, il est possible d'expliciter deux séries de Dirichlet f et g pour 
lesquelles la borne Tj+T

2 est effectivement atteinte, l'idée étant toujours de s'arranger TJ T2 

pour que les suites considérées dans la preuve précédente sont à supports disjoints. 
Précisément, pour M 1 un entier suffisamment grand, on définit par récurrence une suite 
(Mn) en posant: 

On désigne par (a~n)) et (b~n)) les suites construites dans la preuve du théorème 1.10 
pour l'entier n. Il est facile de vérifier que les supports des suites (a~Mn)) et (a~Mm)) 
(resp. (b~Mn)) et (b~Mm))) sont disjoints si n =1- m. On peut donc définir une suite (ai) 

(resp. (bi)) par ai= Ln>l a~Mn), la suite ne comportant qu'un seul terme non nul. On 
pose f(s) = Li>Iaii-8 ,-g(s) = Li>Ibii-s, eth= fg. En groupant les termes, il est 
facile de vérifier que pour tout é > 0~ 

En effet, si n0 est le plus petit entier tel que Mno 2: N, 

no-l M"' n N 

!ANI < 2: 2: ( -l)k + 2: ( -l)k 

n=l k=M;:-M:;TJ k=M"' -M"'TI no no 

< no :S CéM~0_ 1 :S c;Nc, 

la croissance de la suite Mn étant exponentielle! De même, en utilisant les estimations 
de llall et llbll du théorème 1.10, on prouve que l'abscisse de convergence absolue de f 
(resp. g) est T1 (resp. T2 ). Pour N =Mn, on partage CN en cinq sommes: 

N"' N N 1-"' N 

2: ai 2: bj + 2: bj 2: ai 
i=l j=l j=l i=l 

i=l j=l 

N"' ( N ) -Lai L bj 
i=l j=[ 't]+l ( 

N ) La 
i=[ ~]+1 ~ 
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet 

Pour i E {1,2,3}, JEiJ = O(N2ê). Concernant E4 , on a: 

~,= N"t,"'' a; c~+l b;) + i~N~N"'' a; c~ +1 b;) 
(S2) 

Mais on a déjà prouvé que: 

alors que: 
1* N'1 Tl T2 

JS1J s z= O(Nê) S 0 Nê+2 Tl +T2 • ( l_TL) 

i=l 
On conclut car: 1* N'1 Tl T2 

JE5J S z= O(Nê) s; 0 Nê+2 T1+T2 . ( l_TL) 

j=l 
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Chapitre 2 

Espaces de Hardy de séries de 
Dirichlet 

2.1 Introduction 

Rappelons que l'espace de Hardy HP(JD)) (0 < p < +oo) est l'espace des fonctions 
holomorphes f dans IlJ) telles que : 

Une fonction f de HP(JD)) admet une limite radiale presque partout, c'est-à-dire que 
j*(é8

) = limr-+1- f(rei 8
) existe pour presque toute. En outre, f* E LP('JI'), et: 

Ces espaces de Hardy ont une très grande importance en analyse, et ont été très bien 
étudiés (voir les livres [17] et [22]). Le but de ce chapitre est de définir, puis d'étudier un 
analogue des espaces de Hardy, mais pour les séries de Dirichlet, ainsi que H. Hedenmalm, 
P. Lindqvist et K. Seip ont commencé à le faire, en introduisant dans [29] l'espace 1l 
des séries de Dirichlet de carré sommable : 

Alors que la définition des espaces de Hardy classiques fait intervenir des intégrations 
sur des cercles, il semble naturel, compte tenu de l'existence des demi-plans de conver
gence, de procéder pour les séries de Dirichlet par intégration sur des droites. Pour P E P 
(=ensemble des polynômes de Dirichlet), nous posons donc : 

( 
1 ~T ) ljp 1\PIIHP = lim -T \P(it)\Pdt 

T-Hoo 2 -T 

23 



Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet 

La théorie des fonctions presque périodiques de Bohr ([8]) permet d'affirmer que 11.11 11v 

est une norme sur P ( 1 ~ p < +oo), et nous posons : 

Définition 2.1 Pour 1 ~ p < +oo, 1{P est le complété de P pour ll·llw· 
Malheureusement, cette définition, simple et naturelle, n'apporte pas beaucoup d'in
formations sur l'espace 1{P. Quel est l'ensemble de définition d'un élément de 'H_P? Un 
élément de 1{P est-il développable en série de Dirichlet? Répondre à ces deux questions 
n'est pas immédiat si l'on se contente de cette définition. 

Nous allons dans la suite préférer une autre approche, qui donnera le même espace, 
mais aussi de nombreuses propriétés supplémentaires. L'identification de Bohr est le 
fondement de cette nouvelle approche, mais avant de la détailler, il nous faut procéder 
à quelques ... 

2.2 Rappels 

2.2.1 Les espaces HP('Jf00
) 

Par l'intermédiaire de V, nous allons identifier les espaces 1-lP aux espaces de Hardy 
du polydisque HP('JI'OO), tels qu'ils sont définis par B.Cole et T.W. Gamelin dans [15]. 
Rappelons les résultats principaux de cet article. Une fonction F de LP(1!'00

), 1 ~ p :::; 
+oo appartient à HP(F) si F(n) = 0 pour n E 7!)=) - N(oo). HP(F) est aussi le 
complété, dans LP('JI'OO), de l'ensemble des polynômes analytiques (='D(P)). 

Nous utiliserons le résultat crucial suivant (théorème 8.1 de [15]): si 1 :::; p < +oo, 
l'application d'évaluation au point z E JD)oo, définie initialement sur 'D(P), s'étend 
continûment à HP('JI'OO) si, et seulement si, z E [)loo nf2 (N) = {z E ]0)00

; 2:= lzil 2 < +oo}. 
Dans ce cas, pour tout FE HP('JI'OO), pour tout z E JO)= n f 2 (N), 

(2.1) 

Dans le cas particulier où p = +oo, F définit cette fois une fonction analytique dans 
JD)oo n c0 (N), bornée par IIFIIHP(']["OO)· 

Si P est un polynôme de Dirichlet, il existe donc au moins deux moyens de lui associer 
une "norme V" : 

1. comme on l'a fait dans le premier paragraphe. 

2. en considérant II'DPIIHP('lf=)· 
Pour relier ces deux normes, nous aurons besoin d'un peu de ... 

2.2.2 Théorie ergodique 
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Pour des détails concernant les définitions et les résultats de ce paragraphe, 
nous renvoyons à {65} ou à {68}. 



2.2 Rappels 

Dans ce paragraphe, (X,B,m) désigne un espace de probabilité, X étant un espace 
métrique compact, et B sa tribu borélienne. 

Définition 2.2 On dit queT: X ---t X est un endomorphisme de (X,B,m) si, pour tout 
B de B, T- 1 (B) appartient à B. On dit queT préserve la mesure si, pour tout B de B, 
m(T-1 B) = m(B). 
Soit G un ensemble d'endomorphismes de (X,B,m). 

Définition 2.3 - Une fonction f : X ---t lR. mesurable est G-invariante si, pour 
tout T de G, f o T = f presque partout. 

- L'ensemble G est ergodique si, pour tout f de L2(X,m) G-invariante, f =este 
presque partout. 

- L'ensemble G est uniquement ergodique (relativement à m) sim est la seule mesure 
de probabilité borélienne invariante par tout élément de G. 

Pour chaque tE JR., on suppose donné Tt un endomorphisme de (X,B,m). 

Définition 2.4 (Tt)tEIR est un fiat si: 

- Vs,t E JR., Ts+t = TsTt. 
- Vf: X ---t lR. mesurable, (x,t) H f(Ttx) est mesurable sur (X,B) x (JR.,B(JR.)). 

Le fiat (Tt) est ergodique (resp. uniquement ergodique) si {Tt; t E JR.} est ergodique (resp. 
uniquement ergodique). Il préserve la mesure si, pour tout t, Tt préserve la mesure. 

On a un analogue continu avec les flots du théorème de Birkhoff-Khintchine discret: 

Théorème 2.1 Soit (Tt)tEIR un fiat ergodique qui préserve la mesure sur (X,B,m). 
Alors: 

1. Sig E V(X), 

1 [T T-t+= 1 ( ) -T g(Ttx)dt g u dm(u), 
2 -T X 

pour presque tout x de X, et dans V(X). 

2. Si g : X ---t lR. est continue, et si (Tt) est uniquement ergodique, pour tout x de X, 

lT fT g(Ttx)dt T-t+oo { g(u)dm(u). 
2 }_T lx 

Exemple : Étude d'un flot sur F. 
Soit (81 ,82 , ... ) une suite de réels. On considère le flot Ti(z) = (e21ritlhz1 ,e2rritB2 z2, ... ), 

flot sur F qui préserve la mesure de Haar de F. Le théorème suivant caractérise son 
ergodicité : 
Théorème 2.2 Le fiat (Ti) est ergodique si, et seulement si, pour tout n deN, la famille 
(el' ... ,en) est une famille Q-linéairement indépendante. 

(c'est-à-dire si C1 81 + · · · + CnBn = 0, avec Ci E Q, implique Ci = 0). 
Preuve : D'abord, si la famille (81 , ... ,Bn) est Q-linéairement indépendante pour tout 
n, on considère fE L2(F) (Ti)-invariante, qu'on développe en série de Fourier: 

f(z)rv L anZ~ 1 
••• z~r. 

nEZ(oo) 
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet 

Alors, f 0 Tt(z) rv l:nEZ(oo) ane21l"it(lhnl +-··+llrnr) Z~1 
••• z~r. L'égalité presque partout des 

deux fonctions entraîne l'égalité de leurs coefficients de Fourier. Pour tout n E 7l)oo), on 
a donc: 

Si an =1- 0, alors pour tout t de IR, 

t(elnl + · · · + ernr) E Z, 

ce qui impose que : 
e1n1 + · · · + ernr =O. 

(e1, ... ,er) étant une famille Q-linéairement indépendante, ceci prouve que n1 = · · · == 
nr =O. En particulier, seul a0 peut être non nul, et f est constante. 

Réciproquement, si c1fh + ... crBr = 0, avec ci E Z, et les (ci) non tous nuls, on 
considère f(z) = z~1 

••• z~r. Alors fest Tt-invariante, mais n'est pas constante. 0 

Corollaire 2.3 Le flot Tt(z) = (2-itz1,3-itz2, ... ,p;:itzr, ... ) est un flot ergodique sur 
'JI'OO. 

Preuve : En effet, par le théorème fondamental de l'arithmétique, pour chaque r, la 
famille (log 2, log 3, ... , log(pr)) est une famille Q-linéairement indépendante. 0 

Pour appliquer le point 2. du théorème 2.1, il faut encore étudier l'unique ergodicité du 
flot (Tt). Or, puisque (Tt) est une rotation sur le groupe compact F, (Tt) est uniquement 
ergodique si, et seulement si, pour tout z de F, {Ttz, t E IR} est dense dans 1['00 

(voir [68] p.120 et p.162). Le théorème de Kronecker prouve alors que le flot Tt(z) = 
( 2-it z1 ,3 -it z2, ... ,p;:it Zr, ... ) est uniquement ergodique. 
Remarque : En considérant F comme le groupe dual de Q+, il existe une autre façon 
de décrire Tt. Si x E 1l'00

, Ttx est en effet l'unique caractère défini par: 

(Ttx)(n) = n-itx(n). 

2.2.3 Limites verticales de séries de Dirichlet 

Soit f une série de Dirichlet absolument convergente dans un demi-plan C0 . Les 
translatées verticales de f sont les fonctions fr définies par f 7 ( s) = f ( s + iT), T E R 
Par le théorème de Montel, pour toute suite (Tn) de réels, il existe une sous-suite (Tn(k)) 

telle que (frn(k)) converge uniformément sur tout compact de Co vers une fonction j: j 
est une limite verticale de f. Il est possible de décrire toutes les limites verticales de f : 
Lemme 2.1 Soit f(s) = :Lioo ann-s une série de Dirichlet (absolument convergente 
dans un demi-plan Co). Alors les limites verticales de f sont les fonctions f x de la 
forme: 

+oo 
fx(s) = Lanx(n)n-s, 

1 

x étant un caractère sur Q+. 
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2.3 Les espaces Hf - L'espace 1-l= 

Preuve: Soit june telle limite verticale, associée à la suite de translations (Tk)· Quitte 
à extraire, on peut supposer que la suite d'éléments de 'JI'= ( (2irk ,3i7 k, ... ,p~7k, • .. ) ) 

converge vers un élément x de 'F. En particulier, par multiplicativité, pour tout entier 
n, nirk-+ x(n). Maintenant, sis est dans le demi-plan d'absolue convergence de j, il est 
clair que frk(s)-+ fx(s), ce qui donne la première partie du lemme. 

Réciproquement, si x E 'JI'=, le théorème de Kronecker (théorème 1.2) assure qu'il 
existe une suite de réels ( Tk) telle que, pour tout premier p, (pirk) converge vers x(p ), ce 
qui entraîne que pour tout entier n, (nirk) converge vers x(n). Comme précédemment, 
fx est la limite des frk sur le demi-plan d'absolue convergence de f. D 

Ces fonctions fx apparaissent encore plus clairement lorsque l'on regarde les séries 
de Fourier V f. Pour xE 1fOO, z E '}['=,on définit x.z l'image de z par la rotation d'angle 
x dans']['=, ie le point de F dont les coordonnées sont (x(pt)z1, ... ,X(Pr)zr, ... ). Si 
f(s) ="Et= ann-s, V f(z) ="Et= anzf1 

••• z~r, alors: 

+= 
v ix(z) = 2.: anx(n)zf1 

••• z~r 
1 

+= L (x(P1)z1t
1 

••. (x(Pr)zrtr 
1 

= Vf(x.z) 

V fx est donc simplement l'image, par une rotation d'angle x, de V f. En particulier, si 
Pest un polynôme de Dirichlet, jj'DPxiiHP(l'oo) = IIVPIIHP(1'00 )· 

2.3 Les espaces 1-[P - L'espace 1-l00 

Nous allons appliquer les résultats précédents, en commençant par prouver le 

Lemme 2.2 Soit P E P. Alors: 

IIPIIHP = II'DPIIHP(1'00 )· 

Preuve : On applique le théorème 2.1, au flot 7t(z) = (2-itz1 , ... ), avec la fonction 
continue g = jVPjP, et le point z0 = (1,1, ... ). On a donc: 

lim _!__ jT j'DP(Itzo)jPdt = { jVP(z)jPdm(z). 
T-++= 2T -T }1""' 

Ceci est le résultat souhaité, car: 

VP(Itzo) ( 
1 1 ) VP (22 

, ••• ,p~, ... ) 

P(it). 

Une conséquence immédiate du lemme est l'identification suivante : 

D 

Théorème 2.4 'D : P-+ HP('If"') s'étend en un isomorphisme isométrique de 1lP sur 
HP('If"'). 
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Preuve : En effet, 1-LP est le complété de P pour 11-lh-lP, tandis que HP('JfOO) est le 
complété de 'DP pour II-IIHP(1'"")· D 

Ainsi, un élément j de 1{P est représentable par une série de Dirichlet l:ioo ann-s, avec 
(an) -+ 0 (en particulier, la série de Dirichlet converge dans le demi-plan C1 ). En outre, 
llflh-lP = li V JIIHP(1f=)· Le cas p = 2 a déjà été traité dans [29]: 

Corollaire 2.5 

+oo 

1-L2 
= 1-L = {f(s) = Lann-s; llfll~ = L lanl 2 < +oo }· 

1 n21 

Nous allons continuer l'étude, initiée pour p = 2 dans [29], des espaces 1-LP. Une des 
difficultés par rapport au cas des HP([]) est l'absence de factorisation par les produits 
de Blaschke. Il ne suffit pas en général de résoudre le cas p = 2 pour en déduire le cas p 
quelconque. D'abord, nous recherchons le domaine de définition de j, et plus précisément 
les diverses abscisses de convergence de j. 

Théorème 2.6 Soit jE 1-lP. Alors O"b(j) ~ 1/2, et si ~(w) > 1/2, 

lf(w)IP ~ llfii~P((2~(w)). 

Si Ow désigne la forme linéaire d'évaluation en w, alors ll8w Il = ( (2~(w)) l/p. 

Preuve : Pour w E cl/2, posons F = 'Dj, et Zw = (2-w,3-w, ... ) E "[]OO n t'2(N). Fest 
dans HP('JfOO), et il est donc possible d'évaluer Fen Zw· L'application de (2.1) à j donne: 

(la dernière égalité provient de l'identité d'Euler). En particulier, j se prolonge en une 
fonction holomorphe sur C1; 2 , et bornée dans tout demi-plan C1; 2+ê. On a donc Œb(j) < 
1/2 (et la série de j converge dans le demi-plan c1/2)· 

Montrons que la norme de l'évaluation en west supérieure ou égale à ((2~(w)) 11P. Il 
suffit de prouver que la norme de l'évaluation en Zw dans HP('Tf'X') est de norme supérieure 

ou égale à ( ( 2~( w)) 11
P. Posons 

( ) 

2/p 
1 

Fw(z) =II -w 
k21 1- Pk Zk 
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Alors: 

tandis que Fw(zw) = ( (2lR(w)) 2
/P. 

HP(lDl) 

( 
1 ) l/p 

II 1 - JpkJ-2lR(w) 
k2:1 

( (2R(w)) 1/P, 

0 

Remarque : Nous savons donc que si f E HP, CleU) < 1/2. Si p = 2, en considérant 
+oo 1 L 

112 1 
n -s, on voit que cette inégalité ne peut pas être améliorée. Au chapitre 

2 
n ogn 

suivant (après le corollaire 3.5), nous remarquerons qu'il en est de même pour chaque p. 

Remarque : Si p 2: 2, et si f(s) = 2..:{00 ann-s E HP, on a (an) E /!2 , et l'inégalité de 
Cauchy-Schwarz prouve que (JaU) ~ 1/2. Si f E HP, 1 < p < 2, alors par le théorème 
de Riesz-Thorin, (an) E f!P', où ! +? = 1. L'inégalité de Holder garantit dans ce cas que 
ClaU) ~ 1/p. Si p = 1, puisque la suite (an) tend vers 0, on a ClaU) ~ 1. 

Définition 2.5 Pour w E C1; 2 , nous posons: 

+oo 
Kw(s) = L n-wn-s = ((s + w). 

1 

Kw sera appelé noyau reproduisant en w. 

Si 1 < p < +oo, et p' est l'exposant conjugué de p, pour f E 1-lP, on a: 

< J,Kw >= f(w). 

En particulier, IIKwllw' = ((2R(w)f1
P. 

Après avoir construit des espaces HP, p fini, il est tentant de construire un espace 
Ji=. Plusieurs approches semblent possibles: 

- poursuivre la construction à partir de H 00 ('"F) et de l'identification de Bohr. 

- définir H 00 par des propriétés fonctionnelles. Par exemple, nous dirons qu'une 
fonction m définie sur cl/2 est un multiplicateur de HP, 1 ~ p < +oo, si pour 
toute fonction f de HP, mf E HP. Avec une définition adaptée, il est bien connu 
que H 00 (JI])) est l'ensemble des multiplicateurs de HP(JD)). Il est donc raisonnable 
de définir H= comme l'ensemble des multiplicateurs de 1-lP. 
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Ces approches coïncident : 

Définition 2.6 Soit 1l00 le sous-espace de 1-l2 tel que V(1-l00
) = H 00 (11'00

), muni de la 
norme induite par H 00 (F). 

Théorème 2. 7 Les propriétés suivantes sont satisfaites: 

1. 1l00 est l'ensemble des fonctions analytiques bornées dans c+' 
une série de Dirichlet convergente dans un demi-plan. 

2. 1{00 est l'ensemble des multiplicateurs de 1{P. 

représentables par 

Preuve : Nous commençons par le simple: 

Lemme 2.3 Soit f E 1{P, g E 1lq, 1 ~ p,q < +oo, et soit ~ l + l. Alors on a p q 
l'égalité: 

1J(Jg) = V(j)JJ(g) 

en tant que fonctions de U (F). 
Preuve : Par un calcul direct, l'égalité est vérifiée si par exemple f est un polynôme de 
Dirichlet. Le cas général se déduit en approchant f par de tels polynômes. 0 

Nous prouvons le thérème 2. 7 en 4 étapes: 

Étape 1 : Si m E 1l00
, m est une fonction analytique bornée dans C+, représentable 

par une série de Dirichlet convergente dans un demi-plan. 
En effet, si m E 1l00

, m E 1-L2
, et est donc représentable par une série de Dirichlet 

(absolument) convergente dans le demi-plan C1; 2 . D'autre part, sisE C+, on note 
Zs = (2-s,3-s, ... ,p~s, ... ) E ][))00 n co(N). L'égalité m(s) = 1Jm(zs) est satisfaite 
pour sE C1; 2 , et permet, puisque 1Jm E H 00 (F), de prolonger men une fonction 
holomorphe et bornée sur c+. 

Étape 2 : Si m est une série de Dirichlet bornée sur C+, m est un multiplicateur de 
1{2. 

30 

Cette étape a déjà été prouvée dans [29]. Afin de rester complet, nous esquissons 
la preuve. Nous rappelons le théorème suivant de F.Carlson, qui étend l'expression 
de la norme 1{2 d'un polynôme de Dirichlet telle qu'elle est décrite au paragraphe 
2.1 pour des séries de Dirichlet plus générales: 

Lemme 2.4 Soit f(s) = L:ioo ann-s une série de Dirichlet convergente et bornée 
sur C+. Alors f E 1l2

, et: 

( 
1 T ) 1/2 

llfiiJ-L2 = lim lim -T f lf(cr + it)l 2 dt 
a---tO+ T-t+oo 2 } -T 

Soit donc m une série de Dirichlet bornée sur C+, et f un polynôme de Dirichlet. 
Alors par le lemme précédent, mf E 1i2 , et: 

Par densité des polynômes, cette inégalité s'étend à tout élément f de 1{2 , et m 
est un multiplicateur de 1{2. 



2.4 Propriétés des espaces 1-{_P 

Étape 3: Sim est un multiplicateur de 1-lP, 1:::; p < +oo, alors mE 1-l00
• 

Puisque 1 E 1-lP, m E 1-lP et llmiiP :::; llmJJ, où llmll représente la norme de m 
en tant que multiplicateur de 1-lP. Par récurrence, mi E 1-lP, et IJmi IIP :::; llmJii. 
D'après le lemme 2.3, 

En particulier, 

( 

{ ) 1/pj 

fr= JVm(z) JPi dm(z) (L IV(mi)(z)IP) lfpj 

llmjll~t 
< llmll-

Faisant tendre j vers +oo, ceci prouve que Dm E H 00 ('JI'=), ce qui revient à dire 
que m E 1-l00

• 

Étape 4: Sim E 1-Loo, m est un multiplicateur de 1-lP. 
Cette étape est la plus facile. Si m E 1-l00

, 'Dm E H 00 ('JI'=), et pour tout f de 1-{_P, 

'D(mf) = D(m)'D(f) E HP('JI'=). 
0 

Remarque : La preuve précédente montre en outre que, si m E 1-l00
, la norme de m 

(= IJVmiiH=(Too)) est aussi la norme dementant que multiplicateur de 1-LP, et la norme 
infini de m en tant que fonction bornée sur c+. 
Remarque : Le point 1 du théorème et le théorème de Bohr entraînent en particulier : 
si f E 1-l00

, on a O"b(j) :S O. 

Remarque : J. McCarthy a donné dans [48] une autre preuve du fait que l'ensemble des 
multiplicateurs de 1{2 est 1-l00 sans utiliser le point de vue de Bohr. 

Une chose est particulièrement frappante en cette fin de paragraphe. Alors qu'une 
fonction de 1{P, p fini, est en général définie sur C1; 2 , une fonction de 1-l00 est définie sur 
C+. Nous retrouverons à de nombreuses reprises cette dualité entre C+ et C1; 2 . A bien 
des égards, le demi-plan C1; 2 est insuffisant pour étudier 1-LP, et nous verrons comment 
franchir cette frontière. 

2.4 Propriétés des espaces 1/,P 

Nous étudions les propriétés individuelles des éléments de 1-lP, ainsi que leurs pro
priétés collectives. Nous avons déjà vu que si fE 1-lP, fest définie sur C1; 2 . Dans le cas 
où p ~ 2, il est possible d'être plus précis. Nous noterons H~(C1;2 ) l'espace des fonc
tions holomorphes dans C1; 2 localement uniformément intégrables. Plus précisément, 
une fonction g appartient à H~ ( C1; 2 ) si: 

1
0+1 

JJgJJ~P (c ) = sup sup Jg(Œ + it) JPdt < +oo. 
00 1

/
2 OElR a> 1/2 0 
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Théorème 2.8 Si p 2: 2, 1{P est contenu dans H~(C1; 2 ), et l'inclusion est continue. 

Preuve : Nous allons utiliser le lemme suivant, qui va nous permettre d'interpoler entre 
les espaces 1{P. 
Lemme 2.5 Si 1 < p < +oo, HP(~) est un sous-espace complémenté de LP('If=). 
Preuve : Ce résultat est bien connu pour HP(Tl) et V(Tl). La preuve que nous allons 
faire s'inspire de ce cas. Nous notons Pla projection de HP(~) sur LP(~): 

Nous devons prouver que //P//LP-tHP :::; C(p). Si p = 2, il s'agit simplement de l'identité 
de Parseval. Pour p = 2k, k 2: 1, on prouve le lemme par récurrence. En effet, si 
fE L2"(~), alors P E L2k-l(~), et donc P(j2) E H2"-\~). Mais on a P(j2) = 
P(f)P(f) en tant que fonctions de L2"-

1
('1J."'OO), et donc P(f) E H 2k('JI'<"l). 

Par interpolation, le lemme est prouvé pour p 2: 2. Si au contraire, 1 < p < 2, et 
fE LP(~), alors gE V' (F), où p' est l'exposant conjugué de p. Nous avons alors: 

1/P fi/HP(1foo) = sup r (P j)gdm 
gELP' ,llgllpr=l }1foo 

sup { f P(g)dm 
gELP' ,llgllpr=l }']fOC 

< C(p')l/fi/LP('JfOO)· 

0 

Prouvons alors le théorème 2.8. Si p = 2, il s'agit du théorème 4.11 de [29) (c'est 
une conséquence d'une inégalité de Hilbert généralisée). Pour p = 2\ on prouve là aussi 
le théorème par récurrence. En effet, si f E HY, P E 1-l2

k-l, et par hypothèse de 
récurrence, 

ce qui entraîne : 
1/f//m~,(l(\ 12) < +oo. 

Grâce au lemme 2.5, nous obtenons le théorème pour p 2: 2 par interpolation. 0 

Question: Est-ce que ce théorème reste vrai si 1 :::; p < 2? Une réponse affirmative à 
cette question serait très intéressante pour l'étude des opérateurs de composition dans 
ce cas (voir théorème 4.1). 

Rappelons qu'une forme linéaire multiplicative sur 1{P est une forme linéaire (conti
nue) l sur 1{P qui satisfait l(fg) = l(f)l(g) chaque fois que j,g et fg E 1-lP. Pour de 
nombreux espaces de fonctions analytiques, comme HP(]IJ)), les formes linéaires multipli
catives sont les évaluations en les points du domaine de définition. Pour 1-lP, ce ne sont 
pas les seules, en raison de l'espace HP('If=) caché derrière 1-lP. 
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2.5 Propriétés presque sûres des fonctions de 1-lP 

Théorème 2.9 Soit 1 ::; p < +oo. l définit une forme linéaire multiplicative sur 1{P 

si et seulement s'il existe une suite w = ( w1 ,w2 , ... ) de [})00 n f 2 telle que, pour tout 
f(s) = 2:{00 ann-s de 1-lP: 

+oo 
l (J) = L anwf 1 

••• w~r ( 
_ Qj Or) 

n- P1 · · ·Pr · 
n=l 

Preuve : Par conjugaison par V, il suffit d'étudier les formes linéaires multiplicatives 
sur HP ('IfOO). Soit L une telle forme linéaire multiplicative, non identiquement nulle (en 
particulier, L(1) i= 0). On pose wk = L(zk), et w = (w1 ,w2 , ... ). Nécessairement, lwkl < 1, 
sinon (zk - wk)q serait inversible dans HP(F) pour un bon choix de q. Mais alors, 

et en particulier L(zk - wk) serait non nul, ce qui contredit la définition de wk! 
Donc on a lwkl < 1. Maintenant, si P(z) = I:nEN<oo> anzn est un polynôme, par 

linéarité et par multiplicativité, L(P) = P(w). Par densité des polynômes, et par conti
nuité de L, L étend continûment l'évaluation en w à tout HP(F). D'après les rappels 
du paragraphe 2.2.1, ceci implique que w E f 2

, et que Lest l'évaluation au point w. 

Réciproquement, nous avons déjà rappelé au paragraphe 2.2.1 que l'évaluation en un 
point de l0l00 n f 2 fournit une forme linéaire multiplicative sur HP(F). D 

2.5 Propriétés presque sûres des fonctions de 1-[P 

Nous nous attachons ici aux propriétés des séries de Dirichlet fx(s) = I:~ anx(n)n-s, 
vérifiées pour presque tout caractère x E 11'00

• Rappelons que f E 1{_P Ç=?- fx E 

1-lP, avec IIJIIP = llfxiiP, le passage de f à fx représentant une rotation dans HP('IfOO). 
D'abord, nous commençons par une caractérisation des éléments de 1-lP. En passant, 
nous obtiendrons (lemme 2.6) un autre moyen de calculer la norme d'un élément de 1-lP. 
Ceci ne va pas avoir de conséquences pratiques pour le calcul effectif de cette norme, 
mais va en revanche être un outil théorique très puissant dans l'étude des opérateurs de 
composition sur 1{_P. 

Nous noterons tp1 (z) = (1 + z)/(1 - z) la transformation de Cayley, application 
conforme qui envoie lDl sur C+. Ài est la mesure de probabilité sur lR définie par d>.i(t) = 
1!"-1 (1 + t 2

)-1dt (Ài est l'image de la mesure de Haar sur 1!' par epi). Nous dirons qu'une 
fonction fest dans Hf(C+) si f o rp1 est dans HP(lDl), et dans ce cas: 

Théorème 2.10 Soit 1 ::; p < +oo, et f E 1{_P. Pour x E F et t E JR, définissons: 
9x( it) = V f(Tix). Pour presque tout x, nous avons: 

1. 9x E Hf(C+), et 9x est une extension de fx à C+. 
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2. Il existe l ~ 0 tel que, si on pose : 

1 ~T Fr(x) = -T l9x(it)!Pdt, 
2 -T 

alors lim IIFr(X) -ZII1 =O. Dans ce cas, l = llfll~p· 
T--++oo 

Réciproquement, si f est une série de Dirichlet qui vérifie 1. et 2., alors f E 1{P. 
Remarque : Ce théorème généralise le théorème 4.1 de [29]. 

Preuve : Par le théorème 2.1, pour presque tout x, 9x définit une fonction qui est 
localement dans LP(iiR), et satisfait: 

lim [[
1
r jT l9x(it)!Pdt -1 IVf(z)IPdz[[ =O. 

T--++oo 2 -T 1'"" L1(1'=) 

Ceci est exactement 2. Pour prouver 1., nous allons utiliser le lemme suivant: 

Lemme 2.6 Soit w une mesure borélienne finie sur R Alors: 

1 ( l9x(it)!Pdw(t)dm(x) = w(IR)IIfll~p· 
'[00 }"ffi. 

En particulier, pour presque tout x, 

Preuve : Puisque le flot ('Tt) représente simplement une rotation sur F, pour tout 
tE IR, on a 

fr= IV f('Tt(x))!Pdm(x) 

llfll~p· 

Une application du théorème de Fubini donne le lemme. D 

En particulier, pour presque tout x, 9x E LP(>..i)· Pour prouver que 9x E Hf( CC+), il 
suffit de prouver que: 

--~ 9x(it)d>..i(t) = 0 sin= 1,2, .... l +oo (1- "t)n 
_

00 
1 + d 

La preuve est identique à celle donnée dans [29]. On pose: 

j +oo (1- it) n G(x) = --. 9x(it)d>..i(t), où n ~ 1. 
-00 1 + 2t 

Il suffit de prouver que les coefficients de Fourier de G(x) sont nuls. Mais, si q E Ql, 

r j+oo (1- it)n r+oo (1- it)n r 
11'00 x(q) -oo 1 + it 9x(it)d>..i(t)dm(x) =l-oo 1 + it }1'00 x(q)gx(it)dm(x)d\. 
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Maintenant, 

- Si q tf. N, /1[00 x(q)gx(it)dm(x) = 0 car 9x(it) = 1) J(Ttx) E HP('F) pour tout 

t E JR.. 

- Si q E N, ( X( q)gx( it)dm(x) = aqq-it (ce sont les coefficients de Fourier de I][= 
1) f (Tt x)). Mais comme q est entier, t H q-it E Hf( C+), et 

En particulier, pour presque tout x, G(x) = 0, et donc pour presque tout x, 9x E 

Hf(C+)· 
Il reste à vérifier que, pour presque tout x, 9x prolonge fx, c'est-à-dire que pour tout 

s de C1;2, fx(s) = 9x(s). Si f E P, le résultat est évident. De façon générale, si f est 
dans 1-lP, il existe une suite (Pn) de P avec Pn -tf dans 1-lP. Mais: 

- Pn,x -+ fx dans 1-lP pour tout x E 1-lP (l'indice x signifie simplement qu'on effectue 
une rotation dans HP(1r00

)). 

- D'après le lemme 2.6, 

Par conséquent, il existe une sous-suite (nk) telle que, pour presque tout x de 1['00, 

Pnk,X converge vers 9x dans Hf(C+)· 

Finalement, on conclut car les évaluations au points, où ~(s) > 1/2, sont continues sur 
1{P et sur Hf(C+ ). 

Réciproquement, si nous avons 2., en appliquant le théorème de Fubini, il vient: 

lim 
1
T fT r IV J(Ttx)IPdm(x)dt =[P. 

T-too 2 } -T }y= 

Mais le flot Tt est une rotation sur 'Ir00
, et pour tout t de lR.: 

ce qui implique !IV fllw = l < +oo. 0 

Dans le reste de cette thèse, nous noterons simplement fx l'extension désignée par 9x 
dans le théorème précédent. Cette extension est en fait presque toujours très simple, 
puisque la série de Dirichlet fx converge elle-même dans C+ pour presque tout x: 
Théorème 2.11 Soit 1 ::; p < +oo, et f E 1-lP. Pour presque tout x, fx est une série 
de Dirichlet qui converge dans C+. 
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Preuve : Le résultat est prouvé pour p = 2 dans [30]. En fait, en utilisant un théorème 
de Menchoff (voir [52, p. 42]), nous pouvons donner une preuve plus simple : 

Lemme 2. 7 Soit (X,A,p,) un espace de probabilité, et ( c/Jn) une suite orthonormale de 
L2 (X). Alors: 

+= += L lcnl 2 log2 n < +oo ==} L Cnc/Jn converge p,-presque-partout. 
1 1 

Si f(s) = I:i= ann- 5
, avec 'l:n>1 lanl 2 < +oo, et sis= Œ + it, Œ > 0, nous appliquons 

le théorème de Menchoff à Cn - ann-a-it et c/Jn(x) = x(n): l::;t-= anx(n)n-s converge 
pour presque tout x de 1I'00

• Le résultat est donc prouvé si p = 2, et par conséquent 
si p > 2. Prouvons-le si 1 < p < 2. Pour cela, fixons 1 < r < p, et Œ > O. On définit 
Fx(À) = 'l:logn::;,\ anx(n). D'après les formules rappelées au paragraphe 1.1, il suffit de 
prouver que pour presque tout x, Fx(log N) = O(N-a). On considère la fonction 9x: 

(t) = fx(Œ + it). 
9x Œ + it (2.2) 

dt 
D'après le lemme 2.6, puisque dw = est une mesure finie sur IR, et puisque 

IŒ + itlr 
f E 1{P entraîne que f E 1ir, alors pour presque tout X E 'JI'=, on a 9x E Lr (IR). 
En outre, si UN) désigne la suite des sommes partielles de j, et si (9N,x) est la suite 
associée par la formule (2.2), alors pour presque tout x, 9N,x --1- 9x dans Lr(R). Soit x 
appartenant au sous-ensemble de 'JI'= de mesure 1 tel que 9x E U(IR). Nous avons alors 
le: 
Lemme 2.8 9x est la transformée de Fourier inverse de À t--7 e->.apx(À). 

Preuve : Si f appartient à P, il suffit de faire un calcul direct (remarquons que toutes 
les sommes sont en fait finies) : 

+oo tog(k+l) 2:: 2:::: llr anx(n)e-x(o+it)dx 
k=1 log n:Slog k log k 

+oo 
2::2:::: anx(n) (k-(a+it)- (k + 1)-(a+it)) (J ~ it 
k=1 n:Sk 

1 += . 
--. """anx(n)n-(a+!t) 
(J +tt L.J 

n=1 

9x(t). 

Dans le cas général, on approche f E 1{P par ses sommes partielles (JN ), de sorte que 
9N,x --1- 9x dans Lr(IR), et on prend la transformée de Fourier inverse. 0 
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Or, 9x E Lr(R), et le théorème de Hausdorff-Young entraîne que À r--+ e->.17 F ().) est , x 
dans Lr (IR) ( r' est l'exposant conjugué de r). En utilisant la minoration 

l
log(n+l) 

l~~:(x)lr' e-r'l7xdx 2: IFx(lognW' e-r'l7log(n+l) (log(n + 1) -log(n)), 
iogn 

nous transformons cette information en : 

+oo 
L e-r'l7iogn1Fx(lognW' (log(n + 1) -log(n)) < +oo. 
n=l 

En particulier, N-r'IJIFx(logNW' (log(N + 1) -log(N)) = 0(1), ce qui implique que 
Fx(logN) = O(N17+1/r'). En faisant tendre r vers 1, ou, ce qui revient au même, r' vers 
+oo, on obtient: 

Fx(log N) = O(N17
), 

pour presque tout x E 'JI'OO, et pour tout a > O. 

Il reste à étudier le cas p ~ 1. Pour ê > 0, nous définissons T, (~ ann _,) 

+oo 
Lann-en-s. D'après le corollaire 3.3 (voir plus loin), pour tout é > 0, Te(1l1 ) C 1lq 
n=l 

pour un q > 1 (q dépend de é). En appliquant le résultat à 1lq, si "Lioo ann-s E 1{1 , 

"L{oo an x( n )n -en-s converge dans re+ pour presque tout X E 'JI'OO, pour tout é > O. Par 
conséquent, le théorème 2.11 reste vrai même si p = 1. D 

Remarque : Pour p = 2, le théorème 2.11 a été amélioré par H. Hedenmalm and 
E.Saksman dans [28]: ils prouvent que fx converge dans re+ presque sûrement. 

2.6 Problèmes de convergence au bord 

Un célèbre théorème de Carleson affirme que, si f E L 2 (1r), sa série de Fourier 
converge presque partout sur 'IT'. En 1999 (voir [28]), H.Hedenmalm et E.Saksman ont 
prouvé un résultat analogue pour les séries de Dirichlet : 
Théorème 2.12 Si "Lioo ann-s est un élément de 1l2, alors Ln>l ann-112+it converge 
pour presque tout t de IR. -
On pourra trouver dans [38] une démonstration très rapide de ce résultat, en utilisant 
une version du théorème de Carleson pour les intégrales. J-P.Kahane et Y.Katznelson 
([37],[35]) ont étudié les ensemble de divergence des séries de Fourier de fonctions de 
L2 ('IT') ou C('IT'), prouvant (avant la réciproque de L.Carleson) que tout ensemble de 
mesure nulle sur 1r est ensemble de divergence pour L2 (1r) ou C('Ir). Nous réalisons le 
même travail dans le cadre des séries de Dirichlet, en commençant par introduire la 
Définition 2. 7 Soit E une partie de IR.. E est un ensemble de divergence pour 1{2 s'il 
existe une série de Dirichlet "Lioo ann-s de 1l2 telle que Ln>l ann- 112+it diverge pour 
tout t de E. -
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Théorème 2.13 Tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de divergence pour 
1-{2. 

Preuve : Nous rappelons un lemme classique : 

Lemme 2.9 Soit E un ensemble de mesure nulle. Alors il existe des intervalles (h)kEN, 
de longueur respective lb tels que: 

a) I:Zk < +oo. 

b) Tout élément de E appartient à une infinité de h. 
Preuve: Fixons mEN. Comme E est de mesure nulle, il existe des intervalles (lm,j)jEN, 
de longueur lm,j, tels que : 

- I::j2:1 lm,j :S 2~ · 

- E C UJm,j· 
j 

Il suffit de prendre pour les (h)kEN les (Jm,j)j,mEN renumérotés de façon appropriée. 0 

Soit donc E C IR un ensemble de mesure nulle, qu'on recouvre une infinité de fois par 
des intervalles h = [tk- lk,tk + lk] comme dans le lemme. On définit une suite d'entiers 
(nk) par: 

- nl = 1. 

- nk+l = [ nk exp ( 3~k) J + 1 

( [x] représente la partie entière de x). Pour n E { nk, ... , nk+l - 1}, on pose Œn = n~~2 • 

Alors la suite ( Œn) appartient à f 2 . En effet : 

D'autre part, 

~c~l~) 
< C1Ll~log(n~+1 ) 

k2:1 k 

< c2 2:: zk < +oo. 
k2:1 

Il existe donc des complexes (On) de module 1 tels que, pour chaque k, 

nk+t-l 
1 L Bnann-l/2+itk 2: 3. 

n=nk 
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Posons alors an = Onan, et montrons que pour tout t de E, la série 2.:i'Xl ann-112+it 
diverge. Comme chaque t de E appartient à une infinité de h, il suffit de prouver que, 
pour k assez grand, pour tout t de h, alors 

nk+l-1 

"" ann -1/2+it > ~ 
L....., - 12" 

n=nk 
grand, si é > 0 est fixé tel que (l~e)

2 

::; ~ : 

IC~(t)l < 
"'+' -l l, ( n ) 1 

-log - --L nl/2 nk nl/2 
nk 

< ( ) c,-1 ) l, log n,+~,-1 ~ ~ 

< (1 + é)lk log
2 

( n~:1 ) 

< 2 1 1 
(1 + é) zk9z~ ::; 4lk. 

On en déduit que : 

IDk(t)i > ICk(t)j 2: !Ck(tk)j-jt- tkjjjC~IIoo 
1 1 1 

> ---
3 4 12 

0 

Une autre question naturelle, posée par H. Hedenmalm dans [27], est de savoir s'il existe 
un analogue du théorème 2.12 pour 1-l00

• En d'autres termes, est-ce que, si "2.:Too ann-s 
est dans 1-l00

, "2.:n>I an nit converge pour presque tout t de IR (rappelons que les éléments 
de 1-loo sont définTs sur C+, et que la frontière de C+ est donc iiR)? Une construction, 
modifiant celle réalisée par Lick dans [43], va montrer que ce n'est pas le cas: 

Théorème 2.14 Il existe une série de Dirichlet "2:Too ann-s de 1-l00 telle que, pour tout 
t de IR, "2.:n;:=:l annit diverge. 

Preuve : Le lemme bien connu suivant (voir [2, vol. 1, page 90]) est crucial: 

Lemme 2.10 Il existe une constante absolue A telle que, pour tout t de IR, pour tout 
N 2: 1, alors: 

~ sinnnt 
L....., ::;A. 

1 
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Nous considérons 3 suites (hk), (Hk), et (nk) qui vérifient les propriétes suivantes: 

1. ( hk) est une suite strictement croissante d'entiers telle que L:.::k2:l log\k converge 

(on peut prendre par exemple hk = 2k
2
). 

2. (Hk) est une suite de nombres réels telle que: 

a) exp ( Jk) est rationnel. 

b) Hk ~ 4khk. 

Il est clair qu'une telle suite existe. 

3. (nk) est une suite d'entiers telle que: 

a) nk exp ( ~k) est un entier pour 1 ~ l ~ 2hk. 

b) nk+l > nk exp ( ~= ) . 
c) L:.::k2:l n-;;0' converge pour tout a >O. 

Si exp ( Jk) = ~:, on peut par exemple prendre nk 

entier choisi de sorte que b) ait lieu. 

Ces 3 suites étant fixées, nous posons, pour chaque entier k: 

Si s est imaginaire pur, un petit calcul montre que : 

Par conséquent, le lemme et le principe du maximum donnent : 

Nous modifions la définition de Pk afin d'en faire un polynôme de Dirichlet, et posons: 

La condition 3.a) assure que les (Qk) sont des polynômes de Dirichlet, tandis que la 
condition 3. b) entraîne que leurs spectres sont disjoints. Il est donc légitime de considérer 
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la série de Dirichlet f ( s) = 2:~~ Q k ( s). Cette série de Dirichlet répond au problème 
posé. En effet, 

- a a (f) :::; 0 : si s = a + it, avec a > 0, et si QZ ( s) désigne la somme des valeurs 
absolues des termes intervenant dans Qk, alors: 

(

hk-1 1 ( ( · ) ) -s L h _ . exp ~ nk + 
j=O k J k 

< 4n;a, 

et la condition 3.c) fait que la série de Dirichlet qui définit f converge absolument 
au point s. 

- fE 1-l00
: sisE c+, IQk(s)l :::; lo!~k' et donc: 

+oo 2A 
lf(s)l :::; L 1""}; < +oo. 

1 
og k 

- f diverge en tout point de iR En effet, si test un réel, dès que k est assez grand, 
2hkiti 1 A" . . . O h 1 on a~ :::; 2. ms1, s1 J = , ... , k- , 

~(exp(~:)) ~ cos(l/2). 

Pour k assez grand, 

1 hk-
1 

1 ( (ijt)) 
> log(hk) ~ hk- j~ exp Hk 

> Cte. 

Le module de la somme des hk premiers termes de Qk(it) est plus grande qu'une 
constante. La série de Dirichlet f( it) ne peut converger. 

0 

Remarque : La série de Dirichlet que noux exhibons au théorème 2.14 diverge tout en 
restant bornée sur iR En effet, si on écrit f ( s) = l:n::::: 1 an n -s, on a : 

N 

Lannit < IQ1(it)i + · · · + IQr(it)i + IQ;(it)i 
1 
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Ce phénomène s'oppose à ce qui se passe pour lesa séries de Fourier. Un résultat de 
Marcinkiewicz (voir [39]) affirme en effet que: il n'existe pas de suite (an) vérifiant 
an ---1- 0 et telle que 2:::~ aneint diverge partout en restant bornée. 

Remarque: Si l'on s'intéresse aux séries de Dirichlet généralisées 2:=n>l ane->.ns, où (Àn) 

croît vers +oo, de somme bornée sur C+, et que l'on étudie leur convergence à la frontière 
ilR., on voit donc apparaître deux comportements bien différents : 

1. Si Àn = n, on se ramène aux séries entières bornées dans le disque unité, et le 
théorème de Carleson entraîne la convergence presque partout au bord. 

2. Si Àn = log n, notre exemple montre qu'il est possible d'avoir convergence nulle 
part au bord. 

3. Si Àn = logpn, le théorème de Kronecker entraîne que l'on a convergence absolue 
sur iR 

Il serait intéressant de déterminer des conditions sur la suite (Àn) pour qu'elle appar
tienne à l'une ou l'autre des deux catégories. Pour notre construction, il était essentiel 
que Àn+l- Àn tende vers 0 (condition 2.a) ), mais aussi que (Àn) vérifie certaines pro
priétés arithmétiques qui nous ont été utiles dans la condition 3.a). 
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Chapitre 3 

Les coefficients d'une série de 
Dirichlet 

3.1 Introduction 

Une série de Dirichlet L.t'Xl ann-s est un élément de 1i2 si et seulement si (an) E R2 . 

Le but de ce chapitre est d'étudier le comportement de la suite (an) pour les autres 
fiP, et plus particulièrement pour 1i1 . Dans le cas du disque, on cannait en effet deux 
inégalités très classiques: si f(z) = L.ioo anzn est dans H 1 (1Dl), alors: 

""""'M < +oo et "'ja2nj < +oo. 6n+l L..; 
n~O n~O 

La première inégalité est appelée inégalité de Hardy, et la seconde inégalité de Paley. 
Toutes deux dépendent de propriétés spécifiques de H 1 (IDl), comme la factorisation en 
produit de deux éléments de H2 (1Dl). Pour til, une telle factorisation n'est pas à notre 
disposition. On peut pourtant, en exploitant des propriétés arithmétiques, espérer obte
nir des inégalités du même type, ainsi que Bohr l'a déjà démontré pour tt00 (voir [54]): 
si f(s) = L.t)()ann-s est dans tt00

, alors: 

L japl::; 
p premier 

00 

Un des moyens d'investigation est l'étude des multiplicateurs de fiP dans divers 
espaces. Une suite ().n) de nombres complexes est appelée un multiplicateur (de coeffi
cients) de fiP dans p_q (resp. de 1{_P dans 1-lq) si pour tout élément L.ioo ann-s de fiP, 

alors (-X.nan) E p_q (resp. 'L,~~ Ànann-s E 1-lq). 

3.2 Un principe général d'hypercontractivité 

Soit, pour 0 < r < 1, Pr(ei0
) = l+rL::;:cosO le noyau de Poisson sur IDl qui agit sur 

une fonction f de LP(T) par: ([Pr]f) (ew) = 2:~:-oo }(n)rlnleine. C'est cette opération 
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de convolution par le noyau de Poisson qui permet notamment d'identifier les espaces 
HP('f) et HP(JD)). Remarquons que pour tout r de ]0,1[, Pr envoie HP(JD)) dans H 00 (JD)). 

L'analogue du noyau de Poisson dans le cadre des séries de Dirichlet est le semi
groupe d'opérateurs (TE:), définis pour E > 0 par: 

Contrairement au cas du disque, Te n'envoie pas toujours 1ll dans 7{00
: il faut et il suffit 

pour cela que E > 1/2. En revanche, on peut se demander si, pour E > 0, et p,q finis, 
Te(1-lP) C 1-lq. Une autre question naturelle est celle de l'hypercontractivité de Te· Quelle 
condition faut-il imposer surE pour que !!Tellw-+Hq :::; 1? Pour le noyau de Poisson, F.B. 
Weissler [69] a répondu à cette question: 

Théorème 3.1 Soit 0 < r < 1, et 0 < p,q < +oo. Alors I!Pri!HP(1l')-+m(1l') :::; 1 si, et 
seulement si, r 2 < l!.. - q 

Nous allons répondre aux questions précédentes en faisant passer le résultat de Weissler 
au cas de plusieurs variables, à travers un résultat général d'hypercontractivité. 

Fixons 1 :::; p :::; q < +oo. Pour f E HP('fOC!), z = (z1 ,z2 , ... ) E 1'00 et k 2: 1, 
définissons ik = (z1, ... ,Zk-I,Zk+I, ... ), et fz·k(zk) = f(z). Il est clair que: 

Soit (Tk) une suite d'opérateurs de HP('f) dans Hq(1'). Si P est un polynôme sur 'fOC!, 
on définit par récurrence une suite (P(k)) en posant: 

(P(k)) n'est pas forcément une suite de polynômes, mais si P s'exprime uniquement à 
partir des variables z1 , ... ,zd, il en est de même de (p(k)). Par conséquent, la suite (P(kl) 
est stationnaire. 

Théorème 3.2 Avec les notations précédentes, supposons que n~~ I!Tki!HP-+m < +oo. 
Alors la suite (P(k)) converge vers une fonction TP de Hq('fOC!). En outre, T s'étend en 
un opérateur borné de HP('fOC!) dans Hq('fOC!), avec I!TIIp-+q:::; TI~~ I!Tki!HP-+Hq. 

Preuve : Il suffit de prouver que llp(k)IIHq('ll'oo) :::; !!Till· .. I!Tk-II!I!PI!HP('foo)· Nous 
procédons par récurrence sur k à l'aide de la forme intégrale de l'inégalité de Minkowski: 

Lemme 3.1 Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces mesurés, f une fonction mesurable 
positive définie sur X x Y, 0 < a :::; 1. Alors: 

[ (L f"(x,y}dx) 
110 

dy :S (L ([ f(x,y}dy) 
0 

dx) 
110 
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Supposons donc que l'inégalité est vraie au rang k, et prouvons-la au rang k + 1. On a: 

ll p(k+l) llq = 
HQ(1['00) loo 11Tk(Pz~:))(zk) lq dm(zk)dm(ik) 

< IIT•IIj,.~H• L (11PJ~1 (z•JI' dm(z•l) ,;, dm(i,) 

< IIT,IIl,.~H• (i (L IPJ:1(z,JI'dm(z,)f' dm(z,)) ,;, , 

où la dernière inégalité est issue de l'inégalité de Minkowski. Appliquer l'hypothèse de 
récurrence à ce stade donne le résultat. 0 

Rappelons qu'une suite (Àn) est totalement multiplicative si, pour tous m et n E 

N*, on a Àmn = ÀmÀn· L'étude de la multiplication de 1-lP par une suite totalement 
multiplicative entre parfaitement dans le cadre précédent, ce qui nous permet d'obtenir 
le résultat suivant, dans lequel (Pk) désigne la suite des nombres premiers: 

Corollaire 3.3 Soit À= (Àn) une suite totalement multiplicative. On suppose que )..Pk ::.; 

If; pour k assez grand. Alors (Àn) est un multiplicateur de 1-lP dans 1-lq. 

Preuve : On suppose la condition réalisée, et on note M>. l'opérateur de multiplication 
par la suite À. Si P(s) = 2:::::~= 1 ann-s est un polynôme de Dirichlet, 

d 

V(M>.P)(z) =Lan (Àp1 ZI)a1 
••. (ÀPrzrtr. 

n=1 

On définit donc, pour k 2: 1, Tk(L.:n>I bnzn) = I:n>l bnÀ;kzn: Tk est l'opérateur de 
convolution par le noyau de Poisson de rayon ÀPk' D'après le théorème de Weissler, 
IITklip-+q ::.; 1 pour k assez grand, et il est légitime de définir T comme dans le théorème 
précédent (Test le produit tensoriel des opérateurs de Poisson). Maintenant, pour tout 
polynôme de Dirichlet P( s) = L.::~=l an n -s, il est clair que : 

d 

TVP(z) = 1J(1'v!>.P)(z) =Lan (Àp1 z1t1 
... (ÀprZr tr · 

n=l 

M>. s'étend donc en un opérateur de 1-lP dans 1-lq via l'identification M>. = v-1 o T o V. 
0 

Corollaire 3.4 Soit (J.L~) k=1, ... ,N un nombre fini de multiplicateurs opérant de HP(IIJ)) 
dans Hq(IIJ)). Définissons une suite (Àn) par Àpi: = J.ln pour k = 1, ... ,N, ÀP'J = 0 pour 
j > N, et ÀP~1 ... p~r = \~1 ... Àp~r. Alors ( Àn) est un multiplicateur de 1-lP dans 1-l.q. 

Preuve : Ce corollaire résulte directement du théorème 3.2. Remarquons qu'il reste vrai 
pour une suite infinie (J.L~), en supposant que, si Mk désigne la norme de (J.L~) en tant 
que multiplicateur de 1-lP dans 1-lq, on a nt~ Mk < +oo. 0 
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Exemples: 

46 

1. Si (Àn) = (n-t:), l'opérateur de multiplication est Tt:o Pour k assez grand, on a 

toujours ÀPk = PÏ:t: ::.:; JPq, et donc Tt: envoie 1{P dans 1lqo En particulier, si 

2..:t'Xl ann-s E tl\ alors, quitte à changer E: en s/2: 

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit aussi que: 

20 Si l'on étudie désormais l'hypercontractivité de Tt:, la preuve du corollaire 303 

montre que si (Àn) est une suite totalement multiplicative avec ÀPk = PÏ:ê ::.:; JPq 
pour chaque k, alors M>. est une contraction de 1{P dans 1lqo En particulier, si 

Tê ::.:; JPq, Tt: est une contraction de 1{P dans 1lqo Cette condition est aussi 

nécessaire: si 2-€ > jiq, il existe Q(z) = '2..::~ anzn un polynôme tel que: 

On considère alors le polynôme de Dirichlet P(s) = '2..::~ an (2n)-so Il est clair que: 

30 Le corollaire 3.4 permet de transférer immédiatement des multiplicateurs de HP(~) 
à 1{Po Ainsi, l'inégalité de Paley donne, pour tout f(s) = '2..::100 ann-s de 1{1 , 

L la22k 12 < +ooo 
k~1 

40 Fixons d 2: 1, et soit Bd= {nE N; O(n) = d} où n (p~ 1 0 0 op~r) = Œ1 + 0 0 0 + Œro 

Alors, pour tout f(s) = '2..::100 ann-s de Hl, on a: 

(301) 

En effet, si (Àn) est la suite totalement multiplicative définie par ÀPk = /I pour 

chaque premier Pk, et si (!-Ln) est la fonction indicatrice de Bd, alors (Àn) est un 
multiplicateur de 1{1 dans 1{2 d'après le corollaire précédent, et (!-Ln) aussi puisque 
lf-Lnl ::.:; ( J2)dÀno (301) apparait comme une généralisation des inégalités de Paley 
et de Bohr, et se généralise comme suit : 



3.2 Un principe général d'hypercontractivité 

Corollaire 3.5 Soit d;::: 1, et Yd l'ensemble des polynômes de Dirichlet 2:o(n)=dann-s. 
Alors toutes les normes f-lP sont équivalentes sur Yd. 

Preuve : (3.1) assure qu'il existe une constante C2 telle que, pour tout polynôme de 
Dirichlet P de Yd, 

Nous prouvons par récurrence sur q qu'il existe une constante C2q telle que, pour tout 
polynôme de Dirichlet P de Yd, 

En effet, 

IIPib IIP2 II~~:l 
< c2q-liiP2IIÎ12 

< C2q-liiPII2 · 
< c2c2q-1IIPik 

Maintenant, si 2q-1 < p ::; 2q, on procède par interpolation: soit (} E]0,1[, tel que 
1 (} 1- 0 p l'" ' l"t' d H""ld P = 2q-1 + ~- ar mega 1 e e o er: 

0 

Remarque : Il est possible de retrouver le résultat précédent par un raisonnement proba
biliste. En effet, soit (z1)121 suite de variables aléatoires de Steinhaus. Par les inégalités 
de Khintchine [44, p.66], les normes 11-IIP et 11-llq sont équivalentes sur l'espace vectoriel 
fermé engendré par z1 , ... ,zn, ... En particulier, il existe C1,C2 ;::: 0 tel que: 

Ainsi, si f ( s) = 2: .>1 a1p
1
-:-s est une série de Dirichlet à spectre dans les nombres premiers, 

)_ 

fE f-lP ~ Laiz} < +oo 
j21 HP(F) 

~ L lail2 < +oo ~ fE 1-l2. 
j21 
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Remarque : Les considérations précédentes permettent de répondre à une question 
laissée en suspens depuis le chapitre 2: pour tout p de [1, + oo[, il existe J de 1{P qui ne 
se prolonge pas au-delà de cl/2. Il suffit de prendre : 

J( ) L 1 -s 
s = P· · 

i?.l .jPjlogpi J 

J appartient à 1{2
, est à spectre dans les nombres premiers, donc appartient à 1{P, 

1:::; p < +oo. 

3.3 Multiplicateurs de 1i1 dans P5 

Dans ce paragraphe, si n est un entier, d( n) désigne le nombre de diviseurs de n. 

Théorème 3.6 Soit (Àn) un multiplicateur de 1{1 dans f5, q ~ 1. Alors, il existe une 
constante C telle que, pour tout N > 1, : 

Preuve :D'après le théorème du graphe fermé, il existe une constante C telle que, pour 
chaque f(s) = L::ioo ann-s de 1i1 , on ait 

+co 

L lanlqiÀnlq :S CIIJIIi· (3.2) 

. . ( 2 """"" d( n) _ Pour a> 0, on chmslt f(s) = [( 1/2 +a+ s)] = 6 n 1/2+an 5
• On a 

n 

IIJIIH1 = 11((1/2 +a+ s)ll~2 = ((1 + 2o:). 

(3.2) donne alors (la constante C peut changer de ligne en ligne, mais reste indépendante 
deN): 

ce qui implique que: 

~ d(n)qiÀnlq < 
0

Nqa. 
6 nq/2 - aq 

1 

Nous optimisons la partie gauche de l'inégalité en prenant a= !o:N. On obtient: 
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0 

La condition donnée par le théorème précédent est en général difficile à tester. Cepen
dant, bien que d(n) n'ait pas d'équivalent commode, ses sommes partielles peuvent être 
estimées par le résultat suivant de Ramanujan: 

Soit Dq(N) = d(1)q + · · · + d(N)q, où q EN. Alors: 

Dq(N) ""'AqN(log N) 2
q_

1
. 

Aussi, dès que (.Xn) satisfait une hypothèse appropriée, le théorème 3.6 prend la forme 
plus plaisante : 

Corollaire 3. 7 Soit (-Xn) un multiplicateur de 1-l1 dans e_q, où q E N. On suppose en 

outre que ( 1~;);) est une suite décroissante. Alors, il existe une constante C > 0 telle 

que, pour N 2 1 : 

~ I-Xnlq(logn)2q-1 Cl qN 
L....J q/2 :::; og . 

1 n 

Preuve : Une sommation d'Abel dans la condition du théorème 3.6 donne: 

Nous concluons en faisant une autre sommation d'Abel, en utilisant la suite Vn 

n(log n )2
q_

1 - ( n - 1) (log( n - 1) )2
q_

1 , qui satisfait : 

Exemples : 

0 

~ logn 
1. Pour a :::; 1/2, (n~) ne multiplie pas 1-l1 dans €1

. En effet, L....Jn-a. yÏri 2 
1 

N 

L lo~n 2 Clog2 N n'est pas dominé par log N. Cette borne 1/2 est optimale, 
1 

puisque nous avons déjà constaté que si l:,i')O ann-s E 1-l1 , et si c > 0, alors: 
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2. Pour tout j3 > 0 et tout q 2:: 1, CogJ(n)) ne multiplie pas 1it dans fq. Pour j3 < 1, 

ceci est une conséquence du travail précédent puisque: 

N (l )3-2,6 L og: 2:: C(logN)4-2,6_ 
t 

Pour traiter le cas général, nous considérons le produit de Riesz décalé : 

k 

Pk(t) =(Pt·. ·Pk)it IT(l + cos(tlogpj)). 
j=t 

Les produits de Riesz ont l'avantage qu'on peut facilement estimer leur norme 11-llt 
car ils sont positifs! Ici, on obtient par exemple que IIPklh-u = 1. Mais, d'autre 
part, en développant l'expression de Pk, on a: 

Pk(t) = (Pt ... Pk)it ÎI (1 + ~p~t + ~Pjit) 
J=t 

:E Gr::,, 1,,1 (v:+" ... vk+'') ... 
êj=O,t,-1 

Si l'on suppose que Cog1 n) multiplie 1l1 dans gq, alors il existe une constante C 

telle que, pour tout k 2:: 1,: 

(
1)qL.:J=lleil 1 

L 2 logq,B (pl+q ... pl+ek) :S C. 
ej=0,1,-1 1 k 

Or, 

Cette dernière quantité n'est pas bornée quand k croît vers l'infini. 

Remarque : La condition donnée par le théorème 3.6 n'est pas suffisante. Par exemple, 
si À2k = ~:~, et Àj = 0 ailleurs, alors (>.n) ne peut pas être un multiplicateur de 1-t_l 
dans gq puisque cette suite n'est pas bornée. Cependant, (>.n) satisfait les hypothèses du 
théorème 3.6. 
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3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr 

3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr 

3.4.1 Rappels et nouvelles définitions 

Rappelons la définition classique suivante : 

Définition 3.1 Soit G un groupe abélien compact, ê son groupe dual7 et A c G. On 
dit que A est un ensemble de Sidon s'il existe une constante C telle que, pour tout 
P = ~:=l a,;'Yi polynôme à spectre dans A hi E A pour tout i), on ait: 

L Ja,J S CJJPJioo· 
1EA 

La plus petite des constantes C s'appelle constante de Sidonicité de A et sera notée S(A). 

Les ensembles de Sidon (surtout ceux de Z) ont fait l'objet de nombreuses recherches 
concernant leur taille, leur union, ... dont on pourra trouver un aperçu dans [46]. Une 
caractérisation duale intéressante des ensembles de Sidon est la proposition suivante: 

Proposition 3.8 A = {.Xk; k 2:: 1} est un ensemble de Sidon de constante S(A) si, et 
seulement si, pour tout a= (a,) E f 00 (A), JJaJJ S 1, il existe J-t une mesure sur G telle 
que: 

- IIJ-LII s S(A). 
- P,()..k) = a>.k pour tout k 2:: 1. 

Au début de ce chapitre, nous avons rappelé la célèbre inégalité de Bohr: si f(s) 
~t= ann-s E 1-f.=, alors: 

L JaPkl S IJJIIoo· 
k2l 

Cette inégalité illustre le fait que l'ensemble des nombres premiers est plus qu'un en
semble de Sidon de 7l)oo). Précisément, si on identifie Net N(oo) par l'application h définie 
par h (pr 1 

••• p~r) = ( a 1 , ... ,ar ,0, ... ) , h ( {nombres premiers}) = A est un ensemble de 
Sidon de zCoo), et même mieux puisqu'on n'impose plus au spectre d'un polynôme d'être 
inclus dans A, mais seulement dans N(oo). C'est pourquoi, suivant D.Rider dans [56], 
nous posons la définition suivante : 

Définition 3.2 Soit G un groupe abélien compact7 S un semi-groupe de ê contenant 0, 
et A une partie de S. On dit que A est un ensemble de Bohr s 7il existe une constante C 
telle que7 pour tout polynôme P = ~~ES a,"( à spectre dans S, on ait 

L Ja,J S CJJPIIoo· 
1EA 

La plus petite des constantes C sera appellé constante de Bohr de A, et sera notée B(A). 
Dans la perspective d'une application aux séries de Dirichlet, il faut penser G = '1f'OO, 
S = N(oo) et A= h(E) où E est une partie deN. Par abus de langage, on dira aussi que 
E est un ensemble de Bohr. 
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Le lien entre ensembles de Sidon et ensembles de Bohr a été explicité par D .Rider 
dans [56]: 
Proposition 3. 9 A C S C ê est un ensemble de Bohr si, et seulement si, 

a) A est un ensemble de Sidon de G. 

b) Il existe p une mesure sur G telle que : 

- il( 1) = 1 si 1 E A. 

- il( 1) = 0 si 1 E S - A. 

D'autre part, motivés par l'inégalité de Paley et l'inégalité 

+oo 

pour f(s) = L ann-s 
1 

démontrée au paragraphe 3.2, nous dirons que: 

(3.3) 

Définition 3.3 A C S C ê est un ensemble de Paley-Bohr (relativement au semi
groupe S) s'il existe une constante C telle que, pour tout polynôme P = 2::-rES a-yr à 
spectre dans S, on ait 

(L la-rl2
) 

112 

S CIIPih· 
-yEA 

Le principe général d'hypercontractivité nous donne de nombreux ensembles de Paley
Bohr: {Pi}, {PiPj}, {22k}, .... 

3.4.2 Liens entre ensembles de Bohr et de Paley-Bohr 

L'ensemble des nombres premiers est à la fois un ensemble de Bohr et de Paley-Bohr. 
Cependant: 

- Le théorème 9 de [21] montre que {22k; k 2: 1} n'est pas un ensemble de Bohr (car 
un ensemble de Bohr est la réunion d'un nombre fini d'ensembles pour lesquels 
aucun élément ne divise un autre). 

- {PiPj; i 2: 1 ,j 2: 1}, en tant que produit de deux ensembles de Sidon, n'est pas un 
ensemble de Sidon (voir [33]). En particulier, ce n'est pas un ensemble de Bohr. 

Pourtant, ces deux ensembles sont des ensembles de Paley-Bohr (cf exemples 3 et 4 après 
le corollaire 3.4). Le phénomène inverse ne peut se produire: 
Théorème 3.10 Tout ensemble de Bohr est un ensemble de Paley-Bohr. 

Notre preuve est basée sur une idée de Rudin pour transférer les propriétés d'un ensemble 
de Sidon particulier à tous les ensembles de Sidon: 
Théorème 3.11 Soit q 2: 1, A = {!k; k 2: 1} un ensemble de Bohr. Alors il existe 
une constante C tel que, pour tout polynôme P = 2..::-rES a-yr à spectre dans S, on ait les 
inégalités suivantes : 

< L a'Ykzk :s; C La,! (3.4) 
Lq(G) rkEA Lq(1foo) -yES Lq(G) 
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Preuve :Soit z = (z1, ... ) un élément de F. On note f..Ll la mesure d'interpolation pour 
l'ensemble de Sidon A, associée à la suite (zk), et j.L2 la mesure donnée par le théorème 
de Rider. On considère f..Lz = f..Ll * f..L2· 1-lz satisfait: 

~ ( { zk si 1 = /k 
f..Lz /) = 0 si 1 E S - A. 

Soit Pz le polynôme trigonométrique Pz= f..Lz * P = L:lkEA a1 kZk{k· Alors: 

Nous intégrons cette inégalité par rapport à z E '1['00, et nous appliquons le théorème de 
Fubini: 

ce qui se lit : 

111 L rk(x)alkzkllq dx ~ IIJ..LzllqiiPIIiq(G)" 
G Lq(J"OO) 

')'kEA 

Mais, { zk} est une suite de variables aléatoires, invariantes par rotation, et c'est donc 
une suite basique inconditionnelle [44, p.15]. Puisque lrk(x)l = 1, nous avons: 

Ceci prouve l'inégalité de gauche de (3.4). Pour obtenir l'autre inégalité, on procède de 
même en remarquant que : 

Pz* f..Lz = 2:: alk rk· 
lkEA 

Le résultat s'obtient en intégrant sur 1l'00 l'inégalité: 

D 

Preuve :(du théorème 3.10) Soit Ak = {!k; k ~ 1} un ensemble de Bohr, et P = L a11 
1ES 

un polynôme. Alors d'après le théorème 3.11: 

Maintenant, les inégalités de Khintchine assurent que les normes 11-lh et ll-ll2 sont 
équivalentes sur l'espace vectoriel engendré par z1 , ... ,zn, ... En particulier, 
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où pour la dernière inégalité nous avons appliqué une autre fois ( 3.4). 0 

Remarque : Le théorème 3.11 nous donne une inégalité de Khintchine pour les ensembles 
de Bohr. Précisément, si A = { nk; k ~ 1} est un ensemble de Bohr de N, et si q 2 1, 
il existe des constantes Aq et Bq telles que, pour tout polynôme de Dirichlet P( s) 
'"L,~ akni/ à spectre dans A, on ait: 

En effet, si l'on pose Q(s) = '"L,~ akp-;: 8
, le théorème 3.11 assure que: 

Il suffit alors d'appliquer l'inégalité de Khintchine dans le cas classique. 

3.4.3 Exemples d'ensembles de Paley-Bohr 

Les ensembles de Paley A de N (c'est-à-dire ceux pour lesquels l'inégalité de Paley est 
vraie en remplaçant {2k} par A) sont parfaitement connus: ce sont ceux pour lesquels 
les quantités N(A,m) = { n E A; m :::; n < 2m} sont bornées (voir par exemple [58]), 
ou encore les unions finies d'ensembles de Hadamard. Nous ne sommes pas capables de 
caractériser les ensembles de Paley-Bohr, mais le théorème suivant en donne une large 
classe: 
Théorème 3.12 Soit Y = {y(k)} une partie deN telle que y(k+l) ne divise aucun des 

[yUlJ 
2 

pour j = 1, ... ,k. Alors Y est un ensemble de Paley-Bohr. 

Exemple : Y = {(p1 .. ·Pj)j; j ~ 1} est un ensemble de Paley-Bohr, alors qu'il est 
prouvé dans [56] qu'il ne contient aucun sous-ensemble de Bohr infini. 

Preuve: Nous allons utiliser une idée due à B.Smith, les produits de Riesz "non exacts". 
Nous commençons par énoncer un lemme facile : 

Lemme 3.2 Soient a, f3 deux nombres complexes avec lai :::; 1 et l/31 < 1. Alors: 

Preuve : Par le principe du maximum, on peut toujours supposer que 1/31 = 1. On pose 
a = reiOo et f3 = ei9 . Alors : 

d'où l'on tire: 
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3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr 

Posons m(k) 
propriété: 

0 

h (y(k)) E N(oo). La condition imposée sur les y(k) se traduit par la 

Yk ~ 1, Yj < k, :zm<kl z2mUl tf:. H 1(1f=) 

( . t . - h( 0 ) ~T(oo) d d' . ffil ffir m) N on conv1en , s1 m- m 1 , ... ,mr, , . . . En , e es1gner z1 ... zr par z . ous 
construisons un polynôme d'interpolation non-exact, mais dont on contrôle bien la norme 
infinie: 
Lemme 3.3 Soit (akh::;k::;N une suite de nombres complexes telle que lakl :S 1 pour tout 
k ~ 1. Alors il existe un polynôme trigonométrique G sur r tel que : 

(1) I!GIIoo :S 1. 

(2) 
1 N 

ê (m(k)) = 2ak II (1-lail2) pour k :SN. 
j=k+1 

(3) Ô(m) = 0 sim E N(oo), m =f. m(k)_ 

Preuve : On définit par récurrence une suite de polynômes ( G1)I::;1::;N en posant : 

G 1 m(l) 
1 = 2a1z 

1 m(ll ( 1 12) 1 2 ..,..,m(l) Gt = 2a1z + 1- al Gt-1- 2atG1_1z . 

Nous prouvons par récurrence que G1 satisfait les conditions (1), (2), (3), où dans (2) 
N est remplacé par l. Cela est vrai pour G1 , et si c'est vrai pour G1_ 1 , alors: 

- Le lemme 3.2 appliqué en prenant a = a1zm<ll et j3 = G1_1(z) assure que (1) est 
vrai pour Gt. 

- (2) et (3) se déduisent immédiatement de la formule, et des hypothèses sur m(k). 
0 

Nous pouvons désormais passer à la preuve du théorème. Soit f(s) = 2:::~ bnn-s un po
lynôme de Dirichlet. Soit F(z) = 2:::~ bnzf1 

••• z~r le polynôme trigonométrique associé. 
-b-

Nous posons S = 2: lby(k) 1
2

. SiS= 0, il n'y a rien à prouver, sinon on pose: ak = 2Y~, de 

sorte que 2::: lakl 2 =~-Soit G le polynôme d'interpolation construit au lemme précédent. 
Nous avons: 

N 

< G,F >= 2:::: lby<kJ 1
2 II (1 -lai 12 ) x 

1
10 . 

k i=k+ 1 2v S 

Puisque 2::: lakl 2 =~'il existe une constante absolue C telle que rr;:k+l (1 -lail 2
) 2:: C. 

Donc, 
c ("" 2) 1/2 IIFih ~< G,F >~ 2 ~ lby(k) 1 0 

Y = {y(k)} est un ensemble de Paley-Bohr. 0 

Corollaire 3.13 Tout partie infinie deN contient un sous-ensemble de Paley-Bohr in
fini. 
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Chapitre 3 : Les coefficients d'une série de Dirichlet 

3.5 Inégalités à valeurs vectorielles 

Dans [4], O.Blasco et A.Pelczynski ont étudié à quelle condition, sur la géométrie 
de l'espace de Banach complexe X, les inégalités classiques pour des polynômes trigo
nométriques (inégalité de Hardy, de Paley) sont encore vérifiées pour des polynômes 
dont les coefficients sont dans X. Notre but est de réaliser le même travail, mais pour 
les polynômes de Dirichlet, et les inégalités de Bohr et de Paley-Bohr. C'est pourquoi 
nous introduisons les définitions suivantes : 
Définition 3.4 Un espace de Banach complexe X sera dit espace de Bohr (resp. espace 
de Paley-Bohr) s'il existe une constante C > 0 telle que, pour tout polynôme de Dirichlet 
2:~ ann-s, avec an EX, l'inégalité: 

p premier 

est vérifiée (resp. l'inégalité 

est vérifiée). 

Remarquons que dans cette définition, la dernière intégrale peut s'exprimer au moyen 
d'une intégrale sur 1I'00

• La même preuve que celle du lemme 2.2 montre en effet que: 

3.5.1 Espaces de Bohr 

1 ~T N . 
lim - L ann't dt 

T-t+oo 2T T - 1 

dm(z). 

L'inégalité de Bohr ne se transmet pas bien aux espaces de Banach. En effet, 
Théorème 3.14 X est un espace de Bohr si et seulement si dimX < +oo. 
Preuve : Seule l'implication directe est non triviale. Mais si dim X = +oo, un théorème 
de Dvoretzky et Rogers (voir par exemple [44, page 16]) affirme que nous pouvons 
exhiber dans X une série 2: Xn inconditionnellement convergente, mais pas absolument 
convergente. Plus clairement, pour cette série, il existe une constante M telle que, pour 
tout z de F, lll:ioo ZnXnll:::; M, tandis que l:ioo llznll = +oo. Par conséquent, pour 
N assez grand, quelle que soit la constante C, l'inégalité 

N N 

L llxnll:::; Csup LXnP~ 
1 tER 1 

ne peut avoir lieu, et X n'est pas un espace de Bohr. 0 
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3.5 Inégalités à valeurs vectorielles 

3.5.2 Espaces de Paley-Bohr 

Une condition nécessaire 

Déterminer les espaces de Paley-Bohr est plus difficile. Nous allons trouver des liens 
avec les types et cotypes des espaces de Banach. Rappelons qu'un espace de Banach est 
de type p (resp. de cotype q) s'il existe une constante Cp (resp. Bq) telle que, pour tout 
entier positif m, et pour tous x1 , ... ,xm de X, on ait : 

Nous ne donnons pas ici la définition la plus courante des notions de type ou cotype 
(il faudrait, à la place des zk, mettre les variables de Rademacher), mais elle lui est 
équivalente. Pour plus de détails, on pourra se reporter à [53]. 

Proposition 3.15 Si X est un espace de Paley-Bohr, alors X est de cotype 2. 

Preuve : Soient x1 , ... ,xm EX et P(s) = 2:~ Xnp-;;, 8
, qui est un polynôme de Dirichlet 

X -valué. Alors, puisque X est un espace de Paley-Bohr, on a: 

m 

L xkzk dm(z). 
k=l 

0 

Nous ne savons pas s'il existe une réciproque au théorème précédent. Néanmoins, nous 
donnons deux exemples où nous sommes capables de conclure. 

Les treillis de Banach 

Nous rappelons quelques définitions sur les treillis de Banach (notre référence est 
[45]): 
Définition 3.5 Un espace de Banach X partiellement ordonné sur le corps des réels 
est appelé un treillis de Banach si : 

(Tl) x:::; y ==? x+ z:::; y+ z pour tous x,y,z de X. 

(T2) ax 2:: 0 dès que x 2:: 0 et a E IR+. 

(T3) Pour tous x,y E X, il existe une borne supérieure x V y et une borne inférieure 
xl\yEX. 

(T4) l!xll :::; JJyJJ dès que JxJ :::; JyJ, où la valeur absolue JxJ de x E X est définie par 
Jxl =x V (-x). 
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Chapitre 3 : Les coefficients d'une série de Dirichlet 

Exemples : 

1. Soit X un espace de Banach, dont (xn) est une base inconditionnelle de constante 
d'inconditionnalité 1. Alors X, muni de l'ordre 2..:{')() anXn :2: 0 <=====? an :2: 0 pour 
tout n est un treillis de Banach. 

2. Les espaces LP ( D,J-t) et C ( K), munis de l'ordre ponctuel, sont aussi des treillis de 
Banach, qui ne sont pas donnés par une base inconditionnelle. 

Les espaces V(D,J-t) sont en un certain sens le modèle générique des treillis de Banach, 
comme l'indique le théorème suivant [45, thm. l.b.l4]: 

Théorème 3.16 Soit X un espace séparable ne contenant pas c0 . Alors il existe un 
espace de probabilité (D,J-t), un idéal X de L1 (D,J-t) et une norme 11-llx sur X qui en fait 
un treillis de Banach tels que: 

i) X est isométrique à (X,I!.IIx-), l'isométrie préservant l'ordre. 

ii) Si fE Loo(D,J-t), ll!llt ~ llfllx ~ 2llflloo· 
Comme un espace de Paley-Bohr est défini sur le corps des complexes, il nous faut définir 
les treillis de Banach complexes : 

Définition 3.6 Soit X un espace de Banach sur le corps des complexes. On dit que 
c'est un treillis de Banach complexe si c'est le complexifié d'un treillis de Banach réel. 

La notion reliée au cotype 2 dans les treillis de Banach, et qui va nous permettre dans 
ce cadre de démontrer la réciproque à la proposition 3.15, est celle de 2-concavité: 
Définition 3. 7 Une norme sur un treillis de Banach X est dite 2-concave s'il existe 
une constante M telle que : 

pour tout choix de vecteurs (xi)i=l, ... ,n· 

On a l'équivalence ([45, thm l.f.16]): 

Théorème 3.17 Soit X un treillis de Banach. Les assertions suivantes sont équivalen
tes: 

i) X est de cotype 2. 

ii) La norme sur X est 2-concave. 

Nous sommes alors suffisamment armés pour démontrer le 

Théorème 3.18 Soit X un treillis de Banach complexe de cotype 2. Alors X est un 
espace de Paley-Bohr. 

Preuve : Un espace est de Paley-Bohr si, et seulement si, tout sous-espace séparable 
de X est de Paley-Bohr. On peut donc supposer que X est séparable. Il ne contient pas 
c0 car il est de cotype 2, et pas conséquent nous pouvons supposer que X est un treillis 
de fonctions intégrables sur un espace de probabilités (!l,J-t). En outre, puisque X est de 
cotype 2, sa norme est 2-concave. 
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3.5 Inégalités à valeurs vectorielles 

Fixons u1 , ... ,un des éléments de X, et posons P(s) = 2.::::~= 1 ukk-s. Pour tout w de 
(O,,u), l'inégalité de Paley-Bohr scalaire affirme que: 

c~.,lup(w)l'r
2 

s,c tu,(wW' 
1 

où C est une constante absolue. Maintenant, X est un( treillis de Bana)c~)2 et nous ap-

pliquons le point (T4 ) de la définition avec x(w) = L. lup(w)l 2 et y(w) 
p prem1er 

n 

L uk(w)k-s pour en déduire que: 
k=l 1{_1 

n 

Comme la norme de l'intégrale est dominée par l'intégrale de la norme, 

Il ne reste plus qu'à appliquer la 2-concavité de la norme de X pour en déduire que X 
est un espace de Paley-Bohr. 0 

Remarque : Dans la preuve précédente, on n'utilise pas d'autre propriétés sur les 
premiers (Pk) que le fait qu'ils forment un ensemble de Paley-Bohr. On a donc plus 
précisément que tout ensemble de Paley-Bohr reste un ensemble de Paley-Bohr relative
ment à X, treillis de Banach de cotype 2. 

Corollaire 3.19 LP(O,p) est un espace de Paley-Bohr si et seulement si 1 ~ p ~ 2. 

Preuve : Il s'agit d'une application immédiate des résultats précédents, en se rappelant 
que le cotype de LP(O,p) vaut max(2,p). 0 

Duaux de C* -algèbre 

Rappelons qu'une C*-algèbre est une algèbre de Banach munie d'une involution * 
antilinéaire telle que : 

- (xy)* = y*x*. 

- llx*xll = llxii 2
-

Depuis les travaux de N.Tomczak [67], il est bien connu que le dual d'une C*-algèbre est 
de cotype 2, et est donc un bon candidat pour être un espace de Paley-Bohr. L'utilisation 
de l'inégalité de Von-Neumann va nous permettre de généraliser la preuve du théorème 
3.12, et d'en déduire: 
Théorème 3.20 Le dual d'une C*-algèbre est un espace de Paley-Bohr. 
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Chapitre 3 : Les coefficients d'une série de Dirichlet 

Preuve :La preuve est essentiellement une modification de celle du théorème 3.12, avec 
les idées de O.Blasco et A.Pelczynski introduites dans [4]. Afin de rester complets, nous 
donnons toutefois une preuve détaillée de ce théorème, en commençant par quelques 
lemmes utiles : 

Lemme 3.4 Soit X une C*-algèbre. Alors, pour tout x de X avec llxll ::; 1, pour tout 
a E C avec lai = 1, et pour tout 0::; s ::; 1, 

Il 

as 2 sax
2

11 

2 + (1- s )x- -
2

- ::; 1. 

Preuve : Il s'agit exactement du lemme 3.1 de [4]. Il se déduit du lemme 3.2 de ce 
chapitre par l'application de l'inégalité de Von Neumann. D 

Lemme 3.5 Soit (uk) une suite d'éléments unitaires d'une C*-algèbre X, et (ak) une 
suite de réels avec 0 ::; ak ::; 1. Alors il existe G un polynôme trigonométrique X -valué 
tel que: 

(1) IIGIIoo :::: 1 
N 

A 1 II (2) G ( 6k) = 2ak (1 - aJ)uk pour k ::; N. 
j=k+l 

(3) ê(m) = 0 sim E N(oo), m =/:- <h, ... ,ON. 

Dans ce lemme, la notation ok signifie ok = (0, ... ,0,1,0, ... ), où le 1 est en k-ième 
position. 
Preuve : Elle est identique à celle du lemme 3.3, si ce n'est que nous remplaçons la 
relation de récurrence par : 

1 1 
Gz = -azUzZz + (1- az)Gl-1- -azGz-1U[1Gz-lZz. 

2 2 

On prouve notamment que G1 vérifie (1) en appliquant le lemme 3.4 avec s = a1, a= z1 

et x= u[ 1G1_ 1(z). D 

Lemme 3.6 Si X est une C*- algèbre, pour tout x* de X*, il existe u E X unitaire tel 
que: 

llx*ll ~ x*(u) ~ ll~*ll. 

Preuve : Il s'agit d'une conséquence du théorème de Russo-Dye ([10, page 210]), qui 
affirme que dans toute C* -algèbre unitaire X, la boule unité fermée est la fermeture 
de l'enveloppe convexe des éléments unitaires. Si pour tout élément unitaire u on avait 
lx*(u)l::; ~llx*ll, alors par l'inégalité triangulaire, on obtiendrait llx*ll ::; ~llx*ll, ce qui 
est impossible sauf si x* = 0., mais dans ce cas le lemme est trivial. 

60 



3.5 Inégalités à valeurs vectorielles 

Il existe donc u EX unitaire avec lx*(u)l ~ ~llx*ll, et il suffit de considérer ei 11u pour 
un () bien choisi. D 

Nous prouvons maintenant le théorème. Puisque X* s'injecte isométriquement dans 
X***, et puisque X** est unitaire, on peut toujours supposer que X est unitaire. Soit 
f(s) = I:~ x'kk-s un polynôme de Dirichlet X*-valué, et F(z) = I:;n x'kzh(k) le po
lynôme trigonométrique correspondant. Nous posons ak = llx;k Il· De même que dans la 
preuve du théorème 3.12, il est possible de supposer que I:;n a~ = â· Soient (ukh:Sk:Sm 
des éléments unitaires tels que ak ~ x'k(uk) ~ -1'-· Si G est le polynôme donné par le 
lemme 3. 5 à partir des suites ( ak) et ( uk), alors : 

1 
m m 

< G,F > = 2 Lak II (1- a%)x'k(uk) 
k=l j=k+l 

1 
m m 

> 4 La% II (1- a%) 
k=l j=k+l 

C m 

> 4 La~, 
k=l 

où C est une constante absolue telle que 

N rr (1- s]) ~ c 
j=k+l 

pour toute suite positive (si) avec I:j s] = ~- On a donc: 

c c 
IIFih ~ 16 = 4 x 

0 

Exemple : La classe de Schatten 5 1 , dual de la C* -algèbre des opérateurs compacts 
sur f 2 , est un espace de Paley-Bohr. 

Remarque : Au lieu des premiers (Pk), on aurait pu prendre dans la preuve précédente 
tout ensemble Y= {y(k)} d'entiers tels que y(k+l) ne divise pas (yUl) 2 

pour 1::::; j::::; k. 
On obtient que Y reste un ensemble de Paley-Bohr relativement aux polynômes de 
Dirichlet dont les coefficients sont dans le dual d'une C*-algèbre. 
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Chapitre 4 

Opérateurs de composition sur 1-{P 

Si 'lj; est une application holomorphe de[]) dans[]), l'opérateur de composition de sym
bole 'lj; est défini par C'I/J(f) = f o '1/J. D'après le principe de subordination de Littlewood, 
C..p E .C(HP(l!J))), pour 1 :::; p :::; +oo. Ces opérateurs de composition sur les espaces de 
Hardy classiques ont été beaucoup étudiés, le but étant de comparer les propriétés de 'lj;, 
fonction holomorphe, et de C..p, opérateur. Quelle condition faut-il imposer sur 'lj; pour 
que C..p soit inversible, soit une isométrie, soit compact? On pourra notamment consulter 
[62] et [16] à ce sujet. 

Les opérateurs de composition sur 1-l2 ont été déterminés par J.Gordon et H.Heden
malm. Dans ce chapitre, nous allons généraliser aux espaces 1{_P la preuve qu'ils donnent 
dans [25], avant d'amorcer l'étude des propriétés de ces opérateurs de composition. Le 
chapitre suivant sera plus particulièrement consacré à l'étude de leur compacité. Signa
lons aussi que C.Finet, H.Queffélec et A.Volberg ont abordé le calcul de leur image 
numérique [20]. 

4.1 Détermination des opérateurs de composition 

Les fonctions de 1{_P étant définies sur cl/2) nous cherchons les fonctions cl> : cl/2 -t 
cl/2 pour lesquelles f 0 cl> E 1-lP dès que f E 1{P. 

Théorème 4.1 Soit 2 :::; p < +oo. Une fonction holomorphe cf>: C1; 2 -t C1; 2 définit un 
opérateur de composition (borné) C<P sur 7-lP si, et seulement si: 

1. Elle est de la forme cf>( s) = c0 s + cp( s), où c0 E N et cp admet une représentation 
par une série de Dirichlet qui converge dans un demi-plan (vertical). 

2. cl> admet un prolongement analytique à c+' toujours noté cf>, tel que: 

(a) cf>(C+) c c+ si Co ::::: 1. 

(b) cf>(C+) c cl/2 si Co = O. 
Dans le cas où 1 :::; p < 2, la condition est nécessaire, et elle est aussi suffisante si 
c0 =/= O. En outre, C<P est une contraction si, et seulement si, c0 =/= O. 

Remarque : Les conditions 1. et 2. ont des natures très différentes. La condition 1. est 
une condition arithmétique, qui doit être vérifiée afin que f o cf> soit une série de Dirichlet 
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Chapitre 4 : Opérateurs de composition sur HP 

dès que f est une série de Dirichlet. La condition 2. est relative au contrôle de la norme 
HP. Elle est notamment liée au fait que, si f E HP, pour presque tout x E 'IF, fx se 
prolonge à c+ . 
Preuve: 

Condition nécessaire : Nous allons prouver plus précisément que cjJ a la forme voulue 
dès que ct/> induit un opérateur de composition de HP dans Hq, 1 :S p,q < +oo. La 
preuve donnée dans [25] pour le cas p = q = 2 fonctionne, pour peu que l'on soit 
capable de prouver le lemme suivant: 

Lemme 4.1 Il existe une fonction f E HP telle que : 

a) Pour presque tout xE 'JI'<'O, la droite ~(s) = 0 est frontière naturelle de fx, et 
0 est l'abscisse de convergence de fx· 

b) Pour au moins un xE 'JI'<'O, la droite ~(s) = 1/2 est frontière naturelle de fx, 
et 1/2 est l'abscisse de convergence de fx· 

Preuve : On pose f(s) = LaPiP.t où aPi = ~0 . Il est prouvé dans 
j21 Vf5j gpj 

[25] que f vérifie les conditions a) et b) (a) est une conséquence de résultats de 
J.P.Kahane [34, p44, theorem 4], et b) de résultats de H.Queffélec [55]). Par ailleurs, 
il est clair que fE H2 . D'après le corollaire 3.5, fE Hq. 0 

Condition suffisante : Ici aussi, la preuve de [25] fonctionne si : 

- co -1= O. 

- c0 = 0 et p 2: 2, cette restriction venant de l'utilisation du théorème 2.8. 

La preuve de Gordon et Hedenmalm assure en outre que Cc/J est une contraction 
dès que c0 -1= O. Pour prouver que c'est le seul cas possible, remarquons que si 
w E C1; 2 , c;(Kw) = Ktf>(w) (c'est un résultat très classique pour les opérateurs de 
composition sur H 2 (lDl) [62, paragraphe 3.4], qui s'adapte ici sans changement). 
Ainsi: 

[[C [[ = [[C*[[ > [[Kc/J(w)[[(HP)• = ((2R(<f>(w)))
1
/P 

c/J c/J - [[Kw[[(HP)• ((2~(w))1/P . 

On écrit cj;(s) = L:=n21 Cnn-s. Si R(s) ---+ +oo, Rcj;(s) ---+~(ci) et on trouve: 

0 

La preuve précédente donne en particulier : 

Corollaire 4.2 Soit ccP un opérateur de composition sur HP, 1 :S p < +oo. Alors: 
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4.2 Opérateurs de composition inversibles, Fredholm, normaux 

Le cas p = +oo est plus facile. Nous cherchons les fonctions <j; : CC+ -t CC+ qui définissent 
un opérateur de composition sur 1-l00

• Nécessairement, cp vérifie la condition arithmétique 
du théorème précédent, et cp s'écrit <j;(s) =cos+ l":n>l cnn-s. Réciproquement, si</; est 
de cette forme, pour tout f de 1-l00

, on a clairement IT! o <Pl loo :S llflloo· 
Dans la suite de chapitre, cp représentera toujours une fonction définie sur un demi

plan Co et pouvant s'écrire cj;(s) = cos+ <p(s), où <p(s) = l":n>l cnn-s. L'utilisation 
des résultats du chapitre 3 donne des conditions suffisantes pour que cr/> augmente 
l'intégrabilité : 

Proposition 4.3 Soit 1 :::; p < q < +oo et Ccl> un opérateur de composition sur 1-LP, 
avec Co 2: 1. On suppose que <j;(CC+) c Ce;, où é >O. Alors ccl> E .C(1-LP,1-lq). En outre, si 
2-2e: :::; ~~ alors IICc~>lkcHP,Hq) :::; 1. 

Preuve : Nous prouvons d'abord le résultat dans le cas où </Je:(s) = s + é. Alors, Cc!>e = 
Te:, et la proposition provient du théorème 3.2, et des remarques qui le suivent. Nous 
procédons maintenant par un argument de factorisation: du fait que </;(CC+) c <Pt: (Ce:), 
et que <Pe: est univalente, on peut poser 'Y = cf;-;1 o cp. Alors, 'Y(CC1; 2) c CC1; 2 , "f(CC+) c CC+, 
et 'Y vérifie la condition arithmétique 1. C'Y définit donc un opérateur de composition 
contractif sur 1-lq' et ccl> = c'Y 0 ccf>e. 0 

Par ailleurs, il est facile de déterminer les opérateurs de composition pour lesquels 
Cc/>(1-LP) C 1-loo. 
Proposition 4.4 Soit 1 :S p < +oo et cp : CC+ --+ CC1; 2 une jonction holomorphe de la 
forme <j;(s) = c0 s + cp(s). Alors: 

1. Cc/>(1-lP) C 1-loo si, et seulement si, cj;(CC+) C CC1/2+e:' où é >O. 

2. Il n'y a pas d'opérateurs de composition tels que IICc~>ll.ccw,H=) :::; 1. 

Preuve : Pour tout f de 1-LP' tout w E cc+' on a: 

ce qui donne: IIKcf>(w)llcHP)* :::; IICc~>ll.c(1iP,1i=)· Le théorème 2.6 permet de conclure. 0 

4.2 Opérateurs de composition inversibles, Fredholm, 
normaux 

Pour de nombreux espaces de fonction analytiques, les opérateurs de composition 
inversibles et de Fredholm sont les mêmes. C'est aussi le cas pour 1-lP, et en outre ils 
sont peu nombreux : 

Théorème 4.5 Soit 1 :::; p < +oo. Les assertions suivantes sont équivalentes: 

z. ccl> est inversible. 

u. C cf> est Fredholm. 

m. cj;(s) = s + iT, où TE IR. 
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Preuve : Il suffit de prouver ii. ==* iii. Nous commençons par un lemme qui nous 
sera souvent utile : 

Lemme 4.2 Soit Cet> un opérateur de composition sur 1{P. Si cp( s) -=/= s + iT, T E ~~ alors 
il existe ê > 0 et TJ > 0 tels que : 

Preuve : Le point clé est la proposition 4.2 de [25], que l'on rappelle sous forme de 
lemme: 

Lemme 4.3 Soit cp une fonction holomorphe, cp : Ce -+ Cv. On suppose que dans un 
demi-plan, cp(s) =cos+ <p(s), où <p(s) = L:n;:::l cnn-s. Alors, si <p est constante, cette 

constante appartient au demi-plan Cv-cae; si <p n'est pas constante, elle se prolonge en 
une fonction holomorphe de Ce dans Cv-ca e. Dans ce cas, pour tout ()' > (), <p envoie Ce' 
dans Cv' -caO, pour un v' > v. 

Nous distinguons alors plusieurs cas pour prouver le lemme 4.2. 

- c0 = 0: on a alors cp(C+) C C1; 2. Si cp est constante, le résultat est évident, et si cp 
n'est pas constante, le lemme 4.3 montre que cp(C1; 4 ) c C1; 2+1). 

- Co> 1: puisque <p(C3;s) c <p(C+) cc+, cp(C3;s) c Cca3/8 c c3/4· 

- c0 = 1, et <p non constante: par le lemme 4.3, <p(Cl/4) C Cv, 0 < v < 1/2, et 

cp(Cl/2-v/2) c Cl/2+v/2. 
- c0 = 1 et <p constante: le résultat est évident. 

0 

Nous allons alors raisonner par contraposée pour établir ii. ==* iii. Si cp(s)-=/= s + iT, il 
existe TJ > 0, c > 0 avec cp(C1; 2-e) c C1; 2+1). Nous allons prouver que codim !mC ct> = 
+oo. Remarquons d'abord que toute fonction de ImCct> est définie (et bornée) sur C1; 2-e· 

D'après le lemme 4.1, il existe fE 1{P qui ne se prolonge pas au-delà de cl/2· On pose: 

F = vect { n-s f; n 2: 1}, 

et on prouve que FnimC4> = {0}. En effet, sig E FnimC4>, alors g(s) = P(s)f(s), où 
P E P. Si g n'est pas nulle, il existe un point s0 de la droite 1/2 + i~ avec P(s0 ) -=/= O. 
Mais alors f se prolonge au voisinage de s0 , ce qui contredit que ~(s) = 1/2 est sa 
frontière naturelle. 0 

H.J. Schwartz [60] a montré que C1f; est normal sur H 2([))) si, et seulement si, 'lj;(z) = az, 
où lai :S 1. Nous effectuons le même travail pour 1{2: 

Théorème 4.6 Cet> est un opérateur de composition normal sur 1{2 si, et seulement si, 
cp(s) = s + c1, où lR(c1) 2: O. 

Preuve : Il est clair qu'un tel cp induit un opérateur de composition normal. Réciproque
ment, prouvons d'abord que c0 -=/=O. On a Cc/>(1) = 1, et par normalité de Cet>, 1 est vecteur 
propre de c;. Mais, si f E 1{2' < f,1 >= lim!R(s)--Hoo f(s), et donc < f,C;(1) >= 
lim!R(s)-Hoo f o cp(s). On a donc lim!R(s)~+oo ~cp(s) = +oo, et Coi= O. 
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4.3 Opérateurs de composition isométriques 

La matrice de C,p dans la base canonique {1,2-s, ... ,k-s, ... } est alors: 

0 a3,2 

a2,k est le coefficient devant 2-s lorsque l'on calcule k-1>(s). Mais, 

(4.1) 

et d'après le paragraphe 3 de [25], la série de Dirichlet de k-if>(s) s'obtient en développant 
ce produit. En particulier, pour k ~ 3, a2,k = 0, et si c0 =f. 1, a2,2 = O. Maintenant, C,p 
est normal, et la somme des carrés des modules de la deuxième ligne vaut la somme des 
carrés des modules de la deuxième colonne : 

On a donc ak,2 = 0 pour k ~ 3, et 2-if>(s) = a2,22-s. En revenant à (4.1) pour k = 2, on 
trouve que c0 = 1 et Cn = 0 pour n ~ 2. 0 

Remarque : On peut remplacer C,p normal par C4> hyponormal (IIC;(f)ll ::::; IIC,p(f)ll) 
dans le théorème précédent, la preuve reste la même. 

4.3 Opérateurs de composition isométriques 

Les opérateurs de composition isométriques sur HP(IIJl) sont bien connus: C'l/1 est 
une isométrie si, et seulement si, 1/1(0) = 0, et 1/1 est intérieure. Nous allons prouver un 
analogue à ce résultat pour 1/_P, mais il nous faut trouver une notion pour remplacer les 
fonctions intérieures. Le passage par le polydisque est encore utile. 

4.3.1 Des opérateurs de composition sur 1{P aux opérateurs de 
composition sur HP('Tf00

) 

Soit c1> un opérateur de composition sur HP(F). On pose T = 'DoC,po'D-I, qui est 
un opérateur sur HP(F). Nous allons prouver qu'il s'agit d'un opérateur de composition. 

On pose, pour ~(s) > 0, c/Jk(s) = p~1>(s), et~= ('Dcpb ... ). Alors, c/Jk E 1-tx\ llc/Jklloo::::; 1. 
N 

En outre, ~ est définie sur lDl00 n c0 . Considérons maintenant P = L anzf1 
••• z~r un 

1 
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polynôme sur flP(F). Alors: 

N 

T(P) = Lan V 0 c</> ( (P1sr~l ... (p;:s)ar) 
n=l 

N 

Lan V ( (v~<f>(s)) at ... (p;<f>(s)) ar) 
n=l 

N 

Lan('D<j>l)01 
• • • (V<Pr) 0 r. 

n=l 

Donc, si z E [])00 n f 2
, T(P)(z) =Po ~(z), et: 

IP(~(z))l :S C(z)IITIIIIPIIHP(1r00 )· 

L'évaluation en ~(z) se prolonge continûment à flP('JF'). C'est donc que ~(z) E IIJ)OO ne2 . 

En outre, T(P) = CJ>(P), et T est l'opérateur de composition induit par CJ>· Bien sûr, 
C<t> et C4> étant similaires, ils partagent les mêmes propriétés. 
Remarque : On ne peut pas parcourir le chemin en sens inverse, c'est-à-dire prendre 
un opérateur de composition sur HP (1f00

), et en déduire un sur 1-{P. Par exemple, si 
'lj;(z) = ( -z1 ,z2 , ... ), C'I/J est un opérateur de composition sur flP(F), mais il n'existe pas 
de <P : C1; 2 -t C1; 2 avec C'I/J = Vo C4> o v-1 . Cela entraînerait en effet que 2-<t>(s) = -2-s, 
et 3-<f>(s) = 3-s, et ces deux conditions sont incompatibles. En particulier, il existe des 
opérateurs linéaires multiplicatifs sur 1-{P qui ne sont pas des opérateurs de composition, 
un résultat à rapprocher du théorème 2.9. 

Remarque : Le plus souvent, le passage des opérateurs de composition sur 1-{P aux 
opérateurs de composition sur flP(F) sera un moyen de mieux comprendre les premiers. 
On peut aussi l'envisager comme une source d'exemples pour les seconds. En effet, nous 
donnerons un exemple d'opérateur de composition compact et non Hilbert-Schmidt sur 
1-l2 . Par conjugaison, on en obtiendra un de même nature sur flP(F). 

4.3.2 Isométries 

Soit c</> un opérateur de composition sur 1-{P. Suivant [25], on pose, pour x E F) 
<Px ( s) = c0s +'Px ( s). Les fonctions <Px apparaissent comme les différentes limites normales 
des <Pr ( s) = c0s + r.p( s + iT). Il est prouvé dans [25] que, pour chaque x E F, <Px se 
prolonge en une fonction holomorphe de C+ dans C+ si Co =f Ü, et de C+ dans Cl/2 si 
c0 = O. En outre, pour i E 1-{P, 1 :S p < +oo, la proposition 4.3 de [25] montre que, 
pOur presque tOUt X de 'JfOO l pour tOUt S de c+ : 

Nous nous intéressons aux limites radiales des fonctions ix et <Px· D'une part, puisque 
pour presque tout X E F, ix est dans Hf(C+), lima-+0 ix(e7 + it) = ix(it) existe pour 
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presque tout t E R En outre, puisque 4>x ( C+) c C+, <Px admet aussi des limites radiales 
presque partout, et donc: 

<Px(it) = lim <Px(a + it) existe presque partout. 
a-+0 

Maintenant, si F E H 2 (I!J)), si 'ljJ est une fonction holomorphe de IlJ) dans [)), et si F* et 
'1/J* désignent leurs extensions radiales respectives, il est bien connu que : 

(F o 'lj;)*(ei0 ) = F* o 'lj;*(ei0 ) pour presque tout(). 

En écrivant que fxco o <Px= fx.co o 'Plo rp11 
o <Px o <p1, où <p1(z) = (1 + z)/(1- z), on en 

déduit que pour presque tout x E F, pour presque tout t E lR.: 

Nous pouvons alors caractériser les opérateurs de composition isométriques : 
Théorème 4.7 Soit 1 ::=:; p < +oo. C4J est une isométrie sur 1{P si, et seulement si, 
pour presque tout xE 'JI'=, pour presque tout tE JR., <Px(it) E iR 
Preuve : Remarquons d'abord que si C4J est une isométrie, c'est en particulier une 
contraction, et c0 =1- O. On munit ]' x lR. de la mesure dj.J, produit de la mesure de Haar 
surF et de dÀi(t) = 1!"-

1 (1 + t2 )-1dt. D'après le lemme 2.6, on a 

Supposons que A est une partie de T"' x lR. avec Jl(A) > 0 et 1~(4>x(it))l > 0 pour tout 
(x,t) E A. Alors: 

lln-4JII~P ::=:; L ln-4Jx(it)IP dj.J, + (1- Jl(A)). 

D'après le théorème de convergence dominée: 

et c4J n'est pas une isométrie. 

et 

Réciproquement, pour Ç > 0, on pose: 

s-Ç 
'1/J~(s) = --c, de c+ dans lDJ, 

s+., 

ç dt 
dÀ~ ( t) = - X 2 C2 

1!" t +., 
dÀ~ est une mesure de probabilité sur IR, et pour tout fE Hf(C+), on a: 
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Chapitre 4 : Opérateurs de composition sur 1-lP 

Soit Ç,'r] > O. Pour f E 1-lP, d'après le lemme 2.6 

Par hypothèse, pour presque tout x de F, 7/Jry o c/Jx o 7/Ji1 est une fonction intérieure, et 
en appliquant un résultat classique sur les opérateurs de composition sur HP(T) (voir 
[16, thm 3.8]), on obtient: 

Il! 0 c/JII~p 2 r ( 1 
- l'l/JT/ 

0 
c/Jx 

0 7/J~~(O) 1) r lfxco 0 7/J~ 1 (ei0 ) lp de dm(x). ( 4.2) 
lu= 1 + 17/JT/ o c/Jx 0 7/Jç (O)I lu 27r 

Ecrivons cp( s) = c0 s + <p( s). La série de Dirichlet qui définit <p converge absolument dans 
un demi-plan, et donc il existe des constantes A et M, indépendantes de x, telles que: 

l4?x(s)l ~ M si R(s) 2 A. 

Maintenant, 7/Jt(o) = Ç, et si on choisit rJ = c0Ç, on obtient: 

4?x(Ç) 
7/Jry (c/Jx(Ç)) = 2coÇ + 4?x(Ç) 

Fixons E >O. Pour Ç suffisamment grand, pour tout x de T00
, 

1-17/JT/ o c/Jx(Ç)I > 1-~ > 2coÇ > 1- é. 

1 + 17/JT/ o c/Jx(Ç)I - 1 + 2cot+A - 2c0 Ç + 2A -

On injecte cette inégalité dans ( 4.2) pour obtenir les inégalités suivantes: 

llf 0 c/JII~P 2 (1- é) fu= llfxco (it)IPd,\ry(t)dm(x) 

2 (1- c)llfll~p 

où on a appliqué une dernière fois le lemme 2.6, et où on a utilisé le fait que x t--t xco 

est une rotation qui préserve la mesure sur F. Ceci prouve que C<P est une isométrie, 
puisque l'on sait déjà que c'est une contraction. 0 

Remarque : On peut utiliser un raisonnement semblable pour donner une preuve alter
native de celle de Gordon-Hedenmalm de la condition suffisante du théorème 4.1, dans 
le cas c0 =!=O. Il suffit, au lieu d'obtenir (4.2), d'utiliser la majoration: 

p (1 + 17/J(O)I) p 
119 o 7/JIIp ~ 1 _ l'l/J(O) l II9IIP' 

pour g E HP(lD>) et 'ljJ fonction holomorphe de lD> dans lD>. 
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4.4 Similarité à une isométrie 

4.4 Similarité à une isométrie 

4.4.1 Cas du disque 

Récemment, J.H. Shapiro a étudié dans [64]1es relations entre les fonctions intérieures 
et les opérateurs de composition sur H 2 (]]])). Un des corollaires de son théorème 5.1 est 
le résultat suivant: 

Théorème 4.8 Soit 'ljJ : ]]]) -+ ]]]) holomorphe. Les assertions suivantes sont équivalentes: 
i. 'ljJ est intérieure, et admet un point fixe dans IID. 

ii. c'I/J est semblable à une isométrie. 

Ce théorème a déjà été prouvé par N.Jaoua dans [32], sous l'hypothèse supplémentaire 
que 'ljJ est analytique au voisinage de ]]]). Nous nous proposons de donner une nouvelle 
preuve, qui va pouvoir être adaptée aux séries de Dirichlet. Rappelons qu'un opérateur 
S (défini sur un Banach X) est semblable à une isométrie si, et seulement si, il existe 
cl,c2 > 0 avec: 

En d'autres termes, S est à puissances bornées, et les images de sn sont uniformément 
fermées. Cima, Thomson et Wogen ont étudié dans [14]les opérateurs de composition 
sur H 2 (IID) à image fermée. Ils montrent que C'I/J est à image fermée si, et seulement si: 

::IC > 0, VB c 1L, m('lj;-1 (B) n 1L) ~ Cm(B), 

où B désigne un borélien du cercle, et m la mesure de Haar du cercle. Nous commençons 
par donner une version quantitative de leur résultat. 

Lemme 4.4 Soit C'I/J un opérateur de composition sur H 2 (IID), tel qu'il existe C > 0 avec 
Cllfll :'S IIC'I/J(f)ll pour tout fE H 2 (IID). Alors, pour tout borélien B de 'lL, 

m('lj;-1 (B) n 1L) ~ C2m(B). 

Preuve : On pose A = 'lj;-1(B) n 1L. D'après la théorie de Beurling des fonctions 
extérieures, il existe f E H 00

(]]])) telle que: 

{ 
1 sur B 

lfl = 1/2 sur 1['- B. 

Il est clair que llfnll~ n-t+oo m(B). D'autre part: 

IIC,p(fn)ll~ = r lin 0 'l/JI 2dm + r lin 0 7jJI2dm. 
}A lT-A 
m(A) +h-A lfn o 'l/JI2dm. 

Or, si z E 1['- A, If o 'ljJ(z)l < 1. On applique le théorème de convergence dominée pour 
en déduire que: 
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0 

Prouvons alors le théorème 4.8. Si 'lj; est intérieure, et vérifie '1/J(a) =a, on considère 'l/Ja 
l' automorphisme qui échange a et 0, et () = 'I/J;; 1 o 'lj; o '1/Ja· Alors, () est intérieure et vérifie 
()(0) = 0: Co est une isométrie de H 2 (JD)). C'I/J, qui lui est semblable, est en particulier 
semblable à une isométrie. 

Réciproquement, supposons que C'I/J est semblable à une isométrie, et notons 'lj;j = 
'lj; o · · · o 'lj; (j fois). Par hypothèse, il existe C1 ,C2 > 0 tels que: 

Supposons que 'lj; n'admette pas de points fixes dans JD). Une version faible du théorème 
de Denjoy-Wolff assure que 1'1/Jj(O)I -+ 1. Or, d'après [16, p. 123]: 

Ceci contredit que C'I/J est à puissances bornées. Prouvons maintenant que 'ljJ est inté
rieure. Si tel n'est pas le cas, il existe B C 'JI' avec m(B) > 0 et 1'1/Jj(z)l < 1 si z E B. 
Définissons B0 = B et Bj = 'I/Jj1 (B) n 11'. D'après le lemme 4.4, 

(4.3) 

Or, les Bj sont disjoints: si z E Bi, et si i < j, 1'1/Jj(z)l = 1'1/Jj-i('I/Ji(z))l < 1. En particulier, 
'lj;j ( z) fj: B et z fj: Bj. On en déduit que I:j21 m( Bj) ~ m('JI') ~ 1, ce qui est impossible 
d'après (4.3). 

4.4.2 Cas des séries de Dirichlet 

Théorème 4.9 Soit C,p un opérateur de composition sur 1-[2, cjJ(s) = c0 s + <p(s). On 
suppose en outre que la série de Dirichlet qui définit <p converge uniformément sur iR 
Alors les assertions suivantes sont équivalentes: 

z. C,p est une isométrie. 

zz. C,p est semblable à une isométrie. 

m. cp(s) = c0s +ir, co 2:: 1, TER 

Preuve : La seule implication non triviale est ii. ==> iii. Remarquons que, puisque <p 
converge uniformément sur IR, ~ définit une fonction continue sur F. Nous scindons la 
preuve en plusieurs lemmes. Le premier est l'analogue du lemme 4.4 pour les opérateurs 
de composition sur 1-[2. 

Lemme 4.5 Soit Cq, un opérateur de composition sur H 2 tel qu'il existe une constante 
C > 0 avec liCq,(!) li 2:: Cllfll pour fE H 2

. Alors, pour tout B = B 1 x··· x Bj x 'JI' x ... , 
où B 1 est un borélien de 'JI', on a 
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4.5 Opérateurs de composition cycliques 

Preuve : Clairement, pour tout FE H 2(F), IIC~(F)II 2: CIIFII· Pour l = 1, ... ,j, on 
considère ft E H 00 (]IJ)) vérifiant : 

{ 
1 sur B1 

lftl = 1/2 sur 'Ir- B1, 

puis on pose F =JI 12) · • ·12) f1· Le passage à la limite dans IIC~(Fn)ll~ 2: C2 IIFnll~ donne 
le résultat. 0 

Lemme 4.6 Sous les hypothèses du théorème 4.9, si C,p est semblable à une isométrie, 
alors cp( it) E iiR pour tout t E IR. 

Preuve :Soit V= {zEF; ~(z) tj. 1['00}. Puisque~ est continue, V est un ouvert. S'il 
est non vide, il existe des ouverts B1 de 1r tels que B = B1 x · · · x B1 x 1I' x .. · c V, 

et m(B) >O. On pose BU)= (~U)) -l (B) nF. Comme dans la preuve du théorème 

4.8, on montre qu'il y a contradiction et que V = 0. En particulier, pour tout t E IR, 
12-<P(it)l = 1, ce qui donne le résultat. 0 

On suppose donc que C,p est semblable à une isométrie, et on pose F(s) = 2-<p(s). 

Puisque <p ( C+) c C+, F est une fonction bornée sur C+ avec 1 F ( s) 1 :S 1 si s E C+ . 
Posons maintenant G ( s) = F(s). Puisque <p converge uniformément sur iiR, <p est bornée 
sur C+, et G aussi. Or, IG(it)l = 1 si t E IR, et donc, par le principe du maximum, 
IG(s)l :::; 1 si s E c+. Finalement, on obtient que jF(s)l = 1 si s E c+, ou encore 
R<p(s) =O. Ceci impose que <p(s) = c1 , avec R(c1 ) =O. 0 

4.5 Opérateurs de composition cycliques 

Un opérateur T sur un Hilbert H est dit cyclique s'il existe u EH tel que son orbite 
Orb(T,u) = {Tnu; n 2': 0} engendre un espace vectoriel dense dans H. Remarquons que 
pour prouver que u est un vecteur cyclique pour T, il suffit de prouver que : 

< Tnu,j >= 0 pour n 2': 0 ===} f = O. 

Nous cherchons des conditions nécessaires ou suffisantes pour que les opérateurs de com
position C,p et leurs adjoints c; soient cycliques sur 1l2

. Nous isolons d'abord quelques 
résultats classiques : 

Lemme 4. 7 Si l'adjoint de T admet une valeur propre de multiplicité supérieure ou 
égale à 2, alors T n'est pas cyclique. 

Preuve : Soit u un vecteur cyclique pour T. On a: 

vect ( Orb(T,u)) c 1 mT œ Cu. 

Si codim lm T 2: 2, il existe y # 0 E H tel que < v,y >= 0 pour tout v de 
vect(Orb(T,u)), et une peut pas être cyclique pour T. On a donc codim lm T ~ 2, et 
T* n'a pas de valeurs propres de multiplicité supérieure à 2. 0 
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Lemme 4.8 Une série de Dirichlet n'est jamais injective sur son demi-plan d'absolue 
convergence. 

Ce résultat se trouve par exemple dans [18]. 

Théorème 4.10 Soit cp( s) = c0 s + cp( s) un opérateur de composition sur 1{2
. Alors: 

a) Si c0 = 0, Ccp n'est pas cyclique. Si r;scp est bornée, c; est cyclique sauf si cp(s) = c1. 

b) Si Co = 1) c; est cyclique. 
c) Si Co 2: 1, c; est cyclique, Ccp ne l'est pas. 
Preuve: 
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1. Si Co = 0, cp n'est pas injective sur cl/2. Il existe donc 3 points distincts (en fait, 
une infinité) a,b,c de C1; 2 avec cp( a) = cp(b) = cp(c). En particulier: 

0 est valeur propre de c; de multiplicité au moins 2, et c<l> n'est pas cyclique 
d'après le lemme 4. 7. 
D'autre part, si on suppose que C:Scp est bornée, alors cp admet un point fixe j3 dans 
C1; 2 .Considérons en effet h = 'lj;1 o cp o 'l/J11

. Si h est sans point fixe dans JI]), il existe 
w E 11', point de Denjoy-Wolff de h, tel que hn(O) converge vers w. Mais alors, cpn(1) 
converge vers 'l/;!1 (w) E ilRU {oo}. Puisque cp(C+) C C1; 2 , le cas 'l/J11(w) E ilR est 
impossible. D'autre part, puisque cp( s) = c1 + l.:n>2 Cnn-s, il existe un demi-plan 
où cp est bornée, et il est tout aussi impossible que lRcpn(1) tende vers +oo. Par 
conséquent, l'orbite (cpn(1)) restant bornée dans cl/2, h admet un point fixe dans 
]]J), donc cp admet un point fixe j3 dans C+. Puisque cp( C+) c C1; 2 , nécessairement 
f3 E c112. 

Pour cp(s) =J c1, il existe en particulier a E C1;2 tel que cpn(a) --t /3, sans jamais 
stationner. Alors, Ka est cyclique pour c;. En effet, 

< ( c;r (Ka)J >= 0 {===? j(cpn(a)) = 0, 

et ceci n'est possible pour tout n que si f est la fonction nulle. 

2. Si c0 2: 1, et cp( s) =J s + ir, alors une petite modification du lemme 4.2 prouve que 
pour a E C1; 2 , lR(cpn(a)) --t +oo. Mais alors, Ka est cyclique pour c;, car une 
fonction qui serait orthogonale à son orbite aurait des zéros dans tout demi-plan 
Co. C'est impossible, car si f(s) = akk-s + ak+l(k + 1ts + ... ,avec ak =J 0, alors 
f(s) '"'-'lR(s)--t+oo akk-s. 

3. Si c0 = 1 et cp(s) = s+ir: rappelons que si u E H 2 (]]J)), u =J 0, et si (an)n2:l désigne 
la suite de ses zéros, alors: 

L)1- lanl) < +oo 
n2:1 

(ou bien u a un nombre fini de zéros, ou bien ils s'approchent très vite du bord). 
Soit a E C1; 2 . Montrons que Ka est cyclique pour c;. On a en effet (c;r (Ka)= 



4.5 Opérateurs de composition cycliques 

Ka+inr· Si f E { (c;r (Ka)} .L' alors f(a + inT) = 0 pour tout n 2: 1. On pose 
toujours 'Pl(z) = (1 + z)/(1- z), et T1; 2 (s) = s + 1/2. D'après le théorème 2.8, 
g = f o T1;2 o 'Pl E H 2(][J)). Soit bn =a+ inT. On a: 

Si f n'est pas la fonction nulle, on a donc: 

Or, 1 ;~~~~ 1 = 1 + ~ + o (*), et il est impossible que la série précédente converge: 

c; est cyclique. 

4. Si c0 > 1, alors: 

< P"t ,C4>(n-s) > 
< p-:-s n-cosn-<p(s) > 

J ' 

- O. 

En particulier, K erc; est de dimension infinie, et C4> n'est pas cyclique. 
0 

Remarque : Pour c0 = 1, on ne peut pas a priori conclure immédiatement quand à la 
cyclicité de C4>. Par exemple, pour cj;(s) = s + c1 , Cq; = c;

1
, où cj;1 (s) = s + c1 , et Cc/J est 

donc cyclique d'après le b) du théorème précédent. En revanche, si cj;(s) = s +4+4.2-s, 
alors cj;(1) = cj;(2) = 7, et cjJ n'est pas injective. Comme dans la preuve précédente, cela 
implique que cl/> n'est pas cyclique. 

Remarque : Il existe un renforcement de la notion de cyclicité, l'hypercyclicité. Nous 
verrons au chapitre 6 quels sont les opérateurs de composition hypercycliques sur 1i2 . 
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Chapitre 5 

Compacité des opérateurs de 
composition sur 1-{P 

5.1 Le cas de 1-tX) 

Sur 1-l00
, nous sommes capables de caractériser complètement les opérateurs de com

position compacts : 
Théorème 5.1 Soit Ccp un opérateur de composition sur 1{=. Les assertions suivantes 
sont équivalentes: 

i. <P(C+) c Ce, où c >O. 
ii. Ccp est compact. 

Rappelons que si Ccp définit un opérateur sur 1-l00
, alors <P( C+) c C+. La condition 

précédente est donc tout à fait similaire à celle qui caractérise les opérateurs de com
position compacts sur H 00 (l.Dl) (rappelons [62] que si '1/J : lDl -t lDl est holomorphe, c'I/J 
est compact sur H 00 (l.Dl) si, et seulement si, '1/J(l.Dl) est relativement compact dans ][))). 
La preuve exige néanmoins quelques raffinements, essentiellement liés au caractère non 
borné des demi-plans C0 . Nous commençons par énoncer et prouver deux lemmes sur les 
séries de Dirichlet, qui ont leur intérêt propre. Le premier est très proche du théorème 
de Bohr (théorème 1.1), et on peut le voir comme une version précisée de celui-ci. 
Lemme 5.1 Soit Œ > O. Il existe une constante C (qui dépend uniquement de Œ) telle 
que, pour tout f = :Lk>l akk-s dans 1-l00 avec llflloo :::;; 1, pour tout s de c+ avec 
~( s) = Œ, pour tout entier K : 

K 

I:akk-s :::;; C. 
k=l 

Preuve : Nous commençons par rappeler deux inégalités classiques, dont on pourra 
trouver une preuve dans [41, page 342]: Si a > 0, w > 0, alors: 

11
a+wi exz 1 2 exa 

-dz - 27ri :::;; - x -, si x > 0 
a-wi Z W X 

(5.1) 

11
a+wi exz 1 2 exa 

-dz :::;; - x -, si x < O. 
a-wi z W -X 

(5.2) 
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A4 A3 
i( t + w) ---------- .----------------.., 

it --------------------------- ,s 

i(t- w) ----------+--------+--------1 
1 A2 
1 

v 

Soit f = l:k>I akk-s une fonction de 1i00
, avec llflh-t"" ::; 1. En interprétant les ak 

comme les coefficients de Fourier de Vj, il est clair que lakl::; 1 pour tout k. Choisissons 
f-t, v et w trois réels strictement positifs, qui satisfont J-L < CJ < v, et dont une valeur 
précise sera imposée ultérieurement. Soit K un entier, et s = CJ + it, t ER La formule 
de Cauchy appliquée à la fonction: 

elog(K +1/2)(z-s) 

g(z) = f(z), 
z-s 

et au rectangle dont les sommets sont les points A1 = f-t + i( t - w), A2 = v + i( t - w), 
A3 = v + i ( t + w), et A4 = J-L + i ( t + w) donne : 

1
A2 1A3 1A4 1A1 21rij(s) = g(z)dz + g(z)dz + g(z)dz + g(z)dz, 

A1 A2 A3 A4 

ou encore: 
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5.1 Le cas de 1l00 

Il suffit de prouver que chaque terme apparaissant à droite de l'égalité est borné par une 
constante qui ne dépend ni de t, ni de j, ni de K, mais simplement de Œ. En premier 
lieu, nous avons 1 f ( s) 1 ::;: 1. Ensuite, écrivons : 

(A3 
} A g(z)dz- 21fi 2.:= akk-s = 

A2 k<K 

-(1v+i(t+w) e[Jog(K+l/2)-log(k)](z-s) ) L akk-s dz - 27ri 
k<K v+i(t-w) z - S 

- 1A3 e[log(K+l/2)-Jog(k)](z-s) 
+ L akk-s dz. 

k>K A2 Z- S 

En introduisant les inégalités (5.1) et (5.2), nous obtenons que: 

Mais llog(K + 1/2) -log(k)l2: ~min (K: 112 ,~), et donc: 

{A3 4 +oo (K + 1/2)v-o-+1 
} A g(z)dz- 21fi L akk-s ::;: w L kv-l 

k k~K k=l 

Si l'on choisit v> 2 et w tel que w = (K + 1/2Y-J.L+l, on déduit finalement que: 

Pour les autres termes, observons que: 

g(z)dz = f(z)dz ::;: ~(K + 1/2t-JJ-::;: C2. 11
A2 1 1v+i(t-w) elog(K+l/2)(z-s) V f-L 

A1 p.+i(t-w) Z - S W 

De la même façon, IJ~4 g(z)dzl ::;: c2· Il ne reste plus qu'à étudier lr~l g(z)dzl. Pour ce 

faire, posons 6 = Œ- J-L > O. Il vient: 

If g(z)dzl < 
1

p.+i(t+w) (K + 1j2y-s 
...;_________:__;___ f ( z) dz 

11-+i(t-w) Z - 8 

< (K + 1/2)-5 y !
+w d 

-w J62 + y2 

< (K + 1/2)-5 [log ( w + )62 + w2) -log ( -w + )62 + w2) J 

< C3 (K + 1/2)-5 1ogw::; C4. 
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D 

Remarque : Il est possible de donner une preuve non-explicite du lemme 5.1, en admet
tant le théorème de Bohr. Pour k E N*, et w un complexe avec lR( w) 2: Œ, on introduit 
les formes linéaires Lk,w sur 1l00 définies par : 

Pour f E 1-l 00
, le théorème de Bohr implique que .L:ioo ann-w converge uniformément 

pour lR( w) 2: a, ce qui implique à son tour : 

Par Banach-Steinhaus, on a: 

ce qui donne le lemme. 

sup ILk,wU)I < +oo. 
k,~(w)2:a 

sup IILk,w Il =Ca < +oo, 
k,~(w)2:a 

Le lemme suivant est une amélioration du théorème de Montel spécifique aux suites de 
fonctions de 1-l00

• Nous obtenons que la convergence est uniforme sur tout demi-plan 
strict de C+, et pas seulement sur les parties compactes, et aussi que la limite reste dans 
1{00. 

Lemme 5.2 Soit Un) une suite bornée de 1-l 00
• Alors il existe une fonction f E 1l00 et 

une sous-suite Unk) telle que Unk) converge uniformément vers f sur chaque demi-plan 
Ce:, où s >O. 

Preuve : Nous supposons que llfnll1-1.oo ~ 1, et écrivons fn = .L:k>l Ck,nk-s. Quitte à 
considérer une sous-suite et à utiliser le théorème de Montel, il est toujours possible de 
supposer que ck,n -t ck pour chaque k et que Un) converge uniformément sur chaque 
compact de C+ vers une fonction bornée g. Posons f(s) = .L:k>l ckk-s; fest une série 
de Dirichlet qui converge absolument dans le demi-plan C1 (carlckl ~ supn llfnlloo ~ 1). 

Commençons par prouver que f = g dans le demi-plan C1. En effet, si t5 > 0, s E C1 , 

et K est un entier tel que .L:k2:K lk-sl ~ 6/4, alors: 

K-1 

lfn(s)- f(s)l ~ L lck,n- ckl + 2 L ik-si < t5 
k=l 

dès que n est suffisamment grand. Ainsi, Un ( s)) converge pour chaque s de C1 vers f ( s), 
ce qui prouve que f = g dans C1 . f est donc une série de Dirichlet, convergente dans un 
demi-plan, qui peut être prolongée à c+ en une fonction holomorphe et bornée g: fest 
élément de 1l00

, avec llfll1-1.oo ~ 1. 
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5.1 Le cas de 1-l 00 

Il nous reste à prouver que Un) converge uniformément vers f dans Ce:, et pour cela 
il suffit de prouver la convergence uniforme sur la droite R(s) = c. On fixe 0 < TJ < c, et 
s = é + it. Nous avons: 

K-1 +oo 

lfn(s)- f(s)l ~ L lck,n- ckl + L(ck,n- ck)k-(s-ry)k- 11 

k=l k=K 

Une transformation d'Abel conduit alors au résultat: si l'on pose uk(s) = (ck,n- ck)k-(s-ry), 
et vk = k- 11 , le lemme 5.1 affirme que: 

K2 

L uk(s) :::; C 
k=K1 

(où C est une constante que ne dépend ni de K 1, ni de K2 , ni de t), tandis que l'on sait 
que: 

0 

Nous disposons désormais des outils nécessaires pour prouver le théorème 5.1. 
Preuve : (du théorème 5.1) 

- i. ===?- ii. Considérons Un) une suite bornée de 1-l00
, et f E 1-l 00 tel qu'une sous

suite Unk) converge uniformément vers f sur C0 • Puisque <P(C+) C Ce:, Un o <P) 

converge uniformément sur C+, donc dans 1-l00
, vers f o <P: C,p est compact. 

- ii. ===?- i. Soit Un) la suite bornée de 1-l00 définie par fn(s) = n-s. Par compacité 
de C,p, une suite extraite fnk o <P converge dans 1-l00 vers g. Mais g ne peut être que 
la fonction nulle: en effet, pour chaque s de c+' 

g(s) = lim n~t/J(s) =O. 
k---t+oo 

Il Il - infR(s)>O lR,P(s) p , . ( ) Maintenant, fnk o <P 71.oo = nk . ar consequent, s1 inf RcjJ s = 0, 
lR(s)>O 

alors llfnk o <PIIw><> = 1, et ceci contredit que Unk o <P) converge vers la fonction 
nulle! 

0 

Remarque : En utilisant le point de vue de Bohr et les lemmes de Schwarz et de Montel 
pour le polydisque, il est possible de donner une autre preuve de l'implication i. ===?- ii. 
qui n'utilise pas le lemme 5.2. Supposons en effet que: <P(C+) C Ce:, où é > O. Pour tout 
entier m, et toute fonction f = l:n?:l ann -s de 1-l00

, on pose : 

IIm(f) = 

où P+(n) désigne le plus grand facteur premier den. En d'autres termes, 
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Soit m < m' et (z1 , ... ,zm) E IT.»m fixé; nous appliquons le lemme de Schwarz pour le 
polydisque rr»m' -m à la fonction 

On obtient alors : 

ou de façon équivalente: 

Considérons alors Un) une suite bornée de 1l00
, avec par exemple llfniiHoo ::::; 1. En 

faisant tendre m' vers +oo dans l'inégalité précédente, et en utilisant que <P( C+) c Ce, 
on obtient: 

(5.3) 

Soit Km= { z E rr»m; jzjl < Pj6
, 1 :S j::::; m }. Km est une partie compacte de IT.»m. Pour 

chaque m, (V(IIm o fn) )nEN est une suite de fonctions analytiques uniformément bornées 
de IT.»m. En appliquant le théorème de Montel pour le polydisque IT.»m, on obtient une sous
suite Unk) telle que, pour tout m, D(IIm o fnk) converge uniformément sur Km. 

Ceci entraine que Unk o <P) converge dans 1l00
• En effet, fixons o > 0, et m tel que 

p:;;.e < 5. Il existe alors un entier k0 pour lequel : 

Par conséquent, si s est un élément de C+ : 

lfnk 0 <P(s)- fnk' 0 <P(s)i :S lfnk 0 <P(s)- IImUnk) 0 <P(s)i 
+IIIm(fnk) 0 </>(s)- IIm(fnk,) 0 <P(s)i 

+IIIm(fnk') 0 <P(s)- fnk' 0 <P(s)j 
< 55, 

où nous avons utilisé (5.3) pour obtenir une majoration du premier et du troisième terme, 
et (5.4) pour une majoration du second. 

Lorsqu'un opérateur T sur un Banach X n'est pas compact, on peut mesurer sa 
non-compacité en calculant sa norme essentielle. Rappelons que celle-ci est définie par : 

IITIIe = inf {liT- Kil; K opérateur compact sur X}. 

Théorème 5.2 Si C<P n'est pas compact sur 1l00
, sa norme essentielle vaut 1. 
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5.2 Le cas de 1-l2 

En particulier, IIC<t>ll = IIC<t>lle, et c<P n'est "pas du tout" compact. 
Preuve : Si C<t> n'est pas compact, il existe une suite (sk) de C+ telle que ~</>(sk) --+ O. 
Quitte à extraire une sous-suite, il existe w E 'TI' tel que 2-<P(sk) --+ w. On fixe (rn) une 
suite de ]0,1[, qui tend vers 1, et on pose: 

Chaque fn est développable en série de Dirichlet absolument convergente sur C+, et 
llfnlloo:::; 1. Fixons Kun opérateur compact sur 1l00

• Il est suffisant de prouver que 
limsup II(C<t>- K)fnll .2: 1. Puisque K est compact, modulo le passage aux sous-suites, 
il existe f E 1l00 telle que lim IIK fn -JI loo =O. On a alors: 

et donc: 
limsup II(C.p- K)fnlloo .2: limsup IIC.p(Jn)- flloo· 

n n 

Maintenant, sisE c+, fno<f>(s)--+ -1, et donc IC.p(Jn)(s)- f(s)l-+ l-1- f(s)l. Si, pour 
uns de C+, 1- 1- j(s)l .2: 1, le résultat est prouvé. Sinon, par l'inégalité triangulaire, 
Il- J(s)l .2: 2 -Il+ f(s)l > 1 pour touts de C+. Nous allons alors utiliser la suite (sk) 
introduite au début de cette preuve. Pour chaque n, il est clair que fn o <f>(sk) k--++oo 1: 
si E > 0, il existe donc un k tel que lfn o <f>(sk) - f(sk) 1 > 1 - E, et par passage à la 
limite: 

limsup llfn o </>- flloo .2: 1. 
n 

Ceci achève la preuve du théorème 5.2, puisque 1 :::; IIC<t>lle :::; IIC<t>ll :::; 1. 0 

5.2 Le cas de 1{2 

5.2.1 Problèmes rencontrés 

Soit cp : c+ --+ c+' </>( s) = Cos+cp( s)' telle que ci/J induise un opérateur de composition 
sur 1-l2 . Si cp1 (z) = î:~, alors 1/J = 'P11 o <Po cp1 est une fonction holomorphe du disque 
dans lui-même, et par conséquent C,;; est un opérateur continu sur H 2 (IIJ)). La continuité 
de C,;; est l'argument essentiel employé par J.Gordon et H.Hedenmalm pour prouver 
la continuité de C.p dans le cas où c0 .2: 1. On pourrait s'attendre à ce que l'on puisse 
obtenir la compacité de C.p à partir de celle de C,p. Cela est impossible car, si c0 .2: 1, 
C,;; n'est jamais compact. 

Rappelons quelques résultats classiques concernant la compacité des opérateurs de 
composition sur H 2 (IIJ)) [62, chapitre 3]. Soit 1/J holomorphe de IIJ) dans IIJ). En utilisant 
l'image des noyaux reproduisants de H 2 (10J) par c;, on prouve que, si C,;; est compact, 
alors: 

lim 1 -11/J(z)l = +oo. 
lzl-+1 1 - lzl 
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Si 'ljJ est de la forme 'ljJ = cp11 
o cp o cp1 , avec cp(s) = c0 s + cp(s) et c0 2: 1, alors cette 

condition n'est jamais vérifiée. En effet, il existe un demi-plan où la série de Dirichlet tp 

converge normalement, et dans ce demi-plan, lcp(s)l ~ A, où A est une constante. Soit 
s1 un réel assez grand, et s 2 = cp(s1 ). Posons z1 = cp11(sl) et z2 = cp11 (s2), de sorte que 
z2 = 'lj;(z1). Il est clair que z1 tend vers 1 si 1R(st) tend vers +oo. Maintenant, 

Quand s1 est grand, lszl aussi car c0 -=JO. En notant a= cp(st) + c0 et b = cp(s1)- c0 , on 
a: 

1- ~ 
S2 

1- J!.. 
82 

a b ( 2 1--+- + 0 s;-) 
s2 s2 

1- 2co + O(s22). 
s2 

Il existe donc une constante C' telle que : 

En outre, de la même façon, 

En particulier, 
1- l'l/J(zl)l < C" 
1-lzll - C'' 

alors que z1 peut être choisi aussi proche du cercle que l'on veut. Par conséquent, C'I/J 
n'est pas compact. Remarquons que c'est le comportement de cp au voisinage de +oo qui 
interdit toute compacité de c'I/J. 

D'autre part, des difficultés surgissent aussi lorsque l'on étudie des conditions néces
saires de compacité. Généralement, l'étude de l'image des noyaux reproduisants par 
l'adjoint donne de bonnes conditions nécessaires de compacité pour les opérateurs de 
composition. L'application brutale de cette méthode conduit ici à des résultats modestes, 
et cette difficulté illustre bien l'insuffisance du demi-plan ccl/2 vis à vis de 1{2. 

Proposition 5.3 Si C,p est un opérateur de composition compact sur 1l2 , alors: 
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5.2 Le cas de 1-l2 

Preuve: Soit, pour w E C1;2, Kw= I'.:n>l n-w-s le noyau reproduisant en w, de norme 

((2lR(w))
112

. Si (wn) est une suite de C1~2 dont la partie réelle tend vers 1/2, la suite 

c~~::ll) tend faiblement vers 0 dans 1-l2 (par exemple, car elle est bornée et que ses 

coefficients tendent vers 0). Maintenant, si Ccl> est compact, c; aussi, et: 

En particulier, comme c;(KwJ = K</>(wn) , on obtient exactement le résultat annoncé. 
0 

Cette proposition est pourtant inutile. Si cp(s) -=1 s + iT, T E IR, le lemme 4.2 nous dit 
que cp( C1; 2 ) c C1;2+é, et dans ce cas la condition nécessaire est évidemment vérifiée. La 
proposition révèle donc simplement que les opérateurs induits par les cp( s) = s + iT ne 
sont pas compacts. Mais cela est clair, puisque dans ce cas C</> est inversible! 

Il nous faut alors introduire de nouveaux outils pour étudier la compacité des opéra
teurs de composition sur 7i2

, et nous présentons dans la suite les résultats obtenus. 

5.2.2 Premiers résultats 

Dans le cas du disque, l'utilisation des produits de Blaschke permet de ramener 
l'étude de la compacité de c'lj; sur HP(D), p fini, à celle de c'lj; sur H 2 (D). Nous ne 
disposons pas dans le cadre des séries de Dirichlet d'un tel outil. Toutefois, en procédant 
par interpolation, il est possible de se restreindre à 7i2

, modulo la perte du cas p = 1. 

Proposition 5.4 Soient 1 < p,q < +oo, et C<t> un opérateur de composition sur 1-l2
, 

avec c0 2: 1. Alors C</> est compact sur 1{P si et seulement si C</> est compact sur 1-lq. 
Remarque : La condition c0 > 1 dans la proposition précédente permet de s'assurer que 
si l'opérateur Ccl> est continu sur 7i2, il est continu sur tous les 1{P, 1 < p < +oo. La 
proposition reste valable si on sait a priori que Ccl> est continu sur tous les 1{P, même si 
c0 =O. 

Preuve : Il est bien connu (voir par exemple [40]) que si 
T : V -+ LP est compact, 
T : Lr -+ Lr est continu, 

alors pour q E]p,r[, T : Lq -+ Lq est compact. Supposons par exemple que p < q, et 
choisissons r > q. Alors, en notant Pla projection de V('F) sur HP('Jr"'), nous avons: 

Cq, oP : LP('JF') -+ V('F) est compact, 
Cq, oP : Lr('F) -+ Lr('F) est continu. 

Par conséquent, Cq, oP : Lq('F) -+ Lq('F) est compact. Maintenant, si (Fn) est une 
suite de Hq('F) qui converge faiblement vers 0, (Fn) converge aussi faiblement vers zéro 
dans Lq('F), et liCq, o P(Fn)llq = IICq,(Fn)IIP tend vers 0: Ccl> est compact sur ?iq. 0 

Notre premier résultat positif est la compacité de C<t> lorsque cjJ(C+) reste éloigné des 
limites qui lui sont imposées. 
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Théorème 5.5 Soient 1 :S p,q < +oo, é > 0, et cp(s) = c0 s + rp(s). 
a) Si c0 2': 1 et cp ( C+) C Ce:, alors C r/J est compact de 1{P dans 1-{5. 
b) Si cp(C+) c C1;2+e:, alors e<P est compact de 1-lP dans 1l00

• 

Preuve: 
a) Par un argument standard de factorisation, le même que celui effectué dans la preuve 

de la proposition 4.3, il suffit de prouver le résultat pour cp( s) = s + E. Nous prouvons 
d'abord que cet opérateur est compact sur 1l2

. Ceci est dû à un argument très général: 
Cr/J est un opérateur diagonal sur la base orthonormale (n-s), et cette diagonale tend 
vers 0 : C <P est compact sur 1{2, et donc sur tout 1-lq si q =/:. 1. 

Prouvons maintenant que e</> est compact de 1-lP dans 1lq. Soit 4JI(s) = s+é/2. Alors 
erP = CrjJ1 0 C<jJ1 , mais C<jJ1 envoie 1{P dans 1{q d'après le COrollaire 3.3, et C</J1 est 
compact sur 1lq si q =/:. 1. 
Pour q = 1, il n'y a rien de plus à prouver, car nous venons de montrer que C<P est 
compact de 1{P dans 1{2 par exemple, et l'inclusion de 1{2 dans 1{1 est continue. 

b) L'argument clé est ici le lemme 5.2. Fixons en effet Un) une suite bornée de 1{P, 

et posons 9n = fn 0 + ~ + s). Alors (gn) est une suite bornée de 1l00
, et d'après 

le lemme précité, une sous-suite (gnk) de (gn) converge uniformément sur Ce:;2 vers 
un élément g de 1-l00

• En particulier, (! nJ converge uniformément sur C1;2+e: vers 
une série de Dirichlet f qui est bornée sur ce même demi-plan. Maintenant, puisque 
cp(C+) c cl/2+e:' f 0 cp est une série de Dirichlet bornée dans c+' et e<P Unk) converge 
dans 1l00 vers C<P(f). 

0 

Remarque : Le résultat précédent montre en particulier que si Co = 0' alors c~ est 
compact: en effet, d'après le lemme 4.2, nous savons que si <,i>(C+) C C1;2 , alors cp2 (C+) C 

cp(C1;2 ) c C1;2+e:· Pour autant, nous verrons plus loin que e<P n'est pas toujours compact. 

Contrairement au cas du disque, où si 'lj!(JD)) est relativement compact dans ~' CV; est 
"très compact" (en particulier, CV; est Hilbert-Schmidt et appartient à toutes les classes 
de Schatten), l'inclusion cp(C+) c Ce: n'implique pas que e<P est Hilbert-Schmidt. On a 
en effet le 
Théorème 5.6 Soit Cr/J un opérateur de composition sur 1l2

. 

a) Si C<t> est Hilbert-Schmidt, alors cp(C+) c C1;2 . 

b) Si cp(C+) c C1), où TJ > 1/2, alors C<t> est Hilbert-Schmidt. 
Preuve: 
a) Rappelons que erP est de Hilbert-Schmidt si et seulement si 2:: lln-</J(s) Il~ < +oo. En 

n2:2 
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appliquant le lemme 2.6, et en choisissant par exemple comme mesure de probabilité 
dl/ dt 

r = 1r(l+t2 )' 

lln-</J(s) Il~ = r r ln-<~>x(e:+it) 12 dp(t)dm(x). 
IlfOO JJR 

Si cp( C+) ~ C1;2 , il existe c > 0 tel que </>(Ce:) ~ C1; 2 , et la proposition 4.1 de [25] 
assure que pour tout x de F, cpx (Ce:) ~ C1;2 . Maintenant, x étant fixé, il existe 



5.2 Le cas de 1-l2 

Ex C IR tel que J-L(Ex) > 0 et, pour tout t de Ex, ?R (c/Jx(E + it)) ~ 1/2. On en déduit 
que: 

ce qui donne : 

L lln-~(s) Il~ 
n2:2 

> r 2:: 11n-~x(e+it) 12 dJ-L(t) 
j 'fOO n2:2 lR 

+oo. 

C~ n'est donc pas un opérateur de Hilbert-Schmidt. 

b) Si cj;( C+) c ~, alors le même calcul montre que : 

et la série converge pour T} > 1/2. 

0 

Exemple : Si cj;(s) = s + w, ?R(w) 2: 0, C~ est de Hilbert-Schmidt si, et seulement si, 
?R(w) > 1/2. En particulier, pour 0 < ?R(w) ::; 1/2, C~ est un opérateur compact qui 
n'est pas de Hilbert-Schmidt. De tels exemples ne sont pas si simples à produire sur le 
disque. 

Remarque : Si cj;( s) = c0s + c1 + ~:=l cqi qj8
, où les (qi) sont des entiers multiplica

tivement indépendants, alors C.Finet, H.Queffélec et A. Volberg ont prouvé dans [20] 
que: 

- Pour d = 1 ou d = 2, C~ est Hilbert-Schmidt si et seulement si ?R(ci) > lcq1 1 + 
... + lcqdl + 1/2. 

- Pour d 2: 3, C~ est Hilbert-Schmidt si et seulement si ?R(ci) 2: lcq1 1+· · ·+lcqdl+1/2. 
En particulier, la condition a) du théorème n'est pas suffisante, et la condition b) n'est 
pas nécessaire. 

5.2.3 Fonction de comptage et obtention d'une condition suf
fisante 

Les opérateurs de composition compacts sur H 2 (JD)) ont été complètement caractérisés 
par J.Shapiro dans [63]. Rappelons en quelques mots sa démarche. Le point de départ 
est la formule de Littlewood-Paley pour calculer la norme d'un élément de H 2 (JD)) par 
une intégrale sur le disque: si f E H 2 (][J)), 

11!11~ = l/(0)1 2 + 2 i lf'(z)l 2
log l~l dA(z), (5.5) 
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où dA = ~dxdy. Ceci conduit J.Shapiro à introduire, pour une fonction '!j; ][}) -+ JO) 

holomorphe, sa fonction de comptage définie par: 

si w E '!j;(lDl) 

si w tf. '!j; (lDl), 

qui lui permet d'établir par un changement de variables non injectif la formule: 

Il! o 'l/JII~ = If o ~(0)1 2 + 2llf'(zW N,p(z)dA(z). 

La condition (vérifiée pour toute fonction holomorphe '!j;: ][})-+ ][})) N,p(z) = 0 (log l~l) 
quand lzl -+ 1- est une alternative pour prouver la continuité de C,p sur H 2 (][})). J.Sha
piro prouve que le renforcement de cette condition en: 

N,p(z) = o (log l~l) quand lzl -+ 1-

caractérise complètement la compacité de C,p. 
Nous allons suivre la même méthode pour les opérateurs de composition sur 1{2 , 

même si nous n'obtiendrons pas un résultat aussi précis. Nous commençons donc par 
donner une nouvelle expression de la norme d'un élément de 1l2 , sous la forme d'une 
intégrale d'aire: 
Proposition 5. 7 Soit p, une mesure de probabilité borélienne sur R Alors, pour tout f 
de 1l2 

' 

11!11~ = 41
00 

1:~ !ER alf~(a + it)l 2
dp,(t)dadm(x) + lf(oo)l2. (5.6) 

Preuve : D'après le lemme 2.6, pour tout a> 0, 

r r al!~( a+ itWdp,(t)dm(x) = L alanl 2n-2
(T log2 (n). 

}1foo }JR n~2 

Une simple intégration par parties prouve que: 

r+oo n -20" a da = 1 . 
Jo 4log2 n 

Ceci donne la proposition. 0 

Inspirés par la méthode de Shapiro, et la proposition précédente, nous introduisons la 
définition suivante: 
Définition 5.1 SoitcjJ: c+-+ c+, cjy(s) = Cos+<p(s). On définit lafonction de comptage 
de cP par: 

Nq,(s) ~ { 
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5.2 Le cas de 1i2 

Nous commençons par prouver l'analogue de l'inégalité de Littlewood [62, paragraphe 
10.3] pour cette fonction de comptage définie sur le demi-plan: 

Proposition 5.8 Soit cp : cc+ -+ cc+' cp( s) = CoS+ r.p( s)' avec Co 2: 1. Alors: 

1 
Nt~>(s):::; -~(s) pour touts de c+. 

co 

Preuve : Si s tf. cp(CC+), le résultat est évident. Sinon, soient w1 , ... ,wN un nombre 
quelconque, mais fini, d'antécédents (différents!) de s par cp. On rappelle que, pour 

Ç > 0, '1/Jç est l'application conforme de((\ sur [}l définie par: '1/Jç(s) s-;. On 
s+.., 

introduit 'ljJ = '1/JcoÇ o cp o 'I/Ji 1
, qui vérifie 'lj;(IT1l) C ][J), et: 

r.p(Ç) 
'1/J(O) = 2coÇ + r.p(Ç) · 

Clairement, '1/J('l/Jç(wk)) = 'I/Jc0ç(s), et comme 'ljJ est une fonction holomorphe du disque 
dans lui-même, l'inégalité de Littlewood affirme que: 

(5.7) 

Mais, si w désigne l'un quelconque des wi, on a: 

I
l 1 ~1 llwi2+2Ç~(w)+IÇI21 

log '1/Jç(w) = 2 og lwl2- 2Ç~(w) + IÇI2 

1 1 4ÇR(w) 1 
2log 1 + lwl2- 2ÇR(w) + IÇI2 . 

Comme w est dans un ensemble fini, si é > 0 est fixé, pour Ç assez grand et pour 
i = l, ... ,N, on a 

(5.8) 

De même, si Ç est choisi assez grand: 

log 1 - '1/JcoÇ(s)'ljJ(O) < (1 + c) log 1 
1 

1 < 2(1 + c) 2 ~(s). (5.9) 
'I/Jc0ç(s)- '1/J(O) - 'I/Jc0ç(s) - coÇ 

La juxtaposition des trois inégalités (5.7), (5.8) et (5.9) donne: 

Il suffit de faire tendre c vers 0, puis N vers +oo pour obtenir la proposition. D 
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La formule (5.6) nécessitant une intégrale sur 'IT'00
, nous aurons besoin de toutes les fonc

tion de comptage N,px, x E F. Toutefois, certaines estimations de Nr/> se transmettent 
bien à N,px, comme l'illustre la 

Proposition 5.9 Soit cp: c+ --7 c+, cp(s) =CoS+ rp(s), Co 2: 1. On suppose qu'il existe 
E > 0 et (} > 0 tels que, pour tout S de ([+ avec ~( S) :S (}, 

Alors, pour tout x de 'lfOO, pour tout s de C+ avec ~( s) ::; (}, 

Preuve :Rappelons que cpT(s) = c0s + r.p(s + iT), et que les fonctions cpx sont les limites 
normales des cpT. Du fait que cpT ( w - iT) = cp( w) - ic0T, il est facile de vérifier que 
N,pr(s- icoT) = N,p(s). 

Supposons maintenant que la proposition n'est pas réalisée pour un x de 'lfOO, et pour 
un s avec ~(s) ::; e. En particulier, il existe WI, ... ,WN des éléments de c+ vérifiant 
cpx(wk) =set: 

~(w1) + · · · + ~(wN) > E~(s). 

On fixe fJ > 0 tel que ~(w1 ) + · · · + ~(wN)- NfJ > E~(s), et on pose Bk= B(wk,TJ) = 
{w E C+; jw-wkj < TJ}. Il existe une suite (7n) telle que cpTn tende uniformément vers cpx 
sur tous les Bk· Commes E cpx(Bk) pour chaque k, le lemme d'Hurwitz pour les suites 
de fonctions holomorphes indique qu'il existe n tel que s E cpTn(Bk) pour k = 1, ... ,N. 
Soit w~ E Bk tel que cpTn (wU = s. Alors: 

~(wD + · · · + ~(w:V) > E~(s). 

Ceci contredit que N<Prn ( s) :S E~( s). 

Nous pouvons alors énoncer et prouver le résultat principal de ce chapitre: 

Théorème 5.10 Soit cp: c+ --7 c+, cp(s) =CoS+ rp(s), Co 2: 1. On suppose que: 
a) C:Sr.p est bornée sur c+. 
b} N,p(s) = o(~(s)) si ~(s) --7 O. 
Alors C,p est compact sur 1-l2 . 

D 

Preuve : Soit Un) une suite de fonctions de 1-l2 convergeant faiblement vers 0, avec 
llfnll 2 ::; 1, et A une constante telle que jC:S<pj ::; A. D'après la formule (5.6): 

Le premier terme ne pose pas de problèmes: lfn(+oo)j tend vers 0 sin tend vers +oo. 
Pour le second, nous commençons par effectuer le changement de variables (non injectif) 
w = cpx(Œ + it). Remarquons que, puisque tE [0,1], -A::; C:Sw::; c0 +A. En appliquant 
par exemple le théorème 2.4.18 de [19], il vient: 
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5.2 Le cas de 1-l2 

On fixe c > 0, et on pose()> 0 tel que, sis= CJ + i, ~(s) < () =? N,p(s):::.:; c~(s). On 
coupe l'intégrale en deux: 
1. D'une part, 

Maintenant, en raisonnant comme dans la preuve de la formule (5.6), on trouve que cette 
quantité est majorée par: (2A + co)cllfn/1~. 
2. D'autre part, d'après la proposition 5.8, on a 

où on a écrit fn(s) = Lk>l an,kk-s. On fixe K assez grand tel que, pour k > K, 

log2 k {+oo CJk- 2u dCJ :::.:; c. E: notant M =max log2 k {+= a-k-2u da-, on obtient: 
Jo k } 9 

Il reste à remarquer que, pour chaque k de 1, ... ,K, an,k -7 0 sin-+ +oo pour voir que 
llfn o <Pli~ -+ 0, et la compacité de C,p est démontrée. 0 

Corollaire 5.11 Soit <1>: c+ -7 c+, <t>(s) =CoS+ cl+ Ln2:2 Cnn-s. On suppose que: 

a) L lcnllogn:::.:; co. 

b) ~<1>( s) 1Rs-+O+ +oo. 
~s 

Alors C41 est compact. 

Preuve : La condition a) assure que C:Scp est bornée sur C+, et que <1> est injective. Mais 
dans ce cas, si w E <P(C+), N,p(w) = ~(<1>- 1 (w)). La condition b) du corollaire entraîne 
alors la condition b) du théorème 5.10. 0 

Remarque : Pour d'autres conditions suffisantes de compacité concernant le cas co = 0, 
on pourra se reporter à [20]. 

Question : L'hypothèse r:;scp bornée sur C+ semble simplement être un intermédaire 
technique. Le théorème reste-t-il vrai sans cette condition? 
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur 1-lP 

5.2.4 Noyaux reproduisants partiels et obtention d'une condi
tion nécessaire 

Définition 5.2 Pour w E C+, et l 2: 1, on définit le noyau reproduisant partiel d'ordre 
l en w par: 

Kz,w(s) D (~pjn(W+•)) 
L n-wn-s 
n>l 

P+(;;-)Svz 

(P+(n) désigne le plus grand diviseur premier den). 

L'avantage de ces noyaux reproduisants partiels est qu'ils sont définis pour w parcourant 
C+. Par un calcul semblable à celui effectué dans la preuve du théorème 2.6, on voit 
facilement que : 

11Kz,wll2 = rr (1 _ ~2R(w)) 
112 

J=l PJ 

Kz,w reproduit partiellement 1-l2 : si f(s) = I:ioo ann-s E 1-l2 , on a 

< f,Kz,w >= 
P+(n)::=;pz 

Pour certains opérateurs de composition C.p, K1,w se comporte bien vis à vis de c;: 
Proposition 5.12 Soit cp(s) =cos+ 2::~~ Cnn-s, avec Cn = 0 pour p+(n) >pz. 

a) Si Co =1= 0, alors c; (Kz,w) = Kt,tjJ(w). 

b) Si Co= 0, alors c; (Kz,w) = K.p(w)· 

Preuve: 

a) Pour c0 =/= 0 et n 2: 2, nous calculons n-.P(s): 

n-tjJ(s) = (nco)-s n-rp(s) 

_ (nc0 )-s n-q exp (- ~ Ckk-'logn) 

P+(k)$pz 
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5.2 Le cas de 1l2 

où bk = 0 si p+ ( k) > l (ces calculs formels sur les séries de Dirichlet sont justifiés 
dans [25, paragraphe 3]). Par conséquent, si p+(n) >pz, on obtient: 

-s C* (K ) -<P(sJ K 0 < n ' <P Z,w >=< n ' Z,w >= . 

En revanche, si p+(n) :::; pz, la série de Dirichlet de n-<P(s) ne fait intervenir que des 
termes en k-s pour lesquels p+(k) :::; pz, et donc: 

< n-s C* (Kz ) >=< n-<P(s) Kz >=< n-<P(s) K >= n-<P(w). 
' cp ,w ' ,w ' w 

b) c0 = 0: Nous avons cette fois, pour n 2: 1, 

+co 
n-<P(s) = 'L bkk-s, 

1 

avec bk = 0 si p+ ( k) > l, ce qui entraîne directement pour chaque entier n 

< n-<P(s) Kz >=< n-<P(s) K >= n-<P(w) 
' ,w ' w ' 

et donc CJ (Kz,w) = K<P(w)· 
0 

On déduit de ces considérations le: 

Théorème 5.13 Soit lE N, et c<P, cjJ(s) = Cos+<p(s), un opérateur de composition sur 
1l2

' tels que Cn = 0 si p+ ( n) > pz. On suppose que c<P est compact. Alors: 
. . Rcp( s) 

a) Sz c0 2: 1, hm ~ = +oo. 
R(s)---+0 ::n.S 

b) Si c0 = 0, lim R(s)z( (2RcjJ(s)) =O. 
R(s)---+0 

Preuve: 
a) Soit (sn) une suite de C+ avec R(sn) --7 O. On peut toujours supposer que RcjJ(sn) --7 O. 

En utilisant le même raisonnement que celui employé avec les noyaux reproduisants 
K 

exacts, il est facile de voir que Il~::: Il tend faiblement vers O. La compacité de CJ 
implique donc que 

C* ( Kz,sn ) Kz,<fJ(sn) t d O 
<P IIKz,sn Il = IIKz,sn Il en vers 

ou encore que: 

Or, 

De même, 
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On obtient donc finalement que: 

~!/>(sn) 

~(sn) 

ce qu'il fallait démontrer. 

n-t+oo + oo, 

b) Cette fois, tenant compte du fait que c;(Kz,sJ = Kq,(sn)' on obtient avec les mêmes 
notations: 

l II ( 1 - pj2R(sn)) ( (2~1/>( Sn)) n-t+oo O. 
j=l 

L'équivalent 1- pj2R(sn) rv 2~(sn) logpj donne le résultat. 
D 

Corollaire 5.14 Soit cjJ(s) = cos+c1 + ~t=l Cqiqj 8
, Co=/= 0, où les (qj) sont des entiers 

multiplicativement indépendants, tel que C,p induise un opérateur de composition sur 1-{2 . 

Alors les assertions suivantes sont équivalentes: 

z. ~(c1) > lcq1l + · · · + icqdl· 
ii. cjJ( c+) c cc' pour un é > 0. 

iii. C,p est compact. 

Preuve : Remarquons que d'après le théorème de Kronecker, il est nécessaire que 
~(c1) ~ lcq11 + · · · + icqdi afin que !j>(C+) c C+, c'est-à-dire que C,p soit borné. Par 
ce même théorème, les conditions i. et ii. sont équivalentes, et nous savons depuis le 
théorème 5.5 que ii. implique iii. Il suffit donc de prouver que iii. implique i. 

Si ~(c1 ) = lcq11 + · · · + lcqdi, d'après le théorème de Kronecker, on a pour tout é > 0, 

d d 

inf ~cjJ(s) = coé +~(cl)- L icqilqjc = Coé + L lcq1 l(l- q?) = O(é). 
R(s)=c 

1 
1 

E . l" l" ~cP( s) _J. c ' t n partlcu 1er, 1m 10( ) Î +oo , et q, nes pas compact. 
R(s)-tO ;n S 

0 

Corollaire 5.15 Soit cjJ(s) = c1 + c22-s, avec ~(ci) ~ lc21 + 1/2. Alors les assertions 
suivantes sont équivalentes: 

z. ~(c1) > lc2l + 1/2. 
ii. cjJ(C+) c C1;2+c, où é > O. 

iii. C <P est compact. 

Preuve : Il suffit encore simplement de prouver que iii. ==? i. Nous supposons sans 
perte de généralité que c1 ER Si c1 = lc2l + 1/2, il existe une suite (sn) de C+ telle que 
~(sn) = ljn, et c22-sn = -lc212-l/n. Mais alors: 
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( (2~cjJ(sn)) ( (1 + lc21(1- 2-l/n)) 
1 

+oo lc21(1-2-l/n) 

+oo Kn. 



5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts 

En particulier, ~(sn)( (23i<,b(sn)) ne tend pas vers O. 0 

Remarque : Ce théorème est prouvé par d'autres méthodes dans [20]. 

Remarque : Pour les opérateurs de composition du type cp( s) = c0s + c1 + ""L-t=l cqi qj 8
, 

où les ( Qj) sont des entiers multiplicativement indépendants, la situation est tout à fait 
différente suivant que c0 = 0 ou non : 

- Si co f. 0, il est nécessaire et suffisant que 3i(c1) 2: !cq1 ! + · · · + !cqd! afin que l'on 
puisse définir cr/>. cr/> est compact si et seulement si l'inégalité est stricte. 

- Si Co = 0, la continuité de cr/> est désormais régie par la condition 3i(cl) 2: ~ + 
!cq1 ! + · · · + !cqd 1· L'inégalité stricte est toujours nécessaire et suffisante dans le cas 
d = 1 pour avoir compacité, alors que pour d 2: 2, il est prouvé dans [20] que cr/> 
est toujours compact (et même Hilbert-Schmidt si d > 3). 

Remarque : Le cadre de la proposition 5.12 et du théorème 5.13 peut-être très légèrement 
généralisé ainsi : on se donne q1 , ... ,qz des entiers multiplicativement indépendants: on 
appelle Nz = { qr 1 

••• qf1
; ai 2: 0} l'ensemble des entiers construits sur q11 ... ,q1• On in

troduit le noyau reproduisant partiel: 

l 

Kz,w(s) = L n-wn-s =II (1- qjs-wrl' 
j=l 

et on remplace partout Cn = 0 si p+(n) 2: pz par Cn = 0 sin fj:. N1. La proposition 5.12 et 
le théorème 5.13 restent vrais dans ce cadre. Pour le a) du théorème, on ne gagne rien. 
Pour le b), on peut espérer que l'exposant diminue. Par exemple, le corollaire 5.15 est 
vérifié pour les opérateurs induits par <,D( s) = c1 + cqq-s, q 2: 2. 

5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts 

Si Test un opérateur sur l'espace de Hilbert H, nous noterons Sp(T) son spectre: 

Sp(T) = {..\ E C; T- ).JdH n'est pas inversible}. 

La recherche du spectre d'un opérateur de composition est un problème difficile, et pas 
complètement résolu à ce jour pour H 2 (JD)). Lorsqu'on se restreint aux opérateurs dont 
une puissance est compacte, la situation est plus facile car il suffit de déterminer le 
spectre ponctuel. J.Caughran et H.Schwartz ont ainsi pu déterminer complètement le 
spectre des opérateurs de composition compacts sur H 2 (JD)) [13]. Dans ce paragraphe, 
nous réalisons le même travail pour les opérateurs de composition sur 1i2

• 

Nous commençons par rappeler le lemme suivant [16, page 270] qui permet de tra
vailler en restriction à des sous-espaces. 
Lemme 5.3 Soit H un espace de Hilbert, qui se décompose en H = K EB L, où K est 
de dimension finie. Soit TE C(H). Si T, dans la décomposition matricielle H = K EB L 
admet une des deux représentations matricielles suivantes, 
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alors Sp(T) = Sp(X) u Sp(Z). 
Nous allons, une fois de plus, séparer les cas c0 = 0 et c0 =f O. Rappelons que si c0 = 0, 
1;(!!2+) c ([1/2. 

Théorème 5.16 Soit ccP un opérateur de composition sur 1i2
, <j>(s) =CoS+ <p(s). On 

suppose qu'il existe N 2: 1 tel que Cf est compact. Alors : 

a) Si c0 = 0, et si r;sq; est bornée, Sp(Ct>) = {0,1} U { [1;'(o:)]k; k 2: 1} où a est le point 

fixe de </> dans C1;2. 

b) Si c0 = 1, Sp(Cc/J) = {0,1} U {k-q; k 2: 2}. 

c) Si c0 > 1, Sp(Cq,) = {0,1}. 
Remarque : Si Co = 0, on a déjà prouvé que c~ est compact. Le théorème s'applique 
donc toujours dans ce cas. 

Preuve : Nous nous contentons pour le moment de prouver l'assertion a). Notons Ka 

le noyau reproduisant en o: E ((\;2 , et K~m) sa dérivée m-ième: 

Kiml(s) = I)-1)m(logn)mn-an-s. 
n;:::1 

< J,Kim) >= 2:)-1)m (logn)mann-a = j(ml(a). 
n;:::1 

Posons !Cm= vect (Ka, ... ,K~m)). !Cm est stable parc;: en effet, 

Maintenant, 

(f o <j>)(m) (o:) = [</>'(a)]m J(m) o cj;(a) + >.tf(m-1) o cj;(o:) + · · · + Àm-d' o cjJ(a), 

et donc c; ( K~m)) = [</>'(a)]m K~m) + >.1K~m- 1 ) + · · · + Àm-1K~. Nous notons Xm l'en

domorphisme c; restreint à !Cm. La matrice de Xm dans la base (Ka, ... ,KJxml) est 

triangulaire supérieure, et les coefficients sur sa diagonale sont 1, [ 1;' ( o:) J k, 1 ::; k ::; m. 
Ces complexes sont dans le spectre de Xm, donc d'après le lemme 5.3 dans celui de c;, 
et ceci prouve une inclusion du théorème. 

Pour prouver l'autre inclusion, posons .Cm = IC~. Dans la somme directe 1{2 = 

!Cm EB .Cm, c; se décompose en: 

D'après le lemme, Sp ( c;) = Sp(Xm) U Sp(Zm)· Il suffit de prouver que le rayon spectral 
de Zm tend vers 0 quand m tend vers +oo. Supposons que ce n'est pas le cas. Zm, comme 
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5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts 

Cq;, est de carré compact. De plus, son spectre est constitué, hormi 0, uniquement de 
valeurs propres. Quitte à extraire, il existe par conséquent une suite (zm)m2':l d'éléments 
de norme 1 de Cm et une suite (>,m) de scalaires, avec !>..mi 2: E > 0, et ZmZm = ÀmZm. 

Comme U Km = 1-l2 et comme Zm .l Km, la suite (zm) tend faiblement vers zéro. 
m 

Pourtant, c;(zm) = YmZm + ZmZm = YmZm + ÀmZm, et: 

( c;) 2 
(zm) = XmYmZm + ÀmYmZm + À.~Zm . ...__.., 

ElCm ELm 

En particulier, Il (c;) 2 (zm)ll ne tend pas vers 0, ce qui contredit la compacité de (C;) 2
. 

Par conséquent, le rayon spectral de Zm tend vers 0, et ceci achève de prouver l'as
sertion a) du théorème. 0 

Les assertions b) et c) du théorème sont des conséquences directes des propositions 
légèrement plus générales suivantes, où Spp( Cq;) désigne le spectre ponctuel de C<l>: 

Spp(Cq;) = {>.. E C; Cq;- >..Jd'H2 n'est pas injective}. 

Proposition 5.17 Soit Cq, un opérateur de composition sur 1{2
, c0 2: 1. Alors: 

Spp(Cq;) = {1} si c0 > 1, 

Spp(Cq,) C {1} U {k-q; k 2: 2} si c0 = 1. 

Preuve: Soit fun vecteur propre de Cq, pour À.. Nous évaluons l'identité focf:>(s) = >..f(s) 
pour ~( s) tendant vers +oo : ou bien À = 1 (qui est dans le spectre ponctuel, les 
constantes étant vecteurs propres), ou bien À. # 1, mais dans ce cas f ( oo) = 0. Nous 
écrivons f(s) = ~k>t akk-s, avec a1 # 0, l 2: 2. On cherche le terme en z-s de f o cf:>. 
D'après J.Gordon et-H.Hedenmalm, nous savons que la série de Dirichlet de f o cf:> peut 
être obtenue en développant le produit : 

En particulier, si Co> 1, il n'y a pas de termes en l-s, et Spp(Cq,) = {1}. Si Co= 1, le 
terme devant z-s est a1l-c1 • On a donc >..a1 = a1z-q, ce qui donne >.. = z-q. o 

Réciproquement, 
Proposition 5.18 Soit C,p un opérateur de composition sur 1-l2 , c0 = 1. Alors: 

Preuve : Posons Km= {1,2-s, ... ,m-s}, et Cm = K~. Cq; laisse Lm invariant, et C,p se 
décompose, dans 1-l2 =Km E9 Lm en: 
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur JiP 

D'après le lemme, Sp(X) C Sp( C,p). Mais, 

C,p (k-s) = k-sk-q + Lajj-5
• 

j>k 

Ainsi, la matrice de Xm est triangulaire inférieure, et Sp(X) = {1,2-cr, ... ,m-er}. 0 

Remarque : Nous pouvons aussi décrire le spectre de C,p lorsque C<P est une isométrie. 
Rappelons que pour toute isométrie d'un espace de Hilbert, le spectre est ou [J) (si cette 
isométrie n'est pas inversible), ou une partie du cercle. Il suffit donc pour nous d'étudier 
le spectre de C,p dans le cas où cjJ(s) = s + iT, T E IR (seul cas des isométries inversibles). 
Les valeurs propres sont alors (n-i7 )n2:l, et elles sont clairement denses dans le cercle si 
T -=J.O. On a donc Sp(C,p) ='li', sauf si T =O. 

5.4 Extension des résultats à des espaces de type 
Bergman 

Dans [48], J.McCarthy introduit des espaces de Hilbert pondérés de séries de Diri
chlet. En particulier, pour a E IR, il définit: 

Pour a = 0, on retrouve l'espace 1i2 . Les espaces 1i~ 1 et 1-lî sont des analogues respectifs 
des espaces de Dirichlet et de Bergman sur le disque. Les méthodes utilisées dans le 
paragraphe 5.2 sont susceptibles de généralisation. Précisément, nous pouvons énoncer 
le: 

Théorème 5.19 On fixe a> 0 et cjJ: c+ --7 c+, cjJ(s) =CoS+ cp(s), Co 2: 1. On suppose 
que: 
a) CÇScp est bornée sur c+. 
b) 

!RcjJ(s) R(s)-->0 

!R(s) +oo. 
Alors C,p est un opérateur de composition compact sur 1-l;_. 
Preuve : Remarquons que dans l'énoncé de cette condition suffisante, il n'est plus fait 
mention d'une fonction de comptage, ce qui est similaire à ce qui se passe sur le disque. 
Nous commençons par donner une formule intégrale pour calculer la norme d'un élément 
de 1i;_. Rappelant que 

1+oo -20" (3-ld rce) n rJ rJ = ----'---'--
0 (logn)/32/3' 

nous obtenons, comme à la formule (5.6), que: 
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5.4 Extension des résultats à des espaces de type Bergman 

où J-L désigne toujours une mesure de probabilité sur lR. Nous introduisons la fonction de 
comptage N</J,a. en posant : 

N,;,a(s) = { 

En recopiant quasiment mot pour mot les preuves des propositions 5.8, 5.9 et du 
théorème 5.10, et en utilisant les inégalités classiques pour les fonctions de comptage 
du disque (voir [63] ou [62, exercices 12 à 15]), on voit que les deux conditions: 

- r:scp bornée sur tC+ 
- Nrp,a.(s) = o (lR1-a.(s)) si lR(s) -7 0 

entrainent la compacité de Crp sur H;. Il reste donc à prouver que si a < 0, la deuxième 
, lR<f>(s) iR(s)-tO 

condition est une consequence de lR(s) +oo. Pour cela, fixons c > 0, et()> 0 

tels que: 
lR(w) < () ==? lR(w) :S clR</>(w). 

Soit s E tC+ tel que lR( s) < (). Si s rf- </>(tC+), on a Nrp,a. ( s) = O. Sinon, 

2: lR1-a.(w) < c-a.lR-a. ( s) 2: lR(w) 
wErp- 1 ({s}) wE.P- 1 ({s}) 

< c-a.lR-a.( s )N.p( s) 

< c-a.lRl-a.(s). 
co 

0 

Nous pouvons également énoncer des conditions nécessaires exactement identiques à 
celles du paragraphe 5.2.4. La seule différence est que les noyaux reproduisants partiels 
sont désormais donnés par : 

K ( ) 1 "'"' 1 -w-s l,w s = + L....t n . 
n>2 (log n )a. 

P+(;;-):5Pz 
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Chapitre 6 

Hypercyclicité simultanée 

6.1 Transformations hypercycliques 

6.1.1 Définitions et exemples 

Soit X un espace vectoriel topologique, et T une application linéaire continue de 
X dans X. Test dite hypercyclique s'il existe x E X tel que l'orbite de x, Orb(x) = 
{Tn(x); n 2: 1}, soit dense dans X. x est alors appelé vecteur hypercyclique pour T (on 
dit parfois vecteur universel). Les tranformations hypercycliques sont liées au problème 
des sous-espaces invariants. La fermeture de l'orbite de x est en effet la plus petite partie 
fermée de X qui contient x et qui est invariante parT. Un opérateur sur X n'admet pas 
de parties fermées non triviales invariantes si et seulement si tout vecteur non nul est 
hypercyclique. On ne sait pas si un tel exemple existe sur un espace de Hilbert. 

Bien sûr, si X admet une transformation hypercyclique, X est séparable, ce que 
nous supposerons par la suite. On rencontre dans la littérature de nombreux exemples 
de transformations hypercycliques : 

1. Le premier a été donné par G.D. Birkhoff (1929,[3]): Si a est un complexe non nul, il 
existe une fonction f telle que {f(. +na); n 2: 1} soit dense dans H(CC), l'ensemble 
des fonctions entières. 

2. W.P. Seidel et J.L Walsh ont généralisé le théorème de Birkhoff au disque (1941, 
[61]) : si cp est un automorphisme du disque sans point fixe dans lDl, alors il existe 
f E H(lDl) telle que {f o cpn; n 2: 1} soit dense dans H(lDJ). 

3. En 1952, G.R. MacLane [47] prouve l'hypercyclicité de l'opérateur de différentiation 
sur l'ensemble des fonctions holomorphes: il existe une fonction entière f pour laquelle 
l'ensemble de ses dérivées est dense dans H(CC). 

4. C'est S. Rolewicz qui donne en 1969 dans [57] le premier exemple de transformation 
hypercyclique dans un espace de Banach. Soit B le shift à gauche sur f 2 , défini 
par B(a0 ,a1 , ... ) = (a1 ,a2 , ... ). B lui-même n'est pas hypercyclique (car c'est une 
contraction). En revanche, si 1 >-1 > 1, alors >.B est hypercyclique sur f 2

. De nombreuses 
généralisations de ce théorème ont depuis été réalisées, notamment pour les shifts à 
poids (voir [59] par exemple). 
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5. Soit D un domaine de c_N, et H un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur 
n, vérifiant les conditions suivantes: 

- H est non trivial. 

- Pour tout z de n, l'évaluation enz est bornée sur H. 

Une fonction <p définie sur 0 à valeurs complexes est appelée un multiplicateur de 
H si pour tout f de H, <pj reste dans H. Tout multiplicateur <p définit alors un 
opérateur Mcp sur H. G. Godefroy et J.H. Shapiro ont prouvé dans [24] que M; est 
hypercyclique sur H dès que <p est holomorphe, non constante, et que <p(D) coupe 
le cercle unité (pour de nombreux espaces comme H 2 (IDJ), cette condition est aussi 
nécessaire). Ceci est aussi une généralisation du résultat de Rolewicz. 

6. P.Bourdon et J.H. Shapiro ont étudié dans [12] l'hypercyclicité des opérateurs de 
composition sur H 2 (IDJ). Ils prouvent par exemple que tout opérateur de composition 
induit par un automorphisme du disque sans point fixe est hypercyclique sur H 2 ([l)) 
(ce résultat contient le théorème de Seidel-Walsh). Pour des résultats plus généraux, 
on pourra se reporter par exemple au théorème 4. 7 de [12]. 

7. Nous étudions ici quels sont les opérateurs de composition hypercycliques sur l'espace 
de séries de Dirichlet 1-l2 . La réponse est simple : 

Théorème 6.1 Il n'existe pas d'opérateurs de composition sur 1-l2 hypercycliques. 

Preuve : Soit cp(s) = cos+ l:n>l cnn-s qui engendre un opérateur de composition 
sur 1-l2 . Remarquons que si c0 ?= 0, C</> est une contraction et donc ne peut être 
hypercyclique. Si c0 = 0, alors d'après le lemme 4.2, cjJ2 (C+) C Cr, où r > 1/2. 
Maintenant, comme cp(oo) = c1 , en posant p = inf(r,lR(c1)) > 1/2, pour f E 1{2 , et 
pour n 2: 1, on a : 

Donc, sig E { c;(f); n > 1 }, on a jg(oo)j ~ C. En particulier, { c;(f); n 2: 1} n'est 
jamais dense dans 1-l2 . D 

Pour une présentation complète et récente des différents résultats reliés à l'hypercyclicité, 
nous renvoyons à [26]. 

Chronologiquement, les preuves d'hypercyclicité ont d'abord été constructives. C'est 
le cas par exemple des preuves originelles des 4 premiers résultats présentés ci-dessus. En 
1982, C. Kitai, et indépendamment en 1987 R. Gethner et J.H. Shapiro, découvrent un 
critère qui permet pour des espaces vectoriels métriques complets d'obtenir des preuves 
d'hypercyclicité sans construction effective. 

Théorème 6.2 Soit X un espace de Banach séparable, et T E .C(X). S'il existe deux 
ensembles denses Y et Z de X et une suite (nk) d'entiers tels que: 

1. ynkx-+ 0 pour tout x E Y et: 

2. Il existe des fonctions Bnk : Z -+ X, avec, pour tout x E Z, Bnk x -+ 0 et 
ynkBnkX-+ X, 

alors T est hypercyclique. 
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6.2 Adjoints de multiplicateurs 

En particulier, on s'est aperçu que l'ensemble des vecteurs hypercycliques est gros, au 
sens de Baire. En effet, si X est un Banach séparable dans lequel la suite (Yk) est dense, 
siTE .C(X), l'ensemble de ses vecteurs hypercycliques s'écrit: 

HC(T) = nnu {xE X; !ITnx- Ykll < 1/l}. 
k l n 

En particulier, si HC(T) n'est pas vide (ie si T est hypercyclique), l'ensemble de ses 
vecteurs hypercycliques est un G0-dense (un G8 est une intersection dénombrable d'ou
verts). 

6.1.2 Hypercyclicité simultanée 

Soit X un expace vectoriel normé complet, et (T.ù~EA une famille de transformations 
hypercycliques de X. Notre but est d'étudier, pour divers exemples, l'hypercyclicité 
simultanée de la famille (T>.), c'est-à-dire d'essayer de trouver un vecteur hypercyclique 
commun à tous les (T>.). Lorsque A est dénombrable, puisque HC(T>.) est un G8-dense, 
il en est de même de nÀEA HC(T>.), qui en particulier est non vide. Dans le cas où la 
famille A n'est pas dénombrable, le premier résultat positif est dû à E.Abakumov et 
J.Gordon [1]: 
Théorème 6.3 Soit B le shift à gauche sur f 2

. Il existe un vecteur hypercyclique com
mun à tous les ÀB, où À> 1. 

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons tenter d'obtenir des résultats semblables 
pour les exemples classiques d'opérateurs hypercycliques (rappelés en introduction). 
En particulier nous prouverons une version d'hypercyclicité simultanée du théorème 
de Sei del-Walsh. 

6.2 Adjoints de multiplicateurs 

6.2.1 Structure de l'ensemble des vecteurs hypercycliques com
muns 

Nous commençons par un premier résultat, suggéré par Jean Saint-Raymond, qui 
nous renseigne sur la nature de l'ensemble des vecteurs hypercycliques communs. On le 
trouve aussi dans [1, par. 3.4]. 
Proposition 6.4 Soit X un espace de Fréchet, A C .C(X) tel que A est une réunion 

dénombrable de compacts. Alors n HC(T) est un G,. 
TEA 

Ici, .C(X) est muni de la topologie induite par la norme des opérateurs. 
Preuve: Soit M = { (T,x) E A xX; x tf. HC(T) }. On note (Bm) une base dénombrable 
d'ouverts de X. Alors, 

Mc {(T,x) E A x X; xE HC(T)} 

n U { (T,x); Tnx E Bm}· 
m?:l n?:O 
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En particulier, Mc est un Go de A x X. Écrivons M = Uk>l Fk, où chaque Fk est un 
fermé de A x X, et A= Up:;:: Ap, où chaque Ap est compact. -On note 1r la projection de 
.C(X) x X--+ X sur la seconde coordonnée. On a alors: 

Chaque sous-ensemble 1r ( Fk n ( Ap x X)) est fermé dans X : si ( xz) est une suite de 
n(H n (AP x X)), qui converge vers x E X, elle vérifie xz = n(Tz,xz), où (11) E AP, 
(T1,x1) E Fk. (Ap) étant compact, une sous-suite (TzJ converge vers T E Ap· Mais alors 
(Fk est fermé), (T,x) E Fk n (Ap x X) et x= n(T,x). 

En particulier, n(M) est un Fu (réunion dénombrable de fermés). Or, n(M) 

[ n HC(T)l c. L'ensemble n HC(T) est un G0 . o 
TEA TEA 

La proposition précédente ne garantit pas que n HC(T) est non vide. En revanche, 
TEA 

si l'on sait a priori que c'est le cas, elle permet de s'assurer que n HC(T) est gros au 
TEA 

sens de Baire. 
Corollaire 6.5 Soit X un espace de Fréchet, AC .C(X). On suppose que: 

1. A est réunion dénombrable de compacts. 

2. n HC(T) # 0. 
TEA 

3. Il existe S E A qui commute avec tous les éléments de A. 

Alors n HC(T) est un Go dense. 
TEA 

Preuve : Soit x E n HC(T), et fixons S comme dans 3. Prouvons que pour n 2 1, 
TEA 

Snx E n HC(T), ce qui prouve le corollaire puisque {Snx} est dense dans X. Fixons 
TEA 

un tel n, TE A, et (Bm) une base d'ouverts de X. Alors, 

Snx est hypercyclique pour T 

<====? Vm 2 1, 3k 2 1 avec TkSnx E Bm 

<====? Vm 2 1, 3k 2 1 avec SnTkx E Bm· 

Or, la condition 2. impose que S est hypercyclique, en particulier que sn est d'image 
dense. Ainsi, (Sn)-1 (Bm) est un ouvert non vide, et il existe bien k 2 1 avec snrkx E 

~. 0 

En particulier, si A C .C(X) est réunion dénombrable de compacts, et si tous les éléments 
de A commutent deux à deux, on a la dichotomie suivante: ou bien nA HC(T) = 0, ou 
bien nA HC(T) est un Go dense. 
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6.2 Adjoints de multiplicateurs 

6.2.2 La construction d'E.Abakumov et de J.Gordon 

Les preuves des résultats des paragraphes suivants seront constructives. Pour les 
réaliser, nous allons utiliser un outil d'approximation, fourni par l'article d'E.Abakumov 
et J.Gordon [1]: 

Théorème 6.6 Il existe un entier k0 2: 1, une fonction j : {n E N; n 2: k0 } -t N tels 
que, pour toute suite (at)t2:l de réels strictement positifs, il existe une suite (Mk)k2:ko 
d'entiers strictement positifs, une suite (rk)k2:ko de réels strictement positifs, tels que: 

z. (Mk) est strictement croissante, Mk+1 - Mk ----t +oo. 

zz. (rk) est strictement décroissante, r~:1 -t O. 

m. Pour tout l deN, pour tout ê > 0, pour tout À > 1, pour tout K > 0, il existe k > K 
tel que: 

j est ce que nous appelerons une fonction de choix. On peut voir ce théorème comme 
un théorème de Baire non dénombrable. Il est en effet évident que: 

Le théorème 6.6 dit la chose beaucoup plus forte suivante: 

Nous utiliserons aussi, au gré des besoins, une version additive du théorème précédent, 
également démontrée dans [1] : 

Théorème 6. 7 Il existe un entier k0 2: 1, une fonction j : { n E N; n 2: k0} -t N, 
une suite (Mk)k2:ko d'entiers strictement positifs, une suite (Xk)k2:ko de réels strictement 
positifs tels que : 

1. (Mk) est strictement croissante, Mk+l - Mk ----t +oo. 

2. (Xk) est strictement croissante, avec Xk+l - Xk -t +oo. 

3. Pour tout l de N, pour tout ê > 0, pour tout a > 0, tout b > 0, tout K > 0, il 
existe k > K tel que : 

6.2.3 Un critère d'hypercyclicité simultanée 

Nous donnons un premier résultat d'hypercyclicité simultanée, qui généralise le thé
orème 6.3. Il s'apparente à une version simultanée du critère d'hypercyclicité de Kitai: 

Théorème 6.8 Soit X un espace de Banach séparable, et TE .C(X). On suppose que: 

a) V = Un K er(Tn) est dense dans X. 

b) Il existeS: V ----t X avec TS = Idv et IISxll ~ llxll pour tout x de V. 

Alors n H C ( .XT) est un G .s dense. 
,\>1 
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Preuve : Par le corollaire 6.5, il suffit de prouver l'existence d'un vecteur hypercyclique 
commun. On fixe (vt) une suite dense dans V, et on pose at = llv1ll· Les suites (Mk), 
(rk) et la fonction j sont définies comme dans le théorème 6.6. Pour k 2: k0, on pose: 

- dk = rk - rk+l 2: O. 

- Wk = Vj(k) si TMk+l -MkVj(k) = Ü, Wk = Ü sinon. 

- dk sMk . -'- o - o . 
- Yk- llwkll wk s1 wk Î , Yk- smon. 

On considère le vecteur f = l:m>k Ym· Remarquons que si m < k, TMkSMmwm 
- 0 

yMk-Mmwm = 0, d'où l'on déduit que: 

Prouvons que f est hypercyclique pour ÀT, où)..> 1. Il suffit de montrer que {(>..Tt!} 
s'approche aussi près que l'on veut de tous les v1. Nous fixons donc c > 0, l E N. Il existe 
k tel que: 

- j(k) = l, et wk = vz. 

- I)..Mkrk- llvzlll :S é. 

- r~:1 (c + llvtll) :S é. 

Alors , 

Ceci achève de prouver que f est hypercyclique pour tous les )..T. 0 

Comme nous l'avons signalé en introduction, les opérateurs hypercycliques sont liés au 
problème des sous-espaces invariants. Le résultat suivant en donne une illustration : 

Théorème 6.9 Sous les conditions du théorème 6.8, il existe un sous-espace de X 
dense, invariant pour T, constitué, à l'exception de zéro, uniquement de vecteurs hy
percycliques pour tous les )..T, où ).. > 1. 
Preuve : Soit x un vecteur hypercyclique commun à tous les ÀT. 

M = {p(T)x; p est un polynôme} 

convient : il suffit de suivre mot pour pour mot la preuve de P.S. Bourdon dans [11]. 0 
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6.3 Opérateurs de composition 

6.2.4 Application aux adjoints de multiplicateurs 

Corollaire 6.10 Soit cp une fonction intérieure non constante, M'P le multiplicateur 
sur H 2 (JI])) associé. Alors il existe un vecteur hypercyclique commun à tous les >.M;, où 
À>l. 

En choisissant cp(z) = z, on retrouve exactement le résultat du théorème 6.3. 
Preuve : Nous vérifions que les deux conditions du théorème précédent sont remplies: 
a) Il est clair que K er((M;)n) = [<pn H 2]_i. Rappelons les résultats suivants [50, p 34-35]. 

Soit E un espace normé et (En) une suite de sous-espaces de E. On définit la limite 
inférieure de la suite (En) par: 

lim En= {xE E; limdist(x,En) = 0}. 
n 

Dans le cas où E = H 2 et où les En sont de la forme En= (BnH2)_i, les Bn étant des 
fonctions intérieures, on a le résultat suivant : 

Lemme 6.1 

lim (BnH2 (I!J)))_i = H 2 (lDl) {:=::} 'Vz E lDl, limBn(z) =O. 
n 

En ce qui nous concerne, Bn = <pn, et ( <pn H 2)_i C ( <pn+l H 2)_i. On en déduit que 
lim(<pnH2 )_i C Un(<pnH2 )_i. Maintenant, puisque cp est non constante, pour tout 
z E lDl, <pn(z) -+ 0 et le lemme s'applique: 

b) Si fE V, gE H 2 (1Dl), alors: 

< g,M;M'Pf > 

n 

< M'Pg,M'Pf > 

[ <pgrp] 

[ gJ =< g,j > puisque <p est intérieure. 

M'P est donc un inverse à droite de M; sur V. 

6.3 Opérateurs de composition 

6.3.1 Un petit détour par la géométrie du disque 

D 

Pour les détails concernant ce paragraphe, nous renvoyons à [62]. Notons Aut(JI])) 
l'ensemble des automorphismes du disque. Ces automorphismes sont classés en fonction 
de leurs points fixes: <p E Aut(lDl) est dit 

- parabolique si cp admet un unique point fixe w qui est alors sur 'Ir. Il est "attractif" 
au sens que <t?n ( z) -+ w pour tout z E JI]). 
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- hyperbolique si cp admet un point fixe attractif sur 1f et un autre point fixe sur 1!'. 

- elliptique si r.p admet un point fixe dans JI]). 

L'hypercyclicité des opérateurs de composition associés à des automorphismes du disque 
concerne uniquement les cas paraboliques et hyperboliques. Il est plus facile de décrire 
leur action (par conjugaison) sur le demi-plan C+. Rappelons que <p1 : JI]) --+ C+ désigne 
l'application <p1 (z) =~~:,de réciproque 'lj;1 (s) = :~i· Si cp E Aut(JI))) admet +1 pour 
point fixe attractif, on pose 'ljJ = cp1 o r.p o <p!1

. Alors: 

- '1/J ( z) = z + ia, où a E IR, a =!= 0 si r.p est parabolique (un automorphisme parabolique 
est conjugué à une translation). 

- 'lf;(z) = .-\(z- ib) + ib où À > 1, b E :IR. si cp est hyperbolique (un automorphisme 
hyperbolique est conjugué à une homothétie). 

6.3.2 Énoncés principaux 

À la suite du théorème de Bourdon-Shapiro, il se pose une question naturelle : 

Existe-t-il un vecteur hypercyclique commun pour tous les opérateurs de 
composition Ccp sur H 2 (D), où r.p E Aut(JD)) n'admet pas de points fixes dans 
JI))? 

Ici, il est possible de jouer sur deux paramètres: le point fixe attractif, et son attractivité 
(les scalaires À, a et b). Le résultat suivant montre qu'il est impossible d'avoir un large 
choix de points fixes attractifs : 

Théorème 6.11 Soit A C Aut(JD)) tel que, pour tout r.p E A, r.p n'admet pas de points 
fixes dans D. Supposons en outre que : 

B = { w E 'lf; ::l<p E A tel que w est le point fixe attractif de r.p} 

est de mesure strictement positive. Alors n HC(Ccp) = 0. 

cpEA 

Dans l'énoncé précédent, Ccp doit être compris comme opérateur sur H 2 (JI))). 
Preuve : Commençons par rappeler les deux définitions suivantes [62, p. 55]: 

Définition 6.1 - Un secteur dans]]) en un point w E 8JI)) est la région de]]) comprise 
entre deux droites qui se coupent en w et sont symétriques par rapport au rayon 
qui mène en w. 

- Si f est une fonction définie sur ]]), on dit que f admet l comme limite non
tangentielle en w (on dit aussi limite angulaire) si f ( z) --+ l quand z --+ w, en 
restant dans un secteur issu de w. 

Il est bien connu qu'une fontion de H2 (D) admet des limites non-tangentielles en presque 
tout point de 'JI'. Le théorème est une conséquence directe du lemme suivant : 

Lemme 6.2 Si r.p E Aut(D) admet w E 'Ir pour point fixe attractif, et si f E H 2 (D) est 
un vecteur hypercyclique pour C'P, alors f n'admet pas de limite non-tangentielle en w. 
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6.4 Le cas holomorphe 

Preuve :Par le théorème de Denjoy-Wolff, (cpn(O)) converge non-tangentiellement vers 
w. Maintenant, l'évaluation en w est continue sur H 2 (llJJ) et puisque f est hypercyclique 
pour C,.P, il existe des entiers m et n aussi grands que l'on veut avec: 

If 0 cpn(O)- Ol < 1/4 et If 0 cpm(O)- li < 1/4. 

En particulier, f n'admet pas de limite non-tangentielle en w. 0 

0 

Essentiellement, il nous faut donc fixer le point fixe attractif, disons + 1, et la question 
devient: 

Existe-t-il un vecteur hypercyclique commun pour tous les opérateurs de 
composition C'P sur H2 (llJJ), où cp E Aut(llJJ) admet +1 comme point fixe 
attractif? 

Nous ne savons pas donner une réponse positive ou négative à cette question. Toutefois, si 
l'on autorise le vecteur hypercyclique à appartenir à un ensemble plus gros que H 2 (llJJ), les 
constructions deviennent plus aisées et on obtient deux réponses (partielles) positives. 
D'une part, on peut oublier l'hypothèse de contrôle L2 des fonctions. C'P induit un 
opérateur de composition sur H (llJJ) dont l'hypercyclicité est donnée par le théorème de 
Seidel-Walsh. Concernant l'hypercyclicité simultanée, nous avons le: 

Théorème 6.12 Soit w E 'JI'. Il existe un vecteur hypercyclique commun pour tous les 
opérateurs de composition C'P opérant sur H(llJJ), où cp E Aut(llJJ) admet w comme point 
fixe attractif. En outre, l'ensemble des vecteurs hypercycliques communs est un résiduel. 

D'autre part, on peut aussi ignorer la condition de régularité: d'après des résultats de 
Nordgren, C'P est aussi un opérateur de composition sur L2('ll'). Une application du critère 
d'hypercyclicité prouverait son hypercyclicité si cp est parabolique ou hyperbolique. Nous 
étudions directement l'hypercyclicité simultanée: 

Théorème 6.13 Soit w E 'JI'. Il existe un vecteur hypercyclique commun pour tous les 
opérateurs de composition C'P opérant sur L 2 ('ll'), où cp E Aut(I!J)) admet w comme point 
fixe attractif. En outre, l'ensemble des vecteurs hypercycliques communs est un résiduel. 

Les deux paragraphes suivants sont consacrés à la preuve des théorèmes précédents. 
Nous supposerons que w = + 1. 

6.4 Le cas holomorphe 

Nous prenons le modèle du demi-plan, et définissons (a E IR*, bE IR*, À> 0): 

Ta(J)(z) = f(z + ia) 

S>.,b(J)(z) = f(.\(z- ib) + ib). 

Il suffit de prouver que n#o HC(Ta) et n>.>l,bEIR HC(S>.,b) sont des G6 denses. Pour cela, 
fixons jusqu'à la fin de ce chapitre (bk), 0 < bk < 1, une suite qui tend vers 0, et (Pt) une 
suite de H(C+) telle que, pour tout J-L 2: 1 et tout TE IR, (P1(J-Lz- J-Lir)) est dense dans 
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Chapitre 6 : Hypercyclicité simultanée 

H(C+) (par exemple, (P1) peut être la suite des polynômes dont les coefficients ont leur 
partie réelle et leur partie imaginaire dans Q). On traite séparément les cas parabolique 
et hyperbolique. 

6.4.1 Le cas parabolique 

Grâce au corollaire 6.5 (les translations commutent deux à deux), il suffit de prouver 

que n HC(Ta) =/=- 0. Nous fixons des suites (Xk) et (Mk) comme dans le théorème 6.7. 
a>O 

Pour k 2: k0 + 1, on pose : 

R . (xk+l- xk xk- xk-1) 
k =mm 

2 
; 

2 
. 

Nous allons construire par récurrence des suites de rectangles Ck, Dk et rk, k 2: k0+ 1, 
en commençant par l'initialisation rko = {(1,0)}. Pour k 2:: k0+1, on considère Ck le carré 
de centre (Rk/2,0), de côté Rk- bk. Remarquons que si K est un compact de C+, alors 
K est inclus dans Ck dès que k devient assez grand. Nous considérons Dk = Ck + iXk. 
Les carrés Dk sont disjoints. En outre, par construction, il existe un rectangle rk qui 
contient Dk, rk_ 1 , mais d'intersection vide avec Dk+l· 

On définit alors par récurrence une suite (ITk)k?:ko de polynômes, en posant ITk0 (z) = 
1. Puis, si k > k0 , on définit grâce au théorème de Runge un polynôme ITk vérifiant: 

a) jllk(z)- Pz(z- iXk)l :s; -{,; si z E Dk· 
b) IITk(z)- IIk-1(z)l :s; 2

1
k si z E rk-1· 

La suite (ITk) converge uniformément sur tout compact de C+ (les rectangles rk finissent 
par remplir ce demi-plan). On note f sa limite. Remarquons que si z E rk. alors: 

1 
lf(z)- ITk(z)l :s; !ITk(z)- Ilk+l(z)j + !IIk+1(z)- Ilk+2(z)j + · · · :s; 

2
k. 

Prouvons que f est hypercyclique pour Ta, où a > O. En effet, fixons l un entier, 
c > 0, Kun compact de C+, et rJ > 0 tel que K 1 = K + B(O,rJ) cC+. Soit 0 < b < rJ 
tel que: 

z1,z2 E K1 1\ !z1- z2! :s; b ==? 1Pt(z1)- Pt(z2)1 :s; é. 

Par définition, il existe un entier k tel que : 

- j ( k) = l et ~ :s; é. 

- jaMk- Xkj < 8. 
Alors, pour z E K, z + Mkw - iXk E K1 c Ck et donc z + iMka E Dk. On en déduit 
que: 

I[Ta(f)]Mk(z)- _Pz(z)l < é + jiTk(z + iMka)- Pt(z)j 

< 2c + !Pz(z + iMka- iXk)- Il(z)j 

< 3c. 

C'est exactement ce que nous voulions prouver. 
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6.4 Le cas holomorphe 

6.4.2 Le cas hyperbolique 

Il ne suffit plus a priori de prouver que n HC(S>.,b) est non vide: les homothéties 
>.,b 

ne commutent pas, et le corollaire 6.5 ne s'applique plus. Nous allons donc prouver que n HC(S>.,b) est dense. En utilisant le théorème 6.6 pour la suite (a1) constante égale à 1, 
>.,b 
on fixe (Mk) une suite d'entiers strictement positifs, une suite (rk) de réels strictement 
positifs tels que : 

1. (Mk) est strictement croissante, et Mk+ 1 - Mk ----t +oo. 
11. ( rk) est strictement décroissante, et rk+t ----t O. 

rk 

m. Pour tout l de N, pour tout c > 0, pour tout À > 1, pour tout K > 0, il existe 
k > K tel que: 

Pour k 2: k0 + 1, on pose: 

On fixe toujours rko = {(1,0)}. Pour k > k0 , on considère Ck le disque hyperbolique de 
centre (1,0) et de rayon Rk: 

Ck = { z E C+; :: ~ ~: ~ Rk}. 

Remarquons que pour tout compact K de C+, K est inclus dans Ck si k est assez grand. 
On pose Dk l'image de Ck par l'homothétie de centre 0 de rapport _l_. Les Dk sont 

rk 

tous disjoints. En outre, par construction, pour chaque k, il existe un rectangle rk qui 
contient rk_1 et Dk, mais qui est d'intersection vide avec Dk+l (voir la figure). 

On fixe ITk0 (z) = 1, puis, si k > k0 , et l = j(k), on définit grâce au théorème de 
Runge un polynôme Ih vérifiant : 
a) IIIk(z)- _Pz(rkz)l ~ 2

1
k si z E Dk· 

b) IITk(z)- rrk-1(z)l ~ f,; si z E rk-1· 
Comme précédemment, la suite (IIk) converge uniformément sur tout compact de C+ 
vers une limite f telle que, si z E rk, alors nous avons: 

1 
lf(z)- ITk(z)l ~ 

2
k. 

Pour f.-l 2: 1, prouvons que la fonction g(z) = f(f.-lz) est hypercyclique pour chaque 
S>.,b(z), avec À> 1 et bi=- O. Fixons l un entier, E > 0, Kun compact de C+, et 'T} > 0 
tel que K 1 = K + B(O,TJ) cC+. Soit 0 < 5 < TJ tel que: 

z1,z2 E K1 1\ lz1- z2l ~ 5 ==} IPz(f.-lZI- f.-LW)- -A(f.-LZ2- f.-LW)I ~ E. 

Soit k un entier tel que : 
- j(k) = l. 
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r--------------------

/ 

1 

fk-1 

.... 
\ 

1 

FIG. 6.1 - Construction dans le cas hyperbolique 

- J-LÀMkrk(K- ib) + p,réb C Ck· 
- 21k :S ê. 

- en définissant M tel que z E K :::=:::} lzl :SM, alors nous avons 

1 [5-\,b(g)]Mk (z)- Pt(p,z- J-Lib)i if(J-LÀMk(z- ib) + J-Lib)- P,(p,z- J-Lib)l 

< ê + IITk(fJÀMk(z- ib) + p,ib)- Pt(p,z- p,ib)i 

< 2ê + IPz(p,).Mkrk(z- ib) + p,rkib)- Pt(P,z- p,ib)i 

< 3ê, 

où la dernière inégalité vient de 
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6.5 Le cas L2 

En particulier, {f(f..Lz); p, ~ 1} c nÀ>l,bElR HC(SÀ,b)· Maintenant, puisque fest hy
percyclique pour tous les SÀ,b, il est en particulier hypercyclique pour S2,0 , c'est-à-dire 
que {f(2nz); n ~ 1} est dense dans H(C+)· Donc nHC(SÀ,w) est dense dans H(C+)· 

6.5 Le cas L2 

Nous notons toujours d:"-i(t) = 7r(l~t2 ) la mesure image par cp1 de la mesure de Haar 
sur le cercle. Si f E L2 ('IT'), f o 'l/J1 E L2 (IR,d,-\) et: 

Nous changeons les notations afin d'éviter l'intégration sur i~. Pour a =/= 0, À > 1 et 
bE~' on définit: 

Ta(f)(x) 

SÀ,b(f)(x) 

f(x +a) 

f(>.(x- b) + b). 

Nous prouvons le résultat légèrement plus précis suivant: 

Théorème 6.14 Soit p ~ 1, et o: > 1/2, et considérons Ta et SÀ,b comme des opérateurs 

sur LP ( ~' (l+~~)a). Alors na#O HC(Ta) et nÀ>l,bElR HC(SÀ,b) sont des Go denses dans 

LP ( ~' (l+~~)a). 
Le cas p = 2 et o: = 1 correspond au théorème 6.13. Nous allons séparer les cas para
bolique et hyperbolique; comme pour les fonctions holomorphes, il suffit de construire 
un vecteur hypercyclique commun pour .tous les Ta, et un ensemble dense de vecteurs 
hypercycliques communs pour tous les SÀ,b· Le lemme facile suivant sera utile: 

Lemme 6.3 Soit ( vk)k>1 une suite croissante positive, qui tend vers +oo. Alors il existe 
une suite croissante positive ( uk)k21 qui tend vers +oo telle que: 

"'"" Uk a) L k3 < +oo. 
k2:1 

b) u~ k--++oo 0. 
vk 

) 2: Um k-++oo O. 
c m>k ((m- k) + Vm)3 

Preuve :Pour k ~ 1, on pose u~ = inf(k,v[k/2],V[k/2]+1' ... ,vk), puis uk = inf12ku;. Les 
points a) et b) sont évidents. Pour le point c) : 

""" Um "'"" Um+k "'"" Vm+k """ 1 Q 
- m~k ((m- k) + Vm)

3 = ~ (m + Vm+k)3 :::; ~ (m + Vm+k) 3 :S: ~ m2 -+ · 

- """ Um < Vk """ 1 < Vk """ 1 < C -+ O. 
~ ((m- k) +vm)3

- ~ (m+vm+k) 3 - ~ (m+vk)3- vk 
k<m:S2k m:Sk m:'Sk 

0 

113 



Chapitre 6 : Hypercyclicité simultanée 

6.5.1 Cas parabolique 

Nous commençons par prouver que pour a = 2, na>O HC(Ta) -/:- 0. Nous posons 

dt 1+oo C 
dp, = ( 

2
)

2
, et C > 0 tel que, pour x > 0, dp, ::; 3 . Nous considérons des 

1+t x x 
suites (Mk), (Xk), définies pour k 2: k0, comme dans le théorème 6.7. On supposera en . . . (xk+l- xk xk- xk-1 xk) particulier que Xk 2: k. On pose, pour k 2: ko, Rk =mf 

2 
; 

2 
; 2 · 

Quitte à considérer R~ = inft>k Rt, on peut toujours supposer que (Rk) est croissante. 
D'après le lemme 6.3, il existe une suite (uk) croissant vers +oo telle que: 

"'"'Uk 
a) ~ k3 < +oo. 

k2:1 

Uk k---t+oo 
b) (Rk-1- 1)3 O. 

c) ; ((m- k) ~ Rm- 2)3 
k---t+oo O. 

On fixe (!1) une suite de fonctions continues à support compact, dense dans V (JR.,d11), 
avec lift li~:::; Ut. Pour k 2: ko, et l = j(k), on pose: 

- wk =ft si supp ft C [-Rk; Rk], et wk = 0 sinon. 

- hk(x) = wk(x- Xk): les (hk) ont des supports disjoints. 

Finalement, considérons f = L (gk + hk)· Alors, fE V (lR,df.L). En effet, 
k2:ko 

Soit a > O. Prouvons que f est hypercyclique pour Ta· Soit l E N, et E > O. On fixe 
0 < 8 < 1 dont une valeur précise sera déterminée ultérieurement. Il existe k 2: k0 , aussi 
grand qu'on le souhaite, tel que: 

- j(k) = l. 
- supp ft C [-Rk; Rk]· 

- lM ka - xk 1 < 6. 

- Pour m 2: k, Xm+l- Xm 2: 1. 

Alors, 

m>k m<k 

Mais: 

1. IITaMkhk- ftiiP = IITMka-xkft- ftiiP:::; E dès que 8 est choisi assez petit. 
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2. 

Observons que: 

Nous en déduisons que : 

p 

<CL Um 

- m>k ((m- k) + Rm- 2) 3
' 

p m>k 

et cette dernière quantité est plus petite que c si k est suffisamment grand. 
3. 

p 

LTMkahm < 
m<k p 

< 

< 

< 

Tout ceci montre que f est hypercyclique pour Ta· Il reste à traiter le cas a -=J. 2. Pour 
cela, on utilise une variante d'un lemme classique (voir par exemple [62, plll "The 
hypercyclic comparison principle"]): 

Lemme 6.4 Soient X C Y des espaces vectoriels topologiques, (cpx)xEI une famille 
d'applications linéaires continues sur X et Y. On suppose que: 

1. L'inclusion de X dans Y est continue. 

2. X est dense dans Y. 

3. f E X est un vecteur hypercyclique commun à tous les 'Px, vues comme applications 
linéaires sur X. 

Alors f est un vecteur hypercyclique commun à tous les 'Px, vues comme applications 
linéaires sur Y. 

Preuve : Immédiate! 0 

Achevons la preuve du cas parabolique. Si a > 2, on applique le lemme avec: 
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Si 1/2 <a< 2, on poseE= a-1/2. Si fE LP (R'(l+~t2 )a), d'après l'inégalité de Hèilder, 

et donc 

L
2
P ( ~' (1 + t2~;a/2-l/4) C LP ( ~' (1 ::2)a) · 

Des applications répétées de l'inégalité de Hèilder montrent alors que: 

::lq > 1, :3,6 ~ 2 tels que U ( ~' (l :tt2 )f3) C LP ( ~' (1 :tt2 )a) , 
l'inclusion étant dense et continue. 

6.5.2 Cas hyperbolique 

Nous nous limitons au cas a= 2. On considère des suites (Ah) et (rk), définies pour 
k ~ k0 , comme dans le théorème 6.6. L'application d'une variante du lemme 6.3 fournit 
une suite ( uk) croissant vers +oo et telle que: 
~Uk 

a) ~ k3 < +oo. 
k?_ko 

b) Uk~ k-Hoo 0. 

) """""' Um k-t+oo O. c Pour tout b E ~' L 3 ----1-

m>k (2m-k~- rkb + b) 
On fixe Ut) une suite de fonctions continues, avec supp ft C [ -l; -~] U [~; z], lift li~ < 

Ut, et telle que pour tout y de ~' pour tout f.1 ~ 1, Ut (f.lx + f.lY)) est dense dans LP (~,df.l). 

Pour k > k0 , nous définissons les intervalles h = J ~; ~[,et Jk = -h. Ils sont 
yTkTk-1 yTkTk+l 

deux à deux disjoints. Pour k > k0, l = j(k) et xE hU Jk, on pose f(x) = ft(rkx). Pour 
les x n'appartenant à aucun des hou Jk, on pose f(x) =O. La fonction f ainsi définie 
est dans LP (~,df.l): en effet, 

Fixons).> 1, bER et prouvons que fest hypercyclique pour S>.,b· Soit l EN, E > 0, et 
0 < c5 < 1/2 dont une valeur précise sera déterminée ultérieurement. Il existe k > k0 tel 
que: 

- j(k) = l. 
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Alors, 

j
+oo 

-oo IS~t(f)(x)- fz(x- b)IPdfL :S 

L r l!j(m)(ÀMkrm(x- b) +rmb)- fz(x- b)lp dj.l 
m<k} )..Mk (x-b)+bElm 

+ r ifz(ÀMkrk(x- b) + rkb)- fz(X- b) IP dfL 
J)..Mk(x-b)+bEh 

+ L r liJ(m)(ÀMkrm(x- b) + rmb)- fz(x- b)lp dj.l 
m>k} ÀMk (x-b)+bElm 

+S~ + s~ + s~ 
< s1 + s2 + s3 + s~ + s~ + s~, 

où s: désigne la même quantité que Si, en remplaçant lm par Jm. Mais: 

1. sl ::; 2Puk/L ( u J~~ b + b). Or, 
m<k 

On en déduit que : 

Pour k assez grand, IS1I :S é. 

2. On sait que 1)\Mkrk(x- b) + rkb- (x- b)l ::; bjx- bi+ rklbl. Par uniforme conti
nuité de fz (qui est à support compact), si o est choisi assez petit, et k est choisi 
assez grand, IS2I :S é. 

3. On a: 
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où cette dernière inégalité s'obtient en remarquant que: 

s3 peut donc elle aussi être rendue inférieure à é. 

Les quantités SI se traitent de manière analogue: f est hypercyclique pour S>.,b· 
De la même façon que pour le cas des fonctions holomorphes, il est possible de 

prouver que pour chaque J.-t 2: 1, g( x) = f (J.-tx) est en fait hypercyclique pour tous les 
S >.,b· Ceci entraîne en particulier que la famille {f (J.-tx); fL 2: 1} est une partie dense 

dans V (IR, (l+~t2 )"), constituée de vecteurs hypercycliques pour tous les S>.,b, où ). > 1 
et bE lR. 

6.6 Hypercyclicité des translations et des homothé
ties sur des espaces L1 à poids 

A la lecture du théorème 6.14, on peut se demander quels sont les poids w sur IR 
pour lesquels l'opérateur de translation Tf(x) = f(x + 1) et l'opérateur d'homothétie 
Sf(x) = f(2x) sont hypercycliques sur L 1 (IR,dw). 

Définition 6.2 Une fonction continue positive et bornée w sur IR est appelée un poids 
admissible pour la translation s'il existe C > 0 tel que, pour tout a E IR, 

ra r+l 
la-I w(x)dx::; C la w(x)dx. 

Elle est dite admissible pour l'homothétie s'il existe une constante C > 0 telle que, pour 
tous x,y E IR avec 0 ~x :S y ou x ~y :S 0, 

1
y/2 l.y 

w(x)dx::; C w(x)dx. 
x/2 x 

Le fait que w soit admissible pour la translation (resp. admissible pour l'homothétie) 
garantit que l'opérateur de translation T (resp. l'opérateur d'homothétie S) est continu 
sur U (IR,w) . 
Théorème 6.15 Soit w une fonction continue positive bornée sur IR. 

a) Si w est admissible pour la translation, T est hypercyclique sur L 1 (IR,w) si, et seule
ment si, il existe une suite d'entiers (nk) telle que: 

pour chaque q > O. 
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b) Si w est admissible pour l'homothétie, S est hypercyclique sur L1 (IR,w) si, et seulement 
si, il existe une suite d'entiers (nk) telle que: 

pour tout 0 <a< b. 
Cet énoncé est l'analogue continu du théorème de Salas [59] sur les shifts à poids. 
Preuve: 

a) La condition est suffisante: on applique le critère d'hypercyclicité. Soit (Pi) une 
suite dense de L1 (1R,w) de fonctions bornées à support compact. Si supp Pic [-q,q], 
j fixé, alors : 

IITnk Pi li l:~~:q IPj(X + nk)l w(x)dx 

r-nk+q 
< IIPilloo 1-nk-q w(x)dx k-++oo O. 

Posons Af(x) = f(x- 1). A est un inverse à droite (pas forcément borné) de T. Par 

le même raisonnement, IIAnkpill k·-++oo O. 
La condition est nécessaire : Par un argument diagonal, il suffit de prouver que, 
pour tout c > 0, pour tout q > 0, il existe N arbitrairement grand tel que: 

rN+q r-N+q 
1N-q w(x)dx ~cet 

1
-N-q w(x)dx ~ c. 

On pose A1 = inf[-q,q] w, A2 = supJR w. Puisque l'ensemble des vecteurs hypercycliques 
pour Test dense, il existe fE L1 (1R,w) tel que: 

(6.1) 

Il existe aussi N arbitrairement grand, N > 2q, tel que: 

(6.2) 

Puisque N 2: 2q, l'inégalité (6.1) implique que 

rN+q é 

1
N-q lf(x)lw(x)dx ~ 2' 

tandis que l'inégalité (6.2) donne: 

t EA1 

1
_q lf(x + N)- 1lw(x)dx ~ 2A

2
, 
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qui à son tour conduit à: 

qui elle-même entraîne: 

Par conséquent, 

l
q ê 

if(x+N) -11 ~-A, 
-q 2 2 

1
N+q ê 

if(x) -1lw(x)dx ~ -. 
N-q 2 

1
N+q 

w(x)dx ~ ê. 
N-q 

Nous utilisons exactement la même méthode pour prouver l'autre inégalité, en per
mutant le rôle joué par (6.1) et (6.2). 

b) Nous prouvons là-aussi que la condition est suffisante en utilisant le critère de Ki tai. 
La différence est que nous prenons cette fois un ensemble dense de fonctions bornées 
dont le support est contenu dans des intervalles du type [-b,-a]U[a,b], avec 0 < a <b. 
En effet, si Pest une telle fonction, on a: 

1
b/2nk 1-a/2nk 

IP(2nk )xl w(x)dx + IP(2nk)xl w(x)dx 
a/2nk -b/2nk 

k-t+oo 0 (Pest bornée). 

Si AP(x) = P(x/2), A est un inverse à droite deS, et: 

< IIPIIoo ( r2
nkb w(x)dx + 1

2

nka w(x)dx) 
}2nka -2nkb 

o. 

Pour prouver que la condition est suffisante, on fixe 0 < a S b, et A1 = inf[a,b] w, 
A2 = supJR w. Il existe fE L 1(JR,w) et N arbitrairement grand (en particulier 2N a> b) 
avec: 

Il!- 1[a,b] Il s ~~~, (6.3) 

(6.4) 

Comme précédemment, (6.3) donne: 
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6.6 Hypercyclicité des translations et des homothéties sur des espaces L1 à poids 

tandis que (6.4) donne: 

Ceci mis ensemble prouve encore que : 

0 

Exemple : Pour le poids w(x) = 1:lxl, l'opérateur de translation Test hypercyclique, 
l'opérateur d'homothétieS ne l'est pas. 
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