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Notations

- Co={s€C; R(s) > 6}.

- C, =C,.

— Si z € C, () est sa partie imaginaire, R(2) est sa partie réelle.
— (pg) est la suite des nombres premiers: py = 2, py =3, p3 =5, ...
- D*® ={z=(21,22,...) ; |z <1}

- T ={z=(21,22,...) ; |z| =1}

—Z®) ={n=(niny,...); m €Z Iy €N, i >4y = n; =0}
~ Si f(s) = 3.7 a,n"* est une série de Dirichlet, x € T,

+00

D(f) = Z an27t .. 28T,

g:l
n=p, 1 ...p?"'

+00

fx(s) = Z anx(n)n=>.
1
- Si@(s) = cos+¢(s), ot ¢y € N et ¢ est une série de Dirichlet, ¢, (s) = cos + @y ().
= AT®) ={ F(2) = T peziom 6(mma, . )2 2085 |Fl| =5 egiem la()] < +00}.

- A+(T°°)={F(Z)=ZneN<oo) a(ni,ng, .. )20t 25 IF) =3 ene Ja(n)] < +OO}~
N

— P est I’ensemble des polynémes de Dirichlet Z apn”°.
1

— [z] désigne la partie entiere de z.
- h(pf*...p%) = (a1,.. ,0py...).

— Sim:(ml,...,m,,O,...) etZETw,zm:z;nl_,_zzjwr_
— e(s) = 5%, de C dans D, dA(t) = & X 5%
- e(2) = £2.

- SiyvadeDdans D, ¢; = o--- 0 (j fois).
— PT(n) désigne le plus grand facteur premier de n.



Chapitre 0 : Notations

- K, est le noyau reproduisant partiel en w:

!
Kiu(s) = H(zpj—n(m+s)>

~ Pour U un ouvert de C, H(U) désigne ’ensemble des fonctions holomorphes sur
U.
— Aut(D) désigne I’ensemble des automorphismes de D.

iv



Chapitre 1

Rappels et compléments sur les
séries de Dirichlet

1.1 Abscisse de convergence d’une série de Dirichlet

Dans cette these, nous étudions certaines séries de Dirichlet f(s) = Ef‘x’ a,n"% s €
C. Depuis leur introduction, ces séries de Dirichlet ont fait I'objet d'un vif intérét car
elles jouent un role d’intermédiaire entre ’analyse classique et l'arithmétique. La plus
célebre d’entre elles est bien entendu la fonction Zeta de Riemann ((s) = 327 n™°.

La premier probléeme & résoudre, dans I’étude d’une telle série de Dirichlet, est la
détermination des complexes s pour lesquels la série converge. On définit ’abscisse de
convergence de f par:

+00
o.(f) = inf {a eR; Zann‘” converge} .

n=1

Par une transformation d’Abel, on prouve que si s € C, et R(s) > o.(f), alors la série
> 1*a,n"° converge, alors que si R(s) < oc(f), la série S ¥ an~* diverge. Sur la
droite R(s) = o.(f), on ne peut a priori rien conclure (voir par exemple les théorémes
2.12 et 2.14). Le domaine de convergence d'une série de Dirichlet est donc un demi-plan
Cop = {s € C; R(s) > 0} (nous désignerons aussi par C,. le demi-plan Cy).
D’autres abscisses de convergence vont étre également importantes:
oo(f) =inf{o €R; 3,5, lan|n™ converge }, abscisse de convergence abso-
lue, -
ou(f) = inf{o € R; 3,5, axn~* converge uniformément sur C, }, abscisse
de convergence uniforme.
Clairement, nous avons les inégalités o, < 0, < 0,. Par ailleurs, si o.(f) > 0, il existe
des formules pour calculer ces 3 abscisses qui ressemblent a la formule de Hadamard pour
calculer le rayon de convergence d’une série entiére (voir [54] par exemple):

log A, — log A}, - log U,
B0 = T poo o™ 0y = [0 oo loggn’ (1.1)

Oc = hInn—-w-oo

logn logn
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ou

N
E annzt

1

Apn=01+ - +an; A, =la]+- +lanf; Up=sup
teR

Ces formules permettent par exemple d’établir les autres inégalités :
0o <0.+1; 0, <0, +1/2.

On sait qu’elles sont optimales en général (voir 'article de Bohnenblust et Hille [5] pour
la seconde).

Il existe encore une autre caractérisation de l’abscisse de convergence uniforme.
Définissons en effet pour une série de Dirichlet f(s) = f°° a,n”° son abscisse de
Bohr o4(f) par la borne inférieure des réels o pour lesquels on peut définir, & partir de
f, par prolongement analytique, une fonction holomorphe et bornée sur C,. Un célébre

et non-trivial résultat de Bohr [6] affirme que:

Théoréme 1.1 Pour toute série de Dirichlet f, op(f) = ou(f).

Nous donnerons plus loin au lemme 5.1 une preuve d’une version légérement précisée de
ce théoreme.

1.2 Le point de vue de Bohr

Nous présentons dans ce paragraphe un outil essentiel dans 'étude des séries de
Dirichlet, dii au mathématicien danois Harald Bohr dans [7]. Prenons en effet une série
de Dirichlet f(s) = 3.7 *a,n~*. Chaque entier n peut étre factorisé en produit de
facteurs premiers n = pi* ... p27. Si s est un complexe, notons z la suite (p7°,p3°,...), olt

(pi)iz1 désigne la suite des nombres premiers. Alors:

+o0o

+o0
f(s) = Zan (pr) ™ .. (pr)™ = Zanz‘fl 2o

1

Notre série de Dirichlet devient une série de Fourier en une infinité de variables, les
valeurs de la série de Fourier en certains points étant données par les valeurs de la série
de Dirichlet. Précisons un peu. On définit :

D> = {z = (21,22,...) ; |z] <1}
T = {z = (21,22,...) ; =] =1}

Le dual de T est Z(*), I'ensemble des suites d’entiers n = (ny,ng,...) 4 support fini.
400

Si f(s) =377 apn™° est une série de Dirichlet nous posons

+00

D(f) = Z R

p=1
n=p; 1. .pa"




1.2 Le point de vue de Bohr

Df est une série de Fourier sur T*, indexée par N(®). Cette définition n’est pas purement
formelle : les propriétés de f et D f sont intimement lies, grace & un résultat de Kronecker
dont nous rappelons ’énoncé sous la forme qui nous sera utile.

Définition 1.1 Les entiers (g;);>1 seront dits multiplicativement indépendants si tout
entier n € N s’écrit d’une fagon au plus comme n = ¢f* ... ¢%", avec a; € N.
Autrement dit, les entiers (g;);>1 sont multiplicativement indépendants si, et seulement
si, les (logg;) sont Q—linéairement indépendants, c’est-a-dire si

ciloggr + -+ +cqloggs =0 avec ¢; € Q = ¢; = 0 pour tout 1.

Par exemple, des entiers premiers entre eux deux a deux sont multiplicativement indé-
pendants.
Théoréme 1.2 (Kronecker) Soient ¢u,...,qq des entiers multiplicativement indépen-
dants. Alors la fonction:

R — T¢

t = (df,. .. .q)
est d’image dense.
En particulier, si P(s) = Zfr a,n~*° est un polynéme de Dirichlet (nous désignerons par
P 'ensemble des polynémes de Dirichlet), on a

sup {|P(s)]; R(s) =0} =sup {|DP(2)|; z € T}.
Mieux, si ¢y, . . . ,qq désignent toujours des entiers multiplicativement indépendants, et si

P est a spectre dans les ¢;, P(s) = Zajqj—s, alors:
j=1

sup {|P(s)]; R(s) =0} = _ lay-

Nous aurons besoin, au cours de cette these, d’une autre description de T*°. Soit
© le groupe dual de Q. , ou Q4 désigne le groupe multiplicatif discret des rationnels
strictement positifs. © est ’ensemble des characteres x : Q, — C:

- x(mn) = x(m)x(n) pour tous m,n dans Q.
- Ix(n)l =1
© et T peuvent étre identifiés de la facon suivante: étant donné un élément z =
(21,22, ...) de T*°, on définit un caractere x en imposant sa valeur sur chaque premier
par
x(2) =2z, x(8)=2,..., X(Om)=2m,...

En étendant la définition de y par multiplicativité, on obtient un caractere, et tous
les caracteres peuvent clairement étre obtenus par ce procédé. Cette identification est
un homéomorphisme de © sur T, qui respecte les mesures de Haar (voir [29] pour
les détails). Dans toute la suite, nous oublierons la notation ©, et écrirons simplement
x € T=.
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Donnons un premier apercu de la puissance du point de vue de Bohr pour les séries
de Dirichlet. Hewitt et Williamson ont prouvé dans [31] le théoréme suivant :

Si f est une série de Dirichlet absolument convergente telle qu’il existe § > 0

avec |f(s)| > ¢ st R(s) > 0, alors 1/f est une série de Dirichlet absolument

convergente.
Ce théoreme est analogue au théoreme taubérien de Wiener concernant les séries de
Fourier : toute série de Fourier absolument convergente qui ne s’annule pas sur le cercle
a son inverse développable en série de Fourier absolument convergente. La preuve de
Hewitt et Williamson utilise la théorie de Gelfand des algebres de Banach. D. Newman
a donné dans [49] la premiére preuve vraiment élémentaire du théoréme de Wiener. Nous
allons adapter sa preuve aux séries de Fourier sur T°, puis transférer, grace & 'iden-
tification précédente, le théoreme des séries de Fourier sur T* aux séries de Dirichlet.
Nous obtiendrons ainsi une preuve du résultat de Hewitt-Williamson qui n’utilise pas la
théorie de Gelfand.

Nous désignons par A(T*) (resp. par A*(T>)) l'algébre de Banach des séries de

Fourier absolument convergentes sur T* (resp. l’algébre de Banach des séries de Fourier
absolument convergentes & coefficients dans N(>) :

A(T"’):{F(z): S (g, ) [Fl = S |a(n)1<+oo}

neZ(o°) neZ(eo)

wr) = {FE) = 3 almme, ) [Pl = Y Ja()] < +oo).

neN(e) neN(ee)

Remarquons que si F' et G sont éléments de A(T*), le produit F'G l'est aussi, avec
I'inégalité :

IFGI < [IFIIG] -
Pour un élément F' de A(T), il est 1égitime de considérer sa norme infini
| Flloe = sup {|F(z)[; z€ T}

Dans le cas des séries de Fourier en un nombre fini de variables, la norme de A(T*) de
F peut étre majorée a 'aide des normes infini de F' et de ses dérivées partielles :

Lemme 1.1 Soit F(z) = E a(ny, ...,nN) 27t ... 25" une série de Fourier sur TV.

neZN
Alors :

oF

azk oo '

N

IF < IFlloo +2)

k=1

Preuve : Nous commengons par remarquer que:

IF < a0, 0 + 3 la(ma,.onw)++ D0 alng,. .. nn)l.

neZN m1£0 n€ZN ny#0




1.2 Le point de vue de Bohr

Mais, d’une part, |a(0,...,0)] < ||F||w, et d’autre part :

Z la(ny,...,nN)| < Z (Z niknk]a(nl,...,nN)O

n€ZN, np#£0 Z;H"k;}l\, nE#£0
. 1/2 1/2
< (Z F) <Z ni|a(n1,,nN)|2>
ng#0 K neZN
1/2
oF = |?
< 2 (/ —(2) dz)
™ 8Zk
< 2‘ oF |
8zk oo

La version précisée du théoreme de Wiener dont nous aurons besoin est la suivante:
Théoréme 1.3 (Théoréme de Wiener sur T )

1. Soit F' dans A(T*) avec F(z) #0 si z € T®. Alors 1/F € A(T>).

2. Soit F dans AT(T*®) avec F(z) # 0 si z € D®. Alors 1/F € A*(T>).
Preuve : Soit F dans A(T*), avec F(z) # 0si z € T®. Sans perte de généralité, on peut
supposer que |F(z)| > 1. Soit P une somme partielle de F' telle que ||P — F|| < 1/3. En

particulier, pour tout z de T*°, | P(z)| > 2/3. Il est possible d’écrire F = P { 1 — 5 )
2 1 P-F\" Ceci nous conduit a poser:
ou encore - = - 2 : p :

+00 n—1
(P-F)

n=1
Nous allons prouver que la série S est absolument convergente dans A(T>). En effet,

- 1
1P =P < 5

et puisque P est un polyndéme trigonométrique, le lemme 1.1 s’applique et donne:

1 1
’ﬁ 5}}%
co k=1

o

Or,
1

3 n
. <(=],
7= ()
3 n+1 3 n
z < -
m<2) _(3An+1)<2) ,

de sorte que:

opP
8zk

3\" u
< (§> +2n;

1
Pn
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ol nous avons posé: A = Zsz1 ‘ %—Z— . Par conséquent,
>0

(P-F)~t < 9An + 3

pr - 2n

qui est le terme général d’une série qui converge. En particulier, S converge en norme et
uniformément, et la somme de cette série géométrique ne peut étre que % : %.,- appartient
a A(T=).

Si on suppose que F € AT(T®) et que F(z) # 0 si z € Do, il suffit avec les
notations précédentes de prouver que P et 715 sont éléments de At (T*) pour obtenir
que % est lui-méme dans A" (T). Pour P qui est une somme partielle d’un élément de
A*(T*), il n’y a aucun probléme. Pour %, qui est dans A(T*), remarquons que P est
une fonction holomorphe sur DV qui ne s’annule pas: il en est de méme de %, et ses

coefficients de Fourier b(n) s’annulent si n ¢ N(*): 1 € A™(T=). 0
Nous énongons et prouvons alors le théoreme de Hewitt et Williamson :

Théoreme 1.4 Soit f(s) = ST a,n"° une série de Dirichlet telle que 2>t lan] <
+00. Supposons qu’il existe § > 0 tel que |f(s)| > 0 pour R(s) > 0. Alors

1
= b,n"*°
i~ 2%
est une série de Dirichlet telle que > |bn| < +00.

Preuve : Soit f une telle série de Dirichlet, pour laquelle nous supposerons par exemple
que |f(s)] > 1 si R(s) > 0. Nous commengons par prouver, comme application du
théoreme de Kronecker, que:

|Df(2)] > 1si z € D>.

En effet, fixons 0 < € < 1, et soit P une somme partielle de D f telle que |D f(z)— P(z)| <
e pour z € D*®. Suivant [54], nous définissons, pour ¢ > 0 ou ¢ = +00,

g

D]V:{Zz(zl)-"azN)ECN; 'ZJ‘SPJ_Ua:lS]SN}a

ooy ={z=(z1,...ow) € CV 5 |5 =p;7, 1< < N

DY est la frontiere distinguée de DY . Le choix de P et ’hypothese faite sur f imposent
que si z € CV est de la forme z = (p;7p7™, ... py"pN"), alors |[P(2)] > 1 —¢. Par le
théoreme de Kronecker, cette inégalité reste vraie pour tous les z € §DY. Le lemme
suivant, qui est prouvé dans [54], garantit qu'elle est en fait juste pour tout z de DV.
Lemme 1.2 (Principe du minimum distingué) Soit QQ un polynéme analytique a
N wvariables tel que (8, étant un réel fizé) :

(ZE a()Df,V, OSO' S OO) = |Q(Z)l 252

Alors on o

|Q(2)| > 6,  dés que z € DV.




1.3 Produit de deux séries de Dirichlet

En utilisant une fois de plus I'inégalité |D f(z) — P(z)| < €, nous en déduisons que, pour
tout z de D>, |Df(z)| > 1 - 2¢. Puisque ¢ est arbitraire, le résultat annoncé est prouvé.

En particulier, Df est un élément de A™(T*), qui ne s’annule pas dans D®. Le
théoréme de Wiener précisé s’applique, et :

1

— n ~
57 = D ob(n)e", ot Y |b(n)] < +oo.
neN(=0) neN(e)
En spécialisant cette égalité pour z = (p;°,p3°,...), avec Rs > 0, nous obtenons que:
1 V(3 ki -5 N
o) = Z b(n) (pI*...pp*)~°, ou Z |b(n)| < 4.
neN©e) neN(e)
Ceci est exactement la conclusion du théoreme. O

1.3 Produit de deux séries de Dirichlet

Soient f(s) = Y, 5;aan"° et g(s) = > o, bon™* deux séries de Dirichlet. Le pro-
duit h = fg de ces deux séries est défini formellement par h(s) = > . c,n™% ou
Cn =) j=n Qibj- Cette série converge absolument dans un demi-plan commun d’absolue
convergence de f et g, et sa somme correspond alors au produit usuel des deux fonctions.
Un probléme intéressant est d’estimer 1’abscisse de convergence du produit fg en fonc-
tion des abscisses de convergence respectives de f et de g. Le théoréme suivant répond
au probleme :

Théoreme 1.5 Si f (resp. g) est une série de Dirichlet dont l’abscisse de convergence
est a (resp. B) avec 0 < o — B| < 1, alors l'abscisse de convergence du produit fg est
inférieure ou €gale a %(a-i—ﬁ%— 1). En outre, cette inégalité est optimale : on peut trouver
f et g de sorte que f et g divergent pour tout o < ;(a+ 8 + 1).

Ce théoreme a une longue histoire. L'inégalité a d’abord été obtenue par Stieltjes dans
le cas @ = 8 = 0, puis par Landau dans le cas général. En outre, Landau [42, 1907] a
prouvé que o.(fg) pouvait étre plus grande que #(c + 8 + 1), alors que Cahen avait
conjecturé que 'on avait toujours o.(fg) < 3(a+ 8). La premiere preuve de I'optimalité
de la borne (a+ 8 +1) a été fournie par Bohr [9, 1952] : sa méthode est trés compliquée
et utilise la fonction d’ordre d’une série de Dirichlet. Elle a été simplifiée par Queffélec
(565, 1980], puis étendue par Kahane et Queffélec [36, 1997], en utilisant notamment
le théoreme de Baire. Il existe une preuve simple récente de I'optimalité: elle est due
a Konyagin et Queffélec [38, 2001]. Toutefois, cette preuve repose sur des arguments
topologiques (le théoréme de Banach-Steinhaus), et il semble que 'on ne connaisse pas
explicitement deux séries de Dirichlet f et g dont I’abscisse de convergence du produit
vérifie exactement o.(fg) = 3(ce + 8 + 1). Dans le paragraphe 1.3.1, nous donnons un
tel exemple et obtenons donc au passage une preuve tres facile de Poptimalité.

D’autre part, on peut se demander ce qu’il advient de I’abscisse de convergence de fg
si ’on améliore notre connaissance de f et g. Pour certaines séries de Dirichlet, I’égalité




Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet

o.(g) = B exprime que g admet une singularité sur la droite R(s) = 3. C’est le cas par
exemple de {, qui vérifie 0.(¢) = 1, mais qui est prolongeable en une fonction holomorphe
sur C—{1}. Si l’on tue cette singularité en supposant par exemple que f(5) = 0, on peut
espérer que l'abscisse de convergence du produit soit meilleure. L’étude de ce cas fait
l’objet du paragraphe 1.3.2. Par ailleurs, on sait que o,(f) < o.(f) + 1. Que se passe-t-il
pour le produit si 'estimation est meilleure?

1.3.1 Une preuve explicite

Nous allons construire deux séries de Dirichlet f et g d’abscisse de convergence 0,
dont I’abscisse de convergence du produit est exactement 1/2. Nous commencons par le
simple :

VE N

Lemme 1.3 Soit N le carré d’un nombre pair. Pour k = 1,...,%~, on pose iy = [76—}

Alors on a:

-

- 2VN <4, <N.
Nous rappelons que [z] représente la partie entiére de z.
Preuve : 1l est clair que:

2\/1_\7:[\—[_]-]\\;72-] gingz[ﬂ.

En outre, puisque i = [{], nous obtenons que:

N Nk
< — —,
L Yy

N
Du fait que £ < —‘/QE, on conclut que [~—] =k. 0
27

Nous procédons maintenant a la définition de nos deux séries de Dirichlet f et g.
Pour n > 1, on pose M, = 2", de sorte que M, ;1 = M?. Le lemme 1.3 nous donne des
entiers ¢, qui satisfont:

2\/ Mn S i\/M—n/Z,n <0 < i2,n < il,n S j\/[m

M,
[——3] =k pourk=1,...,
Tkn

VM,
5

Remarquons que, puisque M, _1 < 2v/M,, les entiers 74, sont distincts deux a deux. Il
est donc légitime de définir une suite (a;);>1 par:

{aik,n = (-1)F

a; = 0 Si1# ik,
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et de considérer la série de Dirichlet f(s) = 3,5, a;~°. Calculons son abscisse de conver-
gence a l'aide de la formule (1.1): pour N > 1, si ng est le plus petit entier pour lequel
N < M,,, alors:

‘7'L(]—1\/A4n/2 N

> e = DD G Vi S €5 V) (1.2)

=1 n=1 k=1 ik,n022 Mno

vV Mn
2

Mais, pour n > 1, est un entier pair, et donc:

VM, /2

> (-1F =0

k=1

Puisque
N

Z (_1)k € {——110’1})
ik,ng 221/ Mg
on obtient que ]ZKN ail < 1, ce qui prouve que o.(f) = 0.

Nous choisissons pour g la fonction zeta alternée, c’est-a-dire g(s) = Y., (—1)"7",
dont I'abscisse de convergence est 0. D’apres le théoréme de Stieltjes, o.(fg) < 1/2. On
a égalité:

Théoréme 1.6 L’abscisse de convergence de fg est ezactement 1/2.
Preuve : On pose h(s) = f(s)g(s) = D 51 ¢an"°, et Cy = ¢1 + -+~ + cn. Un caleul
élémentaire montre que:

N
CN = E CLiB[ﬂ_],
1
i=1
. L N
oll nous avons aussi posé By =) _ (—1)". Observons que:

B. = —1 sij est impair
771 0  sijest pair.

1l suffit de prouver lexistence de & > 0 tel que, si N est égal & M,, Cy > §N*/2. Nous
partageons la somme définissant Cy en 2 parties:

2v/N-1 N
CN = Z aiB[ﬁ_] + Z aiB[ﬁ] .
i=1 i=2vN

N——r ————
(S1) (S2)

Nous allons dominer S; et calculer exactement Ss. Si i < 2N ~-1=2/M, — 1, la
condition a; # 0 impose que i < M,_, = N¥/*. En particulier,

N1/4
1S <> Jai] < NVA

=1
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Par ailleurs,

VN /2
S = > a, B
k=1

Par conséquent,

N1/2

CYN Z - N1/4a

et 1'abscisse de convergence de fg est 1/2. O

Remarque : On peut généraliser la construction en choisissant pour A une série de
Dirichlet dont I’abscisse de convergence est o, 0 < o < 1. Pour cela, il suffit de poser:

Qi = (—1)k2(§,n

Par le méme calcul, on obtient que |S;| < KlNHTa, tandis que Sy > KQN_I%‘E7 ce qui
donne o.(fg) = HT“ En translatant ces séries, on peut obtenir explicitement, pour
0 < |a — B] <1, deux séries de Dirichlet f et g avec 0.(f) = @, o.(g) = 8 et o.(fg) =
Ha+B8+1).

1.3.2 Produit par (

Nous nous demandons si on peut améliorer I’abscisse de convergence du produit fg
si g admet 8 pour pdle simple, et si f s’annule en 8. Michel Balazard (communication
personnelle) a remarqué que si f est une série de Dirichlet telle que 0 < o.(f) < 1 et
f(1) = 0, alors I'abscisse de convergence du produit f¢ est inférieure ou égale & (1+a).
Il pose la question de savoir si cela est optimal. Nous commencons par généraliser son
observation :

Théoréme 1.7 Soient f(s) = 3,5, a.n"° et g(s) = 3,5, ban™ deuz séries de Diri-
chlet, avec o.(f) = @, 0.(9) = B, et B —1 < a < . On suppose en outre que:

1. f(8) =0.

2. By=bi+ - +by=Knf + 0 (nf1).

Alors o.(fg) < 3 (a+ ).

Ce résultat améliore celui donné par le théoréme de Stieltjes d’une translation de facteur
1/2.Si g = (, on a B, = n et on retrouve l'observation de Balazard. Remarquons que

10
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l’on ne peut pas se passer des conditions 1. et 2.:

1. Si on ne suppose pas que f(8) = 0, prenons par exemple, pour 0 < o < 1,

f(s) =C((s—1+a)et g(s) = ((s). Alors:

ZaiB[%] 2 Zaz_.‘“z'i

=1 =1

nZﬂa Zla

=1 =1

on,

Y

Vv

ce qui prouve o.(fg) > 1, alors que le théoreme donnerait o.(fg) < 3(1+a).

2. Pour la preuve de la nécessité de la condition 2., nous renvoyons a la remarque
apres la preuve du théoréme 1.8, dont nous utiliserons les notations.

Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que K = 8 = 1. On pose h(s) =
f(8)g(s) = 32,5, can™%; il suffit de prouver que C, =c1+ -+, =0 (n%g“), pour

tout € > 0. Nous allons utiliser la méthode de I’hyperbole de Dirichlet (voir [66, p.38])
en écrivant :

Co = ) B +ZbA Bl
i<y .7<\/— "'—V‘—’
~ / (53)
(31) (52)

Or, nous savons que:

1. Iant an| =0 (ta+s)_
ii. 0o(f) <a+1,etdonc: Y, lan] = O **).

Par conséquent, on a:
S5 =0 (V. na/2+€) =0 (nHT"‘-{—e) ’

et:

ncx+e
SQ - Z bJO <3a_+6-) .

isvn

Mais bj = Bj - Bj—l = ] — (] — 1) -+ O(l) = 0(1), et donc:

6= ¥ 0(55) -0(7)

i<vn

11
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Tirant parti du fait que f(1) = 0, on obtient :

+oo

a;
51 = Z a,iB[I;_] —nNn .7:_
i<yn i=1
= Zai(Bﬁ—~Z>—n 91
_ (2] 73 Lo
i<yn i>yn

Comme B[g] — ; = B[ﬂ] - [E] + [E] _2_ O(1), on a:

2

2 (By = F)=0| Xl | =0 ().

i<y i<ym

Enfin, une transformation d’Abel prouve que:

nZ%-——O(nl{’ﬁ“).

i>n

En regroupant toutes ces estimations, nous trouvons que C,, = O (n 2 +5>, ce qui est

le résultat voulu. O

En utilisant les mémes techniques que dans [38], nous prouvons maintenant que ’abs-
cisse de convergence obtenue dans le théoreme 1.7 est optimale, et répondons ainsi en
particulier & la question de M.Balazard :
Théoréme 1.8 Soit g(s) = > o, b.n"° une série de Dirichlet telle que B, = Knf +
O (nf71), K #0. Soita, B des réels avec B —1 < a < 3 et () une suite croissante de
nombres positifs telle que: pour toute série de Dirichlet f avec o.(f) = a et f(8) =0,
la suite ﬂ%ﬂ—, ot (c,) est définie par f(s)g(s) = 35,5, can™°, est bornée. Alors:
On 2> 5n£€£, ot & est une constante strictement positive.

En particulier, l’abscisse de convergence donnée par le théoréme 1.7 est optimale.
Preuve : Sans perte de généralité, on peut supposer que K = § = 1. On introduit
Pespace de Banach £ = {a = (an); ,,5; ann ™ converge, >, ;% = 0}, muni de la
norme ||al| = sup, | Y. r_; axk~*|. On définit une suite de formes linéaires (L,) sur E
par:
CL+--+cy

Pn .
Par hypothése, pour chaque a de E, sup, |L,(a)] < 4+o0. Le théoréme de Banach-
Steinhaus nous dit alors que M = sup, ||L.|| < +0o0. En particulier, pour tout a € F,
tout n € N*:

Ln(a) =

< Moy|lal. (1.3)

2 B

i=1

12
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Nous notons By, = k + ug, ou (ug) est une suite bornée. Fixons n € N*. \Tous cherchons
une suite a € E telle que, testant (1.3) sur cette suite, on obtienne <,9n > on"T 7. Nous en
construirons une de sorte que ar = 0si £ > n+1. On a alors Zz:l a;% = 0, et I'inégalité
précédente se réécrit comme:

S (- [5] )

=1

< Moyllall. (1.4)

Nous allons utiliser I’idée suivante : pour un entier k assez petit (devant n), il est possible

de trouver des entiers 7 et 7 tels que [—] = [—} = k, mais satisfaisant :
L J

(?-—k—uk> - (%—k—uk) >1/2.

En choisissant convenablement, pour chaque tel k, a; et a;, nous allons pouvoir ob-
tenir une minoration de la partie gauche de (1.4), tout en contrdlant la norme de a.
Précisément, nous supposons que n est le carré d’'un nombre pair, et posons:

n NG n n
<i< 2. 3k YR = , [__] _
{2f <2 6{2, 2} L_J b+, ] k}
n vn n n
2/n<j< = dkeqd2,.. . =% ==k |—|=k-1).
{f 53 E{’ ’2} u [J+1] }
D’abord, remarquons que |A| = |B| = & — 1. En effet, le cardinal de chacun de ces
ensembles est clairement inférieur ou egal a —*/2—_ — 1. Maintenant, si 2 > 24/n,
1
n__n = n <-<1

i i+1 d(i4+1) 4

Ainsi, la fonction {2y/n, ...,n/2} = N, i — [2], est croissante, et satisfait [H'l] (2] e

2

{—1,0}. Puisque R = ‘éﬁ, et 75 = 2, toutes les valeurs de {2,... ,‘/T_} sont prises par

[2] si i parcourt {2y/7,...,n/2}. Il est donc légitime d’écrire A = {ix; k € {2,... RN
et B={ji; ke{2,... ,‘/Tﬁ}}, ouk = [%] = Lﬁk] . En réécrivant simplement la définition
des entiers iy et jx, on constate que, pour 2 < k < T",
Je+1 =1 — L. (1.5)
D’autre part, on a:
Jk > Uk (1.6)

En effet, la définition nous dit que ji > ¢, I’égalité signifiant que:

L’kil] B L@ZJ =2

13
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k+1

VIS T
.

F1G. 1.1 — Définition des entiers iy et jy

Mais, puisque 7 > 24/n, on a:

n n 2n
- - = = — , <
ik—1 g+1 (r—1)(+1) —

En particulier, (1.5) et (1.6) expriment que A et B sont des ensembles disjoints. La
derniére propriété dont nous aurons besoin est 1'inégalité annoncée :

- . (1.7)

G- ll) -G -] -2t
(

En effet,

Puisque 7 — [z] € [0,1[ ona 2 -k <
Nous pouvons alors deﬁmr la sulte

De méme,  —k > 3, ce qui donne (1.7).
;) en posant :
— Pour k € {2,...,—2-}, a;, =1y, et a;, = —J¢.
— Pouri>2,i¢ AUB, a; =0.
n a;
—a=-) —.
et §
1=2
Cette définition a bien un sens, et a € E.
Estimation de ||a||: Puisque jxy1 < i < ji, pour tout m > 2, > a;s7* € {0,1}.
Ainsi, m — Y., a;i”* est bornée par une constante (indépendante de n), et

14
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une transformation d’Abel montre qu’il en est de méme de m — >, a;i7'. En
particulier, a; = O(1). Et puisque |la|| = sup, | > r_; ark™*|, nous obtenons aussi
que:

lal = O(1). (1.8)

> (53] )@

n Vn/2

(G- -um)e = e L

Estimation de : Ecrivons que:

ou dy = ip (E — k- uk> — I (2 —k - uk) Clairement, u,a; = O(1). Nous
2 Jk
allons prouver que:

1. . .
dy > 51? - C(x — %), (1.9)
o1 C est une constante indépendante de k et n. Nous distinguons trois cas:

-Sio< E——k—ukg _ﬁ—k—uk, d’apres (1.7), on a:
Jk (2]

1
(i“k“‘uk) > (.ﬁ—k—uk>+"20,
Uk Tk 2

1. n o o
dg —%a—(f——k“uk> (]k“lk)

ce qui donne:

vV

2 Jk

1

i~ Oz — i),

Vv

ou C = 1+ max |ug|.

- Si _n_ —k—u < —71 — k —uy, <0, alors toujours d’apres (1.7), on a:
Jk 4z

1
ES TS, W
Jk Ik 2

ce qui donne:

1., n o o
dp 2> ‘2‘]k - ('.—"k_uk> (Jr — %)
1
1 o4 82 (s 4
> 3%~ C{x — %),

15
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n n
- Si——k—-u <0< ——k— ug, on est dans le cas le plus favorable car on

Jk K
ajoute des quantités de méme signe.Dans ce cas:

dpy > i;:(_ﬁ—k~uk>—ig (_ﬁ—k—uk>
22 Jk

> if.

Nous avons donc prouvé (1.9). Maintenant, remarquons que
vn/2
e (- earace
k>2

D’autre part, d’apreés (1.5), nous obtenons:

Va2 Vi/2-1 VA /2
Sge—i) = Y gea- i
k=2 k=1 k=2
Vaj2-1
= 0™+ Y ((ik—1)"-4})
k=2
Vi/2-1
= o)+ Y O@™
k=2
Vaj2-1
= 0O(n*)+ Y Om
k=2
= 0(n%).

Finalement, on en déduit 'estimation :

> (7 [ -

i=1

> C'n' . (1.10)

l4c

Nous pouvons alors conclure. D’aprés (1.10) et (1.8), (1.4) se lit: ¢, > dn"7 , dés lors
que 7 est le carré d’un nombre pair. Dans le cas général, on encadre n par (2m)? < n <
(2m + 2)2. On en déduit que:

On 2 Pamp = 0(2m)F% > 6'(2m+ 2)1T > g F,

O

Remarque : Il nous reste & prouver la nécessité d'une condition de type 2. dans le
théoreme 1.7. Considérons a cet effet une série de Dirichlet g(s) =Y <, b,*, avec B, =
n+ (—1)"n",0 < r < 1. L’ensemble A étant défini comme auparavant, on choisit a € £

16
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avec a;, = (—1)*, a; =0 pouri > 2, ¢ # i, et a1 = — 3., % Tl est clair que a € E,
et que |la|| = O(1). En outre, -
n n Vn/2 n Vn/2
) - . ) _ C(_1\kr
Sa(By-7) = Ya <k ¢k> + 3 a4 (~1)k + 0(1)
i=1 k=2 k=2
Vn/2 vn/2
= 0 ja| | + > gk + 0(1)
k=2 k=2
. vn/2
= O(nT>+Zzz‘ "
k=2
Comme 1 > /7, on a:
vn/2 . )
STk > Cn®nE > on'EE
k=2

. lt+a 7 P . .
Ceci donne ¢, > dn"z T2, ce qui signifie, en faisant tendre r vers 1, que l'on ne peut
pas améliorer 1’abscisse de convergence donnée par le théoreme de Stieltjes.

Remarque : En utilisant la méme technique que dans le paragraphe 1.3.1, il est aussi
possible de donner explicitement une série de Dirichlet f, avec o.(f) = «, f(1) = 0,

et telle que o.(fg) = 2 pour toute série de Dirichlet g vérifiant les hypotheéses du

théoreme 1.7. Pour n le carré d’'un nombre pair, nous notons afn) la suite construite

dans la preuve du théoreme 1.8 pour cet entier. Remarquons que:

agn)#:() = %/ﬁgigg,oui:&

On pose toujours M,, = 2%". Si n # m, les suites (CLEM")),‘ZQ et (aEMm))izg ont donc des
supports disjoints, et on peut poser:

a; = aEM") s’il existe n tel que a,EM") #0
a = 0 dans tous les autres cas, si ¢ > 2.

Vérifions que Y _,., % converge. Il suffit de prouver que m — -7, a,i~ est bornée. Mais
la méme décomposition que celle effectuée dans I’équation (1.2) montre que, pour tout
m>2, 5 ",a:i %€ {-1,0,1}. Il est donc possible de poser a; = — Y., %. L’abscisse
de convergence de la série de Dirichlet f(s) = Y., a;i™° est , et f satisfait f(1) = 0.
Si N =M,, alors: N

N
CN = ZaiB[ﬁ]
i=1
2¢/N-1 N
= Z CLzB[_z\{]-’r Z a/zB[ﬁ}
1=1 i=2v'N

(S1) (S2)

17
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Mais on a déja prouvé que
1+

Sy > 6N,
tandis que, puisque M,,_; = M,ll/‘l, on a la majoration
N1/4
|51l <C Z las| < C.NE,
i=1

1.3.3 Produit de Dirichlet et abscisse de convergence absolue

La meilleure estimation que ’on puisse avoir de 1'abscisse de convergence absolue
d’une série de Dirichlet f en fonction de son abscisse de convergence est l'inégalité
o.(f) < o.(f) + 1. Lorsque V’on dispose d’un meilleur contréle, Landau a prouvé dans
[42] que 'on pouvait améliorer ’abscisse de convergence du produit:

Théoreme 1.9 Soit f (resp. g) une série de Dirichlet d’abscisse de convergence 0,
d’abscisse de convergence absolue 0 < 73 < 1 (resp. 0 < 19 < 1). Alors:

172

1+ T2

oe(fg) <

L’optimalité de ce théoreme a déja été prouvée par J.P. Kahane et H. Queffélec dans
[36]. Nous nous proposons de redonner une preuve plus simple:

Théoréme 1.10 Soit 0 < 71,72 < 1, (p,) une suite croissante de nmombres positifs
telle que, pour toute série de Dirichlet f (resp. g) qui converge en 0, et qui converge
absolument en 0 <11 <1 (resp. en 0 <7, < 1), la suite L2, 01 (c,) est définie par
f(s)g(s) = > 51 can™?, est bornée. Alors:

©n > 6nTit2 | ou § est une constante strictement positive.

En particulier, l'abscisse de convergence donnée par le théoréme 1.9 est optimale.

Preuve : On peut supposer 7, < 71. On introduit 'espace de Banach E = {(an); Y5, 0n
et > o,a,n" " convergent} muni de la norme: -

n
>
k=1

On définit F' de la méme fagon, en remplagant 75 par 71. Soit (L,) les formes bilinéaires
sur F x F' définies par:

,ankug-n) .

E>1

la]] = max (sup
n

& W R o
¥$n '

Par hypothese, pour tout a € E, pour tout b € F, sup,, |L,(a,b)] < +o0. Le théoréme
de Banach-Steinhaus donne une constante M > 0 telle que:

Ln(ab) =

VneN, Va€ E,Vbe F, |c1+ -+ + ¢ < Mp,l|all|bll.

18



1.3 Produit de deux séries de Dirichlet

Nous allons, pour a € E, et b € F bien choisis, minorer |¢; + - - - + ¢,| afin d’obtenir une
inégalité du type:

T] 1'2
ey + - +cen] > dnmiFrlall|b]]. (1.11)
Pour cela, nous partageons c¢;+- - - +c,, en plusieurs sommes. Pour simplifier les notations,
on pose @ = —2%—, 0 < a < 1/2. On obtient alors:

T1+T72

C1+"'+Cn = Zai ZbJ

i=1 =1 j=1 1=1

ne n nl—a n
ol Sou)+Tn| ¥ .
=\l ) g
= Y1+ Xy—Y3~¥4— Ys.
Les termes de T3 sont ceux qui sont comptés deux fois dans ¥y + X, ceux de 34 + 25
sont ceux qui apparaissent dans ¥; + 35, mais pas dans ¢; + - - - + ¢,. Remarquons que

sii € {1,2,3}, on a: |Z;| < ||al|||b]]. Si I'on veut obtenir (1.11), ces termes peuvent donc
étre ignorés. D’abord, nous nous intéressons a

n

24 = Z a; Z bj
i=1

i=[2]+1

1

Nous choisissons a et b de sorte que:

a| DY b =lal, (1.12)

i=[3]+1

tout en prenant soin que ||al| et ||b]| n’explosent pas. On note ; = [%] + 1. On définit
a € F par la formule:

a; = (=1)" sin®—-n" <i<n”
0 sinon.
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Puisque o < 1/2,si 1 < ¢ < k < n®, ona'?——%zE—_—l T 2> 1 = 1, et donc A; > Ay
Il est alors possible de résoudre le systéme triangulaire

( bA[na—n‘-’”'l] = (_1)[na—narl]

J b’\[na—n"‘fl] +oe +b>\i—1 + by, = (_l)i

| Dyponen] T ceet Dy = (=D)L,

Lorsque 'on résoud ce systeme, les by, prennent successivement les valeurs +2 ou -2,
hormis le premier terme qui vaut 41. On complete la définition de b € F en posant
by = 0si k # N\, ol n® —n®" < i < n® Remarquons que (1.12) est bien respectée.
Estimons les divers termes:

Estimation de %,:

na

1 1 nm
Y= Z lai‘ > 577:0‘7'1 = ETL"F"T?.

1=n®—n2T1

Estimation de ||a|| :

k
- Zai € {0, -‘1,1}.
=1

na

_ Z la;i~™ = Z i < Cn® (n®)”" < C. On en déduit que ||la]] < C,

i=n®*—n%71

ot C est indépendant de n.

Estimation de ||b||
- D’abord, la remarque que nous avons faite sur les valeurs successives des by,
k
b
=1
— Ensuite, on a I'inégalité suivante :

montre que < 2.

na

Sl o= > b
=1

i=n%_—noT1

< Cn™ Z %

1=n®-n%71

S Crl ——Tzna‘rl aTy Cl

puisque o = ~2—. En particulier, ||b|| < C".
Résumons:: les termes qui apparaissent dans X5 sont tous nuls, et on a prouvé finalement
que:

lcl+...+cn’ > IZ4|"“IE3I'—|E2|_'21|
> |Z4] = 3llall[o]
> onntr .
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1.3 Produit de deux séries de Dirichlet

Le cas ou n® et n* ™ ne sont pas entiers se traite par interpolation, comme dans la
preuve du théoréme 1.8. O

Remarque : Ici aussi, il est possible d’expliciter deux séries de Dirichlet f et g pour
lesquelles la borne % est effectivement atteinte, 'idée étant toujours de s’arranger
pour que les suites considérées dans la preuve précédente sont & supports disjoints.

Précisément, pour M; un entier suffisamment grand, on définit par récurrence une suite

(M, ) en posant:
o(3:2)
M, = |M,2"""| +1

n—1

On désigne par (az(-")) et (bg")) les suites construites dans la preuve du théoréme 1.10
pour Uentier n. Il est facile de vérifier que les supports des suites (™) et (a{™™)
(resp. (bz(-M")) et (bEM"‘))) sont disjoints si n # m. On peut donc définir une suite (a;)
(resp. (b;)) par a; = > o, az(.M"), la suite ne comportant qu'un seul terme non nul. On
pose f(s) = 3,5, ai17% g(s) = 3,5, bit™%, et h = fg. En groupant les termes, il est
facile de vérifier que pour tout € > 0,

Ay = O(N%), By = O(N").

En effet, si ng est le plus petit entier tel que M,,, > N,

ng—1 Mz N
vl < 1D >0 GO Y (R
n=1 p_ Mg — O‘Tl kzMgO_M:gl

< ng < C-Mf,_; < CLN®,

la croissance de la suite M, étant exponentielle! De méme, en utilisant les estimations
de ||a]| et ||b|| du théoreme 1.10, on prouve que Pabscisse de convergence absolue de f
(resp. g) est 1y (resp. 72). Pour N = M, on partage Cn en cinq sommes :

NJi

Cy = XN: ij

- e
= 2 Z’HZ%Z%

i=1 j=1 =1

N« Ni-e

“ZCL,;ZZ)]‘

i=1 j=1

N« N Nl-o N
—Zai Z b | + b; Z a;
= \me ) T el

= T 4%y -5y~ % — Ts.
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Chapitre 1 : Rappels et compléments sur les séries de Dirichlet

Pour 7 € {1,2,3}, |Z;| = O(N?*). Concernant ¥4, on a:

Ne—NoT1 N Ne
24 = Z a; bj + Z a; E bj .
i=1 j=[€—’]+1 {=Nx-NoTL j=[¥]+1
(51) (52)

Mais on a déja prouvé que:
1 T] Tz
SZ Z §N71 +19 ,

alors que:
W
Si< Y o) <o (V)
i=1
On conclut car:
NET
i< Y oV <o (N*“IL) .
J=1
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Chapitre 2

Espaces de Hardy de séries de
Dirichlet

2.1 Introduction

Rappelons que V'espace de Hardy HP(D) (0 < p < +00) est l'espace des fonctions
holomorphes f dans D telles que:

1 2w _ 1/P
Hfllp=<sup— |f(re"’)|”d9> < too.

0<r<1 27T Jo

Une fonction f de HP(D) admet une limite radiale presque partout, c’est-a-dire que
f*(€) = lim,_,;- f(re®) existe pour presque tout §. En outre, f* € L?(T), et:

1 27
Il = (55 |

Ces espaces de Hardy ont une tres grande importance en analyse, et ont été tres bien
étudiés (voir les livres [17] et [22]). Le but de ce chapitre est de définir, puis d’étudier un
analogue des espaces de Hardy, mais pour les séries de Dirichlet, ainsi que H. Hedenmalm,
P. Lindqvist et K. Seip ont commencé & le faire, en introduisant dans [29] 'espace H
des séries de Dirichlet de carré sommable :

+oo +00
H= {Z a,n"*; Z lan|? < +oo} i
1

1

1/p
f*(ei())lp d9> )

Alors que la définition des espaces de Hardy classiques fait intervenir des intégrations
sur des cercles, il semble naturel, compte tenu de ’existence des demi-plans de conver-
gence, de procéder pour les séries de Dirichlet par intégration sur des droites. Pour P € P
(=ensemble des polynémes de Dirichlet), nous posons donc:

1 T

1/p
1P = (jtim 5 [ 1PGoPat)
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

La théorie des fonctions presque périodiques de Bohr ([8]) permet d’affirmer que ||.||#»
est une norme sur P (1 < p < +00), et nous posons:

Définition 2.1 Pour 1 <p < +o0o, HP est le complété de P pour ||.|l3p.
Malheureusement, cette définition, simple et naturelle, n’apporte pas beaucoup d’in-
formations sur 'espace HP. Quel est ’ensemble de définition d’un élément de HP? Un
élément de HP est-il développable en série de Dirichlet? Répondre & ces deux questions
n’est pas immeédiat si I'on se contente de cette définition.

Nous allons dans la suite préférer une autre approche, qui donnera le méme espace,
mais aussi de nombreuses propriétés supplémentaires. L’identification de Bohr est le
fondement de cette nouvelle approche, mais avant de la détailler, il nous faut procéder
a quelques...

2.2 Rappels

2.2.1 Les espaces HP(T*)

Par 'intermédiaire de D, nous allons identifier les espaces H? aux espaces de Hardy
du polydisque H?(T*), tels qu’ils sont définis par B.Cole et T.W. Gamelin dans [15].
Rappelons les résultats principaux de cet article. Une fonction F de LP(T*), 1 < p <
oo appartient & HP(T®) si F(n) = 0 pour n € Z() — N HP(T®) est aussi le
complété, dans LP(T*), de 'ensemble des polynomes analythues (=D(P)).

Nous utiliserons le résultat crucial suivant (théoréme 8.1 de [15]):si 1 < p < +o0,
I'application d’évaluation au point z € D%, définie initialement sur D(P), s’étend
contintiment & HP(T™) si, et seulement si, z € D® NZ(N) = {z € D*; 3 |z]? < +o0}.
Dans ce cas, pour tout F' € HP(T*®), pour tout z € D N ¢£24(N),

170 o)

FAP < e

(2.1)

Dans le cas particulier ou p = 400, F' définit cette fois une fonction analytique dans
D7 N ¢p(N), bornée par || F|| gr(re).

Si P est un polyndme de Dirichlet, il existe donc au moins deux moyens de lui associer
une “norme LP”:

1. comme on l’a fait dans le premier paragraphe.
2. en considérant ||DP||gr(ree).

Pour relier ces deux normes, nous aurons besoin d’un peu de ...

2.2.2 Théorie ergodique

Pour des détails concernant les définitions et les résultats de ce paragraphe,
nous renvoyons & [65] ou d [68].
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2.2 Rappels

Dans ce paragraphe, (X,B,m) désigne un espace de probabilité, X étant un espace
métrique compact, et B sa tribu borélienne.

Définition 2.2 On dit que T : X — X est un endomorphisme de (X,B,m) si, pour tout
B de B, T~Y(B) appartient ¢ B. On dit que T préserve la mesure si, pour tout B de B,
m(T~'B) = m(B).

Soit G un ensemble d’endomorphismes de (X,B,m).

Définition 2.3 ~ Une fonction f : X — R mesurable est G—invariante si, pour
toutT de G, f oT = f presque partout. ‘
- L’ensemble G est ergodique si, pour tout f de L*(X,m) G—invariante, f = cste
presque partout.
- L’ensemble G est uniquement ergodique (relativement & m) si m est la seule mesure
de probabilité borélienne invariante par tout élément de G.

Pour chaque t € R, on suppose donné T; un endomorphisme de (X,B8,m).
Définition 2.4 (T});cr est un flot si:
- Vst € R, Tyyy =T T;.
- VYf: X — R mesurable, (z,t) — f(T;x) est mesurable sur (X,B) x (R,B(R)).
Le flot (T}) est ergodigue (resp. uniquement ergodigue) si {T;; t € R} est ergodique (resp.
uniquement ergodique). Il préserve la mesure si, pour tout t, Ty préserve la mesure.
On a un analogue continu avec les flots du théoréme de Birkhoff-Khintchine discret :
Théoréme 2.1 Soit (T})icr un flot ergodique qui préserve la mesure sur (X,B,m).
Alors :
1. Sige LP(X),
1 (7
oT |
pour presque tout x de X, et dans LP(X).
2. Sig:X — R est continue, et si (T) est uniquement ergodique, pour tout = de X,

1 (T
o _Tg(Tta: )dt Totes /

Ezemple : Etude d’un flot sur T°°.

Soit (81,82, . .. ) une suite de réels. On considere le flot T;(z) = (e¥™#12,e?™022,, ... ),
flot sur T* qui préserve la mesure de Haar de T*. Le théoréme suivant caractérise son
ergodicité:

Théoreme 2.2 Le flot (T;) est ergodique si, et seulement si, pour tout n de N, la famille

(61, ...,0,) est une famille Q—linéairement indépendante.
(c’est-a-dire si c10; + - - - + c,0, = 0, avec ¢; € Q, implique ¢; = 0).
Preuve : D’abord, si la famille (64, ... ,0,) est Q—linéairement indépendante pour tout

n, on considére f € L?(T*) (T;)—invariante, qu'on développe en série de Fourier:

E anzyt ... 2.

25



Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Alors, f o Ti(2) ~ ez apedmitOimttbinn) - one ] 6galité presque partout des
deux fonctions entraine 1’égalité de leurs coefficients de Fourier. Pour tout n € Z(*) on
a donc:

a, = an627rzt(01n1+---+9,~nr)'

Si a, # 0, alors pour tout ¢ de R,
t(91n1 + -+ Hrnr) € Z,

ce qui impose que:
91n1+---+9rnr=O.
(61,...,8,) étant une famille Q—linéairement indépendante, ceci prouve que ny = --- =
n, = 0. En particulier, seul ag peut étre non nul, et f est constante.
Réciproquement, si ¢161 + ...c.0, = 0, avec ¢; € Z, et les (¢;) non tous nuls, on
considere f(z) = 27'...2¢r. Alors f est T;—invariante, mais n’est pas constante. 0

Corollaire 2.3 Le flot Ti(z) = (27%21,37%2y,...,p;%2,,...) est un flot ergodique sur
Te.

Preuve : En effet, par le théoreme fondamental de l'arithmétique, pour chaque r, la
famille (log 2,10g3,...,log(p,)) est une famille Q—linéairement indépendante. O

Pour appliquer le point 2. du théoréme 2.1, il faut encore étudier 'unique ergodicité du
flot (7;). Or, puisque (7;) est une rotation sur le groupe compact T, (7;) est uniquement
ergodique si, et seulement si, pour tout z de T, {T;z, t € R} est dense dans T*
(voir [68] p.120 et p.162). Le théoreme de Kronecker prouve alors que le flot 7;(z) =
(27%21,3 %2y, ... ,p7 %2, ... ) est uniquement ergodique.

Remarque : En considérant T* comme le groupe dual de Q,, il existe une autre facon
de décrire T;. Si x € T, Tyx est en effet I'unique caractére défini par:

(Tex) (n) = n~"x(n).

2.2.3 Limites verticales de séries de Dirichlet

Soit f une série de Dirichlet absolument convergente dans un demi-plan Cy. Les
translatées verticales de f sont les fonctions f, définies par f.(s) = f(s +i7), 7 € R.
Par le théoréme de Montel, pour toute suite (7,) de réels, il existe une sous-suite (Tn(k))
telle que ( an(k)) converge uniformément sur tout compact de Cy vers une fonction f: f

est une limite verticale de f. Il est possible de décrire toutes les limites verticales de f :
Lemme 2.1 Soit f(s) = 3.7 a,n™° une série de Dirichlet (absolument convergente
dans un demi-plan Cy). Alors les limites verticales de f sont les fonctions f, de la
forme :

+o0
Fels) = 3 anx(n)n™,

X €tant un caractére sur Q..
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2.3 Les espaces H? - L’espace H*®

Preuve : Soit f une telle limite verticale, associée 4 la suite de translations (7). Quitte
& extraire, on peut supposer que la suite d’éléments de T> ((27% 3%, ... pi™, .. .))
converge vers un élément y de T*. En particulier, par multiplicativité, pour tout entier
n, n'* — x(n). Maintenant, si s est dans le demi-plan d’absolue convergence de f, il est
clair que f, (s) = fy(s), ce qui donne la premiére partie du lemme.

Réciproquement, si x € T, le théoreme de Kronecker (théoreme 1.2) assure qu’il
existe une suite de réels (73) telle que, pour tout premier p, (p'™) converge vers x(p), ce
qui entraine que pour tout entier n, (n‘™) converge vers x(n). Comme précédemment,

fx est la limite des f;, sur le demi-plan d’absolue convergence de f. m

Ces fonctions f, apparaissent encore plus clairement lorsque I'on regarde les séries
de Fourier D f. Pour y € T, z € T, on définit x.z I'image de z par la rotation d’angle
x dans T*, ie le point de T* dont les coordonnées sont (x(p1)z1,-..,x(Pr)2r,...). Si
() =7 an™, Df(2) = 37" anef® ... 227, alors:

+00
Dffz) = 3 anx(m)s ...z
1

+00

= Y (x(p)z)™ . (x(p)z)™

= Df(x.2)

Df, est donc simplement 1'image, par une rotation d’angle x, de Df. En particulier, si
P est un polynome de Dirichlet, | DP,||gr(ree) = || DP|| o (res).

2.3 Les espaces H? - L’espace H™

Nous allons appliquer les résultats précédents, en commengant par prouver le
Lemme 2.2 Soit P € P. Alors:
IPllse = D P}l ap(reo)-
Preuve : On applique le théoreme 2.1, au flot 7;(z) = (27z,...), avec la fonction
continue g = |DPJ?, et le point zp = (1,1,...). On a donc:
1 /(T

M Pt — P _
Jdim = [ [DP(Ta) Pt /Tw DP(2)Pdm(z)

Ceci est le résultat souhaité, car:
DP(Tin) = DP((2%,...p%,...))
= P(it).
0

Une conséquence immédiate du lemme est 'identification suivante:
Théoréeme 2.4 D : P — HP(T®) s’étend en un isomorphisme isométrique de HP sur
HP(T>).
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Preuve : En effet, H? est le complété de P pour ||.||yr, tandis que HP(T™) est le
complété de DP pour ||| gr(1ee). 0

Ainsi, un élément f de HP est représentable par une série de Dirichlet ZI”” a,n"*, avec
(a,) — 0 (en particulier, la série de Dirichlet converge dans le demi-plan C;). En outre,
| fllme = || D fl| mrereey- Le cas p = 2 a déja été traité dans [29]:

Corollaire 2.5

+00
H=H={f(s) =Y an™; I = lanl® < +oo}.
1 n>1

Nous allons continuer I’étude, initiée pour p = 2 dans [29], des espaces HP. Une des
difficultés par rapport au cas des HP(DD) est 1'absence de factorisation par les produits
de Blaschke. Il ne suffit pas en général de résoudre le cas p = 2 pour en déduire le cas p
quelconque. D’abord, nous recherchons le domaine de définition de f, et plus précisément
les diverses abscisses de convergence de f.

Théoréme 2.6 Soit f € HP. Alors op(f) < 1/2, et si R(w) > 1/2,
F @) < N1£15r¢ (2R(w)).

Si b, désigne la forme linéaire d’évaluation en w, alors ||, = C(2§R(w))1/p.

Preuve : Pour w € Cy 9, posons F = Df, et 2z, = (27¥,37,...) € D* N £*(N). F est
dans HP(T>), et il est donc possible d’évaluer F en z,. L’application de (2.1) & f donne:

|f(w)P 1T (ﬁ) WAl

j=1

+o00
= >on PO,
n=]

IA

(Ia derniére égalité provient de l'identité d’Euler). En particulier, f se prolonge en une
fonction holomorphe sur C, /3, et bornée dans tout demi-plan Cy/2,.. On a donc o,(f) <

1/2 (et la série de f converge dans le demi-plan C,3).

Montrons que la norme de 1'évaluation en w est supérieure ou égale & ¢ (2R (w)) !

suffit de prouver que la norme de I’évaluation en z, dans H?(T) est de norme supérieure
ou égale & C(2§R(w))1/p. Posons

1 2/p

-
E>1 Pr 2k
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2.3 Les espaces HP - L’espace H™

Alors:
1 2/p
IE0, = 11 (1——_;>
—p Yz
k21 Py H?(D)
()
= . —2R(w
k1 1 — |pe[~2R()
= ((2Rw))"?,
tandis que F,(z,) = ((2§R(w))2/p. O
Remarque : Nous savons donc que si f € HP, o.(f) < 1/2. Si p = 2, en considérant
+oo
1
Z Wn's, on voit que cette inégalité ne peut pas étre améliorée. Au chapitre

suivant (apres le corollaire 3.5), nous remarquerons qu’il en est de méme pour chaque p.

Remarque : Sip > 2, et si f(s) = 37 a,n™* € HP, on a (a,) € £2, et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz prouve que o,(f) < 1/2. Si f € H?, 1 < p < 2, alors par le théoréme
de Riesz-Thorin, (a,) € &, ou i—+z% = 1. L'inégalité de Holder garantit dans ce cas que
a.(f) < 1/p. Sip =1, puisque la suite (a,) tend vers 0, on a o,(f) < 1.

Définition 2.5 Pour w € C,/, nous posons:

K,(s) = Z n"“n"* = ((s + ).

K, sera appelé noyau reproduisant en w.

Sil<p< 400, et p est'exposant conjugué de p, pour f € HP, on a:
< [, K, >= f(w).

En particulier, ||K, |,y = ¢(2R(w))"".

Apreés avoir construit des espaces HP, p fini, il est tentant de construire un espace
H>. Plusieurs approches semblent possibles:

~ poursuivre la construction a partir de H*(T*) et de l'identification de Bohr.

— définir H>™ par des propriétés fonctionnelles. Par exemple, nous dirons qu’'une
fonction m définie sur C/, est un multiplicateur de H?, 1 < p < +o0, si pour
toute fonction f de HP, mf € HP. Avec une définition adaptée, il est bien connu
que H(D) est ensemble des multiplicateurs de HP(D). Il est donc raisonnable
de définir H*° comme l’ensemble des multiplicateurs de H?.
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Ces approches coincident :
Définition 2.6 Soit H* le sous-espace de H? tel que D(H™®) = H®(T*), muni de la
norme induite par H*®(T*).

Théoréme 2.7 Les propriétés suivantes sont satisfaites :
1. H®™ est l'ensemble des fonctions analytiques bornées dans C,, représentables par
une série de Dirichlet convergente dans un demi-plan.

2. H™ est l’ensemble des multiplicateurs de HP.

Preuve : Nous commengons par le simple:
Lemme 2.3 Soit f € HP, g € H, 1 < p,g < +oo, et soit * =
légalité :

1 1
> + . Alors on a

D(fg) = D(f)D(g)

en tant que fonctions de L™(T).
Preuve : Par un calcul direct, 1’égalité est vérifiée si par exemple f est un polynoéme de
Dirichlet. Le cas général se déduit en approchant f par de tels polynémes. O

Nous prouvons le théreme 2.7 en 4 étapes:

Etape 1: Sim € H™, m est une fonction analytique bornée dans C., représentable
par une série de Dirichlet convergente dans un demi-plan.
En effet, si m € H*, m € H?, et est donc représentable par une série de Dirichlet
(absolument) convergente dans le demi-plan C;/5. D’autre part, si s € C,, on note
zs = (27°,37%, ... p.%, ... ) € D® Ne(N). L'égalité m(s) = Dm(z,) est satisfaite
pour s € Cy/z, et permet, puisque Dm € H*(T*), de prolonger m en une fonction
holomorphe et bornée sur C, .

Etape 2: Si m est une série de Dirichlet bornée sur C.., m est un multiplicateur de
H2.
Cette étape a déja été prouvée dans [29]. Afin de rester complet, nous esquissons
la preuve. Nous rappelons le théoréme suivant de F.Carlson, qui étend ’expression
de la norme H? d’un polynéme de Dirichlet telle qu’elle est décrite au paragraphe
2.1 pour des séries de Dirichlet plus générales:
Lemme 2.4 Soit f(s) = f°° a,n"°% une série de Dirichlet convergente et bornée
sur C,.. Alors f € H?, et:

1 T 1/2
_ . . . 2
e = tim (tim_ g [ 15+ infar)

Soit donc m une série de Dirichlet bornée sur C, , et f un polynéme de Dirichlet.
Alors par le lemme précédent, mf € H?, et:

[mfllz < limllooll fl2-

Par densité des polynémes, cette inégalité s’étend a tout élément f de H2, et m
est un multiplicateur de H2.
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2.4 Propriétés des espaces HP

Etape 3: Sim est un multiplicateur de HP, 1 < p < 400, alors m € H*™.
Puisque 1 € HP, m € HP et ||m|, < |/m]|, ou ||m|| représente la norme de m
en tant que multiplicateur de H?. Par récurrence, m? € H?, et ||m/||, < ||m]}’.
D’apres le lemme 2.3,
D (m?) = [D(m)).

En particulier,

(/m IDm(z)|dem(z)>1/pj _ (/W |D(mj)(z)[p>1/pj

< lmll

I
El
X
3

Faisant tendre j vers 400, ceci prouve que Dm € H®(T*), ce qui revient & dire
que m € H*™.
Etape 4: Sim € H*>®, m est un multiplicateur de H?.
Cette étape est la plus facile. Sim € H*>, Dm € H®(T*), et pour tout f de HP,
D(mf) = D(m)D(f) € HP(T*>).
O

Remarque : La preuve précédente montre en outre que, si m € H*°, la norme de m
(= ||Dm|| goo (1)) est aussi la norme de m en tant que multiplicateur de #P?, et la norme
infini de m en tant que fonction bornée sur C, .

Remarque : Le point 1 du théoréme et le théoréme de Bohr entrainent en particulier :
si f € H™, onaop(f) <0.

Remarque : J. McCarthy a donné dans [48] une autre preuve du fait que ’ensemble des
multiplicateurs de H? est H™ sans utiliser le point de vue de Bohr.

Une chose est particulierement frappante en cette fin de paragraphe. Alors qu'une
fonction de #?, p fini, est en général définie sur C;/9, une fonction de H*> est définie sur
C.. Nous retrouverons a de nombreuses reprises cette dualité entre C, et Cy/,. A bien
des égards, le demi-plan C, ), est insuffisant pour étudier H?, et nous verrons comment
franchir cette frontiere.

2.4 Propriétés des espaces H?

Nous étudions les propriétés individuelles des éléments de HP, ainsi que leurs pro-
priétés collectives. Nous avons déja vu que si f € HP, f est définie sur Cy/,. Dans le cas
ol p > 2, il est possible d’étre plus précis. Nous noterons HE (C;/;) 'espace des fonc-
tions holomorphes dans C,/; localement uniformément intégrables. Plus précisément,
une fonction g appartient a H2 (C,/y) si:

9+1
P = sup su / o +1t)|Pdt < +o0.
19152, c, ) Sup S, lg(o +it)]
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Théoréme 2.8 Sip > 2, HP est contenu dans HE (Cy/2), et Uinclusion est continue.
Preuve : Nous allons utiliser le lemme suivant, qui va nous permettre d’interpoler entre
les espaces HP.

Lemme 2.5 Si 1l <p< +o00, HP(T*®) est un sous-espace complémenté de LP(T>).
Preuve : Ce résultat est bien connu pour H?(T) et LP(T). La preuve que nous allons
faire s’inspire de ce cas. Nous notons P la projection de HP(T*) sur LP(T*):

P Z anz™ | = Z apz".

nez(=) neN(e)

Nous devons prouver que || P||ze—z» < C(p). Sip = 2, il s’agit simplement de I'identité
de Parseval. Pour p = 2 k > 1, on prouve le lemme par récurrence. En effet, si
f e L¥*(T), alors f2 € L7 (T>), et donc P(f?) € H?™'(T*). Mais on a P(f2) =
P(f)P(f) en tant que fonctions de L2 7' (T), et donc P(f) € H2"(T).

Par interpolation, le lemme est prouvé pour p > 2. Si au contraire, 1 < p < 2, et
f € LP(T*), alors g € LF'(T*), o p’ est I’exposant conjugué de p. Nous avons alors:

|Pfllae(rey = sup / (Pf)gdm

gELP,,”g”plzl

S — /Tw fP(5)dm

geL?' lglly=1
< CEOMS ooy

d0

Prouvons alors le théoréeme 2.8. Si p = 2, il s’agit du théoreme 4.11 de [29] (c’est
une conséquence d’une inégalité de Hilbert généralisée). Pour p = 2%, on prouve 13 aussi
le théoréme par récurrence. En effet, si f € H2*, f2 € H2™', et par hypothése de
récurrence,

2
IIf HHgf”l(Cl/z) < +00,

ce qui entraine:
Gréace au lemme 2.5, nous obtenons le théoréme pour p > 2 par interpolation. O

Question : Est-ce que ce théoréme reste vrai si 1 < p < 2?7 Une réponse affirmative a
cette question serait tres intéressante pour 1'étude des opérateurs de composition dans
ce cas (voir théoreme 4.1).

Rappelons qu’une forme linéaire multiplicative sur H? est une forme linéaire (conti-
nue) ! sur H? qui satisfait [(fg) = I(f)l(g) chaque fois que f,g et fg € HP. Pour de
nombreux espaces de fonctions analytiques, comme HP(D), les formes linéaires multipli-
catives sont les évaluations en les points du domaine de définition. Pour H?, ce ne sont
pas les seules, en raison de I’espace HP(T*) caché derriere HP.
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2.5 Propriétés presque stires des fonctions de HP

Théoréme 2.9 Soit 1 < p < +00. [ définit une forme linéaire multiplicative sur HP
st et seulement s’il existe une suite w = (wy,wa,...) de D™ N €2 telle que, pour tout
F(8)=7%a,n* de HP :

—+00
(f) =) anwf . w  (n=pf .. .p).
n=1

Preuve : Par conjugaison par D, il suffit d’étudier les formes linéaires multiplicatives
sur HP(T>). Soit L une telle forme linéaire multiplicative, non identiquement nulle (en
particulier, L(1) # 0). On pose wy, = L(2), et w = (wy,we, ... ). Nécessairement, |wy| < 1,
sinon (2 — wg)? serait inversible dans H?(T*) pour un bon choix de ¢. Mais alors,

) ) = e (L )=
k <(Zk ) (2 — wk)q> = L )L <(Zk - wk)") = L) #0
et en particulier L(z; — wy) serait non nul, ce qui contredit la définition de wy!

Donc on a |wg| < 1. Maintenant, si P(z) = ), cnwee @n2™ est un polyndme, par
linéarité et par multiplicativité, L(P) = P(w). Par densité des polynémes, et par conti-
nuité de L, L étend continiiment ’évaluation en w a tout HP(T). D’apres les rappels
du paragraphe 2.2.1, ceci implique que w € ¢2, et que L est I’évaluation au point w.

Réciproquement, nous avons déja rappelé au paragraphe 2.2.1 que l’évaluation en un
point de D™ M £2 fournit une forme linéaire multiplicative sur HP(T*). a

2.5 Propriétés presque siires des fonctions de H?

Nous nous attachons ici aux propriétés des séries de Dirichlet £, (s) = > " a.x(n)n~7,
vérifiées pour presque tout caractére x € T*. Rappelons que f € HP <<= f, €
H?, avec ||f]l, = || fx|lp, le passage de f & f, représentant une rotation dans HP(T*).
D’abord, nous commencons par une caractérisation des éléments de HP. En passant,
nous obtiendrons (lemme 2.6) un autre moyen de calculer la norme d’un élément de HP.
Ceci ne va pas avoir de conséquences pratiques pour le calcul effectif de cette norme,
mais va en revanche étre un outil théorique tres puissant dans 1’étude des opérateurs de
composition sur HP.

Nous noterons p;(z) = (1 + 2)/(1 — z) la transformation de Cayley, application
conforme qui envoie D sur C, . ); est la mesure de probabilité sur R définie par dA;(¢t) =
7711+ t?)"1dt (\; est 'image de la mesure de Haar sur T par ;). Nous dirons qu'une
fonction f est dans HP(C,) si f o ¢ est dans HP(D), et dans ce cas:

| isopane = o [ 1fowiepas.

o

Théoreme 2.10 Soit 1 < p < +o00, et f € HP. Pour x € T™ ett € R, définissons:
9x(it) = Df(T;x). Pour presque tout x, nous avons:

1. g, € HY(C,), et g, est une extension de f, a C,..
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

2. Il existe | > Q tel que, st on pose:
1 (T
- ) |Pdt
Frlx) = 37 | _loitpat
1 — = frood P .
alors Tl_l)l;l_loo WFr(x) —I|l1 = 0. Dans ce cas, | = || f||5»

Réciproquement, si f est une série de Dirichlet qui vérifie 1. et 2., alors f € HP.
Remarque : Ce théoreme généralise le théoreme 4.1 de [29].

Preuve : Par le théoréme 2.1, pour presque tout X, g, définit une fonction qui est
localement dans LP(iR), et satisfait :

1 T
— t)|Pdt — | |Df(2)PPd
57 | ladiorae— [ psera:

Ceci est exactement 2. Pour prouver 1., nous allons utiliser le lemme suivant :
Lemme 2.6 Soit w une mesure borélienne finie sur R. Alors :

/T . /R |95 (i) Pdw(t)dm(x) = w(R)[| -

= 0.
Ll('ﬂ'°°)

lim
T->+00

En particulier, pour presque tout ,
[ ladat)Pdate) < +o0.
R

Preuve : Puisque le flot (7;) représente simplement une rotation sur T*, pour tout
teR ona

[ ladeipanto = [ 105(TG0)Pam(x)
= Il

Une application du théoréme de Fubini donne le lemme. O

En particulier, pour presque tout x, g, € LP(\;). Pour prouver que g, € HP(C,), il
suffit de prouver que:

+oo — A\
/m (1 ”) g (i)d\(t) =0sin=12,....

w \1+41t

La preuve est identique & celle donnée dans [29]. On pose:

Glx) = /m (1 - it)ngx(it)d/\,-(t), oiin > 1.

o \1+it

Il suffit de prouver que les coefficients de Fourier de G(x) sont nuls. Mais, si g € Q,

[x0 [T (55) senantimeo = [ (155) [ xsnimeian.
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2.5 Propriétés presque siires des fonctions de HP

Maintenant,

-Siqgé¢N, /Too X(q)gx(it)dm(x) = 0 car g,(it) = Df(T;x) € HP(T*) pour tout
teR

- Siqg € N, / X(9)gx(it)dm(x) = a,q™ (ce sont les coefficients de Fourier de
Df(Tix))- ngoios comme ¢ est entier, t — ¢ € HP(C,), et

oo 1 —at\"

En particulier, pour presque tout x, G(x) = 0, et donc pour presque tout x, g, €
HP(C.).
Il reste a vérifier que, pour presque tout x, g, prolonge f,, c’est-a-dire que pour tout
s de Cyjz, fi(s) = gy(s). Si f € P, le résultat est évident. De fagon générale, si f est
dans HP, il existe une suite (P,) de P avec P, — f dans HP. Mais:
— P,y — f dans H? pour tout x € HP (I'indice x signifie simplement qu’on effectue
une rotation dans H?(T*)).

— D’apres le lemme 2.6,

1P = gl dm) = 1P = FI.

Par conséquent, il existe une sous-suite (n;) telle que, pour presque tout y de T,
P, x converge vers g, dans H?(C,).

Finalement, on conclut car les évaluations au point s, ot £(s) > 1/2, sont continues sur
HP et sur HP(C.).

Réciproquement, si nous avons 2., en appliquant le théoreme de Fubini, il vient :

T
lim / ) / IDA(TolPdm{x)dt = P.

Tooo 2

Mais le flot 7; est une rotation sur T*, et pour tout ¢ de R:

[ prT0ram) = (PS5,

ce qui implique ||Df]lyr =1 < +00. O

Dans le reste de cette thése, nous noterons simplement f, I'extension désignée par g,
dans le théoréeme précédent. Cette extension est en fait presque toujours trés simple,
puisque la série de Dirichlet f, converge elle-méme dans C; pour presque tout x:

Théoréme 2.11 Soit1 < p < +oo, et f € HP. Pour presque tout X, f, est une série
de Dirichlet qui converge dans C...
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Preuve : Le résultat est prouvé pour p = 2 dans [30]. En fait, en utilisant un théoréme
de Menchoff (voir [52, p. 42]), nous pouvons donner une preuve plus simple :

Lemme 2.7 Soit (X, A,u) un espace de probabilité, et (¢,) une suite orthonormale de
L3(X). Alors :

+00 +oo
Z lca|?log?n < 400 == ZCH% converge p— presque-partout.
1 1

Si f(s) = 7% a,n?, avec D ons1 lan]? < 400, et si s = o +1it, 0 > 0, nous appliquons
le théoréme de Menchoff & ¢, = a,n™7"% et dn(x) = x(n): 3.7 anx(n)n~* converge
pour presque tout x de T°. Le résultat est donc prouvé si p = 2, et par conséquent
si p > 2. Prouvons-le si 1 < p < 2. Pour cela, fixons 1 < r < p, et ¢ > 0. On définit
Fy(A) = 2 1ogn<n a,x(n). D’apres les formules rappelées au paragraphe 1.1, il suffit de

prouver que pour presque tout x, F(log N) = O(N~7). On considere la fonction g, :

9 (t) = f-"f—;?—) (2.2)

D’apres le lemme 2.6, puisque dw = est une mesure finie sur R, et puisque

o+ 1t)"
f € HP entraine que f € H", alors l)our ;lresque tout x € T, on a g, € L"(R).
En outre, si (fn) désigne la suite des sommes partielles de f, et si (gw,) est la suite
associée par la formule (2.2), alors pour presque tout X, gy, — gy dans L"(R). Soit x
appartenant au sous-ensemble de T* de mesure 1 tel que g, € L"(R). Nous avons alors
le:

Lemme 2.8 g, est la transformée de Fourier inverse de A — e *°F, (\).

Preuve : Si f appartient & P, il suffit de faire un calcul direct (remarquons que toutes
les sommes sont en fait finies) :

e +w .
e ME (1) = / e Z anx(n)e *'dz

oo logn<z

+00 log(k+1) ‘
=S Y [T e
1

k=1 log n<logk ¥ 108 %

+00 . 1
— Z Z%X(n) (k_——(a-l-lt) —(k+ 1)—(U+zt)) —
k=1 n<k ot
1 &
_ —(o+it)
C o+t 2 anx(nn
n=1
= gx(b).
Dans le cas général, on approche f € HP par ses sommes partielles (fy), de sorte que
g, — gy dans L"(R), et on prend la transformée de Fourier inverse. a
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2.6 Problemes de convergence au bord

Or, g, € L"(R), et le théoréme de Hausdorff-Young entraine que A — e 7 F,()\) est
dans L™ (R) (r' est I'exposant conjugué de r). En utilisant la minoration

log(n+1)
[ IR@I e e 2 Fyllogm)l” e 5 (log(n + 1) ~ Tog(m)

ogn

nous transformons cette information en:

+oo

Z e—r'gloganX(lOg TL)'TI (log(n —+ 1) — log(n)) < +00.

n=1

En particulier, N™"°|F, (log N)|" (log(N + 1) — log(N)) = O(1), ce qui implique que
F,(log N) = O(N°*+Y/™). En faisant tendre r vers 1, ou, ce qui revient au méme, r’ vers
+00, on obtient :

Fy(log N) = O(N?),

pour presque tout xy € T, et pour tout o > 0.
+o00
Il reste a étudier le cas p = 1. Pour € > 0, nous définissons 7. (Z ann“s> =

n=1

+o0
zann_sn“s. D’apres le corollaire 3.3 (voir plus loin), pour tout € > 0, T.(H!) C H?
n=1

pour un ¢ > 1 (g dépend de ¢). En appliquant le résultat & H9, si 57 ®a,n" € H,
f°° a,x(n)n"n~° converge dans C, pour presque tout x € T, pour tout £ > 0. Par

conséquent, le théoreme 2.11 reste vrai méme si p = 1. O

Remarque : Pour p = 2, le théoréme 2.11 a été amélioré par H. Hedenmalm and
E.Saksman dans [28] : ils prouvent que f, converge dans C, presque sGrement.

2.6 Probléemes de convergence au bord

Un célebre théoréme de Carleson affirme que, si f € L%*(T), sa série de Fourier
converge presque partout sur T. En 1999 (voir [28]), H.Hedenmalm et E.Saksman ont
prouvé un résultat analogue pour les séries de Dirichlet :

Théoréme 2.12 Si 37 a,n™* est un élément de H?, alors Dozt Gn "V converge
pour presque tout t de R.

On pourra trouver dans [38] une démonstration trés rapide de ce résultat, en utilisant
une version du théoreme de Carleson pour les intégrales. J-P.Kahane et Y.Katznelson
([37],[35]) ont étudié les ensemble de divergence des séries de Fourier de fonctions de
L*(T) ou C(T), prouvant (avant la réciproque de L.Carleson) que tout ensemble de
mesure nulle sur T est ensemble de divergence pour L*(T) ou C(T). Nous réalisons le
méme travail dans le cadre des séries de Dirichlet, en commencant par introduire la
Définition 2.7 Soit E une partie de R. E est un ensemble de divergence pour H? sl
eriste une série de Dirichlet S°1°° a,n™ de H? telle que 3, a,n~V*% diverge pour
tout t de E. -
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Chapitre 2 : Espaces de Hardy de séries de Dirichlet

Théoréme 2.13 Tout ensemble de mesure nulle est un ensemble de divergence pour
HE.

Preuve : Nous rappelons un lemme classique:

Lemme 2.9 Soit E un ensemble de mesure nulle. Alors il existe des intervalles (Ii,)gen,
de longueur respective I, tels que:
a) Z Iy < +o0.
k>1
b) Tout élément de E appartient ¢ une infinité de I.

Preuve : Fixons m € N. Comme FE est de mesure nulle, il existe des intervalles (Jm,j ) jeN,
de longueur /,, ;, tels que:

1
- Zj21 lm,j < om*

- EC|JJm;-
J
Il suffit de prendre pour les (Ix)ken les (Jm,;);men renumérotés de fagon appropriée. O

Soit donc E C R un ensemble de mesure nulle, qu’on recouvre une infinité de fois par
des intervalles Iy, = [tg — lk,tx + lx] comme dans le lemme. On définit une suite d’entiers
(ng) par:

- Ny = 1.

- Npg1 = [nk exp (3—};)] +1

([z] représente la partie entiere de z). Pour n € {ng,...,ng41 — 1}, on pose o, = nlﬁ
Alors la suite (a,,) appartient & £2. En effet:

St = T3 8

n>1 k>1 n=ng

C; Z 12 1og (77;1;:1)

k>1

IA

S Cngk < +00.

k>1

D’autre part,

Ngy1—1 Ng+1—1 1 n 1
-1/2 __ 4 k+1 1
Z ann =1 5 nZZklog(nk>23.

n=ng n=ng

1l existe donc des complexes (6,) de module 1 tels que, pour chaque k,

nk+1—1

E enann—1/2+ltk

n=ng

>

[SERE
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2.6 Problemes de convergence au bord

Posons alors a, = 0,a,, et montrons que pour tout ¢t de E, la série Y ;™ a,n~ /2t
diverge. Comme chaque ¢ de £ appartient & une infinité de Iy, il suffit de prouver que,
pour k assez grand, pour tout t de I, alors

nk+1—1

Z a2t > 1
12
n=ng
nk+1~—1
A cet effet, posons Dy(t) = Z ann M et C(t) = n Dy (t). Alors, pour k assez
n=ng

grand, si € > 0 est fixé tel que (1*;)2 <l

VAN

Mt n\ 1
! k
|Cr ()] Z mlog (E) 72

Nk

ey — 1 ngy1—1 1
< llog |2 = l
Nk
1 1
< (1 2o < —.
< (U+ellge < g7
On en déduit que:
|Dk(8)] = |Ck(t)] = 1Ck(tk)] — It — tll| Crlloo
1 1 1
> Il =_.
- 3 4 12

g

Une autre question naturelle, posée par H. Hedenmalm dans [27], est de savoir §’il existe
un analogue du théoréme 2.12 pour H*. En d’autres termes, est-ce que, si wa a,n"°
est dans H*, ¥ ., a,n® converge pour presque tout ¢ de R (rappelons que les éléments
de H> sont définis sur C,, et que la frontiere de C, est donc iR)? Une construction,
modifiant celle réalisée par Lick dans [43], va montrer que ce n’est pas le cas:

Théoréme 2.14 Il existe une série de Dirichlet Y[ a,n™° de H™ telle que, pour tout
tde R, 3, 5, ann® diverge.

Preuve : Le lemme bien connu suivant (voir [2, vol. 1, page 90]) est crucial :

Lemme 2.10 Il existe une constante absolue A telle que, pour tout t de R, pour tout

N > 1, alors:
N .
Z sin nt
n

1

< A.
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Nous considérons 3 suites (hy), (Hx), et (ng) qui vérifient les propriétes suivantes :
1. (hx) est une suite strictement croissante d’entiers telle que Zkzl log;hk converge
(on peut prendre par exemple hy = 2%°).
2. (Hy) est une suite de nombres réels telle que:

a) exp (Hik) est rationnel.
b) Hj > 4khy.

Il est clair qu'une telle suite existe.
3. (ng) est une suite d’entiers telle que:

a) g exp (Hl;) est un entier pour 1 <[ < 2hy.

b) ngs1 > ngexp (%)
¢) > p>1 My~ converge pour tout o > 0.

Be, 2ok étant un

entier choisi de sorte que b) ait lieu.
Ces 3 suites étant fixées, nous posons, pour chaque entier & :

Si exp (ﬁl;) = P& on peut par exemple prendre ny = c(q)

1 e e—(hk—l)s e—(hk+1)3 e~ 2hxs

T he  hp—1 11 hi

Si s est imaginaire pur, un petit calcul montre que:

hg

Py (it) = 2ie™™* Y

1

sin(nt)
—

Par conséquent, le lemme et le principe du maximum donnent :
Pour tout s de C,, |P(s)| < 24.

Nous modifions la définition de Py afin d’en faire un polynéme de Dirichlet, et posons :
1 s —s
W = gy (77:)
1

= log(h) (3—‘_“1 P 1—1 (eXp (HL) nk> E

j=0

. X .
hy —j P Hy F

=0

La condition 3.a) assure que les (@) sont des polynémes de Dirichlet, tandis que la
condition 3.b) entraine que leurs spectres sont disjoints. Il est donc légitime de considérer
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2.6 Problémes de convergence au bord

la série de Dirichlet f(s) = 372 Qi(s). Cette série de Dirichlet répond au probléme

posé. En effet,
— o.(f) <0:sis=0+it, avec 0 > 0, et si Q;(s) désigne la somme des valeurs

absolues des termes intervenant dans g, alors:

e - i (£ (o (3) )

l

g I 2he -7\ )\~
Z — | exp Vi N
im0 | T k
2 1
loghy, * —J

< 4n.°,

et la condition 3.c) fait que la série de Dirichlet qui définit f converge absolument

au point s.
-~ feH®:siseCy, |Qr(s)] < ﬁ-;, et donc:

X 24
|f(s)] < Z g i < +oo.
1

— f diverge en tout point de ¢R. En effet, si t est un réel, dés que k est assez grand,

t 1
MSE. Ainsi, si 7 =0,...,hx — 1,

ona 2%
R <exp (%)) > cos(1/2).

Pour k assez grand,
hi—1 . —s hi—1 ..
1 1 J ) ) 1 1 < (z_yt))
ex n > —R|(exp| =
< p ( k Z ; T — P H,

< H, log(hg) ;
> (te.

Le module de la somme des h; premiers termes de Qx(it) est plus grande qu'une

constante. La série de Dirichlet f(it) ne peut converger.
O

La série de Dirichlet que noux exhibons au théoreme 2.14 diverge tout en

Remarque :
restant bornée sur iR. En effet, si on écrit f(s) = ,~; ann™% on a:

N
E ann'
1

< Qi) + - - +1Q- ()] + Q7 (3t)]

— log h '

A
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Ce phénomene s’oppose a ce qui se passe pour lesa séries de Fourier. Un résultat de
Marcinkiewicz (voir [39]) affirme en effet que: il n’existe pas de suite (a,) vérifiant
a, — 0 et telle que Ziv a,e'™ diverge partout en restant bornée.

Remarque : Silon s’intéresse aux séries de Dirichlet généralisées Y o, ane™*%, ot (\,)
croit vers +00, de somme bornée sur C,, et que I'on étudie leur convergence a la frontiére
1R, on voit donc apparaitre deux comportements bien différents:
1. Si A, = n, on se ramene aux séries entiéres bornées dans le disque unité, et le
théoréme de Carleson entraine la convergence presque partout au bord.
2. Si A\, = logn, notre exemple montre qu’il est possible d’avoir convergence nulle
part au bord.
3. Si A, = logp,, le théoreme de Kronecker entraine que 'on a convergence absolue
sur iR.
11 serait intéressant de déterminer des conditions sur la suite (A,) pour qu’elle appar-
tienne & I'une ou l'autre des deux catégories. Pour notre construction, il était essentiel
que A\ 41 — A, tende vers 0 (condition 2.a) ), mais aussi que (A,) vérifie certaines pro-
priétés arithmétiques qui nous ont été utiles dans la condition 3.a).
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Chapitre 3

Les coeflicients d’une série de
Dirichlet

3.1 Introduction

Une série de Dirichlet > a,n™* est un élément de H si et seulement si (a,) € 2.
Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement de la suite (a,) pour les autres
HP, et plus particulierement pour H!. Dans le cas du disque, on connait en effet deux
inégalités trés classiques: si f(z) = 3.7 an2" est dans H'(D), alors:

an_:|1 < 400 et Zlagnl < +o00.

n>0

La premiere inégalité est appelée inégalité de Hardy, et la seconde inégalité de Paley.
Toutes deux dépendent de propriétés spécifiques de H'(D), comme la factorisation en
produit de deux éléments de H?(D). Pour H!, une telle factorisation n’est pas & notre
disposition. On peut pourtant, en exploitant des propriétés arithmétiques, espérer obte-
nir des inégalités du méme type, ainsi que Bohr I'a déja démontré pour H™ (voir [54]):
si f(s) = Y7 a,n"° est dans H*, alors:

Z ’apl <

p premier

E a,n"?

n>1

oo

Un des moyens d’investigation est 1’étude des multiplicateurs de H? dans divers
espaces. Une suite ()\,) de nombres complexes est appelée un multiplicateur (de coefhi-
cients) de HP dans £ (resp. de HP dans HY) si pour tout élément S 7 a,n=° de H?,
alors (\na,) € €9 (resp. S5 \yan~* € HI).

3.2 Un principe général d’hypercontractivité

Soit, pour 0 < r < 1, P.(e¥) = m le noyau de Poisson sur D qui agit sur
une fonction f de LP(T) par: ([P]f) (€¥) = S3% _ f(n)rirlein?. Clest cette opération

n=-—-0oco
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de convolution par le noyau de Poisson qui permet notamment d’identifier les espaces
HP(T) et HP(D). Remarquons que pour tout r de ]0,1], P, envoie H?(D) dans H*(D).

L’analogue du noyau de Poisson dans le cadre des séries de Dirichlet est le semi-
groupe d’opérateurs (1), définis pour £ > 0 par:

+o0 +-00
T, (Z ann"s> = Z apn” n=°.

n=1 n=1
Contrairement au cas du disque, T, n’envoie pas toujours H? dans H>: il faut et il suffit
pour cela que € > 1/2. En revanche, on peut se demander si, pour £ > 0, et p,q finis,
T.(HP) C H9. Une autre question naturelle est celle de I’hypercontractivité de T,. Quelle
condition faut-il imposer sur € pour que ||T;||3p_ 50 < 17 Pour le noyau de Poisson, F.B.
Weissler [69] a répondu a cette question:
Théoréme 3.1 Soit 0 <7 < 1, et 0 < p,g < +00. Alors | P || gr(mymmemy < 1 i, et
seulement si, r? < 5.
Nous allons répondre aux questions précédentes en faisant passer le résultat de Weissler
au cas de plusieurs variables, & travers un résultat général d’hypercontractivité.

Fixons 1 < p < ¢ < +o00. Pour f € HP(T®), z = (21,22,...) € T® et k > 1,

définissons 7 = (21,...,2k=1,%k+1, - - - ), €t fs(zk) = f(2). Il est clair que:

(L llfz;cllirmr)dm(fk))l/r =151l

Soit (T},) une suite d’opérateurs de HP(T) dans HY(T). Si P est un polyndéme sur T,
on définit par récurrence une suite (P*¥)) en posant:

PO = P
pk+s) — T [ Pﬁf)] '
(P(k)) n’est pas forcément une suite de polynomes, mais si P s’exprime uniquement &
partir des variables z1, .. . ,24, il en est de méme de (P(k)). Par conséquent, la suite (P(k))
est stationnaire.

Théoréme 3.2 Avec les notations précédentes, supposons que [ 155 | Tel sre—pre < +o0.
Alors la suite (P(k)) converge vers une fonction TP de H1(T*). En outre, T s’étend en

un opérateur borné de HP(T*) dans HI(T*), avec ||T|lp-q < T123 1Tkl 7 — o
Preuve : Il suffit de prouver que “P(k)”Hq(qrw) < Tl .. | Te-1 1|l Pl zrp (). Nous
procédons par récurrence sur k a l’aide de la forme intégrale de 'inégalité de Minkowski :

Lemme 3.1 Soient (X,dz) et (Y,dy) des espaces mesurés, f une fonction mesurable
positive définie sur X XY, 0 < a < 1. Alors:

/Y ( /X fa(:c,y)dcc>1/ady§ ( /X ( /Y f(x,y)dy)adg;>l/a_
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3.2 Un principe général d’hypercontractivité

Supposons donc que l'inégalité est vraie au rang k, et prouvons-la au rang £+ 1. On a:

P ey = [ [ [P0 dm(er)m(
bt [ ([ 1P iz} dmi
a/r

1Tl e (/T (/ P |qdm(zk>>r/qdm(zk)> ,

ou la derniére inégalité est issue de I'inégalité de Minkowski. Appliquer I’hypotheése de
récurrence a ce stade donne le résultat. O

IN

IN

Rappelons qu’une suite (\,) est totalement multiplicative si, pour tous m et n €
N*, on a A, = ApAn. L’étude de la multiplication de HP par une suite totalement
multiplicative entre parfaitement dans le cadre précédent, ce qui nous permet d’obtenir
le résultat suivant, dans lequel (pi) désigne la suite des nombres premiers :

Corollaire 3.3 Soit A = (\,) une suite totalement multiplicative. On suppose que A,, <
\/—é pour k assez grand. Alors (\,) est un multiplicateur de HP dans HY.
q

Preuve : On suppose la condition réalisée, et on note M) 'opérateur de multiplication
par la suite A. Si P(s) = Zgzl a,n"* est un polynéme de Dirichlet,

d
= Z an (Apy21)™ oo (Apo2e) .
n=1
On définit donc, pour k£ > 1, Tk(zn21 bpz") = Zn21 bpAp 2" T}, est I'opérateur de
convolution par le noyau de Poisson de rayon A, . D’apres le théoreme de Weissler,
| T%|lp~q < 1 pour k assez grand, et il est légitime de définir T comme dans le théoreme
précédent (T est le produit tensoriel des opérateurs de Poisson). Maintenant, pour tout
polynéme de Dirichlet P(s) = Z:zl a,n"%, il est clair que:

d
TDP(z) = D(M\P Zan Ao 21) ™ (Apezn) T
n=1
M, s'étend donc en un opérateur de HP dans H? via l'identification My =D 1o ToD.
O

Corollaire 3.4 Soit (,uﬁ)k:1 _y un nombre fini de multiplicateurs opérant de HP(D)
dans HY(D). Définissons une suite (An) par App = pn pour k =1,...,N, Apr = 0 pour

J> N, et Ao _gor = Ajar .. Ager. Alors (An) est un multiplicateur de HP dans HI.

Preuve : Ce corollaire résulte directement du théoreme 3.2. Remarquons qu’il reste vral
pour une suite infinie (1), en supposant que, si M désigne la norme de (pf) en tant
que multiplicateur de H? dans HY, on a [[;=5 My < +oo. O
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Chapitre 3 : Les coeflicients d’une série de Dirichlet

Ezemples :

1. Si (A\,) = (n7¢), Popérateur de multiplication est T.. Pour k assez grand, on a

toujours Ap,, = p.° < \/Z et donc T, envoie ‘HP dans H? En particulier, si
q

+o0

1% a,n™* € H!, alors, quitte & changer ¢ en €/2:

2
E B"—L < +o0.
nE

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit aussi que:
n
Z nl/2+e < +oo.

n=1

. Si I'on étudie désormais I’hypercontractivité de T, la preuve du corollaire 3.3

montre que si (\,) est une suite totalement multiplicative avec X, = p;° < P

Ve
pour chaque k, alors M, est une contraction de HP dans H?. En particulier, si

27 < g, T. est une contraction de HP dans H?. Cette condition est aussi
q
nécessaire: si 27¢ > \/%7 il existe Q(z) = Z‘f a,z™ un polynoéme tel que:
1[Pe=<(@)] (2l oy > QI 1y

On consideére alors le polynéme de Dirichlet P(s) = Z‘f a, (2)7°. 1l est clair que :

IMA(P)l3a > [[Pll2er-

. Le corollaire 3.4 permet de transférer immédiatement des multiplicateurs de H?(DD)

& HP. Ainsi, 'inégalité de Paley donne, pour tout f(s) = 3.7 a,n~° de H!,

Z Ia22k{2 < +OO

k>1

. Fixons d > 1, et soit By ={neN; Q(n)=d} ot Q(p"...p>) =1+ - + ap.

Alors, pour tout f(s) = 3.7 °a,n"* de #!, on a:

Z lan|® < +0o0. (3.1)

n€By

En effet, si ()\,) est la suite totalement multiplicative définie par A, = \/g pour
chaque premier pg, et si (u,) est la fonction indicatrice de By, alors (\,) est un
multiplicateur de H! dans H? d’apres le corollaire précédent, et (u,) aussi puisque
ln] < (vV/2)%\,. (3.1) apparait comme une généralisation des inégalités de Paley
et de Bohr, et se généralise comme suit :
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3.2 Un principe général d’hypercontractivité

Corollaire 3.5 Soitd > 1, et Y, l'ensemble des polynémes de Dirichlet Zﬂ(n):d apn_s.
Alors toutes les normes HP sont équivalentes sur Yy.

Preuve : (3.1) assure qu’il existe une constante C, telle que, pour tout polyndéme de
Dirichlet P de Yy,
|Pll2 < Co|| Pll1.

Nous prouvons par récurrence sur g qu’il existe une constante Cyq telle que, pour tout
polynome de Dirichlet P de Y,

| Pll2e < Cal|Pils.
En effet,
IPlls = [|PI502
< Cpom|| P
< Che-1||Pllz-
< CoCo-1||Ps.

Maintenant, si 297! < p < 29, on procéde par interpolation: soit § €]0,1], tel que

Il) = 2q9_ - + 122, Par l'inégalité de Holder:

1Pl < IPli3e-: I Pllzz® < ClI Pl
]

Remarque : 11 est possible de retrouver le résultat précédent par un raisonnement proba-
biliste. En effet, soit (2;);>1 suite de variables aléatoires de Steinhaus. Par les inégalités
de Khintchine [44, p.66], les normes ||.||, et ||.|| sont équivalentes sur ’espace vectoriel

fermé engendré par zi,...,2,,... En particulier, il existe C1,C3 > 0 tel que:
1/2
C1 Za]-zj S (Z l(lj[2> S CQ Z a;2;
j>1 Hp(']roo) J=1 Jj21 HP(TOO)
Ainsi;si f(s) =Y i>10;P; ° est une série de Dirichlet & spectre dans les nombres premiers,
feH Zaij < +oo
Jj=1 HP(T™)
= Z{aj|2 < +oo &= feH.
Jj21
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

Remarque : Les considérations précédentes permettent de répondre & une question
laissée en suspens depuis le chapitre 2: pour tout p de {1, + oo, il existe f de HP qui ne
se prolonge pas au-dela de Cy/,. Il suffit de prendre:

1
()= 3 ———p;".
;;1 VD logp; ™
f appartient & H?2, est & spectre dans les nombres premiers, donc appartient a H?,
1 <p<+o0.

3.3 Multiplicateurs de ! dans ¢¢

Dans ce paragraphe, si n est un entier, d(n) désigne le nombre de diviseurs de n.
Théoréme 3.6 Soit (\,) un multiplicateur de H' dans €%, ¢ > 1. Alors, il eziste une
constante C telle que, pour tout N > 1, :

N ad(n)a
SR _
— n‘I/

Preuve : D’apres le théoreme du graphe fermé, il existe une constante C' telle que, pour
chaque f(s) = >.7®a,n"* de H!, on ait

+o0
D lanl?An]® < ClIFIIE. (3.2)
1
P 0, on choisit f(s) = [((1/2+a+ ) = dn) - o
our « > , Ol ChO181 S)— (8] S = n1/2+an . na

I£ll2e = 1€(1/2 + a + 8)ll72 = (1 + 200).

(3.2) donne alors (la constante C peut changer de ligne en ligne, mais reste indépendante

de N):
N

d(n)?| Al
Z na/2+qa "‘Ca’

ce qui implique que:
N Nae

d(n)?Aal®
Z nQ/2 - C e %] ’

1

Nous optimisons la partie gauche de I'inégalité en prenant a = log ~- On obtient :

N
Zd J1An[? < Clog? N.

na/?
1
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3.3 Multiplicateurs de #! dans ¢¢

d

La condition donnée par le théoréeme précédent est en général difficile a tester. Cepen-
dant, bien que d(n) n’ait pas d’équivalent commode, ses sommes partielles peuvent étre
estimées par le résultat suivant de Ramanujan :

Soit Dy(N) =d(1)?+--- 4+ d(N)?, ot g € N. Alors:
D,(N) ~ A,N(log N)¥1.

Aussi, des que (\,) satisfait une hypotheése appropriée, le théoréme 3.6 prend la forme
plus plaisante:

Corollaire 3.7 Soit (\,) un multiplicateur de H! dans £, ot ¢ € N. On suppose en

outre que (‘1’1\:); ) est une suite décroissante. Alors, il existe une constante C' > 0 telle

que, pour N > 1:

q 2‘1-—1
Z |)\n[ 'lqug/;l S Clqu N.

Preuve : Une sommation d’Abel dans la condition du théoréme 3.6 donne:

N
Anl? 1A
ZDq(n) [m/2 T (n+1)92 < Clog"N.

Maintenant, Dy(n) < Cn(logn)*~1, et:

N
a1 [[Aal® _ [Anpa]?
;n(logn)z 1 [nm CES T Clog"N.

Nous concluons en faisant une autre sommation d’Abel, en utilisant la suite v, =
n(logn)? ! — (n - 1)(log(n — 1))2*~1, qui satisfait :

vy ~ (logn)?* 71,

Exemples :

N
1
1. Pour @ < 1/2, (<) ne multiplie pas H' dans ¢!. En effet, zljnw (\)/g—;

N
1 .
Z e > Clog® N n’est pas dominé par log N. Cette borne 1/2 est optimale,
— n
puisque nous avons déja constaté que si Zf‘” a,n™® € H!, et sie >0, alors:

|an|
Z nl/2+e < oo
n>1
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

2. Pour tout 8 > 0 et tout g > 1, (Ejﬁ) ne multiplie pas H! dans #9. Pour 3 < 1,

ceci est une conséquence du travail précédent puisque:
N
logn)3-28
3 o™ 5 C1og N)*-22.
n
1
Pour traiter le cas général, nous considérons le produit de Riesz décalé:

k
Pe(t) = (p1...px)" [ [ (1 + cos(tlog p;)).

j=1

Les produits de Riesz ont ’avantage qu’on peut facilement estimer leur norme ||.||;
car ils sont positifs! Ici, on obtient par exemple que || Pyll4r = 1. Mais, d’autre
part, en développant ’expression de Py, on a:

k
; 1, 1

j=1

NSkl
G

€;=0,1,—-1

Si I'on suppose que <E??> multiplie H! dans 2, alors il existe une constante C

telle que, pour tout k& > 1,:

k
1 q2j=1lsj| 1
ZE: <—) aB (,,1+e1 1+eg SC
2 log®(p1™" ... pp"")

e;=0,1,—-1
Or,
k k
1 qzj'=1|5j| 1 1 93 ;=1 le5l 1
Z <*> aB(,1+er L+ex 2 CZ (_) qap
£;=0,1,—1 2 log® (p1™ ... ") £;=0,1 2 log®(py ... px)
k .
1Y 1
- ga(y
j;() “\2¢) log%(p;...px)
(1+3)°
ka? log® (py,)’

Cette derniére quantité n’est pas bornée quand k croit vers l'infini.

Remarque : La condition donnée par le théoreme 3.6 n’est pas suffisante. Par exemple,
sl Agr = ik—ﬁ, et A; = 0 ailleurs, alors (\,) ne peut pas étre un multiplicateur de H*
dans ¢7 puisque cette suite n’est pas bornée. Cependant, (A,) satisfait les hypotheses du
théoréeme 3.6.
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3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr

3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr

3.4.1 Rappels et nouvelles définitions

Rappelons la définition classique suivante :

Définition 3.1 Soit G un groupe abélien compact, G son groupe dual, et A C G. On
dit que A est un ensemble de Sidon s’il eriste une constante C telle que, pour tout
P = Z?:l a7y polynéme a spectre dans A (v; € A pour tout i), on ait:

> lay| < ClIP|os.

YEA

La plus petite des constantes C s’appelle constante de Sidonicité de A et sera notée S(A).

Les ensembles de Sidon (surtout ceux de Z) ont fait 'objet de nombreuses recherches
concernant leur taille, leur union,... dont on pourra trouver un apergu dans [46]. Une
caractérisation duale intéressante des ensembles de Sidon est la proposition suivante :

Proposition 3.8 A = {A;; & > 1} est un ensemble de Sidon de constante S(A) si, et
seulement si, pour tout a = (ay) € £°(A), |lal]| < 1, i existe p une mesure sur G telle
que:

= [lul £ S(A).

- f(Ax) = ay, pour tout k > 1.
Au début de ce chapitre, nous avons rappelé la célebre inégalité de Bohr: si f(s) =
S ®a.n* € H*, alors:

Z |ap, | < |1 flleo-

k>1

Cette inégalité illustre le fait que ’ensemble des nombres premiers est plus qu’un en-
semble de Sidon de Z(®). Précisément, si on identifie N et N{®) par Papplication h définie
par h(p$t...p*) = (ai,-..,00,...), h ({nombres premiers}) = A est un ensemble de
Sidon de Z(*), et méme mieux puisqu’on n’impose plus au spectre d'un polynéme d’étre
inclus dans A, mais seulement dans N(®). C’est pourquoi, suivant D.Rider dans [56],
nous posons la définition suivante:

Définition 3.2 Soit G un groupe abélien compact, S un semi-groupe de G contenant 0,
et A une partie de S. On dit que A est un ensemble de Bohr s’il eziste une constante C
telle que, pour tout polynéme P = 2%5 ay7y @ spectre dans S, on ait

> lay| < ClIPlloo.

YEA

La plus petite des constantes C sera appellé constante de Bohr de A, et sera notée B(A).

Dans la perspective d’une application aux séries de Dirichlet, il faut penser G = T,
S = N{=) et A = h(E) ol E est une partie de N. Par abus de langage, on dira aussi que
E est un ensemble de Bohr.
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

Le lien entre ensembles de Sidon et ensembles de Bohr a été explicité par D.Rider

dans [56] :
Proposition 3.9 AC S C G est un ensemble de Bohr si, et seulement si,
a) A est un ensemble de Sidon de G.
b) Il existe . une mesure sur G telle que :

-ia(y)=1siy€eA.

-ia(y)=0siye S —A.
D’autre part, motivés par 'inégalité de Paley et I'inégalité

1/2 +0o0
(Z laka) <C|flli pour f(s) = ann™ (3.3)

k>1

démontrée au paragraphe 3.2, nous dirons que:
Définition 3.3 A C S C G est un ensemble de Paley-Bohr (relativement au semi-
groupe S) s’il eziste une constante C telle que, pour tout polynéme P = Zves a,y a

spectre dans S, on ait
1/2
2
<Zla7| ) < ClIP[s.

~vEA
Le principe général d’hypercontractivité nous donne de nombreux ensembles de Paley-

Bohr: {pi}> {pip]'}’ {22k}7 s

3.4.2 Liens entre ensembles de Bohr et de Paley-Bohr

L’ensemble des nombres premiers est a la fois un ensemble de Bohr et de Paley-Bohr.
Cependant :

— Le théoréme 9 de [21] montre que {22°; k > 1} n’est pas un ensemble de Bohr (car
un ensemble de Bohr est la réunion d’un nombre fini d’ensembles pour lesquels
aucun élément ne divise un autre).

— {pip;; 1 > 1,j > 1}, en tant que produit de deux ensembles de Sidon, n’est pas un
ensemble de Sidon (voir [33]). En particulier, ce n’est pas un ensemble de Bohr.

Pourtant, ces deux ensembles sont des ensembles de Paley-Bohr (cf exemples 3 et 4 apres
le corollaire 3.4). Le phénomene inverse ne peut se produire :

Théoréme 3.10 Tout ensemble de Bohr est un ensemble de Paley-Bohr.

Notre preuve est basée sur une idée de Rudin pour transférer les propriétés d’un ensemble
de Sidon particulier a tous les ensembles de Sidon:

Théoréme 3.11 Soit ¢ > 1, A = {y; k > 1} un ensemble de Bohr. Alors il existe
une constante C tel que, pour tout polynéme P = 2765 a7y & spectre dans S, on ait les
inégalités suivantes:

Z Oy, Tk

TREA

1

<C

La(Te0)

(3.4)

§ : Qv %k

TREA

San

YES

<

L3(G)

Li(G)
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3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr

Preuve : Soit z = (z1,...) un élément de T*. On note p; la mesure d’interpolation pour
I'ensemble de Sidon A, associée a la suite (z;), et u2 la mesure donnée par le théoréme
de Rider. On considére p, = uy * o, p, satisfait :

N o sty =%
“2(7)‘{0 siy€S—A.

Soit P, le polynome trigonométrique P, = pu, x P = Z'}’ke A Gy 267k Alors:

1Py < MNP s,

Nous intégrons cette inégalité par rapport a z € T, et nous appliquons le théoreme de

Fubini :
q
|3 o)t dzde < 0P,
GIT= " yeeh

ce qui se lit:
q
q q
LI E @), de < sl 1Pl
YREA

Mais, {z} est une suite de variables aléatoires, invariantes par rotation, et c’est donc
une suite basique inconditionnelle [44, p.15]. Puisque |yx(z)| = 1, nous avons:

Ay, 2 > H g Ay, 2
” Z Tk kl La(T) 7 %k
YEA TREA

Ceci prouve l'inégalité de gauche de (3.4). Pour obtenir 'autre inégalité, on procede de
méme en remarquant que:

> ” Vel Z) Ay, 2k .
La(T°) ‘Yk;\ ( ) Tk La(Toe)

Pz*,u’i = Z Q. Yk

TREA

Le résultat s'obtient en intégrant sur T* P'inégalité:

| Pz % pzllzaey < Npzllll Pell ooy

O
Preuve :(du théoréme 3.10) Soit Ax = {; k > 1} un ensemble de Bohr, et P = Z a7y
~ES
un polynéme. Alors d’aprés le théoreme 3.11:
1/2
2 —
() =St 3 Z ey
yeA €A TREA
Maintenant, les inégalités de Khintchine assurent que les normes ||.||; et |.||2 sont
équivalentes sur I’espace vectoriel engendré par 2y, ...,2n,... En particulier,
S 12)1/2<c 3 < C||P|
a
(0] <] £ ens ) <0101
YEA TEA
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

ol pour la derniére inégalité nous avons appliqué une autre fois (3.4). O

Remargue : Le théoréme 3.11 nous donne une inégalité de Khintchine pour les ensembles
de Bohr. Précisément, si A = {ny; k¥ > 1} est un ensemble de Bohr de N, et si ¢ > 1,
il existe des constantes A, et B, telles que, pour tout polynéme de Dirichlet P(s) =
S~ % agng® a spectre dans A, on ait:

Agl|Plins < IPlla2 < Bl Pll3a-

En effet, si 'on pose Q(s) = Zfakp,zs, le théoreme 3.11 assure que:

1
el < 1Pl < CliQll,-

11 suffit alors d’appliquer 'inégalité de Khintchine dans le cas classique.

3.4.3 Exemples d’ensembles de Paley-Bohr

Les ensembles de Paley A de N (c’est-a-dire ceux pour lesquels 'inégalité de Paley est
vraie en remplacant {2*} par A) sont parfaitement connus: ce sont ceux pour lesquels
les quantités N(A,m) = {n € A; m < n < 2m} sont bornées (voir par exemple [58]),
ou encore les unions finies d’ensembles de Hadamard. Nous ne sommes pas capables de
caractériser les ensembles de Paley-Bohr, mais le théoréme suivant en donne une large
classe:

Théoreme 3.12 Soit Y = {y™} une partie de N telle que y*+Y ne divise aucun des
[y(j)]Q pour j =1,... k. Alors Y est un ensemble de Paley-Bohr.

Ezemple : 'Y = {(p1...p;)?; 7 > 1} est un ensemble de Paley-Bohr, alors qu’il est
prouvé dans [56] qu'il ne contient aucun sous-ensemble de Bohr infini.

Preuve : Nous allons utiliser une idée due a B.Smith, les produits de Riesz “non exacts”.
Nous commencons par énoncer un lemme facile:
Lemme 3.2 Soient o, f deuz nombres complezes avec |a| <1 et |5| < 1. Alors:

—+(1~|a]2),6—§2—2- < 1.

R

[N)

Preuve : Par le principe du maximum, on peut toujours supposer que |3| = 1. On pose
a=re? et B =¢¥. Alors:

o 5 ap? ret 2y i0 T 2i0—ip
o — - = 1~ -z ‘
5+ (1= a8 ~ = g T
= ¢re¥ sin(fp — 0) + (1 — 1”2)610,
d’ot1 l'on tire:
—n2
% +(1—|a®)B - gg— = |irsin(fp — 6) + (1 — r) < 1.
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3.4 Ensembles de Bohr et de Paley-Bohr

0O

Posons m®) = A (y¥)) € N(*). La condition imposée sur les y*) se traduit par la
propriété : '

Vk > 1,Vj < k, 770227 ¢ HY(T)
(on convient, si m = h(my,...,m,,0,...) € N(®) de désigner 2™ ... z*" par z™). Nous
construisons un polynéme d’interpolation non-exact, mais dont on controle bien la norme
infinie :
Lemme 3.3 Soit (ar)1<k<n une suite de nombres complezes telle que |ag| < 1 pour tout
k > 1. Alors il existe un polynéme trigonométriqgue G sur T tel que :

(1) |Gl < 1.
. 1 N
@  G(mY) =5a [] 1-ley) pourk < N.
j=kt1
(3) G(m) =0 sim € N m £ m&),

Preuve : On définit par récurrence une suite de polynémes (G;);1<;<ny €n posant:

1
G1 = ialzm(l),
1 Lo 2 1__ 0 _a
Gl = ialz + (1 - |G,l| )Gl—l - §alGl_1z .

Nous prouvons par récurrence que G satisfait les conditions (1), (2), (3), ol dans (2)
N est remplacé par [. Cela est vrai pour G, et si c’est vrai pour G,_1, alors:
— Le lemme 3.2 appliqué en prenant & = ;2™ et 8 = Gi-1(z) assure que (1) est
vrai pour G.
~ (2) et (3) se déduisent immédiatement de la formule, et des hypotheses sur m*).
O

Nous pouvons désormais passer a la preuve du théoréme. Soit f(s) = Eiv b,n"° un po-
lynéme de Dirichlet. Soit F'(z) = Zf bn2{" ... 22" le polyndme trigonométrique associé.

3
. . L . (%)
Nous posons S = 3 |b,m|?. Si.§ = 0, il n’y a rien & prouver, sinon on pose : a; = OVl de

sorte que Y |ax|* = 1. Soit G le polynéme d’interpolation construit au lemme précédent.

Nous avons: N

2 2 1
<G,F >=;|by(k)l H (1—|aj] ) X 5—\/—5

j=k+1

Puisque ) |ax|? = %, il existe une constante absolue C' telle que H;V:kﬂ(l —la;]?) > C.
Dongc,

C 1/2
IFl 2< G F >2 = (Y lbwl?)
Y = {y*)} est un ensemble de Paley-Bohr. O

Corollaire 3.13 Tout partie infinie de N contient un sous-ensemble de Paley-Bohr in-

fini.
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Chapitre 3 : Les coeflicients d’une série de Dirichlet

3.5 Inégalités a valeurs vectorielles

Dans [4], O.Blasco et A.Pelczynski ont étudié & quelle condition, sur la géométrie
de V'espace de Banach complexe X, les inégalités classiques pour des polynémes trigo-
nométriques (inégalité de Hardy, de Paley) sont encore vérifiées pour des polyndmes
dont les coefficients sont dans X. Notre but est de réaliser le méme travail, mais pour
les polynémes de Dirichlet, et les inégalités de Bohr et de Paley-Bohr. C’est pourquoi
nous introduisons les définitions suivantes:

Définition 3.4 Un espace de Banach compleze X sera dit espace de Bohr (resp. espace
de Paley-Bohr) s’il eziste une constante C > 0 telle que, pour tout polynéme de Dirichlet
Zi\f a,n"%, avec a, € X, l'inégalité :

> llapl < Csup
teR

p premier

N
E annzt
1

est vérifiée (resp. l'inégalité

1/2 e
2 < : L
(5 o) sl
P

premier

dt

N
E : annzt
1

est vérifiée).
Remarquons que dans cette définition, la derniere intégrale peut s’exprimer au moyen
d’'une intégrale sur T*. La méme preuve que celle du lemme 2.2 montre en effet que:

N 1 Ty .
E a,n"* = lim — E a,n'|| dt
T—+00 2T [ _p
1 H%{ 1
N
= / E an2it . z2m | dm(z).
Teo || 45

3.5.1 Espaces de Bohr

L’inégalité de Bohr ne se transmet pas bien aux espaces de Banach. En effet,

Théoréme 3.14 X est un espace de Bohr si et seulement st dim X < +o0.

Preuve : Seule I'implication directe est non triviale. Mais si dim X = +o00, un théoréme
de Dvoretzky et Rogers (voir par exemple [44, page 16]) affirme que nous pouvons
exhiber dans X une série Y z,, inconditionnellement convergente, mais pas absolument
convergente. Plus clairement, pour cette série, il existe une constante M telle que, pour
tout z de T, HZ;”” znxn“ < M, tandis que 3.7°°||2,]| = +co. Par conséquent, pour
N assez grand, quelle que soit la constante C, 'inégalité

N N
z,|l < Csu z,p
;H nl| < Sup 21: D

ne peut avoir lieu, et X n’est pas un espace de Bohr. O
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3.5 Inégalités a valeurs vectorielles

3.5.2 Espaces de Paley-Bohr

Une condition nécessaire

Déterminer les espaces de Paley-Bohr est plus difficile. Nous allons trouver des liens
avec les types et cotypes des espaces de Banach. Rappelons qu’un espace de Banach est
de type p (resp. de cotype ¢) s'il existe une constante C, (resp. B,) telle que, pour tout
entier positif m, et pour tous zy,...,z, de X, on ait:

m m 1/p
/Too Y akze|| dm(z) < G (Z kaHp)

m 1/q
resp. B, (Z Ha:qu> < /
1 Tee

Nous ne donnons pas ici la définition la plus courante des notions de type ou cotype
(il faudrait, a la place des z, mettre les variables de Rademacher), mais elle lui est
équivalente. Pour plus de détails, on pourra se reporter a [53].

™m

PR

1

dm(z)

Proposition 3.15 Si X est un espace de Paley-Bohr, alors X est de cotype 2.

Preuve : Soient zy,...,z, € X et P(s) = > x,p;,*, qui est un polynéme de Dirichlet
X —valué. Alors, puisque X est un espace de Paley-Bohr, on a:

m 1/2 m
<Z ||$k|12) < C||Pllyg, = C/ PRETEN
k=1 Tee k=1

dm(z).

O

Nous ne savons pas s’il existe une réciproque au théoréme précédent. Néanmoins, nous
donnons deux exemples ol nous sommes capables de conclure.

Les treillis de Banach

Nous rappelons quelques définitions sur les treillis de Banach (notre référence est
[45]) -
Définition 3.5 Un espace de Banach X partiellement ordonné sur le corps des réels
est appelé un treillis de Banach si:
(T1) z <y = z+ z <y+ 2z pour tous z,y,z de X.
(T2) ax > 0 dés quez > 0 eta € R,.
(T3) Pour tous z,y € X, il existe une borne supérieure x V y et une borne inférieure

Ay € X.
(T4) lz|| < |lyll dés que |z| < |y|, ot la valeur absolue |x| de x € X est définie par
|z] =z V (—z).
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

Ezemples :

1. Soit X un espace de Banach, dont (x,) est une base inconditionnelle de constante
d’inconditionnalité 1. Alors X, muni de l'ordre Zf “anz, > 0 < a, > 0 pour
tout n est un treillis de Banach.

2. Les espaces LP(Q,u) et C(K), munis de Vordre ponctuel, sont aussi des treillis de
Banach, qui ne sont pas donnés par une base inconditionnelle.

Les espaces LP(2,u) sont en un certain sens le modele générique des treillis de Banach,
comme l'indique le théoréme suivant [45, thm. 1.b.14]:
Théoréme 3.16 Soit X un espace séparable ne contenant pas cq. Alors il existe un
espace de probabilité (Q,p), un idéal X de L'(Q,u) et une norme ||.||x sur X qui en fait
un treillis de Banach tels que :

i) X est isométrique & (X,)|.||z), lisométrie préservant Uordre.

w) i f e L=(p), Ifllh < 1fllx < 2/ flle-
Comme un espace de Paley-Bohr est défini sur le corps des complexes, il nous faut définir
les treillis de Banach complexes:
Définition 3.6 Soit X un espace de Banach sur le corps des complezes. On dit que
c’est un treillis de Banach compleze si c’est le complexifié d’un treillis de Banach réel.
La notion reliée au cotype 2 dans les treillis de Banach, et qui va nous permettre dans
ce cadre de démontrer la réciproque a la proposition 3.15, est celle de 2-concavité:
Définition 3.7 Une norme sur un treillis de Banach X est dite 2-concave s’il eriste
une constante M telle que:

n 1/2 n
(zuxiw) < (zm:z)

pour tout choiz de vecteurs (:v,-)izlym,n.
On a 1”équivalence ([45, thm 1.£.16]):
Théoreme 3.17 Soit X un treillis de Banach. Les assertions sutvantes sont équivalen-
tes:

i) X est de cotype 2.

i) La norme sur X est 2-concave.
Nous sommes alors suffisamment armés pour démontrer le
Théoreme 3.18 Soit X un treillis de Banach compleze de cotype 2. Alors X est un
espace de Paley-Bohr.
Preuve : Un espace est de Paley-Bohr si, et seulement si, tout sous-espace séparable
de X est de Paley-Bohr. On peut donc supposer que X est séparable. Il ne contient pas
co car il est de cotype 2, et pas conséquent nous pouvons supposer que X est un treillis
de fonctions intégrables sur un espace de probabilités (Q,u). En outre, puisque X est de
cotype 2, sa norme est 2-concave.

1/2
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3.5 Inégalités a valeurs vectorielles

Fixons uy, ... u, des éléments de X, et posons P(s) = > ;_, ugk™. Pour tout w de
(Q,u), 'inégalité de Paley-Bohr scalaire affirme que:

1/2 "
(z Iup(w)l2> <c|lS un

p premier
ou C est une constante absolue. Maintenant, X est un treillis de Banach, et nous ap-

i

1

1/2
pliquons le point (74) de la définition avec z(w) = < Z |up(w)|2> et y(w) =

p premier
n
E up(w)k™%||  pour en déduire que:

k=1

Hl

n

Z ug(w)k™*

k=1

1/2
( >, lup(w)l2> <C

p premier

Hl

Comme la norme de l'intégrale est dominée par 'intégrale de la norme,

1/2 n "
( Z ]up(w)|2) < C’/ Z ugzyt .. 2o Z upk™?
P T |lk=1 k=1

premier
Il ne reste plus qu’a appliquer la 2-concavité de la norme de X pour en déduire que X
est un espace de Paley-Bohr. a

dm(z) =C

M

Remarque : Dans la preuve précédente, on n’utilise pas d’autre propriétés sur les
premiers (pg) que le fait qu'’ils forment un ensemble de Paley-Bohr. On a donc plus
précisément que tout ensemble de Paley-Bohr reste un ensemble de Paley-Bohr relative-
ment a X, treillis de Banach de cotype 2.

Corollaire 3.19 LP(Q,u) est un espace de Paley-Bohr si et seulement si 1 < p < 2.

Preuve : Il s’agit d’une application immédiate des résultats précédents, en se rappelant
que le cotype de LP(Q,u) vaut max(2,p). 0

Duaux de C*-algebre

Rappelons qu'une C*—algebre est une algebre de Banach munie d’une involution x*
antilinéaire telle que:

- (zy)" =y'z".

= [lz*=ll = [|l=]1%.
Depuis les travaux de N.Tomczak [67], il est bien connu que le dual d'une C*—algebre est
de cotype 2, et est donc un bon candidat pour étre un espace de Paley-Bohr. L’utilisation
de I'inégalité de Von-Neumann va nous permettre de généraliser la preuve du théoreéme
3.12, et d’en déduire:
Théoréme 3.20 Le dual d’'une C*—algébre est un espace de Paley-Bohr.
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Chapitre 3 : Les coefficients d’une série de Dirichlet

Preuve : La preuve est essentiellement une modification de celle du théoreme 3.12, avec
les idées de O.Blasco et A.Pelczynski introduites dans [4]. Afin de rester complets, nous
donnons toutefois une preuve détaillée de ce théoréme, en commencant par quelques
lemmes utiles:

Lemme 3.4 Soit X une C*—algebre. Alors, pour tout z de X avec ||z|| < 1, pour tout
a € C avec |a| =1, et pour tout 0 < s < 1,

%S +(1—s*)z— sa’

<1

Preuve : Il s’agit exactement du lemme 3.1 de [4]. Il se déduit du lemme 3.2 de ce
chapitre par 'application de l'inégalité de Von Neumann. O

Lemme 3.5 Soit (uy) une suite d’éléments unitaires d’une C*—algébre X, et (a) une
suite de réels avec 0 < ap < 1. Alors il existe G un polynome trigonométriqgue X —valué
tel que:

1) lGlle <1
(2) G (6) = —21—ak H (1 — a?)ug pour k < N.

j=k+1
(3) G(m)=0sim eN® m£6§ ... by

Dans ce lemme, la notation § signifie §; = (0,...,0,1,0,...), ol le 1 est en k—iéme
position.
Preuve : Elle est identique & celle du lemme 3.3, si ce n’est que nous remplacons la

relation de récurrence par:

1
G = §G1U12’1,

1 1__ _ —

G, = ialulzl +(1— af)Gl-l - ‘ialGl—luz Y\Gi_17.
On prouve notamment que G, vérifie (1) en appliquant le lemme 3.4 avec s = q;, @ = 2
et z=u'Gi1(2). !

Lemme 3.6 Si X est une C*—algébre, pour tout ™ de X*, il existe u € X unitaire tel

que:

Preuve : Il s’agit d’une conséquence du théoréme de Russo-Dye ([10, page 210]), qui
affirme que dans toute C*-algebre unitaire X, la boule unité fermée est la fermeture
de 'enveloppe convexe des éléments unitaires. Si pour tout élément unitaire v on avait
|z*(v)| < 3l|z*||, alors par I'inégalité triangulaire, on obtiendrait [|z*|| < ]|z*|, ce qui
est impossible sauf si * = 0., mais dans ce cas le lemme est trivial.
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3.5 Inégalités a valeurs vectorielles

1l existe donc u € X unitaire avec |z*(u)| > &[|z*||, et il suffit de considérer e®u pour
un 6 bien choisi. O

Nous prouvons maintenant le théoreme. Puisque X* s’injecte isométriquement dans
X** et puisque X** est unitaire, on peut toujours supposer que X est unitaire. Soit
f(s) = X7 ztk™® un polynéme de Dirichlet X*—valué, et F(z) = > 7" z;z"* le po-
lynéme trigonométrique correspondant. Nous posons a; = ||z} ||. De méme que dans la
preuve du théoréme 3.12, il est possible de supposer que 1" aj = 1. Soient (ug)i<k<m
des éléments unitaires tels que ar > zj(ux) > 4. Si G est le polyndome donné par le
lemme 3.5 & partir des suites (ax) et (uy), alors:

1 & .
<GF> = 52% (1 — af)zj (w)

m
k=1 Ij=k+1
1 m m
> 15 a [ a-a)
k=1  j=k+1
> T
k=1
ou C est une constante absolue telle que
N
[[a-sh=c
j=k+1

pour toute suite positive (s;) avec Y. s7 = 1. On a donc:
c c 1/2
2
Fl1 > —==—x .
e @ | )

Ezemple : La classe de Schatten S!, dual de la C*—algebre des opérateurs compacts
sur #2, est un espace de Paley-Bohr.

*
mPk

O

Remarque : Au lieu des premiers (pg), on aurait pu prendre dans la preuve précédente
tout ensemble Y = {y®} d’entiers tels que y**?) ne divise pas (y(j))2 pour 1 < j < k.
On obtient que Y reste un ensemble de Paley-Bohr relativement aux polyndmes de
Dirichlet dont les coefficients sont dans le dual d'une C*—algebre.
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Chapitre 4

Opérateurs de composition sur H?

Si 9 est une application holomorphe de D dans D, 'opérateur de composition de sym-
bole 1) est défini par Cy(f) = fo4. D’apres le principe de subordination de Littlewood,
Cy € L(H?P(D)), pour 1 < p < +00. Ces opérateurs de composition sur les espaces de
Hardy classiques ont été beaucoup étudiés, le but étant de comparer les propriétés de 1,
fonction holomorphe, et de Cy, opérateur. Quelle condition faut-il imposer sur 3 pour
que Cy soit inversible, soit une isométrie, soit compact? On pourra notamment consulter
[62] et [16] & ce sujet.

Les opérateurs de composition sur H#? ont été déterminés par J.Gordon et H.Heden-
malm. Dans ce chapitre, nous allons généraliser aux espaces HP la preuve qu’ils donnent
dans [25], avant d’amorcer 1'étude des propriétés de ces opérateurs de composition. Le
chapitre suivant sera plus particulierement consacré a I’étude de leur compacité. Signa-
lons aussi que C.Finet, H.Queffélec et A.Volberg ont abordé le calcul de leur image
numérique [20].

4.1 Détermination des opérateurs de composition

Les fonctions de HP étant définies sur C; 2, nous cherchons les fonctions ¢ : Gy —
C,/2 pour lesquelles f o ¢ € HP dés que f € HP.
Théoréme 4.1 Soit 2 < p < +oo. Une fonction holomorphe ¢ : Cyj3 — Cy /g définit un
opérateur de composition (borné) Cy sur HP si, et seulement si:

1. Elle est de la forme ¢(s) = cos + ¢(s), ot cg € N et ¢ admet une représentation
par une série de Dirichlet qui converge dans un demi-plan (vertical).

2. ¢ admet un prolongement analytique ¢ C, , toujours noté ¢, tel que:
(a) $(Cy) C Cy sicy > 1.
(b) ¢(Cy) C Cyyz sico=0.
Dans le cas ou. 1 < p < 2, la condition est nécessaire, et elle est aussi suffisante si
co # 0. En outre, Cy est une contraction si, et seulement si, ¢y # 0.

Remarque : Les conditions 1. et 2. ont des natures tres différentes. La condition 1. est
une condition arithmétique, qui doit étre vérifiée afin que f o ¢ soit une série de Dirichlet
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dés que f est une série de Dirichlet. La condition 2. est relative au contréle de la norme
HP. Elle est notamment liée au fait que, si f € HP, pour presque tout x € T, f, se
prolonge a C,..

Preuve :

Condition nécessaire: Nous allons prouver plus précisément que ¢ a la forme voulue
dés que Cy induit un opérateur de composition de HP dans H?, 1 < p,g < +o0. La
preuve donnée dans [25] pour le cas p = ¢ = 2 fonctionne, pour peu que Pon soit
capable de prouver le lemme suivant :

Lemme 4.1 II existe une fonction f € HP telle que:

a) Pour presque tout x € T, la droite R(s) = 0 est frontiére naturelle de f,, et
0 est ’abscisse de convergence de fy.

b) Pour au moins un x € T%, la droite R(s) = 1/2 est frontiére naturelle de f,,
et 1/2 est l'abscisse de convergence de f,.

s 1 .
Preuve : On pose f(s) ;;;ap]p] ol ay, \/Elogpj' Il est prouvé dans
[25] que f vérifie les conditions a) et b) (a) est une conséquence de résultats de
J.P.Kahane [34, p44, theorem 4], et b) de résultats de H.Queffélec [55]). Par ailleurs,
il est clair que f € H2. D’aprés le corollaire 3.5, f € HI. 0

Condition suffisante: Ici aussi, la preuve de [25] fonctionne si:

- Cp 7—4 0.
— ¢g = 0 et p > 2, cette restriction venant de 1'utilisation du théoreme 2.8.

La preuve de Gordon et Hedenmalm assure en outre que Cy est une contraction
deés que cg # 0. Pour prouver que c’est le seul cas possible, remarquons que si
w € Cyya, C;(Kw) = Ky (c’est un résultat tres classique pour les opérateurs de
composition sur H*(D) [62, paragraphe 3.4], qui s’adapte ici sans changement).
Alnsi:

K ow)lloey: _ C(2R($w)))"P

Kol ez CER(W)YP -

On éerit d(s) = 3,51 can ™. Si R(s) — 400, Re(s) — R(c1) et on trouve:

ICsll = IG5l 2

ICsll > ¢(2R(er))? > 1.

La preuve précédente donne en particulier :

Corollaire 4.2 Soit Cy un opérateur de composition sur HP, 1 < p < +oo. Alors:

COR(B()7
ICell 2 sup = cromioyyire
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Le cas p = 400 est plus facile. Nous cherchons les fonctions ¢ : C, — C,. qui définissent
un opérateur de composition sur H*. Nécessairement, ¢ vérifie la condition arithmétique
du théoréme précédent, et ¢ s’écrit ¢(s) = cos + )5, cnn~°. Réciproquement, si ¢ est
de cette forme, pour tout f de H>°, on a clairement ||f © ¢|loc < || flloo-

Dans la suite de chapitre, ¢ représentera toujours une fonction définie sur un demi-
plan Cy et pouvant s’écrire ¢(s) = cos + ©(s), ol ¢(s) = >, 5, c,n~°. L'utilisation
des résultats du chapitre 3 donne des conditions suffisantes pour que C; augmente
lintégrabilité :

Proposition 4.3 Soit 1 < p < ¢ < +00 et Cy un opérateur de composition sur HP,
avec ¢y > 1. On suppose que ¢(C) C C;, ot e > 0. Alors Cy € L(HP,H?). En outre, si
27% < 2, alors ||Cyllcor ey < 1.

Preuve : Nous prouvons d’abord le résultat dans le cas ot ¢¢(s) = s + . Alors, Cy, =
T, et la proposition provient du théoreme 3.2, et des remarques qui le suivent. Nous
procédons maintenant par un argument de factorisation: du fait que ¢(C,) C ¢.(Ce),
et que ¢. est univalente, on peut poser v = ¢; 1 0 ¢. Alors, ¥(Cy/2) C Cyj2, v(Cy) C Cy,
et v vérifie la condition arithmétique 1. C, définit donc un opérateur de composition
contractif sur H?, et Cy = C, o Cy,. a

Par ailleurs, il est facile de déterminer les opérateurs de composition pour lesquels
Cy(HP) C H™.
Proposition 4.4 Soit 1 < p < +oo et ¢ : C;. = Cyj9 une fonction holomorphe de la
forme ¢(s) = cos + ¢(s). Alors:

1. Cy(HP) C H™ si, et seulement si, §(C,) C Cyjaqe, 0t e > 0.

2. Il n’y a pas d’opérateurs de composition tels que ||Cy|| cirrpeo) < 1.

Preuve : Pour tout f de HP, tout w € C;, on a:

| (@] < IColl ar poe) | Fllners

ce qui donne: || Kgw)llary < [|Collc(ar,pie0). Le théoréme 2.6 permet de conclure. 0

4.2 Opérateurs de composition inversibles, Fredholm,
normaux |

Pour de nombreux espaces de fonction analytiques, les opérateurs de composition
inversibles et de Fredholm sont les mémes. C’est aussi le cas pour HP, et en outre ils
sont peu nombreux:

Théoréme 4.5 Soit 1 < p < +00. Les assertions suivantes sont équivalentes:
i. Cy est inversible.

it. Cy est Fredholm.

iti. ¢(s) =s+1i7, on T ER.
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Preuve : 11 suffit de prouver . == i7:. Nous commencons par un lemme qui nous
sera souvent utile :

Lemme 4.2 Soit C; un opérateur de composition sur HP. Si ¢(s) # s+ir, 7 € R, alors
il existee > 0 et n > 0 tels que:

?(Crj2-¢) € Cijog.

Preuve : Le point clé est la proposition 4.2 de [25], que 1'on rappelle sous forme de
lemme:
Lemme 4.3 Soit ¢ une fonction holomorphe, ¢ : Cy — C,. On suppose que dans un
demi-plan, ¢(s) = cos + p(s), ou @(s) = D 5, can™°. Alors, si ¢ est constante, cette
constante appartient au demi-plan C,_..9; si @ n'est pas constante, elle se prolonge en
une fonction holomorphe de Cy dans C,_. 9. Dans ce cas, pour tout 8’ > 8, ¢ envoie Cy
dans C,r—c9, pour un v' > v.
Nous distinguons alors plusieurs cas pour prouver le lemme 4.2.
— ¢o=0:on aalors ¢(Cy) C Cy/a. Si ¢ est constante, le résultat est évident, et si ¢
n’est pas constante, le lemme 4.3 montre que ¢(Cy/4) C Cyjopy.
~ co > 1: puisque p(Cszs) C 9(Cy) C Cy, ¢(Cyys) C Cppzr8 C Caya-
- ¢p = 1, et o non constante: par le lemme 4.3, o(Cijs) C C,, 0 < v < 1/2, et
A(Crja-vy2) C Cijarpya.
—~ ¢g = 1 et o constante : le résultat est évident.
O

Nous allons alors raisonner par contraposée pour établir 47. == 4. Si ¢(s) # s+ 47, il
existe n > 0, ¢ > 0 avec ¢(Cy/2-c) C Cyi/24y. Nous allons prouver que codim ImCy =
+00. Remarquons d’abord que toute fonction de ImCy est définie (et bornée) sur Cy /5.
D’apres le lemme 4.1, il existe f € HP qui ne se prolonge pas au-deld de C;/,. On pose:

F = vect {n'sf; n> 1},

et on prouve que F'NImCy, = {0}. En effet, si g € FNImC)y, alors g(s) = P(s)f(s), ou
P € P. Si g n’est pas nulle, il existe un point s de la droite 1/2 + ¢R avec P(sq) # 0.
Mais alors f se prolonge au voisinage de sg, ce qui contredit que R(s) = 1/2 est sa
frontiere naturelle. O

H.J. Schwartz [60] a montré que Cy est normal sur H*(D) si, et seulement si, ¥(2) = az,
ot |a| < 1. Nous effectuons le méme travail pour H?:

Théoreme 4.6 Cy est un opérateur de composition normal sur H? si, et seulement si,
é(s) = s+c1, ot R(cy) > 0.

Preuve : Il est clair qu'un tel ¢ induit un opérateur de composition normal. Réciproque-
ment, prouvons d’abord que ¢y # 0. On a Cy(1) = 1, et par normalité de C, 1 est vecteur
propre de Cj. Mais, si f € H?, < f,1 >= limp(s)s100 f(8), €t donc < f,C5(1) >=
limg(s)—+00 £ © @(s). On a donc limgp(g) 100 RN(s) = +00, et o # 0.
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4.3 Opérateurs de composition isométriques

La matrice de Cy dans la base canonique {1,27°,... k7% ...} est alors:

1 0 0
0 Az2 0323

0 a3,2

ay ;. est le coefficient devant 27 lorsque l’on calcule k~90) Mais,

—¢(s) —cos—e1 - (=cnlog k)’ ~js
oo = a1 55 ekl o

n>2 7j=1

et d’aprés le paragraphe 3 de [25], la série de Dirichlet de k~%(*) s’obtient en développant
ce produit. En particulier, pour k > 3, asx = 0, et si ¢y # 1, as2 = 0. Maintenant, Cy
est normal, et la somme des carrés des modules de la deuxieme ligne vaut la somme des
carrés des modules de la deuxiéme colonne:

laza|? = |agal® + |asa)® + . ...

On a donc ag2 = 0 pour k > 3, et 2-9(s) — a2227°. En revenant a (4.1) pour k = 2, on
trouve que cg = 1 et ¢, = 0 pour n > 2. O

Remarque : On peut remplacer Cy normal par Cy hyponormal (||C3(f)ll < [[Cs(£)I])
dans le théoréme précédent, la preuve reste la méme.

4.3 Opérateurs de composition isométriques

Les opérateurs de composition isométriques sur H?(DD) sont bien connus: Cy est
une isométrie si, et seulement si, 1(0) = 0, et ¢ est intérieure. Nous allons prouver un
analogue a ce résultat pour ‘H?, mais il nous faut trouver une notion pour remplacer les
fonctions intérieures. Le passage par le polydisque est encore utile.

4.3.1 Des opérateurs de composition sur H? aux opérateurs de
composition sur H?(T*)

Soit Cy un opérateur de composition sur H?(T*). On pose T'= Do CyoD™}, qui est
un opérateur sur H?(T*). Nous allons prouver qu’il s’agit d"un opérateur de composition.

On pose, pour R(s) > 0, ¢x(s) :p;"b(s), et ¢ = (Depy,...). Alors, ¢ € H*®, [|dxlloo < 1.
N

Qr

En outre, ¢ est définie sur D*® N ¢g. Considérons maintenant P = E an27t ... 277 un
1
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Chapitre 4 : Opérateurs de composition sur H?

polynéme sur HP(T*). Alors:

N
T(P) = Y auDoCy (i)™ .. (5,°))
n;l .
_ a,D ((pl_¢(3)> . (p;¢(3))ar)
n;l
= S an(Do) .. (D)

Donc, si z € D® N2, T(P)(z) = Po ¢(z2), et :

[P(¢(2))] < CEIT Pl mp(re)-

L’évaluation en ¢(z) se prolonge continiiment 3 HP(T®). C’est donc que ¢(z) € D® N /2.
En outre, T(P) = C4(P), et T est I'opérateur de composition induit par Cj. Bien sir,
Cy et Cj étant similaires, ils partagent les mémes propriétés.

Remarque : On ne peut pas parcourir le chemin en sens inverse, c’est-a-dire prendre
un opérateur de composition sur HP(T*), et en déduire un sur HP. Par exemple, si
¥(z) = (—21,22, - .. ), Cy est un opérateur de composition sur H?(T*), mais il n’existe pas
de ¢ : Cyjy — Cyyp avec Cy = Doy oD, Cela entrainerait en effet que 2-¢(9) = —2-5
et 37%(5) = 37% et ces deux conditions sont incompatibles. En particulier, il existe des
opérateurs linéaires multiplicatifs sur ? qui ne sont pas des opérateurs de composition,

un résultat a rapprocher du théoreme 2.9.

Remarque : Le plus souvent, le passage des opérateurs de composition sur HP aux
opérateurs de composition sur H?(T*) sera un moyen de mieux comprendre les premiers.
On peut aussi 'envisager comme une source d’exemples pour les seconds. En effet, nous
donnerons un exemple d’opérateur de composition compact et non Hilbert-Schmidt sur
H2. Par conjugaison, on en obtiendra un de méme nature sur H?(T*).

4.3.2 Isométries

Soit Cy un opérateur de composition sur H?. Suivant [25], on pose, pour x € T™,
by (8) = cos+py(s). Les fonctions ¢, apparaissent comme les différentes limites normales
des ¢.(s) = cos + ¢(s + 7). 1l est prouvé dans [25] que, pour chaque x € T*, ¢, se
prolonge en une fonction holomorphe de C, dans C, si ¢y # 0, et de C,. dans C,/, si
co = 0. En outre, pour f € H?, 1 < p < 400, la proposition 4.3 de [25] montre que,
pour presque tout x¥ de T, pour tout s de C,.:

(f 0 8)y (8) = fyeo 0 Px(s)-

Nous nous intéressons aux limites radiales des fonctions f, et ¢,. D'une part, puisque
pour presque tout x € T, f, est dans H} (Cy), lims—0 fy (o + it) = f,(it) existe pour
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4.3 Opérateurs de composition isométriques

presque tout ¢ € R. En outre, puisque ¢, (C;) C C4, ¢, admet aussi des limites radiales
presque partout, et donc:

oy (it) = lirr(l) ¢y (o +it) existe presque partout.
o—
Maintenant, si F € H%(D), si 9 est une fonction holomorphe de D dans D, et si F* et
¥* désignent leurs extensions radiales respectives, il est bien connu que:
(F o9)*(e*?) = F* o ¢*(”) pour presque tout 4.

En écrivant que fyco © ¢y = fyeo © 1 0 071 0 By 0 o1, olt p1(z) = (14 2)/(1 — 2), on en
déduit que pour presque tout x € T°, pour presque tout ¢ € R:

(f 0 )x(1t) = fyeo © Py (it).

Nous pouvons alors caractériser les opérateurs de composition isométriques:

Théoréme 4.7 Soit 1 < p < 4+00. Cy est une isométrie sur HP si, et seulement si,
pour presque tout x € T, pour presque tout t € R, ¢,(it) € iR.

Preuve : Remarquons d’abord que si C, est une isométrie, c’est en particulier une
contraction, et ¢y # 0. On munit T x R de la mesure du produit de la mesure de Haar
sur T® et de d)\;(t) = 7~1(1 + ¢?)"1d¢t. D’apres le lemme 2.6, on a

b2, = / (
Too xR

= / x| gy,
Too xR

Supposons que A est une partie de T x R avec p(A) > 0 et |R(@y(5t))] > 0 pour tout
(x,t) € A. Alors:
—¢||P —ox (it) |P
n S / n
I “H . |

D’apres le théoréme de convergence dominée :

n‘¢)x (1¢) ’

dy

dp + (1 — p(A)).

lim ||n ¢I|7{p <1—p(4) <

n—oo

et Cy n’est pas une isométrie.
Réciproquement, pour £ > 0, on pose:

Ye(s) = Z;g de C, dans D,
et
et
d)\E(t) = po X —-——-——-t2 +§2.

d)¢ est une mesure de probabilité sur R, et pour tout f € Hf(C,), on a:

[ 1rtpaxs — 5 [1foueleyra.
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Chapitre 4 : Opérateurs de composition sur HP

Soit £,n > 0. Pour f € HP, d’apres le lemme 2.6
Ifo0lte = [ [ I(foehtiorartint
. [ 1o sytitypardtami
= [ 1 0v70 (g0 8,0 0P dm).

Il

Par hypothese, pour presque tout x de T%, ¢, 0 ¢y 09, ! est une fonction intérieure, et
en appliquant un résultat classique sur les opérateurs de composition sur HP(T) (voir
[16, thm 3.8]), on obtient :

p 1_1wno¢xo¢€—1(0)| o~ Yt pde
Ifodlte > [ <1+| T wf_l(o)l) [ £ 007 P EamG). (42)

Ecrivons ¢(s) = cos + ¢(s). La série de Dirichlet qui définit ¢ converge absolument dans
un demi-plan, et donc il existe des constantes A et M, indépendantes de ¥, telles que:

loy(s)] < M si R(s) > A.

Maintenant, ¥, 1(0) = ¢, et si on choisit = cp€, on obtient:

b (6x(6)) = 2—%(—3@

Fixons € > 0. Pour ¢ suffisamment grand, pour tout x de T,

A
L=lno bl 1 mamera o 266 1
L[y ode(E)l = 1+ 5oty 266 +24 7

On injecte cette inégalité dans (4.2) pour obtenir les inégalités suivantes:

Ifodlt, > (1—¢) /W / o (t) P, (£)dm(x)
> (- ) fIE

ou on a appliqué une derniere fois le lemme 2.6, et ol on a utilisé le fait que x — x®
est une rotation qui préserve la mesure sur T*. Ceci prouve que C, est une isométrie,
puisque 'on sait déja que c’est une contraction. |

€.

Remarque : On peut utiliser un raisonnement semblable pour donner une preuve alter-
native de celle de Gordon-Hedenmalm de la condition suffisante du théoréme 4.1, dans
le cas ¢y # 0. 11 suffit, au lieu d’obtenir (4.2), d'utiliser la majoration :

lso vl < (1) ol

pour g € HP(D) et ¢ fonction holomorphe de D dans D.
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4.4 Similarité & une isométrie

4.4 Similarité a une isométrie

4.4.1 Cas du disque

Récemment, J.H. Shapiro a étudié dans [64] les relations entre les fonctions intérieures
et les opérateurs de composition sur H%(D). Un des corollaires de son théoréme 5.1 est
le résultat suivant:

Théoréme 4.8 Soity : D — D holomorphe. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Y est intérieure, et admet un point fize dans D.

i. Cy est semblable d une isométrie.
Ce théoreme a déja été prouvé par N.Jaoua dans [32], sous '’hypotheése supplémentaire
que ¥ est analytique au voisinage de . Nous nous proposons de donner une nouvelle
preuve, qui va pouvoir étre adaptée aux séries de Dirichlet. Rappelons qu'un opérateur
S (défini sur un Banach X) est semblable & une isométrie si, et seulement si, il existe
Cl,CQ > 0 avec:

Ve € X, Vn €N, G|z < ||S"z]| < Chlj=].

En d’autres termes, S est a puissances bornées, et les images de S™ sont uniformément
fermées. Cima, Thomson et Wogen ont étudié dans [14] les opérateurs de composition
sur H?(D) & image fermée. Ils montrent que Cy, est & image fermée si, et seulement si:

3C >0,YB C T, m(v~}(B)NT) > Cm(B),

ou B désigne un borélien du cercle, et m la mesure de Haar du cercle. Nous commencgons
par donner une version quantitative de leur résultat.

Lemme 4.4 Soit Cy un opérateur de composition sur H*(D), tel qu’il eziste C > 0 avec
CIFll < 1Cy(F)Il pour tout f € H*(D). Alors, pour tout borélien B de T,

m(yH(B)NT) = C*m(B).

Preuve : On pose A = ¥ }(B) N T. D’aprés la théorie de Beurling des fonctions
extérieures, il existe f € H*(D) telle que:

1 sur B
= { 1/2 sur T — B.
1l est clair que || f*||2 2225 m(B). D’autre part:
ny\ {12 n g 2 n g 2 .
ICoIE = [ 1 ovPim [ 1o uiam
m(A) + / |f™ o ¥|2dm.
—A

Or,siz € T— A, |fov(z)] <1. On applique le théoréme de convergence dominée pour

en déduire que:
ICy(FMIE == m(A).
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Chapitre 4 : Opérateurs de composition sur H?

Le passage a la limite dans C?||f™||2 < ||Cy (f™)||3 donne C?*m(B) < m(A). O

Prouvons alors le théoréme 4.8. Si ¢ est intérieure, et vérifie 1(a) = a, on considére 1,
I’ automorphisme qui échange a et 0, et 8 = ;1 o1y 0),. Alors, 6 est intérieure et vérifie
8(0) = 0: Cy est une isométrie de H*(D). Cy, qui lui est semblable, est en particulier
semblable & une isométrie.

Réciproquement, supposons que Cy est semblable a une isométrie, et notons v, =
Y o---o01 (5 fois). Par hypothese, il existe C;,Cs > 0 tels que:

vj €N, Vf € H¥(D), Ci|Ifll < IICL(NHI = Co; (NIl < CalifIl-

Supposons que ¥ n’admette pas de points fixes dans . Une version faible du théoréme
de Denjoy-Wolff assure que |1,;(0)] — 1. Or, d’apres [16, p. 123]:

HC;L” > (1- Wn(o)l?)—l/z.

Ceci contredit que Cy est a puissances bornées. Prouvons maintenant que 1 est inté-
rieure. Si tel n’est pas le cas, il existe B C T avec m(B) > 0 et |¢;(2)] < 1si z € B.
Définissons By = B et B; = 17 '(B) N'T. D’aprés le lemme 4.4,

m(B;) > Cim(B). (4.3)

Or, les B; sont disjoints: si z € B, et sii < 7, |;(2)| = |¥;—(¢:(2))| < 1. En particulier,
¥j(z) ¢ B et z ¢ B;. On en déduit que .5, m(B;) < m(T) <1, ce qui est impossible
d’apres (4.3).

4.4.2 Cas des séries de Dirichlet

Théoréme 4.9 Soit Cy un opérateur de composition sur H?, ¢(s) = cos + (s). On
suppose en outre que la série de Dirichlet qui définit v converge uniformément sur iR.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i. Cy est une isométrie.

iw. Cy est semblable a une isométrie.

iwi. ¢(s) =cos+ir,c>1, 71 €R.

Preuve : La seule implication non triviale est 12. = 41i. Remarquons que, puisque ¢
converge uniformément sur R, ¢ définit une fonction continue sur T°. Nous scindons la
preuve en plusieurs lemmes. Le premier est ’analogue du lemme 4.4 pour les opérateurs
de composition sur H?2.

Lemme 4.5 Soit C;; un opérateur de composition sur H? tel qu’il eziste une constante
C > 0 avec ||Cs(f)I| = C||fIl pour f € H?. Alors, pour tout B= By x---xB; xTx...,
ot By est un borélien de T, on a

m(¢~1(B) N T*) > C*m(B).
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Preuve : Clairement, pour tout F' € H*(T), ||C3(F)|| > C||F||. Pour I = 1,...,j, on
considere f; € H*(D) vérifiant :

£ = 1 sur B
"1 1/2 sur T - B,

puis on pose F' = f; ® - - ® f;. Le passage & la limite dans ||C3(F™)||3 > C?||F™||} donne
le résultat. O

Lemme 4.6 Sous les hypothéses du théoréme 4.9, si Cy est semblable ¢ une isométrie,
alors ¢(it) € iR pour tout t € R.

Preuve : Soit V = {z € T®; ¢(z) ¢ T®}. Puisque ¢ est continue, V est un ouvert. S’il

est non vide, il existe des ouverts B; de T tels que B=B; X -+ x Byx Tx---CV,
. ~ 2\ 1

et m(B) > 0. On pose BU) = (¢(J)> (B) N T*. Comme dans la preuve du théoréme

4.8, on montre qu’il y a contradiction et que V' = @&. En particulier, pour tout t € R,

|27¢(#)| = 1, ce qui donne le résultat. O

On suppose donc que Cy est semblable & une isométrie, et on pose F(s) = 27¢().
Puisque ¢(C,) C C4, F est une fonction bornée sur C; avec |F(s)] < 1sis € C;.
Posons maintenant G(s) = F}?ﬁ Puisque ¢ converge uniformément sur ¢R, ¢ est bornée

sur C,, et G aussi. Or, |G(it)] = 1 si t € R, et donc, par le principe du maximum,
|G(s)] < 1sis € Cy. Finalement, on obtient que |F(s)] = 1 si s € C,, ou encore
Rp(s) = 0. Ceci impose que ¢(s) = ¢1, avec R(c;) = 0. ]

4.5 Opérateurs de composition cycliques

Un opérateur T sur un Hilbert H est dit cyclique s'il existe u € H tel que son orbite
Orb(T,u) = {T"u; n > 0} engendre un espace vectoriel dense dans H. Remarquons que
pour prouver que u est un vecteur cyclique pour 7', il suffit de prouver que:

<T"u,f >=0pourn>0 = f=0.

Nous cherchons des conditions nécessaires ou suffisantes pour que les opérateurs de com-
position Cy et leurs adjoints Cj soient cycliques sur 2. Nous isolons d’abord quelques
résultats classiques:

Lemme 4.7 Si l'adjoint de T admet une valeur propre de multiplicité supérieure ou
égale d 2, alors T n’est pas cyclique.

Preuve : Soit u un vecteur cyclique pour 7. On a:

vect(Orb(Tu)) € ImT & Cu.

Si codim Im T > 2, il existe y # 0 € H tel que < v,y >= 0 pour tout v de
vect (Orb(T,u)), et u ne peut pas étre cyclique pour T'. On a donc codim Im T < 2, et
T* n’a pas de valeurs propres de multiplicité supérieure a 2. O
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Lemme 4.8 Une série de Dirichlet n’est jamais injective sur son demi-plan d’absolue
convergence.

Ce résultat se trouve par exemple dans [18].
Théoréeme 4.10 Soit ¢(s) = cos + ©(s) un opérateur de composition sur H%. Alors:
a) Sico =0, Cy n'est pas cyclique. Si ¢ est bornée, C} est cyclique sauf si ¢(s) = c1.
b) Sico =1, Cj est cyclique.
¢) Sico > 1, Cy est cyclique, Cy ne l’est pas.
Preuve :

1. Sicp = 0, ¢ n'est pas injective sur C, 5. Il existe donc 3 points distincts (en fait,

une infinité) a,b,c de Cy /5 avec ¢(a) = #(b) = ¢(c). En particulier:

Cy(Ka — Ky) = Cy(Ko — K.) = 0.

0 est valeur propre de Cj de multiplicité au moins 2, et Cy n’est pas cyclique
d’apres le lemme 4.7.

D’autre part, si on suppose que F¢ est bornée, alors ¢ admet un point fixe 5 dans
C,/2.Considérons en effet h = 1y o porp; 1. Si h est sans point fixe dans I, il existe
w € T, point de Denjoy-Wolff de h, tel que h,(0) converge vers w. Mais alors, ¢, (1)
converge vers ¥, ' (w) € iR U {oo}. Puisque ¢(C,) C Cyjo, le cas ¢; '(w) € iR est
impossible. D’autre part, puisque ¢(s) = ¢ + >, 55an "%, il existe un demi-plan
olt ¢ est bornée, et il est tout aussi impossible que R@,(1) tende vers +co. Par
conséquent, l'orbite (¢, (1)) restant bornée dans C, 5, h admet un point fixe dans
D, donc ¢ admet un point fixe 8 dans C,.. Puisque ¢(C,.) C Cy/,, nécessairement
B € Cyya.

Pour ¢(s) # ¢, il existe en particulier & € Cy/5 tel que ¢,() — [, sans jamais
stationner. Alors, K, est cyclique pour C3. En effet,

< (C)" (Ka)f >=0 <= f(¢ala)) =0,

et ceci n’est possible pour tout n que si f est la fonction nulle.

2. Sicg > 1, et ¢(s) # s +ir, alors une petite modification du lemme 4.2 prouve que
pour a € Cyjg, R(pn(a)) = +00. Mais alors, K, est cyclique pour C}, car une
fonction qui serait orthogonale & son orbite aurait des zéros dans tout demi-plan
Cy. C’est impossible, car si f(s) = agk™ + ars1(k+1)7° + ..., avec a; # 0, alors
f(S) ~R(s)>+co akk—s-

3. Sico=1et ¢(s) = s+1i7: rappelons que si u € H*(D), u # 0, et si (a,)>1 désigne
la suite de ses zéros, alors:

> (1= lan]) < +o0

n>1

(ou bien v a un nombre fini de zéros, ou bien ils s’approchent tres vite du bord).
Soit a € Cy /5. Montrons que K, est cyclique pour C}. On a en effet (C’;)n (K,) =

74



4.5 Opérateurs de composition cycliques

Kosine. Si f € {(C’;)n(Ka)}J‘, alors f(a + in7) = 0 pour tout n > 1. On pose
toujours p1(2) = (14 2)/(1 — 2), et Ty/2(s) = s+ 1/2. D’aprés le théoréme 2.8,
g=foTipop € H}D). Soit b, =a+inT. On a:

fa) =0 <= g(pit 0T 12(bn)) =0
= 25, =3 0
I\, +2) =
Si f n’est pas la fonction nulle, on a donc:

S (1-]22231) < 1oo
2b, + 2 '

n>1

2,-3| _
Or, ont2|

C} est cyclique.
4. Sicyo> 1, alors:

1+ % +o0 ( %), et il est impossible que la série précédente converge :

<Cip;°)m > = <p;°C4(n™°%) >
= < p;37n—005n*¢(8) >
0.

En particulier, KerCj est de dimension infinie, et Cy n’est pas cyclique.
|

Remarque : Pour cg = 1, on ne peut pas a priori conclure immédiatement quand a la
cyclicité de Cy. Par exemple, pour ¢(s) = s +¢1, Cg = C3 , ot ¢1(s) = s +7¢1, et Cj est
donc cyclique d’apres le b) du théoréme précédent. En revanche, si ¢(s) = s+4+4.27°,
alors ¢(1) = ¢(2) = 7, et ¢ n’est pas injective. Comme dans la preuve précédente, cela
implique que Cy n’est pas cyclique.

Remarque : 1l existe un renforcement de la notion de cyclicité, ’hypercyclicité. Nous
verrons au chapitre 6 quels sont les opérateurs de composition hypercycliques sur #?2.
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Chapitre 5

Compacité des opérateurs de
composition sur HP

5.1 Le cas de H*®

Sur H*, nous sommes capables de caractériser complétement les opérateurs de com-

position compacts:
Théoréme 5.1 Soit Cy un opérateur de composition sur H™. Les assertions sutvantes
sont équivalentes :

i. ¢(Cy) cC,, oue>0.

. Cy est compact.
Rappelons que si C, définit un opérateur sur H>, alors ¢(C,) € C,. La condition
précédente est donc tout a fait similaire & celle qui caractérise les opérateurs de com-
position compacts sur H*(D) (rappelons [62] que si ¢ : D — D est holomorphe, Cy
est compact sur H*(D) si, et seulement si, (D) est relativement compact dans D).
La preuve exige néanmoins quelques raffinements, essentiellement liés au caractére non
borné des demi-plans Cy. Nous commengons par énoncer et prouver deux lemmes sur les
séries de Dirichlet, qui ont leur intérét propre. Le premier est trés proche du théoreme
de Bohr (théoréme 1.1), et on peut le voir comme une version précisée de celui-ci.
Lemme 5.1 Soit o > 0. Il existe une constante C (qui dépend uniquement de o) telle
que, pour tout f = Y .o, axk™® dans H*® avec |fll < 1, pour tout s de C, avec

R(s) = o, pour tout entier K :
K
S i
k=1

Preuve : Nous commencons par rappeler deux inégalités classiques, dont on pourra
trouver une preuve dans [41, page 342]: Sia > 0, w > 0, alors:

<C.

atwi _xz za
e 2
/ dz—27ri§——><-e-——,si3:>0 (5.1)
a—wi z w z
a+wi %3 2 za
/ —dz| < — x —,s1iz <0. (5.2)
a—wi Z W —T
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A4 A3
i(t+w) H--------~
7 N SR, -5
1
|
:
it —w) H--=-----~ :
:Al E : A2
| i
I : i
I ! i
| i 1
| I 1
I : i
I : 1
I : i
W o v

Soit f = >_,5;axk™® une fonction de H>™, avec ||f|ly~ < 1. En interprétant les ay
comme les coefficients de Fourier de Df, il est clair que |ax| < 1 pour tout k. Choisissons
i, v et w trois réels strictement positifs, qui satisfont p < ¢ < v, et dont une valeur
précise sera imposée ultérieurement. Soit K un entier, et s = o + it, t € R. La formule

de Cauchy appliquée a la fonction:
elog(K+1/2)(z—s)
9(z) = ————f(2),

zZ— 8

et au rectangle dont les sommets sont les points A; = p +i(t —w), Az = v + it — w),
A3 =v+i(t +w), et Ay = p +i(t +w) donne:

2mif(s) = /:2 g(z)dz + /Ajg g(z)dz + /:4 g(z)dz + /Ajl g(z)dz,

ou encore:

+

/ z)dz — 2mi Z ark™?®

k<K

Ay
/ dz-+—/ g(z dz+/ 9(z)dz.
Ay

——271'2'2%/6”5 = =2mif(s

k<K
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I1 suffit de prouver que chaque terme apparaissant a droite de ’égalité est borné par une
constante qui ne dépend ni de ¢, ni de f, ni de K, mais simplement de o. En premier
lieu, nous avons |f(s)| < 1. Ensuite, écrivons:

As
/ g(z)dz — 273 Z apk™® =

Az k<K

vti(t+w) ollog(K+1/2)~log(k)](z—s)
Z apk™® / dz — 2m1

vti(t—w) Z2—8
Asz e[log(K+1/2)—Iog(k)](z:—s)

+Eakk”s/ Y s dz.

En introduisant les inégalités (5.1) et (5.2), nous obtenons que:

+o0 (K+1/2)”“’
2 —s k
<52l

k=1 g

(K +1/2) —log(k)|

/ 2)dz — 2mi Z apk™®
A2

k<K

1 1 1
Mais | log(K + 1/2) log(k)] -2- 1 (m,z), et donc:

= (K +1 2" i
Z /

k:

/ g(z)dz — 2mi Z apk™*
Az

k<K

Si I'on choisit v > 2 et w tel que w = (K + 1/2)*~#*!, on déduit finalement que:

As
/ g(z)dz — 2mi Z apk™*

Az k<K

< (.

Pour les autres termes, observons que:

/A A g(2)dz

De la méme fagon, ‘f:: g(z)dzl < Cy. 1l ne reste plus qu’a étudier ‘f;zl g(z)dz,. Pour ce

f(z)dz

v+i(t—w) Jlog(K+1/2){z—s) —
/ - < B +1/2 <
pi(t—w) 2= w

faire, posons 6 = o — p > 0. 1l vient :

A pti(t+w) 2—3
[ e < |f (—[ii_—l_/f)-ﬂz)dz
Ag ;H—i(t—w) 4 S
+w d
< (K+1/2)7° [log (w+\/52+w2)—log (—w+\/52+w2>}
< C3(K+1/2)%logw < Cy.
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O

Remarque : 1l est possible de donner une preuve non-explicite du lemme 5.1, en admet-
tant le théoréme de Bohr. Pour k € N*, et w un complexe avec R(w) > o, on introduit
les formes linéaires Ly, sur H* définies par:

[os) k
L E a,n"*° =E a,n""v.
1 1

Pour f € H*, le théoreme de Bohr implique que ZI’O" ann
pour R(w) > o, ce qui implique & son tour :

" converge uniformément

sup | Liu(F)] < +o0.
kR(w)>o

Par Banach-Steinhaus, on a:

sup ||Lrwl| = Co < +00,
kR(w)>o

ce qui donne le lemme.

Le lemme suivant est une amélioration du théoreme de Montel spécifique aux suites de
fonctions de H*. Nous obtenons que la convergence est uniforme sur tout demi-plan
strict de C,, et pas seulement sur les parties compactes, et aussi que la limite reste dans
H™.
Lemme 5.2 Soit (f,) une suite bornée de H™. Alors il existe une fonction f € H*™ et
une sous-suite (f,,) telle que (fn,) converge uniformément vers f sur chaque demi-plan
Ce, oue > 0.
Preuve : Nous supposons que || fy|lne < 1, et écrivons f, = > o1 Cknk ™. Quitte &
considérer une sous-suite et & utiliser le théoréme de Montel, il est toujours possible de
supposer que ¢, — ¢, pour chaque k et que (f,) converge uniformément sur chaque
compact de C, vers une fonction bornée g. Posons f(s) = 5,5, ckk™%; f est une série
de Dirichlet qui converge absolument dans le demi-plan C; (car |cx] < sup, || falloo < 1).
Commengons par prouver que f = g dans le demi-plan C;. En effet, si § > 0, s €
et K est un entier tel que ), 5 |k7°| < /4, alors:

=

-1

fal) = £ < S Jekm —exl +2 3 577 < 5

1 k>K

o~
il

des que n est suffisamment grand. Ainsi, (f,(s)) converge pour chaque s de C; vers f(s),
ce qui prouve que f = g dans C;. f est donc une série de Dirichlet, convergente dans un
demi-plan, qui peut étre prolongée & C; en une fonction holomorphe et bornée g: f est
élément de H*, avec || fllue < 1.
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5.1 Le cas de H*®

Il nous reste a prouver que (f,) converge uniformément vers f dans C,., et pour cela
il suffit de prouver la convergence uniforme sur la droite R(s) = ¢. On fixe 0 < n < ¢, et
s = ¢ +it. Nous avons :

K-1 +00
£a(8) = () <D lewm = il + | D (con — cu) kD8
k=1 k=K

Une transformation d’Abel conduit alors au résultat : sil'on pose ug(s) = (cpn — cx)k™ ™,
et vy = k77, le lemme 5.1 affirme que:

K,

Z uk(s)

k=K,

<C

(ou C est une constante que ne dépend ni de K, ni de Kj, ni de t), tandis que l'on sait

que:
!

fvks1 — vg| < sy

Nous disposons désormais des outils nécessaires pour prouver le théoréme 5.1.
Preuve : (du théoréme 5.1)

- 1. = 1. Considérons (f,) une suite bornée de H*, et f € H™ tel qu’une sous-
suite (f,,) converge uniformément vers f sur C.. Puisque ¢(C,) C C,, (fn o ¢)
converge uniformément sur C,, donc dans H™, vers f o ¢: Cp est compact.

- 13. == 1. Soit (f,) la suite bornée de #*>° définie par f,(s) = n~°. Par compacité
de Cy, une suite extraite f,, o ¢ converge dans H* vers g. Mais g ne peut étre que
la fonction nulle: en effet, pour chaque s de C,.,

— #(s) _
o) = Jim i * <o
. — infy(s)»0 RB(s) . ..
Maintenant, || fo, © ¢llye = 7, . Par conséquent, si §Rzn)fogffqﬁ(s) =0,
8)>

alors || fn, © @]l = 1, et ceci contredit que (f,, o ¢) converge vers la fonction

nulle!
0

Remarque : En utilisant le point de vue de Bohr et les lemmes de Schwarz et de Montel
pour le polydisque, il est possible de donner une autre preuve de I'implication i. = 141.
qui n’utilise pas le lemme 5.2. Supposons en effet que: ¢(C) C C, ot € > 0. Pour tout
entier m, et toute fonction f =Y ., a,n"* de H*, on pose:

Mn(f)= ), awn™,
n>1
Pt(n)<m

ot P™(n) désigne le plus grand facteur premier de n. En d’autres termes,

DL ())(2) = Df(z, ..., 2m)0,...) = Df(z™).
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Soit m < m' et (z1,...,2m) € D™ fixé; nous appliquons le lemme de Schwarz pour le
polydisque D™ ~™ 3 la fonction

9(Zmaty - zZm) =Df (21,0 zmy0, .0 ) = Df (21, -« o ZmsZmats - - - 2mrs0, -0 ).
On obtient alors:
Df (207) = Df ()| < 2D ey max{z]; m < 5 < '},
ou de facon équivalente:

Tn(£)(3) = T (£)(5)| < 20 f e e [p7)

Considérons alors (f,) une suite bornée de H*, avec par exemple ||f,|lye < 1. En
faisant tendre m' vers +oco dans l'inégalité précédente, et en utilisant que ¢(C.) C C,,
on obtient :

|tn(sa)o b= faod| <y (53)

Soit K, = {z eD™ |z <p;f, 1<) < m}. K., est une partie compacte de D™. Pour
chaque m, (DIl 0 f)),.cn €St une suite de fonctions analytiques uniformément bornées
de D™. En appliquant le théoréme de Montel pour le polydisque D™, on obtient une sous-
suite (f,,) telle que, pour tout m, D(IL,, o f,, ) converge uniformément sur K,,.

Ceci entraine que (f,, © ¢) converge dans H*. En effet, fixons § > 0, et m tel que
D7 < 6. 1l existe alors un entier kg pour lequel:

kk' > ky => sup {|D(Hm 0 fo, — mo fnk,)(z)| ;z€ K} <. (5.4)
Par conséquent, si s est un élément de Cy :

| fri © 8(8) = fry 0 B(S)| < | fny 0 B(8) = i (fns) © B(5)]
+| e (fn) © 6(s) — Hm(fnk:) o ¢(s)]
e (fny ) © () = frp © 9(5)]
< 54,

ol nous avons utilisé (5.3) pour obtenir une majoration du premier et du troisiéme terme,
et (5.4) pour une majoration du second.

Lorsqu'un opérateur 7' sur un Banach X n’est pas compact, on peut mesurer sa
non-compacité en calculant sa norme essentielle. Rappelons que celle-ci est définie par :

IT|l. = inf {||T — K||; K opérateur compact sur X} .

Théoréeme 5.2 51 Cy n'est pas compact sur H*, sa norme essentielle vaut 1.
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En particulier, ||Cy|| = ||Csle, et Cp n'est “pas du tout” compact.

Preuve : Si C4 n’est pas compact, il existe une suite (s;) de C, telle que Rep(s;) — 0.
Quitte & extraire une sous-suite, il existe w € T tel que 27%(%) — . On fixe (r,) une
suite de ]0,1[, qui tend vers 1, et on pose:

27 —r,w

s) = :
fa(s) w— 1,27
Chaque f, est développable en série de Dirichlet absolument convergente sur C,., et
| fallee < 1. Fixons K un opérateur compact sur H*. Il est suffisant de prouver que
limsup ||(Cy — K) fa|| = 1. Puisque K est compact, modulo le passage aux sous-suites,
il existe f € H* telle que lim || K f, — f|loo = 0. On a alors:

”(Ctﬁ - K)fn”oo > ||C¢fn - f”oo - HKfn - f”ooa

et donc:
timsup (Co — K) fulls > limsup[|Cy(fa) — fll

Maintenant, si s € C, foo(s) = —1, et donc |Cy(fn)(s)— f(s)] = |=1—f(s)]. Si, pour
un s de C,, | =1 — f(s)| > 1, le résultat est prouvé. Sinon, par I'inégalité triangulaire,
11— f(s)| > 2—]1+ f(s)] > 1 pour tout s de C.. Nous allons alors utiliser la suite (si)

introduite au début de cette preuve. Pour chaque n, il est clair que f, o ¢(si) Aotes .

si € > 0, il existe donc un & tel que |f, o ¢(sk) — f(sx)| > 1 — ¢, et par passage a la
limite :
limsup [[fu 0@ — fllw > 1.

Ceci achéve la preuve du théoréme 5.2, puisque 1 < ||Cylle < ||Cyll < 1. O

5.2 Le cas de #?

5.2.1 Problémes rencontrés

Soit ¢ : C,. = Cy, ¢(s) = cos+¢(s), telle que Cy induise un opérateur de composition
sur H2. Si p1(z) = }f;, alors 9 = 7! 0 ¢ 0 ¢; est une fonction holomorphe du disque
dans lui-méme, et par conséquent Cy, est un opérateur continu sur H*(ID). La continuité
de C, est I'argument essentiel employé par J.Gordon et H.Hedenmalm pour prouver
la continuité de Cy dans le cas ou ¢y > 1. On pourrait s’attendre & ce que 'on puisse
obtenir la compacité de C, & partir de celle de Cy,. Cela est impossible car, si cg > 1,
Cy n’est jamais compact.

Rappelons quelques résultats classiques concernant la compacité des opérateurs de
composition sur H?(D) [62, chapitre 3]. Soit ¥ holomorphe de D dans D. En utilisant

'image des noyaux reproduisants de H?(D) par Cy, on prouve que, si Cy, est compact,

alors: .
RO
lzl-1 1 —|z|
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur ‘H?

Si 9 est de la forme ¢ = ]! o ¢ o 1, avec ¢(s) = cos + ¢(s) et cg > 1, alors cette
condition n’est jamais vérifiée. En effet, il existe un demi-plan ou la série de Dirichlet ¢
converge normalement, et dans ce demi-plan, |p(s)] < A, ol A est une constante. Soit
51 un réel assez grand, et sy = @(s;). Posons z; = 7' (s1) et 23 = o7 (s3), de sorte que
zo = ¥(z1). Il est clair que z; tend vers 1 si R(s;) tend vers +00. Maintenant,

s2—p(s1) _ 4

o S92 — 90(31) —Cg

=1—
52— p(s1) +¢o

1|z =1-

81—'1
s1+1

T s2—p(s1)
2:21_’_1

Quand s est grand, |ss| aussi car ¢y # 0. En notant a = ¢(s1) +co et b = ¢(s1) — g, on
a:
S —a 1- i

_ b

- 1-20 0 o6

S2 So
2

= 1- =21 0(s552).
52

Il existe donc une constante C”’ telle que:

82— p(s1) — co _El
s2—(s1) +co| ~ |sa|
En outre, de la méme fagon,
- 1 CII
1| =1~]2""| <=
so+1 |s2|
En particulier,
1 — [¢(21)] < Q_f
1-— 121[ - Cl,

alors que z; peut étre choisi aussi proche du cercle que I'on veut. Par conséquent, Cy
n’est pas compact. Remarquons que c’est le comportement de ¢ au voisinage de +o0o qui
interdit toute compacité de Cly.

D’autre part, des difficultés surgissent aussi lorsque ’on étudie des conditions néces-
saires de compacité. Généralement, I’étude de I'image des noyaux reproduisants par
Padjoint donne de bonnes conditions nécessaires de compacité pour les opérateurs de
composition. L’application brutale de cette méthode conduit ici a4 des résultats modestes,
et cette difficulté illustre bien linsuffisance du demi-plan C, /5 vis & vis de H?.

Proposition 5.3 Si Cy est un opérateur de composition compact sur H?, alors :

C(2R(p(w))) Rw)=1/2 o
¢(2R(w)) '
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Preuve : Soit, pour w € Cy 9, K, = Zn21 n~"~¢ le noyau reproduisant en w, de norme
§(2§R(w))1/2. Si (w,) est une suite de Cy/o dont la partie réelle tend vers 1/2, la suite
(H%ZI_I) tend faiblement vers 0 dans H? (par exemple, car elle est bornée et que ses
coefficients tendent vers 0). Maintenant, si Cy est compact, Cj aussi, et :

K n—00
o < Yn ) > 0.
? \ 1K |

En particulier, comme C}(Ky,) = Kg(u,) , on obtient exactement le résultat annoncé.
0

Cette proposition est pourtant inutile. Si ¢(s) # s +ir, 7 € R, le lemme 4.2 nous dit
que ¢(Cy/2) C Cy/a4e, et dans ce cas la condition nécessaire est évidemment vérifiée. La
proposition révele donc simplement que les opérateurs induits par les ¢(s) = s+ 7 ne
sont pas compacts. Mais cela est clair, puisque dans ce cas C} est inversible!

Il nous faut alors introduire de nouveaux outils pour étudier la compacité des opéra-
teurs de composition sur H?, et nous présentons dans la suite les résultats obtenus.

5.2.2 Premiers résultats

Dans le cas du disque, 1'utilisation des produits de Blaschke permet de ramener
'étude de la compacité de Cy sur HP(D), p fini, & celle de Cy sur H?*(D). Nous ne
disposons pas dans le cadre des séries de Dirichlet d'un tel outil. Toutefois, en procédant
par interpolation, il est possible de se restreindre & H?, modulo la perte du cas p = 1.
Proposition 5.4 Soient 1 < p,g < 400, et Cy un opérateur de composition sur H?,
avec ¢y > 1. Alors Cy est compact sur HP si et seulement si Cy est compact sur HI.
Remarque : La condition ¢y > 1 dans la proposition précédente permet de s’assurer que
si I'opérateur Cy est continu sur H2, il est continu sur tous les HP, 1 < p < +oc0. La
proposition reste valable si on sait a priori que Cy est continu sur tous les H?, méme si
Co = 0.

Preuve : Il est bien connu (voir par exemple [40]) que si
T:LP— LP est compact,
T:L"— L™ est continu,
alors pour ¢ €]p,r[, T : L? — L? est compact. Supposons par exemple que p < ¢, et
choisissons r > q. Alors, en notant P la projection de LP(T*) sur H?(T*), nous avons:
Czo P : LP(T*) — LP(T>) est compact,
Czo P : L'(T*) — L"(T*) est continu.
Par conséquent, Cz o P : LI(T>) — L(T*) est compact. Maintenant, si (F,) est une
suite de H9(T*) qui converge faiblement vers 0, (F,,) converge aussi faiblement vers zéro
dans L4(T*), et [|Cj 0 P(Fu)lly = [|C5(F)ll, tend vers 0: Cy est compact sur H?. O

Notre premier résultat positif est la compacité de Cy lorsque ¢(C..) reste éloigné des
limites qui lui sont imposeées.
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur H?

Théoréme 5.5 Soient 1 < p,q < 400, € > 0, et ¢(s) = cps + p(s).

a) Sico>1 et ¢(Cy) C C,, alors Cy est compact de HP dans HI.

b) Si¢(Cy) C Cyjo4e, alors Cy est compact de HP dans H™.

Preuve :

a) Par un argument standard de factorisation, le méme que celui effectué dans la preuve
de la proposition 4.3, il suffit de prouver le résultat pour ¢(s) = s+e&. Nous prouvons
d’abord que cet opérateur est compact sur H2. Ceci est dfi & un argument trés général :
C, est un opérateur diagonal sur la base orthonormale (n™°), et cette diagonale tend
vers 0: Cy est compact sur H?, et donc sur tout H? si g # 1.

Prouvons maintenant que Cy est compact de H? dans H. Soit ¢1(s) = s+¢/2. Alors
Cy = Cy, 0 Cy,, mais Cy4, envoie HP dans H? d’apres le corollaire 3.3, et Cy, est
compact sur H? si g # 1.

Pour ¢ = 1, il n’y a rien de plus & prouver, car nous venons de montrer que Cj est
compact de HP dans H? par exemple, et I'inclusion de H? dans H! est continue.

b) L’argument clé est ici le lemme 5.2. Fixons en effet (f,) une suite bornée de HP,
et posons g, = f (5 + s+ s). Alors (g,) est une suite bornée de H>, et d’apres
le lemme précité, une sous-suite (gn,) de (gn) converge uniformément sur C, /5 vers
un élément g de H*®. En particulier, (f,,) converge uniformément sur C,/p.. vers
une série de Dirichlet f qui est bornée sur ce méme demi-plan. Maintenant, puisque
#(Cy) C Cyja4e, foo est une série de Dirichlet bornée dans C,, et Cy (f,,) converge

dans H> vers Cy(f).
O

Remarque : Le résultat précédent montre en particulier que si ¢y = 0, alors C? est
compact : en effet, d’aprés le lemme 4.2, nous savons que si ¢(C..) C Cy 2, alors ¢*(C,.) C
$(Cy/2) C Cija4¢. Pour autant, nous verrons plus loin que Cy n’est pas toujours compact.

Contrairement au cas du disque, ou si ¢(ID) est relativement compact dans D, Cy est
“trés compact” (en particulier, Cy est Hilbert-Schmidt et appartient a toutes les classes
de Schatten), I'inclusion ¢(C,) C C, n'implique pas que Cy est Hilbert-Schmidt. On a
en effet le

Théoréme 5.6 Soit Cy un opérateur de composition sur H2.

a) Si Cy est Hilbert-Schmidt, alors ¢(C.) C Cy)s.

b) Si¢(Cy) CC,, oun>1/2, alors Cy est Hilbert-Schmyidt.

Preuve :

a) Rappelons que Cy est de Hilbert-Schmidt si et seulement si Z Hn"ﬂs) HZ < +o00. En

n>2
appliquant le lemme 2.6, et en choisissant par exemple comme mesure de probabilité

— dt
U= ey

Hn—dz(s)”z :/Tw/RIn—¢x(e+it)|2dﬂ(t)dm(x).

Si ¢(Cy) € Cyyo, il existe € > 0 tel que ¢(C.) € Cy)2, et la proposition 4.1 de [25]
assure que pour tout x de T, ¢,(C.) € Cij;. Maintenant, x étant fixé, il existe
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E, CR tel que u(E,) > 0 et, pour tout ¢t de E,, R (¢, (e +it)) < 1/2. On en déduit
que:
1

- it)12
/ln P T du(t) > p(Ey) =,
R n

ce qui donne:

Y

Sl 2 [ 5 [ e fau

n>2 /Tm n>2
~+o00.

Cy n’est donc pas un opérateur de Hilbert-Schmidt.
b) Si ¢(C;) C C,, alors le méme calcul montre que:

In#@j3 < n=27

3

et la série converge pour n > 1/2.
O

Ezemple : Si ¢(s) = s + w, R(w) > 0, Cy est de Hilbert-Schmidt si, et seulement si,
R(w) > 1/2. En particulier, pour 0 < R(w) < 1/2, C, est un opérateur compact qui
n’est pas de Hilbert-Schmidt. De tels exemples ne sont pas si simples a produire sur le
disque.

Remarque : Si ¢(s) = cos + c1 + ijl cg;q; °, ol les (g;) sont des entiers multiplica-
tivement indépendants, alors C.Finet, H.Queffélec et A. Volberg ont prouvé dans [20]
que:

— Pour d = 1 ou d = 2, Cy est Hilbert-Schmidt si et seulement si R(c;) > |cg,| +

"'+|cqr1’ +1/2-

— Pour d > 3, Cy est Hilbert-Schmidt si et seulement si R(c1) > |c,, |+ - +leg, | +1/2.
En particulier, la condition a) du théoréme n’est pas suffisante, et la condition b) n’est
pas nécessaire.

5.2.3 Fonction de comptage et obtention d’une condition suf-
fisante

Les opérateurs de composition compacts sur H*(ID) ont été complétement caractérisés
par J.Shapiro dans [63]. Rappelons en quelques mots sa démarche. Le point de départ
est la formule de Littlewood-Paley pour calculer la norme d’un élément de H?(ID) par
une intégrale sur le disque: si f € H%(D),

1F12 = 1£(O) +2 / /(=) log é—ldA(z)’ (5.5)
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ou dA = %d:z:dy. Ceci conduit J.Shapiro a introduire, pour une fonction ¢ : D — D
holomorphe, sa fonction de comptage définie par:

1
log — st w € ¥(D)

W ={ 2,
0 si w ¢ y(D),

qui lui permet d’établir par un changement de variables non injectif la formule:
p 8

1fopl2 = f o p(0) +2 / |/ (2) PNy (2)dA(2).

1
La condition (vérifiée pour toute fonction holomorphe ¢ : D — D) Ny(z) = O (log |—|>
z

quand |z| — 17 est une alternative pour prouver la continuité de Cy sur H*(D). J.Sha-
piro prouve que le renforcement de cette condition en:

Ny(z) = o0 (log é) quand |z| - 1

caractérise completement la compacité de Cly.

Nous allons suivre la méme méthode pour les opérateurs de composition sur H?2,
méme si nous n’obtiendrons pas un résultat aussi précis. Nous commencons donc par
donner une nouvelle expression de la norme d’'un élément de #2, sous la forme d’une
intégrale d’aire:

Proposition 5.7 Soit u une mesure de probabilité borélienne sur R. Alors, pour tout f
de H2,

+o0
E=a[ [ [ oo+ inPautdedni + 57 656)
0 J o==0 teR
Preuve : D’apres le lemme 2.6, pour tout o > 0,

[ [ olido + iPauean() = 3 olenfn 10g?(n).

n>2

Une simple intégration par parties prouve que:

+oo 1
/ nYodo = 5
0 4log°n

Ceci donne la proposition. O

Inspirés par la méthode de Shapiro, et la proposition précédente, nous introduisons la
définition suivante :
Définition 5.1 Soit¢: C. — Cy, ¢(s) = cos+¢(s). On définit la fonction de comptage
de ¢ par:
Y R(w) sised(C)
Ns(s) = wes1(s)

0 sinon.
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Nous commengons par prouver l’analogue de l'inégalité de Littlewood [62, paragraphe
10.3] pour cette fonction de comptage définie sur le demi-plan:

Proposition 5.8 Soit ¢ : C. — C,, ¢(s) = cos + ¢(s), avec cg > 1. Alors:
1
Ny(s) < —=R(s) pour tout s de C;..
Co

Preuve : Si s ¢ ¢(C,), le résultat est évident. Sinon, soient wy,...,wy un nombre
quelconque, mais fini, d’antécédents (différents!) de s par ¢. On rappelle que, pour

s—§
STE On

£ > 0, ¢ est l'application conforme de C; sur D définie par: y¢(s) =
introduit 9 = e 0 po 1/)6_1, qui vérifie (D) C D, et:

v(£)
2c0€ + (€)’

Clairement, 1 (9¢(wr)) = Vee(s), et comme 1) est une fonction holomorphe du disque
dans lui-méme, 'inégalité de Littlewood affirme que:

Z log

Mais, si w désigne I'un quelconque des w;, on a:

¥(0) =

1/}606( )¢(O)
%5() ¥(0) |

(5.7)

log
Ye(w |

log | . ‘ = Lygg| Wl 2RW) + I€F
be@)| T 28| aeR(w) 1 [
1 1ER(w)
= 28 T o TR+ e

Comme w est dans un ensemble fini, si € > 0 est fixé, pour ¢ assez grand et pour
1=1,...,N,ona

R(w;) .

1
lo >2(1—-¢ 5.8)
8| etwn (1-e)— (
De méme, si € est choisi assez grand:
1 = Yot (99(0) I  R(s)
log S <(1+4e)log|l-——| <2(14¢e)*—=. (5.9)
Frgls) —0(0) | = e cof
La juxtaposition des trois inégalités (5.7), (5.8) et (5.9) donne:
N
(1+¢)>R(s)
< .
;%(wk) - (1 — E) Cp
11 suffit de faire tendre € vers 0, puis N vers 4+oo pour obtenir la proposition. O
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur H?

La formule (5.6) nécessitant une intégrale sur T, nous aurons besoin de toutes les fonc-
tion de comptage Ny, , x € T*. Toutefois, certaines estimations de NV, se transmettent
bien & N, , comme Pillustre la

Proposition 5.9 Soit ¢ : C, — C,, ¢(s) = cos + ¢(s), co > 1. On suppose qu’il existe
>0 et >0 tels que, pour tout s de C, avec R(s) < 0,

Ny(s) < eR(s).
Alors, pour tout x de T®, pour tout s de C, avec R(s) <6,
Ny, (s) < eR(s).

Preuve : Rappelons que ¢,(s) = cgs + (s +17), et que les fonctions ¢, sont les limites
normales des ¢,. Du fait que ¢.(w — ir) = ¢(w) — icor, il est facile de vérifier que
Ny, (s —icoT) = Ny(s).

Supposons maintenant que la proposition n’est pas réalisée pour un x de T, et pour
un s avec R(s) < 6. En particulier, il existe ws,...,wy des éléments de C, vérifiant
&y (wi) = s et:

R(wy) + - + R(wn) > eR(s).
On fixe > 0 tel que R(wy) + - -+ + R(wn) — Nn > eR(s), et on pose By, = Blwg,n) =
{w € Cy; lw—wg| < n}. Il existe une suite (7,,) telle que ¢, tende uniformément vers ¢,
sur tous les By. Comme s € ¢, (By) pour chaque k, le lemme d’'Hurwitz pour les suites
de fonctions holomorphes indique qu'il existe n tel que s € ¢, (By) pour k =1,...,N.
Soit wy, € By tel que ¢y, (w;,) = s. Alors:

R(wh) + - + R(wy) > eR(s).

Ceci contredit que Ny, (s) < eR(s). O
Nous pouvons alors énoncer et prouver le résultat principal de ce chapitre:

Théoréme 5.10 Soit ¢ : C. — C,, ¢(s) = cos + ¢(s), co > 1. On suppose que:

a) Sy est bornée sur C,..

b) Ny(s) = o(R(s)) si R(s) — 0.

Alors Cy est compact sur H2.

Preuve : Soit (f,) une suite de fonctions de H? convergeant faiblement vers 0, avec
|| full2 < 1, et A une constante telle que || < A. D’apres la formule (5.6) :

+-00 1
| fno8l3 = |fa0@(c0)* +4 /w /0 /0 0 | freo (@x(o + i)' |8} (0 + )" dedodm(x).

Le premier terme ne pose pas de problemes: |f,(+00)| tend vers 0 si n tend vers +oco.
Pour le second, nous commencons par effectuer le changement de variables (non injectif)
w = ¢, (0 + it). Remarquons que, puisque ¢ € [0,1}, —A < Sw < ¢y + A. En appliquant
par exemple le théoréme 2.4.18 de [19], il vient:

! 2 2 Ateo 2
/ / o ]f,’l,xco (Py(o + zt))] |¢;(a + zt)] dtdo < / / {ffl;,xco (s)] N, (s)dtdo.
R, Jo Ry J-A
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On fixe € > 0, et on pose § > 0 tel que, si s =0 +1, R(s) < = Ny(s) < eR(s). On
coupe l'intégrale en deux:
1. D’une part,

6 [Ate +oo  pA-+c
/oo /O /—A |f1{1,xco (3)|2N¢x(3)dm(X)d0dt < E/oo/c; /_A |f7/1,xco (8)|23?(s)dm(x)dadt

Maintenant, en raisonnant comme dans la preuve de la formule (5.6), on trouve que cette
quantité est majorée par: (24 + co)e|| fall2.
2. D’autre part, d’aprés la proposition 5.8, on a

/ . /:oo/_ Tcolf;,xco(s)l2N¢X(8)dtd0dm(x) < / } / m/ A+C°|f,xc0 —)dtd dm(x)

2A
< Mo / 03" lansl2(log? k)~ do,

o 6 k>1

ol on a écrit fr(s) = Y ;>;anik™®. On fixe K assez grand tel que, pour k > K,
+o0 - +o00

log? k/ 0k %°do < . En notant M = max log? k/ ok™%°do, on obtient:
6 o

/ /+w/A+CO]f,xco ()] Ny, (s)dtdodm(x) < 2A+c° (MZ!ank12+s>.

k=1

Il reste & remarquer que, pour chaque k de 1,...,K, ap — 0si n — 400 pour voir que
|| fn 0 ¢]|2 = 0, et la compacité de C, est démontrée. O

Corollaire 5.11 Soit ¢ : C. — Cy, ¢(s) = cos + 1+ 22,59 an™°. On suppose que:
3) Y leallogn < co.

n>2
) §R¢( ) Rs—0t +00
Rs

Alors Cy est compact.

Preuve : La condition a) assure que Sy est bornée sur Cy, et que ¢ est injective. Mais
dans ce cas, si w € ¢(C,), Ny(w) = R(¢~*(w)). La condition b) du corollaire entraine
alors la condition b) du théoreme 5.10. a

Remargue : Pour d’autres conditions suffisantes de compacité concernant le cas ¢y = 0,
on pourra se reporter a [20].

Question : L’hypothése S bornée sur C, semble simplement étre un intermédaire
technique. Le théoréme reste-t-il vrai sans cette condition?
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur HP

5.2.4 Noyaux reproduisants partiels et obtention d’une condi-
tion nécessaire

Définition 5.2 Pour w € C,, et > 1, on définit le noyau reproduisant partiel d’ordre
[ enw par:

l
Kiu(s) = H(ij—n(iﬂs))

(P*(n) désigne le plus grand diviseur premier de n).

L’avantage de ces noyaux reproduisants partiels est qu’ils sont définis pour w parcourant
C,. Par un calcul semblable & celui effectué dans la preuve du théoréme 2.6, on voit

facilement que:
. ) 1/2
”Kl,w”2 H (W) .

K, reproduit partiellement H2: si f(s) = ST a,n"°* € H? ona
, P 1

< [, Kiw >= Z apn~ .

Pt (n)<p

Pour certains opérateurs de composition Cy, K, se comporte bien vis a vis de C3:
Proposition 5.12 Soit ¢(s) = cs + Y123 ean™°, avec ¢, = 0 pour P*(n) > p;.

a) Sico#0, alors C; (Kiw) = Kipw)-

b) Sico=0, alors Cj (Kiw) = Kyw)

Preuve :

a) Pour ¢ # 0 et n > 2, nous calculons n™%() :

n——¢(s) p— (nCO)-—S n—()a(s)
+00
= (n®)°n"exp | — Z ckk™ % logn
P+Iz;¢__)2<zll
_ H Z Ik logn) (k)
P+(’°)<P1
= (n% <1 + ) bik” ) ,
k>2

92



5.2 Le cas de #H?

ou by = 0 si P*(k) > I (ces calculs formels sur les séries de Dirichlet sont justifiés
dans [25, paragraphe 3]). Par conséquent, si P*(n) > p;, on obtient :

<n7C (Kiw) >=<n~%) K, >=0.

En revanche, si P*(n) < p;, la série de Dirichlet de n=%() ne fait intervenir que des
termes en £7° pour lesquels P*(k) < p,, et donc:

<n™*,Ch (Kiw) >=< n %) K, >=< n™%O) K, >=n"¢)
¢ ? 1 ¥

b) cg = 0: Nous avons cette fois, pour n > 1,
+oo
n=%) — Z bk,
1

avec b = 0 si P*(k) > I, ce qui entraine directement pour chaque entier n
<n K, >=<n?O K, >=n"¢®),

et donc C; (Kl,w) = K¢(w).
O0

On déduit de ces considérations le:
Théoréme 5.13 Soitl € N, et Cy, ¢(s) = cos+ ¢(s), un opérateur de composition sur

H?, tels que c, =0 st PT(n) > p;. On suppose que Cy est compact. Alors :
Re(s)

Sicog>1, i =
@) Sico> ’m(ggo Rs oo

b) Sicy=0, m%gr—lm R(s)'¢ (2Rp(s)) = 0.

Preuve :

a) Soit (s,) une suite de C;. avec R(s,) — 0. On peut toujours supposer que Rp(s,) — 0.
En utilisant le méme raisonnement que celui employé avec les noyaux reproduisants

l,8n

1K l

exacts, il est facile de voir que tend faiblement vers 0. La compacité de Cj

implique donc que

K, Kig(sn)
C*( ’"): "= tend vers 0
* \ K, [ Ks

ou encore que:

ﬁ 1 - pj_%%sn n—>+oo\ O

j=t

1— pj—2§R¢(5n) ~ 2§R¢(Sn) Ingj'

De méme,

1- pj_m(s") ~ 2R(s,) log p;.
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur HP

On obtient donc finalement que:

§R(15(51'1) n—+400
%(sn) > +00,

ce qu'il fallait démontrer.
b) Cette fois, tenant compte du fait que C3(Kis,) = Ky(s,), on obtient avec les mémes
notations:

l
IT (1 - 57) ¢ (2Ro(s0)) 20
j=1
L’équivalent 1 — pj_m(s“) ~ 2R (s,)log p; donne le résultat.
a

Corollaire 5.14 Soit ¢(s) = cps+c1+ Z?:l Cq;q; "y co # 0, ot les (g;) sont des entiers
multiplicativement indépendants, tel que Cy induise un opérateur de composition sur H?.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

i Rer) > Jeg] + -+ g

it. ¢(Cy) C C,, pour un e > 0.
. Cy est compact.

Preuve : Remarquons que d’aprés le théoreme de Kronecker, il est nécessaire que
R(c1) 2 leq] + - +lcg,l afin que ¢(CL) C C,, c'est-a-dire que Cy soit borné. Par
ce méme théoreéme, les conditions i. et #2. sont équivalentes, et nous savons depuis le
théoréme 5.5 que 3. implique 72:. Il suffit donc de prouver que 7i¢. implique 3.

Si R(cy) = |eg | + - +|cg, |, d’apres le théoreme de Kronecker, on a pour tout € > 0,

d d
inf Rp(s) = coe + R(c1) — Z |cq;1q; ¢ = coe + Z leg; (1 — ;%) = O(e).
1 1

R(s)=¢€

R
En particulier, 8‘1‘.%51—1» i 8:253)

# +00 , et Cy n’est pas compact. O

Corollaire 5.15 Soit ¢(s) = c¢1 + ¢227°, avec R(c1) > |ca| + 1/2. Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes :

i. R(er) > leo] +1/2.

. ¢(Cy) C Cyyaye, oue>0.

wi. Cy est compact.
Preuve : Il suflit encore simplement de prouver que ¢22. = 4. Nous supposons sans
perte de généralité que ¢; € R. Si ¢; = |ca| + 1/2, il existe une suite (s,,) de C,. telle que

R(sn) = 1/n, et c27°" = — ey 2-1/" Mais alors:
C(2Rep(sn) = ((1+e(1—271")
~ 1
T epl(1 —271m)
+~Oo Kn.
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5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts

En particulier, R(s,)¢ (2R¢(s,)) ne tend pas vers 0. m
Remarque : Ce théoréme est prouvé par d’autres méthodes dans [20].

Remarque : Pour les opérateurs de composition du type ¢(s) = cos + ¢; + Z;.izl C0, ;"
ou les (g;) sont des entiers multiplicativement indépendants, la situation est tout a fait
différente suivant que ¢ = 0 ou non:
— Sicg # 0, il est nécessaire et suffisant que R(c1) > [eg, | + -+ + |cg,| afin que l'on
puisse définir Cy. C est compact si et seulement si I'inégalité est stricte.
= Sicy = 0, la continuité de Cy est désormais régie par la condition R(c;) > 3 +
lcqu| + - - - + |cg, ] L'inégalité stricte est toujours nécessaire et suffisante dans le cas
d =1 pour avoir compacité, alors que pour d > 2, il est prouvé dans [20] que Cj
est toujours compact (et méme Hilbert-Schmidt si d > 3).
Remarque : Le cadre de la proposition 5.12 et du théoreme 5.13 peut-étre tres légérement
généralisé ainsi: on se donne ¢y, ...,q des entiers multiplicativement indépendants: on
appelle N; = {¢" ... ¢;*;; > 0} 'ensemble des entiers construits sur ¢y, ...,q. On in-
troduit le noyau reproduisant partiel:

(1-g™)7,

—.

K, w(s) = Z n-vn"¢ =

neN,; i=1

et on remplace partout ¢, = 0si P¥(n) > p; par ¢, = 0sin ¢ N;. La proposition 5.12 et
le théoreme 5.13 restent vrais dans ce cadre. Pour le a) du théoréme, on ne gagne rien.
Pour le b), on peut espérer que ’exposant diminue. Par exemple, le corollaire 5.15 est
vérifié pour les opérateurs induits par ¢(s) = c1 +c,q7*%, g > 2.

5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts

Si T est un opérateur sur ’espace de Hilbert H, nous noterons Sp(7") son spectre :
Sp(T) = {) € C; T — AIdp n’est pas inversible} .

La recherche du spectre d’'un opérateur de composition est un probleme difficile, et pas
complétement résolu & ce jour pour H%(D). Lorsqu’on se restreint aux opérateurs dont
une puissance est compacte, la situation est plus facile car il suffit de déterminer le
spectre ponctuel. J.Caughran et H.Schwartz ont ainsi pu déterminer complétement le
spectre des opérateurs de composition compacts sur H?(D) [13]. Dans ce paragraphe,
nous réalisons le méme travail pour les opérateurs de composition sur H?2.

Nous commengons par rappeler le lemme suivant [16, page 270] qui permet de tra-
vailler en restriction a des sous-espaces.
Lemme 5.3 Soit H un espace de Hilbert, qui se décompose en H = K @ L, ou K est
de dimension finie. Soit T € L(H). Si T, dans la décomposition matricielle H = K ® L
admet une des deur représentations matricielles suivantes,

(v 2)=(v2)
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur HP

alors Sp(T) = Sp(X) U Sp(Z).

Nous allons, une fois de plus, séparer les cas cg = 0 et cg # 0. Rappelons que si ¢ = 0,
¢((C+) C (Cl/g.

Théoréme 5.16 Soit Cy un opérateur de composition sur H?, ¢(s) = cos + p(s). On
suppose qu’il existe N > 1 tel que Cév est compact. Alors :

a) Sicy =0, et s1 I¢ est bornée, Sp(Cy) = {0,1} U {[d)’(a)]k;k > 1} ot «a est le point
fize de ¢ dans Cy.

b) Sico=1, Sp(Cy) ={0,1} U{k™; k> 2}.

¢) Sicog>1, Sp(Cy) = {0,1}.

Remarque : Si ¢y = 0, on a déja prouvé que Cg est compact. Le théoréme s’applique

donc toujours dans ce cas.

Preuve : Nous nous contentons pour le moment de prouver ’assertion a). Notons K,

le noyau reproduisant en a € Cy /s, et K™ sa dérivée m-ieme:

K{(s) = (=1)™ (logn)" n™"n"".

n>1
Si f(s) = 3.7 a,n~*, nous avons:
< fEM™ >= Z(—l)m (logn)™ ann™ = f™ ().
n>1

Posons K, = vect (Ka, . ,Kém)) Kom est stable par Cj: en effet,

< F,C(EM) >= (f o )™ (a).
Maintenant,
(fod)™ (a) =[¢'(@)]™ ™ o g(a) + Mf™ Vo d(a) + - + An-1f 0 (a),
et donc C ( é””’) =[] K& + MES ™V 4+ + Am_1 K", Nous notons X, len-

domorphisme C;g restreint a KC,,. La matrice de X,, dans la base (Ka, . ,K‘gm)) est

triangulaire supérieure, et les coefficients sur sa diagonale sont 1, [(ﬁ’(a)}k, 1<k<m.
Ces complexes sont dans le spectre de X, donc d’aprés le lemme 5.3 dans celui de Cj,

et ceci prouve une inclusion du théoréme.
Pour prouver l'autre inclusion, posons £, = KX. Dans la somme directe H2? =

Km @ L, Cj se décompose en :
s_ [ Xm Yn
c; = ( T ) .

D’apres le lemme, Sp (C;) = Sp(Xm)USp(Z,,). Il suffit de prouver que le rayon spectral
de Z,, tend vers 0 quand m tend vers +00. Supposons que ce n’est pas le cas. Z,,, comme
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5.3 Spectre des opérateurs de composition compacts

Cy, est de carré compact. De plus, son spectre est constitué, hormi 0, uniquement de
valeurs propres. Quitte a extraire, il existe par conséquent une suite (2, )m>1 d’éléments
de norme 1 de £,, et une suite (\,,) de scalaires, avec |\, > € > 0, et Z,zm = AmZm.

Comme UlCm = H? et comme 2, L K, la suite (z,) tend faiblement vers zéro.

Pourtant, C;;(zm) =YnzZm + ZmZm = YmZm + AmZm, €t:

(C2)? (2m) = XmYmZm + AmYomZm + A2 2, .
~ A S

eXm ELm

En particulier, H (C’;‘,)2 (zm)“ ne tend pas vers 0, ce qui contredit la compacité de (C3)*.
Par conséquent, le rayon spectral de Z,, tend vers 0, et ceci achéve de prouver ’as-
sertion a) du théoréme. O

Les assertions b) et ¢) du théoreme sont des conséquences directes des propositions
légerement plus générales suivantes, olt Sp,(Cy) désigne le spectre ponctuel de Cj

Sp,(Cs) = {A € C; Cy — Aldy2 n'est pas injective} .
Proposition 5.17 Soit Cy un opérateur de composition sur H?, ¢ > 1. Alors:
Sp,(Cy) = {1} sico > 1,

Sp,(Cs) C {1} U {k=; k>2} sicy=1.

Preuve : Soit f un vecteur propre de Cys pour A. Nous évaluons l'identité fo@(s) = Af(s)
pour R(s) tendant vers +oo: ou bien A = 1 (qui est dans le spectre ponctuel, les
constantes étant vecteurs propres), ou bien A # 1, mais dans ce cas f(oco) = 0. Nous
écrivons f(s) = > .5, axk™°, avec q; # 0, [ > 2. On cherche le terme en [7° de f o ¢.
D’aprés J.Gordon et H.Hedenmalm, nous savons que la série de Dirichlet de f o ¢ peut
étre obtenue en développant le produit:

+oo
— Z akk—cosk—-cl H (1 + Z —Cpn, logk ~js) _

k>l n=2

En particulier, si ¢g > 1, il n’y a pas de termes en [7°, et Sp,(Cy) = {1}. Sico =1, le
terme devant [~* est q;/”°*. On a donc Aa; = a;l™, ce qui donne A = [~ g
Réciproquement,

Proposition 5.18 Soit Cy un opérateur de composition sur H?, cg = 1. Alors:

{1}u{k; k> 2} C Sp(Cy).

Preuve : Posons K, = {1,27%,...,m™*}, et L, = K. Cy laisse L, invariant, et C,, se
décompose, dans H2 = K,, & L, en:

(v 2)
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur HP

D’apres le lemme, Sp(X) C Sp(Cy). Mais,

C¢ (k'_s) =k + Z ajj“s.
>k
Ainsi, la matrice de X,,, est triangulaire inférieure, et Sp(X) = {1,27°,...,m™=}. O
Remarque : Nous pouvons aussi décrire le spectre de Cy lorsque Cy est une isométrie.
Rappelons que pour toute isométrie d’'un espace de Hilbert, le spectre est ou D (si cette
isométrie n’est pas inversible), ou une partie du cercle. Il suffit donc pour nous d’étudier
le spectre de Cy dans le cas ol ¢(s) = s+i7, 7 € R (seul cas des isométries inversibles).

Les valeurs propres sont alors (n””)nzl, et elles sont clairement denses dans le cercle si
7 # 0. On a donc Sp(Cp) = T, saufsi 7 = 0.

5.4 Extension des résultats a des espaces de type
Bergman

Dans [48], J.McCarthy introduit des espaces de Hilbert pondérés de séries de Diri-
chlet. En particulier, pour o € R, il définit :

+o00
HE = {f(s) =@ 712, = larf + 3 lau[(logn)* < +oo} -

1 n>2

Pour a = 0, on retrouve l'espace H?2. Les espaces H?; et H2 sont des analogues respectifs
des espaces de Dirichlet et de Bergman sur le disque. Les méthodes utilisées dans le
paragraphe 5.2 sont susceptibles de généralisation. Précisément, nous pouvons énoncer
le:
Théoréme 5.19 Onfizea >0et¢: Cp — C,, ¢(s) = cos+¢(s), co > 1. On suppose
que :
a) Sy est bornée sur C,..
b) Ro(s) w(s)—0

R(s)
Alors Cy est un opérateur de composition compact sur H2.
Preuve : Remarquons que dans ’énoncé de cette condition suffisante, il n’est plus fait
mention d’une fonction de comptage, ce qui est similaire & ce qui se passe sur le disque.
Nous commencons par donner une formule intégrale pour calculer la norme d’un élément

de H2. Rappelant que
e ['(8)
—20 ﬁ—-ld —
e

nous obtenons, comme a la formule (5.6), que:

2—a+2

m/qrw [R/naa'“+1|f;(a+it)|2d/,b(t)dadm(x),

1£1laz = lasl* +
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5.4 Extension des résultats a des espaces de type Bergman

ol u désigne toujours une mesure de probabilité sur R. Nous introduisons la fonction de
comptage Ny, en posant:

S R(w) siw € ¢(Cy),
N¢,a(5) = we¢—1(s)
0 sinon.

En recopiant quasiment mot pour mot les preuves des propositions 5.8, 5.9 et du
théoréeme 5.10, et en utilisant les inégalités classiques pour les fonctions de comptage
du disque (voir [63] ou [62, exercices 12 & 15]), on voit que les deux conditions:

- Q' bornée sur C,,
= Nyals) = o (R7%(s)) si R(s) = 0
entrainent la compacité de Cy sur H2. Il reste donc & prouver que si @ < 0, la deuxieme

i;i(s)) R0 | . Pour cela, fixons € > 0, et 6 > 0
s

condition est une conséquence de

tels que:

R(w) < § = R(w) < eRp(w).
Soit s € C; tel que R(s) < 6. Si s ¢ ¢(C,), on a Nyo(s) = 0. Sinon,

Yo RTHw) < eTRTN(s) Y, R(w)
wep~1({s}) we¢~1({s})
< eTMRTH(s)Ny(s)
e
< —RIo(g).
< TR(s)

O

Nous pouvons également énoncer des conditions nécessaires exactement identiques a
celles du paragraphe 5.2.4. La seule différence est que les noyaux reproduisants partiels
sont désormais donnés par:
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Chapitre 5 : Compacité des opérateurs de composition sur HP
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Chapitre 6

Hypercyclicité simultanée

6.1 Transformations hypercycliques

6.1.1 Définitions et exemples

Soit X un espace vectoriel topologique, et T' une application linéaire continue de
X dans X. T est dite hypercyclique s'il existe z € X tel que l'orbite de z, Orb(z) =
{T™(z); n > 1}, soit dense dans X. z est alors appelé vecteur hypercyclique pour T (on
dit parfois vecteur universel). Les tranformations hypercycliques sont liées au probléme
des sous-espaces invariants. La fermeture de 'orbite de z est en effet la plus petite partie
fermée de X qui contient x et qui est invariante par 7. Un opérateur sur X n’admet pas
de parties fermées non triviales invariantes si et seulement si tout vecteur non nul est
hypercyclique. On ne sait pas si un tel exemple existe sur un espace de Hilbert.

Bien siir, si X admet une transformation hypercyclique, X est séparable, ce que
nous supposerons par la suite. On rencontre dans la littérature de nombreux exemples
de transformations hypercycliques:

1. Le premier a été donné par G.D. Birkhoff (1929,(3]) : Si a est un complexe non nul, il
existe une fonction f telle que {f(. + na); n > 1} soit dense dans H(C), I’ensemble
des fonctions entiéres.

2. W.P. Seidel et J.L. Walsh ont généralisé le théoréme de Birkhoff au disque (1941,
[61]) : si ¢ est un automorphisme du disque sans point fixe dans D, alors il existe
f € H(D) telle que {f o ¢™; n > 1} soit dense dans H(ID).

3. En 1952, G.R. MacLane [47] prouve I'hypercyclicité de I'opérateur de différentiation
sur ’ensemble des fonctions holomorphes: il existe une fonction entiere f pour laquelle
I'ensemble de ses dérivées est dense dans H(C).

4. C’est S. Rolewicz qui donne en 1969 dans [57] le premier exemple de transformation
hypercyclique dans un espace de Banach. Soit B le shift & gauche sur ¢2, défini
par B(ag,a1,...) = (a1,as,...). B lui-méme n’est pas hypercyclique (car c’est une
contraction). En revanche, si [A| > 1, alors AB est hypercyclique sur £2. De nombreuses
généralisations de ce théoreme ont depuis été réalisées, notamment pour les shifts &
poids (voir [59] par exemple).
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Chapitre 6 : Hypercyclicité simultanée

5. Soit 2 un domaine de CV, et H un espace de Hilbert de fonctions holomorphes sur
2, vérifiant les conditions suivantes :

— H est non trivial.
— Pour tout z de Q, I’évaluation en z est bornée sur H.

Une fonction ¢ définie sur Q & valeurs complexes est appelée un multiplicateur de
H si pour tout f de H, ¢f reste dans H. Tout multiplicateur ¢ définit alors un
opérateur M, sur H. G. Godefroy et J.H. Shapiro ont prouvé dans [24] que My est
hypercyclique sur H dés que ¢ est holomorphe, non constante, et que ¢(2) coupe
le cercle unité (pour de nombreux espaces comme H?(D), cette condition est aussi
nécessaire). Ceci est aussi une généralisation du résultat de Rolewicz.

6. P.Bourdon et J.H. Shapiro ont étudié¢ dans [12] 'hypercyclicité des opérateurs de
composition sur H2(ID). Ils prouvent par exemple que tout opérateur de composition
induit par un automorphisme du disque sans point fixe est hypercyclique sur H?(D)
(ce résultat contient le théoréme de Seidel-Walsh). Pour des résultats plus généraux,
on pourra se reporter par exemple au théoréme 4.7 de [12].

7. Nous étudions ici quels sont les opérateurs de composition hypercycliques sur I’espace
de séries de Dirichlet H2. La réponse est simple:

Théoréme 6.1 Il n'existe pas d’opérateurs de composition sur H? hypercycliques.
Preuve : Soit ¢(s) = cos + 3,51 Ca”™° qui engendre un opérateur de composition
sur 2. Remarquons que si ¢g # 0, Cy est une contraction et donc ne peut étre
hypercyclique. Si ¢ = 0, alors d’apres le lemme 4.2, ¢2(C,) C C,, ou r > 1/2.
Maintenant, comme ¢(c0) = ¢;, en posant p = inf(r,R(c;)) > 1/2, pour f € H? et
pourn > 1, 0n a:

C2()(00) [ = If © ¢a(o0)2 < [ FI1%¢(20) =: C*.

Donc, si g € {C’g(f), n > 1}, onal|g(co)| < C. En particulier, {C’g(f), n > 1} nlest
jamais dense dans H2. O

Pour une présentation complete et récente des différents résultats reliés a I’hypercyclicité,
nous renvoyons a [26].

Chronologiquement, les preuves d’hypercyclicité ont d’abord été constructives. C’est
le cas par exemple des preuves originelles des 4 premiers résultats présentés ci-dessus. En
1982, C. Kitai, et indépendamment en 1987 R. Gethner et J.H. Shapiro, découvrent un
critére qui permet pour des espaces vectoriels métriques complets d’obtenir des preuves
d’hypercyclicité sans construction effective.

Théoréme 6.2 Soit X un espace de Banach séparable, et T € L(X). S’il existe deuz
ensembles denses Y et Z de X et une suite (ng) d’entiers tels que:

1. Tz — 0 pour tout ¢ €Y et:

2. Il existe des fonctions B, : Z — X, avec, pour tout z € Z, B,,x — 0 et

T B, T — z,
alors T est hypercyclique.
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6.2 Adjoints de multiplicateurs

En particulier, on s’est apercu que I’ensemble des vecteurs hypercycliques est gros, au
sens de Baire. En effet, si X est un Banach séparable dans lequel la suite (y) est dense,
si T € L(X), 'ensemble de ses vecteurs hypercycliques s’écrit :

HOT) = U{z € X; IT"z — well < 1/1}.
k I n

En particulier, st HC(T') n’est pas vide (ie si T est hypercyclique), 'ensemble de ses
vecteurs hypercycliques est un Gs—dense (un G est une intersection dénombrable d’ou-
verts).

6.1.2 Hypercyclicité simultanée

Soit X un expace vectoriel normé complet, et (Th)x 4 une famille de transformations
hypercycliques de X. Notre but est d’étudier, pour divers exemples, 'hypercyclicité
simultanée de la famille (7)), c’est-a-dire d’essayer de trouver un vecteur hypercyclique
commun a tous les (7). Lorsque A est dénombrable, puisque HC(T}) est un Gs—dense,
il en est de méme de (),., HC(T»), qui en particulier est non vide. Dans le cas ot la
famille A n’est pas dénombrable, le premier résultat positif est di & E.Abakumov et
J.Gordon [1]:

Théoréme 6.3 Soit B le shift & gauche sur £2. Il existe un vecteur hypercyclique com-
mun d tous les AB, ou A > 1.

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons tenter d’obtenir des résultats semblables
pour les exemples classiques d’opérateurs hypercycliques (rappelés en introduction).
En particulier nous prouverons une version d’hypercyclicité simultanée du théoreme
de Seidel-Walsh.

6.2 Adjoints de multiplicateurs

6.2.1 Structure de ’ensemble des vecteurs hypercycliques com-
muns

Nous commencons par un premier résultat, suggéré par Jean Saint-Raymond, qui
nous renseigne sur la nature de ’ensemble des vecteurs hypercycliques communs. On le
trouve aussi dans [1, par. 3.4].

Proposition 6.4 Soit X un espace de Fréchet, A C L(X) tel que A est une réunion
dénombrable de compacts. Alors ﬂ HC(T) est un Gs.

TeA
Ici, £(X) est muni de la topologie induite par la norme des opérateurs.
Preuve : Soit M = {(T\,z) € AxX; z ¢ HC(T)}. On note (B,,) une base dénombrable
d’ouverts de X. Alors,

M = {(Tz)e Ax X; z€ HC(T)}

= ﬂ U {(T\x); T"z € Bn}.

m>1n>0
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En particulier, M€ est un G5 de A x X. Ecrivons M = Ui>1 Fk, ot chaque Fj est un
fermé de A x X, et A =[], Ay, ol chaque A4, est compact. On note 7 la projection de
L(X) x X — X sur la seconde coordonnée. On a alors:

(M) =mn (U Fk> = JUr(Fen (4, x X)).

k>1 k>1p>1

Chaque sous-ensemble 7 (F N (A, x X)) est fermé dans X : si (z;) est une suite de
7(Fe N (A, x X)), qui converge vers ¢ € X, elle vérifie z; = 7(T},z;), ou (1}) € 4,
(T1,x;) € F. (Ap) étant compact, une sous-suite (13,) converge vers T' € A,. Mais alors
(Fy est fermé), (Tyz) € Fr, N (A4, x X) et z = n(T,z).

En particuclier, (M) est un F, (réunion dénombrable de fermés). Or, 7(M) =
ﬂ HC(T)| . L’ensemble ﬂ HC(T) est un Gs. O
TeA TeA

La proposition précédente ne garantit pas que ﬂ HC(T') est non vide. En revanche,
TeA

si I'on sait a priori que c’est le cas, elle permet de s’assurer que ﬂ HC(T) est gros au
TeA
sens de Baire.

Corollaire 6.5 Soit X un espace de Fréchet, A C L(X). On suppose que :
1. A est réunion dénombrable de compacts.
2. [ HC(T) #0.

TeA
3. Il existe S € A qui commute avec tous les éléments de A.

Alors ﬂ HC(T) est un Gs dense.
TeA
Preuve : Soit ¢ € m HC(T), et fixons S comme dans 3. Prouvons que pour n > 1,
TeA
Shr € ﬂ HC(T), ce qui prouve le corollaire puisque {S"z} est dense dans X. Fixons

TeA
un tel n, T € A, et (B,,) une base d’ouverts de X. Alors,

S™x est hypercyclique pour T

&= Vm>1,3k >1avec T*S"z € B,
<> VYm >1, 3k > 1 avec S"T*z € B,,.

Or, la condition 2. impose que S est hypercyclique, en particulier que S™ est d’image
dense. Ainsi, (S™) ™" (By) est un ouvert non vide, et il existe bien k > 1 avec S"T*z €

By, O
En particulier, si A C £(X) est réunion dénombrable de compacts, et si tous les éléments

de A commutent deux & deux, on a la dichotomie suivante : ou bien (), HC(T) = @, ou
bien (), HC(T) est un G dense.
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6.2 Adjoints de multiplicateurs

6.2.2 La construction d’E.Abakumov et de J.Gordon

Les preuves des résultats des paragraphes suivants seront constructives. Pour les
réaliser, nous allons utiliser un outil d’approximation, fourni par ’article d’E. Abakumov
et J.Gordon [1]:

Théoréme 6.6 Il existe un entier kg > 1, une fonction j : {n € N; n > ko} — N tels
que, pour toute suite (oy)i>1 de réels strictement positifs, il existe une suite (My)k>k,
d’entiers strictement positifs, une suite (Tx)k>k, de réels strictement positifs, tels que:

i. (My) est strictement croissante, My1 — My — +00.
ii. (rx) est strictement décroissante, =+ — 0.

i11. Pour tout ! de N, pour tout € > 0, pour tout A > 1, pour tout K > 0, il existek > K
tel que:
j(k) =1 et |NMery — q) < e.

j est ce que nous appelerons une fonction de choiz. On peut voir ce théoréme comme
un théoréme de Baire non dénombrable. Il est en effet évident que:

VA > 1, 3(Mp)ren €N, (7)zen € Ry tels que {A\M+r} soit dense dans R,.
Le théoréme 6.6 dit la chose beaucoup plus forte suivante:
I(Mi)ren €N, (ri)ren € Ry tels que YA > 1, {\er} soit dense dans R,.

Nous utiliserons aussi, au gré des besoins, une version additive du théoreme précédent,
également démontrée dans [1]:

Théoréme 6.7 Il existe un entier ko > 1, une fonction j : {n € N; n > ko} = N,
une suite (My)k>k, d’entiers strictement positifs, une suite (Xi)p>k, de réels strictement
positifs tels que:

1. (My) est strictement croissante, My — My — +00.
2. (Xi) est strictement croissante, avec Xy — Xj — +00.

8. Pour tout | de N, pour tout € > 0, pour tout a > 0, tout b > 0, tout K > 0, il
existe k > K tel que:
j(k) =let lea - Xk| <E.

6.2.3 Un critéere d’hypercyclicité simultanée

Nous donnons un premier résultat d’hypercyclicité simultanée, qui généralise le thé-
oréme 6.3. Il s’apparente a une version simultanée du critere d’hypercyclicité de Kitai:

Théoréeme 6.8 Soit X un espace de Banach séparable, et T € L(X). On suppose que:
a) V=, Ker(T") est dense dans X.

b) Il existe S: V — X avec T'S = Idy et ||Sz|| < ||z|| pour tout = de V.

Alors ﬂ HC(AT) est un G dense.

A>1
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Preuve : Par le corollaire 6.5, il suffit de prouver I’existence d'un vecteur hypercyclique
commun. On fixe (v;) une suite dense dans V/, et on pose oy = ||vy]|. Les suites (M),
(1) et la fonction j sont définies comme dans le théoréme 6.6. Pour k > k¢, on pose:
= dy =71 — 71 2 0.
= Wk = Vj(k) si TM’“‘H—M’“U]'(/C) =0, wg = 0 sinon.

d
— Y= “w’;”SM’“wk si wg # 0, y = 0 sinon.

On considére le vecteur f = 37 -, ym. Remarquons que si m < k, T"+S5Mmy,, =
TMe=Mmyy . =0, d’ou 'on déduit que:

T M GMmy,
mH

<Zd =T

m>k

1T ]l =

Prouvons que f est hypercyclique pour AT, ou A > 1. Il suffit de montrer que {(AT)"f}
s’approche aussi pres que 'on veut de tous les v;. Nous fixons donc ¢ > 0, [ € N. Il existe

k tel que:
— j(k) =1, et wp = ;.
= | AMery —[lull] < e
- 2 e+ul) <e

Alors
M, Mi_% M _9m o, oM
I|()‘T) kf_Ul“ < [ATE v — | + Z)\ k%% GMmay
ol 24"
)\M’“T’k )\Mkrk+1

< —_— =1 — M

<t (Tt 1]+ ) v

< e+ 22y

< e+ 2+ lml)- = [ki1

< 3e.
Ceci acheéve de prouver que f est hypercyclique pour tous les AT O

Comme nous l'avons signalé en introduction, les opérateurs hypercycliques sont liés au
probléme des sous-espaces invariants. Le résultat suivant en donne une illustration :

Théoréeme 6.9 Sous les conditions du théoréme 6.8, il existe un sous-espace de X
dense, tnvariant pour T, constitué, d lexception de zéro, uniquement de vecteurs hy-
percycliques pour tous les XT', ou A > 1.

Preuve : Soit  un vecteur hypercyclique commun a tous les AT

= {p(T)z; p est un polyndme}

convient : il suffit de suivre mot pour pour mot la preuve de P.S. Bourdon dans [11]. O
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6.3 Opérateurs de composition

6.2.4 Application aux adjoints de multiplicateurs

Corollaire 6.10 Soit ¢ une fonction intérieure non constante, M, le multiplicateur
sur H*(D) associé. Alors il existe un vecteur hypercycliqgue commun a tous les AM, ou
A>1

En choisissant ¢(z) = z, on retrouve exactement le résultat du théoreme 6.3.

Preuve : Nous vérifions que les deux conditions du théoréeme précédent sont remplies :

a) Ilest clair que Ker((M})") = [¢™ H?]*. Rappelons les résultats suivants [50, p 34-35].
Soit E un espace normé et (E,) une suite de sous-espaces de E. On définit la limite
inférieure de la suite (F,) par:

lim B, = {a: € E; limdist(z,E,) = O}.

Dans le cas ot E = H? et ot les E,, sont de la forme E, = (6,H%)*, les 6, étant des
fonctions intérieures, on a le résultat suivant :

Lemme 6.1
lim (0, H*D))" = H*(D) <= Vz€D, limb,(2) = 0.
En ce qui nous concerne, 8, = ¢", et (o"H?*)' C ("™ H?)L. On en déduit que

lim(p"H?)* c U, (¢"H?)*+. Maintenant, puisque ¢ est non constante, pour tout
z € D, p™(z) = 0 et le lemme s’applique:

H*D) c | JKer(My)"

b) Si f eV, ge H*D), alors:
<gMiM,f > = < Myg,Myf >

= / v9pf
T

= / gf =< g,f > puisque ¢ est intérieure.
T

M, est donc un inverse a droite de M:, sur V.

6.3 Opérateurs de composition

6.3.1 Un petit détour par la géométrie du disque

Pour les détails concernant ce paragraphe, nous renvoyons a [62]. Notons Aut(D)
’ensemble des automorphismes du disque. Ces automorphismes sont classés en fonction
de leurs points fixes: ¢ € Aut(ID) est dit

— paraboligue si ¢ admet un unique point fixe w qui est alors sur T. Il est “attractif”

au sens que ¢, (z) — w pour tout z € D.
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Chapitre 6 : Hypercyclicité simultanée

— hyperbolique si ¢ admet un point fixe attractif sur T et un autre point fixe sur T.
- elliptique si ¢ admet un point fixe dans D.
L’hypercyclicité des opérateurs de composition associés a des automorphismes du disque
concerne uniquement les cas paraboliques et hyperboliques. 1l est plus facile de décrire
leur action (par conjugaison) sur le demi-plan C,. Rappelons que ¢; : D — C,. désigne
Vapplication ¢1(2) = 122, de réciproque 91(s) = z: Si ¢ € Aut(D) admet +1 pour
point fixe attractif, on pose ¥ = @1 0 @ o ;. Alors:

- ¥(z) = z+ia,0oua € R, a # 0si ¢ est parabolique (un automorphisme parabolique
est conjugué a une translation).

- Y(z) = XMz —ib)+ibou A >1,b¢& Rsipest hyperbolique (un automorphisme
hyperbolique est conjugué & une homothétie).

6.3.2 Enoncés principaux

A la suite du théoréme de Bourdon-Shapiro, il se pose une question naturelle:
Existe-t-il un vecteur hypercyclique commun pour tous les opérateurs de
composition C, sur H*(D), ot ¢ € Aut(D) n’admet pas de points fixes dans
D?

Ici, il est possible de jouer sur deux parametres: le point fixe attractif, et son attractivité
(les scalaires A, a et b). Le résultat suivant montre qu’il est impossible d’avoir un large
choix de points fixes attractifs:

Théoreme 6.11 Soit A C Aut(D) tel que, pour tout ¢ € A, ¢ n'admet pas de points
fizes dans D. Supposons en outre que:

B ={weT, Jpe A tel que w est le point fize attractif de ¢}

est de mesure strictement positive. Alors ﬂ HC(C,) =w.

peA
Dans ’énoncé précédent, C, doit étre compris comme opérateur sur H?(D).
Preuve : Commencons par rappeler les deux définitions suivantes {62, p. 55]:

Définition 6.1 - Un secteur dans D en un point w € OD est la région de D comprise
entre deux droites qui se coupent en w et sont symétriques par rapport au rayon
qui mene en w.

- Si f est une fonction définie sur D, on dit que f admet | comme limite non-
tangentielle en w (on dit aussi limite angulaire) si f(z) — | quand z — w, en
restant dans un secteur issu de w.

11 est bien connu qu’une fontion de H2(ID) admet des limites non-tangentielles en presque
tout point de T. Le théoreme est une conséquence directe du lemme suivant :

Lemme 6.2 Si ¢ € Aut(D) admet w € T pour point fize attractif, et si f € H*(D) est
un vecteur hypercyclique pour C,,, alors f n’admet pas de limite non-tangentielle en w.

108



6.4 Le cas holomorphe

Preuve : Par le théoréeme de Denjoy-Wolff, (¢,.(0)) converge non-tangentiellement vers
w. Maintenant, 1'évaluation en w est continue sur H%(D) et puisque f est hypercyclique
pour C,, il existe des entiers m et n aussi grands que 'on veut avec:

[fopn(0) = 0] <1/4et |fopn(0)—1] <1/4.

En particulier, f n’admet pas de limite non-tangentielle en w. O

O

Essentiellement, il nous faut donc fixer le point fixe attractif, disons +1, et la question

devient :

Existe-t-il un vecteur hypercyclique commun pour tous les opérateurs de

composition C, sur H*(D), ou ¢ € Aut(D) admet +1 comme point fixe

attractif?
Nous ne savons pas donner une réponse positive ou négative a cette question. Toutefois, si
'on autorise le vecteur hypercyclique & appartenir & un ensemble plus gros que H?(D), les
constructions deviennent plus aisées et on obtient deux réponses (partielles) positives.
D’une part, on peut oublier 'hypothése de contréle L? des fonctions. C, induit un
opérateur de composition sur H (D) dont I'hypercyclicité est donnée par le théoréeme de
Seidel-Walsh. Concernant I’hypercyclicité simultanée, nous avons le:
Théoreme 6.12 Soit w € T. Il existe un vecteur hypercyclique commun pour tous les
opérateurs de composition C, opérant sur H(D), ot ¢ € Aut(D) admet w comme point
fize attractif. En outre, [’ensemble des vecteurs hypercycliques communs est un résiduel.
D’autre part, on peut aussi ignorer la condition de régularité: d’apres des résultats de
Nordgren, C, est aussi un opérateur de composition sur L?(T). Une application du critére
d’hypercyclicité prouverait son hypercyclicité si ¢ est parabolique ou hyperbolique. Nous
étudions directement ’hypercyclicité simultanée :
Théoréme 6.13 Soit w € T. Il existe un vecteur hypercycliqgue commun pour tous les
opérateurs de composition C, opérant sur L*(T), ot ¢ € Aut(D) admet w comme point
fize attractif. En outre, l'ensemble des vecteurs hypercycliqgues communs est un résiduel.
Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la preuve des théorémes précédents.
Nous supposerons que w = +1.

6.4 Le cas holomorphe

Nous prenons le modeéle du demi-plan, et définissons (a € R,, b€ R*, A > 0):
Tu(f)(2) = f(z + ia)

Sas(f)(2) = f(M(z — 1b) + ib).

I suffit de prouver que (.o HC(T4) et (ys1 per HC(Sxp) sont des Gs denses. Pour cela,
fixons jusqu’a la fin de ce chapitre (d;), 0 < dx < 1, une suite qui tend vers 0, et (F,) une
suite de H(C, ) telle que, pour tout p > 1 et tout 7 € R, (P(uz — pit)) est dense dans
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H(C,) (par exemple, (P,) peut étre la suite des polynémes dont les coefficients ont leur
partie réelle et leur partie imaginaire dans Q). On traite séparément les cas parabolique
et hyperbolique.

6.4.1 Le cas parabolique

Gréce au corollaire 6.5 (les translations commutent deux a deux), il suffit de prouver
que ﬂ HC(T,) # 0. Nous fixons des suites (Xj) et (M) comme dans le théoréme 6.7.

a>0
Pour k£ > kg + 1, on pose:

Xpp1 — X Xp — Xk—1>

Ry = mi
k m1n< 5 5

Nous allons construire par récurrence des suites de rectangles Cy, Dy et Ty, k > kg+1,
en commencant par l'initialisation I'y, = {(1,0)}. Pour k > ko+1, on considere Cy, le carré
de centre (Ry/2,0), de c6té Ry — d. Remarquons que si K est un compact de C,, alors
K est inclus dans C} dés que k devient assez grand. Nous considérons Dy, = Cj, + 1 X.
Les carrés Dy sont disjoints. En outre, par construction, il existe un rectangle I';, qui
contient Dy, I'r_1, mais d’intersection vide avec Dy, 1.

On définit alors par récurrence une suite (Il;)g>k, de polynomes, en posant I, (2) =
1. Puis, si & > kg, on définit grace au théoréme de Runge un polynéme Il vérifiant :

a) |g(2) = Pz — 1Xk)| < 5 si z € D.

b) |Tk(z) — Mk—1(2)] < 5% si z € Tj1.

La suite (II;) converge uniformément sur tout compact de C;. (les rectangles I'y, finissent
par remplir ce demi-plan). On note f sa limite. Remarquons que si z € Iy, alors:

1£(2) = ()] € TTe(z) — e ()] + M (2) = Maga(e)] + -+ < o

Prouvons que f est hypercyclique pour 7, olt @ > 0. En effet, fixons / un entier,
g€ > 0, K un compact de C,, et n > 0 tel que K; = K + B(0,n) C C,. Soit 0 < d < 7
tel que:

21,20 € K1 A |21 — 23] €0 = |P(z1) — P(z)| < e.

Par définition, il existe un entier & tel que:

~jlk)y=1let g <e.

- lCLMk - Xkl < 4.
Alors, pour z € K, z+ Myw — 11Xy, € K; C C, et donc z +iMra € Dg. On en déduit
que:
£ + (= + iMya) - B(2)
2e + |P(z + iMga — 1 X)) — Pi(2)]
3e.

[Tu(F))M*(2) — Pi(2)]

IA A IA

C’est exactement ce que nous voulions prouver.
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6.4.2 Le cas hyperbolique

I ne suffit plus a priori de prouver que ﬂ HC(S,,) est non vide : les homothéties
Ab
ne commutent pas, et le corollaire 6.5 ne s’api)lique plus. Nous allons donc prouver que
ﬂ HC(S\p) est dense. En utilisant le théoréme 6.6 pour la suite (o) constante égale & 1,
Ab
on fixe (My) une suite d’entiers strictement positifs, une suite (ry) de réels strictement
positifs tels que:
i. (M) est strictement croissante, et My, — My — 4-00.
ii. (rg) est strictement décroissante, et “ — 0.
iii. Pour tout [/ de N, pour tout € > 0, pour tout A > 1, pour tout K > 0, il existe
k> K tel que:
j(k) =let [Merp —1] < e

JE 11 E
Tk . Tk

3
Tk—1 Tk+1
i YAl

Pour k£ > ko + 1, on pose:

Rk = 5k min

On fixe toujours I'y, = {(1,0)}. Pour k& > ko, on considere Cj le disque hyperbolique de
centre (1,0) et de rayon Ry, :
2 - 1)

CkZ{ZEC+; mSRk}

Remarquons que pour tout compact K de C., K est inclus dans C}, si k est assez grand.
On pose D;, I'image de Cj; par '’homothétie de centre 0 de rapport i Les Dy sont
tous disjoints. En outre, par construction, pour chaque k, il existe un rectangle I'y qui
contient I'y_; et Dy, mais qui est d’intersection vide avec Dy, (voir la figure).

On fixe I, (z) = 1, puis, si k > kg, et | = j(k), on définit grace au théoréme de
Runge un polynéme II; vérifiant:
a) |IIk(z) — P(rxz)| < o si z € Dy.
b) [T (z) — Mi-1(2)] < g5 si 2 € Tiy.
Comme précédemment, la suite (II;) converge uniformément sur tout compact de C,
vers une limite f telle que, si z € I'y, alors nous avons:

1
£ (2) — I(2)] < -

Pour ¢ > 1, prouvons que la fonction g(z) = f(uz) est hypercyclique pour chaque
Sxp(2z), avec A > 1 et b # 0. Fixons [ un entier, £ > 0, K un compact de C, et >0
tel que K; = K + B(0,n) C C,. Soit 0 < § < 7 tel que:

21,22 € K1 A |21 — 22| £ 6 = |P(pz1 — pw) — P(pze — pw)| < e.

Soit k un entier tel que:
- j(k) =1
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————————————————————— Vo

F1G. 6.1 — Construction dans le cas hyperbolique

- ,u/\M’“rk(K — Zb) + priib C Ch.
- % <e
— en définissant M tel que 2 € K = |z| < M, alors nous avons

p|AMepy — 1|(M + |b]) + pri|b| < 6.
Alors, si z € K, uA\Me (2 — w) + pw € Dy, C T, et donc:

| [Sap(@] (2) = Pi(pz — pib)] = | f(uAM*(z = ib) + pib) — Py(pz — pib)|

< &+ [ (uAMe(z — ib) + pib) — Py(uz — pib)|
< 2+ |P(pAMery, (2 — ib) + prgib) — Py(puz — pibd)]
< 3,

ol la derniére inégalité vient de

|pAMery (2 — ib) + pryib — pz — pib| < p IMMere — 1] (2] +18]) + prslb]
< 4
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En particulier, {f(u2); 4> 1} C Nys15er HC(S)p). Maintenant, puisque f est hy-
percyclique pour tous les Sy4, il est en particulier hypercyclique pour Sa g, c’est-a-dire
que {f(2"z); n > 1} est dense dans H(C,.). Donc [ HC(S),,) est dense dans H(C,.).

6.5 Le cas L2

Nous notons toujours dX;(t) = ﬁ la mesure image par ¢; de la mesure de Haar
sur le cercle. Si f € L%(T), foy, € LER,d\) et

| iewrane = o [ iseopas

o0 -

Nous changeons les notations afin d’éviter I'intégration sur sR. Pour a £ 0, A > 1 et
b € R, on définit:

T(f)(z) = f(z+a)
S\o(f)() = f(Mz—b)+1b).

Nous prouvons le résultat 1égérement plus précis suivant :
Théoréme 6.14 Soitp > 1, et a > 1/2, et considérons T, et Sy, comme des opérateurs

sur LP (R (th)a) Alors (1,20 HO(To) et Nys1per HCO(Shp) sont des Gs denses dans

L7 (R s ).
Le cas p = 2 et « = 1 correspond au théoréme 6.13. Nous allons séparer les cas para-
bolique et hyperbolique; comme pour les fonctions holomorphes, il suffit de construire
un vecteur hypercyclique commun pour tous les 7,, et un ensemble dense de vecteurs
hypercycliques communs pour tous les S ;. Le lemme facile suivant sera utile:
Lemme 6.3 Soit (vx)k>1 une suite croissante positive, qui tend vers +o0o. Alors il existe
une suite croissante positive (ui)x>1 qui tend vers +oo telle que :
a) > % < 400.

k>1
b ) Uk kotoo o

k—+0o0
c > 0.
/ Z (m—k) +vm)

m>k
Preuve : Pour k > 1, on pose uj = inf(k,v/),Vk/241, - - - yUk), PUis ug = infi>; uj. Les
points a) et b) sont évidents. Pour le point ¢):

_ Um+k Um+k _i_
oy —Zmﬁzmﬁzmﬁ&

3
m>2k m k + Um) m>k m>k m>k
Um C
- Vg S Vg At 4 Q.
k<;2k ((m— k) + T;C (1 + Vmtr) Z (m +v)? v’“
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6.5.1 Cas parabolique

Nous commengons par prouver que pour o = 2, {),,, HC(T,) # @. Nous posons
+OO

du = (~1~—ft—2)2, et C > 0 tel que, pour x > 0, /z du < % Nous considérons des

suites (My), (X}), définies pour k > kg, comme dans le théoreme 6.7. On supposera en

Kpp1 = X Xp — X1 &)

2 ’ 2 T2 )

Quitte & considérer R, = inf;.x R;, on peut toujours supposer que (Rj) est croissante.
D’apres le lemme 6.3, il existe une suite (uy) croissant vers +o0 telle que:

a) Z%<+oo.

particulier que X, > k. On pose, pour k > kg, Ry = inf <

k>1
Ug k—+00
b — 0.
) Ry 17
) Z Um ; kotoo o

= ((m—k)+ Rn—2)

On fixe (f;) une suite de fonctions continues a support compact, dense dans L* (R,du),
avec || fil|2, < w;. Pour k > ko, et [ = j(k), on pose:

- wy = f; si supp fi C [—Rg; R, et wy = 0 sinon.
— hi(z) = wi(z — Xy) : les (hg) ont des supports disjoints.

Finalement, considérons f = Z(Qk + hi). Alors, f € LP (R,dy). En effet,

k>ko
/ fPdu=fl < S / lwe(z — X, P < C Z P o
R k>ko E>ko

Soit a > 0. Prouvons que f est hypercyclique pour T,. Soit [ € N, et € > 0. On fixe
0 < < 1 dont une valeur précise sera déterminée ultérieurement. Il existe k > kg, aussi
grand qu’on le souhaite, tel que:

- jlk) =1

— supp fi C [~ Ry; Ry].

— |Mpa — Xi| < 4.

- Pourm >k, Xppi1 — X;n 2 1.
Alors,

172 F = fll, < T e = All, 41 D TR, 1| D T b,

m>k m<k

Mais :
L ||[TMehy — fillp = I Toea—x, f1 — fillp < € dés que § est choisi assez petit.
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< / ) hum (2 + Mya) Py

m>k —Bm— Mka

S 1|

m>k

< Oy BwFTT

m>k

Observons que:
Nous en déduisons que:

> TMeh,,

m>k

<C’Z (m—k) +Rm—2)

p m>k

et cette derniére quantité est plus petite que ¢ si k est suffisamment grand.

P —Mra+Xm+Rm
Z TMkahm S Z Uk / /l
m<k » m<k Mia+Xm—
< C les supports sont disjoints
S Xk—lk_ R ( pp joints)
< C
- (ch“‘Xkl‘"Rk 1 —1)3

(Rp —1)?

Tout ceci montre que f est hypercyclique pour 7. 1l reste a traiter le cas o # 2. Pour
cela, on utilise une variante d’un lemme classique (voir par exemple [62, plll “The
hypercyclic comparison principle”]):
Lemme 6.4 Soient X C Y des espaces vectoriels topologiques, (¢y)zer une famille
d’applications linéaires continues sur X et Y. On suppose que:

1. L’inclusion de X dans Y est continue.

2. X est dense dans Y.

3. f € X est un vecteur hypercyclique commun d tous les ., vues comme applications

linéaires sur X.

Alors f est un vecteur hypercyclique commun a tous les ¢, vues comme applications
linéaires sur Y.
Preuve : Immédiate! O

Achevons la preuve du cas parabolique. Si a > 2, on applique le lemme avec:

dt dt
X=IR— Y=IPIR——— .
( (1 +t2)2)’ ( (1 +t2)a>
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Sil/2<a<2,onposee =a—1/2.51 f € LP (R (th)a) d’aprés I'inégalité de Hélder,

bl i \"_, ViR
R(1+t2)1/4+3e/4(1+t2)1/4+5/4 - R (1 +t2)1/2+35/2 t ’

et donc i ”
LR PIR— .
(* o) <7 (R )

Des applications répétées de l'inégalité de Holder montrent alors que:

dt dt
> >2t q —— LP R
dg > 1,36 > 2 tels que L (R’(l—{—t?)ﬁ) C < ’(1+t2)°‘>’

I'inclusion étant dense et continue.

6.5.2 Cas hyperbolique

Nous nous limitons au cas & = 2. On consideére des suites (My) et (ry), définies pour
k > ko, comme dans le théoréeme 6.6. L’application d’une variante du lemme 6.3 fournit
une suite (ug) croissant vers +oo et telle que:

a) Z%’;—<+oo.

k>kp

\/> oo,

u
c) Pour tout b € R, Z = 3 imanaNy))
m>k (2’” k‘ / Tk —rib + b)
. . . 1 )
On fixe (f;) une suite de fonctions continues, avec supp f; C |—{; -7 U Al <

uy, et telle que pour tout y de R, pour tout u > 1, (fi(ux + py)) est dense dans L? (R,du).
Pour k > kg, nous définissons les intervalles I, = } \/ﬁ%; \/WETET [, et J, = —I;. Ils sont

deux & deux disjoints. Pour k& > kg, I = j(k) et € Iy U Ji, on pose f(z) = fi(ryz). Pour
les  n’appartenant & aucun des I ou Ji, on pose f(z) = 0. La fonction f ainsi définie
est dans L? (R,dp) : en effet,

“+00 +o0
[ ie@rds < 3 [T Iws
0 k>ko ¥ et

g ([
,Dzko TETk-1

Fixons A > 1, b € R et prouvons que f est hypercyclique pour Sy,. Soit [ € N, ¢ > 0, et
0 < § < 1/2 dont une valeur précise sera déterminée ultérieurement. Il existe k > k; tel

)<+oo.

— k) =1.
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- l/\M’“T‘k - ].| < 9.

T
- Pour m > k, | —==2

> 2.

Alors,

[ ISk - it - B <

-0

> | fitm) (X7 (2 = b) + 7mb) — filz = b)[" dp
m<k AMk (x—b)+befm
* (A eri(z = b) + i) = filw — b)[7 dp
)‘Mk(ﬂ? —b)+bely
2 |5y A7 — )+ ) — il ~ )P s
>k MM (£—b)+bEIm
+S’ + S5 + 53

< 81+ Sa+ S5+ 57+ S5 + S5,

ol S/ désigne la méme quantité que S;, en remplagant I, par J,. Mais:

I,—b
1. 51§2puk,u(u M +b>.Or,

m<k

I,—b b b - 1 b
2 NI NE ey W]
On en déduit que:
Sl S 2puk < 2”+1uk —T—k-

MMk Ry Th—1

Pour k assez grand, |S;| < e.

2. On sait que |AMrry(z —b) + 74b — (2 — b)| < 8|z — b] + r%|b|. Par uniforme conti-
nuité de f; (qui est & support compact), si § est choisi assez petit, et k est choisi
assez grand, |Sa| < €.

3. On a:

Sy < 2”Zumu< i +b)

m>k
1

Al m>kum( Lk “ka+b)3
VTTmTm-1
< Ay - :,
m>k <2m—k /r:-kl — ka + b)

IN
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ou cette derniére inégalité s’obtient en remarquant que:

Tk Tk Tm—1 Tk _ s
= X oo X \/ m X Z om k _k_
A/ TmTm-1 Tk+1 Tm Tm-1 Tk—1

S3 peut donc elle aussi étre rendue inférieure a €.

Les quantités S] se traitent de maniére analogue: f est hypercyclique pour Sy .

De la méme fagon que pour le cas des fonctions holomorphes, il est possible de
prouver que pour chaque pu > 1, g(z) = f(ux) est en fait hypercyclique pour tous les
Sxp- Ceci entraine en particulier que la famille {f(uz); 1> 1} est une partie dense

dans LP (IR,O—JF%—)E), constituée de vecteurs hypercycliques pour tous les Sy, ot A > 1
et be R

6.6 Hypercyclicité des translations et des homothé-
ties sur des espaces L' i poids

A la lecture du théoréme 6.14, on peut se demander quels sont les poids w sur R
pour lesquels Popérateur de translation 7' f(z) = f(z + 1) et I'opérateur d’homothétie
Sf(x) = f(2z) sont hypercycliques sur L'(R,dw).

Définition 6.2 Une fonction continue positive et bornée w sur R est appelée un poids
admissible pour la translation s’! existe C' > 0 tel que, pour tout a € R,

/:lw(ac)dx < C’/aa+1w(as)dx.

Elle est dite admissible pour I’homothétie s’il existe une constante C' > 0 telle que, pour
tousz,y E Ravec 0 <z <{youz <y<0,

y/2 y
/ w(z)dr < C’/ w(z)dz.
z/2 z

Le fait que w soit admissible pour la translation (resp. admissible pour ’homothétie)
garantit que l'opérateur de translation T' (resp. 'opérateur d’homothétie S) est continu
sur L'(Rw).

Théoréme 6.15 Soit w une fonction continue positive bornée sur R.

a) Siw est admissible pour la translation, T' est hypercyclique sur L*(Rw) si, et seule-
ment si, il existe une suite d’entiers (ny) telle que :

ke k—+o00 Bk k—+oo
/ w(z)de —— 0 et / w(z)de ——= 0

k—4q nk—q

pour chaque g > 0.
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b) Siw est admissible pour ’homothétie, S est hypercyclique sur L (R,w) si, et seulement
s, il existe une suite d’entiers (ny) telle que:

27k b —2"kq
/ w(z)dz Lmas N / w(z)dz A2t
2k a —2"kb

pour tout 0 < a < b.

Cet énoncé est analogue continu du théoréme de Salas [59] sur les shifts & poids.
Preuve :

a) La condition est suffisante: on applique le critére d’hypercyclicité. Soit (P;) une
suite dense de L'(Rw) de fonctions bornées & support compact. Si supp P; C [—q,q],
7 fixé, alors:

irepl = [ I+ (e)de

ng—¢q

< Tnete k400
< Pl w(z)dr ——= 0.

NEg—q

Posons Af(z) = f(z —1). A est un inverse & droite (pas forcément borné) de T'. Par

le méme raisonnement, ||A™ P;|| Lmas N}

La condition est nécessaire: Par un argument diagonal, il suffit de prouver que,
pour tout £ > 0, pour tout g > 0, il existe NV arbitrairement grand tel que:

N+q ~N+q
/ w(z)dr < e et / w(z)dr < e.
N-—q —N—gq

On pose A; = inf[_, 4w, A = supg w. Puisque I'ensemble des vecteurs hypercycliques
pour T est dense, il existe f € L'(Rw) tel que:

”f - 1[—q,q]H S oa (6.1)

Il existe aussi NV arbitrairement grand, N > 2q, tel que:

A
17 = 1paall < 57

Puisque N > 2¢q, I'inégalité (6.1) implique que
N+q €
[ i@ <5,
N—gq 2
tandis que l'inégalité (6.2) donne:

q A
f(@+ N) - Lw(z)ds < =,
i 24,
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qui & son tour conduit a:
1 €
N -1 < —,
JACCERIR P

qui elle-méme entraine :

t\.')_l ™

/ qlf(a:)—1|w(a:)d:v <

N-q

Par conséquent,
N+q
/ w(z)dz < e.
N-gq
Nous utilisons exactement la méme méthode pour prouver l'autre inégalité, en per-
mutant le role joué par (6.1) et (6.2).

b) Nous prouvons la-aussi que la condition est suffisante en utilisant le critére de Kitai.
La différence est que nous prenons cette fois un ensemble dense de fonctions bornées
dont le support est contenu dans des intervalles du type [—b,—a]U[a,b], avec 0 < a < b.
En effet, si P est une telle fonction, on a:

b/2"k —a/2"k
Isep) = [ Pesle@de s [ PEslwe)ds
a/2" —b/2m
A2t g (P est bornée).

Si AP(z) = P(z/2), A est un inverse a droite de S, et:

R L g e

"ka 2"k b

k
Lotoo .

Pour prouver que la condition est suffisante, on fixe 0 < a < b, et A; = infj,yw,
Ay = supgw. Ilexiste f € L}(Rw) et N arbitrairement grand (en particulier 2Va > b)
avec:

EA1

I = teat] < 57 (6.3)
A
5% f = Lapl]| < %A—:. (6.4)

Comme précédemment, (6.3) donne:

/2 @) (e)de < &,

Na

[\ YNy
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tandis que (6.4) donne:

N ™

2Np
[, 1) - twta)de <

Ceci mis ensemble prouve encore que:

2Np
/ w(z)dx <e.
2

Ng

a

Ezemple : Pour le poids w(z) = i,

l'opérateur d’homothétie S ne l'est pas.

Popérateur de translation 7" est hypercyclique,

121



Chapitre 6 : Hypercyclicité simultanée

122



Bibliographie

[1] E. Abakumov, J.Gordon, Common hypercyclic vectors for multiples of backward
shift, to appear in Journal of Functional Analysis.

[2] N.Bary, A treatise on trigonometric series, Pergamon Press (1964).

[3] G.D. Birkhoff, Démonstration d’un théoréme élémentaire sur les fonctions
entiéres, C.R. Acad. Sci. Paris 189 (1929), 473-475.

[4] O.Blasco and A.Pelczynski, Theorems of Hardy and Paley for vector-valued
analytic functions and related classes of Banach spaces, Trans. Amer. Math. Soc.
323 (1991), 335-367.

[5] H.F. Bohnenblust, E. Hille, On the absolute convergence of Dirichlet series,
Ann. Math. 2 (1931), 600-622.

[6] H.Bohr, Uber die gleichmdssige Konvergenz Dirichletscher Reihen, J. Reine An-
gew. Math. 143 (1913), 203-211.

[7] H. Bohr, Uber die Bedeutung der Potenzreihen unendlich vieler Variablen in der
Theorie des Dirichletschen reihen ) a,/n®, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math-
Phys. K1., (1913), 441-488.

[8] H.Bohr, Almost Periodic Functions, Chelsea (1933).

[9] H. Bohr, On the summability functions and order functions of Dirichlet series -
Dan. Mat. Fys. Medd., 27 (1952), 3-38 (manuscript prepared by E. Folner) (I A 22
in Collected Math. Works).

[10] F.F. Bonsall, J.Duncan, Complete normed algebras, Springer-Verlag (1973).

[11] Bourdon, Paul S., Invariant manifolds of hypercyclic vectors Proc. Amer. Math.
Soc. 118 (1993), 845-847.

[12] Bourdon, Paul S.; Shapiro, Joel H., Cyclic phenomena for composition opera-
tors. Mem. Amer. Math. Soc. 125 (1997), no. 596.

[13] J.Caughran, H.Schwartz, Spectra of compact composition operator, Proc. Amer.
Math. Soc., 51 (1975), 127-130.

[14] J.Cima, J.Thomson,W. Wogen, On some properties of Composition Operators,
Ind. Math. Journal, 24 (1974), 215-221.

[15] B.J.Cole and T.W.Gamelin, Representing measures and Hardy spaces for the
infinite polydisk algebra, Proc. Lond. Math. Soc 53 (1986), 112-142.

[16] C.C Cowen and B.D. MacCluer, Composition Operators on Spaces of Analytic
Functions, CRC Press, Boca Raton (1995).

[17] P.L.Duren, Theory of H? spaces, Academic Press (1970).

123



BIBLIOGRAPHIE

(18] J.Favard, Legons sur les fonctions presque-périodiques, Gauthier-Villars (1933).

[19] H. Federer, Geometric measure theory, Springer-Verlag (1969).

[20] C. Finet, H. Queffélec, A. Volberg, Numerical range and compactness of com-
position operators on a Hilbert space of Dirichlet series, preprint

[21] J. Fournier, Eztensions of a Fourier Multiplier theorem of Paley, Pacific Journal
of Math. 30 (1969), 415-430.

[22] J.B.Garnett, Bounded Analytic Functions, Academic Press (1981).

[23] R. M. Gethner and J. H. Shapiro, Universal vectors for operators on spaces of
holomorphic functions, Proc. Amer. Math. Soc. 100 (1987), 281-288.

[24] G.Godefroy and J.H. Shapiro, Operators with dense, invariant, cyclic vector
manifolds, J. Funct. Anal. 98 (1991), 229-269.

[25] J.Gordon and H.Hedenmalm, The Composition Operators on the space of Di-
richlet Series with Square Summable Coefficients, Michigan Math. J. 46 (1999),
313-329.

[26] K.-G. Grosse-Erdmann, Universal families and hypercyclic operators, Bull.
Amer. Math. Soc. 36 (1999) 345-381. MR 2000¢:47001.

[27] H. Hedenmalm, Topics in the theory of Dirichlet series, Visn. Khark. Univ., Ser.
Mat. Prykl. Mat. Mekh. 475 (2000) 195-203.

[28] H.Hedenmalm, E.Saksman, Carleson’s convergence theorem for Dirichlet series,
Pacific Journal of Math, to appear.

[29] H.Hedenmalm, P.Lindqvist, K.Seip, A Hilbert Space of Dirichlet series and a
system of dilated functions in L*(0,1), Duke Math. Journal, 86 (1997), 1-36.

[30] H.Helson, Compact groups and Dirichlet series, Ark. Math 8 (1969), 139-143.

[31] E.Hewitt and J.H Williamson, Note on absolutely convergent Dirichlet series,
Proceedings of the AMS, 8 (1957), 863-868.

[32] N.Jaoua, Similarity to a contraction and hypercontractivity of composition opera-
tors, Proceedings of the American Math. Society 129 (2001) 2085-2092.

[33] G.W. Johnson, B.Woodward, On p-Sidon sets, Indiana University Math J., 24
(1974/75) 161-167.

[34] J.P. Kahane, Some random series of functions, 2nd edition, Cambridge University
Press (1985).

[35] J.P. Kahane, Y.Katznelson, Sur les ensembles de divergence des séries trigo-
nométriques., Studia Math. 26 (1966) 305-306

[36] J.P. Kahane and H.Queffélec, Ordre, convergence et sommabilité des produits
de séries de Dirichlet - Ann. Inst. Fourier 47 (1997) 485-529.

[37] Y. Katznelson, Sur les ensembles de divergence de séries trigonométriques, Studia
Math. 26 (1966), 301-304.

[38] S.V. Konyagin, H.Queffélec, The translation 1/2 in the theory of Dirichlet Se-
ries, Real Analysis Exchange 27 (2002), 155-176.

[39] Korner, T. W., The behavior of power series on their circle of convergence, Sprin-
ger Lecture Notes 995, 56-94

124



BIBLIOGRAPHIE

[40] ML.A. Krasnoselski, On a theorem of M.Riesz, Dokl. Ackad. Nauk., 131 (1959)
246-248.

[41] E. Landau, Handbuch des Lehre von der Verteilung der Primzahlen, 2nd edition,
Chelsea University Company (1953).

(42] E. Landau, Uber die Multiplikation Dirichlet’scher Reihen , Rendicoti di Palermo
25 (1907) 81-160.

[43] D. Lick, 4 note on sets of convergence of Dirichlet series., Duke Math. J. 31 (1964)
179-181.

[44] J.Lindenstrauss, L.Tzafiri, Classical Banach Spaces I: Sequence spaces, Exrgeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Vol. 92. Springer-Verlag (1977).

[45] J.Lindenstrauss, L.Tzafiri, Classical Banach Spaces II: Function spaces, Ergeb-
nisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Vol. 97. Springer-Verlag (1979).

[46] J.M. Lopez, K.A. Ross, Sidon sets, Lecture Notes in Pure and Applied Mathe-
matics, Marcel Dekker inc. (1975).

[47] G.R. MacLane, Sequences of derivatives and normal families, J. Analyse. Math
2 (1952), 72-87.

[48] J. McCarthy, Hilbert spaces of Dirichlet series, preprint.

[49] D.J.Newman, A simple proof of Wiener’s 1/ f theorem - Proceedings of the AMS,
Vol 48 (1975) 264-265.

[50] Nikolskii, N. K., Treatise on the shift operator. Spectral function theory. Trans-
lated from the Russian by Jaak Peetre. Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences], 273. Springer-Verlag,
Berlin, (1986).

[51] E.Nordgren, Composition operators, Can. J. Math 20 (1968).

[52] A.M. Olevskii, Fourier series with respect to general orthogonal systems- Springer
Verlag Ergebnisse der Mathematik Vol 86.

[53] G.Pisier, Les inégalités de Khintchine-Kahane d’aprés C.Borel, Séminaire sur la
géométrie d’espaces de Banach 1977-1978, Exposé VII, Ecole Polytechnique, Centre
de Mathématiques, 1978.

[54] H.Queffélec, Harald Bohr’s wvision of Dirichlet series: Old and New Results,
J.Analysis 3 (1995), 43-60.

[55] H.Queffélec, Propriétés presque sires et quast sires des séries de Dirichlet et des
produits d’Euler, Canad. J. Math 32 (1980), 531-558.

[56] D. Rider, A relation between a theorem of Bohr and Sidon sets, Bull. Amer. Math.
Soc. 72 (1966), 558-561.

[57] S. Rolewicz, On orbits of elements, Studia Math. 33 (1969), 17-22.

[58] W. Rudin, Fourier analysis on groups, Wiley classical library.

[59] H. Salas, Hypercyclic weighted shifts, Trans. Amer. Soc. 347 (1995), 993-1004.

(60] H.J. Schwartz Composition Operators on HP, Thesis, University of Toledo (1969).

[61] W.P. Seidel and J.L. Walsh, On approzimation by Euclidean and non-Euclidean
translates of an analytic function, Bull. Amer. Math. Soc. 47 (1941), 916-920.

125



BIBLIOGRAPHIE

[62] J.H. Shapiro, Composition Operator and Classical function theory, Springer-
Verlag (1991).

[63] J.H. Shapiro, The essential norm of a composition operator, Annals of Math. 125
(1987), 375-404.

[64] J.H. Shapiro, What do composition operator know about inner functions?, Monat
Math 130 (2000) 57-70.

[65] Sinail, Ya. G., Topics in ergodic theory, Princeton University Press (1994).

[66] G.Tenenbaum, Introduction 4 la théorie analytique et probabiliste des nombres
Cours spécialisé de la SMF (1995).

[67] N. Tomczak-Jaegermann, The moduli of smoothness and convezity and the Ra-
demacher averages of trace classes Sp(1 < p < 00), Studia Math. 50 (1974), 163-
182.

[68] Walters, Peter, An introduction to ergodic theory, Springer-Verlag (1982).

[69] F.B. Weissler, Logarithmic Sobolev inequalities and hypercontractive estimates on
the circle, J. Funct. Analysis 37 (1980), 218-234.

126



