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Sun Tzu dit: [..]
Maintenant, voice les cing éléments de Uart de la guerre :
I. La mesure de l’espace.
II. L’estimation des quantités.
III. Les régles de calculs.
1V. Les comparaisons.
V. Les chances de victoire.
Les mesures de U’espace sont dérivées du terrain;
les quantités dérivent de la mesure;
les chiffres émanent des quantités;
les comparaisons découlent des chiffres,
et la victoire est le fruit des comparaisons.

Sun Tzu, L’Art de la Guerre, VI-Véme s. av. JC.



Introduction

Cette thése se découpe en trois parties indépendantes, qui correspondent
respectivement, aux chapitres 1 & 3, au chapitre 4 et au chapitre 5.

0.1 Approximation diophantienne et chambres
de Weyl

La premiére partie de cette thése (chapitres 1 & 3) exploite la relation
entre approximation diophantienne et géométrie hyperbolique, ou plus gé-
néralement la dynamique des chambres de Weyls sur les variétés de Hilbert.
Une telle relation est historiquement connue depuis longtemps - on pense tout
d’abord a Ford, dans les années 20, puis & H. Cohn [Coh55] et R. Rankin
[Ran57] dans les années 50. Mais cette relation ne commenca & étre vraiment
exploitée (sous une forme plus explicite que précédemment, et de maniére
plus systématique) qu’'au début des années 80, aprés (entre autres) les ar-
ticles de S. Dani [Dan85] et D. Sullivan [Sul82] qui montrérent par 'exemple
la fécondité du sujet. Si cette relation fut utilisée pour obtenir des résultats
géomeétriques a partir de résultats d’approximation diophantienne connus de-
puis longtemps la déduction de propriétés d’approximation diophantienne &

_____ A + 1
partir de raisonnements géométriques est également possible, comme le mon-

trérent par exemple Beardon, Lehner, Sheingorn [BLS86] d’un c6té, et A.
Haas [Haa86| indépendamment, lorsqu’ils publiérent leurs preuves géomé-
triques du théoréme dit & Markoff décrivant la partie supérieure & 1/3 du
spectre de Markoff (voir le théoréme 1.1). C’est dans cette deuxiéme optique
que se place ce travail. La relation approximation diophantienne-géométrie
et dynamique y est abordée d’un point de vue constante d’approximation-
profondeur de pénétration dans les cusps (je ne parlerais pas de la vitesse
de pénétration dans les cusps). La partie 1.1 donne les notions classiques
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d’approximation diophantienne, et sert d’introduction & la partie 1.2 ou
est définie une notion d’approximation diophantienne (homogéne a une va-
riable) pour un corps K, extension finie de Q, ainsi que quelques corollaires
immédiats. Cette définition est une légére variation d’une définition de R.
Quéme [Quédl], et également une variation d’un cas particulier de E. Burger
[Bur92],[Bur93]. Son originalité tient essentiellement & la remarque que l'on
peut classer les fractions suivant le groupe de classes d’idéaux du corps choisi,
idée déja présente dans [Swa68]. Par exemple, lorsque anneau des entiers O
du corps K est principal, la définition est la suivante.

Soit g : K — F = R" x C° le plongement canonique de ce corps de
nombre, ot (r,s) désigne les nombres de plongements réels et complexes non
conjugués respectivement de K. Soit pour z = (2;)i=1,.r+s €lement de E, on
note

lzllo = sup |z,
i=1,..,r+8

et

4 r+s

N(z) =[Tl=l I1 1=

=1 i=r+41

Pour z dans E on définit
vk(z)"% = lim lim inf N(z — mx(p/q))N(q)*.

=0 (p,q)€Ox(O—{0}),[lz—mk(p/Dlloo<e "

Le spectre de Lagrange est alors
Ly = {wk(z) : z€ E—mx(K)}.

L’exemple des corps imaginaires quadratiques est abordé dans la partie
1.3. Dans la partie 1.4, j’'introduis un "spectre”® issu d’une situation to-
pologique générique, et en tire les quelques corollaires élémentaires qui en
découlent. L’intérét de cette partie est essentieliement de montrer que cer-
taines propriétés des spectres de Markoff et Lagrange sont des conséquences
purement topologiques de la correspondance géométrique, et donc valables
quelle que soit I’extension finie de Q choisie, conséquences qui n’étaient pas
toujours connues et qui dans ce cadre sont particuliérement simples.

Le chapitre 2 fait le lien entre les définitions de la partie 1.2 et la partie
1.4, & travers les théorémes 2.2 et 2.3; cette correspondance est bien connue

1. entre guillements, ce n’est pas & priori le spectre d’un opérateur.
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lorsque le corps K est égal & Q ou a un corps imaginaire quadratique - ici,
Poriginalité est de traiter de maniére unifiée toutes les extensions finies de Q
et de préciser & quelle notion d’approximation diophantienne correspondent
les différents cusps de la variété Vg associée. Ces théorémes nous permettent,
par exemple, d’obtenir une nouvelle définition, géométrique cette fois, des
spectres. Plus précisémment, le plongement canonique 7k induit un plonge-
ment de PSLy(O) dans (PSLy(R))" x (PSLy(C))®, que l'on fait agir par
isométries sur (TH?)" x (T'H2), le produit des espaces tangents unitaires
aux espaces hyperboliques de dimension 2 et 3 respectivement. Le quotient
de cet espace par cette action est noté CW(Vk), la variété des chambres de
Weyl sur la variété de Hilbert associée a K. Le flot géodésique ¢ sur chaque
composante du produit (TMH?)" x (T'H?®) passe au quotient en une action ¢
de A = R™* sur CW(Vk). Si l'on appelle A* le semi-groupe de A = R**
formé par les temps positifs sur chaque composante, on peut définir I'w-limite
d’une chambe de Weyl w dans CW (Vi) comme étant les sous-ensemble fermé
de CW (V) suivant:

wy(w) = m U ¢ w,

teAT fleAt

La description géométrique du spectre de Lagrange est alors

Proposition. Il existe sur CW (Vk) une fonction f a valeur dans R, continue
et propre (essentiellement une fonction de Busemann, voir la formule 2.3),
telle que l'on ait

\
w) J

Lx = {.i‘x}f exp(—f) : w € CW(Vk), wi(w) # @} .
Lt

Jen tirc ensuite quelques corollaires immédiats, qui sont les traductions
des propriétés vues dans la partie 1.4. En particulier, on peut remarquer que
dans tous les cas oi la constante de Hurwitz (définie comme sup Lg) est
connue (voir partie 1.3), c’est la constante d’approximation d’un nombre fini
de classes modulo SLy(K) de nombres quadratiques sur K, et elle est isolée
dans les deux spectres. Sans pour autant généraliser cette observation, les
corollaires 2.7 et 3.5 donnent des restrictions a ce sujet, dans le cas général et
dans le cas imaginaire quadratique respectivement. On peut résumer quelque-
une de ces propriétés dans la proposition suivante - le lecteur se reportera au
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corps du texte pour les énoncés relatifs au spectre de Markoff Mx:
Proposition. Soit K un corps de nombre.
1. Il existe z dans E tel que

vk (z) = sup Lg.

2. Sisup Lx n'est pas un nombre algébrique, alors il existe un nombre non
dénombrable de z dans E tels que vg(z) = sup Lx .

3. Si K est un corps imaginaire quadratique, et si la constante de Hurwitz
sup Lx n’est pas un nombre algébrique, alors sup Lx n’est pas isolée
dans L.

Je considére ensuite dans le chapitre 3 le cas ot la variété est de rang 1,
c’est a dire lorsque K = Q) ou un corps imaginaire quadratique, pour montrer
le théoréme 3.4, dont voici la partie de I’énoncé qui concerne le spectre de
Lagrange.

Théoréme (Théoréme 3.4). Soit K = Q(iv/d), d entier positif sans facteur
carré. Notons EQ(C) U’ensemble des nombres complezes quadratiques sur K.
Alors

Lk = {x(2)|z € EQ(C)}.
En particulier, Lx est compact.

Dans le cadre classique K = Q, ce théoréme est dt & T. Cusick [Cus87];
la compacité du spectre de Markoff est, elle, automatique indépendamment
du rang, cf lemme 1.5. La démonstration utilise en particulier le lemme de
fermeture d’Anosov, dont une preuve dans le cadre d’espaces C AT (—1) est
fournie en annexe.

Est ensunite abordé dans la s 33 le  de
la constante de Hurwitz pour un corps imaginaire quadratique quelconque,

avec un algorithme proposé pour calculer des valeurs approchées de cette

action
eCcrioY

constante.

Une question qu’on m’a souvent posée et qui appelle quelques commen-
taires est celle-ci: pourquoi je ne généralise pas les propriété de fermeture du
spectre de Lagrange au rang supérieur & 2, c’est-a-dire lorsque ’anneau des
entiers de K posséde un groupe d’unités infini. Tout d’abord, techniquement,
les outils ne fonctionnent plus (le lemme de fermeture, par exemple, est en-
core valable mais ne parle que de flots et ne dit rien sur les actions). Une
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réponse plus intéressante consiste a faire le lien avec la conjecture de Margulis
concernant les ensembles fermés invariants sous ’action du groupe diagonal
(et qui est essentiellement qu’il y en a peu, et qu’ils sont tous d’origine arith-
métique); je pense que dans ce cas le spectre de Lagrange est discret (sauf au
point 0) et est égal a I’ensemble des constantes correspondant aux nombres
quadratiques sur K (c’est & dire correspondant aux tores compacts). Le méme
type de probléme a été rencontré par E. Burger, qui fait la remarque qu’il ne
trouve qu’un nombre dénombrable d’exemples de nombres mal approchables
selon sa définition [Bur93]. A travers la correspondance décrite ici, on verra
que la forme du spectre de Markoff en rang supérieur s’avére intimement liée
a la conjecture de Margulis pour les variétés de Hilbert, conjecture dont S.
Dani m’a dit qu’il ne voyait pas de preuve poindre & I’horizon, en dépit de
résultats récents dans cette direction [LWO01].

0.2 Alternative de Borel-Cantelli dynamique

Le chapitre 4 aborde un sujet un peu différent. D. Sullivan a montré que la
vitesse d’approche d’un point a 'infini d’une variété hyperbolique de volume
fini non-coimpacte, est, sur un rayon géodésique générique, logarithmique. 11
utilisait pour cela la relation entre approximation diophantienne et vitesse
d’approche d’un cusp mélée & des techniques de la preuve du théoréme de
Khintchine; ce résultat a été généralisé par D. Kleinbock et G. Margulis dans
le cas d’espaces de rang supérieur [KM99| et par S.Hersonsky et F. Paulin
[HPO1la] dans le cas des variétés a courbure strictement négative.

Par analogie, on peut reprendre le probléme géométrique étudié par Sul-
livan en remplagant le point & P'infini par un point quelconque de la variété
hyperbolique (le rapport avec ’approximation diophantienne devenant alors
également analogique). Ceci a déja été fait par Hersonsky et Paulin [HP01b]
en ce qui concerne l'estimation de la dimension de Hausdorff des géodésiques
s’approchant exponentiellement vite d’un point fixé d’une variété compacte &
courbure strictement négative. Ici, le probléme est le suivant. Soit V = I'\H"
une variété hyperbolique de volume fini. Notons 7'V I’ensemble des vecteurs
unitaires tangents & V, 7 : T'V — V la projection canonique, ¢* le flot géo-
désique sur TV, et B(g,r) C V la boule hyperbolique de centre g € V' et de
rayon r. On se donne une fonction (r;);>¢ de Ry & valeur dans R?.



La question est de savoir, pour un point p de V fixé, quel sera la mesure
de Liouville de I'ensemble des vecteurs v tels qu'il existe t; — +oo, tels que
n(¢%v) € B(p,ry,), autrement dit tels que {t > 0 : n(¢*v) € B(p,r;)} n'est
pas borné.

Théoréme (Théoréme 4.1). (Cibles rétrécissantes) Supposons que (7)o
soit décroissante. Alors, suivant que

o}
/ rtdt
0

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon
géodésique qui rencontre pour des temps t arbitrairement grands les boules de
centre p, de rayon ry.

Le corollaire suivant semble &tre nouveau.
Corollaire (Corollaire 4.2). Pour tout point p dans V', pour presque tout

v, on a: .
lim sup —In(dlpr(¢'v))) 1
t—4-00 ln(t) n—1

0.3 Exemples de répartitions d’orbites de ré-

Enfin, le dernier chapitre 5 s’intéresse a des résultats de répartition sem-
blables au théoréme ergodique de Birkhoff concernant ’action d’un réseau I"
d’un groupe de Lie sur un espace homogéne G/H, H sous-groupe abélien. Ces
exemples sont essentiellement inspirés par Varticle de F. Ledrappier [Led99],
et des résultats proches dans l'esprit ont été indépendamment prouvés par
A. Gorodnik. On donne en particulier les trois exemples suivants. Dans le
premier, la dérivée de Radon-Nikodyn qui apparait n’est pas un produit de
fonctions & variables séparées (contrairement aux exemples connus jusqu'a
ce jour), et dans le deuxiéme la convergence est remarquablement uniforme.
Le troisiéme est un cas particulier d'un théoréme plus général concernant la
répartition des plats géodésiques d’'un espace selon un sous-groupe discret

d’isométries.

Théoréme (voir le Théoréme 5.2). Soit

M, =

(e e B an ]

1
0
0

O = O

Qo



on définit X comme la variété (de dimension 6) des matrices conjuguées
d My. Elle porte une mesure (non nulle, unique ¢ homothétie prés) p qui
est SL3(R)-invariante. Il eziste une application § : X? — R}, continue, d
variables non séparées, telle que si I' un réseau de SL3(R), qui agit (par
conjugaison) sur X, cette action est alors ergodique, et si l’on note

B(T)={yel : tr(yy) < T°},

alors pour tout f continue & support compact de X dans R, pour tout x dans
X de I'-orbite dense, on a

dm o Y Sy —————Covjl(r) /X F(0)8(2.9)du(y).

vE€B(T)

Théoréme (Théoréme 5.3). Soit H* un espace hyperbolique, X = OH".
Soit I' C Isom(H") un sous-groupe discret et non élémentaire d’isomé-
tries, de mesure de Bowen-Margulis finie. Notons u, la mesure de Patterson-
Sullivan associée au point o € H™. Soient f : 0H" — R une fonction conti-
nue, et un point o € H* fixé. Notons

B(T) = {y €T :d(yo,0) < T},

ot d désigne la distance hyperbolique. Alors, pour tout £ € OH":

d (73]
Z F(v6) = aHn) LT

’YGB (T)

I
T too ;B

et cette convergence est uniforme en £ € OH" lorsque T — +o0.
Théoréme (voir le théoréme 5.4). Soit H* un espace hyperbolique, X
lespace des géodésiques orientées de H™, 11 une mesure SO(n,1)- invarz'ante

sur X, et o un point de H". Il existe ¢ tel que si T’ est un réseau de H™, et st
on définit

DITY — fm T - Al ~e) < T
D) =7E€4 18970 S 4,
alors pour toute fonction f dans L'(u) et p-presque tout  dans X, on a
1 c
lim = > flyz)= ——— [ fdu.
Totoo T = "7 covol(l') Jx~
YEB(T)

On remarquera que, dans le premier et troisiéme exemple, le cardinal de
B(T) n'est pas asymptotique & la normalisation de la somme. Il ne s’agit pas
ici de moyennes.



Remarques finales

Le théoréme 3.4 a fait I'objet d’un article accepté pour publication & la
revue Ergodic theory and dynamical systems [Mau02].
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Chapitre 1

Cadre général de I’étude

1.1 Cadre classique

L’objet de cette partie est d’introduire, pour le lecteur non initié, quelques
résultats classiques de l'approximation diophantienne homogéne a une va-
riable. Le lecteur averti trouvera cependant dans ces rappels les motivations
des généralisations qui suivront. Mes références principales sur ce sujet sont
Cassels [Cas57] et Cusick-Flahive [CF89)].

L’approximation diophantienne traite de la maniére dont on peut appro-
cher un nombre réel par les nombres rationnels. Un théoréme, d & Dirichlet,
affirme que pour tout réel irrationnel z, on peut trouver une infinité de frac-
tions p/q telles que

<1

-

La question de savoir & quel point ce résultat est optimal conduit & la défi-
nition suivante.

Définition 1.1. Soit x € R — Q. On définit la constante de meilleure
approximation de x par la formule :

D

x.———
q|

q2

v(z) = lim inf
(P.9)€Zx(Z—{0},lg| o0 |

Le spectre de Lagrange est par définition l’ensemble des v(x) pour x par-
courant R — Q. Il sera noté Lg.

Ce spectre est parfois appelé spectre de Hurwitz, et pour certains auteurs
le spectre est l'ensemble 1/Lg. Il est apparu que I'étude de cet ensemble

13



est fortement liée 4 I’étude des minima de formes quadratiques, et a amené
Markoff a s’intéresser aux objets suivants.
Définition 1.2. Désignons par FQ(R) l’ensemble des formes quadratiques
réelles & deuz variables, indéfinies et non dégénérées. Si q € FQ(R) s’écrit
a(z,y) = az® + Bay + vy’
on définit le discriminant de g
A(q) = £~ day >0,

et la quantité
late)l
(z,y)€Zx7Z—{(0,0)} lA(Q)I

L’ensemble des u(q), pour q parcourant FQ(R), est un sous-ensemble de R*
appelé spectre de Markoff , noté Mg.

Dans la suite, FQ(R) ne désignera pas exactement la méme chose mais
plutot les classes d’équivalence de formes quadratiques selon la relation de
proportionnalité, cette confusion étant destinée a alléger les notations ( mais
ne change pas u(g), ni Mg ).

p(q) =

De nombreux auteurs ont essayé de décrire ces spectres. Le théoréme
suivant rassemble de nombreux résultats qui en donnent une vue partielle,
essentiellement sur la partie inférieure et supérieure.

Théoréme 1.1. Les deux spectres admettent la description commune sui-
vante :
1. (Korkine-Zolotareff, 1873; Markoff, 1879; Hurwitz, 1891)
LoN J1/3; +00[ = Mgn ]1/3; +00 = {vm},
o, pour m un nombre entier tel qu’il existe my,mo entiers plus petits

que m vérifiant l’éguation

m? +mi + mj = Immimy,

on a
m
U 1= ———.
9m? —4
Il existe une infinité de telles solutions.Les trois premiéres valeurs sont
1 1 )
]/1 = y2 = =

BT o

14



2. (Hall, 1947; Freiman, 1975) Il existe ¢ > 0 tel que
[0; C] C LQ N MQ,

¢ pouvant étre pris égal a 1/5, et on connait explicement sa valeur
optimale.
3. (Tornheim, 1955; Freiman, 1968)

LQ C MQ,

et linclusion est stricte.

4. (Cusick, 1975) Le spectre de Lagrange Lg est l'adhérence de l’ensemble
des constantes d’approzimation des nombres réels quadratiques sur Q.
Le spectre de Markoff Mg est l'adhérence des u(q) ot q est de la forme

q(z,y) = (za - y)(zB — y),

avec o et B deuzr nombres réels quadratiques sur Q.

1.2 Approximation diophantienne dans les corps
de nombres

Dans ce paragraphe, je définis une notion d’approximation diophantienne
homogéne a une variable pour un corps de nombres quelconque. On se réfe-
rera au livre de Samuel [Sam67] pour les notions de théorie algébrique des
nombres.

Soit K une extension finie de Q. Les différents plongements de K dans R
et C non conjugués par la conjugaison complexe seront respectivements notés
O1y.,0r €6 Opi1,-.,0rts. Dans toute la suite, on notera m = [K: Q] = r + 2s

etn=7r-+Ss.

K= E=R xC,
)s-

+Or+5())-
Soit O I'anneau des entiers de K. On sait que mx(O) est un réseau de E,
et que mg donne lieu 4 un plongement :

z = (012

7K : PSLy(K) = G = H PSLy(R) x H PSLy(C) = PSLy(E).

i=1
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On notera 'y = Tg(PSLy(0)). 1 est facile de voir que c’est un sous-groupe
discret du groupe de Lie G. Il est bien connu que c’est en fait un réseau (par
exemple [Bor69], théoréme 13.1 et son corollaire 13.2, ainsi que I’exemple
7.16). Dans toute la suite, nous écrirons les éléments de ces groupes comme
des matrices bien qu'en réalité ce soient des éléments de PSLs(.). Nous no-
terons aussi . .
E=J]®uico}) x ] (Cuiood),

i=1 T
sur lequel G agit par le produit des actions projectives sur chacun des termes.
On notera encore 0o le point (00));=1., de E.

Le groupe des classes d’idéaux fractionnaires de K sera noté C'(K), et son
cardinal h(K). Le théoréme de Dirichlet nous dit que O est isomorphe au
produit Z7¢~1 x u(K), ot u(K) désigne le groupe (fini) des racines de 'unité
contenues dans K. Nous noterons w(K) le cardinal de u(K). La norme d’un
élément x de K est par définition :

Ne(@) = [ o@) =[oite) x ] louta)?
o K-C i=1 i1

ol le premier produit désigne le produit sur tous les plongements K — C.
On notera Ak le discriminant de O.
La classe de 'idéal engendré par z et y sera notée (x,y).

On a posé une fois pour toute n = r + s. Pour z = (21,..,2,) € R" x C*,
on notera la norme sup usuelle

|12]loc = sup |2i],

et
T n
AV =TT TT 1,02
iVR~) 11~ i i~
=1 t=r-+1

Remarquons que N est simplement le prolongement de la valeur absolue
de la norme de K via le plongement 7, ou plus exactement

N(mk(z)) = [N (z)]

Ce n’est bien stir pas une norme au sens usuel; cependant nous continuerons
a l'appeler ainsi. Remarquons que E posséde une structure d’anneau produit
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(non intégre), qui respecte le plongement 7; ainsi, on notera a/b, pour a,b €
E, N(b) # 0, le quotient terme & terme dans chaque espace du produit E.
Par abus de notation, on considéra K et O comme des sous-anneaux de E,
et on négligera d’écrire .

Soit P C C(K) un ensemble non vide de classes.

On pose C7(2) = {(p,q) € 0% ||z — 1x(p/9)llw < €,(p.q) € P}.
Définition 1.3. Soit z = (z1,..,2,) € E. On définit

i P\ Vi
vele) = Iy ((p,qfenclvcf(z) Nalg) NV (z o (5)> ) !

qu’on appelle constante de meilleure approximation de z par P dans
K.

Lorsque P = C(K) (en particulier si O est principal), on pourra négliger
Iindice P et écrire simplement vk. Le lecteur remarquera que dans le cas K =
Q ou K une extension quadratique imaginaire, cette définition correspond aux
définitions usuelles, avec P = C(K) ou bien P le singleton donné par la classe
des idéaux principaux, suivant les auteurs. Dans le cas présent, nous pouvons
la raffiner en considérant des idéaux non principaux. Cette idée n’est pas
complétement nouvelle, elle apparait par exemple dans les travaux de Swan
[Swa68] dans le cas K imaginaire quadratique. Le lemme et son corollaire
suivant permettront de se ramener 4 des suites de forme bien particuliére
dans la définition de vp.

Lemme 1.1 ([Fre90] page 37, lemme 3.5;). Soit I = {(u,v) = (p,q) un
wdéal entier. Alors il existe

a b .
{ . d] € SLy(O)
telle que:

u = ap + by,

v =cp+ bq.

orollaire 1.2. Si P = {I} est un singleton, que I est un idéal e
norme minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors vp(2)XU est la borne

inférieure des nombres de la forme

Iminf N (z
k00 cmp + da,. g

) N(chp + deQ)Qa
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pour une suite de matrices (My)r dans T'x, de coefficients ap, ,bar, ,Cu,,dM,
vérifiant que

apP + by, g

e P+ dur g
tend vers z pour la norme || ||oo- O

Dans le cas ot n = r + s = 1, remarquons que la derniére condition n’est

pas nécessaire.
Définition 1.4. On appelera spectre de Lagrange de K par rapport a

P lensemble
Lp = {vp(2)|z € E — mx(K)}.

On notera simplement Lx lorsque P = C(K)
Nous n’avons pas encore prouvé que ces spectres soient bornés (mais c’est
le cas). Cependant on appelera )

Ck = sup Lg

la constante de Hurwitz du corps K.

Tournons-nous maintenant vers les formes quadratiques, pour définir un
spectre de Markoff. Pour tout 1 < i < r (resp. r < ¢ < r + s), donnons-
nous une forme quadratique g; a deux variables, et a coefficients réels (resp.
complexe), indéfinie et non dégénérée (resp. non dégénerée). Notons! FQ(F)
I’ensemble de applications

g: E* > E,
qui s’écrivent
q(@s,y:) = (Qi(xiayi))1gi5n>

modulo "action par homothétie de (R*)" x (C*)°. Un tel ¢ sera appelé par
abus de langage une forme quadratique. Le discriminant de 'un de ses
représentants est par définition le produit pondéré des discriminants

Ag) = H(ﬂ? —dayy) [] (87 - daim)?,

ot l'on a noté
%(z,y) = osz® + Bizy + vy’

1. Cette notation n’est pas tout a fait exacte, puisque FQ(F) dépend en fait de (r,s)
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De fagon équivalente, en utilisant la structure d’anneau de F, on peut dire
q est une forme quadratique & coefficients dans E, q(z,y) = az? + bxy + cy?,
ol a,b,c sont dans F, les classes d’équivalences sont modulo la multiplication
par E* (I’ensemble des éléments de £ de norme non nulle), et le discriminant
A(q) = N(b*— 4ac) est supposé non nul, o;(b? —4ac) < 0 pour tout 7 compris
entre 1 et r, o; étant ici le prolongement (par continuité) de 'application déja
notée o; de K dans R (ou C).

Définition 1.5.

1/KQ]
rl@) = N(q(x,y»)

inf 1
(@)em(02—{0,0}) |A(q)|?

Cette application est bien définie, c’est-a-dire que c’est une fonction in-
variante sous l’action des homothéties, indépendante du représentant choisi.
Nous obtenons ici un autre corollaire du lemme 1.1:

Corollaire 1.3. Si P = {I} est un singleton, que I est un idéal entier de
norme minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors

N(g(amp + bumg,cmp + duq))

pp(q)*® = inf

Melx VI1A(g)] ’
ot les coefficients de M sont notés apr,bar,car et dps. J

Définition 1.6. On appelera spectre de Markoff de K par rapport & P
I’ensemble

Mp = {pr(9)lg € FQ(E)}.
On note encore cet ensemble My lorsque P = C(K).
Muni de ces définitions, il est trés facile de voir que P'on a les relations
suivantes lorsque 'on fait varier P ou K:

vp(2) = inf vy (2), (1.1)
pp(q) = inf pin(2). (1.2)
IGP [ Sy

Si K'/K est une extension galoisienne, on a un plongement naturel des
espaces vectoriels associés:

7TEI/E E - E/.
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Il est alors facile de voir que, pour z € F, on a
vk (T /6(7)) < x(2),

et des formules semblables correspondant au morphisme C(K) — C(K').
Définition 1.7. Soit K'/K une extension quadratique, et (r,s),(r',s") les si-
gnatures respectives de K et K'. Si ' = 2r (et donc s’ = 2s), 'extension
K'/K sera qualifiée de réelle. Si z est dans une extension quadratique réelle
de K, comme on peut rassembler par paire les plongements de K' & l'aide du
groupe de Galois d’ordre 2 de K' /K, on peut lui associer 2™ points de E de
facon naturelle en choisissant pour chaque terme du produit de E ['un des
deuz morphismes de la paire associée. Les points de E ainsi obtenus défi-
nissent ’ensemble des nombres quadratiques de E, et ces ensembles de
2" points de E les ensembles de nombres quadratiques conjugués.

Ces points quadratiques sont exactement les éléments de E vérifiant une
équation quadratique dans E a coefficients dans K. Les points de E ainsi ob-
tenus sont les analogues des nombres quadratiques réels dans le cas K = Q,
et ils bénéficient des mémes propriétés (voir par ex. le lemme 2.2).
Maintenant, remarquons comme précisé dans introduction que les défini-
tions précédentes sont tres proches d’un cas particulier de la situation étu-
diée par Edward Burger, et proches également d’une définition de Roland

Quéme. La majoration dans le théoréme 1 de l'article [Bur92] reste valable
dans notre cas, et on en déduit une majoration "4 la Dirichlet" '

O < (@)231%)

La majoration issue de 'article de R. Quéme s’avére meilleure dans notre cas
(on rappelle que m = [K: Q)):
Proposition 1.2. [Quég1]

1/m
4\ % m2
CK S ((") 2m‘AK|) .
™ m

Il existe une notion de multiplicité pour un élément d’un des deux spectres.
Il faut tout d’abord remarquer que vp et up sont invariants sous les actions
respectives de I'g sur E et FQ(E). Ceci sera prouvé dans la suite (Corollaire
2.4), 'action de I'g sur E étant I'action projective sur chacun des facteurs via

1/m
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les homomorphismes ¢;, et 'action sur les formes quadratiques étant donnée
par

(v-9)(zy) == a(v H(z,y)),

pour ¢ € FQ(E), v € Tk une matrice de coefficients a,b,c,d et z,y € E,
Paction de 77! sur E? étant I’action linéaire matricielle. L’ensemble des z
de E tels que vp(z) = ¢, ol ¢ est une constante fixé, est donc la réunion
d’ensemble de classes modulo 'action de I'g, et il en est de méme des ¢ dans
FQ(E) tels que pp(z) = c.

Définition 1.8. On appelle multiplicité de ¢ dans Lp (resp. Mp) le cardi-
nal de Uensemble des classes modulo 'action de T dont la réunion est vp'(c)

(resp. up'(c)).

Exemple 1: 1/3 est de multiplicité 8; dans Lg et Mg [Cas57].
Exemple 2: La conjecture de ['unicité affirme que tout élément > 1/3 de
L est de multiplicit¢ 1 ([Cas57], p 33).

On se servira de cette notion au paragraphe 2.4.

1.3 Corps imaginaires quadratiques

Soit d un entier positif sans facteur carré, et soit K = Q(v/—d). 1l
existe une abondante littérature sur I’approximation diophantienne dans K,
et quelques constantes d’Hurwitz ont été calculées, ainsi que parfois la partie
supérieure du spectre (i.e. la partie discréte avant le premier point d’accumu-
lation). Cette partie est dédite au rappel des propriétés connues dans ce cas.
En voici la liste pour les corps dont I’anneau est principal, résumées dans un
tableau, avec lorsque j’ai pu le retrouver dans la littérature un point x tel que
vg(z) = Cy4 la constante d’Hurwitz, et une matrice loxodromique de SLy(O)
stabilisant z. Ce tableau compléte celui de Hersonsky et Paulin [HP02]. Cer-
taines matrices M ont été calculées en suivant la preuve du lemme 2.2 &
partir du z présent dans la bibliographie, et pour d’autres valeurs c’est z qui

a été déduit de M.
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d Cd xz M

1| 1/v3 (1+14v3)/2 2;;‘; zzji
2 | 1/4/2 (1+14)v2/2 3"_2?/5 3;2‘:\/5

-y V3 -1 —(5+i\/§)/2]

3 |1/V13 (143iv3)/2 (V3-17)/2 |
+(1— 32\/_)———‘\/1—9Tf/—

7 | 1/v8 i -
11 | 2//5 2+ V5 +ivil)/4 (SH\Q/ﬁ)/Z 8:2%%;

19 1 (1+4v19)(1+1//5)/2 -
43 ? ? ?
67 | 2 7 ?
163 7 ? ?

Dans certains cas, la partie supérieure du spectre a été identifiée par
Asmus Schmidt [Sch75],[Sch78],[Sch83], par exemple

LoiyN 11/2; 400] = Mgy N 11/2; +00[ = {Vm}m,

avec vy, une suite tendant vers 1/2, mais il n’existe pas d’interprétation géo-
métrique connue comme dans le cas standard K = Q ou tout élément des
spectres > 1/3 correspond a une géodésique simple sur un revétement parti-
culier de la surface modulaire [Haa86], [BLS86].

La propriété suivante semble spécifique au cas r + s = 1 (le cas de rang
1)
1.}.
Proposition 1.3. Pour ¢ € FQ(R), z € R, et tout K imaginaire quadra-
lique:
pe(q) = rx(q) = o),
vo(z) = k(2) = v{oy(2).

Ainsi le spectre de Lagrange de Q est inclus dans le spectre de Lagrange de
K, et de méme pour le spectre de Markoff.

Démonstration. On a vo(z) > wvk(z), et pglg) > px(z), et il nous faut

montrer les inégalités inverses. Montrons d’abord ’assertion concernant la
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constante d’approximation. Si K = Q(iv/d), d entier positif sans facteurs
carrés, alors suivant que d est congru a trois modulo quatre ou non, I’anneau
O des entiers est respectivement Z[%(Z\/E +1) ou Z[iv/d]. Dans les deux cas,
on peut conclure que la partie imaginaire d’un élément de O — Z est plus
grande en valeur absolue que v/3/2. Ainsi, si z est réel, p,q dans O tels que
p/q n'est pas réel, alors on a l'inégalité

()5 5

q
Comme vg(z) < 1/v/5 < 1/3/2, il ne nous reste & prouver, pour conclure
que vg(z) = wk(z), que si p/q, fraction de K, approche z sur 'axe réel,
on peut prendre p,q entiers. En effet, KN R = Q, et donc si p/q est réel,
alors p/q = p'/q’, ot p'/q’ est une fraction irréductible rationnelle. Comme
N(p)N(¢') = N(p')N(q) se réecrit N(p)q”? = p”?N(q), on en déduit que ¢
divise N(gq) puisque p’ et ¢’ sont premiers entre eux. Ainsi |¢'| < |g| et p'/q
constitue une approximation de z au moins aussi bonne que p/q, au sens que

lq'>.

/
-
q

P
w*—‘lql“’z
q

Maintenant, venons-en aux formes quadratiques. Si g est une formc qua-
dratique binaire non dégénérée, non définie, on peut tout d’abord supposer

(quitte a échanger les variables) que ¢ s’écrit

q(z,y) = (yz — z)(y2 - x),

ol z,2’ sont deux réels (distincts). Alors pour z,y complexes, et y non nul
on a

() = wl‘*lz—gmz'—gﬁ = [y ((==R(z/9))*+(S (/1)) (7 =Rz /) *+(S(z/y))?),
et donc

la(@)* > y1*(S(2/9))*((z = R(z/y)* + (& — R(z/y))*)-

Or pour tout s réel, on a l'inégalité (z — s)? + (2/ — 5)? > (2 — 2')%/2. Ainsi,
pour tout z,y, y non nul, on a

()| 2 lyPi3(e/)] E
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De méme que précédemment, si z,y sont dans O, si y est non nul et si z/y
n’est pas réel, alors
V3

S(z/y)| > ,
1S(z/y)l e

et ainsi

o) = -,Z—%w.x(q) > 2 ViB@)

et donc |g(z,y)| > polg)v/|A(g)|- Nous pouvons toujours nous ramener au
cas ou y est non nul, et dans le cas ol z/y est réel, c’est alors un rationnel,
s’écrivant comme fraction irréductible 2’ /y' dans Z, et nous pouvons montrer
de méme que précédemment que |q(z,y")| < |q(z,y)].

O

Le théoréme suivant est une application directe des travaux de Hersbnsky
et Paulin aux définitions introduites précédemment. Il sera généralisé par la
suite.

Théoréme 1.4. [HP02] Tous les spectres Lp et Mp sont bornés. On a de
plus
sup Lg = sup Mk.

[l faut également faire remarquer que 'approximation diophantienne dans
le corps des quaternions peut rentrer dans le cadre de rang 1 (voir [Sch69]).

1.4 Spectres des hauteurs d’un espace

Soit X un espace topologique localement compact, A un groupe topolo-
gique abélien agissant continuement sur X, A1 un semi-groupe qui engendre
A, et f: X — R une fonction continue et propre. L’objet de cette partie est
de faire une étude sommaire de gquantités v 1, et d’ensembles L{ £ M(f)
définis un peu plus loin. L’un des buts du chapitre 2 sera justement de voir
que les spectres Lp,Mp vus dans la partie 1.2 sont issus d’une définition
comme celle qui suit, et bénéficient donc de certaines propriétés, qui sont
données dans les lemmes suivants.

Pour z dans X, notons

wi@) = ) U (a)a,

a€AT beAT
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-qu’on peut appeler ’ensemble oméga-limite de z.

Définition 1.9. Soit z € X, on définit v(x) et u(z) par

wi(x)

vi(z) = exp (— sup f\ ,

py(z) = exp (— sup f) :

On définit les L, M -spectres de f comme les sous-ensembles de Ry
L(f) = {vs(z)|lz € X},
M(f) = {ps(z)|e € X}

Déduisons-en maintenant quelques propriétés élémentaires.
Lemme 1.4. Si A désigne la différence symétrique d’ensembles, on a:

M(£)A{inf e WY #0,4Y =Y} c {0},

M(f)A{inf e /Wy # 0,4 =Y} c {0},

et
L(f) c M(f)

Démonstration. L’inclusion

M(f) c {inf e T ®|Y,AY =Y}
yey

est claire car les orbites sont des ensembles invariants. Reste a voir que

{inf e 7OV, AY =Y} c M(f) U {0}.

ey

Soit Y un ensemble invariant non vide tel que inf ey e7/ ) > 0, alors supy f <
+00. Or

F¥) C £(Y)

car f est continue, donc comme f est propre il existe y € Y tel que f(y) =
supy f. Or Ay C Y par continuité de 'action de A, et donc

sup f = sup f,
Ay Y
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ce qui conclut la preuve de la premiére assertion, la deuxiéme en découle
apreés la remarque que pour tout ensemble Y, on a

sup f = sup f.
Y v

Pour la derniére assertion, comme w, (z) est un ensemble invariant, il nous
faut juste vérifier que 0 € L(f) implique 0 € M(f). Or, s’il existe z tel que

sup f = +o0,
wi(z)
alors comme L
wi(z) C Az,
et que supy, f = supz; f, on a aussi sup,, f = +00. O

Lemme 1.5. M(f) U {0} est un sous-ensemble fermé de R. De plus, si
pw € M(f)— {0}, alors il existe x € X tel que f(z) = —In(p) et ps(z) = p.

Démonstration. Soit (Az;); une suite d’orbites telles que p; = ps(z;) converge
vers p > 0 € R. Quitte & translater z;, nous pouvons supposer que

—In(w;) —1/i < f(z;) < —1In(w;,)

~ NSV & PRI S SUR IR [ SN SR [V AR o Js
et & partir d’un certain rang que |In{y;) — In(p)| < 1. Comme z; est dans

le compact f~([— In(p) — 2, — In(p) + 1]), la suite z; admet un point d’ac-

cumulation z. Ainsi f(z) = —In(p) par continuité de f. De plus, pour tout
a €A,
flaz) = lim f(az;) < limsupy; = p
100 1—300

et donc

sup f = p.

Az
La deuxiéme assertion se déduit de la preuve de la premiére, en considérant
la suite constante égale & n’importe quelle orbite incluse dans y;l(p). U

Lemme 1.6. Supposons que f est minorée, alors

sup Ly = sup M;.

Notons Cjy cette borne supérieure commune. On lappellera la
constante d’Hurwitz de (X,f). Alors il existe z € X, tel que:

us(@) = vyl() = Cy.
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Démonstration. Soit 3 un minorant de f. Regardons les ensembles

Ko = af™([8;0]).

a€A

C’est une suite croissante d’ensembles compacts (éventuellement vides) et
invariants, car f est propre. Ainsi, il existe une constante o € [3; +00] telle
que K, = 0 si et seulement si a < ay, car si

oo = inf{a|K, # 0},

on a

qui est donc non vide. Posons Cf = exp(—ap). Soit z € X, posons a =
SUp,, (z) [, €t &' = supy, f. Alors w, (z) C K, et Az C Ky, et donc a > ap.
D’autre part, si z € K,,, Az et w;(x) sont des sous-ensembles de K, et
donc

vi(e) = py(e) = Cy.
J

Lemme 1.7. Soit i1 une mesure finie sur X de support X, supposons que f
n’est pas majorée et que laction de A sur (X,u) soit ergodique. Alors pour
p-presque tout © € X, vi(z) = ps(x) = 0.

Démonstration. Comme p; et vy sont des fonctions mesurables et invariantes
sous I’action de A, ces fonctions sont constantes presque partout. Soient ¢;,co
ces constantes. Soit U, = f~*(Ja, 4+ 00), comme pour tout z € U,,

exp(—f(z)) < e,

et que U, est de mesure strictement positive par hypothése sur f et y, on

) o P T DI Do 1o Tnmmrnn Ao wA
acy < €% pour tout & > 0 et donc ¢; = . Par le lemme de récurrence de

Poincaré, presque tout z € U, vérifie z € w, (), et de méme ¢, = 0. O

Dans la suite, nous supposerons que A est o-compact, c’est a dire réunion
dénombrable de compacts.

Le lemme suivant est probablement connu.
Lemme 1.8. Soit Y C X un ensemble A-invariant compact minimal. Alors
soit Y est une orbite compacte, soit Y est réunion d’un ensemble non dé-
nombrable d’orbites disjointes.
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Démonstration. C’est une application directe du théoréme de Baire. En ef-
fet, Y étant A-invariant, on peut toujours 1'écrire comme réunion d’orbite

disjointes :
Y = U Ay.
yeZ

Il nous faut montrer que Z dénombrable implique que Z est un singleton.
Supposons donc que Z est dénombrable. Mais si A = Uy A, oll chaque Ay est

compact, on a:
Y = U ‘4]93;.
yeZ,k

Si tous les Ay sont d'intérieur vide dans Y, alors par le théoréme de Baire
Y est d’intérieur vide dans Y. Donc il existe y dans Z et k tel que Axy n’est
pas d’intérieur vide. Soit donc U un ouvert non vide de Y contenu dans Agy,
AU =Y car le complémentaire de AU dans Y est un fermé invariant, qui est
nécessairement vide par minimalité de Y. Donc Ay =Y, et donc

Z ={y}.
0

Corollaire 1.5. Supposons que f est minorée, et que u;l(C’f) ne contienne
pas d’orbite compacte. Alors ,u;l(Cf) est une réunion non dénombrable d’or-
bites.

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du lemme 1.6. Soit Y
un compact invariant minimal inclus dans K, alors I’application du lemme
1.8 conclut. O
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Chapitre 2

L’équivalence des définitions

2.1 La variété de Hilbert

Jintroduis dans cette section la variété de Hilbert associée a K, ainsi
que la variété des chambres de Weyl, avec toutes les définitions et remarques
qui vont avec. Nous noterons H?, H® respectivement, le plan hyperbolique et
Pespace hyperbolique de dimension 3. On note:

r r+s
o=]]mw x J] ¥,
i=1 i=r+1

espace sur lequel G agit a gauche. Un point de {2 sera repéré par ses co-
ordonnées dans le modeéle du demi-plan (resp. demi-espace) supérieur dans
chaque élément du produit: z = (2;,t;)i=1,. n 00 2z ERsi 1 <i<7r 2z €C
si¢>r, et t; > 0. Nous noterons Vi l'orbifolde quotient (variété de Hilbert)
Tr\Q, et 7y, le revétement d’orbifold : & — V. Par élément lozodromique de
PSLy(E), on entend une application qui a exactement 2" points fixes dans
E. Par point parabolique d’un sous-groupe discret I' de PSLy(E), on entend
un point de E qui est I'unique point fixe (dans E) d’une application y de
T. Par cusp de T'\(2, on entend une classe modulo I'action de I" de points
paraboliques de E. L’espace E sera parfois désigné comme la frontiére de
Furstenberg de (1.

Nous rappelons le théoréme bien connu suivant, et qui pourra étre trouvé
dans [Fre90], par exemple.
Théoréme 2.1. L’application (KU o0) — C(K), z — (1,z), induit une
bijection naturelle T'x\(K U oo) — C(K) de ’ensemble des cusps de Vk dans
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le groupe de classe d’idéauz fractionnaires de O.

Dans le résultat précédent, on convient que 'idéal engendré par (1,00)
est égal & O. Pour la définition du bord de 2, on se référera & [Bal95]. Un
ouvert dense U de 052, invariant par le groupe G, peut étre décrit de la fagon
suivante :

U={(z8)|z€ Efe S 'N01"},
le plongement ¢ (que l’on considérera comme une identification) dans 0%

étant donné par
i(2,0) = lim ((z;,e”%");,

t—-+00

avec 0 = (an,..,a), 3; @2 = 1. Cette expression est valable si tous les z; sont
finis. Sinon, on remplace dans 'expression précédente le terme correspondant
aun z = oo par (0,e*?). L’action de G est ici g(z,0) = (g2,8).

Il est facile de vérifier que 'image de ce plongement est bien un ouvert
dense du bord: c’est en fait I'ensemble 02,., des points réguliers du bord.
Ainsi, nous parlerons d’un point de E comme d’une classe asymptotique de
chambres de Weyl de Q. Rappelons que la fonction de Busemann est définie
pour £ un point du bord 92 et deux points z,y de Q2 comme la limite

Bﬁ(x>y) = tligloo d(r(t),z) - t,

ol r(t) désigne le rayon géodésique infini partant de y vers £. Soit & € U
le point & l'infini régulier (00,0), et soit 2y € €2 le point (0,1);=1 r+s. Soit
z = (z;,h;); un point de 2. On a alors la formule suivante pour la fonction
de Busemann du point & '

Lemme 2.1. .

e~ Beo(m:0) — H e,
i=1
O
Soit p : T' = G une représentation d’un groupe I', et my : 2 — V =
p(I)\Q la projection canonique. On peut définir une "fonction de Busemann"
sur V de la facon suivante. Soit ¢ € 92 un point parabolique, § dans 2, et ¢
dans V
Définition 2.1. On pose
B(gp) == inf Bc(q,p),
dlmv(9)=q

ot la fonction dans le deuziéme terme est la fonction de Busemann sur 2.
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On se référera ici a larticle de H.C. Im Hof [IH85] pour la description
générale de 'action sur les chambres de Weyls. Dans notre cas, le sous-groupe
abélien de G, A = (R} )" identifié au groupe matriciel

(7 2D o)

agit sur la variété CW(Q) des chambres de Weyl de 2, qui est le produit des
TYH2, T'HB, les espaces tangents unitaires des espaces hyperboliques.

Etant donnée une orbifolde quotient V = ['(V)\}, de volume fini et de

cusps C(V), cette action descend en une action sur I'ensemble CW (V) =
T(M\CW () des chambres de Weyl de 'orbifolde V. On se fixe dans la
suite le semi-groupe A' = {(¢1,..,t,) : t; > 0} C A, qui est 'intérieur d’une
chambre de Weyl standard.
Définition 2.2. On dira que deux chambres de Weyl de 2 sont asymptotes
si elles définissent le méme point de la frontiére de Furstenberg. On dira
que deuz chambres de Weyl de V' sont asymptotes si elles ont deux relevés
asymptotes. En particulier, si w,w' € CW (V) sont asymptotes, alors :

w(w) = wi (w).

On a bien sir un revétement naturel m7ow : CW(V) — V qui & une
chambre de Weyl de V' associe son point base. On utilisera la paramétrisa-
tion de Hopf suivante pour les chambres de Weyls de Q: notons (E x E)*
I’ensemble des (z,2') dans E tels que N(z — 2’) # 0. Il existe une bijection :

CW(Q) - (Ex E)" x A,

qui est la bijection déduite par produit des paramétrisations de Hopf de

T'H? et T'H®. La mesure de Liouville sur CW (£2) s’exprime & aide de cette
paramétrisation

dzdz'da
N(z — 2%
Enfin, la propriété suivante peut étre vue comme une généralisation du
théoréme de Lagrange: un réel est quadratique sur @ si et seulement si son
développement en fraction continue est périodique.!

dw = 27+ (2.1)

1. Il est sans doute déja connu mais je ne lui connais pas de référence. D’autres exemples
similaires sont par exemple dans [LW01}.
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Lemme 2.2. Les plats de §) qui se projettent sur des tores plats compacts
dans Vg sont ezactement ceux dont les 2™ points & l’infini sont des nombres
quadratiques conjugués (voir définition 1.7).

Preuve. Si on considére les 2" points a 'infini d'un relevé d’un tore compact,
il existe une matrice loxodromique vy de I'g (en fait un sous-groupe abélien
de rang n) stabilisant chacun de ces points & linfini. Si ((z:):;,(v:):) € E?
décrivent ces points (au sens que la i-éme coordonnée d’un point a I'infini est
soit z;, soit y;), alors 'équation décrivant ces points fixes vz = z nous donne
pour chaque coordonnées une équation du second degré d’inconnue z,

oi(c)z® +05(d — a)z — 0;(b) = 0,

a coefficients dans K, dont z; et y; sont solutions, et ainsi c’est un ensemble
de nombres quadratiques conjugués {on a le bon nombre d’équations.a coef-
ficients réels).

Réciproquement, si un ensemble rectangulaire de 2" points de E est un
ensemble de nombres quadratiques conjugués, ils sont issus d’'un nombre z
dans K/, K’ extension réelle de degré 2 de K. De par le théoréme des unités
de Dirichlet, le facteur abélien libre du groupe des unités de K' est de rang
2r +2s—1 = 2n -1, et le facteur abélien libre du groupe des unités de K
est de rang 7 + s — 1 = n — 1. Comme la norme relative (cf [Sam67]) satisfait

N jq(u) = Nijo (N /x(u)),

on en déduit que le facteur abélien libre du groupe ker(Ng k) des éléments
de norme relative pour Vextension K'/K égale a4 1 est de rang n. Soit u €
ker(Ng /x), qui ne soit pas de torsion. Soit M C K' le O-module de base
(1,z). Comme M est commensurable & O’ (en le sens que leur intersection
est un sous-groupe d’indice fini de chacun d’eux), et que la multiplication
par u stabilise (', il existe k > 0 tel que la multiplication par u* stabilise M.

Soit
a b
A= ,
c d
la transposée de la matrice de multiplication par u* dans la base (z,1)
C k= b k= d d r bl
omme ru" = ar + 0 et u* = cr + d, on a pour tout z dans l’ensemble

des points conjugués




équation qui est & lire comme une équation dans F. Comme A est de déter-
minant 1 = N /x(u¥) et n’est pas de torsion, ses valeurs propres dans chaque
coordonnées 7 sont distinctes de 1 et —1, et c’est bien un élément loxodro-
mique de I’k stabilisant tout point de ’ensemble rectangulaire de départ. Il
y a donc un groupe de rang n ainsi engendré par les différents éléments u de
ker(Ng /). Comme le stabilisateur dans G' du plat défini par les 2™ points
conjugués admet un sous-groupe d’indice fini isomorphe a R, le sous-groupe
formé précedemment en est un réseau et le quotient est compact. O

2.2 La correspondance géométrique

Dans cette section, on relie les quantités diophantiennes et dynamiques
introduites dans les parties précédentes. On fixe le point & Pinfini:

et le point de référence zo = (0,1);=1,.» dans . Traitons tout d’abord le
cas des 'formes quadratiques’. Le lemme suivant fait le lien entre plats et
produits de formes quadratiques.

Lemme 2.3. [l eziste une bijection canonique G-équivariante g — G(q)
entre FQ(E) et l’ensemble des plats totalement géodésiques mazimauz non
orientés de €.

Nous pourrions simplement remarquer que PSLy(R) (resp PSL2(C)) agit
transitivement sur FQ(R) (resp. FQ(C)) et que le stabilisateur de g(z,y) =
xy est égal an stabilisateur de la géodésique non orientée, non pointée, reliant

‘les deux points de OHZ (resp OH?®) 0 et co, sous l'action du méme groupe vu
comme groupe d’isométrie de H? (resp H?). 1l en est ainsi de méme pour
P’action produit de G sur les ensembles produits. Mais il n’est sans doute pas
inutile de décrire un peu plus cette bijection.

A tout ¢ = (g;); dans FQ(E), on associe le plat géodésique G(q) (sans
orientation) ayant pour points a I'infini les points de coordonnées (&;)i<i<n,
ou & est racine de I’équation ¢;(2,1) = 0. En général, il y en a toujours 2
distinctes. Si ¢;(z,1) est de degré 1, on prend comme points & 'infini la racine
et oo € OH? ou OHB. Cette maniére de définir nous donne ainsi toujours 2"
points & l'infini. Il y en a en effet autant que de chambres de Weyls.
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Réciproquement, & un plat géodésique P non orienté de €2, en notant &; &;
ses points & I'infini dans le i-leme facteur, on considére la forme quadratique
q(P) = (g:); avec

gi(zy) = (y&i — 2)(y& — 2),

ou éventuellement ¢;(z,y) = (y& — z)y si un des points a 'infini est oo € 9.
Venons-en maintenant aux "nombres" de F.

Lemme 2.4. Il eziste une bijection canonique z +— R(z) entre E et l'en-

semble des classes asymptotiques de chambres de Weyl de Q, qui est G-

équivariante.

Comme précédemment, cette bijection est claire sur chaque H? et H?3,
un point du bord étant par définition une classe (faiblement) asymptotique
de rayons géodésiques, et s’obtient ensuite par produit. Plus explicitement,
nous nous intéresserons au passage au quotient par 'y de cette bijection.

A un élément z de E, on associe la classe asymptotique R(z) de chambres
de Weyl de Vi a laquelle appartient toute chambre dont un relevé a pour
point & l'infini z. Réciproquement, & une chambre de Weyl de Vg, on peut
associer la classe modulo I'x de point & I'infini dans E d’un relevé de cette
chambre au produit de demi-espaces supérieurs. En particulier les éléments
de K sont associés aux chambres de Weyl qui se terminent dans les cusps
en respectant l'indexation de K et des cusps selon C(K), c’est a dire en
respectant l'association du théoréme 2.1. Soit w une chambre de Weyl de
R(z), alors V'w-limite positive w,(w) ne dépend en fait que de R(z), ce qui
justifie I'écriture de cet ensemble comme w, (R(z2)).

Il sera dans la suite plus commode d’associer 4 un élément de E, non pas
une classe asymptotique, mais un représentant de cette classe. A un élément
z = (#1,.,2,) dans E on associe la chambre de Weyl Wy(z) dans © définie
par:

Wo(z) = {(2i,e7%)|t; > 0},

et le plat maximal contenant Wy(z), défini par
po(2) = {(z,t:) t: > 0},

et on notera W(z) 'image de Wy(z) dans Vk.

Le lemme suivant, qui sera par la suite appliqué & différentes représenta-
tions de I'k reliées chacune & un cusp, nous permettra de faire le lien avec
I’approximation diophantienne.
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Soit _|
ai b _la b
72([01' d; >i:1..n—[c d}ESLZ(E).

Lemme 2.5 (Lemme fondamental). Avec les notations précédentes sur
Zﬁ?o;%go, on a:

1

min  exp(By,(z,20)) = <N(C)2N (_g B z) 2r+25> Nezo

zey~1po(z)

De plus, l'unique point x réalisant le minimum vérifie

VT = (zi, )z (2.2)

Preuve. Soit x dans v 'py(z), notons z = (u;,h;)i=1,.. n-
On sait (ou bien l'on calcule) que dans chaque facteur du produit Q (c’est a
dire dans chaque copie de H? ou H?), I'’horosphére centrée en %), image par

a;
2 — —
G

a; b
¢ d;
de rayon euclidien r; avec:

} d’une horosphére centrée en 'infini de hauteur euclidienne A;, est

! =r
2hi]ci]2 o

On regarde les cercles (resp. sphéres) tangents aux bords des H?, (resp.
HB) en les points a;/c; et passant par les projections sur chaque composante
de vyz. Ils sont de rayon euclidien ;. On note vz = (2;,t;)i=1,. . Le théoréme
de Pythagore nous dit que

a;
r? =t —m)? + |z — =2
€;
C’est & dire qu’on a les égalités:
1 |z; — 4|2
ry = (tz + C )
ti
Et donc: | “]2
T —_ (tz + ¢ Ci )
2h,|C,,| 2 t,



Ainsi, le produit des n égalités précédentes ou de leur carré, suivant qu’elles

correspondent & un facteur réel ou complexe, nous donne:

r s , \ -1 T Izi_%_j'Z
ngd}mm{)zﬂéw—f—)

i=r+1 i=1 \isri1

(n ¢ o — &F
II n

)

Ou encore, en utilisant la formule pour la fonction de Busemann sur €2:

r

- % 5= 2P

wwwwwﬁ@WW=H@+ng(Hm+———0

i=1 L i=r 1 L

Le i-éme terme du produit de gauche est minimisé lorsque ¢; = [2; — %] et

P'unique minimum est atteint pour z = v71((2;,t;)i=1,..n), €t alors:

exp(Vr + 4sBg, (z,20)) = N(z — %)N(c)22’"+23.

O

Le lemme suivant est ’analogue du précédent pour les formes quadra-

tiques.

Proposition 2.6. Soient g € FQ(E) et p un morphisme d’un groupe I' dans

G, d’'image discrete. Alors

nf —-———-————N(Q(d’ —9) _ 2~ KQ  inf emBgo(p’m)a

v€er |A(g)| peny (G(q))

ol

-

”ai bi-“ Fa b
p(v)=([ci dz-J). =’C dleSLz(E).

Démonstration. Montrons d’abord la premiére affirmation. Ecrivons

a(zy) = (ym — z)(yn; — ).

_ 1 .. R
Par le lemme 2.1, on a, en posant «o; = wrrili <r, o= soira; Sinon,
n 1 N o
sup et T (3 = fl)
peG(q) i=1



et de méme,

— B¢, (o) In'[ (1 |l — i )ai
sup e ’ = — .
pEP(7)G(a) 2| (cims + di) (eim) + d3)|

1=1

On obtient, d’apreés les valeurs de o; et aprés avoir remarqué que |n; — n/|? =
1A,
o pp VT en) - YV ((240))
pEp(7)G(a) |1A(g)]

En passant a U'infimum sur tous les v dans I', on obtient bien 'égalité

annoncée.
O

2.3 Application au cas des variétés de Hilbert

Dans cette partie, on établit que les quantités diophantiennes définies
dans la partie 1.2 sont égales aux quantités géométriques définies dans la
partie 1.4, pour une certaine fonction f et le fibré des chambres de Weyls de
la variété de Hilbert correspondante.

Fixons le corps K, extension finie de @, et commencgons par décrire cer-
taines représentations du groupe I'k. Soit une classe I dans C(K), dont on
choisit un représentant I, qui soit un idéal entier de norme minimale parmi les
représentants de cette classe. Soient p,q dans O deux éléments qui engendrent
I. 1l existe alors p et v dans I~ tels que

pv+qp=1.

)

Soit M 1’élément de G défini par

o

3

Alors



On pose I'yy = Mg M, et p(y) = M~'yM. Un élément g dans [,
s’écrit

= pva + puc + qub+ qud  —pva — p?c + v+ pvd
9= 7K —pga + p*c — ¢*b+ pgd  pga — ppc — qub + prd

(2 3]).
y=wanrt=me (|4 ) ]) ere

Formes quadratiques et plats

avec

Rappelons que mow : CW (Vk) — Vi est la projection canonique. Fixons
1,M,p,q comme dans la partie précédente. Notons pg : 'x — G Vinclusion.
On définit une application f; : CW(Vk) — R par

i) = =G Bl (row (1) )

1T+ 4s

M . M
K Q)

Cette fonction est continue et propre sur CW (Vk). Si P est une partie
non vide de C(K), notons

-+ 11‘1(2) + BEO (.’I?(),M_lill'o). (23)

fp=supfr.
IeP

Si P = C(K), on pose fx = fcx)- Nous allons maintenant relier explicite-
ment les objets de la partie 1.4 appliquées a (CW (Vk),fp) avec les quantités

diophantiennes.
Théoréme 2.2. Les définitions arithmétiques et géométriques de p coin-
Py SNV 12 JU b SR T SR [ SV JUNS RS YR N
CLaerit, Lylt U UuLicsd Leq Hees, }IUU/I Lot (f Wliés L &:{\L}'})
pp() = prp (T (G(9)))- (2.4)

Démonstration. D’aprés la formule 1.2, et 1a définition de fp, il nous suffit de
le prouver pour P un singleton. Soit donc P = {I}. Soit p la représentation
décrite précédemment, et soit ¢ dans FQ(E), p(y~!) dans T'js. Ecrivons

p(v)=[é g]m:[z Z}
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Alors, on a

D -B | _ 11
et donc D ;
_ | ap+og
M[—C’__[cp—%—dq}'
Ainsi,

q(M(D, — C)) = q(cp + dg,ap + bq),

d’ou, par la proposition 2.6,

inf N(Q(Cp + dQ7ap -+ bQ)) _ 2—[K:Q] inf e\/r+4ngO(p,a:o).
Y€l |A(g)] pemy (G(M~1g)
Le corollaire 1.3 nous permet ainsi d’affirmer que
o—[KQ] inf e\/r+4sB§0 (pxo) _ ,up(q)[KQ].

pemy(M~1G(q))
Maintenant exprimons la relation de cocycle de la fonction de Busemann
BE (p,0) = Bz, (Mp,Mzo) = Bij. (Mp,z0) — Bugo (M0,70)

= Bite, (Mp,z0) — Beo(20,M o)

Ce qui, avec la remarque 7y (M ~'G(q)) = m; (G(g)), conclut la preuve.
O

Théoréme 2.3. Les définitions arithmétiques et géométriques de v coin-
cident. En d’autres termes, pour tout z dans E — K,

vp(2) = vp, (W (2))- (2.5)

Démonstration. De méme que dans la preuve précédente, la formule 1.1 nous
permet de supposer que P est un singleton. Soit P = {I}, et p la représen-
tation définie précédemment. Tout d’abord, montrons que

vy (2) 2 vy, (W (2).
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D’aprés le corollaire 1.2, il existe une suite
= a; bl
’n—PlK[cl dy } € Ik,

tels que, lorsque [ — +o00,

b
L, uptohgy 0, (2.6)
ap+dig||
et
ap + big 2 [K:Q)
— ———— | N(ap+d - . 2.7
(2 22228) N(ap + o) = vin (2 7

Soit z; le point de p(7;) " *po(M '2) réalisant le minimum dans le lemme
2.5, appliqué & la transformation M ~1y,M. On obtient :

exp(V/7 + 48Bg, (71,20)) = N(C)’N (M 'y M (00) — M~12) 2%Q)
car A;/C) = M~y M1(00). Or, on peut calculer que

Ci = (pc; + qdi)(p — gnM(c0)),
“ N(z = M ()

N (MM (eo) = M72) = N(—gqz +p)N(—gmM(c0) +p)’

Ce qui nous donne

exp(Vr + 48Bp/q.00) (Mz;,Mxo))

A VP — guM(00)) iz
N(p—qz) ’

NaVl
T Avarniin T v A~ Davnrncoian mrAnddanta {-n-nA <rave (Do /w\\{KQl Ao nar lac
J_JULuLiLAC & SOAYy 1 VAL VERILL P LA U Visio v (.l ], \~j) 3 U prtun Ao

expressions 2.6 et 2.7. La suite p(v;)z; converge vers M 'z dans Wy(M ~1(2))
d’aprés I’équation 2.2. Donc ’ensemble des points d’accumulation de 7y, (Mz;);
est contenu dans mow (wy (MW (M™12))) = mew(wye(W(2))), et donc par
continuité de f, on obtient bien v (2) > vy, (W(2)).

/'\
«.."
[
o
~
\_/

Montrons maintenant la réciproque:
vin(2) < vp, (W(2)).
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Soit w; une suite de sous-chambres de Weyls dans MWy(M~'z) dont
les points-bases z; tendent vers z pour la topologie euclidienne, tels que
exp(—fi(rw;)) = v (W(z))), 7 étant ici la projection CW () — CW (k).
On pose y; = M~'z;. Ainsi, d’aprés la définition de Bf et le lemme 2.5, il
existe une suite g; de 'y telle que:

A :
exp(V'r + 4sBf (qiy1,m0)) > N(C1)°N (—Cl — ]L{_lz') o,
!

De plus, quitte a changer y; griace au lemme 2.5, on peut supposer qu’il

y a égalité, et I’équation 2.2 nous dit alors que

]Igl(oo) - M_leoo — 0.

Mais on peut écrire, en posant v, = Mg M™!,

N(2 = 3(2)

eap(/F T T B (M yan,z0) = 2160 ( NG
q

) (N(cip + qdi)N (u(p/g) — 2)) ,

tout comme dans la premiére partie de la preuve. En passant a la limite, on
obtient l'inégalité annoncée, car ||z — v(p/q)|]| tend bien vers 0.
O

2.4 Quelques corollaires

Nous énoncons maintenant quelques conséquences directes des théorémes
2.2 et 2.3. Le premier est bien connu lorsque n = 1, mais mérite d’étre noté.
On n’avait jusqu’alors pas précisé de mesure sur FQ(F), mais comme FQ(FE)
s’identifie naturellement a I'espace des plats de (2, il existe ainsi une mesure
G-invariante sur cet espace issue de la mesure de Haar de G.

Corollaire 2.4. Les fonctions vp ei up sur E et FQ(E) sont T'k-invariantes.
Elles sont nulles presques partout.

Démonstration. L’invariance résulte des formules 2.4 et 2.5. La deuxiéme
partie se déduit du lemme 1.7 de la facon suivante; soit F' C E un ensemble
de mesure finie et positive tel que vp est constant sur F. L’ensemble des
chambres w € CW (Vk) telles que w admet un relevé a 2 ayant pour point
a D'infini positif un élément de F est de mesure non nulle d’aprés la formule
2.1, et on applique alors le lemme 1.7. |
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Ce corollaire est ’'analogue du résultat de Tornheim. J’ignore si 'inclusion
est stricte.
Corollaire 2.5. Pour tout P C C(K) non vide, on a:

Lp C Mp
Démonstration. C’est Papplication directe du lemme 1.4. U

Le corollaire suivant généralise le théoréme 1.4.
Corollaire 2.6. La définition suivante de Cx a bien un sens

Ck = sup Lx = sup Mk.
Et il existe ¢ dans FQ(E), et z dans E tels que
px(q) = vk(z) = Ck.
Si P est non vide, Lp et Mp sont bornées.

Démonstration. La premiére partie est ’application directe du lemme 1.6, il
n’y a qu'a vérifier que fo (k) est bien minorée. La derniére assertion découle du
fait topologique suivant : il existe un compact K de Vi intersectant tout plat
géodésique, car un voisinage horosphérique suffisamment petit ne contient
aucun plat entier. O

Corollaire 2.7. Sila constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombre”

de E ’quadratique réel’, alors sa multiplicité est non dénombrable dans cha-
cun des deux spectres. C’est en particulier le cas si ce n’est pas un nombre
algébrique.

Démonstration. Sila constante de Hurwitz n’est pas atteinte par un "nombre
quadratique réel" de F, d’aprés le lemme 2.2, le corollaire 1.5 s’applique et
la multiplicité est non dénombrable dans le spectre de Markoff. Remarquons
qu'un plat de 2 et & fortiori de Vi peut étre donné par des points antipodaux
dans le rectangie des 27 points a i’infini. Si elle était de multiplicité dénom-
brable dans le spectre de Lagrange, en particulier ’ensemble des points &
Pinfini des plats donnant lieu & la constante de Hurwitz serait dénombrable,
mais ces plats sont inclus dans ceux définis grace & des paires de points de cet
ensemble, ce qui nous donne un nombre dénombrable, contredisant la conclu-
sion sur la multiplicité du spectre de Markoff. Pour la derniére assertion, on
peut calculer que la constante d’approximation d'un nombre quadratique de
K dans E est toujours algébrique (voir [HP02]). O
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Chapitre 3

Le cas de rang 1

3.1 Un théoréme sur les spectres dans les es-
paces CAT(—1)

Soit © un espace métrique simplement connexe, complet et localement
compact, géodésique et CAT(—1) (référence [Bal95]). Notons 712 'ensemble
des plongements isométriques de R dans (2, il est naturellement muni d’une
action ¢* de R qui consiste a translater I'isométrie et d’une involution v
—v, qui change le signe du temps.

Soit I' un sous-groupe discret du groupe Isom(Q2) des isométries de Q,

notons V = T\Q et TV = I'\T'Q les espaces quotients. Pour v dans TV,
on note w,(v) son ensemble w-limite positif, i.e. 'ensemble des points d’ac-
cumulation de @'v lorsque t — +o0o. Le but de cette partie est de prouver le
théoréme suivant :
Théoréme 3.1. Soit f : T'V — R une fonction continue et propre. Soit
Jo Uensemble des vecteurs périodiques de TV, et J ’ensemble des vecteurs
de T'V tels que wy(v) et wy(—v) soient chacun vide ou bien une orbite
périodique. Alors

1.

RN {sup f(¢"v)lv € T'V} = RN fsup F(g0)]o € T,

teR

RN {limsup f(¢'v)jv € T'V} = {sup f(¢'v)|v € Jp}.
teER

t—+4o0

Autrement dit, avec les notations de la partie 1.4,
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In(M(f) = RO fsup F&W)o € T3,
In(L(f)) = Tsup F@ ) € o}

(Les adhérences sont prises dans R, et non pas dans R.)

Soient 7 : T'Q) — Q et w: T'V — V les projections canoniques, et 02 le
bord de Q (voir [Bal95]). La paramétrisation de Hopf nous permet de faire

Videntification :
T'Q = ((8Q x 00) — diag) x R.

Si v € T, nous noterons v, et v_ les éléments de OQ tels que v =
(v4,v_,t) pour un certain ¢t dans R. Ce sont les extrémités en +o00 et —oo de
la géodésique définie par v .

Nous utiliserons sur 7'} la distance d suivante: si v,0’ € T'Q, alors

d(v,p') = —;—[Rd(ﬂ¢tv,ﬂ¢tvl)e_lt[dt.

Cette distance a 'avantage d’étre convexe, ie. l’application de la variable t
g
t— d(qﬁtv,qﬁt‘v’)

est convexe, car intégrale positive de fonctions convexes. En particulier, si -
vy = v/, alors cette application est décroissante. Notons encore que cette
distance est invariante par isométrie, et induit donc une distance sur 7'V,
encore notée d. Les distances d sont invariantes par renversement du temps, .,
et satisfont d(¢*v,p%v) = |t — s|.

Nous utiliserons dans la suite la version du lemme de fermeture d’Anosov
[An069] ci- dessous
Pour tout € > O, zl existe 6 > 0 et T > 0 tel que pour tout v € T]V ett > T
tels que d(v,@'(v)) < 6, il eziste v € T, lozodromique, w € TV, et t' > 0
tels que la géodésique fermée de V' associée a v soit (w(s))sepe), |t — 1| <e,
o' (w) = w, et pour tout s € [0,t], d(¢*(w),*(v)) < €. De plus, 6(¢) et T(e)
ne dépendent pas de I' ni de ), et ont des valeurs explicites.

Démonstration. Cette version du lemme de fermeture d’Anosov est prouvée
en appendice A. O
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Preuve de lassertion 1 du théoréme 3.1. Montrons d’abord que Pensemble
RN {sup,cr f(@'v)|v € T*V} est fermé. Ensuite, il nous suffira pour conclure
de montrer que I'ensemble RN {sup,g f(¢'v)|v € J} en est une partie dense.
Soit (¢®v;); une suite d’orbites telles que y; = sup,eg f(¢*v;) converge vers
p € R. Quitte & translater v; & 'aide du flot, nous pouvons supposer que
wi —1/1 < f(v;) < i, et & partir d’un certain rang que |p; — | < 1. Comme
v; est dans le compact f~}([u — 2,1 + 1]), la suite v; admet un point d’accu-
mulation v. Ainsi f(v) = u par continuité de f. De plus, pour tout t € R:

f(¢'v) = lim f(¢'v;) < limsup p; = p,

1—00

et donc
sup f(¢'v) = p.
teR

Montrons maintenant que RN {sup,.r f(¢*v)|v € J} est un sous ensemble
dense de RN {sup,cp f(¢'v)lv € T'V}. Soit ¢*v une orbite du flot géodésique,
telle que p = sup,g f(@'v) < +oo. Soit K le 1-voisinage fermé de f~!([p —
1, +1]), qui est compact. Soit d(e) le module de continuité de f sur K, c’est
a dire

6(e)=  sup  |f(z) - fy)l
zye K, d{zy)<e
Prenons € > 0 tel que 6(2¢) + 2¢ < 1. Quitte & opérer une translation, nous
pouvons imposer |y — f(v)| < e.

Supposons d’abord que w (v) # 0. Soit w € w (v), W € T un relevé de
w, et U C U’ deux voisinages ouverts de @ € T'(, de diamétre plus %)etit que
¢, vérifiant que pour tout vV v € U, il existe v(® € U’ tel que vf) = vS})
et (_3 ) = 'vg ),

En appliquant le lemme de fermeture d’Anosov, il existe T3 > T, > 0,
aussi grands que l'on veut, et une géodésique périodique de longueur T' avec
|T — (T1 — T3)| < €, ayant un vecteur unitaire tangent v’ tel que pour tout
t€10,7]

d(¢" v glv') < ¢,

et que v',¢T1v alent des relevés v/,¢"1 % dans U.
Il existe ainsi wy dans U’ tel que (Wp)y = (¥')+ et (Wp)- = (¥)-. En
particulier, pour ¢ > 0, on a les inégalités
d(¢tw07d)tvl) S d(gbtw()agbtﬁl) S d('lHOaﬁl) S €,
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car 1,0’ sont tous deux dans U’. De méme, pour ¢ < 0,
d(¢tw07¢t+Tlv) S d(?ﬂo,¢Tl’L~}) S S

car 1,719 sont tous deux dans U’. Ainsi, en vertu des inégalités précédentes,
Porbite de wy est contenue dans le 2e-voisinage de 1'orbite de v, car 'orbite de
v’ est contenue dans le e-voisinage de 1'orbite de v. Comme d(¢~ " wq,v) < €
et |u— f(v)]<eona

|6 wp) — | < 6(e) +e< 1.

En particulier, sup,cp f(¢*wo) > p— d(€) — ¢, et I'ensemble f(¢Rwo) N [p —
1,p + 1] est non vide. De plus, si ¢'wg € f~1{[u — 1,u + 1}), il existe ' € R
tel que d(¢two,d? v) < 2, et alors ¢*'v est dans K et

F(@*wo) < f(#"v) +6(2€) < p+ 8(2e).
Comme f(¢®(wy)) est connexe, on peut en conclure que

F(@Rwo) C]— oo, + 6(2¢)].

D’o, finalement :
| sup f(¢'wo) — p| < 6(2€) + €
teR
Nous avons ainsi obtenu une nouvelle géodésique ¢®(wy), telle que 'w-limite
positive soit une orbite périodique, et sur laquelle la borne supérieure de f
est aussi proche que l'on veut de celle sur la géodésique initiale, car f est
uniformément continue sur K. Si w+(v) = 0§, prenons wy = v. Appliquons
1d méme ECLIIIlquC cL PCLL Lll UG J. Ul Ull/t: (,U"\ U}O}, nous pOu‘vOub ODLCHIL une
tr0151eme orblte dont les w-limites posmve et negatlve sont chacune soit
Alla 1o hnmn n asan At nvann . An

que l’on veut de celle sur la geodesxque mltlale. Ce qui conclut la preuve.
O

Preuve de l’assertion 2 du théoréme 8.1. Montrons d’abord 'inclusion du terme
de gauche dans celui de droite. Soit w € T'V tel que wy(w) # @ et v =
lim sup,cg f(@'w) < +o00. Comme f~([v — 1,v]) est compact, et qu'un en-
semble w-limite est fermé, il existe v € wy (w) tel que f(v) =
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Nous reprenons ici un argument trés proche de celui de Sa’ar Hersonsky et
Frédéric Paulin dans [HP02|, ou ils démontrent que la constante d’Hurwitz
peut se calculer uniquement & l'aide de la profondeur de pénétration des
géodésiques périodiques.

Soit & > 0. Il existe 71,75 > 0, Ty — T5 aussi grand que 'on veut, tel
que les vecteurs v; = ¢Tiw € TV vérifient d(v;,v) < 4. Soit € > 0, il existe,
par le lemme de fermeture d’Anosov, pourvu que T3 — T soit suffisamment
grand, un ¢ tel qu’il existe une orbite périodique g(t) de période T avec
|T — (T1 — T3)| < e, telle que pour tout ¢ € [0,77],

d(g(t),0"2w) < e.

Par des techniques de continuité uniforme semblables a celles de la preuve
de la proposition précédente, nous obtenons une orbite périodique sur laquelle
la borne supérieure de f est aussi proche que ’on veut de celle sur ’ensemble
w-limite initial.

La deuxiéme étape, indépendante, consiste & démontrer la réciproque :

{Stlel;gf(¢tv)'v e oy c{ sup f(v)|jw e TV, wi(w) # 0}.

vEwy (w)

Soit une suite G; de géodésiques périodiques orientées, T1G; ’ensemble des
applications localement isométriques de R dans V', d’image G; et respectant
I'orientation de G;, telle que v; = sup,cpg, f(v) converge vers v € R. Nous
extrairons librement des sous-suites de G;, tout en continuant a noter la suite
de la méme maniére. Par compacité de f~!([v — 1,v +1]), les ensembles T*G;
ont un point d’accumulation (lorsque i tend vers l'infini) v, tel que f(v) = v.
Ainsi, il nous suffit, pour conclure la démonstration; de construire un vecteur
w vérifiant :

vew (w)c O Img.
SRS Al B A ~J
>0 5>

Soit ¥ un relevé de v dans T2, posons ¢ = 2. On peut trouver:
Bi = VL X VViX]tO + €i7t0 + Ei[)

une suite décroissante de voisinages de v, V;,W; des ouverts relativement
compacts de fermetures disjointes, et telle que N;B; = {7}, et que chaque
B; soit inclus dans une boule de T} de rayon 2¢;. Désignons par v; € I la
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transformation telle que pour tout v; € T'G;, on ait v;(v;) = ¢"%(v;), ot [; est
la longueur de G;.

On peut alors supposer que 7~ }(T?G;) N B; # §. Soit donc v; € T'G; N B;.
Comme le point a linfini attractif de ; est dans V;, quitte & considérer un
itéré de 7;, on peut supposer que ;(V;) C V;, et de méme W,_; C v(W;).

Considérons la suite V' = y17..%:(V;i), avec Vj = V1. Remarquons tout
d’abord que cette suite est décroissante au sens de 'inclusion : comme ;41 (Viy1) C
Vig1 C Vi, Clest évident. De méme, W, = v17,...%;(W;) est une suite crois-
sante. Soit & € N;5eV7 # B, soit n € Wy. On pose w = (£,9,t0) € Bi.

Montrons maintenant par récurrence qu’il existe L; € [—16¢; + [;,16¢; + 1],
tel que:
P+l () € 4, (B,

En effet, c’est vrai pour ¢ = 0 avec By = B;. Supposons que ce soit vrai pour
1, et posons

Vip1 = MN--%(Vir1) € MY Big).-
On a alors:

" () = (¥ ) Yirr (%) T (V) 671---7i%+1( 1)
nn1ww1ﬂpFCN1 - (V: \PfﬂtCW1 A (Weiq), 1l e eT te

b ~— PP S Ilz'T'l\ b _ IL e T8\ 'b']_L/) == '- " w2 it Santind
&7 (w) € 7. ’)’i+1(Bz+1)- Comme les B; sont de diamétre < 2ei, I'inégalité
triangulaire appliquée aux points v/, ;, ¢+ (v, ), p* 7L (w) et ¢T (w) nous

donne

tel que

|T’ - (L1 + ..+ Lz) — li+1| < 4(6i + €i+1) < 16€i+1.

Ainsi on pose Ly =T — (L1 + .. + L;).
Il ne reste qu’a vérifier que w vérifie bien les propriétés annoncées, mais

est foarile car aingd Bon
est facile car ainsi pour tout ¢ € [Ll + ..+ Li,Ll + ..+ Li + Li—f—l}; la

rojection de @!(w) sur TV est a distance < 20¢; de T*G;, et les projections

la Alit-TLifs) nane donnent nne enita A’adhérence
e {2} noue dor 1t une suite d'adhérence v,

EL'U (‘)

O

on a la propriété suivante, dont
e maniére que dans le coro Hair

Ainsi, dans le cas d'un espace CAT(—1), o
la denxiéme assertion se démontre de la mém

2.7.

Corollaire 3.3. Supposons f minorée. Si Cy est isolée dans Ly, alors il
eziste un vecteur périodique v tel que

pp(v) = vs(v) = Cy. (3.1)
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Si, au contraire, il nexiste aucun vecteur périodique vérifiant 3.1, alors il
existe un nombre non dénombrable de vecteurs v d’orbites disjointes et deuz
d deuz non faiblement asymptotes tels que 3.1 ait lieu (et C¢ n'est pas isolée,
nt dans Ly ni dans Mjy). O

3.2 Application au cas arithmétique de rang 1

Japplique ici le théoréme précédent a la situation o r+s =n =1, c’est
& dire lorsque Vi est une orbifolde de Bianchi.

Soit EQ(F) l'ensemble des éléments de E — K algébriques de degré 2
sur K, et Gp Pensemble des géodésiques (non orientées ni pointées) de Vg
dont les relevés sur Q ont des points 4 I'infini qui soient dans FQ(E) ou bien
des éléments p/q de K tels que (p,g) ¢ P. Notons @p 'ensemble des formes
quadratiques correspondantes, c’est a dire de la forme:

q(z,y) = Mz — ay)(z — By),

ou A € F — {0}, a,3 sont soit quadratiques, soit rationnels avec la condition
exprimée ci-dessus. L’interprétation dynamique de ces définitions est donnée
dans le lemme suivant.

Lemme 3.1. Les éléments de Gp sont les géodésiques non orientées (vues
comme paire d’orbites opposées, de la forme g = (¢®(v)) U (¢®(—v))), avec
wi (V) (resp. w_(v)) soit vide, soit périodique, et telles que pour tout I dans
P, ona

227 (g) > 0.

Démonstration. Siwy(v) = 0, et si un relevé o € Q de v s’écrit v = (vy,v-,1),
alors vy = p/q € K avec (p,g) ¢ P. En cffet, un vecteur qui sort de tout

compact sous l'action du flot a une orbite nécessairement orthogonale & une

horosphére, centrée en un certain ;/" c K. Sl /"‘ ’\ C P, alors la géodésique
vérifie clairement py,(g) = 0. La réciproque est facﬂe. O

Ce théoréme a déja été démontré par Cusick [Cus87] dans le cas K = Q.
Cependant, I’approche dynamique permet plus de souplesse, puisque qu’elle
n’utilise pas de codage du type fractions continues; or leur théorie dépend

énormément de K.
Théoréme 3.4.

Mp = {up(q)lq € Qr},
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Lp = {I/p(iL‘)IZE & EQ(E)}

En particulier, Lp et Mp sont fermés.

Preuve. Nous appliquons le théoréme 3.1 & la fonction fp sur T'Vk. Cette
fonction est continue et propre, et on pourra remarquer que c’est le minimum
parmi une famille finie de fonctions de Busemann. Le résultat est donc im-
médiat, au vu des lemmes 2.2 et 3.1, modulo la vérification que 0 appartient
bien aux deux spectres, et est bien dans ’adhérence des ensembles ci-dessus;
mais c’est vrai car presque toute orbite est dense, ainsi que presque toute
w-limite positive, et ’ensemble des vecteurs périodiques est dense. |

Le corollaire 3.3 s’applique, et se traduit si K est imaginaire quadratique
par:
Corollaire 3.5. Si Cx est isolée dans Ly, alors il existe un nombre compleze
z, quadratique sur K, et une forme quadratique complexe q & coefficients dans
O tels que

px(q) = vx(z) = Ck. (3.2)

Dans le cas contraire ow il n’existe pas de z quadratique tel que vx(z) = Ck,
ou bien s’il n’existe pas de q & coefficients dans K telle que ux(q) = Ck, alors
la multiplicité de Cx est non dénombrable dans les deux spectres et Cx n’est
pas isolée, ni dans Lx ni dans My. O

Pour conclure cette partie, donnons un indice que l'inclusion Lp C Mp
pourrait bien étre stricte. Pour que ce soit vrai, il faut déja que les fermetures
d’orbites ne soient pas toutes des w-limites. Rappelons-nous des ensembles .J
et Jo du théoréme 3.1, V étant ici une variété hyperbolique. On remarquera
que I'exemple di & Freiman d’élément de Mg — Lg est du type de celui décrit
dans cette proposition [Cus87].

AL LEL LU A US0

Proposition 3.2. Soit v € J — Jy tel que wy(v) # —wi(—v). Alors la
fermeture de Dorbite de v n’est pas un encemble w-limite.

Démonstration. Supposons d’abord que w4 (v), — w.(—v) soient des orbites
périodiques distinctes. Choisissons un voisinage tubulaire dans 7'V de l’or-
bite de v, suffisamment petit pour qu’il ait une forme de monture de lunettes
dont les branches soient cassées, c’est & dire topologiquement deux tores
pleins 77 et T reliés par un cylindre plein C, la géodésique engendrée par
v allant de 77 & T, et tel que pour tout w € C, le germe de rayon géodé-
sique engendré par w soit rentre dans 75, soit sort de la paire de lunettes
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Ti U T2 U C. Procédons par I'absurde, et supposons que ’adhérence de la
géodésique engendrée par v soit égale & w,(v') pour un certain ¢/, alors il
existe T > 0 tel que ¢T+>l(v/) soit inclus dans le voisinage tubulaire. Soit
s tel que ¢*(v) € C, alors il existe t > T tel que ¢*(v') arbitrairement proche
de ¢*(v), et en particulier ¢*(v') € C. Dans le futur, le rayon engendré par
@'(v') est ainsi coincé dans 75 U C et ne visitera plus jamais 77, ce qui est
une contradiction avec le fait que la géodésique engendrée par v est dans
Pw-limite de v’. Si wy(v), — wi(—v) ne sont pas tous deux périodiques, ’'un
d’eux seulement est vide et la preuve fonctionne de méme, en prenant pour
71 ou T3 un cylindre plein. O

3.3 Sur la constante de Hurwitz

Soit K un corps imaginaire quadratique sur Q. Dans [HP02] est démontrée
la formule suivante pour C{ey

- tr(y)? -4
inf  max Y———r
v€lk lozodromique vy'€l'g 2!0(7 vy )l

Co = (3.3)

ot c(7y) désigne 1'élément de la deuxiéme ligne, premiére colonne de la matrice
v. En effet, si g est une géodésique périodique de Vi de vecteur directeur v,
et si on désigne par I'(g) U'ensemble des v dans I" correspondant a g, alors

golg) = max YO 1 (3.4)

vel(g)  2[c(y)]

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante.

Proposition 3.3. Il existe un algorithme (explicite) qui, étant donné € > 0,
calcule explicitement une matrice M dans T'x lozodromique et z dans C tel
que Mz =z et

Ck — e < g(z) < Ck.

Comme on ne connait pas de constante de Hurwitz qui ne soit pas donnée
par une classe de conjugaison de I'x (c’est-a-dire que I'inf est un min dans
la formule 3.3), et qui ne soit pas isolée dans le spectre de Markoff, on peut
s’attendre & ce que pour € suffisamment petit, la valeur approchée donnée
par ’algorithme soit en fait ezacte. Malheureusement, je ne connait pas de
critére permettant de détecter si c’est le cas.

51



La premiére étape consiste a trouver un sous-groupe de 'k d’indice fini sans
torsion; un sous-groupe de congruence modulo un élément p de O, fera ’af-
faire pourvu que la seule racine de 'unité dans K congrue & 1 modulo p soit
1. Notons

Dlp] = ker (SLy(0) — SLo(0/p0)),

ce sous-groupe distingué. Remarquons que p = 5, par exemple, convient
toujours. Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une adaptation du
lemme des tiroirs, auquel on rajoute le lemme de fermeture. Notons v(r) le
volume dans T'H" des boules de centre un vecteur et de rayon r, pour la
distance définie précedemment.

Lemme 3.4. Soit V = T'\H" une variété hyperbolique, avec T' sans torsion.
Soit v € TV, tel que pour tout t > 0, le rayon d’injectivité en m(¢*v) est au
moins €;. Alors pour tout € dans 0,e1[, soient § = d(e) et T = T'(e) donnés
par le lemme de fermeture 8.2, il existe t, < ty dans [0,L], ou L désigne

L=6 (([T/é] + 2)*;((? /;/)) + 1) | (3.5)

etw e TV, Ty > 0, tels que pour tout t € [0,Ty),
dry (70,8 w) <,
Ty +t, — ta] < € et gTow = w.

Démonstration. Soient 6, 1" > 0 les constantes données par le lemme de fer-
meture d’Anosov, qui sont fonction de €, données par exemple explicitement
dans le corollaire A.1.

Considérons pour i entier naturel les vecteurs v; = ¢*v, et les voisinages
B; qui sont les boules de centre v; et de rayon §/2. Leur volume est v(4/2), il
est indépendant de 7 & cause de I'hypothése sur le rayon d’injectivité et parce
qu’il n’y a pas de torsion . Et donc, si on pose

w(TV)

(8 /2) 1 +1
\>¥7 =/

J

m = [([T/cs] +2)

L

il existe un point de 7'V qui appartient & au moins [T'/8]+2 boules B;. Donc
il existe 1 < § < m, tels que

dTlv(’Ui,’Uj) S 5,

52



et |¢ —j| > [T'/6] + 1. Ainsi §|i — j| > T. Nous pouvons ainsi appliquer
directement le lemme de fermeture 3.2 qui permet de conclure. De plus, on
peut prendre
p(IV)
Le=6{(T/0]+2)——==+1]).
(s + 2] 4
O

Corollaire 3.6. Supposons que l’on connaisse 0 < vy < Ck. Soit €; le mi-
nimum du rayon d’injectivité auz relevés a T[k]\H® des points-bases des vec-
teurs v € T Vi tels que

fx(@) < —1In(w).

Pour tout € €]0,6,], 1l existe L > 0 donné par la formule 8.5 avec u(TVk)
remplacé par u(T Vi) [Tk : T[k]), tel que sivy,...,vx € TV sont des vecteurs
tangents G (respectivement) toutes les géodésiques périodiques de longueur au
plus L, alors

—In(Ck) < i_ilnf L In(vg (v;)) < —In(Ck) + 2e.
Démonstration. L’inégalité de gauche est triviale. Montrons celle de droite.
Comme la constante d’Hurwitz est atteinte (lemme 1.6), il existe v € T Vi tel
que px(v) = Ck, et appliquons le lemme 3.4 & la variété T'[k]\H®, un vecteur
v’ relevé de v, et e. Cest légitime d’aprés le choix de €. Nous obtenons un
vecteur w’ que nous projetons en w sur 7 V. Le vecteur w est nécessairement
de la forme +¢'(v;) pour certains ¢,i, car il est périodique de période L.
Comme Porbite de w est contenue dans un e-voisinage de 'orbite de v, et
que fx est 2-lipschitzienne, car (r,s) = (1,0) ou (0,1) et les fonctions de
Busemann sont 1-lipshitziennes, on obtient ainsi I'inégalité annoncée. O

Nous pouvons faire les remarques suivantes. La premiére est celle qui sera

de loin la plus difficile 3 implémenter.

Remarque 3.3.1. Il existe un algorithme (A,) qui étant donné T > 0,
fournit une liste finie de matrices M1,..,M; de T'k telle que pour toute matrice
M deTx de tracet de module inférieur o T et lozodromique (c’est a dire t°—4
n'est pas de module 1), il existe i tel que M est conjuguée dans I'x & l'une

des matrices M;.

Démonstration. Tout d’abord, il n’y a qu’un nombre fini de traces possibles.
Remarquons ensuite que si M, loxodromique, est de trace t, soit (z1,z2) un
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vecteur propre de M de valeur propre u; = (t + v/t> —4)/2. En écrivant
Péquation matricielle on remarque que, si on note A; I'anneau des entiers
de K[v/t2 — 4], alors le sous-O-module de C engendré par x1,z, est un A,-
module, défini & une constante multiplicative prés a partir du choix de wuq,
et de plus la matrice de multiplication par u; dans la O-base (z;,z3) est la
transposée de M. 1l est facile de voir que si M’ est de trace t également,
alors M est conjugué & M’ dans GLy(O) si et seulement si les deux modules
obtenus (& partir de la méme valeur propre u;) sont égaux modulo une homo-
thétie. Comme on peut toujours prendre z;,z2 € K[v/t? — 4], on peut aussi
supposer 1,z € A; et le module (zy,z5), qui est un idéal de A;, peut étre
supposé d’indice < B; par des techniques classiques de théorie des nombres
(voir la finitude du groupe de classes d’idéaux [BC67],[Sam67]), ot B; est
une constante dépendant uniquement de A;.

A partir de ces données, un algorithme (qui n’a pas prétention a étre
optimal) peut étre le suivant: on calcule tous les B; correspondants aux
A; pour |[t| < T. On énumére ensuite a 'aide d’une Z-base du Z-module
libre de rang 4 qu’est A; tous ses sous-groupes d’indice < B, (la redondance
n’est pas génante pour la théorie de l'algorithme). Puis on élimine ceux qui
ne sont pas des A;-modules (en multipliant leurs générateurs par un des 4.
générateur de A; et en vérifiant que les changements de base obtenus sont .
bien & coeflicients dans Z). Pour chacun de ces modules, on calcule la matrice
M de multiplication par u; dans une O-base, qui est de déterminant 1 et donc
dans k. On rajoute alors 4 la liste N, ! tMNl,..,N;(}K) *M Nyx) o Ni,.. Ny
sont des représentants préalablement choisis des classes de G L2(O) modulo
SLy(0).

ad

Il est probable que I'on puisse calculer les vipoy(2;), pour z; point fixe de
{0} y P p
I’action de M;, uniquement a I’aide des idéaux calculés ci-dessus, en calculant
) y
I’élément de cet idéal de norme minimale. Néanmoins, il existe une méthode
?
plus géométrique pour déterminer le maximum dans la formule 3.4.

e s 212032282 PSSR E D Lo

Remarque 3.3.2. Etant donné une matrice M lozodromique dans T'x , il
est possible de calculer explicitement la constante d’approzimation liée a cette
matrice, c’est-a-dire vp(z), ot z est point fize de l'action projective de M
dans C.
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Démonstration. Faisons-le pour P = {O}. Soit

a b

M:[c d]ESLg(O),

notons t = a -+ d sa trace, et choisissons une fois pour toute une racine carrée
complexe v/t? — 4. Les deux points fixes de M sont

zz,__a—di\/tz—él
) - 20 3

et la géodésique g reliant z et 2’ est périodique de longueur

2ln (==

que 'on peut majorer par 21In(p), ot p est défini par:
p=1t+IF =1
car |In(z)| < ln(z + 1/z) pour tout z > 0, et

St _Je
t_+_272_._%| Z{t___f___é (!t!+‘/lt2“‘4)-

Soit x € H? le point de la géodésique & la verticale du milieu , m = (a—d)/2c
du segment [z,2']. L’argument est le suivant: la constante d’approximation
de cette géodésique g est égale & 1/2h, ot h est la hauteur de la plus haute
(dans le modéle du demi-espace) géodésique de la forme vg, v € I'k. Soit yug
une géodésique, et soit y le point le plus haut de cette géodésique. Comme
Vintervalle I de longueur 21In(p) centré en x contient un domaine fondamental
pour la projection de g dans Vk, il existe v € I'x tel que yyg =g et yy € 1,
notons alors n/g = v(oco) € K et r(p/qg) le rayon de horosphére centrée en
p/q et tangente en vy & g. L’intervalle I peut se décrire comme ’arc de cercle
euclidien des points z’' € g tels que Pangle euclidien 8 entre les demi-droites

[m,x) et [m,z') vérifie:
(3]

cos() > =

En effet, la relation entre la distance hyperbolique d(z,z'), pour z’' dans

g, et Pangle 6 est
tanh(d(z,z')/2) = tan(6/2),
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et en utilisant la relation trigonométrique

_ 1—tan(6/2)?

cos(6) = 1+ tan(6/2)?’

nous obtenons la relation désirée. Puisque vy est dans 'intervalle I, le rayon
r(p/q) vérifie
lz—2'] 2

2 p+pt

r(p/q) >

Comme h > !z;zll, et r(p/q) = 1/(2h|q?), nous avons en combinant ces
inégalités

+p1
2 « pPTP
lql* < Py
qui s’écrit encore
lef? _
ol < @ o)

Remarquons que le nombre de g dans O vérifiant cette inégalité est fini.
D’autre part, si 'on pose:

~_23—4—d—a

f0 2 !}
Vit —4

uls

on peut calculer (voir la partie B en annexe):

|2 = 2|
4

r(p/q) = V(1 +|u(p/q)[?)? — 4R(u(p/q))>

On a donc une deuxiéme minoration de r(p,q) qui s’exprime

|z - 7]

r(p/q) 2 = 1= lu(p/9)f|.
En utilisant cette fois la majoration
1 1
r(p/q) < < ,
|z —2'1gl> T {2 = 7|

car |g| > 1, nous obtenons
9 4
11— |ulp/q)P*] < P
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En exprimant u(p/q) en fonction de p/q, 2,2’ et m, on obtient

2

|2
<1+

|z — 2/

F
q

2

Pour ¢ fixé, il n’y a qu’un nombre fini de p tels que cette derniére inégalité
soit vraie. Donc, les couples (p,g) € O? tels que (p,q) est dans la classe de
O , satisfaisant les deux inégalités est un ensemble F), fini et calculable
explicitement. Ainsi, on a la formule suivante pour calculer v(oy(2):

N 2\ __ld
Wm&%_f(cméw<mwm), W—M>'
0

En conclusion, les remarques 3.3.1 et 3.3.2 montrent que tout dans le
corollairc 3.6 est explicitement calculable. Nous pouvons toujours prendre

puis calculer €;. Le calcul de 6,7 est donné par 1
par le lemme 3.4, puis le calcul des matrices (3;)1<i<x par la remarque 3.3.1
et celui de leur constante d’approximation associée par la remarque 3.3.2. La

fonction v qui apparait dans le calcul de L doit étre estimée indépendamment.

e corollaire A1, celui de L
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Chapitre 4

Lemme de Borel-Cantelli et loi de
puissance

4.1 Enoncé des résultats

L’objet de ce chapitre (qui devrait s’appeler Borel-Cantelli-Khintchine-
Sullivan) est de prouver un analogue du théoréme de Khintchine dans le cadre
dynamique suivant : soit V = I'\H" une variété hyperbolique de volume fini.
Notons TV I'ensemble des vecteurs unitaires tangents a V, 7 : TV — V la
projection canonique, ¢* le flot géodésique sur T'V, et B(q,r) C V la boule
hyperbolique de centre ¢ € V' et de rayon r. On se donne une fonction (r:)¢0
décroissante de Ry & valeur dans R?, .

La question est de savoir, pour un point p de V fixé, quel sera la mesure
de Liouville de I’ensemble des vecteurs v tels qu’il existe ¢; — +o00, tels que
n(¢*v) € B(p,ry,), autrement dit tels que {t > 0 : w(¢'v) € B(p,r;)} n'est
pas borné.

Théoréme 4.1. (Cibles rétrécissantes) Supposons que (T¢)i>0 soit décrois-
sante. Alors, suivant que

JCOO r?*ldt

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon
géodésique qui rencontre pour des temps t arbitrairement grands les boules de
centre p, de rayon ry.
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Corollaire 4.2. (Loi de puissance pour les points) Pour tout p de V', pour
presque tout v, on a:
—In(d(pr(¢w) 1

lims =
ltI_ILrllop In(t) n—1

On pourrait se poser une question légérement différente, a savoir quelle
est la mesure de Liouville de 'ensemble des vecteurs v tels que {t > 0 :
7(¢'v) € B(p,ry)} soit de mesure de Lebesgue infinie.

Proposition 4.1. Supposons que (r;);>o soit décroissante. Alors, suivant que

(o9}
/ rydt
0

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon
géodésique qui passe un temps infini dans les boules de centre p, de rayon r;.
O

La preuve n’est qu’une légére modification de la preuve du théoréme 4.1.
J’ignore si de tels résultats sont encores vrais lorsques la variété considérée
est de courbure variable strictement négative, pour la mesure de Liouville ou
bien celle de Bowen-Margulis. Parmi les améliorations possibles, je compte ré-
diger et publier une version ot la variété pourra étre hyperbolique complexe,
quaternionique ou bien le plan hyperbolique de Cayley, et ou les boules ne
seront plus supposées de méme centre, mais toujours décroissantes au sens
de l'inclusion.

4.2 Rappels et notations

Soit (¢*)ser un flot agissant sur un espace mesuré de probabilité {X,u)
tel que 'action préserve la mesure et soit ergodique.

On considérera des familles (continues) de fonctions F' = (f,).ef0,4oo Ol
fs 1 X = R. Une telle famille F' sera dite

— positive, si chaque f, 'est;
— décroissante, si s < t implique que pour tout z € X, fi(z) < fi(x);
— mesurable, si F : [0, + oo[x X — R V'est.

60



Pour une famille F' = (f,)sc)o,+00[ On notera Sp[F] la fonction de X dans
R

T
Sr[F)(z) = /0 fi( @)t

et si f € L*(p), on note pu(f) :== [y fe(#)dpu(z). On notera encore:

RiF] = [ usod

Dans cette situation, nous pouvons dégager quelques propriétés générales,
peut-étre implicitement connues, mais qui méritent quelques explications,
par analogie avec le lemme de Borel-Cantelli (partie facile) et la loi du 0-1
de Kolmogorov en probabilité.

Lemme 4.2. Soit F = (fi)ic[o,+00[ une famille mesurable et positive de fonc-
tions. Alors la condition

LulF) = [ (it < oo,

0

implique que St[F] converge presque partout et au sens L' vers une fonction
positive et L.

Démonstration. En effet, posons

Se[F(z) = lim Sr(F](z),

T—o00

qui est une fonction & valeurs dans R, U {+oc0}, existe car Sr[F](z) est
croissante en la variable T'. De par le théoréme de convergence monotone de
Lebesgue (cf Rudin, th 1.26 [Rud80]), S« [F] existe et est dans L'(u) , car
d’intégrale I.[F]. Le théoréme de convergence dominée ([Rud80}, th 1.34)
permet alors de conclure que la convergence est également au sens L'. O

Lemme 4.3, Soit F' = (fi)tc(o,+00] une famille mesurable, positive et décrois-
sante de fonctions, et supposons que fo € L?(u). Supposons que

I@W%:Awu%):+m,

alors tout point d’adhérence faible dans L*(u) de x — St[F(x)/Ir[F] lorsque
T — 400 est égal a la constante 1 presque partout.
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Démonstration. Soit h une limite faible dans L?(u) d’une sous-suite Sr, [F]/ Iz, [F],
et soit ¢ > 0 fixé. Nous voulons d’abord montrer que h < ho ¢*. On a:

St Fl(z) — S, [F)(z) = / " f(¢tn)ds < / fol@* (6™ (2))) ds.

Cette différence est donc positive et bornée dans L?. Divisons par I, [F],
nous avons donc que St |F|(z)/Ir,[F] converge faiblement vers h. D’un
autre coté,

T+t

T
SewlFl(z) - SolF)¢'e) = [ fu(¢*x)ds - / £.(¢ ) ds

0

t T
_ / f(6°z)ds + / (Fure — £)(8"*2)ds.
0 ]

Par décroissance de f;, on a

SrulF)(z) - SolF)(¢'z) < / f(#)ds,

et en divisant par I7[F], nous obtenons :

Sr,4[Fl(z) _ S5, [F](¢'z)
Ir, [F] Ir,[F]
Soit F I'ensemble des z tels que h(z) > h(¢'z). On a:

St.ulFl@)  SnlF)(é') [, S{F)(x)dz
I AT i R oy

Jd

Si[F)(z)
Ir,[F]

<

et en interprétant ces intégrales comme des produits scalaires avec la fonction
caractéristique de E, nous obtenons lorsque n — +o00:

[ hla) = hgt)dutz) <.
FE

Par définition de E, on a donc h < ho ¢’ presque partout, et ainsi h = ho ¢’
presque partout car la mesure p est invariante. Donc h est constante presque
partout par ergodicité de la mesure u. Comme Sp[F]/Ir[F] est d’intégrale 1,

h aussi, donc h = 1 presque partout.
O
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Lemme 4.4. Soit F = ( ft)te[0;+oo[ une famille mesurable, positive et décrois-
sante de fonctions, et supposons que fo € L'(u). Supposons que

I@W%=Awuw)=+w,

alors la fonction de la variable z & valeurs dans [0, + o0]

: Sr(F](z)
L(z) =1 —_—
(=) Toion Ir[F]
est constante presque partout.
Démonstration. On a
‘ T+t T
SrodFe) = SFI6) = [ f(@alds = [ (6 a)ds
0 0

t T
= / fs(gbsl‘)ds + / (fs+t - fs)(¢t+sx)d8
0 0

Pour simplifier cette expression, notons pour ¢t > 0 G = (ggt)) la famille
de fonctions définie par

L’équation précédente s’écrit donc:

SrlF)(z) — Sr[F)(¢'z) = S,[F](z) — Sr[GY](¢'z)
Par décroissance de F, G® est positive, et de plus u(ggt)) = pu(fs) —
lj’(f8+t)) et donc:

-

[,[GY] = L{F] <

Par le lemme 4.2, pour presque tout z,S7[G®](z) a une limite finie H®(x),
qui est dans L'{y). Ainsi:
SiF)(x) | IrwlF] SralFl(z)  SriF)(¢'z)  HY(¢'z)
Ip[F] — Ip[F]  Irf(z) Io[F] = Ip[F]

Comme F est une famille décroissante et que I[F] = +00, Ir[F|/Ir[F]
converge vers 1 lorsque 7" tend vers linfini. De la derniére équation, nous
pouvons ainsi déduire que pour tout z tel que H®(z) < oo,

L(z) = L(¢‘z).
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Sit < 1, alors H(z) < HW(z). Les ensembles L~*([a,b]) sont donc inva-
riants par ¢* & un ensemble de mesure nulle prés, pour tout a < b, a et b dans
[0,400] et tout ¢ compris entre 0 et 1. Par ergodicité de ¢*, ces ensembles sont
de mesure 0 ou 1. Une dichotomie sur lintervalle [a,b] permet de conclure
que L est constant presque partout. O

4.3 Preuves

Lemme 4.5. Il ezriste une constante ¢, telle que si deux boules de H"*, de
centres et diameétres respectifs (01,r1), (09,r2) vérifient ry < 1, ro < 1, et
d(01,02) > 2, alors la mesure des géodésiques de H" passant par ces deuz
boules est majorée par:

clr?—lrg—le—(n-—l)d(ol ,02)
Démonstration. Les symboles ¢/,c”,... désigneront des constantes fixes. La
mesure des géodésiques passant par B(oy,r1) est au plus ¢'r7~*. Comme l’aire
de la sphére de centre o; et de rayon r = d(01,05) est au moins c”’e» 1" on
peut trouver des points pi,...,pr sur cette sphére qui soient deux & deux &
distance au moins 2r;, avec

Par homogénéité de H", la mesure des géodésiques passant par la boule (01,71)
et la boule (pg,r2) est indépendante de k et aussi égale & la quantité recher-
chée. Comme une telle géodésique ne coupe au plus que 2 boules du types
(pr,m2), la mesure recherchée est inférieure 2

Ky 273 = SRR AL

n—1
Afr - . .m=1 n-1_—(n—1)r
4 k > Llii D) c - T

O

Soit p un point de V, fixé dans ce qui suit. Soit K le minimum de 1 et du
rayon d’injectivité de V' en p, et soit (r;):;>o une suite décroissante tendant
vers 0 telle que ro < R/2, et ri1o/7: tendant vers 1 lorsque ¢ tend vers Vinfini,
uniformément pour les ensembles compacts de paramétre . Il sera commode
pour la suite de définir r; pour les temps négatifs comme étant égal a r.
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On définit une famille f; de fonctions de la maniére suivante. Soit v €
T'V, si n(v) n’est pas dans la boule de centre p et de rayon 1, alors f(v) = 0.
Sinon, considérons le segment géodésique S maximal de vecteur directeur v
et contenu dans la boule fermée de centre p et de rayon 1. Il existe un unique
0 € [~ R,R)] tel que m(¢%v) réalise la distance de S a p. Si § € [-R/2,R/2] et
d(S,p) < ry, on définit fi(v) = 1, et 0 sinon. L’intégrale de cette fonction le
long du flot compte ainsi les entrées dans la boule de centre p et de rayon r;
du rayon géodésique considéré, avec un facteur K. Remarquons encore que
ces fonctions sont symétriques, dans les sens fi(w) = fi(—w). Il existe une
constante ¢ > 0, tel que lorsque ¢t = +00:

fi(v)dv ~ cpri?
TV

La famille F' = (f;):>0 est une famille décroissante et positive de fonctions
sur T'V, et on a l’asymptotique en prenant pour yu la mesure de Liouville
sur TV

T
e[F] ~ ¢ / ro-ldt,
0

pourvu que 'un des deux termes tende vers 'infini.

Proposition 4.6. (Borel-Cantelli-Khintchine-Sullivan pour les points des
variétés hyperboliques). Supposons que f0°° rldt diverge. Alors, il existe une
constante ¢ €]0,00] telle que pour presque toutv € TV :

SrlF
lim sup —I?—L]—(—Q—)—)— =
T—00 fO ry ~1at
Démonstration. Nous voulons majorer la norme L? de Sy[F). Par le théoréme
de Fubini,
T ]
SFI0f =2 [ [ s foo)dnds.
o Jo

Intégrons sur v € TV, puis appliquons le changement de variable w =
¢°v, on obtient

T s
Sr[F)(v)%dv < 2 / / [ L@ w)dudeas,

™V

Soit p un relevé de p dans H* et G = (g;)¢»0 la suite de fonctions définie
de la méme maniére que f;, mais pour la variété H", le point p, et le méme
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R. Ainsi, le relevé f, de la fonction f, a T'H"™ s’écrit :

() =Y 9:(7(v))

~el

Soit D un domaine fondamental de I' contenant la boule de centre p de rayon
R. On peut réécrire:

T s N N
SrIF)(v)dv < 2 / / 7 (w)Fo (¢t w)dwdsdt,
TV 0 4] D

et donc
St[F)(v)*dv < 2 / > / / w)g, (79 w)dwdtds.
TV e D
Changeons encore de variable, en posant v = —w, ce qui nous donne en

utilisant la symétrie des fonctions g; :
T
/ Sp[F(v)dv < 2/ / Z/ 9s(v)g:(v@* *v)dvdtds.
TV 0 JT'D T

Pour i entier strictement positif, notons I'; 'ensemble fini des v dans T’
tels que la distance entre p et yp soit comprise dans l'intervalle [i — 1,i + 1].
Comme les ensembles I'; recouvrent I', on a:

Sr[F](v)*dv < 2/ ZZ/ / 9s(v) ge(y9° tv)dvdtds.

TV >0 NCT‘
Pour «,v,s et t fixés, la quantité
9:(v)g:(v¢* ")

est non nulle si et seulement s'il existe (61,02) € [-R/2,R/2]? tels que (¢ v)
soit & distance plus petite que r, de 7, et m(¢%27*~*) soit 4 distance plus petite
que 7; de v~1p. Dans ce cas, cette quantité vaut 1 et on peut affirmer, en
vertu de I'inégalité triangulaire, que l'on a

(s —t) — d(ByD)| < 61] + |02] + 7 +7rs < 2R,
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et que de plus le rayon géodésique (¢*v),>—1 coupe la boule de centre y~'5
et de rayon r,_q;5)-2r (car (r;) est décroissante), et la boule de centre § de
rayon ;.

Avec cette restriction sur £, nous obtenons & s,v et v dans I'; fixés

/O gs(v)g:(y¢*"v)dt < 4R

dans tous les cas, et cette quantité est nulle si la géodésique engendrée par v ne
coupe pas les deux boules de centres et rayons respectifs (5,7,),(7 7 15,s—i—2r-1),
ousis <i—(2R+1). Danslecasoti > 2R+3,0na s—t > 2 et donc la me-
sure de telles géodésiques est alors majorée par c;r™~1r?” 11 g A,
L’intervalle des vecteurs v d’une telle géodésique tels que g,(v) > 0 étant au

plus de longueur 1, on obtient 4 s et y € I'; ﬁxés, lorsque 1 > 2R + 3

/TID/ 9s(v) g (y¢*"tw)dtdv < 4Reyr? L 21,{'16—(“—1)(1'—1)’

et 'intégrale est en fait nulle si s + 2R + 1 < 4. Ainsi, si¢ > 2R + 3,

Z /Tlp/ 95(v)ge(y¢**v)dtdv < 4Reyry ™ el 11 2R~ 16—(n—1)(i‘1)Ni’

~eT;

ou N; désigne le nombre d’éléments de I';, et la somme majorée est nulle
si s+ 2R+ 1 < i. Mais il est classique que N; < ¢z 1% ¢, dépendant
uniquement de p (voir par exemple [Sul79]). On en conclut 'inégalité

/ZZ// 9+(v)g:(v¢*~tv)dudtds

i>0 yely;
3+2R+1 7 [2R+3]
<c3 / Z re T R 1d5+/ Z / / gs(v) ¢ (¢*v)dtdvds.
YV i=[2R+4] i=1 'yEl ST JC

Observons que U[ R+3]I‘i est un ensemble fini, soit K son cardinal. De

_ —2R—1
plus, on a par décroissance de (ry), rot op | < [ ; sr.s T+ 'dt. Ceci nous
donne:

5—i~2R—~1 T
/ rildids+ K / / 4Rg,(v)dv,
3—i—2R—2 0 TD

[s+2R+1

Sp[F)(v)%dv < 203/ e

1
v =[2R+4]
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s—2R—4

T T
Sr[F](v)*dv < 263/ r?‘l/ rPdtds + c5/ rildt,
0 0

TV —~4R-3

rT s T
Sp[F)(v)*dv < 203/ r;‘“lf rPtdtds + 05/ riLdt,
TV 0 ~4R-3 0

et par le théoréme de Fubini,

SAHQWmng%(ATﬂﬂdQ2+«u@+@@m+eg(ATﬁAM).

TV

Ce qui montre que St[F]/Ir[F] est bornée dans L? et ainsi qu’elle a un
point d’adhérence faible dans L2. Ce point est nécessairement la fonction
constante 1, car le lemme 4.3 s’applique. De par le lemme 4.4, la fonction

limsup S[F)(v)/ I [F]

T—+00
est constante presque partout. Cette constante est plus grande que 1. En
effet, supposons le contraire; alors il existe € > 0 et un ensemble E'C TV,
de mesure strictement positive, tels que pour T suffisamment grand et pour
tout v € F, :

St[Fl(v)/Ir[F] <1 -,

et donc

L&WMMWRU—W@%

contredisant le fait qu'une limite faible de St[F|(v)/Ir[F] soit la fonction

constante 1. .
O

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les assertions de la partie
4.1.

Preuve du théoréme 4.1. Cas de Convergence. Supposons f0+°° rldt < +oo.
Pour tout w € T'V et s > 4R, si m(w) appartient & la boule B,, alors

2R

fo(¢tw)dt > R.
2R
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Comme F = (f,)s>0 est décroissante, ceci implique que

/ ft(qbt“”mw)dt >R,
s—4R

et donc si m(¢°v) est dans Bs, on a

8

f(¢?Ry)dt > R.

s—4R
D’un autre c6té, le lemme 4.2 nous dit que pour preque tout v,

/oo fi(¢*v)dt < oo,
0

et donc, pour presque tout v, on a

/0 " R @)t < oo,

et par la remarque précédente, ceci implique que pour t assez grand et v dans
un ensemble de mesure pleine, 7(¢'v) n’est pas dans B;.

Cas de Divergence. Supposons [, rp~dt = +00. Pour tout s > R/2, si
7(¢'w) n’est pas dans B, pour tout t € [—R, + R}, alors par définition de f;,
on a

+R/2
/ fs(¢tw)dt = 0,
~R/2
Comme la famille F' est décroissante, on obtient

s+R
/ fu¢*w)dt = 0.

D’autre part, si pout un certain 7' > 0 et tout t > 7, m{¢'v) n’est pas dans By,
alors m(¢'v) n’est pas dans B, pour tout s >t > T car (B;) est décroissante,
et donc pour tout ¢t € [~ R, R}, tout 5 > T + R, m{¢"~F*ty) nest pas dans

D
B;. Dong, pour tout s > 7T + R, o

s+R
/ filo"Rv)dt = 0.

Js

Ceci montre que Soo[F](¢™Fv) < +00, si le rayon géodésique (¢'v);>o 1’inter-
secte B; que pour des temps t bornés. Mais de par la proposition précédente,
Seo[F](v) = +o0 pour presque tout v, et donc la situation précédente ne se
produit que pour un ensemble de mesure nulle. O
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Prewve du corollaire 4.2. Soit € > 0, posons r, = t~Y/™ V=€ pour ¢ > 1, et

r, =1sit < 1. Sie >0, alors I,]F] < +00 et donc presque tout rayon
géodésique ne rentre qu’un nombre fini de fois dans une boule de rayon 2r,
et de centre p au temps t. Donc

—In(d(pr(¢'v))) _ 1

li < .
lfffip In(¢) “n-1 e

Si € = 0, au contraire presque tout rayon géodésique rentre pour une infinité
de temps t,, — oo, dans une boule de rayon r;/2 et de centre p. Donc

. . /At
lim sup In(d(pr(¢'v)) o T
£—3+00 In(¢) n—1

ce qui conclut la loi de puissance pour les points.

4.4 Conclusion

On peut pousser 'analogie avec 'approximation diophantienne et le théo-
e de Khintchine un peu plus loin, en considérant la fonction f(z;) e

AL spredLe fallie il o i, il LLLLIUC

d(m(v),p), qui est continue et propre. En particulier, les résultats particuliers
au rang 1 des chapitres précédents s’appliquent, et ’approche des rayons
géodésiques & un point p fixé donne lieu & deux spectres compacts M (p)
(resp. L(p)) qui sont I’ensemble des distances possibles entre les points-bases
des ensembles invariants sous Vaction du flot géodésique (resp. les ensembles
w-limites).

rém
T
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Chapitre 5

Quelques répartitions d’actions de
réseaux

5.1 Introduction

Soient I' un sous-groupe discret d’un groupe de Lie, et (B(T))r>o une
famille croissante de sous-ensembles finis de I" - on pense ici aux boules de
rayon T', centréefen e, pour une certaine distance sur I'. Supposons que I’
agisse sur une variété topologique X (par exemple, un espace homogéne).
Nous nous intéressons & des convergences du type: il existe deux fonctions
F:R, - R, etd: X? — R, et une mesure u sur X, tels que pour certains
z € X (par exemple, u-presque tout z, ou bien tout z d’orbite dense) et pour
toute fonction f de X dans R continue & support compact, on a

. 1
Tgrfw—ﬁm’yg;m (yz) = /f(U)5(93 y)du(y).

Le théoréme ergodique de Birkhoff, pour I' = Z et B(T') lintervalle [-T,7]N
Z, est exemple le plus marquant de ce type de résultat concernant la répar-
tition des orbites sous une action. Lorsque I est un groupe hyperbolique au
sens de Gromov, K. Fujiwara et A. Nevo ont montré qu’une action de T' sur
un espace mesuré (X,u), avec p une mesure ergodique et de probabilité, sa-
tisfait (sous une hypothése de mélange) le théoréme ergodique ponctuel pour
les boules du graphe de Cayley [FN98]. Mais beaucoup d’actions naturelles

de réseaux de groupes de Lie échappent & ce cadre, et en particulier les deux
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exemples suivants.

Théoréme (Ledrappier; Gorodnik). [Led99], [Gor02b] Soient T' un ré-
sear de SL,(R) agissant matriciellement sur R", f une fonction continue &
support compact de R"® dans R, et soit

B(T) = {y€eT:tr(*yy) <T?}.

Alors pour tout x dans R™ dont l'orbite T'z n’est pas discréte si n = 2, ou
dont lorbite est dense sin > 2, on a

lim Z fly) Cn f(y)d[.( ),

T—++o00 T(n T(-1)% S ~ covol D)z S Y]]

ot L est la mesure de Lebesgue de R™, ¢, une constante positive ne dépendant
que de la dimension n, et covol(T') est le covolume de T.

Théoréme (Gorodnik). [Gor02a] Soient T’ un réseau de SL,(R) agissant
sur la variété des drapeauz G de R", f une fonction continue de G dans R, et
B(T) comme précedémment, et désignons par m la mesure SO(n)-invariante
sur G, alors pour tout x € G,

__.._1 £l C;?, r
A ) >, flr) = covol(T) /g fdm,

v€B(T)

ot ¢l désigne une constante indépendante de T'.

L’objet de cette étude est de donner différents exemples de cas ou la
convergence C a bien lieu, avec différents comportements : convergence presque
partout ou partout, dépendance de 6(z,.) en z, comparaison entre F(T') et
le cardinal de B(T'). Ces exemples sont tous d’origine algébrique, plus préci-
semment nous regardons 'action de réseaux I' (ou d’un sous-groupe discret)
de groupes de Lie 7 sur certains espaces homogénes G/H, ot H est un sous-

groupe de G.

Dans le premier exemple que Pon donne, 'espace admet des mesures
invariantes de masse infinie, et pour ces mesures la convergence a lieu presque
partout vers un multiple de la mesure choisie.

Théoréme 5.1. Soient n > 2, A le groupe des matrices diagonales n X n
a coefficients positifs, X = SL,(R)/A , T un réseau de SL(n,R). Il existe
une mesure p non nulle sur X qui est invariante par Uaction de SL,(R) par
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multiplication & gauche sur X. Soit d une distance riemannienne invariante
a gauche sur SL,(R)/SO(n), on définit pour zy € SL,(R) et T > 0,

Br(zo,T) = {y € I : d(2cSO(n),y20SO(n)) < T}.

Alors pour tout f € L*(u), tout x5 € SLn(R), pour p-presque tout z € X,

on a
1 )
T}ir—iloo Tn-1 Z f(’)’.’l:) - c‘/);fdﬂ’)
’YGBT(:EO)T)

ou ¢ est une constante indépendante de f et T.

On peut également changer la fagon de compter, c’est & dire opter pour

un choix différent de boules B(T); le premier des deux exemples suivants
est en effet comparable de ce point de vue au théoréme précédent. Dans
le deuxiéme exemple, il existe une mesure invariante infinie naturelle, mais
comme dans le théoréme de Ledrappier-Gorodnik, la convergence a lieu avec
des mesures qui lui sont absolument continues. De plus, et contrairement &
I'exemple de Ledrappier-Gorodnik, la fonction §(z,y) n’est pas un produit
de deux fonctions & variables séparées x et y, et c’est & dire les mesure
d(z,y)du(y) ne sont pas proportionnelles entre elles.
Théoréme 5.2. Soit My une matrice 3 X 3, d valeurs propres réelles, dont
le polyndéme caractéristique est égal au polynéme minimal, et qui n’a pas de
valeur propre de multiplicité exactement 2, X la variété des matrices conju-
guées par SL3(R) & My, et soit T un réseau de G = SL3(R), agissant par
conjugaison sur X. On pose

B(T)={yeT :tr("yy) <T*}.
Soient pu la mesure sur X qui est G—invariante par conjugaison (définie
une constante muliiiplicative prés), et f + X — R une fonction continue &

support compact. Alors

~ Si My posséde une valeur propre de multiplicité 3, alors pour tout x
dont lorbite I'x est dense, on a

lim > f(”):c_oisz“(ﬂ /X F(y)o(zy)dp(y).
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- Si My est diagonalisable, alors pour u-presque tout x dans X, on a

. (D)) 111 HPIRAY @—oc'lfﬁ /X Twan)

7eB (T

La fonction & est continue, peut s’expliciter et est indépendante de T et
f. De méme, les constantes ¢ > 0 et ¢’ > 0 ne dépendent pas ni de ', ni de
f.

Enfin, nous donnons ’exemple suivant, analogue au théoréme de Gorod-
nik, ot 'espace est compact mais n’admet pas de mesure finie invariante non
triviale, et ou la convergence a lieu uniformément. La limite dépend seule-
ment de la maniére de compter les éléments de I', et ces différentes limites
selon ces choix donneront lieu 4 des mesures absolument continues entre elles.
Théoréme 5.3. Soit H* un espace hyperbolique, et X = OH"*. Soit I un
sous-groupe discret et non élémentaire de Isom(H"), de mesure de Bowen-
Margulis finie. Notons p, la mesure de Patterson-Sullivan associée a un point
o de H* fixé. Soient f : X — R une fonction continue. Notons

B(T) = {y €T :d(yo,0) < T},

=~

ot d désigne la distance hyperboligue. Alors,
) 1
lim ——c f(v6) = f dpto

et cette convergence est uniforme en & lorsque T — +00.

Nous attirons l'attention du lecteur sur la différence entre ce type de ré-
sultats et les résultats d’équidistribution d’Eskin-Mac Mullen [EM93]. En
effet, ils considérent le comptage d’orbites discrétes selon T' sur le grande
boules de G/H. Ici, le probléme est de déterminer la densité locale d'une
orbite générique sur de grandes boules de T'.

Les preuves des théorémes 5.1 et 5.2 étant assez longues et ayant nombres
de points communs, il ne semble pas inutile de faire une esquisse leurs dé-
monstrations.

Dans les deux cas, il s’agit d’étudier la répartition des orbites de I" agissant
a gauche sur un espace homogéne G/H (voir 5.3.1 pour se ramener & ce cas
dans le th. 5.2). L’idée de départ est, comme dans [Led99], de considérer
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I'action duale du groupe H (abélien dans les cas considérés) a droite sur
I'\G, et d’appliquer un théoréme ergodique ponctuel pour cette action. On
verra que dans chacun des cas, G s’écrit comme un produit G/H x H a Paide
d’une section continue p : G/H — G, et que la mesure de Haar de G se
décompose en la mesure produit d'une mesure G-invariante sur H et de la
mesure de Haar de H. Enfin, action de T’ sur G = G/H x H sera ainsi
donnée par un cocycle continu ¢: I' x G/H — H:

v(gH,h) = (vgH,h + c(v,9H)),

cocycle que 'on peut méme écrire

c(v,9H) = p(ygH) 'vp(gH).

La présentation faite dans la partie 5.2 sera cependant un peu plus générale,
voir 5.3.2 dans Pautre cas. A partir d’une fonction f continue & support
compact sur G/H, on définit d’abord une fonction f sur G, en choisissant
une approximation de Punité x : H — R, c’est a dire une fonction continue
positive, & support compact et d’intégrale 1, et en posant

f(gH,h) = f(gH)x(h);

puis une fonction f : I'\G — R par

fTg) =Y f(r9).

vy€l

Soit poH dans G/ H, tel que p(poH) = po. Alors, si {E(T') }7>0 est une famille
de sous-ensemble mesurables de H,

Lm f(Tpoh)dh =3 _ f(ypoH) /p _ x(elv.poH) + h)dh.

vy yEL

L’idée est de choisir E(T") de telle sorte que cette derniére somme soit égale
a la somme recherghee > 1€ B(T) f (fyp} Hl.' Imagmf)n‘s que nous puissions nous
ramener au cas ou x est le delta de Dirac en 1’élement neutre de H. On
pourrait alors réecrire 1’équation

| IR OUEID SR )

~eTl 1 e(v,poHYE—E(T)
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Imaginons maintenant que 'on puisse aussi se ramener au cas ol le support
de f est un point p; H, qui vérifie p(p; H) = p;. (cette hypothése étant bien
str impossible & vérifier & moins que f soit nulle...). Germme Plans la somme
de droite, nous pouvons nous limiter aux termes non nuls, c’est & dire aux
~ vérifiant ypoH = py; dans ce cas, c(y,p0H) = py'ypo. Autrement dit,
pour retrouver la somme recherchée & droite, on veut que (y € B(T) et
vpoH = p1H) soit équivalent & (py'ypo € —E(T) et ypoH = pi1H). Les
boules B(T') étant données par 'intersections de I' avec des boules B(T) de
G (suivant les cas, par exemple B(T) = {y € G : tr(*yy) < T?} ), le choix
—E(T) = (p;'B(T)py) N H convient (et ne dépend pas de T'). Ensuite, on
peut calculer que la H-mesure de Haar de F(T) a une asymptotique de la
forme §(poH,p1H)F(T) ( dépendante & priori de poH et pyH). Or, comme
on aurait alors
F(Tpoh)d Z flypoH),
E(T) yEB(T

si I’on pouvait appliquer un théoréme ergodlque ponctuel pour la famille de
boules E(T"), on aurait alors

_ O(poH 1 H) _
T—r-i—oo F E‘Z—:fT fopeH covol(T) /P\G f
_ 6(poH,p1H) B 1
- WL/Hf = Zoval() G/Hf(gﬂ)é(poH,gH)d(gH).

Bien siir, il y a de nombreux problémes dans cette esquisse de preuve! Dans
la preuve du th. 5.1, les choses seront assez simples grace & ’'utilisation d'une
inégalité triangulaire. Par contre, pour le th. 5.2, il nous faudra introduire
deux ouverts relativement compacts U et U de G/H et H respectivement

{contenant par la suitc les supports de f et x respectivement), puis étudier

des sous-ensembles de H, K1(T,UU) et Ko(T,UU), qui nous permettront

d’encadrer la ecomme ranhow-hpo (nnrfm 5.2, ‘%\ en étudiant la dépendance

iilik

en pyH des ensembles E(T) (qul seront 110tés par la suite —Eg, ) (T)).
Ensuite, on s’intéressera dans la partie 5.3.4 & ’ensemble Y des pgH pour
lesquels on a un théoréme ergodique ponctuel selon les boules Ey, ,,)(T),
la difficulté venant du fait que ces ensembles nous soient imposés par la
construction précédente. Enfin, dans la partie 5.3.5, on recollera les morceaux
en utilisant un lemme dérivé des partitions de 'unité, nous permettant de
supposer librement que le support de f est dans le petit ouvert U qui sera
imposé par d’autres parameétres.
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5.2 Cas du plongement géodésique

Dans cette section nous donnons la preuve du théoréme 5.1 en démon-
trant le théoréme 5.4, qui est plus général et inclut en particulier I'action
de certains réseaux d’espaces CAT(—1) sur 'espace des plongements géodé-
siques. Nous prouvons aussi ici le corollaire 5.5, qui sera 'un des ingrédients
de la preuve du théoréme 5.3.

5.2.1 Hypothéses, données de départ

Soit (X,dy) un espace métrique complet localement compact, muni de
plus d’une pseudo-distance d (c’est & dire une distance ne satisfaisant pas né-
cessairement d(z,y) = 0 = z = y), compatible avec la topologie (c’est-a-dire
que d : X2 — RY est continue), telle que les boules fermées de d soient com-
pactes; en particulier, X est nécessairement g-compact (c’est-a-dire réunion
dénombrable de compacts). Soit A = R*, pour un certain k¥ > 1, muni d'une
norme ||.]|. On suppose que A agit & droite par par homéomorphismes sur
X, de fagon que

Vz € X,Va € A, d(za,z) = ||all.

On normalise la mesure de Lebesgue sur A de telle sorte que la mesure
de la boule unité fermée B4 de A soit 1. L’espace des isométries de (X,dp)
est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit
I’ un groupe discret et fermé d’isométries de (X,dp) agissant & gauche, tel
que tout v dans I' — {Idx} n’ait aucun point fixe. On demande a ce que
les actions de I' et A commutent, c’est a dire & ce que pour tout z,a,y dans
X,AT respectivements,

(vz)a = y(za).
Supposons de plus 'existence d’une section continue p : X/A — X, c’est-
a-dire une fonction continue satisfaisant Z = p(Z)A. On requiert 'existence
d’un point (fixé) zo dans X tel que pour tout Z dans X/A, tout v dans T,
on ait 'inégalité
d(vp(Z),p(7Z)) < d(zo,7%o0)-

Les espaces quotients X/A et I'\X sont munis des topologies quotients, et
sont naturellements pourvus d’une action, pour I'un I'action & gauche de I',
et pour 'autre a droite de A.
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5.2.2 Exemples

Dans cette partie, on détaille quelques exemples de la situation décrite
plus haut.

Ezemple 1: Soit X = T'H" I'ensemble des vecteurs unitaires tangents
a un espace hyperbolique H", muni d’une distance invariante par isométries
dp, et de la pseudo-distance d qui est la distance hyperbolique entre point-
base des vecteurs. Soit A = R, k = 1, agissant par le flot géodésique sur X,
muni de la valeur absolue standard. Soit I' un groupe discret d’isométries de
H", vérifiant que tout y dans I' — {Idgn } n’a aucun point fixe dans T H?
(c'est le cas si I' est sans torsion, ou bien si n = 2 et les isométries sont
directes). Soit zp un vecteur fixé de H", et p(Z) le vecteur unitaire tangent a
la géodésique orientée T basé en la projection orthogonale du point-base de zg
sur Z. Comme vp(Z) est le vecteur de vZ basé en la projection orthogonale
du point-base de vz, et que la projection orthogonale sur une géodésique
réduit les distances, nous avons bien 'inégalité

d(p(v2),yp(Z)) < d(zo,770)-

Ezemple 2: Soit X = G = SL,(R), pour n > 2, muni d’une distance dy
riemannienne G-invariante a gauche, et de la pseudo-distance d relevée de
la distance riemannienne G-invariante a gauche sur SL,(R)/SO(n) définie
par: d(zSO(n),ySO(n)) est la racine carrée de la somme des carrés des loga-
rithmes des valeurs propres de la matrice (y'y)~!(z*z). Soit A le sous-groupe

de G des matrices diagonales, & coefficients positifs, de déterminant 1; on a
alors £ = n — 1. La pseudo-distance vérifie bien que a — d(za,z) est une
norme (euclidienne) sur A (vue comme un espace vectoriel, via 'application
logarithme matriciel), indépendante de z dans G. Soit I" un sous-groupe dis-
cret de SL,(R); il agit sans point fixe par translation & gauche sur G. Soit zg
‘un point fixé de X = G, et p(gA) 'unique point ga de gA tel que gaK soit
la projection orthogonale de oK sur le plat gAK de SL,(R)/SO(n), qui est
bien défini car AN K = {I,}. Comme ’espace riemannien SL,(R)/SO(n)
est un espace CAT(0) (voir [Hel78]), la projection orthogonale sur un plat

géodésique réduit bien les distances.
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5.2.3 Reésultats

Remarquons le lemme et la proposition suivante.

Lemme 5.1. Sous ces hypotheéses, X/A et T\X sont séparés, localement
compacts et o-compacts. De plus, pour tout zy dans X, Uapplication

X/AxA—X,

(zA,a) — p(zA)a,

est un homéomorpisme. Sur X/A X A, nous obtenons ainsi une action de T,

donnée par
v(zAa) = (vzd,a + c(v,2A4)),

ot c:T x X/A est un cocycle continu & valeur dans A, c’est & dire vérifiant
(v, A) = c(v,7'2A) + c(v zA).

Enfin, T est dénombrable, et tout point de T\ X posséde un rayon d’injectivité
strictement positif.

La preuve se trouvera en annexe C. Une mesure borélienne réguliére, finie
sur les compacts, sera appelée mesure de Radon.
Proposition 5.2. Il existe une bijection affine entre les mesure de Radon A-
invariantes dur T\ X, et les mesures de Radon I'-invariantes sur X/A. Cette
bijection, qui sera notée par la suite p — [i, respecte la propriété d’ergodicité
par repport auz actions respectives de A et .

Démonstration. Soit u une mesure sur I'\ X, borélienne réguliére, finie sur les
compacts et A-invariante. Soit f continue de X dans R a support compact,

alors la fonction _
f(Tz) =) f(w),

yclz

est une fonction continue & support compact de '\ X dans R. En effet, le
support est compact puisque f est nulle en dehors de la projection du sup-
port de f. Vérifions la continuité. Soit I'z dans I'\ X, Porbite 'z vue comme
sous-ensemble de X est discréte, et il existe une boule B = B(z,¢) telle que
vB N B # { implique que v = e. Quitte & restreindre B de facon a ce que
ce soit encore vrai pour B, qui soit compact, alors la projection sur I'\X
restreinte 4 B est un homéomorphisme sur son image (application continue
bijective d’un compact dans un espace séparé), et il existe un relevé continu
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de T'B dans B. Le lemme C.1 nous permet ainsi de voir f restreint 4 I'B
comme une somme finie de compositions du relévement, d’'un nombre fini de
v et de f, ce qui implique la continuité en z.

L’application
A:CUX) = R,

fr | fap
I\X
est une forme linéaire positive, et donc par le théoréme de représentation de
Riesz (cf th. 2.14 [Rud80], et aussi th. 2.17), applicable car X est bien séparé,
o-compact et localement compact, il existe une mesure réguliére i telle que

M) = [ s

Cette mesure est finic sur les compacts car p est finie sur les compacts.
Comme u est A-invariante et que f oa = f oa pour tout a dans A, A est
également A-invariante et donc ji. Soit maintenant g une fonction continue
a support compact de X/A dans R, et h une fonction positive continue &
support compact sur A, d’intégrale 1 pour la mesure de Lebesgue. En utilisant
sur X les coordonnées X/A x A, ce qui est légitime, on définit une .:f(')nction
g sur X par la formule

§(zA,a) = g(zA)h(a).

Cette fonction est alors continue et a support compact,de par ’homéomor-
phisme X ~ X/A x A.
L’application
A CYUX/A) — R,

ge/aw,
X

est une forme linéaire positive, et donc par le théoréme de représentation de
Riesz, applicable car X /A est bien séparé, o-compact et localement compact,
il existe une mesure réguliére ji telle que

AN(g) = / gdi.
X/A
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Cette mesure est finie sur les compacts car i 1’est. Reste & vérifier la I'-
invariance. On a, pour tout v dans T,

go(zAa) = gov(zA)h(a),

et donc

Ngon = [ gtwAh(@di(zAa)
X/AxA

Comme le cocycle ¢ est continu, et la mesure fi est A-invariante et réguliére,
on a

Nigom = [ glyehla+ clrad)ii(zAa),
X/AxA
ou encore, comme [ est [-invariante,
A(gor) =A(g).

Réciproquement, 4 une mesure [ borélienne réguliére de X /A, finie sur
les compacts, qui est I'-invariante, on associe la mesure sur X/A x A produit
de [i et de la mesure de Lebesgue £ sur A, ce qui nous donne une mesure
i sur X, réguliére, A-invariante et finie sur les compacts. Par le méme ar-
gument de continuité du cocycle ¢, elle est de plus I'-invariante. Enfin, on
peut revenir & une mesure sur I'\ X, de la facon suivante : soit f une fonction
continue & support compact de I'\ X, on peut, & P’aide de partitions de 'unité
subordonnées & un recouvrement par de petites boules de diamétre inférieur
au rayon d’injectivité en un point de ces boules, trouver une fonction g de X
dans R, satisfaisant g = f. Le reste des vérifications est mécanique. O

Lemme 5.3. Soit f mesurable (pour la tribu des boréliens), & support com-
pact de X dans R, alors la formule

Fre N T sy

FTz)= ) fv),
er

<
;]

définit une fonction mesurable, et & support compact de T\ X dans R, bornée
st f est bornée.

La preuve se trouve en annexe C.
Soit ensemble fini

BF(ZE(),T) = {’)’ € Ir: d(mo,’)’wo) S T}
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Théoréme 5.4. Soit u une mesure de Radon de probabilité sur I'\ X, inva-
riante par Daction de A et ergodique. Elle définit une mesure fi sur X et une
mesure L sur X /A, décrites dans la proposition 5.2 et sa preuve. Si f est une
fonction dans L*() sur X/A, alors pour tout zy € X, pour fi-presque tout
zeX/A ona

1
im — E f(yz) = fda.
3
T—+oo T’ B e T) X/A

Démonstration. Fixons une fois pour toute zy € X. On commence par définir
pouryeTl et Z € X/A:
h(v,%) = d(yp(Z),p(77)).

Par hypothése, on a
h(7,Z) < d(zo,7Z0)-
De plus, pour tout Z fixé et pour tout compact K C X/A, il existe b tel que
si v €I est tel que vz € K, alors
h(7,Z) 2 d(zo,720) — b.

En effet, le "quadrilatére" zq,v20,Yp(Z),p(vZ) a ses cotés [zo,p(7Z)] et y[xo,p(Z)]
de taille bornée, car vz € K.

On peut supposer que f : X/A — R est positive, et écrivons

f ::ji'+'j;7

ou fi est & support K compact et f. de norme L' petite, toutes deux positives;
c’est possible car X/A est o-compact et u finie sur les compacts. On définit
une fonction f sur X de la fagon suivante:

<y>={ fwA) s dplyA)y) <1,

L 0 sinon.

f

Considérons pour I'y € I'\ X,

fTy)=>" f(2).

z€ly
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Cette fonction f est dans L!(u) et vérifie

fdp= fap,
\X X/A

En effet, par décomposition de la mesure p relevée & X, le choix de f et

le théoréme de Fubini, on a
[ Fan= [ san
b's X/A

et ce premier terme est bien I'intégrale de f. On a de méme deux fonctions
f1 et f., obtenues de la méme facon.

Soient Z € X/A, y = p(Z) et b la constante définie par K et Z. Prouvons
que pour 7' > b+ 1,

/(T—b-nBA fi(Tya)da < Z f(vE) 5/ 7(Pya)da. (5.1)

+€Br (zo0,T) (T+1)B4

En effet, pour tout ¢t > 0, on peut écrire:

f1 I'ya)da = Z f1 (vya)da

tB ~el

On veut majorer cette somme; pour cela, on se restreint aux termes non nuls.
Supposons donc que +y soit tel que ftBA filyya)da # 0. Alors d(vy,p(yyA)) <

t+ 1, car fi(yya) est nulle si d(p(yyAd),yya) > 1. Mais d(vy,p(yy4)) =

1{(yya) serait également

R~ y A) car 7 ——p(y/l\ De T)]I'IQ fv'nA € K car sino

o\"7y 1US n

nul pour tout a. On a donc, comme h(y,yA) <t +

‘.H "‘hz

d(zo,yxo) <t+b+ 1.

Comme on a dans tous les cas

Filyya)da < /A filya)da = f(13) < F(vE),

tBa

nous avons prouvé 'inégalité de gauche de (5.1) en prenant t =T — b — 1.
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De méme, si vy est tel que d(zo,yz0) < t—1, alors d(yy,p(yyA)) = h(y
t — 1 ce qui implique que ’ensemble des a tels que d(yya,p(yyA)) <
inclut dans tBy4, et donc

Z) <
1 est

et ainsi, en prenant ¢t = 7 + 1, on démontre I'inégalité de droite de (5.1)

Z f(yz) S/ f(Tya)da.

v€Br(z0,T) (T+1)B4

Divisons I’encadrement (5.1) par T* et faisons tendre T vers I'infini, en
appliquant le théoréme ergodique presque siir (voir plus loin le th. 5.7 de
[Cha70], par exemple, pour les actions de R*), nous obtenons pour presque
tout Z € X/A:

dp < liminf —
I‘\Xfl 1 1m1n T’“

1 B _
> jem<immeg 3 jeo< [ i

7€BP($0) ) ’}’EB}"((E(),T')

et comme nous pouvons prendre f; aussi proche que ’on veut de f en norme
L1, ceci termine la démonstration. O

Notons également le corollaire suivant de la preuve, qui ne nécessite pas
Pexistence d’une mesure de probabilité A-invariante et ergodique.

Corollaire 5.5. Si f : X/A — R est bornée et & support compact, il existe
C > 0 tel que pour tout T > 1, tout T € X /A, on a la majoration uniforme

3
i -_—
TF Y. foym<c
v€Br(za,T)
N Aan oo Acns an van it b o
Démonstration. Sous ces h_yyuuucacb, €Il Teprenaiy la preuve yxebcdeﬂbc, ac
par le lemme 5.3, f est en fait bornée et mesurable, et I'inégalité (5.1) divisée
par T* nous permet de conclure. (L’existence d’une mesure ergodique de
probabilité finie sur les compacts n’était pas utilisée pour démontrer (5.1)
). O

0
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5.3 Preuve du théoréme 5.2

5.3.1 Description des espaces

Soit My une matrice 3 x 3, & valeur propres réelles, dont le polynéme ca-
ractéristique est égal au polynéme minimal, et qui n’a pas de valeurs propres
de multiplicité 2 exactement. Comme la dimension est 3,qui est impair, deux
matrices sont conjuguées si et seulement si elles le sont modulo SL3(R). Nous
avons alors 2 possibilités pour My, 2 cas que nous traiterons en paralléle. Le
premier cas est lorsque My n’a qu’une valeur propre réelle A;, M, est alors
(& conjugaison prés)

A 100
]V[o = 0 )\1 1 y
0 0 N

et le deuxiéme cas est celui ou M, posséde trois valeurs propres réelles
(A1,2,)3), deux-a-deux distinctes, My est alors (& conjugaison prés)

A 000
My=10 X 0 |.
0 0

A

[4~]

L .|

Dans le premier cas, le stabilisateur (par ’action par conjugaison) de My
dans G = SL3(R) est exactement égal &

1 z 22/2+y
H=<h(zy)=1]0 1 x (zy) €R? ),
0 0 1

et dans le second cas le stabilisateur de My posséde un sous-groupe distingué
H d’indice fini, qui est

e’ 0
H= 0 e 0 : (z,y) € R?
| 0 0 e™V |

Le stabilisateur est dans les deux cas un groupe abélien isomorphe & R?
via les coordonnées (z,y) fournies ici. Nous utiliserons la notation multipli-
cative pour la loi de groupe lorsque H sera vu comme un sous-groupe de G,
et notation additive lorsque nous travaillerons dans H lui-méme. La variété
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X des matrices conjuguées & My est alors, dans le premier cas, difféomorphe
par un difféomorphisme G-équivariant, a 'espace homogéne G/H, et dans le
deuxiéme cas c’est un quotient fini de G/H. Insistons sur le fait que Paction
par conjugaison de G sur X se transforme en une action a gauche de G sur
G/H. En particulier, les valeurs des A\; n’ont pas d’importance puisque les
variétés obtenues pour des \; disctincts sont difféomorphes par un difféomor-
phisme G-équivariant. C’est en pratique sur ces espaces homogénes que nous
travaillerons, et que nous montrerons les résultats.

Dans les deux cas, G/H porte une mesure y, qui est G-invariante, dans la
classe des mesures de Lebesgue, et unique & homothétie prés. En effet, G est
unimodulaire, et H abélien ([Bou63], VII.2 théoréme 3)).

5.3.2 Section et homéomorphisme

Il sera par la suite essentiel de disposer d’une section continue de G/H
dans G.! On va vérifier que la définition suivante est correcte: on définit p :
G/H — G par p(gH) = gh, ou h est 'unique point critique de P'application
de H dans R

h > tr(*h*ggh).

Dans le premier cas, soit g € G, et soit N la matrice *gg. Elle est symé-
trique, notons ses coeflicients de la maniére suivante

A B C
N=|B D FE
C E F

Remarquons qu’alors, B? < AD, de par I'inégailté de Schwarz appliquée aux
vecteurs-colonnes de g, inégalité stricte car g est inversible. On prend sur H
les coordonnées z,z, avec z = y + 22/2. Alors

15} Oh Oh
—tr(hthtqq) = tr((=—*h + h—)N),
% r(h*h*gg) 7“((ax : Bx) )

et par multiplication matricielle explicite, on obtient
0
Oz

1. Je ne connais pas d’interprétation géométrique de ces sections, autre que "la mini-
misation de la norme 2 matricielle sur gH"). Le choix de ces sections particuliéres n’a
d’influence que sur la simplicité de certains calculs.

tr(h*htgg) = 24z + 2Bz + 2(E + B).

86



De méme,

%tr(hthtgg) = 2Bz + 2Az + 2C.

L’ équation 5
0
—tr(htht = tht =
C%tr( 99) 8ztr(hhgg) 0

a bien une unique solution (z,2) puisque le déterminant du systéme est 442 +
4(AD - B?) > 0. De plus, p est méme différentiable en fonction de g. Lorsque
z =0, z =0, on trouve alors que la projection p(gH) satisfait

A B 0
‘p(gH)p(9H)=| B D -B |,
0 —B F

pour certains A,B,D,F réels. De par la forme de ces matrices, on a nécessair-
ment A >0, B >0, B> < AD, B?> < DF, B? < AF et comme le déterminant

est 1, on a de plus -
ADF — B*(A+F) =1.

De méme dans le deuxiéme cas, on peut vérifier que le point critique est
unique et que si g € G, alors ‘p(gH)p(gH) est de la forme

A B C
‘p(gH)p(9gH)=| B A E
C E A

Il y a également le méme type de restrictions sur la forme de ce matrices que
dans le premier cas. Elles ont par exemple nécessairement un déterminant
égal 41, et A >0, B? < A?, etc.

On a bien sir p(¢9H)H = gH pour tout g dans G. Définissons maintenant
Papplication D de G dans H

D(g) = g 'p(gH).

Nous avons maintenant un difféomorphisme

G/H x H - G,

87



(9H,h) — p(gH)h,

de réciproque
G— G/H x H,

g (gH,D(g)™").

La mesure de Haar ug de G, vue sur G/H x H, se décompose comme le
produit de i et de la mesure de Lebesgue de H, identifié¢ &4 R%. En effet,la
mesure produit sur G/H x H est G-invariante de par sa régularité et la
continuité du cocycle associé a la section p, de méme que dans le cas du
paragraphe 5.2.

5.3.3 Etude de certaines fonctions sur H

Pour deux éléments pg,p; dans 'image de la section p, et h dans H, on
pose

Gipopry(h) = tr((*popo) " *h(*pip1)h).

Cette fonction est continue et propre de H dans R} . En effet, on peut I'écrire

Goop) (R) = tr(*(p1hpy V) (prhpy 1)),

et sous cette forme c’est la restriction a I’ensemble p; Hpy! du carré de la
norme 2 matricielle. Comme H est paramétré par les coordoonnées (z,y),
nous écrirons parfois G(pyp,)(,y)-

On étudiera les famille d’ensembles indexées par T, lorsque U est un

ouvert relativement compact de R? et I/ un ouvert relativement compact de
G/H: \

~r /2L

E(POJJI)(T) = {(xay) € R2 : G(PO,PI)(I7Z/) S T2}7

K\(TUU) = U+ | Egosptery(T),
gHelu

>

Ces ensembles ont les propriétés suivantes. Rappelons que
B(T) = {y €Tl :tr('yy) <T?%},
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et que D(g) = g~'p(gH).

Lemme 5.4. Soit poH,p1H deuz éléments de G/H, tels que po = p(poH)
et p1 = p(p1H). Soient U et U deuz voisinages relativements compacts de 0
dans H et de prH dans G/H. Les ensembles K;(T.UU), i = 1,2, vérifient
les propriétés suivantes:

(H1) Si~ est dans B(T) et ypoH est dans U alors —D(ypo) + U est inclus
dans K (T\,UU),

(H2) Si (—D(ypo)+U)NK(T,UU) # D et ypoH est dansU alors y est dans
B(T).

Démonstration. On a toujours

vpo = p(vpoH)D(7po) %,

et donc v = p(ypoH)D(vps) 'py*. Ainsi, par définition de G(.,)(.),on a

tr("vY) = G tpo.plypo i)y (=D (¥D0))- (5.2)

Donc v € B(T) est équivalent & —D(vpg) € Epypypo))(T)- Les deux
propriétés recherchées découlent directement de la définition des ensembles

Remargues : Si Uon voulait travailler avec une autre familie de boule sur T,
en prenant par exemple B;(7T') la boule de I" pour une norme ||.|| quelconque
sur M3(R), il nous suffirait de redéfinir G 4, p,)(h) de maniére analogue a la
formule 5.2. Plus précisemment, on définirait

H(Po,m)(h) = llpthEIH,

et on étudierait les ensembles

‘](Po,Pl)(T) = {(I7y) eR: H(Po,m)(x;y) < T} )

de maniére analogue a ceux E,; ,,)(T) de G(p, p,) (le lecteur fera bien atten-
tion qu’ici, j’ai choisit de travailler avec G = H?). Heuristiquement, si I’aire de
Jiwo.p)(T) est asymptotique (lorque T tend vers U'infini) & & (po H,p1 H) F1(T),
alors le résultat auquel on peut s’attendre est de la forme: pour tout f conti-
nue & support compact, pour u-presque tout z dans G/H

1
F\(T)

Y. flya) = F()61(z,y)dp(y).

YEB\(T) G/H
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Remarquons que par ’équivalence des normes, la taille 7} ne dépend pas de
la norme choisie initialement. De plus, remarquons que la détermination de
01 e Fy ne dépend que de la mesure de Haar de H, et non celle de G, et que
I’on peut espérer que le résultat ci-dessus soit encore vraie pour toute mesure
u T-invariante, ergodique, finie sur les compacts, pour les mémes fonctions
(51 et F 1.

Revenons aux deux cas qui nous intéressent. La suite de cette section
est dévolue aux preuves des deux propositions suivantes. L’idée majeure est
de se ramener & I'étude de E(p,,,)(T) au lieu des ensembles K;(T,UU) en
montrant qu’ils different peu. Dans le deuxiéme cas, c’est encore plus simple
puisqu’on perd toute dépendance en py,p;. Dans chaque cas, on obtient une
asymptotique de I'aire de Ey, ,,,)(T) (qui nous donnera effectivement le fac-
teur de récurrence F(T'), et la dérivée de de Radon-Nikodyn de répartition
§). On désigne par A la différence symétrique d’ensembles, et par £ la mesure
de Lebesgue sur H identifié & R?.

Proposition 5.5. Dans le premier cas, pour tout poH,piH dans G/H, avec
po = p(poH ), p1 = p(m H), pour U ouvert relativement compact de R?, T > 0,
et n dans 10,1/2[, on définit les ensembles suivants:

Ki(T\Un) = Eggp) kl ) +U,

, T
é(T,U,n) = {(a:,y) € Rz ( ﬂy) + UcC E(PO:PI) (1 +n)}

Alors,
1. Il eziste 6 : G/H — R continue, telle que lorsque T — o0,

L(Epypy)(T)) ~ 6(poH,p1 H)T?.

2. Pour tout 7 > 0, il existe U wvoisinage ouvert borné de 0 dans R? tel
que pour tout U' C U wvoisinage ouvert de 0 dans R?, tout n > 0, et
pour © = 1,2, on ait pour tout T suffisamment grand :

Te " Te
Epop1) (1 +77) C K{(T\Um) C Epo,py) (‘1—:-5) :

3. Pour tout poH,p1H dans G/H, avec py = p(poH),p1 = p(p1H), tout
n dans Uintervalle ]0,1/2][, il existe U voisinage de ptH dans G/H, tel
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que pour tout U un ouvert borné de R* et tout T suffisamment grand,
on ait les inclusions

Epop)(T) C Ky (T,UU) C Ki(T\Uyy),

et
Ké(T,U,’I]) C KQ(T,U,U) C E(po,Pl)(T)'

Proposition 5.6. Dans le deuziéme cas, il existe une famille E'(T) de
sous-ensembles de R? telle que, pour tout poH,pyH dans G/H, avec py =
p(poH),p1 = p(p1H), tout U ouvert borné de R?, tout U voisinage relative-
ment compact de pyH dans G/H, les ensembles K;(T,UU) vérifient

. L(KG(TUU)AE'(T))
lim =

T L(ET) 0

De plus, lorsque T — o0,
L(E(T)) ~ Sn(T))*

Etude du premier cas - Preuve de la proposition 5.5

Si I'on détaille un peu plus cette application Gy, p,), dans le premier cas
on peut écrire qu’il existe A;,B;,D;,F;,i = 1,2 telles que

A;  B; 0
‘ipi=| Bi D; -B;
0 —-B, F

Posons
Q] = (A()DO - BS)AI, Qg = 2(AOD0 - Bg}Bl -+ 2A1AoBg,

O3 = (A()F()Al + Dl (AODO - Bg) + 2AOB()BI) .

En utilisant les restrictions sur les coefficients A;, B;,D;, F;, on voit que a; > 0.
Remarquons que ces coeflicients ne peuvent pas prendre n’importe quelles
valeurs. En effet, par exemple a; > 0, et en dévellopant 'expression

Q103 — 03/4 = (A()D() - Bg)z(AlDl — B%) + A%Ao(AoDQFO — BS(AO + Fo)),
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on voit, en utilisant que AgDoFy — Ba(Ag + Fy) = 1, 4; > 0 et A;D; > B2,
gu’on a nécessairement
dajaz — ai > 0.

Nécessairement, on a aussi az > 0.

On obtient par calcul matricicl en partant de la définition de Gy, en
utilisant le fait que toutes les matrices apparaissant ont 1 pour déterminant,
que

z? 2 z? z?
2
Gloop) (T:Y) = 1 (—2— + y) +ay (—2— + y) T+ozrT+ay (‘é‘ + y) +asT+ag,
ol a4,a5,05 dépendent polynémialement des A;,B;,D;,F; (et peuvent étre
explicités, mais n’ont aucune importance dans la suite). En particulier, les
coefficients a; sont des fonctions continues de pg,p;. Nous admettrons pour
instant I’asymptotique quand & l'aire de E,,,)(T), et que la fonction in-

tervenant ici est
2T

— .
V4o — o

On pourrait calculer cette asymptotique directement, mais ce sera consé-

1 vy ~ . o I “
quence de la preuve de la proposition 5.9 . Nous admettons ainsi pour Vins-

5(p0H7le) =

tant le premier point de la proposition 5.5. Le troisiéme point est conséquence
des définitions des ensembles K;,K], E, p,) et du lemme suivant.

Lemme 5.7. Soit po,p1 fixés. Pour tout n dans l'intervalle 10,1[, il existe un
voisinage U de p1H tel que lon ait

G z, G :
1-7/2 < liminf inf (po.plom) (2:9) < limsup sup (pop(et) (TY)

< 14n/2.
@v)eRt gHel Gop)(%Y) 7~ (my)ere gieu Gpop)) (2.)

Démonstration. Posons la fonction de z,y et des paramétres o

2 2 2
Qalzy) = (% + y) + g (% + y) T + o3z’
On peut changer les variables (z,y) en les variables (z,2) avec z = z°/2 +
y, car ce changement de variable est une application continue et propre,
et les limites inférieures et supérieures resteront inchangées. La fonction
G po,p(gH)) (Z,2) est alors la somme de la forme quadratique @, définie po-
sitive, d'une forme linéaire et d’une constante. Seule la forme quadratique
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Q. intervient dans ’expression voulue, et ses coefficients «; dépendent conti-
nlemment de gH. Il est donc possible de trouver un voisinage & de p1H
vérifiant la propriété requise. O

1l nous reste & montrer le deuxiéme point de la proposition 5.5. Tout
d’abord, lec résultat ne dépend pas de 7, de par la définition de K, et on
peut se ramener au cas ou 77 = (. On peut calculer en utilisant que @, est
une forme quadratique définie positive, qu'en dehors d’un compact de R?
nous avons les majorations (ot M > 0 est une constante fixée dépendant
seulement de pg,p;)

OG (3o
'—_gg—,}ﬁ(w,y)l < MG po,0)(7,9),

8G(Po,m)
By (z,y)

= MG(POyPl) (.’L‘,y) .

De part les majorations différentielles classiques (le lemme de Gronwall, me
semble-t-i17), on a

Gopy) (T + 2y +y) < G (po,pn) (z:y)exp(M|z'| + My']).
Ainsi, si 'on note diam(U) le diameétre de U qui contient 0,

exp(2M diam(U))T)
1-1n ’

Ky{(T\Um) C Epo.r) (

et on en déduit de méme que

exp(—2M dz'am(U))T) _

Ky(T,Um) D Epopm) ( T+7

C’est ce que 'on voulait.

Etude du deuxiéme cas - Preuve de la proposition 5.6

Dans le deuxiéme cas, en écrivant que h est décrit par les deux va-
riables z,y introduites dans la représentation matricielle de H, et qu’il existe
A, B;,C E; i = 1,2 tels que

tpipi = B, A, E; y
Ci Ei Ai
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on obtient par calcul matriciel, en utilisant que ces matrices ont 1 pour
déterminant, que

Glpopn)(@5y) = 1€ + aze™ + aze” " + eV + ase”" + age Y,

avec

a; = Al(A(Z) — Eg) > 0,012 = Al(Ag — Cg) > 0,0lg = Al(Ag — Bg) > O,

Qg = 231 (EoCo — AoBo),Gfg. = 2E1(BOCQ - AQE()),
Qg = 201(BoE0 - AOCO).
On peut vérifier, par des calculs semblables au premier cas, longs mais sans
difficulté majeure, que 'on a
40 — Oéi > 0,40n03 — Ozg >0,

4opouy — ag > 0.

Posons pour T > 1 et a réel positif, E'(T,a) comme l'intérieur du triangle
T(T,a) de sommets (en coordonnées (z,y)) (—2In(7T")—2a,In(T)+a), (In(T)+
a,In(T)+a) et (In(T') +a,~2m(T) — 2a). On pose de plus E'(T) = E'(T,0).

- D 5 4 + y +
Lemme 5.8. Pour tout U ouvert borné, tout U ouvert relativement compact

de G/H, il existe aj,ay deuz nombres réels tels que pour tout T > e~ pour
tout o H € U,

E'(T,a1) C Ki(T,UU) C E'(T,a2),
et

E’(T,al) C Kz(T,U,U) - E’(T,a2).

Esquisse de preuve. 1] sera commode de définir les formes quadratiques sui-
vantes :
QW (uw) = ayu? + asv® + asuv,

Q¥ (uw) = aqu? + asv® + aguv,
Q¥ (u,w) = agu® + azv® + asuv.

Les discriminants de ces formes quadratiques sont, on 1’a déja noté automa-
tiquement négatifs. On peut vérifier que
~ Lorsque (z,y) tend vers l'infini dans le domaine z +y > 0, alors

Galz,y) ~ QY (e*e").
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— Lorsque (z,y) tend vers I'infini dans le domaine y < 0, alors
Galz,y) ~ QW (e®,e™=7Y).

- Lorsque (z,y) tend vers l'infini dans le domaine z < 0, alors
Galzy) ~ QP (¥ ™).

En utilisant ces équivalents sur chacun des trois domaines et en estimant la
taille de G pg,py)(,y) sur les cotés du triangle 7(T',a), on calcule qu’il existe
des constantes by,by telles que

E(Poym)(eablT) c E,(T)a) C E(po,pl)(easz)-

Cette estimation peut étre rende uniforme en p; dans U, car les coefficients
des formes quadratiques Q‘(; ) dépendent continiement de p;. Quitte 4 rajouter
une constante dépendant du diamétre de U, on obtient le résultat désiré. [0

5.3.4 Emnsembles de validité du théoréme ergodique ponc-
tuel

Soit I' un réseau de G. Nous utiliserons le résultat suivant, di & N. Shah,
dor¢ nous rappelons une version légérement simplifiée.
Théoréme 5.6 (Shah,[Sha94], corollaire 1.2). Soit G un groupe algé-
brique réel, T' un réseau de G. Soit © : R* — G une application algébrique
réquliere (au sens qu’elle se prolonge en une application algébrique de C*
dans G(C)), telle que ©(0) = e. Alors il existe un sous-groupe fermé F de
G contenant O(RF) tel que FT est fermé et admet une unique mesure pup de
orobabilité F-invariante, et pour tout f dans C°(G/T), on a

i s /teBRf(@(“”d‘(” = | fdur,

ot By désigne la boule de rayon R de R* centrée en 0.

Premier cas

Proposition 5.9. Supposons que I'pgH est dense dans G (c’est & dire que
Dorbite sous Uaction de T de poH est dense dans G/H ). Alors pour tout
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g € poH, et pour toute fonction f : I'\G — R continue a support compact,

on a 5
4 _
viasto [ fweman— [ fdue
E(P()vpl) (T)

27TT2 G
Démonstration. Posons 8 = y/4ajas — a3 /2y, et notons

1 7w v— 325u
Y] a u?
_ =z _ -1 2
@(U,’U) = 0 1 ,3 Lu = h( u, v — 2allBu - W)

0 0 1
Cette application est polynomiale et réguliére au sens de [Sha94]. Appliquons
le théoréme précédent au réseau I'' = py ' T'py. Jaffirme que F = G nécessai-
rement. En effet, :

Py’ (TpoH) = I'O(R?), ‘
est dense dans G par hypothése, et est contenu dans I'F qui est fermé. Donc
I"F = G, et comme F est fermé, I' dénombrable, le théoréme de Baire nous
dit que F est d’intérieur non vide, et par suite F = G car G est connexe.

Ainsi, pr est la mesure G-invariante de probabilité sur I'\G, et pour toute
fonction f de CX(I'\G, on a

lim o f

T—+oo 12 ./u2+v2 <T?/e;

Or

_ o _
Qa(Buw — 20: u—B7%%) = oy (u? + 0P).

Soit B!, = {(z,y) : Qu(z,y) < T?}. Comme
Gpop)(@9) = Qa(z,y) + 0(Qalz,y)),
on a pour tout € > 0 et T" assez grand
EL(T(1 =€) C Epopn)(T) C EL(T(1+6)),
et il ne nous reste plus qu’a calculer le jacobien du changement de variable

(u,v) = (z,y). Il est constant et égal & S.
O

Remarquons que comme corollaire de la preuve, on a 'asymptotique
lorsque 7" tend ver linfini
2m 72

L (Epop1)(T)) ~ N
2

96



Deuxiéme cas

Nous utiliserons la version suivante du théoréme ergodique ponctuel pour
les actions de RZ.

Théoréme 5.7 ([Cha70]). Soit (E,), une suite d’ensembles de R? vérifiant

1. Pour tout v € R*, on a la condition de Fglner

lim L(E,A(v+ Ey))

n—o0 L(E,) =0.

2. Il existe un constante K > 0 telle que pour tout n,

L'(En - En)
L&y =%
3.
UnE, = RF,

4. (E,)n est croissante.

Alors pour tout action de R* sur un espace X, toute mesure u de proba-
bilité sur X, invariante et ergodique, tout f dans L*(p), on a pour presque
tout z, lorsque n tend vers linfini

[ Hwajicw) - /X fdu.

Remarquons que dans la suite, les quantificateurs seront inversés: on
écrira qu’il existe un ensemble de de mesure pleine de validité du théo-
réme ergodique ponctuel pour les fonctions de C?(X), et non par que pour
toute fonction L, il existe un ensemble de validité du théoréme ergodique.
Cette formulation est 1égitime car, avec les notations du théoréme précédent,
CO(X) C L*(p) lorsque la mesure est finie sur les compacts (ici, elle est de
prodabilité), et CO(X) est séparable si X est une variété.

Lemme 5.10. 1] eziste un ensemble Y C G/H, de complémentaire de p-
nesure nuile, tel que pour toute application f de T\G dans R, continue a
support compact, tout g dans G tel que gH est dans Y,

1
lim ——— Tgh)dL(h) = :
T oo L(E'(T)) /E,(T) f(Tgh)dL(h) r\af
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Démonstration. Tout d’abord, remarquons que pour E’(n) satisfait aux hy-
pothéses du théoréme précédent, car laction de A sur I'\G est ergodique.
Il s’ensuit qu’il existe un ensemble Y’ de T'\G, de mesure pleine pour lequel
pour toute fonction f continue & support compact, pour tout I'g dans Y”, on
ait

.

W ) f(Tgh)dL(h) =75 +0 e f.
Comme L(E'(n+ 1))/L(E'(n)) tend vers 1, c’est encore vrai pour T réel et
non plus n entier. Remarquons que Y’ est H-invariant. Comme T" est dénom-
brable, ensemble Y des g dans G tels que I'g est dans Y’ est de mesure
pleine (i.e. son complémentaire est de mesure nulle). Cet ensemble est encore
A-invariant, et s’écrit comme un produit Y” =Y x A. Par décomposition
locale de la mesure de Haar pg, Y est encore de mesure pleine. O

5.3.5 Conclusion de la preuve

Notons par Y dans le premier cas I’ensemble des points de G / H dont
Porbite par I" est dense, et dans le second cas Pensemble de mesure pleme
décrit par le lemme 5.10.

Corollaire 5.8. Pour tout € > 0, pgH dans Y et p1H dans G/H il existe
U un voisinage relativement compact de p1H et U un voisinage relativement
compact de O dans R? tel que tels que les ensembles K;(T,UU) satisfont la
propriété suivante (en plus de (H1) et (H2) )

(H3) Pour tout fonction f continue, positive, a support compact, de T\G
dans R, on a les inégalités :

1-e [ f<mmﬁffréw—i/ F(Tpoh)dL(R)
L UU)) J g ruu

na  Totes L(K(TU
< lim sup ———ec | Tpoh)dC(R) < (1+€) | £
T—->+lolop L(K;(T, UU))/ TUu)f( poh)dL(R) < ( ¢) I‘\Gf .

Démonstration. Montrons-le dans le premier cas. Le deuxiéme cas est beau-'
coup plus facile (comparer les propositions 5.5 et 5.6). Soit ¢ > 0, prenons *
deux réels 7 > 0 et 7 > 0 tels que

e4‘r

e
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et
e—4‘r

(1+n)*

La troisiéme affirmation de la proposition 5.5 nous donne un ouvert Y rela-
tivement compact contenant p; H. Puisque nous avons déja choisi 7 > 0, la
deuxiéme affirmation de la proposition 5.5, nous donne un ouvert U relative-
ment compact, contenant 0. Soit f une fonction continue, positive, a support
compact de I'\G & valeurs dans R. Alors des inclusions issues de 5.5 2) et 3):

—1'36.

Te™
E(po,pl)(T) - Kl(T,U,U) - Ki(T,Uﬂ?) - E(po,m) (1 _ 77) )

Te™™
E(Po,pl) ('1__*__77) - KQ(T,U,T;) - KZ(T)U’U) - E(POyPl)(T)?

et de la positivité de f, nous déduisons que pour ¢ = 1,2,

/  (Tpoh)dL(h) < / F(Tpoh)dL(h) < / f(Tpoh)dL(h).
Egpo.on) (55 ) Ki(T,UU)

TeT
147

E(Pmm)(l—n)

Divisons ces inégalités par §(poH ,p1 H)T?, on obtient en passant a la limite
a l'aide du lemme 5.9 (ce qui est légitime puisque poH est dans Y'), et en
utilisant la deuxiéme affirmation 5.5 2), les inégalités

e f < liminf 1
(L+m)? Jrng” = Toteo §(poH,pr H)T?

/ £ (Tpoh)dL(h),
K; (T,U,H)

et
lim sup L / F(Tpoh)dL(h) < 5 / f
T—+oo 0(PoH,p1H)T? [y ruw ° T (1=-m2Jne

Il ne nous reste qu’a remarquer que les encadrements d’ensembles 5.5 2) et 3)
nous donnent également un encadrement de leurs aires. Le rapport des aires

LIK(T,UU))
§(poH p  H)T*’

est donc asymptotiquement compris, grace a 5.5 2), entre e~ /(1 + 7)? et
e™/(1 —n)%. C’est ce que nous voulions. O
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Le lemme élémentaire suivant, inspiré des techniques de [Led99], est une
application des partitions de 'unité. Une preuve est fournie en annexe C.
Lemme 5.11. Soient X un espace métrique localement compact, i une me-
sure borélienne finie sur les compacts, et (Ar)r-o une famille de mesures.
Supposons qu’il existe une application

£:X R,

continue, telle que pour tout € > 0 et tout y € X, il existe un ouvert U
contenant y tel que pour toute application f : X — R, continue, positive et
a support dans U,

(1—¢) / fdu < hminf/ fdAr,
X

T—+00

lim sup / fdar < (1 +€)¢ /fdu

T—4+o00 JX
Alors pour toute application f continue & support compact,

i [ faw = [ f@ewau),

Nous pouvons maintenant conclure la preuve.

Soit poH dans Y, py = p(poH). En posant £(gH) = §(poH,gH) dans le
premier cas et £(gH) = 1 dans le second, nous sommes ramenés a prouver
I'’hypothése du lemme 5.11. Soit p; H dans G/H, et soit € > 0. On peut
supposer p1 = p(p1H). Soit U le voisinage relativement compact de le
donné par le corollaire 5.8, et soit f une fonction de G/H & valeurs dans R,

continue, positive et dont le Support compact est confenu dans U. Prenons
~ N avhidnnivns 14 ~rren A aiviamas IT An N

A1l Q
LU.J. I ~7 Ul B2 .I.b.\.u.].bk,, A \ULU.LL(U.u.k J (%) Lxuu.‘_: u.\JLlALL Cli.x.ufu un vu.u:u;xu;&f e v

dans R?. Soit x : H — R une fonction continue positive telle que

[ v yacmy =1,
JH

et de support contenu dans U. Soit f : G — R, la fonction définie par:

=Y f(vgH)x(D(vg))-

yel
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On a:

S frgoH) = /H S faoH)x(h7) | de(h).

~EB(T) ~eB(T)

Comme la mesure dL(h) est invariante a gauche? , nous avons

S fomH) = 3 / F(poH)x (b~ D(yp0)) dL(h).
veB(T) ~+EB(T)
Alors, en utilisant les propriétés (H2) et (H1) du lemme 5.4, on peut écrire
en remarquant que D(ypoh) = 71D (vpy):

/Kz(T,U,u) (Z f(ypoH)x (D(’Ypoh))> dC(h) < Z f(vpoH)

~+€el ~€B(T)

< /K P (Z f(’YPoH)X(D(’YPOh))) dL(h),

~€T
c’est-a-dire

s sy 71 . / - r3 \ 71
Ji flpoh)dh < > flypoH) < Ji f(poh)dh.
Ka(TUU) eB(T) K1(T,UY)
Comme f est [-invariante, elle peut se voir comme une fonction de I'\G
dans R, et est alors continue et a support compact. On a d’aprés la propriété

(H3) I’encadrement

(1 -emH) [ F<lmint e 3™ flpol),

JF\G T—+o00 I (L) 'yEB(T)
1- 1 1' — i N~ T\ [ 7
LI SUP = == Z S \71)0 ) > \ T e)S P )/ J-

Nous venons de montrer que lon peut appliquer le lemme 5.11 & la suite de

mesures :
E : 6‘YP0H )

7€B
ol ¢, est la mesure de Dirac au point z.

2. a droite également, mais ce n’est pas ce que l'on utilise.
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5.3.6 Variables non séparées de la fonction ¢

Montrons maintenant que § n’est pas un produit de deux fonctions des
variables séparées po H, p; H, ni symétrique en ces variables.

Soit py la matrice identité et p; la matrice

1 1 0
p=1]10 1 0],
0 -1 1
on calcule que
1 1 O
‘=1 3 -1
0 -1 1

Alors le calcul direct nous permet de montrer que
5(p0HaP0H) = 71-/\/5’ 5(ng,p1H) = ﬂ-/\/g,

S(prH,prH) = n/3,6(p1H,poH) = V2 /3.
Ainsi,
6(poH,p1 H)0(p1 H,poH) 41
8(poH. poH)o(p HpH) *

5.4 Action au bord d’un groupe kleineen

Dans cette partie, nous démontrons le théoréme 5.3. Soit H" un espace
hyperbolique, I" un sous-groupe discret de Isom(H"), non élémentaire , tel
que la mesure de Bowen-Margulis associée sur T'I"\H" soit finie. Notons
Uz €t v, respectivement la mesure de Patterson-Sullivan relative 4 T, et la
mesure harmonique de probabilité, associées au point z € H".

Un ingrédient essentiel de la preuve est le résultat suivant, dit &4 Thomas

Roblin :
Théoréme 5.9 ([Rob02], corollaire 1 du théoréme 4.1.1). Avec les
notations précédentes, en supposant que I' admette une mesure de Bowen-
Margulis-Sullivan finie, la convergence suivante a lieu au sens faibie dans
lespace des mesures de probabz'lz'te’ sur H* U OH"™ lorsque T — +00:

T2 b Hn) — el

“/EB(T)
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Preuve du théoréme 5.3. Nous commencerons par prouver que la fonction

Fr(€m) = l—é(l—ng(jT)(f(m — flvm)

converge uniformément vers 0 lorsque T — oo. Pour cela, fixons € > 0 et
notons K (¢) le compact de OH® x OH" — diag,

K(e) = {(6n) € O x OH" : d(£,n) > €}

Notons w(e) le module de continuité de f. Alors

Frlem)] < wle) + = 3 1£(1€) = Flmlio ()

BT S

On a désigné la fonction caractéristique de K(e) par 1g(). De part le co-
rollaire 5.5 appliqué & l’exemple de lespace des géodésiques de H* (voir
I'exemple 1 de la partie 5.2.2),

7 1(v8) = Fmlire (vEvm) = O(T),

y€B(T)

uniformément en £,n. Comme I" non élémentaire, T/|B(T)| tend vers 0; en
effet, le corollaire 2 du théoréme 4.1.1 de [Rob02] nous dit que la fonction or-
bitale | B(T)| croit exponentiellement en 7. Donc Fr converge uniformément
vers 0.

Pour conclure, il suffit de montrer que lorsque T' — oo,

1 1
[t 3 f0dnle) > e [ fil
Jour 1B\L)] S5y HolOTL") J opn

T ofTnt
il Tiicu,

1 1
[ O 100w = e 5 [ @),

~eB(T) Y 1"

et il suffit maintenant d’appliquer le résultat de T.Roblin & la fonction de
H™ U OH", définie pour = dans H™ par

g(z) = o F(©)dvz(£),
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et égale & f sur OH". C’est bien une fonction continue, et la convergence
donnée par le théoréme 5.9 , modulo le changement de variables v — 7!
(qui laisse les boules B(T') invariantes), est exactement ce qu’il nous fallait
pour conclure que la limite est bien celle annoncée. O
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Annexe A

Lemme de fermeture

Cette section est dédiée a la preuve du lemme de fermeture 3.2, analogue
dans un cadre un peu différent du lemme de fermeture d’Anosov [Ano69]. 11
faut faire plusieurs remarques cependant : les constantes du lemme sont uni-
verselles dans le sens ot elles ne dépendent que de la courbure d’Alexandrov-
Topogonov de X ; le choix de la métrique sur 7' X, qui n’est pas importante
dans le lemme original d’Anosov, est ici cruciale, car si '\ X est non com-
pacte, un changement de métrique sur 7' X peut faire disparaitre I'universa-
lité du 6. Enfin, remarquons que U'hypothése CAT(—1) peut étre remplacée
par CAT(—a) pour a > 0, par simple homothétie, la convention CAT(—1)
n’étant prise que par souci de simplification des calculs. De plus, la preuve

fournit des fonctions T'(e), d(e) explicites:
Corollaire A.1 (Constantes explicites).

T = sup (ln(8/e),ln(1 + \/-2_),361) ,

eln (32)

1-u

d= ,
16 + 2¢ °

ot l’on a posé:
64 — €2 — 16¢
u = ———————— tanh(e/16).
64 — €2 + 16¢ ‘ '
Nous donnons tout d’abord des estimées de distances dans le plan hyper-
bolique, qui nous seront utiles dans la suite. Nous utiliserons les fonctions de
référence :

By (1) = Ae' + pe™.
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L’espace vectoriel de ces fonctions est de dimension 2, stable par translation
du temps et dérivation, et engendré par les fonction cosh , sinh. Ces fonctions
possédent la propriété suivante:

Lemme A.1l. Soit AN, u,p'ty < ta 6 nombres réels. Si on a pour i = 1,2,
Uinégalité
FA,#(ti) 2 ‘F/\’,u’(ti)Ia
et si de plus F) , ne s’annule pas sur [t1,ta], alors pour tout t € [t1,ts], on a
Fou(t) 2 [Fxw ()]

Démonstration. Soit g(t) le quotient défini sur [t;,ts]

0=

Sa dérivée est:

_ Fau()Fy o (t) = Bosut) P (1)

!
g(t) ,
(F A (t))z
Clest & dire
(t) = _2(Np+ M)
! (Fru®)?
Ainsi g est monotone. Comme elle est en valeur absolue plus petite que 1 en
t1,t2, c’est encore vrai pour t € [ty,ta]. O

Lemme A.2. Soit g1,9, deuz géodésiques du plan hyperbolique H?, supposons
que g1 est paramétrée par longueur d’arc. La fonction L(t), distance du point
a1(t) & la géodésique g, est de la forme:

sinh L(t) = |Fxu ()],
ot A\u € R.

Démonstration. Si g; et g, s’intersectent et que g;(0) est le point d’intersec-
tion, et o 'angle d’intersection, alors la distance s’exprime:

sinh L(t) = | sin(e) sinh(t)].
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Si g1 et go ne s’intersectent pas, si elles ne sont pas asymptotes, et si

91(0) est Vintersection de g; avec 'orthogonale commune & g; et go, et Lo la
distance entre les deux droites, on a:

sinh L(t) = cosh(t) sinh(Lyg).

Un paramétrage différent de celui choisit dans les deux cas donne simplement
une autre valeur de A et de u. Le cas o elles sont asymptotes correspond au
cas ou Ay = 0. O

Lemme A.3. Soient g,9, deuz géodésiques du plan hyperbolique H?, g, pa-
ramétrisée par longueur d’arc. Soit L la fonction distance du point g;(t) avec
g2, et soient t; < ty deux réels. Alors pourt € R:

sinh L(t) < Fy,(t),

avec
e sinh(L(ts)) + e sinh(L(t;))
2sinh(ty — t1) ’
_eMsinh(L(tg)) + " sinh(L(t1))
N 2 Sil’lh(t2 - tl) ’

) =

Démonstration. En effet, d’aprés le lemme précédent, il existe A,u tels que:
sinh L(0) = | o + pol,

e sinh L(t;) = A€ + poe™,
€9 sinh L(—tz) = /\06~t2 + /.Loetz,
avec €1,e2 € {+1, — 1}. En inversant le systéme formé par les deux derniéres
équations, on obtient :
e"2¢; sinh(L(t1)) — e " ea sinh(L(t,))
2 sinh(t1 - tz) ’

—e'2¢; sinh(L(t1)) + e €q sinh(L(t3))

Ho = 2 Si“h(tl - tg)

AY

AQ =

Les valeurs données de A,u sont telles que pour tout ¢

FA,u(t) > IFAo,uo (t)|
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Lemme A.4. Soit g une géodésique de H? paramétrée par le temps et T €
H?. La fonction distance L(t) du point g(t) au point = est de la forme:

cosh L(t) = Ae* + pe™.
De plus, si t; < ty sont deuzx réels, alors:
cosh(L(t)) < Fy (1),

avec

e " cosh(L(t2)) + e* cosh(L(t1))
2sinh(ty — t1) '

e’ cosh(L(t2)) + €' cosh(L(t1))
2sinh(ty — ty) '

A=

Démonstration. Si g est paramétrée de telle sorte que g(0) soit la projection
de z sur g, le théoréme de Pythagore hyperbolique donne

cosh L(t) = cosh(dp) cosh(t),

oll dy est la distance de z & ¢g. La deuxiéme partie s’obtient de la méme
maniére que dans le lemme précédent. O

Soit X un espace simplement connexe, complet, métrique géodésique et
CAT(—1) (référence [Bal95]). Rappelons que 71X désigne 'ensemble des
plongements isométriques de R dans X, et que 'on utilise la distance sui-
vante : si v,0’ € T1X :

e“ltl

dT1X(v,v')=/Rdx(v(t),v'(t)) 5 dt.

En plus d’étre convexe et invariante par les isométries de X, cette distance

1 At A [ OKT vnrie 410k TS f\

a LILULJLJ.\J\.\./ Oulv{,ﬁllt(,/ iUUlLJUj l.lULlL UULL\, E

e T sup dx(v(t),v'(t) <dpx(vv) < sup dx(v(t)'(t)+2e”T. (A1)
te[-T,T) te[-T,T]

Le lemme suivant nous sera utile.
Lemme A.5. Soient v,w € T'X, soit L(t) la distance de v(t) a l’image de
w et soient Ty < Ty. Alors, pour tout t € [11,15], on a:

sinh L(t) < Fy ,(t),
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avec
e Tt sinh(L(Ty)) + e T2 sinh(L(T1))

2sinh(7; — Ty) ’
et sinh(L(T3)) + €™ sinh(L(T}))
B 2sinh{Ty — T1)

A=

Démonstration. Soient \,u comme dans 1’énoncé, et soit E C [T7,T5] l'en-
semble des temps ¢ pour lesquels

sinh L(t) < F) ().

Il est facile de vérifier que F est un compact contenant 7; et 75. Nous allons
montrer que pour tout ¢; < ¢, tous deux éléments de E, il existe ¢t €]t1,t5[
appartenant & F. Ceci impliquera que E = [T3,T3]. Soient donc deux tels ¢;.

Pour i = 1,2, soit p; le point de w tel que dx (v(t;),w) = dx (v(t;),p;). Nous
pouvons trouver dans H? deux triangles de comparaison (a,b,p}) et (b,p},p5)
correspondants aux triangles (v(¢1),v(t2),p1) et (v(t2),p1,p2) respectivement,
car il est possible de les prendre accollés dos & dos. Remarquons tout d’abord
que les angles intérieurs o = p’?p?z et § = @ sont tous deux plus grands
que 7/2. En effet, pour I'angle « par exemple, la dérivée de la distance au
point a Je long de la géodésique orientée (p},ph) est — cos(a), et nous pouvons
comparer la distance & @ d'un point p proche de p; sur le segment [p},ph]
a la distance du point correspondant sur w a v(t;), en passant par le point
d’infersection avec la diagonale [py,b] du segment [p,a]. Il en est de méme pour
8. il s’ensuit donc que la médiatrice au segment [p},p}] coupe le segment [a,b]
el un point c. Notons ¢’ le milieu de [p},p5], et €’ 'intersection de [f’,c] avec
[b,p}]. Soient e,q,u(t) les points des segments respectifs [v(t2),m],[p1,p2], [a,)]
correspondant & €', f',c. Nous avons donc, par comparaison dans le triangie
(v(t1),v(t2),m), Vinégalité

dx(v(t),e) < d(c,e’).
De méme, dans le triangle (v(t2),p1,p2), on a:
dx(e,q) < d(€'.q),

et donc
L(t) < dx(v(t),q) < d(c,e) +d(€',¢') = d(c,q).
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Or la distance sur la droite (a,b) & la droite (p{,py) est une fonction de la

forme:
sinh L’(S) = 'F)\',u’(s)l)

pour certains X u'. Comme
L'(t1) < d(a,py) < L(t1) < Fyu(th),
et de méme pour ty, on a pour ¢ = 1,2
le\’,u'(ti)i < F/\,u(ti)-
D’ot, comme t € [t1,t5], on peut en déduire par le premier lemme que
|[Fx e (8)] < Fau(?),

donc
sinhd(q',c) = sinh L'(t) < F ,(¢).

et ainsi £ € E. Nous avons bien trouvé un point intérieur a [tl,tg] .dans E.
O

¢

Nous pouvons maintenant, aprés ces longs préliminaires, rentrer dans le
vif du sujet. '

Preuve du théoréme 8.2. Soit € > 0, tel que tanh(e/16) < 1. Prenons 7 > 0
suffisamment grand pour que les trois inégalités suivantes soient vraies:.

e T <

)

[0, Na,

T > 3e,
sinh(T) > 1.
Prenons €' > 0 suffisamment petit tel que I'inégalité suivante soit vraie:
Snh(T) =1 < tanh(e/16).
Soit enfin ¢ > 0 suffisamment petit, vérifiant 'inégalité suivante :

6l

o< )
1+€T
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Nous allons vérifier que T et § ainsi choisis conviennent.
Soient v et t > T tels qu'il existe v € T, dpx(¢*(v),y(v)) < é. Le v de
’énoncé du lemme est le projeté sur I'\ X du v considéré ici, et le 7y est déduit
par passage au revétement universel. Suivant la classification des isométries
des espaces d’Hadamard [Bal95], «y est soit parabolique, soit elliptique, soit
loxodromique.
Si v est loxodromique ou elliptique, notons Y Pensemble invariant de dé-
placement minimal par <, qui est respectivement une géodésique globale-
ment invariante ou un ensemble convexe de points fixes. Soit p € Y tel que
dx(v(0),Y) = dx(v(0),p). Notons ¢’ = dx(p,yp) le déplacement de p, il est
nul si et seulement si v est elliptique. Soit d = dx(v(0),p) = dx (yv(0),yp).
Par I'inégalité triangulaire,

|dx(v(t),yp) —d| <6 <€,
et comme la fonction distance & Y est convexe le long des géodésiques,
(D)) <dts<d+e.
Donc
dx (v(T+t),Y) < dx (v(T+8),7()(T))+dx (v()(T),Y) < " dx (v(t),7(v)(0))+(d+9),

dx(v(T +1),Y) < (1+€7)é +d,

d’ol
dx(v(T +t),Y)<d+¢€.

ler Cas: Supposons d’abord que «y est elliptique. Le raisonnement se fera
par ’absurde. On a p = vp. Si d < ¢, on a alors:

m PR R 7 N N AN N Oy 7. A U S Y NN AR 1 £
i t = w)(\'uiu;,'u@}} < ax {U\V,P) T ax (Pt <2d+6

IA

7
€,

I\

et nous obtenons une contradiction car T > 3e.

Nous supposons donc que d > € > €. Nous pouvons trouver dans H? un
triangle de comparaison (p',a,b) au triangle (p,v(0),v(T + t)). Soit ¢ le point
sur le segment (a,b) correspondant au point v(t). Comme X est un espace
CAT(-1), on a:

cosh(dx (v(t),p)) < cosh(d(c,p')) < F (1)
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Avec:

Et donc:

d’oit:

Comme coth(d) > 1, nous obtenons une contradiction. L’isométrie v ne

e+ cosh(dx (v(0).,p)) + cosh(dx (v(t + T).p))

A= 2sinh(t + T)

€T cosh(dx (v(0),p)) 4 cosh(dx (v(t + T),p))
= 2sinh(t + T)

~ _ 2cosh(t) cosh(d + ¢€)
— <
cosh(d —€') < Sinh(t £ T) ,

coth(d) < sinh(T) + 1

R S !
= Sinh(T) — 1 tanh(€).

peut donc étre elliptique.

2éme Cas: Le cas parabolique se traite de maniére analogue: prenons
pour p un point tel que dx (p,7(p)) soit trés petit, nous pouvons approcher la
situation précédente ot ’on avait un point fixe par ce point "quasi-invariant".
Les estimées resteront les mémes, & une constante arbitrairement petite prés.

Par Pabsurde, v ne peut étre un élément parabolique.

3éme Cas: Nous sommes donc arrivés 4 la conclusion que v est loxodro-
mique. Nous allons montrer dans un premier temps que d < €/16. Soit L(s)
la distance du point v(s) & la géodésique Y. Posons tout d’abord :

)= sinh(L(t + T)) + e~ Tt sinh(L(0))
B 2sinh(T + t) ’

_ sinh(L(T + t)) + e+ sinh(L(0))
B 2sinh(T + 1) '

Ainsi nous avons 'inégalité :

sinh(L(t)) <

sinh(dx (v(t),Y)) = sinh(L(t)) < F).(t),

cosh(t) sinh(L(¢ + T')) + cosh(T) sinh(L(0))

sinh(T + t)

sinh(L(t)) < —2 <20

e 1 I
S b1 T) sinh(d + €'},
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sinh(d) cosh(¢') + sinh(€’) cosh(d)
sinh(T") '

sinh(d — €') <
Ce qui se traduit par:

14
tanh(d) < tanh(e') gmih%’l-)}-{li

d’ou:
tanh(d) < tanh(e/16),
et ainsi d < €/16. Soit w le paramétrage unitaire de la géodésique Y tel que
w(0) = p , et orienté de facon & ce que y(w) = ¢*w. On a:
[t — '] = |dx (v(0),0(t)) — dx(w(0),w(t))] < dx(v(0),w(0)) + dx (w(t),v(?)),
[t — ¢ < dx(v(0),p) + dx (w(t'),7(v)(0)) + dx (v(v)(0),v(¢)),
t—t|<d+d+0<e/8+¢/16,

et ainsi:
[t —t'| <e/d

Pour s € 0,77,

V' f

dx(v(—s),z) = dx(7(v){—$),z) < dx(y{v)(=s),w(i—s))+dx (v(t—s),z) < e*6+d

dx(v(—s),z) < eTé +d < e/d+¢€/16.

Et donc:
drix(v,w) < e/4+2e T < €/2.

Majorons de méme dr1x (@' (v),¢ (w)):

drx(¢'(0),0'(w)) < dpix (8 (v),7(0)Fdrx (7(v),8" (w))+drix (¢ (w) ¢ (w)),

[ A2 LS L di (v L

.\
iy

drix{¢(v),8'(w)) £ 8+ dpax{vw) + |t ¥,
drix(¢'(v),8" (w)) < €/16 +€/2 + €/4,
drix (¢ (v),¢'(w)) <.

Comme la fonction s — dpix(¢°(v),p°(w)) est convexe, nous obtenons bien
I'inégalité annoncée.

a
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Annexe B

Un calcul de géométrie
Euclidienne

Soit P un plan de R3, identifié au plan complexe (par une isométrie). Soit
C un cercle, inclut dans un plan P’ orthogonal & P, et tel que la droite PN P’
passe par le centre de C. Notons 2,2’ les denx point d’intersection de C avec
P. Soit S une sphére tangente & P en un point noté x; on suppose que S
intersecte C en un et un seul point, et on veut une relation entre le rayon r
de S et les nombres complexes z,2'.z.

Dans un premier temps, supposons que z = 1 et 2’ = —1. Remarquons
que la distance de z au plan P’ est alors égale & (z). Soit C; 'intersection
de P" et S; c’est un cercle, dont le centre a est & distance /R(z)? + r? du
centre 0 = 0 de C'. Notons 7, sont rayon; par le théoréme de Pythagore, on a

2 .2 Cx 2
ri =r* —S(z)%
Comme C; et C ont un unique point de tangence m, on a que o,m,a sont
alignés. En retranchant les deux équations
am? = rf, om? =1,

et en utilisant les expressions de r; et oa, nous obtenons
1+ |z|?

2
Comme ces deux vecteurs sont colinéaires, on a en élevant au carré

2\ 2
r? + R(z)? = <1+2I$| ) ,

oa.om =

115



et donc

1
r = 5T+ 2PV — W)’
ce qui est 'expression voulue pour r.
Maintenant, si z et 2z’ ne sont pas égaux a 1 et —1, nous pouvons appliquer

une homothétie de rapport 2/|z—2'|, ainsi qu'une rotation et une translation,
de telle sorte que P soit invariant et que la transformation s’écrive sur P

2y — (z+7)
uly) = ————
Ainsi, u(z) = 1 et u(z’) = —1. Le calcul précedent s’applique, et la formule

pour 7 devient donc, aprés tranformation inverse,

|z = 2|

r="7— V{1 + [u(@)])? - 4R (u(2))>
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Annexe C

Quelques preuves manquantes

C.1 Preuve du lemme 5.1

Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme C.1. Sous les hypothéses de la partie 5.2, toute orbite de ' dans X
est discréte. De plus, pour tout compact K de X, l’ensemble des transforma-
tions v de T telles que YK N K 5 ( est fini.

Démonstration. Prouvons tout d’abord la deuxiéme assertion. Soit +, une
suite de tels éléments de I'. Vus comme applications d’un compact K; dans
X, c’est une famille équicontinue (car ce sont des isométries), et le théo-
réme d’Arzela-Ascoli (applicable car X est complet) nous dit que l'on peut
trouver une limite. Par un procédé diagonal sur des compacts (K;);en, 1égi-
time car X est g-compact, nous pouvons faire converger ces éléments (uni-
formément sur les compacts) vers une application v, de X dans X, qui a
la propriété v.(K) N K # . Cette application est nécessairement une dg-
isométrie. Comme I est discret et fermé, la suite ~, posséde donc une sous-
suite constante. En d’autre termes, ’ensemble des « tels que YK N K # ) est
donc fini.

La premiére assertion se déduit de la deuxiéme. Soit K un voisinage compact
quelconque d’un point z de X, ensemble des « tels que YK N K # 0 est fini,
mais tous les éléments de v différents de 'identité Idx n’ont pas z comme
point fixe (par hypothése sur I'), et par conséquent quitte & restreindre K,
on a que z est isolé dans I'z. O

Preuve du lemme 5.1. Montrons d’abord que X /A est séparé. Soient zA,yA
deux points de X /A, et notons B(z,e) la boule ouverte pour dy de centre z,
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rayon €. Supposons que pour tout € strictement positif, on ait
B(z,e)AN B(y,e)A # 0.

Pour € = 1/n, il existe donc a, dans A tels que z,,a, = yn, T, tendant vers
z e y, vers y. Comme d(2,0,,2,) = ||an|| = d(Yn,zn), an est bornée et une
sous-suite converge vers a. Ainsi za = y et donc xA = yA si zA n’est pas
séparé de yA.

Montrons maintenant que I'\ X est séparé, a 'aide du lemme précédent. En
effet, soient K un voisinage compact de z et y, deux points de X. De par
le lemme précédent, la distance do(z,I'y) est un atteinte par un -yy, pour un
certain 7. Ainsi, si vy # z, les orbites par I' des boules ouvertes de centre
respectifs z et y, de rayon do(z,yy)/2, sont disjointes.

La locale compacité et o-compacité de X/A et I'\ X découlent de celles de X.

Pour la deuxiéme partie, Papplication X/A x A — X est unﬁ application
continue. Soit
p: X = X/AXA, '
z — (zA,D(z)),

ot D(z) est I'unique a dans A tel que p(zA)a = z - il existe car p(zA)A =

et est unique car d(ya,ya’) = ||a — ¢’|| pour tout y dans X et tout a,a dans
A. Alors ces deux apphcatlons sont réciproques l'une de l'autre, et il ne reste
a prouver que la continuité de ¢. Il suffit donc de prouver la continuité de
D. Soit x € X et € ans intervalle ]0,1], soit K; un voisinage compast de
c(z) dans A de diamétre inférieur a €/2, il existe par uniforme continuité
un voisinage Ks de p(xA) tel que pour tout y dans Kset a dans Kj, on ait™
d(ya,z) < €/2. Soit U un voisinage de z tel que pour tout z € U, p(zA) est
dans K, alors d(p(zA)c(z),p(zA)c(z)) = ||D(z) — D(z)|| et, par I'inégalité
triangulaire,

h AN

d(p(zA)D(2),p(zA) D(x)) < d{z,x)

~

o T ANTY NN Ly 2}
+alz,plzA)ie)) <€/z+ €/ 4.
Le cocycle ¢ se définit comme

c(y,xA) = D(yp(zA)).

La relation de cocycle découle de la commtutativité des actions de I et A.

Enfin, le fait que ' est dénombrable découle de la deuxiéme assertion du
lemme C.1, du fait que X est o-compact et que aucun élément de I' n’a pas
de point fixe. a
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C.2 Preuve du lemme 5.3

Démonstration. Le support de f est compact puisque c’est le projeté du
support de f. Si B est un borélien de X saturé (c’est-a-dire I'B = B dans X)),
alors sa projection dans I'\ X est également borélienne, car la tribu engendrée
par les ouverts saturés de X est en bijection avec la tribu des boréliens
(engendrée par les ouverts) de I'\X, car la projection est ouverte (En fait,
tout borélien se projette sur un borélien car I est dénombrable). On peut
supposer f positive. Soit f la fonction de X définie par

flyy=>_ flw).

~y€T

Cette somme est presque nulle, et a bien un sens. Comme I est dénombrable,
f est également mesurable et par suite f Iest. Enfin, si f est bornée, 'ap-
plication du lemme C.1 au support de f nous permet de voir que la somme
définissant f a au plus un nombre fini N de termes non nuls, et donc que

sup |f] < Nsup|f|. O

C.3 Preuve du lemme 5.11

Démonstration. Quitte & écrire f = sup(f,0) — sup(— f,0), on peut supposer
f positive. Soit € > 0, pour tout y dans le support supp(f) de f, il existe
par hypotheése et continuité de £ un voisinage ouvert U(y) de y vérfiant ’hy-
pothése et tel que pour tout z dans U(y), [£(z) — &(y)| < e. Comme supp(f)
est compact, il existe yi,...,yx tels que les ouverts U(y;) recouvrent supp(f).
Soit, pour ¢ = 1,..,k, des fonctions g; : X — R, qui forment une parti-

tion de I'unité subordonnée au recouvrement précédemment choisit. On peut
prendre par exemple, si on note Y°¢ le complémentaire d’un ensemble Y, et
d la distaice sur X,
[+
9(2) _ d(CE,U(y“ )
2 - k .
Zj:l d(m,L{(yj)c)

De par I’hypothése, comme fg; est & support dans U(y;), on a pour un 7; > 0
et tout T > T,

/X faddr — £(u:) /X foidu| < 2¢ sup (&) /X Fadp.

supp(f)
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Sommant ces inégalités pour ¢ = 1,..,k (c’est légitime car les fg; sont posi-
tives), on obtient en utilisant que Zle g; = 1 sur supp(f), 'inégalité valable
pout 7' > supT;,

k
% /X fdrr — /X DILBLT

Or, pour tout z dans supp(f),

< 2¢ sup (£) /fdu

supp(f)

k

Z g(y’t)gz

i=1

<Zgz 2)|€(z) — E(y)| < e

car |£(z) — €(y)| < € dés que g;(z) > 0. Ainsi, pour T' > sup T;,

/X fdr — /X fdﬂl 56({5;;5)(5)“) /X fdu-.

Comme € > 0 est arbitraire, CQFD. O
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