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Sun Tzu dit: [. .] 
Maintenant, voici les cinq éléments de l'art de la guerre: 

I. La mesure de l'espace. 
II. L'estimation des quantités. 

III. Les règles de calculs. 
IV. Les comparaisons. 

V. Les chances de victoire. 
Les mesures de l'espace sont dérivées du terrain; 

les quantités dérivent de la mesure; 
les chiffres émanent des quantités; 

les comparaisons découlent des chiffres, 
et la victoire est le fruit des comparaisons. 

Sun Tzu, L'Art de la Guerre, VI- V ème s. av. JC. 
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Introduction 

Cette thèse se découpe en trois parties indépendantes, qui correspondent 
respectivement aux chapitres 1 à 3, au chapitre 4 et au chapitre 5. 

0.1 Approximation diophantienne et chambres 
de Weyl 

La première partie de cette thèse (chapitres 1 à 3) exploite la relation 
entre approximation diophantienne et géométrie hyperbolique, ou plus gé­
néralement la dynamique des chambres de Weyls sur les variétés de Hilbert. 
Une telie relation est historiquement connue depuis longtemps- on pense tout 
d'abord à Ford, dans les années 20, puis à H. Cohn [Coh55] et R. Rankin 
[Ran57] dans les années 50. Mais cette relation ne commença à être vraiment 
exploitée (sous une forme plus explicite que précédemment, et de manière 
plus systématique) qu'au début des années 80, après (entre autres) les ar­
ticles de S. Dani [Dan85] et D. Sullivan [Sul82) qui montrèrent par l'exemple 
la fécondité du sujet. Si cette relation fut utilisée pour obtenir des résultats 
géométriques à partir de résultats d'appmximation diophantienne connus de­
puis longtemps, la déduction de propriétés d'approximation diophantienne à 
partir de raisonnements géométriqt1es est égalc1ncl1t passible, comme le mon-
trèrent par exemple Beardon, Lehner, Sheingorn [BLS86] d'un côté, et A. 
Haas [Haa86) indépendamment, lorsqu'ils publièrent leurs preuves géomé­
triques du théorème dû à Markoff décrivant la partie supérieure à 1/3 du 
spectre de Markoff (voir le théorème 1.1). C'est dans cette deuxième optique 
que se place ce travail. La relation approximation diophantienne-géométrie 
et dynamique y est abordée d'un point de vue constante d'approximation­
profondeur de pénétration dans les cusps (je ne parlerais pas de la vitesse 
de pénétration dans les cusps). La partie 1.1 donne les notions classiques 
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d'approximation diophantienne, et sert d'introduction à la partie 1.2 où 
est définie une notion d'approximation diophantienne (homogène à une va­
riable) pour un corps K, extension finie de Q, ainsi que quelques corollaires 
immédiats. Cette définition est une légère variation d'une définition de R. 
Quême [Quê91], et également une variation d'un cas particulier de E. Burger 
[Bur92],[Bur93]. Son originalité tient essentiellement à la remarque que l'on 
peut classer les fractions suivant le groupe de classes d'idéaux du corps choisi, 
idée déjà présente dans [Swa68]. Par exemple, lorsque l'anneau des entiers 0 
du corps K est principal, la définition est la suivante. 

Soit 7fJK : K ~ E = JRr x cs le plongement canonique de ce corps de 
nombre, où (r,s) désigne les nombres de plongements réels et complexes non 
conjugués respectivement de K Soit pour z = (zi)i=l, .. ,r+s élement de E, on 
note 

llzlloo = sup lzil, 
i=l, .. ,r+s 

et 
r r+s 

N(z) = 11 lzil fi lzil 2
. 

i=l i=r+l 

Pour z dans E on définit 

IJnc(zr+2s = lim liminf N(z- 1rJK(pjq))N(q)2
. 

e-+0 (p,q)EOx(O-{O}),ffz-noc(p/q)floo<E ' 

Le spectre de Lagrange est alors 

LK = { Vnc ( z) : z E E - 7rJK (K)} . 

L'exemple des corps imaginaires quadratiques est abordé dans la partie 
1.3. Dans la partie 1.4, fintroduis un ''spectre'' 1 issu d'une situation to­
pologique générique, et en tire les quelques corollaires élémentaires qui en 
découlent. L'intérêt àe cette partie est essentiellement àe montrer que cer­
taines propriétés des spectres de Markoff et Lagrange sont des conséquences 
purement topologiques de la correspondance géométrique, et donc valables 
quelle que soit l'extension finie de Q choisie, conséquences qui n'étaient pas 
toujours connues et qui dans ce cadre sont particulièrement simples. 

Le chapitre 2 fait le lien entre les définitions de la partie 1.2 et la partie 
1.4, à travers les théorèmes 2.2 et 2.3; cette correspondance est bien connue 

1. entre guillements, ce n'est pas à priori le spectre d'un opérateur. 
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lorsque le corps lK est égal à Q ou à un corps imaginaire quadratique - ici, 
l'originalité est de traiter de manière unifiée toutes les extensions finies de Q 
et de préciser à quelle notion d'approximation diophantienne correspondent 
les différents cusps de la variété VJK associée. Ces théorèmes nous permettent, 
par exemple, d'obtenir une nouvelle définition, géométrique cette fois, des 
spectres. Plus précisémment, le plongement canonique ?Toc induit un plonge­
ment de PSL2(0) dans (PSL2 (IR)Y x (PSL2 (CC))S, que l'on fait agir par 
isométries sur (T11Hf2Y x (T1llf), le produit des espaces tangents unitaires 
aux espaces hyperboliques de dimension 2 et 3 respectivement. Le quotient 
de cet espace par cette action est noté CW (V oc), la variété des chambres de 
Weyl sur la variété de Hilbert associée à lK. Le flot géodésique </J sur chaque 
composante du produit (T1JHI2)r x (T1IHI3 ) passe au quotient en une action </J 

de A = IRr+s sur CW(Voc). Si l'on appelle A+ le semi-groupe de A = IR~+s 
formé par les temps positifs sur chaque composante, on peut définir l'w-limite 
d'une chambe de Weyl w dans CW(Voc) comme étant les sous-ensemble fermé 
de CW(Vli<) suivant: 

w+(w) = n u <JJl+f'w. 
tEA+ t1EA+ 

La description géométrique du spectre de Lagrange est alors 

Proposition. Il existe sur CW(Voc) une fonction f à valeur dans IR, continue 
et propre (essentiellement une fonction de Busemann, voir la formule 2.3}, 
telle que l'on ait 

Loc= r.il7~., exp(-!): w E CW(Voc), w+(w) =/:- 01. 
'W+\~} J 

J'en tire ensuite qtlelqucs corollaires immédiats, qui sont les traductions 
des propriétés vues dans la partie 1.4. En particulier, on peut remarquer que 
dans tous les cas où la constante de Hurwitz (définie comme sup Loc) est 
connue (voir partie 1.3), c'est la constante d'approximation d'un nombre fini 
de classes modulo SL2 (IK) de nombres quadratiques sur IK., et elle est isolée 
dans les deux spectres. Sans pour autant généraliser cette observation, les 
corollaires 2. 7 et 3.5 donnent des restrictions à ce sujet, dans le cas général et 
dans le cas imaginaire quadratique respectivement. On peut résumer quelque­
une de ces propriétés dans la proposition suivante - le lecteur se reportera au 
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corps du texte pour les énoncés relatifs au spectre de Markoff Moc: 

Proposition. Soit K un corps de nombre. 

1. Il existe z dans E tel que 

vK(z) = sup Loc. 

2. Si sup Loc n'est pas un nombre algébrique, alors il existe un nombre non 
dénombrable de z dans E tels que Z1JK ( z) = sup Loc . 

3. Si K est un corps imaginaire quadratique, et si la constante de Hurwitz 
sup Loc n'est pas un nombre algébrique, alors sup Loc n'est pas isolée 
dans Loc. 

Je considère ensuite dans le chapitre 3 le cas où la variété est de rang 1, 
c'est à dire lorsque K = Q ou un corps imaginaire quadratique, pour montrer 
le théorème 3.4, dont voici la partie de l'énoncé qui concerne le spectre de 
Lagrange. 

Théorème (Théorème 3.4). Soit K = Q(iJd), dentier positif sans facteur 
carré. Notons EQ(C) l'ensemble des nombres complexes quadratiques sur K. 
Alors 

Loc= {VJK(z)jz E EQ(C)}. 

En particulier, Loc est compact. 

Dans le cadre classique lK = Q, ce théorème est dû à T. Cusick [Cus87]; 
la compacité du spectre de Markoff est, elle, automatique indépendamment 
du rang, cf lemme 1.5. La démonstration utilise en particulier le lemme de 
fermeture d'Anosov, dont une preuve dans le cadre d'espaces GAT( -1) est 
fournie en annexe. 
Est ensuite abordé dans la section 3.3 le problème de la calculabilité de 
la constante de Hurwitz pour un corps imaginaire quadratique quelconque, 
~VPr lln ~ lonrit.hmP nrnnn~P nnnr r~lrnlf>r nf'~ V~ lr>11r~ ~nnrnrhf>r>.<: nr> rf'>tt.f' 
~-- · --- -- ----~~ --~~a---~ ~ ~ .... --.~~ .... -· 1.-- ~ --- .i.- -.,_r .._ -- r- --- ..... ~..... .._. ~--- -- _.__ -_ . ...._ --~ ·- ,_. ' .,._.,._,_ -- ............ ..... ----1--1-- .... -- -- _...._ -- -- .... - -~ -- -- -- ...... -

constante. 

Une question qu'on m'a souvent posée et qui appelle quelques commen­
taires est celle-ci: pourquoi je ne généralise pas les propriété de fermeture du 
spectre de Lagrange au rang supérieur à 2, c'est-à-dire lorsque l'anneau des 
entiers de lK possède un groupe d'unités infini. Tout d'abord, techniquement, 
les outils ne fonctionnent plus (le lemme de fermeture, par exemple, est en­
core valable mais ne parle que de flots et ne dit rien sur les actions). Une 

6 



réponse plus intéressante consiste à faire le lien avec la conjecture de Margulis 
concernant les ensembles fermés invariants sous l'action du groupe diagonal 
(et qui est essentiellement qu'il y en a peu, et qu'ils sont tous d'origine arith­
métique); je pense que dans ce cas le spectre de Lagrange est discret (sauf au 
point 0) et est égal a l'ensemble des constantes correspondant aux nombres 
quadratiques sur JI{ (c'est à dire correspondant aux tores compacts). Le même 
type de problème a été rencontré par E. Burger, qui fait la remarque qu'il ne 
trouve qu'un nombre dénombrable d'exemples de nombres mal approchables 
selon sa définition [Bur93]. A travers la correspondance décrite ici, on verra 
que la forme du spectre de Markoff en rang supérieur s'avère intimement liée 
à la conjecture de Margulis pour les variétés de Hilbert, conjecture dont S. 
Dani m'a dit qu'il ne voyait pas de preuve poindre à l'horizon, en dépit de 
résultats récents dans cette direction [LWOl]. 

0.2 Alternative de Borel-Cantelli dynamique 

Le chapitre 4 aborde un sujet un peu différent. D. Sullivan a montré que la 
vitesse d'approche d'un point à l'infini d'une variété hyperbolique de volume 
fini non-compacte, est, sur un rayon géodésiqÙe générique, logarithmique. Il 
utilisait pour cela la relation entre approximation diophantienne et vitesse 
d'approche d'un cusp mêlée à des techniques de la preuve du théorème de 
Khintchine; ce résultat a été généralisé par D. Klein bock et G. Margulis dans 
le cas d'espaces de rang supérieur [KM99] et par S.Hersonsky et F. Paulin 
[HPOla] dans le cas des variétés à courbure strictement négative. 

Par analogie, on peut reprendre le problème géométrique étudié par Sul-
li van en remplaçant le point à l'infini par un point quelconque de la \'ariété 
hyperbolique (le rapport avec l'approximation diophantienne devenant alors 
aryq lanu>nf- <>no:> lr.o-irmp \ ("pr>Ï <> r16i<; 6t6 f<>it n<>r HPNnn«kv Pt P!=!11lin fHPn1 hl '--'bu ... ......,.&..&..&.......,..i..&.v '-"'-'-.L'I..N.o.vb .... '--1......_'-'j• ......_......,"' ... ......, ...._... ...... J~ ~ ... ,..,. .................. t''-"' .... ......... ~.._,._._._ ... .__..._.J ,_ . .,. ..... ... .: ....... ~~~~ l~~-~ ---~-~J 

en ce qui concerne l'estimation de la dimension de Hausdorff des géodésiques 
s'approchant exponentiellement vite d'un point fixé d'une variété compacte à 
courbure strictement négative. Ici, le problème est le suivant. Soit V= f\IHin 
une variété hyperbolique de volume fini. Notons T 1 V l'ensemble des vecteurs 
unitaires tangents à V, 1r : T 1 V --+ V la projection canonique, q;t le flot géo­
désique sur T 1V, et B(q,r) CV la boule hyperbolique de centre q EV et de 
rayon r. On se donne une fonction (rt)t~o de~ à valeur dans IR~. 
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La question est de savoir, pour un point p de V fixé, quel sera la mesure 
de Liouville de l'ensemble des vecteurs v tels qu'il existe ti -t +oo, tels que 
n(cpt;v) E B(p,rt;), autrement dit tels que {t ~ 0 : n(cptv) E B(p,rt)} n'est 
pas borné. 
Théorème (Théorème 4.1). (Cibles rétrécissantes) Supposons que (rt)t~o 
soit décroissante. Alors, suivant que 

1oo r~-ldt 
diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon 
géodésique qui rencontre pour des temps t arbitrairement grands les boules de 
centre p, de rayon rt. 

Le corollaire suivant semble être nouveau. 
Corollaire (Corollaire 4.2). Pour tout point p dans V, pour presque tout 
v, on a: 

l
. -ln(d(p,n(cptv))) 1 
1msup = --
t-++oo ln(t) n- 1 

0.3 Exemples de répartitions d'orbites de ré­
seaux 

Enfin, le dernier chapitre 5 s'intéresse à des résultats de répartition sem­
blables au théorème ergodique de Birkhoff concernant l'action d'un réseau r 
d'un groupe de Lie sur un espace homogène G / H, H sous-groupe abélien. Ces 
exemples sont essentiellement inspirés par l'article de F. Ledrappier [Led99], 
et des résultats proches dans l'esprit ont été indépendamment prouvés par 
A. Gorodnik. On donne en particulier les trois exemples suivants. Dans le 
premier, la dérivée de Radon-Nikodyn qui apparaît n'est pas un produit de 
fonctions à variables séparées (contrairement aux exemples connus jusqu'à 
ce jour), et dans le deuxième la convergence est remarquablement uniforme. 
Le troisième est un cas particulier d'un théorème plus général concernant la 
répartition des plats géodésiques d'un espace selon un sous-groupe discret 
d'isométries. 
Théorème (voir le Théorème 5.2). Soit 

Mo= [ ~ ~ ~] , 
0 0 0 
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on définit X comme la variété (de dimension 6) des matrices conjuguées 
à M0 . Elle porte une mesure (non nulle, unique à homothétie près) t-t qui 
est S L 3 (JIJ?.) -invariante. Il existe une application & : X 2 -t JIJ?.~, continue, à 
variables non séparées, telle que si r un réseau de SL3 (JIJ?.), qui agit (par 
conjugaison) sur X, cette action est alors ergodique, et si l'on note 

alors pour tout f continue à support compact de X dans JIJ?., pour tout x dans 
x de r -orbite dense, on a 

lim T\ L fbx) = \n f f(y)&(x,y)d!-l(Y)· 
T-++oo COVO } x 

"'(EB(T) 

Théorème (Théorème 5.3). Soit JH[n un espace hyperbolique, X = 8JHF. 
Soit r c I som(JH[n) un sous-groupe discret et non élémentaire d 'isomé­
tries, de mesure de Bowen-Margulis finie. Notons l-lo la mesure de Patterson­
Sullivan associée au point o E lHF. Soient f : ôW --+ JIJ?. une fonction conti­
nue, et un point o E JH[n fixé. Notons 

B(T) = {'y Er : d(1o,o) < T}, 

où d dé8igne la distance hyperbolique. Alors, pour tout~ E 8JHF: 

1 '""" 1 1 T~~oo IB(T)I ~ f(1~) = (ôJH[n) n Jd/-lo, 
'YEB(T) /-lo 8lHI 

et cette convergence est uniforme en~ E 8JH[n lorsque T-t +oo. 
Théorème (voir le théorème 5.4). Soit W un espace hyperbolique, X 
l'espace des géodésiques orientées de W, 1-l une mesure SO(n,l)-invariante 
sur x' et 0 un point de mrn. Il existe c tel que s·i r est un réseau de JHin' et si 
on définit 

alors pour toute fonction f dans L 1 (!-l) et I-l-presque tout x dans X, on a 

lim Tl L f('Yx) = err· { fdJ-t. 
T-++oo COVO ( ) ) x 

'YEB(T) 

On remarquera que, dans le premier et troisième exemple, le cardinal de 
B(T) n'est pas asymptotique à la normalisation de la somme. Il ne s'agit pas 
ici de moyennes. 
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Remarques finales 

Le théorème 3.4 a fait l'objet d'un article accepté pour publication à la 
revue Ergodic theory and dynamical systems [Mau02]. 
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Chapitre 1 

Cadre général de l'étude 

1.1 Cadre classique 

L'objet de cette partie est d'introduire, pour le lecteur non initié, quelques 
résultats classiques de l'approximation diophantienne homogène à une va­
riable. Le lecteur averti trouvera cependant dans ces rappels les motivations 
des généralisations qui suivront. Mes références principales sur ce sujet sont 
Cassels [Cas57] et Cusick-Flahive [CF89]. 

L'approximation diophantienne traite de la manière dont on peut appro­
cher un nombre réel par les nombres rationnels. Un théorème, dû à Dirichlet, 
affirme que pour tout réel irrationnel x, on peut trouver une infinité de frac­
tions p / q telles que 

lx-~~ q2 ~ 1. 

La question de savoir à quel point ce résultat est optimal conduit à la défi­
nition suivante. 

Définition 1.1. Soit x E lR - Q. On définit la constante de meilleure 
approximation de x par la formule : 

v(x) = liminf lx- Ejl 
(p,q)EZx (Z-{O},Iqi-+oo . q 

Le spectre de Lagrange est par définition l'ensemble des v(x) pour x par­
courant lR- Q. Il sera noté LQ. 

Ce spectre est parfois appelé spectre de Hurwitz, et pour certains auteurs 
le spectre est l'ensemble 1/ LQ. Il est apparu que l'étude de cet ensemble 
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est fortement liée à l'étude des minima de formes quadratiques, et a amené 
Markoff à s'intéresser aux objets suivants. 
Définition 1.2. Désignons par FQ(IR.) l'ensemble des formes quadratiques 
réelles à deux variables, indéfinies et non dégénérées. Si q E FQ(IR.) s'écrit 

q rx "') - "'X2 + f.ixy _L "'"'2 \ ,y - u p 1 11:1 , 

on définit le discriminant de q 

.6(q) = (32
- 4cq > 0, 

et la quantité 

!-l(q) = inf jq(x,y)j 
(x,y)EZxZ-{(0,0)} Jl.6( q) 1 

L'ensemble des f.L(q), pour q parcourant FQ(JR), est un sous-ensemble de JR+ 
appelé spectre de Markoff, noté MQ. 

Dans la suite, FQ(JR) ne désignera pas exactement la même chose mais 
plutôt les classes d'équivalence de formes quadratiques selon la relation de 
proportionnalité, cette confusion étant destinée à alléger les notations ( mais 
ne change pas f-l(q), ni MQ ). 

De nombreux auteurs ont essayé de décrire ces spectres. Le théorème 
suivant rassemble de nombreux résultats qui en donnent une vue partielle, 
essentiellement sur la partie inférieure et supérieure. 
Théorème 1.1. Les deux spectres admettent la description commune sui­
vante: 

1. (Korkine-Zolotareff, 1813; Markoff, 1819; Hurwitz, 1891} 

LQn ]1/3; +oo[ = MQn ]1/3; +oo[ = {vm}, 

où, pour m un nombre entier tel qu'il existe mr,m2 entiers plus petits 
que m vérifiant l'équation 

2 2 2 3 m + m1 + m 2 = mm1m 2 , 

on a m 
l!m := v9m2 - 4. 

Il existe une infinité de telles solutions.Les trois premières valeurs sont 

1 1 5 
l/1 = J5' l/2 = 2J2' l/3 = y'221" 
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2. (Hall, 1947; Freiman, 1975) Il existe c > 0 tel que 

[0; c] c LQ n MQ, 

c pouvant être pris égal à 1/5, et on connaît explicement sa valeur 
optimale. 

3. (Tornheim, 1955; Frei man, 1968) 

LQ c MQ, 

et l'inclusion est stricte. 

4. (Cusick, 1975) Le spectre de Lagrange LQ est l'adhérence de l'ensemble 
des constantes d'approximation des nombres réels quadratiques sur Q. 
Le spectre de Markoff MQ est l'adhérence des J.l(q) où q est de la forme 

q(x,y) = (xa- y)(xfJ- y), 

avec a et f3 deux nombres réels quadratiques sur Q. 

1.2 Approximation diophantienne dans les corps 
de nombres 

Dans ce paragraphe, je définis une notimï d'approximation diophantienne 
homogène à une variable pour un corps de nombres quelconque. On se réfè­
rera au livre de Samuel [Sam67] pour les notions de théorie algébrique des 
nombres. 

Soit IK une extension finie de Q. Les différents plongements de IK dans IR 
et C non conjugués par la conjugaison complexe seront respectivements notés 
O"l, •. ,O"r et O"r+l, .. ,O"r+s· Dans toute la suite, on notera m = (IK : Q] = r + 2s 
et n = r +s. 

X 1--+ (O"l(x), .. ,O"r+s(x)). 

Soit 0 l'anneau des entiers de K. On sait que 7roc( 0) est un réseau de E, 
et que 1l"JK donne lieu à un plongement : 

r 8 

i=l i=l 
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On notera rlK = 7rJK(PSL2(0)). Il est facile de voir que c'est un sous-groupe 
discret du groupe de Lie G. Il est bien connu que c'est en fait un réseau (par 
exemple [Bor69), théorème 13.1 et son corollaire 13.2, ainsi que l'exemple 
7.16). Dans toute la suite, nous écrirons les éléments de ces groupes comme 
des matrices bien qu'en réalité ce soient des éléments de PSL2 (.). Nous no-
terons aussi 

r n 

E= II(IRU{oo}) x II (CU{oo}), 
i=l i=l+r 

sur lequel G agit par le produit des actions projectives sur chacun des termes. 
On notera encore oo le point ( oo) )i=l..n de E. 

Le groupe des classes d'idéaux fractionnaires de lK sera noté C(JK), et son 
cardinal h(JK). Le théorème de Dirichlet nous dit que ox est isomorphe au 
produit zr+s-l x ~-t(lK), où ~-t(lK) désigne le groupe (fini) des racines de l'unité 
contenues dans JK. Nous noterons w(JK) le cardinal de ~-t(IK). La norme d'un 
élément x de JI( est par définition : 

r r+s 

NK(x) = Il Œ(x) =II Œi(x) x II IŒï(x)l 2
, 

i=l i=r+l 

où le premier produit désigne le produit sur tous les plongements JI( -+ C. 
On notera ~JK le discriminant de O. 
La classe de l'idéal engendré par x et y sera notée (x,y). 

On a posé une fois pour toute n = r +s. Pour z = (z1 , .. ,zn) E JRr x cs, 
on notera la norme sup usuelle 

Il z Il 00 = su p 1 Zï 1 ' 
i 

et 
r n 

N(:::) =II lzil rr lzi/ 2
. 

i=l i=r+l 

Remarquons que N est simplement le prolongement de la valeur absolue 
de la norme de JI( via le plongement 1l"JK, ou plus exactement 

N(7rK(x)) = INK(x)l. 

Ce n'est bien sûr pas une norme au sens usuel; cependant nous continuerons 
à l'appeler ainsi. Remarquons que E possède une structure d'anneau produit 
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(non intègre), qui respecte le plongement 1roc; ainsi, on notera ajb, pour a,b E 

E, N(b) =f 0, le quotient terme à terme dans chaque espace du produit E. 
Par abus de notation, on considèra IK et 0 comme des sous-anneaux de E, 
et on négligera d'écrire 1l"JK. 

Soit PC C(IK) un ensemble non vide de classes. 
On pose C['(z) = {(p,q) E 0 2

1 llz -7roc(p/q)lloo < E,(p,q) E P}. 
Définition 1.3. Soit z = (z1 , .. ,zn) E E. On définit 

vp(z) = lim ( inf Noc(q) 2 N (z- 1l"JK (E.) )) l/[lK:QJ, 
HO (p,q)EC{'(z) q 

qu'on appelle constante de meilleure approximation de z par P dans 
IK. 

Lorsque P = C(IK) (en particulier si 0 est principal), on pourra négliger 
l'indice Pet écrire simplement VJK. Le lecteur remarquera que dans le cas IK = 
Q ou IK une extension quadratique imaginaire, cette définition correspond aux 
définitions usuelles, avec P = C(IK) ou bien P le singleton donné par la classe 
des idéaux principaux, suivant les auteurs. Dans le cas présent, nous pouvons 
la raffiner en considérant des idéaux non principaux. Cette idée n'est pas 
complètement nouvelle, elle apparaît par exemple dans les travaux de Swan 
llSwa68] dans le cas lK imaQ'inaire auadratiaue. Le lemme et son corollaire v ~ ~ 

suivant permettront de se ramener à des suites de forme bien particulière 
dans la définition de Vp. 

Lemme 1.1 ([Fre90) page 37, lemme 3.52). Soit I = (u,v) = (p,q) un 
idéal entier. Alors il existe 

telle que: 
v,= ap+ bq, 

v= cp+ bq. 

0 
Corollaire 1. 2. Si P == { J} est un singleton, que I est un idéal entier de 
norme minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors vp(z)[JK:Q] est la borne 
inférieure des nombres de la forme 

l . . fN ( aMkP + bMkq) N( d )2 
lill m Z - d CMkP + Mk q , 
k-+oo CMkP + Mkq 
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pour une suite de matrices (Mk)k dans rJK, de coefficients aMk,bMk,cMk,dMk, 
vérifiant que 

aMkP+ bMkq 

CMkP + dMkq 

tend vers z pour la norme ! 1 ! 100 • D 

Dans le cas où n = r + s = 1, remarquons que la dernière condition n'est 
pas nécessaire. 

Définition 1.4. On appelera spectre de Lagrange de IK par rapport à 
P l'ensemble 

Lp = {vp(z)lz E E- 1rJK(IK)}. 

On notera simplement Loc lorsque P = C (IK) 
Nous n'avons pas encore prouvé que ces spectres soient bornés (mais c'est 

le cas). Cependant on appeler a 

CJK = supLJK 

la constante de Hurwitz du corps IK. 
Tournons-nous maintenant vers les formes quadratiques, pour définir un 

spectr~ de Markoff. Pour tout 1 ~ i ~ r (resp. r < i ~ r + s), donnons­
nous une forme quadratique qi à deux variables, et à coefficients réels (resp. 
complexe), indéfinie et non dégénérée (resp. non dégénerée). Notons 1 FQ(E) 
l'ensemble de applications 

q: E 2 --+ E, 

qui s'écrivent 

q (xi,Yi) = (qi(xi,Yi))l~i~n' 

modulo l'action par homothétie de (IR*)' x (C*) 8
• Un tel q sera appelé par 

abus de langage une forme quadratique. Le discriminant de l'un de ses 
représentants est par définition le produit pondéré des discriminants 

r n 

i=l i=r+l 

où l'on a noté 

1. Cette notation n'est pas tout à fait exacte, puisque FQ(E) dépend en fait de (r,s) 
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De façon équivalente, en utilisant la structure d'anneau de E, on peut dire 
q est une forme quadratique à coefficients dansE, q(x,y) = ax2 + bxy + cy2 , 

où a,b,c sont dansE, les classes d'équivalences sont modulo la multiplication 
parE* (l'ensemble des éléments de Ede norme non nulle), et le discriminant 
~(q) = N(b2

- 4ac) est supposé non nul, Œi(b2
- 4ac) < 0 pour tout i compris 

entre 1 et r, Œi étant ici le prolongement (par continuité) de l'application déjà 
notée Œ i de IK dans IR (ou C). 
Définition 1.5. 

J-Lp(q) = inf N(q(x,~)) 
( ) 

1/[KQ] 

(x,y)E7rJK(OL{O,O}) ~~(q)j2 

Cette application est bien définie, c'est-à-dire que c'est une fonction in­
variante sous l'action des homothéties, indépendante du représentant choisi. 
Nous obtenons ici un autre corollaire du lemme 1.1: 

Corollaire 1.3. Si P = { I} est un singleton, que I est un idéal entier de 
norme minimale dans sa classe, et que I = (p,q), alors 

où les coefficients de M sont notés aM,bM,cM et dM. 0 

Définition 1.6. On appelera spectre de Markoff de IK par rapport à P 
l'ensemble 

Mp = {ttp(q)jq E FQ(E)}. 

On note encore cet ensemble MK lorsque P = C(IK). 

Muni de ces définitions, ii est très facile de voir que l'on a les relation:s 
suivantes lorsque l'on fait varier P ou IK: 

vp(z) = inf V{I}(z), 
lEP 

(1.1) 

(1.2) 

Si IK' /IK est une extension galoisienne, on a un plongement naturel des 
espaces vectoriels associés : 

1rE'/E: E -7 E'. 
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Il est alors facile de voir que, pour x E E, on a 

liJKt ( 1f E' jE (X)) :::; Z!JK (X) , 

et des formules semblables correspondant au morphisme C(IK) --+ C(JK'). 
Définition 1.7. Soit IK' /IK une extension quadratique, et (r,s),(r',s') les si­
gnatures respectives de JI{ ct lK'. Si r' = 2r (et donc s' = 2s), l'extension 
IK' /OC sera qualifiée de réelle. Si x est dans une extension quadratique réelle 
de OC, comme on peut rassembler par paire les plongements de IK' à l'aide du 
groupe de Galois d'ordre 2 de lK' /IK, on peut lui associer 2n points de E de 
façon naturelle en choisissant pour chaque terme du produit de E l'un des 
deux morphismes de la paire associée. Les points de E ainsi obtenus défi­
nissent l'ensemble des nombres quadratiques de E, et ces ensembles de 
2n points de E les ensembles de nombres quadratiques conjugués. 

Ces points quadratiques sont exactement les éléments de E vérifiant une 
équation quadratique dans E à coefficients dans JK. Les points de E ainsi ob­
tenus sont les analogues des nombres quadratiques réels dans le cas OC = Q, 
et ils bénéficient des mêmes propriétés (voir par ex. le lemme 2.2). 
Maintenant, remarquons comme précisé dans l'introduction que les défini­
tions précédentes sont très proches d'un cas particulier de la situation étu­
diée par Edward Burger, et proches également d'une définition de Roland 
Quême. La majoration dans le théorème 1 de l'article [Bur92] reste valable 
dans notre cas, et on en déduit une majoration "à la Dirichlet" 

La majoration issue de l'article deR. Quême s'avère meilleure dans notre cas 
(on rappelle que m = [IK : Q]) : 
Pronosition 1.2. f0uê91l 

,A l .. _t 

( ( 
4 ) 2s m!2 ) l/m 
- -!llJK! 
1f m2m 

' ' 

Il existe une notion de multiplicité pour un élément d'un des deux spectres. 
Il faut tout d'abord remarquer que vp et /1P sont invariants sous les actions 

respectives de rJK surE et FQ(E). Ceci sera prouvé dans la suite (Corollaire 
2.4), l'action de rJK surE étant l'action projective sur chacun des facteurs via 
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les homomorphismes Œi, et l'action sur les formes quadratiques étant donnée 
par 

('"'f.q)(x,y) := q('y-1(x,y)), 

pour q E FQ(E), 'Y E roc une matrice de coefficients a,b,c,d et x,y E E, 
l'action de 'Y-l sur E 2 étant l'action linéaire matricielle. L'ensemble des z 
de E tels que vp(z) = c, où c est une constante fixé, est donc la réunion 
d'ensemble de classes modulo l'action de foc, et il en est de même des q dans 
FQ(E) tels que p,p(z) = c. 

Définition 1.8. On appelle multiplicité de c dans Lp (resp. Mp) le cardi­
nal de l'ensemble des classes modulo l'action de roc dont la réunion est Vp

1(c) 
(resp. J-t?1 (c)). 

Exemple 1: 1/3 est de multiplicité N1 dans LQ et MQ [Cas57]. 
Exemple 2: La conjecture de l'unicité affirme que tout élément > 1/3 de 
LQ est de multiplicité 1 ([Cas57], p 33). 

On se servira de cette notion au paragraphe 2.4. 

1.3 Corps imaginaires quadratiques 

Soit d un entier positif sans facteur carré, et soit lK = Q( V -d). Il 
existe une abondante littérature sur l'approximation diophantienne dans lK, 
et quelquës co11sta11tes d'Hur\.vitz ûnt été calcülées, ainsi que parfois la partie 
supérieure du spectre (i.e. la partie discrète avant le premier point d'accumu-
lation). Cette partie est dédiée au rappel des propriétée connues dans ce cas. 
En voici la liste pour les corps dont l'anneau est principal, résumées dans un 
tableau, avec lorsque j'ai pu le retrouver dans la littérature un point x tel que 
VJK(x) =Cd la constante d'Hurwitz, et une matrice loxodromique de SL2(0) 
stabilisant x. Ce tableau complète celui de Hersonsky et Paulin [HP02]. Cer­
taines matrices M ont été calculées en suivant la preuve du lemme 2.2 à 
partir du x présent dans la bibliographie, et pour d'autres valeurs c'est x qui 
a été déduit de M. 
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d cd x M 

1 1/v'3 (1 + iv'3)/2 
2- i 2i 
-2i 2+i 

2 1/ ../2 (1 + i)../2/2 [ 3- 2iv'2 
-4 

-4 ] 
3 + 2i../2 

3 1/0"3 (1- iv'3)/4 [ iv'3- 1 
(1 + 3iv'3)/2 

-(5 + iv'3)/2l 
(iv'3-7)/2 J 

+(1 _ 3iv'3) y'(19-~;ivl3);2 

7 1/~8 - -

11 2/v'5 (2 + V5 + iv'IT)/4 [ (5 + iv'll)/2 (3- iv'll)/2] 
2 (1- iv'IT)/2 

19 1 (1 + iv'19)(1 + 1/_{5)/2 -
43 ? ? ? 
67 ? ? ? 
163 ? ? ? 

Dans certains cas, la partie supérieure du spectre a été identifiée par 
Asmus Schmidt [Sch75],(Sch78],[Sch83], par exemple 

avec Vm une suite tendant vers 1/2, mais il n'existe pas d'interprétation géo­
métrique connue comme dans le cas standard .![{ = Q où tout élément des 
spectres > 1/3 correspond à une géodésique simple sur un revêtement parti­
culier de la surface modulaire [Haa86], [BLS86]. 

1 \ 
j_ )· 

La propriété suivante semble spécifique au cas r + s = 1 (le cas de rang 

Proposition 1.3. Pour q E FQ(JR), x E JR, et tout .![{ imaginaire quadm-

JLQ(q) = JLK(q) = J.t{o}(q), 

vQ(x) = VJK(x) = V{o}(x). 

Ainsi le spectre de Lagrange de Q est inclus dans le spectre de Lagrange de 
OC, et de même pour le spectre de Markoff. 

Démonstration. On a VQ (x) 2: Z1JK (x), et /-tQ ( q) 2:: J.toc (x), et il nous faut 
montrer les inégalités inverses. Montrons d'abord l'assertion concernant la 
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constante d'approximation. Si lK = Q(iv'd), d entier positif sans facteurs 
carrés, alors suivant que d est congru à trois modulo quatre ou non, l'anneau 
0 des entiers est respectivement Z[~(iVd + 1) ou Z[iV'd]. Dans les deux cas, 
on peut conclure que la partie imaginaire d'un élément de 0 - Z est plus 
grande en valeur absolue que J3/2. Ainsi, si x est réel, p,q dans 0 tels que 
pjq n'est pas réel, alors on a l'inégalité 

l
x-!!.' > 18' (!!.) 1 > !B'(qp)j > J3_1 . 

q - q - jqj2 - 2 jqj2 

Comme vQ(x) ~ 1/VS < V'3/2, il ne nous reste à prouver, pour conclure 
que vQ(x) = VJK(x), que si pjq, fraction de JK, approche x sur l'axe réel, 
on peut prendre p,q entiers. En effet, lK n lR = Q, et donc si pjq est réel, 
alors pjq = p'jq', où p'jq' est une fraction irréductible rationnelle. Comme 
N(p)N(q') = N(p')N(q) se réecrit N(p)q'2 = p'2 N(q), on en déduit que q'2 

divise N(q) puisque p' et q' sont premiers entre eux. Ainsi Jq'J :S jqJ et p'jq' 
constitue une approximation de x au moins aussi bonne que pjq, au sens que 

Maintenant, venons-en aux formes quadratiques. Si q est une forme qua­
dratique binaire non dégénérée, non définie, on peut tout d'abord supposer 
(quitte à échanger les variables) que q s'écrit 

q(x,y) = (yz- x)(yz'- x), 

où z,z' sont deux réels (distincts). Alors pour x,y complexes, et y non nul, 
on a 

et donc 

Or pour touts réel, on a l'inégalité (z- s) 2 + (z'- s) 2 ~ (z- z') 2 /2. Ainsi, 
pour tout x,y, y non nul, on a 

iz z'i 
jq(x,y)i ~ IYI 2 IB'(xjy)i ~ · 
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De même que précédemment, si x,y sont dans 0, si y est non nul et si xjy 
n'est pas réel, alors 

IB<(xjy)i ~ 2~2 ' 
et ainsi 

iq(x,y)i ~ ~vl~(q)l ~ )gvl~(q)l, 
et donc lq(x,y)i ~ P,IQ>(q)JI~(q)l. Nous pouvons toujours nous ramener au 
cas où y est non nul, et dans le cas où x jy est réel, c'est alors un rationnel, 
s'écrivant comme fraction irréductible x' /y' dans Z, et nous pouvons montrer 
de même que précédemment que lq(x',y')i ~ lq(x,y)i. 

0 

Le théorème suivant est une application directe des travaux de Hersonsky 
et Paulin aux définitions introduites précédemment. Il sera généralisé par la 
suite. 

Théorème 1.4. fHP02} Tous les spectres Lp et Mp sont bornés. On a de 
plus 

sup Loc = sup ftvfoc. 

Il faut également faire remarquer que l'approximation diophantienne dans 
le corps des quaternions peut rentrer dans le cadre de rang 1 (voir [Sch69]). 

1.4 Spectres des hauteurs d'un espace 

Soit X un espace topologique localement compact, A un groupe topolo-
gique abélien agissant continuement sur)(_, A+ un semi-grûupe qui engendre 
A, et f: X -+IR une fonction continue et propre. L'objet de cette partie est 
rlo f<:>il'"o 11n<> 6t11rlo crwnm-:>Ïr<> rlo rm<:>ntit6c "• 11. ot rl'<>nct:>mhloc TJ f'\ 71.;{( f\ 
~~ 4~44V ~44~ ~-~~v ,,~._.._.~·~~ -·~ '1.~~HC4Cv~ ~ J lr"] VC U V~4~V··~~-v~ ~\J n··~ \J 1 

définis un peu plus loin. L'un des buts du chapitre 2 sera justement de voir 
que les spectres Lp,Mp vus dans la partie 1.2 sont issus d'une définition 
comme celle qui suit, et bénéficient donc de certaines propriétés, qui sont 
données dans les lemmes suivants. 
Pour x dans X, notons 

w+(x) = n u (ab).x, 
aEA+ bEA+ 
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qu'on peut appeler l'ensemble oméga-limite de x. 

Définition 1.9. Soit xE X, on définit v(x) et J.L(x) par 

v1(x) =exp(- sup f '} , 
w+(x) 

J.LJ(x) =exp (- s~p f) . 
On définit les L,M -spectres de f comme les sous-ensembles de ll4 

L(J) = {vJ(x)jx EX}, 

iVI(J) = {J.LJ(x)jx EX}. 

Déduisons-en maintenant quelques propriétés élémentaires. 
Lemme 1.4. Si ô. désigne la différence symétrique d'ensembles, on a: 

M(J)~{ inf e-f(y)IY -1- 0,AY =Y} c {0}, 
yEY 

M(J)ô.{inf e-f(y)IY -1- 0,AY =Y} c {0}, 
yEY 

et 
L(J) c M(J) 

Démonstration. L'inclusion 

M(J) c {inf e-f(y)IY,AY =Y} 
yEY 

est claire car les orbites sont des ensembles invariants. Reste à voir que 

{inf e-f(y)IY,AY =Y} c M(J) u {0}. 
yFY 

Soit Y un ensemble invariant non vide tel que infyEY e-f(y) > 0, alors supy f < 
+oo. Or 

j(Y) c j(Y) 

car f est continue, donc comme f est propre il existe y E Y tel que f(y) = 
supy f. Or Ay C Y par continuité de l'action de A, et donc 

supf = supj, 
Ay y 
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ce qui conclut la preuve de la première assertion, la deuxième en découle 
après la remarque que pour tout ensemble Y, on a 

supf = sup f. 
y y 

Pour la dernière assertion, comme w+(x) est un ensemble invariant, il nous 
faut juste vérifier que 0 E L(f) implique 0 E M(f). Or, s'il existe x tel que 

sup f = +oo, 
w+(x) 

alors comme 
w+(x) c Ax, 

et que SUPAx f = supAx f, on a aussi SUPAx f = +oo. 0 

Lemme 1.5. M(f) U {0} est un sous-ensemble fermé de R De plus, si 
J1 E M(J)- {0}, alors il existe xE X tel que f(x) = -ln(J-L) et J-LJ(x) = f-L· 

Démonstration. Soit (Axi)i une suite d'orbites telles que J-li = J-LJ(xi) converge 
vers p, > 0 ER Quitte à translater xi, nous pouvons supposer que 

et à partir d'un certain rang que Jln(p,i) - ln(p,)J < 1. Connne xi est dans 
le compact f-1 ([-ln(p,)- 2, -ln(p,) + 1]), la suite Xi admet un point d'ac­
cumulation x. Ainsi f(x) = -ln(p,) par continuité de f. De plus, pour tout 
a E A, 

f(ax) = lim f(axi) :S limsupp,i = J1 
t-+oo i-+oo 

et donc 
supf = f.-L· 
A x 

La deuxième assertion se déduit de la preuve de la première, en considérant 
la suite constante égale à n'importe quelle orbite incluse dans tt"""/(Jt). [J 

Lemme 1.6. Supposons que f est minorée, alors 

sup L1 = sup A11 . 

Notons C1 cette borne superzeure commune. On l'appellera la 
constante d'Hurwitz de (X,J). Alors il existe xE X, tel que: 
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Démonstration. Soit j3 un minorant de f. Regardons les ensembles 

Ka= n af-1([/3; a]). 
aEA 

C'est une suite croissante d'ensembles compacts (éventuellement vides) et 
invariants, car f est propre. Ainsi, il existe une constante a0 E [/3; +oo] telle 
que Ko: = 0 si et seulement si a < a0 , car si 

ao = inf{ aiKo: =f 0}, 

on a 

qui est donc non vide. Posons Cf = exp( -a0 ). Soit x E X, posons a = 
supw+(x) j, et a'= SUPAx f. Alors w+(x) C Ko: et Ax C Ko:', et donc a 2: ao. 
D'autre part, si x E Ko:0 , Ax et w+(x) sont des sous-ensembles de Ko:o et 
donc 

D 

Lemme 1. 7. Soit J-i une mesure finie sur X de support X, supposons que f 
n'est pas majorée et que l'action de A sur (X,J-L) soit ergodique. Alors pour 
p,-presque tout xE X, v1(x) = p,1(x) =O. 

Démonstration. Comme Mt et v1 sont des fonctions mesurables et invariantes 
sous l'action de A, ces fonctions sont constantes presque partout. Soient c1 ,c2 

ces constantes. Soit Uo: = f- 1 (Ja, + oo[), comme pour tout x E Ua, 

exp(-f(x)) < e-o:, 

et que Uo: est de mesure strictement positive par hypothèse sur f et J-i, on 
a c1 < e"-·-a pour tout a > û et do11c c1 :::: O. Par le lemme de récurrence de 
Poincaré, presque tout xE Uo: vérifie xE w+(x), et de même c2 =O. D 

Dans la suite, nous supposerons que A est Œ-compact, c'est à dire réunion 
dénombrable de compacts. 

Le lemme suivant est probablement connu. 
Lemme 1.8. Soit Y C X un ensemble A-invariant compact minimal. Alors 
soit Y est une orbite compacte, soit Y est réunion d'un ensemble non dé­
nombrable d'orbites disjointes. 
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Démonstration. C'est une application directe du théorème de Baire. En ef­
fet, Y étant A-invariant, on peut toujours l'écrire comme réunion d'orbite 
disjointes: 

Y= UAy. 
yEZ 

Il nous faut montrer que Z dénombrable implique que Z est un singleton. 
Supposons donc que Z est dénombrable. Mais si A= UkAk où chaque Ak est 
compact, on a: 

Y= U AkY· 
yEZ,k 

Si tous les Aky sont d'intérieur vide dans Y, alors par le théorème de Baire 
Y est d'intérieur vide dans Y. Donc il existe y dans Z et k tel que Aky n'est 
pas d'intérieur vide. Soit donc U un ouvert non vide de Y contenu dans Aky, 
AU= Y car le complémentaire de AU dans Y est un fermé invariant, qui est 
nécessairement vide par minimalité de Y. Donc A y = Y, et donc 

z ={y}. 

D 

Corollaire 1.5. Supposons que j est minorée, et que ~-tj 1 (Cf) ne contienne 

pas d'orbite compacte. Alors 11 j 1 (Cf) est une réunion non dénombrable d'or­
bites. 

Démonstration. Reprenons les notations de la preuve du lemme 1.6. Soit Y 
un compact invariant minimal inclus dans K 000 , alors l'application du lemme 
1.8 conclut. D 

28 



Chapitre 2 

L'équivalence des définitions 

2.1 La variété de Hilbert 

J'introduis dans cette section la variété de Hilbert associée à IK., ainsi 
que la variété des chambres de Weyl, avec toutes les définitions et remarques 
qui vont avec. Nous noterons IHP, IHI3 respectivement, le plan hyperbolique et 
l'espace hyperbolique de dimension 3. On note: 

r r+s 

n = II JHf2 x II IHI3, 
i=l i=r+l 

espace sur lequel G agit à gauche. Un point de D sera repéré par ses co­
ordonnées dans le modèle du demi-plan (resp. demi-espace) supérieur dans 
chaque élément du produit: x = (zi,ti)i=l, .. ,n où Zi E lR si 1 :=::; i :=::; r, zi E C 
si i > r, et ti > O. Nous noterons VJK l'orbifolde quotient (variété de Hilbert) 
f11C\0, et 1rv;r,: le revêtement d'orbifold: D -7 "\(1'{. Par élément loxodromique de 
PSL2 (E), on entend une application qui a exactement 2n points fixes dans 
E. Par point parabolique d'un sous-groupe discret r de PSL2(E), on entend 
un point de E qui est l'unique point fixe (dans E) d'une application 1 de 
r. Par cusp de r\D, on entend une classe modulo l'action de r de points 
paraboliques de E. L'espace E sera parfois désigné comme la frontière de 
Furstenberg den. 

Nous rappelons le théorème bien connu suivant, et qui pourra être trouvé 
dans [Fre90], par exemple. 
Théorème 2.1. L'application (IK. U oo) --+ C(IK.), x f-t (l,x), induit une 
bijection naturelle r lK \ (IK. U oo) --+ C (IK.) de l'ensemble des cusps de VJK dans 
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le groupe de classe d'idéaux fractionnaires de 0. 

Dans le résultat précédent, on convient que l'idéal engendré par (l,oo) 
est égal à O. Pour la définition du bord de D, on se réfèrera à [Bal95]. Un 
ouvert dense U de &D, invariant par le groupe G, peut être décrit de la façon 
suivante: 

U = {(z,O)Iz E E,e E sn-1n]O,l]n}, 

le plongement i (que l'on considèrera comme une identification) dans &D 
étant donné par 

avec e = ( Œ1, .. ,an), l:i a; = 1. Cette expression est valable si tous les zi sont 
finis. Sinon, on remplace dans l'expression précédente le terme correspondant 
à un zi = oo par (O,ea;t). L'action de G est ici g(z,O) = (gz,O). 

Il est facile de vérifier que l'image de ce plongement est bien un ouvert 
dense du bord: c'est en fait l'ensemble &Dreg des points réguliers du bord. 
Ainsi, nous parlerons d'un point de E comme d'une classe asymptotigue de 
chambres de Weyl de D. Rappelons que la fonction de Busemann est definie 
pour Ç un point du bord &D et deux points x,y de D comme la limite 

Bç(x,y) = lim d(r(t),x)- t, 
t---++oo 

où r(t) désigne le rayon géodésique infini partant de y vers Ç. Soit Ç0 E U 
le point à l'infini régulier (oo,e), et soit Xo En le point (O,l)i=l, .. ,r+S· Soit 
x = (zi,hi)i un point de n. On a alors la formule suivante pour la fonction 
de Busemann du point Ç0 

Lemme 2.1. 
n 

e-Beo(x,xo) =II hfi. 

i=l 
0 

Soit p r -t G une représentatiOn d;un groupe r, et 1rv n -t v = 

p(f)\D la projection canonique. On peut définir une "fonction de Busemann" 
sur V de la façon suivante. Soit ( E &D un point parabolique, p dans D, et q 
dans V 
Définition 2.1. On pose 

BÇ(q,p) := _ inf B((ij,p), 
ql7rv(q)=q 

où la fonction dans le deuxième terme est la fonction de Busemann sur D. 
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On se réfèrera ici à l'article de H.C. lm Hof [IH85] pour la description 
générale de l'action sur les chambres de Weyls. Dans notre cas, le sous-groupe 
abélien de G, A= (IR.~)n identifié au groupe matriciel 

A = { ( [ e~' e~'' l L. ,n : t, > 0} ' 
agit sur la variété CW(O) des chambres de Weyl de 0, qui est le produit des 
T 1 IHr, T 1 IHI3 , les espaces tangents unitaires des espaces hyperboliques. 

Etant donnée une orbifolde quotient V = r(V)\0, de volume fini et de 
cusps C(V), cette action descend en une action sur l'ensemble CW(V) = 
r(V)\CW(O) des chambres de Weyl de l'orbifolde V. On se fixe dans la 
suite le semi-groupe A+ = {(t1 , .. ,tn) :ti > 0} C A, qui est l'intérieur d'une 
chambre de Weyl standard. 
Définition 2.2. On dira que deux chambres de Weyl de 0 sont asymptotes 
si elles définissent le même point de la frontièr-e de Furstenberg. On dira 
que deux chambr-es de Weyl de V sont asymptotes si elles ont deux relevés 
asymptotes. En particulier, si w,w' E CW(V) sont asymptotes, alors: 

w+(w) = w+(w'). 

On a bien sûr un revêtement naturel ?Tcw : CW(V) -+ V qui à une 
chambre de Weyl de V associe son point base. On utilisera la paramétrisa­
tion de Hopf suivante pour les chambres de Weyls de 0: notons (E x E)* 
l'ensemble des (z,z') dans E tels que N(z- z') "1- O. Il existe une bijection: 

CW(O) -+ (E xE)* x A, 

qui est la bijection déduite par produit des paramétrisations de Hopf de 
T 1W et T 1IHI3 . La mesure de Liouville sur CW(O) s'exprime à l'aide de cette 
paramétrisation 

d 
- r+2s dzdz' da 

w- 2 N(z- z')2. (2.1) 

Enfin, la propriété suivante peut être vue comme une généralisation du 
théorème de Lagrange : un réel est quadratique sur Q si et seulement si son 
développement en fraction continue est périodique. 1 

1. Il est sans doute déjà connu mais je ne lui connais pas de référence. D'autres exemples 
similaires sont par exemple dans [LWOl]. 
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Lemme 2.2. Les plats de S1 qui se projettent sur des tores plats compacts 
dans Voc sont exactement ceux dont les 2n points à l'infini sont des nombres 
quadratiques conjugués (voir définition 1. 7). 

Preuve. Si on considère les 2n points à l'infini d'un relevé d'un tore compact, 
il existe une matrice loxodromique "( de rJK (en fait un sous-groupe abélien 
de rang n) stabilisant chacun de ces points à l'infini. Si ((xi)i,(Yi)i) E E 2 

décrivent ces points (au sens que lai-ème coordonnée d'un point à l'infini est 
soit xi, soit Yi), alors l'équation décrivant ces points fixes "fZ = z nous donne 
pour chaque coordonnées une équation du second degré d'inconnue z, 

à coefficients dans JK, dont xi et Yi sont solutions, et ainsi c'est un ensemble 
de nombres quadratiques conjugués (on a le bon nombre d'équations à coef­
ficients réels). 

Réciproquement, si un ensemble rectangulaire de 2n points de E est un 
ensemble de nombres quadratiques conjugués, ils sont issus d'un nombre x 
dans JK', lK' extension réelle de degré 2 de K De par le théorème de~ unités 
de Dirichlet, le facteur abélien libre du groupe des unités de lK' est de rang 
2r + 2s- 1 = 2n- 1, et le facteur abélien libre du groupe des unités de lK 
est de rang r + s- 1 = n- 1. Comme la norme relative (cf [Sam67]) satisfait 

Nr&'/Q(u) = NK;Q(NW!;oc(u)), 

on en déduit que le facteur abélien libre du groupe ker(NK'/K) des éléments 
de norme relative pour l'extension lK' /K. égale à 1 est de rang n. Soit u E 

ker(NK' /K), qui ne soit pas de torsion. Soit M C lK' le 0-module de base 
(1,x). Comme M est commensurable à 0' (en le sens que leur intersection 
est un sous-groupe d'indice fini de chacun d'eux), et que la multiplication 
paru stabilise 0', il existe k > 0 tel que la multiplication par uk stabilise M. 
Soit 

A= [ a b ] 
c d ' 

la transposée de la matrice de multiplication par uk dans la base (x ,1). 
Comme xuk = ax + b et uk = ex+ d, on a pour tout z dans l'ensemble 
des points conjugués 

A(z) = az + b = zuk = z 
cz + d uk ' 

32 



équation qui est à lire comme une équation dans E. Comme A est de déter­
minant 1 = Noc' ;oc ( uk) et n'est pas de torsion, ses valeurs propres dans chaque 
coordonnées i sont distinctes de 1 et -1, et c'est bien un élément loxodro­
mique de roc stabilisant tout point de l'ensemble rectangulaire de départ. Il 
y a donc un groupe de rang n ainsi engendré par les différents éléments u de 
ker(Nw ;oc). Comme le stabilisateur dans G du plat défini par les 2n points 
conjugués admet un sous-groupe d'indice fini isomorphe à JRn, le sous-groupe 
formé précedemment en est un réseau et le quotient est compact. 0 

2. 2 La correspondance géométrique 

Dans cette section, on relie les quantités diophantiennes et dynamiques 
introduites dans les parties précédentes. On fixe le point à l'infini: 

( (( 1 ) ( 2 ) )) c - (oo)· e -':,0 - t=l, .. ,n, 0 - ' ' Jr + 4s i=l, .. ,r Jr + 4s i=r+l, .. ,n 

et le point de référence Xo = (0,1)i=l, .. ,n dans n. Traitons tout d'abord le 
cas des 'formes quadratiques'. Le lemme suivant fait le lien entre plats et 
produits de formes quadratiques. 

Lemme 2.3. Il existe une bijection canonique G-équivariante q r-+ G(q) 
entre FQ(E) et l'ensemble des plats totalement géodésiques maximaux non 
orientés de n. 

Nous pourrions simplement remarquer que PSL2 (JR) (resp PSL2 (C)) agit 
transitivement sur FQ(JR) (resp. FQ(C)) et que le stabilisateur de q(x,y) = 
xy est égal au stabilisateur de la géodésique non orientée, non pointée, reliant 
les deux points de &IHP (resp &JHI3 ) 0 et oo, sous l'action du même groupe vu 
comme groupe d'isométrie de W (resp IHr). Il en est ainsi de même pour 
l'action produit de G sur les ensembles produits. Mais il n'est sans doute pas 
inutile de décrire un peu plus cette bijection. 

A tout q = (qi)i dans FQ(E), on associe le plat géodésique G(q) (sans 
orientation) ayant pour points à l'infini les points de coordonnées (Çih:Si:Sn' 
où Çi est racine de l'équation qi(z,l) = O. En général, il y en a toujours 2 
distinctes. Si qi(z,1) est de degré 1, on prend comme points à l'infini la racine 
et oo E &W ou &IHr. Cette manière de définir nous donne ainsi toujours 2n 

points à l'infini. Il y en a en effet autant que de chambres de Weyls. 
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Réciproquement, à un plat géodésique P non orienté de 0, en notant Çi,ç: 
ses points à l'infini dans lei-leme facteur, on considère la forme quadratique 
q(P) = (qi)i avec 

ou éventueliement qi(x,y) = (yÇi- x)y si un des points à l'infini est oo E 80. 
Venons-en maintenant aux "nombres" de E. 

Lemme 2.4. Il existe une bijection canonique z t-t R(z) entre E et l'en­
semble des classes asymptotiques de chambres de Weyl de 0, qui est G­
équivariante. 

Comme précédemment, cette bijection est claire sur chaque H 2 et H 3
, 

un point du bord étant par définition une classe (faiblement) asymptotique 
de rayons géodésiques, et s'obtient ensuite par produit. Plus explicitement, 
nous nous intéresserons au passage au quotient par rJK de cette bijection. 

A un élément z de E, on associe la classe asymptotique R(z) de chambres 
de Weyl de VJK à laquelle appartient toute chambre dont un relevé a pour 
point à l'infini z. Réciproquement, à une chambre de Weyl de VJK, on peut 
associer la classe modulo rJK de point à l'infini dans E d'un relevé de cette 
chambre au produit de demi-espaces supérieurs. En particulier les éléments 
de lK sont associés aux chambres de Weyl qui se terminent dans les cusps 
en respectant l'indexation de lK et des cusps selon C(K), c'est à dire en 
respectant l'association du théorème 2.1. Soit w une chambre de Weyl de 
R(z), alors l'w-limite positive w+(w) ne dépend en fait que de R(z), ce qui 
justifie l'écriture de cet ensemble comme w+(R(z)). 

Il sera dans la suite plus commode d'associer à un élément de E, non pas 
une classe asymptotique, mais un représentant de cette classe. A un élément 
z = (.z1 , .. ,zn) dans E on associe la chambre de Weyl W0 (.z) dans 0 définie 
par: 

et le plat maximal contenant TV0 (z), défini par 

et on notera W(z) l'image de W0 (z) dans VJK. 
Le lemme suivant, qui sera par la suite appliqué à différentes représenta­

tions de rJK reliées chacune à un cusp, nous permettra de faire le lien avec 
l'approximation diophantienne. 
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Soit 

"! = ( [ ai bi l ) = [ a b l E S Lz ( E). 
Ci di J i=l, .. ,n C d 

Lemme 2.5 (Lemme fondamental). Avec les notations précédentes sur 
z,x0 ,"(,~o, on a: 

( ( A ) )~ min exp(B~0 (x,xo)) = N(C) 2N C- z 2r+2s 
xey- 1po(z) 

De plus, l'unique point x réalisant le minimum vérifie 

(2.2) 

Preuve. Soit x dans "(-1p0 (z), notons x= (ui,hi)i=l, .. ,n· 

On sait (ou bien l'on calcule) que dans chaque facteur du produit n (c'est à 
dire dans chaque copie de H 2 ou H 3), 1 'horosphère centrée en ~), image par 

[ ~: ~: ] d'une horosphère centrée en l'infini de hauteur euclidienne hi, est 

de rayon euclidien ri avec : 

1 
---=ri 
2hi Ici 12 

On regarde les cercles (resp. sphères) tangents aux bords des lHf, (resp. 
JHI3 ) en les points ad ci et passant par les projections sur chaque composante 
de "(X. Ils sont de rayon euclidien ri. On note "(X = (zi,ti)i=l, .. ,n· Le théorème 
de Pythagore nous dit que 

C'est à dire qu'on a les égalités: 

Et donc: 
1 1 lzi- ~1 2 

2hilcïl 2 = 2(ti + ti ' ) 
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Ainsi, le produit des n égalités précédentes ou de leur carré, suivant qu'elles 
correspondent à un facteur réel ou complexe, nous donne : 

Ou encore, en utilisant la formule pour la fonction de Busemann sur n : 

Le i-ème terme du produit de gauche est minimisé lorsque ti = !zi - ~ 1 et 
l'unique minimum est atteint pour x= ')'-1 ((zdi)i=l, .. ,n), et alors: 

D 

Le lemme suivant est l'analogue du précédent pour les formes quadra­
tiques. 
Proposition 2.6. Soient q E FQ(E) et p un morphisme d'un grouper dans 
G, d'image discrète. Alors 

. f N(q(d,- c)) 2-[IK:IQ] . f v'r+4sB~ (p,xo) 
Ill = Ill e •o , 
-yEr v'l~(q)l PE11"v(G(q)) 

où 

Démonstration. Montrons d'abord la première affirmation. Écrivons 

qi(x,y) = (YrJi- x)(Y'fJ~- x). 

Par le lemme 2.1, on a, en posant ai= v'r~48 si i ~ r, ai = sqrt;+4s sinon, 
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et de même, 

On obtient, d'après les valeurs de ai et après avoir remarqué que I'Tli- 77:/ 2 = 

ill( qi) 1' 
2-[JK:Q) inf ev'r+4sBeo(p,xo) = N(q( -d,c)). 

pEp('Y)G(q) J/fl(q)J 

En passant à l'infimum sur tous les 1 dans r, on obtient bien l'égalité 
annoncée. 

0 

2.3 Application au cas des variétés de Hilbert 

Dans cette partie, on établit que les quantités diophantiennes définies 
dans la partie 1.2 sont égales aux quantités géométriques définies dans la 
partie 1.4, pour une certaine fonction f et le fibré des chambres de Weyls de 
la variété de Hilbert correspondante, 

Fixons le corps IK, extension finie de Q, et commençons par décrire cer­
taines représentations du groupe rJK. Soit une classe Y dans C(IK), dont on 
choisit un représentant I, qui soit un idéal entier de norme minimale parmi les 
représentants de cette classe. Soient p,q dans 0 deux éléments qui engendrent 
!. Il existe alors f-t et v dans /-1 tels que 

pv + Qf-t = 1. 

Soit M l'élément de G défini par 

Alors 

M-1 = 1rK ( [ ~q ~ ] ) . 
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On pose rM = M-1r][{M, et p('y) = M-1"(M. Un élément g dans rM 
s'écrit 

= 1foc ( [ ~ ~ ] ) ' 

avec 

'Y= M gM-
1 

= 1fK ( [ ~ ~ l) E foc. 

Formes quadratiques et plats 

Rappelons que new : CW(Voc) --+ Voc est la projection canonique. Fixons 
I,M,p,q comme dans la partie précédente. Notons p0 : foc --+ G l'inclusion. 
On définit une application fi : CW(Voc) --+IR par 

f ( ) _ Jr + 4s Po ( ( ·) ) 
1 w - - [OC: Q] B(pjq,Bo) new w ,xo 

Jr + 4s 1 + ln(2) + mr . 11""\\l Bç0 (xo,M- xo). 
liN>. . ~J 

(2.3) 

Cette fonction est continue et propre sur CW(Voc). Si P est une partie 
non vide de C (OC), notons 

fp=supfi. 
lEP 

Si P = C (OC.), on pose fK = f e(oc). Nous allons maintenant relier explicite­
ment les objets de la partie 1.4 appliquées à (CW(VK),jp) avec les quantités 
diophantiennes. 
Théorème 2.2. Les définitions arithmétiques et géométriques de p. coïn-
-~~.1 ____ .{ T:1.-. _JJ...., .. J-.,__, __ ,_ .J.._...,_....,.-....,_ __ .., ,..._ __ ,, . .,. -1--.~-J.-.. ..1~...--.., Dn( D\ 
(;"~U.Ctbi. ElU û UU~J C.:l &Cf tnc;:, 7 pULil ~UUL ij UUIL~ 1.' ~ \ .U) 1 

(2.4) 

Démonstration. D'après la formule 1.2, et la définition de fp, il nous suffit de 
le prouver pour P un singleton. Soit donc P = { 1}. Soit p la représentation 
décrite précédemment, et soit q dans FQ(E), p('y-1) dans fM· Ecrivons 
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Alors, on a 

M [ D -B l = M ( )-1 = -lM -C A P 1 1 ' 

et donc 
M [ D ] = [ ap + bq ] . 

-C cp+dq 

Ainsi, 
q(M(D,- C)) = q(cp + dq,ap +bq), 

d'où, par la proposition 2.6, 

. f N(q(cp+dq,ap+bq)) _
2

-[JK:IQ>] . f .Jr+4sB;(p,xo) m - m e o . 
!EriK Jl~(q)j pEnv(G(M- 1 q) 

Le corollaire 1.3 nous permet ainsi d'affirmer que 

2- [KIQ>] • f .Jr+4sB; (p,xo) _ ( ) [JK:IQ>] m e o - /1-P q . 
pEnv(M- 1G(q)) 

Maintenant exprimons la relation de cocycle de la fonction de Busemann 

Bf
0
(p,xo) = B';Jç

0
(Mp,Jvfxo) = B';Jç

0
(1v!p,xo)- BMç0 (Mxo,xo) 

= B';Jç
0
(Mp,xo)- Bç0 (xo,M- 1x0 ) 

Ce qui, avec la remarque 1rv(M-1G(q)) = Jrvoc(G(q)), conclut la preuve. 

Approximation diophantienne et Lv' ... }imites 

D 

Théorème 2.3. Les définitions arithmétiques et géométriques de v coïn­
cident. En d 1autres termes1 pour tout z dansE -lK1 

Vp(z) = VJP(W(z)). (2.5) 

Démonstration. De même que dans la preuve précédente, la formule 1.1 nous 
permet de supposer que P est un singleton. Soit P = { J}, et p la représen­
tation définie précédemment. Tout d'abord, montrons que 
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D'après le corollaire 1.2, il existe une suite 

tels que, lorsque l -+ +oo, 

llz _ azp + bzq Il -+ O, 
czp + dzq 

00 

(2.6) 

et 

(2.7) 

Soit x1 le point de p('y1)-
1p0(M-1z) réalisant le minimum dans le lemme 

2.5, appliqué à la transformation M-1r1M. On obtient: 

exp(Vr + 4sB~0 (xz,xo)) = N(Cz) 2N (M- 1{zM(oo)- M-1z) 2[lK:IQJ, 

car Az/C1 = Mr1M-1 (oo). Or, on peut calculer que 

et 

Cz = (pcz + qdz)(p- q[zM(oo)), 

( 
-1 _ 1 ) N(z-[zM(oo)) 

N M rzM ( oo) - M z = N ( )N ( M ( ) )' -qz + p -q[z oo + p 

Ce qui nous donne 

exp( Vr + 4sB(p/q,Bo)(Mxz,Mxo)) 

= IV(pcz + qdz) 21'/ ('-y1I'v1( oo)- z) N(p~ q{zAi\oo)) 2[IK:Q], 
p- qz 

T 0..,-.Q!"!~"!H 1 _ \ '"'-""' l'rov'!'"':-rr>Cle>~nY! r~..,.Arof..rlrvni-ro t11nrl "'irt·~oyoo (')1-' ... -"" f .,.-\\f1K:Ql rln ,.-..<:lT' loc 
..L..IV.Ll.J\,._1 U'G {; - ! '._..A._~' .1 V.t\..1-'~ VÜÜ.J...._.i.lJ.. f--1J...._,\_,..'1.._,·\_.L0.l--'--lJV UV..I...H,..\. V V.LQ \ L.JV tl j \ AJ j) } '-~....._, J:-'UI.L .l-'-. .'0 

expressions 2.6 et 2.7. La suite p('y1)x1 converge vers A1-1 z dans W0(M- 1(z)) 
d'après l'équation 2.2. Donc l'ensemble des points d'accumulation de 7TVJK (M x1)1 

est contenu dans Ircw(w+(MW(M-1z))) = Ircw(w+(W(z))), et donc par 
continuité de j, on obtient bien V{I}(z) ~ v!I(W(z)). 

Montrons maintenant la réciproque : 
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Soit w1 une suite de sous-chambres de Weyls dans MW0(M- 1z) dont 
les points-bases x1 tendent vers z pour la topologie euclidienne, tels que 
exp(- fi(7rwz)) -+ v!I(W(z))), 1r étant ici la projection CW(!l)-+ CW(VJK). 
On pose Yz = M- 1xz. Ainsi, d'après la définition de B~0 et le lemme 2.5, il 
existe une suite g1 de r M telle que : 

exp( vr + 4sB~o (glYt,xo)) 2: N( Cz) 2 N ( ~; - J\,1- 1 z) 2[JK:QJ. 

De plus, quitte à changer y1 grâce au lemme 2.5, on peut supposer qu'il 
y a égalité, et l'équation 2.2 nous dit alors que 

Mais on peut écrire, en posant "Yz = M g1A1-1, 

tout comme dans la première partie de la preuve. En passant à la limite, on 
obtient l'inégalité annoncée, car llz- 'Yz(pjq)lloo tend bien vers O. 

n 

2.4 Quelques corollaires 

Nous énonçons maintenant quelques conséquences directes des théorèmes 
2.2 et 2.3. Le premier est bien connu lorsque n = 1, mais mérite d'être noté. 
On n'avait jusqu'alors pas précisé de mesure sur FQ(E), mais comme FQ(E) 
s'identifie naturellement à l'espace des piats de 0, il existe ainsi une mesure 
G-invariante sur cet espace issue de la mesure de Haar de G. 
Corollaire 2.4. Les fonctions Vp ei 1-lP surE et FQ(E) sont rJK-invariantes. 
Elles sont nulles presques partout. 

Démonstration. L'invariance résulte des formules 2.4 et 2.5. La deuxième 
partie se déduit du lemme 1. 7 de la façon suivante; soit F C E un ensemble 
de mesure finie et positive tel que vp est constant sur F. L'ensemble des 
chambres w E CW(VJK) telles que w admet un relevé à n ayant pour point 
à l'infini positif un élément de Fest de mesure non nulle d'après la formule 
2.1, et on applique alors le lemme 1.7. 0 
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Ce corollaire est l'analogue du résultat de Tornheim. J'ignore si l'inclusion 
est stricte. 
Corollaire 2.5. Pour tout PC C(.OC) non vide, on a: 

LpCMp 

Démonstration. C'est l'application directe du lemme 1.4. 

Le corollaire suivant généralise le théorème 1.4. 
Corollaire 2.6. La définition suivante de CK a bien un sens 

CK = sup LK = sup 11.JJK. 

Et il existe q dans FQ(E), et z dansE tels que 

f.1K(q) = vK(z) = CJK. 

Si P est non vide, Lp et Mp sont bornées. 

0 

Démonstration. La première partie est l'application directe du lemme 1.6, il 
n'y a qu'à vérifier que fc(K) est bien minorée. La dernière assertion découle du 
fait topologique suivant : il existe un compact K de VK intersectant tout plat 
géodésique, car un voisinage horosphérique suffisamment petit ne contient 
aucun plat entier. 0 

Corollaire 2. 7. Si la constante de Hurwitz n'est pas atteinte par un "nombre 11 

de E 'quadratique réel', alors sa multiplicité est non dénombrable dans cha­
cun des deux spectres. C'est en particulier le cas si ce n'est pas un nombre 
algébrique. 

Démonstration. Si la constante de Hurwitz n'est pas atteinte par un "nombre 
quadratique réel" de E, d'après le lemme 2.2, le corollaire 1.5 s'applique et 
la multiplicité est non dénombrable dans le spectre de Markoff. Remarquons 
qu'un plat de D ct à fortiori de VK peut être donné par des points antipodaux 
dans le rectangle àes r points à l'infini. Si elle était àe multiplicité dénom­
brable dans le spectre de Lagrange, en particulier l'ensemble des points à 
l'infini des plats donnant lieu à la constante de Hurwitz serait dénombrable, 
mais ces plats sont inclus dans ceux définis grâce à des paires de points de cet 
ensemble, ce qui nous donne un nombre dénombrable, contredisant la conclu­
sion sur la multiplicité du spectre de Markoff. Pour la dernière assertion, on 
peut calculer que la constante d'approximation d'un nombre quadratique de 
.OC dansE est toujours algébrique (voir [HP02]). 0 
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Chapitre 3 

Le cas de rang 1 

3.1 Un théorème sur les spectres dans les es­
paces CAT(-1) 

Soit 0 un espace métrique simplement connexe, complet et localement 
compact, géodésique et GAT( -1) (référence [Bal95]). Notons T 10 l'ensemble 
des plongements isométriques de lR dans n, il est naturellement muni d'une 
action rf/ de lR qui consiste à translater l'isométrie et d'une involution v 1--t 

-v, qui change le signe du temps. 
Soit r un sous-groupe discret du groupe I som(O) des isométries de 0, 

notons V= r\0 et T 1V = r\T10 les espaces quotients. Pour v dans T 1V, 
on note w+(v) son ensemble w-limite positif, i.e. l'ensemble des points d'ac­
cumulation de (ptv lorsque t ---7 +oo. Le but de cette partie est de prouver le 
théorème suivant : 

Théorème 3.1. Soit f : T 1 V ---7 lR une fonction continue et propre. Soit 
10 l'ensemble des vecteurs périodiques de T1 V, et J l'ensemble des vecteurs 
de T1 V tels que w+ (v) et w+ (-v) soient chawn vide ou bien une orbite 
périodique. Alors 

1. 
lR n {sup j(q'>tv)jv E T 1V} = lR n {sup j(q'>tv)jv E J}, 

tEIR tElR 

2. 
JR.n {limsupf(q)tv)jv E T 1V} = {supf(q'>tv)lv E lo}. 

t--t+oo tER 

Autrement dit, avec les notations de la partie 1.4, 
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ln(M(f)) = JR.n {supf(<Pt(v))lv E J}, 
tElR 

ln(L(f)) = {supf(<Pt(v))lv E Jo}. 
tElR 

(Les adhérences sont prises dans JR, et non pas dans R) 

Soient 1r : T 10. -+ O. et 1r : T 1 V -+ V les projections canoniques, et 80. le 
bord de O. (voir [Bal95]). La paramétrisation de Hopf nous permet de faire 
l'identification: 

T 10. = ((80. x 80.)- diag) x R 

Si v E T 10., nous noterons v+ et v_ les éléments de 80. tels que v 
(v+,v_,t) pour un certain t dans JR.. Ce sont les extrémités en +oo et -oo de 
la géodésique définie par v . 

Nous utiliserons sur T 10. la distance d suivante: si v,v' E T 10., alors 

Cette distance a l'avantage d'être convexe, i.e. l'application de la variable t 

t i----1- d( <Pt v ,</Jtv') 

est convexe, car intégrale positive de fonctions convexes. En particulier, si 
v+ = v~, alors cette application est décroissante. Notons encore que cette 
distance est invariante par isométrie, et induit donc une distance sur T 1 V;, 
encore notée d. Les distances d sont invariantes par renversement du temps,· .. 
et satisfont d(<Ptv,</J8 v) = !t- s!. 

~~ûus utiliserûns dans la suite la versiûn du lemme de fermeture d'Anosov 
[Ano69] ci-dessous. 
,.....,1~-~----"'-~"'-""'- Q '1o IT _.....,_.,_--""""'""""-"""--- _,..:1- ~~_,-...,_...,__,...._.t.~.,.,...,- ~~,...., ..,_"'"'_.._ __ ~-~~~~+ rt Arr'/ 1 '\\ 
~Ht;;U!It:!UC <>•""- \_.Lii;;J.UU.ltt; Ut: .lt:J.!Hti-UJ.ot;l LC1.~ HUU l:UJ.Upe1.LI- IJI1.J. ,-.J.)j• 

Pour tout t > 0, il existe o > 0 et T > 0 tel que pour tout v E T 1 V et t 2: T 
tels que d( v ,</Jt (v)) < o, il existe 'Y E r, loxodromique, w E T 1 V, et t' > 0 
tels que la géodésique fermée de V associée à'"'( soit (w(s))sE[O,t'], !t-t'! < E, 

</Jt' (w) = w, et pour touts E [O,t], d(</J8 (w),</J8 (v)) < E. De plus, o(t) et T(t) 
ne dépendent pas de r ni de n, et ont des valeurs explicites. 

Démonstration. Cette version du lemme de fermeture d'Anosov est prouvée 
en appendice A. D 
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Preuve de l'assertion 1 du théorème 3.1. Montrons d'abord que l'ensemble 
lR n { suptEIR f ( qlv) lv E T 1 V} est fermé. Ensuite, il nous suffira pour conclure 
de montrer que l'ensemble lRn {suptEIR f((ptv)!v E J} en est une partie dense. 
Soit ( cpRvi)i une suite d'orbites telles que /ki = suptEIR f( q;tvi) converge vers 
Jk E lR. Quitte à translater vi à l'aide du flot, nous pouvons supposer que 
Jki - 1/ i :::; f (vi) :::; /ki, et à partir d'un certain rang que 1 /ki - J.Ll < 1. Comme 
vi est dans le compact f-1 ([J-L- 2,J.L + 1]), la suite vi admet un point d'accu­
mulation v. Ainsi f (v) = Jk par continuité de f. De plus, pour tout t E lR: 

et donc 
sup f(cptv) = Jk· 
tER 

Montrons maintenant que JRn { suptEIR f ( q;tv) lv E J} est un sous ensemble 
dense de JRn{suptER J(cptv)!v E T 1V}. Soit cpiRv une orbite du flot géodésique, 
telle que Jk = suptEIR f ( q;tv) < +oo. Soit K le 1-voisinage fermé de f-1 

( [J-L -
1,J-L+ 1]), qui est compact. Soit o(c) le module de continuité de f sur K, c'est 
à dire 

sup !f(x)- f(y)!. 
x,y~:=K,à(x,y)"S,E 

Prenons E > 0 tel que o(2c) + 2E < 1. Quitte à opérer une translation, nous 
pouvons imposer IJ-L- f(v)! < E. 

Supposons d'abord que w+(v) =f. 0. Soit w E w+(v), w E T 1 0. un relevé de 
w, et U C U' deux voisinages ouverts de w E T 10., de diamètre plus petit que 
E, vérifiant que pour tout v(l) ,v(2) E U, il existe v(3) E U' tel que v~) = v~) 
et v~)= v~). 

En appliquant le lemme de fermeture d'Anosov, il existe T1 > T2 > 0, 
aussi grands que l'on veut, et une géodésique périodique de longueur T avec 
IT- (T1 - T2 )1 < E, ayant un vecteur unitaire tangent v' tel que pour tout 
tE [O,T] 

d(q;t+T1 v,cptv') < E, 

et que V
1 ,cpT1 V aient des relevés V1 ,cp1î V dans U. 

Il existe ainsi w0 dans U' tel que (wo)+ (v')+ et (wo)-
particulier, pour t 2: 0, on a les inégalités 
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car w0 ,v' sont tous deux dans U'. De même, pour t ~ 0, 

car w0,1jJT1 V sont tous deux dans U'. Ainsi, en vertu des inégalités précédentes, 
l'orbite de w0 est contenue dans le 2E-voisinage de l'orbite de v, car l'orbite de 
v' est contenue dans leE-voisinage de l'orbite de v. Comme d(ljJ--T1 w0 ,v) :::; E 
et /p,- f(v)/ ~ E, on a 

En particulier, SUPtEIR f((t/wo) ~ p,- b(E)- E, et l'ensemble f(cf>JRwo) n [p,­
l,p, + 1] est non vide. De plus, si !/Jtw0 E f-1([p,- l,p, + 1]), il existe t' E IR. 
tel que d( cf>tw0 ,cj>t' v) :::; 2E, et alors 1/Jt' v est dans K et 

Comme f(cf>IR(w 0 )) est connexe, on peut en conclure que 

D'où, finalement: 
/ sup f(ifJtwo)- p,/ :::; b(2E) + E. 

tEIR 

Nous avons ainsi obtenu une nouvelle géodésique cj>IR ( w0 ), telle que 1 'w-limite 
positive soit une orbite périodique, et sur laquelle la borne supérieure de f 
est aussi proche que l'on veut de celle sur la géodésique initiale, car f est 
uniformément continue sur K. Si w+(v) = 0, prenons w0 = v. Appliquons 
la même technique à partir de l'orbite cj>IR( -w0 ), nous pouvons obtenir une 
troisième orbite, dont les w-limites positive et négative sont chacune soit 
périodique, soit \ride, et sur laquelle la borne supérieüre de f est aussi proche 
que l'on veut de celle sur la géodésique initiale. Ce qui conclut la preuve. 

0 

Preuve de l'assertion 2 du théorème 3.1. Montrons d'abord l'mcluswn du terme 
de gauche dans celui de droite. Soit w E T 1 V tel que w+ ( w) -=/= 0 et v = 
limsuptEIR f(cj>tw) < +oo. Comme f- 1([v- 1,v]) est compact, et qu'un en­
semble w-limite est fermé, il existe v E w+(w) tel que f(v) =v. 
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Nous reprenons ici un argument très proche de celui de Sa'ar Hersonsky et 
Frédéric Paulin dans [HP02], où ils démontrent que la constante d'Hurwitz 
peut se calculer uniquement à l'aide de la profondeur de pénétration des 
géodésiques périodiques. 

Soit 8 > O. Il existe T1,T2 > 0, T1 - T2 aussi grand que l'on veut, tel 
que les vecteurs vi = <J;Tiw E Ti V vérifient d(vi,v) < b. Soit t: > 0, il existe, 
par le lemme de fermeture d'Anosov, pourvu que T1 - T2 soit suffisamment 
grand, un 8 tel qu'il existe une orbite périodique g(t) de période T avec 
!T - (TI - T2 ) 1 < t:, telle que pour tout t E [O,T], 

d(g(t),q;t+T2 w) < t:. 

Par des techniques de continuité uniforme semblables à celles de la preuve 
de la proposition précédente, nous obtenons une orbite périodique sur laquelle 
la borne supérieure de fest aussi proche que l'on veut de celle sur l'ensemble 
w-limite initial. 

La deuxième étape, indépendante, consiste à démontrer la réciproque : 

{sup f(</Jtv)!v E J 0} C { sup f(v)!w E T 1V, w+(w) =f. 0}. 
tEJR vEw+(w) 

Soit une suite gide géodésiques périodiques orientées, T 1Çi l'ensemble des 
applications localement isométriques de IR dans V, d'image gi et respectant 
l'orientation de Qi, telle que vi = supvET1~:;; f(v) converge vers v E IR. Nous 
extrairons librement des sous-suites de Qi, tout en continuant à noter la suite 
de la même manière. Par compacité de f-1 ([v -l,v + 1]), les ensembles T 1Çi 
ont un point d'accumulation (lorsque i tend vers l'infini) v, tel que f(v) =v. 
Ainsi, il nous suffit, pour conclure la démonstration, de construire nn vecteur 
w vérifiant: 

1) ç 1,?. (?n) r ni ITlC" 
- - -~ ·n -- 1 - 1 1 V ·- - J 

i>Oj>i 

Soit v un relevé de v dans T 1D., posons Ei = 2-i. On peut trouver: 

une suite décroissante de voisinages de v, Vi,Wi des ouverts relativement 
compacts de fermetures disjointes, et telle que niBi = {v}, et que chaque 
Bi soit inclus dans une boule de T 10. de rayon 2Ei· Désignons par li E f la 
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transformation telle que pour tout viE T 1Qi, on ait li( vi)= cp1;(vi), où li est 
la longueur de Yi· 

On peut alors supposer que 7r-
1 (T1Qi) n Bi-=/:- 0. Soit donc Vi E T 1Ç}i n Bi· 

Comme le point à l'infini attractif de /i est dans Vi, quitte à considérer un 
itéré de /i, on peut supposer que /i(Vi) C Vi, et de même "Wi-1 C li(Wi)· 

Considérons la suite V:' = !n2 ... ,i("Vi), avec t'~ = t'1 . Remarquons tout 
d'abord que cette suite est décroissante au sens de l'inclusion: comme 1'i+1 (Vi+r) C 
Vi+1 C Vi, c'est évident. De même, Wf = 1'11'2···/i(Wi) est une suite crois­
sante. Soit Ç E ni>O V:'-=/=- 0, soit rJ E W1. On pose w = (Ç,ry,to) E B1. 
Montrons maintenant par récurrence qu'il existe Li E [ -16Ei + li,16Ei + li], 
tel que: 

c/JL1 +L2+ ... +L;(w) E /1· .. /i(Bi), 

En effet, c'est vrai pour i = 0 avec B0 = B1 . Supposons que ce soit vrai pour 
i, et posons 

On a alors: 

,J..Zi+ 1 ( , ) _ ( ·) . ( ·)-1( ' ) . . (B· ) 'f' vi+I - /1···/z 1'z+1 1'1···/z vi+1 E 1'1···/z/z+l z+l . 

Comme Ç E /l···1'i+1(1!;+1) et TJ E W1 C ·-y1 .. ·/i+l(Wi+l); il existe T tel que 
cpT(w) E /l···/i+l(Bi+1). Comme les Bi sont de diamètre < 2Ei, l'inégalité 
triangulaire appliquée aux points v~+l, cp1i+ 1 ( v~+l), cpL1 + ... +L; ( w) et cpT ( w) nous 
donne 

IT- (Ll + .. +Li) -li+ll < 4(Ei + Ei+l) < 16Ei+l· 

Ainsi on pose Li+l = T- (L1 + .. +Li)· 
Il ne reste qu'à vérifier que w vérifie bien les propriétés annoncées, mais 

~'~~+ .f.'~~:le ~~~ n:~~: ~~ .. - +~ .. + + r fT 1 1 T T 1 1 T 1 T 1 ln 
L. t:i:'>L ü:V • .-11 L.Q,J. Q,llli:'>l .tJVUl. LVUL ~ C: [.Ul 1 .. 1 .L..Ii).L'} 1 .. 1 .L'i 1 .L..Ii+lj) la 

projection de cpt(w) sur T 1V est à distance< 20Ei de T 1Ç}i, et les projections 
rlo ,f..Ll+ .. +L; (,,\ l"lf'\11<' rl,.nnon-1- 11l"lO <111if-o r1'.,r1'h6ronr>o ?1 
'-A.~ 'f" \_ '--"-' j ..i..LV ....._...._, ...._....._, ...... _.._ ... ...__,.._.;.._, '-4.."-.i.V "-' .._,.,_._ .._,.._.. ·..._.., .._,.,..._..__.. ... ._,_._..._Jo._..,..;...,'-, 'iJ • 

0 

Ainsi, dans le cas d'un espace GAT( -1), on a la propriété suivante, dont 
la deJ.Lxième assertion se démontre de la même manière que dans le corollaire 
2.7. 
Corollaire 3.3. Supposons f minorée. Si C1 est isolée dans L1, alors il 
existe un vecteur périodique v tel que 

(3.1) 
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Si, au contraire, il n'existe aucun vecteur périodique vérifiant 3.1, alors il 
existe un nombre non dénombrable de vecteurs v d'orbites disjointes et deux 
à deux non faiblement asymptotes tels que 3.1 ait lieu (et cf n'est pas isolée, 
ni dans Lt ni dans Mt)· 0 

3.2 Application au cas arithmétique de rang 1 

J'applique ici le théorème précédent à la situation où r + s = n = 1, c'est 
à dire lorsque VK est une orbifolde de Bianchi. 

Soit EQ(E) l'ensemble des éléments de E- lK algébriques de degré 2 
sur IK, et Gp l'ensemble des géodésiques (non orientées ni pointées) de VK 
dont les relevés sur Dont des points à l'infini qui soient dans EQ(E) ou bien 
des éléments pjq de lK tels que (p,q) tf- P. Notons Qp l'ensemble des formes 
quadratiques correspondantes, c'est à dire de la forme: 

q(x,y) =.\(x- ay)(x- f3y), 

où.\ E E- {0}, a,/3 sont soit quadratiques, soit rationnels avec la condition 
exprimée ci-dessus. L'interprétation dynamique de ces définitions est donnée 
dans le lemme suivant. 

Lemme 3.1. Les éléments de Gp sont les géodésiques non orientées (vues 
comme paire d'orbites opposées, de la forme g = (4>R(v)) U (4>JR.( -v))), avec 
w+(v) (resp. w_(v)) soit vide, soit périodique, et telles que pour tout 1 dans 
P, on a 

Démonstration. Si w+(v) = 0, et si un relevé v E D de v s'écrit v= (v+,v-,t), 
alors v+ = pjq E JK, avec (p,q) tf- P. En êffet, un vecteur qui smt de tout 
compact sous l'action du flot a une orbite nécessairement orthogonale à une 
1-_,-_-_-. .... ..,.....,'\.-;::._~_...._ _,.._.,..._.......,_+~f.._...._ -"'-~ "'"',...... r>r-.~t-~~'Y"' ~ /'"! r V..(" C'~ /rn r~\ !- D r'\lA-rc 1~ rrb.nrlbc:t1~11D 
llUlU~!.l.llCaC, \....C::.i.l.tJ.U:::t Vll U.Ii V'C,.l\.JG.U.lJ'jlj_ Ç J..L~ • ....Ji ~,lJ./ '- .:. ' Ui.J..V.i..Q .LU 6'-''-.. n ... .&.vU.i.~U"--" 

vérifie clairement f1JI(g) =O. La réciproque est facile. 0 

Ce théorème a déjà été démontré par Cusick [Cus87] dans le cas lK = Q. 
Cependant, l'approche dynamique permet plus de souplesse, puisque qu'elle 
n'utilise pas de codage du type fractions continues; or leur théorie dépend 
énormément de K 

Théorème 3.4. 
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Lp = {vp(x)ix E EQ(E)}. 

En particulier, Lp et A1p sont fermés. 

Preuve. Nous appliquons le théorème 3.1 à la fonction fp sur T 1 Voc. Cette 
fonction est continue et propre, et on pourra remarquer que c'est le minimum 
parmi une famille finie de fonctions de Busemann. Le résultat est donc im­
médiat, au vu des lemmes 2.2 et 3.1, modulo la vérification que 0 appartient 
bien aux deux spectres, et est bien dans l'adhérence des ensembles ci-dessus; 
mais c'est vrai car presque toute orbite est dense, ainsi que presque toute 
w-limite positive, et l'ensemble des vecteurs périodiques est dense. 0 

Le corollaire 3.3 s'applique, et se traduit si K est imaginaire quadratique 
par: 

Corollaire 3.5. Si Coc est isolée dans Lrt:., alors il existe un nombre complexe 
z, quadratique sur JK, et une forme quadratique complexe q à coefficients dans 
0 tels que 

J-toc(q) = VJK(z) = Crt:.. (3.2) 

Dans le cas contraire où il n'existe pas de z quadratique tel que VJK(z) = Coc, 
ou bien s'il n'existe pas de q à coefficients dans lK telle que /-loc ( q) = Coc, alors 
la multiplicité de Crt:. est non dénombrable dan.s les de1J,x spectres et Coc n'est 
pas isolée, ni dans Lrt:. ni dans Moc. 0 

Pour conclure cette partie, donnons un indice que l'inclusion Lp C Mp 
pourrait bien être stricte. Pour que ce soit vrai, il faut déjà que les fermetures 
d'orbites ne soient pas toutes des w-limites. Rappelons-nous des ensembles J 
et J0 du théorème 3.1, V étant ici une variété hyperbolique. On remarquera 
que l'exemple dû à Freiman d'élément de MQ- LQ est du type de celui décrit 
dans cette proposition [Cus87]. 

Proposition 3.2. Soit v E J - J0 tel que w+(v) =1- -w+( -v). Alors la 
fo'f•<Ynof.,'Y"o rio l'n,."hô+o rio., 'YJ 1ocd nnc ot'Yl O'YJCO'YYlhlP ,,,_/,jrn1+o J'-"1 ;;,.,.._.,.,...._,, '-" \..'I!V v Yf ViiVV ~V '-' iU VVV 1''-'ilV '-'""';;" ....-iiv.....,<-..-ii ... vu-..., ......_. uuiouuu~. 

Démonstration. Supposons d'abord que w+(v),- w+( -v) soient des orbites 
périodiques distinctes. Choisissons un voisinage tubulaire dans T 1 V de l'or­
bite de v, suffisamment petit pour qu'il ait une forme de monture de lunettes 
dont les branches soient cassées, c'est à dire topologiquement deux tores 
pleins Ti et 72 reliés par un cylindre plein C, la géodésique engendrée par 
v allant de Ti à 72, et tel que pour tout w E C, le germe de rayon géodé­
sique engendré par w soit rentre dans 72, soit sort de la paire de lunettes 
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Ti U 12 U C. Procédons par l'absurde, et supposons que l'adhérence de la 
géodésique engendrée par v soit égale à w+ (v') pour un certain v', alors il 
existe T > 0 tel que <f>[T;+oo[ (v') soit inclus dans le voisinage tubulaire. Soit 
s tel que </>8 (v) E C, alors il existe t > T tel que 4>t (v') arbitrairement proche 
de </>8 (v), et en particulier cpt (v') E C. Dans le futur, le rayon engendré par 
4>t (v') est ainsi coincé dans T2 U C et ne visitera plus jamais Ti, ce qui est 
une contradiction avec le fait que la géodésique engendrée par v est dans 
l'w-limite de v'. Si w+(v),- w+( -v) ne sont pas tous deux périodiques, l'un 
d'eux seulement est vide et la preuve fonctionne de même, en prenant pour 
Ti ou T2 un cylindre plein. 0 

3.3 Sur la constante de Hurwitz 

Soit IK un corps imaginaire quadratique sur Q. Dans [HP02] est démontrée 
la formule suivante pour C{o} 

. Jtr(1) 2 - 4 
Co= mf max , 

-yEfJK.,loxodromique -y'EfiK 2jc(1'')'')'1- 1) j 
(3.3) 

où c( 1') désigne 1 'élément de la deuxième ligne, première colonne de la matrice 
1'· En effet, si g est une géodésique périodique de VJK de vecteur directeur v, 
et si on désigne par r(g) l'ensemble des 1' dans r correspondant à g, alors 

Jtr(1') 2 - 4 
/1-Jo(g) = ~~F0) 2jc(1)1 · (3.4) 

Le but de cette partie est de démontrer la proposition suivante. 

Proposition 3.3. Il existe un algorithme (explicite) qui, étant donnéE> 0, 
calcule explicitement une matrice M dans r JK loxodromique et z dans C tel 
que Mz = z et 

Comme on ne connaît pas de constante de Hurwitz qui ne soit pas donnée 
par une classe de conjugaison de rlK (c'est-à-dire que l'inf est un min dans 
la formule 3.3), et qui ne soit pas isolée dans le spectre de Markoff, on peut 
s'attendre à ce que pour E suffisamment petit, la valeur approchée donnée 
par l'algorithme soit en fait exacte. Malheureusement, je ne connaît pas de 
critère permettant de détecter si c'est le cas. 
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La première étape consiste à trouver un sous-groupe de riK d'indice fini sans 
torsion; un sous-groupe de congruence modulo un élément p de 0, fera l'af­
faire pourvu que la seule racine de l'unité dans lK congrue à 1 modulo p soit 
1. Notons 

ce sous-groupe distingué. Remarquons que p = 5, par exemple, convient 
toujours. Nous aurons besoin du lemme suivant, qui est une adaptation du 
lemme des tiroirs, auquel on rajoute le lemme de fermeture. Notons v(r) le 
volume dans T 1 IHin des boules de centre un vecteur et de rayon r, pour la 
distance définie précedemment. 
Lemme 3.4. Soit V = r\IHin une variété hyperbolique, avec r sans torsion. 
Soit v E T 1V, tel que pour tout t ~ 0, le rayon d'injectivité en n(cptv) est au 
moins fi. Alors pour tout E dans ]O,EI[, soient 5 = 5 ( E) et T = T ( E) donnés 
par le lemme de fermeture 3.2, il existe t1 < t2 dans [O,L], où L désigne 

( 
f-l(T

1
V) ) 

L=5 ([T/5]+2)v(5/ 2) +1 . (3.5) 

et w E T1 V, T0 > 0, tels que pour tout t E [O,T0], 

Démonstration. Soient 5,T > 0 les constantes données par le lemme de fer­
meture d'Anosov, qui sont fonction de E, données par exemple explicitement 
dans le corollaire A.l. 

Considérons pour i entier naturelles vecteurs Vi = qPv, et les voisinages 
Bi qui sont les boules de centre vi et de rayon 5/2. Leur volume est v(5/2), il 
est indépendant dei à cause de l'hypothèse sur le rayon d'injectivité et parce 
qu'il n'y a pas de torsion . Et donc, si on pose 

il existe un point de T 1 V qui appartient à au moins [T / 5] + 2 boules Bi. Donc 
il existe i < j ::; m, tels que 
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et /i- j/ ~ [T/6] + 1. Ainsi 6/i- j/ > T. Nous pouvons ainsi appliquer 
directement le lemme de fermeture 3.2 qui permet de conclure. De plus, on 
peut prendre 

( 
J-t(T

1 
V) ) 

L"=b ([T/6]+2)v(fJ/2) +1. 

0 

Corollaire 3.6. Supposons que l'on connaisse 0 < v0 :::;: Coc. Soit E1 le mi­
nimum du rayon d'injectivité aux relevés à f[k]\IHI3 des points-bases des vec­
teurs v E T 1 Voc tels que 

foc(v) :S -ln(v0). 

Pour tout E E ]0,E1 [, il existe L > 0 donné par la formule 3. 5 avec J-t(T1 V oc) 
remplacé par J-t(T1VK) [foc: r[k]], tel que si v1 , ... ,vk E T 1Voc sont des vecteurs 
tangents à (respectivement) toutes les géodésiques périodiques de longueur au 
plus L, alors 

Démonstration. L'inégalité de gauche est triviale. Montrons celle de droite. 
Comme la constante d'Hurwitz est atteinte (lemme 1.6), il existe v E T 1 Voc tel 
que J-toc( v) = Coc, et appliquons le lemme 3.4 à la variété f[k]\IHI3 , un vecteur 
v' relevé de v, et E. C'est légitime d'après le choix de E1. Nous obtenons un 
vecteur w' que nous projetons en w sur T 1 Voc. Le vecteur west nécessairement 
de la forme ±q/(vi) pour certains t,i, car il est périodique de période L. 
Comme l'orbite de w est contenue dans un E-voisinage de l'orbite de v, et 
que foc est 2-lipschitzienne, car (r,s) = (1,0) ou (0,1) et les fonctions de 
Busemann sont 1-lipshitziennes, on obtient ainsi l'inégalité annoncée. 0 

Nous pouvons faire les remarques suivantes. La première est celle qui sera 

Remarque 3.3.1. Il existe un algorithme (A1) qui étant donné T > 0, 
fournit une liste finie de matrices M 1 , .. ,M1 de foc telle que pour toute matrice 
M de roc de trace t de module inférieur à T et loxodromique (c'est à dire t 2

- 4 
n'est pas de module 1}, il existe i tel que M est conjuguée dans foc à l'une 
des matrices Mi. 

Démonstration. Tout d'abord, il n'y a qu'un nombre fini de traces possibles. 
Remarquons ensuite que si M, loxodromique, est de trace t, soit (x1 ,x2) un 
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vecteur propre de M de valeur propre Ut = (t + vt2 - 4)/2. En écrivant 
l'équation matricielle on remarque que, si on note At l'anneau des entiers 
de K[Vt2 - 4], alors le sous-0-module de C engendré par x1,x2 est un Ar 
module, défini à une constante multiplicative près à partir du choix de Ut, 

et de plus la matrice de multiplication par Ut dans la 0-base (x1 ,x2) est la 
transposée de M. Il est facile de voir que si M' est de trace t également, 
alors M est conjugué à M'dans GL2(0) si et seulement si les deux modules 
obtenus (à partir de la même valeur propre Ut) sont égaux modulo une homo­
thétie. Comme on peut toujours prendre x1 ,x2 E JK[vt2 - 4], on peut aussi 
supposer x 1 ,x2 E At et le module (x1,x2), qui est un idéal de At, peut être 
supposé d'indice < Bt par des techniques classiques de théorie des nombres 
(voir la finitude du groupe de classes d'idéaux [BC67],[Sam67]), où Bt est 
une constante dépendant uniquement de At. 

A partir de ces données, un algorithme (qui n'a pas prétention à être 
optimal) peut être le suivant : on calcule tous les Bt correspondants aux 
At pour itl ::S: T. On énumère ensuite à l'aide d'une Il-base du Il-module 
libre de rang 4 qu'est At tous ses sous-groupes d'indice < Bt (la redondance 
n'est pas gênante pour la théorie de l'algorithme). Puis on élimine ceux qui 
ne sont pas des Ar modules (en multipliant leurs générateurs par un des 4 
générateur de At et en vérifiant que les changements de base obtenus sont 
bien à coefficients dans Z). Pour chacun de ces modules, on calcule la matrice 
M de multiplication par Ut dans une 0-base, qui est de déterminant 1 et donc 
dans rJK. On rajoute alors à la liste N11 

tM N1 , .. ,N;;(k) tM Nw(JK) où N1, .. Nw(k) 

sont des représentants préalablement choisis des classes de GL2 (0) modulo 
SL2 (0). 

D 

Il est probable que l'on puisse calculer les v{o}(zi), pour Zi point fixe de 
l'action de Mi, uniquement à l'aide des idéaux calculés ci-dessus, en calculant 
l'élément de cet idéal de norme minimale. Néanmoins, il existe une méthode 
plus géométrique pour déterminer le maximum dans la formule 3.4. 

Remarque 3.3.2. Etant donné une matrice M loxodromique dans rlK , il 
est possible de calculer explicitement la constante d'approximation liée à cette 
matrice, c'est-à-dire vp(z), où z est point fixe de l'action projective de M 
dans C. 
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Démonstration. Faisons-le pour P = { 0}. Soit 

notons t = a+ d sa trace, et choisissons une fois pour toute une racine carrée 
complexe y't2 - 4. Les deux points fixes de M sont 

a-d± v't2 - 4 
z,z' = ------

2c 

et la géodésique g reliant z et z' est périodique de longueur 

que l'on peut majorer par 2ln(p), où pest défini par: 

p = iti + Jit2
- 41, 

car jln(x)l ::; ln(x + ljx) pour tout x> 0, et 

l
t + -Jt'2=41-l = jt- -Jt'2=4i < ~(itl + -.llt2 - 41). 

2 1 2 ,-2"'" v Il 

Soit x E H 3 le point de la géodésique à la verticale du milieu , m = (a-d) /2c 
du segment [z,z']. L'argument est le suivant: la constante d'approximation 
de cette géodésique g est égale à 1/2h, où h est la hauteur de la plus haute 
(dans le modèle du demi-espace) géodésique de la forme "'fg, 'Y E rK. Soit "'fo9 
une géodésique, et soit y le point le plus haut de cette géodésique. Comme 
l'intervalle 1 de longueur 2ln(p) centré en x contient un domaine fondamental 
pour la projection de g dans VK, il existe 'Y E rK tel que "Y"Yo9 = g et "YY E J, 
notons ;:dors nin= rv(ooî F lK et ?'(v/a) le ravon de l'horosphère centrée en 

_j_ ! .& 1 ' .• - "·""- , .i. / u -

pjq et tangente en "YY à g. L'intervalle I peut se décrire comme l'arc de cercle 
euclidien des points x' E g tels que l'angle euclidien (} entre les demi-droites 
[m,x) et [m,x') vérifie: 

2 
cos(B) 2: 

1
. 

p+p-

En effet, la relation entre la distance hyperbolique d(x,x'), pour x' dans 
g, et l'angle (} est 

tanh(d(x,x')/2) = tan(B /2), 
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et en utilisant la relation trigonométrique 

() 1 - tan(() /2) 2 

cos( ) = 1 +tan(() /2)2' 

nous obtenons la relation désirée. Puisque ÎY est dans l'intervalle J, le rayon 
r(pjq) vérifie 

r(pjq) 2 lz- z'l 2 
2 p +p-l 

Comme h > !z~z'l, et r(pjq) = 1/(2hJql2), nous avons en combinant ces 
inégalités 

qui s'écrit encore 

11
2< p+p-1 

q - 1 '1 2 ' z-z 

lql2 < lcl
2 

(p + p-1 ). 
- 1t2- 41 

Remarquons que le nombre de q dans 0 vérifiant cette inégalité est fini. 
D'autre part, si l'on pose: 

( ) 
2s +d-a 

us = -==c-
vt2- 4 ' 

on peut calculer (voir la partie B en annexe): 

lz z'l 
r(pjq) = ~ J(l + Ju(p/q)l 2 ) 2 - 4R(u(pjq)) 2 . 

On a donc une deuxième minoration de r(p,q) qui s'exprime 

iz z'l 
r(p/q) 2 ~ J1 -lu(p/qWJ. 

En utilisant cette fois la majoration 

1 1 
r(pjq) :S ,_ _,, u2 :S ' ''' 

1-'"- 4 lllfl jZ- z 1 

car lqJ 2 1, nous obtenons 
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En exprimant u(pjq) en fonction de pjq, z,z' et m, on obtient 

Pour q fixé, il n'y a qu'un nombre fini de p tels que cette dernière inégalité 
soit vraie. Donc, les couples (p,q) E 0 2 tels que (p,q) est dans la classe de 
0 , satisfaisant les deux inégalités est un ensemble FM fini et calculable 
explicitement. Ainsi, on a la formule suivante pour calculer V{o}(z): 

V{o}(z) = inf (( inf r(pjq)lql2), ici ) . 
(p,q)EFM Jlt2 - 41 

0 

En conclusion, les remarques 3.3.1 et 3.3.2 montrent que tout dans le 
corollaire 3.6 est explicitement calculable. Nous pouvons toujours prendre 

1 
vo = J5' 

püis calculer t 1 . Le calcul de 6,T est donné par le corollaire .J.!!t.,_.l, celui de L 
par le lemme 3.4, puis le calcul des matrices (MihS:iS:k par la remarque 3.3.1 
et celui de leur constante d'approximation associée par la remarque 3.3.2. La 
fonction v qui apparaît dans le calcul deL doit être estimée indépendamment. 
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Chapitre 4 

Lemme de Borel-Cantelli et loi de 
• puissance 

4.1 Énoncé des résultats 

L'objet de ce chapitre (qui devrait s'appeler Borel-Cantelli-Khintchine­
Sullivan) est de prouver un analogue du théorème de Khintchine dans le cadre 
dynamique suivant : soit V = f\IHin une variété hyperbolique de volume fini. 
Notons T 1V l'ensemble des vecteurs unitaires tangents à V, ?T: T 1V-+ V la 
projection canonique, cpt le flot géodésique sur T 1V, et B(q,r) cV la boule 
hyperbolique de centre q E V et de rayon r. On se donne une fonction (rtk':o 
décroissante de 114 à valeur dans IR~ . 

La question est de savoir, pour un point p de V fixé, quel sera la mesure 
de Liouville de l'ensemble des vecteurs v tels qu'il existe ti -+ +oo, tels que 
1r(cpt;v) E B(p,rt;), autrement dit tels que {t ~ 0: 1r(cptv) E B(p,rt)} n'est 
pas borné. 

Théorème 4.1. {Cibles rétrécissantes) Supposons que (rt)t2:0 soit décrois­
sante. Alors, suivant que 

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon 
géodésique qui rencontre pour des temps t arbitrairement grands les boules de 
centre p, de rayon rt. 
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Corollaire 4.2. (Loi de puissance pour les points) Pour tout p de V, pour 
presque tout v, on a: 

1
. -ln(d(p,1r((ptv))) 
1m su p ----'---'-.,-----'---'...:...:... 
t-++oo ln( t) 

1 

n-1 

On pourrait se poser une question légèrement différente, à savoir quelle 
est la mesure de Liouville de l'ensemble des vecteurs v tels que { t ~ 0 : 
1r(c//v) E B(p,rt)} soit de mesure de Lebesgue infinie. 

Proposition 4.1. Supposons que (rt)t>o soit décroissante. Alors, suivant que 

diverge ou converge, presque tout ou presque aucun vecteur engendre un rayon 
géodésique qui passe un temps infini dans les boules de centre p, de rayon rt. 
D 

La preuve n'est qu'une légère modification de la preuve du théorème 4.1. 
J'ignore si de tels résultats sont encores vrais lorsques la variété considérée 
est de courbure variable strictement négative, pour la mesure de Liouville ou 
bien celle de Bowen-Margulis. Parmi les améliorations possibles, je compte ré­
diger et publier une version où la variété pourra être hyperbolique complexe, 
quaternionique ou bien le plan hyperbolique de Cayley, et où les boules ne 
seront plus supposées de même centre, mais toujours décroissantes au sens 
de l'inclusion. 

4.2 Rappels et notations 

Soit (q)t)tEIR un fiot agissant sur un espace mesuré àe probabilité (X,p) 
tel que l'action préserve la mesure et soit ergodique. 

On considérera des familles (continues) de fonctions F = Us) sE[O,+oo[ où 
fs : X -+ lR. Une telle famille F sera dite 

- positive, si chaque fs l'est; 

- décroissante, si s < t implique que pour tout x E X, ft (x) ~ !s (x); 

- mesurable, si F : (0, + oo( xX-+ lR. l'est. 
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Pour une famille F = Us)sE[O,+oo[ on notera Sr[F]la fonction de X dans 

Sr[F](x) = 1T ft(c/ix)dt, 

et si fE L1 (fL), on note p(ft) := fx: ft(x)dp(x). On notera encore: 

Ir[F] = 1r Jt(/t)dt. 

Dans cette situation, nous pouvons dégager quelques propriétés générales, 
peut-être implicitement connues, mais qui méritent quelques explications, 
par analogie avec le lemme de Borel-Cantelli (partie facile) et la loi du 0-1 
de Kolmogorov en probabilité. 

Lemme 4.2. Soit F = Ut)tE[O,+oo[ une famille mesurable et positive de fonc­
tions. Alors la condition 

implique que Sr[F] converge presque partout et au sens L1 vers une fonction 
positive et L 1 . 

Démonstration. En effet, posons 

Soo[F](x) = lim Sr[F](x), 
T---too 

qui est une fonction à valeurs dans JR.+ U {+oo}, existe car Sr[F](x) est 
croissante en la variable T. De par le théorème de convergence monotone de 
Lebesgue (cf Rudin, th 1.26 [Rud80]), S00 [F] existe et est dans L1(p) , car 
d'intégrale l 00 [F]. Le théorème de convergence dominée ([Rud80], th 1.34) 
permet alors de conclure que la convergence est également au sens P. 0 

Lemme 4.3. Soit F = Ut)tE[O;+oo[ une famille mesurable, positive et décrois­
sante de fonctions, et supposons que Jo E L 2 (p). Supposons que 

alors tout point d'adhérence faible dans L 2 (Jt) de x 1-t Sr [ F] (x)/ I T [ F]lorsque 
T -t +oo est égal à la constante 1 presque partout. 
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Démonstration. Soit hune limite faible dans L2(11) d'une sous-suite SrJF]j Irn [F], 
et soit t > 0 fixé. Nous voulons d'abord montrer que h ::; ho q;t. On a: 

Cette différence est donc positive et bornée dans L 2
. Divisons par hJF], 

nous avons donc que Srn+t[F](x)/IrJF] converge faiblement vers h. D'un 
autre côté, 

Sr+t[F](x)- Sr[F](<j;tx) = lT+t fs(</J 8 x)ds -laT fs(</Jt+ 8 x)ds 

= lt fs((f/x)ds + lT Us+t- fs)(q}+sx)ds. 

Par décroissance de ft, on a 

et en divisant par h[F], nous obtenons: 

STn+t[F](x) _ Srn[FJ(</Jtx) < St[F](x) 
Irn[F] IrJF] - IrJF] 

Soit E l'ensemble des x tels que h(x) ~ h(<j;tx). On a: 

{ Srn+t[F](x) _ Srn[F](qlx) df.1(x) < fE St[F](x)dx 
JE frJFJ Irn[FJ - Irn[FJ ' 

et en interprétant ces intégrales comme des produits scalaires avec la fonction 
caractéristique de E: nous obtenons lorsque n-+ +oo: 

Par définition de E, on a donc h ::; ho if} presque partout, et ainsi h = ho qi 
presque partout car la mesure 11 est invariante. Donc h est constante presque 
partout par ergodicité de la mesure f-l· Comme Sr[F]/ Ir[F] est d'intégrale 1, 
h aussi, donc h = 1 presque partout. 

D 
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Lemme 4.4. Soit F = Ut)tE[O;+oo[ une famille mesurable, positive et décrois­
sante de fonctions, et supposons que fo E L 1(p,). Supposons que 

Ioo[F] = 1oo ~LUt)= +oo, 

alors la fonction de la variable x à valeurs dans [0, + oo] 

. Sr[F](x) 
L(x) = hmsup 1 [F] , 

T-++oo T 

est constante presque partout. 

Démonstration. On a 

Sr+t[F](x)- Sr[F](<Ptx) = 1T+t fs(<P 8 x)ds -laT fs(<Pt+sx)ds 

=lat !s(<P8 x)ds + 1T'Us+t- !s)(<Pt+sx)ds 

Pour simplifier cette expression, notons pour t > 0 Q(t) = (g~t)) la famille 
de fonctions définie par 

Id<> -., n 
9

(t) - f _ f .. 
v.:J:::_v, 8 -Js Js-t-r· 

L'équation précédente s'écrit donc: 

Sr+t[F](x)- Sr[F](<Ptx) = St[F](x)- Sr[G(tl](q/x) 

Par décroissance de F, Q(t) est positive, et de plus p,(g~t)) = ~-tUs) -
~-tUs+t), et donc: 

loo[G(t)] = lt[F] < oo 

Par le lemme 4.2, pour presque tout x,Sr[G(t)](x) a une limite finie H(t)(x), 
• , "1 T 1 1 \ A • • qm et>t aans L · \J..l J. i\.ll1Sl ; 

St[F](x) Ir+t[F] Sr+t[F](x) Sr[F](q}x) H(t)(<Ptx) ____::....._:....;..._;_ > - > - . 
Ir[F] - lr[F] Ir+t(x) Ir[F] - Ir[F] 

Comme F est une famille décroissante et que l 00 [F] = +oo, Ir+t[F]/ Ir[F] 
converge vers 1 lorsque T tend vers l'infini. De la dernière équation, nous 
pouvons ainsi déduire que pour tout x tel que H(t)(x) < oo, 

L(x) = L(<Ptx). 
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Si t ~ 1, alors H(tl(x) ~ H(1l(x). Les ensembles L-1([a,b]) sont donc inva­
riants par <Pt à un ensemble de mesure nulle près, pour tout a < b, a et b dans 
[0, + oo] et tout t compris entre 0 et 1. Par ergodicité de <Pt, ces ensembles sont 
de mesure 0 ou 1. Une dichotomie sur l'intervalle [a,b] permet de conclure 
que Lest constant presque partout. D 

4.3 Preuves 

Lemme 4.5. Il existe une constante c1 telle que si deux boules de JHin, de 
centres et diamètres respectifs (o1 ,r1), (o2 ,r2) vérifient r 1 < 1, r2 < 1, et 
d(o1,o2) > 2, alors la mesure des géodésiques de JHin passant par ces deux 
boules est majorée par: 

Démonstration. Les symboles c' ,c",... désigneront des constantes fixes. La 
mesure des géodésiques passant par B(o1 ,r1 ) est au plus c'r~- 1 . Comme l'aire 
de la sphère de centre o1 et de rayon r = d(o1,o2) est au moins c"e(n-l)r, on 
peut trouver des points p1, ... ,pk sur cette sphère qui soient deux à· deux à 
distance au moins 2r2 , avec 

e(n-l)r 
k > c"' . - n-1 

r2 

Par homogénéité de W, la mesure des géodésiques passant par la boule ( o1 ,r1) 

et la boule (pk,r2 ) est indépendante de k et aussi égale à la quantité recher­
chée. Comme une telle géodésique ne coupe au plus que 2 boules du types 
(pk,r2), la mesure recherchée est inférieure à 

D 

Soit p un point de V, fixé dans ce qui suit. Soit R le minimum de 1 et du 
rayon d'injectivité de V en p, et soit (rt)t~o une suite décroissante tendant 
vers 0 telle que r0 < R/2, et rt+o./rt tendant vers llorsque t tend vers l'infini, 
uniformément pour les ensembles compacts de paramètre a. Il sera commode 
pour la suite de définir rt pour les temps négatifs comme étant égal à r0 • 
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On définit une famille ft de fonctions de la manière suivante. Soit v E 
T 1 V, si 1r (v) n'est pas dans la boule de centre p et de rayon 1, alors ft (v) = O. 
Sinon, considérons le segment géodésique S maximal de vecteur directeur v 
et contenu dans la boule fermée de centre p et de rayon 1. Il existe un unique 
e E [-R,R] tel que 1r(cjiv) réalise la distance deS à p. SieE [-R/2,R/2] et 
d(S,p) < rt, on définit ft(v) = 1, et 0 sinon. L'intégrale de cette fonction le 
long du flot compte ainsi les entrées dans la boule de centre p et de rayon rt 
du rayon géodésique considéré, avec un facteur R. Remarquons encore que 
ces fonctions sont symétriques, dans les sens ft(w) = ft( -w). Il existe une 
constante c2 > 0, tel que lorsque t --+ +oo: 

La famille F = Ut)t>O est une famille décroissante et positive de fonctions 
sur T 1V, et on a l'asy~ptotique en prenant pour f-t la mesure de Liouville 
sur T 1V 

Ir[F] C'-.) c2 1T r~- 1 dt, 
pourvu que l'un des deux termes tende vers l'infini. 

Proposition 4.6. (Borel-Cantelli-Khintchine-Sullivan pour les points des 
variétés hyperboliques). Supposons que J0

00 r~-1 dt diverge. Alors, il existe une 
constante c E]ü,oo] telle que pour presque tout v E T1 V: 

. Sr[F](v) 
hmsup = c rT n-ldt 

T---+oo Jo rt 

Démonstration. Nous voulons majorer la norme L2 de Sr[F]. Par le théorème 
de Fubini, 

Sr[Fl(v) 2 = 2 {T r .ft(cf}v).fs(</lv)dtds. 
- - Jo Jo · 

Intégrons sur v E T 1 V, puis appliquons le changement de variable w = 
cp8 v, on obtient 

{ ST[F](v) 2dv :S 2 {T t { fs(w)ft(c/Jt-sw)dwdtds, 
JT1v Jo Jo lr1v 

Soit p un relevé de p dans JHin et G = (gt)c~ 0 la suite de fonctions définie 
de la même manière que ft, mais pour la variété JHin, le point p, et le même 
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R. Ainsi, le relevé ft de la fonction ft à T 1lHin s'écrit: 

ft(v) = L 9tb(v)). 
1Er 

Soit D un domaine fondamental de r contenant la boule de centre p de rayon 
R. On peut réécrire: 

{ Sr[F](v)2dv :S 2 {T t { fs(w)ft(cj;t-sw)dwdsdt, 
Jr1v Jo Jo lr1n 

et donc 

Changeons encore de variable, en posant v = -w, ce qui nous donne en 
utilisant la symétrie des fonctions 9t : 

Pour i entier strictement positif, notons ri l'ensemble fini des 'Y dans r 
tels que la distance entre pet 'YP soit comprise dans l'intervalle [i- l,i + 1]. 
Comme les ensembles ri recouvrent r, on a: 

Pour "(,v,s et t fixés, la quantité 

est non nulle si et seulement s'il existe (OJ/12 ) E [-R/2,R/2f tels que n(cj;fhv) 
soit à distance plus petite que r s de p, et n( cj;rh+s-tv) soit à distance plus petite 
que rt de "f-1p. Dans ce cas, cette quantité vaut 1 et on peut affirmer, en 
vertu de l'inégalité triangulaire, que l'on a 
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et que de plus le rayon géodésique (q;uv)u?.-l coupe la boule de centre 'Y-1p 
et de rayon rs-d(fi,"f:P)-2R (car (rt) est décroissante), et la boule de centre p de 
rayon rs. 

Avec cette restriction sur t, nous obtenons à s,v et 'Y dans ri fixés 

dans tous les cas, et cette quantité est nulle si la géodésique engendrée par v ne 
coupe pas les deux boules de centres et rayons respectifs (p,r8 ),('Y-1p,r8 _i-2R_1), 

ou si s < i- ( 2R + 1). Dans le cas où i 2 2R + 3, on a s - t 2 2 et donc la me­
sure de telles géodésiques est alors majorée par c1r~- 1 r~.=}__2R-î e-(n-1)(i-1). 

L'intervalle des vecteurs v d'une telle géodésique tels que 9s (v) > 0 étant au 
plus de longueur 1, on obtient à s et 'Y E ri fixés, lorsque i 2 2R + 3 

1 1
8 

g (v)g ("~A.s-tv)dtdv < 4Rc rn-1rn-l e-(n-l)(i-l) 
s t l'+' - 1 s S-t-2R-1 ' 

T 1 D a 

et l'intégrale est en fait nulle si s + 2R + 1 < i. Ainsi, si i 2 2R + 3, 

"""" 1 1s g (v)g ("~A.s-tv)dtdv < 4Rc rn-1rn-_1 e-(n-1)(i-1) N L.....t s t 1 '+' - 1 s S-t-2R-1 ., 
'YEr; TlD a 

où Ni désigne le nombre d'éléments de ri, et la somme majorée est nulle 
si s + 2R + 1 < i. Mais il est classique que Ni :S c4e(n-1)i, c4 dépendant­
uniquement de p (voir par exemple [Sul79]). On en conclut l'inégalité 

T [s+2R]+l T (2R+3] 8 

::; C3 r L r~-1r~~L2R-1ds+ [ L L [, n [ 9s(v)gt(q;s-tv)dtdvds. 
"u i=[2R+4] vu i=l "(Ef'; ~ L ~ v v 

Observons que ul:,~+3lri est un ensemble fini, soit K son cardinal. De 
l d ' . d ( ) n-1 < J:s-i-2R-1 n-ldt C · pus, on a par ecrmssance e rt , rs-i- 2R_ 1 _ s-i-2R_ 2 rt . ec1 nous 

donne: 

T [s+2R+l] s-i-2R-1 T r Sr[F](v) 2dv:::; 2c3 r r;-1 L 1 r;-1dtds+K r r 4Rgs(v)dv, 
lr1V la i=[2R+4] s-i-2R-2 la 1T1D 
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1 1T ~s-2R-4 1T 
Sr[F](v) 2dv ::; 2c3 r~- 1 r~- 1 dtds +Cs r~- 1 dt, 

TlV 0 -4R-3 0 

1 S [F](v) 2dv < 2c jrT rn- 118 

rn- 1dtds + c 1T rn-ldt T _3 s t 5 t' 
TlV 0 -4R-3 0 

et par le théorème de Fubini, 

Ce qui montre que Sr[F]/ Ir[F] est bornée dans L2
, et ainsi qu'elle a un 

point d'adhérence faible dans L2
• Ce point est nécessairement la fonction 

constante 1, car le lemme 4.3 s'applique. De par le lemme 4.4, la fonction 

limsup Sr[F](v)/ Ir[F] 
T-t+oo 

est constante presque partout. Cette constante est plus grande que 1. En 
effet, supposons le contraire; alors il existe E > 0 et un ensemble E c T 1 V, 
de mesure strictement positive, tels que pour T suffisamment grand et pour 
tout v E E, 

Sr[F](v)/ fr[F] < 1- E, 

et donc L Sr[F](v)/Ir[F] < (1- t)J-L(E), 

contredisant le fait qu'une limite faible de Sr[F] (v)/ Ir[F] soit la fonction 
constante 1. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver les assertions de la partie 
4.1. 

Preuve du théorème 4.1. Cas de Convergence. Supposons J
0
-roo r~- 1 dt < +oo. 

Pour tout w E T1 V et s ::::: 4R, si 1r ( w) appartient à la boule B 8 , alors 

1
2R 

!8((/}w)dt 2: R. 
-2R 
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Comme F = (j8 )s~o est décroissante, ceci implique que 

! 8 ft( cpt-s+2Rw )dt 2: R, 
s-4R 

et donc si 1r(<j;5 v) est dans B 8 , on a 

!
8 

ft(c/Jt+2Rv)dt 2: R. 
s-4R 

D'un autre côté, le lemme 4.2 nous dit que pour preque tout v, 

100 

ft(c/Jtv)dt < oo, 

et donc, pour presque tout v, on a 

100 

ft(c/Jt(cp2Rv))dt < oo, 

et par la remarque précédente, ceci implique que pour t assez grand et v dans 
un ensemble de mesure pleine, 1r(cptv) n'est pas dans Bt. 

Cas de Divergence. Supposons J0+oo r~- 1 dt = +oo. Pour tout s > R/2, si 
1r ( cptw) n'est pas dans B s pour tout t E [-R, + R], alors par définition de fs, 
on a 

l
+R/2 

fs(c/Jtw)dt = 0, 
-R/2 

Comme la famille F est décroissante, on obtient 

D'autre part, si pout un certain T > 0 et tout t 2: T, 1r(q;fv) n'est pas dans Bt, 
alors 1r(cptv) n'est pas dans Bs pour touts 2: t 2: T car (Et) est décroissante, 
~A- _..l~-~~ ~r··~ .__~··+ + r: f ___ P Pl +r.,+ "' '> 'T' _t_ P --rr-f ,-l,s-R+t,\ n'a"+ n<>" rl<>n" 
Cl! UV~H._, yULL.L lJVUlJ ü Cl .Lt.'.L'"'J' vvut.J u :::._ .L 1 ..L'-'i 11\"-f" '-"/ .i.~VoJV !-'""-"'~ ... ~ • ...., ....... ...._. 

B 8 • Donc, pour touts 2: T + R, on a 

Ceci montre que Soo[F](cp-Rv) < +oo, si le rayon géodésique (cptv)t~o n'inter­
secte Bt que pour des temps t bornés. Mais de par la proposition précédente, 
S00 [F](v) = +oo pour presque tout v, et donc la situation précédente ne se 
produit que pour un ensemble de mesure nulle. 0 
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Preuve du corollaire 4.2. Soit E 2: 0, posons rt = t-1/(n-1)-E pour t > 1, et 
rt = 1 si t ::; 1. Si E > 0, alors l 00 [F) < +oo et donc presque tout rayon 
géodésique ne rentre qu'un nombre fini de fois dans une boule de rayon 2rt 
et de centre p au temps t. Donc 

1
. -ln(d(p,1r(q/v))) 1 
1msup 1 () ~ -- + E. 
t-++oo n t n - 1 

Si E = 0, au contraire presque tout rayon géodésique rentre pour une infinité 
de temps tn -+ oo, dans une boule de rayon rt/2 et de centre p. Donc 

l
. -ln(d(p,1r(q/v))) 1 
Imsup > --, 
H+oo ln(t) - n- 1 

ce qui conclut la loi de puissance pour les points. 
0 

4.4 Conclusion 

On peut pousser l'analogie avec l'approximation diophantienne et le théo­
rème de Khintchine un peu plus loin; en considérant la fonction f (v) = 
d( 1r( v) ,p), qui est continue et propre. En particulier, les résultats particuliers 
au rang 1 des chapitres précédents s'appliquent, et l'approche des rayons 
géodésiques à un point p fixé donne lieu à deux spectres compacts M (p) 
(resp. L(p)) qui sont l'ensemble des distances possibles entre les points-bases 
des ensembles invariants sous l'action du flot géodésique (resp. les ensembles 
w-limites). 
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Chapitre 5 

Quelques répartitions d'actions de 
, 

reseaux 

5.1 Introduction 

Soient r un sous-groupe discret d'un groupe de Lie, et (B(T))T~o une 
famille croissante de sous-ensembles finis de r - on pense ici aux boules de 
rayon T, centréeS en e, pour une certaine distance sur r. Supposons que r 
agisse sur une variété topologique X (par exemple, un espace homogène). 
Nous nous intéressons à des convergences du type: il existe deux fonctions 
F : 114 -7 114 et 6 : X 2 -7 ~+ , et une mesure J-l sur X, tels que pour certains 
x EX (par exemple, f-t-presque tout x, ou bien tout x d'orbite dense) et pour 
toute fonction f de X dans~ continue à support compact, on a 

lim F~T) ) f("~x) = { j(u)Mx.v)d/.-t(v). T--t+oo ( k-....1 ~ 1 - J ,v' ' --, . ,_ 

-yEB(T) X 

Le théorème ergodique de Birkhoff, pour r = Z et B(T) l'intervalle [-T,T] n 
Z, est l'exemple le plus marquant de ce type de résultat concernant la répar­
tition des orbites sous une action. Lorsque r est un groupe hyperbolique au 
sens de Gromov, K. Fujiwara et A. Nevo ont montré qu'une action der sur 
un espace mesuré (X,J-t), avec J-l une mesure ergodique et de probabilité, sa­
tisfait (sous une hypothèse de mélange) le théorème ergodique ponctuel pour 
les boules du graphe de Cayley [FN98]. Mais beaucoup d'actions naturelles 
de réseaux de groupes de Lie échappent à ce cadre, et en particulier les deux 
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exemples suivants. 

Théorème (Ledrappier; Gorodnik). [Led99}, [Gor02b} Soient r un ré­
seau de SLn(lR) agissant matriciellement sur ]Rn, f une fonction continue à 
support compact de ]Rn dans JR, et soit 

Alors pour tout x dans JR.n dont l'orbite rx n'est pas discrète si n = 2, ou 
dont l'orbite est dense si n > 2, on a 

où L est la mesure de Lebesgue de ]Rn, Cn une constante positive ne dépendant 
que de la dimension n, et covol (r) est le covolume de r. 
Théorème (Gorodnik). [Gor02aj Soient r un réseau de SLn(lR.) agissant 
sur la variété des drapeaux Q de ]Rn, f une fonction continue de 9 dans JR., et 
B(T) comme précedémment, et désignons par m la mesure SO(n)-invariante 
sur 9, alors pour tout x E Q, 

lim T (l l) """' f('yx) = c~(r) { fdm, 
T-++oo n n- L.....J COVO }g 

"{EB(T) 

où c~ désigne une constante indépendante de r. 
L'objet de cette étude est de donner différents exemples de cas où la 

convergence Ca bien lieu, avec différents comportements: convergence presque 
partout ou partout, dépendance de b"(x,.) en x, comparaison entre F(T) et 
le cardinal de B(T). Ces exemples sont tous d'origine algébrique, plus préci­
semment nous regardons l'action de réseaux r (ou d'un sous-groupe discret) 
CIP P"rrmnP~ OP T .iP r: ~11r rPrt.:=~.im; P~n:=trP~ homoP"P.nP.R r: 1 H. où H P.Rt. 1m R011R-
--~-~ o-·--~-1-- .... -_. ~--- ----· ...._- -···---·------------·.a:·-·---- -------o------ 1 --ï- -- · --- ·- ·-

groupe de G. 

Dans le premier exemple que l'on donne, l'espace admet des mesures 
invariantes de masse infinie, et pour ces mesures la convergence a lieu presque 
partout vers un multiple de la mesure choisie. 

Théorème 5.1. Soient n > 2, A le groupe des matrices diagonales n x n 
à coefficients positifs, X = SLn(IR)/A , r un réseau de SL(n,JR.). Il existe 
une mesure p, non nulle sur X qui est invariante par l'action de SLn(IR) par 
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multiplication à gauche sur X. Soit d une distance riemannienne invariante 
à gauche sur SLn('R)jSO(n), on définit pour Xo E SLn('R) et T > 0, 

Br(xo,T) ={/Er: d(xoSO(n)trxoSO(n)) ~ T}. 

Alors pour tout fE L 1 (J.L), tout x 0 E SLn('R), pour j.t-presque tout xE X, 
on a 

lim Tl-1 L f('yx) = c r fdj.t, 
T-++oo n J X 

!EBr(xo,T) 

où c est une constante indépendante de f et r. 
On peut également changer la façon de compter, c'est à dire opter pour 

un choix différent de boules B(T); le premier des deux exemples suivants 
est en effet comparable de ce point de vue au théorème précédent. Dans 
le deuxième exemple, il existe une mesure invariante infinie naturelle, mais 
comme dans le théorème de Ledrappier-Gorodnik, la convergence a lieu avec 
des mesures qui lui sont absolument continues. De plus, et contrairement à 
l'exemple de Ledrappier-Gorodnik, la fonction ~(x,y) n'est pas un produit 
de deux fonctions à variables séparées x et y, et c'est à dire les mesure 
8(x,y )dJ.L(Y) ne sont pas proportionnelles entre elles. 

Théorème 5.2. Soit M 0 une matrice 3 x 3, à valeurs propres réelles, dont 
le polynôme caractéristique est égal au polynôme minimal, et qui n'a pas de 
valeur propre de multiplicité exactement 2, X la variété des matrices conju­
guées par SL3(R) à M 0 , et soit r un réseau de G = SL3('R), agissant par 
conjugaison sur X. On pose 

Soient f..t la mesure sur X qui est G-invariante par conjugaison (définie à 
une constante muliiplicative pd:-s), et f : X -+ lR ·une fonction continue à 
support compact. Alors 

- Si Mo possède une valeur propre de multiplicité 3, alors pour tout x 
dont l'orbite rx est dense, on a 

1 c' 1 lim T 2 L f('yx) = l(r) f(y)6(x,y)dJ.L(y). 
T-++oo COVO x 

-yEB(T) 
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- Si Mo est diagonalisable, alors pour p-presque tout x dans X, on a 

La fonction 6 est continue, peut s'expliciter et est indépendante de r et 
f. De même, les constantes c > 0 etc' > 0 ne dépendent pas ni der, ni de 
f. 

Enfin, nous donnons l'exemple suivant, analogue au théorème de Gorod­
nik, où l'espace est compact mais n'admet pas de mesure finie invariante non 
triviale, et où la convergence a lieu uniformément. La limite dépend seule­
ment de la manière de compter les éléments de r, et ces différentes limites 
selon ces choix donneront lieu à des mesures absolument continues entre elles. 

Théorème 5.3. Soit W un espace hyperbolique, et X = &W. Soit r un 
sous-groupe d-iscret et non élémentaire de 1 som(W), de mesure de Bowen­
Margulis finie. Notons J-lo la mesure de Patterson-Sullivan associée à un point 
o de IHin fixé. Soient f : X -t JR une fonction continue. Notons 

B(T) ={!Er: d(!o,o) < T}, 

où d désigne la distance hyperbolique. Alors, pour tout Ç E X, on a 

1 1 r 
r~IJloo IB(T) 1 L J(!f,) = (X) } ~ fdJ-Lo, 

"'fEB(T) /Jo X 

et cette convergence est uniforme en Ç lorsque T-t +oo. 
Nous attirons l'attention du lecteur sur la différence entre ce type de ré­

sultats et les résultats d'équidistribution d'Eskin-Mac Mullen [EM93]. En 
effet, ils considèrent le comptage d'orbites discrètes selon r sur le grande 
boules de G / H. Ici~ le problème est de déterminer la densité locale d'une 
orbite générique sur de grandes boules der. 

Les preuves des théorèmes 5.1 et 5.2 étant assez longues et ayant nombres 
de points communs, il ne semble pas inutile de faire une esquisse leurs dé­
monstrations. 

Dans les deux cas, il s'agit d'étudier la répartition des orbites der agissant 
à gauche sur un espace homogène G / H (voir 5.3.1 pour se ramener à ce cas 
dans le th. 5.2). L'idée de départ est, comme dans [Led99], de considérer 
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l'action duale du groupe H (abélien dans les cas considérés) à droite sur 
f\ G, et d'appliquer un théorème ergodique ponctuel pour cette action. On 
verra que dans chacun des cas, G s'écrit comme un produit G 1 H x H à l'aide 
d'une section continue p : G 1 H -+ G, et que la mesure de Haar de G se 
décompose en la mesure produit d'une mesure G-invariante sur H et de la 
mesure de Haar de H. Enfin, l'action de r sur G = G 1 H x H sera ainsi 
donnée par un cocycle continu c : r x G 1 H -+ H : 

"f(gH,h) = ("!gH,h + c("!,gH)), 

cocycle que l'on peut même écrire 

La présentation faite dans la partie 5.2 sera cependant un peu plus générale, 
voir 5.3.2 dans l'autre cas. A partir d'une fonction f continue à support 
compact sur G 1 H, on définit d'abord une fonction j sur G, en choisissant 
une approximation de l'unité x : H -+ ll4, c'est à dire une fonction continue 
positive, à support compact et d'intégrale 1, et en posant 

j(gH,h) = f(gH)x(h); 

puis une fonction J : f\ G -+ lR par 

J(rg) = L f("!g). 
1 Er 

Soit p0H dans G 1 H, tel que p(p0H) = p0 . Alors, si { E(T) }T?:O est une famille 
de sous-ensemble mesurables de H, 

l(T) ](fpoh)dh = ~ f(JpoH) L(T) x(c("(,PoH) + h)dh. 

L'idée est de choisir E(T) de telle sorte que cette dernière somme soit égale 
à la somme recherchée l:,EB(T) f("!p1H). Imaginons que nous puissions nous 
ramener au cas où x est le delta de Dirac en l'élement neutre de H. On 
pourrait alors réecrire l'équation 

1 }(fpoh)dh = L f("/poH). 
E(T) ')'Ef: c(T,poH)E-E(T) 
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Imaginons maintenant que l'on puisse aussi se ramener au cas où le support 
de f est un point p1 H, qui vérifie p(p1 H) = p1 . (cette hypothèse étant bien 
sûr impossible à vérifier à moins que f soit nulle ... ). GofH:H'te llans la somme 
de droite, nous pouvons nous limiter aux termes non nuls, c'est à dire aux 
1 vérifiant IPoH = P1i dans ce cas, c(J,poH) = P111Po· Autrement dit, 
pour retrouver la somme recherchée à droite, on veut que (! E B(T) et 
IPoH = P1H) soit équivalent à (p111Po E -E(T) et IPoH = P1H). Les 
boules B(T) étant données par l'intersections der avec des boules B(T) de 
G (suivant les cas, par exemple B(T) = { 1 E G : tr(tll) ::; T 2

} ), le choix 
-E(T) = (p11B(T)p0 ) n H convient (et ne dépend pas de r). Ensuite, on 
peut calculer que la H-mesure de Haar de E(T) a une asymptotique de la 
forme 6(p0H,p1H)F(T) ( dépendante à priori de p0H et p1H). Or, comme 
on aurait alors 1 f(rpoh)dh = L f(Jp0H), 

E(T) "'(EB(T) 

si l'on pouvait appliquer un théorème ergodique ponctuel pour la famille de 
boules E(T), on aurait alors 

. 1 " &(poH,plH) { -
r~l_foo F(T) ~ fbPoH) = covol(r) lr\G f 

"'(EB(T) 

6(p0 H,p1H) 1 1 ~ = Z(r) f = Z(r) j(gH)&(poH,gH)d(gH). 
COVO G/H COVO G/H 

Bien sûr, il y a de nombreux problèmes dans cette esquisse de preuve! Dans 
la preuve du th. 5.1, les choses seront assez simples grâce à l'utilisation d'une 
inégalité triangulaire. Par contre, pour le th. 5.2, il nous faudra introduire 
deux ouverts relativement compacts U et U de G / H et H respectivement 
1 nr..T\.f.A'V'\4"'\nt ""'n,-. ln ~11~ .... c lnC'I Cl11'r\'r\rY'r+~ rl.o. f nf- '\/ reC'Y'\O~f-Î'1:70"YYlOfif-) 'Y'\11Î0 btnrl;,:ll'" 
\'-'V.U\.!VU.CU .fJCM. ~a. OUHJ J.\ .. ..-~,:> OUJ:-'}'V.Ll.iu UV J \...Il! A I..J_lJ'-''--'U.J.VV.J.J...l.V.l. u;, pu..u.J vvuu..J......_,.l. 

des sous-ensembles de H, K 1 (T,U,U) et K2(T,U,U), qui nous permettront 
r:P;:-nr<>rlr<>r 1, ""tnmp r<>rhorrh6<> fn<:>rtie> "\ '-< '<l on 6t.11rli<:>nt b rli>nPnr!::mrP 
......... .... J.a. .......... '-"' ........ JO."' ..... ...._......, ...... ....; ......... .~. ............. ~ ...... ~..__. ......... ~ ..... ._, .................... \.t'.._........_...,~._, ..... ......, • .....,li .._. ........ ....-~"""'"-__.. ....................... _ ............... r··--.. ... ,__ ................. -_ 

en p1H des ensembles E(T) (qui seront notés par la suite -E(pü,Pl)(T)). 

Ensuite, on s'intéressera dans la partie 5.3.4 à l'ensemble Y des p0H pour 
lesquels on a un théorème ergodique ponctuel selon les boules E(Pü.Pl) (T), 
la difficulté venant du fait que ces ensembles nous soient imposés par la 
construction précédente. Enfin, dans la partie 5.3.5, on recollera les morceaux 
en utilisant un lemme dérivé des partitions de l'unité, nous permettant de 
supposer librement que le support de f est dans le petit ouvert U qui sera 
imposé par d'autres paramètres. 
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5.2 Cas du plongement géodésique 

Dans cette section nous donnons la preuve du théorème 5.1 en démon­
trant le théorème 5.4, qui est plus général et inclut en particulier l'action 
de certains réseaux d'espaces GAT( -1) sur l'espace des plongements géodé­
siques. Nous prouvons aussi ici le corollaire 5.5, qui sera l'un des ingrédients 
de la preuve du théorème 5.3. 

5.2.1 Hypothèses, données de départ 

Soit (X,d0 ) un espace métrique complet localement compact, muni de 
plus d'une pseudo-distance d (c'est à dire une distance ne satisfaisant pas né­
cessairement d(x,y) = 0 ==>x= y), compatible avec la topologie (c'est-à-dire 
que d : X 2 --+ JR+ est continue), telle que les boules fermées de d soient com­
pactes; en particulier, X est nécessairement Œ-compact (c'est-à-dire réunion 
dénombrable de compacts). Soit A= JR.k, pour un certain k 2: 1, muni d'une 
norme 11·11· On suppose que A agit à droite par par homéomorphismes sur 
X, de façon que 

Vx EX, Va E A, d(xa,x) = 1\al\. 

On normalise la mesure de Lebesgue sur A de telle sorte que la mesure 
de la boule unité fermée BA de A soit 1. L'espace des isométries de (X,d0 ) 

est muni de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit 
r un groupe discret et fermé d'isométries de (X,d0 ) agissant à gauche, tel 
que tout 1 dans r - { I dx} n'ait aucun point fixe. On demande à ce que 
les actions der et A commutent, c'est à dire à ce que pour tout x,a,"( dans 
X,A,r respectivements, 

('Yx)a = 'Y(xa). 

Supposons de plus l'existence d'une section continue p : XjA --+ X, c:est­
à-dire une fonction continue satisfaisant x = p(x)A. On requiert l'existence 
d'un point (fixé) Xo dans x tel que pour tout x dans X/A, tout 'Y dans r, 
on ait l'inégalité 

d('Yp(x),p('Yx)) :::; d(xo,"fXo). 

Les espaces quotients X/ A et f\X sont munis des topologies quotients, et 
sont naturellements pourvus d'une action, pour l'un l'action à gauche der, 
et pour l'autre à droite de A. 
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5.2.2 Exemples 

Dans cette partie, on détaille quelques exemples de la situation décrite 
plus haut. 

Exemple 1: Soit X = T 1W l'ensemble des vecteurs unitaires tangents 
à un espace hyperbolique lHin, muni d'une distance invariante par isométries 
d0 , et de la pseudo-distance d qui est la distance hyperbolique entre point­
base des vecteurs. Soit A = IR, k = 1, agissant par le flot géodésique sur X, 
muni de la valeur absolue standard. Soit r un groupe discret d'isométries de 
lHin, vérifiant que tout 1 dans r - { I dJHrn} n'a aucun point fixe dans T 1 W 
(c'est le cas si r est sans torsion, ou bien si n = 2 et les isométries sont 
directes). Soit x0 un vecteur fixé de lHin, et p(x) le vecteur unitaire tangent à 
la géodésique orientée x basé en la projection orthogonale du point-base de x 0 

sur x. Comme !P(x) est le vecteur de /X basé en la projection orthogonale 
du point-base de !Xo et que la projection orthogonale sur une géodésique 
réduit les distances, nous avons bien l'inégalité 

d(p(!x),!P(x)) ::; d(xo,/xo). 

Exemple 2: Soit X = G = SLn(IR), pour n 2:: 2, muni d'une distance d0 

riemannienne G-invariante à gauche, et de la pseudo-distance d relevée de 
la distance riemannienne G-invariante à gauche sur SLn(IR)/ SO(n) définie 
par: d(xSO(n),ySO(n)) est la racine carrée de la somme des carrés des loga­
rithmes des valeurs propres de la matrice (yty)- 1(xtx). Soit A le sous-groupe 
rle> ("! rle>C rn<>trÏI"'.:>C di<>(Tf"\n<;>],:>" i\ t'f"\C>ffif"'Ï.:>nt" nr.cÏt.Ïf<: rJp rl,5t,:.rmÏnl=lnt 1· QTI ::1 
'-'LV '-A '-&.VU .L.L.L'l,..U\IL .&.VVU .1-'LA.'b~.J'.L.!."-A/.&.Vl-'' LN V'--"V.L,j,...l.'-'..1"-'.&..1 '-'V 1"''-'~.J~ V.L.&.IV') >.A.'-" ..._......_,...,.._., ....... .....__....._..._..._._...,....... ....._' ..._.._ .._.., 

alors k = n - 1. La pseudo-distance vérifie bien que a r-+ d( xa,x) est une 
norme (euclidienne) sm A (vue comme un e8pace vectoriel, via l'application 
logarithme matriciel), indépendante de x dans G. Soit r un sous-groupe dis­
cret de SLn(IR); il agit sans point fixe par translation à gauche sur G. Soit x0 

un point fixé de X = G, et p(gA) l'unique point ga de gA tel que gaK soit 
la projection orthogonale de x0K sur le plat gAK de SLn(IR)/ Sû(n), qui est 
bien défini car A n K = {In}. Comme 1' espace riemannien S Ln (IR)/ S 0 ( n) 
est un espace CAT(O) (voir [Hel78]), la projection orthogonale sur un plat 
géodésique réduit bien les distances. 
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5.2.3 Résultats 

Remarquons le lemme et la proposition suivante. 

Lemme 5.1. Sous ces hypothèses, X/A et r\X sont séparés, localement 
compacts et CJ-compacts. De plus, pour tout x0 dans X, l'application 

X/A x A-t X, 

(xA,a) M p(xA)a, 

est un homéomorpisme. Sur X/ A x A, nous obtenons ainsi une action de r, 
donnée par 

'/'(xA,a) = ('/'xA,a + c('/',xA)), 

où c: r x X/ A est un cocycle continu à valeur dans A, c'est à dire vérifiant 

c(')'')'1,xA) = c('/',')''xA) + c('l'',xA). 

Enfin, r est dénombrable, et tout point de r\X possède un rayon d'injectivité 
strictement positif. 

La preuve se trouvera en annexe C. Une mesure borélienne régulière, finie 
sur les compacts, sera appelée mesure de Radon. 

Proposition 5.2. Il existe une ù·ijection, affine e·ntTe les rnes·ure de Radon A­
invariantes durr\X, et les mesures de Radon r-invariantes sur X/A. Cette 
bijection, qui sera notée par la suite J-l M p, respecte la propriété d'ergodicité 
par rapport aux actions respectives de A et r. 

Dè·monstration. Soit J-l une mesure sur r\X, borélienne régulière, finie sur les 
compacts et A-invariante. Soit f continue de X dans lR à support compact, 
alors la fonction 

/(rx) = L f(y), 
yErx 

est une fonction continue à support compact de r\X dans IR. En effet, le 
support est compact puisque J est nulle en dehors de la projection du sup­
port de j. Vérifions la continuité. Soit rx dans r\X, l'orbite rx vue comme 
sous-ensemble de X est discrète, et il existe une boule B = B(x,E) telle que 
'"'( B il B =f: 0 implique que ')' = e. Quitte à restreindre B de façon à ce que 
ce soit encore vrai pour B, qui soit compact, alors la projection sur r\X 
restreinte à B est un homéomorphisme sur son image (application continue 
bijective d'un compact dans un espace séparé), et il existe un relevé continu 
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de rB dans B. Le lemme C.1 nous permet ainsi de voir f restreint à rB 
comme une somme finie de compositions du relèvement, d'un nombre fini de 
'Y et de j, ce qui implique la continuité en x. 

L'application 
A : C~(X) ---7 IR., 

fr-+ { fdl1, 
ln x 

est une forme linéaire positive, et donc par le théorème de représentation de 
Riesz (cf th. 2.14 [Rud80], et aussi th. 2.17), applicable car X est bien séparé, 
o--compact et localement compact, il existe une mesure régulière P, telle que 

A(f) = i jdP,. 

Cette mesure est finie sur les compacts car 11 est finie sur les compacts. 
Comme 11 est A-invariante et que f o a = f o a pour tout a dans A, A e~t 
également A-invariante et donc P,. Soit maintenant g une fonction continue 
à support compact de X/ A dans IR, et h une fonction positive continue à 
support compact sur A, d'intégrale 1 pour la mesure de Lebesgue. En utilisant 
sur X les coordonnées X/ A x A, ce qui est légitime, on défirïit une fonction 
g sur X par la formule 

g(xA,a) = g(xA)h(a). 

Cette fonction est alors continue et à support compact,de par l'homéomor­
phisme X,...., X/A x A. 

L' applîcation 
A': C~(X/A) ---7 IR, 

gr-+ i gdP,, 

est une forme linéaire positive, et donc par le théorème de représentation de 
Riesz, applicable car X/A est bien séparé, o--compact et localement compact, 
il existe une mesure régulière P, telle que 

A'(g) = { gdp. 
lx;A 
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Cette mesure est finie sur les compacts car jl l'est. Reste à vérifier la r­
invariance. On a, pour tout 'Y dans r, 

go::y(xA,a) =go "f(xA)h(a), 

et donc 

A'(g o 'Y) = { g("fxA)h(a)dii(xA,a). 
Jx;AxA 

Comme le cocycle c est continu, et la mesure ii est A-invariante et régulière, 
on a 

A'(g o 'Y)= { g("fxA)h(a + c("f,xA))dp,(xA,a), 
Jx;AxA 

ou encore, comme ii est f-invariante, 

A'(g 0 'Y)= A'(g). 

Réciproquement, à une mesure p borélienne régulière de X/A, finie sur 
les compacts, qui est f-invariante, on associe la mesure sur X/A x A produit 
de p et de la mesure de Lebesgue [, sur A, ce qui nous donne une mesure 
ii sur X, régulière, A-invariante et finie sur les compacts. Par le même ar­
f!UmP.nt clP. continuité elu cocvcle c. elle est de nlus f-invariante. Enfin. on 0 ------ --- - o/ l ~ 1 

peut revenir à une mesure sur f\X, de la façon suivante : soit f une fonction 
continue à support compact de f\X, on peut, à l'aide de partitions de l'unité 
subordonnées à un recouvrement par de petites boules de diamètre inférieur 
au rayon d'injectivité en un point de ces boules, trouver une fonction g de X 
dans JR, satisfaisant g = f. Le reste des vérifications est mécanique. 0 

Lemme 5.3. Soit f mesurable (pour la tribu des boréliens), à support com­
pact de X dans lR, alors la formule 

J(rx) = L f(y), 
yErx 

définit une fonction mesurable, et à support compact de f\X dans IR, bornée 
si f est bornée. 

La preuve se trouve en annexe C. 
Soit l'ensemble fini 

Br(xo,T) = { "( E f : d(xo,"(Xo) ::; T}. 
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Théorème 5.4. Soit J.L une mesure de Radon de probabilité sur r\X, inva­
riante par l'action de A et ergodique. Elle définit une mesure [1, sur X et une 
mesure p, sur X/ A, décrites dans la proposition 5.2 et sa preuve. Si f est une 
fonction dans L 1 (P,) sur XjA, alors pour tout x0 E X, pour P,-presque tout 
xE X/A, on a 

lim T\ L f(!x) = r fdp,. 
T-++oo J X/A 

rEBr(xo,T) 

Démonstration. Fixons une fois pour toute x0 E X. On commence par définir 
pour 'Y E r et x E X/ A : 

h('Y,x) = d('Yp(x),p('Yx)). 

Par hypothèse, on a 
h('Y,x) ::::; d(xo,"fXo). 

De plus, pour tout x fixé et pour tout compact K c X/A, il existe b tel que 
si "( E r est tel que "(X E K, alors 

h('Y,x) ~ d(xo,"fXo)- b. 

En effet, le "quadrilatère" x0 ,"(Xo,"fP(x),p('Yx) a ses cotés [x0 ,p('Yx)J et 1[x0 ,p(x)] 
de taille bornée, car "(X E K. 

On peut supposer que f : X/ A ---+ IR est positive, et écrivons 

où JI est à support K compact et f€ de norme L 1 petite, toutes deux positives; 
c'est possible car X/A est a-compact et J.L finie sur les compacts. On définit 
une fonction j sur X de la façon suivante : 

](y) = { J
0 

(y A) si 
_ smon. 

d(p(yA),y) ::; 1, 

Considérons pour fyE r\X, 

j(ry) = L }(z). 
zEry 
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Cette fonction J est dans L1 (J.t) et vérifie 

r fdfl = r fdjl, 
lnx lx;A 

En effet, par décomposition de la mesure Jl relevée à X, le choix de j et 
le théorème de Fubini, on a 

r fdp = r fdjl, 
lx lx;A 

et ce premier terme est bien l'intégrale de j. On a de même deux fonctions 
j 1 et JE, obtenues de la même façon. 

Soient xE X/A, y= p(x) et b la constante définie parK et x. Prouvons 
que pour T > b + 1, 

1 J1(fya)da :S L f(!x) :S 1 J(rya)da. (5.1) 
(T-b--l)BA !EBr(xo,T) (T+l)BA 

En effet, pour tout t > 0, on peut écrire: 

On veut majorer cette somme; pour cela, on se restreint aux termes non nuls. 
Supposons donc que 1 soit tel que JtBA A(!ya)da #O. Alors d(!y,p(!yA)) :S 
t + 1, car A(!ya) est nulle si d(p(!yA),/ya) > 1. Mais d(!y,p(!yA)) = 
h('y,yA) car y= p(yA). De plus !YA E K car sinon }1(/ya) serait également 
nul pour tout a. On a donc, comme h(!,yA) :S t + 1, 

d(xo,/Xo) :S t + b + 1. 

Comme on a dans tous les cas 

nous avons prouvé l'inégalité de gauche de (5.1) en prenant t =T-b- 1. 
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De même, si 'Y est tel que d(x0tyx0 ) ::; t-1, alors d('Yy,p(ryA)) = h('Y,x) ::; 
t - 1 ce qui implique que l'ensemble des a tels que d(rya,p(ryA)) ::; 1 est 
inclut dans tB A, et donc 

1 f(rya)da = j(rx), 
tB A 

et ainsi, en prenant t = T + 1, on démontre l'inégalité de droite de (5.1) 

L J(rx) ::; f, f(rya)da. 
!EBr(xo,T) (T+l)BA 

Divisons l'encadrement (5.1) par Tk et faisons tendre T vers l'infini, en 
appliquant le théorème ergodique presque sûr (voir plus loin le th. 5.7 de 
[Cha70], par exemple, pour les actions de JRk), nous obtenons pour presque 
tout xE XjA: 

et comme nous pouvons prendre ]I aussi proche que l'on veut de fen norme 
U, ceci termine la démonstration. 0 

Notons également le corollaire suivant de la preuve, qui ne nécessite pas 
l'existence d'une mesure de probabilité A-invariante et ergodique. 

Corollaire 5.5. Si f :X/A---t lR est bornée et à support compact, il existe 
C > û tel que pour tout T 2: 1, tout xE X/A, on a la majoration uniforme 

1 ;k L J('Yx) ::; c. 
!EBr(xo,T) 

Démonstration. Sous ces hypothèses, en reprenant la preuve précédente, de 
par le lemme 5.3, J est en fait bornée et mesurable, et l'inégalité (5.1) divisée 
par Tk nous permet de conclure. (L'existence d'une mesure ergodique de 
probabilité finie sur les compacts n'était pas utilisée pour démontrer (5.1) 
). D 
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5.3 Preuve du théorème 5.2 

5.3.1 Description des espaces 

Soit M 0 une matrice 3 x 3, à valeur propres réelles, dont le polynôme ca­
ractéristique est égal au polynôme minimal, et qui n'a pas de valeurs propres 
de multiplicité 2 exactement. Comme la dimension est 3,qui est impair, deux 
matrices sont conjuguées si et seulement si elles le sont modulo SL3(IR). Nous 
avons alors 2 possibilités pour M 0 , 2 cas que nous traiterons en parallèle. Le 
premier cas est lorsque M0 n'a qu'une valeur propre réelle À1 , Mo est alors 
(à conjugaison près) 

et le deuxième cas est celui où Mo possède trois valeurs propres réelles 
(.\1 ,.\2 ,.\3 ), deux-à-deux distinctes, Mo est alors (à conjugaison près) 

A1o = r ~1 ~2 ~ 1 
L 0 0 À3 .J 

Dans le premier cas, le stabilisateur (par l'action par conjugaison) de M 0 

dans G = SL3 (IR) est exactement égal à 

{ [ 

1 x x
2 
/2 + y ] } 

H = h(x,y) = ~ ~ ~ : (x,y) E JR
2 

, 

et dans le second cas le stabilisateur de Mo possède un sous-groupe distingué 
H d'indice fini, qui est 

eY ~ 1 : (x,y) E JR
2

} • 
0 e-x-y 

Le stabilisateur est dans les deux cas un groupe abélien isomorphe à IR2 

via les coordonnées (x,y) fournies ici. Nous utiliserons la notation multipli­
cative pour la loi de groupe lorsque H sera vu comme un sous-groupe de G, 
et notation additive lorsque nous travaillerons dans H lui-même. La variété 
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X des matrices conjuguées à M0 est alors, dans le premier cas, difféomorphe 
par un difféomorphisme G-équivariant, à l'espace homogène GjH, et dans le 
deuxième cas c'est un quotient fini de G/ H. Insistons sur le fait que l'action 
par conjugaison de G sur X se transforme en une action à gauche de G sur 
GjH. En particulier, les valeurs des ..\i n'ont pas d'importance puisque les 
variétés obtenues pour des Ài disctincts sont difféomorphes par un difféomor­
phisme G-équivariant. C'est en pratique sur ces espaces homogènes que nous 
travaillerons, et que nous montrerons les résultats. 
Dans les deux cas, G / H porte une mesure f.-l, qui est G-invariante, dans la 
classe des mesures de Lebesgue, et unique à homothétie près. En effet, G est 
unimodulaire, etH abélien ([Bou63], VII.2 théorème 3)). 

5.3.2 Section et homéomorphisme 

Il sera par la suite essentiel de disposer d'une section continue de G / H 
dans G. 1 On va vérifier que la définition suivante est correcte: on définit p: 
G j H -+ G par p(gH) = gh, où h est l'unique point critique de l'application 
de H dans IR. 

h f-7 trChtggh). 

Dans le premier cas, soit gE G, et soit N la matrice tgg. Elle est symé­
trique, notons ses coefficients de la manière suivante 

Remarquons qu'alors, B 2 < AD, de par l'inégailté de Schwarz appliquée aux 
vecteurs-colonnes de g, inégalité stricte car g est inversible. On prend sur H 
les coordonnées x,z, avec z =y+ x2 /2. Alors 

(""; 1""\'7 A-# "J a on un 
âx tr(h th tgg) = tr((âx th+ h âx )N), 

et par multiplication matricielle explicite, on obtient 

â 
âx tr(h th tgg) = 2Ax + 2Bz + 2(E + B). 

1. Je ne connais pas d'interprétation géométrique de ces sections, autre que "la mini­
misation de la norme 2 matricielle sur gH"). Le choix de ces sections particulières n'a 
d'influence que sur la simplicité de certains calculs. 
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De même, 
a 
az tr(h th tgg) = 2Bx + 2Az + 2C. 

L'équation 
a a 

8xtr(hthtgg) = a}r(hthtgg) = 0 

a bien une unique solution (x,z) puisque le déterminant du système est 4A2 + 
4( AD- B 2) > O. De plus, p est même différentiable en fonction de g. Lorsque 
x= 0, z = 0, on trouve alors que la projection p(gH) satisfait 

tp(gH)p(gH) = [ ~ ~ _oB l 
0 -B F 

pour certains A,B ,D ,F réels. De par la forme de ces matrices, on a nécessair­
ment A> 0, B > 0, B 2 <AD, B 2 < DF, B 2 < AF et comme le déterminant 
est 1, on a de plus 

ADF- B 2 (A + F) = 1. 

De même dans le deuxième cas, on peut vérifier que le point critique est 
unique et que sig E G, alors tp(gH)p(gH) est de la forme 

[
A B Cl tp(gH)p(gH) = B A E . 
C E A 

Il y a également le même type de restrictions sur la forme de ce matrices que 
dans le premier cas. Elles ont par exemple nécessairement un déterminant 
égal à 1, et A> 0, B 2 < A2

, etc. 

On a bien sûr p(gH)H = gH pour tout g dans G. Définissons maintenant 
l'application D de G dans H 

D(g) = g-1p(gH). 

Nous avons maintenant un difféomorphisme 

GfHxH-tG, 
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(gH,h) r--+ p(gH)h, 

de réciproque 
G ---t G 1 H x H, 

gr--+ (gH,D(g)- 1
). 

La mesure de Haar /-tG de G, vue sur G 1 H x H, se décompose comme le 
produit de p, et de la mesure de Lebesgue de H, identifié à IR2

. En effet,la 
mesure produit sur G 1 H x H est G-invariante de par sa régularité et la 
continuité du cocycle associé à la section p, de même que dans le cas du 
paragraphe 5.2. 

5.3.3 Etude de certaines fonctions sur H 

Pour deux éléments p0 ,p1 dans l'image de la section p, et h dans H, on 
pose 

G(p0 ,pl)(h) = tr(CPoPo)-1 th(tPIPI)h). 

Cette fonction est continue et propre de H dans JR~. En effet, on peut l'écrire 

et sous cette forme c'est la restriction à l'ensemble p1Hp01 du carré de la 
norme 2 matricielle. Comme H est paramétré par les coordoonnées (x,y), 
nous écrirons parfois G (po,p1 ) (x ,y). 

On étudiera les famille d'ensembles indexées par T, lorsque U est un 
ouvert relativement compact de IR2 et U un ouvert relativement compact de 
GjH: 

E(p0 ,p1 )(T) = { (x,y) E IR2 
: G(po,p1 )(x,y) :::; T 2

}, 

K1(T,U,U) = U + U E(Po,p(gH))(T), 

gHEU 

T.• lrnTT,J\ ( 1 \ -1Th2 f \ , TT- ("'\ rT /rn\ 1 
1\2~1 ,U,U) = ~ ~X,YJ t: m:.- : ~X,YJ -t-U L 1 1 D(p0 ,p(gH))~.l )J · 

l gHEU 

Ces ensembles ont les propriétés suivantes. Rappelons que 
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et que D(g) = g-1p(gH). 
Lemme 5.4. Soit p0H,p1H deux éléments de GjH, tels que Po= p(p0H) 
et p1 = p(p1 H). Soient U et U deux voisinages relativements compacts de 0 
dans H et de p1H dans GjH. Les ensembles Ki(T,U,U), i = 1,2, vérifient 
les propriétés suivantes : 
{Hl) Si'"'( est dans B(T) et 'YPoH est dans U alors -D('Yp0 ) + U est inclus 
dans K 1(T,U,U), 
{H2) Si (-D( '"'!Po)+ U) n K 2(T,U,U) =1= 0 et '"'IPoH est dans U alors'"'! est dans 
B(T). 

Démonstration. On a toujours 

'"'!Po= p('YpoH)D('Ypo)-1
, 

et donc'"'!= p('"'!p0H)D('"'!p0 )-
1p[/. Ainsi, par définition de G(.,.)(.), on a 

(5.2) 

Donc '"'( E B(T) est équivalent à -D('"'!po) E E(po,p(-ypoH))(T). Les deux 
propriétés recherchées découlent directement de la définition des ensembles 
Ki(T,U,U). D 

Remarques: Si Fon voulait travailler avec une autre famille de boule sur r, 
en prenant par exemple B1 (T) la boule de r pour une norme 11-11 quelconque 
sur M3 (IR), il nous suffirait de redéfinir G(po,pl)(h) de manière analogue à la 
formule 5.2. Plus précisemment, on définirait 

et on étudierait les ensembles 

de manière analogue à ceux E(po,Pr)(T) de G(po,pl) (le lecteur fera bien atten­
tion qu'ici, j'ai choisit de travailler avec G = H 2). Heuristiquement, si l'aire de 
J(po,p1 )(T) est asymptotique (!orque T tend vers l'infini) à t51 (p0 H,p1H)F1(T), 
alors le résultat auquel on peut s'attendre est de la forme: pour tout j conti­
nue à support compact, pour f-.l-presque tout x dans G / H 
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Remarquons que par l'équivalence des normes, la taille F1 ne dépend pas de 
la norme choisie initialement. De plus, remarquons que la détermination de 
61 e F1 ne dépend que de la mesure de Haar de H, et non celle de G, et que 
l'on peut espérer que le résultat ci-dessus soit encore vraie pour toute mesure 
fJ, f-invariante, ergodique, finie sur les compacts, pour les mêmes fonctions 
61 et F1. 

Revenons aux deux cas qui nous intéressent. La suite de cette section 
est dévolue aux preuves des deux propositions suivantes. L'idée majeure est 
de se ramener à l'étude de E(po,pl)(T) au lieu des ensembles Ki(T,U,U) en 
montrant qu'ils diffèrent peu. Dans le deuxième cas, c'est encore plus simple 
puisqu'on perd toute dépendance en p0 ,p1 . Dans chaque cas, on obtient une 
asymptotique de l'aire de E(po,pl) (T) (qui nous donnera effectivement le fac­
teur de récurrence F(T), et la dérivée de de Radon-Nikodyn de répartition 
6). On désigne par 6.la différence symétrique d'ensembles, et par L la mesure 
de Lebesgue sur H identifié à JR2 . 

Proposition 5.5. Dans le premier cas, pour toutp0H,p1H dans GjH, avec 
Po= p(p0H),p1 = p(p1H), pourU ouvert relativement compact de JR2

, T > 0, 
et TJ dans ]0,1/2[, on définit les ensembles suivants: 

, 1 T \ 
K1(T,U,TJ) = E(po,PI) \ 1 - TJ) + U, 

K~(T,U,TJ) = { (x,y) E lR2 
: (x,y) + U C E(p0 ,p1 ) ( 

1
: TJ)} · 

Alors, 

1. Il existe 6 : G / H --+ JR~ continue, telle que lorsque T --+ oo, 

2. Pour tout T > 0, il existe U voisinage ouvert borné de 0 dans JR2 tel 
que pour tout U' C U voisinage ouvert de 0 dans JR2 , tout TJ > 0, et 
pour i = 1,2, on ait pour tout T suffisamment grand: 

E(p0 ,p1 ) (~:-~) C K:(T,U,TJ) C E(po,p 1 ) ( 1T~rTJ). 
3. Pour tout PoH,p1H dans G/H, avec Po= p(p0 H),p1 = p(p1H), tout 

TJ dans l'intervalle ]0,1/2[, il existe U voisinage de p1H dans GjH, tel 
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que pour tout U un ouvert borné de JR.2 et tout T suffisamment grand, 
on ait les inclusions 

et 
K~(T,U,ry) C K2(T,U,U) C E(PO,p1 )(T). 

Proposition 5.6. Dans le deuxième cas, il existe une famille E' (T) de 
sous-ensembles de lR.2 telle que, pour tout poH,p1 H dans G / H, avec Po = 
p(p0H),p1 = p(p1H), tout U ouvert borné de JR.2 , tout U voisinage relative­
ment compact de p1H dans GjH, les ensembles Ki(T,U,U) vérifient 

1
. C(Ki(T,U,U)D.E'(T)) 
lill = 0 

T-Hoo C(E'(T)) . 

De plus, lorsque T--+ oo, 

C(E'(T)) ""'~(ln(T)) 2 . 
2 

Etude du premier cas -Preuve de la proposition 5.5 

Si l'on détaille un peu plus cette application G(po,pl), dans le premier cas 
on peut écrire qu'il existe A,Bi,Di,Fi,i = 1,2 telles que 

Posons 

a3 = (AoFoAt + D1(AoDo- B6) + 2AoBoBt). 

En utilisant les restrictions sur les coefficients Ai,Bi,Di,Fi, on voit que a 1 > O. 
Remarquons que ces coefficients ne peuvent pas prendre n'importe quelles 
valeurs. En effet, par exemple a 1 > 0, et en dévellopant l'expression 
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on voit, en utilisant que A0 DoFo- BJ(A0 + F0 ) = 1, A> 0 et AiDi > B[, 
qu'on a nécessairement 

4alas- a~> O. 

Nécessairement, on a aussi a 3 > O. 
On obtient par calcul matriciel en partant de la définition de G(po,p1 ), en 
utilisant le fait que toutes les matrices apparaissant ont 1 pour déterminant, 
que 

où a4,a5,a6 dépendent polynômialement des Ai,Bi,Di,Fi (et peuvent être 
explicités, mais n'ont aucune importance dans la suite). En particulier, les 
coefficients ai sont des fonctions continues de p0 ,p1 . Nous admettrons pour 
l'instant l'asymptotique quand à l'aire de E(po,Pt)(T), et que la fonction in­
tervenant ici est 

27r 
t5(poH,piH) = . 

J4ala3- a~ 
On pourrait calculer cette asymptotique directement, mais ce sera consé-
quence de la preuve de la proposition 5.9 . Nous admettons ainsf .. pour l'ins-
tant le premier point de la proposition 5.5. Le troisième point est cons~quence 
des définitions des ensembles Ki,KI, E(po,Pt) et du lemme suivant. 
Lemme 5.7. Soit p0 ,p1 fixés. Pour tout 'T} dans l'intervalle ]0,1[, il existe un 
voisinage U de p1 H tel que l'on ait 

1-TJ/2 < liminf inf G(po,p(gH))(x,y) :::;: limsup sup G(po,p(gH))(x,y) < l+TJ/2. 
(x,y)E][{2 gHEU Glvo.v1 )(x,y) lx.v)FJI~2 aHEU Glv0 .v,))(X,y) 

~~ ,.., - ~ - ' \ 1-.J! - ~ ,.. '-L -' / ' - ' 

Démonstration. Posons la fonction de x ,y et des paramètres a 

On peut changer les variables (x,y) en les variables (x,z) avec z = x 2 /2 + 
y, car ce changement de variable est une application continue et propre, 
et les limites inférieures et supérieures resteront inchangées. La fonction 
G(po,p(gH))(x,z) est alors la somme de la forme quadratique Qcx définie po­
sitive, d'une forme linéaire et d'une constante. Seule la forme quadratique 
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Qcx intervient dans l'expression voulue, et ses coefficients ai dépendent conti­
nûemment de gH. Il est donc possible de trouver un voisinage U de p1H 
vérifiant la propriété requise. 0 

Il nous reste à montrer le deuxième point de la proposition 5.5. Tout 
d'abord, le résultat ne dépend pas de ry, de par la définition de K:, et on 
peut se ramener au cas où Tl = O. On peut calculer en utilisant que Qa est 
une forme quadratique définie positive, qu'en dehors d'un compact de JR.2 

nous avons les majorations (où M > 0 est une constante fixée dépendant 
seulement de Po,PI) 

I

OG(PoPÜ( )1 ( ) ay' x,y :::; MG(po,Pl) x,y 0 

De part les majorations différentielles classiques (le lemme de Gronwall, me 
semble-t-il?), on a 

Ainsi, si l'on note diam(U) le diamètre de U qui contient 0, 

K'(T U ) E (exp(2M diam(U))T) 
1 ' ,ry C (po,Pl) 1 ' -ry 

et on en déduit de même que 

K'(T U ) E (exp( -2M diam(U))T) 
2 ' ,'T/ ::J (po,pl) 1 +Tl . 

C'est ce que l'on voulait. 

Etude du deuxième cas- Preuve de la proposition 5.6 

Dans le deuxième cas, en écrivant que h est décrit par les deux va­
riables x ,y introduites dans la représentation matricielle de H, et qu'il existe 
Ai,Bi,Ci,Ei,i = 1,2 tels que 

[A; Bi c,] t Bi Ai Ei ' PiPi= 
ci Ei A 
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on obtient par calcul matriciel, en utilisant que ces matrices ont 1 pour 
déterminant, que 

avec 

a 1 = A1(A6- E5) > 0, a2 = A1(A6- C5) > 0, a3 = A1(A6- B5) > 0, 

a4 = 2BI(EoCo- AoBo),as = 2EI(BoCo- AoEo), 

a6 = 2Cl(BoEo- AoCo). 

On peut vérifier, par des calculs semblables au premier cas, longs mais sans 
difficulté majeure, que l'on a 

4ala2 - a~ > 0, 4ala3- a~ > 0, 

4a2a3 - a;> O. 

Posons pour T > 1 et a réel positif, E' (T,a) comme l'intérieur du triangle 
'T(T,a) de sommets (en coordonnées (x,y)) (-2ln(T)-2a,ln(T)+a), (ln(T)+ 
a, ln(T) +a) et (ln(T) +a, - 2ln(T) - 2a). On pose de plus E' (T) = E' (T,O). 
Lemme 5.8 . .~.0ou; tout U ouvert bo;né., tout U ouve;t relativement compact 
de G / H, il existe a1 ,a2 deux nombres réels tels que pour tout T > e-a1 , pour 
tout g1H EU, 

E'(T,a1) c K1(T,U,U) c E'(T,a2), 

et 
E'(T,a1) c K2(T,U,U) c E'(T,a2). 

Esquisse de pre~we. Il sera. commode de définir les formes quadratiques sui­
vantes: 

Q~1)(u~v) = aru2 + a 2v 2 + a4uv, 

Q~)(-u,v) = a1u2 + a3v2 + a 6uv, 

Q~)(u,v) = a 2u 2 + a 3v 2 + a 5uv. 

Les discriminants de ces formes quadratiques sont, on ra déjà noté automa­
tiquement négatifs. On peut vérifier que 

- Lorsque (x,y) tend vers l'infini dans le domaine x+ y 2: 0, alors 

Ga(x,y) '"'-' Q~)(ex,eY). 
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- Lorsque (x,y) tend vers l'infini dans le domaine y ~ 0, alors 

- Lorsque (x,y) tend vers l'infini dans le domaine x ~ 0, alors 

En utilisant ces équivalents sur chacun des trois domaines et en estimant la 
taille de G(pa,p1 )(x,y) sur les côtés du triangle T(T,a), on calcule qu'il existe 
des constantes b1 ,b2 telles que 

Cette estimation peut être rende uniforme en p1 dans U, car les coefficients 
des formes quadratiques Q~) dépendent continûement de p 1 . Quitte à rajouter 
une constante dépendant du diamètre de U, on obtient le résultat désiré. 0 

5.3.4 Ensembles de validité du théorème ergodique ponc­
tuel 

Soit r un réseau de G. Nous utiliserons le résultat suivant, dû à N. Shah, 
dovG nous rappelons une version légèrement simplifiée. 

Théorème 5.6 (Shah,[Sha94), corollaire 1.2). Soit G un groupe algé­
brique réel, r un réseau de G. Soit 8 : JR.k --+ G une application algébrique 
régulière (au sens qu'elle se prolonge en une application algébrique de Ck 
dans G(C)), telle que 8(0) = e. Alors il existe un sous-groupe fermé F de 
G contenant 8(JR.k) tel que Fr est fermé et admet une unique mesure /lF de 
probabilité F-invariante, et pour tout f dans C~(G/f), on a 

lim .C(~ ) r f(8(t)r)d.C(t) = j!' fd/lp, 
R-t+oo R ltEBR Fr 

où BR désigne la boule de rayon R de JR.k centrée en 0. 

Premier cas 

Proposition 5.9. Supposons que fp0 H est dense dans G (c'est à dire que 
l'orbite sous l'action de r de p0H est dense dans G / H). Alors pour tout 
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g E p0 H, et pour toute fonction f : f\ G ---7 lR continue à support compact, 
on a 

[ 

1 j3-
1
u v - _QLu l 2alf3 0:2 u2 

8(u,v) = 0 1 j3- 1u = h(j3-1u,v- -
13
u- /3

2
). 

0 0 1 2a:l 2 

Cette application est polynomiale et régulière au sens de [Sha94]. Appliquons 
le théorème précédent au réseau r' = p0

1 fp0 . J'affirme que F = G nécessai­
rement. En effet, 

p01(fpoH) = r'e(JR2
), 

est dense dans G par hypothèse, et est contenu dans r' F qui est fermé. Donc 
r' F = G, et comme F est fermé, r dénombrable, le. théorème de Baire nous 
dit que F est d'intérieur non vide, et par suite F = G car G est connexe. 
Ainsi, J-lF est la mesure G-invariante de probabilité sur f\G, et po.ur toute 
fonction f de C~(f\G, on a 

Or 
Qa(/3-lu,v- 2:;/3u- f3-2u2) = a:l(u2 + v2). 

Soit E~ = {(x,y) : Qa(x,y) :::; T 2
}. Comme 

G(p0 ,p1 )(x,y) = Qa(x,y) + o(Qa(x,y)), 

on a pour tout E > û et T assez grand 

E~(T(1- E)) C E(po,p1 )(T) C E~(T(l + c)), 

et il ne nous reste plus qu'à calculer le jacobien du changement de variable 
(u,v) t---t (x,y). Il est constant et égal à /3. 

0 

Remarquons que comme corollaire de la preuve, on a l'asymptotique 
lorsque T tend ver l'infini 

( ) 
27r 2 

L E(po,Pl)(T) rv 2T. 
J4a:la:3- 0:2 
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Deuxième cas 

Nous utiliserons la version suivante du théorème ergodique ponctuel pour 
les actions de JR2 . 

Théorème 5.7 ([Cha70]). Soit (En)n une suite d'ensembles de JR2 vérifiant 

1. Pour tout v E JRk, on a la condition de F!Z1lner 

2. Il existe un constante K > 0 telle que pour tout n, 

3. 

4- (En)n est croissante. 

Alors pour tout action de JR.k sur un espace X, toute mesure J1, de proba­
bilité sur X, invariante et ergodique, tout f dans L 1 (JJ,), on a pour pre~ que 
to'IJt x, lorsque n tend vers l'infini 

( f(v.x)dJ:,(v)-+ ( jdJJ,. 
}En lx 

Remarquons que dans la suite, les quantificateurs seront inversés : on 
écrira qu'il existe un ensemble de de mesure pleine de validité du théo­
rème ergodique ponctuel pour les fonctions de C~(X), et non par que pour 
toute function L1 , il existe un ensemble de validi-té du théorème ergodique. 
Cette formulation est légitime car, avec les notations du théorème précédent, 
C~(X) c L 1 (JJ,) lorsque la mesure est finie sur les compacts (ici, elle est de 
probabilité), et C~(X) est séparable si X est une variété. 

Lemme 5.10. Il existe un ensemble Y C Gj H, de complémentaire de JJ,­
nesure nulle, tel que pour toute application j de r\ G da·ns JR, eünt-inue à 
support compact, tout g dans G tel que gH est dans Y, 

lim L,(E\T)) ( j(rgh)dL(h) = ( j. T~+oo 1 E'(T) lr\G 
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Démonstration. Tout d'abord, remarquons que pour E'(n) satisfait aux hy­
pothèses du théorème précédent, car l'action de A sur f\G est ergodique. 
Il s'ensuit qu'il existe un ensemble Y' de f\G, de mesure pleine pour lequel 
pour toute fonction f continue à support compact, pour tout fg dans Y', on 
ait 

C(E\ )) { j(fgh)dC(h) -+r-Hoo { j. 
n J E'(n) Jr\G 

Comme C(E'(n + 1))/ C(E'(n)) tend vers 1, c'est encore vrai pour T réel et 
non plus n entier. Remarquons que Y' est H-invariant. Commer est dénom­
brable, l'ensemble Y" des g dans G tels que fg est dans Y' est de mesure 
pleine (i.e. son complémentaire est de mesure nulle). Cet ënsemble est encore 
A-invariant, et s'écrit comme un produit Y" = Y x A. Par décomposition 
locale de la mesure de Haar f.lG, Y est encore de mesure pleine. 0 

5.3.5 Conclusion de la preuve 

Notons par Y dans le premier cas l'ensemble des points de G / H dont 
l'orbite par r est dense, et dans le second cas l'ensemble de mesure pleine 
décrit par le lemme 5.10. 

CoroJlaire 5.8. Pour toutE > 0, p0H dans Y et p1H dans G / H, il existe 
U u.n voisinage relativement compact de p1H et U un voisinage relativement 
compact de 0 dans lR2 tel que tels que les ensembles Ki(T,U,U) satisfont la 
propriété suivante (en plus de (Hl) et (H2}) 
(H3) Pour tout fonction f continue, positive, à support compact, de f\ G 
dans JR, on a les inégalités 

(1- E) r f:::; liminf -·-- ·~--- ·" r j(fPoh)dC(h) , , Jr\G. T---t+oo L(Ki('l',U,U)) }K;(T,U,U) -- . , . 

1 r r 

:::; limsup C(K·(; UU)) j j(fp0h)dC(h):::; (1 + t:) J j. 
T---t+oo t , , K;(T,U,U) lr\G 

Démonstration. Montrons-le dans le premier cas. Le deuxième cas est beau-' 
coup plus facile (comparer les propositions 5.5 et 5.6). Soit E > 0, prenons 
deux réels 77 > 0 et T > 0 tels que 
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et 

1 (1e~4~)4 - 11 ~ E. 

La troisième affirmation de la proposition 5.5 nous donne un ouvert U rela­
tivement compact contenant p1H. Puisque nous avons déjà choisi T > 0, la 
deuxième affirmation de la proposition 5.5, nous donne un ouvert U relative­
ment compact, contenant O. Soit f une fonction continue, positive, à support 
compact de r\G à valeurs dans R Alors des inclusions issues de 5.5 2) et 3): 

E(p0,p1)(T) C K1(T,U,U) C K~(T,U,1J) C E(po,Pl) (:~T'IJ), 

E(p0 ,p1 ) (~~~) C K~(T,U,TJ) C K2(T,U,U) C E(p0 ,p1 )(T), 

et de la positivité de J, nous déduisons que pour i = 1,2, 

Divisons ces inégalités par 6(p0H,p1H)T2, on obtient en passant à la limite 
à l'aide du lemme 5.9 (ce qui est légitime puisque p0H est dans Y), et en 
utilisant la deuxième affirmation 5.5 2), les inégalités 

e-2T 1 1 1 f < liminf j(rp0h)dC(h), 
(1 + 1J)2 r\G - T--++oo 6(poH,plH)T2 Ki(T,U,U) 

et 

limsup " j(rp0h)d.C(h) ~ e \
2 

f. 
1 1 2T -. 

T-Hoo 6(poH,plH)T"' Ki(T,U,U) (1 -1]) l\G 
Il ne nous reste qu'à remarquer que les encadrements d'ensembles 5.5 2) et 3) 
nous donnent également un encadrement de leurs aires. Le rapport des aires 

.C(Ki(T,U,U)) 
6(poH,plH)T2' 

est donc asymptotiquement compris, grâce à 5.5 2), entre e-T /(1 + 1J) 2 et 
eT /(1 -1]) 2

• C'est ce que nous voulions. 0 
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Le lemme élémentaire suivant, inspiré des techniques de [Led99], est une 
application des partitions de l'unité. Une preuve est fournie en annexe C. 
Lemme 5.11. Soient X un espace métrique localement compact, 1-1 une me­
sure borélienne finie sur les compacts, et ( Àr )r>o une famille de mesures. 
Supposons qu'il existe une application 

Ç : X ---+ IR: , 

continue, telle que pour tout E > 0 et tout y E X, il existe un ouvert U 
contenant y tel que pour toute application f : X ---+ Jl4 continue, positive et 
à support dans U, 

(1- E)Ç(y) r fdf-1::; }iminf r jdÀr, lx T-++oo lx 
et 

lim SUp r jdÀr ::; (1 + E)Ç(y) r fdf-1. 
T~+oo JX lx 

Alors pour toute application f continue à support compact, 

T~~oo [ fdÀr = L J(y)Ç(y)df-1(y). 

Nous pouvons maintenant conclure la preuve. 

Soit p0H dans Y, p0 = p(p0H). En posant Ç(gH) = 8(p0H,gH) dans le 
premier cas et Ç(gH) = 1 dans le second, nous sommes ramenés à prouver 
l'hypothèse du lemme 5.11. Soit p1H dans G 1 H, et soit E > O. On peut 
supposer p1 = p(p1H). Soit U le voisinage relativement compact de p1H 
donné par le comllaire 5.8, et soit f une fonction de G 1 H à valeurs dans IR, 
continue, positive et dont le support compact est contenu dans U. Prenons 
"--" - "-- (\ ~-h:-1--~:-" l" ·•~-~lln:_" t': Q "'~"" Àr-..-,..-." ~:"""': -...-. .,~:n:..-.nn'H TT Àn {) 
LU . .l 1 .,....r V 0...1 J.j.ll.lCLH.C-, .1~ \....-V.lVJ.l(.:\>.ll.C V.V .i.I_VU~ \...t-V .. LLLiC 0.,.1..1..!.0.1 li.i.1. VV.iD..L..i.l.O...QC: U \..t.C V 

dans IR2
. Soit x : H ---+ IR une fonction continue positive telle que 

{ x(h-1 )dC(h) = 1, 
JH 

et de support contenu dans U. Soit J : G ---+ IR, la fonction définie par : 

](g) = ~ j(tgH)x(D('yg)). 
1Er 
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On a: 

L f(rgoH) = 1 ( L f('YgoH)x(h- 1
)) dC(h). 

-rEB(T) H -rEB(T) 

Comme la mesure dC( h) est invariante à gauche 2 , nous avons 

L f('YpoH) = 2.: 1 f(1poH)x (h-1 D(1po)) dC(h). 
-rEB(T) -rEB(T) H 

Alors, en utilisant les propriétés (H2) et (Hl) du lemme 5.4, on peut écrire 
en remarquant que D( IPoh) = h-1 D(!p0 ): 

1 (2: f(!poH)x (D(!poh))) dC(h) ~ L f(!p0 H) 
K2(T,U,U) -rEr -rEB(T) 

~ 1 (L f(!poH)x (D(!Poh))) dC(h), 
K1(T,u,u) -rEr 

c'est-à-dire 

j /(poh)dh S: L f(!poH) :::; j /(poh)dh. 
K2(T,U,U) -rEB(T) K1(T,U,U) 

Comme 1 est f-invariante, elle peut se voir comme une fonction de f\G 
dans ll4, et est alors continue et à support compact. On a d'après la propriété 
( H3) 1 'encadrement 

(1- E)Ç(p1H) r 1:::; ll,m~nf D;rn\ ~ f('YpoH), 
Jr\G .1 ~-roo r \1) ~ 

-rEB(T) 

1" __ . ___ 1 "'""""""' f'f _ __ TT\/ /1 , .\rf __ TT\ { P 
lllll ::;UJ! F(T) L J \'[jJQfl) .:::::: \ l. T t. )Ç \PiiJ) J J. 
T-t+oo -rEB(T) r\G 

Nous venons de montrer que l'on peut appliquer le lemme 5.11 à la suite de 
mesures: 

1 
Àr = F(T) L 6-rpoH' 

-rEB(T) 

où El x est la mesure de Dirac au point x. 

2. à droite également, mais ce n'est pas ce que l'on utilise. 
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5.3.6 Variables non séparées de la fonction c5 

Montrons maintenant que 6 n'est pas un produit de deux fonctions des 
variables séparées poH, p1H, ni symétrique en ces variables. 

Soit p0 la matrice identité et p1 la matrice 

Pt~ u 11 n 
on calcule que 

1

PtPt = u il ~1] 
Alors le calcul direct nous permet de montrer que 

6(poH,poH) = 1r /Vi, 6(poH,piH) = 1r jJ3, 

o(p1H,p1H) = 1r /3, 6(piH,poH) = J21r /3. 
Ainsi, 

6(poH,piH)6(piH,poH) i= 
1 

o(poH,poH)o(plH,plH) . 

5.4 Action au bord d'un groupe kleineen 

Dans cette partie, nous démontrons le théorème 5.3. Soit JHr un espace 
hyperbolique, r un sous-groupe discret de I som(W), non élémentaire , tel 
que la mesure de Bowen-Margulis associée sur T 1 r\lHin soit finie. Notons 
f.Lx et Vx respectivement la mesure de Patterson-Sullivan relative à r, et la 
mesure harmonique de probabilité, associées au point x E lHin. 

Un ingrédient essentiel de la preuve est le résultat suivant, dû à Thomas 
Roblin: 
Théorème 5.9 ([Rob02), corollaire 1 du théorème 4.1.1). Avec les 
notations précédentes, en supposant que r admette une mesure de Bowen­
Margulis-Sullivan finie, la convergence suivante a lieu au sens jaible dans 
l'espace des mesures de probabilité sur lHin U âlHin lorsque T -+ +oo: 

1 1 
JB(T)j L 070 -7 p, (âHn) f.Lo· 

7EB(T) 
0 
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Preuve du théorème 5.3. Nous commencerons par prouver que la fonction 

1 
Fr(E,,ry) = JB(T)J 2: (f(IÇ)- j(rry)) 

rEB(T) 

converge uniformément vers 0 lorsque T -t oo. Pour cela, fixons E > 0 et 
notons K ( E) le compact de aiHin x aJHin - di ag' 

K(E) = {(ç,17) E aw x aw : d(ç,17) ~ E }. 

Notons w(t) le module de continuité de f. Alors 

1 
JFr(Ç,ry)J :s; w(E) + JB(T)J L lf(Jf,)- f(rry)J1K(.:)(/Ç,')'rJ). 

rEB(T) 

On a désigné la fonction caractéristique de K(E) par 1K(.:)· De part le co­
rollaire 5.5 appliqué à l'exemple de l'espace des géodésiques de lH!n (voir 
l'exemple 1 de la partie 5.2.2), 

L lf(rf,)- f(Jry)I1K(t:l!'f,,')'rJ) = O(T), 
rEB(T) 

uniformément en Ç,ry. Commer non élémentaire, T/!B(T)! tend vers 0; en 
effet, le corollaire 2 du théorème 4.1.1 de [Rob02) nous dit que la fonction or­
bitale !B(T)I croît exponentiellement en T. Donc Fr converge uniformément 
vers O. 

Pour conclure, il suffit de montrer que lorsque T-t oo, 

la n JBtT)J L j(rf,)dvo(Ç) = jBtT)j L la n j(f,)dv,-lo(Ç), 
alBI 1EB(T) rEB(T) alBI 

et il suffit maintenant d'appliquer le résultat de T.Roblin à la fonction de 
w u aw' définie pour x dans w par 

g(x) = r f(Ç)dvx(Ç), lax 
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et égale à f sur 8IH!n. C'est bien une fonction continue, et la convergence 
donnée par le théorème 5.9 , modulo le changement de variables 'Y r--+ 'Y-I 
(qui laisse les boules B(T) invariantes), est exactement ce qu'il nous fallait 
pour conclure que la limite est bien celle annoncée. 0 
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Annexe A 

Lemme de fermeture 

Cette section est dédiée à la preuve du lemme de fermeture 3.2, analogue 
dans un cadre un peu différent du lemme de fermeture d'Anosov [Ano69]. Il 
faut faire plusieurs remarques cependant : les constantes du lemme sont uni­
verselles dans le sens où elles ne dépendent que de la courbure d'Alexandrov­
Topogonov de X; le choix de la métrique sur T 1 X, qui n'est pas importante 
dans le lemme original d'Anosov, est ici cruciale, car si r\X est non com­
pacte, un changement de métrique sur T 1X peut faire disparaître l'universa­
l;+A d" K P.-.+:... ~~~~"q"~""' """ l'hy"'"'th;."'"' rt A '"rf 1) pen+- <'>+-ra ... arnn.lace'e JH;C U Vo .LJJ..UJJ.J.' .l.VJ.J..1Qo.L UVU.O \{UV J. J. pv .LVOV \,.....i.~..L \-~ U.\J Vl.i V J.VJ.J..I..,tJ.&. 

par GAT( -a) pour a > 0, par simple homothétie, la convention GAT( -1) 
n'étant prise que par souci de simplification des calculs. De plus, la preuve 
fournit des fonctions T(E), 6'(E) explicites: 

Corollaire A.l (Constantes explicites). 

où l'on a posé: 

T = sup (ln(8/E),ln(1 + J2),3E), 

Eln (l+u) 
Â _ 1-u 

~- 16 + 2E 

64- E2 -16E 
u = ~. " .. ~ tanh(E/16). 

t>4 - e + lt>E · · 

Nous donnons tout d'abord des estimées de distances dans le plan hyper­
bolique, qui nous seront utiles dans la suite. Nous utiliserons les fonctions de 
référence: 
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L'espace vectoriel de ces fonctions est de dimension 2, stable par translation 
du temps et dérivation, et engendré par les fonction cosh, sinh. Ces fonctions 
possèdent la propriété suivante: 

Lemme A.l. Soit >..,>..',J-l,J-l1,t1 < t2 6 nombres réels. Si on a pour i = 1,2, 
l'inégalité 

et si de plus F>.,p, ne s'annule pas sur [t1h], alors pour tout tE [t1h], on a 

Démonstration. Soit g(t) le quotient défini sur [t1h] 

Sa dérivée est : 

C'est à dire 
2 ()..'I-l + ÀJ-l1) 

g(t) =- (F>.,J.L(t))2 . 

Ainsi g est monotone. Comme elle est en valeur absolue plus petite que 1 en 
t 1 ,t2 , c'est encore vrai pour tE [t1,t2]. D 

Lemme A.2. Soit g1,g2 dettx géodésiques du plan hyperbolique H 2
, supposons 

que g1 est paramétrée par longueur d'arc. La fonction L(t), distance du point 
g1(t) à la géodésique g2 , est de la forme: 

sinhL(t) = /F>.,p,(t)/, 

où À,J.l E IR.. 

Démonstration. Si g1 et g2 s'intersectent et que g1 (0) est le point d'intersec­
tion, et a l'angle d'intersection, alors la distance s'exprime: 

sinhL(t) = /sin(a)sinh(t)/. 
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Si 91 et 92 ne s'intersectent pas, si elles ne sont pas asymptotes, et si 
91 (ü) est l'intersection de 91 avec l'orthogonale commune à 91 et 92 , et L0 la 
distance entre les deux droites, on a: 

sinh L(t) = cosh(t) sinh(L0). 

Un paramétrage différent de celui choisit dans les deux cas donne simplement 
une autre valeur de À et de M· Le cas où elles sont asymptotes correspond au 
cas où ÀJ.L = O. 0 

Lemme A.3. Soient 91 ,g2 deux géodésiques du plan hyperbolique H 2, 91 pa­
ramétrisée par longueur d'arc. Soit L la fonction distance du point g1 (t) avec 
g2 , et soient t 1 < t 2 deux réels. Alors pour t E JR: 

sinhL(t):.:; F>.,p,(t), 

avec 
À= e-t1 sinh(L(t2)) + e-t2 sinh(L(t1)) 

2 sinh(t2 - h) ' 

eh sinh(L(t2)) + et2 sinh(L(ti)) 
J.L= . 

2 sinh(t2 - tr) 

Démonstration. En effet, d'après le lemme précédent, il existe À,J.L tels que: 

sinhL(O) = IÀo +Mol, 

E1 sinhL(h) = Àoet1 + J.Loe-t1
, 

E2 sinh L( -t2 ) = ,\0e-t2 + J.Loet 2
, 

avec E 1 ,E2 E { + 1, - 1}. En inversant le système formé par les deux dernières 
équations, on obtient : 

e-t2 E1 sinh(L(t1))- e-t1 E2 sinh(L(t2)) 
Ào=--------~~~----~--~~~ 

2 sinh(t1 - t2) 

-et2 E1 sinh(L(t1)) + et1 E2 sinh(L(t2)) 
~= . . 

2 smh(t1 - t2) 
Les valeurs données de À,J.L sont telles que pour tout t 

0 
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Lemme A.4. Soit g une géodésique de H 2 paramétrée par le temps et x E 

H 2
• La fonction distance L( t) du point g( t) au point x est de la forme: 

coshL(t) =>..et+ ~te-t. 

De plus, si t 1 < t2 sont deux réels, alors: 

avec 

cosh(L(t)) ~ F>.,JJ-(t), 

À= e-t1 cosh(L(t2)) + e-t2 cosh(L(t1)), 

2sinh(t2 - t1) 

eh cosh(L(t2 )) + et2 cosh(L(t1)) 
11-- 2sinh(t2 -tl) · 

Démonstration. Sig est paramétrée de telle sorte que g(O) soit la projection 
de x sur g, le théorème de Pythagore hyperbolique donne 

coshL(t) = cosh(d0 ) cosh(t), 

où d0 est la distance de x à g. La deuxième partie s'obtient de la même 
manière que dans le lemme précédent. D 

Soit X un espace simplement connexe, complet, métrique géodésique et 
CAT(-1) (référence [Bal95]). Rappelons que T 1X désigne l'ensemble des 
plongements isométriques de IR dans X, et que l'on utilise la distance sui­
vante: si v,v' E T 1 X: 

dT1x(v,v') = dx(v(t),v'(t))-e -dt. 1 
-ltl 

lR 2 

En plus d'être convexe et invariante par les isométries de X, cette distance 
~ ln ~~~~~:;:.-.;:. ~ .. : .. n-<.n rn~ .. ohi -~,.~ t.~ .. +- 'T' ..., (\. 
ct ~Q; !J.tV!Jl.J.\_/lJ\..1 OU.!Vtl<iHJC:: t..i..JVUt..IVj }'VLL.i vVUl; ..L ::::.._V. 

e-T sup dx(v(t),v'(t)) :::; dT1x(v,v') :::; sup dx(v(t),v'(t))+2e-T. (A.1) 
tE[-T,T] tE[-T,T] 

Le lemme suivant nous sera utile. 
Lemme A.5. Soient v,w E T1 X, soit L(t) la distance de v(t) à l'image de 
w et soient T1 < T2 . Alors, pour tout t E [T1 ,T2], on a: 

sinh L(t) :::; F>.,JJ-(t), 
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avec 

Démonstration. Soient À,J-l comme dans l'énoncé, et soit E C [T1 ,T2) l'en­
semble des temps t pour lesquels 

sinh L(t) ::; F>.,f-L(t). 

Il est facile de vérifier que E est un compact contenant T 1 et T2. Nous allons 
montrer que pour tout t1 < t2 tous deux éléments de E, il existe t E]t1 ,t2 [ 

appartenant à E. Ceci impliquera que E = [T1,T2). Soient donc deux tels ti. 
Pour i = 1,2, soit Pi le point de w tel que dx(v(ti),w) = dx(v(ti),pi)· Nous 

pouvons trouver dans H 2 deux triangles de comparaison (a,b,p~) et (b,p~,p~) 
correspondants aux triangles (v(t1 ),v(t2),p1 ) et (v(t2),p1,p2) respectivement, 
car il est possible de les prendre accollés dos à dos. Remarquons tout d'abord -- --que les angles intérieurs a = p~p]. a et /3 = p].p~b sont tous deux plus grands 
que 1r /2. En effet, pour l'angle a par exemple, la dérivée de la distance au 
point a le long de la géodésique orientée (p~ ,p~) est -cos( a), et nous pouvons 
comparer la distance à a d'un point p proche de p1 sur le segment [p]. ,p~] 
à la distance du point correspondant sur w à v(t1), en passant par le point 
d'intersection avec la diagonale [p1 ,b) du segment [p,a]. Il en est de même pour 
/3. Il s'ensuit donc que la médiatrice au segment [p~,p~] coupe le segment [a,b] 
E;>ll un point c. Notons q' le milieu de [p].,p~), et e' l'intersection de [f',c) avec 
[b,p~]. Soient e,q,v(t) les points des segments respectifs [v(t2 ),p1),[p1,p2), [a,b] 
correspondant à e',f',c. Nous avons donc, par comparaison dans le triangle 
(v(t1 ),v(t2 ),pi), l'inégalité 

dx(v(t),e) ::; d(c,e'). 

De même, dans le triangle (v(t2),p11p2), on a: 

dx(e,q) ::; d(e',q'), 

et donc 
L(t) ::; dx(v(t),q) < d(c,e') + d(e',q') = d(c,q'). 
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Or la distance sur la droite (a,b) à la droite (p~,p~) est une fonction de la 
forme: 

sinh L' ( s) = 1 FN ,J.t' ( s) 1 , 

pour certains >..' ,fl/. Comme 

et de même pour t2 , on a pour i = 1,2 

D'où, commet E [t1 ,t2], on peut en déduire par le premier lemme que 

donc 
sinh d( q' ,c) = sinh L' (t) :S F;..,JJ- ( t). 

"·. \. 
et ainsi t E E. Nous avons bien trouvé un point intérieur à [t1 ,t2] dans E. 

' < 
D 

Nous pouvons maintenant, après ces longs préliminaires, rentrer dans le 
vif du sujet. 

Preuve du théorème 3.2. Soit E > 0, tel que tanh(E/16) < 1. Prenons T > 0 
suffisamment grand pour que les trois inégalités suivantes soient vraies: . 

-T < E e -
- 8' 

T > 3€, 

sinh(T) > 1. 

Prenons €
1 > 0 suffisamment petit tel que l'inégalité suivante soit vraie: 

t::lnh(/)sinh(T) + 1 < tRnh(F/1fi). 
-------,- 1 sinh(T) - 1 - -------,-, --, 

Soit enfin fJ > 0 suffisamment petit, vérifiant l'inégalité suivante: 

E' 

fJ < 1 T +e 
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Nous allons vérifier que T et 8 ainsi choisis conviennent. 
Soient v et t > T tels qu'il existe 1 E r, dT1x(c/i(v),1(v)) < 8. Le v de 
l'énoncé du lemme est le projeté sur f\X du v considéré ici, et le 1 est déduit 
par passage au revêtement universel. Suivant la classification des isométries 
des espaces d'Hadamard [Bal95], 1 est soit parabolique, soit elliptique, soit 
loxodromique. 
Si 1 est loxodromique ou elliptique, notons Y l'ensemble invariant de dé­
placement minimal par 1, qui est respectivement une géodésique globale­
ment invariante ou un ensemble convexe de points fixes. Soit p E Y tel que 
dx(v(O),Y) = dx(v(O),p). Notons t' = dx(P,/P) le déplacement de p, il est 
nul si et seulement si 1 est elliptique. Soit d = dx(v(O),p) = dx(!v(O),/P). 

Par l'inégalité triangulaire, 

ldx(v(t),/P)- dl S 8 S E
1

, 

et comme la fonction distance à Y est convexe le long des géodésiques, 

dx(v(T),Y) :S d + 8 S d + E1
• 

Donc 

dx(v(T+t),Y) S dx(v(T+t),!(v)(T))+dx(r(v)(T),Y) SeT dx(v(t),!(v)(O))+(d+8), 

dx(v(T + t),Y) S (1 + eT)8 + d, 

d'où 
dx(v(T + t),Y) S d + E1

• 

1er Cas: Supposons d'abord que 1 est elliptique. Le raisonnement se fera 
par l'absurde. On a p = IP· Si d :S E, on a alors: 

et nous obtenons une contradiction carT> 3E. 
Nous supposons donc que d > E > E

1
• Nous pouvons trouver dans H 2 un 

triangle de comparaison (p',a,b) au triangle (p,v(O),v(T + t)). Soit c le point 
sur le segment (a,b) correspondant au point v(t). Comme X est un espace 
GAT( -1), on a: 

cosh(dx(v(t),p)) :S cosh(d(c,p')) S F>.,J.L(t) 
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Avec: 

Et donc: 

d'où: 

À = _e -_t-_r_c_o_sh__;(_d x_(;_v_;_( 0...:._) ,__;p:...:..) ).,-+_c_o---:-sh__;(_d x_(;_v_;_( t_+_T_;)_,p--'-'-)) 
2sinh(t + T) 

é+T cosh(dx(v(O),p)) + cosh(dx(v(t + T),p)) 
f-t = 2 sinh( t + T) 

(d 
') 2 cosh(t) cosh(d + ~:') 

cash - E :::; . h( T) , sm t+ 

coth(d) :::; s~n~~~~ + 
1 tanh(~:'). 

sm -1 

Comme coth(d) > 1, nous obtenons une contradiction. L'isométrie 1 ne 
peut donc être elliptique. 

2ème Cas : Le cas parabolique se traite de manière analogue : prenons 
pour p un point tel que dx(P,/(P)) soit très petit, nous pouvons approcher la 
situation précédente où l'on avait un point fixe par ce point "quasi-invariant 11

• 

Les estimées resteront les mêmes, à une constante arbitrairement petite près. 
Par l'absurde, 1 ne peut être un élément parabolique. 

3ème Cas : Nous sommes donc arrivés à la conclusion que 1 est loxodro­
mique. Nous allons montrer dans un premier temps que d < ~:/16. Soit L(s) 
la distance du point v(s) à la géodésique Y. Posons tout d'abord: 

À= sinh(L(t + T)) + e-T-t sinh(L(O)) 

2 sinh(T + t) ' 

sinh(L(T + t)) + eT+t sinh(L(O)) 
f-t-

- 2 sinh(T + t) · 

Ainsi nous avons l'inégalité : 

sinh(dx(v(t),Y)) = sinh(L(t)) :::; F>.,11 (t), 

sinh(L(t'J) < cosh(t) sinh(L(t + T)) + cosh(T) sinh(L(O)) 
- sinh(T + t) ' 

sinh(L(t)):::; _2~~sh(t~) sinh(d + ~:'), 
sm t+ 
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. h(d ') sinh( d) cash( t') + sinh( t') cash( d) 
sm - t ::; sinh(T) · 

Ce qui se traduit par : 

( ) h( ') 1 + sinh(T) tanh,d :Stan __ t . h(T) ; sm -1 

d'où: 
tanh(d) ::; tanh(t/16), 

et ainsi d ::; t/16. Soit w le paramétrage unitaire de la géodésique Y tel que 
w(O) = p, et orienté de façon à ce que 'Y(w) = q/w. On a: 

jt- t'j = jdx(v(O),v(t))- dx(w(O),w(t'))j :S dx(v(O),w(O)) + dx(w(t'),v(t)), 

jt- t'l :S dx(v(O),p) + dx(w(t'),')'(v)(O)) + dx('Y(v)(O),v(t)), 

jt- t'l ::; d + d + 6::; t/8 + t/16, 

et ainsi: 
jt- t'l ::; t/4. 

Pour s E [O,T), 

àx(v(-s),x) = dx('Y(v)( -s),x)::; dx(;(v)(-s),v(t-s))+dx(v(t-s),x)::; e5 o+à, 

Et donc: 
dr1x(v,w) :S t/4 + 2e-T::; t/2. 

Majorons de même dr1 x (cPt (v) ,cPt ( w)) : 

dr1x( cPt( v) ,cPt( w)) :S dr1 x (cPt( v ),'Y( v) )+dr1x('Y( v) ,cjJt' ( w) )+dr1x (cPt( w) ,q/ ( w) ), 

drix(cPt(v),cjJt(w)) :S t/16 + t/2 + t/4, 

drix(cPt(v),cjJt(w)) :S t. 

Comme la fonction s H dr1 x ( c/J8 (v) ,ePs ( w)) est convexe, nous obtenons bien 
l'inégalité annoncée. 

D 
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Annexe B 

Un calcul de géométrie 
Euclidienne 

Soit P un plan de JR3 , identifié au plan complexe (par une isométrie). Soit 
C un cercle, inclut dans un plan P' orthogonal à P, et tel que la droite PnP' 
passe par le centre de C. Notons z,z' les deux point d'intersection de C avec 
P. Soit Sune sphère tangente à Pen un point noté x; on suppose que S 
intersecte C en un et un seul point, et on veut une relation entre le rayon r 
deS et les nombres complexes z,z',x. 

Dans un premier temps, supposons que z = 1 et z' = -1. Remarquons 
que la distance de x au plan P' est alors égale à ~(x). Soit C1 l'intersection 
de P' et S; c'est un cercle, dont le centre a est à distance y'~(x)2 + r2 du 
centre o = 0 de C. Notons r 1 sont rayon; par le théorème de Pythagore, on a 

ri= rz- ~(x)z. 

Comme C1 et C ont un unique point de tangence m, on a que o,m,a sont 
alignés. En retranchant les deux équations 

am2 =ri, om2 = 1, 

et en utilisant les expressions de r 1 et oa, nous obtenons 

1 + !x!2 

oâ.om = ---'--'-
2 

Comme ces deux vecteurs sont colinéaires, on a en élevant au carré 

r' + !R(x)' = c +;xl')', 
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et donc 
1 

r = 2)(1 + lxl 2 ) 2 - 4R(x) 2 , 

ce qui est l'expression voulue pour r. 

Maintenant, si z et z' ne sont pas égaux à 1 et -1, nous pouvons appliquer 
une homothétie de rapport 2/lz-z'l, ainsi qu'une rotation et une translation, 
de telle sorte que P soit invariant et que la transformation s'écrive sur P 

u.(y) = 2y- (z + z'). 
z'-z 

Ainsi, u(z) = 1 et u(z') = -1. Le calcul précedent s'applique, et la formule 
pour r devient donc, après tranformation inverse, 

lz z'l 
r = ~ v(l + iu(x)l 2 ) 2 - 4~(u(x))2. 
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Annexe C 

Quelques preuves manquantes 

C.l Preuve du lemme 5.1 

Nous aurons besoin du lemme suivant. 
Lemme C.l. Sous les hypothèses de la partie 5.2, toute orbite der dans X 
est discrète. De plus, pour tout compact K de X, l'ensemble des transforma­
tions 1 de r telles que 1 K n K -=/= 0 est fini. 

Démonstration. Prouvons tout d'abord la. deuxième assertion. Soit ln une 
suite de tels éléments de r. Vus comme applications d'un compact Ki dans 
X, c'est une famille équicontinue (car ce sont des isométries), et le théo­
rème d'Arzela-Ascoli (applicable car X est complet) nous dit que l'on peut 
trouver une limite. Par un procédé diagonal sur des compacts (Ki)iEN, légi­
time car X est a-compact, nous pouvons faire converger ces éléments (uni­
formément sur les compacts) vers une application loo de X dans X, qui a 
la propriété loo ( K) n K i= 0. Cette application est nécessairement une do­
isométrie. Comme r est discret et fermé, la suite ln possède donc une sous­
suite constante. En d'autre termes, l'ensemble des 1 tels que 1KnK i= 0 est 
donc fini. 
La première assertion se déduit de la deuxième. Soit Kun voisinage compact 
quelconque d'un point x de X, l'ensemble des 1 tels que 1K n Ki= 0 est fini, 
mais tous les éléments de --y différents de l'identité I dx n'ont pas x comme 
point fixe (par hypothèse sur r), et par conséquent quitte à restreindre K, 
on a que x est isolé dans rx. 0 

Preuve du lemme 5.1. Montrons d'abord que X/A est séparé. Soient xA,yA 
deux points de X/A, et notons B(x,E) la boule ouverte pour d0 de centre x, 
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rayon E. Supposons que pour tout E strictement positif, on ait 

B(x,t:)A n B(y,t:)A =1- 0. 

Pour E = 1/n, il existe donc an dans A tels que Xnan = Yn, Xn tendant vers 
xe Yn vers y. Comme d(xnan,Xn) = llanll = d(yn,Xn), an est bornée et une 
sous-suite converge vers a. Ainsi xa = y et donc xA = yA si xA n'est pas 
séparé de yA. 
Montrons maintenant que f\X est séparé, à l'aide du lemme précédent. En 
effet, soient K un voisinage compact de x et y, deux points de X. De par 
le lemme précédent, la distance d0 (x ,fy) est un atteinte par un '"'/Y, pour un 
certain '"Y· Ainsi, si '"'!Y =1- x, les orbites par r des boules ouvertes de centre 
respectifs x et y, de rayon d0 (x,"(y)/2, sont disjointes. 
La locale compacité et a-compacité de X/A et f\X découlent de celles de X. 

Pour la deuxième partie, l'application X/A x A-+ X est un application 
continue. Soit 

cp: X-+ X/ A x A, 

x r-+ (xA,D(x)), 

où D(x) est l'unique a dans A tel que p(xA)a =x- il existe car p(xA)A = xA 
et est unique car d(ya,ya') = Il a - a'll pour tout y dans X, et tout a;a' dans 
A. Alors ces deux applications sont réciproques l'une de l'autre, et il ne reste 
à prouver que la continuité de cp. Il suffit donc de prouver la continuité de 
D. Soit x E X et E ans l'intervalle )0,1[, soit K1 un voisinage compàèt de 
c( x) dans A de diamètre inférieur à E /2, il existe par uniforme continuité 
un voisinage K 2 de p(xA) tel que pour tout y dans K 2et a dans K 1 , on ait 
d(ya,x) < c/2. Soit U un voisinage de x tel que pour tout z E U, p(zA) est 
dans K2 , alors d(p(zA)c(z),p(zA)c(x)) = IID(z)- D(x)ll et, par l'inégalité 
triangulaire, 

d(p(zA)D(z),p(zA)D(x))::::; d(z,x) + d(x,p(zA)D(x)) < t/2 + t/2. 

Le cocycle c se définit comme 

c(r,xA) = D(rp(xA)). 

La relation de cocycle découle de la commtutativité des actions de ret A. 
Enfin, le fait que r est dénombrable découle de la deuxième assertion du 
lemme C.l, du fait que X est a-compact et que aucun élément de r n'a pas 
de point fixe. 0 
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C.2 Preuve du lemme 5.3 

Démonstration. Le support de f est compact puisque c'est le projeté du 
support de f. Si 8 est un borélien de X saturé (c'est-à-dire r 8 = 8 dans X), 
alors sa projection dans r\X est également borélienne, car la tribu engendrée 
par les ouverts saturés de X est en bijection avec la tribu des boréliens 
(engendrée par les ouverts) de r\X, car la projection est ouverte (En fait, 
tout borélien se projette sur un borélien car r est dénombrable). On peut 
supposer f positive. Soit j la fonction de X définie par 

J(y) = 2: Jby). 
-y Er 

Cette somme est presque nulle, et a bien un sens. Comme r est dénombrable, 
j est également mesurable et par suite f l'est. Enfin, si f est bornée, l'ap­
plication du lemme C .1 au support de f nous permet de voir que la somme 
définissant f a au plus un nombre fini N de termes non nuls, et donc que 
sup 1/1 ::; N sup lfl. 0 

C.3 Preuve du lemme 5.11 

Démonstration. Quitte à écrire f = sup(j,O)- sup(- j,O), on peut supposer 
j positive. Soit E > 0, pour tout y dans le support supp(j) de j, il existe 
par hypothèse et continuité de Ç un voisinage ouvert U(y) de y vérfiant l'hy­
pothèse et tel que pour tout z dans U(y), IÇ(z)- Ç(y)l < E. Comme supp(f) 
est compact, il existe y1, ... ,yk tels que les ouverts U (Yi) recouvrent supp(j). 
Soit, pour i = l, .. ,k, des fonctions 9i : X --+ ll4 qui forment une parti­
tion de l'unité subordonnée au recouvœment précédemment choisit. On peut 
prendre par exemple, si on note yc le complémentaire d'un ensemble Y, et 

9i(z) = kd(x,U(yiy) . 
l::j=l d(x,U(yj)c) 

De par l'hypothèse, comme fgi est à support dans U(yi), on a pour un 1i > 0 
et tout T >Ti, 
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Sommant ces inégalités pour i = 1, .. ,k (c'est légitime car les fgi sont posi­
tives), on obtient en utilisant que E7=1 9i = 1 sur supp(f), l'inégalité valable 
pout T > sup7i, 

Or, pour tout z dans supp(f), 

k k 

l:Ç(yi)9i(z)- Ç(z) :S l::gi(z)IÇ(z)- Ç(y)l :SE, 
i=l i=l 

car IÇ(z) - Ç(y)l < E dès que gi(z) >O. Ainsi, pour T > sup Ti, 

1 

r jdÀr- r jdp,l :S E (2 SUp (Ç) + 1) r jdp,. 
lx lx supp(f) lx 

Comme E > 0 est arbitraire, CQFD. D 
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