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Chapitre 1 

Introduction 

1.1 Frottement et dissipation 

D'une façon générale, on dit qu'un système est soumis à un phénomène 
de dissipation lorsqu'il "perd" de l'énergie. Dans ce cas, la description du sys
tème isolé ne peut pas être hamiltonienne. La perte d'énergie se fait en faveur 
de degrés de liberté externes au système : une description plus fondamentale 
des phénomènes doit les inclure et devrait permettre une description hamil
tonienne de l'ensemble. Il faut donc décrire le système étudié sous une forme 
plus globale, en tenant compte du milieu dans lequel ce système évolue. La 
dissipation correspond alors à un transfert d'énergie du "petit" système vers le 
milieu ("grand" système) et non plus simplement à une perte d'énergie. Lors
qu'un système comportant un petit nombre de degrés de libertés est couplé 
avec un large système ayant lui un grand nombre de degrés de liberté (éven
tuellement infini) on dit qu'il est ouvert. Cette situation est très fréquente, 
tant au niveau classique que quantique. L'un des principaux objectifs dans ce 
genre de problème est d'étudier la dynamique du petit système, son compor
tement asymptotique (i.e. t ---7 +oo), et d'établir l'équation effective gérant 
l'évolution de ses degrés de liberté. 

Une source typique de dissipation est le frottement. Notre but dans ce 
travail est de présenter (voir la Section 1.4) et ensuite d'étudier un système 
(hamiltonien) dans lequel une particule classique se déplace dans un milieu 
dissipatif, homogène et à température nulle, et ce de façon à ce que cette 
particule ressente une force de frottement linéaire, c'est-à-dire proportion
nelle à sa vitesse. Par homogène, on entend un milieu qui est invariant par 
translation. Plusieurs modèles de systèmes ouverts menant à un frottement 
linéaire pour le petit système existent déjà dans la littérature, et nous les pré
senterons brièvement dans la Section 1.3. Cependant aucun de ces modèles 
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION 5 

ne permet de décrire ce que nous appelons un milieu homogène. Ils sont en 
particulier adaptés aux situations où le petit système est confiné. Or, nous 
nous intéresserons plus particulièrement au cas où la particule est soumise à 
une force extérieure constante. 

A part le frottement linéaire, qu'on observe par exemple lorsqu'un élec
tron se déplace dans un métal, une autre source de dissipation importante 
est l'amortissement par rayonnement ("radiation damping"), phénomène ty
pique de l'électromagnétisme [Ja]. Il est instructif de comparer les effets du 
frottement linéaire et de 1 'amortissement par rayonnement sur le mouvement 
d'une particule afin de mieux cerner les différences essentielles entre ces deux 
sources de dissipation. Considérons d'abord l'amortissement par rayonne
ment. Soit donc une particule chargée, de charge totale e et avec une densité 
de charge p localisée, couplée au champ électromagnétique (modèle d'Abra
ham). Typiquement, p sera une fonction de classe coo à support compact et à 
symétrie sphérique. On peut d'un côté prescrire le mouvement de la charge et 
en déduire le champ résultant via les équations de Maxwell ou alors spécifier 
le champ et dans ce cas le mouvement de la particule est donné par la force de 
Lorentz. Cependant l'idée est qu'une particule chargée en mouvement émet 
des radiations aussitôt qu'elle est accélérée. Ceci a pour effet de transférer 
de l'énergie et de l'impulsion de la particule vers le champ et donc d'influer 
sur le mouvement de la charge. Une étude de ce phénomène implique donc 
une étude couplée du champ et du mouvement de la charge. Si v désigne la 
vitesse de la particule et c la vitesse de propagation des ondes, on résume en 
général les effets dûs au rayonnement dans la force de frottement [Ja] : 

2e2 

Fray = 3c3 V. 

L'equation de mouvement effective pour la particule s'écrit alors 

2e2 

mv-
3

c3 v= - VV(q), 

(1.1) 

(1.2) 

où q désigne la position de la particule, et V un potentiel extérieur. Ce 
frottement correspond à une perte d'énergie par unité de temps donnée par 
la formule de Larmor 

(1.3) 

C'est le phénomène de "radiation damping" : une charge accélérée perd de 
l'énergie par rayonnement. L'énergie étant bornée inférieurement, on s'attend 
ainsi à ce que 

lim v(t) =o. 
t-t+oo 
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Le fait que, dans le cadre du modèle d'Abraham, l'accélération de la charge 
tende en effet vers zéro est prouvé rigoureusement dans [KS2]. 

Considérons maintenant le frottement linéaire, qui sera le sujet de cette 
thèse. Plus précisément, on pense aux nombreux systèmes qui obéissent (à 
température nulle) à une équation effective (non-hamiltonienne) du type : 

mij(t) + r<i(t) = -VV(q(t)), 1 >o. (1.4) 

On peut considérer par exemple le mouvement d'un électron dans un métal (le 
terme r<Ï est alors à l'origine de l'explication de la loi d'Ohm dans le modèle 
de Drude) ou celui d'une bille plongée dans un milieu visqueux. L'énergie 
dissipée par unité de temps dans le milieu est cette fois donnée par 

~E- ( ·)2 
~t -{ q . (1.5) 

On remarque qu'elle est proportionnelle au carré de la vitesse, et non à celui 
de l'accélération comme dans (1.3). 

Pour mieux cerner les différences entre le comportement décrit par les 
équations (1.2) et (1.4), il suffit de considérer deux types de potentiels par
ticuliers: le cas d'un potentiel confinant (i.e. limlql-++= V(q) = +oo), et, de 
façon encore plus frappante, le cas du potentiel nul. 

Considérons d'abord le cas du potentiel nul. La principale différence réside 
dans l'existence (ou non) de solutions à vitesses constantes, parfois appelées 
solitons dans la littérature [KS1]. Dans le cas de l'équation effective (1.2), il 
est évident que, quelle que soit la vitesse v, il existe des solutions à vitesse 
constante égale à v. Dans [KS2], les auteurs ont montré ce comportement dans 
le cadre du modèle d'Abraham. Au contraire, dans le cas de (1.4), de telles 
solutions n'existent évidemment pas sauf à vitesse nulle. Il faut mettre cela 
en relation avec les formules (1.3) et (1.5) qui décrivent la perte d'énergie. En 
effet, dans le cas de (1.2), la perte d'énergie d'une solution à vitesse constante 
est nulle, alors que pour l'équation (1.4), une particule se déplaçant avec 
une vitesse v non nulle perd de l'énergie. Il est donc impossible pour une 
telle particule de garder une telle vitesse s'il n'y a pas d'apport d'énergie. 
Dans ce dernier cas, on voit d'ailleurs facilement que, pour toutes conditions 
initiales, la particule s'arrête exponentiellement rapidement, avec un taux de 
convergence égal à ~. 

Pour un potentiel confinant, on peut dans les deux cas montrer que la par
ticule "s'arrête" en un point critique du potentiel. Dans le cas de l'équation 
(1.4), cela se montre assez simplement [Ra]-[CJ. Ce résultat est également 
montré dans [KS2] dans le cadre du modèle d'Abraham. Si ce point est un 
minimum, on peut de plus montrer que la vitesse de convergence est expo
nentielle dans les deux cas. La principale différence entre les deux situations 
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réside donc dans le taux de convergence. De façon heuristique, cela se voit 
assez facilement : on commence par remarquer que, de façon formelle, on 
peut écrire (1.2) sous la forme (1.4) mais avec un coefficient '"Y qui dépend 
cette fois de q(t) via le potentiel V. En effet, si on dérive (1.2) par rapport à 
t, on obtient : 

mv(t) = -(V'2V(q)) ·v+ 
2
e

3

2 

v. 
3c 

En reportant l'expression ainsi obtenue pour v dans (1.2) et en négligeant le 
terme ~ v, on obtient l'équation : 

2e2 

mij(t) + -
3 3 

(V'2V(q(t)))q(t) = -V'V(q(t)), 
mc 

(1.6) 

où on reconnaît une équation de la forme (1.4) mais avec cette fois un coeffi
cient de frottement non constant ('"Y= '"'((q) = 3~:3 (V'2V(q))). En comparant 
(1.4) et (1.6), on peut voir que le coefficient de frottement et donc le taux de 
convergence dépendent fortement du potentiel V dans le cas de l'amortisse
ment par rayonnement ('"Y = 3~:3 V'2 V) alors que dans le cas du frottement 
linéaire, le coefficient de frottement '"'( est indépendant de V et donc le taux 
de convergence aussi (tout du moins si'"'( est petit, il vaut alors 27n). 

Nous remarquons pour terminer que le fait que l'équation (1.2) soit de 
troisième ordre implique, lorsque V = 0, l'existence de solutions pour les
quelles l'accélération croît exponentiellement avec le temps. Celles-ci, cou
ramment appelées "runaway solutions", n'ont évidemment pas de sens phy
sique. Elles n'apparaissent d'ailleurs pas dans le modèle d'Abraham, c'est
à-dire lorsque l'on tient compte également du milieu environnant. Alterna
tivement, elles peuvent être éliminées à l'aide de conditions asymptotiques 
appropriées à t = ±oo. On peut aussi comprendre leur absence via l'équation 
(1.6). 

Dans cette thèse on présentera et on étudiera un modèle hamiltonien 
d'une particule couplée à un milieu homogène de telle façon que la parti
cule se comporte comme si son mouvement était régi par l'équation effective 
(1.4). On s'attachera en particulier à l'étude de trois types de potentiels : le 
potentiel confinant, le potentiel nul et le potentiel linéaire (cas d'une force 
extérieure constante). Le dernier cas est a priori le plus difficile, en effet 
dans ce cas l'énergie du système n'est pas bornée inférieurement. Avant cela, 
nous allons voir comment décrire le phénomène de frottement à l'aide d'un 
"bain d'oscillateurs" et, sous quelles conditions celui-ci décrit un milieu homo
gène (Section 1.2). Nous présenterons ensuite brièvement quelques modèles 
existant dans la littérature et qui conduisent au phénomène de frottement 
(Section 1.3). Notre modèle sera présenté dans la Section 1.4, son étude sera 
l'objet du Chapitre 2. 
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1.2 Bains d'oscillateurs-milieux homogènes 

Dans cette section, nous expliquons comment il est possible de décrire le 
phénomène de frottement à l'aide d'un "bain d'oscillateurs". Nous dérivons 
ensuite quelles sont les conditions à imposer sur ce "bain" pour qu'il décrive un 
milieu homogène et enfin quelles sont celles qui, dans un tel milieu, donnent 
lieu à un frottement linéaire. Nous aboutirons ainsi à la description d'une 
large classe de modèles dont le nôtre, décrit dans la Section 1.4, est un cas 
particulier. 

1.2.1 Couplage à un bain d'oscillateurs 

On verra que le système étudié dans cette thèse peut être considéré comme 
une particule couplée à un grand nombre d'oscillateurs. De tels modèles ha
miltoniens sont nombreux dans la littérature physique, et, pour mieux mettre 
en évidence les différences avec le modèle que nous proposons, nous les pas
serons sommairement en revue dans la Section 1.3. Ils ont en général pour 
but de montrer que la particule obéit à une équation de mouvement effective 
qui est l'équation de Langevin : 

mij(t) + [~ 1(t- s)q(s)ds = -V'V(q(t)) + FL(t), (1.7) 

où 1(t) est un noyau de frottement, aussi appelée fonction mémoire, et FL(t) 
une force de fluctuation. Le terme f~oo 1(t- s)q(s)ds représente une force 
de frottement. Dans le cas où 1(t) s'écrit 18(t), on retrouve le terme de frot
tement de l'équation (1.4). L'équation de Langevin est une équation macro
scopique, elle correspond à une description réduite du système. A l'origine, 
Langevin étudiait une particule se déplaçant dans un fluide. Il remarqua 
que la résistance ressentie par la particule était en fait dûe à l'effet moyen 
des collisions avec les molécules du fluide. Pour expliquer le comportement 
Brownien du mouvement de la particule, il proposa, en plus de la force de 
frottement, d'introduire une force complémentaire, aléatoire et de moyenne 
nulle : la force de fluctuation. 

D'une manière plus fondamentale, on considère une particule couplée avec 
un milieu dissipatif appelé réservoir (ou "bain"). L'idée est que le réservoir 
joue un double rôle. D'un côté, il absorbe de l'énergie et de l'impulsion sans 
que son état interne ne subisse de changement notable, d'où la présence du 
terme de frottement. Ce dernier décrit la réaction du réservoir au passage de 
la particule et doit en particulier être indépendant de l'état dans lequel il se 
trouve. De l'autre côté, sa large entropie crée des fluctuations, responsables 
du terme FL(t), empêchant la particule de se placer dans un état d'équilibre. 
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Cette force provient de l'action directe du réservoir. Un tel terme de fluctua
tion est présent dans le modèle étudié dans cette thèse, mais il ne jouera pas 
un rôle majeur. Ceci est dû au fait que l'on se placera à température nulle. A 
température positive, cette force de fluctuation serait beaucoup plus difficile 
à traiter. 

Pour obtenir une telle équation, la stratégie usuelle est d'écrire dans un 
premier temps les équations de mouvement du système global. On résoud 
ensuite (si possible) les équations correspondant aux variables du réservoir, 
et on reporte ces solutions dans les équations de la particule. On obtient 
ainsi une description réduite du mouvement de la particule donnée par une 
équation effective. Lorsque le réservoir est décrit par un bain d'oscillateurs, il 
est possible d'appliquer cette stratégie parce que les équations correspondant 
aux degrés de liberté du réservoir sont alors linéaires. 

Nous partons du hamiltonien suivant : 

OÙ 

W·(q) = (Ji(q)
2

• 
1 2miw] 

(1.9) 

Remarquons tout de suite que, si ce hamiltonien est quadratique dans les 
variables (qi,Pi) du réservoir, il ne l'est pas en q. Le terme d'interaction 
néanmoins est linéaire dans les qi. Dans [CL]-[MS], les auteurs argumentent 
que, d'une façon générale, pour étudier l'interaction entre une particule et 
un milieu dissipatif, on peut toujours considérer un hamiltonien de cette 
forme. On retrouve également ce type de hamiltonien dans de très nombreux 
modèles [CEFM]-[DDLL]-[FKM]-[FLM]-[FL01]-[FL02]. Le dernier terme de 
(1.8), un peu surprenant, agit juste comme un potentiel pour la particule. Il 
est en général appelé "contre-terme." En définissant 

N 

Veff =V+ W, W(q) = L Wj(q), 
j=l 

on peut voir W comme étant un potentiel dû à la présence du réservoir 
tout en étant indépendant de l'état où celui-ci se trouve. Nous reviendrons 
sur son origine un peu plus tard. Afin d'obtenir un comportement dissipatif, 
il faut ensuite passer à la limite "thermodynamique" dans le réservoir (i.e. 
N --+ +oo) de façon à avoir un spectre continu de fréquence [FLM]. 
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Nous allons écrire le modèle décrit par le hamiltonien (1.8) sous une forme 
plus générale. Ceci nous permettra de regrouper dans un même cadre les mo
dèles décrits par un hamiltonien du type (1.8), mais également les modèles du 
type Nelson [KKS1], Pauli-Fierz [DG]-[DJ] ou encore le modèle que nous pro
posons dans cette thèse. Nous pourrons enfin analyser plus aisément quelles 
sont les conditions nécessaires sur les différents paramètres présents dans le 
hamiltonien pour que ce dernier décrive un phénomène de dissipation par 
frottement linéaire en milieu homogène. 

Soit donc (A, f.-l) un espace mesurable, et considérons le hamiltonien 

HA(q,p, cp, 1r) = ;~ + V(q) + i d~-t(a) [~7r~~ + ~maw;lcpal 2] 
+ i df.-l(a)aa(q)cpa + i df.-l(a)Wa(q), (1.10) 

avec les équations de mouvement correspondantes 

ma~a(t) + maw;cpa(t) = -aa(q(t)) et mij(t) = -VVeff(q(t)) + j(t), 
où 

(1.11) 

est la force exercée par le bain d'oscillateurs sur la particule. Précisons que 
nous n'imposons pas ici au terme Wa d'être de la forme (1.9). Si on résoud 
les équations correspondant aux cpa on trouve : 

1 ft cp0 (t) = --- ds 0"0 (q(s)) sin(wa(t- s)] + cp~(t), 
maWa -oo 

où cp~ est la solution générale de l'équation homogène associée. En reportant 
ces solutions dans la seconde équation on obtient 

mij(t) = -VVeff(q(t))-1 Vaa(q(t))cp~(t) df.-l(et) 

+ 1 df.-l(et) [too ds m:wa \7a0 (q(t))a0 (q(s)) sin(wa(t- s)]. 

Si on effectue maintenant une intégration par parties dans la dernière inté
grale, on trouve 

mij(t) + 1 df.-l(a) /_too ds m:w~ \70"0 (q(t))\70"0 (q(s)) · q(s) cos[wa(t- s)] 

-VVeJJ(q(t)) + Jdf.-l(et) O"a(q(t))\7~a(q(t))- /
00

(t) 
mawa 

- J Vaa(q(t))cp~(t) dJ-l(a), (1.12) 
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où 

(1.13) 

est le terme de bord de l'intégration par parties correspondant à -oo. Nous 
verrons que les conditions que nous donnerons par la suite, afin que le milieu 
décrit soit homogène et donne lieu à un phénomène de frottement linéaire, 
entraînent que ce terme est nul. 

Les variables du réservoir sont responsables de trois termes. L'un dépend 
des conditions initiales du réservoir, c'est la force de fluctuation : 

FL(t) =-J Y'o-a(q(t))<j>~(t) dJ-L(Œ), 

un autre ne dépend que de la position de la particule à l'instant t et agit 
comme un potentiel, et enfin le dernier qui décrit une force de frottement 
retardé. On reconnaît une équation du type (1.7) avec un potentiel 

V- ( ) -V: -Id ( )O"a(q)o-a(q) q - eff f-L Œ 2 2 · mawa 

Si on souhaite avoir une équation dans laquelle le potentiel V soit exactement 
le potentiel de départ, on voit que le contre-terme W doit avoir exactement 
la forme (1.9). On trouve ainsi une première explication à la présence de ce 
terme. 

Remarquons également que dans le cas où A est l'ensemble {1, ... , N} et 
J-L la mesure de comptage, on retrouve HeL avec <Pa et 1T"a au lieu de qi et Pi· 

1. 2. 2 Milieux homogènes 

Pour obtenir un réservoir et un couplage décrivant la situation physique 
souhaitée, il faut donner certaines conditions sur les différents paramètres 
ma, Wa, ... , qui apparaissent dans le modèle (1.10). 

La première condition que nous souhaitons imposer est que le même choix 
de paramètres décrive correctement le système pour différents choix du po
tentiel V, en particulier dans le cas V = O. Dans un tel cas, on s'attend à 
ce que la particule puisse se trouver au repos en n'importe quel point de 
l'espace, avec le milieu environnant lui aussi au repos. En d'autres termes, le 
hamiltonien doit posséder dans ce cas un point d'équilibre, et ce quelle que 
soit la position de la particule. Supposons donc que la particule se trouve au 
repos au point q, le champ stationnaire <Pa associé est alors 

A. =- O"a(q) 
'Pa 2" mawa 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 12 

La force exercée par le bain d'oscillateurs sur la particule est alors indépen
dante du temps et s'écrit 

On voit donc que l'équation de mouvement correspondant à la particule n'est 
satisfaite que si le contre-terme W est tel que : 

V'W(q) = V'U(q), (1.14) 

On trouve ainsi une seconde explication (simple) à la présence de ce terme 
dans le modèle (1.10) et à sa forme très spécifique dans (1.8) (et différente de 
celle proposée dans (CL]-(MS]).On peut également remarquer que le contre
terme est en fait l'énergie potentielle du milieu lorsque le système est dans 
son état d'équilibre avec la particule située en q. La condition 

U(q) < +oo (1.15) 

s'impose donc tout naturellement. En prenant W(q) = U(q), on peut alors 
écrire 

Supposons maintenant que le milieu dans lequel la particule se déplace 
est homogène. L'énergie potentiel U(q) doit alors être indépendante de q, ce 
qui signifie que le contre-terme est constant et peut donc être omis dans le 
hamiltonien. 

Il semble que les modèles du type (1.10)-(1.14) qui aient été le plus ac
tivement étudiés dans la littérature soient celui donné par (1.8) dans lequel 
Œj(q) = -Cjq, Cj > 0 ou des modèles équivalents (nous les passerons en re
vue dans la Section 1.3). On parle alors de modèles à couplage linéaire. Notre 
analyse précédente montre que la présence d'un contre-terme non constant 
dans ces modèles ne leur permet pas de décrire un milieu homogène en l'ab
sence de potentiel extérieur. Nous expliquerons dans la Section 1.3 qu'on 
peut néanmoins utiliser ces modèles comme une approximation (approxima
tion dipolaire) en présence d'un potentiel V confinant. 
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On peut obtenir une large classe de modèles invariants par translation de 
la manière suivante. On prend 

A= ]Rd x B, a= (x, ,8) E lRd x B, dj1 = dxdv(,B), Wa = Wf3, ma= mf3, 
(1.16) 

et surtout un couplage de la forme 

aa(q) = a1(x- q)a2(,B). (1.17) 

L'idée est d'avoir, en chaque point x E JR.d, une famille d'oscillateurs, indexée 
par ,B E B et de fréquence Wf3, qui forme un obstacle que la particule heurte
rait lors de son passage en x. Les oscillateurs en différents points de l'espace 
n'interagissent pas. L'intuition physique laisse penser qu'une telle configura
tion devrait être en mesure de produire une force de frottement (linéaire) sur 
la particule, et c'est ce que nous nous appliquerons à démontrer dans la suite. 
On suppose que a 1 est à symétrie sphérique, régulière et à support compact. 
On suppose de plus, avec quelques abus de notation, que a2 (,B) = a2 (w13 ) et 
m 13 = m(w13 ). En particulier, le couplage de la particule avec l'oscillateur ,B 
ne dépend que de la fréquence de cet oscillateur. On définit ensuite 

N(w) = 113 ~w dv(,B) 

et on écrit dN = n(w)dw. La fonction n représente la densité de fréquence. 
Comme nous l'expliquions dans la Section 1.1, nous souhaitons trouver un 
modèle du type (1.10)-(1.14)-(1.15)-(1.16)-(1.17) dans lequel la particule su
bit une force de frottement linéaire (tout du moins à petite vitesse) de façon 
à ce qu'elle obéisse à une équation de mouvement du type (1.4). Nous verrons 
que cette information est "codée" dans le choix de n. La fonction n( w) est 
donc le paramètre central dans cette question. 

On peut en outre remarquer que le modèle d'Abraham, tout en décrivant 
un environnement homogène, n'est pas de cette forme. Le phénomène qui y 
apparaît est celui du rayonnement, et est donc totalement différent de celui 
que nous désirons obtenir ici. Nous y reviendrons en plus de détails dans la 
Section 1.3.5. 

1.2.3 Le frottement linéaire 

Nous supposons que nous avons un modèle du type (1.10)-(1.14)-(1.15)
(1.16)-(1.17). Avec les notations introduites dans la section précédente, on 
peut écrire 

- 1+oo 2 a2(w)2 
U(q) = U* = u(w)dw, avec u(w) = lla1ll ( ) 2 n(w). 

o 2m w w 
(1.18) 
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On introduit également 

K()..) = - r dx (810'r)(xl, xj_)(810'I)(xl +À, xj_), 
JK{d 

et on remarque que 

k(Ç)=J2; r d17 [~(ç, 17 )]
2 

JK{d-1 
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est une fonction négative. En effet, 0'1 est à symétrie sphérique, ~1 est donc 
impaire dans sa première variable et paire dans les autres, et 810'1 est donc 
imaginaire pure. 

Afin d'analyser sous quelles conditions sur 0'1, 0'2 , m et n un tel modèle 
décrit un frottement linéaire, on calcule la force de réaction (1.11) du milieu 
sur la particule lorsque celle-ci se déplace à vitesse v constante. On ne donne 
ici que les résultats de ces calculs (ceux-ci seront fait de façon plus détaillée 
dans la Section 2.1). On trouve que la force f ne dépend que de la vitesse v 
et pl us précisément 

v 
f(v) = fr(lvl)j;j, 

avec 

fr(lvl) = ~~ [fo+oo dw u(w)K( l~l )] :S O. 

On remarque que la force de frottement est alignée avec v. Ce type de modèle 
semble donc bien conduire à une équation effective pour la particule du type 
(1.4) plutôt que (1.2). On veut cependant une force de frottement qui soit 
linéaire. Etant donné que u est intégrable, que K(O) = 0 (puisque 810'1 est 
impaire en x 1 ) et que k est à décroissance rapide, on voit immédiatement que 
fr(O) = 0 = limlvl-Hoo fr(lvl), et il n'est donc pas possible que f(v) dépende 
linéairement de v pour toute valeur de v dans aucun des modèles de la classe 
présentée ci-dessus. Cependant, comme fr est une fonction régulière de jvj, il 
est raisonnable d'imposer une condition plus faible, à savoir que fr s'annule 
linéairement lorsque lvi tend vers zéro, i.e. 

. fr(jvj) J2; 1+oo A 

- hm l l = -u(O)-II -
112 

dÇ K(Ç) = 1' > 0, 
lvl-+0 V 0'1 0 

(1.19) 

ou encore, de manière équivalente, que 

u(O) >O. 

Pour cela, il suffit d'imposer les conditions suivantes : 

0 < Œ2 (w),m(w) < +oo, n(w) ""n0w2 (w ---t 0). (1.20) 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 15 

La condition sur la fonction n( w) est une condition à w petit, autrement dit, ce 
sont les basses fréquences qui jouent un rôle important. Nous donnerons une 
autre explication physique plus détaillée de cette condition dans la Section 
2.1. 

Nous voudrions maintenant donner un commentaire sur le lien entre la 
condition pour avoir un frottement linéaire proposée dans (CL] et la nôtre, 
donnée par (1.20). Bien qu'il ne soit pas possible, dans les modèles du type 
(1.10), d'avoir f(v) = -1v pour tout v, on peut néanmoins l'assurer pour 
tout jvj ~ VM· En effet, si on choisit les paramètres des modèles de façon à 
ce que 

u(w) = Uo, \lw~ 0, et u(w) = Ü, 'ï/w > 0, (1.21) 

ce qui est une condition plus forte que la condition u(O) > 0, on a alors 

et J( v) = -1v pour tout v ~ VM si k est à support compact. Si k est 
seulement à décroissance rapide (ce qui est le cas si Œ1 est à support compact), 
alors le résultat est encore vrai avec une très bonne approximation. On pourra 
remarquer le "eut-off" sur les hautes fréquences dans la condition (1.21). 
C'est précisément cette condition qui est imposée dans [CL] pour décrire 
le frottement linéaire. Rappelons néanmoins que le modèle étudié par les 
auteurs de [CL] ne décrit pas un milieu homogène. 

En conclusion, une classe de modèles dans lesquels une particule "lente" 
ressentirait une force de frottement linéaire dans un milieu homogène est 
donnée par un hamiltonien du type (1.10) avec les conditions (1.14)-(1.15)
(1.16)-(1.17)-(1.20). On retrouvera cette même condition de "eut-off" dans 
les modèles présentés dans la Section 1.3. 

Avant de poursuivre, nous revenons un instant sur le terme 100 de l'équa
tion (1.12), et plus précisément, nous vérifions que celui-ci est bien nul comme 
nous l'avions indiqué. Avec les notations que nous avons introduites dans 
cette section ainsi que dans la précédente, on écrit : 

lim 1 ~~dx'VŒ1 (x-q(t))Œ1 (x-q(T))û(t-T)I 
T-t-oo y21r 

< ~I!'VŒII!u I!ŒII!L= lim jû(t- T)! =O. 
y21r T-t-oo 
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1.2.4 Echelles de temps 1 

On voudrait enfin dire quelques mots sur le phénomène d'échelles de 
temps. Nous y reviendrons dans les Sections 1.3.5 et 1.5. Ce phénomène 
jouera un rôle primordial dans l'étude de notre modèle. Les modèles de la 
classe introduite ici contiennent deux échelles de temps intrinsèques. La pre
mière est celle donnée par le coefficient de frottement'"'( défini en (1.19). On 
définit en effet le temps de relaxation du modèle 

(1.22) 

Si ensuite on appelle VM le premier zéro de J:, on introduit alors le temps 

(1.23) 

où RI est la taille du support de O"I. Le temps T2 représente le temps que 
met la particule pour traverser son propre diamètre lorsqu'elle se déplace à 
la vitesse caractéristique VM. Pour traduire le fait physique que la dissipation 
est un "phénomène à temps long", on impose la condition TI » T2 , autrement 
dit, on demande que la distance parcourue par une particule se déplaçant 
à une vitesse de l'ordre de la vitesse caractéristique VM pendant le temps 
TI soit beaucoup plus grande que le diamètre de la particule. En d'autres 
termes, on demande que pendant une durée de temps égale à T1, temps qu'il 
faut à la particule pour ressentir efficacement les effets de la force de réaction 
du milieu, celle-ci parcourt une distance "macroscopique". Afin de s'assurer 
que cette condition est satisfaite par le modèle que nous étudierons, et de 
permettre une analyse précise de celui-ci, il est commode d'introduire un 
paramètre supplémentaire. Tous les autres paramètres du modèle étant fixés 
(en particulier, on a pris toutes les masses des oscillateurs égales à 1), on 
introduit la famille de hamiltoniens He, indexés par c > 0 : 

He(q,p, </;, 7r) = ;: + V(q) + ~ 1d dx L dv(f3) [J7r(x, f3)J 2 + c2w~J</J(x, tJW] 

+ r dx r dv(t])o-I (x- q)o-2(w!3)<P(x, (3). 
IJRd J B 

On a donc simplement choisi un bain d'oscillateurs de fréquences wc(tJ) 
CWJ3. On notera avec un indice c les différentes grandeurs associées au ha
miltonien He et sans indice celles du hamiltonien pour c = 1. On trouve 
facilement que 

w 1 w 
Ne(w) = N(- ), ne(w) = -n(-) 

c c c 
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et 
1 2 cr2(~)

2 1 w 
uc(w)=-llcrljj () 2 nc(w)=-3 u(-). 

c 2m w w c c 

On en déduit que le= 3", fc(v) = ~J(~) et donc VM,c = VMC. La condition 
4 

r 1 >> r 2 s'écrit alors ~'Y~ » 1, et celle-ci peut être satisfaite simplement en 
choisissant le paramètre c "assez grand". 

Nous avons, dans cette section, identifié une classe de modèles et donné 
les conditions qui semblent raisonnables afin de décrire un milieu homogène 
donnant lieu à une force de frottement linéaire. Nous sommes cependant inca
pables de démontrer rigoureusement le moindre résultat sur le comportement 
de la particule dans une telle généralité. C'est pourquoi, dans ce travail, nous 
nous attacherons à un modèle particulier, de la classe présentée ci-dessus, 
que nous introduirons dans la Section 1.4. Mais avant cela, nous allons briè
vement passer en revue quelques uns des modèles existant dans la littérature 
pour montrer qu'ils ne conviennent pas pour ce que nous voulons faire ici. 

1.3 Quelques modèles de la littérature 

Tous les modèles présentés dans cette section sont des modèles unidimen
sionnels (i.e. la particule se déplace dans IR). 

1.3.1 Assemblée d'oscillateurs couplés 

Ce modèle est présenté dans [FKM] et peut se ramener à un modèle 
de la forme (1.8) par un changement de coordonnées dans les variables du 
réservoir(voir [FL02]). Les auteurs de [FKM] considèrent une assemblée de 
2N + 1 "oscillateurs" couplés les uns aux autres et dont le hamiltonien est 
donné par: 

1 N 1 N 

HFKM = 2 L PI+ 2 L qjAjkqk. 

j=-N j,k=-N 

(1.24) 

La masse de chaque oscillateur a été fixée à 1. On particularise l'oscillateur 
d'indice j = 0 comme étant la particule étudiée, les autres oscillateurs décri
vant le réservoir. Les oscillateurs sont supposés identiques et placés de façon 
à former une chaîne avec conditions aux bords périodiques. Ceci impose que 
la matrice A soit symétrique, définie positive et cyclique. Les éléments d'une 
telle matrice s'écrivent : 

1 ~ 2 (· 27r . ) 
Ajk = 2N + 1 ~ wn exp 2 2N + 1 n(J - k) , 

n=-N 
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On peut réécrire les éléments de A sous la forme : 

Aik = _!.._ ('Fr dB j(B)ei(j-k)e 
211" J -Tr 

1 j'Fr - dBj(B) cos[(j- k)B], 
211" -Tr 

, f(B) _ "' 2 .c ( _ (2N+l)O) ou - L.Jnwnu n 2Tr • 

18 

Les équations de mouvement sont ici linéaires et se résolvent facilement. 
On trouve pour la particule l'équation suivante : 

iio(t) = -{(t)qo(t) + FL(t), 

où FL est le terme de fluctuation et 1( t) = -ft log (cos( Ah)) 
00 

; ici la nota

tion ( cos(Ah)) 
00 

désigne le coefficient d'indice 0, 0 de la matrice cos(A~t). 
Pour obtenir une équation de Langevin dans laquelle le terme de frottement 
serait semblable à celui de (1.4), il faut que la fonction 1(t) soit constante 
égale à 1 > O. Cela impose d'avoir 

(cos( Ah)) 
00 

= e--yt. (1.25) 

La définition de la matrice A donne 

1 N 
N ~ COSWnt 

2 +1 L......J 
n=-N 

(cos( Ah)) 
00 

= 

1 j'Fr 1 - dB cos([!( B)]2t). 
211" -Tr 

A la limite N -+ +oo, j(B) devient une certaine fonction décrivant la dis
tribution des fréquences Wn. La condition (1.25) n'est vérifiée que pour j(B) = 
1 2 tan2 (~). Cependant un tel choix entraîne que les coefficients Ajk deviennent 
infinis. Pour contourner ce problème, on définit 

fwc(B) = f(B), JBJ <Be, 

= 0, Be :s; JBJ :s; 1r, 

où Be est définit par Wc = 1 tan~; Wc représente le "cutoff" à hautes fréquences 
dont on a parlé dans la section précédente. On n'obtient un terme de frotte
ment linéaire que dans la limite Wc -+ +oo. On retrouvera un tel cutoff dans 
le cas général des modèles à couplage linéaire. On remarque également que, 
dans ce modèle, on fait un choix sur la distribution j(B) des fréquences et 
non sur le couplage entre les oscillateurs. Cela rend le modèle plutôt abstrait. 
Il ne décrit pas, en tout état de cause, une particule se déplaçant dans un 
milieu homogène. 
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1.3.2 Chaîne d'oscillateurs 

Un modèle un peu plus concret que celui de [FKM] est celui étudié dans 
[DDLL]. Ce modèle a été étudié par de nombreux autres auteurs, et on pourra 
trouver d'autres références dans [DDLL]. On considère une chaîne de 2N + 1 
oscillateurs dans laquelle chacun des oscillateurs est couplé avec ses plus 
proches voisins (Figure 1.1). L'oscillateur d'indice j = 0 a une masse M et 
représente la particule et les autres ont une masse m et décrivent le réservoir. 
Les ressorts ont tous même constante de raideur k. 

rn rn rn rn 
M 

FIG. 1.1- Chaîne d'oscillateurs. 

On suppose que la particule est soumise à un potentiel extérieur. Le ha
miltonien s'écrit 

P6 ( ) "" PJ k ~ ( )2 Hco = 2M + V Qo + ~ 2m + 2 ~ qi+l - qi ' 
j:f-0 j=-N 

(1.26) 

où QN+l = Q-N, c'est-à-dire que l'on considère une chaîne dont les deux ex
trémités seraient reliées. A nouveau, il est nécessaire de prendre la limite 
thermodynamique N --t oo. Le "cutoff" du modèle de [FKM], et en par
ticulier sa limite Wc --t +oo est traitée de manière différente. On effectue 
un changement d'échelle sur m et k, à savoir : m = n;,· et k = k*L, et on 
considère ensuite la limite L --t oo. On retrouve à nouveau une équation de 
Langevin avec un terme de frottement linéaire. Cependant, on peut facile
ment voir qu'il ne décrit pas une particule qui se "ballade" dans un certain 
environnement. 

1.3.3 Modèle des oscillateurs indépendants 

Dans ce modèle, on considère une particule couplée à un grand nombre 
d'oscillateurs (éventuellement infini), indépendants les uns des autres, chacun 
d'entre eux étant relié à la particule par un ressort (Figure 1.2). 

On suppose à nouveau que la particule est soumise à un potentiel extérieur 
V. Le hamiltonien du système s'écrit alors : 

Hw=::+ V(q) + ~ [2~i + ~miw}(qi- q?]. 
J 

(1.27) 
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FIG. 1.2 - Oscillateurs indépendants. 

Ce modèle, dans lequel on peut également faire des calculs explicites, est étu
dié dans [FL02). Les auteurs expliquent en particulier que via un changement 
de coordonnées, il est équivalent à celui de [FKM) présenté précédemment. 
Pour ce modèle, l'équation effective (1.12) pour la particule devient : 

mij(t) + V'(q(t)) = - L miw] ([~dt' cos[wi(t- t'))q(t')) 
J 

L ( sin(w ·t)) + m·w2 q~cos(w·t)+pq 3 
, 3 3 3 3 3 m ·w · j J J 

où qJ et pJ sont deux constantes déterminées par les conditions initiales du 
réservoir. On reconnaît ici la forme générale de l'équation de Langevin (1.7) 
dans laquelle la fonction mémoire ')'(t) est définie par 

')'(t) := L miw] cos(w/) 
j 

et la force de fluctuation par 

On remarque que la force de fluctuation dépend de l'état initial du réservoir 
via qJ et pJ. Grâce à un choix convenable dans la distribution des fréquences 
Wj, on peut obtenir la fonction ')'(t) réelle et positive la plus générale possible 
[FL02). A l'aide d'un tel modèle, on obtient donc l'équation de Langevin 
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dans sa forme la plus générale (voir ( 1. 7)). Il faut pour cela que le réservoir 
soit constitué d'une infinité d'oscillateurs, comme indiqué dans la Section 
1.2. On peut cependant noter que le terme de frottement n'est pas linéaire 
en q(t). On a affaire à un frottement retardé : il dépend des valeurs de q(t') 
pour des temps t' antérieurs à t. 

1.3.4 Modèle avec couplage linéaire : cas général 

Tous les modèles présentés jusqu'à maintenant sont en fait des cas parti
culiers de modèles avec couplage linéaire. On considère donc le hamiltonien 
(1.8) avec CTj(q) = -Cjq. Les calculs de la Section 1.2.1 donnent ici : 

c2 1t mij(t) = L - 3
- 2 dt'q(t- t') cos(wjt') + FL(t)- V'(q(t)). 

j mjwj 0 
(1.28) 

A nouveau, FL(t) est une fonction qui s'exprime en fonction des différents 
paramètres du modèle ainsi que des conditions initiales du réservoir. Le pre
mier terme du membre de droite décrit un frottement retardé. On notera 
F1r(t) ce terme. On a vu que pour avoir un comportement dissipatif, il fal
lait que le "bain" possède un nombre infini de degrés de liberté. On voudrait 
alors savoir comment choisir les constantes de couplage Cj pour que ce terme 
de frottement soit (approximativement) de la forme -"(q. Pour passer à la 
limite d'un réservoir continu, on introduit la fonction J(w) suivante, appelée 
densité spectrale : 

1l" L c? J(w) =- - 3-b(w- wj), 
2 m·w· j J J 

(1.29) 

6 étant la fonction de Dirac. La fonction J est reliée à la fonction u(w) définie 
en (1.18), on a effet 

J(w) = 1rwu(w). 

Le terme de frottement peut alors se réécrire comme 

FJr(t) = ~ J dw J(w) ( dt'q(t- t') cos(wt'). 
1l" w Jo 

L'idée est de remplacer la fonction J par une fonction Je qui sera continue. 
Cette approximation est raisonnable à partir du moment où l'on s'intéresse à 
l'évolution du système sur un temps très court devant ~' E étant l'écart moyen 
entre deux fréquences wj [CT]. Si on prend pour le la fonction suivante : 

"(W, 0 ~ W ~Wc, 

0, W >Wc, 
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le terme de frottement devient, modulo des approximations raisonnables sous 
certaines conditions ( "( « Wc par exemple) : 

FJr(t) = -"(q(t). 

On remarque que cette hypothèse sur la fonction J correspond exactement 
à l'hypothèse (1.21) de la Section 1.2.3 sur la fonction u. 

L'équation (1.28) devient donc : 

mij(t) = -"(q(t)- V'(q(t)) + FL(t). 

Comme dans le modèle de [FKM], les approximations dont on a parlé de
viennent exactes dans la limite Wc ----t +oo. Cependant, ce type de modèle 
ne décrit pas un milieu homogène, comme nous l'avons déjà fait remarquer. 
Toutefois, comme nous l'avons indiqué dans la Section 1.2.2, on peut l'utiliser 
comme approximation en présence d'un potentiel confinant. 

En effet, si on suppose que le hamiltonien (1.10)-(1.14) possède un point 
fixe stable en q = q*,p = O,~ex = ~~,1rex = 0, on voit que q* est un point 
critique de V, et de plus 4;~ = - ua(q.}. En linéarisant le problème autour de 

m 0 wa: 
ce point fixe, on retrouve le hamiltonien HeL dans les variables q-q*, ~a-1;~, 
et avec un couplage linéaire. En effet, si on définit q = q* + ij et ~ex = ~~ + Jex, 
le hamiltonien HA s'écrit alors 

On linéarise ensuite le terme CJ' ex ( ij + q*) autour de q* et en utilisant le fait 
que ~* = - ua(q.) on obtient 

a maw~' 

Ce modèle apparaît donc comme une approximation raisonnable d'un sys
tème dissipatif en milieu homogène uniquement dans le cas d'un potentiel 
confinant. En particulier, il ne convient pas dans le cas d'une force extérieure 
constante ou d'une particule libre. Le seul travail, à notre connaissance, dans 
lequel on considère un couplage non-linéaire est [JP]. 
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Comme nous l'avons expliqué, aucun de ces modèles avec couplage li
néaire ne permet de décrire un milieu homogène. Cependant, et afin d'éviter 
tout malentendu, on rappelle que ces modèles peuvent être considérés comme 
invariant par translation, tout du moins dans un sens formel. En effet, le ha
miltonien HeL est invariant par la transformation q --+ q + a,p --+ p, qi --+ 
qi + mc~. a, Pi --+ Pi, et peut ainsi être considéré comme invariant par trans-

J J 

lation. Il ne l'est cependant pas dans le sens utilisé ici, c'est-à-dire comme 
décrivant un milieu homogène. 

1.3.5 Le "modèle de Nelson classique" 

On entend par ''modèle de Nelson classique" un modèle constitué d'une 
particule couplée à un champ scalaire. Ce modèle est en fait la ''version classi
que" du modèle de Nelson étudié en mécanique quantique. Au premier abord, 
on pourra avoir l'impression que ce modèle est identique à celui étudié dans 
cette thèse, et que nous présenterons dans la prochaine section. Nous verrons 
cependant que les effets produits par ces deux modèles sont radicalement 
différents. Celui-ci est un modèle pour l'amortissement par rayonnement, et 
il est à rapprocher du modèle d'Abraham. La différence étant que le champ 
électromagnétique figurant dans ce dernier est ici remplacé par un champ 
scalaire. Plus précisément, le hamiltonien du système s'écrit : 

Hnets(q,p, cp, 1r) = ~
2 

+ V(q) + ~ ld dx (c2 IV' cp(x )1 2 + J1r(x) 12 ) 

+ r dx p(x- q)cp(x). (1.30) 
JJRd 

2 
Ce modèle est étudié dans [KKS1]-[KKS2]-[KS1], exceptés le terme P2 qui 

(pour des raisons techniques) est remplacé par y'p2 + 1 et l'absence du pa
ramètre c. Ce modèle est du type (1.10)-(1.14), mais pas (1.16)-(1.17), même 
s'il décrit toujours un milieu homogène; cela peut se voir directement sur la 
forme du couplage. 

On peut, comme dans la Section 1.2.3, calculer la force de réaction (1.11). 
On trouve que celle-ci est nulle pour tout lvi < c (les calculs se trouvent de 
façon détaillée dans la Section 2.1). Dans [KS1], les auteurs montrent, dans 
le cas V _ 0, que pour toute condition initiale, il existe une vitesse V00 telle 
que 

lim q(t) = V00 • 
t-++oo 

Ils étudient également le comportement asymptotique du champ, chose que 
nous ne ferons pas pour notre modèle. Le cas du potentiel confinant est traité 
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dans [KKSl]. Ils montrent, dans ce cas, que la particule finit par s'arrêter en 
un point critique du potentiel et que si celui-ci est un minimum non-dégénéré 
la convergence est exponentielle. Nous obtiendrons ici le même type de ré
sultats, en suivant leur méthode pour prouver la convergence; cependant, en 
ce qui concerne la vitesse de convergence, nous obtenons un taux de conver
gence explicite en fonction des données du modèle mais indépendant de la 
forme du potentiel. C'est une des différences entre le phénomène de radiation 
et celui de frottement dont on a parlé dans la Section 1.1. Nous reviendrons 
sur ce modèle dans la Section 1.6 

Pour conclure cette section, on voudrait introduire, dans le cadre de ce 
modèle, le phénomène d'échelle de temps. Nous en avons déjà parlé dans le 
Section 1.2.4 dans le cadre de la classe de modèles que nous avons présentée. 
On peut tout d'abord remarquer que les temps r 1 et r 2 que nous avions 
introduits n'existent pas ici. 

On va donc supposer que le potentiel extérieur varie lentement, c'est-à
dire qu'il est de la forme V(Eq) où é est un paramètre sans dimension tendant 
vers O. La force extérieure qui s'exerce sur la particule est alors d'ordre é. On 
appelle Rp le rayon de la charge et c la vitesse de la lumière. Le temps que 
met la lumière pour traverser la charge est alors tp = ~- On obtient ainsi 
trois échelles de temps sur lesquelles la particule a des comportements très 
différents [KKS2] : 

(i) temps microscopique, t = CJ(tp), q = CJ(Rp)· Sur cette échelle, la par
ticule suit essentiellement un mouvement rectiligne. 

(ii) temps macroscopique, t = CJ(c 1tp),q = CJ(E- 1Rp)· Cette échelle est 
définie par les variations du potentiel. En effet, sur celle-ci, il s'écrit 
V(q). La particule "suit" la force extérieure. Plus précisément, sur cette 
échelle, elle obéit à une dynamique donnée par le hamiltonien effectif 
Heff(Q, P) = E(P) + V(EQ), où E(P) est ce qu'on appelle la relation 
énergie-impulsion sur laquelle nous reviendrons dans la Section 1.6. En 
particulier, le phénomène de radiation n'a pas encore d'influence sur le 
mouvement. 

(iii) temps de frottement. Les forces extérieures étant d'ordre E, ceci est 
également vrai pour ij. La formule de Larmor (1.3) indique alors que 
la force de radiation est d'ordre E

2 et influe fortement sur la trajectoire 
de la particule pour des temps d'ordre C 2tp· On voit que sur l'échelle 
de temps (ii), la force de radiation produit un effet d'ordre E qui est 
donc "négligeable" par rapport aux forces qui proviennent des poten
tiels extérieurs. La dissipation est donc un phénomène dont les effets 
n'apparaissent de manière significative que pour des temps longs. 

On retrouve ces trois mêmes échelles de temps dans le cas du modèle 
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d'Abraham [S]. 

1.4 Présentation de notre modèle 

Nous avons présenté, dans la section précédente, un certain nombre de 
modèles existant dans la littérature, et nous avons vu qu'aucun d'entre eux 
ne permet de décrire le phénomène de frottement linéaire dans un milieu 
homogène. Nous revenons donc maintenant à la classe de modèles présentée 
dans la Section 1.2. 

On considère un modèle constitué d'une particule classique qui est, d'un 
côté, couplée à des obstacles représentés par des champs vibratoires scalaires 
et d'un autre soumise à une force extérieure F = - \i'V indépendante du 
temps. On notera q E JRd la position de la particule et '1/J(x, y) : JR.d x JR.n -+IR 
le champ. Le couplage de la particule avec le champ sera représenté par la 
fonction p(x, y) = p1 (x)a2(y). Enfin, c désignera la vitesse de propagation 
des ondes. Les équations du mouvement du système couplé sont alors : 

8z'lj;(x, y, t) - c2 Lly'l/J(x, y, t) = -p(x, y) 

ij(t) = -\i'V(q(t))- { dx { dyp(x- q(t),y)(\i'x'l/J)(x,y,t), 
I~d }JRn 

où fly désigne le laplacien pris dans les variables y, i.e : 

(1.31) 

(1.32) 

On a choisi de fixer la masse de la particule à m = 1 par commodité, celle-ci 
ne jouant aucun rôle fondamental contrairement à c comme on le verra plus 
loin. Si on note p l'impulsion de la particule et 1r le champ conjugué à 'lj;, le 
hamiltonien du système s'écrit alors : 

On peut voir que notre modèle rentre totalement dans le cadre décrit dans 
la Section 1.2. Il est en effet de la forme (1.10)-(1.14)-(1.16)-(1.17) où B = 
1Rn,dv(,B) = dk,w13 = cjkj. Le problème est donc entièrement déterminé par 
la donnée du paramètre cet de la fonction de couplage p. On fait sur celle-ci 
les hypothèses suivantes : 
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(Hl) p(x, y) = PI(x)a2(Y) "t 0 E C0 où PI, 0"2 sont des fonc
tions positives à symétrie sphérique vérifiant p1(x) = 0 si lxi > 
R1 > 0 et a2(y) = 0 si IYI 2: R2 > 0, 
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où C0 désigne l'ensemble des fonctions de classe C00 à support compact. Pour 
certains résultats, nous supposerons que a2 satisfait en outre la condition 
suivante : 

(\tV) ô-2 ( k) -1 0 pour tout k E JR3. 

Enfin, par la suite nous aurons également besoin de certaines hypothèses 
sur le potentiel V. Nous donnons dès à présent ces hypothèses, et nous les 
rappellerons en temps voulu. On supposera que le potentiel V satisfait : 

(H2) V E C1(JRd) et \7V est Lipschitzien. De plus, l'une des 
deux conditions suivantes est satisfaite : soit \7V est borné (comme 
dans le cas V(q) = -F · q) soit V est borné inférieurement. 

Nous utiliserons également, par moments (voir Section 2.4 et Chapitre 3), 
l'une des deux hypothèses suivantes : 

(C) lim V(q) = +oo, 
[q[~+oo 

(C') V E L~c(IRd), lim[q[~oo V(q) = +oo. 

On peut remarquer que le champ 1/J(x, y, t) = 1/Jt(x, y) joue le rôle d'un 
potentiel pour la particule. En effet, le second terme de (1.32) est :Ft/Jt(q(t)) 
où 

:Ft/J(q) =- { dx { dy PI(x- q)a2(Y)('lx'l/J)(x,y) 
}JRd }JRn 

(1.34) 

est la force exercée par le milieu sur la particule quand celui-ci est dans l'état 
1/J. Si on considère une interaction ponctuelle, i.e. p(x, y) = b"(x)b"(y) où b" 
est la fonction de Dirac, cette force devient :Ft/J(q) = -'lx'l/J(q,O). On peut 
remarquer également que le terme d'interaction dans le hamiltonien devient 
alors juste 1/J(q, 0). 

On voudrait maintenant donner une idée du fonctionnement du modèle. 
Tout d'abord, la particule se déplace dans l'espace des x, ou plus précisément, 
dans le sous-espace "y= 0" de JRd+n. En fait, on peut penser à 1/J(x, ·) comme 
représentant, en chaque point x de l'espace de configuration de la particule, 
un "obstacle" ayant un grand nombre de degrés de liberté, et qui est modélisé 
par un champ scalaire. En particulier, il ne faut pas voir les variables y comme 
des variables d'espace pour la particule; elles "indexent" les degrés de liberté 
des "obstacles". Pour comprendre plus précisément ce que l'on entend par là, 
il est utile d'effectuer une transformée de Fourier partielle dans la variable y. 
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Le système (1.31)-(1.32) devient alors 

OÙ 

az-J;(x, k, t) + c2 lkl 2-0(x, k, t) = -pl(x- q(t))â"2(k) 

ij(t) = -\i'V(q(t)) + { dkF1/Jt(q(t), k), })Rn 
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(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

Sous cette forme, on peut aisément voir que -J;(x, k, t) représente, pour chaque 
valeur de x et de k, l'amplitude d'un oscillateur de fréquence w(k) = clkl. 
Tous ces oscillateurs sont indépendants les uns des autres et contribuent cha
cun à une force d'amplitude p1(x-q)â"2(k)Vx-0(x, k) agissant sur la particule. 

Bien qu'il fasse partie de la classe de modèles présentés dans la Section 
1.2, la forme particulière de ce modèle, et spécialement de la représentation 
des "obstacles", fait apparaître un phénomène supplémentaire qui sera essen
tiel dans les preuves de nos résultats. Nous verrons que l'on obtient ce que 
l'on pourrait appeler un principe de Huyghens dans les variables y. L'éner
gie dissipée par la particule se "propagera vers l'infini" dans la direction y. 
Pour se faire une idée de ce phénomène, on imagine que la particule est 
contrainte de se déplacer en une dimension (i.e. d = 1), et que y E ~2 , ainsi, 
'lj;(x, y) décrit les vibrations d'une membrane élastique située au point x et 
perpendiculaire à l'axe sur lequel la particule se déplace. Lorsque la particule 
rencontre les membranes successives, elle crée une sorte de sillage (Figure 
1.3) qui représenterait la propagation de l'énergie dans ces membranes. 

q(t) 
x 

FIG. 1.3- Onde créée par le passage de la particule à travers les membranes 
successives. 
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On a expliqué dans la Section 1.2 pourquoi un tel modèle devrait produire 
un comportement dissipatif, et en particulier un frottement linéaire (tout du 
moins à petite vitesse). En l'absence de potentiel extérieur, l'intuition nous 
dit que la particule va perdre toute son énergie cinétique dans les membranes 
et va finir par s'arrêter. On montrera que cette intuition est correcte et que 
la particule va s'arrêter exponentiellement vite pour toute valeur de d, mais 
à condition que n = 3 et pourvu que c soit suffisamment grand. On a déjà 
parlé de la condition sur c dans la Section 1.2.3 et nous donnerons une autre 
explication dans la prochaine section. Concernant la condition sur la valeur de 
n, celle-ci est à mettre en relation avec la condition ( 1. 20). Nous reviendrons 
plus en détail sur cette question dans la Section 2.1. 

La critique que l'on pourrait apporter à ce modèle est que les oscillateurs 
situés en différents points de l'espace ne sont pas couplés. Pour remédier à 
cela, il suffirait de changer l'énergie potentielle du champ en : 

(1.38) 

Cependant, dans ce cas, on n'obtient plus une force de frottement linéaire 
pour v petit ; on peut en effet montrer que la force exercée par le milieu 
sur une particule se déplaçant à une vitesse v constante est identiquement 
nulle pour tout JvJ ~ c1 (voir l'appendice de la section 2.1). Dans de tels 
modèles, la force de frottement est en fait proportionnelle à des derivées de 
q d'ordre supérieur. En particulier, dans le cas c = c1 = c2 , on retrouve 
(essentiellement) le "modèle de Nelson classique" de la Section 1.3.5. 

1.5 Echelles de temps II 

Dans la section précédente on a indiqué que nos résultats étaient obtenus 
pourvu que c soit suffisamment grand. Nous en avons donné une explication 
dans la Section 1.2.3, et nous voudrions en donner ici une seconde, particulière 
au modèle présenté dans la section précédente. 

Rappelons que le modèle contient trois paramètres c, p1 et a 2 , où p1 , a 2 

sont des fonctions qui satisfont à l'hypothèse (Hl). On a défini les temps T1 

et T2 (voir (1.22)-(1.23)). On peut ici définir une troisième échelle de temps 
caractéristique du modèle : 

2R2 
73 = --, 

c 
(1.39) 

temps que les signaux dans les "membranes" mettent pour traverser la par
ticule. Un des mécanismes fondamentaux dans notre modèle est le fait que 
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les membranes évacuent rapidement l'énergie dissipée par la particule, c'est 
ce que nous avons appelé "principe de Huyghens" dans la section précédente. 
Cette condition se traduit par le fait que T3 doit être petit devant le temps de 
relaxation T1 du système : T1 » T 3 . On rappelle que T1 peut s'écrire c3,-I, la 

4 
condition précédente prend alors la forme 2;R2 

>> 1, condition qui à nouveau 
peut être simplement assurée par le fait de prendre c suffisamment grand. 

Néanmoins une partie du travail de cette thèse ne nécessite pas d'avoir une 
condition sur la vitesse de propagation c. Pour cette raison, il est commode 
de faire "disparaître" c grâce à un changement d'échelle. On définit 

cp( x, y, t) = c~'ljJ(x, y, ct) et P2(Y) = c~ CJ2(cy). (1.40) 

Le système (1.31)-(1.32) devient alors 

8zc/>(x, y, t)- llyc/J(x, y, t) = -p1(x- q(t))p2(y) (1.41) 

ij(t) = -VV(q(t))- ( dx ( dyp1(x- q(t))p2(y)(Vxc/J)(x,y,t). (1.42) 
}p_d }p_n 

La force de réaction (1.34) du milieu sur la particule devient, elle, 

:F,p(q) =- ( dx ( dy PI(x- q)p2(y)('l:r:c/J)(x, y). }p_d }p_n 

On transforme de même le système (1.35)-(1.36) en 

a;~(x, k, t) + ikl 2 ~(x, k, t) = -pl(x- q(t))p2(k) 

ij(t) = -VV(q(t))- ( dx ( dkp1(x- q)p2(k)V x~(x, k), I(l.d }p_n 

1.6 Conservation de l'impulsion 

(1.43) 

(1.44) 

(1.45) 

Nous voudrions dans cette section faire apparaître une autre différence 
importante entre les deux sources de dissipation dont nous avons parlé : le 
rayonnement et le frottement. Nous nous restreindrons au cas où le milieu 
dissipatif est homogène et le potentiel extérieur V est nul. Nous considère
rans donc le "modèle de Nelson classique" pour le rayonnement et le modèle 
présenté dans cette thèse pour le frottement. 

Ces modèles étant tous deux invariants par translation, on remarque que 
dans chaque cas l'impulsion totale du système est conservée. Pour le modèle 
de Nelson, celle-ci est définie par 

P:=p+P1 =p- ( dxrr(x)Vxc/J(x), }p_d (1.46) 
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et pour notre modèle par 

P:=p+P1 =p- { dx { dyrr(x,y)Y'xcp(x,y). 
I~d }JRn 

(1.47) 

Ici P1 représente en fait l'impulsion du champ. On va voir qu'il existe cepen
dant une différence fondamentale entre les deux phénomènes. 

1.6.1 Modèle de Nelson 

On rappelle que le hamiltonien du système s'écrit 

Hnels(q,p, cp, rr) = 2 11 ~ + -
2 

dx (IV'cp(x)l 2 + lrr(xW) 
2 JRd 

+ r dx p(x- q)cp(x). 
JJRd 

Par la suite, on notera simplement Y un quadruplet (q,p, cp, 1r). Il est facile 
de voir que H nels est borné inférieurement et atteint son minimum 

11 -1 Enels,O = 2 P~ P 

en tout point Yq = (q, 0, cpq, 0) où cpq est la solution de ~cp(x) = p(x- q) 
qui tend vers zéro à l'infini. On sait cependant que le long des trajectoires 
l'impulsion totale P est conservée, on peut donc s'intéresser au problème : 
étant fixée une valeur P0 de l'impulsion, Ha-t-il un minimum sur la surface 
I:p0 = {YIP(Y) = P0}? Si oui, quel est-il et en quel(s) point(s) est-il atteint? 
On peut voir que H possède bien un minimum sur chaque surface I:p0 • Cette 
question est traitée dans [KS1]. On note cpP et 1Tp les solutions des équations 

Ce sont ce que les auteurs appellent les solutions solitons. Ce sont en fait les 
champs qui "suivent" une particule se déplaçant à vitesse p constante. Les 
auteurs montrent en essence le résultat suivant : 

Proposition 1.1. Pour tout P0 , H atteint un minimum E(P0 ) sur I:p
0 

et 
il existe une fonction v : JR+ --+ JR+ positive et croissante telle que I:p

0 
n 

{YIH(Y) = E(P0)} est la sous-variété, de dimension d, {(q,p, c/Jp(x-q), rrp(x
q)} où p = v(IPol) ~~~ 1 • 

On peut également calculer l'énergie de ces minima en fonction de p 

[KKS2]. On remarque que celle-ci ne dépend que de IPI et que c'est aussi une 
fonction croissante. 
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En résumé, pour tout P0 , H atteint un minimum E(P0 ) sur la surface 
L:p0 , et E(P0 ) est une fonction croissante de IP0 j. C'est cette fonction E(P) 
dont on a parlé à la fin de la Section 1.3.5 et que l'on appelle relation énergie
impulsion. 

Remarque 1.1. On peut, dans ce modèle établir une relation simple entre 
l'impulsion du champ P1 et l'énergie du champ libre Hf, en effet on a : 

IPII =If""~~ < (! 1"~1') t (! rr') t 
< Ht· 

On voit ainsi que l'impulsion est dominée par l'énergie : si l'impulsion n'est 
pas nulle, alors on ne peut pas rendre l'énergie aussi petite que l'on veut. La 
situation sera tout à fait différente dans notre modèle. 

1. 6. 2 Notre modèle 

On rappelle que le hamiltonien du système s'écrit 

Comme dans le cas du modèle de Nelson, on voit facilement que H possède 
un minimum: 

et que celui-ci est atteint si et seulement si Y= Yq = (q, 0, cpq, 0) où c/Jq est la 
solution de ~yc/J(x) = p1 (x-q)p2 (y) qui tend vers zéro à l'infini. Cependant, si 
on s'intéresse au comportement de la fonction H sur les surfaces d'impulsion 
totale constante, on observe un phénomène totalement différent par rapport 
au modèle de Nelson. On montre en effet le résultat suivant : 

Proposition 1.2. Quelque soit P0 , on a 

inf H(Y) = E0 . 
YE.Ep0 

Si, de plus, P0 =/:- 0, alors cette borne inférieure n'est pas atteinte. 
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Hnels H 

I:o 
I:o 

Enels,O Eo 

FIG. 1.4- Energie et impulsion. 

Alors que dans le modèle de Nelson, la fonction H atteint un minimum sur 
chaque surface ~Po, dans notre modèle on peut trouver sur chacune de ces 
surfaces un élément dont l'énergie sera aussi proche que l'on veut du minimum 
absolu de H (voir Figure 1.4), mais sans pour autant atteindre ce minimum 
si P0 =/= O. 
Démonstration : On choisit un minimum absolu Yo = (0, 0, qy0 , 0) de H. 
On peut remarquer que P(Y0 ) = O. On a d'ailleurs P(Yq) = 0 pour tout q. 
Ainsi, une fois la première partie démontrée, on aura également le fait que 
H n'atteint pas sa borne inférieure sur ~Po si P0 =/= 0 puisque H(Y) = E0 si 
et seulement si Y = Yq. 

L'idée est d'ajouter à Yo un champ Yf = (0, 0, r/Jf, 1rf) tel que 

P(Yo + Yf) = P0 et H(Yo +Y") = H(Y0 ) + t. 

On remarque que le support de r/Jo en x est localisé autour de x= O. On 
va choisir Y" de façon à ce que les supports de r/J" et 1r" en x soient disjoints 
de ceux de r/Jo et de p1 . On aura alors 

H(Yo +Y") = H(Y0 ) + H(Yf) 

et 
P(Yo +Y") = P(Yo) + P(Y''). 

Il faut donc choisir Y" tel que 

P(Y") = P0 et H(Yf) = t. 

En d'autres termes, on veut choisir un élément Y" ayant très peu d'énergie 
mais ayant tout de même l'impulsion P0 . On voit aussi que dans ce cas 
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H(Y€) vaut juste ! J j1r€j 2 + j'Vyq/j 2 . En effet, le terme d'interaction dans le 
hamiltonien est nul du fait du choix du support de cp€. 

On va maintenant construire <P€ et 1r€. Soient K, L deux nombres positifs, 
x1, x2 deux fonctions dans C0 (JR.d) et x3 une fonction dans C0 (!R.n) telle que 

j x~(y)dy = 1. 

Soient 

on a alors 

D'où 

~ J dxdy (j7rL(x, y)j2 + j\7 y</JL(x, y) 12) 

~K2 Ld J dx x~(x) J dy x~(y) + ~K2 Ld J dx xî(x) J dy IY'x31 2 (y), 

et 

~
2 j dx (V' xi) (~) X2 (~) 1 dy x~(y) 

K 2 Ld-l j dx (\i'x1)(x)x2(x) 1 dy x~(y). 
1-d 

On choisit K = L-2 , et x1 et x2 tels que 

j dx X2(x)\i'x1(x) =Po. 

On obtient alors 

~ J dxdy (j1rL(x, y)j 2 + j'Vyc/JL(x, y)j 2
) ~ 1 dxdy (x~(x)x~(y) 

+xî(x )IV'x31 2 (Y )) 

et J dxdy 1rL(x, y)\7 x<PL(x, y) =Po. 

On choisit enfin XL tel que les supports de <PL(x- XL, y) et 1rL(x- XL, y) en 
x sont disjoints de ceux de <Po et p1 . Si on fait tendre L vers zéro, on obtient 
bien le résultat voulu. 0 
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1.6.3 Relation énergie-impulsion 

Nous avons défini la fonction E(P) dans le cadre du modèle de Nelson. 
C'est cette fonction que l'on appelle relation énergie-impulsion, et dont nous 
avons parlé dans la Section 1.3.5. Dans le cadre de notre modèle, celle-ci 
n'existe pas. Cela induit une différence notable sur le comportement général 
des solutions. On se place toujours dans le cas où le potentiel extérieur est 
nul. 

Dans le cas du modèle de Nelson, on peut montrer que toute solution 
converge "localement" vers un minimum de Hnels sur l:;p où Pest l'impulsion 
totale de la solution [KS1]. Par convergence locale, on entend convergence au 
sens de Fréchet pour la famille de semi-normes suivante 

1 

IYIR := (1PI 2 + { dxiV'ci>(x)l 2 + 17r(x)12
) 

2

, R >O. 
}lxi<R 

Ainsi, étant donnée une condition initiale d'impulsion totale P, la particule 
"garde" une partie de l'énergie et de l'impulsion totales, le reste étant évacué 
dans le champ à l'infini. Si le potentiel extérieur est de la forme V(Eq), sur des 
temps de l'ordre de ~ tout se passe comme si le mouvement de la particule 
obéissait au hamiltonien effectif Hetr(q,p) = E(p)+ V(Eq) (voir Section 1.3.5). 
On peut montrer que : 

p2 
E(p) "'O 2(1 +me)' 

où me := -(p; .6. - 1p). La particule acquiert une masse effective. Cela provient 
de l'interaction avec le champ, c'est le phénomène de renormalisation de 
masse. 

On verra au contraire que, dans notre modèle, la particule finit par s'ar
rêter, et ce indépendamment de la condition initiale. Elle dissipe donc toute 
son énergie et son impulsion dans le champ. 

1. 7 Présentation des résultats 

On étudie dans cette thèse le modèle donné par le système d'équations 
(1.41)-(1.42) et ce pour deux types de potentiel V : les potentiels confinants 
et surtout les potentiels linéaires. On montrera que dans chacun de ces cas, 
et sous certaines conditions, la particule se comporte comme si elle était 
gouvernée par une équation du type (1.4). En particulier, on montrera que, 
modulo des termes d'erreurs que l'on contrôlera, la force de réaction (1.43) 
du milieu sur la particule produit une force de frottement linéaire, quelque 
soit la valeur de d, mais pour n = 3 etc assez grand. Une étude détaillée de la 



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 35 

force de réaction du milieu est donc un préambule nécessaire à nos résultats. 
Celle-ci est l'objet de la Section 2.1 dans laquelle on reviendra également sur 
l'origine de la restriction à n = 3. 

On étudie le comportement asymptotique (i.e. t --+ +oo) des solutions du 
système (1.41)-(1.42). Cela suppose que, étant données des conditions ini
tiales, ce système admette une solution unique et définie pour tout temps. 
D'un point de vue mathématique, on a affaire à un système de deux équations 
couplées : une équation aux dérivées partielles et une équation différentielle. 
Le problème de l'existence et de l'unicité des solutions n'est donc pas totale
ment évident. On traitera cette partie du problème dans la Section 2.2. 

L'étude du comportement des solutions fait l'objet des Sections 2.3 (pour 
le cas du potentiel linéaire) et 2.4 (pour le potentiel confinant). Dans ces 
sections, comme on l'a dit précédemment, c joue un rôle majeur, et on le ré
introduira donc dans les équations. Dans la Section 2.3, on considère le cas où 
la force extérieure F est constante. Sous des hypothèses raisonnables sur les 
conditions initiales, et pourvu que c soit assez grand et F suffisamment petite, 
on montre alors qu'asymptotiquement la particule se comporte comme si son 
mouvement était dirigé par l'équation (1.4). En particulier, on montrera que 
la vitesse de la particule converge vers une vitesse limite v(F) proportionnelle 
à F pour des petites valeurs de F, i.e. limF-+O v~) = 'Y-1 > O. On rappelle 
que le coefficient de frottement 'Y est défini en (2.5). Plus précisément, on 
montrera que 

F 
v(F) =- + O(c1- 2e) 

'Y 
et que pour tout t > 0 on a : 

lq(t)- qoo- v(F)tl ::; Ke-'Yt 

pour un certain q00 (qui dépend des conditions initiales) et une certaine 
constante K. Le fait d'obtenir une vitesse proportionnelle à la force appli
quée est à l'origine de la loi d'Ohm. Dans la Section 2.4, on étudie le cas 
d'un potentiel confinant. On montre dans un premier temps que la parti
cule "s'arrête" en un point critique du potentiel, en suivant la méthode de 
[KKSl]. Pour cela, aucune hypothèse sur la taille de c n'est nécessaire. Dans 
un deuxième temps, on s'attache à estimer la vitesse de convergence, et en 
particulier à montrer que celle-ci est identique à celle obtenue dans le cas de 
(1.4). A nouveau, il faudra alors prendre cassez grand. 

Tous les résultats énoncés dans le Chapitre 2 proviennent de [BDB]. Les 
démonstrations des différents résultats sont extraites directement de ce papier 
et ont éte placées à la fin des sections correspondantes. 
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Dans le Chapitre 3, on introduit la version quantique de notre modèle. 
On entre ainsi dans un tout autre domaine. On présentera dans un pre
mier temps les objets nécessaires à la description du modèle dans sa version 
quantique : espaces de Fock, opérateurs de création, d'annihilation. On les 
présentera d'une façon assez générale dans la Section 3.1. Dans un deuxième 
temps on écrira la version quantique de notre modèle à l'aide de ces objets et 
en particulier le hamiltonien quantique correspondant. Dans la Section 3.3, 
on montrera le caractère auto-adjoint de ce hamiltonien. Cette question "cor
respond" au niveau quantique à celle de l'existence des solutions au niveau 
classique. Enfin, dans la Section 3.4, on s'intéressera à la question de l'exis
tence d'un état fondamental. On montrera que ce dernier existe, modulo une 
hypothèse supplémentaire sur la fonction de couplage p2 . 



Chapitre 2 

Etude du modèle : mécanique 
classique 

2.1 La force de frottement 

Une étude détaillée de la force de réaction du milieu définie en (1.43) est 
cruciale pour comprendre le modèle. Elle sera également utile dans les preuves 
de nos principaux résultats. On suppose que l'on applique à la particule une 
force extérieure F constante. On cherche alors des solutions aux équations de 
mouvement (1.41)-(1.42) pour lesquelles la particule aurait un mouvement 
rectiligne uniforme q( t) = q0 + vt et le champ "suivrait" la trajectoire de la 
particule, i.e : 

<Pv (X, y, t) = <T? v (x - ( qo + vt), y). (2.1) 

En insérant cet ansatz dans (1.44), on trouve facilement la solution: 

~ r+oo ~ sin(Jkls) 
<T?v(x, k) =-Jo ds PI(x + vs)p2(k) JkJ · (2.2) 

C'est ce qu'on appelle la solution retardée, décrivant les ondes créées dans 
les "membranes" par le passage de la particule. On peut remarquer que cette 
solution a des conditions initiales nulles à t = -oo dans le sens où, pour tout 
(x, y) E JR.d+n, il existe T (ne dépendant que de x) tel que c/Jv(x, y, t) = 0 
pour tout t ~ T (Figure 1.3). Il est facile de voir que c'est la seule solution 
vérifiant (2.1). Ce champ c/Jv(x, y, t) crée une force qui agit sur la particule 
et que l'on peut facilement calculer à partir de (1.43) et (2.2) en utilisant un 

37 
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changement de variables dans l'intégration (x-+ x+ vt + q0 ) : 

.Fr/Jv,t(qo + vt) - { dx { dy P1(x- (qo + vt))p2(y)('lxc/Jv)(x, y, t) 
}Rd }Rn 

- { dx { dk 1+oo ds\l Pl(x)p1 (x +vs) 
}Rd }Rn 0 

1 
A (k)/ 2 sin(/k/s) 

x P2 /k/ 

=: f(v), (2.3) 

qui est clairement indépendante de q0 et t. Ainsi, c/Jv(x, y, t) et q(t) = q0 + vt 
sont solutions du système couplé (1.41)-(1.42) avec -\lV = F pourvu que 
v satisfasse l'équation f(v) = -F. En conclusion, une solution du type (2.1) 
avec vitesse v existe pourvu que l'équation f( v) = - F ait au moins une 
solution. Nous verrons que pour F suffisamment petite cette équation pos
sède deux solutions, une à "petite" et une à "grande" vitesse. Notre résultat 
principal dit que, étant données des conditions initiales suffisamment petites 
et n'importe quelle force F pas trop grande, la trajectoire de la particule suit 
asymptotiquement la trajectoire à vitesse constante qui correspond (Théo
rème 2.4). 

Pour les preuves de nos résultats, il est important de bien comprendre le 
comportement de la fonction f (v). Le reste de cette section est consacré à 
l'étude de celle-ci, et les différents résultats sont regroupés dans la Proposition 
2.1. Il faut d'abord remarquer que f est une fonctionnelle dépendant de p1 

et p2 . Dans cette section et dans la suivante ces deux fonctions sont fixées, 
et on n'indiquera pas explicitement cette dépendance. Par contre, dans les 
Sections 2.3 et 2.4, nous réintroduirons explicitement c via (1.40) tout en 
gardant p1 et a 2 fixes : f deviendra alors une fonction de v et c. 

Il est clair que fE C 00 (JRd). De plus, il est facile de voir que 
v 

f(v) =- fr(/v/)J;j, fr(/ v/)> 0, 

et donc que la force de réaction du milieu sur la particule est exactement de 
sens contraire à la vitesse de la particule, comme on l'attendait pour une force 
de frottement. Pour montrer ceci, on peut d'abord remarquer que l'invariance 
de p1 par rotation implique que 

VR E O(d), R[f(v)] = j(Rv). 

Si on prend maintenant v = /v/e1 , on trouve alors, après changements de 
variables (>, = /v/s et k = 1 ~ 1 ) : 

f(v) = -/v/n-2 r dx r dk1+oo dÀ\lpl(x)pl(x+Àel)/p2(/v/k)/ 2 sin(~/k/). 
}Rd }Rn 0 /k/ 
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L'invariance de p1 par rotation implique alors que fï(lvle1 ) = 0 pour i = 
2, ... , d, f( v) est donc dirigée par e1 et dans le cas général (v =J 0) on obtient 

v 
f(v) =-fr(lvl)j;j. 

On a besoin d'étudier le comportement asymptotique de f(v) lorsque lvi tend 
vers 0 et lorsque lvi tend vers +oo. Pour cela, on écrit (voir (2.3)) 

f (v) = f dk f (v' k)' }Rn 

avec (après quelques manipulations) 

f(v,k) 

h(Ç) 

où fJI est la transformée de Fourier de p1 . Ici, f (v, k) est la force produite par 
les "oscillateurs" ~(x, k) de fréquence w = lkl. De ce qui précède, on déduit 
alors que fr( lvi) > 0 et que, étant donné fEN, il existe une constante Ct > 0 
telle que 

1 (lvl)f. If( v, k)l ::; Ctjkj2 ïkï 
Autrement dit, à k fixé, f(v, k) s'annule à tout ordre en lvi lorsque v --+O. 
Donc, lorsque v --+ 0, la force qui s'exerce sur la particule et qui est dûe à un 
oscillateur de fréquence w(k) = lkl situé en x, décroit plus rapidement que 
n'importe quelle puissance de lvi pour v petit (i.e. lorsque lvi<< lkiR1 ). Le 
couplage de la particule à un tel oscillateur est donc très faible quand lvi est 
beaucoup plus petit que lkiR1 . Cela correspond à une intuition physique bien 
connue : si la particule se déplace avec une vitesse v, elle interagit avec un 
oscillateur donné pendant un temps d'ordre fut· Pour que l'énergie transférée 
entre la particule et l'oscillateur soit efficace, ce temps d'interaction doit 
être comparable à la période de l'oscillateur. En effet, l'énergie totale !lE 
transférée (de t = -oo à t = +oo) à un oscillateur forcé de fréquence w 
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peut facilement être calculée: !:1E = rrlô-(w) 1
2

. En appliquant ceci à l'équation 
(1.44) avec q(t) = vt, on trouve !:1E = lvt21P2(k)l2llh(lkl/lvi,O)I2 qui s'annule 
à nouveau à tout ordre en v lorsque lvi --+O. 

En particulier, il est clair d'après cette observation que, si on couple la 
particule à une famille d'oscillateurs ayant tous la même fréquence, on ne 
pourrait espérer aucun comportement "ohmique" puisque la force de frotte
ment ne serait pas linéaire en v pour v petit dans ce cas. Lorsque la particule 
ralentit, elle interagit de moins en moins efficacement avec de tels oscillateurs. 
Pour remédier à cet effet, il faut coupler la particule à une famille d'oscilla
teurs suffisamment nombreux et de fréquence arbitrairement basse. Lorsque 
la particule ralentira, elle transférera alors de l'énergie aux oscillateurs avec 
lesquels elle entrera alors en résonance. Dans notre modèle, le nombre d'os
cillateurs de basse fréquence situés au point x dépend de la dimension n de 
la variable y, et ce à travers l'élément de volume dk = lkln-1dlkldD. La pré
sence du facteur lkln-l implique que plus la dimension n augmente, moins il 
y a d'oscillateurs de basse fréquence. Cela se reflète immédiatement dans le 
comportement basse vitesse de la force f(v) : 

fr(lvl) = lvln-2 1n IP2(1vl~)l 2h(~)d~ 

lvln-21P2(0)12ln h(Ç)d~ 
+o( lv ln-2). 

(2.4) 

On remarque en effet que, pour v petit, fr diminue lorsque n augmente. Ainsi, 
une force de frottement proportionnelle à la la vitesse n'est obtenue que pour 
n = 3. Plus précisément, pour n = 3, 

où on a défini 

(2.5) 

Ceci montre pourquoi le mouvement d'une particule dans le milieu décrit ici 
produit un terme de frottement identique à celui de l'équation (1.4) pourvu 
que n = 3. On peut noter que le coefficient de frottement 'Y est donné ex
plicitement en termes de p1 et p2 et est non nul sous l'hypothèse (Hl). On 
s'intéresse dans cette thèse à un frottement linéaire, c'est pourquoi dans les 
principaux résultats (Sections 2.3 et 2.4) on se restreindra au cas n = 3. 
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On s'intéresse maintenant au comportement de fr(lvl) pour des grandes 
valeurs de lvi. Il est facile de voir d'après (2.4) que limlvl-++oo fr(lvl) =O. En 
d'autres termes, la force de frottement exercée par le milieu sur la particule 
est petite également à grande vitesse. Comme on peut le voir dans les équa
tions (1.44) et (2.4), cela est principalement dû à la présence du facteur fj2 . 

En particulier, en présence d'une force extérieure F, on ne peut espérer du 
modèle qu'il produise un comportement dissipatif lorsque v est trop grande. 
On donne l'allure de fr(lvl) lorsque pest une gaussienne dans la Figure 2.1. 

FIG. 2.1- Allure de fr(lvl) 

Finalement, on a démontré la proposition suivante : 

Proposition 2.1. Sous l'hypothèse (Hi), la fonction f(v), définie en (2.3), 
vérifie : 

(i) f(v) =- fr(lvl) ~~~, fr(lvi) > 0, (2.6) 

(2.7) 

lorsque v tend vers zéro, et où 1 > 0 est défini en (2.5), 

(iii) lim fr(lvl) =O. 
lvl-++oo 
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2.1.1 Appendice 

On revient un instant au cas où les oscillateurs en différents points de 
l'espace sont couplés, c'est-à-dire au cas où l'énergie potentielle du champ 
est donnée par (1.38). On montre dans ce cas-là que la force de réaction du 
milieu s'annule pour lvi < c1. 

Par un calcul similaire à celui présenté ci-dessus, on trouve 

v 
f(v) = fr(lvl)j;T, 

fr(lvl) = i r dl r dk r+oo dÀ lleilllvl.\sin(wÀ) l.ôl(l)l 2l.ô2(k)l 2 
}JRd }JRn Jo W 

avec l = (h, ... , ld) et w = JciiW + c~lkl 2 . On peut réécrire fr: 

fr(lvl) ~ { dl { dk { dÀIPl(l)l21.ô2(kW!2_[eiwÀ- e-iwÀ]eitllvl.\ 
4 }JRd }JRn }JR W 

~ { dl { dkiP1 (l) l2l.ô2(k) l2!2_[b"(h lvi + w) - b"(h lvi - w )]. 
2 }JRd }JRn W 

On voit alors facilement, étant donnée la définition de w, que fr(lvl) = 0 si 
lvi< c1. 

2.2 Existence des solutions 

On rappelle que le potentiel V satisfait l'hypothèse (H2) suivante : 

(H2) V E C1(JR.d) et \lV est Lipschitzien. De plus, l'une des deux 
conditions suivantes est satisfaite : soit \lV est borné (comme 
dans le cas V(q) = -F · q) soit V est borné inférieurement. 

On peut maintenant introduire l'espace des phases E du modèle. On note 
Il · ll2 la norme usuelle sur L2(JR.d+n, dxdy). Sur C0 (JR.d x IR.n ), li <Pli = ll\7 y</>112 
définit une norme. On appelle E le complété de C0 (IR.d x IR.n) pour cette 
norme. En utilisant les théorèmes d'injection de Sobolev ([B], Chapitre 9), 
on peut voir E comme l'espace L2 (JR.d, D, dx) où 

On définit alors 

munit de la norme : 
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Avec cette norme, E est un espace de Hilbert. 
On écrit maintenant le problème (1.41)-(1.42) sous une forme plus com

mode, de façon à prouver l'existence et l'unicité des solutions : 

où 

{ 
Y(t) = G(Y(t)) 
Y(O) = Yo E E 

G: (cp, q, 1r,p) -+ ( 1r,p, b.ycp- PI(x- q)p2(y), 

(2.8) 

-VV(q) + { dxdyVp1(x- q)p2(y)cp(x,y)). (2.9) 
IJRd+n 

Par solution, on entend : 

Y(t) = Yo + lt G(Y(s))ds 

au sens des distributions. 

Théorème 2.2. On suppose n 2: 3. Sous les hypothèses (Hl} et (H2}, on 
a : 

1. Pour tout Y0 dans E, l'équation différentielle (2.8) admet une unique 
solution Y ( t) dans C0 (IR, E). 

2. Pour tout tE IR, l'application Wt: Y0 -+ Y(t) est continue surE. 

3. Pour tout tE IR, H(Y(t)) = H(Y0 ) où H est le hamiltonien défini en 
(1.33} et de plus H est une fonction continue surE. 

Remarque 2.1. En utilisant la première partie du théorème et (1.42), on 
voit que q(t) E C2 (IR,JR.d). 

Pour un usage ultérieur, on définit 

(2.10) 

On peut remarquer que la forme bilinéaire antisymétrique 

est densément définie et fait de E un espace vectoriel symplectique. Si on 
note { , } le crochet de Poisson associé, on peut voir que : 

{cp( x, y), cp( x', y')} 

{cp (x, y) , 1r (x', y') } 

{ 1r(x, y), 1r(x', y')} = 0 

- 8(x- x')8(y- y'). (2.11) 
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On retrouvera des expressions similaires pour le modèle quantique. 
Enfin, les équations de mouvement (1.41)-(1.42) sont bien sur les équa

tions de Hamilton pour le hamiltonien H définie en (1.33), qui représente 
l'énergie totale du système. On peut noter que ce dernier n'est pas borné 
inférieurement quand V ne l'est pas, comme dans le cas V = -F · q. Cela 
entraîne une légère complication dans la preuve qui est par ailleurs assez 
classique et suit largement celle de [KKS 1]. 
Preuve : On commence par montrer qu'il existe une solution locale. On 
utilise ensuite la conservation de l'énergie pour montrer que cette solution 
est globalement définie. 

On commence par regarder l'équation 

avec 

{ 
Y(t) = G0 (Y(t)) 
Y(O) = Yo (2.12) 

(2.13) 

Cette équation est juste l'équation des ondes homogène dans JR.n avec un 
paramètre x E JR.d. Elle admet une unique solution : t E lR ---+ Y ( t) E E. De 
plus, si on note WJ : Y0 ---+ Y(t) le groupe à un paramètre correspondant, 
on peut voir que WJ est une isométrie linéaire pour la norme 1 lE. WJ est 
également continue sur lR x E ([LM], Chapitre 3). 

On définit maintenant Z(t) = W0-tY(t), c'est à dire Y(t) = WJZ(t). En 
particulier, Z(O) = Y(O) = Yo. On a Y(t) = G0Y(t) + WJZ(t). Y(t) est 
solution de l'équation (2.8) si et seulement si Z(t) vérifie 

OÙ 

{ 
Z(t) = wo-tGl(WJZ(t)) 
Z(O) = Yo (2.14) 

G1: (cp;q;1r;p) EE ---+ (o;p;-pl(x-q)p2(y);-\7V(q) 

En introduisant 

+ { dxdy\7p1(x-q)p2(y)cp(x,y)) EE. (2.15) 
IJRd+n 

il est clair que è est continue sur lR x E et lipschitzienne sur E puisque 
WJ est une isométrie et G1 est lipschitzienne. Cette équation vérifie toutes 
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les hypothèses du théorème de Cauchy-Lipschitz ([H], Théorème 3.1), elle 
possède donc une unique solution qui est définie sur un intervalle ouvert. 
Plus précisément, il existe un intervalle ouvert J tel que 0 E J et il existe 
une unique fonction Z : t E J -t Z(t) E E satisfaisant (2.14). De plus, 
Wt : Z0 -t Z ( t) est continue sur E pour tout t E J et on a donc les mêmes 
résultats pour 

Wt: Y0 E E-t Y(t) = WJWtY0 E E. 

Afin de montrer l'existence globale, on montre maintenant la conserva
tion de l'énergie. On commence par montrer le résultat pour des conditions 
initiales régulières (i.e. </Jo,1ro E C00 (JRd+n)). Soit Yo = (c/>o,qo,1ro,Po) avec 
4>0, 1r0 E C0 (JRd+n). Alors WJYo est régulière ([CH], Chapitre 6) et en utili
sant la forme intégrale : 

il est clair que <jJ(t), 1r(t) sont également régulières (en x et y). Remarquons 
que </J(x, y, t) et 1r(x, y, t) sont aussi régulières en t ([LM], Chapitre 3). Pour 
de telles conditions initiales, un simple calcul donne : 

! H(Y(t)) = 0, 

et donc, pour des conditions initiales régulières, H(Y(t)) est constant pour 
tout t dans J. On montre maintenant que H est continu sur E. La conti
nuité de Wt sur E et le fait que les fonctions régulières soient denses dans E 
impliqueront alors le résultat pour toutes conditions initiales. Comme V est 
continu, il suffit de montrer que le terme d'interaction dans H est continu. 
Sa continuité dans la variable 4> est immédiate par le calcul suivant : 

1 fn~.d+n dx dy PI(x- q)p2(y)cj>(x, y) - JJRd+n dx dy Pl (x- q)p2(y)'lj;(x, y) 1 

1 JJRd+n dx dk Pl(xikip'"2(k) (lkiJ(x, k) - lkl~(x, k)) 1 

< Il Pl(Xikip2 (k) IIL2 x Il lkl ( J- ~) IIP 

< Il pl(xlkip2 (k) IIP X lie/>- 1/'11· 

Comme pest à support compact et que n 2:: 3 le premier terme du membre 
de droite est fini et donc H est continu (la continuité en (q, 4>) découle de 
façon similaire). 
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Nous aurons également besoin de l'inégalité suivante (basée sur labl < 
~a2 + 21€b2) : 

Ainsi : 

1 1 1 
H(Y(t)) 2': 2p(t)2 + V(q(t)) + 41i<P(t)i1 2 + 2117r(t)li~ + (PIP2i PI~:;/P2)· 

(2.17) 

Nous pouvons maintenant montrer que J =IR. On sait que J peut s'écrire 
]a; b[ avec -oo :::; a < 0 et 0 < b :::; +oo. Nous allons montrer par l'absurde 
que b = +oo (le même raisonnement montrerait que a = -oo). Si b < +oo, 
on sait par la théorie des équations différentielles ([H], Théorème 2.1) que 

lim IZ(t)l& = +oo 
t-+b 

et le même résultat est alors valable pour IY ( t) 1& puisque 

IY(t)l& = IWJZ(t)l& = IZ(t)l&· 

On considère d'abord le cas (plus difficile) où \7V est borné (mais V 
n'est pas nécessairement borné inférieurement). Pour t > 0, on peut écrire <P 
comme: 

(2.18) 

où <PT est la solution de l'équation des ondes avec conditions initiales égales 
à 0 et <P0 est la solution de l'équation des ondes homogène avec conditions 
initiales <Po et 1r0 [CH] [J]. En conséquence, 

p(t) = -\7V(q(t))+ { dxdy\7pi(x-q(t))P2(Y)tPT(x,y,t) 
}JRd+n 

+ r dx dy \7 PI(x- q(t))p2(Y)<P0 (x, y, t). 
}JRd+n 

Le premier terme -\7V(q(t)) est borné par hypothèse. Le deuxième peut 
facilement être borné en utilisant 1 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la forme 
exacte de <PT donnée dans ([CH], p.692). En utilisant (2.16) avec \7 p1 au lieu 
de p1 , on a 

1 { dxdy\7pi(x-q(t))p2(Y)tP0 (x,y,t) 1 :S -
4

1
11 \7y<P0 (t) ~~~ 

}JRd+n 

+ Il v-1P2(y)\7 PI(x- q(t)) Il~. 



CHAPITRE 2. ETUDE DU MODÈLE: MÉCANIQUE CLASSIQUE 47 

Mais cjJ0 est solution de l'équation des ondes homogène avec conditions ini
tiales c/Jo et 1r0 , donc, par conservation de l'énergie : 

Il v yc/Y
0 (t) Il~ + Il ! c/Y

0 (t) 11~=11 v yc/Yo Il~ + Il 7ro Il~ (2.19) 

et donc Il V' yc/P(t) Il~ est également borné. 
Finalement, p(t) est borné sur J : il existe C > 0 tel que 

\ft E J, t > 0 1 p(t) ~~ C. (2.20) 

On a supposé b fini, donc p(t) et q(t) sont également bornés pour t > 0, tE J. 
En utilisant la conservation de l'énergie et (2.17) , on voit que II<P(t)ll et 

ll1r(t)ll2 sont bornés. Ainsi IY(t)IE est également borné, ce qui est en contra
diction avec le fait que b soit fini. 

On traite enfin le second cas, où V est borné inférieurement. Il existe 
Vo E IR tel que pour tout q E JRd, V(q) 2 Vo. 

(1.33) implique que 

1 2 1 112 1 112 -1 H(Yo) 2 2p(t) + Vo + 4II<P(t) + 2ll1r(t) 2 + (p1p2;P1~y P2)· (2.21) 

Donc p(t), II<P(t)ll et ll1r(t)lb sont bornés surJet comme b est supposé fini, 
q(t) est également borné, ce qui est à nouveau une contradiction. D 

2.3 Comportement des solutions: force constante 

A partir de maintenant et pour toute la suite du Chapitre 2, on prendra 
n = 3. Pour montrer nos résultats on a besoin de supposer que c est assez 
grand (voir (1.31)). On a déjà donné une idée sur cette condition dans la Sec
tion 1.5 du Chapitre précédent et on reviendra dessus après avoir réintroduit 
c explicitement comme dans (1.40) : 

(2.22) 

Dans toute la suite, p1 et a-2 sont fixées et satisfont (Hl) ; c est traité comme 
un paramètre. La force exercée par l'environnement sur une particule se dé
plaçant à vitesse v est définie en (2.3). On a 

(2.23) 
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où, pour tout w E JRd, 

- r r r+oo sin(lkls) 
f(w) = I~d dx }JRn dk Jo ds\?'pl(x)pi(x + ws)Jâ2(k)J

2 
lkl . 

On note que j et fr ne dépendent pas de c. En utilisant la Proposition 2.1 et 
le fait que n = 3, le coefficient de frottement 1 défini en (2.5) devient alors 

'() 1-,()-i 1 = fr 0 = c3 fr 0 = c3 > 0' (2.24) 

où i ne dépend pas de c : 

i = [1â2(0)I
2 Ln h(~)dÇ] > Ü. (2.25) 

On peut définir w M comme étant le plus petit zéro de ]: et FM = ir ( w M). 
Pour tout w < WJvi, ir est croissante, et donc pour tout FE JRd, JFI ~ ~f:!, 
il existe un unique v(F) E JRd, Jv(F)I ~ WJviC = VJvi (voir Figure 2.1) tel que 

f(v(F)) = -F. (2.26) 

Ceci définit v(F). 
Pour obtenir nos résultats, on a besoin de certaines hypothèses sur les 

conditions initiales. Pour cela, on définit l'ensemble suivant : 

Definition 2.3. On appelle V l'ensemble de tous les états Yo = (c/Yo, qo, 1f'0 ,p0 ) 

dans E tels que 

[lc/Yo(x,y)l + IYI(IVycpo(x,y)J + J7ro(x,y)J)] ~ K(x)(1 + IYI)-v (2.27) 

pour un certain v > 2 et avec K E L= n L 2
. 

On peut maintenant énoncer nos principaux résultats. 

Théorème 2.4. On suppose que p1 et 0'2 vérifient (Hl) et on considère 
(1.41)- (1.42) avec V(q) = -F. q, FE JRd. 

(i) Pour tout Fo,K,R,c,fJ > 0 il existe co(p1 ,0'2 ,c,fJ,Fo,K,R) > 0 tel 
que pour tout c > co, pour tout IFI < Foc-2-e et pour tout Y0 E E tel 
que cp0 (x, ·), 1f'o (x, ·) sont à support compact dans B Re C IR3 pour tout x, et 
vérifiant H 0(Y0 ) < K c2- 2e, il existe q00 (F, Y0) E JRd et K' > 0 tels que pour 
tout t > 0 

(2.28) 

(ii) Pour tout F0 , K, c, fJ > 0 il existe c0 (p1 , 0'2 , é, ry, F0 , K) > 0 tel que pour 
tout c >co, pour tout IFI < Foc-2-e et pour tout Yo EV avec IJK!Ioo < Kc et 
H0 (Y0 ) < Kc2

-
2e, il existe q00 (F, Yo) E Rd et K' > 0 tels que pour tout t > 0 

Jq(t)- q= - v(F)ti ~ K'JtJ 2
-

11
• 



CHAPITRE 2. ETUDE DU MODÈLE : MÉCANIQUE CLASSIQUE 49 

Il faut remarquer que, puisque 17 peut être choisi arbitrairement petit, le 
taux de décroissance exponentielle dans (2.28) est essentiellement donné par 
le coefficient de frottement 'Y = ~, et que de plus 

F 
v(F) = - + O(c1

-
2e) (2.29) 

'Y 
uniformément pour IFI :::; F0c-2-e. Cela montre que les solutions q(t) de 
(1.42) ont bien le même comportement asymptotique que celles de (1.4), 
comme annoncé précédemment. La restriction sur l'énergie H0 (Yo) des condi
tions initiales dans les hypothèses est reliée au fait que f (v) -t 0 lorsque 
lvi -t +oo (voir Proposition 2.1). En effet, il est intuitivement clair que, si à 
un certain instant t, 1 q ( t) 1 est trop grand, alors la force de réaction du milieu 
sera trop faible pour contrer la force extérieure F et la particule continuera 
d'accélérer. Cette argument n'est plus valable lorsque F = O. Dans ce cas, 
on peut alors omettre l'hypothèse sur l'énergie initiale H 0 (Y0 ), pourvu que 
l'on impose sur 0'2 la condition supplémentaire (W) (voir Section 1.4). Cette 
condition exprime l'idée que la particule est couplée avec les oscillateurs de 
toutes les fréquences possibles (voir (1.44) ). On peut alors énoncer le résultat 
suivant : 

Théorème 2.5. On suppose que p1 , 0'2 vérifient (Hl) et que 0'2 vérifie (W). 
On considère (1.41) - (1.42) avec V O. 

(i) Pour tout 17 > 0 il existe c0 (p1, 0'2, 17) > 0 tel que pour tout c > c0 et 
pour tout Y0 E E tel que cj;0 (x, ·), ?To(x, ·) sont à support compact pour tout x, 
il existe q=(Yo) E JR.d et K' > 0 tels que pour tout t > 0 

'i(l-1)) t 
jq(t)- qool :::; K'e-~ . 

(ii) Pour tout 17 > 0 il existe co (Pl, 0'2, 17) > 0 tel que pour tout c > c0 et 
pour tout Y0 E 'D, il existe q= (Y0 ) E JR.d et K' > 0 tels que pour tout t > 0 

jq(t) - q=j :::; K'jtj 2
-v. 

La preuve du Théorème 2.5, qui utilise des techniques de cette section et 
de la section suivante, sera donnée à la fin de cette dernière. 

On introduit enfin quelques notations qui apparaîtront fréquemment dans 
les différentes preuves. On note D f (v) la différentielle de la fonction f (v). 
On peut voir que dans n'importe quelle base orthonormée (e1 , ... , ed) dans 
laquelle e1 = 1 ~ 1 on a 

Df(v) = 

0 

0 
_ fr(lvi) 

lvi 

0 

0 

0 
_ fr(lvl) 

lvi 



CHAPITRE 2. ETUDE DU MODÈLE: MÉCANIQUE CLASSIQUE 50 

si v =f. 0 et 
D j(O) = -"(1 d. 

On définit pour tout w E JRd 

- ( ) ( -, ( J J ) fr ( / W J ) ) 
()* w =max fr w , /w/ , - ( ) . (1-, ( J J ) fr ( / W J) ) 

"~* w = mm r w ' lw/ . 

(2.30) 

Etant donnée la définition de WM et (2.23), il est clair que O*(w) et i*(w) sont 
strictement positifs pour 1 w 1 < w M et que Il D f (v) Il = c; B * ( ~). Clairement' 

(2.31) 

où i est défini en (2.25). Pour alléger les notations, on écrira simplement 
DJF, iF et èF à la place de Df(v(F)), i*(v(:)) et è*(v(:)). 

Comme on veut montrer que q(t) -t v(F), il est commode d'introduire 
h(t) = q(t)- v(F)t. Pour démontrer le Théorème 2.4, on a besoin du lemme 
suivant. 

Lemme 2.6. Sous les hypothèses du Théorème 2.4(i) (resp. Théorème 2.4(ii)), 
il existe c0 > 0 et f3 > 0 tels que 

sup Jh(t)J :::; f3c 1
-E 

t~O 

pour tout c > c0 et pour toute condition initiale comme dans le Théorème 
2.4(i) (resp. Théorème 2.4(ii)). 

La preuve du Lemme 2.6 sera donnée à la fin de cette section. 
Preuve du Théorème 2.4 : Tout au long de la preuve, de nombreuses 
estimations seront faites en terme de c, il faut donc se rappeler que p2 dépend 
de c via (2.22). D'un autre côté, les différentes constantes ne dépendront 
que de p1 , o-2 , TJ, r::, F0 , K, R, mais pas de c, F, ni des conditions initiales. On 
commence par fixer cassez grand pour que F0c-2

-E < FMc- 2 , ce qui entraîne 
que v(F) est bien défini (voir (2.26)), et on considère (1.41)- (1.42) pour un 
certain FE JRd, /F/ :::; F0c 2-e et un Y0 E E. 

La première partie de la preuve consiste en un calcul assez direct mais rela
tivement long transformant (1.41)-(1.42) en une équation intégro-différentielle 
effective pour h(t) = q(t)- v(F)t obtenue en (2.42). 

La résolution de (1.41) donne, en utilisant (2.18), 

cp( x, y, t) = cj;r(x, y, t) + cj;0 (x, y, t), 
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où dans le cas tridimensionnel que l'on considère ici : 

r 1 1 P2(Y- z) cj; (x, y, t) = --
4 

dz l l pl(x- q(t- lzl)) 
1T' lzi:St z 

cj;0 (x, y, t) = ~ r [c/Jo(X, 0') + 0' · \7 yc/Jo(X, 0') + i1T'o(X, O')jdO' 
41T't 1 St (y) 

(2.32) 

(2.33) 

et St (y) est la sphère de rayon t centrée en y ( [ J], Chapitre 3). En insérant ceci 
dans (1.42), on obtient l'équation intégro-différentielle suivante pour q(t) : 

ij( t) F- __!__ !11 dx dy dz P2(Y ~ ~)P2(Y) PI(x- q(t- lzl)) 
411" lzi:St z 

x\7 Pl(x- q(t)) + Ao(t), (2.34) 

OÙ 

Ao(t) = ~JI dx dy r dO' [<i>o(x, 0') +(J'. \7 y<i>o(x, 0') 
41T't 1 St(Y) 

+t1ro(x, Œ)]P2(y)\7 P1(x- q(t)). (2.35) 

Comme n = 3, il n'est pas difficile de voir que f(v), définie en (2.3), peut se 
réécrire comme suit : 

En utilisant cette expression pour remplacer F dans (2.34) par- f(v(F)) on 
trouve 

+Ao(t). 

Afin d'alléger les notations, on écrira désormais v= v(F). On divise mainte
nant la première intégrale en deux parties : 
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On note ](t) le second terme, i.e. 

- 1 ffi P2(Y- z)p2(Y) f ( t) = -
4 

dx dy dz l l P1 (x + v 1 z 1) \7 P1 (x). 
1T' !z!~t Z 

(2.37) 

On remarque maintenant que pour lzl 2: 2~, P2(y)p2(y- z) = 0 puisque 

R2 
IY- zl 2: lzl -IYI 2: 2- -IYI 

c 

et p2(y) = 0 si IYI 2: ~2 • Donc ](t) s'annule si t 2: 2~2 • Finalement, on pose 

A1(t) = Ao(t) + }(t). (2.38) 

Cela donne: 

ij(t) = 4~ 11 i!~t dx dy dz P2(Y ~~)P2(Y) [-Pl (x- q(t- lzl)) 

En insérant 

\lp1(x- q(t)) +Pl (x+ vlzl) \lp1(x)] + A1(t). (2.39) 

q(t- lzl) = q(t) -ft q(s)ds 
t-!zl 

dans (2.39) et en utilisant l'invariance par translation, on trouve : 

ij(t) = 4~ 11 i!~t dx dy dz P2(Y ~~)P2(Y) [Pl (x+ vlzl) 

-pl (x+ ft q(s)ds) J \7 Pl(x) + A1(t). (2.40) 
t-!z! 

On peut maintenant introduire h(t) = q(t) - vt, en terme duquel (2.40) 
devient 

h(t) = 4~ 11 il9 dx dy dz P2(Y ~z~)P2(Y) [Pl (x+ vlzl) 

On peut écrire 

-pl (x+vlzl +ft h(s)ds) ]vp1(x) +A1(t). 
t-!z! 

Pl (x+ vlzl +ft h(s)ds) -Pl (x+ vlzl) 
t-!z! 

- ft h(s) · \7 p1 (x+ vlzl) ds 
t-!z! 

+~\Hesspl(it,!z!) ft h(s)ds; ft h(s)ds) 
2 t-!z! t-!zl 
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pour un certain it,!z! appartenant au segment [x+vlzl; x+vlzl + JL!zl h(s )ds]. 
De plus, une intégration par parties donne 

1t h(s)ds = lzlh(t) + it (t -lzl- s)h(s)ds. 
t-!z! t-!z! 

On a alors 

h(t) = _J__ 1!1 dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) [h(t) ·V' Pl(x + vlzl)] V' p1(x) 
47r jzj::=;t 

_J__ 1!1 dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) 
47r !z!:St lzl 

x [ ( it ( t - 1 z 1 - s) h ( s) ds) · V' Pl (x + v 1 z 1)] V' P1 (x) 
t-!z! 

_J__ 1!1 dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) 
47r jzj::;t lzl 

1 it . it . x2\Hesspl(it,!z!) h(s)ds; h(s)ds)V'p1(x) 
t-!zl t-lzi 

A nouveau, on réécrit la première intégrale comme ~zl::;t = JJR3 - ~zi?::t . Il est 

facile de voir à partir de (2.36) que le premier terme est alors égal à D fp · h(t) 
tandis que le second s'annule, une fois de plus, si t ::::: 2~2 • On définit 

A1(t) + J__ 1!1 dx dy dz P2(Y- z)p2(y) 
47r izi?::t 

x [ h ( t) · V' P1 (x + v 1 z 1 ) ] V' P1 (x) ( 2 .41) 

et on obtient finalement la forme suivante de l'équation intégro-différentielle 
pour h(t) = q(t)- vt: 

h(t) = Dfp. h(t)- J__ 1!1 dxdydz P2(Y- z)p2(Y) 
47r lzl::;t lzl 

x [ ( it ( t - 1 z 1 - s) h( s) ds) · V' P1 (x + v 1 z 1)] V' P1 (x) 
t-!zl 

_J__J/1 dxdydz P2(Y- z)p2(Y) 
47r iz!:St lzl 

x ~\Hesspl(it,izl) it h(s)ds; it h(s)ds )v p1(x) 
t-!zl t-iz! 

+A2 (t), (2.42) 
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où A2 (t) est défini via (2.35)-(2.37)-(2.38)-(2.41). On reconnaît ici, dans les 
deux premiers termes, l'équation (1.4) avec V= -F · q. 

On peut maintenant montrer que h(t) -+ 0 et contrôler le taux de conver
e t. 

gence. On commence par définir g(t) = e~ h(t). On a 

et donc ( 2.42) devient 

e 
g(t) = [3ld+DfF]·g(t) 

c 

+ OF 3 Ill dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) 
47rc lzl::;t lzl 

x [ ( 1t (t -lzl- s)e~(t-s)g(s)ds) ·V Pl(x + vlzl) J V Pl(x) 
t-izi 

- __!_ ffi dx dy dz p2 (y - z) p2 (y) V p1 (x) 
41r lzi:St lzl 

1 lt lt x -(Hesspl(i\izl) e~(t-s)g(s)ds; h(s)ds J 
2 t-izl t-izi 

_2_ Ill dxdydz P2(Y- z)p2(Y) 
41r lzl::;t lzl 

x [ ( 1t (t -lzl- s)e~(t-s)g(s)ds) ·V Pl(x + vlzl) J V Pl(x) 
t-izi 

+e~t A2(t). (2.43) 

Remarquons que, dans le troisième terme du membre de droite, nous avons 

remplacé seulement un facteur h(s) par e-3-sg(s). Nous utiliserons le Lemme 
2.6 pour contrôler l'autre. On définit 

M(t) = sup lg(s)l et N(t) = sup liJ(s)l. 
o::;s::;t o::;s::;t 

En écrivant R(t) pour le membre de droite de (2.43) et en utilisant le Lemme 
2.6 pour contrôler son troisième terme, on trouve facilement (en se souvenant 
de (2.22)) qu'il existe des constantes D 1 , D2 , D3 > 0 ne dépendant que de 
p1 , o-2 telles que 

IR(t)l ~ 
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Ici, R2 est le rayon du support de a2 (voir (Hl)). En prenant cassez grand 
(dépendant de D1 ,D2 ,0F) on obtient pour touts 2::0, 

- R 
() - D 29F~ D -

( 
'"'/F 4e c ) 3 R ~ (} 

!.9(s)! :s; 3- 3 + 3+ M(s) + N(s) 4 e2 2 
c + e~8 IA2 (s)l. 

C C C e C 

(2.44) 

En prenant le supremum sur tous les s E [0, t], d'abord dans le membre de 
droite et ensuite dans celui de gauche de cette inégalité, on obtient 

- R 
D - () - D 29p~ 

3 2R2 (}p ( '"'/F 4e c ) 8 s [1- -e -;;4]N(t) :s; --- + M(t) + sup (e~ IA2 (s)l). 
c4 c3 c3 c3+e O:SsSt 

On note kc l'inverse du facteur devant N(t). Remarquons que kc "' 1 + ~. 
Ainsi 

- R 
() - D 29p~ 

( 
'"'/F 4e c ) 8 

N(t) :s; kc 3- 3 + 3+ M(t) + kc sup (e~ 8 !A2(s)!). 
c c c e o::;s::;t 

On remarque que, à la vue de (2.29), uniformément en F E JRd tel que 
0 :s; !FI :s; FoC 2-e, lime-Hoc v(:) =O. Ainsi, de (2.31), on déduit que 

lim :YF = lim OF= ;y. 
c-++oo c-++oo 

(2.45) 

En utilisant ceci, il est maintenant facile de voir que pour tout rJ > 0, il existe 
co(PI,a2,K,Fo,E,TJ) tel que, pour tout c > c0 , on a 

On obtient alors : 

(2.46) 

Pour contrôler le dernier terme de cette inégalité, nous avons maintenant 
besoin d'utiliser les hypothèses sur la condition initiale Yo E E. On commence 
par traiter le cas du Théorème 2.4 (ii). Rappelons que A2 -A0 est une fonction 
à support compact, s'annulant pour t 2:: ~- Donc, il existe Bc(Yo) tel que, 
pour tout t 2:: 0 : 

(2.47) 
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D'un autre côté, comme, pour IYI 2:: ~2 , p2 (y) = 0 (voir (2.22)), on a 

A0(t) = ~~dx f dy f da[<,D0 (x,a)+a·Y'y<,b0 (x,a) 
47rt jiYi~!!:;- j St(Y) 

+t1ro(x, O")]p2(y)V' P1(x- q(t)). 

Si IYI ~ ~2 , alors lai 2:: lt- ~2 1. D'après (2.27), et les hypothèses sur cjy0 , 1r0 

1 t7ro(x, a) 1~ Kct 1 t- R2 1-v-1, 
c 

uniformément en la variable x. On a donc, pour une certaine constante A, 

A 1 Ao(t) 1~ --=-1-
c2 (1 + t)v 

Un simple calcul montre alors qu'il existe t*(:S) > 0 tel que 

On écrira t* = t* (~ ). On a maintenant, pour tout 0 ~ s ~ t, 

(2.48) 

(2.49) 

lg(s)l ~ lg(O)I + 18 

l9(u)ldu ~ lg(O)I + 18 

N(u)du ~ lg(O)I + 1t N(u)du, 

et donc, en utilisant (2.46), (2.47) et (2.49), on trouve 

M(t) < IM(O)I + 1t N(u)du 

1 - 1t < lg(O)I + 3(fJF- i(1- TJ)) M(u)du 
c 0 

t () u 
1 f e~ 1 

+kcAc-2 Jo (l + u)vdu + kcAc-2t* + Bct· 

On utilise alors le lemme de Gronwall ([H], Lemme 6.2) pour obtenir 

lg(t)l ~ M(t) ~ 
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On définit hoo = lg(O)I+kcAch*+ 9F!4t:_
77

). En se rappelant que h(t) 
cela donne 

En conséquence, 

57 

et on peut donc en conclure qu'il existe q00 (Y0 , K, F, c) E JRd avec la propriété 
que 

q(t) = q00 + v(F)t + O(t2-v), 

ce qui montre la seconde partie du théorème. 
Dans la partie (i) du théorème, cp0 et 7ro sont à support compact. Donc 

A2 est également à support compact. Dans ce cas, (2.46) devient 

1 - -
N(t) ~ 3((JF- ,:Y(l- TJ))M(t) + N, 

c 

où N est une constante qui dépend de tout excepté t, donnant au lieu de 
(2.50) 

et donc 
lh(t)l ~ (lh(O)I + N)e-~(l-7])t. 

Le comportement annoncé de q(t) en découle alors. 0 
Preuve du Lemme 2.6 :Remarquons d'abord que dans le cas considéré ici 
(V= -F · q) le hamiltonien n'est pas borné inférieurement (sauf si F = 0), 
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il n'y a donc pas de raison a priori pour que h soit borné. On commence par 
contrôler h(t). En utilisant (2.22), (2.34) et h(t) = q(t) on a: 

.. k 
jh(t)j ~ jFj + 2 + IAo(t)j. 

c 

Mais 

IAo(t)J 1 j j dx dy P2(y)\1 Pl(x- q(t))cjya(x, y, t)j 

< IIY'yc/Ya(t)112 x IIY';1P2(y)V'p1(x- q(t))ll2 

et en utilisant (2.19) avec l'hypothèse Ha(Ya) ~ Kc2
-

2e ainsi que la forme de 
p2 on a 

(2.51) 

On rappelle alors que jFj ~ Fac-2-e:::; FM(c) = ~~, donc finalement : 

(2.52) 

On se tourne maintenant vers la borne sur h(t) qui sera obtenue en (2.57). 
Pour alléger les notations, on écrira rF au lieu de D fp. En multipliant (2.42) 
par e-rpt et en intégrant entre 0 et T, on obtient après quelques manipula
tions : 

h(T) = erFTh(O) - ~ fT dt!!' { dx dy dz p2(y- z)p2(y) 
47r la liziS:t jzj 

x [ ( [t (t- jzj - s )h(s )ds) · V' Pl (x+ vjzj) J e-rp(t-T)\1 p1(x) 
t-lzl 

-~ fT dt ffi dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) 
47r la iziS:t Jzj 

1 [t . [t . x-1 Hessp1 (xt,izi) h(s )ds; h(s )ds)e-rp(t-T)\1 p1 (x) 
2\ t-~ t-izi 

+ 1T dt e-rp(t-T) A2(t). 

En définissant B(t) = supaS:sS:t jh(s)j et en utilisant (2.22) et (2.52), on 
trouve, pour tout t 2:: 0 et pour des constantes K1 , K 2 > 0 : 

jh(t)J :::; 
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Ainsi, avec les notations introduites après le Théorème 2.5 (voir (2.30)
(2.31)), 

jh(t)i 

et en conséquence 

On contrôle maintenant le dernier terme de cette inégalité. Sous les hypo
thèses de la partie (i) du Théorème 2.4, A0 (s) est à support compact. Il faut 
également se rappeler que A2 ne diffère de A0 que par des termes à support 
compact dans la boule de rayon ~. De plus, un de ces termes est borné par 
1
2 et l'autre par lh~)l_ Ainsi, en utilisant (2.51), la dernière intégrale peut 

c c 
être bornée de la façon suivante : 

~ 

lat e3-(s-t)IA2(s)jds < la e*(s-t)IAo(s)jds + 1 c e*(s-t)IA2(s)- Ao(s)jds 

~ 

< Ac-e la e*(s-t)ds + k(B(t)C3 + c-2 ) 1 c e*(s-t)ds 

< A'ac-e + k'c-3 + k'B(t)ac-4
, (2.53) 

où a est tel que A0 (s) = 0 pour s >a (notons que a< sup{ 2~2 , ~2 +Re}) 
et pourvu que c soit assez grand. Et on a donc pour tout t ~ 0 

Si nous sommes maintenant sous les hypothèses de la partie (ii), on utilise 

(2.48) pour contrôler J; e*(s-t)IA0 (s)jds. On obtient alors 

puisque v > 2. Finalement nous avons à nouveau (2.54) pour tout t 2: O. 
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On conclut maintenant de la façon suivante. Comme B(t) est croissante, 
on a, pour tout 0:::; t < T, 

Donc, en prenant le supremum sur t, on a l'inégalité suivante pour tout 
T 2:0: 

· K2 
B(T)- k' B(T)c-4

:::; lh(O)I + K3c1
-e + ---B2 (T). (2.55) 

"(FC 

En utilisant les hypothèses surF et H0 (Y0 ), on a lh(O)I < Kc1-e, donc, pour 
c assez grand : 

Un simple calcul et la continuité de B(t) nous disent que : 

avec 

B(t):::; B_ Vt 2: 0 ou B(t) 2: B+ Vt 2: 0, 

B = iFe ( 1 ± 
± 4K2 

1 __ 16_K_2....:...( K_+_K_3....:...)) 
:YFc<: . 

(2.56) 

On prend maintenant cassez grand pour qu'il existe deux constantes f3 et f3' 
telles que : 

B_ < f3c1-e, B+ 2: /3' c > K cl-e. 

Notons maintenant que 

et donc on a finalement la borne suivante sur h(t) : 

lh(t) 1 < B(t) :::; B_ ::::; /3c1
-e Vt >O. (2.57) 

D 

2.4 Le cas confinant 

On s'intéresse maintenant au cas d'un potentiel confinant. On supposera 
dans cette section que V satisfait l'hypothèse ( C) et que o-2 vérifie la condition 
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(W). On définit alors p2 comme dans (2.22). Soit S = {q* E JR.djV'V(q*) = 0} 
l'ensemble des points critiques de V, on suppose que S est discret. Pour tout 
q E JR.d, on note c/Jq l'unique solution de -!::,.ycjJ(x,y) = -p1(x- q)p2(y) qui 
tende vers zéro à l'infini. On voit ainsi que {(c/Jq, q, 0, O)jq ES} est l'ensemble 
des points d'équilibre pour la dynamique. 

Théorème 2.7. On suppose que (H1 ), (H2), (C) et (W) sont vérifiées et que 
n = 3. On note Y(t) = (cp(t),q(t),1r(t),p(t)) la solution de (1.41)- (1.42). 
Pour tout Yo E V, il existe q* E S tel que : 

lim q(t) = q* et lim q(t) =O. 
t-++oo t-++oo 

(2.58) 

Si de plus, q* est un minimum non-dégénéré de V, alors pour tout 1] > 0 il 
existe c0 > 0 tel que pour tout c > c0 et pour tous c/Jo et 1r0 à support compact, 
on a pour tout t > 0 

(2.59) 

On a également un résultat similaire pour q( t). 

On pourrait également, comme dans [KKS1], étudier la convergence de 
cjJ(t) vers c/Jq•, cependant nous ne le ferons pas ici. Il faut remarquer que la 
première partie du théorème ne nécessite pas de prendre c grand. En fait, 
en utilisant la méthode de linéarisation de [KKS 1], on pourrait montrer que 
la convergence reste exponentielle pour toute valeur de c. Cependant, cette 
méthode ne fournit pas une expression très explicite du taux de convergence. 
Notre méthode montre ici que celui-ci est égal à ?ca, confirmant que les so
lutions de ce modèle se comportent comme celles de l'équation phénoméno
logique (1.4). 

Preuve : Afin de montrer (2.58), i.e. la convergence de q(t) et q(t), on suit 
la méthode de [KKS1]. Le taux exponentiel (2.59) sera alors obtenu par les 
mêmes techniques que dans le cas V ( q) = - F · q. 

En utilisant la conservation de l'énergie et l'hypothèse sur V, on peut 
immédiatement en conclure que q(t), q(t) sont ij(t) bornés. Soit BR C IR3 la 
boule de rayon R centrée en O. On définit : 

ER(t) = p
2
2(t) + V(q(t)) + ~ r dx r dy(jV'yc/J(x,y,t)i2 + 17r(x,y,t)l2

) 
lrad J BR 

+ r dxdy PI(x- q(t))p2(y)cjJ(x, y, t). (2.60) 
}R,d+n 

On prend R 2: ~2 • En utilisant (2.18), on peut écrire cp comme cpr + cp0 et 

de façon similaire, 7r = 1rr + 1r
0 où 1rr(x,y,t) = ~r(x,y,t) et 1r0 (x,y,t) = 
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~0 (x, y, t). En utilisant cette décomposition ainsi que la régularité de c/Jo et 
1r0 , on voit que cp(x, y, t) et 1r(x, y, t) sont différentiables. On notera n(y) = ~ 

et dCJ l'élément de surface de âBR· En dérivant alors (2.60), on a 

d
d (H(Y(t))- -

2
1 

{ dx 1 dy (iV'yc/J(x, y, t)j 2 + j1r(x, y, t)j 2)) 
t l~d IYI>R 

r dx r dCJ(y)n(y). V'yc/J(x,y,t)7r(x,y,t) 
lR_d laER 
r dx r dCJ(y)n(y). (V'yc/Jr(x,y,t)7rr(x,y,t) + Y'yc/Jr(x,y,t) 

lR_d laER 
X1r0(x, y, t) + Y'yc/J0 (x, y, t)1rr(x, y, t) + Y'yc/J0 (x, y, t)1r0 (x, y, t)). 

On borne les trois derniers termes grâce à l'inégalité de Young, et on intègre 
ensuite en t. Ainsi, pour tout T > ~2 , 

R2 
ER(T + R)- ER(R + -) 

c 

< rT+R dt r dx r dCJ(y) (n(y) · Y'yc/Jr(x,y,t)7rr(x,y,t) 
1 R+& l~d 1 âER c 

+~(jV'yc/Jr(x, y, t)l2 + j7rr(x, y, t)j2) + 2(jV'yc/Jo(x, y, t)12 + j7ro(x, y, t)j2)). 

On sait que ER(R + ~) ::; H(Y(R + ~2 )) = H(Y0 ), et l'hypothèse sur le 
potentiel et (2.21) nous donnent alors 

ER(t) > H(Y(t))- ~(jj1r(t)jj~ + llc/J(t)il 2) 

> - H(Yo) + 2VQ + 2(PIP2i P1f1-1 P2), 

où V0 est le minimum de V. On a donc 

où C est une constante ne dépendant pas deR, T. Donc, 
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Nous avons d'abord besoin de borner le membre de droite. Cela provient du 
Lemme 3.3 de [KKS1] et du fait que r;, E L2 (rappelons que r;, est définie dans 
la Définition 2.3) : 

{T+R dt { dx { do-(y)(l\7 yt;&0(x, y, tW + l7r0 (x, y, t)1 2 ) ::; Io 
JR+BJ.. JJRd laER 

c 

uniformément en R et T. 
Ensuite, en utilisant (2.32), on a 

r 1 1 P2(z) <;& (x, y, t) = --
4 

dz l lpl(x- q(t -ly- zl)). 
7r [y-z[::;t Y - z 

Si IYI = R, comme p2(z) = 0 pour lzl ~ ~2 , on a pour t > R + ~2 

r 1 1 P2(z) <P (x, y, t) = -- dz l l pl( x - q( t - 1 y - z 1 c)) . 
47r [z[<~ y- Z 

En conséquence, toujours pour IYI =Ret t > R + ~2 

· 1 1 p2(z) a 7rr(x, y, t) = <;&r(x, y, t) = --
4 

dz l l atP1 (x- q(t -ly- zl)) 
7r [z[<~ Y- Z 

(2.62) 

et 

1 1 P2(z) 8 - dzl 
1
-
8 

PI(x-q(t-ly-zl))n(y) 
47r [z[<~ y-z t 

1 1 P2(z) +-
4 

dz l I2 P1 (x- q(t -ly- zl)) n(y- z) 
7r [z[<~ Y- z 

1 1 P2(z) a +- dz -pl(x- q(t -ly- zl)) 
47r [z[<~ IY- zl at 

x(n(y- z)- n(y)). 

Les deux dernières intégrales sont bornées par K R-2 car q est borné. Donc 

Comme on sait que q(t) est borné par une certaine constante Q0 , pour lxi > 
Q0 + R1 = R1 on a <Pr(x, y, t) = 7rr(x, y, t) =O. Donc (2.61) devient 

{T:R dt 1 dx { do-(y) 17rr(x, y, t)l 2 
::; K + TO(R-2), (2.63) 

J R+~ [x[<Qo+Rl J 8BR 
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et, en utilisant à nouveau (2.62), on a 

1T+~ 1 1 11 P2(z) Ô 12 dt dx dCJ(y) dz l _ l â Pl(x- q(t- IY- zlc)) 
R+~ Bfl.

1 
8BR BB:J.. Y Z t 

c 

:::; K + TCJ(R-2
). 

Or IY- zl "'Ret t + R- IY- zl = t + n(y) · z + CJ(R-1
), donc 

fT dt f dx f dCJ(y) 1 f dz ( 2(z) l 
8
8 

p1 ( x-q(t+n(y)·z+CJ(R-1))) 1

2 

1!!;- }Bfl.
1 

laBR JBB:J._ Y- Z t 
c 

Après avoir effectué le changement de variable y = RCJ, on prend maintenant 
la limite R ----t +oo et donc 

Cette borne est satisfaite pour tout T et donc 

1+oo dt [ { dx { dCJI { dzp2(z)V Pl (x- q(t + CJ · z))) (2.64) 
0 1 B Rt 152 1 B & 

c 

·q(t + (J. z)n < +oo. 

On définit la fonction 

qui est différentiable en x, CJ et uniformément lipschitzienne en t puisque rj 
et ij sont bornés. On a alors 

lim I(x, CJ, t) = 0 
t--++oo 

(2.65) 

uniformément en x E B Rt et CJ E S 2
. On fixe CJ et x. On prend une base de 

IR.3 telle que CJ = e1, et on définit 
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et s = a · z. On a alors 

I(x, a, t) 1 1 ds P2 ( s) \7 P1 (x - q( t + s))) · q( t + s) 1
2 

1 1 ds P2 ( t - s) \7 P1 (x - q ( s))) · q ( s) 1

2 

!.02 * ('Vp1(x- q) · q)(t)j 2
. 

Donc (2.65) entraîne que 

lim P2 * (\7 Pl(x- q) · q)(t) =O. 
t--++oo 

L'hypothèse (W) et l'extension de Pitt du théorème Taubérien de Wiener 
[Ru] implique que 

lim \7p1(x- q(t)) · q(t) = 0 
t--++oo 

uniformément en x. On a donc 

0 lim sup \7p1(x- q(t)) · q(t) 
t--++oo xEB

Rl 

lim sup \7 p1(x- q(t)) · q(t), 
t--++oo xEJRd 

car \7 PI(x- q(t)) = 0 si jxj > R1. D'où 

lim \7p1(x) · q(t) = 0 Vx E lRd, 
t--++oo 

ce qui prouve que q(t) tend vers zéro (on peut prendre x = rei où r est 
tel que p~(rei) # 0 et (e1 , ... ,ed) est n'importe quelle base orthonormée). 
Il reste à montrer que q(t) converge vers un certain q* vérifiant 'VV(q*) = 
O. Rappelons que c/Jq est la solution stationnaire de (1.41) correspondant à 
q(t) = q. Soit A = {Yq = (</>q, q, 0, 0) q E JRd, jqj ::::; Q0 }. A est compact 
dans&. Finalement, on note ll·IIR la norme 1 2 restreinte à la boule de rayon 
Ret IYI~,R = ll'Vyc/Jilh + jqj 2 + 1111'11~ + jpj 2

. On montre d'abord que 

inf jY(t)- Yqj~ R (2.66) 
YqEA ' 

jp(t) j2 + l11r(t) ~~~ + inf (li 'V y(c/J(t)- </>q) ~~~ + jq(t) - qj2 
-+H+oo O. 

lqi:SQo 

On sait que jp(t)j --t 0 quand t--t +oo. Donc (2.62) entraîne que 117rr(t)IIR --t 
0 quand t -+ +oo. La borne sur l11r0(t)llR (voir le Lemme 3.3 de [KKSl]) 
montre alors que le même résultat est valable pour 1!1r( t) Il R· Pour estimer 
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l'infimum sur q dans (2.66), on prend q(t) pour q. Le dernier terme s'annule 
alors et on doit contrôler 

"Vy(cji(x, y, t)- cPq(t)(x, y)) [
-1 1 P2(Y- z) ( 

"Vy 471" dz lzl PI(x- q(t -lzl)) 

-pi(x- q(t))) J 

pour 1 y 1 :::; R, le terme avec "V y cjJ0 étant à nouveau contrôlé en utilisant le 
Lemme 3.3 de [KKSl]. La différence p1(x-q(t-1z!))-p1(x-q(t)) peut s'écrire 
en utilisant une intégrale ne dépendant que de q(s) pour s E [t- (R+ ~2 

), t] ce 
qui tend vers zéro lorsque t tend vers l'infini, et ce uniformément en (x, y) E 
BR· Tout cela prouve (2.66). 

Etant donnée une solution Y(t) de (2.8), on appelle B l'ensemble de tous 
les Y E E tels qu'il existe une suite tn ---t +oo avec Y(tn) ---t Y dans la 
semi-norme 1-le,R pour tout R. La continuité de Wt nous dit que B est un 
ensemble invariant. De plus, (2.66) entraîne que B C A. Donc, pour tout 
Y E B, il existe une courbet ---t q(t) E JR.d de classe C 2 telle que wty = Yq(t)· 

Or wty est solution de (2.8) donc on doit avoir q(t) = 0, et donc q(t) = q* 
avec "VV(q*) = 0 et q* E S. Ainsi, Y= Yq• et B C {Yq, q E S}. 

On montre maintenant que q(t) ---t q*. Supposons qu'il existe R0 , E > 0 et 
une sui te tn ---t +oo tels que 

in
8
f IY(tn)- Yqle,Ro ~ E. 

qE 
(2.67) 

Or (2.66) et la compacité de A impliquent qu'il existe Y E A et une sous
suite t~ tels que Y(t~) --+ Y dans la norme 1-le,R pour tout R, où Y E A. 
Alors, par définition, Y E B. Mais (2.67) est alors une contradiction avec le 
fait que B C {Yq, q ES}. Donc 

inf lq(t) -qi ---t 0 
qES 

et commeS est discret, il existe q* ES tel que q(t)--+ q*. On a donc prouvé 
(2.58) 0 

Pour montrer (2.59), on suppose maintenant que q* est un minimum non
dégénéré de V. A cause de l'invariance par translation du terme d'interaction, 
on peut supposer que q* =O. 

Maintenant, le calcul amenant à (2.42) dans le cas particulier v = 0, et 
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donc h(t) = q(t), donne: 

ij(t) = - VV(q(t))- ~ q(t) - 2_ 111 dx dy dz p2(y- z)p2(y) 
C 47r lzl:::;t lzl 

x [ ( [t (t -lzl- s)q(s)ds) ·V Pl(x) J V Pl(x) 
t-lzl 

_2_ 111 dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) 
47r lzl:::;t lzl 

x~(Hesspl(it,lzl)/t q(s)ds;ft q(s)ds)Vp1(x) 
t-lzl t-lzl 

+A2(t). (2.68) 

De plus, VV(q(t)) = W · q(t) + r(q(t)) où West la matrice hessienne de V 
en q = 0 et r(q) = o(jqj). Remarquons que A2(t) est à support compact. On 
définit maintenant Q(t) = (q(t), q(t)) E R2d et W la matrcie 2d x 2d: 

- ( 0 I ) 
W= -W -~! . 

Comme 0 est un minimum non-dégénéré de V, W est une matrice définie 
positive diagonalisable. Il faut remarquer que West également diagonalisable 
avec valeurs propres Àk = -{!;a+ iCI.k, et donc, pour tout t dans IR, llewtll = 

e-~t. On réécrit (2.68) comme 

Q(t) = WQ(t) + '1/J(t, Q, Q), 

où '1/J est une fonction que l'on contrôlera en termes de jq(t)j, jq(t)l et jq(t)j. 
En définissant X(t) = e-WtQ(t), on a : 

X(t) = e-wt'l/J (t, ewt X(t), Wewt X(t) + ewt X(t)) 

IX(t)l < 2_ 1!1 dx dy dz P2(Y- z)p2(Y) (ft (t -lzl- s) 
47r lzl :=:;t 1 z 1 t-lzl 

xe~(t-s)(!WX(s) 1 + IX(s)j)ds) IV Pl(x)l 2 

1 ffi P2(Y- z)p2(Y) 1 
+ 47r lzl:::;t dxdydz !zl x 21Hesspl(it,lzl)l 

x (ft e~(t-s)!X(s) ids) (ft !Q(s )jds) IV' Pl(x)l 
t-lzl t-lzl 

+e~tlfi(t)l + e~tlr(q(t))j. (2.69) 
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Soit E > O. Comme r(q) = o(lql), il existe J > 0 tel que pour tout lql < 
<5, lr(q) 1 < cl qi < ciQI. On pose TJ = min(J, c). De plus, on sait déjà que 
Q ( t) --+ 0, donc il existe T tel que pour tout t ~ T, 1 Q ( t) 1 :S TJ. En utilisant 
le fait que l'évolution de la solution Y(t) de (2.8) est donnée par un groupe 
linéaire continu et que Y(t) satisfait aux mêmes conditions que Y0 , on peut 
supposer T =O. On a donc 

\ft 2 0, IQ(t)l < TJ < E et lr(q) 1 <cl QI. (2.70) 

Comme dans la Section 2.3, on définit 

M(t) = sup IX(s)l et N(t) = sup IX(s)l. 
O~s~t O~s~t 

En se rappeleant une fois de plus que p2 ne dépend de c que via (2.22) et en 
utilisant (2.69) et (2.70), on a pour tout 0 :S s :S t 

Remarquonsquee~siQ(s)l = le-WsQ(s)l = IX(s)letsupo<r<t(e~ri.A(T)I) :S 
K3, donc en prenant le supremum sur tout s E (0, t] dans-le membre de 
gauche, on a 

et donc 

On appelle (k~)- 1 le facteur devant N(t). On peut choisir E aussi petit que 
l'on veut, donc le facteur devant M(t) peut être borné par ~;. Le même 
calcul que dans la dernière partie de la preuve du Théorème 2.4 donne alors 

( 
K c4

) k K' M(t) < M(O) + ;, e?"""t 

et finalement on a 

ce qui est le résultat annoncé. D 
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Preuve du Théorème 2.5 : Dans une première partie, nous suivrons la 
preuve du Théorème 2.7 afin de montrer que q(t) --+ O. La seule chose à 
laquelle nous devons faire attention dans ce cas est que, contrairement au cas 
du Théorème 2.7, q(t) n'est pas borné a priori. Cependant, q(t) est borné car 
V _ O. Afin d'obtenir le taux de convergence exponentiel, nous effetuerons 
ensuite les mêmes calculs que dans la preuve du Théorème 2.4, excepté que 
nous n'utiliserons pas le Lemme 2.6 mais le fait que nous saurons déjà que 
q(t) --+o. 

On commence par prouver que q(t) --+ O. Nous suivons le calcul de la 
preuve du Théorème 2.7. Comme q(t) est borné, si t appartient à [R+ ~2 ; R+ 
T], si IYI =Ret lzl ~ ~2 , on a 

R2 
lq(t- IY- zl)l ~ C(T + -) 

c 

pour une certaine constante C > O. Avec cette estimation, (2.63) devient 
clairement 

Ainsi, (2.64) devient 

et la fin de la preuve suit de manière identique. 
Maintenant que nous savons que q(t) --+ 0, on peut contrôler lq(t) - qool 

exactement de la même façon que dans la preuve du Théorème 2.4, mais au 
lieu d'utiliser le Lemme 2.6, on remarque qu'il existe T > 0 tel que pour tout 
t;::: T, lq(t)l < 1. En utilisant le fait que l'évolution de la solution Y(t) de 
(2.8) est donnée par un groupe linéaire continu et que Y(T) vérifie les mêmes 
conditions que Y0 , on peut supposer T = O. Donc, avec les notations de la 
Section 2.3 on a, au lieu de (2.46), 

La fin de la preuve est alors similaire. 0 



Chapitre 3 

Le modèle quantique 

En mécanique quantique, l'étude de la dynamique se fait via l'équation 
de Schrodinger : 

(3.1) 

où 'l)Jt E 1l représente l'état du système à l'instant t et H est un opérateur 
(appelé également hamiltonien) sur l'espace de Hilbert 1l. Si on considère 
simplement une particule se déplaçant dans JRd et soumise à un potentiel V, 
l'espace de Hilbert est alors L2(JRd) et H = -b.+ V(q) où b. est le laplacien 
et V(q) l'opérateur de multiplication par la fonction V. La fonction l'l)Jtl 2 (x) 
représente alors la densité de probabilité de trouver la particule au point x à 
l'instant t. 

Cependant pour décrire le modèle présenté ici, à savoir une particule 
couplée avec un champ scalaire, l'espace de Hilbert et le hamiltonien sont des 
objets moins usuels. On introduira donc d'abord (Section 3.1) quelques outils 
théoriques permettant de décrire le modèle (Section 3.2) que l'on étudiera 
dans les sections suivantes. 

3.1 Espaces de Fock, opérateurs de création et 
d'annihilation 

Dans cette section, nous présentons de manière assez générale (et très 
sommaire) les différents objets nécessaires à la description de la version quan
tique du modèle. Cela nous permettra également de fixer quelques notations. 
On pourra trouver une présentation plus détaillée de ces différents objets 
dans [DG]-[RS2]. 

Soit ~ un espace de Hilbert complexe, que l'on appellera l'espace à une 
(quasi-)particule. Soient j,g deux éléments de~' on note (f;g) leur produit 
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scalaire. Par convention, le produit est choisi linéaire à droite et anti-linéaire 
à gauche (i.e. ((f;>.g) = >.(J;g) = (J..j;g)). On définit l'espace à m (quasi-) 
particules, m E N, comme le produit tensoriel symétrisé m fois de ~ : 

(3.2) 

avec, si m = 0, 0~~ = C On notera Sm la projection orthogonale de 0mf) 
sur ~m· On définit alors l'espace de Fock sur~ comme étant la somme directe 

(3.3) 

et Ffin(~) l'espace à nombre fini de particules : 

Ffin(~) := {f = (j(m))mEN E f(~)lim) = 0 sauf pour un nombre fini de m}. 
(3.4) 

Sur cet espace on définit deux familles d'opérateurs qui jouent un rôle 
primordial : les opérateurs de création et d'annihilation ([RS2], Chapitre 
X.7). Soit hE ~'on définit l'opérateur de création a*(h) par : 

a*(h) · { F(~) ~ F(f)) (3.5) 
· g ~ Jm + lSm+I(h 0 g), sig E ~m' 

et l'opérateur d'annihilation a(h) adjoint de a*(h). Les deux opérateurs a et 
a* sont définis sur Ffin(~) et peuvent être étendus en des opérateurs fermés 
sur un domaine dense de F(f)). Ils satisfont aux relations de commutation 
canoniques : 

[a(hl), a*(h2)] 

[a( hl), a(h2)] 
(hl; h2)id, 
[a*(h1), a*(h2)] = 0, 

où, si A et B sont deux opérateurs, [A, B] :=AB- BA. 

(3.6) 

Dans le cas où ~ = L 2 (IR.v) (ce qui sera le cas pour notre modèle avec v = 

d + n), un élément g de ~m est alors une fonction g(k1 , ... , km) E L2 ((JI~.v)m) 
symétrique en ses variables, i.e. g(k1 , ... , km)= g(ka(l), ... , ka(m)) pour toute 
permutation a de l'ensemble {1, ... , m }. On peut alors écrire les opérateurs 
de création et d'annihilation formellement de la façon suivante : 

où 

a*(h) = r dk h(k)a*(k), 
I~_., 

a(h) = r dk h(k)a(k), 
JR" 
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et 
(a(k)g)(m)(k1, ... , km) := Jm + lg(m+l)(k, k1, ... , km)· 

Par abus de langage, on appellera également a(k) et a*(k) opérateurs d'anni
hilation et de création. Les relations de commutation canoniques deviennent : 

[a(k), a*(k')] 
[a(k), a( k')] 

6(k- k'), 

[a*(k), a*(k')] =O. (3.7) 

Enfin, étant donné un opérateur b agissant sur ~, on définit les opérateurs : 

et 

df(b) f((J) --t f((J) 

df(b)J~m 
m 

·- "" n ® ... ® n ®b ® n Q9 ... ® n L.....J "--v-" ......____,_,, 
j=l j-1 m-j 

r(b) 

f(b)J~m 

f((J) --t f((J) 

.- b® ... ®b . ........____... 
m 

(3.8) 

(3.9) 

Pour l'opérateur df, on parle de seconde quantification de l'opérateur b. 
Lorsque b est un opérateur auto-adjoint, f(b) et df(b) sont liés par la relation 

eidr(b) = r( eib). 

Un opérateur que l'on rencontrera fréquemment est df(ll). On le notera sim
plement N. C'est ce qu'on appelle l'opérateur de nombre. 

3.2 Ecriture du modèle quantique 

On peut maintenant décrire notre modèle dans sa version quantique. On 
ne considèrera ici que le cas où le potentiel extérieur V est confinant. Il nous 
faut donc donner d'une part l'espace de Hilbert H sur lequel on travaillera, 
et d'autre part le hamiltonien H du système. Le modèle est composé d'une 
particule et d'un champ. La partie qui concerne la particule est bien connue 
et ne pose pas de problème particulier. En ce qui concerne la partie champ, 
on entre dans le domaine de la théorie quantique des champs, dont les objets 
sont peut-être moins familiers. C'est pourquoi nous insisterons plus là-dessus 
dans cette section sans pour autant rentrer dans les détails (MaS]. 

L'espace de Hilbert se "divise" en deux parties. La première, concernant 
l'état de la particule, est comme nous l'avons dit plus haut : L2(JRd). La 
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seconde partie décrit l'état du champ. On considère pour cela l'espace de 
Fock défini sur L 2(ffi.d+n). On notera simplement 

(3.10) 

Un élément de Fest donc une suite 'ljJ = ( 'ljJ(o), '1/J(l), .•. ) où pour chaque m E 

N, \'1/J(m) \2(x1, k1, ... , Xm, km) est la probabilité d'avoir m quasi-particules, une 
d'impulsion k1 "dans la membrane" située en x 1, etc ... L'espace de Hilbert 
du système couplé s'écrit alors 

(3.11) 

On définit maintenant le hamiltonien du système. Celui-ci va, comme dans 
le cas classique, se décomposer en trois parties : la première correspondant à 
la particule, la deuxième au champ libre, et enfin un terme d'interaction. Le 
hamiltonien de la particule agit sur L2(JRd) et s'écrit 

HP := -~ + V(q). (3.12) 

Le hamiltonien du champ libre est défini à partir de l'opérateur df. Soit 

w : (x, k) E IRd x IRn -7 w(x, k) = \k\ E [0; +oo[, (3.13) 

on définit sur :F : 

Hf:= df(w), (3.14) 

où on considère w comme l'opérateur de multiplication par la fonction w(x, k) 
sur L 2 (JRd+n). Comme w ne dépend que de k, on écrira simplement w(k) au 
lieu de w(x, k). On peut ainsi écrire Hf sous une forme plus explicite: 

Hf= { dx dkw(k)a*(x, k)a(x, k). 
I[td+n 

(3.15) 

Le hamiltonien du système libre (i.e. sans interaction) est alors : 

(3.16) 

Il n'est évidemment pas possible, à partir de ce qui précède, de déceler un 
lien quelconque entre les hamiltoniens classique et quantique. Afin de mieux 
cerner ce lien, on introduit deux nouveaux opérateurs : les opérateurs du 
champ et du champ conjugué. On définit 

<jJ(x, k) := ~(a*(x, k) + a(x, k)), 
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et 

1T'(x, k) := i~(a*(x, k)- a(x, k)). 

Les relations de commutation deviennent pour ces opérateurs : 

[<P(x, k), 1T'(x', k')] = ù5(x- x')8(k- k'), 
[ <P (x, k) , <P (x' , k')] = [ 1l' (x , k) , 1l' (x', k')] = 0. (3.17) 

Ces relations sont l'analogue quantique des relations (2.11). On peut égale
ment remarquer que 

~ (w(k) 2<j!(x, k) 2 + 1T'(x, k) 2
) = w;k) (a(x, k)a*(x, k) + a*(x, k)a(x, k)). 

Ainsi, en utilisant les relations de commutation (3.7), et modulo un terme 
constant "infini", on peut réécrire H1 sous la forme 

Hf=~ 1 dx dk (w(k) 2<j!(x, k) 2 + 1T'(x, k) 2
), 

où on reconnaît la partie du champ libre du hamiltonien (1.33) écrit dans les 
variables (x, k) ( k étant la variable conjuguée à y). Les calculs précédents ne 
prétendent bien évidemment pas à la rigueur, mais ils permettent d'établir 
le lien entre les formulations classique et quantique du modèle. 

On devine maintenant aisément quelle est la forme du terme d'interaction. 
On appelle Q l'opérateur de multiplication par q sur L2 (~d), i.e. si 'ljJ E 

L2 (~d), (Q'lj;)(q) := q'lj;(q). On considère les mêmes fonctions de couplage p1 
et p2 que dans le cadre classique. Le terme d'interaction s'écrit : 

HI:= 1 dx dk PI(x- Q)p2 (k)@ <ji( x, k). 

Si, pour tout (x, k) E JRd+n, on définit l'opérateur 

.\(x, k) := ~P2(k)p1(x- Q), 
2w(k) 

(3.18) 

(3.19) 

on peut réécrire HI, en utilisant les opérateurs de création et d'annihilation, 
sous une forme plus maniable : 

HI= r dx r dk À( x, k)@ a*(x, k) +.\(x, k)* 0 a(x, k). 
}Rd }Rn 

Finalement, le hamiltonien du système couplé est 

H := Ho+HI. (3.20) 

Cette définition peut a priori sembler un peu formelle, mais nous verrons 
dans la prochaine section que cela a bien un sens et en particulier que H est 
un opérateur auto-adjoint sur un certain domaine dense de 1l. 
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3.3 Domaine et auto-adjonction 

On supposera à partir de maintenant que n 2:: 3. Comme dans le cadre 
classique, la première question est de montrer l'existence des solutions pour 
l'équation de Schrodinger (3.1). On sait que cette question se ramène à mon
trer le caractère auto-adjoint de l'opérateur H. Pour un opérateur borné A, 
cela équivaut à montrer qu'il est symétrique, i.e : 

('1/J; A</>) = (A'IjJ; </>) V'lj;, </> E 1-l. 

Cependant, on travaille ici avec des opérateurs non bornés définis uniquement 
sur un certain domaine 1J C 1-l; le caractère symétrique n'est alors qu'une 
condition nécessaire et le fait qu'un opérateur soit auto-adjoint n'est pas 
forcément évident. 

On a indiqué dans la section précédente que l'on ne considérerait que le 
cas où le potentiel V est confinant. Plus précisément, on supposera que V 
satisfait la condition ( C') : 

(C') V E Lfoc(JRd),limlql~= V(q) = +oo. 
Cette hypothèse assure que HP est auto-adjoint sur son domaine de définition 
1J(Hp) = {'1/J E L2 (JRd)IHP'Ij; E L 2 (JRd)} ([RS2], Théorème X.28). On pourrait 
supposer ici que V est seulement borné inférieurement et non pas confinant, 
cependant, pour le problème de l'existence d'un état fondamental dont nous 
parlerons dans la Section 3.4, nous nous restreindrons exclusivement au cas 
d'un potentiel confinant. C'est pourquoi nous préférons nous placer dès à 
présent dans ce cas. On sait également que H1 est auto-adjoint sur son do
maine V(H1) ([RS1], Chapitre VIII.10). On prouve alors facilement que H0 

(défini en (3.16)) est essentiellement auto-adjoint sur 1J(Hp) 01J(H1) ([RS1], 
Chapitre VIII.10). On peut maintenant énoncer le résultat suivant : 

Proposition 3.1. On suppose que n 2:: 3, que V satisfait la condition (C 7
) 

et que p1 et p2 satisfont (Hl). Alors H est auto-adjoint sur D(H) = D(H0 ). 

De plus7 H est essentiellement auto-adjoint sur tout coeur de H0 , et il est 
borné inférieurement. 

Pour montrer cette proposition, on fera appel au Théorème de Kata
Rellich ([RS2], Théorème X.12). En particulier, on aura besoin de certaines 
estimations sur le terme d'interaction H1 . Pour cela, on utilisera le lemme 
suivant : 

Lemme 3.2. Sous les mêmes hypothèses que dans la Proposition 3.17 pour 
tout 'W E V(H0 ) 7 on a les estimations suivantes : 

(i) Il Jdxdk ~p,(x- Q) ®a(x,k)WII~ 
w(k) 
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(ii) 

~ [ / dx dkiPI(x)l 2 l:(~}l
2

] II(TI ® H})wll~-

11 J dx dk ~PI(x- Q) ® a*(x, k)wll~ 
w(k) 

~ [/ dxdkiPI(x)l 2 l:((:}t]II(TI®H})wll~ 

+ [ J dx dk 1 P1 (x) l2 l p~ ~ ~~ l
2 

J Il W Il~. 
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Remarque 3.1. (i) Des estimations de ce genre sont courantes dans la lit
térature (A1j-(BFS1j-(DJ] et sont parfois appelées NT- estimates. 

(ii) L'hypothèse n ~ 3 assure que les intégrales dans le membre de droite 
de chacune des deux inégalités convergent. Modulo un facteur 1/2, on re
connaît l'énergie u* (voir (1.18)) du champ classique lorsque le système est 
au repos. Le fait que cette intégrale converge correspond alors à la condition 
( 1.15). C'est cette condition qui entraîne que H est borné inférieurement. 

Démonstration du Lemme 3.2 :On utilise le fait que 1-l est naturellement 
isomorphe à 1 'espace L2 (!Rd, :F) (fonctions de JRd à valeurs dans :F). Dans cette 
représentation on a alors : 

Il Jdxdk ~PI(x- Q) ® a(x, k)wll~ 
w(k) 

{ dyll/dxdk ~Pl(x-y)a(x,k}W(y)ll} 
}JRd w(k) 

{ dylla(gy)W(y)ll}, 
JJRd 

où gy est la fonction 

fJ2(k) 
gy(x, k) = r:Jï:\PI(x- y). 

yw(k) 

Pour tout y E .JR.d, on a (voir [BFS 1]) : 

lla(gy)w(y)ll} = Il J dxdkgy(x,k)a(x, k)w(y)ll} 

< (! dx dk l~l Vw(k)l!a(x, k}W(y)ll) 

2 

< [/ dxdklgy~~~~)l
2

] J dxdkw(k)lia(x,k)w(y)ll 2
• 
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Or J dxdkw(k)lia(x, k)'ll(y)li 2 = ('l'(y); Hf'll(y)), 

on a donc 

jja(gy)'ll(y)jj} < [/ dxdkjgy~~~~)j
2

] IIH;12 'l'(y)JJ} 

< [/ dxdkJpl(x)J 2 ':(~jr]IIH;12 'l'(y)JJ}. 
D'où finalement, 

ce qui prouve ( i). La preuve de (ii) se fait de façon similaire. D 
Démonstration de la Proposition 3.1 : Il est clair que H est symétrique. 
On montre alors que H1 est relativement H0-borné avec borne relative infini
tésimale, ce qui démontrera la proposition via le Théorème de Kato-Rellich. 
En utilisant le Lemme 3.2, on a : 

IIHI'l'jj 2 ~ 2[j dxdkjpi(x)j 2 l:((:jtJ jj(n 0 HJ)'lljj~ 

+[/ dxdkjp1 (x)j 2 jp~~~tJ Jj'l'jj~. 
1 

Or HJ est relativement Hf borné avec borne infinitésimale donc pour tout 
c > 0, il existe cê > 0 tel que : 

(3.21) 

V étant un potentiel confinant, HP est borné inférieurement. Ainsi, quitte à 
changer Cê, (3.21) reste vraie en remplaçant n 0 Hf par H0 , ce qui achève la 
preuve. D 
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3.4 Existence d'un état fondamental sous condi
tion infrarouge 

On s'intéresse dans cette section à la question de l'existence d'un état 
fondamental. Nous savons que l'opérateur H est borné inférieurement, et 
donc 

E0 := inf o-( H) > -oo, (3.22) 

où o-(H) désigne le spectre de H. De manière générale, on dira qu'un opé
rateur borné inférieurement admet un état fondamental si et seulement si la 
borne inférieure de son spectre est une valeur propre. On appellera énergie 
fondamentale cette borne inférieure et état fondamental tout vecteur propre 
associé lorsque celle-ci est une valeur propre. L'état fondamental est l'équi
valent quantique du minimum de l'énergie au niveau classique, minimum qui 
est un point d'équilibre pour la dynamique. Un des obstacles à l'existence 
d'un état fondamental, dans les modèles où une particule est couplée avec un 
champ, provient de ce que l'on appelle la catastrophe infrarouge. C'est-à-dire 
le comportement de w(k) pour k petit et en particulier le fait que w(O) =O. 
C'est pourquoi dans cette section, nous serons amenés à imposer la condition 
suivante sur p : 

(IR) r dk l.ô2(k)l2 
JJRn w(k)3 < +oo. 

On montrera alors le théorème suivant : 

Théorème 3.3. On suppose que n 2': 3, que V satisfait la condition (C'), que 
p1 satisfait (H1} et que p2 satisfait (IR). Alors H admet un état fondamental. 

Pour montrer ce résultat, nous aurons besoin d'étudier certains modèles 
"intermédiaires", et en particulier nous aurons besoin de rendre les quasi
particules massives et de "discrétiser" l'espace. Le terme massif signifie ici 
que l'on remplacera la fonction w(k) par une fonction wm(k) vérifiant : 

Notre preuve utilise diverses méthodes développées dans la littérature [BFS1]
[BFS2]-[DG]-[GJ-[GJ]. Le hamiltonien défini en (3.16)-(3.20) est en effet de 
type Pauli-Fierz (voir [DG]) mais présente cette particularité que la relation 
de dispersion w (x, k) ne dépend pas de x et donc en particulier ne tend 
pas vers +oo lorsque x tend vers l'infini. Ceci est à l'origine de quelques 
différences conceptuelles et techniques avec les modèles usuels comme on le 
verra plus loin. 
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Remarquons encore que tous les hamiltoniens présents dans les sections 
suivantes pourront s'écrire sous une forme similaire à (3.20) et on peut mon
trer un résultat identique à la Proposition 3.1 pour chacun d'entre eux. Toutes 
les preuves étant semblables, nous ne les répèterons pas. 

3.5 Le problème infrarouge: une interprétation 
classique 

Avant de nous attaquer à la preuve du Théorème 3.3, nous voudrions 
revenir sur la signification de la condition infrarouge. Remarquons tout de 
suite que, si n 2: 4, la condition (IR) est automatiquement satisfaite dès 
que p2 vérifie (Hl). Cependant, si n = 3, ce qui est le cas qui nous intéresse, 
cette condition impose d'avoir p2 (0) =O. Or une telle hypothèse entraîne que 
le coefficient 'Y défini en (2.5) est nul. On "perd" ainsi l'effet de frottement 
linéaire qui est la raison d'être de notre modèle. Toutefois, on sait que, pour 
la version quantique du modèle de Nelson, une telle condition est nécessaire 
et suffisante pour avoir un état fondamental [G]-[LMS]. Même si nous ne 
l'avons pas démontré, il est raisonnable de penser qu'il doit en être de même 
pour notre modèle. 

D'un autre côté, dans [A2], l'auteur montre que si on se place dans une 
autre représentation bien choisie des relations de commutation canoniques 
le modèle de Nelson sans condition infrarouge admet un état fondamental. 
Cette représentation régularise en quelque sorte la singularité infrarouge et 
n'est bien sûr pas unitairement équivalente à la représentation de Fock. On 
pourrait penser qu'une démarche similaire devrait marcher pour notre mo
dèle. Il apparaît néanmoins que ce n'est pas le cas. Afin de le montrer, nous 
allons brièvement expliquer l'origine physique du choix de représentation pro
posé par Arai. Cela permettra de voir aisément que sa démarche s'adapte à 
notre modèle mais n'y a pas le même effet régularisant. 

Nous voudrions expliquer l'idée qui se cache derrière ce changement de 
représentation, en revenant un instant à la mécanique classique, et regarder 
en un peu plus de détails la quantification d'un champ scalaire classique. 
Cela nous permettra alors d'expliquer la différence entre le modèle de Nelson 
et le nôtre. On considère donc un hamiltonien classique du type 

où w(a) est une fonction strictement positive presque partout. On notera 
simplement X un élément (cp, rr). Le flot hamiltonien associé s'écrit sous la 
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forme 
Xt = <I>tXo = cos(wt)Xo + sin(wt)JXo, 

OÙ 

J = ( 0 w-
1 

) . 
-w 0 

On peut remarquer que 1 2 = - n. 
Soit maintenant, pour tout s E IR, 

V(w 8
) := { 4> E L 2 lw8

<j> E L 2
}, 

et [V(w8
)] la fermeture de V(w8

) pour la norme II<PIIs 
donnés s, r E IR, on définit 
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L'opérateur J n'est bien défini (en tant qu'opérateur borné) sur 1is,r que si 
r = s- 1. D'un autre côté, la forme symplectique 

n'a de sens que sur les espaces du type 1is,-s· Si on veut un espace sur lequel J 
et a sont bien définis, cela impose de prendre s tel que s-1 = -s, c'est-à-dire 
s = ~· Soit donc 

On munit cet espace d'une structure hilbertienne complexe ( ; ) définie par 

On peut alors identifier 1l avec L 2 (A, dj.L, C) via l'isométrie : 

On définit alors 

a( a) := ~ (~<t>(a) + ~rr(a)) E L2(A, dj.L, C), 
v2 w(a) 

et on peut réécrire H sous la forme 

H = i w(a)a*(a)a(a)dJ.L(a). (3.23) 
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De plus, le crochet de Poisson associé à a est 

où 6 J.L est défini par 

i f(o/)oJ.L(a- a')dp(a') = f(a). 

On voit alors facilement que 

{a( a), a*(a')} = -i6J.L(a- a'), 

ce qui est à comparer à (3.6). En comparant en outre (3.23) à (3.15), on com
prend mieux pourquoi le modèle quantique est alors construit en considérant 
l'espace de Fock sur L 2 (A, dp, tC). 

On regarde maintenant le cas du modèle de Nelson, i.e. A = JR.d et 
dp(a) = dk. Si on couple le champ avec une particule soumise par ailleurs à 
un potentiel V confinant tel que min V = V(O), le point d'équilibre du sys
tème correspondant au minimum de l'énergie est de la forme (q*, <P*,p*, 1r*) = 

(0, -~, 0, 0) et (<P*' 1r*) n'est dans l'espace 1i que si } 12 E L 2(JR.d), ce qui est 
exactement la condition (IR). On rappelle que pour ce modèle cette condi
tion est nécessaire est suffisante pour avoir un état fondamental quantique. En 
d'autres termes, le minimum (q*, <P*,p*, 1r*) du hamiltonien classique n'appar
tient à 1i que si (IR) est satisfait. Dans ce sens, on peut dire que la condition 
pour qu'il y ait un état fondamental en mécanique quantique est exactement 
la même qu'en mécanique classique. 

Le changement de représentation effectué dans [A2] correspond, au niveau 
classique, à se placer dans l'espace affine "il= 1i+ (~, 0)", plus précisément, 

on effectue la transformation symplectique (q, </J,p, 1r)-+ (q, J,p, ir) suivante: 

-;;."' P--q = q, 'P = 'P + 2' p = p, 7f = 7f. 
w 

Ici, J représente le déplacement du champ par rapport à la position d'équi
libre. Remarquons tout de suite que 0 tf:. il si et seulement si la condition 
(IR) n'est pas satisfaite. On voit donc que les deux points d'équilibre, avant 
( <P* = 0) et après ( <P* = -~) avoir couplé le champ à la particule, ne sont 
pas dans le même espace. C'est ce phénomène qui, au niveau quantique, se 
traduit par le fait que 1 'état fondamental existe mais dans une représentation 
non-équivalente à celle de Fock. On lit parfois que "l'état fondamental n'est 
pas dans l'espace de Fock" (par exemple, dans le contexte du "modèle de Van 
Hove" [D]-[Fr]-[VH]). 
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Dans les nouvelles variables, le hamiltonien du système couplé s'écrit 

(3.24) 

=W(q) borné =constante 

Si on souhaite étudier le système proche du nouvel équilibre, il faut choisir 
l'espace des phases tel que~= 0 y soit. Il est alors naturel d'étudier fi non sur 
il mais sur 1l. En d'autres termes, afin d'assurer que le point d'équilibre après 
couplage est dans l'espace des phases, on est obligé de changer d'espace. Si 
on fait cela, la condition (IR) est maintenant satisfaite même lorsque d = 3 : 

p(k)(e-:kq- 1) E L2(1Rd). 
w2 

Du coup, en quantifiant fi en (3.24), on obtient un modèle dans lequel il y 
a un état fondamental quantique. C'est précisément ce que fait Arai dans 
[A2], sans toutefois l'expliquer en ces termes. Par contre, cette même trans
formation dans notre modèle ne permet pas "d'arranger" les choses. En effet, 
la condition (IR) devient, après la même transformation chez nous : 

qui n'est toujours pas satisfaite sin = 3 sauf si p2 (0) = O. Pour le moment, 
nous nous contentons donc de démontrer le Théorème 3.3 sous l'hypothèse 
(IR). 

3.6 Le cas massif 

Nous revenons maintenant à la preuve du Théorème 3.3. Notre premier 
but est de montrer un résultat analogue pour le cas massif (Théorème 3.10, 
Section 3.6.2). Nous utiliserons l'approche de [GJ] et [BFS1] qui consiste à 
se placer dans une boîte lx 1 < L et à contrôler ce qui se passe en dehors de 
cette boîte lorsque L tend vers l'infini. Comme on le verra dans la Section 
3.6.2, le modèle "dans la boîte" est de la forme (3.25). Il est traité dans la 
Section 3.6.1 (Théorème 3.4). 
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3.6.1 Modèles discrets avec quasi-particules massives 

3.6.1.1 Présentation 

On s'intéresse à un hamiltonien du type : 

·- Hp 0 n + n 0 L 1 dkwm(k)a7(k)az(k) 
lEZd JRn 

+ L 1 dk (f3z(k) 0 ai(k) + /3z(k) 0 a1(k)) 
lEZd JRn 
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(3.25) 

qui agit sur l'espace 

et où les coefficients (31 ( k) satisfont la condition 

(Cf3) f3z(k) = (z A où (z est un opérateur de multiplication 
2wm(k) 

sur L2(JRd) tel que sup1IIIW(zll < +oo pour touts positif, 

(3.26) 

et les opérateurs az(k) et ai(k) sont les opérateurs d'annihilation et de créa
tion sur l'espace :F (l2 (Zd) 0 L2 (1Rn)) . 

Remarque 3.2. Si l = (lt, ... , ld) E 7li, Ill= supi llil· 
On appelle Eg l'énergie fondamentale de Hd. On montrera le théorème 

suivant : 

Théorème 3.4. O"ess(Hd) C [Etf + m; +oo [. En particulier, Hd admet un 
état fondamental <Pg. 

3.6.1.2 Modèles ''tronqués" 

Dans toute la suite, L désignera un nombre strictement positif. Sur 1ld, 
on définit 

Hd(L) ·- Hg+ L 1 dk (f3z(k) 0 ai(k) + /3z(k) 0 az(k)) (3.27) 
lli~L ]Rn 

Hg+ Wd(L). 
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On définit également 

fid(L) .- Hp® n + n 0 L 1 dkwm(k)ai(k)az(k) + Wd(L)(3.28) 
j/j~L JRn 

fig(L) + Wd(L), 

qui agit sur 1' espace 

(3.29) 

où AL= {lE?}, Ill ~ L}, de façon à ce que l2 (AL) soit un espace de dimen
sion finie. On appelle Eg ( L) et .Eg ( L) les énergies fondamentales respectives 
de Hd(L) et fid(L). Le but est d'approcher Hd par Hd(L) (lorsque L tend 
vers l'infini) et d'obtenir ensuite des informations sur Hd à partir de celles que 
l'on aura sur Hd(L). On commence donc par montrer un résultat identique 
à celui du Théorème 3.4 pour le hamiltonien Hd(L). 

Proposition 3.5. O"ess(Hd(L)) C [Eg(L) + m; +oo[. En particulier, Hd(L) 
admet un état fondamental cpg(L). De plus, Eg(L) = Eg(L). 

Lemme 3.6. O"ess(fid(L)) C [.Eg(L) + m; +oo[. En particulier, fid(L) ad

met un état fondamental Jg( L). 

Preuve du Lemme 3.6 : L'ensemble AL est un ensemble fini. Si celui-ci 
ne contenait qu'un seul élément, on aurait exactement le modèle étudié dans 
[DG], comme si tout se passait dans une seule "membrane", et le lemme cor
respond alors à leur Théorème 4.1. Le fait d'avoir un nombre fini d'éléments 
ne change rien, et le résultat se montre de la même manière. 0 
Preuve de la Proposition 3.5 : La proposition découle directement du 
lemme précédent via une identification entre Hi et un sous-espace de Hd, 
[GJ]. En effet, on peut écrire 

A[, désignant le complémentaire de AL dans zd' et donc on a 

D'où finalement 
Hd ~Hi 0 F (Z2 (A~J 0 L2 (1Rn)). 

On identifie alors Hi avec Hi 0 0[, où 0[, est le vide de F ( l2 (A[,) 0 L2 (IR;_n)) . 
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On peut réécrire 1-ld sous la forme 

+oo 
1-ld = EB (1-li ®~ (l2(A~J Q9 L2(JRn))) 

j=O 

On a en fait 
+oo 

1-li = 1{(o) et (1-li)j_ = EB 1-l(j). 

j=l 

On remarque que Hd ( L) laisse les 1-l (j) invariants. Or, sur 1-l (j), on a 

Hd(L) iJd(L) Q9 ll+ ll® L 1 dkwm(k)a[(k)az(k) 
lli>L ]Rn 

> iJd(L) ® ll + mj, 

et sur 1-l (O) on a 
' 

On en déduit que 

ainsi que 

Œess (Hd(L)i(H'fY) C Œ(Hd(L)i(H'lJ.L) C [Ëi(L)+m;+oo[, 

ce qui achève la preuve. On peut en outre remarquer que <Pg(L) = ~g(L) Q9 

~- D 

3.6.1.3 Convergence de Hd(L) vers Hd 

Dans cette section, on montre divers résultats de convergence lorsque L 
tend vers l'infini. 

Proposition 3.7. Hd(L) converge vers Hd au sens fort de la résolvante. 

Preuve: On a 

Wd- Wd(L) 

L 1 dk f3z(k) Q9 a[(k) + ~z(k) Q9 a1(k). 
lli>L JR.n 
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Soit 'ljJ E D(Hg), on a alors, en utilisant la condition (C.a) 

Il L 1 dk i3z(k) 0 az(k)'l/JII 
JIJ>L ~n 

De plus, en utilisant les relations de commutations (3. 7), on a 

Finalement, on obtient 

En utilisant la condition (C,a), on montre que le membre de droite tend vers 
zéro lorsque L tend vers l'infini. Hd(L) converge donc vers Hd au sens fort 
et donc au sens fort de la résolvante ([RSl], Théorème VIII.25). D 

Proposition 3.8. Eg(L) est une fonction décroissante de L qui converge 
vers Eg. 

Preuve : On sait que si <Pg(L) est un état fondamental de Hd(L), il s'écrit 
<Pg(L) = Jg(L) 0 0[,. On a donc 

'ïll E AL, 'ï!k E JRn, az(k)<i>g(L) =O. 

Soit L'> L, 

E8(L') < (<i>g(L); Hd(L')<i>g(L)) 
< (</Jg(L); Hd(L)<Pg(L)) + (<Pg(L); (Wd(L')- Wd(L))<i>g(L)). 

=0 

La fonction Eg(L) est donc décroissante. De la même façon, on montre que 
Eg(L) 2: Eg. On en déduit que Eg(L) converge vers E00 2: Eg. Or Eg E 
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a-(Hd) et Hd(L) converge vers Hd au sens fort de la résolvante, donc ([RSl], 
Théorème VIII.24), 

VL > O,::JE(L) E Œ(Hd(L))/E(L)--+ Eg. 

Comme Eg(L) est l'énergie fondamentale de Hd(L), on a finalement E 00 = 

Eg. D 

Proposition 3. 9. Pour tout intervalle majoré ~ de IR, pour tout s > 0, il 
existe K(s, .6.) > 0 tel que 

Preuve : Soient cp, 'ljJ E 1-ld, on a 

i(c/J; Xt.(Hd)(Wd- Wd(L))Xt.(Hd)'l/J)I 

- l(c/J; Xt.(Hd)(L 1 dk f3l(k) ® a;(k) + iJ1(k) ® al(k))xt.(Hd)'l/J)I 
lli>L JRn 

< I(Xt.(Hd)c/J; (L 1 dk iJ1(k) ® al(k))Xt.(Hd)'l/J)I 
lli>L JRn 

+I((L 1 dki31(k) ® al(k))xt.(Hd)c/J;xt.(Hd)'l/J)I 
lli>L JRn 

< llc/JII·II(L 1 dki31(k) ® al(k))xt.(Hd)'l/JII 
lli>L ]Rn 

+11'1/JII·II(L h dki31(k) ® al(k))xt.(Hd)c/JII 
lli>L JRn 

< 
1
;1s (llc/JII·II(TI®Nd)~xt.(Hd)'l/JII + 11'1/JII·II(TI®Nd)~xt.(Hd)c/JII). 

Or ~ est majoré, ]. ® Nd ~ ! Hg et Wd est relativement Hg borné, donc 

(] 0 Nd)~ Xt. ( Hd) est un opérateur borné. Finalement, on obtient 

ce qui achève la preuve. D 
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3.6.1.4 Preuve du Théorème 3.4 

On utilise ici la méthode de [BFS2]. Etant donné un opérateur A, on note 
[A]_ sa partie négative et Tr(A) sa trace. Pour prouver le théorème, il suffit 
de montrer que, pour tout E positif, on a 

Tr{[Hd-Eg-m+E]-} > -oo. 

Soient E > 0, et .6. =] - oo; Eg +m-E[. On a alors 

[Hd- Eg- m + E]_ = x~(Hd)(Hd- Eg- m + E)x~(Hd), 

et donc 

Tr { [ Hd - Eg - m + E] _} Tr {x~(Hd)(Hd- Eg- m + E)X~(Hd)} 

Tr{x~(Hd)(Hd(L)- Eg(L)- m + E 

+Wd- Wd(L)- Eg + Eg(L))x~(Hd)}. 

Or 
Eg(L)---+ Eg et llx~(Hd)(Wd- Wd(L))x~(Hd)ii---+ 0, 

d'après les Propositions 3.8 et 3.9, donc, pour L assez grand, on a 

Tr {[Hd- Eg- m + E]_} 
2: Tr {x~(Hd)(Hd(L)- E8(L)- m + ~)x~(Hd)} 
2: Tr x~(Hd)[Hd(L)- E8(L)- m + ~]-x~(Hd)} 
2: Tr [Hd(L)- E8(L)- m + ~]-} > -oo 

d'après la Proposition 3.5. D 

3.6.2 Modèles "continus" avec quasi-particules massives 

On s'intéresse dans cette section à notre modèle, introduit dans la Section 
3.2, mais dans le cas où la fonction w(k) est remplacée par une fonction wm(k) 
vérifiant la condition (Hw)· On considère donc, sur tl, le hamiltonien suivant: 

Hm ·- Hp 0 n + n 0 f dx f dkwm(k)a*(x, k)a(x, k) 
}JRd }JRn 

+ r dx r dk PI(x- Q) J2 (k) 0 a*(x, k) 
}JRd }JRn 2wm(k) 

+p1(x- Q) p2 (k) 0 a(x, k) (3.30) 
J2wm(k) 

H~+Wm· 

On appelle Em l'énergie fondamentale de Hm· Le résultat principal de 
cette section est le 
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Théorème 3.10. Œess(Hm) C [Em + m; +oo[. En particulier, Hm admet un 
état fondamental c/Jm· 

Le principe de la preuve est essentiellement le même que dans le cas des 
modèles discrets. Il faut cependant être plus prudent dans les estimations car 
cette fois la norme de p1(x- Q) en tant qu'opérateur de multiplication sur 
L 2 (Rd) ne décroit pas avec x, elle en est même indépendante. Pour contrôler 
ce problème, nous exploiterons la décroissance exponentielle des projecteurs 
spectraux en la variable Q, que l'on obtient via la méthode d'Agmon (voir 
Section 3.4.3.2). 

3.6.2.1 Modèles tronqués 

Soit j une fonction de classe C0 sur ]Rd vérifiant 
- 0 ~ j(x) ~ 1, 
- j(x) = 1 si lxi ~ 1/2, 
- j(x) = 0 si lxi ~ 3/4. 

Pour tout L > 0, on pose JL(x) = j(y) et JL(x) = 1- )L(x). On définit alors 

·- H~ + r dx r dk Pl(x- Q)jL(x) p2(k) ® a*(x, k) 
}JRd }JRn y'2wm(k) 

+p,(x - Q)jL(x) J,(k) 0 a( x, k) (3.31) 
2wm(k) 

H~ + Wm(L) 

qui agit sur 1-l. Etant donnée la définition de la fonction JL, on peut, dans 
Wm(L), remplacer JJRd dx par fr-L;L]d dx. On définit enfin 

Hm(L) :=Hp®]+] 0 r dx r dkwm(k)a*(x, k)a(x, k) + Wm(L) 
1[-L;L]d }JRn 

(3.32) 

qui agit sur L 2(Rd)®F (L2 ([-L; L]d) ® L2 (Rn)). On appelle Em(L) et Èm(L) 
les énergies fondamentales respectives de ces deux opérateurs. 

On a "coupé" en x le hamiltonien Hm. On est maintenant dans une "boîte" 
de volume fini. Si on regarde la variable p conjuguée à x, cela revient à 
"discrétiser" le problème. Il faut bien noter que ici la variable pest une variable 
discrète : p E zd. Si on note 

1 1 . a;(k) = --d dx etpxa*(x, k), 
(2L) 2 [-L;Ljd 
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et 

1 1 . ap(k) = --d dx e-tpxa(x, k) 
(2L) 2 [-L;L]d 

(3p = -
1

-d 1 dx PI(x- Q)]L(x) 
(2L) 2 [-L;L]d 
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les coefficients de Fourier respectifs de a*(x, k), a(x, k) et p1(x- Q)]L(x), on 
s'est ramené à 

qui est bien un hamiltonien de la forme Hd. Si les coefficients /3p satisfont à 
la condition ( C 13 ), on aura alors le résultat suivant 

Proposition 3.11. \IL > 0, Cless(Hm(L)) C [Em(L) + m; +oo[. 

Un découpage de L2 (IRd) en L 2 ([-L; L]d) E9 L 2(JR.d\[-L; L]d) et un traite
ment rigoureusement identique à celui de la section précédente nous donnera 
alors la proposition suivante : 

Proposition 3.12. Cless(Hm(L)) C [Em(L)+m; +oo[. En particulier, Hm(L) 
admet un état fondamental c/Jm ( L). 

Il reste donc à vérifier que les coefficients (3p satisfont à la condition ( C 13 ). 
La fonction )L est nulle si lxi > L et la fonction p1 est à support compact, 
on a donc 

Vlql > L + R1, \lx E lRd, Pl(x- q)jL(x) = 0. 

On en déduit que pour tout p dans zd, /3p est un opérateur de multiplication 
par une fonction à support dans la boule de rayon L + R 1 . De plus, la fonc
tion p1 (x - q)jL(x) est de classe coo, ses coefficients de Fourier décroissent 
donc plus vite que toute puissance de p. Ces deux éléments assurent que 
supPsupq lf3P(q)IPnll < Cn(L) < +oo et donc que la condition (C13 ) est sa
tisfaite. Pour démontrer le Théorème 3.10, il nous reste à contrôler la limite 
L-+ +oo. 

3.6.2.2 Contrôles exponentiels 

Proposition 3.13. Pour tout intervalle .6. majoré deR et pour tout a po
sitif, il existe M (a, .6.) > 0 tel que 

- ll(eaiQI 0 Jl)xÀ(Hm(L))II ~ M(a, .6.). 
- ll(eaiQI 0 Jl)xÀ(Hm)ll ~ M(a, .6.). 
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- Il (eaiQI Q9 ll)x~(H)II :S M(a, ~). 

Cette borne est uniforme en L et m. La preuve de cette proposition suit à 
la lettre celle du Théorème 11.1 de [BFSl]. La seule différence est l'absence 
de spectre essentiel dans la partie "particule" des hamiltoniens. Cela simplifie 
les choses et nous permet d'ailleurs de ne pas avoir de restriction ni sur la 
borne supérieure de l'intervalle ~ni sur a. 

Pour tout R > 0, on définit 

N(lxl ::; R) := { dx { dk a*(x, k)a(x, k), 
JlxiS:R J~n 

(3.33) 

et 

N(lxl > R) := { dx { dk a*(x, k)a(x, k). 
llxi>R }~n 

(3.34) 

N(lxl ::; R) représente le nombre de quasi-particules situées à l'intérieur de 
la boule centrée à l'origine et de rayon R (dans la variable x), et N(lxl > R) 
le nombre de quasi-particules situés en dehors de cette boule. On va montrer 
que le nombre de ces quasi-particules "éloignées" décroît exponentiellement 
avec R. De façon plus précise, on a l'estimation suivante : 

Proposition 3.14. Pour tout a positif, il existe C(a) > 0 tel que 

(c/Jm(L); ll 0 N(lxl > R)c/Jm(L)) :S C(a)e-aR (3.35) 

uniformément en L. 

La méthode de démonstration de cette proposition est empruntée à [BFSl]. 
Néanmoins, ce qui est nouveau ici par rapport aux modèles usuels, c'est le 
besoin d'avoir un contrôle explicite sur "le nombre de quasi-particules à l'in
fini dans la direction des x", déjà dans la preuve de l'existence d'un état 
fondamental pour m > O. Pour montrer cette proposition, on aura besoin du 
lemme suivant : 

Lemme 3.15. llll®a(x, k)c/Jm(L)II :S _L_(k) IIPI(x-Q)]L(x) ~®llc/Jm(L)II· 
Wm 2wm(k) 

Preuve du Lemme 3.15 : En utilisant les relations de commutations (3.7), 
on a 

[Hm(L), n ® a(x, k)] = -wm(k)ll ® a(x, k)- PI(x- Q)]L(x) p2(k) ® n, 
J2wm(k) 

que l'on peut réécrire sous la forme 
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En appliquant cette relation sur c/Jm ( L), on obtient 

(Hm(L)-Em(L)+wm(k))n0a(x, k)c/Jm(L) = -pl(x-Q)jL(x) p2 (k) 0ncpm(L). 
J2wm(k) 

Le résultat s'en suit en remarquant que Hm(L)- Em(L) 2 O. 
Preuve de la Proposition 3.14 : Soit a> 0, 

(c/Jm(L); n 0 N(jxj > R)c/Jm(L)) 

1 dx { dkjjn0a(x,k)cfJm(L)jj 2 

fxj>R }JRn 

1 1 1 . /J2(k) 2 
< dx dk 2 (k) IIPl(x- Q)JL(x) J 0 ncpm(L)II 

fxj>R JRn Wm 2wm(k) 

D 

< 1 dx r dk ~2~~~; IIPl(x- Q)jL(x)e-alQljj~(L2) x llea!QI0 ncpm(L)JJ2. 
jxj>R }JRn Wm 

La fonction p2 étant à décroissance rapide et Wm étant minorée par m > 0, 
l'intégrale en k converge. Soit maintenant xE JRd, on rappelle que la fonction 
p1 est à support dans la boule de rayon R1 , on a donc 

D'où 

!!P1 (x - Q)e-aiQI I!B(L2) - sup !P1 (x- q)e-afqlj 
qEJRd 

sup !Pl(x-q)e-afqlj 
jq-xj~Rt 

< IIPlllooeaRt e-alxl. 

1 dx llP1 (x- Q)e-a!QIJJ~(L2) < 
jxj>R 

IIPll!!:,e2aRt 1 dx e-2ajxj 
[xf>R 

< K(a)e-aR. 

Finalement, on obtient 

(cfJm(L); n 0 N(jxj > R)c/Jm(L)) S K'(a)e-aRI!eaiQI 0 nq;m(L)I!2. 

Or, pour tout L, on a Em(L) ::; E~ où E~ est l'énergie fondamentale de Hp· 
En effet, si on note 'lj;~ l'état fondamental de Hp, on a 

Em(L) S (1/J~ 0 0; Hm(L)'lj;~ 0 0) = E~. 

Soit maintenant 6. =]-oo; E~], on peut alors écrire c/Jm(L) = Xt::.(Hm(L))cfJm(L), 
et donc 

!!eaiQI ® ncf;m(L)II 2 < l!eafQI 0 nxt::.(Hm(L))I!2IIc/Jm(L)II 
< M(a, 6.)2

, 

ce qui achève la preuve. D 
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On donne enfin une estimation similaire à la Proposition 3.9. 

Proposition 3.16. Soient~ et a comme dans la Proposition 3.13, il existe 
K( a,~) tel que 

llx~(Hm)(Wm- Wm(L))Xt.(Hm)ll ::S K(a, ~)e-aL. 

Preuve : On suit le schéma de la preuve de la Proposition 3.13 en utilisant 
des estimations semblables à celles de la proposition précédente. Soient cp, '1/J E 

1-l, 

l(cp; Xt.(Hm)(Wm- Wm(L))Xt.(Hm)'I/J)I 

< l((e2a1QI ®ll)Xô(Hm)cp; (1 dx { dke-2aiQip1(x- Qf}L(x) 
lxi>Ï }JRn 

x j,(k) 0 a( x, k))x,..(Hm),V)j 
2wm(k) 

+l((e2aiQI0:fi)x~(Hm)'I/J; (1 dx { dke-2aiQIPl(x- Q)}L(x) 
lxi>Ï }JRn 

P2(k) 
X J 0 a(x, k))Xt.(Hm)cp)l. 

2wm(k) 

Mis à part les rôles de cp et '1/J qui sont inversés, les deux termes du membre 
de droite sont identiques. On regarde donc uniquement l'un des deux. 

l((e2aiQI0 ll)Xt.(Hm)cp; (1 dx { dke-2a1Qip1(x- Q))L(x) 
lxi>Ï }JRn 

x j,(k) 0 a(x, k))x"(Hm),V)j 
2wm(k) 

< ll(e2aiQI® ll)xô(Hm)cpll·ll(1 dx { dke- 2aiQIPl(x- Q)}L(x) 
lxi>Ï }JRn 

x j,(k) 0 a(x, k))x"(Hm),Vjj 
2wm(k) 

1 

< M(2a, ~) llcpll [1 dx r dk lle-2aiQIPl(x- Q)]L(x) p2(k) 11~]
2 

lxi>Ï }JRn J2wm(k) 
1 

x [1 dx { dk lill® a(x, k)xt.(Hm)'I/JII 2
]

2 

lxi>Ï }JRn 

< C(a, ~)e-aLIIcpll·ll(ll® N)~Xt.(Hm)'I/JII· 
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Comme dans le cas discret, ~ est majoré, n 0 N :::; ! H~ et W m est rela

tivement H~ borné, donc (n 0 N)~Xll(Hm) est un opérateur borné, d'où le 
résultat. 0 

3.6.2.3 Convergence de Hm(L) vers Hm 

Proposition 3.17. Hm(L) converge vers Hm au sens fort de la résolvante. 

Preuve : Comme pour la Proposition 3.7, il suffit de montrer que Hm(L) 
converge vers Hm au sens fort. Soit '1/J E D(H~), 

Par des calculs identiques à ceux effectués dans la Proposition 3.7, on obtient 

Or N~'lj;(q) et '1/J(q) sont dans L2(R_d, .1"), donc le membre de droite tend vers 
zéro lorsque L tend vers l'infini, ce qui achève la preuve. 0 

Proposition 3.18. Em(L) tend vers Em lorsque L tend vers l'infini. 

Preuve : On rappelle que c/Jm(L) est un état fondamental de Hm(L). On a 

Em < (c/Jm(L); Hmc/Jm(L)) 
< Em(L) + (c/Jm(L); (Wm- Wm(L))c/Jm(L)) 

< Em ( L) + 2Re ( ( c/Jm ( L); ! dx ( dk P1 (x - Q)] L( x) 
lxi>~ }JRn 

X p2 ( k) 0 a (X, k) c/Jm ( L) ) ) 
J2wm(k) 

< Em(L)+2Re((ea1QI0]c/Jm(L);f dx ( dke-a1Qip1(x-Q) 
lxi>~ }JRn 

x]L(x) :~~~k) 0 a( x, k)q)m(L))). 
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En effectuant les mêmes calculs que dans la preuve de la Proposition 3.16, 
on obtient 

o.L L 
Em < Em(L) + K(a)e-T (cPm(L); TI 0 N(lxl > 2)4>m(L)) 

< Em(L) + C(a)e-aL. 

La fonction Em(L) est donc minorée (et majorée parE~). Il existe donc une 
suite Ln et un nombre Eoo tels que 

lim Em(Ln) = Eoo ~ Em. 
n-++oo 

Or, Hm(Ln) converge vers Hm au sens fort de la résolvante et Em E a(Hm), 
donc, pour tout n, il existe E(Ln) E a(Hm(Ln)) tel que 

lim E(Ln) = Em. 
n-++oo 

Comme E(Ln) est supérieur à Em(Ln) pour tout n, on en déduit finalement 
que Em = E00 • La fonction Em ( L) est donc bornée avec Em pour seule valeur 
d'adhérence, elle converge donc vers Em lorsque L tend vers l'infini. 0 
Preuve du Théorème 3.10 : La preuve est identique à celle du Théorème 
3.4. 

Remarque 3.3. Pour montrer l'existence d'un état fondamental dans le cas 
massif, nous avons utilisé la méthode "classique" [BFS1j-[BFS2j-[GJ]. Une 
autre façon de voir serait d'utiliser les idées de {DGJ-[GLLJ. Le principe est 
de montrer que Em n'est pas dans le spectre essentiel de Hm en utilisant le 
critère de Weyl. Pour cela, on montre que, étant donnée une suite '1/Ji normée 
tendant faiblement vers 0, 

li~ inf('lj;j; (Hm- Em)'I/Jj) > O. (3.36) 
J--?00 

L'idée est que, si la suite '1/Ji tend faiblement vers 0, elle doit avoir une "partie 
qui s'échappe à l'infini". Dans notre modèle, si elle le fait dans la partie 
"électronique" , par le nombre de quasi-particules ou par l'impulsion dans la 
direction y de ces quasi-particules, cela augmente l'énergie indéfiniment et 
on a donc certainement (3.36). Par ailleurs, si elle le fait par des quasi
particules éloignées "en espace" (dans la direction x ou y) ou "en impulsion 
dans la direction x'~ l'idée est que, comme celles-ci n'interagissent pas avec 
l'électron, elles apportent forcément chacune une quantité d'énergie au moins 
égale à m. Une suite de Weyl ne peut donc exister que pour E ~ Em +m. Une 
rédaction précise de cette autre démonstration du Théorème 3.10 nécessiterait 
donc en particulier un contrôle sur l'impulsion des quasi-particules dans la 
direction x, ce qui constitue l'élément nouveau par rapport aux modèles usuels. 
Dans notre démonstration, ce contrôle apparaît de manière indirecte dans la 
Proposition 3. 9 et réapparaîtra dans la section suivante. 
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3.7 Le cas non-massif 

L'objectif de cette section est de prouver le Théorème 3.3. On reprend 
la méthode utilisée dans [G]. Nous mettrons l'accent sur les différences avec 
ce papier. Le principe est d'approcher (dans un sens à préciser) H par des 
hamiltoniens dont on sait qu'ils possèdent un état fondamental et d'obtenir 
ensuite un résultat identique pour H. Plus précisément, on utilisera le lemme 
suivant : 

Lemme 3.19. ([AH]! Lemme 4.9} Soient H, Hn(n EN) des opérateurs auto
ajoints sur un espace de Hilbert 1l. On suppose que 

(i} Vn EN, Hn a un état fondamental 1/Jn avec énergie fondamentale En, 
(ii} Hn converge vers H au sens fort de la résolvante! 
(iii} limn-Hoo En = E, 
(iv} w-limn-++oo 1/Jn = 't/J =/:-O. 

Alors 'lj; est un état fondamental de H avec énergie fondamentale E. 

3. 7.1 Hamiltonien avec "eut-off" 

On rappelle que >.(x,k) = p1 (x-Q) ~-Etant donné Œ > 0, on définit 
2w(k) 

où Xu::;w(k) est la fonction caractéristique de l'ensemble {k E JRnjŒ::; w(k)}, 
et 

·- Ho+ f dx f dk>.(j(x,k)0a*(x,k)+>.(j(x,k)*0a(x,k) 
}JRd }JRn 

Ho + H1,(j, (3.37) 

où Ho est le hamiltonien libre défini en (3.16). On veut utiliser le Lemme 
3.19 avec H et Hun où (Jn est une suite tendant vers zéro. 

On choisit une fonction wu(k) vérifiant 

et on définit 

{ 

\lw u E Loo (JRn), 
~(j(~) = w(k] si w(k) 2: Œ, 

mf Wu(k) 2: 2 > 0, 

ir= Hp 0 n + n 0 df(wu) + H1,(j· 

On a le résultat suivant : 

(3.38) 
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Proposition 3.20. Pour tout a > 0, Hcr a un état fondamental '1/Jcr· On ap
pelle Ecr son énergie fondamentale. 

Pour montrer cela, on utilise le lemme suivant : 

Lemme 3.21. ([Gj, Lemme 3.2) Hcr a un état fondamental si et seulement 
si fr en a un. 

Preuve de la Proposition 3.20 : D'après le lemme précédent, il suffit de 
montrer que fr a un état fondamental. Or fier est un hamiltonien du type 
étudié dans la Section 3.6.2 et donc, d'après le Théorème 3.10, il admet un 
état fondamental. 0 

Proposition 3.22. Hcr converge vers H en norme au sens de la résolvante. 

Preuve: On utilise le Lemme A.2 de [G] selon lequel il suffit donc de montrer 
que Qcr converge vers Q dans la topologie de V( Q), où Qcr et Q sont les formes 
quadratiques associées à Hcr etH. Or par un calcul similaire à celui du Lemme 
3.2, on a 

IQ(u,v)- Qcr(u,v)l 

1 

< ( { dx 1 dk P1(x- qrlt32(k)i
2
) 2 

Jfi..d w(k)~cr 2w (k) 
x(Q(u,u)llvll + Q(v,v)llull). 

0 

Corollaire 3.23. limcr--+0 Ecr = Eo. 

Remarque 3.4. Comme dans le cas massif, on a Ecr::; E2 pour tout a> O. 

Les Propositions 3.20 et 3.22 et le Corollaire 3.23 entraînent que la famille 
d'opérateurs Hcr et l'opérateur H satisfont aux hypothèses (i)- (ii)- (iii) 
du Lemme 3.19. Il reste donc à vérifier l'hypothèse (iv) de ce lemme et on 
aura alors prouvé le Théorème 3.3. 

3.7.2 Estimations uniformes en u 

Lemme 3.24. Il existe C1 > 0 tel que pour tout a> 0, 

Cette inégalité provient du fait que H1,cr est relativement H0 borné avec 
borne infinitésimale, uniformément en a > O. Nous avons bien évidemment 
besoin d'une estimation sur les "photons mous" qui utilise la condition (IR). 

Lemme 3.25. Il existe C2 > 0 tel que pour tout a > 0, 
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Preuve : Comme dans le Lemme 3.15, on peut montrer que 

D'où, 

D 
Nous avons obtenus ici un contrôle sur le nombre total de quasi-particules. 

Cependant, nous aurons besoin également d'un contrôle uniforme en a sur 
le nombre de quasi-particules "à l'infini" dans l'espace des phases, c'est à 
dire sur les quantités suivantes : ('I/J17 ; N(lxl > R)V;(j), (1/;(j; N(IYI > S)1/;17 ) et 
(1/;(j; N(IPI > P)V;(j) avec 

N(lxl > R) = 1 dx { dk a*(x, k)a(x, k), 
lxl>R }Rn 

N(IYI > S) = 1 dx f dy a*(x, y)a(x, y), 
lYl>S }Rn 

N(IPI > P) = 1 dp f dkâ*(p, k)â(p, k). 
lPl>P }Rn 

Les opérateurs ii et ii* sont obtenus à partir de a et a* par transformation 
de Fourier partielle dans la variable k, et les opérateurs â et â* par transfor
mation de Fourier partielle dans la variable x. On montre alors un résultat 
analogue à celui de la Proposition 3.14 : 

Lemme 3.26. Pour tout o: > 0, il existe C(o:) > 0 tel que 
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La démonstration de ce lemme est rigoureusement identique à celle de la 
Proposition 3.14. Ce lemme nous donne un contrôle sur le nombre de quasi
particules "éloignées" dans la direction x. 

De la même manière, on contrôle le nombre de quasi-particules dont l'im
pulsion dans la direction x est grande : 

Lemme 3.27. Pour touts> 0, il existe C(s) > 0 tel que 

Preuve : En utilisant (3.39) et par le même calcul que dans la preuve de la 
Proposition 3.14, on obtient 

d'où le résultat. D 
Enfin, pour contrôler N(IYI > S), on utilise le résultat suivant en remar

quant que df(1- Fs(y)) :S N(IYI > %). 
Lemme 3.28. Soit FE C0 (1Rn) telle que 

- 0:::; F(y) :::; 1, 
- F(y) = 1 si IYI :::; 1/2, 
- F(y) = 0 si IYI 2: 1. 

Soit F5 (y) = F(l~l). Alors 

lim ('1/Ja; df'(1- Fs(y))'I/Ja) =O. 
a--+0,8 --++oo 

Preuve : On trouve un résultat analogue dans [G] (Lemme 4.5), et on suit 
essentiellement la preuve de celui-ci. Pour commencer, on voit facilement que 

df(1- Fs(y)) = J dxdka*(x,k)(1- F(l~kl))a(x,k). (3.40) 

On rappelle (voir la preuve du Lemme 3.15) que pour tout (jona 

( ) ( 
a ( ) ) -1 P1 (x - Q) P2 ( k) ( ) a x, k '1/Ja = Ea- H - w k ~ Xa<w(k) k '1/Ja. 

y 2w(k) -

On peut alors montrer ([G], Prop 4.4) que 

lim a(x k)n'• - (E - H- w(k))_1 p1(x- Q)p2(k) nt. = 0 
a--+0 ' 'Pa 0 J2w(k) 'Pa 
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dans L2 (JR.d+n, dx dk; 1-l). En utilisant cela avec (3.40), on a alors 

('1/J~; df(1- Fs(Y))'l/J~) 
= J dx dk ((E - H- w(k))-1 Pt(x-Q).ô2(ktt. · 

0 ~ ~~. 

(1- F(l~ki))(Eo- H- w(k)tiPt(x.;{Bt0/k)'l/J~) + o(Œo) 

- 2w(k) ' 
< II(Eo- H- w(k))-lPt(~(k)'l/J~IIL2(JRd+n·1i) 

X Il (1- F( l~kl ))(Eo- H- w(k))-IPt(~(k)'l/J~ IIL2(JRd+n·1i) + o(Œ0 ) 
2w(k) ' 

< II(Eo- H- w(k))-1Pt(x-~IP2(k) IIL2(JRd+n·B(1i)) X lleaiQI'l/J~II7-l 
- 2w(k) ' 

X Il (1 F( IDkl ))(E H w(k))-Ipt(x-Q)e-<>IQIP2(k) Il - S 0- - ~ L2(JRd+n;B(7-l)) 

x lleaiQI'l/J~II7-l + o(Œo) 

On vérifie que (E0-H -w(k))-lPt(x-~lp2 (k) est bien dans L 2 (JRd+n; B(1l)), 

en utilisant le fait que II(E0 - H- w(k))-1 11 ~ w(kt1 et la condition (IR). 
On a donc 

. IDkl -IPI(x- Q)e-a1Qip2(k) 
hm 11(1-F( -

8 
))(Eo-H -w(k)) ~ IIL2(JRd+n·B(1i)) =O. 

S-++oo y 2w(k) ' 

De plus lleaiQI'l/J~II7-l est borné uniformément en Œ, ce qui se montre de la même 
manière que pour lleaiQI'l/Jm(L)II7-l (voir Section 3.6.2), d'où le résultat. 0 

3.7.3 Preuve du Théorème 3.3 

On a vu qu'il restait à vérifier l'hypothèse (iv) du Lemme 3.19. On procède 
de la même façon que dans (G]. La boule unité de 1l est faiblement compact, 
donc il existe une suite Œn -+ 0 et un vecteur 'ljJ E 1l tel que 1/J~n tend 
faiblement vers '1/J. Il suffit donc de montrer que 'ljJ =J O. Le principe est de 
trouver un opérateur compact K tel que pour tout n assez grand on ait une 
estimation du type 

(3.41) 

Cela assure alors que 'ljJ est non nul. En effet, comme K est compact, K '1/J~n 
tend fortement vers K'ljJ. Si 'ljJ était nul on aurait alors IIK'l/J~nll qui tendrait 
vers zéro, ce qui serait une contradiction avec (3.41). 

Soit donc F E C0 (IRn), G E C0 (JRd) vérifiant les mêmes conditions que 
dans le Lemme 3.28. On rappelle que p est la variable conjuguée à x, i.e. 
p = -i %x sur L 2 (JR.d+n, dx dk). On a alors les inégalités suivantes : 

(1- f(Fs(y))) 2 ~ (1- f(Fs(Y))) < df(1- Fs(y)), (3.42) 
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R ( 1 - r (cR (x))) 2 
::; ( 1 - r (cR (x))) ::; dr ( 1 - cR (x)) ::; N ( 1 x 1 > 2 ), 

(3.43) 

p 
(1- r(Gp(p))) 2

::; (1- r(Gp(p)))::; dr(l- Gp(p))::; N(IPI > 2 ). (3.44) 

Soit enfin x(s::; s0 ) une fonction à support dans {lsl ::; so} et égale à 1 dans 
{lsl ::; s~ }. Pour tous nombres positifs 0, P, Ret S, on définit 

K(O, P, R, S) := x(N :S O)x(Ho::; O)r(Fs(y))r(GR(x))r(Gp(p)). (3.45) 

Les hypothèses sur F, G, x ainsi que celle sur w assurent que K ( (), P, R, S) 
est compact pour toutes valeurs de B, P, Ret S. 

D'après les Lemmes 3.24 et 3.25, il existe 00 > 0 tel que, pour tout n, on 
a: 

1 1 
11(1- x(N :S 0))1/lunll :S lü' 11(1- x(Ho :S O))'ljJunll :S 10 . (3.46) 

De même, en utilisant les Lemmes 3.26 et 3.27 et les inégalités (3.43) et 
(3.44), il existe R0 et P0 positifs tels que, pour tout n, on a : 

Enfin, en utilisant le Lemme 3.28 et (3.42), il existe S0 > 0 et n0 tels que, 
pour tout n 2: n0 , on a: 

On a alors, pour tout n 2: n 0 : 

111/Junll :S 11(1- x(N :S Oa))?jJunJI + llx(N :S Oo)(l- x(Ho :S Oo))1/lunll 
+llx(N :S Oa)x(Ho :S Oo)(l- r(GRo(x)))?jJuJI 
+llx(N :S Oa)x(Ho :S Oo)r(GRo(x))(l- r(Gp0 (P)))1/lunll 

(3.48) 

+llx(N :S Oa)x(Ho :S Oo)r(GR0 (x))r(Gp0 (P))(l- r(Fs0 (y)))7jJuJ 

+IIK(Oo, Po, Ra, So)'ljJun Il 
< 11(1- x(N :S Oa))'ljJunll + 11(1- x(Ho :S Oo))1/lunll 

+11(1- r(GRo(x)))?jJunll + 11(1- r(Gpo(P)))?jJunll 
+11(1- r(Fso(Y)))'IjJuJI + IIK(Oo, Po, Ro, So)'ljJunll 
1 

< 2 + IIK(Oo, Po, Ro, So)'ljJcrn Il· 
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Or li '!,Vern Il = 1 pour tout n, donc finalement, on a 

pour tout n 2: n0 , ce qui est bien une estimation du type (3.41). D 

3.8 Perspectives 

Comme nous l'avons dit au début de ce chapitre, nos résultats sur la 
version quantique du modèle sont bien moins complets que dans le cas du 
modèle classique. D'une part, nous n'avons absolument pas traité le cas des 
potentiels linéaires, d'autre part, même en ce qui concerne les potentiels confi
nants, le phénomène de frottement linéaire et en particulier le coefficient de 
frottement 'Y n'apparaissent pas dans nos résultats. Pire, nous avons travaillé 
sous l'hypothèse que"(= O. Nous souhaitons indiquer ici quelques pistes pour 
des recherches futures qui nous paraissent intéressantes. 

Restons dans le cadre où le potentiel V est confinant. On sait alors que le 
spectre du hamiltonien HP= -.6. +V est purement discret. D'autre part le 
spectre du hamiltonien correspondant au champ libre est a(H1) = [0; +oo[. 
Il est purement absolument continu exceptée une valeur propre simple en 
0 (l'état propre correspondant est le vide). Si on regarde donc le système 
particule-champ sans mettre de terme d'interaction, le spectre est alors de 
la forme a(H0 ) = a(Hp) + a(H1) = [E~; +oo[. En particulier, il possède 
des valeurs propres correspondant à celles de Hp, qui sont toutes plongées 
dans le spectre continu de H 0 . Lorsque l'on "branche" l'interaction, on peut 
se demander ce que deviennent ces valeurs propres. Nous n'avons traité ici 
que la question de l'état fondamental. En particulier, on a vu que sous une 
certaine condition infrarouge celui-ci persistait. 

Les autres valeurs propres sont plongées dans le spectre continu, on s'at
tend donc à ce que celles-ci disparaissent lorsqu'on branche l'interaction et 
se transforment en résonances. Cette question doit pouvoir être abordée en 
utilisant les méthodes développées dans [BFS1]-[BFS2]. En particulier, on 
peut espérer mettre en évidence un lien entre la largeur de ces résonances et 
le coefficient de frottement 'Y (en utilisant éventuellement c large). 

Pour ce qui est des potentiels linéaires, le problème est encore plus ou
vert, en ce sens que nous n'avons pas d'idée précise sur le genre de résultat 
mathématique que l'on peut espérer obtenir. 
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Abstract 

We introduce and study a Hamiltonian madel of a particle submitted 
to an external potential and moving in a homogeneous dissipative medium 
in such a way that it experiences an effective linear friction force propor
tionnai to its velocity. The medium consists at each point in the space of 
a vibration field modelling an obstacle with which the particle exchanges 
energy and momentum. We are interested in the asymptotic behaviour of 
the particle and for two kinds of potential : linear potentials, i.e. constant 
external force, and confining potentials. We show that, for a large class of 
initial conditions and under sorne hypothesis on the parameter of the mo
del (particularly the propagation speed of the waves in the medium), the 
particle has the same asymptotic behaviour as if it was obeying the equa
tion: mij(t) = -\i'V(q(t))- '"'(q(t), i.e. the particle feels a friction force -'"'(q 
which sums up the effects of the reaction of the medium to the passage of 
the particle, where '"Y is a constant depending explicitly on the parameter of 
the madel and independent of the potential. In particular, in the case of a 
constant external force F, the particle reaches an asymptotic velocity v(F) 
depending only on the force F and proportionnai toit. On the other hand, 
if the particle maves in a confining potential, we show that it will "stop" in 
one of the critical points of the potential. 

We will also introduce the quantum version of this madel. We first brie
fly present sorne theoretical tools necessary to its writing. We then precise 
what are the phase space and the quantum Hamiltonian. We prove the self
adjointness of this Hamiltonian and finally, we deal with the question of the 
existence of a ground state. 


