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Chapitre 1

Introduction

1.1 Frottement et dissipation

D’une fagon générale, on dit qu'un systéme est soumis & un phénoméne
de dissipation lorsqu’il “perd” de I'énergie. Dans ce cas, la description du sys-
téme isolé ne peut pas étre hamiltonienne. La perte d’énergie se fait en faveur
de degrés de liberté externes au systéme : une description plus fondamentale
des phénomeénes doit les inclure et devrait permettre une description hamil-
tonienne de ’ensemble. Il faut donc décrire le systéme étudié sous une forme
plus globale, en tenant compte du milieu dans lequel ce systéme évolue. La
dissipation correspond alors a un transfert d’énergie du “petit” systéme vers le
milieu (“grand” systéme) et non plus simplement a une perte d’énergie. Lors-
qu’un systéme comportant un petit nombre de degrés de libertés est couplé
avec un large systéme ayant lui un grand nombre de degrés de liberté (éven-
tuellement infini) on dit qu’il est ouvert. Cette situation est trés fréquente,
tant au niveau classique que quantique. L’un des principaux objectifs dans ce
genre de probléme est d’étudier la dynamique du petit systéme, son compor-
tement asymptotique (i.e. t — +00), et d’établir ’équation effective gérant
I’évolution de ses degrés de liberté.

Une source typique de dissipation est le frottement. Notre but dans ce
travail est de présenter (voir la Section 1.4) et ensuite d’étudier un systéme
(hamiltonien) dans lequel une particule classique se déplace dans un milieu
dissipatif, homogéne et a température nulle, et ce de fagon & ce que cette
particule ressente une force de frottement linéaire, c’est-a-dire proportion-
nelle 4 sa vitesse. Par homogeéne, on entend un milieu qui est invariant par
translation. Plusieurs modéles de systémes ouverts menant 4 un frottement
linéaire pour le petit systéme existent déja dans la littérature, et nous les pré-
senterons briévement dans la Section 1.3. Cependant aucun de ces modéles
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ne permet de décrire ce que nous appelons un milieu homogeéne. Ils sont en
particulier adaptés aux situations ou le petit systéme est confiné. Or, nous
nous intéresserons plus particuliérement au cas ou la particule est soumise a
une force extérieure constante.

A part le frottement linéaire, qu'on observe par exemple lorsqu’un élec-
tron se déplace dans un métal, une autre source de dissipation importante
est 'amortissement par rayonnement (“radiation damping”), phénoméne ty-
pique de lélectromagnétisme [Ja]. Il est instructif de comparer les effets du
frottement linéaire et de 'amortissement par rayonnement sur le mouvement
d’une particule afin de mieux cerner les différences essentielles entre ces deux
sources de dissipation. Considérons d’abord ’amortissement par rayonne-
ment. Soit donc une particule chargée, de charge totale e et avec une densité
de charge p localisée, couplée au champ électromagnétique (modeéle d’Abra-
ham). Typiquement, p sera une fonction de classe C* 4 support compact et &
symétrie sphérique. On peut d’un c6té prescrire le mouvement de la charge et
en déduire le champ résultant via les équations de Maxwell ou alors spécifier
le champ et dans ce cas le mouvement de la particule est donné par la force de
Lorentz. Cependant 1’idée est qu’une particule chargée en mouvement émet
des radiations aussitot qu’elle est accélérée. Ceci a pour effet de transférer
de I’énergie et de I'impulsion de la particule vers le champ et donc d’influer
sur le mouvement de la charge. Une étude de ce phénoméne implique donc
une étude couplée du champ et du mouvement de la charge. Si v désigne la
vitesse de la particule et ¢ la vitesse de propagation des ondes, on résume en
général les effets dis au rayonnement dans la force de frottement [Ja] :

2¢?

Fra.y = g&g’l} (11)

L’equation de mouvement effective pour la particule s’écrit alors

288
mo — g = -VV{(g), (1.2)

oil g désigne la position de la particule, et V un potentiel extérieur. Ce
frottement correspond & une perte d’énergie par unité de temps donnée par
la formule de Larmor
AE 2%, .,
— = —(0)". 1.3
Ar = 330) (1.3)
C’est le phénomeéne de “radiation damping” : une charge accélérée perd de
Pénergie par rayonnement. L’énergie étant bornée inférieurement, on s’attend

ainsi & ce que
lim o(t) = 0.

t—+oo
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Le fait que, dans le cadre du modéle d’Abraham, 1'accélération de la charge
tende en effet vers zéro est prouvé rigoureusement dans [KS2].

Considérons maintenant le frottement linéaire, qui sera le sujet de cette
thése. Plus précisément, on pense aux nombreux systémes qui obéissent (a
température nulle) & une équation effective (non-hamiltonienne) du type :

mg(t) +vq(t) = =VV(q(t)), v>0. (1.4)

On peut considérer par exemple le mouvement d'un électron dans un métal (le
terme -yg est alors & 1’origine de 1’explication de la loi d’Ohm dans le modéle
de Drude) ou celui d'une bille plongée dans un milieu visqueux. L’énergie
dissipée par unité de temps dans le milieu est cette fois donnée par

B 10> (15
On remarque qu’elle est proportionnelle au carré de la vitesse, et non & celui
de l'accélération comme dans (1.3).

Pour mieux cerner les différences entre le comportement décrit par les
équations (1.2) et (1.4), il suffit de considérer deux types de potentiels par-
ticuliers : le cas d’un potentiel confinant (i.e. limg 100 V' (q) = +00), et, de
fagon encore plus frappante, le cas du potentiel nul.

Considérons d’abord le cas du potentiel nul. La principale différence réside
dans 'existence (ou non) de solutions & vitesses constantes, parfois appelées
solitons dans la littérature [KS1]. Dans le cas de I’équation effective (1.2), il
est évident que, quelle que soit la vitesse v, il existe des solutions a vitesse
constante égale 4 v. Dans [KS2|, les auteurs ont montré ce comportement dans
le cadre du modéle d’Abraham. Au contraire, dans le cas de (1.4), de telles
solutions n’existent évidemment pas sauf & vitesse nulle. Il faut mettre cela
en relation avec les formules (1.3) et (1.5) qui décrivent la perte d’énergie. En
effet, dans le cas de (1.2), la perte d’énergie d’une solution & vitesse constante
est nulle, alors que pour l'équation (1.4), une particule se déplacant avec
une vitesse v non nulle perd de V'énergie. Il est donc impossible pour une
telle particule de garder une telle vitesse s’il n’y a pas d’apport d’énergie.
Dans ce dernier cas, on voit d’ailleurs facilement que, pour toutes conditions
initiales, la particule s’arréte exponentiellement rapidement, avec un taux de
convergence égal & L.

Pour un potentiel confinant, on peut dans les deux cas montrer que la par-
ticule “s’arréte” en un point critique du potentiel. Dans le cas de 'équation
(1.4), cela se montre assez simplement [Ral-[C]. Ce résultat est également
montré dans [KS2] dans le cadre du modéle d’Abraham. Si ce point est un
minimum, on peut de plus montrer que la vitesse de convergence est expo-
nentielle dans les deux cas. La principale différence entre les deux situations
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réside donc dans le taux de convergence. De fagon heuristique, cela se voit
assez facilement : on commence par remarquer que, de facon formelle, on
peut écrire (1.2) sous la forme (1.4) mais avec un coefficient v qui dépend
cette fois de ¢(t) via le potentiel V. En effet, si on dérive (1.2) par rapport &

t, on obtient :
2

mi(t) = —(V2V(q)) - v + % v .

En reportant ’expression ainsi obtenue pour ¢ dans (1.2) et en négligeant le
2 .. . . .
terme 2% ¥, on obtient I'équation :

. 2¢? .
mi(t) + 5 (VY (a@)d(t) = YV (a(0), (16)
ol on reconnait une équation de la forme (1.4) mais avec cette fois un coeffi-

cient de frottement non constant (y = y(g) = égn%(VQV(q))). En comparant

(1.4) et (1.6), on peut voir que le coefficient de frottement et donc le taux de
convergence dépendent fortement du potentiel V' dans le cas de I’amortisse-
ment par rayonnement (y = 5%52—3‘72‘/) alors que dans le cas du frottement
linéaire, le coefficient de frottement v est indépendant de V' et donc le taux
de convergence aussi (tout du moins si 7y est petit, il vaut alors ;).

Nous remarquons pour terminer que le fait que équation (1.2) soit de
troisiéme ordre implique, lorsque V' = 0, 'existence de solutions pour les-
quelles ’accélération croit exponentiellement avec le temps. Celles-ci, cou-
ramment appelées “runaway solutions”, n’ont évidemment pas de sens phy-
sique. Elles n’apparaissent d’ailleurs pas dans le modéle d’Abraham, c’est-
a-dire lorsque l'on tient compte également du milieu environnant. Alterna-
tivement, elles peuvent étre éliminées & 1'aide de conditions asymptotiques
appropriées a t = +00. On peut aussi comprendre leur absence via I’équation
(1.6).

Dans cette thése on présentera et on étudiera un modéle hamiltonien
d’une particule couplée & un milieu homogeéne de telle fagon que la parti-
cule se comporte comme si son mouvement était régi par ’équation effective
(1.4). On s’attachera en particulier & I’étude de trois types de potentiels : le
potentiel confinant, le potentiel nul et le potentiel linéaire (cas d'une force
extérieure constante). Le dernier cas est a priori le plus difficile, en effet
dans ce cas ’énergie du systéme n’est pas bornée inférieurement. Avant cela,
nous allons voir comment décrire le phénomeéne de frottement a 'aide d’un
“bain d’oscillateurs” et, sous quelles conditions celui-ci décrit un milieu homo-
géne (Section 1.2). Nous présenterons ensuite briévement quelques modéles
existant dans la littérature et qui conduisent au phénoméne de frottement
(Section 1.3). Notre modéle sera présenté dans la Section 1.4, son étude sera

Pobjet du Chapitre 2.
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1.2 Bains d’oscillateurs-milieux homogénes

Dans cette section, nous expliquons comment il est possible de décrire le
phénoméne de frottement & I'aide d’un “bain d’oscillateurs”. Nous dérivons
ensuite quelles sont les conditions & imposer sur ce “bain” pour qu’il décrive un
milieu homogéne et enfin quelles sont celles qui, dans un tel milieu, donnent
lieu & un frottement linéaire. Nous aboutirons ainsi & la description d’une
large classe de modéles dont le notre, décrit dans la Section 1.4, est un cas
particulier.

1.2.1 Couplage a un bain d’oscillateurs

On verra que le systéme étudié dans cette thése peut étre considéré comme
une particule couplée & un grand nombre d’oscillateurs. De tels modéles ha-
miltoniens sont nombreux dans la littérature physique, et, pour mieux mettre
en évidence les différences avec le modéle que nous proposons, nous les pas-
serons sommairement en revue dans la Section 1.3. Ils ont en général pour
but de montrer que la particule obéit a une équation de mouvement effective
qui est I’équation de Langevin :

t
mife) + [ (- 9)ieds = ~VVae) + B0, (17
—00

ou ¥(¢) est un noyau de frottement, aussi appelée fonction mémoire, et Fp(¢)
une force de fluctuation. Le terme fjoo v(t — s)g(s)ds représente une force
de frottement. Dans le cas ot 7(t) s’écrit vd(t), on retrouve le terme de frot-
tement de I'équation (1.4). L’équation de Langevin est une équation macro-
scopique, elle correspond a une description réduite du systéme. A 'origine,
Langevin étudiait une particule se déplacant dans un fluide. Il remarqua
que la résistance ressentie par la particule était en fait diie & l'effet moyen
des collisions avec les molécules du fluide. Pour expliquer le comportement
Brownien du mouvement de la particule, il proposa, en plus de la force de
frottement, d’introduire une force complémentaire, aléatoire et de moyenne
nulle : la force de fluctuation.

D’une maniére plus fondamentale, on considére une particule couplée avec
un milieu dissipatif appelé réservoir (ou “bain”). L’idée est que le réservoir
joue un double réle. D’un c6té, il absorbe de 'énergie et de I'impulsion sans
que son état interne ne subisse de changement notable, d’oil la présence du
terme de frottement. Ce dernier décrit la réaction du réservoir au passage de
la particule et doit en particulier étre indépendant de 1’état dans lequel il se
trouve. De l'autre coté, sa large entropie crée des fluctuations, responsables
du terme FJ(t), empéchant la particule de se placer dans un état d’équilibre.
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Cette force provient de 'action directe du réservoir. Un tel terme de fluctua-
tion est présent dans le modéle étudié dans cette thése, mais il ne jouera pas
un role majeur. Ceci est di au fait que l'on se placera & température nulle. A
température positive, cette force de fluctuation serait beaucoup plus difficile
a traiter.

Pour obtenir une telle équation, la stratégie usuelle est d’écrire dans un
premier temps les équations de mouvement du systéme global. On résoud
ensuite (si possible) les équations correspondant aux variables du réservoir,
et on reporte ces solutions dans les équations de la particule. On obtient
ainsi une description réduite du mouvement de la particule donnée par une
équation effective. Lorsque le réservoir est décrit par un bain d’oscillateurs, il
est possible d’appliquer cette stratégie parce que les équations correspondant
aux degrés de liberté du réservoir sont alors linéaires.

Nous partons du hamiltonien suivant :

2

HCL—Zp—+VQ)+Z|:"—+ mjwq_]}+20] 9)q; + ZW(Q)
(1.8)

ol

ci(q)?

W) = S22 (1.9
Remarquons tout de suite que, si ce hamiltonien est quadratique dans les
variables (g;,p;) du réservoir, il ne I'est pas en ¢. Le terme d’interaction
néanmoins est linéaire dans les ¢;. Dans [CL]-[MS], les auteurs argumentent
que, d’'une fagon générale, pour étudier 'interaction entre une particule et
un milieu dissipatif, on peut toujours considérer un hamiltonien de cette
forme. On retrouve également ce type de hamiltonien dans de trés nombreux
modeles [CEFM]-[DDLLI|-[FKM]-[FLM]-[FLO1]-[FLO2]. Le dernier terme de
(1.8), un peu surprenant, agit juste comme un potentiel pour la particule. Il
est en général appelé “contre-terme.” En définissant

Vesr =V + W, W(Q)=ZWJ‘(Q)

on peut voir W comme étant un potentiel dit & la présence du réservoir
tout en étant indépendant de I’état ou celui-ci se trouve. Nous reviendrons
sur son origine un peu plus tard. Afin d’obtenir un comportement dissipatif,
il faut ensuite passer a la limite “thermodynamique” dans le réservoir (i.e.
N — +00) de fagon & avoir un spectre continu de fréquence [FLM].
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Nous allons écrire le modéle décrit par le hamiltonien (1.8) sous une forme
plus générale. Ceci nous permettra de regrouper dans un méme cadre les mo-
deéles décrits par un hamiltonien du type (1.8), mais également les modéles du
type Nelson [KKS1], Pauli-Fierz [DG}-[DJ] ou encore le modéle que nous pro-
posons dans cette thése. Nous pourrons enfin analyser plus aisément quelles
sont les conditions nécessaires sur les différents parameétres présents dans le
hamiltonien pour que ce dernier décrive un phénoméne de dissipation par
frottement linéaire en milieu homogeéne.

Soit donc (A, ) un espace mesurable, et considérons le hamiltonien

2 | C!|2

Halap o) = 24 vi)+ [ duto) [ T2+ LmauionP

4 /A 014(0)0a(g) b + /A du(@)Walg),  (1.10)

avec les équations de mouvement correspondantes
ma&a(t) + mawgd’a(t) = _Ua(Q(t)) et mQ(t) = '"VV;ff (Q(t)) + f(t)a

ol

- / Voul(a(t))da(t) du(c) (1.11)

est la force exercée par le bain d’oscillateurs sur la particule. Précisons que
nous n’imposons pas ici au terme W, d’étre de la forme (1.9). Si on résoud
les équations correspondant aux ¢, on trouve :

balt) = —— / ds 0a(q(s)) sinfwa(t — 5)] + 82(),

mawa —00

otl ¢ est la solution générale de I’équation homogéne associée. En reportant
ces solutions dans la seconde équation on obtient

mi(t) = —VVi(q / Vou(a®)62(t) du(e)

t / dpu(e) / ds ——Vou(q(t))oa(a(s)) sinfua(t - 5).

Si on effectue maintenant une intégration par parties dans la derniére inté-
grale, on trouve

mi(®)+ [ dute) [ ds——Voula(0) Voula(s)) - dls) coslualt — o)

= ~FVapslale)) + [ oy 2 LDVl 0l0)

- / Vou(g(®)62(t) dula), (1.12)

- Ioo(t)
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ou

q(T))Voa(q(t))

MaWw?

I.(t) = lim /dp(a)aa( cos[wq (t — T)] (1.13)

T——00
est le terme de bord de l'intégration par parties correspondant & —oo. Nous
verrons que les conditions que nous donnerons par la suite, afin que le milieu
décrit soit homogéne et donne lieu & un phénoméne de frottement linéaire,
entrainent que ce terme est nul.

Les variables du réservoir sont responsables de trois termes. L'un dépend
des conditions initiales du réservoir, c’est la force de fluctuation :

Fu(t) = - / Vou(g()é2() du(a),

un autre ne dépend que de la position de la particule & 'instant ¢ et agit
comme un potentiel, et enfin le dernier qui décrit une force de frottement
retardé. On reconnait une équation du type (1.7) avec un potentiel

V@) = Vars - [ dul) 202D

2mow?

Si on souhaite avoir une équation dans laquelle le potentiel V soit exactement
le potentiel de départ, on voit que le contre-terme W doit avoir exactement
la forme (1.9). On trouve ainsi une premiére explication & la présence de ce
terme.

Remarquons également que dans le cas oul A est 'ensemble {1,..., N} et
# la mesure de comptage, on retrouve Hcy avec ¢, et m, au lieu de g; et p;.

1.2.2 Milieux homogénes

Pour obtenir un réservoir et un couplage décrivant la situation physique
souhaitée, il faut donner certaines conditions sur les différents paramétres
Ma,Wa, - - -, qui apparaissent dans le modéle (1.10).

La premiére condition que nous souhaitons imposer est que le méme choix
de paramétres décrive correctement le systéme pour différents choix du po-
tentiel V, en particulier dans le cas V = 0. Dans un tel cas, on s’attend a
ce que la particule puisse se trouver au repos en n’importe quel point de
I’espace, avec le milieu environnant lui aussi au repos. En d’autres termes, le
hamiltonien doit posséder dans ce cas un point d'équilibre, et ce quelle que
soit la position de la particule. Supposons donc que la particule se trouve au
repos au point ¢, le champ stationnaire ¢, associé est alors

_Oa (9)
mow?2’

Po =
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La force exercée par le bain d’oscillateurs sur la particule est alors indépen-
dante du temps et s’écrit

ﬂwzf=Lf“Qv%@wmw.

MaW?2

On voit donc que 'équation de mouvement correspondant & la particule n’est
satisfaite que si le contre-terme W est tel que :

VIV (q) = VU(g), ww=£“mywm> (1.14)

2myw?2

On trouve ainsi une seconde explication (simple) a la présence de ce terme
dans le modeéle (1.10) et & sa forme trés spécifique dans (1.8) (et différente de
celle proposée dans [CL]-[MS]).On peut également remarquer que le contre-
terme est en fait ’énergie potentielle du milieu lorsque le systéme est dans
son état d’équilibre avec la particule située en ¢. La condition

U(g) < +o0 (1.15)

s’impose donc tout naturellement. En prenant W{q) = U(q), on peut alors
écrire
p?
HA(Q:Z)) ¢7 ’/T) = ;—+ V(q)

2m
|7T¢1|2 1 2 Ua(Q) 2
+/Ad,u(a) [Zma + 2mawa o + cs? .

Supposons maintenant que le milieu dans lequel la particule se déplace
est homogeéne. L’énergie potentiel U(q) doit alors étre indépendante de g, ce
qui signifie que le contre-terme est constant et peut donc étre omis dans le
hamiltonien.

Il semble que les modéles du type (1.10)-(1.14) qui aient été le plus ac-
tivement étudiés dans la littérature soient celui donné par (1.8) dans lequel
oi(q) = —C;q,C; > 0 ou des modéles équivalents (nous les passerons en re-
vue dans la Section 1.3). On parle alors de modéles & couplage linéaire. Notre
analyse précédente montre que la présence d'un contre-terme non constant
dans ces modeles ne leur permet pas de décrire un milieu homogéne en I’ab-
sence de potentiel extérieur. Nous expliquerons dans la Section 1.3 qu’on
peut néanmoins utiliser ces modéles comme une approximation (approxima-
tion dipolaire) en présence d’un potentiel V' confinant.
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On peut obtenir une large classe de modéles invariants par translation de
la maniére suivante. On prend

A=R¢x B, a=(z8)€eRxB, du=dzdv(B), ws=ws ms=mg,
(1.16)

et surtout un couplage de la forme
da(q) = 01(z — ¢)oa(B). (1.17)

L’idée est d’avoir, en chaque point z € R?, une famille d’oscillateurs, indexée
par 8 € B et de fréquence wg, qui forme un obstacle que la particule heurte-
rait lors de son passage en z. Les oscillateurs en différents points de I’espace
n’interagissent pas. L’intuition physique laisse penser qu’une telle configura-
tion devrait étre en mesure de produire une force de frottement (linéaire) sur
la particule, et c’est ce que nous nous appliquerons & démontrer dans la suite.
On suppose que o7 est & symétrie sphérique, réguliere et & support compact.
On suppose de plus, avec quelques abus de notation, que o3(8) = o9(wpg) et
mg = m(wg). En particulier, le couplage de la particule avec 'oscillateur 3
ne dépend que de la fréquence de cet oscillateur. On définit ensuite

Ne) = [ _8)

et on écrit dN = n(w)dw. La fonction n représente la densité de fréquence.
Comme nous 'expliquions dans la Section 1.1, nous souhaitons trouver un
modéle du type (1.10)-(1.14)-(1.15)-(1.16)-(1.17) dans lequel la particule su-
bit une force de frottement linéaire (tout du moins & petite vitesse) de fagon
a ce qu’elle obéisse & une équation de mouvement du type (1.4). Nous verrons
que cette information est “codée” dans le choix de n. La fonction n(w) est
donc le paramétre central dans cette question.

On peut en outre remarquer que le modele d’Abraham, tout en décrivant
un environnement homogéne, n’est pas de cette forme. Le phénoméne qui y
apparait est celui du rayonnement, et est donc totalement différent de celui
que nous désirons obtenir ici. Nous y reviendrons en plus de détails dans la
Section 1.3.5.

1.2.3 Le frottement linéaire

Nous supposons que nous avons un modéle du type (1.10)-(1.14)-(1.15)-
(1.16)-(1.17). Avec les notations introduites dans la section précédente, on
peut écrire

o 02(w)*

“+o0
Ulg)=U, = /0 u(w)dw, avec u(w) = ||o1]|
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On introduit également

K(/\) = — dx (810'1)(.'171,$'L)(810'1)($1 ‘f‘/\,.’EJ'),

R

et on remarque que
2
V27T/ dn 3101(«5 77)]

est une fonction négative. En effet, o1 est a symétrie sphérique, 9,0, est donc
impaire dans sa premiére variable et paire dans les autres, et 007 est donc
imaginaire pure.

Afin d’analyser sous quelles conditions sur oy, 02, m et n un tel modéle
décrit un frottement linéaire, on calcule la force de réaction (1.11) du milieu
sur la particule lorsque celle-ci se déplace a vitesse v constante. On ne donne
ici que les résultats de ces calculs (ceux-ci seront fait de fagon plus détaillée
dans la Section 2.1). On trouve que la force f ne dépend que de la vitesse v
et plus précisément

70 = 5o,
avec \/2_7r_
ol = 22 [ a2 <o

On remarque que la force de frottement est alignée avec v. Ce type de modéle
semble donc bien conduire & une équation effective pour la particule du type
(1.4) plutot que (1.2). On veut cependant une force de frottement qui soit
linéaire. Etant donné que u est intégrable, que K (0) = 0 (puisque 9,07 est
impaire en z1) et que K est a décroissance rapide, on voit immédiatement que
f+(0) = 0 = lim}yj 400 fr([v]), et il n’est donc pas possible que f(v) dépende
linéairement de v pour toute valeur de v dans aucun des modéles de la classe
présentée ci-dessus. Cependant, comme f, est une fonction réguliére de |v/, il
est raisonnable d’imposer une condition plus faible, & savoir que f, s’annule
linéairement lorsque |v| tend vers zéro, i.e.

W B o VI
Ivl—>0 lv] ”01“2/ d¢ K(§)=7>0, (1.19)

ou encore, de maniére équivalente, que
u(0) > 0.
Pour cela, il suffit d’imposer les conditions suivantes :

0 < ga(w), m(w) < +00, n(w) ~ ngw? (w - 0). (1.20)
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La condition sur la fonction n(w) est une condition & w petit, autrement dit, ce
sont les basses fréquences qui jouent un role important. Nous donnerons une
autre explication physique plus détaillée de cette condition dans la Section
2.1.

Nous voudrions maintenant donner un commentaire sur le lien entre la
condition pour avoir un frottement linéaire proposée dans [CL] et la nétre,
donnée par (1.20). Bien qu’il ne soit pas possible, dans les modéles du type
(1.10), d’avoir f(v) = —+yv pour tout v, on peut néanmoins l’assurer pour
tout |v| < vys. En effet, si on choisit les parameétres des modéles de fagon a
ce que

uw(w) = up, Yw < Q, et u(w) =0, Yw > Q, (1.21)

ce qui est une condition plus forte que la condition u(0) > 0, on a alors

ruo [ R
f,.<|v:)=——‘/2_—[/o d&K(&)] v

loa |12

et f(v) = —yv pour tout v < vy si K est & support compact. Si K est
seulement & décroissance rapide (ce qui est le cas si o, est & support compact),
alors le résultat est encore vrai avec une trés bonne approximation. On pourra
remarquer le “cut-off” sur les hautes fréquences dans la condition (1.21).
C’est précisément cette condition qui est imposée dans [CL| pour décrire
le frottement linéaire. Rappelons néanmoins que le modéle étudié par les
auteurs de [CL] ne décrit pas un milieu homogéne.

En conclusion, une classe de modéles dans lesquels une particule “lente”
ressentirait une force de frottement linéaire dans un milieu homogéne est
donnée par un hamiltonien du type (1.10) avec les conditions (1.14)-(1.15)-
(1.16)-(1.17)-(1.20). On retrouvera cette méme condition de “cut-off” dans
les modéles présentés dans la Section 1.3.

Avant de poursuivre, nous revenons un instant sur le terme I, de I’équa-
tion (1.12), et plus précisément, nous vérifions que celui-ci est bien nul comme
nous ’avions indiqué. Avec les notations que nous avons introduites dans
cette section ainsi que dans la précédente, on écrit :

Lo(t)] = Tg@m’vz_—?; [ @itz a@enta - ettt - 1)
< —=IVaululoie lim Jat - 1) =0
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1.2.4 Echelles de temps I

On voudrait enfin dire quelques mots sur le phénoméne d’échelles de
temps. Nous y reviendrons dans les Sections 1.3.5 et 1.5. Ce phénoméne
jouera un roéle primordial dans ’étude de notre modéle. Les modéles de la
classe introduite ici contiennent deux échelles de temps intrinséques. La pre-
miére est celle donnée par le coefficient de frottement y défini en (1.19). On
définit en effet le temps de relaxation du modéle

n=7" (1.22)
Si ensuite on appelle vy, le premier zéro de f!, on introduit alors le temps

2R

. (1.23)

T2

o R; est la taille du support de ;. Le temps 7» représente le temps que
met la particule pour traverser son propre diamétre lorsqu’elle se déplace a
la vitesse caractéristique vys. Pour traduire le fait physique que la dissipation
est un “phénomeéne a temps long”, on impose la condition 7, > 75, autrement
dit, on demande que la distance parcourue par une particule se déplagant
a une vitesse de 'ordre de la vitesse caractéristique vy, pendant le temps
71 soit beaucoup plus grande que le diamétre de la particule. En d’autres
termes, on demande que pendant une durée de temps égale a 71, temps qu’il
faut a la particule pour ressentir efficacement les effets de la force de réaction
du milieu, celle-ci parcourt une distance “macroscopique”. Afin de s’assurer
que cette condition est satisfaite par le modéle que nous étudierons, et de
permettre une analyse précise de celui-ci, il est commode d’introduire un
parameétre supplémentaire. Tous les autres paramétres du modéle étant fixés
(en particulier, on a pris toutes les masses des oscillateurs égales & 1), on
introduit la famille de hamiltoniens H,, indexés par ¢ > 0 :

2

Hlapm) = V@ +3 [t [ ) nlo, 0 + Aullota, O]
+/md dm/BdV(B)al(:z: — q)oa(wg)d(z, B).

On a donc simplement choisi un bain d’oscillateurs de fréquences w.(8) =

cwg. On notera avec un indice ¢ les différentes grandeurs associées au ha-

miltonien H, et sans indice celles du hamiltonien pour ¢ = 1. On trouve
facilement que

w 1 w

Now) = N(2), nefw) = -n(2

)
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et
1 o 02(%)? 1
uelw) = Lol Q—n;((wT ne(w) = Su(®)

On en déduit que v, = %, fe(v) = C%f(%) et donc vy, = vpye. La condition
T1 > Ty s’écrit alors ‘;:LR{ > 1, et celle-ci peut étre satisfaite simplement en
choisissant le paramétre c “assez grand”.

Nous avons, dans cette section, identifié une classe de modéles et donné
les conditions qui semblent raisonnables afin de décrire un milieu homogéne
donnant lieu & une force de frottement linéaire. Nous sommes cependant inca-
pables de démontrer rigoureusement le moindre résultat sur le comportement
de la particule dans une telle généralité. C’est pourquoi, dans ce travail, nous
nous attacherons & un modéle particulier, de la classe présentée ci-dessus,
que nous introduirons dans la Section 1.4. Mais avant cela, nous allons brié-
vement passer en revue quelques uns des modéles existant dans la littérature
pour montrer qu’ils ne conviennent pas pour ce que nous voulons faire ici.

1.3 Quelques modéles de la littérature

Tous les modéles présentés dans cette section sont des modéles unidimen-
sionnels (i.e. la particule se déplace dans R).

1.3.1 Assemblée d’oscillateurs couplés

Ce modeéle est présenté dans [FKM] et peut se ramener & un modéle
de la forme (1.8) par un changement de coordonnées dans les variables du
réservoir(voir [FLO2]). Les auteurs de [FKM] considérent une assemblée de
2N + 1 “oscillateurs” couplés les uns aux autres et dont le hamiltonien est
donné par :

1 N .1 N
Hrxm =35 Z Pit3 Z 954584k (1.24)
j=-—N jk=—N

La masse de chaque oscillateur a été fixée a 1. On particularise 'oscillateur
d’indice j = 0 comme étant la particule étudiée, les autres oscillateurs décri-
vant le réservoir. Les oscillateurs sont supposés identiques et placés de fagon
a former une chaine avec conditions aux bords périodiques. Ceci impose que
la matrice A soit symétrique, définie positive et cyclique. Les éléments d’une
telle matrice s’écrivent :

N
1 2 . 2m : 2 2
g -k = w?,
Ak = o1 N“’"e"p <’2N+1”(J )>’ Won = Wn

n=-—
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On peut réécrire les éléments de A sous la forme :
1 [" i
A = 5 [ dsr@)eue
= 5 | 8@ coslii— by,

N _ 2 (2N+1)6
ou f(8) =>., wié (n — T) .
Les équations de mouvement sont ici linéaires et se résolvent facilement.
On trouve pour la particule I’équation suivante :

do(t) = —7(t)do(t) + FL(t),
olt Fy, est le terme de fluctuation et y(¢) = — £ log (cos(A%t)) ; ici la nota-
00

tion (cos(A%t))OO désigne le coefficient d’indice 0,0 de la matrice cos(A7¢).
Pour obtenir une équation de Langevin dans laquelle le terme de frottement
serait semblable & celui de (1.4), il faut que la fonction v(¢) soit constante
égale & v > 0. Cela impose d’avoir
(cos(A%t)) =e " (1.25)
00

La définition de la matrice A donne
N

. 1
(cos(Azt))o0 = SNTI Z COS Wnt

n=-—

1 [ 1
= — do 8)]2t).
= [ aestisioie
A la limite N — 400, f(6) devient une certaine fonction décrivant la dis-
tribution des fréquences wy,. La condition (1.25) n’est vérifiée que pour f(6) =
v?tan?(%). Cependant un tel choix entraine que les coefficients Aj; deviennent

infinis. Pour contourner ce probléme, on définit

.fw.:(a) = f(e)v |0I < 96’
= 0, 6. <16l <,

ol 8, est définit par w, = -y tan %@; w, représente le “cutoff” & hautes fréquences
dont on a parlé dans la section précédente. On n’obtient un terme de frotte-
ment linéaire que dans la limite w, — +00. On retrouvera un tel cutoff dans
le cas général des modéles a couplage linéaire. On remarque également que,
dans ce modeéle, on fait un choix sur la distribution f(#) des fréquences et
non sur le couplage entre les oscillateurs. Cela rend le modéle plutét abstrait.
Il ne décrit pas, en tout état de cause, une particule se déplacant dans un
milieu homogeéne.
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1.3.2 Chaine d’oscillateurs

Un modeéle un peu plus concret que celui de [FKM] est celui étudié dans
[DDLL}. Ce modéle a été étudié par de nombreux autres auteurs, et on pourra
trouver d’autres références dans [DDLL]. On considére une chaine de 2N + 1
oscillateurs dans laquelle chacun des oscillateurs est couplé avec ses plus
proches voisins (Figure 1.1). L’oscillateur d’indice j = 0 a une masse M et
représente la particule et les autres ont une masse m et décrivent le réservoir.
Les ressorts ont tous méme constante de raideur k.

M

F1G. 1.1 — Chaine d’oscillateurs.

On suppose que la particule est soumise & un potentiel extérieur. Le ha-
miltonien s’écrit

p p]
Hco—m'i-v qo +;2 + = JZN qJ+1—qJ , (1.26)

oll gn+1 = ¢_n, C’est-a-dire que I'on considére une chaine dont les deux ex-
trémités seraient reliées. A nouveau, il est nécessaire de prendre la limite
thermodynamique N — oo. Le “cutoff” du modeéle de [FKM], et en par-
ticulier sa limite w. — +o00 est traitée de maniére différente. On effectue
un changement d’échelle sur m et k, a savoir : m = %+ et k = k.L, et on
considére ensuite la limite L — oco. On retrouve & nouveau une équation de
Langevin avec un terme de frottement linéaire. Cependant, on peut facile-
ment voir qu’il ne décrit pas une particule qui se “ballade” dans un certain
environnement.

1.3.3 Modéle des oscillateurs indépendants

Dans ce modéle, on considére une particule couplée & un grand nombre
d’oscillateurs (éventuellement infini), indépendants les uns des autres, chacun
d’entre eux étant relié a la particule par un ressort (Figure 1.2).

On suppose & nouveau que la particule est soumise & un potentiel extérieur
V. Le hamiltonien du systéme s’écrit alors :

m;w;(g; — 9)*| - (1.27)

P’ p 1
=2 v BNl
Hio = 5~ +V(q) +; [2mj +5
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m
M

m m
m

F1G. 1.2 - Oscillateurs indépendants.

Ce modéle, dans lequel on peut également faire des calculs explicites, est étu-
dié dans [FLOZ2]|. Les auteurs expliquent en particulier que via un changement
de coordonnées, il est équivalent a celui de [FKM] présenté précédemment.
Pour ce modéle, I'équation effective (1.12) pour la particule devient :

00

sin{w,t
# 3 my g costst) + ),
J

mjw;

mi) + V(a(t) = ~Sompe? ([t cosue— ¢)ace))

ol q? et p‘; sont deux constantes déterminées par les conditions initiales du
réservoir. On reconnait ici la forme générale de I’équation de Langevin (1.7)
dans laquelle la fonction mémoire 7(¢) est définie par

v(t) = Z mjwjg- cos(w,t)

et la force de fluctuation par

_ 2 0 osin(w;t)
Fr(t) = ; mjw; (qj cos(w;t) + p; maws )
On remarque que la force de fluctuation dépend de I’état initial du réservoir
via qg-’ et p?. Gréace a un choix convenable dans la distribution des fréquences
wj, on peut obtenir la fonction -y(t) réelle et positive la plus générale possible
[FLO2|. A l'aide d’un tel modele, on obtient donc 1’équation de Langevin
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dans sa forme la plus générale (voir (1.7)). Il faut pour cela que le réservoir
soit constitué d’une infinité d’oscillateurs, comme indiqué dans la Section
1.2. On peut cependant noter que le terme de frottement n’est pas linéaire
en ¢(t). On a affaire a un frottement retardé : il dépend des valeurs de ¢(t')
pour des temps t' antérieurs a ¢.

1.3.4 Modéle avec couplage linéaire : cas général

Tous les modéles présentés jusqu’a maintenant sont en fait des cas parti-
culiers de modéles avec couplage linéaire. On considére donc le hamiltonien
(1.8) avec 0;(q) = —Cjq. Les calculs de la Section 1.2.1 donnent ici :

cz
md(t) = Z s / dt'q(t —t') cos(w;t’) + Fr(t) — V'(q(2)). (1.28)
; mjwj 0

A nouveau, FL(t) est une fonction qui s’exprime en fonction des différents
paramétres du modéle ainsi que des conditions initiales du réservoir. Le pre-
mier terme du membre de droite décrit un frottement retardé. On notera
F.(t) ce terme. On a vu que pour avoir un comportement dissipatif, il fal-
lait que le “bain” posséde un nombre infini de degrés de liberté. On voudrait
alors savoir comment choisir les constantes de couplage C; pour que ce terme
de frottement soit (approximativement) de la forme —~v¢. Pour passer a la
limite d’un réservoir continu, on introduit la fonction J(w) suivante, appelée
densité spectrale :
T C?

Jw) =3 Z mjwja(w —w)), (1.29)

§ étant la fonction de Dirac. La fonction J est reliée & la fonction u(w) définie
en (1.18), on a effet
J(w) = mwu(w).

Le terme de frottement peut alors se réécrire comme

Fp (t) = %/dw@/o dt'q(t — t') cos(wt').

L’idée est de remplacer la fonction J par une fonction J. qui sera continue.
Cette approximation est raisonnable & partir du moment ot I'on s’intéresse a
I’évolution du systéme sur un temps trés court devant %, € étant I’écart moyen
entre deux fréquences w; [CT]. Si on prend pour J, la fonction suivante :

Jc(w) = YW, 0 Sw< We,
= 0, w>uw,,
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le terme de frottement devient, modulo des approximations raisonnables sous
certaines conditions (v < w, par exemple) :

Fyo(t) = —7(t).

On remarque que cette hypothése sur la fonction J correspond exactement
a I'hypothése (1.21) de la Section 1.2.3 sur la fonction w.
L’équation (1.28) devient donc :

mg(t) = —4(t) — V'(q(t)) + FL(2)-

Comme dans le modéle de [FKM], les approximations dont on a parlé de-
viennent exactes dans la limite w. — +o00. Cependant, ce type de modéle
ne décrit pas un milieu homogéne, comme nous l'avons déja fait remarquer.
Toutefois, comme nous 1’avons indiqué dans la Section 1.2.2; on peut l'utiliser
comme approximation en présence d’un potentiel confinant.

En effet, si on suppose que le hamiltonien (1.10)-(1.14) posséde un point
fixe stable en ¢ = q.,p = 0,04 = ¢4, o = 0, on voit que g, est un point
critique de V, et de plus ¢}, = —%‘f—"j{%. En linéarisant le probléme autour de
ce point fixe, on retrouve le hamiltonien Hc¢y, dans les variables g — g, oo — %,
et avec un couplage linéaire. En effet, si on définit g = g. +§ et ¢, = ¢}, + &,

le hamiltonien H,4 s’écrit alors

2

P
Hy = —+V
A o +V(qg)
Imal? 1 2 {7 0ol +g.) ?
d = e —— )
+/A () [27’% + 5 Mala Ga + g + —)
On linéarise ensuite le terme 0,(§ + ¢.) autour de g. et en utilisant le fait
que ¢ = —%‘2—), on obtient

2

D
Ha = — 4V
Alin 9 (Q)

+ /A du(e)

Ce modéle apparait donc comme une approximation raisonnable d’un sys-
téme dissipatif en milieu homogéne uniquement dans le cas d’un potentiel
confinant. En particulier, il ne convient pas dans le cas d'une force extérieure
constante ou d’une particule libre. Le seul travail, a notre connaissance, dans
lequel on considére un couplage non-linéaire est [JP].

2 2
il + lmmwfx <$a + —————Vaa(q;)d> ] :

2m, 2 aW2
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Comme nous l'avons expliqué, aucun de ces modéles avec couplage li-
néaire ne permet de décrire un milieu homogéne. Cependant, et afin d’éviter
tout malentendu, on rappelle que ces modéles peuvent étre considérés comme
invariant par translation, tout du moins dans un sens formel. En effet, le ha-
miltonien H¢y est invariant par la transformation ¢ —+ ¢ +a,p — p,q; —
q; + %a, p; — pj, et peut ainsi étre considéré comme invariant par trans-
lation. Il ne I'est cependant pas dans le sens utilisé ici, c’est-a-dire comme
décrivant un milieu homogeéne.

1.3.5 Le “modéle de Nelson classique”

On entend par “modéle de Nelson classique” un modéle constitué d’une
particule couplée a un champ scalaire. Ce modéle est en fait la “version classi-
que” du modéle de Nelson étudié en mécanique quantique. Au premier abord,
on pourra avoir l'impression que ce modéle est identique a celui étudié dans
cette thése, et que nous présenterons dans la prochaine section. Nous verrons
cependant que les effets produits par ces deux modeles sont radicalement
différents. Celui-ci est un modéle pour 'amortissement par rayonnement, et
il est & rapprocher du modéle d’Abraham. La différence étant que le champ
électromagnétique figurant dans ce dernier est ici remplacé par un champ
scalaire. Plus précisément, le hamiltonien du systéme s’écrit :

Hulap6.m) = 5+V@+3 [ d@Vo@P + @)

+ /Rd dz p(z — q)¢(z). (1.30)

Ce modele est étudié dans [KKS1]-[KKS2]-[KS1|, exceptés le terme % qui

(pour des raisons techniques) est remplacé par y/p? + 1 et ’absence du pa-
ramétre c. Ce modeéle est du type (1.10)-(1.14), mais pas (1.16)-(1.17), méme
s’il décrit toujours un milieu homogeéne ; cela peut se voir directement sur la
forme du couplage.

On peut, comme dans la Section 1.2.3, calculer la force de réaction (1.11).
On trouve que celle-ci est nulle pour tout |v| < ¢ (les calculs se trouvent de
facon détaillée dans la Section 2.1). Dans [KS1]|, les auteurs montrent, dans
le cas V' = 0, que pour toute condition initiale, il existe une vitesse v, telle
que

tlg—noo Q(t) = Voo

Ils étudient également le comportement asymptotique du champ, chose que
nous ne ferons pas pour notre modéle. Le cas du potentiel confinant est traité
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dans [KKS1]. Ils montrent, dans ce cas, que la particule finit par s’arréter en
un point critique du potentiel et que si celui-ci est un minimum non-dégénéré
la convergence est exponentielle. Nous obtiendrons ici le méme type de ré-
sultats, en suivant leur méthode pour prouver la convergence ; cependant, en
ce qui concerne la vitesse de convergence, nous obtenons un taux de conver-
gence explicite en fonction des données du modéle mais indépendant de la
forme du potentiel. C’est une des différences entre le phénoméne de radiation
et celui de frottement dont on a parlé dans la Section 1.1. Nous reviendrons
sur ce modéle dans la Section 1.6

Pour conclure cette section, on voudrait introduire, dans le cadre de ce
modéle, le phénoméne d’échelle de temps. Nous en avons déja parlé dans le
Section 1.2.4 dans le cadre de la classe de modéles que nous avons présentée.
On peut tout d’abord remarquer que les temps 71 et 7 que nous avions
introduits n’existent pas ici.

On va donc supposer que le potentiel extérieur varie lentement, c’est-a-
dire qu’il est de la forme V' (eq) ot € est un paramétre sans dimension tendant
vers 0. La force extérieure qui s’exerce sur la particule est alors d’ordre €. On
appelle R, le rayon de la charge et c la vitesse de la lumiére. Le temps que
met la lumiére pour traverser la charge est alors £, = Ef. On obtient ainsi
trois échelles de temps sur lesquelles la particule a des comportements trés
différents [KKS2] :

(i) temps microscopique, t = O(t,),q = O(R,). Sur cette échelle, la par-

ticule suit essentiellement un mouvement rectiligne.

(ii) temps macroscopique, t = O(e7t,),q = O(e"1R,). Cette échelle est
définie par les variations du potentiel. En effet, sur celle-ci, il s’écrit
V(g). La particule “suit” la force extérieure. Plus précisément, sur cette
échelle, elle obéit a une dynamique donnée par le hamiltonien effectif
Hg(Q, P) = E(P) + V(eQ), ot E(P) est ce qu’on appelle la relation
énergie-impulsion sur laquelle nous reviendrons dans la Section 1.6. En
particulier, le phénoméne de radiation n’a pas encore d’influence sur le
mouvement.

(iii) temps de frottement. Les forces extérieures étant d’ordre €, ceci est
également vrai pour §. La formule de Larmor (1.3) indique alors que
la force de radiation est d’ordre € et influe fortement sur la trajectoire
de la particule pour des temps d’ordre €7t,. On voit que sur ’échelle
de temps (ii), la force de radiation produit un effet d’ordre € qui est
donc “négligeable” par rapport aux forces qui proviennent des poten-
tiels extérieurs. La dissipation est donc un phénomeéne dont les effets
n’apparaissent de maniére significative que pour des temps longs.

On retrouve ces trois mémes échelles de temps dans le cas du modéle
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d’Abraham [S].

1.4 Présentation de notre modéle

Nous avons présenté, dans la section précédente, un certain nombre de
modéles existant dans la littérature, et nous avons vu qu’aucun d’entre eux
ne permet de décrire le phénoméne de frottement linéaire dans un milieu
homogéne. Nous revenons donc maintenant a la classe de modéles présentée
dans la Section 1.2.

On considére un modeéle constitué d’'une particule classique qui est, d’un
coté, couplée a des obstacles représentés par des champs vibratoires scalaires
et d’'un autre soumise & une force extérieure F' = —VV indépendante du
temps. On notera ¢ € R? la position de la particule et 1¥(z,y) : R x R* =+ R
le champ. Le couplage de la particule avec le champ sera représenté par la
fonction p(z,y) = p1(z)o2(y). Enfin, ¢ désignera la vitesse de propagation
des ondes. Les équations du mouvement du systéme couplé sont alors :

G (z,y,t) — S Ayp(z,y,t) = —p(z,y) (1.31)
i) ==VVa®) - [ d [ diolo~ a0 )(V0ow)  (132)

ou A, désigne le laplacien pris dans les variables y, i.e :

82
Ay = Zw

On a choisi de fixer la masse de la particule & m = 1 par commodité, celle-ci
ne jouant aucun role fondamental contrairement & ¢ comme on le verra plus
loin. Si on note p 'impulsion de la particule et 7 le champ conjugué & 1, le
hamiltonien du systéme s’écrit alors :

Hwamp) = 5+V@+3 [ o[ @9l + P
+ [ dn [ dupo—awuiay. 03

On peut voir que notre modéle rentre totalement dans le cadre décrit dans
la Section 1.2. Il est en effet de la forme (1.10)-(1.14)-(1.16)-(1.17) oa B =
R*, dv(B) = dk,ws = c|k|. Le probléme est donc entiérement déterminé par
la donnée du parameétre c et de la fonction de couplage p. On fait sur celle-ci
les hypothéses suivantes :



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 26

(H1) p(z,y) = p1(z)os(y) £ 0 € C§° ol py,02 sont des fonc-

tions positives & symétrie sphérique vérifiant p;(z) = 0 si |z| >

R; > 0et oa(y) =0si |y| > Ry > 0,
ou C§° désigne 'ensemble des fonctions de classe C* & support compact. Pour
certains résultats, nous supposerons que o satisfait en outre la condition
suivante :

(W)  63(k) # 0 pour tout k € R3,

Enfin, par la suite nous aurons également besoin de certaines hypothéses
sur le potentiel V. Nous donnons dés & présent ces hypothéses, et nous les
rappellerons en temps voulu. On supposera que le potentiel V satisfait :

(H2) V € CY{R?) et VV est Lipschitzien. De plus, I'une des
deux conditions suivantes est satisfaite : soit VV est borné (comme
dans le cas V(q) = —F - q) soit V est borné inférieurement.

Nous utiliserons également, par moments (voir Section 2.4 et Chapitre 3),
I'une des deux hypothéses suivantes :

(C) lim V(q) = +o0,
lg|—+o00

(C) VelL} (Rd),lim|q;_>oo V(g) = +o.

loc

On peut remarquer que le champ ¢¥(z,y,t) = ¥(z,y) joue le role d'un
potentiel pour la particule. En effet, le second terme de (1.32) est Fy, (¢(?))
ou

o)== [ @ [ dymle-duTad@y) (130

est la force exercée par le milieu sur la particule quand celui-ci est dans 1’état
1. Si on considére une interaction ponctuelle, i.e. p(z,y) = d(z)d(y) on &
est la fonction de Dirac, cette force devient Fy(q) = —V,49(g,0). On peut
remarquer également que le terme d’interaction dans le hamiltonien devient
alors juste ¥(q, 0).

On voudrait maintenant donner une idée du fonctionnement du modéle.
Tout d’abord, la particule se déplace dans ’espace des z, ou plus précisément,
dans le sous-espace “y = 0” de R%". En fait, on peut penser & 9(z, ) comme
représentant, en chaque point z de ’espace de configuration de la particule,
un “obstacle” ayant un grand nombre de degrés de liberté, et qui est modélisé
par un champ scalaire. En particulier, il ne faut pas voir les variables y comme
des variables d’espace pour la particule; elles “indexent” les degrés de liberté
des “obstacles”. Pour comprendre plus précisément ce que l'on entend par 14,
il est utile d’effectuer une transformée de Fourier partielle dans la variable y.
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Le systéme (1.31)-(1.32) devient alors

831/;(1‘7 k’ t) + 02|k|21[}($’ kv t) = _pl(m - Q(t))&2(k‘) (1'35)
i) = -VVa) + [ dFua0r,  (130)
Folark) = = [ dopi(o = o) V.d(z, ) (137)

Sous cette forme, on peut aisément voir que 1&(:1:, k,t) représente, pour chaque
valeur de z et de k, I'amplitude d’un oscillateur de fréquence w(k) = c|k|.
Tous ces oscillateurs sont indépendants les uns des autres et contribuent cha-
cun 3 une force d’amplitude p; (z—¢q)G2(k) V9 (z, k) agissant sur la particule.

Bien qu'il fasse partie de la classe de modéles présentés dans la Section
1.2, la forme particuliére de ce modéle, et spécialement de la représentation
des “obstacles”, fait apparaitre un phénoméne supplémentaire qui sera essen-
tiel dans les preuves de nos résultats. Nous verrons que 'on obtient ce que
l’on pourrait appeler un principe de Huyghens dans les variables y. L’éner-
gie dissipée par la particule se “propagera vers l'infini” dans la direction y.
Pour se faire une idée de ce phénomene, on imagine que la particule est
contrainte de se déplacer en une dimension (i.e. d = 1), et que y € R?, ainsi,
¥(z,y) décrit les vibrations d’'une membrane élastique située au point z et
perpendiculaire & I’axe sur lequel la particule se déplace. Lorsque la particule
rencontre les membranes successives, elle crée une sorte de sillage (Figure
1.3) qui représenterait la propagation de 1’énergie dans ces membranes.

~
i
/

F1G. 1.3 — Onde créée par le passage de la particule & travers les membranes
successives.
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On a expliqué dans la Section 1.2 pourquoi un tel modeéle devrait produire
un comportement dissipatif, et en particulier un frottement linéaire (tout du
moins & petite vitesse). En ’absence de potentiel extérieur, I'intuition nous
dit que la particule va perdre toute son énergie cinétique dans les membranes
et va finir par s’arréter. On montrera que cette intuition est correcte et que
la particule va s’arréter exponentiellement vite pour toute valeur de d, mais
a condition que n = 3 et pourvu que c soit suffisamment grand. On a déja
parlé de la condition sur ¢ dans la Section 1.2.3 et nous donnerons une autre
explication dans la prochaine section. Concernant la condition sur la valeur de
n, celle-ci est & mettre en relation avec la condition (1.20). Nous reviendrons
plus en détail sur cette question dans la Section 2.1.

La critique que ’on pourrait apporter & ce modele est que les oscillateurs
situés en différents points de l'espace ne sont pas couplés. Pour remédier a
cela, il suffirait de changer ’énergie potentielle du champ en :

/ d / dy (Va2 v + &V, v)P) (1.38)
]Rd n

Cependant, dans ce cas, on n’obtient plus une force de frottement linéaire
pour v petit; on peut en effet montrer que la force exercée par le milieu
sur une particule se déplagant & une vitesse v constante est identiquement
nulle pour tout |v] < ¢; (voir I'appendice de la section 2.1). Dans de tels
modéles, la force de frottement est en fait proportionnelle a des derivées de
q d’ordre supérieur. En particulier, dans le cas ¢ = ¢; = ¢3, on retrouve
(essentiellement) le “modéle de Nelson classique” de la Section 1.3.5.

1.5 Echelles de temps 11

Dans la section précédente on a indiqué que nos résultats étaient obtenus
pourvu que c soit suffisamment grand. Nous en avons donné une explication
dans la Section 1.2.3, et nous voudrions en donner ici une seconde, particuliére
au modeéle présenté dans la section précédente.

Rappelons que le modéle contient trois paramétres c, py et gq, ot pq, 02
sont des fonctions qui satisfont & ’hypotheése (H1). On a défini les temps 7,
et 7o (voir (1.22)-(1.23)). On peut ici définir une troisiéme échelle de temps
caractéristique du modéle :

T3 = ﬁ%, (139)

c
temps que les signaux dans les “membranes” mettent pour traverser la par-
ticule. Un des mécanismes fondamentaux dans notre modéle est le fait que
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les membranes évacuent rapidement 1'énergie dissipée par la particule, c’est
ce que nous avons appelé “principe de Huyghens” dans la section précédente.
Cette condition se traduit par le fait que 73 doit étre petit devant le temps de
relaxation 7; du systéme : 71 > 73. On rappczlle que 7, peut s’écrire c3y71, la
condition précédente prend alors la forme e > L condition qui & nouveau
peut étre simplement assurée par le fait de prendre ¢ suffisamment grand.

Néanmoins une partie du travail de cette thése ne nécessite pas d’avoir une
condition sur la vitesse de propagation c. Pour cette raison, il est commode
de faire “disparaitre” ¢ grace a un changement d’échelle. On définit

$(z,y,1) = cTp(z,y,ct) et pa(y) = cio(cy). (1.40)
Le systéme (1.31)-(1.32) devient alors
8 (z,y,t) — Dyo(z,y,t) = —p1(z — q(t)) p2(y) (1.41)

1.42)

—_

i(t) =~V (q(t)) - / dz / dypu(z — q(0))pa(y) (Vad) (2, 4, ).

La force de réaction (1.34) du milieu sur la particule devient, elle,

/Rd df”/n dy pi(z — @)p2(y)(V=9)(z,y). (1.43)

On transforme de méme le systéme (1.35)-(1.36) en
a%&(z k,t)+ [kPQ(z, k,8) = —p1(z — q(t))pa(k)  (1.44)
i) = -9Vt - [ do [ depi(a—n)Vadlo k), (149

1.6 Conservation de 'impulsion

Nous voudrions dans cette section faire apparaitre une autre différence
importante entre les deux sources de dissipation dont nous avons parlé : le
rayonnement et le frottement. Nous nous restreindrons au cas oil le milieu
dissipatif est homogéne et le potentiel extérieur V' est nul. Nous considére-
rons donc le “modéle de Nelson classique” pour le rayonnement et le modéle
présenté dans cette thése pour le frottement.

Ces modéles étant tous deux invariants par translation, on remarque que
dans chaque cas I'impulsion totale du systéme est conservée. Pour le modéle
de Nelson, celle-ci est définie par

P:=p+Pr=p-— /Rd dz w(z)V.9(z), (1.46)
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et pour notre modeéle par

Pi=p+Pr=p— [ dz | dyr(z,y)Vad(z,y) (1.47)
Rd n

Ici Py représente en fait 'impulsion du champ. On va voir qu'il existe cepen-
dant une différence fondamentale entre les deux phénomeénes.

1.6.1 Modéle de Nelson

On rappelle que le hamiltonien du systéme s’écrit

+

0|,

| d (V6@ + @)
+ [ duple - )oto).

[N

Hnels(Qy D, ¢7 7T) =

Par la suite, on notera simplement Y un quadruplet (g, p, ¢, 7). Il est facile
de voir que Hpes est borné inférieurement et atteint son minimum

1 _
Enels,O = 'é/pA 1/0

en tout point Y, = (g,0,¢,,0) ou ¢, est la solution de A¢(z) = p(z — q)
qui tend vers zéro & 'infini. On sait cependant que le long des trajectoires
I'impulsion totale P est conservée, on peut donc s’intéresser au probléme :
étant fixée une valeur Py de 'impulsion, A a-t-il un minimum sur la surface
Yp, ={Y|P(Y) = Fy}? Si oui, quel est-il et en quel(s) point(s) est-il atteint ?
On peut voir que H posséde bien un minimum sur chaque surface ¥ p,. Cette
question est traitée dans [KS1]. On note ¢, et m, les solutions des équations

mp(@) = —p-Vy(a),  —Ady(e) +pla) = p- Vry(a).

Ce sont ce que les auteurs appellent les solutions solitons. Ce sont en fait les
champs qui “suivent” une particule se déplacant & vitesse p constante. Les
auteurs montrent en essence le résultat suivant :

Proposition 1.1. Pour tout Py, H atteint un minimum E(P,) sur Xp, et
il existe une fonction v : Rt — RT positive et croissante telle que Yp, N
{Y|H(Y) = E(Pp)} est la sous-variété, de dimensiond, {(q,p, ¢p(z—q), mp(z—
q)} ot p = v(|P) -

On peut également calculer l'énergie de ces minima en fonction de p
[KKS2]. On remarque que celle-ci ne dépend que de |p| et que c’est aussi une
fonction croissante.
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En résumé, pour tout Py, H atteint un minimum FE(Pp) sur la surface
Yp,, et E(P,) est une fonction croissante de |Pp|. C’est cette fonction E(P)
dont on a parlé & la fin de la Section 1.3.5 et que 'on appelle relation énergie-
impulsion.

Remarque 1.1. On peut, dans ce modéle établir une relation simple entre
Utmpulsion du champ Py et l’énergie du champ libre Hy, en effet on a :

i=|fred < (o) (/)

< Hy.

On voit ainsi que l'tmpulsion est dominée par l’énergie : si 'impulsion n'est
pas nulle, alors on ne peut pas rendre l'énergie ausst petite que l'on veut. La
situation sera tout & fait différente dans notre modéle.

1.6.2 Notre modéle

On rappelle que le hamiltonien du systéme s’écrit

Hapom) = T3 [ an [ (9,060 + o))
+ [ s [ dupile- dmwele)

Comme dans le cas du modéle de Nelson, on voit facilement que H posséde
un minimum :

Ey = —;— / dz / dyp}(z)p2(y) A, p2(y),

et que celui-ci est atteint si et seulement si ¥ =Y, = (q,0, ¢¢,0) ot ¢, est la
solution de A,é(z) = p1(z—q)p2(y) qui tend vers zéro & I'infini. Cependant, si
on s’intéresse au comportement de la fonction H sur les surfaces d'impulsion
totale constante, on observe un phénomeéne totalement différent par rapport
au modéle de Nelson. On montre en effet le résultat suivant :

Proposition 1.2. Quelque soit Py, on a

YEEPO

Si, de plus, Py # 0, alors cette borne inférieure n’est pas atteinte.
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Hnels H
\/ Zp
Lp
\/ o
\ E(p) o
Enels,O Ep

FiG. 1.4 — Energie et impulsion.

Alors que dans le modéle de Nelson, la fonction H atteint un minimum sur
chaque surface X p,, dans notre modéle on peut trouver sur chacune de ces
surfaces un élément dont I’énergie sera aussi proche que ’on veut du minimum
absolu de H (voir Figure 1.4), mais sans pour autant atteindre ce minimum
si PO 7é 0.

Démonstration : On choisit un minimum absolu Yy = (0,0, ¢g,0) de H.
On peut remarquer que P(Y;) = 0. On a d’ailleurs P(Y,) = 0 pour tout gq.
Ainsi, une fois la premiére partie démontrée, on aura également le fait que
H n’atteint pas sa borne inférieure sur Xp, si By # 0 puisque H(Y) = Ej si
et seulement si Y =Y.

L’idée est d’ajouter & Yy un champ Y = (0,0, ¢¢, 7€) tel que

PYo+Y) =P, et H(Yo+Y) =H(Y,) +e

On remarque que le support de ¢g en x est localisé autour de z = 0. On
va choisir Y¢ de fagon a ce que les supports de ¢€ et 7€ en x soient disjoints
de ceux de ¢g et de p;. On aura alors

H(Yo+Y*) = H(Yy) + H(Y™)

t
e P(Yo+Y°) = P(Yo) + P(Y*).

Il faut donc choisir Y tel que
PY)=PF e H(Y)=e¢

En d’autres termes, on veut choisir un élément Y ayant trés peu d’énergie
mais ayant tout de méme l'impulsion F;. On voit aussi que dans ce cas
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H(Y<) vaut juste 1 [ [7¢|* 4+ |V,¢°|*. En effet, le terme d’interaction dans le
hamiltonien est nul du fait du choix du support de ¢*.

On va maintenant construire ¢° et 7¢. Soient K, L deux nombres positifs,
X1, X2 deux fonctions dans C°(R?) et x3 une fonction dans C$°(R™) telle que

/X%(y)dy =1

Soient
L _ z L — z
" (z,y) = Kx1 (L) x3(y) et 7 (z,y) = Kxo (L) x3(Y),
on a alors
z T

V05 (e) = Kxi (5) Vo) et Vao (zp) = 293 (2) ).

D'ou

2
1 1
- 5K2Lﬂ’/dasxg(:c)/olyxg(y)+§K2L"’/dfc><f(fﬂ)/dy|‘7><3|2(y),

1/ dzdy (|"(z,9)[> + V642, )"

et

T

K? x
L L — = = 2
/d:caly7r (@,9)Vz0"(2,y) = - /dw (Vxa) (L) X2 (L)/dyX3(y)
= KzLd"l/dﬂJ (Vxl)(w)Xz(x)/dyxﬁ(y)-
On choisit K = L'3*, et x1 et X2 tels que

/da: x2(z)Vxi(z) = B,
On obtient alors
L
—;—/dxdy (7t (z, )| + Vb= (z,9))?) = E/d:cdy (X3 (2)x3(v)

+x3(2) Vsl (1))

et
/ dady 7 (2, 4) V0" (z,y) = P,

On choisit enfin z;, tel que les supports de ¢%(z — zr,y) et 7%(z — z1,y) en
x sont disjoints de ceux de ¢g et p;. Si on fait tendre L vers zéro, on obtient
bien le résultat voulu. O
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1.6.3 Relation énergie-impulsion

Nous avons défini la fonction E(P) dans le cadre du modéle de Nelson.
C’est cette fonction que ’on appelle relation énergie-impulsion, et dont nous
avons parlé dans la Section 1.3.5. Dans le cadre de notre modéle, celle-ci
n’existe pas. Cela induit une différence notable sur le comportement général
des solutions. On se place toujours dans le cas ou le potentiel extérieur est
nul.

Dans le cas du modéle de Nelson, on peut montrer que toute solution
converge “localement” vers un minimum de Hys sur ¥p ot P est I'impulsion
totale de la solution [KS1]. Par convergence locale, on entend convergence au
sens de Fréchet pour la famille de semi-normes suivante

¥ia = (I + /| Vo f@k) . R>o

Ainsi, étant donnée une condition initiale d’impulsion totale P, la particule
“garde” une partie de ’énergie et de I'impulsion totales, le reste étant évacué
dans le champ & l'infini. Si le potentiel extérieur est de la forme V'(egq), sur des
temps de 'ordre de % tout se passe comme si le mouvement de la particule
obéissait au hamiltonien effectif Heg(q, p) = E(p)+V (eg) (voir Section 1.3.5).
On peut montrer que :

P

2(1 +m.)’
ol m, := —(p; A~!p). La particule acquiert une masse effective. Cela provient
de linteraction avec le champ, c’est le phénoméne de renormalisation de

masse.

On verra au contraire que, dans notre modele, la particule finit par s’ar-
réter, et ce indépendamment de la condition initiale. Elle dissipe donc toute
son énergie et son impulsion dans le champ.

E(p) ~o

1.7 Présentation des résultats

On étudie dans cette thése le modéle donné par le systéme d’équations
(1.41)-(1.42) et ce pour deux types de potentiel V : les potentiels confinants
et surtout les potentiels linéaires. On montrera que dans chacun de ces cas,
et sous certaines conditions, la particule se comporte comme si elle était
gouvernée par une équation du type (1.4). En particulier, on montrera que,
modulo des termes d’erreurs que I'on contrélera, la force de réaction (1.43)
du milieu sur la particule produit une force de frottement linéaire, quelque
soit la valeur de d, mais pour n = 3 et ¢ assez grand. Une étude détaillée de la
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force de réaction du milieu est donc un préambule nécessaire & nos résultats.
Celle-ci est 'objet de 1a Section 2.1 dans laquelle on reviendra également sur
I’origine de la restriction a n = 3.

On étudie le comportement asymptotique (i.e. t — +00) des solutions du
systéme (1.41)-(1.42). Cela suppose que, étant données des conditions ini-
tiales, ce systéme admette une solution unique et définie pour tout temps.
D’un point de vue mathématique, on a affaire a un systéme de deux équations
couplées : une équation aux dérivées partielles et une équation différentielle.
Le probléme de I'existence et de 'unicité des solutions n’est donc pas totale-
ment évident. On traitera cette partie du probléme dans la Section 2.2.

L’étude du comportement des solutions fait 'objet des Sections 2.3 (pour
le cas du potentiel linéaire) et 2.4 (pour le potentiel confinant). Dans ces
sections, comme on V’a dit précédemment, ¢ joue un réle majeur, et on le ré-
introduira donc dans les équations. Dans la Section 2.3, on considére le cas ou
la force extérieure F' est constante. Sous des hypothéses raisonnables sur les
conditions initiales, et pourvu que c soit assez grand et F' suffisamment petite,
on montre alors qu’asymptotiquement la particule se comporte comme si son
mouvement était dirigé par 'équation (1.4). En particulier, on montrera que
la vitesse de la particule converge vers une vitesse limite v( F') proportionnelle
a F pour des petites valeurs de F| i.e. limp_ 3’% = 471 > 0. On rappelle
que le coefficient de frottement « est défini en (2.5). Plus précisément, on

montrera que

F 1-2¢
’U(F) = -’7 + O(C )

et que pour toutt >0 on a:
|9(t) = oo — v(F)t| < Ke™*

pour un certain ¢., (qui dépend des conditions initiales) et une certaine
constante K. Le fait d’obtenir une vitesse proportionnelle a la force appli-
quée est a lorigine de la loi d’Ohm. Dans la Section 2.4, on étudie le cas
d’un potentiel confinant. On montre dans un premier temps que la parti-
cule “s’arréte” en un point critique du potentiel, en suivant la méthode de
[KKS1]. Pour cela, aucune hypothése sur la taille de ¢ n’est nécessaire. Dans
un deuxiéme temps, on s’attache a estimer la vitesse de convergence, et en
particulier & montrer que celle-ci est identique & celle obtenue dans le cas de
(1.4). A nouveau, il faudra alors prendre c assez grand.

Tous les résultats énoncés dans le Chapitre 2 proviennent de [BDBJ. Les
démonstrations des différents résultats sont extraites directement de ce papier
et ont éte placées & la fin des sections correspondantes.
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Dans le Chapitre 3, on introduit la version quantique de notre modéle.
On entre ainsi dans un tout autre domaine. On présentera dans un pre-
mier temps les objets nécessaires & la description du modéle dans sa version
quantique : espaces de Fock, opérateurs de création, d’annihilation. On les
présentera d’une fagon assez générale dans la Section 3.1. Dans un deuxiéme
temps on écrira la version quantique de notre modéle & 1’aide de ces objets et
en particulier le hamiltonien quantique correspondant. Dans la Section 3.3,
on montrera le caractére auto-adjoint de ce hamiltonien. Cette question “cor-
respond” au niveau quantique a celle de ’existence des solutions au niveau
classique. Enfin, dans la Section 3.4, on s’intéressera & la question de 1’exis-
tence d’un état fondamental. On montrera que ce dernier existe, modulo une
hypothése supplémentaire sur la fonction de couplage ps.



Chapitre 2

Etude du modéle : mécanique
classique

2.1 La force de frottement

Une étude détaillée de la force de réaction du milieu définie en (1.43) est
cruciale pour comprendre le modéle. Elle sera également utile dans les preuves
de nos principaux résultats. On suppose que 'on applique a la particule une
force extérieure F' constante. On cherche alors des solutions aux équations de
mouvement (1.41)-(1.42) pour lesquelles la particule aurait un mouvement
rectiligne uniforme ¢(t) = go + vt et le champ “suivrait” la trajectoire de la
particule, i.e :

¢U(x7y7t) :(Dv(ﬂf—(qO'{"Ut),y). (21)
En insérant cet ansatz dans (1.44), on trouve facilement la solution :

®,(z, k) = —/0 ~ ds pi(z + vs)ﬁg(k)ii%)—. (2.2)

C’est ce qu'on appelle la solution retardée, décrivant les ondes créées dans
les “membranes” par le passage de la particule. On peut remarquer que cette
solution a des conditions initiales nulles & ¢ = —oo dans le sens o1, pour tout
(z,y) € R¥™, il existe T' (ne dépendant que de z) tel que ¢,(z,y,t) = 0
pour tout ¢ < T (Figure 1.3). Il est facile de voir que c’est la seule solution
vérifiant (2.1). Ce champ ¢,(z,y,t) crée une force qui agit sur la particule
et que 'on peut facilement calculer & partir de (1.43) et (2.2) en utilisant un

37



CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE : MECANIQUE CLASSIQUE 38

changement de variables dans l'intégration (z — z + vt + qo) :

Foaotvt) = = [ do [ dy il = (@o+v)m)(Tatu) 1)
= _/md dx/n dk/o Oodszl(:v)pl(x—f—vs)
,sin(kls)
(a2
= f(v), (2.3)

qui est clairement indépendante de g et t. Ainsi, ¢,(z,y,t) et q(t) = go + vt
sont solutions du systéme couplé (1.41)-(1.42) avec —VV = F pourvu que
v satisfasse 1’équation f(v) = —F. En conclusion, une solution du type (2.1)
avec vitesse v existe pourvu que 'équation f(v) = —F ait au moins une
solution. Nous verrons que pour F' suffisamment petite cette équation pos-
séde deux solutions, une a “petite” et une a “grande” vitesse. Notre résultat
principal dit que, étant données des conditions initiales suffisamment petites
et n'importe quelle force F' pas trop grande, la trajectoire de la particule suit
asymptotiquement la trajectoire & vitesse constante qui correspond (Théo-
réme 2.4).

Pour les preuves de nos résultats, il est important de bien comprendre le
comportement de la fonction f(v). Le reste de cette section est consacré 3
I’étude de celle-ci, et les différents résultats sont regroupés dans la Proposition
2.1. 11 faut d’abord remarquer que f est une fonctionnelle dépendant de p;
et po. Dans cette section et dans la suivante ces deux fonctions sont fixées,
et on n’indiquera pas explicitement cette dépendance. Par contre, dans les
Sections 2.3 et 2.4, nous réintroduirons explicitement ¢ via (1.40) tout en
gardant p; et o, fixes : f deviendra alors une fonction de v et c.

Il est clair que f € C®(R?). De plus, il est facile de voir que

flv) = fr(lvl)I i fr(Jol) >0,

et donc que la force de réaction du milieu sur la particule est exactement de
sens contraire a la vitesse de la particule, comme on I'attendait pour une force
de frottement. Pour montrer ceci, on peut d’abord remarquer que 'invariance
de p; par rotation implique que

VREO(d), RIf(v)] = f(Rv).
Si on prend maintenant v = |v|e;, on trouve alors, aprés changements de
variables (A = |v|s et k = li) :
psin(A[E)

F(v) = ~ o™ /Rdd”” /ndk / " AV pu(@)1(@ + Aer) B (0]F) z
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L’invariance de p; par rotation implique alors que f;(|v|e;) = 0 pour i =
2,...,d, f(v) est donc dirigée par e; et dans le cas général (v # 0) on obtient
v

f) = =fe(lv) -

vl

On a besoin d’étudier le comportement asymptotique de f(v) lorsque |v| tend
vers 0 et lorsque |v| tend vers +oo. Pour cela, on écrit (voir (2.3))

f@)= | dk f(w,b)

avec (aprés quelques manipulations)

fok) = —f(l, Ikl)ﬁ,

Aol K = ﬁ;pz(w?h(%),

sin A|¢]
€l

+oo
h(&) = /0 d\ /Rd dz O1p1(z)p1(z1 + A, z1)
= = [ danladel )l

ou p; est la transformée de Fourier de p;. Ici, f(v, k) est la force produite par
les “oscillateurs” (}3(33, k) de fréquence w = |k|. De ce qui précéde, on déduit
alors que f,.(Jv|) > 0 et que, étant donné £ € N, il existe une constante C; > 0
telle que

1 ()¢
£0,0)] < Co (l—k—l) |

Autrement dit, & k fixé, f(v,k) s’annule & tout ordre en |v| lorsque v — 0.
Donc, lorsque v — 0, la force qui s’exerce sur la particule et qui est die & un
oscillateur de fréquence w(k) = |k| situé en z, décroit plus rapidement que
n’importe quelle puissance de |v| pour v petit (i.e. lorsque |v| << |k|Ry). Le
couplage de la particule & un tel oscillateur est donc trés faible quand |v| est
beaucoup plus petit que |k|R;. Cela correspond 4 une intuition physique bien
connue : si la particule se déplace avec une vitesse v, elle interagit avec un
oscillateur donné pendant un temps d’ordre %. Pour que I’énergie transférée
entre la particule et l'oscillateur soit efficace, ce temps d’interaction doit
étre comparable a la période de l'oscillateur. En effet, I'énergie totale AE
transférée (de t = —o0 & t = +00) & un oscillateur forcé de fréquence w

a(t) + wiu(t) = o(t)
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peut facilement étre calculée : AE = 7|6(w)|?. En appliquant ceci & I’équation
(1.44) avec q(t) = vt, on trouve AE = #[ﬁg(k)ﬂﬁl(]kl/lv], 0)|?> qui s’annule
a nouveau & tout ordre en v lorsque |v| — 0.

En particulier, il est clair d’aprés cette observation que, si on couple la
particule & une famille d’oscillateurs ayant tous la méme fréquence, on ne
pourrait espérer aucun comportement “ohmique” puisque la force de frotte-
ment ne serait pas linéaire en v pour v petit dans ce cas. Lorsque la particule
ralentit, elle interagit de moins en moins efficacement avec de tels oscillateurs.
Pour remédier a cet effet, il faut coupler la particule & une famille d’oscilla-
teurs suffisamment nombreux et de fréquence arbitrairement basse. Lorsque
la particule ralentira, elle transférera alors de I’énergie aux oscillateurs avec
lesquels elle entrera alors en résonance. Dans notre modéle, le nombre d’os-
cillateurs de basse fréquence situés au point = dépend de la dimension n de
la variable y, et ce a travers I’élément de volume dk = |k|"~1d|k|dQ. La pré-
sence du facteur |k|"~! implique que plus la dimension n augmente, moins il
y a d’oscillateurs de basse fréquence. Cela se refléte immédiatement dans le
comportement basse vitesse de la force f(v) :

Fllo) = ol [ ipaliole)(e)de (2.4
PO [ hede

+o(fv]"7?).

On remarque en effet que, pour v petit, f. diminue lorsque n augmente. Ainsi,
une force de frottement proportionnelle a la la vitesse n’est obtenue que pour
n = 3. Plus précisément, pour n = 3,

Flo) = - [|f72(0)|2 /

ou on a défini

h(f)ds} v 4+ 0(v) = —yv + ofv)

€

1 =160 | hi)de. (25

Ceci montre pourquoi le mouvement d’une particule dans le milieu décrit ici
produit un terme de frottement identique & celui de I’équation (1.4) pourvu
que n = 3. On peut noter que le coefficient de frottement vy est donné ex-
plicitement en termes de p; et ps et est non nul sous I’hypothése (H1). On
s’intéresse dans cette thése & un frottement linéaire, c’est pourquoi dans les
principaux résultats (Sections 2.3 et 2.4) on se restreindra au cas n = 3.
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On s’intéresse maintenant au comportement de f.(|v|) pour des grandes
valeurs de |v|. Il est facile de voir d’aprés (2.4) que limp,—, 4o fr(Jv]) = 0. En
d’autres termes, la force de frottement exercée par le milieu sur la particule
est petite également & grande vitesse. Comme on peut le voir dans les équa-
tions (1.44) et (2.4), cela est principalement di a la présence du facteur js.
En particulier, en présence d’une force extérieure F, on ne peut espérer du
modele qu’il produise un comportement dissipatif lorsque v est trop grande.
On donne Pallure de f.(Jv|) lorsque p est une gaussienne dans la Figure 2.1.

£ (o)

f
[
I
|
l

Um

F1G. 2.1 — Allure de f,(|v])

Finalement, on a démontré la proposition suivante :

Proposition 2.1. Sous ’hypothése (H1), la fonction f(v), définie en (2.3),
vérifie :

(i) f(v)=—fr(!v|)|%’, £(v]) >0, (2.6)
(i) fo(lo]) = Yo% + o([o"?), (2.7)

lorsque v tend vers zéro, et oty > 0 est défini en (2.5),

(ii1)  lim f.(jv]) = 0.

[v| =400
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2.1.1 Appendice

On revient un instant au cas ol les oscillateurs en différents points de
Pespace sont couplés, c’est-a-dire au cas ol I'énergie potentielle du champ
est donnée par (1.38). On montre dans ce cas-1a que la force de réaction du
milieu s’annule pour |v]| < ¢;.

Par un calcul similaire & celui présenté ci-dessus, on trouve

f(v) = fr(lvl)%,

+oo :
fltoy =i [ [ an [ an 1 IR o 2 )
avec I = (Iy,..., 1) et w = /c3|l|? + cZ|k|?. On peut réécrire f, :
flo) = g [ [ db [ aa PR - et
= 2 [ Mp@PI)P RSl ) ~ Bt - )]

On voit alors facilement, étant donnée la définition de w, que f.(Jv]) = 0 si
lv] < 1.

2.2 Existence des solutions

On rappelle que le potentiel V satisfait ’hypothése (H2) suivante :

(H2) V € CYR?) et VV est Lipschitzien. De plus, I'une des deux
conditions suivantes est satisfaite : soit VV est borné (comme
dans le cas V(q) = —F - ¢) soit V est borné inférieurement.

On peut maintenant introduire 'espace des phases £ du modéle. On note
|| - |l2 1a norme usuelle sur L*(R**", dzdy). Sur CP(R* x R*), ||¢]| = |Vl
définit une norme. On appelle E le complété de C$°(R? x R™) pour cette
norme. En utilisant les théorémes d’injection de Sobolev ([B|, Chapitre 9),
on peut voir £ comme l'espace L*(R¢, D, dz) ol

D = {¢ € L+3(R", dy)|V,¢ € L*(R",dy)}.

On définit alors
£ =ExR? x L}(R¥™) x R?

munit de la norme :

Yie = (18]1% + |gf* + 7|2 + [p|*)? pour Y = (¢,g,7,p).
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Avec cette norme, £ est un espace de Hilbert.
On écrit maintenant le probléme (1.41)-(1.42) sous une forme plus com-
mode, de facon a prouver l’existence et 1'unicité des solutions :

Y (t) = G(Y(¢))
{ Y(0) =Y € € (28)

ou
G: (¢,q,7T,p) — (ﬂ-,p) Ayd)_Pl(x’"Q)PZ(y)a

V(@) + [ dedyVaule - 9p(u)o(sy).  (29)

]Rd+n

Par solution, on entend :
]
Yt)=Y +/ G(Y(s))ds
0

au sens des distributions.
Théoréme 2.2. On suppose n > 3. Sous les hypothéses (H1) et (H2), on
a:
1. Pour tout Yy dans &, léquation différentielle (2.8) admet une unique
solution Y (t) dans C°(R, £).
2. Pour tout t € R, Uapplication W* : Yy — Y (t) est continue sur £.

3. Pour toutt € R, H(Y(t)) = H(Yy) ot H est le hamiltonien défini en
(1.88) et de plus H est une fonction continue sur &.

Remarque 2.1. En utilisant la premiére partie du théoréme et (1.42), on
voit que q(t) € C*(R,RY).
Pour un usage ultérieur, on définit

2

B =5+5 [ dd(Ve@yl+inenh). (@10

On peut remarquer que la forme bilinéaire antisymétrique

w(Y1,Y2) = q1p2 — P12 + / dzdy ($17m2 — T1d2)

]Rd-i—n

est densément définie et fait de £ un espace vectoriel symplectique. Si on
note {, } le crochet de Poisson associé, on peut voir que :

{¢($, y)v¢(x’ay,)} - {W(w,y),ﬂ(xl, y')} =0
{8(z,y),7(z",y)} = 6(z~2o(y—y). (2.11)
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On retrouvera des expressions similaires pour le modéle quantique.

Enfin, les équations de mouvement (1.41)-(1.42) sont bien sur les équa-
tions de Hamilton pour le hamiltonien H définie en (1.33), qui représente
I’énergie totale du systéme. On peut noter que ce dernier n’est pas borné
inférieurement quand V' ne l’est pas, comme dans le cas V = —F - q. Cela
entraine une légere complication dans la preuve qui est par ailleurs assez
classique et suit largement celle de [KKS1].

Preuve : On commence par montrer qu’il existe une solution locale. On
utilise ensuite la conservation de 1’énergie pour montrer que cette solution
est globalement définie.

On commence par regarder I’équation

Y (t) = Go(Y (1))
{ Ygo) . (2.12)
GoY = (m;0; A, ; 0). (2.13)

Cette équation est juste 1’équation des ondes homogéne dans R® avec un
paramétre ¢ € R?. Elle admet une unique solution : t € R — Y (¢) € £. De
plus, si on note W{ : Yy — Y(¢) le groupe & un paramétre correspondant,
on peut voir que W{ est une isométrie linéaire pour la norme | |g. W¢ est
également continue sur R x £ ([LM], Chapitre 3).

On définit maintenant Z(t) = W'Y (), c’est & dire Y (t) = W}Z(t). En
particulier, Z(0) = Y (0) = Yp. On a Y (t) = GoY (t) + WEZ(t). Y(t) est
solution de I’équation (2.8) si et seulement si Z(t) vérifie

{ Z(t) = W5t GL(WEZ (1)) (2.14)

Z(0) =Y
ou
G (gmp) €€ = (0p - - 9)pa(y); ~VV(9)
s [ dedyVpule - Ot €€ (215)
]Rd—{-n
En introduisant
G:(t,2) ERx E = WG (WiZ) € €,

il est clair que G est continue sur R x & et lipschitzienne sur & puisque
W est une isométrie et Gy est lipschitzienne. Cette équation vérifie toutes
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les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz ([H], Théoréme 3.1), elle
posséde donc une unique solution qui est définie sur un intervalle ouvert.
Plus précisément, il existe un intervalle ouvert J tel que 0 € J et il existe
une unique fonction Z : t € J — Z(t) € & satisfaisant (2.14). De plus,
Wt: Zy — Z(t) est continue sur £ pour tout t € J et on a donc les mémes

résultats pour
W'Y, €€—Y(t)=WWY, €&

Afin de montrer l'existence globale, on montre maintenant la conserva-
tion de I’énergie. On commence par montrer le résultat pour des conditions
initiales réguliéres (i.e. ¢g,mo € C®(R™)). Soit Yy = (o, go, Mo, Po) avec
b0, T € C(RI™). Alors WY, est réguliere ([CH|, Chapitre 6) et en utili-
sant la forme intégrale :

Y(t) = WiYo + /t ds Wi G1(Y (s)),

il est clair que ¢(t), 7(t) sont également réguliéres (en z et y). Remarquons
que ¢(z,y,t) et w(z,y,t) sont aussi réguliéres en ¢ ([LM], Chapitre 3). Pour
de telles conditions initiales, un simple calcul donne :

et donc, pour des conditions initiales réguliéres, H(Y (¢)) est constant pour
tout t dans J. On montre maintenant que H est continu sur £. La conti-
nuité de W sur £ et le fait que les fonctions réguliéres soient denses dans £
impliqueront alors le résultat pour toutes conditions initiales. Comme V est
continu, il suffit de montrer que le terme d’interaction dans H est continu.
Sa continuité dans la variable ¢ est immédiate par le calcul suivant :

| Jzarn dz dy pr(z — @)p2(¥)0(2, ) = Jgasn dz dy p1(z — @) p2(y)¥(z,y) |

= lfRd+ndxdkﬂ(i—,,‘zf—”2—ﬁ(lkl¢(m k) — |kl (z, k)) |
< (el @) [kl (6— ) Il

< fel=ge®ynL g -yl

Comme p est & support compact et que n > 3 le premier terme du membre
de droite est fini et donc H est continu (la continuité en (g, ¢) découle de
fagon similaire).
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Nous aurons également besoin de I'inégalité suivante (basée sur |ab| <

%az + Elgb2) :
2
[ asdsente - dmwete) 1< L — Gupina;i). (216)
Ainsi :
H(Y(9) 2 267 + V(at) + L1601 + HIm(OI3 + (oros 125,

(2.17)

Nous pouvons maintenant montrer que J = R. On sait que J peut s’écrire
la;b[ avec —oo < a < 0 et 0 < b < +00. Nous allons montrer par I'absurde
que b = +oo (le méme raisonnement montrerait que a = —00). Si b < +o0,
on sait par la théorie des équations différentielles ([H], Théoréme 2.1) que

lim | Z(t)|e = 400

et le méme résultat est alors valable pour |Y'(t)|¢ puisque
Y (t)le = [WoZ(t)le = 1Z(1)le.

On considére d’abord le cas (plus difficile) ot VV est borné (mais V
n’est pas nécessairement borné inférieurement). Pour ¢ > 0, on peut écrire ¢
comme :

b=¢ +¢ (2.18)

ol ¢" est la solution de 1’équation des ondes avec conditions initiales égales
a0 et ¢° est la solution de ’équation des ondes homogéne avec conditions
initiales ¢g et mp [CH] [J]. En conséquence,

pt) = —-VV(q(®))+ / dz dy Vpi(z — q(t))p2(y)¢" (, 9, t)

Rd+n

+/ dz dy Vou(z — 4(8))p2(4)8°(@, 9, ).
Rd+n

Le premier terme —VV(g(t)) est borné par hypothése. Le deuxiéme peut
facilement étre borné en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et la forme
exacte de ¢" donnée dans ([CH], p.692). En utilisant (2.16) avec Vp; au lieu

de p;, on a

[ dedyVirle —a)m) @0 | < 711900 I
+ 1V ) V(e — a(6)) 3.
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Mais ¢° est solution de ’équation des ondes homogéne avec conditions ini-
tiales ¢g et 7, donc, par conservation de ’énergie :

1Vy8°®) 113 + | Eldﬁ‘)(t) 15=1l Vygo llz + Il o II2 (2.19)

et donc || V,¢°(t) ||2 est également borné.
Finalement, p(t) est borné sur J : il existe C' > 0 tel que

Vte Jt>0 | p(t) |[<C. (2.20)

On a supposé b fini, donc p(t) et g(t) sont également bornés pourt > 0,t € J.
En utilisant la conservation de 1’énergie et (2.17) , on voit que ||¢(¢)]] et
||7(t)]|2 sont bornés. Ainsi |Y(¢)|s est également borné, ce qui est en contra-

diction avec le fait que b soit fini.
On traite enfin le second cas, oi V' est borné inférieurement. Il existe

Vi € R tel que pour tout ¢ € R, V(q) > V4.
(1.33) implique que

H(Y) 2 5p(0) + Vo + 7107 + Sl + (oo A5 ). (2:21)

Donc p(t), ||¢(¢)|| et ||7(t)|l2 sont bornés sur J et comme b est supposé fini,
q(t) est également borné, ce qui est & nouveau une contradiction. O

2.3 Comportement des solutions : force constante

A partir de maintenant et pour toute la suite du Chapitre 2, on prendra
n = 3. Pour montrer nos résultats on a besoin de supposer que c est assez
grand (voir (1.31)). On a déja donné une idée sur cette condition dans la Sec-
tion 1.5 du Chapitre précédent et on reviendra dessus apreés avoir réintroduit
c explicitement comme dans (1.40) :

p2(y) = cioy(cy). (2.22)

Dans toute la suite, p; et o sont fixées et satisfont (H1); ¢ est traité comme
un paramétre. La force exercée par I’environnement sur une particule se dé-
placant & vitesse v est définie en (2.3). On a

s =57 (2) =54 (Y) 2. (2.23)

C
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otl, pour tout w € R,
- +oco
fw = [ ds [ ai [ dsTpaoo+ws)ioa®)
R nJo

On note que f et f. ne dépendent pas de ¢. En utilisant la Proposition 2.1 et
le fait que n = 3, le coefficient de frottement v défini en (2.5) devient alors

k sin(|k|s)
k[

_ ) =i = L
ol 4 ne dépend pas de c:
5= [|&2<0)|2 L h(&)d&] >0, (2.25)

On peut définir wy; comme étant le plus petit zéro de f! et Fuy = f,(wp).
Pour tout w < wy, f est croissante, et donc pour tout F € R¢) |F| < P;—gl,
il existe un unique v(F) € R?, |v(F)| < wpre = vy (voir Figure 2.1) tel que

f(u(F))=-F. (2.26)

Ceci définit v(F).

Pour obtenir nos résultats, on a besoin de certaines hypothéses sur les
conditions initiales. Pour cela, on définit I’ensemble suivant :
Definition 2.3. On appelle D l’ensemble de tous les états Yo = (¢o, go, ™o, Do)
dans £ tels que

(I6o(z, )| + [yl (IVydo(z,y)| + 7oz, y))] < wlz)(1 + |y)™ (2.27)

pour un certain v > 2 et avec k € L= N L2,

On peut maintenant énoncer nos principaux résultats.

Théoréme 2.4. On suppose que p; et oo vérifient (H1) et on considére
(1.41) — (1.42) avec V(q) = —F -q, F € R.

(i) Pour tout Fy, K, R,e,n > 0 il existe co(p1,02,€,m, Fo, K, R) > 0 tel
que pour tout ¢ > cy, pour tout |F| < Fyc™27¢ et pour tout Yy € & tel
que ¢o(x, ), mo(x, ) sont & support compact dans Br, C R® pour tout z, et
vérifiant Hy(Yp) < K%, il existe qo(F,Yy) € R et K' > 0 tels que pour
toutt > 0

g(t) = g0 — v(F)t| < K'e™ "5 (2.28)

(11) Pour tout Fy, K,&,1n > 0 il eziste co(p1, 02,€,7, Fy, K) > 0 tel que pour
tout ¢ > co, pour tout |F| < Foc™27¢ et pour tout Yy € D avec ||kl < Kc et
Hy(Yy) < K%, il existe g0 (F, Yo) € RE et K' > 0 tels que pour tout t > 0

g(t) — goo — v(F)t| < K'|t]*.
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Il faut remarquer que, puisque 7 peut étre choisi arbitrairement petit, le
taux de décroissance exponentielle dans (2.28) est essentiellement donné par
le coefficient de frottement v = J, et que de plus

v(F) = % +0(c*%) (2.29)

uniformément pour |F| < Fyc27¢. Cela montre que les solutions g(t) de
(1.42) ont bien le méme comportement asymptotique que celles de (1.4),
comme annoncé précédemment. La restriction sur I'énergie Hy(Ys) des condi-
tions initiales dans les hypothéses est reliée au fait que f(v) — 0 lorsque
|v| = 400 (voir Proposition 2.1). En effet, il est intuitivement clair que, si a
un certain instant ¢, |§(t)| est trop grand, alors la force de réaction du milieu
sera trop faible pour contrer la force extérieure F et la particule continuera
d’accélérer. Cette argument n’est plus valable lorsque F' = 0. Dans ce cas,
on peut alors omettre I'hypothése sur I’énergie initiale Hy(Yp), pourvu que
Pon impose sur o3 la condition supplémentaire (W) (voir Section 1.4). Cette
condition exprime 1'idée que la particule est couplée avec les oscillateurs de
toutes les fréquences possibles (voir (1.44)). On peut alors énoncer le résultat
suivant :

Théoréme 2.5. On suppose que py, 02 vérifient (H1) et que oo vérifie (W).
On considére (1.41) — (1.42) avec V = 0.

(1) Pour tout nn > 0 il eziste co(p1,02,m) > 0 tel que pour tout ¢ > co et
pour tout Yy € & tel que ¢o(x, ), mo(z,-) sont & support compact pour tout x,
il existe goo(Yy) € RY et K' > 0 tels que pour tout t > 0

9(t) = gool < K™,

(ii) Pour tout n > 0 il existe co(p1,02,m) > 0 tel que pour tout ¢ > co et

pour tout Yo € D, il eziste oo (Yo) € R® et K' > 0 tels que pour tout t > 0

la(t) — goo| < K"}t

La preuve du Théoréme 2.5, qui utilise des techniques de cette section et
de la section suivante, sera donnée a la fin de cette derniére.

On introduit enfin quelques notations qui apparaitront fréquemment dans
les différentes preuves. On note D f(v) la différentielle de la fonction f(v).
On peut voir que dans n’importe quelle base orthonormée (ey,...,eq4) dans

laquelle e; = IZ_I on a
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siv#0et
Df(0) = —vId.

On définit pour tout w € R¢

d.(w) = max (f;(rwb, f%”#)  e(w) = min <ﬂ('w“’ ﬁ&u{ﬁ)) |
(2.30)

Etant donnée la définition de wy et (2.23), il est clair que:* (w) et 4. (w) sont
strictement positifs pour |w| < wy et que | D f(v)|| = %6.(%). Clairement,
3}1_% . (w) = 3}13%) Fu(w) =7 (2.31)

ol ¥ est défini en (2.25). Pour alléger les notations, on écrira simplement
Dfrp, 7F et 65 3 la place de D f(v(F)), ,7*(@) et 9~*(1—’—(f—))

Comme on veut montrer que ¢(t) — v(F), il est commode d’introduire
h(t) = q(t) — v(F)t. Pour démontrer le Théoréme 2.4, on a besoin du lemme
suivant.

Lemme 2.6. Sous les hypothéses du Théoréme 2.4(3) (resp. Théoréme 2.4(1i)),
il existe co > 0 et 8 > 0 tels que

sup Ih(t)] < Bet—
>0

pour tout ¢ > cg et pour toute condition initiale comme dans le Théoréme
2.4(i) (resp. Théoréeme 2.4(ii)).

La preuve du Lemme 2.6 sera donnée & la fin de cette section.

Preuve du Théoréme 2.4 : Tout au long de la preuve, de nombreuses
estimations seront faites en terme de c, il faut donc se rappeler que p; dépend
de ¢ via (2.22). D’un autre coté, les différentes constantes ne dépendront
que de pp, 09,1, €, Fy, K, R, mais pas de ¢, F, ni des conditions initiales. On
commence par fixer ¢ assez grand pour que Foe™2"¢ < Fyc™2, ce qui entraine
que v(F) est bien défini (voir (2.26)), et on considére (1.41) — (1.42) pour un
certain F € R, |F| < Foc™>F et un Y € €.

La premieére partie de la preuve consiste en un calcul assez direct mais rela-
tivement long transformant (1.41)-(1.42) en une équation intégro-différentielle
effective pour A(t) = g(t) — v(F)t obtenue en (2.42).

La résolution de (1.41) donne, en utilisant (2.18),

¢(x,y,t) = ¢"(z,y,t) + ¢°(z,9,1),
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ou dans le cas tridimensionnel que 'on considére ici :

st =g [ B Hpaogeo) e
P, 1) = — [ [6o(x,0) + 0 Vybo(z,0) + tmo(z,0)ldo (2.33)

4rt? Se(y)

et S;(y) est la spheére de rayon ¢ centrée en y ([J], Chapitre 3). En insérant ceci
dans (1.42), on obtient 1'équation intégro-différentielle suivante pour ¢(t) :

o o b cdvde P2Y =2
i) = g [ wayas P00 0 o —gte - )
XVp (@ - glt)) + Aoft), (234

ol

Ao(t) = s //d:vdy /St(y do [¢o(z,0) + 0 - Vyoo(z, 0)
+tmo(z,0)]p2(y) Vi (z — g(t)). (2.35)

Comme n = 3, il n’est pas difficile de voir que f(v), définie en (2.3), peut se
réécrire comme suit :

1 — 2)p2(y)
- /Rd// da:dydz |Z| p1{x + v|z|)V 1 (z).
(2.36)

En utilisant cette expression pour remplacer F' dans (2.34) par — f(v(F)) on
trouve

it) = _1_ eduds 2W =AW o )
1 = / / / de dy dz =27 (@ + o(F)|]) V(@)
=/ /| e 2= 20 o - gt = ) Vsto - ()

+A0(

Afin d’alléger les notations, on écrira désormais v = v(F"). On divise mainte-
nant la premiére intégrale en deux parties :

/dm/dy/dz=/dw/dy/ dz+/d:c/dy/ dz.
Rd R3 R3 R R3 |z|<t Rd RS 2| >t
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On note f(t) le second terme, i.e.
/// dz dydz p2y = 2)oa(y) pi(z +v|z|)Vpi(z).  (2.37)
T 2| >¢ 2|

On remarque maintenant que pour |z| > 222, py(y)pa(y — 2) = 0 puisque

R
ly—ZIZIZI*—IyIZ??Q—IyI

et p2(y) = 0'si Jy| > £2. Donc f(¢) s'annule si ¢t > 222 Finalement, on pose

A(t) = Aolt) + f(2). (2.38)

Vor(@ = q(®) +p1 (2 +0l2]) Vou(@)| + Arlt). (239)

Cela donne :

En insérant .
—lz|) = — i(s)ds
att =) =a(t)— [ dto

dans (2.39) et en utilisant 'invariance par translation, on trouve :

-1;///|z|§t drdydz P2y _lj)m(y) [pl (z + v|z]|)
—py (m + /t jIZI (j(s)ds> ]Vpl(:c) + AL(). (2.40)

On peut maintenant introduire h(t) = ¢(t) — vt, en terme duquel (2.40)

devient
1 p2(y — 2)p2(y)
ype ///]zlst dz dydz B [pl (z + v]z])

oy (:v T olz] + /;ZI h(s)ds> [Ver(@) + Au(e).

On peut écrire

o ( ol + /:Iz| h(s)ds) ~ pu (vl
- /t_l () V(= 4ol ds

+%<Hessp1(jt,lzl) /:M h(s)ds; /tj]zl 5(8)d8>
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pour un certain Z, .| appartenant au segment [z +v|z|; £ +v]|z| +ftt_|z! h(s)ds).
De plus, une intégration par parties donne
t

/t h(s)ds = |z|h(t) +/ (t — |z| — s)h(s)ds.

—lz| t—|z|

On a alors

o) = - [/ /I _ 4 dydz sy = ) [0 - Tonlo 4012 I @)

_% ///Mgt iz dy dz 2 —Izzl)pz(y)

X [(/tt (t—|z] - 5)h(s)ds> -Vpi(z + vlz[)] Voi(z)

—lzl

_i/// iz dy d p2(y — 2)p2(y)
4r |2|<t |2]
1

><§<Hessp1(5:t,|z|)/t_lzt h(s)ds;/t_IZ' h(s)ds>Vp1(:v)
+A4(t).

A nouveau, on réécrit la premiére intégrale comme flzl <= Jos — fIZIZ .- Ilest

facile de voir & partir de (2.36) que le premier terme est alors égal 3 D fp - h(t)
tandis que le second s’annule, une fois de plus, si ¢t > 2—1631. On définit

As(t) = Ai(t) + é///]zet dz dy dz pa2(y — 2)pa(y)

x[(t) - Vou(z + vlz])| Vu () (2.41)

et on obtient finalement la forme suivante de 1’équation intégro-différentielle
pour h(t) = q(t) — vt :

ht) = DfF.h(t)—ﬁ///quxdydz P2y _I;l)pZ(y)

<[( / L= 9)h(s)ds) - T 5 012D] Vu(o)

_i/// dz dy dz p2(y — 2)p2(y)
Am |2|<t |2|
1

><-2-<Hessp1(§:t,|z|)/t h(s)ds;/tt h(s)ds>Vp1(a:)

t—|2| —lzl

+Aq(2), (2.42)




CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE : MECANIQUE CLASSIQUE 54

ou Ax(t) est défini via (2.35)-(2.37)-(2.38)-(2.41). On reconnait ici, dans les
deux premiers termes, I'’équation (1.4) avec V = —F - q.
On peut maintenant montrer que h(t) — 0 et controler le taux de conver-

gence. On commence par définir g(¢) = ef}’th(t). On a

) = e Big(t),  hit) = — e Blgle) + e EG(0) = —ph(t) + e Fg(e),
et donc (2.42) devient

) 6

o) = [—1d+ Dfe] -9l

47rc3 ///IZI<t dzdydz P2y lzl)pz(y)

<[([ 1ol = 05 0(6)5) - Tonte 12D |t

///W iz dy dz p2(y |Z|)p2(y)vpl(x)

i t
<Hessp1(:vt ™) / e%(t_s)g(s)ds; / h(s)ds>
2 t—|z| t—|z|

///IZM dz dy dz p2(y |zzl)pz(y)

<[( /t_qz.“_ 2] — $)e$5()ds) - Yoz + v]zD)]| Vr (@)

+eFtAy(t). (2.43)
Remarquons que, dans le troisiéme terme du membre de droite, nous avons

. ]
remplacé seulement un facteur h(s) par e"cgsg(s). Nous utiliserons le Lemme
2.6 pour contréler 'autre. On définit

M(t) = sup lg(s)| et N(t)= sup |g(s)].

0<s<t

En écrivant R(t) pour le membre de droite de (2.43) et en utilisant le Lemme
2.6 pour contrdler son troisiéme terme, on trouve facilement (en se souvenant
de (2.22)) qu'il existe des constantes Dq, D2, D3 > 0 ne dépendant que de

p1, 09 telles que
R
D2e29p C{-
+ —FE——M (t)

D 6 9
+—C§e2R2?§N(t) + 7t | Ay (2)].

RO < (5= + o g
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Ici, Ry est le rayon du support de o (voir (H1)). En prenant ¢ assez grand
(dépendant de Dy, Ds,60F) on obtient pour tout s > 0,

) ) y D e29~F§42 D
9601 < (5 = o+ D5 M) + N(s) 2™ 4 ey (s)]
(2.44)

En prenant le supremum sur tous les s € [0,¢], d’abord dans le membre de
droite et ensuite dans celui de gauche de cette inégalité, on obtient

M(t) + sup (e5°|As(s)]).

0<s<t

5 R
D3 2R 2 0 ’7[4' .D4826F?2L
1= RN < (G- 5+ =)

On note k. l'inverse du facteur devant N(t). Remarquons que k., ~ 1 + %
Ainsi

M(t) + ke sup (e5°|Az(s)]).

0<s<t

5 R
) ;)7F D4€20F—c—f‘
N <z - F+ )

On remarque que, & la vue de (2.29), uniformément en F € R? tel que
0 < |F| < Foe™7%, limgey 400 ”(CF) = 0. Ainsi, de (2.31), on déduit que

li lim 6 = 7. :
TP = IO =7 (2.45)
En utilisant ceci, il est maintenant facile de voir que pour tout n > 0, il existe
co(p1,09, K, Fy, €,7) tel que, pour tout ¢ > ¢, on a

¥ D 1
0<kc(%—7—F+ . 29F_%)<(9F_ AL =mn))=.

03 03+5 03
On obtient alors :

N(©) < (0 =301 = m)M(®) + ke sup (¢5°| Ax(5)]). (2.46)

0<s<t
Pour contrdler le dernier terme de cette inégalité, nous avons maintenant
besoin d’utiliser les hypothéses sur la condition initiale Yy € £. On commence
par traiter le cas du Théoréme 2.4 (ii). Rappelons que A;— Ay est une fonction
4 support compact, s’annulant pour t > 282, Donc, il existe B.(Yp) tel que,
pour tout ¢t > 0 :

k. sup [e5°(As(s) — Ao(s))| < Bu(Yo) < +00. (2.47)

0<s<t
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D'un autre coté, comme, pour |y| > £, py(y) = 0 (voir (2.22)), on a

Al = — [ d d d ) + 0 Vydola,

) = g fdo [ [ o) o o)
+tmo(z, 0)]p2(y) Vi (z — q(t)).

Si ly| < £, alors |o| > |t — £2|. D’aprés (2.27), et les hypothéses sur ¢, m

R
Bo(z,0)| < Kelt = “2[*, o+ Vyolw, )| < Keft — 2,

R
| tmo(z,0) |< Ket | t - ?2 |~v1

3

uniformément en la variable . On a donc, pour une certaine constante A,

A

Aot |I€ —. 2.48
[ Aot) IS (249
Un simple calcul montre alors qu’il existe t*(%) > 0 tel que
e:%'s ez%-t 2]
SupOSsSt[(H.,g)V] = o vt >t (33), (2.49)
= 1 vt <t (5).

On écrira t, = t*(é‘%). On a maintenant, pour tout 0 < s < ¢,

9()] < 19(0)] + / lo(w)ldu < [9(0)] + / " N(w)du < 19(0)] + / N(w)du,

et donc, en utilisant (2.46), (2.47) et (2.49), on trouve

M@ < |M(O)I+/0 N(u)du

< 1901+ (e =71 =) | My
oY

t
+kcAc‘% / ———du + kcAc'%t* + B.t.
o (1+u)

On utilise alors le lemme de Gronwall ([H], Lemme 6.2) pour obtenir

. B,c? . )
GO < M) < (|9(0)] + keAc 3¢, + —— o )or=31-m)%

Or —3(1 —n)
t g (1-m)s

-3 Or-3(1-m)%
+k.Ac 2(/0 (1+S)”ds)e . (2.50)
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On définit Ao, = |g(0)|+kcAc’%t*+§Ff7(°f_n). En se rappelant que h(t) — o3t 9(2),
cela donne
; 7 t X (1-n)s X
h(t)] < heoe Z0M 4 k Ac™3 (/ f_____ds)e—-g;(l—n)t
0 (1 + S)”
; L k(-n)s .
< hoe ML lccAc—%(/2 e ds) e~ (-t
Bl o (148
t o (1-n)s .
+kCAc“% (/ ¢ ds) o~ (-
¢ (1+s)”
3 - F(1-n)t
< hoe B0y A (O )
- Z(1-n)
t
d
thAch / s
¢ (1+s)”
. k 5~ t k.Ac™2
< hooe_—%(l_n)t—l— — i Acie‘“gs'(l“ﬂ)* + c
B 7(1—n) (v —1)(1+ L)1

En conséquence,

h(t) = O(t'™),

et on peut donc en conclure qu'il existe ¢ (Y, K, F,¢) € R? avec la propriété

que
q(t) = goo + V(F)t + O(t*™),

ce qui montre la seconde partie du théoréme.
Dans la partie (i) du théoréme, ¢¢ et m sont & support compact. Donc
Aj est également & support compact. Dans ce cas, (2.46) devient

N(t) < 5(0r — 51~ m)M(2) + N,

ot N est une constante qui dépend de tout excepté t, donnant au lieu de
(2.50) - -
19(2)] < |g(0)]e@r—Ta-ME 4 Ne@r-F0-m)

et donc ' . ~ -
|h(t)] < (|h(0)] +N)e—§&(1~n)t_

Le comportement annoncé de ¢(t) en découle alors. d
Preuve du Lemme 2.6 : Remarquons d’abord que dans le cas considéré ici
(V = —F - q) le hamiltonien n’est pas borné inférieurement (sauf si F' = 0),



CHAPITRE 2. ETUDE DU MODELE : MECANIQUE CLASSIQUE 58

il n’y a donc pas de raison a priori pour que h soit borné. On commence par
controler h(t). En utilisant (2.22), (2.34) et h(t) = §(t) on a :

R < 1P+ 55 +14o(o)]
Mais
4] = | [ [dsdypv)Vmi(e - a®)¢(o,0,0)

< Vy®®llz % [V, 02(y) Vi (z — g(t)) 12

et en utilisant (2.19) avec ’hypothése Ho(Ys) < K¢* % ainsi que la forme de
P2 Ol a

|[Ao(t)] < Ac™". (2.51)
On rappelle alors que |F| < Foc™27¢ < Fy(c) = E;%’L, donc finalement :
|A(t)] < Koc™. (2.52)

On se tourne maintenant vers la borne sur A(t) qui sera obtenue en (2.57).
Pour alléger les notations, on écrira I'r au lieu de D fp. En multipliant (2.42)
par e TFt et en intégrant entre O et T, on obtient aprés quelques manipula-
tions :

MT) = eFFTh(O)—%/{)Tdt///ldddxdydz p2(y —lzz‘)pz(y)

([ t,zi“‘ 2] = $)i(s)ds) - Vpu(a + vle]) | e DTy )

—-—/ dt ///[zlqudydz paly : ])”2(*”)

t
-Tr(t-T)
2<Hessp1(xt lzl)/t—lil h(s)ds; /t~|z|h(s)ds>e Vo (z)

T
+ / dt e TFE-T) Ay (2).
0

En définissant B(t) = SupOSsStlh(s)l et en utilisant (2.22) et (2.52), on
trouve, pour tout t > 0 et pour des constantes Ky, Ky > 0 :

h(t)] < 1h(0)] + L / feTee=O)ds + 22 / e~ (6= B2(5)ds

/ 6T~ Ay (s) | ds.
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Ainsi, avec les notations introduites aprés le Théoréme 2.5 (voir (2.30)-
(2.31)),

()] < /e:?@ s + K2y / s,

+/ e (a1 |A2(s)|ds.
0

4+s

et en conséquence

O < O+ =k + 2280 + [ B0 a5

,chl+e "}’FC

On controle maintenant le dernier terme de cette inégalité. Sous les hypo-
théses de la partie (i) du Théoréme 2.4, Ay(s) est & support compact. 11 faut
également se rappeler que A; ne dlffere de Ay que par des termes & support
compact dans la boule de rayon 2—132. De plus, un de ces termes est borné par

% et Pautre par L”C(;l Ainsi, en utilisant (2.51), la derniére intégrale peut

étre bornée de la fagon suivante :

2Ry

t @ 5 .
| ¥ mtods < [ eFeanods+ [T eEI1ay(s) - A)lds
0 0 0

a 2Ry
AC—E/ e FDgs 4 k(B(t)c™ +¢7?) / :
0 0

< Aac® +Kc 3+ KB(t)ac™, (2.53)

ezc‘;(s_t)ds

IA

oll a est tel que Ag(s) = 0 pour s > o (notons que a < sup{2&2, £2 4 Rc})
et pourvu que c soit assez grand. Et on a donc pour tout ¢ > 0

|h(t)] < |R(0)] + Kac'™ + %BQ(Q + k'B(t)c ™t (2.54)

Si nous sommes maintenant sous les hypothéses de la partie (ii), on utilise
(2.48) pour contréler fot e ¥ (9| A (s)|ds. On obtient alors

t s 1‘} (s—t)
/ eF Y| Ag(s)lds < A / ds
0 0

c% (1 + 8)”

t
< / -AT——l—dsgA”c_%
0 C2 (1 + S)"

puisque v > 2. Finalement nous avons a nouveau (2.54) pour tout ¢ > 0.
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On conclut maintenant de la facon suivante. Comme B(t) est croissante,
on a, pour tout 0 <t < 7T

()] < |R(0)] + Ksc*— + %BZ(T) + K B(T)c ™.

Donc, en prenant le supremum sur ¢, on a l'inégalité suivante pour tout
T>0:
K,

B(T) — K¥'B(T)c™* < |h(0)] + Kac*™ + =

fchB2(T). (2.55)

En utilisant les hypothéses sur F' et Ho(Yp), on a |A(0)| < Kc!~¢, donc, pour
c assez grand :

2K,

B(T) < 2(K + K3)c' ™ +
YFC

B*(T). (2.56)

Un simple calcul et la continuité de B(t) nous disent que :

B(t)<B_ Vt>0 ou B(t)>B, Vt>0,

YrC 16 K3 (K + K3)
=JEC (14, /1— :
B 4K, (1 \/1 Fpce

avec

On prend maintenant ¢ assez grand pour qu’il existe deux constantes 3 et 3

telles que :
B_<Bc7™%, B.>pfc>Kc e

Notons maintenant que
B(0) =| h(0) |[< Kc'™* < By,
et donc on a finalement la borne suivante sur A(t) :

|h(t)| < B(t) < B_ < ™ V> 0. (2.57)

2.4 Le cas confinant

On s’intéresse maintenant au cas d’un potentiel confinant. On supposera
dans cette section que V satisfait I’hypothése (C) et que o vérifie la condition
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(W). On définit alors p, comme dans (2.22). Soit § = {¢* € R}|VV(¢*) = 0}
Pensemble des points critiques de V, on suppose que S est discret. Pour tout
g € R?%, on note @, 'unique solution de —A,d(z,y) = —p1(z — ¢)p2(y) qui
tende vers zéro & l'infini. On voit ainsi que {(¢q, ¢,0,0)|g € S} est 'ensemble
des points d’équilibre pour la dynamique.
Théoréme 2.7. On suppose que (Hy), (Hz), (C) et (W) sont vérifiées et que
n = 3. On note Y (t) = (¢(t),q(t),7(t),p(t)) la solution de (1.41) — (1.42).
Pour tout Yy € D, il existe ¢* € S tel que :

tl}—{»-moo qt) =q* et tg_rirnooq(t) = 0. (2.58)
Si de plus, ¢* est un minimum non-dégénéré de V, alors pour tout n > 0 il
existe cg > 0 tel que pour tout ¢ > ¢y et pour tous ¢g et my & support compact,
on a pour toutt > 0

lg(t) — '] < Ke™ 3, (2.59)

On a également un résultat similaire pour ¢(t).

On pourrait également, comme dans [KKS1], étudier la convergence de
@(t) vers ¢4+, cependant nous ne le ferons pas ici. Il faut remarquer que la
premiére partie du théoréme ne nécessite pas de prendre ¢ grand. En fait,
en utilisant la méthode de linéarisation de [KKS1}], on pourrait montrer que
la convergence reste exponentielle pour toute valeur de c. Cependant, cette
méthode ne fournit pas une expression trés explicite du taux de convergence.
Notre méthode montre ici que celui-ci est égal & 513, confirmant que les so-
lutions de ce modéle se comportent comme celles de 1’équation phénoméno-

logique (1.4).

Preuve : Afin de montrer (2.58), i.e. la convergence de q(t) et ¢(t), on suit
la méthode de [KKS1]. Le taux exponentiel (2.59) sera alors obtenu par les
mémes techniques que dans le cas V() = —F - q.

En utilisant la conservation de 1’énergie et I’hypothése sur V, on peut
immédiatement en conclure que ¢(t), ¢(t) sont §(¢) bornés. Soit Br C R? la
boule de rayon R centrée en 0. On définit :

Ba) = i)+ [ as [ (9000l + e

+ / dsdypi(a - q)p®)d(z,0,0. (260

On prend R > Bcl. En utilisant (2.18), on peut écrire ¢ comme ¢" + ¢° et
de facon similaire, 7 = 7" + 7° ot 7"(z,y,t) = ¢"(z,y,t) et ™°(z,y,t) =
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cbo(x, y,t). En utilisant cette décomposition ainsi que la régularité de ¢q et
7o, on voit que ¢(z, y, t) et m(z,y, t) sont différentiables. On notera n(y) = |—yl|
et do ’élément de surface de 9Bg. En dérivant alors (2.60), on a

= /Rd dz /BBRda Vyd(z,y,t)n(z,y,t)

- / dz / do(y) n(y) - (Vy@" (@, y, )" (2, 3,8) + Vy @' (2,9, 1)
Rd 8Bg
x7%(z,y,t) + Vycbo(w, y, )" (z,y,t) + V8% (2, ¥, )7%(z, 9, 1))

On borne les trois derniers termes grace & I'inégalité de Young, et on intégre
ensuite en t. Ainsi, pour tout T > Ecl,

Er(T + R) — Er(R + -}—23)

T+R
/ dt/ d:v/ do(y Vo' (z,y,t)7" (2,9, 1)
Rd dBp

+Z(|vy¢r(z,y,t>|2 17 (@3, H) + 2V, 3, + (2,5, 0)))

On sait que Eg(R + £2) < H(Y(R + £)) = H(Y;), et Phypothése sur le
potentiel et (2.21) nous donnent alors

Ba(t) > H(Y() - 5(In()I3+ [9(t)])
> —H(Yy) +2Vo + 2(p1p2; 1A ' pa),

ou V; est le minimum de V. On a donc
Er(T + R) - Er(R+ -——) > —C,

ou C est une constante ne dépendant pas de R,T. Donc,

T+R 1
/ dt /Rd dx /33R do(y) (n(y).qusr(x’y’t)ﬂ'r(x’yat)+z(|vy¢rl2+lﬂ7‘|2)

T+R
<C+2 / i [ dr [ do)(7,8 @t + e ). 261)
Re Bg
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Nous avons d’abord besoin de borner le membre de droite. Cela provient du
Lemme 3.3 de [KKS1] et du fait que k € L? (rappelons que  est définie dans
la Définition 2.3) :

T+R
Jrona® [e [, a9 0 + e, <

uniformément en R et T.
Ensuite, en utilisant (2.32), on a

p2(2)
¢T P y:t =7 z
( ) 4 ly—z|<t 'y - Zi

pr(z—q(t—ly—2z)).

Si ly| = R, comme py(z) = 0 pour 2| > £, on a pour ¢t > R + %2

1
1 dz p2(z)
4 |z|<£c2- Iy - ZI

¢"(z,y,t) = — pr(z—q(t = |y —zl0)).

En conséquence, toujours pour |y| = Rett > R+ %

1 dpz()a

et =Flnt =g | b e @ -y =2D)

(2.62)
et
V) = o[, o o= alt =1y~ D) n(y)
1o pa(2) o e .
T Juyem By —op G =20l = 2)
1 L2 9D gt~y — )

x(n(y — 2) — n(y)).
Les deux derniéres intégrales sont bornées par KR~2 car ¢ est borné. Donc

Vyd (z,9,8) = ~1"(z,y, )n(y) + O(ly| ™).

Comme on sait que g(t) est borné par une certaine constante Qo, pour |z| >
Qo+ Ry = Ry on a ¢"(z,y,t) = 7n"(z,y,t) = 0. Donc (2.61) devient

T+R
/ dt / iz [ doly) 7@y, < K +TOR?), (263
|z|<Qo+R1 8Bp
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et, en utilisant & nouveau (2.62), on a

/T+_ & /I;ﬁ & /aBR dg(y)‘ /Bﬁz dz‘S{Zi' %P (z—q(t— |y —z|c) 2

< K +TO(R™).
Orly—z|~Rett+R—|y—z|=t+n(y) z+ O(R™"), donc

/ dt/ dz /83Rda [/BR y_ 1at (:c g(t+n(y )'Z+(9(R‘1))>}2

< K+TO(R™).

Aprés avoir effectué le changement de variable y = Ro, on prend maintenant
la limite R — 400 et donc

T o 9
/ dt/ d:c/ da' dng(z)—pl(x—q(t—f-a-z)))’ < K.
B Jp,, Js? Br, dt

Cette borne est satisfaite pour tout T" et donc

/0+°° dt[/sﬁl dz /S da‘ /BEZ dzps(2)Vpr (:c Cqlt+o- Z))> (2,64

2
-q'(t—%—a-z)‘ ] < oo.

On définit la fonction
‘2

I(z,0,t) = ‘ /B dz p2(2)Vpy (:r —q(t+o- z))) 4t + 0 2)

qui est différentiable en z, o et uniformément lipschitzienne en t puisque ¢
et ¢ sont bornés. On a alors

lim I(z,0,t)=0 (2.65)

t—+400

uniformément en z € By et 0 € S2. On fixe o et . On prend une base de
R3 telle que 0 = e, et on définit

p2(2z1) = /d22 dz3pa(2z1, 22, 23)
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et s=0-z. On a alors
I(z,0,t) = '/dsﬁQ(s)Vpl(m—q(t+s))) -q'(t—l—s)'2

— | [@smlt - 919 (z = as)) - dt)]
— 7 (Voo —0) - DO
Donc (2.65) entraine que
i gz (Vo (z ~ ¢) - 4)(2) = 0.

L’hypothése (W) et ’extension de Pitt du théoréme Taubérien de Wiener
[Ru] implique que
Jm Voy(z —q(t)) - 4(t) =0

uniformément en z. On a donc

0 = lim sup Vpi(z—q(t))-4(t)

t—+o0 EEBﬁl

= lim sup Vpi(z — q(t)) - 4(2),

t—)+oozeRd
car Vpi(z — ¢(t)) = 0 si |z| > R;. D'out

lim Vpy(z)-¢(t) =0 VzeR?,

t—+00
ce qui prouve que ¢(t) tend vers zéro (on peut prendre z = re; ou r est
tel que pi(re;) # 0 et (ey,...,eq) est n'importe quelle base orthonormée).
Il reste & montrer que g(t) converge vers un certain g* vérifiant VV(¢*) =
0. Rappelons que ¢, est la solution stationnaire de (1.41) correspondant
q(t) = q. Soit A = {Y; = (#4,4,0,0) g € R?, |g| < Qo}. A est compact
dans £. Finalement, on note ||.||r la norme L? restreinte & la boule de rayon
Ret |Y|Z g = Vyoll% + lal* + I7lI% + |p|*. On montre d’abord que

Jnf [Y (1) - Yl (2.66)
= PP + Im(O)+ inf (IV,(0(t) = @a)llk+ la(t) = af* 1500 .

On sait que |p(t)] — 0 quand ¢ — +o00. Donc (2.62) entraine que |77 (t)||r —
0 quand ¢t — +o0. La borne sur ||7%(t)||z (voir le Lemme 3.3 de [KKS1})
montre alors que le méme résultat est valable pour ||7(t)||g. Pour estimer
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I'infimum sur ¢ dans (2.66), on prend ¢(t) pour ¢. Le dernier terme s’annule
alors et on doit contréler

V@0 - b)) = V[ [P (o - e D)
~pi(e—a(®)))]

pour |y| < R, le terme avec V,¢? étant & nouveau controlé en utilisant le
Lemme 3.3 de [KKS1]. La différence py(z—q(t—|z|)) —p1(z—q(t)) peut s’écrire
en utilisant une intégrale ne dépendant que de §(s) pour s € [t—(R+22),t] ce
qui tend vers zéro lorsque ¢ tend vers l'infini, et ce uniformément en (:v y) €
Bp. Tout cela prouve (2.66).

Etant donnée une solution Y'(¢) de (2.8), on appelle B ’ensemble de tous
les Y € € tels qu'il existe une suite ¢, — +o0o avec Y(t,) — Y dans la
semi-norme |.|¢ g pour tout R. La continuité de W* nous dit que B est un
ensemble invariant. De plus, (2.66) entraine que B C A. Donc, pour tout
Y € B, il existe une courbe t — G(t) € R? de classe C? telle que W'Y = Y.
Or W'Y est solution de (2.8) donc on doit avoir ¢(t) = 0, et donc §(t) = ¢*
avec VV(g*) =0 et ¢* € S. Ainsi, Y =Y. et BC {Y,, g€ S}.

On montre maintenant que g(t) — ¢*. Supposons qu'’il existe Ry, € > 0 et
une suite t, — 400 tels que

inf |Y(t,) — Yylem, > € (2.67)
geSs

Or (2.66) et la compacité de A impliquent qu’il existe Y € A et une sous-
suite ¢/, tels que Y (¢,) — Y dans la norme |.|¢ g pour tout R, ou Y € A.

Alors, par définition, Y € B. Mais (2.67) est alors une contradiction avec le
fait que B C {Y,, ¢ € S}. Donc

inf |g(t) —q| = 0

et comme S est discret, il existe ¢* € S tel que ¢(t) — ¢*. On a donc prouvé
(2.58).

Pour montrer (2.59), on suppose maintenant que ¢* est un minimum non-
dégénéré de V. A cause de 'invariance par translation du terme d’interaction,
on peut supposer que ¢* = 0.

Maintenant, le calcul amenant & (2.42) dans le cas particulier v = 0, et
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donc h(t) = q(t), donne :
i) = ~Vaw) - 10 - g [ [ [ wayar ZUZHEY

<[([ tlz[(t |2l - 9)i{s)ds) - Vo (2)| V(o)

-///|z|<t d dy d p2(y —|Zzl)p2(y)

<Hessp1 (Z¢)2) /t_tlz! q(s)ds; /:M q'(s)ds>Vp1 (z)
+A,(t). (2.68)

De plus, VV (¢(t)) = W - q(t) + r(q(t)) ot W est la matrice hessienne de V
en g = 0 et 7(g) = o(|q]). Remarquons que A»(t) est & support compact. On
définit maintenant Q(t) = (g(t), 4(t)) € R** et W la matrcie 2d x 2d :

= 0 I
(S he)
Comme 0 est un minimum non-dégénéré de V, W est une matrice définie

positive diagonalisable. Il faut remarquer que W est également diagonalisable
avec valeurs propres Ay = —3l3 + iy, et donc, pour tout ¢ dans R, eVt =

e~ 35%. On réécrit (2.68) comme

Q) = WQ(t) +¥(t, Q. Q),

ot 1 est une fonction que I'on controlera en termes de |§(t)|, |4(t)| et |q(t)].
En définissant X (t) = e "*Q(¢), on a :

X(t) = e Wty (t, eWEX (1), WeVtX () + eWtX(t)>

1X(t)] < %r—///lzlstdxdydz paly ’Iz'?”z(y)(/t;l(t— 2] — s)

xeaS (WX (5)] + X (s))ds) (Vo o)

/ / /u drdydz P22 Izl)p2(y) 5 Hesop()

3 (t=9)| X (5 t s)lds 1(z
/t-lf I ias) (| 1@(0)ds) 9pu(z)
et A(t)] + et r(g(t))]. (2.69)

~lz|
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Soit € > 0. Comme r(q) = of|gl), il existe ¢ > 0 tel que pour tout |g| <
5, |r(q)] < ¢|q| < €]|Q]. On pose n = min(d,e). De plus, on sait déja que
Q(t) — 0, donc il existe T tel que pour tout t > T, |Q(t)| < 7. En utilisant
le fait que I’évolution de la solution Y'(¢) de (2.8) est donnée par un groupe
linéaire continu et que Y(¢) satisfait aux mémes conditions que Yj, on peut
supposer T = 0. On a donc

w00 <n<e et |r(g)l<elQl (2.70)
Comme dans la Section 2.3, on définit

M(t) = sup |X(s)] et N(t)= sup |X(s)|.

0<s<t 0<s<t

En se rappeleant une fois de plus que p; ne dépend de ¢ que via (2.22) et en
utilisant (2.69) et (2.70), on a pour tout 0 < s <t

. K, iry  ~ eKy 3r K, ar
1X(s)] < —cheTf“HWHM(t)-I— 642e?2M(t)+—c4—16—542N(t)
+ sup (ee337|Q(7)]) + sup (ex7]A(7)]).
0<r<t o<r<t

Remarquons que e?z’SIQ(s){ = |e_W3Q(s)I = |X(s)| et supOSTSt(e%TIA(T)I) <
K3, donc en prenant le supremum sur tout s € [0,¢] dans le membre de
gauche, on a

N < (SHIWES + 26 + o) M) + %e%‘zv(t) + K

On appelle (k/)~! le facteur devant N(t). On peut choisir & aussi petit que
l'on veut, donc le facteur devant M(t) peut &tre borné par {%i Le méme

calcul que dans la derniére partie de la preuve du Théoréme 2.4 donne alors

Kac™\ e
M) < (M) + Iz‘f )e'sE

et finalement on a

Kact '3
Q)] < (M(0) + S5 ) e

ce qui est le résultat annoncé. O
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Preuve du Théoréme 2.5 : Dans une premiére partie, nous suivrons la
preuve du Théoréme 2.7 afin de montrer que ¢(t) — 0. La seule chose &
laquelle nous devons faire attention dans ce cas est que, contrairement au cas
du Théoréme 2.7, ¢(t) n’est pas borné a priori. Cependant, ¢(t) est borné car
V = 0. Afin d’obtenir le taux de convergence exponentiel, nous effetuerons
ensuite les mémes calculs que dans la preuve du Théoréme 2.4, excepté que
nous n'utiliserons pas le Lemme 2.6 mais le fait que nous saurons déja que
q(t) — 0.

On commence par prouver que ¢(t) — 0. Nous suivons le calcul de la
preuve du Théoréme 2. 7 Comme ¢(t) est borné, si t appartient [R+ s R+
T)],silyl=Ret |2 < ona

pour une certaine constante C' > 0. Avec cette estimation, (2.63) devient
clairement

R+T
/ dt / dz / do(y) 7" (2,9, D) < K + T4 O(R™?).
lz|<C(T+52)+ Ry 8Bg

Ainsi, (2.64) devient

/+oo /Rdda:/szdal/BR dzpy(z Vpl(:v— glt+o- z)))

2
-Q(t+a-z)] < +o0

et la fin de la preuve suit de maniére identique.

Maintenant que nous savons que ¢(t) — 0, on peut controler |q(t) — go|
exactement de la méme facon que dans la preuve du Théoréme 2.4, mais au
lieu d’utiliser le Lemme 2.6, on remarque qu’il existe 7" > 0 tel que pour tout
t > T, |g(¢)] < 1. En utilisant le fait que I’évolution de la solution Y'(¢) de
(2.8) est donnée par un groupe linéaire continu et que Y (T") vérifie les mémes
conditions que Yp, on peut supposer T' = 0. Donc, avec les notations de la
Section 2.3 on a, au lieu de (2.46),

N(t) < 0k M(t) + ke sup (e3°]4s(s))).

0<s<t

La fin de la preuve est alors similaire. d



Chapitre 3

Le modéle quantique

En mécanique quantique, 'étude de la dynamique se fait via Péquation
de Schrédinger :

10 = Hiy, (3.1)

olt ¥; € H représente 1'état du systéme a l'instant ¢ et H est un opérateur
(appelé également hamiltonien) sur l'espace de Hilbert #. Si on considére
simplement une particule se déplagant dans R? et soumise & un potentiel V,
I’espace de Hilbert est alors LZ(R?%) et H = —A + V(q) ot A est le laplacien
et V(g) Vopérateur de multiplication par la fonction V. La fonction |¢;|?(z)
représente alors la densité de probabilité de trouver la particule au point z a
I'instant ¢.

Cependant pour décrire le modéle présenté ici, & savoir une particule
couplée avec un champ scalaire, l’espace de Hilbert et le hamiltonien sont des
objets moins usuels. On introduira donc d’abord (Section 3.1) quelques outils
théoriques permettant de décrire le modéle (Section 3.2) que 'on étudiera
dans les sections suivantes.

3.1 Espaces de Fock, opérateurs de création et
d’annihilation

Dans cette section, nous présentons de maniére assez générale (et trés
sommaire) les différents objets nécessaires & la description de la version quan-
tique du modéle. Cela nous permettra également de fixer quelques notations.
On pourra trouver une présentation plus détaillée de ces différents objets
dans [DG]-[RS2].

Soit b un espace de Hilbert complexe, que 'on appellera ’espace & une
(quasi-)particule. Soient f,g deux éléments de f), on note (f; g) leur produit

70
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scalaire. Par convention, le produit est choisi linéaire & droite et anti-linéaire
a gauche (i.e. ((f;Ag) = A(f;9) = (Af;9)). On définit espace & m (quasi- )
particules, m € N, comme le produit tensoriel symétrisé m fois de § :

bm = ®;nb’ (32)

avec, si m = 0, ®%p = C. On notera S,, la projection orthogonale de ®™h
sur B,,. On définit alors ’espace de Fock sur § comme étant la somme directe

F(h) := d5_ohm, (3.3)
et Fin(h) Vespace & nombre fini de particules :

Frin(6) = {f = (f™)men € T(h)|f™ = 0 sauf pour un nombre fini de m}.
(3.4)

Sur cet espace on définit deux familles d’opérateurs qui jouent un réle
primordial : les opérateurs de création et d’annihilation ([RS2|, Chapitre
X.7). Soit A € b, on définit Popérateur de création a*(h) par :

e {70 2 70
' g — Vm+1S,11(h®g), sig€ bhp,

et Vopérateur d’annihilation a(h) adjoint de a*(h). Les deux opérateurs a et
a* sont définis sur Fy;,(h) et peuvent étre étendus en des opérateurs fermés
sur un domaine dense de F(h). Ils satisfont aux relations de commutation
canoniques :

(3.5)

[a(h1),a”(h2)] = (h1; ha)id,
[a(h1),a(h2)] = [a"(h1),a"(h2)] =0, (3.6)

ol, si A et B sont deux opérateurs, [A, B] := AB — BA.

Dans le cas ou h = L*(R¥) (ce qui sera le cas pour notre modéle avec v =
d +n), un élément g de b, est alors une fonction g(ki, ..., kn) € L3((R*)™)
symétrique en ses variables, i.e. g(ky, ..., km) = g(ksq1), - - -, ko(m)) PoUr toute
permutation o de ensemble {1,...,m}. On peut alors écrire les opérateurs
de création et d’annihilation formellement de la fagon suivante :

a*(h) =/V dk h(k)a*(k), a(h):/u dk h(k)a(k),

ou
m

Z (5(k—kj)g(m_1)(k,‘1, N kj—l, kj-H; ceey k‘m),

(a*(k)g)(m)(kl’ ,km) = % ;
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et

(a(k)g) ™ (kr, - -, k) i= Vm A+ 1g™ D (ko ko).

Par abus de langage, on appellera également a(k) et a*(k) opérateurs d’anni-
hilation et de création. Les relations de commutation canoniques deviennent :

la(k),a"(K)] = (k- &),
[a(k),a(k)] = [a"(k),a”(K')] = 0. (3.7)

Enfin, étant donné un opérateur b agissant sur b, on définit les opérateurs :

dre) : 11(*)) — I'(h)
Ol - ZII@ ®11®b®]1® 81, (3.8)
et
I'e) : TI(h) = T(h)
Ty, = b®---®b. (3.9)

m

Pour V'opérateur dI', on parle de seconde quantification de l'opérateur b.
Lorsque b est un opérateur auto-adjoint, I'(b) et dI'(b) sont liés par la relation

eidl"(b) — F(eib).

Un opérateur que I'on rencontrera fréquemment est dI'(1). On le notera sim-
plement N. C’est ce qu’on appelle ’opérateur de nombre.

3.2 Ecriture du modéle quantique

On peut maintenant décrire notre modéle dans sa version quantique. On
ne considérera ici que le cas oil le potentiel extérieur V' est confinant. Il nous
faut donc donner d’une part ’espace de Hilbert ‘H sur lequel on travaillera,
et d’autre part le hamiltonien H du systéme. Le modéle est composé d’une
particule et d’'un champ. La partie qui concerne la particule est bien connue
et ne pose pas de probléme particulier. En ce qui concerne la partie champ,
on entre dans le domaine de la théorie quantique des champs, dont les objets
sont peut-étre moins familiers. C’est pourquoi nous insisterons plus la-dessus
dans cette section sans pour autant rentrer dans les détails [MaS].

L’espace de Hilbert se “divise” en deux parties. La premiére, concernant
'état de la particule, est comme nous l'avons dit plus haut : L?(R?). La



CHAPITRE 3. LE MODELE QUANTIQUE 73

seconde partie décrit I’état du champ. On considére pour cela ’espace de
Fock défini sur L2(R%+"). On notera simplement

F .= F(LY R drx dk)). (3.10)

Un élément de F est donc une suite 1 = (@, y®), .. .) ou pour chaque m €
N, [¢™2(21, k1, ..., Tm, km) est la probabilité d’avoir m quasi-particules, une
d’impulsion k; “dans la membrane” située en z, etc... L'espace de Hilbert
du systéme couplé s’écrit alors

H = L*(RY) ® F. (3.11)

On définit maintenant le hamiltonien du systéme. Celui-ci va, comme dans
le cas classique, se décomposer en trois parties : la premiére correspondant a
la particule, la deuxiéme au champ libre, et enfin un terme d’interaction. Le
hamiltonien de la particule agit sur L%(R?) et s'écrit

H, :=-A+V(q). (3.12)
Le hamiltonien du champ libre est défini a partir de opérateur dI'. Soit
w: (z,k) € RE x R* = w(z, k) = |k| € [0; +o0], (3.13)
on définit sur F :
H; = dT'(w), (3.14)

ol on considére w comme ’opérateur de multiplication par la fonction w(z, k)
sur L2(R¥"). Comme w ne dépend que de k, on écrira simplement w(k) au
lieu de w(z, k). On peut ainsi écrire H; sous une forme plus explicite :

Hf = /Rd+n dr dk w(k)a™*(z, k)a(z, k). (3.15)

Le hamiltonien du systéme libre (i.e. sans interaction) est alors :
Hy:=H,® 1+ 1® Hy. (3.16)

I1 n’est évidemment pas possible, & partir de ce qui précéde, de déceler un
lien quelconque entre les hamiltoniens classique et quantique. Afin de mieux
cerner ce lien, on introduit deux nouveaux opérateurs : les opérateurs du
champ et du champ conjugué. On définit

(a*(z, k) + a(z, k)),

9, k) = 2w (k)
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m(z, k) =14/ —ij—(zk—)(a*(x, k) — a(z, k)).

Les relations de commutation deviennent pour ces opérateurs :
[6(z, k), m(c", k)] = ib(z —a')o(k—K'),
[6(z, k), ¢(z" k)] = [x(z, k), =(z", k)] = 0. (3.17)

Ces relations sont I’analogue quantique des relations (2.11). On peut égale-
ment remarquer que

1 k
(@0, B 4 7o, 1) = 2 (a(z, K)o (2, B) + @ (2, Ka(z, K)
Ainsi, en utilisant les relations de commutation (3.7), et modulo un terme

constant “infini”, on peut réécrire Hy sous la forme

= % / dz dk (w(k)’¢(z, k)* + (z, k)?),

ol on reconnait la partie du champ libre du hamiltonien (1.33) écrit dans les
variables (z, k) (k étant la variable conjuguée a y). Les calculs précédents ne
prétendent bien évidemment pas & la rigueur, mais ils permettent d’établir
le lien entre les formulations classique et quantique du modéle.

On devine maintenant aisément quelle est la forme du terme d’interaction.
On appelle Q Popérateur de multiplication par g sur L%(R?), i.e. si ¢ €
LA(RY), (Qv)(q) := q(g). On considére les mémes fonctions de couplage p;
et ps que dans le cadre classique. Le terme d’interaction s’écrit :

et

Hy

Hyi= [ dzdipi(a - Q)a() ® 6(a, ) (3.18)
Si, pour tout (x,k) € R¥™, on définit Popérateur
1
Mz, k) = 0o (K Tz —Q), 3.19
(z, k) 2w(k)p2( )pa( Q) ( )

on peut réécrire Hy, en utilisant les opérateurs de création et d’annihilation,
sous une forme plus maniable :

H; = / d:c/ dk Mz, k) @ a*(z, k) + Mz, k)* @ a(z, k).
Rd n
Finalement, le hamiltonien du systéme couplé est

H = H0+H1. (320)

Cette définition peut a priori sembler un peu formelle, mais nous verrons
dans la prochaine section que cela a bien un sens et en particulier que H est
un opérateur auto-adjoint sur un certain domaine dense de H.
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3.3 Domaine et auto-adjonction

On supposera & partir de maintenant que n > 3. Comme dans le cadre
classique, la premiére question est de montrer l'existence des solutions pour
Iéquation de Schrédinger (3.1). On sait que cette question se raméne 4 mon-
trer le caractére auto-adjoint de 'opérateur H. Pour un opérateur borné A,
cela équivaut & montrer qu’il est symétrique, .e :

(Y; Ad) = (AY;¢) Vb, e H.

Cependant, on travaille ici avec des opérateurs non bornés définis uniquement
sur un certain domaine D C H; le caractére symétrique n’est alors qu’une
condition nécessaire et le fait qu'un opérateur soit auto-adjoint n’est pas
forcément évident.

On a indiqué dans la section précédente que 'on ne considérerait que le
cas ou le potentiel V' est confinant. Plus précisément, on supposera que V
satisfait la condition (C’) :

(C) V e L} (R?),limyg00 V(g) = +00.
Cette hypothése assure que H), est auto-adjoint sur son domaine de définition
D(H,) = {¢ € L*(R*)|Hyy € L*(R%)} (|RS2], Théoréme X.28). On pourrait
supposer ici que V est seulement borné inférieurement et non pas confinant,
cependant, pour le probléme de V'existence d’un état fondamental dont nous
parlerons dans la Section 3.4, nous nous restreindrons exclusivement au cas
d’'un potentiel confinant. C’est pourquoi nous préférons nous placer dés a
présent dans ce cas. On sait également que Hy est auto-adjoint sur son do-
maine D(H) ([RS1], Chapitre VIIL.10). On prouve alors facilement que Hy
(défini en (3.16)) est essentiellement auto-adjoint sur D(H,) @ D(Hy) ([RS1],
Chapitre VIII.10). On peut maintenant énoncer le résultat suivant :
Proposition 3.1. On suppose que n > 3, que V satisfait la condition (C’)
et que py et py satisfont (H1). Alors H est auto-adjoint sur D(H) = D(H).
De plus, H est essentiellement auto-adjoint sur tout coeur de Hy, et il est
borné inférieurement.

Pour montrer cette proposition, on fera appel au Théoréme de Kato-
Rellich ([RS2]|, Théoréme X.12). En particulier, on aura besoin de certaines
estimations sur le terme d’interaction H;. Pour cela, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 3.2. Sous les mémes hypothéses que dans la Proposition 3.1, pour
tout ¥ € D(H,), on a les estimations suivantes :

pa(k)
w(k)

@ | / dzdk P25 (2~ Q) @ alz, k),
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< [/dxdklpl(x)|2|—’i—f((1-g§l—]II(H®H]§)‘I’H%-

(i1) ||/da: dk Po(k) Pz —Q)®a(z, k) Y|

Vw(k)

< [ [ daaklo P2 10w D0,
(1)

+[/dx dk|Pl($)|2|‘%(—k)—‘] 113
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Remarque 3.1. (i) Des estimations de ce genre sont courantes dans la lit-

térature [A1]-[BFS1]-[DJ] et sont parfois appelées N,— estimates.

(i) L’hypothése n > 3 assure que les intégrales dans le membre de droite
de chacune des deuzr inégalités convergent. Modulo un facteur 1/2, on re-

connait l'énergie U, (voir (1.18)) du champ classique lorsque le systéme est

au repos. Le fait que cette intégrale converge correspond alors a la condition

(1.15). C’est cette condition qui entraine que H est borné inférieurement.

Démonstration du Lemme 3.2 : On utilise le fait que 7{ est naturellement
isomorphe & ’espace L*(R¢, F) (fonctions de R? & valeurs dans F). Dans cette

représentation on a alors :

| [ asa ’32(’“));)1@ _ Q) ®alz, BV,

Vw(k A
= [l [ wa ﬁ%m(x ~ Yale, DTG
= [ dvlata) ¥l

ou gy est la fonction

gy(z, k) = f}é%m(x —y).

Pour tout y € R?, on a (voir [BFS1]) :

la(g) ¥@)I% = | / dz dk g,(z, K)a(z, K)T(y)[%
9@ B s 2
< ( / do dk 2T ol ,k)\IJ(wu)
10y (2, K)? :
< [/dxdk—wWJ /dwdkw(k)“a(m,k)\lf(y)n .
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Or
/ dz dk w(k)||a(z, K) V() |F = (T(y); H¥(y)),

on a donc

ool < [ [ e a0 e

< [ [avdtim(P g i w01

D’ou finalement,

]|/d dk p2 pi(z — Q) @ a(z, k)3,
< [ [asarip ()12'22((:)'] [ aE e

)?
k)[®
< 2 P2 ( 1/2
< [ [ ki@ PR |i0e B wE,
ce qui prouve (7). La preuve de (¢i) se fait de fagon similaire. O

Démonstration de la Proposition 3.1 : Il est clair que H est symétrique.
On montre alors que H; est relativement Hy-borné avec borne relative infini-
tésimale, ce qui démontrera la proposition via le Théoréme de Kato-Rellich.
En utilisant le Lemme 3.2, on a :

il < of [aam@r 28 jae mhuig

+[ [ sariaoP 200 o,

1
Or Hf est relativement Hy borné avec borne infinitésimale donc pour tout
e > 0, il existe C; > 0 tel que :

IH Y| < ell(1@ Hp)¥|| -+ Ce|[ . (3.21)

V étant un potentiel confinant, H, est borné inférieurement. Ainsi, quitte &
changer C., (3.21) reste vraie en remplacant 1® Hy par Hy, ce qui achéve la
preuve. O
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3.4 Existence d’un état fondamental sous condi-
tion infrarouge

On s’intéresse dans cette section a la question de l'existence d’un état
fondamental. Nous savons que l'opérateur H est borné inférieurement, et
donc

Ey :=info(H) > —o0, (3.22)

ou o(H) désigne le spectre de H. De maniére générale, on dira qu’un opé-
rateur borné inférieurement admet un état fondamental si et seulement si la
borne inférieure de son spectre est une valeur propre. On appellera énergie
fondamentale cette borne inférieure et état fondamental tout vecteur propre
associé lorsque celle-ci est une valeur propre. L’état fondamental est 1’équi-
valent quantique du minimum de ’énergie au niveau classique, minimum qui
est un point d’équilibre pour la dynamique. Un des obstacles a I'existence
d’'un état fondamental, dans les modéles ol une particule est couplée avec un
champ, provient de ce que P’on appelle la catastrophe infrarouge. C’est-a-dire
le comportement de w(k) pour & petit et en particulier le fait que w(0) = 0.
C’est pourquoi dans cette section, nous serons amenés a imposer la condition
suivante sur p :

(IR) fen dk 28 < 1o,
On montrera alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.3. On suppose quen > 3, que V satisfait la condition (C’), que
p1 satisfait (H1) et que po satisfait (IR). Alors H admet un état fondamental.

Pour montrer ce résultat, nous aurons besoin d’étudier certains modéles
“intermédiaires”’, et en particulier nous aurons besoin de rendre les quasi-
particules massives et de “discrétiser” ’espace. Le terme massif signifie ici
que l'on remplacera la fonction w(k) par une fonction wy,(k) vérifiant :

Vwm € L®(R"),
(Hw) lim|k|_,oo wm(k) = 400,
inf w,, (k) =m > 0.

Notre preuve utilise diverses méthodes développées dans la littérature [BFS1]-
[BFS2}-[DG]-[G]-[GJ]. Le hamiltonien défini en (3.16)-(3.20) est en effet de
type Pauli-Fierz (voir [DG]) mais présente cette particularité que la relation
de dispersion w(z,k) ne dépend pas de z et donc en particulier ne tend
pas vers +oo lorsque z tend vers l'infini. Ceci est & l'origine de quelques
différences conceptuelles et techniques avec les modéles usuels comme on le
verra plus loin.
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Remarquons encore que tous les hamiltoniens présents dans les sections
suivantes pourront s’écrire sous une forme similaire & (3.20) et on peut mon-
trer un résultat identique a la Proposition 3.1 pour chacun d’entre eux. Toutes
les preuves étant semblables, nous ne les répéterons pas.

3.5 Le probléme infrarouge : une interprétation
classique

Avant de nous attaquer & la preuve du Théoréme 3.3, nous voudrions
revenir sur la signification de la condition infrarouge. Remarquons tout de
suite que, si n > 4, la condition (IR) est automatiquement satisfaite des
que po vérifie (H1). Cependant, si n = 3, ce qui est le cas qui nous intéresse,
cette condition impose d’avoir §2(0) = 0. Or une telle hypothése entraine que
le coefficient y défini en (2.5) est nul. On “perd” ainsi 'effet de frottement
linéaire qui est la raison d’étre de notre modéle. Toutefois, on sait que, pour
la version quantique du modéle de Nelson, une telle condition est nécessaire
et suffisante pour avoir un état fondamental [G]-[LMS]. Méme si nous ne
Pavons pas démontré, il est raisonnable de penser qu’il doit en étre de méme
pour notre modéle.

D’un autre coté, dans [A2], 'auteur montre que si on se place dans une
autre représentation bien choisie des relations de commutation canoniques
le modeéle de Nelson sans condition infrarouge admet un état fondamental.
Cette représentation régularise en quelque sorte la singularité infrarouge et
n’est bien sir pas unitairement équivalente & la représentation de Fock. On
pourrait penser qu’'une démarche similaire devrait marcher pour notre mo-
déle. Il apparait néanmoins que ce n’est pas le cas. Afin de le montrer, nous
allons briévement expliquer 1'origine physique du choix de représentation pro-
posé par Arai. Cela permettra de voir aisément que sa démarche s’adapte a
notre modéle mais n’y a pas le méme effet régularisant.

Nous voudrions expliquer l'idée qui se cache derriére ce changement de
représentation, en revenant un instant a la mécanique classique, et regarder
en un peu plus de détails la quantification d’'un champ scalaire classique.
Cela nous permettra alors d’expliquer la différence entre le modéle de Nelson
et le notre. On considére donc un hamiltonien classique du type

H= ';‘ /Ad#(Of)(w(a)z(b(oz)2 +7(a)?),

ol w(a) est une fonction strictement positive presque partout. On notera
simplement X un élément (¢, 7). Le flot hamiltonien associé s’écrit sous la
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forme
X = &, Xy = cos(wt) X + sin(wt)J Xo,

0 wt
(),

On peut remarquer que J2? = —1.
Soit maintenant, pour tout s € R,

ou

D(w?®) :={¢ € L*|w’¢ € L?},

et [D(w?®)] la fermeture de D(w®) pour la norme ||¢||s = |lw*®||z2. Etant
donnés s,r € R, on définit

Hsyr = [D(w*)] X [D(w)].

L’opérateur J n’est bien défini (en tant qu’opérateur borné) sur H,, que si
r = s — 1. D’un autre c6té, la forme symplectique

ouwmzﬁwmmmmw—m@mw

n’a de sens que sur les espaces du type H; . Si on veut un espace sur lequel J
et o sont bien définis, cela impose de prendre s tel que s—1 = —s, c’est-a-dire
s = 3. Soit donc

# = [D(w?)] x [D(w3)].

On munit cet espace d’une structure hilbertienne complexe ( ; ) définie par
(Xl; X2> = U(JXl,Xz) + iU(Xl, Xz)
On peut alors identifier { avec L%(A, du, C) via Pisométrie :

?

n(a) € L*(A,du,C).

(¢,7) € H = Vw(@)d(a) +

w(a)

On définit alors

a(a) = % <\/w(a)¢(a) + ! w(a)) € L*(4,du,C),

w(a)

et on peut réécrire H sous la forme

Hz/w(a)a*(a)a(a)d,u,(a). (3.23)
A
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De plus, le crochet de Poisson associé a o est

{#(a), m(a)} = bu(a — o),

ol d, est défini par

[ Fe)iute— o)) = f(a).
On voit alors facilement que

{a(a),a"(a)} = —ibu(a - @),

ce qui est & comparer & (3.6). En comparant en outre (3.23) a (3.15), on com-
prend mieux pourquoi le modeéle quantique est alors construit en considérant
I'espace de Fock sur L?(A, du, C).

On regarde maintenant le cas du modéle de Nelson, i.e. A = R? et
du(a) = dk. Si on couple le champ avec une particule soumise par ailleurs &
un potentiel V confinant tel que minV = V/(0), le point d’équilibre du sys-
téme correspondant au minimum de 1'énergie est de la forme (g., ¢, ps, T) =
(0, —-w%, 0,0) et (¢«,m.) n’est dans I’espace H que si ;—%; € L%(R?), ce qui est
exactement la condition (IR). On rappelle que pour ce modéle cette condi-
tion est nécessaire est suffisante pour avoir un état fondamental quantique. En
d’autres termes, le minimum (g., @., P+, 7«) du hamiltonien classique n’appar-
tient & H que si (IR) est satisfait. Dans ce sens, on peut dire que la condition
pour qu’il y ait un état fondamental en mécanique quantique est exactement
la méme qu’en mécanique classique.

Le changement de représentation effectué dans [A2] correspond, au niveau
classique, & se placer dans ’espace affine “H=H+ (ﬁ, 0)”, plus précisément,
on effectue la transformation symplectique (g, ¢,p, ) = (4, @, p, 7) suivante :

- 5 po. N
§=¢¢=¢+—,p=p7=m.
w

Ici, ¢~S représente le déplacement du champ par rapport & la position d’équi-
libre. Remarquons tout de suite que 0 ¢ H si et seulement si la condition
(IR) n’est pas satisfaite. On voit donc que les deux points d’équilibre, avant
(¢« = 0) et aprés (¢, = —-;}%) avoir couplé le champ & la particule, ne sont
pas dans le méme espace. C’est ce phénoméne qui, au niveau quantique, se
traduit par le fait que 1’état fondamental existe mais dans une représentation
non-équivalente a celle de Fock. On lit parfois que ‘“I’état fondamental n’est
pas dans D'espace de Fock” (par exemple, dans le contexte du “modéle de Van
Hove” [D]-[Fr]-[VH]).
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Dans les nouvelles variables, le hamiltonien du systéme couplé s’écrit

H@.657) = & / @+ + [ A - 13

v /Ip e, m(k)\é 324

2w?
-~
=W/( q) borné =constante

Si on souhaite étudier le systéme proche du nouvel équilibre, il faut choisir
'espace des phases tel que é = 0y soit. I est alors naturel d’étudier H non sur
#H mais sur H. En d’autres termes, afin d’assurer que le point d’équilibre aprés
couplage est dans ’espace des phases, on est obligé de changer d’espace. Si
on fait cela, la condition (IR) est maintenant satisfaite méme lorsque d = 3 :

ﬁ(k)(e_ikq —-1) c L2(Rd).

3
w?2

Du coup, en quantifiant H en (3.24), on obtient un modéle dans lequel il y
a un état fondamental quantique. C’est précisément ce que fait Arai dans
[A2], sans toutefois 'expliquer en ces termes. Par contre, cette méme trans-
formation dans notre modéle ne permet pas “d’arranger” les choses. En effet,
la condition (IR) devient, aprés la méme transformation chez nous :

[pl(if — q) - pl(x)]ﬁQ(k) € L2(Rd < Rn)
w(k)? ’

qui n’est toujours pas satisfaite si n = 3 sauf si p2(0) = 0. Pour le moment,
nous nous contentons donc de démontrer le Théoréme 3.3 sous ’hypothése

(IR).

3.6 Le cas massif

Nous revenons maintenant a la preuve du Théoréme 3.3. Notre premier
but est de montrer un résultat analogue pour le cas massif (Théoréme 3.10,
Section 3.6.2). Nous utiliserons 'approche de [GJ] et [BFS1| qui consiste a
se placer dans une boite |z| < L et & controler ce qui se passe en dehors de
cette boite lorsque L tend vers l'infini. Comme on le verra dans la Section
3.6.2, le modéle “dans la boite” est de la forme (3.25). Il est traité dans la
Section 3.6.1 (Théoréme 3.4).
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3.6.1 Modzéles discrets avec quasi-particules massives
3.6.1.1 Présentation

On s’intéresse & un hamiltonien du type :

H = H,e1+1® Z/ dk wm(k)ay (k)ay(k)
1ezd ' R”
+ Y [ a6 8616 + k) @ (k)
lezd R?
= HI+ w4 (3.25)
qui agit sur ’espace
#H! = L*(RY) @ F (I*(Z*) @ L*(R™)) , (3.26)

et ou les coefficients §;(k) satisfont la condition

(Cg) Bi(k) = Q% ol (; est un opérateur de multiplication

sur L%(R?) tel que sup, |||{|*¢;|| < +oo pour tout s positif,

et les opérateurs a;(k) et a; (k) sont les opérateurs d’annihilation et de créa-
tion sur l'espace F (I*(Z%) ® L*(R™)) .
Remarque 3.2. Sil= (l;,...,ls) € Z%, |l| = sup; |L:].

On appelle E¢ I'énergie fondamentale de HY. On montrera le théoréme
suivant :

Théoréme 3.4. 0.,,(H%) C [E¢+ m;+oo[. En particulier, H® admet un
état fondamental ¢g.

3.6.1.2 Modéles “tronqués”

Dans toute la suite, L désignera un nombre strictement positif. Sur #H9,
on définit

HYL) = Hi+ )Y /R _dk (B(k) ® aj (k) + Bi(k) @ au(k)) (3.27)

<L
= H§+W4(L).
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On définit également

H(L) = H,1+1® Z / dk wi(k)a; (k)a (k) + W3(L)(3.28)

<r 'R
= HJ(L)+WL),

qui agit sur 1'espace
HS = L}(RY) ® F (I*(AL) ® LA(R™)), (3.29)

ot Ap = {l €74l <L} de fagon a ce que I2(Ap) soit un espace de dimen-
sion finie. On appelle ES(L) et EJ(L) les énergies fondamentales respectives
de HY(L) et HY(L). Le but est d’approcher H? par H(L) (lorsque L tend
vers 'infini) et d’obtenir ensuite des informations sur H¢ & partir de celles que
I'on aura sur H4(L). On commence donc par montrer un résultat identique
a celui du Théoréme 3.4 pour le hamiltonien H4(L).

Proposition 3.5. o.s(H4L)) C [E¢(L) + m;+oo[. En particulier, H%(L)
admet un état fondamental ¢3(L). De plus, EG(L) = ES(L).

Lemme 3.6. o.,(H%L)) C [Eg(L) +m, —i—oo[. En particulier, H*L) ad-
met un état fondamental G3(L).

Preuve du Lemme 3.6 : L’ensemble A;, est un ensemble fini. Si celui-ci
ne contenait qu’un seul élément, on aurait exactement le modéle étudié dans
[DG], comme si tout se passait dans une seule “membrane”, et le lemme cor-
respond alors & leur Théoréme 4.1. Le fait d’avoir un nombre fini d’éléments
ne change rien, et le résultat se montre de la méme maniére. O
Preuve de la Proposition 3.5 : La proposition découle directement du
lemme précédent via une identification entre HS et un sous-espace de H¢,
[GJ]. En effet, on peut écrire

P(Z%) =~ PP(AL) ® P(AD),
A désignant le complémentaire de Ay, dans Z?, et donc on a
F(P(z%) @ LA(RY)) = F (I(AL) ® L*(R™)) @ F (I*(Af) ® LA(R™)) .

Dot finalement
HE~ HE ® F (IP(AS) ® LA(RY)) .

On identifie alors H$ avec HS @ Q5 ot QF est le vide de F (I2(AS) ® L2(R™)).
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On peut réécrire H¢ sous la forme

wo= @Dl (P(AS) @ LHRY)))

7=0
+00

— @H(j)
Jj=0

On a en fait

HE=HO et (M) = @H
On remarque que H4(L) laisse les #) invariants. Or, sur V), on a

HYL) = (L)®]1+]l®2/ dk wm(k)a] (k)a; (k)
l|>L

> HYL)® 1+mj,

et sur H® on a )
HYL)=HYL)® 1

On en déduit que
. (Hd(L)|HdL ) —0 (ﬁfd(L)) et Oeos (H%L)]w2 ) — O (Fld(L)) ,
ainsi que
ess (H(Dloag)+) € 0 (H Dlugy=) € |B(L) +mi+oo]

ce qui achéve la preuve. On peut en outre remarquer que ¢d(L) = ¢3(L) ®
Q5. O

3.6.1.3 Convergence de HY(L) vers H¢

Dans cette section, on montre divers résultats de convergence lorsque L
tend vers P'infini.
Proposition 3.7. HY(L) converge vers H% au sens fort de la résolvante.

Preuve : On a
Hi— HY(L) = W¢-wiL)
2/ dk Bi(k) ® a7 (k) + Bi(k) ® ai(k).

{>L
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Soit 1 € D(H), on a alors, en utilisant la condition (Cp)

1Y [ s eatul < SRS [ d1samy|

[H>L >L
C(s)

- 14 Ls
C(s)

< 227

- 1+ L¢

I(1® NY)iyp|
1(HD Ty

De plus, en utilisant les relations de commutations (3.7), on a

||Z/ dk Bi(k) ® a (Rpl)? = nz/ dk B(k) ® (K

{|>L |l|>L
(Z | awiae ) e,

|l|>L

Finalement, on obtient

8% — HA Lyl < 22 )t wu+(‘§ | akia ) 61

En utilisant la condition (Cs), on montre que le membre de droite tend vers
zéro lorsque L tend vers linfini. H4(L) converge donc vers H¢ au sens fort
et donc au sens fort de la résolvante ([RS1], Théoréme VIII.25). O
Proposition 3.8. EZ(L) est une fonction décroissante de L qui converge
vers Eg.

Preuve : On sait que si ¢§(L) est un état fondamental de H4(L), il s’écrit
#3(L) = ¢3(L) ® 5. On a donc

Vi€ AS,Vk € R™ ay(k)ol(L) =

Soit L' > L,
E§(L) < (¢5(L); HYL)5(L))
< $¢8(L)f’(L)¢S(L)Z+S¢3(L); (Wd(L')v— We(L))po(L)) -
=E3(L) =0

La fonction EJ(L) est donc décroissante. De la méme fagon, on montre que
E(L) > E¢. On en déduit que E§(L) converge vers E,, > E§. Or E¢ €
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o(HY) et HY(L) converge vers H? au sens fort de la résolvante, donc ([RS1],
Théoréme VIII.24),

VL > 0,3E(L) € o(HY(L))/E(L) — E§.
Comme E$(L) est 'énergie fondamentale de H4(L), on a finalement E,, =
Ed. a

Proposition 3.9. Pour tout intervalle majoré A de R, pour tout s > 0, il
existe K(s,A) > 0 tel que

K(s,A)
1+ Ls~

Ixa(H)W* = WHL)xa(HY <

Preuve : Soient ¢,% € H¢, on a
95 (HYOP = W (L) s (H)3)|
= [t [ dbA0) @ ailh) + k) @ ak))xa ()

|}>L

< a6 (Y [ kA @ k) xa ()0

jU|>L
(S / dk B () ® ay(k))xa (HY): xa (HY))|
>, /R’
< el 1S / dk (k) ® ar(k))xa (H))
>R
ol 1S / dk Gy(k) ® ar(k))xa (HY)8)
>L 7B
< 2 (gl (1@ N xa (Bl + 191l (D N*)exa ()61

Or A est majoré, 1® N4 < LHY et W est relativement HS borné, donc
(1@ N4) Ty (H?) est un opérateur borné. Finalement, on obtient

- 20N dxa ()

[(8ixa ()W — WL xa ()| < 2T D@l gy

ce qui achéve la preuve. O
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3.6.1.4 Preuve du Théoréme 3.4

On utilise ici la méthode de [BFS2|. Etant donné un opérateur A, on note
[A]_ sa partie négative et Tr(A) sa trace. Pour prouver le théoréme, il suffit
de montrer que, pour tout € positif, on a

Tr{[H?~ E§ —m +¢€]-} > —o0.
Soient € > 0, et A =] — 00; E$ +m — €. On a alors
[HY — Ed —m + €]_ = xa(HY)(H® — E§ — m + €)xa(HY),
et donc
Tr{[H'—E§ —m+e_} = Tr{xa(H)(H!—Ef —m+e)xa(H")}
= Tr{xa(H)(H(L) - (L) = m +e
FWA = W(L) ~ B + B3(L))xa(HY}.

Or
E3(L) = By et |Ixa(HHW = WI(L))xa(HY)]| =0,
d’aprés les Propositions 3.8 et 3.9, donc, pour L assez grand, on a

Tr{[H'— E§ —m+€_}

> Tr{xa(HY)(HYL) — E§(L) — m + §)xa(H*)}
> Tr {xa(HY)[HY(L) — E§(L) — m+ §l-xa(H?)}
> Tr {[HY(L) - E{L) —m+£]_} > —oc0
d’apreés la Proposition 3.5. d

3.6.2 Modzéles “continus” avec quasi-particules massives

On s’intéresse dans cette section & notre modéle, introduit dans la Section
3.2, mais dans le cas ot la fonction w(k) est remplacée par une fonction w,, (k)
vérifiant la condition (H,). On considére donc, sur H, le hamiltonien suivant :

H, = Hp®11+11®/

dz dk wn(k)a*(z, k)a(z, k)
Rd

R

) Bk .
+/Rdd:n /ndkpl(w—Q)m@@a (z, k)

pa(k)
+p1(x — Q) —==®a(x,k 3.30
pa( Q) 20 (%) (z, k) ( )
= H+W,.
On appelle E,, 1'énergie fondamentale de H,,. Le résultat principal de
cette section est le
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Théoréme 3.10. o.4(Hyn) C [Em + m;+0o[. En particulier, H,, admet un
état fondamental ¢,,.

Le principe de la preuve est essentiellement le méme que dans le cas des
modeles discrets. Il faut cependant étre plus prudent dans les estimations car
cette fois la norme de p;(z — @) en tant qu’opérateur de multiplication sur
L*(R?) ne décroit pas avec z, elle en est méme indépendante. Pour controler
ce probléme, nous exploiterons la décroissance exponentielle des projecteurs
spectraux en la variable @), que l'on obtient via la méthode d’Agmon (voir
Section 3.4.3.2).

3.6.2.1 Modéles tronqués

Soit j une fonction de classe C° sur R vérifiant
- j(z) =1si|z| <1/2,
- j(z) =0l |z| > 3/4.
Pour tout L > 0, on pose jz(z) = j(%) et ji(z) = 1 —jr(z). On définit alors

= 0 €T T — y x__é2_(l_€)__ a*(z
HoD) = iyt [ do [ dhpie - Q@) 00w )
Bt

+p1(z — @Q)jr(z) ®a(z, k) (3.31)

2w, (k)
= Hp+Wn(L)

qui agit sur ‘H. Etant donnée la définition de la fonction jr, on peut, dans
Wi (L), remplacer [, dz par f[_ 1,4 4. On définit enfin

An(L) = H,@1+1 ®/ dz / dkwn(k)a* (2, K)a(z, k) + Win(L)
[=L;L]¢ m

(3.32)

qui agit sur L2(RY)®F (L*([~L; L]¢) ® L*(R"™)) . On appelle E,(L) et E,,(L)
les énergies fondamentales respectives de ces deux opérateurs.

On a “coupé” en z le hamiltonien H,,. On est maintenant dans une “boite”
de volume fini. Si on regarde la variable p conjuguée & z, cela revient a
“discrétiser” le probléme. Il faut bien noter que ici la variable p est une variable
discréte : p € Z%. Si on note

1 .
a.(k) = / dr e®*a*(z, k),
p( ) (2L)% [-L;L)d (@)
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1

a,(k) = / dr e Poa(z, k
b0 = g [ dee etz

et
5}) -

1 .
(2L)% /[—L;L]d dz pr(z — Q)je(2)

les coefficients de Fourier respectifs de a*(z, k), a(z, k) et p1(z — Q)jr(z), on
s’est ramené &

H.(L) = H, ®11+11®Z/ dk wi (k) a}(k)ap(k)

_pa(k) = pa(k)
+§/ d (3 m ® a;(k) + by == © (k)

qui est bien un hamiltonien de la forme H9. Si les coefficients 3, satisfont &
la condition (Cg), on aura alors le résultat suivant

Proposition 3.11. VL > 0,0ess(Hm (L)) C [Epn(L) 4+ m; +00].

Un découpage de L*(R?) en L%([—L; L]%) & L2(R%\[-L; L]%) et un traite-
ment rigoureusement identique a celui de la section précédente nous donnera
alors la proposition suivante :

Proposition 3.12. o.(Hn(L)) C [Em(L)+m;+o00|. En particulier, H,,(L)
admet un état fondamental ¢, (L).

Il reste donc a vérifier que les coefficients 5, satisfont & la condition (Cp).

La fonction jr est nulle si |z| > L et la fonction p; est & support compact,

on a donc
VIQI > L+ Rl’vx € Rd7 Pl(x - Q)]L(l') = 0.

On en déduit que pour tout p dans Z%, 3, est un opérateur de multiplication
par une fonction a support dans la boule de rayon L + R;. De plus, la fonec-
tion py(z — q)jr(z) est de classe C*°, ses coefficients de Fourier décroissent
donc plus vite que toute puissance de p. Ces deux éléments assurent que
sup, sup, 18o(@)p"]] < Cn(L) < +00 et donc que la condition (Cp) est sa-
tisfaite. Pour démontrer le Théoréme 3.10, il nous reste a controler la limite
L — +oc.

3.6.2.2 Controéles exponentiels

Proposition 3.13. Pour tout intervalle A majoré de R et pour tout a po-
sitif, il existe M(a,A) > 0 tel que

- (€@ @ D)xa(Hm(L)|| < M(a, A).

- (e ® Dxa(Hm) || < M(e, A).
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- l(e™® ® Mxa(H)| < M(a,A).
Cette borne est uniforme en L et m. La preuve de cette proposition suit &
la lettre celle du Théoréme I1.1 de [BFS1]. La seule différence est 1’absence
de spectre essentiel dans la partie “particule” des hamiltoniens. Cela simplifie
les choses et nous permet d’ailleurs de ne pas avoir de restriction ni sur la
borne supérieure de V'intervalle A ni sur a.

Pour tout R > 0, on définit

N(z| < R) := /I L / dka*(z, K)a(z, B), (3.33)

et

N(|z| > R) = /||>R dz /n dka*(z,k)a(x, k). (3.34)

N(Jz| < R) représente le nombre de quasi-particules situées a l'intérieur de
la boule centrée & l'origine et de rayon R (dans la variable z), et N(|z| > R)
le nombre de quasi-particules situés en dehors de cette boule. On va montrer
que le nombre de ces quasi-particules “éloignées” décroit exponentiellement
avec R. De facon plus précise, on a l’estimation suivante :

Proposition 3.14. Pour tout a positif, il existe C(a) > 0 tel que
(6m(L); 1® N(|z| > R)¢m(L)) < C(a)e™>F (3.35)

untformément en L.

La méthode de démonstration de cette proposition est empruntée a [BFS1].
Néanmoins, ce qui est nouveau ici par rapport aux modéles usuels, c’est le
besoin d’avoir un contréle explicite sur “le nombre de quasi-particules a l’in-
fini dans la direction des z”, déja dans la preuve de l'existence d’un état
fondamental pour m > 0. Pour montrer cette proposition, on aura besoin du
lemme suivant :

Lemme 3.15. ||19a(z, k)¢m(L)|| < ;"}(—,c)l!p1<x—Q)jL<w)\/——';j=jj—(k—,®n¢m(L)||-

Preuve du Lemme 3.15 : En utilisant les relations de commutations (3.7),
on a

, k
[Hm(L), 1® a(z,k)] = —wn(k)1® a(z,k) — p1(z — Q)jr(z) ===
que l'on peut réécrire sous la forme

(Hm(L)+wn (k) 18a(z, k) —(1®a(z, k) Hn(L) = —m(w-Q)jL(w)———-—\/mm-
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En appliquant cette relation sur ¢,,(L), on obtient

(Hm(L) = Em (L) +wn(k)1Qa(z, k)pm(L) = —p1(2—Q)jL(z)

pa(k)

) ®1gm (L).

Le résultat s’en suit en remarquant que H,,(L) — E,,(L) > 0. O
Preuve de la Proposition 3.14 : Soit a > 0,

<¢m(L); 1® N(ICE{ > R)¢m(L)>

- /lwl>Rdm / dk || 1® a(z, k) (L)]|
< /| e m()um( ~ Q)jsla)

|,02(k)|
< dr dk
- /|Z|>R re 2w (k)

||P1(CE

p2(k)

m ® 1gm(L)]?

— Q)jr(@)e U3 12y x [e*19' ® 1 (L)|I*.

La fonction p, étant & décroissance rapide et w,,, étant minorée par m > 0,
I'intégrale en k converge. Soit maintenant z € R?, on rappelle que la fonction
p1 est & support dans la boule de rayon R;, on a donc

lo1(z — Q)9 |5(z2)

D'ou

<

/ dz |z — Q)e=3
|z|>R

Finalement, on obtient

= sup|pu(z — g)e ]

q€R?

sup |p1(z — g)e |

lg—z|<R:

lp1]loce

<

<

aR) -—a|x|

”Pl”ioeth/ll Rd:lce_Q"‘lz|
z|>

K(a)e ek,

(m(L);1® N(|z| > R)dm(L)) < K'(a)e™F||e®? @ 18, (L))

Or, pour tout L, on a E,,(L) < EJ o E) est I'énergie fondamentale de H,,.
En effet, si on note z/)g I'état fondamental de H,, on a

Em(L) < (42 @ Q; Hn(L)Y2 @ Q) = Ep.
Soit maintenant A =]—oo; EJ], on peut alors écrire ¢m (L) = xa(Hm(L))¢m(L),

et donc
€29 @ 1,(L)|1?

ce qui achéve la preuve.

<
<

€91 @ Txa (Hm (L)) PPl ém (L)
M(a,A)?,
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On donne enfin une estimation similaire & la Proposition 3.9.
Proposition 3.16. Soient A et a comme dans la Proposition 3.13, il existe
K(a,A) tel que

XA (Hm) Wi = Wi (L))xa(Hm)|| < K (o, A)e™E.

Preuve : On suit le schéma de la preuve de la Proposition 3.13 en utilisant
des estimations semblables & celles de la proposition précédente. Soient ¢, ¢ €

H,

(610 () (Wi = Win(L)x (Hn) )]
< W © Dxaltnoi ([ do [ dbe 9o - Q)s(s)

|:z:|>—-

«—P2B) o oe k) xa (o))

2w (k)
H( e DxaHas ([ do | dee - Q)ji(e)

Bk

2o (0) ® a(z, k))xa(Hm)9)|-

Mis & part les roles de ¢ et ¥ qui sont inversés, les deux termes du membre
de droite sont identiques. On regarde donc uniquement I'un des deux.

(29l ® 1) xa(H, /H>_ dz / dk e~ (z — Q)j.(z)

Pz(k)
xm ® a(z, k))xa(Hnm)¥)|

< 9@ Dxaldll- I do [ ake™ e - Qlnto)

|z|>L
pa(k)
X m ® CL(.T, k))XA(Hm)¢||

1

< M(2a Ao { [, [ et - Q)ﬁ(@%ll%}

X I;Lp% dx /n dk [ 1® a(z, k)XA(Hm)¢”2:|
< Cla, A E(|g]| - |(1® N)2xa(Hum)l.

1



CHAPITRE 3. LE MODELE QUANTIQUE 94

Comme dans le cas discret, A est majoré, 1@ N < %HSL et W,, est rela-
tivement H® borné, donc (1® N)yxa(H,,) est un opérateur borné, d’oi le
résultat. 0

3.6.2.3 Convergence de H,,(L) vers H,,

Proposition 3.17. H,,(L) converge vers H,, au sens fort de la résolvante.

Preuve : Comme pour la Proposition 3.7, il suffit de montrer que H,,(L)
converge vers H,, au sens fort. Soit ¥ € D(HY),

|1y — Hu(L)9[f3,
= Wit — Wa(L)Pl3,

- /|q;>£_R1 9 H(/le>£ dz /Rn dk p1(z — Q)jL(m)%a*(x,k)
/Rd dgq /|m|> dx /n dk pi(z — q)jr(x) 22(kzk) (x,k)>¢(q)Hi

Par des calculs identiques & ceux effectués dans la Proposition 3.7, on obtient

| Hntp — Hu(L)Y|I3, < C dg |N¥(@)llF + I (@)lI%-

]q|>£2‘-—R1

Or N7¢(q) et 9(g) sont dans L(R?, F), donc le membre de droite tend vers
zéro lorsque L tend vers 'infini, ce qui achéve la preuve. a

Proposition 3.18. E,,(L) tend vers E,, lorsque L tend vers l'infini.
Preuve : On rappelle que ¢,,(L) est un état fondamental de H,,(L). On a

En < (6n(L); Hndm(L))
En(L) + (8m(L); Wi = Win(L))¢m(L))

)+
En(L) +2Re((6n(L); [ ds [ dkpi(e- Qo)

|zl>% Rn
o ﬁz(k)
\/2w

< En(L) +2Re((e9 ® 1¢,m(L / d:c/ dke@lp (z — Q)
l=I>% ¢

pa2(k)
2w, (k)

IA

(A

® a(z, k)¢m(L)))

xju() ® a(z, k)om(L))).
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En effectuant les mémes calculs que dans la preuve de la Proposition 3.16,
on obtient

Bu S Ba(D)+ K(@)e #(6n(L) 18 N(jz| > 2)pm(L)
E.(L) + Cla)e k.

La fonction E,,(L) est donc minorée (et majorée par E)). Il existe donc une
suite L, et un nombre E., tels que

im En(Ly) = Esw > Enm.

n—-+00

A

Or, H,,(L,) converge vers H,, au sens fort de la résolvante et E,, € c(H,,),
donc, pour tout n, il existe E(L,) € o(H,,(L,)) tel que
lim E(L,)= E,.

n-->+oo

Comme E(L,) est supérieur & FE,,(L,) pour tout n, on en déduit finalement
que E,, = E. La fonction E,,(L) est donc bornée avec E,, pour seule valeur
d’adhérence, elle converge donc vers E,, lorsque L tend vers I'infini. O
Preuve du Théoréme 3.10 : La preuve est identique a celle du Théoréme
34.

Remarque 3.3. Pour montrer Uexistence d’un état fondamental dans le cas
massif, nous avons utilisé la méthode “classique” [BFS1]-[BFS2]-[GJ]. Une
autre fagon de voir serait d’utiliser les idées de [DGJ-[GLL]. Le principe est
de montrer que E,, n’est pas dans le spectre essentiel de H,, en utilisant le
critére de Weyl. Pour cela, on montre que, étant donnée une suite 1; normée
tendant faiblement vers 0,

lim inf(4; (Hon — En)y) > 0. (3.36)

L’idée est que, si la suite v; tend faiblement vers 0, elle doit avoir une “partie
qui s’échappe a linfini”. Dans notre modéle, si elle le fait dans la partie
“¢lectronique” , par le nombre de quasi-particules ou par [smpulsion dans la
direction y de ces quasi-particules, cela augmente l’énergie indéfiniment et
on a donc certainement (8.86). Par ailleurs, si elle le fait par des quasi-
particules €loignées “en espace” (dans la direction x ou y) ou “en impulsion
dans la direction z”, l’idée est que, comme celles-ci n’interagissent pas avec
’électron, elles apportent forcément chacune une quantité d’énergie au moins
égale a m. Une suite de Weyl ne peut donc exister que pour £ > E,,+m. Une
rédaction précise de cette autre démonstration du Théoréme 3.10 nécessiterait
donc en particulier un contréle sur l'impulsion des quasi-particules dans la
direction x, ce qui constitue l’élément nouveau par rapport auz modéles usuels.
Dans notre démonstration, ce contréle apparait de manziére indirecte dans la
Proposition 3.9 et réapparaitra dans la section suivante.
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3.7 Le cas non-massif

L’objectif de cette section est de prouver le Théoréme 3.3. On reprend
la méthode utilisée dans [G]. Nous mettrons ’accent sur les différences avec
ce papier. Le principe est d’approcher (dans un sens & préciser) H par des
hamiltoniens dont on sait qu’ils possédent un état fondamental et d’obtenir
ensuite un résultat identique pour H. Plus précisément, on utilisera le lemme
suivant :

Lemme 3.19. ([AH], Lemme 4.9) Soient H, H,(n € N) des opérateurs auto-
ajoints sur un espace de Hilbert H. On suppose que
(i) Vn € N, H,, a un état fondamental v, avec €nergie fondamentale E,,
(i) H, converge vers H au sens fort de la résolvante,
(133) limp, 400 Bn = E,
(’L’l}) W hmn—H—oo Y= 7é 0.
Alors ¢ est un état fondamental de H avec énergie fondamentale E.

3.7.1 Hamiltonien avec “cut-off”
On rappelle que A(z,k) = p1 (:L‘—Q)—’S;\/%. Etant donné o > 0, on définit

Ao(@,k) = pr(z — Q N0

Xo<w(k) (k) )

oll Xo<w(k) est la fonction caractéristique de 'ensemble {k € R*|o < w(k)},
et

H® = Hy+ / iz / dEX, (3, k) ® a*(z, k) + Ao (z, k)* © a(z, k)
Rd n
= Hy+ Hy,, (3.37)
ou Hjy est le hamiltonien libre défini en (3.16). On veut utiliser le Lemme

3.19 avec H et H°" ol g, est une suite tendant vers zéro.
On choisit une fonction @, (k) vérifiant

V&, € L*(R?),
Gs(k) =w(k) si w(k)>o,
inf &, (k) > § >0,

et on définit

A°=H,® 1+ 1®dl(@,) + Hr,. (3.38)

On a le résultat suivant :
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Proposition 3.20. Pour tout o > 0, H® a un état fondamental v,. On ap-
pelle E, son énergie fondamentale.

Pour montrer cela, on utilise le lemme suivant :
Lemme 3.21. (/G], Lemme 3.2) H® a un état fondamental si et seulement
st H? en a un.

Preuve de la Proposition 3.20 : D’aprés le lemme précédent, il suffit de
montrer que H” a un état fondamental. Or H° est un hamiltonien du type
étudié dans la Section 3.6.2 et donc, d’aprés le Théoréme 3.10, il admet un
état fondamental. O
Proposition 3.22. HY converge vers H en norme au sens de la résolvante.

Preuve : On utilise le Lemme A.2 de [G] selon lequel il suffit donc de montrer
que Q7 converge vers () dans la topologie de D(Q), ot Q7 et Q sont les formes
quadratiques associées & H? et H. Or par un calcul similaire & celui du Lemme
3.2,ona

o pi(z — @)oo () *
Q) = @7(wv) (/Rd‘”/ wee T Ty )
X (Q(u, w)||v]| + Q(v, v)]ul]).

|
Corollaire 3.23. lim,_,q E, = FEy.
Remarque 3.4. Comme dans le cas massif, on a E, < Eg pour tout o > 0.

Les Propositions 3.20 et 3.22 et le Corollaire 3.23 entrainent que la famille
d’opérateurs H? et l'opérateur H satisfont aux hypothéses (¢) ~ (¢) — (241)
du Lemme 3.19. Il reste donc & vérifier I’hypothése (iv) de ce lemme et on
aura alors prouvé le Théoréme 3.3.

3.7.2 Estimations uniformes en o

Lemme 3.24. Il existe C; > 0 tel que pour tout o > 0,

<wo'; H0¢a> S Cl-

Cette inégalité provient du fait que H;, est relativement Hy borné avec
borne infinitésimale, uniformément en ¢ > 0. Nous avons bien évidemment
besoin d'une estimation sur les “photons mous” qui utilise la condition (IR).

Lemme 3.25. Il existe Cy > 0 tel que pour tout o > 0,

<¢a; ]1® N¢a> S C2-
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Preuve : Comme dans le Lemme 3.15, on peut montrer que

1 02(k
118 ate. vl < sl - Q2B ) 0 10l (339
D’ou,
Woite Ny, = [do [ dkun@a(x,k)wau%

2w(k)
I />adklp2 o1z — @) Pl (@)

dr
ookt ([ ax 205) [ aalatol

< (.

T
q

VAN

/Rddx
< [ / o Al -0) 28 _ 1,2
/Rdd

IA

O

Nous avons obtenus ici un controle sur le nombre total de quasi-particules.

Cependant, nous aurons besoin également d’un contrdle uniforme en o sur

le nombre de quasi-particules “4 Pinfini” dans ’espace des phases, c’est a

dire sur les quantités suivantes : (¢,; N(|z| > R),), (¥o; N(ly| > S)¢s) et
(¢o; N(Ip| > P)ibo) avec

N(|z] > R) = -/||>R dz /n dk a*(z, k)a(z, k),
N> 9)= [ do [ dv (@i

N(lp| > P) = / dp/ dkd k)a(p, k).
lpi>P "

Les opérateurs @ et a* sont obtenus & partir de a et a* par transformation
de Fourier partielle dans la variable k, et les opérateurs a et a* par transfor-
mation de Fourier partielle dans la variable z. On montre alors un résultat
analogue & celui de la Proposition 3.14 :

Lemme 3.26. Pour tout o > 0, il existe C(a) > 0 tel que

(¥o; 1® N(2| > Rj) < Cla)e™".
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La démonstration de ce lemme est rigoureusement identique & celle de la
Proposition 3.14. Ce lemme nous donne un contréle sur le nombre de quasi-
particules “éloignées” dans la direction z.

De la méme maniére, on contrdle le nombre de quasi-particules dont ’'im-
pulsion dans la direction z est grande :

Lemme 3.27. Pour tout s > 0, il eziste C(s) > 0 tel que

C
(oi 18 N(ip| > P} < 125

Preuve : En utilisant (3.39) et par le méme calcul que dans la preuve de la
Proposition 3.14, on obtient

(o 1® N(lp| > P)s) < ( [ a '—2%’)'—) . ( /| . dplﬁl(p)F) ,

d’ou le résultat. O
Enfin, pour controler N(ly| > S), on utilise le résultat suivant en remar-

quant que dT'(1 — Fs(y)) < N(ly| > 3).
Lemme 3.28. Soit F' € C{°(R™) telle que
- Fly) =1sifyl <1/2,
- F(y) =0siJy| > 1.
Soit Fs(y) = F(%) Alors

m  (¢o; dl'(1 - Fs(y))vo) =0.

o—0,5S—+00

Preuve : On trouve un résultat analogue dans [G] (Lemme 4.5), et on suit
essentiellement la preuve de celui-ci. Pour commencer, on voit facilement que

dI'(1 — Fs(y)) = /dx dka*(z,k)(1 — F(l—%ﬂ))a(z, k). (3.40)

On rappelle (voir la preuve du Lemme 3.15) que pour tout ¢ on a

_1p1(z — Q)pa(k)
2w(k)

a(x, k)’(/}f? = (Ea - H? - w(k)) Xcrgw(k)(k)'()[}a-

On peut alors montrer ([G], Prop 4.4) que

: (B — H — w12 E = Q)pe(k)
llil(l)a(iﬂ, k)'wa (EO H (k)) 2w(k) wa =0

/”"'“”’”\\
BU
LILLE L
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dans L2(R%*", dx dk; ). En utilisant cela avec (3.40), on a alors

<'¢)a; dr(l - Fs(y))%)

= [dz dk (( %—H—wwrM£2$m%’

(1- ('Dk'»( ~ H — (k) 2228y ) 1 o(o0)
1p1(z— Q)m{ Vo (k

< (Ey — H —w(k))™ l| 22 (me+n )

><n<1— <'—%—))( Y H = wh)) 2Ly, |3 g ) + 0(0°)
< (B — H = w(k)) 2=l 1y X e

x| (1~ F(RD)(Eo ~ H — w(k)) 2= g o

x[|leX®lps 13 + 0(®)

On vérifie que (Eo— H—w(k)) 12 (”’Cj}z_?glﬁz(k) est bien dans L2(R%™; B(H)),

en utilisant le fait que ||(Ey — H — w(k))7!| < w(k)~! et la condition (IR).

On a donc

Loz — Q)e*9py(k)
2w(k)

. Dy
S, ll(l_F(l—Sl))(Eo_H“w(k)) llz2metn By = 0-
De plus ||e*I?l4), |2 est borné uniformément en o, ce qui se montre de la méme

maniére que pour ||e*?,,, (L)|l% (voir Section 3.6.2), d’ott le résultat. [

3.7.3 Preuve du Théoréme 3.3

On a vu qu’il restait & vérifier I’hypothése (iv) du Lemme 3.19. On procéde
de la méme fagon que dans [G]. La boule unité de # est faiblement compact,
donc il existe une suite 0, — 0 et un vecteur ¢y € H tel que ¢,, tend
faiblement vers 1. II suffit donc de montrer que ¥ # 0. Le principe est de
trouver un opérateur compact K tel que pour tout n assez grand on ait une
estimation du type

K || > 6> 0. (3.41)

Cela assure alors que 9 est non nul. En effet, comme K est compact, K,
tend fortement vers K. Si ¢ était nul on aurait alors || K, || qui tendrait
vers z€ro, ce qui serait une contradiction avec (3.41).

Soit donc F' € C(R"), G € CP(RY) vérifiant les mémes conditions que
dans le Lemme 3.28. On rappelle que p est la variable conjuguée & z, i.e.
p= —i(% sur L2(R4™™ dzr dk). On a alors les inégalités suivantes :

(1~ T(Fs(y)))* < (1 —T(Fs(y))) < dI(1- Fs(y)), (3.42)
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(1~ D(Ga(@))’ < (1 ~ T(Ga(a))) < dT(1 - Ga(a)) < N(a| > ),

(3.43)

(1 -T(Ge(p)* < (1 -T(Gp(p))) <dT(1 - Gr(p)) < N(lp| > _122)' (3.44)

Soit enfin x(s < sp) une fonction & support dans {|s| < sp} et égale & 1 dans
{Is|] < %}. Pour tous nombres positifs §, P, R et S, on définit

K(6,P,R,S) = x(N < 0)x(Ho < 0)T'(Fs(y))T(Gr(z))T(Gp(p). (3.45)

Les hypothéses sur F, G, x ainsi que celle sur w assurent que K(6, P, R, S)
est compact pour toutes valeurs de 8, P, R et S.

D’aprés les Lemmes 3.24 et 3.25, il existe 6y > 0 tel que, pour tout n, on
a:

11~ XN < Ol < 55,10~ X(Ho < Ol S 7. (3.46)

||_10

De méme, en utilisant les Lemmes 3.26 et 3.27 et les inégalités (3.43) et
(3.44), il existe Ry et P, positifs tels que, pour tout n, on a :

1
11 = T(Gr(2)doll < 10 M@ =T(GrE))¥onll < 35 (3.47)

Enfin, en utilisant le Lemme 3.28 et (3.42), il existe Sy > 0 et ng tels que,
pour tout n > ng, on a:

(0= T(Es(y))oul < 75 (3.45)

On a alors, pour tout n > ng :

1Yol < (1 = x(N < 00)) ol + Ix(V < 60)(1 — x(Ho < 60))¥o, |l
+lix(NV < 6o)x(Ho < 60)(1 — T(Gro (%)) %ol

+HIx(N < b0)x(Ho < 00)T(Gro(2))(1 — T(Gr(p)))¥on |

+IX(N < 0o)x(Ho < 00)I'(Gro(2))I'(Gr (P))(1 — T'(Fs, ()0l
+|| K (8o, Po, Ro, So) ¥, |l

(L = x(N < 00))¥sall + (1 = x(Ho < 60))¥o||

(1 = T(Gry (2)))¥onll + [I[(1 = T(G Ry (P)))¥en |

(1 = T'(Fs (¥))) %ol + 1 K (60, o, Ro, So) Yo

1
5 + 1K (60, P, Bo, 0¥l

IA

INA
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Or ||¢,, |l =1 pour tout n, donc finalement, on a

1
”K(007 PO’ RO’ So)lbanH > '2'1

pour tout n > ng, ce qui est bien une estimation du type (3.41). d

3.8 Perspectives

Comme nous l'avons dit au début de ce chapitre, nos résultats sur la
version quantique du modéle sont bien moins complets que dans le cas du
modéle classique. D’une part, nous n’avons absolument pas traité le cas des
potentiels linéaires, d’autre part, méme en ce qui concerne les potentiels confi-
nants, le phénomeéne de frottement linéaire et en particulier le coefficient de
frottement «y n’apparaissent pas dans nos résultats. Pire, nous avons travaillé
sous ’hypothése que v = 0. Nous souhaitons indiquer ici quelques pistes pour
des recherches futures qui nous paraissent intéressantes.

Restons dans le cadre ol le potentiel V' est confinant. On sait alors que le
spectre du hamiltonien H, = —A + V est purement discret. D’autre part le
spectre du hamiltonien correspondant au champ libre est o(H;) = [0; +00].
Il est purement absolument continu exceptée une valeur propre simple en
0 (Vétat propre correspondant est le vide). Si on regarde donc le systéme
particule-champ sans mettre de terme d’interaction, le spectre est alors de
la forme o(Hy) = o(H,) + o(Hf) = [EJ;+oo[. En particulier, il posséde
des valeurs propres correspondant & celles de Hp, qui sont toutes plongées
dans le spectre continu de Hy. Lorsque 'on “branche” 'interaction, on peut
se demander ce que deviennent ces valeurs propres. Nous n’avons traité ici
que la question de I'état fondamental. En particulier, on a vu que sous une
certaine condition infrarouge celui-ci persistait.

Les autres valeurs propres sont plongées dans le spectre continu, on s’at-
tend donc a ce que celles-ci disparaissent lorsqu’on branche l'interaction et
se transforment en résonances. Cette question doit pouvoir étre abordée en
utilisant les méthodes développées dans [BFS1]-[BFS2]. En particulier, on
peut espérer mettre en évidence un lien entre la largeur de ces résonances et
le coefficient de frottement -y (en utilisant éventuellement c large).

Pour ce qui est des potentiels linéaires, le probléme est encore plus ou-
vert, en ce sens que nous n'avons pas d’idée précise sur le genre de résultat
mathématique que l'on peut espérer obtenir.
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Abstract

We introduce and study a Hamiltonian model of a particle submitted
to an external potential and moving in a homogeneous dissipative medium
in such a way that it experiences an effective linear friction force propor-
tionnal to its velocity. The medium consists at each point in the space of
a vibration field modelling an obstacle with which the particle exchanges
energy and momentum. We are interested in the asymptotic behaviour of
the particle and for two kinds of potential : linear potentials, i.e. constant
external force, and confining potentials. We show that, for a large class of
initial conditions and under some hypothesis on the parameter of the mo-
del (particularly the propagation speed of the waves in the medium), the
particle has the same asymptotic behaviour as if it was obeying the equa-
tion : mg(t) = —VV(q(t)) — v4(t), i.e. the particle feels a friction force —yq
which sums up the effects of the reaction of the medium to the passage of
the particle, where v is a constant depending explicitly on the parameter of
the model and independent of the potential. In particular, in the case of a
constant external force F, the particle reaches an asymptotic velocity v(F')
depending only on the force F' and proportionnal to it. On the other hand,
if the particle moves in a confining potential, we show that it will “stop” in
one of the critical points of the potential.

We will also introduce the quantum version of this model. We first brie-
fly present some theoretical tools necessary to its writing. We then precise
what are the phase space and the quantum Hamiltonian. We prove the self-
adjointness of this Hamiltonian and finally, we deal with the question of the
existence of a ground state.



