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Préface 

Ce travail de recherche porte sur l'étude théorique des phénomènes mettant en évidence 

l'auto-organisation de la turbulence en grandes structures tourbillonnaires. 

Il est composé de plusieurs chapitres. Au travers de chacun d'eux, nous abordons 

quelques uns des aspects de ce thème général. 

Les tourbillons à grande échelle et "à longue vie" sont présents dans de nombreux 

types d'écoulements hydrodynamiques. Le problème de la formation et de l'évolution 

de ces structures, connues en turbulence comme structures cohérentes, attire beaucoup 

l'attention. Les tourbillons à grande échelle sont largement observés dans les atmosphères 

planétaires et dans les océans (voir, par exemple, les livres de Gill, 1982; Robinson, 1983; 

Pedlosky, 1987; Ingersoll, 1990 et la bibliographie à laquelle ils font référence). D'une part, 

on observe ici des signes d'auto-organisation dans la Nature. D'autre part, les tourbillons 

atmosphériques et océaniques à grande échelle ont un intérêt très attractif dû au rôle 

qu'ils peuvent jouer, par exemple, dans le transport de chaleur, de polluants, de sel et 

d'autres propriétés. 

Immédiatement, une question vient à l'esprit : sous quelles conditions les structures 

tourbillonnaires à grande échelle se forment-elles? 

Pour répondre à cette question, on utilise des approches diverses, en particulier, des 

méthodes de la mécanique statistique. Dans les approches statistiques traditionnelles, la 

turbulence est essentiellement considérée comme étant homogène et isotrope. Le sens phy­

sique (et les lois thermodynamiques) suggère qu'il est très difficile d'extraire l'énergie d'un 

système chaotique, sauf si le système en question possède des propriétés spécifiques ad­

ditionnelles. La turbulence homogène et isotrope, qui ne possède ni d'échelles distinctes, 

et ni de directions privilégiées, est trop symétrique pour commencer à s'auto-organiser et 

donner naissance aux tourbillons à grande échelle; l'auto-organisation semble être impro-
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Préface 

bable dans ce cas. 

Il est évident que la "cassure" de la symétrie du système est une condition nécessaire 

pour l'auto-organisation. 

Il est clair, par exemple, que le fluide turbulent avec une cassure de symétrie sphérique 

(approximation quasi-bidimensionnelle) peut être considéré comme un candidat adéquat 

d'un milieu où les tourbillons à grande échelle peuvent être organisés. Dans la ligne direct 

de cette remarque, nous considérons uniquement ici et après les structures bidimension­

nelles, i.e., les écoulements qui surviennent communément dans la nature où les compo­

santes de la vitesse horizontale sont dominantes par rapport à celles de la vitesse verticale. 

Dans le contexte géophysique, il existe plusieurs raisons possibles pour la suppression 

d'une des composantes de la vitesse de l'écoulement : le mouvement bidimensionnel peut 

être causé par la ·nature bidimensionnelle prédominante du domaine de l'écoulement lui­

même, lorsque l'échelle caractéristique horizontale de l'écoulement, L, surpasse largement 

celle verticale Hs (les modèles atmosphériques sont appelés à fine couche lorsque E = 

Hs/ L « 1). La possibilité de suppression peut être dûe à une forte stratification de 

densité, ou dûe à la rotation du système dans son ensemble, etc. 

Dans un fluide conductible électroniquement (les écoulements de plasma dans les 

champs magnétiques), cette suppression est garantie par un fort champ magnétique. La 

suppression d'une composante de la vitesse est également obervée dans les systèmes ex­

périmentaux, incluant les fines couches des électrolytes, et les écoulements dans les "films 

de savon". 

Dans les atmosphères et les océans de la Terre, les structures tourbillonnaires à grandes 

échelles quasi-bidimensionnelles sont abondantes. Les exemples de ces structures sont les 

anneaux du Golf Stream et les "lentilles" salées de la Méditérannée, le Tourbillon Polaire 

Antarctique et les cyclones tropicaux (voir figure 1), les "plumes" tournantes en convec­

tion turbulente, les taches sombres et brillantes dans les systèmes astrophysiques (où la 

rotation et les champs magnétiques jouent tous les deux un rôle), etc. Les modèles bidi­

mensionnels, E = Hs/ L --+ 0, sont souvent appliqués à ces systèmes (voir Kamenkovich, 

1977; Pedlosky, 1987, et la bibliographie à laquelle il est fait référence). 

Pour les atmosphères, les échelles caractéristiques suivantes des variables de champ, 

basées sur les valeurs observées, peuvent être introduites (Holton, 1992) : l'échelle de la 

vitesse horizontale (v) rv 1 ...;-. 10 ms- 1 ) l'échelle de la vitesse verticale (w) rv 1 cms-1, 
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FIGURE 1: cyclone. 

l'échelle de longueur Hs rv 104m. Tant que la composante de la vitesse verticale (w) est 

petite, lwl rv E, où E = Hs/ L << 1, nous pouvons nous limiter à la première approximation 

en omettant les termes de l'ordre de E
2 dans les équations de mouvement gouvernantes. 

Ainsi, l'évolution des plus grandes échelles, où L » Hs (L << R0 ) pour les grandes struc­

tures tourbillonnaires dans l'atmosphère, peut être considérée comme bidimensionnelle 

dans la première approximation. 

La supposition que toutes les variables de champ sont indépendantes de la coordonnée 

z3 = x 3 , i.e. l'opérateur â3 = 0 pour toutes les variables de champ, conduit également 

aux modèles bidimensionnels et est largement utilisé dans les considérations théoriques 

(Milne-Thomson, 1968; Greenspan, 1968; Lavrent'ev et Shabat, 1973). 

D'autre part, outre l'approximation bidimensionnelle, l'approximation d'un fluide quasi­

idéal peut être utilisée. Elle est justifiée dans les écoulements réels, incluant ceux tur­

bulents, si les échelles caractéristiques des structures tourbillonnaires sont plus grandes 

que les échelles caractéristiques des pulsations turbulentes (Pedlosky, 1987). Rappelons 

que les écoulements atmosphériques à grande échelle sont caractérisés par un très grand 

nombre de Reynolds Re = vLjv » 1. Si L rv 105m, et v rv 1 m.s- 1 (pour la Terre), 

même si la viscosité cinématique v est remplacée par une viscosité turbulente, on a 

Re rv 106 
: 108 >> 1. Ces écoulements, avec de tels comportements, ont la propriété 
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FIGURE 2: Circulation de l'atmosphère externe de Jupiter. 

frappante d'auto-organisation spontanée en larges structures tourbillonnaires cohérentes 

à grande échelle. Un exemple, bien connu en astrophysique, est la Grande Tache Rouge de 

Jupiter (voir figure 2), un grand tourbillon ayant des mouvements turbulents aux petites 

échelles très intenses, qui a persisté depuis plus de trois cents ans ; la présence d'une tur­

bulence intense ne la détruit pas. Notons que même si un écoulement est turbulent (dû, 

par exemple, à une forte convection verticale), ceci ne signifie pas nécessairement que le 

mouvement régulier, mis sous forme moyennée, est absent. Dans ce cas, les équations de 

mouvement d'un fluide idéal (ou quasi-idéal avec une viscosité turbulente) sont connues 

comme étant une bonne approximation de la description des champs moyennés à grande 

échelle d'un écoulement turbulent. 

Les écoulements d'Euler (Re ---+ oo) peuvent être considérés comme la limite non­

visqueuse des écoulements de Navier-Stokes incompressibles bidimensionnels. Ils sont sou­

vent utilisés comme des modèles décrivant certains écoulements géophysiques et astro­

physiques (Dritschel et Legras, 1993; Frisch, 1995; Marcus, 1988; Sommeria et al. 1988; 

Pavlov et al., 2001; Goncharov et Pavlov, 2001). 

Une autre approximation utile est basée sur le remplacement du profil de la vitesse 

(ou vorticité) continue réelle par un modèle de tache avec une vorticité constante dans 

chaque tache (voir Zabusky et al., 1979; Saffman, 1992, et la bibliographie à laquelle il est 
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FIGURE 3: Exemple de 

parcelle à trois niveaux 

de vorticité. 
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FIGURE 4: Fonction en 

escalier permettant 

d'approximer une 

distribution continue de 

vorticité. 

fait référence). Les figures 3 et 4 présentent un exemple d'illustration de cette méthode. 

Ce modèle est valide lorsque les mouvements à grande échelle sont faiblement sensibles 

à la structure fine dans le champ de vitesse. Dans ce scenario, on peut s'attendre que 

même des approximations avec un nombre limité de taches, qui décrivent la structure 

générale du profil de la vorticité réelle, saisissent correctement la dynamique des structures 

tourbillonnaires à grande échelle. 

Notons que le modèle, proposé dans les travaux référencés, permet de formuler la 

dynamique de l'écoulement en termes d'un petit nombre d'interfaces. Une telle possi­

bilité est très attractive car la détermination de l'évolution des contours des structures 

tourbillonnaires se réalise dans le cadre des équations non-linéaires, intégro-différentielles, 

spatialement unidimensionnelles. 

Cette approche est appelée la méthode de la dynamique de contour . Les équations 

de la dynamique de contour décrivent le mouvement auto-induit des frontières de la dis­

continuité de la vorticité (ou "contours") dans un fluide bidimensionnel, incompressible 

non-visqueux avec une distribution de vorticité "en escalier". 

Rappelons que les comparaisons entre les résultats obtenus dans le cadre de la dyna­

mique de contour et les simulations numériques traditionnelles (voir, par exemple, Zabusky 
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et al., 1979; Dritschel, 1988; Dritschel et Mclntyre, 1990; Saffman, 1992, et les références 

présentes dans ces travaux) ont montré qu'ils étaient en accords satisfaisants pour les écou­

lements à un très grand nombre de Reynolds. Ainsi, il apparaît que beaucoup d'aspects 

généraux des écoulements quasi-parfaits, avec une vorticité distribuée de façon continue, 

peuvent être reproduits en utilisant la dynamique de contour avec un nombre modéré des 

niveaux de vorticité. Ces résultats suggèrent que la dynamique de contour peut être un 

outil analytique compétitif pour les problèmes d'intérêt scientifique, particulièrement en 

connection avec les écoulements à très grand nombre de Reynolds. 

Une autre possiblité d'application est de construire une théorie en termes de champs 

tourbillonnaires quasi-singuliers (lignes tourbillonnaires dans le cas 3D, ou tourbillons 

localisés en hydrodynamique 2D). Dans ce qui suit, nous appelons tourbillons localisés, 

des structures tourbillonnaires dont la vorticité est très concentrée et très élevée par 

rapport au reste du domaine d'écoulement. Contrairement à la méthode de la dynamique 

de contour qui permet d'étudier la déformation des domaine centraux des tourbillons, 

le modèle des tourbillons localisés ne considère pas de déformations des "noyaux" de 

ceux-ci. Ce modèle étudie seulement leurs déplacements, parfois très complexe, et leur 

auto-organisation. 

Les exemples d'applications sont multiples et les études récentes (voir, par exemple, 

Shashikanth B. N. et al., The Hamiltonian structure of a two-dimensional rigid circular 

cylinder interacting dynamically with N point vortices, Physics of Fluids, 14, 3, 1214 

(2002); Buhler 0., Statistical mechanics of strong and weak point vortices in a cylinder, 

Physics of Fluids, 14, 7, 2139 (2002), Atassi O. et al., The interaction of a point vortex 

with a wall-bounded vortex layer, J. Fluid Mech., 343, 169 (1997); Bell G. J., Interaction 

between vortices and waves in a simple model of geophysical flows, Physics of Fluids, 

A5, 575 (1990); Dezhe Z. et al., Point vortex dynamics within a background of vorticity 

patch, Physics of Fluids, 13 (3), 677 (2001); Schecter D. et al., Vortex cristals from 

2D Euler flows : experiment and simulations, Physics of Fluids, 11, 905 (1999), etc.) 

montrent que ce type de modèle, malgré sa simplicité apparente, permet d'extraire les 

caractéristiques générales de nombre d'écoulements. Nous nous focalisons essentiellement, 

dans notre étude, sur les tourbillons localisés et les justifications sur ce choix de modèle 

seront présentés dans le premier chapitre. 

Afin d'étudier les différents phénomènes tourbillonnaires, un outil de calcul analytique, 
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basé sur l'Approche Hamiltonienne a donc été mis au point. 

Nous proposons un modèle guidé par la ligne directrice suivante. 

Chaque modèle mathématique possède, soit une stabilité, soit une instabilité "struc­

turelle". Donc, un modèle destiné à étudier un phénomène physique quelconque complexe 

doit être suffisamment simple, dit "rude". Cette idée appartient à L. Mandelstamm (voir 

également V. Arnold, Progrès des sciences mathématiques, 2002, YMH, 57, ( 4), 346, 

p.203). Cette idée sous-entend que la stabilité / instabilité structurelle du modèle ma­

thématique est une propriété, non pas du système physique étudié, mais plutôt de nos 

questions posées concernant celui-ci. Si ces questions sont trop détaillées, trop "fines" 

(le modèle est donc complexe et contient beaucoup d'éléments), les réponses du modèle 

peuvent alors devenir "instables" s'il y a une petite perturbation dans un élément quel­

conque de celui-ci, même pour un système typique. L'art d'un chercheur doit donc se 

manifester dans le choix d'une description convenable du système physique, peut être 

moins détaillée, peut être plus "rude", qui serait déjà stable structurellement. 

Guidé par cette idée, nous nous limitons aux plus simples modèles. Les limites de 

validité de ceux-ci, basées sur les approximations présentées ci-dessus, sont définies par 

l'objectif principal de notre travail : élucider les conditions qualitatives sous lesquelles une 

structure tourbillonnaire à grande échelle peut être formée. Au lieu d'amasser les détails 

concernant celle-ci, nous pensons qu'il est plus important de répondre à cette question 

d'importance pratique. 

Dans ce travail, nous adoptons le plan suivant. 

Dans le premier chapitre, nous définissons les aspects généraux de notre modèle ainsi 

que les caractéristiques et les avantages de celui-ci. Une analyse du concept de tourbillons 

localisés est également présenté dans ce chapitre. Ce point est essentiel afin de définir avec 

précision le cadre de notre étude. 

Dans le second chapitre, nous montrons que le modèle de tourbillons localisés peut 

être appliqué à des problèmes autres que ceux liés à des écoulements de fluides parfaits. 

Pour cela, nous proposons, une formulation qui, dans le cadre du modèle des tourbillons 

localisés, peut permettre d'étudier les "écoulements visqueux". 

L'objectif du chapitre trois est de déterminer l'existence ou non d'un état quasi-final 

lors de l'évolution d'une turbulence bidimensionnelle sous forme Eulérienne. Nous étudions 

dans ce chapitre le comportement d'un grand nombre de tourbillons se mouvant dans 
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un domaine infini . Après une validation du modèle à l'aide d 'une comparaison avec des 

résultats d 'une expérience de plasma, nous étudions une configuration initiale modifiée du 

système qui nous permet de montrer que le système "n'oublie pas" les conditions initiales . 

Le chapitre quatre porte sur l'un des points essentiels de l'Approche Hamiltonienne : 

le respect des lois de conservation. Parfois , ces lois peuvent être mises en défaut lors d'une 

résolution numérique du problème. 

Un modèle, basé sur des présomptions physiques, permettant de garantir le respect 

des lois de conservation durant tout le processus d 'évolution est proposé. Nous présen­

tons les "justifications physiques" de la méthode et sous quelle condition celle-ci peut 

être appliquée. Un exemple d'application, validé par une comparaison avec des résultats 

expérimentaux, est également présenté. 

Le chapitre cinq a pour but d 'étudier la dynamique d 'un grand nombre de tourbillons 

se mouvant dans un domaine borné de forme circulaire. Nous insistons sur l'importance 

dans le choix du modèle en montrant que ce type de problème fait apparaître des difficultés 

non-négligeables et des paradoxes par rapport aux hypothèses liées au choix du modèle. 

Nous proposons une résolution possible de ces difficultés et appliquons le modèle dans le 

but de définir quelle "relations" peuvent exister entre l'état initial et l'état final. 

Enfin, nous clôturons ce mémoire par un bref rappel des fondements de notre modèle 

et des résultats obtenus à l'aide de celui-ci. Nous évoquons également les perspectives 

possibles, notamment en astrophysique à l'aide d'une généralisation de l'Approche Ha­

miltonienne pour des surfaces curvilignes. 

L'objectif principal de ce travail de recherche est d 'analyser plus précisemment le 

phénomène d'auto-organisation des structures tourbillonnaires localisées. 

Précisons que nous ne nous intéressons pas aux détails des méthodes numériques, 

nous voulons uniquement étudier le phénomène par les moyens les plus simples et les plus 

adaptés au problème posé. 

Nous montrons dans notre travail que s'il n 'est pas tenu compte des fondements phy­

siques du phénomène, on peut rencontrer des difficultés dans l 'interprétation des résultats 

obtenus. 

En effet, même si le phénomène d'auto-organisation semble bien compris , de nom­

breuses interrogations restent encore sans réponse. Parmi celles-ci, on peut se demander 

quelle "partie" de la turbulence s'auto-organise? Est-ce toute la turbulence où uniquement 
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une fraction de celle ci? L'apport de cette partie "active" dépend-t-elle des conditions ini­

tiales? Plus précisemment, peut-on déterminer le pourcentage des tourbillons "actifs"? 

D'autre part, tout le monde sait que la turbulence s'organise en plusieurs "super tour­

billons". On peut également se demander s'il est possible d'établir une relation entre le 

nombre de structures à grande échelle et les conditions initiales de l'écoulement? En effet, 

quelque soit le problème physique, il doit être résolu en tenant compte des conditions 

initiales. Si celles-ci ne se manifestent pas dans l'étape quasi-finale du processus, on peut 

déduire l'existence d'un état final indépendant de ces conditions. On peut imaginer que 

cet état final est gouverné par les lois de la mécanique statistique des tourbillons. Re­

marquons à ce propos, que malgrès de nombreux travaux sur ce sujet, jusqu'à présent, 

la réponse à cette question n'a pas été trouvée. La dernière interrogation à laquelle nous 

proposons de répondre est de déterminier l'influence des frontières sur la répartition finale 

des tourbillons. En effet, que ce soit un problème physique ou sa réalisation expérimentale, 

il doit être étudié avec la présence des frontières. 

Le choix de notre modèle a donc été déterminé dans le but de répondre à ces questions, 

et uniquement celles-ci. L'intérêt particulier de notre modèle est qu'il permet d'étudier de 

façon générale les traits essentiels du phénomène de l'auto-organisation des tourbillons en 

respectant toutes les lois de conservation. 

Les résultats de nos travaux ont fait l'objet de (i) publications dans des revues in­

ternationale et nationale avec comités de lecture [1, 2, 3]; (ii) publications à des congrès 

avec actes publiés [4] ; communications à des congrès avec actes à diffusion restreinte 

[5, 6, 7, 8]. 
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Chapitre 1 

Présentation et formulation du modèle 

mathématique 

I.l Dynamique d'un fluide idéal en deux dimensions 

Dans cette section, nous rassemblons quelques faits standards concernant les écoule­

ment d'Euler en deux dimensions, qui constitue l'élément de base essentiel à notre étude. 

Une discussion détaillée des propriétés de l'écoulement d'Euler peut être trouvée dans les 

ouvrages [3, 25]. 

La vitesse bidimensionnelle est notée par u(x); le champ de vorticité w(x) est défini 

par 

(I.l) 

Nous observons que, dans un système de coordonnées se déplaçant avec un élément 

(infinitésimal) de fluide r, la force sur l'élément fluide est donnée par (voir [25]), 

_j dSp=- { dV\i'p, 
far lr (1.2) 

OÙ ar est la frontière de r, et l'équation de Newton s'écrit 

Du 
PDt =-\lp. (1.3) 

D /Dt dénote une dérivée matérielle, p est la pression et p la densité. 
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Afin d'obtenir l'équation d'Euler, la dérivée matérielle peut être réécrite sous la forme 

Du au 1 
Dt = 8t + (u · V')u = -p V P. (1.4) 

Lorsque la densité p est constante, l'équation pour la conservation de la masse 
ap at + v . pu = 0 (I.5) 

donne la condition d'incompressibilité 

V·u=O. (I.6) 

En prenant le rot de l'équation d'Euler (1.4) et en utilisant la condition d'incompressibilité, 

nous obtenons en deux dimensions 
Dw aw 
Dt = at + ( u . V')w = O, (I. 7) 

où D j Dt représente la dérivée convective de la vorticité. En deux dimensions, l'équation 

(I.7) est équivalente aux équations (1.4) et (I.6) (voir ci-dessous). 

L'annulation de V' · u en deux dimensions donne l'expression d'une fonction scalaire 

(la fonction de courant) '1/J(x) 

U =V' X '1/J = (ay'ljJ, -Bx'l/J) 

et par conséquent w(x) = - V 2'1j;(x). 

(I.8) 

Quelque soit le contour fermé ar d'un domaine r se mouvant avec le fluide au temps 

t, la circulation 

r = 1 dl . u = r dxw 
hr lr 

(I.9) 

est conservée par l'écoulement d'Euler. De plus, en deux dimensions, pour toute fonction 

J(w) du champ de vorticité, la quantité J
71

(t) f(w(r))d2r est conservée par l'écoulement: 

! l dxf(w(x)) = l dxj'(w(x)) [ ~~ + (u · \i')w] =O. (LlO) 

Notons que si l'on prend f(w) = w2
, l'invariant de l'intégrale correspondante est appelé 

l' enstrophie. 

Lorsque l'on considère des domaines avec des frontières rigides, u est considérée comme 

étant tangente à la frontière an d'une région de plan D contenant le fluide. Lorsque D pos­

sède n "trous", nous pouvons définir les quantités rn comme étant les circulations autour 

de chacun de ces trous. On observe alors que l'ensemble w(r) et r1, ... ,rn déterminent le 

champ de vitesse u [18]. 
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1.2. Particularités de la description du mouvement d'un fluide pour un très grand nombre de Reynolds 

1.2 Particularités de la description du mouvement d'un 

fluide pour un très grand nombre de Reynolds 

Le problème de l'explication de la nature de la turbulence est un des problème les plus 

actifs de la physique contemporaine et reste encore à ce jour non-résolu. 

L'écoulement d'un fluide peut être caractérisé par un nombre sans dimension appelé 

nombre de Reynolds. Le nombre de Reynolds représente le rapport des forces d'inertie, qui 

tendent à désordonner l'écoulement, et de la viscosité qui tend à le stabiliser. Lorsque le 

nombre de Reynolds augmente, les instabilités apparaissent, se développent et le désordre 

s'installe progressivement pour aboutir à une turbulence dite "pleinement développée" où 

l'écoulement est alors complètement désordonné. 

Pour les écoulements à très grand nombre de Reynolds, l'échelle de temps associée à 

l'évolution non-linéaire de l'écoulement est souvent bien plus petite que l'échelle de temps 

visqueux. Par conséquent, les effets de la viscosité peuvent être négligés dans les études 

théoriques correspondantes. Modéliser le comportement d'un fluide sur une base de modèle 

non-visqueux est une approximation raisonnable tant que le mécanisme de dissipation est 

considéré comme négligeable par rapport à la dynamique d'interactions. 

Les méthodes permettant de décrire les systèmes hydrodynamiques parfaits sont mul­

tiples en dynamique des fluides. 

L'une des plus utilisées au cours des siècles est basée sur les équations différentielles aux 

dérivées partielles écrites pour des grandeurs de champ (vitesse de l'écoulement d'un fluide, 

pression, etc). Cette approche a été validée, par exemple, dans le cas des écoulements 

laminaires visqueux. 

En voulant décrire par cette méthode les écoulements turbulents à très grand nombre 

de Reynolds, les difficultés sont apparues. 

La source principale de ces difficultés est contenue dans le choix non-adequate des 

variables de champ, par exemple, celui des composantes de la vitesse ou de la vorticité. 

Ces champs ont un comportement statistique dans les écoulements turbulents et ce fait 

entraîne une inutilité dans l'utilisation des équations différentielles. De plus, le nombre 

requis de degrés de liberté caractérisant des fluides excède les possibilités de n'importe quel 

ordinateur. A la condition d'une absence quasi-totale de dissipation, lorsque le nombre de 

Reynolds est très grand, l'utilisation des approches numériques traditionnelles est alors 
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extrêmement difficile. 

En d'autres termes, les particules fluides ou les modes ondulatoires ne sont pas des 

structures élémentaires réels dans un écoulement turbulent lorsque le nombre de Reynolds 

est très grand (par exemple lorsque l nRe » 1). Le nombre de ces structures dans cette 

situation est trop grand, et toutes celles-ci interagissent très fortement entre elles, par 

conséquent, elles ne peuvent donc pas être considérées comme élémentaires. 

Voilà pourquoi, il est nécessaire d'utiliser d'autres structures de base et de reformuler 

la dynamique des fluides en termes de celles-ci. Une possiblité est de construire une théorie 

en termes de champs tourbillonnaires quasi-singuliers (lignes tourbillonnaires dans le cas 

3D, ou tourbillons ponctuels en hydrodynamique 2D). Les exemples d'applications de 

cette approche peuvent être trouvés dans les travaux [3], [5], [10], [12], [28], [29]. 

Par rapport aux méthodes traditionnelles, cette méthode a l'avantage de pouvoir se 

débarasser de la difficulté principale qui, rappelons le, réside dans le choix non-adéquate 

des variables de champ. 

I.3 Approche Hamiltonienne 

Dans ce qui suit, nous utilisons l'Approche Hamiltonienne. Afin de ne pas tomber dans 

des malentendus terminologiques, il faut être prudent en utilisant la notion "hamiltonien­

ne" : en effet, chacun sous-entend dans cette phrase sa propre vision de la méthode. C'est 

pourquoi, on peut avoir l'impression que l'approche dite "hamiltonienne" est bien connue 

depuis longtemps. 

Il existe un grand nombre de papiers avec des titres ou l'adjectif "Hamiltonien" est 

utilisé (voir par exemple [19], [34], [35]). Voici pourquoi, lorsque l'on parle de méthode 

Hamiltonienne, il est nécessaire de définir quelle méthode est utilisée afin d'éviter tout 

"malentendu". Le vocabulaire joue également un rôle important : le "principe Hamiltonien" 

et la "description Hamiltonienne" peuvent correspondre à des approches différentes. 

On utilise largement la méthode proposée par Kirchhoff pour l'étude de comportement 

des tourbillons ponctuels bidimensionnels (voir pour des références Kirchhoff [20], Lamb 

[23] ; la version mentionnée a été reprise par exemple par Onsager [29] pour la construction 

de la mécanique statistique des tourbillons; les applications possibles peuvent être trouvées 

dans [2], [6]). Toutefois, insistons sur le fait qu'en parlant de l'approche "hamiltonienne" 
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1.3. Approche Hamiltonienne 

traditionnelle, on ne parle en réalité que d'une analogie : le mouvement des singularités 

d'un champ hydrodynamique n'est que similaire en un certain sens au mouvement des 

particules en mécanique classique de Hamilton. 

Dans la mécanique classique (soit de Lagrange, soit de Hamilton) des particules, on 

opère, en principe, avec les variations des positions et vitesses des particules (accéléra­

tions), tandis que dans le concept "classique" des tourbillons ponctuels, il n'y a aucune 

accélération (voir la section 1.10 portant sur la formulation particulière de la dynamique 

des tourbillons). Kirchhoff fut probablement le premier à remarquer que la fonction de 

courant se manifeste dans le problème d'une description du mouvement des singularités 

bidimensionnelles comme quelque chose de similaire à l'Hamiltonien - cette analogie est 

utile, largement utilisée, mais elle ne permet pas d'avancer dans la compréhension du sens 

physique des résultats obtenus. 

Voilà pourquoi, nous présentons dans cette partie la version de l'Approche Hamilto­

nienne utilisée dans notre étude. Nous mettons en évidence ce qui la différencie des autres 

méthodes ainsi que les avantages non-négligeables dont elle bénéficie. 

L'Approche Hamiltonienne pour des systèmes hydrodynamiques doit être formulée 

dès le début en termes de grandeurs énergétiques : c'est l'énergie totale du système hy­

drodynamique qui doit servir d'Hamiltonien du système. Des systèmes hydrodynamiques 

possèdent la variété infinie et continue de degrés de liberté : les équations canoniques 

décrivant le mouvement d'un système hydrodynamique doivent être formulées en termes 

de dérivées fonctionnelles. 

La version de la description Hamiltonienne utilisée dans notre étude provient des 

équations d'évolution [10], 

OtVi ={vi, 1i} = J dx'{vi,vj} Jv:~')" (I.11) 

Ici, { vi(x), vi(x)} est le crochet fonctionnel de Poisson, 1i est l'Hamiltonien du système 

hydrodynamique. 

Cette description Hamiltonienne est obtenue à partir de présomptions basées sur la 

physique concernant le type d'évolution des systèmes hydrodynamiques et de leurs pro­

priétés internes. 

L'approche Hamiltonienne a été initialement développée en dynamique des fluides 

comme une méthode résolvant des problèmes hydrodynamiques concrets. Par exemple, 
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elle apparaît comme étant très efficace dans la détermination des équations d 'évolution 

non-linéaires pour des ondes interagissantes (pour des détails , voir [38]). 

L'élaboration et l'utilisation avec succès des variables canoniques afin d 'étudier les 

ondes gravitationnelles de surface [37] présenta l'un des exemples les plus marquants 

de l 'application de l'Approche Hamiltonienne en hydrodynamique et donna un élan afin 

d 'élaborer la théorie générale d 'onde pour les moyennes dispersives non-linéaires dans le 

cadre du formalisme canonique Hamiltonien. 

Il a été immédiatement noté que la méthode Hamiltonienne possède un certain nombre 

d'avantages par rapport aux autres méthodes. Les caractéristiques essentielles de la mé­

thode sont sa richesse conceptuelle, son universalité et son adaptibilité. 

En particulier : 

- L'approche Hamiltonienne n'est pas attachée au choix particulier des "coordonnées 

de champ". Cette indépendance vis à vis de ces coordonnées de champ permet d 'ob­

tenir une formulation générale de l'approche. Cette propriété provient de la "non­

destruction" des crochets fonctionnels de Poisson. 

- Beaucoup de versions de la théorie des perturbations peuvent être simplifiées et 

standardisées à l'aide de l'Approche Hamiltonienne. 

- La méthode est plutôt "économique" car le développement asymptotique peut être 

effectué dès le début. 

- Le sens physique des résultats des calculs obtenus pour un système particulier peut 

être facilement exploité. 

- Cette formulation a pour avantage de respecter toutes les lois de conservation. Nous 

reviendrons sur ce point essentiel par la suite. 

Notons qu 'en physique classique, beaucoup des modèles conservatifs , qui utilisent un 

concept de champ, conduisent à une structure Hamiltonienne cachée. 

Le point essentiel dans la formulation de la méthode est la détermination des crochets 

fonctionnels de Poisson (voir, pour la formulation la fin du chapitre). Ce problème a donc 

été essentiel pour le développement de la méthode Hamiltonienne. 

Une procédure régulière permettant de déterminer de façon exacte les variables cano­

niques a été développée [10]. 

L'approche Hamiltonienne (1.11) a offert une nouvelle vision des résultats "familiers" et 

mérite une attention particulière. Une évidence est que l 'approche Hamiltonienne, réunie 
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avec les méthodes de la mécanique classique moderne, constitue un outil puissant pour la 

recherche en dynamique des fluides. Les lois de conservation, les conditions de stabilité, 

les approximations asymptotiques et les transformations de variable (largement utilisées) 

suscitent une motivation logique et une transparence qui est souvent manquante quand 

les manipulations correspondantes sont directement appliquées aux équations d'évolution 

traditionnelles. 

I.4 Version Hamiltonienne des équations de mouvement 

d'un fluide idéal 

1.4.1 Formulation 

Nous illustrons l'idée de base de l'Approche Hamiltonienne, appliquée aux systèmes 

avec un nombre continu de degrés de liberté, en commençant par le modèle classique 

tridimensionnel des écoulements incompressibles qui est gouverné par les équations 

(!.12) 

Ici, Va sont les composantes de la vitesse (a, f3 = 1, 2, 3) dans le système de coordonnées 

cartésiennes, at est la dérivée partielle de la variable de champ par rapport au temps, 

et p est la pression. En aval, toutes les valeurs seront normalisées sur la densité p. La 

convention de sommation est appliquée aux indices répétitifs lorsque la notation tensoriel 

est utilisée. Le système conserve l'énergie cinétique de l'écoulement 

1l = ~ 1 dx v
2

. (!.13) 

Ici, dx = dx 1dx2dx3. 

Les équations de base (!.12) peuvent être réécrites pour la vorticité D = rotv (voir 

[11], [13], [14], [30]) dans la forme Hamiltonienne comme 

8tDa ={Da, 1l} = 1 dx'{Oa, D~} :~. (!.14) 

1.4.2 Cas général 

Le crochet dans l'équation (!.14), {Da(x), D,e(x')}, est antisymétrique, local, et est 

défini pour le modèle donné par l'expression 
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(1.15) 

Ici, et par la suite, un "prime" signifie que les variables de champ dépendent de la 

coordonnée d'espace x', EaJLf3 est le tenseur de Levi-Civita. 

Démontrons la relation (1.15) qui est essentielle dans la discussion pour la suite de ce 

chapitre. 

L'équation de mouvement de base (1.12) peut être réécrite sous la forme 

(1.16) 

En appliquant à cette équation l'opérateur Oi et en utilisant la fonction de Green définie 

par .6G(x, x')= 8(x- x'), nous obtenons 

p +x+ ~
2 

= j dx'G(x,x')o:n(cmikOjv~). (1.17) 

Le système (1.12) peut être réécrit comme suit : 

(1.18) 

Ici, 

{vi, H} = J dx'{vi, vD ~~ = J dx'{vi, vav~, (1.19) 

où le résultat suivant a été utilisé : 

8H =~Id v
2
(z)=!d ( )8vk(z)= 

s: ' s: ' Z 2 Z Vk Z s: ' 
u~ u~ u~ 

J dz vk(z)8jk8(z- x')= vj. (1.20) 

A partir de (1.16)- (1.19), nous trouvons 

(1.21) 

En utilisant OmVm = 0, nous obtenons que 

{vi,v~} = 
_ ijknl '( ') + !:l mjknl ô' G( ') +ô' A -é HjU X-X Uié Hj m X,X k i, (1.22) 
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et, évidemment, 

{v~, vi} = ckiiDio(x'- x) + 
+8~cmiiD/1:nG(x', x)+ BiA~. (1.23) 

Le crochet fonctionnel de Poisson satisfait la condition {Vi, vU = -{v~, vi}. Cette condi­

tion permet de calculer la fonction Ai, qui est donnée par Ai = -émiiDjBmG(x, x'). 

Finalement, nous pouvons écrire l'expression pour le crochet de Poisson : 

{v~, vi} = ckiiDio(x'- x)+ 

+a mjkn'a' G( , ) a' mjin a G( , ) ié Hj m X , X - ké Hj m X , X . (1.24) 

L'expression (I.24) montre que le crochet de Poisson pour la vitesse hydrodynamique 

n'est pas local, c'est à dire que les équations de mouvement exprimées en termes de 

vitesse hydrodynamique uniquement, ne sont pas locales également. Ceci signifie que les 

équations différentielles ne peuvent pas être exprimées à l'aide d'un nombre fini de termes 

avec des dérivées (ceci vient du fait que la vitesse est définie sous forme intégrale à l'aide 

de la fonction de Green). 

En appliquant à (1.24) les opérateurs (rot)i. .. = ciik8i··· et (rot')i. .. = ciikBj ... , nous 

éliminons les termes BiA et a~A~, et obtenons l'expression de base : 

(1.25) 

I.4.3 Approximation bidimensionnelle 

S'il n'y a qu'une composante de vorticité, D = (0, 0, D), nous obtenons la structure 

plus simple 

(1.26) 

Ici, c12 = -é21 = +1, et cikaia~o(x- x') =O. L'équation d'évolution est 

(1.27) 

Le système du modèle donne un exemple de système Hamiltonien avec un crochet de 

Poisson non-trivial (dépendant fonctionnellement des variables de champ). 
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,------------------------------------------------------1 
1 1 

1 

1 / 

Etablisement des 
équations 
moyennées 

scenario 1 Solution des 
équations 
moyennées 

Solution 
exacte des ····· 

scenario 2 _ ....... ___ . __ ..... ___ Moyenna ge de 

équations 
la solution 

FIGURE 1.1: Comparaison des schémas de résolution des systèmes 

d'équations dans le cadre du modèle des tourbillons ponctuels par 

rapport aux méthodes traditionnelles. 

L'Hamiltonien pour le domaine bidimensionnel 

H = ~ J dxv
2 

= ~ J dx[?jJD +div( ... )] 

peut être réécrit uniquement en termes de vorticité et de fonction de courant comme 

H = ~ J dxdx'DO'G(x, x'), (1.28) 

où la vorticité D et la fonction de courant 1/J sont les fonctions aux coordonnées x 1 et 

X2 dans le plan horizontal et sont reliées par f2 = -6..1/J, 6.. = oî + oi est l'opérateur 

de Laplace bidimensionnel. Ici, dx = dx 1dx2 , et après la normalisation par rapport à la 

densité, la dimension de l'Hamiltonian est [H] = ML2T-2M-1L3L-1 = L4T-2 . 

1.5 Choix stratégique 

Soient un phénomène physique et un modèle mathématique permettant de mettre en 

évidence les traits essentiels de ce phénomène étudié. On peut citer comme exemple la 

turbulence et les équations d'Euler pour sa description. 
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1.6. Concept des tourbillons ponctuels 

Il existe deux grands types de scenarios qui sont utilisés dans le but d'étudier le 

phénomène physique. La figure I.l présente, de façon simplifiée, ces deux types de schémas 

de résolution. 

Le premier scenario, consiste, dans un premier temps, à moyenner les équations de 

l'évolution du système. On introduit par exemple, dans ce cas, des tenseurs de Reynolds 

pour les modèles de turbulence, les schémas de fermeture divers, etc (voir en annexe A pour 

une description générale). Puis, à partir de ces équations moyennées est trouvée la solution. 

Ce type de schéma, utilisé très couramment et avec succès, ne permet toutefois pas de 

mettre en évidence certains phénomènes importants, tels que, par exemple, les événements 

"catastrophiques" ( i.e., les événements qui se développent en intervalles de temps courts, 

dans des domaines très localisés, lorsque les dérivées correspondantes .atteignent des très 

grandes valeurs). Ceci est dû au moyennage des équations qui est équivalent à une sorte 

de "lissage", empêchant ainsi à ces phénomènes de se manifester. 

Pour le second scenario, on procède de façon différente. On cherche tout d'abord des 

solutions "exactes" du modèle mathématique proposé. La solution est donc déterminée à 

partir des équations initiales, et le principe de moyennage n'est appliqué qu'à la fin. Notons 

que rien ne garantit que cette solution est identique à celle obtenue lors du premier cas. 

Dans le second cas, une solution exacte peut donc être déterminée et cet avantage non­

négligeable justifie en partie le fait que nous choisissons, dans notre étude, d'appliquer 

ce schéma. Un exemple de modèle mathématique qui satisfait à ce type de schéma est le 

modèle des tourbillons ponctuels qui sont les solutions exactes des équations d'Euler. 

1.6 Concept des tourbillons ponctuels 

Notre étude porte essentiellement sur l'étude de phénomènes tourbillonnaires à l'aide 

du modèle des tourbillons ponctuels. Ceux-ci sont définis comme étant les solutions exactes 

des équations d'Euler, on se trouve alors dans le second type de scenario présenté dans la 

section précédente. 

Ce choix de modèle a également été motivé par le fait observé qui est que les écoule­

ments sont fréquemment dominés par des régions concentrées de vorticité. Les résultats 

expérimentaux ainsi que les calculs numériques montrent que la vorticité n'est pas distri­

buée de façon homogène dans l'espace [32] (voir figure I.2). 
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FIGURE I.2: Champ du paramètre Q de Okubo-Weiss pour le champ de 

vorticité (voir {32}). 

Dans beaucoup de situations, la dynamique des tourbillons de taille finie peut être 

raisonnablement bien approximé par les modèles de tourbillons ponctuels, réduisant ainsi 

l'étude du champ au simple système Hamiltonien deN particules interagissantes entre elles 

[9],[26],[36]. La dynamique des tourbillons ponctuels est un élément essentiel des modèles 

Hamiltoniens, qui a été utilisé avec succès pour décrire l'évolution de la turbulence 2D 

après l'émergence des tourbillons [4], [7], [8]. 

Ici, la vorticité est concentrée en singularités quasi-ponctuelles qui se meuvent par 

leur advection mutuelle, et le fluide entre ces singularités est complètement passif [1]. Les 

tourbillons ponctuels ont été choisi pour étudier le comportement des tourbillons étendus 

de la turbulence 2D pour des temps limités, leur inconvénient principal étant le manque 

d'interactions inélastiques tourbillon-tourbillon et de fusion. Des tentatives pour étendre 

la dynamique des tourbillons ponctuels en incluant la fusion de tourbillons ont été discuté 

dans le travail [4]. Notons que, ces dernières années, de nombreux travaux ont été consacré 

à l'étude de l'advection de particules passives pour des systèmes de tourbillons ponctuels 

(voir par exemple [22]). 
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1. 7 Description traditionnelle 

Rappelons quelques résultats bien connus. Dans un fluide incompressible bidimension­

nel, le champ de vitesse u peut être écrit en termes d'une fonction de courant sous la 

forme 

u = -z x 'V'Ij; (1.29) 

où z est un vecteur unité normal à l'écoulement. 

La fonction de courant est réliée à la vorticité wz = 'V x u par l'équation de Poisson 

(1.30) 

obtenue en prenant le rot de l'équation (1.29). 

On peut considérer la situation dans laquelle la vitesse est créée par une collection de 

N tourbillons ponctuels d'égale intensité r· Dans ce cas, le champ de vorticité peut être 

exprimé comme une somme de fonction 6 sous la forme 

N 

w(x, t) = :L rb[x- xi(t)], (1.31) 
i=l 

où xi(t) = [xi(t), Yi(t)] est la position du tourbillon au temps t. Sa vitesse est donnée par 

dxi 
Vi=-= -z X '\1'1/J(x =Xi, t), 

dt 
(1.32) 

où '1/J est une solution de l'équation de Poisson (1.30) avec un champ de vorticité (1.31). 

Dans un fluide infini, on a 

1 N 

'1/J(x) = -- :L r ln lx- xi(t)i. 
27r 

i=l 

(1.33) 

Par conséquent, la vitesse d'un tourbillon ponctuel est égale à la somme des vitesses 

V(j ----+ i) produites par les N- 1 autres tourbillons, i. e., 

vi = :L v(j----+ i) (1.34) 
j::fi 

avec 

(
. . [ Xj- Xi 

V J----+z)=--
2 

zx l 12 . 
7r Xj- Xj 

(1.35) 
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Chapitre 1. Présentation et formulation du modèle mathématique 

La dynamique décrite ci-dessus peut être mise sous la forme "Hamiltonienne" [20] : 

dxi oH dyi oH 
1di = &yi ' 1di = -&xi' (1.36) 

H = _I_ ~ '"'(2 ln jx- xi(t) j, (1.37) 
41!" 6 

i#j 

où les coordonnées (x, y) des tourbillons ponctuels sont canoniquement conjuguées. Ces 

équations de mouvement s'appliquent encore lorsque le fluide est restreint par des fron­

tières, dans ce cas l'Hamiltonien (1.37) est modifié; il peut être construit en termes de 

fonction de Green dépendant de la géométrie du domaine. 

Il est facile de montrer que la distribution exacte des tourbillons ponctuels exprimée 

en termes de fonction 6 
N 

Wexacte(x, t) = L '"'f6[x- xi(t)], 

i=l 

est une solution exacte de l'équation d'Euler, 

OWexacte 
Ot + Uexacte \7 Wexacte = 0, 

(1.38) 

(1.39) 

où Uexacte est le champ de vitesse exact déterminé par les équations (1.29), (1.30) et (1.38). 

En effet, en prenant la dérivée de l'équation (1.38) en fonction du temps, nous obtenons 

En utilisant vi= Uexacte(x, t), on peut réécrire l'équation précédente sous la forme 

N 
OWexacte ~ [ ( )] ( ) 

at = -\7 "[;;:_ '"'(6 X- Xi t Uexacte X, t . 

Pour un fluide incompressible, on obtient 

N 

OWexacte ( ) ~ [ ( )] ()t = -Uexacte X, t \7 L__t '"'(6 X- Xi t = -Uexacte \i'Wexacte = Ü. 

~=1 

(1.40) 

(1.41) 

(1.42) 

Par conséquent, l'équation d'Euler (1.39) avec les équations (1.29), (1.30) et (1.31) contient 

exactement la même information que le système Hamiltonien des équations (1.36) et (I. 37). 

Evidemment, le modèle des tourbillons ponctuels offre des modèles mathématiques 

commodes où l'on néglige les effets des noyaux finis de tourbillons. 
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1.8. Difficultés liées au concept de tourbillons ponctuels 

1.8 Difficultés liées au concept de tourbillons ponctuels 

Faisons ici quelques commentaires au sujet des difficultés liées au concept de tourbillons 

ponctuels : 

• Dans la description traditionnelle expérimentale, les écoulements résultants com­

portent des distributions continues de vorticité. Comment peut-on approximer une distri­

bution continue de vorticité par des moyens de tourbillons ponctuels? 

La réponse peut être comme suit : la signification physique a seulement fait la distri­

bution moyenne (S1) = J~ dO'Sl, où la taille caractéristique de la moyenne spatiale, (E) 112 , 

satisfait la condition (D/N) 112 « (E) 112 « D 112 . Ici, N est le nombre total de tourbillons, 

D la surface du domaine où les tourbillons sont localisés. Le procédé de moyennage ne 

doit être appliqué qu'après le calcul de n. 
• Pour un champ de vorticité constitué de tourbillons ponctuels les intégrales de n'im­

porte quelle puissance finie de la vorticité impliquent des puissances des fonctions delta 

et sont donc singulières. Pourtant, dans le cas du modèle physique typique, le champ de 

vorticité a des moments parfaitement bien définis. Comment peut-on définir ces intégrales 

et moments? 

L'interprétation des intégrales est simple si nous utilisons la considération suivante 

(voir (24]) : 

(I.43) 

Ici, 5c(x) est une fonction delta "spreaded" avec 5€(0) = c 1 et la condition de normalisation 

J dx5c(x) = 1. E est l'échelle caractéristique du domaine où la fonction delta "spreaded" 

est localisée. Ainsi nous obtenons 

J dx5n(x) = C(n-1) J dxb(x) = E-(n- 1). (I.44) 

Si S1(x) = "2.:{:1 'f'ib(2)(x- xi) (pour la description bidimensionnelle), nous obtenons le 

bilan estimatif pour le moment 
N 

K(n) = J dxSln(x) = L r0F-(n-1). 
i=l 

(I.45) 

Ici, 0' est l'aire caractéristique du domaine occupée par un tourbillon localisé. Le nombre 

N de tourbillons est choisi arbitrairement, tandis que leurs intensités sont fixées par le 

nombre de moments K(n) en question. 
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Chapitre 1. Présentation et formulation du modèle mathématique 

Les paramètres ri sont trouvés en résolvant l'ensemble des équations 
N 

~ j- j-lK(j) . - 1 2 N 
~ li - (} 'J - ' ' .. . . 
i=l 

Ce système peut se mettre, pour N tourbillons, sous la forme 

/1 + /2 +··'IN 

2 2 2 
/1 + /2 + .. 'rN 

N N N 
11 +12 +···rN Jvf(N). 

(1.46) 

(1.47) 

A l'aide de la méthode classique de substitution, il est possible d'établir, à partir du 

système (1.47), un polynôme dont les coefficients dépendent uniquement des moments 

M(i). Le système (1.47) devient équivalent à l'équation 

... + AN-1 =o. (1.48) 

A partir des valeurs des différents moments mesurables (circulation, énergie, enstro­

phie, etc ... ), il est donc possible de déterminer les intensités de chaque tourbillon qui 

permettent de définir le champ de vitesse du fluide. 

A titre d'exemple, on présente les polynômes correspondants respectivement à un 

système de deux, trois et quatre tourbillons : 

P2 1 2 - M(1)1 + ~[M(1) 2 - M(1l] 
2 

p3 13- M(l)/2 + ~[M(1)2 - M(tl]r- ~[M(1)3- 3M(t) M(2) - 4M(3l] 
2 6 

p4 14- M(l)/3 + ~[M(1)2- M(t)]r2 + ~[M(t)3- 3M(t) M(2)- 4M(3l]r 
2 6 

]_[M(t)4 - 6M(t)2JvJ(2) + 3Jvf(2)2 + 8M(l) M(3) - 6M(4l] 
24 . 

• La troisième particularité consiste à définir correctement la fonction delta (notam­

ment pour un tourbillon ponctuel) dans les domaines bornés. En effet, la prise en compte 

des conditions aux frontières n'est pas une chose facile. 
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1.9. Evolution des champs similaires aux champs tourbillonnaires: considération générale 

!.9 Evolution des champs similaires aux champs tour­

billonnaires : considération générale 

Les modèles décrivant les systèmes bidimensionnels appelés "vorticiens" (Vortex Like 

systems), sont gouvernés par l'équation d'évolution 

(!.49) 

où le champ ("vorticité généralisée") net la fonction de courant 1/J, avec vi= Eijf}j'l/J, i,j = 
1, 2, sont reliés par la relation de l'opérateur, 

n = i('l/J). (!.50) 

Pour l'équation bidimensionnelle d'Euler, D = -!::!..1/J, et i('I/J) - -!::!..1/J. Il existe d'autres 

modèles, par exemple, les modèles définis à l'aide de l'opérateur i = -(!::!.. - 1/a2
) : (i) 

le modèle de plasma basé sur l'équation de Hasegawa-Mima [17] (ii) le modèle axial des 

tourbillons électroniques [21] (iii) le modèle barotropique quasi-géostrophique [31], etc. Il 

existe une situation plus complexe [15], [27]. 

Le modèle gouverné par (!.49)- (!.50) donne un exemple de système Hamiltonien avec 

un nombre continu de degrés de liberté (voir [10]). 

Rappelons que ces systèmes Hamiltoniens évoluent donc selon la loi 

(!.51) 

où l'Hamiltonien du système, H, est la quantité- énergie- dépendant fonctionnellement 

des champs, ui, l'opérateur 6 j6u est l'opérateur de la dérivée fonctionnelle. Les dérivées 

des variables dynamiques, F[u], sont calculées en utilisant la relation 6ui(x)j6uj(x') = 

6ij6(x- x'). 

La structure Hamiltonienne du système, avec un nombre continue de degrés de liberté, 

est constituée de l'Hamiltonien donné par l'énergie totale, H, et le crochet fonctionnel de 

Poisson {. , . } . Ce crochet est antisymétrique bilinéaire et satisfait l'identité fonctionnel 

de Jacobi présenté symboliquement sous la forme suivante : 

{A, {B, C}} + {B, {C, A}}+ {C, {A, B}} = 0, (!.52) 
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Evolution des champs tourbillonnaires : considération générale 

La conservation de l'énergie provient de la formulation donnée des équations gouver­

nantes 

dH 
dt = 8tH + { H, H} = 0, (1.53) 

si, 

(1.54) 

Les détails de ce sujet ont été présentés dans les travaux [12], [30]. 

Pour les écoulements bidimensionnels rotationnels, les équations d'évolution (1.49) -

(1.50) peuvent être réécrites sous la forme Hamiltonienne (voir section 1.4) 

(1.55) 

avec les crochets fonctionnels de Poisson 

(1.56) 

et l'Hamiltonien 

H = ~ J dxdx'OG(x, x')O'. (1.57) 

La fonction de Green est la solution de l'équation 

LG(x, x') = b(x, x'). (1.58) 

Ces équations de mouvement peuvent être appliquées lorsque le fluide est confiné dans 

un domaine borné, dans ce cas, l'Hamiltonien est modifié et doit être déterminé en termes 

de fonction de Green dépendant de la géométrie du domaine. 

Les équations nonlinéaires (1.55)-(1.58) peuvent être résolues approximativement uni­

quement. 

Deux obstacles sont rencontrés dans les applications des méthodes approximatives 

aux systèmes fluides. Tout d'abord, les fluides ont un nombre infini de degrés de liberté. 

Ensuite, les fluides parfaits ont un nombre infini d'intégrales de mouvement (circulation, 

enstrophie, et autres moments dynamiques) et de "Casimirs" Ck (les "Casimirs" du crochet 

fonctionnel de Poisson satisfassent la condition { ui, Ck} = 0 [11]). Les "trajectoires" dans 
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Evolution des champs tourbillonnaires : considération générale 

l'espace de phase infini-dimensionnel sont les intersections du nombre infini de surfaces 

correspondant aux intégrales de mouvement. C'est une question intéressante de savoir si 

tous les invariants sont nécessaires pour décrire la physique du système tourbillonnaire 

bidimensionnel. 

Ce fait est dû à la formulation des équations de mouvement du fluide en termes de 

dérivés fonctionnelles (!.55). 

Quoi qu'il en soit, dans ce cas, une application formelle des méthodes approximatives 

aux systèmes hydronamiques avec un nombre continu de degrés de liberté, avec des cro­

chets fonctionnels de Poisson dépendants des champs (par exemple similaire à (1.56), c'est 

à dire sous la forme non canonique) peut amener à des équations qui n'ont pas la forme 

conservative : la perte de la conservativité dans les systèmes de Liuville est fréquemment 

observé dans les expériences numériques. Cette perte de conservativité, de même qu'une 

violation possible dans ces simulations de la propriété de Jacobi, (1.52), peut avoir lieu, 

non pas à cause des changements physiques dans le système, mais est dûe aux erreurs 

numériques accumulées dans un schéma de calcul. 

Cette remarque a une signification particulière dû au fait que l'on utilise des modèles 

discrets avec une correspondance adéquate avec les analogies continues. 

Une sélection des méthodes approximatives ou numériques imposent une exigence spé­

ciale sur la structutre du crochet fonctionnel de Poisson (1.56) : les méthodes approxima­

tives sont effectivement plus réalisées dans le contexte de la formulation canonique lorsque, 

dans ce cas, les crochets de Poisson sont indépendants des variables de champs (pour les 

détails, voir [11]). Dans ce cas, seul un objet pour l'approximation reste : l'Hamiltonien. 

Pour cette raison, il est préférable de formuler les équations d'évolution pour les champs 

similaires aux champs tourbillonnaires dans cette direction que les crochets fonctionnels 

de Poisson sont indépendants des champs. 

Un chemin possible afin d'éviter les difficultés possibles est de construire une troncature 

des équations d'Euler qui respectent automatiquement toutes les intégrales de mouvement 

du fluide et qui ont un nombre fini de degrés de liberté N. En sachant que la théorie 

formulée peut être aussi bien étendue aux champs continus et aux systèmes de tâches 

[13], [14], qu'aux champs singuliers [30], nous fixons notre intérêt aux champs singuliers. 

Par exemple, dans le cas bidimensionnel, une possibilité pour la troncature est d'ap­

proximer le champ de vorticité à l'aide du modèle de tourbillon ponctuel : (i) les tourbillons 
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ponctuels sont les solution exactes de solutions d'Euler, (ii) ils respectent toutes les in­

tégrales de mouvement du fluide. Si N -t oo, la solution converge vers la solution des 

équations d 'Euler [5], [16]. Les tourbillons ponctuels sont d'excellents candidats sur le 

rôle des structures élémentaires. L'avantage principal des tourbillons ponctuels, dans ce 

contexte, est leur localisation aux petites échelles. Rappelons que, à la condition d 'une 

quasi-absence de dissipation, lorsque le nombre de Reynolds est extrêmement grand, l'uti­

lisation d'autres approches numériques traditionnelles est extrêmement difficile. 

Naturellement, les modèles avec des champs singuliers présentent des modèles mathé­

matiques commodes dans les situations pour lesquelles les effets des noyaux des tourbillons 

peuvent être considérés comme négligeables. 

LlO Champs similaires aux champs tourbillonnaires sin­

guliers 

Considérons le champ "tourbillonnaire" singulier (voir I.50), 

N 

D(x) = L l(i)6(2l(x, x(il). (!.59) 
i=l 

Ici , 6(2) (x, x(il) est la fonction de Dirac bidimensionnelle. Dans ce cas, nous obtenons que 

{Sl, n'} = 
1 

L L l(m)/(n)Okb(x, x')o;b(x , x'){x~m), x~n)}. (I.60) 
m,n i ,k 

En substituant cette expression dans (I.56) et en comparant les coefficients des fonctions 

delta et de leurs dérivées, on trouve que les crochets de Poisson, pour les coordonnées des 

tourbillons singuliers, sont donnés par la formule : 

{ 
(m) (n)} -1 À ik 

Xk 'Xi = l(m)Umné . (I.61) 

Le point crucial de cette formulation est que les crochets de Poisson sont indépendants 

des variables de champ. 
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Pour trouver l'équation de mouvement des singularités de champ, nous calculons au 

départ Ôtx~m). Nous obtenons que 

â x~m) = dx' _!i_ô D'= dx' _!i_{D' 1l} 1 6 (m) 1 6 (m) 

t 2 M1' t M1' ' . (I.62) 

Tenant compte des lois de la dérivation fonctionnelle, nous obtenons la relation 

1 dx'bx~m) {D' 1l} = {x(m) 1l} = 
bD' ' 2 

' 

1 d '{ (m) 1(_n)} 61l 
X X2 ' X J À ,(n)' 

ux j 
(I.63) 

et en utilisant (I.61), nous trouvons finalement que : 

â (m) _ 1 d '{ (m) 1(n)} 61l _ -1 ij â1l 
tXi - X Xi , X j ,(n) - Î'(m)E ~· 

bx. âx. 
J J 

(I.64) 

1.11 Formulation la plus simple de la dynamique des 

tourbillons 

Prenons un cas simple. Si vi = EijÔj'l/J, D = -D..'ljJ, l'Hamiltonien -énergie totale du 

système- 1l = (1/2) J dx v2 = -(1/2) J dx 'ljJ!:::..'ljJ, peut être présentée, dans le cas d'un 

plan infini comme (1/27r)~i,/1'(i)/(j) ln lxi -xjl· Ici, -(1/27r) ln lxi -xii est la fonction de 

Green, G(xi,xj): solution de l'équation D..G(x,x') = 6(2l(x,x'), où b(x,x') est la fonction 

de Dirac dans le plan infini. 

Les équations de mouvement sont données par (I.64). 

Cette formulation spéciale correspond exactement au concept traditionnel pour les 

tourbillons ponctuels se déplaçant dans un plan infini xOy (voir [23],[33]). Le résultat clas­

sique de Kirchhoff (1876) statue que les équations du mouvement du tourbillon ponctuel 

peuvent être écrites '/'iÔtXi = â'lj;jâyi, 'f'iÔtYi = -â'ljJjâxi, où la fonction de courant 

'ljJ = '1/J(xi, Yi) est fréquemment appelée " l'énergie cinétique d'interaction". Notons toute­

fois que la fonction de courant n'évoque pas une énergie "cinétique" des tourbillons dans le 

sens usuel. Ceci est lié au fait particulier qu'un tourbillon ponctuel produit une vitesse, et 

non une accélération : certes le terme '/'iÔtXi a la dimension d'une accélération, [L][TJ-2 , 

mais celui-ci n'est pas une accélération. C'est la vitesse de déplacement du tourbillon 
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multiplié par un facteur, 'Yi, qui a la dimension [T]- 1
. Les tourbillons ponctuels forment 

donc un système Hamiltonien très particulier. 

Des élaborations plus complexes peuvent être analysées également. La théorie générale 

des mouvements tourbillonnaires basée sur (I.55)- (I.58) , peut être généralisée pour des 

situations plus intéressantes : les tourbillons sur la sphère [30], les tâches tourbillonnaires, 

la dynamique de contour Hamiltonienne [13], [14], etc. 

1.12 Domaine infini 

A titre d'exemple, nous présentons dans cette partie le cas des mouvements bidimen­

sionnels de fluide dans un domaine infini. 

La fonction de Green est alors définie par l'expression 

G(x, x')=- 2~ ln lx- x'l (I.65) 

Pour N tourbillons, d'intensités "/j, localisés en xj(t), l'Hamiltonien est donné par 

1 'expression 

1 N 
1-l = -"' -T'Y · ln lxi- x ·l 47f ~i,j=l,ioj:.j t J J 

(I.66) 

L'Hamiltonien peut être symétrisé en fonction des permutations i H j. La fonction de 

courant est évidemment '1/J (x) = (27r)- 1 2:;~ 1 bj ln lx- Xj 1. L'équation de mouvement est 

donnée par (I.64) : 

Si nous considérons le système de N tourbillons identiques ("/1 = ... = 'YN = r / N) , 

l'Hamiltonien devient 

r2 N 

1-{ = ---"' ln lx·- x·l 47r N 2 ~i,j=l,i:f.j t 
1 (I.67) 

On introduit ainsi cette forme de l'Hamiltonien dans le système d'équations défini 

précédemment (I.64). 

Si, par défaut, nous associons une fonction de courant à la vorticité par la relation 

D = (\7
2

- 1/ R2 )'ljJ (pour l'écoulement d'Euler, il faut choisir R -t oo), l'Hamiltonien 

devient 

(!.68) 
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1.12. Domaine infini 

La fonction de Bessel JC0 (Ixi -xii/ R) est la fonction de Green de l'opérateur (\7
2 
-1/ R 2

). 

La différence essentielle entre cet Hamiltonien et celui déduit des équations d'Euler est 

que, pour le premier, les interactions longue portée sont négligeables: JC0 (x) rv ~e-x 

lorsque x --r oo. Pour une courte portée, les interactions sont de même nature (JC0 (x) rv 

-ln x lorsque x --r 0). 
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Chapitre II 

Mouvement des tourbillons en présence 

d'un bruit 

11.1 Introduction 

Un des buts principal de la théorie de la turbulence est de déterminer l'équation pour 

des caractéristiques moyennées de l'écoulement du fluide. Dans cette section, l'équation 

moyennée "exacte" est déduite du modèle d'un "gaz de tourbillons". 

Si le nombre de tourbillons est très grand, il est raisonnable d'introduire une fonction 

de distribution décrivant la probabilité de leur répartition dans l'espace. Dans cette sec­

tion, nous déduisons l'équation d'évolution temporelle de cette fonction. Nous montrons 

également, comment, dans le cadre du modèle des tourbillons ponctuels, nous pouvons 

décrire l'écoulement "visqueux". 

On peut introduire deux niveaux de description du mouvement du fluide. Le premier 

niveau, microscopique, concernant le mouvement du fluide à petite échelle, décrit, dans le 

cadre de notre modèle, ce qui se passe à la petite échelle du chaos ("vacuum") turbulent. 

Le niveau macroscopique décrit, quand à lui, ce qui se passe à grande échelle, c'est à 

dire vu de loin, lorsque les détails du mouvement sont ignorés. Le passage des tourbillons 

localisés (des objets "microscopiques") au champ moyenné de vitesses (une structure "ma­

croscopique") est analogue à celui qui mène de la description du mouvement des molécules 

gazeuses aux termes de leurs coordonnées et vitesses à la pression. 

De même, on déduit le champ de vitesse de l'écoulement par la valeur moyenne (sta-
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tistique) de la vorticité localisée dans les tourbillons. Le champ moyenné des vitesses ainsi 

calculé n'est pas uniforme, il se caractérise par la présence de structures tourbillonnaires 

quasi-organisées. 

11.2 Equation d'évolution pour la probabilité de répar­

ti ti on de tour billons 

Nous choisissons donc d'utiliser une approche statistique en déterminant l'équation 

d'évolution de la probabilité de leur répartition. 

Considérons un ensemble de N tourbillons ponctuels dont les vitesses de leurs mou­

vements propres ne sont plus égales à la vitesse du fluide aux lieux mêmes de la position 

de leurs centres. Ils sont perturbés par des "bruits" blancs indépendants s~n) ( t). 

Dans le cadre du modèle des tourbillons ponctuels, les équations de mouvement en 

présence de "bruit" prennent la forme [3, 6] (voir le chapitre précédent) 

(ILl) 

où -y(n) représente l'intensité du tourbillon ( n) et éJ le tenseur de Levi-Civitta. 

Le sens physique de ces équations consiste en ce que la vitesse de déplacement du 

tourbillon n (le terme Otq}n)) est définie par la vitesse totale de l'écoulement dans l'endroit 

où se trouve celui-ci. 

On sait que la vitesse totale peut être présentée comme une somme : v = v(t) + v(s), 

où div v (tl = 0 et rot v(s) = O. En effet, de la formule 6. v = 'V divv- rotrotv, c'est à dire, 

en introduisant la fonction de Green 

v= 1 dv'G(x,x')v'div'v'- 1 dx'G(x,x')rot'rot'v', (II.2) 

on voit que la vitesse de l'écoulement comporte deux composantes : potentielle et rotation­

nelle. La vitesse est déterminée par le champ induit par les tourbillons lorsque rotv(t) =/= 0 

(il s'agit d'une composante incompressible, quand divv(t) = 0). Dans l'équation (II.l), 

il s'agit du premier terme contenant 1l. Outre cela, l'écoulement est défini par la com­

posante potentielle de la vitesse, s~n) (t), (il s'agit donc d'une composante qui vérifie une 
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condition rotv(s) = 0). Dans ce qui suit, cette composante est supposée être définie dans 

le sens statistique. 

Désignant par ( ... ) l'opérateur de moyennage statistique par rapport au coordonnées 

initiales, et supposons que, dans ce sens, la composante du "bruit" de la vitesse, complé­

mentaire et extérieure, de l'écoulement vérifie les conditions 

(s~n)) = 0, 

(s~n)(t), SJm)(t')) = 2v6ij6(t- t')r5nm (II.3) 

qui correspondent respectivement à la condition d'une moyenne nulle, et à la présence 

d'un "bruit blanc". 

Il s'agit donc d'un modèle similaire au modèle de type Langevin : le système est excité 

par des bruits extérieures. 

Il apparaît clairement de l'équation (II.1) que lorsqu'un tourbillon effectue un mouve­

ment "Brownien", la distribution dans l'espace d'un grand nombre de tourbillons va tendre 

vers une solution similaire à celle de l'équation de la chaleur, d'où l'interprétation de la 

solution en termes de "viscosité" devient inévitable. 

L'objectif de ce chapitre est essentiellement de donner les arguments qu'une simulation 

à l'aide de l'équation (II.1) permet d'approcher les solutions des équations de Navier Stokes 

(voir [1]). 

Introduisons une fonction-indicatrice de la position d'un tourbillon 

(II.4) 

Introduisons également la densité de probabilité en la définissant par l'expression : 

(II.5) 

Remarquons que 

J dx6(2)(x-q(n)(t)) = 1, et J dxn(n)(x,t) = 1. (II.6) 

L'intensité moyenne de vorticité, (0), est donc calculée d'après la formule 

(IL 7) 
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Faisons quelques calculs préliminaires en rappelant quel est le rapport de l'équation 

(ILl) avec les équations de Navier-Stokes. 

Sachant que pour un champ ui(t), on a: oui(t)jbui(t') = Oijo(t- t'), nous pouvons 

trouver : 

a Oqjn)(s) = - 1-Eij b [)1{ + b(s- t')O· 0 
s Ofkm)(t') l(n) oj~m)(t') oqin) zk mn· 

En intégrant l'équation (ILS) par rapport au temps, on obtient : 

bq}n) (t) 1 
1 

( ) = { ... } +-(-) B(t- t )bikOmn· 
os m (t') '-.r"' r n 

k (*) 

(IL8) 

(IL9) 

Le terme entre crochets ( *) ne présente pas d'il).térêt pour nous car c'est le cas t' -+ t qui 

nous intéresse dans ce qui suit. Si t'-+ t, la valeur de ce terme (borné) est multipliée par 

L:lt = t- x et devient donc négligeable. Dans ce cas, B(t- t')-+ ~· 

Par conséquent, on trouve que : 

. oqjn) (t) 1 
lzmt'-tt[ ( ) ] = -(-) bikOmn· ost (t') 21 n 

(IL lü) 

Ce résultat sera utilisé dans la déduction de l'équation d'évolution de probabilité de 

distribution de vorticité. 

En dérivant l'expression (II.5) et en introduisant l'équation (ILl), on trouve : 

l(n)atn(n)(x, t) = -r(i)ai (s~n)(t)b(2l(x- q(n)) -ai (tii :~)o(2l(x- q(n)) 

(1) ,__q..;..j_"""" ___ _, 
(ILll) 

(2) 

Calculons tout d'abord le terme (1) dans l'équation (IL11). En appliquant la formule de 

Furutsu-Novikov [2, 4, 5] pour des processus gaussiens 

(II.12) 

nous trouvons : 

(II.l3) 
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Le terme (2) de l'équation (II.ll) est déterminé en exprimant l'hamiltonien à l'aide de la 

fonction de Green. 

En utilisant les propriétés de la fonction de Dirac, on obtient : 

N' 

fij/(n)L /(m) ~n) G(q(n), q(m)) 

m=l Ôqj 

<ij 1(n) t' 'Y(m) J dx' &G( qC~) x') ,S(2) (x' - q(m)) 
m=l âqj 

Le terme (2) de l'équation (II.ll) devient alors : 

(IL14) 

Dans notre cas, compte tenu de l'interaction à longue distance des tourbillons dont "l'éner­

gie de l'interaction" individuelle est ( rv ln lx' - x(m) 1), on peut présenter des arguments 

que les tourbillons sont fortement influencés, non pas par les tourbillons voisins, mais par 

les tourbillons se trouvant aux grandes distances. 

En effet, nous justifions nos propos en considérant un grand nombre de tourbillons 

répartis de façon homogène et positionnés autour d'un tourbillon (i) (voir figure ILl). En 

considérant n la concentration des tourbillons et 2nrdr le "volume" dans lequel ceux-ci 

se trouvent, le champ de vitesse, là où se trouve le tourbillon (i), dûe à l'influence de 

l'ensemble des autres tourbillons, peut être estimé comme ayant la forme rv r- 1 n 2nrdr. 

Cette vitesse, induite par l'ensemble des tourbillons se trouvant dans la bande concentrique 

de rayon r, devient donc indépendante der. Ceci signifie que ce ne sont pas uniquement 

les tourbillons voisins qui influencent fortement le mouvement du tourbillon (i), mais 

l'ensemble des tourbillons éloignés. L'influence des tourbillons situés dans une bande de 

même largeur dr, mais à une distance plus grande (r2), a même valeur. 

Le tourbillon ( i) se meut donc par rapport aux "voisins" de façon indépendante. Dans 

cette situation, la probabilité mutuelle peut être décomposée comme 

(IL15) 
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avec 

FIGURE II.l: Schématisation pour un tourbillon (i) de l'influence des 

tourbillons situés à une grande distance de celui-ci. 

On obtient donc le résultat suivant : 

L'équation d'évolution s'écrit alors : 

OÙ 

1 

U(x, t) = J dx'n(m)G(x, x') L l(m)n(ml(x', t) 
m 

(II.l6) 

(II.17) 

(II.18) 

(II.19) 

Ces deux équations représentent le réslutat cherché : l'équation d'évolution pour la 

probabilité de répartition des tourbillons. Le problème classique de trouver "une solution 

des équations de Navier Stokes" se réécrit donc par "une détermination de probabilité" 

n<nl(x, t). Cette probabilité devient la quantité de base à partir de laquelle on peut calculer 

par exemple la vorticité moyenne (D) : celle ci est calculée à laide de la formule ( (0) = 

CL:i li)n(x) ). 
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Pour les tourbillons identiques de même signe, l'équation d'évolution s'écrit : 

(II.20) 

OÙ 

U(x, t) = "(N J dx'G(x, x')n(l) (x', t) (II.21) 

L'équation (II.20) peut être réécrite sous la forme 

(II.22) 

Notons qu'en remplaçant la densité de probabilit_é n par la vorticité w, on retrouve 

l'équation d'évolution de la vorticité moyennée. Le paramètre v peut être estimée par 

l'expression v""' (s;(t))T, où Test le temps caractéristique de corrélation du bruit. Cette 

formule découle de la formule (II.3). 

Nous avons donc établi, dans le cadre du modèle des tourbillons localisés, une équation 

dans laquelle intervient un terme lié à la viscosité. Cette équation est isomorphe aux 

systèmes d'équations permettant de décrire la turbulence 2D avec viscosité, et pourrait 

donc être appliquée à l'étude de la turbulence près des parois. 

Ce point est très important car il élargit le champ d'application du modèle des tour­

billons ponctuels en montrant qu'ils peuvent être appliqués dans des problèmes autres 

que ceux liés aux écoulements de fluide parfait. 
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Chapitre III 

Est ce qu'une turbulence 

bidimensionnelle évolue vers un état 

final unique ? 

III.l Problématique 

Les écoulements turbulents bidimensionnels à très grand nombre de Reynolds (lnRe ~ 

1) ont la propriété d'auto-organisation en structures tourbillonnaires à grande échelle. 

Pour décrire ce type de structures, il est approprié d'utiliser le modèle de fluide non­

visqueux. Omettre les termes visqueux dans les équations de mouvement implique que les 

forces de friction sont négligeables par rapport à la force d'inertie. 

Le problème de détermination de l'état d'équilibre des systèmes hydrodynamiques 

bidimensionnels non-visqueux a été étudié depuis de nombreuses années (voir [2, 3, 6, 15, 

16, 19, 20, 22, 23, 25, 26, 27], où une bibliographie étendue est présentée). 

Dans ce contexte, de nombreuses théories ont été proposées. Un grand nombre d'au­

teurs a examiné la mécanique statistique d'un fluide incompressible bidimensionnel à l'aide 

des équations de mouvement d'Euler reformulées pour un champ de vorticité. Tant que 

la dynamique des structures tourbillonnaires est fortement non-linéaire et décrite par des 

équations de mouvement difficiles à résoudre analytiquement, il y a un fort intérêt à ex­

plorer un principe variationel quelconque : dans un système évoulant librement, si un état 

stable doit être atteint, il doit correspondre à un extremum "de quelque chose". Certaines 
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approches sont basées sur une "maximisation de l'entropie" (voir par exemple, pour les 

tourbillons ponctuels [22], [23], et pour une distribution continue du champ tourbillon­

naire [15], [19]). D'autres sont basées sur une "minimisation" de l'enstrophie (voir [16]). La 

liste des travaux peut évidemment être étendue. Toutes ces théories impliquent l'existence 

d'un état d'équilibre final, controlé par les invariants globaux du système. L'état final est 

supposé être indépendant de la structure précise des conditions initiales de l'écoulement. 

Dans les travaux [19] et [20], il a été noté la possibilité d'établir une famille de champs 

discrets de vorticité. A l'aide de l'hypothèse de séparation d'échelle, on a construit la 

théorie du "champ moyenné", identique à la théorie du "champ moyenné" avec la séparation 

des échelles discutée dans certains travaux [25], [26]. La théorie mentionnée ci-dessus a 

fait l'objet de critiques dans le papier [6]. Selon l'auteur de ce travail, "la théorie du champ 

moyenné est, en général, une approximation insuffisante de la théorie complète implicite, 

excepté à des températures moyennes". On a noté que cette théorie "contredit les faits bien 

établis à propos des systèmes tourbillonnaires bidimensionnels, par exemple, l'existence 

de corrélations tourbillon-tourbillon non-triviales à petites échelles dans les structures 

cohérentes". En particulier, il a affirmé que "les conclusions principales de la théorie sont 

logiquement indépendantes; certaines peuvent être vraies tandis que d'autres fausses". 

La théorie statistique implique le comportement ergodique1 du système. Malheureu­

sement, il existe des suspicions (voir par exemple [24]), qu'en turbulence 2D, à cause de 

l'absence de processus capable de mélanger et la tendance observée de former des struc­

tures robustes et à "longue vie", il n'est pas clair que l'écoulement turbulent puisse être 

traité comme un système ergodique. D'un autre point de vue, une étude montrant l'ergo­

dicité pour les équations d'Euler bidimensionnelles a été faite récemment dans le travail 

[14]. 

En tout cas, comme il a été mise en évidence par de nombreuses personnes, en dépit 

des différentes méthodes proposées pour le problème d'équilibre, la situation reste encore 

contreversée. 

Pour cette raison, les études expérimentales directes présentent un rôle crucial. Pour­

tant, même du point de vue expérimental, la situation est quelque peu inexplicable : les 

résultats obtenus dans le mercure [8] tendent à supporter la théorie statistique, tandis 

que ceux obtenus dans l'expérience de plasma [11], assumée comme étant isomorphique 

1 Comportement aléatoire et dont les moyennes temporelles sont identiques aux moyennes statistiques. 
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à un système fluide, tendent à supporter la théorie "de fission" sélective. Les données ex­

périmentales [18] montrent que quelques caractéristiques sont en conflit avec la théorie 

statistique. Dans le travail [7], les auteurs ont conclu que la fission dans les écoulements à 

fine couche n'étaient pas en accords avec les "théories de fission" dérivées de simulations 

numériques [4], [lü]. La liste de ces observations peut être continuée également. 

Intrigués par cette situation complexe, nous nous sommes tournés vers une expérience 

numérique directe. Notre objectif est de considérer l'auto-organisation de tourbillons loca­

lisés (dans les écoulements bidimensionnels) en groupements de tourbillons ("clusters") et 

de montrer que les états finaux "n'oubliaient pas" les conditions de leur origine initiale. A 

l'aide de notre modèle, nous respectons automatiquement toutes les lois de conservation 

et nous nous débarassons des difficultés de modélisations numériques aux petites échelles. 

Nous montrons que la distribution de vorticité est déterminée par l'histoire d'établisse­

ment de l'écoulement. Des indications sur la possibilité de ce type de scénario peuvent 

être trouvées, par exemple, dans le travail [1]. 

Dans ce chapitre, nous débutons par la présentation des détails de l'expérience de 

plasma [11] qui nous permet, ensuite, de valider notre modèle. Rappelons le fait bien 

connu que le comportement d'un plasma d'électrons, confiné par un fort champ magné­

tique externe, offre des similitudes avec celui d'un fluide incompressible non-visqueux 

bidimensionnel. Puis, nous discutons, aussi bien le schéma numérique que nous adoptons 

pour résoudre les équations, que les résultats obtenus. Compte tenu des conditions de l'ex­

périence [11], nous considérons comme négligeables l'influence des frontières. Les limites 

de validité pour le modèle sont définies par un objectif formulé : considérer différents scé­

narios d'auto-organisation du système en structures tourbillonnaires régulières. En toute 

probabilité, ce processus est réalisé dans le régime de bifurcation. Au lieu d'amasser les dé­

tails de calculs numériques des structures tourbillonnnaires, nous voudrions répondre à la 

question plus pratique de savoir comment les groupements de tourbillons quasi-cristallins 

peuvent se former. Afin de valider notre modèle, nous comparons les prédictions de notre 

expérience numérique avec les résultats de Huang-Driscoll [11] pour un système de plasma, 

puis nous considérons un cas spécial et discutons le sens physique des résultats obtenus. 
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FIGURE III.l: Distribution initiale de la concentration moyennée du 

fluide électronique de l'expérience de Huang-Driscoll et distributions 

finales pour l'expérience (symboles) ainsi que pour la simulation 

numérique (points) obtenues avec 150, 500 et 2000 tourbillons 

ponctuels. 



111.2. Expérience de plasma 

111.2 Expérience de plasma 

Nous commençons par un rappel des résultats de l'expérience [11]. Cette expérience est 

intéressante car il est un fait bien connu que la dynamique d'un plasma "chaud" d'électrons 

confiné par un fort champ magnétique externe offre des similitudes avec celle d'un fluide 

incompressible non-visqueux bidimensionnel (voir [ 12], [ 13]). 

Plus précisemment, dans "l'approximation du centre guidé", si au lieu de l'équation 

cinétique pour les électrons, on adopte l'approximation de Boltzmann pour les électrons 

n rv exp(e<I>/T). Cette approximation est valide lorsque la "vitesse thermique de l'electron" 

(T / m) 112 excède la vitesse de phase d'onde et lorsque les résonnances sont négligées. Dans 

ce cas, on récupère l'équation de Hasegawa-Mima, 

(III.1) 

où aL (T /m) 112 ;ni est le rayon giroscopique d'ion (à la température de l'electron), 

ni = eB0 /mic est la fréquence cyclotron d'ion, mi est la masse d'ion, Te est la température 

d'ion, e est la charge d'electron, c est la vitesse de la lumière, B 0 est l'induction du 

champ magnétique ambiant, v = (c/ B 2)B x V<I> est la E x B vitesse de mouvement, 

v* = (Tc/eB2n0 )\7n0 x B est la vitesse magnétique de l'électron, Vi = (v1 , v2 ) sont les 

composantes cartésiennes dans le système cartésien de coordonnées dans les directions 

perpendiculaires à celle du champ magnétique, Ot est la dérivée partielle de la variable de 

champ par rapport au temps, ~ = or +a~ est l'opérateur Laplacien bidimensionnel. Le 

potentiel électrique <I> et la densité de l'électron ne peuvent être exprimés en termes de 

fonction de courant comme 

<I> = Bo 1/J, 
c 

Boe 
ne= no exp( -T '1/J). 

eC 

Ici, n0 est la densité de plasma non-perturbée. 

(III.2) 

Pour les phénomènes de plasma à faible fréquence, les lignes de champ magnétique re­

sistent à la flexion et par conséquent tendent à découpler la dynamique dans les directions 

parallèles et perpendiculaires au champ magnétique. L'équation de mouvement pour la 

concentration d'électron ne dans les directions perpendiculaires à B devient 

(III.3) 
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Ici, 81 est la dérivée partielle par rapport au temps, v= (v1 , v2 ). Dans le cadre du modèle, 

les composantes de la vitesse sont définies via le potentiel électrique , <I>, par la relation 

Vi l'V Eijoj<I>, E12 = -E21 = 1, E11 = E22 = 0, et vérifient la condition okvk = 0, k = 1, 2. La 

relation entre la concentration ne et le potentiel électrique, <I> est 

(III.4) 

où /:::, est le laplacien dans le plan. 

Les équations (III.3) - (III.4), sont isomorphiques aux équations hydrodynamiques 

bi-dimensionnelles d'Euler, où ne joue le rôle de la vorticité w et le potentiel <I> le rôle 

de la fonction de courant '1/J. Elles peuvent être utilisées afin de tester les prédictions 

expérimentales des différentes théories de la dynamique bidimensionnelle d 'un fluide non­

visqueux. 

Dans ce contexte, l'avantage principal d'utilisation de l'expérience de plasma est une 

quasi-absence de dissipation, attendu que dans les expériences de la dynamique des fluides 

ou dans les simulations numériques traditionnelles , la réalisation aux très grands nombres 

de Reynolds est extrêmement difficile. 

Des résultats de l'expérience [11] sont présentés dans la figure III.l. La distribution 

initiale de la concentration moyenne du fluide électronique de l'expérience de Huang et 

Driscoll et les distributions finales pour l'expérience (symbôles) sont tracées. Le profil de 

densité du fluide électronique de l'état final est une distribution axisymétrique. Les unités 

sont prises de telle sorte que le maximum de la distribution est l'unité. 

III.3 Résultats numériques et discussions 

La première étape a donc été d 'éxectuer une simulation numérique de l 'expérience [11] 

à l'aide de notre modèle , puis de comparer les résultats de nos calculs avec les données 

expérimentales. 

La description a été adaptée pour obtenir les caractéristiques essentielles des structures 

de champs tourbillonnaires, et même dans cette situation simplifiée, nous trouvons un riche 

échantillon de la dynamique de vorticité. 

La configuration initiale a été choisie afin de reproduire la densité initiale des particules 

dans l'expérience de plasma (Fig. III.1). 
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FIGURE III.2: Evolution du système : séquence des états démarrant 

d'une configuration en nappe tourbillonnaire sous forme de spirale avec 

une symétrie axiale perturbée. Les processus de fusion des petites 

structures et la formation de structures sous forme de spirale sont 

observées distinctement. 
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d'une configuration sous forme de nappe quasi-circulaire. Le système 

évolue vers une structure pentagonale tournante et uniforme qui oscille 

lentement proche de l'état d 'équilibre. 



111.3. Résultats numériques et discussions 

Nous avons initialisé le système de N tourbillons identiques (/1 = ... = rN). Les 

expériences ont été réalisées avec différents N : N1 = 1.5 · 102
, N1 = 5 · 102

, N1 = 2 · 103
. 

La distribution initiale des tourbillons a été donnée par une configuration symétrique 

axialement qui reproduit la distribution des particules dans l'expérience [11]. 

Les valeurs des paramètres du problème (énergie, circulation) ont été les suivantes : 

Hrv w-6 ' r = Li ri = 1. L'intensité d'un tourbillon a été définie par la formule ri = r 1 N. 

L'étude de l'évolution de la configuration tourbillonnaire d'un système, basée sur les 

équations (voir chapitre I), 

(m) _ -1 ij &1-l 
OtXi - r(m/ ~' 

8xj 
(III.5) 

avec les conditions initiales associées, a été faite numériquement à l'aide d'un schéma de 

Runge-Kutta à l'ordre 4. Le pas de temps est restreint par la condition .6..t < 6.() / sup(l 

ri 1 /R?j), où .6..() est l'angle caractéristique entre deux tourbillons (i,j), 0.01 < 6.() < 0.04 

radian. 

La conservation de l'énergie a été évaluée durant les calculs. L'énergie du système, 1-l, 

est le paramètre le plus sensible aux erreurs numériques de simulation. L'analyse montre 

que l'Hamiltonien 1-l subit des faibles variations avec une erreur : 11-l - 1-lo 1 / 11-lo 1:::; 

2.10-5 (pour un processus d'itérations de t = 0 à t = 106 6.t, qui correspond à 200 

révolutions de la périphérie du domaine de la répartition tourbillonnaire). 

Toutes les autres intégrales du mouvement sont conservées automatiquement. 

La figure III.1 montre une bonne concordance quantitative entre les résultats des 

simulations numériques et l'expérience de Huang et Driscolllorsque Ni >> 1 : N3 > N2 > 

N1. 

Des mouvements radiaux très fluctuants ont été observés dans le domaine central 

(r < 0.4). La zone externe du système (r > 0.4) est restée quasiment stable. 

L'évolution en temps de la distribution pour un système deN= 2.103 tourbillons co­

rotatifs est présentée sur la figure III.2. Le comportement dynamique de ces structures en 

question inclut un échange entre les tourbillons et les nuages de tourbillons et l'apparence 

de la fragmentation des structures originales. 

L'instabilité de la configuration initiale a été observée très rapidement ( t rv 1) lors de la 

simulation. La perturbation génère évidemment une instabilité (instabilité de cisaillement 

de Kelvin-Helmoltz) qui croit exponentiellement en temps et provoque une forte évolution 
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non-linéaire. La fragmentation de l'état initial (t rv 10) et la "clusterisation" qui suivent 

sont nettement observées. 

Aux étapes t rv 32, t rv 33.9, la formation de structures cohérentes en spirale est 

observée. 

Après un temps correspondant à 102 révolutions du domaine de la distribution tour­

billonnaire, on observe la formation d'un tourbillon central. 

En observant les répartitions obtenues, on peut penser, à première vue, que les tour­

billons évoluent vers l'état quasi-final unique dont la structure est gouvernée par les lois 

statistiques (parce que N » 1). Mais, les observations supplémentaires montrent une 

contradiction avec cette hypothèse : pour différentes distributions initiales axialement 

quasi-symétriques, le système n'évolue pas vers le même état final. 

Modifions la configuration initiale. La Figure III.3 montre une séquence d'évolution 

de la distribution tourbillonnaire pour un système de N rv 103 tourbillons co-rotatifs 

avec cette configuration initiale modifiée. Contrairement au cas précédent (Fig. III.1), le 

système n'évolue pas vers un tourbillon unique : il évolue vers une structure pentagonale 

et nous n'avons pas observé de modifications significatives de l'état pour t » 100. 

Il est évident, à partir de la Figure III.3, que nous trouvons un désaccord entre le 

concept traditionnel de l'équilibre statistique final (quasi-homogène) et l'état quasi-final 

observé illustré par la Figure 2 et la Figure 3 aux temps t > 100. 

Finalement, nous observons que la structure pentagonale (Fig. III.4) n'est pas dissipée 

dans le temps. 

Le sens physique de ces résultats peut être le suivant. La distribution finale de vor­

ticité doit être arbitraire lorsque l'on considère le modèle d'un fluide non-visqueux. La 

distribution finale de vorticité est déterminée par l'histoire de l'établissement de l'écou­

lement, et cette histoire inclut un effet significatif de non-linéarité. Un tel comportement 

du système, qui est régi par l'équation différentielle de mouvement (c'est à dire déter­

ministe), peut être attribué à la structure particulière des équations. Celles-ci peuvent 

avoir la propriété, pour une certaine variété de paramètres et de variables, d'être singu­

lièrement dépendantes des conditions initiales. Ceci veut dire que même un changement 

infinitésimal dans la condition initiale peut causer un changement fini dans les scénarios 

d'évolution et dans l'état final. 

Comme les structures tourbillonnaires bidimensionnelles sont gouvernées par les "in-
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FIGURE III.4: Le système évolue vers la structure pentagonale à 

t » 100. 

teractions" aux longues distances (Hij "'log Tij) et que les tourbillons ne se rapprochent 

pas à une distance très courte, le phénomène observé est similaire, en un certain sens, aux 

transitions de phase du premier ordre dans les systèmes physiques réels. Pour mettre en 

évidence ceci, nous rappelons que les transitions de phase du premier ordre requièrent une 

répulsion aux petites distances et une attraction aux grandes distances pour les structures 

élémentaires. Remarquons que la transition appelée de Kosterlitz-Thouless a été discuté 

dans la litérature. La transition de Kosterlitz-Thouless est la transition entre les systèmes 

de paires tourbillonnaires et les systèmes pour lesquels les tourbillons peuvent vivre "sé­

parés" en dimensions à deux phases; c'est une transition de phase qui peut être attendue 

dans un système tourbillonnaire bidimensionnel. Cette transition a été discuté dans les 

références [5], [21]. 

Si le phénomène observé (Fig. III.4) est une "transition de phase du premier ordre", 

il entraîne une formation spontanée de cellules tourbillonnaires similaires à des réseaux 

cristallins (notons cependant, que les tourbillons quasi-ponctuels forment un système Ha­

miltonien particulier dû au fait qu'un tourbillon produit une vitesse, et non une accé-
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lération). Rappelons que des structures appelées, "les cristaux tourbillonnaires", ont été 

récemment observées dans des expériences de plasma non-neutres [9]. 

Ce type de transition de phase, entrainant à partir d'une instabilité une fragmen­

tation et une clusterisation dans le système gravitationnel, est connue et a été discuté 

précédemment [17]. 
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Chapitre IV 

Méthode d'auto-régulation 

IV.l Avant-propos 

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur l'un des points essentiels de n'importe quelle 

méthode théorique appliquée à l'étude de la dynamique des fluides parfaits (en particulier 

l'A pp roche Hamiltonienne) qui est le respect des lois de conservation. Nous voulons nous 

concentrer sur l'importance du respect de celles-ci. 

En effet, dans le cas contraire, aucune analyse, ni discussion n'est envisageable puisque 

"la base" de la méthode théorique ne sera, alors, pas respectée. Une variation temporelle, 

par exemple, de l'état énergétique du système a pour conséquence de mettre en défaut 

l'une des hypothèses principales imposée par le modèle, celle d'un fluide non-visqueux. 

On se trouve dans ce type de situations lors de résolutions à l'aide de moyens numé­

riques. En effet, quelle que soit la méthode concrête choisie, les erreurs numériques qui 

apparaîssent peuvent s'accumuler (voir figure IV.l). 

Ces accumulations d'erreurs se traduisent par l'apparition d'une "dissipation numéri­

que" qui n'est aucunement en accord avec la physique du problème. 

Afin de "contrer cette dissipation numérique" produite par la résolution numérique du 

système, nous "forçons" celui-ci en lui ajoutant une "excitation" basée sur des présomptions 

physiques liées à la dynamique tourbillonnaire. Le système se retrouve alors dans le même 

état énergétique qu'à l'origine. Ce forçage s'effectue numériquement et est fonction de la 

dissipation numérique observée (voir figure IV.2). 

Cette méthode "d'auto-régulation", qui permet de contrôler et de réduire au minimum 
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FIGURE IV.l: Evolution de l'Hamiltonien en fonction du temps calculé 

avec la méthode traditionnelle de Runge-Kutta à l'ordre 4. 
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FIGURE IV.2: Schématisation du concept de la méthode 

d'auto-régulation. Le système subissant une "dissipation numérique" 

(schéma a), on "contre" celle-ci en excitant le système afin qu'il reste 

dans le même état énergétique qu'à l'origine (schéma b). 



IV.l. Avant-propos 

FIGURE IV.3: Résultats expérimentaux montrant l'évolution du champ 

de vorticité pour un système de quatre tâches tourbillonnaires 

contra-rotatifs dans un domaine borné, voir {4}. 

les erreurs, est appliquée au schéma classique de Runge-Kutta à l'ordre 4. 

Afin de valider notre modèle, nous choisissons d'étudier l'exemple d'un grand nombre 

de tourbillons localisés dans un domaine borné pris, dans un but de simplification, de 

forme carré. Ce choix de la configuration du domaine a été motivé par le fait que, dans le 

cas général, la détermination de la forme de la fonction de Green pour un domaine borné 

n'est pas chose facile. En effet, il faut respecter les conditions aux frontières pour cette 

fonction imposées par la géométrie du domaine. 

Nous montrons qu'à l'aide de notre méthode, nous garantissons le respect des lois de 

conservation durant tout le processus d'évolution. 

Les résultats de notre expérience numérique sont comparés aux résultats d'une expé­

rience [4] (voir figure IV.3) et publiés dans l'article [3]. 
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IV.2 Formulation de la méthode d'auto-régulation 

IV.2.1 Variation de l'énergie dans les expériences numériques 

Nous proposons un processus-correcteur basé sur la loi de conservation de l'énergie : 

à chaque pas de temps , la position de chaque tourbillon est très légèrement modifiée afin 

d'obtenir une énergie cinétique d'interaction (Hamiltonien) égale à celle de départ 1i0 (rap­

pelons que pour les tourbillons ponctuels, on respecte automatiquement la conservation 

de tous les moments, M(n)). 

Le problème est donc d 'éliminer l'erreur D..1i définie comme étant la différence entre 

l'Hamiltonien calculé à un pas de temps quelconque et l'Hamiltonien de départ 1i0 . 

Pour cela, on suppose qu'à l'instant (m - 1), le système se trouve au même niveau 

énergétique qu'à l'instant initial 

Ji[ (m-1) (m-1)] = Ji x2 , Y2 o, (IV.l) 

et qu'à l'instant (m), une légère variation de l'énergie, causée par l'apparition inévitable 

d'une erreur numérique, est observée 

Ji[ (m) (m)] -/..Ji x2 , Y2 r o, (IV.2) 

on introduit alors les modifications des positions des tourbillons, (c5x1m), c5yim)), nécessaires 

au respect de la loi de conservation d'énergie, c'est à dire 

Ji[x(m) + c5x(m) Y(m) + c5y(m)] = 1i 
2 2 , 2 2 0· (IV.3) 

Compte tenu que ces modifications de positions sont très petites par rapport aux coor­

données des tourbillons (nous reviendrons sur ce point essentiel par la suite), on peut 

développer l'expression (IV.3) en série, et on obtient en se limitant aux premiers termes 

du développement : 

N 
,11 [ (m) s: (m) (m) s: (m)] _ '1/[ (m) (m)] ~( s: 81i s: fJJi) 
TL xi + uxi , Yi + uyi - TL xi , Yi + ~ uxi-

8 
. + uyi-

0 
. + ... , 

i=1 x2 y2 
(IV.4) 

on trouve donc que la variation de l'Hamiltonien D..Ji(m) peut être compensée : 

(IV.5) 
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Notons que le signe négatif présent dans cette égalité est indispensable. En le suppri­

mant, au lieu d'atténuer les variations de l'Hamiltonien, on les accentue très fortement, 

et on observe une modification brutale de l'état énergétique du système qui pourrait 

être interprétée comme l'apparition et le développement d'une instabilité en réalité non­

existante. 

La difficulté principale est la détermination des expressions des modifications des po­

sitions 6xi et 6yi· En effet, il faut tenir compte de la physique liée à la dynamique tour­

billonnaire. Par exemple, la correction ne peut être faite en effectuant "une translation 

globale du champ tourbillonnaire", la modification de la trajectoire doit être propre à 

chaque tourbillon. 

IV.2.2 Détermination du correcteur 

Un choix de modèle, qui prend en compte l'aspect physique du phénomène, semble 

approprié, pour cela nous nous basons sur des constatations physiques qui sont 

- Un tourbillon "lourd" (c'est à dire avec une forte intensité) sera moins influencé 

qu'un tourbillon "léger", on aura donc 

- La variation de position d'un tourbillon avec une grande vitesse de déplacement sera 

plus importante qu'un autre tourbillon plus "lent". 

Par conséquent, nous aurons également 

Compte tenu de ces remarques, et que la dimension des variations de positions doit 

être une longueur, on définit alors les variations par : 

L2 L2 
-E-Yi + E2 -xi 

'Yi 'Yi 
L2 L2 

E-Xi + €3-iJi, 
ri ri 

(IV.6) 

où L représente une échelle de longueur caractéristique (largeur du domaine, etc) , 'Yi 

l'intensité du tourbillon, Xi et ili les vitesses du tourbillon respectivement suivant les axes 
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x, y, et E le paramètre à déterminer. On introduit un signe négatif dans la première 

expression afin de simplifier les équations par la suite, cette modification ne change rien 

à la physique du problème. Les seconds termes de chaque expression n'interviendront 

que dans l'expression du correcteur pour le moment cinétique s'il y a conservation de 

cette grandeur. Toutefois, rappelons que pour un domaine borné (carré), il n'y a pas de 

conservation, ni de la quantité de mouvement, ni du moment cinétique, car il n'y a ni de 

symétrie de translation, ni de rotation [2]. 

En introduisant les équations (IV.6) dans l'équation (IV.5), on obtient : 

N L 2 aH L 2 oH 
jj.H(m) =-L(E:;( -ih) ox· + E:;(±i) oy). 

i=l /Z . Z 1Z z 

(IV.7) 

En tenant compte des équations définissant le mouvement d'un système dynamique Ha­

miltonien dans le cas d'un système de coordonnées cartésiennes 

oH 
"fi Xi 

oyi 

'Yi'iJi 
oH 
OXi ' 

on trouve après simplification 

N 

jj.H(m) =EL L2(x; + yf). 
i=l 

Pour un grand nombre de tourbillons, on peut introduire la vitesse moyenne, 

1 N 

jj.H(m) = EL2 N N L(x7 + iJI). 
i=l 

On peut alors estimer cette vitesse moyenne par le fait que v2 
('V Ho : 

On trouve donc pour la variation E la formule suivante : 
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E = (J N Ho avec (J~ 1 

(IV.8) 

(IV.9) 

(IV.10) 

(IV.ll) 
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Les expressions définissant ce correcteur de positions des tourbillons sont alors : 

1 f::..?-l(m) y· (m) 
{3- L2_z_ 

N 1-lo Ji 

1 f::..?-l(m) 2 ±(m) 
-{3- L _z_ 

N 1-lo Ji 
(IV.13) 

Remarque : si le nombre de tourbillons est faible, l'hypothèse sur la vitesse moyenne n'est 

plus valable, le correcteur prend alors la forme : 

(IV.14) 

IV.2.3 Condition d'application du correcteur 

Il faut maintenant déterminer la condition nécessaire afin de pouvoir utiliser ce cor­

recteur. En effet, les variations de positions doivent être très faibles par rapport aux 

positions des tourbillons afin de ne pas modifier de façon significative la trajectoire gé­

nérale de chaque tourbillon. Une trop grande "correction" des positions des tourbillons 

entraineraît une modification importante du champ tourbillonnaire et l'état final obtenu 

sera alors peu réaliste. 

La modification de position moyennée (6ri) 2 peut être estimée à l'aide de la formule : 

(IV.15) 

En déterminant quel tourbillon possède l'intensité la plus faible, on peut majorer cette 

équation : 

(IV.16) 
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Chapitre IV. Méthode d'auto-régulation 

Soit après simplification 

(IV.l7) 

L étant une grandeur caractéristique (dimension du domaine) et N le nombre de tour­

billons, les variations de positions doivent être petites par rapport à la dimension carac­

téristique d'une "cellule propre" à chaque tourbillon, c'est à dire rv L 2 jN. 

On obtient alors : 

{32 (~1f.(m)) 2 L2 L2 

2N2 1/.o /min 2 « N 
(IV.18) 

La condition nécesaire validant ce correcteur de positions porte sur le nombre de tour­

billons qui doit respecter la relation : 

(IV.l9) 

si 1/.o rv 12 N 2
, on a N < (11.0 / ~ 11.)213

. 

Ce test est indispensable afin de pouvoir appliquer notre méthode d'auto-régulation. 

IV.3 Equations de base pour un système de N tour­

billons se mouvant dans un domaine borné. 

IV.3.1 Fonction de Green 

Considérons le mouvement d'un système de N tourbillons ponctuels dans le domaine 

de forme carré aux dimensions l1 et l2 . 

Nous sommes obligés de respecter les conditions aux limites et la fonction de Green, 

introduite précédemment, elle ne sera donc pas la même que celle dans l'espace illimité 

[2]. 
La fonction de Dirac est définie dans ce domaine par l'expression suivante (voir figure 

IV.4) : 

+oo 
(2) ( 1 ') - " _1_ . ( 7r ) . ( 7r ') . ( 7r ) • ( 7r ') 6 x, x ,y, y - m~l (l

1
l
2

) sm [
1 
mx sm l

1 
mx sm l

2 
ny sm l

2 
ny . (IV.20) 
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IV.3. Equations de base pour un système de N tourbillons se mouvant dans un domaine borné. 

FIGURE IV.4: Représentation de la fonction de Dirac pour un domaine 

borné de forme carré. Les calculs sont effectués avec un nombre de 

modes m x n = 30 x 30. 

Ce résultat découle du fait que les fonctions décrivant le processus peuvent être décom­

posées en série de Fourier, i.e. f(x, t) = ~ fmnhmn (x). Les coefficients de Fourier, !mn, 

seront alors présentés par les intégrales correspondantes, i.e. !mn = J dx f(x, t)hmn(x), où 

les fonctions harmoniques hmn(x) vérifient les conditions aux limites et de normalisation. 

En réunissant ces deux représentations intégrales, nous trouvons que 

f(x, t) = J dx' JC2l(x, x') f(x', t), (IV.21) 

et nous arrivons finalement à (IV.20). 

La fonction de Green est alors représentée par l'expression suivante (voir figure IV.5) : 

+oo 
G(x, x', y, y')= L 9mn sin(l7r mx) sin(l7r mx') sin(l7r ny) sin(l7r ny'), 

m,n=l 1 1 2 2 

(IV.22) 

avec 
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Chapitre IV. Méthode d'auto-régulation 

FIGURE IV.5: Représentation de la fonction de Green pour un domaine 

borné de forme carré pour un nombre de modes mx n = 30 x 30. 

Dans ce cas, évidemment, la composante normale de la vitesse de l'écoulement s'annule 

sur les frontières du domaine. En effet, la fonction de courant prend alors la forme 

+oo 

'!j;(x) = "( L 9mn sin(l7f mx) sin(l7f mx') sin(l7r ny) sin(l7r ny'), 
m,n=1 1 1 2 2 

(IV.23) 

et la composante normale de la vitesse s'obtient en dérivant par rapport à x et par rapport 

à y la fonction de courant : la forme en sinus s'annule sur la frontière. 

Après calculs et simplifications, on obtient : 

+oo 

G(x, x', y, y') = 1
1
6 L 9mn { cos(kmn. RI) - cos(kmn. R2) 

m,n=-oo 

- cos(kmn · R3) + cos(kmn · R4) }, (IV.24) 

avec kmn = (1rmjh, 1rn/l2), R1 =(x-x', y-y'), R2 =(x-x', y+y'), R3 = (x+x', y-y') 

et R 4 = (x + x', y + y'). 
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IV.3. Equations de base pour un système deN tourbillons se mouvant dans un domaine borné. 

Posons 

+oo 
G(x, x', y, y')= 116 L 1 2 {G(l)- G(2)- G(3) + G(4)}. 

hl2(kmn ) m,n==-oo 

En effectuant les calculs pour G(l), il sera très facile de généraliser le résultat obtenu pour 

la fonction G. 

c(ll(x,x',y,y') = 1~7r 
+oo 
2: (IV.25) 

m,n=-oo 

IV.3.2 Forme intégrale de la fonction de Green 

Si le nombre de modes est grand, étant donné que 1 ~kmn 1«1 kmn 1, l'équation peut 

être mise sous forme intégrale : 

G(1l(x,x',y,y') 
1 r+oo 1 

-47f-2 J ;po dk-k2 cos(k · R 1 ) 

- 1-Re{ {+oo dk_!_eik-Rt} 
47f2 J ;po k2 

1 1+oo dk 1211" _
2 
Re{ _ dcpeikiR1Icos<p}. 

47f ;po k o 
...__ _____ __ 

21r .To(kiR1I) 

On retrouve la fonction de Bessel de première espèce d'ordre 0 [1], et après simplifications, 

on a: 

(1)( 1 ') - 1 r+oodk ( 1 1) G x, x , y, y - S1r J ;po k Jo k R 1 . (IV.26) 

Soit, en définitif, pour la fonction de Green, la forme suivante 

G(x, x') 1 1+oo dk 
S1r ;po y[Jo(k 1 R1 1) - :lo(k 1 R2 1) 

Jo(k 1 R3 1) + :lo(k 1 R4 1)]. (IV.27) 
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Chapitre IV. Méthode d'auto-régulation 

IV.3.3 Système d'équations 

En utilisant la fonction de Green (IV.22), on trouve les équations adimensionnées 

décrivant le mouvement des tourbillons ponctuels : 

N' +oo 

-L L 
2
npj 2 sin(1rmxi) sin(1rmxj) cos(1rnyi) sin(1rnyj) 

. E1m + E2n 
J m,n=l 

N' +oo 

L L ";Pj 2 cos(1rmxi) sin(1rmxj) sin(rrnyi) sin(1rnyj)· (IV.28) 
j m,n=l E1m + E2n 

où nous posons E1 = l2/h = 1, E2 = lr/l2 = 1, Pj = T"'fj/21flrl2 

caractéristique T = 27flrl2/lrl représente le temps de référence. 

±1. Le temps 

IV.4 Expérience numérique 

Il y a quelques particularités dans la partie numérique du problème. 

L'une de celles-ci est la possibilité de formation des couples de tourbillons. En effet, 

lorsque deux tourbillons de même intensité en valeur absolue l'l'il, mais de signes opposés 

se rapprochent à une petite distance d (d ---+ 0), ils forment un couple. Le mouvement 

collectif de translation du couple se réalise donc avec une très grande vitesse, v rv r / d. 

C'est pourquoi il faut préter attention au choix du pas de temps 6t; si le pas est trop 

"grand", un couple peut être "éjecter" du domaine physique. Un effet analogue peut être 

observé lorsqu'un tourbillon se trouve proche d'une frontière du domaine. 

D'autre part, pour des tourbillons de même signe tournant autour du centre commun, 

le pas de temps est restreint par la condition 6t ~ min(r[j/Jrl), où Tij est la distance 

entre deux tourbillons i et j. Ce sont les tourbillons les plus proches qui auront la vitesse 

la plus importante. 

La seconde particularité est qu'en résolvant le problème numériquement, des erreurs 

numériques s'accumulent. Le phénomène physique étant basé sur le respect des lois de 

conservation, une tentative d'attaquer, sans analyse préliminaire, "de front" le problème 

peut entraîner le non-respect de celles-ci. Nous présentons donc ici les résultats de notre 

analyse qui permettent de valider notre méthode d'auto-régulation développée précédem­

ment. 
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IV.4. Expérience numérique 

0 
::c: 

0 ....... 
"' 0 ,...... 

::c: -0.2 
<1 

-0.4 

-0.6 

-0.8 

-1 

-1.2 

-1.4 

-1.6 

0 

with self-regulation 

1 

'.,. 
\ 
\ without 
\ • 

self-regulation 

FIGURE IV.6: Evolution de l'Hamiltonien en fonction du temps calculé, 

pour la première courbe, avec la méthode traditionnelle de 

Runge-Kutta à l'ordre 4 et, pour la seconde courbe, avec notre 

méthode d'auto-régulation; la conservation de l'énergie est alors 

automatiquement respectée. 
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82 

FIGURE IV. 7: Distribution initiale des tourbillons. Les zones sombres et 

claires sont respectivement caractérisées par un signe positive et 

négative de vorticité. 

FIGURE IV.8: Distribution des tourbillons à un état intermédiaire. Les 

intabilités apparaîssent rapidement. 



IV.4. Expérience numérique 

FIGURE IV.9: Distribution tourbillonnaire pour un état quasi-final :la 

formation d'une zone centrale active est observée. 

FIGURE IV.lO: Résultats expérimentaux montrant l'évolution du 

champ de vorticité pour un système de quatre tâches tourbillonnaires 

contra-rotatifs dans un domaine borné, voir {4}. 
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Chapitre IV. Méthode d'auto-régulation 

La figure IV.6 présente le résultat final de l'analyse: la première courbe montre l'allure 

de l'hamiltonien en fonction du temps calculé à l'aide de la méthode traditionnelle de 

Runge-Kutta à l'ordre 4. La seconde courbe représente l'allure de cette même grandeur 

calculée à l'aide de notre méthode d'auto-régulation. Nous remarquons que les variations 

de l'Hamiltonien existent lors d'un calcul "classique". Même si celles-ci peuvent paraître 

négligeables, rien ne nous garantit qu'elles ne seront pas de l'ordre de l'Hamiltonien pour 

un long processus de calcul. Les résultats seront alors peu réalistes puisqu'ils seront en 

désaccord avec la physique du problème (fluide non-visqueux). Pour cela, notre modèle, 

applicable à toute configuration géométrique, garantit le respect des lois de conservation 

durant tout le processus d'évolution. 

La figure IV.6 présentant l'évolution de l'Hamiltonien en fonction du temps correspond 

à une configuration înitiale similaire à une expérience [4] dans laquelle était étudié le 

comportement de quatre tâches contra-rotatifs (figure IV.lO). La figure IV.7 présente 

cette configuration initiale. 

L'étude expérimentale montre que l'état final est, dans ce cas, une structure annulaire 

asymétrique pour laquelle la zone active du champ de vorticité occupe la majorité de 

la surface du domaine mais pas sa totalité. Les résultats obtenus (figures IV.S et IV.9) 

sont en accords avec le données expérimentales, en effet, les tourbillons évoulent vers un 

tourbillon central. 

Notons que la comparaison avec les résultats expérimentaux doit être effectuée avec 

précaution. En effet, pour l'expérience, à cause du frottement exercé par le fond sur la 

couche de fluide, l'énergie décroît de façon exponentielle. Par conséquent, la comparaison 

n'est possible que pour l'étape de processus pour lequel l'énergie ne varie pas encore de 

façon significative. 

Ces résultats sont similaires à ceux obtenus avec les méthodes vortex dans des cavités 

basés sur une résolution directe des équations de Navier-Stokes. 

Certes, le comportement des tourbillons est différent au voisinage des frontières, toute­

fois, notre but n'est pas d'analyser la dynamique des tourbillons proches des parois, mais 

de valider notre méthode et de montrer la formation de "clusters" de tourbillons dans la 

zone centrale du domaine où les effets des parois sont négligeables. 
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Chapitre V 

Analyse des contraintes physiques d'un 

modèle pour des tourbillons 

s'organisant dans un domaine borné. 

V.l Présentation du problème 

Dans ce chapitre, nous étudions l'évolution de champs tourbillonnaires en présence de 

frontières, la prise en compte des conditions aux fontières doit alors être effectuée avec 

précaution. Dans notre cas, l'utilisation de notre modèle simplifié est associé à certaines 

hypothèses qui doivent évidemment être respectées obligatoirement. Or, dans certaines 

situations extrêmes, celles-ci peuvent être mise en défaut. Ainsi, nous présentons tout 

d'abord une analyse du problème qui met en évidence l'apparition de difficultés liées à 

la présence de frontières. Nous montrons ensuite comment résoudre ces difficultés. Enfin, 

à l'aide d'une expérience numérique, nous étudions différents systèmes tourbillonnaires 

confinés dans un domaine borné de forme circulaire et montrons quelles "relations" peuvent 

exister entre l'état initial et l'état final. 

L'analyse, exposée dans la section précédente, a montré que, dans le cas d'une tur­

bulence Eulérienne bidimensionnelle, le système ne semble pas évoluer vers un état final 

unique. En effet, une légère modification de la configuration initiale du système a pour 

conséquence de faire évoluer celui-ci vers un autre état final. 

L'objectif de cette partie est de considérer différentes configurations initiales et d'ana-
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Chapitre V. Analyse des contraintes physiques d'un modèle pour des tourbillons s'organisant dans un domaine borné. 

lyser les différents états quasi-finaux. 

Pour cela, nous considérons un cas plus complexe, celui d'un grand nombre de tour­

billons se mouvant dans un domaine circulaire. La présence des frontières fait apparaître 

des difficultés liées au respect des conditions aux frontières et des hypothèses liées à notre 

modèle (une discussion est présenté dans la suite). 

Nous étudions donc, dans cette partie, différentes configurations initiales "en forme de 

spirales". L'équation définissant la configuration initiale du système des tourbillons est la 

suivante 

a) 

r(i) = rO- t6.rB(i), avec 0:::; (} ~ 27r et 0 ~ 6.r:::; 0.1. 

/ 

(i) / 
/ 

(i+l~,\~(=1) t 
1 

1, ~~ ~ 1 

~~~ -- ~r b) 

' ' / 

FIGURE V.l: Présentation du paramêtre b:.r caractérisant la différence 

radiale entre chaque tourbillon (schema a) et du paramêtre a 

représentant la forme de la spirale (schéma b) :a= b:.r x 2n. 

(V.l) 

' ' \ 

1 a. 

/ 

Afin de simplifier les discussions des résultats, un paramêtre a = r max - r min lié à 

la géométrie du système est introduit (voir figure V.l). Nous étudions, en fonction de 

différentes valeurs de ce paramêtre a, les états finaux obtenus et déterminons l'influence 

de celui-ci sur la répartition finale des tourbillons. 
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V.2 Difficultés numériques liées au problème 

Dans nombre d'études, une analyse préliminaire qualitative du problème est indispen­

sable. En effet, certains facteurs ou "événements" peuvent générer des erreurs qui influent 

fortement sur le résultat final. 

Rappelons que dans ce qui suit, nous travaillons dans le cadre du modèle d'un fluide 

incompressible. 

Afin de déterminer la fonction de Green qui permet de prendre en compte les conditions 

aux frontières, on utilise la méthode des images [11]. 

Notons que pour un tourbillon très proche d'une frontière, un tourbillon image est 

positiop.né pratiquement symétriquement par rapport à celle-ci. L'intensité du tourbillon 

étant ry, le tourbillon image a une intensité -ry et la vitesse induite au tourbillon par 

son image est 'Y /2rr h (avec h la distance entre les tourbillons) et parallèle à la frontière. 

Dans cette situation, il faut prendre certaines précautions dans la détermination du pas 

de temps. Une restriction est nécessaire compte tenu que l'étude se fait dans un domaine 

borné avec un très grand nombre de tourbillons ("' 103
). Tout comme dans le cas étudié 

dans le chapitre II (domaine de forme carré), un pas de temps trop grand aurait pour 

conséquence une "sortie" du domaine de la part des tourbillons et, ou un non-respect des 

lois de conservation. 

V.3 Fonction de Green 

La première étape est la détermination de la fonction de Green qui doit prendre en 

compte les conditions aux limites propres à un domaine de forme circulaire. 

Cette fonction de Green est constituée de deux parties. 

Ç(x,x') = Q1(x,x') + Ç2(x,x"). (V.2) 

La première partie de la fonction ne présente aucune difficulté puisqu'elle correspond à la 

fonction de Green pour un domaine infini [1] : 

Çl (x, x') = _ _!___ln lx- x'l. 
2rr 

(V.3) 
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'. 
\ 

IOPI.IOP'I=R2 

FIGURE V.2: Détermination de la position du tourbillon image d'un 

tourbillon situé à l'intérieur d'un domaine circulaire. 

Dans ce cas, on a donc pour la partie correspondante la fonction de courant 

'I/J1 (x) J dx'Q1 (x, x')O(x') 

-
2
: ln 1 x - x'l, 

et la vitesse de déplacement est de la forme v rv 1/lx- x'l· 

(V.4) 

La seconde partie de la fonction de Green, qui est régulière à l'intérieur du domaine, 

caractérise l'influence des frontières. 

Supposons que la composante normale de la vitesse est nulle sur la frontière du do­

maine: 

Vnlav = 0, (V.5) 

soit 

8'1/J 8'1/J 
nxVx + nyVy = nx 8y - ny 8x = 0, (V.6) 

où n est le vecteur normal extérieur. 

Considérons tout d'abord le cas d'un tourbillon et appliquons la méthode des images. 

90 



V.3. Fonction de Green 

Du point de vue cinématique, la condition aux frontières s'exprime par (voir figure 

V.2) 

(V.7) 

c'est à dire que la somme des composantes normales des vitesses générées par les tour­

billons P et P' sur la frontière au point A est nulle. On voit, à partir de la figure V.2, 

que 

(vA)~) 

(vA)~') 

1 'Y . 
27f AP (- sm o:)' 
1 'Y . 
-AP smf3. 27f 1 

(V.8) 

Montrons où se trouve le point P'. A partir des relations trigonométriques, et ·plus préci­

semmement à partir du théorème du sinus appliqué aux triangles (AOP) et (AOP'), on 

trouve respectivement les relations 

sin a: 

OP 
et 

sin (3 

OP' 

Les conditions (V.7), (V.8) et (V.9) donnent 

AP AP' 
R OP'' 

ou encore 

OP R 
R OP'. 

sin1 
AP'. (V.9) 

(V.10) 

(V.ll) 

Cette relation représente la relation entre la position d'un tourbillon réel P situé à l'inté­

rieur du domaine et son tourbillon image P'. On a alors 

1 
Ç2(x, x") = 

2
7r ln lx- x"l (V.12) 

avec 

R2 
x" ' = lx'l2x, (V.13) 

soit, en définitf (sous forme adimensionnée), 

, 1 lx - x' 1 1 1 R2 , 
Ç(xx)=--ln +-ln[-lx--xl] 

' 21r R 21r R lx'l 2 
(V.14) 
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V .4 Formulation de la fonction de courant prise sur la 

frontière 

La fonction de courant peut être représentée par 

'l/;(x) = lv dx'Q(x, x')D(x') (V.15) 

et, dans le cadre des tourbillons ponctuels, la vorticité s'exprime par 

N 

D(x) = L "fiO(x, x') (V.16) 

où 6(x, x') représente la fonction de Dirac. 

Compte tenu des propriétés de la fonction de Dirac J j(t)6(t- t')dt = j(t'), on a 

1 LN { lx- xii 1 R
2 

} 'lj;(x) = -- 'Yi ln -ln[-lx- -xii] 
21r R R lx ·l 2 

i=l t 

En développant cette relation, on a, sur la frontière 

OÙ 0 représente l'angle entre les vecteurs Xi et X 

En posant a= R/lxil, on obtient 

_ _ _!_ ~ . [~ln(~ a 2
- 2acose + 1)] 

'l/J1R - 27r t:i' 'Yz 2 a 2 1 - 2a COS 0 + a 2 ' 

soit après simplification 

(V.17) 

(V.19) 

(V.20) 

Cette démonstration est importante car ce résultat sera utilisé dans la section suivante 

pour la détermination de l'Hamiltonien. 
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V.5 Hamiltonien 

Etant donnée, l'énergie cinétique du système 2 

1i = ~1 dxv2 

2 v 

elle s'exprime en termes de la fonction de courant par la formule 

ou, après intégration par parties, par 

1i = - dxdiv('l/J\1'1/J)-- dx'ljJD.'ljJ 11 - 11 
2 v 2 v 

V.5. Hamiltonien 

(V.21) 

(V.22) 

(V.23) 

avec Vx = 8'ljJj8y, Vy = -8'ljJj8x (car le fluide est supposé incompressible). 

A l'aide du théorème de Stokes, la première partie de l'Hamiltonien peut se mettre 

sous la forme 

li -1i = - dl· '1/J\1'1/J. 
2 r 

(V.24) 

Si nous choisissons le domaine d'étude V limité par le contourr présenté sur la figure 

V.3 qui exclut les singularités tourbillonnaires et celle liée aux frontières du domaine, le 

second terme dans (V.23) s'annule car f:j.'ljJ = 0 à l'intérieur du domaine. L'Hamiltonien 

est alors défini par 

(V.25) 

où c représente une longueur caractéristique de chaque domaine présentant une singularité 

(voir les définitions analogues dans les travaux [9],[11]). 

L'Hamiltonien 1ir peut donc s'écrire de la façon suivante : 

(V.26) 

Les termes dans cette somme sont rapportés respectivement aux contours autour de la 

singularité tourbillonnaire et la singularité sur la frontière. 

2Exprimée en termes de variables canoniques; l'énergie totale est l'Hamiltonien. 
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FIGURE V.3: Représentation du domaine dans lequel est calculé 

l'Hamiltonien : on exclue la singularité tourbillonnaire et la singularité 

sur la frontière. 

La fonction de courant pourrait être mise sous la forme 

(V.27) 

La fonction gi(x) caractérise l'écoulement potentiel solution de l'équation f:j.'ljJ = O. 

On calcule chaque partie de l'Hamiltonien Hr. 

1- Calcul de Hr; 

A l'aide de l'expression (V.24), on trouve pour Hr; : 

1 127T N 
Hr = -- dBL'l/J(x·)[- /j] 

• 27r 0 j=l J 27r 

1 N 
Hr, = 27r L rj'l/J(xj). (V.28) 

j = l 

2- Calcul de Hrn 
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V. 6. Paradoxes 

A partir de l'expression (V.27), la fonction de courant au voisinage de la frontière 

s'exprime par 

On trouve ainsi pour tlrR 

N 

"'"""' 'Yi R 
1/JirR ==?-~ 27r ln -,x ·1· 

j==l J 

N N 
"'"""' 'Yi l R "'"""' 'Yi 

7r ~ 27r n lxi 1 f;;: 27r 

1 N R 
(27r)2 _2.:::: 'Yi'l'i ln -lx ·1 

t,]==l J 

(V.29) 

En regroupant les différentes parties de l'Hamiltonien, on obtient pour l'Hamiltonien 

la forme suivante 

(V.30) 

Notons que ce résultat aurait pu être établi à l'aide du calcul direct effectué à partir 

de la forme de la fonction de Green (V.14). 

Compte tenu de la forme obtenu pour l'Hamiltonien, (V.30), nous arrivons à une série 

de paradoxes et de difficultés qu'il faut résoudre. 

V.6 Paradoxes 

Regardons plus attentivement l'expression pour l'Hamiltonien. Supposons que les tour­

billons se meuvent au voisinage du centre du domaine et leur zone de localisation se ca­

ractérise par le diamêtre d « R, i.e. lxii < d << R. Donc, dans notre modèle, le petit 

paramêtre f = d/ R est apparu. 

En développant en série par rapport à ce paramêtre le second terme dans l'Hamiltonien, 

la partie correspondante à l'influence des frontières, nous trouvons que l'Hamiltonien 1-l 

devient 

(V.31) 
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Physiquement, un tel développement signifie que nous déplaçons les frontières du domaine 

à l'infini quand R-----+ oo. La présence du terme non-physique"' ln(R/Ixil) dans l'Hamil­

tonien signifie qu'un tourbillon situé très proche du centre du domaine possèderait une 

vitesse importante (v rv 1/lxd). Plus le tourbillon est proche du centre, plus sa vitesse 

est grande (lorsque lxi 1 -----+ 0, v -----+ oo). Tout se passe comme si les tourbillons images 

situés "plus loin que l 'infini" (où se trouvent maintenant les frontières) influençaient le 

comportement des tourbillons réels. 

Ce qui semble être impossible, car, si R -----+ oo, l'influence des frontières doit devenir 

négligeable et pour des tourbillons localisés très proche du centre du domaine, seules les 

interactions entre les tourbillons réels doivent se manifester. 

De plus, des tourbillons tournant autour du centre ont des variations de vitesse signi­

ficatives. Cette "forte accélération" des tourbillons s'approchant à une distance très petite 

du centre du domaine doit s'accompagner d'un phénomène de rayonnement des ondes 

acoustiques [10]. Il s'agit du phénomène physique de caractère général: quelque soit l'ob­

jet physique, son mouvement accéléré doit s'accompagner d'un rayonnement "de freinage" 

des ondes dont l'existence est admise par un système hydrodynamique. Ce qui se traduit 

par l'apparition d'un effet similaire à une dissipation : les effets de perte d 'énergie pour 

les tourbillons deviennent alors non-négligeables et le modèle n'est donc plus approprié à 

notre étude : hypothèse d'un fluide parfait. 

Pour un très fort rayonnement , les tourbillons sont pratiquement "gelés" et leur dépla­

cement dans le domaine devient impossible. 

Un autre point litigieux se situe au niveau d'une seconde hypothèse imposée par le 

choix du modèle : celle de considérér le fluide comme incompressible. Les conditions néces­

saires et suffisantes afin de valider cette hypothèse sont les suivantes [8] : lvi «cs, T >> 
L/cs, où v est la vitesse d'un élément quelconque du fluide, Cs la vitesse du son dans le 

fluide, L la dimension caractéristique du domaine (i.e. la distance sur laquelle la vitesse 

varie sensiblement) et T le temps au bout duquel on constate une variation notable de la 

vitesse. 

Revenons plus particulièrement sur la première hypothèse qui signifie que la vitesse 

du fluide doit être petite devant la vitesse du son dans le fluide. Toutefois, pour une 

configuration montrée sur la figure, lorsqu'un tourbillon est situé très proche du centre, il 

possède un tourbillon image positionné à une distance quasi-infinie. Le moindre mouve-
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ment du tourbillon "réel" entraine un déplacement très important de son image (la vitesse 

de celle-ci est alors très grande). Ceci a pour conséquence de mettre en défaut l'hypothèse 

d'incompressibilité : aucun élément d'un système hydrodynamique, supposé incompres­

sible, ne doit se déplacer avec une vitesse comparable en valeur avec celle du son. Or , dans 

notre cas, la vitesse du tourbillon image n'est plus négligeable par rapport à la vitesse du 

son dans le fluide. 

La prise en compte de ces possibilités de scenario est indispensable, dans le cas 

contraire, soit le modèle utilisé n'est plus approprié à l'étude, soit la physique du phéno­

mène n'est pas respectée. 

Afin de tenir compte de cette série de paradoxes, et de résoudre ces difficultés, nous 

sommes obligés d'éliminer le .centre du domaine comme une zone non-physique. 

V.7 Résolution possible des difficultés 

Afin de résoudre ces difficultés, on considère un nouveau contour r dans lequel on 

exclut non-seulement la singularité tourbillonnaire et la singularité lié à la frontière, mais 

en plus la singularité présente au centre du domaine (voir figure V.4). 

L'Hamiltonien ?ir se décompose alors de la façon suivante : 

(V.32) 

qui représentent respectivement les domaines liés à la singularité tourbillonnaire, la sin­

gularité au centre du domaine et la singularité sur la frontière. 

Lorsque le centre du domaine est exclu de la considération et le point lxi = 0 n'ap­

partient plus au domaine physique, la fonction de courant peut être mise sous la forme 

N 
~ T '1/J(x) = C ·ln lxi+~[- 2~ ln lx- xii+ 9i(x)]. 
z=l 

(V.33) 

tf;' 

La présence du premier terme avec C =1- 0 permettra de compenser le terme non­

physique dans 1 'Hamiltonien. 

On calcule chaque partie de l'Hamiltonien ?ir. On reprend la même méthode de réso­

lution en introduisant le terme supplémentaire. 
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FIGURE V.4: Représentation du domaine dans lequel est calculé 

l'Hamiltonien : on exclue la singularité au centre du domaine, la 

singularité tourbillonnaire et la singularité sur la frontière. 

1- Calcul de 1lr; 

A l'aide de l'expression (V.24), on trouve pour 1lr; : 

2- Calcul de 1lr0 

(V.34) 

En calculant la fonction de courant '1/'(0) à l'aide de la relation (V.33), on obtient 

1lr0 -1rC2 lnt:- 1rC'7/''(0) 

rv -JrC'l/''(0) (V.35) 

3- Calcul de 1lrR 
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La fonction de courant au voisinage de la frontière s'exprime par 

N 

L 'Y' R 
7/Jir = C · ln R + -

1 
ln -, -,. 

R 2K X· j=l J 

(V.36) 

On trouve ainsi pour 1-lrR 

N R N 

K{ClnR+"'"" 'Yi ln-
1 

/}{C+"""' 'Yi} 
L....,; 2K X · L....,; 2K 
j=l J i=l 

2 lnR N 1 N R 
K{C lnR+C- L'Yi+ C- 'Yiln-

2?T i=l 2K j=l jxj 1 

1 N . R 

+ (2K)2 ~ 'Yi'Yi ln jx ·/ 
t,J=l J 

(V.37) 

En regroupant les différentes parties de l'Hamiltonien, on obtient 

(V.38) 

avec 

1 1 R2 

-rv·-ln jx'- -x·/ 
2 rtR 2 t ' 

K ri 

9i(O) 'Yi ln R. 
2K Ti 

(V.39) 

On obtient pour l'Hamiltonien la forme suivante 

(V.40) 

La dernière étape est la détermination de la valeur de C. Pour cela, on applique le 

principe de correspondance qu'en calculant la limite de l'Hamiltonien lorsque R --+ oo, 
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seule la partie de l'Hamiltonien portant sur les interactions entre les tourbillons réels 

intervient. 

1 N 

limn-+oo 1lr = -
4

1!" L ri'Yi ln !xi- Xj 1, 
i,j=l 

(V.41) 

c'est à dire, en utilisant l'équation (V.40), on a 

(V.42) 

on trouve ainsi pour C 

La forme définitive de l'Hamiltonien est donc 

La première partie de l'Hamiltonien correspond aux interactions entre les tourbillons 

réels, la seconde aux interactions entre les tourbillons réels et les tourbillons images, et la 

troisième partie a permis de compenser le terme non-physique. 

Notons que ce problème de "compensation" n'apparaît pas dans le cas d'une vorticité 

totale nulle du système. En effet, on a alors C = 0 car 

N 

r """' r­C=-=L...t-l =0 
27r . 27r 

l 

(V.43) 

C'est ce cas particulier qui est largement utilisé dans la littérature, permettant ainsi de 

ne pas considérer le vrai problème, d'éviter tout terme non-physique dans les équations 

et toute impossibilité d'application du modèle (voir par exemple [3],[12]). 

Notons que dans les ouvrages "classiques", il y a des indications sur les difficultés qui 

apparaîssent lorsque l'on exige le respect des conditions aux limites. Saffman [11] déter­

mine la fonction de Green pour des tourbillons se déplaçant à l'extérieur d'un cylindre, 

le problème de compensation n'a alors plus lieu d'être puisque les tourbillons réels ne se 
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FIGURE V.5: Schématisation du principe de la méthode des 

transformations conformes appliquée à un domaine circulaire. Le 

nouveau domaine obtenu est un demi-plan où les singularités qui 

étaient présentes dans le domaine circulaire se retrouvent alors 

''proches" de la frontière délimitant ce demi-plan. La singularité située 

au centre du domaine circulaire se retrouve à "l'infini" de la frontière. 

trouveront jamais à une distance l'infinie du centre du domaine. Seul Milne-Thomson [9] 

montre que des difficultés sont présentes lors de l'étude du comportement de tourbillons 

ponctuels à l'intérieur d'un domaine cylindrique (ou circulaire). Dans cet ouvrage est dif­

férencié l'étude à l'intérieur de celle à l'extérieur du cylindre mais aucune explication, ni 

justification n'est présentée. 

On peut justifier une nouvelle fois de façon physique le fait d'exclure le centre du 

domaine. Pour cela, on se propose d'appliquer la méthode des transformations conformes 

(voir [2]). Il est un fait bien connu qu'à l'aide de cette méthode, à partir d'un domaine 

circulaire, on peut obtenir un demi-plan (voir figure V.5). Les singularités qui étaient 

présentes dans le domaine circulaire se retrouvent alors à une distance finie de la frontière 

délimitant ce demi-plan. La particule située au centre du domaine circulaire se retrouve à 

une distance infinie de la frontière du demi-plan après transformation du domaine. Dans 

notre étude, nous avons choisi d'exclure le centre du domaine circulaire, ce qui signifie 

qu'aucune particule n'est située à "l'infini" du demi-plan. Il semble "naturel" de considé-
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rer que toutes les particules soient à une distance finie de la frontière. Notre hypothèse 

d'exclusion du centre semble donc tout à fait "raisonnable". 

Cette partie de notre travail est primordiale, nous avons montré que cette prise en 

compte des dificultés liées au centre du domaine est indispensable afin d'éviter toute 

incompatibilité avec le modèle choisi ou toute impossibilité de résolution du système. 

V.8 Equations de base en coordonnées polaires 

Le système à résoudre est le suivant [7] 

;:} (m) _ J d '{ (m) 1(n)} 61l _ -1 ij 81l 
UtXi - X Xi ' X j ,(n) - "f(m)E (m). 

6x. ax. 
J J 

(V.44) 

Etant donné la géométrie du domaine, nous passons au système de coordonnées cylin­

driques. En tenant compte du Jacobien dans les équations, le système devient alors 

ari 1 81l 
'Yi at ri aoi 

aoi 1 81l 
(V.45) 'Yi at ---

' ri Bri 

et, en considérant que les tourbillons ont tous la même intensité 'Y= r / N, l'Hamiltonien 

peut se mettre sous la forme adimensionné, en prenant comme temps caratéristique T = 

471" ~
2 

et comme échelle caractéristique R, 

(V.46) 

on trouve alors, après calculs, le système à résoudre 

Br· 2{LN' -r·sin(0·-0·) r·sin(0·-0·) } _t=- [ J t J + J t J 1 
Bt N r? + r 2 - 2r-r · cos(O· - 0 ·) 1 + r2r~ - 2r-r · cos(O· - 0 ·) j==l t J z J t J z J z J z J 

N' 
1 _ ""'[ ri- rj cos(Oi- Oj) _ 

1- r 2 ~ r 2 + r 2
- 2r-r· cos(O·- 0·) 

t j==l z J z J z J 

r ·[r·r · - cos(O· - 0 ·)] 1 r 2 + 1} J z J z J ] + __ z __ 

1 + r?r~- 2r·r · cos(O· - 0 ·) r· r?- 1 ZJ ZJ Z J Zz 

(V.47) 
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V.9 Détermination du pas de temps 

L'étude du comportement des tourbillons se faisant sur un domaine borné, il faut préter 

une attention particulière au choix du pas de temps des calculs numériques (présence d'un 

grand nombre de tourbillons dans une zone de petite dimension et influence des frontières). 

Une restriction du pas de temps est alors indispensable car un pas de temps trop grand 

pourrait entrainer un non respect des lois de conservation et, ou une "sortie" des tourbillons 

du domaine. 

Afin de déterminer cette restriction, nous nous basons sur les situations extrêmes qui 

peuvent se produire : 

- Lorsque deux tourbillons de même signe sont très proches l'un de l'autre à une 

distance suffisante des frontières (faible influence de celles-ci), leur vitesse de rotation 

est alors très grande. La vitesse linéaire de chacun des tourbillons ( ij) est estimé 

par: 

(V.48) 

Elle est également fonction de la vitesse angulaire () de rotation mutuelle : 

(V.49) 

d'où 

(V.50) 

Pour ce premier cas, la restriction du pas de temps se définit en limitant le "dépla­

cement" angulaire à une fraction de 1r : 

r~-
D. t « _!:]_ 1f. 

/'i, 

- Lorsqu'un tourbillon (i) est situé proche d'une paroi. 

(V.51) 

En effet, la formation du tourbillon image ( i') entraîne une vitesse de déplacement 

très rapide car la distance entre le tourbillon et son image est très faible. Cette 

vitesse est estimée par 

(V.52) 
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Comme précédemment, en exprimant la vitesse linéaire en fonction de la vitesse 

angulaire, on obtient : 

~e' K, 
-Rrv-
1\t ' u rii' 

où e' est l'angle sous lequel le tourbillon est "vu" du centre du domaine, soit 

~t ,....., Rrii' ~e'. 
K, 

(V.53) 

(V.54) 

Tout comme dans le premier cas, la restriction est fonction du déplacement angu­

laire : 

Rr··' 
~t « -~-~ 7f 

K, 
(V.55) 

En regroupant ces deux cas extrêmes, la restriction du pas de temps se résume par 

(V.56) 

ou encore 

(V.57) 

avec a« 1. 

Notons que la valeur du paramêtre a sera choisie de telle façon que les phénomènes 

de "résonnances" n'apparaîssent lors des calculs (on prendra, par exemple, a= 0.013). 

V.lO Expérience de plasma 

Comme nous l'avons vu dans le chapitre III, le plasma d'électron pur confiné est un 

excellent système pour des observations quantitatives de la dynamique d'un fluide bidi­

mensionnelle non-visqueux, de la turbulence 2D et de l'auto-organisation des tourbillons 

localisés bidimensionnels. 

Ainsi dans cette partie, nous effectuons une expérience numérique et comparons nos 

résultats à une expérience de plasma dont le dipositif expérimental est présenté sur la 

figure V.6 (voir [5]). 

Le plasma d'électron, de densité n "" 107 cm-3, est contenu, dans le vacuum (P ,....., 

10-9 Torr, P "' 10-10 Torr), dans une conduite avec des parois métalliques de diamêtre 
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2Rw = 7 cm. Les électrons émis par une spirale de tungsten (voir la partie gauche de la 

figure V.6) sont capturés par un "piège" énergétique dans la zone centrale de la conduite. 

Un champ magnétique uniforme axial (Bz :::; 4 kG , Bz < 1 T) impose un confinement 

radial du plasma pendant l'intervalle de temps ,....., 100 sec. Une différence de potentiel 

négative (V :::; 50 Volts) appliquée aux extrémités de la conduite et sur les parois de la 

zone centrale de la conduite, assure un confinement longitudinal dans la zone centrale du 

dispositif. Une "colonne électronique" créée dans ce dispositif a un rayon caractéristique 

Rp rv 1, 5 cm et une longueur Lp ,....., 50 cm. L'énergie cinétique moyennée des électrons 

est de l'ordre de kT ,....., 1 ev (T rv 104 K). Les électrons ne subissent pratiquement pas de 

collisions entre eux car la longueur de libre parcours est estimée dans ces conditions par 

.Àee rv 3 km. Les électrons individuels "sautent" rapidement le long de l'axez, subissent les 

réflexions contre les "bouchons de champ" aux extrémités de la conduite Uz = (vz) /2Lp ,....., 

0, 4 Mhz). C~ fait permet de moyenner sur z tout des z-variations des champs. En ce 

qui concerne du mouvement des électrons individuels dans la direction perpendiculaire à 

l'axe z, il est influencé par l'effet de cyclotron, ayant le rayon de cyclotron caractéristique 

d'orbite re ,....., 5 p,m (ignorable pour des mouvements macroscopiques en question) et une 

période de rotation T-1 ,....., 11 Ghz. 

Ainsi, la représentation de la répartition moyennée des électrons peut être assimilée à 

des "tubes" rigides de charge orientés le long de l'axe z, et qui se meuvent sans changer 

leur orientation. 

Dans les expériences citées, la repartition radiale de la densité d'électron, moyennée 

suivant z, a été diagnostiquée par des certains moyens. Le résultat, la repartition de la 

concentration n(r, B, t), a été observée sur un écran phosphorescent (figure V.6). 

Le mouvement des électrons dans le plan perpendiculaire au champ magnétique est 

dû au fort champ électrique E(r, B, z) = -\1</>(r, (), z) résultant du plasma d'électron non­

neutre. La vitesse du mouvement collectif, "de dérive", pratiquement azimutal dans le 

champ électromagnétique croisé, est définie alors par l'expression v(r, B, z) = E x B/ B 2
. 

Cette expression peut être trouvée de la façon suivante : on prend l'équation du mou­

vement de l'ensemble des électrons, avec les forces électrostatique et de Lorentz, on la 

multiplie vectoriellement par B et on néglige les effets d'inertie. 

On peut estimer le temps caractéristique du mouvement collectif de plasma, la période 

de rotation /ii 1 
- 21rr /vo(r) ~ 10-4 s (ce qui donne le temps caractéritique de référence; 
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dans [5], On donne TR '"'-' 170 J.LS). 

Dans le cadre de ces approximations, l'écoulement bidimensionnel, (r, B), des électrons 

est décrit par le système des équations, qui peuvent être formulées en termes de vorticité 

D et de fonction de courant 7/J, définies respectivement par D(r, e, t) = (47rlelc/ B)n et 

7/J (r, e, z) (cf B)cjy(r, e, z). La vorticité D de l'écoulement est proportionnelle à la densité 

d'électron n, qui est mesurée dans le dispositif expérimental. On obtient donc 

[Dt+ v· 'V]D = 0, 

v=-\77/Jx z , 

\72 7/J = n. (V.58) 

Ces équations sont isomorphes aux équations d'Euler 2D. 

Alors, la colonne d'électrons, entourée par une conducteur, évolue comme la turbulence 

2D dans un fluide incompressible non-visqueux entouré par une frontière circulaire avec 

une condition qui est définie comme "free-slip". En effet, la condition ocfyjor sur la surface 

latérale de la conduite donne une vrai condition "free-slip" : cP '"" '1/J(Rw) = O. 

Nous insistons ici, qu'il n'y a qu'un signe de vorticité (pris positif), car la densité 

d'électrons peut être uniquement positive, et il n'y a pas de charge de signe opposée. 

En principe, on peut observer dans ce système des faibles effets diffusifs non-voulus, 

dûs aux fuites des électrons à travers les "bouchons" des champs aux extrémités du dis­

positif, et des faibles effets "visqueux" sur les petites échelles spatiales, dûs aux collisions 

électron-électron. Dans certains cas, ces effets non-désirables ne sont pas modélisés par 

les équations similaires à celles de Navier-Stokes (dissipation de Landau, effet de tunnel, 

etc.). 

Dans les cas qui nous intéressent, ces effets de dissipation peuvent être négligés. 

V.ll Expérience numérique, résultats et validation qua­

litative 

Cette étude numérique a pour objectif d 'exprimer vers quelle tendance semble évoluer 

les tourbillons se mouvant à l'intérieur d'un domaine de forme circulaire. Nous avons 

privilégié, lors de cette étude, le nombre de tourbillons par rapport à l'avancement temporel 
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FIGURE V.6: Présentataion du banc d'essai de l'expérience {5]. E est le 

champ électrique produit par les électrons et B est le champ 

magnétique uniforme appliqué. VExE dénote la dérive des électrons 

dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. Les paramètres 

géométriques de l'installation expérimentale sont Rw = 3.5cm, 

Rp "' 1.5 - 2.5cm, et Lp ,....., 50cm. 

du processus. Ceci afin de se trouver dans des cas qui peuvent être exploités et comparés 

aux résultats exprimés par les lois statistiques. On considère donc que les états finaux 

sont quasi-atteints. 

Nous étudions cinq configurations composées de 1000 tourbillons de même intensité. 

Les résultats obtenus sont présentés sur les figures V.7 à V.24. 

Pour ces différents cas, les valeurs de o: sont respectivement 0.125, 0.313, 0.4, 0.5, 

0.627. 

Nous présentons, pour l'un des cas (o: = 0.627), le scenario détaillé d'évolution des 

tourbillons (figures V.7 à V.9). On remarque que jusqu'à t = 8.79, la répartition des 

structures en spirale est toujours observée, ce qui, peut signifier, en premier approche, 

que le système "n'oublie" pas les conditions initiales ("forme spirale initiale"). 

La figure V.10 représente l'allure de l'Hamiltonien en fonction du temps pour a= 0.314 

calculé à l'aide de la méthode traditionnelle de Runge-Kutta à l'ordre 4 et à l'aide de 

notre méthode d'auto-régulation. On remarque, pour la méthode traditionnelle, que l'Ha­

miltonien subie une légère variation durant le processus d'évolution, l'erreur maximale 
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(6.H/ H0 ) est de l'ordre de 10-5 . Pour les autres cas étudiés (a =/= 0.314), l'erreur maxi­

male est du même ordre. La seconde courbe montre que notre méthode d 'auto-régulation 

garantit le respect de la conservation de l'énergie durant tout le processus d 'évolution. 

Tout comme dans le chapitre IV, même si l'ajout du correcteur semble inutile ((11.-

1io)/1io est de l'ordre de 10-5 sur l'ensemble des cas étudiés), rien ne garantit que pour 

un long processus, l'incertitude ne sera pas de l'ordre de l'Hamiltonien. Notre méthode 

d'auto-régulation garantit le respect de conservation de l'énergie durant tout le processus 

d'évolution. 

Puis, pour les différents a, nous présentons les figures avec a) la configuration initiale 

des tourbillons, b) leur répartition à un temps intermédiaire ainsi que c) celle considérée 

comme étant obtenue à l'état final. Pour cette dernière, on ne présente que les tourbillons 

intervenant dans les regroupements. On choisit que des tourbillons sont considérés comme 

groupés lorsque la concentration de la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la 

concentration de vorticité moyenne établie pour une distribution uniforme des tourbillons. 

La répartition finale semble variée suivant les différentes valeurs de a. En effet, plus la 

valeur de a est grande (i.e. plus on a "une forme enroulée" au départ), plus les principaux 

regroupements se situent dans la zone centrale du domaine (voir figure V.21). Ce phé­

nomène peut s'expliquer par le fait que lorsque a est faible (figure V.13), les tourbillons 

restent proche des frontières à cause de la présence des tourbillons images, l'influence de 

ceux-ci est importante, ils maintiennent les tourbillons "réels" proches des frontières (en 

imposant un déplacement le long de la frontière) . 

Il est difficile de conclure sur la dépendance du nombre de regroupements de tourbillons 

suivant les valeur de a. En effet, considérer comme regroupés des tourbillons dépend 

d'un paramètre choisi "arbitrairement". Le graphe présenté sur la figure V.24 montre que 

lorsque l'on considère avoir un regroupement pour "une concentration au minimum 10 

fois supérieure", on trouve une dépendance par rapport à a : plus a est grand, plus le 

nombre de tourbillons est faible. Alors que pour une "une concentration au minimum 20 

fois supérieure", le nombre est pratiquement constant (7- 8). 

Cette étude avait pour objectif de montrer qu'en modifiant les conditions initiales, le 

système n'évoluait pas vers le même état quasi-final et que certaines "relations" pouvaient 

exister entre l'état initial et l'état final. 

Afin de valider nos résultats, nous comparons qualitativement ceux-ci avec les don-
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nées d'une expérience récente de plasma [5]. Les résultats obtenus dans l'expérience sont 

présentés sur les figures V.22 et V.23. On observe que, tout comme dans notre étude, le 

système n'évolue pas vers un état final unique, le nombre de tourbillons "survivants" est 

du même ordre de grandeur, N rv 7- 20, etc. 

Cette comparaison confirme que l'on peut, en tout cas, tiré de notre modèle des résul­

tats suffisamment significatifs. 

Nous avons également établi le pourcentage de tourbillons qui intervenaient dans les 

regroupements par rapport au nombre initial de tourbillons. Les résultats présentés sur 

la figure V.26 montrent que ce pourcentage est pratiquement indépendant de a. Parmi 

l'ensemble des tourbillons, 40 à 50% interviennent dans les regroupements quelque soit la 

valeur de a. Ce résultat met en évidence que la turbulence bidimensionnelle non-visqueuse 

ést constituée de deux sous-systèmes qui ne peuvent être négligés l'un par rapport à 

l'autre : les tourbillons participant au phénomène d'auto-organisation et le "fond". 
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FIGURE V.13: Présentation des tourbillons intervenant dans les 

regroupements de tourbillons (taches) à un temps t = 11.01. On 

considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la concentration de 

la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la concentration de 

vorticité moyenne établie pour une distribution uniforme des 
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FIGURE V.l4: Répartition initiale et à un temps t = 6.28 des 

tourbillons pour a = 0.314. 
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FIGURE V.l5: Présentaion des tourbillons intervenant dans le 

phénomène de regroupements de tourbillons (taches) à un temps 

t = 10.98. On considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la 

concentration de la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la 

concentration de vorticité moyenne établie pour une distribution 

uniforme des tourbillons. On observe 8 taches tourbillonnaires à cet 

instant du processus. 
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FIGURE V.16: Répartition initiale et à un temps t = 6.51 des 

tourbillons pour a = 0.4. 

FIGURE V.17: Présentation des tourbillons intervenant dans les 

regroupements de tourbillons (taches) à un temps t = 10.51. On 

considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la concentration de 

la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la concentration de 

vorticité moyenne établie pour une distribution uniforme des 

tourbillons. On observe 9 taches tourbillonnaires à cet instant du 

processus. 
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FIGURE V.lS: Répartition initiale et à un temps t = 6.71 des 

tourbillons pour a= 0.5. 

FIGURE V.l9: Présentation des tourbillons intervenant dans les 

regroupements de tourbillons (taches) à un temps t = 11.01. On 

considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la concentration de 

la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la concentration de 

vorticité moyenne établie pour une distribution uniforme des 

tourbillons. On observe 9 taches tourbillonnaires à cet instant du 

processus. 
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FIGURE V.20: Répartition initiale et à un temps t = 6.38 des 

tourbillons pour a = 0.628 . 

•• 

FIGURE V.21: Présentation des tourbillons intervenant dans le 

phénomène de regroupements de tourbillons (taches) à un temps 

t = 11.01. On considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la 

concentration de la vorticité est au minimum 10 fois supérieure à la 

concentration de vorticité moyenne établie pour une distribution 

uniforme des tourbillons. On observe 6 taches tourbillonnaires à cet 

instant du processus. 
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FIGURE V.22: Répartition de la vorticité, pour des instants de temps 

différents, pour deux séquences avec les configurations géométriques 

initiales similaires. On voit nettement que la configuration finale 

dépend des conditions initiales. 

FIGURE V.23: Structures "cristallines" de tourbillons de configurations 

différentes observées lors de l'étude expérimentale. Dans les taches 

claires, la concentration de vorticité dépasse 10 fois la concentration 

environnante. Cette figure montre les cristaux tourbillonnaires avec, de 

gauche à droite, M = 3, 5, 6, 7, 9 tourbillons intenses. Dans cet équilibre 

du cristal tourbillonnaire, la distribution totale de vorticité est 

stationnaire dans le système tournant de coordonnées. 
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FIGURE V.26: Représentation du nombre de tourbillons intervenant 

dans les regroupements de tourbillons (taches) en fonction du 

paramêtre a. On considère que les tourbillons sont ''groupés" lorsque la 

concentration de la vorticité est au minimum 10 fois c•J et 20 fois (A.) 

supérieure à la concentration de vorticité moyenne établie pour une 

distribution uniforme des tourbillons. 
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Conclusion générale 

Ce travail de thèse avait pour but d'analyser le phénomène d'auto-organisation de la 

turbulence bidimensionnelle en grandes structures tourbillonnaires. 

Pour cela, nous avons élaboré l'approche théorique en termes de champs tourbillon­

naires sous la forme de tourbillons localisés. 

Le choix de la méthode a été principalement motivé par plusieurs raisons essentielles. 

• Les méthodes permettant de décrire les systèmes hydrodynamiques parfaits sont 

multiples en dynamique des fluides. L'une des plus utilisées au cours des siècles est basée 

sur les équations différentielles aux dérivées partielles écrites pour des grandeurs de champ 

(vitesse de l'écoulement d'un fluide, pression, etc). Cette approche a été validée, par 

exemple, dans le cas des écoulements laminaires visqueux. En voulant décrire par cette 

méthode les écoulements turbulents à très grand nombre de Reynolds, les difficultés sont 

apparues. La source principale de ces difficultés est contenue dans le choix non-adequate 

des variables de champ, par exemple, celui des composantes de la vitesse ou de la vorticité. 

Ces champs ont un comportement statistique dans les écoulements turbulents et ce fait 

entraine une inutilité dans l'utilisation des équations différentielles. De plus, le nombre 

requis de degrés de liberté caractérisant des fluides excède les possibilités de n'importe 

quel ordinateur. En d'autres termes, les particules fluides ou les modes ondulatoires ne 

sont pas des structures élémentaires réels dans un écoulement turbulent lorsque le nombre 

de Reynolds est très grand (par exemple lorsque lnRe ~ 1). Le nombre de ces structures 

dans cette situation est trop grand, et toutes celles-ci interagissent très fortement entre 

elles, par conséquent, elles ne peuvent donc pas être considérées comme élémentaires. Voila 

pourquoi, nous avons tenté de construire une théorie en termes de champs tourbillonnaires 

quasi-singuliers. 

Cette méthode a l'avantage de pouvoir se débarasser de la difficulté principale qui, 

125-



Conclusion générale 

rappelons le, réside dans le choix des variables de champ. 

• Chaque modèle mathématique possède, soit une stabilité, soit une instabilité "struc­

turelle". Donc, un modèle destiné à étudier un phénomène physique quelconque complexe 

doit être suffisamment simple, dit "rude". Cette idée sous-entend que la stabilité j instabi­

lité structurelle du modèle mathématique est une propriété, non pas du système physique 

étudié, mais plutôt de nos questions posées concernant celui-ci. Si ces questions sont trop 

détaillées, trop "fines" (le modèle est donc complexe et contient beaucoup d'éléments), les 

réponses du modèle peuvent alors devenir "instables" s'il y a une petite perturbation dans 

un élément quelconque de celui-ci, même pour un système typique. Nous sommes donc 

obligés de choisir une description convenable du système physique, peut être moins dé­

taillée, peut être plus "rude", qui serait déjà stable structurellcment. Guidé par cette idée, 

nous nous limitons aux plus simples modèles, répondant à l'objectif principal de notre 

travail : élucider les conditions qualitatives sous lesquelles une structure tourbillonnaire à 

grande échelle peut être formée. 

• Un modèle, basé sur des présomptions physiques, permettant de garantir le respect 

des lois de conservation durant tout le processus d'évolution a été utilisé. Nous insistons 

sur l'importance dans le choix du modèle parce que des paradoxes par rapport aux hy­

pothèses liées au choix du modèle et des difficultés non-négligeables dans l'interprétation 

des résultats peuvent apparaître. 

• Nous avons utilisé, dans notre travail, l'Approche Hamiltonienne. Rappelons que 

la structure Hamiltonienne d'un système hydrodynamique, avec un nombre continue de 

degrés de liberté, est constituée de l'Hamiltonien donné par l'énergie totale, H, et le 

crochet fonctionnel de Poisson {. , . } . Ce crochet est antisymétrique bilinéaire et satisfait 

l'identité fonctionnel de Jacobi présenté symboliquement sous la forme de l'équation (!.52). 

Les avantages de cette approche résident dans le fait qu'il permet de franchir quelques 

obstacles sérieux. Par exemple, deux obstacles sont rencontrés dans les applications des 

méthodes approximatives aux systèmes fluides. Tout d'abord, les fluides ont un nombre 

infini de degrés de liberté. Ensuite, les fluides parfaits ont un nombre infini d'intégrales de 

mouvement (circulation, enstrophie, et autres moments dynamiques) et de "Casimirs" Ck 

(les "Casimirs" du crochet fonctionnel de Poisson satisfassent la condition { ui, Ck} = 0). 

Les "trajectoires" dans l'espace de phase infini-dimensionnel sont les intersections du 

nombre infini de surfaces correspondant aux intégrales de mouvement. Ce fait est dû à 

126 



la formulation des équations de mouvement du fluide en termes de dérivés fonctionnelles 

(!.55). 

Alors, dans ce cas, une application formelle des méthodes approximatives aux systèmes 

hydronamiques avec un nombre continu de degrés de liberté, avec des crochets fonctionnels 

de Poisson dépendants des champs (par exemple similaire à (1.56), c'est à dire sous la 

forme non canonique) peut amener à des équations qui n'ont pas la forme conservative : 

la perte de la conservativité dans les systèmes de Liuville est parfois observé dans les 

expériences numériques. Cette perte de conservativité, de même qu'une violation possible 

dans ces simulations de la propriété de Jacobi, (1.52), peut avoir lieu, non pas à cause des 

changements physiques dans le système, mais est dûe aux erreurs numériques accumulées 

dans un schéma de calcul de très longue durée. 

Cette remarque a une signification particulière dû au fait que l'on utilise des modèles 

discrets avec une correspondance adéquate avec les analogies continues. 

Une sélection des méthodes approximatives ou numériques imposent une exigence spé­

ciale sur la structutre du cmchet fonctionnel de Poisson (!.56) : les méthodes approxi­

matives sont effectivement plus réalisées dans le contexte de la formulation canonique 

lorsque, dans ce cas, les crochets de Poisson sont indépendants des variables de champs. 

Dans ce cas, seul un objet pour l'approximation reste : l'Hamiltonien. 

Pour cette raison, il est préférable de formuler les équations d'évolution pour les champs 

similaires aux champs tourbillonnaires dans cette direction que les crochets fonctionnels de 

Poisson sont indépendants des champs. Cette caractéristique est essentielle, car elle permet 

de se débarasser d'une dificulté, rencontrée fréquemment dans de nombreux problèmes, 

qui est le choix non-adequate des variables de champ. De plus, cette formulation possède 

l'avantage de respecter automatiquement toutes les lois de conservation de l'énergie et des 

moments. 

Les résultats principaux de ce mémoire sont synthétisés dans ce qui suit. 

Tout d'abord, comme étape préliminaire, nous nous sommes concentrés sur le respect 

de lois de conservation. Sachant que l'utilisation d'un outil numérique pouvait entraîner 

une mise en défaut de celles-ci, ce qui peut avoir pour conséquence de ne plus respecter 

les hypothèses liées au modèle (fluide parfait), une méthode d'auto-régulation, basée sur 
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des présomptions physiques et permettant de garantir le respect des lois de conservation 

durant tout le processus d'évolution, a donc été mise au point. La présentation de l'évo­

lution de l'Hamiltonien en fonction du temps avec et sans cette méthode a montré que les 

erreurs étaient réduites au minimum et une comparaison qualitative de la configuration 

finale avec des résultats expérimentaux a permis de valider notre modèle. 

Dans un second temps, en nous intéréssant à la question de l'existence ou non d'un 

état quasi-final lors de l'évolution d'une turbulence bidimensionnelle, en analysant le com­

portement d'un grand nombre de tourbillons se mouvant dans un domaine infini, nous 

avons montré que le système "n'oubliait pas" les conditions initiales. On a en effet montré 

qu'une légère modification de la répartition initiale des tourbillons entraînait une auto­

organisation différente des tourbillons. 

Enfin, compte tenu que dans la plupart des cas, un problème physique doit être ana­

lysé avec la présence de frontières, nous avons étudié un grand nombre de tourbillons se 

mouvant dans un domaine borné (de forme circulaire). Nous avons montré que s'il n'est 

pas tenu compte des fondements physiques du phénomène, on peut rencontrer certaines 

difficultés dans l'interprétation des résultats. Nous avons insisté sur l'importance dans 

le choix du modèle en montrant que ce type de problème fait apparaître des difficultés 

non-négligeables et des paradoxes par rapport aux hypothèses liées au choix du modèle 

(fluide incompressible). Nous avons proposé une résolution possible de ces difficultés et 

appliqué le modèle dans le but de définir quelle "relations" pouvaient exister entre l'état 

initial et l'état final. L'étude plus précise du phénomène d 'auto-organisation a montré que 

la répartition finale des tourbillons dépendaient de l'état initial. En effet, suivant la répar­

tition initiale, les tourbillons peuvent s'organiser, soit dans la zone centrale du domaine, 

soit dans la zone proche des frontières. Cette étude a également montré que le nombre de 

tourbillons intervenant dans le phénomène d'auto-organisation étaient indépendant des 

conditions initiales. 

Nos résultats ont été comparés avec des résultats expérimentaux de plasma. La ten­

dance observée dans notre étude est similaire à celle obtenue expérimentalement. 

Onsager, dans une publication parue en 1949, voulait expliquer, sur la base d'un modèle 

des tourbillons ponctuels, l'ambiguïté des structures cohérentes qui apparaissent dans les 

écoulements à Re -+ oo, instables à partir de considérations statistiques. 

Rappelons que, jusqu'à aujourd'hui, les idées statistiques avaient permis d'établir des 
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lois fondamentales telles que celles de Kolmogorov qui a démontré, à partir de l'hypothèse 

sur les échanges d'énergie entre les grandes et les petites échelles, que dans le domaine 

spectrale de l'écoulement, dit inertiel, le spectre d'énergie évolue comme k-513 . Pour la 

turbulence à Re -+ oo, l'image spectrale des structures cohérentes est située dans le 

domaine inertiel, sur les échelles intermédiaires entre celles où les effets de viscosité sont 

prépondérants et celles qui sont imposées par la taille du système. 

C'est pourquoi pour étudier les structures auto-organisées, il est naturel de considérer 

un fluide non-visqueux sans terme de forçage et de dissipation. Toutefois, dans ce cas, le 

fluide est abandonné à a sa propre évolution : ce n'est donc pas un régime turbulent au sens 

strict du terme puisqu'il n'est pas entretenu par le forçage du domaine des grandes échelles. 

On peut imaginer qu'en possédant un état fixe (l'énergie est constante), le système, qui 

évolue donc librement, ne possède pas une configuration fixe, car il n'y a pas de mécanisme 

de stabilisation. Cette remarque correspond à l'idée exprimée par Batchelor (voir An 

Introduction to Fluids Dynamics (1967), p.537) qui a indiqué que la distribution finale de 

vorticité doit être arbitraire lorsque l'on considère le modèle d'un fluide non-visqueux car, 

selon lui, la distribution finale de vorticité est déterminée par l'histoire de l'établissement 

de l'écoulement, et cette histoire inclut des effets significatifs de forçage, de dissipation et 

de non-linéarité. 

Un développement possible des idées présentées dans ce travail à des surfaces curvi­

lignes, avec des applications dans les domaines géo- et astro-physique, peut être effectué 

sans difficultés majeures (voir annexe B). 

La conclusion finale que l'on peut, en tout cas, tiré de notre étude, est que l'approche 

théorique proposée, même si elle a, comme toutes techniques théoriques, des limitations, 

assure un champ d'investigations nouveau et intéréssant dans l'univers complexe de la 

turbulence. 
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Annexe A 

Equations de transport de la turbulence 

Cette section n'a pour ambition que de rappeler les différentes équations de transport 

de la turbulence déduites des équations du mouvement de la mécanique des fluides et de 

la décomposition de Reynolds. Cette démonstration peut être trouvée dans les ouvrages 

classiques de la turbulence (Cousteix 1989, Favre 1976, Schlichting 1979) ou dans diffé­

rentes thèses (voir, par exemple, Carlier J., Etude des structures cohérentes d'une couche 

limite turbulente à grand nombre de Reynolds, 2001) 

L'écoulement d'un fluide est régit par un système d'équations constitué de l'équation 

de continuité et des équations de Navier-Stokes. Pour un fluide newtonien, isovolume, 

isotherme et non-pesant, ce système s'écrit : 

ou· 
_t =0 
OXi 

oui oui 1 op osij 
- +uj- = ---+2v--
ot ox j P oxi ox j 

(A.1) 

avec Sij = ~ ( ~ + ~), le tenseur des taux de déformation. Conformément à la décompo­

sition de Reynolds des variables de l'écoulement, la pression et les différentes composantes 

de la vitesse sont décomposées en leur valeur moyenne et fluctuante au sens statistique : 

1 
p=P+p' 

Ui = Ui + U 1
i 

(A.2) 

En identifiant la décomposition de Reynolds des variables de l'écoulement A.2 dans le 

système A.1 et en lui appliquant l'opérateur de moyenne statistique (-), on aboutit aux 
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équations dites de Reynolds : 

aui = 0 
ÔXi 

ôUi + U· ôUi = -~ ôP +v~ (2Si.- (u'ïu'-)) 
Ôt J ÔX j p Ô Xi ÔX j J J 

(A.3) 

La décomposition de Reynolds A.2 peut s'appliquer à l'énergie cinétique instantanée 

k = uiuï/2 dont la moyenne statistique se décompose en une énergie cinétique moyenne 

K = UiUi/2 et une énergie cinétique turbulente (k') = (u'iu'i) /2 avec : 

(k) = K + (k') (A.4) 

L'équation de transport de l'énergie cinétique instantanée est simplement obtenue en 

multipliant les équations de Navier-Stokes du système A.l par la vitesse instantanée ui : 

ô k 8 k 1 Ôp Ôui a - + u ·- = --u ·- + 2v-si ·- 2v- (uisi ·) at J ax . p J ax . ôx . J ôx . J 
J J J J 

(A.5) 

L'équation de transport de l'énergie cinétique moyenne est obtenue en multipliant les 

équations de Reynolds A.3 par la vitesse moyenne Ui : 

ôK U·fJK _ 
ôt + J OXj -

au. 
-2v-z S.· n ZJ ux· J 

(A.6) 

v 

Le terme de gauche est le taux de variation de l'énergie cinétique moyenne. Il est contreba­

lancé d'une part avec la puissance extérieure (qui transporte l'énergie cinétique moyenne 

d'un point à un autre) de la pression (1), du mouvement fluctuant (II) et de la viscosité 

(m) et d'autre part avec la puissance intérieure du mouvement fluctuant (IV : échange 

d'énergie entre le mouvement moyen et fluctuant) et de la viscosité (v: taux de dissipation 

visqueuse de l'énergie cinétique moyenne). 
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L'équation de transport de l'énergie cinétique turbulente est la différence entre la 

moyenne statistique de l'équation de transport de l'énergie cinétique instantanée A.5 et 

l'équation de transport de l'énergie cinétique moyenne A.6 : 

-~Y._ (plul-) 
paxj 1 1 

+Y._ (- (k1u1
-)) II 

ax· 1 
J 

a (k1
) ua (k1

) _ a ( 1 1 ) (A.7) 
at + 1 axj - +2v- u ·s ·· III a z ZJ Xj 

( ( 1 1 ) ) aui IV + - UiUj 8 
x· J 

( au
1

i 1 ) -2v --s ·· v a ZJ x· J 

Elle est analogue à l'équation de transport de l'énergie cinétique moyenne A.6. Le terme 

de gauche est le taux de variation de l'énergie cinétique turbulente. Les termes I, II et III 

sont respectivement des termes de diffusion, par le mouvement fluctuant, de la pression, 

de l'énergie cinétique instantanée et de la viscosité. Le terme IV est dit de production et 

le terme v est le taux de dissipation visqueuse de l'énergie cinétique turbulente. 

Pour obtenir les équations de transport des contraintes de Reynolds, on déduit de 

la différence entre les équations de Navier-Stokes du système A.l et les équations de 

Reynolds A.3 des équations pour les fluctuations de vitesses u1
i et U

1
j que l'on multiplie 

respectivement par u'j et u1
i avant de les additionner et de leur appliquer l'opérateur de 
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moyenne statistique : 

II 

III 
(A.8) 

IV 

v 

VI 

Les termes I, II et III représentent un transport par diffusion due à la turbulence, à la 

viscosité et à la pression. L'énergie cinétique turbulente apportée par le terme de produc­

tion IV est redistribuée par le terme de corrélation pression-vitesse v aux composantes 

diagonales du tenseur de Reynolds. Le terme VI joue un rôle de destruction. 

La turbulence se manifeste dans les équations de Reynolds A.3 par l'apparition du 

tenseur des contraintes (u'iu'j)· Le tenseur de Reynolds apparaît également sous la forme 

- (u'iu'j) 8Uïf8xj dans le terme IV de l'équation de transport de l'énergie cinétique 

moyenne A.6 et, au signe près, de l'équation de transport de l'énergie cinétique turbu­

lente A. 7. Les composantes de ce tenseur sont des inconnues supplémentaires qui rendent 

le système ouvert. La fermeture de ce système peut être réalisée par la mise en œuvre 

d'hypothèses semi-empiriques reliant directement les composantes du tenseur de Reynolds 

au champ moyen des vitesses ou en introduisant de nouvelles équations pour ces variables 

supplémentaires. 
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Annexe B 

Surfaces curvilignes 

Comme exemple de développement possible des idées présentées dans ce travail, nous 

présentons ici une généralisation du modèle à des surfaces curvilignes (avec des applica­

tions dans les domaines géo- et astro-physique). 

La forme du crochet de Poisson pour le champ de vorticité {O((x), Q((x')} prend la 

forme (voir pour les détails, Pavlov et al. Formations of vortex clusters on a sphere, N onlin. 

Proc. Geophys. (2001) 8 9) 

(8.1) 

et la généralisation curviligne de (8.1) lorsque l'on utilise les coordonnées x= (x1x 2x 3) 

qui ne sont pas cartésiennes peut être écrite comme 

{f2o:, 0~} = g-1/2Eaoï'"c"'>..vEf3vJLÔuf2tÔJ.tg-1/28((x- x'). 

H = ~ J dxg- 112ga:f3Va:Vf3 

(8.2) 

(8.3) 

où ga:/3 est le tenseur métrique, g est son déterminent, Oo: sont les composantes contrava­

riantes de la vorticité, Va sont les composantes covariantes de la vitesse. Ici, 

(8.4) 

Nous considérons les écoulements incompressibles bidimensionnels. Dans ce système 

de coordonnées, le champ vectoriel de la vitesse a deux composantes v= v1 , v2 , 0 le champ 

vectoriel de la vorticité uniquement une composante n = 0, 0, n, où n = g-112 (81 v2-â2vl)· 
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L'équation d'incompressibilité, divv = 0, est présentée sous la forme 

(B.5) 

Introduisons la fonction de courant '1/J 

(B.6) 

où Ef3a un tenseur unité antisymétrique d'ordre 2, ('p = 1, E
21 = -1. 

Notons ici que '1/J possède une symétrie '1/J -t 'ljJ +ete, i.e. la partie indépendante par 

rapport aux coordonnées de la fonction de courant ('1/J) peut être omise. 

Par la condition d'incompressibilité, les quantités de base peuvent être exprimées en 

terme de fonction de courant '1/J comme 

V1 = 9119-11282'1/J, v2 = 9229-1/281'1/J; (B.7) 

n = -9-112 (819229-1;281 + a29119-112a2)'1/J. (B.s) 

Dans le cas bidimensionnel, les crochets de Poisson se réduisent à la simple expression : 

(a,/3=1,2) (B.9) 

La nature fondamentale de la vorticité contravariante est basée sur le fait que, dans le cas 

bidimensionnel des écoulements incompressibles non-plans, seule cette caractéristique est 

une quantité scalaire qui obéit à la loi 

Voilà pourquoi, n est conservée lors du tranport des particules fluide le long de leurs 

trajectoires Lagrangiennes. 

En utilisant l'équation (B.3), l'hamiltonien peut être arrangé comme 

(B.10) 

OÙ 

(B.ll) 
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Ici, la quantité D est un tourbillon généralisé sur un écoulement bidimensionnel non-plan, 

Uf3 sont les composantes covariantes de la vitesse hydrodynamique, u 13 = 9f3a ua, ~ est un 

opérateur bidimensionnel, similaire à l'opérateur de Laplace défini par : 

(B.12) 

Dans l'expression (B.lü), la partie indépendante de l'espace de D, i.e. (D), peut être 

éliminée aussi, grâce à la condition de la fonction de courant :J d ( 1/J(D) = (D) J d ( 1jJ = 

O. La partie dépendante en espace de la fonction de courant 1/J peut être exprimée de D. A 

partir de l'équation (B.ll), nous trouvons la relation entre les caractéristiques de champ, 

i.e. entre 1/J et D : 

1/J =-J dr! G((·, (t)n( (t), (B.13) 

Ici, la fonction de Green G((, () est solution de l'équation 

(B.l4) 

où V est le "volume" du domaine où la fonction delta est définie (pour une surface 

sphérique, le "volume" est V= 4nR2 et la structure concrète de G est donnée ci-dessous). 

Ce résultat montre de ce fait que la surface, par exemple la sphère, a un "volume", mais 

pas de frontières. Si V ----+ oo, nous retrouvons l'équation traditionnelle. En appliquant 

l'opérateur ~ à l'expression (B.14), nous trouvons la relation correcte, ~1/J = D- (D). 

L'énergie cinétique du fluide peut être écrite sous la forme : 

(B.15) 

Si, dans le système considéré, il existe des zones localisées de concentration intense de la 

vorticité, la fonction de courant complète (champ de vorticité) peut être présentée comme 

la SOmme d'une partie régulière dU Champ, 1/JT (OU nr), et la partie Singulière, 1/J8 (OU 0 8), 

associée aux tourbillons localisées. 

L'hamiltonien, H*, (l'intégrale de mouvement, l'énergie exprimée en termes de va­

riables canoniques) est dans ce cas 

(B.16) 
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Le premier terme représente l'énergie régulière courante, le second, Hrs, décrit l'hamil­

tonien de l'interaction entre le courant régulier et les tourbillons localisés, et le dernier 

terme décrit les interactions entre les tourbillons ponctuels. 

Une des applications possible est l'étude de la dynamique d'un fluide incompressible, 

non visqueux sur une surface sphérique de rayon R. Ce sujet a déjà fait l'objet d'un travail 

montrant la formation de "cluster" de tourbillons (voir Pavlov et al. (2001)). 

Sur la sphère, la localisation est donnée par la longitude () et la latitude cp. Les co­

ordonnées (? sont (Bi, cpi), où a= 1, 2, 9-112 = r2 sinB, le tenseur é'i.fJ a les composantes 

t:12 = -t:21 = 1, t:11 = -t:22 =O. Les coordonnées sphériques r, e, cp sont connectées avec les 

coordonnées cartésiennes par x = r sine cos cp, y = r sine sin cp, z = r cos B. Nous avons, 

ainsi, ( 1 = B, e =cp, C = r, 911 = r2
, 922 = r2 sin2 e, 933 = 1, et 9 = r 4 sin2 e >O. 

Pour une surface sphérique, le système de base des équations adimerisionnées devient, 

en présence de courant régulier 

âtei = (ri sin Oi)- 1
8</Ji (Hint+ Hrs), 

ôte/Ji = -('ri sin ei)- 1âoi (Hint+ 1lrs)· (B.l7) 

Ici, Ôt est l'opérateur dérive adimensionné avec respect du temps appliqué à la coordonnée 

sphérique du tourbillon, le temps est mesuré en unités T = r 2 
/ 11.,0 , 11.,0 = max(IK., - il), 

ri= 11.,-i/K.,o, I'Yil ~ 1, i = 1, ... ,N, Ô<t;i = âjâcpi, âoi = âjâei, 0 ~ B ~ 1r, 0 ~ cp-21fk < 21r, 

k = 0, ±1, ±2, .... 
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Whether the two-dimensional Eulerian turbulence evolves 
to a unique final state ·· 
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The relaxation of two-dimensional (2-D) Eulerian turbulence to a quasifinal state is studied. We 
consider the self-organization of localized vortices (in two-dimensional flows) into clusterlike and 
spiral-like structures and show that quasi final states do not "forget" conditions of their initial origin. 
The numerical study confirms a possibility of the "vortex crystals" formation that have bèen 
observed in the plasma experiments. We discuss the physical significance of the obtained results. 
© 2002 American Institute of Physics. [DOl: 1 O. 106311.1 507325] 

1. INTRODUCTION 

Two-dimensional turbulent flows at very large Reynolds 
numbers (ln Re~ 1) have the property of self-organizing into 
large-scale vortex structures. For a description of such struc­
tures, one uses the mode! of an inviscid ideal fluid. Omitting 
viscous terms in the equations of motion implies that fric­
tional forces are negligible compared to the inertial force. In 
order to estimate the ration of these forces, it is common 
practice to use the Reynolds number, Re= VL/v, where the 
quantity v is considered as the coefficient of kinematic or 
turbulent viscosity, L is the averaged horizontal scale of the 
vortex, and V is the characteristic velocity of the vortex. 
Because the velocity V of atmospheric motions measures 
-101-102 mç 1, for v-10- 6-10- 4 m2 s- 1, and L 
- 107 km (for the Jovian Great Red Spot), the Reynolds 
num ber falls in the range Re- 108- 1 09 ~ 1, th at i s, ln Re~ 1. 

The problem of determining the equilibrium state of 
such quasi-inviscid, two-dimensional systems has been ad­
dressed a long time ago (see Refs. l-12, where an extensive 
bibliography is given). 

In this context, different theories have been proposed. A 
large number of authors have examined the statistical me­
chailles of the two-dimensional incompressible fluid in a vor­
tex representation of Euler equations of motion. Since the 
dynamics of vortex structures is highly nonlinear and is de­
scribed by a complex for analytical resolving equations of 
motion, there is a strong incentive to explore some varia­
tional principle: in a freely evolving system, if a steady state 
is to be reached, it must correspond to sorne extremum. 
Sorne approaches are based on a maximization of "entropy" 
(see, for example, for point vortices, 1•

2 and for continuous 
vortex field distribution3.4). Others are based on a minimiza­
tion of enstrophy.5 The list of works can evidently be con­
tinued. Ail these theories imply the existence of a final equi­
librium state, controlled by the global invariants of the 
system. The final state is supposed to be independent of the 
precise structure of the initial flow conditions. 

In the works,4
•
7 it has been noted that one can construct 

a family of discrete vorticity fields that share common values 
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for a fini te number of invariants C n = f dxD/ by simple per­
muting the vortices in a finite number of boxes. Here n is 
the vorticity ü=curl v, v is the ve!ocity, and n is a positive 
integer. With the help of an assumption of scale separation, 
one has been obtained the mean-field theory, identical to the 
mean-field theory with the scale separation of Refs. 9, 1 O. 
The above-mentioned theory has been a subject of a criticism 
in the paper. 12 In this work, serious arguments have been 
expressed that the mentioned "mean-field theory is, in gen­
eral, a poor approximation to the full theory implicit in the 
partition function, except at moderate temperatures." One 
has been noted that this theory "contradicts well-established 
facts about two-dimensional vortex systems, for example, of 
the existence of nontrivial small-scale vortex-vortex corre­
lations in cohereùt structures." In particular, one has been 
pointed out (see, in detail, Ref. 12) that "the main conclu­
sions of the theory are logically independent of each other; 
sorne may be true while others are false." 

The statistical theory implies the ergodicity of the sys­
tem. However, ther.e are suspicions (see, for example, Ref. 
13) that in 2-D turbulence, because of the absence of an 
efficient process for mixing and the observed tendency to 
form long-lived, quasirobust stmctures, it is not clear 
whether the turbulent flow can be treated as an ergodic sys­
tem. On the other hand, a study showing ergodicity for two­
dimensional Euler equations has been done recent!y in Ref. 
14. 

In any case, as has been pointed out by severa! people, in 
spite of different approaches to the problem of equilibrium 
were proposed (see Refs. 1-12 and references therein), the 
situation still remains controversial. 

By this reason, direct experimental studies present the 
crucial role. However, even on the experimental side, the 
situation is somewhat puzzling: the results obtained in 
mercuri 5 tend to support statistical theory, while those ob­
tained in a plasma experiment16 assumed to be isomorphic to 
a fluid system, tend to support selective decay theory. Ex­
perimental data presented in Ref. 17 show that severa! char­
acteristics are in conflict with statistical theory. In the work, 18 

the authors have concluded that decay in thin-layer flows 
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does not !end support to decay theories derived from simu­
lation (see, for instance, Refs. 19, 20). The list of similar 
observations can be continued as weil. 

Being intrigued by an involved situation and an incerti­
tude in facts, we turned toward the direct numerical experi­
ence. Our goal is to consider the self-organization of local­
ized vortices (in two-dimensional flows) into cluster-like 
structures and to show thal quasifinal states do not "forget" 
conditions of their initial origin. In the framework of the 
mode!, we respect automatically ali laws of conservation and 
get over difficulties of numerical modeling in small scales. In 
this paper, we show that the vorticity distribution is deter­
mined by the previous history of establishment of the flow. 
Indications on a possibility of such a scenario can be found, 
for example, in Ref. 21. 

The paper is organized as follows. In Sec. II, we present 
sorne details of the plasma experience. 16 In Sec. III, we dis­
cuss the basic properties of the equations of the Hamiltonian 
fluid dynamics describing the evolution of vortex-like (VL) 
fields. In Sec. IV, we discuss properties of singular vortex­
like fields and advantages of their using. These sections are 
important for the general theoretical analysis and determin­
ing of a place of the concept of a singular vortex-like system 
in the general theory of the Hamiltonian system with a con­
tinuai number of degrees of freedom. In Sec. V, we discuss 

· both the numerical scheme that we adopt to solve the equa­
tions and obtained results. The limits of validity for the 
mode! are defined by a formulated goal: to consider different 
scenarios of self-organization of the system into regular vor­
tex structures. In ali probability, this process is realized in the 
bifurcation regime. Instead of massaging the computer­
calculated details of the vortex structures, we would like to 
answer the more practical question of whether the quasicrys­
talline clusters of vortices may form. In Sec. V, we first com­
pare predictions of our numerical experience with the results 
of the experience of Huang-Druscoll 16 for a plasma system. 
Finally, we consider the special case and discuss the physical 
sense of obtained results. We relegate to Appendices A-D ali 
technical details on the Hamiltonian approach used in Secs. 
III- IV. 

Il. PLASMA EXPERIENCE 

We start with a reminder of sorne results of the 
experience. 16 The above-mentioned experience is interesting 
because of the well-known fact that the dynamics of an elec­
tron plasma confined by a strong external magnetic field ex­
hibits close similarities with two-dimensional inviscid and 
incompressible fluid. 

In fact, when a homogeneous plasma is in the presence 
of a strong magnetic field, B = (O,O,B), the magnetic field 
induces a strong element of anisotropy (Appendix A) . For 
low-frequency plasma phenomena, magnetic-field !ines resist 
bending and therefore tend to decouple the dynamics in the 
directions parallel and perpendicular to the magnetic field. 
The equation of motion for the electron concentration n. in 
perpendicular directions to B becomes 

(2.1) 
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FIG. 1. Initial distribution of the averaged concentration of electronic fluid 
from the experience of Huang and Driscoll and final distributions for the 
experience (syrnbols) and for numerical simulation (pts) obtained with !50, 
500, and 2000 point vottices. The vorticity profile of the meta-end state is 
the axisymmetric vortex. The unities are laken such thal the meta-final vor­
ticity maximum is unity, and the radius of the domain is unity. 

Here, a1 is the partial time derivative, v= (v 1 ,v 2). In the 
framework of the mode!, the velocity components are de­
fined via the electrical potential, <!>, by the relationship vi 
~Ei1a1 <t>, E12=-E21 = 1, E11 =E22 =0, and verifies the con­
dition akvk = O, k= 1,2. The relationship between the concen­
tration ne and the electric potential, <!>, is 

(2.2) 

where il is the planar Laplacian. The equations, (2.1) - (2.2), 
are isomorphic to the two-dimensional Euler hydrodynami­
cal equations, where n. plays the role of the vorticity and the 
electric potential <P the role of the streamfunction. They can 
be used to test experimentally predictions of different theo­
ries of two-dimensional inviscid fluid dynamics. 

In this context, the main advantage of using plasma ex­
periments is the virtual absence of dissipation, whereas in 
fl.uid dynamical experiments or traditional numerical simula­
tions, the realization of very large Reynolds numbers is ex­
tremel y difficult. 

Sorne results of the experience 16 are presented in Fig. 1. 
The initial distribution of the averaged concentration of elec­
tronic fluid from the experience of Huang and Driscoll and 
final distributions for the experience (symbols) are plotted 
here. The electronic fluid density profile of the meta-end 
state is the axisymmetric distribution. The unities are taken 
such that the distribution maximum is unity, and the radius of 
the domain is unity. 

Ill. EVOLUTION OF VORTEXLIKE FIELDS: GENERAL 
CONSIDERATION 

Models describing the two-dimensional, so-cal!ed 
vorticity-like systems (VL fields), are govemed by the- evo­
lution equation 

(3.1) 
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where the fieid-"generalized vorticity"-!1 and the 
"streamfunction" 1/1, with v;= éi a1 1/J, i ,j = 1 ,2, are reiated 
by an operator reiationship, 

D = L( 1/1). (3.2) 

For two-dimensional Euler equation il= -!::.1/f, and L( 1/1) 
=-!::.. 1{!. There are other models, for example, models of 

"screened vortices" with i = - (!::..- 1 /a 2): (i) the madel of 
plasma based on the Hasegawa-Mima equation,22-

24 (ii) the 
axial mode! of electronic vortices, 25 and (iii) the quasigeo­
strophic barotropic model,26 etc. There are more complex 
situation. 27- 29 

The mode! governed by (3.1)-(3.2) gives an example of 
the Hamiltonian system with a continua! number of degrees 
of freedom (see Ref. 30 and Appendices B and C). Such 
systems evolve according to the law 

(3.3) 

where the Hamiltonian of the system, H, is the quantity­
energy-functionally dependent on the fields, U;, the opera­
tor 81 ou is the operator of the functional derivative. The 
derivatives of dynamical variables, F[ u], are calculated by 
using the relation ou;(x)/ ouj(x') = oiJo(x- x'). 

The Hamiltonian structure of the system, with a con­
tinuai number of degrees of freedom, consists of the Hamil­
tonian given by the total energy, H, and the functional Pois­
son bracket { ·, ·}. This bracket is antisymmetric, bilinear, and 
satisfies the functional Jacobi identity presented symbolically 
in the following form: 

{A,{B,C} }+ {B,{ C,A} }+ {C,{A,B}}=O. (3.4) 

The conservation of energy follows from the given formula­
tion of governing equations, since a1H={H,H}=O. 

The detailed consideration of the subject has been given 
in the works Refs. 31-35. 

For two-dimensional VL fields, the equations of evolu­
tion (3.1)-{3.2) can be rewritten in the Hamiltonian form 
(Appendices B and C) 

J 
, , OH_ ik oH 

a/'!1={!1,7-i}= dx {D,D } oü'- E a; o.n akn, 

with the functional brackets 

{ Û,Û '} = Eik a: Û 1 ako(X- x'), 

and the Hamiltonian 

H=} J dxdx' ÜG(x,x')D'. 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

The Green's function is the solution of the integral equation, 

LG(x,x')= 8(x,x'). (3.8) 

These equations of motion apply when the fl.uid is restrained 
by boundaries, in which case the Hamiltonian is modified 
and may be constmcted in terms of Green's functions, de­
pending on the geometry of the domain. 
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The set of nonlinear equations (3.5)-(3.8) can be re­
soived approximatively only. 

Two obvious obstacles are seen in applications of the 
approximate methods to the fluid systems. First, fluids have 
an infinite number of degrees of freedom. Second, perfect 
fl.uids have an infinite number of integrais of motion (circu­
lation, enstrophy, and other dynamical moments) and 
"Casimirs" Ck (Casimirs of functional Poisson bracket sat­
isfy the condition {u;,Ck}=033

). "Trajectories" of the sys­
tem in infinite-dimensional phase space lie in the cross sec­
tion of an infinite number of surfaces corresponding to 
integrais of motion. It is an interesting question whether ali 
invariants are needed to describe the physics of a two­
dimensional vortex system. 

This fact is reflected by the formulation of equations of 
fluid motion in terms of functional derivatives (3.5). 

However, in this case, a formai application of approxi­
mate methods to systems of equations with a continuai oum­
ber of degrees of freedom, withfunctional Poisson brac!œts 
depending on fields, for example, similar to (3.6), i.e., in 
noncanonical form, can lead to equations that will not have a 
conservative forrn: the loss of conservativity in Liouville's 
systems is frequently observed in numerical experiences. 
Such a loss of conservativity, as well as a possible violation 
in these simulations of the Jacobi property (3.4), may occur, 
not due to sorne physical changes in the system, but rather 
due to the numerical errors accumulated in a finite­
differential schema of calculations. 

This remark is of particular significance because com­
puting physics use discrete models with adequate correspon­
dence to continuous analogies. 

A selection of approximate or numerical methods im­
poses special requirements on the structure of the functional 
Poisson bracket (3.6): approximate methods are most effec­
tively realized in the framework of the canonicat formulation 
when the Poisson bracket is independent of field variables 
(for details, see Ref. 33). In this case, only one object for 
approximation rests-the Harniltonian, and corresponding 
calculations, which as a rule couid have a cumbersome, re­
current character, are not replicated with an increase in the 
number of iterations. 

By this cause, it is desirable to formulate evolution equa­
tions for VL fields in such a way that the Poisson brackets 
were independent of fields. 

A possible way to overcome possible difficulties is to 
construct such a truncation of Euler's equations that respect 
automatically all integrais of fl.uid motion and have a finite 
number of degrees of freedom N. Having in mind that the 
formulated theory (see the Appendices) can be extended both 
to continuous fields and to the system of patch-like32

•
34 or 

singular VL fields, 35 we fix our interest on singular VL fields. 
For example, in the two-dimensional case, a suitable 

candidate for truncation is a point vortex approximation of 
the vorticity field: (i) point vortices are exact solutions of the 
Euler's equations; (ii) they respect ali integrais of fluid mo­
tion. If N--+oo, the solution probably converges to the solu­
tion of Euler's equations. 11

•
36 Point vortices are excellent 

candidates on the role of elementary stmctures. The main 
advantage of point vortices in this context is their localiza-
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ti on ai small scales. Let us recall that, at the conditions of the 
quasifull absence of dissipation, when the Reynolds number 
is extremely large, the using of other, traditional, numerical 
approaches is extremely difficult. 

Naturally, models with singular fields present convenient 
mathematical models in the situations when the effects of 
vortex kernels can be considered as inessential. 

IV. SINGULAR VL FIELDS 

Let be a singular VL field, 

N 

D(x) = L 'Y(i)t2l(x,xtil). 
i=l 

(4.1) 

Here, J(2l(x,x(il) is the two-dimensional function of Dirac. 
In this case, we obtain that 

{!1,.0 1}= L L 'Y(m)'Y(n)ak8(x,x 1 )a,' 8(x,x 1 ){xim) ,xf"l}. 
m,n i,k 

(4.2) 

Substituting this expression into (3.6) (see Appendix B) and 
comparing coefficients at deltafunctions and of their deriva­
tives, one finds that the Poisson brackets, for coordinates of 
singular "vortices," are given by the formulas 

{ 
(m) (n)} _ -1 <' ik 

Xk ,X; - 'Y(m)umnE . (4.3) 

The crucial point of such a formulation is that the obtained 
Poisson brackets are independent ones of field variables. 

Ta find the equation of motion of field singularities, we 
calculate, in the beginning, a1x~m). We obtain that 

f 
t5x(m) J t)x\m) 

a1ximl= dx 1 

8~~ a1!1'= dxl 8~~ {D 1 ,7i}. (4.4) 

Taking into account rules for a functional derivation, the re­
lationships, 

f 
8x(m) 

dx' 8~ 1 {!1 1 ,'H} = {xfml,H} 

f 
87{ 

_ 1 (m) 1~) 
- dx {x; ,xj } t5. l(n) 

xJ ' (4.5) 

and using (4.3), we finally find that 

f ( () m · 
1 

. . aH 
a (m)_ d'{ m) 1 n} _ - IJ __ (46) 

1X; - X X; ,Xj ~-'Y(m)E a (m) · · 
uXj X) 

Let this be the simplest case. If v;= E;1a1 1/1, !1= - !J.ljJ, 
the Hamiltonian-full energy of the fiuid system-'H 
=(112)J dxv 2= - (I/2)J dxljJ!J.Ijl, can be presented, in the 
case of an unbounded plan, as 'H = 
- (I /47T)L,',Jy{iJ'YU)lnlx; - x11. Here, - (I /27T)Inlx; - x; l is 
the Green 's function, G (x;, x1): solution of the equation 
!J.G(x,x 1)=8(2)(x,x 1

), where O(x,x 1
) is the Dirac function 

in the unbounded plan. 
The equation of motion is given by (4.6) . 
This special formulation exactly corresponds to the tra­

ditional concept for point vortices moving in the unbounded 
plane xOy (see Refs. 37--39). The classical result of Kirch­
hoff ( 1876) states that the equations of a point-vortex motion 
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can be written as 'Y;a1x;=aljJ/ay;, y;a1y; = -aljJ!ax;, where 
the streamfunction 1/J= 1/J(X; ,y;) is frequently called the "ki­
netic energy of interaction." Note, however, that the stream­
function does not involve a "kinetic" energy of the vortices 
in the usual sense. This is related to the particular circum­
stance that a localized vortex produces a velocity, not the 
acceleration: the term 'Y(nla1x; has of cause dimension of 
acceleration, LT- 2, but this values is not at al! an accelera­
tion. It is the velocity of vortex displacement multiplied on a 
factor, Yc••J, having sorne, [ YcmJJ = T- 1

, dimension. Point 
vortices forrn, therefore, a very peculiar Hamiltonian system. 

More complex constructions can be analyzed tao. The 
general theory of vortex motions based on (3 .5)-(3.8), can 
be generalized on more interesting situations: vortices on a 
sphere,35 vortex patches, the Hamiltonian contour 
dynamics,32

•
34 etc. 

Let us consider a special case of two-dimensional fluid 
motions inside of a circle. 

The Green's function is defined by the expression 

1 [ lx-x
1

1 (li R
2 

1)] G(x,x')=- 2 1T ln-R--ln R x- fX'P'x 1 
, 

(4.7) 

and can be applied to a set of vortices car board conditions 
are respected. This result follows from the following fact: A 
point vortex, P, inside a circle, D, with the board, aD, gives 
an example of the image system of an equal and opposite 
vortex at the inverse point, P 1

• This follows from fact that 
sin(PAO)IPA sin(P1AO)IP1A=O, where OP· OP' =R2 de­
fines the inverse point, P 1 , and hence the velo city at A 
E aD is tangential to the circumference, aD' of the center O. 

For an assembly of N vortices, strengths y1 =fIN, lo­
cated at xj( t), the Hamiltonian, for the fluid motion inside of 
the circle, is given by the expression 

(4.8) 

where H'ï. describes boundary effects. The first part of the 
Hamiltonian describes interactions between vortices when i 
i:- ), the second part describes interactions of vortices with 
their images. The Hamiltonian can be symmetrized with 
respect to permutations i +-> j. (The streamfunction is evi-

dent! y !{!(x)= (21T)- 1 L7~ 1 [y1 ln(lx-x)/r)-y1 ln(lx 
- (R 2/IxP)x11/r)] .) The equation of motion is given by 
(4 .6). 

If we consider the system of N identical ( y1 = · · · = 'YN) 
vortices, the Hamiltonian yields 

2 N [ ] r lx; - x) 
7-f. = 4 N2 . L . - ln R + Hz . 

1T I,J ~ l,n"; 
(4.9) 

V. NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION 

The first step was to perform .a point-vortex simulation 
of the experience of Huang- Driscoll 16 and to compare the 
results of our calculations with the experimental data 
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The description has been tailored to obtain the basic 
characteristics of vortex-like fields structures, and even in 
this simplified situation, we find a rich pattern of VL dynam­
ics. 

The initial configuration has been chosen to reproduce 
the initial density of particles in the plasma experience (see 
Fig. 1). 

We have initialized the system of N identical ( y 1 = · · · 
== 'YN) vortices. The experiences have been realized with dif­
ferentN: N1=1.5X102, N2 =5Xl02, N3 =2X103. The ini­
tial distribution of vortices has been given by an axially sym­
metrical configuration that has reproduced the distribution of 
particles in the experience. 16 

The parameters of the problem (energy, circulation, cir­
cular moment) have been the following: H~ 10- 6

, r 
="2:;y;= 1,. The intensity of a vortex has been defined by the 
formula 'Y;= f 1 N. 

The study of the vortex configuration evolution for the 
system with associated initial conditions has been integrated 
numerically with a fourth-order Runge-Kutta scheme. The 
step time is restricted by the condition /1 t 
< /1 0/sup(l Y;i!R&), where !10 is the characteristic angular 
"displacement" between two (i,j) vortices, 0.01 <!10<0.04 
rad. 

The conservation of the energy bas been evaluated dur­
ing of the calculations. The energy of the system, 1-l, is the 
most sensible parameter with respect to numerical errors of 
simulations. The analysis shows that the Hamiltonian 1i tries 
small variations with the error defined by IH;-7i0l!l7iol 
~ 2 x 10-5, during the pro cess of iterations from t = 0 to t 
= 106 /1t, which corresponds to -200 revolutions of the pe­
riphery of the vortex distribution domain. 

Ali other integrais of motion are automatically con­
served. 

The results of the numerical simulations have been com­
pared with those of the plasma experience of Huang and 
Driscoll (Fig. 1). The good qualitative consent is observed: 
the solution converges to the experimental observation when 
N;'?>l: N3>N2>Nt. 

Intense fluctuating radial motions have been observed 
inside the central domain (r<0.4). The extemal zone of the 
system (r>0,4) has been resting quasistable. In Fig. 1, the 
averaged (in time) result of numerica1 ca1culations is pre­
sented. The period of averaging has been chosen as ~ 1 o-tt, 
where t is full time of simulations. 

Observing the obtained repartitions, at first glanee, one 
could think that the distribution of vortices in the quasifina1 
stage of its evolution is governed by the statistical laws. 
However, supplementary observations refute this hope. 

For different axially syrnmetrical initial distributions, the 
system does not evolve to the same final state. 

Figure 2 shows an evolution in time of the sheet-1ike 
distribution for a system of N = 2 x 103 corotating vortices. 
The dynamical behavior of the structures in question in­
eludes an exchange of vortices between clouds of vortices 
and the appearance ofthe fragmentation of the original struc­
tures. 

The instability of the initial configuration was observed 
at the earliest stage (t~ 1) of the simulation. A seed pertur-
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FIG. 2. Evolution of the system: sequence of states starting from a vortex­
sheet spiral-like configuration with perturbed axial symmetry. Tite processes 
both of the fusion of small structures and of the formation of spiral-lik-e 
structures are distinct! y observed. 

bation generates evidently an instability (shear instability of 
Kelvin-Helmholtz) that grows exponentially in time and 
starts the strong nonlinear evolution. The fragmentation of 
the initial state (t ~ 1 0) and the following "clusterization" 
are neatly observed. 

At the stages of(t~32,1; t~33,9, etc.), the formation of 
coherent spiral-like structures is observed. 

After the time that corresponds to ~ 102 revolutions of 
the vortex distribution domain, the structure with a central 
vortex is formed (Fig. 2). 

Let us modify slightly the initial configuration. Figure 3 
shows an evolution sequence of the vortex distribution for a 
system of N ~ 103 corotating vortices with such a modified 
initial configuration. In opposition to the previous case (Fig. 
2), the system does not evolve to a single vortex: the system 
evolves to a uniformly rotating, pentagonal structure that is 
slowly oscillating near the equilibrium state, and rests near 
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FIG. 3. Evolution of the system: sequence of states starting from an initial 
sheet-like configuration with perturbed axial symmetry. The system evolves 
to the pentagonal structure. 

the state a very long time: we have not observed a significant 
modification of the state for t'$> 100. 

It is evident from Fig. 3 that we find a conceptual devia­
tion between the traditional concept of final statistical (quasi­
homogeneous) equilibrium and the observed quasifinal state 
illustrated by Fig . 2 and Fig. 3 at times t> 100. 

Finally, we observed that the pentagonal structure, Fig. 
4, is not dissipated in time. 

... ... 
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FIG. 4. The system evolves to the pentagonal structure at 1 ~ !00. 
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The physical sense of the results can be following. The 
vorticity distribution is arbitrary as far as inviscid-fluid 
theory is concerned. The vorticity distribution is detennined 
by the history of establishment of the flow (see Ref. 21 ), and 
this previous history includes a significant effect of instabil­
ity and of nonlinearity. Su ch behavior of a system that satis­
fies the deterministic equation of motion can be attributed to 
the mathematical structure of the equations. The equations 
have the property that, for a certain range of parameters and 
variables, they are singularly dependent upon initial condi­
tions . This means that even an infirùtesimal change in initial 
condition can cause a finite change in scenarios of evolution 
and in the final state (see also Ref. 40-44). 

Because two-dimensional vortex-like structures are gov­
erned by long distance (H,.1-log r,-m) "interactions" and vor­
tices are not drawn together at very short distances, the ob­
served phenomenon is similar, in sorne sense, to the :first­
order phase transitions in real physical systems. To see this, 
we recall that first-order phase transitions require a short­
range repulsion and a long-range attraction for elementary 
structures. Let us recall that the so-called Kosterlitz­
Thouless transition has been discussed in the literature. The 
Kosterlitz- Thouless transition is the transition between sys­
tems of vortex pairs and systems in which vortices can live 
unpaired in two-space dimensions; it is the phase transition 
that can be expected in a two-dimensional vortex system. 
This transition has been discussed in Refs. 45, 46, where an 
extensive bibliography is given. 

If the observed (Fig. 4) phenomenon is a "first-order 
phase transition," it has to lead to the spontaneous formation 
of crystalline patterns tight spots of vorticity. Note, however, 
that the quasi point vortices form a very peculiar Hamiltonian 
system because of the particular circumstance that a local­
ized vortex produces a velocity, not an acceleration. 

Recall that some crystalline patterns called "the vortex 
crystals" have been recently observed in the non-neutra! 
plasma experiments. 42 Also, such phase transitions involving 
through instability to fragmentation and clustering in the 
gravitational system are known and were discussed earlier.43 

In any case, this is an interesting situation. 

APPENDIXA: 

It is weil known thal the dynamics of an electron plasma 
confined by a magnetic field exhibits close similarities with a 
two-dimensional incompressible and inviscid flow (see Refs. 
23- 25). 

More precisely, in the "guiding center approximation," 
if instead of the drift-kinetic equation for electrons, one 
adopts the Boltzmann distribution for electrons n 
-exp(e<I>/T) . Such an approximation is valid when the elec­
tron thermal velo city ( Tlm) 112 exceeds the wave phase ve­
locity and when resonances are neglected. In this case, one 
recovers the Hasegawa- Mima equation, 

(Al) 

where aL = (T! m) 112!D,. is the ion gyroradius (at electron 
temperature), fl,- =eB0 /m,-c is the ion cyclotron frequency, 
m,. is the ion mass, Te is the electron temperature, e is the 
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electron charge, c is the light velocity, B0 is the induction of 
an ambient uniform magnetic field, v= (cl B2)BXV <I> is the 
EXB drift velocity, v*=(Tc!eB 2n0 )Vn0 XB is the electron 
diamagnetic velocity, v;=(v 1 ,v 2) are velocity components 
in the Cartesian system of coordinates, in the directions per­
pendicular to the one of magnetic field, a1 is the partial de­
rivative of a field variable with respect to ti me, ~=ai+ a~ is 
the two-dimensional Laplace operator. The electric potential 
<I> and the electron number density ne can be expressed in 
terms of the streamfunction as 

Bo <I>=- ,,, 
c "'' 

(A2) 

Here n0 is the unperturbed plasma density. 
When a homogeneous plasma is in the presence of a 

strong magnetic field (more precisely, when the magnetic 
field density exceeds the thermal energy density, {3 
=87Tp/B 2 ~I), the equations for the evolution of 
crJ=-~1{!+ ... becomes 

(A3) 

In the framework of the mode!, the velocity components are 
defined via the electrical potential, <I>~I{!, by the relationship 
v;= E;i11/1. The relationship between w and the streamfunc­
tion 1/1 is 

w= -tllj;. (A4) 

APPENDIX 8: 

We illustrate the basic idea of the Hamiltonian Approach 
applied to systems with a continuai number of degrees of 
freedom by starting from the classical three-dimensional 
mode! of incompressible fiows that is governed by equations 

(BI) 

Here, ua are velocity components ( œ,,B= 1 ,2,3) in the Carte­
sian system of coordinates, a1 is the partial derivative of a 
field variable with respect to time, and p is pressure. Below, 
ail values will be normalized on density p. The summation 
convention is implied on repeated Greek indices when tensor 
notation is used. This system conserves the kinetic energy of 
flow, 

(B2) 

Here, dx=dx 1dx 2dx3. 
The basic equations (BI) can be rewritten for the vortic­

ity O=curl v (see Refs. 33, 35) in Hamiltonian formas 

a1û .. ={D .. ,H}= f dx'{D .. ,D/J} 8~. (B3) 

The bracket in Eq. (B3), {D .. (x),û13(x')}, is skew symmet­
ric, local, and is defined for the given mode! by the expres­
sion (see Appendix C) 

(B4) 
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Here and further, a prime denotes that the field variables 
depend on space coordinate x', r="'~'-/3 is the Levi-Civita ten­
sor. 

If there is on1y one component of vorticity, !l.=(O,O,û), 
we obtain a more simple structure, 

(BS) 

Here, r= 12=- E
21 = + 1, and èka1a~o(x-x')= O. The equa­

tion of evolution is 

a,D={û,'H}= f dx'{û,D'} :;:, =éka;: akn. 

(B6) 

The mode! system gives an example of the Hamiltonian 
system with nontrivial (functionally dependent of the field 
variables) Poisson bracket. 

The Hamiltonian for the two-dimensional mode!, 

If 2 If . H=2 dxv =2 dx[lj;û+div(···)], 

can be rewritten solely in terms of the vorticity and the 
streamfunction as 

H= ~ f dxdx'ûû'G(x,x'), (B7) 

where the vorticity n and the streamfunction "'are functions 
of the x 1 and x 2 coordinates in the horizontal plane and are 
related by û= -~1{!. ~=ai+ a~ is the two-dimensional 
Laplace operator. Here, dx = dx 1 dx 2 and, after normalization 
on density, the dimension of the Harniltonian is [H] 
=ML2r 2M- 1L 3L - 1=L 4T- 2• 

APPENDIX C: 

Let us demonstrate the expression (B4) that is central to 
the discussion in the remainder of the paper. 

The basic equation of motion (BI) may be rewritten in 
the forrn 

(Cl) 

Applying to this equation the operator a; and using the 
Green's function defined by ~G(x,x')= ô(x-x'), we ob­
tain 

The system (B 1) can be written as follows: 

a,v;={u;,H}. 

He re, 

where the following result has been used: 

(C2) 

(C3) 
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ôH 8 f u
2
(z) J ovk(z) --, =-, dz--= dzvk(z)--,-

ôv1 ovj 2 oui 

= J dzuk(z)ô1kô(z-x')=uj. 

From (Cl)-(C4), we find 

=0. 

Using amum=O, we obtain that 

(CS) 

(C6) 

{v; ,v D = EiJka; ô(x-x')+ J;Emjkn; a~G(x,x') + a~A .. ' 
(C7) 

and, obviously, 

{v~ ,v;}= ~i1D1 ô(x' -x)+ aiEmJifi1a~G(x' ,x)+ J1A~. 
(C8) 

The functional Poisson bracket satisfies to the condition 
{v 1 , v D = - {v~ , v;}. This condition permits to calculate the 
function A;, which is given by A1=- EmJia1amG(x,x'). 

Finally, we can write the expression for the Poisson 
bracket: 

{v~ ,v1}= ~i1fi1 ô(x' -x)+ a;€mJkfij a;,G(x' ,x) 

-a~EmJifl1amG(x',x). (C9) 

The expression (C9) shows that the Poisson bracket of hy­
drodynamical velocity is not local, i.e., equations of motion 
expressed in terms of hydrodynamical velocity only, are also 
not local. 

Applying to (C9) the operators ( curl); ... = éfka1 ... and 
(cur!')1 ... =EiJka; ... , we elirninate the terms of a1A and 
a~A; , and obtain the basic expression: 

{fi fi'}= EauyEy'A.vEfJvJLa' fi 1 a ô( x-x') (CIO) 
a• fJ u 'A JL · 

APPENDIX 0: 

We present here sorne comments about the difficulties 
associated with the concept of singular VL fields, and the 
measures for their resolving. 

(i) In the traditional description of experimental results 
flows involve continuous distributions of fields. How can one 
approxirnate a continuous distribution of fields by means of 
point stmctures? The response is that the physical meaning 
has only the averaged distribution (D) = f 'id a-fi, where the 
characteristic size of the domain of space averaging, (~) 112

, 

satisfies the condition (DIN) 112~ (I) 112~D 112
. Here N is the 

full number of singularities, D the area of the domain where 
the singularities are localized. The averaging procedure has 
to be applied after calculating n only. 

(ii) For a field consisting of point stmcture, integrais of 
any finite power of the VL field involve powers of delta 
functions and are therefore singular. Yet in typical physical 
rnodels, the VL field has perfectly well-defined moments. 
How can one define these integrais and moments? 

The interpretation of the integrais can be made the tra­
ditional way (see Ref. 47): 
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J dxo"(x)= limJ dxJ';- 1(0)ô(x). 
E-->0 

Here, ôe(x) is a "spreaded" delta function with ôe(O) 
= E-

1 and the condition of normalization, J dx ôe(x) = 1. E is 
the characteristic scale of the domain where the "spreaded" 
delta function is localized. Thus, we obtain 

J dxô"(x)=E-(n- 1) J dxô(x)=E-(n-1). 

If fi(x)=~f= 1 'Y;o< 2>(x-Xj) (for the two-dimensional de­
scription), we obtain the estimate for the moment, 

N 

M(n)= J dxfi"(x)= ~ i;'a-(n-l). 

Here, a is the characteristic area of the domain occupied by 
a localized structure. The number N of singularities is fixed 
by the number of moments M(n) in question. Parameters 'Y; 
are found by solving the set of equations, 

N 

L 'Y{=ai- 1 MU>, j= l,2, ... ,N. 
i= 1 
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Résumé. 

Abstract. 

Ce travail porte sur la détermination d'une formulation générale de l'approche Hamilto­
nienne applicable à une répartition arbitraire de vorticité. Les résultats numériques mettent 
en évidence l'importance du respect des lois de conservation. Un modèle garantissant le 
respect de celles-ci est présenté. © 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et 
médicales Elsevier SAS 

mécanique des fluides 1 approche Hamiltonienne 1 tourbillons localisés 1 lois de 
conservation 

Some remarks on the Hamiltonian dynamics of vortices 

This work deals with the determination of a general formulation of the Hamiltonian 
approach applicable to an arbitrary distribution ofvorticity. The numerical results display 
the importance of the respect of the laws of conservation. A modeZ which guarantees 
the respect of them is presented. © 2001 Académie des sciences/Éditions scientifiques et 
médicales Elsevier SAS 

jluid mechanics 1 Hamiltonian approach 1 localized vortices 1 laws of conservation 

Abridged English version 

Our objectives are (a) to give a general formulation of the Hamiltonian Approach (AH) applicable to 
an arbitrary repartition of vorticity and (b) to validate this method by applying it to the behaviour of N 
localized vortices with the respect of the laws of conservation. 

In order to avoid sorne terminological misunderstandings, one must be careful when using the advective 
'Hamiltonian': indeed everyone implies his proper vision of the method. That's why one can have the 

.impression that the so-called 'Hamiltonian approach' has been weil known for a long time. One uses often 
the method proposed by Kirchhoff to study the behaviour of 2D localized vortices (see for the references 
Kirchhoff [1], Lamb [2], the mentioned version bas been taken again for example by Onsager [3] for the 
construction of the statistical mechanic of vortices; the applications can be found in [4,5]). It is probably 
Kirchhoff who was the first to observe that the stream function appears, in the problem of 2D singularities 
motion, like something of similar to the Hamiltonian - this anal ogy is useful, often used. 

The following Hamiltonian approach for hydrodynamic systems will be formulated from the beginning 
in terms of energetic variables: it's the total energy of the hydrodynamic system which must be used as 
Hamiltonian. Any hydrodynamic systems have the continuons variety degrees of freedom: so, the equations 
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which de scribe the motion of an hydrodynamic system must be formulated in terms of functional derivatives 
or functional Poisson brackets. We notice th at in reality there are a few versions of the method which pretend 
to be called 'Hamiltonian approach'. We use one of them and discuss the consequences which result from 
it. The physical fundamentals of this version have been discussed in the works (6]. 

The Hamiltonian approach has the advantage to be general, it can be applied to an arbitrary distribution 
of vorticity and to multiple geometrie configurations of the domain. More, it respects automatically the laws 
of conservation. In the case of the Harniltonian approach, the inevitable accumulation of numerical errors 
confines oneself to the minimum. 

We will cali by hamiltonian system, an hydrodynamic system evolving in according to the equations (1). 
The crucial point of this approach is evidently the formulation of a method allowing to calculate the 
functional Poisson brackets. 

In this Note, we display that the vortex field ni evolves according to the law (1). We determinate the 
functional brackets for the vorticity (see (7)) and the evolution equation (8). To validate this method, we 
choose to deterrninate the motion equations for the localized vortices. We consider N localized vortices in 
a bounded domain. In this case, we must respect the boundaries conditions, so the Green function will not 
be the same than the Green function for an unbounded domain. We use a modified 4th order Runge-Kutta 
method. In the numerical part, there are a few particularities: first, we must be careful to the choice of time 
ste p. Indeed, two vortices with an opposite sign move very quickly, soif the time step is too 'great', they 
can be 'ejected' from the domain. Second, we canuse the fact that the Hamiltonian approach is based on 
the respect of the laws of conservation. That is why, we can modify the 4th order Runge-Kutta method to 
guarantee automatically the respect of these laws during al! the processus. This model of 'self-regulation' 
takes account of the physics of the phenomenon. The result presented in the figure 1 compares the evolution 
of the Hamiltonian with and without the mode! of 'self-regulation'. The figure 2 displays the formation of 
'clusters' of vortices. Our result is validated by the experimental fact that zones intense vorticity exist. 

To conclude, we constat that the Hamiltonian approach bas the ad van tage to be general, it can be applied 
to an arbitrary distribution of vorticity and to any geometrie configurations of the domain. The method of 
'self-regulation' assures the respect of alllaws of conservation. 

1. Introduction 

Nos buts sont (a) de donner une formulation générale de l'Approche Hamiltonienne (AH) applicable 
à une répartition arbitraire de vorticité et (b) de valider cette méthode en l'appliquant à l'étude du 
comportement de N tourbillons localisés tout en respectant les lois de conservation. 

Afin de ne pas tomber dans des malentendus terminologiques, il faut être prudent en utilisant la 
notion «hamiltonienne» : en effet, chacun sous-entend dans cette phrase sa propre vision de la méthode. 
C'est pourquoi, on peut avoir l'impression que l'approche dite «hamiltonienne» est bien connue depuis 
longtemps. On utilise largement la méthode proposée par Kirchhoff pour l'étude de comportement des 
tourbillons ponctuels bidimensionnels (voir pour des références Kirchhoff [1], Lamb [2]; la version 
mentionnée a été reprise par exemple par Onsager [3] pour la construction de la mécanique statistique 
des tourbillons; les applications possibles peuvent être trouvées dans [4,5]). Kirchhoff fut probablement 
le premier à remarquer que la fonction de courant se manifeste dans le problème d'une description du 
mouvement des singularités bidimensionnelles comme quelque chose de similaire à l'Hamiltonien- cette 
analogie est utile, largement utilisée. 

L'approche Hamiltonienne que nous allons utiliser dans ce qui suit sera formulée dès le début en 
termes de grandeurs énergétiques : c'est l'énergie totale du système hydrodynamique qui doit servir 
d'Hamiltonien du système. Des systèmes hydrodynamiques possèdent la variété continue de degrés de 
liberté : les équations décrivant le mouvement d'un système hydrodynamique doivent être formulées en 
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termes de dérivées fonctionnelles. Il existe en réalité plusieurs versions de la méthode dite «approche 
Hamiltonienne». Dans cette Note, nous utiliserons l'une d'elles, et discuterons les conséquences qui en 
résultent. Les fondements physiques de cette version de 1' AH ont été discutés dans les travaux [6]. 

2. Approche Hamiltonienne 

Dans ce qui suit, nous appellerons par système Hamiltonien, un système hydrodynamique dont 
l'évolution est régie par les équations 

{1) 

Ici, l'Hamiltonien 1i est l'énergie totale du système (quantité fonctionnelle dépendante des champs 
hydrodynamiques Ui). En particulier, le champ de vorticité n ( Ui = ni) appartient à la classe des systèmes 
hamiltoniens. Le symbole { ·, ·} représente les crochets fonctionnels de Poisson (voir [ 6]). De la définition, 
il suit automatiquement la loi de conservation de l'énergie puisque l'on a Ôt1i ={Ji, Ji}= O. 

Notre but est de montrer que le champ ni évolue selon la loi ( 1 ). Le point crucial de 1' application de l'AH 
à des problèmes pratiques est évidemment la formulation d'une méthode permettant de calculer les crochets 
fonctionnels de Poisson. Montrons comment ceux-ci sont calculés, en prenant comme exemple le cas le 
plus simple : un système hydrodynamique régi par les équations de mouvement d'un fluide incompressible 
homogène Ô; vi= 0, ÔtVi + VjÔjVi = -ôi(P + f). Dans ces équations, Vi sont les composantes de la vitesse 
de l'écoulement, p la pression et f un potentiel des forces extérieures. Pour ce modèle, il y a conservation 
de l'énergie cinétique 1i = J dx v2 /2 = J dx e. 

Calculons en détails les crochets correspondants, cet aspect n'a pas été éxaminé dans [8]. En utilisant la 
définition de 1{ et les propriétés des dérivées fonctionnelles (voir par exemple [6]), on obtient: 

(2) 

On peut alors réécrire le système initial à l'aide de l'égalité VjÔjVi = Ôie- éjkVjWk, où e = v2 /2 et en 
introduisant la fonction de Green définie selon l'équation ô[G(x, x')= 8(x, x'). On a alors: 

j dx{ G(x,x')ôl(P + f + e)- (p+ f + e)âlG(x,x')} 

= J dx{G(x,x')âiEijkWjVk- (p+ f +e)8(x,x')} (3) 

En négligeant les effets de parois et en intégrant par parties, on obtient finalement l'expression suivante: 

j dx' v~ { {v;, vU- Eijkwj8(x, x') - Ô;Emjkwjâ;,G(x,x')} = 0 (4) 

Cette intégrale est nulle, le terme entre crochets est donc de la forme âkA;. En effet dans ce cas l'intégrale 
devient: J dx'vkôkAi = J dx' [ôk(vkA;)- A;ôkvU =O. On obtient donc les expressions pourles crochets 
de Poisson des composantes de vitesse sous la forme : 

{ '} iJk ''( ') ô rnjk 'â'G( ') ô'A v;,vk =E wju x,x + ;E wj m x,x + k i 
(5) 

{ ' } - kji s:( ') ô' mji ô G( ') ô A' Vk,Vi -E WjU X,X + kE Wj m X,X + i k 

Sachant que les crochets vérifient la condition {Vi, vk} = - { vk, v;}, après quelques manipulations simples, 
on trouve que Ai= -EmjiWjÔrnG(x, x') et A~= -Emjkwjô;, G(x, x'). On obtient alors que le crochet de 
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Poisson correspondant est de la forme, i.e. local (voir pour définitions [6]) : 

{w· w'} = f.ipqf.kmnf.nqj[)l w'à o(x x') 
<>k mJP' (6) 

Pour des écoulements bidimensionnels, quand Wi = (0, 0, 0) et ék = Eik3 , le crochet a la structure 

(7) 

Dans ce cas l'équation de l'évolution (1) pour la vorticité 0 devient 

(8) 

L'équation (8) et la formule (7) possèdent l'avantage d'être générales et de pouvoir être appliquées à des 
répartitions arbitraires de vorticité : aussi bien singulière (tourbillons localisés, taches tourbillonnaires avec 
des contours, etc ... ) que continue. De plus, les configurations géométriques pour lesquelles elle peut être 
appliquée sont multiples. 

3. Application numérique 

L'objectif de notre application numérique est de mettre en évidence l'importance du respect des lois 
de conservation qui représentent la base de l'approche Hamiltonienne. En effet, lors d'une résolution 
numérique, et quelle que soit la méthode choisie, des erreurs numériques apparaissent. Ce qui entraîne 
l'apparition d'une «dissipation numérique» qui, dans de nombreux cas, n'est aucunement en accord avec 
la physique du problème. Nous proposons une méthode d'auto-régulation, appliquée au schéma classique 
de Runge-Kutta à l'ordre 4, qui permet de contrôler et de réduire au minimum ces erreurs. Afin de valider 
celle-ci, nous choisissons d'étudier l'exemple le plus simple : le modèle des tourbillons localisés dans un 
domaine borné (de forme carré). Notons que dans ce cas, nous sommes obligés de respecter les conditions 
aux limites et la fonction de Green ne sera donc pas la même que celle dans l'espace illimité. 

Pour différentes raisons, des modèles avec des tourbillons localisés sont considérés comme attrayants : 
dans beaucoup de cas, l'étude de la dynamique des tourbillons localisés et leur interaction est plus simple 
que dans les problèmes analogues pour la distribution continue de vorticité. Evidemment, le modèle des 
tourbillons ponctuels offre des modèles mathématiques commodes où l'on néglige les effets des noyaux 
finis de tourbillons. Les difficultés liées au concept de tourbillons ponctuels et les méthodes de leur 
résolution ont été discutées dans [8]. 

Tout d'abord, établissons à partir des équations générales (7), (8) le système à résoudre dans le cas 
des tourbillons localisés. Et montrons à titre de comparaison par rapport aux résultats classiques pour des 
tourbillons ponctuels [ 1 ,3] que, dans ce cas, la méthode proposée amène à des résultats corrects. Pour des 
tourbillons singuliers, la vorticité peut s'écrire n = L~lll:Ci)J(2) (x, xCi)), où JC2) (x, xCi)) est la fonction 
de Dirac. On obtient alors, en calculant les crochets de Poisson correspondants à l'aide de l'équation (7), 

les équations du mouvement des centres des tourbillons sous la forme ( {0, n'}-> {x~m), x't)}): 

>:} Cm)=/d 1 ox~m) !'ln( ')=/d'{ Cm) ,(n)}.J!j__= -1 ij( à'H) (9) 
ut X, X JO(x') Ut X . X x, , X 1 

0 
,Cn) "'Cm) f. >l (m) 

X 
1 

ux
1 

Dans ce cas, l'hamiltonien devient: 7-l = -(1/2)2"::i,/ "'(i)i"l:(j)G(x;, x 1) (où G(xi, Xj) est une fonction de 
Green) et la structure des équations obtenues devient équivalente aux équations traditionnelles. 

Il y a quelques particularités dans la partie numérique du problème. L'une de celles-ci est une possibilité 
de formation des couples de tourbillons. En effet, lorsque deux tourbillons de mêine intensité K:;, mais de 
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signes opposés se rapprochent à une petite distance d (d---> 0), ils forment un couple qui se déplace avec 
une très grande vitesse, v "' r;,j d. Si le pas de temps 1:1t est trop «grand», le couple peut être «éjecter» 
du domaine physique. La seconde particularité est qu'en résolvant le problème numériquement, des erreurs 
numériques s'accumulent. Le phénomène physique étant basé sur le respect des lois de conservation, une 
résolution numérique «brute» du problème peut entraîner le non-respect de celles-ci. Pour cela, nous 
proposons un modèle d'auto-régulation prenant en compte la physique du phénomène et qui garantit la 
conservation de l'énergie durant tout le processus. Nous contrôlons l'énergie à chaque instant et modifions 
les positions des tourbillons (dans le but de respecter les lois de conservation) pour que le système reste dans 
le même état énergétique. La .figure 1 montre pour la première courbe l'allure de l'Hamiltonien en fonction 
du temps calculé à l'aide de la méthode traditionnelle de Runge-Kuttaà l'ordre 4 et la seconde courbe cette 
même grandeur calculé à l'aide de notre méthode d'auto-régulation. Nous remarquons que les variations 
de l'Hamiltonien existent lors d'un calcul «classique». Même si celles-ci peuvent paraître négligeables, 
rien ne nous garantit qu'elles ne seront pas de l'ordre de l'Hamiltonien pour un long processus de calcul. 
Les résultats seront alors peu réalistes puisqu'ils seront en désaccord avec la physique du problème 
(fluide parfait). Comme illustration, nous· étudions l'évolution d'un grand nombre de tourbillons diposés 
initialement de façon homogène et la .figure 2 présente les résultats obtenus. Ceux-ci sorit similaires à ceux 
obtenus par les méthodes vortex dans des cavités.basés sur une résolution directe des équations de Navier­
Stokes. Evidemment, les conditions aux frontières n · vJ av = 0 et via v = 0 entraînent un comportement 
totalement différent au voisinage des frontières. Toutefois, si notre but n'est pas d'analyser la dynamique 
des tourbillons proches des parois, mais de montrer la formation de « clusters » de tourbillons dans la zone 
centrale du domaine où les effets des parois sont négligeables, alors les résultats sont semblables. 

Figure 1. Evolution de l'Hamiltonien en fonction du 
temps calculé, pour la première courbe, avec la méthode 

traditionnelle de Runge-Kutta à l'ordre 4 et, pour la 
seconde courbe, avec notre méthode d'auto-régulation ; la 

conservation de l'énergie est alors automatiquement 
respectée. 

Figure 1. Evolution of the Hamiltonian in respect of time 
calculated, for the first curve. with the classical 

Runge-Kutta method of 4th arder and, for the second 
curve, with our method of self-regulation: then the 
conservation of energy is automatically respected. 

Figure 2. Positions des tourbillons répartis initialement de 
façon homogène : on remarque la formation de groupements 

de tourbillons ainsi que la présence de· zones «vides>>. 

Figure 2. Vortex positions with an intially homogeneous 
distribution: we remark the formation of grouping ofvortices 

and the presence of 'empty' zones. 
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Pour conclure, nous constatons que la méthode proposée (AH) présente l' avantage d'être générale et 
de respecter automatiquement toutes les lois de conservation. Elle peut être appliquée à une répartition 
arbitraire de vorticité et à de multiples configurations géométriques du domaine. La méthode d' auto­
régulation assure le respect de tous les lois de conservation . 

Nous remercions A. Babiano, V. Goncharov et J. Sommeria pour leurs remarques constructives. 
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Résumé 

Abstract 

L'instabilité et les particularités de l'évolution d'une nappe tourbillonnaire sont étudiées. 
Nous considérons 1' auto-organisation de tourbillons localisés (dans des écoulements 
bidimensionnels) en groupements de tourbillons, en structures sous forme de spirale et 
nous montrons que les états quasi-finaux <<n'oublient pas>> les conditions initiales. Nous 
discutons la signification physique des résultats obtenus. Pour citer cet article: V. Pavlov 
et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 757-762. 
© 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS 

mécanique des fluides 1 instabilités 1 état d'équilibre 1 étude numérique 

Instability and features of vortex sheet evolution 

The instability and the features of vortex sheet evolution are studied. We consider the self­
organization of localized vortices (in two-dimensional fiows) into clusters-like and spiral­
like structures and show that quasi-final states do not 'forget' conditions of their initial 
origin. We discuss the physical significance of the obtained results. To cite this article: 
V. Pavlov et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 757-762. 
© 2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS 

fluid mechanics 1 instabilities 1 equilibrium state 1 numerical study 

Abridged English version 

Many theories have been proposed to study the evolution of hydrodynamic quasi-inviscid two­
dimensional systems to a final equilibrium state. Sorne authors have used the methods of statistical 
mechanics [1]. However, in spite of different theories which were proposed on the problem of equilibrium, 
the explanation remains controversial. Concerning certain theories, argued criticisms have been emitted [2]. 
For this reason, direct experimental studies have a crucial role. However, even on the experimental Ievel, the 
situation re mains puzzling: obtained results tend to support different theories. The details of this discussion 
are presented in the work [3]. 

It is useful in this context to explore the direct numerical simulations of a simple mode! problem to 
establish sorne general results. We consider the self-organization of Iocalized vortices (in two-dimensional 
flows) into cluster-Iike structures and we show that, in certain cases, the quasi-final states do not 'forget' 
conditions of their initial origin. 

This study is based on the Hamiltonian approach applied to the mathematical mode! of point vortices 
(the general approach and the physical fondations have been developed in the works [4,5]). There are 
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severa! advantages in the application of this approach: the laws of conservation are automatically fulfillecl, 
the functional Poisson brackets are independent from the fields, etc. The Hamiltonian systems evolve 
according to the law (l). For a system of N identical point vortices confined in a circle (with a radius R), 
the Hamiltonian takes the form presented in Eq. (2). 

We start by summarizing the ex periment [6] which concerns the motion of a plasma in a strong magnetic 
field. This is interesting because of the well-known fact that the dynamics of an electron plasma confined 
by a strong external magnetic field exhibits similarities with two-dimensional inviscid and incompressible 
ftuid. Indeed, the system is governed by isomorphic equations to the two-dimensional Euler hydrodynamical 
equations, where the electron concentration plays the role of the vorticity and the electric potential the 
role of stream function. These quantities can be used to test the predictions of different theories of two­
dimensional inviscid ftuid dynamics. 

The study of the vortex configuration evolution for the system with associated initial conditions has 
been integrated numerically with a fourth-order Runge-Kutta scheme. The initial configuration has been 
chosen to reproduce the initial clensity of particles in the plasma experience (see Fig. 1 ). The calculation is 
initialized with a system of N iclentical (YI = · · · = YN) vortices. A goocl quantitative consent is observecl: 
the solution converges to the experimental observation when Ni » 1. After a time which conesponds to 
~ 102 revolutions of the vortex distribution domain, a structure with a central vortex is formecl (Fig. 2). 

From the obtained distributions, one would be led to think that the distribution of vortices in quasi­
final stage of its evolution is governed by statistical laws. However, supplementary observations refute 
this conclusion. To see this, one modifies slightly the initial configuration. Fig. 3 shows an evolution 
sequence of the vortex distribution for a system of N ~ 103 co-rotating vortices with such a moclified 
initial configuration. ln contrast with the previous case (Fig. 2), the system evolves to a uniformly rotating, 
pentagonal structure. No major change is observed fort » 100. 

It is obvious from Fig. 3 that there is a deviation from the traditional concept of final statistical (quasi­
homogeneous) equilibrium and observed quasi-final state illustrated in Figs. 2 and 3 at times t > 100. The 
vorticity distribution is determined by the his tory of the flow establishment [7], and this previous history is 
significantly nonlinear. 

If the observed phenomenon (Fig. 3) is a 'first arder phase transition' , it had to lead to the spontaneous 
formation of vortex cells similar to crystal. Recall that sorne structures callecl 'vortex crystals' have recent! y 
been observed in the non-neutra! plasma experiments [8]. 

1. Introduction 

De nombreuses théories ont été proposées afin cl' étudier l'évolution des systèmes hydrodynamiques 
bidimensionnels non-visqueux vers l'état final d'équilibre. Dans ce contexte, certains auteurs ont appliqué 
les méthodes de la mécanique statistique [ l] . Toutefois, constatons qu'en dépit des nombreuses théories 
proposées, la situation reste encore très contreversée. Concernant certaines approches, des critiques 
argumentées ont été émises [2]. Pour cette raison, les études expérimentales présentent un rôle crucial. 
Mais même elu point de vue expérimental, la situation reste embarrassante : nombre de travaux tendent à 
soutenir des théories différentes. Les détails de cette discussion sont présentés dans le travail [3]. 

Intrigués par cette situation compliquée, nous choisissons d'appliquer une expérience numérique directe 
à un modèle simple permettant toutefois d'établir certaines lois générales. Nous considérons 1' auto­
organisation d ' un très grand nombre de tourbillons localisés en groupements de tourbillons et nous 
montrons que, clans certains cas, le système « n'oublie pas » les conditions initiales. 

Dans notre étude, la méthode utilisée est l'Approche Hamiltonienne appliquée au modèle mathématique 
des tourbillons ponctuels (l'approche générale et les fondements physiques ont été développés dans les 
travaux [4 ,5]). Il y a plusieurs avantages dans l'application de cette méthode : les loi s de conservation 
sont respectées automatiquement, les crochets fonctionnels de Poisson ne dépendent pas des champs, etc. 
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Omettant les détails de l'analyse théorique [ 4,5], constatons seulement que notre système évolue selon la loi 

'-' .(m) = { (m) H} u1x1 x, , (1) 

où x(m)(t) est la coordonnée du m-ieme tourbillon etH l'énergie totale du système. 
Soit un système deN tourbillons localisés à l'intérieur d'un domaine circulaire de rayon R, d'intensités 

identiques r 1 N. En respectant les conditions à la frontière, on peut montrer que l'Hamiltonien est donné 
par l'expression 

H = 4:1~2 { f. -ln(~lx;- x;l) + f. ln (~/x;- R
2

2 x1/) + ... } 
.. I ·-~.. . . I lx JI 
l,j= , t.,.-} l,j= 

(2) 

La première partie de l'Hamiltonien décrit les «interactions» entre les tourbillons et la seconde partie les 
«interactions» entre les tourbillons et leurs images. Si lx;l « R, seul le terme ~~ln lx; -x 11 restera. Les 
conditions de l'expérience [6] permettent de ne pas considérer les termes omis. 

2. Résultats numériques et discussions 

Nous commençons par un rappel des résultats de l'expérience [6] dans laquelle on a étudié le mouvement 
de plasma dans un fort champ magnétique. Cette expérience est intéressante par le fait que la dynamique 
d'un plasma «chaud» d'électrons, dans un fort champ magnétique externe, montre des similarités avec un 
fluide bidimensionnel incompressible et non-visqueux. En effet, due à l'anisotropie dans la direction du 
champ, les électrons se meuvent pratiquement dans le plan perpendiculaire à B. D'autre part, la viscosité 
du plasma «chaud» dans cette situation est pratiquement absente. Les équations sont donc isomorphiques 
aux équations hydrodynamiques bidimensionnelles sous forme Eulérienne, où la concentration joue le rôle 
de la vorticité et le potentiel électrique le rôle de la fonction de courant. Les résultats de cette expérience 
peuvent donc être utilisées afin de tester les prédictions des différentes théories de la dynamique des fluides 
bidimensionnels non-visqueux. La première étape a donc été d'exécuter une simulation numérique de 
l' expétience [6] à l'aide de notre modèle, puis de comparer les résultats de nos calculs avec les données 
expérimentales. La configuration initiale a été choisie afin de reproduire la densité initiale des particules 
dans l'expérience de plasma (voir Fig. 1). Nous avons initialisé le système deN tourbillons identiques 
(YI = · · · = YN). Les expériences ont été réalisées avec différents N : NI= 1,5 · 102 , NI= 5 · 102 , 

NI = 2 · 103 . La distribution initiale des tourbillons a été donnée par une configuration symétrique 
axialement qui reproduit la distribution des particules dans l'expérience [6]. Les valeurs des paramètres du 
problème (énergie, circulation) ont été les suivantes: H ~ 10-6 , r =~;y; = 1. L'intensité d'un tourbillon 
a été définie par la formule y; = r 1 N. 

L'étude de l'évolution de la configuration tourbillonnaire d'un système avec les conditions initiales 
associées a été faite numériquement à l'aide d'un schéma de Runge-Kutta à l'ordre 4. Le pas de temps est 
restreint par la condition b.t < b.O 1 sup(l y;ll Rf1), où b.O est l'angle caractéristique entre deux tourbillons 
(i, j), 0,01 < b.O < 0,04 radian. La conservation de l'énergie a été évaluée durant les calculs. L'énergie du 
système, H, est le paramètre le plus sensible aux erreurs numériques de simulation. L'analyse montre que 
1' Hamiltonien H subit des faibles variations avec une erreur : 1 H - Ho 111 Ho 1 (: 2 · 1 o-5 (pour un processus 
d'itérations de t = 0 à t = 106 b.t, qui correspond à 200 révolutions de la périphérie du domaine de la 
répartition tourbillonnaire). Toutes les autres intégrales du mouvement sont conservées automatiquement. 

Les résultats des simulations numériques sont quantitativement en accords avec l'expérience de Huang 
et Driscoll (Fig. l) lorsque N; » 1 : N3 > Nz > NI. 

La Fig. 2 montre une évolution en temps de la distribution pour un système deN = 2 · 103 tourbillons co­
rotatifs. L'instabilité de la configuration initiale a été observée très rapidement (t ~ 1) lors de la simulation. 
La perturbation génère évidemment une instabilité (instabilité de cisaillement de Kelvin-Helmholtz) qui 
croit exponentionellement en temps et provoque une forte évolution non-linéaire. La fragmentation de 1' état 
initial (t ~ 10) et la« clusterisation »qui suivent sont nettement observées. Aux étapes t ~ 32, t ~ 33, 9, la 
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:J 
1. 

Figure 1. Distribution initiale de la concentration 
moyennée du fluide électronique de l'expérience de 

Huang-Driscoll et distributions finales pour l'expérience 
(symboles) ainsi que pour la simulation numérique (points) 

obtenues avec 150, 500 et 2000 tourbillons ponctuels. 

Figure 1. Initial distribution of the averaged concentration 
of electronic fiuidfrom experience of Huang-Driscoll and 

final distributions for the experience (symbols) and for 
numerical simulation (pts) obtained with 150, 500 and 

2000 point vortices. 

formation de structures cohérentes en spirale est observée. Après un temps correspondant à 102 révolutions 
du domaine de la distribution tourbillonnaire, on observe la formation d'un tourbillon central. 

En observant les répartitions obtenues, on peut penser, à première vue, que les tourbillons évoluent 
vers l'état quasi-final unique dont la structure est gouvernée par les lois statistiques (parce que N » 1). 
Mais, les observations supplémentaires montrent une contradiction avec cette hypothèse : pour différentes 
distributions initiales axialement quasi-symétriques, le système n'évolue pas vers le même état final. 

Modifions la configuration initiale. La Fig. 3 montre une séquence d'évolution de la distribution tour­
billonnaire pour un système de N ~ 103 tourbillons co-rotatifs avec cette configuration initiale modifiée. 
Contrairement au cas précédent (Fig. 2), le système n'évolue pas vers un tourbillon unique : il évolue 
vers une structure pentagonale et nous n'avons pas observé de modifications significatives de l'état pour 
t » 100. Il est évident, à partir de la Fig. 3, que nous trouvons un désaccord entre le concept traditionnel 
de l'équilibre statistique final (quasi-homogène) et l'état quasi-final observé illustré par la Figs. 2 et 3 aux 
temps t > 100. 

Batchelor [7] a indiqué que la distribution finale de vorticité doit être arbitraire lorsque l'on considère le 
modèle d'un fluide non-visqueux car, selon lui, la distribution finale de vorticité est déterminée par l'histoire 
de l'établissement de l'écoulement, et cette histoire inclut un effet significatif de non-linéarité. Un tel com­
portement du système, qui est régi par l'équation différentielle de mouvement (c'est-à-dire déterministe), 
peut être attribué à la structure particulière des équations. Celles-ci peuvent avoir la propriété, pour une 
certaine variété de paramètres et de variables, d'être singulièrement dépendantes des conditions initiales. 
Ceci veut dire que même un changement infinitésimal dans la condition initiale peut causer un changement 
fini dans les scénarios d'évolution et dans l'état final. 

Comme les structures tourbillonnaires bidimensionnelles sont gouvernées par les «interactions» aux 
longues distances (Hij ~log rij) et que les tourbillons ne se rapprochent pas à une distance très courte, le 
phénomène observé est similaire, en un certain sens, aux transitions de phase du premier ordre dans les 
systèmes physiques réels. Pour mettre en évidence ceci, nous rappelons que les transitions de phase du 
premier ordre requièrent une répulsion aux petites distances et une attraction aux grandes distances pour 
les structures élémentaires. 

Si le phénomène observé (Fig. 3) est une« transition de phase du premier ordre», il entraîne une forma­
tion spontanée de cellules tourbillonnaires similaires à des réseaux cristallins (notons cependant, que les 
tourbillons quasi-ponctuels forment un système Hamiltonien particulier dû au fait qu'un tourbillon produit 
une vitesse, et non une accélération). Rappelons que des structures appelées, «les cristaux tourbillonaires », 
ont été récemment observés dans des expériences de plasma non-neutres [8]. 
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Figure 2. Évolution du système : séquence des 
états démarrant d'une configuration en nappe 
tourbillonnaire sous forme de spirale avec une 

symétrie axiale perturbée. Les processus de 
fusion des petites structures et la formation de 
structures sous forme de spirale sont observées 

distinctement. 

Figure 2. Evolution of the system: sequence of 
states starting from a vortex-sheet spiral-like 
configuration with perturbed axial symmetry. 

The processus. bath of fusion of small structures 
and of formation of spiral-like structures are 

distinct/y observed. 
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Figure 3. Évolution du système : séquence des 
états démarrant d'une configuration sous forme de 

nappe quasi-circulaire. Le système évolue vers 
une structure pentagonale tournante et uniforme 

qui oscille lentement proche de l'état d'équilibre. 
Nous avons observé que la structure pentagonale 

n'est pas dissipée avec le temps. 

Figure 3. Evolution of the system: sequence of 
states starting from an initial sheet-like 

quasi-circular configuration. The system evolves 
to a uniformly rotating, pentagonal structure 

which is slow/y oscillating near the equilibrium 
state. We observed that the pentagonal structure is 

not dissipated in time. 
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