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Introduction :

L’objectif majeur de cette these est d’étendre au cas des fonctions hy-
pergéométriques d’Appell, les travaux de J. Wolfart [Wo| de 1988, et de P.
Cohen et G. Wiistholz de 1999 qui s’intéressaient a la finitude de ’ensemble

E:={recQ: F(ab;c;x) € Q}

ou F est la fonction hypergéométrique de Gauss.

L’intérét de cet ensemble £ est di au fait que la fonction hypergéométrique de
Gauss (tout comme la fonction hypergéométrique d’Appell que nous étudie-
rons par la suite) est une fonction transcendante - sauf pour certains cas
particuliers de coefficients a, b et ¢ -.

On s’attend donc a ce qu’elle prenne “tres souvent” des valeurs transcen-
dantes en des points algébriques. Il est donc naturel de se demander quand
prend-t-elle des valeurs algébriques en des points algébriques ; et méme est-ce
que cette situation peut se produire un grand nombre de fois, et sous quelles
conditions ?

D’autre part, cet ensemble &, appelé ensemble exceptionnel, est étroitement
lié aux points a multiplication complexe de certaines variétés de Shimura, qui
sont construits a partir de familles de courbes algébriques paramétrées par x.

La détermination de la finitude de cet ensemble &£, qui parachéve les
travaux de J. Wolfart, est un résultat di a P. Cohen et G. Wiistholz [CoW{j]
de 1999, qui s’appuie sur la démonstration de la version faible d’une conjec-
ture d’André-Oort par B. Edixhoven et A. Yafaev [EdYa].

Outre les auteurs cités précédemment, nous utiliserons tres souvent les
travaux de P. Cohen [Col], H. Shiga et J. Wolfart [ShWo] qui relient les
périodes non nulles de formes différentielles de premiere espece a des variétés
abéliennes.
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Cette these s’organise en cinqg chapitres.

Chapitre 1. La fonction hypergéométrique de Gauss, solution d’une
équation différentielle linéaire, se présente sous forme intégrale de la fagon
suivante, pour des parametres a, b, ¢ complexes tels que ¢ n’est pas un entier
négatif, Reb > 0, Re (¢ —b) > 0 :

F(a;b;c;x) = B(a;c — a)_l./ ™ (u— 1) (u— ) "b.du
1

En imposant des conditions supplémentaires aux parametres, qui seront
conservées tout au long de ce travail (sauf mention contraire) :

c € QnN]o; 1], a;b e QN]O; ],

on peut considérer la fonction hypergéométrique de Gauss comme quo-
tient de périodes de variétés abéliennes. A partir de cette écriture, P. Cohen,
J. Wolfart et G. Wiistholz ont obtenu les résultats essentiels, rappelés au
premier paragraphe, concernant le plongement modulaire suivant :

H/A(p;q;7) — H™/T

ou A(p;q;r) est le groupe de monodromie relatif a cette fonction (les
(p;q;7) sont exprimés en fonction de (a;b;c)), I' un groupe modulaire, et
dans lequel les coordonnées s’expriment en terme de périodes de variétés
abéliennes. Ce plongement modulaire a notamment permi de donner une
réponse définitive, dans [CoWii|, & un probleme posé quelques années plus
tot par J. Wolfart qui s’intéressait a la finitude de ’ensemble exceptionnel
suivant :

E:={recQ: F(ab;c;r) € Q}

Ce résultat utilise la version faible d’une conjecture d’André-Oort récem-
ment démontrée par B. Edxihoven et A. Yafaev, voir [EdYa]. Nous don-
nerons, pour clore ce paragraphe introductif, un résultat (Proposition I.1) lis-
tant toutes les paires (p; q), associés aux groupes de monodromie A(p; ¢; 00),
pour lesquels m < 4 dans le plongement modulaire. Puis, lors du deuxieme
paragraphe, nous donnerons notamment le résultat suivant :
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Théoréeme 1.2.1 :
Pour tout x € Q \ {0;1} ,
si F'(a;b; ¢; x) algébrique alors F(b+1—c;a+1—c¢;2—c;x) est transcendant.

Ainsi que quelques corollaires.

Chapitre 2. Les fonctions hypergéométriques d’Appell sont une généralisa-
tion au cas de deux variables des fonctions hypergéométriques de Gauss. La
encore, sauf certaines conditions particulieres sur les coefficients a, b, b’ et c,
c¢’est une fonction transcendante, que ’on peut écrire sous forme intégrale de
la facon suivante, pour des parametres a, b, b, ¢ complexes tels que ¢ n’est
pas un entier négatif, Rea > 0, Re (¢ —a) >0 :

o
Fi(a;b;V';¢c;x;y) = B(a; c—a)_l./ W (u=1) " (u—x) T (u—y) Y du
1

En imposant des conditions supplémentaires aux parametres, qui seront

conservées tout au long de ce travail (sauf dans la section 2 des chapitres 11
et IV) :

c € QNJ0; 1], a;b;b" € QN|0; ],

on peut considérer la fonction hypergéométrique d’Appell comme quo-
tient de périodes de variétés abéliennes. Cette étude a été effectuée par
P. Cohen et J. Wolfart (cf [CoWo2]). On rappelle, en particulier, la con-
struction du plongement modulaire dans le cas de deux variables, qui est
I’outil essentiel pour toute la suite. Ce plongement modulaire nous indiquera
notamment quelles seront les variétés abéliennes a utiliser dans le cas des
fonctions d’Appell.
Dans le deuxieme paragraphe, nous verrons, dans le Théoreme 11.2.3 qu’il
faut imposer une deuxieme condition, non triviale, avant de pouvoir en
déduire I'écriture de ’ensemble exceptionnel dans le cas des fonctions hy-
pergéométriques d’Appell :

Lorsque 1 — ¢ > 0, on notera I’ensemble exceptionnel :

iy o2 [ Blabtcay) €Q
£:={(z;9) €Q { Fi(biec—a;l=Vie—b;-%-2)eQ )

Tx—1" z—y

8
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Afin d’éclairer ce qui sera construit dans ce chapitre, on donnera en intro-
duction de ce chapitre une “définition” de I’ensemble exceptionnel.

Chapitre 3. Lors du troisieme chapitre, nous nous intéresserons a la dis-
tribution des variétés abéliennes a multiplication complexe, isogenes a une
variété abélienne fixée, sur la variété modulaire construite précedemment.
Nous obtiendrons le résultat suivant, corollaire de la version faible d’une
conjecture d’André-Oort, encore non-démontrée dans le cas des surfaces :

Théoreme III1.1.1 :

On suppose que la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface
est vraie. Soit A(u;) d’action discontinue sur Bs.

L’image de £ est Zariski dense dans By/A(p;) si et seulement si le groupe
A(u;) est arithmétique.

ou A(p;) est le groupe de monodromie du systeme d’équations différentielles
lié a la fonction Fi, les coefficients p; seront exprimés linéairement en fonc-
tion des parametres a, b, b’ et ¢, voir le paragraphe 1 du chapitre II.

Du sens connu de cette conjecture et en utilisant le théoreme, on extraira
dans la Proposition ITI.1.2, un contre-exemple a une conjecture de Cole-
man qui affirmait qu’il n’existe qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme
de courbes algébriques de genre g > 4 dont la jacobienne est a multiplication
complexe.

Puis nous ferons quelques remarques sur la finitude de I’ensemble exception-
nel (Proposition I11.2.1).

Chapitre 4. Dans ce chapitre, nous verrons de quelle fagon on peut
généraliser les résultats obtenus dans le premier chapitre, et, en particulier,
sous quelles conditions des valeurs algébriques de fonctions hypergéométriques
d’Appell, en des points algébriques, conduisent a la transcendance d’autres
valeurs de fonctions d’Appell.

En particulier, sous les conditions précédentes sur les parametres a, b, b’ et
¢, on obtiendra le résultat suivant :
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Théoreme IV.2 :
On suppose que 1 — ¢ > 0. Pour tout (z;y) € @2 N Qg
(H1) : Fa(a;b;05c;a3y) € Q
{ (Ha) : Fr(bie—a;1=bie =0 55 75) €Q
(C1): Fil =bja+1—cbti24b0 -t 75) €0
entraine ¢ (C7): Fy(1 =bsba+1—¢; 2+b—c,yyx,yy1)§é(@
(Co): Fi(2—a;1—b;1—V;3—cay) ¢ Q
ainsi que quelques corollaires. L’expression de ’ensemble Q,; sera introduite
au paragraphe 1.a du chapitre II (deuxiéme remarque).

Chapitre 5. Lors de ce chapitre, nous étudierons une nouvelle fonc-
tion transcendante, qui apparait naturellement comme quotient de périodes,
I'une provenant de la fonction hypergéométrique de Gauss et I'autre de celle
d’Appell, et que I'on peut exprimer de la fagon suivante, les conditions sur
les parametres a, b, b’ et ¢ restent inchangées :

[ ub e (u— 1) (= A) b — y) Y du
[T ube(u—1)emet (u — A)~b.du

Py (a; b0 ¢;y) =

pour A un parametre distinct de 0 et de 1.
Apres avoir donné quelques unes de ses propriétés lors du premier para-
graphe, nous verrons lors du deuxieme paragraphe dans le Théoréme V.2.1
pourquoi il faut utiliser une deuxieme fonction ® , non triviale, dans la de-
scription géométrique de 'ensemble exceptionnel relatif a cette nouvelle
fonction. Nous en déduirons par la suite son expression :

& ={yeQ\{0;1;\} : {Uf@(“bb y) €,

N . . . . LA B(b;c—b).F (c—b;c—a;c;\)
ou (hQ) : q)ﬁ(b’ c—a 1— b/’ ¢— b,’ )\_—y) ~ B(b;c—b—V").F(c—b—b';c—a;c—b";\)
et ou ~ signifie que le quotient des deux nombres est un nombre algébrique

non nul.

Puis nous ferons quelques remarques concernant les propriétés des objets
géométriques liés a cet ensemble, afin de pouvoir appliquer la version démontrée
de la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d'une courbe et obtenir :

10
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Théoréeme V.4.1:
Pour1—c>0etXAeQ\{0;1} tel que

F(a;b;c;)\)w%.F(lﬁtl—c;a—i—l—cﬂ—c;)\) :

C\ est de type Hodge si et seulement si Card(E,) = oo

ou C'y est une courbe tracée sur une variété de Shimura et qui paramétrise
les classes d’isomorphisme de certaines variétés abéliennes, liées a la fonction
®, que nous expliciterons, voir le paragraphe 4 du chapitre V.

11
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Chapitre 1 :

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
DE (GAUSS.

Le premier paragraphe de ce chapitre a pour objet la mise en place des
outils essentiels utilisés par la suite. Nous rappelons notamment la con-
struction des variétés abéliennes liées aux fonctions hypergéométriques de
Gauss obtenue par P. Cohen et J. Wolfart dans [CoWol]. Puis nous nous
intéresserons a ’ensemble exceptionnel :

E:={recQ: F(ab;c;r) € Q}

ou F' est la fonction hypergéométrique de Gauss, construit dans [Wo| et & un
critere de finitude de cet ensemble donné dans [CoWii]. Nous terminerons ce
paragraphe par des exemples illustrants cette construction.

Lors du deuxieme paragraphe, en utilisant ces outils, nous verrons de
quelle fagon on peut donner un critere de multiplication complexe des variétés
abéliennes construites précédemment a I’aide des fonctions de Gauss ; puis, on
en déduira 'obtention de valeurs transcendantes de fonctions hypergéométri-
ques de Gauss en des points algébriques.

12
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1. Construction du plongement modulaire :

1.a Construction des variétés abéliennes liées aux
fonctions hypergéométriques de Gauss.

On considere I'équation différentielle hypergéométrique de Gauss (E) =
(E(a;b;c)) :
d*u(x)

(1 —x). e du(z)

dx
Pour l'instant, on prend les parametres a, b, ¢ complexes, tels que ¢ n’est pas
un entier négatif, Re b > 0, Re (¢ — b) > 0, voir [AK] p2.

—abau(x) =0

+(c—(a+b+1)x).

Elle admet pour singularités régulieres les trois points x = 0; 1; 0o. L’espace
des solutions de (F) est un C-espace vectoriel de dimension 2, constitué de
fonctions multivalentes en la variable z.

On pose (sn) =a(a+1)...(a+n—1) = F(Fa(;r)”) ,a€C,neN*eton
pose (a;0) =1)
La série hypergéométrique de Gauss :
 (a5n)(bin)
F(a;b;c;x) = " <1

n=1

est la solution de (£) holomorphe au voisinage de z = 0 et telle que :
F(a;b;¢;0) = 1.

La série hypergéométrique possede un prolongement analytique a C\{1}, que
I’on appelle fonction hypergéométrique et qui peut étre mise sous la forme
intégrale suivante :

F(a;b;c;x) = B(1 — pg; 1 — [,62)_1./ uw M (u—1)"" (u—x) . du
1

13
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ou 'on pose désormais :

pr=c—>
e=a+1—-c
ps =0
pa=1—-a

On supposera toujours que : fu1; fo; ps; e € QNJ0; 1[.
L’égalité suivante est toujours vérifiée : Zle Wi = 2.
On note : N : le plus petit dénominateur commun des ;.

On rappelle que pour : Rep > 0,Re ¢ > 0, B(p;q) = [t P79.(t — 1)9L.dt

De méme, les autres solutions de (E) peuvent étre mises sous forme
intégrale, elles se présentent alors de la fagon suivante (cf [AK] p5) :

h
/ uw i (u—1)"" (u—x) " du
g

ol (g;h) € {0;1;x;00}, g # h. _
Via les cycles de Pochhammer, ces intégrales sont équivalentes, modulo Q,
a des intégrales du type :

/ w (= 1) (4 — )M du

Ygh

ol 7, est un chemin d’intégration autour des points g et h (cf [Yo] p9).

Toutes ces intégrales peuvent étre considérées comme des périodes de
formes différentielles sur les courbes algébriques de la famille suivante, paramé-
trées par x variant dans Q := Py(C) \ {0;1; 00} :

X(x):wh = uN (0 — 1)V (u — z)sN

(on en donne ici I’'équation affine).

14
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Chaque fibre X (x), au-dessus de = € Q, de cette famille est un recouvrement
abélien de P;(C) ramifié au-dessus des points 0; 1; x et co et dont le groupe
de recouvrement est G = Z/NZ.

L’automorphisme x : X (z) — X(z)
(ww) = (w5 w)
oll (x est une racine primitive N™¢ de 'unité, induit I'action suivante sur

H°(Jac(X(z)); Q) ot Jac(X(x)) est la jacobienne de X(x) :

u®.du u®.du

F ) = (5 =

Cette action de Q((x) sur H%(Jac(X(z)); ), via k*, permet la décomposition
de Jac(X(z)), a isogénie pres ([CoWii]) :

= 5 =Cvw(o)

Jac(X ()27 (x) © > Jac(Xy(x))

d|N

ou d'une part, T'(x), appelée “partie nouvelle de la jacobienne”, est une
variété abélienne a polarisation principale de dimension ¢(N)

(¢ est la fonction d’Euler) et dont le réseau des périodes est un Z[(y]-module
de rang 2 ;

et d’autre part, X,(x) sont les courbes algébriques données par I’équation
affine : w? = w N (u — 1)#2V (u — 2)#3N olt d est un diviseur propre de N.

L’espace H°(T'(x);Q) est engendré par les formes différentielles propres
de H(Jac(X(x)); ), dont les valeurs propres sont les (%, s € (Z/NZ)* pour
I’action de K*.

C’est le cas, par exemple, pour la forme différentielle propre suivante de
valeur propre (3 :

ws(z) = u=<M7 (u— 1)7=%22 (u — x) "= du

ou <t >=t — E(t) désigne la partie fractionnaire du nombre réel ¢.

La dimension du sous-espace propre V; correspondant a cette valeur propre
(R est donnée par :

15
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dim Vsii=ry=—1+ < spu; >+ < Spg > + < sug > + < Spyg >
(cf [CW] p359)

et on a pour tout s dans (Z/NZ)*: rs=0; lou2 et rg+r_4=2
On note S={s € (Z/NZ)* : ry = 1}/{£1} (puisque ry, =1 <= r_,=1)
et M = Card(S).

1.b Description des espaces modulaires.

On commence par quelques définitions.

On rappelle qu'une variété abélienne A est dite de type IV (notations rel-
atives aux travaux de G. Shimura, voir par exemple [Shil]), lorsqu’il existe
un corps K a multiplication complexe (c’est a dire que K est une exten-
sion imaginaire quadratique d’un corps de nombres totalement réel) tel que
K C Endy(A) := End(A) ®z Q et que cette injection est unitaire (c’est a
dire qu’elle envoie 1 sur id4).

Remarque :

Le type IV dont on parlera ici est relatif a ’existence d’un corps C.M. dans
I’algebre des endomorphismes, mais on parlera également de type ® d’'une
variété abélienne qui est une représentation de son algebre des endomor-
phismes dans une algebre de matrices.

Une variété abélienne simple est dite a multiplication complexe au sens
de Shimura-Taniyama ou au sens strict (ce que 'on notera C.M.) lorsqu'il
existe un corps K a multiplication complexe [K : Q] = 2.dim A tel que
K C Endy(A) = End(A) ®z Q, que cette injection est unitaire et que
(K : Q] =2.dim A.

Dans le cas d’une variété abélienne quelquonque, la décomposition de A, a
isogénie pres, en sous-variétés simples deux a deux non-isogenes étant donnée

16
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A=AT x ... x AF | on dira que A est & multiplication complexe au sens de
Shimura-Taniyama ou au sens strict (ce que 'on notera C.M.) lorsque pour
1=1;...;k, il existe un corps K; a multiplication complexe tel que la variété
abélienne simple A; est a multiplication complexe par K.

Dans ce qui suit, on sera amené a considérer des variétés abéliennes [
stables par Q((y). Dans certains cas, elles seront a C.M., parfois par Q((y)
lui-méme, parfois par un sous-corps de Q(¢x) (lorsqu’elle est puissance pure
d’une sous-variété abélienne a C.M. par ce sous-corps). En effet, D. Bertrand
remarque que (voir [Be] exemple 3 paragraphe 1) :
soit k£ un corps tel que Q((y) soit une extension de degré n de k, et E une
variété abélienne a C.M. par k.

L’anneau des endomorphismes Endy(F') de F' = E" s’identifie & M,,(k), en
utilisant une application de Q((x) dans M,, (k) (apres le choix d'une base de
Q(¢n) sur k, ce qui rend F' stable par Q((x).

On dira alors que F est & C.M. par le sous-corps k de Q((y).

Le tore T'(x), considéré ici, est une variété abélienne a polarisation principale
de type IV (par Q((y)) et dont le type est donné par :

3¢(N)
(I)IZ(O'J'—FOLJ)—FQ Z O'j
j=1 j=M+1

ot les o; sont les p(N) plongements de Q((y) dans C, cf [CoWol] et [CoWii].

D’apres les travaux d’Albert, Siegel et Shimura [Shil], une famille de
variétés abéliennes de dimension ¢(NN) a C.M. de type IV (par Q((y)) et de
type ® est paramétrée par HM (olt H est le demi-plan supérieur).

Deux membres de cette famille seront des variétés abéliennes isomorphes
lorsque leurs coordonnées correspondantes dans H sont dans la méme
orbite d'un certain groupe arithmétique I' agissant discontiniiment sur H™.
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Les T'(z), x € Q forment une sous-famille de dimension 1 de cet espace.

On a alors un morphisme de variétés quasi-projectives, définies sur Q :
. 0—-V

ot les points de @ = IP;(C)—{0; 1; 00} correspondent aux courbes algébriques
X (z) et ou 'ensemble des points complexes de la variété de Shimura V' est
isomorphe & HM /T, les points ®(x) de cet espace correspondent aux classes
d’isomorphisme des “parties nouvelles” T'(z) , x € Q.

De plus, les classes d’isomorphisme des courbes algébriques X (x), z € Q
sont paramétrées par H/A, pour A = A(uq; po; pis; f4) est le groupe de mon-
odromie correspondant a I’équation différentielle hypergéométrique E(a; b; c).
L’action de A sur H est décrite de la fagon suivante :

Pour tout v = ( Z

. b
Z ) € A et pour tout z € H, v(z) = Zjid

On dit du groupe A que c’est un groupe triangulaire, cette appellation est
relative au changement d’indices suivant :

p=|1—p— pl™

q= 11— p— |

r= 11— = ]

pour i, j, k, [ distintes dans {1;2;3;4}

Ceci permet de décrire le groupe de monodromie comme suit :

A = A(p;q;r) =< Mo; My; My, - MY = M} = M, = My.M;. M, = I, >

ou I est la matrice identité de SLy(R).
(p; q;r) désigne la signature du groupe triangulaire A(p; q;r).

Afin de s’assurer que A(p;q;r) agit bien discontiniment sur H, on suppose
que % + % + % < 1 (Condition d’hyperbolicité, cf [Yo] p53-57),
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et dans ce cas on a A(p; q;r) C PSLy(R) = Aut(H).

Cette discontinuité de I'action de A(p;¢;r) sur H est impliquée par les con-
ditions suivantes (cf [DM] ou [M] p91) :

(INT) : Pourtout i #j € {1;2;3;4}, (1 — i — pj) ' € Z

Il existe une infinité de tels groupes triangulaires hyperboliques d’action dis-
continue sur H. Grace aux conditions imposées sur les pu;, nous travaillons
avec de tels groupes.

Il est important de rappeler ce que I'on entend par groupe arithmétique car
¢’est une notion qui reviendra souvent dans la suite :

On considere un C-espace vectoriel de dimension finie V', muni d’une Q-
structure, et A un réseau de V.

Soit G un sous-groupe de GL(V') défini sur Q.

On note : Gy ={g € G(Q) : g.A = A}

Un sous-groupe I' de G(Q) est dit arithmétique lorsqu’il existe un A pour
lequel I' et G5 sont commensurables.

Dans le cas des groupes A(p; ¢;r) que nous considérons, c¢’est une notion qui
ne dépend que de la signature du groupe triangulaire. Dans le cas particulier
des groupes triangulaires hyperboliques, K. Tacheuki a donné dans [Ta] un
critere déterminant l'arithméticité des signatures (p;q;r) des groupes A =
A(p;q;r). Ce résultat utilise le corps suivant :

ky = Q(trA?) = Q((trA)?) = Q((cos%)Q; (0082)2; (0032)2; ws%.casg.cosg)

(Ces égalités, non triviales, sont démontrées dans ce méme article).
Critere d’arithméticité :

- Lorsque A(p; q;r) est de type non-compact (i.e. p ou q ou r = o0,
A(p; q;r) est arithmétique si et seulement si ko = Q.
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- Lorsque A(p; q;r) est de type compact,

A(p; q;r) est arithmétique si et seulement si ko = Q ou ko 2 Q et pour tout
plongement o : ko — R o0 #1id, on a :

0((005%)2 + (cosg)2 + (cosT)? + 2.cos7.cos?.cosT — 1) < 0.

Ce critere permet en outre de démontrer qu’il y a, a permutation des
(p; q; ) pres, 85 signatures de groupes triangulaires hyperboliques arithméti-
ques, et 'auteur les donne explicitement. Il y a donc une infinité de tels
groupes non-arithmétiques.
A titre d’exemple, la signature (2;3;00) est celle d'un groupe arithmétique
correspondant au groupe modulaire PSLy(Z). 1l est engendré par les trans-
formations :
z+— —1/zet z+—— z+1pour z € H
Par contre, la signature (2;5; 00) est non-arithmétique et correspond, a con-
juguaison pres, au groupe engendré par les transformations :
z— —2.(3+V5)/z et z+— z+ 1.(3+/5) pour z € H.

Dans [CoWol]| paragraphe 2, les auteurs construisent de fagon explicite le
plongement modulaire suivant :

F-H—H"

pour lequel m| M, compatible avec I’action des groupes A (non nécessairement
arithmétique) agissant sur H et ' agissant sur H™. m est le nombre de
quadruplets (< spy >; < spg >; < Sus >; < Sug >) distincts pour s € S.

L’application induite H/A — H™ /T fait apparaitre un morphisme sur Q :

b:C—V

de variétés projective et quasi-projective définies sur Q.

ouC(C) ~H/A et V(C) ~H™/T.
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1.c Le théoreme de I’ensemble exceptionnel.

Lorsque 1 — ¢ > 0, on note £ I’ensemble exceptionnel :

={ze€Q: F(a;b;c;x) € Q}.
Selon les arguments de [CoWol] et [CoWii], on peut également décrire cet
ensemble en terme de variétés abéliennes isogenes, de la fagon suivante :

E={xeQ:T(x)=T(0)}

ou T'(0) est une variété abélienne a C.M. fixée.

En se servant d’une version faible d’une conjecture d’André-Oort démontrée
(voir ci-apres), P. Cohen et G. Wiistholz démontrent le théoreme suivant :

Théoréme de ’ensemble exceptionnel :([CoWii))
Pour 1 —c¢ >0, Card £ = oo si et seulement si A(p;q;r) est arithmétique.

Lors du chapitre deux, un des objectifs de nos travaux sera de donner un
résultat similaire a ce théoreme dans le cas de deux variables, c’est a dire
avec les fonctions hypergéométriques d’Appell.

La deuxieme fagon d’appréhender I’ensemble exceptionnel, c’est a dire sa
description en terme de variétés abéliennes et 1'utilisation du théoreme va
permettre, notamment, de résoudre des problemes liés aux jacobiennes de
courbes algébriques a multiplication complexe, comme nous le verrons dans
le corollaire 1.2.3 et la remarque qui lui succede.

On rappelle la conjecture (faible) d’André-Oort dont il est question pour
I'utilisation de ’ensemble exceptionnel, et qui a été démontrée par B. Edix-
hoven et A. Yafaev, voir [EdYa] ou [Ya] :

21

© 2002 Bustl-Grisemine & Pierre-Antoine DESROUSSEAUX http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une courbe :
(Théoreme 4.2 [Yal)

On suppose que sur une courbe algébrique Z= ®(C) irréductible de V(C)

il existe un point P qui est C.M.

S’il existe une infinité de points de Z dont la variété abélienne correspondante
est isogene a la variété abélienne P, alors Z est de type Hodge.

La version (forte) de cette conjecture est la suivante :

Conjecture (forte) d’André-Oort dans le cas d’une courbe :
On suppose que sur une courbe algébrique Z= ®(C) irréductible de V(C) il
existe une infinité de points a C. M., alors Z est de type Hodge.

La version forte de cette conjecture est a I’heure actuelle non démontrée.

Cependant en 1999, B. Edixhoven a démontré cette conjecture (forte) dans le
cas particulier des courbes algébriques plongées dans les variétés modulaires
de Hilbert, voir [Ed].

Or on sait, cf [CoWol] p 104, que lorsque le groupe de monodromie A(p; q; )
est non-compact, i.e. lorsque p, ¢ ou r = oo, le groupe modulaire I' est un
groupe modulaire de Hilbert (c’est a dire I' = PSLy(Oy) ot k est un corps de
nombres totalement réel). Dans le cas de la variété modulaire H™ /T", m est le
degré du corps Q(trA?) (ce corps des traces au carré trA? := {try?/y € A}
est celui utilisé par K. Tacheuki dans [Ta] pour donner la liste exhaustive
des signatures de groupes triangulaires hyperboliques arithmétiques, c’est ko
utilisé dans le critere d’arithméticité).

Le résultat ci-dessous indique les couples (p;q) pour lesquels 'entier m qui
apparait dans le plongement modulaire est inférieur ou égal 4. On peut aller
au-dela, mais le but de cette proposition est d’illustrer la théorie sous-jacente.

Proposition 1.1.1 :
On note (p;q) le couple correspondant au groupe A = A(p;q; 00).
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On considére le plongement modulaire précédent : H/A — H™ /T

o (19) € {(2:3);(2:4);(2;6); (25,00); (3;3); (3; 00); (4;4); (6; 6); (003 00) }
si et seulement si m =1 ; et on a Card £ = oo.

o (5q) € {(4:3); (4 6); (48); (5;2); (5;3); (5;5); (55 00); (6 3); (6; 4); (6; 00)
:(8;2);(8;8);(10;2); (10; 10); (12;2); (12; 12); (15;2); (15; 15) } si et seule-
ment sim =2 ; et on a Card £ < 0.

o (p:q) € {(7:2);(7:7);(9; 2); (9;9); (135 2); (13;13); (14; 2); (14; 14); (18;2)
; (18;18)} si et seulement si m = 3 ; et on a Card € < oc.

* (pg) € {(5:4); (5:6); (5; 00); (8; 3); (8 4); (8: 6); (8; 00); (103 3); (103 4)
; (10;5); (10;6); (10; 00); (125 3); (12;4); (125 6); (125 00); (153 3); (15; 00)
5 (17;2); (17; 00); (205 2),(20 20); (24;2); (245 24); (30; 2); (305 30) }
si et seulement si m =4 ; et on a Card £ < 0.
Démonstration de la proposition I.1.1 :
Dans le cas m = 1, cela revient a s’intéresser aux groupes triangulaires
arithmétiques non-compacts, il suffit alors de se reporter a la liste donnée

dans [Ta).
Les autres cas se résolvent de fagon similaire.

Traitons par exemple le cas m = 2. Notons ky := Q(try? /vy € A),
d’apres [Tal, ce corps est égal & Q((cos*(w/p); cos*(w/q); cos(w/p).cos(n/q)).

On cherche les couples (p; q) tels que [ky : Q] = 2.

Commengons par trouver les entiers ¢ tels que [Q(cos(7/q)) : Q] = 2.

On sait que [Q(exp(2im/q)) : Q] = »(q) (v étant la fonction d’Euler) et
Q(exp(2im/q)) est une extension quadratique imaginaire de Q(¢, + (,) =
Q(cos(2m/q)) (¢ racine g-ieme de I'unité), donc Q(cos(w/q)) = 3.¢0(2q).

p(2q) = 4
= p(2.2%.p" ... p*) =4 ou p; premier impair
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= 2a0+1.p§1 R (41 —3)(1=>2)...(1-)=4
_ PrLepr  _ Apiopy

7 4= G0 2kt

et py ... pr étant impair, il faut £ < 2.

On traite donc les différentes possibilités :

- lorsque k = 2, ¢ = 2%°.p{.p3?

on doit avoir 22 |p; et -1 = 1 donc p; = 3 et py = 7 ; mais dans
ce cas, on aurait d'une part ¢ = 2%0.3“1.7*2 ay,a9 > 0 et d’autre part
q= % = 7 contradiction.

(651

- lorsque k =1, ¢ = 2%0.p]
on doit avoir p; — 1|4 donc p; = 3 ou 5,

des lors p = 3 donne ¢ = 2%0.3% = (;%1) = 6 convient;
et p =5 donne g = 290.5% = % = 5 convient.

- lorsque k£ =0, ¢ = 2%°
ag = 2 c’est a dire ¢ = 4 convient.

Finalement [Q(cos(n/q) : Q] =2 <= ¢ =4;5 ou 6.

Comme il faut s’intéresser au carré des cosinus, puisque ’on considere le corps
ks, on doit également calculer (de la méme fagon) [Q(cos(w/q) : Q] = 4.
On trouve [Q(cos(m/q) : Q] =4 <= ¢ =8;10;12 ou 15.

Des lors, en utilisant les résultats trouvés et 1’abus de notation
cos(m/o0) = 1, on obtient la solution.

Remarque :

Cette proposition s’appuie notamment sur les résultats de B. Edixhoven,
qui a démontré, en 1999, la conjecture d’André-Oort a laquelle nous nous
intéressons, dans le cas des courbes algébriques plongées dans les variétés
modulaires de Hilbert (voir [Ed]). Depuis, la version faible de cette conjec-
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ture (suffisante dans notre cadre de travail) a été prouvée dans le cadre plus
général de courbes modulaires plongées dans une variété de Shimura (voir
[EdYa] (2000)). Ce résultat a cependant le mérite d’illustrer la théorie sous-
jacente. Donnons a ce titre quelques exemples :

Exemple 1 : Le groupe modulaire PSLy(Z) = A(2;3;00).
Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :
(a;b;¢) = (Z; 53 2), (uys . sme) = (3; 4L L Dy et N =12

1271272 120120 120 12
La courbe algébrique correspondante est donnée par I’équation affine suiv-

ante, pour r € Q :
X(z):w? =" (u—1)" (u—2)

D’apres la proposition I.1.1, m = 1 car PSLy(Z) est arithmétique.

Le tore complexe considéré est de dimension ¢(12) = 4 et se scinde, a isogénie
prés, en sous-variétés simples de la fagon suivante : T'(z)=E(z)* on (z) est
une courbe elliptique. Le plongement modulaire est 'identité et on a :

Cardf,’::{xE@:F(%;l—g;%;x)G@}:oo‘

Exemple 2 : Le groupe de Hecke A(2;5;00).
Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :

(a;0;¢) = (555 557 5)> (153 11a) = (555 505 355 36) €t N = 20.
La courbe algébrique correspondante est donnée par I’équation affine suiv-

ante, pour x € Q :
X)) :w® =u"(u—1)8(u—2)?

D’apres la proposition I.1.1, m = 2 (il n’y a que deux quadruplets (< spu; >
;...; < spy >) distincts, a permutation pres, sur les huit de départ s = 1 et
s = 3 par exemple).

Le tore complexe considéré est de dimension ¢(20) = 8 et se scinde, a isogénie
prés, en sous-variétés simples de la fagon suivante : T'(z)=S(z)? ot S(z) est
une surface abélienne stable par k = Q(v/5). A(2;5;00) C PSLy(Oy) ot Oy
désigne I'anneau des entiers de k.

Le plongement modulaire est décrit comme suit (on utilise ici I’écriture en
coordonnées projectives) :
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A(2;5;00) \ H  — PSLy(0) \ H?> = V(C)
@) (@) [ o) L ws(a): [ ws())

g

‘?
£
&
2
S

ot w(z) =% = u_%.(u - 1)_ (u — )" .du

et wy(z) =& =y~ 2. (u—1)"2.(u—x)"2.du

V est la surface modulaire de Hilbert correspondant au corps k = Q(v/5).
L’action de PSLy(Oy) sur H? est donnée, pour v € PSLy(Oy) et pour 2z € H
par :

v(z) = (‘clzzis, %) ol o est le plongement non trivial de k& dans R.

Enfin, A(2;5;00) étant non—arithmétique, on a :
Cardé’—{xEQ F(2;3:4;1) € Q) < 0.

207 207 57

Exemple 3 : Le groupe A(2;7;00).

Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :

(a:bsc) = (555 93 5)s (Hii- -5 1) = (555 553 253 38) et N =28,

La courbe algébrique correspondante est donnée par I’équation affine suiv-
ante, pour r € Q :

X(z):w® =" (u—1)" (u—2)°

D’apres la proposition I.1.1, m = 3 (il n’y a que trois quadruplets (< sp; >
.; < spy >) distincts, a permutation pres, sur les douze de départ s = 1,

s =3 et s =5 par exemple).

Le tore complexe considéré est de dimension ¢(28) = 12 et se scinde, a

isogénie pres, en sous-variétés simples de la fagon suivante : T'(x)=V(z)?

ol V(z) est une variété abélienne stable par k = Q(cos(3F)). A(2;7;00) C

PSLy(Oy) ou Oy, désigne 'anneau des entiers de k.

Le plongement modulaire est décrit comme suit (on utilise ici I’écriture en

coordonnées affines) :

A(2,7;00) \'H — BSLy(0y) \ H* = W(C)

g1 (@ | (R (@) | grg 3@ g w‘r’(x))
" w(zx) L w(zx)? " w3(x)’ " ws ()
N du _5 19 9
otw(z) == =u"2.(u—1)"2s.(u— :c) 28.du
wi(z) = & = wR . (u— 1) (u— 2)"%.du
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et ws(x) = % = u‘%.(u — 1)_%_@ — x)_%.du

W est la variété modulaire de Hilbert correspondant au corps k = Q(cos(%)).

L’action de PSLy(Oy) sur H? est donnée, pour v € PSLy(O},) et pour 2 € H

par : y(z) = (2 ZiEZ))zZI;l((g’ Z;EZ))ZZQQ(%) ou {id;o1;02} sont les plonge-

ments de k dans R.
Enfin, A(2;7;00) étant non-arithmétique, on a :
Card £ :={z€Q: F(Z;%;1:2) €Q} < .

287 287 2
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2. Valeurs exceptionnelles et transcendantes
de la fonction de Gauss :

On notera désormais et pour toute la suite : ~
la relation d’équivalence suivante :

Va;0€Coa~p — IeQ,a=460

Pour 1 — ¢ > 0,

on dispose de deux solutions linéairement indépendantes sur C au voisinage
de x = 0 de ’équation différentielle hypergéométrique de Gauss, données par
les représentations intégrales suivantes (cf [AK] pp4-6) :

/ w(r) = / u M (u—1)"" (u—x) " .du = B(1—pg; 1—ps).F(a;b; c; x)
1 1
et

[T (@) = [Tt et (1 — v) s (@ — v) H2do

= Jyw@) =Bl —p;1—pg)a'Fb+1—-ca+1—c¢2—cux)

On souhaite donner un critere de C.M. de T'(z) portant sur les fonctions
hypergéométriques de Gauss. Pour ce faire, on utilise le résultat fondamental
suivant :

On pose Hy(T(z);Z) =< vo;711 > et Ry = {s € (Z/NZ)* : rs = dim V5 = 1},
on sait alors que :

Lemme I.2.1 : (Corollaire 5 [ShWo])
Pour tout v € Q\{0; 1}, T(z) est C.M. si et seulement si [ w(z) ~ [ w(x)
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_ B(u2;pa)

= Bln )’ O peut écrire :

En posant d¢cyy :

Proposition 1.2.1 :
Pour tout x € Q\ {0;1}, T'(z) est a C.M. si et seulement si

F(a;b;c;x) ~ Sep F(b+1—ca+1—¢2—c )

Démonstration de la proposition 1.2.1 :

On sait que dans tous les cas s = 1 € Ry puisqu’on a imposé au départ la
condition Zle i = 2.

Pour tout z € Q\ {0; 1}, la condition de C.M. de T(x) énoncée dans le lemme
[.2.1, se traduit, avec s = 1 et en faisant agir les cycles de Pochhammer pour
modifier les chemins d’intégration, par :

| e~ [ o

Ce qui, en terme de fonctions hypergéométriques de Gauss, donne :
B(1 — pg; 1 — po).F(a;b;e;x) ~ B(1 — py; 1 — pg).zt=¢x

xFb+1—ca+1—c¢2—cx)

c’est a dire

B(l—p;1- . . .
F(a;b;c;x) ~ M.F(b+l —ca+1l—c¢2—cx)
. - [(p)T
Des lors, sachant que T'(u) ~ Ty Pour 4 ¢ 7 et que B(p;q) = F(ZerE;%)’
en déduit que B(1 — ;1 — pj) ~ B ce qui acheve la démonstration de

T
.. W)
cette proposition.

on

On choisit maintenant de fixer une variété abélienne, que 1’on notera abu-
sivement 7'(0) qui est & C.M. (par Q({y) ou par un sous-corps de Q((y)). En
effet, voir [CoWii], la variété abélienne T'(0)=A; x Ay ou A; sont des sous-
variétés abéliennes de dimension @ (extraite de la jacobienne de la courbe
de Fermat Fy : u¥ +w? = 1, voir [WoWii]) qui sont & C.M. et respectivement
liées aux périodes B(1 — pg; 1 — pu4) et B(uy; ps). Cette variété abélienne est

suggérée dans ’ensemble exceptionnel £. On s’intéressera aux conséquences
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sur les valeurs des fonctions hypergéométriques de Gauss lorsque T'(z) est
isogene a cette variété. On obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 :
Pour tout x € Q \ {0;1} ,
si F(a;b; c; x) algébrique alors F(b+1—c;a+1—c¢;2—c;x) est transcendant.

Afin de démontrer ce résultat, on utilise une conséquence directe du Satz 1
de [WoWii], que l'on exprime sous la forme suivante :

Lemme 1.2.2 : ([WoWii)

Une période non nulle de premiere espece et une période non nulle de deuxieme
espéce sur une méme variété abélienne définie sur Q sont Q-linéairement
idépendantes.

D’autre part, on dispose du lemme suivant :

Lemme 1.2.3 : (Proposition 3 [CoWii])
On suppose que 1 — ¢ > 0. o
Pour tout x € Q\ {0; 1}, F(a; b;¢;x) € Q si et seulement si T'(x)=T(0)

Cette condition entraine, en particulier, que T'(z) est & C.M. (par Q({x) ou
par un sous-corps de Q((y)).

Remarques :

- C’est cette condition qui a permis la description de I’ensemble exceptionnel
en terme de variétés abéliennes.

- Dans le cas o1 1 — ¢ < 0, I'ensemble exceptionnel devient

E={rcQ:Fb+1l—-ca+l—-c2—cx)ecQ}
et sa description en termes de variétés abéliennes reste identique (I’espece

des périodes B(j;; f1;) considérées change et les sous-variétés correspondantes
aussi, mais on note toujours 7'(0) la variété abélienne servant de référence).
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Démonstration du théoreme 1.2.1 :

On doit distinguer deux cas, suivant la valeur de la constante c.

Sous les conditions z € QN Q, F(a;b;c;2) € Q, pour 1 —¢ >0

(resp. 1€ QNQ, F(b+1—-ca+1—¢2—cz)e€Q, pour 1 —c<0),
on sait que T'(x)=T(0).

La variété abélienne 7°(0) étant a C.M., il en est de méme pour 7'(x). On
peut alors appliquer la proposition 1.2.1, avec d¢ps pour 1 —c¢ > 0 (resp. avec
5oy pour 1 — ¢ < 0).

Or,1—c>0 <= ps+ pg > 1, donc la période B(ps; 4) est de deuxieme
espece, tandis que la période B(uq;ps) est de premiere espece (c’est le con-
traire dans le cas de 1 — ¢ < 0).

Donc, d’apres le lemme 1.2.2, le nombre d¢js est transcendant, ce qui fournit
le résultat.

Afin d’illustrer ces résultats, on donne ici quelques applications :

Corollaire 1.2.1 :
On suppose que 1 —c >0 : pour tout x € Q \ {0;1}
(H,) : F(a;b;c;x) € Q si et seulement si (H]) : F(c
implique { (C): Fb+l-ca+tl—c2-cr) ¢
(C):F(l=al=b2-cr)¢Q

—a;c—bigr) €Q
Q

Démonstration du corollaire I.2.1 :
On utilise le théoréme précédent et le fait que pour z € Q, (H,) (resp. (C1))
est algébriquement équivalent a (H7) (resp. (C7)).
En effet, z(z): =c. [[Tu . (u—1)" (u—z)".du
=q. fol v (1 —v) ™" (1 —2v)™.dv ouv=1/u.
c1 est une constante.

ou
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L=w ot on trouve
1—wx )

On pose alors v =
d’une part :

zi(z): =cp.(z—1)rems, fol w2 (1 —w) ™. (1 — wx) M .dw
=cy.(x — 1)o7t f01 w (1 — w)* L (1 — wx)’C.dw

=(z— 1) F(c—a;c—bcx)

et d’autre part :
z1(x) . = F(a;b;¢x)
des lors, pour 7 € Q, F(a;b;c;x) ~ F(c— a;c — b; c; x)

On opere également par changement de variable pour démontrer 1’équivalence
algébrique de (Cy) et (CY).
Ceci acheve la démonstration du corollaire.

On note J la fonction modulaire (usuelle) pour le groupe A(2;3;00) =
SLy(Z) et admettant comme développement au voisinage de U'infini :

1

J p—
(") = T8 eap(@in)

+co + Z Cn-exp(2imT)

n>0

On note enfin C}, la composante connexe de {7 € H : |J(7)| < 1} contenant
p = exp(2im/3), on dispose alors du résultat suivant :

Corollaire 1.2.2 :
pour tout T € Q(iv/3) N Cy, ,
F(Z; 2,4 J(1)) , F(¥; 1. %; J(7)) et Res(J~Y3; p)

127127 37

sont des nombres transcendants.

Démonstration du corollaire 1.2.2 :
Pour 7 quadratique imaginaire, J(7) est un nombre algébrique.
Dans la proposition 2.3 p 129 [Ar] 'auteur démontre

dune part que F(35: 453 51 /(7)) € @

et d’autre part que (%)2 € Q (ol n est la fonction de Dedekind).
D’apres le corollaire 1.2.1, on obtient les résultats de transcendance des deux
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valeurs de la fonction hypergéométrique.

Enfin, en utilisant le résultat [Ar] p120 qui indique que :
F(Z;2:%J(1)) = Res(J 3 p) =t (t—p).J (1)~ 1/3.(%)2 on prouve la tran-
scendance du résidu.

Corollaire 1.2.3 : ([CoWii| p12)
Soit p un nombre premier, les conditions suivantes sont équivalentes :

p=>ouT
Card (v €T: P& 0) € Q) = o
Card{z € Q: (Wp—pl% r) € Q} = o0

Démonstration du corollaire 1.2.3 :

On considere les courbes affines lisses définies sur C suivantes :
Xy :w? = [(u(u —1)(u— 2)]"

Xy wP = [(u(u —1)(u—z)]"*

Elles correspondent respectivement aux quadruplets :

1 _ _ _
(g Vs ) ) = () 2t et ey

2
(Mg )uug )7M2(3 );,Uz(; )) = (p2—217 p;;? p;;;l’ 2p3)

et donc aux triplets
(a®;pM); D) = (222, 2-1. o)

2 2 2 %0?3’ 3{)17 —Ii)-l
(al2);b2); o)) = (52 2L, 211

Dans le cas de Xy, puisque 1 — M >0,
F(aW;bM; W) z) = F(p2;p$; ”2;;; 1%; x) qui est solution de I’équation
différentielle hypergéométrique de Gauss dont le groupe de monodromie est

isomorphe au groupe triangulaire A(p;p;p).
Des lors, en utilisant I’ensemble exceptionnel £ décrit au premier paragraphe,
on obtient la deuxieme ligne puisque pour p premier,

A(p;p; p) est arithmétique si et seulement si p =5 ou 7 ([Tal).

En tenant le méme raisonnement avec la courbe &{y), dans ce cas 1 — c? >0
on obtient la troisieme ligne et on termine la démonstration.
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Remarques :

- Ce corollaire fournit des contre-exemples, découverts par J. de Jong et R.
Noot [dJN] avec des courbes birationnellement équivalentes a X{yy et X9, &
une conjecture de Coleman qui affirmait qu’il n’existait qu'un nombre fini de
classes d’isomorphisme de courbes de genre g > 4 dont la jacobienne est a
C.M. (ici g =4 ou 6 et Jac X = T'(x)). Dans [CoWii], on trouve une autre
démonstration .

- D’autre part, il indique que la fonction hypergéométrique de Gauss qui est
une fonction transcendante prendra malgré tout, dans ces cas-la, une infinité
de valeurs algébriques.

Corollaire 1.2.4 :
Pour tout a € QNJ0; 1|,
F(1-30;3a;1—a;1
1
2

23 cos(mar)
F(1—-3a;30;1+ T

_% I'(a)?
‘T(2a+3)

) =
) ~

Démonstration du corollaire 1.2.4 :

On utilise le résultat suivant [BeWo] Théoreme 4 :
F(2a;1 — 4a;1 — a; 1) = 4%.cos(ra)

qui est un nombre algébrique pour o € QNJ0; }1[

Ainsi, lorsque 0 < a < %1, on dispose de I'hypothese (H;) du corollaire 1.2.1,
puisque 1 — ¢ = a > 0, dans la démonstration de ce corollaire, on a vu que
Fla;b;c;x) = (v — 1)797 F(c — a;c — b; ¢; 1), c’est cette formule qui donne
la premiere ligne.

Pour la deuxiéme ligne, on sait que (H;) est équivalent a T'(3)=T(0), ce
qui implique que T(%) est a C.M.

Des lors, en utilisant la proposition 1.2.1, on obtient :
Flb+1—ca+1—c2—ca)n~ Bl

B(p2;ua)
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B(3a;1—4a)

c’est a dire F(1 — 3a;3a;1 + «; %) ™~ BBal_2a)

On utilise alors les propriétés suivantes des fonctions Gamma pour trou-
ver le résultat :

I'(1+p) ~ T'(p) pour pu ¢ —N,

I'(p). T'(1 = p) ~ 7 pour p ¢ Z

T(2u) = 2%~ Lr=2.0(u).D(p + 1), pour pu ¢ Z.

Remarque :

Aux résultats précédents, on peut ajouter quelques résultats ponctuels en se
servant a nouveau du lemme 1.2.1. En effet, dans sa version complete, ce
lemme affirme également que :

pour tout x € QN Q,
T(x) est C.M. si et seulement si

Lo ws(@) ~ f71 ws(T)

pour tout (ou il existe) s € Ry, |.

Ainsi, traduit en terme de fonctions hypergéométriques, cela donne :
pour tout z € QNQ, T(z) est C.M. si et seulement si pour tout (ou il existe)
s€ Ry, F(a®;b);c):z) ~ (5(5])\/[.F(b(s) +1—c%;a0) 41 —¢):2 - ;1)
avec des notations évidentes.

Bien entendu, dans le cas ou le groupe A(p;) est arithmétique, on ne peut
pas extraire d’autres informations puisque R; = {1}.
Par contre, lorsqu’il ne l'est pas, les s € Ry \ {1}, fournissent d’autres égalités

modulo Q.
Reprenons, par exemple, le cas du corollaire précédent avec o = %.
Des calculs immédiats donnent (pq;. .. ; ue) = (3053051 — 4a; 1 —

2a) =
31379 ¢), un groupe triangulaire non-arithmétique A(3;9;9), N =9, Ry =
: 2).1(2). (2)\ _ (4.1.7
{12} et (a5 ) = (5 1, T),
Du fait que F(a;b;¢; %) € Q, on déduit que T(%) est une variété abélienne a
C.M. par Q((9) ou par un sous-corps de Q((o) et cette condition, avec s = 2
a ’aide de la proposition 1.2.1 donne :

(1. 1.5.7

4171 B(%2) 12111
F(§;§§§;§)N B(g? -F(ga—,—a—)
35
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Chapitre 2 :

FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES
D’ APPELL.

Lorsqu’on dispose d'une fonction transcendante f (convenablement nor-
malisée), on s’attend a ce qu’elle prenne “tres souvent” des valeurs transcen-
dantes en des points algébriques. On parle alors de valeur exceptionnelle ou
de point exceptionnel pour un x algébrique en lequel la fonction prend une
valeur algébrique.

L’ensemble exceptionnel est un ensemble constitué de points exception-
nels. Mais, outre sa description arithmétique (a I'aide des valeurs algébriques
de la fonction transcendante considérée), il doit posséder une description
géométrique (en terme de variétés abéliennes de la méme classe d’isogénie).

Les fonctions hypergéométriques d’Appell sont une généralisation au cas
de deux variables des fonctions hypergéométriques de Gauss. Comme ces
dernieres, sauf en certains cas particuliers de parametres a, b, V' et ¢, elles
sont des fonctions transcendantes.

La question concernant I’existence d’un ensemble exceptionnel se pose alors
naturellement, tant pour sa description en terme de fonctions transcendantes
prenant des valeurs algébriques, que pour sa description en terme de variétés
abéliennes a multiplication complexe. L’objectif ici est de tenter de trouver
des résultats similaires a ceux de P. Cohen et G. Wiistholz dans [CoWii].
Dans le premier paragraphe, nous rappelerons les résultats de P. Cohen et
de J. Wolfart sur le plongement modulaire qui indiquent quelles sont les
variétés abéliennes auxquelles il convient de s’intéresser dans le cas des fonc-
tions d’Appell.

L’objet du deuxieme paragraphe est la construction de l’ensemble excep-
tionnel pour les fonctions d’Appell qui généralise celui utilisant les fonctions
hypergéométriques de Gauss.
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1. Construction du plongement modulaire :

1.a Construction des variétés abéliennes liées aux fonc-
tions d’Appell.

On considere le systeme (FE) = (F1(a;b;b'; ¢)) d’équations différentielles
partielles linéaires du second ordre d’Appell :

z(l — x)% +y(l — x)a‘zjgy +(c—(a+b+1)z)2 - byg—z —abv =0
y(1 - y)gi;é + (1l - y)aﬁ;jy +(c—(a+V + l)y)g—z - b’x% —ablv =0

2’[} v v
(z — ?/)aiay —Vg+ bg_y =0

Pour I'instant, on considere les parametres a, b, b’ et ¢ comme étant des com-
plexes tels que ¢ n’est pas un entier négatif, Re a > 0, Re (¢ — a) > 0, voir
[AK] p29.

Ce systeme a pour singularités régulieres les 7 surfaces caractéristiques de
P, (C)? suivantes : z,y = 0,1,00;2 =y

Les deux premieres lignes impliquent la troisieme.

L’espace vectoriel des solutions de (F;) est de dimension 3.

La série hypergéométrique d’Appell est la solution locale de (F7) qui est égale

alen (x;y) = (0;0), et qui est définie par la série :

(a;m 4 n)(b;m)(V'; n)
(¢;m 4+ n)m!n!

m, n

Fi(a;bbicasy) = )

m,neN
pour |z| < let |y| < 1.
Cette solution peut étre prolongée analytiquement sur (C \ [1;00[)? sous la
forme d’une intégrale appelée fonction hypergéométrique d’Appell (cf [AK]
p29):
Fi(a;b;V;c;xy) = B(a;c—a)_l./ u M (u—1)"" (u—x) " (u—y) " .du
1

cette intégrale étant définie pour Re puy < 1 et Re py < 1.
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ou on pose désormais :

o =c—b—1"V
pr=a+1-c
po =0

ps =
pa=1-—a

avec i; € QN0;1[ et N le plus petit dénominateur commun des ;.
On a toujours : Z:‘L:o wi = 2.

De méme, les autres solutions de (E;) peuvent étre mises sous forme intégrale
de la fagon suivante [AK] pp58-65 :

h
/ u M (u—1)"M (u—2) " (u—y)".du oug;he{0;1;x;y;00},9 #h
g

En utilisant les cycles de Pochhammer, elles sont égales a un multiple de @*
pres, a :

/ uw o (u—1)"M(u—x) " (u—y) . du

Ygh

ou v, est un chemin d’intégration autour des points g et h (cf [Yo] p9).

Ces solutions intégrales peuvent étre vues comme des périodes de formes
différentielles de premiere espece sur les courbes algébriques suivantes définies
sur C et paramétrées par (x;y) (dont on donne ici le modele affine) :

X(z;y) : wh = uN (u— DN (u— 2)2N (u — y)rsN

On dispose du résultat suivant :

Théoréme de P.T.D.M. : (Picard, Terada, Deligne, Mostow)

On considere les p; comme précédemment.

il existe 01505 € Q(Cn) , il existe vo;71; 72 trois cycles tels que, sur l’ensemble
des points régquliers Q = {(z;y) € P, (C)*:x # y;x,y # 0,1, oo}
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Uapplication développante

v Q — By
(z1y) — (O [ wlasy) 0 [ wiziy): [ w(z;y))

soit localement biholomorphe, PG L3(C)-multivalente, non-dégénérée,
d’image un sous-ensemble dense de la boule

By = {(21; 29; 20) € Po(C) : 21> + | 22| < |20/%};

de plus, le groupe de monodromie A du systeme d’équations différentielles
(E) opére sur Bs;

et des que : (XINT)

1 L — (L
Pour tout i#j € {0;...;4} (1 —p; — ;)" € { %ZU{OO} zi 517&5]
i 7 Hy

laction de A est discontinue.

Remarques :

- A permutation des p;-pres, il y a 49 groupes A (arithmétiques ou non)
d’action discontinue, appelés groupes de P.T.D.M. dont les p; vérifient (XINT')
(cf [DM] et [M]).

Parmi ces groupes, 27 vérifient la condition plus restrictive suivante :
(INT) : Pourtout i+ j € {0;...;4}, (1 — p; — p;)~" € ZU {0}

Hormis ces 49 groupes, 9 autres trouvés par J.Sauter [Sa], ne vérifient pas
(XINT) et sont cependant d’action discontinue sur Bs.

- On note Qg l'espace des points stables, défini comme suit (cf [CoWo2]
paragraphe 4) :
Qst = ({z= (205 52) €PL(CP}\ ({2 : 3z = 25,0 # Jypa + 5 > 13 U {z:
2 = z; = 2,4, J, k distincts, p; + pj + e > 1y U{z 0 3z = 25 = 2z, =
21, i7j7 k’ l}))/PGLQ((C)7
ot PGLy(C) agit diagonalement sur P;(C)°.
En utilisant 'homographie suivante :

Pi(C) — Pi(C)
V . Py — V(Z) — (zfzo)(zlfzzl) )

(2—2z4)((21—20)

on identifie @ a un sous-espace de Q, en faisant agir V/,
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(20; 21; 22; 23; 2z4) devient (0;1;V (z2) = x;V(23) = y; 00).

L’application 1 s’étend a l'espace Q. En effet, au voisinage de z; = z;,
on dispose de trois solutions linéairement indépendantes de (£} ), dont deux
sont holomorphes en ce point et la troisieme s’écrit comme le produit de
(z; — z;)'7#~# par une fonction holomorphe non nulle en ce point. On peut
faire en sorte que, via I’lhomographie V', leur image reste dans Bs.

Pour plus de détails voir [CoWo2| paragraphe 4.

Q est dense dans Q.

On peut identifier Qg a By/A.

La construction qui suit se trouve explicitée dans [CoWo2| paragraphe 2.

Pour chaque diviseur propre f de N, on note :

Xe(zyy) w! = N (u — 1) (u — z)2N (4 — )P

X(z;y) — Xp(xyy)

L’application : (ww) (s w)

induit un morphisme my : Jac(X(z;y)) — Jac(Xs(z;y)).

On note alors T'(z;y) le tore donné par la composante connexe a l'origine
(pour la topologie classique) de I'intersection : ﬂf|N Ker my.
C’est une variété abélienne a polarisation principale.

On dispose de la décomposition suivante :

Jac((z;9)2T (x1y) & Y Jac(Xy(x:y))
fIN

L’automorphisme k : X(wy) — X(x,_yl)
(ww) = (u; Gy w)
oil Cy est une racine NI€M€ de unité

induit une action sur Jac(X(x;y)) définie par :

Wy p) M~ (o)

(Cytw)®

E(w(w;y)) = k*(f(u)

. —wa
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pour w(z;y) € H(Jac(X(z;y)); Q).

De la méme fagon k* agit sur T'(z;y), ce qui permet, d’'une part, d’affirmer
que Q(¢y) € Endy(T(x;y)) et donc de dire que T'(x;y) est de type IV (par
Q(¢w)), et d’autre part de décomposer I'espace vectoriel H(T(x;y); Q) en
sous-espaces propres pour cette action.

1.b Le théoreme du plongement modulaire.

Comme dans le cas d’une variable, on sait donner une forme différentielle
propre correspondante a la valeur propre (3, :

ws(z;y) = u” <07 (u — 1)7¥7 (u — x) "2 (u — y)” <7 du
Le sous-espace propre correspondant a la valeur propre (3 (c’est a dire que
Q(¢n) agit sur Vi comme une multiplication par o4(Q((y)) ou o, est le
plongement de Q((y) dans C qui & (x associe (3) a pour dimension (cf

[CW] p359) :

4
dimV ::r5:—1+z < Sp; >
i=0
et pour tout s € (Z/NZ)*,rs+r_s = 3.

On pose m le nombre de sous-espace propre de dimension 1, correspon-
dants aux indices s = iy;...;4, (i3 = 1), il y en a donc également m de
dimension 2, correspondants aux indices s = —iy;...;—ip, (—ip = N — 1 =

—1mod(N)). Enfin, il y a @ —m qui sont de dimension 3, on les numérote

5= Jm+t;--- ;jw(év)-
Ainsi

HO(T(x;y);Q):Vi}@...vi}n@v_zil@...@V_Qim@vif’nﬂ@...@w?)

S
£
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k . . LVEEN ’ij
(Vij est un sous-espace propre de dimension k associé a la valeur propre (),

3p(N)

on obtient alors dim T'(x;y) = =5

Le type de T'(x;y) est donné par :

b = Z T5.04

s€(Z/NZ)*

D’apres les travaux de Shimura [Shil], [Shi2], [Shi3], les variétés abéliennes
a polarisation principale de dimension 3%]\]) a C.M. généralisée par Q((y) et

de type ® sont paramétrées par l'espace symétrique B5* de dimension :

2m = Z Te.T_g

s€(Z/NZ)% /{£1}

Les T'(x;y) forment une sous-famille de dimension deux de cet espace, para-
métrée par (z;y) € Q.

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoreme du plongement modulaire :

([CoWo2] Théoreme 1)

Soit A un groupe de P.T.D.M.

1l existe un entier positif m, un groupe arithmétique I' contenant A,
agissant sur By et un plongement dit modulaire qui consiste en une injection
analytique

F:By— B

compatible a une inclusion de groupes h : A — T de sorte que :

pour tout 6 € A, pour tout T € By, F(d(7)) = h(5)(F (7))

L application F induit un morphisme Q-rationnel de By/A vers By'/T, ou
ces espaces quotients sont munis de leur structure naturelle de variété
projective définie sur Q.

La variété B /T est la compactification d’une variété de Shimura qui
paramétrise les classes d’isomorphisme des variétés abéliennes a C.M. généra-
lisée par Q(Cn) et d'un type donné.
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2. Ensemble exceptionnel et fonctions hyper-
géométriques d’Appell :

Dans un article de 1988 (voir [Wo]), J. Wolfart introduit ’ensemble excep-
tionnel dans le cas des fonctions hypergéométriques de Gauss. On construit
ici ’ensemble exceptionnel relatif aux fonctions hypergéométriques d’Appell.
C’est sa description en terme de variétés abéliennes qui donnera sa descrip-
tion en terme de fonctions hypergéométriques.

Pour ce faire, on utilise les résultats suivants :

Théoréme I1.2.1 : ( [CoWo2] Théoreme 2)

La variété abélienne A d’un point de multiplication complexe P le long de la
surface caractéristique stable S (1)) == {2z : zi = z; et pi+p; < 1} est isogéne
a un produit de trois variétés abéliennes a C.M. de dimension ¢(N)/2.

La classe d’isogénie de chacun des facteurs est déterminée par la classe, mod-
ulo Q, d’un certain élément w(B) du réseau des périodes.

1l y a deuz possibilités :

1)(section 1) : si p; + pj + p < 1 alors au point P=S(ijk) correspond la
variété abélienne A=A, x A3

et w(Ay,) ~ B(1 = ;1= pp), w(Aij) ~ Blpas ) ~ Bl i) ~ Bl ps).-
2)(section 2) : si p + p < 1 alors au point P= Sg(ij) N Ss(kl)

correspond la variété abélienne A=A x A;; X Ap

et w(A") ~ B(1—pi—py5 1= p— ), w(Aij) ~ Blpis p3), w(A) ~ Bl pu)-

Théoréme 11.2.2 : ( [CoWo2] Théoreme 3)
a)(section 1) : Pour pg + po + p3 < 1, autour du point stable de C.M.
S(023) (z=y=0), on a trois solutions fondamentales de (E) données par des

intégrales du type Fuler a développement dans c.Q[[x;y]].
Pour deux de ces solutions, on a

¢=B(1 = po;1 = p2)
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et pour l'autre
c=B(1 —p1;1 — py).

b)(section 2) : Pour po+ 3 < 1 et py + ps < 1, autour du point stable de
C.M. S (03) N Ss(12) (z=1;y=0), on a trois solutions fondamentales de (E)
données par des intégrales du type Euler a développement dans c.Q[[x — 1;y]].

Pour ces solutions, on a respectivement
c=B(1— ;1 — p3),

et
c=B(1—pi; 1 — pa),
et
c=B(1—po— pz; 1 — p1 — pia).

Afin de se servir de ces résultats, on est amené a distinguer deux cas :

SECTION 1 : py + pg > 1

Comparativement au cas d’une variable, le probleme rencontré ici provient

de la dimension de T'(z;y) qui est égale a 3“’9); car donner une condition

. . =2 ,
d’algébricité de la fonction Fi, en une valeur (z;y) de Q N Qg fixée, ne
va permettre d’extraire de T'(x;y) qu'un seul facteur & C.M. de dimension
@; mais alors, on ne maitrise plus le caractere C.M. du facteur restant

dans la décomposition de T'(z;y) puisqu’il est de dimension p(N) et que

[Q(Cw) : Q] = w(N).

On va s’intéresser tout d’abord aux solutions du systeme d’équations différentielles.
De fagon explicite, les trois solutions au voisinage du point (z;y) = (0;0) con-
sidérées dans le théoreme 3 [CoWo2|, énoncé ci-dessus, sont données par :
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pi(x;y) = / w(@;y) = B(1 — ;1 — pa). Fia; b s c; 3 y)
1

wa(z;y) == / w(z;y) = B(1 — po; 1 — pp).xt7H07#2 (1 — )™M (y — x) 8 x
0

T T

XFi(1—bia+1—c¢b;2+0 —¢; : )
r—1 z—y
)
pa(T;y) = / w(;y) = B(1— po; 1 — pg).y' M7 (1 —y) ™" (2 — y) 742 x
1
xFi(1=0;b;a+1—¢;2+b—c id ;L)
y—x y—1

Remarque :

Puisque l'on suppose ici que p3 + g > 1 c’est a dire po + po + 13 < 1, en
utilisant le 1) du théoreme I1.2.1, on sait que B(puo; 2) ~ B(uo; 43) ou ce
qui équivalent B(1 — po; 1 — po) ~ B(1 — po; 1 — p3). La constante ¢ corre-
spondante a la solution ¢3(z;y) est donc bien celle annoncée dans le a) du
théoreme I1.2.2.

Or, pour p; 4 pg > 1, les deux dernieres solutions ne peuvent pas fournir
de condition d’algébricité de la fonction hypergéométrique correspondante,
en la valeur (z;y) fixée, car elles sont reliées a des périodes béta de deuxieme
espece. On va donc utiliser (lemme I1.2.2) d’autres périodes de la variété
abélienne T'(x;y) qui sont suggérées par le résultat suivant :

(On rappelle que dans le cas qui nous intéresse dimVs +dimV_; = 142 = 3)
On note : Hy(T(z;v);Z) =< Yo;71; 72 >

Lemme I1.2.1 : (Corollaire 6 [ShWo)

Pour tout (z;y) € Q" N Qu, T(x:y) est i C.M.

si et seulement s'il existe une base {w_1;w’} de Vi N HO(T(x;y); Qg) telle
que :
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f% w(wy) ~ f% w(z;y) ~ fw w(z;y)
fywa(my) ~ [ wo(z

!/

0) w
20 Wor(TY) ~ fvl Wiy (z3y) ~ fw w_y(z;y)

Remarque a propos du lemme I1.2.1 :

Dans [ShWo], les auteurs conjecturent que, comme dans le cas d’une variable,
un seul s € R; suffirait a déterminer la C.M. de la variété T'(z;y).

C’est a dire que 'on aurait :

Conjecture : (voir [ShWo] p24)

Pour tout (z;y) € Q N, T(x;y) est C.M.

si et seulement s’il ezxiste s € Ry, f% ws(x;y) ~ f% ws(x;y) ~ fw ws(x;y).

Comme ils en font la remarque, on sait que cette conjecture est vraie
dans le cas ou A(y;) est arithmétique, car alors Ry = {1} en raison de la
condition Z?:o i = 2 et on am = 1, dans ce cas, la conjecture est identique
au théoreme suivant :

Théoreme : (P. Cohen-H. Shiga-J. Wolfart appliqué aux variétés T'(x;y))
Pour tout (z;y) € Q' N, T(x;y) est C.M.

R
w1 (z3y) e w1 (x;y) . esl wm (75y) . RY2 wm (z;y)
w1(z;y)’

o@r(@y) T wm(wy) L wm (25y)

(R’Yl
Y0

ye BrnQ".

(fin de la remarque).

Les formes différentielles que 1'on utilisera sont celles correspondant a la
valeur propre (y'. On les construit dans le lemme suivant :

Lemme I1.2.2 :
{wy_1(z;y);uwn_1(z;y)} est une base de V_q,
ot wy-1(z3y) = w™ (u— 1 (u— 2) (u — ) du
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Démonstration du lemme [1.2.2 :
Afin d’utiliser les résultats sur les conditions de régularité des formes différentielles
qui figurent p62 [Ar], on posera :

u. (u—1)"(u—x)%.(u—1y)*
woi(z;y) = wn-1(z;y) = w=-1) EuNl) b =9)® g

On note a A § le plus grand diviseur commun des entiers « et .

Les criteres de régularité aux points (u; w) € {(0;0); (1;0); (x;0); (y;0); (005 00) }
de la forme différentielle wy_1(z;y) sur X (x;y) sont alors donnés par :

(Z) ag > (N*l)x]j]‘i’N/\A -1

(ZZ) a, > (N*l)iJrN/\B 1

(ZZ'Z) ay > (N*l)]C\;‘FN/\C 1

(“}) as > (N—l)]DV-‘rN/\D 1

(v)  ag+ar + ay + ag < WNALBICED) NAALBICED-N) 4

oua; €Z,et A= Nug; B= Npy, C = Npus, D= Npus.

On s’intéresse a la forme différentielle construite a partir des a; minimums,
notés (a;)min-
Considérons par exemple la condition (7) :

(N—l)#_lz(A_I)JFNAX\[—A

Ainsi, lorsque AN, NAA—A=0et

(ap)min = A —1

et lorsque Af N, NAA—A<Oet

(a0)min = BN 1) 4 1= (4= 1) + BANEA) 41
et, puisque —1 < H24=4 < 0, on obtient E(X¥4=4) = —1
et (ao)min = A — 1.

N

Nous allons done considérer
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uA’l. u— Bfl. uU—x Cfl. u— D-1
wy-1(T5y) = L UEN—l) W) = du

=yt (u— 1) (u—x)P2t (u —y)sdu

Il reste a vérifier la condition de régularité (v) qui est équivalente a :

A+B+C+D+NA(A+B+C+D—N)
A+B+C+D—-4<A+B+C+D—-1- ~

A+B+C+D+NA(A+B+C+D—-N
]\([ ) <3
2(A+B+C+D)—N

A+B+C+D+NA(A+B+C+D—N)
or ~

N

IN

done (v) < 2(po+p1 + o+ p3) —1<3 <= 3—-2u4, <3 <= 1y >0
ce qui est toujours vrai.
Les conditions de régularité sont donc vérifiées pour wy_1(x;y).

Concernant u.wy_1(x;y), les conditions (i) & (iv) sont clairement réalisées et
un calcul identique donnerait la condition (v).

Enfin, ces deux formes différentielles appartiennent a V_; puisqu’en les écrivant
sous la forme :

w1 (u— DB (u— )¢ (u — )P

wy-1(x;y) = du

il est clair que k*(wy_1(7;9)) = (8 Lwnv1(z;y) = (wvi(; ).

Ceci termine la démonstration de ce lemme.

Pour démontrer le lemme 11.2.4, nous avons besoin d’un résultat qui est une
conséquence du théoreme du sous-groupe analytique de G. Wiistholz [Wii],
que 'on écrit de la fagon suivante :
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Lemme I1.2.3 : B
Soient A et B deux variétés abéliennes définies sur Q. On note par Vy le
Q-espace vectoriel engendré par l’ensemble des nombres,

{/w we HY(A;Qg);v € Hl(A;Z)}

v

et de méme pour B. Alors Vy N Vg # {0} si et seulement s’il existe A’ sous-
variété simple de A et B’ sous-variété simple de B telles que A’=B’.

Lemme I1.2.4 :

On suppose que py + pug > 1. Pour tout (x;y) € @2 N Qst,

(Hy) : Fy(a;b;b'; c;z;y) € Q implique que T(x;y) contient un facteur isogéne
a Al dans sa décomposition.

(Ha) : Fi(bye—a;1=V;c—b; -2, xi_y) € Q implique que T(x;y) contient un
facteur isogéne a Agy dans sa décomposition.

Ajj (resp. Aj;) est la variété abélienne utilisée dans le théoreme I1.2.1.
Elle est liée a la période B(pu;; ;) (resp. B(1 — pi;1 — pj)), de dimension
%N)et a C.M. par Q({y) ou par un sous-corps de Q((y). Elles sont des
sous-variétés abéliennes extraites de la jacobienne d’une certaine courbe de
Fermat, voir [WoWii].

Démonstration du lemme 11.2.4 :

En effet, Fy(a;b;V;c;2;9) € Q <= floow(m;y) ~ B(1— py;1— py)

lorsque (z;y) € QN Q..

Or, d’apres le lemme 11.2.3, les variétés T'(x;y) et A = T'(0;0) (abus de nota-
tion) possedent en commun, modulo Q, une période de premiere espece, elles
admettent donc a isogénie pres une sous-variété simple en commun dans leur
décomposition.

Cette sous-variété correspond a la période B(1 — 151 — p4), elle est donc
isogene a A},.

D’autre part, cf tableau p62 [AK],
B(pa; po) " fox wy-1(7;y) =
plthothe (1 — gt (y — o) L P (pay L — pyy 1 — piss po + pio3 5555 755) =
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gltrothe (1 — gyt (y — ) LR (bje —a; 1 = Ve — V5 22 )

donc, lorsque (z;y) € Q' N o, o

Filbie—a;1 =tV 255 75) €Q

= [y wnvo(zy) ~ Blug; po).a' o2 (1 — a2t (y — a)rs!

<~ fox wy-1(z;y) ~ B(ua; po)

Des lors, en tenant le méme raisonnement que précédemment,

T(z;y) admet un facteur simple dans sa décomposition, isogene a la sous-

variété Age et correspondant a la période B(pus; po).

Théoréme 11.2.3 :

On suppose que iy + g > 1. Pour tout (x;y) € @2 N Qg
(Hy) : Fy(a;b;b;c;zyy) € Q

{ (Hy) : Fi(bje—a;1 —b’;c—b/;x’”j;xi_y) cQ

si et seulement si T'(x;y)=A}, x A%, =:T(0;0)

En particulier, T(z;y) est a C.M.

Démonstration du théoreme 11.2.3 :
T(w;y)=Aly x Afy,
que l'on écrit T'(z;y)=B x C? ot BEA), et C=Agp,

Endy(B) ~ Endy(AL,)

{ End()(C) ~ End()(AOQ)

Ap®zQ=»7A4, ®2Q
— { Ao @7 Q = Ayy, ®2Q
ou Ap (resp. A¢) est le réseau des périodes associé a la variété B (resp. C)
P(Ap®zQ) =Aa, ®2Q
P(Ac®zQ) = Aa, ®2Q
car (I)(AB ®Z Q) = AB ®Z Q
on décompose le type ® a l'aide de I'action de k* comme précédemment :
pour tout a € Q((n) C Endy(T'(z;y)),

— (2)

dp(a) 0 0
d(a) = 0 ®c(a) 0
0 0 @C(a)
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ou

Tiy o (a)

et

Tis o) (a)

Cette décomposition & = &5 + 2P, fait apparaitre le résultat suivant :
T(z;y) admet A}, et Agy dans sa décomposition
si et seulement si T'(x;y)=A), x A,

Ainsi la condition (2) est équivalente & :

Vi € {0;1;2},3a € Q(Cw), <I>B(a) [, ns(zy) = [, ns(0;
Vi € {0;1;2},3a € Q(¢y), Pc(a) f ne(x f 770(0,0)

ot (x5 y) =" (Wi(z59); - - ;Wi (@5 Y); Wi 1 (25 9); 3w o (759)
ot no(z;y) =" (Walz:y)i - wom(@y); W (@39)5 5w (#59))
Ce qui implique en particulier (i =0 et j = 1),

{ [y wi(@sy) ~ [ wi(0;0)
Lwoi(@y) ~ [ woi(0;0)
et via les cycles de Pochhammer, on retrouve
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[ wi(asy) ~ B(1— ;1 — pa)
®) { fox w_1(x;y) ~ B(p; po)

ce qui est équivalent aux conditions (Hy) et (Ha).

Réciproquement, d’apres le lemme 11.2.4 | (Hy) et (Hy), voir (3), impliquent,
d’aprés le 1) du théoreme I1.2.1, que T'(x;y) contient A}, et Agy dans sa
décomposition et donc T'(z;y)=A), X AZ,, ce qui achéve la démonstration de
ce théoreme.

Ce résultat permet déduire I'expression de ’ensemble exceptionnel lié a
la fonction hypergéométrique d’Appell :

Lorsque w1 + 4 > 1, on notera 'ensemble exceptionnel :

T — [ (Hy): Fi(a;b;b;c25y) € Q
€:={(z;y) €Q { (o) F(brc— a1 Hie— bt )G

Yx—1" z—y

po + s <1

SECTION 2 :
{ M1+ po < 1

Bien que la méthode de construction de l’ensemble exceptionnel soit glo-
balement identique a celle de la section 1, il faut ici apporter une modification
au théoreme I1.2.3, que 'on écrit sous la forme suivante :
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Théoreme 11.2.3’ :
po + pg <1
P+ pe <1
1¢" cas : Si Ags=A1a alors pour tout (x;y) € @2 N Qst,
{ (Hy) : Fy(a;b;b;a+b+1—cc—b1—x9) €Q

Pour

(Hy) : Fl(b’;l—b;c—a;c—b;?ﬁ;#) €eQ
< T(z;y)=A" x Apz X A1a
2¢m¢ cas : St Aog;Alg alors pour tout (x;y) € @2 N Qs
fm ) _
(Hy) (Hé):Fl(b;b—i-b’—i-1—c;1—b’;a+b+1—c;x7’1;§—:;)E@
< T(z;y)=A" X Aps X A1p

Démonstration du théoreme 11.2.3" :
En effet, comme le suggere le théoreme 11.2.2, les solutions indépendantes de
(E) au voisinage de (z;y) = (1;0) sont données par :

fol w(r;y) = Bl — pa; 1 — po).x by x
XFi(b+b +1—c¢bb;04+V +1—a; 1-l)

Yy

~ B(1 — (po + p3); 1 — (1 + p2)) . Fola; 0050 + b+ 1 —¢;e — by 1 — a79)
cf [AK] et [CoWo2] pp681-682,

ou Fy(a;b;0;¢; ;x5 y) se développe en série a 'intérieur du domaine

|z| + Jy| < 1 de la fagon suivante :

(a;m +n)(b;m)(V';n)
(¢;m)(c;n)m!n!

m n

"y

Fy(a;bbieidimy) = Y

m;neN

et admet un prolongement analytique ailleurs déterminé par l'intégrale ci-
dessus (& une constante multiplicative pres).
Les deux autres solutins sont données par :

JJw(z;y) = B(1— poy 1 — pg) "t e(1 —y) (e —y)Ox

xFl(l—b’;b;a—l—l—c;2—|—b—c;y€—x;%)
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Jiw(@y) = B = pu; 1= pg) a0 (1 = )"0 (y — ) ™'

XFy(1=bic=b=b;bc4+1—a—b 4 2=

r—

[ay

)

Les solutions [/ w(x;y) et [ w(z;y) étant reliées & des périodes béta de
deuxieme espece, on ne peut pas les utiliser ici. Par contre, on se sert de la
forme différentielle propre wy_1(x;y) associée a la valeur propre Cg,l, ce qui
donne le méme raisonnement que le théoreme I1.2.3 et un résultat similaire
dans le premier cas.

<

Quant au deuxieme cas :

1

{ () { Jo, (@) ~ BOL= (o + pi3); 1 = (1 + p2)
(Ha) fo wy-1(z;y) ~ B(po; p3)

—> T'(x;y) admet A" et Apz dans sa décomposition, ce qui est équivalent

a dire que T'(z;y)=A" X Agg X Ajs

et de méme

1

{ (#) { Jo @(@sy) ~ B(L = (4o + a); 1 = (1 + p2))
(Hs) f1 wn-1(z;y) ~ B(pa; pr2)

—> T'(x;y) admet A" et Aj5 dans sa décomposition, ce qui est équivalent

a dire que T'(z;y)=A" X Agz X Ajs.

Réciproquement, supposons que T'(z;y)=A" x C x D :

0( AL _ S o
H(A,Qé)— <w,...,wr,wr+1,...,w¢<§r>>
0 . — . . - . -
o H(CiQg) = <WN 15 W Wiy Wiy >
2
0 . — . . RPN/ o
H(D;Qg) = <uwn 1} ;U0 W) 5. Why >

Deux cas peuvent alors se présenter :
- soit C=Agy =[] wn_1(z;y) ~ Bpo; p3)

< (HQ) : Fl(b,,l—b,c—cuc_b’%L) E@
- soit CgAlg < flz wN_1<x’y) ~ B(Mlm“?)

= (H):F(b;b+V +1—cl—Va+b+1—-c=L 2= eqQ

‘|
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Ce qui acheve la démonstration du théoreme 11.2.3".

po+ 3 <1

4 s < 1 , et B(po; p13) ~ B(p; p12)

D’ou , lorsque {
, .
on notera ’ensemble exceptionnel :

o . —2 (Hy) : Fy(a;b;bsa+b+1—cc—b1—x;y) €Q
& = {(‘r7y)€Q { (Hg)Fl(b’,l—b,c—a,c—bLL)E@ }

Y y—x? y—1

po+ ps <1

bt <1 et B(po; ps) < B(pr; p2)

Et, lorsque {

on notera ’ensemble exceptionnel :

€= {(I;y)e@gr{ Eg;; ou { E

ot (HY) : Fi(b;b+b +1—c1—V;a+b+1—c =L 2= Q.
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Chapitre 3 :

UTILISATION D’UNE CONJECTURE FAIBLE
D’ ANDRE-OORT.

L’objectif de ce chapitre est de s’intéresser a la distribution des points
de multiplication complexe correspondants aux variétés abéliennes T'(z;y),
qui sont dans la méme orbite de Hecke, sur les variétés modulaires con-
sidérées. En particulier, dans le premier paragraphe, il s’agit d’appliquer une
conjecture faible d’André-Oort concernant les surfaces modulaires, encore
non-démontrée (rappelée ci-apres) au cas des fonctions hypergéométriques
d’Appell via ’ensemble exceptionnel que nous avons construit au chapitre
précédent.
Par la suite, nous ferons quelques remarques sur la finitude de ’ensemble
exceptionnel, en nous intéressant notamment au cas particulier des groupes
de P.T.D.M. vérifiants les conditions (INT).
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1. Utilisation d’une conjecture faible d’André-
Oort dans le cas d’une surface :

On rappelle qu'une sous-variété d’'une variété de Shimura est dite de type
Hodge lorsqu’elle est une sous-variété de Shimura ou qu’elle est I'image par
une correspondance de Hecke d’une sous-variété de Shimura (cf [Co2] ou
[Ya]). On n’utilise ici que le point de vue des variétés abéliennes, et la seule
propriété des correspondances de Hecke dont on se servira est qu’elles trans-
forment une variété abélienne d’une variété de Shimura en une autre variété
abélienne, isogene a la premiere. On donne ici une version faible d’une con-
jecture d’André-Oort (cf [CoWii]) pour les surfaces. L'utilité de cette version
afaiblie pour la transcendance est discutée au cas des sous-variétés de dimen-
sion 1 dans [CoWii] et en dimension quelconque dans [Co2]. Nos résultats
en donnent une application pour les surfaces plongées dans les variétés de
Shimura.

Conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface :

Une surface algébrique S irréductible de V(C) est de type Hodge si et seule-
ment sl existe un sous-ensemble de points a C.M. de S, dans la méme classe
d’isogénie, qui est Zariski dense dans S.

Remarque :
La démonstration de la suffisance de cette conjecture est connue.

Théoréme II11.1.1 :

On suppose que la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface
est vraie. Soit A(p;) d’action discontinue sur Bs.

L’image de £ est Zariski dense dans By/A(p;) si et seulement si le groupe
A(p;) est arithmétique.
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Démonstration du théoreme I11.1.1 :
On suppose vraie la version faible de la conjecture d’André-Oort, dans le cas
d’une surface, énoncée ci-dessus.

On suppose que le groupe A(y;) est arithmétique c’est a dire que m = 1
(ou F': By — BI").

A(p;) est alors un sous-groupe arithmétique du groupe modulaire T'.

En tant que surface de Shimura By /A(p;) est de type Hodge. Or elle contient
un point Py = 7'(0;0) (resp. T(1;0) suivant les cas) qui est a C.M.. Des lors,
en utilisant le sens connu de la conjecture ci-dessus, elle contient un ensemble
Zariski dense de points qui sont isogenes a F.

Or, d’apres les théoremes 11.2.3 et 11.2.3", on sait décrire ’ensemble excep-
tionnel en terme de variétés abéliennes de la facon suivante :

£={(x;y) €Q": T(x;9)=T(0;0)}

pour ce qui est de la section 1, et on remplace T'(0;0) par T'(1;0) dans le cas
de la section 2.

Ainsi, par construction, cet ensemble de points est 'ensemble & et By/A(u;)
étant de type Hodge, il est Zariski dense dans By/A(p;).

Réciproquement, supposons que l'image de l’ensemble exceptionnel dans
Bs/A(p;) soit Zariski dense.

On se sert la encore de la description de I'ensemble £ en terme de variétés
abéliennes.

En utilisant alors la conjecture faible écrite ci-dessus, on dispose d’un ensem-
ble Zariski dense de variétés abéliennes isogenes a une variété fixée, on en
déduit que Bs/A(p;) est une variété de type Hodge.

Or en calculant les groupes modulaires possibles I'(T'; M) correspondant aux
espaces de parametres Bj* dans les travaux de G. Shimura [Shil], [Shi3], on
remarque que I'(T'; M) doit étre un sous-groupe de GL3(Op(q)) (olt F est un
corps de nombres totalement réel de degré m sur Q et F'(«) une extension
quadratique imaginaire de F').

En particulier, ces groupes modulaires doivent préserver le réseau M, ce
qui en fait des groupes arithmétiques, il est donc nécessaire que A(p;) soit
arithmétique pour qu’il puisse étre un tel groupe modulaire.
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Remarques :

- Il n’est pas étonnant de trouver un tel résultat, en effet, comme les au-
teurs l'expliquent dans [CoWii], cette conjecture “reflete une situation typ-
ique dans la théorie de la transcendance. Lorsqu’une fonction transcendante
(F7 ici) prend une valeur algébrique, il doit y avoir une raison arithmétique
et lorsque cela se produit souvent, cela doit se traduire en terme de géométrie
arithmétique”.

- On verra dans le paragraphe suivant (voir lemme II1.2.1), que dans le cas
des groupes de P.T.D.M., il existe également un critere, trouvé par P. Deligne
et G. Mostow dans [DM], déterminant leur arithméticité.

La proposition suivante, qui utilise le sens connu du résultat précédent,
fournit un contre-exemple a une conjecture de Coleman qui affirmait qu’il
n’existait qu'un nombre fini de classes d’isomorphisme de courbes de genre
g > 4 dont la jacobienne est a C.M. :

Proposition I11.1.2 :

Il existe une infinité de couples (r;y) de @2 pour lesquels la jacobienne de la
courbe algébrique : Y(x;y) : v° = u(u — 1)(u — x)(u — y) de genre g=0,

est a multiplication complexe.

Démonstration de la proposition I11.1.2 :
On considere donc la famille de courbes algébriques,
paramétrée par (z;y) € Qg suivante :

V(wy) :v” =u(u—1)(u—z)(u—y)

Chacune de ces courbes algébriques est birationnellement isomorphe a la
courbe algébrique :

X(wy) w® = [u(u—1)(u—z)(u—1y)

L’isomorphisme birationnel étant donné par (u;v) — (u;w = v?) d’inverse
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(=) n) (=)

w2

(u;w) — (u;v =

Puisque N = 5 est premier, la décomposition de la jacobienne de la courbe
X (z;y) du premier paragraphe donne :

Jac X(x;y)=T(x;y)

et le genre de la courbe considérée est :

g=dim Jac X(z;y) = dim T(x;y) = 3@7(5) = 6.

Or, le groupe de monodromie associé A(%; ce %) est arithmétique, on peut
donc utiliser le sens connu du théoreme I11.1.1.

Cela implique que I'image de £ est Zariski dense dans By/A(u;),

et en particulier qu'il existe une infinité de valeurs de (x;y) pour lesquelles
Jac X(z;y)=T(1;0) et donc pour lesquelles Jac X(x;y) est a C.M. par
Q(¢5) ou par un sous-corps de Q((5), ce qui acheve la démonstration.

Remarque :

C’est le premier contre-exemple dans le cas de la dimension 2. Dans le cas
de la dimension 1, deux autres contre-exemples a cette conjecture avaient
été trouvés par J. de Jong et R. Noot (voir [dJN]) dans le cas de courbes de
genre g = 4 ou 6. On peut également se référer aux travaux de P. Cohen et
G. Wiistholz dans [CoWii] pour une autre démonstration (voir le corollaire
[.2.3 du premier chapitre).
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2. Quelques remarques concernant les groupes
de P.T.D.M. vérifiant la condition (INT).

Contrairement au cas d’une variable, la Zariski densité n’est plus équivalente
a 'infinité de points a C.M.

On peut méme démontrer que pour tous les groupes de P.T.D.M., arithméti-
ques ou non-arithmétiques, satisfaisant la condition (INT'), on a Card € =
00, ¢’est a dire qu’il existe une infinité de points a C.M. isogenes a une variété
C.M. fixée (voir le proposition II1.2.1 qui suit). En effet :

Proposition I11.2.1 :

Pour tous les groupes arithmétiques de P.T.D.M. satisfaisant la condition
(INT) et pour tous les couples (i;7), i # j € {0;.. .54}, i + pj < 1,

le groupe triangulaire A(p; + 113 prs fu; ftp) est arithmétique.

Afin de démontrer cette proposition, on utilise les lemmes suivants :
ce premier lemme est un critere déterminant I'arithméticité des groupes de
P.T.D.M.

Lemme II1.2.1 : (cf [DM] p76)

Pour tous les groupes A(po; - . . ; bs) satisfaisant la condition (XINT) :
A(po; .. .5 ps) est arithmétique

si et seulement si pour tout s € (Z/NZ)* —{1; N —1},r, =0 ou Card(S-1).

On rappelle que : pour tout s € (Z/NZ)*, pour tout i # j € {0;...;4},

re = —1+ < spy > +...+ < sug > et lorsque p; + p; < 1 en utilisant la
remarque [CoWo2] p679, on peut décomposer le tore T'(z;y)=A;; x T,

le long de la surface caractéristique S;;, de telle sorte que le type de T soit
déterminé par :
rgl):—1+<s(u,-+,uj)>+<suk>+<sm>+<s,up>

des lors, iV = r+ < s(pi + p) > — < spp > — < spj >
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On peut remarquer que r; = 1 et que la condition p; + p; < 1 implique
(1)

Lemme III.2.2 :
Pour tout s € (Z/NZ)* — {1: N — 1}, 7, = 0 ou 3 implique r{" # 1.

Démonstration du lemme [11.2.2 :

On utilise le cas S=4 du lemme II1.2.1.

En effet, 0 <<a><1ldonc —2<<a>—-<b>—-<c><1
doltt ry — 2 < g+ < s(pi +py) > — < spp > — < spj ><7rs+1
etrs—2<rgl) <rs+1

Ainsi, pour r, =0 ; —2 < r <1

tandis que pour ry =3 ;1 < rﬁ” <4

donc 7tV # 1 lorsque r, = 0 ou 3.

Ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Démonstration de la proposition I11.2.1 :

Supposons que A(fi; . . . ; f4) soit arithmétique.

Soit ¢ # j € {0;...;4} tels que p; + p; < 1 (il en existe toujours puisque
Z?:o w; = 2), alors d’apres le lemme I11.2.1,

pour tout s € (Z/NZ)* —{1; N —1},r, =0 o0u 3

et d’aprés le lemme II1.2.2, pour tout s € (Z/NZ)* — {1; N — 1},r{" £ 1
or, r ne pouvant prendre que les valeurs 0; 1 ou 2, le groupe A(p; +
s fis s ) vérifie la condition du lemme II1.2.1, c’est a dire qu'il est
arithmétique.

Remarques :

- C’est cette proposition, et en particulier le cas des groupes A (g3 (155 fu; 11 fyp)
arithmétiques, qui a inspiré le tableau qui suit. Dans le cas des groupes non-

arithmétiques de P.T.D.M. vérifiant la condition (INT), il se trouve que la

proposition reste, en partie vraie :
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en effet, dans ce cas, il existe toujours des couples (i; j) (listés dans le tableau)
tels que pu; + 1 < 1 et A(p; + 55 px; pus ptp) est arithmétique ; malheureuse-
ment on ne dispose pas d’une démonstration similaire car si on sait qu’il
existe un sgp # 1; N — 1 tel que rg, = 1, on ne sait pas lequel (il dépend des
f;), et si on sait qu'il existe des couples (7; ) tels que p; + p; < 1, la encore,
on ne sait lequel donnera un groupe triangulaire arithmétique.

- Les conditions de demi-intégrabilité (XINT) ne permettent pas de définir
les entiers (p, ¢;7), c’est pourquoi cette étude se restreint aux cas (INT).

- Pour tout {7; j; k;l;p} = {0;1;2; 3; 4}, les groupes triangulaires
A(p; + 155 for; pu; p1p) considérés sont toujours d’action discontinue sur H car
lorsque le quintuplet (po; ... ;uq) vérifie la condition (INT), le quadruplet
(i + pag5 purs j; php) aUSS.
I1 suffit pour s’en convaincre de remarquer que :
_ _ 4
(1= (a4 115) = o) ™" = (=14 + ) ™ (car 2o i = 2)
= —(1 = — pp)~' € Z (par hypothese).

Le tableau ci-aprés donne la liste des groupes A(w; + 155 fr; 144 fop)
correspondant au(x) couple(s) (i;7) de la proposition I11.2.1 et de la remar-
que qui suit (cas non-arithmétiques) et aux surfaces Sy (ij) du proposition
[I1.2.1 qui lui succede.

On inscrit dans la premiere colonne du tableau ci-dessous le numéro du

groupe correspondant dans la liste donnée par Deligne et Mostow dans [DM].
(p; q; ) est le triplet arithmétique correspondant a :

(P @5 m)=(11 — i — g5 — poe| 511 = prs — poy — pua| ™11 = pae — pu| ™)
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(p;q;7)
(4;4;00)
(5;5;5)
(6;6;00):
(3;6;6
(6;6500):
(3;3;00):
(00;00;00)
(2;6;00):
(3;6;6

(2;00;00):

4)

(4;.4)
les 10 couples (i; j)
O§3)7(1;3)7(2;3):
(0:4),(1:4),(2;4):
(0:2),(1;2):
(0:3),(1:3),(2:3)

2
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N | Npo | Npy | Npg | Npg | Ny (4:.4) (P q7)
5(12] 6 | 5 | 5 | 4 | 4 (0:1),(0:2) (3:4:):
(0;3),(04) (4;4:6):
(1;2): (3;12;12):
(34 (6:12:12)
16 12| 5 5 5 3 6 (0;1),(0;2),(1;2): (3;4;12):
(0;3),(1;3),(2;3): (6;12;12):
(0:4),(1:4),(2;4): (3:3:6):
(3:4) (6;6:6)
712 4 | 4 | 4 | 5 | 7 0:3),(1;3),(2:3): | (3:1212)
(0:4),(1;4),(2;4) (3:4:4)
8(12] 7 | 6 | 5 | 3 | 3 (0:3),(0:4); (3:4;12);
(1;2) (2;6;6)
0012 7 | 7 | 4 | 4 | 2 | (02).03),0:2,(13): | 2:412):
(0;4),(1;4): (3;12;12):
(2;3): (4;4;6):
(2:4),(3:4) (6;12;12)
20| 12| 8 5 5 3 3 (0;3),(0;4): (3;3:6):
(1;2): (2;12;12):
(1;3),(1:4),(2:3),(2:4): | (3:12512):
(3:4) (6;12;12)
2112 5 | 5 | 5 | 1 | 8 (0:1),(0:2),(12) (2:4:12):
(0;3),(153),(2:3) (6;12;12)
(3:4) (6;6;6)
22112 3 3 3 7 8 (0;3),(1;3),(2;3): (2;12;12):
(0:4),(1;4),(2:4) (2;6;6)
23 12| 3 3 3 5 10 (0;1),(0;2),(1;2): (3;4;12):
(0;3),(1;3),(2:3) (2;12;12):
24 15| 6 6 6 4 8 (0;4),(1;4),(2;4): (4;4;5):
(3:4) (5;5;5)
25 18| 8 8 8 1 11 (0;1),(0;2),(1;2): (2;3;18):
(0;3),(1;3),(2;3): (9;18;18):
(3:4) (9:9;9)
%20 5 | 5 | 5 | 11 | 14 (0:4),(1:4),(2:4) (2:5:5)
27124 9 9 9 7 14 (0;1),(0;2),(1;2) (3;8;24):
(0;4),(1:4),(2:4) (3;3;4):
(3;4) (4:4:4)
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Corollaire II1.2.1 :

Pour tous les groupes de P.T.D.M. satisfaisant la condition (INT),

il existe une surface caractéristique stable Sg(ij) sur laquelle se trouve une
infinité de points a C.M.

Démonstration du corollaire I11.2.1 :

On a vu dans le tableau précédent que pour de tels groupes il existe
toujours un couple (z;7) tel que @ # j € {0;...;4} et p; + p; < 1 avec
A(pi + 155 pes s 1) arithmétique.

Or, en travaillant le long de la surface caractéristique correspondante Sy (77)
(pour fixer les idées, on prendra i = 0 et j = 2), on a T (x;y)=Age x T'(y) (cf
[CoWo2] paragraphe 5)

ou T'(y) est la variété abélienne a polarisation principale décrite dans le cas
d’une variable, correspondant a la surface de Riemann :

X(y) : wl = u(uo+uz)N_(u _ 1)“1N.(u _ y)usN
et au groupe triangulaire A(ug + p2; po1; pis; pia)-

Or, T'(z;y) est a C.M. si et seulement si T'(y) est a C.M. puisque Ags une
variété abélienne a C.M., et d’apres le théoreme de I’ensemble exceptionnel
dans le cas d’une variable,

Ao + o3 jur; 133 f1g) est arithmétique si et seulement si Card {y € Q :
T(y)=7(0)} = oo.

C’est le cas des groupes A(; + 153 fk; fus thp) que nous considérons ici, cela
qui implique en particulier que :

Card {y € Q:T(y)est C.M.} = o0

donc

Card {(z;y) € @2 N Ss(ij) : T(x;y) est C. M.} = o0

Ainsi, le long de la surface caractéristique S (i), il existe une infinité de
variétés abéliennes T'(x;y) qui sont a C.M. (isogenes a une variété abélienne
fixée). Ceci acheve la démonstration.
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Les T'(x;y) & C.M. que nous considérons ici sont tous dans la méme classe
d’isogénie, des lors, en utilisant le résultat de [EdYal, on peut affirmer que :

Corollaire IT1.2.2 :
Pour tous les groupes de P.T.D.M. satisfaisant la condition (INT),
il existe toujours une courbe de type Hodge plongée dans la variété modulaire

BT,

Cette courbe correspond a la surface caractéristique stable Sy (ij) du
tableau.
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Chapitre 4 :

VALEURS TRANSCENDANTES DE FONCTIONS
HYPERGEOMETRIQUES D’ APPELL.

On s’intéresse ici aux valeurs transcendantes des fonctions d’Appell. Le
but est de donner un résultat qui conduit a de telles valeurs sans avoir a
choisir les parametres a, b, b’ et c.

Il faut remarquer en effet que dans certains cas, on peut donner des informa-
tions concernant la transcendance de valeurs de ces fonctions .

Prenons 'exemple traité par J. Wolfart dans [Wo2].
Considérons la fonction :

31 5 3 3 3 > 1 1
Rz 5o = B [ a1 s o) ey

La période B(%; %) est de deuxieme espece car % + % > 1.
Intéressons nous a la période [~ w(z;y) :
- Lorsque (z;y) = (1;1), [T w ~ B(2;2) est de deuxitme espece.

- Lorsque = = 0, floo 0;y) = floou’% (u—1)"12; (u — y) 12.du est de
deuxieme espece car 15 > 1.

00 o 9 i 1 PN
-Lorsquey =0, [~ w(z;0) = [[7 u™'.(u—1)"12; (u—y)~2.du est de troisieme
espece.

o LN N ’ .
- Dans les autres cas, f | w(z;y) est de premiere espece sur la courbe algébrique
correspondante.
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De ces renseignements, on peut déduire différents résultats.
D'une part, pour (z;y) € Q'NQ—{(x;0); (0;); (1;1) : (x:0) € Q; (0;y) € Q}
la fonction
Fl(%;%;%;%;m;y) est égale au quotient de périodee non nulles, 'une de
premiere espece et 'autre de deuxieme espece, donc prend une valeur tran-
scendante.

D’autre part, pour y € Q, Fl(%;%;%;%;o;y) = F(%;E—Q;%;y) et cette
fonction hypergéométrique de Gauss est reliée au groupe de monodromie
A(po + o pr; p3; pa) = A(2; 3;3) qui est fini (car 113 + % + 1> 1), c’est donc

une fonction algébrique. Ainsi, pour y € Q, Fl(%; %; %; %; 0;y) € Q.

L’objectif de ce chapitre est de voir de quelle facon la localisation de cer-
tains points de multiplication complexe, ou encore certaines valeurs algébri-
ques de fonctions hypergéométriques d’Appell, permettent de déduire des
valeurs transcendantes de ces fonctions en des points algébriques. Ces résultats
“rappellent” celui obtenu au premier chapitre pour le cas d’une variable :
théoreme 1.2.1.
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Pour obtenir les résultats cherchés, les hypotheses a imposer consistent
notamment a s’assurer que la variété abélienne considérée est a multiplica-
tion complexe.

Mais comme nous I’avons déja signalé au début du paragraphe 2, le probleme
rencontré ici provient de la dimension de T'(z;y) qui est égale a @. En ef-
fet, donner une condition d’algébricité de la fonction Fj, en une valeur (z;y)
de @2 N Qg fixée, ne va suffit plus pour affirmer que la variété T'(z;y) est a
multiplication complexe.

Il existe donc deux possibilités qui permettront de contourner le probleme :
- soit imposer la multiplication complexe de T'(x; y) (Théoremes IV.1 et IV.17)
- soit imposer une deuxieme condition de valeur algébrique d’une autre fonc-
tion hypergéométrique d’Appell en un point algébrique (Théoremes IV.2 et
IV.2%).

SECTION 1 : pq + g > 1

Afin d’utiliser le lemme I1.2.1 et I'équivalence entre les périodes de variétés
abéliennes définies sur QQ, on doit s’assurer du caractere C.M. de la variété
T(z;y).

En imposant cette condition, on obtient :

Théoreme IV.1 :
On suppose que iy + pg > 1. Pour tout (x;y) € @2 N Qu,
T(x;y) est a C.M.
{ Fi(a;b;b;c;259) € Q
i Bl -ba+l-cbti2+V —c5.5) ¢
entraine F(l-=btba+1—c2+b—cL; )¢

7y CC’y 1

Q
Q

Démonstration du théoreme IV.1 :
De fagon explicite, les trois solutions au voisinage du point (z;y) = (0;0)
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considérées dans le a) du théoreme I1.2.2, sont données par :

wlxy = [Jw Bﬂ—unl—m)ﬂwwWMwuw
@2 €, y _fo
= B(l — HOv 1 — N2) 1—po—pe (1 _ m)*ul (y _x)*,usx
><F1(1—b,a+1 Cb/2—|-b/—c7ﬁ,mx—y)

= f1yw(x Y)
- B(l — po; 1 — N3) yl_‘uo_“?’ (1 — y)_”l,(x — y)‘“2><
xFi(1=V;bja+1—c;2+b—c v

) y— xv y—1
Ainsi, N
Fi(a; b;b; ¢;2;y) € Q

si et seulement si
o0
| wtws) ~ B it - ). )
1

De plus, d’apres le lemme I1.2.1, et en utilisant les cycles de Pochhammer
pour modifier les chemins d’intégration, on trouve que T'(z;y) est a C.M.

implique . N ,
[wmw~lw@w~[wmw (2)

Les conditions (1) et (2) réunies donnent alors, pour la solution ys(x;y) que

|l ~ B it = )
0
si et seulement si

B(1 — pg; 1 — po).x'ro7r2 (1 — z)7H (y — )78 x
XF(1—bia+1l—cb;2+0 —c—; —

x—l Tr—y
NB(l_Nlal_/M)

et cela, si et seulement si,

X

B(1—po; 1—pe). F1(1=b;a+1—¢; ;240 —c; —— )~ B(1—pq;1—pug)

:L‘—l T —y
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Or, puisque g + pg > 1, B(1 — pg;1 — py) est de premiere espece, alors que
o+ p2 < 1 donnent un facteur B(1 — ug; 1 — p2) de deuxieme espece, tous les
deux sont des périodes sur la variété abélienne A, notée abusivement 7°(0;0),
citée dans le théoreme Al).

Mais d’apres le lemme 1.2.2 voir [Wo] deux telles périodes non nulles sur une
méme variété abélienne définie sur Q sont Q-linéairement indépendantes,

d’ou :
)¢ Q

On tient le méme raisonnement avec @3(x;y) pour achever la démonstration.

X

Fi(l=ba+1—cl,; 2+b'—c
z—1 rT—y

Remarque :
Lorsque i + p; > 1 avec (i;4) # (1;4), on doit remplacer la période
fl w(z;y) par la période fghw(a;;y), g,h € {0;1;x;y; 00} correspondant a
B(1 — p;;1 — p1;) valable au voisinage d'un autre point.
Les solutions @s(x;y) et p3(z;y) changent elles aussi. Et on obtient le méme
type de résultat, par exemple :
Pour 9 + pg > 1. Pour tout (z;y) € @2 N Qg
T(z;y) est a C.M.

{ Fi(a;b;b;a+b+b +1—cl—2;1—y)€Q

. Fi(l—=bc—b=0;b;c+1—a—b == ﬁ)
entraine P b’bc—b—b’c—i—l—a—b'y _1)

On souhaite maintenant enlever la condition sur 7'(z;y) afin de ne conserver
que des conditions sur les fonctions hypergéométrique d’Appell.

Comme nous 'avons déja signalé le probleme rencontré est que la seule con-
dition (H;) ne suffit pas a s’assurer du caractere C.M. de T'(z;y), on va donc
en imposer une deuxieme, celle qui apparait dans ’ensemble exceptionnel,
puisqu’alors T'(z;y) est isogene a une variété abélienne fixée (notée 7(0;0))
a C.M.
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Théoréme IV.2 :

On suppose que iy + g > 1. Pour tout (x;y) € @2 N Qg
(Hy) : Fi(a; 030 c;03y) € Q

{( Hy) : Fi(b;c al—b’c—b/,xxl,xy)e(@

(C): Fi(l=bia+1—-ct;2+0 —¢ 5 75) ¢ Q
entraine < (C1) : Fi(1 =¥b;b;a+1—¢; 2+b—c,ﬁ,ﬁ)¢@
(02) F1(2—CL1 bl_b/a —qx,y)%@

Démonstration du théoreme IV.2 :

On commence par décrire explicitement les nouvelles formes différentielles
utilisées :

pour (z;y) € Q’n Qst, sous les hypotheses (H;) et (Hsy), d’apres le théoreme
I1.2.3, puisque T'(x;y) est a C.M., on peut appliquer le lemme I1.2.1 aux
formes différentielles w = wy(x;y), w1 = wy_1(x;y) et W' | = v.wn_1(z;Y),
ce qui se traduit, en faisant agir les cycles de Pochhammer pour modifier les
chemins d’intégration, par :

(a) [ wlzy) ~ [T wy) ~ [ wla
(0) [, wva(ziy) ~ [y wnaaley) ~ f oyl y)
(c) floo uwn_1(T3y) ~ fof’f wwy_1(T;y) ~ ny wwn-1(2; 1)

Or, d’une part, (H) <= [ w(z;y) ~ B(1 — p1;1 — 1)
et, d’autre part,

T w 2y) = B(1 — po; 1 — po).at=Ho=r2 (1 —z) 2 (y — x) M x
Jo w(zsy) p2; 1 — p y

XL — pos pas s 2 — o — 2 5573 755)

Ainsi, (a) implique

B(1 = pa;1 = pua) ~ B(1 = po; 1 = pao) Fr(1 — pios pas pa; 2 — po — p2; 7575 755 )
mais les périodes B(1 — py;1 — pg) et B(1 — pg; 1 — o) étant respectivement
de premiere et de deuxieme espece en raison de ’hypothese p1 + g > 1, elles
ne peuvent étre Q-liées,

donc Fy (1 = pg; pua; pis; 2 — po — po; 5555 75,) € Q

En utilisant le méme procédé, on trouve que :
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_2 0o
Pour (z;9) € Q" N Qy, [~ w(z;y) ~ [ w(z
entraine Fy(1 —0;bja+1—¢;2+b—¢ g 2) ¢ Q
et [y wv-1(z;y) ~ [T wnvoa(z;y) B
entraine F1(2 —a;1 —b;1 —b;3 —c;2;9y) ¢ Q

Ce qui acheve la démonstration du théoreme IV.2.

Remarque :

Pour p; + p1; > 1, (4;5) # (1;4) les trois chemins d’intégration sont modifiés
mais on garde les mémes formes différentielles. On obtient, par exemple pour
to + g > 1 : pour tout (z;y) € @2 N Qg

Fi(a;b;Via+b+b +1—cl—x:1—9)€Q

{Fl(bb+b’+1—cl—b’a+b+1 -x_,%)g@
F(1—=be—b—V;V;c+1—a—b L iz

entraine { Fy(1—bibic—b—Vic+1—a—b y7gi’)¢<@

Fil2—a;l—b1-V;24+c—a—-b—-V;1—2;1—y)¢Q

Corollaire IV.1 :

Pour piy + pg > 1, pour tout (x;y) € @2 N Qs

La condition T'(x;y)=A), x A%, est équivalente a chacune des conditions ci-
dessous :

NS
=

»N

~

e

N

PRV = be—ase = byt ) €Q

e

cFi(be—a;l=Vie+1-0;-2%:2)eQ

Yx—17 z—y

&E

&

Z
—

o~~~ o~~~ — —

~

—_
R~ — — ~— — "

RVl —bic—ajc+1—b 2L L)cQ

7y m)y 1
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Démonstration du corollaire IV.1 :
Les hypotheses (Hy) et (Hs) entrainent T'(z;y) est a C.M. et (Hy) ce qui
@ : Y :
implique fox wy-1(T5y) ~ fo wn-1(z;y)
P { Jo wn-1(z5y) ~ B(po; o)
Ainsi [ wn-1(2;y) ~ Blpo; pi2) et App=Aos
Or d’apres [CoWo2] lemme 2,
i.e. B(po; p2) ~ B(po; ps) done [ wn_1(x;y) ~ Bpo; p3)
ce qui est équivalent a (HJ).

Concernant I’hypothese (Hj3), on a vu dans la démonstration du théoreme
[1.2.3 que T'(z;y) admet A}, et Aps dans sa décomposition si et seulement
si T(z;y)=A,, x A2y, cest a dire si et seulement §'il contient A},, Agy et
Apz=Ao2.

Donc (H;) et (Hz) entrainent (HY)

qui est équivalent a foy u.wn_1(x;y) ~ B(uo; ps)

et en tenant le méme raisonnement que précédemment, on obtient I’hypothese
(H3) .

Corollaire IV.2 : .,
Pour py + py > 1, pour tout (z;y) € Q" N Qg

(Ch) : F (1—ba+1—cb’2+b/_c7ﬂ’:vzfy)¢@

() (e R -Vikat 124 b—c ot L) ¢ Q
l y—x! y—1
{ Gy e S (G ot - el
(Co) s (1= a1 = b1 = V32— cizy) ¢ Q

Démonstration du corollaire IV.2 :
D’apres le corollaire précédent, puisque (Hy) et (Hs) est équivalent a (Hy) et
(Hs) et que (Hs) <= [ uwy-_1(z;y) ~ B(uo; p2); sachant que T'(z;y) est
alors a C.M., on a, en particulier,
Jo wwna(zy) ~ [uwna(zy)
= B(pi; pa) Fr(1 —a; 1 = b1 =052 — ¢; 13 9)
des lors, en raison des especes, B(ua; o) » B(p1; ,u4) entraine la conclusion

(Cs).
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Remarque :

En remplacant 'une des périodes fomw (resp. foy w), on trouve des résultats
similaires en échangeant B(uo; p2) (resp. B(puo; ps)) et B(ug; ps). Clest a
dire que des hypotheses (H4) et (H}) dans le théoreme IV.1 et le corollaire
IV.2 et une conclusion (Cy) dans le corollaire IV.2.

Avant de clore cette section, il convient de faire une remarque sur la démonstra-
tion des théoremes IV.1 et IV.2.
On peut, en effet, donner une autre preuve de ces résultats.

On conserve les meémes outils, en particulier les formes différentielles
w(z;y), w_1(x;y) et W' (z;y) ; ainsi que les périodes qui leurs sont associées.
Posons :

_ B(pas pa) _ B(pa; pa)
Bluzipo) ™~ Blys: o)

La traduction du lemme I1.2.1 (Corollaire 6 [ShWol) en terme de fonc-

tions hypergéométriques d’Appell donne le résultat suivant :

dem

Proposition IV.1 :

Pour py + pg > 1, pour tout (x;y) € @2 N Qu, T(x;y) est C.M.
si et seulement si

( Fi(a;b; Vs ciay)
~bomFi(l=bja+1—c 05240 —c 25 %)
NnCM.F1(1—b’;b;a—l—l—c;Z—i—b—c;y%;ﬁ)

Fi2—a;1-0b1-0V;3—c;m;y)

~ dcn-Fi(bye —a;l —b’;c—b’;ﬁ;x%y)
~nom F1(V51 —bie —aje — by oy )

Fil—a1-0b1-V;2—cz;y)

~dom-Fi(bie—a;1 =054+ 1 -0 2 %)

Tx—17 z—y

~nom Fi (V51 = be—a;e+ 1 —b; s i)

) y—a?
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Démonstration de la proposition IV.1 :

Apres avoir modifié les chemins d’intégrations via les cycles de Pochhammer,
il suffit d’écrire chacune des périodes ff ws(z;y) en terme de fonctions hy-
pergéométriques d’Appell, puis de simplifier les termes B(p; q).

Traitons, par exemple, la premiere ligne :
—2

pour (z;y) € Q" N Qy,

Jowl@iy) ~ [ wlwiy) ~ [, w(z;y)

devient

[ wlasy) ~ [ wlay) ~ f) wla;y)
0

J wlziy) = B(L— s 1 — pa).Fi(a; bV ¢ 23 y)
Jy w(@;y) ~ B(1 = po; 1 — o). Fy(1 —b;a+1— ;0240 —¢; %= i)

Jiw(z;y) ~ B(1— ps; 1 — po) Fi(1—=Vsbja+1—¢24b—c ;)

? Y x! Y 1
Enfin, comme nous ’avons vu dans la démonstration de la proposition 1.2.1,

™

B(l—m;l—#j)’vm
iy Mg

d’ou dcpr et e et le résultat.

Pour conclure et retrouver les propositions et corollaires précédents, il
=2 o
faut d’une part remarquer que pour (z;y) € Q" N Qg, les conditions :

Fi(a;b;V;cm5y) € Q
Fi(bye—a;1—VHie— ;-5 -2) €Q

entrainent que T'(z;y) est C.M. (voir par exemple la description en terme de
variétés abéliennes de l'ensemble exceptionnel).
D’autre part, puisque l'on a supposé que p; + pg > 1, les dcpr et near
s’écrivent, modulo Q, comme quotient de périodes de variétés abéliennes
de premiere et de deuxieme espece, ainsi, d’apres le lemme 1.2.2, ces nombres
sont transcendants.
Finalement, sous ces hypotheses, on obtient :

Fi(l—-bja+1—cb;2+b —¢ xy)wéajlwgé@

r—1 x—
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et
Y Yy
Fi(1-=V;0; 1—¢2+b—c =) ~
1( ,,CL+ G, + C’y—LE’y—l) nCM¢Q

d’ou le résultat du théoreme IV.1.

Les conclusions du théoreme IV.2 et de ses corollaires s’obtiennent grace
aux deux lignes suivantes.

SECTION 2 : po + s <1
p1+ e <1

Théoreme IV.1’ :
po + pg <1
prtpe <17
T(x;y) est a C.M.
{Fg(a;b;b';a+b+1—C'c—b'l—x'y)E@

Fi(1 b’ba—i—l—cQ—i—b—cyx;y )gé
Fi(1=b;c—b—0;b;c+1—a—b*— )gé

Pour pour tout (x;y) € @2 N Qg

implique

Démonstration du théoreme IV.1" :

On tient le méme raisonnement que dans le cas du théoreme IV.1.

Comme nous 'avons vu dans la démonstration du théoreme 11.2.3°, les so-
lutions indépendantes de I’équation différentielle hypergéométrique au voisi-
nage de (z;y) = (1;0) suggérées par le théoreme 11.2.2 sont les suivantes :

[y w(z;y) ~ B — (o + p3); 1 — (11 + p1a)) X
xEFy(a;b;b;a+b+1—cc—b;1 —zy)
JJw(@y) = B(1 = po; 1 — pg).y" e (1 —y) L(z — y)

XFi(l1=b;bja+1—c¢2+b—c ;)

7y Z"y 1
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S w(asy) = B(1— pu; 1 — pa) a0 (1 = 2)7 7 (y — )™ x
XFl(l—b;C—b b’ b/C—l—l_a b: —1.90—1)

oz -y
Des lors, les périodes B(1— (po+p3); 1 — (g1 4 p2)), resp. B(1—puo; 1 —pu3) et
B(1 — p1;1 — pg) sont de premiere (resp. de deuxiéme) espece en raison des
conditions imposées sur les u;, ce qui permet de tenir le méme raisonnement
que précédemment.

Théoréme IV.2’ :

Pour Z? i Z;’ z 1 , pour tout (x;y) € @2 N Qu,
(Hl)'FQ(a'b'b"a+b+1—c,c byl —x;y) €Q
{(HQ) Fy(V'; —a;c— b’yz;y1>€(@
(Cl):Fl( b’ba+1—c2+b—c,yx%)¢@ B
entraine ¢ (C1) : Fy(1 —b;c—b—b;b¢c+1—a—0b % 1E)¢Q
(Cy): Fy2—a;1—=b;1=b;A+b+1—c¢2+b—cl—x;y) ¢ Q

Démonstration du théoreme IV.2’ :

La encore, elle est identique a celle du théoreme I'V.2 : les formes différentielles
utilisées sont les mémes (w(z;y), wy_1(z;y) et u.wn_1(z;y)) mais les chemins
d’intégration différent comme nous I'avons vu dans la démonstration du
théoreme IV.1".

Les données sont les suivantes :

St wxa(wsy) =
B(p; po)-x" Ly LR (e —b =051 = b1 —Via+1—b—V;1 1) ~

B(po+ps—1; iy +pp—1).Fo(2—a; 1—b; 1 —b; A+ b+1— c2—i—b—c;1—a:;y)

et puisque I'(1 + a) ~ I'(a) pour o ¢ —N
on a B(uo+ pz — 1; iy + pro — 1) ~ B(po + ps; pn + p12) qui est de deuxieme
espece car (o + p3) + (p1 + p2) =2 — pyg > 1.
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Jo wona(zy) = Blpo; ps) g (1 —y)* =z —y)* '

XFi(;1 —bye—a;e—b; L L)

Y y—x? y—1

[ wn (@ y) = Blun; pa) a7 (1 = 2) e (y — )"~ x

[ay

><F1(b;b+b’+1—c;l—b’;a+b+1_c;wx;1;x*

r—

)

<

ou B(uo; ps) et B(ui; p2) sont de premiere espece.
Ces données permettent d’obtenir le résultat voulu.

La variété abélienne, notée abusivement 7'(1;0), servant de référence et a
laquelle T'(x;y) sera isogene sous les conditions (H;) et (Hz), sera
T(1;0)=A"x Aps x A12 décrite dans le théoreme 11.2.1 b) et le théoreme 11.2.3’
(o A’ est la sous-variété simple déterminée par la période

B(1 = (po + p3); 1 = (b1 + p2))).

Corollaire IV.1’ :
po+ pz <1

p1 A+ g <1
1¢" cas : Si Agg=A1s alors pour tout (z;y) € @2ﬂQst7 les conditions suivantes
sont équivalentes :

Pour

(H>)
(H1)
)1 (i)
(H1) B
c) (H3>:Fl(b/31_b;c_a;c+1_b§ﬁ§#)EQ
(H): Fyu(bsb+ 0 =1 =Via+b+1—¢ =) eQ

2°M¢ cas : Si A()g;ZAlQ alors pour tout (x;y) € @2 N Qy, on a,
d’une part, ’équivalence entre a) et d) et, d’autre part, I’équivalence entre b)
et c).
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Démonstration du corollaire IV.1’ :

Le premier cas est identique au corollaire IV.1, quant au deuxieme cas, il suffit
de remarquer que C=Ag3 <= [ wn_1(z1y) ~ Bluoi pis) <= (Hy) <~
D=Ay = [Juwn(z;y) ~ Bl pe) <= (Hj).

Corollaire IV.2’ :
po + pz <1

p1 4 e <1
1¢" cas : Si Agg=Ais alors pour tout (x;y) € @2 N Qg,

(
{ () entraine ()
( (

H,)
(C3): Fy(1—a;1—b;1—bic+1—a—bb+1l—cl—my)¢Q
2¢M€ cas : Si A037/ZA12 alors pour tout (x;y) € @2 N Qg,

Pour

( (C1)
(C1)
{ (H,) entraine (C2)
(H») (Cs) B
(—Hy) : Fy(b;b+ bV +1—¢1—ba+b+1—¢ =t =L ;) ¢Q
\(ﬁHg)ZF1<b/;1—b;C aC—{'l—b,y—x :y_x)¢Q

Démonstration du corollaire IV.2” :
Le premier cas est identique a celui de la section 1 ; (H;) et (Hy) étant
équivalent a (H,) et (Hs), la condition (H3) implique la conclusion (Cs).

Pour le deuxiéme cas, montrons que (H;) et (Hy) impliquent (= H}).

(H,) et (H2) entrainent, en particulier que T'(z;y) est & C.M. et donc d’apres
les lemmes I1.2.1 et 11.2.2 :

Jo wn—i(zy) ~ [ wnoa(zsy)

or (H2) <= [ wn-1(z3y) ~ Blpo; p3),

on a donc d’une part ;" wy_1(z;y) ~ B(o; p3)

et, d’autre part B(puo; i3) » B(u1; pe) par hypothese
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dou [ wn_1(z;y) » Blp; po) <= (—H}).

Il reste a utiliser le corollaire IV.1’ pour en déduire un résultat identique
avec (HY) et (—Hj).

Remarque :

Comme pour la section 1, on peut écrire I'analogue de la proposition IV.1,
qui va permettre de donner une autre démonstration des résultats trouvés
dans cette section.
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Chapitre 5 :

ETUDE D’UNE NOUVELLE FONCTION
TRANSCENDANTE.

Lors du premier chapitre, nous nous sommes intéressés a 1’étude de la fonc-
tion hypergéométrique de Gauss. Cette fonction, qui est solution d’une
équation différentielle linéaire du second ordre, peut étre exprimée sous la
forme intégrale d’Euler suivante :

Flash ) = S u(u—= 1) (u—x)du Pi(x)
R [ ue(u— 1) 1du B

ou l'on peut voir Pj(x) comme une période de premieére espece sur la variété
abélienne T'(z) et, pour 1 — ¢ > 0, Py = B(a; ¢ — a) comme une période de
premiere espece sur la jacobienne d’une courbe de Fermat.

Nous avons traité, dans le deuxieme chapitre, de I’étude de la fonction hy-
pergéométrique d’Appell, solution d’un systeme d’équations différentielles
partielles d’ordre deux en deux variables. Mise sous forme intégrale, elle se
présente de la fagon suivante :

[ ub e (u— 1) — ) O (u — y) Y du _ Py(x;y)

[T ue(u— 1)t du Py

Fi(a;byb'; ;) =

ou l'on peut voir P(z;y) comme une période de premiére espece sur la variété
abélienne T'(x;y) et, pour p; + py > 1 ce qui revient a 1 — ¢ > 0, Py comme
précédemment.
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Ces deux études nous amenent naturellement a considérer, la nouvelle
fonction d’une variable complexe suivante, quotient de deux fonctions hy-
pergéométriques :

By Fla b b5 Ay)
P\ Flabe))

Elle sera a son tour solution d’une équation différentielle linéaire. De méme,
en tant que fonction transcendante, on va s’intéresser a ses valeurs algébriques
en des points algébriques et tenter de relier ces valeurs, via un ensemble ex-
ceptionnel, a des propriétés géométriques. C’est l'objet du deuxieme para-
graphe. Enfin, dans le troisieme paragraphe, nous considérerons la fréquence
d’apparition de ces valeurs pour relier la finitude de I’ensemble exceptionnel
au caractere de type Hodge de certaines courbes modulaires.

Py(a; bV ¢;y) =

L’auteur tient particulierement a remercier M. Tretkoff qui a suggéré, en
fixant I'une des variables, de regarder le comportement de courbes tracées
sur la surface modulaire du chapitre II.
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1. Propriétés de ®)(a;b;V;c;y) :

Nous supposerons désormais que le parametre A est différent de 0; 1; co.
On considere I'équation différentielle linéaire d’ordre trois suivante (D) =
(D(a;b;b'5 ;)

ou

+e—a—=V=2)yly—A) +(=b—V —1Dy(y — 1)
By(\;y) =0+ Dj(a+b+V+1—c)y+cly—1)+ (a+1—-0)(y — N)]
By(hy) = ab( +1)

L’espace des solutions de (D) est un C-espace vectoriel de dimension
trois, constitué de fonctions multivalentes en la variable y. Les singularités
régulieres de cette équation différentielle se situent aux quatre points y =
0;1; A; 00.

On dispose d’'une solution de (D), holomorphe au voisinage de y = 0, que
I’on note :

[ ub e (u— 1) (= A) b (u — y) Y du
B\ (a:b: b c _
Aa; b b e y) foo ub=¢.(u — 1)1 (u— \)~t.du

1

_ Fi(a; V560 y)
A

Cette solution vérifie ®,(a;b;0’;¢;0) = 1. C’est une nouvelle fonction
transcendante.

On sait donner une base de solutions de (D,) a l'aide des fonctions @, il
suffit pour cela de changer les chemins d’intégration fghw()\;y), g # h €
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{0; 1; \; 00}

Ces trois solutions de (D,) seront linéairement indépendantes puisque les
périodes issues de w(A; y) proviennent de solutions linéairement indépendantes
de (El)

Comme nous l'avons vu dans les chapitres I et II, on peut concevoir &),
comme le quotient de deux périodes de premiere espece :
I'une,

Pi(A) = /1 ) ubC (u — 1) (u — \) P du

période de la variété abélienne T'(\) provenant de la courbe algébrique d’équation

affine
Xyv(\) :wh = u(c_b)N.(u — 1)(“+1_C)N.(u — )

et l'autre,
Py(\y) = / ub+b/_c.(u — D =N (u—y) Y du
1

période de la variété abélienne T'(\;y) provenant de la courbe algébrique
d’équation affine

XN()\§ y) . wN _ u(c—b—b’)N'(u . 1)(a+l—c)N‘(u . )\)bN_(u . y)b’N

2. L’ensemble exceptionnel 1ié & ¢y (a; b;V;c;y) :

La construction de I’ensemble exceptionnel consiste a relier des valeurs
algébriques de la fonction transcendante considérée, en des points algébriques,
a des variétés abéliennes qui sont dans la méme orbite de Hecke ; c’est a dire
toutes isogenes a une variété abélienne fixée.

Les variétés abéliennes considérées sont celles correspondantes aux T'(\;y)
du chapitre II ou l'on a fixé la variable x = \.
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Commencons par le résultat suivant :

Lemme V.2.1 :

Pour A€ Q\ {0;1} et 1 —c >0,

pour tout y € Q\ {0;1; A}, ®r(a;b:V;c;y) € Q entraine que T(N\;y) et
T(\) ont une sous-variété abélienne en commun, a isogénie preés, dans leur
décomposition en sous-variétés abéliennes simples.

Démonstration du lemme V.2.1 :

C’est une application directe du résultat de G. Wiistholz (voir lemme I1.2.3).
Lorsque A et y sont algébriques, les périodes P;(\) et Py(\;y) sont définies
sur Q et la condition ®y(a;b;V;c;y) € Q est équivalente & Pi(A) ~ Pa(X;y).
Ainsi, en utilisant les notations du lemme I1.2.3, on a :

Vi) N Vrow) 2 {A(A)} # {0}

d’ou la conclusion.

Le probleme lié aux T'(\;y) provient de leur dimension trop élevée : la
seule condition ®y(a;b;b'; ¢;y) € Q ne suffit pas, en général, pour obtenir des
renseignements suffisants a la construction de ’ensemble exceptionnel, c’est
a dire a la construction d’une variété abélienne fixée, que I’on notera T'(\;0)
et qui servira de point de base.

Ainsi, doit-on imposer une autre condition d’algébricité sur une autre fonc-
tion ® pour obtenir le résultat voulu. Cette condition ne peut pas étre
donnée par les deux autres solutions de (D,), car elles ne permettent pas
d’affirmer, que le cas échéant, on se trouve sur une autre sous-variété abélienne
de T'(A). Cette autre fonction provient de la forme différentielle liée a la valeur

propre ('

Le résultat suivant va nous permettre a la fois de batir ’ensemble excep-
tionnel et de détailler ce qui servira de point de base.
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Théoreme V.2.1 : o
Pour A € Q\ {0;1} et 1 —c >0, pour tout y € Q \ {0;1; A},

(h1) : Pa(a; ;0 cy) € Q
(h2) : @ s (bie—a;1=Vic—Vi52) €Q

si et seulement si T(\;y)=T(\) x Agz =: T(X;0)

Pour la démonstration de ce théoréme, on utilise un argument de D. Bertrand,
voir [Be] exemple 3 paragraphe 1, que 'on écrit sous la forme suivante, ap-
pliquée a notre étude :

Lemme V.2.2 :

On considére une variété abélienne A définie sur Q stable par Q(Cy). Deux
cas peuvent alors se produire :

1¢" cas : Soit A n’admet pas de sous-variété abélienne propre stable par Q((y)
et dans ce cas A=B* ot B est une sous-variété abélienne simple de A.

2¢m¢ cas : Soit A admet des sous-variétés abéliennes propres stables par
Q(Cw) et dans ce cas A=A; X ... x Ay ot les A; sont toutes des sous-variétés
abéliennes de A stables par Q((y), ne contenant pas de sous-variété abélienne
stable par Q((x).(Ce cas comprend le cas A simple).

Lemme V.2.3 : B
Sous les hypothéses du théoréme V.2.1, la condition ®y(a;b;b';c;y) € Q im-
plique que T'(X\;y) s’écrit comme le deuziéme cas du lemme V.2.2.

Démonstration du lemme V.2.3 :
Sous les hypotheses du théoreme V.2.1, la condition (hy) est équivalente a :

[ e~ [0

Ainsi, d’apres le lemme 11.2.3,
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Viow) N Vo) 2 {/100 w(A)} # {0}

Donc T'(A;y) et T'(A\) ont en commun une sous-variété abélienne simple,
que l'on notera E, dans leur décomposition a isogénie pres.

Détaillons les différents cas possibles pour T'(\).

Premier cas :

Supposons que T'(A) n’admet pas de sous-variété abélienne propre stable par

Q(¢w)-

Ainsi, T(X\)=B", avec B non stable par Q((y), mais stable par un sous-corps

k de Q((w) et tel que [Q(Cy) : k] = n (voir remarque 1 [Be]) et dim B = @.

On en déduit que E=B"™. Des lors,

- soit T'(\;y) n’admet pas de sous-variété propre stable par Q((y). Dans ce
3n

cas T'(A\;y)=B™ avec ny = =, en raison des dimensions de ces variétés, ce

qui, d’apres la remarque 1 de D. Bertrand est contradictoire car B est stable
par k et [Q(Cy) : k] =n # 3.

- soit T'(A;y) admet des sous-variétés propres stables par Q((x),

en particulier B™.

(Dans ce cas, T'(\;y)=B™ x A=T(\) x A)

Deuxieéme cas :

Supposons que T'(A) admet des sous-variétés abéliennes propres stables par
Qew).

Premier sous-cas : Si T'(\) est simple, alors E=T'(\) et T'(\;y)=T'(\) x A,
on est bien dans le deuxieme cas du lemme V.2.2.

Deuxieme sous-cas : SiT'(\) n’est pas simple, alors ¢’est qu'il s’écrit T'(\)=A; x
Ay avec A;p et Ay stables par Q((y), n’admettant pas de sous-variété propre
stable par Q((y) (pour des raisons de dimension).

Supposons, sans perdre de généralité que la période floow()\) soit liée a la
variété A;.

Des lors,

- soit A; est simple et cela implique que E=A;, ainsi T()\;y) admet une
sous-variété propre stable par Q((y) dans sa décomposition a isogénie pres
(T(A;y)=A1 x D).

- soit A; n’est pas simple, et dans ce cas A;=B]" avec Bj stable par k; sous-
corps de Q(Cn) tel que [Q(Cw) : k1] = ny. Ainsi E=B7".
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Mais 1a encore, dans le cas ot T'(\;y)=B!, on a t > n; et on peut écrire
T(\;y)=B" x Bi™™ | ce qui fournit B"* comme sous-variété propre de T'(\; %)
stable par Q((x). On est donc également ramené au cas deux du lemme V.2.2
(T(Ny)=Bi* x D=A; x D).

Dans le résultat suivant, on explicite la provenance de la deuxieme con-
dition d’algébricité.

Lemme V.24 :
Pour X\ # 0;1;00, pour 1 —c¢ >0 ety # 0;1; \; 00,
O (bie—a;1—Vie—V;5%) =

I )\_y

R A
) c+l—a—b 1—v' B(bje—b) F(c=bic—asc\) wn—1(Ay)
AV2(1 — \)et =N Bloest) X Flot—Vie—aiey 'Sok L:VN;(A)

Démonstration du lemme V.2.4 :
On pose

wy_1(A) = w7 (u = 1) (u — N du

Comme dans le cas de deux variables (voir démonstration du lemme I1.2.2),
on montrerait ici que cette forme différentielle engendre le sous-C-espace
vectoriel de HO(T'(A\); Q) (noté V_;), lié & la valeur propre (' et qu'il vérifie
les conditions de régularité, c’est a dire qu’il correspond a une période de
premiére espece sur la courbe algébrique Xy ().

Par définition,

CDﬁ(b?C—a;l—b/;c—b/-L):

I )\_y

' 100 ub/—a(u_l)c—b—b/—l(u_ )\il )a—cdu

R / /
[e'%s) —b—b'— A — A —
1 Ulua(’U,71)c b—b I(U77/\ 1)0' C(’LL*r\ y)b 1du

En modifiant les intégrales présentes dans cette écriture, on obtient succes-
sivement :

O (bie—a;l=Vie—bigdy) =

I )\_y

Ry '
/\b’fcfl(l . /\)1fb(y . /\)14)' v Q;Nflgf\’y) _

1 n(ﬁ)

R R
/\b’—c—l(l B /\)1_b(y N /\)1—b’ x moowal(A) « & wN-1(Ny)

Cn(29) TPwno1(N)
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R)\
e _ _ B(b;c—b) A" L F(c—bjc—a;c;)\) wn—1(Ay)
)\b’cll_)\lb _)\1 b’>< ; ; 3Cs f —
( ) (y ) B(b;e—b—b)(1-\)2=¢F(c—b—b';c—a;c—b";\) ()A wn_1(\)

R
b—2(1 _ \\c+l—a—b(,, 1-b B(b;c—b)F(c—b;c—a;c;\) 0 wN—1(\y)
A (1 )\) (y )\) X B(b;c—b—V)F(c—b—b";c—a;c—b";\) X "0)‘ wn—1(A)

Ce qui fournit le résultat.

Démonstration du théoreme V.2.1 :

Soit A€ Q\ {0;1}, 1 —c>0etyc Q\ {0;1;\}.

Reprenons les différents cas traités dans la démonstration du lemme V.2.3.
On a vu que, lorsque T'(\)=B™ (premier cas) ou que T'(\) est simple (deuxieme
cas, premier sous-cas), la condition (h;) entraine : T'(\;y)=T () x A.

La condition (hy) est alors redondante.

On explicitera la variété A par la suite.

Lorsque T'(A\)=A; x Ay avec A; a C.M. par Q((y) (deuxiéme cas, deuxieme
sous-cas), la condition (h;) entraine : T'(\;y)=A; x D ou D est une sous-
variété abélienne de dimension ¢(N), stable par Q((y) mais non nécessairement

a C.M..

Or, on sait, d’apres le lemme V.2.4 que la condition (hs),

/\) B(b;c —b) y F(c—=b;c—a;c)\)
A=y’ Blbe—b=V) Flc—b—V;c—a;c\)

<I>ﬁ(b;c—a;1—b/;c—b’;

a pour objet I’équivalence modulo @*, des périodes de premiere espece
relatives & la valeur propre (y', en effet, elle est équivalente & :

/0A wNn-1(A;y) ~ /0A wn-1(A)

or le type de T'(\) est le suivant : pour a € Q((y),

Pr(y(a) = < CPAE)(G) <I>AS(G) )
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ou
o1(a)

CI)Al (a) -

et

0_1(a)

0_m(a)
Om+1 (CL)

O1.p(N) (a)
Des lors, la période fOA wy_1(A) = fo/\ w_1(\) considérée est liée & la variété
abélienne A, (qui peut-étre isogene a A;).

Ainsi la condition (hs) entraine

A
Vi, O Ve 2 1 / wn-1(V)} # {0}

et donc, d’apres le lemme 11.2.3, As est une sous-variété abélienne de T'(\; y).
Des lors, T'(\;y)=A; x Ay x A=T'(\) x A.

Détaillons la variété A.

En raison de ce qui précede dim A=dim T'(\; y)-2.dim A; = %N), et A est a
C.M. car stable par Q((y) ; enfin, son type est donné par :

Oa = Prong) — Proy = Y, 1Mo

Ss€(Z/NZ)*
ol
r =< s(c—b—V)>+ <t >—<s(c—b) >

=< spp > + < spg > — < s(po + p3) >=0ou 1.
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En d’autres termes, cette variété abélienne est celle, notée Ags, reliée a la
période de premiere espece B(po; p3) (apparaissant dans la décomposition en

sous-variétés simples de la jacobienne d’une certaine courbe de Fermat, voir
[WoWii]).

Réciproquement :
TN y)=T(N) X Agz <= T(\y)=E x F ou E=T(\) et F=Aps
Endo(Aog) Endo(F)
AT ®Z Q AE ®Z Q
<~
{ AAos ®Z@—AF®ZQ
ou A est le réseau des périodes associé a la variété considérée
D(Apry) ®2 Q) = Ap ®zQ
< (* ’
() { P(Arpny) @2 Q) =Ar®zQ
car (A ®z Q) =A ®z Q.

La condition (x) est équivalente a :

Vi € {0;1;2},3a € Q(Cy (a). [, ne(Xiy) = [, n6(A;0)
V.] € {07172}’3(1 € Q(C ) F(a) f»yj nF(/\ y) - fryj nF(/\;O)
ot (A y) =" (wi(X 1) s wm(Ny); w1 (N y); - s wom (A y);
W1 (A Y)i- 5010 A 0)s Wi Ay 50 (M)
ot np(Aiy) =" (WX y)i s wmNy)iwnn (A y) 5wty (Asy)

Ce qui implique en particulier que :

lyww~4m»
/vva_l(A;y) ~ [/VWN—l(/\)

J J
Ce qui, en prenant pour 7; le chemin allant de 1 a I'infini, et pour ~; le chemin
allant de 0 a A donne, sous les hypotheses de départ du théoreme :

[ et~ [T
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c’est a dire la condition (h;)

(TgT(l;y)) TgT(A)) =1)
A A
/ wN-l(/\§y) N/ wN-l(/\)
0 0

et
c’est a dire la condition (hs)
(R0 o T (o)

Ce qui acheve la démonstration de ce résultat.

On peut maintenant donner explicitement ’ensemble cherché.

Lorsque A € Q\ {0;1} et 1 — ¢ > 0, I'ensemble exceptionnel pour cette
fonction ® sera le suivant :

& ={yeQ)\{0;1; A} :{ EZ;;;‘I’W;b;b’;c;y) cQ )

ou la condition (hs) est donnée par :

A ) B(b;ec—b).F(c—b;c—a;c; \)
A=y Blce—b—=0V)Flc—b—=V;c—a;c—10U;)\)

O\ (b;c—a;1-b; -V,
A—1
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3. Remarques sur le point de base T'();0) :

1. Cet ensemble exceptionnel nous permet, via le théoreme V.2.1, de relier
les valeurs algébriques de ces nouvelles fonctions, en des points algébriques,
aux variétés abéliennes T'(\;y) qui ont la propriété d’étre isogenes au point
de base T'(\;0), en effet, géométriquement, on peut écrire £, de la fagon
suivante :

Ex={y € Q\{0; A} : T(\y)=T (X 0)}
2. Cependant, ce point de base differe de ceux étudiés dans les chapitres I
et II car on ne sait rien sur son caractere C.M. (qui est indispensable pour
I'utilisation de la version faible de la conjecture d’André-Oort démontrée par
B.Edixhoven et A.Yafaev).
Détaillons ce que nous savons sur la multiplication complexe du point de
base :

Lemme V.3.1 :

Pour tout A € Q\ {0; 1}, les conditions suivantes sont équivalentes :
T(X;0) est a C.M.

T(\) est a C.M.

F(a;b;c;)\)w%.F(bjtl—c;ajtl—cﬂ—c;)\)

Démonstration du lemme V.3.1 :

La premiere équivalence est une conséquence de la définition de T'(\;0),
puisque T'(A;0) := T(X\) x Apz et que Az est a C.M., T'(X;0) est a C.M.
si et seulement si T'(A) Pest.

La deuxieme équivalence est une application directe de la proposition I.2.1.

3. D’autre part, on connait la fréquence d’apparition de certains points 7'(\)
a C.M.

En effet, si 'on regarde les résultats du chapitre I, le tore T'(A) est celui
extrait de la décomposition en sous-variété abéliennes de la jacobienne de la
courbe algébrique :

An(N) wh = u(c_b)N.(u — 1)(“+1_C)N.(u — )\)bN
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c’est a dire
Ay (N wh = gotr)N (1) (- )N

Le groupe de monodromie lié a ces parametres est le groupe triangulaire noté
Ao + pa; pa; pas pa).-

De plus, on sait que le tore 7'(0) est a C.M. stricte par Q((y) et que pour
l—c>0et A€Q\{0;1}, T(\)ZT(0) lorsque F(a;b;c;\) € Q

Ainsi, d’apres le théoreme de I’ensemble exceptionnel dans le cas d’une vari-
able, on sait qu’il existe une infinité de tels A avec T'(A)=T'(0) si et seulement
le groupe A(po + p3; f1; fo; f14) est arithmétique.

Ce qui, dans notre situation revient a dire la chose suivante :

il existe une infinité de points de base T'(X; 0) a C.M. isogenes a T'(0) x Aps si
et seulement si le groupe triangulaire A(pg + u3; fi1; fo; f14) est arithmétique.

4. Pour finir, insistons sur le fait que les points de base T'(\;0) qui sont
a C.M. ne sont pas tous isogenes a T(0) x Apz. Il y a d’autres cas, et leur
fréquence d’apparition est également dépendante de 'arithméticité du groupe
de monodromie cité précédemment, mais cela est conditionné par la version
forte de la conjecture d’André-Oort rappelée au chapitre I (qui n’impose pas
aux variétés abéliennes considérées d’étre dans la méme classe d’isogénie),
mais qui est a 'heure actuelle non-démontrée (sauf dans le cas des variétés
modulaires de Hilbert voir [Ed]).
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4. Courbe modulaire tracée sur une surface :

Nous avons fixé la variable z = .

De cette facon, on étudie la courbe modulaire suivante :

Oy ={[T(xy)]:y € PL(C)\ {0;1; 4 00} }

tracée sur la surface modulaire S = {[T'(z;y)] : (z;y) € Qg } plongée dans
V(C) = By/T.

([A] désigne la classe d’isomorphisme de la variété abélienne A).

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théoréme V.4.1:
Pour1—c>0etAeQ\{0;1} tel que
F(a;b;c;)\)w%.F(lﬁtl—c;a—i—l—cﬂ—c;)\) :

C\ est de type Hodge si et seulement si Card(Ey) = 0o

Démonstration du théoreme V.4.1 :

C’est une traduction ad hoc de la version faible de la conjecture d’André-Oort
pour une variable, démontrée par B. Edixhoven et A. Yafaev. L’hypothese
de départ est faite pour s’assurer que le point de base T'(); 0) est bien a C.M.
(voir lemme V.3.1).

On utilise la description géométrique de I’ensemble exceptionnel, décrite dans
le théoreme V.2.1 et la remarque 1 du paragraphe précédent pour obtenir la
conclusion.

Remarques concernant les courbes C'y:

1. Nous avons vu dans le deuxiéme paragraphe (remarque 3), qu'il est possi-
ble de relier I'arithméticité du groupe de monodromie A(ug + ps; fi1; fi2; fig)
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au caractere de type Hodge de la courbe Cy de la figure ci-dessous.

4 N

T(X;0)

Ch =S(03)

Cp=S(02) C;=S(12) C, C5=S(24)

Courbes modulaires

2. D’apres le corollaire 111.2.2, des que la condition (INT) est vérifiée, il
existe toujours au moins une surface caractéristique stable S (ij) de type
Hodge, c’est a dire une courbe sur laquelle se trouvent une infinité de variétés
abéliennes a C.M., susceptibles de fournir un “bon” point de base.

3. On peut se poser la question suivante : peut-on envisager de relier
I’arithméticité du groupe de monodromie de I'equation différentielle

(D(a;b;0';¢;\)) au caractere de type Hodge des courbes C', comme on sait
le faire dans les cas particuliers de Cy, C; et Cy ?
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Conclusion :

Tout au long de cette étude, on a relié des valeurs algébriques (donc ex-
ceptionnelles) de fonctions transcendantes en des points algébriques a des
propriétés géométriques de variétés abéliennes, via leurs périodes. Ces de-
scriptions, a la fois arithmétique et géométrique des ensembles exceptionnels
que I’ a contruit, ont ensuite permi de relier la fréquence d’apparition de
certaines variétés abéliennes, a multiplication complexe par un corps cyclo-
tomique, au groupe de monodromie associé a la fonction considérée ou au
caractere de type Hodge d'une courbe modulaire ; en utilisant selon les cas,
une version démontrée ou non d’une conjecture faible d’André-Oort.

Lorsque le nombre de variables est supérieur a deux, il conviendrait de
travailler avec la généralisaion des fonctions hypergéométriques, appelée fonc-
tions de Lauricella (voir par exemple [CoWo3]). Mais dans ce cas, on ne
connait qu'un seul exemple de groupe A(yu;), agissant discontinument sur
I'espace symétrique complexe voulu, qui soit non-arithmétique (voir [DM]
p86), et ce groupe correspond au cas de trois variables.

Cependant, il semblerait que 1’on puisse se passer de 'action discontinue
des groupes de monodromie, et considérer de fagon plus directe un morphisme
d’un sous-ensemble dense de P1(C)™ (ou n est le nombre de variables) a la
variété modulaire de Shimura correspondante. Ce qui fournirait une infinité
d’exemples qui viendraient s’ajouter a ceux de la liste donnée par P. Deligne
et G.D. Mostow, auxquels nous devons nous restreindre ici. Ces travaux sont
en cours.
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Résumé

VALEURS EXCEPTIONNELLES DE FONCTIONS TRANSCENDANTES

On s’intéresse aux fonctions transcendantes, et plus particulierement aux valeurs
des fonctions hypergéométriques de Gauss et d’Appell en des points algébriques.
Dans certains cas, on peut interpréter géométriquement de telles valeurs.

Apres avoir rappelé 'ensemble exceptionnel lié a la fonction hypergéométrique
de Gauss, introduit par J. Wolfart, on montre dans la premiere partie, comment des
valeurs des valeurs algébriques de telles fonctions conduisent a des valeurs transcen-
dantes d’autres fonctions de Gauss.

Dans un deuxieme temps, on construit I’ensemble exceptionnel relatif aux fonc-
tions hypergéométriques d’Appell. Il permet de relier des valeurs algébriques de ces
fonctions des variétés abéliennes de la méme classe d’isogénie.

En utilisant une conjecture d’André-Oort, on relie ensuite la fréquence d’appari-
tion de certaines valeurs algébriques de fonctions d’Appell a I’arithméticité du groupe
de monodromie relatif a cette fonction.

Un résultat similaire a celui du premier paragraphe est obtenu dans cette qua-
trieme partie, il porte sur les fonctions hypergémétriques d’Appell.

Enfin, en se servant des deux fonctions étudiées précédemment, n introduit une
nouvelle fonction transcendante. On construit et on étudie la finitude de son ensem-
ble exceptionnel.
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