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Introduction :

L’objectif majeur de cette thèse est d’étendre au cas des fonctions hy-
pergéométriques d’Appell, les travaux de J. Wolfart [Wo] de 1988, et de P.
Cohen et G. Wüstholz de 1999 qui s’intéressaient à la finitude de l’ensemble

E := {x ∈ Q : F (a; b; c; x) ∈ Q}
où F est la fonction hypergéométrique de Gauss.

L’intérêt de cet ensemble E est dû au fait que la fonction hypergéométrique de
Gauss (tout comme la fonction hypergéométrique d’Appell que nous étudie-
rons par la suite) est une fonction transcendante - sauf pour certains cas
particuliers de coefficients a, b et c -.
On s’attend donc à ce qu’elle prenne “très souvent” des valeurs transcen-
dantes en des points algébriques. Il est donc naturel de se demander quand
prend-t-elle des valeurs algébriques en des points algébriques ; et même est-ce
que cette situation peut se produire un grand nombre de fois, et sous quelles
conditions ?
D’autre part, cet ensemble E , appelé ensemble exceptionnel, est étroitement
lié aux points à multiplication complexe de certaines variétés de Shimura, qui
sont construits à partir de familles de courbes algébriques paramétrées par x.

La détermination de la finitude de cet ensemble E , qui parachève les
travaux de J. Wolfart, est un résultat dû à P. Cohen et G. Wüstholz [CoWü]
de 1999, qui s’appuie sur la démonstration de la version faible d’une conjec-
ture d’André-Oort par B. Edixhoven et A. Yafaev [EdYa].

Outre les auteurs cités précédemment, nous utiliserons très souvent les
travaux de P. Cohen [Co1], H. Shiga et J. Wolfart [ShWo] qui relient les
périodes non nulles de formes différentielles de première espèce à des variétés
abéliennes.
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Cette thèse s’organise en cinq chapitres.

Chapitre 1. La fonction hypergéométrique de Gauss, solution d’une
équation différentielle linéaire, se présente sous forme intégrale de la façon
suivante, pour des paramètres a, b, c complexes tels que c n’est pas un entier
négatif, Re b > 0, Re (c− b) > 0 :

F (a; b; c; x) = B(a; c− a)−1.

∫ ∞

1

ub−c.(u− 1)c−a−1.(u− x)−b.du

En imposant des conditions supplémentaires aux paramètres, qui seront
conservées tout au long de ce travail (sauf mention contraire) :

c ∈ Q∩]0; 1[, a; b ∈ Q∩]0; c[,

on peut considérer la fonction hypergéométrique de Gauss comme quo-
tient de périodes de variétés abéliennes. A partir de cette écriture, P. Cohen,
J. Wolfart et G. Wüstholz ont obtenu les résultats essentiels, rappelés au
premier paragraphe, concernant le plongement modulaire suivant :

H/∆(p; q; r) −→ Hm/Γ

où ∆(p; q; r) est le groupe de monodromie relatif à cette fonction (les
(p; q; r) sont exprimés en fonction de (a; b; c)), Γ un groupe modulaire, et
dans lequel les coordonnées s’expriment en terme de périodes de variétés
abéliennes. Ce plongement modulaire a notamment permi de donner une
réponse définitive, dans [CoWü], à un problème posé quelques années plus
tôt par J. Wolfart qui s’intéressait à la finitude de l’ensemble exceptionnel
suivant :

E := {x ∈ Q : F (a; b; c; x) ∈ Q}
Ce résultat utilise la version faible d’une conjecture d’André-Oort récem-

ment démontrée par B. Edxihoven et A. Yafaev, voir [EdYa]. Nous don-
nerons, pour clore ce paragraphe introductif, un résultat (Proposition I.1) lis-
tant toutes les paires (p; q), associés aux groupes de monodromie ∆(p; q;∞),
pour lesquels m ≤ 4 dans le plongement modulaire. Puis, lors du deuxième
paragraphe, nous donnerons notamment le résultat suivant :
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Théorème I.2.1 :
Pour tout x ∈ Q \ {0; 1} ,
si F (a; b; c; x) algébrique alors F (b+1−c; a+1−c; 2−c; x) est transcendant.

Ainsi que quelques corollaires.

Chapitre 2. Les fonctions hypergéométriques d’Appell sont une généralisa-
tion au cas de deux variables des fonctions hypergéométriques de Gauss. Là
encore, sauf certaines conditions particulières sur les coefficients a, b, b′ et c,
c’est une fonction transcendante, que l’on peut écrire sous forme intégrale de
la façon suivante, pour des paramètres a, b, b′, c complexes tels que c n’est
pas un entier négatif, Re a > 0, Re (c− a) > 0 :

F1(a; b; b′; c; x; y) = B(a; c−a)−1.

∫ ∞

1

ub+b′−c.(u−1)c−a−1.(u−x)−b.(u−y)−b′ .du

En imposant des conditions supplémentaires aux paramètres, qui seront
conservées tout au long de ce travail (sauf dans la section 2 des chapitres II
et IV) :

c ∈ Q∩]0; 1[, a; b; b′ ∈ Q∩]0; c[,

on peut considérer la fonction hypergéométrique d’Appell comme quo-
tient de périodes de variétés abéliennes. Cette étude a été effectuée par
P. Cohen et J. Wolfart (cf [CoWo2]). On rappelle, en particulier, la con-
struction du plongement modulaire dans le cas de deux variables, qui est
l’outil essentiel pour toute la suite. Ce plongement modulaire nous indiquera
notamment quelles seront les variétés abéliennes à utiliser dans le cas des
fonctions d’Appell.
Dans le deuxième paragraphe, nous verrons, dans le Théorème II.2.3 qu’il
faut imposer une deuxième condition, non triviale, avant de pouvoir en
déduire l’écriture de l’ensemble exceptionnel dans le cas des fonctions hy-
pergéométriques d’Appell :

Lorsque 1− c > 0, on notera l’ensemble exceptionnel :

E := {(x; y) ∈ Q2
:

{
F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q }.
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Afin d’éclairer ce qui sera construit dans ce chapitre, on donnera en intro-
duction de ce chapitre une “définition” de l’ensemble exceptionnel.

Chapitre 3. Lors du troisième chapitre, nous nous intéresserons à la dis-
tribution des variétés abéliennes à multiplication complexe, isogènes à une
variété abélienne fixée, sur la variété modulaire construite précedemment.
Nous obtiendrons le résultat suivant, corollaire de la version faible d’une
conjecture d’André-Oort, encore non-démontrée dans le cas des surfaces :

Théorème III.1.1 :
On suppose que la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface
est vraie. Soit ∆(µi) d’action discontinue sur B2.
L’image de E est Zariski dense dans B2/∆(µi) si et seulement si le groupe
∆(µi) est arithmétique.

où ∆(µi) est le groupe de monodromie du système d’équations différentielles
lié à la fonction F1, les coefficients µi seront exprimés linéairement en fonc-
tion des paramètres a, b, b′ et c, voir le paragraphe 1 du chapitre II.

Du sens connu de cette conjecture et en utilisant le théorème, on extraira
dans la Proposition III.1.2, un contre-exemple à une conjecture de Cole-
man qui affirmait qu’il n’existe qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme
de courbes algébriques de genre g ≥ 4 dont la jacobienne est à multiplication
complexe.
Puis nous ferons quelques remarques sur la finitude de l’ensemble exception-
nel (Proposition III.2.1).

Chapitre 4. Dans ce chapitre, nous verrons de quelle façon on peut
généraliser les résultats obtenus dans le premier chapitre, et, en particulier,
sous quelles conditions des valeurs algébriques de fonctions hypergéométriques
d’Appell, en des points algébriques, conduisent à la transcendance d’autres
valeurs de fonctions d’Appell.
En particulier, sous les conditions précédentes sur les paramètres a, b, b′ et
c, on obtiendra le résultat suivant :
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Théorème IV.2 :
On suppose que 1− c > 0. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{

(H1) : F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

entrâıne





(C1) : F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x
x−1

; x
x−y

) /∈ Q
(C ′

1) : F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

) /∈ Q
(C2) : F1(2− a; 1− b; 1− b′; 3− c; x; y) /∈ Q

ainsi que quelques corollaires. L’expression de l’ensemble Qst sera introduite
au paragraphe 1.a du chapitre II (deuxième remarque).

Chapitre 5. Lors de ce chapitre, nous étudierons une nouvelle fonc-
tion transcendante, qui apparait naturellement comme quotient de périodes,
l’une provenant de la fonction hypergéométrique de Gauss et l’autre de celle
d’Appell, et que l’on peut exprimer de la façon suivante, les conditions sur
les paramètres a, b, b′ et c restent inchangées :

Φλ(a; b; b′; c; y) =

∫∞
1

ub+b′−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.(u− y)−b′ .du∫∞
1

ub−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.du

pour λ un paramètre distinct de 0 et de 1.
Après avoir donné quelques unes de ses propriétés lors du premier para-
graphe, nous verrons lors du deuxième paragraphe dans le Théorème V.2.1
pourquoi il faut utiliser une deuxième fonction Φ., non triviale, dans la de-
scription géométrique de l’ensemble exceptionnel relatif à cette nouvelle
fonction. Nous en déduirons par la suite son expression :

Eλ = {y ∈ Q \ {0; 1; λ} :

{
(h1) : Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q
(h2) :

}

où (h2) : Φ λ
λ−1

(b; c− a; 1− b′; c− b′; λ
λ−y

) ∼ B(b;c−b).F (c−b;c−a;c;λ)
B(b;c−b−b′).F (c−b−b′;c−a;c−b′;λ)

et où ∼ signifie que le quotient des deux nombres est un nombre algébrique
non nul.

Puis nous ferons quelques remarques concernant les propriétés des objets
géométriques liés à cet ensemble, afin de pouvoir appliquer la version démontrée
de la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une courbe et obtenir :
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Théorème V.4.1 :
Pour 1− c > 0 et λ ∈ Q \ {0; 1} tel que

F (a; b; c; λ) ∼ B(a+1−c;1−a)
B(c−b;b)

.F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; λ) :

Cλ est de type Hodge si et seulement si Card(Eλ) = ∞

où Cλ est une courbe tracée sur une variété de Shimura et qui paramétrise
les classes d’isomorphisme de certaines variétés abéliennes, liées à la fonction
Φ, que nous expliciterons, voir le paragraphe 4 du chapitre V.
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Chapitre 1 :

Fonctions hypergéométriques
de Gauss.

Le premier paragraphe de ce chapitre a pour objet la mise en place des
outils essentiels utilisés par la suite. Nous rappelons notamment la con-
struction des variétés abéliennes liées aux fonctions hypergéométriques de
Gauss obtenue par P. Cohen et J. Wolfart dans [CoWo1]. Puis nous nous
intéresserons à l’ensemble exceptionnel :

E := {x ∈ Q : F (a; b; c; x) ∈ Q}

où F est la fonction hypergéométrique de Gauss, construit dans [Wo] et à un
critère de finitude de cet ensemble donné dans [CoWü]. Nous terminerons ce
paragraphe par des exemples illustrants cette construction.

Lors du deuxième paragraphe, en utilisant ces outils, nous verrons de
quelle façon on peut donner un critère de multiplication complexe des variétés
abéliennes construites précédemment à l’aide des fonctions de Gauss ; puis, on
en déduira l’obtention de valeurs transcendantes de fonctions hypergéométri-
ques de Gauss en des points algébriques.
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1. Construction du plongement modulaire :

1.a Construction des variétés abéliennes liées aux
fonctions hypergéométriques de Gauss.

On considère l’équation différentielle hypergéométrique de Gauss (E) =
(E(a; b; c)) :

x(1− x).
d2u(x)

dx2
+ (c− (a + b + 1)x).

du(x)

dx
− ab.u(x) = 0

Pour l’instant, on prend les paramètres a, b, c complexes, tels que c n’est pas
un entier négatif, Re b > 0, Re (c− b) > 0, voir [AK] p2.

Elle admet pour singularités régulières les trois points x = 0; 1;∞. L’espace
des solutions de (E) est un C-espace vectoriel de dimension 2, constitué de
fonctions multivalentes en la variable x.

On pose (α; n) = α(α + 1) . . . (α + n− 1) = Γ(α+n)
Γ(α)

, α ∈ C , n ∈ N∗ et on

pose (α; 0) = 1)

La série hypergéométrique de Gauss :

F (a; b; c; x) =
∞∑

n=1

(a; n)(b; n)

(c; n)(1; n)
.xn, |x| < 1

est la solution de (E) holomorphe au voisinage de x = 0 et telle que :
F (a; b; c; 0) = 1.

La série hypergéométrique possède un prolongement analytique à C\{1}, que
l’on appelle fonction hypergéométrique et qui peut être mise sous la forme
intégrale suivante :

F (a; b; c; x) = B(1− µ4; 1− µ2)
−1.

∫ ∞

1

u−µ1 .(u− 1)−µ2 .(u− x)−µ3 .du

13



où l’on pose désormais :





µ1 = c− b
µ2 = a + 1− c
µ3 = b
µ4 = 1− a

On supposera toujours que : µ1; µ2; µ3; µ4 ∈ Q∩]0; 1[.

L’égalité suivante est toujours vérifiée :
∑4

i=1 µi = 2.

On note : N : le plus petit dénominateur commun des µi.

On rappelle que pour : Re p > 0,Re q > 0, B(p; q) =
∫∞

1
t−p−q.(t− 1)q−1.dt

De même, les autres solutions de (E) peuvent être mises sous forme
intégrale, elles se présentent alors de la façon suivante (cf [AK] p5) :

∫ h

g

u−µ1 .(u− 1)−µ2 .(u− x)−µ3 .du

où (g; h) ∈ {0; 1; x;∞}, g 6= h.
Via les cycles de Pochhammer, ces intégrales sont équivalentes, modulo Q∗,
à des intégrales du type :

∫

γgh

u−µ1 .(u− 1)−µ2 .(u− x)−µ3 .du

où γgh est un chemin d’intégration autour des points g et h (cf [Yo] p9).

Toutes ces intégrales peuvent être considérées comme des périodes de
formes différentielles sur les courbes algébriques de la famille suivante, paramé-
trées par x variant dans Q := P1(C) \ {0; 1;∞} :

X (x) : wN = uµ1N .(u− 1)µ2N .(u− x)µ3N

(on en donne ici l’équation affine).

14



Chaque fibre X (x), au-dessus de x ∈ Q, de cette famille est un recouvrement
abélien de P1(C) ramifié au-dessus des points 0; 1; x et ∞ et dont le groupe
de recouvrement est G = Z/NZ.

L’automorphisme κ : X (x) → X (x)
(u; w) 7→ (u; ζ−1

N .w)

où ζN est une racine primitive N ieme de l’unité, induit l’action suivante sur
H0(Jac(X (x)); Ω) où Jac(X (x)) est la jacobienne de X (x) :

κ∗(ω(x)) = κ∗(
uα.du

wβ
) =

uα.du

(ζ−1
N .w)β

= ζβ
N .ω(x)

Cette action deQ(ζN) sur H0(Jac(X (x)); Ω), via κ∗, permet la décomposition
de Jac(X (x)), à isogénie près ([CoWü]) :

Jac(X (x))=̂T (x)⊕
∑

d|N
Jac(Xd(x))

où d’une part, T (x), appelée “partie nouvelle de la jacobienne”, est une
variété abélienne à polarisation principale de dimension ϕ(N)
(ϕ est la fonction d’Euler) et dont le réseau des périodes est un Z[ζN ]-module
de rang 2 ;
et d’autre part, Xd(x) sont les courbes algébriques données par l’équation
affine : wd = uµ1N .(u− 1)µ2N .(u− x)µ3N où d est un diviseur propre de N .

L’espace H0(T (x); Ω) est engendré par les formes différentielles propres
de H0(Jac(X (x)); Ω), dont les valeurs propres sont les ζs

N , s ∈ (Z/NZ)× pour
l’action de κ∗.
C’est le cas, par exemple, pour la forme différentielle propre suivante de
valeur propre ζs

N :

ωs(x) = u−<sµ1>.(u− 1)−<sµ2>.(u− x)−<sµ3>.du

où < t >= t− E(t) désigne la partie fractionnaire du nombre réel t.

La dimension du sous-espace propre Vs correspondant à cette valeur propre
ζs
N est donnée par :

15



dim Vs := rs = −1+ < sµ1 > + < sµ2 > + < sµ3 > + < sµ4 >

(cf [CW] p359)

et on a pour tout s dans (Z/NZ)×: rs = 0; 1 ou 2 et rs + r−s = 2
On note S={s ∈ (Z/NZ)× : rs = 1}/{±1} (puisque rs = 1 ⇐⇒ r−s = 1)
et M = Card(S).

1.b Description des espaces modulaires.

On commence par quelques définitions.

On rappelle qu’une variété abélienne A est dite de type IV (notations rel-
atives aux travaux de G. Shimura, voir par exemple [Shi1]), lorsqu’il existe
un corps K à multiplication complexe (c’est à dire que K est une exten-
sion imaginaire quadratique d’un corps de nombres totalement réel) tel que
K ⊆ End0(A) := End(A) ⊗Z Q et que cette injection est unitaire (c’est à
dire qu’elle envoie 1 sur idA).

Remarque :
Le type IV dont on parlera ici est relatif à l’existence d’un corps C.M. dans
l’algèbre des endomorphismes, mais on parlera également de type Φ d’une
variété abélienne qui est une représentation de son algèbre des endomor-
phismes dans une algèbre de matrices.

Une variété abélienne simple est dite à multiplication complexe au sens
de Shimura-Taniyama ou au sens strict (ce que l’on notera C.M.) lorsqu’il
existe un corps K à multiplication complexe [K : Q] = 2.dim A tel que
K ⊆ End0(A) := End(A) ⊗Z Q, que cette injection est unitaire et que
[K : Q] = 2.dim A.

Dans le cas d’une variété abélienne quelquonque, la décomposition de A, à
isogénie près, en sous-variétés simples deux à deux non-isogènes étant donnée
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A=̂Ar1
1 × . . .× Ark

k , on dira que A est à multiplication complexe au sens de
Shimura-Taniyama ou au sens strict (ce que l’on notera C.M.) lorsque pour
i = 1; . . . ; k, il existe un corps Ki à multiplication complexe tel que la variété
abélienne simple Ai est à multiplication complexe par Ki.

Dans ce qui suit, on sera amené à considérer des variétés abéliennes F
stables par Q(ζN). Dans certains cas, elles seront à C.M., parfois par Q(ζN)
lui-même, parfois par un sous-corps de Q(ζN) (lorsqu’elle est puissance pure
d’une sous-variété abélienne à C.M. par ce sous-corps). En effet, D. Bertrand
remarque que (voir [Be] exemple 3 paragraphe 1) :
soit k un corps tel que Q(ζN) soit une extension de degré n de k, et E une
variété abélienne à C.M. par k.
L’anneau des endomorphismes End0(F ) de F = En s’identifie à Mn(k), en
utilisant une application de Q(ζN) dans Mn(k) (après le choix d’une base de
Q(ζN) sur k, ce qui rend F stable par Q(ζN).
On dira alors que F est à C.M. par le sous-corps k de Q(ζN).

Le tore T (x), considéré ici, est une variété abélienne à polarisation principale
de type IV (par Q(ζN)) et dont le type est donné par :

Φ =
M∑

j=1

(σj + σ−j) + 2

1
2
ϕ(N)∑

j=M+1

σj

où les σj sont les ϕ(N) plongements de Q(ζN) dans C, cf [CoWo1] et [CoWü].

D’après les travaux d’Albert, Siegel et Shimura [Shi1], une famille de
variétés abéliennes de dimension ϕ(N) à C.M. de type IV (par Q(ζN)) et de
type Φ est paramétrée par HM (où H est le demi-plan supérieur).

Deux membres de cette famille seront des variétés abéliennes isomorphes
lorsque leurs coordonnées correspondantes dans HM sont dans la même
orbite d’un certain groupe arithmétique Γ agissant discontinûment sur HM .

17



Les T (x), x ∈ Q forment une sous-famille de dimension 1 de cet espace.

On a alors un morphisme de variétés quasi-projectives, définies sur Q :

Φ : Q → V

où les points deQ = P1(C)−{0; 1;∞} correspondent aux courbes algébriques
X (x) et où l’ensemble des points complexes de la variété de Shimura V est
isomorphe à HM/Γ, les points Φ(x) de cet espace correspondent aux classes
d’isomorphisme des “parties nouvelles” T (x) , x ∈ Q.

De plus, les classes d’isomorphisme des courbes algébriques X (x), x ∈ Q
sont paramétrées par H/∆, pour ∆ = ∆(µ1; µ2; µ3; µ4) est le groupe de mon-
odromie correspondant à l’équation différentielle hypergéométrique E(a; b; c).
L’action de ∆ sur H est décrite de la façon suivante :

Pour tout γ =

(
a b
c d

)
∈ ∆ et pour tout z ∈ H, γ(z) =

a.z + b

c.z + d

On dit du groupe ∆ que c’est un groupe triangulaire, cette appellation est
relative au changement d’indices suivant :
p = |1− µi − µj|−1

q = |1− µk − µl|−1

r = |1− µi − µk|−1

pour i, j, k, l distintcs dans {1;2;3;4}

Ceci permet de décrire le groupe de monodromie comme suit :

∆ = ∆(p; q; r) =< M0; M1; M∞ : Mp
0 = M q

1 = M r
∞ = M0.M1.M∞ = I2 >

où I2 est la matrice identité de SL2(R).
(p; q; r) désigne la signature du groupe triangulaire ∆(p; q; r).

Afin de s’assurer que ∆(p; q; r) agit bien discontinûment sur H, on suppose
que 1

p
+ 1

q
+ 1

r
< 1 (Condition d’hyperbolicité, cf [Yo] p53-57),
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et dans ce cas on a ∆(p; q; r) ⊆ PSL2(R) = Aut(H).

Cette discontinuité de l’action de ∆(p; q; r) sur H est impliquée par les con-
ditions suivantes (cf [DM] ou [M] p91) :

(INT ) : Pour tout i 6= j ∈ {1; 2; 3; 4}, (1− µi − µj)
−1 ∈ Z

Il existe une infinité de tels groupes triangulaires hyperboliques d’action dis-
continue sur H. Grâce aux conditions imposées sur les µi, nous travaillons
avec de tels groupes.

Il est important de rappeler ce que l’on entend par groupe arithmétique car
c’est une notion qui reviendra souvent dans la suite :

On considère un C-espace vectoriel de dimension finie V , muni d’une Q-
structure, et Λ un réseau de V .
Soit G un sous-groupe de GL(V ) défini sur Q.
On note : GΛ = {g ∈ G(Q) : g.Λ = Λ}.
Un sous-groupe Γ de G(Q) est dit arithmétique lorsqu’il existe un Λ pour
lequel Γ et GΛ sont commensurables.

Dans le cas des groupes ∆(p; q; r) que nous considérons, c’est une notion qui
ne dépend que de la signature du groupe triangulaire. Dans le cas particulier
des groupes triangulaires hyperboliques, K. Tacheuki a donné dans [Ta] un
critère déterminant l’arithméticité des signatures (p; q; r) des groupes ∆ =
∆(p; q; r). Ce résultat utilise le corps suivant :

k2 = Q(tr∆2) = Q((tr∆)2) = Q((cos
π

p
)2; (cos

π

q
)2; (cos

π

r
)2; cos

π

p
.cos

π

q
.cos

π

r
)

(Ces égalités, non triviales, sont démontrées dans ce même article).

Critère d’arithméticité :
- Lorsque ∆(p; q; r) est de type non-compact (i.e. p ou q ou r = ∞,
∆(p; q; r) est arithmétique si et seulement si k2 = Q.
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- Lorsque ∆(p; q; r) est de type compact,
∆(p; q; r) est arithmétique si et seulement si k2 = Q ou k2 ! Q et pour tout
plongement σ : k2 ↪→ R ,σ 6= id, on a :
σ((cosπ

p
)2 + (cosπ

q
)2 + (cosπ

r
)2 + 2.cosπ

p
.cosπ

q
.cosπ

r
− 1) < 0.

Ce critère permet en outre de démontrer qu’il y a, à permutation des
(p; q; r) près, 85 signatures de groupes triangulaires hyperboliques arithméti-
ques, et l’auteur les donne explicitement. Il y a donc une infinité de tels
groupes non-arithmétiques.
A titre d’exemple, la signature (2; 3;∞) est celle d’un groupe arithmétique
correspondant au groupe modulaire PSL2(Z). Il est engendré par les trans-
formations :
z 7−→ −1/z et z 7−→ z + 1 pour z ∈ H
Par contre, la signature (2; 5;∞) est non-arithmétique et correspond, à con-
juguaison près, au groupe engendré par les transformations :
z 7−→ −1

2
.(3 +

√
5)/z et z 7−→ z + 1

2
.(3 +

√
5) pour z ∈ H.

Dans [CoWo1] paragraphe 2, les auteurs construisent de façon explicite le
plongement modulaire suivant :

F : H −→ Hm

pour lequel m|M , compatible avec l’action des groupes ∆ (non nécessairement
arithmétique) agissant sur H et Γ agissant sur Hm. m est le nombre de
quadruplets (< sµ1 >; < sµ2 >; < sµ3 >; < sµ4 >) distincts pour s ∈ S.
L’application induite H/∆ −→ Hm/Γ fait apparaitre un morphisme sur Q :

Φ : C −→ V

de variétés projective et quasi-projective définies sur Q.
où C(C) ' H/∆ et V (C) ' Hm/Γ.
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1.c Le théorème de l’ensemble exceptionnel.

Lorsque 1− c > 0, on note E l’ensemble exceptionnel :

E := {x ∈ Q : F (a; b; c; x) ∈ Q}.
Selon les arguments de [CoWo1] et [CoWü], on peut également décrire cet
ensemble en terme de variétés abéliennes isogènes, de la façon suivante :

E := {x ∈ Q : T (x)=̂T (0)}
où T (0) est une variété abélienne à C.M. fixée.

En se servant d’une version faible d’une conjecture d’André-Oort démontrée
(voir ci-après), P. Cohen et G. Wüstholz démontrent le théorème suivant :

Théorème de l’ensemble exceptionnel :([CoWü])
Pour 1− c > 0, Card E = ∞ si et seulement si ∆(p; q; r) est arithmétique.

Lors du chapitre deux, un des objectifs de nos travaux sera de donner un
résultat similaire à ce théorème dans le cas de deux variables, c’est à dire
avec les fonctions hypergéométriques d’Appell.

La deuxième façon d’appréhender l’ensemble exceptionnel, c’est à dire sa
description en terme de variétés abéliennes et l’utilisation du théorème va
permettre, notamment, de résoudre des problèmes liés aux jacobiennes de
courbes algébriques à multiplication complexe, comme nous le verrons dans
le corollaire I.2.3 et la remarque qui lui succède.

On rappelle la conjecture (faible) d’André-Oort dont il est question pour
l’utilisation de l’ensemble exceptionnel, et qui a été démontrée par B. Edix-
hoven et A. Yafaev, voir [EdYa] ou [Ya] :
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Conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une courbe :
(Théorème 4.2 [Ya])
On suppose que sur une courbe algébrique Z= Φ(C) irréductible de V(C)
il existe un point P qui est C.M.
S’il existe une infinité de points de Z dont la variété abélienne correspondante
est isogène à la variété abélienne P, alors Z est de type Hodge.

La version (forte) de cette conjecture est la suivante :

Conjecture (forte) d’André-Oort dans le cas d’une courbe :
On suppose que sur une courbe algébrique Z= Φ(C) irréductible de V(C) il
existe une infinité de points à C.M., alors Z est de type Hodge.

La version forte de cette conjecture est à l’heure actuelle non démontrée.

Cependant en 1999, B. Edixhoven a démontré cette conjecture (forte) dans le
cas particulier des courbes algébriques plongées dans les variétés modulaires
de Hilbert, voir [Ed].
Or on sait, cf [CoWo1] p 104, que lorsque le groupe de monodromie ∆(p; q; r)
est non-compact, i.e. lorsque p, q ou r = ∞, le groupe modulaire Γ est un
groupe modulaire de Hilbert (c’est à dire Γ = PSL2(Ok) où k est un corps de
nombres totalement réel). Dans le cas de la variété modulaire Hm/Γ, m est le
degré du corps Q(tr∆2) (ce corps des traces au carré tr∆2 := {trγ2/γ ∈ ∆}
est celui utilisé par K. Tacheuki dans [Ta] pour donner la liste exhaustive
des signatures de groupes triangulaires hyperboliques arithmétiques, c’est k2

utilisé dans le critère d’arithméticité).
Le résultat ci-dessous indique les couples (p; q) pour lesquels l’entier m qui
apparait dans le plongement modulaire est inférieur ou égal 4̀. On peut aller
au-delà, mais le but de cette proposition est d’illustrer la théorie sous-jacente.

Proposition I.1.1 :
On note (p;q) le couple correspondant au groupe ∆ = ∆(p; q;∞).
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On considère le plongement modulaire précédent : H/∆ −→ Hm/Γ

• (p; q) ∈ {(2; 3); (2; 4); (2; 6); (2;∞); (3; 3); (3;∞); (4; 4); (6; 6); (∞;∞)}
si et seulement si m = 1 ; et on a Card E = ∞.

• (p; q) ∈ {(4; 3); (4; 6); (4; 8); (5; 2); (5; 3); (5; 5); (5;∞); (6; 3); (6; 4); (6;∞)
; (8; 2); (8; 8); (10; 2); (10; 10); (12; 2); (12; 12); (15; 2); (15; 15)} si et seule-
ment si m = 2 ; et on a Card E < ∞.

• (p; q) ∈ {(7; 2); (7; 7); (9; 2); (9; 9); (13; 2); (13; 13); (14; 2); (14; 14); (18; 2)
; (18; 18)} si et seulement si m = 3 ; et on a Card E < ∞.

• (p; q) ∈ {(5; 4); (5; 6); (5;∞); (8; 3); (8; 4); (8; 6); (8;∞); (10; 3); (10; 4)
; (10; 5); (10; 6); (10;∞); (12; 3); (12; 4); (12; 6); (12;∞); (15; 3); (15;∞)
; (17; 2); (17;∞); (20; 2); (20; 20); (24; 2); (24; 24); (30; 2); (30; 30)}
si et seulement si m = 4 ; et on a Card E < ∞.

Démonstration de la proposition I.1.1 :
Dans le cas m = 1, cela revient à s’intéresser aux groupes triangulaires
arithmétiques non-compacts, il suffit alors de se reporter à la liste donnée
dans [Ta].

Les autres cas se résolvent de façon similaire.

Traitons par exemple le cas m = 2. Notons k2 := Q(trγ2/γ ∈ ∆),
d’après [Ta], ce corps est égal à Q((cos2(π/p); cos2(π/q); cos(π/p).cos(π/q)).

On cherche les couples (p; q) tels que [k2 : Q] = 2.

Commençons par trouver les entiers q tels que [Q(cos(π/q)) : Q] = 2.

On sait que [Q(exp(2iπ/q)) : Q] = ϕ(q) (ϕ étant la fonction d’Euler) et
Q(exp(2iπ/q)) est une extension quadratique imaginaire de Q(ζq + ζq) =
Q(cos(2π/q)) (ζq racine q-ième de l’unité), donc Q(cos(π/q)) = 1

2
.ϕ(2q).

ϕ(2q) = 4
⇐⇒ ϕ(2.2α0 .pα1

1 . . . pαk
k ) = 4 où pi premier impair
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⇐⇒ 2α0+1.pα1
1 . . . pαk

k = (1− 1
2
).(1− 1

p1
) . . . (1− 1

pk
) = 4

⇐⇒ q = 4.p1...pk

(p1−1)...(pk−1)
= 4.p1...pk

2k.t

et p1 . . . pk étant impair, il faut k ≤ 2.

On traite donc les différentes possibilités :

- lorsque k = 2, q = 2α0 .pα1
1 .pα2

2

on doit avoir p2−1
2
|p1 et p1−1

2
= 1 donc p1 = 3 et p2 = 7 ; mais dans

ce cas, on aurait d’une part q = 2α0 .3α1 .7α2 , α1, α2 > 0 et d’autre part
q = 4.3.7

(3−1).(7−1)
= 7 contradiction.

- lorsque k = 1, q = 2α0 .pα1
1

on doit avoir p1 − 1|4 donc p1 = 3 ou 5,
dès lors p = 3 donne q = 2α0 .3α1 = 4.3

(3−1)
= 6 convient;

et p = 5 donne q = 2α0 .5α1 = 4.5
(5−1)

= 5 convient.

- lorsque k = 0, q = 2α0

α0 = 2 c’est à dire q = 4 convient.

Finalement [Q(cos(π/q) : Q] = 2 ⇐⇒ q = 4; 5 ou 6.

Comme il faut s’intéresser au carré des cosinus, puisque l’on considère le corps
k2, on doit également calculer (de la même façon) [Q(cos(π/q) : Q] = 4.
On trouve [Q(cos(π/q) : Q] = 4 ⇐⇒ q = 8; 10; 12 ou 15.

Dès lors, en utilisant les résultats trouvés et l’abus de notation
cos(π/∞) = 1, on obtient la solution.

Remarque :
Cette proposition s’appuie notamment sur les résultats de B. Edixhoven,
qui a démontré, en 1999, la conjecture d’André-Oort à laquelle nous nous
intéressons, dans le cas des courbes algébriques plongées dans les variétés
modulaires de Hilbert (voir [Ed]). Depuis, la version faible de cette conjec-
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ture (suffisante dans notre cadre de travail) a été prouvée dans le cadre plus
général de courbes modulaires plongées dans une variété de Shimura (voir
[EdYa] (2000)). Ce résultat a cependant le mérite d’illustrer la théorie sous-
jacente. Donnons à ce titre quelques exemples :

Exemple 1 : Le groupe modulaire PSL2(Z) = ∆(2; 3;∞).
Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :
(a; b; c) = ( 5

12
; 1

12
; 1

2
), (µ1; . . . ; µ4) = ( 5

12
; 11

12
; 1

12
; 7

12
) et N = 12.

La courbe algébrique correspondante est donnée par l’équation affine suiv-
ante, pour x ∈ Q :

X (x) : w12 = u5.(u− 1)11.(u− x)

D’après la proposition I.1.1, m = 1 car PSL2(Z) est arithmétique.
Le tore complexe considéré est de dimension ϕ(12) = 4 et se scinde, à isogénie
près, en sous-variétés simples de la façon suivante : T (x)=̂E(x)4 où E(x) est
une courbe elliptique. Le plongement modulaire est l’identité et on a :
Card E := {x ∈ Q : F ( 5

12
; 1

12
; 1

2
; x) ∈ Q} = ∞.

Exemple 2 : Le groupe de Hecke ∆(2; 5;∞).
Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :
(a; b; c) = ( 3

20
; 3

20
; 4

5
), (µ1; . . . ; µ4) = ( 7

20
; 13

20
; 3

20
; 17

20
) et N = 20.

La courbe algébrique correspondante est donnée par l’équation affine suiv-
ante, pour x ∈ Q :

X (x) : w20 = u7.(u− 1)13.(u− x)3

D’après la proposition I.1.1, m = 2 (il n’y a que deux quadruplets (< sµ1 >
; . . . ; < sµ4 >) distincts, à permutation près, sur les huit de départ s = 1 et
s = 3 par exemple).
Le tore complexe considéré est de dimension ϕ(20) = 8 et se scinde, à isogénie
près, en sous-variétés simples de la façon suivante : T (x)=̂S(x)4 où S(x) est
une surface abélienne stable par k = Q(

√
5). ∆(2; 5;∞) ⊂ PSL2(Ok) où Ok

désigne l’anneau des entiers de k.
Le plongement modulaire est décrit comme suit (on utilise ici l’écriture en
coordonnées projectives) :
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∆(2; 5;∞) \ H −→ PSL2(Ok) \ H2 = V (C)
(
∫

γ0
ω(x) :

∫
γ1

ω(x)) 7−→ (
∫

γ0
ω(x) :

∫
γ1

ω(x);
∫

γ0
ω3(x) :

∫
γ1

ω3(x))

où ω(x) = du
w

= u−
7
20 .(u− 1)−

13
20 .(u− x)−

3
20 .du

et ω3(x) = du
w

= u−
1
20 .(u− 1)−

19
20 .(u− x)−

9
20 .du

V est la surface modulaire de Hilbert correspondant au corps k = Q(
√

5).
L’action de PSL2(Ok) sur H2 est donnée, pour γ ∈ PSL2(Ok) et pour z ∈ H
par :
γ(z) = (az+b

cz+d
; σ(a)z+σ(b)

σ(c)z+σ(d)
) où σ est le plongement non trivial de k dans R.

Enfin, ∆(2; 5;∞) étant non-arithmétique, on a :
Card E := {x ∈ Q : F ( 3

20
; 3

20
; 4

5
; x) ∈ Q} < ∞.

Exemple 3 : Le groupe ∆(2; 7;∞).
Des calculs immédiats donnent le résultats suivants :
(a; b; c) = (23

28
; 9

28
; 1

2
), (µ1; . . . ; µ4) = ( 5

28
; 19

28
; 9

28
; 23

28
) et N = 28.

La courbe algébrique correspondante est donnée par l’équation affine suiv-
ante, pour x ∈ Q :

X (x) : w28 = u5.(u− 1)19.(u− x)9

D’après la proposition I.1.1, m = 3 (il n’y a que trois quadruplets (< sµ1 >
; . . . ; < sµ4 >) distincts, à permutation près, sur les douze de départ s = 1,
s = 3 et s = 5 par exemple).
Le tore complexe considéré est de dimension ϕ(28) = 12 et se scinde, à
isogénie près, en sous-variétés simples de la façon suivante : T (x)=̂V(x)4

où V(x) est une variété abélienne stable par k = Q(cos(2π
7

)). ∆(2; 7;∞) ⊂
PSL2(Ok) où Ok désigne l’anneau des entiers de k.
Le plongement modulaire est décrit comme suit (on utilise ici l’écriture en
coordonnées affines) :

∆(2; 7;∞) \ H −→ PSL2(Ok) \ H3 = W (C)R
γ0

ω(x)R
γ1

ω(x)
7−→ (

R
γ0

ω(x)R
γ1

ω(x)
;
R

γ0
ω3(x)R

γ1
ω3(x)

;
R

γ0
ω5(x)R

γ1
ω5(x)

)

où ω(x) = du
w

= u−
5
28 .(u− 1)−

19
28 .(u− x)−

9
28 .du

ω3(x) = du
w

= u−
15
28 .(u− 1)−

1
28 .(u− x)−

27
28 .du
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et ω5(x) = du
w

= u−
25
28 .(u− 1)−

11
28 .(u− x)−

17
28 .du

W est la variété modulaire de Hilbert correspondant au corps k = Q(cos(2π
7

)).
L’action de PSL2(Ok) sur H3 est donnée, pour γ ∈ PSL2(Ok) et pour z ∈ H
par : γ(z) = (az+b

cz+d
; σ1(a)z+σ1(b)

σ1(c)z+σ1(d)
; σ2(a)z+σ2(b)

σ2(c)z+σ2(d)
) où {id; σ1; σ2} sont les plonge-

ments de k dans R.
Enfin, ∆(2; 7;∞) étant non-arithmétique, on a :
Card E := {x ∈ Q : F (23

28
; 9

28
; 1

2
; x) ∈ Q} < ∞.
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2. Valeurs exceptionnelles et transcendantes
de la fonction de Gauss :

On notera désormais et pour toute la suite : ∼
la relation d’équivalence suivante :

∀α; β ∈ C, α ∼ β ⇐⇒ ∃δ ∈ Q∗, α = δ.β

Pour 1− c > 0,
on dispose de deux solutions linéairement indépendantes sur C au voisinage
de x = 0 de l’équation différentielle hypergéométrique de Gauss, données par
les représentations intégrales suivantes (cf [AK] pp4-6) :

∫ ∞

1

ω(x) :=

∫ ∞

1

u−µ1 .(u−1)−µ2 .(u−x)−µ3 .du = B(1−µ4; 1−µ2).F (a; b; c; x)

et

∫∞
1

ω′(x) :=
∫∞

1
x1−c.v1−µ4 .(1− v)−µ3 .(x− v)−µ2 .dv

=
∫ x

0
ω(x) = B(1− µ1; 1− µ3).x

1−c.F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x)

On souhaite donner un critère de C.M. de T (x) portant sur les fonctions
hypergéométriques de Gauss. Pour ce faire, on utilise le résultat fondamental
suivant :
On pose H1(T (x);Z) =< γ0; γ1 > et R1 = {s ∈ (Z/NZ)× : rs = dim Vs = 1},
on sait alors que :

Lemme I.2.1 : (Corollaire 5 [ShWo])
Pour tout x ∈ Q\{0; 1}, T(x) est C.M. si et seulement si

∫
γ0

ω(x) ∼ ∫
γ1

ω(x)
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En posant δCM := B(µ2;µ4)
B(µ1;µ3)

, on peut écrire :

Proposition I.2.1 :
Pour tout x ∈ Q \ {0; 1}, T (x) est à C.M. si et seulement si

F (a; b; c; x) ∼ δCM .F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x)

Démonstration de la proposition I.2.1 :
On sait que dans tous les cas s = 1 ∈ R1 puisqu’on a imposé au départ la
condition

∑4
i=1 µi = 2.

Pour tout x ∈ Q\{0; 1}, la condition de C.M. de T (x) énoncée dans le lemme
I.2.1, se traduit, avec s = 1 et en faisant agir les cycles de Pochhammer pour
modifier les chemins d’intégration, par :

∫ ∞

1

ω(x) ∼
∫ x

0

ω(x)

Ce qui, en terme de fonctions hypergéométriques de Gauss, donne :
B(1− µ4; 1− µ2).F (a; b; c; x) ∼ B(1− µ1; 1− µ3).x

1−c×
×F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x)

c’est à dire
F (a; b; c; x) ∼ B(1−µ1;1−µ3)

B(1−µ4;1−µ2)
.F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x)

Dès lors, sachant que Γ(µ) ∼ π
Γ(1−µ)

, pour µ /∈ Z et que B(p; q) = Γ(p)Γ(q)
Γ(p+q)

, on

en déduit que B(1− µi; 1− µj) ∼ π
B(µi;µj)

ce qui achève la démonstration de
cette proposition.

On choisit maintenant de fixer une variété abélienne, que l’on notera abu-
sivement T (0) qui est à C.M. (par Q(ζN) ou par un sous-corps de Q(ζN)). En
effet, voir [CoWü], la variété abélienne T (0)=̂A1 × A2 où Ai sont des sous-

variétés abéliennes de dimension ϕ(N)
2

(extraite de la jacobienne de la courbe
de Fermat FN : uN+wN = 1, voir [WoWü]) qui sont à C.M. et respectivement
liées aux périodes B(1− µ2; 1− µ4) et B(µ1; µ3). Cette variété abélienne est
suggérée dans l’ensemble exceptionnel E . On s’intéressera aux conséquences
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sur les valeurs des fonctions hypergéométriques de Gauss lorsque T (x) est
isogène à cette variété. On obtient le résultat suivant :

Théorème I.2.1 :
Pour tout x ∈ Q \ {0; 1} ,
si F (a; b; c; x) algébrique alors F (b+1−c; a+1−c; 2−c; x) est transcendant.

Afin de démontrer ce résultat, on utilise une conséquence directe du Satz 1
de [WoWü], que l’on exprime sous la forme suivante :

Lemme I.2.2 : ([WoWü])
Une période non nulle de première espèce et une période non nulle de deuxième
espèce sur une même variété abélienne définie sur Q sont Q-linéairement
indépendantes.

D’autre part, on dispose du lemme suivant :

Lemme I.2.3 : (Proposition 3 [CoWü])
On suppose que 1− c > 0.
Pour tout x ∈ Q \ {0; 1}, F (a; b; c; x) ∈ Q si et seulement si T (x)=̂T (0)

Cette condition entrâıne, en particulier, que T (x) est à C.M. (par Q(ζN) ou
par un sous-corps de Q(ζN)).

Remarques :
- C’est cette condition qui a permis la description de l’ensemble exceptionnel
en terme de variétés abéliennes.
- Dans le cas où 1− c < 0, l’ensemble exceptionnel devient

E = {x ∈ Q : F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x) ∈ Q}

et sa description en termes de variétés abéliennes reste identique (l’espèce
des périodes B(µi; µj) considérées change et les sous-variétés correspondantes
aussi, mais on note toujours T (0) la variété abélienne servant de référence).
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Démonstration du théorème I.2.1 :
On doit distinguer deux cas, suivant la valeur de la constante c.
Sous les conditions x ∈ Q ∩Q, F (a; b; c; x) ∈ Q, pour 1− c > 0
(resp. x ∈ Q ∩Q, F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x) ∈ Q, pour 1− c < 0),
on sait que T (x)=̂T (0).

La variété abélienne T (0) étant à C.M., il en est de même pour T (x). On
peut alors appliquer la proposition I.2.1, avec δCM pour 1− c > 0 (resp. avec
δ−1
CM pour 1− c < 0).

Or, 1− c > 0 ⇐⇒ µ2 + µ4 > 1, donc la période B(µ2; µ4) est de deuxième
espèce, tandis que la période B(µ1; µ3) est de première espèce (c’est le con-
traire dans le cas de 1− c < 0).
Donc, d’après le lemme I.2.2, le nombre δCM est transcendant, ce qui fournit
le résultat.

Afin d’illustrer ces résultats, on donne ici quelques applications :

Corollaire I.2.1 :
On suppose que 1− c > 0 : pour tout x ∈ Q \ {0; 1},
(H1) : F (a; b; c; x) ∈ Q si et seulement si (H ′

1) : F (c− a; c− b; c; x) ∈ Q
implique

{ (C1) : F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x) /∈ Q
(C ′

1) : F (1− a; 1− b; 2− c; x) /∈ Q

Démonstration du corollaire I.2.1 :
On utilise le théorème précédent et le fait que pour x ∈ Q, (H1) (resp. (C1))
est algébriquement équivalent à (H ′

1) (resp. (C ′
1)).

En effet, z1(x) : = c1.
∫∞

1
u−µ1 .(u− 1)−µ2 .(u− x)−µ3 .du

= c1.
∫ 1

0
v−µ4 .(1− v)−µ2 .(1− xv)−µ3 .dv où v = 1/u.

où

c1 est une constante.
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On pose alors v = 1−w
1−wx

et on trouve,

d’une part :

z1(x) : = c1.(x− 1)1−µ2−µ3 .
∫ 1

0
w−µ2 .(1− w)−µ4 .(1− wx)−µ1 .dw

= c1.(x− 1)c−a−b.
∫ 1

0
wc−a−1.(1− w)a−1.(1− wx)b−c.dw

= (x− 1)c−a−b.F (c− a; c− b; c; x)
et d’autre part :

z1(x) : = F (a; b; c; x)

dès lors, pour x ∈ Q, F (a; b; c; x) ∼ F (c− a; c− b; c; x)

On opère également par changement de variable pour démontrer l’équivalence
algébrique de (C1) et (C ′

1).
Ceci achève la démonstration du corollaire.

On note J la fonction modulaire (usuelle) pour le groupe ∆(2; 3;∞) =
SL2(Z) et admettant comme développement au voisinage de l’infini :

J(τ) =
1

1728.exp(2iπτ)
+ c0 +

∑
n>0

cn.exp(2iπτ)

On note enfin CJ,ρ la composante connexe de {τ ∈ H : |J(τ)| < 1} contenant
ρ = exp(2iπ/3), on dispose alors du résultat suivant :

Corollaire I.2.2 :
pour tout τ ∈ Q(i

√
3) ∩ CJ,ρ ,

F ( 5
12

; 5
12

; 4
3
; J(τ)) , F (11

12
; 11

12
; 4

3
; J(τ)) et Res(J−1/3; ρ)

sont des nombres transcendants.

Démonstration du corollaire I.2.2 :
Pour τ quadratique imaginaire, J(τ) est un nombre algébrique.
Dans la proposition 2.3 p 129 [Ar] l’auteur démontre
d’une part que F ( 1

12
; 1

12
; 2

3
; J(τ)) ∈ Q

et d’autre part que (η(τ)
η(ρ)

)2 ∈ Q (où η est la fonction de Dedekind).

D’après le corollaire I.2.1, on obtient les résultats de transcendance des deux
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valeurs de la fonction hypergéométrique.
Enfin, en utilisant le résultat [Ar] p120 qui indique que :

F ( 5
12

; 5
12

; 4
3
; J(τ)) = Res(J−1/3; ρ)−1.(τ−ρ).J(τ)−1/3.(η(τ)

η(ρ)
)2 on prouve la tran-

scendance du résidu.

Corollaire I.2.3 : ([CoWü] p12)
Soit p un nombre premier, les conditions suivantes sont équivalentes :
p = 5 ou 7
Card {x ∈ Q : F (p−3

2p
; p−1

2p
; p−1

p
; x) ∈ Q} = ∞

Card {x ∈ Q : F (p+1
2p

; p−1
2p

; p−1
p

; x) ∈ Q} = ∞

Démonstration du corollaire I.2.3 :
On considère les courbes affines lisses définies sur C suivantes :
X(1) : wp = [(u(u− 1)(u− x)]

p−1
2

X(2) : wp = [(u(u− 1)(u− x)]
p+1
2

Elles correspondent respectivement aux quadruplets :
(µ

(1)
1 ; µ

(1)
2 ; µ

(1)
3 ; µ

(1)
4 ) = (p−1

2p
; p−1

2p
; p−1

2p
; p+3

2p
)

(µ
(2)
1 ; µ

(2)
2 ; µ

(2)
3 ; µ

(2)
4 ) = (p+1

2p
; p+1

2p
; p+1

2p
; p−3

2p
)

et donc aux triplets
(a(1); b(1); c(1)) = (p−3

2p
; p−1

2p
; p−1

p
)

(a(2); b(2); c(2)) = (p+3
2p

; p+1
2p

; p+1
p

)

Dans le cas de X(1), puisque 1− c(1) > 0,
F (a(1); b(1); c(1); x) = F (p−3

2p
; p−1

2p
; p−1

p
; x) qui est solution de l’équation

différentielle hypergéométrique de Gauss dont le groupe de monodromie est
isomorphe au groupe triangulaire ∆(p; p; p).

Dès lors, en utilisant l’ensemble exceptionnel E décrit au premier paragraphe,
on obtient la deuxième ligne puisque pour p premier,
∆(p; p; p) est arithmétique si et seulement si p = 5 ou 7 ([Ta]).

En tenant le même raisonnement avec la courbe X(2), dans ce cas 1− c(2) > 0
on obtient la troisième ligne et on termine la démonstration.
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Remarques :
- Ce corollaire fournit des contre-exemples, découverts par J. de Jong et R.
Noot [dJN] avec des courbes birationnellement équivalentes à X(1) et X(2), à
une conjecture de Coleman qui affirmait qu’il n’existait qu’un nombre fini de
classes d’isomorphisme de courbes de genre g ≥ 4 dont la jacobienne est à
C.M. (ici g = 4 ou 6 et Jac X = T (x)). Dans [CoWü], on trouve une autre
démonstration .
- D’autre part, il indique que la fonction hypergéométrique de Gauss qui est
une fonction transcendante prendra malgré tout, dans ces cas-là, une infinité
de valeurs algébriques.

Corollaire I.2.4 :
Pour tout α ∈ Q∩]0; 1

4
[,

F (1− 3α; 3α; 1− α; 1
2
) = 23α.cos(πα)

F (1− 3α; 3α; 1 + α; 1
2
) ∼ π−

1
2 . Γ(α)2

Γ(2α+ 1
2
)

Démonstration du corollaire I.2.4 :
On utilise le résultat suivant [BeWo] Théorème 4 :
F (2α; 1− 4α; 1− α; 1

2
) = 4α.cos(πα)

qui est un nombre algébrique pour α ∈ Q∩]0; 1
4
[.

Ainsi, lorsque 0 < α < 1
4
, on dispose de l’hypothèse (H1) du corollaire I.2.1,

puisque 1 − c = α > 0, dans la démonstration de ce corollaire, on a vu que
F (a; b; c; x) = (x− 1)c−a−b.F (c− a; c− b; c; x), c’est cette formule qui donne
la première ligne.

Pour la deuxième ligne, on sait que (H1) est équivalent à T (1
2
)=̂T (0), ce

qui implique que T (1
2
) est à C.M.

Dès lors, en utilisant la proposition I.2.1, on obtient :

F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; x) ∼ B(µ1;µ3)
B(µ2;µ4)
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c’est à dire F (1− 3α; 3α; 1 + α; 1
2
) ∼ B(3α;1−4α)

B(3α;1−2α)

On utilise alors les propriétés suivantes des fonctions Gamma pour trou-
ver le résultat :
Γ(1 + µ) ∼ Γ(µ) pour µ /∈ −N,
Γ(µ).Γ(1− µ) ∼ π pour µ /∈ Z
Γ(2µ) = 22µ−1.π−

1
2 .Γ(µ).Γ(µ + 1

2
), pour µ /∈ Z.

Remarque :
Aux résultats précédents, on peut ajouter quelques résultats ponctuels en se
servant à nouveau du lemme I.2.1. En effet, dans sa version complète, ce
lemme affirme également que :

pour tout x ∈ Q ∩Q,
T (x) est C.M. si et seulement si
pour tout (ou il existe) s ∈ R1,

∫
γ0

ωs(x) ∼ ∫
γ1

ωs(x)

Ainsi, traduit en terme de fonctions hypergéométriques, cela donne :
pour tout x ∈ Q∩Q, T (x) est C.M. si et seulement si pour tout (ou il existe)

s ∈ R1, F (a(s); b(s); c(s); x) ∼ δ
(s)
CM .F (b(s) + 1− c(s); a(s) + 1− c(s); 2− c(s); x)

avec des notations évidentes.
Bien entendu, dans le cas où le groupe ∆(µi) est arithmétique, on ne peut
pas extraire d’autres informations puisque R1 = {1}.
Par contre, lorsqu’il ne l’est pas, les s ∈ R1\{1}, fournissent d’autres égalités
modulo Q.
Reprenons, par exemple, le cas du corollaire précédent avec α = 1

9
.

Des calculs immédiats donnent (µ1; . . . ; µ4) = (3α; 3α; 1− 4α; 1− 2α) =
(1

3
; 1

3
; 5

9
; 7

9
), un groupe triangulaire non-arithmétique ∆(3; 9; 9), N = 9, R1 =

{1; 2} et (a(2); b(2); c(2)) = (4
9
; 1

9
; 7

9
).

Du fait que F (a; b; c; 1
2
) ∈ Q, on déduit que T (1

2
) est une variété abélienne à

C.M. par Q(ζ9) ou par un sous-corps de Q(ζ9) et cette condition, avec s = 2
à l’aide de la proposition I.2.1 donne :

F (
4

9
;
1

9
;
7

9
;
1

2
) ∼ B(2

3
; 5

9
)

B(2
3
; 1

9
)
.F (

1

3
;
2

3
;
11

9
;
1

2
)
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Chapitre 2 :

Fonctions hypergéométriques
d’Appell.

Lorsqu’on dispose d’une fonction transcendante f (convenablement nor-
malisée), on s’attend à ce qu’elle prenne “très souvent” des valeurs transcen-
dantes en des points algébriques. On parle alors de valeur exceptionnelle ou
de point exceptionnel pour un x algébrique en lequel la fonction prend une
valeur algébrique.

L’ensemble exceptionnel est un ensemble constitué de points exception-
nels. Mais, outre sa description arithmétique (à l’aide des valeurs algébriques
de la fonction transcendante considérée), il doit posséder une description
géométrique (en terme de variétés abéliennes de la même classe d’isogénie).

Les fonctions hypergéométriques d’Appell sont une généralisation au cas
de deux variables des fonctions hypergéométriques de Gauss. Comme ces
dernières, sauf en certains cas particuliers de paramètres a, b, b′ et c, elles
sont des fonctions transcendantes.
La question concernant l’existence d’un ensemble exceptionnel se pose alors
naturellement, tant pour sa description en terme de fonctions transcendantes
prenant des valeurs algébriques, que pour sa description en terme de variétés
abéliennes à multiplication complexe. L’objectif ici est de tenter de trouver
des résultats similaires à ceux de P. Cohen et G. Wüstholz dans [CoWü].
Dans le premier paragraphe, nous rappelerons les résultats de P. Cohen et
de J. Wolfart sur le plongement modulaire qui indiquent quelles sont les
variétés abéliennes auxquelles il convient de s’intéresser dans le cas des fonc-
tions d’Appell.
L’objet du deuxième paragraphe est la construction de l’ensemble excep-
tionnel pour les fonctions d’Appell qui généralise celui utilisant les fonctions
hypergéométriques de Gauss.
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1. Construction du plongement modulaire :

1.a Construction des variétés abéliennes liées aux fonc-
tions d’Appell.

On considère le système (E1) = (E1(a; b; b′; c)) d’équations différentielles
partielles linéaires du second ordre d’Appell :




x(1− x) ∂2v
∂x2 + y(1− x) ∂2v

∂x∂y
+ (c− (a + b + 1)x) ∂v

∂x
− by ∂v

∂y
− abv = 0

y(1− y)∂2v
∂y2 + x(1− y) ∂2v

∂x∂y
+ (c− (a + b′ + 1)y)∂v

∂y
− b′x ∂v

∂x
− ab′v = 0

(x− y) ∂2v
∂x∂y

− b′ ∂v
∂x

+ b∂v
∂y

= 0

Pour l’instant, on considère les paramètres a, b, b′ et c comme étant des com-
plexes tels que c n’est pas un entier négatif, Re a > 0, Re (c − a) > 0, voir
[AK] p29.
Ce système a pour singularités régulières les 7 surfaces caractéristiques de
P1(C)2 suivantes : x, y = 0, 1,∞; x = y
Les deux premières lignes impliquent la troisième.
L’espace vectoriel des solutions de (E1) est de dimension 3.

La série hypergéométrique d’Appell est la solution locale de (E1) qui est égale
à 1 en (x; y) = (0; 0), et qui est définie par la série :

F1(a; b; b′; c; x; y) =
∑

m,n∈N

(a; m + n)(b; m)(b′; n)

(c; m + n)m!n!
.xmyn

pour |x| < 1 et |y| < 1.

Cette solution peut être prolongée analytiquement sur (C \ [1;∞[)2 sous la
forme d’une intégrale appelée fonction hypergéométrique d’Appell (cf [AK]
p 29) :

F1(a; b; b′; c; x; y) = B(a; c−a)−1.

∫ ∞

1

u−µ0 .(u−1)−µ1 .(u−x)−µ2 .(u−y)−µ3 .du

cette intégrale étant définie pour Re µ4 < 1 et Re µ1 < 1.
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où on pose désormais :





µ0 = c− b− b′

µ1 = a + 1− c
µ2 = b
µ3 = b′

µ4 = 1− a

avec µi ∈ Q ∩ ]0; 1[ et N le plus petit dénominateur commun des µi.
On a toujours :

∑4
i=0 µi = 2.

De même, les autres solutions de (E1) peuvent être mises sous forme intégrale
de la façon suivante [AK] pp58-65 :

∫ h

g

u−µ0 .(u− 1)−µ1 .(u−x)−µ2 .(u− y)−µ3 .du où g; h ∈ {0; 1; x; y;∞}, g 6= h

En utilisant les cycles de Pochhammer, elles sont égales à un multiple de Q∗

près, à : ∫

γgh

u−µ0 .(u− 1)−µ1 .(u− x)−µ2 .(u− y)−µ3 .du

où γgh est un chemin d’intégration autour des points g et h (cf [Yo] p9).

Ces solutions intégrales peuvent être vues comme des périodes de formes
différentielles de première espèce sur les courbes algébriques suivantes définies
sur C et paramétrées par (x; y) (dont on donne ici le modèle affine) :

X (x; y) : wN = uµ0N .(u− 1)µ1N .(u− x)µ2N .(u− y)µ3N

On dispose du résultat suivant :

Théorème de P.T.D.M. : (Picard, Terada, Deligne, Mostow)
On considère les µi comme précédemment.
il existe θ1; θ2 ∈ Q(ζN) , il existe γ0; γ1; γ2 trois cycles tels que, sur l’ensemble
des points réguliers Q := {(x; y) ∈ P1(C)2 : x 6= y; x, y 6= 0, 1,∞}
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l’application développante

ψ : Q −→ B2

(x; y) 7−→ (θ1

∫
γ1

ω(x; y) : θ2

∫
γ2

ω(x; y) :
∫

γ0
ω(x; y))

soit localement biholomorphe, PGL3(C)-multivalente, non-dégénérée,
d’image un sous-ensemble dense de la boule
B2 = {(z1; z2; z0) ∈ P2(C) : |z1|2 + |z2|2 < |z0|2};
de plus, le groupe de monodromie ∆ du système d’équations différentielles
(E) opère sur B2;
et dès que : (ΣINT )

Pour tout i 6= j ∈ {0; . . . ; 4}, (1− µi − µj)
−1 ∈

{
1
2
Z ∪ {∞} si µi = µj

Z si µi 6= µj

l’action de ∆ est discontinue.

Remarques :
- A permutation des µi-près, il y a 49 groupes ∆ (arithmétiques ou non)
d’action discontinue, appelés groupes de P.T.D.M. dont les µi vérifient (ΣINT )
(cf [DM] et [M]).
Parmi ces groupes, 27 vérifient la condition plus restrictive suivante :

(INT ) : Pour tout i 6= j ∈ {0; . . . ; 4}, (1− µi − µj)
−1 ∈ Z ∪ {∞}

Hormis ces 49 groupes, 9 autres trouvés par J.Sauter [Sa], ne vérifient pas
(ΣINT ) et sont cependant d’action discontinue sur B2.

- On note Qst l’espace des points stables, défini comme suit (cf [CoWo2]
paragraphe 4) :
Qst := ({z = (z0; . . . ; z4) ∈ P1(C)5} \ ({z : ∃zi = zj, i 6= j, µi + µj ≥ 1} ∪ {z :
∃zi = zj = zk, i, j, k distincts, µi + µj + µk ≥ 1} ∪ {z : ∃zi = zj = zk =
zl, i, j, k, l}))/PGL2(C),
où PGL2(C) agit diagonalement sur P1(C)5.
En utilisant l’homographie suivante :

V :
P1(C) → P1(C)

z 7→ V (z) = (z−z0)(z1−z4)
(z−z4)((z1−z0)

,

on identifie Q à un sous-espace de Qst, en faisant agir V ,
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(z0; z1; z2; z3; z4) devient (0; 1; V (z2) = x; V (z3) = y;∞).
L’application ψ s’étend à l’espace Qst. En effet, au voisinage de zi = zj,
on dispose de trois solutions linéairement indépendantes de (E1), dont deux
sont holomorphes en ce point et la troisième s’écrit comme le produit de
(zi− zj)

1−µi−µj par une fonction holomorphe non nulle en ce point. On peut
faire en sorte que, via l’homographie V , leur image reste dans B2.
Pour plus de détails voir [CoWo2] paragraphe 4.
Q est dense dans Qst.
On peut identifier Qst à B2/∆.

La construction qui suit se trouve explicitée dans [CoWo2] paragraphe 2.

Pour chaque diviseur propre f de N , on note :

Xf (x; y) : wf = uµ0N .(u− 1)µ1N .(u− x)µ2N .(u− y)µ3N

L’application :
X (x; y) → Xf (x; y)
(u; w) 7→ (u; wN/f )

induit un morphisme mf : Jac(X (x; y)) → Jac(Xf (x; y)).

On note alors T (x; y) le tore donné par la composante connexe à l’origine
(pour la topologie classique) de l’intersection :

⋂
f |N Ker mf .

C’est une variété abélienne à polarisation principale.

On dispose de la décomposition suivante :

Jac((x; y))=̂T (x; y)⊕
∑

f |N
Jac(Xf (x; y))

L’automorphisme k :
X (x; y) → X (x; y)
(u; w) 7→ (u; ζ−1

N .w)

où ζN est une racine N ième de l’unité

induit une action sur Jac(X (x; y)) définie par :

k∗(ω(x; y)) = k∗(f(u).
du

wα
) = f(u).

du

(ζ−1
N .w)α

= ζα
N .ω(x; y)
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pour ω(x; y) ∈ H0(Jac(X (x; y)); Ω).

De la même façon k∗ agit sur T (x; y), ce qui permet, d’une part, d’affirmer
que Q(ζN) ⊆ End0(T (x; y)) et donc de dire que T (x; y) est de type IV (par
Q(ζN)), et d’autre part de décomposer l’espace vectoriel H0(T (x; y); Ω) en
sous-espaces propres pour cette action.

1.b Le théorème du plongement modulaire.

Comme dans le cas d’une variable, on sait donner une forme différentielle
propre correspondante à la valeur propre ζs

N :

ωs(x; y) = u−<sµ0>.(u− 1)−<sµ1>.(u− x)−<sµ2>.(u− y)−<sµ3>.du

Le sous-espace propre correspondant à la valeur propre ζs
N (c’est à dire que

Q(ζN) agit sur Vs comme une multiplication par σs(Q(ζN)) où σs est le
plongement de Q(ζN) dans C qui à ζN associe ζs

N) a pour dimension (cf
[CW] p359) :

dimVs := rs = −1 +
4∑

i=0

< sµi >

et pour tout s ∈ (Z/NZ)×, rs + r−s = 3.

On pose m le nombre de sous-espace propre de dimension 1, correspon-
dants aux indices s = i1; . . . ; im (i1 = 1), il y en a donc également m de
dimension 2, correspondants aux indices s = −i1; . . . ;−im (−i1 = N − 1 =

−1mod(N)). Enfin, il y a ϕ(N)
2
−m qui sont de dimension 3, on les numérote

s = jm+1; . . . ; jϕ(N)
2

.

Ainsi

H0(T (x; y); Ω) = V 1
i1
⊕ . . . V 1

im ⊕ V 2
−i1

⊕ . . .⊕ V 2
−im ⊕ V 3

im+1
⊕ . . .⊕ V 3

i ϕ(N)
2
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(V k
ij

est un sous-espace propre de dimension k associé à la valeur propre ζ
ij
N ),

on obtient alors dim T (x; y) = 3ϕ(N)
2

Le type de T (x; y) est donné par :

Φ =
∑

s∈(Z/NZ)×
rs.σs

D’après les travaux de Shimura [Shi1], [Shi2], [Shi3], les variétés abéliennes

à polarisation principale de dimension 3ϕ(N)
2

à C.M. généralisée par Q(ζN) et
de type Φ sont paramétrées par l’espace symétrique Bm

2 de dimension :

2m =
∑

s∈(Z/NZ)×/{±1}
rs.r−s

Les T (x; y) forment une sous-famille de dimension deux de cet espace, para-
métrée par (x; y) ∈ Qst.

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théorème du plongement modulaire :
([CoWo2] Théorème 1)
Soit ∆ un groupe de P.T.D.M.
Il existe un entier positif m, un groupe arithmétique Γ contenant ∆,
agissant sur Bm

2 et un plongement dit modulaire qui consiste en une injection
analytique
F : B2 → Bm

2

compatible à une inclusion de groupes h : ∆ → Γ de sorte que :
pour tout δ ∈ ∆, pour tout τ ∈ B2, F (δ(τ)) = h(δ)(F (τ))
L’application F induit un morphisme Q-rationnel de B2/∆ vers Bm

2 /Γ, où
ces espaces quotients sont munis de leur structure naturelle de variété
projective définie sur Q.
La variété Bm

2 /Γ est la compactification d’une variété de Shimura qui
paramétrise les classes d’isomorphisme des variétés abéliennes à C.M. généra-
lisée par Q(ζN) et d’un type donné.
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2. Ensemble exceptionnel et fonctions hyper-
géométriques d’Appell :

Dans un article de 1988 (voir [Wo]), J. Wolfart introduit l’ensemble excep-
tionnel dans le cas des fonctions hypergéométriques de Gauss. On construit
ici l’ensemble exceptionnel relatif aux fonctions hypergéométriques d’Appell.
C’est sa description en terme de variétés abéliennes qui donnera sa descrip-
tion en terme de fonctions hypergéométriques.

Pour ce faire, on utilise les résultats suivants :

Théorème II.2.1 : ( [CoWo2] Théorème 2)
La variété abélienne A d’un point de multiplication complexe P le long de la
surface caractéristique stable Sst(ij) := {z : zi = zj et µi+µj < 1} est isogène
à un produit de trois variétés abéliennes à C.M. de dimension ϕ(N)/2.
La classe d’isogénie de chacun des facteurs est déterminée par la classe, mod-
ulo Q∗, d’un certain élément ω(B) du réseau des périodes.
Il y a deux possibilités :
1)(section 1) : si µi + µj + µk < 1 alors au point P=S(ijk) correspond la
variété abélienne A=̂A′

lp × A2
ij

et ω(A′
lp) ∼ B(1− µl; 1− µp), ω(Aij) ∼ B(µi; µj) ∼ B(µj; µk) ∼ B(µk; µi).

2)(section 2) : si µk + µl < 1 alors au point P= Sst(ij) ∩ Sst(kl)
correspond la variété abélienne A=̂A′ × Aij × Akl

et ω(A′) ∼ B(1−µi−µj; 1−µk−µl), ω(Aij) ∼ B(µi; µj), ω(Akl) ∼ B(µk; µl).

Théorème II.2.2 : ( [CoWo2] Théorème 3)
a)(section 1) : Pour µ0 + µ2 + µ3 < 1, autour du point stable de C.M.
S(023) (x=y=0), on a trois solutions fondamentales de (E) données par des
intégrales du type Euler à développement dans c.Q[[x; y]].
Pour deux de ces solutions, on a

c = B(1− µ0; 1− µ2)
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et pour l’autre
c = B(1− µ1; 1− µ4).

b)(section 2) : Pour µ0 + µ3 < 1 et µ1 + µ2 < 1 , autour du point stable de
C.M. Sst(03)∩Sst(12) (x=1;y=0), on a trois solutions fondamentales de (E)
données par des intégrales du type Euler à développement dans c.Q[[x− 1; y]].

Pour ces solutions, on a respectivement

c = B(1− µ0; 1− µ3),

et
c = B(1− µ1; 1− µ2),

et
c = B(1− µ0 − µ3; 1− µ1 − µ2).

Afin de se servir de ces résultats, on est amené à distinguer deux cas :

Section 1 : µ1 + µ4 > 1

Comparativement au cas d’une variable, le problème rencontré ici provient
de la dimension de T (x; y) qui est égale à 3ϕ(N)

2
; car donner une condition

d’algébricité de la fonction F1, en une valeur (x; y) de Q2 ∩ Qst fixée, ne
va permettre d’extraire de T (x; y) qu’un seul facteur à C.M. de dimension
ϕ(N)

2
; mais alors, on ne mâıtrise plus le caractère C.M. du facteur restant

dans la décomposition de T (x; y) puisqu’il est de dimension ϕ(N) et que
[Q(ζN) : Q] = ϕ(N).

On va s’intéresser tout d’abord aux solutions du système d’équations différentielles.
De façon explicite, les trois solutions au voisinage du point (x; y) = (0; 0) con-
sidérées dans le théorème 3 [CoWo2], énoncé ci-dessus, sont données par :
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ϕ1(x; y) :=

∫ ∞

1

ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ4).F1(a; b; b′; c; x; y)

ϕ2(x; y) :=

∫ x

0

ω(x; y) = B(1− µ0; 1− µ2).x
1−µ0−µ2 .(1− x)−µ1 .(y − x)−µ3 ×

×F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c;
x

x− 1
;

x

x− y
)

ϕ3(x; y) :=

∫ y

1

ω(x; y) = B(1− µ0; 1− µ3).y
1−µ0−µ3 .(1− y)−µ1 .(x− y)−µ2 ×

×F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c;
y

y − x
;

y

y − 1
)

Remarque :
Puisque l’on suppose ici que µ1 + µ4 > 1 c’est à dire µ0 + µ2 + µ3 < 1, en
utilisant le 1) du théorème II.2.1, on sait que B(µ0; µ2) ∼ B(µ0; µ3) ou ce
qui équivalent B(1 − µ0; 1 − µ2) ∼ B(1 − µ0; 1 − µ3). La constante c corre-
spondante à la solution ϕ3(x; y) est donc bien celle annoncée dans le a) du
théorème II.2.2.

Or, pour µ1 + µ4 > 1, les deux dernières solutions ne peuvent pas fournir
de condition d’algébricité de la fonction hypergéométrique correspondante,
en la valeur (x; y) fixée, car elles sont reliées à des périodes bêta de deuxième
espèce. On va donc utiliser (lemme II.2.2) d’autres périodes de la variété
abélienne T (x; y) qui sont suggérées par le résultat suivant :

(On rappelle que dans le cas qui nous intéresse dimVs +dimV−s = 1+2 = 3)

On note : H1(T (x; y);Z) =< γ0; γ1; γ2 >

Lemme II.2.1 : (Corollaire 6 [ShWo])

Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, T(x;y) est à C.M.
si et seulement s’il existe une base {ω−1; ω

′
−1} de V−1 ∩H0(T (x; y); ΩQ) telle

que :
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



∫
γ0

ω(x; y) ∼ ∫
γ1

ω(x; y) ∼ ∫
γ2

ω(x; y)∫
γ0

ω−1(x; y) ∼ ∫
γ1

ω−1(x; y) ∼ ∫
γ2

ω−1(x; y)∫
γ0

ω′−1(x; y) ∼ ∫
γ1

ω′−1(x; y) ∼ ∫
γ2

ω′−1(x; y)

Remarque à propos du lemme II.2.1 :
Dans [ShWo], les auteurs conjecturent que, comme dans le cas d’une variable,
un seul s ∈ R1 suffirait à déterminer la C.M. de la variété T (x; y).
C’est à dire que l’on aurait :

Conjecture : (voir [ShWo] p24)

Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, T (x; y) est C.M.
si et seulement s’il existe s ∈ R1,

∫
γ0

ωs(x; y) ∼ ∫
γ1

ωs(x; y) ∼ ∫
γ2

ωs(x; y).

Comme ils en font la remarque, on sait que cette conjecture est vraie
dans le cas où ∆(µi) est arithmétique, car alors R1 = {1} en raison de la
condition

∑4
i=0 µi = 2 et on a m = 1, dans ce cas, la conjecture est identique

au théorème suivant :

Théorème : (P. Cohen-H. Shiga-J. Wolfart appliqué aux variétés T (x; y))

Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, T (x; y) est C.M.

(
R

γ1
ω1(x;y)R

γ0
ω1(x;y)

;
R

γ2
ω1(x;y)R

γ0
ω1(x;y)

; . . . ;
R

γ1
ωm(x;y)R

γ0
ωm(x;y)

;
R

γ2
ωm(x;y)R

γ0
ωm(x;y)

) ∈ Bm
2 ∩Q2m

.

(fin de la remarque).

Les formes différentielles que l’on utilisera sont celles correspondant à la
valeur propre ζ−1

N . On les construit dans le lemme suivant :

Lemme II.2.2 :
{ωN−1(x; y); u.ωN−1(x; y)} est une base de V−1,
où ωN−1(x; y) = uµ0−1.(u− 1)µ1−1.(u− x)µ2−1.(u− y)µ3−1.du
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Démonstration du lemme II.2.2 :
Afin d’utiliser les résultats sur les conditions de régularité des formes différentielles
qui figurent p62 [Ar], on posera :

ω−1(x; y) = ωN−1(x; y) =
ua0 .(u− 1)a1 .(u− x)a2 .(u− y)a3

wN−1
.du

On note α ∧ β le plus grand diviseur commun des entiers α et β.

Les critères de régularité aux points (u; w) ∈ {(0; 0); (1; 0); (x; 0); (y; 0); (∞;∞)}
de la forme différentielle ωN−1(x; y) sur X (x; y) sont alors donnés par :

(i) a0 ≥ (N−1)A+N∧A
N

− 1

(ii) a1 ≥ (N−1)B+N∧B
N

− 1

(iii) a2 ≥ (N−1)C+N∧C
N

− 1

(iv) a3 ≥ (N−1)D+N∧D
N

− 1

(v) a0 + a1 + a2 + a3 ≤ (N−1)(A+B+C+D)−N∧(A+B+C+D−N)
N

− 1

où ai ∈ Z, et A = Nµ0; B = Nµ1, C = Nµ2, D = Nµ3.

On s’intéresse à la forme différentielle construite à partir des ai minimums,
notés (ai)min.
Considérons par exemple la condition (i) :

(N−1)A+N∧A
N

− 1 = (A− 1) + N∧A−A
N

Ainsi, lorsque A|N, N ∧ A− A = 0 et
(a0)min = A− 1
et lorsque A - N , N ∧ A− A < 0 et

(a0)min = E( (N−1)A+N∧A
N

− 1) + 1 = (A− 1) + E(N∧A−A
N

) + 1
et, puisque −1 < N∧A−A

N
< 0, on obtient E(N∧A−A

N
) = −1

et (a0)min = A− 1.

Nous allons donc considérer
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ωN−1(x; y) = uA−1.(u−1)B−1.(u−x)C−1.(u−y)D−1

wN−1 .du

= uµ0−1.(u− 1)µ1−1.(u− x)µ2−1.(u− y)µ3−1.du

Il reste à vérifier la condition de régularité (v) qui est équivalente à :

A + B + C + D − 4 ≤ A + B + C + D − 1− A+B+C+D+N∧(A+B+C+D−N)
N

⇐⇒ A+B+C+D+N∧(A+B+C+D−N)
N

≤ 3

or A+B+C+D+N∧(A+B+C+D−N)
N

≤ 2(A+B+C+D)−N
N

donc (v) ⇐ 2(µ0 + µ1 + µ2 + µ3)− 1 ≤ 3 ⇐⇒ 3− 2µ4 ≤ 3 ⇐⇒ µ4 ≥ 0
ce qui est toujours vrai.
Les conditions de régularité sont donc vérifiées pour ωN−1(x; y).

Concernant u.ωN−1(x; y), les conditions (i) à (iv) sont clairement réalisées et
un calcul identique donnerait la condition (v).

Enfin, ces deux formes différentielles appartiennent à V−1 puisqu’en les écrivant
sous la forme :

ωN−1(x; y) =
uA−1.(u− 1)B−1.(u− x)C−1.(u− y)D−1

wN−1
.du

il est clair que k∗(ωN−1(x; y)) = ζN−1
N .ωN−1(x; y) = ζ−1

N .ωN−1(x; y).
Ceci termine la démonstration de ce lemme.

Pour démontrer le lemme II.2.4, nous avons besoin d’un résultat qui est une
conséquence du théorème du sous-groupe analytique de G. Wüstholz [Wü],
que l’on écrit de la façon suivante :
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Lemme II.2.3 :
Soient A et B deux variétés abéliennes définies sur Q. On note par VA le
Q-espace vectoriel engendré par l’ensemble des nombres,

{∫

γ

ω : ω ∈ H0(A; ΩQ); γ ∈ H1(A;Z)

}

et de même pour B. Alors VA ∩ VB 6= {0} si et seulement s’il existe A’ sous-
variété simple de A et B’ sous-variété simple de B telles que A′=̂B′.

Lemme II.2.4 :
On suppose que µ1 + µ4 > 1. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
(H1) : F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q implique que T(x;y) contient un facteur isogène
à A′

14 dans sa décomposition.
(H2) : F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q implique que T(x;y) contient un

facteur isogène à A02 dans sa décomposition.

Aij (resp. A′
ij) est la variété abélienne utilisée dans le théorème II.2.1.

Elle est liée à la période B(µi; µj) (resp. B(1 − µi; 1 − µj)), de dimension
ϕ(N)

2
et à C.M. par Q(ζN) ou par un sous-corps de Q(ζN). Elles sont des

sous-variétés abéliennes extraites de la jacobienne d’une certaine courbe de
Fermat, voir [WoWü].

Démonstration du lemme II.2.4 :
En effet, F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q ⇐⇒ ∫∞

1
ω(x; y) ∼ B(1− µ1; 1− µ4)

lorsque (x; y) ∈ Q2 ∩Qst.
Or, d’après le lemme II.2.3, les variétés T (x; y) et A = T (0; 0) (abus de nota-
tion) possèdent en commun, modulo Q, une période de première espèce, elles
admettent donc à isogénie près une sous-variété simple en commun dans leur
décomposition.
Cette sous-variété correspond à la période B(1 − µ1; 1 − µ4), elle est donc
isogène à A′

14.

D’autre part, cf tableau p62 [AK],
B(µ2; µ0)

−1.
∫ x

0
ωN−1(x; y) =

x1+µ0+µ2 .(1− x)µ2−1.(y − x)µ3−1.F1(µ2; 1− µ1; 1− µ3; µ0 + µ2;
x

x−1
; x

x−y
) =

49



x1+µ0+µ2 .(1− x)µ2−1.(y − x)µ3−1.F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x
x−1

; x
x−y

)

donc, lorsque (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

⇐⇒ ∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ2; µ0).x

1+µ0+µ2 .(1− x)µ2−1.(y − x)µ3−1

⇐⇒ ∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ2; µ0)

Dès lors, en tenant le même raisonnement que précédemment,
T (x; y) admet un facteur simple dans sa décomposition, isogène à la sous-
variété A02 et correspondant à la période B(µ2; µ0).

Théorème II.2.3 :
On suppose que µ1 + µ4 > 1. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{

(H1) : F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

si et seulement si T (x; y)=̂A′
14 × A2

02 =: T (0; 0)
En particulier, T(x;y) est à C.M.

Démonstration du théorème II.2.3 :
T (x; y)=̂A′

14 × A2
02,

que l’on écrit T (x; y)=̂B × C2 où B=̂A′
14 et C=̂A02

⇐⇒
{

End0(B) ' End0(A
′
14)

End0(C) ' End0(A02)

⇐⇒
{

ΛB ⊗Z Q = ΛA′14 ⊗Z Q
ΛC ⊗Z Q = ΛA02 ⊗Z Q

où ΛB (resp. ΛC) est le réseau des périodes associé à la variété B (resp. C)

⇐⇒ (2)

{
Φ(ΛB ⊗Z Q) = ΛA′14 ⊗Z Q
Φ(ΛC ⊗Z Q) = ΛA02 ⊗Z Q

car Φ(ΛB ⊗Z Q) = ΛB ⊗Z Q
on décompose le type Φ à l’aide de l’action de k∗ comme précédemment :
pour tout a ∈ Q(ζN) ⊆ End0(T (x; y)),

Φ(a) =




ΦB(a) 0 0
0 ΦC(a) 0
0 0 ΦC(a)



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où

ΦB(a) =




σi1(a)
. . . 0

σim(a)
σim+1(a)

0
. . .

σi 1
2 .ϕ(N)

(a)




et

ΦC(a) =




σi−1(a)
. . . 0

σi−m(a)
σim+1(a)

0
. . .

σi 1
2 .ϕ(N)

(a)




Cette décomposition Φ = ΦB + 2ΦC fait apparaitre le résultat suivant :
T (x; y) admet A′

14 et A02 dans sa décomposition
si et seulement si T (x; y)=̂A′

14 × A2
02.

Ainsi la condition (2) est équivalente à :

{
∀i ∈ {0; 1; 2}, ∃a ∈ Q(ζN), ΦB(a).

∫
γi

ηB(x; y) =
∫

γi
ηB(0; 0)

∀j ∈ {0; 1; 2},∃a ∈ Q(ζN), ΦC(a).
∫

γj
ηC(x; y) =

∫
γj

ηC(0; 0)

où ηB(x; y) =t (ω1(x; y); . . . ; ωm(x; y); ωm+1(x; y); . . . ; ω 1
2
.ϕ(N)(x; y))

et ηC(x; y) =t (ω−1(x; y); . . . ; ω−m(x; y); ω′m+1(x; y); . . . ; ω′1
2
.ϕ(N)

(x; y))

Ce qui implique en particulier (i = 0 et j = 1),

{ ∫
γ0

ω1(x; y) ∼ ∫
γ0

ω1(0; 0)∫
γ1

ω−1(x; y) ∼ ∫
γ1

ω−1(0; 0)

et via les cycles de Pochhammer, on retrouve
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(3)

{ ∫∞
1

ω1(x; y) ∼ B(1− µ1; 1− µ4)∫ x

0
ω−1(x; y) ∼ B(µ2; µ0)

ce qui est équivalent aux conditions (H1) et (H2).

Réciproquement, d’après le lemme II.2.4 , (H1) et (H2), voir (3), impliquent,
d’après le 1) du théorème II.2.1, que T (x; y) contient A′

14 et A02 dans sa
décomposition et donc T (x; y)=̂A′

14×A2
02, ce qui achève la démonstration de

ce théorème.

Ce résultat permet déduire l’expression de l’ensemble exceptionnel lié à
la fonction hypergéométrique d’Appell :

Lorsque µ1 + µ4 > 1, on notera l’ensemble exceptionnel :

E := {(x; y) ∈ Q2
:

{
(H1) : F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q }.

Section 2 :

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

Bien que la méthode de construction de l’ensemble exceptionnel soit glo-
balement identique à celle de la section 1, il faut ici apporter une modification
au théorème II.2.3, que l’on écrit sous la forme suivante :
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Théorème II.2.3’ :

Pour

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

1er cas : Si A03=̂A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{
(H1) : F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b

′; 1− b; c− a; c− b; y
y−x

; y
y−1

) ∈ Q
⇐⇒ T (x; y)=̂A′ × A03 × A12

2eme cas : Si A03
̂6=A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{

(H1)
(H2)

ou

{
(H1)

(H ′
2) : F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) ∈ Q

⇐⇒ T (x; y)=̂A′ × A03 × A12

Démonstration du théorème II.2.3’ :
En effet, comme le suggère le théorème II.2.2, les solutions indépendantes de
(E) au voisinage de (x; y) = (1; 0) sont données par :

∫ 1

0
ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ0).x

−b.y−b′×
×F1(b + b′ + 1− c; b; b′; b + b′ + 1− a; 1

x
; 1

y
)

∼ B(1− (µ0 + µ3); 1− (µ1 + µ2)).F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y)

cf [AK] et [CoWo2] pp681-682,

où F2(a; b; b′; c; c′; x; y) se développe en série à l’intérieur du domaine
|x|+ |y| < 1 de la façon suivante :

F2(a; b; b′; c; c′; x; y) =
∑

m;n∈N

(a; m + n)(b; m)(b′; n)

(c; m)(c′; n)m!n!
.xm.yn

et admet un prolongement analytique ailleurs déterminé par l’intégrale ci-
dessus (à une constante multiplicative près).
Les deux autres solutins sont données par :

∫ y

0
ω(x; y) = B(1− µ0; 1− µ3).y

b+1−c.(1− y)c−a−1.(x− y)−b×
×F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y

y−x
; y

y−1
)
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∫ x

1
ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ2).x

b+b′−c.(1− x)c−a−b.(y − x)−b′×
×F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1

x
; x−1

x−y
)

Les solutions
∫ y

0
ω(x; y) et

∫ x

1
ω(x; y) étant reliées à des périodes bêta de

deuxième espèce, on ne peut pas les utiliser ici. Par contre, on se sert de la
forme différentielle propre ωN−1(x; y) associée à la valeur propre ζ−1

N , ce qui
donne le même raisonnement que le théorème II.2.3 et un résultat similaire
dans le premier cas.

Quant au deuxième cas :

{
(H1)
(H2)

⇐⇒
{ ∫ 1

0
ω(x; y) ∼ B(1− (µ0 + µ3); 1− (µ1 + µ2))∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3)

=⇒ T (x; y) admet A′ et A03 dans sa décomposition, ce qui est équivalent
à dire que T (x; y)=̂A′ × A03 × A12

et de même

{
(H1)
(H ′

2)
⇐⇒

{ ∫ 1

0
ω(x; y) ∼ B(1− (µ0 + µ3); 1− (µ1 + µ2))∫ x

1
ωN−1(x; y) ∼ B(µ1; µ2)

=⇒ T (x; y) admet A′ et A12 dans sa décomposition, ce qui est équivalent
à dire que T (x; y)=̂A′ × A03 × A12.

Réciproquement, supposons que T (x; y)=̂A′ × C ×D :

où

H0(A′; ΩQ) = < ω; . . . ; ωr; ωr+1; . . . ; ωϕ(N)
2

>

H0(C; ΩQ) = < ωN−1; . . . ; ω−r; ω
′
r+1; . . . ; ω

′
ϕ(N)

2

>

H0(D; ΩQ) = < u.ωN−1; . . . ; u.ω−r; ω
′′
r+1; . . . ; ω

′′
ϕ(N)

2

>

Deux cas peuvent alors se présenter :
- soit C=̂A03 ⇐⇒ ∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3)

⇐⇒ (H2) : F1(b
′; 1− b; c− a; c− b; y

y−x
; y

y−1
) ∈ Q

- soit C=̂A12 ⇐⇒ ∫ x

1
ωN−1(x; y) ∼ B(µ1; µ2)

⇐⇒ (H ′
2) : F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) ∈ Q
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Ce qui achève la démonstration du théorème II.2.3’.

D’où , lorsque

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

, et B(µ0; µ3) ∼ B(µ1; µ2)

on notera l’ensemble exceptionnel :

E := {(x; y) ∈ Q2
:

{
(H1) : F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b

′; 1− b; c− a; c− b; y
y−x

; y
y−1

) ∈ Q }

Et, lorsque

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

, et B(µ0; µ3) � B(µ1; µ2)

on notera l’ensemble exceptionnel :

E := {(x; y) ∈ Q2
:

{
(H1)
(H2)

ou

{
(H1)
(H ′

2)
}

où (H ′
2) : F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) ∈ Q.
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Chapitre 3 :

Utilisation d’une conjecture faible
d’André-Oort.

L’objectif de ce chapitre est de s’intéresser à la distribution des points
de multiplication complexe correspondants aux variétés abéliennes T (x; y),
qui sont dans la même orbite de Hecke, sur les variétés modulaires con-
sidérées. En particulier, dans le premier paragraphe, il s’agit d’appliquer une
conjecture faible d’André-Oort concernant les surfaces modulaires, encore
non-démontrée (rappelée ci-après) au cas des fonctions hypergéométriques
d’Appell via l’ensemble exceptionnel que nous avons construit au chapitre
précédent.
Par la suite, nous ferons quelques remarques sur la finitude de l’ensemble
exceptionnel, en nous intéressant notamment au cas particulier des groupes
de P.T.D.M. vérifiants les conditions (INT ).
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1. Utilisation d’une conjecture faible d’André-
Oort dans le cas d’une surface :

On rappelle qu’une sous-variété d’une variété de Shimura est dite de type
Hodge lorsqu’elle est une sous-variété de Shimura ou qu’elle est l’image par
une correspondance de Hecke d’une sous-variété de Shimura (cf [Co2] ou
[Ya]). On n’utilise ici que le point de vue des variétés abéliennes, et la seule
propriété des correspondances de Hecke dont on se servira est qu’elles trans-
forment une variété abélienne d’une variété de Shimura en une autre variété
abélienne, isogène à la première. On donne ici une version faible d’une con-
jecture d’André-Oort (cf [CoWü]) pour les surfaces. L’utilité de cette version
afaiblie pour la transcendance est discutée au cas des sous-variétés de dimen-
sion 1 dans [CoWü] et en dimension quelconque dans [Co2]. Nos résultats
en donnent une application pour les surfaces plongées dans les variétés de
Shimura.

Conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface :
Une surface algébrique S irréductible de V (C) est de type Hodge si et seule-
ment s’il existe un sous-ensemble de points à C.M. de S, dans la même classe
d’isogénie, qui est Zariski dense dans S.

Remarque :
La démonstration de la suffisance de cette conjecture est connue.

Théorème III.1.1 :
On suppose que la conjecture faible d’André-Oort dans le cas d’une surface
est vraie. Soit ∆(µi) d’action discontinue sur B2.
L’image de E est Zariski dense dans B2/∆(µi) si et seulement si le groupe
∆(µi) est arithmétique.
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Démonstration du théorème III.1.1 :
On suppose vraie la version faible de la conjecture d’André-Oort, dans le cas
d’une surface, énoncée ci-dessus.

On suppose que le groupe ∆(µi) est arithmétique c’est à dire que m = 1
(où F : B2 → Bm

2 ).
∆(µi) est alors un sous-groupe arithmétique du groupe modulaire Γ.
En tant que surface de Shimura B2/∆(µi) est de type Hodge. Or elle contient
un point P0 = T (0; 0) (resp. T (1; 0) suivant les cas) qui est à C.M.. Dès lors,
en utilisant le sens connu de la conjecture ci-dessus, elle contient un ensemble
Zariski dense de points qui sont isogènes à P0.
Or, d’après les théorèmes II.2.3 et II.2.3’, on sait décrire l’ensemble excep-
tionnel en terme de variétés abéliennes de la façon suivante :

E = {(x; y) ∈ Q2
: T (x; y)=̂T (0; 0)}

pour ce qui est de la section 1, et on remplace T (0; 0) par T (1; 0) dans le cas
de la section 2.
Ainsi, par construction, cet ensemble de points est l’ensemble E et B2/∆(µi)
étant de type Hodge, il est Zariski dense dans B2/∆(µi).

Réciproquement, supposons que l’image de l’ensemble exceptionnel dans
B2/∆(µi) soit Zariski dense.
On se sert là encore de la description de l’ensemble E en terme de variétés
abéliennes.
En utilisant alors la conjecture faible écrite ci-dessus, on dispose d’un ensem-
ble Zariski dense de variétés abéliennes isogènes à une variété fixée, on en
déduit que B2/∆(µi) est une variété de type Hodge.
Or en calculant les groupes modulaires possibles Γ(T ;M) correspondant aux
espaces de paramètres Bm

2 dans les travaux de G. Shimura [Shi1], [Shi3], on
remarque que Γ(T ;M) doit être un sous-groupe de GL3(OF (α)) (où F est un
corps de nombres totalement réel de degré m sur Q et F (α) une extension
quadratique imaginaire de F ).
En particulier, ces groupes modulaires doivent préserver le réseau M, ce
qui en fait des groupes arithmétiques, il est donc nécessaire que ∆(µi) soit
arithmétique pour qu’il puisse être un tel groupe modulaire.
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Remarques :
- Il n’est pas étonnant de trouver un tel résultat, en effet, comme les au-
teurs l’expliquent dans [CoWü], cette conjecture “reflète une situation typ-
ique dans la théorie de la transcendance. Lorsqu’une fonction transcendante
(F1 ici) prend une valeur algébrique, il doit y avoir une raison arithmétique
et lorsque cela se produit souvent, cela doit se traduire en terme de géométrie
arithmétique”.
- On verra dans le paragraphe suivant (voir lemme III.2.1), que dans le cas
des groupes de P.T.D.M., il existe également un critère, trouvé par P. Deligne
et G. Mostow dans [DM], déterminant leur arithméticité.

La proposition suivante, qui utilise le sens connu du résultat précédent,
fournit un contre-exemple à une conjecture de Coleman qui affirmait qu’il
n’existait qu’un nombre fini de classes d’isomorphisme de courbes de genre
g ≥ 4 dont la jacobienne est à C.M. :

Proposition III.1.2 :

Il existe une infinité de couples (x;y) de Q2
pour lesquels la jacobienne de la

courbe algébrique : Y(x; y) : v5 = u(u− 1)(u− x)(u− y) de genre g=6,
est à multiplication complexe.

Démonstration de la proposition III.1.2 :
On considère donc la famille de courbes algébriques,
paramétrée par (x; y) ∈ Qst suivante :

Y(x; y) : v5 = u(u− 1)(u− x)(u− y)

Chacune de ces courbes algébriques est birationnellement isomorphe à la
courbe algébrique :

X (x; y) : w5 = [u(u− 1)(u− x)(u− y)]2

L’isomorphisme birationnel étant donné par (u; v) 7→ (u; w = v2) d’inverse
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(u; w) 7→ (u; v = u(u−1)(u−x)(u−y)
w2 ).

Puisque N = 5 est premier, la décomposition de la jacobienne de la courbe
X (x; y) du premier paragraphe donne :

Jac X (x; y)=̂T (x; y)

et le genre de la courbe considérée est :
g = dim Jac X (x; y) = dim T (x; y) = 3ϕ(5)

2
= 6.

Or, le groupe de monodromie associé ∆(2
5
; . . . ; 2

5
) est arithmétique, on peut

donc utiliser le sens connu du théorème III.1.1.
Cela implique que l’image de E est Zariski dense dans B2/∆(µi),
et en particulier qu’il existe une infinité de valeurs de (x; y) pour lesquelles
Jac X (x; y)=̂T (1; 0) et donc pour lesquelles Jac X (x; y) est à C.M. par
Q(ζ5) ou par un sous-corps de Q(ζ5), ce qui achève la démonstration.

Remarque :
C’est le premier contre-exemple dans le cas de la dimension 2. Dans le cas
de la dimension 1, deux autres contre-exemples à cette conjecture avaient
été trouvés par J. de Jong et R. Noot (voir [dJN]) dans le cas de courbes de
genre g = 4 ou 6. On peut également se référer aux travaux de P. Cohen et
G. Wüstholz dans [CoWü] pour une autre démonstration (voir le corollaire
I.2.3 du premier chapitre).
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2. Quelques remarques concernant les groupes
de P.T.D.M. vérifiant la condition (INT ).

Contrairement au cas d’une variable, la Zariski densité n’est plus équivalente
à l’infinité de points à C.M.
On peut même démontrer que pour tous les groupes de P.T.D.M., arithméti-
ques ou non-arithmétiques, satisfaisant la condition (INT ), on a Card E =
∞, c’est à dire qu’il existe une infinité de points à C.M. isogènes à une variété
C.M. fixée (voir le proposition III.2.1 qui suit). En effet :

Proposition III.2.1 :
Pour tous les groupes arithmétiques de P.T.D.M. satisfaisant la condition
(INT) et pour tous les couples (i; j), i 6= j ∈ {0; . . . ; 4}, µi + µj < 1,
le groupe triangulaire ∆(µi + µj; µk; µl; µp) est arithmétique.

Afin de démontrer cette proposition, on utilise les lemmes suivants :
ce premier lemme est un critère déterminant l’arithméticité des groupes de
P.T.D.M.

Lemme III.2.1 : (cf [DM] p76)
Pour tous les groupes ∆(µ0; . . . ; µs) satisfaisant la condition (ΣINT ) :
∆(µ0; . . . ; µs) est arithmétique
si et seulement si pour tout s ∈ (Z/NZ)×−{1; N − 1}, rs = 0 ou Card(S-1).

On rappelle que : pour tout s ∈ (Z/NZ)×, pour tout i 6= j ∈ {0; . . . ; 4},
rs = −1+ < sµ0 > + . . . + < sµ4 > et lorsque µi + µj < 1 en utilisant la
remarque [CoWo2] p679, on peut décomposer le tore T (x; y)=̂Aij × T ,
le long de la surface caractéristique Sij, de telle sorte que le type de T soit
déterminé par :
r
(1)
s = −1+ < s(µi + µj) > + < sµk > + < sµl > + < sµp >

dès lors, r
(1)
s = rs+ < s(µi + µj) > − < sµi > − < sµj >
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On peut remarquer que r1 = 1 et que la condition µi + µj < 1 implique

r
(1)
1 = 1.

Lemme III.2.2 :
Pour tout s ∈ (Z/NZ)× − {1; N − 1}, rs = 0 ou 3 implique r

(1)
s 6= 1.

Démonstration du lemme III.2.2 :
On utilise le cas S=4 du lemme III.2.1.
En effet, 0 ≤< a >< 1 donc −2 << a > − < b > − < c >< 1
d’où rs − 2 < rs+ < s(µi + µj) > − < sµi > − < sµj >< rs + 1

et rs − 2 < r
(1)
s < rs + 1

Ainsi, pour rs = 0 ; −2 < r
(1)
s < 1

tandis que pour rs = 3 ; 1 < r
(1)
s < 4

donc r
(1)
s 6= 1 lorsque rs = 0 ou 3.

Ce qui achève la démonstration de ce lemme.

Démonstration de la proposition III.2.1 :
Supposons que ∆(µ0; . . . ; µ4) soit arithmétique.
Soit i 6= j ∈ {0; . . . ; 4} tels que µi + µj < 1 (il en existe toujours puisque∑4

i=0 µi = 2), alors d’après le lemme III.2.1,
pour tout s ∈ (Z/NZ)× − {1; N − 1}, rs = 0 ou 3

et d’après le lemme III.2.2, pour tout s ∈ (Z/NZ)× − {1; N − 1}, r(1)
s 6= 1

or, r
(1)
s ne pouvant prendre que les valeurs 0; 1 ou 2, le groupe ∆(µi +

µj; µk; µl; µp) vérifie la condition du lemme III.2.1, c’est à dire qu’il est
arithmétique.

Remarques :
- C’est cette proposition, et en particulier le cas des groupes ∆(µi; µj; µk; µl; µp)
arithmétiques, qui a inspiré le tableau qui suit. Dans le cas des groupes non-
arithmétiques de P.T.D.M. vérifiant la condition (INT ), il se trouve que la
proposition reste, en partie vraie :
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en effet, dans ce cas, il existe toujours des couples (i; j) (listés dans le tableau)
tels que µi + µj < 1 et ∆(µi + µj; µk; µl; µp) est arithmétique ; malheureuse-
ment on ne dispose pas d’une démonstration similaire car si on sait qu’il
existe un s0 6= 1; N − 1 tel que rs0 = 1, on ne sait pas lequel (il dépend des
µi), et si on sait qu’il existe des couples (i; j) tels que µi + µj < 1, là encore,
on ne sait lequel donnera un groupe triangulaire arithmétique.

- Les conditions de demi-intégrabilité (ΣINT ) ne permettent pas de définir
les entiers (p, q; r), c’est pourquoi cette étude se restreint aux cas (INT ).

- Pour tout {i; j; k; l; p} = {0; 1; 2; 3; 4}, les groupes triangulaires
∆(µi + µj; µk; µl; µp) considérés sont toujours d’action discontinue sur H car
lorsque le quintuplet (µ0; . . . ; µ4) vérifie la condition (INT ), le quadruplet
(µi + µj; µk; µl; µp) aussi.
Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que :
(1− (µi + µj)− µk)

−1 = (−1 + µl + µp)
−1 (car

∑4
i=0 µi = 2)

= −(1− µl − µp)
−1 ∈ Z (par hypothèse).

Le tableau ci-après donne la liste des groupes ∆(µi + µj; µk; µl; µp)
correspondant au(x) couple(s) (i; j) de la proposition III.2.1 et de la remar-
que qui suit (cas non-arithmétiques) et aux surfaces Sst(ij) du proposition
III.2.1 qui lui succède.

On inscrit dans la première colonne du tableau ci-dessous le numéro du
groupe correspondant dans la liste donnée par Deligne et Mostow dans [DM].
(p; q; r) est le triplet arithmétique correspondant à :
(p; q; r)=(|1− µi − µj − µk|−1;|1− µi − µj − µl|−1;|1− µk − µl|−1)
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N Nµ0 Nµ1 Nµ2 Nµ3 Nµ4 (i; j) (p; q; r)
1 3 1 1 1 1 2 (0;1),(0;2),(0;3), (3;∞;∞)

(1;2),(1;3),(2;3)
2 4 2 2 2 1 1 (0;3),(0;4),

(1;3),(1;4): (2;∞;∞):
(2;3),(2;4),(3;4) (4;4;∞)

3 4 1 1 1 2 3 (0;1),(0;2),(1;2): (4;4;∞):
(0;3),(1;3),(2;3) (2;∞;∞)

4 5 2 2 2 2 2 les 10 couples (i; j) (5;5;5)
5 6 2 2 2 3 3 (0;1),(0;2),(1;2): (6;6;∞):

(0;3),(0;4),(1;3), (3;6;6)
(1;4),(2;3),(2;4)

6 6 3 3 3 1 2 (0;3),(1;3),(2;3): (6;6;∞):
(0;4),(1;4),(2;4): (3;3;∞):

(3;4) (∞;∞;∞)
7 6 4 3 2 2 1 (0;4),(2;3): (3;6;6):

(1;2),(1;3): (2;6;∞):
(2;4),(3;4): (6;6;∞):

(1;4) (3;∞;∞)
8 6 2 2 2 1 5 (0;1),(0;2),(1;2): (2;6;∞):

(0;3),(1;3),(2;3) (3;6;6)
9 8 3 3 3 3 4 (0;1),(0;2),(0;3),

(1;2),(1;3),(2;3): (4;8;8):
(0;4),(1;4),(2;4),(3;4) (4;4;4)

10 8 2 2 2 5 5 (0;1),(0;2),(1;2): (4;8;8):
(0;3),(1;3),(2;3), (2;8;8)
(0;4),(1;4),(2;4)

11 8 3 3 3 1 6 (0;1),(0;2),(1;2): (2;8;8):
(0;3),(1;3),(2;3): (4;8;8):

(3;4) (4;4;4)
12 9 4 4 4 2 4 (0;1),(0;2),(1;2),

(0;4),(1;4),(2;4): (3;3;9):
(0;3),(1;3),(2;3),(3;4) (9;9;9)

13 10 4 4 4 1 7 (0;1),(0;2),(1;2): (2;5;10):
(0;3),(1;3),(2;3): (5;10;10):

(3;4) (5;5;5)
14 12 5 5 5 4 5 (0;1),(0;2),(0;4),

(1;2),(1;4),(2;4): (4;4;6):
(0;3),(1;3),(2;3),(3;4) (6;6;6)
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N Nµ0 Nµ1 Nµ2 Nµ3 Nµ4 (i; j) (p; q; r)
15 12 6 5 5 4 4 (0;1),(0;2): (3;4;4):

(0;3),(0;4): (4;4;6):
(1;2): (3;12;12):
(3;4) (6;12;12)

16 12 5 5 5 3 6 (0;1),(0;2),(1;2): (3;4;12):
(0;3),(1;3),(2;3): (6;12;12):
(0;4),(1;4),(2;4): (3;3;6):

(3;4) (6;6;6)
17 12 4 4 4 5 7 (0;3),(1;3),(2;3): (3;12;12)

(0;4),(1;4),(2;4) (3;4;4)
18 12 7 6 5 3 3 (0;3),(0;4): (3;4;12):

(1;2) (2;6;6)
19 12 7 7 4 4 2 (0;2),(0;3),(1;2),(1;3): (2;4;12):

(0;4),(1;4): (3;12;12):
(2;3): (4;4;6):

(2;4),(3;4) (6;12;12)
20 12 8 5 5 3 3 (0;3),(0;4): (3;3;6):

(1;2): (2;12;12):
(1;3),(1;4),(2;3),(2;4): (3;12;12):

(3;4) (6;12;12)
21 12 5 5 5 1 8 (0;1),(0;2),(1;2): (2;4;12):

(0;3),(1;3),(2;3): (6;12;12)
(3;4) (6;6;6)

22 12 3 3 3 7 8 (0;3),(1;3),(2;3): (2;12;12):
(0;4),(1;4),(2;4) (2;6;6)

23 12 3 3 3 5 10 (0;1),(0;2),(1;2): (3;4;12):
(0;3),(1;3),(2;3) (2;12;12):

24 15 6 6 6 4 8 (0;4),(1;4),(2;4): (4;4;5):
(3;4) (5;5;5)

25 18 8 8 8 1 11 (0;1),(0;2),(1;2): (2;3;18):
(0;3),(1;3),(2;3): (9;18;18):

(3;4) (9;9;9)
26 20 5 5 5 11 14 (0;4),(1;4),(2;4) (2;5;5)
27 24 9 9 9 7 14 (0;1),(0;2),(1;2): (3;8;24):

(0;4),(1;4),(2;4): (3;3;4):
(3;4) (4;4;4)
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Corollaire III.2.1 :
Pour tous les groupes de P.T.D.M. satisfaisant la condition (INT),
il existe une surface caractéristique stable Sst(ij) sur laquelle se trouve une
infinité de points à C.M.

Démonstration du corollaire III.2.1 :
On a vu dans le tableau précédent que pour de tels groupes il existe
toujours un couple (i; j) tel que i 6= j ∈ {0; . . . ; 4} et µi + µj < 1 avec
∆(µi + µj; µk; µl; µp) arithmétique.

Or, en travaillant le long de la surface caractéristique correspondante Sst(ij)
(pour fixer les idées, on prendra i = 0 et j = 2), on a T (x; y)=̂A02×T (y) (cf
[CoWo2] paragraphe 5)
où T (y) est la variété abélienne à polarisation principale décrite dans le cas
d’une variable, correspondant à la surface de Riemann :

X (y) : wN = u(µ0+µ2)N .(u− 1)µ1N .(u− y)µ3N

et au groupe triangulaire ∆(µ0 + µ2; µ1; µ3; µ4).

Or, T (x; y) est à C.M. si et seulement si T (y) est à C.M. puisque A02 une
variété abélienne à C.M., et d’après le théorème de l’ensemble exceptionnel
dans le cas d’une variable,
∆(µ0 + µ2; µ1; µ3; µ4) est arithmétique si et seulement si Card {y ∈ Q :
T (y)=̂T (0)} = ∞.
C’est le cas des groupes ∆(µi + µj; µk; µl; µp) que nous considérons ici, cela
qui implique en particulier que :

Card {y ∈ Q : T (y) est C.M.} = ∞
donc

Card {(x; y) ∈ Q2 ∩ Sst(ij) : T (x; y) est C.M.} = ∞
Ainsi, le long de la surface caractéristique Sst(ij), il existe une infinité de
variétés abéliennes T (x; y) qui sont à C.M. (isogènes à une variété abélienne
fixée). Ceci achève la démonstration.
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Les T (x; y) à C.M. que nous considérons ici sont tous dans la même classe
d’isogénie, dès lors, en utilisant le résultat de [EdYa], on peut affirmer que :

Corollaire III.2.2 :
Pour tous les groupes de P.T.D.M. satisfaisant la condition (INT),
il existe toujours une courbe de type Hodge plongée dans la variété modulaire
Bm

2 /Γ.

Cette courbe correspond à la surface caractéristique stable Sst(ij) du
tableau.
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Chapitre 4 :

Valeurs transcendantes de fonctions
hypergéométriques d’Appell.

On s’intéresse ici aux valeurs transcendantes des fonctions d’Appell. Le
but est de donner un résultat qui conduit à de telles valeurs sans avoir à
choisir les paramètres a, b, b′ et c.
Il faut remarquer en effet que dans certains cas, on peut donner des informa-
tions concernant la transcendance de valeurs de ces fonctions .

Prenons l’exemple traité par J. Wolfart dans [Wo2].
Considérons la fonction :

F1(
3

4
;
1

2
;

5

12
;
3

2
; x; y) = B(

3

4
;
3

4
)−1.

∫ ∞

1

u−
7
12 .(u−1)−

1
4 .(u−x)−

1
2 .(u−y)−

5
12 .du

La période B(3
4
; 3

4
) est de deuxième espèce car 3

4
+ 3

4
> 1.

Intéressons nous à la période
∫∞
1

ω(x; y) :

- Lorsque (x; y) = (1; 1),
∫∞
1

ω(1; 1) ∼ B(3
4
; 5

6
) est de deuxième espèce.

- Lorsque x = 0,
∫∞

1
ω(0; y) =

∫∞
1

u−
13
12 .(u − 1)−

3
12 ; (u − y)−

5
12 .du est de

deuxième espèce car 13
12

> 1.

- Lorsque y = 0,
∫∞
1

ω(x; 0) =
∫∞
1

u−1.(u−1)−
3
12 ; (u−y)−

1
2 .du est de troisième

espèce.

- Dans les autres cas,
∫∞

1
ω(x; y) est de première espèce sur la courbe algébrique

correspondante.
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De ces renseignements, on peut déduire différents résultats.

D’une part, pour (x; y) ∈ Q2∩Q−{(x; 0); (0; y); (1; 1) : (x; 0) ∈ Q; (0; y) ∈ Q}
la fonction
F1(

3
4
; 1

2
; 5

12
; 3

2
; x; y) est égale au quotient de périodee non nulles, l’une de

première espèce et l’autre de deuxième espèce, donc prend une valeur tran-
scendante.

D’autre part, pour y ∈ Q, F1(
3
4
; 1

2
; 5

12
; 3

2
; 0; y) = F (3

4
; 5

12
; 3

2
; y) et cette

fonction hypergéométrique de Gauss est reliée au groupe de monodromie
∆(µ0 + µ2; µ1; µ3; µ4) = ∆(2; 3; 3) qui est fini (car 1

p
+ 1

q
+ 1

r
> 1), c’est donc

une fonction algébrique. Ainsi, pour y ∈ Q, F1(
3
4
; 1

2
; 5

12
; 3

2
; 0; y) ∈ Q.

L’objectif de ce chapitre est de voir de quelle façon la localisation de cer-
tains points de multiplication complexe, ou encore certaines valeurs algébri-
ques de fonctions hypergéométriques d’Appell, permettent de déduire des
valeurs transcendantes de ces fonctions en des points algébriques. Ces résultats
“rappellent” celui obtenu au premier chapitre pour le cas d’une variable :
théorème I.2.1.
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Pour obtenir les résultats cherchés, les hypothèses à imposer consistent
notamment à s’assurer que la variété abélienne considérée est à multiplica-
tion complexe.
Mais comme nous l’avons déjà signalé au début du paragraphe 2, le problème
rencontré ici provient de la dimension de T (x; y) qui est égale à 3ϕ(N)

2
. En ef-

fet, donner une condition d’algébricité de la fonction F1, en une valeur (x; y)

de Q2 ∩ Qst fixée, ne va suffit plus pour affirmer que la variété T (x; y) est à
multiplication complexe.
Il existe donc deux possibilités qui permettront de contourner le problème :
- soit imposer la multiplication complexe de T (x; y) (Théorèmes IV.1 et IV.1’)
- soit imposer une deuxième condition de valeur algébrique d’une autre fonc-
tion hypergéométrique d’Appell en un point algébrique (Théorèmes IV.2 et
IV.2’).

Section 1 : µ1 + µ4 > 1

Afin d’utiliser le lemme II.2.1 et l’équivalence entre les périodes de variétés
abéliennes définies sur Q, on doit s’assurer du caractère C.M. de la variété
T (x; y).
En imposant cette condition, on obtient :

Théorème IV.1 :
On suppose que µ1 + µ4 > 1. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{

T (x; y) est à C.M.
F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q

entrâıne

{
F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x

x−1
; x

x−y
) /∈ Q

F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

) /∈ Q

Démonstration du théorème IV.1 :
De façon explicite, les trois solutions au voisinage du point (x; y) = (0; 0)
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considérées dans le a) du théorème II.2.2, sont données par :

ϕ1(x; y) :=
∫∞

1
ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ4).F1(a; b; b′; c; x; y)

ϕ2(x; y) :=
∫ x

0
ω(x; y)

= B(1− µ0; 1− µ2).x
1−µ0−µ2 .(1− x)−µ1 .(y − x)−µ3×

×F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x
x−1

; x
x−y

)

ϕ3(x; y) :=
∫ y

1
ω(x; y)

= B(1− µ0; 1− µ3).y
1−µ0−µ3 .(1− y)−µ1 .(x− y)−µ2×

×F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

)

Ainsi,
F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q

si et seulement si
∫ ∞

1

ω(x; y) ∼ B(1− µ1; 1− µ4). (1)

De plus, d’après le lemme II.2.1, et en utilisant les cycles de Pochhammer
pour modifier les chemins d’intégration, on trouve que T (x; y) est à C.M.
implique ∫ ∞

1

ω(x; y) ∼
∫ x

0

ω(x; y) ∼
∫ y

1

ω(x; y). (2)

Les conditions (1) et (2) réunies donnent alors, pour la solution ϕ2(x; y) que

∫ x

0

ω(x; y) ∼ B(1− µ1; 1− µ4)

si et seulement si

B(1− µ0; 1− µ2).x
1−µ0−µ2 .(1− x)−µ1 .(y − x)−µ3 ×

×F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c;
x

x− 1
;

x

x− y
)

∼ B(1− µ1; 1− µ4)

et cela, si et seulement si,

B(1−µ0; 1−µ2).F1(1−b; a+1−c; b′; 2+b′−c;
x

x− 1
;

x

x− y
) ∼ B(1−µ1; 1−µ4)
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Or, puisque µ1 + µ4 > 1, B(1− µ1; 1− µ4) est de première espèce, alors que
µ0 +µ2 < 1 donnent un facteur B(1−µ0; 1−µ2) de deuxième espèce, tous les
deux sont des périodes sur la variété abélienne A, notée abusivement T (0; 0),
citée dans le théorème A1).
Mais d’après le lemme I.2.2 voir [Wo] deux telles périodes non nulles sur une
même variété abélienne définie sur Q sont Q-linéairement indépendantes,
d’où :

F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c;
x

x− 1
;

x

x− y
) /∈ Q

On tient le même raisonnement avec ϕ3(x; y) pour achever la démonstration.

Remarque :
Lorsque µi + µj > 1 avec (i; j) 6= (1; 4), on doit remplacer la période∫∞

1
ω(x; y) par la période

∫ h

g
ω(x; y), g, h ∈ {0; 1; x; y;∞} correspondant à

B(1− µi; 1− µj) valable au voisinage d’un autre point.
Les solutions ϕ2(x; y) et ϕ3(x; y) changent elles aussi. Et on obtient le même
type de résultat, par exemple :

Pour µ0 + µ4 > 1. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{
T (x; y) est à C.M.
F1(a; b; b′; a + b + b′ + 1− c; 1− x; 1− y) ∈ Q

entrâıne

{
F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1

x
; x−1

x−y
) /∈ Q

F1(1− b′; b; c− b− b′; c + 1− a− b′; y−1
y

; y−1
y−x

) /∈ Q

On souhaite maintenant enlever la condition sur T (x; y) afin de ne conserver
que des conditions sur les fonctions hypergéométrique d’Appell.
Comme nous l’avons déjà signalé le problème rencontré est que la seule con-
dition (H1) ne suffit pas à s’assurer du caractère C.M. de T (x; y), on va donc
en imposer une deuxième, celle qui apparâıt dans l’ensemble exceptionnel,
puisqu’alors T (x; y) est isogène à une variété abélienne fixée (notée T (0; 0))
à C.M.
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Théorème IV.2 :
On suppose que µ1 + µ4 > 1. Pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,{

(H1) : F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

entrâıne





(C1) : F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x
x−1

; x
x−y

) /∈ Q
(C ′

1) : F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

) /∈ Q
(C2) : F1(2− a; 1− b; 1− b′; 3− c; x; y) /∈ Q

Démonstration du théorème IV.2 :
On commence par décrire explicitement les nouvelles formes différentielles
utilisées :
pour (x; y) ∈ Q2∩Qst, sous les hypothèses (H1) et (H2), d’après le théorème
II.2.3, puisque T (x; y) est à C.M., on peut appliquer le lemme II.2.1 aux
formes différentielles ω = ω1(x; y), ω−1 = ωN−1(x; y) et ω′−1 = u.ωN−1(x; y),
ce qui se traduit, en faisant agir les cycles de Pochhammer pour modifier les
chemins d’intégration, par :





(a)
∫∞
1

ω(x; y) ∼ ∫ x

0
ω(x; y) ∼ ∫ y

0
ω(x; y)

(b)
∫∞
1

ωN−1(x; y) ∼ ∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ ∫ y

0
ωN−1(x; y)

(c)
∫∞
1

u.ωN−1(x; y) ∼ ∫ x

0
u.ωN−1(x; y) ∼ ∫ y

0
u.ωN−1(x; y)

Or, d’une part, (H1) ⇐⇒
∫∞

1
ω(x; y) ∼ B(1− µ1; 1− µ4)

et, d’autre part,∫ x

0
ω(x; y) = B(1− µ2; 1− µ0).x

1−µ0−µ2 .(1− x)−µ2 .(y − x)−µ3×
×F1(1− µ2; µ1; µ3; 2− µ0 − µ2;

x
x−1

; x
x−y

)

Ainsi, (a) implique
B(1− µ1; 1− µ4) ∼ B(1− µ2; 1− µ0).F1(1− µ2; µ1; µ3; 2− µ0− µ2;

x
x−1

; x
x−y

)

mais les périodes B(1− µ1; 1−µ4) et B(1− µ2; 1−µ0) étant respectivement
de première et de deuxième espèce en raison de l’hypothèse µ1 +µ4 > 1, elles
ne peuvent être Q-liées,
donc F1(1− µ2; µ1; µ3; 2− µ0 − µ2;

x
x−1

; x
x−y

) /∈ Q

En utilisant le même procédé, on trouve que :
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Pour (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
∫∞

1
ω(x; y) ∼ ∫ y

0
ω(x; y)

entrâıne F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−1

; y
y−x

) /∈ Q

et
∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ ∫∞

1
ωN−1(x; y)

entrâıne F1(2− a; 1− b; 1− b′; 3− c; x; y) /∈ Q

Ce qui achève la démonstration du théorème IV.2.

Remarque :
Pour µi + µj > 1, (i; j) 6= (1; 4) les trois chemins d’intégration sont modifiés
mais on garde les mêmes formes différentielles. On obtient, par exemple pour

µ0 + µ4 > 1 : pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,

{
F1(a; b; b′; a + b + b′ + 1− c; 1− x; 1− y) ∈ Q
F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) ∈ Q

entrâıne





F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1
x

; x−1
x−y

) /∈ Q
F1(1− b′; b; c− b− b′; c + 1− a− b; y−1

y
; y−1

y−x
) /∈ Q

F1(2− a; 1− b; 1− b′; 2 + c− a− b− b′; 1− x; 1− y) /∈ Q

Corollaire IV.1 :
Pour µ1 + µ4 > 1, pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
La condition T (x; y)=̂A′

14 ×A2
02 est équivalente à chacune des conditions ci-

dessous :

a)

{
(H1)
(H2)

b)

{
(H1)

(H ′
2) : F1(b

′; 1− b; c− a; c− b; y
y−x

; y
y−1

) ∈ Q

c)

{
(H1)
(H3) : F1(b; c− a; 1− b′; c + 1− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

d)

{
(H1)

(H ′
3) : F1(b

′; 1− b; c− a; c + 1− b; y
y−x

; y
y−1

) ∈ Q
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Démonstration du corollaire IV.1 :
Les hypothèses (H1) et (H2) entrainent T (x; y) est à C.M. et (H2) ce qui

implique

{ ∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ ∫ y

0
ωN−1(x; y)∫ x

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ2)

Ainsi
∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ2) et A02=̂A03

Or d’après [CoWo2] lemme 2,
i.e. B(µ0; µ2) ∼ B(µ0; µ3) donc

∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3)

ce qui est équivalent à (H ′
2).

Concernant l’hypothèse (H3), on a vu dans la démonstration du théorème
II.2.3 que T (x; y) admet A′

14 et A02 dans sa décomposition si et seulement
si T (x; y)=̂A′

14 × A2
02, c’est à dire si et seulement s’il contient A′

14, A02 et
A03=̂A02.
Donc (H1) et (H2) entrainent (H ′

3)
qui est équivalent à

∫ y

0
u.ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3)

et en tenant le même raisonnement que précédemment, on obtient l’hypothèse
(H3) .

Corollaire IV.2 :
Pour µ1 + µ4 > 1, pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,

{
(H1)
(H2)

implique





(C1) : F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x
x−1

; x
x−y

) /∈ Q
(C ′

1) : F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

) /∈ Q
(C2) : F1(2− a; 1− b; 1− b′; 3− c; x; y) /∈ Q
(C3) : F1(1− a; 1− b; 1− b′; 2− c; x; y) /∈ Q

Démonstration du corollaire IV.2 :
D’après le corollaire précédent, puisque (H1) et (H2) est équivalent à (H1) et
(H3) et que (H3) ⇐⇒

∫ x

0
u.ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ2); sachant que T (x; y) est

alors à C.M., on a, en particulier,∫ x

0
u.ωN−1(x; y) ∼ ∫∞

1
u.ωN−1(x; y)

= B(µ1; µ4).F1(1− a; 1− b; 1− b′; 2− c; x; y)
dès lors, en raison des espèces, B(µ2; µ0) � B(µ1; µ4) entrâıne la conclusion
(C3).
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Remarque :

En remplaçant l’une des périodes
∫ x

0
ω (resp.

∫ y

0
ω), on trouve des résultats

similaires en échangeant B(µ0; µ2) (resp. B(µ0; µ3)) et B(µ2; µ3). C’est à
dire que des hypothèses (H4) et (H ′

4) dans le théorème IV.1 et le corollaire
IV.2 et une conclusion (C4) dans le corollaire IV.2.

Avant de clore cette section, il convient de faire une remarque sur la démonstra-
tion des théorèmes IV.1 et IV.2.
On peut, en effet, donner une autre preuve de ces résultats.

On conserve les mêmes outils, en particulier les formes différentielles
ω(x; y), ω−1(x; y) et ω′−1(x; y) ; ainsi que les périodes qui leurs sont associées.
Posons :

δCM =
B(µ1; µ4)

B(µ2; µ0)
ηCM =

B(µ1; µ4)

B(µ3; µ0)

La traduction du lemme II.2.1 (Corollaire 6 [ShWo]) en terme de fonc-
tions hypergéométriques d’Appell donne le résultat suivant :

Proposition IV.1 :

Pour µ1 + µ4 > 1, pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, T (x; y) est C.M.
si et seulement si





F1(a; b; b′; c; x; y)
∼ δCM .F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x

x−1
; x

x−y
)

∼ ηCM .F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

)

F1(2− a; 1− b; 1− b′; 3− c; x; y)
∼ δCM .F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
)

∼ ηCM .F1(b
′; 1− b; c− a; c− b; y

y−x
; y

y−1
)

F1(1− a; 1− b; 1− b′; 2− c; x; y)
∼ δCM .F1(b; c− a; 1− b′; c + 1− b′; x

x−1
; x

x−y
)

∼ ηCM .F1(b
′; 1− b; c− a; c + 1− b; y

y−x
; y

y−1
)
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Démonstration de la proposition IV.1 :
Après avoir modifié les chemins d’intégrations via les cycles de Pochhammer,
il suffit d’écrire chacune des périodes

∫ β

α
ωs(x; y) en terme de fonctions hy-

pergéométriques d’Appell, puis de simplifier les termes B(p; q).

Traitons, par exemple, la première ligne :

pour (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,∫
γ0

ω(x; y) ∼ ∫
γ1

ω(x; y) ∼ ∫
γ2

ω(x; y)
devient∫∞

1
ω(x; y) ∼ ∫ x

0
ω(x; y) ∼ ∫ y

0
ω(x; y)

Or,∫∞
1

ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ4).F1(a; b; b′; c; x; y)∫ x

0
ω(x; y) ∼ B(1− µ2; 1− µ0).F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c; x

x−1
; x

x−y
)∫ y

0
ω(x; y) ∼ B(1− µ3; 1− µ0).F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y

y−x
; y

y−1
)

Enfin, comme nous l’avons vu dans la démonstration de la proposition I.2.1,

B(1− µi; 1− µj) ∼ π

B(µi; µj)

d’où δCM et ηCM et le résultat.

Pour conclure et retrouver les propositions et corollaires précédents, il

faut d’une part remarquer que pour (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, les conditions :

{
F1(a; b; b′; c; x; y) ∈ Q
F1(b; c− a; 1− b′; c− b′; x

x−1
; x

x−y
) ∈ Q

entrâınent que T (x; y) est C.M. (voir par exemple la description en terme de
variétés abéliennes de l’ensemble exceptionnel).
D’autre part, puisque l’on a supposé que µ1 + µ4 > 1, les δCM et ηCM

s’écrivent, modulo Q, comme quotient de périodes de variétés abéliennes
de première et de deuxième espèce, ainsi, d’après le lemme I.2.2, ces nombres
sont transcendants.
Finalement, sous ces hypothèses, on obtient :

F1(1− b; a + 1− c; b′; 2 + b′ − c;
x

x− 1
;

x

x− y
) ∼ δ−1

CM /∈ Q
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et
F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c;

y

y − x
;

y

y − 1
) ∼ η−1

CM /∈ Q

d’où le résultat du théorème IV.1.

Les conclusions du théorème IV.2 et de ses corollaires s’obtiennent grâce
aux deux lignes suivantes.

Section 2 :

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

Théorème IV.1’ :

Pour

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

, pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
{

T (x; y) est à C.M.

F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y) ∈ Q

implique

{
F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y

y−x
; y

y−1
) /∈ Q

F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1
x

; x−1
x−y

) /∈ Q

Démonstration du théorème IV.1’ :
On tient le même raisonnement que dans le cas du théorème IV.1.
Comme nous l’avons vu dans la démonstration du théorème II.2.3’, les so-
lutions indépendantes de l’équation différentielle hypergéométrique au voisi-
nage de (x; y) = (1; 0) suggérées par le théorème II.2.2 sont les suivantes :

∫ 1

0
ω(x; y) ∼ B(1− (µ0 + µ3); 1− (µ1 + µ2))×

×F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y)
∫ y

0
ω(x; y) = B(1− µ0; 1− µ3).y

b+1−c.(1− y)c−a−1.(x− y)−b×
×F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y

y−x
; y

y−1
)
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∫ x

1
ω(x; y) = B(1− µ1; 1− µ2).x

b+b′−c.(1− x)c−a−b.(y − x)−b′×
×F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1

x
; x−1

x−y
)

Dès lors, les périodes B(1−(µ0 +µ3); 1−(µ1 +µ2)), resp. B(1−µ0; 1−µ3) et
B(1− µ1; 1− µ2) sont de première (resp. de deuxième) espèce en raison des
conditions imposées sur les µi, ce qui permet de tenir le même raisonnement
que précédemment.

Théorème IV.2’ :

Pour

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

, pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,
{

(H1) : F2(a; b; b′; a + b + 1− c; c− b; 1− x; y) ∈ Q
(H2) : F1(b

′; 1− b; c− a; c− b; y
y−x

; y
y−1

) ∈ Q

entrâıne





(C1) : F1(1− b′; b; a + 1− c; 2 + b− c; y
y−x

; y
y−1

) /∈ Q
(C ′

1) : F1(1− b; c− b− b′; b′; c + 1− a− b; x−1
x

; x−1
x−y

) /∈ Q
(C2) : F2(2− a; 1− b; 1− b′; A + b + 1− c; 2 + b− c; 1− x; y) /∈ Q

Démonstration du théorème IV.2’ :
Là encore, elle est identique à celle du théorème IV.2 : les formes différentielles
utilisées sont les mêmes (ω(x; y), ωN−1(x; y) et u.ωN−1(x; y)) mais les chemins
d’intégration différent comme nous l’avons vu dans la démonstration du
théorème IV.1’.
Les données sont les suivantes :

∫ 1

0
ωN−1(x; y) =

B(µ1; µ0).x
b−1.yb′−1.F1(c− b− b′; 1− b; 1− b′; a + 1− b− b′; 1

x
; 1

y
) ∼

B(µ0 +µ3−1; µ1 +µ2−1).F2(2−a; 1−b; 1−b′; A+b+1−c; 2+b−c; 1−x; y)

et puisque Γ(1 + α) ∼ Γ(α) pour α /∈ −N
on a B(µ0 + µ3 − 1; µ1 + µ2 − 1) ∼ B(µ0 + µ3; µ1 + µ2) qui est de deuxième
espèce car (µ0 + µ3) + (µ1 + µ2) = 2− µ4 > 1.
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∫ y

0
ωN−1(x; y) = B(µ0; µ3).y

c−b−1.(1− y)a−c.(x− y)b−1×

×F1(b
′; 1− b; c− a; c− b; y

y−x
; y

y−1
)

∫ x

1
ωN−1(x; y) = B(µ1; µ2).x

c−b−b′−1.(1− x)a+b−c.(y − x)b′−1×

×F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1
x

; x−1
x−y

)

où B(µ0; µ3) et B(µ1; µ2) sont de première espèce.
Ces données permettent d’obtenir le résultat voulu.

La variété abélienne, notée abusivement T (1; 0), servant de référence et à
laquelle T (x; y) sera isogène sous les conditions (H1) et (H2), sera
T (1; 0)=̂A′×A03×A12 décrite dans le théorème II.2.1 b) et le théorème II.2.3’
(où A′ est la sous-variété simple déterminée par la période
B(1− (µ0 + µ3); 1− (µ1 + µ2))).

Corollaire IV.1’ :

Pour

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

1er cas : Si A03=̂A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2∩Qst, les conditions suivantes
sont équivalentes :

a)

{
(H1)
(H2)

b)

{
(H1)
(H ′

2)

c)

{
(H1)

(H3) : F1(b
′; 1− b; c− a; c + 1− b; y

y−x
; y

y−1
) ∈ Q

d)

{
(H1)

(H ′
3) : F1(b; b + b′ − c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) ∈ Q

2eme cas : Si A03
̂6=A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst, on a,

d’une part, l’équivalence entre a) et d) et, d’autre part, l’équivalence entre b)
et c).
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Démonstration du corollaire IV.1’ :
Le premier cas est identique au corollaire IV.1, quant au deuxième cas, il suffit
de remarquer que C=̂A03 ⇐⇒ ∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3) ⇐⇒ (H2) ⇐⇒

D=̂A12 ⇐⇒ ∫ x

0
u.ωN−1(x; y) ∼ B(µ1; µ2) ⇐⇒ (H ′

3).

Corollaire IV.2’ :

Pour

{
µ0 + µ3 < 1
µ1 + µ2 < 1

1er cas : Si A03=̂A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,

{
(H1)
(H2)

entrâıne





(C1)
(C ′

1)
(C2)

(C3) : F2(1− a; 1− b; 1− b′; c + 1− a− b; b + 1− c; 1− x; y) /∈ Q
2eme cas : Si A03

̂6=A12 alors pour tout (x; y) ∈ Q2 ∩Qst,

{
(H1)
(H2)

entrâıne





(C1)
(C ′

1)
(C2)
(C3)

(¬H ′
2) : F1(b; b + b′ + 1− c; 1− b′; a + b + 1− c; x−1

x
; x−1

x−y
) /∈ Q

(¬H3) : F1(b
′; 1− b; c− a; c + 1− b; y

y−x
; y

y−x
) /∈ Q

Démonstration du corollaire IV.2’ :
Le premier cas est identique à celui de la section 1 ; (H1) et (H2) étant
équivalent à (H1) et (H3), la condition (H3) implique la conclusion (C3).

Pour le deuxième cas, montrons que (H1) et (H2) impliquent (¬H ′
2).

(H1) et (H2) entrâınent, en particulier que T (x; y) est à C.M. et donc d’après
les lemmes II.2.1 et II.2.2 :∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ ∫ x

1
ωN−1(x; y)

or (H2) ⇐⇒
∫ y

0
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3),

on a donc d’une part
∫ x

1
ωN−1(x; y) ∼ B(µ0; µ3)

et, d’autre part B(µ0; µ3) � B(µ1; µ2) par hypothèse
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d’où
∫ x

1
ωN−1(x; y) � B(µ1; µ2) ⇐⇒ (¬H ′

2).

Il reste à utiliser le corollaire IV.1’ pour en déduire un résultat identique
avec (H ′

3) et (¬H3).

Remarque :
Comme pour la section 1, on peut écrire l’analogue de la proposition IV.1,
qui va permettre de donner une autre démonstration des résultats trouvés
dans cette section.
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Chapitre 5 :

Etude d’une nouvelle fonction
transcendante.

Lors du premier chapitre, nous nous sommes intéressés à l’étude de la fonc-
tion hypergéométrique de Gauss. Cette fonction, qui est solution d’une
équation différentielle linéaire du second ordre, peut être exprimée sous la
forme intégrale d’Euler suivante :

F (a; b; c; x) =

∫∞
1

ub−c.(u− 1)c−a−1.(u− x)−b.du∫∞
1

u−c.(u− 1)c−a−1.du
=

P1(x)

P0

où l’on peut voir P1(x) comme une période de première espèce sur la variété
abélienne T (x) et, pour 1 − c > 0, P0 = B(a; c − a) comme une période de
première espèce sur la jacobienne d’une courbe de Fermat.

Nous avons traité, dans le deuxième chapitre, de l’étude de la fonction hy-
pergéométrique d’Appell, solution d’un système d’équations différentielles
partielles d’ordre deux en deux variables. Mise sous forme intégrale, elle se
présente de la façon suivante :

F1(a; b; b′; c; x; y) =

∫∞
1

ub+b′−c.(u− 1)c−a−1.(u− x)−b.(u− y)−b′ .du∫∞
1

u−c.(u− 1)c−a−1.du
=

P2(x; y)

P0

où l’on peut voir P2(x; y) comme une période de première espèce sur la variété
abélienne T (x; y) et, pour µ1 + µ4 > 1 ce qui revient à 1− c > 0, P0 comme
précédemment.
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Ces deux études nous amènent naturellement à considérer, la nouvelle
fonction d’une variable complexe suivante, quotient de deux fonctions hy-
pergéométriques :

Φλ(a; b; b′; c; y) =
P2(λ; y)

P1(λ)
=

F1(a; b; b′; c; λ; y)

F (a; b; c; λ)

Elle sera à son tour solution d’une équation différentielle linéaire. De même,
en tant que fonction transcendante, on va s’intéresser à ses valeurs algébriques
en des points algébriques et tenter de relier ces valeurs, via un ensemble ex-
ceptionnel, à des propriétés géométriques. C’est l’objet du deuxième para-
graphe. Enfin, dans le troisième paragraphe, nous considérerons la fréquence
d’apparition de ces valeurs pour relier la finitude de l’ensemble exceptionnel
au caractère de type Hodge de certaines courbes modulaires.

L’auteur tient particulièrement à remercier M. Tretkoff qui a suggéré, en
fixant l’une des variables, de regarder le comportement de courbes tracées
sur la surface modulaire du chapitre II.
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1. Propriétés de Φλ(a; b; b′; c; y) :

Nous supposerons désormais que le paramètre λ est différent de 0; 1;∞.
On considère l’équation différentielle linéaire d’ordre trois suivante (D) =
(D(a; b; b′; c; λ)) :

B0(λ; y).
d3v

dy3
+ B1(λ; y).

d2v

dy2
+ B2(λ; y).

dv

dy
+ B3(λ; y).v = 0

où





B0(λ; y) = y(y − 1)(y − λ)
B1(λ; y) = (b− c− 1)(y − 1)(y − λ)

+(c− a− b′ − 2)y(y − λ) + (−b− b′ − 1)y(y − 1)
B2(λ; y) = (b′ + 1)[(a + b + b′ + 1− c)y + c(y − 1) + (a + 1− b)(y − λ)]
B3(λ; y) = ab′(b′ + 1)

L’espace des solutions de (D) est un C-espace vectoriel de dimension
trois, constitué de fonctions multivalentes en la variable y. Les singularités
régulières de cette équation différentielle se situent aux quatre points y =
0; 1; λ;∞.

On dispose d’une solution de (D), holomorphe au voisinage de y = 0, que
l’on note :

Φλ(a; b; b′; c; y) =

∫∞
1

ub+b′−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.(u− y)−b′ .du∫∞
1

ub−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.du

=
F1(a; b; b′; c; λ; y)

F (a; b; c; λ)

Cette solution vérifie Φλ(a; b; b′; c; 0) = 1. C’est une nouvelle fonction
transcendante.

On sait donner une base de solutions de (D
l
) à l’aide des fonctions Φ, il

suffit pour cela de changer les chemins d’intégration
∫ h

g
ω(λ; y), g 6= h ∈
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{0; 1; λ;∞}.
Ces trois solutions de (D

l
) seront linéairement indépendantes puisque les

périodes issues de ω(λ; y) proviennent de solutions linéairement indépendantes
de (E1).

Comme nous l’avons vu dans les chapitres I et II, on peut concevoir Φλ

comme le quotient de deux périodes de première espèce :
l’une,

P1(λ) =

∫ ∞

1

ub−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.du

période de la variété abélienne T (λ) provenant de la courbe algébrique d’équation
affine

XN(λ) : wN = u(c−b)N .(u− 1)(a+1−c)N .(u− λ)bN

et l’autre,

P2(λ; y) =

∫ ∞

1

ub+b′−c.(u− 1)c−a−1.(u− λ)−b.(u− y)−b′ .du

période de la variété abélienne T (λ; y) provenant de la courbe algébrique
d’équation affine

XN(λ; y) : wN = u(c−b−b′)N .(u− 1)(a+1−c)N .(u− λ)bN .(u− y)b′N

.

2. L’ensemble exceptionnel lié à Φλ(a; b; b′; c; y) :

La construction de l’ensemble exceptionnel consiste à relier des valeurs
algébriques de la fonction transcendante considérée, en des points algébriques,
à des variétés abéliennes qui sont dans la même orbite de Hecke ; c’est à dire
toutes isogènes à une variété abélienne fixée.
Les variétés abéliennes considérées sont celles correspondantes aux T (λ; y)
du chapitre II où l’on a fixé la variable x = λ.
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Commençons par le résultat suivant :

Lemme V.2.1 :
Pour λ ∈ Q \ {0; 1} et 1− c > 0,
pour tout y ∈ Q \ {0; 1; λ}, Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q entrâıne que T (λ; y) et
T (λ) ont une sous-variété abélienne en commun, à isogénie près, dans leur
décomposition en sous-variétés abéliennes simples.

Démonstration du lemme V.2.1 :
C’est une application directe du résultat de G. Wüstholz (voir lemme II.2.3).
Lorsque λ et y sont algébriques, les périodes P1(λ) et P2(λ; y) sont définies
sur Q et la condition Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q est équivalente à P1(λ) ∼ P2(λ; y).
Ainsi, en utilisant les notations du lemme II.2.3, on a :

VT (λ) ∩ VT (λ;y) ⊇ {P1(λ)} 6= {0}
d’où la conclusion.

Le problème lié aux T (λ; y) provient de leur dimension trop élevée : la
seule condition Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q ne suffit pas, en général, pour obtenir des
renseignements suffisants à la construction de l’ensemble exceptionnel, c’est
à dire à la construction d’une variété abélienne fixée, que l’on notera T (λ; 0)
et qui servira de point de base.

Ainsi, doit-on imposer une autre condition d’algébricité sur une autre fonc-
tion Φ. pour obtenir le résultat voulu. Cette condition ne peut pas être
donnée par les deux autres solutions de (D

l
), car elles ne permettent pas

d’affirmer, que le cas échéant, on se trouve sur une autre sous-variété abélienne
de T (λ). Cette autre fonction provient de la forme différentielle liée à la valeur
propre ζ−1

N .

Le résultat suivant va nous permettre à la fois de bâtir l’ensemble excep-
tionnel et de détailler ce qui servira de point de base.
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Théorème V.2.1 :
Pour λ ∈ Q \ {0; 1} et 1− c > 0, pour tout y ∈ Q \ {0; 1; λ},

{
(h1) : Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q
(h2) : Φ λ

λ−1
(b; c− a; 1− b′; c− b′; λ

λ−y
) ∈ Q

si et seulement si T (λ; y)=̂T (λ)× A03 =: T (λ; 0)

Pour la démonstration de ce théorème, on utilise un argument de D. Bertrand,
voir [Be] exemple 3 paragraphe 1, que l’on écrit sous la forme suivante, ap-
pliquée à notre étude :

Lemme V.2.2 :
On considère une variété abélienne A définie sur Q stable par Q(ζN). Deux
cas peuvent alors se produire :
1er cas : Soit A n’admet pas de sous-variété abélienne propre stable par Q(ζN)
et dans ce cas A=̂Bk où B est une sous-variété abélienne simple de A.
2eme cas : Soit A admet des sous-variétés abéliennes propres stables par
Q(ζN) et dans ce cas A=̂A1× . . .×At où les Ai sont toutes des sous-variétés
abéliennes de A stables par Q(ζN), ne contenant pas de sous-variété abélienne
stable par Q(ζN).(Ce cas comprend le cas A simple).

Lemme V.2.3 :
Sous les hypothèses du théorème V.2.1, la condition Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q im-
plique que T (λ; y) s’écrit comme le deuxième cas du lemme V.2.2.

Démonstration du lemme V.2.3 :
Sous les hypothèses du théorème V.2.1, la condition (h1) est équivalente à :

∫ ∞

1

ω(λ; y) ∼
∫ ∞

1

ω(λ)

Ainsi, d’après le lemme II.2.3,
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VT (λ;y) ∩ VT (λ) ⊇ {
∫ ∞

1

ω(λ)} 6= {0}

Donc T (λ; y) et T (λ) ont en commun une sous-variété abélienne simple,
que l’on notera E, dans leur décomposition à isogénie près.

Détaillons les différents cas possibles pour T (λ).
Premier cas :
Supposons que T (λ) n’admet pas de sous-variété abélienne propre stable par
Q(ζN).
Ainsi, T (λ)=̂Bn, avec B non stable par Q(ζN), mais stable par un sous-corps

k de Q(ζN) et tel que [Q(ζN) : k] = n (voir remarque 1 [Be]) et dim B = ϕ(N)
n

.

On en déduit que E=̂Bn′ . Dès lors,
- soit T (λ; y) n’admet pas de sous-variété propre stable par Q(ζN). Dans ce
cas T (λ; y)=̂Bn0 avec n0 = 3n

2
, en raison des dimensions de ces variétés, ce

qui, d’après la remarque 1 de D. Bertrand est contradictoire car B est stable
par k et [Q(ζN) : k] = n 6= 3n

2
.

- soit T (λ; y) admet des sous-variétés propres stables par Q(ζN),
en particulier Bn.
(Dans ce cas, T (λ; y)=̂Bn × A=̂T (λ)× A)

Deuxième cas :
Supposons que T (λ) admet des sous-variétés abéliennes propres stables par
Q(ζN).
Premier sous-cas : Si T (λ) est simple, alors E=̂T (λ) et T (λ; y)=̂T (λ) × A,
on est bien dans le deuxième cas du lemme V.2.2.
Deuxième sous-cas : Si T (λ) n’est pas simple, alors c’est qu’il s’écrit T (λ)=̂A1×
A2 avec A1 et A2 stables par Q(ζN), n’admettant pas de sous-variété propre
stable par Q(ζN) (pour des raisons de dimension).
Supposons, sans perdre de généralité que la période

∫∞
1

ω(λ) soit liée à la
variété A1.
Dès lors,
- soit A1 est simple et cela implique que E=̂A1, ainsi T (λ; y) admet une
sous-variété propre stable par Q(ζN) dans sa décomposition à isogénie près
(T (λ; y)=̂A1 ×D).
- soit A1 n’est pas simple, et dans ce cas A1=̂Bn1

1 avec B1 stable par k1 sous-
corps de Q(ζN) tel que [Q(ζN) : k1] = n1. Ainsi E=̂Bn1

1 .
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Mais là encore, dans le cas où T (λ; y)=̂Bt
1, on a t > n1 et on peut écrire

T (λ; y)=̂Bn1
1 ×Bt−n1

1 , ce qui fournit Bn1
1 comme sous-variété propre de T (λ; y)

stable par Q(ζN). On est donc également ramené au cas deux du lemme V.2.2
( T (λ; y)=̂Bn1

1 ×D=̂A1 ×D).

Dans le résultat suivant, on explicite la provenance de la deuxième con-
dition d’algébricité.

Lemme V.2.4 :
Pour λ 6= 0; 1;∞, pour 1− c > 0 et y 6= 0; 1; λ;∞,
Φ λ

λ−1
(b; c− a; 1− b′; c− b′; λ

λ−y
) =

λb′−2(1− λ)c+1−a−b(y − λ)1−b′ B(b;c−b)
B(b;c−b−b′) × F (c−b;c−a;c;λ)

F (c−b−b′;c−a;c;λ)
×
R λ
0 ωN−1(λ;y)R λ
0 ωN−1(λ)

Démonstration du lemme V.2.4 :
On pose

ωN−1(λ) = uc−b−1.(u− 1)a−c.(u− λ)b−1.du

Comme dans le cas de deux variables (voir démonstration du lemme II.2.2),
on montrerait ici que cette forme différentielle engendre le sous-C-espace
vectoriel de H0(T (λ); Ω) (noté V−1), lié à la valeur propre ζ−1

N et qu’il vérifie
les conditions de régularité, c’est à dire qu’il correspond à une période de
première espèce sur la courbe algébrique XN(λ).

Par définition,

Φ λ
λ−1

(b; c− a; 1− b′; c− b′; λ
λ−y

) =
R∞
1 u1−a(u−1)c−b−b′−1(u− λ

λ−1
)a−c(u− λ

λ−y
)b′−1duR∞

1 ub′−a(u−1)c−b−b′−1(u− λ
λ−1

)a−cdu

En modifiant les intégrales présentes dans cette écriture, on obtient succes-
sivement :

Φ λ
λ−1

(b; c− a; 1− b′; c− b′; λ
λ−y

) =

λb′−c−1(1− λ)1−b(y − λ)1−b′ ×
R λ
0 ωN−1(λ;y)R∞
1 η( λ

λ−1
)

=

λb′−c−1(1− λ)1−b(y − λ)1−b′ ×
R λ
0 ωN−1(λ)R∞
1 η( λ

λ−1
)
×
R λ
0 ωN−1(λ;y)R λ
0 ωN−1(λ)

=
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λb′−c−1(1−λ)1−b(y−λ)1−b′× B(b;c−b)λc−1F (c−b;c−a;c;λ)
B(b;c−b−b′)(1−λ)a−cF (c−b−b′;c−a;c−b′;λ)

×
R λ
0 ωN−1(λ;y)R λ
0 ωN−1(λ)

=

λb′−2(1− λ)c+1−a−b(y − λ)1−b′ × B(b;c−b)F (c−b;c−a;c;λ)
B(b;c−b−b′)F (c−b−b′;c−a;c−b′;λ)

×
R λ
0 ωN−1(λ;y)R λ
0 ωN−1(λ)

Ce qui fournit le résultat.

Démonstration du théorème V.2.1 :
Soit λ ∈ Q \ {0; 1}, 1− c > 0 et y ∈ Q \ {0; 1; λ}.
Reprenons les différents cas traités dans la démonstration du lemme V.2.3.
On a vu que, lorsque T (λ)=̂Bn (premier cas) ou que T (λ) est simple (deuxième
cas, premier sous-cas), la condition (h1) entrâıne : T (λ; y)=̂T (λ)× A.
La condition (h2) est alors redondante.
On explicitera la variété A par la suite.
Lorsque T (λ)=̂A1 × A2 avec Ai à C.M. par Q(ζN) (deuxième cas, deuxième
sous-cas), la condition (h1) entrâıne : T (λ; y)=̂A1 × D où D est une sous-
variété abélienne de dimension ϕ(N), stable parQ(ζN) mais non nécessairement
à C.M..

Or, on sait, d’après le lemme V.2.4 que la condition (h2),

Φ λ
λ−1

(b; c−a; 1−b′; c−b′;
λ

λ− y
) ∼ B(b; c− b)

B(b; c− b− b′)
× F (c− b; c− a; c; λ)

F (c− b− b′; c− a; c; λ)

a pour objet l’équivalence modulo Q∗, des périodes de première espèce
relatives à la valeur propre ζ−1

N , en effet, elle est équivalente à :

∫ λ

0

ωN−1(λ; y) ∼
∫ λ

0

ωN−1(λ)

or le type de T (λ) est le suivant : pour a ∈ Q(ζN),

ΦT (λ)(a) =

(
ΦA1(a) 0

0 ΦA2(a)

)
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où

ΦA1(a) =




σ1(a)
. . . 0

σm(a)
σm+1(a)

0
. . .

σ 1
2
.ϕ(N)(a)




et

ΦA2(a) =




σ−1(a)
. . . 0

σ−m(a)
σm+1(a)

0
. . .

σ 1
2
.ϕ(N)(a)




Dès lors, la période
∫ λ

0
ωN−1(λ) =

∫ λ

0
ω−1(λ) considérée est liée à la variété

abélienne A2 (qui peut-être isogène à A1).

Ainsi la condition (h2) entrâıne

VA2 ∩ VT (λ;y) ⊇ {
∫ λ

0

ωN−1(λ)} 6= {0}

et donc, d’après le lemme II.2.3, A2 est une sous-variété abélienne de T (λ; y).
Dès lors, T (λ; y)=̂A1 × A2 × A=̂T (λ)× A.

Détaillons la variété A.
En raison de ce qui précède dim A=dim T (λ; y)-2.dim Ai = ϕ(N)

2
, et A est à

C.M. car stable par Q(ζN) ; enfin, son type est donné par :

ΦA = ΦT (λ;y) − ΦT (λ) =
∑

s∈(Z/NZ)×
r(A)
s .σs

où
r
(A)
s =< s(c− b− b′) > + < sb′ > − < s(c− b) >

=< sµ0 > + < sµ3 > − < s(µ0 + µ3) >= 0 ou 1.
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En d’autres termes, cette variété abélienne est celle, notée A03, reliée à la
période de première espèce B(µ0; µ3) (apparaissant dans la décomposition en
sous-variétés simples de la jacobienne d’une certaine courbe de Fermat, voir
[WoWü]).

Réciproquement :
T (λ; y)=̂T (λ)× A03 ⇐⇒ T (λ; y)=̂E × F où E=̂T (λ) et F =̂A03

⇐⇒
{

End0(T (λ)) ' End0(E)
End0(A03) ' End0(F )

⇐⇒
{

ΛT (λ) ⊗Z Q = ΛE ⊗Z Q
ΛA03 ⊗Z Q = ΛF ⊗Z Q

où Λ. est le réseau des périodes associé à la variété considérée

⇐⇒ (∗)
{

Φ(ΛT (λ;y) ⊗Z Q) = ΛE ⊗Z Q
Φ(ΛT (λ;y) ⊗Z Q) = ΛF ⊗Z Q

car Φ(Λ. ⊗Z Q) = Λ. ⊗Z Q.

La condition (∗) est équivalente à :

{
∀i ∈ {0; 1; 2}, ∃a ∈ Q(ζN), ΦE(a).

∫
γi

ηE(λ; y) =
∫

γi
ηE(λ; 0)

∀j ∈ {0; 1; 2},∃a ∈ Q(ζN), ΦF (a).
∫

γj
ηF (λ; y) =

∫
γj

ηF (λ; 0)

où ηE(λ; y) =t (ω1(λ; y); . . . ; ωm(λ; y); ω−1(λ; y); . . . ; ω−m(λ; y);
ωm+1(λ; y); . . . ; ω 1

2
.ϕ(N)(λ; y); ω′m+1(λ; y); . . . ; ω′1

2
.ϕ(N)

(λ; y))

et ηF (λ; y) =t (ω−1(λ; y); . . . ; ω−m(λ; y); ω′′m+1(λ; y); . . . ; ω′′1
2
.ϕ(N)

(λ; y))

Ce qui implique en particulier que :
∫

γi

ω(λ; y) ∼
∫

γi

ω(λ)

et ∫

γj

ωN−1(λ; y) ∼
∫

γj

ωN−1(λ)

Ce qui, en prenant pour γi le chemin allant de 1 à l’infini, et pour γj le chemin
allant de 0 à λ donne, sous les hypothèses de départ du théorème :

∫ ∞

1

ω(λ; y) ∼
∫ ∞

1

ω(λ)
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c’est à dire la condition (h1)

(r
(T (l;y))
1 = r

(T (λ))
1 = 1)

et ∫ λ

0

ωN−1(λ; y) ∼
∫ λ

0

ωN−1(λ)

c’est à dire la condition (h2)

(r
(T (l;y))
−1 = 2; r

(T (λ))
−1 = r

(A03)
−1 = 1).

Ce qui achève la démonstration de ce résultat.

On peut maintenant donner explicitement l’ensemble cherché.

Lorsque λ ∈ Q \ {0; 1} et 1 − c > 0, l’ensemble exceptionnel pour cette
fonction Φ sera le suivant :

Eλ = {y ∈ Q \ {0; 1; λ} :

{
(h1) : Φλ(a; b; b′; c; y) ∈ Q
(h2) :

}

où la condition (h2) est donnée par :

Φ λ
λ−1

(b; c−a; 1−b′; c−b′;
λ

λ− y
) ∼ B(b; c− b).F (c− b; c− a; c; λ)

B(b; c− b− b′).F (c− b− b′; c− a; c− b′; λ)
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3. Remarques sur le point de base T (λ; 0) :

1. Cet ensemble exceptionnel nous permet, via le théorème V.2.1, de relier
les valeurs algébriques de ces nouvelles fonctions, en des points algébriques,
aux variétés abéliennes T (λ; y) qui ont la propriété d’être isogènes au point
de base T (λ; 0), en effet, géométriquement, on peut écrire Eλ de la façon
suivante :

Eλ = {y ∈ Q \ {0; 1; λ} : T (λ; y)=̂T (λ; 0)}
2. Cependant, ce point de base diffère de ceux étudiés dans les chapitres I
et II car on ne sait rien sur son caractère C.M. (qui est indispensable pour
l’utilisation de la version faible de la conjecture d’André-Oort démontrée par
B.Edixhoven et A.Yafaev).
Détaillons ce que nous savons sur la multiplication complexe du point de
base :

Lemme V.3.1 :
Pour tout λ ∈ Q \ {0; 1}, les conditions suivantes sont équivalentes :
T (λ; 0) est à C.M.
T (λ) est à C.M.

F (a; b; c; λ) ∼ B(a+1−c;1−a)
B(c−b;b)

.F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; λ)

Démonstration du lemme V.3.1 :
La première équivalence est une conséquence de la définition de T (λ; 0),
puisque T (λ; 0) := T (λ) × A03 et que A03 est à C.M., T (λ; 0) est à C.M.
si et seulement si T (λ) l’est.
La deuxième équivalence est une application directe de la proposition I.2.1.

3. D’autre part, on connait la fréquence d’apparition de certains points T (λ)
à C.M.
En effet, si l’on regarde les résultats du chapitre I, le tore T (λ) est celui
extrait de la décomposition en sous-variété abéliennes de la jacobienne de la
courbe algébrique :

XN(λ) : wN = u(c−b)N .(u− 1)(a+1−c)N .(u− λ)bN
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c’est à dire

XN(λ) : wN = u(µ0+µ3)N .(u− 1)µ1N .(u− λ)µ2N

Le groupe de monodromie lié à ces paramètres est le groupe triangulaire noté
∆(µ0 + µ3; µ1; µ2; µ4).
De plus, on sait que le tore T (0) est à C.M. stricte par Q(ζN) et que pour
1− c > 0 et λ ∈ Q \ {0; 1}, T (λ)=̂T (0) lorsque F (a; b; c; λ) ∈ Q
Ainsi, d’après le théorème de l’ensemble exceptionnel dans le cas d’une vari-
able, on sait qu’il existe une infinité de tels λ avec T (λ)=̂T (0) si et seulement
le groupe ∆(µ0 + µ3; µ1; µ2; µ4) est arithmétique.
Ce qui, dans notre situation revient à dire la chose suivante :
il existe une infinité de points de base T (λ; 0) à C.M. isogènes à T (0)×A03 si
et seulement si le groupe triangulaire ∆(µ0 + µ3; µ1; µ2; µ4) est arithmétique.

4. Pour finir, insistons sur le fait que les points de base T (λ; 0) qui sont
à C.M. ne sont pas tous isogènes à T (0) × A03. Il y a d’autres cas, et leur
fréquence d’apparition est également dépendante de l’arithméticité du groupe
de monodromie cité précédemment, mais cela est conditionné par la version
forte de la conjecture d’André-Oort rappelée au chapitre I (qui n’impose pas
aux variétés abéliennes considérées d’être dans la même classe d’isogénie),
mais qui est à l’heure actuelle non-démontrée (sauf dans le cas des variétés
modulaires de Hilbert voir [Ed]).
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4. Courbe modulaire tracée sur une surface :

Nous avons fixé la variable x = λ.

De cette façon, on étudie la courbe modulaire suivante :

Cλ = {[T (λ; y)] : y ∈ P1(C) \ {0; 1; λ;∞}}
tracée sur la surface modulaire S = {[T (x; y)] : (x; y) ∈ Qst} plongée dans
V (C) = Bm

2 /Γ.
([A] désigne la classe d’isomorphisme de la variété abélienne A).

On peut alors énoncer le résultat suivant :

Théorème V.4.1 :
Pour 1− c > 0 et λ ∈ Q \ {0; 1} tel que

F (a; b; c; λ) ∼ B(a+1−c;1−a)
B(c−b;b)

.F (b + 1− c; a + 1− c; 2− c; λ) :

Cλ est de type Hodge si et seulement si Card(Eλ) = ∞

Démonstration du théorème V.4.1 :
C’est une traduction ad hoc de la version faible de la conjecture d’André-Oort
pour une variable, démontrée par B. Edixhoven et A. Yafaev. L’hypothèse
de départ est faite pour s’assurer que le point de base T (λ; 0) est bien à C.M.
(voir lemme V.3.1).
On utilise la description géométrique de l’ensemble exceptionnel, décrite dans
le théorème V.2.1 et la remarque 1 du paragraphe précédent pour obtenir la
conclusion.

Remarques concernant les courbes Cλ:

1. Nous avons vu dans le deuxième paragraphe (remarque 3), qu’il est possi-
ble de relier l’arithméticité du groupe de monodromie ∆(µ0 + µ3; µ1; µ2; µ4)
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au caractère de type Hodge de la courbe C⊥
0 de la figure ci-dessous.

'

&

$

%

C0=S(02) C1 C C=S(12)

C0 =S(03)

λ ∞=S(24)

T(λ;0)

Courbes modulaires

2. D’après le corollaire III.2.2, dès que la condition (INT ) est vérifiée, il
existe toujours au moins une surface caractéristique stable Sst(ij) de type
Hodge, c’est à dire une courbe sur laquelle se trouvent une infinité de variétés
abéliennes à C.M., susceptibles de fournir un “bon” point de base.

3. On peut se poser la question suivante : peut-on envisager de relier
l’arithméticité du groupe de monodromie de l’equation différentielle
(D(a; b; b′; c; λ)) au caractère de type Hodge des courbes Cλ, comme on sait
le faire dans les cas particuliers de C0, C1 et C∞ ?
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Conclusion :

Tout au long de cette étude, on a relié des valeurs algébriques (donc ex-
ceptionnelles) de fonctions transcendantes en des points algébriques à des
propriétés géométriques de variétés abéliennes, via leurs périodes. Ces de-
scriptions, à la fois arithmétique et géométrique des ensembles exceptionnels
que l’ a contruit, ont ensuite permi de relier la fréquence d’apparition de
certaines variétés abéliennes, à multiplication complexe par un corps cyclo-
tomique, au groupe de monodromie associé à la fonction considérée ou au
caractère de type Hodge d’une courbe modulaire ; en utilisant selon les cas,
une version démontrée ou non d’une conjecture faible d’André-Oort.

Lorsque le nombre de variables est supérieur à deux, il conviendrait de
travailler avec la généralisaion des fonctions hypergéométriques, appelée fonc-
tions de Lauricella (voir par exemple [CoWo3]). Mais dans ce cas, on ne
connait qu’un seul exemple de groupe ∆(µi), agissant discontinûment sur
l’espace symétrique complexe voulu, qui soit non-arithmétique (voir [DM]
p86), et ce groupe correspond au cas de trois variables.

Cependant, il semblerait que l’on puisse se passer de l’action discontinue
des groupes de monodromie, et considérer de façon plus directe un morphisme
d’un sous-ensemble dense de P1(C)n (où n est le nombre de variables) à la
variété modulaire de Shimura correspondante. Ce qui fournirait une infinité
d’exemples qui viendraient s’ajouter à ceux de la liste donnée par P. Deligne
et G.D. Mostow, auxquels nous devons nous restreindre ici. Ces travaux sont
en cours.
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Résumé

Valeurs exceptionnelles de fonctions transcendantes

On s’intéresse aux fonctions transcendantes, et plus particulièrement aux valeurs
des fonctions hypergéométriques de Gauss et d’Appell en des points algébriques.
Dans certains cas, on peut interpréter géométriquement de telles valeurs.

Après avoir rappelé l’ensemble exceptionnel lié à la fonction hypergéométrique
de Gauss, introduit par J. Wolfart, on montre dans la première partie, comment des
valeurs des valeurs algébriques de telles fonctions conduisent à des valeurs transcen-
dantes d’autres fonctions de Gauss.

Dans un deuxième temps, on construit l’ensemble exceptionnel relatif aux fonc-
tions hypergéométriques d’Appell. Il permet de relier des valeurs algébriques de ces
fonctions d̀es variétés abéliennes de la même classe d’isogénie.

En utilisant une conjecture d’André-Oort, on relie ensuite la fréquence d’appari-
tion de certaines valeurs algébriques de fonctions d’Appell à l’arithméticité du groupe
de monodromie relatif à cette fonction.

Un résultat similaire à celui du premier paragraphe est obtenu dans cette qua-
trième partie, il porte sur les fonctions hypergómétriques d’Appell.

Enfin, en se servant des deux fonctions étudiées précédemment, n introduit une
nouvelle fonction transcendante. On construit et on étudie la finitude de son ensem-
ble exceptionnel.
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