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Introduction

L’objet de ce travail consiste en ’examen de quelques problemes diophantiens en ca-
ractéristique non nulle. Plus particulierement, on s’est attaché a la résolution de problemes
de transcendance, d’indépendance algébrique et interessé au probleme de Lehmer. Le role
des groupes algébriques classiques est ici tenu par les T-modules. La premiere démarche
a été d’adapter les preuves de résultats connus dans C a ces objets. La démonstration
du premier résultat, analogue du théoreme de Brownawell-Waldschmidt, se déroule rela-
tivement bien, nonobstant quelques compléments sur les bases des réseaux. Mais on est
tres vite confronté a certains problemes liés a la caractéristique positive. Par exemple,
la preuve du résultat d’indépendance algébrique de valeurs de fonctions modulaires de
Y. Nesterenko (voir [N1] ou [N2]), et plus particulierement celle du lemme de zéros ne
s’adaptent pas. En effet, les formes modulaires, considérées ici, vérifient elles aussi des
équations différentielles, et I'on peut comme Y. Nesterenko construire un opérateur de
dérivation sur une algebre de polynomes. Cependant, a cause de la caractéristique posi-
tive, on ne peut rien dire sur les idéaux stables par cet opérateur. Néanmoins, la méthode
des Stéphanois, jointe a des estimations de hauteurs de nouveaux polynémes modulaires
semblables a celles de L.C. Hsia [Hs], conduit & un résultat de transcendance. Enfin, au
cours de 'adaptation des preuves de F. Amoroso, S. David et M. Hindry (voir [AD] et
[DH]), plusieurs difficultés, nées de la caractéritique positive, sont apparues; elles ont
rendu les résultats obtenus concernant le probleme de Lehmer un peu moins généraux.
Un premier obstacle tient a la structure méme du T-module. En effet, dans le cadre des
groupes multiplicatifs, ou des variétés abéliennes, les groupes sont stables sous 'action
de Z. Ici, 'action de A = F,[T] est beaucoup plus forte, et les groupes (en particulier les
stabilisateurs de variétés) ne sont pas stables par cette action. Cette difficulté a été sur-
montée en imposant aux T-modules certaines hypotheses galoisiennes. Enfin, la méthode
utilisée dans [DH] utilise fondamentalement qu’une variété a autant de conjuguées que le
degré sur Q de son corps de définition. Ce résultat ne tient plus en caractéristique posi-
tive a cause de phénomenes d’inséparabilité. Cependant, dans le cas de la dimension 2,
on a su éviter les variétés « inséparables » et on a obtenu un résultat comparable a celui
démontré par S. David et M. Hindry. Avant de présenter les résultats de ce travail, on
fixe quelques notations.

Soit p un nombre premier et ¢ = p” ou r est un entier non nul. On désigne par
A =TF,[T] anneau des polynomes a une indéterminée 7" & coefficients dans le corps fini
F,, par k = [F,(T) son corps des fractions et par ko, = F,((1/7")) son complété pour la
valuation 1/T-adique v = — deg, avec la convention deg(0) = —oo. Cette valuation se
prolonge de maniére unique & ko et & une cloture algébrique ko. On note C le complété de
koo, auquel se prolonge encore la valuation précédente avec unicité ; ce corps est I'analogue
du corps des complexes C. On désigne enfin par k la cloture algébrique de k dans C.

Pour tous entiers n > 0 et d > 0, par T-module de dimension n, de degré d et défini

sur une extension finie £ de k, on entend la donnée d'un couple (G, ®), ot @ est un
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homomorphisme injectif d’anneaux

P - A — EHdE(GZ)
N T — Pp=agF+ -+ aygF¢

oulesa; (i =0,...,d) sont des matrices n X n a coefficients dans F avec ay # 0, ou T est
la seule valeur propre de ag, et ou F est I’endomorphisme de Frobenius relatif a ¢ sur G}

Foi(xy,.. o ) — (2f, ..., 22).
Un sous-T-module H C G est un sous-groupe algébrique connexe, vérifiant &,(H) C H.
Un T-module qui ne possede pas de sous-T-module non trivial sera dit simple.
Un morphisme A : (G?,¢) — (G, 1) de T-modules, est un morphisme algébrique
vérifiant

Ao d(T)=1(T) o A.

Une isogénie est un morphisme surjectif de T-modules dont le noyau est fini.

Exemples :
- Les T-modules de dimension 1 sont aussi appelés modules de Drinfeld. Dans ce cas, on
ne parlera plus de degré mais de rang du module. En particulier, le module de Carlitz
donné par

C:T+—TF +F',

est un module de Drinfeld de rang 1 défini sur k, et tous les modules de Drinfeld de rang 1
lui sont isomorphes sur C.
- Etant donnés ¢, ..., #™ des modules de Drinfeld, on définit leur T-module produit

par
o 0 0
ST +— 0
: .00
0 ... 0 oW

- Enfin, la puissance tensorielle de Carlitz C®" est le T-module de dimension n suivant.

T 1 0 0 ... ... 0

Ce T+ R | | A
| 0 f
0 T 1 0 0

Soit ¢ : A — Endg(G,) un module de Drinfeld de rang d > 1 défini sur k et vérifiant
or = TF' + a1 F + -+ agF".

Il existe alors une unique fonction exponentielle e : C — C entiere, [Fy-linéaire et ca-
ractérisée par

e0)=1 et Vae A, Vzel, elaz) = p.(e(2)).

4
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Le noyau de cette exponentielle noté A, est un A-module libre de rang d, appelé réseau
des périodes associé a . On notera R, I'anneau des multiplications de A défini par

RA:{"}/EC, ’YACA}.

C’est un A-module libre auquel on peut prolonger . Le corps des fractions de R, sera
noté ky, c’est une extension finie de k, de degré au plus d. On dira que le module de
Drinfeld ¢ est a multiplications complexes si k, contient strictement k.

Dans une premiere partie, on s’intéresse a un résultat d’indépendance algébrique
démontré simultanément par W.D. Brownawell [Br] et M. Waldschmidt [Wa] en 1971.
Il s’agit du théoreme suivant.

Théoréme [Br]| [Wa]. Soient x; et xo (respectivement y; et yo) des nombres complezes
linéairement indépendants sur Q tels que e™'¥2 et €*2¥2 sont algébriques sur Q. Alors deux
au moins des nombres

T1Y1 ,T2Y1
T1,22,Y1,Y2,€ , €

sont algébriquement indépendants.

On en montre ici un analogue pour les valeurs de la fonction exponentielle e associée
a un module de Drinfeld ¢ de rang d, défini comme précédemment. Le résultat obtenu
est le suivant.

Théoréme A [D]. Soient p > 1 etv > 1 deux entiers et xq,...,x, € C, ka—linéairement
indépendants, soient de méme yy,...,y, € C, k-linéairement indépendants. On suppose
que pour © = 1,... pu,e(x;y,) est algébrique sur k. Si v > v + du alors deuzr au
moins des nombres x;,y;, e(x;y;) (pouri=1,...,p et j=1,...,v) sont algébriquement
mdépendants sur k.

En caractéristique zéro, la proposition précédente répond a la conjecture de Schneider, a

. 2 . .
savoir que I'un des deux nombres e® ou e est transcendant sur Q. Ici, on a le corollaire
suivant.

Corollaire. On considére ¢ un module de Drinfeld de rang d défini sur k. Soit a € Ry
tel que a # 0, alors l'un au moins des nombres e(e(a)),...,e((e(a))??) est transcendant
sur k.

En particulier, avec ’exponentielle e, associée au module de Carlitz, ce corollaire donne
la proposition suivante.

Proposition. L’un des deuz nombres e.(e.(1)) et e.(e.(1)?) est transcendant sur k.
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Dans la seconde partie, on s’attache a démontrer un résultat de transcendance de
valeurs de certaines fonctions modulaires. Soit (G,, T) un module de Drinfeld de rang 2
défini sur k :

Ty =TF + gF + AF.

q+1

La quantité j(Y) = J ne dépend que de la classe d’isomorphisme de Y. Elle est appelée

invariant modulaire de T.

Pour z € C, on note |z|; = inf |z — x| sa partie imaginaire. Le demi-plan supérieur
oo

C~\ ks est noté Q2. Alors, un élément de C est dans €, si et seulement si sa partie imaginaire
est non nulle. Ainsi, on a ’égalité

Q={z€lC, |z, >0}.
Le groupe GLy(ky) agit sur le demi-plan supérieur €2 par :

az+b
cz+d

w:(i‘ Z)GGLQ(kOO), VeeQ,  yr=

On associe a T son réseau des périodes A = Aw; & Awsy, que 'on normalise en A & Az.
Alors deux éléments z et 2z’ définissent des modules de Drinfeld isomorphes si et seulement
si ils sont conjugués par l'action de I' = GLy(A). L'invariant modulaire j fournit ainsi

une bijection entre C et le quotient G Ly A)\Q.

Soit [ un entier et f : {2 — C une fonction holomorphe vérifiant

w= (0 0) €6 100 =4S

En particulier, on a

VzeQ, VYae A, f(z+a)=f(2).

Ainsi, f peut étre considérée comme une fonction définie sur A\Q. D’apres E.U. Gekeler
(voir [Geb]), cela implique qu’il existe une fonction f* telle que

Ve, [zi>1 = [f(i(2)) = f(2),

olt t(z) est Panalogue du parametre a l'infini ¢ = €*™*. Si f* admet un développement en
série entiere autour de 0, alors on dira que f est une forme modulaire de poids I.

On fait correspondre & tout z €  le module de Drinfeld T(*) associé au réseau A® Az,
et donc des nombres g(z) et A(z). On définit de cette fagon des formes modulaires de
poids respectifs ¢ — 1 et ¢> — 1, qui sont aussi des fonctions en la variable ¢. Dans la suite,
on omettra les astérisques, ainsi g et A désigneront aussi bien des fonctions en 2z que des
fonctions en t. On verra qu’il existe une constante 7 € C telle que les fonctions g = 7'~ %g
et A = T A ont des développements en ¢ & coefficients dans A. Ces deux fonctions
sont les analogues des fonctions d’Eisenstein classiques F4 et Fg de poids 4 et 6.

Pour chaque ¢ dans C, tel que 0 < |¢| < 1, Y. Nesterenko ([N1] ou [N2]) a obtenu
I'indépendance algébrique sur Q, de trois au moins des nombres ¢, F(q), E4(q), Fs(q),
ou FE désigne la fausse série d’Eisenstein de poids 2. Un corollaire remarquable est
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I'indépendance algébrique des deux nombres 7 et e™. Dans le cadre des modules de Drin-
feld, en notant E l'analogue de la fausse série d’Eisenstein, on peut espérer le résultat
similaire suivant.

Conjecture. Soit t € C tel que 0 < |t| < ¢~/ Y  alors trois au moins des quatre
nombres t, E(t),q(t) et A(t) sont algébriquement indépendants sur k.

L’obstruction majeure est 'adaptation du lemme de zéros de Y. Nesterenko. Une al-
ternative serait de construire un opérateur sur C[ X7, X, X3, X4], en utilisant par exemple
les dérivées divisées, ou encore 'action de A sur les formes modulaires. Mais on ne sait
rien sur les idéaux stables par ces opérateurs. Une autre approche serait aussi de ne pas
faire appel au lemme de zéros et, comme le fait P. Philippon (voir [P3]), d’utiliser une
mesure d’indépendance algébrique. Cependant la encore, le polynome construit a l'aide
des équations différentielles vérifiées par les séries d’Eisenstein et utilisé pour obtenir cette
mesure, peut étre identiquement nul. On obtient néanmoins la réponse partielle suivante.

Théoréme B. Soitt € C tel que 0 < [t| < ¢ /@Y alors l'un au moins des deux
nombres A(t) et j(t) est transcendant sur k.

En particulier, pour ¢ € C tel que 0 < [t| < ¢~/ (q;l), ce théoreme implique la transcen-
dance de I'un au moins des deux nombres G(t) et A(t).

Enfin, dans la derniere partie, on s’intéresse au probleme de Lehmer pour certains
T-modules de dimension 2. Dans le cas classique, 'objectif est de minorer la hauteur de
WEeil logarithmique et absolue d’un nombre algébrique « en fonction de son degré. Le
résultat optimal espéré est la célebre conjecture suivante.

Conjecture de Lehmer. I existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout o dans G,,(Q),
qut n’est pas une racine de l'unité on ait

C

h(O{) 2 57

ot D = [Q(a) : Q).

Des travaux ont déja abouti dans ce sens; la meilleure minoration connue a ce jour reste
celle de E. Dobrowolski [Do] qui obtient le théoréme suivant.

Théoréme [Do]. I existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout a dans G,,(Q), de
degré D sur Q qui n’est pas une racine de l'unité on ait la minoration

¢ (loglog(3D)\*
=5 (o)

F. Amoroso, S. David et M. Hindry dans [AD] et [DH], ont étendu ce résultat a des
points de GY(Q), et a des points algébriques de certaines variétés abéliennes définies
sur un corps de nombres et admettant des multiplications complexes. Cependant, leurs
preuves s’adaptent difficilement ici. Les T-modules pour lesquels on obtient un résultat
analogue, doivent vérifier certaines hypotheses que 'on commence par énoncer.

7
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Soit K une extension finie de k, et (G?,®) un T-module défini sur K. Si b est un
élément non nul de A, un point xo € G? est dit de b-torsion si ®,(x) = 0. On dira de
plus, qu’il est de b-torsion primitive, si pour tout v dans A, on a I’équivalence suivante.

D,(x9) =0 = blv.
Le T-module ® devra d’une part vérifier les hypotheses galoisiennes naturelles suivantes.

(Gal 1) Il eziste une constante C(®) > 0 telle que pour tout b € A non nul, tout
point de b-torsion primitive posséde au moins |b|“®) conjugués sur K.

(Gal 2) Soient b et v des éléments non nuls de A. Siv est premier a b, alors
®, permute les conjugués sur K de tout point de b-torsion primitive.

D’autre part, 'action de A, beaucoup plus « forte » que celle de Z, fait des T-modules
des objets plus généraux que les variétés abéliennes. L’hypothese suivante permet de
surmonter cette difficulté.

(H) Soit H un sous-groupe algébrique conneze de G"'(k) tel qu’ il existe un
élément a € A avec dega > 0, vérifiant ®,(H) C H.

Alors Hest un sous-T-module de (G, ®).

Enfin, pour 1y € A irréductible et unitaire, la propriété (H,,) est la suivante.

ddeg v

(H.) Dy (X1, .., X)) = (X700 X950 (mod vy)

Elle est 'analogue du petit théoréeme de Fermat utilisé dans [AD] et [DH] pour démontrer
le lemme de Dobrowolski. On va imposer a ® de vérifier (H,,) pour « beaucoup » de vy,
ce qui signifie encore que ’ensemble

H,,(®) ={wy € A, irréductible, unitaire, (H,,) vérifiée , et |vg| < m}
devra étre suffisamment grand. Avec ces notations, on montre le théoreme suivant.

Théoréme C. Soit (G2, ®) un T-module de degré d, défini sur k et pour lequel la matrice
dominante ay est inversible. On suppose que pour ce T-module, les hypothéses (H), (Gal 1)
et (Gal 2) sont vérifiées et que :

1/t
3t >1, 3C>0, VmeN,  card(H,(d))>C—.
logm

Alors il existe une constante ko > 0, telle que pour tout o € G2(k) séparable de degré D
sur k qui n’est pas de torsion modulo les sous-T-modules de ®, on ait la minoration

A 1 (loglog(3D))V
h(a) 2“°D1/2( (log(3D))Y )

ou U =dt*(42d + 17) + 3 et V = dt(21d + 8) + 2.

Ce théoreme s’applique en particulier au produit ¢ x ¢ de modules de Carlitz, ou
encore de certains modules de Drinfeld de rang 2, a multiplications complexes.
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Partie I : Théoreme de Brownawell-Waldschmidt

en caractéristique finie

1 - Introduction

On rappelle tout d’abord les notations suivantes.

A = F,T],
k= F 1),
ko = F,((1/T)).

On désigne encore par C le complété pour la valuation 1/T-adique de la cloture algébrique
koo de koo, et par k la cloture algébrique de k dans C. On appelle T-module de dimension n,
de degré d défini sur un sous-corps L de C, tout couple (G7, ®), ou G désigne le groupe
additif de dimension n et ®: A — L{F} un homomorphisme injectif d’anneaux tel que
I'on a

Or = agF’ + ay F 4 -+ agF?

ou L{F} est l'algebre de Ore et les a; sont dans M,,(L) avec aqg # 0, ou T est la seule
valeur propre de ay et ou F est 'endomorphisme de Frobenius relatif a ¢ sur GI. Un
module de Drinfeld est un T-module de dimension 1; dans ce cas, au lieu de degré du
module, on parlera de rang du module. On considere ici un module de Drinfeld ¢ de rang
d > 1 défini sur la cloture algébrique k de k :

(1) or = TF + a1 F + -+ agF°.

Il existe alors une unique fonction e : C — C dite exponentielle attachée a ¢, entiere,
F,-linéaire et caractérisée par

(2) d0)=1 et VYaecA Vzel, elaz)= p.le(2)).

Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le réseau des
périodes noté A. On notera R, 'anneau des multiplications de A donné par :

(3) Ry ={y€C, yA C A}.

C’est un A-module libre auquel on peut prolonger . Le corps des fractions de R, sera
noté ky ; c’est une extension finie de k, de degré au plus d. Pour v € Ry, on écrit

Ty

(4) oy =3 ai(y)F

=0
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Des résultats concernant les petits degrés de transcendance des extensions de Q ont
été réécrits en caractéristique finie. Certains cas de degré de transcendance au moins 2
(rappelés par R. Tubbs dans [Tul] et [Tu2]) ont été démontrés dans ce cadre, notamment
par L. Denis dans [De4], [De6] et [De7] et par A. Thiery dans [T1]. Notre but est d’obtenir
’analogue du théoréme suivant prouvé indépendamment par W.D. Brownawell [Br] et
M. Waldschmidt [Wa] en 1971.

Théoréeme 1 [Br| [Wa]. Soient x; et xo (respectivement yy et ys) des nombres complezes
linéairement indépendants sur Q tels que e*'¥2 et ™22 sont algébriques sur Q, alors deux
au moins des nombres

T1y1 T2Y1
T1,22,Y1,Y2,€ yae Y

sont algébriquement indépendants.

Ici, le role du groupe multiplicatif G,,(Q) est tenu par un module de Drinfeld ¢ de
rang d défini sur k, et celui de 'exponentielle classique par I’exponentielle e associée a .
En adoptant les notations précédentes, on obtient le résultat suivant.

Théoréme A [D]. Soient p > 1 et v > 1 deux entiers et x4, ...,x, € C, kn—linéairement
indépendants, soient de méme yy,...,y, € C, k-linéairement indépendants. On suppose
que pour i = 1,...,u, e(x;y,) est algébrique sur k. St vu > v + du alors deux au
moins des nombres x;,y;, e(x;y;) (pouri=1,...,petj=1,...,v) sont algébriquement
idépendants sur k.

On commence, au paragraphe suivant, par citer quelques lemmes utilisés dans la
démonstration du théoreme A. Celle-ci est développée en troisieme partie. On y construit
une fonction auxiliaire s’annulant a un certain ordre en des points bien choisis, puis on
applique un critere de transcendance a son premier coefficient de Taylor non nul. Dans une
derniere partie, on donnera quelques conséquences du théoreme A, notamment ’analogue
de la conjecture de Schneider.

2 - Enoncés des lemmes

Soit e € C algébrique de degré J, sur k, entier sur A, ; un élément de C transcendant
sur k() et 05 € C algébrique de degré § sur k[a](6,), entier sur A[a, 6;]. Alors un élément x
de B = Ala, 0y, 6, s’écrit de maniére unique sous la forme

(5) r = E a; T 020205 = P(T, a, 0, 65)
iend
0<ig<dg—1
0<iy<é-1

ou P e F[Xy, Xo, X3, X4]. Pour une telle écriture de x, on note

degr(x) = degy, (P),
(6) degy, () = degy,(P).

10
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Propriétés : Ces degrés vérifient les quelques propriétés suivantes :
1) Soient x ety dans B, alors on a les majorations

max{deg,(z),deg,(y)},
max{degy, (), degy (y)}.

degy(z +y)

<
degy, (v +y) <

2) Pour tout x € Alfy], et tout y € B, on a les égalités

degp(zy) = degp(x) + degr(y),
degy (zy) = degy () + degy, (v).

3) 1l eziste Cy € R (respectivement Cj € R) ne dépendant que de «v et Oy (respectivement
a, 0y et 0y) tel que pour tout n € N et x1,xo,...,x, € B, on ait les majorations suivantes.

degr(z1) + degp(za) + - - - + degp(xy,) + Co(n — 1),
degy, (z1) + degy, (w2) + - - - + degy, (z,) + Ci(n — 1).

degp(z129 - - xp)
degy, (122 - xp)

Preuve - 1) et 2) sont évidents. On montre I’assertion 3) tout d’abord pour le produit
de deux éléments de B. Soient z et y deux éléments de B :

T = Z 02 et oy = Z yjozﬁ@gQ

ieN? jeN2
0<iqy <dg—1 0<j1<69—1
0<in<o—1 0<jp<d—1

ou les z; et les y; sont dans A[f;]. Alors, leur produit s’écrit

Ty = E Tyt T ORR,

i,jeN2
0<i,j1 <8g—1
0<ig,jg<d—1

On pose Cy = max {deg+(a Hl et O/ = max {deg, (a Gl . Alors, on a les
P 0 0<1<2(50 - 1){ gT( >} 0 0<i<2(8y— 1){ g01< )} )
0<I/<2(6—1) 0<1/<2(6—1)

majorations suivantes.

degp(zy) < degp(w) +degp(y) + Co
degy, (zy) < degy, () + degy, (y) + Cj

Par récurrence, on montre facilement le résultat annoncé pour le produit de n éléments
de B. 0

Avec ces notations, on montre le lemme de Siegel suivant.

Lemme 1. Soient n et m deux entiers tels que n > dodm, soient aussi My > 0 et My > 0
des réels. On se donne des éléments (a;;){1<i<n1<j<m} de B tels que degp(a;;) < My,

degy, (ai;) < My. Alors il existe x; € A[f1] pour i =1,...,n non tous nuls vérifiant
VjE{l,...,m} Zaivjxi:(),
i=1

N \/_M1+1 et deggl(xi)g\/_ \/_

degT(xi) S MQ + 1.

11

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Preuve - Soient X et Y deux entiers strictement positifs. On considere ’ensemble
suivant.

E = {([El, . ,.Z’n) - (A[Gl])” | degT(xZ) S X, degel(:vi) S Y}
On a d’une part I'égalité card F = ¢"X+tDY+D) D’autre part, si ’'on note

F= {(yb cee 7ym) € B™ | degT(yz) S X + Mla deg01 (yl) S Y + M2}7

alors on a 1'égalité card F = ¢mood(X+IM+D(Y+M2+1)  Op définit application linéaire de
FE dans F' suivante

n n
(:cl, e ,.’L‘n) b E CI,Z'71.CC'1', ey E ai,mxi .
i=1 i=1

Pour qu’il existe deux éléments de E ayant la méme image par cette application, il suffit
d’avoir I'inégalité card E > card F, c’est-a-dire

n(X + )Y +1) >mdgd(X + My + 1)(Y + My + 1).
Ceci est vérifié par exemple pour

vV 50(5771 vV (50(5771

X=———"M+1 e Y=——-—NM+1.
Jn—/oom Vi —oom
Ainsi, la différence de ces deux éléments donne la réponse a notre probleme. O

On rappelle le lemme élémentaire suivant. Sa preuve se fait simplement, par récurrence
sur le degré de b € A.

Lemme 2. Soit p un module de Drinfeld de rang d, alors pour tout b dans A, ¢, est un
polynome de degré ddegb en F :

Yo = bfo + a1<b>f1 + -+ addegb(b)fddegb.

Le résultat suivant est dia a L. Denis (cf lemme 1 de [De3]).

Lemme 3 [De3]. Soient Gy,...,Gy, des T-modules simples deuz-a-deuz non isogénes.
Alors, tout sous-T-module H de G = G7* X --- x Gl est un produit Hy X --- X H,, ou
chaque H; désigne un sous-T-module de G'.

On utilisera un lemme de zéros du a J. Yu, dans lequel interviennent les notations sui-
vantes. On se donne un module de Drinfeld ¢ et on considere un 7-module ¢ de dimension
1+ 1 vérifiant 1’égalité

T 0 ... 0
0 .

(7) (bT: . YT
o -0

12

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Grace au lemme précédent, on montre que les sous-T-modules de ® sont de la forme
G = G x Gy ou Gy et G sont respectivement des sous-T-modules du T-module trivial
de dimension 1 et de ¢*. Soient z1,...,z, € C, on considere I'application suivante.

C Ccrtl
(8) e { - ;

z — (z,e(x12),...,e(x,2)),

ol e désigne I'exponentielle attachée au module de Drinfeld ¢. C’est un homomorphisme
a un parametre associé a P, c’est-a-dire que 1’'on a

9) Va € Ry, e(az) = @,(e(2)).

Soit P € C[Xy,...,X,], on dira que P s’annule & un ordre > m en un point vy € C#*!
le long de ¢, si P(y + &(2)) n’a que des termes d’ordre > m dans son développement de
Taylor autour de 0. Soient wy, ..., w, des éléments de C*!, on définit

(10) L(s1,...,8) ={Pg, (w1) + -+ Py, (wr), a; € A, deg(a;) < s;}.

En reprenant la démonstration du lemme de zéros de L. Denis [De6] (théoréme 1), et
en y changeant I'(s) en I'(sq, ..., s,), on obtient le lemme suivant.

Lemme 4. [ existe une constante c(®) telle que si on a un polynome P(Xo,...,X,)
non nul en p+ 1 variables de degré Dy en X, et de degré total Dy en (Xy,...,X,) qui
s’annule sur I'(sy +pu+1,..., 8. +p+ 1) a Uordre supérieur ou égal a (u+ 1)M + 1 le
long de l’homomorphisme a un parametre ¢, alors il existe G = G X Gy sous-T-module
propre de ® vérifiant la majoration

( M:nggG) > card(I'(sq,...,$) + G/G) < c(@)DdeimGl DgodimG’Q’
ou r(G) est la codimension analytique de l'image réciproque de G par €.

On donne maintenant un lemme technique sur les réseaux, dont la preuve n’est autre
qu'une méthode du pivot de Gauss adaptée.

Lemme 5. Soit I'y un A-module libre de rang d, dont une base est (y1,...,yq). Soit '}
un sous-A-module de rang d' de I'y. Alors, quitte a réordonner les y;, on peut choisir une

base (z1,...,zq¢) de I'} telle que l'on ait I’égalité
%N
21 a(l,1) a(1,2) . a(l,d) a(l,d) Y2
29 0 a(2,2) ... «a2,d) a(2,d) :
: B : " " : : Yo |’
2 0 . 0 od,d) ... «a(d,d) :
Yd

les (i, j) étant dans A et vérifiant les inégalités

deg(a(i, j)) < deg(a(j,j)) pouri=1,...,j —1.

13
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On peut voir la preuve du lemme de Schwarz-Jensen suivant dans [Y1] (lemme 2.3).

Lemme 6 [Y1]. Soient f : C — C une fonction entiére, o, le nombre de zéros de f
comptés avec multiplicité dans {z € C, deg(z) < r} et soit :

M(f,r) = sup{deg(f(2)), deg(z) <r}.

Si R > r, alors on a la magjoration M(f,r) < M(f,R) —o.(R—r).

Soit k — E une extension finie de degré D. On rappelle la notion de hauteur projective

d’un élément o = (ay, ..., qn) de P™(E) :
o)== S d

() =5 w max (—w(a)),
wEME

ou Mg désigne 'ensemble de toutes les places de E et d,, le degré résiduel sur F; en la place
w normalisée par w(E) = Z U {+o0}. Si f(X1,..., X)) € k[Xy,..., X], f(X) = anX?
alors on appelle hauteur de f

h(f) = h(1,ay).

La proposition 3 de [T1] est démontrée pour 1 € ko,. Cependant, on a encore le résultat
pour ¢ appartenant a C.

Lemme 7. Soient 1) € C et (P,)nen une suite de polynomes non nuls de A[X]. On note
0, = degx (Pn), hy la hauteur de P, et s, = v(P,(¢)) = —deg(P,(¥)). On suppose qu’il
existe un entier ng vérifiant

vn Z No, Sn Z max(hn(;n + hn5n+l + hn+16n7 hncsn + hnén—l + hn—l(sn)-

Sn
On suppose aussi que lim (— — hn> = +o00. Alors, on a

n— oo (Sn

Vn > nyg, P,(¢) = 0.

14
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3 - Démonstration du théoréme

On se place sous les hypotheses du théoreme A. Dans toute la suite log désignera le
logarithme en base ¢, ty sera un entier arbitrairement grand et les constantes C; > 0
ne dépendront pas de ty. Soit k; une extension finie de k contenant e(z1y,),. .., e(z,y.),
ainsi que les coefficients a;(y) de ¢, pour v € Ry (voir (4)). Soit ks la sous-extension
séparable maximale de ki (c’est-a-dire la plus grande extension séparable de k contenue
dans k) et p** le degré d’inséparabilité de k; sur k. On sait alors qu'il existe «a € kg entier
sur A tel que ks = k[a]. On note dy son degré. On choisit Ay un dénominateur commun
aux e(z;y,) pour i = 1,..., u c’est-a-dire un élément Ay non nul de A tel que 'on ait

(11) Vi=1.p Aoe(mm)" € Al
On peut alors trouver A € A tel que AP™ soit un multiple de Ag. Ainsi, on aura
(12) Vi=1,...,n,  (Qe(zy))" € Ald].

De plus, comme A. Thiery dans [T2], on peut trouver A € A tel que, quitte a changer A
A

en N on ait

Ty

Vy € Ry, si op(y) =Y a;(y)F alors (a;(7))"" € Ala].

1=0

Pour commencer la preuve, on suppose le théoreme A faux. Soit L = ky(x;, y;, e(zy;))
pourt=1,....,pet 7 =1,... v. Le degré de transcendance de L sur k est donc au plus
1, et d’apres I'analogue du théoreme d’Hermite-Lindemann en caractéristique finie, c¢’est
exactement 1 car 'un au moins des nombres e(x1y;), z; et y; est transcendant sur k.

On peut donc écrire Ly = kg(6,02) ou 0 est transcendant sur ks, 02 est algébrique
de degré o, séparable sur ks(6,), entier sur Ao, 0;], et Ly est la sous-extension séparable
maximale de L (c’est-a-dire la plus grande extension séparable de k(1) contenue dans
L). On pose p* le degré d’'inséparabilité de L sur ky(f1). Soit s = max{si, s2}, alors les
éléments de L élevés a la puissance ¢° sont dans L,. A. Thiery dans [T2] conserve ces
puissances tout au long de sa preuve. Cependant ici, pour alléger la démonstration, quitte
a élever les fonctions a la puissance ¢°, on supposera que tous les nombres sont dans L
et que les Ae(x;y,) et les ;(y) sont dans Ala].

Soit x € ks(6q,05), il s’écrit :
T a, 01
13 T =
( ) Z P(; T «, (91
On en déduit alors des expressions pour 1,...,Z,, Y1, ..., Y, ainsi que pour les e(z;y;)

pour i = 1,...;pet j =1,...,v— 1. On prendra Ps(T,a,01) € Ala, 6] un de leurs
dénominateurs communs, ainsi par exemple, on aura

l‘lp(;(T, o, 01) S A[a, 0, 92]

On notera 7] et Ty les maxima respectifs des degrés en T et en #; de tous ces nombres
multipliés par Ps(T, «, 6;).

15
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3.1. Construction d’une fonction auxiliaire

Soit ¢y un entier arbitrairement grand, on définit les parametres suivants.

mgo = tg—i_d(logto)_%] s
(14) t1 = to(log z50)7$>
ty = to(logto)® .

Grace au lemme 1, on construit une fonction F' entiere s’annulant au moins a 'ordre mg
en a1y; + - -+ + a,y, ou les a; sont dans A et vérifient les égalités

(15) ’&i‘<t1 si izl,...,V—l et ’Cll,’<t2.

On cherche plus particulierement, parmi les fonctions F' de la forme

(16) F(z) = Py(z,e(x12), ..., e(z,2)),
(17) F(z) = Z przxoe(l'lz)x1 s €($HZ)X”,

ou Py (Xo,...,X,) = Z Py X -+ X est un polynome en y + 1 variables vérifiant
XEN’U'+1
ey, (Pr) <mo.
degx. (Py) < (KCto) sii=1,....p,

ou la constante K sera définie ultérieurement.

Soit Y = Z a;y; ou les a; sont dans A. Alors, on a les égalités

i=1
v Xo v X1 v Xp
FO+2) = pr (Z a;y; + Z) (6 (Z a;r1y; + £C1Z>> (6 (Z GiTpYi + CU;LZ)) )
X i=1 i=1 i=1
= Z (pranﬁx(al, .. ,a,,)) z".
neN X
On est donc amené a résoudre le systeme suivant
(18) pranjx(al, ceya,) =0
X
pour n <mg—1, |a;] <ty sii=1,...,v—1et |a,]| < . Ainsi, on a les inégalités

Nombre d’équations : & < mo(q’ty 'ts) = ¢/mot}.
Nombre d’inconnues : Z > mg((Kto)# )~

On choisit donc K de maniere a avoir Z > §y0€ : par exemple K = ¢(dpd + 1).
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Soit Dy = 1. Pour i > 1, on notera D; = [i|(D;_1)? on [i] = T¢ — T. Comme

les coefficients du module de Drinfeld ¢ sont dans A[a], la suite D est une suite de
+oo

dénominateurs pour la fonction e. On peut montrer que si e = E en ™ alors on a

m=0

1) D,eA
(19) 2) (Dhem) S A[a] pour m=20,---.h
3) ¢ +--+q""<¢"N = Dy - Dy, |Dy.

La preuve de 2) se fait par récurrence comme dans [B1] lemme 8.2, en utilisant ’équation
fonctionnelle de e.

Pour étre dans les conditions du lemme de Siegel cité, il faut se ramener a un systeme
a coefficients dans B = Ala, 61, 65]. Par le lemme 2, on a que pour ¢; dans A, e(ax;y;)
est un polynome en e(x;y;) de degré ¢?9°¢%. De plus, les x; apparaissent avec un degré
total au plus my (ordre d’annulation de F) et les y; avec un degré total au plus my (car
degyx, P, < mp). On doit donc multiplier les équations du systeme par P5(T,«a,0;) a la
puissance

(20) [M(Kto)ﬁtg(logto)’%] 414+ mg +mo < Cym.

La présence des e(z;y,) conduit aussi a multiplier les équations par A a la puissance

v—1 v—1

(21) (Kt it log o) ] < € [t (tog )7

et celle des coefficients e;, a multiplier les équations par Dijgmo)+1; on aura alors

(22) deg(D[log mol+1€log m0}+1) < CV3/rn0 lOg mg.

On multiplie toutes les équations par ces dénominateurs et, grace au lemme 1, on trouve
une solution non triviale du nouveau systeme vérifiant

(23) degy(py) < M, +1,
TN = T — J5,0E
(24) degy, (0) < Y08 ap 4,

VI — /80

ou M, et M, sont respectivement des majorants des degrés en T" et en #; des coefficients
du nouveau systeme, c’est-a-dire des o, (a1, . .., a,) multipliés par des dénominateurs.

On définit les nombres 17 et T, par

= maX{T{, degT(Ae(xiyV))7 degT<A)7 degT<P5(Tva701>>}’

i<i<p
(25)
T, = max{T;, degy (P5(T,c,01))}.

17

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



On a alors la majoration suivante.
M, < T:Cimy

ﬁ‘i‘d v—1
T102 [tO (10g to) v ]
Cgmo 10g mo
m0T1
mo (277 + log(to(log to)"d;yl))
T1M(Kto)ﬁ(to(10%to)d7”)d B
+ Co(m() + M(’Cto)ﬁ(t()(lOg to)w)d — 1)

et donc il existe Cy > 0 vérifiant

(26) M1 S C'4m0 IOg mo.

+ o+ o+t

On procede de méme pour Ms.
M, < To,C1mg
mols
mo Ty
Tzﬂ(’Cto)ﬁ(tO(IO% to) ")
+ Ch(mo + u(Kto) (to(log to) @ )? — 1)

+ 4+ +

Comme précédemment, on obtient I'existence d'une constante C; > 0 pour laquelle on a
la majoration

(27) My < Csmo.

Conclusion 1. Pourtyg € N, on a construit une fonction
F(z) = Py(z,e(x12), ..., e(x,2))
telle que Py, € Al61][Xo, X1, ..., X,], avec P, #0 et
degy,(Py) <mo et si i#0 degy (P,) < (Kto)*,
les coefficients p, de Py, vérifiant
degr(py) < Cemologmg et degy, (py) < Crm,

et F' s’annulant au moins a l'ordre mqg en les nombres a1y, + --- + a,y, ou les a; sont
dans A et vérifient

la;| <t; si i=1,...,vu—1 et |a,| < ts.

3.2. Utilisation du lemme de zéros

Dans ce paragraphe, grace au lemme 4, on trouve une majoration de I'ordre d’annu-
lation de F' en les points a1y, + - - - + a,¥, introduits précédemment. Soit

(28) T'y(r1,m) = {Z ay; | a; € Aydeg(a;) <rpsii=1,...,v—1etdeg(a,) < 7"2} :
i=1

oury = [logt] — 1 et ro = [logts] — 1.
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Soit ® le T-module de dimension p + 1 introduit en (7) au paragraphe 2, vérifiant

T 0 ... 0
(I)T — 0 YT
o .0
On note alors
(29) F(Tl,'f’z) = {8(./4) | ./4. € Fl(?”l,’l“Q)}

ou € est 'lhomomorphisme & un parametre défini au point (8).

Par construction de F', P, s’annule au moins a l'ordre my le long de € sur I'(rq, 7).
On applique alors le lemme 4. Si P s’annule a 'ordre au moins (u+ 1)M + 1 le long de ¢
sur ['(ry,75), alors il existe G sous T-module propre de G, X ¢* qui, d’apres le lemme 3,
s’écrit G = (G1 X (g, et tel que l'on ait les inégalités

( M +r(G)

@) ) card (D(ry = 1= 1,1y = o= 1)+ G/G) < c(@)m™ S (p(Kt) £ )02,

M + T(G) card (F(ﬁ —p—=1,r0 — p— 1)) codime: D
< 1 b 2
< r(G) > card (D(ri —p—Lra—p—1)NG) — c(P)myg (u(Ktg) )

Or,ona card (I'(rp —p—1,ro—p—1)) = card (I'1(r; —p—1,r9—p—1))

= ¢m=pE=1)+(r2=p)
> Cgty ™'ty = Cyty.
De plus, (G) = dimC — dime (@) = dimC — dim(¢(C) N G) = 0 ou 1 donc on a

M +r(G) Mm@
(M) =g =

Dans tous les cas, on a donc la majoration suivante

Y codimGo

(30) MT(G)tg S C’(@) Card (F(Tl _ “ _ 1’ Ty — H} _ 1) N G)mgodimGlt{;
On regarde alors les différentes possibilités pour G.

Premier cas : G = {0} x Gs.
Comme G = {0} on a codimG; = 1, de plus ¢(C) NG = {0} ainsi 7(G) = 1 et 'ensemble
I'(ry—p—1,ro—p—1)NG = {0} est de cardinal 1.
D’autre part, on a toujours codimGs < p, donc Mtf < (®) x 1 x myty. Finalement, on
obtient

E|Cg > 0, M < Cgmo.
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Deuxieme cas : G = G, x Go
On a ici codimG; = 0 et codimGy < p. Comme G = G, nécessairement, Gy # " et
donc, comme 1'écrit A. Thiery dans [T2], G5 a au moins une équation du type

Spule 4+ 4 Spquu =0
avec (ur,...,u,) € R\\{(0,...,0)}.

Soit A = Zajyj eli(r—p—1,ro—p—1) tel que e(A) € G. On a donc 1'égalité
j=1

ou(e(x1A)) + - 4y, (e(zpA)) = e((uzy + - - - + uyx,)A) = 0.

Or, par hypothese, les nombres x4, ..., z, sont linéairement indépendants sur k,, donc le
nombre w;zq + - - - + u,x, n'est pas nul. Ainsi, on a

A = Z a;Yy; S (Ulil?l +--+ Uul"u)ilA.
j=1

Le réseau A’ = (wy@y + -+ + w,x,) A est aussi de rang d. De plus yy,---,y, sont

v
linéairement indépendants sur k et engendrent sur A un module I'; de rang v > — +d. Le

réseau [} = A'NT'; est de rang d’ < d, sous-A-module de I'y, donc, d’apres le lemme 5, on

peut en choisir une base (z1, ..., z¢) telle que, quitte a réordonner les y; on ait la relation
Y1
2 a(l,1) «o1,2) a(l,d) a(l,v) Yo
29 0 a(2,2) a(2,d) a(2,v) :
: B f " : : Yar
Zar 0 . 0 a(d,d) ... a(d,v) :
Y

les (i, j) étant dans A et vérifiant

(31) deg(a(i, j)) < deg(af(y,j)) pouri=1,...,5 — 1.

Finalement, si A = by2z; + -+ + bgza € T1(ry —p— 1,79 — p — 1) N A/, on montre par
récurrence sur n que deg(b,) < 7. Pour cela, on regarde les coordonnées de A dans la
base (Y1, ..., Y,)-

- La premiere coordonnée (celle en y;) de A est a1 = a(1, 1)b;.
Or, deg(ay) < 7y, donc deg(a(1,1)by) < 19 et comme «(1,1) € A, alors deg(b;) < ro.

- La seconde coordonnée (celle en ys) est as = a(1,2)b; + «(2,2)bs.
Comme précédemment, on obtient la majoration deg(a(1,2)by + a(2,2)by) < 5.

Si deg(a(1,2)by) # deg(a(2,2)bs), alors
deg(a(1,2)by + a(2,2)by) = max{deg(a(1,2)b;),deg(a(2,2)bs)}

et donc, on a bien deg(by) < rs.

Sinon, deg(a(1,2)by) = deg(a(2,2)by) et comme deg(a(1,2)) < deg((2,2)) on a toujours
deg(by) < deg(by) < rs.
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- Soit n € {1,...,v}. On suppose que pour ¢ = 1,...,n — 1, deg(b;) < ro.
En considérant la coordonnée en y, de A, on obtient la majoration

deg(a(l,n)by + -+ a(n — 1,n)b,—1 + a(n,n)b,) < ry.

Si deg(a(l,n)by + -+ + a(n — 1,n)b,—1) # deg(a(n,n)b,) alors on a deg(a(n,n)b,) < ry
et donc deg(b,) < 7.
Sinon,

deg(a(n,n)b,) = deg(a(l,n)by+---+a(n—1,n)b,_1)

deg(a(n,n)b,) < max 1{deg(c)z(i, n)b;)}

deg(a(n,n)b,) < r2+i:max {deg(a(i,n))}

1,....,n—1

d’ou deg(b,) < rs.

Ce résultat démontré, on peut maintenant majorer convenablement le cardinal de
I'ensemble I'(ry —p— 1,79 — p— 1) N G.

Piri—p—1Lre—p—1)NG C eli(rn—p—1ra—p—1)NA)

N

e(T'y(ry,re) NA')

N

€(F1<T1, 7”2) N Fll)
d/
Or, tout élément A de I'y(ry,72) NTY est de la forme A = Z bjz; avec deg(b;) < ro.
j=1
On a donc

card(I'(ry —p—1,re —u—1)NG) < card(Iy(r,m2) NTY),
S qd/(T‘Q-i-].)7
< q%1].

Enfin, puisque ¢ 1(G) C (wiz1 + -+ + w,x,) A, e71(G) est de dimension 0, et donc
r(G) = 1. On a alors les majorations

3010 > O, Mtg < Clotgtczia

(32) E'Clo > 0, M S C’lotg(log to)uT_l

Comme on est au moins dans un de ces cas, la condition la moins forte sera vérifiée, a
savoir

(33) 3011 > O, M < CHTI’LO.

Conclusion 2. Si la fonction F' s’annule a Uordre > (u+ 1)M + 1 sur I'y(rq1,72), alors

M S Cnmo.
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3.3. Majoration du degré de F(z)

On utilise le lemme 6 pour majorer deg(F'(z)) avec deg(z) < r ou r va étre défini. On
a clairement
po_ prtd
v+dp o d(v+dp)

On choisit donc des réels positifs B et By vérifiant les encadrements

(34)

Soit so le plus grand entier tel que F' s’annule a l'ordre sp — 1 sur I'y(ry,r2). On a
évidemment sy > my et, par la deuxieme étape sy < (pu + 1)Ciymg + 2. On applique le
lemme 6 avec r = Bylogmg et R = Blogmy.

-----

deg(A) < 10?;(?50(10%750)%)+£11%_¥V{deg(yi)}
< Bylog(my),

—
v+dp”

pour ty assez grand (car By >

Alors, pour tg assez grand, F' s’annule au moins Ciasotf fois dans {z € C, deg(z) < r},
ainsi on a la minoration

(35) Oy Z 01280756.

De plus, e est une fonction entiere d’ordre inférieur a d, donc il existe une constante C' > 0
pour laquelle on a I'implication

(36) deg(z) <r = deg(e(z)) < Cq™.

Si deg(z) < R, alors deg(x;2) < R + deg(x;) et donc deg(e(w;2)) < C'q?® = C"mdP. De
plus, les coefficients p, de P, vérifient les estimations données dans la conclusion 1

degr(py) < Csmologmg et degy, (py) < Crmy.
Et donc, on obtient

deg(py) < Cemglogmg + zf m?x ]{deg(é’ll)}.

0,..., Crmo

Alors, pour z € C vérifiant deg z < r, le lemme 6 donne la majoration

deg(F(z)) < Cly(mglogmg + umgB(lCto)i + Bmyglogmg) — Ci2(B — By)sotg log my.

Finalement, B et B, ont été choisis de sorte que 'on ait

(37) AC13 >0, Vze B(0,r) deg(F(z)) < —Ciszsotylogmy.
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Conclusion 3. Sir = Bylogmyg, on a

Vz € C tel que degz <, deg(F(z)) < —Cizsoty log my.

3.4. Critere de transcendance

Par définition de 'entier sy introduit a I’étape précédente, on sait que F' ne s’annule

pas a l'ordre sg sur I'; (11, 72). Donc il existe ) = Z a;y; € T'1(r1,72) tel que le coefficient

i=1
de Taylor de F'(z + Y) a l'ordre sy soit non nul. On note ce coeflicient
(38) Xy = praso,x(al, ey ay).

X

Sachant que sg < (p+ 1)Ciymg + 2, on le multiplie correctement par des dénominateurs,
afin d’obtenir un élément de Alx, 61, 65].

v—1
]

i / it -
(39) Y;to = P(;(T, Q, el)clmvoz[tg (log to) D[log((,u—l—l)(h1mo+2)]+1Xt0 € A[O‘7 917 02]

Ainsi, Yy, a une écriture de la forme

(40) }/to = E : Qi,j (Tv 91)0/9%,
0<i<dp—1
0<j<6-1

avec degp(Yy,) < Cramglogmg et degy, (Yy,) < Cismy.

Il est clair que l'extension k(6) < ks(01)[0s] est finie et séparable. De plus, comme
k(0:1) et kg sont linéairement disjoints sur k, elle est de degré dyd, et la famille

{(0'8)), 0<i<dy—1,0<j<d—1}

est une base de k,(61, 6) en tant que k(6;)—espace vectoriel. Si on note N' = Ny 4, 0,)/k(61)
'application norme de k4(61, 62) sur k(6;), alors N(Y;,) est le déterminant de 'application
linéaire

ks(01,02) — ks(61,02),

z o 2Yy.

Si on écrit la matrice de cet endomorphisme dans la base précédente, comme « et 65 sont
entiers, on obtient que N (Y;,) € F [T, ;] ainsi que les majorations suivantes

(41) degy (N (Yio)) < 000(Co + max {degr(Qi(T,61))}),

(42) degy, N'(Yi,)) < 808(Ch+  max {degy, (Quy(T,61))}),
0<j<é-1

ot Cy= max {degp(a'fh)} et Cj= max {degy,(a'6})}.

0<1<2(69—1) 0<1<2(69—1)
0<1/ <2(5—1) 0<I/ <2(6—1)
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Il existe donc Py, € A[X] tel que P, (61) = N (Y},). Ce polynéme vérifie notamment
h/t() - h(Pto) S CIGmO log my,

(43)
5150 = deg(Pto) S 0177710.

On pose s, = —deg(Py,(01)) = — deg(N(Yy,)).

Sion écrit F(z+Y) = Z fmz™, les inégalités de Cauchy dans le cas non archimédien
m=0

(voir [BGR]), donnent
(44)  VpeR, sup{deg(F(z+DY)), deg(z) < p} = sup{deg(fn) +mp, m > 0}.
Avec p = r = Bylogmg > 0, puisque deg) < r et d’apres la majoration (37) on obtient
deg(Xy,) = deg(fs) < sup{deg(F'(z+Y)), deg(z) <r},
(45) < sup{deg(F'(z)), deg(z) <r},
< —Chzsoty log my.
En tenant compte des dénominateurs, on montre facilement que 1'on a
deg(N(Yy,)) < deg(Xy,) + Cigmolog(my).
On obtient alors la majoration suivante
(46) C9 > 0, sty = — deg(N (Yy,)) > Chgsoty log my.

Finalement, on obtient la minoration

Sto 01880755 lOg L
47 — — hyy > ——————>— — (C1gmg log my.
(47) 5re to = Crrmg 16770 108 Mg
En supposant que puv > v+ du, on se place dans les hypotheses du lemme 7 et donc pour
to assez grand Py, (61) = 0 ce qui contredit la transcendance de 6;. O
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4 - Conséquences

On a tout d’abord un analogue du théoreme de Brownawell-Waldschmidt. On
consideére I’exponentielle de Carlitz e, associée au module de Carlitz Cp = TF° + F.
On rappelle qu’elle est définie par

fh
€ — D_h

h>0

ott Dy = 1et Dy, = (T —T)(Dj,_1)". Alors, ici d = 1 et le théoréme A donne le corollaire
sulvant.

Corollaire 1. Soient x1, xo (Tesp. y1,y2) € C, A-linéairement indépendants. On suppose
que e.(z1y2) et e.(zay2) sont algébriques sur k, alors deur au moins des nombres z;, yj,
ec(ziy;) (pouri,j =1 ou 2) sont algébriquement indépendants sur k.

Ce résultat, en caractéristique 0, contient la conjecture de Schneider, a savoir que :
2
e ou €° est transcendant sur Q.

En caractéristique finie, on en a aussi un analogue.

Corollaire 2. On considére ¢ un module de Drinfeld de rang d défini sur k. Soit a € Ry
non nul, alors l'un au moins des nombres e(e(a)), ..., e((e(a))??) est transcendant sur k.

Preuve - On pose z; = 1, 2o = e(a), y1 = a, yo = e(a),...,y2a = (e(a))??~L. D’apres

le théoréme d’Hermite-Lindemann, comme a € Ry C k alors e(a) ¢ k, et donc z; et x,
sont linéairement indépendants sur ky et les y; le sont sur k. Si les nombres e(e(a)*1) et
e((e(a))??) étaient algébriques alors, avec p = 2,v = 2d, on se trouverait dans les condi-
tions du théoreme A et donc deux au moins des nombres suivants seraient algébriquement
indépendants :

1, a, e(a), e(ae(a))=gale(e(a))), e(e(a)”), pour n=1,...,2d. O

On retrouve en particulier, avec I’exponentielle de Carlitz, la proposition suivante.

Proposition. Lun des deuz nombres e.(e.(1)) et e.(e.(1)?) est transcendant sur k.
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Partie II : Un théoréme de transcendance
en caractéristique positive

1 - Objectifs et notations

1.1. Présentation du probleme

Dans les cas complexes et p—adiques, les Stéphanois [BS et al.] ont obtenu un résultat
de transcendance concernant l'invariant modulaire J attaché aux courbes elliptiques, et
ont ainsi répondu a la conjecture de Mahler-Manin.

Proposition 1 [BS et al.]. Siq € C (resp. ¢ € C,) est algébrique sur Q, et vérifie
0<|gl <1 (resp. 0 <|ql, <1), alors J(q) est transcendant.

On rappelle les notations données dans l'introduction. On désigne par A = F [T
I'anneau des polynomes a une indéterminée 7" a coefficients dans le corps fini F,, par
k =F,(T) son corps des fractions et par ko, = F,((1/7)) son complété pour la valuation
1/T-adique v = —deg. Cette valuation se prolonge de maniére unique a k., et a une
cloture algébrique k. On note enfin C le complété de koo, sur lequel se prolonge encore
la valuation précédente, et k la cloture algébrique de k dans C.

Dans ce contexte, les courbes elliptiques ont un analogue : les modules de Drinfeld de
rang 2, auxquels on associe également un invariant modulaire j. C’est dans ce cadre que
M. Ably, L. Denis et F. Recher ont montré I’analogue suivant de la proposition précédente
(voir [ADR]).

Proposition 2 [ADR]. Soitt € C tel que 0 < [t| < ¢~ /=Y alors l'un au moins des
deuz nombres t et j(t) est transcendant sur k.

Pour chaque ¢ dans C, tel que 0 < |¢| < 1, Y. Nesterenko ([N1] ou [N2]) a obtenu
I'indépendance algébrique sur Q, de trois au moins des nombres ¢, E(q), F4(q), Fs(q), ou
FE, et Eg sont les séries d’Eisenstein de poids 4 et 6, et ou E est la fausse série d’Eisenstein
de poids 2. Un corollaire remarquable est 'indépendance algébrique des deux nombres
m et €. Dans le cadre de la caractéristique finie, on peut espérer le résultat similaire
suivant.

Conjecture 1. Soit t e C tel que 0 < |t| < ¢ 9=V alors trois au moins des quatre
nombres t, E(t),q(t) et A(t) sont algébriquement indépendants sur k,

ot E est I'analogue de la fausse série d’Eisenstein, et § et A sont des formes modulaires
définies par E.U. Gekeler dans [Geb], dont on redonnera les définitions dans la suite. Ici,

on obtient la réponse partielle suivante.

Théoréme B. Soit t € C tel que 0 < |t] < ¢V alors l'un au moins des deux
nombres A(t) et j(t) est transcendant sur k.
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Le lemme de zéros de Y. Nesterenko ne s’adapte pas ici. Les formes modulaires clas-
siques vérifient certaines équations différentielles. Y. Nesterenko les utilise pour créer un
opérateur de dérivation par lequel il cherche les idéaux stables de C[X7, X5, X3, X}]. Ici,
il existe aussi des équations différentielles vérifiées par les formes modulaires (voir [Geb]),
qui fournissent un opérateur sur C[X;, X, X3, X4]. Cependant, il semble inespéré d’ob-
tenir des informations suffisamment restrictives sur les idéaux stables par cet opérateur,
ceci a cause de la caractéristique p. Une alternative serait de construire un opérateur
sur C[X7, Xo, X3, Xy], en utilisant par exemple les dérivées divisées, ou encore l'action
de l'application z —— az sur les formes modulaires. La difficulté est alors non seule-
ment de trouver un opérateur D cohérent - c’est-a-dire tel que pour tout polynome P

de C[ X1, X, X3, X4, D(P(t, E(t),y(t),Z(t))) soit encore un polynome DP calculé en

les fonctions ¢, E(t),g(t), A(t) - mais aussi d’obtenir suffisamment d’informations concer-
nant les idéaux stables par cet opérateur. Une autre approche serait de ne pas faire
appel au lemme de zéros et, comme le fait P. Philippon (voir [P3]), d’utiliser une mesure
d’indépendance algébrique. Cependant la méthode employée pour obtenir cette mesure
ne s’adapte pas ici; en effet, le polynome construit a 'aide des équations différentielles
vérifiées par les séries d’Eisenstein, peut dans ce cas s’annuler identiquement.

On commence par rappeler quelques définitions, et par faire le lien entre ce résultat
et les travaux d’Alain Thiery [T1]. Soit L un sous-corps de C. Par module de Drinfeld

de rang d défini sur L, on entend la donnée d’'un homomorphisme injectif d’anneaux
T: A — L{F} tel que

(1) Yr=TF +aF' + -+ aF*

ou F désigne I'endomorphisme Frobenius relatif & ¢ sur le groupe additif G,, L{F?}
I’algebre de Ore sur L, et ou les a; sont dans L avec ay # 0. Pour un tel objet, on sait
qu’il existe une unique fonction ey : C — C dite exponentielle attachée a Y, entiere et
vérifiant

ex(0) =0, €4(0) =1,
(2) { Va€ A, V2 €C, er(az)=T.ler(z)).

Le noyau de cette exponentielle est un A-module libre de rang d, c’est le réseau des
périodes noté A. Réciproquement, pour un A—module libre A de rang d donné, il existe
un unique module de Drinfeld de rang d, dont le réseau des périodes est exactement A.
On a de plus le développement suivant donné par la dérivée logarithmique de ery.

1
3 er(z)™t = :
o O

On appelle isogénie entre deux modules de Drinfeld T et Y’, tout homomorphisme
algébrique f non nul de G, vérifiant les relations

Vae A, Y,of=foTXl.
Si f est inversible, ¢’est-a-dire si ¢’est une homothétie, on dira que T et Y’ sont isomorphes.

Par exemple, les modules de Drinfeld de rang 1 sont tous isomorphes au module de Carlitz
défini par 1’égalité

(4) Cr=TF + F.

28

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Sa fonction exponentielle associée est donnée par
20"

ec(z) = —

D
h>0 P

ou les D;, sont définis ainsi
i—1

(5) Do=1, D;=[i]li—1]*...[1]° " ot [i]=TY =T pourie N~ {0}.

On rappelle encore qu’il existe un élément 7 € k., transcendant sur k, pour lequel on a

I'égalité ker(e.) = A ot 'on a noté 7 = (T — T9)Y/@ 7. On note pour tout élément z

de C \ koo,

(6 t=i(z) = —
e.(72)

On peut maintenant énoncer brievement les résultats d’A. Thiery.

1.2. Indépendance algébrique des périodes et quasi-périodes

Pour faciliter la lecture de ce paragraphe, on rappelle le célebre théoreme de
G.V. Chudnovsky (voir [Ch]).

Proposition 3 [Ch]. Soit @ la fonction elliptique de Weierstrass d’invariants g, gs
algébriques et ¢ la fonction de Weierstrass associée a o. On se donne une période A de o
et w un point de o qui ne soit pas un pole, tels que A et w soient linéairement indépendants
sur Q. Alors, les deux nombres

20(A/2) 20(A/2)
— et ((w)— —

sont algébriqguement indépendants sur Q.

Une conséquence est que le nombre w/7m est transcendant sur Q. On verra, dans une
derniere partie, I’analogue de ce résultat pour les modules de Drinfeld.

On considere ici un module de Drinfeld T de rang 2, défini sur une extension finie
L de k. On note Ay son réseau des périodes. Une bidérivation associée a T, est une
application n: A — L{F} o F qui est F,-linéaire, et qui vérifie les égalités

Va,b € A, nap = any + 14 0 Ty,
D’apres [Ge6], il existe une unique fonction entiere F,, € L{{F}} o F telle que I'on ait
Vae A VzeC, F,(az)—aF,(z) =mn,0er(2).

Avec ces notations, en prenant L = k, le résultat obtenu par A. Thiery [T1] est le suivant.

Proposition 4 [T1]. Soient A et w des éléments non nuls de Ay pour lesquels le nombre

Ey(w) — FniA)

w est non nul. Alors les deux nombres

Fn(w)—@w et @

sont algébriqguement indépendants sur k.
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On rappelle encore que, si T vérifie une égalité de la forme Y7 (X) =TX + gX?— X e
alors on a la relation de Legendre suivante démontrée par G.W. Anderson (voir [Ge7])

q—1 o
(Fn(wl)wg — Fn(’wg)Uh) =71 1,

ou (wy, wsy) désigne une base du réseau Ay, et oun : T —— npy = F. Ainsi, la proposition 4

On fixe maintenant ¢ € C, tel que [t| < qfﬁ. Soit z € C \ ko tel que t = t(2). On
considere le module de Drinfeld Y®) de réseau des périodes A @ zA :

TE(X) =TX + g(2) X+ A(z) X7

On note j(z) = g(2)?'/A(z) son invariant modulaire, et on suppose que j(z)/(+1) est

dans k. Soit y € C pour lequel on a p? ' = — , alors le module de Drinfeld T associé

A(z)

1
au réseau —A @ EA vérifie
poo

Tr(X)=TX + ptlg(2) X1 — X,

Puisque (19 1g(2))""" = —j(z), alors Y est défini sur k, et donc la période T est pas
i

algébrique sur k, ainsi on a
AZ)  xn u T
=1 = Alt) ¢ k.
Finalement, le résultat d’A. Thiery a la conséquence suivante

Si j ()Y@t €k, alors A(t) ¢ E.

Cependant, on peut reprendre sa démonstration en substituant a I'extension L de k, le
corps L' engendré sur L par les coefficients du module de Drinfeld T et de la bidérivation
n. On obtiendrait alors le méme résultat pour les modules de Drinfeld définis sur k.
Cela entrainerait clairement le théoreme prouvé ici. La démonstration est malgré tout
différente ; ici on a recours aux corps de fonctions modulaires, tandis qu’A. Thiery fait
essentiellement appel aux fonctions exponentielles et a leurs équations fonctionnelles.

On commence par donner quelques définitions et remarques sur les formes modulaires,
puis sur les fonctions modulaires de niveau supérieur. Pour une étude plus approfondie,
le lecteur pourra se référer a [Gel] ou a [Ge3]. Le but du paragraphe 2 est essentiellement
de placer les deux fonctions z — j(az) et z — A(az) dans une méme extension finie de
k(j, A), dont on maitrise le degré sur k(j, A) quand a parcourt A. Au paragraphe suivant,
on construit un nouveau polynéme modulaire ®,(X,Y") dont on majore la hauteur. Pour
cela, on suit en partie la démarche de L.C. Hsia qui donne dans [Hs| une estimation
exacte de la hauteur du polynéme modulaire classique. La hauteur des nombres j(az) est
obtenue a 'aide de hauteurs différentielles dans [ADR], mais la méthode utilisée ne donne
aucun résultat pour les nombres A(az). C’est donc ce polynéme modulaire ®,(X,Y) qui
fournira la majoration de la hauteur des nombres A(az). Enfin, la dernicre partie est
consacrée a la preuve du théoreme annoncé. On y applique un lemme de Liouville aux
nombres j(az) et A(az) pour a dans A, convenablement choisis.
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2 - Fonctions modulaires

On définit le demi-plan supérieur €2 par
(7) Q = CN ko

Pour z € C, on note |z|; = inf |z — x| sa partie imaginaire et |z|4 = inf |z —a|. Alors, un
z€koo acA

élément de C est dans €2, si et seulement si sa partie imaginaire est non nulle. Soit ¢ > 0,
on définit ’ensemble suivant

(8) Q. = {z€Q, |z|; > c}.
Dans la suite, on considere des modules de Drinfeld de rang 2 définis sur & :
(9) Yo =TF +gF + AF>.

On remarque que la quantité j(T) = g9 /A ne dépend que de la classe d’isomorphisme
de T. On 'appelle invariant modulaire de Y.

Le groupe GLy(ky) agit sur le demi-plan supérieur €2 par :

az+b
cz+d

(10) Vy = ( Z 2 ) € GLy(ks), V2eQ, yz=

On associe a T son réseau des périodes A = Aw; & Aws, que 'on normalise en A G Az.
Alors deux éléments z et 2’ définissent des modules de Drinfeld isomorphes si et seulement
si ils sont conjugués par 'action de I' = GLy(A). On obtient ainsi une bijection entre C

et le quotient fournie par l'invariant modulaire j.
GLy(A) J

2.1. Formes modulaires

Soient m et [ des entiers et f : 2 — C une fonction holomorphe vérifiant

(11) Vry = ( CCL 2 ) € GLy(A), Vz€Q, f(yz)=(det(y))™(cz+d) f(2).

En particulier, on a
V2eQ, Yae A, f(z+a)=f(2).

Ainsi, f peut étre considérée comme une fonction définie sur A\Q. Or, d’apres E.U. Ge-
keler (voir [Geb]), pour tout ¢ > 1, 2z +— t(z) (voir (6)) définit un isomorphisme du
quotient A\QC sur une boule épointée B, \ {0} = {z € C~ {0}, |z| < r}. Par conséquent,
il existe une fonction f* telle que I'on ait

VzeQy, [ (t(z) = f(2).

On dira que f est une forme modulaire de poids | et de type m, si f* admet un
développement en série entiere autour de 0. On notera M;" I'espace vectoriel sur C des

formes modulaires de poids [ et de type m, alors M = GB M™ et MY = GB M} sont des
!

lm
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algebres graduées.
On remarque que si M|"™ # {0} alors | = 2m[q — 1].

Exemple :

A chaque z € ©, on associe le module de Drinfeld T®*) associé au réseau A @ Az, et donc
des nombres g(z) et A(z). On définit ainsi des formes modulaires de type 0 et de poids
respectifs ¢ — 1 et ¢> — 1, qui sont donc aussi des fonctions en la variable t.

Dans la suite, on omettra les astérisques, ainsi g et A désigneront ausa bien des fonctions
en z que des fonctions en la variable t. On notera encore A = TA et § = 7' 74¢, de
sorte que les fonctions g et A ont des développements en ¢ & coefficients dans A. En effet,
comme E.U. Gekeler dans [Geb], on note By I'ensemble des séries

f= ijsj o s =471, m; € A et degm; <.
j=0

Il est clair que By est stable pour ’addition, la multiplication et que si f = Z mjsj est
Jj=0

un élément de By vérifiant mg # 0, alors la fonction 1 /f est aussi un élément de By. Il est

vu dans [Ge5] que la fonction A(s)/s = T A(s)/s est dans By. Comme A = —s+ - - -

alors s/A(s) appartient & By. D’autre part, la fonction g(s) = 7179g(s) = 1+ - - - est elle

aussi dans By et donc sj(s) € By. Ainsi, on a les deux développements suivants

(12) A(s) = Zéisi = Z 5tV avec degd; <i—1
i>1 i>1
(13) j(s) = Z Yis' = Z 7t avec degy; < i+ 1.
i>—1 i>—1

Enfin, comme dans toute démonstration de transcendance, on doit s’assurer de
I'indépendance algébrique de ces fonctions. On la montre facilement en utilisant leurs
propriétés modulaires. On peut donc énoncer le lemme suivant.

Lemme 1. Les fonctions A et j sont algébriquement indépendantes sur C.

Preuve - On suppose au contraire, que ces deux fonctions sont algébriquement
dépendantes sur C. Alors, puisque j est transcendante, on peut trouver une relation non
triviale :

b

d } € GLy(A), on obtient que pour tout

Si on applique cette égalité en vz ou v = [ CCL

z dans 2, le polynome
Po(j () X" 4o+ Poa((2) X + Pa(j(2))

est annulé par les (cz +d)” "'A(z) qui sont en nombre infini. C’est donc le polynéme nul.
Comme j est transcendante, on obtient une contradiction. O
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2.2. Fonctions modulaires de niveau a

Pour a dans A~ {0}, on introduit maintenant une famille de fonctions, dites fonctions
modulaires de niveau a, contenant les formes modulaires que 1'on vient de définir. Il
s’agit de fonctions qui sont modulaires pour un certain sous-groupe I', de I'. Dans le
cas classique, elles sont par exemples étudiées dans [L1] (Chapitre 6). Dans notre cadre,
E.U. Gekeler les introduit dans [Gel] ou dans [Ge3] (Chapitre VII). On note

1 1 1
(14) ta=t02) = = S = Ge )

Soit a € A unitaire et I', le sous-groupe de I' = G Ly(A) suivant

5 e e = [3 0 maa).

Ce groupe est appelé sous-groupe de congruence de niveau a de I'.

Soit f : 0 — C une fonction méromorphe et stable par I',. En particulier, pour tout
élément z de C, elle vérifie f(z + a) = f(z). Puisque pour tout ¢ > 1, 2z —— t(2)
définit un isomorphisme de A\QC sur une boule épointée B, \ {0}, alors pour tout ¢ > 1,
I’application

1

(16) 2 tija = t1a(2) = eG2/a)

définit un isomorphisme du quotient , A\QC sur B, \ {0}. Comme précédemment, on
peut trouver une fonction f* telle que f*(t1/,) = f(2). Si f* possede un développement
en série de Laurent en 0, et s’il en est de méme pour les (f o~y)* ou 7 parcourt I', on dira
que f est une fonction modulaire de niveau a sur 2.

On donne quelques exemples intervenant ultérieurement. Le suivant est classique, sa
preuve se déroule tres naturellement a 'image de celle donnée dans [L.1] dans le cadre de
la caractéristique nulle.

Lemme 2. Soit o € My(A) de déterminant a. Alors, j o a est une fonction modulaire
de niveau a.

Preuve - Soit § = I +a.M € I'y. La matrice 3 = affa™ = I + aM(aa™") est de
déterminant 1 et a coefficients dans A, ainsi (3’ est dans I' = SLy(A) et donc on a

joaofB=joF oca=joa.
D’autre part, si v € " alors 8” = v3y~ ! = I + ayM~~! €T, ainsi on a
joaovyof=joaoB oy=joaon.

Les autres propriétés concernant les développements en ¢/, de j o a et des fonctions
joaoy pour v dans I', découlent facilement du développement en ¢ de la fonction j.
Ainsi, j o « est bien une fonction modulaire de niveau a. O
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Soit a € A. Comme dans le cas classique, le groupe I' = G Ly(A) agit par multiplication
a droite, et par multiplication a gauche sur ’ensemble

(17) Al = {a = [ ZO 20 } € My(A), (ao,bo,co,do) =1, Iu € Fy, det(a) = ,ua}.
0 do

On a le systeme de représentants pour l'action a gauche suivant, que 'on note A’ (T"),

(18) AT = {a = [ %0 ZO ] € A}, ap unitaire, apdy = a, degby < deg dg} .
0

On notera ¥ (a) son cardinal. S. Bae, en appendice de [Ba], démontre 1’égalité suivante
(19) vfa) =l [ (14 3
e ol

On a alors la majoration suivante (voir lemme 7 de [ADR])
(20) 3C > 0, Y(a) < Clalloglog |a| + C,

ou C' est une constante ne dépendant que de q.

On définit maintenant la fonction h, pour a = [ O(L)O ZO } € AX(T) par
0

(21) ho(z) = agg_l%i()z).

Avec ces notations, on a le lemme suivant.

Lemme 3. Soit « € AX(T"). Alors, h, est une fonction modulaire de niveau a.

Preuve - Soit 3=1+a.M €T, et 8 = afat. On écrit

| ao bo ol om ;LU
O‘_{O do} ﬁ_[n p} ﬁ_[n’ vl
De I'égalité a8 = (F«, on tire les relations ndy = n'ay et dop = n'by + p'dy. Comme A
est une forme modulaire de poids (¢* — 1), on obtient sans difficulté 1'égalité h, o 8 = h.
Les autres propriétés concernant les développements en ¢/, de h, et des fonctions h, o7y

pour 7 dans I', découlent facilement du développement en ¢ de la fonction A. On a donc
bien que h, est une fonction modulaire pour I',. O

On définit maintenant une famille de fonctions modulaires de niveau a, qui sont les
analogues des fonctions de Weber classiques . On a vu précédemment, qu’a chaque z de
), on peut associer un module de Drinfeld T(*) de rang 2; on note e, son exponentielle.
On considere alors les fonctions f, définies sur €2, par

(22) Ve Q, fu(z) =g(2)er H(u).
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... rz+ s e
Pour 7 et s dans A non divisibles par a, on note u(z,r,s) = , et on définit les
a

fonctions suivantes.

(23) V2 €Q, fus(2) = g(2)el  (u(z, 7 5)).

On a alors les propriétés élémentaires suivantes (c.f. [Ge3] chapitre VII).

Lemme 4 [Ge3].

1-Vy e, f(r,sw('z) = f(r,8)<72)7
2- Les fonctions f(.s sont modulaires de niveau a,
3 fors) = foroy = I €F;,  (r,5) =c(r’,8) mod a.

2.3. Corps de fonctions modulaires de niveau a

L’objectif de ce paragraphe est de placer les deux fonctions Aoa : 2z —— A(az) = A(t,)
et joa:z— jlaz) = j(t,) (voir page 32) dans une extension finie de k(4, ;) dont on
maitrise le degré en fonction de a. On sait déja que la fonction joa est racine du polynome
modulaire classique (voir par exemple [Ba]) défini par

(24) [I X —joa)ek(x].

acAx(T)

Ainsi, la fonction j o a est algébrique de degré inférieur a ¢ (a) sur k(j). On pose

(25) a, = {8 (1)] e AX(D).

Aoa
Dans la suite, on montre que la fonction h,, = a?” 1 =—— est un élément de k(j,70a).

Pour cela, on utilise les résultats de E.U. Gekeler sur les corps de fonctions modulaires.

On note F,(C) le corps des fonctions modulaires de niveau a définies sur C. On sait
classiquement que F(C) = C(j). Le groupe I' = GLy(A) agit sur F,(C) par composition
[ — fo. Ainsi, d’apres le lemme 4, il agit sur les fonctions de Weber par f(, o) — fr,6)-
On définit

(26) Z:F;.I:{[g 2],;@1@}.

Puisque T', et Z agissent trivialement sur F,(C), on peut définir une action du groupe fini
F/ 7T, sur F,(C). Plus précisemment, E.U. Gekeler montre comme dans le cas classique
la proposition suivante (proposition 3.4.1 de [Gel]).

Proposition 5 [Gel]. Le corps F,(C) est le corps engendré sur C par les fonctions j
et fos otr,s € AN a.A. De plus, Uextension Fy(C) = C(j) — F,(C) = C(J, frs))r,s €5t
galoisienne et son groupe de galois est

{v € GLy(Aa.A),det(v) € F;

L 7r, = q}/Z'

35

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



On considere le groupe de congruence suivant

co dy

(27) ro(a):{{“o b‘)}er, COEOmoda}.

D’apres les travaux de E.U. Gekeler (voir [Ge2]), le corps des fonctions modulaires pour
To(a) et définies sur C est le sous-corps C(j,7 o a) de F,(C). Avec ces résultats, on peut
démontrer la proposition suivante, qui répond a la question posée en début de paragraphe.

Proposition 6. Le corps de fonctions L, = k(A,j,j o a) est une extension finie de
k(A,7) de degré inférieur a 1(a), et qui contient la fonction A o a.

Preuve - Tout d’abord, puisque I'on a 1’égalité (14), la fonction

o, = a% ! A_O ¢
¢ A
a un développement de Laurent en t a coefficients dans £. On montre alors que la fonction

he, est modulaire pour le groupe I'g(a). 11 suffit pour cela de voir qu’elle est fixée par le
groupe T'g(a).

ap Vo
aco do

Soit v = { } une matrice a coefficients dans A de déterminant premier avec a.

Qo abg

} de sorte qu’on ait 1’égalité
Co do

On note 7' la matrice [

!/
Qg O =7 00y

En utilisant les propriétés modulaires de A, on montre facilement que I'on a

Aoy oa, _Zoaa
Aoy A

Par conséquent, la fonction h,, est fixée par le groupe I'g(a). Par suite, elle se trouve
dans le corps C(j,j o a). Ainsi, il existe deux polynomes P(X,Y) et Q(X,Y) de C[X, Y],
pour lesquels on a

_ P(jjoa)
‘ Q(j,joa)
Or, les fonctions h,,, j et j o a ont des développements de Laurent en t a coefficients
dans k. Par conséquent, 1’égalité

hao () X Q(j(t),j 0 a(t)) — P(j(t),joa(t)) = 0

est équivalente a un systeme linéaire (de rang fini) a coefficients dans k et dont les in-
connues sont les coefficients des polynoémes P(X,Y) et Q(X,Y). On sait que ce systeme
a une solution non nulle & coordonnées dans C, nécessairement il a en au moins une non
nulle & coordonnées dans k. Par suite, on peut choisir les deux polynémes P(X,Y) et
Q(X,Y) dans k[X,Y]. Ainsi, la fonction h,, est bien un élément du corps k(j,joa). Par
définition de h,,, la fonction A o a est bien un élément de £, = k(A,j,j o a). Or, la
fonction j o a est algébrique de degré inférieur a i(a) sur k(j), la proposition 6 est donc
établie. O

ha
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3 - Etude d’un nouveau polynome modulaire

Soit k — FE une extension finie de degré D. On rappelle la notion de hauteur projective
d’un élément 3 = (B, ..., ) de P™(E) :

hB) = 55 S du max (~w(3),
wEME

ou Mg désigne l'ensemble de toutes les places de E et d, le degré résiduel sur F, en la
place w normalisée par w(E) = Z U {+oo}. Si f(X1,..., X)) =D arx X? € k[Xy,..., X)),
alors on appelle hauteur du polynome f

H(f) = h(laa)\)‘

D
On définit encore la mesure de Mahler d’un polynoéme P(X) = aq H(X —¢;) € C[X] par
j=1
D
m(P) = degag + Z max{0,deg¢;}.
j=1

La hauteur d’un polynome a coefficients dans A est aussi sa mesure de Mahler et le
maximum des degrés de ses coefficients. Ainsi, si

D
P(X)=aoXP+-- +apaX +ap =a [ [(X - &) € A[X],

j=1
alors on a les égalités suivantes.
H(P) = m(P),
D
= degay+ Z max{0,deg&;},
j=1
= max dega;.

i=0,...,D
Dans cette partie, on construit un polynéme ®,(X,Y") pour tout a de A non nul, dont
on majore la hauteur. L’intérét de ce polynome est qu’il est annulé par le couple

2 A
(aq ! Zoa’ j).

Ceci permettra dans le paragraphe 4, d’obtenir une majoration de la hauteur du nombre
A(t,) supposé algébrique sur le corps k.

Soient aj, ..., oyq) les éléments de 'ensemble A’ (I") défini en (18). On considere le
polynome suivant
¥(a)
(28) (X = ha,),

i=1

.

ou les fonctions h,, sont définies en (21). On va montrer que ¢’est un polynéme modulaire,
c’est-a-dire que ses coefficients sont des polynomes en la fonction j. Dans la suite les U;
désigneront les coefficients de ce polynome :

¥(a)
(29) Ou(X) =) UX'.
=0
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3.1. Développement en ¢/, de U;
Dans ce paragraphe, on démontre la proposition suivante.

Proposition 7. [l existe des éléments u; ; de Ale.(7/a)], tels que l'on ait

Ui = Z i j(t1/a) .

jz—(g=1)|aly(a)

Preuve - Les fonctions h, n’ont pas nécessairement de développement en ¢ mais elles

S
en ont un en t;/,. On étudie ces développements. On a vu d’une part, que la fonction =

appartient a By (voir page 32). D’autre part, on a les égalités

1
t(z) = tlaz/a) = Col/ta(2))
= Z ujtye(z) ou les u; sont dans A.

i=lal

Ainsi, — a un développement en série entiere en ¢/, a coefficients dans A.

0 do

Ha(z)) = (ec (@))_l—t(%) (1+ec (%)t(%>>_l,

g (@ @) g (&) (i)

n>0 n>0

by ;
= > P (ec (d_o)) B/

J>laol?

. b s , A
Soit a = [ o % } un élément de A*(T'), alors on a le développement qui suit.

ot Pj,, € A[X]. Ainsi, il est clair que A(a(z)) a un développement en série entiere en
t1/a, & coefficients dans A [e.(7/a)] .

Enfin, on aura besoin du développement suivant.

1/s(z) = e(RFaz/a)i™ = Ca(l/t1/a)77Y,

dega . 9—1 (g=1)lal '
= (Z li(a)/tg/a> = Z ri(a)/t],,  oulesr;(a) sont dans A.
i=0

Jj=q—1

Finalement, vu sa définition (21), la fonction h, a un développement en série de Laurent

du type
he = Z Qi(a)(ti/a)’ ou les Q;(«) sont dans Ale.(7/a)].
i>—(g—1)la|
Comme cardA}(I") = 4 (a), la proposition 7 en découle facilement. O
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3.2. Propriétés modulaires du polynéme P,

Dans ce paragraphe, on démontre que les coefficients U; de ®,(X) (voir (29)) sont des
polynomes en j dont on majore le degré. Plus précisément, on obtient la proposition
sulvante.

Proposition 8. Soit a € A unitaire, alors il existe ,(X,Y) € A[X,Y] de degré en Y
inférieur a ¥(a) tel que 'on ait

_ Y(a)
(I)a(ij> - H(X - hoéi)'

=1

Preuve - Avant de commencer la preuve, on donne quelques remarques concernant
I'action de I' sur les fonctions h,,. Le théoreme 1.1 de S. Bae [Bal, dit que GLy(A) agit
transitivement a droite sur les classes a gauches, ainsi on a

Va € AX(T), Vy e GLy(A), Fo' € AX(T), Iy € GLy(A) tels que ay=~'c.

Une conséquence en est le lemme suivant.
Lemme 5. Le groupe I' permute transitivement les fonctions h,,.

Preuve - Soit a € A% (") et v € GLy(A). On peut trouver o’ € A:(I) et v/ € GLy(A)
tels que ay = '/, Si on écrit :

a0 bo ;| ay b |l om P A 4
&_{0 d[)‘| a_[O dj, 7= n p T w p |’
on obtient les égalités ndy = agn’ et dop = byn’ + p'd,. Ainsi :

- Ao~z n(ahz + b)) /d + q2_1ZOO/Z
haoy(z) = af 1A2TYE) ():(ao (Omféo p) (=)

_ (<Ww+dw)flzow@>::<%%>q1Zowu>szgx

a — —
“donz + dyp Al2) dy A(2)
a aod
car on a aj = d_6 = 2—,00, ce qui acheve la preuve du lemme. O

Preuve de la proposition 8 - D’une part, puisque les coefficients de &, sont des
fonctions symétriques en les h,,, il en résulte qu'’ils sont stables par 'action de GLy(A).
D’autre part, d’apres la proposition 7, les coefficients U; de ®, ont un développement
de Laurent en ?/,; comme ils sont modulaires, ces développements sont en fait en la
variable t. Enfin, d’apres ce qui précede, pour tout p dans Fy, les U; sont stables par
z — pz, donc aussi par t — ut. Ainsi, les U; ont un développement en série de Laurent
en la variable s = t7~!. En outre, ils sont de la forme :

Ui = E ’Ui’ij,

>—(a)

ou les v; ; sont a priori dans Ale.(7/a)]. D’apres [Cal, Aut(k (e. (7/a), k)) est composé
d’automorphismes o, définis par o, (e.(7/a)) = e. (r7/a), ou r € A est premier avec a.
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Or, les fonctions h,, sont permutées par ces automorphismes, donc les coefficients de
®,(X) sont stables par I'action de Aut(k (e.(7/a),k)). Ainsi, ils sont dans A((s)). De
plus, puisque les seules fonctions modulaires qui sont holomorphes sur €2 et a I'infini sont
les constantes, comme dans [L1] (chapitre 5) on a le lemme suivant.

Lemme 6. Soit f une fonction modulaire qui est holomorphe sur €. On suppose que f
a un développement de la forme

f:chsj c.py#0, M >0,

i>—M

alors f est un polynome en j de degré M et dont les coefficients sont dans le A—module
engendré par les c¢;.

On en conclut que chaque U; est un polynéme en j de degré inférieur ou égal a ¥ (a), et
a coefficients dans A, d’ou la proposition annoncée. O

3.3. Majoration de la hauteur du polynome modulaire

Dans ce paragraphe, on donne une majoration de la hauteur du polynome ®,(X,Y).
L.C. Hsia dans [Hs| obtient une estimation exacte de celle du polynome modulaire clas-
sique. Ici, on suit un parcours similaire, et et on obtient une majoration du méme ordre.
On notera pour z € 2 tel que |z|; > 1:

(30) y=7(2) et Duy(X) = Pu(X,y).

On commence par majorer la hauteur des polynomes Ea,y(x ) pour certains y. On aura
besoin, pour cela, d’exprimer deg A(z) en fonction de |z|;.

Proposition 9. Soit z € Q tel que |z|; =¢" > 1, 0un €N et 0 <e <1, alors on a
I’égalité o
degA(’Z) = _Cslz‘ia

ou C. = ¢ (q(l —¢) +¢).

Preuve - On rappelle tout d’abord le lemme suivant démontré par M.L. Brown dans
[B] (lemme 2.6.1) et qui estime la valeur absolue de ¢(z) en fonction de celle de z.

Lemme 7 [B]. Soit z € Q satisfaisant |z| = |z|]a =¢™ ¢, oum € Z et 0 < e < 1. Si on
pose n = max{0,m}, alors

~ — AN
Tz e

)] = |72

En particulier, sin =m >0 alors  |t(z)| = qqn(s’#).

On rappelle que C' est le module de Carlitz (voir (4)), ainsi pour a € A on a :

dega .
(31 Co= Y L@F avec degh(a) = (dega - i)g' < .
i=0 qg—1
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1
On définit par f,(t) = tlIC, (;) le polynome réciproque de C,. Ainsi, si a est unitaire,

on a
dega dega—1

falt) = D L@t =14 3 L@t = 14 e (0).

Soient ¢ < 1 et t € C tel que |t| < qefq%l, alors on a les majorations

og(at"=) < (lal = ) (L + deu))

< -1 (g ) < -t - D -e)

Ainsi, si |t| < ¢~ 7 alors
(32) fa(t) = 14 €,(t) avec e (t)]| < g4V,

On rappelle la formule du produit obtenue par E.U. Gekeler dans [Ge4] :

Az) = =) T fale() 00,
a€At
ou A" désigne le sous-ensemble de A formé des éléments unitaires.

Soit z € C tel qu’il existe n € Z pour lequel on a |z| = |z|4 = ¢" ¢ > ¢ '. Le lemme 7
donne les majorations
t(2)] < " TED < g

et d’apres (32), on a la majoration
lea(t)] < g (=Hi-e)

En reportant dans la formule du produit, on obtient ’égalité suivante

(33)  Ale)= (=) [T A+ a2 D0 = —1(2)7 (1 + (=),

acAt

avec |¢(t(2))] < ¢~l47V02),

On termine alors la preuve de la proposition 9. Puisque |z|; > 1, on peut trouver u € A,
vérifiant les égalités |z|; = |2|a = |z — u|. On pose 2/ = z — u, ainsi |2/| = |2/|a = ¢*°
donc on a

C(#(=))] < g~V

Or, puisque A est une forme modulaire, A(z) = A(z’) et on a les égalités

degR(z) = ~(a= D"(_25 ~e)

= g elg-1) = Ll

d’ou la proposition. O
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On peut maintenant donner une majoration de la hauteur des polynomes ®,, pour
certains y.

Proposition 10. Soit z € Q tel que |z| = |z]; = ¢ ¢ ou 0 < e < 1, et y = j(z). Alors
on a

m(®ay) < (2(¢* — 1) dega + qlq + 1))¢(a).

Preuve - Avec ces notations, on a ®,,(X) = H (X — ho(2)), et donc on a I'égalité
a€A:(T)

(34) m(®ay) = Y max{0,deg(ha(2))}.

acA: ()

On est ainsi amené a majorer deg(h,(z)), et donc aussi deg(A o «a(z)), pour a parcou-

rant A*(I'). On se donne a = { %0 20 1 e AX(T).On a:
0
apz + by apz az
35 =2 = |22 ==,

On distinguera deux cas.

Premier cas : Si|a(z)]; > 1, c’est-a-dire |dp| < \/|az], alors d’apres la proposition 9 on
a deg A(a(z)) = —C¢|a(z)]; < 0. On obtient les majorations suivantes

deg(ha(2)) = (¢* —1)degao + Ccf2](1 —|a(2)l),

< (¢* = 1)dega + C.|z|,

< (¢ —1)dega+q(q(1 —¢) +¢).

Finalement on a montré I'inégalité

deg(ha(2)) < (¢* —1)dega+q(q +1).

Second cas : Si |a(z)|; < 1, c'est-a-dire |dy| > +/|az|, on reprend la construction par
L.C. Hsia [Hs] d'un élément vy de SLo(A) tel que |ya(z)]; > 1. Cette construction utilise les
suites de Farey, que 'on ne détaillera pas ici. On pose N = [deg dy—1/2deg(az)]. D’apres
la proposition 3.4 de [Hs], il existe u et v dans A tels que (u,v) = 1 et degu < degv < N,
avec :

1
= JulgN+t

bo u

do (%
Le théoreme de Bezout donne 'existence de deux éléments r et s de A, pour lesquels la

matrice vy = [ Z :Z } est dans SLy(A).
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On a alors :

En effet,

|a(2)i |a(2)i
BT A R TSETIY
ul? max { |a(2)];, %o
ao? by W
on a lua(z) —v| = |u a0 o u)l

} car |z| = |z]; > 1.

En distinguant deux cas, L.C. Hsia obtient dans [Hs] les relations suivantes.

Lemme 8 [Hs].

b

Sila()li < | - -
b

Si |a(2); > d—‘; - %

alors on a |ya(z)|; =

alors on a |ya(z)|;

a(2)]i

2_
L

do (%
1

> N2 |a(2)); > 1.

1

= >
[ulPla(z)l: — ¢*Na(2)];

> 1.

La fonction A est une forme modulaire de poids ¢ — 1, ainsi on a 1'égalité

b)) Si|a(z)]; >

bo

do

deg A(a(z))

(%

A(a(2)) = (ua(z) = v)" 'A(a(2)).

IAINA

<

deg A(ya(z)) — (¢* — 1) deg(ua(z) — v),

Cyal2)li — (¢ — 1) (deg<u> T

(¢° — 1) deg(dov),
(¢* — 1)(deg a + deg do).

alors :

deg A(ya(z)) — (¢* — 1) deg(ua(z

e — (g2 1) (deg<u>
(¢> — 1)deg(d) < (¢*—1)dega.

Dans tous les cas, on obtient la majoration

(36)

deg(ha(2))

<

<

b() u
deg (d—o‘ a))’

>_U)>

+ deg (%)) ,
0

(¢*> — 1)(dega + degdy) + (¢*> — 1) deg ag + C.|z|,

2(¢* —1)dega + q(q+1).

En reportant dans (34), on obtient facilement la proposition.

© 2002 Tous droits réservés.
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On utilise maintenant, comme L.C. Hsia, une méthode d’interpolation pour obtenir
la majoration suivante de la hauteur du polynome ®,.

Proposition 11. [l existe une constante co > 0 telle que pour tout a € A on ait

H(®,) < co(t(a)dega +1).

On utilisera, pour montrer cette proposition le résultat qui suit (lemme 5.1 de [Hs]).

Lemme 9 [Hs|. Soient 0 < A\; < Ay deux nombres positifs de l'anneau des valuations
de C. Soit P(X) € C[X] de degré D, il existe une constante k > 0 ne dépendant que de
A1 et de Ay telle que l'on a

m(P) —log, sup [P(y)|| <rxD.

A <[|y[<A2

On applique ce lemme aux coefficients de ¢, qui sont des polynoémes en j :
¢ (a) .
P, (X) = ZUi<j)X]-
i=0

On sait que pour tout z dans € tel que |z| = |z, = ¢ ot 0 <e <1ona
(37) deg (Ui(j(2))) < (2(¢° — 1) dega + q(q + 1))¢(a).

On fixe €1 et e, réels vérifiant les inégalités 0 < e1 < €5 < 1 et on pose A\ = ¢2(@—(4-1)=2)
et Ay = ¢?@=(@=D=) La fonction modulaire j fournit une bijection entre G'Ly(A)NS et
C, ainsi pour tout y dans C tel que \; < |y| < Ay, il existe n € Q, vérifiant y = j(n) et
In| = |nl; = ¢* ¢ avec €; < € < &5. Donc, on a

(38) log, sup |Ui(y)] < (2(¢° — 1) dega + q(q+ 1))¥(a).

A <|y|<Ae

Comme les U; sont des polynomes de degrés inférieurs a ¢(a), le lemme 9 donne de plus
la majoration

(39) m(U;) —log, sup |Ui(y)|| < rip(a).
A1 <[y|<A2
Les majorations (38) et (39) donnent alors clairement la proposition. O
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4 - Démonstration du théoreme
4.1. Construction d’une fonction auxiliaire

On construit, pour tout entier naturel N, une fonction Fy(t) = Py(A(t),j(t)),
vérifiant

Pn(Xy1,X2) € A[Xq, Xo,
(40) degy. Py < L; — 1,

ordgFn(t) > N(q—1),

ou les entiers L; seront déterminés ultérieurement en fonction de N.
Si on écrit Py sous la forme Py = E pi X1 X352, alors on a les développements

1

i1 12
Fy(t) = Zpi (Z 5nlt(q1)n1> (Z %Zt(ql)n2> :

ni>1 ng>—1

]

n>—"Lo

(41)

ou les coefficients d,,, et 7,, sont introduits en (12) et (13). On est donc amené a trouver
des solutions dans A du systeme linéaire suivant.

(S) fnZO, n:—Lg,...,N—l.
Pour cela, on utilise le lemme de Siegel suivant (voir par exemple [ADR]).

Lemme 10. Soient, pour 1 <i <m et 1l <j <n, des éléments a;; de A. On note M,
un majorant de leurs degrés. St m < n, alors il existe x1,...,x, dans A non tous nuls

tels que l'on ait

Zamszo 1§Z§m,
j=1

m .
degz; < My+1 1<j5<n.

n—m

I existe donc des solutions au systeme (S) des que N + Ly < L = LjLs. De plus,
les majorations données en (12) et en (13) sur les coefficients des développements des
fonctions A et j, impliquent que les degrés des coefficients de ce systéme ne sont pas plus
grands que N + L. Le lemme de Siegel permet donc de choisir Py dont la hauteur vérifie
la majoration

N + L,
42 H(Py) < ———"2 (N + L)+ 1.
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4.2. Majoration du degré de Fi(t)

Soit M (q — 1) l'ordre d’annulation de Fy(t) en zéro. Par construction de Fy, on a
clairement M > N. Soit f; le premier coefficient non nul dans le développement (41) en
série entiere de Fy. On pose Gy(t) = Z Friart™ @Y de sorte que lon ait

n>0

(43) Fn(t) = tMa=D Gy (1).

Soit p € R, on majore le degré de Fiy(t) pour t de degré inférieur ou égal a p. Les inégalités
de Cauchy dans le cadre non-archimédien donnent ici

deg Gn(t) < sup{deg(fot+nm)+nlqg—1)p},

n>0
1
(44) sup{n+ M + Ly+n(qg—1)p+ H(Py)} on choisit p = -

< M+ Ly + H(Py).

IN

On a donc montré la proposition suivante

Proposition 12. Pour tout ¢ € C vérifiant deg(t) < — 7 on a la majoration

deg Fy(t) < M(q— 1) deg(t) + M + Ly + H(Py).

4.3. Construction d’un nombre algébrique non nul

1
On fixe désormais 7 dans C tel que deg(7) < — T et on suppose que les nombres
q —

A(7) et j(7) sont algébriques sur k. Puisque les fonctions A et j sont algébriquement
indépendantes sur C (lemme 1), la fonction Fy n’est pas identiquement nulle, et donc on

1
peut trouver a dans A unitaire, de degré minimal tel que F(7,) # 0, ou 7, = m
W(1/7
On pose :
45 W (t) = M@0 Fy(t T
(45) 0 RO | =
beAt
1<degb<dega
Il est montré dans [ADR] (lemme 13) que |7 = |7|!%l, ainsi on a les égalités suivantes.
_ gdega_g __deghb
Wy = 1l T I7liml™ = |fullr] o= I i,
beat beAt
1<degb<dega 1<degb<dega

dega X _ 2dega+ dega-‘,—l+ dega_
|fMH7—|q P q H |T|7q21 _ ’fMHTl 9 ‘1q2_1 q9 q.

1<i<dega
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Or, comme fy; € A, alors |fy| > 1, et donc

_q2deg a+qdega+l+qdegu_q

(46) 7] e < [Wx(0)].

D’autre part, d’apres la majoration de deg Fiy(t), on a

[Wx(0)] < sup{|Wn(2)|,tel que z € C,|z| = |7]},

(47)
< q(M+L2+H(PN))

Les deux inégalités (46) et (47) donnent alors la majoration

_q2dcga+qdcga+1+qdcga_q
7] e

< M+L2+H(PN))

Et donc, il existe une constante ¢; > 0 ne dépendant que de ¢ et de 7, et vérifiant

(48) la|? = ¢2%8% < ¢ (M + H(Py) + Ly).

4.4. Majoration de la hauteur de A(7,)

Soit € k, on note Py, (z) son polynéme minimal dans A[X]. On appelle mesure de
Mahler de z celle de son polynome minimal, et on a :

(49) m(z) = [k(x) : k]h(z).

On reprend la démonstration du lemme 5 des Stéphanois [BS et al.], pour obtenir le
résultat analogue suivant.

Lemme 11. Soit P € A[X,Y] et 2,y € k tels que P(x,y) = 0. Si le polynéme P(X,y)
n’est pas constant alors on a la majoration

m(x) < [k(y) : kJH(P) +m(y) degy P.

Preuve - On pose d, = [k(y) : k], on note ag le coefficient dominant du polynome
minimal de y dans A[X], et y1 = ¥, ¥y2,...,¥q, ses conjugués répétés avec multiplicité. Le
degré en Y du polyndéme P sera noté D. On considere le polynome suivant.

dy

Q(X> :&ODHP(X>yj)

j=1

Par construction, ses coefficients sont des entiers algébriques, et sont des fonctions
symétriques en les y;. Par conséquent, ils sont dans A. Alors, puisque Q(z) = 0, le
polynome minimal de z divise @ dans A[X]. Par hypothese, Q(X,y) n’est pas constant
ainsi () n’est pas nul.
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On a donc les majorations suivantes
d

m(z) = H(Pan(@)) < HQ) < Ddegay+ Y H(P(X.1))

J=1

dy

D degagy + Zﬁ%deg(P(Z’%))’
=1

IN

dy
< Ddegag + Z(H(P) + D max{0,degy;}),
=1

d’ou le lemme. O

On utilise ce lemme avec P = ®, et y = j(7). Si 'on note a, = [ ((l] (1) } € AX(T), alors

To = t(aq(z)). On choisit © = an_l%. On a alors clairement 'égalité ®,(z,y) = 0.
T
On obtient la majoration
21 A(1a) . = . —
(50) m | a am) ) S [k(i(7)) : kJH(®q) +m(j(7)) degy Pa.

Or, on a montré précédemment (propositions 8 et 11) les majorations degy ®, < 1)(a) et

H(®,) < ¢o(¢p(a)dega + 1). Alors, sachant que 'on a

REE) < (a2 G ) - @ - Daege,

q271A(7—a) —_ 2
< m (@ 3 ) 4 ED) - (¢ - Ddega

et connaissant la majoration (20) de v (a), on obtient facilement la proposition suivante.
Proposition 13. 1[I existe une constante co > 0 ne dépendant que de q et de T, telle que

pour tout a dans A on ait

h(A(7,)) < ca(tp(a) dega + 1).

4.5. Inégalité de Liouville

C’est dans cette partie que 'on aboutit a une contradiction, en appliquant le lemme
de Liouville suivant, corollaire du lemme 4 de [M].

Lemme 12. Soit P un polynome en v variables a coefficients dans A et A\i,..., A, des
éléments de C contenus dans une extension de degré au plus D de k. Alors si P(Ay,..., )
est non nul on a

14

deg P(\i, -+, A) = =D( Y (degy, PYh(\) + H(P)).

=1
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On applique ce lemme aux polynémes Py, avec v = 2, \; = A(7,) et Ay = j(7,). D’une
part, la majoration ci-dessous est vue dans [ADR].

(51) h(j(7a)) < esh(j(7)) +log, lal + 1,

ou c3 > 0, comme toutes les constantes ¢; qui apparaissent dans la suite, ne dépend que
de g et de 7. D’autre part, la proposition 13 donne

(52) hA(7,)) < ea(p(a) dega + 1).

D’apres la proposition 6, on peut trouver une constante ¢4, > 0 pour laquelle on a la
majoration

(53) (M, : k] < cy4]a|loglog|al + 1),

oit M, est I'extension de k engendrée par les nombres j(7,) et A(7,). Enfin, d’apres la
proposition 12, on a

deg Fiy(1a) < H(Py)+ M((g —1)deg(ra) +1) + Lo,
< H(Py)+ M((q—1)|a|deg(7) + 1) + Lo.
On choisit maintenant L; = [N*/8] et L, = [N3/%]. On a bien
N + Ly < Ly Ly = [N*/8][N*/4],

du moins, pour N suffisamment grand.

De plus, il existe une constante c5 > 0 telle que I'on a I'inégalité H(Py) < ¢5(N7/8+1).
D’autre part, on a la majoration |a|? < ¢;(M + H(Py)+ Ls) donc on peut trouver c¢g > 0
vérifiant

la]* < ceM.

Enfin, étant donnés les choix de L et Lo, et puisque N < M, il existe ¢; > 0 vérifiant la
majoration
deg Fin(1,) < —c7Mal.

En reportant dans 'inégalité de Liouville, on obtient I'existence de cg > 0 telle que
(a]M < es(la]loglog |a] + 1) (N**(a) deg a + N*/' dega + N/ +1).

Alors, sachant que N < M, que |a]?* < c¢gM, et connaissant une majoration de 1 (a)
(voir (20)), on obtient le résultat suivant

(54) 3eg >0, M < co(loglog M + 1)(M7/8 log M log log M + M**1log M + M"/® + 1).

On aboutit, pour N assez grand, a une contradiction. O
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5 - Conséquence

L’analogue du théoreme de Chudnovsky pour les modules de Drinfeld de rang 2,
démontré par A. Thiery, donne sous certaines hypotheses la transcendance sur k du

(%) ;A . , 1 .
nombre —. Le théoreme B donne aussi ce résultat. On considére un module de Drinfeld
T

T de rang 2 défini sur k par 1’égalité

Tr(X)=TX 4+ gX+ AX

g(J-‘rl
(wy,wsy) du réseau A = Ay associé a Y. Le réseau A’ = A @ —2 A définit un module de

wq
Drinfeld Y’ vérifiant

Son invariant modulaire j(Y) est donc algébrique sur k. On se donne une base

YH(X) =TX +wl 'gX +uwf TAX?,

Les deux modules T et YT’ étant isomorphes, ils ont méme invariant modulaire, ainsi on a

+1
g

k.
A €

() = 3(1)

. W2 SRTI:
Or, si l'on pose z = — € H, alors on a |’égalité
wy

A(z) = w?Z_IA =7 TA(t(z))  avec A(z) € k.

Le théoreme démontré ici, dit alors que si [t(2)] < qfq%l, alors A(t(z)) ¢ k. On obtient
ainsi le corollaire suivant.

Corollaire. Soit Y un module de Drinfeld de rang 2 défini sur k, et soit A = w; A@w,A
son réseau associ€. On a l'implication

1 _
deg (ec (%%>) > — — 4 ¢ k.
wy q—1 i

20
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Partie III1 : Probléme de Lehmer et T-modules
de dimension 2

1 - Introduction

1.1. Probleme de Lehmer classique

On se donne a un nombre algébrique sur Q, et 'on note h(«) sa hauteur de Weil
logarithmique et absolue. On sait que h(«) est nul si et seulement si « est une racine de
I'unité. Le probleme de Lehmer consiste alors a donner la meilleure minoration possible
de h(a) en fonction de D = [Q(«) : Q], quand « n’est pas une racine de I'unité. Le
résultat optimal espéré est le suivant.

Conjecture 1. I existe un nombre ¢ > 0 tel que pour tout o dans Gm(@), qui n’est pas

une racine de l'unité on ait c

h(a) > D’

ot D = [Q(a) : Q).

Des travaux ont déja abouti dans ce sens; la meilleure minoration connue a ce jour reste
celle de E. Dobrowolski [Do] qui obtient le théoréme suivant.

Théoréme 1 [Do)]. I existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout o dans G,,(Q), de
degré D sur Q qui n’est pas une racine de ['unité on ait

¢ (loglog(3D)\*
h(Q)EB( log(3D) ) '

Des analogues de ce résultat ont été démontrés, notamment pour les points de G (Q)
par F. Amoroso et S. David [AD] et pour les points algébriques de certaines variétés
abéliennes définies sur un corps de nombres et admettant des multiplications complexes,
par S. David et M. Hindry [DH]. Ici, on s’intéresse au méme probleéme pour une famille de
groupes algébriques appelés T-modules. On associe a ces objets une hauteur canonique
(voir [De2]), qui est I'analogue de la hauteur de Néron-Tate pour les variétés abéliennes.
On obtiendra une minoration de la hauteur canonique de points algébriques non de tor-
sion, en fonction de leur degré. Mais avant d’énoncer ce résultat, on en définit le contexte.

1.2. T-modules

On rappelle dans ce paragraphe, quelques définitions déja données dans I'introduction.
On désigne par A l'anneau de polynomes F,[T"]. Pour tous entiers n > 0 et d > 0, par
T-module de dimension n, de degré d et défini sur une extension finie £ de k = F (T,
on entend la donnée d’un couple (G?, @), ou ¢ est un homomorphisme injectif d’anneaux

P - A — EndE(GZ)
N T — Pp=agF+ -+ aygFe

o1

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



oules a; (1 =0,...,d) sont des matrices n X n a coefficients dans E avec a4 # 0, ou T'
est la seule valeur propre de ag, et ou F est I’endomorphisme de Frobenius sur G :

Foi(xr, ..o ) — (af,...,22).

Exemples :

- Un module de Drinfeld de rang r est un T-module de degré r et de dimension 1. En
particulier, le module de Carlitz donné par

(1) C:T+—TF +F,

est un module de Drinfeld de rang 1 défini sur k.
- Etant donnés ¢V, ..., ¢ des modules de Drinfeld, leur T-module produit est défini

par
o 0 0
(2) ST r— 0
: 0
0 0 o

- Enfin, la puissance tensorielle de Carlitz C®" est le T-module de dimension n suivant

T 1 0 0O ... ... 0

(3) Ce T —s R FoL| vy
o1 0 :
0 T 1 0 0

Un morphisme A : (G7,¢) — (GI',¢) de T-modules est un morphisme algébrique
vérifiant
Ao¢(T)=1(T)oA.
Une isogénie est un morphisme surjectif de T-modules dont le noyau est fini.

On rappelle que H C G? est un sous-T-module de (G?,®) si c’est un sous-groupe
algébrique connexe de G7, et s'il vérifie

(4) & (H) C H.

De la méme facon, pour b € A = F,[T] non nul, on entendra par sous-b-module un sous-
groupe algébrique connexe H vérifiant ®,(H) C H. Un T-module est dit simple s’il ne
possede pas de sous-T-module propre de dimension non nulle.

Si (G2, ®) est un T-module défini sur F, et si b est un élément non nul de A, un point
xg € G est dit de b-torsion si ®,(xg) = 0. On dira de plus, qu'il est de b-torsion primitive,
si pour tout v dans A, on a I’équivalence suivante.

(5) Dy(x0) =0 <= b

o2
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On rappelle que I'on a noté, dans l'introduction, k., le corps complété de k£ pour la
valuation 1/T-adique, et C le complété de sa cloture algébrique koo. On désigne encore
par k la cloture algébrique de k dans C.

Soit (G, ®) un T-module de dimension n, défini sur une extension finie E de k. On sait
(voir [An]) qu'il existe une unique fonction (dite exponentielle associée a ) eg : C" — C™
enticre, [ -linéaire et qui vérifie :

- { e (dCDT(z)) — 3 <e¢(z)),
e (0,...,0) = I,

ot pour chaque u € A,  d®, est la matrice coefficient devant F° dans ®,,, et ou I,, désigne
la matrice identité de dimension n. Cette fonction est clairement un isomorphisme local
de C™ dans C".

Dans la suite, on considérera seulement les T-modules pour lesquels la fonction eg est
surjective sur C".

1.3. Minoration de la hauteur canonique

On rappelle la définition de la hauteur de Weil usuelle. Si L est une extension finie de
degré D sur k, la hauteur de x = (xg, ..., z,) € P"(L) est donnée par

ol la somme est prise sur toutes les places w de L, et ou d,, désigne le degré résiduel en la
place w, normalisée par w(L) = ZU{+o0}. Soit x = (71, ...,z,) € G"(k), alors la hauteur
de Weil de x est définie comme étant la hauteur du point projectif (1, z1,...,z,). Ici, on
s'intéresse a la hauteur canonique h associée & un T-module, introduite par L. Denis dans
[De2]. Cette hauteur est définie si la matrice dominante ag de @7 est inversible. Elle est
I’analogue de la hauteur de Néron-Tate sur une variété abélienne, utilisée par S. David
et M. Hindry dans [DH]. On verra ultérieurement qu’elle vérifie de bonnes propriétés,

notamment la suivante.

Pour tout x in G(k), h(x) = 0 si et seulement si x est un point de torsion du
T-module, c’est-a-dire si et seulement si il existe a € A non nul tel que ®,(x) = 0.

Un analogue du théoreme de Dobrowolski a déja été obtenu pour les courbes elliptiques
par M. Laurent [La] et par L. Denis [De2| pour le module de Carlitz a savoir le résultat
suivant.

Théoréme 2 [De2]. [l existe un réel n effectivement calculable en fonction de q, tel que
pour tout o appartenant a la cloture séparable de k, de degré < § et non de torsion pour
le module de Carlitz C on ait

- n (loglog(30)\*
o) (i)

ot he est la hauteur associée au module de Carlitz.

Dans [De5], L. Denis donne également des énoncés semblables a la conjecture de Lehmer,
mais dans des cas assez particuliers.
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Théoréme 3 [De5]. Soit @ € ks possédant au moins un conjugué dans keo. Si
n’est pas de torsion pour le module de Carlitz C et est de degré D sur k, alors on a la
mainoration ]
ho(x) > —
c(z) > D’
ou iLc est la hauteur associée au module de Carlitz.

Ce résultat est ensuite étendu a des modules de Drinfeld dont les coefficients vérifient
certaines conditions, notamment celle d’étre entiers. On pourra consulter les théoremes 2
et 3 de [Deb] pour des énoncés complets.

On peut adapter les méthodes de composition utilisées par L. Denis a la dimen-
sion supérieure; cependant la minoration obtenue est plus mauvaise que celle que 1'on
démontre ici. En effet, les méthodes employées ne permettent pas d’avoir mieux qu’un
D au dénominateur. En dimension supérieure, on peut espérer une minoration beaucoup
plus fine, a I'image de celle obtenue par F. Amoroso et S. David dans [AD] (théoreme 1.5).

Théoréme 4 [AD]. Pour tout entier N > 1, il existe un réel ¢(N) > 0, et un entier
k(N) > 1 tels que pour tout élément a € GN(Q) de degré D sur Q, dont les coordonnées
sont multiplicativement indépendantes, on ait

c(V)

h(a) > DN

log(3D) "),

Ici, on obtient un résultat du méme ordre, mais pour certains 7-modules seulement.
Par analogie avec le cas des variétés abéliennes, on voit que la conjecture suivante est la
meilleure possible.

Conjecture 3. Soit (G, ®) un T-module, défini sur une extension E finie de k, et h
sa hauleur canonique associée. Alors, il existe une constante ¢ = ¢(®) > 0 telle que pour

tout « € G(E), de degré inférieur a D sur E, et qui n’est pas de torsion modulo tous les
sous-b-modules de ® (b € A non nul), on ait la minoration

. c
h(Oé) > m

En réalité, on peut espérer mieux en remplacant dans la minoration D" par Iindice
d’obstruction dg(a) de o sur E défini au paragraphe 2.4.

Lorsque I'on essaie d’adapter les preuves de [AD] et de [DH] aux T-modules, plusieurs
obstructions se présentent. La premiere tient a la structure méme du T-module. En effet,
dans le cadre des groupes multiplicatifs, ou des variétés abéliennes, les groupes sont par
définition stables sous l'action de Z. Ici, I'action de A = F [T est beaucoup plus forte,
et les groupes (en particulier les stabilisateurs de variétés) ne sont pas stables par cette
action. On s’est donc limité, pour démontrer les lemmes de géométrie, a des T-modules
vérifiant certaines hypotheses galoisiennes, que 'on explicite ci-dessous.

o4
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Les points de torsion primitive sont les analogues des racines primitives n-iemes de
I'unité pour G,,. On sait que dans ce cas, elles sont conjuguées sur Q, et que leur polynome
minimal est le n-ieme polynome cyclotomique. La premiere hypothese impose simplement
aux points de torsion primitive de (G, ®) d’avoir suffisamment de conjugués sur E.

(Gal 1) 1l eziste une constante C(®) > 0 telle que pour tout b € A non nul, tout
point de b-torsion primitive posséde au moins |b|¢®) conjugués sur E.

On rappelle encore le fait suivant : soient n, p € N des entiers non nuls, si p est premier
a n, alors I'application qui a z € G,, associe le point x”, permute les racines primitives
n-iemes de 1'unité. La deuxieme hypothese est I'analogue de cette proposition pour les
T-modules.

(Gal 2) Soient b et v des éléments non nuls de A. Si v est premier a b, alors
®, permute les conjugués sur E de tout point de b-torsion primitive.

Lors de la démonstration du lemme-clef de Dobrowolski (paragraphe 4), on a besoin de
I’analogue du petit théoreme de Fermat. Celui-ci est vérifié pour les variétés abéliennes,
a condition qu’elles soient a multiplications complexes. Ici, on imposera de maniere tout
aussi naturelle, une condition supplémentaire au T-module ®. Pour vy € A irréductible
et unitaire, on note (H,,) 'hypothese suivante.

ddeg v

(Hy,) O, (X1,..., X)) = (XU XS (mod wp).

n

On remarquera que cette condition a un sens pour tous les éléments irréductibles et
unitaires de A, sauf un nombre fini. En effet, il ne faut ici considérer que des polynomes
vy € A qui sont premiers a un dénominateur fixé de ;. On demandera a ®, de vérifier
I'hypothese (H,,) pour « beaucoup » de vy, ce qui signifie encore que I’ensemble

(7) H,,(®) ={wy € A, irréductible, unitaire, (H,,) vérifiée , et |vg| < m}
devra étre suffisamment grand.

D’autre part, les sous-T-modules étant des analogues de sous-groupes algébriques, ils
sont plus généraux que les variétés abéliennes. On aura donc besoin d’imposer I’hypothese
suivante.

(H) Soit H un sous-groupe algébrique conneze de G"(k) tel qu’il existe un
élément a € A avec dega > 0, vérifiant ®,(H) C H.
Alors Hest un sous-T-module de (G, ).

Enfin, une derniére obstruction est liée a la caractéristique positive et aux phénomenes
d’inséparabilité. En effet, une grande différence avec la caractéristique 0, est que les com-
posantes k-irréductibles Vi, ..., V; d’une variété V définie sur k, peuvent étre multiples.
En d’autres termes, on n’a pas en général 1’égalité

degy, (V) = Z deg(V7).

C’est en partie pour cette raison que l’on se restreint a des T-modules de dimension 2 et
définis sur le corps k.
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Avec ces notations, on prouve le théoréeme suivant.

Théoréme C. Soit (G2, ®) un T-module de degré d, défini sur k et pour lequel la matrice
dominante ay est inversible. On suppose que pour ce T-module, les hypothéses (H), (Gal 1)
et (Gal 2) sont vérifiées et que :

ml/t

J>1, 3IC >0, VmeN, card(H,,(®)) > C

logm’

Alors il existe une constante ko > 0, telle que pour tout o € G2(k) séparable de degré D
sur k qui n’est pas de torsion modulo les sous-T-modules de ®, on ait la minoration

X 1 (loglog(3D))"
i) > vy (S

ot U = dt*(42d +17) + 3 et V = dt(21d + 8) + 2.

Avant de commencer la preuve, on rappelle dans la partie qui suit quelques définitions
et propositions concernant la séparabilité des extensions transcendantes, les variétés
géométriquement réduites ainsi que I'indice d’obstruction d’un point algébrique. Le lecteur
familier avec ces notions pourra débuter sa lecture au paragraphe 3. Dans ce dernier, on
montre quelques résultats de géométrie. On remarquera que la non-stabilité des groupes
par les morphismes ®, (ou a € A \ {0}), a rendu 'adaptation des preuves de [AD] et
[DH] plus difficile.

La partie 4 est consacrée a la preuve du lemme-clef de Dobrowolski, et la cinquieme a
celle du lemme de zéros. Ensuite, a I'aide d’un lemme de Siegel, on construit une fonction
auxiliaire dont on extrapole les zéros. La démonstration (paragraphe 7) est alors basée sur
le choix de bons parametres, de sorte que, si la hauteur canonique de « est supposée trop
petite, les résultats précédents conduisent a une contradiction. Enfin, dans une derniere
partie, on donnera quelques T-modules particuliers, auxquels s’appliquent le théoreme C.
Dans toute la suite, les constantes C; pour i > 1, ne dépendront que du T-module (G?, ®).

2 - Séparabilité
2.1. Généralités

2.1.1. Extensions algébriques séparables

Soit [ un corps de caractéristique p non nulle. On se donne £ un domaine universel
de [, c’est-a-dire un corps algébriquement clos, contenant [ et de degré de transcendance
infini sur {. On note [ la cloture algébrique de [ dans £. Un élément = € [ est dit séparable
si son polynome minimal sur [ Pest, c’est-a-dire s'il n’a que des racines simples dans .
Une extension algébrique L de [ est dite séparable si tous ses éléments le sont. Si de plus
une telle extension est finie, on sait que son degré est égal au nombre de [-morphismes
injectifs du corps L dans [.

Pour étendre cette notion de séparabilité a des extensions transcendantes, on a recours
a quelques définitions.
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2.1.2. Disjonction linéaire et indépendance algébrique

Dans la suite, toutes les extensions de [ seront telles que le domaine universel £ garde
sur elles un degré de transcendance infini. Soient [ — L et | — K deux extensions de
corps. On dira que L et K sont linéairement disjointes sur [ si toute famille d’éléments
de L, libre sur [, le reste sur K. On peut voir qu’en fait cette définition est symétrique en
L et en K. On a de plus la proposition suivante ([L2] proposition 1 chapitre III).

Proposition 1 [L2]. Sil<— L etl— F — K sont des extensions, alors L et K sont
linéairement disjointes sur | si et seulement si L et F' sont linéairement disjointes sur [,
et K et FL sont linéairement disjointes sur F.

Soient | — L et | — K deux extensions de corps. On dira que L et K sont
algébriqguement indépendantes sur [ si toute famille finie d’éléments de L, algébriquement
indépendante sur [, le reste sur K. Comme précédemment, cette définition est symétrique
en L et K. Si L et K sont linéairement disjointes sur [ alors elles sont algébriquement
indépendantes sur [, mais la réciproque est clairement fausse. Avec ces définitions, on a la
caractérisation suivante des extensions algébriques séparables : une extension algébrique
| — L est séparable si et seulement si L et ['/? sont linéairement disjoints sur [. C’est
a partir de cette équivalence que 'on étend la notion de séparabilité a des extensions
transcendantes.

2.1.3. Extensions séparables : cas général

Soit L une extension de type fini de [. On dit que L est séparablement engendrée sur [
si 'on peut trouver une base de transcendance (t) = (¢1,...,t,.) telle que L est séparable
sur [(t). Une telle base est appelée base de transcendance séparante de L sur [. On note
1M/7= = lim [Y*" le compositum de tous les {*/?". On a alors le résultat suivant (voir [L2]

théoreme 1 chapitre I1I).

Proposition 2 [L2]. Sil < L est une extension, alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) L et IYP* sont linéairement disjointes sur l,

(2) il existe un entier m tel que L et [YP" sont linéairement disjointes sur I,

(8) tout corps intermédiaire, qui est de type fini sur l, est séparablement engendré sur l.

Une telle extension est dite séparable. On donne alors quelques corollaires tirés de [L2],
classiquement connus pour les extensions algébriques séparables.

Corollaires.

(1) Sil — L est séparable, alors toute extension intermédiaire est séparable sur .

(2) Sil — L et L — K sont séparables, alors | — K est séparable.

(8) Sil — L est séparable et si L et K sont algébriquement indépendantes sur l, alors
LK est séparable sur K.
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2.2. Variétés algébriques

2.2.1. Points génériques et spécialisations

Soit n € N un entier non nul. Un ensemble algébrique défini sur un corps [/ est appelé
l-variété §'il est irréductible sur [. Un ensemble algébrique défini sur [ est une [-variété
si son idéal associé dans I[X]| = [[X3,..., X, est premier. Tout ensemble algébrique Z
défini sur [ s’écrit comme union finie de [-variétés Z = V; U ... UV,; cette décomposition
est unique, a l'ordre pres, si 'on impose V; € V; quand i # j. On appelle Vi, ..., V; les
[-composantes de Z.

Soit P un idéal premier de {[X]. L’homomorphisme [[X] — [[X] /P induit un isomor-
phisme sur [. On identifiera [ & son image, ainsi quitte a recomposer par 1'isomorphisme
inverse, on peut supposer que I’homomorphisme précédent fixe le corps . Pourt=1,...,n
on note (; I'image de X; par cet homomorphisme.

IX],/P ~IC,....Cl

On a de plus le lemme suivant (voir par exemple [L2] lemme, paragraphe 3 chapitre II).

Lemme 1 [L2]. On se donne l((1,...,(,) une extension de type fini de l. Alors, il existe
un monomorphisme 1((y, ..., (,) — L, qui est l'identité sur .

Ainsi, il existe (x) = (z1,...,2,) € L™ tel que
(Chyeny Go) = ().
Alors, I[x] est isomorphe a ([X] /P, et si f(X) € {[X] on a I'équivalence suivante
fX)eP = f(x)=0.

On dira que (x) est un zéro générique de P. Les autres zéros génériques de P sont
les (x') pour lesquels il existe un isomorphisme [[x] — [[x’] fixant [. Un idéal premier
P € I[X] détermine donc une classe d’équivalence (sur [) formée des points (x) de L"
tels que P est le noyau de I'application I[X] — [[x]. Inversement, a chaque (x) de L£",
on associe 'idéal P = {f(X) € {[X], f(x) = 0}. Il est premier, et (x) en est clairement
un zéro générique. Soit V' une [-variété, et P son idéal premier associé. On appelle point
générique de V tout zéro générique de P. Inversement, si (x) est un point de L, et si P
est son idéal associé, la [-variété associée a P est appelée lieu de (x).

On a donc une correspondance naturelle entre :

(1) les idéaux premiers,
(2) les variétés,
(3) les classes d’équivalence de points génériques.

Soit maintenant (x’) € L£™ un autre point, et P’ son idéal associé¢ dans [[X]. Si P’
contient l'idéal P, c’est-a-dire si tout polynome a coefficients dans [ qui s’annule en (x)
s’annule aussi en (x), on dit que (X') est une spécialisation de (x) sur [. Dans ce cas,
on peut définir un homomorphisme [[x] — [[x']. Inversement, un tel homomorphisme
fournit clairement une spécialisation de (x). Enfin, si V' est le lieu de (x), alors (x') est
une spécialisation de (x) sur [ si et seulement si x’ € V.
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2.2.2. Corps de définition

Soit L un corps, et Z € L[X] un idéal. On dira que Z est défini sur un corps [, si Z a
une base dont les polynémes sont a coefficients dans [. Soit f(X) € Z, on I’écrit comme
combinaison linéaire de monomes en X :

F(X) =" axMy(X).
A
Si o : L — L est un automorphisme, on définit

f7X) = ola)My(X),
A
et 79 I'idéal formé des f? quand f parcourt Z. On a alors le résultat suivant.

Proposition 3 [L2]. Soit | < L une extension et T un idéal de L[X]. Alors, il existe
un corps de définition minimal de I contenant [, i.e. un corps lo C L contenant [ et tel
que

(1) T est défini sur ly,

(2) si T est défini surly, et sil Cly alors ly C .

De plus, si 0 : L — L est un automorphisme :

1° =1 <=l est fixé par o.

La preuve sans ’hypothese « contenant [ » (théoreme 7 chapitre IIT [L2]) est die & A. Weil.
Elle s’adapte tres bien ici. On donne simplement la construction du corps ly, qui sera utile
par la suite.

On considere le L-espace vectoriel L|X],Z, dont ’ensemble des monomes {M (X)}
forme une famille génératrice. On en extrait une base B = {Mp(X)}. Alors, pour tout
monome M (X) il existe une écriture unique

M(X) =Y bysMs(X) (mod T),
B

ol les by sont dans L. On pose alors, lo = l(barg),, 5 D'autre part, comme L[X] est
noethérien, [y est inclus dans une extension de type fini de [, donc est aussi de type fini
sur [.

On relevera cependant quelque subtilité a cette notion de corps de définition : ce n’est
pas parce qu’une [-variété est ’ensemble des zéros d’un idéal défini sur L, que cette variété
est elleeméme définie sur L, méme si l'idéal restreint a L[X] est premier (c’est vrai si cet
idéal est premier dans I[X]). En effet, par exemple si | = k = F(T), et V = {17},
alors V' est 'ensemble des zéros du polynéme irréductible X? — T' € k[X] mais n’est pas
définie sur k.

On donne maintenant une caractérisation du corps de définition. Ici, P C L[X] est
un idéal premier, dont on choisit un zéro générique (x). Alors, la famille {Mps(x)} forme
une base de L[x] sur L, mais n’engendre pas nécessairement {[x] sur [. On a cependant le
résultat suivant ([L2] théoreme 8 chapitre III).

Proposition 4 [L2]. Soit K — L une extension et (x) un point de L™. Soit P l'idéal

déterminé par (x) dans L[X]. Alors, P est défini sur K si et seulement si K (x) et L sont
linéairement disjoints sur K.
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On s’intéresse maintenant a ce qu’il advient d’un idéal apres extension séparable. On
cite pour cela un extrait de la proposition 8 du chapitre III de [L2].

Proposition 5 [L2]. Soit P C I[X] un idéal et (x) un zéro générique. Soit L une
extension de l. Sil — I(x) ou sil — L est séparable, alors l'idéal P.L[X] est l'intersection
des idéaux premiers de L|X] s’annulant sur l’ensemble algébrique déterminé par P.L[X].

Ceci implique en particulier, que dans ce cas, I'idéal P.L[X] est égal a son radical.
2.3. Variétés géométriquement réduites (G.R.)

2.3.1. Variétés conjuguées

Soit | < L une extension et o : L — L7 un isomorphisme. Si f(X) € L[X], on peut
définir f7(X) € L?[X], ainsi que Z° C L?[X] si Z est un idéal de L[X]. Soit Z l'idéal
d’un ensemble algébrique Z, alors Z? est I'idéal d’un autre ensemble algébrique que 1’'on
note Z°. De plus, si P C L[X] est premier, il en est de méme pour P’ C L°[X]. Ainsi,
si V est une L-variété, alors V7 est une L7-variété. Soit (x) un point générique de V. Si
on peut étendre o a L(x), (ce qui est le cas lorsque L est de type fini sur un corps [ fixé
par o) on note (x7) = (x9,...,2%). C’est un point générique de V7 sur L. A chaque
automorphisme o de Aut(L), on associe ainsi des variétés conjuguées a V. On a de plus
([L2] théoreme 9 chapitre III) la proposition suivante.

Proposition 6 [L2]. Soit V une [-variété, et ly son plus petit corps de définition conte-
nant l. Pour tout o € Aut(L) fixzant | on a

V=V? <« [y est firé a gauche par o.

Ainsi, V7 est entierement déterminée par l'action de o sur [y qui est une extension finie

de [.

Soit V une [-variété, alors elle se décompose en un nombre fini de l-variétés qui sont
conjuguées entre elles. Par exemple, si (x) est un point algébrique sur [, ses conjugués
sont les (x7) ou o est un [-isomorphisme de [(x). Soit N le degré de [(x) sur [. Alors, (x)
a au plus N conjugués distincts, et il en a exactement N si et seulement si | — [(x) est
séparable. On veut étendre ce résultat pour des variétés de dimensions supérieures. Pour
cela on énonce le résultat suivant ([L2] théoreme 10 chapitre III).

Proposition 7. Soit V' une l-variété, et ly son plus petit corps de définition contenant
l. Alors le nombre de l-variétés conjuguées sur l de V et distinctes, est égal au degré de
séparabilité [l : 1.

Preuve - Soit L une extension normale de [ contenant [y. D’apres la proposition
précédente, un élément o de Aut(L/l) fixe V si et seulement si le corps Iy est fixé par o.

Soit Aut(L/ly) le groupe des automorphismes de L fixant le corps ly. Son indice dans
Aut(L/l) est le nombre de variétés l[-conjuguées, mais c’est aussi [ly : {5. O
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2.3.2. Extensions régulieres

Soit (x) un point de £, et Vj la variété qu'il définit sur I. Le but de ce paragraphe
est de comparer son corps de définition minimal F' contenant [, et le corps G = [(x) N L.
On aura besoin pour cela de la définition suivante ([L2] théoréme 2 chapitre III).

Soit [ — L une extension. On dira que L est une extension réquliere de [, si 'une des
conditions équivalentes suivantes est réalisée :
-l — L est séparable et [ est algébriquement fermé dans L (i.e. L Nni= 0),
- L et [ sont linéairement disjoints sur [.

Par exemple, si V; est une [-variété définie sur L O [, et si ’on choisit un point générique
(x), alors L(x) est réguliere sur L. D’autre part, en utilisant cette équivalence, on peut
montrer la proposition suivante.

Proposition 8. Soit (x) un point de L", et Vi la variété qu’il détermine sur 1. On note
F son corps de définition minimal contenant [, et G le corps I(x) N 1. Alors on a toujours

G C F.

Si de plus 1(x) est séparable surl, alors G = F.

Preuve - Comme F est un corps de définition de Vj, les extensions F(x) et [ = F
sont linéairement disjointes sur F. Ainsi, F' est algébriquement fermé dans F(x), par
conséquent on a l'inclusion

G =Ilx)nl ¢ Fx)nl = F.

On suppose maintenant que I(x) est séparable sur [. Comme G C 1, d’apres le point
(8) du corollaire de la proposition 2, 'extension G — G(x) est aussi séparable. Or, par
construction, G est algébriquement fermé dans G(x), d’apres I’équivalence précédente
G =1 et G(x) sont linéairement disjoints sur G. Par conséquent, G est un corps de
définition de V. La proposition 3 affirme alors qu’il contient le corps F. |

2.3.3. Variétés géométriquement réduites (G.R.)

~ On se donne un corps [, une [-variété V' et (x) € L£" un point générique. Soit V] la
[-variété déterminée par ce point, et [’ son corps minimal de définition contenant [. Alors,
avec ces notations, on a le résultat suivant ([W] chapitre I proposition 23).

Proposition 9. L’extension | — [(x) est séparable si et seulement sil — F [’est aussi.

Preuve - On suppose tout d’abord que l'extension [ <— F' est séparable. D’apres la
proposition 4, [ et F'(x) sont linéairement disjoints sur F, donc F — F(x) est séparable.
Alors, il en est de méme pour [ — F(x); a fortiori, 'extension [ < [(x) est séparable.

Réciproquement, on suppose maintenant que extension [ — [(x) est séparable. Soit
ls D I la sous-extension maximale de F' qui est séparable sur . Comme [ est une extension
algébrique de [, les extensions I et [(x) sont algébriquement indépendantes sur [. Ainsi,
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ls < l4(x) est aussi séparable.
Soit My(x) un mondme, que 'on décompose dans la base {Mz(x)} :

(8) My(x) = by My(x) + -+ - + b, M,.(x).

Si F' n’est pas séparable sur [, alors on peut trouver une telle relation, ou les b; ne
sont pas tous dans [s. Par unicité de l'écriture de My(x) dans la base {Mp(x)}, les

mondmes My(x), ..., M,(x) sont linéairement indépendants sur l;. Puisque Iy — [4(x)
est séparable, les extensions [ (x) et li/ P sont linéairement disjointes sur [, et donc les
monomes My(x), ..., M,(x) sont linéairement indépendants sur 157" Or les b; sont dans

127" La relation (8) donne donc une contradiction, et | < F' est séparable.

On donne une deuxieme preuve de cette implication. On suppose que [ — [(x) est
séparable. Comme précédemment, on note G' = I(x) N [. La proposition 8 donne 1'égalité
G = F C l(x). Ainsi, F est bien séparable sur [. O

On dira dans ce cas que V} est une variété géométriquement réduite (G.R.) sur [.

Corollaire. Soit Vi,...,V, les l-composantes d’une l-variété V. Si Vi est G.R. sur ,
alors pour tout i, V; l’est aussi.

Exemples :

- Si Z est un ensemble algébrique défini sur [ et de dimension 0, alors les I-composantes
de Z sont G.R. sur [ si et seulement si les coordonnées de ces points sont séparables sur [.
- Soit P € I[X] irréductible, dont I'un des coefficients vaut 1. Alors la I-variété déterminée
par P est G.R. si et seulement si ses coefficients sont séparables sur [.

- Pour qu'une I-variété soit G.R. sur , il suffit qu’elle ait au moins un corps de définition
séparable sur [.

Applications :

- Soit V' une [-variété dont toutes les [-composantes Vi, ..., V, sont G.R. sur [. On note
P son idéal de définition dans [[X]. On note Py, ..., P, les idéaux de définition des com-
posantes irréductibles de V dans {[X]. Alors, d’apres la proposition 5, on a 1’égalité

(9) P.IX] = ﬂ P;.

- Soit V] une Z—_Variété et F' son corps de définition minimal contenant [. Alors V; possede
au plus [F : [] [-variétés conjuguées, et elle en a exactement [F' : ] si et seulement si elle
est G.R. sur [.

2.4. Indice d’obstruction

Soit Vy une [-variété, et V; une de ses I-composantes. On note [; le plus petit corps de
définition de V; contenant [. La notion de degré sur [ de V{ est bien définie par la fonction
de Hilbert. Ici V; peut posséder moins de conjuguées que le degré [l; : ], on est donc
amené a tenir compte des multiplicités éventuelles. Soit [Iy : | = [I1 : ls[ly = {]; = r.[l1 = 1],
Alors, Vj a exactement r variétés [-conjuguées que 'on note Vi, ..., V,. Soient Py,..., P,
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les idéaux de [[X] définis par V4, ..., V, respectivement, et Py I'idéal de V; dans I[X]. On
a alors I’égalité

PollX]= () Q.

ou chaque Q; est P;-primaire. Comme les Q; sont permutés transitivement par les iso-
morphismes de [ fixant [, ils sont tous de méme longueur notée L(V;). Le lemme 3.2 de
[P1] donne ici I'égalité

deg;(Vo) = L(Vp)(degVi + -+ degV;),

(10 = rL(Vp) deg V1.

En particulier, si V; est G.R. alors L(Vj) =1 et r =[l; : [], on a donc

(11) deg; (Vo) = [l : I deg(Vi) = deg | | (1)
aeAut(l/1)

On peut maintenant définir la notion d’indice d’obstruction dg(«) d’un élément « de

G (E), ou E est une extension finie de k = F (7).
(12) Sp(a) = min{deg (V)™ V/ est une E-variété passant par o}

Dans le cas ou la dimension n est égale a 1, cette définition coincide avec celle de degré
de o sur E. On dispose également de I’encadrement suivant.

1< ég(a) < [E(a) : E]Y™

Il suffit, pour le voir, de considérer la E-variété de dimension 0, formée des conjugués de
a. Il semble alors naturel de se poser la question suivante.

Question. Soit o un point de G (E), séparable sur E. Existe-t-il une E-variété Vi dont
les E-composantes sont G.R. sur E, et telle que

deg(Vo) = b (a)>m0 7

On sait néanmoins y répondre partiellement via la proposition suivante.

Proposition 10. Soit E une extension finie de k et o un point de G™(E), séparable
sur E. Alors les E-composantes de toute hypersurface E-irréductible passant par o et de
degré minimal, sont géométriquement réduites sur E.

Preuve - Soit V une hypersurface E-irréductible passant par a et de degré minimal. On
note P(X1y,...,X,) € E[X] un polynéme la définissant. On suppose que les composantes
de V ne sont pas G.R. sur E. Soit (x) un point générique de V, l'extension E — F(x)
n’est alors pas séparable. D’apres le théoréme 2 (chapitre I) de [W], on a

oPr

VJe{l,,n}, 87
J

(x) = 0.
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. oP . .
Par conséquent, le polynome e est un élément de l'idéal de V., qui n’est autre que
J

I'idéal engendré par P. Comme il est de degré strictement plus petit que celui de P,

, . . opP . . e
nécessairement, le polynome 7%, est identiquement nul, et ceci quelque soit l'indice

J
j€{1,...,n}. Ainsi, il existe un polynome Q(X) € E[X] tel que
P(X1,..., X)) = Q(XP,..., XP).

Soit (64, . ..,6;) une base minimale de E sur EP. En développant les coefficients de P dans
cette base et en regroupant les puissance p-iemes, on peut écrire

PX)= ) QX6
j=1,..,1

= (i1 5000r7)
OSij <p—-1

ou les @Q;(X) sont des éléments de E[X]. On spécialise cette égalité en X = «, et on en
prend la puissance 1/p. On obtient la relation suivante.

0= 3 @i (7)o ()"

Comme P est de degré minimal et comme les Q;(X) sont de degrés strictement plus petits
que celui de P, cette relation est non triviale. Ainsi, la famille

{(0}“’)1---(6}“’)17 0<7;<p-1 pourj:l,...,l}

est liée sur E(a). Puisque a est séparable sur F, les extensions E(a) et E'YP sont
linéairement disjointes sur E. Par conséquent, cette famille est aussi liée sur E. 1l existe
donc un polynéme non nul H(Xy,...,X;) € E[X,...,X;] de degré en chaque variable

inférieur & p — 1 vérifiant H(Gi/p, . ,Gll/p) = 0. Quitte & échanger les indices, cela im-
plique que Qll/p est séparable sur E(@i/p, Cee 6?[111{) Comme E'/P = E(é’}/p, . ,Qll/p) est
purement inséparable sur E, alors le degré de séparabilité [EY/? : E], est nul. Par suite,
nécessairement 6, /P est un élément de E (Qi/ LOU ,9111 ), ce qui contredit la minimalité de
la base (01,...,6)).

Les composantes de V' sont donc bien géométriquement réduites. O

On obtient en particulier la réponse a la question précédente en dimension 2.

Corollaire. Soit o un point de G2(E), séparable sur E. Alors, il existe une E-variété
Vo dont les E-composantes sont G.R. sur E, et telle que

degE(‘/O) — 5E<a)codimVo )
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3 - Géométrie

Dans un premier temps, on se donne un T-module (G?, ®) de degré d, défini sur une
extension finie £ de k. Le groupe G se plonge dans P" via le morphisme suivant.

n: Gl — P

(%,---,%3 — (1. xy).

Soit V une k-variété de G?. Comme précédemment, par degré de V, noté deg V, on entend
le degré de 'adhérence de Zariski de n(V') dans P™. Le stabilisateur de V' est noté Gy.

(13) Gy ={xeG), V+x=V}=[)(V-y)

On désigne encore par GY, la composante neutre de Gy, c’est-d-dire sa composante
connexe passant par 0. On sait, d’apres la proposition du paragraphe 7.3 de [Hu| (page 53),
que cette composante connexe est aussi une composante irréductible de Gy,. On a, par
définition du stabilisateur, I'inégalité dim Gy, < dim V. D’autre part, comme dans le pa-
ragraphe 2 de [AD], on peut montrer la majoration

deg GV S (deg V)dimVJrlfdimGV'

Dans ce qui suit, on adapte les preuves de [AD] a notre cadre.

Lemme 2. Soit V une k-variété propre de G?, et a € A non nul. On a alors les égalités

survantes.
(Z) deg (q);l(V)) — qddega.codimv degV
qddegadimV
.. 5, _ gldesadmy y
(i) deg(®,(V)) pCYen deg

Preuve - On suit la démonstration du lemme 6 de [Hi] pour démontrer (7). On définit
le morphisme algébrique ®" de la fagon suivante.

O, (21 /70, . .. ,mn/x0)> (o # 0).

ddega

h o q qddegu
O (zgy ...y xy) = (Io , T

D’apres le lemme 1 de [De2], le morphisme ®” est un prolongement de ®, & P", ¢’est-a-dire
que le diagramme ci-dessous est commutatif.

0
Gr pr
o, { o J@’;
Gr pr

Soit D la classe d’équivalence rationnelle d’un hyperplan de P". Si V' est une sous variété
de G7, on note V I'adhérence de Zariski de n(V') dans P". Pour un cycle Z = > n;P; de
dimension 0, on notera encore deg,(Z) = > _ n;. Alors, on a la relation

deg V' = deg, (V.Ddimv) .
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On a de plus le résultat d’équivalence linéaire
(I)Z(O[pm (1)) ~ qddegaO]pm (1),

ou ¥ désigne (@Z)_l . D’autre part, la démonstration de la proposition 11.2.11 de [B2] est

aussi valable ici, ainsi (V') est linéairement équivalent au fermé & 1(V'). Pour conclure,
on effectue le calcul suivant.

gindese deg V' = qindesa deg (V. plimV)
dogy (®5(V DIV
= deg, (®5(V).@;(D)"™Y)
= dogy (@, 1(V]).(g" s D) ).
= gldegadimV qoo (W‘Ddim\/> 7
— qddega. dim V/ deg ((I);l(V)) )

Ainsi, 'assertion (i) est bien démontrée.
On remarque ensuite que ;! (®,(V)) = V + ker®,. On applique alors ce qui précede
a la variété @, (V).

deg (0.1 (D4(V))) = gldeeacodint deg (04(V)),
= deg(V +ker®d,),
= |ker®,/(ker®, N Gy)|degV,

dn dega
q g

= ————degV.
]kerCI)a N Gv| °6 v

a

Les lemmes 2 et 3 de [Do] affirment que les conjugués des multiples d’'un point sont
essentiellement distincts. On étend ce résultat a des variétés de dimension 0 ou 1.

Proposition 11. Soit (G2, ®) un T-module défini sur E, vérifiant les hypothéses (Gal 1)
et (Gal 2). Soit V une E-variété propre de G2, et Vi,...,V; ses E-composantes. Si V
n’est pas réunion de translatés d’un sous-B-module de (G2, ®) (pour B € A non nul) par
des points de torsion, alors pour tous a,b € A~ {1} unitaires et premiers entre eux, et
pour tous i,j dans {1,...,l}, on a

D, (Vi) # ©(V5),

ce qui implique en particulier ®,(V') # ®(V).

Preuve - Si V est de dimension 0, la proposition est assez claire. En effet, dans ce
cas V est de la forme {o(x), 0 € Aut(E/E)}, ou x est un élément de G2(E). Si I'on
avait 1'égalité ®,(01(x)) = Pp(02(x)), comme oy commute avec @, et Py, en posant
o = 0y ' 00y, on aurait aussi ®,(x) = ®,(c(x)). Soit n € N pour lequel on a 0" (x) = x.
Alors, on montrerait facilement la relation

Dyn(x) = Dpn(x).

Comme a™ — b" # 0, le point x serait de torsion, et il en serait de méme pour tous ses
conjugués.
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On suppose désormais que la dimension de V' vaut 1. On se propose tout d’abord de
prouver le résultat intermédiaire suivant.

Soit Vo une E-variété, et a,b € A unitaires et premiers entre euz. Si ®,(Vp) = ®(Vp),
alors Vy est le translaté d’'un sous-T-module de (G2, ®) par un point de torsion.

Dans un premier temps, on ne suppose pas a et b unitaires, et on montre ce point lorsque
la| # |b]. L’égalité des variétés @, (Vy) et $pn (V) pour n € N, entraine celle de leurs
degrés. Le point (i) du lemme 2 assure alors de la relation suivante.

|a|dndimV0 |b|dndimV0

‘ker@an ﬂ GV0| N |ker(bbn ﬂ GV0| .

On suppose, par exemple |a| < |b|. Puisque V} est de dimension 1, on obtient

b dn dim V{ b dn
(H) — (||?‘I||> S |kerq)bn N GV0|'

On construit grace a cette minoration, une suite infinie de points de torsion primitive

b dng
dans Gy;,. Soit ng € N tel que <||—||) > 2. Alors, il existe un diviseur by de b™, et un
a
point xq de bp-torsion primitive, qui est dans Gy,. On suppose avoir construit une suite
no, . .., n; d’entiers, pour lesquels il existe by, ...,b; € A distincts vérifiant

Vi=0,...,5  bb™,

et tels quil existe dans Gy, au moins un point x; de b;-torsion primitive. Soit 741 un

I\ Pt

entier tel que u > |by -+ b;|*+1. Alors, il existe un diviseur b;,; de "+, distinct
| | J J+
a

des by, ..., b;, pour lequel au moins un point x;4; de Gy, est de b, -torsion primitive.

On construit de cette maniére une suite (b;);eny d’éléments de A, qui en particulier, sont
tous premiers a a.

On note W 'union de Gy, et de ses composantes conjuguées sur E. Alors W contient
chacun des x; et ses conjugués. Comme ils sont au moins |b;|°(®) d’apres (Gal 1), et
comme d’apres (Gal 2), application @, les permute, on a alors

W@, (W)] > [,

Puisque les b; sont en nombre infini, 'ensemble algébrique WN®, (W) est nécesssairement
de dimension 1. Ainsi, W et ®,(W) ont au moins une composante commune. Or, tout
isomorphisme fixant £ commute avec ®,, on a donc 'existence d'une composante o(Gy)
conjuguée sur E a Gy, telle que Gy, = @,(0(Gyy)). Soit m un entier pour lequel on a
o™(Gy,) = Gy, Alors, Gy, = ®,n(Gy,) est un sous-a™-module H de (G2, ®).

On montre de plus I'égalité @,(H) = ®,(H). Soit z € H, on peut trouver y € G2 pour
lequel on a ®,(z) = @,(y). Par définition de H, on a Vi +z = V4. Ainsi, on a les égalités
suivantes.
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Il existe donc z' € H et z, €ker®, pour lesquels on a 'y = z' + z,. Par conséquent,
D,(z) = Op(y) = Op(2') € Op(H). Par symétrie du probleme, on a l'inclusion inverse et
donc I'égalité.

De plus H est un groupe, donc on a ®,_,(H) C ®,(H) = ®,(H). Comme H est
irréductible, I'inclusion est en fait une égalité.

Or, H = Gy, est de dimension 1, ainsi il existe x € G? vérifiant Vo = H + x. Alors,
de la relation ®,(Vy) = @,(Vp) on tire

D, (H) + Du(x) = Op(H) + Dp(x).

Par conséquent, ®, ,(x) appartient a ®,(H) = ®,_,(H). 1l existe donc h € H tel que
Dp_o(x) = Py (h). Alors x — h est un point de torsion et on a encore Vo = H + (x — h).

On traite maintenant le cas ou a et b sont unitaires, et ou |a| = |b]. Si Gy, est
de dimension 1, alors Vj est un translaté de Gy, ce dernier est donc irréductible. Il
existe de plus x € G2 pour lequel on a Vy = Gy, + x. Comme précédemment, on a
I'égalité Oy, (Gyy,) = Pp(Gyy). Or a et b sont unitaires et de méme degré, par conséquent,
|b —a| < |b]. On est donc ramené au cas précédent.

On montre ensuite que, supposer Gy, de dimension 0, conduit a une absurdité. On
prouve tout d’abord que dans ce cas, Gy, Nker®, et Gy, Nker®, sont réduits a {0}. D'une
part, comme on a |a|] = |b| et O, (V) = §y(V}), le point (i7) du lemme 2 donne

|Gy, Nker®,| = |Gy, Nkerd,| = p”,

ou n désigne la dimension sur ), de chacun des groupes Gy, Nker®, et Gy, Nker®,. On
a de méme

D2 (Vp) = ®ap(V) = @2 (Vo) et |a®| = |ab] = |b?].

D’autre part, a et b sont premiers entre eux, par conséquent on a la somme directe de
F-espaces vectoriels ker®,, = ker®, ® ker®,. Il en découle la minoration suivante.

|Gv, Nker®,2| = |Gy, Nker®yz| = |Gy, Nkerd,,
> |(Gy, Nker®,) @ (Gy, Nkerd,)| = p*.

En réitérant, on obtient une minoration du type |Gy,| > p?™, ceci pour tout entier i.
Comme Gy, est fini, cela entraine n = 0, c’est-a-dire

Gy, Nker®, = Gy, Nkerd, = {0}.

On s’intéresse maintenant aux ensembles algébriques ®,1(V;) et @, '(V;). En prenant
I'image réciproque de I'égalité ®,(Vy) = ®y(Vp), par @, puis par Py, on obtient

(13;1(‘/0) + ker®,, = @;1(%) + ker®,,,.

Soit V§ une composante de ®,'(V;), alors il existe z € ker®,;, tel que Vj + z est une
composante de ®; (V). Or, il existe z, € ker®, et z;, € ker®, tels que 'on a z = z, + 7.
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On note alors V/ = Vj + z,. On voit clairement que V] est a la fois une composante de
®,1(Vp) et de @, ' (Vp). Ainsi, on a les égalités

o1 (Vo) = V] + ker®,,
o, (Vo) = V| + kerd,.

En utilisant les égalités Gy, Nker®, = {0} et ker®, Nker®, = {0}, on montre facilement
que Gyy Nker®, est trivial, ainsi deg(V] + ker®,) = |ker®|deg(Vy). Le point (i) du
lemme 2 donne donc

deg(®, (Vo)) = [b*deg(Vp),
= deg(V/ + ker®d,),
= [b]** deg(V7).
Par conséquent, V; est une E-variété qui vérifie

deg(V)

(V1) = ®(Vi) = Vo, dea(Vi) = — g

et dim(Gyy) = 0.

En répétant ce travail j fois, on montre que |[b|¥ divise deg(Vp), et ceci quelque soit
I'entier j, ce qui donne la contradiction annoncée.

On a donc démontré, que si Vi est une E-variété vérifiant ®,(Vy) = ®,(Vp), avec
a,b € A unitaires et premiers entre eux, alors V{ est un translaté de sous-T-module par
un point de torsion.

On revient maintenant a 1’énoncé général de la proposition. Si V =V, U--- UV est
une E-variété vérifiant ®,(V) = &,(V), alors

Vie {1,....1},30; € Aut(E/E),  Pu(V;) = ®y(0i(V5))-
Puisque ® est défini sur F, alors ®, et o; commutent. Aussi, pour tout entier m > 0 on a
Dy (V;) = Py (07" (Vi)

Soit m; € N~ {0} pour lequel on a 0" (V;) = V;, alors ®,m;(V;) = Ppmi (Vi) et a™ et
b™i sont unitaires et premiers entre eux. D’apres ce qui précede, V; est le translaté d’un
sous-T-module H; par un point de torsion. Ainsi, V' est bien réunion de translatés de
sous-T-modules par des points de torsion. O

Soit V une E-variété, et Vi,...,V; ses E-composantes. On note

Ey(V) = {a€AFi,jeN, 1<i<j<l &,(V;) =2,(V))},
(14) B(V) = {ac AN, 1<i<l, dog(®,(V3) < deg(Vi)},
E(V) = E(V)UE(V)
On désigne par A Densemble des éléments de A irréductibles et unitaires. On notera
encore ET(V) = E(V)N A{, et pouri=1ou?2, Ef (V)= E;(V)n A Lobjectif de la

proposition suivante est de majorer le cardinal de ET (V) en fonction du degré de V.
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Proposition 12. Soit (G2, ®) un T-module défini sur E, et satisfaisant les hypothéses
(H), (Gal 1)et (Gal 2). Il existe une constante C1(®) > 0 telle que pour toute E-variété
propre V de G2, on ait la majoration

[ET(V)| < Ci(®) log deg (V).

Preuve - On commence par majorer |E; (V)]. Soit r € N maximal (on verra qu’il existe)
tel qu’on peut trouver by, ..., b, € A distincts, 31, ..., 3. € A vérifiant

ur

VZ,jE{l,,T} (bl,ﬁj)zl,
(15) VZ,] € {1, e ,T}, 7 # j, (ﬁz,ﬁ]) = 1,
\V/ZE{l,,’I"}, (bl,T):let (6Z,T):1,
et pour lesquels on a Vi € {1,...,7},3z; € ker®ys,, Jy; € kerd,,,3s; € {2,...,1} tels que
Ve =Vit+x;=Vi+y.

Comme Vi, # Vi, cela implique en particulier que les y; ne sont pas nuls, et que pour tout
indice 7, y; et x; sont distincts. On remarque de plus que, quitte a prendre au lieu de [3;
un de ses diviseurs, on peut supposer que chaque x; est de (;-torsion primitive. On note

(16) N(V)={by,....b, TYU{be AL Fie{1,...,r},b3]}.

Alors, pour majorer le cardinal de E; (V), il suffit de majorer le cardinal de N (V) ainsi
que celui de F(V) = EF (VNN (V).

Majoration de |F(V)]| :

La démonstration suit en partie celle de F. Amoroso et S. David (lemme 2.3 [AD]), qui
ont eux-méme adapté celle de Dobrowolski (lemme 3 [Do]) aux dimensions supérieures.
Pour tout élément a de A, et tout indice ¢ € {1,...,l}, on note

(17) JI(a,i) ={j €{1l,.... 1}, ®a(Vi) = @a(V})}.

Il est clair que pour a € A fixé, les ensembles J(a,7) (1 < i < [) ont méme cardinal
et sont soit égaux, soit disjoints. Soit b € F(V), et a = ay---a, ou les a; € F(V) sont
distincts.

On montre dans un premier temps l'inclusion

U Jb.5) c T(ab,i).

JE€T (a)i)

En effet, soit j € J(a,i) et m € J (b, j). Alors, on a ®,(V;) = ®,(V;) et Dp(V;) = Pp(Vin).
Par conséquent, ®u,(V;) = @up(Vin), et donc m est un élément de J(ab, ).

Soient alors ji,j2 € J(a,i) pour lesquels I'intersection J(b,j1) N J (b, j2) n’est pas
vide. On a donc d'une part I'égalité @,(V;) = @,(V;,) = Pu(V},), et d'autre part
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®y(V;,) = ®4(V},). En appliquant respectivement ®;1 et ®,' & ces deux relations, on
obtient I'existence de x € ker®, et de y € ker®; pour lesquels on a :

ij = ‘/}1+X - ‘/jl+y'

Mais, en appliquant a cette relation un E-isomorphisme bien choisi, on peut se ramener a
j1 = 1. Le couple (a, b) satisfait donc aux conditions (15), ce qui contredit la maximalité
de r (vue dans la majoration de |N(V')|) si jo est distinct de j;. Ainsi, nécessairement on
a I'égalité jo = 7.

L’inclusion précédente est par conséquent disjointe, et puisque pour tout j € J(a,1),
les ensembles 7 (b, j) ont méme cardinal, on obtient la minoration suivante.

| T (ab, i) = |T (a,)].|T (b, )]

Par récurrence, on montre facilement que si by,...,b, € F(V) sont distincts, alors on a

qus

Enfin, si b € F(V), par définition |7 (b,7)] > 2 pour au moins un des indices 4, et donc
pour tous les éléments de {1,...,[}, ainsi on a

<.

11700 <
j=1

9l FWV)| < H T, 1) < |T H bill| <L

beF(V) beF(V)
Par suite, on obtient la majoration cherchée

log

(18) [F(V)] < log 2’

Majoration de |[N(V)]| :

On commence par donner le lemme suivant, dont le cadre n’est plus restrictif sur ®.

Lemme 3. Soient (G, ®) un T-module défini sur E, zy,...,z; € G et by,...,by
des éléments de A premiers entre eur deuzx a deux. Si pour tout i € {1,...,J} le point
z; est de b;-torsion primitive, alors pour tous Ai,...,\; € [, tous non nuls, le point
MNzi+ -+ Ajzy est de (by - by)-torsion primitive.

Preuve - On notey = A\jz; + - + A\yz,. Soit b’ € AN, un diviseur de by ---b; tel
que @y (y) = 0. On note dy = (0, by). Comme Py,..,(y) = 0, on a aussi Pg,p,..4,(y) =0,
et donc comme \; # 0,

(I)d1b2---bJ(Z1) =0.

Or &, (z1) = 0, et (diby---by,b1) = dy donc @4 (z1) = 0. Mais z; est de b;-torsion
primitive, donc nécessairement, il existe p; € Fy tel que by = pydy. On procede de méme

pour tous les indices i € {1,...,J}. Comme les b; sont premiers entre eux, on ne peut
quavoir b' = pby - -+ by, ou p € Fy, ce qui acheve la preuve du lemme. O
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On poursuit la preuve de la proposition 12. On considere pour cela l’ensemble
1

algébrique W = U Gvy,, et on distingue deux cas.
i=1
Premier cas : dim(WW) = 0.
Par construction, le point 1 —y; + - - - + =, — y, est dans Gy, , et d’apres le lemme
précédent, il est de (byf - - - b,(3,)-torsion primitive. Selon I'hypothese (Gal 1), il
posseéde au moins |byB; - - - b.3.|°®) conjugués, qui d’ailleurs sont dans W. Par
conséquent, on a

b1 31+ - by 3“1 < W] < I deg Gy < I(degV1)® < (degp V)7,
En particulier, le nombre 7 existe bien, et par définition de N (V') il s’en suit que

———logd 1% 1.

log ¢q — C(P)logqg og degp(V) +

Second cas : dim(W) = 1.
On aici V; = Gy, +t; (1 < i < 1), et donc les Gy, sont irréductibles sur E. On
considére encore deux sous-cas.

— dim(Wn o (W)) = 1.
On va montrer que nécessairement, N (V') est réduit a {T'}, c’est-a-dire que l'entier r
qui intervient dans la définition de N (V') est égal a 0. En effet, dans ce cas, il existe
un F-isomorphisme o tel que

Gy, = Or(a(Gwy)).

Et donc, on peut trouver un entier m tel que Gy, = ®rm(Gy,). Ainsi, selon 'hy-
pothese (H), Gy, = H est un sous-T-module de (G2 ®). S’il existe des nombres
Bi,b1 € A, 71 € ker®p,, y; € ker®;,, et un indice s; # 1 tels que I'on ait les égalités
Vi, = Vi+ 1 = Vi +y1. Cela implique en particulier que Gy, = Gy, = H, et donc

H=V,—t, =V, —t.

D’apres Iégalité @, (Vi) = Dy, (Vy,), on a §y, (ta — t1) € &y, (H) = H. De méme,
on montre ®g (ty —t1) € H. Comme by et $; sont premiers entre eux, on a donc
to—t; € H, et par la méme V;, = V], ce qui est exclu. Ainsi, si dim(WN®7(W)) =1
alors r =0 et
IN(V)| =1
—  dim(W N ®x(W)) =0.

Comme précédemment, il existe au moins un point de (b1 - - - b3, )-torsion primi-
tive dans W, et ses conjugués y sont également. Comme T" est premier a by - - - b, 3,
d’apres 'hypothese (Gal 2), &7 permute ces conjugués, ainsi on a encore

0161 - b,3,|°®) <|W N Dr(W)] < ¢(degW)? < ¢¥(degp V).
Par suite, on obtient encore I'existence de r, ainsi que la majoration

(20) IN(V)| < qlogdegE(V)+d+1.

4
C(P)log
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On peut donc conclure quant a la majoration du cardinal de Ef (V).

6 log
Ef(V)] < ———1logd Vi+d+2+ ——

< Cilogdegg(V).

On passe maintenant & la majoration de |E (V)|. Soit b € Ey (V), alors pour tout
indice i € {1,...,1}, on a aussi deg(®,(V;)) < deg(V;). Ainsi, Ef (V) s’écrit encore

EF (V) ={be AL, deg(®y(V1)) < deg(V1)}.

D’apres le point (7) du lemme 2, on a I’égalité
ddeg(b) dim(V7)

deg(®o(V1)) = 1y

deg(V7).

Si V7 est de dimension 0, elle est réduite a un point et on a 1’égalité
deg(®y(V1)) = deg(V1) = 1.

A fortiori 'ensemble Ey (V) est vide.
On suppose maintenant que la dimension de V; vaut 1. Alors Ey (V') s’écrit

EF (V) = {b€ Af,, |Gy, Nkerdy| > ¢4},

irr?

Soient by, . .., by, des éléments distincts de £ (V). Alors, on a la somme directe suivante
d’espaces vectoriels sur I,

m

@(le N kerq)bi) - le.

i=1
Pour ¢ = 1,...,m, on désigne par n; la dimension sur F, de Gy; Nker®,,. Alors, d'une

part, d’apres U'inclusion précédente on a |Gy,| > p™ 1" et d’autre part, par définition
de ES(V), on a

1
Vi=1,....m n; > ddeg(b) o8 d.
log p
Ainsi on obtient la minoration |Gy, | > |by - - - by|<.
Si Gy, est de dimension 0, alors on a clairement
log |G
B ()| < 81l log deg(V).

dlogqg — dloggq

I
Sinon, Gy, est de dimension 1, et a nouveau, on considere ’ensemble W = U Gy,.
i=1
Premier cas : dim(W N &p(W)) = 1.
D’apres hypothese (H), le groupe Gy, est un sous-T-module de (G? @), alors
comme il est irréductible, pour tout a € A~ {0}, on a ®,(Gy,) = Gy,. Le point (ii)
du lemme 2 donne alors I'égalité |Gy, Nker®,| = ¢?9°8@  ainsi E5 (V) est vide.
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Second cas : dim(W N ®,(W)) =0.

Comme précédemment, au moins un point de (b ...b,,)-torsion primitive et ses
conjugués sont dans U'intersection W N ®7(W), on a donc la majoration

b1 .. b |9®) < ¢UdegW)? < ¢ (deg, V)2

Dans ce cas, on a alors |Ey (V)| <

4
~— C(P)logg

Ainsi, on a bien prouvé I'existence d'une constante Cs pour laquelle on a la majoration

logdegy (V) + d.

|E5 (V)| < Cylog deg(V). O

On montre enfin la proposition suivante.

Proposition 13. Soient (G2, ®) un T-module défini sur E, satisfaisant auzx hypothéses
(H), (Gal 1)et (Gal 2). Soit V une E-variété dont les E-composantes Vi, ..., V; sont G.R.
sur E. Alors, on a les propositions suivantes.

(i) Sia,b € A sont tels que a ¢ E(V) et b ¢ E(P,(V)), alors ab ¢ E(V).

(ii) Soit A un sous-ensemble fini de Al ne rencontrant pas ET(V). SiV n'est pas réunion
de translatés de sous-T-modules par des points de torsion, alors on a

degp (U (I)/\(V)> > [Af degp(V).

AeA
(i11) Soit a € ANE(V) et V' une E-variété de méme dimension que V' vérifiant l'inclusion

V C 1 (V'). On a linégalité

degE(V) < degE(V/)'

Preuve - Le point (i) est évident. On montre 'assertion (i7). D’apres la propositions 11,
pour tous a,b dans A; distincts et tous 4,5 € {1,...,l}, on a ®,(V;) # ®,(V;). D’autre

1rr
part, A ne rencontre pas E*(V'), donc on a aussi

VA e A, deg(V;) < deg(®r(V)).

Enfin, comme les E-composantes de V sont G.R. sur E, on a

degp (U o5\ (V ) ZZdeg (Vi) = [A] degg (V).

A€A AEA =1

On prouve maintenant (7i7). Par définition de E(V'), si 4,7 € {1,...,l} sont distincts et
sia € AN E(V), alors @,(V;) # ®,(V;). Comme dans le point precedent on montre
la majoration deg(®,(V;)) > deg(V;). Par suite, comme les V; sont G.R. sur E, on a
degp (P, (V) > degg(V). D’autre part, ®,(V) C V' et ces variétés ont méme dimension,

donc on a
degp(V) < degp (P Zdeg ) < Zdeg ) < degp(V'),
ce qui acheve la preuve du point (#ii). a
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4 - Lemme-clef de Dobrowolski

Dans ce paragraphe, on se donne un 7T-module (G?, ®) de degré d, défini sur une ex-
tension finie £ de k. On suppose de plus que la matrice dominante ay de ® est inversible,
ainsi pour tout a € A, la matrice dominante de ®,(X) (i.e. la matrice coefficient devant
Fddesa) Test aussi. On choisit aussi un dénominateur v € A des coefficients matriciels de
®r. Ainsi, pour tout a € A, les coefficients de ”yqddegafba(Xl, ..., X,,) sont des matrices a
coefficients entiers. On supposera de plus, que I’application exponentielle e associée a ®
est surjective sur C".

On se donne vy € A irréductible et unitaire. On note O,,(E) 'anneau des vy-entiers
de E, c’est-a-dire I'ensemble des éléments de E qui sont entiers sur le localisé A,,, de A en
la place 1. On fixe encore a = (o, . . ., a,) € G*(E), séparable sur E. On note & = F(a)
et O,,(R) 'anneau des vy-entiers de K. Pour vy € A irréductible et unitaire, on note (H,,)
I’hypothese suivante :

ddeg vq

(Hy,) O, (X1,..., X)) = (XT XY (mod wp).

n

Cette condition a un sens pour tous les éléments irréductibles et unitaires de A qui sont
premiers au dénominateur fixé v de ®. On suppose de plus, que O,,(E),/ (10O, (E)) est
contenu dans [F aacs»,. Ceci est vrai en particulier, quand £ = k.

Puisque la fonction eg est surjective sur C", il existe u = (uy, ..., u,) € C" tel que
(22) (a1, .. ap) = ea(u, ..., up).
Soit pu € A irréductible et unitaire, et F' € A[Xq,..., X,,,Y1,...,Y,] = A[X, Y] tel que
(23) degx F <L et degyF <L.

On suppose de plus que la fonction
(24) Gz, ) = F(eq>(z1, o 2n), Dulea(z, ,zn)))

s’annule a l'ordre au moins Ty en (ug,...,u,), ce qui signifie encore, puisque la fonction
e est un isomorphisme local, que le polynome

(25) Fo(X) = F(X, 9,(X))

s’annule a 'ordre > Tj) en a.
On remarque que degyx Fy < Lo := (1 + |u|?)L, et que si vy ne divise pas v alors Fj est
un élément de O, (F)[X].

Pour 7 € N", on note G (zy,...,z,) le coefficient de Taylor d’ordre 7 dans son
développement autour de z = (21, ..., 2,). Soit wy une place de 8 au dessus de vy. Pour
tout € K, on note ||, = ¢~ dE¥ et pour tout x = (zy,...,7,) € &K :

(26) [1%[ |y = max{ L, [21fuwgs - [Znfuw }-

Ainsi, si log, désigne le logarithme en base ¢, on a I'égalité
logq HXHwo = (deg VO) maX{Oa _wO('xl)7 ey _wO(xn>}-

5
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Avec ces notations, on a le résultat suivant.

Proposition 14. Soit vy € A irréductible, unitaire, premier avec 7y, tel que le
déterminant de la matrice dominante de ®r soit inversible dans O,,(E), et tel que

Ou(E) /(1600 (E)) C F gt ry.

Soient encore wy une place de & au dessus de vy, et T = (11,...,T,) un n—uplet d’entiers.
Alors, sous Uhypothése (H,,), on a la majoration

|GTdDy, (w))],,, < q” TmIDeE @y ()[R (@)1,

Preuve - On traite tout d’abord le cas ou oy, ..., a, sont yy-entiers. L’anneau O,,(E)
étant principal, il est factoriel, et donc intégralement clos, de corps des fractions F.
L’extension £ — R est séparable, et O,,(R) est la cloture intégrale de O,,(E) dans K.
Comme O,,(F) est principal, I'anneau O,,(R) est un O, (E)-module libre de rang égal

a [R : E]. Ainsi, on peut trouver a,.1,...,as dans O, (R) tels que, si I'on note encore
a = (ai,...,a4), on ait 'égalité
(27) Oy (R) = Ony(E)|on, .., o] = O (E)al.

On note P I'idéal de définition du point a = (ay, . .., ) dans 'anneau de polynomes

R = OVO(E)[X17 ce aXs] = OVO(E>[X]

(28) P={P c0,(E)X], Pla) =0}.

On reprend la démonstration de [AD] pour prouver que idéal 870 est primaire. Soit m
un idéal maximal de R contenant 3. On montre tout d’abord que l'idéal

(PB.Ry)™ = PR,

est primaire dans R,. L’anneau R,, est local. Il est de plus régulier : en effet, on pose
my = mNO,, (E). Comme m est maximal, my 'est aussi; ¢’est donc I'unique idéal maximal
de O0,,(E). Ainsi, on a I'égalité (O, (E)),,, = O.,(E) et cet anneau est régulier (car de
valuation discrete). D’apres le corollaire (14.8) de [Na], on a bien la propriété suivante.

Ry = (0,,(E)[X]), est régulier.

On montre maintenant que l'anneau R, PR, est principal. Ceci vient essentielle-
ment de I'égalité O,,(R) = O,,(E)[aq,...,a4). Soit Z un idéal de R contenant stricte-
ment B. On note

N ={wy(P(a)), P eI\ P}
Cet ensemble possede un élément minimal non nul : soit Py € Z B tel que wo(Fy(a)) soit

minimal. Soit P € Z, alors wy (P(a).(Py(a))™) > 0, et donc P(a).(Py(a))™t € O,,(R).
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Il existe donc H € R tel que
P().(Py(a))™t = H(a).

Ainsi, P— PyH appartient a I'idéal 3, et doncona P = FyH (mod ‘B). L’idéal Z mod B
est principal, par suite

R,/P est principal.

D’autre part, les idéaux de R, PR, sont les idéaux contenant P et inclus dans m,
donc sont principaux. Ainsi, Ry, PRy est principal. I est de plus clairement local et
donc

Ry BR, est un anneau de valuation discrete.

Il est donc a fortiori régulier. D’apres un théoreme de Chevalley ([ZS] chapitre 8, théoréme
26, page 303), il existe un systeme de parametres (21, . .., 2,) engendrant mR,,, et un entier
I < r tels que PR, est I'idéal engendré par zy,..., 2 dans Ry. Ce systeme est une suite
régulicre, on en déduit que I'idéal P70 est primaire dans Ry, (voir [ZS] corollaire 2, page
399, lemme 5, page 401). Ceci étant vrai pour tout idéal maximal m contenant 3, on en
déduit que P70 est primaire dans O, (E)[X].

En effet, soient ¢,z € R tels que cx € P10, et ¢ ¢ P. Alors, pour tout idéal maximal m
contenant P, cx € (PRyn)™® = PR, et ¢ & PR, (sinon, il existerait m ¢ m tel que
mc € P ce qui est impossible). Comme PR, est primaire, x € P R,,. D’autre part,
si m est un idéal maximal ne contenant pas 3, alors il ne contient pas B, et donc
PR, = Ry. Ainsi, on vient de montrer

T € ﬂ PR,

m max.

On prouve pour terminer, que cette intersection est égale a PT°. En effet, soit = un
élément de ﬂ B R,. On pose D, = {a € R, ax € L0}, Pour tout idéal maximal m, il

m max.
existe m € R~m, tel que mz € P, c’est-a-dire que pour tout idéal maximal m, D, € m.

Ainsi, D, = Ret x € P70, L’inclusion inverse, bien qu’inutile ici, est évidente. Finalement,
on est arrivé au résultat suivant

P est P-primaire.
Soit maintenant pour j =1,...,0 = [R: E] 'idéal

(29) E)JTj: (X1—sj(ozl),...,XS—sj(ozs)),

ou l'on a noté sy, ..., s; les E-isomorphismes du corps & = E(a) (ils sont distincts car &
est séparable sur £). C’est l'idéal (maximal) de définition de s;(«) dans E[X] = k[X].

7
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Alors, puisque « est séparable sur E, on a (voir paragraphe 2) les égalités

g g
= =]
j=1 j=1

Comme l'application eg est un isomorphisme local, le polynome Fy s’annule a I'ordre au
moins Ty en «, et est a coefficients dans F, donc

X)) () EX

D’apres les relations entre extension et contraction des idéaux dans les anneaux de po-
lynémes sur un corps (voir [ZS], chapitre 7, paragraphe 11, page 221), on a ’égalité
suivante

X)) (EX] = (3" EX]) () EX] = $".EX].

Il existe donc un élément a # 0 de O, (E) tel que aFy € PB. Comme l'idéal P est
primaire, et puisque a n’est pas dans 9, on obtient que Fy € P°. On peut donc écrire

(30) Fo=Y_ fi - finy,

ieNTo

ou les f;; sont des éléments de .

De plus, on a les congruences suivantes

fi; (ea (d®yy(0))) = fi; (P, (ea(u))),

fi; ((%(u))qddegm) (mod 1) d’apres (H,,).

D’autre part, on sait que les polynomes f; sont a coefficients vg-entiers. Or, on a
inclusion O,,(E),/ (100, (E)) C Fadcav,, ainsi

fi ((%(u))qddegyo)

ddegvq

(fi,(ea(u)))” (mod vy),

0 (mod vy).

Alors, puisque 'on a la relation

G (0) +2) = D i (cale) + cald®u(0)) - fir (€n(2) + eald® (W)
on obtient la minoration

Wo (G(T) (dq)yo(u))) > Ty — |7
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On suppose maintenant que «q, ..., «a, ne sont plus tous yy-entiers, alors les nombres

max{0,—wo (1)} max{0,—wo(an)}
a1y I 2 "

le sont. Aussi, on peut reprendre la démonstration précédente avec ces nouveaux nombres
entiers, et en remplagant G(z) par v/G(z), ou :

(31) p = (1+ |p|Y Ll  max{0, —wy(cv), . .., —wolan)}.

Soit M une matrice n X n de déterminant inversible dans O,,(F). Alors, pour tout
x € E", on a la majoration
M Xy <[] |y -

Comme M~ est aussi & coefficients dans O, (E), on a I'inégalité inverse et donc 1'égalité.
On applique ce résultat a la matrice coefficient devant F44°€¥0 de @, .

Pi(X) beich
D, (X) = : + M. : ,
Py(X) Xl

ott les P; sont des polynomes a coefficients dans O,,(E) de degré < g?4ee*0~1 Comme les
a; ne sont pas tous yg-entiers on a

] d
Vi=T1,...,m,  |P)|wy < |||l

Et donc, finalement on a 1’égalité

d
1y (@) = [Je][10".
On montre de la méme facon ||P,, ,()||w, = ||a LZg'd'“'d. De ces relations, on tire
(U2 (0]

p (108, 1, (@)1, + 108, 1€ (@) Ly )

- deg vy

Ainsi, on obtient les majorations suivantes.

wo (WG (dD,,(w))) > Ty — |7l

wo (G (AP (w)) = To—|r|—p,

> To—|r| -

1
e (L log, || @y, ()]l + L log, |\c1>yw(a)uw0).

Et finalement, on a démontré I'inégalité

|G (dPyy ()], < g~ TTTVEE[ D ()], || Prr()

wo?

d’ou le résultat annoncé. O
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5 - Lemme de zéros

On considere un T-module ¢ de dimension n défini sur E. Soient o = (o, ..., a;) un
point de G*(E), et Ny,..., N, des entiers non nuls. Pour j = 1,...,n on fixe aussi des
ensembles P; vérifiant

leP;C{ac A dega < N,}.

On définit encore :

X = {@aj...an(a(a)), (aj,...,an) €EPj X ...X Pp, 0€ Aut(E/E)}, sij=1,...,n,
Yni1 = {o(a), o€ Aut(E/E)}.
Ainsi, pour j =1,...,net a € P;, on a
Do (%)11) C 3y

Pour j =2,...,n, on notera Q; = {ay...a;_1, a; € P;}.
Soient enfin 17, ..., T, des entiers strictement positifs. On se propose de montrer le lemme
de zéros suivant.

Proposition 15. Soit Fy € E[Xq,...,X,] un polynéme non nul de degré < Ly, s’annu-
l_ant a lordre au moins Ty + - -+ + T, + 1 sur ¥q. 1l existe un entier r € {1,...,n} et une
E-variété V' rencontrant .1 et de codimension < r, telle que

T4V deg U @ule(V) | < (LoNy .. No_p)otimY,

ccAut(E/E),
a€Pr

I1 est nécessaire de tenir compte de la multiplicité T, dans la démonstration du théoreme C.
Cependant, il est démontré en annexe un résultat similaire ne faisant pas intervenir cette
multiplicité, mais dans lequel la majoration obtenue est plus fine.

Preuve - On suit la preuve du théoreme 1.4 de [DH|. Cependant, ici a cause de
phénomenes d’inséparabilité, on n’obtient pas de supplément galoisien : en effet, la
variété V' construite n’est pas nécessairement géométriquement réduite.

Pour alléger les notations, on écrira encore Fj son polynéme homogénéisé
ydeg Po o X1 Xn
0 T, 9 e e . —
0 X0 X0 )

et a le point pro jgctif (_1, A, a;,). On construit une suite d’idéaux homogenes emboités
(Z,)r=1...ns1 de A = E[X] = E[Xy, ..., X,]. Soit 7 € N, I'opérateur A7) est défini par
le développement

(32) F(X+eg(z) = > ATDPX)z".

TEN™

Pour a € A et 7 € N, on définit encore I'opérateur D par
(33) DIF=ATD(Fod,).
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Si Z C E[X] est un idéal, et si IV est un entier, on notera aussi
(34) DN(I) = (D{)P, 1 eN",|7| < N, P€1I).
On pose alors

Il - (F0)7
(35)

T = (D(Z,),aeP;) si j=1,...,n.

On note X 'ensemble algébrique défini par Z;, et }; le sous ensemble algébrique de X
formé des E-composantes isolées de X; rencontrant ;.

Dans un premier temps, on montre par récurrence, que tout polynome de Z; s’annule
a l'ordre au moins 7 + --- + T, + 1 en les points de ¥;. Par hypothese sur Fp, c’est
vrai au rang 1; on suppose 'avoir démontré pour Z;. Soit o € X;4, alors pour tout
a € Pj,®,(a’) appartient a X;. Soit P € Z;,a € P;j et 7 € N" tel que |7| < T+ --- + T,
alors on a

(AT P)(®,(a’)) = 0.
D’autre part, on a les développements suivants.

(Pod)(X +esly) +ea(z) = D AM(Pod,)(X +ealy))z"

T1EN™

= Y AR@AN(Pod,)(X)y e

T1,72€N"
P(®,(X) + ea(dba(y +2) = Y (ATP)(D,(X))(dPu(y +2))"
TEN"

Ces deux développements sont égaux ; en les spécialisant en X = o/, on obtient pour tout
71, T2 € N Dimplication

|+ <Tj4+--+T, = AL (Pod,))(d))=0.

Les générateurs de Z;,; sont de la forme DIP ou P € Zi,a € Pj,m1 € N tel que
|71| < Tj. Ainsi, pour tout 75 € N™ tel que |12| < Tjy1 + -+ + T, on a 'égalité

AT(DI P (o)) = 0.
Donc Z; 4, s’annule a 'ordre au moins Tj4q + -+ -+ 1, + 1 sur X, ;.
En conséquence, on obtient I'inclusion ¥; C &, et donc les ensembles algébriques V;
ne sont pas trivialement vides. Soit V' une composante de Y41, alors X contient V, et
puisque X;; est un sous-ensemble de ¥;, la variété V rencontre ;. Ainsi V' est contenue

dans une composante isolée de X; rencontrant X; et est donc incluse dans );. On en
déduit les inclusions suivantes.

Vo1 CVpC...CH
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Par le principe des tiroirs, il existe donc un indice r, que 1’on choisit maximal, pour lequel
dim), = dim),;; = d,.. On a ainsi n — d, < r. Soit V une composante irréductible
de dimension d, de ),.;. Comme V est une composante de X, elle est définie par des
formes de degré < LyNy - -+ N,_1. Soit z un élément de X, .1 NV. Alors ®,(z) appartient &
¥,Nd,(V), et donc ®,(V) est contenue dans ),.. Comme de plus, les ensembles algébriques
V,®,(V) et Y, sont de méme dimension d,., alors ®,(V') est une composante isolée de Y.
On note R, 'idéal de définition de ®,(V'). On va montrer l'inclusion

DIN(T,) C Ra.

Il revient au méme de montrer D° o DI"(Z.) C R, ott R est I'idéal de V. Soit P € T,.
Comme précédemment, on a

(Po®,)(X + ep(z)) = Y AD(Pod,)(X)z",

TEN?

- Y DO(P)X)z,

TEN™

P(®,(X) + eg(dPa(2))) = Y ADP($(X))(dDq(z))"-

TEN™

Comme précédemment, ces développements sont égaux, et donc DéT)(P) (X) est combi-
naison linéaire & coefficients dans £ de A P(®,(X)), et donc

Dy’ (L) € Dgo Dy (Z,).
Comme la matrice d®, est inversible, on a aussi I'inclusion inverse
Dy o D{"(Z,) C Dy (Z,) C Lypa.
Enfin, on tire de V' C V,11 C X141, 'inclusion Z,.; C R, d’ou le résultat annoncé.

Ici, puisque l'on travaille avec un corps de base algébriquement clos, les résultats de
P. Philippon sont utilisables. Les lemmes 4 et 7 de [P2] montrent la minoration suivante

€1, 4z, ("_47311) 2 T:Odimv7

ou er 7. (Ag,) est la multiplicité de Ag, relativement a l'idéal Z,.A,. On conclut, en
appliquant le lemme 5 de [P2], que l'on a la majoration

TeodmV (eg U @ulo(V) | < (LoNi... Npoy)eot™?, O
UEAGEZ;(’%/E)
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6 - Fonction auxiliaire

6.1. Majoration du rang

Soit a € GI(k), on se donne u = (uy,...,u,) € C" tel que a = eg(u) (ce qui
est possible car eg est supposée surjective). Soit p € A irréductible et unitaire. On
veut construire un polynome F(Xi,..., X,,Y;,...,Y,) = F(X,Y) a coefficients dans A,
vérifiant

degx F <L et degyF <L,

et tel que la fonction
G(2) = G2ty 20) = F(ca(2), Dylea(2)))
s’annule a ’ordre au moins 7 en u.

On a donc a résoudre un systéme linéaire (S) a coefficients dans & = E(«), de dimension
2
MxN,oﬁM:<L+n To+m
n n

est le nombre d’inconnues, et N = est le nombre

d’équations. On commence tout d’abord par majorer le rang de ce systeme linéaire (sur E).
Pour cela, on s’inspire de la preuve de [DH], a laquelle on apporte quelques modifications.
En effet, pour éviter de « composer » les opérateurs de dérivation, on a recours aux
puissances symboliques d’idéaux, qui traduisent, lorsque le corps est algébriquement clos,
Iordre d’annulation sur la variété définissant 1'idéal en question.

On note A = E[X] = E[X,,...,X,], et A = BX.Y] = E[X,,...,Xn,Yi,...,Y,].
Soit F(X,Y) € C[X,Y], on élargit le définition des opérateurs A" par I'égalité

(36)  VzeC", F(X+ea(z),Y +Qpuea(z) = Y ADFX YY)z - 27

n
TEN"

On veut construire F' € k[X, Y] telle que 'on ait
(So) ADF(a,®,(a)) =0, VreN' |7]<Ty—1.
On considere 'application suivante.

(37) Z._{Gg — G"xG"

z (2, P,())
Pour v = (v, ®,(v)) = i(v), on note t, la translation

(38) tu:{““ — 4

PX)Y) — PX+4+v,Y+®,(V))).
Soit V une E-variété de G" - c’est-a-dire un ensemble algébrique irréductible défini

sur F - passant par a. On note v sa dimension. Alors, i(V) est aussi de dimension v. Soit
P l'idéal de définition de (V') dans E[X,Y]. On considere le systéme suivant.

(S1) ADFE et (P), Yueci(V), VreN" |r|<Ty—1,
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ousiu=(v,®,(v)), les AT F sont déterminés par le développement
V2 eC", F(X—v+ea(z),Y —®,v)+Pulea(z) = > ADF(X YY)z -2
TEN"

Il est clair que toute solution de (S;) est aussi solution de (Sp). En effet, si 'on choisit

u = i(), alors les éléments de t_;o)(P) sont annulés par i(0) et donc

AF(i(0) = AP F(i(a)) = 0.

On construit maintenant les opérateurs de dérivation dans la direction d’un plan
tangent a V. On notera (e, ..., e,) la base canonique de G7. Soit i(x) € i(V'). Le « plan »
tangent a (V') en i(x) est déterminé par les équations suivantes.

(39) T, : Y ADP(i(x))(z—i(z)) =0, VYPeP.

I7|=1

De plus, pour i(x) dans un certain ouvert de Zariski €y de i(V'), on peut supposer que
T, est un espace de dimension v. Quitte a renuméroter les indices, on peut supposer qu’il
existe un ouvert 0y C g, tel que pour tout i(x) € Qy, la famille e,4, ..., e, se complete
en une base de G?, a I'aide d’une base e;(z),...,e,(x) de 'espace vectoriel associé a T,.
Les changements de coordonnées s’écrivent alors ainsi :

[ zl(x) ] [ aiyl ... Q1 0O ... 0 1T 21 i
2(2) 0 ... 0
Zy11(7) : |
| zu(2) ] | A1 o Gy 1 IRz
[ 21 | [ le bLV 0 . 0 17T Zl(x) ]
B 0 0 (@)
1 z11(7)
L Zn ] L bn’l e bn,l/ 1 1 L Zn<l')

ou encore z(x) = A(z)z et z = B(x)z(x) = A(z) 'z(x), les matrices A(z) et B(x) étant
a coefficients dans E. Soit i(x) € €.

n

F(X+eo(z) = v,Y +Dulea(z) —v)) = > ADFX,Y) -2,

TEN?

= Y ANOFX, YY) (2) - zala)

T/eN?
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Or, si 7 est un élément de N", alors on a une égalité de la forme suivante.

ZII ce z;;" = H (Z b]ﬂZZ(.’L')> H (Z](QZ’) + Z b],lzl(w)> R

j=1 \i=1 j=v+1

’

On obtient donc la relation

ArI = N g ADF,
o

ou les 3% sont dans E. On a une formule analogue exprimant les AT F en fonction des
AZTF On note t; le n-uplet (ti1y...,tin) défini par t;; = 0sii # j, et par t;; = 1. Soit
r un entier, on écrira

Ag’.ti) — ar

u,t?

z,(rt;) _ Q@,r
AP =0,

Soit maintenant m, 1'idéal de définition de i(z) dans F[X, Y], alors par construction
de T, si FF€ P,on a

pouri=1,...,v, 8;611]7 €t ,(my).

C’est essentiellement cette propriété que 1'on va utiliser, pour montrer que le systeme (S;)
est équivalent au systeéme suivant.

(Sy) ADFE et (P), Yr=(0,...,0,7ps1,....,7) €N, |7| <Tp—1,

ou l'on a au préalable fixé u = i(v) dans €.

Il est clair que toute solution de (S;) est aussi solution de (Sy). De plus, si pour tout
TN tel que |[7| <T —1,0na ATF e t_,(P) pour notre u fixé, alors par translation,
on obtient la méme chose pour tous les autres u de (V). Soit F' une solution de (Ss).

D’apres la remarque précédente, pour que F soit solution de (Sy), il suffit qu’elle vérifie

ADE et (P), YreN', |7|<T,—1.

Pour N € N non nul, et pour J idéal de E[X, Y], on note

(40) T = {FeEXY], ADFe T, ¥reN, |f|< N -1}

Soit N le plus grand entier pour lequel t_,(F) € (t,u(7_7))<N> , on suppose que N < Tj.
On choisit N = (Ny, ..., N,) € N* tel que [N| = N, et ANF ¢ t_,(P), et pour lequel la
somme Nj + - - -+ N, est minimale. Puisque 'on a N < T} et que F' est solution de (S,),

alors N7 + ---+ N, n’est pas nul. On convient par exemple que 'on a N; > 1. On pose
G = AgO’NZ’“"N”)F, alors pour tout r € {0,..., N; — 1} et tout i(x) € 1, on a

9r,G € (t(P) ™77 C (ty(m,) ™M
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Or la fonction eg est un isomorphisme local, et I'idéal t_,(m,) est maximal (donc ses
puissances symboliques sont aussi ses puissances), ainsi on a les égalités

(LU(mw))<Nl_r> = (LU<mx))(Nl_r) = (Lu(mw»Nl_ra

ot (t_,(m,))™~") désigne la puissance symbolique (N; — r)-ieme de t_,(m,). D’autre
part, louvert §2; étant dense dans i(V'), on a :

ainsi, d’apres le corollaire 1 de [EH], on a :

a.Ge [ (tum)™ ™ c (@)™,

i(z)EQl

oil (t_,(P))™177) est la puissance symbolique (N; — 7)-ieme de t_,(P). Alors, il existe H
n’appartenant pas a P, tel que t_,(H).05,G € (t_u(f))N1 . On va voir que cela entraine
que QJX 'G € t_,(P). Pour cela, on utilisera le lemme suivant.

Lemme 4. Soit g un entier non nul et J € P, et soient rq,...,r, € N tels que
ri+---+r, <g. Alors, on a

Oy1t 000, (J) € ty(my).

Preuve - Il suffit de le montrer pour J = J; X --- x J,, ot les J; sont dans P. En utilisant
la formule de Leibnitz, on montre facilement que l'on a :

(2) (Ot o0 dm) () € teu(P),

u,nu

our=ry+---+r,. Ainsi, si r < g le lemme est démontré.

On suppose maintenant que r = g > 1. A l'aide de (2), on se ramene au cas ou seul
un des 7, n’est pas nul; par exemple r; =r #0,et ro =... =1, =0.

KT x - xT)= > C) (ag;iljl)-..(aﬁrjr).

Si I'un des [, est nul, alors 657’% s = t_y(J5) € t_,(P). Si tous les [; sont non nuls, alors

ils sont tous égaux & 1. Comme les J, sont dans P, a;’ji Js = aﬁ Js appartient a t_,(m,).

Ainsi, tous les termes de la somme sont dans t_,(m,), et donc on a

i (J1x - x ) €ty (myg). O

Par définition de G, on a aﬁG ¢ t_y(P). Or, on a I'égalité

(3) oG = > 7 AV(G).

|7|=N1

Soit 7 € N" tel que |7| = Ny et i(z) € €. On distingue deux cas.
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Premier cas: 7,,,=...=7,=0.
D’apres le lemme précédent, comme HG € 5Nl, on a AL (H G) € t_y(m,). De
plus, la formule de Leibnitz donne

AN HG) = ) COATPI(H)ADP(G).

p1+p2=T
Si |pe| < Ny, soit p € N™ tel que |p| = |p2|, alors
AP = AP 0 AL NF = clp, N)AF

ou ¢(p,N) est un produit de coefficients binomiaux et p = p+ (0,Ns,...,Ny).
Comme |p| < Ny, alors |p/| < N et donc AY'F € t_,(P). Ainsi AYG € t_,(P).

Or A_u(p 2 est combinaison linéaire des AY)G tels que |p| = |, donc AVPG €
t_,(P) C t_,(m;). Il reste donc

t_(H).ADG e t_,(m,).

Second cas : ilexistei € {v+1,...,n} tel que 7; # 0.
Soit p € N" tel que |p| = |7|, et tel que pour i = v+ 1,...,n on ait p; > 7.
Alors, nécessairement p; + --- + p, < Ny + --- + N,. Comme précédemment, on
a Végalité AY'G = c(p, N)AY)F, ott o/ = p+ (0, Na,...,Ny) = (py....pL). On
obtient |p'| = N et p} +---+ p,, < Ny + --- + N,. Par choix de N, nécessairement
AR e t_,(P) et par suite, AYG e t_,(P). Comme dans le premier cas, on a

AT(G) € t_(P) C t_y(m,).

En reportant dans 1'égalité (3), on obtient :
Vi(z) € Qy, t_,(H).0M1G € t_,(m,).

Comme €; est dense dans i(V'), on obtient que t_u(H).@fZ}G € t_,(P). Mais H n’appar-
tient pas & P, et t_,(P) est un idéal premier on a donc I’appartenance

MG € t_,(P).
On aboutit alors une contradiction, ce qui donne N > Ty, et donc on a

ADFE et (P), YreN', |7|<T,—1.

On peut utiliser les résultats de M. Chardin, car on travaille dans A = E[X,Y]. Pour
majorer le rang du systeme (Sp) ou I'on impose de plus les majorations

degx ' < L et degy F' < L,

il suffit de majorer le rang du systeme (Ss) auquel on ajoute les mémes contraintes. On
considere la projection :

IT : ZI—>.71I/LU(7_7).
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Alors, AT F appartient a t_, (P) si et seulement si son image II(AY) F) par IT est nulle. Le
nombre de conditions & écrire est donc plus petit que dime (./Tll ya t_u(f)> . La majoration
L

de la fonction de Hilbert obtenue par M. Chardin [C] permet de conclure ici, que le rang
du systeme (Sy) sur E est inférieur a

CoTy~ dime (A /tu(P)) < Culy™ deg(i(V)) L,

<
< G5y deg(V)(|p|"L)".

La projection IT étant définie sur Ey (le plus petit corps de définition de V' contenant E),
le systeme (S;) est & coefficients dans Ey. Ainsi, le rang sur E de (Sy) est majoré par

(41) Cs[Ey : BT deg(V)(|p|*L)".

6.2. Extrapolation

Dans la preuve du théoréeme principal, on se placera dans des conditions particulieres
et a l'aide du paragraphe précédent, on construira une fonction auxiliaire s’annulant a un
certain ordre en un point donné. On trouvera ensuite des zéros supplémentaires a cette
fonction, ceci via le lemme suivant.

Lemme 5. Soit vy € A irréductible et soit ¢ > 0 vérifiant
max (h (P, (@), b (Puyu(@))) < c.

Soit un polynéme non nul F' € A[X,Y] tel que Fy(X) = F(X,®,(X)) s’annule en a a
l’ordre au moins Ty, et vérifiant

degx F' < L et degy F' < L.
Alors Fy est nul en ®,,(«) a un ordre supérieur a

Todegvy — (h(F) + 2cL)
deg vy + co log T

ou cg est une constante effectivement calculable, ne dépendant que de P.

Avant de commencer la preuve de ce lemme, on donne une estimation des coefficients
matriciels de la fonction exponentielle eg. On adopte pour cela quelques notations. Si M
est une matrice, M) = F ‘(M) désignera ce méme objet dont on a élevé a la puissance
q* tous les coefficients. On a 1’écriture

(42) eo(z) =Y cmz'”,

m>0

ou les matrices ¢, sont a coefficients dans le corps de définition E de ®, et ou I'on impose
co = I,. On définit encore la suite (D,,)m>o d’éléments de A par

DO == 1,
(43) { D,, = [m]D! ot [m] =T9" —T.

m—1
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Si v est une place du corps E, et si M = [M; ;] est une matrice a coefficients dans £, on
note v(M) = inf{v(M;;)}. On montre alors facilement que si M et M’ sont deux matrices
1,

a coefficients dans F,

—v(M.M) < —v(M) —v(M'),
(44) —v(M +M') < max{—v(M),—v(M")},
v(M@)) = q'v(M).

On décompose enfin ag = d®p =TI, + N ou N est une matrice nilpotente dont on note
ord(N) T'ordre. Avec ces notations, on peut montrer le lemme suivant.

Lemme 6.

(i) pour tout m >0, deg D,, = mq™,

(i1) pour tous r,my,...,my € N tels que ¢"* + -+ ¢™ < q", Dy, -+ Dy, divise D,,
(iii) Pour tout m > 0 et toute place finie v de E, on a

—0(Dmem) < ¢"max{0, —v(a;),i = 1,...,d} + 2ord(N)mg™ max{0, —v(N)},

(1v) Pour tout m > 0 et toute place infinie v de E, en notant e, l'indice de ramification
de E, par rapport a ks, on a

—0(Dmem) < ¢™ max{0, —v(a;),i = 1,...,d} + 2ord(N)mq™ max{0, —v(N)} + e,(d — 1)mq™.

Preuve - Les assertions (i) et (ii) découlent facilement de la définition de la suite (D,y,).
Pour montrer les assertions suivantes, on reprend la preuve du lemme 8.2 de [Bl], en
ajoutant quelques modifications dies a la non-commutativité des matrices. L’équation

fonctionnelle
€p <CL0Z) = (I)T (€¢(Z>> s

> enlan)” = Y <Z> |

ou ay = d®p =TI, + N, donne

m>0 =0 m>0
d
m m i m+1i
E cma(()q I — E E a;c\ ) zd"
m>0 =0 m>0

On obtient agcy = cpag (vérifié par choix de ¢y = I,,) et pour tout m > 1, I'égalité
d

emad?") = Zaicffh)i.
i=0
Pour toutes matrices carrées M; et My de méme dimension, et tout entier m > 0, on note
[My, My, = My MS™™) — MM On a ainsi

d
(T Ly + NG™) — (TL, + N)ew, = [mea + ey Nl = > aicld);.
=1

On va montrer que cette égalité détermine entierement les matrices ¢, par récurrence.
Pour alléger les notations, on désigne par B la matrice du membre de gauche.

= (B = e, M) = Wl](B — N 4 Nep).
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Ainsi 1
m 2 m
om N = 70 <[B, N = em (NO™)? 4+ 2Ne,, N — N%m).
m
On reporte dans 'égalité précédente, et on recommence 'opération plusieurs fois. Les
matrices N et N@") qui encadrent les ¢,,, apparaissent avec des puissances toujours plus
élevées. Ainsi, au bout d’un nombre fini de telles opérations (par exemple 2 fois l'ordre

de nilpotence de N), les ¢, disparaissent du membre de droite et on obtient une égalité

de la forme .
o L
we(F ey,

ll+l2§20rd(N)fl

ou les r(, ;,) sont dans F,.

d
1 7 Dq m
D= > Y rawN'adi) Dl (L_l) (N,

qi
ll—‘rlQSQOI‘d(N)—l i=1 Dm—i
D?
Or, mi_l est un élément de A, donc pour une place v de F on a
m—1i
D
—v ( Z;_l> <0 si v est finie,
Dm—i
D! D!
—v ( "2_1> < e, deg ( "3_1) < ey(d—1)g™ si v est infinie.
DT . DT .
m—1 m—1

On en déduit par récurrence sur m que si v { 0o :
—v(Dpen) < max { - v(Nlla,-cfg_)iDgl_i —ml ) (N ))l2> },

t,l1,l2 D‘Z:Lil,

< 2o0rd(N)g™ max{0, —v(N)} + (1 + ¢™ ") max{0, —v(a;),i = 1,...,d}
+2ord(N)(m — 1)¢™ ! max{0, —v(N)},

< g™ max{0, —v(a;),i = 1,...,d} + 2ord(N)mg™ max{0, —v(N)}.
On montre de méme que si v | co alors :
—0(Dpmem) < ¢"max{0, —v(a;),i = 1,...,d} + 2ord(N)mg™ max{0, —v(N)} + e, (d — 1)mg™,
d’ou le lemme. O

Preuve du lemme 5 - Soit w € Mg. Le lemme-clef de Dobrowolski (proposition 14)
dit que si w est une place au dessus de 1y, alors on a la majoration

|G (AP, (w)],, < g~V @, () |[5][Drga () |-
On note |F|,, le maximum des |f;|,, ou les f; sont les coeflicients de F' (si w est finie alors

|F|, = 1). Si M = [M,;] est une matrice a coefficients dans K, on désigne par |M]|, le
maximum de 1 et des |M; ;|,. On note encore ||®||, = ‘n(l)axd{l, la;|w}-
i—

=U,...,
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Si w n’est pas au dessus de vy, en utilisant le lemme6, on montre la majoration :

r dord(N)|7|log, || 7| ew(d—1)|7|log. |7
G @Dy ()], < [F Lol (0] [ [[E N % gt s
ol 'on convient que e,, = 0 si w est une place finie.
Si G(d®,,(u)) # 0, la formule du produit donne H }G(T)(dCI),,O(u))}Efw:k“’}/[ﬁik] = 1.
weEMg

Donc

0 < —(To — |7]) deg vy + h(F) + Lh(P,,(a)) + Lh(P,, () + co|T|log |T].
Vu le résultat a démontrer, on peut se restreindre a || < Tp. Ainsi

|7|(deg vy + co logTy) > Todegry — (M(F) + Lh(P®,,(a)) + Lh(P,, (),

> Tydegvy — (h(F) + 2cL),

ce qui acheve la preuve. O

7 - Conclusion

7.1. Choix des parametres

Avant de débuter la preuve, on rappelle quelques propriétés de la hauteur canonique
associée a un T-module ®, de dimension n, de degré d, défini sur k et dont on suppose
que la matrice ag est inversible (théoreme 1 [De2]).

Lemme 7 [De2]. Il existe une fonction h de G"(k) dans R, vérifiant les propriétés
survantes : _
1) pour tout polynome P € A de degré r > 0 et tout x € G(k), on a

ﬁ(x) = lim q*mdrh(q)Pm(X))a

m—00

2) pour tout polynéme P € A de degré v > 0 et tout x € G™(k), on a
h(@r(x)) =g h(x),

3) la fonction h—h est bornée sur G(k), ainsi il eziste T'(®) > 0 tel que |h—h| < T(®).
4) h est lunique fonction sur G™(k) vérifiant d la fois la propriété 2) pour un polynome
donné de degré > 0, et la propriété 3),
5) Pour tout couple de réels C',C" > 0, il n’existe qu’un nombre fini d’éléments
x € G'(k) définis sur une extension algébrique de k de degré < C', et tels que fAL(X) <",
6) h(x) = 0 si et seulement si x est un point de torsion du T-module (¢’est-a-dire si
et seulement si il existe a € A non nul tel que ®,(x) =0),
7) Si vy est un point de torsion, alors pour tout x € G"(k
+

1, ) s on a h(x+7) = h(x),
8) Pour tous x ety dans GI'(k) on a h(x+y) < h(x)

),
h(y).

On se place désormais dans le cadre du théoreme C. Ainsi, on se donne ® un T-module
de dimension 2, de degré d et défini sur k. On suppose de plus que la matrice dominante
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aq de ®7(X) est inversible. On supposera encore que pour ce T-module, on a

ml/t

Jd>1, 3C >0, VmeN~{0,1}, card(H,,(®)) > Clogm’

ou l'on a noté H,,(®) = {1y € A, irréductible, unitaire, (H,,) vérifiée et |vy| < m}.
Soit a € G2(k) séparable sur k. On note & = k(a),D = [R : k] et § = d(). Soit

Cp un réel positif. Pour r,s > 0, on dira qu'un point algébrique o’ vérifie 'hypothese
(H(r,s)) si o/ n’est pas un point de torsion modulo les sous-T-modules de ®, et si l'on a

. 1 (loglog(3D))?
(H(r,s)) M) < k() <(03 10%(317))7") '

On définit aussi les parametres suivants, ou C sera une constante choisie suffisamment
grande de facon a ce que les inégalités qui suivent soient vérifiées.

_ [ ss (log(3D))° _[E=ta
L= O3 gDy N=q

?

log(3D))* T;loglog(3D) _
7 — |5 108B3D))" . _ [Tiloglog(3D) o
0 |:005(10g10g(3D))5 ’ 1+1 Co log(3D) s (Z 0, )
N (C2log(3D))¥ (14d+3) N _ (C21og(3D))Mt" (2d+1)

! (loglog(3D))uTd+1) |~ 2 (loglog(3D))™2d+1) |
N® [(C2log(3D))3 NG _ (C2 10g(3D))14t2

1 | (loglog(3D))t |’ 2 (log log(3D))7 | °

P = {1} U{a € Hyw (@) log(3D) < |a] < N}"}.

7.2. Construction de la fonction auxiliaire

On applique la partie 6 dans un cadre plus restreint, ou la dimension est 2, et ou
E = k. On choisit pour ¢ = 1 ou 2, des exposants r; > 0 et s; > 0 pour lesquels on a

(45) (N N N2<i>>d (ilé)? izggg )))):) < Cyd.

Alinsi, on prendra par exemple
ry = t'd(42d +17) + 3 s1 = td(21d + 8) + 3

ro = 17t?d + 3 59 = 8td + 3

On a alors la proposition suivante.
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Proposition 16. Soit i € {1,2}, on suppose que l'on a

- 1 ((loglog(3D))®
he) <5 ((og 1og<3D>>n) '

Soit € A irréductible et unitaire tel que || = N. Alors il existe un polynome F appar-
tenant a AX, Y] = A[Xy, Xo, Y1, Ys] non nul vérifiant degx F < L, degy F < L, et tel
que le polynome Fy(X) = F(X, ®,(X)) s’annule au moins a Uordre Ty + 1 en P q,()
pour tout couple (ay,as) de P x 772(1).

Preuve - On commence par construire une polynoéme F dans A[X, Y] non nul dont les

degrés vérifient degy F' < L, degy F' < L, et tel que le polynome Fy(X) = F(X, ®,(X))
s’annule au moins a 'ordre Ty + 1 en a. On est amené a résoudre un systeme linéaire S

2
a M= ( L ;— 2 ) inconnues et ( TO; 2 ) équations, a coefficients dans 8 = k(«) et

dont on a majoré le rang sur k (ici £ = k) dans le paragraphe 6. On note
£ = {X e kM Sx = O}

le k-espace vectoriel des solutions de S. Il est de dimension M — r ou r désigne le rang
de S sur le corps k.

Comme l'extension k — k(«) est séparable, elle possede une cloture galoisienne G. On
note oy, ...,o0p les différents plongements de k(a) dans G. Ainsi, d’apres le corollaire 3
de [Th], le systéme S possede une solution non nulle X, dans & telle que :

1

h(Xy) < h(B) + 1,
—r
ou B est la matrice définie par bloc suivante
o1(S)
B = :
Op (S)

et ou h(B) désigne la hauteur (logarithmique) de 'espace engendré par les lignes de B,
i.e. la hauteur du point de la Grassmanienne qui correspond a ce sous-espace. En effet,
puisque 'extension k — k(«a) est séparable, les résultats de [SV] sont encore valables ici.
Ainsi, si I'on note

G ={yeG", By =0},
alors on a dimg (&) = dimg(G) = M —r.

De plus, la hauteur h(B) est aussi la hauteur d'une sous-matrice B de dimension

r X M extraite de B, de rang maximal. En majorant h(B) par la somme des hauteurs
projectives de ses lignes By, ..., B,, on obtient la majoration suivante.

h(B) <r max (h*(B;))

i=1,...,r
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b b
Soit Xy = (31, cee 7M € kM la solution obtenue, ot b, by, ..., by sont des éléments de

A premiers entre eux. Alors on a les égalités suivantes

h<X0) - hproj(L X0)7

; bl bM
= (1,2 22
(7b7 Jb>7

= (b, by, ..., by) (par la formule du produit),

= max{degb,degby,...,degby} (car (b, by,...,by) = 1.

On note Yo = (by,...by) € AM, alors Yy est aussi solution du systéme S. De plus,
comme Y = bXy, on a la majoration h(Yy) < h(b) + h(Xo). Ici, b est un élément de A,
donc h(b) = deg(b), et d’apres ce qui précede, on a deg(b) < h(Xy), ainsi h(Yy) < 2h(Xo).

On utilise le paragraphe 6.1. ot V est une k composante d’'une k-variété Vj passant
par « et vérifiant

degk(%)COdimVO — 9.
On note v la dimension de cette variété, le rang du systeme est donc majoré par
Colky : KITE deg(V)(HlPL) < Co(6Ty) ¥ (|ulL)".
Finalement, on a montré qu’il existe un polynome F' € A[X, Y| non nul, vérifiant
degx F' < L, degy FF < L,

tel que Fp(X) s’annule au moins & l'ordre Ty + 1 en a. Par hypothse, la hauteur ﬁ(a) est
suffisamment petite pour A(®,(«)) soit borné, on peut donc choisie F' dont la hauteur
est majorée de la facon suivante.

r
h(F) S ClM

(L + Tylog Ty + Ty deg u),

- T

(6T0)* ™ | ]
< o s —

< c3 <6T0)2V (L +Th logT()),

(L + Tylog Ty + Tp deg u),

2
) C84(log(3D))?
*(loglog(3D))*

On applique le lemme d’extrapolation au polynome F' et au point a. Soit a; € P{i),
alors par hypothese, on a la majoration

~

W(®ayu(a)) < Co.
On montre ainsi que le polynome Fj s’annule en ®,, («) & un ordre supérieur a

>Ti+1
deg a; + cg log Ty =4

pour tout a; € Pl(i).
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On apphque alors a nouveau le lemme 5 au méme polynome F| et aux points ®,, (o) pour
a; € 771 , et 'on obtient que le polynome Fy s’annule a un ordre supérieur a

deg as + cg log Ty

>Tr+1

en les points ®,,4, () pour tout (aq,as) € 7;1(2') y Pz(i)' -

7.3. Construction d’un point de petit indice d’obstruction

Afin de pouvoir utiliser le lemme de zéros, on montre que la « plupart » des éléments
de 7)]@7 ne sont pas dans E(W) pour toute variété W dont on controle bien le degré. On
aura besoin dans la preuve du lemme suivant, d’énoncés de géométrie apparaissant dans
le paragraphe 3.

Lemme 8. Soit W une k-variété, vérifiant

Colog(3D) )2

log d W)y< | —————=
og deg, (V) < (loglog(BD)

Alors il existe une constante cs > 0, et des ensembles ﬁ](l) C PJ@ (pour i,5 = 1,2)
contenant tous 1, tels que :

(4) V(al, CZQ) € 731(2) X 7’52(1)7 a1a9 §é E(W),

et tels que
(ve)"
card(PJ(Z)) > C5J—O.
log N*

J

Preuve - La preuve de [AD] s’adapte tres bien ici; par commodité pour le lecteur, on
I’écrit malgré tout. On définit les ensembles EF) et Eél) comme suit :

EY = E(W),
By = | E(®, (W)
a1€’P§i)

D’apres le point (i) de la proposition 13, si on pose 73( Pj@ ~ EJ(-i), alors (4) est bien

vérifiée. Il reste donc a minorer le cardinal des 77]( . Par construction des 77]@, et par
hypothese sur @, on a l'inégalité

< ( )> 1/t
card(PJ(l)) > C6J—(i).
log NV;
On a d’une part les majorations suivantes (voir proposition 12).

ur wr

C1(®) log deg,, (W)

Co log(3D3
(o) (10g10g(3D)>

% card(P! )

card <A+ N E; )> = card (A+ ﬂE(W)) = card (ET(W)),

IA A

IN
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D’autre part, par définition de Eéi), on a

card <A;r N Eé”) < N max card (Af, N E(®,,(W))) .

irr
ay 673{2)

D’apres le point (i) du lemme 2, on a la majoration

(i) ddimW
max deg(®,, (W) < (N1 ) deg,, W.

al G'Pfi)

On utilise maintenant la proposition 12 et I'’hypothese faite sur le degré de W, pour
montrer

max card (4, N E(®,,(W))) < ¢ <10g (Nl(i)> + log degk(W)> ,

arep)
. Colog(3D)\?
*\loglog(3D))

En reportant dans I'inégalité ci-dessus, on obtient :

[«
—_

@\ "

i i ( Colog(3D) (Nz ) )

card (Aj;r M Eé )> < CgNl() (M) < C_—() < = card(Pz( )). 0
loglog(3D) 2 log NY' 2

On montre maintenant que, si la hauteur canonique de « est petite, on peut trouver
a € A tel que 'indice d’obstruction de ®,(«) est petit devant celui de «. Pour cela,
on utilise le lemme de zéros; cependant afin d’obtenir un supplément galoisien, on doit
I’appliquer a un autre polynome que Fy donné par la proposiiton 16. En effet, le polynome
Fy(X) = F(X,®,(X)) définit des k-variétés de G2 qui peuvent ne pas étre G.R. sur k.
L’objectif est alors de construire, a partir de Fp, un polynome ﬁo, qui possede les mémes
propriétés que Fjy, mais dont les facteurs k-irréductibles sont séparables.

Lemme 9. Soit Py € A[X] irréductible s’annulant a l'ordre au moins 1o+ 1 en des points
D0, (), et de degré < Lo. On suppose que Py n'est pas séparable sur k, et l'on note s
le plus grand entier tel que Py(X) = Po(XP"). Alors, il existe Q € A[X] tel que

degQ < Lo/p’, h(Q) < h(Fy)/p°

.
et s’annulant a 'ordre au moins [—2} + 1 en les mémes points Py, q, ().
p

Preuve - On écrit

S

Py(X) = (Qo(X)" + T(Qu(X))" + -+ T" HQpe1 (X))

Si tous les Q;(a) n’étaient pas nuls, alors T'/?” serait algébrique de degré < p*—1 sur k().
Comme « est séparable sur k, le degré d’inséparabilité de TV/P" sur k serait strictement
inférieur a p°, ce qui n’est pas le cas. Ainsi, pour tout i =0,...,p° — 1, on a Q;(a) = 0.
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On choisit ¢ pour lequel Q;(X) # 0, et 'on note @ = @Q;. Il est clair que deg @ < Lo /p°
et que h(Q) < h(Py)/p®. De plus, (Py(X))Y/?* est un polynome de A[T*/?°][X], on peut
donc regarder ses dérivées divisées successives par rapport a X. Soit 7)p° le premier

-
multiple de p® supérieur a 75 + 1. On voit facilement que 7 = [—0 + 1.
pS

Py(®ayar(@) +ea(z) = > ATDP(®4,0,(a))z",
|7|>70+1

= 3 AU Ry (@ay0y ()2,

= Y APTIR(®g,0,(a))zP"T.

|7|>73+1

(Po(®asa(@) +ea(@)?" = 3 (AP R(®a0,(a)))" 727,
[7|>m5+1

= QO((I)alaz (04) + €<1>(Z)) + Tl/psQl(q)alaz (Oé) + €q>(Z)) T+

o TP Qe 1 (Raya, (@) + €0 (2)),

= Z (A(T)QO((I)amz (a)) + Tl/pSA(T)Ql((I)CHGQ (Oz)) +

T

4 T(ps_l)/pSA(T)QpS—l ((I)maz (a)))ZT.

Comme précédemment, on a A Q(®P,,,,(a)) = 0 pour |7| < 7, ce qui termine la preuve
du lemme. a

On décompose Fy en produit de facteurs k-irréductibles, éventuellement répétés plu-
sieurs fois.

Fy(X) = P(X) - Pu(X)

Chacun des P; s’annule & un ordre 7;(as,a2) > 0 en @4, 4, (). On applique le lemme 9 a
chaque facteur P; qui n’est pas séparable sur k, et I’on construit ainsi des puissances p%

et des polynomes P;. On remplace alors dans le produit Fo(X) = Pi(X) - - P,(X) les P;

concernés par ]5;’ 7 Les polynomes P; peuvent ne pas étre séparables; on recommence la
méme opération jusqu’a ne plus obtenir que des facteurs k-irréductibles, séparables sur .
Le produit ainsi construit est noté Fy(X). L’ensemble algébrique qu’il définit n’est alors
composé que de k-composantes G.R sur k, et on a les propriétés suivantes.

deg(Fy) <Ly et h(Fy) < h(Fy),

ot Ly = (1 + |p|ML < (1 + ¢%)L2, et Fy s’annule aux mémes points ®, 4, () que Fy, et
au meéme ordre au moins.
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On montre maintenant la proposition suivante.

Proposition 17. Soit a € Gg(%) séparable sur k, et qui n’est pas de torsion pour les
sous-T-modules de ®. Soit i € {1,2}. On suppose que l'on a

- 1 [ (loglog(3D))®
0 < 5 ({Shaann )

Alors pour toute k-variété W vérifiant

Colog(3D) )2

1 <
og deg, (W) < (log log(3D)

il existe | ¢ E(W) tel que : A
i< Ny,

et pour lequel on a
k(D)) < €0 (ev),

. (loglog(3D))™
ou 1 < <<

CS’ 10g(3D))(t2(14d+3)—3)) et g5 < 1.

Preuve - On applique le lemme de zéros au polynome ﬁo(X) et aux ensembles 75;1)

construits dans le lemme précédent : il fournit un indice r = r® € {1,2} et une k-variété
V rencontrant ¥,.;. On note

v=|J o).

oeAut(k/k)

Si V est de dimension 0, alors V est de la forme {o(®;(a)),0 € Aut(k/k)} qui, par
hypothése sur a, est réunion de k-composantes G.R. sur k. Si V' est de dimension 1, alors
elle est définie par I'un des facteurs k-irréductibles de Fj qui est séparable. Ainsi, on a un
supplément galoisien au lemme de zéros.

On a donc la majoration suivante

Y

) i codimV
T deg, [ | @.(0) | < <L0N,Ql>
aeP

en convenant que Nél) = 1. En particulier, on a I'inclusion

et ces ensembles algébriques sont de méme dimension ; on a donc

log deg, (V) < 2log <N1(i)L0> < ¢1plog(3D).
Soit QY =P E(V). D’apres la proposition 12, on a la minoration
( (i))l/ t
card Qq(f) > cur—..
( ) lOg Nrgz)

98

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Or, ®;(a) n’est pas de torsion modulo les sous-T-modules de (G, ®), donc la composante
k-irréductible de V' passant par ce point ne peut pas étre un translaté d’un sous-T-module
par un point de torsion. Le point (ii) de la proposition 13 donne ici
codimV (%) (4) codimV’
T: card (Q") deg,, (V) < <L0N,,71>

On constate tout d’abord, que cette inégalité entraine » = 1. En effet, si r valait 2, alors
« appartiendrait a V' et on aurait

LoN{

T, (Card ( g)>>1/

Ainsi r = 1, et donc codim(V) = 1 et on obtient I'inégalité

or(a) < 5 < Ox(a).

T\ card <Q§i)> degk(V)l/COdimV < L.

De plus, la variété V' rencontre Xy, donc il existe | € ﬁéi), (I < NQ(i)) pour lequel

cb[(Oé) e V. .
Ok(Pr(@)) < (degy(V))H/eotm?,
< L.,
Tycard (ng))
< 526.

7.4. La descente

La descente finale consiste a construire une suite de variétés passant par des translatés
de a, et dont les degrés s’approchent des indices d’obstructions de ces points.

On désigne maintenant par W 'ensemble de triplets (n,1, V) ot n est un élément de
{0,1,2}, etoul=0sin=0,1= (1) € Asin=1,etl= (l1,l5) € A2sin =2 On
suppose de plus que 'on a 0 < |[;] < NQ(i), et que V. = (Vg,...,V,) est un (n + 1)-uplet
de k-variétés propres dont les k-composantes sont G.R. sur k et vérifiant :

i) «aelp,
(i) pouri=1,n: l; ¢ E(Vi1) et Viy C @1 (Vi),
(iii) pouri € {0,...,n}:

d codimV;
sii=0,  deg (Vi) —deg, (o) < ((NMN) dne)
d codimVj
sii=1,  degy(Vi) = degy(Vi) < (M) ou(@y(a) ,
codimV;
sii=2,  deg(V) =deg(1a) < (8(@nn(a))
(iv) pourie {l,n}:
sii=1, 0u(Pry () < eidi(a) = e10k(e),
si1 = 2, (Sk((I)th(Oz)) S €i5k(q)l1(()z)) = 525k(<bl1 (a))

Puisque ¢; < 1, on remarque en particulier que, si cela a un sens, on a les majorations
0k (P, (@) < Ok(ar), et 0 (Pri (@) < k(P (@)
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On définit encore
(46) Wo={(n,1,V) e W, dim(Vp) <--- < dim(V,)}.

On montre dans un premier temps que Wy # W, ainsi on pourra trouver (n,l, V) dans
W pour lequel il existe un indice i € {1,...,n} C {1,2} tel que dim(V;_;) = dim(V;).
Pour cela, on montre la proposition suivante.

Proposition 18. Soit o € G2(k) séparable sur k, et qui ne soit pas de torsion pour ®.

On suppose que :
~ v

=9 (C3log(3D))V

ou U = dt*(42d +17) + 3 et V = dt(21d + 8) + 2. Alors Wy # W.

On suit la preuve de [AD] et on introduit la méme relation d’ordre total sur les suites
finies de longueur au plus m + 1 d’entiers positifs ou nuls et strictement inférieurs a m.

Soient (v) = (vo,...,v;) et (V') = (vg, ..., v}) deux telles suites. On dira que :

(v) = (V),
si‘ on 5'1 inégalité (vo, ..., Umin(j,)) < (Vg - - JU;lin(jzj’)) pour 'ordre lexicographique, ou
bien si (vo, - .-, Umin(j,1) = (Vs - -+ s Viingjry) €6 J = 5"

Avant de commencer la preuve, on montre le lemme suivant.

Lemme 10. Soit m > 0 un entier, ly,...,l, des éléments de A non nuls (ly = 1), et
Wo, ..., W, des k-variétés propres de G dont les k-composantes sont G.R. sur k et telles
que

- Q€ Wo,

- izl,...,m, Wi,lcq)[il(Wi).
Soit .1 € A non nul. On note d,y1 la dimension d’une variété obstructrice de
Dy .,y (). Alors, il existe un entier m’ € {0,...,m+1} et une k-variété propre Z,, de
degré sur k majoré par

1+ Lt "0 6 (D4, 4, ()74 degy, (Wi )bt

et telle que
- W1 C cb,;},(zm,),
- sim' €{0,...,m} dim(Z,,) =0,
- (dim Wy, ..., dim W, _1,dim Z,,) =< (dim Wy, ..., dim W,,).
On a convenu dans cet énoncé que deg,(Wie1) = 1 et que W_1 = {o(a), o € Aut(k/k)}.

Preuve - On se donne une k-variété notée Z,,.1 de dimension d,,;; passant par
®y,..0,,., () dont les k-composantes sont G.R. sur & et telle que

degk<Zm+1> = 5k((1)l1---lm+1 (@))Q*dm-u )

En particulier, on I'inclusion

{0<(I)11-'-lm+1 (a))v S Aut<E/k)} - Zerl'
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On construit ensuite des variétés 2y, ..., Z,, de la fagon suivante.
Si Wz C (I)il (Zerl); o1 pose Zz = Wl

lig1lmi _
Sinon, on pose Z; = {o(®y,...,(«)), 0 € Aut(k/k)}.
On peut maintenant choisir indice m’. Si pour ¢ = 0,...,m on a W; = Z;, on pose

m’ = m + 1, sinon, on choisit pour m’, le plus petit des des indices i tels que Z; & W.
Il reste a vérifier que Z,, convient. On remarque tout d’abord que nécessairement les
k-composantes de Z,, sont G.R. sur k.

Si m" = m + 1 alors par construction, W,, C @l_mlH(Zm/), et les autres propriétés
annoncées découlent de la construction de Z,,.1, et de la définition de 'ordre <.

Sim’ € {0,...,m}, alors nécessairement la variété W, est de dimension 1, et I'in-

tersection W, N (I)l_1/+1-~-lm+1(Zm+1) est de dimension 0, et contient Z,,,. Si Z,, 41 est de

dimension dy,41 = 1, alors en appliquant le lemme de Bezout sur k et en regroupant les
k-composantes conjuguées (qui sont G.R. sur k), on obtient la majoration

degy(Zm) < gt =+ L | "G5 ( @y, (@) 700t degy (Wi )t

m—+1

Si d,,, 11 = 0 alors toutes les variétés Z; sont de dimension 0 et s’écrivent

Zi = {o(®,..1,(a)),0 € Aut(k/k)} C &;! (Zmt1)-

ir1 o lmat

On en déduit I'inégalité suivante

degk(Zm/) S |lm’+1 e lm+1‘2d5k<q)l1mlm+1 (OK))2,

ce qui acheve la preuve du lemme. O

Preuve de la proposition 18 - On voit tout d’abord que Wy # (). En effet, d’apres
le corollaire de la proposition 10, on peut trouver une k-variété propre V passant par
a, dont les k-composantes sont G.R. sur k et vérifiant deg, (V) = &(a)°™"). Alors
(0,0,V) appartient a W.

D’autre part, on place sur Wy une relation d’ordre en posant (n,1, W) < (n/,I', W')
sil'on a l’fnegalité

(47) (dim W} )ig

-----

Soit (n,1, W) un élément de W). Les variétés W; sont propres et strictement emboitées,
elles sont donc de dimension 0 ou 1. Par conséquent, les suites de dimensions apparaissant
dans W, sont parmi les trois suivantes.

(48) 0,1 = 0 = @

Ainsi, W, possede (au moins) un élément minimal que ’on note (n,1, W) et pour lequel n
vaut soit 0 soit 1. Sin = 0, on applique la proposition 17 & Wy et « qui vérifie (H(rq, $1)).
Dans ce cas, on a donc 'existence de 1 ¢ E(Wp) tel que |l;| < Nz(l), et

k(1 () < e16p(a).
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Si n = 1, on applique cette méme proposition a Wy et ®;, (). On constate tout d’abord
que @, («) vérifie (H(ra, s2)). En effet,

~ ~

@y () - u;'v ffo‘d’ol logton30))"
< () o ({Einir )
1 (log log(3D))V ~Tt(2d+1)
S RO el
1 (loglog(3D))*
< s (CraiD))

Ici on obtient Iy ¢ E(Ws) tel que |lp] < N2(2), et

O (P2, () < €201 (Py, ().

On applique ensuite le lemme précédent a (n,1, W) et a 1’élément ;1 de A que I'on vient
de construire. On en déduit I'existence de n’ € {0,...,n+1} C {0,1,2} et d’'une k-variété
Zn possédant les propriétés énoncées dans le lemme. Si I’'on note

(nla 1,7 Z) = (nla (lla s 7ln’)7 (W07 SRR Wn’fb Zn’))
on aura en particulier, la relation
(', V,Z) 2 (n,1, W),
ainsi (n',1',Z) ¢ Wh.
Pour terminer la preuve de la proposition 18, il reste donc a montrer que (n',1',Z)

est bien dans W. Les propriétés (i), (ii) et (iv) sont clairement vérifiées; on doit donc
majorer convenablement le degré sur k£ de Z,/, ceci a partir de I'inégalité

degy,(Zn) < [lngr -+ ln+1|d(2_dn+1)5k(q)ll"‘ln+l(a))2_dn+1 degk(Wn/)d"“.
Tout d’abord, si n’ = n + 1, la k-variété Z,, construite dans le lemme 10 vérifie
degk(Zn/) = 5]6((1)[1“4”, (a))wdim(z’“).

Par conséquent, dans ce cas, la propriété (iii) est clairement satisfaite. Il reste a traiter le
cas ou n’ < n. En particulier, dans ce cas, la k-variété Z, est de dimension 0 et W,/ est
de dimension 1. Comme n vaut soit 0 soit 1, trois possibiltés apparaissent.

Premier cas : 0’ =n =20
On obtient I'inégalité

deg(Z0) < ([l]"00(@1,(2))) """ degy (W), ’
n+1

() sumnan)  (w0n) )

(w2 s

car par construction de [j, on a 6 (P, () < Jx(a).

IN

IN
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Secondcas:n' =0etn=1

deg,(Zy) < (|lll2|d6k(¢lll2(a)>)2_dn+1degk<WO)dn+l?

W @) @) e
< () humntan) () a))
d 2
< () e )
car ici encore, on a les inégalités oy (P, () < Op( Py, (@) < dp(a).
Troisieme cas : n' =n =1
dogy(Z1) < (|1a]06(Pua (@)™ degy (W) H,
) @) e
< () amntn) () amnian)
d 2
< () amutan) -

Ainsi, dans chacun des cas la propriété (iii) est bien satisfaite, par suite (n',1', Z) appar-
tient a W N\ Wy, la proposition 18 est donc établie. O

7.5. Preuve du théoreme principal

On termine cette démonstration en obtenant une contradiction. D’apres ce qui précede,
on peut trouver deux k-variétés V;_; et V; de méme dimension, et telles qu’il existe
l; ¢ E(V;_1) pour lequel on a l'inclusion

Vit C 8,1 (V)).
De plus, ®;,..;,_,(a) € V;_y, et on a la majoration

codimVj;

degy (V) < ((VEONE) i@, ()

Or, il résulte de l'assertion (iii) de la proposition 13 que deg,(Vi—1) < deg, (V).
Si ¢ était égal a 2, alors on aurait

5k<(1)l1<05)) < (degk(‘/l))l/codim% < (degkU/Q))l/coding7
< 0(Pyiy (@),

< el (P (@) < 0k(Py, (@),
qui est impossible, on a donc i = 1.

ela) < (deg () < (dogy (V7)) Ve,

IN

< (M) @) < (V) e

d
Or, par choix des parametres, on a €, (NQ(Q)) < 1. ’inégalité précédente est donc fausse,
ce qui donne la contradiction finale attendue, et acheve la preuve du théoreme C. O
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8 - Cas particuliers

8.1. Carré de Carlitz

Soit (G2,®) = (G2,C x C) le T-module de dimension 2, produit de deux modules
de Carlitz. Il est clair que dans ce cas, la matrice dominante de ®7 est inversible, et que
I’exponentielle associée a ® est surjective. On sait de plus, que pour b dans A, les points
de b-torsion de C' sont les e.(7r/b) ou r € A, et ou e. désigne la fonction exponentielle
associée a C. Les points de b-torsion de ® sont donc les

Xpy . = (€c(Tr1/b), ec(7ra /b)),

ol rq,7ry sont dans A. On détermine maintenant les points de b-torsion primitive.

VmeA  9,(x,,) =0 < %, % €A,

< b|(mry,mry) = m(ry,re).

Donc x,, , est un point de b-torsion primitive si et seulement si on a (b,71,72) = 1. En
particulier, si 7y ou si ry est premier avec b, alors x,, ,, est un point de b-torsion primitive.
On notera Py, [b] U'ensemble des points de b-torsion primitive.

Il est vu dans [Ca], que les k-isomorphismes du corps ky = k(e.(7/b)) sont les
o2 eo(T/b) — e (7r/b)

our € A est premier avec b. Ainsi, les conjugués de x,, ,, sont les X, ,», ou r € A est pre-
mier avec b. En particulier, deux points de b-torsion primitive ne sont pas nécessairement
conjugués sur k. Par exemple, soit b = T(T'+1). Les deux points (e.(7/T), e.(7/(T + 1)))
et (eo(m/T(T +1)),e.(m/T(T + 1))) ne seront jamais image l'un de 'autre par I'un des
isomorphismes o,.

Cependant, si b € A, et si u € A est premier a b, et de degré strictement plus petit
que celui de b, alors pour tout point x,, ,, de b-torsion primitive, le point

(I)u<x7'1,r2> = UU(Xm,rz)

est un point de b-torsion primitive conjugué de X, ,,. Il reste a vérifier que les @, (X, 1y)
sont distincts quand u parcourt I’ensemble des éléments de A premiers avec b, de degré
strictement plus petit que celui de b. En effet, comme (b,r1,75) = 1, alors pour tout
u,v € A on a ’équivalence suivante

Do (Xpy ry) = Po(Xry o) — u— v € bA.

En particulier, a chaque u € A irréductible et unitaire, ne divisant pas b et de degré
strictement inférieur a deg(b), correspond un conjugué de tout point de b-torsion primitive.
Or, il existe Kk > 0 tel que

K|b]
card{u € AL, degu < degb} > ———.
{ P= Toual)
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Or, il y a au plus log, [b| éléments de A irréuctibles et unitaires qui divisent b. Par
conséquent, (GZ, ®) vérifie 'hypothese (Gal 1). De plus, soit v € A premier avec b et
soient ®,(x,, r,) €t P (X, 1) deux conjugués de x,, ,, vérifiant

Dy (Pu(Xry ) = Po(Pur (X 1))

Alors @, (P, (Xr,.r,)) est nul, et donc b divise v(u — v'). Comme v et b sont premiers
entre eux, on a aussi b|(u — u’) et par conséquent 1’égalité

P, (Xn,m) = Dy (Xm,rg)-

Ainsi, ®, est bien une permutation de la classe de conjugaisons sur k, de tout point de
b-torsion primitive. Et donc (G2, ®) vérifie aussi 'hypothese (Gal 2).

On s’intéresse maintenant a ’hypothese (H). Soit G' un sous-groupe algébrique connexe
de G2(k), pour lequel il existe un élément a de A non constant, tel que ®,(G) C G. D’apres
la proposition du paragraphe 7.3 de [Hu] (page 53), G est une k-variété, puisque ®,(G)
et G ont méme dimension, on a 1'égalité

o,(G) =G.
Alors, d’apres le lemme 4 de [Del], comme (G2, ®) est produit direct de modules de

Drinfeld, cela entraine que G est le translaté d’un sous-T-module de (G2, ®). Mais G est
un groupe, donc il est lui-méme ce sous-T-module. Ainsi, (G2, ®) vérifie 'hypothese (H).

Enfin, d’apres la proposition 2.4 de [Ha|, 'hypothese (H,,) est vérifiée pour tout
vy € A irréductible et unitaire. Toutes les conditions sont donc réunies pour obtenir le
corollaire suivant du théoreme C.

Corollaire 1. Soit (G, C x C) le T-module de dimension 2, produit de deuz modules de
Carlitz. On note hy sa hauteur canonique associée. Alors, il existe une constante Cj > 0
telle que pour tout o € G2(k) séparable de degré D sur k, et qui n'est pas de torsion pour
les sous-T-modules de C' x C, on ait la minoration

- Ch (loglog(3D))*!

hi(a) > DY2  (log(3D))62

8.2. Carré de module de Drinfeld de rang 2

Dans ce paragraphe, (G2, x ¢) est le carré d’'un module de Drinfeld de rang 2 a
multiplications complexes.
QYT = TJTO + Cllf‘—i- CLQJTQ.

Ainsi, il existe 7y € k quadratique et entier sur k, tel que Ry = A[r]. L’endomorphisme
¢ se prolonge a Ry. On note k(¢,) l'extension de k engendrée par les coefficients de ¢,.
Soit (w,wy) une base du réseau A associé a ¢; on pose = wy/w;. Les nombres 1w et
Towsy étant dans A, on peut écrire

o = r + sn,

on = '+ s,
our,s,r et s sont des éléments de A.
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Ces deux équations donnent en particulier I'égalité
sn® + (r—s)m — ' = 0.

Ainsi 7 est aussi quadratique sur k. On pose alors 7 = sn. Comme 79 = r 4 7, on a encore
Rp = A[7]. On note enfin w = w, /s, alors la base (wy,ws) est aussi la base (sw, Tw).

Soit b € A, et z un point de b-torsion primitive de . Il s’écrit donc

z = e,((bysw + batw) /b) = Pp, 511, (€ (w/D)),

ot (b, by) € A% vérifie (b, by, by) = 1, et ol e, désigne la fonction exponentielle associée a
. Comme pour le carré de Carlitz, on est amené a trouver des conjugués de zy = e, (w/b)
sur k(¢,). On écrit pour cela as = A/ € k ou A\, u € A sont premiers entre eux, et on
définit les ensembles suivants

H(g) = {vedh, (nshn) =1, ¢, (X) = X2 (mod v)},

1rr?

(49)
Glp) = {veH(p), Oulkler))/ (VO (k(pr))) C Fzacer }.

On impose alors a ¢ de vérifier la minoration suivante

Kom/t

(50) Jke >0, FH>1, VYmeN~{0,1}, card {v € G(p), |v| < m} > og

Le nombre 2y = e,(w/b) est une racine de ¢g4,(X), il est donc séparable sur k(p.). De
plus, pour tout u € H(p), 2o est entier sur A,. Soit alors P € O(k(¢,))[X] un polynéme
minimal de zy. On va montrer que si u € G(p) est premier avec b, alors P(¢,(29)) = 0,
ainsi ¢, (20) et zo seront bien conjugués sur k(¢p,) donc sur k. Quitte a multiplier P par
une constante, on peut supposer que P € O, (k(y,))[X] est unitaire.

Comme z( est racine de ¢g4(X), le polynéme P(X) divise ¢g(X). Ainsi, il existe un
polynome h(X) € O,(k(¢,))[X] pour lequel on a

psb(X) = H(X)P(X).

D’autre part, ¢,(zo) est racine de ¢g4(X), donc s’il n’annule pas P(X), alors il annule
h(X). Par conséquent, il existe g(X) € O,(k(p,))[X] vérifiant

hoeu(X) = g(X)P(X).

Comme O, (k(p7)),/ (uOu(k(pr))) est contenu dans F 2aceqy) et comme u appartient a
H(p), modulo u on a 'égalité

2degu

(h(X))? = P(X)g(X) (mod w).

Soit alors € une racine de P(X) modulo u, ¢’est aussi une racine de h(X) modulo u. Par
suite, c’est une racine double de ¢g(X). Or, ¢.,(X) = sb n’a pas de racine modulo u,

donc pg, n’a pas de racine double modulo u. Ainsi, nécessairement on a P(p,(z)) = 0.

Sachant que si z = (21, 22) est un point de b-torsion primitive pour ® alors k(y,)(z)
est un sous-corps de k(¢,)(20), on montre facilement le lemme suivant par récurrence.

106

© 2002 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lillel.fr/grisemine



Lemme 11. Soientb € A etz = (z1, 22) un point de b-torsion primitive pour ® = ¢ X .
Alors, pour tout uw € A produit d’éléments de G(p) premiers avec b, le point

®y(2) = (Pul21), pu(22))

est un conjugué sur k(p,) de z.

Comme pour le carré de Carlitz, pour obtenir I'hypothese (Gal 1), il suffit de minorer le
cardinal de ’ensemble

Gpyi(p) = {ro € G(p), tel que [rof < [b]}.

D’apres les travaux de M.L. Brown [B], on sait que dans le cas ou ¢ est & multiplications
complexes, on a

RMmM

= 1 d (H, >
k>0, VYmeN~x{0,1}, card (H,,(¢)) > Tog Tog(311)

Ainsi, 'hypothése de Fermat est bien vérifiée, et sous la condition (50), le T-module
® = ¢ x @ satisfait aussi la condition (Gal 1). De plus, d’apres le lemme 11, si v € A est
premier avec b et est produit d’éléments de G(y), alors pour tout point x de b-torsion
primitive, x et y = ®,(x) sont conjugués sur k. Par conséquent s’il existe o €Aut(k/k)
tel que

alors y = o(y) et donc x = o(x).

Ainsi @, est une permutation de la classe de conjugaison du point x. L’hypothese (Gal 2)
n’est donc pas vérifiée telle qu’elle est écrite, mais on peut reprendre la démonstration du
théoreme C en remplacant les ensembles

PY = {1} U {a € Hy,(®), log(3D) < |a| < N}
par les ensembles ‘
{1} U{a € Gy,(¥), log(3D) < |a| < NI}

En effet, d’'une part les nombres a et b auxquels on applique les propositions 12 et 13
seront toujours des produits d’éléments de G(yp), et d’autre part, si 7' n’est pas dans
G(¢), on peut le remplacer dans la preuve de la proposition 12 par un élément wuq fixé
dans G(yp).

Enfin, I'hypothese (H) se vérifie de la méme fagon que pour C' x C' dans le paragraphe
précédent. Toutes les conditions sont donc réunies pour obtenir le corollaire suivant.

Corollaire 2. Soit (@3, wx) le carré d’un module de Drinfeld de rang 2 a multiplications
complexes. On note hy sa hauteur canonique associée. On suppose que l’on a

Kgm/t

dko >0, Ft>1, VmeN~{0,1}, card {ue G(p), |u| <m}> log 11

Y

ot l'ensemble G(p) a été défini précédemment. 3

Alors, il existe une constante Cf > 0 telle que pour tout o € G2(k) séparable de degré D

sur k, et qui n’est pas de torsion pour les sous-T-modules de ¢ X @, on ait la minoration
. Cy (loglog(3D))t00t+2

ha(ar) > D1/2 (10g(3D>>202t4+3 :
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8.3. Puissance tensorielle de Carlitz

On considere dans cette partie des T-modules plus généraux que ceux définis dans
Iintroduction. Soient n > 1 et d > 1 deux entiers, et soit F une extension finie de k. On
appellera T-module de dimension n, de degré d, défini sur F, tout couple (G7, ®) ou ®
est un homomorphisme injectif d’anneaux vérifiant

. A — Endg(G})
NT — Pp=agF+-- +ayFe

oules a; (i=0,...,d) sont des matrices n X n a coefficients dans E avec aq # 0, et ou F
est 'endomorphisme de Frobenius sur G :

F (w1, ) — (2f, ..., 29).
La seule différence avec la premiere définition est que ’on ne suppose plus ici, que T
est la seule valeur propre de ag. Cette hypothese a permis en particulier d’alléger la
démonstration du lemme 5. Néanmoins, ce résultat est encore valable dans certains cas,
notamment celui ol ag n’a que 17" comme valeur propre. Ici, on s’intéresse a un T-module
particulier, induit par la puissance tensorielle de Carlitz.

On rappelle tout d’abord la définition de la puissance tensorielle du module de Carlitz.

T 1 0 0 ... ... 0
o T —s o For | N a
S 0 :
0 T 10 ... 0

Le T-module induit (G7,®™) est alors défini par I'égalité @g? ) = CSr. La matrice
dominante de @g? ) est inversible, et T™ est la seule valeur propre de ag. Ainsi, ag s’écrit
ag =T"I,+ N ou N est une matrice nilpotente. La preuve du lemme 5, s’adapte ici sans
probleéme si I'on pose [m] = T™" — T™ au lieu de 79" — T. On obtient ainsi une fonction
exponentielle dont les coefficients de Taylor ont une estimation du méme ordre que celle
donnée dans le lemme 5.

Avant de s’intéresser aux hypotheses galoisiennes, on rappelle le lemme élémentaire
suivant.

Lemme 12. Soit K un corps et L une extension finie de K de degré r. Soit a(T) un
polynome irréductible de K[T|. Si le degré de a(T') est premier avec r, alors a(T) reste
irréductible dans L[T.

Pour b € A non nul, G.W. Anderson et D.S. Thakur ont montré dans [AnT] les deux
propositions suivantes.

(1) Pour tout u € A tel que (u,b) =1, C% est la restriction a 'ensemble des points
de b-torsions pour C®% d’un élément de Gal(k*P/k).

(2) Pour tout u € Af, on a C% (X, X,) = (decgu

rr)

deg u

, X3 (mod u).
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On fixe désormais p = 2 et ¢ = 2" ou r € N~ {0}. Pour tout u(T) € Fy[T), u*(T) est
égal a u(T?). Ainsi, pour tout u € Fy[T] premier avec b, (IJ( () = = (%2 u(r2) €St la restriction a
I’ensemble des points de b-torsions pour @@ d’un élément de Gal(k*P/k). De plus, il est
clair que pour tout point z de b-torsion primitive, si I'on a ®) (z) = e (z) alors b divise
u — v. Or, d’apres le lemme 12, tout élément de Fo[7] irréductible et de degré premier
avec r reste irréductible dans A = F,[T] = Fy-[T]. Par conséquent, comme pour le carré
de Carlitz, tout point de b-torsion primitive posseéde au moins |[b|“(®) conjugués sur k, ou
C(®) peut étre pris égal a 1/2r.

La proposition (2) ci-dessus donne de plus pour tout u(7) € Fy[T]N A

-, la congruence
suivante

deg u deg u

O (X1, X) = (XTI X8™") (mod ).

On définit alors ’ensemble suivant

G (®@) = {v € Fy[T] N At

rr’

(H,) vérifiée et |v] < m}.

Comme pour le carré de modules de Drinfeld a multiplications complexes, I’hypothese
(Gal 2) n’est pas vérifiée. Cependant, le lemme 12 joint a la proposition (2) donnent une
minoration de I’ensemble G,,(®®) :

cm!/
— logm

3C >0, YmeN~{0,1}, card (Gn(®?))>

Si b € A alors pour tout u € G,,(®?) premier avec b, P est une permutation de la
classe de conjugaison sur k£ de tout point de b-torsion prlmltlve Comme précédemment,
la preuve du théoreme C s’adapte en modifiant les ensembles 77

Malheureusement, & ce jour, 'hypotheése (H) n’est pas connue pour les puissances
tensorielles C®™. On obtient donc le corollaire « conditionnel » suivant.

Corollaire 3. Soit (G2, ®®) le T-module induit par la puissance tensorielle de Carlitz
(G2,C%?%). On note hs sa hauteur canonique associée. On suppose que la caractéristique
du corps k = F(T) est égale a 2, et que ¢ = 2". Si (G2, ®®2)) wérifie 'hypotheése (H), alors
il existe une constante 50 > 0 telle que pour tout a € G2(k) séparable de degré D sur k,
et qui n'est pas de torsion pour les sous-T-modules de @@, on ait

. 6«6 (10g10g D)29r+2
hs(a) = D2 (log D)3 +3
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Annexe : un lemme de zéros

On montre dans cette annexe un lemme de zéros qui, lorsqu’on ne tient pas compte
de la multiplicité, donne une meilleure majoration du degré de la variété construite que
celle donnée dans le paragraphe 5. On note comme précédemment deg(V) le degré sur k
d’un ensemble algébrique V. Soit ® un T-module de dimension n défini sur une extension

finie ' de k, soient a = (a,...,a,) un point de GZ(k), et Ny,..., N, des entiers non
nuls. Pour j = 1,...,n on fixe aussi des ensembles P; tels que :

1eP;C{ac A, dega < N,}.

On définit encore :

Ej = {q)a]....an(a), (aj,...,an)epjx...xpn}, sijzl,...,n,
En+1 = {OZ}
Ainsi, pour j =1,...,n et a € P;, on a 'inclusion

D,(3j11) C %5

Pour j =2,...,n, on note enfin Q; = {a;...a;_1, a; € P;}.
On se propose de montrer le résultat suivant.

Proposition. Soit F' € E[Xy,...,X,] un polynome non nul de degré < L, s annulant
sur Xy. Il existe un entier r € {1,...,n} et une E-variété algébrique V' propre de GI(E)
rencontrant X1 et de codimension < r, telle que ['on ait

deg ( U <I>a(V)> < L(Ny ... N,_ L)edmV=1,

CLEP’I‘

Preuve - On commence la preuve comme le font F. Amoroso et S. David dans [AD].
Pour ne pas alourdir les notations, comme eux on écrira encore F' son homogénéisé

€ Xl Xn
X[()igFF <YO,...7YO>,

et a le point projectif (1,a1,...,a,). On considere les ensembles algébriques projectifs
(X;)j=1,..n+1 définis comme suit :

X = Z(IFX)={(zo:...:2,) €EP(E), F(zo:...:2,) =0},
X, = ﬂ Z(F o ®,(X)), pour j =2,....,n+ 1.
acQ;

On a alors Va € P;,Vj =1,...n, @, X;11) C A].
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Pour j =1,...,n, on note Y; la réunion des E-composantes isolées de X rencontrant
¥;. Le polynome F' s’annule sur X, donc ¥; C &;. Ainsi J; n’est pas vide. De plus, pour
a € P;j et pour j =1,...,n, I'inclusion suivante a lieu.

q)a(yj-I—l) c .

Car si V est une composante isolée de Xj;; rencontrant X,;, alors d'une part on a
®,(V) C &, et d’autre part ©,(V) N E; n’est pas vide. Donc ®,(V') est contenue dans
une E-composante de X rencontrant ;.

Puisque les ensembles P; contiennent ’élément 1, on a les inclusions

yn+lcync---cyl-

Par le principe des tiroirs, il existe donc un indice r, que I'on choisit maximal, pour lequel
on a dim), =dimY,,; = d et aussi n —d < r. Soit V une E-composante de dimension

dde Vi, et W= | (V) C Y, (car @u(Vr1) C Ir).

a€73'r

Pour terminer la preuve du lemme de zéros, on montre le résultat suivant.

Lemme. Soits € {1,...,n —d}. Alors il existe un ensemble algébrique Z; définit sur
E, équidimensionnel, de dimension n — s, contenant W, et dont toutes les composantes
E-irréductibles rencontrent 3., telle que l'on ait

deg(Z,) < L(Ny...N,_1L)**.

Preuve - On procede par récurrence sur s.

Pour s =1:
Soit I} un diviseur de F' tel que F' = F; x G, ou G est de degré maximal pour lequel on
ait

Ve e X, G(x)#0.

Ainsi le polynome [} est produit des facteurs E-irréductibles de F' qui s’annulent au
moins en un élément de 3,. Il est homogene. On choisit Z; = Z(F}). 1l est clair que
dim(Z;) = n—1, que Z; contient )., donc aussi W, et que ses composantes E-irréductibles
rencontrent >,.

Soit s < n — d pour lequel le lemme est vérifié.

On décompose Z; = Z] U ... U Z] ou les Z] sont E-irréductibles. On sait que

dim(Z]) = dim(Z,) =n — s > d = dim(,.).

De plus, chaque Z! rencontre ., donc, par définition de )., I'ensemble algébrique Z!
n’est pas contenu dans X, = ﬂ Z(F o ®,(X)), ce qui s’écrit encore :
G,GQT
Vi=1,....l, 3Ja;€Q,, Z ¢ Z(Fod,(X)).
!

On note S; = Z/ N Z(F o ®,,(X)). L’ensemble algébrique U S; est équidimensionnel, on

=1
s

prend pour Z,; la réunion des composantes E-irréductibles de U S;, qui rencontrent X,.
i=1
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Alors Z4, est clairement équidimensionnelle de dimension n— s — 1. De plus, le théoreme
de Bezout donne les inégalités

deg(sz) deg(Zz/) deg(F © (I)ai (X))a

<
< deg(Z{) X N1 R NrflL.

On a donc les majorations successives suivantes

l
deg Zy1 < Y degs;,
i=1

l
< N... NT_1L<Z deg(Z£)>a
i=1
S N1 . Nr_lL X deg(Zs)7
< L(Ni...N,_|L)".

Il reste a montrer U'inclusion W C Z 1. En effet, W = U ®,(V) est une union de

aEPr
E-composantes de )., de méme dimension d. Par construction de )., chacune de ces

composantes rencontre ,.. Or on a :

l l

Us. = <Z{ﬂZ(Fo<I>ai<X))) > UJEnw) 5 (UZ,!) AW =w.

i=1 =1

n
Ainsi chaque composante de W est contenue dans une composante de U S; rencontrant

i=1
Y. Donc W est inclus dans Z,. O

Pour terminer la preuve du lemme de zéros, on utilise le lemme précédent en prenant
s=mn—d. Alors, W C Z,_q4, et ces deux variétés ont méme dimension d. Ainsi, on a les
majorations

deg(W) < deg(Zn_q) < L(Ny...N,_ L)"~
d’ou le résultat annoncé. |
On remarque qu’en général, on n’a pas de supplément galoisien a cette proposi-
tion, car les composantes E-irréducibles des E-variétés W et Z,_; peuvent ne pas étre
géométriquement réduites sur E. Cependant, comme dans la preuve du théoreme C,

lorsque la dimension est égale a 2 et quand « et F' sont séparables sur F, on obtient une
majoration du degré sur F de la E-variété W.
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Analyse diophantienne et modules de Drinfeld.

Résumé. Ce travail consiste en I'examen de quelques problemes diophantiens en ca-
ractéristique non nulle. Plus particulierement, on s’est attaché a la résolution de problemes
de transcendance, d’indépendance algébrique et intéressé au probleme de Lehmer. Le
premier résultat obtenu est ’analogue du théoreme de Brownawell-Waldschmidt pour
les modules de Drinfeld. Il répond en particulier a 'analogue du huitieme probleme de
Schneider. Dans une seconde partie, on s’est intéressé au théoreme de Nesterenko. Ici,
la caractéristique positive a constitué un obstacle majeur a 'obtention d'un lemme de
multiplicité. Néanmoins, la méthode des Stéphanois jointe a I’estimation de hauteurs de
nouveaux polynomes modulaires a conduit a un résultat de transcendance de valeurs de
fonctions modulaires. Enfin, 'objet de la troisieme partie est le probleme de Lehmer rela-
tif aux T-modules. Il existe sur ces objets une hauteur canonique dont la construction est
similaire a celle de la hauteur de Néron-Tate pour les variétés abéliennes. Pour certains
T-modules, on démontre une minoration de la hauteur de points algébriques séparables
et non de torsion, semblable a celles obtenues par F. Amoroso, S. David et M. Hindry
pour les puissances du groupe multiplicatif et pour les variétés abéliennes.

Diophantine analysis and Drinfeld modules.

Abstract. In this work, we enter upon diophantine problems in positive characteristic.
In particular, we are interested in transcendence and algebraic independence questions,
and in Lehmer’s problem. The first result we obtain is the analogue for Drinfeld modules
of the Brownawell-Waldschmidt’s theorem. Particularly, this gives a proof of the analogue
of the eighth Schneider’s problem. In a second part, we are interested in the Nesterenko’s
theorem. The positive characteristic stands here in the way of getting a zero estimate.
Nevertheless, the Stephanois’ method joined to an estimate of the height of new modular
polynomials, bring us to a transcendence result for values of modular functions. Finally,
the purpose of the third part is Lehmer’s problem for T-modules. On these objects we
have a height similar to the Néron-Tate height for abelian varieties. For some T-modules,
we obtain a lower bound for the height of algebraic, separable and non-torsion points like
to those obtained by F. Amoroso, S. David and M. Hindry for powers of the multiplicative
group, and for abelian varieties.
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