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Introduction

En analyse complexe, la classe de domaines la plus importante est la
classe des domaines d’holomorphie. Dans C™, n > 2, du point de vue des
équations aux dérivées partielles, ces domaines sont caractérisés par la so-
lubilité de I’équation O dans la classe des (0, q)-formes différentielles de
régularité C'°, ¢ = 1,...,n. Plus précisément, on étudie sur un domaine
D le complexe du 0 suivant :

0 05 % ey L 2 ag D). 1)

Comme 9 = 0, pour une (0, ¢)-forme f donnée, de régularité C* et telle
que 0f = 0, on considére I’équation

ou = f. (2)

Alors D est un domaine d’holomorphie si et seulement si pour tout ¢ =
1,2,...,n et toute forme f € C§S (D) O-fermée, I'équation (2) admet une
solution u dans Cg5,_1(D).

En imposant au domaine D la condition plus forte de stricte pseudocon-
vexité, G.M. Henkin dans [14] ou encore H. Grauert et I. Lieb dans [13]
ont montré que si f O-fermée n’est que continue et bornée sur D, alors
I’équation (2) admet une solution u prolongeable sur le bord de D et de
régularité holdérienne % sur D. Pour parvenir a établir ce gain de régularité,
ils ont explicitement déterminé une solution de I’équation (2) au moyen de
formules de représentation intégrales. Ces formules de représentation per-
mettent aussi ’étude de I’équation (2) dans d’autres classes de domaines
d’holomorphie. Nous nous proposons ici d’étudier les domaines convexes de
type fini ou, d’apres des résultats de D. Catlin et J.J. Kohn, on retrouve ce
phénomene de gain de régularité lorsque les coefficients de f appartiennent
a des espaces de Sobolev.
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Une formule de représentation intégrale sur un domaine borné D utilise
un noyau construit a partir d’une fonction de support, c’est-a-dire une fonc-
tion S, définie sur un voisinage V x U de bD x D (bD étant le bord de D),
holomorphe par rapport a z et telle que :

(1) S(¢,¢) =0 quel que soit ¢ dans V NU,
(13) S(¢, z) # 0 quel que soit le couple (¢, z) élément de bD x D.

A une telle fonction de support, nous associons une section de Hefer-Leray,
autrement dit n fonctions Q1,...,Q,, elles aussi holomorphes par rapport
a z et qui satisfont S(¢,2z) =D 1, (G — 2:)Q4(C, 2).

Un noyau intégral de type Cauchy-Fantappie défini avec S comme fonc-
tion de support est alors une somme de fractions dont les dénominateurs
comportent une puissance de S et dont les numérateurs comportent un pro-
duit des fonctions @1, ..., Q, et de leurs dérivées premieres par rapport a

Zlv"'agn'

Cependant, comme 'ont montré J.J. Kohn et L. Nirenberg dans [16], il
existe des domaines de type fini qui n’admettent pas de fonction de support.
Ainsi, nous imposons aux domaines de type fini que nous considérons d’étre
convexes car sur les domaines convexes nous connaissons des fonctions de
support.

En effet, si D = {¢ € C",r(¢) < 0}, r une fonction définissante de D,
convexe de classe C? au moins, on peut par exemple définir S((,-) comme
I’application linéaire qui annule le plan tangent complexe en ¢ et dont la par-
tie réelle annule le plan tangent réel en ¢, soit S(¢,z) = > 1, (%(()(Q —%).
Avec ce choix, la convexité de r assure S((, z) # 0 pour tout ¢ de bD et z de
D. Cependant, méme si on obtient effectivement un opérateur de résolution
de I’équation 0, un tel choix de fonction de support ne permet pas d’assu-
rer un controle adéquat du noyau jusqu’au bord. En effet, nous avons bien
S(¢, z) # 0, mais cela n’empéche pas que S((, z) soit tres petit tandis que
|¢ — z| non. C’est par exemple le cas si en ¢ le bord du domaine est tres plat
ou pire encore si le bord contient un segment d’une droite réelle du plan
tangent complexe en (. Ainsi, il n’y a que certains cas particuliers comme
dans [4] ol on parvient & garder un contrdle suffisant du noyau.

Pour un ellipsoide réel de fonction définissante () = Z?Zl(a:?nj +y]2-mj )—1,
n; et m; entiers positifs non nuls, K. Diederich, J.E. Fornzess et J. Wie-
gerinck ont pensé a rajouter & la somme » 0, %(O(Cj — zj) des termes
holomorphes du développement de Taylor de r d’ordres supérieurs. Ces
termes ajoutés assurent que la nouvelle fonction de support S satisfait
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RS(C,2) < —c|¢ — z|m@¥i=1..n(7m) pour tout ¢ € bD et tout z € D, ¢
uniforme par rapport & z et (. En 1986, dans [10], ils parviennent ainsi a
produire des estimées holdériennes optimales pour I’équation O sur cette
classe particuliere de domaines convexes de type fini.

K. Diederich et J.E. Fornaess ont poursuivi I’étude des domaines convexes
de type fini en travaillant dans un cadre général. Ils ont ainsi considéré
un domaine D, borné, convexe, de type fini m, autrement dit un domaine
convexe a bord C* dont I'ordre de contact en tout point du bord et avec
toute droite complexe est majoré par m (nous définirons précisément le type
dans le chapitre 1). Lorsque r est une fonction définissante convexe de D,
a l'application (¢,z) — >0, %(C)(Cj — zj), ils ont rajouté des termes
judicieusement choisis du développement de Taylor de r pour obtenir une
nouvelle fonction de support F. En 1999, dans [9], ils montrent que cette
fonction satisfait RF((,z) < —c|¢ — z|™ quel que soit (¢,2) dans bD x D
avec | — z| suffisamment petit, ¢ > 0 ne dépendant ni de z, ni de (. Cette
fonction integre a la structure complexe des noyaux la structure réelle du
bord comme la convexité et elle permet aussi de quantifier RF(C, z) en fonc-
tion du type fini m et de |( — z|.

Toujours en 1999, cela a permis a K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess
de montrer dans [8] ces estimées holderiennes :

Théoréeme 1 Soient D un domaine borné, conveze, de type fini m et C&q(ﬁ)
lensemble des (0, q)-formes dont les coefficients sont de régularité C* sur
D, a>0.

Pour g =1,...,n —1, il existe un opérateur linéaire T, tel que pour toute
forme f élément de C’qu(ﬁ), T, f

(1) soit de régularité Cm sur D,

(it) satisfasse ||Tqfll5 + < coll fll5s co ne dépendant pas de f,
(iii) vérifie OT,f = f si 0f = 0.

Depuis, beaucoup de chercheurs ont travaillé avec cette fonction de sup-
port. Par exemple, en 2001, K. Diederich et E. Mazzilli ont utilisé cette
fonction afin de caractériser les classes de Nevanlinna des domaines convexes
de type fini et ont ainsi obtenu I’équivalent des travaux de G.M. Henkin et
H. Skoda portant sur les domaines strictement pseudo-convexes. Dans [12],
avec cette fonction et un noyau de type Berndtsson-Andersson, B. Fischer a
étendu aux convexes de type fini les estimées LP déja obtenues dans le cadre
des domaines strictement pseudoconvexes dans [17].
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Nous nous proposons d’utiliser cette fonction afin d’établir une version du
théoreme 1 pour les (0, ¢)-formes de régularité supérieure, a savoir montrer
ces estimées CF :

Théoreme 2 Soit D un domaine borné, convexe, de type fini m. Pour
q=1,...,n—1, il existe un opérateur linéaire T; tel que pour tout k > 0
entier et toute (0, q)-forme f, O-fermée, de régularité C* sur D, T, f

(1) soit de régularité C*w sur D,
(13) satisfasse HT;fHﬁH% < ¢ fll5 s ck ne dépendant pas de f,
(i) vérifie dT; f = f.

Ce théoreme étend un résultat de I. Lieb et R.M. Range sur les domaines
strictements pseudoconvexes. Dans [18], ils avaient construit un opérateur
qui résolvait I’équation 0 et qui a toute (0, g)-forme O-fermée de régularité
CF¥, k > 0 entier, associait une (0, ¢ — 1)-forme de régularité Ck+3. Ce gain
de régularité est comparable au notre car, a un biholomorphisme local pres,
un domaine strictement pseudoconvexe est un domaine convexe de type fini
2.

Les estimées holdériennes de K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess cor-

respondant au cas £ = 0 du théoréeme 2, nous étendons aussi leur résultat
aux formes de régularité C*, k > 0 entier quelconque.

Notons que dans le théoreme 2, nous avons écarté le cas ¢ = n. En effet,
toute (0, n)-forme est O-fermée. Ainsi, lorsque f est de régularité C* jusqu’au
bord de D, nous pouvons la prolonger en une (0, n)-forme 0-fermée de méme
régularité que f et & support compact sur une boule B = {z € C", |z| < R}
contenant D. Un opérateur de prolongement de Seeley combiné avec la for-
mule de Bochner-Martinelli fournit alors immédiatement un opérateur 7;; tel
que quel que soit € € [0, 1[, T.¥ f appartienne & C(])"’;il(ﬁ), vérifie OT f = f
et T fllese < cxellf i che ne dépendant pas de f.

Pour construire notre opérateur 77, nous emploierons la méme technique que
I. Lieb et R.M. Range. Nous allons modifier I'opérateur T;, de K. Diederich,
B. Fischer et J.E. Fornass en lui retranchant un opérateur M, d-fermé. Nous
montrerons que M, satisfait aussi des estimées holdériennes, ce qui prouvera
le théoréme 2 pour k = 0.

Pour les k£ > 0, comme I. Lieb et R.M. Range nous montrerons que si f dans
C'(’iq(D) est O-fermée nous avons quel que soit z dans D :

T;f<z>=—/G X[O1]8<Ef<c>mn,q-1<c,m)—/G Ef(O)ABug1(¢.2), (3)

ubD
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N

ou

- 5, g—1 est un noyau intégral de type Cauchy-Fantappie,

By, 4—1 est le noyau de Bochner-Martinelli,

G est I'ensemble des z € C” tel que 0 < r(z) < n, n > 0 suffisamment petit,

FE est un opérateur de prolongement qui a toute forme f € C(]f’q(b) associe
une (0, ¢)-forme Ef de régularité C* et & support compact dans G'U D telle

que [[Efllpuck < ckllfllpks ck ne dépendant pas de f, et Ef(2) = f(z)
pour tout z de D.

Lorsque nous allons vouloir prouver le théoreme 2 pour les formes de classe
C*, nous allons devoir dériver k fois T, f. En agissant notamment sur la
fonction de support, ces dérivations successives vont provoquer une aug-
mentation des ordres d’annulation du dénominateur du noyau. L’écriture
(3) de T, o J va nous permettre de profiter de la régularité de f pour compen-
ser cette augmentation de ’ordre d’annulation.

En effet, la forme OF f étant nulle sur D, pour tout ¢ de G proche du bord
de D, [0Ef(¢)| sera majoré par || f||xd(¢,bD)*~1. D’autre part, le terme de
Bochner-Martinelli |, cup EJ A Bn -1 ne cause aucun probleme car E f étant
de régularité C* et a support compact dans G U D, nous savons qu’il est de
régularité C*+¢ sur D pour tout € € [0, 1[.

Avant de décrire comment nous prouverons le théoreme 2, signalons une
particularité du cas ¢ = 1. Grace a 'holomorphie de la fonction de support
et aux techniques que nous allons développer, comme 'ont fait I. Lieb et
R.M. Range pour le cas strictement pseudoconvexe, il serait certainement
possible de montrer que M satisfait déja des estimées C* et par suite T}
aussi. Cependant, pour éviter d’obtenir un volume de calcul trop important,
nous n’explorerons pas cette voie et n’étudierons que la continuité de T7'.

Bien que la construction de T soit la méme que dans le cadre des domaines
strictement pseudoconvexes, son étude sera inspirée de celle de 7. En ef-
fet, par rapport aux domaines strictement pseudoconvexes, la fonction de
support est plus complexe et donc plus difficile & manipuler et a estimer.
Comme K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornzaess, nous devrons utiliser des
outils spécifiques aux domaines convexes de type fini tels que les bases e-
extrémales de McNeal. Contrairement a K. Diederich, B. Fischer et J.E.
Forneess, nous utiliserons la définition de ces bases donnée par J.D. McNeal
et non pas celle donnée dans [5] par J. Bruna, P. Charpentier et Y. Dupain.
Cela nous permettra d’utiliser immédiatement les propriétés que J.D. Mc-
Neal démontre dans [20] et [21]. Une autre différence notable dans les outils
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employés sera la fonction de support. D’apres le théoreme 1.5.1, la fonction
F construite dans [9] n’est & priori que locale : rien n’empéche F'((,z) =0
lorsque z est dans D, ¢ dans le bord de D et |( — z| grand. Pour éviter
ce probleme, il faut modifier F' de sorte a obtenir la fonction globale S du
théoreme 1.5.2. Ce dernier nous dit notamment que lorsque | — z| est petit,
S est le produit de F' par une fonction de régularité C'° et de module mi-
noré par % Ainsi, par rapport a [8], le changement de fonction de support
ne fait essentiellement que compliquer les calculs. Par exemple, K. Diede-
rich, B. Fischer et J.E. Fornaess avaient une expression explicite de la section
de Hefer-Leray pour F', mais comme S n’est pas connue précisément, nous
devrons définir notre section au moyen d’une intégrale (voir la sous-section

1.5.2).

Ce ne sont pas la les seules différences avec le travail de K. Diederich, B.
Fischer et J.E. Fornaess. Ces derniers n’avaient besoin que de considérer
des dérivées premieres du noyau et (, leur variable d’intégration, vivait uni-
quement dans le bord de D. Pour les estimées C*, k > 0, nous devrons
naturellement nous intéresser a des dérivées d’ordres supérieurs, mais en
plus, afin de pouvoir profiter de la régularité de f, ( appartiendra a une
mince couronne G extérieure a D. Cela compliquera considérablement nos
caluls et nous confrontera a de nouveaux probléemes, comme par exemple, le
mauvais comportement de la composante normale du noyau en (.

En effet, jusqu’ici, les intégrales portant uniquement sur le bord du domaine,
la composante normale du noyau en la variable d’intégration s’en trouvait
écrasée et peu importait son comportement. Dans notre étude, cela ne peut
plus étre le cas. Pour surmonter cette difficulté, nous devrons produire de
nouvelles estimations des dérivées dans la direction normale de la fonction
définissante de D et finalement, dans la proposition 1.4.5, les traduire dans
le langage des bases e-extrémales. Le principal obstacle a ces nouvelles ma-
jorations est de pouvoir assurer I'uniformité des différentes constantes qui
apparaitront par rapport aux points ou nous évaluons les dérivées, mais
aussi par rapport a e. Forts de ces estimations, nous entamerons 1’étude du
noyau. Mais pour parvenir a nos fins, nous devrons aussi réussir a quantifier
par rapport aux bases e-extrémales la régularité de f (corollaire A.2.3), et
encore faire une intégration par parties semblable a celle de J. Michel dans
[22] afin de faire apparaitre une relation de récurrence.

Apres cette étude de la régularité des équations de Cauchy-Riemann sur
les domaines convexes de type fini, nous nous intéresserons a la régularité
des équations tangentielles de Cauchy-Riemann pour ces mémes domaines.
Nous considérerons un domaine borné D, convexe, de type fini m et démon-
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trerons des estimées C* pour 1’équation 0.

L’opérateur 0, est défini sur des classes d’équivalences. Deux (0, ¢)-formes
f et g continues au voisinage du bord de D sont dites équivalentes si

/ Q) A (0) = / 9(0) A Q)
bD bD

pour toute (n,n — g — 1)-forme ¢ de classe C*° au voisinage de bD. Nous
notons [f] la classe de la forme f.

Les classes d’équivalence ainsi définies, nous dirons que la classe [f] est de
régularité C%, « > 0, s’il en existe un représentant de régularité C'* au
voisinage du bord de D.

Si [f] représente la classe d’équivalence de la (0, q)-forme f, Op[f] sera la
classe d’équivalence [g] ou g est une (0, g + 1)-forme qui satisfait

/ £(O) ABS(C) = (~1)et / 9(0) A (O)
bD bD

quelle que soit la (n,n — ¢ — 2)-forme ¢ de classe C*° au voisinage de bD.
Remarquons que par définition de I’équivalence de deux (0, ¢)-formes, 9] f]
est bien définie. De plus, si [f] est une classe d’équivalence dont f est un
représentant de régularité C1, alors 9y[f] = [0f].

Nous définirons rigoureusement les classes d’équivalence et I'opérateur 0y

avant de démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 3 Soit D un domaine borné, convexe, de type fini m. Pour q =
1,...,n—1, il existe un opérateur linéaire Té’ agissant sur les classes d’équi-
valence tel que pour tout k > 0 entier et toute classe d’équivalence [f] de
régularité CF avec Oy[f] de régularité C°, nous ayons :

(i) TL[f] est de régularité Ck o et satisfait HTqb[f]HbD,k+$ < cilllf1le k- cx
ne dépendant pas de [f],

(i) [f] = BT [f]+ TE 1] f)

ot pour (i), lorsque ¢ = n — 1, nous posons Té’H = 0 et faisons [’hypothese
supplémentaire que fbDf A ¢ = 0 pour toute (n,0)-forme ¢ O-fermée de
classe C*° au voisinage de bD.

Ce théoreme a également un semblable dans le cas des domaines strictement
pseudoconvexes. Dans [15], G.M. Henkin construit lui aussi un opérateur de

résolution de 1’équation 9, qui & une classe d’équivalence de régularité C*

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

10 INTRODUCTION

associe une classe d’équivalence de régularité Ck+3 . Comme lorsque nous
avons étudié les équations de Cauchy-Riemann, ce gain de régularité est
comparable au notre. Encore dans le cas strictement pseudoconvexe, dans
[19], Ma Lan et J. Michel donnent d’autres résultats locaux.

Ma Lan et J. Michel utilisait un seul noyau intégral mélangeant deux fonc-
tions de support : 'une pour D et 'autre pour C* \ D. Ce mélange permet-
tait notamment de devoir distinguer moins de cas en ne travaillant qu’avec
un seul opérateur. Cependant, les fonctions de support pour les domaines
convexes de type fini sont plus compliquées que celles qu’ils ont employées.
Ainsi nous devrons les séparer et suivre la méthode décrite par G.M. Henkin
en écrivant Té’ comme la différence de deux opérateurs.

Soit une (0, ¢)-forme f continue au voisinage du bord de D. Le point de
départ est la formule de saut suivante. Pour toute (n,n — ¢ — 1)-forme
différentielle ¢ de classe C*° au voisinage de bD, nous avons

/bDf<z>A¢<z>=hm (Frlz—em)— f(z+em) Aoz (4)

e—0
e>0 bD

ou 7, désigne la normale unitaire extérieure en z a bD et
£22) = [ Q) ABu(G2)  lorsaquez € D,
bD
f-(z) = / F(O) A Bpgy(C,2)  lorsquez € C*\ D.
bD

En utilisant une formule d’homotopie, nous définirons un opérateur 7; qui a
une (0, ¢)-forme continue sur bD va associer une (0, g—1)-forme de régularité
C*° sur D. Tj sera assez proche de I'opérateur du théoreme 1 et nous per-
mettra de représenter fi sous la forme

f+ = 5qu"i‘Tq—l—lgf- (5)

En étudiant 77, nous verrons que 75 f est de régularité C w sur D et induit
donc une (0,q — 1)-forme sur bD.

Ensuite, nous chercherons & construire un opérateur Tq qui permette d’écrire
f— sous la forme f_ = 91, af +Tq+15 f. Dans le cas d’'un domaine strictement
pseudoconvexe, il suffit d’inverser le role des variables dans le noyau intégral
de Tj. Cela définit un opérateur Tq tel que quelle que soit la (0, ¢)-forme g
continue au voisinage de bD, T;g soit de régularité holdérienne % sur C"\ D
et induit donc une (0,q — 1)-forme sur bD.
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Cette technique fonctionnerait toujours dans le cas d’'un domaine convexe
de type fini 2. Cependant, pour un domaine convexe de type fini au moins
4, nous ne pourrions méme pas assurer que Tq f reste bornée au voisinage du
bord. En effet, dans 'opérateur T, (aussi bien le notre que celui du théoréme
1 de K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess), la composante normale du
noyau en ¢ a un mauvais comportement. Cependant, T, étant défini par une
intégrale sur le bord, la composante normale du noyau en ¢ ne joue aucun
role. Une fois les variables inversées, c’est la composante normale en z qui a
un mauvais comportement, et bien que 'opérateur soit toujours défini par
une intégrale sur le bord, cette composante ne disparait pas.

Pour surmonter ce probleme, nous allons remarquer que les classes d’équi-

valence ne tiennent pas compte de la composante normale. En isolant la

composante normale en z du noyau pour ne conserver que la composante

tangentielle, nous définirons un opérateur T; tel que T; f soit de régularité
1 ~

Cw sur V— D ou V est un voisinage de bD. T;f induira donc une (0,q —1)-

1 . )
forme de classe C'm sur bD. Puisque nous n’aurons conservé que la com-
posante tangentielle en z du noyau, nous devrons garder uniquement f%

la composante tangentielle de f— et considérer seulement 9 1a composante
tangentielle de 'opérateur 9. Nous montrerons qu’alors

fL=0"THf +T¢,,0f. (6)

Ensuite, dans (4) le domaine d’intégration est le bord de D et la composante
normale de f_ ne joue aucun role. Ainsi (4) devient

L;f@)A¢@)=ﬁm- Fi(z—em)— Lz ten) Aols). (1)

e—0
e>0 bD

Puisque cette égalité est valable pour tout ¢ de régularité C'*° au voisinage
de bD, en y introduisant (5) et (6) et en utilisant la régularité héldérienne
de T, et T;, comme G.M. Henkin nous obtiendrons par calcul de la limite

1 = O([Tf] = (T3 f]) + [Tgr1uf] — [Tg418sf]-
(nous ferons bien entendu ces calculs de maniere rigoureuse lors de notre
étude).
Pour une classe d’équivalence [f] dont f est un représentant continu au voi-
sinage du bord de D, nous définirons Té’ [f] comme la classe d’équivalence

[T,f] — [TE ).

Pour prouver le point (i) du théoréeme 3 pour les k£ > 0, nous estimerons
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les dérivées tangentielles des fonctions de support et de leurs sections de
Hefer-Leray. Encore une fois, notre travail sur les dérivées normales de la
fonction définissante sera un outil essentiel pour produire les majorations
nécessaires. Ensuite, pour parvenir a garder le controle des noyaux au cours
des dérivations successives, nous devrons faire des intégrations par parties
en cascade. Pour cela, nous devrons gérer les multiples interactions des
différents éléments des noyaux et dégager une écriture générique vérifiée
par les noyaux au fil des intégrations par parties. Cette écriture nous per-
mettra de raisonner par récurrence, mais il faudra aussi montrer qu’elle nous
assure vraiment le controle voulu de chacun des noyaux.

Cette these est organisée comme suit : dans le premier chapitre, nous
commencons par rappeler quelques définitions dont celle d’'un domaine de
type fini, la construction des bases e-extrémales de McNeal ainsi que leurs
propriétés qui nous seront utiles. Apres avoir constaté que celle donnant
des estimations des dérivées de la fonction définissante n’est pas optimale
lors d’une dérivation dans la direction normale au bord du domaine, nous
améliorerons cette estimation. Ensuite nous rappelerons la fonction de sup-
port de K. Diederich et J.E. Fornaess pour les domaines convexes de type fini
ainsi que sa version globalisée. Nous construirons ensuite sa décomposition
de Hefer-Leray avant de définir et d’analyser une famille de matrices néces-
saires a 1’étude de cette décomposition.

Dans le second chapitre, nous nous intéresserons a la régularité des équations
de Cauchy-Riemann sur les domaines convexes de type fini. Nous définirons
I'opérateur de résolution 77" qui va satisfaire les estimées C* puis décrirons
la technique de travail que nous emploierons pour prouver ces dernieres.
Nous entamerons alors les majorations de chaque élément du noyau avant
d’estimer les diverses intégrales et montrer (7) et (i) du théoreme 2.

Enfin, dans le troisieme chapitre, nous examinerons la régularité des équa-
tions tangentielles de Cauchy-Riemann, toujours sur les domaines convexes
de type fini. Apres avoir défini Té’ comme différence de deux opérateurs ou
pour I'un d’entre eux nous aurons pris soin d’isoler la composante tangen-
tielle, nous vérifierons que T, (5’ satisfait (i4) du théoreme 3. Ensuite, pour
montrer sa continuité, nous estimerons les dérivées tangentielles des noyaux
et apres avoir identifié une écriture générale des noyaux, nous intégrerons
par parties de nombreuses fois. Enfin, nous montrerons que cette écriture
nous confere le controle voulu des noyaux et assure ainsi (i) du théoréme 3.
En annexe nous rappelerons des outils utiles a la construction mais aussi a
I’estimation des opérateurs intégraux tels que le lemme de Hardy-Littlewood
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ou encore 'opérateur de prolongement de Seeley.
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Notations et définitions

* Pour k <[ entiers, nous notons [k,]] 'ensemble {k,k+1,...,1 —1,1}.
Soit n un entier, n > 1.

* Pour a = (ayq,...,a,) € N nous posons :
al=aq!. .. ap!

et
la| = a1+ ...+ oy

* Pour € > 0 et z un point de C", nous notons B(z,e) = {¢ € C",|(—z| < €}.

* Solent i1 < ... <, j1 <...<jg dans{l,...,n}. Les formes différentielles
de C" dz;y A...Ndz;, et dzj, A... A\ dzj,, seront respectivement notées dzy
et dzy, ou I = (i1,...,ix) et J = (§1,. .-, Jr’)-

* Soit U un ouvert de C", p,q € {1,...,n}, k un entier, k > 0. Nous notons
C’ﬁq(b{) lensemble des (p, q)-formes f = Z|I|:p,u|:q frydzr ANdzy, ou les I
et J sont supposés ordonnés, telles que tous les fr; soient de régularité C*
sur U. Nous posons pour z dans U :

[f(2) = sup | f1(2)]

et o
1J
fllug = sup sup - z‘.
e lal+181<k 2€U 8zaﬁzﬁ( )
[I|=p,|J|=q

Pour [ = Z\H:p,lJI:q fridzy Ndzy € C£7q(U), e €]0, 1[, nous posons :

Of1y () — dfrs (C)’
) .
Hf”%k-i-a = ||f||u,k + sup sup 92207 82%% ’
loHBl=k zCeU ¢ — 2|

=p,|J|=q

19
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et notons Cﬁge (Z/{) I'ensemble des (p, g)-formes f € C’;f’q(bl) pour lesquelles
1 lled pete est fini.

C’ﬁq(Z/{) désigne I'ensemble des (p, ¢)-formes de C]f’q (U) dont toutes les déri-
vées d’ordre au plus k sont continues sur U. Pour k > 0 entier et ¢ € [0, 1],
[ fllzz 1.1 me sera autre que || f]|

U,k+e-
* Le bord d’un ensemble A de C" sera noté bA.
Soit M CC C™ une hypersurface réelle de classe C'™ compacte et sans bord.

* Pour z dans M, nous notons T, M le plan tangent réel & M en z et TZ(CM
le plan tangent complexe a M en z.

* Nous définissons les normes C* sur M. Soit g une fonction de classe C* sur
M, k > 0 entier et soit 2y un point de M.
Soient U(zp) un voisinage de z et V,...,Va) | une base de champs de
vecteurs tangents définis et C'*° sur U(zg) N M. Nous posons :

19/l (z0)nar == sup sup |V ... V) g(2)],
JEO- k) e MNU (20)

et pour ¢ €]0,1] :

9l zo)nnt e = N9l U (zo)nar et
V2. V2g(z) = V2 ... V2g(0)
+ sup sup z 2 .
1<v1,ee v, <2n—1 ¢, 2e MNU (20) ¢ — 2]

A noter, cette dernieére quantité peut-étre infinie.

Nous recouvrons M par les voisinages U(z), z € M, et par compacité de
M nous en extrayons un sous-recouvrement fini U(z;), i« = 1,..., N, puis
posons :

lgllark == sup glluenan

1=1,...

et pour ¢ €]0,1] :

9l 0 k+e = sup  glloynarpre-

i=1,...,

Lorsque ||g||asx+e est fini, nous disons que g appartient & C*=(M).

La définition ci-dessus dépend du recouvrement et des bases de champs de
vecteurs choisies. Cependant, toutes les normes définies de cette maniere
sont équivalentes.

Soit maintenant la (p, ¢)-forme différentielle g = Z|1|=p,\J|=q grydzrAdz y, ol
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les I et J sont supposés ordonnés, telle que tous les gr; soient de régularité
Ck+€ sur M, k > 0 entier et ¢ € [0, 1[. Nous définissons :

gl Mgere == sup  [|grs]| M ke
[ I|=p,|J|=q
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Chapitre 1

Les domaines convexes de
type fini

1.1 Convexité et type fini

Dans cette partie, nous rappelons les définitions de la convexité et du
type fini ainsi que quelques propriétés des domaines convexes de type fini.

Convexité.

Définition 1.1.1 C C R" sera dit convexe si pour tout x ety de C et tout
A de [0,1] Ax + (1 — X)y appartient a C.

Soit U un ouvert convexe de R™. Nous dirons que r : U — R est convexe si
Ar(z) + (L= XN)r(y) > r(Az+ (1 — AN)y) pour tout x et y de U et tout A de
[0, 1].

Rappelons maintenant un fait connu :

Proposition 1.1.2 Soient U C R™ un ouvert convexe, r : U — R™ une ap-

licati de régqularité C2. Alors la hessienne d (L)
plication conveze de régqularité C ors la hessienne de v, ( 5775 Liicn’
satisfait :

" 0%r n
(x)wyw; >0, Ve e U, Yw € R™.
ig=1 8$Zax]

Cette proposition nous permettra d’exploiter la convexité d’un domaine
convexe par l'intermédiaire d’une fonction définissante. Mais précisons ce
que nous appellerons fonction définissante :

23
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24 CHAPITRE 1. LES DOMAINES CONVEXES DE TYPE FINI

Définition 1.1.3 Soit D C R™ un domaine. Nous dirons que D a un bord
différentiable de classe C*, k > 0 éventuellement infini, si pour tout point p
du bord de D, il existe un voisinage U de p et une fonction a valeurs réelles
r € CFU) telle que :

UnNnbD = {xel,r(z) <0},
gradr(z) # 0  pourtoutz € UNbD,

ot bD désigne le bord de D.

La fonction r est alors appelée fonction définissante locale en p. Lorsque
U est un voisinage de D, r est appelée fonction définissante globale ou
plus simplement fonction définissante.

Proposition 1.1.4 Soit D C R™ un domaine borné et convexe ¢ bord C*.
Alors il existe une fonction définissante de D de classe C*, conveze et définie
sur R™ tout entier.

Preuve : voir [25]. O

Pour un domaine convexe de type fini, nous travaillerons toujours avec une
fonction définissante convexe et définie sur C™ tout entier. En fait, nous
pourrions simplement exiger que cette fonction soit définie et convexe sur
un voisinage du bord de D, mais introduire ce voisinage superflu alourdirait
encore les notations et la rédaction.

Type fini.

Alors que la convexité est une notion réelle, le type fini est une notion
complexe derriere laquelle se cache un ordre de contact.

Soit f € C*°(V), ou V est un voisinage de 0 € C. Nous noterons v(f) =

. (a1+ag)
inf{a; + e/ a1,a9 €N, %(O) # 0}.

Soit F' = (fj)1<j<, € C*°(V). Nous noterons v(F) :=mini<j<n v(f;)
Nous allons maintenant définir le type linéaire fini et le type fini. Cette
notion est due & D’Angelo.

Définition 1.1.5 Soient D C C"™ un domaine a bord C°°, p un point de bD
et r une fonction définissante locale en p. Le point p sera dit de 1-type
fini au sens de D’Angelo, ou plus généralement de type fini si Ai(p) =

Supp 5((};0_?) est borné, la borne supérieure portant sur les F :V Cc C — C"

holomorphe, telle que 0 appartienne a V et F(0) = p. A1(p) est appelé type
fini ou plus simplement type de D en p.

D sera dit de type fini si supye,p A1(p) est borné. m = sup,e,p A1(p) est
alors appelé type de D.
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L’exemple le plus simple de domaines convexes de type fini que l'on puis-
se trouver est un ellipsoide complexe, c’est-a-dire ’ensemble des points
¢ = (C1,...,Cn) tels que Z;”:l |Gi|*™ < 1, m; > 1 entier. Le type fini
d’un tel domaine est alors max;—i ., m;. Pour calculer ce type fini, il est
plus simple d’utiliser le type linéaire et le théoreme 1.1.7.

Définition 1.1.6 Soient D C C" un domaine a bord C*, p un point de
bD et r une fonction définissante locale en p. Le point p sera dit de type
cC — C»

A — dv+p
est une droite compleze passant par p et de vecteur directeur v. A(p) est
appelé le type linéaire de D en p.

linéaire fini si A(p) = supvecr v(roly) est fini, ot l, : {
[v|=1

Leurs définitions impliquent évidemment 1 < A(p) < A;(p) pour tout p du
bord de D. Lorsque D est convexe et Aj(p) est fini, nous avons l'inégalité
réciproque A(p) > A1(p) :

Théoréme 1.1.7 Soient D C C"*, n > 2, un domaine a bord C* et p € bD
de type fini tels que D soit convexe au voisinage de p.
Alors le type linéaire et le type fini de D en p sont égauz.

Preuve : Voir larticle [21] de J.D. McNeal ou [3] de H.P. Boas et E.J.
Straube. O

Dans [21], pour prouver ce théoréme, J.D. McNeal a di étudier de maniére
précise la géométrie du bord d’'un domaine convexe de type fini. Il a en
particulier construit des bases dites bases e-extrémales qui se trouvent avoir
de multiples propriétés. Nous rappelons maintenant la construction de ces
bases et leurs propriétés qui nous seront utiles.

1.2 Les bases c-extrémales

Soit D un domaine borné de C™, convexe, de type fini m, r une fonction
définissante globale de D, de régularité C'°°, définie et convexe sur C", de
gradient non nul dans V un voisinage borné de bD. Pour a € R, nous note-
rons Dy, := {¢ € C";r(¢) < a} et 1, la normale extérieure unitaire en z € V
a bD,(,), le bord de D, ). Soit enfin € > 0. Quitte a choisir V et € > 0 plus
petits, les définitions et propriétés que nous allons énoncées sont valables
dans V tout entier : il faut notamment choisir V et € > 0 de sorte que pour
tout z € V, D,(;)4. soit encore de type fini au plus m. Grace a la régularité
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26 CHAPITRE 1. LES DOMAINES CONVEXES DE TYPE FINI

de r et a I’équivalence entre type fini et type linéaire, on peut voir que cela
est toujours possible.

Nous fixons un point (o dans V et raisonnons par récurrence pour définir
une base g-extrémale en (p.
Si V et € sont suffisamment petits, la projection de (o sur bD,(¢;)4 est bien
définie. Soit (1 le projeté de (o sur bD,(¢,)+- Nous posons 71 (Co, &) = [¢o— (1|

et wi = éi:gﬁr wj est donc la normale unitaire extérieure a bD,. ;)1 en (1.
Supposons avoir contruit les k vecteurs orthonormés wy, ..., wg, k < n. Pour

un vecteur v unitaire nous calculons la distance de (o a bD;(¢))4. dans la
direction v, distance que nous notons

7(Co,v,€) :=sup{T > 0,7(o + A\v) < 7({p) +¢&, VA€ C avec |\ <7}.
Nous notons
Ti+1(Co, €) := sup{7(p, v,€),v € C" unitaire orthogonal a wy, ..., w;}

puis choisissons un point (i1 dans bD; ()4 €t un vecteur unitaire wy, ; or-
thogonal & wf, ..., wy tels que Cry1 = Co+ Th11(Cos €)wy - Comme Dy¢y)4e
est de type fini, un tel point et un tel vecteur existe toujours.

Par récurrence, nous construisons ainsi une base orthonormée wj,...,w;

n
telle que w] soit la normale unitaire extérieure en (i et w3,...,w; une

base de I'espace tangent complexe a bD,.)4. en (1. La base wy, ..., wy, est
appellée base c-extrémale en (y. A cette base, nous associons un repere
centré en (g que nous appellerons repére c-extrémal en (.

Remarquons qu’une telle base n’est pas unique : dans le cas de la boule, en
tout point il y a une infinité de telles bases. De plus, suivant le domaine,
quand ¢ varie, elles peuvent avoir un comportement assez chaotique. Aussi,
en se servant de telles bases pour montrer des inégalités (voir le chapitre
2), il faut prendre soin de vérifier I'indépendance par rapport a € et (y des
divers parametres et constantes qui apparaissent.

Nous définissons encore les polydisques de McNeal :

Définition 1.2.1 Soit (s € V, € > 0. Nous fizons une base e-extrémale en
Co puis posons

PE(CO) = {C e C", |Cz*‘ < Ti(COvE)v t=1,... ’n}

ot (Y, ...,(; désignent les coordonnées de ¢ dans le repére e-extrémal en (o
(et donc centré en () associé a la base e-extrémale choisie.
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Soulignons la dépendance d’un polydisque de McNeal par rapport a la base
g-extrémale qui sert & le définir. Aussi, quand nous considérerons un tel
polydisque et une base e-extrémale, méme si nous ne le précisons pas, le
polydisque sera bien entendu défini par rapport a cette base. Ces polydisques
nous serviront a estimer des intégrales (voir les lemmes A.4.1, A.5.1 et les
corollaires A.4.2 et A.5.2).

1.3 Propriétés des bases c-extrémales

Nous regroupons ici des inégalités et autres estimations liant la distance
7(z,v,€) de z € V au bord dans une direction v et les dérivées de la fonction
définissante en z. Ces propriétés sont établies par J.D. McNeal dans [20],
[21] ou encore par J. Bruna, P. Charpentier et Y. Dupain dans [5].

Du fait de la nature des domaines convexes de type fini et du caractere des
bases e-extrémales, ces estimations sont toujours données a une constante
multiplicative pres. Afin d’alléger la rédaction, nous adoptons les notations
suivantes :

Pour A et B réels, nous notons A S B s'il existe ¢ > 0 tel que A < ¢B.
A 2 B signifiera que B < A et A = B que nous avons a la fois A < B et
A 2 B. Bien entendu, nous préciserons la dépendance de la constante par
rapport aux divers parametres.

Proposition 1.3.1 Pour tout € > 0 suffisamment petit, tout z € V, et
tout v vecteur unitaire de C" de coordonnées (vf,...,v)) dans une base
g-extrémale en z, nous avons uniformément en z, v et € :

n
;|
|v;

1
7(z, U,€)N Z 7i(z,€)

=1

Preuve : Voir [21] proposition 2.2. O

Proposition 1.3.2 Pour tout € > 0 suffisamment petit, tout z € V et v €
C™ wvecteur unitaire, nous avons uniformément en z, € et v :

7(z,v,6) &= e.

Z ‘ O ir(z + \v)
ONON

1<i+j<m A=0
Preuve : Voir [5], équation (3). O

Proposition 1.3.3 Pour tout € > 0 suffisamment petit, tout zo € V, z €
P-(z0), v € C" vecteur unitaire, nous avons uniformément en zy, z, v et € :

T(z,v,€) ~ 7(20,v,¢).
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Preuve : Voir [21] proposition 2.3. O
Les propositions suivantes nous serviront lors des estimations de la décom-
position de Hefer-Leray de la fonction de support (voir la sous-section 2.3.2).

Proposition 1.3.4 Pour tout z € V, tout € > 0 suffisamment petit et v €
C™ wvecteur unitaire, nous avons uniformément en z, € et v :

em 2 1(z,0,€) 2 €.

Si v est un vecteur de TZ(CbDT(Z), alors :

M=

T(z,v,6) 2 e

Si v est la normale en z :
T(z,v,¢€)~c¢.

Preuve : Ce sont des conséquences directes de la proposition 1.3.2. O

Remarque 1.3.1 Notons wi,...,w; une base e-extrémale en z € V et p un
point de bD,.(;) 1. pour lequel nous avons |p—z| = 11(z,€). Comme wy est la
normale extérieure unitaire en p et comme ws, ..., w,, sont des vecteurs de
T;cbDT(p), les propositions 1.3.3 et 1.8.4 permettent de conclure que, pour
i=2,...,n, nous avons T;(z,&) 2 ez et exTi(z,€).

Comme K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornzess (voir proposition 3.1 de
[8]), nous aurons besoin de cette généralisation de 'inégalité (6) de [5] :

Proposition 1.3.5 Soient vy, ...,v, une base de vecteurs orthonormés de
C"™, z un point de V et v et 3 deuw multi-indices tels que |a| +18] > 1. Alors
umformement par rapport a z, B, a et la base v1,..., vy, :

olal+18l,.
—(z
v ovP

e
~ ILmy 7(z,05,8) 00

Nous définissons maintenant une notation qui nous servira souvent :

Notation 1.3.6 Soient A C C", BC V,V contenant bD, g > 0, o, 8 € R,
B >0, k>0 un entier et v = (v1,...,vN) un N-uplet de [0,n]N, N > 0.
Nous dirons que g est une We, [, a, v, k]-forme différentielle sur A x B si
elle satisfait :

pe”
Hj-vzl 7,(2,)[¢ — 2|F

9(¢:2) <
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uniformément en z € B, € > 0 dans [c2|r(2)], 0], c2 la constante du lemme
A.3.1 et en ¢ dans ANP:(z) sie = |r(z)|, ou dans AN (P(2) \ c1P:(2)) si
e # |r(2)|, c1 la constante du lemme A.3.2.

Insistons bien sur le fait que les constantes intervenant dans la majoration
ci-dessus me peuvent pas dépendre des paramétres o, 3, v et k.

Puisque I'inégalité vérifiée par une W, [, «, v, k|-forme ’est a une constante
multiplicative pres, 'introduction du parametre ( peut paraitre étrange
mais ce § est important : Par exemple, quand nous étudierons l’action de
Popérateur T, du théoreme 2.0.1 sur h € C(’iq(ﬁ), f ne sera autre que ||h[|5 .
(on pourra regarder par exemple le corollaire 2.4.2) et il est important de
voir comment les constantes dépendent de h.

Dans les lemmes 2.4.1, 2.4.5 et 2.4.7, mais aussi dans les propositions 3.3.2
et 3.3.4, nous montrerons que nos noyaux intégraux sont des sommes de
W, [8, a, v, k] pour des parametres g, 3, a, v, k adéquats au sens des lemmes
A.4.1 et A.5.1 ou des corollaires A.4.2 et A.5.2.

1.4 Dérivation dans la direction normale

1.4.1 Motivation

Examinons la majoration de la proposition 1.3.5 dans le cas particulier

ou la base vq,...,v, est telle que v; soit la normale unitaire extérieure a
bD,.(2y, @ = (1,1,0,...,0) et 3 = (0,...,0). La propostion 1.3.5 donne la
majoration :
82
") < c . (1.1)
80187]2 T(Za U1, 5)7'(Z, V2, 5)

Comme d’apres la proposition 1.3.3 nous avons 7(z,v1, &), (1.1) est équi-

valente a ‘ aw6125w2 (z)‘ < T(Zj)w) : Nous majorons une quantité finie par une
autre arbitrairement grande quand e est petit ce qui n’est certainement pas
optimal et ne suffit pas pour 'utilisation que nous voulons en faire (voir les
remarques 2.3.2 et 2.4.2). Afin de voir ou intervient réellement la convexité
et le gain que l'on peut attendre, nous allons étudier un exemple et, par un
calcul direct, nous verrons quelle amélioration est possible.

Soit r(z1, y1, 2, Y2, T3,Y3) = —x1+ 25" —ax§y1 +y%+x§ ou a est strictement
positif et £ > 1 un entier. Nous supposons que a et k ont été choisis de
sorte que r soit convexe au voisinage de 0, auquel cas r est une fonction
définissante locale d’'un domaine convexe de type fini m. Remarquons que
I’on peut choisir de tels parametres a et k en posant par exemple a = 2 et
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m = 2k.

2
Nous avons 3y81 BTIQ = almg*l et pouvoir déterminer k permettrait de trouver

une nouvelle majoration. Nous allons montrer que la convexité de r impose
k>3
Pour que {z € C3,7(2) < 0} soit convexe au voisinage de 0, il faut que la

%r dr
. 2 D10 . .. - .
matrice ( ggﬁ %2;62 ) soit positive et, en particulier, le produit de ses

0y10x2 By%

valeurs propres doit étre positif : 2527 — (_2r g 2m(m — 1)z =2 —
prop p © 923 Oy y1072 = 2

(ak)%%k_g > 0. Or, cela n’est possible au voisinage de 0 que si k > .
D’autre part, ici 7(0,v2,€)re™ ce qui donne pour tout z tel que |z;]| <
7(0,v5,€),1=1,2,3:

0%r m_q

z < 7(z,v9,€)2
‘ayla.TQ ’ ~ ( » U2, )
< i
T(O,Uz,é)

Cela représente un gain d’un facteur e3 par rapport a l'estimation (1.1). Cet
exemple nous permet donc d’espérer un gain d’un facteur 3 par rapport
a la proposition 1.3.5 lorsque 'on dérive dans la direction normale : C’est
effectivement le cas comme nous allons nous employer a le démontrer.

La principale difficulté qui apparait lorsque ’on veut obtenir ce gain, est de
réussir a assurer I'uniformité des constantes qui entrent en jeu par rapport
a z et € mais aussi par rapport a la base de Diederich-Fornaess. Cela est du
au fait que le type d’'un domaine n’est pas continu par rapport a z et que
I’ordre de contact avec les droites complexes n’est pas homogene dans toutes
les directions (c’était notamment le cas dans notre exemple). C’est pourquoi
ramener un cas général a une situation proche de notre exemple au moyen
d’un développement de Taylor n’amene rien. Aussi, faut-il partir dans une
toute autre voie que celle des travaux de J.D. McNeal ou de J. Bruna, P.
Charpentier et Y. Dupain avant de pouvoir se ramener a des majorations
du méme genre que dans la proposition 1.3.5.

1.4.2 Travail en dimension deux
Lemme 1.4.1 Soit

{ VcCt? — R
P51 w o po(w) = po(0) + 2(0)a + Ro(wr, ws)
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une fonction convexe de classe C*° dans V woisinage de B(0,1), avec Ry
telle que Rp(0) =0 et grad Ry(0) = 0.

De plus, lorsque py est écrite sous la forme po(w) = po(0) + g—g(l)(O)xl +
Py (w2) + Riy(w), ot Pay, est un polynome homogéne non nul de degré 2ry,
ro > 0 entier, nous supposons aussi que R6 satisfait :

IRy (w)| < C(Jwy|* + [wiws| + |we]*° ™) Vw € B(0,1).

Soit encore m’ € N, m’ > 2rg.

Alors il existe s > 0 suffisamment petit et ¢ > 0 suffisamment grand tels que
quelle que soit la fonction p convexe de régularité C sur un voisinage de
B(0,1) vérifiant :

-6 = poll By mrss <5
- p(w) = p(0) + %(O)xl + R(w) avec R et gradR nuls en 0,

nous avons pour wy,ws € C, |wy|? + Jwe|? < 1 :

D) <e o+ |3 3 |22 (o) ot 1:2)

FRTT [
oY1 \ e o k! Ows 0wy

ktl=j

@(w) @(o) <c|lwl+ (> > L9 ()| Jwal |.(1.3)

a 1V Hapk st
0xy 0z i3 0l KN Ows 0w
Hi=j

Remarque 1.4.1 La condition sur Ry, signifie seulement que lorsque l’on écrit
un développement de Taylor en 0 de Ry a un ordre suffisamment grand, non
seulement, il existe un terme homogéne non nul en wsq, qu’en plus le premier
terme non nul est un polynome de degré 2rg (son degré, par converité de
po, est nécessairement pair) et que R, comprend tous les autres termes ainsi
que le reste. Cette condition sera satisfaite si par exemple pg est la fonction
définissante d’un domaine convezre de type fini 2rg dont la normale en 0
est la direction x1. Le parameétre m’ intervient car lors de la généralisation
aux dimensions supérieures, nous allons devoir travailler avec différentes
fonctions dont les "types finis” seront au plus celui du domaine D.

Preuve du lemme 1.4.1 : Les deux inégalités se démontrant suivant le méme
schéma, nous ne montrerons que (1.3) avec tous les détails.

N = N
Pour Q(2) = 7700 Y og e diz"Z', nous posons [|Q| == 3710 Yop i lanl

_ 1P

et s : 5

. Soit alors p de classe C'° et convexe sur un voisinage de
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B(0,1) telle que |5 — poll i3y, ys < 5 €6 Aw) = H(0) + 52 (0)z1 + R(w)

avec R(0) = 0 et grad R(0) = 0.

Pour j > 2, notons Pj(wq) = — T __(0)wkwz'. Nous voulons
’ 0<k,I1<j k! 8w’2§6w21

k+l=j5

donc montrer :

ap ap o A
S -5 0] = e\ SRl ) 0
Soient
OR ! 9’R 9’R
Ru(w) = 220, ws) /(1—t) (twn, ws) + 1 (twy, ws) |dt,
dxq 0 0zr10y1

" 0%
- OR L O’R O’R
Ri(w) = 7 1(0 , W) /0 (1—1) <$1 9101 (twr,w2) + Y1 == ayl (twl,w2)>dt

Une intégration par parties montre que R(w) = 21R1(w) + y1Ry(w) +
R(0,w2) et ainsi :

. dp ~

plw) = o 1(0)$1+P(0 ywa) + w1 Ry (w) + y1 R (w). (1.5)

Nous dérivons (1.5) par rapport & x; pour obtenir :

;mﬁl(w) = gxpl( )+ Ry (w )+$12§1(w)+ylzfll(w), (1.6)

L’inégalité Hﬁ—po||m g < s controle indépendamment de p les dérivées
d’ordre 1 de Ry et R; dans B(0,1) :

Tl(w) + yl@Tcl(M) S |ws. (1.7)

I

Pour prouver (1.4) il reste donc & majorer R;. C’est ici que la convexité va
jouer un role.

Soit v € C, de module 1. Pour (ay,az) € R? tel que |aq | + |az|? < 1, nous
posons Py, (a1, az) = plaq, agva).

pu, étant la restriction d'une fonction convexe de R* & un plan de R%, elle
est elle-méme convexe et son hessien est positif ou nul :

2
<82p112> <62PU2> - ( a2pv2 > > 0. (1.8)
8041 8042 Oa1 0
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Nous utilisons cette inégalité afin de majorer uniformément %‘2‘2%) puis

par intégration, nous majorerons R (0, aave). Comme vy est arbitraire, nous
aurons majoré Ry (0, ws) pour|ws| < 1. Pour conclure, nous montrerons que
R;(w) n’est qu’une variation contr()lée par |wi| de R;(0,ws).

Nous estimons tout d’abord p”Z (0, a2) :

0 vy
a2

9%p
= (0 0427)2)
83:%

S L (1.9)

(07 042)

uniformément par rapport a p car [|5llzg1y. < Aol zET e + 311 Par |-

: C32/’112 .
Regardons maintenant 772~ (0,9) :

2~
a pvz (0 042)

1.1
(90(180&2 ( 0)

. 8R1 (0, 0421)2)
N 6042 '

2~
Il ne reste donc plus qu’a estimer 6 . En appliquant la formule de Taylor

a p en 0, nous avons :

2rg

1 .
wl,wg Z Z 'J' awlai‘] (O)wlw‘]—FR/(wl,wQ)
J=0 [I]+]J]=5

et donc :

9%p, L i(i—1) o 0p 1 OPR(0,a00)
. 2(0,0&2):22 ] ()42 awlga@l (0)’1]2’[12 +8—04%(111)

Comme < s, nous controlons les dérivées de p jusqu’a
)

‘/3 - pOHB(071)7m/+3 -
lordre 2rg + 3 au moins et en exprimant par exemple R’ au moyen de la
formule de Taylor avec reste intégral, nous sommes assurés qu’uniformément
par rapport a p et vg :

2 D/
0“R/(0, <

OQUQ) 2|2r0—1
da3 ’

~ |

quel que soit ay € [0, 1].

[l Parg

Encore car || — poll gy mrps < 2+ DOUS avons | Payy || > ”P?ro”

>0 et
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donc uniformément par rapport a p et vy :

62R/(0, OéQUQ)

< a 2ro—2
da3 il

~

S | PargflJaz 2. (1.12)

~

Rassemblant (1.11) et (1.12), nous obtenons :

82,5 2rg
P 0,09)] 5 D IBllaab? + 1B ln~?
2 j=2
2ro ~ '
< D IPlazb 2. (1.13)
j=2
Maintenant, les inégalités (1.8), (1.9), (1.10) et (1.13) ameénent pour tout
az € [0,1] :
2ro
BR]_(O,QQ’UQ) 2 ~ i
(PG} < S IR leap 2 (1.14)
=2

et en prenant la racine carré de (1.14) :

2rg

’Mww) < S I8 laalt ! (1.15)
j=2

8@2

uniformément par rapport a p et ve.
Ensuite, nous intégrons (1.15) par rapport a g : Puisque R;(0) = 871(0) et
grad R(0) = 0, R1(0) en nul et nous obtenons :

/a 8R1(0, Ozgvg)d
0

8042
8R1 (0, 0621)2)
—— 22 d
6042 a2

|R1(0, 0w3)| =

«
< /
0

TSR
S DBz
=2

a2

N
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Comme cette inégalité est vraie pour tout a € [0, 1], uniformément par
rapport a vy € C, |va| = 1, nous en déduisons :

| R1(0, wa)| S 1P| w27, (1.16)

quel que soit wy € C tel que |wy| < 1, uniformément par rapport a p et ws.
Remarquons maintenant que :

| R1 (w1, w2) — R1(0,w2)| =

1 0?R 0?R
1—t ) t dt
/0 ( ) <=’E1 022 (twy,w2) + 1 8:n18y1( w1,w2)>
S il (1.17)

~

toujours uniformément par rapport & p car ||p — ponm, 43 < s

Pour conclure, il reste a combiner (1.7), (1.16) et (1.17) dans (1.6) :

%
81‘1

dp
<
5'1‘1 (0)‘ -

OR; OR;
xle(w) + lem<w)

(w) —

+ |Ri(wi,w2) — R1(0,w2)| + |R1(0, ws)]

IN

| |wr | + Z Z

j=2 0<k,I<j
ktl=j

1 )
[l awka*l )‘ G (19

ou ¢ ne dépend que de pg.
La démonstration de I'inégalité (1.2) est tres semblable & celle de (1.3) :
Nous dérivons (1.5) par rapport & y; et obtenons :

8ﬁ 5 O0R; 3R1
8—yl(w) = Ri(w)+z1—— i (w )+y18—y1(w). (1.19)

Encore une fois, I'inégalité ||5— po |l 15 < s controle indépendamment

(0,1),m’+3
de p les dérivées d’ordre 1 de R; et Ry dans B(0,1). Par conséquent pour
tout w de B(0,1) :

— — < . 1.2
n G @)+ W) S e (1.20)
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Ainsi, pour montrer I'inégalité (1.2), il reste & majorer R1. Pour cela, nous
introduisons pf, (a1, a2) = plia, azva) ot ay et ap sont des réels tels que
lo|? + |aa|? < 1 et vy un complexe de module 1. f, est donc une fonction
convexe car c’est la restriction d’une fonction convexe. Ainsi, le hessien de
p,, doit étre positif ou nul :

~ 2
<82pv2 ) <82pv2 > B < 82p,/02 ) > 0‘
8&1 3@2 Jda10ag ) —

Nous avons :

o*p,, IR (0, agvy)
e 1.21
‘80418(12( ’OQ) 8042 ( )
et
7, 0%
‘ 86@ (07 OZQ) - ay% (0 0[21)2)
< 1, (1.22)

uniformément par rapport & p car HpHB 0D mita < ”POHB(O 0).mi+3 + 11| Paro ||

Ensuite, W(O’ ag) = p“2 (0 ag) et d’apres (1.13), nous avons la majora-
2
tion suivante :
a2ﬁ/ 2ro
’ 55 (0, 02) Z 1B, sl 2. (1.23)
@3

(1.21), (1.22) et (1.23) donnent alors cette majoration :

2ro

OR1(0, 09v) < Z 15 ||| 31 (1.24)

OJas

Ensuite, puisque R (0) = g—?ﬁ(O) = 0, en intégrant (1.24) comme dans le cas

de R1, nous obtenons :

| R1(0,w2)| < (1.25)

quel que soit wg € C tel que |wa| < 1, uniformément par rapport a p.
Ensuite, 1’égalité

Ry (w1, w2) — Ry (0, ws) =

! d9’R O’R
= 1 —
/0 (1-1) (m oy, (1 2) U (twl,w2)> dt
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permet la majoration

|R1(w1,w2)—R1(0,w2)\ S \wl\ (1.26)

pour tout (wi,ws) de B(0, 1), uniformément par rapport a p et (wy, ws).
Enfin, (1.20), (1.25) et (1.26) placées dans (1.19) impliquent

95 ] 1

<w>\ < & | fwl+ (o)l | (1:27)
3 ZZ k'l'awkawl

iy

ou ¢’ ne dépend que de py.
Avec (1.18) et (1.27), nous obtenons (1.2) et (1.3) en posant ¢ = max(c/, ¢”).
o

1.4.3 Généralisation aux dimensions supérieures

Grace a un raisonnement par compacité, nous allons étendre le lemme
1.4.1 au cas d’un domaine de C".
Rappelons que D est un domaine relativement compact de C™, convexe,
de type fini m, ¥ un voisinage de bD relativement compact, r une fonction
définissante de D, de classe C'*° et convexe sur C", de gradient non nul sur V.
n¢ désigne la normale unitaire extérieure en ¢ € V a bD,(¢). Nous supposons
que V est tel que pour tout ¢ dans son adhérence, D, soit encore convexe
de type fini au plus m.

Proposition 1.4.2 Pour tout ( € V, et tout z = ( +w1in¢ +wav, v unitaire
dans TéCbDT(O, w; € C, wj = xj +iy;, 7 = 1,2, tels que |w1]* + |wa|* < 1,
nous avons

or(¢ + wine + wav) n Or (¢ +wine + wav)  Ir(¢ + wine) <
oY1 0y Oy w1=0 ~
1 | 97r(¢ + wav) :
S | o+ Yy — |wal? (1.28)
> A, W oulom |,y

uniformément par rapport a ¢, wy, wy et v.

Preuve : Fixons (y € V et vg € Tg)bDr(go) unitaire. Soit pe¢, v, (w1, w2) =
r(Co + wine, + wavp). Peove €st une fonction de classe C° et convexe sur
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un voisinage de B(0,1) C C2. D’autre part, par définition, pe, ,(w) =
Péovo(0) + apaCO =020 (0)z1 + Ro(w) ou Rp(0) = 0 et grad Ry(0) = 0. Afin de
vérifier la derniére hypothése du lemme 1.4.1, nous écrivons le développement
de Taylor de p¢, v, & l’ordre m en O :

Peowo (W) =

— 8p<0,v0 1o 9" PGo,vo I—J m
= n(0) + 52 (0) +]§;|H§|J:l 7171 5y Q'@ +offw]™).
=Jj

Comme D est de type fini m, 'ordre de contact avec la droite complexe
passant par (g et portée par vy est majoré par m et par convexité de D,

cet ordre de contact est un nombre pair. Nous le notons 2rqg, 79 > 0. Nous

1 9270p¢, ko
posons alors Parg0(w2) = X k4 j—0r) 17 Wa%zo(())w2w2. Py, 0 est donc un

polynéme homogene non identiquement nul et Rfj(w) := Ro(w) — Pap, 0(w2)
satisfait | R (w)| < (Jwi]? + [wa||wa] + [wa[*0*).

Nous pouvons donc appliquer le lemme 1.4.1 & p, v, avec m’ = m. Cela nous
fournit deux constantes s¢, ., et c¢, v, strictement positives telles que pour

toutes fonctions p convexes et classe C* sur un voisinage de B(0,1) C C?,
vérifiant 17— o0l 5o mss < S o Aw) = p0) + 22 (0)ar + R(w)
avec R et gradR nuls en 0, nous ayons :

9

N - 1 97p :
8y1(w) <Cwo | lw1l+ Z Z k!l!m(o) [wal |,

j=2 0<kI<;
kti=j

op op 3 - 1 9ip .
< E E N J
axl (w) axl (O) — C<07”UO |’I,U1’ + k|l| 8’U)§8@l (O) |UJ2|

j=2 0<kI<j
ktl=j

pour wi,wy € C, |wq]? + |wa|* < 1.

Comme 7 est de régularité C'*°, il existe un voisinage V¢, 4,(¢o) de (o dans
C" et un voisinage V¢, 4, (v0) de v dans C™ tels que pour tout ¢ € Vi, 4, (o)
et tout v € Vi, 0(v0) N TéCbDT(O unitaire, p¢,(w) = (¢ + wine + wav)
qui par définition est déja de régularité C*° et convexe dans un voisinage
de B(0,1), satisfasse |[o¢,0 = pcowo | o1y mrs < Scowo- De plus, puisque v

est un vecteur de Té.CbD,,(O, nous avons p¢,,(w) = pev(0) + 551” + R(w) ou
R(0) = 0 et gradR(0) = 0. Cela implique que pour tout ¢ € V¢, (o) et tout
v € Voo (v0) N TéCbDT(O unitaire, p¢, satisfait (1.28) pour une constante
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Cowo = 2€C¢o,0 D€ dépendant que de (p et vp.

Faisons alors varier vy dans la sphere unité de Tg)bDr(g‘o) : nous obtenons
un recouvrement de celle-ci par des voisinages V¢, ,(v), v vecteur unitaire
de Tg) bD,(¢,)- Par compacité de la sphere unité, nous en extrayons un sous
recouvrement fini Vg ., (v;), @ = 1,...,N. Posons ¢z := max{ce ;i =
1,...,N}. Encore grace a la régularité de r, il existe un voisinage V¢, de (o
inclus dans ﬂfil Veo.vs (Co) tel que pour tout ¢ de Vg, tout vecteur unitaire
vde T éCbDT(C) soit un vecteur de Y., Vi, o, (v;). Autrement dit, pour tout

¢ € Vg et tout v € TéCbDT(O unitaire, 'inégalité (1.28) est vraie pour une
constante c¢, ne dépendant que de (p.

Nous faisons varier (5 dans V pour obtenir un recouvrement de celui-ci par
les V¢,. Ensuite, par compacité de V, nous extrayons de ce recouvrement un
sous recouvrement fini V¢, i = 1,..., N’ et nous considérons le maximum des
¢, 1 =1,...,N’, afin d’obtenir (1.28) uniformément par rapport a ¢ € V,
v E TéCbDT(O unitaire. O

1.4.4 Traduction en termes de distance au bord

Nous concluons maintenant les problemes de dérivation dans la direction
normale en établissant le lien entre la proposition 1.4.2 et les distances au
bord de McNeal. Pour cela, nous aurons notamment besoin des propositions
1.3.2 et 1.3.4 que nous supposons donc vraies sur V tout entier et pour
tout e €]0,g¢], €9 > 0 suffisamment petit. Nous introduisons la définition
suivante :

Définition 1.4.3 Considérons ¢ un point de V. Nous appellerons base de
Diederich-Fornaess en ( toute base orthonormée complexe dont le premier
vecteur est n¢, la normale unitaire extérieure en ¢ a bD, ().

Un repere de Diederich-Fornaess en ( sera un repere centré en ( dont
la base est une base de Diederich-Forness en (.

Nous fixons {p un point de V et wi,...,w,, une base de Diederich-Fornaess
en (p. Nous notons ¢’ = ({],...,(],) les coordonnées d’un point ¢ dans le
repere de Diederich-Fornzess en (p associé a la base wi, ..., w),.

Dans les deux prochains lemmes, nous travaillons pour toutes les bases
de Diederich-Fornaess car pour estimer la décomposition de Hefer-Leray,
nous définirons des bases de Diederich-Fornaess en fonctions des bases e-
extrémales de McNeal puis ferons varier ¢ dans l'intervalle |0,e¢]. Par la
suite (voir par exemple le lemme 2.3.6), nous travaillerons avec des points
¢ dans des polydisques P.({p). Les coordonnées ((i,...,¢],) de ¢ € P-({o)

dans la base de Diederich-Fornaess wi, ..., w,, associée a la base e-extrémale
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satisferont Kj’| < T(C(),U)},E), j=1,...,n. Cela nous contraint a introduire
dans les deux prochains lemmes une constante C' :

Lemme 1.4.4 Soient C > 1, (o € V, w),...,w], une base de Diederich-
Fornass en (o et e €]0,e0]. Quel que soit ¢ dans B(Co, 1) tel que |(j| <
CT(C(),’UJ;,S), j=1,...,n, nous avons :

or or m 1

I _ < 6’7557
uniformément par rapport a C, C, €, (o et la base wi, ..., w),.
Preuve : Soient C, (y, w), ..., w), € et ( comme dans 1’énoncé. Nous écrivons

¢ =Co+Ang +puv, v e Tg) bD,(¢,) unitaire puis nous utilisons la proposition
1.4.2 aux points {y € V et ¢ € B((p, 1) :

or or
_ <
1 | 99r(Co + wav) A
SO A+ — - (1.29)
> 2 | ot
+l =

Nous admettons provisoirement les deux majorations suivantes

RY
1]

Ce, (1.30)

S
< C1(o,v,¢) (1.31)

et finissons la preuve du lemme.
La proposition 1.3.2 et (1.31) implique uniformément par rapport a (p et € :

m 1

071 (Go + wav) uli < C%et,

8wk8w

>y

Jj=2 0<k,I<j
k+l=j

wo=0

ce qui avec (1.30) et (1.29) prouve le lemme. Il reste alors & montrer (1.30)
t (1.31).

Nous avons A = (] et d’apres la proposition 1.3.4, nous avons 7({p, w}, €)rse,
par conséquent (1.30) est donc vraie.

La démonstration de (1.31) va étre une conséquence géométrique de la
convexité de D, (¢))4-- Nous commencgons par montrer que I'ensemble {z €
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cn, |z§| < ﬁr((o,w‘;,e), Jj=1,...,n} est inclus dans D,,)4<

Pour « réel, nous posons signe(a) = 1 lorsque a > 0, signe(a) = 0 lorsque

a =0 et signe(a) = —1 lorsque a < 0.

Soit 2 un point de C" satisfaisant [2}| < %T(C@,w;,&:) pour j = 1,...,n.

Nous définissons les 2n points suivants : p; = (o + signe(Rz})7(Co, w}, €)w}

et p; = (o+isigne(32;)7(Co, w),e)w), j = 1,...,n. Alors z est le barycentre

des points p1,p), ..., pn, D), et (o affectés respectivement des poids %’
132 | Rz, | 1S322, | o |R2] | 13271

TCowd) 0 Towhd)” Towhd) 8 1~ 2=t Tgoal e T TGl

tous les poids de ce systeéme sont positifs, cela signifie que z appartient a

I'enveloppe convexe des points pi, pl, ..., Pn, Ph, o qui appartiennent eux-

mémes au convexe Dy )4 Ainsi z est un point de D,(¢,)4e, c€ qui montre

. Puisque

que {z € C",|2}| < #T(Co,w;,é‘), Jj=1,...,n} est inclus dans D) 1e-
Gréace a cette inclusion, nous allons montrer (1.31).

Soit @ € [0,2n] arbitraire. Le point (p + %uewv a pour coordonnées
0, ~=e?¢h, ..., 52=e?¢’) dans le repere de Diederich-Fornaess en (o as-

2nC 2 2nC n

socié a la base wi,...,w!. Ainsi, puisque ¢ a été choisi de sorte que, pour
j =1,...,n, nous ayons [(;| < C7(¢o,w},€), Co + 5= ey appartient a
{z € (C”,|z§| < ﬁT(C@,w;»,E), J=1,...,n} C Dycy)+e et donc r((o +
%uewv) < e+ r(¢p). Comme 6 est arbitraire, par définition de la dis-
tance de (o au bord bD, ()4, dans la direction v, nous en déduisons que
gzl < 7(Co,v,€), ce qui montre (1.31). ©

Proposition 1.4.5 Soient des multi-indices aq et By tels que |ap|+|Go| > 0.
Il existe coyp3, > 0 tel que quels que soient C > 1, (o € V, wi,...,w;,

une base de Diederich-Forness en (o, € €]0,e0], ¢ € B(Co,1) avec |(j] <
CT(CO,w;,E) pour tout j, nous ayons :

Hl+laol+lBol

<
8@’18w’“oﬁwﬂo C | N H?:l T(<07 wy

Hl+laol+[Bol |

e

Remarque 1.4.2 Précisons bien que dans la proposition 1.4.5, o 5, €5t uni-
forme par rapport o C, €, {, (o et la base wi, ..., w),.

D’autre part, comme nous l’espérions lorsque nous avons étudié un exemple,
l’estimation de la proposition 1.4.5 apporte un gain d’un facteur €2 par rap-

port a celle de la proposition 1.5.5.
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Preuve de la proposition 1.4.5 : Soient C, (o, w1, ..., wl, ap, Bo, € et ¢ comme
dans I’énoncé de la proposition. Nous montrons tout d’abord 'inégalité :

(1.32)

1
Hi+laol+1Bol ‘ , C%Fes

< ¢
D ' ™ 0P TT 7(Go, w), £) 2P

c’ao, 5, e dépendant que de «q et Gy.

Nous appliquons la formule de Taylor & % en (o a l'ordre |ag| + [Bo| + F
1
et obtenons :

or or
o, (€) - aTU/l(CO) =

|co|+Bol+ %5

1 oIty - ) B
= Z Z ! B! w! dw'ow'? (Co) T + o(|¢!|lolFIBol+3y
=t Jal+IBl=) 1

Puisque ¢ est tel que pour tout j [C}| < C7(¢o, w}, €), nous avons [ — Go| S

1 m m 1
Cem, d'on |o(|¢'[leolHBol+3) | < Claol+1Bol+ 5 23 yniformément par rapport &

o, ¢, C et e. De plus, ¢ appartient & B((p, 1) et nous pouvons donc appliquer
le lemme 1.4.4, ce qui implique :

oo+ Bol+ 5

1 oty —18 m 1
Z Z Oé‘ﬁ' ow' awlaa@/ﬁ (<O)C/ac S C —HaOl—HIBO‘gQ .
J=1 la+18|=5 " 71

et nous obtenons

!
Nous normalisons alors en posant &; := W
yWis

oo |+[Bol+ 5

, . o
Z Z o oIty (Co)éaﬁﬁnT(Co,w§7€)6i+ai <
=1

: a! B! dw', dw'ow'P
=1 |al+|B8l=j P oy

ﬂ+a + 1
SCQ |0| |ﬁ0|€27

pour tout £ dans C" tel que || <1,i=1,...,n.

Nous utilisons maintenant une propriété des espaces vectoriels de dimension
finie. Considérons F' le sous-espace vectoriel de C[¢y,...,&,] constitué des
polynomes & coefficients complexes de degré au plus |ag| + |Go| + %, muni
des deux normes suivantes :

[Pllx:= sup  [P(&, ..., &)
|fl‘7---7|§n|§1
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et

| Plle := sup | Pagl-
|a|+18]< o] +18o |+ 2

ol P(E) = Yjaftjsislaot1g0l+ 3 LasEE -
Alors F étant de dimension finie, les deux normes || - |lo et || - ||« sont
équivalentes : il existe une constante ¢, g, telle que pour tout P de F,
nous ayons

[Plle < 6OéoﬂoHJ{jH*’

||+ 8o |+ 5 j+1 o ra B
2=t 2 Dol +181= %mwigwimgw((o) 121 (C7(Co, wj, €))Piteigg” est

un polynome en ¢ de degré au plus |ag| + |G| + 5. Nous en déduisons que
pour tous multi-indices o et 3 avec |a| 4 |3| < |ao| + |Bo| + & nous avons

1 glad+Isl+L, ol < @ ¢ Hlaol+bol o5
C
alB owhgweow 0|~ O (7(G, wl, €) Ot

(1.33)

ce qui, en particulier, montre (1.32) lorsque ( = (p. Pour établir le cas
général, nous effectuons un développement de Taylor a I'ordre % en (p de
oltlegl+180l

—————7-. Nous obtenons :
Ow] Ow'*0 dw'’ 0

Hl+leol+15ol )
ow,wreod ™
3 1 oitlaol+lBol+i, g "
- D T — 7 ()T + o(IC = ol 7).
20 |l 1181=i alp! 8w18w’°‘+a03w’

Comme, quel que soit j, [(}| < C7(¢o,w},€), nous avons toujours o(|¢ —

Glz2) < e e2 eten appliquant (1.33), nous obtenons I'existence de ¢, 5. >
0 ne dépendant pas de (, (y, € et C' mais de ag et Gy tel que

= “a0,B0 11, 7(Co, wh, e)(@0)it+(Bo)i”

1
l-+laol+5ol,. n e
< 2
(] £ €
Ow} Ow'* g’
dlaol+1Bol+1,

g s . )
L’inégalité sur m(( ) se montre pareillement :

Nous effectuons un développement de Taylor de % en (p a lordre |agp| +
1
o] + & et obtenons

or or
ow, (- o,

(Co) =
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leo|+]Bo |+ i
r a8 a m
] Z Z ',3' 8w ' ow'? (CO)C ¢+ 0(|C’U ol+Bol+% )
J=1  lo|+|8l=j

Le lemme 1.4.4 permet de majorer la différence (;’%(C) 8@, (o) par C'2 ez
1

Ensuite, en utilisant 1’équivalence des normes ||- ||« et ||-||e, nous en déduisons
pour tous les multi-indices « et 3 tels que |a| + |3 < |ao| + [Bo| + &

1 Yled+lsl+1,
ol B! 0w dw' ow'’

_ CQ+|ao|+lﬁo|€%
S Coo T (7 (Gorul, o) C)t B

ol+leol+18oly
0w, ' >0 (©)

En effectuant encore un développement de Taylor en (y de

a l'ordre %, nous en déduisons I'inégalité

N|=

Hl+laol+1Bol c

Q< cz
ow)y w0 g’ oo 21T, 7(Co, wis e

~

g)(@0)i+(Bo)i
pour un ca0 4, beut- étre différent du précédent. Pour conclure, il suffit alors

choisir de ¢y, g, égal & la somme des 2 constantes ¢, 5. O

1.5 Une fonction de support

1.5.1 Fonctions locale et globale

Nous allons donner ici la définition de la fonction de support que nous
utiliserons ainsi que ses principales propriétés. D désigne toujours un do-
maine convexe et borné dans C”, de type fini m, ¥V un voisinage borné de
bD et r une fonction définissante globale de D, convexe, de régularité C'*°
sur C" et de gradient non nul sur V. Soit ¢ € V, w},...,w, une base de
Diederich-Forneess en (. Afin de bien marquer la dépendance par rapport a
¢, nous notons r¢(w) 1= r(¢ +wiwj + ...+ wpwy,).

Nous posons alors :

m 4
j 10
Fe(w) = 3w + Kw} — K'Y w;M? ﬁ| &ué (0)w”
j=2 1Bl=
B1=

ou K, K', M sont des réels, kj =1sij= 0mod4, —1sij=2mod4et0
sinon.
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Pour z appartenant a C", nous notons w, = (w,,1,...,w; ) les coordonnées
de z dans le repére centré en ¢ et de base wi,...,w!, et définissons F((,z)
par :

F((, 2) == Fe(ws).

Remarquons que F' ne dépend pas de la base de Diederich-Fornaess en ( et
est donc bien définie.

Le prochain théoréme nous donne 'existence des constantes K, K’ et M et
d’un voisinage de bD, que nous noterons encore V, de sorte que F' soit une
fonction de support locale. L’énoncé que nous donnerons est celui de [2]. 11
differe de celui du théoreme 2.3 de [9] donné par K. Diederich et J.E. Fornaess
dans la mesure ou ces derniers travaillaient uniquement pour ¢ dans bD et z
dans D alors que notre énoncé considere en fait une famille de domaines et
laisse 2 aller au dela de D). Nous avons besoin de cette forme pour donner
dans le théoreme 1.5.2 une version globalisée de cette fonction de support.

Théoréme 1.5.1 [l existe un voisinage V de bD, M, K, K', k', ¢y, c_ et
R’ des réels strictement positifs tels que cy < c_ et pour tout ( € V, tout
v € TécbDT(Q vecteur unitaire, tout w = (w1, wz) € C? avec |w| < R, nous
ayons :

F(¢, ¢ +wine +wav) <

Rw| K K’k’ “ or(¢ + M) ;
< [Rul K,y KK s (20
i=2atp=j OA*OXT Ix=0
+eq (r(¢ + wine + wav) — ()
si (¢ + wine + wav) —7(¢) > 0 et sinon :
F(C, ¢ +wine +wav) <
Ruy| K K’k’ - (¢ + ) ,
S LT YR . ol il L] e
j=2 a+pB=j 8)\0‘8)\ A=0

c—(r(¢ +wine + wav) —7(())-

Preuve : Voir [2] ou I'article de K. Diederich et J.E. Fornaess : [9]. O
Cette fonction présente cependant un défaut. Bien que F' soit définie glo-
balement, les inégalités du théoréeme 1.5.1 n’assurent pas globalement que
F((,z) # 0 pour z # ¢ mais seulement localement. Il faut en toute rigueur
globaliser la fonction pour assurer cette propriété.
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Théoréme 1.5.2 Il existe des voisinages V de bD etU de D et deux appli-

cations
S'{ VxuU — C

(€2) — S(¢2)

et
A'{ {(CvZ)EVXU,’C—z|<§} - C
| (<) — AG2)

ot R' > R >0, R le réel donné par le théoreme 1.5.1 tels que :

(i) A et S sont de régularité C*> et holomorphe en z pour ( fizé.
(ii) RS((,2) S —|C — 2|™ pour tout ((,z) € V xU avec r(z) < r(().
(i1) Pour tout (z,() € U x V tel que |( — z| < %, S(¢,2z) =A((,2)F((, 2).

(iv) 3 <JA((,2)| <2 pour tout (¢,z) €V x U avec ¢ — 2| < & et toutes les
dérivées de A sont bornées sur {(¢,z) € V x U, |¢ — 2| < &}.

De plus, sz I — 2] < %, A(¢, 2) = 1+(m’—v(272))F(C,z) ot m’ est un r/éel et v
une fonction de classe C™ bornée sur V x U dont toutes les dérivées sont

elles aussi bornées surV x U.

Preuve : Nous ne donnons pas tous les détails des calculs car ces derniers
ont été faits dans [2] et que ces calculs eux-mémes sont inspirés de la preuve
de la proposition 3.1, chapitre VII du livre de R.M. Range [24].

Le théoreme 1.5.1 implique l'existence d’une constante ¢ > 0 telle que pour
tout ¢ de V, tout z vérifiant |( — 2| < R’

RE(C2) < —c¢— 2"+ ey (r(z) —r(Q)) (1.34)
si r(z) > r(¢) et sinon
RE(C2) < —d¢—2["+c(r(z) —7()) (1.35)

Nous tronquons F' au moyen d’une fonction y de classe C*° sur C" telle que
x(2) = 0si|z] > R, x(2) = 1si|2] < 2 et 0 < x(2) < 1 pour tout z de
C™ et posons :

S(¢,2) = X(¢ = 2)F(¢,2) — e(1 = x(¢ — 2))|¢ — 2™

Cette définition entralne que RS (¢, z) est strictement négative pour tous les
¢ et z de C™ tels que |¢ — 2| > R’ et pour tous les z de C" et tous les ¢ de
V tels que 7({) > r(z) et 0 < | — 2| < R

m étant pair, la fonction S reste une fonction de classe C™. Cependant,
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pour ( fixé, elle n’est holomorphe en z que si |( — z| < %/. Comme dans [24],
nous remédions a cela en résolvant une équation 0 & parametres.
Nous prolongeons la forme 8,2% en une forme différentielle a de classe C'™ et

0.-fermée sur un voisinage de bD x D telle que (¢, z) = 0 lorsque |¢ — z| <
%/. Nous appliquons & « le théoréeme 2.5 du chapitre V de [24] selon lequel
il existe une forme différentielle v, de classe C°° sur un voisinage de V x U
de bD x D (V peut-étre plus petit que le précédent) telle que 9,v = « sur
VYV xU. Remarquons que v est holomorphe par rapport a z lorsque |[(—z| < %
Quitte a rétrécir V et U, nous supposons que v et toutes ses dérivées sont
bornées sur V x U. Soit alors m' = inf ¢ )y R (¢, 2).

Nous posons u = % +m/ — v. Alors u est définie, holomorphe par rapport &

z pour ( fixé et de classe C* sur {(¢,2) € V x U, %S’(C,z) < 0}. De plus

(G, =) est non nul quand RS(C, 2) < 0 car Ru(C, 2) < L2,

Enfin, lorsque RS (¢, z) est strictement négatif, nous posons

1
u(C, z)

Ainsi, S est bien définie, holomorphe en z pour ( fixé et de régularité C'*°
sur ’ensemble des couples (C, ) €V xU (V x U peut-étre plus petit que le
précédent), tels que |¢ — z| > & o car RS y est strictement négative dés que
V x U est suffisamment petit. Cependant, S n’est a priori pas définie lorsque
¢ = z mais nous allons lui trouver un prolongement tres naturel.

Puisque F (¢, ¢) = 0, 'uniforme continuité de F' sur un voisinage borné ¥V xU
de bD x D peut-étre plus petit que le précédent, implique que si | —z| < %
R €]0, R'] suffisamment petit, nous avons |m’ — v((, 2)||F(¢, 2)| < 3. Nous
posons alors A((,z) = 1+(m’7v(1(,z))F(C,z) pour tous les (¢,z) de V x U tel

5(¢2) =

que |¢ — z| < %. A est une fonction holomorphe en z, de classe C*°, ma-
jorée par 2 et minorée par % et dont toutes les dérivées sont bornées sur
{(¢.2) eV xU,|¢—2 < &}

Remarquons maintenant que pour ¢ fixé, la fonction AF est holomorphe par
rapport a z, de classe C*° et prolonge S lorsque |( — z| < g.

Ainsi S est bien définie, holomorphe par rapport a z et de régularité C'*°
sur V x U.

Enfin, puisque 1S < |S|2‘ G2ap DOUS avons bien RS((,z) < —|¢ — z|™ pour

tous les (¢, z) de ¥V x U tel que r(z) <r(¢). o

Afin de faciliter 'application de ces théorémes conjointement aux pro-
positions 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4, 1.3.5 et 1.4.5 et au lemme 1.4.4, nous
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introduisons la notation suivante :
Notation 1.5.3 Nous dirons que (D, m,V,r,eo) est un bon quintuplet si :
(a) D est un domaine convexe relativement compact de C™ de type fini m, r

est une fonction définissante globale de D, convexe et de classe C*° sur C™.

(b) V est un voisinage relativement compact de bD, contenu dans le voisinage
V du théoréme 1.5.2, tel que pour tout z dans son adhérence, gradr(z) soit
non nul et D,y convexe de type fini au plus m.

(c) eo est un réel srtictement positif tel que quels que soient € €]0,g¢] et
z €V, P:(z) soit inclus dans B(z,min(1, &)).

(d) V et ey sont tels que les propositions 1.3.1, 1.3.2, 1.3.3, 1.3.4, 1.3.5 et
1.4.5, le lemme 1.4.4 et le corollaire A.2.3 soient vrais sur V pour tout
€ €]0, &)

(e) Il existe c(g9) > 0 tel que pour tout z de V et tout & €0, &¢],

a%(é)\ >
or

c(eo) et ‘awi‘ (C)’ > c(ep), quel que soit ¢ dans P.(z), u1 direction normale

réelle a bD,(;) en z et wi premier vecteur d’une base e-extrémale en z.

Remarquons que la condition (e) n’est pas trop restrictive : a partir du mo-
ment ot 1 est de gradient non nul sur bD, il existe toujours un tel voisinage
V et de tels nombres gg et c(gg).

1.5.2 Section de Hefer-Leray de S

Nous allons définir ici la décomposition de Hefer-Leray de S. Dans [§],
K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess utilisaient la fonction de support
explicite F' et pouvaient simplement obtenir une section explicite. Ici, nous
utiliserons la version globale S qui n’est plus explicite a cause de la globali-
sation. Pour définir la section de Hefer-Leray, nous sommes alors contraints
d’employer une méthode plus abstraite et définissons la section par une
intégrale.
Nous supposons que le domaine de définition ¥V x U de S est tel que V soit
inclus dans U et U soit convexe.
Nous fixons U une matrice unitaire arbitraire. Pour w € C", lorsque cela est
possible (c’est-a-dire si ( + Uw appartient a U), nous posons :

2(Gw) = S+ Uw).
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Supposons pour 'instant étre capable d’écrire ¥ sous la forme :
S(Gw) = ) oi(¢ww, (1.36)
j=1

alors pour tout (¢,z) € V x U :

S(C2) = ST (2-0)

n

= > 0T -0 [0'E-0)]
j=1

= Y| X0 T -0 | - 6)

i=1 \j=1
= Y [T T -0 -6
=1

ou o = (o1,...,0,). Il suffirait alors de poser Q((,z) = —UJ(C,Ut(z - Q)
pour avoir sur V X U :

S(G2) = Y Qi(¢2) (G — ).
=1

Encore faut-il écrire ¥ sous la forme (1.36) : Soient ¢ € V, w € C" tel que
¢ + Uw soit dans U.

Puisque nous avons supposé V inclus dans U, ¢ appartient a U et par
convexité de U, ¢ + tUw appartient & U pour tout ¢t € [0,1]. Ainsi, nous
pouvons écrire :

E(va) = E(Caw)_2(<70)
B Lo (¢, tw)
— /0 PR g

L ox
= ij/o %j(c,tw)dt.

Nous posons 0;(¢,w) = 01 %(C, tw)dt et nous obtenons (1.36).

Dans notre cas, afin de pouvoir profiter au maximum des propriétés de 5, il
faudra introduire une matrice U((), dépendante de ¢, qui soit une matrice
de passage vers une base de Diederich-Fornzaess en (.
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Mais avant tout, vérifions tout de méme que ) ne dépend pas de U : Soit
U’ une autre matrice unitaire. Nous posons :

(W) = (€ ¢+UW)
Vo oy
Uj(<>w ) = 0 aw (C tw )

Nous avons donc X({,w) = E’((,WtUw) et

oY az’ -
BT%(Q ) = C,U' Uw) Z ki Uki-
Jj= 1 =1
Ainsi
Ui(Caw) = ﬁ Ukz (C U/ Uw)
k=
et pour [ =1,...,n, puisque U et U’ sont unitaires,

@G2) = =3 U= 0)

= _ZUII Z U4V} (¢, U" (2= )

J,k=1
= — Z (ZUleer) k‘] ](C) U/ (Z - C))
k=1 \i=1

= =TT (2= Q).

Nous avons donc toute latitude quant au choix de la matrice U : reste a faire
le bon choix!
Résumons tout cela dans la proposition suivante.

Proposition 1.5.4 Soient V et U deux ouverts, U convexe contenant V.
Soit S € CY(V x U) satisfaisant S((,¢) = 0 pour tout ¢ de V. Soit encore
U une matrice unitaire. Nous posons 3X((,w) = S((,¢ + Uw), 0i(C,w) =
o (¢ tw)dt et Q(C,2) = —Ua((,U (2 — ().

Alors pour tout ((,z) € VxU, S((,2) = >0, Qi(¢,2)(¢G — zi) et Q ne
dépend pas de U.
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Remarquons qu’en appliquant cette méthode a la fonction de support locale
F utilisée dans [8] avec une matrice U = U(() telle que Un¢ = (1,0,...,0),
nous obtenons la méme section de Hefer-Leray que K. Diederich, B. Fischer
et J.E. Fornaess. Ici, nous sommes obligés de définir notre section par le
biais d’une intégrale car a cause de la globalisation, nous ne connaissons pas
explicitemment S, alors que dans [8] la fonction de support était explicite.

1.5.3 Famille de bases de Diederich-Fornaess

La fonction de support locale du théoreme 1.5.1 et par suite celle du
théoreme 1.5.2 ainsi que sa décomposition de Hefer-Leray sont fortement
liées aux bases de Diederich-Fornaess. Aussi, pour pouvoir travailler avec, il
nous faut définir une famille de base de Diederich-Fornaess au voisinage d’'un
point quelconque du bord de D. Nous allons construire ces familles de bases
en utilisant les bases extrémales de McNeal. Ensuite, comme nous devrons
dériver la fonction de support et sa décomposition de Hefer-Leray, il faudra
tenir compte des variations du repere, c’est pour cela que nous dériverons
aussi les coordonnées des vecteurs.

Soit (D, m,V,r,ep) un bon quintuplet.

Nous fixons (p € V, € €]0,¢0] et une base e-extrémale en (o : wi,..., wy.
Nous notons ¢* = ((7,...,(}) les coordonnées de ¢ € C" dans le repere
e-extrémal en (p de base wi,...,w.

Pour tout ¢ € P.((y), nous allons définir W0 (¢), matrice de passage de la
base wj,...,w; vers une base de Diederich-Forneess en (.

Il existe c(gg) > 0 (ne dépendant que du quintuplet (D, m,V,r, <)) tel que

‘86:;{ (()’ > ¢(eg) pour tout ¢ € P.({p). Nous pouvons alors poser :

Q) = (), J=1...m,
ﬁz;l a7 ()
AP = 1= L P =1
n¢ a alors (ufoﬁ(g), . 1/,%0’6(()) pour coordonnées dans la base wy, ..., w}.

Nous définissons la matrice WS- () par :

qj§276(<) = yfo,a(g) pouri = 1’ ...,n,
etsij>1:
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PO sti=1

0 sil<i<y
\/Aco, Aco, ©) AL(C) sii=j
(OO sii >

Une matrice semblable a déja été définie dans [8]. Cependant, K. Diederich,
B. Fischer et J.E. Fornaess ne travaillaient que sur le bord du domaine et
pouvaient de ce fait imposer que 7 ait un gradient normé sur le bord. Comme
il ne nous est pas possible de faire une telle hypothese, nous devons norma-

LA =

2
liser en divisant par /> 1", ’ 8‘1"}; (¢ )‘ . Nous allons maintenant montrer que

notre matrice U¢0¢ a les mémes propriétés que celle de K. Diederich, B.
Fischer et J.E. Fornaess.
Puisqu’ici {p et € sont fixés, nous noterons plus simplement ¥ := W=,

. CoE . AG0E
vj = Vjo et Aj = Aj0 .

Proposition 1.5.5 Soient (p € V et € €]0,ep]. Pour tout ¢ € P=((o), ¥(¢)
est une matrice unitaire telle que V(¢)ne = (1,0,...,0).

Preuve : Puisque 7¢ a pour coordonnées (V11((),...,¥1,(¢)) dans la base
wy,...,w,, il suffit de vérifier que ¥ est unitaire.
n n
Z OWu(Q) = > m(QP)?
i=1 i=1
= 1.

Soit j =2,...,n

ilwwﬂ(c) - WO G O TonT
+1§:1”"(O ;(C()ofxo(o
- s (me-mor- _Z; (O
- e (Aj<<> - g wow%)
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d (O (C) a0 [
;w@m = ‘ %ﬂl ”)1] ‘ ]<>AJ<<> +

_VJ(C) (C)

i=j+1 |V Aj-1(QA;(

A0+ \uj<<>|2<1 - 5;2 vi(O))
A;1(O)45(¢)
A;(O(A;(0) + (O

Aj-1(0)A4;5(C)
— ](C)AJ l( ) =1
Ai1(QA4;(O

Il reste & calculer > 7" | W (C)Wgi(¢) pour 1 < j <k <mn:

Zn: OWi(C) = _”1( )VJ(C) —vr(Qr1(6)

~w(Qv '(C)(Ak(C) - |V1( )|2_Z:‘L:k+1 vi(OF)

VAl ¢)Ak-1(C)Ak(C)
Vk Q)v;(¢
- ” ” (AK(Q) — A(O) 0.
\/AJ 1( Q) Ap-1(Q)Ak(¢)
U (¢) est donc bien une matrice unitaire qui amene la normale extérieure ¢
sur le vecteur (1,0,...,0). O
Pour ¢ dans P:((p), les vecteurs dont les coordonnées dans la base w7, ..., w

sont (¥;1(¢),...,¥;n(¢)), j =1,...,n, sont une base de Diederich-Fornaess
en (. Ainsi, avec ¥((), ¢ € P-({p), nous définissons a la fois une famille de
bases de Diederich-Fornaess et une famille de matrices de passage de la base
e-extrémale wi, ..., w; vers une base de Diederich-Fornzess en (. Cependant,
ces matrices et ces bases dépendent a priori de la base e-extrémale et donc
de . Il faudra prendre garde a ce que les majorations que nous montrerons
soient bien indépendantes de ¢ et de la base e-extrémale choisie.

Au cours de nos travaux, nous aurons besoin d’informations quantitatives
sur les coefficients de ¥ que nous montrons maintenant.
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Lemme 1.5.6 Soient {y € V et ¢ €]0,g¢]. Pour tout ¢ de P:({p) et i =

2,...,n, nous avons uniformément par rapport a (y, ¢ et e :
Q) ~ 1,
€
vi(Q)] < .
LS TG

Preuve : Soient (y € V, € €]0,¢¢], ¢ appartenant & P-((p) et i = 2,...,n.

Nous avons choisi € > 0 de sorte que ‘a?}{ (C)’ > ¢(ep) pour tout ¢ € P=((p),

donc |v1(¢)] 2 1. La définition de v (¢) implique trivialement que |v1(¢)] <1
et donc |v1(¢)|~1.

D’autre part, d’apres les propositions 1.3.5 et 1.3.3,

3877}(0‘ S Ti(aa) ce
qui amene |v; ()] < % O

La prochaine proposition existe déja dans [8] mais pour une matrice ¥ définie
uniquement sur le bord.

Proposition 1.5.7 Soient (y € V et € €]0,&q]. Pour tout ¢ € P-((o), tout
i, j, © # j, nous avons uniformément par rapport a (g, ¢ et € :

LS |W4(Q)]

Wi (O <

IN

L,

e2

75(Co,€)7i(Co, €)

Preuve : Soient (s € V, € €]0,¢¢0], ¢ € P=({p) et 4,5 =1,...,n,7 # j.
Comme ¥(¢) est unitaire, trivialement |¥;;(¢)| < 1.

D’autre part, |U; ()| = Aj?_i(f()() et :
1> A0 =1=> QP = 1= () = ()
1=2 1=2

L’inégalité |¥;; ()| 2 1 est alors une conséquence du lemme 1.5.6.
Par définition W1;(¢) = v;(¢) et encore d’apres le lemme 1.5.6

‘ < &
|\I’1j(<)| ~ Tj(C(],E)’

pour tout j # 1. Comme 7 ({p, €)~ve (remarque 1.3.1), nous obtenons

g2

W1;(Q < 75(C0,€)71(C05€)

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

1.5. UNE FONCTION DE SUPPORT 55

Pour j > i > 1, puisque \/A;(¢)A;—1(¢) = 1, il suffit d’appliquer le lemme
1.5.6 pour avoir :

[Wi5(Q)]

N

vi(Q)v;(C)]

62

Tj(COa 6)7-7;(C0> E) .

S

Dans tous les autres cas, ¥;;(¢) = 0, ce qui montre la proposition. O
Nous noterons ¢' = ({],...,¢,) les coordonnées d’un point ¢ € C" dans le
repere de Diederich-Fornaess centré (y dont la base est définie par ¥((p),
coordonnées que nous confondrons avec le systéme de coordonnées associé
a ce repere.

La base de Diederich-Forneess définie par ¥(() a des propriétés tres proches
de celles de la base e-extrémale par rapport a laquelle elle est définie. Par
exemple :

Proposition 1.5.8 Soient (o € V, € €]0,2¢], ¢ € P:({o). Pour tout j, nous
avons :

|C]/| S Tj(C()?E)a

uniformément par rapport a ¢, (o et €.

Preuve : Notons ((f,...,(}) les coordonnées de ¢ € P-((p) dans le repere
centré en (p € V et dont la base est la base e-extrémale, € €]0,p]. Alors
pour j=1,...,n:

G o= > Tillo)S
=1

Selon la proposition 1.3.4, pour tout j, € < 7j({o,€). Aussi, en nous aidant
de la proposition 1.5.7, nous montrons :

Gl< D151
1=1

n 2

< € ' '

~ ; 73 (o, €)75(Co, €) 7i(Co, €) + 75 (Cos €)
i

S 7i(Cose)
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Proposition 1.5.9 Soient {y € V et ¢ €]0,¢0], ¢ € P:(Co), wi,...,w,, lesn
vecteurs de la base de Diederich-Fornaess en ¢ définie par ¥((). Alors pour
tout v :

(¢, wi, €)~i(Cos €),

uniformément par rapport a C, (o et €.

Preuve : Nous reprenons les notations de I’énoncé.

Pour i = 1, le résultat est trivial : w] est la normale en ¢ & bD, () et d’apres
la proposition 1.3.4 7({, w}, €)ase. D’autre part, selon la remarque 1.3.1 nous
avons 71 ((o, €)~ee et donc 7(¢, wh, &)~ (o, €).

Soit maintenant ¢ > 1. Les coordonnées de w) dans la base e-extrémale sont
(U;1(€), -+, ¥in(C)). Les propositions 1.3.3 et 1.3.1 amenent alors :

1 N 1
T(vawe) ~ T(CO’wzl‘vs)

e (0

~ ;Tj(%e). (1.37)

Nous évaluons chacun des termes de la somme de (1.37) :
Soit j # i. Comme d’apres la proposition 1.3.4, 7;({o,¢€) 2 €, avec la propo-
sition 1.5.7 nous avons :

Wi (O~ g2
Tj (COa 8) ~ Tj (CO? 6)27—i(COa 5)
1
S Ti(C(J’E). (1.38)

Soit j = 4. D’apres la proposition 1.5.7, |¥;;(¢)|~1 et nous avons donc :

Wi(O] 1
7i(Co,e)  milCose)’

Nous déduisons de (1.37), (1.38) et (1.39) :

(1.39)

1 “ [ 5(0)]

> 1 WAS/T

7:(Co.e) "~ ;Tj(Co,f)
> 1

~ (G wle)
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puis de (1.37) et (1.39) :

1 — @359
S ; (

7i(C0€) — 7(C0,€)
<
~or(Cwpe)

ce qui montre que 7;((p, &)~7((, wh,€). O

Lorsque nous dériverons la fonction de support, nous aurons besoin de
connaitre les dérivées de W. Pour éviter de devoir distinguer trop de cas,
nous posons :

T{(C,é‘) = Ti((7€)7 Sil‘%l,
T{(C,é‘) - \/g

Réécrivons la remarque 1.3.1 :

Remarque 1.5.1 Avec ces notations et la remarque 1.8.1, nous avons pour
tout k # 1 7o, ) Z €% = 7 (Go,€)-
Quant a elles, les propositions 1.3.5 et 1.4.5 deviennent :

Corollaire 1.5.10 (des propositions 1.5.5 et 1.4.5) Pour tous multi-indices
a et (B tels que |a| + |B] > 1, tout (o € V, tout € €]0,e¢] et tout ( € P:((p) :

olal+18l, < €
acredc” [T, 7 (o, )it

uniformément par rapport a ¢, (o et €.

Preuve : Soient (y € V, € €]0,¢¢], ¢ € P-({o) et o, B deux multi-indices tels
que |a| + 8] > 2.

Dans le cas ot oy = 1 = 0, le résultat découle d’une application successive
des propositions 1.3.5, 1.3.3 et 1.5.9.

Siag + B > 1, alors W
sont bornées au voisinage de D, le résultat est trivial.

Si enfin oy + 31 = 1 : Nous notons w}, ..., w), les n vecteurs de la base de
Diederich-Forneess définie par ¥((p).

Comme ( appartient a P-((p), les propositions 1.5.9 et 1.5.8 impliquent
qu'il existe C' > 1 tel que pour tout i, |¢/| < C7((p,w},e), uniformément

par rapport a ¢, (o, et €. D’autre part P-({o) est inclus dans B(0,1) et nous

2 1 et donc puisque 7 et ses dérivées
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pouvons appliquer la proposition 1.4.5 puis la proposition 1.5.9 qui donnent
8‘“\+|5|r(o e

acreac” 7|~ Tz /(o) i FPi
Nous allons maintenant dériver les coefficients de ¥. Nous commencons par
évaluer les dérivées de v;. Comme leurs définitions sont assez compliquées,
cela va donner lieu a beaucoup de calculs.

O

Lemme 1.5.11 Soient {y € V et € €]0,e0]. Pour tout ¢ € P-(¢o), 1,7,k =

1,...,n nous avons uniformément par rapport a (o, ¢ et e :
ov; ov; €
ag.(o‘ A I e
821/1' 821/2' 821/2' £
‘8@’»8@2(0) ! ‘84}8@g(o| ' ‘645-84;; (O' 7/(C0,€)7} (G0, )4 (o, €)

Preuve : La démonstration est fondée sur le corollaire 1.5.10 qui ne fait

pas de distinction entre les dérivées par rapport a ¢ et {. Il n’y a donc

aucune différence a montrer les majorations de g?((j) et gg} (¢), ou celles
7 j

9%y, 9%y, 92y, s N .
=1 Tl et L ((), c’est po oi & chaque fois, nous ne
8(;@@/6 (C)? 898(16 (C) acéacl/c (C) pourquol qu 1S, NOuUS 1N

montrerons que I'une d’elles.
Soient (y € V, € €]0,¢¢], ¢ € P((o) et i,5,k = 1,...,n. Calculons 881;;; en
utilisant la base de Diederich-Fornaess en (j :

or - or
ow; € = ZWZk(Co)@(C),
1=1
d’ou
0 < or n 92r
507 (@) = X Wl y057(©) (1.40)
oG \ 0w} ; 9GoC]
Si k # 1, pour | # k, puisque les dérivées de r d’ordre 2 sont bornées nous
avons
0?r <
W(O\plk(@ S 1W(o)l;
et la proposition 1.5.7 donne
0?r g2
‘agyl'acl/(o W) 71(C0, €)7k(C0, €)
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Comme 7(¢p,€) 2 € (proposition 1.3.4), nous obtenons

RS | —— (1L41)
a¢;0¢ WS~ (Cose) '
Si maintenant £ = 1, alors pour [ # 1, le méme schéma que précédemment
donne
0?r
——— (¥ < |
3CJ’0C{(C) ()| < [¥a(Q)l
2
< €
TZ(C07€)7—1 (CO?g)
S
TZ(CO)E)

Selon la remarque 1.5.1, nous avons 7;(¢p, €) 2 71 (o, €) et finalement :

~

0%r
GCJ’.GCI’

() ¥k (Co) (1.42)

~ T{(C07€) ‘
En définitive, avec (1.41) et (1.42), nous avons pour k,l =1,...,n, l # k,

0%r
8@8@

€
< 77',2(@,5)' (1.43)

() ¥k (<o)

D’autre part, la proposition 1.5.7 et le corollaire 1.5.10 nous indiquent que

A € | (1.44)
a¢;ag;, ™~ 1(Co,€)75(Cos€)
Ainsi, I'inégalité
0 or €
_ <
o (aw;;“)>‘ S () (1.45)

est une conséquence directe de (1.40), (1.43) et (1.44).

2 : kM )
Comme 8%;_ (8%7"2 (()) = > \Illk((o)aggq (¢) et puisqu’il n’y a pas de

. 7 . . . 7 N 7/
différence dans les majorations des dérivées par rapport a ¢; et ¢/, on montre
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€

A or_
de méme que ‘BC ( L )’ S TG G

1)

or 0 or or
Z e (307 ©) w<<>+ag<a%<<>> (0.

Puisque pour tout k Tk(Co, e) 2 71(Co,€) (voir la remarque 1.5.1), I'inégalité
(1.45) nous permet de montrer que

0 | or o ( oOr o [ or
57 2| | (aw;;“))‘* 5 (au),;“))‘

Calculons aussi 8T§ (Zk 1 awk

0
"y

J k=1

81"
8w .

2 n
*<<>] <
J k=1 wk kz—:

n

g
Z T]Q(C()a 6)7']/-(C0’ E)

k=1
e

T],'(C(]a 5)7—{(407 5)
or

(nous avons négliger la contribution du terme 7= car si k = 1, la pire
k

A

(1.46)

éventualité, il est seulement majorable par une constante).
Nous sommes maintenant préts a estimer les dérivées premieres des v; :

oy; 0 or
70 7 (50 +
\/Zk 1 8wk

1 0 " | or 2\ or
> RS (; ‘aw,;“)' > Fuz )
(Zi @)™ N
Si i # 1, d’apres les propositions 1.3.5 et 1.3.3 nous avons

or
| =

3

TZ{(C(), 8) ’

2
et puisque > p_; ‘ a‘?;"; (¢ )‘ 2 1, avec (1.45), nous obtenons

(1.47)

ovy; 0 or or
ac;(o‘ < e (4 *<c>)|+ e (©)
< g
S T, 5 Cone) | (Core)
< e

77(C0,€)7{ (G0, )
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Sii=1, avec (1.45) et (1.46) nous avons

o < |2 ( 8r >
<

1.5. UNE FONCTION DE SUPPORT 61
€

7/(C0,€)71 (G0, )

Nous avons montré la premiere inégalité, passons a la deuxieme. En procé-
dant de la méme maniere que pour la dérivée d’ordre 1, nous montrons pour
tout [ que :

0? or e
Byl N . 4
‘8@,’8% (8101* (<)>‘ ~ 7'1/@075)7']{@0,6)7'];((0,5) (1.48)

En effet, en dérivant de nouveau (1.40) nous avons :

0? or
e (o ©) = zxppk @ aclacacp“) (1.49)

&2

Pour p # k, nous avons d’apres la proposition 1.5.7 ¥, (¢)| < N (CIOLA(CIOR

Si k = 1, alors nous avons 7((o, €)7p(Co, €) 2 €71 (o, €) et si k # 1 nous avons

7%(€0,€)7p(C0, €) 2 €74, (Cos €).-

Ceci montre donc que |¥,(¢) 5 pour tout p distinct de k. Puisque

N )

d’apres le corollaire 1.5.10 ‘m } ~ 7087 (Co BDIAGIDR cela nous

donne

2
# <ar*(<)> S / / . / :
8Cja<l awk T (Coa 5)Tj (CO’ 8)7—[; (CO; 5)

. . 2 2
Il faut aussi estimer % <Z?:1 ‘%(C)) ) :

0? " | or
acoq (g o ©)
~ 0 (o L\ o "9 (o o [ or
zz; a¢GOG, (5‘w2‘ (O> 6@72‘(0 i ; a¢; (8w7 (O> g, (8107(0> +

" Or 0? or "9 or 0 or
> 5ur Oacag ( M(@) a0 (50) 30 ( M(Q)
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et avec (1.45) et (1.48), puisque pour tout [ 7/(¢o, ) 2 7 (o, €), nous avons

o2 n 2
- 0? or "
N Z aqaq, <W(C)>'+l:
0? or n
2; o ( (O>'+H ac
N g’
~ lz; TJ/ <07 Tk((@v )TZI(C(L@) + T]/'(Cov8)7—[:;(<075)Tl/<<075)2
€

71(Co: €)77.(C0, €)71(Cos €)

<
8 ~

or
2O

<

(1.50)

Nous pouvons alors estimer les dérivées d’ordre 2 des v; :

82 V;
acloc;

1 0?2 or
— 30000 <aw; (C)) +
Zl:l ’8wl*
1

“lar, *\ o
;awl*(c) ac

(€)=

2( T | oo
or n n
n 3 (3%* (C)) KA ﬁ(g) ’ 9 or ©) 2) +
5 / * / *
4 n o 2\ 2 OCJ =1 0wl aCk =1 8wl
=1 owy

1 9? -
(s asf) (S

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

1.5. UNE FONCTION DE SUPPORT 63

D’apres les propositions 1.3.5 et 1.3.3 nous avons ’%(C)‘ < % Avec

(1.45) et (1.48) nous en déduisons pour i # 1 que

0%v;
- <
82 or 0 or 9 or
< m(aw;(<)>|+ 3 ()| + ag(aw;«)) n
or
|5z )
< € n € N c )
N (G0, )T Co, e)Th(Core) | TH(Coe)TH(Core) | TH(Core)Th(Core)
g
7;(Co:€)
S S

T'L'/(C(]v E)Tj{(<07 8)7—],@(407 5) '

Dans la derniere inégalité, le plus mauvais terme est celui ou toutes les

dérivées portent sur a‘i’}} (¢). Par contre, dans le cas ou i = 1, en plus, il y

aura aussi celui oll aucune dérivée ne porte dessus car ‘ 8‘2:* (¢ )‘ > 1. En effet,
1

. 2 2
lorsque ¢ # 1, le terme — 1 %858% <Z?:1 ‘8%7(0’ ) 8(?;; ) a

5 2
or

Bwl*
une tres bonne estimation car le facteur ‘ Dw (¢ )) est majorable par = C‘EO’E).
or

dur (¢ )’ est minoré par une constante non nulle, aussi,

g (S| )

i A : 0? or
et nous verrons que ce majorant est le méme que celui de ’m (W(C )) ‘

Nous utilisons (1.45), (1.46), (1.48) et (1.50), pour avoir :

Mais lorsque 7 = 1,

il faut trouver des facteurs € dans le majorant de

(QIpS

~

82111
acloc;

0* [ or 0 (s=|or .|
RE <aw1 (Q>'+|8<}2 (; O (o‘ )‘

0 or 0 or

o (50:9) | *lag 3z )|+

_l’_

~

o <<>D

)

a n
% (2

=1

0? .| or
8(]’0@’{ (; ‘Gw;k (©)

1

+
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€ N g2 N
71(C0,€)7;(C0:€)77.(Cos€)  71(C0,€)27}(Co, )71 (Co, €)
£ € €
+T/(< ! + ! ! + ! ! /
1(€0,€)7j(C0,6)  71(C0,€)77,(C0s8)  71(Co, )7} (Co5)77,(Cos €)
£
T{(CO?‘S)T];(Cng)T;‘(CO?g)’

et ainsi montrer la deuxieme inégalité. o©

Nous pouvons maintenant estimer les dérivées des coefficients de ¥. Cepen-
dant, malgré les calculs que nous avons déja fournis, il reste encore beaucoup
de travail.

Proposition 1.5.12 Soient (o € V et ¢ €]0,g9]. Pour tout ¢ € P:((p),

i=92,...m, 5. kl=1,...,n,j%14, nous avons uniformément par rapport
ad(, (pete:
’ aaqéf “)' ! 8an OS Taamas
‘aaqéf o aaz S Tj(Co,é‘)T{(zj, o)
’%‘Z<c>\+ ?C’Z@) S
5;2(4) ’ gﬁ;@ O]+ 32,2@ 0% GG e
S;Z(<> * aa;;qgé; O aa;;g © 5n<<o,e)r{(CO,si;@o,s)n;«o,e)’
sgq;g(o * SC%C O ggqe;c S s

Remarque 1.5.2 II existe une proposition semblable dans [8]. Ici, non seule-
ment nous considérons des dérivées d’ordres supérieurs, mais en plus, par
lintroduction de mnos résultats sur les dérivées dans la direction normale,
nous obtenons un gain d’un facteur 2 lorsque 'on dérive selon (] ou le
Cela sera esssentiel quand nous chercherons des majorations de la décom-
position de Hefer-Leray (voir la sous-section 2.5.2).

Preuve de la proposition 1.5.12 : Cette proposition est une conséquence du
lemme 1.5.11. Comme pour ce dernier, ne faisant pas de distinction entre les
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dérivées par rapport a ¢ et ¢, nous ne montrerons qu’une majoration dans
chaque cas. Pour tout j, par définition, ¥1; = v; et le lemme 1.5.11 donne
les résultats escomptés pour ces coefficients.

Soient (yp € V, € €]0,¢e0], k, L =1,...,n, ¢ € P({o).

Nous commencons par traiter les dérivées des ¥;;, ¢ = 2,...,n, et travaillons
) 94, _
tout d’abord sur B¢ bour p = 1,...,n
k
f: ays , 07
aék 3Ck “ag

Les lemmes 1.5.11 et 1.5.6 nous donnent pour tout ¢ € P-((p)

04y ¢ e
I, ‘ Z Ts Co, 74(¢0,€)77,(C0, €)°

s=2

Maintenant, pour tout s # 1, 72({o,e) = 75(Co,€) et d’apreés la remarque
1

1.5.1, 72(p,e) Z 2, d’ou :
O] = fji
oG 1 T Zererr <co,>
R — 1.51
< T;<co,a> (1.51)

Puisque pour i #1 ¥;; = \/‘LTZ , (1.51) nous permet de montrer :

oV 1 04, Ai(O)z DAy
¢ ‘ = Q) — ¢
‘8@;( ) 2(Ai(¢)Ai-1(¢))? 3(,’6( ) 24;-1(C) 96, ©
0A; 0A;_1
<
s [Se]+| %o
R
71.(C0,€)
Nous procédons de la méme manieére pour 8857253,, p=1,...,n
l k
82A 0%, 875 Oovs  Ovg Ovg 0w,
- Z 37 acr T a7 a7 T Vsamiac
9¢/9¢;, 8@8(1@ 9¢ 0G,  9G;, ¢, 9G I,
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et avec les lemmes 1.5.6 et 1.5.11, puisque pour s # 1 75((p, &) = 75(¢0,€) 2

~

1
€2, nous avons

P?A, - g2
/ / (C) S Z / / /
aC[ OCk 5—9 Ts (COa e)Ts(C()) e)Tk (COa 5)7—[ (COa 5)
€
. 1.52
T]:;(C(L E)Tl/(<07 6) ( )
Nous estimons alors g;l,‘géz
0?W,; L 1 0A; 0A; _ 1 0A;_1 0A;
W0G T Taalal, 004 alal, % oG
n 1 0% A; B 1 0A; 0A;_1
(A Ai_1)? 0GOG, 44,43 )3 OG OG,
1 1
3A? 0A;_1 0A; B A? 9%Ai
gl 0G0 0G g 0GOGT
et avec (1.51) et (1.52), nous obtenons
0?W,; 0A; 0A; 0 A; 0A;_1 0A; 1
<
o] = [59|5g 0]l a o] o (Q‘
0A;_1 ‘ 04; ‘ 82Ai,1 ’ ‘8AZ 1 }
+
€
fg / / :
Tk(éOa 5)7-[ (<0a 8)
Pour conclure, il reste a estimer les dérivées des ¥;; pouri,j=1,...,n tels
que i >j=1ouj>17>1. Dans ces cas, \Pij:—\/%. Donc :
8‘1’1‘3' _ v; % B Vj @ 77]/‘8 (\/Ai_lAi)il
o, VALK JAA 0 a¢;, '

Si nous sommes dans le cas ou j = 1, alors le pire terme est celui ol ni v}, ni

v/ A; A;_1 ne sont dérivés, ce qui avec les lemmes 1.5.6 et 1.5.11 nous conduit

a

oy;
!/

’3‘1%1

SHO] 5 ol

<<>]
) ;

7C0e) | (G (o)
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Comme pour i # 1 7/({o,€) = 7i(Co, €), nous obtenons finalement
‘O\Ijil (C)‘ 3
8(]; T{(CO? 5)7—]; (g()v 5) ‘
Si j >4 > 1, nous aboutissons de la méme maniere a
oV, ovj ov; —
Z < , - . i) . .
F©| £ WOIFEHO]+ Ol 55 O] + 010
2
< —
TZ',(CO7 E)TJQ(QO) E)Tj (<07 5)
Enfin, les dérivées d’ordre 2 :
Iz 821/j

Py 1 0y +78 (\/;[i;[z’—l)il oy
a¢o¢, VAA 0 o

(o oy A(VAAL) T o
VAA oG TG

¢, JAA_L 9GO

Vj 8271

¢l AA 9COC
0% (VAA )™

— 77,”]

o o\ O (VAA )
“\"aq o) T ag

a¢,.0¢;

Puisqu’il est borné uniformément, nous majorons par une constante uni-
forme le terme \/A4;A;—1 qu’il soit dérivé ou non (la pire éventualité étant
celle ot il n’est pas dérivé) et avec les lemmes 1.5.6 et 1.5.11, nous parvenons

comme précédemment a

g2

0*V,;
9¢Lo¢

pour tout ¢ € P-((p).

<<>‘

7; (€0, €)77 (G0, €)7;(C0, €) 75 (o, €)

Comme dans tous les cas que nous n’avons pas traité (c’est-a-dire 1 < j < 1),

¥;; = 0, la proposition est prouvée. o

Nous pourrions procéder comme K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess
dans [8] en travaillant uniquement par rapport & une base McNeal en (.
Cependant, non seulement a cause de la définition de la fonction de support
de Diederich-Fornaess mais surtout a cause de la nature de la proposition
1.4.5 et du lemme 1.4.4 qui travaillent avec des dérivées dans la direction
normale, il sera plus facile et plus naturel de travailler dans une base de
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Diederich-Fornaess en (. Aussi, nous devrons passer d’une base de Diederich-
Fornaess en (p vers une base de Diederich-Fornaess en un point ¢ € P-((p) et
c’est pourquoi nous définissons :

®(C) = V(QOU() - (1.53)

®(() est la matrice de passage de la base de Diederich-Fornzess en (p induite
par ¥((p) vers la base de Diederich-Fornzess en ¢ induite par U(¢). De plus,
lorsque ¢ est suffisamment petit, ® a les mémes propriétés que ¥ :

Proposition 1.5.13 Soient e €]0,e0] et (o € V. Sieq est suffisamment petit
(indépendamment de ), pour tout € Ps((o) et tout i, j distincts, nous
avons uniformément par rapport a (y, ¢ et € :

15 |®a(Q)| 1

45O <

IN

Y

62

Ti(<07 E)Ti(C(h 8) .

Preuve : Montrons tout d’abord les deux majorations : Soient (5 € V,

€ 6]0760]7 C € PE(CO)v 27.7 = 17" -5 1, i 7&.7
Tout d’abord, |®;;(¢)| <1 car ®(() est unitaire. D’autre part :

n
Oy = Y Vis¥(Go),
s=1

d’ou

n

25Ol < D 1Was(OI15s()-

s=1

Il suffit alors de distinguer différents cas et d’utiliser la proposition 1.5.7 :

Wi (Wi (C)| < [¥;(Co)l
52

S L () (154
(Wi (O)W55(Co)| < Wi(Q)]
62

S 9 (1:55)
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et pour k £ 1,j

84

7i(C0,€)75(Co, €) Tk (Co, €)?

g2

Ti(<0a 5)Tj (COa 5)

ou pour (1.56) nous avons utilisé le fait que 7 ({p,€) 2 € (proposition 1.3.4).
Nous utilisons alors (1.54), (1.55) et (1.56) pour finalement obtenir :

Wik (C) W5k (Co) |

(1.56)

62

Ti(COa E)Tj(C()v 6) ‘

Pour conclure la preuve de la proposition, nous montrons la minoration

[@i(Q) 21

|35 (O

1D (O] > %O (o)l = D [Wis(O)][Wis (o). (1.57)
pog
Or, selon la proposition 1.5.7, [¥;(¢)| 2 1 et |¥;(¢o)| 2 1 et nous avons
ainsi

W4 (Ol (Co)] = 1. (1.58)

Toujours selon la proposition 1.5.7, pour tout s distinct de @

62

[Wis ()] 75(Co, ) ri(Cos €)’

ce qui entraine
o4
7i(Co,€)%75(Co, €)*

Mais puisque s # i, nécegsairement i # 1 ou s # 1 et d’apres la remarque
1.3.1 7(Co,€)7s(C0,€) 2 €2, d’ont nous tirons finalement :

[Wis(Co)l[Wis(O)] <

[Wis(OIPis(C)| < e (1.59)

Des inégalités (1.57), (1.58) et (1.59), nous déduisons l'existence d’un ¢ > 0
ne dépendant ni de ¢, ni de ¢, ni de ¢ tel que :

[@:i(C)| 2 1—ece
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et si € est suffisamment petit (indépendamment de ¢ et (p) :

[®u(O)] = 1.

La proposition est prouvée. O
Les dérivées des coefficients de ® ont aussi le méme comportement que ceux
de U :

Proposition 1.5.14 Soient {y € V et € €]0,e9]. Pour tout ¢ € P-(p), tout

1=2,...,n, j,k,l=1,...,n, j # i, nous avons uniformément par rapport
a o, C ete:
8@13' ‘ 8(1)1]- < e
‘ o, | o 91 = G mtoe)
0]+ | 220 < -
oG, ac, ~ 75(C0, )7 (Co, )71 (Cos €)
0P 0Dy 5
— < —
82@13‘ 82(131]' 82(1)1]' 3
—2 () |+ +|—= S ;
acraq |t agaq M aga | ® e oG e)
82@1" 82<I>,-- 82@-- 52
— i,(C) + / ]/(C) + >y ],(C) S.z . / / / )
a¢,oc¢] 9¢;,0¢ a¢aC] 7;(C0,€) 7 (Co, €)7] (Co, €)77,(Co5 €)
0%®;; 0?®;; 0?d;; €
~ ’Z _"_ K4 + - K4 S .
ag,;aq;(o 9¢,0¢ © ag,gag;(o 7(C0, )7/ (Co, €)
Preuve : Comme pour le lemme 1.5.11 et la proposition 1.5.12, nous ne

ferons pas de distinction entre les dérivées par rapport & ¢ et ¢ et dans
chaque cas ne montrerons la majoration que de 'une d’entre elles. Soient
Co €V, € €]0,e0], ¢ € P(20) et i,7,k,l dans {1,...,n}. Dans les sommes

0D;; Zs

aC;;] = Z C Js CO (160)
82<I>Z-j o2 s —————
m%“ﬂmw%%* (161

c’est le terme ot s = i qui va compter le plus car |¥;;((y)|~1, et c’est pour
cela que nous ne pouvons pas avoir de meilleurs résultats que pour ¥;;(¢).
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La preuve de la proposition se résume alors a un fastidieux jeu avec les
indices en isolant les "bons” et les ”mauvais” cas.

Sii=j =1, pour s # 1, alors 75(¢o,€) 2 71(Co,€) (remarque 1.5.1) et avec
la proposition 1.5.7 nous avons

8\Ills
(@)l | @] £ )
< €
TS(COag)
€
< : 1.62
S Ao (162
et de méme
0 \Ifls ‘ e
. 1.63
wal|geae©] = o (169
Avec les propositions 1.5.7 et 1.5.12 nous avons
o011 0¥y
<
@l G| < |50
€
< , 1.64
S GG (61
et de méme
8 \1’11 aijll
<
€
< . 1.65
S TG R %
Ainsi, (1.60), (1.62) et (1.64) donnent ‘85{2}1 < m, alors que

0P11 < 5
(1.61), (1.63) et (1.65) donnent 'estimation } BC},C Q)] < e (OBLACEEACOR
Sii=j # 1, nous utilisons 75((p,€) = € quel que soit s (proposition 1.3.4),
7!(Co,€) 2 2 (remarque 1.5.1) ainsi que les propositions 1.5.7 et 1.5.12 pour

obtenir pour tout s # 4

8\1’15 ’ < g2 g2
a¢, ~ 75(C0,€)7!(Co, ) Ts (o, €) 7 (Co, €)1 (Cos €)
£

71 (Co.€)

ZSCO"

N

(1.66)
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De méme :
0%, €
G ’ ¢ ’ < . 1.67
| ( 0)| 8CkaCl( ) Tl/(4075>7—]/€(<075) ( )

Les propositions 1.5.7 et 1.5.12 nous donnent quant a elles
ov; oV,
a 7,7, } ~ ‘ 8 ,ZZ (C)’
Ch Gk

e
< TG0 (1.68)

u<0|‘

et toujours de méme

3

< .
8<kacl ’ ~ T]::(Co,é‘)TlI(Co,E)

De (1.60), (1.66) et (1.68) nous déduisons ’%‘EZ (g)’ S =
0Pi; .

(1.67) et (1.69) ‘ac;a% (C)‘ < W pour tout i # 1.

Si maintenant ¢ # j = 1, nous utilisons les propositions 1.5.7 et 1.5.12 pour

avoir quel que soit s

ii(Co)| ‘ (1.69)

et avec (1.61),

8‘1}1'5

a\Ijzs
ol 50| 5 |5e0)
< &
S G e 70
et
0% €
18 <
CO"ackaq ‘ S S O L L

Pour tout ¢ # 1, (1.60) et I'inégalité (1.70) donnent la majoration ’%‘IZ’,‘ (C)‘ <
k

£ 82(I>i1 < £
TGETEe o (L6 et (L71) donent |25 (O)| £ e emaa
Sii= 1% j: Pour tout s # j, puisque 75({p, &) = € (proposition 1.3.4) et

puisque Tj,-(C(), ) = 7j(Co, €), la proposition 1.5.7 entraine

€
Wjs S . 1.72
S ) 7
Les propositions 1.5.7 et 1.5.12 impliquent :
67\IJ1J oV
< c (1.73)

T]/g(<07 E)TJI‘(C()? 6) ’
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et aussi de méme

6 \Iflj ‘ 9

o 341 < : (1.74)

W55 (o) “ ™~ 1.(Co,8)7 (€0, )75 (Cos €)

et de

£ Jos o
De (1.60), (1.72) et (1.73) nous déduisons ‘ 8(2 ’ < m,
024

(1.61), (1.72) et (1.74) ‘W(C)’ S T,Q(go,e)T{(Co,s)TJ/_(Co,g) pour tout j # 1.
Si enfin 1,7 et j sont deux & deux distincts : Pour tout s # 14,j, puisque
7s(Co,€) 2 €, les propositions 1.5.12 et 1.5.7 entrainent

C | ‘al:[lls ‘ < €2 82
Yisloll | Ber ~ 75(Co,e)7s (o, €) (o, €)T(Co, €)Ts(Cos E)
2
&
S , 1.75
S TG0 (G0 ) G ) (1.75)
6\IJU oW,
S - (1.76)
~ 7i(Co,€)77.(C0, €)7/ (Cos€) '
2
g
. <
et (1.60), (1.75), (1.76) et (1.77) impliquent ‘ 20| S 7 &276)73,_ —

pour tout i, =2,...,n, 1 # j.
Pour de tels 7 et j , nous avons aussi d’apres les propositions 1.5.12 et 1.5.7

s(¢0) ‘ 62% ‘< e Vs #1,5. (1.78)
] a(]gaCl TZ{(C()? )Tk(COa )T (C0,€)Tl,(<0,€)7 ’
0*V,; ‘< g2
[¥35(0) ‘ackag o (G0 )T (Cor ) (Core) (179)

Et pour tout i,j = 2,...,n, i # j, (1.61), (1.77), (1.78) et (1.79) im-

82<I>ij (C < 82
9¢;,0¢] ~ 7/(Co,e)7] (Go,e) 7 (G0,8) 7} (CosE) 7
la proposition. O

pliquent ce qui finit de démontrer
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Chapitre 2

Estimées C’k sur les domaines

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréeme 2.0.1 Soit D C C" un domaine borné convezxe de type fini m.
Pour g =1,..., n—1, il existe un opérateur T; : Co4(D) — 907q:1(D) tel
que pour tout k € N et toute (0,q)-forme f élément de C(’iq(D) O-fermée,
nous ayons :

(i) 9T f = f.

. R I ;

1) TFf appartient a C, +_m D) et il existe ¢, > 0 ne dépendant pas de f tel
q 0,q—1

que T3 fllp gy 2 < ekl flip g

Nous commengons par définir 7 comme I. Lieb et R.M. Range dans [18]
en utilisant ici la fonction de support S des domaines convexes de type fini.
Pour prouver (ii), nous appliquerons un lemme de Hardy-Littlewood dont
nous vérifierons les hypotheses en écrivant 77 f comme une somme finie de
We,[8, o, v, k]-formes pour des parametres adéquats. Mais avant tout, faisons
quelques remarques sur le théoreme 2.0.1.

Remarque 2.0.8 La constante ci peut-étre choisie de sorte que le théoréme
2.0.1 soit vrai pour cette méme constante c sur tous les D, = {( €
C™,r(¢) < a}, r fonction définissante globale de D, de classe C* et convexe
sur C", a réel avec |a| suffisamment petit.

Remarque 2.0.4 Si cela n’allait pas a U'encontre de la définition d’un do-
maine convexe de type fini, nous pourrions considérer un domaine convexe

D a bord C’*3 de type finim, m < j+3, dans le sens ot D serait un domaine
conveze & bord CIt3 dont Uordre de contact avec toute courbe holomorphe

75
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est au plus m. En suivant la méthode employée pour prouver le théoréme
2.0.1, nous construirions un opérateur T, qui résout l’équation O sur D et
tel que pour toute forme [ € C(’iq(ﬁ), k < j, O-fermée, T, [ appartienne a

k+L
C’O;ﬁ(D) et vérifie |15 fll5 14+ < el fll5 g, ek ne dépendant pas de f.

Remarque 2.0.5 Dans le théoréme 2.0.1, nous ne parlons pas du cas q =
n car pour ¢ = n il existe un résultat meilleur : Lorsque q = n, toute
(0,n)-forme est O-fermée. Aussi, si f est une (0,n)-forme de classe C*
sur D, k > 0 entier, nous pouvons la prolonger en une (0,n)-forme Ef
0-fermée de classe C* & support compact dans une boule B contenant D
et telle que [|[Ef|pr S Hf”ﬁk; uniformément par rapport a f (il suffit par
exemple d’appliquer o f Uopérateur de prolongement du théoréeme A.2.1). En
utilisant sur B une formule d’homotopie telle que celle qui définit [’opérateur
Ty de la section 2.1, nous pouvons construire un opérateur T,y tel que pour
tout e € [0,1[, 0T Ef = Ef, T:Ef appartienne a Cg;’il(ﬁ) et vérifie
I ThEfl5pse < chellfllpgs cke ne dépendant pas de f. En fait, comme
Ef est a support compact dans B, TrEf n’est finalement qu’un terme de
Bochner-Martinelli et le Hilfssatz 1 de larticle [18] de I. Lieb et R.M. Range

en assure la régularité.

2.1 Opérateur de résolution

Soit (D, m,V,r,e9) un bon quintuplet et soit S la fonction de support
construite a la Diederich-Fornaess du théoreme 1.5.2, que nous supposons
définie sur V x U avec U voisinage convexe de D contenant V. Avec ces
hypotheses sur I/ et V, nous pouvons utiliser la décomposition de Hefer-
Leray @ de S donnée dans la proposition 1.5.4.

Voici le noyau de type Cauchy-Fantappieé que nous utiliserons (voir [24]) :
Pour ({, A, z) € V x [0,1] x U, tel que S((,z) # 0, on note :

mw((,z) = Y ¢ zd(,
j=1

j=1

_ . 770((72) 771(<7Z)
n(¢, A z) =1 )\)‘C—ZP +)\S(C,z)‘
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Nous posons alors pour 0 < g <n—1:

a(a=1)
gl = o (1)1 @ean A @

Pour ¢ = —1,n, nous posons aussi :

Qn,—l(n) = Qn,n(”) =0.

Pour ¢ =0,...,n, d’apres [24] :
5C,)\Qn,q(n) = (_1)q5zﬂn,q—1(77)-

Soient encore :
fCrx {1} xC" — C"x[0,1] xC"
e (CAz) o (GA2) !
L C"x {0} xC* — C"x[0,1] xC"
o (CAz)  — (GA2)
et :
Brg = LS(Qn,q(U)) et Kpq= LT(Qn,q(n))-

Nous posons enfin pour z appartenant a D

TG = [ HOA g A = [ QA Bngea6,2)
bDx[0,1] D
de sorte que selon [24], pour tout z € D :

F(2) = 0(Taf)(2) + Ty1(0f) (). (2.1)
K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess ont montré dans [8] que T :

Cg,q(ﬁ) — C’éfl(ﬁ) est continu. Pour obtenir des estimées C* nous sui-
vons les pas de L. Lieb et R.M. Range et modifions T}, de la méme maniére
que dans [18]. Soit E : C*(D) — C%(D U V) lopérateur de type Seeley du
théoreme A.2.1. Soit G = V — D. Nous montrerions comme dans [18] que
pour toute (0, ¢)-forme f de classe C! sur D, O-fermée, et tout z de D, nous
avons :

/ F(O) A Qg a1 ()G, 2) =
bDx[0,1]

== [ BN ARgra A = [ (BN A Brga(€:2)
GX| G

0,1]

B RO A Qg ()G A ) + /G (E)C) A Kng1(G,2). (22)

Gx[0,1]
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Pour tout z € D, nous posons si ¢ =1 :

Mi(f)(2) = / (ES)C) A KnolC, 2),

G

et pour2<g<n:

M,(f)(z) = 3. /G o B A DG ),

Pour ¢ > 1, nous définissons 7} par :

T, = Ty— M, (2.3)
C’est cet opérateur qui va, comme dans [18], satisfaire les estimées C*. Re-
marquons que K, est holomorphe en z et par conséquent 0, T} f = 9, Ty f.
Lorsque ¢ > 1, 5qu*f = 0,T,f car My(f) est O,-fermé. Ainsi, Ty reste un
opérateur de résolution de 1’équation 0.

De plus, pour f € C%’q(ﬁ), O-fermée, et z € D nous avons grace a (2.2) :

T, f(2)=—]  O(EfNONng-1(0)(C A 2)~| Ef(Q)ABng-1(¢,2). (2.4)
Gx[0,1] GUD

L’écriture de T} f sous la forme de (2.4) permet de profiter de la régularité

de f au travers de ECE f : plus f O-fermée sera réguliere, plus ECE f aura
un ordre d’annulation élevé sur bD.

2.2 Technique de travail

Décrivons la méthode que nous allons employer pour prouver le théore-
me 2.0.1. Soit k£ un entier, k£ > 0.
Si k = 0, en s’appuyant sur le travail de K. Diederich, B. Fischer et J.E.
Forneess dans [8], il suffira de montrer que pour tout g et tout f € C'g’q (D),

i
M, f appartient a Cg", (D) et vérifie HquHﬁ% S 1150, uniformément
par rapport a f.

Si k est non nul, il faudra montrer que pour tout f de C’é“,q(ﬁ), O-fermée,

et tout opérateur de dérivation Ay = %, avec |a| + [0 = k, ATy f est
i

un élément de C’d”fq_l(D) et qu’il existe un réel ¢; ne dépendant pas de f tel

que :

AT fllp 2 < el fllp (2.5)

1
m
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Posons T, f fo[o 1] Ic(Ef) A Qpg-1(n). Comme f est de régularité

C* jusqu’au bord de D et que Ef est & support compact dans D U G,

Joup Ef(C) A Bpg-1(¢,-) appartient & C’g;el(i) et satisfait || [, Ef A
Bhg-1ll5 p1e S IIfll5, pour tout e de [0, 1[. Il suffira donc de montrer que :

Objectif 2.2.1 Pour tout j et tout opémteur de différentiation Ap_1 =

k-1 T, f o1, f
T avec o] + 0] = k — 1, Agq a; et Ap_1 7%
C(qul(ﬁ) et vérifient uniformément par rapport a f :

o1’ f or, f
A — (2 A z < B 15
a5 - # oG e by iy

ce que nous allons nous employer a prouver.

Quand nous chercherons & montrer ’objectif 2.2.1, les plus mauvais cas
se présenteront lorsque la fonction de support S sera dérivée. Aussi, le gain

!

. . e . . oT, ,
d’une dimension d’intégration est suffisant pour traiter aﬁf car S étant

holomorphe par rapport a z, elle ne sera pas dérivée par aT Cependant,

méme si ce gain d’une dimension d’intégration permet de traiter 8;f il sera
la cause d’une difficulté majeure car il va révéler le mauvais comportement
de la composante normale du noyau en la variable d’intégration (. En effet,
jusqu’alors, dans tous les opérateurs intégraux construits avec la fonction
de support de Diederich-Fornzess, la variable d’intégration restait toujours
dans le bord du domaine. Aussi, la composante normale en ¢ du noyau
ne jouait aucun role puisqu’elle se trouvait écrasée par l'intégration sur le
bord. Lors des estimations du noyau au moyen des polydisques et des bases e-
extrémales de McNeal, cette astuce permettait de gagner un facteur € lorsque
la composante normale du noyau en ( apparaissait. Ici, Té est une intégrale
sur un volume et de ce fait nous ne pouvons plus utiliser ”cette astuce”

détruisant la composante normale qui avait permis dans [8] de montrer les
’f

estimées CY. C’est pourquoi pour traiter , il faut plus que le gain d’une
dimension d’intégration et notamment la proposmon 1.4.5 qui, en améliorant
lestimation de la composante normale du noyau (voir la remarque 2.3.2),
permet le gain d’un premier facteur e% . Pour gagner le dernier facteur E%,
il va falloir effectuer une manipulation semblable a celle effectuée par J.
Michel dans [22] et aussi produire d’autres estimées. Pourtant, nous verrons
que sans la proposition 1.4.5, cette manipulation seule n’apporte rien (voir

les remarques 2.3.2 et 2.4.2).
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Pour j =1,2,...,n, nous posons §; = a%j + (%. Soit z € D.
!

ot f

aZj

(2) = / BeEF(C) A6 Qg (0)(C A 2) +
Gx[0,1]

_ 0
—/ GCEf(C) A ?Qn,q—l(n)(47 )\a Z)
ax[0,1] G
= Y-X.

Nous manipulons X de sorte a faire apparaitre une relation de récurrence
’f

dans I'expression de . Comme €2, ;—1(n) est de degré n en dq :

84(Ef)Aaa<an7q_1(77) - BN A L0l
= dea(Bf) Ao <6§]JQW 1@)))
ot U désigne le produit intérieur. Ainsi :
X = /G><[01] de \(EF)(C) N O <a§JJan (0 )(CM»Z))
— /GX[O’I] de A(EF)(C) A de <a(zﬁﬂnq (n )(C,A,z)>

_ /9
[ a0 A Tes (o a2
G'x[0,1] J
= X;—Xo.

Nous appliquons le théoréme de Stokes a X :

e+l 0
X, = (-1 /Gx[o,l]d“ (dc,AEf(C) agﬁQ”q 1(n )(47)\,2))
0
= —1)1 - - 8in y /\y
(—1) /be[o,u deEf(C) A 34} Qg1 (¢ A, 2)

(1) /G IEF(C) A -2 s Byt (C.2)

BCJ
0 [ ABSQ) A g Eonga (6:2)
G C]
= X1+ X2+ X3,
Sur bD nous avons 9¢Ef = 9. f = 0, donc :

0
Xu= (00 [ OB N g O )G 2),
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et comme (%_4 Qy,,g—1(n) contient déja d(y,...,dCj—1,dCjt1,...,dC, :

Xy = /D 0BT yae; A -2 Qg (n)(C A 2)

bDx[0,1] 9G ¢
OF

/ f(() A Qng-1()(C, A, 2).

sDx[0,1] 9

D’autre part, sur bD, nous avons aussi : ac = G et donc :
J

_ of
Xu= [ GON G 2)

Comme %J By, 4—1 est de degré (n — 1,n — ¢) en ¢ et comme Ef est une

(0, q)-forme et que nous intégrons sur G x {0}, nous avons :

OEf
X12 == o 8Cj (C) A Bn,q—l(C7z)7
et de méme : OEf
X13 = - 9 (C) A Kn,q—1<<7 Z)‘
¢ 0G
Ainsi :
Xio= [ QAR+ [ GHOA B+
' bDx[0,1] 9C; ma ¢ ATt
OEf
- ANKpqg-1(C, 2).
o aCJ (C) ,q 1(C )
En remarquant que iJ d¢n = —0¢ \—, nous avons pour Xy :

¢ o¢;

= 0
Xy = /Gx[o,l} de \Ef(C) A O a <8CJJQ ng—1(n )(C,)\,Z))

0
= —/ dABFO A 52 2= 0calng-1(n)(C, A, 2)
Gx%[0,1] J
En utilisant maintenant 9 zQy 4—1(n) = (—=1)9719,Q, 4—2(n), nous avons :

Xy = (-1)f /G Mdc,AEf«)Afc,wzﬂn,q_xn)(c,x,z)

J

0
= (=1 <
( 1) /G><[O,H 8<Ef(<-) aC] 8 an 2( )(C?A) Z)

_ o
—1)? o - n » Ny
[ BB A gD a2
= Xo1 + X2
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L’intégrande cie Xog est de bidegré (n —1,n 4+ 1) en (, et donc Xa2 = 0.
Puisque a%ﬂ 0.8 g—2(n) contient d(i,...,d¢j—1,d(jt1,...,dG,

OEf N
Xo1 _/GX[O 196 ——(Q)d¢; A 2 0. .q—2(n)(C, N, 2)
et donc oEf
Xz = /Gx[01 TCJ(C)/\a Qng—2(n)(C, A, 2).
Nous obtenons finalement
of OEf
X= ] o 3G M naa A D) = | ZE (0 A K1 (G2)
OEf .\ \ 5 OEf
_/GX[O \ 7 () A D:ng-2M(GA2) + | GO A Bag-a(G:2)
_ of
/DX[OI] 8CJ(C)/\an 1( ) G, A, Z /Eacj /\Kn,qfl(C,Z)—l-
OFEf of
_/G <8CJ(C) Eacj (C)) A\ Kn,qfl(g, z)
_ OEf 2 0f > 5 q \
/GXOI] ( agj (C) 8(]( ) A z n,Q*Q(n)(Cv ,Z)
- 9! OBf
/G B0 100t 4 LA B
8Ef

8Cj (C) A Bn,qfl(Ca 2)

D’u(r;e part, sur D, %]gf €)= %(C) ce qui donne fD 9Lf (C) ABpq-1(¢, 2) =
fD %(C) A Bn,q—l((a )
D’autre part, comme S est holomorphe en z, [, E 8( L) Kpq-1(¢, 2) =

lorsque ¢ > 1 et fo[o 1 EaC (O)NDQn,4—2(n)(¢, A, 2)=0 lorsque ¢ = 1. Nous
avons ainsi

X= 1, (gg‘) (=) - M, (gg‘) @+ GO B

- [ (520 - £5L0) A Kugate )

OEf p0f _
- (50 - E5EO) 130 a1 ),
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d’ou
oT,f . [(OEf of OEf
5= [ (G- EgL o)k TR
v [ BESO AN - T; (51
9Ef o~ _ ol 2
e[ (FLO-E5L0) om0

Nous connaissons déja les estimées pour le terme de Bochner-Martinelli, la

récurrence nous apportera les estimées de T (g—g) et nous apprendrons
J

a controler les autres termes. Pour cela, il nous faut déja prouver les es-
timées C° pour notre opérateur T, et estimer les nouveaux termes, dont

6an,q—1 (77)

2.3 Estimations des termes du noyau

2.3.1 Minoration de la fonction de support

Soit ¢; donnée par le lemme A.3.2.

Dans le lemme 4.2 de [8], K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess donnaient
déja une minoration de F'((, z) pour z dans D proche du bord et ¢ dans le
bord de D. Cette minoration implique la méme estimation de S((, z). Ce-
pendant, dans la définition de 7}, la variable d’intégration ¢ appartient a
une petite couronne G C C™ \ D. Ainsi, nous devons montrer une majora-
tion semblable & celle de [8], mais pour les ¢ au dela de bD. Pour cela, nous
employons une méthode différente de celle de [8] : Pour minorer F(C, 2p), K.
Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess devaient considérer un point (y projeté
de zg sur bD et travaillaient pour les points ¢ de bDNP.({p) \ c1P:({o) en uti-
lisant une pseudo-distance liée aux polydisques de McNeal. Notre approche,
plus géométrique, permet de travailler directement sur P (zp)\ c1P:(z0). Elle
repose sur le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 Quitte a choisir ey plus petit, il existe co > 0 tel que l'on ait
Uassertion suivante. Soient zg € V, ¢ €]0, cpl, € €]0, 0], ¢ € P:(20)\c1P=(20)
et zg écrit sous la forme zo = ¢ + Ane + pv ot v est un vecteur unitaire de
TéCbDT(C). Alors |p| < er(C,v,€) implique |A| = €, uniformément par rapport
a zg, C, € etc.
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Preuve : Soit ¢y > 0 arbitraire que nous fixerons ultérieurement. Soient
alors ¢, ¢, zp et ¢ comme dans I’énoncé. Ecrivons zg = ¢ + An¢ + pv. Soient
aussi wy,...,w; les n vecteurs de la base e-extrémale en zp. Nous noterons
v* et (n¢)* les coordonnées de v et 7 respectivement dans cette base, (*
celles de ¢ dans le repere centré en zg et de base wy,...,w;,.

Nous avons :

G = —=Ane)i — moy. (2.7)

Nous commengons par montrer que |A| < e. Cette propriété est en fait vraie
avec la seule hypothese que ¢ appartient a P.(zp).

Comme (n¢)F = |6T1( I 8‘2: (¢), d’apres les propositions 1.3.5 et 1.3.3, nous

avons |(n¢)r| < n-(zo,a) et

2
M:

Al S 1671 (e )3 |

1

.
I

i) e

ZA
WE

1

oM .
o

S

Il reste & montrer que |\| 2 €. Dans ce but, nous utilisons (2.7) afin de majo-
rer ( pour i # 1 et ainsi prouver que |(}| > cie des que ¢ est suffisamment
petit.

D’apres la proposition 1.3.3, 7((,v,e) = 7(zp,v,€) et d’apres la proposition
1.3.1 : -4 A~ 1lvil Nous en déduisons que | NE |“HU |

7(20,0,€) i=1 7;(20,6) " 7(Cv.€) i=1 7i(20.€)
et si |u| < er(¢,v,¢€), nous avons pour tout @

luoi| < emi(zo0,€). (2.8)

~

D’autre part, pour tout ¢ # 1, d’apres la remarque 1.3.1, e2 < 7i(z0,€), et
nous avons donc |(n¢);| < 7i(z0,¢€). Nous obtenons ainsi pour tout ¢ # 1

All(ne)il < emi(zo,€). (2.9)
Nous rassemblons (2.7), (2.8) et (2.9) et obtenons pour tout 7 # 1
G S (e + ¢)7il20, €)-

Ainsi, lorsque ¢g et g sont suffisamment petits et que nous supposons |u| <
er(¢,v,€), nous avons |(f| < ¢17i(20,€). Mais comme par hypothese ¢ n’est
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pas dans ¢1P:(z0), nous avons nécessairement |(;| > ¢171 (20, €).
Mais maintenant, |\||(n)3] > |C7] — [ .

7| dwy
uniformément par rapport a ¢, zg et €, ce qui avec (2.8) conduit & l'existence
de C' > 0 telle que

Or, puisque (D, m,V,r,€p) est un bon quintuplet ’ Or (()‘ 2 let|(ne)il 21

[A| c171(z0,€) — Ceri(20,€)

2
2 e(c1 —Co)

car e~sTi(z0,€) (voir la remarque 1.3.1). Il suffit alors de choisisr ¢g > 0
suffisamment petit encore. O

Nous supposons a partir de maintenant que £ est tel que (D, m,V,r, o)
soit un bon quintuplet et le lemme 2.3.1 soit vérifié.

Nous allons maintenant produire la proposition établissant la minoration de
S telle que nous 1'utiliserons.

Proposition 2.3.2(i1) Pour tout zo de V, tout { de V tel que r(¢) > r(20),
nous avons

1S(¢, 20) Z 7(¢) = r(20),

uniformément par rapport a zg et (.

(i1) Quitte a choisir ey plus petit encore, pour tout zg € V, tout € €]0,¢&g],
tout ¢ € (P=(20) \ c1P=(20)) NV satisfaisant r(¢) > r(z0), nous avons

1S(¢; 20)| 2 € +7(¢) —(20)
uniformément par rapport a4 zg, ¢ et €.

Preuve : Nous commencons par (i). Soient zg et ¢ dans V tels que r({) >
r(20). Si | — 20| > &, d’apres le théoreme 1.5.2, |S((, 20)| 2 1 et dans ce cas
I'inégalité est triviale. Encore d’apres le théoreme 1.5.2, dés que | — zp| <
£5(¢ 20) = A(¢, 20)F(¢,20) avec |A(C,20)| > 3 et il suffit de minorer
|F'(C, 20)|. La minoration découle alors directement du théoreme 1.5.1 car

[F'(¢, 20)] —RF(¢, 20)

c—(r(¢) = r(=0))

>
>

et (i) est montré. Passons a (ii) :

Soit ¢p donné par le lemme 2.3.1. Soient alors ¢ €]0, ¢p] que nous fixerons
ultérieurement, zo appartenant a V, € €]0,¢0] et ¢ € (P=(20) \ c1P=(20)) NV
avec r(¢) > r(zp), de sorte que toutes les hypotheses du lemme 2.3.1 soient
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satisfaites.

Deés que [¢ — zg| < %, d’apres le théoreme 1.5.2 S((, z0) = A(C, 20)F(C, 20).
Par le choix de £g, cette condition est réalisée de sorte que |S(¢,zp)| >
$IF(¢, 20)| et qu'il suffise de travailler avec F.

Nous écrivons zg = ( + An¢ + pv ol v unitaire est dans TéCbDT(O. D’apres le

théoreme 1.5.1, puisque & est tel que |( — zp| < %, nous avons

m

RA| K k:K’ (¢ + pw)
IR FE TR S Bl pil ke
2 2 J=2 a+B=j n 8Mﬂ #=0

+e_(r(¢) — r(20)). (2.10)

)

L’inégalité triangulaire nous permet quant a elle de donner cette minoration
de [SF| :

m

SFC2) = 3|8\ K\ =K'y M

Jj=2 at+p=j

(¢ + )

O opP b

u=0

Supposons que |u| < ¢7(¢,v,¢), auquel cas d’apres le lemme 2.3.1 || =~ ¢
et cela uniformément par rapport a c. D’autre part, d’apres la proposition
1.3.2 nous avons

>y

J=2 a+tp=j

(¢ + )

3 0P 7(¢,v,¢) ave.

Puisque nous avons supposé |u| < ¢7(¢, v, €), nous en déduisons qu'il existe

C > 0 tel que
[F(C,20)] 2 SF(C 20)] — §RF(QZo)
(¢ + ) ,
2 A= KPP - K’Z > ‘!ul“r
~ Coucon®
J=2 a+p=j Op o p=0
+c-(r(¢) — r(20))

Z e(l=Cle+c))+c(r(C) —r(20)).

Ainsi, si g et ¢ sont suffisamment petits encore, nous avons
[F(C20)] 2 e47(¢) —r(20) (2.11)

Nous fixons a partir de maintenant €9 > 0 et ¢ > 0 petits de sorte que (2.11)
soit vraie deés que |u| < er((,v,¢).
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Nous considérons alors € €]0,e9], z0 € V, ¢ € P=(20) \ c1P:(20). Ecrivons
20 = ¢ + An¢ + pv ol v unitaire appartient a T, éCbDT(C). Deux éventualités
s’offrent a nous :

Soit |u| < er(¢, v,€) et comme nous 1’avons montré avec (2.11),

[F(C 20)| 2 e+r(¢) —r(20)

Soit |u| > er(¢,v,€) et avec (2.10) nous obtenons

m ,
dr(C+ pv ;
Gl 2 3 3 | ZHEEE ) (e
i=2atp=j| PO lu=0
m :
dr(C+ pv ;
2 > 3 | ZEHI (w4 r(Q) ~ (o)
i=2ap=jl  OHTORT u=0
Selon la proposition 1.3.2, 7" ) > | Or(Chp) 7(¢,v,€)/ae d'ott
P =2 Lot f=g | opear® | = e

[F(¢20)] 2 e+r(Q) —r(z0),

ce qui prouve la proposition. O

Bien entendu, des inégalités du méme type sont valables lorsque r({) < r(zp),
mais elles ne nous seront pas utiles.

A partir de maintenant et jusqu’a la fin de ce chapitre, g est fixé de sorte
que (D,m,V,r gp) soit un bon quintuplet et que la proposition 2.3.2 soit
vérifiée pour ce €.

2.3.2 Estimations de la décomposition de Hefer-Leray et de
ses dérivées

Afin d’exploiter au mieux la fonction de support et sa décomposition de
Hefer-Leray, il faut exprimer le noyau dans les bases de Diederich-Fornaess.
Plus précisément, nous fixons un point zg dans V tel que ca|r(zo)| < €o et
e > 0 dans [c2]r(20)|,€0]. Nous considérons une base e-extrémale en zg, P,
la matrice de passage de la base canonique vers cette base, et aussi la famille
de matrices W*0-¢ définie pour les bons quintuplets dans la sous-section 1.5.3.
Nous noterons ¢’ = ((f,...,¢},) les coordonnées d’un point ¢ dans le repére
de Diederich-Fornaess en zp de base wi, ..., w), donnée par U#=(z;). Nous
utiliserons aussi cette notation pour désigner le systeme de coordonnées
associé a ce repere.

Puisque zg et ¢ seront fixés tout au long de cette partie, la matrice W*0-(()
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sera simplement notée W(().

Soient ¢ dans P.(2p), # dans U et w dans C" tel que ¢+ (()Cb*tw soit dans
U. Nous posons

S(Gw) = S(CC+ TP w),
L on

O-i(Caw) = 0 aiwl(gatw)dt,

Q(¢,2) = —(¥()2) (¢, ¥(O)Pu(2 — ().

@ correspond a la décomposition de Hefer-Leray de S de la proposition
1.5.4 avec pour choix U = (C)fb*t. Y] est 'expression de S dans le repere
de Diederich-Fornaess centré en (.

C’est dans la base de Diederich-Forness induite par W(zy) que nous expri-
mons le noyau. Soient

Nous avons déja étudié les propriétés de ® dans les propositions 1.5.13 et
1.5.14. w((, z) représente les coordonnées de z dans le repere de Diederich-
Fornaess en ¢ induit par ¥(¢). De plus, si [¢ — z| < & nous avons

5 w((,2)) = Ac(w((, 2)) Fe(w(C, 2))- (2.12)

D’autre part, nous avons aussi Q'(¢, z) = —®(C)'o (¢, ®(O) (2 — ) et

m(¢z) = > Q¢ 2)dd,
=1
- " 9Q)! _
dem(C.z) = Y a?l(g,z)dgwg.

!
J

ij=1

Pour utiliser (2.6), nous devrons aussi regarder 'action de d; sur le noyau,

mais il sera plus facile pour nous de étudier & travers la base wi,...,w!,
5 . /0 a s

c’est pourquoi nous posons J; = 37 + ag J = 1,...,n.

Comme les coefficients de ® et leurs dérivées hors de la diagonale sont tres

petits en termes de ¢, les @} auront le méme comportement que les o;. Nous
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entamons donc I’étude des o; et de leurs dérivées. Avant cela, rappelons que
nous avons défini les 7/(¢,¢) par

T{(st) = Ti(C7€)7 812#17
T(¢e) = Ve

D’autre part, afin de ne pas avoir a recommencer des calculs tres semblables
lorsque nous étudierons 1’équation dy, nous travaillons sur les couples (¢, z) €
(P-(20))? et non pas (¢, 29), ¢ dans P-(zp) comme cela suffirait pour montrer
le théoreme 2.0.1.

Lemme 2.3.3 Pour tout z,{ € P-(20), 4, =1,...,n et k=2,...,n, nous
avons uniformément par rapport a z, ¢ et € :

|wi(<7z)| SJ Ti(20,5),
, Owy, < €
|0iwr (¢, 2)| + 8?(C,z) < 77_{(2078)Tk(2075>7
Bn(C )+ 20| £ ot
YIS a?{ 3 ~ 7'7;/(2(),8)’
0wk < e
J acz (C? Z) ~ 7'7;/(20,€)T;<ZO,E>TI€(ZO’6)7
0wt < e
o ©A R T o)

Remarque 2.3.1 Dans [8], K. Diederich, B. Fischer et J.E Fornass étu-
diaient aussi les w;. Seulement, ils n’avaient besoin que de majorants pour

lwi (¢, 2)| et g% (¢, 2)| alors que nous devons aussi majorer |8iwg (¢, 2)| et
J
lawk

Preuve du lemme 2.53.3 : Soient z,( € P-(29), i, j, k comme dans ’énoncé
du lemme. En utilisant le repére de Diederich-Fornaess en zp, nous écrivons
w;(¢, z) comme Y ;" @;(C) (2] — (/). Cette égalité ainsi que les propositions
1.5.13 et 1.5.8 conduisent a :

wilG: )l < D 1RaOIG — =l + [2a(Q)lI¢ - I

I#i
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< )
Z Py G (20, €) + 7i(20,€)
l7£z

S_, Ti(ZO) 5)

ou pour passer a la derniere ligne nous avons utilisé 7;(z0, ) 2 € (proposition
1.3.4).
Nous faisons & présent agir o, sur wg, k # 1 :

0P
(50-)]9 <7 Z 8CI/€Z / l/)

Nous utilisons les propositions 1.5.14 et 1.5.8 et procédons comme précé-

demment :
8‘I>kl a@kk
B¢, )] < Z\ 16 - m\(%, ¢ - 2
2k
n &2 c
< [
N ; Tk(zo,s)n(zo,5)7{(20,5)TI(Z0’6) + T{(zo,a)Tk(zo’E)
l#k

-

et puisque selon la remarque 1.3.1, pour tout k différent de 1, 7%(z0,€) 2 €2

et donc
Gwn(C 2| S ——Ti(z0,€)-
T; (2075)
Lorsque % agit sur wy, comme pour d;, seuls les coefficients de ® sont

dérivés et l'inégalité 8“’" ({ 2| S mm(zo,a) se démontre point par

point comme |§/wg (¢, )| < %Tk(ZO, e). I n’y a guere plus de différences
pour la derniere inégalité : L
Bwk - 82(I)kl
g% < 3| L0
¢ 2/§17¢

(I)kk

=1

C)‘!C{—ZZH ‘Kk

Nous utilisons alors les propositions 1.5.14 et 1.5.8 pour avoir

&uk " g2
<
ag’ ©2)] 3 ZH T;(zo,e)Tk(zo,e)n(zo,g)T;(zo,e)”(ZO’E)
I#j
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€

T 20, €
7{(20,€)7}(20,€) (20,€)

3

T\ 20, ).
7i(20,€)7} (20, €) (20, ¢)

Il reste encore a examiner les dérivées de wq :

"~ 0®
owi(C2) = D2 5 (O = 4.
=1 v

ol . . [ 5N
Pour [ # 1, la proposition 1.5.14 implique ‘%é’ (C)‘ < m d’out

nous tirons avec la proposition 1.5.8

- oo / /
> 5o OG-

=2

13
S 2.13
™~ 7/(20,€) (2.13)

Ensuite, encore selon la proposition 1.5.8, |(| < € et |2} < € et donc
o
23.(0)( — <))

< €, ce qui avec (2.13) nous conduit finalement a

3

4 < -
|5zw1(<7z)| TZ((ZO,g)‘

~

< € __. Pour la derniere

Nous démontrerions de méme que S TGod)
i )

Ow1
=L ((, 2
inégalité a montrer, nous suivons la méme voie :

n

/awl 82(1911 , ,
== = _ — .
o0 (¢, 2) ?:1 oqoc (¢, 2)(21 = ¢)

Nous séparons cette somme en deux puis appliquons les propositions 1.5.14
et 1.5.8 pour obtenir

,8w1 < g 82(1)1[ 1 A
9; 8(7 (C,Z)‘ ~ lz:; 8(7651’.(@2)(21 G|+ |21 = ¢
€

A

7i(20,€)7}(20,€)°

Dans la base de Diederich-Fornzess induite par ¥((), la fonction r¢ qui inter-

¢
vient dans la définition de F¢ est r¢(w) = (¢ + ¥(¢)®P« w). Nous l'estimons
ainsi que ses dérivées dans le prochain lemme. Signalons qu’encore une fois
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des résultats similaires existent dans [8]. Cependant, nous considérons des
dérivées d’ordres supérieures et améliorons leurs résultats dans le cas d’une
dérivée dans la direction normale. Cette amélioration se répercutera dans
le corollaire 2.3.5 puis dans le lemme 2.3.6 et dans le corollaire 2.3.7 et se
révelera fondamentale pour conclure (voir la remarque 2.4.2).

Lemme 2.3.4 Soient ( € P:(20),

ij=1,...

,n, B un multi-indice tel que

81 =0 et|B| > 1. Nous avons uniformément par rapport a ¢, zo et € :

€

<
NHZ:1 Tk (20, 5)@“ ’

€

Ti,(zov 5) HZ:I Tk (207 5)’8k ’

g

a\ﬁlrC
Owb
i 8‘/3|r< )|+ i a\ﬁlrg(o) <
¢\ Owh ¢! Owb ~
2 18] 2 18]
7&976 r<<0)+ 878r<(0)§
aGoc; \ 0w’ a¢ja; \ 0w’
Preuve :
presque triviale :
‘3\B\T< <
Owh ~ Iho1 Tk(20,6)7k

7i(20,€)7} (20, €) [Ty (20, €)%

Avec les outils dont nous disposons, la premiere inégalité est
les propositions 1.3.5 et 1.5.9 entrainent directement :

Pour montrer les autres inégalités, nous allons ramener I’expression de r¢ a

une expression ne dépendant que de 7, :

——t——ct
rew) = rC+39(Q)w)
= a0+ 8. V() (¢ + (=) ¥(0) w))
——t
= 72(¢" + @(Q) w).
Soient av,...,ar € {2,...,n}, k> 1. Nous avons
!/
S S UR o(¢+e(0)w),
Owg, - . . Owq,, i n Cl’l, ag’ L Owe,
k. k
= > ol
am
1<it i <n CZII acl I=1 ( )
Nous dérivons cette expression par rapport a ZZ :
3} oFre OFr,, NP, i
@m(o) = Z ..o () o (©) ll_[‘l)am(f)
B l
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i 8k+17’ . ﬁ ( )
+ — (¢ b, 2.14

i1,eip=1 8@(6(1{1 T aCI =1 " l

Il faut distinguer différents cas selon les valeurs des i :
8k+17"zo

NTTE T 7R . i
Fog, o, (T2 Payiy (€), 8'il existe s tel que ay differe

Dans le terme

&2

IS Tas (20,6)Tig (20,€)

me 7;,(20,€) 2, € (proposition 1.3.4), & une constante multiplicative pres ne
8k+17'20 / k ;

aaagz/lac’:k (g ) Hl:l ¢Oél’ll (C) est

de i, alors d’apres la proposition 1.5.13 |®4,;, (¢) et com-

dépendant ni de ¢, ni de zp et ni de ¢,

- c
majoré par ——c—— )

Si un tel indice s n'existe pas, is = az pour tout s et avec le corollaire 1.5.10,

o+l kA < e
nous ObtenOHS 8?8(&1 8@-&]C (C ) Hl=1 q)alal (C) ~ 7_1_/(2078) H’L::I Tors (Z(),&) .

*r, 0Pa,i k =~ - . N oy
Pour o mc,;)qk (¢ ag/’ 2 (¢ )Hi; Doy, (C), si @ # iy, d’apres la proposition

&2

~ Tap (20,6)Tip (20,6) 7/ (20.€)

1.5.14, "”’LP(C) et nous obtenons la majoration

ac¢!

9. 1 OPaypi E w7 c . .
84{1"'804{16 (C ) 8(71’7 P (C) H;;l (balil(g) S W. Si au contraire Qp =
(3 (3 i p i s y
ip, alors la proposition 1.5.14 entraine une estimation encore meilleure :

6kTZ aq)a [e
3(1{1.”,90(1{k (C) 357/ p( )Hl 1 (I)am( )‘ ~ ‘r’(zeo €)’

En rassemblant tous ces cas dans (2.14), nous obtenons en définitive

9 O
aa( Owq,y -+ - Oway,

€
A .
7;(20,€) [ 1521 7o (20, €)

5 oF T¢ < c . N
Prouver l'inégalité ‘84, Ty~ Omy. (0)‘ S T o) se fait de maniere

(0)

S

identique.
Pour la derniere inégalité du lemme, les calculs sont tres semblables :

0? e
8?1/64]/ 8Wozl T 8wak

(0) =

Y k
=Y ) () [ 8O

o octoc! / 2 O‘l”
1<iq,..., i <n C]8C21 e aCZ 8C =1
1<p<k I#p

k
Z : akrzo 0Pq,,i Do, ] [
+ (CI) l P ( sts (pa i
1<iy i <n 9 1(1 e 8C1/k 6({ 6C, =1 l l
1§p¢,s§k I#p,s
S#Ep
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akTZO 62 apz i
+ Z 0 2{1 .. (9C2’k (C a</8C/ H alZl

1<ig,..ny ip<n
1<p<k

=1
#p
Z ak—&-lrzo ( apzp

 ~/ !
v, 000G, - 0C, ac
1<p<k z;ﬁ

k
T2
— Do, (€) 2.15

1] 4oyl =1

E?r

alll

n ak+2

En distinguant les cas ou tous les a4 et les iy sont égaux, les cas o pour un ¢
au moins oy differe de 4;, nous montrons comme précédemment que chacun

des t de (2.15) est majorabl < :
es termes de (2.15) est majorable par S P PSR P
8k+2

Dans W( NI, Payiy (€), 87l existe s tel que ay differe de iy,

52
‘ ~ Tas(20,6)Tig (20,6)°
Ti.(20,€) 2 € (proposition 1.3.4), & une constante multiplicative pres ne
8k+27‘20

/ k )
acaciacy, g, () ims Barin(€)) est

alors d’apres la proposition 1.5.13, |®,,:.(¢) et comme

dépendant ni de ¢, ni de 2y et ni de ¢,

majoré par — (EZO
7

Si un tel 1ndlce s n’existe pas, 15 = oy pour tout s et avec le corollaire 1.5.10,
okt2, 0
9 e 4 < e

. .
77 (20:0)7 (20,8) [y Trs (20,8)

nous obtenons

61+k .
Pour ac o, f.gc ()

—5;1’”’ (©)

0Ba — N .
agi; 2(¢) H%l 4,5, (C), si ap # ip, d’apres la proposi-
7 P

< e

~ Tap (20,6)Tip (20,6)7{ (20:€)

tion 1.5.14,

et nous obtenons la majo-

1
ration Clacl 8CI (C/) 85: p( )Hl 1 (I)O‘lll( ~ m Sl au con-

traire ap = ip, alors la prop051t10n 1 5.14 entraine une estimation encore

al+k7“zo / 8<I>apip k& (- < €
84}‘941{1---‘9<z{k (C ) 8(7 (O Hf;; (I)am (O

meilleure : N W

O 0% Ko IR .
Pour RO (" ac (C)Hfié ®,,i,(€), encore grace a la proposition

. 0Py, i
1.5.14, nous pouvons dans tous les cas majorer BCIZ 2(¢)| par

e
Tap (20,6)7] (20,€)

O+ 0%aypi,
acioc;, +a¢], ) a¢; (c )Hl s Pan(Q)] 3

et nous obtenons la majoration

~

e
77(20,6) Tas (20,€) ©
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k qDa i = /) < L.
Pour aCZ jg’gk (¢’ )8&;812;’ €) H%; ®,,i, (), d’apres la proposition 1.5.14, nous

pouvons dans tous les cas majorer

?®aiy, c
8(78{; (C) par Tap (20,€)7] (20,€) 7} (20,€) ce

ak 2 apt
R () S O T B0 <

qui donne la majoration suivante :

e
7H(20,€) 7] (20,€)Tas (20,€) °

k _— -
Pour aj TBOC/ (¢’ )M)a’”p ©) Oais = ®,,i,(€), la proposition 1.5.14 im-
it I#p,s

ac] 9¢;

aq)D‘PiP (C) 8®a5i5 2

plique la majoration 647 6§( (C) 5 Tap(ZO,E)Tas(ZO?E)T{(Z()ﬁ)T]/-(ZOﬁ) et

okr., oy (o 0oy k=
aql..r.aggk (¢') e (€) ac’ (©) Hl;:p%s q)am(C)‘ S

nous avons la majoration

52
Tap (20,€) Tas (20,€) 7] (20,€) 7} (20,€) °
En rassemblant tous ces cas dans (2.15), nous obtenons en définitive :

e

7/(20,€)7!(20,€) [T}—1 Tay (20,€)

, o2 ‘Paplp
y et —/——4—
() ee, (&) ° Gzacag, o0,
81+kr20

tent respectivement les mémes majorations que M;zﬁis ), BCTac ¢ (),
’Ll.-. Zk

62 Bkrg
6?{69/ 8wa1 ce awak

<

0)] 5

al+k7.20
aC; ac, | --9¢,

— k42
Puisque 2Pasis Q), 9 "

!/
o0 (¢’) admet-

2Py i 6’“"’27"20

aclaq (9 actacoct —oc,,
€ . 52 ok r¢

par S TPy L se fait comme pour 3C0C] Doy~ Boay, (0). o

Avant le prochain corollaire, rappelons que pour ¢ dans V, F¢(w) est donnée

52 ok re
34 BCI Owaq Bwa

(¢") montrer que (0) est majoré

par :
“ j 1 87“(
_ 2 g a2 8
Fe(w)=3w + Kwi= K 22/£]M E 5' Gwﬂ(o)w .
J= 18l=
B1=

Corollaire 2.3.5 Pour tout z dans P-(zg), tout ¢ dans P:(z0) NV, tout
t€[0,1], i,5,k =1...,n, nous avons uniformément par rapport a z, ¢, zo,
tete:

|Fe(tw(¢, 2))| S e,

EIE

9

Ti(z(]v 5) ’
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OF¢(tw(¢, 2)) < €

|05 F¢ (tw(C, 2))| +

5 (Gt )+

ac,

J

Tj/»(Z(), )’

N

0 [(0F €
ac; (  (lC >)> ~ 7i(20,€)7(20,€)
, 8F<(tw(C, 2)) €

Preuve :

A

T]/g(z(]v E)T;(ZO’ 6) ’

’ 8 (9FC g
4 T; (M(tw(ﬁvz))) =S ;

Ti(z()a E)Tj(207 E)TIQ(ZOa ‘5) ‘

Soient (, z, t, i, j et k comme dans I’énoncé. D’apres la remarque

1.3.1, 71(20,€) = € et donc les deuxieme, quatrieme et cinquieme inégalités
sont triviales lorsque ¢ = 1. Nous supposons donc i # 1.

Nous avons

FC(tw(C7Z)) = 3tw1(<7 )+K(tw1(<7 ))2

KOS > GO

et OFC “(tw((, 2)) est donc donné par :

ow;

7j=2

OF, , i ; O
(o(C,2)) = K> m M I

(w(¢,2))”,
\ﬁl
(@(6.2)"
‘;1‘ = wi(Cvz)

Les lemmes 2.3.3 et 2.3.4 suffisent alors pour prouver immédiatement le

corollaire. O

Le corollaire 2.3.5 correspond aux propriétés de la fonction de support de
Diederich-Forneess non globalisée et & sa décomposition de Hefer-Leray. Au
cours du prochain lemme, nous allons nous intéresser aux @ proprement
dits et a leurs dérivées. Nous constaterons que la globalisation du théoreme

1.5.2 a préservé toutes ces propriétés :

Lemme 2.3.6 Pour tout (,z € P(20) NV, 4,5,k = 1,...,
uniformément par rapport a , z, zg et € :

n, nous avons

, g

QG =
Q! 90; S -
105Q4(¢, )| + ZJ/(C’ )| ™~ 7i(20,€)7(20,€)’
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aQ’ 5
=2 S — / / :
(9C] TZ(ZO7 g)Tj (207 €)Tk(2’0, 8)

Remarque 2.8.2 Encore une fois, un résultat du méme type a déja été obtenu
dans [8] par K. Diederich, B. Fischer et J.E. Forness. Cependant, dans [8],

Ly ., 1 ~ . “ .
84’ (C, z)| était majoré par s COrERT (20,€). Ici, grace au gain d’un

facteur €2 dans la majoration des dérivées de la fonction définissante, nous

, 1
majorons Z%’ (C,z)’ par (zo B) et gagnons un facteur e3 essentiel dans le

lemme 2.4.5 : Sans cela, nous n’aurions pas pu conclure dans le corollaire
2.4.6. D’autre part, sans notre étude des dérivées dans la direction normale
de la fonction définissante, nous n’aurions pas eu de meilleur majorant pour
|01 Q%(C, 2)| qu’une constante uniforme. Cela se serait répercuté dans le co-
rollaire 2.3.7 et, encore une fois, nous n’aurions pas pu conclure dans le
corollaire 2.4.6 : Ce gain lors de ’estimation des dérivées dans la direction
normale de la fonction définissante est donc fondamental pour nous.

Preuve du lemme 2.8.6 : Soient (, z, i, j, et k comme dans 1’énoncé. Nous
faisons apparaitre F du précédent corollaire dans @) :

Q;(Caz) = _Z(I)li(C)al(Caw(Caz)) (216)
=1

Remarquons que de par le comportement de ®, c’est o; qui va marquer cette
somme car |®;;(¢)|~1 : Deés que [ differe de i, d’apres la proposition 1.5.13,

|D1;:(Q)] < W Nous en déduisons alors que ’zz 1 @ll(C)JZ(C,w(C,z))‘ <

% Lorsque [ = 1, il faut étudier o; : (2.12) mene a

0@'(C7 (Ca )):
L ox
[ GGt
1A
- 0 8&%

! OF,
(tw(C, 2)) Fe(tw((, 2))dt+ OAC(tw((, z2)) (tw(¢, 2))dt. (2.17)

8&)1'

Comme A ainsi que ses dérivées sont bornées et que les coefficients de ¥ sont
. ’ 0A . ’ ’
des fonctions de classe C* bornées, A¢ et an sont uniformément bornées,
k3
et le corollaire 2.3.5 amene :

’Ui(gv w(gv Z))| S;

3

71(20,5)7
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u cdui iculier :
d’ou1 nous déduisons en particulier

€
Ti(ZO,@)

Pour obtenir les autres inégalités, nous procedons de la méme maniere :
Nous dérivons (2.16)

Qi(¢,2)| <

J

) = =Y Ol ) - Y w2,

- !
¢ I=1 =1 G
Pour majorer la premiere somme, nous utilisons la proposition 1.5.14 selon
9Py

. | 9%y < 5
laquelle pour tout [ : o )] < TR

Pour la seconde, lorsque [ # i, nous utilisons la propostion 1.5.13 selon

laquelle |®;(¢)| < TGoey - Lorsque I =4, |®4:(C)|~1. Ainsi, il faut et il suffit

90:(¢,w(¢,2))
ac

% de chacune des intégrales de (2.17). Mais
j

A¢ et ses dérivées étant uniformément bornées, nous déduisons encore du
corollaire 2.3.5 que :

8Uz(€7 (Cv ))
oc;

donc de montrer que Pour cela, nous majorons

N T (Zo, )TZ(ZQ,€).

les dérivées par rapport a

€
< , 2.18
T]{(Z(), e)7i(20,¢€) ( )

3
~ T; (207 )TZ(Z07 )

—/(7)

5" LE et 5’ admettent respectivement les mémes majorations que ggf et
j

ce qui aboutit finalement &

OF .
6? +-<. Ainsi on majore de méme 107Q7(C, 2)| et c’est pourquoi nous passons

directement a la derniere inégalité du lemme. La seule chose qui va changer
est le nombre de dérivées :

8@’ 0?®y; - cph
YRR v — 6 ) ) =+
Kag 69 = ;8@;«%’-(0 ; O)don(¢,w(C, %)
AT (S 6,05, 271G w(G2)
Z ack ag' Z; ock

Comme précédemment, seul le cas ou a la fois ®j; n’est pas dérivé et | = ¢
mérite réflexion car dans tous les autres, il suffit d’invoquer les propositions
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1.5.13 et 1.5.14. Nous évaluons donc 5;%%@’2)). Mais comme A¢ et ses
j

dérivées sont uniformément bornées, (2.17) et intégration des inégalités du
corollaire 2.3.5 conduisent &

%aaz-(w(c,z))‘ - :

8?]/ ~ 75(20’5)7']/6(20,6)7'1'(20,5)

et la derniere inégalité du lemme est établie. O

Remarque 2.3.3 Nous avons éludé dans ces inégalités les cas ot i vaut 1,
mais remarquons par exemple que |o1((,w)| = 1 : En effet, g—fﬁ(w) =3+
2Kw. Ainsi, si | — z| est petit, %(tw((,z)) est non nul et comme nous

. . OF, .
l’avons remarqué en prouvant le lemme 2.5.6, c’est essentiellement 8—‘; qui
compte dans o1 : Nous n’avons pas fait de ”cadeau par négligence”.

Nous avons étudié les §7@Q;, mais c’est surtout les §;Q; qui nous intéressent :

Corollaire 2.3.7 Pouri,j,k =1,...,n, z et ¢ € P(z0) NV, nous avons
uniformément en C, z, zg et € :

/ 5%
|5JQ1(C> Z)‘ =S ma
6@( 5%
i — <
’ aCI/{; (C7 Z)‘ T (ZOv 5)7—],@(20’ 8)7

,
0;5¢.2) S e
Preuve : Elle est tres simple : Soient i, j, k, z et ( comme dE}ns I’énoncé du
corollaire. Pour tout [, selon la remarque 1.5.1, 7/(z20,€) 2 €2, d’ou, avec le
lemme 2.3.6,

N

1YaY €
‘5le‘(Cvz)| < ma
/an' 5%
0) —~ < .
R B s e ey

Comme &; = Y ;0 (¥(20)P4)1;0, et que |(¥(z0)P4);;] < 1 pour tout j,!
(P, et ¥(zp) sont des matrices unitaires), les deux premieres inégalités
du corollaire sont démontrées. Pour la derniéere, nous écrivons simplement
S(¢2) = >, Q1(¢, 2)(¢ — ), et puisque §;({ — 2;) = 0 pour tout j et I,
8;5(C2) =31 85(Q4(C, 2))( — #). Comme || + [#{] S (20, 2) (proposi-
tion 1.5.8), la premiere inégalité implique la derniére. o
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2.4 Régularité de T

Nous en venons maintenant aux estimées des dérivées du noyau. Rappe-

lons que (D, m,V,r,£0) est un bon quintuplet ot gy a été choisi de sorte que
la proposition 2.3.2 soit vérifiée et que G =V — D est une petite couronne
extérieure a D intervenant dans la définition de T}
C’est dans cette section que nous allons enfin comprendre I'importance
du gain d’un facteur e3 que la proposition 1.4.5 a apporté et pourquoi il
était important de toujours préserver ce gain lorsque nous avons estimé la
décomposition de Hefer-Leray et ses dérivées.

Lemme 2 4 1 Soient ¢ = 1,. — 1, Ap un opérateur de différentiation
de type 5 aﬁﬁ et d’ordre k > 0 j =1,...,n. Alors nous avons :
0
Ap— Qng-1(M(C A, 2) =
0z; X€0,1]

n—q—1

q
Z Z WEO VO? . aylalula"'vul)12(n_l_1)](<>Z)+
=0

1<yp<...<y;<n
1<pp<...<py<n

n—q—1

+ Z Z Weo[la_k - %a (VOa'- VL Ly 7/”—1)’2(”_[_ 1)](C72)

=1 1<yp<...<yj<n
1<py<...<pj_1<n

pour tout z € DNV tel que co|r(2)| < g et tout ¢ € G.

Preuve : La preuve de ce lemme repose sur la proposition 2.3.2 et les esti-
mations de la sous-section 2.3.2.

S et Q étant holomorphes par rapport a z lorsque ( est fixé, a%j n’agit que
sur la partie de Bochner—Martinelli du noyau. Ainsi, aprés intégration par
rapport a la variable scalaire A, %, 2.0, n.q—1(n) est une combinaison linéaire
de :

m A @cm)' 0 (oA (@zm0)?t A (Do) !
Si+1 5@. |C _ z‘2(n—l—1) ’

ou [ appartient a [0,...,n —q— 1].

Soient k > 0 entier, A un opérateur de différentiation de type % avec
ol + 18| =k, 5 = 1,...,n. Nous fixons zg € DNV tel que ca|r(z0)| < ep,
e € [ea|r(z0)], €0, reprenons les notations de la sous-section 2.3.2, et comme
annoncé dans cette derniere, exprimons le noyau dans la base de Diederich-
Fornaess en zo définie par ¥(zp).
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Soient Ay et Apr deux opérateurs de différentiation d’ordres respectifs &’
et k" tels que ApApr = Ay, ¢ appartenant a (P-(20) \ c1P-(20)) N G si
e # |r(z0)] et & GNP:(20) si |r(z0)| = €. Nous devons évaluer des termes de

la forme :
1o (€, 20)dC), A Ny 8?31 (¢, 20)dC],, A dC),
Ak/ Sl+1 (C7 ZO) A
0 mo(C. 20) A @=m(€.20))"" A (@emol€, z0)" !
N a’z] ¢ — zo[2(—1=1) (2.19)

ou [ varie entre 0 et n — q — 1.
Pour ne pas avoir a dlstmguer trop de cas, nous adoptons les conventions

suivantes : @) et —," seront estimés par le lemme 2.3.6 et S par la pro-
9¢;
position 2.3.2. Nous ne nous sommes pas intéressés aux dérivées des Q)
Q" . .
autres que 6%, mais cela ne nous handicapera aucunement : Lorsque Ay
j

Iode! l aQ;’i d/i dc’!
. Quo <u0 /\i:l QCL- C“i/\ Cui 1 . L.,
va agir sur SE= , giFT Se trouvera bien entendu dérivé,
o 1 _ I+1 39S 85
par exemple, par rapport a 8 o . Mais 327 ST = T 52 o7 et (C,zo) se

comportera comme le gradient de r en ( : 11 ne sera jamais petlt face ae. Par
conséquent, dériver ﬁ par rapport a zj revient & diviser par S, ou encore

puisque selon la proposition 2.3.2 S((, z9) sera minoré par €, & diviser par
Q

e. C’est pour cela que lorsque Q) et

rien en divisant simplement les estlmz;tlons du lemme 2.3.6 par €P, ce que
nous ferons. Remarquons que cette division est licite car nous majorons des
quantités bornées par d’autres qui ne le sont pas si € devient petit.

Nous considérons (2.19) :

Remarquons que pour tout 4,7, ¢ # j, v; et v; ainsi que p; et pu; sont dis-
tincts. Nous distinguons deux cas :

S’il existe i (nécessairement unique) tel que p; = 1, alors puisque 71 (z0,¢)
vaut £2 et Tj/-(Z(), e) = 7j(z0,€) pour tout j # 1, nous avons avec nos conven-

tions
oqQ!,.
(Cv ZO)ngI/O /\7, 1 8<'l t (Cv ZO)dC/ A dCL1
JANY, <
: SH(C, Zo) ~
_ g

glH1+k Hi:o Ty, (Z(], 5) Hll ¢1 Thi (ZO’ )
g
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ou les v; (respectivement ;) sont deux a deux distincts.

A une constante multiplicative prés ne dépendant ni de ¢ ni de 29, la
8 10(¢,20)A(@=10(¢,20))? 1 A(Demo (C,20))" 91
7 |C—Zo|2("_l_l)

Nous ”convertissons” [¢ — zo|¥" en ¥ : Si e #

forme différentielle Ay o= est majo-

1
K,ZO|2(n—l—1)+k” .

|r(20)], ¢ n’appartenant pas a ¢1P:(20), | —20| 2 € et sie = |r(20)], | —20] >
d(z0,bD), mais d(zp,bD) est comparable & |r(zp)| et encore : |( — zo| 2 €.

) 70(¢,20)A(@=m0(¢,20)) T A(Bcmo (¢,20)) "~ 1~ S
Zj \C ZO|2(n 1-1)

et finalement quitte a renuméroter les indices de sorte

rable par

Ceci nous permet de majorer Agr 5=
1

par R~z 2(n—1—1)

que p; = 1, nous avons

(gvzo)dCVo /\/\z 1 8Cu (<7ZU)dCu /\dCV

JANY SHI(C, 20) A
VAN (C’ ZO) (52770({7 ZO))qil VAN @CUO(C, ZO))n*Q*lfl -
k (923 ¢ — ZO|2(n—l—1) <
k=3

<
~ l -1 -
[Tizo 7 (20, ) [Ti=1 70, (20, €)[C — 22—~
avec v; # Vj, [; # puj pour tout 4, j distincts.
S’il n’existe pas ¢ tel que pu; =1 :

Q..
QVO (C? ZO)dCV() N /\7, 1 8</ : (C? ZO)dCM A dCI/,L
, <
A S, 20) ~
+1
< g

l l
e o 7 (20, €) TTizq Ti (20, €)
toujours avec les v; (respectivement ;) deux a deux distincts et p; > 1 pour

tout 2.

1 n— 1-—1
Nous majorons toujours Apr 5= 0 m0(6:20)A@=110(6,20)) 7 A (D¢ (G,z0))"

K z0|2n 1-1)

par

-1
e noE D) et obtenons ﬁnalement

0Q;, v
1o (G, 20)dChy A Nizy 52 (G, 20)dG],, A dG,
i
o S 20) :

(¢, 20) A (9210(C, 20)) 1 A (Ogmo(C, 20)" 71|

VAN
’ 5% € = 22—t
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E_k

Hi:o Ty; (ZOa 5) Hi’:l T#i(ZO7 5)’( - z0|2(n_l_1)

ou les v; (respectivement ;) sont deux & deux distincts et p; > 1 pour tout
1.

~

Nous sommons maintenant sur les Ay, Agr, I, v, p; et obtenons pour tout
¢ de (Pz(20) \ c1P:(20)) NG si € # |r(20)| et de G N Pe(20) si |r(20)| =€ :

AL / Qg1 ()G A 20)| <

n—q—1 —k—

q 1
> X —
l -1 -
=1 1<yp<...<yj<n HZ:O TVz' (ZO? E) Hz:l T/‘/i (ZO7 8)‘< - Z0’2(n ! 1)
I<py<...<pj_1<n

n—q _k

—1
) -
l l —1—-1)"
=0 1<yp<...<yj<n Hi:O TV1(2075) Hi:l TMi(ZO75)|C - ZO‘Q(TL =1
1<pp<...<py<n

Puisque ¢ est quelconque dans [ca|7(20)], €0], cela finit la preuve du lemme.
O
Nous déduisons de ce lemme trois corollaires :

Corollaire 2.4.2 Soient ¢ = 1,...,n — 1, k > 0 entier et h € C’{iq(ﬁ)

/

= , . OT'h . . k1L — . .
O0-fermée. Alors pour tout j, aij appartient a OO,q m (D) et vérifie uni-

formément par rapport a h :

T h
sz

B S I2ll5 g
Dk—1+L1

Preuve : Le lemme 2.4.1 permet de vérifier les hypotheses du lemme A.5.1 et
du corollaire A.5.2 pour pouvoir appliquer le lemme de Hardy-Littlewood :

Soient ¢ = 1,...,n — 1, kK > 0 entier, Ax_; un opérateur de différentiation
de type szc;;ﬁ avec |a|+ Bl =k -1, A = % ou %,i: 1,...,n et h une

forme différentielle 0-fermée de C'(]f’q(ﬁ). Nous fixons un j de {1,...,n} et
zp un point dans D NV tel que ca|r(2o)| < ep.

D’une part le théoreme A.2.1 donne ||0;Ehlc,o < ||h|l5 ;. D’autre part, pour
¢ appartenant a G — P, (20), |¢ — 20| 2 €0 et donc ’

sup

<[[hll5 100
¢EG—P=y(20)

9 _
A (Ak—182j /)\6[0,1] ¢ ER(C) A Qn,q—l(ﬁ)(C,)\,Zo)>
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ol ¢g ne dépend que de &.
Ensuite, comme d¢Eh est identiquement nul sur D, d’apres le corollaire
A.2.3 et le théoreme A.2.1, pour tout € € [ca|r(20)],€0] et tout ¢ € P(z0),
nous avons ‘chh(C)’ <eht 15 -
Avec le lemme 2.4.1, nous en déduisons que pour tout (¢, z) de G x (VN D)
avec co|r(z)] < eo, AAk_1%j fAe[o,l} IcER(C) A Qng—1(n)(¢, A, 2) est une
somme de W50[||h||57k,a,y,p](g“, z)pour a = —1, [v| =2[+1,p=2n—20—2
etl€0,n—qg—1]oua= —2, lv|=2l,p=2n—-2l—2etl € [l,n—q—1],
ou dans les deux cas 2,...,n apparaissent au plus 2 fois et 1 au plus une
fois dans v. Puisque (D, m,V,r,eq) est un bon quintuplet, dans le premier
cas, nous pouvons appliquer le lemme A.5.1 et dans le second le corollaire
A.5.2 qui donnent en zy, uniformément par rapport a zg
oT,h
‘A <Ak 1 5% ) (20)| S
Zj

1 _
< bl gl (z0) 7.

Comme z( est quelconque dans V N D pourvu que ca|r(2g)| < £, le lemme

de Hardy-Littlewood (lemme A.1.1) implique que Ag_ 1% appartient a

1

Cglun (D) et satisfait

U

N 0T
k=1 82]'

 Slklipe
D,

uniformément par rapport a h. Comme Ag_; est quelconque, cela montre le
corollaire. O

Remarque 2.4.1 Comme nous l’avions annoncé peu apres avoir formulé I’ob-

jectif 2.2.1, le gain d’un facteur e nest pas nécessaire dans ’application
du lemme 2.4.1. Sans ce gain, dans le corollaire 2.4.2 nous aurions eu une
somme de We,[||h]| 5 s @, v, 0] (¢, 2) pour oo = =1, [v| =20+1, p=2n—2[—2
etle0,n—qg—1] oua=—-2, [v| =2, p=2n—21—2etl € [l,n—q—1].
Le lemme A.5.1 et le corollaire A.5.2 donnaient encore des majorations suf-
fisantes. Cela vient du fait que la dérivation par rapport d % ne peut pas
affecter S et nous €évitons donc une dérivation a S. Ce sera encore le cas
dans les deux prochains corollaires mais pas dans le corollaire 2.4.6.

Corollaire 2.4.3 Soitq=2,...,n—1. Pour toute forme h € CJ q( ), Myh

i
appartient a Cg*,_1(D) et satisfait || Mghl|l5 1+ < ||hll5 o uniformément par
rapport a h.
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Preuve : Encore une fois, le lemme 2.4.1 permet de vérifier les hypotheses
du lemme A.5.1 ou de son corollaire pour appliquer le lemme de Hardy-
Littlewood : Soient h une forme différentielle de Cy4(D), A = % ou 8%]-7
j=1,...,n, un point zo dans D NV tel que ca|r(z0)| < ep.

Selon le théoreme A.2.1 nous avons [[Eh|co < [|hll5o. De plus, pour ¢
appartenant & G — Pe,(20), |¢ — 20| 2 €o. Cela implique donc

sup
CEG—Pey(20)

A/ Eh(¢) A 5Z:Qn,q—2(77)(C7 A, 20)| < HhHB,OCO
A€[0,1]

ol ¢p, qui n’a pas de lien avec le ¢y du corollaire précédent, ne dépend que
de gg.

Ensuite, selon le lemme 2.4.1, Af/\e[()’l] ER(C) A0 g—2(n)(C, A, 2) est une
somme de We, [[|]|5 o, ¢, v, p](¢, ) pour tout ¢ de G et tout z de VN D tel
que co|r(z)| <egpaveca=—1, |v|=20+1,p=2n—-20l—2et [ € [0,n — (]

oua=—-3 |y=2,p=2n—-20—2et !l € [l,n— g], ot dans les deux
cas 2,...,n apparaissent au plus 2 fois et 1 au plus une fois dans v. Puisque

(D,m,V,r,e0) est un bon quintuplet, dans le premier cas nous pouvons
appliquer le lemme A.5.1 et dans le second le corollaire A.5.2 qui donnent
en zp, uniformément par rapport a zg,

1
[AMgh(z0)| < lIhll5lr(20)7 .

Comme zj est quelconque dans VN D pourvu que c2|r(2p)| < £¢, le lemme de
1

Hardy-Littlewood (lemme A.1.1) implique que Myh appartient a C’(fq_l(ﬁ)
et satisfait :
[1Mahllp 1 S WPl50:

uniformément par rapport a h, ce qui montre le corollaire. O
Ce troisieme corollaire est trés semblable aux deux précédents par sa dé-
monstration.

,j =1,....n, k > 0 entier,
O) A2 g—2(n)(C, A, -) est un

Corollaire 2.4.4 Soient ¢ = 2,...,n —
e ChD). A g (40

a¢;
E—1+L1 —
élément de C’O’q;fm (D) et vérifie

‘/ <E Oh (©) aEh(C)) A g2(n)(C, A, )
Gx[0,1]

¢ ¢
uniformément par rapport a h.

1
(

S Rl5
Dk-1+L
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Preuve : Soient k > 0 entier, h une forme différentielle de C4 (D), Ap_q un
opérateur de différentiation de type aa =5 avec |a| + Bl =k -1, A = %

ou 8%, t1=1,...,n, et un p01nt zo dans D NV tel que ca|r(20)| < ep.
D’apres le théoreme A.2.1, %?l < ||h]lp ;- D’autre part, pour
J 0 ?

tout ¢ € G —Px,(20), |¢ — 20| Z €0 et nous avons donc

sup
¢EG—P=y(20)

oh OEh _
AN oh . Aol
’ 1/>\€[0 1] <E0<j © a¢; (Q> A 0:8n,q—2(n)(C, A 20) S

S hllpaco

ol ¢y n’a pas de lien avec ceux des précédents corollaires et ne dépend que
de gg.
Sur G N Pey(20) = Soient € € [ca|r(20)],€0] et ¢ dans G — P(2p). Comme

Eoh 8<] %g‘ est identiquement nul sur D, d’apres le corollaire A.2.3, nous
Avons ’E%(C) %}gh (C)’ ck—1 HEBCJ %gz Gupit et avec le théoreme
A21:
oh OFh
E—(() — - g)‘ < e hl|5 . (2.20)
B - G s

Le lemme 2.4.1 et (2.20) impliquent que pour tout (¢, z) dans G x (VN D) tel
que cafr(2)] < 0, A fycpo (EZQ) — Z24(Q)) AB-Lng2(n)(C. . 2)

est une somme de We,[||h|/5 ., v, p]((, 2) pour a = —1, [v| = 2 + 1,
p=2n-2l—2etle€0,n—gq],oua=-3 |y =2,p=2n—20—2
et [ € [1,n — q], avec a chaque fois chaque i de {2,...,n} apparaissant au

plus deux fois dans v, 1 au plus une fois. Dans le premier cas, nous pouvons
appliquer le lemme A.5.1 et dans le second le corollaire A.5.2 qui donnent
en zg, uniformément par rapport a 2o,

1
Sl el (z0) ="

Oh OFh
AAlg_l/Gx[o 1]( aTJ(O 9¢; (O>/\a g2 ()G 2, 20)

Puisque 2 est quelconque dans ¥V N D pourvu que cz2|r(z0)| < €p, le lemme
A.1.1 implique que Ap_q fo[O 1 (Egg <€) — %—%h(()) /\529717(1_2(7])((, A, )

appartient a CO (D) et satisfait, uniformément par rapport a h,

S BB

1
D,

oh OEh =
Ap_ E— () — 0. q— S A,
o o (B30 = 5O ) MDA
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Comme Aj_; est quelconque, c¢’est encore une fois le résultat voulu. O

Lemme 2.4.5 Soient q = L...,n—=1,=1,...,n, A un opérateur de
différentiation de type &SW avec lo| + |B] = k et h € Cf (D) d-fermée.
Nous avons :

A / BER(C) A S Qgr(n)(C A, 2) =
A€[0,1]
n—q—1

- Z Z WEO[HhHB’k)_27(VO’ e VL UL - 7”[—1)5 2(n_l_ 1)_ 1](C7 Z)

=1 1<yp<...<y<n
I<py<...<pj_1<n

n—q—1

3
+ Z Z WEO[thﬁjg?_ia (V07' - VL - ,/Ll),Q(n —1l- 1) _1](<7 Z)

=0 1<yp<...<y;<n
1<py<...<py<n

pour tout z € DNV tel que calr(z)| < eg et tout ¢ € G.

Preuve : En comparaison avec lemme 2.4.1, le terme de Bochner-Martinelli
ne subira I'influence que de Ay, d; le laissant intact. Par contre, d; va agir

. 1
sur les termes provenant de .S, entrainant une perte d’un facteur 2.

Soie}znt J=1,...,n, k>0 entier, Ay un opérateur de différentiation de type
azf?azﬁ avec |a| + [l = k, g =1,...,n—1 et h € C§ (D) d-fermée. Nous

fixons zyp € DNV tel que ca|r(20)| < €0, € € [e2]r(20)],€0] et reprenons les
notations de la sous-section 2.3.2.

Comme nous l'avions vu dans le corollaire 2.4.2, |9:Eh(C)| < ||h|l54 €
pour tout ¢ € P-(zp) et nous pourrons donc multiplier le résultat de Testi-
mation de §;€, 4—1(n) par ||h|5 4" 1.

Apres intégration par rapport 3 la variable scalaire A, 0;Q g—1(n) est une
combinaison linéaire finie de termes de la forme

Sm A @em)t Ao A (D210)97 1 A (Do) =91
S| — L p—=D) ’

k-1

m A (@em)! =t A6jdem Ao A (8m0)T 1 A (Demo)" 1
S| — z[2(n=1-1) ;

m A @em) Ao A (Dsm0)T 1 A (Demo)n 01!
SIH2|¢ — 2[2(n=1-1)

9;8,
ou [ appartient a [[0,...,n —q—1].

Soient Ay et Apr deux opérateurs de différentiation d’ordres respectifs &’/
et k" tels que ApApr = Ay, ¢ appartenant & (P-(20) \ c1P-(20)) N G si

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

108 CHAPITRE 2. ESTIMEES CX SUR LES DOMAINES

e # |r(20)| et & GNP:(20) si |r(20)] = €. Comme §; n’agit pas sur les termes
de Bochner-Martinelli, nous devons évaluer des éléments de la forme :

9Q,, T
0@ (G 20)dCly A Nica 55 (G- 200G, N dG,
Sttt (Ca ZO)

(¢, 20) A (Deno(€, 20))" 1A (2m0(¢, 20)) T
¢ — zo[2(n—t=1)

JANY A\

A 0 (2.21)

2Q,, YT
@y (G, 20)dCh, ANy 52 (G 20)dC), A G, 5y -
N~ (¢, z0)dC], NG, |

Ay

STI(C, 20) N
10(¢,20) A (Fgmo(€,20))" 1 A (Damo (s 20))4
NA €= a2 (2.22)
/ / l 8Q;@ 7 /
vo\>) 120) i=1 g7 \> i v
@uo (G, 20)dCyg A Nim 5 (G 20)dGG, A G
Ay Sl+2(c Z;) 5]'S(C,Zo) A
10(C; 20) A (Dm0 (€, 20))™ 4 A (@am0(C5 20)) 0!
VAN 1€ — 2B D (2.23)
ou [ varie entre O et n —q — 1.
Les conventions seront les mémes que pour le lemme 2.4.1 : @/, 2%, (%%%,
j 1
0 E;%, 0,5, seront estimées avec le lemme 2.3.6 et le corollaire 2.3.7. De plus,
1

lorsque chacun de ces termes sera dérivé p fois, nous diviserons ces estimées
par P auquel cas nous majorerons des quantités bornées uniformément par
d’autres qui ne le sont pas lorsque € devient petit. Pour S, nous utiliserons
la proposition 2.3.2 et majorerons ses dérivées par 1.

Ces conventions correspondent toujours au pire des cas, c’est-a-dire lorsque
I'opérateur de dérivation est k fois la composée de 8%; avec lui-méme et agit
uniquement sur S.

Nous étudions (2.21) :

Comme précédemment, pour i, j distincts, v; et v; ainsi que p; et p; sont
distincts. Nous distinguons deux cas :
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S’il existe i tel que u; = 1, nous avons avec nos conventions :

2Q,, i
03Q1 (G 200G, A N 5 200G A dG,

i

A
" SL(C, z0)

N

el

<
cltk/+1 Hﬁ:o 7 (20, €) Hlﬁil Tu; (20, €)
3

ou les v; (respectivement p;) sont deux a deux distincts.
A, 10(6:20)A0¢n0(€,20))" 171 IND=1m0(€,20)) 17 1

k [C—20[2(n—T-D) 8k’/‘<_20‘2(n7l71)71 )
et finalement, en renumérotant les indices de sorte que y; = 1, nous obtenons

est majoré par

oqQ’,. —
0@ (€ 20)dG, ANizy 5 (€ 200G, NG,
B SHI(C, 2’03 :
/\Akﬁﬁo(ﬁ,Zo)/\@cﬁo(C,ZO))"_q_l_l/\(EZUO(C, 20))?7! <
= ZO‘Q(n—l—l) ~
1k

T _o 7 (20, €) TT'2] 7us (20, €)[¢ — 20| 2(m=1=1)-1

avec v; # Vj, [; # pvj pour tout 4, j distincts et p; > 1 pour tout <.
S’il n’existe pas ¢ tel que p; = 1, alors :

Q.. —
03 Q1 (s 200G, A iy 74 (6 200G, A dG,

Sl+1(<7 zO)

Ay S

1
c+3

l l
glHk/+1 [T 7 (20,€) I Ti—y Tui (20, €)

ou les v; (respectivement p;) sont deux a deux distincts.
10(€,20)A (B¢ 0(€,20))™ 91~ A(B=m0(¢,20)) 1!

Nous majorons encore une fois Ay 2o E—T=T) par
1 N
¥ |¢—z0|2(n—1=D-17 dou
1 0Q, v
5]Q/V0 (Cv ZO)dCLO A/\i:l acr (C? ZO)dC/ILz A dCllll
Ay Hi A
¥ SH—I(Cv ZO)
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AVANY o

(€. 20) A Bemnl€. 20)" 717 A @G, 20071
|C_ZO|2(n 1-1) ~

1
€2k

<
T o 7 (20, €) Tz 7y (20, €)[C — 202(n—1=D—1

toujours avec v; # vj, p; # pj pour tout ¢,j distincts et p; > 1 pour tout
i. Pour (2.22) et (2.23), la méme méthode donne le méme résultat. Il ne
reste alors plus qu’a sommer sur les Ay, Agr, I, v;, p; et multiplier par
k—1

g o

Corollaire 2.4.6 Soient ¢ =1,...,n—1, j=1,....n, k> 0 entier, h €
C§7q(b), 0-fermée. Alors nous avons

Sim # 2, fo[o,l] OcER(C) N8jQnq—1(n)(C, A, +) appartient d CO
satisfait

uniformément par rapport a h. _
Sim = 2, pour tout € €]0, 1], fo[O 1] OcER(Q)N6j S, q—1(n)(C, A, -) appartient

a C(]igfl(ﬁ) et satisfait

uniformément par rapport a h aussi, mais pas par rapport a €.

(D) et

S 2llp ks
Dk—1+2

/ chh(C) A 5an,q71(77)(C7 )\a )
Gx[0,1]

S Ihllp ks
D,k—e

/ BeER(C) A6 Qmg 1(0)(C, A, )
Gx[0,1]

Preuve : Nous reprenons les notations de I’énoncé, fixons Aj_1 un opérateur

de différentiation de type 3 &8 O avec o + |8 = k-1, A = 37 ou £ :
i=1,...,n, et un point 29 dans D NV tel que ca|r(20)| < 0. En utilisant

le théoreme A.2.1, nous voyons que :

sup

Ady / TER(C) A 8301 (1)(C s 20)
CEG—Pey (20) relo,1]

< |[ll5 10

o, sans lien avec ceux des précédents corollaires, ne dépendant que de eg.

D’apres le lemme 2.4.5, pour tout couple (¢,z) de G x (V N D) tel que
calr(2)] < 20, AAk—1 [yeio1] O ER(C) A §jQug-1(n)(¢, A, 2) est une somme
de Weo[l|hll5 1 @, v, p)(¢, 2) pour a = =2, |v| = 2l et p = 2n — 21 — 3 et
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lel,n—g—1]oua= —%, v =2l4+1,p=2n—-20—3etl € [0,n—q—1],
chaque ¢ de {2,...,n} apparaissant au plus 2 fois et 1 apparaissant au plus
une fois dans v. Dans les deux cas, nous pouvons appliquer le corollaire A.5.2
qui donne en zg, uniformément par rapport a zg,

2 _
S lIhlip glr(zo) =~

Ay / B ER(C) A 6 g1 (n)(C, A, 20)
Gx[0,1]

2n—|y|-p—1 _ 0
)

si m # 2 et sinon, car v + 1 — —

S [12llp g [ (20) -

AAk—1/ ¢ ER(C) A 6jQnq-1(n)(C, A, 20)
Gx[0,1]

Comme zj est quelconque dans D NV pourvu que cz|r(20)| < o, le lemme
de Hardy-Littlewood nous indique que si m # 2, Ay 4 fo[o 1] dcER(C)A

2
0;Qn.g—1(n)(¢, A, ) appartient & C[{fq_l(D) et vérifie

S 1Plp ks

Ak—l / 5(:Eh(€) A 5an,q—1(77)(Ca )‘7 )
Gx[0,1]

2
D,=

et si m = 2, que pour tout € > 0, Ag_; fo[O 1] OcER(ONA 6 g—1()(C, A7)
est dans Colgil(ﬁ) et satisfait

Aps / BeER(C) A6 Qg1 ()G,
Gx[0,1]

S hlip k-
D,1—¢

Comme Aj_1 est quelconque, c’est exactement le résultat voulu. o

. 1
Remarque 2.4.2 Sans le gain d’un facteur €2 que nous avons obtenu au cours

du lemme 2.3.6 dans la majoration de Z?,;, il était impossible de conclure
1

dans le corollaire 2.4.6 car il nous aurait manqué un facteur £3.

D’autre part, remarquons que l’intégration par parties qui fait apparaitre
fo[O,l} OcER(C) N 0jQng—1(n)(C, A, +) dans (2.6) n’apporte strictement rien
sans les nouvelles estimations des dérivées dans la direction normale de

la fonction définissante de D : C’est elles seules qui dans le lemme 2.5.6
15991
(2 51 323
magjorations du corollaire 2.3.7. En fait, dans [22], lintégration par parties

permettent de magjorer correctement &} et d’en déduire ensuite les

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

112 CHAPITRE 2. ESTIMEES CX SUR LES DOMAINES

avec les 0; permettait a J. Michel de gagner un ordre d’annulation lorsque
¢ = z. Ici aussi cela permet de gagner un ordre d’annulation. Cependant,
dans le cadre des domaines de type fini, nous me pouvons pas l’exploitler
comme tel car un ordre d’annulation correspond seulement a un facteur em .
En effet, la seule information que ’on peut tirer du fait que ¢ appartienne a
Po(z) est|C—z] < em et cela ne peut suffir que pour un domaine conveze de
type fini 2 puisque dans ce cas m = 2. Par conséquent, il faut exploiter cet
ordre d’annulation d’une autre mamere notamment avec a la proposition
1.4.5 qui permet de le transformer en e3.

Avant de pouvoir entériner le théoréeme 2.0.1, nous avons encore besoin de
résultats sur K, o.

s -pp s . . k
Lemme 2.4.7 Pour tout opérateur de différentiation A de type asz
avec |a| + |B| = k, nous avons :

ApKno(C,2) =
= Z WEo[la_k7 (1/07'"71/?1—17/’617"'7IUTL—1)7O](C7'Z)

1<yp<...<vp_1<n
1<p1<...<pp_1<n

+ Z We,[1 (VO,...,un_l,ul,...,,un_g),O](C,z)

1<yp<...<vp_1<n
1<p1<...<pp_2<n

pour tout z € DNV tel que ca|r(z)| < eg et tout ¢ € G.

Preuve : Fixons zg € DNV tel que ea|r(z0)| < €0, € € [e2|r(20)],€0] et
reprenons les notations de la sous-section 2.3.2.

Soient Ay un opérateur de différentiation de type 52 a(TB avec |a| + |8] =k,
¢ dans (P-(z0) \ c1P:=(20)) NG si e # |r(z0)| et dans GNP:(29) si |r(z0)| = €.
Nous devrons travailler avec des termes de la forme :

(C) ZO)dCVQ N /\z 1 ac/ul (Cv ZD)dC,u,Z A dCV
Sn(Ca ZO)

Ay (2.24)

/
Nous reprenons aussi les conventions du lemme 2.4.1 : @}, a% estimés par

Q

le lemme 2.3.6, S, par la proposition 2.3.2, lorsque Q) et sont dérivés p

fois, nous divisons les estimations du lemme 2.3.6 par &P.
Nous étudions (2.24) :
Comme toujours, des que 4 est distinct de j, v; est distinct de v; et p; de
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;. Nous distinguons encore deux cas :

. . . . 1
Sil existe i tel que p; = 1, alors puisque 7{(zp,€) vaut €2 et Tj,-(Zo,E) =
7;(20,€) pour tout j # 1, nous avons avec nos conventions :

(C7 ZO)dCV() N /\’L 1 8(’ ( O)dﬁm A dC’I/z

A <
Sn(¢, Zo) ~
S 1 S 1
gntk H?:O Ty, (207 5) Hni:l s (Z07 5)
s

ou les v; (respectivement y;) sont deux & deux distincts, ce que nous écrivons
en ré-ordonnant les p; de sorte que pp—1 =1:

QG200 A NI G2 (G 20)G, 1 G,

Sn((? ZO)

Ay,

AN

e 3
H?;Ol Ty; (207 5) H?;lz Ths (207 E)

avec encore v; # vj, [1; 7 [t; pour tout ¢, j distincts.
S’il n’existe pas de i tel que u; =1 :

—k

~

QL (G 20)dCly A NI 22 (¢, 20)dC, A dC,

118(’

Ak Sn(<7 ZO)

A

ETL

gntk Hﬁ:o Ty, (207 8) Hé:l Th; (ZO, 8)

toujours avec les v; (respectivement p;) deux & deux distincts et p; > 1 pour
tout <.

<

Il suffit maintenant de sommer sur les v; et les u; pour finir la preuve. O
Ce lemme implique deux corollaires semblables aux corollaires 2.4.3 et 2.4.4 :

1

Corollaire 2.4.8 Pour toute h € CQ,(D), Mih appartient §o(D) et
satisfait || Mih||5 1 S [|hllp o uniformément par rapport a h.

Preuve : Nous allons appliquer le lemme 2.4.7 afin d’utiliser le lemme
de Hardy-Littlewood : Soient A = 8%3- ou %, 7 =1,...,n, h une forme
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différentielle de Cp (D) et un point zy dans D NV tel que ca|r(2o)| < eo.
Le théoreme A.2.1 implique que ||Eh||go < ||h]/5 o, d’ot :

sup  [A(ER(Q) A Kno(C20))l S [1RlI5 00
CGG*'PE()(ZO)

ou ¢, peut-étre différent des précédents, ne dépend que de &g.
Du lemme 2.4.7, nous déduisons que pour tout couple ((,z) dans G x
(V N D) tel que ca|r(2)] < eo, A(ER(C) AN Kpo((,2)) est une somme de

W50[||h||570,a,u,0]((:,z) pour « = —l et |[v] = 2n—1, ou a = f% et
|v| = 2n — 2, avec chaque fois chaque i de {2,...,n} apparaissant au plus

2 fois et 1 apparaissant au plus une fois dans v. Dans le premier cas, nous
appliquons le lemme A.5.1 et dans le second le corollaire A.5.2 qui donnent
en zg, uniformément par rapport a zo,

1 _
|AMih(z0)] < [[All5 0l (20) 7 .

Comme z( est quelconque dans D NV pourvu que ca|r(29)| < €, le lemme
1

de Hardy-Littlewood (lemme A.1.1) implique que M1h appartient & O%(ﬁ)
et satisfait :
1Mih][5, L S [1l5 0,

uniformément par rapport a h, ce qui montre le corollaire. 0O

Corollaire 2.4.9 Soient j =1,...,n, k > 0 entier et h € C(’il(ﬁ).
k—14L

Alors [, (E(%(C) - @(C)> A Kno(C,-) appartient a Cy 1+ (D) et :

¢
oh JOFh
B Q)= 50(0)) ARnal6.) < Ihlp
‘/G( aG; aG; Dh—1+1 Dk
uniformément par rapport a h.
Preuve : Soient 7 = 1,...,n, k > 0 entier, h une forlfnle différentielle de
.

C(’il(ﬁ), Aj—1 un opérateur de différentiation de type 57— avec |a|+[8| =
kEk—1, A = a(; ou 8%1-’ i = 1...,n et un point zg dans D NV tel que
CQ|T(ZO)‘ S €0-

Le théoreme A.2.1 implique que :

oh OFh
sup  |AAg— (Ea(@ - 8(O> ANEKno(G 20)] < llRllpc0
CEG—Pey (20) G G
ol ¢g, qui n’a aucun lien avec les précédents, ne dépend que de &g.

Maintenant, soit € € [ca|r(20)], 0] et ¢ € P=(20) NG. Comme EgThj — %% est

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

2.4. REGULARITE DE T}, 115
identiquement nul sur D, d’apres le corollaire A.2.3, nous avons Eg—é;(c )
_OEh < k-1 Oh __ OEh 4 .
ac; (C)) Se HEBCj 96 | cop ot et avec le théoreme A.2.1 :
oh OFEh
B (@)= Ser0)] £ & il (2.25)
' IG; e Pk

Lorsque nous étudions AA,_; (E%‘_(C) - %(()) A Ky,.0(¢, 20), nous pou-
J J

vons donc multiplier le résultat du lemme 2.4.7 par e*~1||h||p x. Ainsi, pour
(¢,z) dans G x (V N D) tel que ca|r(z)| < e, AAg_1 (EgThj(O — 8Eh(§))

3G
NEK;0(C, z) est une somme finie de W, [||h||5 1, o, v, 0](¢, 2) pour a = —1 et
| =2n—1oua = —3 et [v] = 2n — 2 avec dans chaque cas, tout i de
{2,...,n} apparaissant au plus deux fois dans v, 1 au plus une fois. Dans

le premier cas, nous pouvons appliquer le lemme A.5.1 et dans le second le
corollaire A.5.2 qui donnent en zg, uniformément par rapport a zo,

Oh OFEh
AA _/<E — ) AN Kpo(C, 2
28 [(B520 - RO ) A Kol 20)
Comme 2z est quelconque dans DNV pourvu que c2|r(z0)| < €o, le lemme de

Hardy-Littlewood nous indique que Ay fG(Ea%({)—%LJ({)) NK0(C,-)

1 _
S Ml gl (zo0) [t

1
appartient a Cg", _;(D) et vérifie

HAkl/G <E(§£(C) - %Zﬁ(@) A KnolC,)

S lblip
D,

ce qui finit la preuve du corollaire. 0O

Maintenant, tous les outils sont & notre disposition pour démontrer le théo-
reme 2.0.1.

Preuve du théoréme 2.0.1 : Nous travaillons par récurrence sur k :

Pour k = 0 : Par définition (voir (2.3)), T, = T, — M. Or, dans [8], K.
Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess ont montré que si h appartient a

_ P
Coq(D), alors Tyh appartient a Cg,_;(D) et vérifie HthHﬁ% < ks,
uniformément par rapport a h. D’autre part, nous avons vu dans le corol-
laire 2.4.3 si ¢ = 2,...,n — 1 ou dans le corollaire 2.4.8 si ¢ = 1, que M,h
B
appartient & Cg, _;(D) et vérifie |[Myhll5 1+ < [|h]5, uniformément par

rapport & h des que h appartient & Cp ,(D). Aussi le théoréme 2.0.1 est vrai
pour k = 0.
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Pour k& > 0 : supposons le théoréme établi pour tout k' < k. Soit [L €
J— — —1

C(’iq(D), O-fermée et Aj_; un opérateur de différentiation de type aaa =7

avec |a| + |B] = k — 1. Nous avions posé dans la section 2.2 : Tzh =

- fGX[O,I] 9¢(Eh) A Qyq—1(n). Nous avions aussi vu dans cette section qu'il
suffirait de montrer I'objectif 2.2.1, & savoir : pour tout j € {1,...,n},

/

ATh T,k L
Ak az et Ap_1 az appartiennent a Cg, 1(D) et H (Ap— 1T’ Hﬁi—i_

|2

Dans le corollaire 2.4.2, nous avons montré que %(Ak_lT ) appartient &

- (Ak,lTéh)HE L < cthHEk, ¢, ne dépendant pas de h.

1
m ) o . 7
o—1(D) et vérifie H—azj (Ak_lTéh)HD, . S lIhll5, uniformément par rap-

port a h.
Pour a—(Ak 1T,h), nous utilisons I'écriture donnée par (2.6) :

D’apres le Corollalre 2.4.9,sig=1,A,_1 [ (3Eh(g) — Ea%(()) ANEKno(C,)
appartient & Oq (D) et HAk e (6Eh () —E(%(CD /\Kn,O('aC)‘—i ~

[7ll5 k- Sig>1, comme S et Q sont holomorphes, ce terme est nul.

D’apres le corollaire 2.4.6, Ay fo[O 1 OcER(C) A 6 g—1(n)(C, A, -) ap-
i i
partient & CJ _ (D) et HA,H Jexiom OcER(C) A 81 g1 () (¢ N, )

17115, k-
Nous apphquons I'hypothese de récurrence a Ay 1T ( ac ) qui est donc

<

<

~

b

3|~

dans C _1(D) et satisfait HAk 1Ty (8@)

H S H% Dk—1
Sig=1, Ay 1fo[0 1]<’9Eh Eah)/\azﬁmq_g( )(C, A, ), est nul, et sig > 2,

1
c’est le corollaire 2.4.4 qui nous indique qu'’il appartient & C¢", (D) et que

|86 foiony (F2Q) = EEQO) A 900X, 5 ikl

Il reste encore le terme de Bochner-Martinelli. Mais comme %Pgh est de classe

C* et a support compact dans D UG, Joup 8Eh(() A By, 4-1(C, ) appartient
A Cliy (D) et satistait | [ 32O A Bug1(C)|| S Iblp . avel aue

G
soit € dans ]0, 1].
Nous avons énuméré et traité tous les termes de (2.6), ce qui montre que

/ 1
Ay 18(;th appartient a C(", _ (D) et satisfait HAk 1@“f 1N < |I[l5 y, uni-

formément par rapport a h et donc le théoreme est prouvé au rang k. O
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Chapitre 3

Estimées C* sur le bord

Nous allons maintenant nous intéresser a la régularité des équations tan-
gentielles de Cauchy-Riemann. Mais avant d’énoncer notre principal théore-
me, nous devons en préciser le contexte et les notations.

Définition 3.0.1 Deux (0, q)-formes différentielles h et g continues au voi-
sinage de bD sont dites équivalentes si pour toute (n,n —q — 1)-forme ¢ de
régularité C*° dans un voisinage de bD, nous avons fbD hAo= fng A .
Dans ce cas, nous noterons h ~ g. La classe d’équivalence de h sera notée
[h].

On peut montrer que deux (0, ¢)-formes h et g sont équivalentes si et seule-
ment si il existe une (0, g)-forme g; et une (0,q — 1)-forme gz telles que
h=g+1rg1+ g2 AOr.
Soit Cf,(bD) I'ensemble des (0, g)-formes g = Zl§i1<_._<iq§n 9(ir i) AZin N
... AN dz;, telles que pour chaque multi-indice (i1, ...,%q), g(i,,...i,) SOit un
élément de régularité C* dans un voisinage de bD, a > 0.

0,(bD) désigne I'ensemble des classes [h] pour lesquels il existe g dans
C§,(bD) tel que g ~ h. [|[h][[pp,a est alors défini comme :

IP]llop,a := inf{llgllsp,a; g € CG4(bD) et g ~ h}.

L’opérateur 0y agit sur les classes d’équivalence :
Soit [h] une classe d’équivalence dans C{ ,(bD) dont h est un représentant

continu sur un voisinage de bD. Nous définissons d,[h] au sens des distribu-
tions comme suit : S'il existe g € Cf ;1 (bD), a > 0 telle que pour toute
(n,n — g — 2)-forme ¢ de classe C*° dans un voisinage de bD, nous ayons :

(—1)tt /th<c>A 36(¢) = / 9(0) A (0),

bD

117
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alors nous posons dy[h] = [g] et nous disons que dy[h] appartient & Cg',, 1 (bD).
Remarquons que la définition des classes d’équivalence implique que [g] est
univoquement déterminé.

D’autre part, si [h] est une classe d’équivalence de CN'&q(bD) dont h est un
représentant qui appartient & Cj  (bD), on peut vérifier qu’alors [h] = [h].
Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme sur les estimées C* pour
’équation 0y, :

Théoréme 3.0.2 Soit D CC C™ un domaine conveze de type fini m. Pour
g=1,...,n—1, il eviste un opérateur linéaire Té’ : ng(bD) — ngq_l(bD)
vérifiant :

(i) Pour tout k entier, k > 0, il existe ¢, > 0 tel que pour toute classe [h] €
. gL

C(’{q(bD), TP[h) appartienne a Cg;_ml(bD) et satisfasse HTé’[h]HbD’k_s_% <
ckll[a]llop .k

(ii) Pour tout [h] dans Cy4(bD), avec Dylh] aussi dans Co441(bD) et Uhy-
pothése supplémentaire st ¢ = n — 1 que fth A ¢ = 0 quelle que soit la
(n,0)-forme ¢ de classe C™® et O-fermée sur un voisinage de bD, nous avons

(] = BT[] + T3, 1 D[]
(avec la convention lorsque ¢ =n — 1 que Tf; soit identiquement nul).

Comme pour les estimées C* sur les domaines, la preuve de ce théoreme
utilise des opérateurs intégraux.

3.1 Opérateur de résolution

3.1.1 Notations

Soient (D, m,V,r,e9) un bon quintuplet, S € C*°(V x U) la fonction
de support donnée par le théoreme 1.5.2 pour D. Nous supposons que le
domaine U soit convexe et contienne V. Quitte a le choisir plus petit, nous
supposons que £q est tel que les propositions 2.3.2 et 1.5.13 et les majorations
de la sous-section 2.3.2 soient vérifiées.

Afin de définir Té’, nous allons employer la méthode décrite dans [15] par
G.M. Henkin pour les domaines strictement pseudoconvexes. Plus précisé-
ment, si [f] est une classe de C‘ovq(bD) dont f est un représentant appartenant
a Cp 4(bD), nous écrivons f comme le saut sur bD de deux (0, ¢)-formes, I'une
f+ définie sur D et I'autre f_ définie sur V' \ D. Ensuite, nous représentons
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f+ et f— au moyen d’une formule d’homotopie utilisant les noyaux €2, 4(7)
et Qf, ,(7) que nous définissons maintenant.

Soit @Q la décomposition de Hefer-Leray de S donnée par la proposition 1.5.4.
Nous définissons :

& Uxy — ((;

o { (C2) — S(62) =8(0)
S Uxy — (;”
Q ' { (C,Z) — Q(Ca Z) = —Q(Z,C)

de sorte que S et Q soient de régularité C'*°, holomorphes en ¢ pour z fixé
et satisfassent :

5(¢.2) = S(z,0)
= > Qi(0)(z - ¢)
j=1

= > Q(¢2)(¢ — ).
j=1

Pour (¢,z) € V x V tel que S(, 2) et S(C, z) soit non nuls et A € [0, 1], nous
posons :

mw(¢z) = Y G- zdG,
j=1

m(¢z) = Y Q¢ 2)dg,

j=1

(¢ z) = > Q¢ 2)d¢,
1

j=

G N S e
Jj=1 j=1 )

- '(<7Z)
dé; + X ) dé;.
v ; 5 "

Pour f dans C4(bD), nous notons encore :

— [ -2

)

(¢ A z) = (1—A>Zgj_z,é
j=1

T,f(z) = / F(O) A Qg 1 ()G A, 2)
(¢, A\)ELDX[0,1]
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si z appartient a D. T}, est un opérateur a valeur dans C’g’oqfl(D) trés proche
de l'opérateur T, défini par K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornsess dans
[8]. Ainsi, pour f continue sur bD, T, f sera de régularité héldérienne % sur
D et induira donc un opérateur a valeurs dans C’o,q_l(bD). Nous aimerions
pouvoir poser Ty f(z) = f((,/\)ebe[O,l] F(CO) A Qpg—1(N)(¢, A, ) pour les z de
V\ D, mais méme si T, o] sera une forme de classe C° sur V\ D, rien ne permet
d’assurer que Tq f soit bien définie sur bD lorsque f n’est que continue :
Dans le travail de K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornzess, la composante
normale du noyau en ¢ avait un mauvais comportement, mais elle se trouvait
écrasée par l'intégration sur le bord. Ici nous avons inversé les variables et
c’est la composante normale en 2z du noyau qui a un mauvais comportement.
Aussi, pour une forme f seulement continue, une approche directe ne permet
pas de montrer que Tq f est ne serait-ce que bornée au voisinage de bD.
Nous ne pouvons donc pas considérer la classe [Tq f]- Cependant, lorsque
I’on regarde les classes d’équivalence, la composante normale ne compte pas
et c’est pourquoi nous allons isoler la composante tangentielle en z de Tq f
afin de définir un opérateur Tg qui induira un opérateur de C’qu(bD) vers

Co,4-1(bD).

3.1.2 Composantes tangentielles

Nous adoptons la convention suivante : Pour un champ de vecteurs
B* =", ai(z)a%i + >y bi(z)%, B¢ sera le méme champ de vecteurs
agissant sur la variable ¢, c’est-a-dire B¢ = > ai(C)(% +>0 bi(oa%.'

Soit z dans V et W := ¥(z) la matrice de passage de la base canonique

vers une base de Diederich-Fornaess en z. Pour ¢ = 1,...,n, nous posons
n
., -9
Li = E \I/ij —
0Z;
—1 7
J
n E—
T2 = —
li = E \Ifidej.
j=1

Soit maintenant f une (p, q)-forme différentielle. Nous avons

"\, =2 N - =—0f
E Lj(f) /\l]- = E \Ilji\:[/jkg A dzZy,
Jj=1 '

1,5,k=1
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n n - 8f
i,k=1 \j=1

et comme ¥ est unitaire

SN LIHAL = Zgj A dz;
=1 : ’

— (-1tay,

Pour toute forme différentielle f de bidegré (p, q), nous définissons 9 f par
8'f = 0f + (—1)PrHLI(f) A TS

0" est bien défini et ne dépend pas de la matrice T

Soit z dans V. dr(z) est non nul et I; = |dr o Z] 1 az (2)dz; d’ott :

71 = 91 + (e ) ) . (3.1)
|0r(2)]
De plus, L] = > i1 |5rl(z)\%(z)% est univoquement déterminé, aussi

Li(f) Al ne dépend pas de la base et grace a (3.1), gtf non plus.
L’opérateur 9 ainsi défini, pour toute (p,q)-forme f, considérer G fala
place de Of revient & isoler et supprimer la composante normale de df ap-
portée par lopérateur 0.

Pourg=1,....,n—1,z€V\D et f € Cyy(bD), nous posons :

T = [ O AR, @A)
Dx[0,1]

)
. - =z [(n—1 e =t~
ou QF, ,(77) = (o (12>—m)n ( . ) i A (D)1 A (D7)0.

Lemme 3.1.1 Soient g = 1,...,n — 1, A un opérateur de différentiation
d’ordre 1 du type % ou 6%3_, fe Cqu(bD). Alors nous avons :

(i) pour tout z de DNV, |AT,f(z)] S HbeD’0|7’(z)|%_l,
(ii) pour tout z de V — D, |A T;f(z) < r(z)|%_1

uniformément par rapport a z et f
En particulier, Ty f appartient a Comq (YN D) et th a C'(;”q (VY —=D).
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Lorsque f appartient a C’g’q(bD), ce lemme nous autorise a considérer les
classes d’équivalence induites par T, f et T; f, ce qui nous permet de définir

[Ty et [T7] :

Définition 3.1.2 Pour ¢ = 1,...,n — 1, et [f] € Co4(bD) dont f est un
représentant dans Cop 4(bD), nous posons :

[T5)[f] = [Ty f],
(T[] == [T} ).

Remarquons que [T,] et [T,] sont bien définis car si f et g de Cg’q(bD) sont

deux représentants de [f], alors T, f = Tg et Tg f= ng.
Nous montrerons les deux théorémes suivants :

Théoreme 3.1.3 Pour g=1,...,n—1 et k entier, k > 0, il existe ¢, > 0
tel que pour tout [h] € C&q(bD) :

gL
(1) [Tgl[h] soit un élément de Cg;rj”l(bD) et satisfasse H[Tq][h]HbD’kJr% <
cll[P]lop -
8 gL .
(i1) [T,][h] soit un élément de C'g;fll(bD) et satisfasse ||[Ty] [h]HbD,lH% <

ckll[Pllop k-

Théoréme 3.1.4 Soient ¢ =1,...,n—1, [f] dans C~'07q(bD) dont f est un
représentant continu. Nous supposons que Op[f] appartient C'Og_i_l(bD) et,
lorsque ¢ = n — 1, que pour toute (n,0)-forme différentielle ¢ de régularité
C™ au voisinage de bD telle que Op = 0, nous ayons Jop F(Q) Ap(C) = 0.

Alors, avec la convention [Ty11] = [Ty11] =0 si ¢ =n — 1, nous avons :

[f1 = 0u([Ty] = [TaD[S] + ([Tg31] = [Tg41]) O f]-

En posant T, := [T,] — [T,], les théorémes 3.1.3 et 3.1.4 démontrent le
théoreme 3.0.2. Le lemme 3.1.1 implique le cas £ = 0 du théoreme 3.1.3.
Nous démontrerons les deux en méme temps. Supposons avoir prouvé le
lemme 3.1.1 et montrons le théoreme 3.1.4 :

Preuve du théoréme 8.1.4 : Soient ¢ = 1,...,n — 1 et [f] € Co4(bD) dont
f est un représentant continu dans un voisinage de bD, g € 084] 4+1(bD) un

représentant de la classe y[f]. Quitte & utiliser une fonction de troncature,
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nous supposons f définie et a support compact dans C™.
Rappelons que ¢ et ¢ ont été définies comme suit :

[ Crx {1} xC*" — C"x[0,1] xC"
U Ga) = (GA2) |

[ Crx {0} xC" — C"x[0,1] xC"
o (GA2) o (G 2)

Nous posons B, = (2%, (1)), Kby(7) = 61(Q% (), Kng = (i g(n))-
Bflj q est rien d’autre que Bn,q, le noyau de Bochner-Martinelli, auquel nous
avons enlevé la composante normale en z, et ainsi, pour tout z et { de C"
distincts, |BY, ,(¢,2)| S W

Nous posons ensuite :

Fe) = [ HOABu(c.)  lorsques e D,
f-(z) = / f(O) A Bpg(C,z)  lorsquez € C*\ D,
fl(z) = / f(Q)AB}(¢,z)  lorsquez € V\ D.

Nous commengons par écrire fi comme Ty119 + 0,7, f & Dintérieur de D.
Cependant, nous devrons appliquer le théoreme de Stokes et puisque f n’est
que continue, nous devons régulariser et considérer une suite de (0, ¢)-formes
(f~)Nen qui converge uniformément vers f sur C” et telle que, pour tout IV,
fn soit de régularité C'°° sur C™ (ceci est possible puisque nous supposons
f & support compact dans C").

Soit z un point de D. Alors

lim / IN(O) A Bug(C,2) = /bDf(C)ABn,q(C,ZL

N—+o00 bD
Jim [ O K¢ = [ 0N Ko

D’autre part,
/ fN(C)/\Bnq C: / fN Aan(Ca )
bD
- / IN(Q) A (g (C N, 2)) — / IN(O) A L Qg (C A, 2)
bD bD
- / IN(O) A Qg ()G A, 2).
b(bDx[0,1])
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Nous appliquons ensuite le théoreme de Stokes :

/ fN /\Bnq Ca / fN /\an(C’ )
[ (IO A ()€ A 2)

bDx[0,1]

= ngN(C) N anq(nxc’Av'z)—i_(_l)q fN(g) AgC,AQn,q(n)(C7)‘az)~

bDx[0,1] bDx[0,1]

Comme (fn)nen converge uniformément sur C" vers f :

lim IN(O) A TerQug () (A 2) = / Q) A Teafg )G A ).

N—+00 JpDx[0,1] bDx[0,1]

D’autre part, pour toute (n,n — ¢ — 2)-forme différentielle ¢ de clasee C'*°

sur un voisinage de bD, [, 0fn () A ¢(C) = (=1)7H [, o fn(C) A Dg(C) et

donc

im [ A n60) = (- / £(Q) A B9(C)

bD

lim B fN () A Qug(m)(C, A 2) = / o O A g (EA)

N—+o00 JyDx[0,1)

Nous en concluons que

et finalement

/f O) A BuglG,2) /f O A Kng(¢,2) =
/D G(0) A mgCA D=1 [ F(O) ABeaug() (G, 2).

x[0,1] bDx[0,1]
Rappelons nous maintenant que 6< A g(n) = (— 1)90, Qng—1(n) et donc :
/ F(Q) A Bnyg(¢, 2) / FIONKng(C,2) =
= [ g AR EAD + [ O AT ()G A )
bD bD x|

x[0,1] 0,1]

ce qui se traduit finalement pour tout z de D par :

Fo(2) = Tyg(z) +0.(T,f)(z / F(O) A Kng (€, 2):
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Sig>1, fbD F(O)ANKpq(C,-) =0 car n et S étant holomorphe par rapport
a z pour ( fixé, K, ; = 0 et donc :

f+ = Ty19+0.T,f surD. (3.2)

Nous appliquons la méme technique & f! et obtenons pour z dans V — D

/bDf(C)ABt /f ONRE (C2) =

- / 9(Q) A (7)(C A )+ (1) / F(O) A DA, ()G 2).
bDx[0,1 D

] bDx[0,1]

Maintenant, d¢ (7)) = (—1)70,, 4—1(7]) et en ne gardant que la com-
posante tangentielle en z, nous obtenons d¢\, ,(7) = (—1) 8Z naq—1 (1)
Alinsi,

/bDf(C)ABt /f ONR(C7) =

- / 9(C) A ()G 2) + / FO AT, (3G, 2),
D bDx[0

bDx[0,1] 1]

d’ou, pour tout z de V — D,
L) = Tiaal) +UTNE + [ 1O ARG,

Sig<n-—1, fbD /\ Kt (C,-) = 0 car 7 et S sont holomorphes par
rapport a ¢ et donc = O
Sig=mn—1, pour z ﬁxe dans V — D, Kn n_1(s 2) est Oc-fermée et de classe

C® dans un voisinage de D et par hypothese, Jop F(OA Kfm 1(¢,2)=0
Nous avons donc finalement

fro= Tt+1g+0 wf  surV\D. (3.3)

Nous utilisons alors la formule de saut pour faire apparaitre la différence des
deux opérateurs. Soit ¢ une (n,n — g — 1)-forme de régularité C*° dans un
voisinage de bD. Selon la formule de saut, nous avons

/ f(z)No(z) = hm/ (f+(z—ens) — fo(z4+en) N o(2) (3.4)

ou 7, est la normale unitaire extérieure a bD,(,) en z.
Nous remplacons f_ par f! : Il existe une forme différentielle h de degré
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(n,n—q—1)en (et (0,g—1) en z telle que pour tout z et ( de C" distincts,
MG 2)| S e et

sz,q(g’ Z) - Bn,q(c, Z) = h(ga Z) A 5Z’r(’z)‘

Ainsi, puisque ¢ est de degré (n,n —q — 1) en z, pour € > 0, nous avons
| e ren) = £+ en) o) =
= [ ([ 0N Bzt ) = Byl en)) ) Aol
zebD \J(¢ebD
= [ ([ £ ARGz en) ) ABr o+ 2n) £ o)
zebD \J¢ebD
— [ ([ Anz en) ) A @er(e o en) — Bur(2) A o).
z€bD ¢ebD

D’une part 7 étant de classe C*, |0r(z+en,) —0r(z)| < € uniformément par
rapport a € et z dans bD. D’autre part, pour z et ¢ dans bD, |(—(z+en,)| > €
1
2

donc |h(¢,z +en.)| S ICS\_ﬁ et nous avons
—*" T2

=

S fllepoe™ 2.

‘ [ 5@ nnz+en,)
cebD

Nous en déduisons que UbD(fi(z +eny) — fo(z+en)) A gb(z)’ S 5%, uni-
formément par rapport & € et donc (3.4) devient

e—0
e>0

/ fEAGz) = lim [ (fe(z—ens) — f(2 +em)) A b(z). (3.5)
bD bD

Ensuite, nous introduisons 7y et T ; dans cette équation. D’apres (3.2), pour
tout € > 0,

/b Iez—en) nol) =
- / (Tp410)(= — en2) A 6(2) + / (@T,1)(= — en) A 6(2). (3.6)
bD bD

1
D’apres le lemme 3.1.1, T, 11 g appartient a C@Q(V N D) et donc lorsque € > 0
tend vers 0, z — Tg419(2 — en,) converge uniformément vers Ty, 1g sur bD,
d’oti :

i [ Tag)—en) no) = [ T aee). @)

e—0
e>0
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Pour [, 5 (9T, f)(z—¢en.) A¢(z), la situation est plus compliquée. Nous notons
bD — C"

Ug : .
Z = Z—En,

Alors

52(qu oug)(2) = 0:(Tyf) o ue(2)+

RONPRTITOIE S <ue<z>>‘9(m->j> =

0z; 0z j

i=1 \j=1

et ainsi

/a (T, f) 0 u(2) A 6(2) /a (Tof o ue)(2) A o(2)+

el Z( > G tuete) 2 + G e g )dzz
Jj=

AP(2). (3.8)

D’apres le lemme 3.1.1 (i), lorsque ¢ est suffisamment petit,

>y

=1 j=1

T, f a(UZ)j + oL, f a(nz)j

E 6@ aZj (us(z)) 0%;

et donc

il_f,%f/ Z( an " Z))agz)j+6£I]f(us(z))afaz)j)dzi/\
Ad(z) =0.  (3.9)

D’autre part, puisque ¢ est de degré (n,n —q—1) en z :

/’@«nﬁo%x@Awaz

bD

_ /'@«%ﬁo%x@AM@
bD

et d’apres le théoreme de Stokes :

/ (Tyf) ou)(:) Ad(z) = (~1)1 / (Tuf)(ue)(2) A ded(2).
bD bD
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Nous passons alors a la limite lorsque € tend vers 0 et utilisons encore le
lemme 3.1.1 selon lequel (75 f) ou. converge uniformément vers T, f sur bD :

i [ AT ou)@néE) = (D7 [ Tfe)Adole)
>0 b bD

— (-1 /b T () A D0(:).

Avec (3.8) et (3.9), nous en déduisons que :

lim 0 (Tyf) ous(2) A p(z) = (—1)4 /bD Tyf(2) N O=0(2),

e—0 bD

et ré-introduit avec (3.7) dans (3.6), cela nous conduit finalement a :

lim /bD fr(z—en) Np(z) =

e—0
e>0

= [ Ting@) no@) + (-1 [ Tfe) 080, (3.10)
bD bD

Nous montrons maintenant le résultat équivalent pour f%. Soit € > 0. Alors
d’apres (3.3) :

| e reny o) -
= /T;Hg(z—ksnz)/\(ﬁ(z)—i—/ (gtf’;f)(z—i-enz)/\qﬁ(z). (3.11)
bD bD

Selon le lemme 3.1.1, lorsque € > 0 tend vers 0, la forme différentielle z +—
T}, 19(z 4 en.) converge uniformément sur bD vers T, g d’ot :

i [ TiaaGren)noe) = [ Thaaee). (1)
e>0
n
Nous posons v : b — C . Nous avons :
z — z—|—577z

/b LT ol o) =
- / 9.(T! f)ove(2) A ¢<z>+<—1>q+1/ (T, f) ove(z) ABer(z + £n2) A (2).
bD

bD
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Comme pour 7Ty, nous montrons que

t [ (T 0w A0) = ()7 [ D) AB0(). (313)
e>0 /b bD

En effet, nous avons

/‘a (TLf) o ve(2) A o(2) /“a (Taf 0 v)(2) A B(2)+

n [ oTt - o7t .
renref S Y5 @E(znagtju;”g@(z»@g@f 2z A

et le lemme 3.1.1 (4¢) implique :

lim 0, (th) ov:(2) ANp(z) = lim 0, (th ov:)(2) A ¢(2)

e—0 e—0
e>0 bD e>0 bD

Ensuite, le théoreme de Stokes donne :
| a@inev@nee) = (07 [ Tifou(:)nd.00).
bD bD

Enfin, le lemme 3.1.1 entraine la converge uniforme sur bD de T; fowv. vers
T~tf et donc l’égalité (3.13) est vraie.

Quant & [, , L1(TLf) ove(2) A O.r(2 + em.) A ¢(2), puisque ¢ est de degré
(n,n —q—1) en z et que nous intégrons sur bD :

[ TiEi000.(2) A Bor(e+-2n.) n o) =
- Agﬁﬁﬁo%@ww&mz+mg—aJ@»Aaa.

Le lemme 3.1.1 (i7) implique que pour tout z de bD et tout € > 0 suffisam-
ment petit, |fi(7~”,§f)(z +en)| S ||]‘"||1,D705%_1 uniformément par rapport a
z et . D’autre part, puisque r est de régularité C*° dans un voisinage de
bD, |0r(z + en,) — Or(z)| < e uniformément par rapport a € et z. Nous en
déduisons que

lim fi(f’;f) 0ve(2) AND.r(2 +ems) Ag(z) =0,

e—0
e>0 bD
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et finalement avec (3.11), (3.12) et (3.13) :

e—0
e>0

lim /bD fl(z+en) Ao(z) =

= [ Tiage)noe) + ()7 [ TG AD0G). B14)
bD bD

(3.10) et (3.14) mis dans la formule de saut (3.5) donne :

/fw

- / (Tye1 = TEo)a(2) A 6(2) + (~1)1 / (T, — T (=) A B(2).
bD bD

Puisque que ¢ de classe C*° dans un voisinage de bD est quelconque, cela
prouve que :

[f] = (Tgra] = [Tara])BLf] + 0([Ty] — [T [F].

3.1.3 Dérivations tangentielles successives

Que ce soit pour [T,] ou pour T, g/, un autre probleme va apparaitre pour
établir les estimées C*, k > 0 : Pour une forme f de régularité C¥, les
dérivations successives de 15 f et Tg f vont entrainer la perte de précieux
facteurs e lors des estimations des noyaux avec les bases e-extrémales. Notre
stratégie sera d’intégrer par parties afin que f ”porte” le plus de dérivées
possible. Pour cela, nous avons besoin de montrer qu’il existe un champ de
vecteurs tangents f/f tel que pour z et ¢ proches, nous ayons |‘~/1CS ((,2) 21
et |f/1<§ (¢, z)] 2 1. C’est ce que nous mettons en place maintenant :

G G
tel champ de vecteurs a déja été utilisé notamment dans le livre de R.M.

Range (lemme 7.18, chapitre VII) ou encore dans l'article [1] de P. Ahern
et R. Schneider. Pour étudier I'action de f/f sur S et S, nous définissons

Soit ¢ dans V et V1 : |8T 1 ZZ 1 8( Ir (¢)-2 or (C) . Signalons qu’'un

f/f par I'intermédiaire d’une matrice unitaire ¥ := W(() telle que ¥n, =
(1,0,...,0). Dans ce cas, les \Iflz, =1,...,n sont univoquement déterminés
et nous avons V1 ZZ 1 \Ilh %G \Iih ac, Il faut aussi que nous définissions

une famille de matrices de passage ®(¢) de la base canonique vers une base
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de Diederich-Fornaess en (. Pour ne pas avoir a mettre en place la lourde
théorie des bases e-extrémales mal adaptée ici (nous n’avons pas besoin de
e), nous allons définir de manieére semblable & la famille de matrices ¥ de la
sous-section 1.5.3 une nouvelle famille de matrices.

Fixons un point {y dans bD. Puisque par hypothese le gradient de r ne
s’annule pas sur V, il existe ¢, R’ > 0 ne dépendant pas de ¢y tels que :

(i) B(Co, R') soit incluse dans V,
(ii) il existe ¢ tel que quel que soit ¢ de B((o, R'),

B (C)‘ > c.

Quitte a renuméroter, nous supposons que ¢ = 1. Soit alors :

AL(Q) = ﬂk(n% i=1,....n

Ainsi, ne = (77 50 @), .., 17%0(()) dans la base canonique.
Nous deﬁmssons enfin la matrice ®%(¢) par :

é%(@ = 1750((), i1=1,...,n,
et pourj # 1:
—I Q) (¢)  sii=1
g 0 sil<i<j
(I)CO = 1 .. . .
Ji (O \/A ACO(C A]C_O(C) 84 = j

—I Q) sii>j

Comme pour <0:(¢), % (¢) est une matrice unitaire qui amene la normale
extérieure en ¢ sur (1,0,...,0). De plus, puisque A§0 (©) > 177°(0)|2, % ()
est définie pour tout ¢ tel que |¢ — (o] < R'.

Proposition 3.1.5 Il existe R” €0, R'] indépendant de {y € bD tel que
pour tout ¢,z de B({y, R") :

VES(¢,2) > 1.

Preuve : Soit R” > 0 que nous choisirons suffisamment petit par la suite et
soient z,¢ € B({p, R')
Rappelons que si R’ est suffisamment petit, S(¢, z) = A((, z)F(C, z) avec :

F(C2)=3w1((, 2) + K (wi(¢, 2) K’Z iy M? Z w(¢, ),

1Bl=
B1=
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ou les wi((,2),...,wn(C,2) sont les coordonnées de z dans un repere de
Diederich-Forneess centré en ¢ et r¢ désigne  exprimée dans ce méme repere.
Trivialement F(¢,z) = O(|z — (]), uniformément par rapport a (o et ainsi,

F(¢, ) A((,z) = O(|¢ — =]), toujours uniformément par rapport & (p. Il
nous reste donc a évaluer A(C, ) F(¢, 2).

Les coordonnées de z dans le repere de Diederich-Forneess centré en ¢ et de
base définie par ®%°(¢) sont données par w((,z) = ®©(¢)(z — ¢). Ainsi :

f/lcwl(gv )_
Héo (9(:15%
Y (O = 6) = BHO (O = G) +
1,j=1 v
_ Z <I> q)Co
= (IC —z[) -
uniformément par rapport a {y. D’autre part :
j 10
KV (wi(¢,2)?) = V¢ K/Z ) M Z 5 a;ﬁ w(¢,2)? | =0(I¢ - 2)).

\6\

Nous en concluons que :

VES(¢z) = O(¢ — z]) — BA(C, 2)

encore uniformément par rapport a (p.

Si ¢ — 2| est suffisamment petit, le théoréme 1.5.2 assure que [A((, z)| > 3.
Ainsi, il existe R” > 0 ne dépendant pas de (y tel que si [ — (o] < R” et
|¢o — z| < R” nous ayons :

VES(¢ ) > 1.
O

Proposition 3.1.6 Il existe R” €]0, R'] indépendant de (y tel que pour tout
z et tout ¢ de B((o, R") :

VES(¢, 2) >
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Preuve : Nous utilisons le lemme 3.2.4 (que nous pouvons prouver sans cette
proposition) :

(V¥ +V#)S(¢,2) = O(I¢ - 2)).

D’autre part, d:aprés la proposition 3.1.5, si |¢ — z| est suffisamment petit,
[V#S(¢,2)| = [ViES(2,¢)| > 1 et en choisissant z et ¢ suffisamment proche
nous obtenons

3.2 Noyau en terme de ¢

3.2.1 Dérivées tangentielles des noyaux

Dans une certaine mesure, nous allons étudier en parallele les noyaux
des deux opérateurs. Comme précédemment, nous obtiendrons de meilleurs
résultats en exprimant le noyau et les champs de vecteurs qui vont agir des-
sus par I'intermédiaire des bases de Diederich-Fornaess et des matrices W#<.
Cependant, pour obtenir les estimées C* pour k > 0 et intégrer par parties,
nous devons étudier ’action de champs de vecteurs tangents sur le noyau
qui ne peuvent pas dépendre de . C’est pour cela que nous nous ramenons
a une base locale de vecteurs indépendants de ¢.

Nous notons encore R” le minimum des R” des propositions 3.1.5 et 3.1.6.
Par compacité de bD, il existe ¢, ..., ¢ tel que bD soit recouvert par
les B(¢ @ R ). Pour fixer les idées et ne pas compliquer encore les nota-

tions, nous travaillerons seulement sur B(( @, R ) et quitte a renuméroter
supposerons que ‘%(C)‘ > ¢ pour tout ¢ de B(((l),R”). Nous définissons

les champs de vecteurs :

7 = (&) - (2©) &),

~1
¢ _ 9 o o d D
Zj - @_%(C) (TC’;(C)) e sij=2,...,n,
¢ 1 d 1y d 1o
Zy = 3 ((agﬁ(C) aa + (7{1(0) 81> )
7= 2 -ro(2 )flg =
Zj o, o, €) o, €) ac, sij=2,...,n.

Pour tout ¢ de B(¢(), R"), %(C) est non nul, les Zf,...,Z,%,?g,..., Zi

sont linéairement indépendants et ZlC yen ,Z%,ZC, e ,Zi est une base des
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vecteurs tangents & bD sur B(¢(D, R").

Nous fixons un point zyp dans ¥V N B(¢W, R") tel que ca|r(z0)| < €o et
e > 0 dans [e2|7(20)],€0]. Nous considérons une base e-extrémale en zp, P,
la matrice de passage de la base canonique vers cette base, et aussi le repere
de Diederich-Fornaess centré en zo dont la base wi, ..., w), est donnée par
W=0:€(2), matrice définie dans la sous-section 1.5.3. Nous noterons ¢’ =
(¢1,---,¢) les coordonnées d’un point ¢ dans ce repere. Puisque zy et e
seront fixés tout au long de cette partie, la matrice W#0-¢({) sera simplement
notée W((). Soit encore ®(¢) = V¥(¢{)¥(zp), la matrice étudiée au cours de
la sous-section 1.5.3. Rappelons que ®(¢) est une matrice de passage d’une
base de Diederich-Fornaess en zy vers une base de Diederich-Fornaess en (.
Comme dans la sous-section 2.3.2, nous exprimons () et Q au travers de la
matrice unitaire W&, : Soit w dans C™. Nous posons :

NGw) = (CC+‘I’(C)‘I> w),
L ox

ilcw) = [ L,
0 8(,(}%
Q(¢2) = —2(Q) (¢ 2O ).
ou o = (01,...,05). Rappelons que ¥({,w) n’est autre que la fonction S

exprimée dans le repere de Diederich-Fornaess en ¢ induit par ¥((), o cor-
respond & sa section de Hefer-Leray dans ce méme repere et Q' est la section
de Hefer-Leray de S qui nous permet d’exprimer le noyau intégral 2(n) dans
la base de Diederich-Fornaess en z induite par ¥(z).

Pour S, nous définissons de manitre ”symétrique” pour w € C" :

Y(z,w) = S(z+U(2)®, ‘W ,2),

oi(z,w) = /&%ztw
Q'(¢2) = 2(2)'5(z0(2)(¢" —2)).

ott 6 = (61,...,05). B(z,w) est S exprimée dans le repére de Diederich-
Fornzess en z, & la décomposition de Hefer-Leray associée et Q' nous per-
mettra d’exprimer le noyau (7)) dans la base de Diederich-Fornzess en zg
induite par ¥(zp). De plus, nous avons toujours Q’(C, 2) = —-Q'(z,0).

Afin de pouvoir évaluer gtzﬁl en fonction de 71(z0,€), ..., T (20,€), nous ex-
primons 'opérateur 9 avec les champs de vecteurs suivants :

Vf = Z?:lq)ij(z)%, sit=1,...,n
J
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et les formes différentielles :

G = G or),

G = > ®ij(2)dz, sii=2,...n.

Ainsi, pour toute (p,q)-forme différentielle f, nous pouvons écrire G f=
TR —

(=L)PH S, Vi) AT

Avec ces notations :

m(¢z) = Y Q¢ 2)ddg,
=1
— ", 0Q) —
aCnl(sz) = Z gl(gz)dgj/\dgv
i,5=1 Cj

et
m¢,z) = > Q¢ 2],
=1

Din(G,2) = V@) A dg

A cause de l'introduction de l'opérateur 5t, nous devons montrer ce lemme
qui en fait est un corollaire du lemme 2.3.6 :

Lemme 3.2.1 Pouri=2,...,n, j,=1,...,n, ¢ dans P=(20) NV :

9

V@G0l S ooy

Preuve : Les propriétés de @ sont telles que dans la définition de Vf , c’est

0Q
5o qui seul va compter.

Z;
Nous écartons le cas j = 1 car 71(z0,€) =~ € et 'inégalité est triviale.

Soit donc i,j = 2,...,n et ( € P-(20) N V. Par définition de g} et V: :
I7% (A —z n T o\ ‘9@" :
Vil@))(C20)a" = 2k =1 Pi(20)®(20) 557 (€, 20)dz1. Mais ®(z) est la

. .. ~ _ Q) — .
matrice identité, donc V;*(Q%)(¢, 20)q;° = %(g‘, 20)dz;. Maintenant, le lem-

me 2.3.6 nous dit que :

2(A)! —20 3
VE(@5)(C20)3° | < P P P (3.15)
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ce qui montre le lemme. O
Nous allons regarder I'action de champs vecteurs du type Z7 + ZlC , ... Mais
avant, nous montrons ce lemme :

Lemme 3.2.2 Pour tout ¢ de P:(z0) NV et tout k :

or or
%(C) "G

uniformément par rapport a €, ¢, 29.

(20)] S &2,

Preuve : Soit ¢ comme dans I’énoncé. Pour prouver le lemme, il suffit en fait
de pouvoir montrer I'inégalité lorsque la base n’est pas la base canonique

mais la base de Diederich-Fornzess en z induite par ¥(zp). Soit wi, ..., w),
cette base et (({,...,(},) les coordonnées de ¢ dans le repere centré en z( et
de base wf,...,w),.

Selon les propositions 1.5.8 et 1.5.9, pour tout 4, |¢!| < 7(z0,w},e). Comme
P-(z0) est inclus dans B(zp,1), le lemme 1.4.4 implique alors la majora-

. 9 K] 1 0 0 9

tion | 22-(¢) = 2-(20)| S €. Pour k # 1, 2() = &r(20) = 2 () et
. . . 9 .

la proposition 1.3.5 implique que ’ﬁ(( )) < W Nous appliquons suc-

cessivement les propositions 1.3.3 et 1.3.4 pour montrer que 7(¢,wy, &) ~

(20, Wy, €) 2 e2 puis conclure que ’6?:; <€) — 3?:; (20)‘ < €. O

Lemme 3.2.3 Pour B> = Z7,..., 2%, Zo,..., 2, i=2,...,n,7=1,...,n
et ¢ dans Ps(z0) N B(C(l), R"). Nous avons uniformément par rapport a ¢,
¢,z ete:

N

€
7;(20,€)
€

7; (20, €)7i(20,€)’

(B + B)Qj(¢, 20)| + [(B* + B)Qj(C. 20)| <

N|=

+[(B* + BO)(V;Qj(¢, %)) S

0Q);
B* + B%)—/
( + ) 82/ (<7 ZO)

(2

[N

|(B* + B9)S(¢,20)| + [(B* + B)S(C, 20)| < e2.

Preuve : Soient i, j et ( comme dans 1’énoncé. Nous commengons par mon-
trer la premiere inégalité. Nous nous intéresserons tout d’abord a (B* +
BC)Q;-. Avant de commencer les calculs, rappelons que pour tout &, dy, a été

défini par : o := % + %
Pour tout k # 1, nous avons :

(Zi + Z5)Q) (¢ 20) =
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~ or ar -t
/ /
= 6Q;(C 20) — Tzk(zo) (azl(zo)> 61Q5(¢, 20)

or N\ o o N\ "'or )o@,
021 92, )~ \ g, Q) | 7 (3.1
+ ((821 @) gt - (500) 2 <<>> 0010
Puisque pour tout i, 55@;’(47 20) = —5lQ;(Zo,C), le corollaire 2.3.7 montre
que pour tout [ :

N

€

T e0d) (3.17)

6,:Q(¢, 20)] S

-1
Le lemme 3.2.2 va permettre de majorer la différence (%(z@) g—;k(zo) -

(£0) &£©:
or 1 oy or 1 or
'(c‘)zl(ZO)) 87;:;4(20) - (agl(o> 67@(()

‘?@5@ (P ) - 9©)) + 50 (210~ o))

S €2, (3.18)

N

- 1
ce qui avec (3.17) montre que pour tout k # 1, \(Z§+Z,§)Q;~(C, 20)] < %

(20,6)

Toujours pour k # 1, puisque Q; est holomorphe par rapport a ( :

(Zi+ Z3)Q(C, 20) =

8@2 or or ! 3@;
= Tzk(fazo) - 87%(20) (821(»20)) TEI<C=ZO>
D’une part, %(C,zo) = —%(ZQ,C) et le lemme 2.3.6 implique pour [ =
l

1,...,n: l

0Q £

< . 1
‘ 57 )| R e ot (3:19)

D’autre part, d’apres la remarque 1.5.1, 7/(20,¢) 2 £2 et (3.19) implique
donc pour tout [ :

1
€2

Tj(Z(),E)

%(C7 ZO)

<
0z; ~

, (3.20)
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et par conséquent ‘(72 + 7%)@9((, zo)‘ < = (Ej)’e). Pour finir I’étude de (B* +

B¢) ~3-, il reste donc & montrer que |(Z7 + Zf)@;(c, 20)| S es.

or or ~L/or or 3@’
(et ©) (o) - 50©)) 5206 2)
1/0 ! ) ~1oq;
#5 () 0@ -5 () 52 (6)
Le lemme 3.2.2, le corollaire 2.3.7 et 'inégalité (3.20) permettent de majorer

5 (20) = F5(Q)|+ 1015, 20)] et

qui donne finalement |(Z7 + Zf)Q (¢, 20)

0Q; 3
7% (€5 20)| par —Eo—, ce

S5
~ 7j(z0,€)"

1
On montre de la méme maniere que |(B* —i—BC)Q; (¢, 20)| S Tj(aziz’s), mais afin

de lever tous doutes, nous le faisons rapidement :
Soit k # 1. Alors

(Zi + Z3)Q5(¢, 20) =

-1
= 0Q5(¢, 20) — 8@7«( )(aarl( )> 01Q5(¢; 20)

r 1 oy r ! or 6/
+<<§zl<20>> o)~ (500)) (fck(o) S )

1
Le corollaire 2.3.7 montre que pour tout [ |6ZQ’-(C, 20)| < 7(5220 o e qui avec
J 9
1
(3.18) montre que pour tout k # 1, |(Z7 + ZC)Q’ (¢, 20)| < = (azf) 5 Toujours
J )

pour k # 1, puisque Q; est holomorphe par rapport a z :

(Zi+ Z)@}(G:20) =
e (Z ) I 29
azk (<7 ZU) 821 (C) azk (C) 821 (C’ ZO)‘

Avec le lemme 2.3.6, nous obtenons : ‘(Zk + Zi)Q;({, 20)| S T](Z 3 Enfin :

(Z% + Z8)Q(C, 20) =
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1/ or or ~tor or 0Q;
— 3 (g ©) (50 - o) 526G
1/ 0r B L(or 7 og;
3 <3C1(C)> 0165(C. 20) = 5 <£9C1(C)> ac, —= (¢, 20)

Le lemme 3.2.2, le corollaire 2.3.7 et I'inégalité (3.20) permettent de majorer
1
2 (20) — H=( ) 01Q%(C; 20)] et ‘ 7 (¢, Zo)) par Tjéz,s) et
52

donc finalement que |(Z7 + ZC)Q’ (¢, 20)| S o)
La derniere inégalité du lemme est une conséquence de la premiere :

respectivement

(B*+B9)S(C.2) = Z(C] — 2))(B* + B%)Qj(¢. 2),

7j=1
(B*+ B)S(C,2) = Y (¢ — #)(B” + B)Q;(¢, 2)
7j=1
et puisque |(; — (20)j] = |(j| < 7j(20,¢), il suffit d’appliquer la premiere

inégalité pour obtenir :

N

(B + B)S(¢,2)| +(B* + B%)S(¢,2)| S e
Montrons maintenant que |(B* 4+ B¢)(V (Q’)(C, 20)3:°)| < #i(zog) :
'L 5 J\*0,
D’une part, puisque ®(z) est la matrice identité, V; Q;(C, 20) = %(C, 20)
et le lemme 2.3.6 nous dit que |Vf@;(§, 20)

£

S 7i(20,6)7j (20,€) " Ainsi :

3

7i(20,€)7j(20,€)

ViQ5(C.20)(B* + BY)g°| <

D’autre part :

; C n aQ B ¢ Q/

(B* + BV (Q))(¢, 20) :Z_: ®;) (C,ZO) (B*+ B )822 (¢, 20)-
Q) 3

Le lemme 2.3.6 implique pour tout [, %({, 20)| < 7'](627208) 11 suffit donc de
1 ’

1
montrer que |(B* + BC) s (C, zo)’ < Wi(zoa)v mais c’est exactement
j P i 5

la méme preuve que pour la premiere inégalité : Comme nous ’avons vu

Q"
dans le lemme 2.3.6, la seule différence dans les majorations de %(C ,20) et
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Q;(C , 20) est une division par 7;(zp, ). Ainsi, en reprenant point par point la

démonstration de I'inégalité |(B* + B¢)Q4(C, 20)| <

_e2
| < (o) On montre que

8~l- 1
|(B* + BC)%(C,ZQ)’ S sz(zw) et finalement la majoration voulue :

(B* + B)(V; (@) (¢, 20)7°)| < W

C’est encore la méme chose pour |(B* + BC) o (C ,20)| : une simple division

par 7;(zg,€) dans la preuve de la premiere 1negahte du lemme. O
Parfois, plutot que raisonner avec des ¢, il faudra voir (B* + BS)S ou (B* +
BS)S comme un O(|¢ — 2]) :

Lemme 3.2.4 Soient B*, B> deuz champs de vecteurs tangents, z et ¢ dans
B(¢W R"). Alors :

uniformément par rapport a z et (.

Preuve : Cest trivial : (B* 4+ B)S(¢,2) = Y., (& — 2i)(B* + B)Qi(¢, 2),
(B*+B)S((,2) = S0 (G—2)(B*+B)Qi(C, 2) et les (B*+B°)Q; comme
les (B* 4+ B%)Q; sont uniformément bornés. De méme, lorsque (B* 4+ BY)
agit sur ces termes. O

Les prochains lemmes vont nous permettre d’évaluer ’action de f/f sur les
deux noyaux. Méme si on pourra remarquer quelques similitudes, pour cette
étude, nous devons séparer le cas mterleur du cas ”extérieur”. Pourtant,
dans les deux cas, nous exprimons V1 au travers de la base de Diederich-

Fornaess wj, ... ,w; :
N0 )l
Vi = ;@11(0% - ‘511(08—;-
Le cas de Q(n).
Soient w1 (¢, 2),-..,wn((, 2) les coordonnées de z dans le repere centré

en ¢ dont la base est la base de Diederich-Fornaess en ¢ induite par ¥(().
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Lemme 3.2.5 Pouri=1,....n, j=2,...,n, ( € Pe(20) N B(CW,R") :

G| 5 e,

1

0w 7i(20,€)
< Til*%0,€)

|8CI8CZ(<’ o) = 7i(20,€)

Preuve : Soient i, j, et ( comme dans 1’énoncé.

Puisque w;(¢,2) = Y i ®5:(¢) (2 — ¢)) -

awj' . aq)]k / /

Puisque quel que soit k, [(}, — (20)}| < 7k(20,¢€), il 0’y a plus qu’a appliquer
les propositions 1.5.13 et 1.5.14 :

n 2

3 3
S s (o) 0

=1 Ti\Z0, E)Tk('zO) 5)7—1 (Z()a €

(¢, 20)

)
oGy

et comme 7;j(20,€) 2 €2 (remarque 1.3.1), la premiere inégalité est montrée.
Pour la deuxiéme :

82wj 8(1)'1 - 82<I>~k
T = 2o+ () — ),
agac, oc, kzlaciaci R

comme 7;(29,€) 2 5%, la proposition 1.5.14 permet de conclure. O

Lemme 3.2.6 Soienti,j=1,...,n, ¢ dans P.(20) N B(CW, R"). Alors :

ey o3
Vi Q5(C20)] S e
Q) ~
¢ <
oA SR I e s

Preuve : Soient 7,5 et ¢ comme dans ’énoncé. Nous écartons le cas j = 1
car dans ce cas l'inégalité est triviale. Calculons VfQ;(C ,20)

VC = ¢ —7 ) )
Q5(¢ 20) kg aCk 1(¢, 20) — @11(C) o, (¢, 20)
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/

Q"

et le lemme 2.3.6 et la proposition 1.5.13 montrent que seul %(C , 20) compte
1
car pour tout k # 1, 7(20,€) 2 e (remarque 1.3.1) et donc :

/

3@ oQ
8Ck (Cazo) (C)?/]:(Cvz(ﬁ

. Q) e
J
Ainsi, nous devons prouver que ‘ ac (¢, 20 ‘ S5 (Zo BE Pour cela, nous faisons

oQ, "
@11(0&((720) + Z(I)lk(
a¢; k=2

apparaitre o; :

0 oy 00k w(C, 20))
aCI ZO = ; 1J Uk Ca (Ca ZO))+(I)k](<) aCi :

1

2 . .
% pour tout k (proposition 1.5.14 et remarque
1
2

Comme ‘%(C)‘ N
1.5.1) et [D4; ()] S e

1.5.1), il reste & montrer que

pour tout k # j (proposition 1.5.13 et remarque

90, (Cw(Ca0) | < &2
| S sty

Pour ¢ dans V et w dans C" tel que (+ ¥ ({) P, VO, w appartienne a U et |w| < 2
(R donné par le théoreme 1.5.2), nous posons A¢(w) = A(¢,( + \IJ(C)CI)* w),
de sorte que A¢(w(¢,2)) = A((,2) pour tout ¢ de V et z de U tels que
I¢ — 2| < &. Ainsi :

(C? (C? ZO)) =

1
gfj (tw(¢, 20)) Fe (tw(C, 20) dt—i—/ Ae(tw(C, zo))gfj(tw((, 20))dt.(3.21)

D’apres les lemmes 2.3.3 et 2.3.4, pour tout multi-indice 3 tel que 51 = 0 et
1Bl >2: )
0 Wl WP(¢, 20) e?
8C{ &uﬂ J wj(C, Zo)

D’apres les lemmes 2.3.3, 2.3.4 et 3.2.5 :

S :
Tj(Z(), 8)

i wﬁ((, ZU)
’ 8Ci w]'(Cv ZO)

5\ﬁ|r<
Owb

Tj(Zo,S)’

d’ou pour t € [0,1] :

[
o=

’a ads (3.22)

agiawj(tW(C’ZO))‘ 5

Tj(ZQ,&)'
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‘ S W pour tout

D’autre part, d’apres le corollaire 2.3.5, ’%(tw(f, 20)
t € [0,1] et donc :

0 Z
8{1 Tj(Zo,é‘)

Pour l'autre intégrale de (3.21), la situation est moins évidente : nous pour-
OF (tw(¢,20))
a¢

tion, comme une constante donc

1

(3.23)

~

1
A+ 0 - ) G (G, 20

se comporte, modulo une petite perturba-
OF(tw(C20) | > 1 .
] 2

rions montrer que

: il faudrait pouvoir

1
%(tw((, 20))| < @(Eziia) Pour cela, nous allons faire ap-

montrer que
pel a la forme particuliere de A lorsque ¢ et z sont proches : A((, zp) =

—t
1+(m’—v((%zo))F(C,zf)‘ Nous nof,on.s ve(w) = v((, ¢ + Y (()Ps w), de sorte que
Ac(w) = T v @) Fe @) Ainsi :

- (tw(C, 20)) =

(m = v (t(C, 20)) g (1[G 20)) = Fe(t(C, 20)) 5 (8(C, 20)
(1 + (m = ve(tw(C, 20))) F¢ (tw(C, 20)))?

et v et ses dérivées étant bornées, le corollaire 2.3.5 donne la majoration :

Ow;j

0A¢ €
t —_— 3.24
)| S (324
ce qui nous permet de montrer, encore avec le corollaire 2.3.5 :
0 8 oA¢ 9
=z tw(C, 20)) Fr(tw(C, 20))dt| < : 3.25
o | GG S 3)
Les inégalités (3.23) et (3.25) entrainent enfin la majoration %ﬁm))‘
1
1
S (zo 5 et finalement |V1 Q5(¢,20)| S (13 3
Pour montrer que ‘Vf 8% (¢, 20)| < Wi(zos), comme pour YN/ICQ;-, il suffit
1
de montrer que 8207'(4’“}(5"20)) < L2 . Les lemmes 2.3.3, 2.3.4 et
a¢,ac, 7i(20,€)7(20,€)
1
3.2.5 montrent que ag?agl < < (tw(C, zo))>’ < WZ(%E) d’olt avec le
corollaire 2.3.5 et (3.22) :
0? /1 OF; e
= A (tw((, 20)) == (tw((, 20))dt| < . (3.26)
oo Jo ° Ow; 7i(20,€)75(20, €)
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0A
Ensuite, le corollaire 2.3.5 montre que ‘ag ( < (tw(C, zo))> ’ < m

d’ou, encore avec le corollaire 2.3.5 et (3.24) :

(3
< . (3.27
~ Tj(z()aE)Ti(ZOag) ( )

‘ P [ O ¢, 20 Felto(C, 20))dt

a¢aC; Jo Owj

En rassemblant (3.26) et (3.27), nous avons

ac! BE; ~ 7;(z0,€)Ti(20,€)

920 (C.o(C.20)) ‘ < et

1
et finalement : )VC —=((,20)| S 2

— s . O
~ 7;(20,6)7;(20,€)

Le cas de Q!(7).

En inversant le role de z et ¢, wi(z,(),...,wn(z, () sont donc maintenant
les coordonnées de ¢ dans le repéere de Diederich-Fornaess centré en z dont
la base est donnée par ¥(z).

Lemme 3.2.7 Pouri=1,...,n,1=2,...,n et dans P.(z)NB(CV, R") :

8&1[ .
Tci('zov C) - 05
82(.{)[ < Tl(Z(), E)
'8C18;<ZO7C>| ~ TZ‘(Z(),é“).

Prewve : Soient i =1,...,n,1=2,...,n et ( dans P (ZO)OB(((l),R”). Par
définition, wi(z,¢) = > p_; Pi(z )(Ck, — 2}) et donc 2 84’ “L(20,C) = Pp1(20), et

comme P (zp) est la matrice identité, nécessairement, 80 “L(20,¢) = 0. Ensuite :
1

82001 8(1);1
——(20,¢) = (20),
0¢10z; E)z
d’ou, avec la propostion 1.5.14, et la remarque 1.3.1 : ;5“5;,(20,()‘ <
1 7
71(20.€)
Ti(zg,s)' H

Nous appliquons ce lemme deés maintenant :

Lemme 3.2.8 Pourj=1,....n, k=2,...,n et { € P-(20) NB(CW,R") :

N

.y c
Vi Qj(CaZON S m7

Y vidval —Z20 6%

Ve (Vi(@5)(C,20)30) S Py e P
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Preuve : Pour j = 1, puisque 71 (20, €) = €, les deux inégalités sont triviales.
Soient donc j,k = 2,...,n et { € P.(z) N BN, R"). Nous commencons
1

par montrer que \‘714639((, 20)| < Tjéz’s).

)  7C A 7869,' )

D’une part, VICQ;,((, 20) =Yy <I>1Z-(C)8—<Z(C, 20) et d’autre part, pour tout
1

i # 1, |®1,(¢)| < e2 (proposition 1.5.13 et remarque 1.3.1) : il suffit donc de
1

Q' 3 . .
prouver que %(C ,20)| S Ufziid, ou encore puisque P(zg) est la matrice

identité et puisque %(C, z0) = Yy Dij (zo)g%{(g“, 20), que %Z(ZO’O) <
e
7;(z0,€) "
~ L))
Gi(20,w(20,¢)) = af(zoatw(zoao)dt
0 Owi
1
0A,
= aw'o (tw(zo, C))FZO (tw('207 C))dt
0 )

! OF
+ [ Ana:0.0)5

% (tw(z0,¢))dt.  (3.28)

2
Wi

D’apres le lemme 3.2.7, %‘Zf (20,{) = 0 pour tout k # 1, ainsi, pour tout
tel0,1]:
0 0F,,
— t = 0. 3.29
a7 o 10, ) (3.29)

(3.29) et le corollaire 2.3.5 implique que :

1
oo | Anltten, D2 i | 5 (3.30)

Wi Tj(z(]a 5)

Pour l'autre intégrale de (3.28), nous utilisons la forme particuliere de A :

— 1 N
A(Zou C) - 1+(m/—v(20,0))F(20,¢) °

9A. (1 = 02 (@) B () — Py (w) 220 (w)
() = — J J 3.31
) (14 (m — vz (W) Frp (w))? (3:51)

8an

d’ott avec le corollaire 2.3.5, pour tout ¢ € [0, 1] :

(3.32)

dA.,
awj

<tw<zo,<>>] <

Tj('zO? 6) ‘
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Encore avec le corollaire 2.3.5, nous en concluons que :

o [oa,

3

7;(20,€)’

mmM%wmmﬂs

96j(z0.w(20.0) | « &
¢y ~ 7;(z0,e

puis avec (3.30), que ., ce qui montre la premiere iné-

galité.
VI (VE@Q)(G20)30) = iy 1) g ViQi (¢, 70)dZk et d’apres la propo-
sition 1.5.13, |®1,(¢)| est majoré par £3. Ainsi, pour prouver la deuxieme
inégalité il suffira de montrer que ‘%Vﬁ(@;)((, 20)| < Wi&zaﬁ)'
9%5;(zw(z0) . C

R omme P(z)) est la matrice identité :

Nous nous ramenons a

o ., -~ 82Q/-
V0, - e
ac k@5 (C; 20) 6418%(5,20)
- - 8(1)1] a(}i(Z[),W(ZO,C)) 82&](Z7w(zv<:))
= LT g Y e Lm

D’apres la proposition 1.5.14,

8‘1’1']' < £ . NS .
A (z0)| < SR s © il reste a étudier

925} (z,w(2.0))

acioz, |,
En utilisant les loemmes 2.3.3, 2.3.4 et 3.2.7, nous remarquons que pour tout
tel0,1]:
0? OF, €
(o) | s (33
0(182k W P Tk(ZO, 5)7_] (207 5)

Avec (3.29) et le corollaire 2.3.5, cela implique que :

e

7;(20,€) Tk (20, €)

’ o . (3.34)

! OF,,
et [ At ) G2 a0, | %

Gwi

Ensuite, les inégalités du corollaire 2.3.5 mises dans (3.31) impliquent que

S0 94:(tw(zl) < % Avec le corollaire 2.3.5 et (3.32), nous

oz, dw; ~ 7;(20,6) Tk (20,€

z2=z0
en tirons :

e
Tk(Z(), E)Tj(Z(), 8) '

92 ['9A.,
ety | el D e | %
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< £

sz s N 026 (z, ,
Cette inégalité et (3.34) entrainent que JJ(“)(ZC))' S 5Ge)od)

¢, 02,

d’ou découle la deuxieme inégalité. O o
Une étude plus fine permettrait de majorer respectivement VfQ;(C ,20) et

o~ -
Vf(VkQ;.(C, 20)q’) par Tj(fo’a) et Tj(z076)ik(z076). Cependant, cela ne nous

apporterait rien car ’action de Vf sur certains termes du noyau, entrainera

une perte d’un facteur £, Ainsi, utiliser des majorations meilleures nous
obligerait a distinguer plusieurs cas et finirait en fait par compliquer nos
calculs futurs.

Alors que nous connaissions exactement la minoration de la fonction de
support dans le cas de Q(n), nous devons encore la montrer pour Q!(7). La
technique est cependant la méme dans les deux cas :

Lemme 3.2.9 Quitte a choisir g plus petit, il existe ¢g > 0 ne dépen-
dant pas de zy tel que pour tout ¢ €]0,é] et tout ( € P:(20) \ c1P:(20),
C =20+ Az + pv, v € T;%bDr(ZO) unitaire, nous ayons : |p| < ¢r(20,v,¢)
implique |\| = e, uniformément par rapport a zo, v, u, A, € et ¢.

Preuve : Soit ¢y > 0 arbitraire que nous fixerons ultérieurement. Soient
alors €, ¢, ( = 29 + A1y, + pv comme dans ’énoncé. Soit aussi wy,...,w,

n
les n vecteurs de la base e-extrémale en zp. Nous notons (v],...,v}) et
((Mz)7s- -5 (Mz)%) les coordonnées de v et 7., respectivement dans cette
base, (Cl, ..., () celles de ¢ dans le repere centré en zp et dont la base est
wi, ..., wy.

Nous avons :

G = Az )i + o7 (3.35)

Nous montrons tout d’abord que |A| < e : En écrivant le produit scalaire de
Mz €t 20C avec les coordonnées e-extrémales, nous obtenons :

\<Zr@

Puisque ¢ appartient a P.(zp), avec la proposition 1.3.5, nous en déduisons
que |A| Se.

Nous utilisons maintenant (3.35) afin de majorer (¥ pour ¢ # 1 et ainsi en
déduire que || > cie.

D’apres la proposition 1.3.1, nous avons :

Z \NHU
Z(),’U 6 T

) ZO7

8{*
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et donc pour tout i :
lwvi| < émi(zo,¢). (3.36)

D’autre part, pour tout i, [0r(20)|(ns)f = %(zo) et la proposition 1.3.5

amene donc : |(1:)7] S ﬁ

=) < 7i(z0,€), nous
obtenons :

~

. Puisque pour i # 1, 2

[All(n=0)il S emilz0,€) (3.37)

quel que soit ¢ # 1.
Nous déduisons de I’égalité (3.35) et des inégalités (3.36) et (3.37) que pour
tout ¢ # 1 :

G S (e +0)7il20,8),

et ainsi, si ¢y et eg sont suffisamment petits, [(¥| < c17;(20,€). Mais comme
¢ n’est pas dans ¢1P-(z0), nécessairement, |(f| > ¢171(20, ).
Ensuite, |A|[(7)7] > |¢5] = |pv7| et puisque (D, m,V,r,&p) est un bon quin-

tuplet, ‘8%}(2'0)’ 2 1et |(n)i| 2 1 uniformément par rapport a ¢, zg et €,

ce qui avec (3.36), conduit a l'existence de C' > 0 telle que :

Al 2 ari(z0,€) — Céri(zo,€)
> 7'1(20,6)(01—65).

~

Puisque selon la remarque 1.3.1, ensm1(20, €), il suffit de choisir ¢y > 0 suffi-
samment petit encore pour avoir |A\| 2 e. O

Une fois le lemme 3.2.9 montré, la démonstration de la minoration satisfaite
par S est trés proche de la démonstration de la minoration de S. Toutefois,
afin de lever tous doutes possibles, nous la montrons tout de méme :

Lemme 3.2.10 Quitte a choisir g plus petit encore, pour tout ¢ € (Pz(zp)\
c1P=(20)) NU avec r(¢) < r(z0) :

15(¢, 20)] Z €+ 7(20) = (),

uniformément par rapport a zy, ¢ et €.
De plus, pour tout ¢ de U tels que r(zo) > r(() :

15(¢, 20)] Z 7(20) = r(C),

uniformément par rapport & zy et C.
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Preuve : Nous montrons tout d’abord la deuxieme inégalité : Soit ¢ dans
U tel que 7(¢) < r(zp). Si|¢ — 20| > %, d’apres le théoreme 1.5.2, I'inégalité
est triviale. Sinon, d’apres ce méme théoreme, |S(¢, z0)| > $|F(20,¢)|. Nous
appliquons alors le théoreme 1.5.1 selon lequel —RF (29, () = r(z0) — r({) et
la deuxieme inégalité est vraie.

Montrons la premiére inégalité : Soit ¢ € (P:(20) \ c1Pe (zg)) NU tel que
r(¢) < 7(20). Par notre choix de &g, ¢ appartient & B(20, &) et selon (444
du théoreme 1.5.2, S(¢, 20) = A(zo, () F(20,¢). De plus d’apres (iv) de ce
méme théoreme, |A(20,¢)| > 3 : il suffit donc de minorer |F(z0,¢)|. Pour
cela, nous appliquons le lemme 3.2.9. Ecrivons ¢ = zg + A1, + pv, v unitaire
dans TZ(%bDT(ZO).

Par définition d’un bon quintuplet, €g est tel que |¢ — zp| < %, R donné par
le théoreme 1.5.2, et d’apres ce méme théoreme :

—RF(20,¢) > c,(T(Zo) —7(¢))+

RA K’k;’ = o) .
A 5 K 5 (IN)? g?;ﬁv) . (3.38)
J=2 a+f=j a =0
Plus simplement cette fois, 'inégalité triangulaire donne :
ISF (20, Q)| >
m ,
1|07 .
> BION - KN\ -K') MY 9r(zo + ) W] (3.39)
j=2 : o p=0

Nous supposons que |u| < é7(20,v,€), auquel cas selon la proposition 1.3.5 :

K’ Z MQJ

w < . (3.40)

D’autre part, d’apres le lemme 3.2.9, |A\| = ¢ et donc :
Soit |RA| 2 €, et en utilisant (3.38) :

|F'(20,C)| —RF(20,()

>
2 c-(r(z0) = () + e (3.41)

Soit |SA| 2 € et (3.38), (3.39) et (3.40) donnent cette fois-ci 'existence de
C > 0 telle que :

[F(20,Q)] 2 —RF(20,¢) +[SF (20, ()]
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Z c-(r(z0) =r(Q) +

m 1| o7 .
319N — KA? — K'Y M — Prizot+po)|
; ! ow -0
7=2 K
> e (r(z0) - r(0) + (1 — O — )
et pour g¢ (et donc ¢) et ¢ suffisamment petits :
[F(z0, Q)] 2 7(20) =7(¢) +e (3.42)

Remarquons aussi que l'inégalité |\| 2 € étant uniforme par rapport a zo,
¢, € et ¢ (pourvu que € < gg et ¢ < &), les inégalités (3.41) et (3.42) sont
uniformes par rapport a zg, ¢, € et ¢.

Nous fixons maintenant ¢ €]0, ¢y de sorte que (3.42) soit satifaite des que
|| < ér(z0,v,€). Soit ¢ = 29 + Az + pv € (P:(20) \ c1Pe(20)) NU, v €
T ;cbDr(ZO) unitaire, tel que r(¢) < r(zp). Il y a alors deux possibilités :

Soit |u| < é7(20,v,¢) auquel cas nous sommes dans la situation de (3.41) ou
(3.42).

Soit |u| > é1(z0,v,€), d’apres la proposition 1.3.2 :

53D

J=2 a+p=j

o1 (zo + o)

o ul z e

©n=0
et en utilisant encore (3.38) :
[F(20,C)| 2 € 4 7(20) — (),

ce qui montre la premiere inégalité. o

3.3 Intégration par parties

Pour récupérer les facteurs € qui vont disparaitre lors des dérivations suc-
cessives, nous devrons intégrer par parties au moins autant de fois que nous
dériverons. Pour cela, nous aurons besoin d’une formulation assez générale
et récursive.

Pour conclure dans la démonstration du théoreme 3.1.3, nous utiliserons une
partition de 'unité subordonnée au recouvrement B(¢, R"), i =1,...,N,
de bD. C’est pourquoi nous travaillerons seulement sur B(C™Y, R") et in-
troduisons les notations suivantes : Soit Ry €]0, R”[. Pour p et s des en-
tiers, 0 < s < p, f une (0, q)-forme différentielle de classe C? sur bD a
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support dans B(¢(W, Ry), I'*f désigne une forme différentielle de régularité
(p — s) sur bD, & support dans B(¢(), Ry), de méme degré que f telle que
I fllop,p—s < ¢s.0l| flloD.ps €s,0 ne dépendant que de D et s.

3.3.1 Analyse du noyau pour les z extérieurs a D : Q(7)

Pour z appartenant & B(¢(Y), R”) — D, nous notons :

I[f]G. 3" R K LT 8)(2) =

x* (ﬁl(c,zM@im(c,z))k*l) Nwr(GR) T
:/blz;f(oA Si(C,2)|¢ — 2| H(Zi + Z;)S(C, 2),

i=1
ot j,j k. k', 1,I',s > 0 sont des entiers , p > s > 0, k,j > 1, X* est k/
fois la composée de champs de vecteurs de {\71<, Z7 + ZIC, o LE+ Zﬁ,?’; +
Zg,...,ZfL —&—Zi}, pour i = 1,...,5, Z7 est dans {ZF,...,Z%, Zy,..., 20}
et @y une forme différentielle en ¢ telle que |wy (¢, 2)| = O(|¢ — 2|'). Nous
dirons aussi bien que I[f](j, ", k, k',1,1, s) ou que (j,5', k, k', 1,') satisfait la
condition (CT) si :

1 < 3 .
. k=j=1
_/ < _/
(CI) 2j ]‘Z:, - ik & ou¢ K=35=0
g _/ _
U+ 2A—1 < 2m—1 2-F=2n-3

Toujours pour s, 7,5, k,k',1,I' entiers, p > s >0, j/,k, k', 1,I' > 0et j > 1,
nous définissons :

TG, 5 kKT 8)(2) =

XK ((52771(6,2))’“) ANwp(C2) 3 o
:/bD RAOK Sj(g’ 2)|¢ — 2|2 H(Zi +27)8(¢, 2).

i=1
et la condition (CJ) qui s’y attache :
1 < 3 .
=1
P < o J
(CJ) 2 L 2]“ ol k=k=j=0
— _ ! _
G2t < 2m—2 a-ls2n=3

Nous verrons que T;f s’écrit comme somme de I[f](k,0, k,2(n—k),1,0), k €
[1,q — 1] qui satisfont (CI). (CI) et (CJ) ne font que transcrire I’évolution
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possible de ce terme initial au cours des différentes intégrations par parties.
Elles permettent en outre d’assurer un bon équilibre entre le nombre de
facteurs € et le nombre de 7; afin de pouvoir appliquer le lemme A.4.1 ou
son corollaire. Nous aurons parfois beaucoup de peine & maintenir ce fragile
équilibre a cause des treés nombreuses interactions des différentes parties du
noyau et il faudra faire attention aux particularités de chaque cas.

Restreindre le support de f & B(¢(), Ry) nous permet de ne pas avoir & nous
soucier de ce qui se passe & U'extérieur de la boule B(C™), R”) alors que les

Z]g et les 7§ ne sont pas nécessairement définis.
Proposition 3.3.1 Soit B* € {Z}, o ZE D T, s < .

(i) Si I[f](4,5 kK 1,U',s) vérifie (CI), alors quel que soit z appartenant d
(VN B(W,R")) — D, BI[f](4, 7 k, k', 1,I',5)(z) est une somme finie de
IG5 kK LT, 8)(2) et de JIf](7, 7 k, K 1,1,8)(2), § < s+ 1, satisfai-
sant respectivement (CI) et (CJ).

(i) Si J[f](G,5' k. K 1,1, s) vérifie (C'J), alors quel que soit z appartenant
C\E(VOE(CN(IE’ R")) — D, B2J[f](4,7, k, K, 1,I',s)(2) est une somme finie de
JIf1G, 7 kK LT, 8)(2) satisfaisant (CJ) avee § < s+ 1.

Preuve : Nous montrons (i) et reprenons les notations de 1’énoncé.

BI[f1(5,5" k. K 1,1, 5)(2) =
—/FV@A
bD

A(B*+B°)

—LWMM

XK (0(C,2) A @i (Co) ) Aew(C, ) F.
( Si(¢,2)|¢ — 2|2 ) E(Zf +29)5(¢, 2)

X (G 2) A @R (¢ 2 ) Aw(G )T
gj(g,Z)K—ZPl H(Zz +Zi )S(C,Z)

AB¢

=X+Y.

Pour Y, nous faisons une intégration par parties :

_ (rs
Y /bDBFf(C)/\
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XF (7(C,2) A @OLa o)) Awp(C2) S
( : Si(¢ zl)g_zpz ) l H(Zz’ZJFZiC)S(Cvz)

=1
= I[A(G, 5k, K, LT, s +1)(2),

>

et Y vérifie (CI).
Pour X, il faut distinguer différents cas selon les valeurs de j, k,...

Sij=1:
_ s (¢, 2) Awr(¢, 2)(B* + BS)S((, 2)
X = = [ rron T ;
s 'F/l(Ca ) ¢ (C Z)
+/bDFf(<)/\g(C,Z) (B +B)<|CZ|2I)+

s (Bz + BC)ﬁl(C? Z) A wl’((a Z)
r i
I RNCE 52— 2
= X1+ Xo+ X3

Analyse de X3 : Puisque (1,5, k, k', 1,1") vérifie (CI), k =1et 2l —I' <
2n — 3. Ainsi, comme (B* + B%)fj; est borné, X3 = J[f](1,0,0,0,1,I', s) et
vérifie (CJ).

Analyse de X, : Nous remarquons que (B* + BC)<
ainsi Xo = I[f](1,0,1,0,1,1, s)(2) vérifie (CI).
Analyse de X7 : nous allons faire une intégration par parties, un peu moins

naturelle que pour Y : La proposition 3.1.6 nous indique que |1~/1<5’ ((,2)] 2 1,
uniformément par rapport a z et {. Ainsi :

_ s ﬁ1(<7z)/\wl’(C7Z) (BZ+BC) (Cv ) 1
X1 = /bDF FONA C— 2|2 VfS((, 2) < (QZ)

_ ¢ [ s (¢, 2) Ay (¢, 2) (B + B9)S(C, 2)
- A;W'GiﬂOA e lfsg
4 BO)S
— | v A (S, 2) AN (€, 2) (B + BY)S
JRAIG) e

),
—A;TW@) (B> +B°)S @7)1@’)AV<< ))

wl/(c,z)>: wy(¢,2) ot

[¢—2** I¢—2[*"

S(¢, 2)VES(¢, 2) ¢ - z!”

s ( )/\wl’(CWZ) (BZ+BC
RN CIS s Vl(

SQ
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z a9 7 (= ,
/ FSf(C) A (B + B ) (Ca )Vl (Ul(%f)) N @ (C7 Z)
bD ( az)|<_z|2l‘/l S(C,Z)
= X1+ X2+ Xi3 + Xug.

Ana]yse de X11, Xlg, X13, X14

(B74+B)S(C2) o 74((B7+B)S(C2
VE3(¢,2) L\ W8G2

I[f](1,0,1,0,1,1',s +1)(2) et X153 = I[f](1,0,1,0,1,1, 5)(2) et vérifient (CT).

Pour Xio, VC (T'Cl/ (§|§l)> = ‘?il‘;((ffl)) + wlléjz(lif) et il manquerait un ordre

d’annulation pour satisfaire la derniére condition de (CT). Aussi, nous uti-
lisons le lemme 3.2.4 selon lequel (B* + BC) (¢,z) = O(|¢ — z|), ce qui
montre que X1o = I[f](1,0,1,0,1,1',5)(z) + I[f](1,0,1,0,1 + 1,1 + 2, 5)(2)
et satisfait (CT). Enfin X4 : en majorant f/l 71 par une constante uniforme,
X4 = J[f](1,0,0,0,1,I',5)(2) qui vérifie (CJ) car k=1 et 21 —1' < 2n — 3.
Le cas ou j = 1 est donc reglé : nous supposons maintenant 7 > 1. Dans ce
cas :

Puisque )> sont uniformément bornés, X1 =

Sij>1:

X (116, 2) A @G, )V ) A (€, 2)
(¢, 2)|¢ — 2

X = /b O

<

<.

1

o
I

((BZ+B<) (ZF + Z7)5(C, ))

(B7 + BO)X* (i1 (C, 2IN@L (¢, 2)F 1 ) A (€, 2)
89(¢, 2)|¢ — 2

+ /,, O

12 + 2952 +

X9 (16, 2) A @ (€)1 ) Aei(G, 2)
STHL(C, 2)[¢ — 2

S7(¢, 2)

K ~ 2))E—1
o [ rwon (X (m@,) (@ (¢, 2)) ))
bD
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.
<

w4+ 59 (T T2 + 29502
=1

= X+ X5+ X5+ X).

Analyse de X| : Nous allons pouvoir faire une intégration par parties

semblable & celle que nous avons faite pour traiter X; : |Vf§ (¢,2)| 2 1 pour
tout z de B(CW, R") et tout ¢ de B(¢), R”) et ainsi :

¢ — 2 ViS¢, 2)

_ / ro( ( (M)A (im(c,z))kl)ml,(g,z)) I
bD (¢ (

z ¢ ’ z C 1
(B +B EZ +Z) (C? )) <Sj I(C Z)>
/[ C<J )T )(O)A(ka (7(¢.2) A @ (¢, 2) ) Awmc,z))

VRS, 2) Si=1(¢, 2)|¢ — 2|2

bD

" X (G2 A @) ) A (¢2) ) (- 1)
bD SI=1(¢, 2)I¢ — 2 VES(¢2)

(BZ+B< ﬁZZ+Z<) S(¢, ))
=1

o r (fok (.2 A ( iw,z))’fl)szf<cvz>)<~j~1>1
” SiT1(¢,2)IC — <P VES(c.2)

J
(BZ+B< ) [1Z7 + Z5)S( ))+
1=1

y (771((72)“52771((72))'?71) )
+/bDF ( Si=1(¢, 2) AVf(’Cl Z|QZ>
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(B* +B<)ﬁ(Z-Z+ZC)§(C z) ﬂ
i=1 ' VfS(C, z)

=X1; + Xip + X153 + X1

Analyse de X1, X9, X5 et X{, lorsque j —1 = 1 : Le probleme est que
lorsque k' est non nul, nous ne pouvons pas satisfaire la condition (CT) :
il faut donc montrer que l'on peut satisfaire (C'J). Remarquons déja que

20 —I' <2n — 3 car k > 1. Comme f/f <(]n‘;<158(]0)> = It f et puisque
1

VXK (i (C2) A @i (¢ 2)Y), V(B + B TEL (2 + Z0)8(C, )

(B + BOTIL.(Z; + 20)5(¢,2)) et X¥ (in(C, 2) A (@in(, ) sont

bornés uniformément, nous voyons que X1; = J[f](1,0,0,0,1,1',s + 1), que
X/, et X{ sont des J[f](1,0,0,0,1,1, s) et tous satisfont (C.J). Enfin pour
X14, 11 faut en plus voir que X n’existe que si j' > 0 et que d’apres le lemme
3.2.4, (BS+ B*)(Z5 + 27)5(C, 2) = w1(C, 2) et (ZF + Z5)S(C, 2) = @1(C, 2).
Ainsi, X}, = J[f](1,0,0,0,1,,s) + J[f](1,0,0,0,1 +1,I' + 2, 5) et satisfait
(CcJ).

Analyse de X1y, X1, X153 et X1, lorsque j —1 >1:

Pour X{,, nous n’avons changé que peu de choses : ‘71<<W: rstlf.
1

Ensuite, dans la mesure ou nous majorons par une constante uniforme
le terme de i,:l(Zf + Zf)S(C, z) sur lequel B* 4+ B¢ agit, nous écrivons
X1y =I[f1(G = 1,7 = 1,k, k', 1,I',s + 1) et constatons qu’elle satisfait (CI).
Pour X/,, puisque qu’ils sont majorés uniformément, nous majorons sim-
plement les termes de flzl(Zf + Zf)é‘(c,z) sur lesquels f/f et BS + B*
agissent par une constante uniforme : Xj, s’écrit alors comme somme finie
de I[f](j — 1,max(j’ —2,0),k, k", [,I',s) et I[f](j — 1,5 — 1, k, K/, 1,I', s) qui
satisfont (CT) (A noter : X7, ne peut exister que lorsque j' > 1 et donc
considérer I[f](j — 1,7 — 1,k,k',1,I',s) a bien un sens).

Pour X/, : Majorons par une constante uniforme le terme de z,:l(Zf +
Zf)g(cj, z) sur lequel (B¢ + B?) agit. Deux cas se présentent : soit k > &/,
alors X{3 =I[f](j — 1,7/ — 1,k k' + 1,1,1, s) satisfait (CI). Sinon, puisque
(CI) est satisfaite, k = k' et dans X*'*1 (ﬁl(C,z) A (5Zﬁ1(g,z))k_1>, soit

- . t . . . .

M1, soit un des 0,7; subit 'action de deux champs de vecteurs au moins.
Mais comme il est uniformément borné, nous le majorons par une constante.
Si c’est 71, nous obtenons un J[f](j — 1,5/ — 1,k —1,k',1,I',s), sinon un
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f[f](j—1,j’—1,k—1,l§:’,l,l’,s), k' < k' — 1, qui vérifient respectivement
(CJ) et (CI).

Pour X/, : Pour palier la perte d’'un degré d’annulation de ‘71 (TCU(C\; )>

nous utilisons le lemme 3.2.4 qui nous dit que pour tout i, (B* + BC)(ZC
ZZ)S( 2)=O(|¢ — z|). Cela donne : X|, = I[f](j — 1,7 — 1,k k/,1,I',s) +
I[f](]—lj Lk K L+ 1,I'+2,s) et vérifie (CI).

Analyse de X/, : Comme nous avons supposé j —1 > 1, nous pouvons faire
une intégration par parties :

X4 =
(B + BOXY (71(C,2) A @G, ) ) Aow(C 2)
—( (e A —
bD ¢ = 2|
T 29 | U= e (1
(11(Z )S(C7 )) ‘71451(62)‘/1 <‘§J_1(C7Z)>

[ r((© ), (B + BOXY (l6,2) A @6, 2)* ) n(, )
! S, 2)I¢ — 22

(j—1)" (ﬁZZ+Z )S(¢, ))

i [(EHEOX (G A @ic D) A (6.2)
of Fo S 2P

=1

v (1102 + 290500, | S202
1 ) VES(G2)

V(B + BO)XY (1(¢,2) A @2 (€2) ) A (€. z))

+/ Fs(f)(C)A( gj_l(CaZ)K_ZPl

bD
J . -1
z C (.7_1)
(HZ +2;)5(¢, )) T

=1
((BZ+B< ¥ (¢ 2) A @l (c 2k 1))

Si71(¢, 2)

<

A

+/b RGIGE
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= wl’(C: ) / 7% 7C\ & Py (]7_ 1>71
Wi () 11+ 20562 | peg

=X51 + Xop + Xo3 + X3y

Analyse de X}, Xb,, Xbs, X}, lorsque j = 2 : (ZZ + ZC) S(¢, 2)
et (B* + BO)XV (ﬁl(c,z) A (52771(@2))’“*1) sont bornes, E > 1 et donc
2l —1I' < 2n—3. Ainsi X}, = J[f](1,0,0,0,1,1', s + 1) et satisfait (C.J). Pour
Xby et Xy, VE(B® + BOX (10(C.2) A (B (€ 2) 1) et V5 TIL, (27 +
Zf)S(C, z) étant aussi bornés, X, et X23 sont donc des J[f](1,0,0,0,1,1', s)
qui satisfont (CJ). Pour X5, : si j° > 1, alors Hjil(ZZ - ZC) S, z) =
w1(¢, 2) et puisque k > 1, X5, = J[f](1,0,0,0,1,1',s) + J[f](1,0,0,0,] +
1,I'+2, s) et vérifie (CJ). Sij’ =0, alors 4 <2k —Fk' et k > 2. Ainsi 2/ 1" <
2n—5et X4, = J[f](1,0,0,0,1 + 1,I' + 1,5)+J[f](1,0,0,0,1,1" — 1, 5) et sa-
tisfait (C'J).

Analyse de X5, X5, X5, X5, lorsque j > 2 :

Pour X/, :si k' < k, nous ne changeons rien par rapport au cas j = 2 :
X o= I[f](G— 1,7 kK +1,1,I',s + 1) et vérifie (CI). Si k = k/, pour
rétablir la condition "k’ < k” de (CI), il nous faut remarquer que dans
f/ka, (ﬁl(g,z) A (giﬁl(g,z))k_1>, il y a un terme au moins dérivé deux
fois au moins. Ce terme dérivé étant uniformément borné, nous le majo-
rons simplement par une constante uniforme : si ¢’est 7j;, nous obtenons un
JIG-1,5 k=1 k’,l,l’ s+ 1) qui satisfait (CJ), si c’est un 52771, nous
obtenons un I[f](j - 1,4, k: —1,K,1,I',s +1) qui satisfait (CI), avec dans
les deux cas 0 < k' < k/ —

Pour X/,, j' > 1 et nous majorons uniformément le terme de Hflzl(Zf +
Zf )5(¢, 2) sur lequel V¢ agit. Il faut ensuite faire la méme distinction selon
les valeurs de k et k' : si k > k', X5y est un I[f](j — 1,5 — 1,k, K + 1,1,1, s)
qui satisfait (CT), sinon une somme finie de I[f](j — 1,5 — 1,k — 1,k 1,1, s)
(qui wapparait que si k > 1) et de J[f](j — 1,5 — 1,k — 1,k ,1,I',s), 0 <
k' < K —1, qui satisfont (CI) et (C.J) respectivement.

Pour X}, lorsque k = ¥, dans (B* + BS)X¥ (ﬁl(c, 2) A @ (¢, z))k—l),
nous majorons par une constante uniforme un terme dérivé deux fois au
moins : X4, est donc une somme de I[f](j — 1,5 k — 1K, 1+ 1,I' +1,5),
I[f1G—-1,7k—=1,K,1,I' —1,5s) (ces deux termes n’existant que si k > 1),
JIG =17 k=1,K,1,I' =1,s) et J[f](j—1,5 k—1,K,1+1,0I'+1,s) qui
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satisfont respectivement (CI) et (C.J) avec 0 < k' < k' — 1.
Si k' < k, en majorant uniformément par une constante un terme de (B* +

BOXK (ﬁl(C, z) A (52?]1(@, z))k_1> dérivé une fois au moins, nous pouvons

écrire I'intégrale X3, comme somme de If1G — 1,5 k=1, 1+1,1'+1,s),
I[f1G = 1,4k = 1,K,1,I' = 1,5), ces deux termes n’existant que si k > 1,

Jf1G—1,7 k=1,K 1+1,I'+1,s) et J[f](i—1,5 k—1,k,1,I'—1,s) avec
0 < k' <K', qui satisfont respectivement (CI) et (C.J).

Pour Xj, : Si k' <k —1, Xby = I[f](j — 1,7, k, k' +2,1,1') et vérifie (CT).
Sik'=k—1, dans f/f(BZ + BOXK (77, A (52771)’“_1), NOUS mMajorons par une
constante uniforme un des termes dérivé deux fois au moins, ce qui fait de
X}, une somme de I[f](j — 1,5,k — 1,K,1,I',s) (qui n’existe que lorsque
k>1)et Jf](j—1,5k—1,k,1,I',s), 0 < k' <k qui satisfont respective-
ment (CI) et (CJ).

Si k' = k, alors dans \71<(BZ+B<)X’“, (ﬁl/\@tzﬁl)k_l), soit un terme est dérivé
3 fois au moins, soit deux termes au moins sont dérivés deux fois exactement.
Nous majorons par une constante uniforme ces termes et dans le premier cas,
lorsque k = 1, nous obtenons une somme de J[f](j—1,4,0,0,1,1’, s) vérifiant
(CJ), alors que si k > 1, c’est une somme de I[f](j — 1,7,k — 1,k, 1,1, s)
et J[f](j — 1,5,k —1,k,1,I',s) vérifiant respectivement (CTI) et (C.J), avec
a chaque fois 0 < k' < k' — 1. Dans le second cas, nécessairement, k > 2 et
lorsque k = 2, nous aurons une somme de J[f](j —1,4/,0,0,1,1’, s) qui satis-
font (C.J), et lorsque k > 2, une somme de I[f](j—1,7, k—2,k'—2,1,1', s) et
JIf1(G—1,7" k—2,k' —2,1,1', s) qui satisfont respectivement (CI) et (C.J).
X est la partie ol nous avons le moins de latitude dans le sens ot pour X}
et X, certaines des inégalités de (CI) et (CJ) étaient meilleures que celles
vérifiées par (j,5, k, k',1,1'). Pour X}, on ne peut rien gagner.

Analyse de X4 : Apres intégration par parties, X5 s’écrit :

Xy =
[ ( T f)(()) (X (1A @6 ) rr( )
D | Vfé((,z) S3(¢,2)[¢ — 2|
P
(BS + B)S(C.2) [[(Z + Z)5(¢,2) | +
=1
X¥ (ﬁl(@ 2) A @ (C, Z))kfl) Nwp(Cz)\ -1

o B Il — A 7E5(C.2)
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~ Jl
Ve | (B¢ + B*)S (Z7 4+ Z9)8(¢,2) | +
z:l
s VCX]C ( m znl(C7 )) ) /\WZ/(C,Z)
+ e .
bD ( z)|¢ — 2|
J/ c—1
(BS + B)S (ZF+ Z9)8(C2) | =+
z:l Vl S(C? Z)

X”@«@A@%«@wﬂ Aw<w“”>
Si(¢, ) ¢ — 2

B¢ + B%)S(C, j/ZZ Z9S(¢, = L

(B + >«>H(+—»«> T

=X3 + X3y + Xgg + Xy

@me@A

Analyse de X4, X4, Xio, X1, :

La procédure est la méme que pour X| et X4 : X4, =1I[f](j,7'+1,k KLU s+
1), X4 = I[f](j, 4, k, k', 1,1, 5) et satisfont (CT). Comme (B<+BZ) (¢, 2) =
w1(¢, 2), X4, est somme de I[f](j,5', k, K, 1,1, s) et I[f]( 7.7k KL+ 1,1+
2, s) qui satisfont (CT). Enfin, si k > k’, X4 = I[£1(G, 5" + 1,k,l<:’+ L1, s)
et satisfait (CI), sinon k = k', et dans X**! (ﬁl(C, 2) A (@i (C, z))k_l),
nous majorons uniformément un terme dérivé deux fois au moins : si c’est
i1, nous obtenons un J[f](j, 7'+ 1,k—1,k,1,I',s) qui satisfait (C.J), si c’est
52771, nous avons un 1[f](j, 7',k — 1,k ,1,', s) qui satisfait (CI), avec dans
tous les cas k' < k' — 1

@(62) _ @i(62)
[C—z2F — I¢—=[*
donc X} = I[f](4,5',k,K',1,I, s) et satisfait (CI), ce qui finit de démontrer
(2)-

Pour (i), dans J[f](j, 7, k,k',1,I',s), il 0’y a plus de facteur 7; et par
conséquent, lorsque nous majorons par une constante uniforme un terme,
nous ne pouvons le perdre. On maintient alors la condition (CJ) comme
(C1I) en faisant quelques intégrations par parties et en examinant le 6-uplet
(4,4, k, K LT, ©

Il peut sembler qu’en négligeant des termes par des majorations avec des
constantes, nous ayons perdu en régularité. Prenons par exemple le cas ol

Analyse de X} : il n’y a presque rien & faire : (B¢ + B?)
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dans (B¢+B*)X* (i A (52?)1)’“), nous n’avons pas tenu compte d'un élément
dérivé 2 fois. Dans le lemme 3.2.3, nous avons vu qu’une dérivation de Q; ou
V;(Q;)@i provoquait une perte d’un facteur 3 par rapport a la majoration
originale. Lors d’une double dérivation, nous ne pouvons pas espérer quan-
tifier la perte en dega d’un facteur €. Le terme dérivé 2 fois ne nous apporte
alors plus rien et il est inutile de le garder. D’autre part, dans X4 et X sont
apparus des intégrales n’améliorant pas la condition de départ,comme par
exemple X4, X},...

Nous montrons maintenant les majorations de I[f](j, j', k, k' ,1,I',s)(z) et
JIf1(, 5, k, k' 1,1, s)(2) que les conditions (CT) et (C.J) nous assurent pour
les z € (VN B(¢W, R")) - D.

Proposition 3.3.2 Soit A = (% ou 8%,:’ t=1,...,n.

(1) Soient s < p, I[f](3,5',k, K, 1,I',s) vérifiant (CI). Pour tout z de (V N
B(¢MW, R")) — D avec co|r(2)| < g0 nous avons :

= .. 1
Al[f](_],_]/,k‘,kﬁl,l,l,,S)(Z) rscj,j’,k,k’,l,l’|r(z)|m 1||f||bD,sv

uniformément par rapport o f et z.

(i1) Soient s < p, J[f1(j,7 kK, 1,U,s) vérifiant (CJ). Alors pour tout z de
(VN B(CW, R")) — D avec ca|r(2)| < g9 nous avons :

R 1
AJ[f] (.77.7/7 ka k,a lv l,’ S)(Z) 5 Cj. 5 K,k 11 |’I"(Z)|m 1Hf”bD,sv
uniformément par rapport o f et z.

Preuve : Nous montrons (i). Soit I[f](j,5', k,k,1,I',s) vérifiant (CT).
Soit z un point de (B(¢™, R") N'V) — D tel que ca|r(2)| < &o.

AT, 3k, LT 5)(2) =
j/
= [ TLZ+293 ()10 A
bD j—q

VA (€ 2) A @ (G 2) ) Awr(S2) |
SI(¢2)IC 2

/ 72 | 76\ & S
4 /bDA T1(Z: 4298 2) | T*()(©) A

=1
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XM (i (¢ 2) A @ (&) Awr(G2)
S3(6,2)I¢ = 21

i [ a8 HZZ+Z< AT A
=1

A

XF (711 (¢, 2) A @21 (¢, 2)P 1) Ao (¢, 2)
SIt1(C, 2)|¢ — 2

-/

J

+ | TIZ7 + Z5)S(C T () () A

bD ;4
/( (C’ ) ( zﬁl(gaz))k_l) wl’(gvz)
Si(C,z) AA<\<zI”>
= §L(2) + L(2) + I3(2) + Li(2)

Nous majorons I3(z) en appliquant le lemme A.4.1 :
Fixons pour le moment un zy dans (B(¢("), R")NV)—D. Puisque | — 20| = €o
des que ¢ n’appartient pas a P, (20) :

AS(¢20) [1(27 + Z9)S(C 20T (N(OA

1

X0 20) A @l (20 A wr(Gozo) |
S7+1(C, 20)[¢ — 2ol S

pour tout ¢ € bD — P, (20), co ne dépendant que de &o.

Intéressons nous a ce qui se passe dans Pz, (z0). Soit € € [c2|r(20)], €0]. Nous
notons ¢’ = ({J,...,¢],) les coordonnées d’un point ¢ dans le repere de
Diederich-Forneess centré en zy et de base donnée par ¥*0:¢(z). Nous re-
prenons les notations de la sous-section 3.2.1 en notant ¥(¢{) au lieu de

.

.
Il

D=0 ((), @(C) = V(O W(20) » TG = 2oj_; Pij(2)dz;, Vi = 377 q’ij(Z)%;_,
pour i =2,...,n.

L’intégrande de I3(zp), exprimée dans cette méme base, s’écrit comme somme
de

-/

S 20) [[(Z7 + Z)5(S, 20)T° (£)(S)A

=1
X Q0 (¢, 20)dCly AN V3 (QL (€ 200V A dC N v (G, 20)
SIH(¢, 20)|¢ — 20/*

A
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ou pour tout ¢, u; est différent de 1.

Nous n’avons regardé @ et Vj(Q;)qj que lorsqu’ils subissent I'action d’un
seul champ de vecteurs, alors que les champs de vecteurs qui compose
XK pourraient agir plusieurs fois sur un méme terme. Aussi, si ¢ champs
de vecteurs tangents, ¢ > 1, agissent sur @} ou sur V;(Qé)qj, nous di-

visons par 2 les estimations des lemmes 2.3.6 et 3.2.1 correspondantes.
Cette division est licite puisque nous majorons des quantités finies par
d’autres arbitrairement grandes lorsque ¢ est petit. De plus si chaque champ
de vecteurs composant X* agissait sur des éléments différents du produit
o dCh, N Nzl V/ZM (QLZ)GZZ A dz;_, nous n’aurions pas de meilleure majora-
tion.
IAS(C, 2)| est au mieux majorable par une constante et les lemmes 2.3.6,
3.2.3,3.2.8,3.2.10 et 3.2.1 impliquent que pour tout ¢ de (P:(z0)\c1P=(20))N
bD si e # |r(z0)| ou de P:(29) N bD sinon :

J

| AS(C20) [[(Z7 + Z8)S(C 00T () (A

=1
Xk/(go(c, 20)dC, ALV (G (G 20))T /\dCl,>/\ (¢, 20)
SIHL(¢, 20)[¢ — 20/

Ry
8]67]7 -1

A

S

T1070 7, (20,€) TIEZ) u (20, €)IC — 20[2 Y

avec v; # v, Wi # [t pour tout ¢,j distincts, p; > 1 pour tout i et ¢

, . bD — C"
I’application ¢ :
¢ — ¢
Puisque ¢ est quelconque dans [c2|r(2p)], 0], nous en déduisons que 'inté-

grande

-/

AS(¢20) [[(ZF + Z)5(¢, 20T (£)(OA
=1
XF (711(¢, 20) A (D271 (€, 20))F 1) Ao (¢, 20)

A\ =
SIH1(¢, 20)|¢ — 2zo|*
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de I3(zp) est la somme suivante de We,-formes sur bD x (VN B(¢M, R")) —
D) :

) k/_j/
Z WEO[HbeD,S7k —J]— 9 - 17

1<yp<...<vp_1<n
1<py<...<pp_1<n

(V07 cee oy Vi—1, 415 - - - Huk—l)’ 20 — l,}(gv ZO)‘
Ensuite, puisque (7, j', k, k¥, 1,1") vérifie (CT), nous pouvons appliquer & cha-

que terme de cette somme le lemme A.4.1 qui entraine uniformément par
rapport a zp :

~ K —i' . 2n—2k—214V
[I3(20)[ < ¢ jr o g max(|r(z0)[F =772 71w [ fr(20) [, D)1 llon,s-

It ’
Mais comme (7, j', k, k', 1,1") vérifie (CI), k — j — kTJ -1+ W >
% — 1, et nous avons pour un ¢; j .  1,v peut-étre différent du précédent :

1_
s(z0)] < ejgramprrlr(zo)l= I fllop.s,

uniformément par rapport & zg dans (B(¢™), R")N V) — D.

Pour obtenir la méme majoration de I 1(20), il faut appliquer la méme
procédure : nous pouvons majorer le terme de X* (7; A (52?]1)’“_1) sur le-
quel A agit par une constante uniforme. Cela a pour effet de provoquer une
perte d’un facteur € au numérateur et la situation est alors la méme que pour
I 3(z0). Méme chose pour 1:2(20) en majorant cette fois par une constante le
terme de i/:l(ZlC + Z7)S(C, 20) sur lequel A va agir. Cela provoque une

1

perte d’'un facteur €2 au numérateur et la situation est donc meilleure en-

A (wl/(C»ZO 1

)| <
[C=20]% TSNP
comme | — 29| 2 €, dés que ¢ appartient & bD N (P-(z0) \ c1P-(20)) si
e # |r(z0)| et & P:(29) N bD sinon, nous avons ‘A (wl/(C,ZO))) < L

[C—20]% E‘C_Zolm—l’ '
nous sommes encore une fois dans la méme situation que pour I3(zg). Tout
ceci montre que :

mais

core que pour I3(z). Enfin, pour I4(zp),

= .. 1 _
|Al[f](],]/,k’,k,,l,l,,S)(Z” 5 Cj,j’,k,k/,l,l’|7ﬂ(z)|m 1||beD,s

pour un c¢; j i1, peut-étre différent du précédent mais uniforme par rap-
port & z dans (VN B(¢CW,R")) — D tel que e3|r(2)| < eo, et ce des que
(4,4, k, k', 1,1") vérifie (CI) : (i) est montré.

Pour (%), lorsque (4,5, k, k', 1,1") vérifie (CJ) et j # 1, la méme majoration
est valable pour AJ[f](4, 7', k, k', 1,1, s) : comme AI[f](j, 7 k,k',1,I', 5), sur
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bD x (VN B(¢CW, R") — D) Vintégrande de AJ[f](4, 7', k, k', 1,1, s) est somme
de Wso[HbeD,& k — J— L ;] -1 (V07 sy V=1, H05 - - - 7:“](3—1)7 20 — l,] avec
v; # vj, l; # i pour tout 4, j distincts, p; > 1 pour tout 7. Il reste alors
a appliquer le lemme A.4.1 et puisque (4,7, k,k',1,1'), vérifie (CJ), nous
concluons que quel que soit z dans (VNB(¢M), R"))—D tel que ca|r(2)| < eo :

i~ .. a1
IAT[F1G, 5 kK LU ) (2)] < cjjrmprar ()7 fllop,s-

Si j = 1, alors sur bD, lintégrande de AJ[f](j, 7, k,k',1,1',5)(2) est une
somme de W, [|| fllop.s, —2,0, 21 —1'](z, ) avec 20l —1" < 2n—3. Nous pouvons
alors appliquer le corollaire A.4.2 et en conclure que :

= .. 1 _
IAT[F105, 5", kK LT, 8)(2)] < g [T () Fllop s

3.3.2 Analyse du noyau pour les z intérieurs a D : Q(n)

Pareillement au cas intérieur, pour z appartenant a B(( M, R ynDNY,
nous notons :

I[f]G. 5" kK LT 8)(2) =

[ X (G 2) A @ (G )Y A (G2 e s
= [raon S(C AN - P 12 + 252
J[f](j7j/7k7k/7l7l/7s)(z):

B s XK (@em (G 2)F) Ao (C,2) e
R R e ) | (AT

i=1

Nous dirons que I[f](j, 7', k, k' ,1,U', s), respectivement J[f](j, 7', k, k', 1,1, s),
vérifie (CT), respectivement (CJ), si (4,7, k, k' ,1,I") vérifie (CI), respecti-
vement (CJ).

I et J possedent les mémes propriétés que les I et J définis dans le cadre
de I’étude de QF(7) :

Proposition 3.3.3 Soit B* € {Z7, ... 2 Dy LY, s < p.

(i) Si I[f1(4,7 k. K 1, s) vérifie (CI), alors quel que soit z appartenant
B(CW, R"YNDNV, BI[f](j, 5, k, K ,1,I',s)(z) sécrit comme une somme
finie de I[f](, 7 k, K 1,I,8)(2) et de J[f](7, 7 k., k', [,I',3)(2), § < s+ 1,
satisfaisant respectivement (CI) et (CJ).
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(ii) Si J[f]1(4, 7 k, K U, s) vérifie (CJ), alors quel que soit z appartenant d
DN B(¢W, RNV, B2J[f1(5,5" k, k', 1,U',s)(2) s’écrit comme une somme

finie de J[f](j, 7', k, k', 1,1, 5)(2) satisfaisant (C.J) avec § < s + 1.

Preuve : La démonstration est analogue a celle de la proposition 3.3.1 :
Pour (i) :

BAI[f1(.5 k, K L1, 5)(2) =
_ / () A (B* + BY)
bD

XF (¢ 2) A @em (G ) ANwv(C T 50 | ac
SI(C,2)[C — 22 H(Zi + Z;)5(¢, 2)

=1
- / I £(¢) A
bD

¢ X (n1(¢,2) A @em (S, 2)Y Aoy (¢, 2)
S3(¢, 2)[¢ — 2|

11z + Z;)s(¢.2)

i=1

AB

= X+Y.

Pour Y, nous faisons une intégration par parties :

- rs
y /bDB I £(0) A

K z 0 NEY Ao (C2) iy 7
X¥ (¢, )2 Bente ) VA= T 7 4 29510,

=1
= I[f](j,j/,k,k/,l,l/,$+1)(Z>,

A

et Y vérifie (C1).

Pour X, il faut distinguer différents cas selon les valeurs de j, 7/, k, k.l
I'. En intégrant par parties grace a la proposition 3.1.5 (équivalente de la
proposition 3.1.6 dans ’étude de (7)), tout comme dans la démonstration
de la proposition 3.3.1, nous pouvons restaurer les conditions (CI) et (CJ).
Pour (i), la situation est la aussi analogue a la démonstration de (ii) de la
proposition 3.3.1 O

Les conditions (CI) et (CJ) assurent la aussi les majorations nécessaires de

AT, 7 kK LU, s)(2) et AT[f](4, 5 kK 1T s)(2).

Proposition 3.3.4 Soit A = a%t ou a%t, t=1,...,n.
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(i) Soient s < p et I[f](4,5,k, k', 1,I',s) vérifiant (CI). Pour tout z de D N
B(CMW, RNV avec ca|r(2)| < g9 nous avons :

AT 5 kK LT, 8)(2)] S e |r(z !"L "N £llsp.ss

uniformément par rapport a f et z.
(i1) Soient s < p et J[f1(4, 7 kK 1,U, s) vérifiant (CJ). Pour tout z de
DN B(W RNV avec ca|r(2)| < g9 nous avons :

‘Aj[f] <j7j/7 ka klu l: ll? S)(Z)‘ S./ Cj,j',k,k’,l,l”r( ’E_lubeD,&

uniformément par rapport a f et z.

Preuve : Au premier abord, la démonstration est semblable a celle de la
proposition 3.3.2, mais comme nous ne travaillons pas avec gt, il y a quelques

différences a préciser.
Nous montrons (). Smt If ]( gy 3 kK LT, s) vérifiant (CT), s < p.
Pour z dans DN B(¢M, R") N

AIf)(G, 5" kK LT ) (2) =

_ s A<Xk/(771(C7 Z) A (ECUI(Q Z))kil)) A wl’(Ca Z)
= [,ro@n S1(C.2IC — 2
p
1z +25)s(¢.2) +
=1

.,
4 /bDA 1;[(2;+Z§)S(<,z) I*(£)(¢) A

XF (m1(¢,2) A (Oem (¢, 2)) 1) Ao (¢, 2)
S3(¢, 2)I¢ — 2|

. /b ASGAT(O A

A

-/

XF (¢, 2) A @em (G2 D Awr(C,2) 1,5 >0\ g
A . (ZF + Z7)S(¢, 2)
S, 2~ 2 H
s Xk/(nl(C7 ) (8071((» ))k 1) wl’((a )
I RAGE Si(C, %) <|<—z\2l)
] (ZF + Z5)58(¢, 2)
=1

I Z) + IQ ) + Ig(Z) + I4(Z)
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En appliquant le lemme A.4.1, nous majorons I3(z).
Nous fixons un zy de D N B(CW, R NV tel que ea|r(z)| < eo. Puisque
|¢ — 20| 2 €0 dés que ¢ appartient a bD — P, (z0), nous savons que :

[AS(C, 20)T* (F)(OA

X¥ (01(¢, 20) A (Oem (€, 20))F) A (€, 20)
SIFL(C, 20)|¢ — 20|

-/

A

(ZF + Z8)S(¢, 20)| < co,
1

1=

pour tout ¢ € bD — P, (20), co ne dépendant que de &o.

Intéressons nous a ce qui se passe a U'intérieur de P, (2p) et montrons que
I'intégrande I3(zp) est une somme de W, -formes.

Soit € dans [c2|7(20)|, €0]. Nous notons ¢’ = ({{,...,(},) les coordonnées d’'un
point ¢ dans le repere de Diederich-Fornaess centré en zg et de base donnée
par W#0f(zg).

L’intégrande de I3(zp), exprimée dans cette méme base, s’écrit comme somme

de
]l
S(¢.20) [[ (27 + Z7)S(C, 20)T (£)(OA
=1
/ 0Q,,
XV (Qh €200ty A NS 200G, A Gt (G0
A .
S, Zo)|C — 2]
Si t champs de vecteurs tangents, ¢ > 1 agissent sur {,0 ou sur az’w’
i

nous divisons par 2 lestimation du lemme 2.3.6. Cette division est li-
cite puisque nous majorons des quantités finies par d’autres arbitrairement
grandes lorsque € est petit.

Ensuite comme pour I’étude des estimées C* sur les domaines, nous majo-
rons AS par une constante, résultat optimal car, modulo une petite pertur-

bation, 375/ se comporte comme une constante.
1

Si pour tout ¢, u; # 1, les lemmes 2.3.6, 3.2.3, 3.2.6 et la proposition 2.3.2
impliquent que pour tout ¢ € bD :

J

& AS(C, 20) H 77 -l-ZC S(Cs 20)L*(F)(ON

=1

-1 8@1/2

X QL€ 200ty NS 2 00 A, G, )
ST, 20)[C — 20/

A

S
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. k’—j’
ch—i—t5E -1

S I lleps =5

Hi:o TVi(z(]? 5) Hf:ll T/J«i(z()? €)K - 20|2l_l/

avec v; # Vj, [; # j4j pour tout 4, j distincts, p; > 1 pour tout <.

Si maintenant il existe un iy € {1,...,k — 1} tel que p;, = 1, remarquons
que puisque t*(Or A 9r) = 0 et puisque pour tout ¢ de P-(zo), g—é(() # 0,
nous avons :

CN G G =

1 n N n . o o
= (O A NAEA [ () =S = ()l | A N dC]
\Eoz© r(¢) i:/\2< (r<<> 2 5z <k> i\c

(1) 22(¢)

= —/\dgA/\dg’

o (©

Puisque pour tout ¢ de P.(zp), ‘%’,(C)‘ est minorable par c(gg), cette re-
1

marque aboutit a :

J

& AS(C, 20) H Zz-i-Z S(Cs 20)L*(F)(ON

=1

XV (60N 52 20)dC), A 6, ) o0

4 Si+L(¢, 20) ¢ — 2o|% <
* - or / 2 719 s Q;/ZO

S DS =L 1Z: + 28)S(C, 20T () OA—= (¢, 20)dCypy A dCy, A

u0:28<#0 =1 3C1

XV Q€. 20N S € 200G ML o 6,0
A i AS(C, 20)

SIHL(C, 20)|¢ — 20]*

(propositions 1.3.3 et

e
~ Tug(20,€)

Puisque pour tout ¢ € P-(z0), ‘8? €)
0]
1.3.5), pour tout ¢ de bD, avec les lemmes 2.3.6, 3.2.3, 3.2.6 et la proposition
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2.3.2, nous obtenons :

-/

J

c | AS(C, 20) H Zz-i-ZC S(C, 20)I*(£)(OAA
=1

X’f’( ! (Com0)dcl Nt 22 ¢, 2 )dc;mdc,;)ww(c,zo)

’Llac

A S
J+1(C,Zo)|C — zo|*
n k’—j—k/gj/—l
< llos 0 e
o Tl o ) T o)l o

Vi # vj, i # iy pour tout ¢, j distincts, p; > 1 pour tout @ # ig.

Puisque zg est quelconque dans DNB(¢™M, R”)NY pourvu que c3|r(2)| < eo,
¢ est quelconque dans [ca|r(z0)[, 0], nous en concluons que I'intégrande de
Ig .

S(C20)*(F)(OA

Xkl(nl(gv ZO) A (54771 (C? Z0)>k) A wl’(Ca ZO)
SI+Y(C, 20)I¢ — 20/

A

n’est autre que cette somme de W -formes sur bD x D N B(CW RNV :

) k,_j/
Z Wso[”beD,svk —J— 9 - ]-7

1<yp<...<vp_1<n
I<pg<...<pp_1<n

(V07 ey Vg—1, M1y - - 7,U’k—1)7 2l — l/}(C7 ZO)‘
Ainsi, pour tout zg dans DN B(¢M), R”) NV satisfaisant ca|r(20)| < €, nous

pouvons appliquer a I3(zp) le lemme A.4.1 selon lequel, uniformément par
rapport & zg :

|k ] l_k ] +2n 2k 2l+l

[ r(zo)[| DI fllop,s-

Comme (j,7', k, k', 1,1") vérifie (CI), k — j—— 1—}—w > %—1,
nous avons donc :

1_
s(z0)| < g rwlr(zo)l= I fllo.s,

ou ¢ jr 1. k1, Peut avoir changé par rapport au précédent mais reste uniforme
par rapport & zg dans D N B(CM, R") NV tel que ca|r(z0)] < e.

|_[3(20)| é CjJ’,k’,k:’,l,l/ HlaX(|7“(Z[))
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I, I, et Iy se traitent en suivant la méme méthode que I3 et en faisant
les mémes distinctions que leurs homologues I, I et I4. Ainsi, pour un
cjj k1 peut-étre différent du précédent :

.. 1
IAILf)(GG, 5k, K LU ) (=) <0 e 1T (2) 7| fllb,s

pour tout z de DNB(CM, RNV tel que ca|r(2)| < o des que (4,5, k, k', 1, 1)
vérifie (CT), ce qui montre (7).

Pour (i1), lorsque (4,5, k, k', 1,1") vérifie (CJ) et j # 1, la méme majoration
est valable pour AJ[f](j,7,k, k', 1,1',s) : comme AI[f](j,7 k, K, 1,I',s), sur
bD x (DNB(CW, R"YNV), Vintégrande de AJ[f](4, 7, k, k', 1,1, s) est somme
de WEO[HbeD,S) k — ] - # — 1, (Vo, ceey Vk—1, 40y - - - ,/Jfk—l); 21 — l/] avec
v; # vj, ; # pi pour tout 4, j distincts, p; > 1 pour tout 4. Il reste alors
a appliquer le lemme A.4.1 et puisque (j,7’,k, k', 1,1'), vérifie (CJ), nous
concluons que quel que soit z dans DN B(CM, R") NV tel que ca|r(2)] < e :

.. 1
|Aj[f](j7j/7k7k,alvl,as)(z)| < Cj,j’,k,k/,l,l"r(’z”m 1”beD,S'

Sij = 1,sur bDx(DNB(¢M, R")NV), Vintégrande de AJ[f](j, 7 k, K, 1,1, s)
est une somme de W[l fllop,s» —2,0,21 — U] avec 21 — I < 2n — 3. Nous
pouvons alors appliquer le corollaire A.4.2 et en conclure que :

.. 1
IAT[F10G, 57, ko K LU, 8)(2)] < ¢jgr e | (2) | Fllop,s-

3.3.3 Continuité de [T}] et [T}]

Preuve du théoréme 3.1.3 et du lemme 3.1.1 : Soient p > 0 un en-
tier, [h] € Cf ,(bD) dont h est un représentant dans Cf  (bD) et x1,..., XN

une partition de 'unité subordonnée aux ouverts B(¢), R"), i =1,...,N.
Nous montrons tout d’abord les points (7). En appliquant successivement les
propositions 3.3.3 et 3.3.4, nous allons vérifier les hypotheses du lemme de
Hardy-Littlewood afin de montrer que pour tous champs de vecteurs tan-
gents B, ..., B, agissant sur la variable z, By ...B,T,(x1h) appartient &
1

Cgly_1(VN D) et vérifie || By ... Bqu(th)Hm—D’% < ||R|lop,0 uniformément
par rapport a h :

Soient A un opérateur de dérivation d’ordre 1 du type c‘% ou E%’ By,...,B,
p champs de vecteurs tangents agissant sur la variable z. Il existe R} €]0, R"|
tel que le support de x; soit inclus dans B(¢(), RY), de sorte que x1h
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soit & support dans B(¢(M), RY). Ainsi, pour z dans (VN D) — B(¢M, R,
AB; ...ByT,(x1h) est uniformément borné.

Pour les z de B(C™), R")NVN D, nous raisonnons par rapport a {Z, ..., ZZ,
Zs, ..., Z.}, base de vecteurs tangents sur B(¢(), R”) : il nous suffit de mon-

trer que quels que soient les champs de vecteurs tangents By, ..., B, dans
(Z;,..., 22, Z5,...,Z.} et z dans B(C!W, R"YNDNV :

ABL ... B Ty(ah) (2)] < [llopplr(2)] 5.

Nous intégrons dans Ty (x1h) par rapport a la variable scalaire A et obtenons
pour z dans B((,R")n DNV :

o m(¢.2) A @em (¢, 2) ! Awi(C,2)
TahE) = X [, xa(no n MEEGER D S R,

Ceci montre que Ty(x1h) est une somme de I[x1h](k,0,k,0,2(n — k),1,0)
pour k variant entre 1 et n — ¢. Une simple récurrence sur la proposition
3.3.3 montre que sur VN B(CW, R")YN D, (B ... By)T,(x1h) est une somme
finie de I[x1h|(j,7", k, k', 1,U',s) et J[x1h|(4,5", k, K',1,I',s) vérifiant respec-
tivement (CT) et (CJ) avec s < p. Nous appliquons & chacun de ces termes
la proposition 3.3.4 et en concluons que pour tout z de B(C(l), R"YNVND,
ABr . BTy (ah)(2)| S Il plr(2) %1
Nous avons donc prouvé que pour tout z de VND, |A(B; ... Bp)T,(x1h) (%)<
||h||bD7p|’l"(Z)|%_1 uniformément par rapport a z et h.
Lorsque p = 0, nous en déduisons que |AT,(x1h)(z)| S HthD,O\r(z)ﬁfl.
Ce résultat étant aussi valable pour x2h, ..., xnh, par linéarité de Tj, nous
avons |ATyh(z)| < ”h”b[)70|7“(2)|i_1 uniformément par rapport a z et h,
ce qui montre (i) du lemme 3.1.1. Comme A est quelconque, le lemme de
1
Hardy-Littlewood implique alors que T,/ appartient a C(fq_l(D NY), et sa-
tisfait || Tyhll,p 1 < [[Rllop,0- Revenons & (i) du théoréme 3.1.3 :
Pour p > 0, le lemme de Hardy-Littlewood implique que B ... B,Ty(x1h)
appartient & C§ ,_1(V N D) et satisfait | By .. . ByTy(xah)llyap, 1 S [Rllbp p-
Comme By,...,B, sont quelconques, nous en déduisons quem[Tq] [x1h] =
5 1
[Ty (x1h)] appartient & Cg;ﬁ(bD) et satisfait ||[7] [th]HbD’eri S | hllop p-
1
Par linéarité de [T}], nous en déduisons que [Tg|[h]| appartient & C‘g:;ﬁ (bD)
et vérifie ||[T}] [h]||bD7p+% S |IR)llep,p, ce qui prouve (i) du théoreme 3.1.3.

Pour (ii), le méme raisonnement montre que si By, ..., B, sont p champs
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de vecteurs tangents, |[AB; ... BpT;(th)(z)\ S Hh\|bD7p|r(z)|%_1 uniformé-

ment par rapport a h et z € YV — D. Ce résultat étant vrai pour x1h, ..., xyh

et pour tout A, lorsque p = 0, cela implique (i7) du lemme 3.1.1 et avec le
1

lemme de Hardy-Littlewood 'appartenance de Téh a (qul(v — D). Pour

1

p > 0, nous en déd~uisons que By ... Bquth appartient & C’(qul(V —D) et
satisfait || B; .. .BpT;hHm’% S Ikllop,p- Puisque les By, ..., B, sont quel-

- ~ptl
conques, nous en déduisons que [Tg|[h] appartient & C’g:;fl(bD) et vérifie

H[Tq][h]Hpr+ 1 S [R]llsp,ps ce qui montre (i¢) du théoreme 3.1.3. o

m
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Annexe A

A.1 Lemme de Hardy-Littlewood

Lemme A.1.1 (Hardy-Littlewood) Soit D un domaine borné de R™ a bord
C! et g € CHD). Si pour 0 < a < 1 il existe c; € R telle que |dg(z)| <
cg(d(bD,x))*"1 Yz € D alors g est dans C*(D).

De plus, il existe ¢ > 0 ne dépendant que de D et a tel que :

19llp.a < eleg + ll9llD0)-

Preuve : voir [24] V.3.1 lemme 3.1.

A.2 Opérateur de Seeley

Nous regroupons ici quelques outils utiles lors de la construction d’opé-
rateurs intégraux mais aussi lors de I’étude de leurs propriétés. Certains de
ces outils ont déja été employés dans une forme légerement différente, nous
les adaptons a nos notations.

Théoreme A.2.1 Soit U un ouvert borné a bord lisse de C" et V un voisi-
nage de U. 1l existe un opérateur E : CO(U) — C°(V) tels que :

(i)  pour tout u € CO(U), E ulz = u et Eu est a support compact dans V.

(i1) Pour tout k > 0 entier, si u € C*(U) alors Eu appartient o C*(V) .

(tit) Pour tout k > 0 entier, il existe une constante cy telle que pour u €
CHU), on ait ||Eullyk < ckllullz,

Preuve : voir [18], Satz 6. O

175
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Lemme A.2.2 Soit U # C™ un ouvert non vide et borné, k > 1 un entier,
g une application de régularité C* sur un voisinage ¥V de U telle que g soit
identiquement nulle sur U. Alors il existe un ouvert V', ne dépendant pas de
g, tel queltd CV' C V' CV et pour tout z de V' :

19(2)] < llglhvr xd(z, 8U0)F,
uniformément par rapport a g et z.

Preuve : Nous commencons par construire le voisinage V. Soit o = % inf{|¢—
2|, € C*"\ V,z € U}. Puisque U N (C™*\ V) = ), a est strictement positif.
Nous posons V' = ey B((, @) UU.

Soit alors z € V'. Si z appartient & I/, c’est trivial : nous supposerons donc
que z n’est pas dans U. Soit alors zy € bl tel que |zg — 2| = d(z,bU). Re-
marquons que z appartient a B(zg, ) car d(z,bU) < c.

Nous appliquons a g la formule de Taylor avec reste intégral en zy a 'ordre
k — 1. Comme g est identiquement nul sur U, seul le reste intégral est non
nul ce qui donne :

19(O)] < Nlgllv k¢ = 2o0l%,

uniformément par rapport a g et ¢ dans B(zp, ). Il suffit alors de remplacer
(par z. O

Ce lemme n’est pas exploitable directement pour nous car nous avons besoin
d’informations par rapport aux bases e-extrémales et aux polydisques de
McNeal. C’est pourquoi nous utiliserons ce lemme par l'intermédiaire du
corollaire suivant :

Corollaire A.2.3 Soit D CC C" un domaine convexe de type fini m, de
fonction définissante r C*° et conveze sur C", V un voisinage de D, k > 1
un entier, g € C*(V) identiquement nulle sur D. Alors il existe g > 0 ne
dépendant pas de g tel que pour tout € €]0,¢e¢], tout zo élément de D et tout
¢ dans P-(z0) nous ayons :

19001 S ¥ llgllv e

uniformément par rapport a g, zo, C, €.

Preuve : Nous reprenons les notations de ’énoncé, appliquons a D et V le
lemme A.2.2 et notons V' le voisinage de D qu’il fournit.

Nous choisissons alors ¢y > 0 suffisamment petit de sorte que pour tout
e €]0,¢&¢], tout z de D, P-(z) soit inclus dans V', fixons zg dans D et ¢ dans
P-(z0). Si ¢ appartient a D, le résultat est trivial et nous supposons donc
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qu’il appartient a P.(zp) —D. Comme d((, bD)~r((), en appliquant le lemme
A.2.2) il suffit de montrer que r(¢) < e. Nous effectuons un développement
Taylor de r a 'ordre m en zy. La proposition 1.3.5 montre que la partie
principale du développement est de l'ordre de € et puisque |( — zo| < 8#,
le reste est aussi de lordre de e. Ainsi, |[r(¢) — r(z0)| < e d’ou, puisque

r(z0) <0, 7(Q) Seet [9(Q)] < llglvwe®. o

A.3 Recouvrement par les polydisques de McNeal

Pour évaluer les diverses intégrales qui apparaitront, nous allons procéder
comme dans [8] et utiliser un recouvrement par des polydisques de McNeal
7évidés”. C’est avec les deux prochains lemmes que nous construisons ces
recouvrements.

Lemme A.3.1 [l existe co €]0,1] et V woisinage de bD tels que pour tout
z €V, tout €1 suffisamment petit et eo tel que coey > €9 > 0, nous ayons :

Pe,(2) C Pey(2).

Preuve : Soient V voisinage de bD et €1 > 0 tels que la proposition 1.3.1 soit
vérifiée pour tout z de V et tout € €]0,e1]. Soient alors g3 €]0,¢1], z € V et
(=2z+ M€ P,(z), |v]=1.

Notons (v{’*, ..., 5" les coordonnées de v dans la base ej-extrémale de
McNeal en z, j = 1,2. D’apres la proposition 1.3.1, nous avons :

7(z,v,89) — 7i(2,62) '
Mais comme ¢ est dans P, (z), ]/\va*| < Ti(z,e9) pouri =1,...,net (A1)
implique alors :
A S (2 0,09). (4.2)
D’autre part, d’apres (6) de [5], uniformément en z et v :
€1 %
<) T(z,v,69) S 7(2,v,61)
€2
ce qui avec (A.2) nous donne :
1 1
A = N
€1 ~ o \e) 7(z0,e9)
A
> L (A.3)
T(Z7v)€1)
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Nous appliquons maintenant la proposition 1.3.1 aux coordonnées de v dans
no |
i=1 74(z,61)’

1
(s2>m . irm}ﬂ
€1 ~ =Tilze)

1
Ainsi, si (%)m est suffisamment petit, c’est-a-dire si €9 < c9e1 avec co

la base e1-extrémale pour obtenir mm > puis avec (A.3) :

suffisamment petit, nous aurons :

n
Lo Al
— 7i(z,€1)
et donc |)\vi1’*| < 1i(z,e1) pour i =1,...,n, c’est-a-dire € P, (2). O

Voici maintenant un lemme qui nous donne un recouvrement d’un polydisque
de McNeal quelconque par des polydisques ”évidés”.

Lemme A.3.2 [l existe V voisinage de bD et co,c1 €]0, 1] tels que quels que
sotent 9 > 0 suffisammment petit, z € V et a € ]0,g¢9] nous ayons

Jo
Peo(2) C (U Po-icy(2) \ 017’2ia0(z)> U Pal(z)
1=0

ot jo = jo(a, €0), entier positif ou nul, satisfait coor < 2790gy < 2c00r.
Preuve : Soient V un voisinage de bD et ey > 0 tels que le lemme A.3.1 soit
vérifié avec z quelconque dans V et €1 = gg. D’apres la proposition 3.1.i de
[8], il existe ¢ (%) =: ¢1 telle que pour tout z € V et € €]0, g¢] :

a1Pe(z) C Pe(2).
Nous en déduisons avec € = 27 %, i > 0 entier, que

,PZ*iso (Z) - (,PZ*iso (Z) \017)2*1'50 (Z)) U 7727(141)50 (Z)v

et donc, pour tout £ > 0 entier

k
Peo(2) C (U Po—icy(2) \ c1Pa-ig, (z)) U 732_(k+1>€0(z).
i=0
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Soit alors jp > 0 entier minimal tel que 2_(j0+1)50 < coar ou co désigne la
constante du lemme A.3.1. D’apres le lemme A.3.1, Py—go41).,(2) C Pal(2)
et par minimalité de jy nous avons aussi 2 79gg > coor. Ainsi

<UP2 250 \ClPQ ’eo( )) UP&(Z)

et
coo < 2799y < 2¢90r.

A.4 Intégrales sur le bord

Voici le lemme qui nous permet d’intégrer sur le bord de D et de prouver
les estimées C* pour 1’équation 0. Cette technique d’évaluation d’intégrale
est celle qui a permis a K. Diederich, B. Fischer et J.E. Fornaess d’établir
leurs estimées holdériennes.

Lemme A.4.1 Soient (D,m,V,r,e0) un bon quintuplet, B C V \ bD et h
une Wg, 3, a, v, k]-(n,n — 1)-forme différentielle sur bD x B, tels que :
(i) Vz € B, V¢ € bD — P, (z), nous ayons |h((,z)| <¢, ¢ >0,

(i1) Uoccurrence de tout élément de {2,...,n} dans v soit au plus 2 et celle
de 1 au plus 1,

(iii) |v|+k <2n—1,

Alors, a une constante multiplicative prés, pour tout z de B tel que ca|r(z)| <

(¢, z)‘ est majoré par :

(a) Blr(2)| ot T | g 2ol g
(b) Blln|r(z)|| +c si a+ w -0,
(¢) ¢+ B sinon,
me Oméimlenﬁfw rapport 4 z, B et c. Les constantes dépendent cependant
et €g.

Preuve : Soit z dans B tel que c2|r(z)| < ep.
Par (i), nous avons immédiatement fg‘ebD—P (Z)]h(c, 2)|dV(¢) < cet il nous
<0

suffit donc de majorer fCEP () bD |h(C, 2)|dV (C). Pour cela, étant donnée
€0
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la forme des inégalités vérifiées par une W[5, o, v, k]-forme, nous allons
utiliser le lemme A.3.2 pour recouvrir P, (z) avec des polydisques évidés :
Il existe ig > 0 entier tel que :

colr(z)] < 27%gy < 2e0r(2)], (A4)
10
Peo(2) T Plog))(2) U Pamieg (2) \ €1Pa-iey (2). (A.5)
3=0
Soit € = 277¢gg, j = 0,...,49, € # |r(z)|. Nous avons par définition d’une

We, (8, a, v, k]-forme sur bD x B :

pe”
vl _ |k
=1 TVl(ng)K z’

pour tout ¢ € (P:(z) \ c1P=(2)) NbD.

Notons ({],...,¢},) les coordonnées de ¢ € P.(z) \ c1P-(z) dans le repere
de Diederich-Fornaess centré en z dont la base est donnée par ¥#<(z) de la
partie 1.5.3, ¢/ = ugj—1 +iug;, ol ug_1 et ug sont des réels. Nous avons donc

I/l < 7i(z,€) pour I =1,...,n (proposition 1.5.8) et puisque ’8‘%(()’ >1

(¢ 2)| = (A.6)

pour tout ¢ € P.(z), le changement de variables ¢ — (7((), ug, . . . , u2,) nOUS
donne alors :
Bedus . . . dugy,
/ MCANVQ S [ peneo bt
CE(Pe(2)\e1Pe(2))NbD luglluslsma(z0). [T 70, (2,€)|C — z|k

[ugn—1l;lugn|<Tn(z.e)

Nous allons enfin intégrer. Soit A = {2v;—1, j tel que v; apparait exactement
une fois dans v} U {%Vj - 1,2y, 32 tel que v; apparait exactement deux fois
dans v}. Puisque Z%ﬁ lus| < 37521 [ujl, nous avons

J

/ Ih(¢, 2)[dV (¢) <
CE(P:(2)\c1Pe(2))NbD
< / Be%dus . . . dusy,

lug|<7q(2,€) 5
| 2
T e2) (S22 o

~Y
|ugl,|ug| <o (2,¢e),

[ugn—1l:lugn <™ (z.€)

, . . du;
Intégrons selon uj, j € A. Puisque f\uj|§r]-(z,s) rj(iz]g) <1:
o dV(w
/ ¢, 2lav () S o | V()
CE(P=(2)\exPa(2))bD wl<sup, 1 i(ze) 1]

© 2003 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de William Alexandre, Lille 1, 2003

A.4. INTEGRALES SUR LE BORD 181

ou w est une variable 2n — 1 — |v| dimensionnelle car d’apres 1’hypothese

(7i), A est de cardinal exactement |v|. Maintenant, puisque pour tout 7,
1 /’ .

7j(z,€) S em, un passage en coordonnées polaires nous donne :

T2n—2—\u|dr

rk

/ e 2av©) 5 s [
(E(Pe(2)\e1P=(2))NbD Ir|Sem
2n—1—|v|—k

< /6€CV+ m

~

Puisque lorsque € = |r(2)[, h((, ) vérifie 'estimation (A.6) pour tout ¢ dans
bD N P.(z), nous montrerions de méme que fCGP‘T(zM(Z)ﬁme(C’ 2)|dV(¢) <

2n—1—|v|—k . N ..
Blr(2)|*T~ m . Il ne nous reste maintenant plus qu’a sommer en utili-

sant le recouvrement (A.5) :
[ v <
bDNPeq (2)

<

/ (¢, 2)[dV(O) +
CEP|r(2)] (z)nNbD

io
Y / (¢, 2)|dV(C)
=07 CEPy—j . (N1 Py—j (2))N0D

n—l—|v|-k n—1—|v|—k
m

< 3@ ) IR 4 (e e
=0

Il faut ici distinguer trois cas. Tout d’abord, si o+ Mﬁ

. 2n—1—|v|—k
22 J (a+ . ) converge et donc :

> 0, la série :

/ G2V S B
bDNPeq (2)

2n—1—|v|—k
m

Ensuite, si a + <0:

/ (¢, 2)dV(C) <
bDNPe (2)

e M)
2ot jul i oo D) (et 2n-1-|v|-k
- n1-lvl—k

—1
ot +Blr(z) et
1

€o

~

2n—1—|v|—k
2 <Oc+ m ) —
2n—1—|v|—k
2n—1—|v|—k

2—(i0+1) a—+
CRC) L Bl R

2_(a+2n71;n\u\7k> _q
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et avec (A.4), nous concluons que :

2n—1—|v|—k

/ |h(¢,2)aV(¢) S Blr(z)* =
bDﬁPEO(z)

Si maintenant « + Qn_l;l& =0:

[ hcalavie) 5 s
bDNPe, (2)
et avec (A4) :

/ WC V) < Al
bDNPe (2)

Corollaire A.4.2 Soient (D,m,V,r,&9) un bon quintuplet, B C V \ bD et
h une We,[3, a, v, k]-(n,n — 1)-forme différentielle sur bD x B, tels que :
(i) Vz € B, V¢ € bD — P,(z), nous ayons |h((,2)| <c¢, ¢>0

(i) Pour tout j € {2,...,n}, Uoccurrence de j dans v est au plus 2, 1 n’ap-
paraissant pas.

(1it) |v|+k < 2n —2.

Alors, a une constante multiplicative prés, quel que soit z dans B tel que

c2|r(2)| < o, fcebD h(¢, z)‘ est majoré par :

2n—2—(k+[v]) 2n—2—(k+|v|)
pees an—s—\RTV])

(a) Blr(z)|et1t +esia+1+ = <0,
(b) BlIn|r(z)|| +c 51'044—1_1_%(’““”\):07

(¢) ¢+ B sinon,

2n—2—|v|—k
m

uniformément par rapport a z, 3 et ¢, mais pas par rapport 6 -+ +

1 et gg.

Preuve : On applique le lemme A.4.1 en remarquant que h est une W [, a+
LV k]-(n,n — 1)-forme avec v/ = (1,v1,...,1),) qui satisfait toutes les
hypotheéses requises. O

Bien que les constantes dépendent de €y et a + , cela n’est pas
un handicap car lorsque nous appliquons le lemme A.4.1, son corollaire, ou
bien encore le lemme A.5.1 et son corollaire, €y sera fixé et a + Qn_lr_nﬁ
ne prendra au pire qu’un nombre fini de valeurs.

2n—1—|v|—k
m
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A.5 Intégrales sur un volume

Dans le prochain lemme, nous étendons les techniques utilisées dans [§]
de maniere & pouvoir intégrer sur un volume en non plus seulement sur le
bord. Ce lemme et son corollaire interviennent dans le deuxieme chapitre
lorsque nous intégrons sur une couronne autour de D.

Lemme A.5.1 Soient (D,m,V,r,ep) un bon quintuplet, G C C"\ D, B C
VN D, h une W, [53, o, v, k]-(n,n)-forme différentielle sur G x B tels que :
(i) pour z de B et tout ¢ de G — Pey(2), nous ayons |h(¢,z)| < ¢, ¢ > 0.

(i) Pour tout j € {1,...,n}, l'occurrence de j dans v soit au plus 2.

(ii7) |v| +k < 2n.

(iv) G est borné.

Alors, a une constante multiplicative prés, pour tout z de B tel que ca|r(z)| <

€0, fCeG h(C,z)‘ est majoré par :

2n—(k+[v])
m

(a) 5|T(2)|a+7 +cV(G) si a+ %‘Hl") <0,
(b) BlIn|r(2)|| 4+ cV(G) si o+ w =0,
(c) cV(G)+ B sinon,

uniformément par rapport a z, B et c. Les constantes dépendent de o +
w et eg et V(Q) désigne le volume de G.

Preuve : Elle est calquée sur celle du lemme A.4.1 :

Soit z dans B tel que c2|r(z)| < €p. (i) nous indique immédiatement que
fCEG—PgO(z) |h(C, 2)|dV () < cV(G).

Reste alors a majorer ICEPEO(z)ﬂG |h(C, 2)|dV (¢). Nous utilisons le lemme

A.3.2 pour recouvrir P.,(z) avec des polydisques évidés et obtenir (A.4) et
(A.5).

Soit € = 277gqg, j = 0,...,4g, € # |r(2)|. Nous avons par définition d’une
W, (8, a, v, k]-forme sur G x B :

Beo
Ml (z,e)lC — 2|k

pour tout ¢ dans (P-(z) \ c1P(2)) N G.
Notons ({],...,¢},) les coordonnées de ¢ € P.(z) \ c1P-(z) dans le repere
de Diederich-Fornzess centré en z dont la base est donnée par U*<(z), (] =

¢ S (A7)
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ugy—1 +iugy, ot ug—1, uy appartiennent a R. Nous avons donc || < 7i(z,¢€)
pour [ =1,...,n (proposition 1.5.8) et alors :

ﬁeo‘dul ce d’LLQn

i=1 TVJ(Z e)|¢ — z|*

/ h(CaZ)|dV(C)§/ ol uzl<m(se) =
CE(P=(2)\c1P=(2))NG : H

lugn —1llugn|<Tn(z.€)

Nous allons pouvoir intégrer : soit A = {2v; — 1; j tel que v; apparait
exactement une fois dans v} U {21/J 1, 2vy; ] tel que v; apparait exactement
deux fois dans v}. Puisque ZJ 1 lu;| < Z 1 lujl, nous avons

/ (¢, 2)|dV(C) <
CE(P:(2)\c1Pe(2))NG

< / Beduy . . . dugy,
~ |ugllug|<71(2,€) PR
2n
T, (2, € |y
17 e2) (S5 ]

du;
luj|<7j(2,€) 75 (2, 5)

[ugn—1bluonl<tn(z.€)

Intégrons maintenant selon u;, j € A. Comme f
avons

/ (¢, 2)|dV (()<Pee /
CE(P:(2)\c1Pe(2))NG |w|<sup;_4,

yeeny T

ol w est une variable 2n — |v| dimensionnelle car d’apres I'hypothese (i7), A

. . . 1
est de cardinal exactement |v|. Maintenant, puisque 7;(z,¢) S em quel que
soit j, un passage en coordonnées polaires nous donne :

r2n71 ‘VldT
/ hG V) £ gen [ T
Ce(Pe(2)\c1Pe(2))NG |r|<em r

2n—|v|—k

S ﬁ a+7‘

Puisque lorsque € = |r(2)|, h((, z) vérifie 'estimation (A.7) pour tout ¢ dans
G N P-(z), nous montrerions de méme que fCGPv(z)\(Z)ﬂG |h(¢,2)|dV(¢) <

Blr(z)|** . Il ne nous reste maintenant plus qu’a sommer en utilisant
le recouvrement (A.5) :

/ (¢ )|AV(O) < / (¢, 2V (C) +
GNMPey (2) CGP\T<Z)|(Z)WG

+Z iy (G, 2V (Q

Poy—jey (N1 Py—j . (2)NG

nl\
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2n—|v|—k

< S BE )T £ B T
=0

2n—|v|—k
m

Il faut ici distinguer trois cas. Tout d’abord, si a + > 0, la série

o 2n—|v|—k
ZjZ ](a+ m ) converge, d’ou

[ mealave) s 6
GNPy (2)

2n—|v|—k
m

Ensuite, si o + <0,

(i0+1) (a+72"j‘r’j'*’“) .

/ |h(<—7 Z)|dV(<) 5 B(SO)CH_2n_7|;:‘_1c 2 2n—|v|-k
GNP2y (%) g (e ®=H=)
Bl (e

(2~ (io+D) ggyot 2=

2_(a+2n7\u\7k> _1

m

2n—|v|—k

+Blr(2)[*

N

et nous concluons avec (A.4) :

2n—|v|—k

/ WC V) S Blr(x)|
GNMPey(2)

Enfin, si a +

)

2n—|v|—-k __
—.,— =0

[ mealave) s s,
GNMPey(2)
et avec (A.4) nous obtenons

/ WG 2V < Bllr()]]
Gﬁpso(z)

]
Voici maintenant un corollaire a ce lemme qui nous sera utile lorsque dans
le multi-indice v, occurrence de 1 sera exactement 1 et k4 |v| < 2n—1:

Corollaire A.5.2 Soient (D, m,V,re9) un bon quintuplet, G C C"\ D,
B CcVND, h une W, |3, a,v, k|]-(n,n)-forme différentielle sur G x B, tels
que :
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(i) Pour tout z de B et tout ( de G —P.,(z), nous ayons |h((,2)| < ¢, ¢ > 0.

(i) Pour tout j € {2,...,n}, Uoccurrence de j dans v est au plus 2 et celle
de 1 est au plus 1.

(1it) |v|+k <2n—1.
(iv) G est borné.

Alors, a une constante multiplicative pres,

Jeea MG z)‘ est majoré par :

2n— (k+v|+1)
m

(a) Blr(z)[**+
() BlIn 1|+ V(G) si a+ 1+ 2D _ o
(c) cV(G)+ B sinon,

+cV(G) sia+1+

2n—(k+|v|+1
()

uniformément par rapport a [, ¢ et z dans B tel que calr(z)| < €. Les

constantes dépendent cependant de g et a+ 1+ w et V(G) désigne
le volume de G.

Preuve : On applique le lemme A.5.1 en remarquant que h est une W[5, a+
1,V k]-(n,n)-forme ot v/ = (1,v1,...,1),|) qui satisfait toutes les hypotheses
requises. O
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