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Nul ne saurait en effet écouter plusieurs morceaux de musique 
en même temps. Car c'est la méditation sur le motif central 
qui rend possible la compréhension du beau. 

Le livre du thé, Kakuzô ÜKAKURA 
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Introduction 

La théorie des motifs de CHow, imaginée par A. GROTHENDIECK, constitue 
une première approche vers une théorie de cohomologie universelle dont toutes 
les autres cohomologies se déduiraient. En tant qu'objet de cette nouvelle caté­
gorie, les variétés algébriques classiques peuvent parfois se décomposer en somme 
de motifs plus simples. Toutefois, dans le cas particulier des variétés algébriques 
lisses, certaines décompositions sont déjà réalisées dans une sous-catégorie pleine 
de la catégorie des motifs de CHOW, qui est une catégorie intermédiaire dans sa 
construction, à savoir celle des correspondances. Notre travail portant sur des varié­
tés algébriques lisses, nous nous sommes par conséquent tout naturellement placés 
dans cette catégorie et même plus précisement dans la catégorie des correspon­
dances de degré O. Le lien entre une telle catégorie et celle des variétés algébriques 
lisses est fait par un foncteur naturel qui associe à une variété algébrique lisse X, 
la variété X elle-même et qui associe à tout morphisme f: X --+ Y entre deux 
variétés la classe (modulo équivalence rationnelle) de son graphe r 1 dans l'espace 
produit )( x Y, cet élément devenant un élément de l'anneau de CHO~/ de ce 
produit. 

Ainsi, l'espace projectif 1Pk de dimension n sur le corps k s'écrit, dans la caté­
gorie des correspondances, sous la forme 

lPk = Z E9 Z(l) E9 ... E9 Z(n) 

où Z(l) désigne le motif de TATE (qui est une partie de 1Pl en fait) et où Z(n) = 
Z(l) 0 ... 0 Z(l). De même, si E est un fibré vectmiel de rang r + 1 sm une 
variété X alors 

où X(i) =X 0 Z(n) (on dit parfois que l'on a tordu i-fois la variété X). D'autre 
part, comme un espace projectif est une variété homogène sous l'action du groupe 
PG Ln+l (k), la question de savoir si une telle décomposition est possible pour 
d'autres variétés homogènes se pose tout naturellement. Ainsi, B. K6cK, a alors 
démontré (dans [Koc91]) que toute variété homogène projective sous l'action d'un 
groupe algébrique déployé se décompose elle-aussi comme une somme directe de 
puissances de motifs de TATE. Cette décomposition est d'ailleurs intimement liée à 
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la décomposition de BRUHAT du groupe en question et s'établit à l'aide des racines 
de ce même groupe. Un autre exemple d'une telle décomposition pour une variété 
homogène projective (mais qui n'est plus déployée) est celui d'une quadrique pro­
jective X donnée par une forme quadratique q. En effet, si la quadrique X possède 
un point rationnel, c'est-à-dire si la forme q est isotrope, alors il existe une sous­
forme quadratique q' de q telle que 

q :::: q' j_ 1H 

où 1H désigne la forme quadratique standard sur un plan hyperbolique. De cette 
décomposition de la forme quadratique, M. RosT a montré (dans [Ros90]) que, 
dans la catégorie des correspondances et en désignant par Y la sous-variété de X 
associée à q', on a la décompostion suivante 

X~ Z EB Y(l) EB Z(d) 

où d = dimX. Là encore, ce dernier résultat à été généralisé par N. KARPENKO 
(dans [Karül]) au cas des variétés de drapeau isotropes arbitraires, c'est-à-dire à 
toutes les variétés homogènes projectives sous l'action d'un groupe semi-simple 
classique. Il ne restait donc plus qu'à traiter le cas des variétés homogènes projec­
tives sous l'action des groupes exceptionnels et c'est ainsi que nous nous sommes 
lancé dans l'étude des variétés homogènes projectives associées à un groupe de 
type G2 . Un tel groupe posséde la particularité de se déployer sur une extension 
de degré 2 par conséquent, les variété homogènes qui lui sont associées sont soit 
totalement déployées, soit anisotropes. D'autre part, parmi les deux variétés ho­
mogènes projectives « principales1 » associées à un tel groupe, l'une d'entre elles, 
que nous noterons X(a:I), à déjà été identifiée par M. DEMAZURE dans [Dem77] 
comme étant une quadrique associée à une voisine de PFISTER. Dans le cas de telles 
quadriques, les décompositions motiviques sont maintenant très bien connues. Il 
nous restait ainsi à étudier la seconde, X(a:2) qui s'est d'ailleurs révèlée être une 
variété de FANO de genre 10. Nous avons alors recherché une décomposition mo­
tivique explicite sous la forme d'une décomposition cellulaire de la variété comme 
cela avait été fait dans [Karül]. Bien que l'on sache, par d'autres moyens, qu'une 
telle variété pouvait se décomposer motiviquement, nous n'étions en aucune façon 
assurés de pouvoir établir un lien entre une telle structure cellulaire et une grass­
mannienne comme nous l'avons fait. Nous espérions pouvoir le faire afin obtenir des 
renseignements sur la rationalité de ses cycles. Nous avons finalement obtenu cette 
structure en adaptant des techniques utilisées dans le cas des grassmanniennes à 
l'aide des variétés de SCHUBERT. Cette structure nous a en plus permis de présager 

1 Ici, nous qualifions de « principales » les variétés homogènes projectives qui sont associées à 
une seule racine du groupe algébrique. 
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de l'existence d'un résultat plus intéressant, celui de l'existence d'un isomorphisme 
motivique entre les deux variétés «principales» associées à un groupe de type G2 . 

Avant de nous étendre plus avant sur les isomorphismes motiviques, nous devons 
signaler ici que V. CHERJ'.IOUSOV, S. GILLE et .. A~. l\1ERKURJE\' ont, dans leur 
prépublication [CGM03] et de façon totalement indépendante, encore étendu les 
résultats de décompositions motiviques au cas des variétés projectives isotropes 
possédant un point rationnel et homogènes sous l'action d'un groupe semi-simple 
arbitraire cette fois-ci. Dans leur travail, les techniques utilisées sont, comme dans 
le travail de B. Kë>cK, trés liées au système de racine d'un tel groupe. Ce résultat 
a également eu comme autre conséquence, d'obtenir la généralisation d'un résultat 
établi par M. RosT, (toujours dans [Ros90]) et connu sous le nom de théorème 
de nilpotence initialement établi pour les quadriques. Il faut également noter que 
nous avons nous même établi ce résultat dans le cas particulier de la variété X(a2 ) 

grâce à l'étude de sa décomposition cellulaire. 

La seconde partie de notre travail se rattache donc à un autre intérêt de la 
thérorie des motifs, celle de la recherche d'un isomorphisme entre deux motifs. En 
effet, dans la catégorie des motifs de CHOW, l'ensemble des morphismes (qui est en 
fait un groupe) est en quelque sorte « plus gros » que dans celui des variétés algé­
briques lisses. Nous disons «plus gros» dans la mesure où, comme nous l'avons dit 
au début, la classe (modulo équivalence rationnelle) du graphe de tout morphisme 
entre deux variétés algébriques lisses donne une correspondance (de degré 0) et 
par conséquent un morphisme dans la catégorie des motifs de CHOW. Dès lors, le 
groupe des morphismes motiviques contient au moins autant d'éléments que celui 
des morphismes entres variétés, mais ii peut égaiement en contenir plus et ainsi po­
tentiellement autoriser plus d'isomorphismes entre les objets. Notez bien que cette 
application entre les morphismes de variétés algébriques et les correspondances 
n'est pas non plus injectives car deux morphismes différents peuvent donner la 
même classe. Toutefois, ceci n'est pas réellement un problème dans la mesure où 
dans ce cas-là, du point de vue cohomologique, les morphismes algébriques relient 
les variétés de la même façon. Pour l'essentiel, les résultats connus dans ce domaine 
portent sur les équivalences motiviques entre des objets comme des quadriques ou 
encore des variétés de SEVERI-BRAUER (voir par exemple [KarOO]). Mais, mise 
~- -_,....., ....... -+. 1,_....._...,-~!""!4-_ .... ~~-""' ~,~,....~~,.........,'l""~h;0~ro,... ~...-...4-~ ...... ; ...... "'!.,.......,ro """"~+"'..,.. rlron .r~n ........ r...-. ..... ~ "!"..,..r..;A,_-f-;.{"c, r.f. .r-1..-...co 
Lt J?a.I.lJ 1. t;_'\..lùlJtllCC: U J.bVlllUJ..f:Jlll.~ll.lCù J.U.VLiVi\..{ti'I;JQ tlltl\.,:, U0ô ....::opa,\_,GQ ,tJl\.JjGl...iJJ...lO c;u UC0 

quadriques, on ne connaissait pas encore d'exemple explicite d'isomorphisme entre 
des variétés (en apparence) si « différentes ». Ce manque est donc comblé dans 
la mesure où le résultat final de notre travail est d'avoir prouvé l'existence d'une 
correspondance de degré 0 réalisant un isomorphisme motivique entre les deux 
variétés homogènes << principales » associées à un groupe de type G2 et ce, que ce 
groupe soit déployé ou non. Le cas non déployé est prouvé d'ailleurs à l'aide de 
notre théorème de nilpotence (en fait à l'aide du théorème d'isomorphisme qui s'en 

Xl 
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déduit) ainsi que grâce aux résultats portant sur la rationalité des cycles de X(a2). 

De plus, nous l'avons déjà dit, les motifs des quadriques comme X(a1) sont très 
bien connus et leurs cohomologies motiviques sont totalement déterminées. Ainsi, 
notre isomorphisme motivique nous permet de déduire que X(a1) et X(a2 ) ont 
même cohomologie et ainsi celle de X ( a 2) est elle aussi totalement déterminée et 
ce quelle que soit la théorie. 

Plan de la thèse 

Dans tout ce travail, et nous ne manquerons pas de le rappeler par la suite, 
nous travaillons sur un corps k de caractéristique différente de 2 et le terme de 
variété désignera un k-schéma séparé de type fini. 

L'objet du premier chapitre est d'introduire le matériel nécessaire à la des­
cription des variétés associées à un groupe algébrique de type G2 . Pour cela nous 
commençons par traiter des algèbres à composition en toute généralité, puis après 
cette étude préliminaire, nous nous intéressons au cas particulier des algèbres d'oc­
touions. Nous construisons alors un modèle d'algèbre d'octonions déployée grâce 
auquel nous mettons en avant une base particulière, appelée base normale, qui joue 
un rôle prépondérant dans la construction explicite de la structure cellulaire de la 
variété X ( a2). 

Dans le second chapitre, nous rappelons en premier lieu des résultats bien 
connus de la théorie des groupes algébriques, notamment un certain nombre de 
points concernant les systèmes de ra.cines, dont le rôle est prépondérant dans cer­
taines étapes de notre travail. Ensuite, nous introduisons le langage des fonc­
teurs de points et donnons en particulier la description de la grassmannienne, 
notée ri(V), des sous espaces de dimension i d'un k-espace vectoriel V, en termes 
de foncteurs de points. De tout ceci, nous déduisons finalement la description de 
nos deux variétés («principales») X(a1) et X(a2 ) associées aux deux racines Œ1 

et a 2 d'un groupe de type G2 ainsi que la variété de drapeau complète X(a1 , az), 
à savoir 

et 

X(a 1)(R) = {D E f 1(H)(R) !Vu, v E D, uv= 0}, 
:t'(a2)(R) = {P E f 2 (H)(R) j'Vu, v E: P, uv= û}, 

où H désigne ie noyau d'une forme linéaire (la trace T) associée à notre algèbre 
d'octonions déployées. De là, nous déduisons que 

X(a1) = f1(H, q'), 
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où q' désigne une forme quadratique non dégénérée sur H, c'est-à-dire que X(a1) 

est en fait la grassmannienne des droites q'-isotropes. En d'autres termes, nous 
sommes en présence d'une ·quadrique projective (de dimension 5), résultat qui, 
comme nous Pavons déjà dit, a déjà été signalé par M. DEMAZURE dans [Dem77]. 

Dans le chapitre trois, nous construisons donc explicitement une structure cel­
lulaire de la variété X(a2) dans le cas déployé. Pour cela nous utilisons des outils 
déjà connus concernant les grassmanniennes, notamment un certain nombre de ré­
sultats sur les variétés de SCHUBERT et c'est donc tout naturellement ici que notre 
base normale (définie dans le chapitre 1) joue son rôle. De cette structure, nous 
déduisons, après quelques rappels sur les groupes de CHOW, que CH*(X(a2)) est 
engendré sur Z par un seul élément par codimension, élément que nous notons h~ 
pour i parcourant l'ensemble {0, ... , 5}. D'autre part, l'application 

est une fibration projective de rang 1 ce qui implique donc que l'anneau de CHOW 
CH*(X(a1, a 2)) est un CH*(X(a2))-module libre de rang 2. De là, grâce à la for­
mule de CHEVALLEY: 

f]ER+, l(ws13)=l(w)-l 

publiée (et démontrée) par M. DEMAZURE dans [Dem74], il est possible de calculer 
le produit de n'importe quel élément de CH*(X(o:1, o:2)) avec l'un de ses généra­
teurs en codimension 1. Nous nous servons alors de la structure de module existant 
entre les deux groupes de CHOW pour en déduire les relations multiplicatives entre 
les générateurs de CH*(X(a2)), c'est-à-dire que 

(h~? = lh~, 
(hD 3 = 2zh~, 
(h~)4 = 2l2ht 

(h~)5 = 2l2 h~ 

où le nombre l est un entier positif impair. 

Dans le quatrième et dernier chapitre, après avoir introduit la catégorie des cor­
respondances, nous établissons à l'aide d'un résultat de M. RosT, notre théorème 
de nilpotence pour la variété X ( a 2) : 

Proposition 3 (Théorème de nilpotence). Soit f un élément de l'anneau 
End(X(a2)) et L/k une extension quelconque du corps de base k. Si h = 0 dans 
Ende::0no(JL)(X(a2)JL) alors il existe un nombre entier n tel que fn =O. 

xiii 
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ainsi que le théorème d'isomorphisme qui s'en déduit : 

Corollaire 3 (Théorème d'isomorphisme). Sous les hypothèses précedentes, 
si A est un isomorphisme alors f en est également un. 

Ensuite, nous prouvons que, dans le cas déployé, 

Proposition 4. La correspondance 

5 

J """ hi h5-i = ) 1 x. 2 
L..-.1 " 
i=O 

de l'ensemble CH5(X(o:1) x X(o:2)) = Hom(X(o:1), X(o:2)), réalise un isomor­
phisme motivique entre X(o:1) et X(o:2) dont l'inverse est la correspondance trans­
posée t J. 

où hi désigne le générateur en codimension i (i parcourant l'ensemble {0, ... , 5}) 
de CH*(X(o:1)). De là, nous prouvons alors que 

Proposition 5. La correspondance 

5 

1 = 2:h1 x h~-i 
i=O 

de CH5 (X(o:1)JK x X(o:2)JK) = Hom(X(o:1)JK, X(o:2)JI<) est rationnelle. 

ce qui nous permet (d'après le théorème d'isomorphisme) d'en déduire qu'il existe 
également une correspondance qui est un isomorphisme entre X ( o:1) et X ( o:2) dans 
le cas non déployé ce qui achève notre travail. 

Nous avons aussi, dans une annexe, reproduit des résultats importants issus de 
la théorie des catégories et de l'algèbre commutative. Il nous est en effet apparu 
comme normal de faire figurer ici des résultats dont il existe dans la littérature 
plusieurs énoncés regroupés sous la même dénomination afin de bien fixer nos 
références. De plus, nous avons égaiement utilisé des résultats qui n'étaient pas 
entièrement démontrés dans la référence indiquée, nous les avons donc consignés 
ici avec une démonstration afin que l'ensemble de notre travail soit le plus « auto­
suffisant » possible en pareil cas. 



Chapitre 1 

Les octonions 

Dans tout ce chapitre nous désignons par k le corps de base. Ce corps k est de 
caractéristique différente de deux. 

Dans une première section, nous rappelons les résultats généraux sur les al­
gèbres à composition pour, à la fin de cette section, introduire les algèbres 
d'octonions (ou plus simplement les octonions), qui sont un cas particulier d'al­
gèbres à composition. Dans la seconde section, nous construisons un modèle d'al­
gèbre d'octonions déployée et introduisons les bases normales, famille de bases 
particulières dont le rôle sera primordial dans le calcul des structures cellulaires 
de nos variétés au chapitre suivant. 

Pour un exposé plus général sur les algèbres à composition nous conseillons au 
lecteur, les ouvrages de [SV] ou de (S]. 

1.1 Algèbres à composition 

Tout d'abord une définition : 

Définition 1. Soit C une k~algèbre unitaire d'unité 1, non nécessairement as.so-
ciative. S'il existe une forme quadratique q: C -+ k non dégénérée qui permette la 
"n'YY1'>1nc?f?nn r 7e>cf_;,_tJirP fpfip n?IP 
·~~v••ur•_,._..,,,.,...,i.,i ._.. ..__...,__....,. ,..... ..... v • ....., ................... '1 ............. -

'ix, y E C q(xy) = q(x)q(y), 

alors, l'algèbre C est appelée algèbre à composition. 

Nous verrons plus loin (cf. corollaire 1) que la forme quadratique q est unique. 
À partir de maintenant, C est une algèbre à composition et q sa forme quadratique. 



2 1.1 Algèbres à composition 

On associe classiquement à la forme q une forme bilinéaire symétrique, ici notée 
Bq ( ·, ·), définie par la formule de pôlarisation 

"ix, y E C, 

De là, on introduit également une forme linéaire sur C, appelée trace et définie 
par 

Vx E C, T(x) = 2Bq(x, 1). 

Comme le corps k est inclu dans l'algèbre C, nous pouvons supposer que les 
formes q, Bq et T sont à valeurs dans C (et plus tard nous supposerons qu'elles 
seront à valeurs dans l'algèbre d'octonions 0), ceci nous permet de clarifier et 
d'alléger considérablement les formules qui vont suivre. 

Un premier résultat intéressant concernant C est que la donnée de la forme 
quadratique q induit sur C l'existence d'un anti-automorphisme involutif: 

c'est-à-dire satisfaisant : 

Vx E C, x= x 
V x, y E C, xy = y x 

c --+ c 
x r-+ x= 2Bq(x, 1)- x, 

(Condition d'involutivité) 

(Condition d'anti-automorphisme). 

La vérification de la première égalité est un simple calcul que nous reproduisons 
ci-dessous : 

x=2Bq(1, x)-x 
= 2Bq(1, 2Bq(1, x)- x)- (2Bq(1, x)- x) 
= (4Bq(1, x)Bq(1, 1)- 2Bq(1, x))- (2Bq(1, x)- x) 

= 2Bq(1, x)- (2Bq(1, x)- x) 

=x. 

Le second point est nettement plus technique à obtenir et nécessite quelques 
relations intermédiaires que nous allons réunir sous forme d'un lemme. 

C nous avons les formules suivantes : 

2Bq(x, z)Bq(y, w) = Bq(xy, zw) + Bq(zy, xw), 

Bq(xy, z) = Bq(x, zY), 

Bq(xy, z) = Bq(y, xz). 

r1 n 
\~.~, 

(1.2) 
(1.3) 

(1.4) 
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Démonstration. Pour établir l'égalité (1.1), il suffit de se rappeler que 

rj(x)q(y + w) = q(xy + xw) 

par suite comme q( a + b) = q( a) + q(b) + 2Bq( a, b ), le membre de gauche devient 

q(x)q(y) + q(x)q(w) + 2q(x)Bq(y, w) 

et celui de droite devient 

q(x)q(y) + q(x)q(w) + 2Bq(xy, xw) 

ce qui, après simplifications, établit la première égalité de (1.1). Pour la seconde, 
il suffit de répéter le même calcul avec 

q(x + w)q(x) = q(yx + wx). 

On obtient l'égalité (1.2) de la même façon en remplaçant x par x+ z, cela donne 
alors 

q(x + z)Bq(y, w) = Bq(xy + zy, xw + zw), 

en développant le membre de droite et en utilisant (1.1), on a 

Bq(xy + zy, xw + zw) = Bq(xy, xw) + Bq(zy, zw) + Bq(xy, zw) + Bq(zy, xw) 

(1.5) 

= q(x)Bq(y, w) + q(z)Bq(y, w) + Bq(xy, zw) + Bq(zy, xw), 

et en utilisant encore le fait que q( a+ b) = q( a) + q(b) + 2Bq( a, b) dans le membre 
de gauche de (1.5), on trouve 

q(x)Bq(y, w) + q(z)Bq(y, w) + 2Bq(x, z)Bq(y, w) 

et en simplifiant les expressions on conclut. Quant à l'égalité (1.3), on a 

- Bq(xy, z) + Bq(zy, x)- Bq(x, zy) d'après (1.2) 
- Bq(xy, z), 

et en répétant le même type de calculs, on trouve que 

ce qui établit le dernier point. D 
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Pour conclure, on va s'appuyer sur le fait que q est non-dégénérée et que par 
conséquent, si on a Bq( a, z) = Bq(b, z) pour tout z dans C alors nécessairement 
a= b. 

D'après i'égaiité (1.3), Bg(xy, z) = Bq(l, z(xy)). Vérifions que Bg(Y x, z) a la 
même valeur. Par définition de--:- on a 

y x =(2Bq(y, 1)- y)(2Bq(x, 1)- x) 

=4Bq(x, 1)Bg(y, 1)- 2Bq(y, 1)x- 2Bg(x, 1)y + yx 

=2(Bq(xy, 1) + Bq(x, y)- Bq(y, l)x- Bq(x, l)y) + yx d'après (1.2). 

Ainsi, 

Bq(Y x, z) = 2(Bq(1, z)Bq(xy, 1) + Bq(x, y)Bq(1, z) 
- Bg(y, l)Bq(x, z) -Bq( x, l)Bg(Y, z)) + Bq(yx, z) 

= Bq(xy, z) + Bq(z(xy), 1) + Bg(x, yz) d'après (1.2) 

+ Bq(y, xz) - Bq(yx, z)- Bq(x, yz) 

- Bq(xy, z) - Bq(y, xz) + Bq(yx, z) 
= Bq(z(xy ), 1) 

ce qui établit bien le résultat annoncé. 
Cette involution joue un rôle important car sa donnée· permet de retrouver la 

forme quadratique q. En effet, par définition de--:- et T, on a tout d'abord pour 
tout x dans C, 

T(x) =x+ x, 
puis en combinant les égalités (l.l) et (1.3), il vient que pour tous x, y et z dans C, 

q(x)Bq(y,z) = Bq(y, (zx)x) 

d'où en prenant z = 1, 
Bq(y, q(x)) = Bq(y, xx) 

et par non-dégénérescence de q, il en découle que pour tout x dans C, on a 

q(x) =xx. 

Il existe ainsi dans la littérature des présentations des algèbres à composition à 
partir de la donnée d'une involution--:- sur C. Pour cela, il faut exiger que xx soit 
une forme quadratique non-dégénérée et x +x une forme linéaire. Les calculs que 
nous venons de mener montrent bien que ces deux présentations sont équiva.lentes. 

LP 1Pct.Pm n~marcnu~ra on'fm utilisant les ée:alités (1.3) et (1.4). on constate aue - - - - - - - --- - - --· -- - - -J. -- - -- - ".L - - \,....} ' 1 '- " j .L 

pour tout x et y dans C, 

T(xy) = 2Bq(xy, 1) 
= 2Bq(x, y) 
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d'après (1.3) 

d'après (1.4) 

= T(xy) 

et comme T(x) =x+ x, il est clair que 

T(x) = T(x) = T(x). 

En combinant ces deux expressions, on trouve que pour tout x et y dans C, 

T(xy) = T(x Y)= T(yx) = T(yx) (1.6) 

ce qui est une relation classique sur la trace des endomorphismes d'un espace 
vectoriel. Outre la justification a posteriori de la terminologie, ce résultat nous 
sera d'une utilité certaine dans la prochaine section. 

On peut encore se livrer à de très jolis calculs en combinant de la sorte l'in­
volution -:-, Tet q. Le résultat probablement le plus fondamental liant T, q et la 
structure de produit de C est d'ailleurs résumé dans la proposition clef suivante : 

Proposition 1 (Proposition clef). Pour tout x dans C une algèbre à composi-
tion, on a 

x 2
- T(x)x + q(x) = 0 

et pour tout x et y dans C, on a également 

xy + yx- T(x)y- T(y)x + 2Bq(x, y)= O. 

Démonstration. Pour tous x et y dans C, on calcule 

Bq(x2
- T(x)x + q(x), y)= 

= R (,.2 y\_ 'T'(,..\ P.(,.. ?1\-+. nf'J'\B (1 ?1\ 
L/q\""' ' J ~ ,~;~q,~, IJ} 1 '1\~/ q,~, IJ! 

= Bq(x2
, y)- 2Bq(x, 1)Bq(x, y)+ Bq(x, xy) 

= Bq(x2
, y)- Bq(x2

, y)- Bq(x, xy) + Bq(x, xy) 

=0 

(1.7) 

(1.8) 

d'après (1.1) 

d'après (1.2) 

5 
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et par non-dégénérescence de q, on conclut que pour tout x dans Con a bien 

x 2
- T(x)x + q(x) =O. 

Si maintenant on applique cette formule à x + y on trouve que 

0 =(x+ y) 2
- T(x + y)(x +y)+ q(x +y) 

= x 2
- T(x)x + q(x) + y2

- T(y)y + q(y) 

+ xy + yx- T(x)y- T(y)x + 2Bq(x, y) 
= xy + yx- T(x)y- T(y)x + 2Bq(x, y). 

D 

En premier Heu, la formule (1.8) implique en particulier que xy = -yx dès que 
x, y E ker T et que x et y sont des vecteurs orthogonaux. Cette simple constation 
sera très utile dans le prochain chapitre pour comprendre la structure de nos deux 
variétés. D'autre part, la proposition 1 a pour conséquence les deux corollaires 
ci-dessous. 

Corollaire 1. La forme quadratique q d'une algèbre à composition C est détermi­
née de façon unique par l'algèbre C. 

Démonstration. Tout d'abord, il est clair que q(l) = 1 et que si x est un élément 
de k, alors q(x) = x 2

. De là, pour tout y de C qui n'est pas dans k, comme y 
et 1 sont linéairement indépendants, en utiiisant la formule (1.7), le calcul de y 2 

détermine de façon unique T(y) et q(y) d'où le résultat. D 

Corollaire 2. Les algèbres à composition C sont puissances-associatives, i.e. pour 
tout x E C, la sous-algèbre k[x] est associative. 

Démonstration. Là encore, par la formule (1.7), une puissance quelconque d'un x 
de C est un polynôme du premier degré en x, le résultat est donc clair. D 

Une autre curiosité des algèbres à composition, c'est qu'elles n'existent pas en 
toute din1ension. Et même-, plus la dime~Givn est grande plus on perd de borlnet: 
propriétés de l'algèbre. Le résultat précis concernant ces derniers points est énoncé 
sous la forme du théorème suivant dont on pourra trouver une démonstration1 

dans [SV, Th. 1.6.2 p. 14] : 

1 La preuve de SPRINGER et VELDKAMP utilise un procédé de duplication (aussi appelé procédé 
de CAYLEY-DICKSON) dont nous n'avons pas parlé ici; un point important de la démonstration, 
réside dans le fait que c'est la perte de l'associativité qui empêche le procédé de se prolonger 
au-dela de la dimension 8. 
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Théorème 1. Les dimensions possibles pour une algèbre à composition sont 1, 
2, 4 et 8. Les algèbres à composition de dimension 1 ou 2 sont commutatives et 
associatives, celles de dimension 4 sont associatives mais non commutatives, et 
quant à celles de dzmension 8 elles ne sont ni l'un ni l'autre. 

Lorsque l'on travaille avec une algèbre à composition de dimension 4, un parle 
généralement d'algèbre de quaternions et en dimension 8, d'algèbre d'oeta­
nions (ou encore d'algèbre de CAYLEY). Ce sont ces dernières qui nous inter­
essent plus particulièrement. 

A partir de maintenant, lorsque nous parlons d'une algèbre à composition qui 
est une algèbre d'octonions, nous la désignons par O. Par ailleurs, si la forme 
quadratique q sur 0 est isotrope, nous dirons que l'algèbre 0 est déployée. 

De telles algèbres d'octonions déployées existent quel que soit le corps de base et 
sont uniques à isomorphisme près sur ce corps de base. Il s'agit des seules algèbres 
à composition de dimension 8 ayant des diviseurs de zéro. En revanche, sur un 
corps fixé il peut exister de nombreuses algèbres d'octonions non-déployées. Il est 
toutefois clair que toute algèbre non déployée se déploie sur une certaine extension 
quadratique du corps de base. 

Le lecteur plus particulièrement interessé par ces derniers points, pourra notam­
ment consulter [S, Chap. 3 §4] ou [SV, Th. 1.8.1]. Dans ces deux mêmes ouvrages, 
le lecteur trouvera d'autres identités (identités de MOUFANG et lois alterna­
tives) qui sont importantes lorsque l'on doit effectuer des calculs dans une algèbre 
à composition. En ce qui nous concerne, les calculs menés dans le prochain chapitre 
ne réclaii1el1t pas ces identités, c'est pûürquoi nous ne les avons pas introduites ici. 

1.2 Un modèle d'algèbre d'octonions déployée 

Nous allons maintenant construire 0 une algèbre d'octonions déployée. Nous 
avons précédemment signalé que de telles algèbres sont uniques à isomorphismes 
près. Ainsi lorsque par la suite nous parlerons d'algèbre d'octonions déployée, le lec­
teur pourra toujours avoir à l'esprit le modèle d'algèbre que nous allons construire 

. .._ .._ mamLenanL. 
On se donne tout d'abord le k-espace vectoriel 

où 9Jt2 (k) désigne l'algèbre des matrices 2 x 2 à coefficients dans le corps k et on 
munit 0 du produit 

Vx,y E 0 

7 
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avec 

co(yi) désignant la matrice constituée des cofacteurs de y., et ty' la matrice trans­
posée de y'. 

De cette façon et comme signalé dans le corollaire 1, les formes q et T sont 
uniquement déterminées par ce produit. Nous allons d'ailleurs utiliser le procédé 
intervenant dans sa démonstration pour les expliciter. 

On rappelle que pour tout x dans C, 

Ici, nous avons 

car 

x 2
- T(x)x + q(x) =O. 

x2 = (xi+ i2x2, X2X1 + x2i1) 

=(xi+ det(x2)Id, x2(x1 + i1)) 

= (xi+ det(x2)/ d, x2trace(x1)) 

i 2x2 =t co(x2)x2 = det(x2)/ d 

où det(x2) est le déterminant de la matrice x2, Id la matrice identité de 9J12(k) et 

x1 + i1 = x1 +t co(x1) = trace(x1)J d 

où trace(xl) désigne la trace de la matrice x1. D'autre part, x1 est un élément de 
W12(k) donc son polynôme caractéristique est donné par 

xi- trace(x1)x1 + det(x1)Id = 0 

d'où 

ce qui nous indique que 

J 1 \ 1 \ 1 1 1 .< 1 \ _1 _ 1 ( _ _ \ \ 1 T _1 f'\ \ 

= LfaCei_Xl)\Xl, X2)- \\W:::L\XIj- ueq_X2))\_1U, V) 

= trace(x1)x- (det(x1)- det(x2))Id 

et par identification nous donne 

T(x) = tracex1 , et q(x) = detx1 - detx2. 

Au vu de cette expression pour q, il est clair que q est isotrope et par conséquent, 
0 sera une algèbre d'octonions déployée dès que nous aurons vérifié qu'elle permet 
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la composition. Ce dernier point s'établit là encore moyennant quelques calculs que 
nous reproduisons ici. On remarque tout d'abord que l'application det: 9J12(k) --+ 

k est une forme quadratique sur 9J12(k). De plus, det est un homomorphisme 
multiplicatif, donc en tant que forme quadratique, elle permet la composition. 
Ainsi, 9J12(k) est une algèbre à composition de dimension 4, c'est donc une algèbre 
de quaternions et comme det est isotrope, c'est même une algèbre de quaternions 
déployée. Dans la mesure où det(x)Jd =t co(x)x, il est clair que l'involution sur 
9J12(k) est tco(·), par ailleurs, le polynôme caractéristique d'un élément x de 9J12(k) 
étant 

x2- trace(x)x + det(x) = 0, 

on a également 

T(x) = trace(x). 

Nous pouvons maintenant calculer 

Or, 

D'où 

q(xy) = det(xrYt + fhx2) - det(y2x1 + X2Y1) 

= 2Bdet(XtYI, iJ2x2) + det(xiYt) + det(fj2x2) 

- 2Bdet(Y2Xt, X2Y1)- det(y2x1)- det(x2iJ1) 

Bdet (xlyl, Y2X2) = Bdet(l, Y2X2Y1X1) 
= Bdet(l, X2f}Ii1Y2J 

= Bdet (Y2Xl' x2iJI) 

d'après (1.3) 

commutativité de la trace 

d'après (1.3) 

q(xy) = det(xiYI) + det(fj2x2)- det(y2x1)- det(x2iJ1) 

= det(x1) det(y1) + det(fh) det(x2) - det(y2) det(x1) - det(x2) det(y1) 

= (det(x1)- det(x2))(det(yi)- det(y2)) 

On remarquera que l'on a également utilisé le fait que det(xi) = det(xi)· Une 
autre façon d'établir ce résultat aurait été de vérifier que 0 était obtenue par 
la duplication de 9J12(k) par le procédé de CAYLEY-DICKSON. Toutefois, nous 
n'explicitons pas ici ce procédé afin de ne pas inutilement surcharger notre propos. 
Là encore, pour plus de détails sur le principe de cette duplication, nous vous 
conseillons la lecture de [SV, §1.5 et §1.8) ou encore de [Gar99, §2.3]. 

9 
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Nous considérons maintenant les vecteurs 

fo= (j~ ~l' [oJ) 
\L~ -J 1 

11=([-~ ~], [o]) 

h=([o], [~ ~]) 
h = (roL [~ ~]) 

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 

(1.12) 

où [0] désigne la matrice nulle. Ces vecteurs forment clairement une base de 0 
puisqu'il s'agit ni plus ni moins que de la réunion de deux bases de 9Jt2 ( k). L 'interèt 
tout particulier que nous portons à cette base réside en les nombreuses propriétés 
qu'elle vérifie, dont les plus importantes sont résumées dans le lemme 2 ci-dessous 
(dans ce lemme, 6ij désigne le delta de KRONECKER qui prend la valeur 1 si i = j 
et 0 sinon). 

Lemme 2. On a 

eo +Jo= 1, 
2 eo = eo, 

et pour tout i E {1, 2, 3}, 

q( ei) = q(fi) = 0, 

fi2 = 0, 

foei = eieo = 0, 

fofi = fieo = li, 

eo =Jo, 
JJ = fo, 

eofi = !do = 0, 

2Bq(eo, Jo) = 1, 

eofo = foeo = 0 

fi=- fi, 

eoei = eifo = ei, 

fiej = -bijfo, 

ces deux dernières égalités étant vraies avec les indices i + 1 et i + 2 pris modulo 
3 à valeurs dans l'ensemble {1, 2, 3}. 

Démonstration. Pour commencer, il est clair que l'unité de 0 est (Id, [0]), par 
conséquent il est bien évident que 1 = e0 + f 0 . Un simple calcul de transposées de 
comatrices donne clairement que eo = f 0 , ei = -ei et fi = -fi pour tout i dans 
{1, 2, 3}. Dans la mesure où, pour tout i cette fois dans {û, ... , 3}, les vecteurs 
ei et fi sont construits à partir de matrices ayant au plus un coefficient différent 
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de 0, il est clair que le déterminant de telles matrices est nul et par conséquent 
q(ei) = q(fi) =O. De là, comme 2Bq(x, y)= q(x +y)- q(x)- q(y), on en conclut 
aisément que 2Bq(ei, fJ) = q(ei+ IJ) = biJ· En utilisant maintenant la formule (1.7), 
on trouve que e6- T(eo)eo + q(eo) = û, soit e6 = T(e0 )e0 = e0 . De même en ce 
qui concerne f 0 • Pour les autres vecteurs, comme T(ei) = T(JJ) = 0, on en déduit 
aisément que er = f} = O. Un calcul direct de eofo et f 0e0 nous donne bien 0 
dans les deux cas. De même en ce qui concerne les produits e0 fi, fdo, foei et eie0 . 

Pour calculer les dernières relations, nous allons utiliser la formule (1.8). Cette 
dernière appliquée à e0 et ei (i dans {1,2,3}) donne e0ei+eieo-ei+q(e0 +ei) = 0 
et comme il est clair d'une part que q( e0 + ei) = 0 et comme d'autre part nous 
avons déjà calculé que eieo = 0, il vient bien e0ei = ei. Le même genre de caicul 
donne fofi = li, edo = ei et fieo = k Toujours en appliquant (1.8), on trouve 
edJ + fJei + q(ei + IJ) = 0, or q(ei + fJ) = bij· D'où en calculant edJ = -bijeo 
(en utilisant le fait eo + fo = 1), on trouve fjei = bijfo. Enfin, appliqué à ei et 
ei+l l'équation 1.8, nous donne eiei+l + ei+lei = 0 et en calculant eiei+l = - fi+ 2 , 

on trouve l'autre égalité. Le même type de calcul pour fi et fi+1 nous permet de 
conclure cette démonstration. 0 

Toute base de 0 vérifiant les propriétés de ce lemme 2 est appelée base 
normale (cette terminologie à été introduite par SCHELLEKENS dans son ar­
ticle [Sch62, §1 p. 202]; le lecteur remarquera que dans leur livre, SPRINGER et 
VELDKAMP utilisent une base particulière, construite à partir de la donnée de trois 
vecteurs, un << basic triple », qui n'est pas une base normale). Par la suite nous 
travaillerons avec une base normale et le lecteur pourra toujours garder à l'esprit 
la base pécédente pour suivre nos calculs. D'autre part, comme certains résultats 
du lemme 2 nous serons plus utiles que d'autres, nous les avons résumés dans la 
figure 1.1 reproduite page suivante. 
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\ 1 
\ 1 

\ 

fl 

FIG. 1.1 -Diagramme illustrant la multiplication dans 0 
Les traits pleins relient deux éléments dont le produit est nul. En pointillé le 

produit de ces deux éléments donne celui situé au-dessus du trait et la flèche 
indique la positivité. Par exemple hh = -e1. 



Chapitre 2 

Présentation des variétés 

Dans tout ce chapitre, k désigne toujours notre corps de base et est donc de 
caractéristique différente de deux. Par variétés, nous désignons les k-schémas 
séparés de type fini. Nous désignons également par X(a1), X(a2) et X(a1 , a 2) 

les variétés homogènes projectives associées à un groupe de type G2• Dans tout 
ce chapitre nous traitons uniquement le cas des variétés déployées. L'ensemble 
Homk(X, Y) désigne l'ensemble des k-homomorphismes de X dans Y respectant 
la structure algébrique de X et Y. Ainsi, si X et Y désignent, par exemple, des 
k-modules, il s'agira d'homomorphismes de k-modules, etc ... 

Dans une première section, nous rappelons des résultats généraux concernant 
les groupes algébriques et les variétés homogènes projectives, ceci tant pour 
fixer le cadre général de notre travail que pour introduire nos notations. Dans cette 
section, le lecteur pourra supposer, bien que ce ne soit pas indispensable, que k 
est un corps algébriquement clos car nous nous cantonnons à l'exposition de résul­
tats sur les groupes algébriques déployées. Ensuite dans une seconde section, nous 
traiterons des foncteurs de points en général avant d'introduire les foncteurs 
grassmanniennes. Ces deux premières sections nous permettrons alors, dans la 
troisième, de définir les variétés X(a1), X(a2) et X(a1 , a 2) associées à un groupe 
de type G2. 

Pour un exposé complet sur les groupes algébriques, nous vous conseillons la 
lecture de [Bor], celle de [Bou] en ce qui concerne plus spécifiquement les systèmes 
de racines et vous renvoyons à [MPW96] en ce qui concerne notre formalisme et 
notre convention concernant les définitions des sous-groupes paraboliques. Pour ce 
qui est des foncteurs de points, les références classiques sont [DG], [EH] et [Mu]. 
Ce travail s'inspire également de l'article [Karül, §8), tant par le formalisme que 
les techniques employées. 
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2.1 Groupes et variétés homogènes projectives as-. ~ soc1ees 

On se donne G un groupe algébrique adjoint (i.e. de centre trivial) et semi­
simple, à savoir un groupe dont le radical R( G) (i.e. un sous groupe fermé, 
normal\ résoluble2 de G et maximal pour ces propriétés) est réduit au sous­
groupe trivial {la} de G. On désigne également par Gm le groupe multiplicatif 
(i.e. le groupe défini pour toute k-algèbre K par Gm(K) = Kx). 

Un tore T de G est un sous-groupe fermé de G qui est isomorphe3 à (Gm)1 

pour un certain entier Z. On parlera de tore maximal de G si la puissance l est 
la plus grande possible (on a alors l = dimT). Un sous-groupe de BoREL B de 
G est un sous-groupe maximal parmi les sous-groupes résolubles connexes de G. 
On choisit alors B un tel sous-groupe de BOREL contenant un tore maximal T de 
G fixé. 

Soit V un T-module de dimension finie, V peut se décomposer comme la somme 
directe de ses espaces de poids, c'est-à-dire que V= EBa Va où 

Va= {v EV J t ·v= a(t)v \ft EV} 

et a est un élément du groupe X (T) = Homk(T, Gm), appelé le groupe des 
caractères de T. On dit qu'un élément a de X(T) est un poids dans V si Va=/­
{0}. La dimension de Va est appelée la multiplicité du poids a. On considère 
maintenant Lj.(T, V) l'ensemble des poids non nuls dans V. Cet ensemble est appelé 
ensemble à es racines de T dans "V. 

On désigne par g l'algèbre de LIE du groupe G (i.e. g est l'espace tangent 
T1aG à la variété G en son élément neutre; le fait que g possède une structure 
d'algèbre est un résultat classique dû au fait que G est une variété possédant 
une structure de groupe). A tout élément g de G, on peut associer le morphisme 
Int9 : G ------+ G défini par x ~----+ gxg-1, la conjugaison par g. Cette fonction induit 
(par « dérivation ») l'application Ad9 : g ---+ g que l'on appelle l'action adjointe 
sm l'algèbre de LIE g. Cette action adjointe œstœinte à T munit g d'une stmcture 
de T-module dont l'ensemble des poids non nuls, noté l.j.(T, g), forme ce que l'on 

1 On dit aussi distingué. 
20n dit qu'un groupe G est résoluble si la suite de ses groupes dérivés (i.e. le groupe 'D1(G) 

engendré par les commutateurs de G, puis le groupe 1J2(G) = 'D1(1J1 (G)), etc ... ) se termine par 
le groupe neutre {le} de G. 

3Lorsque l'on travaille dans le cas non-déployé, un tore T est un sous-groupe connexe et 
diagonalisable (i.e. qu'il existe une certaine extension de corps k' de k telle que l'algèbre k'[T] 
des fonctions régulières de T sur k' soit engendrée par X (T)k, = Homk' (T, Gm) ; on dit alors que 
Test déployé sur k'). 
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système de racine est contenu dans E = X (T) ®z IR qui est un IR-espace vectoriel 
de dimension l. 

Une réflexions de E est un automorphisme vectoriel tel que s2 =id et id-s 
est un endomorphisme de rang 1. Ainsi, à toute réflexions, on peut associer deux 
éléments, a: dans E et a: v dans Ev = HomiR(E, IR) (i.e. le dual de E) tels que 
a:v(a:) = 2 et s(v) =v- aY(v)a pour tout vecteur v de E. En effet, comme id-s 
est de rang 1, il existe bien un élément a: dans E\{0} et un autre a:v dans Ev\{0} 
tels que v- s(v) = a:v(v)a: pour tout v de E. Par suite 

et comme ni a: = 0, ni a: v = 0, on a bien par identification, a: v (a:) = 2. Si a: est 
une racine de .6.(T, g), on note alors scx, la réflexion vérifiant 

pour tout v dans E et pour un certain élémént av de Ev. En particulier, on a 
scx (a:) = -a:. Le groupe W engendré par les sa, où a: est un élément de .6.(T, g), 
est appelé4 le groupe de WEYL de G. 

Le fait que .6.(T, g) soit système de racines signifie qu'il vérifie les propriétés 
suivantes : 
Axiomes sur les systèmes de racines 

1. .6.(T, g) est fini, ne contient pas 0 et engendre sur k l'espace vectoriel E. 

2. Si a: est dans .6.(T, g), les seuls multiples àe a: qui appartiennent également 
à .6.(T, g) sont a: et -a:. 

3. Pour tout a: de .6.(T, g), l'ensemble .6.(T, g) est stable sous sa. 

4. Pour tous a: et j3 dans .6.(T, g), j3 - sa:(/3) est un multiple entier de a: (i.e. 
a: v (/3) E Z). 

Un sous-ensemble L: = {a:1 , ... ,a:z} du système de racines .6.(T,g) est appelé 
base de .6.(T, g), si c'est une base de l'espace vectoïicl E et si pour tout a= 2:: cio:i 
de .6.(T, g), ses coefficients ci sont soit tous positifs (ou nuls), soit tous négatifs. 
,i ~----:~ ;. 1'.--~_-1_- -1'"""~-- +._....,_11,.... h_,...,_,....""" __ ...... , ......,_......_""""+- '!".~"!"'-+-~+~r-.~~,........,. 1\(rr' ~-,~-.!~loc rlr·!~-v- (\'Y'I~Ç~(l.rn'hloq 

J. .1-lllbl, a 1 d.iUt::: u u11e LC:.ilt: uaoc, v..1.~ pc:u!J paL t:~l!J.v .. u . .tl\.Jl "--1\ .-L , .tJ-J 'Ld.J. .H.AJ "--lvu..r\.. v..1. . .u:Jv.i..1..i.L.i.!..'-''-' 

.6.(T, g)+, l'ensemble des racines positives (celles dont les coefficients sont po­
sitifs) et .6.(T,g)-, l'ensemble des racines négatives (celles dont les coefficients 
sont négatifs). L'ensemble .6.(T, g)+ est appelé système de racines positif et les 
éléments de L:, les racines simples de .6.(T, g). Le groupe de WEYL W de G est 
alors engendré par les réflexions sa où a: est une racine simple. 

4 Si Na(T) désigne le normalisateur de T (i.e. le plus grand sous-groupe de G dans lequel 
Test un groupe normal) dans G, West également isomorphe à Na(T)jT. 
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Si on désigne par b, l'algèbre de LIE de notre groupe de BOREL B, le sous­
ensemble !J.(T, b) de !J.(T, g) est un système de racines positives de D.(T, g) dont 
un ensemble de racines simples 'E(T, [l ), est donné par les éléments de D.(T, [l) qui 
ne s'expriment pas comme somme positive d'autres éléments de !J.(T, b ). 

Si a est une racine positive de !J.(T, b), 9a son espace de poids (de dimension 
1) sous l'action de T sur g, il existe alors un unique sous-groupe de G, connexe 
et stable sous l'action de T (i.e. qui soit normalisé par T) d'algèbre de LIE 9a· 
On note Ua ce sous-groupe et on l'appelle le sous-groupe de racine associé à 
la racine a. On peut également considérer, en répétant la même construction, 
U_a le sous groupe de racine associé à -a que l'on appelle le sous-groupe de 
racine opposée associé à a. On pose maintenant 'E(T, b) = { a 1 , ... , a 1}. à tout 
sous-ensemble 8 de 'E(T, b ), on fait correspondré un sous-groupe de G, Pe appelé 
un sous-groupe parabolique de G et défini par 

Pe = gr(T, {Ual a E ~(T, b)}, {U-al a~ 8}) 

où gr(S) désigne le groupe engendré par l'ensemble S. Par exemple, pom 8 
D.(T, b ), le sous-groupe parabolique associé est le sous-groupe de BOREL B et 
pour 8 = 0, c'est G lui-même. On notera, pour simplifier, Pai le groupe P{ai} 

associé à une seule racine ai. Enfin, de toute cette construction, il résulte qu'à 
tout sous-ensemble 8 de 'E(T, b) on peut associer le quotient G / Pe qui est une 
variété projective, homogène sous l'action de G et que nous notons X(8). Là 
encore, nous noterons simplement X(ai) en lieu et place de X({ai}). Une telle 
variété X(8) est évidemment lisse, puisque homogène sous l'action de G. Si nous 
supposons maintenant que le groupe G est en fait défini sur un sous corps k' de k, 
alors la variété X(8) sera définie sur le corps k', si et seulement si l'ensemble 8 
est stable sous l'action du groupe de GALOIS absolu de k'. 

Un groupe algébrique G peut toujours se réaliser comme le groupe d'auto­
morphismes d'un certain ensembleS, préservant éventuellement une structure al­
gébrique particulière de S. Cet ensemble peut être un k-espace vectoriel comme 
dans le cas du groupe SL.,(k), ou encore un k-esoace vectoriel auadratiaue et il 

'-' .. . ~ " / ' ..... ... ... 

s'agira alors du groupe On(k, q) ou encore de SOn(k, q), etc ... Les sous-groupes 
paraboliques de G font alors office de stabilisateurs de certains sous-espaces de 
S, comme par exemple, l'ensemble des plans d'un espace vectoriel pour SLn(k) 
ou celui des droites isotropes pour SOn(k). La variété X(8) est alors ce que l'on 
appelle une orbite de G et s'identifie à certains sous-ensembles6 de S. Plus pré-

5Dans certains ouvrages sur le sujet, c'est la convention opposée qui est prise; Pe est alors 
engendré par le sous-groupe de BOREL B = gr(T, {Val o: E ~(T, b)}) et l'ensemble {U-al o: E 

9}. 
6Il est bien évident que ces sous-ensembles sont alors munis d'une structure de variété algé­

brique lisse. 
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cisement, lorsque les racines simples 'E(T, B) = { a 1, ... , a 1} sont convenablement 7 

numérotées, X (ai) est une variété formée à partir de sous-ensembles de S (sa ti­
faisant éventuellement certaines restrictions supplémentaires), de dimension i sur 
k. Dès lors, il est possible de définir une relation d'incidence sm ces i-espaces 
et on obtient alors, à partir des variétés X (ai), les variétés associées aux autres 
sous-ensembles de L,(T, B). Concrètement, la variété X(aip .. . , aiJ associée au 
sous-ensemble { aiu .. . , aiJ de 'E(T, B), a pour ensemblé de ses k-points, 

f Vi est incident à v;J. '1 
(17 17) r xrr>J \fk\ x 'V v(~. \fk\ 1 l '1 \ Y 1 , • .. , Y n C \ '-'<i J} \ J · • · -" L\. \'-"in } \ } 1 1 ./ · · ( · 

l pour tout ~ ~, J ~ n J 

Ce résultat est en réalité la traduction du fait que, dans le cas où G est dé­
ployé, les k-points de l'ensemble des variétés X(8) correspondent à l'immeuble 
sphérique associé à G. Bien qu'elle soit très intéressante, nous ne souhaitons pas 
traiter de la théorie des immeubles dans ces pages, leur introduction dépas­
sant très largement leur cadre. Nous nous contenterons donc de renvoyer le lecteur 
à (Br] pour un exposé complet. 

Dans le cadre de notre étude, G est un groupe de type G2 , il se réalise donc 
comme un groupe d'automorphismes d'une algèbre d'octonions comme cela nous 
est appris par le résultat suivant : 

Théorème 2. Le groupe G des automorphismes d'une algèbre d'octonions 0 est 
un k-groupe algébrique simple adjoint de type G2• Tout groupe adjoint de ce type 
est obtenu de cette façon. 

Démonstration. Voir, par exemple, [SV, Th. 2.3.5 p. 33] ou encore, mms sans 
preuve, les articles (Car14, p. 298] et (Car52, p. 443]. 0 

Un groupe de type G2 est un groupe de rang 2, ainsi ses tores maximaux sont 
de dimension 2, et par suite, son ensemble de racines simples par rapport à un tore 
T fixé et un sous-groupe de BOREL B le contenant est constitué de deux racines 
que l'on note a 1 et a 2 . Bien que n'en ayant pas parlé auparavant, on peut associer à 
un ensemble de racines simples son diagramme de DYNKIN. Un tel diagramme 
se construit en symbolisant les racines simples par des ronds et en reliant chaque 

alors les arètes par une tête de flèche dirigée de a vers (3. Dans le cas du groupe 
G de type G2, le diagramme de DYNKIN obtenu est celui de la figure 2.1. 

En effet, l'espace vectoriel E = X(T) ®zlR est un plan puisque G est de rang 2. 
D'autre part, .6.(T, g) est constitué de 12 racines, dont 6 constituent .6.(T, b). En 

7 C'est-à-dire comme nous l'avons fait ici. 
8 0n rappelle que les k-points d'une variété, sont les points de cette variété qui sont définis 

sur k. 

17 
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() < () 

al a,_ 
L, 

FIG. 2.1- Diagramme de DYNKIN de G 

utilisant la base { a 1, a 2} des racines simples de G relativement à B (et à T), on 
représente l'ensemble des racines de i:l(T, g) sur le diagramme 2.2. Ce diagramme 
nous resservira d'ailleurs dans le chapitre suivant pour déterminer les générateurs 
de CH*(X(a2)), le groupe de CHOW de X(o:2 ), et calculer les relations, en tant 
qu'anneau de CHOW cette fois-ci, entre les générateurs de CH*(X(a1 , a2)) anneau 
gradué associé à la variété X(a1 , a 2). 

La réflexion sC\'1 transforme a 1 en -a1 et fixe la droite engendrée par 3a1 + 2a2. 
Par conséquent, Sa1 ( a2) = a 1 + 3a2 et par identification avec a2 -ai ( a2) a1, on en 
déduit que ai(a2) = -3. Par le même enchaînement, on prouve que a~(a1 ) = -1, 
d'où le diagramme de DYNKIN précédent pour G de type G2 . 

D'après ce que nous avons exposé plus haut, en dehors du point X(0), nous 
avons trois variétés homogènes sous G, X(a1), X(a2) et X(a1, a2). En calculant la 
dimension9 des différentes variétés, on trouve que X(a1) et X(a2 ) sont de dimen­
sion 5 et que X(a1 , a 2) est de dimension 6. D'autre part, comme G est le groupe 
d'automorphismes d'une algèbre d'octonions 0, les variétés X(ai) (i E {1, 2}) sont 
constituées des sous-espaces vectoriels Vi de dimension i de 0, dont les éléments 
sont de trace nulle et tels que si x et y sont deux éléments de Vi alors xy = O. La 

• · -1" "-1 r1 -1'-1=: . V( ' + " 1 .,. 1 relatlûll u
1

lllClu€llC€ permettant ue u€1.tllli c\. \al, Œ2) est tOU~.; Sllliplement llllC1ü-
sion. 

De par les formules (1. 7) et (1.8) de la proposition clef (la proposition 1) et 
comme nous le vérifierons en détail plus loin, une condition necessaire et suffisante 
pour que les variétés X(ai) (i E {1,2}) et X(a1,a2) aient un point rationnel, 
est que l'algèbre des octonions 0 soit déployée. Par extension lorsque cela sera 
le cas, nous qualifierons également les variétés X(ai) (i E {1,2}) et X(a1,a2) 
de déployées. Dans tous les cas, ces variétés sont définies sur le corps k car son 
groupe de GALOIS absolu a une action triviale sur les racines de G. 

Afin de construire la structure cellulaire de la variété X(a2 ), nous allons devoir 
exhiber une famille de sous-variétés fermées de X(a2 ) (cf. chapitre 3). Pour ce 
faire, le langage des foncteurs de points nous est apparu comme le plus indiqué. 
Cette fois encore, il nous semble judicieux de rappeler, sans nous limiter au strict 
necessaire10 , quelques éléments importants de la théorie des foncteurs de points. 

9Par exemple en utilisant leurs algèbres de LIE, ou encore en faisant agir G sur des sphères 
de O. 

10Nous avons, dans un souci de cohérence, volontairement détaillé plus que nécessaire la théorie 
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FIG. 2.2 - Système àe racines à~un groupe de type G2 
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2.2 Foncteurs de points 

Nous désignons par ~Hg(k) la catégorie des k-algèbres associatives, uni­
taires et com.~uutatives. Tout morphisme R -+ R' ùe cette <.:atégorie envoie 
l'unité deR sur celle deR'. Par <!:ns, nous désignons la catégorie des ensembles. 

On appelle foncteur de points, tout foncteur covariant de la catégorie ~Ug(k) 
à valeurs dans la catégorie <!:ns. Un tel foncteur Fest dit représentable s'il existe 
un k-schéma X telle que pour tout élément R de ~Hg(k) on ait: 

F(R) = Homk-Sch(Spec R, X), 

Spec R désignant le spectre de R, c'est-à-dire l'ensemble des idéaux premiers de 
R muni de sa topologie de ZARISKI et de son faisceau structural usuel, et 
Homk-Sch(Spec R, X) l'ensemble des homomorphismes de k-schémas. On dit aussi 
que le foncteur F est représenté par X et la variété X est alors appelé la réa­
lisation géométrique de F. On parle alors d'ensemble des R-points (ou plus 
simplement de R-points) de F pour désigner11 l'ensemble F(R). On remarquera 
au passage que l'application X F-+ Homk-Sch( -,X) définit une transformation 
naturelle entre la catégorie des k-variétés et celle des foncteurs de points représen­
tables qui est en fait une équivalence de catégories (cf [DG, Th. de comparaison 
p. 18]). 

Un exemple d'un tel foncteur de points est donné par le foncteur affine Spec R 
associé à la k-algèbre R, défini pour tout élément S de ~Ug(k) par 

SpecR(S) = Homk(R, S). 

Ce foncteur est clairement représenté par le k-schéma Spec R, ceci expliquant que 
nous leur ayons donné le même nom. 

On dit que 9 est un sous-foncteur de F, si pour toute k-algèbre R, 9(R) est 
un sous-ensemble de :F(R) et si pour tout homomorphisme tp de Homk(R, S) (où 
SE ~Ug(k)), l'application 9(tp): 9(R)-+ Q(S) est la restriction de F(tp). 

Par définition, l'image réciproque d'un sous-foncteur 9 de F par rapport 
à une transformation naturelle F'-+ Fest le sous-foncteur 9' de Ç tel que Ç'(R) 
soit l'image réciproque du sous-ensemble Ç(R) de :F(G) par Fapplication F 1 -+ :F. 
Si on revient maintenant à notre foncteur affine Spec R et si on fixe un idéal I de 
R, on peut alors cout> ti uire Jeux types de sous-foncteurs de Spec R en ru:;sociant, 
à toute k-algèbre S, les ensembles de S-poiuts suivants : 

{ tp E Spec R(S) 1 tp(T) · S = S} et { tp E Spec R(S) 1 tp(I) = 0}. 

des foncteurs de points. Notre objet était aussi de montrer au lecteur qu'un foncteur de points 
est en fait, la «même chose» qu'un schéma et que seule la différence des points de vue (et par 
conséquent des techniques) justifie une terminologie différente. 

11 Il est évident que F(R) correspond bien aux R-points de la variétés X, tels qu'ils ont précé­
demment été introduits. 
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Dans la suite de ce chapitre il nous arrivera de faire référence à ce type de sous­
foncteurs de Spec R. Aussi, nous désignerons les premiers par sous-foncteur du 
premier type et les seconds par sous-foncteurs du second type. De ces 
deux sous-fonctems, on peut alors poser comme définition qu'un sous-foncteur 
Q de Fest ouvert (respectivement fermé) si pour toute transformation naturelle 
Spec R ---+ :F, l'image réciproque de Q par cette application est un sous-foncteur 
de SpeeR du premier (respectivement du second) type. Dans le cas où Fest re­
présentable, il est équivalent de dire que la réalisation géométrique de Q est un 
sous-schéma ouvert (respectivement fermé) de celui de F. Au passage, signalons 
que d'après le lemme de YONEDA (cf. Annexe A), l'ensemble des morphismes de 
Spec R---+ :F, est en bijection avec F(R), l'ensemble des R-points de F. 

D'autre part, la réunion de foncteurs restant une opération délicate, on pose 
comme définition qu'une famille de sous-foncteurs {Qi} d'un foncteur de points F 
recouvre ce foncteur F, si pour toute k-algèbre K qui est un corps on a : 

F(K) = U Qi(K). 

En outre, si :Fest un foncteur représentable et {Qi} une famille de foncteurs de F 
tous ouverts ou fermés (ou encore localement fermés12), F sera recouvert par 
les Qi si et seulement si la réalisation géométrique de F est elle-même recouverte 
par les réalisations géométriques des Qi. 

Dans le même ordre d'idée, deux foncteurs représentables F et Q qui coïncident 
sur toutes les k-algèbres qui sont des anneaux locaux sont égaux. 

Si l'on s'intéresse maintenant à l'intersection de foncteurs, cette dernière est, 
contrairement à la réunion, définie13 de ia façon naïve suivante : pour toute k­
algèbre R, on a 

( 0Ç}R) ~ 0Ç,(R) 
On dit qu'un foncteur Fest local si pour toute k-algèbre R et toute famille 

r 1 , ... , rn d'éléments de R qui engendre l'idéal de l'unité deR (on parle aussi de 
nartition de l'unité de R). la suite des annlications ensemblistes suivantes14 
,:.~ - ~ - - - -- - -- - - - 1 ) .L .4 

n n 

F(R)-+ I1 :F(R,J ~ I1 :F(R,i,J 
i==l i,j== 1 

12 Un sous-foncteur localement fermé est un sous-foncteur fermé dans un sous-foncteur ouvert 
du foncteur total. 

13 Une autre façon de définir l'intersection aurait été d'utiliser les produits fibrés, ces derniers 
étant bien définis dans la mesure où nous ne travaillons qu'avec des ensembles. 

14 Dans cette suite, Rr, désigne le localisé de R par rapport à {rf 1 p E JN}, la partie 
multiplicative engendrée par ri et il est entendu que Rr,rj = Rrjr; pour tout couple d'indices 
i et j, d'après les propriétés connues sur les parties multiplicatives. 

21 
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est exacte. En d'autres termes, la première flèche est injective et son image est 
exactement constituée par les éléments du terme du milieu dont les images par 
les deux flèches de gauches sont égales. Ce résultat a son importance car, tou­
jours d'après ie théoréme de comparaison de [DG], tout foncteur de points iocai 
admettant un recouvrement par des sous-foncteurs affines est représentable. 

Enfin, une transformation naturelle de foncteurs représentables f : Ç ----1 F est 
un fibré vectoriel si pour toute k-algèbre Ret tout R-point p de F, l'image réci­
proque f(R)- 1(p) de p par l'application ensembliste f(R): Ç(R) ----1 F(R) est muni 
r1 '""'€ strurohure de P~rnou1ula p .. OJ'ect;f' (; a oct "n f<>ctaur· r1iract15 d'nn 1Tln,-lnla U UJ.J. I.J \,..)lJ .1. ..1. {; .LJ. .I.V .L .L.L \.L•\..1• VIJ~ U '-"" U'-'\A...L '-A..L.LV 'U U.L.l .L.L 'J'-A.l...&..L'-' 

libre) finiment engendré telle que pour tout morphisme de k-algèbres r..p: R ---t S, 
l'application 

f(Rt1(P) ---t j(St1(m), 

où m est l'image de p dans F(S), soit un homomorphisme de R-modules et que 
l'homomorphisme de S-modules induit 

soit un isomorphisme. Maintenant que nous connaissons la définition d'un fibré 
vectoriel, nous pouvons associer à un tel fibré un fibré projectif. En effet, si 
f: Ç ---t F est un fibré vectoriel, on définit IP(j): IP(Ç) ----1 F le fibré projectif as­
socié en posant, pour tout anneau R, les fibres lP(f)(R)-1(x), où x est un R-point 
de F, comme étant l'ensemble des sous-modules projectifs N de j(R)-1(P) tels 
que le quotient j(R)-1(P)/N soit également projectif. Ceci est possible puisque 
f(R)- 1(x) est un R-module projectif. Le passage d'une fibre à une autre et les ex-
tensions de scalaires ne posent aucun problème puisque tout pro~lient de la struc-
ture vectorielle sous-jacente. 

À présent, nous allons définir un certain type de foncteurs de points que nous 
appelons les foncteurs de points grassmanniennes (ou plus simplement grass­
mannienne) et qui interviendront tant dans la suite de ce chapitre que dans le 
suivant. Pour cela, on se donne un k-espace vectoriel V de dimension finie n et 
pour toute k-algèbre R on considère le R-module libre V ®kR que nous notons 
VR. Plus généralement, UR désignera toujours une extensiûlï des scalaires à R d'mi 
certain module U. À partir de maintenant, les modules qui vont intervenir seront 
"-~--~ ~-· -~:~~ ~-~:~~<.:!.'~ --1_., "-··-" .t::_: 
LVU~ aU ~.l.Î..VJ..Llb .1-'.l.Vjt\.....tl.L~ Ut t.rj' 1-IC lll.Lt. 

Définition 2. Soit i un élément de l'ensemble {1, ... , n}, le foncteur grassman­
nienne ri(V) des sous-espaces de dimension i {ou encore grassmanniennes des 
i-espaces) est défini par : 

15Le lecteur notera qu'il ne s'agit pas là de la définition usuelle d'un module projectif, mais 
plutôt d'une de ses caractérisations; toutefois, cette caractérisation sera amplement suffisante 
pour notre propos et le lecteur trouvera plus de renseignements sur les modules projectifs dans 
l'annexe A 
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- pour toute k-algèbre R, l'ensemble ri(V)(R) est constitué des facteurs directs 
de rang i de VR, en d'autres termes, il s'agit des sous-modules (projectifs) 
1'v1 de rang i de VR tels que VR/ M soit (également) projectif; 

- pour tout morphisme <p de Homk(R, S), i'appiication ri(ïl)(R)-----. C(F)(S) 
est définie par la tensorisation parS sur R, c'est-à-dire par l'application 

i'want de prouver que ce foncteur est bien représentable et que sa réalisation 
géométrique est la grassmannienne au sens usuel, il nous faut rappeler au lecteur 
qu'il existe un lien entre les R-modules et certains faisceaux sur l'espace topolo­
gique Spec R. Plus précisement, il existe en fait une équivalence de catégories entre 
la catégorie des R-modules (respectivement des R-modules de type fini) et celle 
des faisceaux quasi-cohérents (respectivements cohérents) sur Spec R. pour plus 
de détails, le lecteur pourra se reporter à [H, Cor. 5.5 p. 113]. 

Ainsi, une façon~e caractériser un R-module projectif M est de dire que le 
faisceau de modules M qu'il induit, est localement libre de type fini, c'est-à-dire 
que pour tout anneau local, le faisceau induit est libre de type fini. En particulier, 
un module projectif sur un anneau local est libre. Pour le lecteur désireux d'en 
savoir plus sur les propriétés des modules projectifs (en particulier concernant 
les derniers points abordés), nous avons en annexe A reporté les résultats que 
nous allons utiliser par la suite, notamment le théorème 3 sur la caractérisation 
des modules projectifs. Ces résultats peuvent également être consultés dans [EJ. 
D'autre part, le lecteur qui ne serait pas très familier avec les faisceaux peut, au 
besoin, se reporter à [H] pour un exposé général de la théorie. La démonstration 
du caractère local de ri(V) va en effet, être établie à grand renfort de faisceaux 
de modules. 

Nous allons maintenant prouver que ri(V) est un foncteur de points local. Nous 
nous donnons donc Rune k-algèbre et r1. ... , rs une partition de l'unité de R. Il 
nous faut par conséquent prouver l'exactitude de la suite suivante : 

s s 

Nous considérons donc un élément (Mj)1 de f1;=1 ri(V)(R,..j). Chaque Mj étant 
un module projectif de rang i, i~~nduit sur Spec Rri, comme nous l'avons déjà 

mentionné, un faisceau cohérent Mj. Ainsi, dire que les deux flèches 

n n 

II ri(V)(R,..J ::::t II ri(V)(Rr;rJ 
i=l i,j=l 
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coïncident, signifie que tous les couples de faisceaux Mj et Jvfk coïncident sur l'inter­
section Spec R,.. nSpec R,.k (que cette intersection soit vide ou non bien entendu). 

J. 

Par suite, il est un fait connu qu~sous de tels hypothèses, nous pouvons recoller ces 
faisceaux en un faisceau global M sur u;=l Spec Rrr Or les éléments Tj engendrent 
l'unité deR, par c~séquent U;=1 Spec R,.j = Spec R (voir par exemple [EH, Lem. 

1.6 p. 19]). Ainsi, M est un faisceau cohérent sur Spec R puisque les {Spec 1-lrJj 
forment un recouvrement de Spec Ret que M(Spec R,.J = Mj est de type fini. Le 

faisceau M provient donc, par l'équivalence de catégories invoquée ci-dessus, d'un 
R-module de type fini lvi. D'autre part, le module J\![j est un module projectif sur 
l'anneau local16 RrJ, il est donc libre (voir par exemple notre annexe A). Nous 
avons donc un R-module de type fini Met une partition de l'unité r 1 , ... , rs deR 
telle que Mri = Mj soit libre pour tout indice j. D'après une des caractérisations 
de modules projectifs (voir par exemple l'annexe A), Jl.1 est un R-module projectif. 
Si l'on considère maintenant ~'R/ A1, ce module induit lui aussi un faisceau cohérent 
sur Spec Ret pour tout rj, on a l'isomorphisme canonique 

Or Mrj = Mj par construction deMet par définition de ri(V)(R,.j), VR,..j/Mj est 
projectif. Par conséquent, VR,..i / Mj est libre en tant que module projectif sur un 
anneau local et par le même argument que précédemment, VR/ M est également un 
module projectif. Le R-module M est donc bien un élément de ri(V)(R). Enfin, 
ce module est unique (injectivité de la première flèche de la suite) car si M et N 
sont deux éléments de ri(V)(Rj tels que MTj = Nrj = Mj pour tout indice ci, cela 

signifie que les faisceaux M et N coïncident SU!:_ un recouvrement ouvert de Spec R, 
en conséquence de quoi, les faisceaux M et N sont égaux, ce qui au niveau des 
modules signifie bien évidemment que M = N. Nous venons en fait de voir que pour 
toute k-algèbre R, ri(V)(R) est un ensemble de faisceaux cohérents sur Spec R. Dès 
lors, la condition de localité de ri(V) est impliquée par la condition de recollement 
des faisceaux, condition évidemment remplie par tout faisceau cohérent. 

Nous allons maintenant établir que ri(V) est recouvert par des sous-foncteurs 
ouverts. Pour cela, nous fixons une fois pour toute une base B = { e1 , ... , en} de 
V et construisons à partir de cette base un sous-espace vectoriel U de dimension 
i et une projection p: V_,. U. De ces données, nous définissons un foncteur U, en 
posant pour toute k-algèbre R comme ensemble deR-points, 

U(R) ={ME ri(V)(R) 1 (pR)IM: M-+ UR est un isomorphisme} 

où (PR)IM: M-+ UR= U ®kR est l'homorphisme deR-modules induit par p sur 
VR et restreint à Af. Nous allons tout d'abord établir que U est un foncteur espace 

16En fait, comme {r.f 1 p E lN} est une partie multiplicative, son complémentaire est un idéal 
premier et ainsi Rr1 est un anneau local. 
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affine, pour cela nous posons U' = ker pet il est bien évident que V ~ U' œu. Consi­
dérant alors fun élément de HomR(UR, UR) (l'ensemble des homomorphismes de 
R-modules de UR dans UR), nous construisons le module 

Nf= {m+f(m) j mE UR}· 

Il est clair par construction que Nf est un élément de U(R) et puisqu'il est iso­
morphe à UR, il est donc libre et par conséquentl7 projectif. D'autre part, si f et 
J'sont deux morphismes de HomR(UR, UR) tels que Nf= Nf', alors en particulier, 
considérant une base18 {eh, ... , ej;} de U, qui est donc une base de UR, nous avons 
pour tout indice j de {j1 , ... , ji} 

ej + f(ej) = ei + J'(ej) 

ce qui implique donc que 
(!- J')(ej) = 0 

pour tout indice j et ainsi f = f'. Réciproquement, siN est un élément de U(R), 
N est un module libre puisqu'isomorphe à UR. Le module N étant par conséquent 
un sous-module libre de VR, B est une famille génératrice (non minimale) deN. En 
considérant la base { ej1 , .•• , ej;} de UR extraite de B, on construit p': UR -> VR tel 
que (PR)IM op'= iduR et f = p' -idvR définit alors un homomorphisme de UR dans 
UR. Nous avons donc établi une bijection entre U(R) et HomR(UR, UR)· D'autre 
part, il est bien clair que19 HomR(UR, UR) ~ Homk(U, U') ®kR (en tenant compte 
du fait que les R-modules UR et UR sont libres). Nous pouvons ainsi identifier 
U avec l'espace Homk(U, U') qui est bien affine en tant qu'espace vectoriel des 
applications k-linéaires de U dans U'. 

Nous allons maintenant prouver que U est un foncteur ouvert. Pour cela, nous 
allons établir que pour toute transformation naturelle de SpeeR-> ri(V), l'image 
réciproque de U est un sous-foncteur du premier type de Spec R. L'application 
Spec R-. ri(V) est définie pour tout k-algèbre S par 

SpecR(S) 3 <pt-+ M ®R S =Ms E fi(V)(S). 

Le produit tensoriel avec S sur R se fait via <p et M est le R-point correspondant 
à l'image de idR dans Spec R(R) par Spec R(R) _. ri(V)(R). En effet, si 1p est un 
élément de Spec R( S), on a le diagramme commutatif suivant : 

Spec .H(R) _____ ..,.. CCV)(R) 

l SpecR(<.p) r;(V)('P) 1 
Spec R(S) ri(V)(S) 

17Un module libre étant un exemple de module projectif (voir par exemple l'annexe A). 
18 Par exemple celle initialement formée à partir de B pour définir U. 
19 Plus généralement, si M et M' sont deux R-modules et si S est une R-algèbre plate, on a 

alors HomR(M, M') 0R S ~ Homs(Ms, M$) (voir par exemple [E, prop. 2.10 p. 69]). 
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où l'application SpecR(cp) n'est autre que la composée avec <p et ri(V)(cp) la 
tensorisation par S sur R via <p par définition de ri(V). Ainsi, par commutativité 
du diagramme, l'image de SpecR(S) par SpeeR----+ fi(V) est bien l'ensemble des 
modules M 0R S où M est l'image de idR par Spec R--+ CCV). Réciproquement, 
siM est un élément de ri(V)(R), on peut construire une transformation naturelle 
Spec R----+ ri(V) en associant à tout <p de Spec R(S), l'vf 0R S construit avec 1p, En 
fait, nous venons de redémontrer le lemme de YoNEDA dans le cas de ri(V), c'est-à­
dire qu'il existe une bijection entre les transformations naturelles Spec R----+ ri(V) 
et les R-points de ri(V). Dès lors, ct par définition de U, on a les équivalences 
suivantes 

1.1 E U(R) ~==?(pR)JM est un isomorphisme 

{:==} coker(pR)IM = 0 et rg(M) = i 

D'autre part, il est bien clair que 

i+l 

rg( M) = i {:==} f\ M = 0 

où /\i+l M est la ième puissance extérieure de M. Nous définissons alors le module 
P = coker(pR)!M EB /\i+1 M, et dès lors, nous avons que 

lv! 0 R S E U ( 5) {:==} P 0 R S = 0 

{=}<p(Ann P) · S = S 

où Ann P désigne l'idéal annulateur du R-module P. La dernière équivalence est 
donnée par le lemme technique suivant. 

Lemme 3. Soit <p: R --+ S un homomorphisme d'anneaux commutatifs et P un 
R-module de type fini. Alors on a P 0R S = 0 si et seulement si le sous-ensemble 
cp(AnnP) deS, contient une partie génératrice deS en tant qu'idéal. 

Démonstration. Si le S-module cp(Ann P) contient une partie génératrice de S en 
tant qu'idéal, leS-module P®RS est engendré par les élément du type p®<p(r) où 
ret p sont des éléments de Ann Pet P respectivement. D'où p0rp(r) = rp01 = 0 

et ainsi P0R S =O. 
Nous établissons maintenant la réciproque par contraposition. Nous supposons 

donc que cp(Ann P) ·S' =/= S. Soit 9Jt un idéal maximal de S contenant cp(Ann P) 
et posons g:> = <p-1(9Jt). L'idéal g:> est premier, contient Ann Pet le module Pest 
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de type fini, par conséquent20
, Pr? =f 0 . Par ailleurs, nous avons les isomorphismes 

canoniques 

et par suite 

Pr?/P~P = 0 ~pf-1 = pf-1 

~Pp= (p · P)p· 

L'anneau Rp étant local, d'idéal maximal pet Pp étant finiment engendré, le lemme 
de NAKAYAMA (cf. [E, Cor 4.8 p. 124] ou l'annexe A) s'applique, et par conséquent 
Pf? = O. Or Pl?, nous l'avons déjà signalé, n'est pas nul, d'où nécessairement, 
(P / P · p )i? =f O. L'idéal R/ pétant intègre, (R/ p )i? est un corps et comme IP(P) = 
m, l'application 

<p: (Rjp) 1o ~ Sjm 

est une extension de corps (1 'injectivité vient du fait que !fJ(P) = 9Jt). Par suite, le 
Sjm-module P ®R Sj9Jt est non nul puisqu'il contient (Pj P · p)p = P ®R (Rj p)l? 
et enfin, comme P ®R S/9Jt est inclus dans P GR S, leS-module P ®R S est donc 
non nul ce qui achève la démonstration. 0 

De ce résultat, nous déduisons que l'image réciproque de U par Spec R --+ U 
est le sous-foncteur du premier type défini par Ann P et par conséquent U est 
un sous-foncteur ouvert de ri(V). Il ne nous reste maintenant plus qu'à établir 
que de tels sous-foncteurs recouvrent ri(V). Pour cela il suffit, par définition d'un 
recouvrement, de travailler sur les k-algèbres qui sont des corps. Nous considérons 
à nouveau la base l3 précédemment fixée de l'espace vectoriel V. Nous construisons 
alors tous les espaces vectoriels possibles engendrés par n-i vecteurs distincts de !3. 
Nous obtenons ainsi une famillefinie {Wj}J d'espaces vectoriels de dimension n-i 
de V. Ensuite, nous construisons, comme précédemment une famille (finie) de 
foncteurs uj à partir des espaces uj ::::= v ;wj et des projections v --+ Üj construites 
via les vecteurs de la base !3. Soit maintenant K une k-algèbre qui est un corps et M 
un K-point àe CCv} La base l3 est évidement une base de Vi<, par suite on peut 
exprimer une base (nous sommes en effet sur un corps) de AJ à partir des vecteurs 
de B. Il est alors clair que parmi tous les espaces Wj, il en existe au moins un tel 
que (Wj)KnM = {0} (pour des raisons de dimension) et par conséquent, M est un 
K-point du foncteur Uj associé. Nous avons donc bel et bien un recouvrement (fini) 

20En effet, un élément x de P s'annule dans Pre> si et seulement si il existe u dans P\~;J qui 
annule x. Par suite, si Pest finiment engendré, Pp= P[(P\~?)- 1 ] = 0 si et seulement si Pest 
annulé par un élément de P\~;J (cf [E, page 60]). 
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de ri(V) par des sous-foncteurs ouverts. De là, ri(V) est un foncteur représentable 
et la variété qui le représente (sa représentation géométrique) est donc recouverte 
par une famille finie (composée de c~-i = c~ éléments, c~ représentant le nombre 
de combinaisons possibles d'un ensemble dei éléments dans un ensemble den) de 
variétés affines, toutes isomorphes à un espace vectoriel de dimension i(n - i) (la 
dimension de l'espace vectoriel Homk(U, U')), il s'agit donc nécessairement de la 
grassmannienne des i-espaces au sens usuel. 

Si maintenant nous munissons en plus l'espace vectoriel V d'une application 
k-bilinéaire f: V x V --+ W où W est également un k-espace vectoriel de dimension 
finie. Il est alors possible de définir un sous-foncteur de fi(V), à savoir fi(V, !) le 
sous-foncteur des sous-espaces totalement isotropes de dimension i de V, en 
posant comme ensemble de ses R-points (RE ~Ug(k)) : 

fi(V, f)(R) ={ME fi(V)(R) 1 fR(M, M) = 0} 

où fR est l'application R-bilinéaire induite par f. Ce sous-foncteur est un sous­
foncteur fermé de ri(V). En effet, si nous nous donnons une transformation na­
turelle Spec R---+ C(V) et que nous appelons M le R-points associé, nous posons 
alors P = fR(M, M) et nous avons, 

ME fi(V, J)(R) {=:::} P =O. 

Si'{!: R--+ S est un homomorphisme de k-algèbres, en désignant par 'Pw: WR---+ 
Ws l'homomorphisme induit par cp, nous avons alors 

M 0R SE fi(V, J)(S) {=:::} <pw (P) =O. 

En effet, M étant un R-module de type fini et fs une application S-bilinéaire, 
fs(M 0R S, M 0R S) est l'extension de fR(M, M) à S via'{!, c'est-à-dire l'image de 
P par <pw. Pour conclure, nous allons utiliser un argument que nous réutiliserons 
par la suite et auquel nous ferons référence en parlant d'argument standard. De 
la description précédente, nous déduisons que l'image récipwque de ri(V, f) par 
la transformation naturelle SpeeR---+ ri(V) admet comme ensemble deS-points 

{ <p E Spec R(S) 1 'Pw (P) = 0}. 

Il est clair que P n'est pas nécessairement un idéal mais par contre, c'est un sous­
module duR-module libre VIR. Nous pouvons donc fixer une partie génératrice de 
W R afin de pouvoir exprimer les éléments de P à partir de coordonnées c de R 
dans cette base. Le fait que c.pw (P) = 0 implique donc que <p( c) = 0 pour toute 
coordonnée c et par suite, ce sont ces coordonnées qui constituent l'idéal de R 
recherché. Le sous-foncteur ri(V, f) est donc fermé puisque son image réciproque 
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par une transformation naturelle est un foncteur du second type. Dans ce chapitre, 
nous utiliserons cette définition dans le cas où V= W = 0, une algèbre d'octonions 
et où fest la multiplication de l'algèbre21 . Pour le lecteur souhaitant plus de détails 
concernant ce formalisme, ces définitions ou encore les techniques employées, nous 
lui conseillons la lecture de l'article [Karül, §9 p. 23]. 

Nous allons maintenant pouvoir donner les définitions explicites de X(a1), 

X(a2) et X(a1, a2) en terme de foncteurs de points. Ces définitions sont donc 
la version fonctorielle des définitions classiques que le lecteur pourra, par exemple, 
consulter dans [Sch62, §6 p. 207] ou dans [Fau72, (D) p. 5] et que nous avons déjà 
succintement abordées précédemment. 

2.3 Foncteurs de points associés aux variétés d'un 
groupe de type G2 

Dans les définitions de X(o:i) (i E {1, 2}) et X(a1 , a 2), les éléments mis en jeu, 
nous l'avons déjà signalé, sont tous de trace nulle. Par conséquent, nous pouvons 
nous restreindre à l'hyperplan H =ker T au lieu de travailler sur 0 tout entier et 
ce même si, lorsqu'il s'agit d'effectuer le produit de deux éléments, le résultat est 
toujours vu comme un élément de 0. De ces simples constatations, nous obtenons 
pour tout élément R de 2Hg(k), les définitions allégées suivantes : 

et 

X(o:I)(R) = {D E f1(H)(R) jVu, v E D, uv= û}, 
X(a2)(R) = {P E r2(H)(R) IVu,v E P, uv= 0} 

OÙ rl(H) et r2(H) désignent donc respectivement le foncteur grassmannienne des 
droites et des plans de H. 

Rf'f!~rrlrms ml'lintf:mant rP.s dP.finitions d'm1 nPn nlns nrPs. Nous avons déià fait 
---o-----~-~------=~--- --- -··-- ·----------- ------- .... ----..~..-- .s. v 

remarquer que tous les éléments x de 0 vérifient l'équation (1.7), c'est-à-dire que 

x2
- T(x)x + q(x) =O. 

Par conséquent la définition de X(a1 ) devient 

21 Dans ce cas là, il est clair que le module P = !R(M, M) est déjà un idéal de R. 
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où (qiH )R désigne la forme quadratique q restreinte à H et étendue à R. Toujours 
pour alléger les notations, nous posons q' = qiH' Nous avons déjà utilisé le fait 
qu'un module projectif (de rang 1) définit un faisceau cohérent qui est localement 
libre (de rang 1). Par conséquent, la condition uv = 0 est localement équivalente 
à su2 = 0 (car puisque le module est libre de rang 1, il existe un scalaire s tel 
que v = su) et en vertu de l'équation (1.7) est donc équivalente à q'(u) = O. 
Cette équivalence étant vraie localement, elle l'est également globalement et ainsi 
il devient clair que 

X(a1) = f 1(H, q'). 

Soit en d'autres termes, X(a1) est le foncteur des droites isotropes de Hou encore, 
plus géométriquement parlant, c'est une quadrique projective de dimension 5. Ce 
résultat a déjà été mis en évidence par M. DEMAZURE (cf. [Dem77, ~2 (c)J). Il 
s'agit d'un des quelques cas où des variétés homogènes projectives associées à deux 
groupes algébriques bien distincts sont isomorphes. En ce qui nous concerne, cet 
article présente aussi un autre intérêt. Il nous apprend en effet que A ut( X ( a 1)) ~ 

SO(q') et que Aut(X(a:2)) r.:::: G. Donc les variétés X(a1) et X(a2 ), ayant des 
groupes d'automorphismes différents, ne sont pas isomorphes en tant que variétés. 
Pourtant, comme nous le verrons au chapitre 4, dans une catégorie plus « large 
» que celle des variétés (celles des correspondances), X(a1) et X(a2) seront des 
objets isomorphes. 

Concernant maintenant X(a2), nous constatons là encore que tout ses points 
sont des plans totalement isotropes. En effet, ils sont de trace nulle et le produit de 
deux éléments quelconques est également nul. Ainsi, en vertu des équations (1. 7) 
et (1.8), à savoir que 

x2
- T(x)x + q(x) = 0 

et que 
xy + yx- T(x)y- T(y)x + 2Bq(x, y)= 0, 

nous constatons alors que q(x) = 0 = B,/x, y), c'est-à-dire que tous les éléments 
sont isotropes et orthogonaux deux à deux. En revanche un plan totalement iso­
trope constitué d'éléments de trace nulle n'appartient pas forcement à X(a2). En 
effet, dans ce cas là les formules (1. 7) et (1.8) nous indiquent juste que x2 = û et 
xy + yx = 0 ce qui n'implique pas que xy = yx = O. Par exemple, dans la base 
normale (1.9), le module libre engendré par fi et f2 est bien isotrope et vérifie les 
conditions requises car hh+ hh = 0 pourtant hh = -e3 et n'est par conséquent 
pas nul. En conclusion, contrairement à ce qui se passe dans le cas de X(al), nous 
ne pouvons pas simplifier plus la définition de X(a:2). 



Chapitre 3 

Décomposition cellulaire de X ( a2) 

Dans tout ce chapitre, notre corps de base k est toujours de caractéristique 
différente de deux et park-algèbre, nous désignons un objet de ~Ug(k). Là encore, 
nous allons travailler avec des variétés (leurs foncteurs de points en fait) déployées. 
En conséquence le lecteur peut supposer que k est algébriquement clos, même si 
ce n'est pas indispensable. D'autre part, nous désignons par CH*(Y), le groupe 
de CHow (gradué par la codimension en tant qu'anneau) associé à une k-variété 
algébrique lisse Y. 

Dans une première section, nous allons construire une structure cellulaire 
pour X(a2 ). Ce genre de construction ne nous semble pas très répandu dans la 
littérature classique traitant de la géométrie algébrique. Aussi, nous nous livrerons 
à de courts rappels afin de bien cerner notre propos. Entres autres choses, nous 
introduirons une construction parallèle à celle des structures cellulaires, celles des 
variétés de SCHUBERT. Nous utiliserons également tout l'arsenal des systèmes 
de racines dont nous avons déjà fait usage au chapitre précédent. Outre le fait que 
cette décomposition nous permet de retrouver la structure de groupe de CHOW 
CH*(X(a2)) de X(a2), elle nous donnera également de précieuses informations sur 
la rationalité de certains cycles. En seconde section, nous allons utiliser les résultats 
connus, que nous rappellerons, sur la structure d'anneau de CH*(X(ar, a 2)) pour 
déterminer celle de CH*(X(a2)). 

La notion de structure cellulaire est légèrement évoquée dans [Fl] et plus large­
ment développée et exploitée dans [Karül}, dont nous recommandons vivement la 
lecture à toute personne souhaitant en savoir plus sur cette question. Concernant 
l'anneau de CHOW, la référence classique est [Fl] et là encore nous conseillons [Bou] 
en ce qui concerne les systèmes de racines. 
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3.1 Structure cellulaire de X(a2) 

On rappelle qu'une variété X est dite lisse si elle est géométriquement ré­
gulière (i.e. régulière sur la clôture algébrique du corps de base) et complète si 
elle est propre sur k (cf. [H, p. 208 et p. 105] pour plus de détails concernant ces 
deux notions). Les variétés avec lesquelles nous allons travailler étant projectives, 
elles sont donc complètes, la notion de variété complète « généralisant » en quelque 
sorte celle de variété projective (cf. [Mu, §9 p. 54]). Nous désignons donc par X 
une telle variété lisse et Cûmplète et une structure cellulaire de X est la donnée 
d'une filtration 

par des sous-variétés fermées Xi telles que les différences Xi \Xi-1, pour i parcou­
rant l'ensemble {0, ... , n}, soient des espaces affines. Par la suite, nous appellerons 
ces différences les cellules de la variété X. L'intérèt d'une telle filtration réside 
dans le fait que les classes modulo l'équivalence rationnelle (voir section 3.2 
pour une définition) des sous-variétés Xi engendrent librement sur Z le groupe de 
CHOW de X (voir par exemple [F1, ex. 1.9.1]). 

De façon équivalente, on peut définir la structure cellulaire comme la donnée 
d'une famille { Ci}i d'espaces affines localement fermés1 dans X tels que X = 

Il ci (réunion disjointe). Le passage de l'une à l'autre de ces définitions se fait 
de façon très naturelle. En effet, de la filtration on déduit la famille d'espaces 
affines en considérant les cellules de X, et réciproquement on peut reconstruire 
une filtration en prenant xi = ci, l'adhérence ci de ci étant définie naturellement 
comme l'intersection de toutes les sous-variétés fermées de X contenant Ci· Dans le 
meilleur des cas, on peut alors ordonner les variétés Xi de façon à former une chaîne 
d'inclusions, sinon il faut «rajouter» des cellules à certaines variétés pour créer des 
variétés intermédiaires et former ainsi une fitration. Cette construction fonctionne 
bien de façon abstraite, mais en pratique elle peut s'avérer très difficile à mettre en 
œuvre. D'autre part, une telle structure n'existe pas toujours. En effet, une conique 
anisotrope d'un plan projectif (qui est bien une variété projective lisse) n'en admet 
pas. En ce qui nous concerne, nous savons que lorsque X(o:2) est déployée (i.e. 
lorsque l'algèbre des octonions 0 l'est) une telle structure existe. Ce résultat à été 
établi àa11s [Küc91] pour tou Lés les V"Etriétés pïüjecti·ves hûmogènes associtc.s à. 11n 
groupe déployé sur le corps de base k. La démonstration de ce résultat s'appuie sur 
les systèmes de racines et la décomposition de BRUHAT d'un tel groupe et de ses 
sous-groupes paraboliques. Les cellules sont alors définies via les racines du groupe, 
toutefois il n'y a pas là d'interprétation géométrique de ces cellules. En revanche ce 
résultat permet également d'affirmer que les grassmanniennes admettent également 

1 Nous rappelons qu'un espace est dit localement fermé lorsqu'il est fermé dans un ouvert 
de l'espace total. 
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une structure cellulaire en tant que variétés homogènes projectives sous l'action 
du groupe spécial linéaire. Mais comme nous venons de le dire, cette description 
n'est pas très géométrique iü très exploitable pour des calculs explicites aussi, 
nous alions avoir recours à une description plus géométrique et historiquement 
très connue, celle des cellules et de variétés de SCHUBERT. 

Nous allons nous contenter de définir ces notions dans le cas particulier de 
f 2 (H) qui est le seul dont nous ayons besoin. Les variétés et cellules de SCHUBERT 
de f 2 (H) se définissent à partir d'un drapeau complet de H, c'est-à-dire d'une 
filtratio11 

H = v7:::) v6 :J Vs :J V4 :::) V3 :J v; :J Vi :J Vo = {o} 

où pour tout indice i de l'ensemble {1, ... , 7}, Vi est un k-espace vectoriel de 
dimension i. Ensuite, nous considérons la famille A de tous les couples d'entiers 
À = (À1, À2), tels que 5 ~ À1 ~ À2 ~ 0. Les variétés de SCHUBERT de f2(H) ont 
alors pour ensemble des R-points (RE QU,g(k)) 

X>-.(R) ={ME f2(H)(R) j rg(M n (VS+i->-.JR) ~ i, 1 ~ i ~ 2}, 

où la notation (Vi)R désigne comme au chapitre précédent le R-module libre Vi®kR· 
Ainsi, nous avons par exemple Xco,o) = f 2(H) et X(lJ) = f2(V6). Les X>-. sont des 
sous-variétés algébriques fermées de f 2 (H). Un moyen de le prouver est d'utiliser 
l'argument standard pour la définition des sous-foncteurs. En effet, donnons-nous 
une transformation naturelle Spec R -t f 2 (H) où Rest une k-algèbre et M le R­
point correspondant. Nous posons alors P1 = /\

2 (Mn (V6->-.1 ) R), le carré extérieur 
de !vf n (Ve->.JR et P2 = ,A,3( Mn (V7--,\2 )R) le cube extérieur de 1'.1 n (117-.\z)R· 
Si maintenant r.p est un k-homomorphisme deR dans une autre k-algèbre S, nous 
désignons par r.pi\

2
V: VR -t Vs et par r.pi\

3
V: VR -t Vs les homomorphismes de 

modules libres qu'elle induit et nous avons par définition 

Ainsi, par l'argument standard, l'image réciproque de la variété X>-. par cette ap­
plication est l'intersection de deux sous-foncteurs fermés de Spec R. 

Si on pose maintenant jÀj = À1 + À2 et que l'on munit l'ensemble A de la 
relation d;ordre partiel 

on a alors 
x).. :J x/-t {::::::::? À c Il· 

Les cellules de SCHUBERT C>. de f 2 (H) sont par suite définies comme les diffé­
rences X>. \X~-t où À c Jl et jÀj = lill + 1. Une telle cellule C>. est un espace affine 
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de dimension 10 -1.\l qui est un ouvert dense de X>.. On a également 

X>.= C>. = TT CIL 
fL"JÀ 

Il n'est pas dans notre intention de démontrer ces résultats ici. En effet, la littéra­
ture sur ce sujet est très abondante bien que dans la plupart des cas les ouvrages 
traitent du cas où le corps de base est le corps des nombres complexes C, ce qui 
n'est pas vraiment un obstacle dans la mesure où nous travaillons dans une si­
tuation où les objets sont déployés. Les références possibles sont alors [Man, §3.2 
p. 1ll] et [F2, §9.4 p. 145]. Pour un corps de base quelconque, le lecteur pourra 
consulter [F1, §14.6 p. 266). 

Le lecteur s'est sûrement rendu compte que la notation utilisant les couples 
d'entiers .À = (.\1, .\2 ), bien que rebutante de prime abord, est très pratique pour 
manipuler ces objets. Toutefois, la relation d'ordre sur les À étant partielle, elle ne 
permet pas en l'état de définir une filtration. Pour cela il nous faudrait, comme 
nous l'avons déjà signalé, « recoller » des cellules et des variétés de SCHUBERT 
ensembles. Toutefois, connaître en détail la structure cellulaire de r 2 ( H) sous la 
forme d'une filtration n'est pas indispensable pour ce que nous avons à faire. En 
effet, l'adhérence des cellules, c'est-à-dire ses variétés de SCHUBERT sont déjà des 
représentants des générateurs de CH*(f2(H)) (cf. par exemple [F1, §14.7 p. 271]). 
Nous les avons d'ailleurs toutes reproduites sur le diagramme 3.1 en les classant 
par dimension décroissante (la plus grande en haut, la plus petite en bas) et en 
représentant les inclusions directes (i.e. sans variété intermédiaire) par un trait. Le 
lecteur ne manquera pas de remarquer r axe de symétrie formé par les variétés de 
dimension 5. 

Si nous nous sommes donné autant de mal pour expliciter les générateurs de 
CH*(f2 (H)), c'est dans le but d'en faire l'intersection avec X(a2 ) afin d'obtenir une 
structure cellulaire plus explicite (et plus « géométrique »). Le lecteur remarquera 
qu'en général, même lorsqu'une variété X admet une structure cellulaire et que 
Y est une sous-variété fermée de X, l'intersection de la structure cellulaire de 
X avec Y ne donne pas nécessairement une structure cellulaire pour Y. Il suffit 
pour s'en convaincre de considérer à nouveau l'exemple d'une conique projective 
anisotrope inclue dans un plan projectif. En effet, le plan projectif est en fait 
la grassmannienne des droites d'un espace de dimension 3 et admet à ce titre 
une structure cellulaire (d'ailleurs dans ce cas là ses variétés de SCHUBERT sont 
tûtalement ordonnées et forment une 'rraie filtration), pourtant la conique n'en 
admet pas une pour autant. Le fait que cela fonctionne dans ce cas là est donc 
assez exceptionnel. Par ailleurs, si nous sommes tant attaché à la définition explicite 
de cette structure c'est que grâce à elle nous allons pouvoir établir que certains 
cycles de CH* (X ( a 2)) sont rationnels. 
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x(2,o) 

1 

FIG. 3.1 -Variétés de SCHUBERT de i2(H) 
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A priori, il ne nous reste plus maintenant qu'à intersecter X(o:2) aves les X>.. 
Toutefois, cela revient à comparer 20 intersections pour réellement différencier les 
éléments et reconstituer une filtration. Aussi, nous préférons exploiter un peu plus 
les résultats de [Koc91] afin de savoir dès maintenant, de combien de termes la 
filtration sera constituée et de quelle dimension seront ces termes. Pour cela nous 
allons revenir sur les systèmes de racines. 

Nous reprenons les notations de la section 2.1 du chapitre 2. Par G, nous 
désignons donc un groupe semi-simple adjoint et déployé. Nous choisissons un tore 
maximal T ainsi qu'un sous-groupe de BOREL B le contenant. La décomposition 
de BRUHAT de G (voir par exemple [Bor, Th p. 193]) est alors 

G= Il BwB 
wEW 

où W désigne le groupe de WEYL de G. Si P8 désigne un sous-groupe parabolique 
de G associé au sous-ensemble 8 de ~ ( T, b), il vient alors 

Pe = Il BwP 
wEWe 

où W8 est2 le sous-groupe de W engendré par les réflexions sa associées aux 
éléments a de l'ensemble ~(T, b)\8. Nous avons en effet déjà signalé dans le cha­
pitre 2 que le groupe W était engendré par les réflexions sa associées à un élément 
a de ~(T, b). Par conséquent, pour tout élément w de lV, il existe des réflexions 
S01 , ••• , Bat telles que w = Sa1 • •.• ·Bat. De plus, parmi les décompositions possibles, 
il en existe une qui est minimale en terme de produit de réflexions. Cette décompo­
sition minimale est alors appelée décomposition réduite (voir par exemple [Bou, 
ch. IV §1.4 p. 14]). On peut ainsi à l'aide d'une telle décomposition réduite définir 
une fonction l: W --+ 1N qui associe à un élément w = sa1 • ... • sat de W, sa 
longueur, c'est-à-dire le nombre minimum de réflexions qui interviennent dans 
sa décomposition réduite, soit l( w) = t dans notre exemple. On pose également 
" 1 ... , ....... ... .,. , ~ ,.. • ~ '1 '~ 1 '1 • 1 

l(u1) = u. 1'\lous denmssons" a10rs 1·ensemoie smvam 

De là, l'application 
W 8 x We -t W 

(w, w') r--t ww' 

2Comme dans le chapitre précédent, on notera Wa au lieu de W{a} le sous-groupe associé à 
un seule racine a. 

3Là encore, nous noterons juste wa en lieu et place de vvr{a}. 
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est bijective (voir4 par exemple (Koc91, prop. 1.1 p. 364]) et on a de plus l(ww') = 

l(w) + l(w') pour tout couple (w, w') de we x We. Dès lors, on obtient la décom­
position suivante : 

Xe= lJ BwP/P = lJ C'w. 

La variété Cw étant une cellule de SCHUBERT de Xe, par conséquent isomorphe 
à un espace affine qui de plus, est de dimencion l(w) (cf. (Koc91, prop. 1.3 p. 
365]). Dès lors, comme dans le cas d'une grassmannienne, l'adhérence Cw d'une 
telle celiule est une sous-variété dont la classe modulo équivalence rationnelie fait 
partie d'un système de générateurs libres du groupe de CHOW de X(a2) (cf. [Koc91, 
Cor. 1.5 p. 365]). 

Appliquons maintenant ces résultats à notre groupe G (adjoint, semi-simple et 
déployé) de type G2• Son groupe de WEYL est, nous le rappelons, engendré par 
.Sa1 et .Sa2 , les réflexions associées aux deux racines simples de G. C'est un groupe 
d'ordre 12 puisqu'il agit simplement transitivement sur l'ensemble des racines du 
système de racines de G (voir l'illustration 2.2 du système de racines de G au 
chapitre 2). D'autre part, .Sa1 • sa2 et Sa2 • Sa1 sont deux rotations d'ordre 6 reliées 
entre elles par la relation 

pour tout indice ide l'ensemble {0, ... , 6} (ce sont des rotations d'angles inverses). 
Dès lors, nous pouvons donner la décomposition réduite de tous les éléments de 
W, à savoir 

et enfin 

8a1Sa2 

Sa1Sa2Sa1 

(.sal Sa2)
2 

8a2 

Sa2Sa1 

Sa2Scq Sa2 

(sa2 Sa1 )
2 

Sul Sa2 Bal Sa2 Bal 

Nous avons également donné la décomposition de l'élément neutre id de W, même 
si ce n:est pas sa décomposition minimale puisque l(ià) = û. On note au passage 
que 

Bal Sa2 Bal = S3a1 +a2' 

Sa2 Bal Sa2 Bal Sa2 = S3a1 +2a2' 

4 Compte tenu du fait que nous avons pris la convention inverse de celle de [Koc91] dans la 
définition des sous-groupes paraboliques Pe, il convient de remplacer epar son complémentaire 
dans E(T, b) dans l'article original, mais cela ne change en rien le résultat final. 
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De là, nous avons 
Wa2 = {sa1 , (8a1 )

2 =id} 

et a.insij nous trouvons que l(w8cx1 ) = l(w) + 1, si et seulement si w a une écriture 
réduite qui se termine par sa2 • Il s'ensuit alors que 

W 02 
- {,;a' n 8 s s s 8 ( Q s ) 4 s· " s "' "' } - l~ l "Œ2l 01 Œ2l Œ2 01 Œ2l \'-'Œl Œ2 l Œ2'-'Œl Œz'-'Ol'-'Œ2 l 

qui est un ensemble à 6 éléments. Nous savons donc que nous devons rechercher 6 
éléments et que les cellules associées sont de dimensions 0, 1, 2, 3, 4 et 5. 

Revenons maintenant à nos considérations précédentes. Dans le cas d'une grass­
mannienne le choix du drapeau de départ importe peu pour la définition de ses 
variétés de SCHUBERT, en effet, même si celles-ci changent suivant le drapeau, leur 
classe dans l'anneau de CHOW reste quant à elle, la même. En revanche, ce choix 
est primordial si l'on veut obtenir une vraie structure cellulaire pour X(a2 ). En 
l'occurence, pour construire ce drapeau nous partons d'une base normale (cf. (1.9)) 
de notre algèbre d'octonions déployée 0 et nous munissons H d'une base qui s'en 
déduit. Concrètement nous avons 

H = Vect{e1, h, h, e = eo- Jo, e3, e2, fr} 

où Vect S est le k-espace vectoriel engendré par les éléments de l'ensemble S. Dès 
lors, le drapeau que nous en déduisons est le suivant : 

V1 - H 
u 
lT \ T ..... ..-.-4- f .t .f . ' e, e3, e2, +. l V6 v t:::L-l'l.J 2, J :{, Jlj 

u 
V5 - Vect{h, e, e3, e2, fr} 
u 
v4 - Vect{ e, e3, e2, fr} 
u 
v3 Vect{ e3, e2, h} 
u 
V2 - Vect{e2, fr} 
l_l 

vl Vect{h} 
u 
Vo - {0}. 

À partir de ce drapeau, nous construisons donc les variétés de SCHUBERT XÀ 
de f 2(H) avant d'en prendre l'intersection avec X(a2). Il est tout d'abord bien 
évident que 
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Ensuite, pour toute k-algèbre R, le R-module libre H engendré par les vecteurs 
e1 eth est un élément de X(a:2)(R) puisque par définition ce sont deux éléments 
isotropes de trace nulle et que d'après le iemme 2, ed2 = O. Or cet élément 
n'appartient pas à X(l,o) ( R). Par conséquent nous avons 

De même, le R-module libre P2 engendré par les vecteurs e1 et h est pour les 
mêmes raisons que précédemment un élément de X(a:2)(R). De plus, il appartient 
à x(l,O) mais plus à x(3,1)(R). Ainsi, là encore 

Toujour pour les mêmes raisons, le R-module libre P3 engendré par les vecteurs h 
et e3 est bien un élément de (X(3,1) n X(a:2))(R) mais en revanche, il n'appartient 
plus à X(4,2)(R), donc plus à (X(4,2) n X(a:2))(R) et par conséquent 

En considérant ensuite le R-module libre P4 engendré par les vecteurs h et e2, 
nous constatons que là encore, il s'agit d'un élément de (X(4,2) n X(a:2))(R) qui 
n'est plus dans Xcs,4) n ,Y(a:l))(R) et de là nous avons 

Enfin, en considérant le R-module libre P5 engendré par les vecteurs e3 et ft, 
nous avons là encore un élément de (X(s,4) n X(a:2))(R) qui n'appartient plus à 
( Xrr; "'' n X ( O:? î) ( R) et en conséquence nous avons 
'\ , ...... ,,_,., ' -1 / ' .1 .. 

• . ,.--., 'Vf~. \ J v .... ,.--., 'Vf~. \ 
./\.(5,4) 1 '""\Lt2) Î -''-(5,5) 1 ![1-I_U2)· 

Ainsi, nous venons de construire 5 sous-variétés distinctes de X(a2). De plus, étant 
donné que 

X(o,o) ::) X(1,o) ::) x(3,1) ::) x(4,2) ::) X(s,4) ::) X(s,s), 

les 5 sous-variétés ainsi construites forment également une filtration. Pour simplifier 
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la suite de notre travail, nous posons donc pour toute k-algèbre R, 

Xs(R) = X(a2)(R) n f 2(H)(R) 

= X(a2)(R) 

X4(R) = X(a2)(R) nX(l,o)(R) 

= {P E X(a2)(R) 1 rg(P n (V7 )R) ;? 2, rg(P n (Vs)R) ;? 1} 

X3(R) = X(a2)(R) n X(.3,1)(R) 
_rn E vf,.,, \fD\ 1 ~~fDn fT/\_\~ 0 ... gfpn (V:\ \ '> 1} 
-1_.! él..\U.2)\HJ 1 LIS\.l 11 \•6)Ji}::? ... , L \ 11 •3;R;-:/' .1. 

X2(R) = X(a2)(R) n X(4,2)(R) 

= {P E X(a2)(R) j rg(Pn (Vs)R);? 2, rg(Pn (V2)R);? 1} 

X1(R) = X(a2)(R) n X(4,2)(R) 

= {P E X(a2 )(R) / rg(P n (V3)R);? 2, rg(P n (Vl)R);? 1} 

Xo(R) = X(a2)(R) n X(s,s)(R) 

= {P E X(a2)(R) 1 rg(P n (V2)R) ;? 2, rg(P n (Vl)R) ;? 1} 

Le lecteur remarquera que nous aurions pu remplacer X(3,1) n X(a2) par l'inter­
section de X(a2) avec n'importe quelle variété comprise strictement entre X(l,o) 
et X(3,1), comme par exemple X(4,7) où X(2,1) et ce, sans que cela ne change la 
filtration. Il en est bien entendu de même pour toute les cellules où plusieurs choix 
étaient possibles. Par ailleurs, il est bien clair que ces sous-variétés sont fermées, 
il suffit pour s'en convaincre de répéter presque mot pour mot ce que nous avons 
dit pour démontrer que les X>. étaient fermées dans f 2 (H) en utilisant l'argument 
pour la définition des sous-foncteurs. Maintenant que nous avons une filtration, il 
nous faut vérifier que les différences sont bien des cellules, c'est-à-dire qu'il s'agit 
bien d'espaces affines ayant les dimensions attendues, afin d'avoir effectivement une 
décomposition cellulaire. Pour commencer, nous introduisons la notation suivante 
pour désigner les différences : 

ViE {0, ... , 5} 

avec la convention X_1 = 0. Il ne nous reste maintenant plus qu'à établiï le résultat 
suivant : 

Lemme 4. ViE {0, ... , 5}J 

x(i\i-1) ~ Ai 

où A_i désigne le foncteur espace affine de dimension i. 

Démonstration. Dans son fonctionnement, la preuve est la même pour toutes les 
cellules. Nous allons par conséquent nous limiter à détailler celle de X(4\ 3) ~ A4, 
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pour les autres nous nous contenterons de donner les systèmes d'équations (résolus) 
correspondants. 

On se donne donc R une k-algèbre et nous allons établir qu'il existe une bijec-
t-;""' ,.,,+~,-, V, ' .. ( P\ Af p4 
C'VH \CHCL<C 1''-(4\::S)\-'Lj <OC -<L • 

Soit j: V7 - V7 /V6 la projection canonique. Donnons-nous P un R-point 
de X(4\ 3). Dès lors, dire que Pest un élément de X(,1\ 3)(R) est équivalent à dire 
que: d'une part l'application j étendue à Ret restreinte à P, (jR)JP, est surjective; 
d'autre part ker(jR)IP C (Vs)R; et enfin (Vs)R -t (Vs/V4)R restreinte à ker(jR)IP 
est un isomorphisme. En conséquence, nous posons i: (Vs/V4)R <--+ P l'applica­
tion induite par l'isomorphisme (V5/V4)R ~ ker(jR)Jp· Finalement, la situation se 
résume à la suite exacte courte suivante : 

Il en découle que 

où l'isomorphisme dépend de la donnée d'une section de (jR)Ip· De cet isomor­
phisme nous déduisons que P est en fait un module libre et par conséquent nous al­
lons pouvoir raisonner à partir des bases des espaces vectoriels \ti. Comme (V7/VB)R 
est engendré par e1 , classe de e1 modulo (VB)R et (Vs/V4)R par /3, classe de /3 mo­
dulo (V4)R, une façon générique de remonter ces éléments est de prendre 

_ 1 _ 7_ _ _7 _ 7_ \ . 1 ~ 1! 1 7_ r 1 _ _ j _J _ , _ _ , L .c 
'fn = 'ffi\U 1 U, c, a, y, fi) = e1 --t-U· )2 --t-U· )3 --t-c· e--t- U • !::3 --t- y· e2 --t- n · )1 

et 

n = n(w, x, y, z) = fs + w · e +x· e3 +y· e2 + z ·JI 

où a, b, c, d, g, h, w, x, y et z sont des scalaires. Ces deux éléments forment bien 
un module libre de rang 2. En fait, ce module est le même si nous remplaçons 
ïn par 'ln - b · n et ainsi nous éliminons un scalaire et réduisons le pwblème. En 
conséquence et quitte à renommer les scalaires restants, nous pouvons travailler 
·~"'!:""~..-. 
(..t,V \_,\_, 

m = m(a, c, d, g, h) = e1 +a· h + c · e + d · e3 + g · e2 + h ·JI 

au lieu de la précédente définition de m. Dans l'ensemble de tous les modules qu'il 
est possible d'engendrer à partir demet n en faisant varier la valeur des scalaires, 
nous nous intéressons au sous-ensemble des modules qui appartiennent à X(4\3) (R). 
Il est clair par définition que met n sont dans H. Il ne nous reste qu'à vérifier que 
m · n = 0 et m2 = n2 = O. 
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En effectuant les calculs, nous obtenons 

ra= hw - cz - xg + yd 

0= xc- dw +az 
c2 + gw 

yc+ h- gw 
h= 0= 

cw-z-d 
d= cw- z 

0= 
w2 m·n=O {:::=? <====?- X= 0= cw -ya 

y= -c 
n= x+aw l ~ ~ la= -w 

-w~a 

0= -y-c 

ce qui nous laisse déjà les variables c, g, wetz libres. Le calcul suivant nous montre 

ce qui est trivialement vérifié avec les précédentes relations. Enfin, le dernier calcul 
nous donne 

n 2 = 0 <====>- 0 = w
2 

- x {:::=? x = w2 

qui est là encore une relation déjà présente dans le premier calcul. 
Réciproquement, si nous considérons un module libre P engendré par m = 

m( -w, c, cw-z, g, c2+gw) et n = n(w, w2, -c, z), les calculs précédents montrent 
directement que m2 = n2 = m · n = 0 et par conséquent que P E X(4\ 3)(R). Nous 
avons donc mis en bijection ;\.:'(4\ 3) (R) et l'ensemble des modules engendrés par 
m = m(-w, c, cw-z, g, c2 +gw) et n = n(w, w 2

, -c, z) qui est en bijection avec 
R4

. Comme annoncé, nous avons ainsi établi que 

v ,....., "4 
"-(4\3) -Ai. . 

Le calcul des autres cellules se fait en procédant de la même façon aussi, comme an­
noncé au début de cette preuve, nous allons nous contenter de donner les différents 
systèmes d'équations et leurs solutions. 

En ce qui conceme X(5\ 4), un module P est un élément de X(5\ 4) ( R) si et 
seuiement si 

Ceci nous donne donc comme générateurs réduits 

m = m(b, c, d, g, h) = e1 + b · h + c · e + d · e3 + g · e2 + h ·fr 

et 
n = n(v, w, x, y, z) = !2 +v· h + w · e +x· e3 +y· e2 + z ·fr 
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vérifiant 

ro ~ 
L.= v~ 

0= 

m·n=O {::=:;> 
0= 
0= 
0= 
0= 
0= 

-gw-bz+yc+vh 

hw ~ cz - xg -+~ yd 

cw- z- g- vd 

bw- vc- y 

xc- h- dw 

cw -xb 

b-w 

x-c 

{::=:;> 

g = cw- z- vd 

y= w2 - vc 

h = c2 - dw 

x= c 

b= w 

ce qui laisse les variables w, c, v, d et z libres. D'autre part, nous avons 

et 
n 2 = 0 {::=:;> 0 = w2 

- y - vx {::=:;> y = w2 
- vx 

qui sont déjà des résultats impliqués par les équations précédentes. Dès lors, en 
concluant comme précédemment, nous avons finalement prouvé que 

Pour x(3\2)' un module p appartient à x(S\4) ( R) si et seulement si 

Ceci nous donne comme générateurs réduits : 

m = m(b, c, g, h) = h + b · h + c · e + g · e2 + h ·JI 

et 
Tt= ·n(y, z) = e3 +y· e2 + z · h 

vérifiant 

1~= 
-bz + yc 

( g = z2 

m·n=O {::=:;> 
-cz- g 

{::=:;> 1 c ~ -z 
10 = -b-y 

b= 
lü= c+z ' 

-y 

ce qui laisse les variables y, h et z libres. D'autre part, nous avons 
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qui est déjà impliquée par les équations précédentes et de plus, n 2 = 0 est vraie 
quelles que soient les valeurs de y et z. Dès lors, nous avons finalement prouvé que 

En ce qm concerne X(Z\I), un module P est un élément de X(3\ 2) ( R) si et 
seulement si 

Ceci nous donne comme générateurs réduits : 

m = m( c, d, h) = h + c · e + d · e3 + h · fi 

et 
n = n(z) = ez + z ·fi 

vérifiant 

_,____,.,_ { 0 = m·n=O ~ 
0= 

-cz+d ~ {d= 
-z+c c= z 

ce qui laisse les variables h et z libres. D'autre part, nous avons 

qui est déjà une équation connue et de plus, n 2 = 0 est, là encore, vraie quelle que 
soit la valeur de z. Par conséquent, nous avons bien 

Pour X(l\O), un module P appartient à X(l\O)(R) si et seulement si 

Ceci nous donne comme générateurs réduits : 

'l'Y) - rn ( h \ - .o~ -L h . r . . ,., -- ''"\j ,, J --- '--".:) ' .• , .J l 

et 
n=!I 

et dans ce cas, les équations m · n = 0, m2 = 0 et n2 = 0 sont vérifiées quelle que 
soit la valeur de h. Par conséquent, là encore nous trouvons que 
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Enfin, les modules P qui appartiennent à X(o\-I)(R) = X0(R) sont ceux qui 
sont égaux à (V2)R et dès lors, il s'agit bien d'un point affine. Ainsi, 

X(O\-ll ~ A 0
. 

En résumé, nous avons bien établit que pour tout indice i appartenant à l'en­
semble {0, ... , 5}, 

0 

Nous avons donc bien explicitement construit une structure cellulaire pour 
X ( o:2) et les classes modulo équivalence rationnelle de chacun de ces termes forment 
un système de générateurs libres du groupe CH*(X(o:2)). Le point le plus important 
de cette construction, outre le fait que l'on a une structure cellulaire explicite et 
géométrique de X(o:2), est que 

En d'autres termes, le premier terme non trivial de la filtration, celui qui va cor­
respondre au cycle de codimension un de CH*(X(o:2)) est égal à l'intersection de 
la variété X(o:2) et du générateur en codimension un de la grassmannienne. Ce fait 
nous permettra au chapitre suivant d'établir la rationalité de ce cycle. 

3.2 Anneau de CHOW de X(a2) 

Nous allons maintenant préciser les choses concernant les groupes de CHmv, 
dont nous avons déjà parlé sans les définir totalement. 

Nous appelions donc X une variété algébrique lisse et complète. Un cycle de 
codimension i sur X est une somme formelle finie 

2.:nz{Yz} 
l 

-' 1_ ~ "'{T -·---J... ..] __ ---~:"'! ---.r.!~.L.~ .... _r.,... _ __,....f......._'""' ;)....._ v ,.1,... ..-.r-......1~...-v..r..v..r'i~.A....-. ~n.-f. ln.l"l IY'I rll'"\s YToA"YY\h'rOC' 
OU let> I j èiüllL Ueèi èiUUti-Vd it:Lt:b 1t:11Ht:t:>"> Ut:./\. Ut: L-VUlUlvH"lVH " v~ l<Oi> toj U.<J HVUHJH,.._, 

entiers. Le groupe des cycles de codimension i sur X, noté zi(X) est le g:oupe 
libre sur Z engendrô par les sous~\'ariétés fermées de codimer:Bion i de ... X" ... A .. une 
sous-variété Y de X on fait correspondre le cycle {Y} dans zi(X). Deux cycles 
{Y} et { Z} de codimension i de X sont rationnellement équivalents s'il existe 
un cycle {W} de codimension i dans X x A 1 dont l'intersection est propre5 avec 

5 C'est-à-dire tel que 

codim(W n X x {p}) = codim(W) + codim(X x {p}) 

où p vaut 0 ou 1. 

45 



3.2 Anneau de CHOW de X(a2) 

X x {0} et X x {1}, et tel que 

Y=1A/nX x {1} 

et 
z = wnx x {o}. 

On note "'rat cette relation d'équivalence et on pose pour tout i dans l'ensemble 

{0, ... , dimX l 

ce qui défini le ième groupe de CHOW de X. Le groupe de CHOW total de X 
gradué par la codimension est alors 

Il est possible de répéter exactement la même construction afin de construire 
CH*(X), le groupe de CHOW de X gradué par la dimension. Lorsque X est 
irréductible, on a alors 

CHi(X) = CHdimX- ·i(X) 

pour tout ide l'ensemble {0, ... , dimX}. Bien que cela soit un abus de langage, 
nous parlerons plus souvent de cycle que de classe de cycles. La lissité de X fait 
que l'intersection des cycles (comptée avec multiplicité) définit, pour tout6 i et i' 
de l'ensemble {0, ... , dimX}, un produit 

donnant à CH*(X) une structure d'anneau gradué. 

Le but de cette section est d'établir, dans le cas déployé, la structure de l'anneau 
de CHOW de X(a2). Pour cela, nous allons déterminer quelles relations vérifient les 
générateurs de CH*(X(a2)), en s'aidant de celles de CH*(X(a1 , a2)). La construc­
tion de la structure cellulaire de X( a 2) établie dans la section précédente, où le 
résuitat pius général de [Koc91, Cor. 1.5 p. 365], nous permettent d'affirmer que 
l'anneau CH* (X ( a 2)) possède un unique générateur par codimension. Ce qu'il nous 
faut n1aintenant corr1prei1dre, c ,e~t cuul1I1811L ces gé1H~ratcur-s se t:nulLiJ;llc11t entre 
eux. Pour cela, nous allons utiliser le fait que X(a1, a 2 ) peut être vue comme une 
fibration projective au-dessus de ;t' ( a 2 ) au moyen de 1 'application suivante définie 
pour toute k-algèbre R par 

X(a1, a2) 
(D,P) 

6Si i +i' > dimX le résultat est nul et appartient à CHdimX(X). 
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En effet, si nous définissons un fibré trivial J au-dessus de X ( a 2) en posant 
pour toute k-algèbre R, la fibre au-dessus d'un élément P de X(a2)(R) comme 
étant P lui-même, dès lors comme Pest un module projectif, nous pouvons consi­
dérer .lP(P) l'espace projectif aS::iocié qui est, rappelons le, l'ensemble des sous­
modules projectifs N de P de rang 1 tels que P / N soit également projectif. Nous 
définissons ainsi le fibré projectif lP(J) sur X(Œ2 ). De là, pour toute k-algèbre qui 
est un anneau local K, nous avons 

JP(J)(K) = {(D, P) 1 P E X(o,2)(K) et D cP}. 

Or si D c P et en tenant compte du fait que les modules projectifs sont libres sur 
les anneaux locaux, tous les éléments de D sont donc de trace et de carré nuls, par 
conséquent Pest un élément de X(al)(K) d'où 

et ainsi les deux foncteurs sont égaux. En fait, X(a1 , a 2) est le fibré projectif 
associé au fibré vectoriel trivial J et de plus, cette fibration projective induit 
une application faisant de CH*(X(a1, a 2)) un CH*(X(a2))-module libre de rang 2 
(c.f. [F1, Th. 3.3 b)]). 

En effet, plus généralement lorsque l'on a un fibré vectoriel E de rang r au­
dessus d'une variété lisse X, on pose 1P(E) le fibré projectif associé et p: JP(E)-+ X 
la projection sur X. On a l'isomorphisme d'anneaux gradués suivant 

CH*(JP(E)) ~ CH*(X)[ÇJ/ (çr- c1(E)t-1 + ... (-1tcr(E)) 

où pour tout i de 1 'ensemble { 1, ... , r}, ci ( E) est un élément de CH* (X) appelé 
ième classe de CHERN de E et Ç est le cycle de codimension 1 associé au fibré en 
droite OE(1). 

Les classes de CHERN du fibré sont par définition les coefficients de l'équation 
de rang r que vérifie l'élément Ç. Dans notre cas, cette équation est de degré 2 et 
nous allons voir qu'il sera inutile de la déterminer. Àinsi nous posons 

Cette structure de CH*(X(a2))-module maintenant exposée, nous allons l'uti­
liser pour calculer de deux façons différentes des invariants de CH* (X ( a1, a2)). 
En comparant les résultats de ces deux calculs nous obtiendrons alors la table de 
multiplication (partielle) des générateurs de CH*(X(a2)). 

En premier lieu, il nous faut rappeler quelques résultats connus sur la structure 
de CH*(X(al, a2)). 
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3.2.1 Relations dans CH*(X(a1, a2)) 

Là encore, nous allons utiliser les notations de la section 2.1. 
H'n r.rom;or lio11 ]., ofr11rof11ro rlo 0T-T*( :{'( rv. rv~ Î \ on f<>nf rtllo rrrr.11nD n.;,t rlhi?. 
..L,...J.LJ. P.J.V~.I.J....l.\...I.L .u.vu., .l.f..Aj UUJ..U.VUU.LV "--'-'-' '-"'..A..&. \' \\....\.l' 'I..A>;L.}) v.u. 1,.1'-N.I..I.l.l '-1.'-4'-' b..I.'-'""-J-''-1 'LfUV '\,...&,'V~JC... 

connue et a déjà été étudiée, notemment dans [Mar76, Lem. 5.1.1]. Sinon, nous 
pouvons toujours retrouver ces résultats en exploitant, comme nous l'avons déjà 
fait, l'article de [Koc91]. Dans tous les cas, on trouve que CH*(X(o:1 , o:2 )) est 
un groupe libre sur Z engendré par douze éléments, un pour chaque racine du 
groupe de WEYL de G, notre groupe (adjoint, semi-simple et) déployé de type G2 . 

En effet, nous avons déjà vu qu'à chaque élément de Won fait correspondre une 
cellule de dimension égale à la longueur de cet élément, ensuite l'ensemble constitué 
de l'adhérence de tous ces éléments forme un système de générateurs libres de 
CH* (X ( o:1, o:2)). Pour simplifier les notations, nous reproduisons ci-dessous les 
éléments de vV avec à côté la notation adoptée pour le générateur correspondant : 

h5 ~ Sa2 g 5 

"""'' Scq 

h4 ~ Sal Sa2 g4 ~ SazSal 

h3 ~ Sa2 Sal Sa2 = Sal +a2 93 ~ Sal Sa2 Sal = S3a1 +a2 

h2 """""' SalSŒ2SalSŒ2 92 ~ Sa2Sa1Sa2SŒ1 

hl ~ Sa2Sa1 Sa2 Sa1 Sa2 = 83a1 +2a2 
gl ~ Sa1 Sa2Sa1Sa2Sa1 = S2a1+a2 

96 ~ (sal Saz}
3 = (sa2Sa1)

3 =id go ~ (sa1 Sa2)
3 = (sa2Sa1 )

3 = -id 

L'indice supérieur de chacun des éléments correspond à sa codimension. En second 
lieu, il existe une formule due à CHEVALLEY bien que démontrée et publiée par 
nv1..:r A '7TTDD ri'"""'" .. , fi\AY'Y'\7Â S::.A r.n.r 'Jl t''01l'l nrvnr nAtro n"lrf- nA11C -:ln.n.ollornnC' Ïr>Î fAr_ 
.L.IDJ.Vl/"\.LJVL\...L:J U0.1.l.lO l.lJVJ.J..&.I-:x, ij""::: '-../VJ.. """J' '{UV _pvu.&. .&..&.Vl!.J..V l'U.L1J .u.vuu uppv.I..&.\.J.LV.&..l-u -'-'--'.l. .1.v.1. 

mule de CHEVALLEY et qui va nous permettre de calculer le produit de n'importe 
quel couple d'éléments dont l'un au moins est de codimension 1. Cette formule, 
reproduite avec les notations de l'article original, est : 

Formule de CHEVALLEY 

j3ER+, l(ws13)=l(w)-l 

Explicitons maintenant cette formule. Tout d'abord, w0 désigne l'élément de 
longueur maximale de W, w est un élément quelconque de W et R+ désigne l'en­
semble des racines positives par rapport au choix d'un sous-groupe de BoREL 
de G, que nous, nous avons noté 1\(T, b)+. La notation Xw désigne, comme nous 
l'avons déjà expliqué, la variété de SCHUBERT correspondant à la cellule définie 
par la racine w dans la décomposition de BRUHAT de G /B. De là, la notation [Xw] 
désigne sa classe dans CH*(X(o:1, o:2)). D'autre part, o: est une racine simple, ainsi 
l(sa) = 1 et par conséquent [XwosJ est de codimension l(wo)-l(wosa) = l(sa) = 1. 
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L'écriture< {Jv, Wo: >désigne ce que nous avons noté {Jv(wo:) où Wo: est l'élément 
de E = X(T) ®z IR tel que, pour tout {3 de ~(T, b), 

où Oo:f3 désigne le delta de KRONECKER. 

Si nous traduisons tout ce ci dans notre contexte, nous avons tout d'abord 

Wo:l - Wt - 2al + 0:2, 

r.-r w2 
')_ -l- ?tv.-. 

~~ 
""\rv ... 

~~o:2 ~~l J ~~~, 

comme on peut aisément le calculer en utilisant le fait que a;'(-wj) = Oij et le fait 
que ai( a2 ) = -3, a;{ ( a 1) = -1 (comme nous l'avons déjà calculé pour fabriquer 
le diagramme de DYNKIN de G en section 2.1) et a/( ai) = 2 puisque so:; (ai) = 
-ai = ai- a;'(ai)c<i· On retrouve par ailleurs ces résultats dans (Bou, §4.13 p. 
221]. Ensuite, nous avons déjà vu que 

et que leur écriture réduite est 

et 

Voyons maintenant comment appliquer cette formule, pour cela nous allons 
devoir calculer {Jv ( w 1) et {Jv ( w 2) pour toutes les racines positives {3 du groupe. 
En effet, comme l'application {3 ~----+ ,Bv n'est pas linéaire, connaitre a{ et o:~ n'est 
pas suffü;ant. Il est toutefois bon de noter que par définition on a tout de même 
AV (Al - 2 pour tout.-:. ra"l·"e f.l f-/ \fV) - uv ~ v ~.1 f-/. 

Nou;.;; a,llons donc par exemple calculer (c.::1 -t- Ct 2f(w1). Dans la base {û1 , a 2}, 

les involutions So:1 et so:2 ont pour matrice 

et 

r -1 31 
l 0 1J 
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et par conséquent 

Parallèlement, nous savons que par définition 

sa1+a2(z:v1) = w1- (o:1 + o:2t (z:vi)(o:1 + o:2) 

= 20:1 + 0:2 - ( 0:1 + 0:2) V ( w1) ( 0:1 + 0:2) 

= (2 ·- (o:1 + o:2)v(w1))o:1 + (1- (o:l + o:2)v(w1))o:2 

ce qui par identification avec le résultat précédent nous donne 

En procédant de la même façon pour toutes les racines, nous trouvons finalement 

o:{(z:vi) = 1, 
o:{(z:v2) = 0, 

(o:1 + o:2)v(w1) = 1, 
( 0:1 + 0:2)Y ( w2) = 3, 

(3Œl + Œ2)Y(w1) = 1, 
(3o:l + o:2)v(w2) = 1, 

o:~(w1) = 0, 
o:~(w2) = 1, 

(2o:l + o:2)v(w1) = 2, 
(2o:l + o:2)v(w2) = 3, 

(~(Y, +2o:.,)V(u;:r1) = 1. 
\ - ~ ' ~~ ' .J. 1 J 

(3o:l + 2o:2)v(w2) = 2. 

D'autre part, nous allons avoir besom de déterminer quelles sont les racines 
positives j3 telles que l(wsf3) = l(w)- 1 et ce, pour tous les w possibles, à savoir 
les dix racines définissant les gi et les hi. Par exemple, pour calculer (h1 ) 2 , il nous 
faut trouver les racines ,8 telles qnP 

Il est bien évident que nous pouvons d'ores et déjà écarter j3 = 3o:1 + 2o:2. En 
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calculant tous les autres produits possibles nous obtenons : 

/ ( S3cq +2o2 Sol J = [ ( So2 Sol So2 Sol So2 . soJ 

= l((so2So1)
3

) = 6 

l(s3ar+2a2So2) = l(sozSa1So2So1So2. saz) 

= l((sa2 Sa1 )
2

) = 4 

[ ( S3al +2a2 Sal +az) = l ( Sa2 Sal Saz Sal Sa2 . Saz Sal Sa2) 

= l(sa2saJ = 2 

l ( S3a1 +2a2 S2a1 +a2) = l ( Sa2 Sal Sa2 Sal Sa2 · Sal So2 Sal Sa2 Sar) 

= l((sa2 Sa1 ).5) = l(sa1 Sa2 ) = 2 

l ( 83ol +2a2 83al +a2) = l ( Sa2 Sal Sa2 Sal Sa2 . Sal Sa2 Sol) 

= l((S02 S01 )
4) = l((sa1Sa2 )

2
) = 4. 

Ainsi, nous obtenons 

En procédant de la même façon pour tous les autres éléments nous trouvons que : 
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et 

Ces calculs préliminaires établis, nous pouvons maintenant effectuer tous les 
calculs librement. Nous allons commencer par calculer les puissances de g 1 

: 

(g
1

)
2 = [XwosaJ · [Xs2a 1+aJ 

= o:i ( w2) [X(sal Sa2 )2 J + ( 0:1 + a2t ( w2) [ X(sa2 Sal )2] 

= o + 3 [x( )2] = 3g2 
Sa2 sa1 

(,..lî3- Q,..ln2- Q fy ï. r y ,J 
\Y ) - V;J ;J - '--' L'~wosa2 j l'~S(a2 sa 1 rj 

= 3(o:{(w2) [Xsa
2
s001 s"

2
] + (3o:l + 2a2t(w2) [Xs,

1
s,

2
saJ) 

= 3(0 + 2 [Xs3oo
1
+a2 ]) = 6l 

(gl)4 = 3glg3 = 6 [X,o"'"'J . [Xs3"'è+"'J 
=6(o:v1 (r;;")iX" o l+(2o:l+o:")v(w")[Xs s l) 

\ ~/ L- 0Ql..:>Œ2J . \ - ~ \ ""'1 0::2 UlJ 

= 6(0 + 3 [Xsa
2
saJ) = 18l 
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(g1 )5 
= 18g1l = 18 [Xwasc.J · [Xsa2 s"J (g

1 )5 

= 18(a{(w2) [Xs"
2

] + (3al + a2t(w2) [XsoJ) 

= 18(0 + IXo~ lî = 18(l 
" L -u: 1 .J J ...... 

r _l \6 18 1 5 l>< [y 1 r v 1 
\Y j = g g = v ·~wosa2 J • L•~sa 1 j 

= 18( ar ( w2) [Xid]) 
= 18(0) =O. 

Nous calculons maintenant les puissances de h 1 . 

(h1 
)

2 
= [XwosaJ · [Xs3a2+2aJ 

= a~ ( w1) [X(sa2sa1)2] + (3al + a2t ( w1) [X(sa1 sœ2)2] 

= Ü + [X(sœl Sa2)2 J = h2 

(h1
)

3 = h1h2 
= [XwosaJ · [xsc"l sœ2)2] 

= a~(wl) [Xsa1s02 s"J + (2al + a2)V(w1) (Xsa2 sa1 s"J 
- o j_ ') r v ] - 2h3 - -~ ""' l..t'-sal +œ2 -

(h
1 

)
4 

= 2h
1
h

3 
= 2 [XwasœJ · [Xs"l+"J 

= 2(a~(wl) [Xsa2s"J + (3o:l + 2a2)v(w1) [Xsc.1s"J) 

= 2(0 + [Xsa
1
saJ) = 2h4 

Nous allons maintenant calculer le produit de g1 avec les hi. Le lecteur re­
marquera que dans le cas particulier de g1h1 , nous avons le choix de privilégier le 
produit en utilisant la formule avec g1 ou avec h1. Ici, nous avons choisi d'utiliser la 
formule de CHEVALLEY avec g1 mais le lecteur est libre de vérifier que le résultat 
est le même en utilisant h}. 

Les calculs nous donnent : 
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= Œ~(w2) [X(sa
2
say] + (3al +a2)V(w2) [X(sa1sa2)2J 

= [X(sa2 Scq) 2 ] + [X(sa1 sa2 )2] = l + h2 

g1h4 
= [Xw0s,J · [Xs, 1s"J = Œ~(w2) [Xs"J +(al+ Œ2)v(w2) [Xs"J 

= [Xs"l] + 3 [XsnJ = g
5 + 3h

5 

Enfin, nous n'avons plus maintenant qu'à calculer le produit de h1 avec les 
éléments gi. ceci nous donne les résultats suivants : 
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En résumé, la table de multiplication de notre système de générateurs (libres) 
de CH*(X(a1, a2)) est : 

(g1)2 = 3l 

(gl)3 = 6l 
(gl)4 = 18l 

(gl)5 = 18l 
( nl \6 - Ü 
\Y J -

(h1)2 = h2 

(hl )3 = 2h3 

(h1)4 = 2h4 

(hl)5=2h5 

(h1)6 = 0 

h1l = l +h3 

hll = 2g4 + h4 

hll = g5 + h5 

h
1l =l 

- 1 1 • •) ,-l 

h/g" = h" + g"' 

glh2 = l + 3h3 

glh3 = g4 + 2h4 

glh4 = g5 + 3h5 

glh5 = l 

Comme nous l'avons précédemment annoncé nous allons maintenant calculer 
de deux façons différentes certains invariants de CH* (X ( a 1, a 2)). 

3.2.2 Calcul des invariants de CH*(X(o:1, a 2)) 

Nous désignons tout d'abüïd par A le sous-anneau de CH*(X(a1 , a 2)) engendré 
par les éléments du groupe CH1(X(a1, a 2)), c'est-à-dire par les puissances de g1 

et de h1. Nous considèrons ensuite Ai le groupe abélien libre engendré sur Z 
par les éléments de codimension i de A, c'est-à-dire engendré par les polynômes 
homogènes de degré i en g1 et h1. Par conséquent, d'après la table de multiplication 
précédemment calculée, nous obtenons que 

A1 
= gr(g\ h1

) 
,<) // 1'\'1 1 .. 1 , .. 1,'), 

A"= grl(g·r, g·n·, (n"rJ 
= gr(3g2' g2 + h2' h2) 

A3 = gr((g1)3, (gl?h\ 91(h1)2, (hl)3) 

= gr(6g3
, 3(g3 + h3

), l + 3h3
, 2h3

) 

A4 = gr((gl)4, (gl)3hl, (gl)2(h1)2, gl(h1)3, (h1)4) 

= gr(18l, 12l + 6h4
, 6(l + h4

), 2l + 4h4
, 2h4) 

As= gr((g1)5, (i)4hl, (g1)3(hl)2, (gl?(hl)3, gl(hi)\ (h1)s) 

= gr(l8l, 18(l + h5
), 12l + 18h5

, 69"' + 12h5
, 2l + 6h5

, 2h5) 
A6 = gr((g1)6, (g1)5hl, (gl)4(hl)2, (gl)3(hl)3, (g1)2(h1)4, g1(h1)s, (hl)6) 

= gr(O, 18l, 18l, 12l, 6l, 2l, 0) 

où là encore, comme dans la section 2,1, nous désignons par gr(E) le groupe 
abélien libre engendré par les éléments de t' sur Z. Il est tout d'abord clair 
que Ai est un sous-groupe de CHi(X(a1, a 2)) = gr(gi, hi) pour tout i de l'en­
semble {1, ... , 6}. Par conséquent, nous pouvons, pour tout i de {1, ... , 6}, cal­
culer l'indice de Ai dans CH*(X(a1 , a 2)) que nous notons (CHi(X(a1 , a 2)) : Ai). 
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Ce sont ces nombres entiers qui constituent les invariants recherchés. Il est clair 
que A 1 = CH1(X(o:1 , o:2)). D'autre part, h2 est dans A2 et g2 + h2 aussi, donc 
g2 appartient à A2 et par suite nous avons également A2 = CH2 (X(o:1 , o:2)). 

Pour les autres, nous allons procéder par générateurs et relations. Le groupe quo­
tient CH3 (X(o:1 , o:2)/A3 est engendré par deux éléments g 3 et h3 qui vérifient 
2h3 = 0 = 6g3 et 3g3 + 3h3 = 0 = g3 + 3h3

. En faisant la différence des deux 
dernières relations nous trouvons donc que 2g3 = 0, par conséquent les éléments 
l et h3 sont d'ordre deux et comme 3g3 + 3h3 = 0, il vient que l = -h3 = h3 

puisque h3 est un élément d'ordre deux. Par suite, nous pouvons identifier g3 et 
h3 et ainsi 

CH3(X(o:1 ,o:2))/A3
:::: Z/2Z. 

Pour CH4 (X(o:1 , o:2))/A4 , l'un des générateurs, h4, est d'ordre deux et par suite 
les autres relations deviennent 

Donc les deux générateurs sont d'ordre deux et ne sont pas liés entre eux, par suite 

En refaisant mot pour mot le même raisonnement pour CH5 (X(o:1 , o:2))/A5 , nous 
trouvons que 

En ce ani concerne CH5 {X ( 0:1. 0:0) î /A 5 . il nossède un seul Œénérateur d'ordre dfmx 
-'- \ \ ..... , ""'/ /1 ) ..l v 

et par conséquent nous avons 

En résumé, les invariants recherchés sont donc : 

(CH4 (X(a1, o:2)) : A4
) = 4, 

(CH5 (X(o:1, o:2)) : A5
) = 4, 

(CH6(X(o:l, Œ2)): A6
) = 2. 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à calculer à nouveau ces indices en utilisant 
la structure de CH*(X(a2))-module de CH*(X(o:ll o:2)) et à comparer les résultats. 



Décomposition cellulaire de X(a2) 

3.2.3 Calcul de la structure de CH*(X(a2)) 

Pour commencer, nous rappelons que CH*(X(a2)) possède un seul générateur 
na.r rodimension one nous notons h~ nour i narcourant l'ensemble fO ..... 5~. En-
J. .L ..::. .... ..L '- 1 1 J 

suite, nous savons que CH*(X(a1 , a 2)) est un CH(X(a2))-module libre de rang 2 
mais plus précisement cela signifie qu' il admet pour base l'ensemble {1, (} où 1 
désigne l'élément neutre et ( est un élément qui vérifie 

et où c; désigne la ième classe de CHERN du fibré vectoriel associé au fibré projectif 
au-dessus de X(a2). Ainsi, pour i à valeurs dans l'ensemble {1, ... , 5}, les groupes 
CHi(X(a1 , a 2)) correspondent à gr(h~, (h~- 1 ) et pour les indices 0 et 6, nous 
avons CH0 (X(a1 , a 2)) ~ CH0 (X(a2)), et CH6 (X(a1 , a 2)) ~ CH5 (X(a2))(. Nous 
nous donnons ensuite quatre nombres entiers positifs l, m, n et p tels que 

Ceci étant posé, nous allons comme précédemment considérer , les sous-groupes 
Ai exprimés cette fois-ci en fonction de (h~)i et ((h~)i-l_ Pour commencer, 

Al_ (hl 1'\ -~-gr.2,'>; 

nous avons donc bien 

Ensuite, 

et comme 
(CH2(X(a1 , a 2)) : A2

) = 1 

nous en déduisons que les nombres l et c2 sont premiers entres eux. Ce résultat sera 
d'ailleurs très largement exploité dans les calculs suivants. Concernant le groupe 
A 3 , nous avons 

d'où 

A3 = gr((h~)3, (h~?c h~(2, (3) 

= gr((lmh~, lh~(, lc1h~(- mc2h~, (lei- c2)hâ(- mc1c2h~) 
= gr(mh~, h~() 
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Nous calculons maintenant A 4 , 

A4 =gr((h~)4, (h~)\, (h~)2(3, h~(3, (4) 
-· ~,.{01~1,4 01],31" ')/,... -;,3;- _ '),,,.,~1,4 ')(7,-.2 _ ro~ \1,3( _ 0nr r~h4 
- Ql. \""'(!lltiiJ2' "-if.JI(;2~' .... (JL-lfl/2~ 6.JiltV;_tiV2' 6.J\I.!Vl V_L.JH''2"' "-''v"-'1'--'..:::'"2' 

a111S1 
4 4 2n 

(CH (X(a:1,o:2)): A)= 2pgcd(2n, -, c2) = 4 
î 

où pgcd(2n, 2~c2 ) désigne le plus grand commun multiple de 2~c2 et 2n. Par suite, 
comme pgcd(2n, 2~c2 ) = 2, nous avons nécessairement pgcd(n, ![c2) = 1 et ainsi 
l = n. Nous calculons maintenant 

ams1 

As =gr((hDs, (h~)4(, (h~)3(2, (hD2(3, h~(4, çs) 

= gr(2l2ph~, 2l2h~(, 2l2c1 h~(- 2lpc2 h~, 2l(lcî- c2)h~(- 2lpc1c2h~, 

2lcl (lcÎ - 2c2)h~(- 2pc2(lcÎ - c2)h~, 
(2l2c{- 6lcîc2 + 2c~)hi(- 2pc1c2(lcÎ- 2c2)h~) 

= gr(2ph~, 2hi() 

(CH5 (X(a1 , a 2)): A5
) = 4p = 4 

d'où p = 1. Enfin, en calculant 

A6 =gr((hD6, (h~)s(, (h~)\2, (h~)3(3, (h~)2(4, h~(s, (6) 

=gr(O, 2l2h~(, 2l2c1 h~(, 2l(lcî- c2)h~(, 2lcl(lcî -- 2c2)h~(, 

(2l2ci- 6lcîc2 + 2c~)h~(, (2Z2cf- 8lc~c2 + 6c1c~)h~() 
_...,. f0J,Sr) 
- c,r\""''"2'> ' 

nous trouvons bien que 

(CH6 (X(a1 , a 2)): Aû) = 2. 

Finalement, la table de multiplication (partielle) de CH*(X(a2)) est 

(hD2 = zh~, 
(h~) 3 

= 2lh~, 
(h~) 4 

= 2l2h~, 
(h~)s = 2l2h~. 
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Malgré tous nos effort, le nombre l reste donc jusque là indéterminé. Pourtant, 
nous pouvons signaler que l'image de h§ dans CH*(X(a1, a 2)) par l'application 
pr*: CH*(.:t'(a2 ) ---+ CH*(X(a1, a 2)), application induite par la fibration projec-
, • ' , • • , 1 ' 1 1 T""". , ~ ' ' t1ve, est une comommson ae g~ et w . ..t'.in a autre termes, 

avec a et b dans Z, premiers entre eux puisque l'élément pr*(h~) peut être choisi 
comme un des générateurs de CH1(X(a1, a 2)). De plus, nous avons 

l- *(h2'- ( *l'h 1)) 2 - (3 2 
_j_ 2 b") 1 (b2 ') b'lh 2 pr , 21 - ,pr , .2 -- • a , a g + , , + ~a , , , 

ce qui impose aux nombres a et b d'être pairs si ll'est, ce qui entrerait en contradic­
tion avec le fait que a et b sont premiers entre eux. Par conséquent, l est nécessai­
rement impair et ce fait nous sera très utile par la suite pour établir (la rationalité 
de) l'isomorphisme motivique. En effet, bien que n'ayant pas totalement déterminé 
la structure de CH* (X ( a 2)), nous verrons que les informations dont nous disposons 
maintenant seront suffisantes pour établir l'isomorphisme motivique entre X(a1) 
et X(a2 ) en toute généralité. 

Nous faisons remarquer au lecteur que la quadrique X(a1) a elle aussi dans 
le cas déployé, un seul générateur par codimension que nous allons noté hL où i 
décrit l'ensemble {0, ... , 5}. Toutefois la table de multiplication de ses génémteurs 
est 

(hl)2 = h2 
\' "l! ' ' 'u ll 

(hÎ) 3 = 2hî, 
(hi) 4 

= 2hf, 
(h l \5 ')h5 

"1} = .. ,1. 

Par conséquent, il est possible que CH*(X(a1)) et CH*(X(a2)) soient isomorphes 
si l = 1. Quoi qu'il en soit, nous allons voir que les motifs associés à ces deux 
variétés sont isomorphes que les anneaux le soient ou non. Le lecteur souhaitant 
plus de détails sur la façon dont on obtient ces relations entre les générateurs de 
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Chapitre 4 

L 'isomorpl1is1ne motivique 

Dans tout ce chapitre, k désigne notre corps de base de caractéristique différente 
de deux et 1K une de ses clôtures algébriques. Les variétés .-1:'(a1) et .-1'(a2) seront, 
suivant le contexte, déployées ou non sur k. De plus, dans ce chapitre, Hom(X, Y) 
désignera par CHdimY (X x Y) le groupe des correspondances de degré O. 

Dans une première partie, nous introduirons la catégorie des correspon­
dances qui est la catégorie motivique avec laquelle nous allons travailler. Cette 
section n'est en aucun cas originale et la principale motivation de cet exposé est 
d'introduire nos notations. Ensuite, dans une seconde partie, nous établissons, 
pour la variété X(a2), un théorème d'isomorphisme analogue à celui qu'a établi 
M.RosT pour les quadriques. Enfin, en troisième partie, nous établissons dans le 
cas déployé, un isomorphisme motivique entre X( al) et X(a2 ) avant de prouver la 
rationalité de la correspondance réalisant cet isommphisme, rationalité qui établit 
ainsi l'isomorphisme en toute généralité. 

Pour un exposé complet sur les correspondances, nous conseillons la lecture 
de (Fl, §16.1]. Pour la catégorie des correspondances en particulier, le lecteur 
pourra se référer à [Man68]. En outre, nous nous sommes également très largement 
inspiré de [Ros90] et [Karüü]. 

4.1 Correspondances et motifs 

Nous désignons ici et pour le reste de ce chapitre par Q:Jar(k), la catégorie des 
k-variétés lisses, complètes mais non nécessairement connexes. Nous considérons 
également aue l'ensemble vide 0 est un élément de IDar(k). Nous avons déjà signalé ..__, .... ~ ~ - -

que pour x dans mar(k), CH*(X) désigne l'anneau de CHOW de x et que, bien que 
cela soit un abus de langage, nous préférons parler de cycle plutôt que de classes de 
cycles. D'autre part, nous allons revenir ici sur l'anneau de CHOW CH*(X) d'une 
variété X pour introduire la notion de correspondance. 
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Ainsi, une correspondance de X dans1 Y, où X et Y sont des éléments 
de Q:Jar(k), est par définition, un cycle dans l'anneau CH*(X x Y). La compo­
sition des correspondances se fait alors de la façon classique suivante (voir par 
exemple [F1, Défi. 16.1.1]) : 

CH*( v y V\ y CH*fV y '?'\ 
~"-"~/" \~ "L) -----t CH*(X x Z) 

(f,g) f-t go f = (pr13)*((f x Z) ·(X x g)) 

où· désigne la multiplication des cycles dans CH*(X x Y x Z) et (pr1'l)* le push-. . . --· 

forward de la projection 

pr13: XxYxZ -----t 

(x,y,z) f-t 

XxZ 
(x, z). 

Soient maintenant des variétés X et Y dans Q:Jar(k) où Y est supposée connexe 
(ou d'une façon plus générale équidimensionnelle2). On définit alors dans un 
premier temps une correspondance de X dans Y de degré p comme étant un 
cycle homogène de CHdimY+P(X x Y). On étend ensuite cette définition au cas 
d'une variété Y quelconque dans War(k) en désignant par correspondance de de­
gré p les cycles homogènes de El\ CHdim Y;+P(X x Yi), où les Yi sont les composantes 
connexes de Y. Le lecteur notera que si X est également équidimensionnelle, on a 
alors 

EBi CHdim Yi+P(X x Y;) = EF!j CHdimXj-P(Xj x Y) 

où ici aussi, les variétés Xj désignent les composantes connexes de X. Le lecteur 
prendra garde de ne pas confondre la notion de correspondance de degré p avec 
le degré d'un 0-cycle, notion qui sera également utilisée par la suite. En effet, 
un 0-cycle d'une variété X est un élément c = 2".:: np[P] dans CH*(X) et son degré 
est alors 

deg(c) = L np[k(P) : k]. 
p 

Le lecteur souhaitant de plus amples informations sur ce sujet pourra consultPr [Fl, 
Def. 1.4]. 

Revenons maintenant à la notion de degré d'une correspondance. Lorsque l'on 
compose des correspondances, les degrés s'aJoutent (comme le lecteur peut par 
exemple le vérifier dans [F1, Ex. 16.1.1]). Il est ainsi clair que l'ensemble des cor­
respondances de degré 0 est stable par composition et on définit par conséquent la 
catécr0 orie des correspondances de deQ:ré O. notée Q:on° ( k). ani est une ca té-

... ~ 1 \ /' .._ 

gorie additive dont les objets sont ceux de Q:Jar( k) et les groupes de morphismes 

1 Si Y = X on parlera de correspondance sur X tout court. 
2Une variété est dite équidimensionelle lorsque toutes ses composantes irréductibles ont 

même dimension. 
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sont tout simplement les correspondances de degré O. Le lecteur trouvera dans [F1, 
Ex. 16.1.12] de plus amples renseignements sur la catégorie ~Ott0 (k). Nous signa­
lons tout de même que idx, l'application identité de X dans <!:on°(k) est donnée 
par la classe de l'application diagonale sur X x X. D'autre part, nous désignerons 
par End( X) le groupe Hom(X, X) des correspondances de X dans elle-même. 

Dans tout cet exposé, nous ne composerons que des correspondances décom­
posées et homogènes. En d'autres termes, ces correspondances sont supposées 
combinaisons linéaires sur Z de produits de cycles de X, Y et Z, la codimension de 
chaque membre restant toujours la même. La composition de deux correspondances 
se calcule alors explicitemment grâce au lemme suivant qui est une conséquence 
immédiate de la définition classique de la composition : 

Lemme 5. Soient X, Y, et Z trois éléments de stJat(k) et fun cycle de CH*(X), 
g, g' deux cycles de CH* (Y) et enfin h un cycle de CH* ( Z). On suppose également 
que la variété Y est connexe (ou plus généralement équidimensionnelle) et que les 
cycles g et g' sont homogènes. On a alors 

(g' x h) o (f x g) = (pr13)*(f x (g · g') x h) 

= {d

0

eg(g · g')(f x h) sicodim(g) + codim(g') = dimY 

sinon 

où àeg(-) désigne ici le degré d'un 0-cycle (voir précédemment). 

Par ailleurs, à toute correspondance f de Hom(X, Y), on peut asocier sa trans-
, t + ( f\ d u ry v\ rl'fi . , l' 'd d 1 • rl . pose J == T* , ... ; ans .1.1.0ffi\, , ..L'\.) ue.L ill€ a ai e C .1a pernlutatiOll '-'.eS pOints : 

T: x x y -+ 

(x,y) r-+ 

Y xX 
(y, x). 

Enfin, si X est une variété définie sur le corps de base k et IL/k une extension de 
corps, on désigne par XIL la variété X définie sur IL (i.e. la variété X x Spec k Spec IL). 
On dit alors qu'un cycle f de CH*(XIL) est défini sur k si fest dans l'image de 
l'homomorphisme de restriction 

correspondant au pull-back du morphisme canonique XIL -+X. De même, on dira 
qu'une correspondance est définie sur k, si elle l'est en tant que cycle. Dans 
la suite de ce texte, on préfèrerera dire d'un cycle ou d'une correspondance défini 
sur k qu'il (ou elle) est rationnelle. 

Ces préliminaires terminés, nous allons maintenant nous employer à prouver 
que les deux variétés ,y ( o:I) et X ( o:2 ) sont isomorphes dans la catégorie <!:ott0 

( k) 
et que par conséquent il s'agit bien d'un isomorphisme motivique. 
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Pour prouver cet isomorphisme, nous allons procéder en trois étapes. Pour 
commencer, nous allons prouver un théorème de nilpotence pour X(o:2 ) comme 
M.RosT l'a fait pour le cas des quadriques dans [Ros90]. Ensuite, nous allons 
exhiber un isomorphisme entre les variétés X(ai) et X(o:2) lorsqu'elles sont dé­
ployées puis de là, grâce à notre théorème de nilpotence, nous prouverons que 
l'isomorphisme à lieu en toute généralité. 

établissons maintenant notre théorème de nilpotence pour X ( a 2). 

4.2 Théorème de nilpotence et conséquence 

Tout d'abord, nous allons énoncer un résultat établi par M.RosT dans [Ros90, 
§1]. On désigne donc par X et B deux variétés algébriques lisses sur le corps de 
base k et pr1 : B x X ----1- B la première projection. Pour tout élément b de B, 
Xb = Spec k(b) xk X désigne la fibre au-dessus de b où k(b) est le corps résiduel 
au point b. à toute correspondance f de End(X), on peut associer par extension 
des scalaires un élément fb de End\!:ono(k(b))(Xb), l'élément obtenu par changement 
de base. On a alors 

Proposition 2 (M.RosT). Soit f un élément de End(X) tel que 

pour tout b dans B et tov.t i dans {0, ... , dimB}. Alors 

f(l+dim B) o Hom( R Xî = 0. 
J -- \JJ]--; -

Il est clair qu'ici, la puissance de f est prise dans l'anneau End(X). Nous 
établissons maintenant le résultat suivant : 

Lemme 6. La variété X(o:2) est déployée, on a alors pour tout indice i dans 
l'ensemble {1, ... , 5} 

Démonstrat-ion. Tout d'abord, nous savons d'après [Kar01, §7] que o-1::'(o:2) x X(c<'2 ) 

possède une structure cellulaire que l'on peut déduire de celle de X(a2 ). Pour cela, 
on munit les couples d'indices (i, j) de {1, ... , 5} x {1, ... , 5} de la relation d'ordre 
(partiel) 

(i',j') < (i,j) <=* i' < i où si i' = i et j'< j 
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et on définit alors les cellules du produit par 

u 
(i',j')~(i,j) 

v .. x Y., 
.('\.2' '\. CL.) 

le cas d'égalité (i',j') = (i,j) étant bien entendu celui que l'on imagine. De là, il 
est clair que puisque les classes de cellules engendrent les anneaux de CHOW que 
pour tout i dans {0, ... , 5} nous avons un isomorphisme 

et qu'en particulier, 

CH5(::yr. î" v( \\·-v CDS CHJ(vf~ )\l'V\ nu5-jtv( \\ 
J. •~1,0'2;AA.\0'2)):.......wj=0. \A.\U:2)'<..Y\..JJ.J. \•'l- 0'2;)· 

Ainsi, il en découle que 

De l'existence de la structure cellulaire de X(a2) nous savons que pour tout z 
dans {1, ... , 5} 

d'où 

ce qui est bien le résultat annoncé. u 

Ce dernier résultat est en réalité l'analogue3 de [Ros90, Lem. 7J. Il est vrai 
que M.RosT l'énonce pour les quadriques déployées, il spécifie dans sa preuve que 
ce résultat est vrai dès que le motif d'une variété s'écrit comme une somme de 
puissances du motif de TATE. En fait, cette dernière hypothèse est équivalenté 
pour la variété à posséder une structure cellulaire et c'est précisement cela qui 
nous à perwis de l'établir. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre théorème de nilpotence 

Proposition 3 (Théorème de nilpotence). Soit f un élément de l'anneau 
End(X(a2)) et L/k une extens·ion quelconque du corps de base k. Si fL = 0 dans 
End~tono(JL)(X(o:2 )JL) alors -il ex-iste ·un nornbre ent-ier ·n tel que r =O. 

3 Dans l'article de M. Rost, le résultat est établi sur les dimensions mais comme nous travaillons 
avec des variétés irréductibles il est clair que c'est totalement équivalent. 

4 C'est faux si la décomposition céllulaire est relative et non totale. 
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Démonstration. Nous traitons tout d'abord le cas où X(a2) est déployée. Comme 
nous avons établi que 

1 c . .._ J n . l' ' . t f Ü ' - -' ' ' r -œ 1ah que IL = v 1mp 1que necessa1remen,. que . "= etant aonne qu une IOlS 

déployé, End(X(a2)) est invariant par extension. 
Plaçons nous maintenant dans le cas où X(a2) n'est pas déployée et pour 

corr1merlcer, nous allons établir le résultat intermédia,ire SliÏ~lant : 

Lemme 7. Pour tout x dans X(a2 ), la .fibre 

est déployée. 

Démonstration. Il est clair par construction que la variété X ( a 2 ) x admet le point x 
comme point rationnel. En conséquence, il existe au moins un plan P de l'algèbre 
d'octonions 0 tel que la trace restreinte à P est identiquement nulle et que le 
produit de deux éléments quelconques de P est également nul. Nous avons déja 
fait remarquer au lecteur (cf. sous-section 2.3) que sous ces conditions, P est 
totalement isotrope. Ainsi, la forme quadratique q sur 0 est isotrope et d'après le 
théorème 1.8.1 de [SV], 0 est par conséquent dépoyée. Nous avons donc prouvé 
que X(a2)x est déployée. 0 

Puisque X(a 2)x est maintenant déployée, en utilisant ce que l'on à déjà dit en 
début de preuve, le fait que Ux )IL = 0 implique que f.T = O. Dès lors, grâce à la 
proposition 2 de M.RosT, où nous prenons B = X(a2) et que l'on peut appliquer 
puisque la condition 

est trivialement vérifiée, nous en déduisons que 

l=û 

ce qui établit le résultat. Le nombre entier n valant donc 1 ou 6 selon le déploiement 
de la variété. 0 

Dès lors, nous déduisons de ce résultat notre théorème d'isomorphisme : 

Cmollaire 3 (Théorème d'isomorphisme). Sous les hypothèses précedentes, 
si h est un isomorphisme alors f en est ~qalement un. 
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Démonstration. Tout d'abord, quitte à passer sur une extension plus grande, nous 
pouvons supposer que X( a 2 )JL est déployée sans rien changer à la conclusion de 
notre résultat. De là, en utilisant le lemme 6, nous constatons que 

et par conséquent la correspondance !JL est totalement déterminée par son ac­
tion sur les groupes CHi(X(a2)) qui sont, pour toutes les valeurs de i possibles, 
isomorphes à Z. Ainsi, .fJL satisfait à l'équation t2 - 1 = 0 puisque c'est un isomor­
phisme de Z dans Z, c'est-à-dire que fi = (fi2 )JL où fi 2 désigne l'élément neutre 
de End(X(a2)) (à savoir, la classe de l'application diagonale de X(o:2)). D'après la 
proposition 3, nous en déduisons que f 2

- ~2 = g, où g est un élément nilpotent 
et en conclusion f = ~2 + g est par conséquent un automorphisme de X ( a 2 ). 0 

Depuis que l'auteur a établi ce théorème d'isomorphisme pour le cas particulier 
de X(a2), V.CHERNOUSOV, S.GILLE et A.MERKURJEV ont généralisés ce résultat 
(et le théorème de nilpotence 3) dans leur prépublication [CGM03, Th. 7.4] où ils 
établissent qu'il est vérifié pour toutes les variétés homogènes projectives associées 
à un groupe algébrique. 

4.3 Isomorphisme motivique 

Il s'agit maintenant d'établir l'isomorphisme motivique que les deux variétés 
soient déployées ou non. Pour commencer, nous nous placerons dans le cas où 
les variétés X(a1) et X(a2) sont déployées. Nous rappelons que cela signifie que 
l'algèbre d'octonions sur laquelle le groupe de type G2 agit l'est, ou encore que la 
forme quadratique q définie sur l'algèbre des octonions est isotrope. Nous allons 
donc dans un premier temps établir qu'il existe une correspondance de degré 0 qui 
réalise un isomorphisme entre X(al) et X(a2 ). Puis dans un second temps, nous 
allons à l'aide du théorème d'isomorphisme que nous avons établi dans la section 
précédente, prouver que cette correspondance est rationnelle ce qui établira alors 
l'isomorphisme en toute généralité. 

43 1 r. ..l' 1 .. . . _ '-"as uep oye 

Là encore, commençons par fixer quelques notations. Soit j un entier naturel 
de l'ensemble {0, ... , 5}, nous appelons h{ le générateur du groupe CHj (X(a1)) 

et h~ celui de CHj (X ( a 2)). Les relations multiplicatives entre ces générateurs sont 
classiques dans le cas de la quadrique X(a1) et depuis la sous-section 3.2.3 (presque 
totalement) déterminées dans le cas de X(a2). Pour pmuver cet isomorphisme, 
nous allons exhiber deux correspondances f et g, f dans Hom(X(a1), X(a2)) et g 
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dans Hom(X(a2), X(a1)) telles que go f = 6.1 et f o g = 6.2 où 6.1 et 6.2 désignent 
respectivementla classe de l'application diagonale de X(a1) et X(a2). En ce qui 
concerne t:q, cette correspondance est déjà connue, 

5 ;\ 2: hi h5--i Ul = .,, X 1 . 
~ " 

i=O 

En revanche, il va nous falloir expliciter 6.2. 

En guise de préliminaire, signalons au lecteur que, comme les variétés X ( a 1) 

et X(a2 ) ont toutes les deux5 une structure cellulaire, X(a1) x X(a1), X(etl} x 
X(a2), X(a2) x X(a1 ) et X(a2) x X(a2) en ont également une que l'on déduit 
de celle de X(a1) et X(a2) (voir [KarOl, Défi. 7.2]). Nous avons d'ailleurs déjà 
montré dans la preuve du lemme 6 que cette structure se décrivait en munissant 
les couples (i,j) de l'ensemble {0, ... , 5} x {1, ... , 5} d'une relation d'ordre partiel. 
Ceci nous permet alors d'établir le résultat suivant : 

Lemme 8. Pour tout indice l dans {0, ... , 5}, les applications 

EB~=o CHm(X(ai)) l8l CH5·~m(X(aj)) -t 

(f ® g) ~ 

où i et j parcourent {1, 2}, sont des isomorphismes. 

CH1(X(ai) x X(aj)) 
fxg 

Démonstration. Dans le lemme 6, nous avons déjà établi ce résultat dans le cas 
où i = j = 2. Pour les cas restant, la démonstration est exactement la même. 0 

Ce résultat est en fait plus général, il est en effet vérifié dès que les deux variétés 
admettent une structure cellulaire. 

De ce dernier lemme, nous déduisons ainsi que les générateurs de CH*(X(ai) x 
X(aj)) s'expriment en fonction de ceux de CH*(X(a1)) et CH*(X(a2)). En parti­
culier, nous remarquons qu'en tant qu'anneaux, ils sont sans torsion et retrouvons 
de cette façon un résultat déjà établi dans [Koc91, Cor. 1.5]. 

Ceci étant dit, nous sommes maintenant en mesure à'en déduire l'expression 
de L3..2, application diagonale de X(a2) : 

Lemme 9. 
5 

.6.2 = 2: h~ x h~-i 
i=O 

5La structure cellulaire de X(n1) bien que non décrite ici est en fait classique et bien connue. 
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Démonstration. La seule chose à faire ici, est de prouver que la correspondance 
'L~=O h2 x h~-i agit trivialement sur les générateurs de l'anneau End(X(a2)) -

CH5(.-l'(a2) x X(a2)). 
D'après le. lemme 5 nous avons : 

si i = j 

sm on 

où deg( h~-i · h2) désigne le degré du 0-cycle h~-i · h~. Dès lors, dans le cas où i = j, 
nous devons donc calculer le produit h~-i · h2 pour toutes les valeurs de j possibles, 
à sa.voir 0, 1 et 2. Il est tout d'abord clair en vertu de ce que nous avons calculé 
que 

et que 
hl '4 '4 hl h5 2 . n.2 = L2 . 2 = 2 · 

Dans le cas restant, c'est-à-dire j = 2, nous calculons tout d'abord 

2h~. h~ = (h~) 2 • h~ 

= h~. 2h~ 
= 2h~ 

et par conséquent nous en déduisons que 

h~ . h~ = h~ . h~ = h~' 

en vertu de quoi nous sommes en mesure de conclure que 

deg(h~-j · h~) = deg(h~) = 1 

pour tout indice j de l'ensemble {0, ... , 5}. En effet, puisque X(a2) est déployée, 
nous avons h~ = [Xo] et il est clair que [k(Xo) : k] = 1. De là, nous en déduisons 
que pour tout indice j, 

5 
(""" J~i .. } 5-i\ /7 i .. 1 5-jî ,.) '5-j 
1, L 1.2 x . 1.2 } o \ n2_ x n 2 / = ... 2 x n.2 

i=O 

et de l'unicité de l'élément neutre nous pouvons conclure que 

A '"""'hi h5-i 
u2 = L·"2 x 2 . 

i=O 

0 
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L'élément neutre maintenant connu, nous allons donc expliciter la correspon­
dance réalisant l'isomorphisme motivique dans le cas déployé. 

Proposition 4. La correspondance 

5 

J =)hi x h5-i 
~ 1 2 
i=O 

de l'ensemble CH5 (X(c::x1) x X(c::x2)) = Hom(X(c::x1), X(c::x2)), réalise 'Un isomor­
phisrne motivique entre 5:t'(o:1) et ~X(a2 ) dortt l'inverse est la correspondance trans­
posée t J. 

Démonstration. Nous allons prouver que J ot J = ..0..2 . Pour cela nous utilisons une 
fois encore le lemme 5 pour calculer : 

{

d (h5-j hi)(hj h5-i) 
(
li x h5-i\ r;i x ,5-j\- eg 1 . 'l 2 x 2 
nl 2 J 0 \ ~2 l1 J -

0 

et là encore nous avons 

puisque 

deg(h~--i ·hi) = deg(hf) = 1 

(hÎ) 2 = hî 
(hÎ) 3 = 2hf 

(hD4 = 2hf 
thl \5 ~t.5 
\ Ll) = .:Jiil 

si i =) 

sm on 

comme le lecteur pourra s'en assurer en consultant [Kar90]. Par conséquent, il 
vient tout naturellement en développant que 

5 

J ot J = Lht X h~-i = .6.2. 

i=O 

De même, en calculant t J o J, on trouve en procédant exactement de la même 
manière et en utilisant les résultats de la preuve du lemme 9, que 

t]oJ=b.l. 

Ainsi, J réalise, comme annoncé, un isomorphisme motivique entre X(a1) et X(c::x2 ) 

puisque cette correspondance possède un inverse à droite et à gauche. 0 

L'étape suivante est donc d'établir que la correspondance J est rationnelle. 
De là, nous expliquerons plus loin en détail comment en appliquant le théorème 
d'isomorphisme cela nous permet de conclure que l'isomorphisme motivique est 
aussi réalisé dans le cas anisotrope. 
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4.3.2 Cas anisotrope 

À présent les variétés ,Y(o:1 ) et ,Y(o:2) sont supposées anisotropes (i.e. non 
déployées) sur le corps de base k. Nous considérons alors IK une clôture algébrique 
de k (où plus simplement une extension quadratique de k sur laquelle l'algèbre 
des octonions 0 est déployée) et les variétés X(a1)JK = X(o:l) Xspec k Spec 1K 
et X(a2)JK = X(o:2) Xspec k Spec 1K qui sont, elles, déployées. Comme précédem­
ment, nous désignons alors par hi eth~ les générateurs respectifs de CH\~(a1 )JK) 
et CHi(X(a2)JK) pour tout i dans l'ensemble {0, ... , 5}. Nous annonçons mainte­
nant: 

Proposition 5. La correspondance 

5 

J = "\" h~ 'X h5-i L.J '" l .. '"2 

i=O 

Démonstration. Sur le corps 1K, les variétés X(o:1)JK et X(a2)JK sont déployées 
et admettent par conséquent une structure cellulaire. Nous rappelons donc que 
d'après le lemme 6, 

pour tout j dans l'ensemble {0, ... , 5}. Dès lors, CH*(X(a1)IK x X(o:2)IK) est clai-
, , , 1 , ,,~ ___ J_ __ l_ 1~ 1:----.-... z....i '-/ L-..]·-2 tlro.ro ,...,."'r;;,j~VVl~Y\'~~.,..110 -h-vôc rement engenare par 1es eleineuL::; ue la IUIHH:: n 1 A n 2 . vc" _pLcolllllllH"H'"'"' u"'"'-'"' 

nous allons alors procéder en plusieurs étapes pour prouver la rationalité de J. 
Pour commencer, nous allons démontrer les deux lemmes suivants : 

Lemme 10. Le cycle h§ dans CH1(X(o:2)IK) est rationnel. 

Démonstration. Ce résultat peut être vu comme une conséquence de la construc­
tion de la structure cellulaire de X(a2)JK. En effet, lorsque nous l'avons calculée 
f_J: ___ .._: __ '> 1\ -~··~ ~-.~~n ~~~+~A~"" lo -nrarniar t01•rna rlo l,;; filtr,;;tÎnn ::1timPtt)'lit \Cl. becLIUil ù . .!J, 11uuu avu11ù 111Vllli.lc, y_u.\.... .:."-' r.l.~.:..J...L.J.V.J. v._·.!...!.!..L ...... '-!.~-· _._._._, u_u_. .. o.A>..; .... ~ ...... ~-- .......... -...-.J..;___; __ , 

pour R-points (où Rest un élément de 2Hg(k)) l'ensemble : 

et la classe de cette variété modulo équivalence rationnelle est justement notre 
!.1.'"·-· . .-.-.,+ 1-.1 1\ln,.+~A ~_,,?;. le rrrnnn.o rlo I'T-TnUT rlP ],:, O'r!'l<:<lm>lnnÎPnnP !'...,( HÎrrr ::1 éf!B-
t;:::at:::lllt:::all; llt2• .LJ GUlJl.V J:-'U.i.l!' .lV 6.1.vup'-' u.v '-".L-'-'--",., '-'-"-",._...,.,.b ... ""'.._......, ............ ......,_.. .......................... ~~~-~\-- jlt\. ·-··· -'u-· 

lement un seul générateur en codimension 1, à savoir la variété de ScHUBERT X(1,o) 

dont nous rappelons que l'ensemble des R-points est précisement 

X(l,o)(R) = { P E f2(H)(R) 1 rg(P n (1/7 )R) ~ 2, rg(P n (Vs)R) ~ 1 }. 
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Nous constatons ainsi que X4 (R) = X(a2)(R) n X(1,o) (R) pour toute algèbre R 
de Ql(g(k) et comme nous avons de plus 

alors, l'image du générateur de CH1(f(H)K) est exactement h~ = [X4]. Il nous 
faut maintenant établir la rationalité de ce cycle. Pour cela, nous considérons les 
pull-back des extensions des scalaires 

et 

c'est-à-dire les appiications 

et 
reslK/k: CH1 (f2(H))-----> CH1 (f2(Hh<:). 

Il est maintenant entendu qu'une base normale n'existe pas sur le corps de base k, 
toutefois comme nous l'avons déjà signalé, n'importe quelle base permet de défi­
nir toutes les variétés de SCHUBERT d'une grassmannienne et les classes modulo 
équivalence rationnelle de ces variétés forment un système de générateurs libres 
de CH*(f2 (H)). Dès lors, il est bien clair que 

CH*(f2(H)) ~ CH*(f2(H)lld 

et ainsi en considérant le diagramme commutatif suivant 

CH1 (f2(H)li<) -----~ CH1(,Y(a2)n<) 

~ ~ resE/k 

CH 1(f2(H)) ~ CH1(X(a2)) 

nous en déduisons que le cycle h~ est rationnel. D 

Le lemme suivant est au sens propre le résultat charnière pour établir la ratio­
nalité de J. 

Démonstration. Pour établir la rationalité de c, nous considérons le diagramme 
commutatif suivant : 

(idx(al lE X pM)' 
CH3 (X(al)JK x X(a2)JK) CH3 (X(al)JK(X(a2 hd) 

resK/k ~ ~ resM(X(a2)r{)/k(X(u2 )) 

(idx(al) xp)* 
CH3 (X(a1) x X(a2)) -------;,.. CH3 (X(al)k(X(a2))) 
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où les flèches horizontales sont les pull-backs par rapport aux morphismes plats 

et 

où p (respectivement Pli<) est le morphisme point générique de .:t'(o:2) (respective­
ment X(o:2)JI<), c'est-à-dire les morphismes 

et 

Par transi vi té du produit fibré (cf. [H, p. 89]) nous avons 

où le produit fibré de X(o:1) Xspec k X(o:2) et Speck(:t'(o:2)) est réalisé par le mor­
phisme point générique p et par 

la projection sur le second facteur. Dès lors, comme dans la démonstration du 
lemme 7, nous avons en quelque sorte« ajouté» un point rationnel à X(o:1) Xspec k 

X(o:2). En fait, l'espace topologique sous-jacent de X(o:1) Xspec k X(a2) Xx(a2 ) 

Spec k(X(o:2)) est exactement la fibre au-dessus du point générique de X(a2) par 
le morphisme pr2 . Ainsi, toujours comme dans la preuve du lemme 7, la forme 
quadratique q est totalement isotrope et par conséquent X(o:1)k(x(a2 )) est déployée 
d'où la rationalité de (hf)IK(X(a2 lnd· 

D'autre part, l'application ( idx(a1 )JK x PIK)* est surjective. En effet, si nous 
prenons un générateur g = [x] de CH*(X(a1)lK(X(o:2 )r")) où x est un élément 
de X(o:I)IK(X(a2 )J,d (i.e. est tel que PIK(x) =/= 0) , alors cet élément x peut en parti­
culier être vu comme un élément de X(o:1)JK Xspec k X(a2)JK et sa classe g' = [x] 
dans CU* (v ( ~.1\IK 'V v ( ""'2)IK\ .... ,.,+ +elle, "'"' ( ,;d v, ' x,. __ \* ( r/) - n ( "O'r a"cc1 fTKQn 

Ll. \''- \U j A('l .. \'-"' j CO<:>ù ù H '{UCO \û <'\.lO:l)JK J:'JK} \!::/ - !j \v L uuo.:a lL v 1 

~r::; '"""0"' r::; 11\ ;:sv 1 .1:'' .1:'· v • .LJJ • 

De la surjectivité de ( idx(al)JK x PJK)*, il découle donc qu'il existe un cycle d 
dans CH3 (X(o:1)JK x X(o:2)rl{) qui est défini sur k et tel que 

(idx(a1 )JK X PIK)*(d) = (hi)JK(X(a2 h;)· 
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Nous calculons maintenant l'action de (idx(al)-v. x Pnd* sur les éléments engen­
drant le groupe CH3(X( o:1)IK x X( o:2)IK) afin de déterminer une expression générale 
de d. Ainsi, 

si i = 3 

SillOil 

d'où il s'ensuit que nécessairement 

2 

d =hi x hg+ :2:: aih~ x h~-i +ah~ x h~ 
i=l 

pour certains éléments a1 , a2 et a dans Z. 
Ainsi, nous avons donc trouvé une correspondance (de degré 3) qui est ration­

nelle. De même, nous savons, d'après le lemme 10, que le cycle h~ est rationnel, 
donc son carré (h~) 2 = lh~ l'est également. D'autre part, par un argument de trans­
fert, 2h~ est aussi rationnel. Plus précisement, si IL désigne une extension finie du 
corps k et X une k-variété, alors l'extension des scalaires (canonique) 

induit par, respectivement pull-back et push-forward, les applications 

reslL/k: CH*(X) ---t CH*(XJL) 

tr: CH*(XJL)-+ CH*(X) 

dont la composé 
tr o reslL/k: CH*(X) ---t CH*(X) 

est la multiplication des cycles par [IL: k] = n, le degré de l'extension (cf. [Fl, Ex. 
1 Q 1'11\ l:"'Y\ 1'"'\,,+,.n. F'\+ ...--...--.Y> rlf...t=:V\;+~,....,.,. ..,...,...A'YV'\n. ,,V> ~ ... ,.,...1,... ..-....-..+ ,...,.4-.~ ......................... 1 ..... ~ ,...-4- ................. 1..-...~ ...... ._.+ ..... ~ ~1 
.I_V • .l."""'jj• .L.J..l...l VUlJ.l.'C Cl! pa.t U'G111.llli1Vll lll'C.l.llC:' Ull \._..j'\ ... ,J.t::: t::::ùU lûLlUU.lltl ;:,1 eV ùt:::Ult:::lllt::llù bl 11 

est dans l'image de reslL/k· Si maintenant on suppose qu'un élément [x] de CH*(XJL) 
n'Pet n~~ r~tÎAnnol ~!nrc 1'bib.n1ont .n. !-rl lni Îo Qarc.\ H"n p,ff~f n0~"~C' ~unnq 
~..._ -~J~J~ ,!:-""'---"~' -'-LU~, .... ,~.--~~~,_.,_._ ~_rU..._.._.#_._._, _._ ,,_ .... __..~ .... _._,,,LO•_• '"-' L~"-'j; i.._.._j., .i."-' ,_ • .._,..._._._,. ~.._~ ~-'-'---'--~--'1..1~ .I..!..._... ....... L' 'L·-'"'--'.!...!."--' 

tr(n ·x)= tr(reSJLjk(tr(x))) 

d'où 
tr(n ·x- reslL/k(tr(x))) = 0 

et ainsi, si l'application de transfert tr est injective, nous en déduisons que 

n ·x= resJL;k(tr(x)). 
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Par conséquent, n · x est dans l'image de reslL/k et est dès lors rationnel. 
Dans notre cas de figure, nous savons que les variétés X ( o:I) et X ( o:2 ) se dé­

ploient sur une extension de degré 2 et l'existence d'une structure cellulaire pour 
ces deux variétés nous assure que les groupes CHi(:t'(o:j)) et CHi(X(o:j)JL) sont 
libres de rang 1 pour tout i dans {0, ... , 5} (et j dans {1, 2}) ce qui assure l'injec­
tivité du transfert. Nous pouvons donc appliquer le raisonnement pour en déduire 
comme nous l'avons dit plus haut que 2h~ est rationnel. Nous avons d'autre part 
déjà signalé (cf. sous-section 3.2.3) que le nombre lest impair. Nous pouvons donc 
~n rie' rlnlre nnç. 1~ P'trr-lA h2 e>st lni-m&n-.A r~tÎr\lïnel P~r !.l-Ïll~Jllrc hl CJ.c+ ·.:::nlQC'i 11n ,-.-,;,,.-.la 
'--'.O...L .._.. ..._.........,...... '1_"-0-V .._.._, "-'J "\J.A.'-t u:.l v v .Ll.A. ...... .L.A.'-'.A.&..&."-' .LII..AI\.1"'-'-'.I...I...L.I.. ..L• Lt!.L Lt!..._..l.J.V\.A..LIJ' '(Il VUV \.A.JUUU.L UJ.-l VJ V.LV 

rationnel. En effet, ce résultat est classique et relève du même argument que dans 
le cas de h~. Donc comme nous avons aussi que hi = (hi) 2

, ce cycle-ci est lui aussi 
un cycle rationnel. De là, nous en déduisons que les correspondances hi x h~ et 
hî x h§ sont rationnelles. Pour les mêmes raisons, h? x h~ et h? x h~ sont également 
rationnels et comme nous pouvons par ailleurs écrire que 

2h7 x h~ = (h7 x hD . (h7 x h~), 

il s'ensuit que le cycle 2h? x h~ est lui aussi rationnel. 
Dès lors, en soustrayant des multiples de ces cycles à d, il en découle que selon 

la parité de a, soit h~ x hg est rationnelle, soit h~ x hg+ h~ x h~ l'est. Dans ce dernier 
cas, la preuve est terminée. Dans l'autre cas, nous devons refaire exactement le 
même raisonnement avec X ( o:2)IK(X(allJr<l au lieu de X ( o:r)IK(X(a2 )JK), avec, cette fois­
ci, l'hypothèse que la correspondance hr x hg est rationnelle. 

Ainsi nous considérons encore une fois le diagramme commutatif 

reslK/k ~ i reSJK(,Y(al)r,(l/k(.:t'(al)) 

(qxidx(a2))* 
CH3 (X(o:1) x X(o:2)) ------CH3 (X(o:2)k(X(a1))) 

où les flèches horizontales sont ici les pull-backs par rapport aux morphismes plats 

et 

qlK X idx(a2 )JK: X(o:2)IK(X(a1 )JK) --t X(o:I)IK X X(o:2)IK 

où q (respectivement qiK) est, ici, le morphisme point générique de X ( o:1 ) (res p. 
X(o:1)IK)· Par le même argument que précédemment, nous en déduisons que le 
cycle (h~)IK(X(al)JK) est défini sm k(X(o:I)), et de la surjectivité de (qiK x idx(a1)JK)* 
combinée avec le calcul de son action sur les générateurs de CH*(X(o:1)IK xX(o:2)IK), 
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nous en déduisons à nouveau l'existence d'une correspondance rationnelle 

2 

di= h~ x h~ + ),bih; x h~-i + bhf x hg, 
-- - ~ - - - ~ 

i=l 

où b1 , b2 et b sont des éléments de Z, et telle que 

Comme précédemment, les cycles hf x h~ et hf x h~ sont rationnels et nous savons 
maintenant que h~ x hg l'est également d'où nécessairement h~ x h~ l'est lui aussi. 
De là nous concluons que la correspondance 

C - ,,3 x ho , ho " h3 
- 'l 2 1 1 )\ 2 

est rationnelle comme annoncé. 0 

Par des arguments similaires aux précédents, nous pouvons en déduire que les 
cycles hi x h~ et hf x hg sont rationnels. Par conséquent, les correspondances 

( h~ x h~) . c = h{ x hâ + h~ x h~' 
(hi x h~). c =hi x h~ + lhi x h~, 
(hÎ x hg). c = h~ x h~ + hî x h~, 

sont également rationnelles. Enfin, en utilisant à nouveau l'argument de transfert, 
" .. , • , .. .-,. 1 ,. A .. 1 ....... ,. A . 4 , ,. 

nous pouvons en dèdmre que la correspondance '2h]_ x h2 = hl_ x '2h2 est ratiOnnelle 
et là encore, comme l est impair, 

est rationnelle. La correspondance J étant égale à la somme de trois correspon­
dances, h{ x h~ + h~ x h~, h} x h~ +hf x h~ et hf x hg +hf x h~, elle est par voie 
de conséquence rationnelle. 0 

Finalement, le fait que J soit rationnelle signifie donc qu'il existe une correspon-
l F' l ""i T / .._li/ ·, ... ~ / ', \. , 'i -j ,-. T ... 'T v"j 0: " 

aancc J aans J:10ffil<L (Ct1), A \0:2)j t;Clle que JJK = J. l>.ous avons par awcurs prouve 
dans la proposition 4 que J établit un isomorphisme entre X ( a 1 )JK et X ( a 2 )JK. 
De la même façon, la correspondance transposée t J établit un isomorphisme entre 
X(a2)rK et X(a1)JK et est également rationnelle en tant que transposée d'une corres­
pondance rationnelle. Ainsi, d'après le théorème d'isomorphisme (cf. corollaire 3), 
les correspondances f ot f de End(X(o:2)) et tf of de End(X(o:1)) sont des au­
tomorphismes motiviques de X(o:2) et ,l'(a1) respectivement. Par conséquent, f 
réalise un isomorphisme motivique de X (ai) dans X ( a 2) et tf un isomorphisme 



L'isomorphisme motivique 

motivique de X(a2) dans X(a1). Le lecteur notera que f et tf ne sont pas né­
cessairement l'inverse l'une de l'autre. En effet, comme f ot f - idx(a1 ) = r est 
nulle sur le corps lK, c'est un élément nilpotent et f ot f = idx(a1 ) + r est bien un 
isomorphisme dont l'inverse est la somme finie idx(a1 ) - r + r2

- ... Il en est bien 
entendu de même concernant tf o f. 

Nous avons donc enfin prouvé, comme annoncé, que les variétés ,Y(al) et X(a2 ), 

bien que non isomorphes en tant que variétés algébriques lisses, sont motiviquement 
isomorphes en tant qu'objets de la catégorie des correspondances. 
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Ar1nexe A 

Quelques résultats célèbres et 
d'autres un peu moins 

Dans cette annexe, nous rappelons certains résultats connus de géométrie al­
gébrique (ou théorie des catégories) et d'algèbre commutative et quelques notions 
peut être moins connues sur les modules pmjectifs. Nous ne prétendons en aucun 
cas à l'originalité et c'est uniquement motivé par un souci d'exhaustivité que nous 
repmduisons ici ces résultats. 

Le lecteur souhaitant des informations complémentaires pourra consulter avec 
profit [E] et [EH] dont l'essentiel de nos résultats sont tirés ou inspirés. 

A.l Lemme de YONEDA et foncteurs de points 

Le lemme de YoNEDA est un résultat très important effectuant la « liaison» 
entre des foncteurs représentables d'une catégorie <t à valeurs dans la catégmie <Ens, 
des ensembles, et les variétés qui les représentent. Nous rappelons qu'un foncteur 
contravariant d'ensemble :F est dit représentable s'il éxiste un objet X de la 
catégorie Q: tel que 

:F(Y) = Hom(Y, X) 

pour tout objet Y de <t. Enfin, on désigne par -J(Q:, <Ens) la catégorie des foncteurs 
contravariants allant de la catégorie <t dans la catégorie des ensembles et par Hx = 
H ( V\ om\ -, ./\. J· 

Ces différents points étant précisés, nous énonçons le lemme. 

Lemme 12 (Lemme de YONEDA). Soient([: une catégorie et X, X' deux objets 
de e:. 
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1. Si F est un foncteur contravariant quelconq11,e de la catégorie Q: dans la ca­
tégorie <.J:ns, les transformations naturelles entre Hom(-, X) et F sont en 
bijection avec les éléments de F(X). 

2. Si les foncteurs Hx et Hx' de la catégorie Q: dans la catégorie <.J:ns sont 
isomorphes alan; X ~ X'. Plus généralement, on a un isomorphisme 

Hom(Hx, Hx') ~ Hom(X',X), 

en d' a11.tres termes, le foncteur 

qui envoie X sur Hx réalise une anti-équivalence1 entre Q: et une sous­
catégorie pleine de J(Q:, <.J:ns). 

Nous reproduisons ici quelques indications de preuves. 

Démonstration. On commence par établir le point 1. La bijection envOle toute 
transformation naturelle 

<p: Hx -tF 

l''l' t ('d \d FfV\ ''d v x <-l''d t't'rl x s '. sur 1 e emen <p t,' x J e ~_ .... 1. h ou z x: ./1. -+ esu 1 1 en 1 eue . a reciproque 
envoie un élément p de F(X) sur la transformation naturelle <p qui a tout élément 
f de Hom(Y, X) fait correspondre F(f)(p) dans F(Y). 

Pour le point 2, on applique le point 1 au foncteur F = Hx'· D 

Nous ailons maintenant préciser les choses concernant les foncteurs de points 
dont nous avons parlé en section 2.2 du chapitre 2. En effet, la définition standard 
d'un foncteur de points est celle d'un foncteur contravariant allant de la 
catégorie des schémas 6cf) dans la catégorie des ensembles. Toutefois, dans cette 
thèse, nous nous sommes ici limité à travailler sur les k-schémas affines, c'est-à­
dire les schémas du type Spec R où Rest une k-algèbre. Le foncteur contravariant 
Spec réalisant une anti-équivalence de catégories (voir par exemple [EH, Cor. I-
41 p. 30]) entre la catégorie dei:i anneaux commutatifs avec unité (respectivement 
des k-algèbres) et celles des schémas affines (respectivement des k-schémas), nous 
av-ous par corr3éqüent défini nos foncteurs de points sür les k-algèbres ct ils sont 
devenus covariants comme composée de deux fonctems contravariants. Il est par 
ailleurs tout à fait possible d'adapter la preuve du lemme de YONEDA pour obtenir 
le même résultat sur des foncteurs covariants. Le choix de se restreindre aux k­
schémas affines est motivé par le fait qu'un k-schéma est totalement déterminé par 
la restriction de son foncteur de points aux k-schémas affines. 

1 Une anti-équivalence de catégories est une équivalence de catégories où les flèches sont ren­
versées lorsque l'on passe de l'une à l'autre. 
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A.2 Le lemme de NAKAYAMA 

Ici nous nous contentons d'énoncer le lemme en question sans autre forme de 
cérémonie, ce résultat étant en effet très classique et se trouvant dans la plupart 
des ouvrages d'algèbre commutative. L'énoncé suivant est celui de [E, Cor 4.8 p. 
124] où le lecteur en trouvera également une preuve. Nous rappelons tout de même 
qu'on appelle radical de JACOBSON d'un anneau R, l'intersection de tous ses 
idéaux maximaux. 

Lemme 13 (Lemme de NAKAYAMA). Soient p un idéal contenu dans le mdical 
de JACOBSON d'un anneau R et M un R-module finiment engendré. 

1. Si pM = M, alors M = O. 

2. Si une famille {m1 , ... , mn} d'éléments de .M ont des images dans Mf pM 
qui l'engendrent en tant que R-module, alors la famille {m1 , ... ,mn} en­
gendrent M en tant que R-rnodule. 

A.3 Modules projectifs 

Nous allons maintenant traiter succintement des modules projectifs et des pro­
priétés les concernant, propriétés que nous avons largement utilisées dans cette 
thèse. Dans toute cette dernière partie, R désigne un anneau commutatif unitaire 
et nœthérien2

. 

En premier lieu, nous donnons la définition d'un module projectif. 

Définition 3. Soit P un R-module, ce module est dit projectif si pour tout épi­
morphisme (i.e. morphisme surjectif) de R-modules <p: M --» N et tout mor­
phisme 1/; : P ~ l'.f, il existe un morph·isrne 1/;' : P -----+ Af tel que ·<}J = <p û 7/J', 
c'est-à-dire tel que le diagramme suivant commute 

Le lecteur remarquera que cette définition est équivalente à demander que 
pour tout épimorphisme de R-moduies <p: Nf --» N, l'application induite sur les 
morphismes de R-modules HomR(P, lvi) -----+ HomR(P, N) soit également un épi­
morphisme. Nous énonçons maintenant le résultat suivant : 

2Cette dernière hypothèse n'est en fait pas nécessaire avant le théorème concernant la carac­
térisation des modules projectifs. 
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Lemme 14. Soit { Pi}i une famille finie de R-rnodules, les assertions suivantes 
sont équivalentes : 

1. Chaque R-rnodule Pi est projectif. 

2. La sornrne directe œiPi est un R-module projectif. 

Démonstration. Dans toute cette démonstration, P désigne la somme ffii~ et (Ji 
l'injection canonique de Pi dans P. 

Nous supposons tout d'abord que chaque module Pi est projectif. Nous nous 
donnons donc un épimorphisme deR-module cp: lv! -7t N ainsi qu'un morphisme 
'li): P ---)- N. Le module ~ étant projectif, il existe un morphisme Wi: Pi ---)- lvf tel 
que 1/J o ei = <.po 1/Ji, c'est-à-dire tel que le diagramme suivant soit commutatif. 

1\!J 

/ 
1-

/ 
/ 

L'application de HomR(P, N) ---l- ni HomR(~, N) définie par f ~---+ (! o Bi)i étant 
clairement un isomorphisme, il existe un morphisme de 1/J' de P dans N tel que 
pour tout indice i on ait 1/J' o ei = 1/Ji· Ainsi, pour tout indice i nous avons 

et par conséquent cp o 1/J' = 1/J d'où le R-module P est un module projectif. 
Nous supposons maintenant que P est un R-module projectif et nous nous 

donnons un morphisme surjectif <.p: 1\!f -7t N ainsi qu'un morphisme 1/Ji: Pi ---)- N. 
Nous définissons alors un morphisme 1/J de P dans N tel que 1/J o ei = '1/Ji et 
'ljJ o e1 = 0 si l'indice j est différent de i (en composant la projection sur Pi avec '1/Ji 
par exemple). Comme P est un R-module projectif, il existe un morphisme '1/J' de 
P dans NI tei que cp o 1/J1 

= '1/J. Si nous posons 1/J: = 'ljJ1 o (Ji, nous avons alors 

et par conséquent Pi est un R-module projectif. En procédent de la même manière 
pour chaque ~' on conclut aisément. U 

Le lecteur remarquera qu'il est tout à fait possible d'adapter la preuve au 
cas d'un produit fini ft Pi de modules. D'autre part un corollaire évident de ce 
résultat est que tout facteur direct d'un module projectif est un module projectif. 
Si l'on remarque maintenant que le R-module Rest projectif, le résultat précédent 
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implique également que tout module libre est projectif. Pour voir que R est un R­
module projectif, il suffit de se donner un épimorphisme de R-modules r.p: JVI --* N 
et un morphisme de R-module '1/J: R ----t N. Ce dernier est en effet défini par 7/J(l) 
rl.-..····u-. lro. YVl.An,,...-1"'\ .r.,,\ ,....,....-..., ... '9" + ......... ,,+,.... ,....1.,., D .....,.....,... ..-... 1 J1 f,.. .. \ _ ,..,..,../,(1\ ..-1>..-. 1.-.....-. ..--. , .. --. .-......-...J-:'-....-.t..-l.-... -.......J- ;l..-. 
U<A>Uù H" UHCùUL<:; VU pvu.L ~VUu 1 U<:; .tL Vll a 't'V)- 1 'f/\J.}l U<Oèl !Ulèl U.ll CLULt:L-tUt:llv Ut: 

'1/J ( 1) par r.p nous fournit un morphisme 7/J' tel que r.p o '1/J' = 7/J. 
De toutes ces considérations, nous déduisons le résultat suivant qui garantit 

que la définition des R-modules projectifs donnée dans la section 2.2 du chapitre 2 
est bien compatible avec la définition précédente. 

Proposition 6. Soit P un R-module, les assertions suivantes sont équivalentes : 

1. P est un R-module projectif. 

2. P est un facteur direct d'un R-module libre. 

Démonst·ration. Nous supposons tout d'abord que le R-module P est projectif. 
Nous nous donnons un épimorphisme lvi - P où A1 est un R-module libre (on 
peut toujours le faire en envoyant les générateurs de M sur des élément de P) et 
par conséquent l'application induite HomR(P, lvf) ----t HomR(P, P) est surjective. 
Par suite, tout morphisme f de HomR(P, M) qui est dans la pré-image de idp 
(idp E HomR(P, P)) est une section de l'épimorphisme M -~Pet par conséquent, 
Pest un facteur direct de F. 

La réciproque est une conséquence immédiate du lemme 14 comme nous l'avons 
montré en préambule de cette proposition. 0 

Nous pouvons maintenant énoncer un des résultats les plus importants concer­
nant les modules projectifs. 

Théorème 3 (Caractérisation des modules projectifs). Soit M un module 
de type fini. Les pmpositions suivantes sont équivalentes : 

1. 111 est un module projectif. 

2. Mr;:; est libre pour tout idéal premier p de R. 

3. Il existe une partition de l'unité r1 , ... , rn de R telle que pour chaq'Ue indice 
i de { 1, ... , n}, le Rr; -module Mr; est libre. 

L'énoncé original de [E, th. A3.2 p. 622] utilise un module M de présentation 
finie sur R un anneau nœthérien. Nous avons quant à nous, pour des raisons de 
cohérence, remplacé cette hypothèse par celle d'un module de type fini ce qui 
ne pose aucun problème dans la mesure où ces deux notions coïncident dans le 
cas d'un anneau nœthérien. D'autre part, nous nous permettons de proposer ici 
une démonstration de ce résultat dans la mesure où celle de [E, th. A3.2 p. 622] 

83 



84 A.3 Modules projectifs 

est en fait donnée dans l'ouvrage sous forme d'exercices avec indications. Cette 
démonstration est assez technique et fait parfois appels à d'autres résultats. Notre 
volonté restant l'exhaustivité, nous avons essayé d'avoir le moins possible recours à 
des résultats annexes. Malheureusement nous utilisons tout de mëme deux résultats 
que nous énonçons ci-dessous sans démonstration. Le lecteur trouvera pour chacun 
de ces résultats une référence. 

t Si M est un R-module de type fini, N un R-module, alors pour toute partie 
S de R on a un isomorphisme 

Homs-lR(S-1 M, s-1N):::: s-l HomR(lvf, N) 

(voir par exemple [E, prop. 2.10 p. 69]). 
tt Soit M un R-module de type fini, si 4J: M ~ M est un épimorphisme alors 

c'est un isomorphisme (voir par exemple [E, cor. 4.4 a p. 120]). 

Démonstration. Le but de cette preuve est d'établir la principale caractéristique 
d'un module projectif, à savoir qu'il est localement libre. 

Nous prouvons tout d'abord 1 * 2. Soit p un idéal premier de R. Le R­
module M étant projectif, c'est un facteur libre d'un certain module libre F. Par 
conséquent, il est clair que le localisé Mp est un facteur libre du module libre Fp 
en vertu de quoi, lvfr;; est un module projectif. Nous allons maintenant établir un 
résultat un peu plus général, à savoir que tout module projectif sur un anneau local 
est libre. Ainsi, compte tenu du caractère local de Rgo, le module lvlr-; sera libre. Soit 
m1, ... , ms des éléments de MY? qui forment une base du Rr;;/PRr-;-espace vectoriel 
lvfg:;/p1'vf9 . D'après le lemme de NAKAYAMA (que l'on peut appliquer car R," étant 
local, son idéal maximal est donc clairement contenu dans le radical de JACOBSON), 

ces éléments engendrent Mf? en tant que Rp-module. Soient maintenant F = (Rf?)s 
un Rf?-module libre de rang s et 'P: F ~ A1p l'épimorphisme qui envoie le ième 

générateur de F sur mi· Par construction, rp induit donc un isomorphisme de 
F'/ pF sur Mgo/ pMg:;, ainsi, ker 'Pest nécessairement un sous-module de pF. D'autre 
part, 'P est un épimorphisme et comme Mr.> est un module projectif (et que id Mf? 

nous fournit un morphisme de lvi"' dans lui-même), <p admet une section. Nous 
pouvons donc écrire le module F sous la forme M' EB ker 'P où .AF est un Hp­
module isomorphe à I'vftJ· Par suite, rpF = f)JJV!' Œ g::> ker 'P et comme ker 'P est inclu 
dans pF, F j pP = M-1 /pJiiP, d'où ker rp / p ker 'P = 0, par suite ker 'P = p ker 'P et 
conséquence du lemme de NAKAYAMA, kerVJ = O. Dès lors, F = M;, 'Pest un 
isomorphisme et par conséquent Afg:; est un module libre. 

t~ous établissons maintenant 2:::} 3. Il est clair que l'annea11 RÏt est local Pt par 
conséquent, J\;fsi est un module libre. Le point difficiie ici est d'établir l'existence 
d'une telle partition de l'unité pour R. Il s'agit en fait d'établir une condition de 
liberté locale plus « forte » que la précédente, plus « forte » dans le sens où l'on 
trouve un nombre fini d'anneaux locaux « les plus grands possibles » tels que le 
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localisé de M soit un module libre. Pour construire de tels éléments, nous prenons 
un idéal premier pet nous nous donnons un R-module libre F, tel que Fp soit de 
même rang que A1. Ainsi, il existe un isomorphisme r.p: Fp --> Afp. Ensuite, nous 
allons prouver qu'il existe un élément f deR n'appartenant pas à p, tel que 1v11 et 
F1 sont isomorphes (cela revient donc à « agrandir » la partie multiplicative par 
rapport à laquelle le localisé de A1 est libre). Du résultat t, nous déduisons alors 
qu'il existe un morphisme r.p': F --> M tel que r.p = ~~ pour un certain élément h 

Jl 
n'appartenant pas à p. Comme r.p' est un isomorphisme lorsqu'on le localise par rap-
port à la partie multiplicative définie par p, il existe un élément f2 n'appartenant 
pas à p qui annule coker ({)1

• On peut répéter le même argument pour l'isomor­
phisme 1/J = r.p- 1 et trouver ainsi deux autres éléments h et !4 n'appartenant pas 
à p et jouant le même rôle pour 'lj;. Nous posons alors fr> = hhhh Ut~ ~ p) 
et ainsi, sur R1, les aplications r.p' o 'lj/ et 'lj;' o r.p' sont, par constructions mêmes, 
des épimorphismes (comme composées d'épimûrphismes) et par le résultat tt, ce 
sont donc des isomorphismes. Nous avons donc établi l'existence d'un élément fto 
pour tout idéal premier g--J de R tel que M1P '::::' Ft? pour un certain module libre F. 
D'autre part, les éléments constituant l'ensemble {]g:; 1 pest idéal premier de R} 
ne sont évidemment jamais simultanément contenus dans un même idéal premier 
p, en particulier dans aucun idéal maximal et par conséquent l'idéal engendré par 
ces éléments est R lui-même. L'anneau R étant nœthérien, cet idéal est engendré 
par un nombre fini d'éléments r 1 , ... , rn deR qui forment donc une partition de 
l'unité de R. Nous avons donc prouvé l'existence d'une partition de l'unité de R 
telle que pout tout indice i de {1, ... , n }, Mri soit un module libre. 

Nous établissons maintenant 3 ::::? 1. Tout d'abord, nous allons prouver qu'un 
élément t d'un R-module N qui s'annule dans chaque Nr; (i.e. t = 0 vu comme 
élément de NrJ est nécessairement nul. En effet, si t est nul dans Nri, cela signife 
qu'il existe un entier Pi tel que rfit = O. Ceci étant vrai pour tout indice i, cela si­
gnifie que t est annulé par tout les éléments de 1 'idéal engendré par {rf\ · · · , r~n}. 
Or par construction, cet idéal contient une puissance de l'idéal engendré par les 
ri, donc en particulier une puissance de 1 et par conséquent il engendre lui aussi 
l'unité de R. L'élément t est alors nécessairement nul. De là nous déduisons que 
tout R-module N qui est tel que Nr; = 0 pour tout indice ·i est un module nul. Ceci 
établi, nous nous donnons maintenant un H-module libre (de rang t>upéneur ou 
égal au nombre de générateurs de l'v1) et construisons un épimorphisme r.p: F --> lvi 
(en envoyant des générateur de F sur des générateurs de 1\!f). Nous considé­
rons alors l'auulication induite w': HomR( lv!. F) --> I-IomRU\1!, l'vf\ Cet homomor-

.L .L 1 ....... \ 1 1 ... "'' ' 1 

phisme est surjectif localement en chaque ri, le module Mri étant un module pro-
jectif en tant que module libre. Du résultat t, il s'ensuit qu'on a des isomorphismes 
HomRr· (AJri' FrJ '::::' (HomR(i\1, F))r et HomRr (Afri' }\.1rJ '::::' (HomR(Af, M))r 
pour t~ut indice ide l'ensemble {1, .. .', n }. Nous a~ons donc un homomorphisme d~ 
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R-modules qui est localement un épimorphisme, en d'autres termes, le R-module 
coker I{J1 est un module qui est nul en tous les localisés par rapport aux partie mul­
tiplicatives définies par les ri, en vertu de ce que nous avons dit plus haut, coker i.p1 

est un module nul et i.p1 est par conséquent surjective. En conclusion, il existe dans 
l'image réciproque de id.rv1 par i.p1

, une section de I{J et donc M est un facteur direct 
du module libre F. Il s'agit donc d'un R-module projectif par la proposition 6. 

Nous avons donc prouvé que 1 ::::} 2 ::::} 3 ::::} 1, ce qui établi l'équivalence des 
trois assertions. 0 

Cette dernière preuve peut paraître très « alambiquée ». En fait, elle est beau­
coup plus « intuitive » si on la considère du point de vu du faisceau cohérent sur 
Spec R induit par le module projectif M. Nous conseillons au lecteur peu familié 
de la théorie des faisceaux et désireux d'en apprendre plus de se rapporter à [E] 
où il trouvera un exposé général de la théorie, ou encore à [EH] pour un exposé 
peut-être un peu plus élémentaire. 
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