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Chapitre 0

Introduction

Développée par Elie Cartan entre 1905 et 1910, la méthode d’équivalence [11, 8] est
un algorithme permettant de décider si deux systemes d’équations différentielles se
déduisent 'un de l'autre par un changement de coordonnées locales. Cet algorithme
suppose que l'on se donne chacun des deux systemes d’équations (ordinaires ou aux
dérivées partielles) ainsi que le (pseudo)groupe des transformations autorisées.

Ainsi on peut, par exemple, calculer les conditions portant sur la fonction f pour que
I’équation
d’y dy
@ - f <.§C, Y, %)

d*Y

dx?
par un difféomorphisme local quelconque de la forme X = X (z,y) et Y = Y (z,y). La
réponse dépend évidemmment du groupe des transformations autorisées.

se ramene a 1’équation

=0

La question de I'équivalence joue un role crucial pour I’écriture de nouveaux sol-
veurs d’équations différentielles. Un solveur devrait étre capable de trouver par une
méthode, si possible systématique, le "bon changement de variables” permettant de
ramener le systeme que 'on veut résoudre a un systeme que 1’on sait résoudre. Pour les
équations ordinaires, la pratique la plus courante encore aujourd’hui consiste a exami-
ner si I’équation a résoudre figure dans une liste répertoriée d’équations dont la solution
est connue [63]. Pendant longtemps, le livre de Kamke (1976 [31]) contenant environ
250 équations ordinaires du second ordre a servi de référence. Aujourd’hui, le livre de
D. Polyanin et F. Zaitsev [51] contient en tout une liste de 2049 équations, ce qui est
beaucoup et marque les limites de cette approche.

Bien que Cartan (éleve de Lie) ait traité avec succes de nombreux exemples; sa
méthode d’équivalence est restée longtemps incomprise des mathématiciens. Ainsi Weyl
[61], grand spécialiste de géométrie différentielle a pu dire a propos du livre de Cartan

de 1937 [9] :

Nevertheless, I must admit that I found the book, like most of Cartan’s papers, hard reading. Does the

reason lie only in the great French geometric tradition on which Cartan draws, and the style and contents

3
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of which he more or less takes for granted as a common ground for all geometers, while we, born and

educated in others countries do not share it ?

Ce sont deux éleves de Cartan, a savoir C. Ehresmann [20] et S. S. Chern [13], qui
ont introduit les deux concepts clés de la géométrie différentielle moderne permettant
de fonder la méthode : les espaces de jets et les G-structures. Dans les années 60,
Singer, Sternberg [58], Guillemin, Kuranishi, Kodaira et Spencer [52] etc. menerent
tout un programme pour tenter d’expliquer rigoureusement les calculs menés par Car-
tan. La notion de G-structure est particulierement importante puisque la plupart des
structures apparaissant en géométrie différentielle sont des G-structures : structure rie-
manienne, structure simplectique, structure complexe, groupes de Lie etc. En fait, la
méthode développée par Cartan fournit pour une G—structure donnée, un systeme com-
plet d’invariants différentiels permettant sa classification locale. On peut montrer que
I’équivalence de deux systemes d’équations différentielles se ramene a ’équivalence de
deux G-structures. La méthode de Cartan est donc d'une portée tout a fait générale.

A partir des années 80, des mathématiciens américains comme Gardner [25, 26], Kam-
ran [32, 39] et Olver [33, 34, 35] ont commencé a traiter des exemples conséquents en se
servant des systemes de calcul formel existants sans pour autant écrire un logiciel opti-
misé et structuré de fagon a étre utilisable par la communauté scientifique. Ces dernieres
années, la recherche frangaise en calcul formel s’est surtout concentrée sur ’écriture de
solveurs d’équations algébriques (bases de Grobmer, triangularisation, etc.) ainsi que
sur les techniques d’algebre différentielle (triangularisation des équations différentielles
@ la maniére de Ritt ou théorie de Galois différentielle dite de Picard—Vessiot).

Ainsi, la géométrie des équations différentielles (calcul tensoriel, algebres de Lie,
connexions, systemes hamiltoniens etc.) a été en grande partie négligée par les spécia-
listes du calcul symbolique bien que la physique relativiste, quantique ou méme cer-
tains calculs intervenant actuellement en économie [17] soient basés sur l’approche
géométrique. Or les géometres ont résolu a la main beaucoup de questions non traitables
par 'algebre différentielle effective, du fait du grossissement des formules.

Cependant, méme en géométrie différentielle, les calculs peuvent devenir imprati-
cables. Il est alors inévitable de programmer la méthode d’équivalence de Cartan pour
espérer traiter de nouveaux problemes. Cette these s’inscrit dans cette ligne et propose
une implantation de I'algorithme de Cartan qui a permis de traiter un certain nombre
d’exemples significatifs.

Comme nous le verrons, la méthode d’équivalence de Cartan est un cas particulier de
la théorie des systemes différentiels extérieurs [10]. En effet, décider si deux systemes
d’équations différentielles sont équivalents revient a savoir si un certain systeme différen-
tiel extérieur a des solutions. Le premier chapitre de cette these sera donc consacré a un
exposé succinct de cette théorie ainsi qu’a quelques rappels de géométrie différentielle.

Le second chapitre sera consacré a une description de l'algorithme de Cartan. Ce
chapitre doit beaucoup aux ouvrages de Gardner [27] et de Olver [50]. Nous tenterons
cependant d’y insister de facon simple sur le rapport entre la méthode d’équivalence
et la théorie des systemes différentiels extérieurs évoquée précédemment. Suivront dans
les autres chapitres nos différents résultats dont voici une synthese.
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION 5

0.1 Résultats

0.1.1 Programmation de la méthode d’équivalence

Le premier résultat de cette these est un paquetage Maple qui implante efficacement
I’algorithme de Cartan. Ce paquetage contient environ 4500 lignes de code. Pour traiter
un probleme d’équivalence, I'utilisateur définit une G-structure associée au probleme
d’équivalence qu’il souhaite résoudre et déroule l'algorithme de Cartan. L’utilisateur
garde un controle sur les calculs effectués par l'exécution successive de chacune des
opérations de base qui constitue une procédure : réduction de la torsion, réduction du
groupe structural, prolongation. Les principaux points forts de ce paquetage sont de
trois sortes.

— Tout d’abord, une analyse fine des objets en présence et des opérations effectuées

a permis d’éviter certains calculs redondants.

— Une deuxieme optimisation importante est la manipulation de dérivations non
commutatives. En effet, la méthode d’équivalence de Cartan fournit comme nous
I’avons vu, un systeme complet d’invariants. Ceux-ci sont des polynomes différen-
tiels pouvant étre tres volumineux (plusieurs Méga-octets). Exprimés dans certaines
dérivations ayant un sens géométrique (celles—ci ne commutent pas en général), ces
invariants sont naturellement compressés.

— Enfin, ces invariants sont parfois trés nombreux (au maximum si m est la
dimension du groupe des symétries des équations considérées). Il est donc indispen-
sable de calculer les relations algébriques et différentielles qui lient ces invariants.
Des outils ont été développés a cet effet : dans [48, 2], nous montrons que si un cer-
tain invariant différentiel de petite taille est nul, tous les autres le sont également.
Cela constitue alors un résultat tres simple a utiliser.

Des routines de génération automatique au format LATEX des divers résultats ont été
programmeées. Celles-ci n’ont rien d’anecdotique dans la mesure ou ces calculs menés
sur ordinateur doivent avoir valeur de preuve et étre réutilisables. Cette implantation
sera décrite au chapitre 8. Voici maintenant un apercu de nouveaux résultats obtenus
a l'aide de notre implantation.

m3—m

0.1.2 Equations différentielles ordinaires du troisieme ordre

Dans [15, 14], Chern avait initié la classification des équations différentielles ordinaires
du troisieme ordre

v =flz,y, vy, y") (1)

sous l'action des transformations de contact de la forme (X, Y, Y') = ¢(z, y, v'). Nous
complétons ce résultat de Chern. Grace a notre logiciel, nous avons calculé explicitement
et simplifié les invariants permettant cette classification. Dans [48], nous avons obtenu,
grace a ces invariants, des conditions nécessaires et suffisantes tres simples portant sur
la fonction f permettant de tester si ’équation étudiée est linéarisable sous la forme
Y"+a(X)Y"+b(X) Y +¢(X) Y = 0. Ces conditions sont données par le nouveau
théoreme suivant :
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6 Résultats

Théoreme 1 Soit une équation différentielle ordinaire du troisieme ordre de la forme
(1). Posons

1 1 1 1 2
I = _gfpfq + ED:vfp - gDifq - fy + gququ - 2_7]63
avec Dy = G-+ p 5+ ¢ 5+ f(2,y,0.0) £
1. Lorsque I = 0, l’équation (1) est linéarisable si et seulement si fyqqq = 0. Dans ce

cas, elle peut se ramener a l’'équation y" = 0.

2. Lorsque I # 0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’équation (1) est linéarisable par une transformation de contact sous la forme
y" +a(x) y" +b(z) ¥ +c(x) y =0.
(ii) L’équation se raméne par une transformation de contact a la forme
y" +b(x) y + (1+1/20(x)) y=0.
(iii) Les invariants définis en (4.9), sauf éventuellement Iy = Ig, sont nuls.

(iv) Les invariants (I, I3, Is, L1, I1s) sont nuls (voir (4.9) page 76).
(v) Les 2-formes d0* et d6° sont nulles (voir (4.9) page 76).

Ces résultats ont fait I’objet d’une note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences
[48]. Ils seront détaillés au chapitre 4 page 73.

0.1.3 L’équation différentielle ordinaire du quatrieme ordre

Poursuivant 1’étude des équations différentielles ordinaires, nous avons calculé les
invariants permettant la classification d’équations du quatrieme ordre sous 'action des
transformations de contact. Cet exemple n’avait jamais été traité auparavant. Cette
étude n’a pas encore fait I’objet de recherches plus poussées mais nous a déja fourni un
nouveau théoreme. Celui-ci donne les conditions nécessaires et suffisantes d’équivalence
d’une équation quelconque y® = f(z,y,p = v',q¢ = y",r = y") avec la forme canonique
y® =0.

Théoreme 2 Une équation différentielle ordinaire d’ordre quatre y® = f(z,y, v, y", y")
est équivalente a Uéquation y™ = 0, sous laction du groupe des transformations de
contact, si et seulement si

( forr =0,
2+ 6 =0,
J2+4ffg =6/ Dufr +8fy + 4D, f, — 8D, f, =0,
—560D,%f, + 240D,> f, 4+ 800D, f, — 432(D, f,)* + 244D, f,f. + 416f,D, f,
—342f, D, f, + 189D, f, f,* — 800f, — 26f,% f, — 44f, f» — T2f,* = 0

ouD—ng 2+ g—i—rg—i-f(x r)2

\
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION 7

Ce travail est décrit au chapitre 5.

Systemes d’équations différentielles ordinaires du second ordre,
a deux variables dépendantes

Le troisieme résultat présenté concerne cette fois-ci I’équivalence de systemes d’équa-

tions différentielles ordinaires a deux variables dépendantes = (z!, 2*) € R? de la

forme

i? = F*(t, z, 1).

{ﬂ:ﬂ@%@ 2

sous l'action du groupe des transformations ponctuelles de R3 dans R? de la forme

(T, X) = ¢(t, x).

Ici la variable indépendante est t et ! (resp. ?) est la dérivée de x! (resp. x?) par
rapport a t. Nous avons pu calculer les invariants permettant la classification de tels
systemes [23] et en déduire un nouveau théoreme donnant les conditions d’équivalence

au systeme
X =0,
{220 8

Théoréme 3 Le systéme (2) est équivalent au systéme (3), sous l’action du groupe des
transformations ponctuelles, si et seulement si

(

Fm?lm'lztl =0
Fi%%'é’ =0
F:'tQQm'QiQ - 3Fx'11i:2:i:2 = 0,
F:i}ldcla'cl - 3F§1.1'71j22 = 0,
Fabllabl;tZ - Fm'zlab?;t? =0 (4)
2D,Fl, — FLFL — FLFL — 4F), =0
—F%? —2D,FL — 4F% + 4FY +2 D,F% + FL* = 0,

| —2D,F% + FAF2, +4F% + FLF2 = 0,

avec
‘Dt::é%'%ilail*‘¢25i2*‘F1521*‘F25iT

Ces résultats, qui completent ceux de Fels [23], sont 'objet du chapitre 6.

0.1.4 Systemes d’équations aux dérivées partielles du second
ordre

Enfin, nous avons traité un probléme plus conséquent que les précédents en terme de
temps de calcul et d’espace mémoire consommé. Ce probleme porte sur 1’'équivalence
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8 Résultats

de certains systemes d’équations aux dérivées partielles du second ordre a une variable
complexe dépendante u sous 'action du groupe des transformations ponctuelles.

Dans un premier temps, nous avons étudié 1’équivalence de systemes a deux variables
complexes indépendantes x et y, completement intégrables, de la forme

Ugy = fll(xayvuauxauy)’
Ugy = f12($7y7u7u507uy)7 (5>
Uyy = foo, Y, U, Uy, wy).

Notre implantation de la méthode de Cartan nous a permis de calculer les 78 invariants
nécessaires a la classification de tels systemes. Nous avons notamment montré que
I'algebre différentielle engendrée par ces invariants (qui occupent un espace mémoire de
1,1 Méga-octets) est engendrée par un seul petit invariant. Sur la base de ces résultats
nous pouvons énoncer le nouveau théoreme suivant.

Théoréme 4 Le systeme (5) complétement intégrable, comportant deuz variables indé-
pendantes, est équivalent au systéme plat {Uxx = 0, Uxy = 0, Uyy = 0} par une
transformation ponctuelle de la forme (X,Y,U) = ¢(x,y,u) si et seulement si

( Pfu _ 0
6u20uQ_ ’
Pl _
aulaul o

O fia _ 9 fu _0
OusOus  OuiOus ’
Plo Pl _
Ou 0u;  OuiOus ’

9 fin 9” fr 9? fa

4 —0.
\ Ju 0wy Ouq0us + OugOus 0

On note uy = u, et uy := u, pour les dérivées partielles de w par rapport a x et a y.

Dans un deuxieme temps, nous avons généralisé le théoreme (4) a des systemes
d’équations aux dérivées partielles a une variable complexe dépendante u et n variables

complexes indépendantes z = (z*, 22, -+ ,2™) du type
Ou f Ou 1<a<p< (6)
———— = fag | T, u, — our <a<pB<n.
OxQxP g ox P

Nous avons ainsi obtenu des conditions treés simples portant sur les fonctions f,z pour
que le systeme étudié se ramene au systeme
0?U

I — 1<a<pg<
SXaOXP 0 pour <a<f<n, (7)

par une transformation ponctuelle de la forme (X,U) = ¢(x,u). Ces conditions sont
données par le nouveau théoreme suivant :
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CHAPITRE 0. INTRODUCTION 9

Théoreme 5 Si le systéeme (6) est équivalent au systeme (7) alors

( anocﬁ
Ou,0u,
Pfap  0*fsp
OunOu,  OunOug
82faa _ 4 82faﬁ + 82fﬂ5’
Oua0u, Ou,Oug  Ouglugp
anOca _4 anory + azfoaﬁ
\ 8U0¢8U5 3u58u7 6uﬁ8u5

=0 pourl<a,B3,p0<n, {a,B}N{o,p} =0,

=0 pourl<a,f<n, a+#p,

=0 pourl<a<f<n,

=0 pourl<o,B,y<na#f, B#7v v# o

Ce travail, détaillé au chapitre 7, a été motivé par une question de classification des hy-
persurfaces réelles plongées dans la variété complexe C™. Il a été réalisé en collaboration
avec C. Bieche du L.A.T.P. de Marseille (UMR 6632) sous la direction de B. Coupet.
Enfin, il fait 'objet d’une note aux Comptes Rendus de I’Académie des Sciences actuel-
lement soumise. Ces calculs ont été initiés par Chern. Cependant, dans [14], celui-ci ne
donne ni les valeurs explicites des invariants ni les conditions concretes d’équivalence
avec le systeme plat (7).

0.1.5 Problemes d’équivalence et algebre différentielle

Notre dernier résultat est une nouvelle méthode basée sur I'algebre différentielle per-
mettant de traiter par un calcul d’élimination certains problemes d’équivalence. Cette
méthode fournit directement les conditions d’équivalence d’'une équation différentielle
générale avec une équation particuliere. Nous proposons une optimisation importante
de cette méthode basée sur I'utilisation de dérivations non commutatives (dérivées de
Lie), dans le but d’obtenir une compression des données manipulées. Ce nouveau point
de vue nécessite une refonte complete des algorithmes d’élimination !, ce qui repésente
un gros travail qui n’est pas encore terminé. Ces résultats seront exposés au chapitre 3.

M semble que les fondateurs de I’algebre différentielle (Ritt, Kolchin, Seidebberg, Rosenfelf, Ka-
planski et.) aient compléetement négligé le grossissement des données provoqué par l'écriture des
équations avec des dérivées qui commutent
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Notations

M variété analytique réelle de dimension m

T.M espace tangent en x a la variété M

"M espace cotangent en x a la variété M

™ fibré tangent de M (dimension 2m)

M fibré cotangent de M (dimension 2m)

Q(M) module des formes différentielles de M

R(M) variété fibrée des reperes de M

R*(M) variété fibrée des coreperes de M

x xr = (z', 2% ..., 2P), variables indépendantes

u u=(u', u? ..., u™), variables dépendantes

X variété analytique réelle de dimension p

U variété analytique réelle de dimension n

JUX,U) | variété des jets d’ordre ¢ des fonctions de X dans U

(z, ul®) systeme de coordonnées locales de J¢(X,U)

D; = % dérivation totale (champ de Cartan) par rapport a z°
GL(m, R) | matrices réelles m x m invertibles

G sous—groupe de Lie de GL(m, R) de dimension r

g G-structure sur la variété M, G ~ G x M

w w=(w!,..., w™), corepere de M

0 0= (0',..., 0™), formes invariantes sur G

T = (rt, ..., "), formes de Maurer-Cartan de G' modifiées
agi dérivations duales des formes 6°

S; caracteres de Cartan

Op pseudo—caractere tel que so+ 81+ -+ 5,1+ 0, =m—p
sl caracteres réduits de Cartan

a, pseudo—caractere tel que sy +s)+---+s, | +0,=m—7p

11
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Chapitre 1

Rappels de géométrie différentielle

Ce premier chapitre sera consacré au rappel de quelques définitions de géométrie
différentielle. On y introduira les notations utilisées au long de ce mémoire : les notions
d’espaces de jets, de formes de contact et de prolongation d’une transformation.

Dans un deuxieme temps, nous exposerons brievement la théorie des systemes différen-
tiels extérieurs de Cartan, décrite dans [10], qui permet de déterminer l'existence et la
dimension maximale de solutions d’un systeme différentiel extérieur. Elle est basée sur
le calcul des caracteres de Cartan et le théoreme de Cartan-Kéahler.

On peut aussi considérer des systemes différentiels extérieurs avec condition d’indé-
pendance : dz' A dx?--- AdxP # 0. Le test d’involution de Cartan permet dans ce cas
de savoir si les solutions trouvées par le théoreme de Cartan-Kahler respectent cette
condition, c’est a dire préservent l'indépendance des variables z!,..., zP. On teste
par exemple I'involution de systemes extérieurs provenant de systemes d’équations aux
dérivées partielles pour lesquels certaines variables (les variables de dérivations) sont
indépendantes. Le test d’involution est basé sur le calcul des caracteres réduits de
Cartan. Nous le détaillerons aussi.

Connaitre la théorie des systemes différentiels extérieurs est important pour com-
prendre la méthode d’équivalence de Cartan. Nous verrons, au chapitre 2, que le pro-
bleme de I’équivalence locale de deux systemes d’équations différentielles (sous I’action
d’un groupe de transformations) se ramene a 'existence de solutions pour un certain
systeme différentiel extérieur. La méthode d’équivalence de Cartan est donc une appli-
cation particuliere de la théorie des systemes différentiels extérieurs.

1.1 Espaces de jets

Notons tout d’abord que par souci de lisibilité, nous utiliserons tout au long de ce
mémoire les notations d’Einstein. Ainsi, tout indice répété en haut et en bas dans une
formule indique une sommation sur cet indice. Ainsi I’expression a;2° pour i de 1 a n
représente la somme a2t + ax® + - - - + a,a".

Nous considérerons des variétés analytiques réelles M de dimension m. L’espace tan-

13
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gent au point x d'une variété M sera noté T, M et 'espace cotangent noté T M. Un
élément du fibré tangent T'M est un couple quelconque (z,v) formé d’un point = € M
et d'un vecteur v € T, M. Le point de vue sera toujours local. Les notations utilisées
sont proches du livre de P. Olver [50].

La définition rigoureuse et intrinseque des espaces de jets a été posée par C. Eh-
resmann (éleve de E. Cartan) vers 1950 mais I'idée remonte a S. Lie. Une équation
différentielle définit une sous—variété dans un espace de jets. Ainsi I’équation y'(z) =
y(x) définit le plan d’équation y' —y = 0 plongé dans I'espace J}(R,R) := {(x,y,y’) €
R3}. Le point important est que les nombres (x,y,y’) soient vus comme un systéme de
coordonnées locales sur une certaine variété.

Dans l'écriture d'un systéeme d’équations aux dérivées partielles (EDP), les variables
dites indépendantes sont notées x = (z',... 2P) et les variables dites dépendantes (de
x) sont notées u = (ul,...,u"). Pour la clarté de I'exposé, on considere les variétés
réelles analytiques X ~ RP et U ~ R". La solution d'un systeme EDP est alors une

fonction analytique de X dans U.

Définition 1 (jet) Soient x € X et ¢ € N. Deuz applications de X dans U définissent
le méme jet (a lordre q, au point x € X ) si leurs développements de Taylor respectifs
au point x coincident jusqu’a [’ordre q.

EXEMPLE — Soit X = U = R. Un jet d’ordre 2 au point x € X est la donnée d'un
développement limité

u(z + h) = u(z) +u'(x) h+u"(x) h?/2 4+ O(R?).

Un tel jet d’ordre 2 est la donnée de quatre nombres réels quelconques (z, u, u’, u”) € R?.
Ainsi 'ensemble des jets d’ordre 2 est une variété isomorphe & R*. ([l

L’espace des jets d’ordre ¢ de X dans U en un point x € X quelconque est noté
JI(X,U). Par souci de simplification, J9(X, U) sera souvent noté J?. La variété notée
J®(X,U) est la limite projective des variétes J9 lorsque ¢ — oo. C’est une variété de
dimension infinie appelée diffiété triviale dans le formalisme de Lychagin—Vinogradov
[37].

Par exemple, on notera (z,u,u,) les coordonnées de I'espace des jets J'(R,R). De
meéme, on notera (T, y, u, Uy, Uy, Uszy, Uzy, Uyy) les coordonnées de 'espace J*(R?, R).

Dans le cas général dimX = p et dimU = n, les coordonnées de J>°(X,U) sont
indicées par des multi-indices symétriques I de la forme

I =(i1,is,...3), l€N

formés d’entiers compris entre 1 et p. La longueur [ de ce multi-indice est notée #1.
Les dérivées partielles itérées d'une fonction f : X — R sont notées

d'f(x)
orhdxiz ... Oxht’

Comme les dérivations 9/0x" commutent entre elles, on pourra toujours supposer que
i1 < g < -+ <15 Avec ces conventions, les coordonnées d’un point de l'espace J4(X, U)

fi(z) := [ = #I.
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sont notées (z, u(?) avec

z = (2" 1<i<p)
u? = (u¥| 1<a<n, #I<q).

Définition 2 (jet de fonction) Le jet a l'ordre g d’une fonction analytique f : X — U
est la fonction jif : X — JUX,U) telle que

Jf (@) = (2, fi(x))
ot I parcourt I’ensemble des multi—indices tels que #1 < q.

Définition 3 (forme de contact) On appelle forme de contact une forme différen-
tielle définie sur l’espace J1(X,U) obtenue par combinaison linéaire des formes de base

du?—u?}idaji 1<i<p 1<a<n, #I <q,
les coefficients étant des fonctions arbitraires de J? dans R.

Les formes de contact définies sur ’espace J? ont la propriété de s’annuler sur le graphe
du jet j9f de toute fonction f: X — U.

Définition 4 (champs de Cartan) On appellera dérivations totales ou champs de
Cartan, les champs de vecteurs définis sur la diffiété J> par :

d—D-— a+uai+ +uf 0
det ' Ozt Oue B oug

Restreints auz variables de l’espace des jets d’ordre q, on parlera de champs de Cartan
tronqués a l’ordre q.

Les champs de Cartan tronqués a l'ordre ¢, ont la propriété d’étre tangents au graphe
du jet j7f de toute fonction f : X — U. Ces champs de vecteurs sont orthogonaux aux
formes de contact.

1.1.1 Groupes de difféomorphismes

Pour classifier les équations différentielles, on se donne un (pseudo)groupe de difféo-
morphismes locaux. On cherche alors a savoir si deux systemes donnés sont équivalents
sous l'action d’une transformation de ce groupe. Voici une description des groupes de
transformations que nous utiliserons.

Définition 5 On appelle transformation ponctuelle d’une variété M = X x U de
dimension m dans une variété M = X x U de méme dimension, tout difféomorphisme
de M dans M. Les transformations ponctuelles de M dans M forment un groupe. Ces
transformations sont de la forme :

{xefzﬂ%wi (1.1)
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EXEMPLE — Une rotation de R? dans R? est une transformation ponctuelle. O

On considere souvent des sous groupes du groupe des transformations ponctuelles de
M =X x U dans M.

EXEMPLE — Les transformations préservant les fibres sont de la forme

r— T =E&(x), (x, 7z € X)
{ u—u=n(zu), (u,ael) (1.2)

0

Voici maintenant une famille de transformations plus générales que les transforma-
tions ponctuelles que nous utiliserons souvent pour classifier les équations différentielles :
les transformations de contact.

Définition 6 (transformation de contact) On appelle transformation de contact
d’ordre q, un difféomorphisme de J4(X,U) dans J9(X,U) qui transforme une forme de
contact de J9(X,U) en une forme de contact de J9(X,U)

Les transformations de contact d’ordre ¢ transforment le graphe du jet d’ordre ¢ d’une
fonction en le graphe du jet d’ordre ¢ d’une autre fonction. En particulier, toute trans-
formation ponctuelle est une transformation de contact. Nous utiliserons notamment les
transformations de contact pour la classification des équations différentielles ordinaires
du troisieme et quatrieme ordre.

EXEMPLE — Un fameux exemple de transformation de contact est la transformation
de Legendre de J'(R,R) dans J'(R,R). Elle associe au point (z, u, p = u,) le point
(T =1y, 4 =u— 22Uy, p= —). O

Un autre exemple fameux est la transformation dite par polaire réciproque qui trans-
forme un point du plan en une droite et une droite en un point. Des points alignés sont
transformés en des droites concourantes et réciproquement. Par suite, un élément de
contact est transformé en un élément de contact. Rappelons que les anciens mathémati-
ciens désignaient par élément de contact la donnée d’un point du plan et d’une droite
passant par ce point, i.e. la donnée d'un élément (z,y,vy’) de J*(R,R).

Backlund a démontré que toute transformation de contact de J¢ dans J? est la pro-
longation (voir section suivante) d’une transformation de J' dans J!. La structure du
groupe des transformations de contact de J> dans J* est beaucoup plus compliquée et
ce groupe ne sera pas utilisé dans cette these.

1.1.2 Prolongation d’une transformation

La prolongation d’un difféomorphisme est ’expression de ’action induite par cette
transformation sur le jet d'une fonction. Par exemple, soient deux courbes du plan
déduites I'une de I'autre par une transformation ponctuelle. En tout point de la courbe
image, la tangente n’est pas quelconque mais peut étre calculée en fonction du point
origine et de la valeur de la pente de la tangente en ce point. La transformation étendue
aux éléments de contact (un point et la tangente a la courbe passant par ce point) est
la prolongation a 'ordre 1 de la transformation ponctuelle de départ.
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Définition 7 (prolongation) Soit ¢ : J4(X,U) — J4(X,U) une transformation de
contact d’ordre q. La prolongation de ¢ a l'ordre ¢ + 1 est l'unique transformation de
contact de JUH (X, U) dans JIT (X, U) qui, restreinte a l'espace des jets d’ordre q, est

O.
Voyons comment calculer la prolongation d’'une transformation ¢ donnée.

Proposition 1 Soit ¢ : J9(X,U) — J4(X,U), une transformation de contact.

of T T 200l (13)

La prolongation de l'action de ¢ aux variables uf,; de JIY(X,U) est donnée par la
formule suivante :

¢*(ug,) = D;(n?) x C{ (&), 1<ij<p l1<a<n, #I=q. (1.4)

D; est le champ de Cartan de la définition 4. La matrice Cg'(g) est par construction
Uinverse de la matrice de fonctions D;(£").

PREUVE — Cette preuve peut étre sautée en premiere lecture. Pour la simplicité des
notations, on se place dans le cas ¢ = 0. Par définition, la prolongation de ¢ est une
transformation de contact de J'(X,U) dans J'(X,U). La prolongation de ¢ envoie
donc le module des formes de contact de J'(X, U) sur le module des formes de contact
de JY(X,U). Les formes de contact de base sur J*(X,U) sont du® — u¢dz’. Calculons
I'image réciproque par ¢ de ces formes :

¢*(du” —uidz') = d(n®) —¢*(a)d(E’)
) ot o¢: o
- azﬁd u? o+ 8’7.de — () <856duﬂ + a—idﬂ)

n o¢’ on® _, O
= [=— —9¢" duf + | == — ¢* da? .
(auﬂ (@) 505 > (39&3 o) g5 ) 4
Il faut que cette image soit une forme de contact, donc il existe des fonctions Aj telles
que

¢*(du® — ufdz’) = A§(z, u)(du® — uda?).
D’ou, par identification des coefficients

on® g
A = T a0 (1)

et

— A (= 0" _ ey 25

En substituant (1.5) dans (1.6), on obtient :

N AR
(G~ ortanges ) = =55 + o) o5
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soit,

oy (08 08 5\ _On® O g
o) (8xj " auﬂ“J) = o0 T ouw

Les champs de Cartan D; sont tronqués a l'ordre q. Nous obtenons
¢*(uf)D;(€') = D;(n®)
et finalement la formule cherchée
¢ (af) = Dy(n*) x G} ().
OJ

EXEMPLE — Soit X, X, U, U quatre variétés de dimension 1. Les coordonnées utilisées
sont x, T, u, u. Soit ¢ : J*(X,U) — J°(X,U) une transformation ponctuelle de la forme

¢{ r—x=x+C,

u—u=mn(x,u),

ou C' est une constante arbitraire et 1 une fonction quelconque. Calculons la prolonga-
tion de ¢ sur J'(X,U). On a, d’apres la proposition 1

¢"(uz) = (Den) /Dol + C) = 0 + s

O
EXEMPLE — Considérons maintenant une transformation ponctuelle
¢:JNX,U) — JN(X,U) :
r—T==E&x,u),
{ u—u=n(z,u) (1.7)
en supposant dimX = dimX = 2 et dimU = dimU = 1.
Calculons la prolongation de ¢ sur J'(X,U). Nous avons :
; Dy&! D1§2)
D; (& =
( i )> 1<i,j<2 (D2§1 Dy¢?
d’ou :
« (U1 1 Dy&*  —Dy&?
= Din, D .
¢ (UQ) D§1Dy8? — D152D251( . Da) <—D2§1 Dy&!
On obtient finalement :
.= D177Dz§2 - D27]D2§1
¢"(un) 1 2 2 e
Dy&1Dy&* — D&% Ds¢
. DonDi&' — DinDy€?
¢ (u2) 1 2 2 1
D& D287 — D1§2Ds¢
OJ
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1.2 Algebre différentielle extérieure

Cette section est consacrée a un rappel des notations utilisées en calcul extérieur
ainsi qu’a I’énoncé de lemmes et théoremes importants. Nous supposerons connues les
définitions des formes différentielles extérieures ainsi que les axiomes du calcul extérieur.
Nous renvoyons a [10], [12] et [6] pour des exposés complets sur le calcul extérieur.

Soit M une variété différentielle de dimension m et Q := Q(M) 'ensemble des formes
différentielles extérieures définies sur M. Les fonctions sur M dans R sont appelées des
0-formes et plus généralement, on appellera k-formes, les formes différentielles de degré
k. L’ensemble de ces k-formes sera noté QF(M). Le produit extérieur sera noté A et
la différentielle extérieure sera notée d. Rappelons la regle d’évaluation d’une p-forme
w! A -+ AwP sur p champs de vecteurs vy, ..., v, :

(WA AWP g, ) = det((Wh o), 1 <45 <p.

EXEMPLE — Soit M, une variété de dimension 2, de coordonnées (z,y). Soit w =
dy—xdzx, une 1-forme de Q(M). Soit v = 9/0x+20/0y. On a (w;v) = (dy; v)—x(dz;v) =
1 —2x. 0J

EXEMPLE — Soit M, variété de dimension 2, de coordonnées (x,y). Soient w! = dz et
w! = zdy, des 2-formes. Soient v; = 0/dz +20/dy et vy = 20/0x + 30/Jy deux champs
de vecteurs. On a :

14 2. _ (dz;v)  (dwyvg) ) _ L2
(W' AwSvr,vg) = det (a:(dy;v1> z(dy; v2) “dter a) T

0

Voici maintenant le lemme de Poincaré que nous utiliserons lors de I'exploitation des
résultats de la méthode d’équivalence de Cartan.

Lemme 1 (Poincaré) Soit w € Q(M) une forme différentielle extérieure de degré
quelconque. On a :
d(dw) = 0.

Définition 8 Soit Q(M) l’ensemble des formes différentielles définies sur la variété
M. Un systeme différentiel extérieur sur M est un ensemble fini S C Q(M) auquel on
associe l’ensemble des équations

{w=0|weS}.

Définition 9 Un systéme différentiel extérieur S C Q(M) est dit de Pfaff s%l est
formé uniquement de 1-formes (formes de degré 1), i.e. S C Q' (M).

Définition 10 (idéal extérieur) Soit I C Q(M), un ensemble de formes différen-
tielles extérieures. I est un idéal extérieur lorsque :

1. Le produit extérieur de toute forme de I par une forme de Q(M) appartient a I.

2. La somme de deux formes différentielles (de méme degré) appartenant a I appar-
tient a I.
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Soit S C Q(M). On appelle idéal extérieur engendré par S, le plus petit idéal extérieur
contenant S.

Définition 11 (idéal différentiel extérieur) Soit I C Q(M) un ensemble de formes
différentielles extérieures. I est un idéal différentiel si c’est un idéal extérieur fermé par
dérivation extérieure i.e. tel que Vw € I, dw € I.

Soit S C Q(M). On appelle idéal différentiel extérieur engendré par S, le plus petit
idéal différentiel extérieur contenant S.

Définition 12 (systeme fermé) Un systéme différentiel extérieur S C QM) est
dit fermé lorsque la différentielle extérieure de toute forme de S, appartient a lidéal
extérieur engendré par S.

EXEMPLE — Le systeme

g wli=y dx = 0,
wi=drNdy = 0,

est fermé car les différentielles extérieures des formes de S sont dans l'idéal extérieur
engendré par S. En effet, dw! = d(ydz) = —dx AN dy = —w? et dw? = d(dz A dy) = 0. O

Lemme 2 Un systéme différentiel extérieur S est fermé si et seulement si ['idéal
différentiel extérieur engendré par S est égal a l'idéal extérieur engendré par S. En
particulier S U dS est fermé.

1.3 Solutions d’un systeme différentiel extérieur

Les définitions suivantes sont dues a Cartan [10].

Définition 13 Soit un systéme différentiel extérieur S C Q(M) et N une sous—variété
de M, i.e. il existe un plongementi: N — M. Alors N est appelée une variété intégrale
de S sii*(w) =0, quelque soit w € S.

Remarquons que 'on ne change pas les solutions d'un systeme différentiel extérieur en
lui rajoutant les différentielles extérieures de ses équations. En effet si i*(w) = 0, on en

déduit i*(dw) = d(i*(w)) = d(0) = 0.

Montrons que toute sous—variété N’ de N est également solution de S. Pour cela
considérons l'injection canonique j : N — N et démontrons que wjy» = 0 pour tout
w € 5. Ceci résulte des égalités

o = (10 )"0 = (* 0 i")w = j*(i"w) = 7°(0) = 0.
Définition 14 (p-plan) Un élément plan de dimension p (p-plan) d’une variété M

est un couple E = (x,V') ot x est un point de M et V C T, M est un espace vectoriel
de dimension p.
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Définition 15 (élément intégral) Soit S un systéme différentiel extérieur. Notons
My la sous-variété de M définie par l'annulation des O-formes de S. Un élément plan
E = (z,V) est un élément intégral de S si x € My et si

Yw e S, (w|gv,ve,...,0) =0 Yog,09,... 0, €V avec k = degw.

Le théoreme de Frobénius dit que les variétés intégrales d’un systeme différentiel
extérieur fermé engendré par des 1-formes forment un feuilletage de M, autrement dit
qu’il existe des coordonnées redressantes, pour lesquelles les variétés intégrales forment
un champ de plans paralleles. Le systeme est dit completement intégrable.

Théoréme 6 (Frobénius) Soit M une variété analytique de dimension m sur R ou
C. Soit S € QM wun systeme de Pfaff formé de s formes linéairement indépendantes
définies sur M. Le systeme S sera dit completement intégrable sl vérifie ['une des
propriétés équivalentes suivantes :

1. S est fermé.

2. Pour tout point x € M, il existe s fonctions h', h?,..., h* indépendantes définies
sur un voisinage de x dans M telles que le systeme S soit équivalent au systeme :

dh! =0, dh* =0,..., dh* =0.

Une variété intégrale de dimension maximale de S est alors donnée par le systeme
d’équations :
Rt=C', P =C? ..., h* =C",

dans lequel figurent s constantes arbitraires C*, C?,..., C?®. Les graphes des solutions
de dimension maximale m — s forment alors un feuilletage.

Les systemes de Pfaff fermés ne sont qu’'un cas tres particulier de systemes différen-
tiels extérieurs. Par exemple, le systeme : xzdy A dz = 0 n’est pas un systeme de Pfaff
et n’est pas non plus fermé. On ne peut donc lui appliquer le théoreme de Frobénius.

1.4 Solutions d’un systeme différentiel extérieur :
existence, dimension

Le théoreme de Cartan—Kahler permet de déterminer si un systeme différentiel exté-
rieur fermé admet des variétés intégrales de dimension p et quelle est la valeur maximale
de p. Pour cela, il faut d’abord déterminer si le systéeme admet des plans intégraux de
dimension p. Ces éléments intégraux doivent étre réguliers. Lorsque le systeme extérieur
admet un p-plan intégral régulier E,(z() au point zo € M, on montre I'existence d'un
champ de p-plans intégraux © — E,(z) ot x appartient a un voisinage du point zg. Si
le systeme S de départ est fermé, on montre que ce champ de plans est completement
intégrable. On en déduit I'existence d’une variété intégrale de S dans un voisinage du
point x, et tangente en x a E,(x).
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Soit S, un systeme différentiel extérieur fermé défini sur une variété M de dimension
m. Si S n’est pas fermé, il 'est en lui rajoutant les différentielles extérieures de ses
équations.

Pour montrer que le systeme différentiel S admet des éléments intégraux de dimension
p, on procede de facon incrémentale. On construit un drapeau

E@CE1CE2C"'CEP (18)

formé d’éléments intégraux de dimension 0 puis 1 puis 2 jusqu’a atteindre la dimension
p. Chaque étape est basée sur le calcul d'un caractere de Cartan. On pourra se référer
a Cartan dans [10] pour un exposé complet sur les caracteres de Cartan.

1.4.1 Calcul d’éléments intégraux de dimension 0

Par définition, un élément intégral Ey de dimension 0 est un point quelconque de la
sous-variété My C M définie par I'annulation des O-formes de S.

1.4.2 Calcul d’éléments intégraux de dimension 1

Soit Ey = z un élément intégral de dimension 0. Alors Ey = (Ey,v1) est un élément
intégral de S de dimension 1 si le vecteur v; est solution du systeme linéaire en v; :

(wiz;v1) = 0 pour tout w € S tel que degw = 1.

Soit r(Fyp), le rang de ce systeme linéaire appelé systeme polaire. S admet un élément
intégral de dimension 1 si et seulement si il existe un élément intégral Fy tel que

r(Ep) <m—1, m = dimM.

Définition 16 L’élément intégral Eqy est dit régulier si le rang v(Ey) est mazimum. Le
premier caractere de Cartan est sg = r(Ey) pour tout Ey régulier.

EXEMPLE — Soit le systeme différentiel extérieur défini sur la variété M = (z,vy, 2) :

dr —dy =0,
S{ dz Ndy = 0. (1.9)

Ey est un point quelconque de M. Nous cherchons il existe F; = (Ep,vy), élément
intégral de dimension 1 de S. Le vecteur v; doit étre solution du systeme linéaire formé
des 1-formes de S. On a alors r(Ey) = so = 1 < 3 — 1 donc S admet des éléments
intégraux de dimension 1. O

1.4.3 Calcul d’éléments intégraux de dimension 2

Soit Ey un élément intégral de dimension 2 de S C (M) tel que Ey C Ey C E2. On
note Fy = (Ey, (v1,v9)) = (F1,v9), ou Ey = (Ep,v1) est un 1-plan intégral régulier. Le

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

CHAPITRE 1. RAPPELS DE GEOMETRIE DIFFERENTIELLE 23

vecteur inconnu v, est solution du systeme linéaire

{ (Wi v2) = 0 pour tout w € S tel que degw =1, (1.10)

(wiz;v1,v2) = 0 pour tout w € S tel que degw = 2.

sachant que v; est solution du systeme engendré par les 1-formes. On note r(£;) le
rang de ce systeme linéaire (dit systéme polaire). Alors le systeme S admet un élément
intégral de dimension 2 si et seulement si

r(Ey) <m—2. (1.11)

En effet, les vecteurs linéairement indépendants v, et vy doivent étre solutions du
systeme (1.10).

Définition 17 L’élément intégral E1 = (Eg,v1) est dit régulier si le rang r(E,) est
mazimum. On définit le deuxieme caractere de Cartan, noté si, par l’égalité :

So + s1 = r(E1) pour tout Ey régulier. (1.12)

EXEMPLE — Reprenons le systeme extérieur (1.9) :

dr —dy =0,
S{ dz Ndy = 0. (1.13)

Nous allons déterminer si S admet des éléments intégraux de dimension 2 notés Fy =

(Eo, (v1,v9)) = (E1,v9) ot By = (Ep,v1) est un élément intégral régulier de dimension

1. On pose v; = Uf% + /L 4 vf% pour i = 1,2. Le vecteur vy doit étre solution du

systeme polaire (linéaire en vy) :

,UfE
1 -1 0 2 0
b o (8- "
Vg
On a r(F;) = 2 > 3 — 2, donc le systeme S n’admet pas d’éléments intégraux de
dimension 2. Le deuxieme caractere de Cartan est s; = 1. ]

E. Cartan avait I’habitude de noter un systeme polaire tel que (1.14) comme un
systeme de 1-formes

{M_@ =0 (1.15)

v dy —v{ dz = 0.
Ceci revient a considerer classiquement les coordonnées d'un vecteur tangent (ici le
vecteur vy) & une variété (intégrale) comme des différentielles.

1.4.4 Calcul d’éléments intégraux de dimension p

Nous allons exposer un critere permettant de décider si le systeme différentiel extérieur
S admet un drapeau d’éléments intégraux de la forme

EoCE1C"’CEp_1CEp.
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On cherche un p-plan intégral £, = (Ey, (v1,vs, ..., v,)) sachant que

Epfl == (EO7 (Ub Vo, ... 7“}3*1))
est un (p — 1)-plan intégral obtenu a 1'étape précédente.

Le vecteur w := v, est alors solution du systeme polaire (linéaire en w) :

;

(Wiz; w) = 0 pour tout w € S, degw =1,

(Wizs Vg, W) = Opourtoutw e S, degw =2 (1<k <p-1),

(Wiz3 Vky > Uy, W) = 0 pour tout w € 5, degw =3 (1 < ki <k2 <p—1),(1.16)
\ (W23 V1,02, ...,w) = 0 pour tout w € S, degw = p.

On note r(E,_1) le rang de ce systeme linéaire (1.16). Le systeme S admet un élément
intégral de dimension p si et seulement si le rang

r(E,—1) <m—p. (1.17)
En effet, les vecteurs linéairement indépendants vy, v9, ..., v, doivent étre solutions du

systeme (1.16).

Définition 18 L’élément intégral E,_1 est dit régulier si le rang r(E,_1) est mazimum.
On définit le p-ieme caractere de Cartan, noté s,_1, par l'égalité suivante :

80+81+"'+Sp_1 :I'(Ep_l). (118)

Le pseudo caractere o, est défini en posant

So+s1+ -+ Sp_1+ 0, =m—p. (1.19)

1.4.5 Le théoréme de Cartan—Kahler

Une fois prouvée 'existence d’éléments intégraux réguliers de dimension p d’un sys-
teme différentiel extérieur fermé, le théoreme de Cartan-Kahler permet de prouver I’exis-
tence (locale) de variétés intégrales de dimension p de ce systeme.

Théoréme 7 (Cartan—Kahler) Soit S un systéme différentiel extérieur analytique
fermé défini sur une variété M. Si S admet un élément intégral régulier (x, V), de
dimension p, alors il existe une variété intégrale N C M de dimension p telle que
x € N etV est l'espace tangent de N en x. De plus la variété intégrale dépend de
o, fonctions analytiques de p variables si o, # 0. St 0, = 0, considérons le dernier
caractere de Cartan non nul si. La variété intégrale dépend de constantes arbitraires si
k =0, sinon de sy fonctions analytiques arbitraires de k variables.

PREUVE — Voir [50] theoréme 15.7 pages 456-459. O

Définition 19 On appelle solution singuliere de dimension p d’un systeme différentiel
extérieur S d’une variété M, un élément plan E, de S non régulier mais régulier sur
une sous variété de M.
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1.5 Systemes différentiels extérieurs avec variables
indépendantes

On s’intéresse a 'existence de variétés intégrales d’un systeme comportant des inéqua-
tions du type

det A - AdaP # 0.

Les équations définissant une variété intégrale du systeme ne doivent comporter aucune
relation entre les variables !, ... 2P.

C’est par exemple le cas lorsqu’un systeme extérieur provient d’un systeme EDP. Il
est alors impératif que les variétés intégrales de ce systeme extérieur soient le graphe
des solutions du systeme EDP, a savoir des fonctions de la forme u = f(z) avec x =
(..., 2P).

Définition 20 (involution) Un systeme différentiel extérieur est dit en involution
([10] page 88) par rapport auzx variables x',... P si les équations de définition d’un
élément intégral générique de dimension p, nimplique aucune relation linéaire entre les
formes dx*, ..., dxP i.e. do' A\ --- A dxP # 0.

Par ”équations de définition”, il faut entendre systeme polaire vu comme un systeme
de 1-formes comme dans (1.15).

1.5.1 Mise sous forme extérieure d’un systeme d’équations
différentielles

Un systeme analytique ¥ d’équations aux dérivées partielles (EDP) comportant p
variables indépendantes est vu comme une sous-variété R? de J9(X, U) avec dimX = p.
Tout systeme EDP est équivalent a un systeme différentiel extérieur S défini sur J¢
et inversement ([10] page 88). On verra que 'on peut se ramener (par le théoreme
des fonctions implicites) & un systéme extérieur défini sur J9~! ne comportant aucune
0-forme.

Le graphe d’une solution de X est une variété intégrale du systeme S de dimension p.
De plus, il faut que sur cette variété intégrale, les variables indépendantes (z?, ..., zP)
puissent prendre des valeurs arbitraires, autrement dit que cette variété soit étalée au—
dessus de la variété X. On dira alors que I'indépendance des variables z* est préservée,
ce qui se traduit par la condition dzt A dz? A -+ AdaP # 0.

Soit ¥, un systeme EDP d’ordre ¢. Le systeme extérieur S équivalent a ¥ est défini
sur la variété des jets d’ordre ¢, JI(X,U). 1l est obtenu en rajoutant aux équations de
3, les formes de contact de J?. Soit :

f =
Sq duf —ufdxt =
de' A~ ANdaxP # 0.

VfeXx

0,
0, 1<a<n, 1<i<p, 0<#I<yq, (1.20)
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Pour fermer le systeme (1.20), il suffit de lui rajouter les équations :

df = 0, Vfed, (1.21)
da:i/\du‘}ii =0, 1<i<p, #1=q— 1. '
EXEMPLE — Soit le systeme d’équations aux dérivées partielles
E{ Upr = L, (1.22)
Uyy = 1.

D’apres (1.20), ce systeme EDP (X)) est équivalent au systeme différentiel extérieur :

(r—1 =
t—1 =
du—pdr—qdy =
dp—rder—sdy =
dg—sde—tdy =

[ de Ndy #

(1.23)

coocooo

défini sur la variété M dans le systeme de coordonnées (z, y, u, p = Uy, ¢ = Uy, 7 =
Ugzy § = Ugy, T = Uy,).

Il est trés simple de restreindre (1.23) sur la variété My C M définie par 'annulation
des O-formes :

du—pdr—qdy = 0,
dp — dx — s dy = 0,
dg — s dx — dy = 0, (1.24)
dz A dy # 0.

Dans le cadre du calcul formel, on préfere parfois calculer modulo 'idéal différentiel
extérieur engendré par les O-formes, ce qui est toujours possible pour des équations
algébriques, en utilisant des bases de Groebner ou des systemes triangulaires.

Ce systeme (1.24) est fermé en lui rajoutant les différentielles extérieures des deux
dernieres équations, ce qui donne

/

du—pdr—qdy = 0,
dp — dx — s dy = 0,
dg — s dx — dy = 0,
\ ds N\ dx = 0, (1.25)
ds N\ dy = 0,
dz N\ dy # 0.

\

Il y a une contrainte d’intégrabilité ds = 0 qui n’est pas dans 1'idéal différentiel extérieur
engendré par les équations. Cette contrainte d’intégrabilité découle de la condition
d’indépendance dx A dy # 0. En effet, a cause des deux dernieres équations, il existe
des fonctions A et y telles que ds = Adx = pdy. Lorsque A # 0, on a dr = §£dy, ce qui
entraine la contradiction dx A dy = 0. Donc A = 0 et par suite ds = 0.
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Ainsi, la condition d’indépendance peut entrainer de nouvelles égalités qui ne sont
pas dans I'idéal différentiel extérieur engendré par les équations. On verra que si tel est
le cas, le systeme n’est pas en involution. Il est clair que le théoreme de Cartan—Kéahler
qui détermine 'existence de variétés intégrales en prenant en compte uniquement les
équations est insuffisant pour résoudre des systémes extérieurs comportant une condi-
tion d’indépendance.

Remarquons que le systeme (1.23) défini sur J? peut étre ramené sur l'espace J! =
{(z,y,u,p = uz,q = u,) € R°} par des produits extérieurs adaptés qui éliminent la
coordonnée s = u,, dans (1.25)

du—pdr—qdy = 0,
dpNdy —dz Ndy = 0,
dgNdr+deNdy = 0, (1.26)
dz A dy # 0.
Ce systeme est fermé ; on verra qu’il n’est pas en involution. O

1.5.2 Définition et calcul des caracteres réduits

Lors du calcul des caracteres de Cartan, on a vu que chaque colonne de la matrice
du systéme polaire (1.16) correspond a la différentielle d'une coordonnée de M (voir
systeme (1.15) page 23).

Définition 21 (systéme polaire réduit) Considérons le systéme polaire (1.16) au-
quel on aura supprimé les colonnes correspondant & dx', ..., daP. Le systéme ainsi
obtenu est appelé systeme polaire réduit.

Définition 22 (caracteres réduits) Les caracteres réduits, notés (sy,...,s, 1,0,)
sont obtenus par un calcul identique a celui des caractéres de Cartan sur le systéme
polaire réduait.

1.5.3 Criteres d’involution

Théoréme 8 (Premier critere) Un systeme différentiel extérieur est en involution
par rapport aux variables xt, ..., xP si et seulement si ce systéme admet des éléments
intégraur génériques de dimension p et si chacun de ses caracteres réduits est égal au
caractere de Cartan correspondant i.e.

si=s; pouri=20,...,p—1.

PREUVE — Le systeme polaire des éléments intégraux de dimension p est de la forme
A du+ B dx =0 avec du := (du')1<i<n et do := (dz’)i<j<,. D’apres la définition 20, le
systeme est en involution si ce systeme polaire n’implique aucune relation linéaire entre
les dz?. Un résultat classique d’algebre linéaire dit qu’il faut et il suffit que le systéme
polaire A du + B dx = 0 ait méme rang que le systeme polaire réduit A du = 0 — voir
[50] pages 467-468. O

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

28 Systemes différentiels extérieurs avec variables indépendantes

On peut déterminer si un systeme est en involution par rapport a des variables
x1,...,x, par un algorithme de pivot de Gauss en calculant simultanément les ca-
racteres et les caracteres réduits en une seule passe. En effet, supposons les colonnes de
la matrice du systeme polaire (1.16) réordonnées de fagon a ce que celles correspondant
aux différentielles da!, ..., dzP soient le plus a droite possible. La triangularisation est
effectuée par combinaison linéaire de lignes en faisant apparaitre des zéros dans les co-
lonnes de gauche de la matrice, ce qui revient & éliminer les du® dans le systéme polaire.
On obtient ainsi, ”a coup sur”, les relations éventuelles entres les dz’. Ce test d’involu-
tion, qui découle directement de la définition 20 est d’une remarquable efficacité. Il ne
se trouve pas, a ma connaissance, référé dans la littérature.

EXEMPLE — Soit le systeme différentiel extérieur avec condition d’indépendance, défini
sur M de coordonnées (u, z,y) :

du N dx =0,

{ dz A dy # 0. (1.27)

Ce systéme ne contient pas de 1-formes, donc sy = 0. Le systeme (1.27) admet donc des
éléments intégraux de dimension 1, notés (z,v;) ot vy = v} 9/du+v{ 9/dx +v{ 0/Jy.
Calculons les 2-plans intégraux (z, (vi,vq)) du systeme (1.27). Le vecteur vy est alors
solution du systeme polaire :

(—vf oy 0) w5 | =0. (1.28)

Ce systeme est génériqguement de rang 1, on a donc sg+ s =1 < 3 — 2. Donc s; =1
et (1.27) admet des éléments intégraux de dimension 2.

D’aprés la définition 20 page 25, le systeme (1.27) est en involution, si le systéme
polaire (1.28) n’implique aucune relation liant uniquement les coordonnées dx := v3 et
dy := v¥. On peut aussi montrer que le systéme (1.28) est en involution en adoptant
une point de vue legerement différent. Si 'on supprime les deux dernieres colonnes de
la matrice du systéme polaire (1.28) correspondant aux deux différentielles dz et dy, le
rang générique ne change pas, donc le systeme extérieur est en involution. L’équivalence
des deux points de vue est un résultat classique d’algebre linéaire. (]

Voyons maintenant un deuxieme critere d’involution, celui qui sera notamment utilisé
par la méthode d’équivalence de Cartan.

Définition 23 (degré d’indétermination) Soit S un systéme différentiel extérieur
défini sur M = (X,U). On pose

du’ = )\;-dxj ,
les équations des p-plans intégraux du systéme S préservant lindépendance des va-
riables z',...,xP. Le nombre de paramétres )\; fonctionnellement indépendants lorque

l’on tient compte des équations de S et de l'indépendance des variables x7 est appelé
degré d’indétermination.
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Théoréme 9 (deuxieéme criteére) Soit r le degré d’indétermination des p-plans inté-
grauz d’un systeme différentiel extérieur et sy,...,s, |, 0, les caracteres réduits de ce
systeme. Ce systéme est en involution si et seulement si

s +285+ -+ (p—1)sp_1 +po’, =1

PREUVE — Voir [10] page 91. O
EXEMPLE — Reprenons le systeme (1.27) :
du N dx =0,
{ dz A dy # 0. (1.29)

et testons son involution par le critere du théoreme (9). S ne contient pas de 1-formes
par conséquent, s; = 0. On a immédiatement s§ =1 < 3 — 2. Soit

du = \dzx + pdy, (1.30)

I'équation d’un 2-plan intégral de S. La substitution de (1.30) dans S implique p = 0.
Le degré d’indétermination des 2-plans intégraux de S est donc 1. Par suite, le critere
du théoreme 9 implique que le systeme (1.27) est en involution. Enfin, le théoreme de
Cartan-Khaler assure que S admet des variétés intégrales de dimension 2 préservant
I'indépendance des variables x et y. O

Soit S, un systeme différentiel extérieur. On peut étre dans la situation o S possede
des éléments intégraux de dimensions p mais n’est pas en involution par rapport aux va-
riables 21, ..., 2P. On peut aussi se trouver dans la situation ot S n’admet pas d’élément
intégral régulier de dimension p. Dans chacun de ces deux cas, on prolonge le systeme
S, ce qui permet de se ramener, en un nombre fini d’étapes (thm de Cartan—Kuranishi),
a un systeme soit en involution, soit inconsistant (n’ayant pas de solutions).

1.6 Prolongation d’un systeme différentiel extérieur

Soit S, un systeme différentiel extérieur fermé, qui n’est pas involution par rapport
aux variables z,...,z,. D'un point de vue abstrait, le prolongement du systeme S
est un nouveau systeme différentiel extérieur équivalent a S et qui est défini sur la
variété fibrée des p-plans intégraux réguliers de S. Plus concretement, 1’algorithme de
prolongation du systeme S comporte les trois étapes suivantes :

1. Ajouter a S les équations suivantes :
du' =Ny da?, 1<j<p (1.31)

Ces équations sont vraies car les variables u’ sont des fonctions des variables
indépendantes 27 (thm des fonctions implicites).

2. Remplacer dans S, les du’ par leur valeur A} da? conformément a (1.31)

fi dxz = 07
fij dv* Nd? =0, i<y, (1.32)
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L’indépendance des formes dx', ..., da? permet alors de déduire la nullité des
O-formes f;, fij, ... & partir des relations (1.32) soit :

fi = Oa

fiiz =0, (1.33)

3. Ajouter a S les différentielles extérieures des équations (1.31) et (1.33). C’est a
dire fermer le systeme obtenu en vue d’appliquer le théoreme de Cartan—Kahler.

Notons qu’a I’étape 2 de la prolongation, les O-formes de S peuvent étre incompatibles
ou impliquer des relations entre les variables indépendantes sur la variété M, définie
par 'annulation des O-formes. Dans ce cas, le systéme n’a pas de solution préservant
I'indépendance des variables z1,...,z,. D’autre part, I'indépendance de ces variables
peut n’étre préservée que sur une sous variété de M,. Dans ce cas, il convient de
spécialiser le systeme S sur cette sous—variété de M, (solution singuliere), ce qui peut
entrainer des scindages (raisonnement par disjonction de cas).

EXEMPLE — Soit le systeme différentiel extérieur avec condition d’indépendance, défini
sur M dans les coordonnées (z,y,u) :

duNdxr = 0,
S dundy = 0, (1.34)
de Ndy # 0.

S ne contient pas de 1-formes par conséquent, so = 0. Comme précédemment, pour
calculer sy, il faut calculer 7(E}) le rang du systeme polaire :

vy
X u
—vi vy 0 z | _
v =0.
—v? 0 ¥ 2
1 1 vl

On a immédiatement r(E;) = sp+s1 = 2 > 3 —2 et s; = 2. Par conséquent, S n’admet
pas d’élément intégral régulier de dimension 2 de facon générique. A fortiori, S n’est
pas en involution par rapport a x et y. Il faut donc prolonger le systeme S. Soit

du = Adx + pdy, (1.35)

I'équation d’un 2-plan intégral de S. La substitution de (1.35) dans S implique

A=pu=0. (1.36)
Si I’on se place sur la sous variété définie par les équations (1.36), le systeme S’ prolongé
de S est :
, | du =0,
S { dz A dy # 0. (1.37)

On a cette fois, s = s, = 1 et 57 = s) = 0 par conséquent le systeme S’ est en
involution par rapport a x et y et admet des variétés intégrales de dimension 2 préservant
I'indépendance de ces variables. Il
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Nous allons montrer que la prolongation de S revient, entre autre, a rajouter a ce
systeme les dérivées partielles des équations du systeme 3. Ce lemme (simple mais
non répertorié dans la littérature) permet notamment de préciser le rapport entre la
prolongation d'un systeme différentiel extérieur et l'algorithme de prolongation uti-
lisé en algebre différentielle pour calculer les contraintes d’intégrabilité d'un systeme
d’équations aux dérivées partielles (voir par exemple [3]).

Lemme 3 Soit S, un systéeme différentiel extérieur provenant d’un systéeme d’équations

auz dérivées partielle & p variables indépendantes x',... aP de J1. Si S comporte une
0-forme notée f(x, u'?) = 0 alors le systéme obtenu par prolongation de S contient
les 0-formes D;f(xz, u'D) = 0, ot D; est la dérivée totale par rapport & la variable

indépendante x¢. Autrement dit, le systéme prolongé de S contient les dérivées totales
des 0-formes de S.

PREUVE — Les 1-formes de S sont

duf — uf ;dz' = 0. (1.38)
Pour obtenir les équations des p-plans intégraux de S, on ajoute a ces équations, les
équations A
duf ) —uf,dz" = 0. (1.39)
Par définition,
df = fu?kduﬁk + fugduf + frdz' = 0. (1.40)

Substituons (1.38) dans (1.40). Nous obtenons fue duf, + (fupuf; + fei)dz' = 0.
Substituons y ensuite (1.39). Nous obtenons (fug, ufy,; + fuguf; + foi)dz' = 0. En
utilisant I'hypothese d’indépendance des formes dx*, nous concluons que : D;f =
Jug U7 i+ fugufs + far = 0. O

D’apres le théoréme de Cartan-Kuranishi [38] (sous certaines hypotheses de régularités),
un systeme différentiel extérieur peut étre prolongé en un nombre fini d’étapes, en un
systeme qui est soit en involution soit incompatible.
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Chapitre 2

La méthode d’équivalence de
Cartan

2.1 Introduction

Ce chapitre décrit la méthode d’équivalence mise au point par E. Cartan dans les
années 1905-1910 sans aborder 'aspect programmation qui sera traité au chapitre 8.

Cette méthode permet de décider de I’équivalence locale de deux G-structures par un
changement de coordonnées. Introduite vers 1950 par C. Ehresmann et S. S. Chern
(deux éleves de E. Cartan) [20, 13], la notion de G-structure nous permettra no-
tamment de clarifier les entrées de l'algorithme et par la—méme de mieux structurer
les programmes informatiques implantant cette méthode. Les applications sont tres
nombreuses car la plupart des structures géométriques (variétés analytiques, variétés
riemaniennes,; variétés (presque) complexes, variétés simplectiques etc.) sont des G-
structures. En particulier, Cartan a montré que I’équivalence de deux systemes d’équa-
tions différentielles sous l'action d’un changement de coordonnées locales pris dans un
(pseudo)groupe de transformations se ramene a ’étude de I’équivalence locale de deux
G-structures.

Les pseudo—groupes sont apparus dans les travaux de Lie car le groupe des symétries
[43] d’un systéme d’équations différentielles est assez souvent un groupe de dimension
infinie. Un tel groupe est toujours formé des transformations qui sont solutions d’un
systeme d’équations aux dérivées partielles appelées équations de définition du groupe.
Par exemple, les difféomorphismes de R? dans R? de la forme 7 = X (z) et § = Y (z,y)
forment un pseudo—groupe de transformations de R? qui sont solutions du systéeme EDP

dy

Lie s’est rendu compte que les équations de définition des transformations infinitésimales
d’un groupe continu sont infiniement plus simples que les équations de définition du

groupe lui-méme. Par exemple, le groupe des transformations homographiques de R
ar+b

f:X(x):CI+dpourad—bc:1 (2.1)

33
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a pour équations de définition (on élimine a, b, ¢, d)

3 X"
X" — = =0 2.2
2 X' ’ (2:2)
tandis que les transformations infinitésimales associées
T=ux+¢e&(x)+0(?) (2.3)
ont pour équations de définition
&"(x)=0. (2.4)

Celles—ci sont obtenues en remplagant X par x + ¢ {(x) dans (2.2) et en annulant les
termes en 2.

Dans I’étude des groupes de Lie (groupes continus de dimension finie), le point de vue
infinitésimal [41, 42] apporte donc une simplification notable mais sa généralisation aux
pseudo—groupes de transformations (groupes de dimension infinie) pose probleme, en
particulier lorsque l'action du pseudo—groupe n’est pas transitive [57] sur la variété sur
laquelle il opere. Cartan adopte un point de vue nouveau. Selon lui, I’étude d’un pseudo—
groupe doit partir de ses ”équations de définition”. Par un travail assez difficile, Cartan
montre, de maniere completement constructive, qu'un tel pseudo—groupe est toujours
isomorphe ! au groupe des automorphismes d’une certaine G-structure.

Soit G' un sous—groupe de GL(m, R). Nous verrons qu'une G-structure de base M est
une sous—variété du fibré des reperes de M. En termes plus techniques, c’est un fibré
principal, autrement dit, le groupe G opere librement et transitivement sur les fibres.
Par suite, ce fibré est localement isomorphe a G x M. Le groupe G est appelé groupe
structural.

Nous démontrerons qu'une G-structure est localement décrite par une 1-forme 6 a
valeurs dans R™, ce qui revient a poser

0= (0)1<icm, 0"€QYG x M).

Soient 4 et § les 1-formes associées a deux G-structures G et Gde meme groupe structural
G. Alors G et G sont localement équivalentes (on notera G ~ G) si et seulement si le
systeme de Pfaff avec condition d’indépendance

0=10
{91A02/\---/\0m7é0 (2:5)

admet des variétés intégrales de dimension m. Par définition, une variété intégrale de
(2.5) est une sous—variété de G x G ~ M x G x M x G représentant le graphe d'un
isomorphisme local ¢ : G — G.

On a vu au chapitre 1 que cette question de l'existence de variétés intégrales, i.e.
du calcul des contraintes d’intégrabilité est résolue par le théoreme de Cartan—Khéler
et la théorie des systemes en involution. Les contraintes d’intégrabilité seront toujours
présentées comme un systeme d’équations (non différentielles) toutes de la forme

I(z,9) = I(z,9), (z,9)=9¢(x,9) (2.6)

1La notion d’isomorphisme utilisée n’est pas exactement la définition actuelle.
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Les fonctions I : G — R sont des fonctions invariantes de G car pour tout automor-
phisme local ¢ : G — G, en posant (7, g) = ¢(z, g), on a forcément

I(z,9) = I(z,9),
autrement dit, pour tout automorphisme local ¢

o (1) = 1.

Un ensemble {/,} est dit un ensemble complet d’invariants locaux de la G-structure
G si la condition ¢*(I,) = I, supposée vraie pour tout indice a, implique que ¢ est un
automorphisme local de la G-structure G.

L’algorithme mis au point par E. Cartan permet de calculer un systeme complet

d’invariants locaux d’une G-structure décrite par une 1-forme 6. A cette fin, Cartan
construit & partir de la G-structure de départ G() := G, une suite finie de G-structures

GO . g  g@ ... 5 gO (2.7)
Ces constructions sont invariantes 2 au sens suivant
G~Gssig?~GY (0<i<i). (2:8)

En fait, on arréte la construction (a I'étape ) lorsque le systeme de Pfaff associé (2.5)
est en involution. Il y a deux types de passages d'une G-structure G ~ G x M a la
suivante G’ ~ G’ x M’ :

1. Réduction du groupe structural de G selon le schéma
G CcGet M' =M.

Cette réduction revient essentiellement a fixer un invariant I(z,g) & une valeur
constante Cy convenable. La relation I(z,g) = Cy entre z € M et g € G réduit
de un la dimension du groupe G.

2. Prolongement de la G-structure G selon le schéma
M =M x Q.

Le nouveau groupe G’ est alors un groupe commutatif qui découle du procédé
d’absorption de la torsion décrit en section 2.5 page 47. Le lien subtil entre pro-
longement d’un syteme différentiel extérieur et prolongement dune G-structure
sera examiné dans la section 2.8.

L’étude de la compatibilité des conditions (2.6) obtenues a la fin de la méthode
d’équivalence est seulement esquissée dans cette these. Le logiciel calcule les invariants
en coordonnées locales. Quand ces invariants sont des polynomes, 1’étude de la compati-
bilité se ramene a 1’étude des solutions d’un systeme d’équations algébriques, probleme
que l'on sait résoudre ”en théorie” par des techniques d’élimination (bases de Groebner,

20n pourrait aussi dire covariante.
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systemes triangulaires etc.). En réalité, les formules obtenues grossissent assez rapide-
ment, ce qui rend souvent ce calcul d’élimination impossible en pratique.

Une autre méthode, dite des variétés classifiantes, repose sur le calcul des relations
liant les fonctions invariantes d’une G-structure. Nous verrons que la plupart de ces
relations s’obtiennent grace a 'identité fondamentale (Poincaré)

d(df) = 0.

Ce calcul, qui ne nécessite pas la connaisance des invariants en coordonnées locales, est
d’une remarquable efficacité. Dans les exemples traités dans cette these, les relations
obtenues par cette méthode permettent de construire un systeme générateur réduit de
Ialgebre différentielle des invariants d’une G-structure. Il est important d’insister sur
la structure différentielle, i.e. sur le fait que 1’algebre des invariants est fermée pour les
dérivations invariantes X; = % duales des formes 6. En effet si I est un invariant,
alors dI est une forme invariante. On a

dl =1, 0* + I, 0* +-- -+ I, 0™, (2.9)

Les coordonnées [Ij, := Xy(I) pour 1 < k < m sont de nouveaux invariants appelés
invariants dérivés. Il est dommage que 'algebre différentielle telle qu’elle a été axio-
matisée initialement par Ritt puis Kolchin ne s’applique pas a 1’étude des algebres
d’invariants. Il est important de faire la théorie des algebres différentielles structurées
par des dérivations qui ne commutent pas entre elles, travail qui a été entrepris par B.
Malgrange, lors de sa réinterprétation personnelle de la cohomologie de Spencer.

Le schéma d’exécution de I'algorithme de Cartan est donné par la figure (2.1) page
37.

2.2 La catégorie des G-structures

2.2.1 Définitions de base

Soit M une variété analytique réelle de dimension m et G un sous-groupe de GL(m, R).
Informellement, une G-structure de base M est une réduction du fibré des reperes de
M. Plus précisément, un repere R est la donnée d'un point x € M et d'une base, notée
{€i}1<i<m, du plan tangent T, M en tant que R-espace vectoriel. L’ensemble des reperes
de M est une variété fibrée au—dessus de M notée R(M). En posant pour tout repere
R = (z, {e;}) et pour tout g € GL(m,R),

R.g = (z, {¢;}) avec €; = ¢; g, (2.10)

on définit une action a droite de GL(m,R) sur R(M). Une G-structure, notée G, est
une sous—variété G C R(M) possedant la propriété

VR € G, Vg € GL(m,R), R.geGssiged. (2.11)

Cela signifie que deux élements de G sont dans la méme fibre (deux reperes de méme
origine x) si et seulement s’ils se déduisent I'un de I'autre par une matrice de passage
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Entree:
G-structure

|

Equationsde structure

|

{ Absor ption }

delatorsion

Normalisation possible ? { Prolongation }

Aon
Oui Non

\ oui

Normalisation
Reduction du groupe

Sortie:
Systeme complet d’invariants

F1G. 2.1 — Schéma d’algorithme de la méthode d’équivalence
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qui est dans le groupe G. Ce groupe est appelé groupe structural de G. Par exemple,
R(M) est une GL(m, R)-structure tandis que I’ensemble des reperes orthonormés d’une
variété riemanienne est une O(m, R)-structure.

Tout difféomorphisme ¢ : M — M se prolonge de maniére unique en un difféo-
morphisme ¢ : R(M) — R(M) en posant pour tout repere R = (x, {e;}),

¢(R) = (p(x), {&:}) avec & := ¢ (z)(e:) (2.12)

sachant que ¢'(z) désigne la différentielle (jacobienne) de ¢ au point x. Les deux actions
a droite (2.10) et a gauche (2.12) définies sur le fibré des reperes commutent entre elles.
On vérifie que

Vg€ GL(ME),  (Rg) = b(R).g (2.13)

Définition 24 (isomorphisme) Deuz G-structures G et G de base M et M sont dites
équivalentes s’il existe un difféomorphisme ¢ : M — M tel que le prolongement ¢ :

R(M) — R(M) défini par (2.12) vérifie
#(G)=3.

On écrira alors G ~ C._La restriction de ¢ a la variété G C R(M) est appelé un
isomorphisme de G dans G.

Un automorphisme de G est un isomorphisme de G dans G. Le groupe des automor-
phismes de G est noté aut(G).

Définition 25 (invariant) Un objet géométrique X attaché a la G-structure G est dit
invariant lorsque

Vo € aut(g),  ¢.(X)=X. (2.14)

L’objet X peut étre, par exemple, une fonction f : G — R ou une forme 0 € Q'G, un
champ de vecteur sur G, etc. Pour une fonction f, on préfere écrire ¢*(f) = f ou le
morphisme ¢*, appelé pull-back en anglais, est défini par ¢*(f) = f o ¢.

2.2.2 Exemples de G-structures

EXEMPLE — Le fibré des repeéres d’une variété différentiable M est une GL(m)-structure.
En tout point x € M, il est clair que I'on peut passer d'une base de T, M a une autre par
une matrice de GL(m). Les automorphismes de cette G-structure R(M) correspondent
aux difféomorphismes de M dans M. O

EXEMPLE — Le fibré des reperes orthonormés d’une variété riemanienne M est une
O(m)-structure. En tout point x € M, il est clair que 'on peut passer d’une base
orthonormée de T, M a une autre par une matrice orthogonale de O(m). Les automor-
phismes de la G-structure correspondent aux difféomorphismes ¢ : M — M dont la
différentielle (jacobienne) ¢'(x) transforment un repeére orthonormé en z en un repere
orthonormé en ¢(z). Ce sont donc les isométries de M i.e. les transformations qui
conservent la métrique de M. Il
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EXEMPLE — Un champ de p-plans (distribution) est une application qui associe a tout
point x € M, un sous-espace vectoriel £, C T,M de dimension p. Il lui correspond
une G-structure G C R(M). Un élément de G est une base de T, M formée d’une base
quelconque de E, complétée par une base de m —p vecteurs pris dans un supplémentaire
quelconque de E, dans T, M. Les automorphismes de cette G-structure correspondent
aux difféomorphismes ¢ : M — M qui laissent le champ des p-plans globalement inva-
riant, i.e. tels que .(E,) = E,). Ce sont donc les symétries de ce champ de p-plans.
O

EXEMPLE — Un systeme différentiel est par définition une distribution définie sur une
certaine variété M. Cela provient du fait que systeme EDP quelconque est équivalent
a un certain systeme de Pfaff (plus une condition d’indépendance fonctionnelle sur les
variables dites indépendantes. [l

Ce dernier exemple est le plus intéressant pour la suite. La théorie des diffiétés [37]
de I’école Lychagin, Vinogradov etc. montre qu’un systeme quelconque d’équations aux
dérivées partielles (avec p variables indépendantes) se raméne toujours & un champ de
p-plans complétement intégrable (au sens de Frobénius) qui est défini sur la variété
des conditions initiales. La seule difficulté vient du fait que cette variété des conditions
initiales peut étre de dimension infinie, ce qui correspond au fait que les solutions
dépendent d’un nombre infini de constantes arbitraires. En tout point de cette variété,

le p-plan est engendré par les vecteurs directeurs D; = di’i‘

— Par exemple, une équation du premier ordre y' = f(x,y) est vue comme un champ
de droites. Par tout point (z,y) € R? = M, on considere la droite passant par ce
point et de pente vy = f(x,y).

— De méme, une équation du second ordre y” = f(z,y,7’) est la donnée en tout point
(z,9,y') € R® = M, du champ de Cartan

) ) 0
D, =—+y— N —
. $+yay+f(x,y,y)ay,

Par tout point (z,y,y’) € M passe une droite et une seule de vecteur directeur D,.
Le graphe d’une solution de I’équation y” = f(z,y,y’) est une courbe tracée dans
M tangente en tout point au champ de vecteur D,.

— Enfin, par exemple, le systeme d’équations uy, = u,, = 0 définit un champ de
2-plans sur la variété des conditions initiales M = {(z,y, u, s, ty, uyzy,) € RO} Ces
plans sont définis en tout point de M par les deux vecteurs directeurs (champs de

Cartan)
0 0 0
D, = — — —
’ oz Mgy Tl u,,’
0 9, 0
D, = — — —
y 8y+uy6u+uwax

Le graphe d’une solution de ce systeme différentiel est une sous—variété de M
tangente en tout point a ce champ de 2-plans.
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2.2.3 Forme canonique associée a une G-structure

Soit G une G-structure de base M. Dans ce paragraphe, un repere R € G dont I'origine
est un point x € M est vu comme une application linéaire inversible notée p :

p:R™" = T,M (dimM = m). (2.15)

Soit m : G — M la projection canonique qui, au repere p associe son origine x. La forme
canonique 6 est une 1-forme définie sur G a valeurs dans R™. Elle s’obtient en posant
(voir figure 2.2)

Op =p "o, (2.16)

L’interprétation géométrique de cette construction est simple. Un élément (p, p) € 1,G

peY peT1,g
m 9 T
reM R™ zel, M

Fi1G. 2.2 — Définition de la 1-forme canonique 6

est est un repere p animé d’une vitesse p. La projection (z, &) := m.(p, p) fait intervenir
la vitesse & du point mobile x := m(p). Par construction, la forme 6 associe au couple
(p, p) les coordonnées du vecteur & dans le repere p. Cette définition est globale et
intrinseque, ¢’est a dire qu’elle est indépendante de tout systeme de coordonnées locales
(voir Sternberg [58] page 309).

peEG___ 9 _peG

Rm
/5// \\g\
™
T,M M
()

T € M

FiG. 2.3 — Correspondance entre ¢ et ¢ Fia. 2.4 — Correspondance entre p et p

Un isomorphisme de G-structure ¢ : G — G transforme un repere p € G en un repere
p = ¢(p) tel que le schéma de la figure 2.4 commute. En effet, par construction du repére
P, le vecteur vitesse # € T, M a exactement les mémes coordonnées que le vecteur
dans le repere p.

Proposition 2 Soient 0 et 0 les formes canoniques définies sur les G-structures G et G
et ¢ : G — G un difféeomorphisme entre ces deux variétés. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) Le difféomorphisme ¢ est un isomorphisme de G-structures.
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(ii) Le difféomorphisme ¢ vérifie ¢*(0) = 6.

PREUVE — La commutativité du diagramme de la figure 2.4 est équivalente a la com-

mutativité du diagramme de la figure 2.5. O
/
. ¢'(p) 13
\9 /
(™ Rm Ty
7 el
.M ; T:M
'()

2.2.4 Equivalence locale de deux G-structures

Définition 26 (équivalence locale) Soient G C R(M) et G C R(M) deuz G-stru-
ctures. On dit que G et G sont localement équivalentes en (x,7) € M x M s’l existe
des voisinages ouverts U de x, U de T et un isomorphisme ¢ : Gy — QW. Ici, Gy et

?W désignent les restrictions de G sur U et de G sur U.

2.2.4.1 Calcul de la forme canonique en coordonnées locales

Le point de vue étant local, on peut supposer que M = U est un ouvert de R™.
Montrons d’abord que la donnée d’une section locale de G permet de construire un
isomorphisme local

g~MxQG.
Une section locale o de G est la donnée d’un champ de reperes, c’est a dire d’une
application
M >z — o(x) € Gavec o(z) = (x, {Xi(x)}1§i§m>.

Comme les vecteurs X;(x) de la base dépendent de maniere différentiable du point
x € M, la donnée de o équivaut a la donnée d'un repere mobile formé de m champs
de vecteurs X; linéairement indépendants. Tout repere p € G d’origine = est un repere
qui se déduit de fagon unique de o(z) par multiplication a droite par une matrice du
groupe G. On définit g € G en posant :

o(x)=p-g. (2.17)
Un élément de p € G est donc la donnée d'un couple (z, g) € M x G.

Considérons les 1-formes w := (w’)1<j<, duales des champs de vecteurs (X;)1<i<m.
Autrement dit, on a . '
W’ (X;) = ¢! (symbole de Kroneker).
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Pour tout vecteur vitesse & € T, M, le vecteur des coordonnées de & dans le repere o(x)
est égal & wy, (). D’apres (2.17), le vecteur des coordonnées de & dans le repere p est
égal a 0, = g - wiz(£). On en déduit la formule fondamentale

9|x,g =gqg- w‘x. (2.18)

2.2.4.2 Formulation de I’équivalence locale

D’apres la proposition 2, le difféomorphisme ¢ : G — G est un isomorphisme de G-
structure ssi ¢*(0) = 6, ce qui signifie que le graphe de ¢ dans G x G vérifie le systeme
de Pfaff

0=0,
{01/\--~/\9m7é0. (2.19)

D’apres (2.18), la condition précédente se reformule
Jg: M -G, 3F5:M— G, 9(Z) - 0 = g() - wp (2.20)

en supposant 7 = ¢(z) et G = G. Maintenant, une des deux matrices g(x) ou g(7)
est arbitraire et lorsque la fonction ¢ est fixée, le choix de la fonction g détermine
completement la fonction g. Ces remarques sont la clé de la proposition suivante :

Proposition 3 Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1l existe un difféomorphisme local ¢ : M — M qui induit un isomorphisme de
G-structures ¢ : G — G.

(i) Le systéeme de Pfaff (2.19) admet au moins une variété intégrale de dimension m.
(iii) Le systéeme de Pfaff (2.19) admet au moins une variété intégrale de dimension

m+1r avec r = dim(G).

PREUVE — L’équivalence des conditions (ii) et (iii) tient au fait que dans ’équation
(2.20), une des fonctions g ou g est forcément arbitraire. En effet, si cette équation
admet une solution & = ¢(x) pour un certain couple de fonctions (g(z), g(z)), alors ¢
est également solution pour tout couple (a(z) g(x), a(Z) g(x)), quelque soit la fonction
a: M — G en posant a(z) = a(x) pour tout = € M.

Dans le cas (ii), chaque variété intégrale (de dimension m) est le graphe d’une fonction

M>z— (Z,9,§) €M xG xG avec T = p(x).

Dans le cas (iii), chaque variété intégrale (de dimension m + r) est le graphe dune
fonction ¢ : M x G — M x G telle que

(7, 9) = o(z, g) avec T = ¢(x).
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2.3 Equivalence de deux systemes différentiels

Nous allons montrer, sur un exemple, que tout probleme d’équivalence locale entre
deux systemes d’équations différentielles sous l'action d'un pseudo—groupe de trans-
formations se ramene a un probleme d’équivalence locale de deux G-structures. Cet
exemple sera repris et traité dans la section 3.2.1 en utilisant les techniques d’algebre
différentielle.

2.3.1 Le probleme d’équivalence

Calculer les relations liant les fonctions f et f pour que 1’équation différentielle ordi-
naire du second ordre

y'=f(z, 9. y) (2.21)
se ramene a 1’équation B
y'=fz97) (2.22)

par une transformation ponctuelle ¢ de la forme :

(2.23)

{x—uf:x—i—C,
y—y=nz,y),

ou C est une constante arbitraire et 7 une fonction arbitraire de (x, y). Dans [29], Hsu
et Kamran donnent la classification complete, par les transformations qui préservent la
fibre, des équations différentielles ordinaires du second ordre.

2.3.2 Prise en compte des équations
On se place toujours sur la variété des jets d’ordre 1 notée J' = M = M = R3.
Soit x = (x,y, p = y.) (respectivement X = (Z, J, p = ¥z)) un systeme de coor-

données locales de M (resp. M). Comme nous l'avons vu en (1.5.1), I'équation (2.21)
est équivalente au systeme de Pfaff :

dp - f(:l:,%p) dr = 07
{ dy —p dr = 0. (2:24)

De méme, I’équation (2.22) est équivalente au systeme :

{ dp — f(z,7,p) dz = 0, (2.25)

Les systemes de Pfaff (2.24) et (2.25) sont équivalents par un difféomorphisme ¢ :
M — M siles différentielles (dz, dy, dp) sont linéairement liées aux différentielles (dzx, dy, dp),

autrement dit si
(dﬁ — () df) _ (al(X) az(X)) (dp - J(x) da:) . (2.26)

dy — p dz as(x) as(x) dy —p dz
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2.3.3 Prise en compte du (pseudo)groupe de transformations

On suppose que ¢ est une transformation ponctuelle de la forme (2.23), donc dz = dz.
Par définition, la prolongation de ¢ sur I'espace J! est telle que la forme de contact
dy — p dT est égale a dy — p dx & un facteur pres. Il s’ensuit que les équations (2.21)
et (2.22) sont équivalentes par une transformation du groupe (2.23) si et seulement si,
il existe une transformation ¢ : M — M et des fonctions a1, as et az de M & valeurs
dans R telles que :

dp — f(%) dz a;(x) as(x) 0\ [dp— f(x) dx
dy—pdz | = 0 as3(x) 0 dy —p dz
dz 0 0 1 dz

Ce systeme de Pfaff est réécrit sous la forme ”symétrique”

a;(x) ax(x) 0 dp — f(x) dz a;(x) as(x) 0 dp — f(x) dz
0 as3x) 0 dy — p dx = 0 az(x) O dy — p dx
0 0 1 dz 0 0 1 dz

Maintenant, une des deux matrices est formée de fonctions arbitraires, la deuxieme
étant définie de maniere univoque des que la fonction X = ¢(x) est fixée.

On note wy = (w!, w?, w?) le corepere (dp — f(z,y,p) dz, dy — p dz, dz) et on pose

ap das 0
Gf = 0 as 0 wg. (227)
0 0 1

Chacune des formes 0y et 07 définit une G-structure de base M et de groupe structural
G formé des matrices de la forme

a1 Qo 0
g=1|[0 az 0] pour (ay,as,a3) €R* ajaz #0.
0 0 1

On vient de démontrer que les équations y” = f(z,y,y') et ¥ = f(z,y,y") sont équi-
valentes par un changement de variable ¢ de la forme (2.23) si et seulement si , il existe
une transformation (X, g) = ¢(x, g) telle que

¢*07 = 0;. (2.28)

Ainsi, le probleme d’équivalence de deux équations a été reformulé sous la forme d’un
probleme d’équivalence entre deux G-structures.

2.4 Etape 1 : Calcul des équations de structure

Pour le moment, la premiere chose a faire pour appliquer le théoreme de Cartan-
Kéhler (théoreme (7) page 24) au systeme 6 = 6 est de fermer celui-ci en lui ajoutant
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les différentielles extérieures de ses équations (voir la section 1.4). On considere donc le
systeme fermé :

0 = 0,
{ do = db. (2:29)
Le calcul de la différentielle de la forme 6 définie en (2.18) se fait de la fagon suivante
(il est donné tel que dans [27)) :

df =d(Sw) = dSAw+S-dw (2.30)

= (dS-STHASw+S - dw (2.31)

= (dS-STHANO+S - dw. (2.32)

Considérons un corepere 7 := (w!,...,7") du groupe structural G. L’ensemble (0, )

forme donc un corepere de la G-structure G ~ M x . Nous allons montrer que la
décomposition des df’ dans la base des 2-formes différentielles de G est de la forme

dg’ = Az-pﬂp NG 4 Tjikﬁj A pour 1 <ijk<m, j<k, 1<p<r (2.33)
De méme pour les formes gi, on a :
g’ = Z;pf” N +T§k§j A pour 1 <i,5,k<m, j<k, 1<p<r. (2.34)

Les équations (2.33) et (2.34) sont appelées équations de structure. Attardons-nous
quelques instants sur ces équations qui sont essentiellement la donnée de deux tenseurs

AetT.

2.4.1 Les tenseurs A et A

Le tenseur A est issu du calcul de la matrice dS - S~!, appelée forme 3 de Maurer-
Cartan du groupe G. Par définition, les formes de Maurer-Cartan de GG sont des formes
différentielles invariantes par les translations a droite sur le groupe. Il est aisé de mon-
trer que dS - S™! est une matrice de formes de Maurer-Cartan. Soit R, : S — Sg la
translation a droite par un élément g € G. On a :

Ry(dS-S7') = d(Sg)-(Sg)™" = (dS-g)(g~'S™")
= ds-S7h.
Les formes (7°)1<,<, des équations (2.33) sont construites en sélectionnant r entrées

linéairement indépendantes de d.S-S~1. On montre qu’elles forment une base des formes
de Maurer-Cartan de G (G est de dimension r).

Les coefficients Aé , sont les coefficients de la décomposition des entrées de dS - S -1
dans la base des formes 7 :
(dS-S1,=Al, = (2.35)
Il y a plusieurs fagons de choisir une base des formes de Maurer-Cartan, les équations
de structure (2.33) ne sont donc pas uniques. On montre (voir [50]) que les coefficients
A; o = Z;- , sont constants. De ce fait, il est judicieux de construire un corepere (0, )
de G a partir d'une base 7 des formes de Maurer-Cartan du groupe structural G.

3Cette matrice est vue comme une 1-forme définie sur G et & valeurs dans 1’algebre de Lie du groupe

G
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2.4.2 Les tenseurs T et T

Ces tenseurs sont simplement issus de l'expression des formes Sdw de (2.30) dans la
base des 2-formes 67 A 0%

(Sdw)’ := T}, 67 A 6",

(2.36)

Les coefficients T;k (resp T;k) appelés coefficients de structure, sont des fonctions de

M x G (resp. M x G) dans R. Les tenseurs T7; et T;-k sont anti-symétriques en les

indices 1, j.

2.4.3 Symétrie des calculs

Une des caractéristiques de la méthode d’équivalence de Cartan est la symétrie des
calculs, sur la variété M x G d'un coté et M x G de I'autre. Dorénavant, nous n’ex-
pliciterons les calculs que d’un co6té : sur M x G. Par exemple, étudier 1’équivalence de
deux EDO du second ordre quelconques, comme nous le faisons, conduit a deux calculs
identiques, les différences apparaissent lorsque 'on spécialise les équations. On suppo-
sera toujours qu'un calcul similaire & celui sur M x G est fait sur la variété M x G,
sans pour autant l'expliciter.

2.4.4 Exemple

Reprenons l'exemple d’équivalence d’équations différentielles ordinaires du second
ordre mis en équation en section 2.3.3 page 44. Le calcul des formes de Maurer-Cartan
du groupe G est le suivant :

dSsS1

si I'on note 7!, 72 et 7 les formes :

1 a9 0
da1 dGQ 0 ay aijas 7'('1 ™
0 das 0 Y e
0 0 O as 0
0 0 0
( 1
7t = — day,
aq 1
P P day + — das,
ai1as as
7 = — das.
\ as

Le calcul des équations de structure (2.30) page 45 donne :

© 2004 Tous droits réservés.

do?
d6?
do?

= TN+ TN 4 T30 NP 4 T3 4607 A 6P
= TN F T30 NP +T5,60° N6°,
= 0,

o 3
© oo

. (2:37)

(2.38)
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avec les coeflicients de structure :

( T fyar + ag
1,3 — = )
b al
2 2
Tl ai fyas — fpai® + ap
23 aias ’
72, - _®
1,3 )
b al
T2 — %
23 — .
\ ai

On supposera, comme nous l’avons précisé, qu'un calcul similaire est fait pour les formes

de.

2.5 Etape 2 : Absorption de la torsion

La deuxieme étape de I'algorithme de Cartan est [’absorption de la torsion. Celle-ci
consiste & fixer un maximum de coefficients T, & zéro dans les équations de structure

Ao = Al 7 NG+ T 67 N6,

en modifiant les formes (7”)1<,<,. On montrera que les coefficients Tj"k non nuls restant
sont des invariants de G (voir définition 25). Pour trouver de tels invariants, on applique
le lemme de Cartan aux équations :

0—6=0,
df —df =0, (2.39)
OL A - AO™ £ 0.

Lemme 4 (Cartan) Soient (67)1<j<,, des 1-formes indépendantes sur M, variété de
dimension m > p. Soient (fi)1<i<p, des 1-formes sur M telles que f; N 6" = 0. Alors, il
existe des fonctions \;; : M — R telles que

fi = )\Z']Hj OZ\L )\z’j = /\]z
PREUVE — Voir [10, pages 11-12]. O

Proposition 4 (Cartan) Les équations (2.39) impliquent qu’il existe mr fonctions
Ao M x G — R telles que

T N
{W A (2.40)

Tje = Th+ A\ — AjAL

PREUVE — Cette proposition est une conséquence du lemme de Cartan appliqué aux
équations df = df. En effet si I'on substitue les égalités (2.33) et (2.34) de la page 45

puis 0’ = 60 dans les équations d0' — d9" = 0, on obtient :

Vi, fingF=0, 1<ik<m, (2.41)

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

48 Etape 2 : Absorption de la torsion

avec
fi =A@ —7") + (T;k ~Th) ¢, 1<ijk<m 1<p<r (2.42)
D’apres le lemme de Cartan, il existe des fonctions ,u};,j = ,uék telles que
fh=w 07, 1<ijk<m.
Enfin, d’apres (2.42) on obtient :
A (7 =) =y~ T =Th) 0 1<ijk<m 1<p<r  (243)

Le systeéme (2.43) comporte m? équations (i par k chaque indice allant de 1 & m). Parmi
ces équations, 7 sont de la forme 7 — 7 = M. En effet, par construction, les formes
7° (resp ™) sont r entrées indépendantes de la matrice des formes de Maurer-Cartan
du groupe G. Il y a donc r équations pour lesquelles un seul des A; , sur 7 vaut 1 et les
autres 0. On a donc 7 = 7° + A{A*. Si I'on subsitue 7 par 7 + A\;0* dans (2.41), on

obtient T’ = T, + A} N\ — Aj AL O
Etant donnés deux tenseurs Aé- , €t Tjk, I’absorption de la torsion consiste a effectuer

une transformation de la forme

{ ™ = TN

o i NP AP AP
i = Tip + AR AT — A AL

(2.44)

afin de fixer a zéro un nombre maximum des nouveaux coefficients de torsion 7"%;. Dans
le calcul des )\g , on peut procéder de la facon suivante :

tq il existe T’;k dépendant d'un coefficient A/ faire
Calculer ce coefficient A a partir de I'équation 775, =0
Reporter la valeur de )\5 dans les autres équations

fin tq.

Lorsque cette boucle s’arréte, plus aucun coefficient de structure T’;k ne dépend d’un
parametre A.

En section (8.3), nous décrirons un calcul matriciel permettant d’absorber la torsion
(voir [50] page 309). Soit la matrice inconnue A := ()\f) de dimensions 7 x m. Le systeme
(2.44) s’écrit sous forme matricielle

™ = 7+A-0
T = T+ L(A)

ou L est un opérateur linéaire dépendant uniquement du tenseur A; ,- Le résultat du
calcul est une matrice de la forme

A=AD AP,

La matrice A est calculée en fonction des anciens coefficients de torsion T, et la
matrice A® est une matrice quelconque appartenant au noyau de 'opérateur linéaire
L. Le nombre de parametres arbitraires A de la matrice A®) est appelé degré d’indéter-
mination et sera noté r’. On a alors 7’ = dimker(L).
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2.5.1 Exemple

Continuons le traitement du probleme d’équivalence d’EDO du second ordre mis en
équation en section 2.4.4 page 46. Les équations de structure avant absorption étaient :

dot = TANO + TP ANG? A TL0" AP+ Ty 07 A6
do* = TN+ TE0" NG+ T530° N6 (2.45)
de* = 0

Si 'on opere le changement de formes 7 — 7 4+ Af dans ces équations, on déduit les
nouveaux coefficients de structure :

T/i 2 = T11,2 - )‘é + )‘%a
T/} 3 = T11,3 - )\:1),7
Tl% 3 = T21,3 - Agv
T,? 2 = T12,2 - A?v
T/? 3 = T12,37
T = Tiy— A
En choisissant judicieusement les parametres A7, A1, A2, A3 et A3 on peut fixer & zéro

. 9 . . .
tous les coefficients de structure sauf 7'7 ; = T#5 qui est donc un invariant. Sur notre
exemple, pour absorber la torsion il faut donc poser :

- al—= Tf’393,
1 — =Ty, (2.46)
™ = 7w —T3,0°
soit 7 — 7+ AP avec
AV =100 -1},
00 _T22,3

Les paramétres A}, A}, A\ et A3 demeurent arbitraires. Ainsi, on peut rajouter & la forme
7! la quantité A\J6' + A10% & 72 la quantité A\j0' + \36% et & 73 la quantité A\30* sans
changer les équations de structure. Le degré d’indétermination des formes 7 est donc
r" = 4. Cette indétermination est contenue dans la matrice

AL AL 0
A® = [ AL A2 0
0 A3 0

Apres absorption, on a @ = 7 + A®§ et les équations de structure sont :

a0t = T AOY+ w2 A2
d6® = 7 NG+ T20" A 6P,
dg®> = 0,
T2 _ as . .
13 = —— est un invariant.

ax
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2.6 Etape 3 : Normalisation

D’apres (2.20), le difféomorphisme ¢ : G — G est un isomorphisme de G-structures

ssi
Jg9: M -G, Fg:M— G, 9(Z) - 0z = g(x) - wp, (2.47)

en supposant 7 = ¢(z) et G = G. On a démontré, que 'une des deux matrices g(z)
ou g(Z) est arbitraire. Donc, si 'on connait deux invariants I et I conjugués pour tout
isomorphisme ¢, il est possible de restreindre simultanément les valeurs possibles des
deux matrices g(z) et g(z) en imposant une relation telle que

Iz, ) = I(z, ) = Cy (2.43)
ou Cj est une constante arbitraire (la constante Cy est choisie telle que I’équation
I(x,g) = Cy ait des solutions en g pour tout x € M). Il est clair qu’il existe, pour tout
xr € M, des matrices g(z) et g(z) vérifiant 'equation (2.47), ssi il existe de nouvelles
matrices ¢'(x) et g'(z) vérifiant ¢'(z) - Wiz = ¢'(x) - wj, plus la condition (2.48).

La difficulté est de démontrer que les nouvelle formes g'(z)-w, et §'(Z)-wjz définissent
bien de nouvelles G’-structures pour un certain groupe G’ C G qu'il convient de
définir. Les justifications sont plus simples quand on adopte le point de vue intrinséque
développé dans [58] chapitre VII. S. Sternberg construit un espace vectoriel W et une
fonction invariante appelée fonction de structure

c:G—W, (2.49)

qui permet de retrouver les invariants scalaires calculés par E. Cartan en choisissant
une base quelconque de W. Voici un résumé succinct de cette construction.

On note V= R™ et g l'algebre de Lie du groupe structural G. Pour toute application
linéaire S : V' — g, on définit 'application linéaire anti-symétrique

AS): VAV =V,
en posant pour tout u,v € V.
A(S)(uAv) = Su)-v—5©)-u.

Le membre de droite (anti-symétrisation) est bien défini car S(u) et S(v) sont des
matrices qui operent sur l’espace vectoriel V. En effet, puisque G C GL(V), alors
g C gl(V). Sternberg donne une interprétation intrinseque des formules utilisées pour
absorber la torsion

(2.50)

=13

{ ™ = 1+ N 07,
Tie = Tho+ AR — A%

Soit (A,)1<p<r une base de g et (e;)1<i<m une base de V. On pose pour tout p € G
S(e;) = N A,

Clp)ejner) = Thoen 1<ijk<m (2.51)

U(p)(ej VAN ek) = Tjk €;.
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ot O(p) et C(p) sont des applications linéaires de V' AV dans V. On montre & partir
de (2.50) que pour tout p € G,

C(p) — Clp) = A(S).
Par suite, C(p) = C(p) mod A Hom(V, g). Soit I'espace vectoriel
W :=Hom(V AV, V)/A Hom(V, g)
L’application ¢ : G — W définie pour tout p € G par
c(p) :=C(p) mod A Hom(V, g)

est donc indépendante de tout choix particulier des formes 7” dans les formules d’ab-
sorption de la torsion. C’est I'invariant fondamental de G qui permet de retrouver, en
choisissant une base de W, les invariants scalaires obtenus par E. Cartan.

Le groupe structural G opere a droite de maniere naturelle sur G mais aussi sur W car
cet espace vectoriel est obtenu par des constructions tensorielles a partir de V', espace
sur lequel opere GG. Sternberg montre que la fonction de structure ¢ est équivariante
(voir figure 2.6).

peg weWw
Ry g
pg €G gweWw

F1G. 2.6 — Equivariance de la fonction de structure ¢

Nous pouvons maintenant réduire le groupe structural G. Soit wy € W, un vecteur
fixe quelconque non nul. On définit la sous—variété G’ C G et le groupe G’ par

{ g {pegleclp)=wo}
G = {geG|Ypeg, clp-g)=c(p)}

(2.52)

I1 est clair que G’ est une variété et G’ un sous—groupe de G.

Définition 27 (type constant) La normalisation (2.52) est dite une normalisation
“du ler ordre de type constant” lorsque le groupe G opére transitivement sur [’espace
vectoriel W, 1. e.

\V/wo, wy € W, Wo % 0, w; % 0, Elg S G7 g*(w()) = wr.

Proposition 5 Sila normalisation (2.52) est “du ler ordre de type constant”, alors G’
est une G'-structure de base M. De plus, a tout automorphisme ¢ : G — G, correspond
un unique automorphisme ¢' : G — G’ et réciproquement.

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

52 Etape 3 : Normalisation

PREUVE — 1l est clair que tout automorphisme ¢ se restreint a la variété G'. En effet,
sip € G, alors ¢(p) € G’ car ¢(p) = ¢(p(p)) = wy. D’autre part, le morphisme ¢ est
completement déterminé sur une fibre de G des lors qu’il est déterminé sur un seul point
de cette fibre. Ceci découle de 'égalité ¢(p - g) = ¢(p) - g pour tout g € G. On peut
montrer (Gardner dans [27] page 38) que G’ opere librement et transitivement sur les
fibres de G’, donc que G’ est une G’-structure. O

Proposition 6 Soit i : G’ — G, le plongement canonique de G' dans G. Si 0 est la
1-forme canonique définie sur G, alors la 1-forme 0" := 1*0 est la forme canonique de
la G'-structure G' définie en (2.52).

PREUVE — On a vu que par restriction, les automorphismes ¢ : G — G sont en corres-
pondance biunivoque avec les automorphismes ¢’ : G — G’. On montre que pour tout

6 € aut(G), ¢ (0') = 0. 0

2.6.1 Normalisation et scindages

Lorsque l'invariant utilisé pour réduire le groupe structural, dépend d’une fonction
arbitraire, on est parfois amené a faire un scindage. Prenons 'exemple de 1’équivalence
d’équations différentielles ordinaires du troisieme ordre y"” = f(z,y,y’,y") présenté au
chapitre 4. On y trouve un invariant I/ag3, ot I est un polynome différentiel en la fonc-
tion f qui est nul lorsque f = 0. Il est clair que si I = 0, on ne peut normaliser I'invariant
pour éliminer le parametre du groupe ag. Sur cet exemple, il convient donc de scinder
la discussion en deux branches selon que I = 0 ou que I # 0. La méthode d’équivalence
génere donc dans certains cas un arbre de scindages. Chacun de ces scindages apparait
lors de I'étape de normalisation.

Apres chaque normalisation, 1’étape d’absorption, presentée en section (2.5), peut
a nouveau permettre de trouver des invariants. On reste ainsi dans une boucle d’ab-
sorptions et de normalisations tant que l'on trouve des invariants qui dépendent des
parametres du groupe G.

2.6.2 Exemple

Reprenons le probleme d’équivalence d’EDO d’ordre 2. L’étape d’absorption, décrite

section 2.5.1 page 49, nous a fourni 'invariant ng = —ag/a;. Posons :
Remarquons que 1'on ne peut pas poser Tﬁg = —ay /a3 = 0 car on a supposé ajasz # 0

dans la définition du groupe G. Explicitement, on pose :

a3
a

=1

Ceci permet I’élimination d’un parametre du groupe, par exemple a; soit :

a; = as. (253)
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La relation (2.38) implique :

7l =73 (2.54)

On recalcule ensuite les équations de structure avec, pour nouveau groupe, le groupe GG
spécialisé grace a la relation (2.53). Comme nous le verrons au chapitre (8), ce nouveau
calcul des équations de structure peut se faire simplement : sur ’exemple, en réécrivant
les équations de structure modulo les relations (2.53) et (2.54).

Ainsi, avant absorption les équations de structure étaient (voir section 2.4.4 page 46) :

do' = TN+ TN 4TV A OP 4 T3 0% A 6P,
d6? = TN +TE00 NG+ T5,0° N6, (2.55)

9> = 0,

avec les coefficients de structure :

(

1

T1,3
1

T4

2
T1,3

2
15,

\

_fyal + as
aq ’
2 2
az fyaz — fpai® + as

Y

a (2.56)

a3
)
a1
a2

al'

Apres spécialisation a l'aide des relations (2.53) et (2.54) on obtient :

do' = TN+ TN+ TV 00 AP+ T3 6% A 6P,
d6* = TN — 0" NP+ T3,0° N 6P, (2.57)

9> = 0,

avec les coefficients de structure :

.
1
Ty

1
T2,3

2
\ T2,3

_fyag + as
as 7
alnyQ - fpa?:2 + CLZ2 (258)

2 )
aj

a2

as

Apres une nouvelle absorption de la torsion et la normalisation du parametre as, les

équations de structure sont :
do*
db*
dg?
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54 Etape 4 : Test d’involution
avec
1 L. 1
T2,3: _pr _fy+§Da:fp>
ou o 0 B
Dz = a5 a 'y J a

Le degré d’indétermination est 7’ = 0. Les équations (2.59) ne comporte plus d’invariant
dépendant d’un parametre du groupe. La normalisation n’est donc plus possible. Notons
que l'invariant T21,3 fournit une condition nécessaire d’équivalence de deux EDO du
second ordre (sous I'action du groupe que 'on s’est donné en (2.23) page 43). Pour que
deux équations §” = f(z,7,p) et y" = f(x,y,p) soient équivalentes, il faut que :

1 - 1 2 1 1
—ng —fy+ §Di‘f;ﬁ = _prz —fy+ §Dxfp'

En particulier, pour qu’'une équation y” = f(x,y, p) soit équivalente a I’équation " = 0,

il faut que :

1 1

2.7 Etape 4 : Test d’involution

Quand plus aucun coefficient de structure ne dépend des parametres du groupe G, le
test d’involution permet de dire si I’on peut, au stade ou I'on est, décider de I'équivalence
des deux G-structures G et G. Celles-ci si sont équivalentes si et seulement si le systeme
différentiel extérieur

6=0,
df = db, (2.61)
OLA - AO™ £ 0

admet des variétés intégrales de dimension m dans M x G x M x G. Pour tester
I'involution de (2.61), on peut appliquer le test du théoreme 9 (section 1.5.3 page 27)
que nous rappelons : soient s, pour 0 < i < m — 1 les caracteres réduits de Cartan et
o, le pseudo-caractere réduit défini par :

shy+ s b ks ol = 2m+2r—m
m+ 2r. (2.62)

Soit 7™ le degré d’indétermination des éléments intégraux de dimension m du systeme
(2.61). Ce systeme est en involution si et seulement si

s)+2sh + -+ (m—1)s, | +ma’, =7, (2.63)
Olver dans [50] donne une variante optimisée du test d’involution (2.63) que nous
utilisons pour notre implantation. Le pseudo caractere o/, y est défini différemment

(notons le s/ ) par :
Sy Sy b S S, = m T (2.64)

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

CHAPITRE 2. LA METHODE D’EQUIVALENCE DE CARTAN 55

Le test d’involution est alors :
si+2sh+--+(m—1)s,_,+ms, =1, (2.65)

ou r' est le degré d’indétermination des formes 7 calculé lors de l’absorption de la
torsion.

Lemme 5 Les tests (2.63) et (2.65) sont équivalents.

PREUVE — La comparaison des équations (2.62) et (2.64) montre que

/o
Opp = S T 1

Pour montrer le lemme, il faut prouver que
™ = mr + 1/,

Examinons le nombre (™ de constantes arbitraires figurant dans I’équation d’un élément
intégral de (2.61) de dimension m. On a vu qu'une variété intégrale de dimension m est
le graphe d’une fonction de M dans M x G x G de la forme

Q@ &

ou g(x) est une fonction quelconque de M dans G. Les différentielles des variables
dépendantes (dz, dg, dg) dépendent donc linéairement de dzx. Cette dépendance linéaire
doit étre analysée comme une dépendance linéaire de (0, 7, ) par rapport a 6. Cette
dépendance linéaire, qui est justement l’équation d’un élément intégral de dimension
m, est de la forme

= 0
Af (2.66)
= 7+ A@9

STEEREY
Il

ot A® et A sont deux matrices de dimension m x r. Comme la fonction g(z) est
arbitraire, la matrice A est arbitraire et contient donc mr constantes arbitraires.

D’autre part, la matrice A® donnant I'indétermination des formes 7 lors de I’absorp-
tion de la torsion contient r’ constantes arbitraires. On a bien finalement ™ = mr+1'.

O

Si le systeme (2.61) est en involution, on verra qu’on peut construire a partir des
invariants T;k un systeme complet d’invariants permettant de décider de 1’équivalence
des G-structure G et G. Dans le cas contraire, on prolonge le systeme (2.61).
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2.7.1 Exemple

Pour l'exemple d’équivalence d’équations ordinaires du second ordre, le systeme
extérieur :

dot = T AT+ Ty,0° A 6P
dg? = T ANG?—0' N3, (2.67)
dg* = 0,

n’est pas en involution. En effet, le calcul des caracteres réduits de Cartan donne :
sp =1, s5 = 0. Le degré d’indétermination est ' = 0 (voir section 2.6.2). On a donc
sy + 2sh, # 1l

2.8 Etape 5 : Prolongation

La prolongation d'un systeme différentiel extérieur S ou les variables indépendantes
sont x = (x!,..., zP) et les variables dépendantes u = (u',... u") consiste & :

(i) Ajouter a S les équations des éléments intégraux de dimension p :
du' = Nda!,  (1<i<n,1<j<p). (2.68)

(ii) Substituer les équations (2.68) dans S pour calculer les contraintes sur les A’ qui
sont conséquences de S et de la condition d’indépendance dx® A --- A dxP # 0.
Ajouter ces contraintes au systeme de départ S.

Dans le cas de la méthode d’équivalence de Cartan, les variables indépendantes sont

x = (x',--- ™) € M et les variables dépendantes (7, g, §) € M x G xG. Les équations
des plans intégraux (de dimension m) sont exactement les équations du systeme 2.66.
On a vu qu’il n’y a aucune contrainte sur les éléments de la matrice A, les contraintes
sur les A\’ dans (2.68) sont les contraintes d’intégrabilité

%

T2, 9) = Tji(x, g) (2.69)

obtenues au cours de ’absorption de la torsion.

On n’effectue qu'un prolongement partiel ([10, page 114]) du systeme (2.61). Tout
d’abord on ne rajoute pas toutes les équations (2.68) (voir (2.66) page 55) mais seule-
ment :

7=+ A0 (2.70)

On ne rajoute pas les équations (2.69) conséquences de (2.61). Enfin, on symétrise les
équations (2.70) en posant

7+ A0 =1+ A, (2.71)

Le systeme (2.71) définit I’équivalence de deux nouvelles G-structures. Ainsi G est
prolongée en la G-structure G’ définie sur la variété M’ = M xG. Le nouveau groupe G’ a
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pour coordonnées les parametres indéterminés A de la matrice A® issue de ’absorption.
La dimension de G’ est donc 7’ le degré d’indétermination des éléments intégraux de
(2.61). Le nouveau groupe G’ est formé des matrices de la forme

Id 0
§i= (A<2> Id)

est clairement commutatif. Un corepere invariant de G’ est alors

0 =S5 & en posant w' := <0>

™

On suppose que la G-structure G est prolongée en ?l de la méme fagon.

Proposition 7 Les G-structure G et G équivalentes si et seulement si les G-structures
—/
prolongées G' et G sont équivalentes.

PREUVE — Cette prolongation partielle a consisté a ajouter une partie des contraintes
d’intégrabilité en ne retirant aucune équation. O

Apres prolongation, on entre a nouveau dans une boucle d’absorption de la torsion et
de normalisation.

2.8.1 Exemple

Pour I'exemple d’équations différentielles du second ordre, la variété prolongée M’ =
M x G est (z,y,p,as). Le nouveau groupe G’ est 'identité (le degré d’indétermination
r’" est nul). Les équations de structure de la G-structure G’ sont obtenues en rajoutant
la différentielle de la forme 7! maintenant notée 64, soit :

(df' = —0' NGO 4+ T40° NG
de* = —0' NG — 6> NG
do* = 0

( d0* = TV.0" NO° + Ty ,6° N 6P

avec
(. 1., 1
T2,3 = _pr - fy + lifpa
4 _ fovp
b2 2527
T243 — Sfup — Drfpp.
. ’ 2as

Sur notre exemple, apres cette prolongation, le systeme est en involution.
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2.9 L’algebre différentielle des invariants

Apres un nombre fini de prolongations, le systeme différentiel {# = 6, df = df} est en
involution (voir section 1.6). La méthode d’équivalence fournit alors un systeme complet
d’invariants permettant de décider de I’équivalence des G-structures. Ces invariants sont
d’une part les coefficients de structure :
=1

T

i
Jk T Tjk

D’autre part, les dérivations invariantes 9/96" (resp 9/06") duales des formes invariantes
0" (resp gl) appliquées aux invariants fournissent de nouveaux invariants. En effet,
i

J— . _Z .
T =Tj = dT;; = dTj,.

Or, on a ‘
Mir gt —aT;f 0.
o0 06

= ) 1. o . 0
Les formes 6 et 6 étant indépendantes et invariantes, les coefficients wT;k sont des

invariants. Pour que les G-structure soient équivalentes, il faut donc que :

m 7
Tk e

. Z, (2.72)

@gl 90

Plus généralement en itérant les dérivations sur chaque nouvel invariant produit, il faut
a priori considérer le systéeme infini d’équations :
i

ij ) = T

J.k>

(2.73)

o°T o°T!
J:k J:k
_ — = , Vs>1
393 o 392 aoh ... 00%

Si un des invariants ainsi produits dépend d’un parametre du groupe, il faut le norma-
liser et reprendre les calculs. En effet, la différentielle d'un tel invariant s’exprime en
fonction de formes m comportant une certaine indétermination.

Proposition 8 Soit A (resp. A) lalgebre différentielle engendrée par les invariants
T (resp. T) et les dérivations 0/00 (resp. 0/00) du systeme {0 = 0, df = dO} en
involution. Alors les G-structure G et G sont équivalentes si et seulement si A et A
sont isomorphes.

PREUVE — Ceci découle de la théorie des variétés classifiantes présentée par Olver dans
[49, pages 252-279. O
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Le cas le plus simple et celui ou tous les invariants sont constants. Dans ce cas, les
deux G-structures G et G sont équivalentes si et seulement si leurs invariants ont mémes
valeurs constantes.

Si les invariants ne sont pas tous constants, I'isomorphisme d’algebres différentielles
peut étre testé en un nombre fini d’étapes. Dans le cas d’invariants algébriques, on
utilise pour cela des techniques de bases de Grobner.

2.10 Simplification des conditions d’équivalence

Nous venons de le voir, la méthode d’équivalence fournit un systéeme complet d’in-
variants et de dérivations invariantes qui permettent de décider de I’équivalence de G-
structure. Cependant, les invariants peuvent étre trés nombreux et trés volumineux (en
coordonnées locales). Pour I'exemple d’équivalence de systemes EDP du second ordre
traité au chapitre (7), les invariants occupent 1,1 Mo (plusieurs centaines de pages).
Ceci pose un probleme d’exploitation des résultats. Il est donc intéressant d’avoir des
outils qui permettent de simplifier les conditions d’équivalence. On peut pour cela uti-
liser le lemme de Poincaré (lemme (1) page 19) appliqué aux équations de structure,
soit

ddf' =0, 1<i<m.

Ces équations fournissent des relations entre les invariants et leurs dérivées (voir (8.57)
page 123) que l'on peut utiliser pour simplifier les conditions d’équivalence. En section
8.7 du chapitre 8 nous verrons comment utiliser de telles relations pour trouver une
base de I'idéal différentiel engendré par les invariants.

2.10.1 Exemple

Pour conclure I'exemple d’équivalence d’équations différentielles ordinaires du second
ordre, regardons quelles sont les conditions pour qu'une équation y” = f(x,y,p) soit
équivalente a y” = 0. Les équations de structure en involution sont :

(df' = —0' NGO 4 T)0° N OP
do?> = —0'NO3—0* N0
dg®* = 0

[ dO* = T{,00 AO>+ T),0% A O3

avec les invariants :

/

1 1
T21,3 = _pr2 - fy + §Dmfpa
. _ Jow
12— 2a32’
_Dx
T£473 — fyp 2a fpp.
\ 3
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Parmi les relations fournies par le lemme de Poincaré on a :

1
14

o0

+ T35 =0

On en déduit alors que T2173 et TﬁQ forment une base de ’algebre différentielle engendrée
par les trois invariants. On peut alors enoncer le théoreme suivant :

Théoréme 10 Une équation y,, = f(x,y,p) est équivalente d Yz = 0 $si :

1 1
_pr2 - fy + §D:vfp =0
fppp =0
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Chapitre 3

Equivalence et algebre différentielle

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle méthode fondée sur de 1’élimination
en algebre différentielle pour résoudre certains problemes d’équivalence. La méthode
d’équivalence de Cartan permet de traiter ’équivalence de deux systemes d’équations
différentielles quelconques. L’algorithme que nous décrivons permet de traiter I’équi-
valence d’'un systeme quelconque avec un systeme donné. Cette méthode est simple,
elle s’appuie sur le fait que le changement de variables qui peut exister entre deux
systemes d’équations est solution d’un systeme d’équations aux dérivées partielles qu’il
faut exploiter pour obtenir les conditions d’équivalence cherchées.

Apres un bref rappel d’algebre différentielle, nous exposons notre méthode et I'illus-
trons sur un exemple simple. Nous en donnons ensuite les limitations, essentiellement
dues a un probleme de grossissement des données lors du calcul sur machine. Puis nous
proposons une optimisation qui semble tres prometteuse, méme si elle n’a pas encore
fait 'objet d’'une implantation et si ses bases théoriques restent a établir. Cette optimi-
sation repose sur de ’algebre différentielle utilisant des dérivations ne commutant pas
nécessairement.

3.1 Algebre différentielle

Avant, d’exposer notre méthode, voyons quels outils elle utilise. Frangois Boulier dans
[4] a proposé le premier algorithme effectif d’élimination en algebre différentielle sur un
corps de base calculable. Cet algorithme, nommé Rosenfeld-Grobner, permet de tes-
ter 'appartenance d’un polynome différentiel au radical d’un idéal différentiel. Il a été
implanté par F. Boulier au sein du paquetage diffalg disponible dans la version com-
mercialisée de Maple (voir [40], [5] et [30] pour de récents travaux relatifs a I’algorithme
Rosenfeld-Grobner). Cest sur cet algorithme que se base la méthode présentée dans ce
chapitre. Evoquons aussi d’autres travaux a la croisée de la géométrie différentielle et
de 'algebre différentielle tels que [53] et [45] qui doivent aussi permettre de mettre en
ceuvre notre méthode.

61
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62 Algebre différentielle

3.1.1 Définitions

Définition 28 On appelle dérivation sur un anneau A toute opération unaire & satis-
faisant les axiomes des dérivations :

S(a+b)=da+db,  8(ab)=(6a)b+ adh.

Dans le cadre de 'algebre différentielle de [54] et [36] les dérivations sont supposées
commuter entre elles :

51(52& = (5251(1.

Définition 29 Un anneau (resp. un corps) différentiel est par définition un anneau
(resp. un corps) muni de m dérivations. Dans le texte qui suit, K désigne un corps
différentiel.

On note © le monoide commutatif engendré par les dérivations. Ses éléments sont les
opérateurs de dérivation 6§ = 61" --- 0% ou les a; sont des entiers positifs ou nuls. Soit
U = {uy,...,u,} un ensemble de n indéterminées différentielles. Les opérateurs de
dérivation agissent sur les indéterminées différentielles, donnant des dérivées Ou.

Définition 30 Un classement (en Anglais un ranking) est un ordre total sur l’ensemble
des dérivées, compatible avec l’action des dérivations sur OU. Il s’agit donc de n’importe
quel ordre total sur OU vérifiant :

1. 0v > v (pour toute dérivation § et toute dérivée v)
2. v>w = 0v>ow (pour toute dérivation § et toutes dérivées v et w)

On distingue les classements compatibles avec l'ordre total (en Anglais orderly), c’est—
a—dire vérifiant

ord # >ord ¢ = 6Ou> ¢v pour tous u,v € U
des classements d’élimination (notés u > v) qui satisfont
u>v = 0Ou>q¢v pourtousf,¢ €O etuvel.

On note A = K{uy,...,u,} 'anneau différentiel des polynomes différentiels a coeffi-
cients dans K construits sur ’alphabet des dérivées.

Définition 31 Une fois fixé un classement, on peut définir la dérivée dominante d’un
polynome différentiel p : c’est la plus grande (pour le classement fizé) des dérivées
figurant dans p i.e la plus grande indeterminée v telle que deg(p,v) > 0.

Soit p € A\ K et ¢ € A deux polynomes différentiels. Le polynome différentiel ¢ est dit
partiellement réduit par rapport a p si aucune dérivée propre de la dérivée dominante
de p ne figure dans ¢; il est dit réduit par rapport a p s’il est partiellement réduit par
rapport a p et si deg(q, v) < d.

3.1.2 L’algorithme Rosenfeld-Grobner

Soit ¥ C A un ensemble de polynomes différentiels. Supposons que ¥ ne contienne
aucun élément non nul de K.
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Définition 32 Alors un sous—ensemble C' de ¥ est un ensemble caractéristique de X
s’il est autoréduit (i.e ses éléments sont réduits deur—a—deux) et si 3 ne contient aucun
élément non nul réduit par rapport a C.

Un idéal différentiel I de A est un idéal de A stable sous ’action des dérivations :
ac€l=0d0acl (a€A, odérivation quelconque sur A).

Définition 33 Le radical /I d’un idéal différentiel I d’un anneau différentiel A est
I’ensemble de tous les éléments de A dont une puissance appartient a I :

JreN, d el <ae VI

Un systeme de polyndmes différentiels engendre un idéal différentiel : c’est 'idéal au
sens usuel engendré par les polynomes et leurs dérivées d’ordre quelconque.

L’algorithme Rosenfeld-Grobner prend en entrée un systeme de polynomes différen-
tiels X et un classement R. Il produit en sortie une décomposition du radical de I en
une intersection d’idéaux différentiels

VI Ll

présentés par des ensembles caractéristiques C7, . . ., C). Cette décomposition permet de
décider de Pappartenance & /I au moyen d’un certain algorithme de réduction fondé
sur la pseudo—division (l'algorithme de réduction de Ritt [54]).

3.1.3 Elimination

En jouant sur les classements, on peut éliminer certaines indéterminées différentielles
d’un systeme. Supposons qu’on veuille éliminer les indéterminées différentielles uq, . . ., uy
pour un certain ¢ < n dans un systeme de polynomes différentiels X, c’est—a—dire, ca-
ractériser 1'idéal

VIn K{upq, ... uy}
ou I désigne l'idéal différentiel engendré par . Il suffit d’appeler Rosenfeld—Grébner
avec pour parametres le systeme Y et un classement qui élimine les indéterminées
différentielles uq, ..., up :

(Ugy .oy g) > (Upg1y ooy Up)-

On peut alors montrer que les idéaux différentiels I, N K{uy,1, ..., u,} admettent pour
ensembles caractéristiques les ensembles Cy N K{ugy1, ..., U}

3.2 Nouvelle méthode pour I’équivalence d’équations
différentielles

Notre algorithme, basé sur de ’élimination en algebre différentielle, permet de décider
de I'équivalence d’équations ou systemes d’équations différentielles. Nous allons I'illus-
trer sur plusieurs problemes d’équivalence d’équations différentielles ordinaires que nous
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supposerons résolues par rapport a la variable la plus dérivée apparaissant dans chaque
équation. Soient y* = f(z,y,...,y* V) une équation différentielle ordinaire quel-
conque d’ordre k et %) = f(z,7,... ,g(’“—l)) une équation particuliere. Ces équations
sont conjuguées sous l'action d’un groupe transformations ® (par exemple les transfor-
mations ponctuelles ¢ : (z,y) — (Z,7)) si et seulement si il existe une transformation
¢ appartenant a @ telle que

o' G" ~ f@ 77" ) =0 mod y® — fla,y,....y*V).

Pour savoir si deux équations sont équivalentes sous 'action de ®, nous appliquons donc
I’algorithme suivant :

(i) Prolonger 'action du groupe ® sur J*, espace des jets d’ordre k, ot k est I'ordre
des équations.
(ii) Construire le systeme différentiel ¥ = {¢*(5* — f(z,7,...,5% ")) = 0} o1t 'on
aura remplacé y*® par f(z,y,...,y* V)
(iii) Compléter le systeme 3 avec un ensemble d’équations différentielles définissant le
groupe de transformations souhaité.

(iv) Trouver les conditions d’équivalence (polynémes différentiels) portant sur f a
I’aide d’un algorithme d’élimination en algebre différentielle.

Cette méthode peut aussi s’appliquer a des systemes d’équations aux dérivées par-
tielles, cependant elle est moins générale que la méthode d’équivalence de Cartan, dans
la mesure ou on ne peut discuter de 1’équivalence d’équations en toute généralité. En
effet, pour exprimer le pull-back d'une équation comme un polynome différentiel, il faut
une équation particuliere. Ceci implique que I'on recherche la classe d’équivalence d’une
forme canonique donnée. On n’explore alors qu’une branche des calculs effectués par la
méthode d’équivalence de Cartan.

3.2.1 Exemple : équivalence d’EDO d’ordre 2

Reprenons 'exemple, traité au chapitre 2, de I’équivalence d’équations différentielles
ordinaires du second ordre y” = f(z,y,y’) avec I’équation y” = 0 sous l'action du
groupe de transformations ® suivant :

zr—z=x+C
) _ ’ 3.1
{ y — y=n(z,y), (3:1)

ou C' est une constante arbitraire et 17 une fonction arbitraire de x et y. La prolongation
de I'action de (3.1) sur J? = (z,y,p =¥',q = y"), U'espace des jets d’ordre 2 donne :

r—T=x+C,
p— D=1y + D,
q — § = New + 200y + NyyD® + Myq.

L’équivalence de deux équations ¢ = f(z,y,p) et ¢ = 0 sous l'action de ® se traduit :

doe®, ¢'(q)=0 mod q— f(z,y,p). (3.3)
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Ceci est équivalent au systeme d’EDP suivant :

Nz + 2773:yp + 77ny2 + nyf =0,
np =0, (3.4)
ny 7é 07

ou f et n sont les variables dépendantes et x, y et p les variables independantes. Dans
le systeme (3.4), la premiere équation est le pull-back de ¢ réecrit modulo g — f(x,y, p).
L’équation suivante traduit 'indépendance de la fonction n par rapport a la variable
p. Pour préciser que ¢ est inversible, il faut rajouter I'inéquation 7, # 0 qui signifie
que le déterminant de la jacobienne de ¢ est non nul. Les conditions d’équivalence se
calculent alors a l'aide de 'algorithme Rosenfeld-Grébner sur le systeme (3.4) pour
l'ordre d’élimination £ > 1 > f (voir section 3.1.3). L’ensemble caractéristique calculé
par Rosenfeld-Grobner est le suivant :

( 1
Nez = —ny + pnyfp - Epnyfppa
1 1
Ny = —inyfp + §pnyfpp,
1
Nyy = _inyfpm (3.5)
np - 07
fppp = 0,
1
\ facp = _fppf+2fy+§f§_pfyp'

Les deux derniéres équations de (3.5) sont les conditions nécessaires et suffisantes
pour quune EDO du second ordre soit équivalente a 1’équation g’ = 0 sous l'ac-
tion du groupe de transformations (3.1). Nous retrouvons évidemment les conditions
d’équivalence trouvées sur le méme exemple, au chapitre 2, au moyen de la méthode
d’équivalence de Cartan (voir théoreme (10) page 60).

Si I'on souhaite trouver le changement de variables permettant de transformer une
équation vérifiant les conditions d’équivalence en la forme canonique 3" = 0, il faut
intégrer les quatre premieres équations de (3.5). Soit par exemple une équation y” =
f(z) (f ne dépend ni de y ni de p) équivalente a " = 0 (i.e vérifiant les deux derniere
équations de (3.5)). Le changement de variables est obtenu en intégrant les équations

suivantes :
Ny = 0, (3.7)
Nyy = 0, (3.8)
n, = 0. (3.9)

D’apres (3.7) et (3.8), on déduit que n est de la forme n(z,y) = ay + b(x) ou a est
une constante. Par substitution dans (3.6) on obtient b,, — af(x) = 0. Si l'on pose
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par exemple a = 1, il vient b(z) = [ ([, f(z)dz)dz. Un changement de variable ¢
permettant de passer de I’équation y,, = 0 a ’équation y,, = f(z) est donc (z — & =
z, y —§=y+ [,([ f(x)dr)de. Remarquons que si I'on pose f = 0 les équations a
intégrer sont les équations donnant les symétries de y,, = 0 appartenant au groupe P.
Bien str, cet exemple est simple et il est souvent beaucoup plus difficile d’obtenir le
changement de variable.

La méthode que nous venons d’exposer, méme si elle est, répétons le, moins générale
que la méthode d’équivalence de Cartan a le mérite d’étre conceptuellement beau-
coup plus simple. De plus, elle est tres efficace lorsque 'on se donne deux équations
particulieres. Enfin, si les équations sont équivalentes et le changement de variables
polynomial, celui-ci peut étre obtenu par développement limité (voir [4]) des solutions
de I’ensemble caractéristique calculé.

3.3 Limites de cette méthode

Dans cette section, nous allons aborder les limitations de la méthode que nous venons
de présenter et tenter de les expliquer. Le probleme d’équivalence le plus conséquent que
nous ayons traité est celui présenté en section 3.2.1, soit ’équivalence d’EDO d’ordre 2.
Une tentative de traitement du probleme de 1’équivalence d’EDO d’ordre 3 sous 'action
des transformations de contact (traité par la méthode d’équivalence chapitre 4) sature
la mémoire des ordinateurs, en voici une explication.

3.3.1 Exemple : équivalence d’EDO d’ordre 3

Considérons I'exemple de 1'équivalence d’'EDO du troisieme ordre y"” = f(x, y, p =
y', ¢ = y") avec I'équation y"” = 0 sous l'action du groupe des transformations de
contact. La mise en équations de ce probléme nécessite la prolongation sur J? =
(Z, Yy P="Yz, ¢ = Yzzs T = Yazz) 'espace des jets d’ordre 3, du groupe ® des transfor-

mations de contact de J' dans J!. Voici cette prolongation :
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r—1z = &(z,y,p)

y—9 = n(r,y,p)

p—p = Nz + D7)y
fz + pfy

=7 = (Nuwbe + NeaPly + 20Mayla + 20 Nayy — Nabaz — 20Dy — Plyban
_2p2ny§xy + p277yy§x + pgnyygy - p2nz§yy - P377y€yy + (I??xpfa:
FqNuppEy + qPNypSa + AP NypEy — qnxé}cg — qN:DEyp — qPNyEap
_qp277y£yp>/((§ac + pgy + qu)(fm + pgy) )

r—or = _(_Spnmxy§x3 + 12nxxp2§$y€yfz + 6p3ny§xmy§y§x - 3pny§$z2€z

+67]ccm§m:§a:p§y - 12p3ny§zz§zy£y - 127]m§xxp2£zy§y + 6p37]zy§zz§y2

. 0PIy Errle” — I Mey€aEy — 3ol DEy + ONuaDEryCs”

‘I) 12"y la” + 3aDEanyla” + Dyanale + 30 Myanyle” (3.10)
_9p37]mzy£y2€:p - 377$:Jc:pp2£y2£x - 12p3ny£wy2£x - 1277$p2€xy2£z

—Uxmfa:B - 3773:590:1:2]7’5?; - 3p277y€wm25y + 377xm£xxp2£y2

+12p277xy§w:v£y£x - 12p277y£w:v£xy§w - 127]m€xa:p£xy£m

100 lignes de polynéme différentiel

+p2ny§yy€xq2§p + 2p3q277yp§yy§m§p - nmm:ngqugp + 277zm§rz§mQ€p
_anygszqu + psnyfyygy(fgp + p4nz§yyy£ngp - 4p4q2ny£yp£yy£p
_8p2q2n$§yp§$y§p - 8p2q277y£zp£xy§p - 8p3q2ny§yp§$y£p
+4p2q277x£myp§y§p + 2p3q27]m§yyp£y£p + 4p3q2ny§xyp§y§p - qpnyy§x3
P Nappla Ep = Moyl TEp + Wabaylc” + Mey®Sy” + 46 NupEa’Eup
_3771£xx2£z - q2nxpp£x3 + nngxngQ + 3nzx£zz£x2>

\ /(& + & + 06)° (& +1Ey)°)

Si l'on prolonge une transformation (zr — = = &(z,y,p), y — ¥ = n(x,y,p)) sur J &
'aide des formules de la proposition (1) page 17, on obtient :

C’est une expression différente de celle obtenue en (3.10). En effet, le groupe de trans-
formations souhaité est le groupe des transformations de contact de J9 dans J?, pour
tout ¢ > 0. Dans (3.10), on a pris soin de considérer de telles transformations en impo-
sant que la variable p ne dépende pas de la variable ¢, i.e. que dp/0q = 0. Ceci se fait
en posant I’égalité des rapports

N + PNy + qNp _ N + PNy _ @
o +0&y+q& St p&y &

Pour résoudre le probleme d’équivalence avec I'équation " = 0, il faut considérer le
systeme différentiel formé des équations 7 = 0 obtenue en (3.10) (ot 'on aura remplacé r

(3.12)
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par f) et de (3.12). Il faut ensuite calculer I'ensemble caractéristique de ce systeme pour
I'ordre d’élimination € > 1 > f afin d’obtenir les conditions d’équivalence portant sur
la fonction f. Remarquons que les données d’entrée de I'algorithme d’élimination sont
assez conséquentes (plus de 100 lignes de polynomes différentiels). C’est une premiere
explication au fait que les calculs ne terminent pas.

Il semble cependant y avoir une autre explication a cet echec. Il apparait en fait
que l'algorithme Rosenfeld-Grébner calcule plus que les conditions d’équivalence re-
cherchées. En effet, la ou la méthode d’équivalence s’arréte lorsqu’elle a trouvé toutes
les conditions d’équivalence, l'algorithme d’élimination continue le calcul de ce que
I'on appelle les paires critiques entre ces conditions, c’est a dire les relations algébro-
différentielles qui lient les conditions trouvées. Par exemple, nous le verrons au chapitre
4, les conditions sur la fonction f pour que I'équation y” = f(x,y,p = v',q = ") se
ramene a ’équation y” = 0 sont :

{ ;{;qo’: ) (3.13)
ou
I= —%fpfq + %Dgcfp = éDanfq it %ququ - % -
avec 9 ) 0 0
D, —%+Pa—y+qa_p+fa_q‘

Ces conditions d’équivalence ont été trouvées par ’application de la méthode de Cartan.
Si l'on soumet maintenant le systeme (3.13) a 'algorithme Rosenfeld-Grobner, celui-
ci génere les nombreuses et volumineuses paires critiques qui existent entre les deux
polynomes du systeme (3.13). Ceci ne s’avere pas utile dans notre cas dans la mesure
ou la nullité de (3.13) suffit.

A la vue des limitations que nous venons d’exposer, il faut chercher dans une di-
rection légerement différente si I’on souhaite traiter des problemes d’équivalence plus
conséquents a l'aide de notre méthode. Voici une optimisation qui semble prometteuse.
Celle-ci est basée sur 1'utilisation d’algebre différentielle en dérivations non commuta-
tives.

3.4 Utilisation de dérivations non commutatives

Si 'on observe les formules de prolongation d’une transformation, données par la
proposition (1) page 17, on constate qu’elles s’expriment tres simplement a I’aide des
dérivées totales

0
Ot

Oéa (03
+uz_++UJ7,L

D .
v ou®

+ ...
oug

(voir définition 4). On va donc exprimer un probleme d’équivalence, non plus dans les
dérivations 9/9z" et 0/du%, mais dans les dérivations D, et 9/u$.
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3.4.1 Exemple : équivalence d’EDO d’ordre 2

Par exemple, exprimons le probleme d’équivalence d’EDO du second ordre, traité en

section 3.2.1, a I'aide des dérivations a%n 8% et D, = % + p% + q%. La prolongation

sur J2 = (z,y, p =y, ¢ = y") des transformations ¢ du groupe (3.1) est alors :

r—rx=x+C,

y —y=nz,y),
, 3.14
¢ p— P = Dqn, (3:14)
Le systeme EDP traduisant 1’équivalence des équations q = f(z,y,p) et ¢ = 0 est
maintenant :
szn =0,
Ny =0, (3.15)
77y 7£ Oa
ou l'on a D, = a% + pa% + f a%‘ Comme pouvait le laisser penser les formules de

prolongation (1.4) page 17, si 'on compare les systemes (3.4) et (3.15), on constate que
les équations sont moins volumineuses une fois exprimées a ’aide du champ de Cartan

D,.

Nous devons éliminer dans (3.15) la variable n pour obtenir les contraintes sur la
fonction f(x,y,p). Comme les dérivations %, 8% et D, ne commutent pas, il faut revoir
I’algorithme ROSENFELD-GROEBNER d’élimination en algebre différentielle commuta-
tive.

Cet algorithme ! prend en parametres un systéme différentiel et les crochets de Lie

des dérivations. Pour notre exemple, les crochets de Lie des dérivations sont :

[ o _ d

_3_y>Dz] - fy%>

[ o d P

_a_pjpw] = 2+52, (3.16)
(o & _

2.2l =0

Comme en algebre différentielle commutative, le calcul est guidé par 'ordre n > f
et procede par dérivations croisées des équations du systeme (3.15). Les équations et
inéquations de départ sont :

D,*n =0, (3.17)
mp =0, (3.18)
ny, # 0. (3.19)

Si I'on considére le terme Dfnp, on constate qu’il s’écrit de deux fagons différentes
suivant que l'on utilise I’équation (3.17) ou I’équation (3.18). Ainsi en réordonnant les

1Sur cette idée, Francois Boulier a implanté, dans le langage C, un prototype fonctionnant avec des
dérivations qui ne commutent pas nécessairement.
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dérivations du terme %szn, on tire de (3.17) : D,*n, = —2D,n, — f,n,- De (3.18), on
tire D,?n, = 0. Les relations (3.17) et (3.18) impliquent alors la nouvelle équation

1
Dmny = _Efpny’ (3-20)

De meéme, si 'on procede par dérivations croisées des équations (3.17) et (3.20) (en
dérivant (3.17) par rapport a y et (3.20) par rapport a D, ), on obtient apres simplifi-
cation par (3.18) et (3.20) :

1
Dy fony, = 5fp277y +2fyny- (3.21)

D’apres (3.19), 1, est non nul, on déduit alors de (3.21) :

D.f, = %fﬁ +2f, (3.22)

Par dérivations croisées de (3.18) et (3.20), on obtient :

1
Tyy = _§fpp77y' (3.23)

Une derniere dérivation croisée entre (3.18) et (3.23) permet d’obtenir f,,,n, = 0.
Toujours d’apres la non nullité de 7, on en déduit :

fopp = 0. (3.24)

Nous avons donc retrouver (voir (3.5)) les conditions portant sur la fonction f pour que
I'équation y” = f(x,y,p) se ramene a I’équation §” = 0 par une transformation (3.14).
Ces conditions sont données en dérivations non commutatives par (3.22) et (3.24).

Bien stir, cet exemple est simple, et le gain obtenu par le changement de dérivations
n’est pas significatif puisque l'exemple était traité en algebre différentielle commuta-
tive. Avant de traiter un exemple plus conséquent, signalons que Mansfield dans [44]
développe des techniques d’élimination en algebre différentielle avec des dérivations non
commutatives. De telles dérivations apparaissent, lorsque Mansfield exprime un systeme
différentiel dans les invariants de son groupe de symétries, ceux-ci étant trouvés a ’aide
de la méthode de Olver et Fels (voir [21] et [22]).

3.4.2 Exemple : équivalence d’EDQO d’ordre 3

Reprenons l'exemple de la section 3.3.1, soit le probleme de I'équivalence d’une
équation différentielle ordinaire du troisieme ordre avec ’équation y” = 0. Les for-
mules de prolongation des transformations de contact ¢ € ® du groupe (3.10) sur
B =(v,y,p=vy,q=1vy",r=1vy"), alaide du champ de Cartan

D —g—l— 2-% 2—1—7‘3
Y Ox p(‘?y q@p oq’
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prennent la forme :
v =7 = {(,y,p)

y—19 = nz,y,p),

pop = 22
e Da§ (3.25)
§—q = (DIQW)(DIQ — (Dw77>(Dx2€)
(D.€)° ’
r— 7 = ((DP0)(De8)” = 3(Da’n)(D:26) Dt + 3(Dam) (D2€)°
\ —(Dan) (D, €) D1€) [ (D1£)’.
Les crochets de Lie des dérivations sont maintenant :
[aya Dw] = fyam
[apa ch] = ay + fpaq?
[aqa Dm] = 610 + fqafp
[8?/7 ap] = 0,
[aw alI] = 0,
[0p, 0] = 0.

En comparant (3.10) et (3.25), on constate une division par 100 de la taille des po-
lynomes différentiels. Comme précédemment, les transformations de contact souhaitées

respectent la graduation des espaces de jets et doivent vérifier : g—g = 0, soit :

g \D.¢)
Pour calculer un critere d’équivalence avec ’équation y” = 0, il convient d’éliminer £
et 1 dans le systeme :

(D.1)(D4€)* = 3(D.*n)(D,2€) D€ + 3(Dan) (Do26)” — (Da)(D,3€) Dy,

0 0
—Dn | D, — Dy | —D,£) =0.
(aq n) ¢ ! (8(1 5)
On procede alors a un calcul de dérivations croisées guidé par 'ordre d’élimination
&>mn> f. Le systeme (3.26) est nettement moins volumineux qu’auparavant.

(3.26)

A son stade de développement actuel, le logiciel d’élimination en algebre différentielle
non-commutative évoqué plus haut, ne permet pas encore de traiter le systeme (3.26).
Ceci étant, au vu de la compression des données réalisée, nous sommes convaincus qu’il
y a beaucoup a gagner des changements de dérivations que nous effectuons.
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Chapitre 4
L’équation y”’ = f(z,y, ?J,> y”)

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats de travaux portant sur I’équivalence
d’équations différentielles ordinaires du troisieme ordre sous l'action du groupe des
transformations de contact. Ces travaux ont fait I’objet d’une note présentée avec Michel
Petitot aux Comptes-Rendus de 1’Académie des Sciences [48]. Grace a sa méthode
d’équivalence [11, 27, 50|, E. Cartan a facilement démontré que I’équation générale du
deuxieme ordre y” = f(z,y, y') peut étre linéarisée sous la forme y” = 0 par une
transformation de contact. La classification de I’équation générale du troisieme ordre

v =flz,y, vy, y") (4.1)

est nettement plus compliquée puisque les équations y” = 0 et vy +y = 0 ne se
déduisent pas I'une de 'autre par une transformation de contact.

Sous la direction de E. Cartan, S. S. Chern [15, 16] en 1937 calcule les équations de
structure (4.6) et (4.9) obtenues en discutant sur la nullité d’un semi-invariant mis en
évidence dans la these de K. Wiinschmann en 1905 [62]. Par ailleurs, Sato et Yoshikawa
dans [56] ont explicités les conditions d’équivalence avec 1’équation 3" = 0.

Reprenant ce probleme d’équivalence, nous avons pu calculer explicitement les inva-
riants fondamentaux qui permettent la classification générale d’équations du troisieme
ordre sous l’action du groupe des transformations de contact. Ceci, dans le cas I = 0 ou
nous retrouvons les résultats de [56] ainsi que dans le cas I # 0 jusqu’alors inexploré.
Ces résultats sont exposés dans les sections 4.3 et 4.4.

Par la suite nous avons exploité ces invariants pour en extraire des conditions simples
de linérarisation de I’équation (4.1) sous la forme

y" +a(z) y" +b(x) Y + c(x) y = 0. (4.2)
Ces résultats font 'objet de la section 4.5.

4.1 Formulation du probleme

Pour tout n € N, on considere I'espace J" des jets d’ordre n de R dans R. Une
transformation de contact de J™ dans J" est un difféomorphisme analytique local qui

73
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préserve le module des formes de contact du J”. D’apres un théoreme de Backlund,
une telle transformation de contact de J" dans J* (n > 1) est la prolongation dune
transformation de contact de J* dans J*.

Soit x :== (z,y,p =¥y, q =9y") € R? un systeme de coordonnées locales de J2.
Deux équations vy = f(x,y,v',y") et ¥ = f(z, y, ¥, §") sont équivalentes par une
transformation de contact X = ¢(x) lorsqu’il existe des fonctions (ay, ..., a9) de J* dans

R telles que

dq — f(x)dz ay(x) az(x) as(x) 0 dg — f(x)dz
& dy —pdx | 0  as(x) O 0 dy — pdx (4.3)
dp—qdz | 0  as(x) as(x) O dp — qdx '
dz 0 ar(x) as(x) ae(x) dx
J:(g) g(;)rEG J&)

Voir [16, 27] et la section 2.3 pour la mise en équation de ce probleme. On se ramene a
I’équivalence de deux G-structures, i.e. au systeme de Pfaff ¢*0 = 0 en posant 0 = gw
et 0 = gw.

4.2 Le semi—invariant /

Apres quatre normalisations, on obtient les équations de structure suivantes
Aot = T A+ TP A0+ 167 N6,
do*> = 7 AG2+27° AO? — 03 N 6H,

0 = T NG 72 NG+ T A — O N0 (4.4)
do* = mANO?+ 7t NG+ 70 A6,
faisant apparaitre I'invariant I; = I /a3 en posant
1 1 1 1 2
]:_gfpfq+§Dwfp_gDifq_fy+§ququ_2_7f; (45>

la dérivation totale étant notée D, := 0/0x + p 0/0y + q 9/0p + f(z,y,p,q) 0/0q.

D’apreés K. Wiinschmann [62], la nullité du semi-invariant I signifie que la condition
de contact de deux courbes intégrales voisines solutions de I’équation (4.1) est une
équation de Monge du second ordre.

Vessiot a montré que la condition I = 0 traduit I'existence d’'un systeme fondamental
de solutions (y1, y2, y3) = (22, 2129, 23) telles que les fonctions (21, 25) forment un
systeme fondamental de solutions d’une équation linéaire du second ordre qui se déduit

de (4.2).

4.3 Lecas =0

A cette étape, aucune normalisation n’est possible. Apres une prolongation et trois
normalisations, il faut prolonger encore une fois pour obtenir un systeme en involution.
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Les équations de structure obtenues (formules (25) dans [16]) :

((dO' = —O0 A0 — 63 A0S,
do?> = —02N0° —20°2N6° — 03 N 64,
dg® = —0'ANO* =P N0 — BN —03 NG,
dot = —PN0T - NG -0t NG,
do®> = 20PN — 3N — 0 A G°,
A9’ = —0'ANOT— P NGO +0%A6°, (4.6)
A" = LO'ANP + LN + L2 N00P° —02 N0 — N — 05 A0 +67 A6,
do® = LO'NO*+ [0 N0+ [s0> NO3 — 02 AN OT — 0° N 0B,
de® = "N — 02 N6 + 6% A 65,
[ d0" = L0 ANO? + LN NGO+ 162 N O — 05 NGO — 95 N OT — 209 N 91O,
font apparaitre neuf invariants (11, ... , Iy) fondamentaux. Parmi 70 relations, 'identité
de Poincaré
d(de’) = R. 0/ NO* NG =0 (4.7)

pour 1 <i<10et 1 <5 <k <!l <10, fournit les relations suivantes.

Riys3=—I,+1;=0, Ry s =1 +2Ig=0, Ris,= % + Iy =0,
3o = % —Ig+1,=0, RY;, = %JFLHLIQ:O, R334 = %4—]3:0,
R)y3=—Is—Is=0, Ri%, = % +I; =0.
On montre, grace a ces relations, que 1'algebre différentielle (les dérivations sont duales
des 1-formes 6, ---  0'9) des neuf invariants est engendrée par le seul invariant :
I = —JS—%Z (4.8)

Pour 'équation y” = 0, les neufs invariants fondamentaux sont nuls. De plus !, on

montre que si les invariants 17 a Iy sont constants alors ils sont nuls. Donc toute équation
équivalente a y"” = 0 possede un groupe de symétrie (de contact) de dimension 10 (voir
[50, théoreme 8.22 page 275].

Par suite,

Théoréme 11 Soit une équation y" = f(x, y, v/, y"). Alors, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) L’équation se raméne a y" = 0 par une transformation de contact.
(ii) L’équation posséde un groupe de symétries de contact de dimension 10.

(iii) T =0 et frgqq = 0.

!Nous répondons ici & une question posé par Peter Olver que nous remercions pour ses remarques.
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4.4 Lecas I #0

Dans ce cas, on normalise U'invariant //aj & 1 en posant ag = J = V1, ce qui
conduit aux équations de structure (formules (32-33) dans [16]) suivantes comportant
16 invariants fondamentaux (Iy, ..., 1) :

Aot = —0' AN+ L2 NP+ 02 N O0* + [L,6° A O,
do? = LO*NG— 60> NG° — 0% N o4,
do® = LO'ANO?> — 0 NO* + 1502 N O3 + I02 N O — 03 N 6P, (4.9)

do* = ;0" A0 + 10" N O3 + [40% A 03 + 1,00% N 62,
d9® = 110" AN O + 11501 A 03 + L1501 A O* + 11,67 N\ 63 + 1507 A 6* + 1,40° A 0.

L’expression en coordonnées locales des invariants obtenue par notre logiciel montre
que les invariants I et I sont égaux. L’identité de Poincaré (4.7) fournit, pour le
systeme (4.9), 35 relations parmi lesquelles on a :

oI

Riz,:s: 6—91—1217‘1‘]84‘[14:0 R%,2,4:]2[4—I1+115:0
oI, 0l
R%’M: ﬁ—i_[w:o R%,Q,:s:w—i_b_hz:o
2 2 a[3
R17274:_I4_I3_113:0 R27374:w_[5—[10+[1620
ol ol
Rios = 8—951) + 8—9543 —Lls+ Ils+Iy+ 11 =0 Riz,=1—13=0
a16 a15 611() 817
RSs, = 508 + 90 + LIy — L +1Ils—L5=0 Ri,,= 201 + 201 Iy — Igls =0
0l
Rig, = 901 +1; =0

Nous montrons alors grace a ces relations que ’algebre différentielle générée par les 16
invariants est engendrée par les quatre invariants suivants :

( J
T - 99
8 JCL%’
, 8y fyd + 2f g% — 120, J +12.J,D,J
3 = 3 y
, . Sla (4.10)
, ~ D.J,— D, -,
10 - JSCLI )
L —3J2f, — J2f2 4 3J°D, f, — 6JD2J + 9(D,J)’
2 — 146 = .
\ 6J4

Ceci nous permet alors d’énoncer le nouveau théoreme suivant :

Théoréme 12 Une équation différentielle ordinaire du troisieme ordre Y. = f(x,y,p, q)
est équivalente a l'équation Y... = y sous l'action du groupe des transformations de
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contact si et seulement st

(Jye =0,
—4J, [y + [o())? —6J,J +6J,D,J =0,
D,J,—D2J,— J, =0,

C —=3())%f, — (I)*f2 +3(J)* Dy fy — 6JD2J + 9(D,J)? = 0,

(4.11)

1 1 1 1 2 . 0 o 0
) J3 = —— ~D,f,—=D2f,— —fuDofy——f3 et Dy = — +p=— +q—
ot 3gpfq+2 S T L Mt 2P or Poy Tyt

f(fc,y,p,q)a—q-

4.5 Linéarisation

Nous allons maintenant donner des conditions nécessaires et suffisantes sur la fonction
f pour qu’une équation différentielle ordinaire du troisieme ordre (4.1) soit équivalente
a une équation linéaire (4.2) par une transformation de contact.

4.5.1 Cas =0

Pour une équation linéaire, on a fy44, = 0. Nous sommes dans le cas I = 0. D’apres
le théoreme 11, une équation (4.1) est linéarisable si et seulement si fy4q4 = 0.

4.5.2 Cas I #0

Proposition 9 L’équation linéaire (4.2) est équivalente a la forme canonique
y" +2h(x) y + (1 + Ih(z)) y=0 (4.12)

par une transformation de contact.

PREUVE — On peut réduire le probleme en se plagant dans le cas I = 1 par une
transformation de contact T = £(x) et § = y. En effet, I = I /ay® est un invariant (voir
I I

section 4.2). Si I'on pose Gy = 1, de (4.3) on tire ag = &'(x). Il s’ensuit [ = od =

@)
Pour une équation linéaire, I est fonction de la seule variable z. On pose alors £'(x) :=

o/1(x) soit &(z) = [ /I pour fixer T & 1.

On peut ensuite ramener 1'équation (4.2) au cas a(x) = 0 par une transformation
de la forme z = x et y = n(x)y. Cette transformation ne change pas la valeur [ = 1
puisque % = 1. L’équation (4.2) devient alors

y///_|_ 37730 _any//_’_”' —0.

n
On fixe le coefficient de y” & 0 en prenant n(x) tel que 31, —an = 0.
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Pour I'équation linéaire (4.2), le semi-invariant est

1 1 2 1 1
]:6a"+§aa'+§a3—§ab—§b’+c.
Quand a(z) = 0, on a I = —3 b’ + ¢ = 1. L’équation est alors de la forme y"” +

b(z) y'+ (1 + 3b'(z)) y = 0. On vérifie que 'invariant I, défini en (4.10) vaut I, = $b(x).
L’équation est alors sous la forme (4.12) qui est une forme canonique puisque I5(x) est
un invariant. 0J

Proposition 10 Si les invariants I, I3, I, I1g et I1ig (donnés en section (4.5.8)) sont
nuls, alors les invariants fondamentaux {I; ... Iig} a lexception de 1o = I sont nuls.

PREUVE — Les relations de Poincaré (4.7) données en section 4.4 permettent de faire
la preuve. Le calcul des invariants en coordonnées locales est fait par notre programme.

O

Théoreme 13 Soity"” = f(x, y, v, y"), une équation différentielle ordinaire du troisiéme
ordre telle que I # 0. Alors les cing conditions suivantes sont équivalentes :

(i) L’équation est équivalente a la forme linéaire
" ! /
y" +alx) y' +b(x) y +c(z) y=0.

par une transformation de contact.

(i) L’équation est équivalente a la forme canonique (4.12) par une transformation de
contact.

(iii) Les invariants définis en (4.9), sauf éventuellement Iy = Ig, sont nuls.
(iv) Les invariants (I, I3, Is, Lo, I1g) définis en proposition 10 sont nuls.
(v) Les 2-formes d0* et d9° définies en (4.9), (4.13) et (4.14) sont nulles.

PREUVE — D’apres la proposition 9, les conditions (7) et (ii) sont équivalentes, de méme
que les propositions (7i7) et (iv) d’apres la proposition 10. Il reste donc & montrer que
(i7) = (v) = (iti) = (d7).

Montrons que (i7) = (v). Le programme donne

0* = Jdx + (J, — D,J,)(dy — pdz) + J,(dp — qdx). (4.13)

et quand [ =1,

1 1
0° = §fq dx + E(6qu = 3Dy foq = faafq) (dy — pdz)

2 1
+§qu (dp - qu) + a_dal- (4.14)
1

Pour la forme canonique (4.12), on a 6* = dz et 6° = idal. Il est alors clair que
do* = do° = 0.
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Montrons que (v) = (iii). D’aprés df* = df®> = 0, on déduit que les invariants
I; ... 115 sont nuls. Des relations issues du lemme de Poincaré (4.7), le lecteur peut
vérifier que tous les invariants fondamentaux excepté I sont nuls.

Montrons que (iii) = (ii). Comme df* = 0, on peut fixer I = J = 1 en posant
0* = dx. Montrons qu’alors 'invariant I, est une fonction de la seule variable z. Les
dérivations invariantes évaluées par notre programme sont :

10
000~ a1 9q’ (4.15)
0 _ 10 fod 5[ +9/=3Dufy O
202 4y 3ay 8p 18a, dq
1 9

( qufq qu + EDquq) 8—(1,17 (416)
0 10 2,0 2, 0
8 - ~faam— 4.1
06° a; Op  3ay 8q 3qu8@1’ (4.17)
9 o o o 1 9
=1 = oo tPat et fa — Sfimn— 4.1
96" 8x+p8y+q8p+f6q glag, (4.18)
0 o
95— “oar (4.19)

D’apres les équations de Poincaré (4.7) calculées en (4.9) on a :

1. Rjg, = 01,/00" + I,g = 0 donc d’apres (4.15) 91,/9q = 0. Il s’ensuit que I ne
dépend pas de q.

2. R} ,; = 0I,/00° = 0 donc d’apres (4.19) 9I5/day = 0. Donc I ne dépend pas de

aj.

3. R234 = —612/863 + 8[5/694 + [2]4 — Il + ]6[3 — [15 = 0 donc d’aprés (417)
8[2/8]7 = 0. Donc I, ne dépend pas de p.

4. R%73’4 = 8[2/(902+3II/894+13+12]5+]2110 = 0. Donc d’aprés (416) 3[2/8y = 0.
Donc I ne dépend pas de y.
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4.5.3 Invariants de la proposition 10

J,
. = 94
8 (]CL%7
o T8daful + 2fyqd? — 12J,0 + 12J,D,J
3J36L1 ’
ro = _Dedy- D2J, — J,

J3aq

L = (=18J,D,JJ +6J°D,*J, — 18J,JD,*J +12J°D, J, + 6J>J, + 12J*D, J, f,
—18JJ, fyDud 4 4% T, £, + 36J,(D,J) + 120, 0D, f, + 6%, f,
—18J D, J Dy — J? foufy — 3Dufyq)?)/(6°a1),

L = (5413 f,dyfy — 45 fyqd* — 1087, (D J)> + 27 f,p J* + 63T, f,2 — 42J,D,J J* f,2
—18J3J,f,Dofy — 180D, J,f, — 54J,D, J J* f, 4+ 3T fou f D
+54J,JD,*JD,J — 18J,D,JJ*D, f, — 54J,D,J J*f, — 36J*D,J, f,D.J
+90(Dy ) Jyfyd — 9Dg frgJ* + 54T3 Dy dy, — 2704 foufr + 1083 £,

—AJ oo £+ 1620, f,° + 182 T, fy + 18,y  fy + 54J°D,* I D, J,
+54.° D, Jy fp + 182D, J, fy + 18J2 0, Do f, + 2472 D, J, f,2 + 60 f1,D. f,
—108J,D,JJ* — 54J°D,J,D,J — 54J D, Jy(D,J)* + 9J,D,% f,J°
—27J,Dy fp* — 6Dy fogJ* f1 + 9Dy f1qJ* Dod — 54J°D,2J J,,
+162J,(D,J)?J — 36J°D,J,D, f,)/ (544, J7).
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Chapitre 5

L’équatiOH y<4> — f(ZU, Y, y/7 y//a y”/)

Nous nous intéressons ici au probleme de I’'équivalence de deux équations différentielles
ordinaires du quatrieme ordre

g4 =f(z, 99,9, 7" (5.1)

et
y = flz oy, 9y y"),

sous l'action du groupe des transformations de contact et plus particuliecrement avec
'équation y® = 0. Le détail de la mise en équations, par-ailleurs trés proche de la mise
en équations du probleme d’équivalence d’équations différentielles ordinaires d’ordre 3
traité au chapitre 4, ne sera pas donné ici. Ceci étant, nous nous placons sur J3 =
(x,y,p =9y ,q=1y",r =y") espace des jets d’ordre 3. Ce probléme d’équivalence est
défini par le corepere

Wy = dr—f(x,y,p,q,r) dxa

wp = dy—p dz,
wl w3 = dp—qdz,
wy = dqg—rdz,
ws = dx,
ainsi que par le groupe G a treize parametres G = (aq, .. ., ai3) dont la matrice S donnée
ci-dessous est un représentant :
ap Gz asz Qa4

Qs 0 0
ag ay 0
ag a9 Q1o
ai; a2 0 ap

@)
I
oo oo
oo oo

Nous ne donnons ici qu’'une branche de l'arbre des scindages qu’il faut développer
pour classifier complétement 1’équation (5.1) et nous intéressons a I’équivalence avec
'équation y™® = 0. Apres 10 normalisations et une prolongation, nous obtenons les
équations de structure finales comportant 37 invariants /; a I37. Ces invariants occupent

81
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un espace mémoire de 36 Ko. Le temps de calcul est de 9 secondes sur un processeur
Athlon 500 MHz. Voici ces équations de structure :

(a0, — —91/\07+91A68+1102A«93+1292/\94+1382/\6’5—Z6’4/\96,

A0y = —05 A Gr — 205 A Oy — 05 A O,

A6 — —%92/\06—03/\07—93/\98—04/\05,

A6y = Oy A O+ Luhs Ay + Is05 A By — O3 A — 04 A O,

d0s = o0y A Oy + [0y A Os + Tsfs A Os + IoBs A Oy + Tofs A O+ L1105 A O,
—05 A bs,

2
d06 = 11291/\02+]1381/\03+]1401/\84+11592/\03+11692A04+11702/\05(5 )

+11802 A\ O + L1903 N Oy + Iogts A O5 + 19104 N Os5 + 0 A O,
df; = 19901 N Oy + I9301 N O3 + 19401 A 04 + L9509 A O3 + Io6600 A 04 + L9705 A O

1
+1og05 N Oy + Io903 N 05 — 1 05 N\ Og,
deg = 13091 A 92 + 13161 A 93 + [3261 A 04 + [3392 A\ (93 + 13492 A\ 94 + [3592 A 95
1
+ 13603 A Oy + 13705 N 05 + 5 05 N Og.

Un calcul des relations de Poincaré, d(df") = 0 pour 1 < i < 8, sur les équations
(5.2) permet de montrer que les quatre invariants Iy, I15, I5 et I3, donnés ci-apres
en coordonnées locales, forment une base de l'idéal différentiel engendré par les 37
invariants.

Base de I’idéal différentiel engendré par les invariants

]—7 — 6 frrr 2’
1301
I _ _i frr2a1 + 6fqrra1 - 6fr7’7"a'4
e 36 CL136L132 ’
I o _4frfq_GfTDmfr+fr3+8fp+4Dm2fr_8szq
L S’ | (5.3)
Is = ((=1120D,%f, — 1440f,D,2f, + 832f,Dy f, + 2000D, f,f, + 1600D, f,,

+480D,> f, — 864(D, f,)* — 1600 f, — 189f,* — 144f,% + 1512D, f, f,>

—808f,f,> — 1600f,f,)a; + (—800D,2f. + 1600D,.f, — 1600,

+1200f,. D, f. — 800 f, f, — 200f.%)as)/(1600a,a,5"),

0

avec D —3+ — + g+r£+f(x 7")2
xr 8,:5 pay Qap aq 7y7p7Q’ ar‘

Sur I’équation y® = 0, ces invariants sont nuls. Une équation est donc équivalente
a cette forme canonique si et seulement si les numérateurs de ces invariants sont nuls.
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C’est a dire si les coeflicients de ces numérateurs vus comme polynomes en les variables
a1 et ay sont nuls. De plus on montre que si les invariants sont constants alors ils sont
nuls. Ceci nous permet d’énoncer le théoreme suivant :

Théoréeme 14 Soit une équation y» = f(x,y,p,q,r). Alors, les trois conditions sui-
vantes sont équivalentes :

(4

(i) L’équation se raméne a y™® = 0 par une transformation de contact.

(ii) L’équation posséde un groupe de symétries de contact de dimension 8.
(iii)
( frre =0,
rr 6 forr =0,
f2+4fofy = 6fDufr+8f, + 4D, fr = 8Dy fy = 0,
—560D,%f, + 240D,> f, 4+ 800D, f, — 432(D, f,)* + 244D, f,f, + 416 f, D, f,
| —342£,D,2f, + 189D, f,f,> — 800, — 26f,>f, — 44f, f, — T2f,> = 0,

avec D, = 3—i—pgﬂLq——i—Tﬁ—i-f(?U Y,p:q T)g
Y ox Toy op Oq T o

Ces résultats concernant les EDO d’ordre quatre ne sont que partiels et n’ont pour
I'instant pas fait I'objet d’investigations aussi poussées que pour les EDO d’ordre 3
ou les systemes EDP du second ordre exposé aux chapitres 4 et 7. Signalons les tra-
vaux de Doubrov dans [18] et Fels dans [24] qui calculent une partie des invariants de
(5.2). Le faible espace mémoire occupé par les invariants ainsi que le tres court temps
de calcul nécessaire a l'obtention des résultats, laisse envisager de traiter le probleme
d’équivalence d’EDO d’ordre 5 voire au dela.
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Chapitre 6

Systemes d’EDO du second ordre

Nous nous intéressons dans ce chapitre, a 1’équivalence de systemes différentiels or-
dinaires du second ordre a deux variables dépendantes, sous l'action du groupe des
transformations ponctuelles. Soient deux systemes d’EDO :

L F(1z, ),
{ ) F? ) (61)
et

..l . 1 .
{gf =P (t,o,2), (6.2)

ol t (resp. t) désigne la variable indépendante, z = (2!, 2?) (resp. T = (z', %)) désignent
les variables dépendantes et & = (&', 4?%) (resp. 7 = (z', ¥?)) leurs dérivées par rapport
a t (resp. t). Nous cherchons a savoir a quelles conditions les systémes (6.1) et (6.2)
sont équivalents par une transformation ¢ de la forme :

t —t =r7(tx),
ol o 3 —O(ha) (63)
2 -1 =&t ).

Nous donnerons notamment des conditions nécessaires et suffisantes inédites d’équi-
valence d'un systeme (6.2) au systeme plat :

.

portant sur les fonctions F'! et F?. Les deux systémes (6.1) et (6.2) sont équivalents
sous l'action d’une transformation ponctuelle si et seulement si il existe des fonctions
ai,...,a;; de R3 dans R telles que :

=

(6.4)

I
Do

Il
o o

Kl:
Il
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dz' — F (t,z,z)dt a; ay az ag O dit — F'(t, x,&)dt
di? — F (T, 7,7)dt as ag a; as O | |di*— F2(t,z,d)dt
¢ dzt — zdt =10 0 ay ayp O drt — i'dt
dz? — 22dt 0 0 a1 ae 0 dz? — i2dt
dt 0 0 a3 aws ais ) dt .
o g(X‘)IGG M

L’application de la méthode d’équivalence de Cartan a ce probleme génere comme
pour le probleme d’équivalence d’EDO du troisieme ordre traité au chapitre 4, un arbre
de scindages. Nous n’exposerons ici qu'une branche de cet arbre. Les invariants calculés
dans cette branche permettent entre autres de déterminer les systemes (6.1) équivalents
au systeme plat (6.4). Voici les 15 équations de structure produites par 1’algorithme dans
cette branche.

(dty = —O01NO7+0, Nbis— 03 N0 — 03 N0+ 1,04 N\ 05,
db, —01 Ny — 0y NOig + Oz A\ O13 + 105 N\ 05 + 1304 N\ 05 — 04 N O,

d93 - —(91/\65—93/\67—94/\98,
d94 = —62/\05—93/\69—94/\010,
dfs = —03 N0 — 0, N0 — 05N 03,
dfs = —0y N0y — 0y ANOr5 + Lu05 AN Oy + Is03 A O5 + Ig03 A 011 + I705 A O3
+[86‘4 A 95 + 19(94 A 011 + 11095 A 98 + [1195 N 09 + 96 AN 913,
d97 - —(91/\611‘|—[1263/\94+[1393/\65—293/\014—94/\915+95/\96+98/\09,
deg - —61/\012"‘]1462/\94—93/\015+Il504/\95+97/\68+88/\910,
d@g = ]1601/\93—1-]1791A94+]1892/\94—02/\911+11903A95+]2094/\95

+156035 N Os — O3 A 014 + L9704 N\ Os — 20,4 N\ 015 + 05 A O — Og A O,

—07 N 011 — Oy N\ 12 — 011 A b3,

—010 N\ b2 — 012 A bs3,

+1e503 N 011 + Ige03 N 12 + Ig704 N Os + Ig0s A 011 + Lsgls N Og

—07 N\ 014 — Oy N 05,

+17902 A Og + Igotla A Oy + Ig103 N O + Iga03 A O5 + Igalls A 011 + Ig403 A 012
1504 N O5 + Igg0s N 011 + Ig705 A Og + Iggls A g — 06 N\ 012 — O3 N\ 014

(6.5)
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Les équations (6.5) sont obtenues apres 7 normalisations et une prolongation suivies
de 3 normalisations et d’une derniere prolongation. Apres les 7 premieres normalisation,
si les invariants [y, I et I3 sont nuls, plus aucune normalisation n’est possible et le
systéme n’étant pas en involution, il faut le prolonger. Apres prolongation (le systeme
prolongé est alors composé de 13 équations de structure) et a nouveau 3 normalisations
, si les invariants 4 a I55 sont nuls plus aucune normalisation n’est possible et il faut a
nouveau prolonger le systéeme pour obtenir les équations (6.5).

Nous ne donnons pas ici le détail des calculs pour le moins volumineux. Les équations
(6.5) comportent un systéeme complet de 88 invariants, I; a Igg, qui permet de décider
de I'équivalence des deux systemes (6.1) et (6.2).

Grace a l'analyse des relations sur les invariants données par le lemme de Poincaré,
ddf" = 0 pour 1 < i < 15, appliqué & (6.5) ; on montre que les invariant I; et I;4 forment
une base de I'idéal différentiel engendré par les invariants I; a Igg . Notons,

0

2+F1 a
T

9 .0 . 0
D= + @'+’ o g

ot ozt 0

Voici 'expression des invariants I; et ;4 en coordonnées locales :

Il = ((2DtF;2 - leQFl}l - FIZQF;2 - 4Fa}2 )a92

+(—F2%® —2D,F} — AF% + 4F}, + 2 D,F% + F1%)ayoaq
1

—2D,FA 4+ FAF? | + 4F% + FLF2) a0’ 6.6
+( 1L+ Lo y 1 +tArg + I xl)a’lo )(4(@9@12 — ay1a10 )(1152)’ ( )
114 = (CL94F¢12¢2¢2 + (—3Fj}19~02¢2 + Fg%%z)awag?’ + (3F¢11¢1j:2 - 3F§15C2562>CL102CL92
2 1 3 4 12 Q15
+(3Fa':15n1§v2 - Fjjliblx'l)alo a9 — ay10 Fililibl) 2(@9@12 — a11a10)3 . (67)

Sur le systeme plat (6.4), les invariants [; et 14 et donc tous les invariants sont nuls.
Or I et I4 sont nuls si et seulement si leurs numérateurs, qui sont des polynomes en les
variables ag, a9, a11, a12 €t a5, sont nuls. La nullité de ces numérateurs quelques soient
ag, G109, 011, a12 €t a5 implique la nullité des coefficients des mondmes en ces variables.
On déduit donc de 'expression de (6.6) et (6.7), le théoreme suivant :

Théoréme 15 Le systeme {i' = F(t,x, 1), % = F?(t,z,2)} est équivalent au systéme
{Z' =0, 2% = 0} sous l'action du groupe des transformations ponctuelles si et seulement
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88
St
( Fﬁlilxl = 0’
Fj}zg-czﬁ = 07
Fx'22i2$2 - 3F$1i2i2 - 07
F:blljclwl - SFx'lejll'E - 07 (6 8)
Fglg‘clﬂ - F3b215v2:i32 = 0, '
2DtFj}2 —Fl}gFgl —FIQQF;2 _4F532 = 0,
—F%?—2D,Fl, —AF% +AF), +2 D,F% + FL* = 0,
| 2D/} 4+ FLFE)  +4F, + Fu = 0,
avec 5 5 9 P 9
D, = — 4+ 4! P2 F! F?—.
TR P o TR T

Les techniques de preuves présentées en section 7.6 et utilisées pour généraliser les
résultats obtenus sur des systemes d’équations aux dérivées partielles d’ordre 2 a deux
variables indépendantes et une variables dépendantes s’appliquent ici. Ce travail en
cours, permettra a n’en pas douter, de généraliser le théoreme (15) en des conditions au
moins nécessaires d “équivalence de systemes d’EDO comportant un nombre arbitraire
de variables dépendantes. On peut ainsi espérer compléter les résultats de [14] et [23]
portant sur de tels systemes.
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Chapitre 7

Systemes d’équations aux dérivées
partielles

Ce chapitre est consacré a la présentation de nouveaux résultats obtenus sur I’équi-
valence de systemes d’équations aux dérivées partielles. Ce travail est le fruit d’une
collaboration avec Camille Bieche, du L.A.T.P de Marseille et a fait 'objet d’une note
actuellement soumise aux Comptes Rendus de 1’Académie des Sciences. Suivront dans
I'ordre la note telle qu’elle a été soumise puis les preuves des théoremes énoncés.

Nous donnons des conditions nécessaires portant sur les fonctions holomorphes fqz3
pour qu'un systeme EDP du second ordre de la forme

0%u ou
W:fa[z (:L‘, u, %) pour 1 <a,8<n
A . o0*u . ‘
soit équivalent au systeme plat oTeo8 0 par une transformation biholomorphe
x0T

ponctuelle (z, u) — (Z, @) définie sur un ouvert de C"*!. Dans le cas de deux variables
indépendantes, ces conditions sont suffisantes.

7.1 Introduction

Soient les deux systemes aux dérivées partielles holomorphes a n variables indé-
pendantes (z!, ..., 2") € C* — resp. (7', ..., ") € C" — et une variable dépendante
ueC—resp.uecC:

0*u ou

(Sf) : m = faﬁ (95, u, %> ) faﬁ = fﬂa pour o, 3 =1...m, (7-1)
0*u ~ (. 0Ou ~ ~

(8]?) : P fop (x, u, %> . Jap=fgapOUra,f=1...n. (7.2)

Nous étudions le probleme d’équivalence locale suivant : étant donnés deux systemes
(Sy) et (Sf) supposés complétement intégrables, existe-t-il un changement de coor-
données biholomorphe (7,7) = ¢(x,u) défini sur un ouvert de C"*' qui transforme

89
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le systeme (Sy) en le systeme (S7) 7 Si tel est le cas, on dira que les deux systemes (Sy)
et (S f) sont équivalents. Nous résolvons ce probleme a ’aide de la méthode d’équivalence
développée par Elie Cartan [11] vers 1905.

On rencontre de tels systemes dans 1’étude des biholomorphismes locaux des hyper-
surfaces réelles analytiques (Levi non dégénérées) de C" . Une telle hypersurface réelle
‘H passant par l'origine est définie par une fonction r a valeurs réelles :

H:={z€C"™ | r(z, 2) = 0}. (7.3)
On associe a ‘H, une famille d’hypersurfaces complexes appelées variétés de Segre
Q(¢) :={z € C" | r(z, ¢) =0} pour ¢ € C"*". (7.4)

Ces variétés de Segre Q(() sont exactement les graphes des solutions d'un certain
systeme (Sy) pourvu que le parametre ¢ soit assez proche de 'origine — voir [14].

En particulier, si deux hypersurfaces H et H sont biholomorphes, les systemes (Sy)
et (Sp) associés & leurs variétés de Segre sont équivalents. Le systéme plat noté (So)
correspond au cas particulier ot toutes les fonctions f,g sont nulles dans (7.1). II est
associé aux variétés de Segre des quadriques de C**1.

7.2 Formulation du probleme

Pour tout ¢ € N, on considere J7(C", C) 'espace des jets d’ordre ¢ des fonctions
holomorphes de C" dans C. Soit (z, u, v/, u”) € C" x C x C" x Cc™5™ un systeme
de coordonnées locales de 1'espace J*(C",C) obtenu en posant z := (%)1<q<n, ¥ =

(Ua)1<a<n €t U := (Uap)1<a<p<n. Le systeme (Sy) défini en (7.1) s’écrit alors

u' = f(x, u, u). (7.5)

Ce systeéme est supposé compleétement intégrable, i.e. tout point (z,u,u’) € JH(C", C) est
une condition initiale qui définit une unique solution de (S¢), autrement dit le systeme
de Pfaff {du — v'dz = 0, du’ — f(z,u,u')dx = 0}, défini sur la variété J'(C", C), vérifie
la condition de Frobénius (6).

Soit (Z, u) = ¢(x, u) une transformation biholomorphe de J'(C", C) dans J°(C",C)
et ¢ la prolongation de ¢ définie sur J'(C", C). Deux systemes (Sy) et (Sf) sont
localement équivalents [14] par ¢ si et seulement si

du —u'dx du — u'dx
p* dr = g(z,u,u’) dx (7.6)
du’ — fdx du' — fdx

oll g est une application holomorphe de J*(C", C) dans le groupe de Lie complexe

0
G = 0]; aeC\{0}, A, BeC", M, N € GL(n,C) (7.7)

W e

0
M
0

=

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

© 2004 Tous droits réservés.

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

CHAPITRE 7. SYSTEMES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 91

Le probleme d’équivalence se ramene donc a 1’équivalence analytique locale de deux
G-structures.

On note (w, w®, wy)T = g(x,u,u').(du — v'dz, dv, du' — fdx)" le vecteur des formes
invariantes figurant dans (7.6). En appliquant la méthode de Cartan [11] & la maniere
de S. S. Chern dans [14], on obtient finalement les équations d’une {e}-structure com-
portant (n? + 4n + 3) 1-formes invariantes :

(dw = pAw+wl Aws

dw® = gp"‘/\w%—@g/\wﬂ

dve = QaAw+pAws, — @2 Aws

dp = VvAw+wW ANps+e® Aws

def = 3050 Nw—@h AT — g Aw™ — 9 Awg + 05wT A @y + SIwP Aw,  (7.8)
+RG W Aw+ Ty wy Aw

de® = YA+ N+ o5 NP + T wy AP + 3Q50° Nw + L%wg Aw

dp, = %¢ Awe — P2 N g+ Rngg AwY + %ngﬁ Aw ~+ PogwP Aw

LdYy = VAP+20%A 0o+ Q0w Aws + Ko Aw + How® Aw

Ces 1-formes invariantes forment un corepere d'une certaine variété J*(C", C) x G x
G® ot GW est un sous-groupe de G et G est un groupe abélien.

Par construction, les huit tenseurs invariants H, K, L, P, Q, R, S, T vérifient les
relations de sym'éjcrie Sgy = S, = 555, Rg”/ = Rga, TP =T)8 L°F = P> P,5 =
Ppo et les conditions de trace nulle S§7 = 0, Ry, = T3 = 0, Q5 = 0. Tous les
invariants peuvent étre obtenus a partir de .S par des dérivations covariantes par rapport

a (w, w*, wy)

Pour le systeme plat (Sp), ces huit tenseurs sont nuls, quel que soit ¢ € G. Les
équations (7.8) sont alors les équations de Maurer—Cartan du groupe des symétries
ponctuelles de (Sp), a savoir le groupe projectif PGL(2n + 2, C).

7.3 Systemes a deux variables indépendantes

Dans le cas de deux variables indépendantes, un calcul sur machine nous permet
d’expliciter les huit tenseurs invariants en fonction de f. Grace a l'identité de Poincaré

appliquée aux quinze 1-formes invariantes (d*w = --- = d*) = 0), on montre que la
nullité du seul invariant [ vérifiant
O f 4 > f O f 3
2 4 22 1 12 22 1/ Ar1
det(N)'I = N. 2 — N;(N.
aae ( ) 8u18u1< 2> * (9u18u1 8u18u2 1( 2)

P fu 0” frz 0 foy L2 12
i <8u18u1 - 48“18162 * 3UQau2) (N1> (NZ) <7~9)

a2f12 82fll 173 A7l a2f11 1,4
+2 (8U28U2 B 8u18uQ) (N1> N2 + 8u28u2 (Nl)

implique la nullité de tous les autres invariants. Notons que a, N, Ny, Ni, N} sont des
parametres du groupe structural G défini en (7.7).
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92 Systemes a n variables indépendantes

Théoreme 16 Le systeme (Sy) complétement intégrable, défini comme en (7.1), com-
portant deux variables indépendantes est équivalent au systéme plat (So) si et seulement
St

( Pfa
Oug 0y
0 fan
ou0uy
O f1a B 9% fi1 —0, (7.10)
OuaOuy  OuyOus
O f1a B 0? fas —0
Ou 0w, OuOus ’
9 fun 9” f1a 0? fa

—4 =0.
\ Ou0uy Ouq0us + OuyOus 0

7.4 Systemes a n variables indépendantes

Les conditions données en (7.10) se généralisent de la fagon suivante, pour des systemes
a n variables indépendantes :

Théoreme 17 Sile systéme (Sy) défini comme en (7.1) est équivalent au systéme (Sp)
alors

82 fcxﬁ
Ou,0u,

=0 pour 1<a,8,p0<n,
{aaﬂ} N {07 /)} - (Z), (711)

ana,B 82fﬁ5
- = 1< < 12
Dusdu,  Duiduy —0 PO LS@fsmoazp (1)

anOcoz a2faﬂ an,@ﬁ

_ _ < < .

auaaua 4aua@uﬂ + 8u58u5 0 pour 1 o< 6 =n, (7 13)
Pfoa 4 Pfen N O fup

Ouqdug  Ougdu,  Ougdug

=0 pour 1§a,ﬁ,7§n,
0t B B4y v (T14)

Une premiere preuve de ce résultat est obtenue en explicitant le systeme différentiel
(Sy) obtenu par image réciproque ¢* du systeme plat (Sp). Les formules définissant les
fonctions f,s figurant dans le systeme (Sy) dépendent du changement de variables ¢.
Ce sont des fractions dont le dénominateur est le déterminant de la jacobienne de ¢. Le
numérateur de ces fractions est un polynome en les variables u;. Par un calcul explicite
des fag, on prouve (7.11) a (7.14). Cette preuve sera donnée en (7.6)

Une deuxieme preuve du théoreme 17 die a Camille Bieche consiste a évaluer les
coefficients du tenseur invariant S de (7.8) sur 1’élément neutre de G x G®). On
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montre alors — voir aussi formule (3,8) dans [60] — pour tout indice 1 < «, p, 3,0 < n
la relation

a2fo¢p 1 Z <5a’ a2fom +(Sﬁ anom +5o a2fpn +53 82fpm )

Ouglu, n+2 P Qugluy, P OuyOuy, “ ugluy, * OuyOuy,

82 f a1
O, Ouy

0287 + 8767)

a®p

1
+ =0. (7.15
(n+1)(n+2);( (7.15)
Les systemes de relations (7.11) a (7.14) et (7.15) se déduisent I'un de l'autre par des
combinaisons linéaires a coefficients constants sont équivalents. Cette preuve ne sera

pas donnée dans cette these.

7.5 Groupe de symétries

Les équations de structure (7.8) montrent que le systéeme (Sy) possede un groupe de
symétries ponctuelles (voir aussi A. Sukhov dans [59]) de dimension au plus n?+4n + 3.
La dimension maximale est obtenue lorsque les huit tenseurs invariants sont constants.
Par une méthode analogue a celle de M. E. Fels dans [23], on montre que si tous
invariants sont constants, alors ils sont nuls. Ceci nous permet alors d’énoncer le résultat
suivant :

Théoréme 18 Le systéme (Sy) est équivalent au systéme plat (Sp) si et seulement si
son groupe de symétries ponctuelles est un groupe de Lie de dimension n® + 4n + 3.

7.6 Preuve du théoréme 17

Cette section est consacrée a la preuve du théoreme (17) page 92. Camille Bieche
possede par ailleurs une preuve qui est totalement différente de celle présentée ici.

L’idée principale est d’expliciter les systemes

d%u ou .
(Sp) : W:fjk(xau,%>, fit = frjpour j,k=1...n

équivalents au systeme plat Sy, sous I’action du groupe des transformations ponctuelles :

¥ — T = (x,u),
u —u=n(x,u).

ped { (7.16)

Une fois les fonctions fj; trouvées, nous prouverons les relations (7.11), (7.12), (7.13)
et (7.14) du théoreme 17.

7.6.1 Calcul des fonctions fj;

Une premiere fagon de procéder est de calculer la prolongation du groupe de transfor-
mations (7.16) sur J? = (z,u, v’ = u;,u” = u;;) puis d’effectuer le pull-back par ¢ € ¢
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du systeme Sp. Ceci implique de volumineux calculs qui ne tirent pas partie de tous
les renseignements que nous avons a notre disposition. En effet, nous connaissons les
solutions du systeme Sy. Elles sont de la forme :

u= Giiﬂ + b,

ou les a; et b sont des constantes. Ces solutions écrites dans le systeme de coordonnées
(x,u) sont :
n(x,u) = a(zv,u)+0 1<i<n. (7.17)

Explicitons maintenant le systeme différentiel dont sont solutions les équations (7.17)
(c’est le systeme Sy exprimé dans les coordonnées (z,u)). Faisons pour cela apparaitre
les dérivées u; et uj;, dans les équations. Une premiere application des champs de Cartan

Dyx = 0/05% + upd/0u + f.0/0u;, 1<k <n,
a (7.17) donne un systeme d’équations de la forme :
V =aP, (7.18)
ou V est le vecteur ligne de composantes
Vi=m + wnu, (7.19)

a est le vecteur ligne de composantes a; et P la matrice carrée de dimension n x n et
de composantes
Pl =&+, (7.20)

Ces équations nous permettent d’ores et déja de tirer a, soit :
a=VP (7.21)

Une nouvelle application des champs de Cartan D,; = /927 +u;0/0u+ f;x0/0uy, pour
1 < j < n aux équations (7.18) donne :

ik + UMk + FirTu + WkNju + Uikt — ai(Ey, + i, + firs + ursl, + ujurdy,) = 0.

Soit encore :

wi Rjx Y
= PN , , ~— -~
Fie(n — @i &) = =ik — winkw — UkNju — WjtkTun +0i(Ejp + &G, + wr, + ujury,,)
(7.22)
ot W est le vecteur colonne de composantes &', R = —Mjk — Wi Mgy — UTju — UjUgTyy €8T

une fonction du J*, et olt Yj;, est un vecteur colonne de composantes &7y, -+, +ur, +
ujurt’,. On a alors expression des systémes images du systéme Sy par le pull-back
d’une transformation ponctuelle, soit w, = fjx = (Rjx + aY¥jr)/(n, — aW). D’apres
(7.21), on obtient :

fir = (R +VPY)/(n, — VP'W). (7.23)
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Le numérateur ainsi que le dénominateur de (7.23) sont des fractions ou intervient le
déterminant de la matrice P. Commengons donc par réduire les fractions fj;. Notons

Pla transposée de la matrice des cofacteurs de P. On a :
P = det(P)P". (7.24)
En utilisant (7.23) et (7.24), on a enfin :

det(P)R.;. + VPY;
bw:e<) LRREE] (7.25)
det(P)Uu —VPW

ou le numérateur et le dénominateur de fj; sont des polynomes en les variables ;.

7.6.2 Quelques remarques
La matrice P définie en (7.20) est de la forme :

L4+ wé, & 4 ugk,
&+ wé&

§ + w &l : EF + k!

Cette matrice peut se factoriser en AB de la fagon suivante :

€ 0 0\ [ w+&/&  u+&/E
e 1 0 £ —&261/6 & — k)8
p=|% : : : (7.26)
0 1 0 : : :
go 1) \g-gazg 0 g-aee)
A B

On remarque que det(A) = £l et que det(B) est linéaire en les u; (en développant par
rapport a la premiere ligne de B). Donc det(P) est linéaire en les u;. Avant d’aller plus
loin, explicitons quelques propriétés de la matrice B.

Soit B , la transposée de la matrice des cofacteurs de B. On a par définition :
B = det(B)B~". (7.27)

Ef est donc le déterminant obtenu en supprimant la ligne i et la colonne j de la matrice

B.
Lemme 6 Quels que soient i, j et k entre 1 et n, Ef est linéaire en uy,.

PREUVE — C’est évident d’apres (7.26). O

OB’
L—0 1<i,j<n.
0ui

Lemme 7
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PREUVE — C’est évident d’apres (7.26). O
OB!
Lemme 8 t=0 1<1,j<n.
an
PREUVE — C’est évident d’apres (7.26). O
Bl B
Lemme 9 OB, :_8 ko 1<i,j,k<n.
aui an

PREUVE — Pour k = 1, le lemme (7) permet de prouver (9). Pour k # 1, le coefficient de
Eli en la variable u; est le déterminant de la matrice B ou 'on a supprimé la ligne £, la
colonne j, la ligne 1 et la colonne i (on a développé Ei par rapport a la premiere ligne).
Le coefficient de E,Q en la variable u; est obtenu par le méme calcul de déterminant sur
la matrice B ou l'on a échangé les colonnes 7 et j. Les coefficients de éi en u; et de E}C
en u; sont donc de signes opposés (on change le signe du déterminant d’une matrice en
permutant deux colonnes). U

Lemme 10 det(B) est linéaire en les variables u;. Plus précisément, det(B) = uy Bl +
usB? + -+ 4+ u, B} + a, ot a ne dépend pas des variables u;.

PREUVE — C’est immédiat d’apres (7.26), en développant le déterminant de la matrice
B par rapport a la premiere ligne. U

Lemme 11 det(P) = éiuléi + a, ot v ne dépend pas des variables u;.

PREUVE — C’est immédiat d’apres (7.26) et le lemme (10). O

7.6.3 Le dénominateur des fonctions fj;

Proposition 11 Le dénominateur des fonctions fjj, obtenues en (7.25) est indépendant
des variables u; i.e det(P)n, —V PW est indépendant des variables u,;.

PREUVE — Premierement, d’apres (7.26) et (9) :
det(P)n, = nufi(uléll +- 4 uné?) + a, (7.28)
ol « est indépendant des variables uy. Deuxiemement, on a :

VPW = Vdet(P)P™'W
det(P)VB'A™'W

det(P) _ ~ |
= BA
det(B) v W
= det(A)VBA'W. (7.29)
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D’apres (7.26), on obtient facilement l'inverse de la matrice A et par définition du

vecteur W, on a :

1/¢,
—&u/Su

_ o O O

g

<O©>—‘©
.H .

51
é

0

D’ou,

BA™'W =

Et finalement,

det(A)VBA™'W =

3
——

Ealmi + win) Bl

1
0
=|. (7.30)
0
(7.31)
(7.32)

ol (3 ne dépend pas des variables u;. D’apres (7.28) et (7.32), on déduit la proposition

(11).

7.6.4 Le numérateur des fonctions fj;

O

Explicitons maintenant le numérateur des fonctions f;j, définies en (7.25), soit det(P) R+
V PY . Premierement, d’aprés le lemme (11) et la définition de R on a :

det(P)R = (fiuzéi + ) (=N — WiMku — UENju — UjUkNun)- (7.33)
Deuxiemenent, on a :
VPY = (i + wima) Py (€ + €l + ik + ujuiky,), (7.34)
avec L
P=BA, (7.35)
olt rappelons-le B = det(B)B~* et A = det(A)AL. De (7.27) et (7.30), nous avons
donc : o ~
Bl Bl B} 1 0 ... 0
_ D2 D2 22 2 1 :
P = Bl BQ Bn gu fu . 0 (736)
: : : : 0 & o0
Br Br) \=¢ 0 ... &
B i
Soit, N N N N
 (Bi-x. Ble Bie .. B
BY =321 B, B3E, Bre,
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Les lemmes (6), (8) et (9) portant sur la matrice B impliquent certaines propriétés de
la matrice P donnée en (7.37). Voici ces propriétés.

Proposition 12 Quels que soient i, j et k entre let n, é-j est linéaire en uy.

PREUVE — Ceci résulte du lemme (10) et de (7.37) O
Proposition 13 Quels que soient i, j entre let n, on a :

OF] _

=0.
6uj

PREUVE — Ceci résulte de la proposition (8). O

Proposition 14 Quels que soient @, j et k entre letn, on a :

ob; 0P}
8uj a 8uz .
PREUVE — Ceci résulte du lemme (9) et de (7.37). O
Of:
7.6.5 Calcul explicite de O
Ou,0u,

Comme nous l'avons vu proposition (11), le dénominateur des fonctions f;; que
nous noterons d, ne dépend pas des variables u;. Les conditions d’équivalence du
théoreme (17) portent uniquement sur des dérivations en les variables u;. Donc seuls
les numérateurs des fonctions f;; jouent un role dans la preuve du théoreme (17). Nous
allons maintenant faire un calcul explicite des dérivées des fonctions f;, par rapport
aux variables u,. On a, d’apres (7.33) et (7.34) :

1 i
fir = 3((&“131 + ) (=njk — WjNkw — WkNju — UjUpThun)
+(m A+ ) Pl (€57 + wii, + wif + uuil) (7.38)
ou le dénominateur d ne dépend pas des variables u; pour 1 < ¢ < n, comme nous

I'avons vu en (11). En dérivant (7.38) par rapport a la variable u, et en tenant compte
des lemmes (6), (7) et (8) pour simplifier les calculs, il vient :

8fk 1 o
8—u]p = 8(51113?(_77]]‘3 = UMy — UETju — U]Uknuu)
HEhui By + ) (=67 kw — 0N — 60Uk — 1)

+1u P (& + i€, + wurly + ujurdy,,)
+(m + umwﬁ(&jk + uip, + urly, + usuréy,)

(- wn) PL (8768 + 07ET + 60w, + SfusEm)),
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ot § est le symbole de Kronecker. En différentiant cette fois par rapport a u, et en
tenant compte de la proposition (12) (linéarité de sz en uy) on a :

af 1 5 o o (e} o
du g; = (B (=07 M = 075w = O e — O71457u)
1% ag

+E0 BT (=8 Mk — 0T — 05Uk — O
+H(EuiBY + o) (=006 1 — 0707 )
+m@(
Oy
+77u13£(5§-’§ﬁ + O7Em + 0TupEln + 07 i€l

O'

a <€]k + u]fku + ukg]u + u]ukguu)

T T il + unl + ugurdn,)

N ——

ot >aﬁjn

Uiy ) ———

i i (9up

0, P(006, + OFEm + 80wl + dfuiEm,)
Dl

aPm m m m m

+(m + wnu) PL(8767€m, + dka7€m)). (7.39)

(07 &5es + 07 &y + 07wy, + 0 udyr,)

7.6.6 Preuve de (7.11)

Silon pose {j,k}N{o, p} =0, on a ¢} = 67 = 0% = &% = 0. De (7.39) nous déduisons :

Ofik 1. oP
ou éu = ( a (gjk + u]&ku + ngju + U]nguu)
pUloe
8 72; m m m m
a (gjk + ujgku + ukgju + U’Jukéuu»
Up
1.0P:  OF¢
= S5+ 5 )&+ wii, + e + uiundn))-
aug aup ik ISk J J
B o
Or, d’apres la proposition (14), on a oF = _8 ™ D'ou :
Oy ou,
O i =0pour 1 <j k,p,0<n, {j,k}N{op}=0.
aupaua —_— ) ) ) — Y ) Y

7.6.7 Preuves de (7.12), (7.13) et (7.14)

Les preuves de (7.12), (7.13) et (7.14) du théoreme 17 s’obtiennent de manieére ana-
logue & celle de I’équation (7.11) en utilisant les propositions 12, 13 et 14.
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Chapitre 8

Implantation

Outre la compréhension de la méthode d’équivalence, une grosse part du travail de
cette these en est la programmation. Celle-ci est justifiée car si I’on souhaite obtenir les
invariants produits par I’algorithme de Cartan en coordonnées locales, il est impensable
d’effectuer leur calcul a la main. Comme nous ’avons vu au chapitre 2, la méthode
d’équivalence est un cas particulier de la théorie des systemes différentiels extérieurs.
Il est donc préférable de lui dédier un programme plutot que d’utiliser un algorithme
généraliste, par exemple [28].

Cependant, une programmation basique ne permet pas de traiter de nouveaux problemes
d’équivalence conséquents, ni d’exploiter facilement les volumineuses données. Nous ne
manquerons pas, dans ce chapitre, d’insister sur les optimisations mises en ceuvre pour
obtenir un paquetage efficace. C’est ce paquetage qui constitue I'apport essentiel de
cette these car il a permis de traiter des problemes non accessibles jusqu’alors (exposés
aux chapitres 4 a 7). Voici ses principaux points forts :

— Une analyse fine des objets manipulés lors de I'exécution de l'algorithme a permis
de structurer le logiciel et d’éviter nombre de calculs redondants. En particulier,
nous avons tiré partie de la structure par blocs de certaines matrices. De plus, des
objets utiles a plusieurs niveaux sont stockés et non recalculés.

— L’utilisation de dérivations adaptées au probleme permet de réduire considéra-
blement la taille des données et le temps de calcul. Ces dérivations sont non-
commutatives.

— Des outils simplifient les invariants produits. Ainsi, le lemme de Poincaré (lemme
1 page 19), appliqué aux équations de structure, d(df) = 0, fournit des relations
entre les invariants et leurs dérivées. Le calcul de ces relations a été programmé.
Celles-ci pouvant étre tres nombreuses, nous avons élaboré une heuristique simple
mais efficace qui permet de les exploiter et d’obtenir une base de 'idéal différentiel
généré par les invariants.

Comme nous 'avons vu au chapitre 2, 'algorithme de Cartan prend en entrée une

G-structure G et retourne une G-structure G’ dont les invariants permettent la classifi-
cation locale. Cet algorithme peut étre décomposé en six principales étapes :

(i) Calcul des équations de structure

(ii) Absorption de la torsion

101
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(iii) Normalisation

(iv) Test d’involution

(v) Prolongation

(vi) Calcul des relations de Poincaré.

Chacune de ces étapes fait I'objet d’une procédure que nous allons décrire par ordre
d’utilisation. Pour illustrer le fonctionnement de chaque procédure et 1’évolution des
structures de données, nous prendrons ’exemple suivant :

EXEMPLE — Equivalence d’équations du second ordre y” = f (x,y,p =1v'), sous I'action
du groupe des transformations

y— 7§ =n(x)y.

{ v x =), (8.1)

O

Cet exemple a I'avantage d’étre suffisamment petit pour permettre 'affichage des
structures de données et assez conséquent pour comporter toutes les étapes de la
méthode d’équivalence.

8.1 Le langage choisi

La méthode d’équivalence de Cartan nécessite la manipulation de tres gros polynomes
(simplification de fractions, résolutions de systémes d’équations, substitutions) et fait
appel entre autre a de I’algebre linéaire, par I'intermédiaire de calculs de rangs sur des
matrices a coefficients dans des algebres de polynomes. De telles opérations sont loin
d’étre simples a programmer de facon efficace mais sont disponibles et optimisées dans
tous les systemes de calcul formel (Maple, Aldor, Mupad etc.).

L’utilisation de Maple dans I’équipe de calcul formel de Lille et la présence de Frangois
Boulier, concepteur du paquetage diffalg de Maple ont été des facteurs déterminants
du choix de ce systeme. Maple met a la disposition de 1'utilisateur un ensemble de
paquetages spécialisés couvrant une grande part des mathématiques (algebre linéaire,
algebre différentielle etc.). Ces paquetages sont complétés d'un langage interprété per-
mettant la création de programmes. De nombreux types d’objets mathématiques y sont
définis (ensembles, polynomes, matrices etc.), ainsi que des routines permettant de les
manipuler (voir [47]).

Si notre implantation de la méthode d’équivalence est faite en Maple, la description
des procédures qui va suivre est volontairement éloignée de sa syntaxe. En effet, 1’algo-
rithme de Cartan peut tres bien se programmer dans d’autres langages de haut niveau.
Nous allons cependant insister sur un type de données propre a Maple dont il sera
fait mention par la suite : les tables. Le type table désigne des tables de hachage dont
les clefs sont de type alphanumérique et les entrées de types quelconques. Les tables
permettent une certaine approche objet de la programmation en Maple. En effet, un
objet complexe peut étre vu comme une table dont les clefs sont les champs et dont les
entrées sont les valeurs de ces champs. Lors de la programmation, une fois les différents
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objets mathématiques identifiés, I’emploi de tables simplifie notablement le passage
de parametres des procédures. Signalons a ce propos qu'une bonne structuration des
procédures (noms appropriés, réduction de leur nombre, passage simple de parametres)
est un travail de réflexion important. Cette structuration est une condition sine qua
non de 'utilisation d’un logiciel par d’autres personnes que son concepteur. L’ensemble
de nos procédures constitue un module Maple. Celui-ci représente environ 4500 lignes
de code.

8.2 Déclaration d’une G-structure

Comme nous I’avons vu au chapitre 2, un probleme d’équivalence est défini par une G-
structure G. Pour notre programme, G est donnée par quatre objets dont la construction
est laissée a l'utilisateur :

— une variété M donnée par la liste de ses coordonnées x pour 1 < i < m,

— un corepere admissible w? donné par €, la matrice de passage du corepere w® au
corepere dx’,

— un groupe G, donné par la liste de ses coordonnées a; pour 1 <i <r,
— une matrice du groupe notée S.

La procédure G_Structure construit G a partir de M, Q, G et S (voir table 8.1).

Nom G _Structure

Parametres M : : liste des coordonnées x* de la variété M,

Q : : matrice du corepere w?,

G : : liste des coordonnées du groupe, S : : matrice du groupe

Retourne G : : table contenant la G-Structure
Effets de bord | Aucun
Remarques G contient les objets suivants :

o M, Q G, S,

e m dimension de la variété M et r dimension du groupe G,
e la matrice © = S Q ainsi que 71,

o [l et II,;, matrices donnant la projection sur 7*G et
T*M des formes 7 ainsi que ™!,

o A= (v, [v;,v;] = cfjup), table représentant I’algebre de Lie
de dérivations v; adaptées au probleme,

e () matrice de passage des formes @ duales

des champs de vecteurs v; dans les formes dx?,

e S~! matrice de passage des formes &' aux formes ¢¢,

e les équations de structure représentées

par deux tables a trois indices A et T

TAB. 8.1 — Spécification Maple de la fonction G_structure
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8.2.1 Objets utiles stockés dans ¢

Les premiers objets stockés dans la table G par la procédure G-structure sont ses
parametres M, 2, G et S.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour I'équivalence d’équations du second
ordre sous I’action du groupe des transformations (8.1) page 102, la table G contient en
premier lieu :

M = [z,y,p],
-p/y  1/y 0
0 = _f(xwyap> 0 Ly,
1 0 O
G = la1,a9,asl,
1 0 0
S = ay as 0
0 0 as

O

Outre les objets passés en parametres, la table retournée contient deux matrices
utiles dans les procédures de normalisation et de prolongation décrites en sections 8.4
et 8.6. La premiere notée © est égale au produit de la matrice S par la matrice 2. ©
est donc l'expression du corepere 6 dans le corepere dx. La deuxieme est sa matrice
inverse ©~!. Ces matrices sont données par S et (), on peut trouver leur stockage dans
G redondant. Cependant, les matrices © et ©~! évoluent & chaque normalisation. Il
apparait beaucoup plus avantageux de les stocker et de les modifier que de les recalculer
a chaque normalisation (©7! est I'inverse d’une matrice de gros polynomes différentiels).
L’espace mémoire perdu est compensé par le temps de calcul gagné. C’est une premiere
optimisation. Accessoirement, la table G contient aussi m la dimension de la variété M
et r la dimension du groupe G.

8.2.2 Calcul des équations de structure

La table G retournée par la procédure G_Structure contient bien stur les équations de
structure dont nous rappelons les formules vues au chapitres 2 :

df' = d(Siw') = dSi AW’ + Sidu! = (dSISTH) A F + Sid, (8.2)
= AP ANY+ TR0 N0, 1<p<rl1<j<k<m. (8.3)

8.2.2.1 Structure de données choisie
Une premiere fagon de représenter les équations (8.3) est d’utiliser un paquetage de
formes differentielles (par exemple le paquetage Liesymm de Maple [7]) qui met a dispo-

sition de I'utilisateur le produit et la dérivation extérieure, ou encore de reprogrammer
ces opérations. Ceci amene a représenter les 2-formes des équations de structure comme
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des sommes de produits extérieurs. Cette représentation n’est pas la plus satisfaisante.
En effet, I'acces a un coefficient Aé- , ou T;k n’est pas direct et nécessite le parcours d’une
forme, ce qui alourdit la programmation et ralentit les calculs.

Les équations (8.3) sont uniquement déterminées par les tenseurs A et 7. Si 'on
représente chacun d’eux par un tableau a trois indices, on facilite la programmation.
D’une part l'écriture des fréquents parcours en boucles de ces tenseurs est allégée.
D’autre part, on a maintenant un acces direct a chacun des coefficients A; , et T;k En
Maple de tels tableaux sont des tables dont les clefs sont des triplets d’entiers. On peut
choisir des tables creuses, ceci évite de stocker les entrées nulles des tenseurs. Le calcul
des équations de structure se fera donc en deux étapes : le calcul du tenseur A puis le
calcul du tenseur T

8.2.2.2 Calcul du tenseur A

Le tenseur A est obtenu d’apres (8.2) et (8.3), en décomposant chacune des entrées
de la matrice dSS~! dans une base de I’espace vectoriel engendré par ces entrées. Cette
base est notée 77, p allant de 1 a r, la dimension du groupe G et est obtenue par algebre
linéaire. Enfin, I’entrée A;'- , du tenseur A est le coefficient en la forme 7 de 'élément
(dSS™'); décomposé dans cette base. La procédure G_Structure ajoute le tenseur A a

g.

Notons II la matrice donnant 1’expression des formes 7 dans le corepere de T*G X
T*M, (dz,da). La matrice IT de dimensions r X (r+m) est décomposée en deux matrices,
II5 de dimensions » X m et II; de dimensions r x r. [14 est 'expression de la projection
des formes 7” sur T*G. 11, est I'expression de la projection des formes 7” sur 7* M. Bien
entendu pour l'instant, la matrice II,; est une matrice nulle, cependant celle ci évoluera
a chaque normalisation. En effet, lors d'une normalisation, on spécialise un parametre
du groupe en une fonction sur G x M. Ceci implique que les formes de Maurer-Cartan 7”
originellement sur TG se spécialisent en des formes sur T*G x T* M. Les matrices 11,
et Il sont stockées dans la table G, la matrice Il ™" qui servira lors de la normalisation
et de la prolongation est aussi stockée dans G .

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour cet exemple (voir section 8.2.1 page
104), il y a autant de parametres du groupe que d’entrées de la matrices S non
constantes. La matrice S faisant partie d'un groupe, les matrices dS et S™! sont (a
quelques zéros pres provenant de la dérivation d’entrées eventuellement constantes) de
la méme forme. Ainsi, on peut sans aucun calcul, déduire de S la forme de dSS~! et le
tenseur A, soit :

0 0 0
dsst= =t > 0], (8.4)
0 0 =*

olt mt, 72, w3 est une base des formes de Maurer-Cartan de G. D’apres (8.4), le tenseur

A peut étre représenté de la facon suivante :

(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)
A=(1,0,0) (0,1,0) (0,0,0)
(0,0,0) (0,0,0) (0,0,1)

Y Y
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Soit, A7, = 1, A3, = 1 et A3; = 1, les autres coefficients du tenseur étant nuls.
Cependant, pour mener les calculs de la méthode d’équivalence en coordonnées locales,
il faut obtenir I'expression explicite des formes 7. On a :

0 0 0 1 0 0
dSS_l = da1 d@g 0 —Cll/ag 1/@2 0 . (85)
0 0 dCLg 0 0 1/&3
De (8.5), on tire 7! = da; — ayday/ay, 7 = day/ay et ™ = das/az. Sur notre exemple
on a donc :
1 —al/ag 0 0 00
HG: 0 1/@2 0 et HM: 0 00
0 0 1/a3 000
O
8.2.2.3 Calcul du tenseur T'
D’apres (8.2) et (8.3) le tenseur 7" est donné par la formule suivante :
1= Sjdu’. (8.6)
Sur la variété M = (x!,... 2™), nous pouvons calculer les équations de structure en
utilisant les dérivations classiques, 9/0zt,...,0/02™. On a w! = QL dz™. Les formes dw!

de (8.6) se calculent alors de la fagon suivante (dans les formules suivantes sauf mention
contraire, tous les indices vont de 1 & m) :

do' = dQb A da"

Ql
= Qd:cp Adz"
oxP

O, v —1npi A ok
O 1P oy—1n 1P o1 pj A ok »
= 8xp(@ O OO A, 1< <k<m, (8.7)

oll O est la matrice de passage des formes 6° au corepere dz”.

Comme nous allons le voir, nous pouvons faire ces calculs avec d’autres dérivations,
pour lesquelles la taille des coeflicients T}, sera fortement réduite.

EXEMPLE — Dans [15], il est question de 'équivalence d’équations différentielles ordi-
naires du troisieme ordre sous ’action des transformations de contact. Chern y réexprime
un semi invariant I (qui est une condition nécessaire d’équivalence avec ’équation
Yzze = 0) & Paide du champ de Cartan D, spécialisé sur I'équation y.... = f(z,v,p,q),
soit :

0 0

0 0
Dy = o= +pa—y +q8—p +f(x7y,p,q)8—q
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L’expression de I dans les dérivations 0/0x,...,0/0q est la suivante :
1 1 1 1 1 1 1
I = _gfpfq + gquxq - gfwqu - gfquq - §fmqqf - gqufw - gquqf2
1 1 1 1 1 1 1
+§prp - Equq - gfppqq2 + gfqu + Epfup - 6fuqu2 - fu + Efzp
1 2 1 1 1 1
_éfmq - ﬁfq3 - Epqufu + g‘prqfq - g‘prqqf - Eququ (8.8)

1 1 1 1
+6fquqq - gpfupqq + gpquuq - gpfuqqf'

Une fois exprimé a ’aide de 'opérateur D,, I a une expression beaucoup plus simple :

1 1 1 1 2
I= _gfpfq + éDxfp - gD?gfq - fy + gququ - ﬁf;

Il est évident sur cet exemple qu’utiliser la dérivation D, apporte un gain de mémoire.

O

Nous allons maintenant montrer comment faire systématiquement de telles simplifi-
cations.

8.2.2.4 Optimisation : changement de dérivations

Notons v; les champs de vecteurs duaux des formes w?, soient :
(Whvy) = 5; (8.9)

Nous allons calculer les coefficients de structure T}k a l'aide des dérivations v; définies en
(8.9). L’équation (8.9) est un produit de matrices égal a la matrice identité. La matrice
Q) donne 'expression des formes w’, les champs de vecteurs v; sont donc les vecteurs
colonnes de la matrice Q7!.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour cette exemple, I'inverse de la matrice

2 est (Q est donnée section 8.2.1 page 104) :
0 0 1
Ql=1y 0 p]. (8.10)
01 f
Cecl conduit a introduire les trois nouvelles dérivations :
( 0
U1 = ya_yv
0
Il .11
Va = Q + 2 + fg
| T on pay op’

On reconnait en vz le champ de Cartan D, spécialisé sur I’équation différentielle y” =
f(z,y,p). O
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Dans nombre de problemes d’équivalence traités, ce changement de dérivations fait
apparaitre un ou plusieurs champs de Cartan. Ceci est di au fait que la plupart du
temps les formes w’ sont des formes de contact spécialisées sur un systéme d’équations
différentielles que 1’'on complete par certaines des formes dz? en chaque point z de
M en un corepere de Tl’;M . Les champs de vecteurs duaux de ces formes dz’ sont
alors des multiples des champs de Cartan. Pour I’exemple de I’équivalence de systemes
d’équations aux dérivées partielles traité au chapitre 7, on travaille par exemple avec
deux champs de Cartan D, et D,, un champ de Cartan par variable indépendante.

Si l'on calcule maintenant le tenseur 71" a ’aide des nouvelles dérivations v; définies en
(8.9), cela donne un calcul différent de (8.7). Notons £, la dérivée de Lie par rapport
au vecteur v,. Dans les formules suivantes sauf mention contraire, tous les indices vont
delam.Ona:

dot = dQb A dz"

= L,,(QL)w” Adz"
= L, (2)Q7" WP AWl
L, (QL)SO71167 A §F
= L,(Q)(STHO T —=STReTNP A, 1<j<k<m. (812

D’apres (8.7) et (8.12), il apparait que les coefficients de structure calculés a I'aide les
dérivations v; sont moins volumineux. En effet, la matrice ©~! = Q715! de (8.7) a été
remplacée a deux reprises par la matrice S™! dans (8.12). Les matrices 27!, sont bien
stir maintenant dans le terme £,,, mais non explicitées.

Au début de 'algorithme, les formes duales des dérivations v; utilisées pour calculer
(8.12) sont, par définition (8.9), les formes w’. Cependant, lors de la prolongation, les
formes w' changent (voir section 2.8). Or les dérivations ne doivent pas changer en cours
de calcul. Il faut donc marquer une différence entre les formes duales des champs de
vecteurs v; et les formes w?.

Notons @', les formes différentielles duales des champs de vecteurs v;. Au départ on
a: @' = w'. Les deux objets suivant stockés dans G seront utiles par la suite :

1. La matrice Q) qui donne les formes &' dans le corepere da'. Au départ on a :
Q2 = Q. Cette matrice sera utile lors des normalisations. Au départ, la matrice €2
est déja stockée dans G, on ne dédouble donc pas cette matrice avant la premicre
prolongation. ) et {2 sont donc deux pointeurs vers le méme objet en début
d’algorithme. On économise donc de I'espace mémoire.

2. S—1 la matrice de passage des formes @' aux formes . Au début de la méthode
d’équivalence de Cartan on a : S7! = § ~1. Ici non plus, on ne dédouble pas la
matrice au début de l'algorithme. S—! et S=! sont aussi deux pointeurs vers le
méme objet avant la premiere prolongation.

Une fois les matrices et S~! définies, le calcul de (8.12) s’écrit maintenant :
do' = £, (L) (S0} — §71,071)97 A 6. (8.13)

dw! calculé, de simples boucles permettent d’obtenir (8.6). La procédure G_Structure
stocke alors le tenseur 7', calculé avec (8.13), dans la table G.
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Exemple Calcul avec 0/dz" | Calcul avec v;
EDO d’ordre 3 (I = 0) 18 Ko (35 sec) 8 Ko (20 sec)
EDO d’ordre 3 (I # 0) 57 Ko (7 sec) 7,5 Ko (3,5 sec)
EDO d’ordre 4 280 Ko (38 sec) 36 Ko (9 sec)
Systemes d’EDP d’ordre 2 | 2 Mo (non abouti) | 1,1 Mo (3 h)

TAB. 8.2 — Comparaison des temps de calcul

Le tableau comparatif (8.2) permet d’apprécier le gain espace en mémoire ainsi qu’en
temps de calcul apporté par I'utilisation des dérivations v;. Ce tableau indique dans la
premiere colonne, 'exemple traité, dans la deuxieme colonne I'espace mémoire occupé
par les invariants en fin de calcul et, entre parentheses, le temps de calcul pour les
dérivations 9/0z'. Dans la troisitme colonne nous trouvons les mémes informations
mais pour un calcul effectué avec les dérivations v;. Ces calculs ont été réalisés sur un
PC muni d’un processeur Athlon 600 Mhz et de 256 Mo de mémoire vive. Remarquons,
pour le dernier exemple du tableau, que pour avoir la taille des invariants dans les
dérivations classiques sans avoir pu terminer le calcul, il suffit d’avoir a disposition une
routine de passage des v; aux dérivations 9/dz" et d’utiliser les résultats obtenus pour
les dérivations v;.

8.2.2.5 Ordre sur les dérivations (test d’égalité a zéro)

En général, les dérivations v; ne commutent pas. Pour avoir un test d’égalité a zéro
sur les polynomes différentiels, il est important d’en réordonner les dérivations (pour
un ordre quelconque). Il faut pour cela calculer les crochets de Lie des dérivations.
On réordonne ensuite récursivement les dérivations d’une fonctions f en utilisant la
formule :

EUI (‘Cvgf) = ‘Cvz (‘Cm f) + *C[m,vz]f'

La procédure G-Structure stocke dans la table G l'algebre de Lie A donnée par les
champs de vecteurs v; et leurs crochets de Lie : [v;, v;] = cfjvk.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Notons f; la dérivée de Lie de la fonction
f par rapport au champ de vecteur v;. Considérons le polynome différentiel :

f1,3_f3,1+§ fi = hife+ fiz = fan, (8.14)

ou, f13 représente L, (L,,f). Les champs de vecteurs vy, ve et vz sont donnés par
(8.11) page 107. Le polynome différentiel (8.14) est nul. Pour s’en apercevoir, il suffit
d’en réordonner les dérivations pour un ordre quelconque, par exemple vy > vy > vs.
Les crochets de Lie des dérivations v; sont :

[Ula UQ] = 07
P
[v1, v3] = “y v+ five, (8.15)

[v2, v3] = & v1 + fovs.

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Neut Sylvain, Lille 1, 2003

110 Absorption de la torsion

De (8.15), on tire alors

{ fs1 = f1,3+§f1 — fifa, (8.16)

for = fia
Par substitution de (8.16) dans (8.14), on détecte la nullité de (8.14).

Pour notre probleme d’équivalence d’'EDO d’ordre 2, apres le calcul du tenseur A (voir
(8.4) page 105) et du tenseur 7' (formule (8.13) page 108), les équations de structure
exprimées dans les dérivations v; (voir (8.11) page 107) sont :

( 1
dor = PN g g L g2 g
a2a3Y a2a3Y
2 2
62 = mAQ a2 g2y LT O P O]y g1 ) g
aza3y (8.17)
a1t ayf 62 A G°,
A2a3Y

| d® = TP A6

8.3 Absorption de la torsion

Comme nous ’avons vu en section 2.5, ’absorption de la torsion consiste a modifier
les formes 7”

w'’ =t — X, (8.18)
de manieére a fixer un maximum de coefficients Tjk a zéro. On montre que les nouveaux
coefficients de structure T’;k résultant de ce changement des formes 7 sont des inva-
riants. L’absorption de la torsion est réalisée par la procédure Absorption (voir table
8.3) qui prend en entrée deux parametres : le premier est une G-structure G, dont on
a calculé les équations de structure, le second parametre est le nom que 1’on souhaite
donner aux indéterminées )\9’ :

D’apres la section 2.5, le changement de formes (8.18) modifie les coefficients de
structure T, en des coefficients 7"

T =T+ L(N), (8.19)

ou A est un vecteur colonne de dimension mr et T un vecteur colonne comportant
autant de lignes qu'il y a de coefficients de structure T;k soit m*(m — 1)/2 et L une
matrice de dimensions (m? —m)/2 x rm.

Pour mettre un maximum de coefficients T' ’;k a zéro, on développe l'algorithme
présenté en section 2.5 sous forme matricielle. Un pivot de Gauss permet de mettre

L sous la forme _
L=0Q (Id L) P, (8.20)
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Nom Absorption
Parametres G : : table contenant une G-structure
A 1 : chaine de caractere, nom de l'indétermination
Retourne Null
Effets de bord | Modifie G
Remarques la procédure ajoute a G les objets suivants :

e deux tenseurs A’ et T représentant les équations de structure
apres absorption

e 1’ : le degré d’indétermination des équations de structure,

e (&' : la liste de taille ' des parametres )\Jp- indéterminés,

e AW : la matrice des parametres Aé’ déterminés,

e A® : la matrice des parametres A’ indéterminés.

TAB. 8.3 — Spécification de la procédure Absorption

ou () opere par combinaison linéaire de lignes et P par permutation de colonnes. En
posant T/ — T = Q Y(T" —T) et A = P, le systeme (8.19) se ramene &

~ (1) ~ ~ ~
T TW d L\ [ \®
(f@) = <T<2>>+<0 o) @ (8:21)

~(1
I1 est alors possible de fixer a zéro les coefficients de torsion du bloc 7" W en posant

A = 7 T \®@
j:,(2) T2 (8.22)

Ainsi, les coefficients de torsion du bloc T® qui sont indépendants des valeurs des )\jp-
sont invariants.

Les éléments du bloc A sont indéterminés. Apreés absorption, les formes 7’” définies
en (8.18) peuvent s’écrire de la fagon suivante :

=7+ (AD 4+ A®)g, (8.23)

ou la matrice A de taille 7 x m est la matrice des coefficients )\9’ déterminés et A
de taille 7 x m est la matrice des coeflicients )\g’ indéterminés. Les deux matrices AM

et A® ainsi que le nouveau tenseur 7" sont stockées par la procédure Absorption dans
la table G passée en premier parametre.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Sur cet exemple, si 'on pose 7 := 7 +A19
avec
_T12,3

00
AV =10 0 -T3,]|, (8.24)
00 0

on met a zéro tous les coefficients de structure de (8.17) (page 110) a l'exception de
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1 1 Ny o . :
T’ 5 et T, . L’'indétermination des formes 7’ est donnée par la matrice

AL A2 0
AP =X X2 0
0 0 A

Les équations de structure apres absorption de la torsion sont donc :

g = PTG g L
asazy asazy ’

d? = 7 AOL+ A2, (8.25)

do®3 = 73 A3,

8.4 Normalisation

Apres 'étape d’absorption de la torsion, si des coefficients de structure dépendent des
parametres du groupe, on peut fixer ces derniers a certaines valeurs constantes (voir
section 2.6). Ainsi, on élimine certains parametres du groupe G.

Pour notre programme, le choix des différentes normalisations est laissé a 1'utilisa-
teur qui peut ensuite faire appel a la procédure Normalisation (voir table 8.4. Cette
procédure est a trois parametres. Le premier est une G-Strucutre G. Le second est une
liste de normalisations du type : coefficient de structure = constante. Cette liste est
notée 7. Le troisitme parametre est la liste des parametres du groupe a éliminer qui
est notée G.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour cet exemple, les équations (8.25), per-
mettent de normaliser T} 5 & 0 et T3 5 & —1. Soit (azp+a1)/(azazy) = 0 et —1/(azasy) =
—1. Nous pourrons ainsi éliminer les deux parametres a; et as. Nous avons :

T:=[T,=0,Tj,=—1] et G:= a1, as). (8.26)
Et 'on peut réécrire les parametres a; et as de la fagon suivante : a; = —p/(yas) et
as = 1/(yas). O

Cette procédure permet d’effectuer plusieurs normalisations simultanément mais aussi
de se donner une normalisation soit par les indices d'un coefficient de structure, par
exemple : T}y = 0, soit explicitement, par exemple : (azp + a1)/(azazy) = 0. Cette
derniere possibilité donne plus de souplesse au logiciel et permet d’introduire des sym-
boles auxiliaires en cours de calcul pour renommer des expressions volumineuses.

Si 'on pose ‘
T =C, (8.27)

ou C' est une constante. Ceci implique

Ty, = 0. (8.28)
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Nom Normalisation
Parametres G : : table contenant une G-structure

T : : liste des normalisations
G : : liste des parametres du groupe a éliminer

Retourne Relations sur les formes de Maurer-Cartan : : liste
Effets de bord | Modifie G
Remarques Cette procédure met a jour les objets de G suivants :

e les deux tenseurs A et T

e (5, la liste des parametres du groupe
e les matrices © et ©71

e les matrices 11, et Ilg

—_—

e la matrice S—! relative aux dérivations

TAB. 8.4 — Spécification de la procédure Normalisation

La relation (8.27) permet d’éliminer un parametre du groupe, la relation (8.28) permet
d’éliminer la différentielle de ce parametre et donc une forme 7. Bien str, pour obtenir
(8.28) il faudra différentier a l’aide des dérivations v; que nous utilisons pour réduire
les données. La procédure de normalisation, met a jour tous les objets contenus dans
la table G en tenant compte des relations (8.27) et (8.28).

8.4.1 Relations de normalisation

Soient
T={T)=0Cy, ..., T, =C,}, (8.29)

les relations de normalisation ou T a T, désignent des coefficients de structure et
Ci,...,C, sont des constantes. Notons Z; I'idéal algébrique engendré par les relations
(8.29). Zj est un idéal de 'algebre des polynomes sur G dont les coefficients sont des
fonctions de M dans R. La normalisation implique que ’on sache calculer modulo Z,.

8.4.1.1 Choix d’un systeme de réécriture

Pour calculer modulo Z; plusieurs techniques existent. Premierement, si les relations
(8.29) sont linéaires en les parametres a éliminer, un solveur d’équations suffit pour les
résoudres. C’est la solution retenue dans notre programme pour le moment. Dans tous
les exemples que nous avons traités, les relations de normalisations ont pu étre résolues
sans radicaux a l’aide du solveur solve de Maple.

Si les relations (8.29) sont polynomiales en les parametres du groupe G, le calcul
modulo Z; peut se faire a 'aide des fonctions de formes normales soit d'une base de
Grobner, soit d’un ensemble triangulaire représentant Zy. En effet la résolution explicite
du systeme n’est pas toujours possible et si elle I’est, entraine ’apparition de radicaux
indésirables tant par leur taille que par leur aspect. Nous n’avons pu utiliser le paquetage
de bases de Grobner de Maple qui n’accepte que des formats de données tres réduits.
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Marc Moreno Maza a développé un logiciel de calcul d’ensembles triangulaires [46] dont
une version de notre algorithme attend I'implantation en Maple.

8.4.2 Différentielles des relations de normalisation

Notons Z; l'idéal extérieur engendré par les différentielles des relations (8.29). Nous
allons réécrire les objets de G modulo Z;.

Dans un premier temps, les différentielles de (8.29) sont obtenues en différentiant
les relations par rapport aux champs de vecteurs utilisés tout au long des calculs : les
champs de vecteurs v;. Rappelons que 'on nomme @°, les formes différentielles duales
de ces champs de vecteurs. On a :

Ty -
dT1 == a—apdap + *Cvl (T1>u)l == O,
(8.30)
oT, -
T, = a—%dap + L, (T,)&" = 0.

Notons R, la matrice représentant le systeme (8.30) telle que :
"(5)-
w

8.4.2.1 Relations sur les formes da et dz

0

Rappelons que Q) est la matrice de passage des formes @’ aux formes dz*. On réexprime
les relations (8.30) dans les formes da; et da’ en multipliant la matrice R par la matrice

de passage (Id , ). Notons R; la matrice obtenue. On a :
Ry = R(Ild , Q). (8.31)

Un pivot de Gauss-Jordan R; modulo Z, permet d’obtenir les regles de réécriture pour
éliminer certaines formes da,;. Apres ce pivot, la matrice Ry est de la forme :

dCLl
0 ... 1 0 ... d5 0
ay .
0 : 1 0 ... =] (8.32)
0 0 0 N 1 0
R1 dxm

Le rang de R; est égal au nombre de parametres du groupe que 'on réécrit. Chaque
échelon de la matrice R; est surmonté de zéros.. Bien siir, les colonnes de la matrice R;
ont été réordonnées avant le pivot de Gauss, de fagon a ce que les colonnes correspondant
aux formes da; que I'on réécrit se trouvent sur la gauche de R;.
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8.4.2.2 Mise a jour des matrices Il; et 11,

Les matrices Ilg et 11, donnent les projections des formes 7 sur les espaces T*G et
T*M. Ces matrices sont mises a jour, grace aux relations (8.32), comme suit. Soit J; =
(p1,...,pn) la liste des indices des formes da,,, ..., da,, réécrites. Soit Iy = (i1, ..., 4,)
tel que 1 soit I'indice de ligne de 1’échelon qui se trouve en colonne py de Ry. On a :

da,, = R da, — R Llengat - p, € . 8.33
p1 1+4r
p¢S1

Des relations (8.33), on tire les combinaisons linéaires a effectuer sur les colonnes de la
matrice IIg pour la mettre a jour :

HGp = HGP — Z HGlelf)l(pl)’ vp ¢ Jl

p1E€J1

De méme, pour la matrice II,;, les combinaisons linéaires de colonnes sont données par
la formule suivante :

HMj = HM] Z HGleljji_fl s V1 S ] S m.

p1E€J1

Les formes (da, | p € J1) sont maintenant réécrites. Il faut supprimer de la matrice Il
les colonnes d’indice appartenant a Jy. Il en va de méme des formes (7, | p € J), il faut
donc supprimer des matrices [Ig et II,; les lignes d’indice appartenant a J. Apres ces
mises a jour, il faut recalculer la matrice H(_;1 stockée dans G (on ne peut I'obtenir par
manipulation de ligne et colonnes).

8.4.2.3 Relations sur les formes 7 et 0

Réexprimons les relations (8.32) dans les formes 7 et 6. On a :

(i) - (184 I?G) (Zﬁ) (8.34)

L’inversion de la matrice de passage du corepere (6, m) au corepere (dz, da) donnée
par (8.34) se fait en tirant partie de ses blocs stockés dans G. Soit :

e 0\ o-! 0
(HM HG> —(HG—lnMG)—l HG‘l)' (8.35)

Les matrices O~ 1, II; et ;! sont displonibles dans G. La valeur de ces matrices doit
étre prise avant les modifications décrites en section 8.4.2.1. Les relations sur les formes
7” et 6" sont donc obtenues en multipliant (8.32) par (8.34), soit :

f <HG_1®H_A14@‘1 H2‘1> <79r> - (8) ‘ (8.36)
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Un nouveau pivot de Gauss-Jordan modulo Z; du systeme (8.36) permet d’obtenir les
relations déduites de (8.29) sur les formes 7° et 6°. Que nous notons & nouveau R, on
a pour fixer les idées :

v
0 1 0o .. 5T 0
. ™ .
0 : 1 0 ... o1 =1:1- (8-37)
0 0 0 1 | 0
E o

Cette fois encore, on aura pris soin avant le pivot, de réordonner les colonnes de (8.36)
de facon a ce que les colonnes les plus a gauche de la matrice correspondent aux formes
m” que 'on souhaite éliminer. Ceci donne plus de souplesse au programme et permet
de reproduire les calculs effectués par d’autres. Il faut pour cela gérer une table de
correspondance entre les indices de colonnes de R et les indices des formes a éliminer,
ceci a été programmé.

Soit n, le nombre de parametres du groupe a éliminer, la matrice R donnée en (8.37)
est de rang n. Soit J = (p1, ..., pn) la liste des indices des formes 7', ... 7P réécrites
en fonction des autres formes de Maurer-Cartan. Soit I = (iy,...,4,) tel que i soit
I'indice de ligne de 1’échelon se trouvant en colonne p; de la matrice R. Les relations
sur les formes 7” et €' s’écrivent alors :

m

a7 == RIxr Z R'e Yp, € J. (8.38)
p¢J

8.4.2.4 Mise a jour des tenseurs A et T

Les relations (8.38) impliquent une mise a jour des équations de structure df® =
Al P NOT 4 T 67 A GF, soit :

ZZAZ wPA63+ZZAM — > Rllmge ZRm NG

p¢J j=1 p1€J j=1 p¢J

+ZZ NN (8.39)

k=1 j<k

Apres réarrangement des termes de (8.39), on met a jour le tenseur A de la fagon
suivante :
= A, =Y AL R pg g (8.40)
p1€J

Apres cela, les entrées de A correspondant a des formes 7 éliminées ne sont plus valides.
De plus le parcours du tenseur par une boucle du plus petit au plus grand indice n’est
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plus possible & moins de mémoriser la liste des indices a parcourir. Ceci alourdit la
programmation. Il faut donc si il y a n relations de normalisation, transformer le tenseur
A de dimension m x m X r en tenseur de dimension m x m X (r —n), ceci implique un
décalage d’indice de certaines entrées. On gére cela en comptant le nombre de formes
7 éliminées dont 'indice est inférieur a celui de chaque forme non éliminée. Le fait de
réordonner le tenseur a un inconvénient : la perte de la trace des calculs car les formes
7 sont réindicées. Pour éviter cela, il suffit de gérer la liste des indices d’affichage des
formes 7, celle-ci est différente des indices de calcul qui sont compris entre de 1 et r —n.

La mise a jour du tenseur T est donnée par la formule suivante, obtenue apres
réarrangement des termes de (8.39) :

i 7 i I i I
Be= T+ D AL R — A R, (8.41)

p1€J

8.4.3 Mise a jour de la G-structure

Lorsque I'on a pris en compte les relations sur les formes différentielles, chaque objet
de la G-structure est réécrit modulo 'idéal Zy. Pour le tenseur 7', ceci se fait en prenant
la forme normale de chacun de ses coefficients. De méme, on prendra pour chacune des
matrices de G suceptibles de contenir des parametres du groupe, la forme normale de
ses entrées. Ceci concerne les matrices S, ©, ©~1, S~! Tl et II,. Le groupe G est
mis a jour en y supprimant les n parametres du groupe éliminés. Enfin la dimension du
groupe est mise a jour, soit r :=r — n.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour cet exemple, apres mise a jour des
équations de structure (8.17) page 110, a l'aide des relations (8.40) et (8.41), on a :

ot = —02 N 67,

— —2
d92:—771/\92——f1+£222 ! 91A93—7p:f2y 0> N7, (8.42)
do® = 7t A O " "

GG est maintenant réduit au parametre az. Apres cette premiere normalisation, il est a
nouveau possible de trouver des invariants. Pour mettre a 0 un maximum de coefficients
Ty, de (8.42), il suffit de rajouter —T3; & la forme 7'. Le degré d’indétermination est
alors 0 et les équations de structure apres absorption sont les suivantes :

ot = —02 A 65,
a2 = i pg2— DL g g (8.43)
d93 1 03 yas

=71 AN0°.

Si 'on s’intéresse aux équations différentielles ordinaires du second ordre équivalentes
ay” =0, le coefficient de structure T7; qui est un invariant ne peut pas étre normalisé
car il doit étre nul. U
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Nom Is_In_Involution
Parameétres G : : table contenant une G-structure
Retourne booléen signifiant 1'involution
Effets de bord | Aucun

TAB. 8.5 — Spécification de la procédure Involution

Nom Prolongation

Parametres G : : table contenant une G-structure

Retourne Null

Effets de bord | Modifie G

Remarques Cette procédure met a jour tous les objets contenus dans G

TAB. 8.6 — Spécification de la procédure Prolongation

8.5 Involution

Lorsque I'on ne peut plus réduire le groupe structural, il faut tester I'involution du
systeme différentiel extérieur donné par la G-structure. La procédure Is_In_Involution
y est dédiée. Cette procédure (voir table 8.5) prend en unique parametre une G-structure
G et retourne un booléen signifiant si oui ou non ce systeme extérieur est en involution.

Le test d’involution programmé dans cette procédure est celui décrit par P. Olver
dans [50, pages 463-470]. Comme signalé en section 2.7, c’est le test d’involution du
théoreme 9 page 28 : s + 2s5 + -+ + ms'y, = r'. 1l est basé sur de l'algébre linéaire
pour le calcul des caracteres réduits de Cartan ;. Le degré d’indétermination r’ est
obtenu lors de 1’absorption de la torsion. Nous n’entrerons pas plus ici dans les détails.
Notons cependant que le test d’involution n’est pas une étape cotiteuse de 'algorithme
de Cartan (lorsqu’elle est effectuée a la machine).

EXEMPLE — (Equivalence d’'EDO d’ordre 2) Le systéme (8.43) page 117 n'est pas en
involution. En effet, le degré d’indétermination r’ est 0 et les caracteres réduits de
Cartan sont s§ = 1 et s, = s5 = 0. Par conséquent, on a s| + 25, + 3s5 # 7. Il faut
donc prolonger le systeme extérieur et définir la nouvelle G-structure correspondant a
ce systeme prolongé. O

8.6 Prolongation

Lorsque le systeme extérieur correspondant a une G-strucutre G n’est pas en invo-
lution, ces invariants ne suffisent pas a la classifier, il faut alors prolonger G en une
nouvelle G'-strucutre G’ . C’est I'objet de la procédure Prolongation (voir table 8.6).

G’ n’est en fait qu'une mise a jour de G. Voici cette mise a jour basée sur la section
2.8.
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8.6.0.1 Nouveau corepere W’
La variété prolongée est M’ = M x G. Le corepeére w’ est composé des formes 6 et
des formes de Maurer-Cartan 7 auxquelles ont été ajoutées des combinaisons linéaires

de formes @ déterminées durant I’absorption (la matrice AV de (8.23) page 111). Ce
corepere est donné par la matrice 2’ suivante :

0 0
Q- (HM AT HG> | (8.44)

Rappelons que II,; et Il stockées dans G donnent I'expression des formes 7 dans les
formes dx et da.

8.6.0.2 Nouveau groupe G’

Le nouveau groupe est G’ : la liste des parameétres \ indéterminés et stockée dans
G lors de la derniere absorption. La nouvelle matrice de présentation du groupe est

maintenant :
Id 0

8.6.0.3 Nouvelles matrices ©’ et @'
Il faut ensuite calculer ©’ la matrice de passage des nouvelles formes ¢ au nouveau

corepere dx’ de T*M’'. Nous avons ©' := 5§’Q?'. La matrice ©' est donc construite par
blocs de la facon suivante :

o - S) 0
T Iy + (A + APYe T )

Sa matrice inverse ©' ' est alors calculée efficacement en tirant partie de la structure
de ©’ et des matrices ©7! et I ™" déja stockées dans la table G. On a donc :

@,71 L 0! 0
T\ M0+ AW 4 A T

Les matrices O, Il et II,; sont définies en section 8.2. Les matrices A et A® sont
définies en section 8.3

8.6.0.4 Nouvelles formes de Maurer—Cartan 7’

D’apres la forme tres particuliere de S’, on obtient sans calcul les nouvelles formes
de Maurer-Cartan 7’”. D’apres (8.45), on a :

, 0 0 1 d 0 . I 0 0

(8.46)
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Les nouvelles formes de Maurer-Cartan sont donc da}, les différentielles des nouveaux
parametres du groupe a;. La matrice [l donne la projection des formes 7” dans le
corepere naturel de 7*G. Sa mise a jour notée II;" est donc la matrice identité. Quant
a la matrice IIj," donnant la projection sur T*M’, elle est de nouveau la matrice nulle.

8.6.0.5 Nouvelles dérivations v/

Les dérivations que nous utilisons au cours des calculs sont les champs de vec-
teurs v; duaux des formes w' de la G-structure initiale. Ces dérivations, qui doivent
étre conservées apres prolongation, sont complétées par les dérivations triviales de G
0/0a; pour i = 1...r, en une base I'espace tangent de M’ notée v..

En conséquence, la matrice €2 qui donne I'expression des formes duales des dérivations
v; est mise a jour de la facon suivante :

= (g 1?1) . (8.47)

Les crochets de Lie des dérivations n’ont aucune modification a subir puisque les cro-
chets impliquant les dérivations ajoutées sont tous nuls.

La matrice S~ permet le passage des formes duales des dérivations v; aux formes 6.
~_1
Notons S’ |, cette matrice apres prolongation. On a :

glil = §_1 0
T\ (IOt + AW + A@) T1571 )

On a une fois de plus tiré partie de la structure par blocs des matrices. Comme on le
constate, la matrice S'~! a deux blocs communs avec la matrice ©® ', On peut alors
gagner de la place mémoire et du temps de normalisation en ne stockant qu’une fois les
blocs communs aux deux matrices.

8.6.1 Nouveaux tenseurs A’ et 7"

Voyons enfin comment sont modifiés les tenseurs A et T' des équations de structure
par la prolongation. Soient m et r les dimensions de la variété M et du groupe G avant
prolongation. Notons 6’ = S’w’ les formes 6 construites par prolongation des formes 6.
Notons A" et T” les tenseurs correspondant aux formes df’. D’apres (8.45) et (8.44) on

a .
o' = do, (8.48)
pour les m premieres formes et
do = drx+d(A?8) + d(AVe)
dA® 4 dr + A®@af + d(AV9), (8.49)

pour les r dernieres formes.
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8.6.1.1 Nouveau tenseur A’

Evidemment, d’apres (8.48), les m premieres lignes du tenseur A’ sont nulles. Les
dernieres lignes sont, quant & elles, données par la matrice dA® d’apres (8.49).

8.6.1.2 Nouveau tenseur 7"

Les m premiéres lignes de 7" se calculent en fonction des anciennes équations (8.48).

Soit : .

T =Tj pour 1<i<m,1<j<k<m
et ‘

T sy =—A5, pour 1<i,7<m1<p<r.

Les r dernieres lignes de 7" sont données par les formes (8.49), soient :

dr + APdh + d(AV9). (8.50)

Le calcul de (8.50) se fait en trois étapes. Le calcul de dm qui est identique a celui
décrit en (8.12) page 108. Le calcul de (A®)df qui est immédiat. Enfin le calcul de
d(AM A 6) qui est similaire & (8.12).

Insistons sur une premieére optimisation possible du calcul de (8.50). Développer le
troisieme terme de (8.50) va permettre d’éviter un calcul implicite de df lors du calcul
de d(AMH). Tl faut donc calculer les trois termes de 'expression suivante (ot df est
connue) :

dr + (AY + A®)dh + dAM A 6. (8.51)

Voici une deuxiéme optimisation. Les formes dm de (8.51) ne sont pas quelconques,
ce sont les différentielles des formes de Maurer-Cartan de G. C’est a dire certaines des
entrées de la matrices dSS™!. Les formes dr sont donc des entrées de :

d(dSS™Y) = dS Ad(S7).

Voyons dans quelle mesure ceci peut faciliter le calcul des formes dm. On a évidemment
SSt=Td et d(SS™!) =0, dou d(SS™!) =dSS~ — Sd(S~') = 0. Par suite

dSS™'A(dSST 4+ Sd(STY)) =dSSTP AdSSTt —dS Ad(STH) =0

et finalement,

dS Ad(S™Y) = dSS~t AdSS .

Les formes dr sont donc des entrées de dSS— A dSS~!. La matrice dSS~! est connue.
On peut donc obtenir sans nouvelle dérivation les formes dm comme combinaisons des
entrées de cette matrice. Cela suppose de savoir quelles entrées de dSS~! sont les formes
7 et d’avoir une décomposition des autres entrées dans ces formes . Ceci se mémorise
aisemment lors du calcul des équations de structure. Il faut bien prendre garde au fait
que cette décomposition change au cours des normalisations. Les entrées de la matrice
dépendent alors des formes 6. On peut, en gardant la trace des normalisations, mettre
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correctement 3 jour la matrice dSS™!. En fait tout ceci revient & regarder comment
évoluent les équations de structure de groupe G lorsque 1’on normalise. Soit :

= (dSS™))

i(p)’

ou i(p) et j(p) désignent les indices de ligne et de colonne de la forme 7 dans la matrice
dSS~!. On a alors : '
dr? = (dSS™) A (dSSTHE .

Cette optimisation non programmée a I’heure actuelle doit permettre un gain substantiel
en temps de calcul.

EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Pour cette exemple, apres prolongation
on a M = [z,y,p,as]. Lors de la derniere absorption, le degré d’indétermination était
nul (8.43). Par conséquent le nouveau groupe G est réduit a 'identité. On ajoute aux
dérivations la dérivation vy = 0/0as. Finalement les équations de structure sont :

(o' = —62 A 6%,
dgr = LIPS g gy g2 gt
ya
a0° — — 5 n 0%, (8.52)
do* — _f1,2 ‘;pfzg N (2 . yf2,2) 02 A 03,
\ 3

Le systeme (8.52) est en involution. On en déduit donc, qu'une équation différentielle
du second ordre y” = f(x,y,p) est équivalente a y” = 0 sous 'action du groupe (8.1) si
et seulement si on a 773 = T}y = 0 et Tyy = 2 dans (8.52). O

8.7 Simplification des invariants

Dans cette section nous allons décrire deux procédures permettant la simplification
des invariants calculés par la méthode d’équivalence.

8.7.1 Application du lemme de Poincaré

La premiere de ces procédures (voir table 8.7) applique le lemme de Poincaré (lemme

1 page 19) aux équations de structure. Il s’agit donc de calculer les différentielles des
équations de structure

d(do’) =0, 1<i<m. (8.53)

Ces équations impliquent nombre de relations entre les invariants et leurs dérivées
qui vont permettre de diminuer fortement le nombre d’invariants a considérer. Ces
relations sont calculées sans manipulation d’invariants en coordonnées locales ce qui est
trés important dans la mesure ou ils peuvent étre tres volumineux (jusqu’a plusieurs
Mega-octets).
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Nom Poincare
Parametres G : : table contenant une G-structure
Retourne Null

Effets de bord | Modifie G en y ajoutant les relations sur les invariants
et leurs dérivées déduites du lemme de Poincaré.

TAB. 8.7 — Spécification de la procédure Poincare

Nous allons maintenant donner le détail du calcul des équations (8.53). Soient les
équations de structure :

do' =T " NO*, 1<i<m,1<j<k<m, (8.54)

Notons 9/96" le champ de vecteur dual de la forme #°. L’application du lemme de
Poincaré aux équations de structure (8.54) donne :

d(df') = Ry " NO"NO'=0 1<j<k<i<m, 1<i<m. (8.55)

L’indépendance des formes 6" et de (8.55) entraine la nullité des coefficients R, Ces
coefficients, que nous allons expliciter, sont des polynomes différentiels en les invariants
T}, exprimés dans les dérivations 9/06". On a :

d(do’) = dT%, 67 A" + Tl do A6 — T, 69 A d6", (8.56)

Le premier terme de (8.56) vaut :

dTh67 N O~ = 8—519/\03/\9, 1<j<k<m,1<l<m

oT? oT: oT" .
_ Jjk Ik lj l j k < : <
<891 8(9j+89’f)8/\9 NOE 1<l<j<k<m.

Le deuxieéme terme de (8.56) est :
Tido? NO% = TITP0FAO'AGY, 1<j<k<m, 1<l<n<m
= (TLT3, - TiTL, + TLTH) 0F A0 A G, 1<j<k<l<n<m.
Enfin, le troisitme terme de (8.56) est donné par :

Th6/ Ndo* = T, TR0 ANG NG, 1<j<k<m, 1<l<n<m

n

= (TLTh =T TE+TLTE)O A" NG, 1<l<n<j<k<m.
On obtient finalement :
oty 0Ty 0T,

+15 (T, = T5,) =0, 1<j<k<l<m,1<n<m, 1<i<m.
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EXEMPLE — (Equivalence d’EDO d’ordre 2) Sur notre exemple, I’appliquation du lemme
de Poincaré aux équations (8.52) fournit des relations entre les coefficients de structure
et leurs dérivées. Les entrées non trivialement nulles du tenseur R défini en (8.55) sont

les suivantes :
2

a1t
L R%Z,?) - 8027 + Tﬁ3 =0,
OT?,
CoEE 00t 962
oT},
b Riy= D o
Ty,

La premiere relation montre que l'invariant Tty est égal a 9T73/96%. On en déduit
donc que le,3 et T§3 forment une base de l'idéal différentiel engendré par les trois
invariants 175, T}'3 et Ty'5. Ces deux invariants forment méme une base de l'algebre
différentielle des invariants, ce qui est plus fort. Nous avons donc simplifier les conditions
d’équivalence grace au lemme de Poincaré. Si I'on réexprime les invariants dans les
dérivations 0/0x, 0/0y et 0/0p a I'aide des champs de vecteurs donnés en (8.11) page

107, on a :
Théoréme 19 Une équation différentielle du second ordre y" = f(x,y,p) est équi-
valente a y" = 0 sous laction du groupe (8.1) si et seulement si on a Tﬁ3 =0 et

Tég = 2 dans les équations (8.52). Soit si et seulement si f, +pf, — f =0 et f,, =0.
0

Sur ce petit exemple, il est aisé de trouver soi-méme une base de 1'idéal ou de 'algebre
différentielle engendré par les invariants. Sur des exemples plus conséquents cela s’avere
beaucoup plus laborieux. Il faut alors développer un outil permettant 1’exploitation des
relations de Poincaré de facon automatique.

8.7.2 Base de I’idéal différentiel généré par les invariants

Lorsque 'on a calculé les relations (8.57), on peut, en théorie, simplifier les invariants.
Cependant, pour certains problemes, ces relations sont tres nombreuses, il n’est donc pas
raisonnable d’exploiter celles-ci sans ordinateur. Considérons par exemple le probleme
d’équivalence sous 'action des transformations ponctuelles, de systemes d’équations
aux dérivées partielles de la forme

Uge = f($a Y, u, Ug, uy)a
Ugy = 9(T, Y, U, Uy, Uy), (8.58)
Uyy = h(z,y,u, uy, uy).

Ce probleme est traité au chapitre 7. Il y a 78 invariants finaux occupant au total
1,1 Mega-octet de mémoire. Les relations conséquences du lemme de Poincaré sont au
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Nom Base_Ideal Invariants
Parameétres R : : table contenant les relations (8.57)
déduites du lemme de Poincaré
Retourne Null
Effets de bord | une base de I'idéal différentiel engendré par les invariants

TAB. 8.8 — Spécification de la procédure Base Ideal Invariants

nombre de 940. Dans le cas du systeme plat

Ugy = 07
Uyy = 0,

les 78 invariants sont nuls. Ceci doit étre le cas pour un systeme équivalent. Pour
obtenir un critere d’équivalence au systeme (8.59), il faut donc calculer une base de
I'idéal différentiel engendré par les invariants. Il est évident d’apres la taille des données
que ce n’est pas envisageable a la main. Ils faut alors trouver un moyen de simplifier
ces relations.

Nous allons décrire la procédure Base Ideal Invariants qui trouve une base de
Iidéal différentiel engendré par les invariants. Cette procédure pourra étre facilement
modifiée pour trouver une base de 'algebre différentielle engendrée par les invariants.
Bien-stur, cette base pourrait étre trouvée a l'aide d’un algorithme d’élimination en
algebre différentielle non-commutative. Mais nous n’en disposons pas encore. Voici la .

Cette procédure est basée sur une heuristique tres simple mais tres efficace qui exploite
les relations déduites du lemme de Poincaré passées en parametre.

Notons R l'ensemble des équations (8.57) obtenues par application du lemme de
Poincaré aux équations de structure. Nous allons construire a 1’aide de R, une base B
de I'idéal différentiel engendré par les invariants T;k Pour ce faire nous allons trier les
invariants par ordre croissant d’espace mémoire occupé. Soit L = [T1,Ts, ..., T,], cette
liste apres le tri. 77 est le plus petit invariant. Voici le pseudo-code de la procédure qui
construit B :

R : liste des relations sur les invariants déduites du Lemme de Poincaré,
B = () : base de I'idéal différentiel des invariants,
L : liste des invariants triée par ordre croissant d’espace mémoire occupé,
tq L est non vide faire
Ajouter a B, L[1], le premier élément de L (le plus petit invariant)
Ré-écrire R modulo L[1]
Retirer de L tous les invariants dont la nullité de L[1] entraine la nullité.
Pour cela on utilise des pivots de Gauss sur le sous ensemble
des relations linéaires de R
fin tq
B est une base de l'idéal différentiel engendré par T1,...,T,.

EXEMPLE — Sur I'exemple d’équivalence de systemes d’équations aux dérivées partielles
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(8.58), on montre qu'un seul petit invariant (7.9) est une base de l'idéal différentiel
engendré par les 78 invariants (voir chapitre 7). Pour tous les exemples traités dans
les chapitres 4 a 7, les invariants sont tres gros. Les simplifications apportées par la
procédure Base_Ideal_Invariants sont donc importantes. 0

8.8 Exemple de script

Voici enfin le script Maple qui a permis de traiter 'exemple d’équivalence d’équations
différentielles ordinaires du second ordre exposé tout au long de ce chapitre.

# Equivalence d’équations différentielles ordinaires du second ordre
# sous 1l’action du groupe de transformations : x->Xi(x), y->Eta(x)*y.

with(cartan) : # Chargement du paquetage

HEFHHAFH R H B H AR DECLARATION DE LA G-STRUCTURE

M:=[x, vy, p] ; # Coordonnées sur la variété M
W:=1[ # Corepére adapté au probléme
1/y*(d(y) - pxd(x)),
d(p) - f[] (X’ Yy, p)*d(X)’
d(x)
1
G := [a[1], al2], al3]1] ; # Coordonnées sur le groupe G
S := matrix(3, 3, # Matrice du groupe
[
1, 0, 0,
al1], afl2], 0,
0, 0, al3]
D
GS := G_Structure(M, G, W, S) : # Construction de la G-structure

HHHHHHH R B # 8% ALGORITHME DE CARTAN

Absorption(GS, ’b’) : # Absorption de la torsion

T := [ # Normalisations a effectuer
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_T[1,1,3] =0,

_T[1,2,3] = -1

]
N := [a[1], a[2]] : # Paramétres du groupe a éliminer
Normalisation(GS, T, N) : # Normalisation
Absorption(GS, ’b’) : # Absorption de la torsion
Is_In_Involution(GS) : # Test d’involution
Prolongation(GS) : # Prolongation de la G-structure
Is_In_Involution(GS) : # Test d’involution
Poincare(GS) : # Application du lemme de Poincaré
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Conclusion et perspectives

Pour conclure ce mémoire, voyons tout d’abord les nouveaux problemes d’équivalence
qu’il est envisageable de traiter a l'aide de notre programme a son stade actuel de
développement. Rappelons les temps de calcul et I’espace mémoire nécessaires aux trai-
tement des exemples présentés dans les chapitres 4 a 7.

Exemple Temps de calcul | Espace mémoire
EDO d’ordre 3 (I = 0) 20 sec 8 Ko

EDO d’ordre 3 (I #0) 3,5 sec 7,5 Ko

EDO d’ordre 4 9 sec 36 Ko

Systemes d’EDP d’ordre 2 | 3 h 1,1 Mo

Comme on le constate, les ressources nécessaires au traitement des problemes d’équi-
valence d’EDO sont tres modestes au regard de la puissance des machines actuelles.
Ces résultats sont encourageants et il est probable de gagner plusieurs ordres et de
traiter I’équivalence d’EDO d’ordre 4, 5 et au dela. Les problemes d’équivalence de
systemes EDP sont beaucoup plus cotiteux et il est délicat de faire un pronostic tant
la complexité des calculs varie avec le nombre de variables dépendantes, le nombre de
variables indépendantes et le degré de dérivation des systemes. Une étude cas par cas
doit étre menée. Ce travail prospectif sera fait prochainement. Une fois les limites de
notre implantation atteintes, nous envisageons cependant quelques optimisations dont

voici les deux plus importantes.

— La premiere optimisation est propre au langage Maple. Il semble que lors des cal-
culs, la récupération de I’espace mémoire non utilisé (garbage collector) ne soit pas
optimale. Ainsi, pour les systemes d’EDP que nous avons considérés, si les données
finales occupent un espace de 1,1 Mo, la mémoire vive consommée s’éleve a 250 Mo.
Il semble donc que 1’on puisse optimiser la gestion mémoire en cours d’algorithme.

— La seconde optimisation est sans doute la plus importante. Il s’agit de calculer
les relations entre les invariants fournies par le lemme de Poincaré, non plus a
la fin mais en cours d’algorithme. Ceci permet, a chaque étape de la méthode
d’équivalence, de ne conserver qu’'une base de 'algebre différentielle engendrée par
les invariants déja calculés. Ceci évite donc le calcul et le stockage de volumineux

et inutiles invariants.
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Voici quelques directions de recherche qu’il nous semble important de considérer a

plus long terme :

— Dans tous les exemples présentés dans ce mémoire, nous avons donné des criteres
d’équivalence sans pour autant expliciter les changements de variables permet-
tant de passer d'un systeme d’équations différentielles a un systeme équivalent. Il
semble que , dans certains cas, les invariants trouvés par la méthode d’équivalence
permettent de donner de riches renseignements sur ces changements de variables.
Sans cela, le changement de variable peut étre obtenu en théorie par I'intégration
du systeme de formes invariantes 6" = 0" que calcule la méthode d’équivalence.
C’est un point qu’il nous reste a étudier scrupuleusement.

— Programmer le calcul tensoriel permettrait d’effectuer les calculs de la méthode
d’équivalence de Cartan plus génériquement comme le faisait Chern par exemple.

Le probleme de la classification des objets de nature géométrique, en particulier

des systemes d’équations différentielles intervenant dans la modélisation des systemes
dynamiques occupe actuellement de nombreux chercheurs. Il est souhaitable que notre
logiciel soit intégré dans un grand systeme de calcul formel, disponible partout tel que
Maple. Il faut collaborer avec des spécialistes de géométrie afin qu’ils puissent eux—
meémes effectuer les calculs sur machine.

Finalement voici divers travaux de collaboration en cours ou en projet qui devraient
tirer parti des résultats présentés dans ce mémoire :

— J. Merker a déposé un projet de collaboration entre des mathématiciens du labora-
toire A.G.A.T. de Lille, du C.M.I. de Marseille et deux informaticiens de 1’équipe
de calcul formel de Lille. Ce projet concerne en particulier A. Sukhov (PR, AGAT
Lille), B. Coupet (PR, LATP Marseille), H. Gaussier (MCF, LATP Marseille) et J.
Merker (CR CNRS, LATP Marseille), M. Petitot (PR, LIFL Lille) et moi-méme.
Il s’agit d’effectuer la classification des hypersurfaces analytiques réelles Levy non
dégénérées de C?, ceci notamment grace a la méthode d’équivalence de Cartan.

— Ivar Ekeland (PR CEREMADE Dauphine) a pris contact avec I’équipe de calcul
formel de Lille afin de traiter sur machine diverses instances du “probleme varia-
tionnel inverse” i.e I’étude de criteres simples permettant de décider si les solutions
d’un systeme donné (ordinaire du second ordre)

i(t) = f(z,#) avecx = (', 2% ..., 2") (9.1)

sont des géodésiques pour un certain Lagrangien L(x, ). Cette question tres clas-
sique (voir [19] et [1]) est étroitement liée a la classification de 1'équation (9.1).
Cette classification a été réalisée en principe par S. S Chern et M. E. Fels mais les
calculs n’ont pas été menés jusqu’au bout. Grace a notre logiciel, nous avons déja
traité quelques cas particuliers afin de tester la faisabilité du projet.

— Formaliser un algorithme d’élimination en algebre différentielle non commtative.
Ce travail est a envisager avec Frangois Boulier (MCF Laboratoire d’Informa-
tique Fondamentale de Lille). Un tel logiciel permettrait d’une part de traiter les
problemes d’équivalence comme nous l’avons vu au chapitre (3). D’autre part un
tel logiciel peut se révéler tres intéressant lorsqu’un systeme différentiel est na-
turellement exprimé dans des dérivations qui ne commutent pas nécessairement.
C’est par exemple le cas des polynomes différentiels que notre implantation de la
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méthode d’équivalence manipule. C’est aussi le cas des systemes différentiels que
I'on rencontre lorsque 1'on s’intéresse au probleme de Douglas autrement appelé
probleme variationnel inverse que nous venons d’évoquer (voir [19] et [1]).

— P. Rouchon (PR Centre d’Automatique de I’Ecole Nationale Supérieure des Mines
de Paris) voudrait utiliser la méthode d’équivalence en vue de construire des o0b-
servateurs® de systémes non linéaires, en particulier pour des systémes non com-
mandés. Il s’agit d’étudier la possibilité de ramener, par un changement de variables
approprié, une dynamique générale de la forme :

(1)
{ y = h) 9.2

a des formes particulieres pour lesquelles la construction d’un observateur est
connue (voir [55]).

I
=
8
~—

1'Un observateur est un programme de calcul en ligne qui fournit une estimation & tout instant ¢ de
la valeur des variables d’état a partir des grandeurs mesurées
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Résumé

La méthode d’équivalence de Cartan est un algorithme qui permet de décider si deux
systemes d’équations différentielles se déduisent I'un de I'autre par un difféomorphisme
local pris dans un (pseudo)groupe de transformations donné. On montre que cette
question se ramene a la classification locale des G-structures et donc au calcul d'un
ensemble complet d’invariants de celles-ci. L'implantation en Maple proposée dans cette
these permet de traiter des exemples restés hors de portée jusqu’a maintenant. Ainsi
sont présentés :
— des résultats de classification des équations différentielles ordinaires du troisieme
ordre par des transformations de contact,
— des résultats de classification d’équations ordinaires du quatrieme ordre ainsi que
certains systemes d’équations différentielles ordinaires,
— I’étude d'un systeme aux dérivées partielles du second ordre completement intégrable
a une variable dépendante et n variables indépendantes sous ’action du groupe des
transformations ponctuelles.
Une optimisation essentielle du programme repose sur l'utilisation de dérivations ne
commutant pas entre elles. Les problemes d’équivalence sont également abordés en
utilisant les techniques d’algebre différentielle.

Mots clefs : Informatique, calcul formel, méthode d’équivalence de Cartan, équations
différentielles, classification, calcul extérieur, algebre différentielle.

Abstract

The Cartan’s equivalence method is an algorithm which allows to decide if two systems
of differential equations can be mapped on each other by a local diffeomorphism from a
given (pseudo)group of transformations. This problem amounts to the local classification
of G-structures and therefore to the computation of a complete set of invariants of these
ones. The Maple implantation proposed in this thesis allows to treat examples that
remained out of capability up to now. Thus are presented :
— some classification results about third order ordinary differential equations under
the group of contact transformations,
— some classification results about fourth order ordinary differential equations as well
as some systems of ordinary differential equations,
— the study of completely integrable second order partial differential equations sys-
tems with one dependent variable and n independent variables.
One of the essential optimisation is the use of derivations that do not necesseraly com-
mute pairwise. The equivalence problems are also tackled using differential algebra
technics.

Key words : Computer science, computer algebra, Cartan’s equivalence method, dif-
ferential equations, classification, exterior calculus, differential algebra.
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