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Résumé

L’étude porte sur le comportement hyperélastique de matériaux élastomeres et sur 1’en-
dommagement de ceux-ci lors de sollicitations en fatigue a faible nombre de cycles.
Les essais de traction répétée a déformation maximale imposée sur différents matériaux
élastomeres ont montré un adoucissement important qui se caractérise par une chute de
la contrainte des les premiers cycles de chargement. Cette étude expérimentale a permis
de mettre en évidence la dépendance de ce phénomene d’adoucissement par fatigue vis a
vis d'une part de la déformation maximale imposée au cours du chargement cyclique et
d’autre part du nombre de cycles de chargement.

L’étude bibliographique a permis de constater que les modeles proposés pour décrire
le phénomene d’adoucissement ne faisaient pas intervenir, simultanément, les deux pa-
rametres mis en évidence lors de I’étude expérimentale. Deux tendances se sont imposées :
les modeles qui ne prennent en compte que la déformation maximale imposée et les
modeles qui ne tiennent compte que du nombre de cycles de chargement. Afin d’illus-
trer ces deux tendances, nous présentons deux modeles relativement récents dont nous
montrerons les limites au travers de résultats expérimentaux.

Ainsi, un modele permettant de rendre compte du phénomene d’adoucissement par fa-
tigue, et prenant en compte I’ensemble des parametres intervenant dans celui-ci, a été
développé. Une fois I'identification du comportement faite, le modele proposé pénalise le
comportement hyperélastique du milieu élastomere par un endommagement évoluant en
fonction des deux parametres précédemment cités. Ce modele, prédictif, présente ’avan-
tage de nécessiter I'identification d’'un unique parametre. Celui-ci a été testé sur plusieurs
matériaux différant soit par la matrice, soit par les renforts. Une étude, du seul parametre
intervenant dans le modele proposé, a permis de montrer que sa détermination a un cer-
tain niveau de déformation maximale imposée permettait de prévoir I’adoucissement pour
des niveaux de déformation maximale imposés et des niveaux de contrainte induite plus
faibles, et ce quelque soit le nombre de cycles considéré.

Par la suite, le modele d’adoucissement par fatigue développé a été implémenté au sein
d’un code éléments finis modulaire (modulef) afin d’offrir un outil d’aide a la conception de
structures élastomeres prenant en compte ces phénomenes d’adoucissement. Dans ce but,
un algorithme non incrémental de résolution a été développé afin de prendre en compte
d’une part la nature incompressible et endommageable du comportement et d’autre part
le caractere grandement déformable et non linéaire des comportements mis en jeu. En ef-
fet, les problemes a traiter étant par définition des problemes non linéaires (comportement
hyperélastique) et instationnaires (endommagement), l'utilisation d’algorithme classique
de type incrémental ne pouvait étre envisagée a cause des temps de calculs alors requis. Un
algorithme non incrémental basé sur des techniques de type Newton, ou plus précisément
LATIN, a donc été proposé ainsi que plusieurs méthodes d’optimisation afin de diminuer
les temps de calcul.

Mots Clés : Matériaux élastomeres, Hyperélasticité, Endommagement, Adoucis-
sement, Fatigue, Méthodes de résolution de problemes non linéaires
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Introduction

Cette étude est consacrée a la caractérisation, la modélisation et la simulation numérique
du comportement mécanique de structures élastomeres soumises a des chargements cy-
cliques induisant des phénomenes d’adoucissement par fatigue.

Le caoutchouc naturel est fabriqué a partir de la seve de I’hévéa Brasilienis. Sa premiere
utilisation fut pour imperméabiliser les étoffes et fabriquer des tissus élastiques. Son
développement industriel coincide avec la découverte par C. Goodyear du procédé de
vulcanisation par le soufre au début du XIX*®™¢ siecle. Ce procédé permet de transformer
la seve, qui est visqueuse, en une structure solide de réseau tridimensionnel constitué de
chaines macromoléculaires.

Afin d’accroitre la rigidité des caoutchoucs naturels, des particules de renforts (Noir de
Carbone, Kaolin, Silice, ....) y sont adjointes, permettant ainsi d’étendre les domaines
d’utilisation de ces mélanges appelés élastomeres. Par la suite, l'introduction des ca-
outchoucs de synthese par l'industrie chimique ne fera qu’accroitre les performances
(mécaniques, chimiques et tenue au feu) des milieux élastomeres et augmenter les champs
d’application.

Grace a leurs propriétés remarquables et notamment une grande souplesse aux faibles
déformations combinée a une haute résistance aux forts étirages, les élastomeres sont
utilisés pour une tres grande variété d’applications dans de nombreux domaines des in-
dustries de pointe. La plupart du temps, ces milieux interviennent dans la réalisation de
structures devant assumer des taches de suspension, de liaison et/ou d’amortissement. Les
pneumatiques et les supports de moteur en industrie automobile, la suspension secondaire
de voitures de TGV en industrie ferroviaire, les éléments de liaison entre le rotor et les
pales d’hélicopteres en industrie aéronautique, les éléments de liaison entre le fuselage
et les réservoirs de carburants de la fusée Ariane V en industrie spatiale ou encore les
systemes antisismiques dans l'industrie terrestre n’en sont que quelques exemples.

En 1994, la consommation mondiale de matériaux élastomeres approchait les 15 millions
de tonnes.

Cependant, le dimensionnement de structures constituées de milieux élastomeres pose de
nombreuses difficultés tant d’un point de vue caractérisation ou modélisation du compor-
tement de ces milieux que d’un point de vue simulation numérique de ces structures.

Les niveaux de déformation envisagés dans un cadre élastique sont extrémement impor-
tants. En effet, le domaine de déformation élastique est la plupart du temps supérieur
a quelques centaines de pour cent de déformation, alors que la déformation a rupture
est souvent au dela du millier de pour cent de déformation. Les tres grands niveaux de
déformation considérés (plusieurs centaines de pour cent de déformation) se situant dans
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un cadre élastique et non linéaire, on parle souvent d’hyperélasticité. La modélisation du
comportement doit donc se faire dans le cadre des grandes transformations. De nombreux
travaux ont été réalisés sur la modélisation du comportement élastique en grandes trans-
formations. Celui-ci est généralement représenté par une fonction densité d’énergie (Rivlin,
1948 [92] ; Ciarlet, 1986 [29]) qui, dans la mesure ou le matériau est supposé isotrope, s’ex-
prime en fonction des trois invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green droit ou
encore en fonction des élongations principales du tenseur gradient de déformation. Une
autre hypothese généralement formulée concerne l'incompressibilité des matériaux per-
mettant de simplifier le probleme puisqu’elle réduit le nombre de variables indépendantes
a 2. De nombreuses lois de comportement ont été développées ces dernieres années parmi
lesquelles on peut citer Rivlin, 1948 [92]; 1949 [93]; Gent et Thomas, 1958 [43]; Hart-
Smith, 1966 [51]; Ogden, 1972 [82]; Treloar, 1975 [107]; Haines, 1979 [50]; Diani, 1999
[34].

Cependant, certains matériaux ne vérifient pas cette hypothese d’incompressibilité et c’est
pour cette raison que des lois de comportement compressibles ont été développées (Blatz-
Ko, 1962 [11]; Peng-Landel, 1975 [86]; Ciarlet-Geymonat, 1982 [28]).

Modéliser la loi de comportement d’un matériau n’est donc pas chose facile puisque de
nombreux phénomenes doivent étre pris en compte et il serait utopique de chercher une
expression de la fonction densité d’énergie permettant une bonne modélisation de tous
les phénomenes. Il n’existe donc pas un modele plus performant que les autres et on ne
peut pas affirmer que telle fonction est LA densité d’énergie de tel matériau. Il s’agit
donc, pour un probleme donné, de déterminer la loi de comportement qui représentera au
mieux I’évolution élastique des matériaux étudiés.

En outre, toutes ces lois sont fondées sur I’hypothese d’isotropie. Pourtant, de récents
travaux ont montré que le comportement mécanique des matériaux élastomeres peut étre
anisotrope, en raison du processus de fabrication (Robisson, 2000 [97]) ou de I’histoire du
chargement (Laraba-Abbes, 1998 [65]), introduisant ainsi le développement de nouveaux
modeles de comportement (Diani et al., 2003 [35]). Cette notion d’anisotropie induite par
I’histoire du chargement introduit, en plus du probleme de définition du comportement
élastique, des difficultés de caractérisation et de modélisation des phénomenes d’endom-
magement.

L’étude de I'endommagement, qu’il soit en fatigue ou en rupture, est de plus en plus
abordée. En effet, d'un point de vue conception, une structure ne peut étre considérée
comme fiable que dans la mesure ou celle-ci résiste aux conditions de chargement de sorte
a éviter la rupture (quasi)immédiate, mais également dans la mesure ot I’on peut garantir
sa résistance dans le temps, c’est-a-dire sa tenue en fatigue, lorsqu’elle est soumise a des
chargements cycliques.

Parmi les contributions sur I’étude de ’endommagement des milieux élastomeres soumis a
des chargements quasi-statiques, qu’elles concernent la rupture, la croissance de porosités
ou encore la perte d’incompressibilité, on peut citer : Farris, 1968 [39]; Rice, 1968 [91];
Ghfiri, 1993 [47]; Polignone-Horgan, 1993 [87]; Ait Hocine, 1996 [1]; Andrieux et al., 1997
[2] ; Nait Abdelaziz, 1997 [79]; Saanouni et al., 1998 [98]; Brieu, 1999 [18]; Diani, 1999
[34].

Concernant les phénomenes de fatigue mécanique dans les élastomeres, ceux-ci sont essen-
tiellement dus a I’adoucissement de ces milieux encore appelé effet Miillins. Ce phénomene,
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se traduisant par une perte de rigidité des élastomeres au cours d’un chargement cyclique,
fut initialement mis en évidence par Bouasse et Carriere (1903 [13]) puis plus largement
étudié par Miillins et Tobin (1947 [78]). Pourtant, la plupart des auteurs considerent ce
phénomene comme négligeable au-dela de quelques cycles de chargement (Bueche, 1961
[24] ; Miillins, 1969 [77]; Simo, 1987 [102], Govindjee et Simo, 1991 [48]; 1992 [49]; Ogden
et Roxburgh, 1999 [84] ; Beatty et al., 2000 [7]; Chagnon et al., 2001 [26]), rendant impos-
sible I'utilisation de leurs modeles en fatigue. Malheureusement, peu de travaux ont été
réalisés sur la fatigue induite par les phénomenes d’adoucissement. On peut néanmoins
citer Miehe (1995 [74]) et Shen et al. (2001 [99]).

(C’est dans le but d’offrir des outils de simulation du comportement en fatigue de structures

élastomeres que s’inscrit le travail présenté dans ce mémoire. Ainsi, on se propose au cours

des chapitres suivants de mettre en ceuvre des techniques expérimentales, de développer

un modele et des outils de simulation numérique séquentiels et paralléles permettant de :

— déterminer une densité d’énergie adaptée au comportement hyperélastique des milieux
que nous étudions,

— mettre en évidence les phénomenes d’adoucissement par fatigue ainsi que leurs pa-
rametres influants,

— développer un modele d’adoucissement par fatigue simple et pertinent,

— introduire des outils de simulation de ces problemes de fatigue.

A cet effet, ce manuscrit comporte six chapitres qui s’inscrivent dans les trois domaines
de la mécanique. Une partie expérimentale, qui a pour objectif de caractériser le com-
portement hyperélastique et les phénomenes d’adoucissement par fatigue des milieux
élastomeres, mettra en évidence la spécificité des protocoles et outils requis pour la mise
en ceuvre de ces essais. Une partie modélisation permettra, dans un cadre thermody-
namique approprié, de choisir un modele de comportement hyperélastique associé aux
matériaux étudiés, de confronter des modeles d’adoucissement extraits de la littérature
aux “réalités” expérimentales de nos essais et enfin, apres avoir montré leurs limites, de
proposer un modele simple permettant de rendre compte de ces phénomenes de fatigue
quels que soient les matériaux et les conditions de chargement envisagés. Enfin, une partie
numérique sera consacrée au développement d’un algorithme et a la mise en ceuvre d’un
outil de simulation hautement parallélisable afin de simuler le comportement en fatigue
de ces milieux.

Précisons enfin que ces travaux ont été réalisés dans le cadre d’une bourse du ministere
au sein du Laboratoire de Mécanique de Lille (LML) et d’un monitorat de 1'Université
des Sciences et Technologies de Lille (USTL).

Les simulations numériques présentées dans ce mémoire ont été réalisées pour leurs par-
ties séquentielles au sein du LML et pour leurs parties paralleles sur la machine multi-
processeurs du Centre de Ressources Informatique de ’'USTL.

Le premier chapitre introduit le cadre thermodynamique au sein duquel sont formulées
les lois de comportements de milieux subissant de grandes déformations élastiques. Nous
présenterons ainsi plusieurs lois de comportement sans endommagement extraites de la
littérature mettant en évidence la multiplicité des choix. Par la suite, nous introdui-
rons les phénomenes d’adoucissement et présenterons différents modeles existants. Nous
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montrerons, en révélant, a priori, les limites de ces différents modeles, qu’il est nécessai-
re de développer un modele permettant d’appréhender de maniere plus satisfaisante les
phénomenes d’adoucissement par fatigue.

Afin de modéliser les phénomenes d’adoucissement par fatigue, il est nécessaire d’une
part de maitriser la définition du comportement élastique sans endommagement de ces
milieux et, d’autre part de déterminer les parametres qui influent sur ’adoucissement.
Ainsi, au cours du deuxieéme chapitre, apres avoir présenté les matériaux élastomeres
étudiés, nous introduirons les dispositifs expérimentaux mis en place. Outre 'utilisation
d’une machine d’essai conventionnelle de traction uniaxiale, nous montrerons qu’il a été
nécessaire de développer un systeme de traction biaxiale. Par ailleurs, nous introduirons
la nécessité d’avoir recours a un outil de mesure des déformations locales et sans contact
afin de réaliser des essais en grandes déformations fiables. Nous déterminerons ainsi la
densité hyperélastique la plus appropriée a nos matériaux.

Les protocoles d’essais présentés au cours du chapitre précédent nous permettront de
réaliser, au cours du troisieme chapitre, des essais de fatigue afin de mettre en évidence
les phénomenes d’adoucissement par fatigue et leurs dépendances au nombre de cycles et
a la déformation maximale imposée. Nous montrerons les limites des modeles d’adoucisse-
ment extraits de la littérature par le biais d'une confrontation aux résultats expérimentaux
et, enfin, la nécessité de développer un nouveau modele qui permettra d’appréhender de
maniere plus satisfaisante les phénomenes d’adoucissement par fatigue.

Le quatrieme chapitre est consacré au développement de ce nouveau modele d’adoucis-
sement par fatigue. Celui-ci est fondé sur une dégradation du comportement du matériau
non endommagé par une fonction endommagement dépendant des deux facteurs influants
ce phénomene, c’est-a-dire le nombre de cycles et la déformation maximale imposée.
Nous montrerons que le modele proposé n’introduit l’identification que d’un seul pa-
rametre et prévoit le comportement en fatigue pour ’ensemble des matériaux étudiés et
ce pour différents cas de chargement (déformation ou contrainte maximale imposée). Nous
présenterons également une confrontation des résultats obtenus par le modele proposé aux
résultats expérimentaux et montrerons ainsi que celui-ci permet de prévoir de maniere tres
satisfaisante le comportement en fatigue des matériaux élastomeres considérés.

Cependant, la seule détermination du comportement en fatigue ne peut suffire a la concep-
tion de structures et un outil numérique est également nécessaire. A cet effet, le cin-
quieme chapitre présente un algorithme non incrémental de résolution permettant de
traiter les problemes non linéaires, hyperélastiques, incompressibles et endommageables
considérés. Toutes ces particularités sont cependant sources de difficultés en simulation
numeérique. Nous présenterons les différents techniques mises en ceuvre afin de s’affranchir
de celles-ci.

Enfin, le sixiéme chapitre présente les résultats de la simulation numérique que nous
avons obtenus en implémentant, de facon séquentielle, le modele d’adoucissement par
fatigue, et ’algorithme développés au cours de cette étude, dans un code éléments finis
modulaire. La confrontation des résultats numériques aux résultats expérimentaux permet
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de valider I'algorithme introduit au chapitre précédent. Par ailleurs, nous proposons et
testons, au cours de ce chapitre, différentes solutions pour optimiser I'algorithme dans
le but d’obtenir des gains en temps de calcul mais également d’accroitre le caractere
parallélisable de cet algorithme. Enfin, une implémentation sur machine parallele du code
développé permettra d’illustrer les performances paralleles de I'algorithme ainsi que de
déterminer la solution d’optimisation la plus efficace en vue de réduire les ressources
machines et les temps de calcul requis.
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Nomenclature

‘ Désignation | Notation
Structure B
Espace tridimensionnel R?
Configuration de référence (Configuration lagrangienne) Q
Configuration déformée (Configuration eulérienne) Q
Point matériel (Configuration lagrangienne) Mg
Point matériel (Configuration eulérienne) M
Coordonnées lagrangiennes x = (21, T, T3)
Coordonnées Eulériennes X = (X, Xy, X3)
Réferentiel Cartésien R=1(0, ey, es, e3)
Tenseur gradient de la déformation F
Tenseur des dilatations C
Tenseur des contraintes de Cauchy o
Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff T
Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 3
Vitesse eulérienne Vv
Masse volumique (Configuration lagrangienne) Po
Masse volumique (Configuration eulérienne) p
Densité d’efforts volumiques (Configuration eulérienne) G
Densité d’efforts surfaciques (Configuration eulérienne) g
Densité d’efforts volumiques (Configuration lagrangienne) Go
Accélération (Configuration Lagrangienne) Yo
Accélération (Configuration Eulérienne) 0
Fonction densité d’énergie endommagée W
Energie libre w
Energie interne spécifique v
Entropie spécifique s
Température T
Vecteur flux de chaleur (Configuration lagrangienne) Qo
Normale unitaire extérieure N
Variable d’endommagement d
Densité d’énergie non endommagée Wy
Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff non endommagé | T
Invariants principaux du tenseur des dilatations 1,1, I3
Dilatations ou élongations principales A1,A2,A3
Multiplicateur de lagrange ou pression hydrostatique p
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| Désignation | Notation
Fonctions de découplage de la densité de Diani fyg
Déformation €
Densité d’énergie de la matrice Wi
Densité d’énergie des chaines entre deux points de réticulation Wop
Densité d’énergie des chaines entre deux charges Wee
Fraction volumique des charges Vp
Magnitude du tenseur des dilatations m
Nombre de cycles N
Longueur utile de I’éprouvette au repos dans la direction axiale ly
Longueur utile de I’éprouvette a I’état déformé dans la direction axiale 1
Longueur utile de I’éprouvette au repos dans la direction transverse wo
Longueur utile de I’éprouvette a 1’état déformé dans la direction transverse | w
Déplacement horizontal u
Déplacement vertical v
Rapport de traction entre les directions 1 et 2 n
Section initiale So
Elongation A
Force F
Contrainte de Piola-Kirchhoff uniaxiale dans la direction 1 T
Contrainte de Piola-Kirchhoff équibiaxiale dans la direction 1 T4
Partie de €2 ou des efforts sont imposés o9,
Partie de €2 ou des déplacements sont imposés 08,
Temps t
Espace d’équations globales en espace et paramétrées par le temps L
Espace d’équations locales en espaces NL
Opérateur de passage de £ dans N'L Ht
Opérateur de passage de N'L dans L H-
Opérateur divergence (Configuration lagrangienne) div,
Opérateur divergence (Configuration eulérienne) divx
Opérateur gradient (Configuration lagrangienne) V.
Opérateur gradient (Configuration eulérienne) Vx
Tenseur des raideurs Q
Tenseur des précontraintes P
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Chapitre 1

Comportement et fatigue des
milieux élastomeres

Les difficultés de caractérisation du comportement en fatigue des milieux élastomeres en
grande transformation sont de deux types. Le premier est dii a la définition du com-
portement hyperélastique non endommagé des matériaux, et donc de leur comporte-
ment élastique en grandes transformations. Le second provient de la complexité de com-
prendre et de modéliser les phénomenes de fatigue qui induisent un endommagement des
élastomeres.

Dans un premier temps, les notions caractéristiques des problemes en grandes transforma-
tions seront rappelées. Par la suite, nous rappellerons la formulation des lois de compor-
tement hyperélastique sans endommagement dans le cadre de la thermodynamique des
milieux continus. Cela nous permettra d’introduire différents modeles de comportement
élastique grandement déformable des milieux élastomeres. Enfin, nous introduirons les
phénomenes de fatigue des milieux élastomeres au cours de chargements cycliques. Nous
conclurons ce chapitre en présentant les principaux modeles de fatigue existants dans la
littérature et montrerons la nécessité de développer un nouveau modele afin d’appréhender
de maniere plus satisfaisante ces phénomenes.
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1.1 Le comportement élastique des élastomeres

Un élastomere se présente sous la forme d’un ensemble de chaines macromoléculaires de
différentes longueurs, chacune étant repliée sur elle-méme sous forme de “pelote statisti-
que” (Bouchereau, 1997 [14]). En pratique, les élastomeres ne sont pas utilisés purs. Ainsi,
des 1820 (Dannenberg, 1987 [31]), on y adjoint des charges pour accroitre la rigidité de
ceux-ci. Les charges les plus couramment utilisées sont les noirs de carbone, mais, depuis
les années 40, on utilise également beaucoup les charges de silice. Ces charges utilisées afin
de renforcer le produit le sont également pour atteindre certaines propriétés chimiques
spécifiques telles que la lutte contre les agents extérieurs (soleil, agents chimiques...) ou
encore mécaniques comme une meilleure contrainte ou une élongation a rupture (Kraus,
1965 [59]). Cette introduction de charges permet d’élargir le domaine d’utilisation des
élastomeres.

Malgré la diversité des élastomeres utilisés (caoutchouc naturel, styréne butadiene, néopre-
ne.....) et la multitude de formulations* suivant les propriétés chimiques et/ou mécaniques
souhaitées, les comportements qui apparaissent, demeurent cependant tres caractéristiques.
Le comportement mécanique est non linéaire, comme le montre la figure 1.1, et fortement
incompressible. La forte non-linéarité se constate en étudiant la courbe de traction (figure
1.1) qui s’incurve rapidement aux grands allongements (domaine III). Des tensions rela-
tivement faibles produisent sur les élastomeres de tres grands allongements allant jusqu’a
7 fois la longueur de I’éprouvette au repos (domaine II). Ainsi, le comportement n’obéit
a une loi de comportement linéaire, comme la loi de Hooke, qu’aux petits allongements
-de l'ordre de quelques pour cent de déformation-(domaine I)(Flory, 1967 [40]).

Contrainte (MPa)

Déformation

Fic. 1.1 — Comportement non-linéaire d’un élastomere

Pour cette raison, il est nécessaire de se placer dans un contexte de grandes déformations.
Nous rapellerons donc dans le paragraphe qui suit les notions de configuration et présenterons
les différentes notations et grandeurs qui seront utilisées par la suite. Nous aborderons
également les mesures de déformations et I’écriture des lois de comportement.

*La formulation recouvre ’ensemble des savoir-faire nécessaires au développement et a la fabrication
d’un produit commercial.
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1.2 Quelques rappels sur les grandes déformations

1.2.1 Formalisme des grandes déformations

Soit une structure, B, occupant a 1’état initial non déformé un domaine 2y de R?®, appelé
configuration de référence. Chaque point My, de la structure B en {2y, peut étre repéré par
ses coordonnées lagrangiennes (x;) (1<i<3) exprimées dans un repere d’espace orthonormé
R(0, e1, ez, e3).

Apres déformations, la structure B occupe un nouveau domaine € de R?®, appelé configu-
ration actuelle ou configuration déformée. Le point My, de €2y, se déplace en M, de €2, et
a alors pour coordonnées (X,) (1<a<s) appelées coordonnées eulériennes.

dQ O=dx=dx dx., dx 3

"

FiG. 1.2 — Configurations eulérienne et lagrangienne

En grandes déformations, les configurations de référence et déformée ne peuvent plus étre
confondues et un point Mj de la configuration de référence, €2y, peut étre relié a son image
M dans la configuration déformée, €2, par la relation :

X = h(x) (1.1)

ou la fonction vectorielle h, qui permet de passer de 2y a €2, est une fonction inversible.

En différenciant cette fonction, on peut écrire :

oh
X, = 2 e, 1.2
d o dx (1.2)

ou la convention de sommation sur les indices répétés est utilisée.

1.2.1.1 Tenseurs des déformations

Les notations précédemment introduites permettent ainsi de définir la notion de déforma-
tion. En effet, introduisons dMo=(dx, dxs, dxs) et dM=(dX;, dX,, dX3) des vecteurs
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infinitésimaux, respectivement aux points M, et M. Pour définir la déformation de d M
en dM , lors du passage de la structure B de 2y a €2, on peut écrire :
Oh;
8xj ’

dM = FdM, avec Fij = (1.3)

F est appelé tenseur gradient de déformation, il traduit la déformation de la structure
(ou encore les déformations locales).

En introduisant le vecteur déplacement de My en M (figure 1.2) :
u(X,t) = MoM pour tout M € Q (1.4)
qui se traduit pour tout My € Qy et M € 2 par :

iLe. X, = x; + ui(wy, x9, T3) (1.5)
le tenseur gradient de déformation peut s’écrire :
F=1+V,u (1.6)

ou 1 est le tenseur identité d’ordre 2 et V, I'opérateur gradient par rapport aux variables
lagrangiennes.

Enfin, a partir de ce tenseur gradient de déformation F', on peut, ce qui nous sera utile
par la suite, définir le tenseur des déformations de Cauchy-Green droit ou tenseur des
dilatations C :

C=F'F (1.7)

ol F' est la matrice transposée de F'.

1.2.1.2 Tenseurs des contraintes

Le vecteur contrainte, o(n), caractérise les efforts intérieurs de cohésion. Lorsqu’on
déforme le systeme, les forces intérieures df sur la surface dS s’opposent a cette déforma-
tion.

Ainsi, 'effort df exercé sur une partie du solide a I’état déformé a travers un élément de
surface dS de normale extérieure n s’écrit :

df = o(n)ds. (1.8)
o est appelé tenseur de Cauchy.

On introduit, a partir de o, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, T,
faisant intervenir des données géométriques de la configuration initiale, défini par :

T=JoF™! (1.9)
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olt J = detF et F~' est I'inverse de la transposée de F'.
Ce tenseur est défini tel que :

ou dSy est I'élément de surface dans la configuration de référence et mg la normale
extérieure a dSy.

Ce tenseur est qualifié de tenseur “mixte” car il fait intervenir des quantités lagrangiennes,
dSy et ng, et eulérienne, df.

On peut également définir dans la configuration de référence, €2y, le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchhoff, 3, défini uniquement a partir de quantités lagrangiennes,
tel que :

ou dfy est la force intérieure de cohésion dans la configuration de référence.
La relation reliant ces trois tenseurs des contraintes s’écrit alors :

SX=F'T=JF 'oF" (1.12)

Ainsi, afin de caractériser ’état de contrainte au sein d’une structure, trois possibilités
s’offrent a nous en fonction du systeme de coordonnées retenu :

— Dans le systeme de coordonnées eulériennes : le tenseur des contraintes de Cauchy, o,
(1.8). Ce tenseur est symétrique.

— Dans le systeme de coordonnées lagrangiennes : le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff, 3, (1.11). C’est un tenseur symétrique mais qui n’a malheureusement
aucun sens physique. En effet, il est difficile, voire impossible, de définir directement les
efforts intérieurs d fy, dans la configuration de référence.

— Tenseur des contraintes mixte : le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
T, (1.10). On remarque que, contrairement au tenseur de Cauchy o, le premier tenseur
de Piola-Kirchhoff est non symétrique.

1.2.2 Equations d’équilibre

Nous allons a présent préciser les relations entre les grandeurs mécaniques qui traduisent
la notion d’équilibre.

La modélisation des efforts permet, en utilisant le principe fondamental de la dynamique,
d’obtenir les équations du mouvement qui gouvernent la réponse de la stucture B.

Si l'on désigne par V' la vitesse eulérienne d’une particule M € €2, alors la quantité de
mouvement d’un volume élémentaire quelconque, w C 2, (configuration déformée) est :

/dew ol p est la masse volumique eulérienne en un point quelconque M € w C €2
w

Les forces agissant sur w peuvent étre de deux types :
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— les efforts volumiques, G, imposés a ’ensemble de w,
— les densités surfaciques d’efforts, g, imposées sur le bord dw de w.
La résultante de ces efforts est donnée par :

/dew—i—/ gdS
w ow

Le principe fondamental de la dynamique (ou conservation de la quantité de mouvement),
appliqué a w, permet alors d’obtenir deux équations dont la premiere, qui représente
I’équation des forces, s’écrit :

d
7 dew:/dew—i—/ gdS (1.13)
w w Ow

La deuxieme équation, qui représente l’équation des moments, permet de montrer la

symétrie du tenseur des contraintes de Cauchy o (Maugin, 1988 [71]).

Cependant, nous avons vu précédemment que la déformation de la structure B pouvait
étre représentée dans deux configurations distinctes. Nous allons donc exprimer I’équation
(1.13) dans chacune d’entre elles.

1.2.2.1 Configuration eulérienne

En introduisant le tenseur des contraintes de Cauchy, défini au point M € () par :
o(M)(N)=g VM € Ow,w C Q (1.14)

ot N est la normale extérieure unitaire & Ow au point M, on montre que (1.13) est, sous
forme locale, équivalente a :

py = pG + divyo ,YM € w C ) (1.15)

dVv . - . . , .
ou vy = a est 'accélération eulérienne au point M et divy 'opérateur divergence par

rapport aux variables eulériennes.

L’inconvénient de cette équation du mouvement (1.15) est qu’elle est exprimée dans la
configuration eulérienne qui est, a priori, inconnue. Il semble donc plus simple d’exprimer
le principe fondamental de la dynamique dans une configuration connue, telle que la
configuration initiale.

1.2.2.2 Configuration lagrangienne

Etant données les relations qui existent entre la configuration lagrangienne, wy C €2, et la
configuration eulérienne, w C €2, (équations (1.5) et (1.9)), on montre facilement (Ciarlet,
1986 [29]; Duvaut, 1990 [36]) que I’équation (1.13) équivaut, sous forme locale, a :

PoYo = poGo + div,T Y My € wy C (116)

ol po est la masse volumique lagrangienne; ~o 'accélération au point M, exprimée
en variables lagrangiennes; Go les efforts imposés dans la configuration lagrangienne
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(Go = JF7'G); T le premier tenseur de Piola-Kirchhoff, défini par la relation (1.9) et
div, 'opérateur divergence par rapport aux variables lagrangiennes.

On constate que la relation (1.16) est, dans la mesure ou {2y est connue, beaucoup plus
simple a manipuler que ’équation (1.15). Par conséquent, c’est cette relation, exprimée
dans la configuration lagrangienne ou non-déformée, que nous utiliserons par la suite.

A présent que les équations du mouvement (1.15) et (1.16) ont été définies, nous allons
nous attacher a la modélisation du comportement des matériaux élastomeres.

1.3 Loi de comportement

1.3.1 Inégalité de Clausius-Duhem
1.3.1.1 Cas général

Comme tout matériau, le comportement des élastomeres doit satisfaire les équations clas-
siques de la thermodynamique et plus particulierement l’inégalité de Clausius-Duhem.
Celle-ci, obtenue dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, s’écrit
(Lemaitre, 1988 [66]; Duvaut, 1990 [36]) :

OF ds 0V
T : ¥ + po (Ta—j - W) - @VIT >0 en variables lagrangiennes (1.17)

oul’on note A : B le produit contracté des tenseurs A et B (A : B = A;;B;;) , ¥V énergie
interne spécifique, T' la température, s ’entropie spécifique et gq le flux de chaleur.
En introduisant la fonction énergie libre, VW, définie en configuration lagrangienne par :

W=1T—Ts (1.18)
I'inégalité (1.17) devient :

OF oW AT, q
i — po( o+ S ) — VT > .
T:o =l t557) = VL 20 (1.19)

Alinsi, en supposant que le potentiel énergie libre YW admet les dépendances suivantes :
W=W(F,T,d) (1.20)

ou d sont les variables d’endommagement.
de sorte que :

ow oW OF owor = owWaod

5 T oF ‘ot Tar ot T ad ot (1.21)
des lors, I’équation (1.19) équivaut a :
W\ OF W\ OT  OWdd  qo
— oo ) P — ) = -y — — > .
(T Po aF) ot po(” 8T) o g e T Vel 2l (1.22)
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Dans le cas isotherme et dans la mesure ou I'inégalité de Clausius-Duhem doit étre vérifiée
quelle que soit ’histoire des variables d’état F' et d, on obtient, entre autre, la loi de
comportement dérivant de la fonction densité d’énergie de déformation W et qui relie le
premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, T', au tenseur gradient de déformation,
F, définie par :

oW
T =S (F.d) (1.23)

1.3.1.2 Cas particulier des matériaux élastiques sans endommagement

Dans le cas ou les matériaux étudiés possedent des propriétés d’isotropie dans la configu-
ration non déformée et satisfont le principe d’indifférence matérielle (c’est-a-dire que la
densité d’énergie est invariante dans le cas d’un changement de référentiel), et dans la me-
sure ou aucun phénomene d’endommagement n’est considéré, Rivlin (1948 [92]) et Ciarlet
(1986 [29]) ont montré que la densité d’énergie, Wy, de ces matériaux n’est fonction que
des invariants principaux du tenseur des dilatations C, soit :

Wo(F) = Wo(C) = Wy(l, I, I3) (1.24)
avec :
I = tlr(C) =N+ A+ A
I = 5((tr(C))* = tr(C)?) = (Mda)” + (Aadg)” + (M Ay)* (1.25)
I3 = detC = \2\2\2

oll A1, Ag,A3 sont les dilatations principales du tenseur gradient de déformation F'.

La relation de comportement s’écrit alors :

o 8WO(117]27]3) o 8WO(117]27I3)%
B OF B 01, OF

T, (1.26)

ou Ty est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff du matériau non endom-
mageé.

Compte tenu de (1.25), on montre aisément que :

8[1 . 612 B 613 B —t
op —2F  Sp=2ALF-FC) 2 =2LF (1.27)

ainsi, la relation de comportement (1.26) devient :

oW, oW, oW, _t
Ty=2 F L F — F I, F 1.2
0 (511 + a1, (11 C)+ ol 3 ) (1.28)

Une grande caractéristique des matériaux élastomeres est leur caractere quasi-incompressi-

ble. Dans le cas des élastomeres chargés avec des charges tres fines, 'incompressibilité de
la matrice caoutchoutique est préservée. Heuillet et Dugautier (1997 [53]) ont montré sur
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des essais simples comme la traction uniaxiale ou biaxiale que les variations de volume
restaient extrémement faibles, pratiquement non détectables du fait des tres faibles ni-
veaux de pression hydrostatique. Donc, tant que la pression hydrostatique n’est pas trop
élevée, ’hypothese d’incompressibilité reste valable et cette hypothese sera toujours as-
sumée pour notre étude.

Alinsi, I3 reste constant et égal a 1. La fonction densité d’énergie ne dépend plus alors que
des deux premiers invariants I; et Io.

Robisson (2000 [97]) montre que lors d’une transformation isochore, la contrainte de Cau-
chy, o9, introduite par 'incompressibilité, est de la forme —pl. La relation (1.9) nous
permet alors d’écrire que la contrainte de Piola-Kirchhoff, T',, introduite également par
I'incompressibilité, est de la forme —pF ™" (car J = detF = I; = 1).

Alinsi, la relation de comportement se réduit a :

oW, oW,
Ty=2| —~F+—2(LF—FC)| —pF™' et detF=1 (1.29)
oI, o1,

ou p est une pression hydrostatique arbitraire ou multiplicateur de Lagrange.

De nombreux auteurs ont adopté cette approche phénoménologique, a savoir une modélisa-
tion par une densité d’énergie élastique Wy, fonction des invariants principaux. Nous
rappelons dans le paragraphe qui suit quelques modeles hyperélastiques classiquement
utilisés.

1.3.2 Quelques exemples de densité d’énergie sans endommage-
ment

La plupart des densités d’énergie proposées dans la littérature s’expriment comme une
fonction donnée des invariants, I; et Iy, du tenseur des dilatations, C, pour modéliser
le comportement des milieux élastomeres. Nous présentons par la suite, de fagon non
exhaustive, quelques uns de ces modeles les plus couramment utilisés.

1.3.2.1 Densités d’énergie a expression imposée

Rivlin (1948 [92], 1949 [93]) a proposé une forme polynomiale de la densité d’énergie :

Wolli, 1) = Y Coun(Iy = 3)™ (I — 3)". (1.30)

Cette expression polynomiale est largement utilisée sous forme simplifiée. Ainsi, Treloar
(1975 [107]) a abouti a la forme la plus simple qu’est le modele néo-hookien (n=0 et
m=1) :

Wo(lh) = Cio(I, — 3). (1.31)

Ce modele permet une bonne représentation des essais de traction uniaxiale mais uni-
quement pour de faibles déformations. En effet, il ne permet pas de rendre compte de la
rigidité du matériau pour de grandes déformations (voir partie III figure 1.1) (Treloar,
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1944 [106], 1975 [107]).

La restriction au premier ordre de la densité proposé par Rivlin donne la densité de
Mooney-Rivlin (1940 [75]) :

WU(II, 12) = 010(11 — 3) + 001(12 — 3) (132)

qui est largement utilisée de par sa simplicité. Cette expression permet une bonne représen-
tation des essais de traction simple et de cisaillement simple jusqu’a 300% de déformation
pour certains caoutchoucs. En revanche, il n’est pas tres représentatif pour les sollicita-
tions biaxiales et en cisaillement pur (Mooney, 1940 [75]).

Bien qu’introduisant un nombre tres important de parametres, la densité généralisée de
Rivlin (1.30) est I'une des densités les plus utilisées, notamment dans les codes éléments
finis.

Hart-Smith (1966 [51]) propose :

I I
Wolly, I) = C, / eaplCoy — 3}l + Coin( ). (1.33)
3

Ce modele présente ’avantage de représenter 1’évolution brutale de la rigidité aux tres
grandes déformations, jusqu’a 500%, grace a la constante C3 dont le role est prédominant
en grandes déformations (Hart-Smith 1966 [51], Alexander 1968 [3]).

Cette liste n’est pas exhaustive et il existe bien d’autres densités d’énergie dont I’écriture
est plus ou moins complexe comme la densité de Rivlin et Saunders (1951 [94]) ou de
Gent et Thomas (1958 [43]), ou encore celle d’Ogden (1972 [82], 1984 [83]) qui s’exprime
cette fois, non pas en fonction des invariants principaux, mais en fonction des dilatations
principales A, Ay et A3 définies en (1.25).

Cependant, ’ensemble de ces densités ne permet pas toujours de rendre compte du com-
portement de facon fiable, comme nous le verrons au cours du chapitre suivant. En outre,
Iintroduction d’une forme prédéterminée de la densité rend parfois I'identification com-
plexe et le nombre de parametres trop élevé.

1.3.2.2 Densité d’énergie a expression non imposée

C’est pour pallier les difficultés engendrées par le choix de densités d’énergie que Lambert-
Diani et Rey (1998 [63], 1999 [64]) proposent, plutot qu’une densité d’expression imposée,
une méthode d’identification laissant 1'utilisateur libre de ses choix en ce qui concerne
Iexpression de la densité d’énergie. Cette méthode présente en effet 'avantage de ne pas
imposer a priori, contrairement aux densités précédemment présentées, la forme initiale
de la densité d’énergie Wj.

Les travaux de Rivlin et Saunders (1951 [94]) et de Kawabata et al. (1977 [56], 1981 [57])
ont montré que pour des déformations inférieures a 50%, les dérivées partielles de W, sont
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des fonctions assez complexes des deux premiers invariants I; et I,. Cependant, dans le
cadre de notre travail, c’est-a-dire dans le domaine des grandes déformations, Obata et al.
(1970 [81]) et Kawabata et al. (1977 [56]) ont montré qu'’il était parfaitement raisonnable

Wi W,
de supposer que 6[0 et 6[0 dépendaient respectivement uniquement de I; et I5. Nous
1 2
pouvons donc introduire les fonctions f et g telles que :
8W0 8VVO
=f(l t = g(1s). 1.34
=) e =) (1349

Les expériences de Treloar (1944 [106]) ont quant a elles montré que la réponse du matériau
dépend de I’état de déformation. Il est donc nécessaire de considérer différentes expérien-
ces afin de déterminer les fonctions f et g, expériences qui sont classées selon le nombre
de directions d’étirement.

De plus, Kawabata et al. (1981 [57]) et Fukahori et al. (1991 [41]) ont montré que pour
les expériences faisant intervenir une seule direction d’étirement, la contribution de g(ls)
est négligeable devant celle de f(I;). On peut alors écrire que :

f(L) >> g(I) en traction uniaxiale. (1.35)

Lambert-Diani et Rey (1998 [63]) proposent donc de déterminer la fonction f(I;) sur un
essai de traction uniaxiale et la fonction g(I5) sur un essai faisant intervenir deux direc-
tions d’étirement comme, par exemple, la traction biaxiale ou plus simplement la traction
équibiaxiale. Les expressions de f(I;) et g(I3) sont variables en fonction des matériaux
considérés et le choix de celles-ci est laissé a l'utilisateur (Diani, 1999 [34]).

Nous présenterons au cours du chapitre suivant une confrontation des différentes den-
sités d’énergie introduites. Celles-ci seront identifiées a partir d’essais réalisés au sein du
laboratoire.

1.4 Phénomene d’adoucissement par fatigue

1.4.1 Présentation

Lorsqu’une éprouvette d’élastomere est soumise a un chargement cyclique, la contrainte a
un cycle donné pour atteindre le méme niveau de déformation qu’au cycle précédent est
toujours plus faible. Ce phénomene est appelé phénomene d’adoucissement.

Cependant, la chute de contrainte d’un cycle a I’autre ne peut suffire a définir le phénomene
d’adoucissement. En effet, on peut distinguer deux types de chute de contrainte lors d’un
chargement cyclique : la premiere, tres importante, apparait entre les charges des premier
et deuxieme cycles et traduit un phénomene d’endommagement fort au cours des deux
premiers cycles; la seconde, apparait entre chaque cycle et est d’intensité beaucoup plus
faible.

A ce titre, Miehe (1995 [74]), a partir d’observations expérimentales sur des essais cycliques
a déformation maximale imposée, constate que I’adoucissement fait intervenir deux types
d’endommagements.
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1.4.1.1 Endommagement discontinu

Celui-ci ne dépend que de I’élongation maximale vue par le matériau au cours de son
histoire. Il caractérise la chute de contrainte entre les premier et deuxieme cycles a meme
niveau de déformation imposé. Celui-ci est communément appelé effet Miillins.

L’effet Miillins est considéré comme un endommagement du matériau élastomere. Ce
phénomene est représenté sur la figure 1.3 dans le cas d’un matériau idéal, c’est-a-dire
sans phénomene viscoélastique et sans dépendance a la vitesse de déformation.

g
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° Courbe 3 |
E Courbe 2 !
@ |
IS |
Q |
O I
Courbe 1 }
I
I
I
\ ‘ |
! |
! |
! |
I
! |
: |
el €2
Déformation

F1G. 1.3 — Schématisation de ’adoucissement

L’effet Miillins est, pour ce matériau idéal, décrit de la maniere suivante :

un matériau élastomere est chargé jusqu’a une déformation £; (courbe 1) puis, il est
déchargé jusqu’a une déformation nulle. La réponse emprunte alors un autre chemin
(courbe 2). Ensuite, lorsque le matériau est chargé de nouveau jusqu’a une déformation
€ < €1, puis déchargé, il se comporte de maniere élastique, empruntant toujours le meéme
chemin (courbe 2). En revanche, si le matériau est chargé jusqu’a une déformation e, > 1,
la réponse du matériau suit la courbe 2 jusqu’a € = £; puis, réemprunte la courbe 1 jus-
qu’a € = 5. Ensuite, lorsque le matériau est déchargé, sa réponse emprunte la courbe 3.

Ce phénomene a été observé pour la premiere fois par Bouasse et Carriere (1903 [13]) et il
apparait aussi bien dans les élastomeres purs que dans les élastomeres chargés. Cependant
ce phénomene est nettement plus prononcé dans les élastomeres chargés.

Miillins et Tobin (1947 [78]) et Miillins (1969 [77]) ont étudié ce phénomene physique plus
en détails, qui porte le nom d’effet Miillins.
1.4.1.2 Endommagement continu

Appelé aussi accumulation d’endommagement, il dépend de toute ’histoire de la déforma-
tion vue par le matériau. Il représente la chute de contrainte au cours du chargement
cyclique au dela des deux premiers cycles.
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On peut voir sur la figure qui suit (figure 1.4), une représentation de ce mécanisme d’en-
dommagement (le trait pointillé représente le comportement du matériau non endom-
magé).

non endommagé

Contrainte (MPa)

ENDOMMAGEMENT
CONTINU

>
o

Déformation axiale

Fig. 1.4 — Cycles de traction : illustration du modele d’endommagement continu selon
Miehe (1995) [74]

Cet endommagement est un phénomene cumulatif. Chaque chargement, a un niveau de
déformation maximale imposé, induit un endommagement qui amoindrit le niveau de
contrainte au cycle suivant comme le montre la figure 1.4.

1.4.1.3 Remarques

Il n’existe pas d’explication unanime au phénomene d’adoucissement, qu’il soit continu ou
discontinu. Plusieurs explications et modélisations ont été avancées ces dernieres années.
Miillins (1969 [77]) suggérait que l’adoucissement était di au désenchevétrement des
chaines macromoléculaires qui entrainerait une destruction des interactions entre les par-
ticules et la matrice. Bueche (1961 [24]) puis, plus récemment, Govindjee et Simo (1987
[102], 1991 [48], 1992 [49]), ont expliqué que I'adoucissement de 1'élastomere chargé était
entrainé par le fait que, les chaines, étirées au-dela de leur longueur maximale, se rompent
ou se désorbent (c’est-a-dire se liberent) de la surface des charges.

Néanmoins, 'adoucissement est généralement interprété comme étant di a de ’endom-
magement. De plus, comme la longueur des chaines varie, celles-ci cassent a différents
niveaux de déformation, ce qui implique que si la déformation augmente, 'endommage-
ment peut étre regardé comme prenant place de maniere continue.

Néanmoins, la prise en compte de ces deux mécanismes est extréemement complexe. Ainsi,
nombre d’auteurs ont préféré introduire des modeles plus simples, en négligeant I'un des
deux mécanismes d’endommagement (continu ou discontinu), tout en garantissant que
ceux-ci permettaient de rendre compte de ’évolution du comportement a plus ou moins
grand nombre de cycles.
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1.4.2 Modélisations existantes

Il a souvent été choisi de modéliser ce phénomene d’adoucissement par de I’endommage-
ment. Certains modeles sont fondés sur une description physique et mécanique de 1’en-
dommagement tels que le modele unidimensionnel de Bueche (1961 [24]) ou encore le
modele tridimensionnel de Govindjee et Simo (1991 [48]). Ce dernier est fondé sur le
développement d’une fonction densité d’énergie pour le matériau élastomere (théorie de
la moyenne). En effet, dans ce modele, I’élastomere y est vu comme un matériau composite
contenant de la gomme et des charges rigides. La densité d’énergie de la matrice W, est
alors composée de la densité d’énergie des chaines situées entre deux points de réticulation
(un noeud de réticulation est le site d’'une macromolécule d’ou partent au moins 4 chaines
et qui résulte de réactions ou d’interactions entre macromolécules préexistantes) W, et
de la densité d’énergie des chaines situées entre deux charges W, soit :

Wi = (1 —v,) (Wpp + Wee) avec v, fraction volumique de charges. (1.36)

Cependant "approche microscopique n’a pas fait 'objet de cette étude.

En effet, nous nous sommes plus particulierement intéressés a I’approche macroscopique,
c’est-a-dire aux modeles phénoménologiques, qui décrivent au mieux le phénomene d’adou-
cissement, sans se préoccuper d’'une quelconque explication physique. Ces modeles s’ap-
puient sur des considérations mécaniques macroscopiques.

Les modeles étudiés s’appuient sur les développements de Lemaitre et al. (1988 [66]) ap-
pliqués a la description phénoménologique de ’endommagement. Ces auteurs considerent
que la densité d’énergie de déformation endommagée, W, peut s’écrire en fonction de la
densité d’énergie de déformation non endommagée, Wy, grace a la relation suivante :

W= (1—d)W, (1.37)

ou d est la variable d’endommagement liée a ’adoucissement.

1.4.2.1 Modele a endommagement discontinu

L’endommagement discontinu est largement étudié dans la littérature. En effet, de nom-
breux auteurs considerent que la chute de contrainte au cours d’un chargement cyclique
a déformation maximale imposée, a surtout lieu entre les premier et deuxieme cycles
(Mullins et Tobin, 1947 [78]; Ogden et Roxburgh, 1999 [84]; Beatty et Krishnaswamy,
2000 [7]). Ils considerent la chute de contrainte par fatigue négligeable et modélisent ainsi
I’adoucissement en fonction de l'intensité du chargement imposé et indépendemment de
I’historique de chargement du matériau.

Ogden et Roxburgh (1999 [84]) supposent que le comportement peut étre décrit par une
densité d’énergie de la forme W (F,d) ou d est une variable d’endommagement. Ainsi,
dans le cas de matériaux incompressibles, la contrainte de Piola-Kirchhoff s’écrit :

oW L
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Au cours d’essais cycliques, d peut étre “actif” ou “non actif” et peut passer d’un état
a l'autre de maniere continue. Lorsque d n’est “pas actif”, le matériau se comporte de
maniére élastique avec comme densité d’énergie W (F,d) = W (A1, Ao, d) ol d est supposé
constant. En revanche, lorsque d est “actif”, il peut étre déterminé implicitement en
fonction de F' grace a la relation :

ow

W(F’d) =0 & d=x(F) = x(M,A\) (1.39)

Le matériau se comporte alors de nouveau de maniere élastique mais cette fois avec la
densité d’énergie W (F, x(F)).
Par la suite, les auteurs proposent le modele suivant pour décrire 'effet Mullins :

W(F,d) = dW(F) + ¢(d) (1.40)

ou W est définie par W (A, As) = W(A1, Ao, 1), ¢(d) est une fonction endommagement
qui est choisie arbitrairement mais qui satisfait néanmoins quelques conditions telles que
d(1) =0, ¢'(1) = =W (Aim, Aam), Olt A1 €t Ay sont les élongations principales atteintes
au cours du premier cycle de chargement, et ¢"(d) < 0.

Plus récemment, Beatty et Krishnaswamy (2000 [7]) ont proposé un modele qui décrit
leffet Miillins représenté sur la figure 1.3. Ces auteurs décrivent le phénomene grace aux
relations suivantes :

{ T = (1 —d(m))Ty si m = Mypas

T = (1 — d(Myas))To sinon (1.41)

ou T est la contrainte de Piola-Kirchhoff, Ty la contrainte de Piola-Kirchhoff dans le
matériau élastique non endommagé (c’est-a-dire déterminée a ’aide d'une densité d’énergie
telle que celles vues paragraphe 1.3.2), m la magnitude de C et m,,; le maximum de la
magnitude m atteint au cours des chargements précédents.

Cette magnitude, m, est définie par la relation suivante :
m =|| C ||= VC.C = /tr(C?). (1.42)

On peut la définir en fonction des invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green droit
C. Ainsi, dans le cas d’un matériau incompressible, I35 = 1, m s’écrit :

m = /12 — 2I,. (1.43)

On constate facilement que dans la configuration de référence, dans la mesure ou C est
égal au tenseur identité, I; = I, = 3 et donc m = V3.

La fonction d’adoucissement, d(m), est quant a elle définie par la relation :
d(m) =1 — exp(=b(m — V/3)) (1.44)

ot b est un parametre matériau, positif, appelé vitesse d’adoucissement et v/3 est une
constante provenant de la définition de la magnitude, m, dans la configuration de référence.
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1.4.2.2 Modele a endommagement continu

L’endommagement continu (figure 1.4) est quant a lui beaucoup moins étudié dans la
littérature. En effet, beaucoup d’auteurs pensent que cette partie de I’endommagement
est négligeable par rapport a 'endommagement discontinu (qui apparait lui, lors de la
premieére montée en charge), citons par exemple Chagnon et al. (2001 [26]).

Shen et al. (2001 [99]) ont cependant modélisé cet endommagement pour une mousse

polyuréthane, qui est un élastomere compressible, soumise a de la compression cyclique.
Les résultats expérimentaux obtenus sont représentés sur la figure 1.5.

0.7

0.6}
25

4
0.3

contraints  (MPa)

0.2
0.1}

00 01 02 03 04 05 0B 07
COMPression

F1G. 1.5 — Courbes expérimentales obtenues par Shen, Golnaraghi et Plumtree (2001 [99])
dans le cas compressible

[Is modélisent ce phénomene par les équations suivantes :

{ Ten(N,e) = C1(N)Ten(1,6) + Co(N) N >2 pour la charge (1.45)
Tach(N,e) = C5(N)Tyen(1,6) + C4(N) N > 2 pour la décharge '

ot Tp(N,e) est la contrainte a la N®™¢ charge, Tep(1,¢) la contrainte a la premiere
charge, Tyen (N, ) la contrainte a la N**™¢ décharge, Tyen (1, €) la contrainte a la premiére
décharge, ¢ la déformation et Cy(N), Co(N), C3(N) et Cy(N) des coefficients fonctions
du nombre de cycle N.

Apres analyse sur 100 cycles, les auteurs constatent que ces coefficients peuvent se mettre
sous la forme :

CLliN + a9;
a,giNZ + aMN + asg

Ci(N) = pour  i=1,2,3,4. (1.46)
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ol les a;; (1 <i<4,1<j<5)sont des parametres matériaux a identifier.
Ce modele reste néanmoins purement descriptif et introduit un nombre de parametres
a;; (1 <i1<4,1<j<5) trop important pour leur donner un sens physique.

Les mémes courbes sont obtenues dans le cas incompressible, citons par exemple les
courbes obtenues par Laiarinandrasana et al. (2003 [62]) pour un matériau soumis a
50% de déformation maximale imposée seulement (figure 1.6).

il | T T ] T

L

T (MPa)

élomgation

Fic. 1.6 — Courbes expérimentales obtenues sur un SBR renforcé avec de la silice dans le
cas incompressible (Laiarinandrasana et al. 2003 [62])

1.4.3 Remarques sur ces différents modeles

Comme le montre Miehe [74], la chute de contrainte lors d’un chargement cyclique est
due a deux types d’endommagements. L’un, qualifié de discontinu, traduit la chute de
contrainte lors de la premiere charge a un niveau de déformation donné. L’autre, qua-
lifié de continu, traduit un cumul de dommages infinitésimaux lors de plusieurs cycles de
charge.

Cependant, pour la plupart des auteurs, cette chute de contrainte se stabilise des les tous
premiers cycles de chargement (Chagnon et al., 2001 [26] [27]). En fait, ils ne considerent
que la partie discontinue de ’endommagement et considerent que seule l'intensité des
déformations imposées est une donnée influente. Beatty et Krishnaswamy [7], qui pro-
posent un modele ayant cette approche, ne prennent en compte que la déformation, par
I'intermédiaire de la magnitude m, comme seul parametre pour modéliser la chute de
contrainte. Une telle approche suppose donc que I’historique de chargement est négligeable
et que 'adoucissement par fatigue est négligeable méme au cours du temps.
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Quelques auteurs considerent, pour leur part, que la chute de contrainte ne dépend que
de l’historique du chargement et n’est donc due qu’au phénomene d’endommagement
continu. Par exemple, Shen et al. [99] proposent un modele qui fait intervenir le nombre
de cycles mais pas l'intensité des déformations vues par le matériau.

Pourtant, lorsqu’on représente dans les cas compressible ou incompressible, la contrainte

maximale & une déformation donnée en fonction du nombre de cycles (figures 1.7 et 1.8),

on constate facilement que le phénomene d’adoucissement dépend de deux parametres :

— d’une part de la déformation maximale imposée, dépendance prise en compte pour les
modeles de type endommagement discontinu,

— et d’autre part du nombre de cycles de chargement imposé, pris en compte par les
modeles de type endommagement continu.
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fonction du nombre de cycles pour
les courbes expérimentales obtenues par
Shen, Golnaraghi et Plumtree (2001

[99]) pour une mousse polyuréthane

fonction du nombre de cycles pour
les courbes expérimentales obtenues par
Laiarinandrasana et al. (2003 [62]) pour
un SBR renforcé avec de la silice

Ces deux courbes, montrent bien que la chute de contrainte entre les premier et deuxieme
cycles est de 8% dans le cas de Laiarinandrasana et al. pour 50% de déformation, et
de 27% dans le cas de Shen et al. pour une compression de 25%, alors que la chute de
contrainte entre les cycles 2 et 6 est de 10% pour Laiarinandrasana et al. et de 25% entre
les cycles 2 et 100 dans le cas de Shen et al..

Il semble donc que lors de chargements cycliques, la chute de contrainte au dela des
deux premiers cycles ne puisse étre négligée. Ainsi les phénomenes d’adoucissement par
fatigue, mis en évidence figures 1.7 et 1.8, ne pourront étre modélisés par des modeles
ne prenant en compte que 'endommagement discontinu qui, par définition, les considere
comme négligeables.

Des modeles ne tenant compte que de 'endommagement continu permettent, a priori,
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de mieux rendre compte de la fatigue dans la mesure ou ils la considerent comme non
négligeable. Cependant un tel modele considere que ’adoucissement par fatigue dépend
uniquement du nombre de cycles de charge vus par le matériau.

Pourtant, les figures 1.7 et 1.8 font également clairement apparaitre que les phénomenes
de fatigue dépendent non seulement du nombre de cycles de charge mais également de
Iamplitude des déformations mises en jeu.

Il semble nécessaire de développer un nouveau modele d’adoucissement qui prenne en
compte ces deux parametres afin de pouvoir appréhender les problemes d’adoucissement
par fatigue.

Nous allons, par la suite, développer un nouveau modele de fatigue qui nous permettra
d’appréhender de maniere plus satisfaisante les phénomenes d’adoucissement par fatigue
et nous confronterons les résultats obtenus grace a ce nouveau modele a ceux obtenus par
deux modeles de la littérature, a savoir celui de Beatty et al. [7] et celui proposé par Shen
et al. [99], illustrant les deux approches précédemment citées.

Nous allons successivement présenter au cours du chapitre suivant, I’ensemble des essais et
protocoles expérimentaux mis en oeuvre afin d’identifier le comportement hyperélastique
non endommagé, et utiliser ces protocoles expérimentaux pour mettre en évidence les
phénomenes d’adoucissement par fatigue et les modéliser.
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Chapitre 2

Mise en oeuvre expérimentale et
caractérisation du comportement
non endommagé de milieux
élastomeres en grandes déforma-
tions

Au cours du chapitre précédent, nous avons montré que la modélisation du comportement
en fatigue des milieux élastomeres requérait dans un premier temps la définition du com-
portement non endommagé de ces milieux.

C’est conscients de la multiplicité des modeles de comportement hyperélastique existants
que nous avons mis en oeuvre un ensemble de dispositifs expérimentaux afin de pouvoir
justifier les choix réalisés pour modéliser le comportement purement élastique de ces mi-
lieux.

Apres avoir décrit les matériaux élastomeres que nous avons étudiés, nous présenterons
le protocole expérimental de traction uniaxiale utilisé pour caractériser le comportement.
Nous montrerons qu’un systeme d’acquisition locale est nécessaire pour obtenir des me-
sures précises de la déformation. Ce systeme est décrit ainsi que la méthode de mesure
des déformations locales vraies. Nous montrerons ensuite qu’une caractérisation fiable du
comportement ne peut étre possible que dans la mesure ou un essai de traction uniaxiale
d’une part, et un essai faisant intervenir deux directions d’élongation d’autre part, sont
disponibles. A cet effet, nous présenterons le systeme de traction biaxiale développé au
sein du Laboratoire de Mécanique de Lille. Enfin, nous confronterons les différents modeles
de comportement présentés au cours du chapitre 1 et justifierons ainsi nos choix quant a
la densité d’énergie utilisée par la suite.
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2.1 Matériaux étudiés

Les matériaux étudiés sont soit non chargés, soit renforcés. Les renforts présentent entre
autres comme caractéristique la surface spécifique en contact avec 1’élastomere. Cette sur-
face spécifique est la surface totale du renfort par unité de poids. Elle s’exprime donc
en m?/g. Plus la taille de la particule de renfort est petite, plus sa surface spécifique est
grande. Les charges inertes comme les craies ont des surfaces spécifiques de l'ordre du
m?/g, les kaolins vont de 10 & 40 m?/g, les noirs de carbone de quelques m?/g & 150 m?/g
tandis que la surface spécifique de certaines silices peut atteindre 400 m?/g.

Cette surface spécifique peut étre mesurée soit par adsorption d’azote ou de gaz rare (Ro-
bert, 1989 [95]), soit par diffraction de rayons X ou encore par microscopie électronique.
Pour une charge, présenter une grande surface spécifique est une condition nécessaire mais
non suffisante pour que celle-ci soit renforcante. En effet, les interactions entre 1’élastomere
et une charge dépendent d’autres parametres comme le facteur d’activité chimique (com-
patibilité entre la surface de la charge et les chaines macromoléculaires) et le facteur de
structure (représentatif de la maniere dont les particules sont liées les unes aux autres)
(Bouchereau, 1997 [14]).

Afin de mener notre étude, nous avons étudié des matériaux constitués d’une combinaison
de deux matrices et de deux charges. Les matrices considérées sont, d’une part un caout-
chouc naturel (Natural Rubber, NR) et d’autre part un caoutchouc synthétique appelé
styrene butadiene (Styrene Butadiene Rubber, SBR). Les deux matrices peuvent étre ren-
forcées, ou non, par des charges soit de noir de carbone, soit de silice de surface spécifique
égale & 150 m?/g.

Ces différents matériaux sont répertoriés dans le tableau 2.1.

Nuance Matrice Renforts (surface spécifique) | Notation utilisée
1 Caoutchouc naturel NR
2 Caoutchouc naturel Noir de carbone NR+C
3 Caoutchouc naturel Silice (150 m?/g) NR+Si
4 Caoutchouc synthétique SBR
5 Caoutchouc synthétique Noir de carbone SBR+C
6 Caoutchouc synthétique Silice (150 m?/g) SBR+Si

TAB. 2.1 — Matériaux considérés pour 1’étude

2.2 Essai de traction uniaxiale

Afin de caractériser le comportement des matériaux élastomeres et de mettre en évidence
I’adoucissement par fatigue de ces matériaux, des essais cycliques de traction uniaxiale a
déformation maximale imposée ont été réalisés sur une machine conventionnelle : Instron
4302.
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2.2.1 Géométrie des éprouvettes

Les éprouvettes utilisées pour la traction uniaxiale sont appelées “haltéeres” en raison
de leur forme. Cette géométrie permet de rendre les déformations homogenes au centre
de D’éprouvette et évite aussi la rupture de celle-ci dans les mors de la machine. Les
éprouvettes utilisées sont ainsi normalisées et qualifiées de type 2 (Brown, 1996 [23]). Le
plan de ces éprouvettes est représenté sur la figure 2.1.

fa|

FiG. 2.1 — Géométrie de I’éprouvette uniaxiale

2.2.2 Machine d’essai INSTRON 4302

Cette machine (figure 2.2) permet un tres grand déplacement de traverse et nous donne
ainsi la possibilité de solliciter les éprouvettes jusqu’a 1000 % de déformation si nécessaire.
La force est mesurée grace a une cellule de charge de capacité 1 kN. Cette cellule est bien
adaptée a nos essais dans la mesure ou des tensions relativement faibles (quelques cen-
taines de Newtons) produisent sur les élastomeres de trés grands allongements (plusieurs
centaines de %). Dans un premier temps, la machine est pilotée en déplacement avec une
vitesse de traverse égale & 65 mm/min, soit une vitesse de déformation d’environ 0,02 s*
permettant de considérer le probleme comme quasi-statique.

Tous les essais ont été réalisés a température ambiante et ceux-ci ont été réalisés trois fois
sur des éprouvettes différentes de la méme nuance afin de s’assurer de la reproductibilité
des résultats obtenus.

Les élastomeres étudiés étant supposés incompressibles, leurs grands allongements s’ac-
compagnent d’une diminution de I’épaisseur au cours de l’essai. La fixation des éprouvettes
pour de tels matériaux ne peut donc étre réalisée a I'aide d’un dispositif classique. En ef-
fet, celui-ci permet un serrage avec une distance entre les pieces de serrage constant,
ce qui entraine donc des glissements trop importants au niveau des mors. Pour pallier
cette incompressibilité, un systeme de mors autoserrants a été réalisé par un dispositif
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Fic. 2.2 — Machine d’essai utilisée pour Fia. 2.3 — Mors autoserrants par un dis-
les essais de traction uniaxiale cyclique positif a excentriques pendant ’essai

a excentriques. Les surfaces des plans de cames des mors sont moletées (figure 2.4) afin
de diminuer encore plus les glissements. Ce systeme de serrage permet la fixation de
I’éprouvette dans de bonnes conditions quel que soit le niveau de déformation imposé
(figure 2.3).

Fi1c. 2.4 — Mors autoserrants par un dispositif a excentriques

La machine de traction est pilotée grace a un ordinateur qui permet l'acquisition des
déformations globales, correspondant aux déplacements de la partie mobile, et des efforts
au sein de ’éprouvette.

2.2.3 Systeme vidéo de mesures des déformations
2.2.3.1 Nécessité des mesures locales des déformations

Un systéme vidéo de mesure de déformations, le systéme Apollor®, a permis de compa-
rer les mesures des déformations globales, réalisées automatiquement par la machine de
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traction en fonction du déplacement de la traverse, aux mesures des déformations locales
au sein de I'éprouvette, réalisées grace au systeme vidéo. Les résultats obtenus montrent
une différence non négligeable de la mesure (figure 2.5).

14 - +— cycle 1 local
#-- Cycle 1 ghobal
12 { —=— cycle 2 local & -
E‘ 10 . EEI;IE 2 ghhﬂ.l'l'. .r‘_q."-
£ A
z B - L 2 /
E _'-" "':.-.‘ f
E 6 - > Pl F:'
E _-" 'l' .l-l .‘:
o 4 * * i i
T o i 'y
PP l_-_.l S
! sttt
[l A T T
1 2 3
ébo ng ation

F1G. 2.5 — Différence entre déformations globales et déformations locales (la contrainte
est calculée en divisant la force F par la section initiale de I’éprouvette Sp)

Etant données la tres faible rigidité des matieres mises en jeu et la géométrie des éprouvettes,
les déformations au sein de celles-ci ne peuvent étre homogenes. Ainsi, il est compréhensible
que les déformations globales, correspondant a une moyenne de la déformation le long de
I’éprouvette, soient a ce point différentes des déformations locales, mesurées au centre de
I’éprouvette.

Ainsi, afin d’avoir des résultats d’essais fiables, I’ensemble des mesures, présenté par la
suite, a été réalisé grace au systeme vidéo Apollor®, que nous allons décrire dans ce qui
suit.

2.2.3.2 Mesures locales des déformations

Le principe du systeme de vidéotraction (figure 2.6) est de focaliser une caméra sur la
zone de déformation de I’échantillon au centre de I’éprouvette et d’analyser en temps
réel le déplacement de reperes sur I'éprouvette. Ce systeme permet également de piloter
la machine d’essai (traction, compression,...) en controlant les parametres de la machine
(vitesse, intensité du déplacement...) en fonction de la réponse du matériau. Alors que
le pilotage de la machine permet de déplacer la traverse a vitesse constante et ne génere
donc, a priori, pas une vitesse de déformation locale constante, ce systeme permet de
modifier les vitesses de déplacement de traverse de la machine de traction (figure 2.7) de
sorte & garantir une vitesse de déformation locale constante (figure 2.8) égale a 0,025 .

Ce systeme de pilotage et d’acquisition permet des mesures sans contact avec le matériau
et d’analyser les données en temps réel. Le systeme utilisé permet également, pour les
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Fi1G. 2.8 — Evolution de la déformation
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essais que nous avons réalisés, de mesurer les déformations longitudinale et transverse, ce
qui, dans le cas des essais multi-axiaux, sera tres utile. Pour ce faire, 4 marqueurs sont
tracés au centre de I’éprouvette comme le montrent les figures 2.9 et 2.10.

FiGc. 2.9 — Méthodes 4 taches : photos F1G. 2.10 — Méthodes 4 taches : photos
avant ’essai pendant 1’essai

Fi1a. 2.11 — Méthode 4 taches : calcul des déformations axiale et transverse

Grace aux notations définies figure 2.11, on peut calculer les déformations axiale et trans-
verse comme suit :

[—1
0 pour la déformation axiale vraie
g (2.1)
w — Wy , . . ’
pour la déformation transverse vraie

M=1+

)\2:1+

Wo

2.3 Essail de traction biaxiale

La seule utilisation d’un essai de traction uniaxiale ne peut suffire a une détermination
fiable du comportement pour la plupart des densités d’énergie présentées dans le para-
graphe 1.3.2 du chapitre 1. En effet, comme nous 'avons vu lors de cette section, ’ensemble
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des densités proposées, hormis la densité de Treloar (1975 [107]) (équation (1.31)), fait
intervenir les deux invariants Iy et I du tenseur des dilatations C. Cependant, étant
données les expressions de I; et I, (équation (1.25)), on peut constater que Iy est tres
faible devant I; lors d’une traction uniaxiale (figure 2.12). La dépendance des densités vis
a vis de I, est donc impossible a déterminer sur ce seul essai. En outre Kawabata et al. et
Fukahori et al. ont montré que la contribution de I, dans le cas de la traction uniaxiale
était négligeable, ce qui peut également se voir figure 2.12.

am ] T fraction uniaxiale .*';I 9 —— fraction uniaxiale
—a— fraction équibiaxiale —o— traction équibiaxiale
|?3 - i _ N
—=— cisailement pur o 25 —&— cisalement pur
103 F
g e
g3 4 i
= Fr 2 |
B o = 7
e}
43 n,,r’ !
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23 o= i ST 0.5 -
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3 13 i ' : ' :
" i 2 ] 4 45
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F1G. 2.12 — Evolution de I, en fonction
de I; pour différentes sollicitations ( I; =
9,6 correspond a 200% de déformation
longitudinale en traction uniaxiale)

F1G. 2.13 — Evolution de I;/I, en fonc-
tion de I’élongation pour différentes sol-
licitations

On constate sur les figures 2.12 et 2.13 que, pour de grandes déformations imposées, les
variations de I5 ne sont plus négligeables vis a vis de I; dans le cas du cisaillement pur et
de la traction équibiaxiale. Il est donc nécessaire de réaliser un essai, en plus de la traction
uniaxiale, faisant intervenir deux directions d’étirement de sorte a obtenir des variations de
I, importantes (Diani, 1999 [34]). Cependant, on peut noter également que sur l'intervalle
de notre étude, a savoir 0-200% de déformation, 'essai de traction équibiaxiale engendre
des variations de I, bien plus importantes, rendant cet essai plus intéressant que celui de
cisaillement. Afin d’obtenir de tels essais, le laboratoire a concu une machine de traction
biaxiale que nous allons présenter.

2.3.1 Machines existantes

Les essais de traction équibiaxiale peuvent étre réalisés de différentes manieres en sollici-
tant radialement un disque de caoutchouc (Nottin, 1989 [80]), en gonflant une éprouvette
sphérique (ballon) (Hart-Smith, 1966 [51]; Alexander, 1971 [4]) ou en gonflant un disque
bridé sur un support (De Vries, 1976 [32]; Roberts, 1978 [96]; Bhate, 1984 [10]). Les
figures 2.14, 2.16 et 2.17 présentent le principe de ces trois techniques.
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Dans le cas du disque sollicité radialement (figures 2.14 et 2.15), aux grandes déformations
’équibiaxialité n’est plus respectée car les amarrages deviennent trop éloignés (Nottin,
1989 [80]).

La solution du ballon gonflé (figure 2.16) conduit a un état d’équibiaxialité quasi-parfait
mais aux grandes déformations apparaissent des instabilités (Alexander, 1971 [4]).

Le gonflage du disque (figure 2.17) semble la solution la plus facile mais I’état d’équibiaxia-
lité n’est valable qu’au pole, c’est-a-dire au sommet du disque gonflé.

En outre, les sytemes de gonflage ne permettent de réaliser que des essais équibiaxiaux.
Pourtant, il semble intéressant d’obtenir les essais de traction biaxiale, non équibiaxiale,
de sorte a pouvoir valider des modeles de comportement sur des sollicitations n’ayant pas
été utilisées pour identifier les parametres des modeles étudiés.

e

Fi1G. 2.14 — Schématisation de la trac-
tion équibiaxiale, sollicitation radiale

) . Fic. 2.15 — Traction équibiaxiale, solli-
d’un disque

citation radiale d’un disque

Spleln iy L g '
(Bt ] 4 HH\

-

T L e I T

Fic. 2.17 — Traction équibiaxiale, gon-

Fic. 2.16 — Traction équibiaxiale, gon- flage d’un disque de caoutchouc

flage d’un ballon

Les machines d’essais biaxiaux existantes étant de cotit extréemement élevé et ne permet-
tant pas de réaliser a notre connaissance des essais cycliques en grandes déformations, un
systeme de traction biaxiale a été congu et réalisé au sein du laboratoire (dépot de brevet
en cours).

Ce mécanisme présente l'avantage de pouvoir s’adapter sur toute machine de traction
uniaxiale classique et il a, en particulier, été adapté sur la machine de traction uniaxiale
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Instron 4302 (figures 2.19 et 2.20) afin de pouvoir faire des essais en grandes déformations.
Il présente également 1’avantage de pouvoir faire des essais cycliques en traction biaxiale
et plus particulierement en traction équibiaxiale.

2.3.2 Géométrie des éprouvettes

Les éprouvettes utilisées sont des éprouvettes carrées (figure 2.18) qu’on a prélevées
dans des plaques calandrées. Comme aucune norme n’existait concernant la forme des
éprouvettes biaxiales, la géométrie de celles-ci a été déterminée grace a un calcul par
éléments finis de sorte, d'une part, a garantir les déformations biaxiales au centre de
I’éprouvette et, d’autre part, a obtenir des déformations suffisamment importantes au
centre.

60 mm

&0 mm

Fic. 2.18 — Géométrie de I’éprouvette de traction équibiaxiale

Le choix d’éprouvettes en croix a été abandonné apres avoir constaté expérimentalement et
a posteriori numériquement que les déformations au centre de celles-ci, bien qu’équibiaxia-
les, étaient tres faibles (de l'ordre de 50%) pour des déformations globales de 1’éprouvette
importantes (300%). Ceci s’explique facilement par la plus faible raideur des bras de
I’éprouvette en croix et donc de leur plus grande déformabilité.

2.3.3 Description du systeme

Le systeme biaxial a été développé au sein du laboratoire afin d’une part, de pouvoir se
fixer sur la machine de traction uniaxiale déja a notre disposition (Instron 4302 (figure
2.2)), et d’autre part, de pouvoir faire des essais biaxiaux cycliques.

Ce systeme, composé de différentes pieces, répertoriées dans le tableau 2.2, est adapté sur
la machine uniaxiale de la fagon suivante :
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Fia. 2.19 — Vue d’ensemble du systeme
de traction biaxiale F1G. 2.20 — Systeme de traction biaxiale

installé sur la machine de traction Ins-
tron 4302

Piece Désignation
Socle
Fixation supérieure sur la traverse mobile
Barre de traction verticale
Mors (x 4)
Guides de traction horizontale (x 2)
Pieces de réglage du rapport de traction (x 2)
Paliers de guidage entre les pieces 5 et 8 (x 2)
Barres de traction horizontale (x 2)
Biellettes de transformation mouvement vertical-mouvement horizontal (x 2)

—_

OO0 || O | W | N

TAB. 2.2 — Désignation des différentes pieces du systeme de traction biaxiale

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

VLo CIe UCWUIC CJ/IJC'I orreclrobwwtc b CWiruwo ol ottt W CUYILPU'I verrecioy
These de Laétitia Gentot, Lille 1, 2003

Le socle du systeme biaxial (piece 1) est fixé sur 'embase de la machine uniaxiale, tandis
que la fixation supérieure (piece 2) est fixée sur la traverse mobile de la machine (figure
2.21).

F1a. 2.21 - Fixation du systeme biaxial

sur la machine de traction Fic. 2.22 — Orientation des mors

Les 4 mors de fixation de I’éprouvette (figure 2.22) sont positionnés de la facon suivante :

— Le mors vertical du haut est lié a la cellule de charge 1 kN par I'intermédiaire de la barre
de traction verticale (piece 3). La fixation a la cellule de charge permet une mesure de
Peffort mis en jeu dans la direction verticale.

— Le mors vertical du bas est fixé sur le socle du systéme biaxial (piéce 1).

— Les deux mors horizontaux sont fixés sur les barres de traction horizontale (pieces 8).
Celles-ci sont équipées de jauges de déformation afin d’obtenir une mesure de 'effort
dans la direction horizontale. Le capteur d’effort a été réalisé a 'aide de quatre jauges
collées sur la barre de traction horizontale (piéce 8) et montées en pont complet dans
un pont de Wheatstone (Asch, 1999 [5]).

La sollicitation imposée a I’éprouvette ne peut étre biaxiale qu’a deux conditions :

— L’effort de traction horizontale doit étre imposé sur la médiatrice du segment liant les
deux mors verticaux. Ceci est assuré par le systeme de biellette (pieces 9) (figure 2.23).

— La déformation horizontale doit étre controlée en intensité. Cette fonctionnalité est
garantie par la liaison des pieces 5, 6, 7 et 8 (figure 2.24). En effet, les barres 8 vont
monter (respectivement descendre) par I'intermédiaire des biellettes (pieces 9). Lors de
ce mouvement, les barres 8 vont reculer (respectivement avancer) grace a la liaison entre
les pieces 5 et 8 réalisée a 1’aide des paliers 7.
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FiG. 2.23 — Systeme de biellettes

F1aG. 2.24 — Liaison entre les pieces 5, 6,
7Tet8

L’intensité du déplacement horizontal des barres 8 est fonction de 1’angle ® (défini figure
2.19) des barres 5.

L’influence de l'angle, ®, des barres 5 par rapport a I’horizontale sur le déplacement
horizontal des barres 8, est le suivant :

déplacement vertical des barres 8

tan® = (2.2)

déplacement horizontal des barres 8

Les quatre positions possibles pour la fixation des pieces 5 sur les pieces 6 (figure 2.24)
permettent d’obtenir des angles ® tels que :

tan® =1,2,30ud & & =45°63.4°,71.6°,76° (2.3)

Alinsi, ce mécanisme permet de réaliser des tractions biaxiales ou les intensités des déplace-
ments horizontaux, u, et verticaux, v, sont telles que :

v=u : traction équibiaxiale

v=2u : traction biaxiale (rapport=2) (2.4)
v=3u : traction biaxiale (rapport=3) '
v=4u : traction biaxiale (rapport=4)

Ce systeme adapté sur la machine de traction uniaxiale Instron 4302, nous permet, étant
données les dimensions du prototype utilisé, de réaliser de la traction (équi)biaxiale en
grandes déformations, jusqu’a 200 % de déformation dans la direction horizontale.

Le systeme est composé d’un ensemble de barres rigides, ce qui nous permet de faire
des essais charge-décharge de traction (équi)biaxiale, ce qui n’était pas possible avec les
machines de traction biaxiale déja existantes et réalisées a l'aide de courroies.
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2.4 Résultats

Maintenant que les protocoles expérimentaux ont été décrits, nous pouvons nous attacher
a 'identification du comportement hyperélastique non endommagé.

Nous avons fait le choix au cours du chapitre 1 de modéliser le comportement grandement
déformable (plusieurs centaines de pour cent de déformation) des matériaux élastomeres
en configuration mixte grace a la relation (1.29). Ainsi, bien qu’ayant un systeme de
mesure des déformations nous permettant de travailler avec la contrainte vraie et la
déformation vraie, les résultats obtenus sont présentés en tracant la contrainte convention-

F
nelle 7' = A encore appelée contrainte de Piola-Kirchhoff n° 1 en fonction de I’élongation
0

l
A=—.
lo

2.5 Choix de la densité d’énergie

Nous avons présenté dans la section 1.3.2 du chapitre précédent plusieurs exemples de
densités d’énergie a expression imposée (équations (1.31), (1.32), (1.33)) ou non imposée
(équation (1.34)) qui sont classiquement utilisées pour déterminer le comportement hy-
perélastique, incompressible et non endommagé des matériaux élastomeres. Nous allons
au cours de ce paragraphe identifier ces différentes densités d’énergie et comparer les
résultats obtenus afin de justifier le choix que nous avons opéré pour 'identification du
comportement.

Nous avons également montré dans la section 1.4.2.1 du chapitre 1 qu’il existait une
chute de contrainte treés importante entre les premier et deuxieme cycles de chargement
qui traduisait un phénomene d’endommagement tres fort au cours de ces deux premiers
cycles. Cependant, nous n’étudions pas ce phénomene d’endommagement discontinu ou
effet Miillins mais le phénomene d’adoucissement par fatigue qui lui succede, c’est-a-dire
I’adoucissement au dela du deuxieme cycle. Pour cette raison nous identifierons le com-
portement hyperélastique considéré comme non endommagé sur le deuxieme cycle de
chargement, considérant les cycles suivants comme endommageables par adoucissement.

2.5.1 Expression de la contrainte dans le cas de déformations
homogenes

On exprime ici, les contraintes principales (équation (1.29)) associées a différents états
de déformation en fonction des dilatations principales Ay, A2, A3 du tenseur gradient
de déformation F'. L’inconnue hydrostatique p est éliminée par combinaison linéaire des
contraintes principales.

Traction uniaxiale
Une éprouvette constituée d’élastomere incompressible est étirée dans la direction 1. La
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contrainte principale et les invariants principaux s’expriment de la maniere suivante :

)
T=T11=2<%VZO()\—%)+?;Z%l-%))

< T =135 =10 ) (2.5)
A=A 2A2=A3=ﬁ 1

\11:)\2+X L=2\+55

Traction biaxiale

Une feuille d’élastomere est étirée dans deux directions perpendiculaires contenues dans le
plan de la feuille. L’intensité des étirements peut étre différente suivant ces deux directions.
Les contraintes principales et les invariants principaux s’expriment de la maniere suivante :

)
oWy 1 oWy ([ 1
T =2 A— A— —
1 8[1 < ’}/2)\3> + 8[2 <7 )\3>
Ty, =2 — )
{ - ol <7 73A2> oL (7 73> (2.6)
Ty =0 '
—1 1
)\1:)\ )\2:’)/:14—)\— )\3:—
7 1
L =X +7 L=XyY+S+=
| 1 Tt e BEAT TR TS

ou 7 correspond au rapport de traction entre les directions 1 et 2 tel qu'’il a été défini en
(2.4).

2.5.2 Identification des différentes densités d’énergie

Les dérivées par rapport aux invariants de la densité d’énergie interviennent dans la
définition des contraintes principales (équations (2.5) et (2.6)).

Compte tenu du paragraphe 1.3.2, on a :

— Densité de Treloar (1975 [107]) (équation (1.31))
8W0 aI/VO

o, Cho et o, 0 (2.7)
Alinsi,
T" = Ty = 2C10(\ — —)
N (2.8)
T =Ty =200\~ 33)

ou 1™ et 17 sont les contraintes de Piola-Kirchhoff dans la direction 1 respectivement
dans le cas d’une traction uniaxiale et équibiaxiale.
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Dans la mesure ol une seule constante est a identifier pour cette densité d’énergie, seul
I’essai de traction uniaxiale est requis pour déterminer C'.

— Densité de Mooney-Rivlin (1940 [75]) (équation (1.32))

8W0 8W0
prm— prm— 2-
a[l 010 et 8[2 001 ( 9)
Alinsi,
. 1 1
T :T11:2 010()\—?)4‘00]_(1—?)
X , (2.10)
T =Ty =2 (CIU(A — F) + Co1 (A? — F))

— Densité de Hart-Smith (1966 [51]) (équation (1.33))

8W0 . 9 6W0 - CQ
o, Clexp<03(11 -3) ) et o, 1, (2.11)
Alinsi,

T =Ty =2 (Clexp(Cg(fl - 3)2) ()‘ - %) + %2(1 - %))

(2.12)
T =T, =9 (Clexp(c3(fl . 3)2) <,\ - %) + %()\3 _ %))

Les différents parametres de ces densités sont ensuite obtenus par optimisation a ’aide
d’un logiciel de lissage (origin©) grace aux expériences de traction uniaxiale et équibiaxiale.

— Densité de Diani (1999 [34]) (équation (1.34))

oWy
ol

oWy
ol

= f() et = g(Iy) (2.13)

La fonction f est identifiée sur un essai de traction uniaxiale. La courbe f(I;) est
représentée de facon tres satisfaisante par un polynome de degré 2 en (I; — 3). Ainsi,
la fonction f s’écrit :

2

f(L) =) ai(l, —3) (2.14)

1=0

La fonction ¢ est, quant a elle, identifiée sur un essai de traction équibiaxiale. La
courbe In(g(Iy)) est représentée de fagon treés satisfaisante par une droite In(ly). Ainsi,
la fonction g s’écrit :

g(I2) = eaxp(bo)13* (2.15)
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Des lors,
- 411 = al( 1 ) )\2 exp( 0) 2 )\3

T =Ty = 2( a;(Iy — 3)i<)\ - %) + exp(by) 1! ()‘3 B %))

1=0

)

(=)

(2.16)

N

2.5.3 Résultats de ’identification

Afin de pouvoir comparer les différentes densités d’énergie, nous avons identifié tous ces pa-
rametres sur différentes nuances. Par soucis de clarté, seules les nuances de caoutchouc na-
turel (NR) et de caoutchouc synthétique renforcée par des particules de silice (SBR+Si150)
sont représentées. Cependant, les autres nuances conduisent aux meémes conclusions. Les
valeurs de ces parametres sont répertoriées dans le tableau 2.3.

Densité Parametre | Valeur pour le NR | Valeur pour le SBR+Si150

Treloar (1.31) Cho 35,57.1072 98,71.102
=) =)

Mooney-Rivlin (1.32) g;? 34?11567.'11002 99%’7711.'11002

C 2,8.10°1 8,6.10 1

Hart-Smith (1.33) Cy 1,1 1,4

Cy 2,2.103 7,4.1073

ay 27,96.1072 84,6.10 2

a 6.107 1,93.10~2

Diani-Rey (1.34) ay 8.107* 3,2.1073
bo -1,2626 -89,74.102
by -46,89.102 -49,22.102

TAB. 2.3 — Valeurs des parametres des différentes densités d’énergie

Les figures 2.25 a 2.34 représentent une confrontation entre les lois de comportement
étudiées et des résultats expérimentaux. Les essais de traction uniaxiale et équibiaxiale,
qui ont servi a l'identification, sont ainsi comparés aux résultats obtenus avec les densités
d’énergie présentées auparavant.

Nous constatons sur les figures 2.25 et 2.26 que le modele de Treloar (1975 [107]) (équation
(1.31)) permet une bonne représentation de la traction uniaxiale jusqu’a environ 150% de
déformation (en particulier figure 2.26). En revanche, il ne permet pas de représenter le
comportement en traction équibiaxiale. On peut également constater que pour d’impor-
tants niveaux de déformation, le modele de Treloar en traction uniaxiale et en traction
équibiaxiale tend vers une méme asymptote (équation (2.8)). En effet, quand A augmente,

1
les expressions en ™ (n=2 ou 5, équation (2.8)) tendent alors vers 0 et dans ce cas les

contraintes principales en traction uniaxiale et en traction équibiaxiale tendent toutes
les deux vers 2CpA. Dans la mesure ou ce modele est incapable de représenter les essais
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Fic. 2.25 — Confrontation de la den- Fic. 2.26 — Confrontation de la den-
sité de Treloar (1.31) aux résultats sité de Treloar (1.31) aux résultats
expérimentaux pour le NR expérimentaux pour le SBR+Si150

résultats expérimentaux modélisation
traction uniaxiale O —
traction équibiaxiale O

de traction biaxiale, il parait peu fiable. Ce modele de comportement ne peut donc étre
utilisé.

On peut remarquer sur les figures 2.27 et 2.28 que le modele de Mooney-Rivlin (1940
[75]) (équations (1.32) et (2.10)) permet une bonne représentation de la traction uniaxiale
jusqu’a environ 200% de déformation et de la traction équibiaxiale pour les deux matériaux
étudiés. Cependant, comme nous ’avons vu précédemment, ce modele ne peut prendre
en compte les changements de rigidité pour de grands niveaux de déformation (au dela
de 200%) (Mooney, 1940 [75]). Les figures 2.29 et 2.30 illustrent cette remarque grace aux
essais de Treloar [107] et Alexander [3] disponibles dans la littérature et que nous avons
cherché a identifier avec le modele de Mooney-Rivlin. Cette constatation était tout a fait
prévisible étant donnée ’expression de la contrainte uniaxiale qui tend vers une asymptote
linéaire (équation (2.10)). Bien que les niveaux de déformation considérés pour cette étude
soient inférieurs & 200%, rendant ce modele satisfaisant, nous préférons, pour cette raison,
ne pas utiliser celui-ci.

Les figures 2.31 et 2.32 montrent que la densité de Hart-Smith (1966 [51]) (équation (1.33))
permet une assez bonne représentation du comportement en traction uniaxiale notamment
aux grandes déformations. En effet, ce modele (équation (2.12)) permet de rendre compte
de la rigidité du matériau grace au coefficient C'3. A des niveaux de déformations impor-
tants, les valeurs du premier invariant I, sont élevées. Celles-ci permettent a l’exponen-
tielle de devenir prépondérante dans la relation de Hart-Smith (équation (1.33)) et par la
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FiGc. 2.27 — Confrontation de la densité Fic. 2.28 — Confrontation de la densité
de Mooney-Rivlin (1.32) aux résultats de Mooney-Rivlin (1.32) aux résultats
expérimentaux pour le NR expérimentaux pour le SBR+Si150
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Fic. 2.29 — Confrontation de la densité Fic. 2.30 — Confrontation de la densité
de Mooney-Rivlin (1.32) aux résultats de Mooney-Rivlin (1.32) aux résultats
expérimentaux sur les essais de Treloar expérimentaux sur les essais d’Alexan-
[107] der [3]
résultats expérimentaux modélisation
traction uniaxiale (I —
traction équibiaxiale O

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

VLo CIe UCWUIC CJ/pC'I orreclrobwwtc b CWiruwo ol ottt W CU'IIpr'I verrecioy
These de Laétitia Gentot, Lille 1, 2003

T -

- W

o -8

= = .

= 2

= 3

-] a 4]

5 =

& &3

E E |

g g

= = ]

o =]

O ol

0
1 2 3 4 : 5
Elongation imposéa Elongation imposée

Fic. 2.31 — Confrontation de la den- Fic. 2.32 — Confrontation de la den-
sité de Hart-Smith (1.33) aux résultats sité de Hart-Smith (1.33) aux résultats
expérimentaux pour le NR expérimentaux pour le SBR+Si150

meéme font devenir le parametre C's prépondérant devant le terme en Cs. Ce modele permet
également une bonne représentation du comportement en traction équibiaxiale. Cepen-
dant on peut remarquer que I’allure des courbes de traction obtenues expérimentalement
n’est pas respectée dans le cas de la traction équibiaxiale.

4 r [y
=05 =5
! o
—_— 31 !5 ]
- -
3 = 4
&= o
£ 2 E
8, ;] 2 3
X
e £
a [-]
o 05 (T
] - - : . ) 0
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Fic. 2.33 — Confrontation de la den- Fic. 2.34 — Confrontation de la den-
sité de Diani et Rey (1.34) aux résultats sité de Diani et Rey (1.34) aux résultats
expérimentaux pour le NR expérimentaux pour le SBR+Si150

résultats expérimentaux modélisation
traction uniaxiale O —
traction équibiaxiale O
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La technique d’identification de Diani (1999 [34]) (équation (1.34)) (figures 2.33 et 2.34)
permet également une bonne représentation de la traction uniaxiale et une excellente
représentation du comportement en traction équibiaxiale sur tout l'intervalle de déforma-
tion considéré, ce qui provient, en particulier, de la non-imposition de ’expression de cette
densité d’énergie.

2.5.4 Confrontation sur un essai de traction biaxiale

Afin de pouvoir faire un choix entre les deux densités semblant permettre une bonne ap-
proximation de la réponse expérimentale (densités de Hart-Smith et Diani), nous utilisons
les parametres identifiés lors de la section précédente afin de confronter les modeles a un
essal qui n’a pas été requis pour l'identification.

Pour cela, nous allons confronter les modeles a un essai de traction biaxiale ou le rap-
port, 7, défini en (2.4) et (2.6), est égal a 2. C’est donc un essai de traction biaxiale ou
les déplacements imposés dans la direction 1 sont deux fois plus importants que dans la
direction 2. Les résultats sont présentés figures 2.35 et 2.36.

Les figures 2.35 et 2.36 représentent les résultats obtenus pour les différents modeles
confrontés aux résultats expérimentaux, alors que les figures 2.37 et 2.38 montrent les
valeurs absolues des erreurs relatives pour chacun des modeles vis-a-vis de 1’expérience.

3 5 -
_ - )
m -y E | .
] 3 )

- g4 s
g -
£ £
- E,
< -
g 2]
0 0
] i
1 . .'I , .|- ) :
Elongation imposée Elongation imposée

Fic. 2.36 — Résultats obtenus sur un
essal de traction biaxiale avec n =

2 avec les différentes densités pour le
SBR+-Si150

FiG. 2.35 — Résultats obtenus sur un es-
sal de traction biaxiale avec n = 2 avec
les différentes densités pour le NR

résultats expérimentaux modele Diani modele Hart-Smith
traction biaxiale - A O
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Fi1G. 2.38 — Evolution de l'erreur obte-
nue sur un essai de traction biaxiale avec

n = 2 avec les différentes densités pour
le SBR+-5i150

Fic. 2.37 — Evolution de ’erreur obte-
nue sur un essai de traction biaxiale avec

n = 2 avec les différentes densités pour
le NR

modele Diani  modele Hart-Smith
traction biaxiale A O

On peut constater sur les figures 2.35 et 2.36 que la réponse expérimentale est rela-
tivement bien approximée par les deux modeles retenus. Cependant, la remarque faite
précédemment sur le modele de Hart-Smith demeure valable. L’allure des courbes, en
particulier pour le NR, n’est pas du tout respectée.

L’étude des erreurs relatives nous a permis de faire notre choix quant a la densité d’énergie
retenue. En effet, les figures 2.37 et 2.38 permettent de constater que le modele de
Hart-Smith induit des erreurs trés importantes (supérieures a 25%) jusqu’a 100% de
déformation pour finalement atteindre des erreurs de l'ordre de celles engendrées par
la méthode proposée par Diani.

Ainsi, dans la mesure ou la qualité de la modélisation des phénomenes de fatigue que nous
allons présenter par la suite dépend implicitement de la qualité de la loi de comportement
élastique sans endommagement, nous préférons utiliser dans tout ce qui suit la densité
d’énergie de Lambert-Diani et Rey pour identifier le comportement hyperélastique non
endommagé des matériaux élastomeres considérés, et ce, sur le deuxieme cycle de charge-
ment.

La densité d’énergie permettant de définir le comportement hyperélastique incompres-
sible et non endommagé des matériaux élastomeres étant choisie, nous allons pouvoir
nous attacher a 1’étude en fatigue de ces milieux. Nous allons, au cours des chapitres
suivants, mettre en évidence les phénomenes d’adoucissement par fatigue et proposerons
une modélisation de ces phénomenes.
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Chapitre 3

Caractérisation des phénomenes
d’adoucissement par fatigue

. . . , , <Déri < qui

Au cours du chapitre précédent, nous avons présenté les protocoles expérimentaux qui

ont été mis en oeuvre lors de cette étude. Ceux-ci nous ont permis de choisir une densité

d’énergie parmi celles proposées dans la littérature afin de caractériser de fagon fiable le

comportement sans endommagement des milieux élastomeres étudiés.

Dauns ce chapitre, nous allons nous attacher a I’étude du comportement en faticue de ces
)

milieux hyperélastiques.

Dans un premier temps, nous mettrons en évidence les phénomenes d’adoucissement

)

par fatigue que nous avons pu constater expérimentalement. Nous montrerons que ces

phénomenes dépendent de deux parametres qui sont le nombre de cycles de chargement

et la déformation maximale imposée. Enfin, apres une analyse approfondie des modeles

proposés dans la littérature, présentés au cours du chapitre 1, pour décrire les phénomenes

d’adoucissement, nous utiliserons ceux-ci afin de modéliser I’adoucissement par fatigue que
)

nous avons pu remarquer expérimentalement. L’analyse et la confrontation aux résultats

expérimentaux de ces modeles montreront la nécessité de développer un nouveau modele

d’adoucissement par fatigue permettant d’appréhender de facon plus satisfaisante ces

phénomenes.
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3.1 Mise en évidence des phénomenes d’adoucisse-
ment par fatigue

Des éprouvettes normalisées (définies section 2.2.1) d’élastomeres ont été soumises a de
la traction répétée a déformation maximale imposée sur la machine de traction uniaxiale
présentée section 2.2.2. Ces éprouvettes sont composées des matériaux présentés dans le
tableau 2.1.

Les essais et le systeme d’acquisition des déformations, décrit dans la section 2.2.3, nous
permettent de représenter pour les différentes nuances de caoutchouc étudiées, I’évolution
de la contrainte de Piola-Kirchhoff T au cours du chargement cyclique.

Nous avons évoqué au cours du chapitre 1 que deux mécanismes d’endommagement
gouvernaient l'adoucissement. L’endommagement discontinu, apparaissant entre les 1¢"
et 2m¢ cycles de charge, ne faisant pas partie de cette étude, nous avons représenté
’évolution de la contrainte au cours du chargement cyclique seulement & partir du 2¢me
cycle.

Les graphes qui suivent représentent cette évolution pour les matériaux étudiés dans le
cas d’un chargement & 200% de déformation maximale imposée sauf dans le cas du SBR,
pour lequel nous avons représenté le cas d’un chargement a 100% de déformation car les
conditions d’essais (vitesse) induisaient une rupture trop rapide dans le cas d’un charge-
ment & 200% de déformation maximale imposée (figures 3.1 a 3.6). Seules les charges sont
représentées puisqu’elles seules font 'objet de cette étude.

Nous pouvons remarquer sur les figures 3.1 a 3.6 une chute importante de la contrainte
des les premiers cycles de chargement.
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Fic. 3.6 — Evolution de la contrainte
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En effet, la valeur de la contrainte nominale induite a un cycle donné, a un niveau de
déformation donné, est toujours inférieure aux valeurs des contraintes mesurées au cours
des cycles précédents. C’est ce phénomene de chute de contrainte au cours du chargement
que nous appelons phénomene d’adoucissement par fatigue.
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Afin de mieux rendre compte de 'adoucissement par fatigue, nous pouvons représenter
I’évolution de la contrainte maximale induite en fonction du nombre de cycles pour
les différentes intensités de déformations maximales imposées. Les différents niveaux de
déformation maximale imposés sont de 100, 150 et 200% de déformation.

On peut constater sur les figures 3.7 et 3.8 que la chute de contrainte est quasiment
négligeable dans le cas des caoutchoucs non chargés, c’est-a-dire le caoutchouc naturel
(NR) et le caoutchouc synthétique (SBR). Cette chute est en tout cas trés nettement
inférieure aux chutes constatées pour les caoutchoucs renforcés par des particules de noir
de carbone ou par des particules de silice (NR+C, NR+Si, SBR+C, SBR+Si)(figures 3.9
a 3.12).

En effet, par exemple dans le cas du caoutchouc naturel pur, NR, soumis a 200% de
déformation maximale imposée, la chute de contrainte entre le 2/ et le 200%™ cycle est
de lordre de 4 %, tandis que dans le cas du caoutchouc naturel renforcé par des particules
de silice, NR+Si, soumis au méme niveau de déformation maximale imposée, la chute de
contrainte est de l'ordre de 45 %.
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Fic. 3.7 — Evolution de la contrainte Fic. 3.8 — Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensité des maximale en fonction de 'intensité des
déformations maximales imposées et du déformations maximales imposées et du
nombre de cycles pour la nuance NR nombre de cycles pour la nuance SBR

Cette constatation corrobore les résultats présentés par Bouasse et Carriere (1903 [13]) ou
encore Miillins et Tobin (1947 [78]). En effet, ces auteurs expliquaient que le phénomene
d’adoucissement apparaissait aussi bien dans les élastomeres purs que dans les élastomeres
chargés mais que ce phénomene était nettement plus prononcé dans les élastomeres
chargés. La présence de charges et/ou de liaisons matrice-charges semble donc étre en
fatigue un facteur fragilisant.

On peut également remarquer que ’adoucissement par fatigue est moins important pour
les nuances de caoutchouc synthétique chargé (SBR4+C, SBR+Si) que pour les nuances
de caoutchouc naturel renforcé par le méme type de charges (NR+C, NR+Si).
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Fic. 3.11 — Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensité des
déformations maximales imposées et du
nombre de cycles pour la nuance NR+Si

Par exemple, la chute entre le 2¢™¢ et le 150%™ cycle pour le NR4-Si soumis & 200% de
déformation maximale imposée est de I'ordre de 48% alors qu’elle n’est que de 25% pour
le SBR+-Si. Cette remarque demeure valable pour les niveaux de déformation plus faibles.
Ainsi, il semblerait que le caoutchouc naturel chargé ait une moins bonne tenue en fatigue
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que le caoutchouc synthétique chargé.

Les figures 3.9 a 3.12, qui représentent 1’évolution de la contrainte maximale en fonction
du nombre de cycles pour les nuances de caoutchouc chargé, montrent également que les
phénomenes d’adoucissement par fatigue sont importants et rapides au cours des 50 pre-
miers cycles, mais que ces phénomenes, bien qu’amoindris, continuent a évoluer au dela
du 50%™€ cycle.

En effet, prenons le cas du NR+Si, la chute de contrainte entre le 27™¢ et le 50%™¢ cycle
est de 'ordre de 37 % mais la contrainte chute encore de 13 % entre le 50°™¢ et le 200%™¢
cycle. Dans le cas du SBR+C, la chute de contrainte entre le 2™ et le 50 cycle est
égale & 34% et de 9% entre le 50°™¢ et le 200°™¢ cycle. Ce phénomene semble donc per-
sister quelles que soient la matrice et la charge.

Les figures 3.8 a 3.12 montrent bien que le phénomene d’adoucissement par fatigue est
un phénomene qui ne peut étre négligé au dela de quelques cycles, et ce, pour les trois
niveaux de déformation maximale imposés considérés.

Le fait que la contrainte continue de chuter au dela du 50%™¢ cycle de facon significative,
contredit beaucoup d’auteurs qui considerent le phénomene d’adoucissement par fatigue
stabilisé au bout de quelques cycles (Miillins et Tobin, 1947 [78]; Ogden et Roxburgh,
1999 [84]), ou encore négligeable devant 'endommagement discontinu c¢’est-a-dire devant
la chute de contrainte entre le 1¢ et le 2™ cycle (Chagnon et al, 2001 [26] [27]).

L’ensemble de ces constatations a été quantifié et résumé dans le tableau 3.1.

On constate encore une fois que certes la chute de contrainte entre les cycles 1 et 2 est
plus importante qu’entre deux autres cycles consécutifs, quels qu’ils soient. Cependant
cette chute ne peut étre considérée comme la seule a prendre en compte étant données les
chutes de contraintes cumulées apres 50 ou encore 200 cycles de chargement.

Enfin, les figures 3.7 a 3.12, qui représentent la contrainte maximale en fonction du
nombre de cycles pour différentes déformations maximales imposées, montrent également
la dépendance de ce phénomene d’adoucissement vis a vis de deux parametres :

— le nombre de cycles de chargement,

— D'intensité des déformations maximales vues par le matériau.

Cette dépendance avait déja été suggérée dans le premier chapitre grace a la figure 1.8
qui représentait la contrainte maximale expérimentale en fonction du nombre de cycles,
obtenue par Shen et al. [99] dans un cas compressible.

Afin de mieux illustrer cette double dépendance, nous présentons dans le cas des nuances
chargées, figure 3.13 a 3.16, ’évolution, en fonction du nombre de cycle, de la contrainte
maximale normée par la contrainte maximale au cours du cycle 1.
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% de chute % de chute % de chute % de chute
du cycle 2 du cycle 10 du cycle 50 du cycle 200
par rapport par rapport par rapport par rapport
au cycle 1 au cycle 2 au cycle 10 au cycle 50
NR
100% 2 1 ~( 2
150% 2 1 2 ~0
200% 2 2 2 ~0
SBR
100% 2 2 1 1
NR+4-C
100% 21 17 12 10
150% 28 24 16 13
200% 36 32 21 16
SBR+C
100% 12 14 9 8
150% 16 16 10 8
200% 19 21 16 9
NR+Si
100% 16 15 9 7
150% 25 21 15 9
200% 33 30 19 10
SBR+Si
100% 5 8 5 4
150% 12 11 3 6
200% 15 12 8 rupture

TAB. 3.1 — Valeurs des chutes de contraintes au cours du chargement cyclique
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Fic. 3.14 — Evolution de la contrainte
maximale normée par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de I'in-
tensité des déformations maximales im-
posées et du nombre de cycles pour la
nuance SBR+C

Fic. 3.13 — Evolution de la contrainte
maximale normée par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de I'in-
tensité des déformations maximales im-
posées et du nombre de cycles pour la
nuance NR+C
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Fic. 3.15 — Evolution de la contrainte Fic. 3.16 — Evolution de la contrainte
maximale normée par la contrainte maximale normée par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de I'in- maximale du cycle 1 en fonction de I'in-
tensité des déformations maximales im- tensité des déformations maximales im-
posées et du nombre de cycles pour la posées et du nombre de cycles pour la
nuance NR+Si nuance SBR+Si

On peut remarquer sur les figures 3.13 a 3.16, de fagon plus évidente que sur les figures 3.9
a 3.12, la dépendance du phénomene d’adoucissement vis-a-vis de ces deux parametres.
En effet, on constate que non seulement la contrainte décroit lorsque le nombre de cycle
de charge augmente mais également que plus le niveau de déformation maximale imposé
est grand, plus la chute de contrainte est importante.

Nous allons montrer par la suite en quoi les modeles de la littérature proposés par Beatty
et al. [7] et Shen et al. [99], décrits dans les sections 1.4.2.2 et 1.4.2.3, ne sont pas adaptés
au phénomene d’adoucissement par fatigue.

Par soucis de clarté et dans la mesure ou 'adoucissement ayant lieu entre les deux premiers
cycles de chargement, appelé communément effet Miillins, ne fait pas partie de notre étude,
nous considérerons le 2°"¢ cycle de chargement effectif comme le premier cycle considéré
et I’appellerons ainsi.

3.2 Limites des modéles de la littérature

Parmi les modeles trouvés dans la littérature, deux grandes tendances sont présentes.
La premiere est de considérer que les phénomenes d’adoucissement au cours des 2 pre-
miers cycles, dépendant quasi-essentiellement du niveau de déformation imposé, sont
prépondérants et donc de négliger ’adoucissement ayant lieu au cours des cycles sui-
vants. C’est ce que proposent, comme d’autres, Beatty et Krishnaswamy [7]. La deuxieme
tendance est de considérer que les phénomenes d’adoucissement par fatigue, étant par
définition des phénomenes dépendant du nombre de cycles de chargement, ne dépendent
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que de ce parametre. C’est ce que proposent Shen, Golnaraghi et Plumtree [99].
Etudions ces deux approches.

3.2.1 Modele de Beatty et Krishnaswamy [7]

Le modele de Beatty et Krishnaswamy [7] est décrit par les relations (1.41), (1.42) et
(1.44). Ces auteurs ont proposé un modele d’adoucissement qui ne prend en compte que
la déformation par l'intermédiaire de la magnitude m, définie par I’équation (1.42), comme
seul parametre pour modéliser la chute de contrainte.

Bien que ce modele considere 'adoucissement par fatigue comme négligeable, nous 1’avons
tout de meéme étudié. Nous avons donc appliqué ce modele a nos essais de traction répétée
a déformation maximale imposée. La magnitude, m, atteint son maximum des la premiere
montée en charge et donc, selon ce modele, des le 2™ cycle le matériau se comporte de
facon élastique suivant la premiere courbe de décharge. La contrainte est alors donnée par
la deuxiéme équation de la relation (1.41), c’est-a-dire qu’on peut exprimer la contrainte
au Nme cycle, VN > 2, grace a la relation suivante :

TN = T2 = ( - d(mmax))To VN (31)

ou T'y est la contrainte de Piola-Kirchhoff au cycle N, T'y, celle au cycle 2, Ty, celle du
matériau non endommagé (dérivant d'une densité d’énergie choisie dans la littérature), et
Mimaz, 1€ maximum de la magnitude m.

Cependant les figures 3.1 a 3.16 montrent que la contrainte associée a une déformation
imposée ne cesse de diminuer en fonction du nombre de cycles. En effet, la valeur de la
contrainte a un cycle donné, a un niveau de déformation donné, est toujours inférieure
aux valeurs de contrainte des cycles précédents au méme niveau de déformation. De plus,
ce phénomene d’adoucissement par fatigue évolue méme au-dela du 50°™¢ cycle (figures
3.9 a 3.16 et tableau 3.1). Ainsi, plus le nombre de cycles sera grand, plus ’adoucisse-
ment sera important. Pourtant Beatty et Krishnaswamy supposent que pour tout cycle
supérieur a 2, le matériau se comporte de fagon élastique suivant toujours la premiere
courbe de décharge. Ainsi, d’apres I’équation (3.1), plus le nombre de cycles sera grand,
plus 'adoucissement par fatigue sera important et plus ’erreur entre 'expérience et leur
modele sera également grande.

3.2.2 Modele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99]

Le modele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99] est décrit par les relations (1.45) et (1.46).
Ces auteurs ont proposé un modele purement descriptif qui ne fait intervenir que le nombre
de cycles de chargement et non I'intensité des déformations vues par le matériau, dans la
définition des parametres décrivant I'adoucissement (équation (1.46)).

Nous pouvons remarquer que, bien que les coefficients C;(IV) soient définis par la méme

équation (1.46), ceux-ci n’ont pas la méme dimension. En effet, si on regarde 1’équation
(1.45), on constate que C(/NV) est un parametre sans dimension alors que Cy(N) est un
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parametre ayant la dimension d’une contrainte, soit en MPa. Cette remarque rend 'in-
terprétation de ces parametres extremement difficile.

Nous adapterons cependant ce modele dans un cadre prédictif en identifiant les coefficients
d’adoucissement C;(N) sur les premiers cycles de chargement afin de prévoir le comporte-
ment a un cycle ultérieur et rendre ainsi le modele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99]
prédictif.

Cependant, les figures 3.7 a 3.16, qui représentent 1’évolution de la contrainte maximale en
fonction du nombre de cycles pour différents niveaux de déformations maximales imposés,
montrent clairement la dépendance du phénomene d’adoucissement par fatigue vis-a-vis de
deux parametres : le nombre de cycles de chargement ET le niveau de déformation maxi-
male imposé. Pourtant, les parametres d’adoucissement C;(N) de ce modele (équation
(1.46)) ne dépendent clairement que du nombre de cycles de chargement N.

Alinsi, nous pensons que celui-ci ne sera pas adapté a 'adoucissement par fatigue a cause
de sa non-dépendance a la déformation maximale imposée.

Nous avons constaté que les modeles proposés dans la littérature ne semblaient pas adaptés
pour décrire le phénomene d’adoucissement par fatigue de par leur unique dépendance soit
au nombre de cycles de chargement, soit a la déformation maximale imposée. Il semble
donc nécessaire de développer un nouveau modele prenant en compte ces deux parametres
en méme temps. Cependant, nous vérifions dans un premier temps la mise en défaut de
ces modeles extraits de la littérature.

3.3 Confrontation des modeles et de ’expérience

Afin de pouvoir confronter ces différents modeles, nous expliquons, dans un premier temps,
la fagon dont ceux-ci sont identifiés.

3.3.1 Identification des différents modeles
3.3.1.1 Modele de Beatty et Krishnaswamy

Le modele d’adoucissement de Beatty et Krishnaswamy est défini par le systeme d’équations
(1.41).

Au cours d’un essai cyclique a déformation maximale imposée constante, la magnitude, m,
atteint son maximum a la fin de la premiere montée en charge considérée. L’adoucissement
est alors modélisé pour tout autre cycle N > 2, par :

Ty = (1 — d(mme))To YN > 2

avec d(m) =1 — exp(—b(m — V/3)) (3.2)

La contrainte T'y est ensuite identifiée sur la premieére charge considérée (c’est-a-dire la
charge du cycle 2) en utilisant une fonction densité d’énergie. Nous avons choisi de tra-
vailler avec la méthode d’identification proposée par Lambert-Diani et Rey [63] pour les
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raisons décrites au cours du deuxieme chapitre (section 2.5).

Le parametre b est choisi de sorte a vérifier la relation suivante :
< 5% (3.3)

ou T'¢yp est la contrainte expérimentale au premier cycle considéré.

Une fois ce parametre b déterminé, nous avons controlé qu’il vérifiait la condition de
monotonicité proposée par Beatty et Krishnaswamy [7] et qui s’écrit :

dT[] m

0<b 3.4
SUSTIN 3T — A9 (3:4)

La contrainte s’exprime alors de la maniere suivante :
Ty = exp(—b(Mpaz — V3)) Ty YN > 2. (3.5)

Beatty et Krishnaswamy ont, dans leur article, fait varier le parametre b et ils ont constaté
que leur modele décrivait 'adoucissement étudié. Cependant, aucun résultat expérimental
n’a été proposé pour corroborer les résultats obtenus.

Avec les résultats expérimentaux que nous avons obtenus, nous avons trouvé b = 5.103
pour ’ensemble des matériaux considérés, c’est-a-dire que le parametre b est constant
quelque soit le matériau que nous avons étudié. Cette constatation nous incite a dire
que, dans notre cas, b n’est pas un parametre dépendant du matériau mais un coefficient
définissant le modele.

3.3.1.2 Modele de Shen, Golnaraghi et Plumtree

Le modele d’adoucissement de Shen, Golnaraghi et Plumtree est défini par le systeme
d’équations (1.45). Seule la premiere équation nous intéresse puisque dans le cadre de
cette étude, nous nous sommes intéressés uniquement aux charges.

Sur la base de ce modele établi dans un but descriptif pour des matériaux compressibles,
nous avons identifié les deux parametres C1(NN) et Cy(N) adaptés aux matériaux que nous
avons étudiés sur les neuf premiers cycles de charge considérés. Grace a 'identification de
ces parametres, nous en avons déduit les contraintes des cycles ultérieurs. Par ce biais, le
modele devient donc un modele prédictif.

Pour l'identification des parametres C1(N) et Cy(N), nous avons tracé les contraintes
expérimentales T'(IV, ¢) pour 2 < N < 10, en fonction de la contrainte expérimentale au
premier cycle considéré T'(1,¢) (figure 3.17). Ces graphes sont trés bien approximés par
des droites de la forme T'(N,¢) = C1T(1,¢€) + Cs.

Par la suite, les valeurs des parametres C'y (IV) et Cy(N) sont tracées en fonction du nombre
de cycles de chargement, N (figure 3.18). Les courbes obtenues ont pu étre représentées
de fagon satisfaisante par des fonctions rationnelles définies par 1’équation (1.46) et nous
avons finalement identifié les coefficients a;; grace a un logiciel de lissage (origin®).

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

UWwrawcecl towbtvit WCo pILC'IbU'III/C'ILCb' W WU wlbtooCriivcivy pU/I Jul/byu(;
These de Laétitia Gentot, Lille 1, 2003

1
5
[0,E= 9 o e
= T "-.1 — fonction rationnelle
4 04 "u
= ",
= * 075 m,
gy D75 e,
a2 \H"'
s _'| 7 m""\-\.u\_
.
14 B
0,65
1 r : - 1
u} rl 4 = g ] Ei T T T 1
T1 considéré z 4 B a 10
N
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Finalement, nous obtenons la relation suivante pour la contrainte :

a1 N + ax aia N + az

Ty =
N CL31N2 + CL41N + as; ! a32N2 + CL42N + as2

YN > 2. (3.6)

Les valeurs de ces différents parametres sont répertoriées dans le tableau 3.2.

Matériau parametre C' parametre Cs
a11=3,31168, as;=3,38366 a12=-8,7923.10**, ay,=1,1036.10%
NR a31=0,00148, a,,=3,39447 a32=-2,3103.10%, a45=7,5296.10%
a51:3,23157 a52:—5,7673.1028
a11:—0,73965, a21:12,83278 a12:—0,90034, a22:1,66437
SBR a31=0,00027, a4,=-0,74523 a32=-1,91804, a42=50,13356
a51=12,78322 as52=-16,62429
a11=2,27082, a2;=3,10505 a12=1,74108, ag=-4,85873
NR+-C a31=0,02179, a4;=3,91755 a32=0,50864, a42=3,68243
as1=-0,18648 a5=47,22373
a11=2,01224 | ay;=11,60563 a12=-2,10116 , ay2=327,93134
SBR+C a31=-0,02529 , a4;=3,18074 a32=160,21196 , a42=-2507,5687
a51=10,20018 a52=17170,99746
a11=2,41551, ay;=2,66236 a12=2,02016, agx=-4,0287
NR+SI a31:0,02182, 0,41:3,79447 a32:0,07678, a42:8,42653
a51:—0,07588 a52:7,83988
a11=3,12641, ay;=-3,38488 a12=-3,491.10%, a,=1,2703.10**
SBR+5i a31=0,00846, a4;=3,54545 a32=3,931.10"3, a45=-6,8013.10*
a51:—4,32641 a52:3,1846.1015

TAB. 3.2 — Valeurs des parameétres du modele de Shen et al. [99]
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3.3.2 Résultats expérimentaux

3.3.2.1 Confrontation du modele de Beatty et al. et des résultats expérimen-
taux

Nous avons vu au cours du premier chapitre et dans la section 3.2.1 que le modele de
Beatty et al. [7] ne dépendait que de la déformation par 'intermédiaire de la magnitude,
m (équation (1.42)). En outre, nous avons également montré que l’adoucissement par
fatigue était plus ou moins important selon le niveau de déformation maximale imposé
considéré.

Nous avons donc confronté ce modele aux résultats expérimentaux pour différents niveaux
de déformation maximale imposée pour un cycle de chargement donné. Le parametre b
est identifié comme nous 'avons expliqué dans la section 3.3.1.1 sur le premier cycle de
chargement considéré.

Les résultats obtenus avec ce modele d’adoucissement sont représentés sur les figures 3.19
a 3.24. Ces figures représentent la contrainte prévue par le modele de Beatty et al. [7] et
les résultats expérimentaux au 200°™ cycle considéré pour trois niveaux de déformation
maximale imposés (sauf pour le SBR+Si pour lequel nous présenterons le 150%™ cycle
en raison de problemes expérimentaux) en fonction de ’élongation. Pour les nuances non
chargées, nous avons représenté le cas d’un seul niveau de déformation maximale imposé,
car nous avons vu au cours de la section 3.1 que méme pour des niveaux de déformation
élevés, le matériau ne s’adoucissait que tres peu (figure 3.7).

Les figures 3.19 et 3.20, qui présentent les résultats obtenus pour les nuances de caout-
choucs non chargés, montrent que le modele proposé par Beatty et al. prévoit de fagon tres
satisfaisante la contrainte au cycle 200, aussi bien pour des déformations faibles qu’élevées.

2 5 0.8 -
16 - —a— ‘-j'-‘-l'-":“"':"':': gpd —=- B pErience ...t
e —a— Bleatty ot al o | —re Beaty et ﬂ!.-l‘
E1 4 E i -
4 4 0.5 - &
% - o~ "!"n 5 - -
..E 1 ZEE::! E |-|._1 _ i'l‘I
Eoe # s . #
E 0 - f 5" o
o (L] '-I 2 o
044 & 2 .
' ¥
0.2 - f 0.1 1
¥ ; y ' ;
i 2 K| 1 15 2
élongation élongation
Fic. 3.19 — Confrontation du modele Fic. 3.20 — Confrontation du modele
de Beatty et al. a I'expérience pour la de Beatty et al. a I'expérience pour la
nuance NR nuance SBR
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Ceci s’explique, comme nous avons pu le remarquer sur les figures 3.1 et 3.2, par le fait
que les caoutchoucs non chargés s’adoucissaient de facon moins prononcée que les caout-
choucs chargés. De ce fait, le modele de Beatty et al. est tres bien adapté a ce genre de

matériaux puisque ces auteurs considerent que ’adoucissement n’a lieu qu’entre les deux
premiers cycles.

En ce qui concerne les nuances de caoutchouc chargé (figures 3.21 a 3.24), on peut remar-
quer que le modele de Beatty et al. surestime systématiquement la contrainte expérimenta-
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le pour les trois niveaux de déformation considérés. En effet, ces auteurs supposent que
des le 2¢™€ cycle, les matériaux se comportent de facon élastique et qu’ainsi la contrainte
ne chute plus. Cependant, nous avons montré que la chute de contrainte se produisait en-
core au-dela du 50%™¢ cycle (tableau 3.1). Il est donc logique que le modele de Beatty et
al. surestime la contrainte expérimentale. Cependant, la figure 3.24 montre que le modele
de Beatty et al. donne des résultats assez satisfaisants pour la nuance de SBR+Si. Ceci
s’explique par le fait que cette nuance s’adoucit moins que les autres nuances chargées (ta-
bleau 3.1), qu’elles aient une matrice de caoutchouc naturel ou de caoutchouc synthétique.

L’ensemble de ces remarques confirment que le modele de Beatty et al. n’est pas adapté
pour décrire les phénomenes d’adoucissement par fatigue de par son unique dépendance a
la déformation. Cependant, il reste bien adapté dans le cas de matériaux qui s’adoucissent
tres faiblement, comme les caoutchoucs non chargés.

3.3.2.2 Confrontation du modele de Shen et al. et des résultats expérimentaux

Nous avons vu au cours du premier chapitre et dans la section 3.2.2 que le modele de Shen
et al. [99] ne dépendait que du nombre de cycles de chargement. Nous avons également
montré que ’adoucissement par fatigue dépendait pourtant également de l'intensité des
déformations maximales imposées au cours du chargement cyclique. Nous avons donc
confronté ce modele a ’expérience a un niveau de déformation maximale imposée pour
différents cycles de chargement. Les différents parametres sont identifiés sur les 10 pre-
miers cycles de chargement (section 3.4.1.2) et sont répertoriés dans le tableau 3.2.

Les figures 3.25 a 3.30 représentent les résultats obtenus aux cycles 50, 100 et 200 a 200%
de déformation maximale imposée (sauf le SBR pour lequel on a représenté le cas d’'un
chargement a 100% de déformation maximale imposée).

Les figures 3.25 et 3.27 montrent que le modele de Shen et al. donnent de tres mauvais
résultats. En effet, les erreurs relatives atteignent 51% pour le NR+C et 39% pour le NR
au 200%™ cycle.

On remarque que pour la nuance NR+Si (figure 3.29), le modele de Shen et al. prévoit de
facon satisfaisante la contrainte au cycle 50. Cependant, il devient instable et engendre
des erreurs nettement plus grandes quand on regarde la contrainte prévue au cycle 200.
Concernant le SBR+C (figure 3.28), au 50%™¢ cycle, I'erreur est de I'ordre de 39% en
moyenne sur l'intervalle considéré et atteint 42% au maximum de déformation. En re-
vanche, au 200%™ cycle, Perreur est de 'ordre de 257% en moyenne sur l'intervalle de
déformation considéré.

Les figures 3.26 et 3.30 montrent que le modele de Shen et al. est assez satisfaisant aussi
bien aux petites qu'aux grandes déformations pour les trois cycles étudiés. En effet, pour
le SBR, le modele de Shen et al. atteint 14% d’erreur en moyenne au 200%™ cycle, et
pour le SBR+Si, les erreurs sont de I'ordre de 5% au 150%™ cycle.

Ces différentes remarques montrent que le modele proposé par Shen et al. adapté a un
cadre prédictif, est tres instable, donnant parfois de bons résultats, et qu’il ne peut donc
etre utilisé dans ce cadre.
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De plus, méme si, parfois, il prévoit correctement le comportement en fatigue, il introduit
cependant l'identification de 10 parametres.
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Nous avons également regardé les résultats obtenus pour le NR+Si et le SBR+C, cas les
plus défavorables au modele, dans le cas ou les coefficients étaient, cette fois, identifiés

sur les 19 premiers cycles. Les valeurs sont répertoriées dans le tableau 3.3 et les résultats
sont représentés sur les figures 3.31 et 3.32.
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Fia. 3.31 — Confrontation du modele de Fi1aG. 3.32 — Confrontation du modele de
Shen et al. a I’expérience pour la nuance Shen et al. a I’expérience pour la nuance
NR+S1 dans le cas d’une identification SBR+C dans le cas d’une identification
sur les 19 premiers cycles sur les 19 premiers cycles

On peut remarquer que ’augmentation du nombre de cycles requis pour l'identification
permet, dans le cas du SBR+C (figure 3.32), de diminuer I’erreur entre 'expérience et
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Matériau

parametre C

parametre Cy

SBR+C

a11=3,35406 , a2 =0,57585
a31=0,0101 , a4=4,21655
a51=-2,26102

a12=141,97352 , a9=-228,08291
a32=97,6202 , a4»=2527,58898
a52:—2023,01913

NR+5i

a1,=2,75327 , az,=3,86295
asi :0,02223 , Aa1 :4,40401
CL51:0,66641

a12=1,94527 | az=-4,12528
a32=-0,07124, a4,=10,25303
0,52:—1,57692

TAB. 3.3 — Valeurs des parametres du modele de Shen et al. [99] identifiés sur 19 cycles

le modele. Cependant, dans le cas du NR+Si (figure 3.31), méme si Uerreur a diminué
aux cycles 50 et 100, celle-ci a doublé au cycle 200. Le modele reste ainsi toujours tres
instable méme en augmentant le nombre de cycles pour identifier les différents parametres.

Nous avons donc montré les limites des modeles de la littérature au travers de ces
résultats expérimentaux. Nous allons développer dans le chapitre suivant un nouveau
modele d’adoucissement par fatigue permettant d’appréhender de maniere plus satisfai-
sante ces phénomenes en prenant en compte les dépendances vis-a-vis de la déformation
maximale imposée (comme le modele de Beatty et al.) et du nombre de cycles de char-
gement (comme le modele de Shen et al.). Nous le confronterons ensuite aux résultats

expérimentaux.
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Chapitre 4

Un nouveau modele d’adoucissement
par fatigue

Au cours du chapitre précédent, nous avons mis en évidence ’adoucissement par fa-
tigue ainsi que les facteurs influants ce phénomene. En outre, nous avons montré les
limites, grace a une confrontation a des résultats expérimentaux, des modeles extraits de
la littérature.

Dans ce chapitre, nous allons nous attacher au développement d’'un nouveau modele
d’adoucissement par fatigue permettant d’appréhender de maniere plus satisfaisante ces
phénomenes.

Ce modele, fondé sur une approche classique de la mécanique des milieux continus, in-
troduit une variable d’endommagement qui tient compte des dépendances au nombre
de cycles de chargement et a la déformation maximale imposée. Nous montrerons alors
que le modele développé présente 'avantage d’étre un modele prédictif nécessitant 1’iden-
tification d’un unique parametre. Nous confronterons ensuite ce modele aux résultats
expérimentaux obtenus. Nous montrerons enfin que l'identification de ce parametre per-
met, dans certaines conditions, la prévision du comportement en fatigue induit par de la
traction répétée tant a déformation maximale imposée qu’a contrainte maximale imposée,
et ce pour I'ensemble des matériaux considéreés.
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4.1 Développement d’un nouveau modele d’adoucis-
sement par fatigue

Nous allons développer dans cette section un nouveau modele de fatigue qui nous per-
mettra d’appréhender de maniere plus satisfaisante les phénomenes d’adoucissement par
fatigue et qui prendra en compte les deux parametres cités dans le paragraphe 3.1, que
sont le nombre de cycles de chargement et la déformation maximale imposée.

Afin de modéliser le phénomene d’endommagement qu’est ’adoucissement par fatigue,
nous avons choisi une approche classique de la mécanique des milieux continus qui consiste
a dégrader les caractéristiques mécaniques du comportement sans endommagement par
l'introduction d’une variable d’endommagement, d (Lemaitre et al., 1988 [66]). La va-
riable d’endommagement, d, que nous introduisons doit tenir compte des dépendances au
nombre de cycles de chargement, N, et a la déformation maximale imposée, \naz.
Notons que pour notre étude, nous n’avons tenu compte que de la charge et non de la
décharge. Ainsi, le modele qui suit ne s’adapte qu’aux phases de chargements de ces
matériaux.

Dans un premier temps, nous avons pensé, comme Beatty et al. ou encore Shen et al.,
dégrader la contrainte de Piola-Kirchhoff du premier cycle considéré, supposé purement
élastique et noté Ty, par une fonction dépendant du nombre de cycles de chargement
et de la déformation maximale imposée, pour traduire le phénomene d’adoucissement
par fatigue (Gentot et al. 2002 [44], [45], 2003 [46]). La contrainte au cycle N considéré
s’exprimait alors par la relation :

Ty = (1— d(N,m))T, (4.1)

ou Ty est la contrainte de Piola-Kirchhoff au cycle N considéré, T'y, la contrainte de
Piola-Kirchhoff au premier cycle considéré (supposé élastique sans endommagement) et
m la magnitude du tenseur des dilatations définie précédemment (équation (1.42)).

Bien que le modele d’adoucissement exprimé sous cette forme ait donné des résultats
satisfaisants, il présente cependant un certain inconvénient. En effet, un tel modele ne
permet pas de prévoir le comportement en fatigue lors d’essais a contrainte maximale
imposée. Dans ce cas, les contraintes aux 1" et N*®™¢ cycles considérés sont égales et la
variable d doit, compte tenu de (4.1), étre nulle, quels que soient N et m, et ne peut ainsi
pas évoluer. L’expression du modele ne nous permet donc pas de 'utiliser dans d’autre
cas que celui d’essais pilotés en déformation maximale imposée.

C’est pour pallier cet inconvénient que nous avons préféré développer un modele fondé sur
une dégradation du comportement, c’est-a-dire une dégradation de la densité d’énergie
du matériau non endommagé au premier cycle considéré W; (celui-ci correspond au cycle
sur lequel nous avons identifié le comportement (section 2.5))(Brieu et al., 2003 [22]).

Ce modele s’écrit alors :

OWn (1, I5)
OF

oWy (1, I,)

== D5F

(4.2)
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ou Wy est la densité d’énergie du matériau au cycle N considéré et d, la variable d’en-
dommagement.

Dans le cas incompressible, I’équation (1.29) nous permet alors d’écrire :

oWy (1, I)
OF

Comme nous I’avons vu au cours de la section 3.1, le phénomene d’adoucissement par
fatigue dépend de deux parametres, d’'une part le nombre de cycles, N, et d’autre part la
déformation maximale imposée. Ces dépendances sont prises en compte dans la définition
de la variable d’endommagement, d, qui s’écrit alors :

Ty = (1-4d) —pF~! (4.3)

d = d(N,m) (4.4)

La variable d est donc une fonction qui dépend de la déformation maximale imposée par
Iintermédiaire de la magnitude, m, du tenseur des dilatations, C, définie par I’équation
(1.42), et du nombre de cycles de chargement, N.

Les fonctions d(NN, m) sont ensuite choisies sous la forme :
d(N,m) =1 — a.exp(—b(N)m) telles que d(l,m)=0 (4.5)

ol @ est une constante et b(N) une fonction qui dépend du nombre de cycles. En outre,
d(1,m) est nul de sorte a garantir un endommagement nul lors du premier cycle considéré,
supposé élastique sans endommagement.

Apres analyse expérimentale, cette fonction b(N) peut étre représentée de fagon tres
satisfaisante par une fonction logarithmique :

b(N) = ¢1ln(N) (4.6)
ou ¢; est un parametre a identifier.
Afin que la variable d’endommagement, d, soit nulle lors du premier cycle considéré,
supposé sans endommagement, ’équation (4.5), associée a l’expression de la fonction

b(N) (équation (4.6)), impose alors que la constante a soit égale a 1.
Ainsi, les fonctions d’endommagement d(N, m) deviennent :

d(N,m) =1 — exp(—cyIn(N)m) (4.7)
et la contrainte au cycle N s’exprime alors par la relation :

oWy (1, I5)
oF

Une fois le parametre ¢; identifié, cette relation nous permet de déterminer la contrainte
pour n’importe quel cycle de chargement et donc n’importe quel comportement associé.

Ty = exp(—ciln(N)m) —pF™! (4.8)

On peut remarquer que ce modele présente deux avantages :
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— Ce modele est un modele prédictif. En effet, le parametre ¢; est identifié sur les premiers
cycles de charge seulement et le comportement au cours des cycles suivants peut ensuite
étre déterminé grace a la relation (4.8).

— Ce modele n’introduit 'identification que d’un seul parametre, ¢, auquel il sera éventuel-
lement possible, par la suite, de donner une signification physique.

Regardons maintenant les résultats que nous obtenons avec ce modele et confrontons le
avec les résultats expérimentaux obtenus.

4.2 Confrontation du nouveau modele a ’expérience

Afin de pouvoir confronter ce modele aux résultats expérimentaux, nous expliquons dans
un premier temps la facon dont celui-ci est identifié.

4.2.1 Identification du modele proposé

Le modele d’adoucissement proposé pour décrire les phénomenes d’adoucissement par
fatigue, est défini par la relation (4.8). L’identification de celui-ci est réalisé a partir
des 10 premiers cycles de chargement. Son identification nous impose de déterminer le
comportement pour les dix premiers cycles considérés.

La qualité de la détermination du modele de fatigue dépend donc fortement de la qualité
de l'identification du comportement sur ces dix premiers cycles puisque celle-ci introduit
déja des erreurs. La méthode de Lambert-Diani et Rey (méthode d’identification choisie
section 2.5) engendrera le moins d’erreur en grandes déformations dans la détermination
du comportement. Nous 1'utilisons donc pour identifier la fonction densité d’énergie, Wy,
pour 1 < N < 10. La détermination des Wy nous permet ainsi de déterminer les fonctions
In(11) et gn(12), qui sont les fonctions de découplage définies par le systeme d’équations
(1.34), ainsi que la pression hydrostatique, py, pour chaque cycle de charge.

En traction uniaxiale, d’apres (1.29), on a :

1 1
Py =2 % (fNi 1) +gN(12)(/\+ﬁ)> pour 1< N <10 (4.9)
ol A est I’élongation imposée.
Par la suite, dans la mesure ou :
oW,
T = —p F 4.10
) (4.10)

et compte-tenu de (4.3), on montre aisément que :
Ty+pyF' Ty+pyF~*
1—d(N,m)= =
( ) oW1 (14, I) T, +pF
OF

oll p; et py sont respectivement les pressions hydrostatiques aux premier et N*™¢ cycles
considérés, définies par (4.9), et T'; et Ty les valeurs expérimentales des contraintes.

(4.11)
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On trace donc les variations de I’endommagement, d, en fonction de la magnitude, m, a
'aide des données expérimentales grace a (4.11).

Les courbes obtenues peuvent ensuite étre représentées de facon satisfaisante par une
fonction exponentielle de la forme exp(—b(N)m) (figure 4.1).

Enfin, les valeurs du parametre b(V) sont tracées en fonction du nombre de cycles de char-
gement, N. La courbe obtenue peut alors étre représentée par une fonction logarithmique
de la forme ¢;In(N) (figure 4.2), ce qui nous permet finalement d’identifier le parametre

Cy.
! 4 005 -
(=8 c
0,85 £5 0.0d 1
|
039 1 oA
& 0,035 -
LR . _ 043
Z g = “a-aad £ 1075 -
T e e 1_""\-3-5":\.1 oy = -
- U_u"fl 4 —— =5 |.--.|..
) —— MR ' -a:,;':_: 0015 -
o, —e— = -
ogs | = L 0ol
o T 0,005 4
0 - mlanbhacaton par B~ b 0 .
1} 5 ] i 31 11
m M
Fi1G. 4.1 — Identification du parametre b FiG. 4.2 — Identification de ¢;

Nous avons alors la relation suivante pour décrire 'adoucissement :

Ty = exp(—clln(N)m)% —pyF VN > 2. (4.12)
Le parametre c¢; est identifié pour chaque cas de chargement, et ses différentes valeurs
sont répertoriées dans le tableau 4.1. On peut remarquer sur ce tableau que le parametre
¢, varie en fonction des cas de chargement laissant a penser qu’il y a une dépendance de
¢y vis a vis de l'intensité des déformations maximales vues par le matériau. Cependant,
nous montrerons par la suite qu’il n’en est rien.
Les résultats expérimentaux lors d’essais a déformation maximale imposée sont présentés
dans le paragraphe suivant.

4.2.2 Résultats expérimentaux

Nous avons confronté les résultats obtenus avec le modele proposé aux résultats expérimen-
taux en faisant varier, de la méme facon qu’au chapitre précédent, soit le niveau de
déformation maximale imposée, soit le nombre de cycles. Les résultats obtenus avec ce
modele d’adoucissement sont représentés sur les figures 4.3 a 4.14. Les figures 4.3 a 4.8
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Modele proposé
Matériau | niveau de déformation parametre ¢;
equation (4.12)
NR 200% 3,8.1074
SBR 100% 1.107°
100% 40,95.1073
NR+C 150% 29,71.1073
200% 2,19.10 2
100%
SBR+C 150% 5,35.1073
200% 5,39.103
100% 41,24 103
NR+Si 150% 29,24.1073
200% 21,25.1073
100% 7,67.1073
SBR+5i1 150% 4,16.1073
200% 7,24.1073

TAB. 4.1 — Valeurs du parametre du modele proposé

représentent la contrainte prévue par le modele proposé et les résultats expérimentaux
au 200%™ cycle considéré pour trois niveaux de déformation maximale imposés (sauf
pour le SBR+Si pour lequel nous présenterons le 150%™ cycle en raison de probleémes
expérimentaux) en fonction de 1’élongation.
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Fic. 4.3 — Confrontation du modele pro-
posé a I’expérience pour la nuance NR a
N imposé
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Pour les nuances non chargées, nous avons représenté le cas d’un seul niveau de déformation
maximale imposé, dans la mesure ou nous avons vu au cours de la section 3.1 que méme
pour des niveaux de déformation élevés, le matériau ne s’adoucissait que tres peu (figure
3.7). Les figures 4.9 a 4.14 représentent les contraintes expérimentales et prévues a 200%
de déformation maximale imposée pour les cycles 50, 100 et 200 (sauf pour le SBR pour
lequel nous présentons les résultats a 100% de déformation maximale imposée).
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male imposée variable maximale imposée variable
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Fic. 4.7 — Confrontation du modele Fic. 4.8 — Confrontation du modele
proposé a l'expérience pour la nuance proposé a l'expérience pour la nuance
NR+Si a N imposé et déformation maxi- SBR+Si a N imposé et déformation
male imposée variable maximale imposée variable
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FiG. 4.9 - Confrontation du modele pro- Fig. 4.10 — Confrontation du modele
posé a l'expérience pour la nuance NR a proposé a l'expérience pour la nuance
déformation maximale imposée fixe et N SBR a déformation maximale imposée
variable fixe et N variable
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Fic. 4.11 — Confrontation du modele Fic. 4.12 — Confrontation du modele
proposé a l'expérience pour la nuance proposé a l'expérience pour la nuance
NR+C a déformation maximale imposée SBR+C a déformation maximale im-
fixe et N variable posée fixe et N variable
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1
-

élongation

FiGg. 4.14 — Confrontation du modeéle
proposé a l'expérience pour la nuance
SBR+Si & déformation maximale im-

posée fixe et

N variable

Les tableaux 4.2, 4.3 et 4.4 résument les performances des différents modeles (Beatty et
al., Shen et al. ainsi que celui proposé) pour les nuances NR+C, NR+Si et SBR+Si en
présentant les erreurs moyenne et maximale ainsi que 'erreur au niveau de déformation

maximale i

mposé.

Ces 3 nuances ont été retenues de sorte a obtenir des éléments de

Beatty et al. | Shen et al. | Modele proposé
N=50 70/94/81 14/25/11 15/29/5
200% N=100 83/121/99 26/37/21 15/36/9
N=200 97/129/117 42/51/37 17/47/12
100% 41/53/50 20/17/13 34/45/37
N=200 150% 59/80/75 54/59/50 17/33/33
200% 97/129/117 42/51/37 17/47/12

TAB. 4.2 — Erreurs engendrées par les différents modeles sur la nuance NR+C

Beatty et al. | Shen et al. | Modele proposé
N=50 46/70/69 13/22/8 6/12/12
200% N=100 53/80/80 26/35/21 9/18/18
N=200 58/89/88 44/52/40 13/25/25
100% 23/38/37 48/54/39 50/63/49
N=200 150% 36/61/58 30/37/22 31/38/38
200% 58/89/88 44/52/40 13/25/25

TAB. 4.3 — Erreurs engendrées par les différents modeles sur la nuance NR+-Si
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Beatty et al. | Shen et al. | Modele proposé
N=50 16/27/20 4/6/1 5/10/4
200% N=100 19/32/26 5/7/1 5/14/3
N=200 22/34/28 5/8/1 5/16/2
100% 17/23/16 38/39/39 7/15/3
N=200 150% 20/26/23 4/6/1 13/18/11
200% 22/34/28 5/8/1 5/16/2

TAB. 4.4 — Erreurs engendrées par les différents modeles sur la nuance SBR+Si

comparaison en faisant varier le renfort ou la matrice. Les autres nuances n’ont pas été
représentées car elles ne fournissent pas de résultats complémentaires. En effet, les nuances
non chargées ayant des adoucissements tres faibles, notre modele fournit des réponses avec
moins de 5% d’erreur, alors que la nuance SBR+C fournit des erreurs du méme ordre que
le NR+C.

En étudiant ces tableaux, on peut constater que dans le cas ou l'on cherche a étudier
I'influence de la déformation en comparant les modeles a ’expérience au méme cycle de
charge mais pour différents niveaux de déformation maximale imposés, le modele de Shen
et al. et le modele proposé permettent d’avoir des estimations de méme qualité alors que
le modele de Beatty et al. génere des erreurs tres importantes. En revanche, dans le cas ou
I’on s’intéresse a 'influence du cyclage en comparant expérience et modeles & un niveau
de déformation maximale imposé pour différents cycles, on constate que cette fois, ce sont
les modeles de Beatty et al. et le modele proposé qui sont les plus fiables alors que celui
de Shen et al. est complétement mis en défaut.

Ainsi, seul le modele proposé est réellement capable de prendre en compte a la fois I'in-
fluence en cycle et en intensité de déformation maximale imposée.

4.3 Etude du parametre c;

Nous avons montré au cours de la section précédente que le modele proposé permet-
tait de rendre compte des phénomenes d’adoucissement par fatigue de facon satisfaisante
pour l'ensemble des matériaux étudiés. Cependant, nous avons déterminé une valeur du
parametre ¢; pour chaque niveau de déformation maximale imposé ce qui suppose que
celui-ci serait dépendant de m et donc non intrinseque au matériau. Afin de vérifier son
caractere unique, nous avons cherché a identifier ¢; a un niveau de déformation maxi-
male imposé et voir si celui-ci permettait d’estimer 'adoucissement a des niveaux de
déformation maximale imposés différents.

4.3.1 Identification du parameétre c¢; sur un essai a 100% de
déformation maximale imposée

Nous avons identifié le parametre ¢; sur un essai pour lequel le niveau de déformation
maximale imposé est le plus faible de ’étude, & savoir un essai & 100% de déformation
maximale imposée (pour le SBR+C, ¢; a été identifié a 150% de déformation maximale
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imposée). Les valeurs du parametre ¢; sont répertoriées dans le tableau 4.1. La valeur du
parametre ¢, identifié sur un essai a4 100% de déformation maximale imposée, est ensuite
introduite dans I’équation (4.12) afin de prévoir I’évolution de ’adoucissement pour des
niveaux de déformation maximale imposés supérieurs : 150 et 200%.

Les résultats obtenus avec le modele d’adoucissement proposé, associé au parametre c;
identifié a 100% (150% pour le SBR+-C (figure 4.17)) de déformation maximale imposée,
sont représentés sur les figures 4.15 a 4.18. Nous avons représenté la contrainte prévue
au 200%™ cycle en fonction de I’élongation, uniquement pour les nuances de caoutchoucs
chargés, sauf pour le SBR+Si pour lequel nous n’avons pu représenté que le cycle 150 en
raison de problemes expérimentaux.
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F1a. 4.15 — Prévision de 'adoucissement F1ac. 4.16 — Prévision de 'adoucissement
avec le parametre ¢; identifié & 100% de avec le parametre ¢; identifié & 100% de
déformation maximale imposée pour la déformation maximale imposée pour la
nuance NR+C nuance NR+Si

On peut remarquer sur les figures 4.15 et 4.16 que le modele que nous avons proposé,
associé au parametre ¢; identifié sur un essai a 100% de déformation maximale imposée,
ne prévoit pas du tout de facon satisfaisante la contrainte au 200%™ cycle.

En effet, dans le cas du NR+C (figure 4.15) soumis a 200% de déformation maximale
imposée, la corrélation entre les résultats expérimentaux et la prévision du modele est
satisfaisante jusqu’a une élongation de 2 dans la mesure ot les erreurs sont inférieures a
20%. Au deld de ce niveau de déformation, 'erreur augmente et atteint 63% au maximum
de déformation. En moyenne, sur cet intervalle de déformation, I’erreur, de ’ordre de 32%,
est bien trop importante.

Dans le cas du méme matériau soumis a 150% de déformation maximale imposée, I'erreur
entre la prévision du modele et 'expérience est toujours supérieure & 24% et atteint 52%
au maximum de déformation.

Dans le cas du NR+Si (figure 4.16) soumis a 200% de déformation maximale imposée,
Perreur entre ’expérience et la prévision du modele est en moyenne de I'ordre de 49% et
atteint 75% au maximum de déformation. Les erreurs sont du méme ordre de grandeur
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pour 150% de déformation maximale imposée.

Pour ces deux matériaux, on peut constater que le modele proposé, associé au parametre ¢;
identifié sur un essai a 100% de déformation maximale imposée, prévoit un adoucissement
beaucoup trop important puisque la contrainte prévue est systématiquement plus faible
que la contrainte expérimentale.
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- 54 O rrodéle propose ) ." ' g ]
a 0% : _l_-r R 150%
= Y1 s ie ii . 1D0%
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7] . | Hjﬁ_:.r"drf E 3 H'-'FH_
e 14 W
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1 ? 3 0 T -
elongation 1 : 4
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F1G. 4.17 — Prévision de ’adoucissement F1G. 4.18 — Prévision de I’adoucissement
avec le parametre ¢, identifié & 150% de avec le parametre ¢; identifié & 100% de
déformation maximale imposée pour la déformation maximale imposée pour la
nuance SBR+C nuance SBR+Si

En revanche, pour le SBR+C (figure 4.17) soumis & 200% de déformation maximale im-
posée, 'erreur entre l'expérience et la prévision du modele est en moyenne de l'ordre de
23% et atteint 18% au maximum de déformation. Dans ce cas, l'erreur est acceptable
et on peut noter qu’elle est du méme ordre de grandeur que lorsque le parametre c; est
identifié a 200% de déformation maximale imposée.

De méme, la figure 4.18, qui représente les résultats obtenus avec le SBR+Si, montre une
tres bonne corrélation entre les résultats expérimentaux et la prévision du modele associé
au parmetre ¢; identifié sur un niveau de déformation maximale imposée inférieur.

En effet, pour 150 et 200% de déformation maximale imposée, les erreurs moyennes sont
de 5 et 4% et au maximum de déformation l'erreur est quasi nulle. On peut toutefois
constater que les erreurs sont supérieures a 15% pour des élongations inférieures a 1,4.
La bonne corrélation entre ’expérience et le modele s’explique par le fait que la valeur du
parametre ¢; est tres faible contrairement aux valeurs déterminées pour les deux nuances
de caoutchouc naturel, et donc I’adoucissement aussi et ce quel que soit le niveau de
déformation maximal (cf tableau 4.1).

L’utilisation du modele associé a la valeur du parametre ¢; identifié sur un essai soumis
a un niveau de déformation maximale imposé A;, ne semble donc pas tres fiable pour
prévoir le comportement en fatigue de matériaux soumis a des niveaux de déformation
maximale imposés plus importants, Ay > ;.
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4.3.2 Identification du parameétre c¢; sur un essai a 200% de
déformation maximale imposée

Nous avons identifié le parametre ¢; sur I’essai de niveau de déformation maximale imposé
le plus important de cette étude, a savoir 200% de déformation maximale imposée. Cette
valeur de ¢; est ensuite introduite dans 1'équation (4.12) afin de prévoir I’évolution de
I’adoucissement pour les deux autres niveaux de déformation maximale imposés étudiés :

100 et 150% de déformation. On rappelle que les valeurs de ¢; sont répertoriées dans le
tableau 4.1.

Les résultats obtenus avec le modele d’adoucissement proposé associé au parametre c;
identifié & 200% de déformation maximale imposé au 200°™ cycle pour les nuances de
caoutchoucs chargés sont représentés sur les figures 4.19 a 4.22.

On peut remarquer sur ces figures que le modele proposé associé au parametre ¢; déterminé
sur un essai a déformation maximale imposée égale & 200%, permet de prévoir de facon
tres correcte I'évolution de ’adoucissement par fatigue pour les niveaux de déformation
maximale imposés plus faibles. En effet, la figure 4.19, qui représente les résultats obtenus
avec le NR+C, montre une tres bonne corrélation entre ’expérience et la prévision du
modele proposé. L’erreur a un niveau de déformation maximale imposé de 100% entre

Iexpérience et la prévision est de l'ordre de 5% en moyenne et atteint 3% au maximum
de déformation.
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F1a. 4.19 — Validation du modele pour Fic. 4.20 — Validation du modele pour
la nuance NR+C la nuance NR+Si

Pour le NR+Si (figure 4.20), le modele proposé donne des résultats tres satisfaisants no-
tamment sur l'intervalle de déformation [50%,180%)] pour les trois niveaux de déformation
maximale imposés. Au dela d'une élongation de 'ordre de 2,8 I’erreur augmente. Néan-
moins, celle-ci n’excede pas 14% en moyenne sur les intervalles de déformation complets
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considérés. En effet, 'erreur n’excede pas 13% en moyenne sur l'intervalle de déformation
considéré pour une déformation maximale imposée égale a 100% et atteint au maximum
de déformation 9%. Pour un niveau de déformation maximale imposé égal a 150%, I’erreur
est inférieure & 10% en moyenne.

Dans le cas du SBR+C (figure 4.21), lerreur a 150% de déformation maximale imposée
entre 'expérience et la prévision est du méme ordre de grandeur que dans le cas d’une
identification a ce méme niveau de déformation. Ceci s’explique par le fait que les valeurs
de ¢; sont tres proches a 150 et 200% de déformation maximale imposée.

La corrélation entre I’expérience et la prévision du comportement en fatigue est également
tres satisfaisante dans le cas du SBR+-Si (figure 4.22). En effet, dans le cas d’un charge-
ment a 150% de déformation maximale imposée, I’erreur en moyenne est de ordre de 6%,
et, au maximum de déformation elle est égale a 2%. Pour 100% de déformation maximale
imposée, 'erreur en moyenne est inférieure a 8%.

Ainsi, la détermination du parametre d’adoucissement par fatigue, ¢, sur des essais cy-
cliques de traction répétée a un niveau de déformation maximale imposé, \,,.., permet
au modele proposé de prévoir de facon tres satisfaisante le comportement en fatigue des
matériaux étudiés pour tout chargement cyclique a des niveaux de déformation maximale
imposés, A, inférieurs a A00 (A < Apaz)-

Des lors, on peut supposer que ce parametre ¢; est un parametre intrinseque au matériau
permettant en quelque sorte, compte tenu de sa définition (4.12) et dans la mesure ou le
temps est défini implicitement par le cycle de charge, N, de définir la vitesse d’endomma-
gement par fatigue d’un milieu élastomere.

Désormais, afin de mettre encore plus en avant l'intérét et la robustesse de ce modele,
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étudions celui-ci dans un autre contexte qu’un chargement cyclique a déformation maxi-
male imposée.

4.4 Adoucissement par fatigue a contrainte maximale
imposée

Au cours d’essai a contrainte maximale imposée, en raison des phénomenes d’adoucisse-
ment par fatigue, la déformation atteinte sera de plus en plus importante au cours du
chargement cyclique. Cependant, comme nous venons de le voir, le modele développé ne
permet une bonne approximation de la contrainte expérimentale que pour des charge-
ments ol la déformation maximale imposée est inférieure ou égale a celle considérée pour
identifier le parametre ¢; du modele. Ainsi I'utilisation de ce modele pour des chargements
a contrainte maximale imposée et non plus a déformation maximale imposée requiert une
certaine vigilance. Il faut prendre garde a ne pas dépasser le niveau de déformation maxi-
male imposée requis pour I'identification du parametre c;.

Seuls les résultats obtenus pour les nuances de NR+-Si et SBR+Si sont représentés sur les
figures qui suivent, et ce pour différents niveaux de contrainte maximale imposé. Trois ni-
veaux de contrainte ont été envisagés : pour le NR+Si, les niveaux de contrainte maximale
imposés sont de 4; 5 et 6 MPa et pour le SBR+Si, les niveaux de contrainte maximale
imposés sont de 3,5; 5 et 7 MPa.

7 4 a -

L SRR ErILE

84 O modéle propose r P8 "1 o eménence [/
g S I
= E_i- ] —— yicle 50 pry
B o - cycle 100 5—.:
£ £ g
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Fia. 4.23 — Validation du modele lors Fic. 4.24 — Validation du modele lors
d’un essai a contrainte maximale im- d’un essai a contrainte maximale im-
posée pour différents cycles pour la posée pour différents cycles pour la
nuance NR+Si. T',,,.. = 6 MPa nuance SBR+Si. T',,,... = 7 MPa

La figure 4.23 représente les résultats obtenus avec le modele d’adoucissement proposé,
associé au parametre ¢; identifié sur un essai a 200% de déformation maximale imposée,
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pour le NR+-Si soumis a 6 MPa de contrainte maximale imposée.

Au cycle 50, la corrélation entre les résultats expérimentaux et la prévision du modele est
assez satisfaisante sur l'intervalle d’élongation [1,5; 2,5], 'erreur étant inférieure a 15%,
et en moyenne sur l'intervalle de déformation complet, 'erreur n’excede pas 13%.

Au cycle 100, on constate que les résultats sont déja moins satisfaisants puisque 'erreur
moyenne est égale a 18% et au maximum de déformation, I'erreur atteint 21%. Cepen-
dant, on peut remarquer qu’en raison de ’adoucissement de ces matériaux, au cycle 100,
la contrainte maximale imposée est atteinte pour 210% de déformation.

Au cycle 200, les erreurs augmentent encore et atteignent au maximum de déformation
31%. En moyenne sur 'intervalle de déformation considéré, I'erreur vaut 26%. La contrainte
maximale imposée est atteinte, au cycle 200, pour 235% de déformation. Ces erreurs, de-
venues importantes, s’expliquent aisément. En effet, nous avons constaté, lors de la section
précédente, que le modele proposé était fiable tant que le niveau de déformation maximale
imposé, A, était inférieur au niveau de déformation maximale, \,,,,, imposé lors des essais
utilisés pour l'identification de ¢;. Or, ce n’est plus le cas des le cycle 100.

Lors d’essais a contrainte maximale, 0,,,,, imposée, afin d’étre certain que les niveaux de
déformation induits soient inférieurs au niveau de déformation maximale imposé, A4z,
lors des essais utilisés pour l'identification du parametre ¢y, il faut veiller a ce que 0,4,
soit inférieure a la contrainte maximale induite lors du chargement a A, imposée. Nous
avons vu que I'adoucissement par fatigue se caractérisait par une chute de la contrainte lors
d’essais a déformation maximale imposée donc dans le cas d’essais a contrainte maximale
imposée, il est bien évident que la déformation deviendra de plus en plus grande au cours
du cyclage. Ainsi, il faudra également, au cours du chargement cyclique en contrainte,
veiller a ne pas dépasser le niveau de déformation maximale, \,,,;, imposé de 1’essai qui
nous a servi a identifier le parametre ¢;.

La figure 4.24, qui représente les résultats obtenus pour le SBR+-Si soumis a une contrainte
maximale imposée égale a 7 MPa, montre que la corrélation entre la prévision du modele
aux 50 et 100%™ cycles et les résultats expérimentaux est tres satisfaisante. En effet,
pour le cycle 50, lerreur entre la prévision et I’expérience est de 10% en moyenne sur
I'intervalle de déformation considéré et vaut 13% en moyenne pour le 100%™ cycle. Au
maximum de déformation, lerreur atteint 11 et 15% respectivement aux cycles 50 et 100.
Le cycle 200 n’a pas pu étre représenté en raison de probléemes expérimentaux.

Pour le NR+Si soumis a une contrainte maximale imposée égale a 5 MPa (figure 4.25),
la corrélation entre les résultats expérimentaux et la prévision du modele est tres satisfai-
sante pour les cycles 50 et 100. Pour le cycle 200, les résultats obtenus sont un peu moins
satisfaisants mais néanmoins acceptables.

En effet, au cycle 50, l'erreur atteint 10% au maximum de déformation, ¢’est-a-dire pour
une élongation de 2,6, et au cycle 100, 'erreur atteint 15% au maximum de déformation.
En moyenne sur les intervalles de déformation considérés les erreurs sont respectivement 9
et 12%. En revanche, pour le cycle 200, I'erreur atteint 21% au maximum de déformation
et vaut en moyenne 16%.

Pour le SBR+Si soumis & une contrainte maximale imposée égale a 5 MPa (figure 4.26),
la corrélation entre les résultats expérimentaux et la prévision du modele est tres satisfai-
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sante pour tous les cycles étudiés.

En effet, au cycle 50, l'erreur atteint 7% au maximum de déformation, tandis qu’au cycle
200, elle atteint 12%. En moyenne, I’erreur n’excéde pas 6% pour le cycle 50 et 9% pour
le cycle 200 sur les intervalles de déformation considéré.

Les figures 4.27 et 4.28 montrent également une bonne corrélation entre les résultats
expérimentaux et la prévision du modele pour les nuances de NR+-Si et SBR+Si soumises
respectivement a une contrainte maximale imposée égale a 4 et 3,5 MPa.

En effet, pour le NR+Si, au cycle 200, I'erreur atteint 13% au maximum de déformation et
n’excede pas 11% en moyenne (figure 4.27). Quant a la nuance de SBR+Si, au cycle 200,
Perreur atteint 7% au maximum de déformation et n’excede pas 6% en moyenne (figure
4.28).

L’ensemble de ces remarques montrent que le modele proposé ainsi que I'identification du
parametre ¢; le définissant a un niveau de déformation maximale imposée, \,,qz, pPermet
de prévoir le comportement en fatigue de matériaux soumis a de la traction répétée a
contrainte maximale imposés. Cependant ces essais demandent une attention particuliere
puisqu’il ne faut dépasser ni le niveau de contrainte maximale induit, ni la déformation
maximale imposée au cours de I’essai requis pour procéder a l'identification du parametre
¢1 du modele proposé.

Nous pouvons donc conclure en disant que le modele que nous avons proposé pour décrire
les phénomenes d’adoucissement par fatigue a été testé et validé sur différentes nuances de
caoutchoucs chargés et non chargés. Ce modele permet en effet d’appréhender de maniere
tres satisfaisante les phénomenes d’adoucissement par fatigue que nous avons pu obser-
ver grace aux essais expérimentaux. Il permet de prévoir le comportement en fatigue de
matériaux soumis aussi bien a de la traction répétée a déformation maximale imposée,
qu’a contrainte maximale imposée.

Cependant, la seule détermination du comportement en fatigue ne peut suffire a la concep-
tion de structures et un outil numérique est également nécessaire. Nous allons alors nous
intéresser a 'implémentation de ce nouveau modele d’adoucissement dans un processus de
simulation numérique et nous nous intéresserons plus particulierement au développement
d’une méthode non incrémentale de résolution qui permettra de prendre en compte le
caractere non-linéaire et incompressible ainsi que la nature grandement déformable des
matériaux élastomeres.
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Chapitre 5

Simulation numérique de
I’adoucissement dans les milieux
élastomeres chargés

Nous avons précédemment mis en évidence les phénomenes d’adoucissement observés dans
les élastomeres et proposé un modele d’endommagement afin d’en rendre compte. Cepen-
dant, la seule détermination du comportement en fatigue ne peut suffire a la conception
de structures et un outil numérique est également nécessaire. Dans ce chapitre, nous nous
intéresserons a la prise en compte de lois de comportement hyperélastiques, incompres-
sibles et endommageables dans un processus de simulation numérique.

La mise en oeuvre d’un outil numérique performant nécessite dans ce cas de prendre
en compte d’une part la non-linéarité et 'incompressibilité du comportement et d’autre
part le caractere instationnaire des problemes considérés. Ces difficultés rendent 'utilisa-
tion des méthodes incrémentales rapidement trop couteuses (Bernadou, 1982 [8]). C’est
conscient de ces difficultés que nous proposons un algorithme non incrémental permettant
d’appréhender au mieux le probleme.

Nous présenterons successivement 1’algorithme non incrémental permettant de simuler le
comportement non-linéaire de ces milieux hyperélastiques incompressibles et endomma-
geables et les techniques mises en oeuvre afin de s’affranchir des différentes difficultés
rencontrées.
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Nous avons pu établir au cours des chapitres précédents que nous avions a faire a des
matériaux ayant un comportement non linéaire, hyperélastique et endommageable. Pour
résoudre les problemes non linéaires engendrés par 1'utilisation de ces matériaux, nous
proposons une technique de résolution adaptée afin de ne pas engendrer de coiits de
calcul trop importants.

5.1 Présentation du probleme

Nous nous intéressons ici a la prise en compte de lois de comportement hyperélastiques,
incompressibles faisant intervenir un endommagement, d, dans un processus de simulation
numérique. De facon générale, comme nous I’avons vu au cours des chapitres précédents
(1.37), les lois de comportement mises en jeu s’écrivent sous la forme :

T=(1- d)iaw%(;i’ L) _ pF~!
det(F) = 1 (5.1)
d=g(xz, F,t)

ou T est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff, d la variable d’endomma-
gement, W, la densité d’énergie non endommagée et F' le tenseur gradient de déformation.

Afin de préserver a cette présentation un caractere général, la loi d’évolution de I’endom-
magement, d, est définie a priori sous forme différentielle. Cependant, nous conservons
a esprit que la loi d’évolution de d permet, dans notre cas, d’écrire celui-ci sous forme
explicite du temps (équation (4.7)) et non différentielle, le temps correspondant, dans
notre cas, au cycle de charge considéré.

Dans ces conditions, le probleme non linéaire a résoudre, compte tenu des équations (1.6),
(1.16), (1.29) et (1.37) en quasi-statique, est V¢t € [0, 7] le suivant :

( div, T =0 dans €
F=1+V, U dans
T(N)=0 sur 082
) U=U Wl 1) sur 02, (5.2)
T=(1-d-—-""">—-pF " dans
det(F) =1 dans €
d=g(xz, F,t) dans Q

\

ou div, et V, sont respectivement les opérateurs divergence et gradient par rapport a la
variable d’espace x, IN la normale unitaire extérieure a 0S2, 02, la partie de 2 ol des
efforts sont imposés, 02, la partie de Q ou des déplacements U sont imposés et [0, 7]
I'intervalle d’étude considéré.

Plusieurs méthodes ont été envisagées pour la résolution de ce type de problemes telles des
méthodes de Newton par continuation (Rheinboldt, 1974 [89], 1981 [90]), des méthodes de
type Newton (Ortega et al., 1970 [85] ; Le Tallec et al., 1985 [68]) ou encore, des méthodes
du gradient ou de type “approximations successives” (Sibony et al., 1988 [100]). Afin de
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pallier les difficultés engendrées par I'utilisation de ces méthodes, basées sur la minimi-
sation d’une fonctionnelle de 2 champs inconnus, que sont la déformation et la pression,
des algorithmes incrémentaux ont été développés pour résoudre ce genre de problemes
non linéaires (Bernadou et al, 1982 [8]; Devries, 1996 [33]). Cependant les conditions de
convergence de ces méthodes incrémentales (Bernadou et al, 1982 [8]) induisent des temps
de calculs trop importants.

C’est dans le but de s’affranchir des problemes dus aux méthodes incrémentales que de
nombreux auteurs ont développé une méthode non incrémentale de résolution permet-
tant d’accélérer le processus de résolution. Ainsi, nous nous proposons de résoudre le
probleme (5.2) par l'utilisation d’une méthode non incrémentale de résolution initiale-
ment développée pour I'étude de matériaux élastoplastiques (Boisse, 1987 [12]; Cognard,
1989 [30]; Ladeveze, 1996 [61]), puis viscoplastiques et viscoélastiques (Cognard, 1989
[30]; Stehly et al., 2002 [105]).

Ces méthodes ont ensuite été largement étudiées dans le cas hyperélastique (Ladeveze,
1995 [60] ; Brieu, Devries, 1998 [15], [17]; Brieu et al., 1998 [16]; Brieu, 1999 [18]; Michel,
1999 [72]; Aubard et al., 2000 [6]; Michel-Ponnelle, 2001 [73]) et la convergence a méme
été démontrée dans le cas de probleme d’homogénéisation de matériaux hyperélastiques
sans endommagement par Brieu et al.(2003, [21]).

Cette méthode permet de résoudre le probleme sur tout I'intervalle de temps et sur toute
la structure.

5.2 Algorithme non incrémental

5.2.1 Principe de la méthode

Le probleme non linéaire (5.2) est composé d’'un certain nombre d’équations que sont
I’équation d’équilibre, la définition du tenseur gradient de déformation, les conditions aux
limites, la loi de comportement, la relation d’incompressibilité et la loi d’évolution de
I’endommagement. Nous pouvons remarquer que celles-ci ne sont pas toutes de meéme
nature et ne présentent donc pas toutes les mémes difficultés de résolution. On peut, en
effet, séparer les équations linéaires et stationnaires (comme 'équation d’équilibre) des
équations non linéaires ou instationnaires (par exemple la loi de comportement ou la loi
d’évolution de I'endommagement), mais également les équations locales en espace des
équations globales.

Le principe de la méthode consiste en la recherche simultanée de ’ensemble des variables
du probleme S = (T, F,p,d) en vérifiant alternativement 1’ensemble des équations glo-
bales en espace, linéaires et stationnaires, et I’ensemble des équations locales en espace,
non linéaires et/ou instationnaires. L’ensemble des équations sont ainsi regroupées en
deux groupes distincts.

Le premier groupe, noté N L, est constitué des équations locales en espace qui peuvent
étre non linéaires ou instationnaires. Les champs satisfaisant les équations du groupe N L
constituent des approximations intermédiaires notées S"2 = (T"J“%, Frts pts, dnts)
(n € N) dont on dira par abus de langage qu’elles appartiennent a N L.
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Le deuxieme groupe, noté L, est constitué des équations linéaires qui seront éventuellement
globales en espace mais stationnaires. Les champs satisfaisant les équations du groupe £
constituent des approximations intermédiaires notées S"t1 = (T™* F" pntl gntl)
(n € N) dont on dira qu’elles appartiennent a L.

Les équations de £ et N'L seront alternativement vérifiées jusqu’a la convergence vers la
solution S = (T, F, p, d) du probleme (5.2) qui bien évidemment, satisfait simultanément
I’ensemble des équations des deux groupes £ et N'L.

Pour ce faire, a partir d’'une approximation S™ connue et vérifiant les équations glogales,
linéaires et stationnaires, appartenant donc a £, nous allons construire une approxima-
tion intermédiaire que ’on espere meilleure, notée S”+%, et qui appartient & N'L. Cette
approximation est construite a partir de S™ grace a un opérateur dit de “montée”, noté
H™, de sorte que :

Sty = HT(S™) et Sz e NL. (5.3)

L’approximation S™3 Gtant déterminée, nous cherchons une approximation S™*! qui
vérifie a son tour les équations linéaires, globales et stationnaires et qui appartient donc
a L. Cette approximation est construite a partir de Snts grace a un opérateur dit de
“descente”, noté H~, de sorte que :

Sl = H(5"t3) et S*Tle L. (5.4)

Les opérateurs H' et H~ sont choisis en fonction des deux groupes £ et AL de maniere
a garantir une mise en oeuvre simple et un fonctionnement économique afin de garantir
des gains en temps de calcul.

5.2.2 Choix des deux groupes

Nous avons vu que le probleme a résoudre (5.2) était composé d’équations de nature
différente : des équations linéaires globales en espace et stationnaires, et des équations
locales en espace non linéaires et/ou instationnaires. Nous choisissons donc de définir les
groupes £ et N'L de la facon suivante :

div,T =0 dans
F=1+V,U dans 2
L=<XS=(T,F,p,d) / T(N) =0 sur 9, (5.5)
U=U sur 02,
I, I
T=(1- d)w —pF" dans Q
d= g(z, F,t) dans Q

Les deux groupes £ et NL étant définis, nous allons maintenant présenter le proces-
sus itératif que nous allons mettre en oeuvre pour résoudre le probleme hyperélastique,
incompressible et endommageable (5.2).
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5.2.3 Schéma itératif de la méthode
5.2.3.1 Initialisation

Afin d’amorcger le processus itératif, la premiere étape de l'algorithme consiste a déterminer
une approximation initiale S° = (T°, F°, p°, d°) n’engendrant pas de cotits de calculs im-
portants et vérifiant les équations globales en espace, linéaires et stationnaires, ¢’est-a-dire
appartenant au groupe L.

Nous pouvons constater que le groupe des équations linéaires £ (équation (5.5)) ne
contient pas de conditions sur 1’évolution de I’endommagement, ni de loi de compor-
tement. Nous pouvons donc choisir librement une valeur initiale de 'endommagement et
une expression de la loi de comportement.

Nous choisirons alors de bloquer ’endommagement de I’approximation initiale, S°, & sa,
valeur initiale ¢’est-a-dire que nous choisirons 'endommagement, d°, nul et un comporte-
ment élastique linéaire qui sera déterminé en linéarisant la densité d’énergie au premier
ordre au voisinage du tenseur identité.

Ainsi pour trouver les champs de ’approximation initiale S°, il suffit de résoudre le systéme

suivant :
( div, T’ =0 dans
F'=1+vV,U° dans
T°(N) =0 sur 082
) Uul=Uu sur 0f, (5-7)
T = (1-d°)(P(1)+Q(1): V.U —p°(1)~t dans Q
 d°=0 dans Q
ou P et Q, les tenseurs de précontraintes et de raideurs initiaux, sont définis par :
0*W,
1) = 1
A= g s
P(1) = — 1):1
(1) OF (1) 8F8F( )

ou 1 est le tenseur identité d’ordre 2.

Dans la mesure ot 'endommagement d° est imposé comme nul, il est le méme pour toute
valeur du temps. Ce probleme n’est donc a résoudre qu’une fois pour toute valeur du
temps.

Nous verrons par la suite comment traiter des problemes de ce type.

Connaissant ’approximation initiale, S, permettant d’amorcer le processus de résolution,
il S’agit désormais de définir comment déterminer une approximation intermédiaire, S™+!,
que l'on souhaite plus proche de la solution recherchée, a partir d’'une approximation
précédemment déterminée, S™.

1
5.2.3.2 Passage de l'itéré n a l’itéré n + 3

Dans un premier temps, il nous faut construire a partir de ’approximation S”, ’approxi-
. . T 1 . ,o. , . .. . . .
mation intermédiaire S™T2 qui vérifie les équations non linéaires et/ou instationnaires
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c¢’est-a-dire celles de N L. Il nous faut pour cela définir 'opérateur de montée H* :
Ht: 8" — gvts (5.9)
Nous pouvons remarquer que le groupe d’équations N'£ n’impose pas de conditions sur

I’évolution de la pression hydrostatique p”+%. Nous choisirons que celle-ci n’évolue pas

lors du passage de l'itéré n a l'itéré n + 3" Nous avons alors la relation suivante :

pr=pte (5.10)

Les champs solutions issus de la résolution de (5.7) et (5.8) bien que contenant une
variable de pression hydrostatique, p, ne sont pas incompressibles dans la mesure ou
aucune condition en pression n’a été imposée. En particulier, la condition detF = 1 n’est

pas vérifiée. La condition d’incompressibilité se vérifie lors du passage de n a n + 2 en

recherchant des champs de déformation F"*2 tel que det(F"J“%) = 1. Pour ce faire, nous

cherchons le tenseur gradient de déformation de l'itéré n + 2 F”J’%, le plus “proche”

possible du tenseur gradient de déformation de I'itéré n, F", tout en vérifiant la condition
d’incompressibilité. Ainsi, le probleme de minimisation suivant sera résolu :
1 (F—F")(F — F")

F""2 = min
F.detF=1 2

(5.11)

Celui-ci permet effectivement de trouver un tenseur F”J’%, tel que det(F”Jr%) =1, proche
au sens de la minimisation introduite de F". Celle-ci sera détaillée ultérieurement.

. . 1 , .
Ainsi, les champs S™"2 sont définis tels que V¢ € [0, 7] :

(. oW (F™ts 1
T = (1 — dn-l—%) E‘}F ) _ n+%(Fn+§)—t dans ©Q
F—-F"F—-F"
F" = min ( ) ) dans Q
) F detF=1 2 (5.12)
det(F"tz) =1 dans
P = pta dans Q
\ dn+2 - g(maFTH_ZJt)

1
On peut remarquer que des l'itération 2’ qui fait suite a l’initialisation, la résolution de

I’équation différentielle portant sur I’endommagement, d, permettra d’obtenir une valeur
de 'endommagement d par pas de temps, ¢, considéré sur l'intervalle d’étude [0, 7]. Ainsi,

les variables T2 et F2 seront & déterminer pour chaque pas de temps, .

1
Ainsi, des 1’étape —, 'ensemble des quantités seront a déterminer pour chaque pas de

temps et les problemes seront a traiter pour ’ensemble de ces pas de temps.

1
5.2.3.3 Passage de l'itéré n + 3 a litéré n+ 1

Connaissant maintenant l’approximation S™*2, nous devons construire l’approximation
S™HL qui vérifie les équations lindaires globales, locales et stationnaires, ¢’est-a-dire la
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relation d’équilibre, la définition de la déformation et les conditions aux limites. Il nous
faut pour cela définir 'opérateur de descente H™ :

H™: 8" - gntl (5.13)

Ce groupe d’équations n’impose aucune condition sur 1’évolution du parametre d’endom-
1
magement. Cet endommagement restera alors constant lors du passage de l'itéré n + 3 a

Iitéré n+ 1 quel que soit le pas de temps considéré. Nous avons donc la relation suivante :
At =gt vt e o, 7] (5.14)

De plus, aucune loi de comportement n’est imposée pour relier les contraintes aux déforma-
tions. Ainsi, afin d’avoir des problemes d’ordre n + 1 les plus simples possibles, nous
linéariserons la loi de comportement au voisinage de F™"3. De sorte que ’approximation
Sl doit vérifier, Vi € [0, 7], le systéme d’équations suivant :

( div,T"™ =0 dans 2
Fl =14+ v, U""! dans €
T""'(N)=0 sur 09,

< Un+1 — u sur 8Qu (515)
Tn+1 — P(Fn-i-%) + Q(Fn-l-%) . VxUn-H _pn—l—l(Fn-i-%)—t dans
[ dntl = dnts dans

ou P et Q sont les tenseurs de précontraintes et de raideurs issus de la linéarisation de
la loi de comportement.

Alinsi,
L R[A—dYW]
n+§ = n+§
a ol 2w . P[(1 — )W)
wry 2 LA ZdIW] gy P[A—d Y] poyy & e
P(F") L) () VLU

(5.16)

Le détail de cette linéarisation sera donné ultérieurement.

Il est & noter que dans la mesure o il existe une valeur de I’endommagement, d"*!, et de
la déformation, F"*2, par pas de temps considéré, les valeurs de P"2 ot Q™2 (5.16)
sont & définir pour chaque pas de temps. Ainsi, le probleme (5.15) est a résoudre pour
chaque pas de temps. Cependant, des que les d"*'(¢), pour chaque pas de temps ¢, sont
déterminés, ils sont indépendants les uns des autreset les problemes (5.15), (5.16) posés
pour chaque pas de temps, le sont également.

5.2.3.4 Critere de convergence

Une fois les étapes précédentes réalisées, la connaissance de I’approximation S™*! est
assurée. Ce processus itératif de £ vers N'L, puis de N L vers L est répété jusqu’a satisfaire

© 2004 Tous droits réservés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

2wt Wwoere 1rowiriccr 'Lquc wWe ¢ WWU WL ooCTITLCIot Wito tCo 1HibbtCWwL CLWwoLUINTtClr o (;Ibu'lytb AU L
These de Laétitia Gentot, Lille 1, 2003

le critere de convergence suivant :
max 7., < seuil,
te[0,7]
Frtl ol _ gl gt (5.17)
avec Tev = ol A

La convergence de ’algorithme est atteinte des que la quantité énergétique de l'itéré n+1
est égale a la quantité énergétique de l'itéré n+ 2 au seuil de convergence seuil., pres, ce

qui garantit que le champ solution S = (T', F, p, d) appartienne a la fois aux deux groupes
L et NL, et vérifie ’ensemble des équations du probléme (5.2) quelque soit ¢ € [0, 7].

Le traitement de ce processus itératif nécessite donc de s’affranchir de quelques difficultés :

— Lors du traitement de I’étape n + % (section 5.2.3.2) : la résolution du probleme de
minimisation (5.11).

— Lors du traitement de 'étape n + 1 (section 5.2.3.3) : le choix de la linéarisation de la
loi de comportement (5.16).

— Lors de l'initialisation et de ’étape n + 1 (section 5.2.3.1 et 5.2.3.3) : la résolution
d’un probleme linéaire avec comme inconnues le champ de déplacement et le champ de
pression.

1
— Enfin, lors de I’étape n + 3 (section 5.2.3.2) : la résolution de 1'équation d’évolution de

I’endommagement.

C’est ’ensemble de ces difficultés que nous allons désormais étudier.

5.3 Résolution du probléeme de minimisation

La définition de I'opérateur H™, appelé opérateur de montée, passe par la résolution d’un
probleme de minimisation (équation (5.11)) qui consiste a trouver le tenseur gradient de
déformation F"t2 le plus “voisin” possible du tenseur gradient de déformation de 'itéré
précédent, a savoir F", tel que det(F”J’%) =1.

Bien que la notion de voisin soit tres simple a définir pour des variables scalaires, pour des
tenseurs d’ordre 2 (9 inconnues car F' est non symétrique) cette notion est beaucoup plus
délicate. Ainsi, la maniere de définir la notion de “voisin” pour les tenseurs prédétermine
la nature de la solution de (5.11).

Le moyen le plus simple et le moins couteux de satisfaire (5.11) est de poser :

1
F'*: = —F" 5.18
det(F™) (5.18)
Cette approche a été testée, mais malheureusement, est extrémement instable conduisant
1
parfois I'algorithme & échouer en traitant des problemes (5.15) dont les matrices Q"2
définies en (5.16) étaient non inversibles.
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Nous avons préféré, afin de satisfaire (5.11), minimiser la fonctionnelle suivante :
FF)=5(F—F"):(F-F )—w§<det(F )—1) (5.19)

ol w représente un coefficient permettant de privilégier 'importance de la contrainte
det(F) = 1.

Cette minimisation est réalisée grace a une méthode de Newton (méthode de la tangente)
par la résolution du systeme :

OF(F)
0Fp,

=0 VY(p,gq) €{1,2,3} x{1,2,3} (5.20)

Cette méthode de résolution présente néanmoins un gros inconvénient. En effet, rien ne
contraint le tenseur résultat, F”+%, a respecter les directions F".e; (i = 1,2,3 ol e est
un vecteur directeur du repere d’espace R*). Ainsi, un tenseur gradient de déformation
F" vérifiant les conditions aux limites et de chargement du probléme initial (5.2), ini-
tialement diagonal, comme par exemple dans le cas d’une sollicitation de traction, peut
induire un tenseur résultat F™*2 ayant des termes non diagonaux. Les directions de F".e;
sont pourtant nécessairement a respecter puisque F" est solution du probleme en espace,
étant donné que 'approximation 5™ € L. Cette méthode pénalise donc les performances
de I'algorithme et I’éloigne ainsi de la solution impliquant méme parfois la non conver-
gence de 'algorithme.

Afin donc d’éviter ce type de probleme, nous avons imposé une contrainte supplémentaire
au tenseur gradient de déformation recherché de sorte a garantir le respect des directions
F".e; de F" :

1 ko F ko FTy ks FI
F™5 = | K FL kyFD kyFI (5.21)
Ky FD ko FD ks I

Des lors, le probleme de minimisation (5.19) et (5.20) devient :

F défini par (5.21)

F(F) = %(F —F"):(F—F") - w%(det(F”) - 1)2 (5.22)
Ok; Y

Cette technique est moins lourde numériquement car seul trois parametres (ki, ks, ks3)
sont a rechercher. De plus, elle permet de garantir le respect des directions et a permis de
garantir une stabilité numérique.

Ce probleme de minimisation étant résolu, il nous faut résoudre le probleme lié a la
définition de 'opérateur de descente H~ et en particulier a la définition des tenseurs des
raideurs Q™2 et des précontraintes P"2 permettant d’obtenir une loi de comportement
linéarisée au voisinage de F™3 afin de résoudre le probleme (5.15).
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5.4 Linéarisation de la loi de comportement

Nous allons, au cours de ce paragraphe, nous intéresser a la définition des tenseurs des
raideurs @ et des précontraintes P définis en (5.15) et (5.16).

Ces tenseurs sont obtenus grace a une linéarisation de la loi de comportement définie en
1

(5.1). Cette loi est linéarisée au voisinage de F*2 en tenant compte de la dépendance de

I’endommagement, d, vis-a-vis de F' :

Tn+1 _ ([( dn+1)8WOéI;‘n 2)] N

6 8W0 1
(l—d)— ]) Z(Fn+1—Fn+2)
[6F< oF ) (@2 )

n-l—% (Fn+%)—t

= P(F"5) 4+ Q(F" VU — prti (B (5.23)
avec :
od L OW, L O*W, 1
! 1‘71n+l dn+ 0 Fn+ _ dn+§ 0 n+3
QE™ ) = — 2 (@) L (F ) + (1= ) oL ()
(5.24)

P/(Fn-i-%) =(1- dn+%)a(;‘1;0 (Fn-i—%) _ Qn—l—%VIUn-i-%

Cette linéarisation complete de la loi de comportement fait apparaitre dans la définition
od L OW,

du tenseur des raideurs @' un terme de la forme —a—F(dnJr ) aFO (F”Jr ) qui provient de

la dérivation de d par rapport au tenseur gradient de déformation F'. Ce terme négatif ap-
parait sur la diagonale du tenseur @', empéchant celui-ci d’étre systématiquement défini
positif et entrainant ainsi parfois la résolution des problémes (5.15) délicate.

Dans la mesure ou aucune contrainte n’est imposée, dans la définition de £, sur la maniere
dont peut étre linéarisée la loi de comportement (5.1) et afin d’éviter ce type de problémes,
nous avons choisi de linéariser la loi de comportement de facon incomplete en négligeant
les dérivées de la variable d’endommagement, d, par rapport a F'. La contrainte s’exprime
alors de la maniere suivante :

W, (F"7) AL
OF OFOF

. pn+% (Fn+%)ft

T = (1- dn+%)[ (F”+%)] L (F - P

avec :
1 L 0P, 1
") = (1 —d""2)———(F""2
QU+ = (1 — ) 200 (o

(5.26)
2
P(Fn+%) =(1- dn—l—%) (%MF/O (Fn+;) aaFIgflor (Fn+ ) VxUnJr%)
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La linéarisation incomplete de la loi de comportement pénalisera, comme nous le verrons

par la suite, la vitesse de convergence de I’algorithme, cependant elle la garantit puisque
1

dans ce cas le tenseur des raideurs Q"2 est toujours défini positif.

5.5 Résolution des problemes (5.7) et (5.15)

Les problemes (5.7) et (5.15) sont, V¢ € [0, 7], de la forme :

div,T =0 dans(
F=1+V, U dans(
T =P(F')+Q(F"): V,U —p(F)! dansQ (5.27)
T(N)=0 surdfl,
Uu=U surofl,

ou

- 1 lors de l’initialisation
Fi = (5.28)

Frte lors du processus itératif
et P(F") et Q(F") définis par (5.26).
La résolution de ce probleme passe par la détermination simultanée des champs de déplace-

ments, U, et de pression hydrostatique, p. A cet effet, un élément fini spécifique a été
développé. Afin de l'introduire, établissons, la formulation variationnelle de ce probleme.

5.5.1 Formulation variationnelle

Soit U,y 'espace des champs de déplacements et de pression hydrostatique, admissibles
pour ce probleme :

Upg = {y = (v,p)/v € [H(Q)]’,peRet v=U sur 8Qu} (5.29)
et

a

U, = {y = (v,p)/v € [Hy(Q)]?,p € R et v =0 sur 8Qu} (5.30)

ou v est un champ mixte déplacement/pression admissibles.

Le principe des puissances virtuelles nous permet d’écrire pour tout v € U°, :
ad

/ div, T" (v —U) =0 (5.31)
Q
Le théoreme de Green nous permet de transformer I’équation (5.31) sous la forme :
T""'"N.v— / T V,v=0 (5.32)
B Q
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Grace aux conditions limites de (5.27) et a la définition de UY,, 'équation (5.32) devient :
/ T V,v=0 (5.33)
Q

En remplacant le tenseur gradient de déformation T™"' par son expression linéarisée
(équations (5.25) et (5.26)) et en posant :

/P”+ZV v

a(U" v / Q" VvV, UV, (5.34)

al(pn—i—l’Q) :/npn“(F”J“%)_th'v
Q

A\

\

on aboutit a la relation suivante :

a(U™ v) —d (p"™, v) = (v) (5.35)
n+1
En introduisant le champ mixte déplacement/pression U = < " > , la derniere équation
pn

devient :

AU, v) =l(v) Yvecly (5.36)
avec

AU, v) = a(U"", v) —d' (p"*', v) (5.37)

Des lors, la formulation variationnelle associée a (5.15) est :

Un+1

Trouver U = el € U, tel que :

A(QJ 2) - l(y)avﬂ € ugd

(5.38)

avec [(e) et A(e, ) définis par les équations (5.34) et (5.37).
A est une forme bilinéaire de U et v, et [, une forme linéaire de v.

5.5.2 Elément fini développé

La formulation variationnelle (5.38) conduit a la résolution d’un probleme o, en plus des
inconnues de déplacement, il nous faut déterminer une inconnue de pression.

Afin de traiter ce probleme qui est de type incompressible, un élément spécifique a été
développé.

En effet, des lors que ’on tend vers I'incompressibilité en utilisant des éléments classiques,
on observe des difficultés numériques. La principale est liée au fait que la contrainte d’in-
compressibilité est tellement forte, qu’elle provoque des phénomenes de blocage, c’est-a-
dire une impossibilité du maillage a se déformer, ou au moins qu’elle entraine un com-
portement trop rigide par rapport au comportement réel. Pour relacher cette contrainte
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cinématique, on peut distinguer deux approches. La premiere consiste a utiliser les avan-
tages de la sous-intégration (Hugues, 1980 [54]). La deuxieme technique consiste a rajouter
des degrés de libertés internes a chaque élément (Wilson et al., 1973 [108]; Simo et al.,
1990 [103]). Pour notre part, nous avons préféré utiliser la premiere technique.

Pour construire notre élément fini, nous avons utilisé une formulation mixte déplace-
ment /pression. La premiere formulation mixte pour les problemes de quasi-incompressibili-
té a été développée par Herrmann (1965 [52]) pour des matériaux isotropes linéaires sous
I’hypothese des petites perturbations. Des extensions pour des matériaux non élastiques
isotropes ou pour les grandes transformations ont été proposées (Simo et al., 1985 [101];
Liu et al., 1991 [70]; Klaas et al., 1999 [58]).

Dans le cas de la sous-intégration des éléments mixtes déplacement/pression un compro-
mis doit alors etre trouvé entre :

— un nombre de noeuds de pression suffisamment important pour vérifier la condition
d’incompressibilité presque partout,

— un nombre de noeuds de pression suffisamment faible pour avoir plus de degrés de li-
berté a calculer que de contraintes a vérifier pour éviter les problemes de blocage.

L’élément retenu est un élément tétraédrique dont l'interpolation est de type Lagrange de
degré 2 (P2) pour les champs de déplacements et de type Lagrange de degré 0 (P0) pour
le champ de pression. Cet élément, noté tetra P2-P0, est représenté sur la figure 5.1.

an

Fi1G. 5.1 — Géométrie et noeuds de I’élément tetra P2-P0 développé

Cet élément est constitué de 11 noeuds, d’une part 10 noeuds pour l'interpolation des
déplacements, et d’autre part 1 noeud pour l'interpolation de la pression. Ces noeuds
sont respectivement situés aux sominets et aux milieux des arétes pour les déplacements
et au barycentre de I’élément tétraedre pour le champ de pression.

Les noeuds qui permettent d’approximer les champs de déplacements, U™, ¢’est-a-dire
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les noeuds numérotés 1 a 10, ont 3 degrés de liberté tandis que celui qui permet d’ap-
proximer le champ de pression, p"*!, c’est-a-dire le noeud 11, a un seul degré de liberté.
Ainsi, I’élément fini développé possede 31 degrés de libertés.

Associé a cette géométrie et cette interpolation, un schéma numérique d’intégration de
type Gauss a été retenu pour les champs de déplacement. Celui-ci est constitué de 15
points dans I’élément de référence, appelés points de Gauss pour l'intégration volumique
et de 7 points pour l'intégration surfacique.

Les champs de déplacement sont donc déterminés par un schéma d’intégration exact. Le
champ de pression est considéré comme constant sur l’élément et ainsi aucun schéma
d’intégration n’est requis.

5.6 Résolution de la loi d’évolution de I’endommage-
ment

Comme nous ’avons vu section 5.2.3.2, a l'issue de I'étape d’initialisation, il y a autant de
problémes de type (5.15) a traiter que de pas de temps considéré sur l'intervalle d’étude
[0, 7]. Cependant ces problemes sont indépendants les uns des autres.

Cette remarque est intéressante dans la mesure ot elle permet de garantir une parallélisa-
tion aisée de la résolution en temps des problemes (5.15). Ces problémes étant indépendants,
ils peuvent étre traités simultanément. La résolution paralléle des équations (5.12) est su-
jette au traitement parallele de ’équation d’évolution portant sur 'endommagement, d.

Dans le cas de notre étude, cela ne pose pas la moindre difficulté dans la mesure ot la loi
d’évolution de ’endommagement a été déterminée sous forme non différentielle et explicite
du temps, en l'occurence le cycle N considéré :

d(N,m) =1 — exp(—cyIn(N)m) (5.39)

ou N, qui est le nombre de cycles considérés, représente implicitement le temps.

Dans ces conditions, I’algorithme proposé est équivalent a la méthode de Picard (Burrage,
1995 [25] ; Brieu, 1999 [18]) et permet éventuellement d’effectuer simultanément les calculs
a chaque instant de controle.

5.7 Présentation schématique de ’algorithme

On fournit sur la figure qui suit, un schéma résumant le fonctionnement de ’algorithme
non incrémental qui vient d’eétre présenté.

On peut constater sur ce schéma que ’ensemble des temps est traité simultanément, ga-
rantissant ainsi une parallélisation en temps de I’algorithme simple.
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Initialisaii

Calol de 3°<(T", F°, (", &)

Fésolution gk (3.9)

Calcul de Sn+1.-‘z={-1—n+l.-‘z, Fn+1.|1, Ij|1+l.-‘2, dn+]_r1)

Féasalution ce (5.73)
pouy 1=0
Féasalution de (5.22)
oy 1=10

Fésolution de (5.13) Fésolution de {5 13)
POur 1=ty pouy 1=T
Fésolution da (5.22) | 77 Fésolution de (5 22)
pour 1=tk pour =1

|

C'eforal das rafdeurs et
des précontraivias
{5, 26) pour =0
Fésalution de (3.15)

Calcul de §=(1™*, prl, o gy

Clalow! des raidewrs at
des précontramtas
{& 28) pour 1=ty
Fésolution da (5.15)

Cladenl des raideurs at
s précontraintas
f0.28) pour 1=1
Fézsolution de (5 15)

powr 1= pour =ty pour =1
Caloul dety a 1=0 Calowd dete i =1x Cdcw! det ari=1
(5. 17) {5 17] {5.17]
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Fia. 5.2 — Algorithme de résolution
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Le processus itératif ayant été défini précédemment et les problemes de résolution liés a
la définition des opérateurs de montée et de descente ayant été résolus, nous présentons
dans la suite les résultats obtenus avec cet algorithme non incrémental de résolution et
les moyens adoptés pour optimiser ’algorithme.
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Chapitre 6

Performances et optimisation
parallele de ’algorithme

Au cours du chapitre précédent, nous nous sommes intéressés a la prise en compte de lois
de comportement hyperélastiques, incompressibles et endommageables dans un processus
de simulation numérique et avons présenté un algorithme non incrémental de résolution.
Nous avons implémenté le modele d’adoucissement développé au cours du chapitre 4 et
'algorithme proposé au sein du code éléments finis modulef (Bernadou et al., 1985 [9]).
Nous présenterons dans un premier temps le probleme considéré ainsi que les résultats
de fatigue obtenus grace a une simulation éléments finis séquentielle. Dans un deuxieme
temps, nous verrons au cours de ce chapitre les moyens que nous avons adoptés pour op-
timiser ’algorithme non incrémental présenté, notamment dans la facon de redémarrer le
processus de résolution entre chaque incrément de temps considéré. Ces moyens permet-
tront d’obtenir des gains en temps de calcul que nous présenterons. Pour trois processus
de redémarrage, nous présenterons les résultats obtenus en terme de convergence. Enfin,
un bilan et des résultats de parallélisation du code seront présentés.
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6.1 Probleme considéré

Afin de valider I’algorithme non incrémental, développé au cours du chapitre précédent, as-
socié au modele d’adoucissement par fatigue proposé et validé chapitre 4, nous considérons
une structure parallélépipédique dont les dimensions correspondent aux dimensions de la
zone utile des éprouvettes que nous avons utilisées lors des essais de traction répétée
(L=25mm, l=4mm, e=2mm)(figure 6.1).

Cette structure est maillée grace aux éléments tetra P2-P0 introduits au cours du chapitre
précédent. Le maillage est constitué de 1404 éléments, 3525 noeuds a 3 degrés de liberté
pour déterminer les champs de déplacements, 1404 noeuds a 1 degré de liberté pour le
champ de pression hydrostatique. Le maillage introduit donc des problemes a 11979 degrés
de liberté (figure 6.2).

FiG. 6.1 — Structure étudiée FiG. 6.2 — Maillage de la structure

Nous considérons, pour illustrer cet algorithme, des cas de chargement de traction uni-
axiale suivant la direction de 'éprouvette (0,x).

Seul un matériau est présenté pour cette étude, les simulations réalisées avec les autres
matériaux fournissant le méme type de résultats. Le matériau considéré est le NR+C.
Le comportement élastique est défini par une densité Lambert-Diani-Rey (1.34), (2.14) et
(2.15) ou les coefficients, identifiés de la méme fagon qu’au chapitre 2, sont :

ap = —1,0683 a; =0,1706 ay =0,0127 by = —4,5946 b, =0,772 (6.1)

et adoucissement est défini par le modele proposé au chapitre 4 (4.12) avec ¢; = 0,0219.

6.2 Validation de I’approche algorithmique

Nous rappelons que le probléme non linéaire a résoudre s’écrit sous la forme (5.2).
Nous avons vu au cours des chapitres précédents que la loi d’évolution de ’endommage-
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ment précédemment définie par ’équation (5.39) fait clairement apparaitre une notion de
temps. Ainsi toutes les quantités mécaniques intervenant dans ce probleme sont également
implicitement dépendantes du temps. On peut alors noter :

T=Tt)=T, F=Ft)=F, U=U(t)=U,

p=plt)=p, d=dt)=4d, (6.2)

ouTy, F;, Uy, p; et d; sont respectivement le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff, le tenseur gradient de déformation, le champ de déplacement, la pression hy-
drostatique et 'endommagement au temps ¢, temps qui sera d’ailleurs caractérisé par la
suite par le cycle de charge considéré. En effet, dans la mesure ou le chargement auquel
sont soumis les matériaux étudiés, est un chargement de traction répétée a déformation
ou contrainte maximale imposée, il est clair que le nombre de cycles, N, correspond au
parametre temps.

D’apreés ’équation (5.39), dans la mesure ou le nombre de cycles de chargement, N,
représente le temps, on peut écrire 'endommagement, d, sous la forme :

d, = G(x, F,,1) (6.3)

Le probleme a résoudre devient alors :

( div, T, =0 dans Q2

F,=1+V,U, dans
I, I
Tt:(l—dt)MFI‘,Z)—ptFtt dans 2
) det(F;) =1 dans € (6.4)

dy = G(zx, Fy,t) dans Q
T(N)=0 sur 082,

L U=Uu sur 0€,

6.2.1 Comparaison des résultats numériques et expérimentaux

Les résultats expérimentaux, que nous avons introduits chapitre 3, dans le cas d'un ca-
outchouc naturel renforcé par des particules de noir de carbone (NR+C), sont comparés
aux résultats obtenus a l'issue d’une simulation numérique (figures 6.3 et 6.4) lors d’un
chargement cyclique a 200% de déformation maximale imposée.

La figure 6.3 montre que la corrélation entre les résultats expérimentaux et les résultats
obtenus avec la simulation EF est tres satisfaisante pour les trois cycles représentés, et
ce, sur tout 'intervalle de déformation considéré.

En effet, 'erreur entre I’expérience et la simulation numérique au cycle 50 est de 'ordre de
5% en moyenne sur U'intervalle de déformation considéré et atteint 16% au maximum de
déformation. Pour les cycles 100 et 200, ’erreur en moyenne n’excede pas respectivement
6 et 8%. Néanmoins, au maximum de déformation, erreur atteint 20% pour les cycles 100
et 200. On constate également que la simulation numérique surestime légerement 1’adou-
cissement dans la mesure ou la contrainte prévue numériquement est plus faible que la
contrainte expérimentale, notamment sur 'intervalle d’élongation [2,75 , 3|.
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Fic. 6.3 — Confrontation de la simula-
tion EF et des résultats expérimentaux
de I"adoucissement pour plusieurs cycles
de charge

Fic. 6.4 — Evolution de l'erreur rela-
tive entre ’expérience et la simulation
numérique en fonction de I’élongation

Les erreurs relatives engendrées pour chaque cycle sont représentées en fonction de 1’élon-
gation sur la figure 6.4. On constate sur cette figure que les erreurs relatives sont inférieures
a 15% sur presque tout l'intervalle de déformation considéré. Seul les 20 premiers et les
10 derniers % de déformation engendrent des erreurs supérieures. Cette figure montre
que l'algorithme non incrémental présenté dans le chapitre précédent est bien adapté a la
résolution de problemes incompressibles et endommageables.

6.2.2 Analyse des taux de convergence lors du processus algo-
rithmique

Nous avons également représenté les taux de convergence de 1’algorithme lors de cette
simulation en échelle semi-logarithmique en fonction des itérations (figure 6.5) pour les
cycles 50, 100, 150 et 200. On constate que la convergence est la méme pour les 4 temps
étudiés dans la mesure ol toutes les courbes sont quasiment paralleles. La figure 6.5 montre
également que la convergence n’est pas quadratique mais linéaire, contrairement au cas
hyperélastique sans endommagement ou la convergence quadratique a été démontrée par
Brieu (1999, [18]; 2003, [21]). Cependant, Brieu (1999, [18]) avait également constaté une
perte de la convergence quadratique lors de la simulation du comportement de composite
hyperélastique avec prise en compte d’endommagement de type décohésion entre renfort
et matrice. Cette perte de convergence quadratique est probablement due a la linéarisation
incomplete, mais nécessaire, de la loi de comportement (section 5.4). Néanmoins la conver-
gence reste assez rapide puisque pour chaque cycle considéré, 13 itérations suffisent pour
que l'algorithme converge.

Sur la figure 6.5, on peut remarquer également que les différents temps étudiés, caractérisés
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F1G. 6.6 — Evolution du taux de conver-
gence de ’algorithme, les pas de temps
étant traités simultanément

FiG. 6.5 — Evolution du taux de conver-
gence de ’algorithme, les pas de temps
étant simulés les uns a la suite des autres

par les cycles de charge, ont été simulés séquentiellement les uns a la suite des autres.
Cependant nous avons mis en évidence au cours du chapitre précédent que I’ensemble des
problemes en temps étaient indépendants les uns des autres une fois les parametres d’en-
dommagement, d"!, déterminés (équations (5.15) et (5.16)). L’ensemble des problemes,
posés pour chaque incrément de temps, peut alors étre traité simultanément, de fagon
séquentielle ou parallele. Nous avons représenté, pour illustrer cette remarque, le taux
de convergence de l'algorithme, en échelle semi-logarithmique, en fonction non plus des
itérations globales du processus itératif mais en fonction des itérations requises pour la
résolution de chaque incrément de temps (figure 6.6). Cette figure montre que non seule-
ment la vitesse de convergence est indépendante de I'incrément de temps considéré mais
également que le nombre d’itérations requis pour traiter chaque incrément est le meme,
ce qui confirme la robustesse et la fiabilité de cet algorithme.

Quel que soit 'incrément de temps considéré, ¢, l'initialisation se fait exactement de la
méme facon. Cependant, le temps n’intervient qu’au niveau du calcul de ’endommage-
ment, d, qui pénalise le comportement. Il est donc logique que le processus et ses perfor-
mances ne dépendent pas, ou peu, de I'incrément de temps.

Ainsi, lors d’un traitement séquentiel de ’algorithme, ’ensemble des incréments de temps
considérés seront traités successivement tout en gardant le meéme type de redémarrage,
lors du passage d’un incrément a un autre, et ainsi le méme nombre d’itérations sera
requis pour atteindre la convergence de chaque incrément.

Dans ce cas, on peut se demander si, au dela du premier incrément, un tel redémarrage
pour les incréments de temps suivants est pertinent dans la mesure ou une initialisation
au tenseur identité ne semble pas performante d’'un point de vue numeérique lorsque la
solution au pas de temps précédent a déja été numériquement déterminée.

Nous essayerons d’optimiser le processus de redémarrage de l'algorithme, pour tous les
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incréments de temps considérés, autre que le premier, de sorte a accroitre ses performances.

6.3 Optimisation du démarrage du processus itératif

6.3.1 Initialisation au voisinage de la solution finale du probleme
posé a 'incrément de temps précédent

Afin d’accélérer la convergence de l'algorithme nous avons choisi, pour le redémarrage
du processus de résolution, de ne pas initialiser systématiquement 1’algorithme au voisi-
nage du tenseur identité 1. En effet, nous avons montré, figure 6.6, que la convergence
était complétement indépendante de 'incrément de temps considéré. Dans la mesure ou
les incréments de temps sont traités les uns a la suite des autres, l'initialisation pour
I’incrément considéré au voisinage de la solution finale du probleme posé au pas de temps
précédent, plutot qu’au voisinage de 'identité, est donc tout a fait envisageable.

Dans ce cas, le premier incrément de temps considéré t; est initialisé de la méme fagon
que lors du chapitre précédent, c’est-a-dire grace aux équations (5.7).

Une fois le probleme au pas de temps ¢, convergé, 'approximation S;, est connue et les
champs (Ty,, Fy,, Py, di,) solutions du probléeme au temps ¢y sont déterminés.

Les champs solutions des problemes posés aux pas de temps, t,, seront alors déterminés
a partir de la connaissance des champs solutions du probleme a l'incrément de temps
précédent t,, 1, ¢’est-a-dire a partir des champs (T, _,, Fy _,,pi,_,,ds,_,) grace au systeme
d’équations suivant :

ini : (F_Ft—l)(F_Ft—l)
int n n
Fy = Fdetb—1 2 (6.5)

d) =Gz, F{™ t,)

. . e N 0 _ 0 0 0 0 .
Les approximations initiales des problemes au temps t,, S; = (T, ,F, ,p; .d} ), qui
vérifient les équations linéaires et stationnaires, c¢’est-a-dire qui appartiennent a £, seront
déterminées en résolvant les équations (5.5) couplées a la loi de comportement linéarisée
cette fois au voisinage de F}"" :

T}, = P(Fy) + Q(FYY) : VoUp, =7 (Fy)™

ou P et @ sont définis par (5.26) (6.6)

Les équations (6.5) sont telles que le tenseur gradient de déformation Fil” vérifie bien la
condition d’incompressibilité, c’est-a-dire que det(F}") égal a 1.

En effet, dans la mesure ot le test de convergence (5.17) n’est réalisé qu’apres le passage
de NL a L, rien ne garantit que 'on vérifie exactement cette condition d’incompressi-
bilité lors de I’étape d’initialisation. Une fois cette condition vérifiée, les équations (6.5)
permettent de calculer 'endommagement associé, d?n.

Nous avons représenté le taux de convergence de l'algorithme avec cette nouvelle technique
de redémarrage en échelle semi-logarithmique en fonction des itérations du processus
global (figure 6.7) pour les cycles 50, 100, 150 et 200.
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FiGg. 6.7 — Evolution du taux de convergence de 1’algorithme lors d’une initialisation a
partir de la solution déterminée au pas de temps précédent

On constate sur cette figure que le nombre d’itérations nécessaires pour le premier pas
de temps considéré, le cycle 50, n’a bien évidemment pas changé puisqu’il n’y a pas eu
de changement au niveau de ce premier incrément. Pour un redémarrage avec une initia-
lisation au voisinage de l'identité, il fallait 13 itérations au deuxieme temps, c’est-a-dire
le cycle 100, pour converger, alors qu’avec cette nouvelle méthode 3 itérations sont suffi-
santes pour qu’il y ait convergence. Cette remarque reste valable aussi pour les cycles 150
et 200.

Cette figure montre donc une tres forte accélération du processus itératif pour les incré-
ments de temps bénéficiant de cette nouvelle technique de redémarrage avec une initia-
lisation au voisinage de la solution finale du probléme posé au pas de temps précédent.
Cette nouvelle méthode de redémarrage permet donc un gain en temps de calcul séquentiel
significatif.

Cependant, cette méthode présente également un inconvénient. En effet, dans la mesure
ol la détermination de la solution initiale, F}" (équation (6.5)), du probléme posé au
temps t,, se fait a partir de la connaissance du tenseur gradient de déformation convergé,
F, ., du probleme posé a l'incrément précédent, ¢,_,, il faut systématiquement attendre
la convergence du probléme posé a t,_; avant d’entreprendre le traitement du probleme
posé a t,. Il est alors impossible de traiter ’ensemble des problemes ¢, de facon pa-
rallele, comme nous aurions pu le faire dans le cas précédent. Cette modification change
complétement le caractere hautement parallele de 'algorithme. On ne peut dans ce cas
considérer ’algorithme comme parallélisable en temps, ce qui nous semble, un inconvénient
majeur. Dans le cas d’'une implémentation sur machine parallele, I'algorithme sera auto-
matiquement plus lent.
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Nous avons donc cherché une nouvelle méthode de redémarrage s’inspirant de celle-ci mais
qui permettrait néanmoins de traiter plusieurs problemes a la fois. Nous la présentons dans
la section qui suit.

6.3.2 Initialisation au voisinage d’une solution intermédiaire du
probleme posé a ’incrément de temps précédent

Le premier incrément, ¢y, considéré est initialisé de la méme maniere qu’en 6.2.1 c’est-
a-dire au voisinage de l'identité. Ensuite, les temps t,, Vn > 1, démarrent des qu’une
approximation intermédiaire, (T _, Fy _,pi _,di ), obtenue a I'issue de Iitération i
du processus de résolution du probleme posé a t,_;, aura atteint un seuil qu’on qualifiera
d’acceptable. Ce champ intermédiaire est tel que :

Tey < Seuﬂdémarrage

.1 .1
i . i _ gz .ot
Ftn—l : Ttn—l Ftn—l * Ttn—l (67)
avec Tey = - -
Ftnfl * Ttnfl

Deés que ce seuil de démarrage, seuilgemarrage, €St atteint, on peut déterminer Fi" de la
méme maniére que précédemment, c’est-a-dire déterminer F;™ tel que :
i i
Fini _ . (F - Ftnfl)(F - Ftn,l)
F detF=1 2 .
0 _ ini
dy, =Gz, F" t,)

Les champs initiaux S = (T}, F} ,p? ,d} ), du probleme posé a t,, qui vérifient les
équations linéaires et stationnaires, seront alors déterminées en résolvant les équations
(5.5) couplées & la loi de comportement linéarisée au voisinage de F;™(équation (6.6)).
Ce tenseur gradient de déformation est lui-méme défini par les systemes d’équations (6.7)
et (6.8).

Nous avons représenté le taux de convergence de I'algorithme avec cette nouvelle méthode
de redémarrage en échelle semi-logarithmique en fonction des itérations recquises (figure
6.8) pour 4 temps : les cycles 50, 100, 150 et 200.

Le trait pointillé sur cette figure correspond au seuil de démarrage que I’on a fixé & 1074
alors que la convergence est décrétée a 7., = 107° (5.17).

La figure 6.8 montre que ’allure du taux de convergence ainsi que le nombre d’itérations
du premier incrément, ici le cycle 50, n’ont pas changé puisque l'initialisation du pre-
mier temps demeure le méme (les 12 itérations au lieu de 13 étant dues a un artefact
numérique). Des que le taux de convergence du cycle 50 dépasse le seuil de démarrage
qu’on a qualifié d’acceptable, c’est-a-dire ici & la 8%™¢ itération, le deuxiéme incrément
peut démarrer. Ainsi, a la 9°™¢ itération, les cycles 50 et 100 sont traités simultanément.

Ensuite, lorsque le taux de convergence du cycle 100 a dépassé le seuil de démarrage,

c’est-a-dire & la 10%™¢ itération, le cycle 150 peut démarrer. Ainsi, & la 11%™¢ itération,
les cycles 50, 100 et 150 sont traités simultanément. A la 12%™¢ itération, le taux de
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FiGc. 6.8 — Evolution du taux de convergence de 1’algorithme lors d’une initialisation a
partir d’une solution intermédiaire du probleme posé au pas de temps précédent

convergence du cycle 150 a dépassé le seuil de démarrage que ’on a choisi, ce qui permet
au 4°m¢ temps, c’est-a-dire le cycle 200, de démarrer. Lors des 13%™¢ et 14%™¢ jtérations,
seul le cycle 200 est traité dans la mesure ou, outre I'activation, a l'itération 13, des calculs
liée au cycle 200, les cycles 50, 100 et 150 ont convergé.

On remarque le gain en temps de calcul par rapport a la premiere technique de redémarrage
envisagée puisque pour le deuxieme temps, c’est-a-dire le cycle 100, le nombre d’itérations
pour converger est passé de 13 a 4, et pour les cycles 150 et 200, le nombre d’itérations
est passé de 13 a 2.

L’intéret de cette approche par rapport a la précédente est également notoire puisque
22 itérations globales étaient recquises pour l'approche précédente contre 14 pour cette
derniere.

Les résultats obtenus aux cycles 150 et 200 peuvent paraitre surprenants par rapport aux
résultats obtenus avec la deuxieme méthode d’initialisation (section 6.2.2). En effet, il peut
sembler étonnant que la convergence pour le probleme au temps ¢, soit plus rapide lorsque
I’algorithme est démarré a partir d’'une solution intermédiaire du probleme posé a ¢, 1,
que lorsque le probleme a ¢, est initialisé a partir de la solution convergée du probleme
a t,_1. Cependant, rien ne peut permettre d’affirmer que la solution du probleme a ¢,_;
soit plus proche de la solution du probleme a ¢, qu’une solution intermédiaire.

Cette derniere méthode de redémarrage présente donc deux intéréts. D’une part, elle
accélere ’algorithme par rapport aux techniques de redémarrage envisagées précédemment,
et d’autre part, elle permet de traiter plusieurs problemes simultanément, que ce soit de
fagon séquentielle ou parallele.
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6.4 Bilan des initialisations proposées

6.4.1 Performances itératives

Nous avons représenté sur la figure 6.9, le nombre de problemes EF (6.4) a résoudre jusqua
convergence pour chaque incrément de temps considéré et ce pour chaque méthode de
redémarrage envisagée dans les sections précédentes et sur la figure 6.10, le nombre total
de problemes EF a résoudre par méthode de redémarrage.

O premeere appoche @ dewx<erme aopnoche

B troisiems approches B0 -
14 4
&R B a0
12 4 —
40 4
10 .
B 3 4
B m
4 10 4
y | | B
o : . : : approche 1 apprmache 2 approche 3

cycle 50 cycle 100 cycle 150 cycle 200

Fic. 6.10 — Nombre total de problemes
EF a résoudre par méthode de

Fic. 6.9 — Nombre de problemes EF a ,
redémarrage

résoudre par pas de temps

Dans un premier temps, on peut remarquer, figure 6.9, que le nombre d’itérations nécessaires
pour la convergence du premier incrément de temps est le méme pour les trois techniques
de redémarrage envisagées (probleme d’artefact numérique pour la troisieme). Ceci n’a rien
de surprenant dans la mesure ou pour les trois techniques de redémarrage proposées, I'ini-
tialisation du premier incrément de temps reste la méme. Ce n’est que sur les incréments
ultérieurs que les différences apparaissent.

La figure 6.10 montre que la premiere méthode de redémarrage est la moins performante
des trois proposées. En effet, pour chaque incrément de temps considéré, 13 itérations
sont nécessaires pour qu’il y ait convergence, 52 itérations globales sont donc requises en
séquentiel.

La deuxieme technique de redémarrage améliore nettement les performances de 1’algo-
rithme puisque le nombre d’itérations nécessaires a la convergence des incréments de
temps redémarrés a diminué de 75%. Le nombre d’itérations pour les cycles 100, 150 et
200 est en effet passé de 13 a 3, 22 itérations sont donc globalement recquises.

Cette deuxieme approche semble optimisée grace a la troisieme méthode de redémarrage
proposée. Cette optimisation ne se voit pas sur les deux premiers incréments de temps
traités puisque le nombre d’itérations est supérieur ou égal au nombre d’itérations nécessaire
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a la convergence dans le cas de la deuxieme méthode de redémarrage. Par contre, on
constate que pour les deux derniers incréments de temps, c’est-a-dire les cycles 150 et
200, seules 2 itérations sont nécessaires pour qu’il y ait convergence. Soit un total, en
séquentiel, de 20 itérations pour traiter I’ensemble des problemes.

6.4.2 Performances paralleles

Comme nous ’avons mentionné au chapitre 5, un des grands intéréts de cet algorithme
est son caractere hautement parallélisable (Brieu, 1999 [18]; Brieu et al., 2001 [19]). Il
nous semble donc primordial que les techniques de redémarrage retenues pour initialiser
I’algorithme permettent de conserver le caractere parallélisable de celui-ci.

On a représenté figure 6.11, 'ensemble du processus itératif pour les différentes tech-
niques de redémarrage en traitant simultanément, des que cela est possible, I’ensemble
des incréments de temps recherchés. Celle-ci montre bien que la deuxieme méthode de
redémarrage interdit tout traitement parallele des problemes posés en temps puisque,
pour que le probleme posé au temps t, soit traité, il faut que le probleme posé au temps
t, 1 ait convergé.

Afin de comparer, de facon effective, les performances de ces deux derniéres approches,
nous avons implémenté I'ensemble du code éléments finis développé sur une machine pa-
rallele. La machine utilisée est un supercalculateur a architecture parallele IBM RS6000/SP
constitué de 4 noeuds, comprenant chacun 16 processeurs a 375 MHz avec 16 Go de
mémoire partagée. Chaque noeud est relié par un réseau haut débit de type colony. Le
protocole de parallélisation utilisé est Open MP.

Il est a noter que ce travail de parallélisation ne porte que sur la distribution des différents
problemes en temps entre les différents processeurs et en aucun cas sur une parallélisation
de la résolution des problemes EF. Les méthodes de décomposition en sous-domaines,
comme les méthodes de recouvrement (Lions, 1988 [69]) ou sans recouvrement (Rey, 1994
[88]; Le Tallec, 1994 [67]; Farhat, 1994 [37], [38]; Soulat, 1996 [104]; Brieu, 1999 [18],
2001 [19]), classiquement utilisées pour paralléliser un probleme EF, ne font pas l'objet
de cette étude.

Pour illustrer les performances paralleles de 1’algorithme, nous avons utilisé 4 processeurs
qui ont chacun traité 5 incréments de temps. Les résultats du processus itératif sur chaque
processeur en fonction du type de technique de redémarrage sont illustrés figure 6.12.
Nous avons ensuite représenté sur la figure 6.13 les temps de calculs CPU séquentiels
et paralleles requis par les premiere et troisieme méthodes de redémarrage. Ces temps
de calculs sont normalisés par rapport au temps de calcul séquentiel de la technique
de redémarrage simple, c’est-a-dire I'initialisation du temps traité au voisinage du ten-
seur identité, de telle facon que celui-ci représente 100% du temps CPU. Au niveau du
temps CPU séquentiel, la figure 6.13 montre bien le gain obtenu des qu’on utilise comme
redémarrage, une initilisation au voisinage d’une solution intermédiaire du probléme posé
au pas de temps précédent.

Au niveau du temps CPU paralléle, on peut remarquer, pour le redémarrage simple, que le
gain en temps de calculs est proportionnel au nombre de processeurs. Ceci s’explique par
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développées sections 6.2.1 et 6.2.3
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FiG. 6.13 — Comparaison en temps de calcul des premiere et troisieme méthodes d’initia-
lisation

le fait que chaque processeur résout exactement le méme nombre de problemes posés en
temps, simultanément. En "occurrence, dans notre cas, 4 processeurs avaient 5 problemes
a traiter (figure 6.12), ce qui implique que le temps CPU est passé de 100 a 25%.

Le gain en temps pour la troisieme méthode de redémarrage est également significatif lors
de la parallélisation. Cependant, celui-ci n’est plus porportionnel au nombre de proces-
seurs. En effet, dans ce cas, chaque processeur doit d’abord traiter le premier incrément
de temps, et c’est seulement sur les incréments de temps suivants que la méthode permet
d’obtenir des gains significatifs (figure 6.12). Néanmoins, on peut constater que les gains
sont tres importants car on passe de 40% de temps CPU a 14%.

Enfin, il est a noter qu’aucun temps de calcul n’est perdu en communication entre les pro-
cesseurs puisque ’ensemble des taches par processeur sont rigoureusement indépendantes.
Ce qui n’est pas le cas par exemple pour les problemes de parallélisation de méthodes de
décomposition en sous-domaines.

En conclusion, nous pouvons dire que méme si la premiere méthode de redémarrage re-
quiert peu d’itérations, elle demeure la plus consommatrice de ressources. La troisieme
méthode de redémarrage, nécessitant un plus grand nombre d’itérations, est cependant
moins consommatrice de ressources. Pour cette derniere raison, la derniere méthode nous
a semblé la plus intéressante.
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Conclusion et perspectives

En raison de la diversité des comportements et des difficultés numériques liées au compor-
tement non linéaire, incompressible et au caractere grandement déformable, la modélisation
et la simulation numérique de structures a base d’élastomere sont encore des problemes
largement ouverts. Ce travail a été entrepris afin de prévoir le comportement en fatigue et
notamment les phénomenes d’adoucissement par fatigue dans les matériaux élastomeres.
La démarche que nous avons choisie a consisté a :

— mettre en évidence les phénomenes d’adoucissement par fatigue ainsi que les facteurs
influants ces phénomenes par le biais d’une étude expérimentale menée sur plusieurs
matériaux élastomeres différant soit par la matrice, soit par les renforts,

— modéliser le comportement des élastomeres en identifiant dans un premier temps le
comportement des matériaux non endommagés grace a une loi de comportement bien
adaptée, issue de la littérature, puis dans un deuxieme temps a modéliser le phénomene
d’adoucissement par fatigue en dégradant le comportement non endommagé par une
fonction d’endommagement dépendant des facteurs influants précédemment identifiés,

— simuler le comportement non-linéaire, hyperélastique, incompressible et endommageable
de structures élastomeres grace a un algorithme non incrémental de résolution et opti-
miser les potentialités de cet algorithme en particulier a des fins de parallélisation de
celui-ci.

Concernant la modélisation, le modele proposé permet d’appréhender de maniere tres
satisfaisante ’adoucissement par fatigue observé expérimentalement. Ce modele présente
également de nombreux avantages. En effet, il est prédictif, ne nécessite 'identification
que d'un seul parametre, et permet de prévoir le comportement en fatigue de matériaux
élastomeres soumis aussi bien a des chargements cycliques a déformations maximales im-
posées qu’a contraintes maximales imposées.

Cependant, ce modele ne permet d’étudier que la phase de charge de ces milieux. Il serait
alors utile d’envisager la prise en compte de I’hystérésis entre la charge et la décharge,
en plus du nombre de cycles et de la déformation maximale imposée, pour que le modele
puisse également prévoir I’adoucissement par fatigue lors de la décharge.

De plus, le caractere visqueux des milieux élastomeres ainsi que les effets liés a la températu-
re ont été négligés dans cette étude. La mise en place de protocoles expérimentaux
spécifiques qui permettent d’intégrer les variables temps et température au sein du modele
développé pourraient alors étre mis en place.

D’autre part, le modele proposé a été développé dans le cas de chargements uniaxiaux.
La prise en compte de I'influence des déformations est réalisée par l'intermédiaire de la
magnitude du tenseur des dilatations. Cette quantité exprimée en fonction des invariants
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de ce tenseur, ne permet pas de prendre en compte les influences directionnelles du char-
gement. Pourtant, nous savons que 1’adoucissement par fatigue intervient également lors
d’essais multi-axiaux. Il serait donc intéressant d’envisager de prendre en compte les pa-
rametres liés au cas de chargements multi-axiaux au sein du modele proposé en utilisant,
non plus la magnitude, mais des grandeurs susceptibles de prendre en compte l'influence
directionnelle du chargement comme par exemple, les directions principales du tenseur
gradient de déformation.

La traction répétée a déformation maximale imposée sur les matériaux élastomeres induit
une anisotropie dans les directions perpendiculaires a la direction de sollicitation. Les
modifications précédemment citées devront également permettre la prise en compte du
phénomene d’anisotropie induite afin que le modele puisse également prévoir I'incidence
du chargement en fatigue sur une direction perpendiculaire a la direction de sollicitation.

Les temps de calcul nécessaires a la résolution de probléemes non-linéaires, hyperélastiques,
incompressibles et endommagables étant tres importants, il ne nous a pas été permis d’uti-
liser des algorithmes incrémentaux. Ainsi, un algorithme non incrémental, de type LATIN,
a été développé.

Cet algorithme repose d’une part sur la décomposition du probleme en deux groupes
d’équations qui sont, soit linéaires, stationnaires et globales, soit non linéaires et/ou ins-
tationnaires mais locales et d’autre part, sur le choix de deux opérateurs permettant de
transporter successivement jusqu’a convergence, les approximations des champs solutions
appartenant alternativement a ces deux groupes. Les choix réalisés au cours de ce travail,
bien qu’étant les plus simples et les moins couteux, ne sont pas forcément les plus efficaces.
On se propose alors de rechercher d’autres opérateurs permettant de réaliser ces passages
et se révélant plus efficaces, tout en étant de mise en oeuvre simple, garantissant ainsi
I’obtention de gains en temps de calculs plus conséquents.

D’autre part, afin de s’affranchir des difficultés liées a I'incompressibilité, nous avons pro-
posé un probleme de minimisation a résoudre de sorte a garantir que le déterminant du
tenseur gradient de déformation soit égal a 1. Celui-ci n’est peut-étre pas le plus efficace
et il serait bon d’envisager une autre méthode de minimisation.

Nous avons également di faire un choix quant a la linéarisation de la loi de comporte-
ment. Le choix de linéarisation incomplete, que nous avons fait, semble affecter la vitesse
de convergence de l'algorithme. On se propose alors de chercher un moyen de linéariser la
loi de comportement afin que la convergence soit efficace et plus rapide.

Plusieurs méthodes de redémarrage de 'algorithme, pour la prise en compte successive
d’incréments de temps, ont été proposées afin d’optimiser ’algorithme non incrémental
présenté permettant de conserver le caractere parallélisable de ’algorithme tout en équi-
répartissant les taches entre les processeurs. D’autres méthodes de redémarrage doivent
étre envisageables afin d’améliorer encore les performances de cet algorithme.

La parallélisation de I’algorithme, présentée dans ce manuscrit, n’a été envisagée que sur
les problemes d’évolution de 'endommagement. Ainsi, seul 'espace temps a été parallélisé.
Cependant, les gains obtenus par cette parallélisation se sont avérés extrémement impor-
tants. Néanmoins, afin d’accroitre les performances paralleles de 'algorithme, et réduire
de fait les temps de calculs mis en jeu, il faut envisager 'utilisation de méthodes de
décomposition en sous-domaines, appelées également méthodes de sous-structuration, de
sorte a diminuer les cotits de calculs engendrés par la résolution successive de problemes
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éléments finis de taille non négligeable. Ce double niveau de parallélisme, en temps et en
espace, devrait s’avérer extrémement efficace étant donnée l'architecture de la machine
parallele utilisée. En outre, la parallélisation globale de l'algorithme pourra étre accrue
par l'utilisation des bibliotheques de calculs optimisés telles les BLAS ou LAPACK de
sorte a utiliser des algorithmes par blocs afin d’optimiser au mieux la hiérarchie mémoire
de la machine.

Pour conclure, nous noterons que l'utilisation conjointe de loi simple d’endommagement
tel le modele d’adoucissement par fatigue proposé, associé a un algorithme de résolution
de problemes non linéaires, permet désormais de simuler la réponse de structures de plus
en plus complexes, constitués de tels matériaux et soumis a des chargements de fatigue.
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