
TH�ESE DE DOCTORAT
UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNOLOGIES DE LILLE

TH�ESE

Pr�esent�ee par

La�etitia GENTOT

pour obtenir le titre de

DOCTEUR

Titre de la Th�ese :

ADOUCISSEMENT PAR FATIGUE DES MILIEUX ELASTOMERES :
CARACTERISATION, MODELISATION ET SIMULATION NUMERIQUE

Soutenue le 12 D�ecembre 2003

M. Jean-Yves COGNARD Rapporteur
M. Yves REMOND Rapporteur

M. Pierre ALART Examinateur
M. Moussa NAIT-ABDELAZIZ Examinateur
M. Jean-Michel VACHERAND Examinateur

M. G�erard MESMACQUE Directeur de th�ese
M. Mathias BRIEU Co-directeur de th�ese

LABORATOIRE de MECANIQUE de LILLE
U.M.R C.N.R.S 8107

E.C. Lille / E.N.S.A.M. / U.S.T.L.

L.M.L, Boulevard Paul Langevin, Cit�e Scienti�que, 59655 VILLENEUVE D'ASCQ CEDEX

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


R�esum�e

L'�etude porte sur le comportement hyper�elastique de mat�eriaux �elastom�eres et sur l'en-
dommagement de ceux-ci lors de sollicitations en fatigue �a faible nombre de cycles.
Les essais de traction r�ep�et�ee �a d�eformation maximale impos�ee sur di��erents mat�eriaux
�elastom�eres ont montr�e un adoucissement important qui se caract�erise par une chute de
la contrainte d�es les premiers cycles de chargement. Cette �etude exp�erimentale a permis
de mettre en �evidence la d�ependance de ce ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue vis �a
vis d'une part de la d�eformation maximale impos�ee au cours du chargement cyclique et
d'autre part du nombre de cycles de chargement.

L'�etude bibliographique a permis de constater que les mod�eles propos�es pour d�ecrire
le ph�enom�ene d'adoucissement ne faisaient pas intervenir, simultan�ement, les deux pa-
ram�etres mis en �evidence lors de l'�etude exp�erimentale. Deux tendances se sont impos�ees :
les mod�eles qui ne prennent en compte que la d�eformation maximale impos�ee et les
mod�eles qui ne tiennent compte que du nombre de cycles de chargement. A�n d'illus-
trer ces deux tendances, nous pr�esentons deux mod�eles relativement r�ecents dont nous
montrerons les limites au travers de r�esultats exp�erimentaux.
Ainsi, un mod�ele permettant de rendre compte du ph�enom�ene d'adoucissement par fa-
tigue, et prenant en compte l'ensemble des param�etres intervenant dans celui-ci, a �et�e
d�evelopp�e. Une fois l'identi�cation du comportement faite, le mod�ele propos�e p�enalise le
comportement hyper�elastique du milieu �elastom�ere par un endommagement �evoluant en
fonction des deux param�etres pr�ec�edemment cit�es. Ce mod�ele, pr�edictif, pr�esente l'avan-
tage de n�ecessiter l'identi�cation d'un unique param�etre. Celui-ci a �et�e test�e sur plusieurs
mat�eriaux di��erant soit par la matrice, soit par les renforts. Une �etude, du seul param�etre
intervenant dans le mod�ele propos�e, a permis de montrer que sa d�etermination �a un cer-
tain niveau de d�eformation maximale impos�ee permettait de pr�evoir l'adoucissement pour
des niveaux de d�eformation maximale impos�es et des niveaux de contrainte induite plus
faibles, et ce quelque soit le nombre de cycles consid�er�e.

Par la suite, le mod�ele d'adoucissement par fatigue d�evelopp�e a �et�e impl�ement�e au sein
d'un code �el�ements �nis modulaire (modulef) a�n d'o�rir un outil d'aide �a la conception de
structures �elastom�eres prenant en compte ces ph�enom�enes d'adoucissement. Dans ce but,
un algorithme non incr�emental de r�esolution a �et�e d�evelopp�e a�n de prendre en compte
d'une part la nature incompressible et endommageable du comportement et d'autre part
le caract�ere grandement d�eformable et non lin�eaire des comportements mis en jeu. En ef-
fet, les probl�emes �a traiter �etant par d�e�nition des probl�emes non lin�eaires (comportement
hyper�elastique) et instationnaires (endommagement), l'utilisation d'algorithme classique
de type incr�emental ne pouvait être envisag�ee �a cause des temps de calculs alors requis. Un
algorithme non incr�emental bas�e sur des techniques de type Newton, ou plus pr�ecis�ement
LATIN, a donc �et�e propos�e ainsi que plusieurs m�ethodes d'optimisation a�n de diminuer
les temps de calcul.

Mots Cl�es :Mat�eriaux �elastom�eres, Hyper�elasticit�e, Endommagement, Adoucis-
sement, Fatigue, M�ethodes de r�esolution de probl�emes non lin�eaires
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Introduction 1

Introduction

Cette �etude est consacr�ee �a la caract�erisation, la mod�elisation et la simulation num�erique
du comportement m�ecanique de structures �elastom�eres soumises �a des chargements cy-
cliques induisant des ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue.

Le caoutchouc naturel est fabriqu�e �a partir de la s�eve de l'h�ev�ea Brasilienis. Sa premi�ere
utilisation fut pour imperm�eabiliser les �eto�es et fabriquer des tissus �elastiques. Son
d�eveloppement industriel co��ncide avec la d�ecouverte par C. Goodyear du proc�ed�e de
vulcanisation par le soufre au d�ebut du XIXi�eme si�ecle. Ce proc�ed�e permet de transformer
la s�eve, qui est visqueuse, en une structure solide de r�eseau tridimensionnel constitu�e de
châ�nes macromol�eculaires.
A�n d'accrô�tre la rigidit�e des caoutchoucs naturels, des particules de renforts (Noir de
Carbone, Kaolin, Silice, ....) y sont adjointes, permettant ainsi d'�etendre les domaines
d'utilisation de ces m�elanges appel�es �elastom�eres. Par la suite, l'introduction des ca-
outchoucs de synth�ese par l'industrie chimique ne fera qu'accrô�tre les performances
(m�ecaniques, chimiques et tenue au feu) des milieux �elastom�eres et augmenter les champs
d'application.
Grâce �a leurs propri�et�es remarquables et notamment une grande souplesse aux faibles
d�eformations combin�ee �a une haute r�esistance aux forts �etirages, les �elastom�eres sont
utilis�es pour une tr�es grande vari�et�e d'applications dans de nombreux domaines des in-
dustries de pointe. La plupart du temps, ces milieux interviennent dans la r�ealisation de
structures devant assumer des tâches de suspension, de liaison et/ou d'amortissement. Les
pneumatiques et les supports de moteur en industrie automobile, la suspension secondaire
de voitures de TGV en industrie ferroviaire, les �el�ements de liaison entre le rotor et les
pâles d'h�elicopt�eres en industrie a�eronautique, les �el�ements de liaison entre le fuselage
et les r�eservoirs de carburants de la fus�ee Ariane V en industrie spatiale ou encore les
syst�emes antisismiques dans l'industrie terrestre n'en sont que quelques exemples.
En 1994, la consommation mondiale de mat�eriaux �elastom�eres approchait les 15 millions
de tonnes.

Cependant, le dimensionnement de structures constitu�ees de milieux �elastom�eres pose de
nombreuses diÆcult�es tant d'un point de vue caract�erisation ou mod�elisation du compor-
tement de ces milieux que d'un point de vue simulation num�erique de ces structures.
Les niveaux de d�eformation envisag�es dans un cadre �elastique sont extrêmement impor-
tants. En e�et, le domaine de d�eformation �elastique est la plupart du temps sup�erieur
�a quelques centaines de pour cent de d�eformation, alors que la d�eformation �a rupture
est souvent au del�a du millier de pour cent de d�eformation. Les tr�es grands niveaux de
d�eformation consid�er�es (plusieurs centaines de pour cent de d�eformation) se situant dans
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un cadre �elastique et non lin�eaire, on parle souvent d'hyper�elasticit�e. La mod�elisation du
comportement doit donc se faire dans le cadre des grandes transformations. De nombreux
travaux ont �et�e r�ealis�es sur la mod�elisation du comportement �elastique en grandes trans-
formations. Celui-ci est g�en�eralement repr�esent�e par une fonction densit�e d'�energie (Rivlin,
1948 [92] ; Ciarlet, 1986 [29]) qui, dans la mesure o�u le mat�eriau est suppos�e isotrope, s'ex-
prime en fonction des trois invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green droit ou
encore en fonction des �elongations principales du tenseur gradient de d�eformation. Une
autre hypoth�ese g�en�eralement formul�ee concerne l'incompressibilit�e des mat�eriaux per-
mettant de simpli�er le probl�eme puisqu'elle r�eduit le nombre de variables ind�ependantes
�a 2. De nombreuses lois de comportement ont �et�e d�evelopp�ees ces derni�eres ann�ees parmi
lesquelles on peut citer Rivlin, 1948 [92] ; 1949 [93] ; Gent et Thomas, 1958 [43] ; Hart-
Smith, 1966 [51] ; Ogden, 1972 [82] ; Treloar, 1975 [107] ; Haines, 1979 [50] ; Diani, 1999
[34].
Cependant, certains mat�eriaux ne v�eri�ent pas cette hypoth�ese d'incompressibilit�e et c'est
pour cette raison que des lois de comportement compressibles ont �et�e d�evelopp�ees (Blatz-
Ko, 1962 [11] ; Peng-Landel, 1975 [86] ; Ciarlet-Geymonat, 1982 [28]).
Mod�eliser la loi de comportement d'un mat�eriau n'est donc pas chose facile puisque de
nombreux ph�enom�enes doivent être pris en compte et il serait utopique de chercher une
expression de la fonction densit�e d'�energie permettant une bonne mod�elisation de tous
les ph�enom�enes. Il n'existe donc pas un mod�ele plus performant que les autres et on ne
peut pas aÆrmer que telle fonction est LA densit�e d'�energie de tel mat�eriau. Il s'agit
donc, pour un probl�eme donn�e, de d�eterminer la loi de comportement qui repr�esentera au
mieux l'�evolution �elastique des mat�eriaux �etudi�es.
En outre, toutes ces lois sont fond�ees sur l'hypoth�ese d'isotropie. Pourtant, de r�ecents
travaux ont montr�e que le comportement m�ecanique des mat�eriaux �elastom�eres peut être
anisotrope, en raison du processus de fabrication (Robisson, 2000 [97]) ou de l'histoire du
chargement (Laraba-Abb�es, 1998 [65]), introduisant ainsi le d�eveloppement de nouveaux
mod�eles de comportement (Diani et al., 2003 [35]). Cette notion d'anisotropie induite par
l'histoire du chargement introduit, en plus du probl�eme de d�e�nition du comportement
�elastique, des diÆcult�es de caract�erisation et de mod�elisation des ph�enom�enes d'endom-
magement.

L'�etude de l'endommagement, qu'il soit en fatigue ou en rupture, est de plus en plus
abord�ee. En e�et, d'un point de vue conception, une structure ne peut être consid�er�ee
comme �able que dans la mesure o�u celle-ci r�esiste aux conditions de chargement de sorte
�a �eviter la rupture (quasi)imm�ediate, mais �egalement dans la mesure o�u l'on peut garantir
sa r�esistance dans le temps, c'est-�a-dire sa tenue en fatigue, lorsqu'elle est soumise �a des
chargements cycliques.
Parmi les contributions sur l'�etude de l'endommagement des milieux �elastom�eres soumis �a
des chargements quasi-statiques, qu'elles concernent la rupture, la croissance de porosit�es
ou encore la perte d'incompressibilit�e, on peut citer : Farris, 1968 [39] ; Rice, 1968 [91] ;
Gh�ri, 1993 [47] ; Polignone-Horgan, 1993 [87] ; A��t Hocine, 1996 [1] ; Andrieux et al., 1997
[2] ; Na��t Abdelaziz, 1997 [79] ; Saanouni et al., 1998 [98] ; Brieu, 1999 [18] ; Diani, 1999
[34].
Concernant les ph�enom�enes de fatigue m�ecanique dans les �elastom�eres, ceux-ci sont essen-
tiellement dus �a l'adoucissement de ces milieux encore appel�e e�et M�ullins. Ce ph�enom�ene,
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se traduisant par une perte de rigidit�e des �elastom�eres au cours d'un chargement cyclique,
fût initialement mis en �evidence par Bouasse et Carri�ere (1903 [13]) puis plus largement
�etudi�e par M�ullins et Tobin (1947 [78]). Pourtant, la plupart des auteurs consid�erent ce
ph�enom�ene comme n�egligeable au-del�a de quelques cycles de chargement (Bueche, 1961
[24] ; M�ullins, 1969 [77] ; Simo, 1987 [102], Govindjee et Simo, 1991 [48] ; 1992 [49] ; Ogden
et Roxburgh, 1999 [84] ; Beatty et al., 2000 [7] ; Chagnon et al., 2001 [26]), rendant impos-
sible l'utilisation de leurs mod�eles en fatigue. Malheureusement, peu de travaux ont �et�e
r�ealis�es sur la fatigue induite par les ph�enom�enes d'adoucissement. On peut n�eanmoins
citer Miehe (1995 [74]) et Shen et al. (2001 [99]).

C'est dans le but d'o�rir des outils de simulation du comportement en fatigue de structures
�elastom�eres que s'inscrit le travail pr�esent�e dans ce m�emoire. Ainsi, on se propose au cours
des chapitres suivants de mettre en �uvre des techniques exp�erimentales, de d�evelopper
un mod�ele et des outils de simulation num�erique s�equentiels et parall�eles permettant de :

{ d�eterminer une densit�e d'�energie adapt�ee au comportement hyper�elastique des milieux
que nous �etudions,

{ mettre en �evidence les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue ainsi que leurs pa-
ram�etres in
uants,

{ d�evelopper un mod�ele d'adoucissement par fatigue simple et pertinent,
{ introduire des outils de simulation de ces probl�emes de fatigue.

A cet e�et, ce manuscrit comporte six chapitres qui s'inscrivent dans les trois domaines
de la m�ecanique. Une partie exp�erimentale, qui a pour objectif de caract�eriser le com-
portement hyper�elastique et les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue des milieux
�elastom�eres, mettra en �evidence la sp�eci�cit�e des protocoles et outils requis pour la mise
en �uvre de ces essais. Une partie mod�elisation permettra, dans un cadre thermody-
namique appropri�e, de choisir un mod�ele de comportement hyper�elastique associ�e aux
mat�eriaux �etudi�es, de confronter des mod�eles d'adoucissement extraits de la litt�erature
aux \r�ealit�es" exp�erimentales de nos essais et en�n, apr�es avoir montr�e leurs limites, de
proposer un mod�ele simple permettant de rendre compte de ces ph�enom�enes de fatigue
quels que soient les mat�eriaux et les conditions de chargement envisag�es. En�n, une partie
num�erique sera consacr�ee au d�eveloppement d'un algorithme et �a la mise en �uvre d'un
outil de simulation hautement parall�elisable a�n de simuler le comportement en fatigue
de ces milieux.
Pr�ecisons en�n que ces travaux ont �et�e r�ealis�es dans le cadre d'une bourse du minist�ere
au sein du Laboratoire de M�ecanique de Lille (LML) et d'un monitorat de l'Universit�e
des Sciences et Technologies de Lille (USTL).
Les simulations num�eriques pr�esent�ees dans ce m�emoire ont �et�e r�ealis�ees pour leurs par-
ties s�equentielles au sein du LML et pour leurs parties parall�eles sur la machine multi-
processeurs du Centre de Ressources Informatique de l'USTL.

Le premier chapitre introduit le cadre thermodynamique au sein duquel sont formul�ees
les lois de comportements de milieux subissant de grandes d�eformations �elastiques. Nous
pr�esenterons ainsi plusieurs lois de comportement sans endommagement extraites de la
litt�erature mettant en �evidence la multiplicit�e des choix. Par la suite, nous introdui-
rons les ph�enom�enes d'adoucissement et pr�esenterons di��erents mod�eles existants. Nous
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montrerons, en r�ev�elant, a priori, les limites de ces di��erents mod�eles, qu'il est n�ecessai-
re de d�evelopper un mod�ele permettant d'appr�ehender de mani�ere plus satisfaisante les
ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue.

A�n de mod�eliser les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue, il est n�ecessaire d'une
part de mâ�triser la d�e�nition du comportement �elastique sans endommagement de ces
milieux et, d'autre part de d�eterminer les param�etres qui in
uent sur l'adoucissement.
Ainsi, au cours du deuxi�eme chapitre, apr�es avoir pr�esent�e les mat�eriaux �elastom�eres
�etudi�es, nous introduirons les dispositifs exp�erimentaux mis en place. Outre l'utilisation
d'une machine d'essai conventionnelle de traction uniaxiale, nous montrerons qu'il a �et�e
n�ecessaire de d�evelopper un syst�eme de traction biaxiale. Par ailleurs, nous introduirons
la n�ecessit�e d'avoir recours �a un outil de mesure des d�eformations locales et sans contact
a�n de r�ealiser des essais en grandes d�eformations �ables. Nous d�eterminerons ainsi la
densit�e hyper�elastique la plus appropri�ee �a nos mat�eriaux.

Les protocoles d'essais pr�esent�es au cours du chapitre pr�ec�edent nous permettront de
r�ealiser, au cours du troisi�eme chapitre, des essais de fatigue a�n de mettre en �evidence
les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue et leurs d�ependances au nombre de cycles et
�a la d�eformation maximale impos�ee. Nous montrerons les limites des mod�eles d'adoucisse-
ment extraits de la litt�erature par le biais d'une confrontation aux r�esultats exp�erimentaux
et, en�n, la n�ecessit�e de d�evelopper un nouveau mod�ele qui permettra d'appr�ehender de
mani�ere plus satisfaisante les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue.

Le quatri�eme chapitre est consacr�e au d�eveloppement de ce nouveau mod�ele d'adoucis-
sement par fatigue. Celui-ci est fond�e sur une d�egradation du comportement du mat�eriau
non endommag�e par une fonction endommagement d�ependant des deux facteurs in
uants
ce ph�enom�ene, c'est-�a-dire le nombre de cycles et la d�eformation maximale impos�ee.
Nous montrerons que le mod�ele propos�e n'introduit l'identi�cation que d'un seul pa-
ram�etre et pr�evoit le comportement en fatigue pour l'ensemble des mat�eriaux �etudi�es et
ce pour di��erents cas de chargement (d�eformation ou contrainte maximale impos�ee). Nous
pr�esenterons �egalement une confrontation des r�esultats obtenus par le mod�ele propos�e aux
r�esultats exp�erimentaux et montrerons ainsi que celui-ci permet de pr�evoir de mani�ere tr�es
satisfaisante le comportement en fatigue des mat�eriaux �elastom�eres consid�er�es.

Cependant, la seule d�etermination du comportement en fatigue ne peut suÆre �a la concep-
tion de structures et un outil num�erique est �egalement n�ecessaire. A cet e�et, le cin-
qui�eme chapitre pr�esente un algorithme non incr�emental de r�esolution permettant de
traiter les probl�emes non lin�eaires, hyper�elastiques, incompressibles et endommageables
consid�er�es. Toutes ces particularit�es sont cependant sources de diÆcult�es en simulation
num�erique. Nous pr�esenterons les di��erents techniques mises en �uvre a�n de s'a�ranchir
de celles-ci.

En�n, le sixi�eme chapitre pr�esente les r�esultats de la simulation num�erique que nous
avons obtenus en impl�ementant, de fa�con s�equentielle, le mod�ele d'adoucissement par
fatigue, et l'algorithme d�evelopp�es au cours de cette �etude, dans un code �el�ements �nis
modulaire. La confrontation des r�esultats num�eriques aux r�esultats exp�erimentaux permet
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de valider l'algorithme introduit au chapitre pr�ec�edent. Par ailleurs, nous proposons et
testons, au cours de ce chapitre, di��erentes solutions pour optimiser l'algorithme dans
le but d'obtenir des gains en temps de calcul mais �egalement d'accrô�tre le caract�ere
parall�elisable de cet algorithme. En�n, une impl�ementation sur machine parall�ele du code
d�evelopp�e permettra d'illustrer les performances parall�eles de l'algorithme ainsi que de
d�eterminer la solution d'optimisation la plus eÆcace en vue de r�eduire les ressources
machines et les temps de calcul requis.

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


6 Introduction

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Nomenclature 7

Nomenclature

D�esignation Notation

Structure B
Espace tridimensionnel R

3

Con�guration de r�ef�erence (Con�guration lagrangienne) 
0

Con�guration d�eform�ee (Con�guration eul�erienne) 

Point mat�eriel (Con�guration lagrangienne) M0

Point mat�eriel (Con�guration eul�erienne) M
Coordonn�ees lagrangiennes x = (x1; x2; x3)
Coordonn�ees Eul�eriennes X = (X1; X2; X3)
R�eferentiel Cart�esien R = (O; e1; e2; e3)
Tenseur gradient de la d�eformation F
Tenseur des dilatations C
Tenseur des contraintes de Cauchy �

Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� T
Second tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� �
Vitesse eul�erienne V
Masse volumique (Con�guration lagrangienne) �0
Masse volumique (Con�guration eul�erienne) �
Densit�e d'e�orts volumiques (Con�guration eul�erienne) G
Densit�e d'e�orts surfaciques (Con�guration eul�erienne) g
Densit�e d'e�orts volumiques (Con�guration lagrangienne) G0

Acc�el�eration (Con�guration Lagrangienne) 
0

Acc�el�eration (Con�guration Eul�erienne) 


Fonction densit�e d'�energie endommag�ee W
Energie libre W
Energie interne sp�eci�que 	
Entropie sp�eci�que s
Temp�erature T
Vecteur 
ux de chaleur (Con�guration lagrangienne) q0
Normale unitaire ext�erieure N

Variable d'endommagement d
Densit�e d'�energie non endommag�ee W0

Premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� non endommag�e T 0

Invariants principaux du tenseur des dilatations I1; I2; I3
Dilatations ou �elongations principales �1,�2,�3
Multiplicateur de lagrange ou pression hydrostatique p
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D�esignation Notation

Fonctions de d�ecouplage de la densit�e de Diani f , g
D�eformation "
Densit�e d'�energie de la matrice Wm

Densit�e d'�energie des châ�nes entre deux points de r�eticulation Wpp

Densit�e d'�energie des châ�nes entre deux charges Wcc

Fraction volumique des charges �p
Magnitude du tenseur des dilatations m
Nombre de cycles N
Longueur utile de l'�eprouvette au repos dans la direction axiale l0
Longueur utile de l'�eprouvette �a l'�etat d�eform�e dans la direction axiale l
Longueur utile de l'�eprouvette au repos dans la direction transverse w0

Longueur utile de l'�eprouvette �a l'�etat d�eform�e dans la direction transverse w
D�eplacement horizontal u
D�eplacement vertical v
Rapport de traction entre les directions 1 et 2 �
Section initiale S0

Elongation �
Force F
Contrainte de Piola-Kirchho� uniaxiale dans la direction 1 T u

Contrainte de Piola-Kirchho� �equibiaxiale dans la direction 1 T eq

Partie de 
 o�u des e�orts sont impos�es @
g

Partie de 
 o�u des d�eplacements sont impos�es @
u

Temps t
Espace d'�equations globales en espace et param�etr�ees par le temps L
Espace d'�equations locales en espaces NL
Op�erateur de passage de L dans NL H+

Op�erateur de passage de NL dans L H�

Op�erateur divergence (Con�guration lagrangienne) divx
Op�erateur divergence (Con�guration eul�erienne) divX
Op�erateur gradient (Con�guration lagrangienne) rx

Op�erateur gradient (Con�guration eul�erienne) rX

Tenseur des raideurs Q

Tenseur des pr�econtraintes P
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Chapitre 1

Comportement et fatigue des

milieux �elastom�eres

Les diÆcult�es de caract�erisation du comportement en fatigue des milieux �elastom�eres en
grande transformation sont de deux types. Le premier est dû �a la d�e�nition du com-
portement hyper�elastique non endommag�e des mat�eriaux, et donc de leur comporte-
ment �elastique en grandes transformations. Le second provient de la complexit�e de com-
prendre et de mod�eliser les ph�enom�enes de fatigue qui induisent un endommagement des
�elastom�eres.
Dans un premier temps, les notions caract�eristiques des probl�emes en grandes transforma-
tions seront rappel�ees. Par la suite, nous rappellerons la formulation des lois de compor-
tement hyper�elastique sans endommagement dans le cadre de la thermodynamique des
milieux continus. Cela nous permettra d'introduire di��erents mod�eles de comportement
�elastique grandement d�eformable des milieux �elastom�eres. En�n, nous introduirons les
ph�enom�enes de fatigue des milieux �elastom�eres au cours de chargements cycliques. Nous
conclurons ce chapitre en pr�esentant les principaux mod�eles de fatigue existants dans la
litt�erature et montrerons la n�ecessit�e de d�evelopper un nouveau mod�ele a�n d'appr�ehender
de mani�ere plus satisfaisante ces ph�enom�enes.
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1.1 Le comportement �elastique des �elastom�eres

Un �elastom�ere se pr�esente sous la forme d'un ensemble de châ�nes macromol�eculaires de
di��erentes longueurs, chacune �etant repli�ee sur elle-même sous forme de \pelote statisti-
que" (Bouchereau, 1997 [14]). En pratique, les �elastom�eres ne sont pas utilis�es purs. Ainsi,
d�es 1820 (Dannenberg, 1987 [31]), on y adjoint des charges pour accrô�tre la rigidit�e de
ceux-ci. Les charges les plus couramment utilis�ees sont les noirs de carbone, mais, depuis
les ann�ees 40, on utilise �egalement beaucoup les charges de silice. Ces charges utilis�ees a�n
de renforcer le produit le sont �egalement pour atteindre certaines propri�et�es chimiques
sp�eci�ques telles que la lutte contre les agents ext�erieurs (soleil, agents chimiques...) ou
encore m�ecaniques comme une meilleure contrainte ou une �elongation �a rupture (Kraus,
1965 [59]). Cette introduction de charges permet d'�elargir le domaine d'utilisation des
�elastom�eres.

Malgr�e la diversit�e des �elastom�eres utilis�es (caoutchouc naturel, styr�ene butadi�ene, n�eopr�e-
ne.....) et la multitude de formulations� suivant les propri�et�es chimiques et/ou m�ecaniques
souhait�ees, les comportements qui apparaissent, demeurent cependant tr�es caract�eristiques.
Le comportement m�ecanique est non lin�eaire, comme le montre la �gure 1.1, et fortement
incompressible. La forte non-lin�earit�e se constate en �etudiant la courbe de traction (�gure
1.1) qui s'incurve rapidement aux grands allongements (domaine III). Des tensions rela-
tivement faibles produisent sur les �elastom�eres de tr�es grands allongements allant jusqu'�a
7 fois la longueur de l'�eprouvette au repos (domaine II). Ainsi, le comportement n'ob�eit
�a une loi de comportement lin�eaire, comme la loi de Hooke, qu'aux petits allongements
-de l'ordre de quelques pour cent de d�eformation-(domaine I)(Flory, 1967 [40]).

I

II

III

C
on

tr
ai

nt
e

Déformation

(M
Pa

)

Fig. 1.1 { Comportement non-lin�eaire d'un �elastom�ere

Pour cette raison, il est n�ecessaire de se placer dans un contexte de grandes d�eformations.
Nous rapellerons donc dans le paragraphe qui suit les notions de con�guration et pr�esenterons
les di��erentes notations et grandeurs qui seront utilis�ees par la suite. Nous aborderons
�egalement les mesures de d�eformations et l'�ecriture des lois de comportement.

�La formulation recouvre l'ensemble des savoir-faire n�ecessaires au d�eveloppement et �a la fabrication
d'un produit commercial.
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1.2 Quelques rappels sur les grandes d�eformations

1.2.1 Formalisme des grandes d�eformations

Soit une structure, B, occupant �a l'�etat initial non d�eform�e un domaine 
0 de R
3 , appel�e

con�guration de r�ef�erence. Chaque pointM0, de la structure B en 
0, peut être rep�er�e par
ses coordonn�ees lagrangiennes (xi) (1�i�3) exprim�ees dans un rep�ere d'espace orthonorm�e
R(0, e1, e2, e3).
Apr�es d�eformations, la structure B occupe un nouveau domaine 
 de R3 , appel�e con�gu-
ration actuelle ou con�guration d�eform�ee. Le point M0, de 
0, se d�eplace en M , de 
, et
a alors pour coordonn�ees (X�) (1���3) appel�ees coordonn�ees eul�eriennes.

dS

N

Ω
ds

u(M)

n

e

e

e
1

2

3
eX

x e
i i

i i

0

M

O

Ω

M
0

3
d     =dX =dX  dX   dXΩ

1 2 3
d      =dx=dx   dx   dxΩ

0

1 2

Fig. 1.2 { Con�gurations eul�erienne et lagrangienne

En grandes d�eformations, les con�gurations de r�ef�erence et d�eform�ee ne peuvent plus être
confondues et un pointM0 de la con�guration de r�ef�erence, 
0, peut être reli�e �a son image
M dans la con�guration d�eform�ee, 
, par la relation :

X = h(x) (1.1)

o�u la fonction vectorielle h, qui permet de passer de 
0 �a 
, est une fonction inversible.

En di��erenciant cette fonction, on peut �ecrire :

dXi =
@h

@x�
dx� (1.2)

o�u la convention de sommation sur les indices r�ep�et�es est utilis�ee.

1.2.1.1 Tenseurs des d�eformations

Les notations pr�ec�edemment introduites permettent ainsi de d�e�nir la notion de d�eforma-
tion. En e�et, introduisons dM0=(dx1, dx2, dx3) et dM=(dX1, dX2, dX3) des vecteurs
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in�nit�esimaux, respectivement aux points M0 et M . Pour d�e�nir la d�eformation de dM0

en dM , lors du passage de la structure B de 
0 �a 
, on peut �ecrire :

dM = FdM0 avec Fij =
@hi
@xj

: (1.3)

F est appel�e tenseur gradient de d�eformation, il traduit la d�eformation de la structure
(ou encore les d�eformations locales).

En introduisant le vecteur d�eplacement de M0 en M (�gure 1.2) :

u(X; t) =M0M pour tout M 2 
 (1.4)

qui se traduit pour tout M0 2 
0 et M 2 
 par :

OM0 = OM + u(M0)
i.e. Xi = xi + ui(x1; x2; x3)

(1.5)

le tenseur gradient de d�eformation peut s'�ecrire :

F = 1 +rxu (1.6)

o�u 1 est le tenseur identit�e d'ordre 2 etrx l'op�erateur gradient par rapport aux variables
lagrangiennes.

En�n, �a partir de ce tenseur gradient de d�eformation F , on peut, ce qui nous sera utile
par la suite, d�e�nir le tenseur des d�eformations de Cauchy-Green droit ou tenseur des
dilatations C :

C = F t:F (1.7)

o�u F t est la matrice transpos�ee de F .

1.2.1.2 Tenseurs des contraintes

Le vecteur contrainte, �(n), caract�erise les e�orts int�erieurs de coh�esion. Lorsqu'on
d�eforme le syst�eme, les forces int�erieures df sur la surface dS s'opposent �a cette d�eforma-
tion.
Ainsi, l'e�ort df exerc�e sur une partie du solide �a l'�etat d�eform�e �a travers un �el�ement de
surface dS de normale ext�erieure n s'�ecrit :

df = �(n)dS: (1.8)

� est appel�e tenseur de Cauchy.

On introduit, �a partir de �, le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�, T ,
faisant intervenir des donn�ees g�eom�etriques de la con�guration initiale, d�e�ni par :

T = J�F�t (1.9)
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o�u J = detF et F�t est l'inverse de la transpos�ee de F .
Ce tenseur est d�e�ni tel que :

df = Tn0dS0 (1.10)

o�u dS0 est l'�el�ement de surface dans la con�guration de r�ef�erence et n0 la normale
ext�erieure �a dS0.
Ce tenseur est quali��e de tenseur \mixte" car il fait intervenir des quantit�es lagrangiennes,
dS0 et n0, et eul�erienne, df .

On peut �egalement d�e�nir dans la con�guration de r�ef�erence, 
0, le second tenseur des
contraintes de Piola-Kirchho�, �, d�e�ni uniquement �a partir de quantit�es lagrangiennes,
tel que :

df0 = �n0dS0 (1.11)

o�u df0 est la force int�erieure de coh�esion dans la con�guration de r�ef�erence.
La relation reliant ces trois tenseurs des contraintes s'�ecrit alors :

� = F�1T = JF�1�F�t (1.12)

Ainsi, a�n de caract�eriser l'�etat de contrainte au sein d'une structure, trois possibilit�es
s'o�rent �a nous en fonction du syst�eme de coordonn�ees retenu :

{ Dans le syst�eme de coordonn�ees eul�eriennes : le tenseur des contraintes de Cauchy, �,
(1.8). Ce tenseur est sym�etrique.

{ Dans le syst�eme de coordonn�ees lagrangiennes : le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchho�, �, (1.11). C'est un tenseur sym�etrique mais qui n'a malheureusement
aucun sens physique. En e�et, il est diÆcile, voire impossible, de d�e�nir directement les
e�orts int�erieurs df0, dans la con�guration de r�ef�erence.

{ Tenseur des contraintes mixte : le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�,
T , (1.10). On remarque que, contrairement au tenseur de Cauchy �, le premier tenseur
de Piola-Kirchho� est non sym�etrique.

1.2.2 Equations d'�equilibre

Nous allons �a pr�esent pr�eciser les relations entre les grandeurs m�ecaniques qui traduisent
la notion d'�equilibre.
La mod�elisation des e�orts permet, en utilisant le principe fondamental de la dynamique,
d'obtenir les �equations du mouvement qui gouvernent la r�eponse de la stucture B.
Si l'on d�esigne par V la vitesse eul�erienne d'une particule M 2 
, alors la quantit�e de
mouvement d'un volume �el�ementaire quelconque, ! � 
, (con�guration d�eform�ee) est :Z

!

�V d! o�u � est la masse volumique eul�erienne en un point quelconque M 2 ! � 


Les forces agissant sur ! peuvent être de deux types :
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{ les e�orts volumiques, G, impos�es �a l'ensemble de !,
{ les densit�es surfaciques d'e�orts, g, impos�ees sur le bord @! de !.
La r�esultante de ces e�orts est donn�ee par :Z

!

�Gd! +

Z
@!

gdS

Le principe fondamental de la dynamique (ou conservation de la quantit�e de mouvement),
appliqu�e �a !, permet alors d'obtenir deux �equations dont la premi�ere, qui repr�esente
l'�equation des forces, s'�ecrit :

d

dt

Z
!

�V d! =

Z
!

�Gd! +

Z
@!

gdS (1.13)

La deuxi�eme �equation, qui repr�esente l'�equation des moments, permet de montrer la
sym�etrie du tenseur des contraintes de Cauchy � (Maugin, 1988 [71]).

Cependant, nous avons vu pr�ec�edemment que la d�eformation de la structure B pouvait
être repr�esent�ee dans deux con�gurations distinctes. Nous allons donc exprimer l'�equation
(1.13) dans chacune d'entre elles.

1.2.2.1 Con�guration eul�erienne

En introduisant le tenseur des contraintes de Cauchy, d�e�ni au point M 2 
 par :

�(M)(N) = g 8M 2 @!; ! � 
 (1.14)

o�u N est la normale ext�erieure unitaire �a @! au point M , on montre que (1.13) est, sous
forme locale, �equivalente �a :

�
 = �G + divX�; 8M 2 ! � 
 (1.15)

o�u 
 =
dV

dt
est l'acc�el�eration eul�erienne au point M et divX l'op�erateur divergence par

rapport aux variables eul�eriennes.

L'inconv�enient de cette �equation du mouvement (1.15) est qu'elle est exprim�ee dans la
con�guration eul�erienne qui est, a priori, inconnue. Il semble donc plus simple d'exprimer
le principe fondamental de la dynamique dans une con�guration connue, telle que la
con�guration initiale.

1.2.2.2 Con�guration lagrangienne

Etant donn�ees les relations qui existent entre la con�guration lagrangienne, !0 � 
0, et la
con�guration eul�erienne, ! � 
, (�equations (1.5) et (1.9)), on montre facilement (Ciarlet,
1986 [29] ; Duvaut, 1990 [36]) que l'�equation (1.13) �equivaut, sous forme locale, �a :

�0
0 = �0G0 + divxT ; 8M0 2 !0 � 
0 (1.16)

o�u �0 est la masse volumique lagrangienne ; 
0 l'acc�el�eration au point M0, exprim�ee
en variables lagrangiennes ; G0 les e�orts impos�es dans la con�guration lagrangienne
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(G0 = JF�1G) ; T le premier tenseur de Piola-Kirchho�, d�e�ni par la relation (1.9) et
divx l'op�erateur divergence par rapport aux variables lagrangiennes.

On constate que la relation (1.16) est, dans la mesure o�u 
0 est connue, beaucoup plus
simple �a manipuler que l'�equation (1.15). Par cons�equent, c'est cette relation, exprim�ee
dans la con�guration lagrangienne ou non-d�eform�ee, que nous utiliserons par la suite.

A pr�esent que les �equations du mouvement (1.15) et (1.16) ont �et�e d�e�nies, nous allons
nous attacher �a la mod�elisation du comportement des mat�eriaux �elastom�eres.

1.3 Loi de comportement

1.3.1 In�egalit�e de Clausius-Duhem

1.3.1.1 Cas g�en�eral

Comme tout mat�eriau, le comportement des �elastom�eres doit satisfaire les �equations clas-
siques de la thermodynamique et plus particuli�erement l'in�egalit�e de Clausius-Duhem.
Celle-ci, obtenue dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus, s'�ecrit
(Lemâ�tre, 1988 [66] ; Duvaut, 1990 [36]) :

T :
@F

@t
+ �0(T

@s

@t
� @	

@t
)� q0

T
rxT > 0 en variables lagrangiennes (1.17)

o�u l'on noteA : B le produit contract�e des tenseursA etB (A : B = AijBij) , 	 l'�energie
interne sp�eci�que, T la temp�erature, s l'entropie sp�eci�que et q0 le 
ux de chaleur.
En introduisant la fonction �energie libre, W, d�e�nie en con�guration lagrangienne par :

W = 	� Ts (1.18)

l'in�egalit�e (1.17) devient :

T :
@F

@t
� �0(

@W
@t

+ s
@T

@t
)� q0

T
rxT > 0 (1.19)

Ainsi, en supposant que le potentiel �energie libre W admet les d�ependances suivantes :

W =W(F ; T; d) (1.20)

o�u d sont les variables d'endommagement.
de sorte que :

@W
@t

=
@W
@F

:
@F

@t
+
@W
@T

@T

@t
+
@W
@d

@d

@t
(1.21)

d�es lors, l'�equation (1.19) �equivaut �a :

�
T � �0

@W
@F

�
:
@F

@t
� �0

�
s+

@W
@T

�@T
@t

� �0
@W
@d

@d

@t
� q0

T
rxT > 0 (1.22)
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Dans le cas isotherme et dans la mesure o�u l'in�egalit�e de Clausius-Duhem doit être v�eri��ee
quelle que soit l'histoire des variables d'�etat F et d, on obtient, entre autre, la loi de
comportement d�erivant de la fonction densit�e d'�energie de d�eformation W et qui relie le
premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�, T , au tenseur gradient de d�eformation,
F , d�e�nie par :

T =
@W

@F
(F ; d) (1.23)

1.3.1.2 Cas particulier des mat�eriaux �elastiques sans endommagement

Dans le cas o�u les mat�eriaux �etudi�es poss�edent des propri�et�es d'isotropie dans la con�gu-
ration non d�eform�ee et satisfont le principe d'indi��erence mat�erielle (c'est-�a-dire que la
densit�e d'�energie est invariante dans le cas d'un changement de r�ef�erentiel), et dans la me-
sure o�u aucun ph�enom�ene d'endommagement n'est consid�er�e, Rivlin (1948 [92]) et Ciarlet
(1986 [29]) ont montr�e que la densit�e d'�energie, W0, de ces mat�eriaux n'est fonction que
des invariants principaux du tenseur des dilatations C, soit :

W0(F ) = W0(C) = W0(I1; I2; I3) (1.24)

avec :8><
>:

I1 = tr(C) = �21 + �22 + �23

I2 =
1

2
((tr(C))2 � tr(C)2) = (�1�2)

2 + (�2�3)
2 + (�1�3)

2

I3 = detC = �21�
2
2�

2
3

(1.25)

o�u �1, �2,�3 sont les dilatations principales du tenseur gradient de d�eformation F .

La relation de comportement s'�ecrit alors :

T 0 =
@W0(I1; I2; I3)

@F
=

@W0(I1; I2; I3)

@Ii

@Ii
@F

(1.26)

o�u T 0 est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho� du mat�eriau non endom-
mag�e.

Compte tenu de (1.25), on montre ais�ement que :

@I1
@F

= 2F
@I2
@F

= 2(I1F � FC)
@I3
@F

= 2I3F
�t (1.27)

ainsi, la relation de comportement (1.26) devient :

T 0 = 2

 
@W0

@I1
F +

@W0

@I2
(I1F � FC) +

@W0

@I3
I3F

�t

!
(1.28)

Une grande caract�eristique des mat�eriaux �elastom�eres est leur caract�ere quasi-incompressi-
ble. Dans le cas des �elastom�eres charg�es avec des charges tr�es �nes, l'incompressibilit�e de
la matrice caoutchoutique est pr�eserv�ee. Heuillet et Dugautier (1997 [53]) ont montr�e sur
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des essais simples comme la traction uniaxiale ou biaxiale que les variations de volume
restaient extrêmement faibles, pratiquement non d�etectables du fait des tr�es faibles ni-
veaux de pression hydrostatique. Donc, tant que la pression hydrostatique n'est pas trop
�elev�ee, l'hypoth�ese d'incompressibilit�e reste valable et cette hypoth�ese sera toujours as-
sum�ee pour notre �etude.
Ainsi, I3 reste constant et �egal �a 1. La fonction densit�e d'�energie ne d�epend plus alors que
des deux premiers invariants I1 et I2.
Robisson (2000 [97]) montre que lors d'une transformation isochore, la contrainte de Cau-
chy, �0, introduite par l'incompressibilit�e, est de la forme �p1. La relation (1.9) nous
permet alors d'�ecrire que la contrainte de Piola-Kirchho�, T 0, introduite �egalement par
l'incompressibilit�e, est de la forme �pF�t (car J = detF = I3 = 1).
Ainsi, la relation de comportement se r�eduit �a :

T 0 = 2

 
@W0

@I1
F +

@W0

@I2
(I1F � FC)

!
� pF�t et detF = 1 (1.29)

o�u p est une pression hydrostatique arbitraire ou multiplicateur de Lagrange.

De nombreux auteurs ont adopt�e cette approche ph�enom�enologique, �a savoir une mod�elisa-
tion par une densit�e d'�energie �elastique W0, fonction des invariants principaux. Nous
rappelons dans le paragraphe qui suit quelques mod�eles hyper�elastiques classiquement
utilis�es.

1.3.2 Quelques exemples de densit�e d'�energie sans endommage-
ment

La plupart des densit�es d'�energie propos�ees dans la litt�erature s'expriment comme une
fonction donn�ee des invariants, I1 et I2, du tenseur des dilatations, C, pour mod�eliser
le comportement des milieux �elastom�eres. Nous pr�esentons par la suite, de fa�con non
exhaustive, quelques uns de ces mod�eles les plus couramment utilis�es.

1.3.2.1 Densit�es d'�energie �a expression impos�ee

Rivlin (1948 [92], 1949 [93]) a propos�e une forme polynomiale de la densit�e d'�energie :

W0(I1; I2) =
X
m;n

Cmn(I1 � 3)m(I2 � 3)n: (1.30)

Cette expression polynomiale est largement utilis�ee sous forme simpli��ee. Ainsi, Treloar
(1975 [107]) a abouti �a la forme la plus simple qu'est le mod�ele n�eo-hookien (n=0 et
m=1) :

W0(I1) = C10(I1 � 3): (1.31)

Ce mod�ele permet une bonne repr�esentation des essais de traction uniaxiale mais uni-
quement pour de faibles d�eformations. En e�et, il ne permet pas de rendre compte de la
rigidit�e du mat�eriau pour de grandes d�eformations (voir partie III �gure 1.1) (Treloar,
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1944 [106], 1975 [107]).

La restriction au premier ordre de la densit�e propos�e par Rivlin donne la densit�e de
Mooney-Rivlin (1940 [75]) :

W0(I1; I2) = C10(I1 � 3) + C01(I2 � 3) (1.32)

qui est largement utilis�ee de par sa simplicit�e. Cette expression permet une bonne repr�esen-
tation des essais de traction simple et de cisaillement simple jusqu'�a 300% de d�eformation
pour certains caoutchoucs. En revanche, il n'est pas tr�es repr�esentatif pour les sollicita-
tions biaxiales et en cisaillement pur (Mooney, 1940 [75]).

Bien qu'introduisant un nombre tr�es important de param�etres, la densit�e g�en�eralis�ee de
Rivlin (1.30) est l'une des densit�es les plus utilis�ees, notamment dans les codes �el�ements
�nis.

Hart-Smith (1966 [51]) propose :

W0(I1; I2) = C1

Z I1

3

expfC3(I1 � 3)2gdI1 + C2ln(
I2
3
): (1.33)

Ce mod�ele pr�esente l'avantage de repr�esenter l'�evolution brutale de la rigidit�e aux tr�es
grandes d�eformations, jusqu'�a 500%, grâce �a la constante C3 dont le rôle est pr�edominant
en grandes d�eformations (Hart-Smith 1966 [51], Alexander 1968 [3]).

Cette liste n'est pas exhaustive et il existe bien d'autres densit�es d'�energie dont l'�ecriture
est plus ou moins complexe comme la densit�e de Rivlin et Saunders (1951 [94]) ou de
Gent et Thomas (1958 [43]), ou encore celle d'Ogden (1972 [82], 1984 [83]) qui s'exprime
cette fois, non pas en fonction des invariants principaux, mais en fonction des dilatations
principales �1, �2 et �3 d�e�nies en (1.25).

Cependant, l'ensemble de ces densit�es ne permet pas toujours de rendre compte du com-
portement de fa�con �able, comme nous le verrons au cours du chapitre suivant. En outre,
l'introduction d'une forme pr�ed�etermin�ee de la densit�e rend parfois l'identi�cation com-
plexe et le nombre de param�etres trop �elev�e.

1.3.2.2 Densit�e d'�energie �a expression non impos�ee

C'est pour pallier les diÆcult�es engendr�ees par le choix de densit�es d'�energie que Lambert-
Diani et Rey (1998 [63], 1999 [64]) proposent, plutôt qu'une densit�e d'expression impos�ee,
une m�ethode d'identi�cation laissant l'utilisateur libre de ses choix en ce qui concerne
l'expression de la densit�e d'�energie. Cette m�ethode pr�esente en e�et l'avantage de ne pas
imposer a priori, contrairement aux densit�es pr�ec�edemment pr�esent�ees, la forme initiale
de la densit�e d'�energie W0.

Les travaux de Rivlin et Saunders (1951 [94]) et de Kawabata et al. (1977 [56], 1981 [57])
ont montr�e que pour des d�eformations inf�erieures �a 50%, les d�eriv�ees partielles deW0 sont
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des fonctions assez complexes des deux premiers invariants I1 et I2. Cependant, dans le
cadre de notre travail, c'est-�a-dire dans le domaine des grandes d�eformations, Obata et al.

(1970 [81]) et Kawabata et al. (1977 [56]) ont montr�e qu'il �etait parfaitement raisonnable

de supposer que
@W0

@I1
et

@W0

@I2
d�ependaient respectivement uniquement de I1 et I2. Nous

pouvons donc introduire les fonctions f et g telles que :

@W0

@I1
= f(I1) et

@W0

@I2
= g(I2): (1.34)

Les exp�eriences de Treloar (1944 [106]) ont quant �a elles montr�e que la r�eponse du mat�eriau
d�epend de l'�etat de d�eformation. Il est donc n�ecessaire de consid�erer di��erentes exp�erien-
ces a�n de d�eterminer les fonctions f et g, exp�eriences qui sont class�ees selon le nombre
de directions d'�etirement.

De plus, Kawabata et al. (1981 [57]) et Fukahori et al. (1991 [41]) ont montr�e que pour
les exp�eriences faisant intervenir une seule direction d'�etirement, la contribution de g(I2)
est n�egligeable devant celle de f(I1). On peut alors �ecrire que :

f(I1) >> g(I2) en traction uniaxiale. (1.35)

Lambert-Diani et Rey (1998 [63]) proposent donc de d�eterminer la fonction f(I1) sur un
essai de traction uniaxiale et la fonction g(I2) sur un essai faisant intervenir deux direc-
tions d'�etirement comme, par exemple, la traction biaxiale ou plus simplement la traction
�equibiaxiale. Les expressions de f(I1) et g(I2) sont variables en fonction des mat�eriaux
consid�er�es et le choix de celles-ci est laiss�e �a l'utilisateur (Diani, 1999 [34]).

Nous pr�esenterons au cours du chapitre suivant une confrontation des di��erentes den-
sit�es d'�energie introduites. Celles-ci seront identi��ees �a partir d'essais r�ealis�es au sein du
laboratoire.

1.4 Ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue

1.4.1 Pr�esentation

Lorsqu'une �eprouvette d'�elastom�ere est soumise �a un chargement cyclique, la contrainte �a
un cycle donn�e pour atteindre le même niveau de d�eformation qu'au cycle pr�ec�edent est
toujours plus faible. Ce ph�enom�ene est appel�e ph�enom�ene d'adoucissement.

Cependant, la chute de contrainte d'un cycle �a l'autre ne peut suÆre �a d�e�nir le ph�enom�ene
d'adoucissement. En e�et, on peut distinguer deux types de chute de contrainte lors d'un
chargement cyclique : la premi�ere, tr�es importante, apparâ�t entre les charges des premier
et deuxi�eme cycles et traduit un ph�enom�ene d'endommagement fort au cours des deux
premiers cycles ; la seconde, apparâ�t entre chaque cycle et est d'intensit�e beaucoup plus
faible.

A ce titre, Miehe (1995 [74]), �a partir d'observations exp�erimentales sur des essais cycliques
�a d�eformation maximale impos�ee, constate que l'adoucissement fait intervenir deux types
d'endommagements.
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1.4.1.1 Endommagement discontinu

Celui-ci ne d�epend que de l'�elongation maximale vue par le mat�eriau au cours de son
histoire. Il caract�erise la chute de contrainte entre les premier et deuxi�eme cycles �a même
niveau de d�eformation impos�e. Celui-ci est commun�ement appel�e e�et M�ullins.

L'e�et M�ullins est consid�er�e comme un endommagement du mat�eriau �elastom�ere. Ce
ph�enom�ene est repr�esent�e sur la �gure 1.3 dans le cas d'un mat�eriau id�eal, c'est-�a-dire
sans ph�enom�ene visco�elastique et sans d�ependance �a la vitesse de d�eformation.

C
on

tr
ai

nt
e

Courbe 1

Courbe 2
Courbe 3

Déformation

ε2ε1

(M
Pa

)

Fig. 1.3 { Sch�ematisation de l'adoucissement

L'e�et M�ullins est, pour ce mat�eriau id�eal, d�ecrit de la mani�ere suivante :
un mat�eriau �elastom�ere est charg�e jusqu'�a une d�eformation "1 (courbe 1) puis, il est
d�echarg�e jusqu'�a une d�eformation nulle. La r�eponse emprunte alors un autre chemin
(courbe 2). Ensuite, lorsque le mat�eriau est charg�e de nouveau jusqu'�a une d�eformation
" 6 "1, puis d�echarg�e, il se comporte de mani�ere �elastique, empruntant toujours le même
chemin (courbe 2). En revanche, si le mat�eriau est charg�e jusqu'�a une d�eformation "2 > "1,
la r�eponse du mat�eriau suit la courbe 2 jusqu'�a " = "1 puis, r�eemprunte la courbe 1 jus-
qu'�a " = "2. Ensuite, lorsque le mat�eriau est d�echarg�e, sa r�eponse emprunte la courbe 3.

Ce ph�enom�ene a �et�e observ�e pour la premi�ere fois par Bouasse et Carri�ere (1903 [13]) et il
apparâ�t aussi bien dans les �elastom�eres purs que dans les �elastom�eres charg�es. Cependant
ce ph�enom�ene est nettement plus prononc�e dans les �elastom�eres charg�es.

M�ullins et Tobin (1947 [78]) et M�ullins (1969 [77]) ont �etudi�e ce ph�enom�ene physique plus
en d�etails, qui porte le nom d'e�et M�ullins.

1.4.1.2 Endommagement continu

Appel�e aussi accumulation d'endommagement, il d�epend de toute l'histoire de la d�eforma-
tion vue par le mat�eriau. Il repr�esente la chute de contrainte au cours du chargement
cyclique au del�a des deux premiers cycles.
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On peut voir sur la �gure qui suit (�gure 1.4), une repr�esentation de ce m�ecanisme d'en-
dommagement (le trait pointill�e repr�esente le comportement du mat�eriau non endom-
mag�e).

C
on

tr
ai

nt
e 

(M
Pa

)

Déformation axiale

non endommagé

ENDOMMAGEMENT
CONTINU

Fig. 1.4 { Cycles de traction : illustration du mod�ele d'endommagement continu selon
Miehe (1995) [74]

Cet endommagement est un ph�enom�ene cumulatif. Chaque chargement, �a un niveau de
d�eformation maximale impos�e, induit un endommagement qui amoindrit le niveau de
contrainte au cycle suivant comme le montre la �gure 1.4.

1.4.1.3 Remarques

Il n'existe pas d'explication unanime au ph�enom�ene d'adoucissement, qu'il soit continu ou
discontinu. Plusieurs explications et mod�elisations ont �et�e avanc�ees ces derni�eres ann�ees.
M�ullins (1969 [77]) sugg�erait que l'adoucissement �etait dû au d�esenchevêtrement des
châ�nes macromol�eculaires qui entrâ�nerait une destruction des interactions entre les par-
ticules et la matrice. Bueche (1961 [24]) puis, plus r�ecemment, Govindjee et Simo (1987
[102], 1991 [48], 1992 [49]), ont expliqu�e que l'adoucissement de l'�elastom�ere charg�e �etait
entrâ�n�e par le fait que, les châ�nes, �etir�ees au-del�a de leur longueur maximale, se rompent
ou se d�esorbent (c'est-�a-dire se lib�erent) de la surface des charges.
N�eanmoins, l'adoucissement est g�en�eralement interpr�et�e comme �etant dû �a de l'endom-
magement. De plus, comme la longueur des châ�nes varie, celles-ci cassent �a di��erents
niveaux de d�eformation, ce qui implique que si la d�eformation augmente, l'endommage-
ment peut être regard�e comme prenant place de mani�ere continue.

N�eanmoins, la prise en compte de ces deux m�ecanismes est extrêmement complexe. Ainsi,
nombre d'auteurs ont pr�ef�er�e introduire des mod�eles plus simples, en n�egligeant l'un des
deux m�ecanismes d'endommagement (continu ou discontinu), tout en garantissant que
ceux-ci permettaient de rendre compte de l'�evolution du comportement �a plus ou moins
grand nombre de cycles.
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1.4.2 Mod�elisations existantes

Il a souvent �et�e choisi de mod�eliser ce ph�enom�ene d'adoucissement par de l'endommage-
ment. Certains mod�eles sont fond�es sur une description physique et m�ecanique de l'en-
dommagement tels que le mod�ele unidimensionnel de Bueche (1961 [24]) ou encore le
mod�ele tridimensionnel de Govindjee et Simo (1991 [48]). Ce dernier est fond�e sur le
d�eveloppement d'une fonction densit�e d'�energie pour le mat�eriau �elastom�ere (th�eorie de
la moyenne). En e�et, dans ce mod�ele, l'�elastom�ere y est vu comme un mat�eriau composite
contenant de la gomme et des charges rigides. La densit�e d'�energie de la matrice Wm est
alors compos�ee de la densit�e d'�energie des châ�nes situ�ees entre deux points de r�eticulation
(un noeud de r�eticulation est le site d'une macromol�ecule d'o�u partent au moins 4 châ�nes
et qui r�esulte de r�eactions ou d'interactions entre macromol�ecules pr�eexistantes) Wpp, et
de la densit�e d'�energie des châ�nes situ�ees entre deux charges Wcc soit :

Wm = (1� �p)(Wpp +Wcc) avec �p fraction volumique de charges. (1.36)

Cependant l'approche microscopique n'a pas fait l'objet de cette �etude.

En e�et, nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es �a l'approche macroscopique,
c'est-�a-dire aux mod�eles ph�enom�enologiques, qui d�ecrivent au mieux le ph�enom�ene d'adou-
cissement, sans se pr�eoccuper d'une quelconque explication physique. Ces mod�eles s'ap-
puient sur des consid�erations m�ecaniques macroscopiques.

Les mod�eles �etudi�es s'appuient sur les d�eveloppements de Lemâ�tre et al. (1988 [66]) ap-
pliqu�es �a la description ph�enom�enologique de l'endommagement. Ces auteurs consid�erent
que la densit�e d'�energie de d�eformation endommag�ee, W , peut s'�ecrire en fonction de la
densit�e d'�energie de d�eformation non endommag�ee, W0, grâce �a la relation suivante :

W = (1� d)W0 (1.37)

o�u d est la variable d'endommagement li�ee �a l'adoucissement.

1.4.2.1 Mod�ele �a endommagement discontinu

L'endommagement discontinu est largement �etudi�e dans la litt�erature. En e�et, de nom-
breux auteurs consid�erent que la chute de contrainte au cours d'un chargement cyclique
�a d�eformation maximale impos�ee, a surtout lieu entre les premier et deuxi�eme cycles
(Mullins et Tobin, 1947 [78] ; Ogden et Roxburgh, 1999 [84] ; Beatty et Krishnaswamy,
2000 [7]). Ils consid�erent la chute de contrainte par fatigue n�egligeable et mod�elisent ainsi
l'adoucissement en fonction de l'intensit�e du chargement impos�e et ind�ependemment de
l'historique de chargement du mat�eriau.

Ogden et Roxburgh (1999 [84]) supposent que le comportement peut être d�ecrit par une
densit�e d'�energie de la forme W (F ; d) o�u d est une variable d'endommagement. Ainsi,
dans le cas de mat�eriaux incompressibles, la contrainte de Piola-Kirchho� s'�ecrit :

T =
@W

@F
(F ; d)� pF�t (1.38)
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Au cours d'essais cycliques, d peut être \actif" ou \non actif" et peut passer d'un �etat
�a l'autre de mani�ere continue. Lorsque d n'est \pas actif", le mat�eriau se comporte de
mani�ere �elastique avec comme densit�e d'�energie W (F ; d) =W (�1; �2; d) o�u d est suppos�e
constant. En revanche, lorsque d est \actif", il peut être d�etermin�e implicitement en
fonction de F grâce �a la relation :

@W

@d
(F ; d) = 0 , d = �(F ) = �(�1; �2) (1.39)

Le mat�eriau se comporte alors de nouveau de mani�ere �elastique mais cette fois avec la
densit�e d'�energie W (F ; �(F )).
Par la suite, les auteurs proposent le mod�ele suivant pour d�ecrire l'e�et M�ullins :

W (F ; d) = d ~W (F ) + �(d) (1.40)

o�u ~W est d�e�nie par ~W (�1; �2) = W (�1; �2; 1), �(d) est une fonction endommagement
qui est choisie arbitrairement mais qui satisfait n�eanmoins quelques conditions telles que
�(1) = 0, �0(1) = � ~W (�1m; �2m), o�u �1m et �2m sont les �elongations principales atteintes
au cours du premier cycle de chargement, et �00(d) < 0.

Plus r�ecemment, Beatty et Krishnaswamy (2000 [7]) ont propos�e un mod�ele qui d�ecrit
l'e�et M�ullins repr�esent�e sur la �gure 1.3. Ces auteurs d�ecrivent le ph�enom�ene grâce aux
relations suivantes :�

T = (1� d(m))T 0 si m > mmax

T = (1� d(mmax))T 0 sinon
(1.41)

o�u T est la contrainte de Piola-Kirchho�, T 0 la contrainte de Piola-Kirchho� dans le
mat�eriau �elastique non endommag�e (c'est-�a-dire d�etermin�ee �a l'aide d'une densit�e d'�energie
telle que celles vues paragraphe 1.3.2), m la magnitude de C et mmax le maximum de la
magnitude m atteint au cours des chargements pr�ec�edents.

Cette magnitude, m, est d�e�nie par la relation suivante :

m =k C k=
p
C:C =

p
tr(C2): (1.42)

On peut la d�e�nir en fonction des invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green droit
C. Ainsi, dans le cas d'un mat�eriau incompressible, I3 = 1, m s'�ecrit :

m =
q
I21 � 2I2: (1.43)

On constate facilement que dans la con�guration de r�ef�erence, dans la mesure o�u C est
�egal au tenseur identit�e, I1 = I2 = 3 et donc m =

p
3.

La fonction d'adoucissement, d(m), est quant �a elle d�e�nie par la relation :

d(m) = 1� exp(�b(m �
p
3)) (1.44)

o�u b est un param�etre mat�eriau, positif, appel�e vitesse d'adoucissement et
p
3 est une

constante provenant de la d�e�nition de la magnitude,m, dans la con�guration de r�ef�erence.
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1.4.2.2 Mod�ele �a endommagement continu

L'endommagement continu (�gure 1.4) est quant �a lui beaucoup moins �etudi�e dans la
litt�erature. En e�et, beaucoup d'auteurs pensent que cette partie de l'endommagement
est n�egligeable par rapport �a l'endommagement discontinu (qui apparâ�t lui, lors de la
premi�ere mont�ee en charge), citons par exemple Chagnon et al. (2001 [26]).

Shen et al. (2001 [99]) ont cependant mod�elis�e cet endommagement pour une mousse
polyur�ethane, qui est un �elastom�ere compressible, soumise �a de la compression cyclique.
Les r�esultats exp�erimentaux obtenus sont repr�esent�es sur la �gure 1.5.

Fig. 1.5 { Courbes exp�erimentales obtenues par Shen, Golnaraghi et Plumtree (2001 [99])
dans le cas compressible

Ils mod�elisent ce ph�enom�ene par les �equations suivantes :�
Tch(N; ") = C1(N)Tch(1; ") + C2(N) N � 2 pour la charge
Tdch(N; ") = C3(N)Tdch(1; ") + C4(N) N � 2 pour la d�echarge

(1.45)

o�u Tch(N; ") est la contrainte �a la N i�eme charge, Tch(1; ") la contrainte �a la premi�ere
charge, Tdch(N; ") la contrainte �a la N

i�eme d�echarge, Tdch(1; ") la contrainte �a la premi�ere
d�echarge, " la d�eformation et C1(N), C2(N), C3(N) et C4(N) des coeÆcients fonctions
du nombre de cycle N.

Apr�es analyse sur 100 cycles, les auteurs constatent que ces coeÆcients peuvent se mettre
sous la forme :

Ci(N) =
a1iN + a2i

a3iN2 + a4iN + a5i
pour i = 1; 2; 3; 4: (1.46)
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o�u les aij (1 6 i 6 4; 1 6 j 6 5) sont des param�etres mat�eriaux �a identi�er.
Ce mod�ele reste n�eanmoins purement descriptif et introduit un nombre de param�etres
aij (1 6 i 6 4; 1 6 j 6 5) trop important pour leur donner un sens physique.

Les mêmes courbes sont obtenues dans le cas incompressible, citons par exemple les
courbes obtenues par Laiarinandrasana et al. (2003 [62]) pour un mat�eriau soumis �a
50% de d�eformation maximale impos�ee seulement (�gure 1.6).

Fig. 1.6 { Courbes exp�erimentales obtenues sur un SBR renforc�e avec de la silice dans le
cas incompressible (Laiarinandrasana et al. 2003 [62])

1.4.3 Remarques sur ces di��erents mod�eles

Comme le montre Miehe [74], la chute de contrainte lors d'un chargement cyclique est
due �a deux types d'endommagements. L'un, quali��e de discontinu, traduit la chute de
contrainte lors de la premi�ere charge �a un niveau de d�eformation donn�e. L'autre, qua-
li��e de continu, traduit un cumul de dommages in�nit�esimaux lors de plusieurs cycles de
charge.
Cependant, pour la plupart des auteurs, cette chute de contrainte se stabilise d�es les tous
premiers cycles de chargement (Chagnon et al., 2001 [26] [27]). En fait, ils ne consid�erent
que la partie discontinue de l'endommagement et consid�erent que seule l'intensit�e des
d�eformations impos�ees est une donn�ee in
uente. Beatty et Krishnaswamy [7], qui pro-
posent un mod�ele ayant cette approche, ne prennent en compte que la d�eformation, par
l'interm�ediaire de la magnitude m, comme seul param�etre pour mod�eliser la chute de
contrainte. Une telle approche suppose donc que l'historique de chargement est n�egligeable
et que l'adoucissement par fatigue est n�egligeable même au cours du temps.
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Quelques auteurs consid�erent, pour leur part, que la chute de contrainte ne d�epend que
de l'historique du chargement et n'est donc due qu'au ph�enom�ene d'endommagement
continu. Par exemple, Shen et al. [99] proposent un mod�ele qui fait intervenir le nombre
de cycles mais pas l'intensit�e des d�eformations vues par le mat�eriau.

Pourtant, lorsqu'on repr�esente dans les cas compressible ou incompressible, la contrainte
maximale �a une d�eformation donn�ee en fonction du nombre de cycles (�gures 1.7 et 1.8),
on constate facilement que le ph�enom�ene d'adoucissement d�epend de deux param�etres :
{ d'une part de la d�eformation maximale impos�ee, d�ependance prise en compte pour les
mod�eles de type endommagement discontinu,

{ et d'autre part du nombre de cycles de chargement impos�e, pris en compte par les
mod�eles de type endommagement continu.

Fig. 1.7 { Contrainte maximale en
fonction du nombre de cycles pour
les courbes exp�erimentales obtenues par
Laiarinandrasana et al. (2003 [62]) pour
un SBR renforc�e avec de la silice

 

Fig. 1.8 { Contrainte maximale en
fonction du nombre de cycles pour
les courbes exp�erimentales obtenues par
Shen, Golnaraghi et Plumtree (2001
[99]) pour une mousse polyur�ethane

Ces deux courbes, montrent bien que la chute de contrainte entre les premier et deuxi�eme
cycles est de 8% dans le cas de Laiarinandrasana et al. pour 50% de d�eformation, et
de 27% dans le cas de Shen et al. pour une compression de 25%, alors que la chute de
contrainte entre les cycles 2 et 6 est de 10% pour Laiarinandrasana et al. et de 25% entre
les cycles 2 et 100 dans le cas de Shen et al..

Il semble donc que lors de chargements cycliques, la chute de contrainte au del�a des
deux premiers cycles ne puisse être n�eglig�ee. Ainsi les ph�enom�enes d'adoucissement par
fatigue, mis en �evidence �gures 1.7 et 1.8, ne pourront être mod�elis�es par des mod�eles
ne prenant en compte que l'endommagement discontinu qui, par d�e�nition, les consid�ere
comme n�egligeables.
Des mod�eles ne tenant compte que de l'endommagement continu permettent, a priori,
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de mieux rendre compte de la fatigue dans la mesure o�u ils la consid�erent comme non
n�egligeable. Cependant un tel mod�ele consid�ere que l'adoucissement par fatigue d�epend
uniquement du nombre de cycles de charge vus par le mat�eriau.
Pourtant, les �gures 1.7 et 1.8 font �egalement clairement apparâ�tre que les ph�enom�enes
de fatigue d�ependent non seulement du nombre de cycles de charge mais �egalement de
l'amplitude des d�eformations mises en jeu.

Il semble n�ecessaire de d�evelopper un nouveau mod�ele d'adoucissement qui prenne en
compte ces deux param�etres a�n de pouvoir appr�ehender les probl�emes d'adoucissement
par fatigue.

Nous allons, par la suite, d�evelopper un nouveau mod�ele de fatigue qui nous permettra
d'appr�ehender de mani�ere plus satisfaisante les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue
et nous confronterons les r�esultats obtenus grâce �a ce nouveau mod�ele �a ceux obtenus par
deux mod�eles de la litt�erature, �a savoir celui de Beatty et al. [7] et celui propos�e par Shen
et al. [99], illustrant les deux approches pr�ec�edemment cit�ees.

Nous allons successivement pr�esenter au cours du chapitre suivant, l'ensemble des essais et
protocoles exp�erimentaux mis en oeuvre a�n d'identi�er le comportement hyper�elastique
non endommag�e, et utiliser ces protocoles exp�erimentaux pour mettre en �evidence les
ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue et les mod�eliser.
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Chapitre 2

Mise en oeuvre exp�erimentale et

caract�erisation du comportement

non endommag�e de milieux

�elastom�eres en grandes d�eforma-

tions

Au cours du chapitre pr�ec�edent, nous avons montr�e que la mod�elisation du comportement
en fatigue des milieux �elastom�eres requ�erait dans un premier temps la d�e�nition du com-
portement non endommag�e de ces milieux.
C'est conscients de la multiplicit�e des mod�eles de comportement hyper�elastique existants
que nous avons mis en oeuvre un ensemble de dispositifs exp�erimentaux a�n de pouvoir
justi�er les choix r�ealis�es pour mod�eliser le comportement purement �elastique de ces mi-
lieux.
Apr�es avoir d�ecrit les mat�eriaux �elastom�eres que nous avons �etudi�es, nous pr�esenterons
le protocole exp�erimental de traction uniaxiale utilis�e pour caract�eriser le comportement.
Nous montrerons qu'un syst�eme d'acquisition locale est n�ecessaire pour obtenir des me-
sures pr�ecises de la d�eformation. Ce syst�eme est d�ecrit ainsi que la m�ethode de mesure
des d�eformations locales vraies. Nous montrerons ensuite qu'une caract�erisation �able du
comportement ne peut être possible que dans la mesure o�u un essai de traction uniaxiale
d'une part, et un essai faisant intervenir deux directions d'�elongation d'autre part, sont
disponibles. A cet e�et, nous pr�esenterons le syst�eme de traction biaxiale d�evelopp�e au
sein du Laboratoire de M�ecanique de Lille. En�n, nous confronterons les di��erents mod�eles
de comportement pr�esent�es au cours du chapitre 1 et justi�erons ainsi nos choix quant �a
la densit�e d'�energie utilis�ee par la suite.
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2.1 Mat�eriaux �etudi�es

Les mat�eriaux �etudi�es sont soit non charg�es, soit renforc�es. Les renforts pr�esentent entre
autres comme caract�eristique la surface sp�eci�que en contact avec l'�elastom�ere. Cette sur-
face sp�eci�que est la surface totale du renfort par unit�e de poids. Elle s'exprime donc
en m2=g. Plus la taille de la particule de renfort est petite, plus sa surface sp�eci�que est
grande. Les charges inertes comme les craies ont des surfaces sp�eci�ques de l'ordre du
m2=g, les kaolins vont de 10 �a 40 m2=g, les noirs de carbone de quelques m2=g �a 150 m2=g
tandis que la surface sp�eci�que de certaines silices peut atteindre 400 m2=g.
Cette surface sp�eci�que peut être mesur�ee soit par adsorption d'azote ou de gaz rare (Ro-
bert, 1989 [95]), soit par di�raction de rayons X ou encore par microscopie �electronique.
Pour une charge, pr�esenter une grande surface sp�eci�que est une condition n�ecessaire mais
non suÆsante pour que celle-ci soit renfor�cante. En e�et, les interactions entre l'�elastom�ere
et une charge d�ependent d'autres param�etres comme le facteur d'activit�e chimique (com-
patibilit�e entre la surface de la charge et les châ�nes macromol�eculaires) et le facteur de
structure (repr�esentatif de la mani�ere dont les particules sont li�ees les unes aux autres)
(Bouchereau, 1997 [14]).

A�n de mener notre �etude, nous avons �etudi�e des mat�eriaux constitu�es d'une combinaison
de deux matrices et de deux charges. Les matrices consid�er�ees sont, d'une part un caout-
chouc naturel (Natural Rubber, NR) et d'autre part un caoutchouc synth�etique appel�e
styr�ene butadi�ene (Styrene Butadiene Rubber, SBR). Les deux matrices peuvent être ren-
forc�ees, ou non, par des charges soit de noir de carbone, soit de silice de surface sp�eci�que
�egale �a 150 m2=g.

Ces di��erents mat�eriaux sont r�epertori�es dans le tableau 2.1.

Nuance Matrice Renforts (surface sp�eci�que) Notation utilis�ee
1 Caoutchouc naturel NR
2 Caoutchouc naturel Noir de carbone NR+C
3 Caoutchouc naturel Silice (150 m2=g) NR+Si
4 Caoutchouc synth�etique SBR
5 Caoutchouc synth�etique Noir de carbone SBR+C
6 Caoutchouc synth�etique Silice (150 m2=g) SBR+Si

Tab. 2.1 { Mat�eriaux consid�er�es pour l'�etude

2.2 Essai de traction uniaxiale

A�n de caract�eriser le comportement des mat�eriaux �elastom�eres et de mettre en �evidence
l'adoucissement par fatigue de ces mat�eriaux, des essais cycliques de traction uniaxiale �a
d�eformation maximale impos�ee ont �et�e r�ealis�es sur une machine conventionnelle : Instron
4302.
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2.2.1 G�eom�etrie des �eprouvettes

Les �eprouvettes utilis�ees pour la traction uniaxiale sont appel�ees \halt�eres" en raison
de leur forme. Cette g�eom�etrie permet de rendre les d�eformations homog�enes au centre
de l'�eprouvette et �evite aussi la rupture de celle-ci dans les mors de la machine. Les
�eprouvettes utilis�ees sont ainsi normalis�ees et quali��ees de type 2 (Brown, 1996 [23]). Le
plan de ces �eprouvettes est repr�esent�e sur la �gure 2.1.

Fig. 2.1 { G�eom�etrie de l'�eprouvette uniaxiale

2.2.2 Machine d'essai INSTRON 4302

Cette machine (�gure 2.2) permet un tr�es grand d�eplacement de traverse et nous donne
ainsi la possibilit�e de solliciter les �eprouvettes jusqu'�a 1000 % de d�eformation si n�ecessaire.
La force est mesur�ee grâce �a une cellule de charge de capacit�e 1 kN. Cette cellule est bien
adapt�ee �a nos essais dans la mesure o�u des tensions relativement faibles (quelques cen-
taines de Newtons) produisent sur les �elastom�eres de tr�es grands allongements (plusieurs
centaines de %). Dans un premier temps, la machine est pilot�ee en d�eplacement avec une
vitesse de traverse �egale �a 65 mm/min, soit une vitesse de d�eformation d'environ 0,02 s�1

permettant de consid�erer le probl�eme comme quasi-statique.

Tous les essais ont �et�e r�ealis�es �a temp�erature ambiante et ceux-ci ont �et�e r�ealis�es trois fois
sur des �eprouvettes di��erentes de la même nuance a�n de s'assurer de la reproductibilit�e
des r�esultats obtenus.

Les �elastom�eres �etudi�es �etant suppos�es incompressibles, leurs grands allongements s'ac-
compagnent d'une diminution de l'�epaisseur au cours de l'essai. La �xation des �eprouvettes
pour de tels mat�eriaux ne peut donc être r�ealis�ee �a l'aide d'un dispositif classique. En ef-
fet, celui-ci permet un serrage avec une distance entre les pi�eces de serrage constant,
ce qui entrâ�ne donc des glissements trop importants au niveau des mors. Pour pallier
cette incompressibilit�e, un syst�eme de mors autoserrants a �et�e r�ealis�e par un dispositif
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Fig. 2.2 { Machine d'essai utilis�ee pour
les essais de traction uniaxiale cyclique

 

Fig. 2.3 { Mors autoserrants par un dis-
positif �a excentriques pendant l'essai

�a excentriques. Les surfaces des plans de cames des mors sont molet�ees (�gure 2.4) a�n
de diminuer encore plus les glissements. Ce syst�eme de serrage permet la �xation de
l'�eprouvette dans de bonnes conditions quel que soit le niveau de d�eformation impos�e
(�gure 2.3).

Fig. 2.4 { Mors autoserrants par un dispositif �a excentriques

La machine de traction est pilot�ee grâce �a un ordinateur qui permet l'acquisition des
d�eformations globales, correspondant aux d�eplacements de la partie mobile, et des e�orts
au sein de l'�eprouvette.

2.2.3 Syst�eme vid�eo de mesures des d�eformations

2.2.3.1 N�ecessit�e des mesures locales des d�eformations

Un syst�eme vid�eo de mesure de d�eformations, le syst�eme Apollorr, a permis de compa-
rer les mesures des d�eformations globales, r�ealis�ees automatiquement par la machine de
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traction en fonction du d�eplacement de la traverse, aux mesures des d�eformations locales
au sein de l'�eprouvette, r�ealis�ees grâce au syst�eme vid�eo. Les r�esultats obtenus montrent
une di��erence non n�egligeable de la mesure (�gure 2.5).

Fig. 2.5 { Di��erence entre d�eformations globales et d�eformations locales (la contrainte
est calcul�ee en divisant la force F par la section initiale de l'�eprouvette S0)

Etant donn�ees la tr�es faible rigidit�e des mati�eres mises en jeu et la g�eom�etrie des �eprouvettes,
les d�eformations au sein de celles-ci ne peuvent être homog�enes. Ainsi, il est compr�ehensible
que les d�eformations globales, correspondant �a une moyenne de la d�eformation le long de
l'�eprouvette, soient �a ce point di��erentes des d�eformations locales, mesur�ees au centre de
l'�eprouvette.

Ainsi, a�n d'avoir des r�esultats d'essais �ables, l'ensemble des mesures, pr�esent�e par la
suite, a �et�e r�ealis�e grâce au syst�eme vid�eo Apollorr, que nous allons d�ecrire dans ce qui
suit.

2.2.3.2 Mesures locales des d�eformations

Le principe du syst�eme de vid�eotraction (�gure 2.6) est de focaliser une cam�era sur la
zone de d�eformation de l'�echantillon au centre de l'�eprouvette et d'analyser en temps
r�eel le d�eplacement de rep�eres sur l'�eprouvette. Ce syst�eme permet �egalement de piloter
la machine d'essai (traction, compression,...) en contrôlant les param�etres de la machine
(vitesse, intensit�e du d�eplacement...) en fonction de la r�eponse du mat�eriau. Alors que
le pilotage de la machine permet de d�eplacer la traverse �a vitesse constante et ne g�en�ere
donc, a priori, pas une vitesse de d�eformation locale constante, ce syst�eme permet de
modi�er les vitesses de d�eplacement de traverse de la machine de traction (�gure 2.7) de
sorte �a garantir une vitesse de d�eformation locale constante (�gure 2.8) �egale �a 0,02s�1.

Ce syst�eme de pilotage et d'acquisition permet des mesures sans contact avec le mat�eriau
et d'analyser les donn�ees en temps r�eel. Le syst�eme utilis�e permet �egalement, pour les
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Fig. 2.6 { Syst�eme de vid�eotraction Apollorr

Fig. 2.7 { Evolution de la vitesse de tra-
verse

 

Fig. 2.8 { Evolution de la d�eformation
locale
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essais que nous avons r�ealis�es, de mesurer les d�eformations longitudinale et transverse, ce
qui, dans le cas des essais multi-axiaux, sera tr�es utile. Pour ce faire, 4 marqueurs sont
trac�es au centre de l'�eprouvette comme le montrent les �gures 2.9 et 2.10.

Fig. 2.9 { M�ethodes 4 tâches : photos
avant l'essai

 

Fig. 2.10 { M�ethodes 4 tâches : photos
pendant l'essai

Fig. 2.11 { M�ethode 4 tâches : calcul des d�eformations axiale et transverse

Grâce aux notations d�e�nies �gure 2.11, on peut calculer les d�eformations axiale et trans-
verse comme suit :8><
>:

�1 = 1 +
l � l0
l0

pour la d�eformation axiale vraie

�2 = 1 +
w � w0

w0
pour la d�eformation transverse vraie

(2.1)

2.3 Essai de traction biaxiale

La seule utilisation d'un essai de traction uniaxiale ne peut suÆre �a une d�etermination
�able du comportement pour la plupart des densit�es d'�energie pr�esent�ees dans le para-
graphe 1.3.2 du chapitre 1. En e�et, comme nous l'avons vu lors de cette section, l'ensemble
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des densit�es propos�ees, hormis la densit�e de Treloar (1975 [107]) (�equation (1.31)), fait
intervenir les deux invariants I1 et I2 du tenseur des dilatations C. Cependant, �etant
donn�ees les expressions de I1 et I2 (�equation (1.25)), on peut constater que I2 est tr�es
faible devant I1 lors d'une traction uniaxiale (�gure 2.12). La d�ependance des densit�es vis
�a vis de I2 est donc impossible �a d�eterminer sur ce seul essai. En outre Kawabata et al. et
Fukahori et al. ont montr�e que la contribution de I2 dans le cas de la traction uniaxiale
�etait n�egligeable, ce qui peut �egalement se voir �gure 2.12.

Fig. 2.12 { Evolution de I2 en fonction
de I1 pour di��erentes sollicitations ( I1 =
9; 6 correspond �a 200% de d�eformation
longitudinale en traction uniaxiale)

 

Fig. 2.13 { Evolution de I1=I2 en fonc-
tion de l'�elongation pour di��erentes sol-
licitations

On constate sur les �gures 2.12 et 2.13 que, pour de grandes d�eformations impos�ees, les
variations de I2 ne sont plus n�egligeables vis �a vis de I1 dans le cas du cisaillement pur et
de la traction �equibiaxiale. Il est donc n�ecessaire de r�ealiser un essai, en plus de la traction
uniaxiale, faisant intervenir deux directions d'�etirement de sorte �a obtenir des variations de
I2 importantes (Diani, 1999 [34]). Cependant, on peut noter �egalement que sur l'intervalle
de notre �etude, �a savoir 0-200% de d�eformation, l'essai de traction �equibiaxiale engendre
des variations de I2 bien plus importantes, rendant cet essai plus int�eressant que celui de
cisaillement. A�n d'obtenir de tels essais, le laboratoire a con�cu une machine de traction
biaxiale que nous allons pr�esenter.

2.3.1 Machines existantes

Les essais de traction �equibiaxiale peuvent être r�ealis�es de di��erentes mani�eres en sollici-
tant radialement un disque de caoutchouc (Nottin, 1989 [80]), en gon
ant une �eprouvette
sph�erique (ballon) (Hart-Smith, 1966 [51] ; Alexander, 1971 [4]) ou en gon
ant un disque
brid�e sur un support (De Vries, 1976 [32] ; Roberts, 1978 [96] ; Bhate, 1984 [10]). Les
�gures 2.14, 2.16 et 2.17 pr�esentent le principe de ces trois techniques.
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Dans le cas du disque sollicit�e radialement (�gures 2.14 et 2.15), aux grandes d�eformations
l'�equibiaxialit�e n'est plus respect�ee car les amarrages deviennent trop �eloign�es (Nottin,
1989 [80]).
La solution du ballon gon
�e (�gure 2.16) conduit �a un �etat d'�equibiaxialit�e quasi-parfait
mais aux grandes d�eformations apparaissent des instabilit�es (Alexander, 1971 [4]).
Le gon
age du disque (�gure 2.17) semble la solution la plus facile mais l'�etat d'�equibiaxia-
lit�e n'est valable qu'au pôle, c'est-�a-dire au sommet du disque gon
�e.
En outre, les syt�emes de gon
age ne permettent de r�ealiser que des essais �equibiaxiaux.
Pourtant, il semble int�eressant d'obtenir les essais de traction biaxiale, non �equibiaxiale,
de sorte �a pouvoir valider des mod�eles de comportement sur des sollicitations n'ayant pas
�et�e utilis�ees pour identi�er les param�etres des mod�eles �etudi�es.

Fig. 2.14 { Sch�ematisation de la trac-
tion �equibiaxiale, sollicitation radiale
d'un disque

 

Fig. 2.15 { Traction �equibiaxiale, solli-
citation radiale d'un disque

Fig. 2.16 { Traction �equibiaxiale, gon-

age d'un ballon

 

Fig. 2.17 { Traction �equibiaxiale, gon-

age d'un disque de caoutchouc

Les machines d'essais biaxiaux existantes �etant de coût extrêmement �elev�e et ne permet-
tant pas de r�ealiser �a notre connaissance des essais cycliques en grandes d�eformations, un
syst�eme de traction biaxiale a �et�e con�cu et r�ealis�e au sein du laboratoire (d�epôt de brevet
en cours).
Ce m�ecanisme pr�esente l'avantage de pouvoir s'adapter sur toute machine de traction
uniaxiale classique et il a, en particulier, �et�e adapt�e sur la machine de traction uniaxiale
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Instron 4302 (�gures 2.19 et 2.20) a�n de pouvoir faire des essais en grandes d�eformations.
Il pr�esente �egalement l'avantage de pouvoir faire des essais cycliques en traction biaxiale
et plus particuli�erement en traction �equibiaxiale.

2.3.2 G�eom�etrie des �eprouvettes

Les �eprouvettes utilis�ees sont des �eprouvettes carr�ees (�gure 2.18) qu'on a pr�elev�ees
dans des plaques calandr�ees. Comme aucune norme n'existait concernant la forme des
�eprouvettes biaxiales, la g�eom�etrie de celles-ci a �et�e d�etermin�ee grâce �a un calcul par
�el�ements �nis de sorte, d'une part, �a garantir les d�eformations biaxiales au centre de
l'�eprouvette et, d'autre part, �a obtenir des d�eformations suÆsamment importantes au
centre.

Fig. 2.18 { G�eom�etrie de l'�eprouvette de traction �equibiaxiale

Le choix d'�eprouvettes en croix a �et�e abandonn�e apr�es avoir constat�e exp�erimentalement et
a posteriori num�eriquement que les d�eformations au centre de celles-ci, bien qu'�equibiaxia-
les, �etaient tr�es faibles (de l'ordre de 50%) pour des d�eformations globales de l'�eprouvette
importantes (300%). Ceci s'explique facilement par la plus faible raideur des bras de
l'�eprouvette en croix et donc de leur plus grande d�eformabilit�e.

2.3.3 Description du syst�eme

Le syst�eme biaxial a �et�e d�evelopp�e au sein du laboratoire a�n d'une part, de pouvoir se
�xer sur la machine de traction uniaxiale d�ej�a �a notre disposition (Instron 4302 (�gure
2.2)), et d'autre part, de pouvoir faire des essais biaxiaux cycliques.

Ce syst�eme, compos�e de di��erentes pi�eces, r�epertori�ees dans le tableau 2.2, est adapt�e sur
la machine uniaxiale de la fa�con suivante :
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Fig. 2.19 { Vue d'ensemble du syst�eme
de traction biaxiale

 

Fig. 2.20 { Syst�eme de traction biaxiale
install�e sur la machine de traction Ins-
tron 4302

Pi�ece D�esignation
1 Socle
2 Fixation sup�erieure sur la traverse mobile
3 Barre de traction verticale
4 Mors (� 4)
5 Guides de traction horizontale (� 2)
6 Pi�eces de r�eglage du rapport de traction (� 2)
7 Paliers de guidage entre les pi�eces 5 et 8 (� 2)
8 Barres de traction horizontale (� 2)
9 Biellettes de transformation mouvement vertical-mouvement horizontal (� 2)

Tab. 2.2 { D�esignation des di��erentes pi�eces du syst�eme de traction biaxiale
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Le socle du syst�eme biaxial (pi�ece 1) est �x�e sur l'embase de la machine uniaxiale, tandis
que la �xation sup�erieure (pi�ece 2) est �x�ee sur la traverse mobile de la machine (�gure
2.21).

Fig. 2.21 { Fixation du syst�eme biaxial
sur la machine de traction

 

Fig. 2.22 { Orientation des mors

Les 4 mors de �xation de l'�eprouvette (�gure 2.22) sont positionn�es de la fa�con suivante :

{ Le mors vertical du haut est li�e �a la cellule de charge 1 kN par l'interm�ediaire de la barre
de traction verticale (pi�ece 3). La �xation �a la cellule de charge permet une mesure de
l'e�ort mis en jeu dans la direction verticale.

{ Le mors vertical du bas est �x�e sur le socle du syst�eme biaxial (pi�ece 1).

{ Les deux mors horizontaux sont �x�es sur les barres de traction horizontale (pi�eces 8).
Celles-ci sont �equip�ees de jauges de d�eformation a�n d'obtenir une mesure de l'e�ort
dans la direction horizontale. Le capteur d'e�ort a �et�e r�ealis�e �a l'aide de quatre jauges
coll�ees sur la barre de traction horizontale (pi�ece 8) et mont�ees en pont complet dans
un pont de Wheatstone (Asch, 1999 [5]).

La sollicitation impos�ee �a l'�eprouvette ne peut être biaxiale qu'�a deux conditions :

{ L'e�ort de traction horizontale doit être impos�e sur la m�ediatrice du segment liant les
deux mors verticaux. Ceci est assur�e par le syst�eme de biellette (pi�eces 9) (�gure 2.23).

{ La d�eformation horizontale doit être contrôl�ee en intensit�e. Cette fonctionnalit�e est
garantie par la liaison des pi�eces 5, 6, 7 et 8 (�gure 2.24). En e�et, les barres 8 vont
monter (respectivement descendre) par l'interm�ediaire des biellettes (pi�eces 9). Lors de
ce mouvement, les barres 8 vont reculer (respectivement avancer) grâce �a la liaison entre
les pi�eces 5 et 8 r�ealis�ee �a l'aide des paliers 7.
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Fig. 2.23 { Syst�eme de biellettes

 

Fig. 2.24 { Liaison entre les pi�eces 5, 6,
7 et 8

L'intensit�e du d�eplacement horizontal des barres 8 est fonction de l'angle � (d�e�ni �gure
2.19) des barres 5.
L'in
uence de l'angle, �, des barres 5 par rapport �a l'horizontale sur le d�eplacement
horizontal des barres 8, est le suivant :

tan� =
d�eplacement vertical des barres 8

d�eplacement horizontal des barres 8
(2.2)

Les quatre positions possibles pour la �xation des pi�eces 5 sur les pi�eces 6 (�gure 2.24)
permettent d'obtenir des angles � tels que :

tan� = 1; 2; 3 ou 4 , � = 45Æ; 63:4Æ; 71:6Æ; 76Æ (2.3)

Ainsi, ce m�ecanisme permet de r�ealiser des tractions biaxiales o�u les intensit�es des d�eplace-
ments horizontaux, u, et verticaux, v, sont telles que :8>><
>>:

v = u : traction �equibiaxiale
v = 2u : traction biaxiale (rapport=2)
v = 3u : traction biaxiale (rapport=3)
v = 4u : traction biaxiale (rapport=4)

(2.4)

Ce syst�eme adapt�e sur la machine de traction uniaxiale Instron 4302, nous permet, �etant
donn�ees les dimensions du prototype utilis�e, de r�ealiser de la traction (�equi)biaxiale en
grandes d�eformations, jusqu'�a 200 % de d�eformation dans la direction horizontale.
Le syst�eme est compos�e d'un ensemble de barres rigides, ce qui nous permet de faire
des essais charge-d�echarge de traction (�equi)biaxiale, ce qui n'�etait pas possible avec les
machines de traction biaxiale d�ej�a existantes et r�ealis�ees �a l'aide de courroies.
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2.4 R�esultats

Maintenant que les protocoles exp�erimentaux ont �et�e d�ecrits, nous pouvons nous attacher
�a l'identi�cation du comportement hyper�elastique non endommag�e.
Nous avons fait le choix au cours du chapitre 1 de mod�eliser le comportement grandement
d�eformable (plusieurs centaines de pour cent de d�eformation) des mat�eriaux �elastom�eres
en con�guration mixte grâce �a la relation (1.29). Ainsi, bien qu'ayant un syst�eme de
mesure des d�eformations nous permettant de travailler avec la contrainte vraie et la
d�eformation vraie, les r�esultats obtenus sont pr�esent�es en tra�cant la contrainte convention-

nelle T =
F

S0
encore appel�ee contrainte de Piola-Kirchho� no 1 en fonction de l'�elongation

� =
l

l0
.

2.5 Choix de la densit�e d'�energie

Nous avons pr�esent�e dans la section 1.3.2 du chapitre pr�ec�edent plusieurs exemples de
densit�es d'�energie �a expression impos�ee (�equations (1.31), (1.32), (1.33)) ou non impos�ee
(�equation (1.34)) qui sont classiquement utilis�ees pour d�eterminer le comportement hy-
per�elastique, incompressible et non endommag�e des mat�eriaux �elastom�eres. Nous allons
au cours de ce paragraphe identi�er ces di��erentes densit�es d'�energie et comparer les
r�esultats obtenus a�n de justi�er le choix que nous avons op�er�e pour l'identi�cation du
comportement.
Nous avons �egalement montr�e dans la section 1.4.2.1 du chapitre 1 qu'il existait une
chute de contrainte tr�es importante entre les premier et deuxi�eme cycles de chargement
qui traduisait un ph�enom�ene d'endommagement tr�es fort au cours de ces deux premiers
cycles. Cependant, nous n'�etudions pas ce ph�enom�ene d'endommagement discontinu ou
e�et M�ullins mais le ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue qui lui succ�ede, c'est-�a-dire
l'adoucissement au del�a du deuxi�eme cycle. Pour cette raison nous identi�erons le com-
portement hyper�elastique consid�er�e comme non endommag�e sur le deuxi�eme cycle de
chargement, consid�erant les cycles suivants comme endommageables par adoucissement.

2.5.1 Expression de la contrainte dans le cas de d�eformations
homog�enes

On exprime ici, les contraintes principales (�equation (1.29)) associ�ees �a di��erents �etats
de d�eformation en fonction des dilatations principales �1, �2, �3 du tenseur gradient
de d�eformation F . L'inconnue hydrostatique p est �elimin�ee par combinaison lin�eaire des
contraintes principales.

Traction uniaxiale
Une �eprouvette constitu�ee d'�elastom�ere incompressible est �etir�ee dans la direction 1. La
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contrainte principale et les invariants principaux s'expriment de la mani�ere suivante :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

T = T11 = 2

 
@W0

@I1
(�� 1

�2
) +

@W0

@I2
(1� 1

�3
)

!

T22 = T33 = 0

�1 = � �2 = �3 =
1p
�

I1 = �2 +
2

�
I2 = 2�+

1

�2

(2.5)

Traction biaxiale
Une feuille d'�elastom�ere est �etir�ee dans deux directions perpendiculaires contenues dans le
plan de la feuille. L'intensit�e des �etirements peut être di��erente suivant ces deux directions.
Les contraintes principales et les invariants principaux s'expriment de la mani�ere suivante :8>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

T11 = 2

 
@W0

@I1

�
�� 1


2�3

�
+
@W0

@I2

�

2�� 1

�3

�!

T22 = 2

 
@W0

@I1

�

 � 1


3�2

�
+
@W0

@I2

�

�2 � 1


3

�!

T33 = 0

�1 = � �2 = 
 = 1 +
�� 1

�
�3 =

1


�

I1 = �2 + 
2 +
1

�2
2
I2 = �2
2 +

1

�2
+

1


2

(2.6)

o�u � correspond au rapport de traction entre les directions 1 et 2 tel qu'il a �et�e d�e�ni en
(2.4).

2.5.2 Identi�cation des di��erentes densit�es d'�energie

Les d�eriv�ees par rapport aux invariants de la densit�e d'�energie interviennent dans la
d�e�nition des contraintes principales (�equations (2.5) et (2.6)).

Compte tenu du paragraphe 1.3.2, on a :

{ Densit�e de Treloar (1975 [107]) (�equation (1.31))

@W0

@I1
= C10 et

@W0

@I2
= 0 (2.7)

Ainsi,8><
>:

T u = T11 = 2C10(�� 1

�2
)

T eq = T11 = 2C10(�� 1

�5
)

(2.8)

o�u T u et T eq sont les contraintes de Piola-Kirchho� dans la direction 1 respectivement
dans le cas d'une traction uniaxiale et �equibiaxiale.
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Dans la mesure o�u une seule constante est �a identi�er pour cette densit�e d'�energie, seul
l'essai de traction uniaxiale est requis pour d�eterminer C10.

{ Densit�e de Mooney-Rivlin (1940 [75]) (�equation (1.32))

@W0

@I1
= C10 et

@W0

@I2
= C01 (2.9)

Ainsi,8>>>><
>>>>:

T u = T11 = 2

 
C10(�� 1

�2
) + C01(1� 1

�3
)

!

T eq = T11 = 2

 
C10(�� 1

�5
) + C01(�

3 � 1

�3
)

! (2.10)

{ Densit�e de Hart-Smith (1966 [51]) (�equation (1.33))

@W0

@I1
= C1exp

�
C3(I1 � 3)2

�
et

@W0

@I2
=

C2

I2
(2.11)

Ainsi,8>>>><
>>>>:

T u = T11 = 2

 
C1exp

�
C3(I1 � 3)2

��
�� 1

�2

�
+
C2

I2

�
1� 1

�3

�!

T eq = T11 = 2

 
C1exp

�
C3(I1 � 3)2

��
�� 1

�5

�
+
C2

I2

�
�3 � 1

�3

�! (2.12)

Les di��erents param�etres de ces densit�es sont ensuite obtenus par optimisation �a l'aide
d'un logiciel de lissage (origin c
) grâce aux exp�eriences de traction uniaxiale et �equibiaxiale.

{ Densit�e de Diani (1999 [34]) (�equation (1.34))

@W0

@I1
= f(I1) et

@W0

@I2
= g(I2) (2.13)

La fonction f est identi��ee sur un essai de traction uniaxiale. La courbe f(I1) est
repr�esent�ee de fa�con tr�es satisfaisante par un polynôme de degr�e 2 en (I1 � 3). Ainsi,
la fonction f s'�ecrit :

f(I1) =
2X

i=0

ai(I1 � 3)i (2.14)

La fonction g est, quant �a elle, identi��ee sur un essai de traction �equibiaxiale. La
courbe ln(g(I2)) est repr�esent�ee de fa�con tr�es satisfaisante par une droite ln(I2). Ainsi,
la fonction g s'�ecrit :

g(I2) = exp(b0)I
b1
2 (2.15)
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D�es lors,8>>>><
>>>>:

T u = T11 = 2

 
2X

i=0

ai(I1 � 3)i
�
�� 1

�2

�
+ exp(b0)I

b1
2

�
1� 1

�3

�!

T eq = T11 = 2

 
2X

i=0

ai(I1 � 3)i
�
�� 1

�5

�
+ exp(b0)I

b1
2

�
�3 � 1

�3

�! (2.16)

2.5.3 R�esultats de l'identi�cation

A�n de pouvoir comparer les di��erentes densit�es d'�energie, nous avons identi��e tous ces pa-
ram�etres sur di��erentes nuances. Par soucis de clart�e, seules les nuances de caoutchouc na-
turel (NR) et de caoutchouc synth�etique renforc�ee par des particules de silice (SBR+Si150)
sont repr�esent�ees. Cependant, les autres nuances conduisent aux mêmes conclusions. Les
valeurs de ces param�etres sont r�epertori�ees dans le tableau 2.3.

Densit�e Param�etre Valeur pour le NR Valeur pour le SBR+Si150
Treloar (1.31) C10 35,57.10�2 98,71.10�2

Mooney-Rivlin (1.32)
C10

C01

35,57.10�2

4,46.10�2
98,71.10�2

9,71.10�2

Hart-Smith (1.33)
C1

C2

C3

2,8.10�1

1,1
2,2.10�3

8,6.10�1

1,4
7,4.10�3

Diani-Rey (1.34)

a0
a1
a2
b0
b1

27,96.10�2

6.10�6

8.10�4

-1,2626
-46,89.10�2

84,6.10�2

1,93.10�2

3,2.10�3

-89,74.10�2

-49,22.10�2

Tab. 2.3 { Valeurs des param�etres des di��erentes densit�es d'�energie

Les �gures 2.25 �a 2.34 repr�esentent une confrontation entre les lois de comportement
�etudi�ees et des r�esultats exp�erimentaux. Les essais de traction uniaxiale et �equibiaxiale,
qui ont servi �a l'identi�cation, sont ainsi compar�es aux r�esultats obtenus avec les densit�es
d'�energie pr�esent�ees auparavant.

Nous constatons sur les �gures 2.25 et 2.26 que le mod�ele de Treloar (1975 [107]) (�equation
(1.31)) permet une bonne repr�esentation de la traction uniaxiale jusqu'�a environ 150% de
d�eformation (en particulier �gure 2.26). En revanche, il ne permet pas de repr�esenter le
comportement en traction �equibiaxiale. On peut �egalement constater que pour d'impor-
tants niveaux de d�eformation, le mod�ele de Treloar en traction uniaxiale et en traction
�equibiaxiale tend vers une même asymptote (�equation (2.8)). En e�et, quand � augmente,

les expressions en
1

�n
(n=2 ou 5, �equation (2.8)) tendent alors vers 0 et dans ce cas les

contraintes principales en traction uniaxiale et en traction �equibiaxiale tendent toutes
les deux vers 2C10�. Dans la mesure o�u ce mod�ele est incapable de repr�esenter les essais
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Fig. 2.25 { Confrontation de la den-
sit�e de Treloar (1.31) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le NR

 

Fig. 2.26 { Confrontation de la den-
sit�e de Treloar (1.31) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le SBR+Si150

r�esultats exp�erimentaux mod�elisation
traction uniaxiale � �

traction �equibiaxiale � : : :

de traction biaxiale, il parâ�t peu �able. Ce mod�ele de comportement ne peut donc être
utilis�e.

On peut remarquer sur les �gures 2.27 et 2.28 que le mod�ele de Mooney-Rivlin (1940
[75]) (�equations (1.32) et (2.10)) permet une bonne repr�esentation de la traction uniaxiale
jusqu'�a environ 200% de d�eformation et de la traction �equibiaxiale pour les deux mat�eriaux
�etudi�es. Cependant, comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, ce mod�ele ne peut prendre
en compte les changements de rigidit�e pour de grands niveaux de d�eformation (au del�a
de 200%) (Mooney, 1940 [75]). Les �gures 2.29 et 2.30 illustrent cette remarque grâce aux
essais de Treloar [107] et Alexander [3] disponibles dans la litt�erature et que nous avons
cherch�e �a identi�er avec le mod�ele de Mooney-Rivlin. Cette constatation �etait tout �a fait
pr�evisible �etant donn�ee l'expression de la contrainte uniaxiale qui tend vers une asymptote
lin�eaire (�equation (2.10)). Bien que les niveaux de d�eformation consid�er�es pour cette �etude
soient inf�erieurs �a 200%, rendant ce mod�ele satisfaisant, nous pr�ef�erons, pour cette raison,
ne pas utiliser celui-ci.

Les �gures 2.31 et 2.32 montrent que la densit�e de Hart-Smith (1966 [51]) (�equation (1.33))
permet une assez bonne repr�esentation du comportement en traction uniaxiale notamment
aux grandes d�eformations. En e�et, ce mod�ele (�equation (2.12)) permet de rendre compte
de la rigidit�e du mat�eriau grâce au coeÆcient C3. A des niveaux de d�eformations impor-
tants, les valeurs du premier invariant I1 sont �elev�ees. Celles-ci permettent �a l'exponen-
tielle de devenir pr�epond�erante dans la relation de Hart-Smith (�equation (1.33)) et par l�a
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Fig. 2.27 { Confrontation de la densit�e
de Mooney-Rivlin (1.32) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le NR

 

Fig. 2.28 { Confrontation de la densit�e
de Mooney-Rivlin (1.32) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le SBR+Si150

Fig. 2.29 { Confrontation de la densit�e
de Mooney-Rivlin (1.32) aux r�esultats
exp�erimentaux sur les essais de Treloar
[107]

 

Fig. 2.30 { Confrontation de la densit�e
de Mooney-Rivlin (1.32) aux r�esultats
exp�erimentaux sur les essais d'Alexan-
der [3]

r�esultats exp�erimentaux mod�elisation
traction uniaxiale � �

traction �equibiaxiale � : : :
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Fig. 2.31 { Confrontation de la den-
sit�e de Hart-Smith (1.33) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le NR

 

Fig. 2.32 { Confrontation de la den-
sit�e de Hart-Smith (1.33) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le SBR+Si150

même font devenir le param�etre C3 pr�epond�erant devant le terme en C2. Ce mod�ele permet
�egalement une bonne repr�esentation du comportement en traction �equibiaxiale. Cepen-
dant on peut remarquer que l'allure des courbes de traction obtenues exp�erimentalement
n'est pas respect�ee dans le cas de la traction �equibiaxiale.

Fig. 2.33 { Confrontation de la den-
sit�e de Diani et Rey (1.34) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le NR

 

Fig. 2.34 { Confrontation de la den-
sit�e de Diani et Rey (1.34) aux r�esultats
exp�erimentaux pour le SBR+Si150

r�esultats exp�erimentaux mod�elisation
traction uniaxiale � �

traction �equibiaxiale � : : :
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La technique d'identi�cation de Diani (1999 [34]) (�equation (1.34)) (�gures 2.33 et 2.34)
permet �egalement une bonne repr�esentation de la traction uniaxiale et une excellente
repr�esentation du comportement en traction �equibiaxiale sur tout l'intervalle de d�eforma-
tion consid�er�e, ce qui provient, en particulier, de la non-imposition de l'expression de cette
densit�e d'�energie.

2.5.4 Confrontation sur un essai de traction biaxiale

A�n de pouvoir faire un choix entre les deux densit�es semblant permettre une bonne ap-
proximation de la r�eponse exp�erimentale (densit�es de Hart-Smith et Diani), nous utilisons
les param�etres identi��es lors de la section pr�ec�edente a�n de confronter les mod�eles �a un
essai qui n'a pas �et�e requis pour l'identi�cation.

Pour cela, nous allons confronter les mod�eles �a un essai de traction biaxiale o�u le rap-
port, �, d�e�ni en (2.4) et (2.6), est �egal �a 2. C'est donc un essai de traction biaxiale o�u
les d�eplacements impos�es dans la direction 1 sont deux fois plus importants que dans la
direction 2. Les r�esultats sont pr�esent�es �gures 2.35 et 2.36.

Les �gures 2.35 et 2.36 repr�esentent les r�esultats obtenus pour les di��erents mod�eles
confront�es aux r�esultats exp�erimentaux, alors que les �gures 2.37 et 2.38 montrent les
valeurs absolues des erreurs relatives pour chacun des mod�eles vis-�a-vis de l'exp�erience.

Fig. 2.35 { R�esultats obtenus sur un es-
sai de traction biaxiale avec � = 2 avec
les di��erentes densit�es pour le NR

 

Fig. 2.36 { R�esultats obtenus sur un
essai de traction biaxiale avec � =
2 avec les di��erentes densit�es pour le
SBR+Si150

r�esultats exp�erimentaux mod�ele Diani mod�ele Hart-Smith
traction biaxiale � M �
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Fig. 2.37 { Evolution de l'erreur obte-
nue sur un essai de traction biaxiale avec
� = 2 avec les di��erentes densit�es pour
le NR

 

Fig. 2.38 { Evolution de l'erreur obte-
nue sur un essai de traction biaxiale avec
� = 2 avec les di��erentes densit�es pour
le SBR+Si150

mod�ele Diani mod�ele Hart-Smith
traction biaxiale M �

On peut constater sur les �gures 2.35 et 2.36 que la r�eponse exp�erimentale est rela-
tivement bien approxim�ee par les deux mod�eles retenus. Cependant, la remarque faite
pr�ec�edemment sur le mod�ele de Hart-Smith demeure valable. L'allure des courbes, en
particulier pour le NR, n'est pas du tout respect�ee.

L'�etude des erreurs relatives nous a permis de faire notre choix quant �a la densit�e d'�energie
retenue. En e�et, les �gures 2.37 et 2.38 permettent de constater que le mod�ele de
Hart-Smith induit des erreurs tr�es importantes (sup�erieures �a 25%) jusqu'�a 100% de
d�eformation pour �nalement atteindre des erreurs de l'ordre de celles engendr�ees par
la m�ethode propos�ee par Diani.
Ainsi, dans la mesure o�u la qualit�e de la mod�elisation des ph�enom�enes de fatigue que nous
allons pr�esenter par la suite d�epend implicitement de la qualit�e de la loi de comportement
�elastique sans endommagement, nous pr�ef�erons utiliser dans tout ce qui suit la densit�e
d'�energie de Lambert-Diani et Rey pour identi�er le comportement hyper�elastique non
endommag�e des mat�eriaux �elastom�eres consid�er�es, et ce, sur le deuxi�eme cycle de charge-
ment.

La densit�e d'�energie permettant de d�e�nir le comportement hyper�elastique incompres-
sible et non endommag�e des mat�eriaux �elastom�eres �etant choisie, nous allons pouvoir
nous attacher �a l'�etude en fatigue de ces milieux. Nous allons, au cours des chapitres
suivants, mettre en �evidence les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue et proposerons
une mod�elisation de ces ph�enom�enes.
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Chapitre 3

Caract�erisation des ph�enom�enes

d'adoucissement par fatigue

Au cours du chapitre pr�ec�edent, nous avons pr�esent�e les protocoles exp�erimentaux qui
ont �et�e mis en oeuvre lors de cette �etude. Ceux-ci nous ont permis de choisir une densit�e
d'�energie parmi celles propos�ees dans la litt�erature a�n de caract�eriser de fa�con �able le
comportement sans endommagement des milieux �elastom�eres �etudi�es.
Dans ce chapitre, nous allons nous attacher �a l'�etude du comportement en fatigue de ces
milieux hyper�elastiques.
Dans un premier temps, nous mettrons en �evidence les ph�enom�enes d'adoucissement
par fatigue que nous avons pu constater exp�erimentalement. Nous montrerons que ces
ph�enom�enes d�ependent de deux param�etres qui sont le nombre de cycles de chargement
et la d�eformation maximale impos�ee. En�n, apr�es une analyse approfondie des mod�eles
propos�es dans la litt�erature, pr�esent�es au cours du chapitre 1, pour d�ecrire les ph�enom�enes
d'adoucissement, nous utiliserons ceux-ci a�n de mod�eliser l'adoucissement par fatigue que
nous avons pu remarquer exp�erimentalement. L'analyse et la confrontation aux r�esultats
exp�erimentaux de ces mod�eles montreront la n�ecessit�e de d�evelopper un nouveau mod�ele
d'adoucissement par fatigue permettant d'appr�ehender de fa�con plus satisfaisante ces
ph�enom�enes.
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3.1 Mise en �evidence des ph�enom�enes d'adoucisse-

ment par fatigue

Des �eprouvettes normalis�ees (d�e�nies section 2.2.1) d'�elastom�eres ont �et�e soumises �a de
la traction r�ep�et�ee �a d�eformation maximale impos�ee sur la machine de traction uniaxiale
pr�esent�ee section 2.2.2. Ces �eprouvettes sont compos�ees des mat�eriaux pr�esent�es dans le
tableau 2.1.
Les essais et le syst�eme d'acquisition des d�eformations, d�ecrit dans la section 2.2.3, nous
permettent de repr�esenter pour les di��erentes nuances de caoutchouc �etudi�ees, l'�evolution
de la contrainte de Piola-Kirchho� T au cours du chargement cyclique.

Nous avons �evoqu�e au cours du chapitre 1 que deux m�ecanismes d'endommagement
gouvernaient l'adoucissement. L'endommagement discontinu, apparaissant entre les 1er

et 2i�eme cycles de charge, ne faisant pas partie de cette �etude, nous avons repr�esent�e
l'�evolution de la contrainte au cours du chargement cyclique seulement �a partir du 2i�eme

cycle.
Les graphes qui suivent repr�esentent cette �evolution pour les mat�eriaux �etudi�es dans le
cas d'un chargement �a 200% de d�eformation maximale impos�ee sauf dans le cas du SBR,
pour lequel nous avons repr�esent�e le cas d'un chargement �a 100% de d�eformation car les
conditions d'essais (vitesse) induisaient une rupture trop rapide dans le cas d'un charge-
ment �a 200% de d�eformation maximale impos�ee (�gures 3.1 �a 3.6). Seules les charges sont
repr�esent�ees puisqu'elles seules font l'objet de cette �etude.

Nous pouvons remarquer sur les �gures 3.1 �a 3.6 une chute importante de la contrainte
d�es les premiers cycles de chargement.

Fig. 3.1 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance NR

 

Fig. 3.2 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance SBR
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Fig. 3.3 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance NR+C

 

Fig. 3.4 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance SBR+C

Fig. 3.5 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance NR+Si

 

Fig. 3.6 { Evolution de la contrainte
au cours d'un chargement cyclique �a
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance SBR+Si

En e�et, la valeur de la contrainte nominale induite �a un cycle donn�e, �a un niveau de
d�eformation donn�e, est toujours inf�erieure aux valeurs des contraintes mesur�ees au cours
des cycles pr�ec�edents. C'est ce ph�enom�ene de chute de contrainte au cours du chargement
que nous appelons ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue.
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A�n de mieux rendre compte de l'adoucissement par fatigue, nous pouvons repr�esenter
l'�evolution de la contrainte maximale induite en fonction du nombre de cycles pour
les di��erentes intensit�es de d�eformations maximales impos�ees. Les di��erents niveaux de
d�eformation maximale impos�es sont de 100, 150 et 200% de d�eformation.

On peut constater sur les �gures 3.7 et 3.8 que la chute de contrainte est quasiment
n�egligeable dans le cas des caoutchoucs non charg�es, c'est-�a-dire le caoutchouc naturel
(NR) et le caoutchouc synth�etique (SBR). Cette chute est en tout cas tr�es nettement
inf�erieure aux chutes constat�ees pour les caoutchoucs renforc�es par des particules de noir
de carbone ou par des particules de silice (NR+C, NR+Si, SBR+C, SBR+Si)(�gures 3.9
�a 3.12).
En e�et, par exemple dans le cas du caoutchouc naturel pur, NR, soumis �a 200% de
d�eformation maximale impos�ee, la chute de contrainte entre le 2i�eme et le 200i�eme cycle est
de l'ordre de 4 %, tandis que dans le cas du caoutchouc naturel renforc�e par des particules
de silice, NR+Si, soumis au même niveau de d�eformation maximale impos�ee, la chute de
contrainte est de l'ordre de 45 %.

Fig. 3.7 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et du
nombre de cycles pour la nuance NR

 

Fig. 3.8 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et du
nombre de cycles pour la nuance SBR

Cette constatation corrobore les r�esultats pr�esent�es par Bouasse et Carri�ere (1903 [13]) ou
encore M�ullins et Tobin (1947 [78]). En e�et, ces auteurs expliquaient que le ph�enom�ene
d'adoucissement apparaissait aussi bien dans les �elastom�eres purs que dans les �elastom�eres
charg�es mais que ce ph�enom�ene �etait nettement plus prononc�e dans les �elastom�eres
charg�es. La pr�esence de charges et/ou de liaisons matrice-charges semble donc être en
fatigue un facteur fragilisant.
On peut �egalement remarquer que l'adoucissement par fatigue est moins important pour
les nuances de caoutchouc synth�etique charg�e (SBR+C, SBR+Si) que pour les nuances
de caoutchouc naturel renforc�e par le même type de charges (NR+C, NR+Si).
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Fig. 3.9 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et du
nombre de cycles pour la nuance NR+C

 

Fig. 3.10 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et
du nombre de cycles pour la nuance
SBR+C

Fig. 3.11 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et du
nombre de cycles pour la nuance NR+Si

 

Fig. 3.12 { Evolution de la contrainte
maximale en fonction de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees et
du nombre de cycles pour la nuance
SBR+Si

Par exemple, la chute entre le 2i�eme et le 150i�eme cycle pour le NR+Si soumis �a 200% de
d�eformation maximale impos�ee est de l'ordre de 48% alors qu'elle n'est que de 25% pour
le SBR+Si. Cette remarque demeure valable pour les niveaux de d�eformation plus faibles.
Ainsi, il semblerait que le caoutchouc naturel charg�e ait une moins bonne tenue en fatigue
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que le caoutchouc synth�etique charg�e.

Les �gures 3.9 �a 3.12, qui repr�esentent l'�evolution de la contrainte maximale en fonction
du nombre de cycles pour les nuances de caoutchouc charg�e, montrent �egalement que les
ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue sont importants et rapides au cours des 50 pre-
miers cycles, mais que ces ph�enom�enes, bien qu'amoindris, continuent �a �evoluer au del�a
du 50i�eme cycle.
En e�et, prenons le cas du NR+Si, la chute de contrainte entre le 2i�eme et le 50i�eme cycle
est de l'ordre de 37 % mais la contrainte chute encore de 13 % entre le 50i�eme et le 200i�eme

cycle. Dans le cas du SBR+C, la chute de contrainte entre le 2i�eme et le 50i�eme cycle est
�egale �a 34% et de 9% entre le 50i�eme et le 200i�eme cycle. Ce ph�enom�ene semble donc per-
sister quelles que soient la matrice et la charge.
Les �gures 3.8 �a 3.12 montrent bien que le ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue est
un ph�enom�ene qui ne peut être n�eglig�e au del�a de quelques cycles, et ce, pour les trois
niveaux de d�eformation maximale impos�es consid�er�es.

Le fait que la contrainte continue de chuter au del�a du 50i�eme cycle de fa�con signi�cative,
contredit beaucoup d'auteurs qui consid�erent le ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue
stabilis�e au bout de quelques cycles (M�ullins et Tobin, 1947 [78] ; Ogden et Roxburgh,
1999 [84]), ou encore n�egligeable devant l'endommagement discontinu c'est-�a-dire devant
la chute de contrainte entre le 1er et le 2i�eme cycle (Chagnon et al, 2001 [26] [27]).

L'ensemble de ces constatations a �et�e quanti��e et r�esum�e dans le tableau 3.1.

On constate encore une fois que certes la chute de contrainte entre les cycles 1 et 2 est
plus importante qu'entre deux autres cycles cons�ecutifs, quels qu'ils soient. Cependant
cette chute ne peut être consid�er�ee comme la seule �a prendre en compte �etant donn�ees les
chutes de contraintes cumul�ees apr�es 50 ou encore 200 cycles de chargement.

En�n, les �gures 3.7 �a 3.12, qui repr�esentent la contrainte maximale en fonction du
nombre de cycles pour di��erentes d�eformations maximales impos�ees, montrent �egalement
la d�ependance de ce ph�enom�ene d'adoucissement vis �a vis de deux param�etres :

{ le nombre de cycles de chargement,

{ l'intensit�e des d�eformations maximales vues par le mat�eriau.

Cette d�ependance avait d�ej�a �et�e sugg�er�ee dans le premier chapitre grâce �a la �gure 1.8
qui repr�esentait la contrainte maximale exp�erimentale en fonction du nombre de cycles,
obtenue par Shen et al. [99] dans un cas compressible.

A�n de mieux illustrer cette double d�ependance, nous pr�esentons dans le cas des nuances
charg�ees, �gure 3.13 �a 3.16, l'�evolution, en fonction du nombre de cycle, de la contrainte
maximale norm�ee par la contrainte maximale au cours du cycle 1.
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% de chute
du cycle 2
par rapport
au cycle 1

% de chute
du cycle 10
par rapport
au cycle 2

% de chute
du cycle 50
par rapport
au cycle 10

% de chute
du cycle 200
par rapport
au cycle 50

NR
100%
150%
200%

2
2
2

1
1
2

s0
2
2

2
s0
s0

SBR
100% 2 2 1 1
NR+C
100%
150%
200%

21
28
36

17
24
32

12
16
21

10
13
16

SBR+C
100%
150%
200%

12
16
19

14
16
21

9
10
16

8
8
9

NR+Si
100%
150%
200%

16
25
33

15
21
30

9
15
19

7
9
10

SBR+Si
100%
150%
200%

5
12
15

8
11
12

5
3
8

4
6

rupture

Tab. 3.1 { Valeurs des chutes de contraintes au cours du chargement cyclique

Fig. 3.13 { Evolution de la contrainte
maximale norm�ee par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de l'in-
tensit�e des d�eformations maximales im-
pos�ees et du nombre de cycles pour la
nuance NR+C

 

Fig. 3.14 { Evolution de la contrainte
maximale norm�ee par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de l'in-
tensit�e des d�eformations maximales im-
pos�ees et du nombre de cycles pour la
nuance SBR+C
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Fig. 3.15 { Evolution de la contrainte
maximale norm�ee par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de l'in-
tensit�e des d�eformations maximales im-
pos�ees et du nombre de cycles pour la
nuance NR+Si

 

Fig. 3.16 { Evolution de la contrainte
maximale norm�ee par la contrainte
maximale du cycle 1 en fonction de l'in-
tensit�e des d�eformations maximales im-
pos�ees et du nombre de cycles pour la
nuance SBR+Si

On peut remarquer sur les �gures 3.13 �a 3.16, de fa�con plus �evidente que sur les �gures 3.9
�a 3.12, la d�ependance du ph�enom�ene d'adoucissement vis-�a-vis de ces deux param�etres.
En e�et, on constate que non seulement la contrainte d�ecroit lorsque le nombre de cycle
de charge augmente mais �egalement que plus le niveau de d�eformation maximale impos�e
est grand, plus la chute de contrainte est importante.

Nous allons montrer par la suite en quoi les mod�eles de la litt�erature propos�es par Beatty
et al. [7] et Shen et al. [99], d�ecrits dans les sections 1.4.2.2 et 1.4.2.3, ne sont pas adapt�es
au ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue.

Par soucis de clart�e et dans la mesure o�u l'adoucissement ayant lieu entre les deux premiers
cycles de chargement, appel�e commun�ement e�et M�ullins, ne fait pas partie de notre �etude,
nous consid�ererons le 2i�eme cycle de chargement e�ectif comme le premier cycle consid�er�e
et l'appellerons ainsi.

3.2 Limites des mod�eles de la litt�erature

Parmi les mod�eles trouv�es dans la litt�erature, deux grandes tendances sont pr�esentes.
La premi�ere est de consid�erer que les ph�enom�enes d'adoucissement au cours des 2 pre-
miers cycles, d�ependant quasi-essentiellement du niveau de d�eformation impos�e, sont
pr�epond�erants et donc de n�egliger l'adoucissement ayant lieu au cours des cycles sui-
vants. C'est ce que proposent, comme d'autres, Beatty et Krishnaswamy [7]. La deuxi�eme
tendance est de consid�erer que les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue, �etant par
d�e�nition des ph�enom�enes d�ependant du nombre de cycles de chargement, ne d�ependent
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que de ce param�etre. C'est ce que proposent Shen, Golnaraghi et Plumtree [99].
Etudions ces deux approches.

3.2.1 Mod�ele de Beatty et Krishnaswamy [7]

Le mod�ele de Beatty et Krishnaswamy [7] est d�ecrit par les relations (1.41), (1.42) et
(1.44). Ces auteurs ont propos�e un mod�ele d'adoucissement qui ne prend en compte que
la d�eformation par l'interm�ediaire de la magnitudem, d�e�nie par l'�equation (1.42), comme
seul param�etre pour mod�eliser la chute de contrainte.

Bien que ce mod�ele consid�ere l'adoucissement par fatigue comme n�egligeable, nous l'avons
tout de même �etudi�e. Nous avons donc appliqu�e ce mod�ele �a nos essais de traction r�ep�et�ee
�a d�eformation maximale impos�ee. La magnitude,m, atteint son maximum d�es la premi�ere
mont�ee en charge et donc, selon ce mod�ele, d�es le 2i�eme cycle le mat�eriau se comporte de
fa�con �elastique suivant la premi�ere courbe de d�echarge. La contrainte est alors donn�ee par
la deuxi�eme �equation de la relation (1.41), c'est-�a-dire qu'on peut exprimer la contrainte
au N i�eme cycle, 8N > 2, grâce �a la relation suivante :

TN = T 2 = (1� d(mmax))T 0 8N (3.1)

o�u TN est la contrainte de Piola-Kirchho� au cycle N, T 2, celle au cycle 2, T 0, celle du
mat�eriau non endommag�e (d�erivant d'une densit�e d'�energie choisie dans la litt�erature), et
mmax, le maximum de la magnitude m.

Cependant les �gures 3.1 �a 3.16 montrent que la contrainte associ�ee �a une d�eformation
impos�ee ne cesse de diminuer en fonction du nombre de cycles. En e�et, la valeur de la
contrainte �a un cycle donn�e, �a un niveau de d�eformation donn�e, est toujours inf�erieure
aux valeurs de contrainte des cycles pr�ec�edents au même niveau de d�eformation. De plus,
ce ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue �evolue même au-del�a du 50i�eme cycle (�gures
3.9 �a 3.16 et tableau 3.1). Ainsi, plus le nombre de cycles sera grand, plus l'adoucisse-
ment sera important. Pourtant Beatty et Krishnaswamy supposent que pour tout cycle
sup�erieur �a 2, le mat�eriau se comporte de fa�con �elastique suivant toujours la premi�ere
courbe de d�echarge. Ainsi, d'apr�es l'�equation (3.1), plus le nombre de cycles sera grand,
plus l'adoucissement par fatigue sera important et plus l'erreur entre l'exp�erience et leur
mod�ele sera �egalement grande.

3.2.2 Mod�ele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99]

Le mod�ele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99] est d�ecrit par les relations (1.45) et (1.46).
Ces auteurs ont propos�e un mod�ele purement descriptif qui ne fait intervenir que le nombre
de cycles de chargement et non l'intensit�e des d�eformations vues par le mat�eriau, dans la
d�e�nition des param�etres d�ecrivant l'adoucissement (�equation (1.46)).

Nous pouvons remarquer que, bien que les coeÆcients Ci(N) soient d�e�nis par la même
�equation (1.46), ceux-ci n'ont pas la même dimension. En e�et, si on regarde l'�equation
(1.45), on constate que C1(N) est un param�etre sans dimension alors que C2(N) est un
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param�etre ayant la dimension d'une contrainte, soit en MPa. Cette remarque rend l'in-
terpr�etation de ces param�etres extrêmement diÆcile.

Nous adapterons cependant ce mod�ele dans un cadre pr�edictif en identi�ant les coeÆcients
d'adoucissement Ci(N) sur les premiers cycles de chargement a�n de pr�evoir le comporte-
ment �a un cycle ult�erieur et rendre ainsi le mod�ele de Shen, Golnaraghi et Plumtree [99]
pr�edictif.

Cependant, les �gures 3.7 �a 3.16, qui repr�esentent l'�evolution de la contrainte maximale en
fonction du nombre de cycles pour di��erents niveaux de d�eformations maximales impos�es,
montrent clairement la d�ependance du ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue vis-�a-vis de
deux param�etres : le nombre de cycles de chargement ET le niveau de d�eformation maxi-
male impos�e. Pourtant, les param�etres d'adoucissement Ci(N) de ce mod�ele (�equation
(1.46)) ne d�ependent clairement que du nombre de cycles de chargement N .

Ainsi, nous pensons que celui-ci ne sera pas adapt�e �a l'adoucissement par fatigue �a cause
de sa non-d�ependance �a la d�eformation maximale impos�ee.

Nous avons constat�e que les mod�eles propos�es dans la litt�erature ne semblaient pas adapt�es
pour d�ecrire le ph�enom�ene d'adoucissement par fatigue de par leur unique d�ependance soit
au nombre de cycles de chargement, soit �a la d�eformation maximale impos�ee. Il semble
donc n�ecessaire de d�evelopper un nouveau mod�ele prenant en compte ces deux param�etres
en même temps. Cependant, nous v�eri�ons dans un premier temps la mise en d�efaut de
ces mod�eles extraits de la litt�erature.

3.3 Confrontation des mod�eles et de l'exp�erience

A�n de pouvoir confronter ces di��erents mod�eles, nous expliquons, dans un premier temps,
la fa�con dont ceux-ci sont identi��es.

3.3.1 Identi�cation des di��erents mod�eles

3.3.1.1 Mod�ele de Beatty et Krishnaswamy

Le mod�ele d'adoucissement de Beatty et Krishnaswamy est d�e�ni par le syst�eme d'�equations
(1.41).

Au cours d'un essai cyclique �a d�eformation maximale impos�ee constante, la magnitude,m,
atteint son maximum �a la �n de la premi�ere mont�ee en charge consid�er�ee. L'adoucissement
est alors mod�elis�e pour tout autre cycle N > 2, par :

TN = (1� d(mmax))T 0 8N > 2

avec d(m) = 1� exp(�b(m �
p
3))

(3.2)

La contrainte T 0 est ensuite identi��ee sur la premi�ere charge consid�er�ee (c'est-�a-dire la
charge du cycle 2) en utilisant une fonction densit�e d'�energie. Nous avons choisi de tra-
vailler avec la m�ethode d'identi�cation propos�ee par Lambert-Diani et Rey [63] pour les
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raisons d�ecrites au cours du deuxi�eme chapitre (section 2.5).

Le param�etre b est choisi de sorte �a v�eri�er la relation suivante :

T 1exp � T 0

T 1exp
6 5% (3.3)

o�u T 1exp est la contrainte exp�erimentale au premier cycle consid�er�e.

Une fois ce param�etre b d�etermin�e, nous avons contrôl�e qu'il v�eri�ait la condition de
monotonicit�e propos�ee par Beatty et Krishnaswamy [7] et qui s'�ecrit :

0 < b <
dT 0

d�

m

2T 0(�3 � ��3)
(3.4)

La contrainte s'exprime alors de la mani�ere suivante :

TN = exp(�b(mmax �
p
3))T 0 8N > 2: (3.5)

Beatty et Krishnaswamy ont, dans leur article, fait varier le param�etre b et ils ont constat�e
que leur mod�ele d�ecrivait l'adoucissement �etudi�e. Cependant, aucun r�esultat exp�erimental
n'a �et�e propos�e pour corroborer les r�esultats obtenus.
Avec les r�esultats exp�erimentaux que nous avons obtenus, nous avons trouv�e b = 5:10�3

pour l'ensemble des mat�eriaux consid�er�es, c'est-�a-dire que le param�etre b est constant
quelque soit le mat�eriau que nous avons �etudi�e. Cette constatation nous incite �a dire
que, dans notre cas, b n'est pas un param�etre d�ependant du mat�eriau mais un coeÆcient
d�e�nissant le mod�ele.

3.3.1.2 Mod�ele de Shen, Golnaraghi et Plumtree

Le mod�ele d'adoucissement de Shen, Golnaraghi et Plumtree est d�e�ni par le syst�eme
d'�equations (1.45). Seule la premi�ere �equation nous int�eresse puisque dans le cadre de
cette �etude, nous nous sommes int�eress�es uniquement aux charges.

Sur la base de ce mod�ele �etabli dans un but descriptif pour des mat�eriaux compressibles,
nous avons identi��e les deux param�etres C1(N) et C2(N) adapt�es aux mat�eriaux que nous
avons �etudi�es sur les neuf premiers cycles de charge consid�er�es. Grâce �a l'identi�cation de
ces param�etres, nous en avons d�eduit les contraintes des cycles ult�erieurs. Par ce biais, le
mod�ele devient donc un mod�ele pr�edictif.

Pour l'identi�cation des param�etres C1(N) et C2(N), nous avons trac�e les contraintes
exp�erimentales T (N; �) pour 2 6 N 6 10, en fonction de la contrainte exp�erimentale au
premier cycle consid�er�e T (1; �) (�gure 3.17). Ces graphes sont tr�es bien approxim�es par
des droites de la forme T (N; �) = C1T (1; �) + C2.
Par la suite, les valeurs des param�etres C1(N) et C2(N) sont trac�ees en fonction du nombre
de cycles de chargement, N (�gure 3.18). Les courbes obtenues ont pu être repr�esent�ees
de fa�con satisfaisante par des fonctions rationnelles d�e�nies par l'�equation (1.46) et nous
avons �nalement identi��e les coeÆcients aij grâce �a un logiciel de lissage (origin c
).
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Fig. 3.17 { Repr�esentation de la
contrainte au cycle N en fonction de la
contrainte au premier cycle consid�er�e

 

Fig. 3.18 { Identi�cation des Ci(N)

Finalement, nous obtenons la relation suivante pour la contrainte :

TN =
a11N + a21

a31N2 + a41N + a5i
T 1 +

a12N + a22
a32N2 + a42N + a52

8N > 2: (3.6)

Les valeurs de ces di��erents param�etres sont r�epertori�ees dans le tableau 3.2.

Mat�eriau param�etre C1 param�etre C2

NR
a11=3,31168, a21=3,38366
a31=0,00148, a41=3,39447

a51=3,23157

a12=-8,7923.10
24, a22=1,1036.10

26

a32=-2,3103.10
26, a42=7,5296.10

27

a52=-5,7673.10
28

SBR
a11=-0,73965, a21=12,83278
a31=0,00027, a41=-0,74523

a51=12,78322

a12=-0,90034, a22=1,66437
a32=-1,91804, a42=50,13356

a52=-16,62429

NR+C
a11=2,27082, a21=3,10505
a31=0,02179, a41=3,91755

a51=-0,18648

a12=1,74108, a22=-4,85873
a32=0,50864, a42=3,68243

a52=47,22373

SBR+C
a11=2,01224 , a21=11,60563
a31=-0,02529 , a41=3,18074

a51=10,20018

a12=-2,10116 , a22=327,93134
a32=160,21196 , a42=-2507,5687

a52=17170,99746

NR+Si
a11=2,41551, a21=2,66236
a31=0,02182, a41=3,79447

a51=-0,07588

a12=2,02016, a22=-4,0287
a32=0,07678, a42=8,42653

a52=7,83988

SBR+Si
a11=3,12641, a21=-3,38488
a31=0,00846, a41=3,54545

a51=-4,32641

a12=-3,491.10
10, a22=1,2703.10

12

a32=3,931.10
13, a42=-6,8013.10

14

a52=3,1846.10
15

Tab. 3.2 { Valeurs des param�etres du mod�ele de Shen et al. [99]
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3.3.2 R�esultats exp�erimentaux

3.3.2.1 Confrontation du mod�ele de Beatty et al. et des r�esultats exp�erimen-
taux

Nous avons vu au cours du premier chapitre et dans la section 3.2.1 que le mod�ele de
Beatty et al. [7] ne d�ependait que de la d�eformation par l'interm�ediaire de la magnitude,
m (�equation (1.42)). En outre, nous avons �egalement montr�e que l'adoucissement par
fatigue �etait plus ou moins important selon le niveau de d�eformation maximale impos�e
consid�er�e.
Nous avons donc confront�e ce mod�ele aux r�esultats exp�erimentaux pour di��erents niveaux
de d�eformation maximale impos�ee pour un cycle de chargement donn�e. Le param�etre b
est identi��e comme nous l'avons expliqu�e dans la section 3.3.1.1 sur le premier cycle de
chargement consid�er�e.

Les r�esultats obtenus avec ce mod�ele d'adoucissement sont repr�esent�es sur les �gures 3.19
�a 3.24. Ces �gures repr�esentent la contrainte pr�evue par le mod�ele de Beatty et al. [7] et
les r�esultats exp�erimentaux au 200i�eme cycle consid�er�e pour trois niveaux de d�eformation
maximale impos�es (sauf pour le SBR+Si pour lequel nous pr�esenterons le 150i�eme cycle
en raison de probl�emes exp�erimentaux) en fonction de l'�elongation. Pour les nuances non
charg�ees, nous avons repr�esent�e le cas d'un seul niveau de d�eformation maximale impos�e,
car nous avons vu au cours de la section 3.1 que même pour des niveaux de d�eformation
�elev�es, le mat�eriau ne s'adoucissait que tr�es peu (�gure 3.7).

Les �gures 3.19 et 3.20, qui pr�esentent les r�esultats obtenus pour les nuances de caout-
choucs non charg�es, montrent que le mod�ele propos�e par Beatty et al. pr�evoit de fa�con tr�es
satisfaisante la contrainte au cycle 200, aussi bien pour des d�eformations faibles qu'�elev�ees.

Fig. 3.19 { Confrontation du mod�ele
de Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance NR

 

Fig. 3.20 { Confrontation du mod�ele
de Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance SBR
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Fig. 3.21 { Confrontation du mod�ele
de Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance NR+C

 

Fig. 3.22 { Confrontation du mod�ele
de Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance SBR+C

Fig. 3.23 { Confrontation du mod�ele
de Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance NR+Si

 

Fig. 3.24 { Confrontation du mod�ele
Beatty et al. �a l'exp�erience pour la
nuance SBR+Si

Ceci s'explique, comme nous avons pu le remarquer sur les �gures 3.1 et 3.2, par le fait
que les caoutchoucs non charg�es s'adoucissaient de fa�con moins prononc�ee que les caout-
choucs charg�es. De ce fait, le mod�ele de Beatty et al. est tr�es bien adapt�e �a ce genre de
mat�eriaux puisque ces auteurs consid�erent que l'adoucissement n'a lieu qu'entre les deux
premiers cycles.

En ce qui concerne les nuances de caoutchouc charg�e (�gures 3.21 �a 3.24), on peut remar-
quer que le mod�ele de Beatty et al. surestime syst�ematiquement la contrainte exp�erimenta-
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le pour les trois niveaux de d�eformation consid�er�es. En e�et, ces auteurs supposent que
d�es le 2i�eme cycle, les mat�eriaux se comportent de fa�con �elastique et qu'ainsi la contrainte
ne chute plus. Cependant, nous avons montr�e que la chute de contrainte se produisait en-
core au-del�a du 50i�eme cycle (tableau 3.1). Il est donc logique que le mod�ele de Beatty et

al. surestime la contrainte exp�erimentale. Cependant, la �gure 3.24 montre que le mod�ele
de Beatty et al. donne des r�esultats assez satisfaisants pour la nuance de SBR+Si. Ceci
s'explique par le fait que cette nuance s'adoucit moins que les autres nuances charg�ees (ta-
bleau 3.1), qu'elles aient une matrice de caoutchouc naturel ou de caoutchouc synth�etique.

L'ensemble de ces remarques con�rment que le mod�ele de Beatty et al. n'est pas adapt�e
pour d�ecrire les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue de par son unique d�ependance �a
la d�eformation. Cependant, il reste bien adapt�e dans le cas de mat�eriaux qui s'adoucissent
tr�es faiblement, comme les caoutchoucs non charg�es.

3.3.2.2 Confrontation du mod�ele de Shen et al. et des r�esultats exp�erimentaux

Nous avons vu au cours du premier chapitre et dans la section 3.2.2 que le mod�ele de Shen
et al. [99] ne d�ependait que du nombre de cycles de chargement. Nous avons �egalement
montr�e que l'adoucissement par fatigue d�ependait pourtant �egalement de l'intensit�e des
d�eformations maximales impos�ees au cours du chargement cyclique. Nous avons donc
confront�e ce mod�ele �a l'exp�erience �a un niveau de d�eformation maximale impos�ee pour
di��erents cycles de chargement. Les di��erents param�etres sont identi��es sur les 10 pre-
miers cycles de chargement (section 3.4.1.2) et sont r�epertori�es dans le tableau 3.2.

Les �gures 3.25 �a 3.30 repr�esentent les r�esultats obtenus aux cycles 50, 100 et 200 �a 200%
de d�eformation maximale impos�ee (sauf le SBR pour lequel on a repr�esent�e le cas d'un
chargement �a 100% de d�eformation maximale impos�ee).

Les �gures 3.25 et 3.27 montrent que le mod�ele de Shen et al. donnent de tr�es mauvais
r�esultats. En e�et, les erreurs relatives atteignent 51% pour le NR+C et 39% pour le NR
au 200i�eme cycle.
On remarque que pour la nuance NR+Si (�gure 3.29), le mod�ele de Shen et al. pr�evoit de
fa�con satisfaisante la contrainte au cycle 50. Cependant, il devient instable et engendre
des erreurs nettement plus grandes quand on regarde la contrainte pr�evue au cycle 200.
Concernant le SBR+C (�gure 3.28), au 50i�eme cycle, l'erreur est de l'ordre de 39% en
moyenne sur l'intervalle consid�er�e et atteint 42% au maximum de d�eformation. En re-
vanche, au 200i�eme cycle, l'erreur est de l'ordre de 257% en moyenne sur l'intervalle de
d�eformation consid�er�e.
Les �gures 3.26 et 3.30 montrent que le mod�ele de Shen et al. est assez satisfaisant aussi
bien aux petites qu'aux grandes d�eformations pour les trois cycles �etudi�es. En e�et, pour
le SBR, le mod�ele de Shen et al. atteint 14% d'erreur en moyenne au 200i�eme cycle, et
pour le SBR+Si, les erreurs sont de l'ordre de 5% au 150i�eme cycle.

Ces di��erentes remarques montrent que le mod�ele propos�e par Shen et al. adapt�e �a un
cadre pr�edictif, est tr�es instable, donnant parfois de bons r�esultats, et qu'il ne peut donc
être utilis�e dans ce cadre.
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Fig. 3.25 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
NR

 

Fig. 3.26 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
SBR

Fig. 3.27 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
NR+C

 

Fig. 3.28 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+C

De plus, même si, parfois, il pr�evoit correctement le comportement en fatigue, il introduit
cependant l'identi�cation de 10 param�etres.

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


70 Caracterisation des phenomenes d adoucissement par fatigue

Fig. 3.29 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
NR+Si

 

Fig. 3.30 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+Si

Nous avons �egalement regard�e les r�esultats obtenus pour le NR+Si et le SBR+C, cas les
plus d�efavorables au mod�ele, dans le cas o�u les coeÆcients �etaient, cette fois, identi��es
sur les 19 premiers cycles. Les valeurs sont r�epertori�ees dans le tableau 3.3 et les r�esultats
sont repr�esent�es sur les �gures 3.31 et 3.32.

Fig. 3.31 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
NR+Si dans le cas d'une identi�cation
sur les 19 premiers cycles

 

Fig. 3.32 { Confrontation du mod�ele de
Shen et al. �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+C dans le cas d'une identi�cation
sur les 19 premiers cycles

On peut remarquer que l'augmentation du nombre de cycles requis pour l'identi�cation
permet, dans le cas du SBR+C (�gure 3.32), de diminuer l'erreur entre l'exp�erience et
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Mat�eriau param�etre C1 param�etre C2

SBR+C
a11=3,35406 , a21=-0,57585
a31=0,0101 , a41=4,21655

a51=-2,26102

a12=141,97352 , a22=-228,08291
a32=97,6202 , a42=2527,58898

a52=-2023,01913

NR+Si
a11=2,75327 , a21=3,86295
a31=0,02223 , a41=4,40401

a51=0,66641

a12=1,94527 , a22=-4,12528
a32=-0,07124, a42=10,25303

a52=-1,57692

Tab. 3.3 { Valeurs des param�etres du mod�ele de Shen et al. [99] identi��es sur 19 cycles

le mod�ele. Cependant, dans le cas du NR+Si (�gure 3.31), même si l'erreur a diminu�e
aux cycles 50 et 100, celle-ci a doubl�e au cycle 200. Le mod�ele reste ainsi toujours tr�es
instable même en augmentant le nombre de cycles pour identi�er les di��erents param�etres.

Nous avons donc montr�e les limites des mod�eles de la litt�erature au travers de ces
r�esultats exp�erimentaux. Nous allons d�evelopper dans le chapitre suivant un nouveau
mod�ele d'adoucissement par fatigue permettant d'appr�ehender de mani�ere plus satisfai-
sante ces ph�enom�enes en prenant en compte les d�ependances vis-�a-vis de la d�eformation
maximale impos�ee (comme le mod�ele de Beatty et al.) et du nombre de cycles de char-
gement (comme le mod�ele de Shen et al.). Nous le confronterons ensuite aux r�esultats
exp�erimentaux.
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Chapitre 4

Un nouveau mod�ele d'adoucissement

par fatigue

Au cours du chapitre pr�ec�edent, nous avons mis en �evidence l'adoucissement par fa-
tigue ainsi que les facteurs in
uants ce ph�enom�ene. En outre, nous avons montr�e les
limites, grâce �a une confrontation �a des r�esultats exp�erimentaux, des mod�eles extraits de
la litt�erature.
Dans ce chapitre, nous allons nous attacher au d�eveloppement d'un nouveau mod�ele
d'adoucissement par fatigue permettant d'appr�ehender de mani�ere plus satisfaisante ces
ph�enom�enes.
Ce mod�ele, fond�e sur une approche classique de la m�ecanique des milieux continus, in-
troduit une variable d'endommagement qui tient compte des d�ependances au nombre
de cycles de chargement et �a la d�eformation maximale impos�ee. Nous montrerons alors
que le mod�ele d�evelopp�e pr�esente l'avantage d'être un mod�ele pr�edictif n�ecessitant l'iden-
ti�cation d'un unique param�etre. Nous confronterons ensuite ce mod�ele aux r�esultats
exp�erimentaux obtenus. Nous montrerons en�n que l'identi�cation de ce param�etre per-
met, dans certaines conditions, la pr�evision du comportement en fatigue induit par de la
traction r�ep�et�ee tant �a d�eformation maximale impos�ee qu'�a contrainte maximale impos�ee,
et ce pour l'ensemble des mat�eriaux consid�er�es.
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4.1 D�eveloppement d'un nouveau mod�ele d'adoucis-

sement par fatigue

Nous allons d�evelopper dans cette section un nouveau mod�ele de fatigue qui nous per-
mettra d'appr�ehender de mani�ere plus satisfaisante les ph�enom�enes d'adoucissement par
fatigue et qui prendra en compte les deux param�etres cit�es dans le paragraphe 3.1, que
sont le nombre de cycles de chargement et la d�eformation maximale impos�ee.

A�n de mod�eliser le ph�enom�ene d'endommagement qu'est l'adoucissement par fatigue,
nous avons choisi une approche classique de la m�ecanique des milieux continus qui consiste
�a d�egrader les caract�eristiques m�ecaniques du comportement sans endommagement par
l'introduction d'une variable d'endommagement, d (Lemâ�tre et al., 1988 [66]). La va-
riable d'endommagement, d, que nous introduisons doit tenir compte des d�ependances au
nombre de cycles de chargement, N , et �a la d�eformation maximale impos�ee, �max.
Notons que pour notre �etude, nous n'avons tenu compte que de la charge et non de la
d�echarge. Ainsi, le mod�ele qui suit ne s'adapte qu'aux phases de chargements de ces
mat�eriaux.

Dans un premier temps, nous avons pens�e, comme Beatty et al. ou encore Shen et al.,
d�egrader la contrainte de Piola-Kirchho� du premier cycle consid�er�e, suppos�e purement
�elastique et not�e T 1, par une fonction d�ependant du nombre de cycles de chargement
et de la d�eformation maximale impos�ee, pour traduire le ph�enom�ene d'adoucissement
par fatigue (Gentot et al. 2002 [44], [45], 2003 [46]). La contrainte au cycle N consid�er�e
s'exprimait alors par la relation :

TN = (1� d(N;m))T 1 (4.1)

o�u TN est la contrainte de Piola-Kirchho� au cycle N consid�er�e, T 1, la contrainte de
Piola-Kirchho� au premier cycle consid�er�e (suppos�e �elastique sans endommagement) et
m la magnitude du tenseur des dilatations d�e�nie pr�ec�edemment (�equation (1.42)).
Bien que le mod�ele d'adoucissement exprim�e sous cette forme ait donn�e des r�esultats
satisfaisants, il pr�esente cependant un certain inconv�enient. En e�et, un tel mod�ele ne
permet pas de pr�evoir le comportement en fatigue lors d'essais �a contrainte maximale
impos�ee. Dans ce cas, les contraintes aux 1er et N i�eme cycles consid�er�es sont �egales et la
variable d doit, compte tenu de (4.1), être nulle, quels que soient N et m, et ne peut ainsi
pas �evoluer. L'expression du mod�ele ne nous permet donc pas de l'utiliser dans d'autre
cas que celui d'essais pilot�es en d�eformation maximale impos�ee.

C'est pour pallier cet inconv�enient que nous avons pr�ef�er�e d�evelopper un mod�ele fond�e sur
une d�egradation du comportement, c'est-�a-dire une d�egradation de la densit�e d'�energie
du mat�eriau non endommag�e au premier cycle consid�er�e W1 (celui-ci correspond au cycle
sur lequel nous avons identi��e le comportement (section 2.5))(Brieu et al., 2003 [22]).

Ce mod�ele s'�ecrit alors :

@WN (I1; I2)

@F
= (1� d)

@W1(I1; I2)

@F
(4.2)

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


76 Un nouveau modele d adoucissement par fatigue

o�u WN est la densit�e d'�energie du mat�eriau au cycle N consid�er�e et d, la variable d'en-
dommagement.

Dans le cas incompressible, l'�equation (1.29) nous permet alors d'�ecrire :

TN = (1� d)
@W1(I1; I2)

@F
� pF�t (4.3)

Comme nous l'avons vu au cours de la section 3.1, le ph�enom�ene d'adoucissement par
fatigue d�epend de deux param�etres, d'une part le nombre de cycles, N , et d'autre part la
d�eformation maximale impos�ee. Ces d�ependances sont prises en compte dans la d�e�nition
de la variable d'endommagement, d, qui s'�ecrit alors :

d = d(N;m) (4.4)

La variable d est donc une fonction qui d�epend de la d�eformation maximale impos�ee par
l'interm�ediaire de la magnitude, m, du tenseur des dilatations, C, d�e�nie par l'�equation
(1.42), et du nombre de cycles de chargement, N .

Les fonctions d(N;m) sont ensuite choisies sous la forme :

d(N;m) = 1� a:exp(�b(N)m) telles que d(1; m) = 0 (4.5)

o�u a est une constante et b(N) une fonction qui d�epend du nombre de cycles. En outre,
d(1; m) est nul de sorte �a garantir un endommagement nul lors du premier cycle consid�er�e,
suppos�e �elastique sans endommagement.

Apr�es analyse exp�erimentale, cette fonction b(N) peut être repr�esent�ee de fa�con tr�es
satisfaisante par une fonction logarithmique :

b(N) = c1ln(N) (4.6)

o�u c1 est un param�etre �a identi�er.

A�n que la variable d'endommagement, d, soit nulle lors du premier cycle consid�er�e,
suppos�e sans endommagement, l'�equation (4.5), associ�ee �a l'expression de la fonction
b(N) (�equation (4.6)), impose alors que la constante a soit �egale �a 1.
Ainsi, les fonctions d'endommagement d(N;m) deviennent :

d(N;m) = 1� exp(�c1ln(N)m) (4.7)

et la contrainte au cycle N s'exprime alors par la relation :

TN = exp(�c1ln(N)m)
@W1(I1; I2)

@F
� pF�t (4.8)

Une fois le param�etre c1 identi��e, cette relation nous permet de d�eterminer la contrainte
pour n'importe quel cycle de chargement et donc n'importe quel comportement associ�e.

On peut remarquer que ce mod�ele pr�esente deux avantages :
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{ Ce mod�ele est un mod�ele pr�edictif. En e�et, le param�etre c1 est identi��e sur les premiers
cycles de charge seulement et le comportement au cours des cycles suivants peut ensuite
être d�etermin�e grâce �a la relation (4.8).

{ Ce mod�ele n'introduit l'identi�cation que d'un seul param�etre, c1, auquel il sera �eventuel-
lement possible, par la suite, de donner une signi�cation physique.

Regardons maintenant les r�esultats que nous obtenons avec ce mod�ele et confrontons le
avec les r�esultats exp�erimentaux obtenus.

4.2 Confrontation du nouveau mod�ele �a l'exp�erience

A�n de pouvoir confronter ce mod�ele aux r�esultats exp�erimentaux, nous expliquons dans
un premier temps la fa�con dont celui-ci est identi��e.

4.2.1 Identi�cation du mod�ele propos�e

Le mod�ele d'adoucissement propos�e pour d�ecrire les ph�enom�enes d'adoucissement par
fatigue, est d�e�ni par la relation (4.8). L'identi�cation de celui-ci est r�ealis�e �a partir
des 10 premiers cycles de chargement. Son identi�cation nous impose de d�eterminer le
comportement pour les dix premiers cycles consid�er�es.
La qualit�e de la d�etermination du mod�ele de fatigue d�epend donc fortement de la qualit�e
de l'identi�cation du comportement sur ces dix premiers cycles puisque celle-ci introduit
d�ej�a des erreurs. La m�ethode de Lambert-Diani et Rey (m�ethode d'identi�cation choisie
section 2.5) engendrera le moins d'erreur en grandes d�eformations dans la d�etermination
du comportement. Nous l'utilisons donc pour identi�er la fonction densit�e d'�energie, WN ,
pour 1 6 N 6 10. La d�etermination desWN nous permet ainsi de d�eterminer les fonctions
fN(I1) et gN(I2), qui sont les fonctions de d�ecouplage d�e�nies par le syst�eme d'�equations
(1.34), ainsi que la pression hydrostatique, pN , pour chaque cycle de charge.
En traction uniaxiale, d'apr�es (1.29), on a :

pN = 2 �
�
fN (I1)

�
+ gN(I2)

�
�+

1

�2

��
pour 1 6 N 6 10 (4.9)

o�u � est l'�elongation impos�ee.

Par la suite, dans la mesure o�u :

T1 =
@W1

@F
� p1F

�t (4.10)

et compte-tenu de (4.3), on montre ais�ement que :

1� d(N;m) =
TN + pNF

�t

@W1(I1; I2)

@F

=
T N + pNF

�t

T 1 + p1F
�t (4.11)

o�u p1 et pN sont respectivement les pressions hydrostatiques aux premier et N i�eme cycles
consid�er�es, d�e�nies par (4.9), et T 1 et TN les valeurs exp�erimentales des contraintes.
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On trace donc les variations de l'endommagement, d, en fonction de la magnitude, m, �a
l'aide des donn�ees exp�erimentales grâce �a (4.11).

Les courbes obtenues peuvent ensuite être repr�esent�ees de fa�con satisfaisante par une
fonction exponentielle de la forme exp(�b(N)m) (�gure 4.1).

En�n, les valeurs du param�etre b(N) sont trac�ees en fonction du nombre de cycles de char-
gement, N . La courbe obtenue peut alors être repr�esent�ee par une fonction logarithmique
de la forme c1ln(N) (�gure 4.2), ce qui nous permet �nalement d'identi�er le param�etre
c1.

Fig. 4.1 { Identi�cation du param�etre b

 

Fig. 4.2 { Identi�cation de c1

Nous avons alors la relation suivante pour d�ecrire l'adoucissement :

TN = exp(�c1ln(N)m)
@W1(I1; I2)

@F
� pNF

�t 8N > 2: (4.12)

Le param�etre c1 est identi��e pour chaque cas de chargement, et ses di��erentes valeurs
sont r�epertori�ees dans le tableau 4.1. On peut remarquer sur ce tableau que le param�etre
c1 varie en fonction des cas de chargement laissant �a penser qu'il y a une d�ependance de
c1 vis �a vis de l'intensit�e des d�eformations maximales vues par le mat�eriau. Cependant,
nous montrerons par la suite qu'il n'en est rien.
Les r�esultats exp�erimentaux lors d'essais �a d�eformation maximale impos�ee sont pr�esent�es
dans le paragraphe suivant.

4.2.2 R�esultats exp�erimentaux

Nous avons confront�e les r�esultats obtenus avec le mod�ele propos�e aux r�esultats exp�erimen-
taux en faisant varier, de la même fa�con qu'au chapitre pr�ec�edent, soit le niveau de
d�eformation maximale impos�ee, soit le nombre de cycles. Les r�esultats obtenus avec ce
mod�ele d'adoucissement sont repr�esent�es sur les �gures 4.3 �a 4.14. Les �gures 4.3 �a 4.8
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Mat�eriau niveau de d�eformation
Mod�ele propos�e
param�etre c1
equation (4.12)

NR 200% 3,8.10�4

SBR 100% 1.10�5

NR+C
100%
150%
200%

40,95.10�3

29,71.10�3

2,19.10�2

SBR+C
100%
150%
200%

5,35.10�3

5,39.10�3

NR+Si
100%
150%
200%

41,24 .10�3

29,24.10�3

21,25.10�3

SBR+Si
100%
150%
200%

7,67.10�3

4,16.10�3

7,24.10�3

Tab. 4.1 { Valeurs du param�etre du mod�ele propos�e

repr�esentent la contrainte pr�evue par le mod�ele propos�e et les r�esultats exp�erimentaux
au 200i�eme cycle consid�er�e pour trois niveaux de d�eformation maximale impos�es (sauf
pour le SBR+Si pour lequel nous pr�esenterons le 150i�eme cycle en raison de probl�emes
exp�erimentaux) en fonction de l'�elongation.

Fig. 4.3 { Confrontation du mod�ele pro-
pos�e �a l'exp�erience pour la nuance NR �a
N impos�e

 

Fig. 4.4 { Confrontation du mod�ele pro-
pos�e �a l'exp�erience pour la nuance SBR
�a N impos�e
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Pour les nuances non charg�ees, nous avons repr�esent�e le cas d'un seul niveau de d�eformation
maximale impos�e, dans la mesure o�u nous avons vu au cours de la section 3.1 que même
pour des niveaux de d�eformation �elev�es, le mat�eriau ne s'adoucissait que tr�es peu (�gure
3.7). Les �gures 4.9 �a 4.14 repr�esentent les contraintes exp�erimentales et pr�evues �a 200%
de d�eformation maximale impos�ee pour les cycles 50, 100 et 200 (sauf pour le SBR pour
lequel nous pr�esentons les r�esultats �a 100% de d�eformation maximale impos�ee).

Fig. 4.5 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
NR+C �a N impos�e et d�eformation maxi-
male impos�ee variable

 

Fig. 4.6 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+C �a N impos�e et d�eformation
maximale impos�ee variable

Fig. 4.7 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
NR+Si �a N impos�e et d�eformation maxi-
male impos�ee variable

 

Fig. 4.8 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+Si �a N impos�e et d�eformation
maximale impos�ee variable
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Fig. 4.9 { Confrontation du mod�ele pro-
pos�e �a l'exp�erience pour la nuance NR �a
d�eformation maximale impos�ee �xe et N
variable

 

Fig. 4.10 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
SBR �a d�eformation maximale impos�ee
�xe et N variable

Fig. 4.11 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
NR+C �a d�eformation maximale impos�ee
�xe et N variable

 

Fig. 4.12 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+C �a d�eformation maximale im-
pos�ee �xe et N variable
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Fig. 4.13 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
NR+Si �a d�eformation maximale impos�ee
�xe et N variable

 

Fig. 4.14 { Confrontation du mod�ele
propos�e �a l'exp�erience pour la nuance
SBR+Si �a d�eformation maximale im-
pos�ee �xe et N variable

Les tableaux 4.2, 4.3 et 4.4 r�esument les performances des di��erents mod�eles (Beatty et

al., Shen et al. ainsi que celui propos�e) pour les nuances NR+C, NR+Si et SBR+Si en
pr�esentant les erreurs moyenne et maximale ainsi que l'erreur au niveau de d�eformation
maximale impos�e. Ces 3 nuances ont �et�e retenues de sorte �a obtenir des �el�ements de

Beatty et al. Shen et al. Mod�ele propos�e

200%
N=50
N=100
N=200

70/94/81
83/121/99
97/129/117

14/25/11
26/37/21
42/51/37

15/29/5
15/36/9
17/47/12

N=200
100%
150%
200%

41/53/50
59/80/75
97/129/117

20/17/13
54/59/50
42/51/37

34/45/37
17/33/33
17/47/12

Tab. 4.2 { Erreurs engendr�ees par les di��erents mod�eles sur la nuance NR+C

Beatty et al. Shen et al. Mod�ele propos�e

200%
N=50
N=100
N=200

46/70/69
53/80/80
58/89/88

13/22/8
26/35/21
44/52/40

6/12/12
9/18/18
13/25/25

N=200
100%
150%
200%

23/38/37
36/61/58
58/89/88

48/54/39
30/37/22
44/52/40

50/63/49
31/38/38
13/25/25

Tab. 4.3 { Erreurs engendr�ees par les di��erents mod�eles sur la nuance NR+Si
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Beatty et al. Shen et al. Mod�ele propos�e

200%
N=50
N=100
N=200

16/27/20
19/32/26
22/34/28

4/6/1
5/7/1
5/8/1

5/10/4
5/14/3
5/16/2

N=200
100%
150%
200%

17/23/16
20/26/23
22/34/28

38/39/39
4/6/1
5/8/1

7/15/3
13/18/11
5/16/2

Tab. 4.4 { Erreurs engendr�ees par les di��erents mod�eles sur la nuance SBR+Si

comparaison en faisant varier le renfort ou la matrice. Les autres nuances n'ont pas �et�e
repr�esent�ees car elles ne fournissent pas de r�esultats compl�ementaires. En e�et, les nuances
non charg�ees ayant des adoucissements tr�es faibles, notre mod�ele fournit des r�eponses avec
moins de 5% d'erreur, alors que la nuance SBR+C fournit des erreurs du même ordre que
le NR+C.
En �etudiant ces tableaux, on peut constater que dans le cas o�u l'on cherche �a �etudier
l'in
uence de la d�eformation en comparant les mod�eles �a l'exp�erience au même cycle de
charge mais pour di��erents niveaux de d�eformation maximale impos�es, le mod�ele de Shen
et al. et le mod�ele propos�e permettent d'avoir des estimations de même qualit�e alors que
le mod�ele de Beatty et al. g�en�ere des erreurs tr�es importantes. En revanche, dans le cas o�u
l'on s'int�eresse �a l'in
uence du cyclage en comparant exp�erience et mod�eles �a un niveau
de d�eformation maximale impos�e pour di��erents cycles, on constate que cette fois, ce sont
les mod�eles de Beatty et al. et le mod�ele propos�e qui sont les plus �ables alors que celui
de Shen et al. est compl�etement mis en d�efaut.
Ainsi, seul le mod�ele propos�e est r�eellement capable de prendre en compte �a la fois l'in-

uence en cycle et en intensit�e de d�eformation maximale impos�ee.

4.3 Etude du param�etre c1

Nous avons montr�e au cours de la section pr�ec�edente que le mod�ele propos�e permet-
tait de rendre compte des ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue de fa�con satisfaisante
pour l'ensemble des mat�eriaux �etudi�es. Cependant, nous avons d�etermin�e une valeur du
param�etre c1 pour chaque niveau de d�eformation maximale impos�e ce qui suppose que
celui-ci serait d�ependant de m et donc non intrins�eque au mat�eriau. A�n de v�eri�er son
caract�ere unique, nous avons cherch�e �a identi�er c1 �a un niveau de d�eformation maxi-
male impos�e et voir si celui-ci permettait d'estimer l'adoucissement �a des niveaux de
d�eformation maximale impos�es di��erents.

4.3.1 Identi�cation du param�etre c1 sur un essai �a 100% de
d�eformation maximale impos�ee

Nous avons identi��e le param�etre c1 sur un essai pour lequel le niveau de d�eformation
maximale impos�e est le plus faible de l'�etude, �a savoir un essai �a 100% de d�eformation
maximale impos�ee (pour le SBR+C, c1 a �et�e identi��e �a 150% de d�eformation maximale
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impos�ee). Les valeurs du param�etre c1 sont r�epertori�ees dans le tableau 4.1. La valeur du
param�etre c1, identi��e sur un essai �a 100% de d�eformation maximale impos�ee, est ensuite
introduite dans l'�equation (4.12) a�n de pr�evoir l'�evolution de l'adoucissement pour des
niveaux de d�eformation maximale impos�es sup�erieurs : 150 et 200%.
Les r�esultats obtenus avec le mod�ele d'adoucissement propos�e, associ�e au param�etre c1
identi��e �a 100% (150% pour le SBR+C (�gure 4.17)) de d�eformation maximale impos�ee,
sont repr�esent�es sur les �gures 4.15 �a 4.18. Nous avons repr�esent�e la contrainte pr�evue
au 200i�eme cycle en fonction de l'�elongation, uniquement pour les nuances de caoutchoucs
charg�es, sauf pour le SBR+Si pour lequel nous n'avons pu repr�esent�e que le cycle 150 en
raison de probl�emes exp�erimentaux.

Fig. 4.15 { Pr�evision de l'adoucissement
avec le param�etre c1 identi��e �a 100% de
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance NR+C

 

Fig. 4.16 { Pr�evision de l'adoucissement
avec le param�etre c1 identi��e �a 100% de
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance NR+Si

On peut remarquer sur les �gures 4.15 et 4.16 que le mod�ele que nous avons propos�e,
associ�e au param�etre c1 identi��e sur un essai �a 100% de d�eformation maximale impos�ee,
ne pr�evoit pas du tout de fa�con satisfaisante la contrainte au 200i�eme cycle.
En e�et, dans le cas du NR+C (�gure 4.15) soumis �a 200% de d�eformation maximale
impos�ee, la corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele est
satisfaisante jusqu'�a une �elongation de 2 dans la mesure o�u les erreurs sont inf�erieures �a
20%. Au del�a de ce niveau de d�eformation, l'erreur augmente et atteint 63% au maximum
de d�eformation. En moyenne, sur cet intervalle de d�eformation, l'erreur, de l'ordre de 32%,
est bien trop importante.
Dans le cas du même mat�eriau soumis �a 150% de d�eformation maximale impos�ee, l'erreur
entre la pr�evision du mod�ele et l'exp�erience est toujours sup�erieure �a 24% et atteint 52%
au maximum de d�eformation.
Dans le cas du NR+Si (�gure 4.16) soumis �a 200% de d�eformation maximale impos�ee,
l'erreur entre l'exp�erience et la pr�evision du mod�ele est en moyenne de l'ordre de 49% et
atteint 75% au maximum de d�eformation. Les erreurs sont du même ordre de grandeur
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pour 150% de d�eformation maximale impos�ee.
Pour ces deux mat�eriaux, on peut constater que le mod�ele propos�e, associ�e au param�etre c1
identi��e sur un essai �a 100% de d�eformation maximale impos�ee, pr�evoit un adoucissement
beaucoup trop important puisque la contrainte pr�evue est syst�ematiquement plus faible
que la contrainte exp�erimentale.

Fig. 4.17 { Pr�evision de l'adoucissement
avec le param�etre c1 identi��e �a 150% de
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance SBR+C

 

Fig. 4.18 { Pr�evision de l'adoucissement
avec le param�etre c1 identi��e �a 100% de
d�eformation maximale impos�ee pour la
nuance SBR+Si

En revanche, pour le SBR+C (�gure 4.17) soumis �a 200% de d�eformation maximale im-
pos�ee, l'erreur entre l'exp�erience et la pr�evision du mod�ele est en moyenne de l'ordre de
23% et atteint 18% au maximum de d�eformation. Dans ce cas, l'erreur est acceptable
et on peut noter qu'elle est du même ordre de grandeur que lorsque le param�etre c1 est
identi��e �a 200% de d�eformation maximale impos�ee.
De même, la �gure 4.18, qui repr�esente les r�esultats obtenus avec le SBR+Si, montre une
tr�es bonne corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele associ�e
au parm�etre c1 identi��e sur un niveau de d�eformation maximale impos�ee inf�erieur.
En e�et, pour 150 et 200% de d�eformation maximale impos�ee, les erreurs moyennes sont
de 5 et 4% et au maximum de d�eformation l'erreur est quasi nulle. On peut toutefois
constater que les erreurs sont sup�erieures �a 15% pour des �elongations inf�erieures �a 1,4.
La bonne corr�elation entre l'exp�erience et le mod�ele s'explique par le fait que la valeur du
param�etre c1 est tr�es faible contrairement aux valeurs d�etermin�ees pour les deux nuances
de caoutchouc naturel, et donc l'adoucissement aussi et ce quel que soit le niveau de
d�eformation maximal (cf tableau 4.1).

L'utilisation du mod�ele associ�e �a la valeur du param�etre c1 identi��e sur un essai soumis
�a un niveau de d�eformation maximale impos�e �1, ne semble donc pas tr�es �able pour
pr�evoir le comportement en fatigue de mat�eriaux soumis �a des niveaux de d�eformation
maximale impos�es plus importants, �2 > �1.
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4.3.2 Identi�cation du param�etre c1 sur un essai �a 200% de
d�eformation maximale impos�ee

Nous avons identi��e le param�etre c1 sur l'essai de niveau de d�eformation maximale impos�e
le plus important de cette �etude, �a savoir 200% de d�eformation maximale impos�ee. Cette
valeur de c1 est ensuite introduite dans l'�equation (4.12) a�n de pr�evoir l'�evolution de
l'adoucissement pour les deux autres niveaux de d�eformation maximale impos�es �etudi�es :
100 et 150% de d�eformation. On rappelle que les valeurs de c1 sont r�epertori�ees dans le
tableau 4.1.

Les r�esultats obtenus avec le mod�ele d'adoucissement propos�e associ�e au param�etre c1
identi��e �a 200% de d�eformation maximale impos�e au 200i�eme cycle pour les nuances de
caoutchoucs charg�es sont repr�esent�es sur les �gures 4.19 �a 4.22.

On peut remarquer sur ces �gures que le mod�ele propos�e associ�e au param�etre c1 d�etermin�e
sur un essai �a d�eformation maximale impos�ee �egale �a 200%, permet de pr�evoir de fa�con
tr�es correcte l'�evolution de l'adoucissement par fatigue pour les niveaux de d�eformation
maximale impos�es plus faibles. En e�et, la �gure 4.19, qui repr�esente les r�esultats obtenus
avec le NR+C, montre une tr�es bonne corr�elation entre l'exp�erience et la pr�evision du
mod�ele propos�e. L'erreur �a un niveau de d�eformation maximale impos�e de 100% entre
l'exp�erience et la pr�evision est de l'ordre de 5% en moyenne et atteint 3% au maximum
de d�eformation.

Fig. 4.19 { Validation du mod�ele pour
la nuance NR+C

 

Fig. 4.20 { Validation du mod�ele pour
la nuance NR+Si

Pour le NR+Si (�gure 4.20), le mod�ele propos�e donne des r�esultats tr�es satisfaisants no-
tamment sur l'intervalle de d�eformation [50%,180%] pour les trois niveaux de d�eformation
maximale impos�es. Au del�a d'une �elongation de l'ordre de 2,8 l'erreur augmente. N�ean-
moins, celle-ci n'exc�ede pas 14% en moyenne sur les intervalles de d�eformation complets
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Fig. 4.21 { Validation du mod�ele pour
la nuance SBR+C

 

Fig. 4.22 { Validation du mod�ele pour
la nuance SBR+Si

consid�er�es. En e�et, l'erreur n'exc�ede pas 13% en moyenne sur l'intervalle de d�eformation
consid�er�e pour une d�eformation maximale impos�ee �egale �a 100% et atteint au maximum
de d�eformation 9%. Pour un niveau de d�eformation maximale impos�e �egal �a 150%, l'erreur
est inf�erieure �a 10% en moyenne.

Dans le cas du SBR+C (�gure 4.21), l'erreur �a 150% de d�eformation maximale impos�ee
entre l'exp�erience et la pr�evision est du même ordre de grandeur que dans le cas d'une
identi�cation �a ce même niveau de d�eformation. Ceci s'explique par le fait que les valeurs
de c1 sont tr�es proches �a 150 et 200% de d�eformation maximale impos�ee.

La corr�elation entre l'exp�erience et la pr�evision du comportement en fatigue est �egalement
tr�es satisfaisante dans le cas du SBR+Si (�gure 4.22). En e�et, dans le cas d'un charge-
ment �a 150% de d�eformation maximale impos�ee, l'erreur en moyenne est de l'ordre de 6%,
et, au maximum de d�eformation elle est �egale �a 2%. Pour 100% de d�eformation maximale
impos�ee, l'erreur en moyenne est inf�erieure �a 8%.

Ainsi, la d�etermination du param�etre d'adoucissement par fatigue, c1, sur des essais cy-
cliques de traction r�ep�et�ee �a un niveau de d�eformation maximale impos�e, �max, permet
au mod�ele propos�e de pr�evoir de fa�con tr�es satisfaisante le comportement en fatigue des
mat�eriaux �etudi�es pour tout chargement cyclique �a des niveaux de d�eformation maximale
impos�es, �, inf�erieurs �a �max (� 6 �max).

D�es lors, on peut supposer que ce param�etre c1 est un param�etre intrins�eque au mat�eriau
permettant en quelque sorte, compte tenu de sa d�e�nition (4.12) et dans la mesure o�u le
temps est d�e�ni implicitement par le cycle de charge, N , de d�e�nir la vitesse d'endomma-
gement par fatigue d'un milieu �elastom�ere.

D�esormais, a�n de mettre encore plus en avant l'int�erêt et la robustesse de ce mod�ele,

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


88 Un nouveau modele d adoucissement par fatigue

�etudions celui-ci dans un autre contexte qu'un chargement cyclique �a d�eformation maxi-
male impos�ee.

4.4 Adoucissement par fatigue �a contrainte maximale

impos�ee

Au cours d'essai �a contrainte maximale impos�ee, en raison des ph�enom�enes d'adoucisse-
ment par fatigue, la d�eformation atteinte sera de plus en plus importante au cours du
chargement cyclique. Cependant, comme nous venons de le voir, le mod�ele d�evelopp�e ne
permet une bonne approximation de la contrainte exp�erimentale que pour des charge-
ments o�u la d�eformation maximale impos�ee est inf�erieure ou �egale �a celle consid�er�ee pour
identi�er le param�etre c1 du mod�ele. Ainsi l'utilisation de ce mod�ele pour des chargements
�a contrainte maximale impos�ee et non plus �a d�eformation maximale impos�ee requiert une
certaine vigilance. Il faut prendre garde �a ne pas d�epasser le niveau de d�eformation maxi-
male impos�ee requis pour l'identi�cation du param�etre c1.

Seuls les r�esultats obtenus pour les nuances de NR+Si et SBR+Si sont repr�esent�es sur les
�gures qui suivent, et ce pour di��erents niveaux de contrainte maximale impos�e. Trois ni-
veaux de contrainte ont �et�e envisag�es : pour le NR+Si, les niveaux de contrainte maximale
impos�es sont de 4 ; 5 et 6 MPa et pour le SBR+Si, les niveaux de contrainte maximale
impos�es sont de 3,5 ; 5 et 7 MPa.

Fig. 4.23 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance NR+Si. Tmax = 6 MPa

 

Fig. 4.24 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance SBR+Si. Tmax = 7 MPa

La �gure 4.23 repr�esente les r�esultats obtenus avec le mod�ele d'adoucissement propos�e,
associ�e au param�etre c1 identi��e sur un essai �a 200% de d�eformation maximale impos�ee,
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Fig. 4.25 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance NR+Si. Tmax = 5 MPa

 

Fig. 4.26 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance SBR+Si. Tmax = 5 MPa

Fig. 4.27 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance NR+Si. Tmax = 4 MPa

 

Fig. 4.28 { Validation du mod�ele lors
d'un essai �a contrainte maximale im-
pos�ee pour di��erents cycles pour la
nuance SBR+Si. Tmax = 3; 5 MPa
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pour le NR+Si soumis �a 6 MPa de contrainte maximale impos�ee.
Au cycle 50, la corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele est
assez satisfaisante sur l'intervalle d'�elongation [1,5 ; 2,5], l'erreur �etant inf�erieure �a 15%,
et en moyenne sur l'intervalle de d�eformation complet, l'erreur n'exc�ede pas 13%.
Au cycle 100, on constate que les r�esultats sont d�ej�a moins satisfaisants puisque l'erreur
moyenne est �egale �a 18% et au maximum de d�eformation, l'erreur atteint 21%. Cepen-
dant, on peut remarquer qu'en raison de l'adoucissement de ces mat�eriaux, au cycle 100,
la contrainte maximale impos�ee est atteinte pour 210% de d�eformation.
Au cycle 200, les erreurs augmentent encore et atteignent au maximum de d�eformation
31%. En moyenne sur l'intervalle de d�eformation consid�er�e, l'erreur vaut 26%. La contrainte
maximale impos�ee est atteinte, au cycle 200, pour 235% de d�eformation. Ces erreurs, de-
venues importantes, s'expliquent ais�ement. En e�et, nous avons constat�e, lors de la section
pr�ec�edente, que le mod�ele propos�e �etait �able tant que le niveau de d�eformation maximale
impos�e, �, �etait inf�erieur au niveau de d�eformation maximale, �max, impos�e lors des essais
utilis�es pour l'identi�cation de c1. Or, ce n'est plus le cas d�es le cycle 100.

Lors d'essais �a contrainte maximale, �max, impos�ee, a�n d'être certain que les niveaux de
d�eformation induits soient inf�erieurs au niveau de d�eformation maximale impos�e, �max,
lors des essais utilis�es pour l'identi�cation du param�etre c1, il faut veiller �a ce que �max

soit inf�erieure �a la contrainte maximale induite lors du chargement �a �max impos�ee. Nous
avons vu que l'adoucissement par fatigue se caract�erisait par une chute de la contrainte lors
d'essais �a d�eformation maximale impos�ee donc dans le cas d'essais �a contrainte maximale
impos�ee, il est bien �evident que la d�eformation deviendra de plus en plus grande au cours
du cyclage. Ainsi, il faudra �egalement, au cours du chargement cyclique en contrainte,
veiller �a ne pas d�epasser le niveau de d�eformation maximale, �max, impos�e de l'essai qui
nous a servi �a identi�er le param�etre c1.
La �gure 4.24, qui repr�esente les r�esultats obtenus pour le SBR+Si soumis �a une contrainte
maximale impos�ee �egale �a 7 MPa, montre que la corr�elation entre la pr�evision du mod�ele
aux 50 et 100i�eme cycles et les r�esultats exp�erimentaux est tr�es satisfaisante. En e�et,
pour le cycle 50, l'erreur entre la pr�evision et l'exp�erience est de 10% en moyenne sur
l'intervalle de d�eformation consid�er�e et vaut 13% en moyenne pour le 100i�eme cycle. Au
maximum de d�eformation, l'erreur atteint 11 et 15% respectivement aux cycles 50 et 100.
Le cycle 200 n'a pas pu être repr�esent�e en raison de probl�emes exp�erimentaux.

Pour le NR+Si soumis �a une contrainte maximale impos�ee �egale �a 5 MPa (�gure 4.25),
la corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele est tr�es satisfai-
sante pour les cycles 50 et 100. Pour le cycle 200, les r�esultats obtenus sont un peu moins
satisfaisants mais n�eanmoins acceptables.
En e�et, au cycle 50, l'erreur atteint 10% au maximum de d�eformation, c'est-�a-dire pour
une �elongation de 2,6, et au cycle 100, l'erreur atteint 15% au maximum de d�eformation.
En moyenne sur les intervalles de d�eformation consid�er�es les erreurs sont respectivement 9
et 12%. En revanche, pour le cycle 200, l'erreur atteint 21% au maximum de d�eformation
et vaut en moyenne 16%.

Pour le SBR+Si soumis �a une contrainte maximale impos�ee �egale �a 5 MPa (�gure 4.26),
la corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele est tr�es satisfai-
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sante pour tous les cycles �etudi�es.
En e�et, au cycle 50, l'erreur atteint 7% au maximum de d�eformation, tandis qu'au cycle
200, elle atteint 12%. En moyenne, l'erreur n'exc�ede pas 6% pour le cycle 50 et 9% pour
le cycle 200 sur les intervalles de d�eformation consid�er�e.
Les �gures 4.27 et 4.28 montrent �egalement une bonne corr�elation entre les r�esultats
exp�erimentaux et la pr�evision du mod�ele pour les nuances de NR+Si et SBR+Si soumises
respectivement �a une contrainte maximale impos�ee �egale �a 4 et 3,5 MPa.
En e�et, pour le NR+Si, au cycle 200, l'erreur atteint 13% au maximum de d�eformation et
n'exc�ede pas 11% en moyenne (�gure 4.27). Quant �a la nuance de SBR+Si, au cycle 200,
l'erreur atteint 7% au maximum de d�eformation et n'exc�ede pas 6% en moyenne (�gure
4.28).

L'ensemble de ces remarques montrent que le mod�ele propos�e ainsi que l'identi�cation du
param�etre c1 le d�e�nissant �a un niveau de d�eformation maximale impos�ee, �max, permet
de pr�evoir le comportement en fatigue de mat�eriaux soumis �a de la traction r�ep�et�ee �a
contrainte maximale impos�es. Cependant ces essais demandent une attention particuli�ere
puisqu'il ne faut d�epasser ni le niveau de contrainte maximale induit, ni la d�eformation
maximale impos�ee au cours de l'essai requis pour proc�eder �a l'identi�cation du param�etre
c1 du mod�ele propos�e.

Nous pouvons donc conclure en disant que le mod�ele que nous avons propos�e pour d�ecrire
les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue a �et�e test�e et valid�e sur di��erentes nuances de
caoutchoucs charg�es et non charg�es. Ce mod�ele permet en e�et d'appr�ehender de mani�ere
tr�es satisfaisante les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue que nous avons pu obser-
ver grâce aux essais exp�erimentaux. Il permet de pr�evoir le comportement en fatigue de
mat�eriaux soumis aussi bien �a de la traction r�ep�et�ee �a d�eformation maximale impos�ee,
qu'�a contrainte maximale impos�ee.

Cependant, la seule d�etermination du comportement en fatigue ne peut suÆre �a la concep-
tion de structures et un outil num�erique est �egalement n�ecessaire. Nous allons alors nous
int�eresser �a l'impl�ementation de ce nouveau mod�ele d'adoucissement dans un processus de
simulation num�erique et nous nous int�eresserons plus particuli�erement au d�eveloppement
d'une m�ethode non incr�ementale de r�esolution qui permettra de prendre en compte le
caract�ere non-lin�eaire et incompressible ainsi que la nature grandement d�eformable des
mat�eriaux �elastom�eres.
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Chapitre 5

Simulation num�erique de

l'adoucissement dans les milieux

�elastom�eres charg�es

Nous avons pr�ec�edemment mis en �evidence les ph�enom�enes d'adoucissement observ�es dans
les �elastom�eres et propos�e un mod�ele d'endommagement a�n d'en rendre compte. Cepen-
dant, la seule d�etermination du comportement en fatigue ne peut suÆre �a la conception
de structures et un outil num�erique est �egalement n�ecessaire. Dans ce chapitre, nous nous
int�eresserons �a la prise en compte de lois de comportement hyper�elastiques, incompres-
sibles et endommageables dans un processus de simulation num�erique.
La mise en oeuvre d'un outil num�erique performant n�ecessite dans ce cas de prendre
en compte d'une part la non-lin�earit�e et l'incompressibilit�e du comportement et d'autre
part le caract�ere instationnaire des probl�emes consid�er�es. Ces diÆcult�es rendent l'utilisa-
tion des m�ethodes incr�ementales rapidement trop coûteuses (Bernadou, 1982 [8]). C'est
conscient de ces diÆcult�es que nous proposons un algorithme non incr�emental permettant
d'appr�ehender au mieux le probl�eme.
Nous pr�esenterons successivement l'algorithme non incr�emental permettant de simuler le
comportement non-lin�eaire de ces milieux hyper�elastiques incompressibles et endomma-
geables et les techniques mises en oeuvre a�n de s'a�ranchir des di��erentes diÆcult�es
rencontr�ees.
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Nous avons pu �etablir au cours des chapitres pr�ec�edents que nous avions �a faire �a des
mat�eriaux ayant un comportement non lin�eaire, hyper�elastique et endommageable. Pour
r�esoudre les probl�emes non lin�eaires engendr�es par l'utilisation de ces mat�eriaux, nous
proposons une technique de r�esolution adapt�ee a�n de ne pas engendrer de coûts de
calcul trop importants.

5.1 Pr�esentation du probl�eme

Nous nous int�eressons ici �a la prise en compte de lois de comportement hyper�elastiques,
incompressibles faisant intervenir un endommagement, d, dans un processus de simulation
num�erique. De fa�con g�en�erale, comme nous l'avons vu au cours des chapitres pr�ec�edents
(1.37), les lois de comportement mises en jeu s'�ecrivent sous la forme :8><
>:
T = (1� d)

@W0(I1; I2)

@F
� pF�t

det(F ) = 1
_d = g(x;F ; t)

(5.1)

o�u T est le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchho�, d la variable d'endomma-
gement,W0 la densit�e d'�energie non endommag�ee et F le tenseur gradient de d�eformation.

A�n de pr�eserver �a cette pr�esentation un caract�ere g�en�eral, la loi d'�evolution de l'endom-
magement, d, est d�e�nie a priori sous forme di��erentielle. Cependant, nous conservons
�a l'esprit que la loi d'�evolution de d permet, dans notre cas, d'�ecrire celui-ci sous forme
explicite du temps (�equation (4.7)) et non di��erentielle, le temps correspondant, dans
notre cas, au cycle de charge consid�er�e.
Dans ces conditions, le probl�eme non lin�eaire �a r�esoudre, compte tenu des �equations (1.6),
(1.16), (1.29) et (1.37) en quasi-statique, est 8t 2 [0; � ] le suivant :8>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>:

divxT = 0 dans 

F = 1+rxU dans 

T (N) = 0 sur @
g

U = U sur @
u

T = (1� d)
@W0(I1; I2)

@F
� pF�t dans 


det(F ) = 1 dans 

_d = g(x;F ; t) dans 


(5.2)

o�u divx et rx sont respectivement les op�erateurs divergence et gradient par rapport �a la
variable d'espace x, N la normale unitaire ext�erieure �a @
, @
g la partie de 
 o�u des
e�orts sont impos�es, @
u la partie de 
 o�u des d�eplacements U sont impos�es et [0; � ]
l'intervalle d'�etude consid�er�e.

Plusieurs m�ethodes ont �et�e envisag�ees pour la r�esolution de ce type de probl�emes telles des
m�ethodes de Newton par continuation (Rheinboldt, 1974 [89], 1981 [90]), des m�ethodes de
type Newton (Ortega et al., 1970 [85] ; Le Tallec et al., 1985 [68]) ou encore, des m�ethodes
du gradient ou de type \approximations successives" (Sibony et al., 1988 [100]). A�n de
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pallier les diÆcult�es engendr�ees par l'utilisation de ces m�ethodes, bas�ees sur la minimi-
sation d'une fonctionnelle de 2 champs inconnus, que sont la d�eformation et la pression,
des algorithmes incr�ementaux ont �et�e d�evelopp�es pour r�esoudre ce genre de probl�emes
non lin�eaires (Bernadou et al, 1982 [8] ; Devries, 1996 [33]). Cependant les conditions de
convergence de ces m�ethodes incr�ementales (Bernadou et al, 1982 [8]) induisent des temps
de calculs trop importants.
C'est dans le but de s'a�ranchir des probl�emes dus aux m�ethodes incr�ementales que de
nombreux auteurs ont d�evelopp�e une m�ethode non incr�ementale de r�esolution permet-
tant d'acc�el�erer le processus de r�esolution. Ainsi, nous nous proposons de r�esoudre le
probl�eme (5.2) par l'utilisation d'une m�ethode non incr�ementale de r�esolution initiale-
ment d�evelopp�ee pour l'�etude de mat�eriaux �elastoplastiques (Boisse, 1987 [12] ; Cognard,
1989 [30] ; Ladev�eze, 1996 [61]), puis viscoplastiques et visco�elastiques (Cognard, 1989
[30] ; Stehly et al., 2002 [105]).

Ces m�ethodes ont ensuite �et�e largement �etudi�ees dans le cas hyper�elastique (Ladeveze,
1995 [60] ; Brieu, Devries, 1998 [15], [17] ; Brieu et al., 1998 [16] ; Brieu, 1999 [18] ; Michel,
1999 [72] ; Aubard et al., 2000 [6] ; Michel-Ponnelle, 2001 [73]) et la convergence a même
�et�e d�emontr�ee dans le cas de probl�eme d'homog�en�eisation de mat�eriaux hyper�elastiques
sans endommagement par Brieu et al.(2003, [21]).
Cette m�ethode permet de r�esoudre le probl�eme sur tout l'intervalle de temps et sur toute
la structure.

5.2 Algorithme non incr�emental

5.2.1 Principe de la m�ethode

Le probl�eme non lin�eaire (5.2) est compos�e d'un certain nombre d'�equations que sont
l'�equation d'�equilibre, la d�e�nition du tenseur gradient de d�eformation, les conditions aux
limites, la loi de comportement, la relation d'incompressibilit�e et la loi d'�evolution de
l'endommagement. Nous pouvons remarquer que celles-ci ne sont pas toutes de même
nature et ne pr�esentent donc pas toutes les mêmes diÆcult�es de r�esolution. On peut, en
e�et, s�eparer les �equations lin�eaires et stationnaires (comme l'�equation d'�equilibre) des
�equations non lin�eaires ou instationnaires (par exemple la loi de comportement ou la loi
d'�evolution de l'endommagement), mais �egalement les �equations locales en espace des
�equations globales.
Le principe de la m�ethode consiste en la recherche simultan�ee de l'ensemble des variables
du probl�eme S = (T ;F ; p; d) en v�eri�ant alternativement l'ensemble des �equations glo-
bales en espace, lin�eaires et stationnaires, et l'ensemble des �equations locales en espace,
non lin�eaires et/ou instationnaires. L'ensemble des �equations sont ainsi regroup�ees en
deux groupes distincts.

Le premier groupe, not�e NL, est constitu�e des �equations locales en espace qui peuvent
être non lin�eaires ou instationnaires. Les champs satisfaisant les �equations du groupe NL
constituent des approximations interm�ediaires not�ees Sn+ 1

2 = (T n+ 1

2 ;F n+ 1

2 ; pn+
1

2 ; dn+
1

2 )
(n 2 N) dont on dira par abus de langage qu'elles appartiennent �a NL.
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Le deuxi�eme groupe, not�e L, est constitu�e des �equations lin�eaires qui seront �eventuellement
globales en espace mais stationnaires. Les champs satisfaisant les �equations du groupe L
constituent des approximations interm�ediaires not�ees Sn+1 = (T n+1;F n+1; pn+1; dn+1)
(n 2 N) dont on dira qu'elles appartiennent �a L.

Les �equations de L et NL seront alternativement v�eri��ees jusqu'�a la convergence vers la
solution S = (T ;F ; p; d) du probl�eme (5.2) qui bien �evidemment, satisfait simultan�ement
l'ensemble des �equations des deux groupes L et NL.

Pour ce faire, �a partir d'une approximation Sn connue et v�eri�ant les �equations glogales,
lin�eaires et stationnaires, appartenant donc �a L, nous allons construire une approxima-
tion interm�ediaire que l'on esp�ere meilleure, not�ee Sn+ 1

2 , et qui appartient �a NL. Cette
approximation est construite �a partir de Sn grâce �a un op�erateur dit de \mont�ee", not�e
H+, de sorte que :

Sn+ 1

2 = H+(Sn) et Sn+ 1

2 2 NL: (5.3)

L'approximation Sn+ 1

2 �etant d�etermin�ee, nous cherchons une approximation Sn+1 qui
v�eri�e �a son tour les �equations lin�eaires, globales et stationnaires et qui appartient donc
�a L. Cette approximation est construite �a partir de Sn+ 1

2 grâce �a un op�erateur dit de
\descente", not�e H�, de sorte que :

Sn+1 = H�(Sn+ 1

2 ) et Sn+1 2 L: (5.4)

Les op�erateurs H+ et H� sont choisis en fonction des deux groupes L et NL de mani�ere
�a garantir une mise en oeuvre simple et un fonctionnement �economique a�n de garantir
des gains en temps de calcul.

5.2.2 Choix des deux groupes

Nous avons vu que le probl�eme �a r�esoudre (5.2) �etait compos�e d'�equations de nature
di��erente : des �equations lin�eaires globales en espace et stationnaires, et des �equations
locales en espace non lin�eaires et/ou instationnaires. Nous choisissons donc de d�e�nir les
groupes L et NL de la fa�con suivante :

L =

8>><
>>:S = (T ;F ; p; d)

, 8>><
>>:

divxT = 0 dans 

F = 1+rxU dans 

T (N) = 0 sur @
g

U = U sur @
u

9>>=
>>; (5.5)

NL =

8><
>:S = (T ;F ; p; d)

,8><
>:
T = (1� d)

@W0(I1; I2)

@F
� pF�t dans 


det(F ) = 1 dans 

_d = g(x;F ; t) dans 


9>=
>; (5.6)

Les deux groupes L et NL �etant d�e�nis, nous allons maintenant pr�esenter le proces-
sus it�eratif que nous allons mettre en oeuvre pour r�esoudre le probl�eme hyper�elastique,
incompressible et endommageable (5.2).
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5.2.3 Sch�ema it�eratif de la m�ethode

5.2.3.1 Initialisation

A�n d'amor�cer le processus it�eratif, la premi�ere �etape de l'algorithme consiste �a d�eterminer
une approximation initiale S0 = (T 0;F 0; p0; d0) n'engendrant pas de coûts de calculs im-
portants et v�eri�ant les �equations globales en espace, lin�eaires et stationnaires, c'est-�a-dire
appartenant au groupe L.
Nous pouvons constater que le groupe des �equations lin�eaires L (�equation (5.5)) ne
contient pas de conditions sur l'�evolution de l'endommagement, ni de loi de compor-
tement. Nous pouvons donc choisir librement une valeur initiale de l'endommagement et
une expression de la loi de comportement.
Nous choisirons alors de bloquer l'endommagement de l'approximation initiale, S0, �a sa
valeur initiale c'est-�a-dire que nous choisirons l'endommagement, d0, nul et un comporte-
ment �elastique lin�eaire qui sera d�etermin�e en lin�earisant la densit�e d'�energie au premier
ordre au voisinage du tenseur identit�e.

Ainsi pour trouver les champs de l'approximation initiale S0, il suÆt de r�esoudre le syst�eme
suivant :8>>>>>><
>>>>>>:

divxT
0 = 0 dans 


F 0 = 1+rxU
0 dans 


T 0(N) = 0 sur @
g

U0 = U sur @
u

T 0 = (1� d0)(P (1) +Q(1) :rxU
0)� p0(1)�t dans 


d0 = 0 dans 


(5.7)

o�u P et Q, les tenseurs de pr�econtraintes et de raideurs initiaux, sont d�e�nis par :8><
>:
Q(1) =

@2W0

@F @F
(1)

P (1) =
@W0

@F
(1)� @2W0

@F @F
(1) : 1

(5.8)

o�u 1 est le tenseur identit�e d'ordre 2.
Dans la mesure o�u l'endommagement d0 est impos�e comme nul, il est le même pour toute
valeur du temps. Ce probl�eme n'est donc �a r�esoudre qu'une fois pour toute valeur du
temps.
Nous verrons par la suite comment traiter des probl�emes de ce type.

Connaissant l'approximation initiale, S0, permettant d'amor�cer le processus de r�esolution,
il s'agit d�esormais de d�e�nir comment d�eterminer une approximation interm�ediaire, Sn+1,
que l'on souhaite plus proche de la solution recherch�ee, �a partir d'une approximation
pr�ec�edemment d�etermin�ee, Sn.

5.2.3.2 Passage de l'it�er�e n �a l'it�er�e n+
1

2

Dans un premier temps, il nous faut construire �a partir de l'approximation Sn, l'approxi-
mation interm�ediaire Sn+ 1

2 qui v�eri�e les �equations non lin�eaires et/ou instationnaires
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c'est-�a-dire celles de NL. Il nous faut pour cela d�e�nir l'op�erateur de mont�ee H+ :

H+ : Sn ! Sn+ 1

2 (5.9)

Nous pouvons remarquer que le groupe d'�equations NL n'impose pas de conditions sur
l'�evolution de la pression hydrostatique pn+

1

2 . Nous choisirons que celle-ci n'�evolue pas

lors du passage de l'it�er�e n �a l'it�er�e n+
1

2
. Nous avons alors la relation suivante :

pn = pn+
1

2 (5.10)

Les champs solutions issus de la r�esolution de (5.7) et (5.8) bien que contenant une
variable de pression hydrostatique, p, ne sont pas incompressibles dans la mesure o�u
aucune condition en pression n'a �et�e impos�ee. En particulier, la condition detF = 1 n'est

pas v�eri��ee. La condition d'incompressibilit�e se v�eri�e lors du passage de n �a n +
1

2
en

recherchant des champs de d�eformation F n+ 1

2 tel que det(F n+ 1

2 ) = 1. Pour ce faire, nous

cherchons le tenseur gradient de d�eformation de l'it�er�e n +
1

2
, F n+ 1

2 , le plus \proche"

possible du tenseur gradient de d�eformation de l'it�er�e n, F n, tout en v�eri�ant la condition
d'incompressibilit�e. Ainsi, le probl�eme de minimisation suivant sera r�esolu :

F n+ 1

2 = min
F ;detF=1

(F � F n)(F � F n)

2
(5.11)

Celui-ci permet e�ectivement de trouver un tenseur F n+ 1

2 , tel que det(F n+ 1

2 ) = 1, proche
au sens de la minimisation introduite de F n. Celle-ci sera d�etaill�ee ult�erieurement.
Ainsi, les champs Sn+ 1

2 sont d�e�nis tels que 8t 2 [0; � ] :8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

T n+ 1

2 = (1� dn+
1

2 )
@W (F n+ 1

2 )

@F
� pn+

1

2 (F n+ 1

2 )�t dans 


F n+ 1

2 = min
F ;detF=1

(F � F n)(F � F n)

2
dans 


det(F n+ 1

2 ) = 1 dans 


pn = pn+
1

2 dans 

_dn+

1

2 = g(x;F n+ 1

2 ; t)

(5.12)

On peut remarquer que d�es l'it�eration
1

2
, qui fait suite �a l'initialisation, la r�esolution de

l'�equation di��erentielle portant sur l'endommagement, d, permettra d'obtenir une valeur
de l'endommagement d par pas de temps, t, consid�er�e sur l'intervalle d'�etude [0; � ]. Ainsi,

les variables T
1

2 et F
1

2 seront �a d�eterminer pour chaque pas de temps, t.

Ainsi, d�es l'�etape
1

2
, l'ensemble des quantit�es seront �a d�eterminer pour chaque pas de

temps et les probl�emes seront �a traiter pour l'ensemble de ces pas de temps.

5.2.3.3 Passage de l'it�er�e n +
1

2
�a l'it�er�e n+ 1

Connaissant maintenant l'approximation Sn+ 1

2 , nous devons construire l'approximation
Sn+1 qui v�eri�e les �equations lin�eaires globales, locales et stationnaires, c'est-�a-dire la
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relation d'�equilibre, la d�e�nition de la d�eformation et les conditions aux limites. Il nous
faut pour cela d�e�nir l'op�erateur de descente H� :

H� : Sn+ 1

2 ! Sn+1 (5.13)

Ce groupe d'�equations n'impose aucune condition sur l'�evolution du param�etre d'endom-

magement. Cet endommagement restera alors constant lors du passage de l'it�er�e n+
1

2
�a

l'it�er�e n+1 quel que soit le pas de temps consid�er�e. Nous avons donc la relation suivante :

dn+
1

2 = dn+1 8t 2 [0; � ] (5.14)

De plus, aucune loi de comportement n'est impos�ee pour relier les contraintes aux d�eforma-
tions. Ainsi, a�n d'avoir des probl�emes d'ordre n + 1 les plus simples possibles, nous

lin�eariserons la loi de comportement au voisinage de F n+ 1

2 . De sorte que l'approximation
Sn+1 doit v�eri�er, 8t 2 [0; � ], le syst�eme d'�equations suivant :

8>>>>>><
>>>>>>:

divxT
n+1 = 0 dans 


F n+1 = 1+rxU
n+1 dans 


T n+1(N) = 0 sur @
g

Un+1 = U sur @
u

T n+1 = P (F n+ 1

2 ) +Q(F n+ 1

2 ) :rxU
n+1 � pn+1(F n+ 1

2 )�t dans 


dn+1 = dn+
1

2 dans 


(5.15)

o�u P et Q sont les tenseurs de pr�econtraintes et de raideurs issus de la lin�earisation de
la loi de comportement.
Ainsi,

8><
>:
Q(F n+ 1

2 ) =
@2
�
(1� dn+1)W0

�
@F @F

(F n+ 1

2 )

P (F n+ 1

2 ) =
@
�
(1� dn+1)W0

�
@F

(F n+ 1

2 )� @2
�
(1� dn+1)W0

�
@F @F

(F n+ 1

2 ) :rxU
n+ 1

2

(5.16)

Le d�etail de cette lin�earisation sera donn�e ult�erieurement.

Il est �a noter que dans la mesure o�u il existe une valeur de l'endommagement, dn+1, et de

la d�eformation, F n+ 1

2 , par pas de temps consid�er�e, les valeurs de P n+ 1

2 et Qn+ 1

2 (5.16)
sont �a d�e�nir pour chaque pas de temps. Ainsi, le probl�eme (5.15) est �a r�esoudre pour
chaque pas de temps. Cependant, d�es que les dn+1(t), pour chaque pas de temps t, sont
d�etermin�es, ils sont ind�ependants les uns des autreset les probl�emes (5.15), (5.16) pos�es
pour chaque pas de temps, le sont �egalement.

5.2.3.4 Crit�ere de convergence

Une fois les �etapes pr�ec�edentes r�ealis�ees, la connaissance de l'approximation Sn+1 est
assur�ee. Ce processus it�eratif de L vers NL, puis deNL vers L est r�ep�et�e jusqu'�a satisfaire
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le crit�ere de convergence suivant :

max
t2[0;� ]

�cv < seuilcv

avec �cv =

�����F
n+1 : T n+1 � F n+ 1

2 : T n+ 1

2

F n+1 : T n+1

�����
(5.17)

La convergence de l'algorithme est atteinte d�es que la quantit�e �energ�etique de l'it�er�e n+1

est �egale �a la quantit�e �energ�etique de l'it�er�e n+
1

2
, au seuil de convergence seuilcv pr�es, ce

qui garantit que le champ solution S = (T ;F ; p; d) appartienne �a la fois aux deux groupes
L et NL, et v�eri�e l'ensemble des �equations du probl�eme (5.2) quelque soit t 2 [0; � ].

Le traitement de ce processus it�eratif n�ecessite donc de s'a�ranchir de quelques diÆcult�es :

{ Lors du traitement de l'�etape n +
1

2
(section 5.2.3.2) : la r�esolution du probl�eme de

minimisation (5.11).
{ Lors du traitement de l'�etape n + 1 (section 5.2.3.3) : le choix de la lin�earisation de la
loi de comportement (5.16).

{ Lors de l'initialisation et de l'�etape n + 1 (section 5.2.3.1 et 5.2.3.3) : la r�esolution
d'un probl�eme lin�eaire avec comme inconnues le champ de d�eplacement et le champ de
pression.

{ En�n, lors de l'�etape n+
1

2
(section 5.2.3.2) : la r�esolution de l'�equation d'�evolution de

l'endommagement.

C'est l'ensemble de ces diÆcult�es que nous allons d�esormais �etudier.

5.3 R�esolution du probl�eme de minimisation

La d�e�nition de l'op�erateur H+, appel�e op�erateur de mont�ee, passe par la r�esolution d'un
probl�eme de minimisation (�equation (5.11)) qui consiste �a trouver le tenseur gradient de

d�eformation F n+ 1

2 le plus \voisin" possible du tenseur gradient de d�eformation de l'it�er�e

pr�ec�edent, �a savoir F n, tel que det(F n+ 1

2 ) = 1.

Bien que la notion de voisin soit tr�es simple �a d�e�nir pour des variables scalaires, pour des
tenseurs d'ordre 2 (9 inconnues car F est non sym�etrique) cette notion est beaucoup plus
d�elicate. Ainsi, la mani�ere de d�e�nir la notion de \voisin" pour les tenseurs pr�ed�etermine
la nature de la solution de (5.11).
Le moyen le plus simple et le moins coûteux de satisfaire (5.11) est de poser :

F n+ 1

2 =
1

det(F n)
F n (5.18)

Cette approche a �et�e test�ee, mais malheureusement, est extrêmement instable conduisant

parfois l'algorithme �a �echouer en traitant des probl�emes (5.15) dont les matrices Qn+ 1

2

d�e�nies en (5.16) �etaient non inversibles.
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Nous avons pr�ef�er�e, a�n de satisfaire (5.11), minimiser la fonctionnelle suivante :

F(F ) = 1

2
(F � F n) : (F � F n)� w

1

2

�
det(F n)� 1

�2
(5.19)

o�u w repr�esente un coeÆcient permettant de privil�egier l'importance de la contrainte
det(F ) = 1.
Cette minimisation est r�ealis�ee grâce �a une m�ethode de Newton (m�ethode de la tangente)
par la r�esolution du syst�eme :

@F(F )
@Fpq

= 0 8(p; q) 2 f1; 2; 3g � f1; 2; 3g (5.20)

Cette m�ethode de r�esolution pr�esente n�eanmoins un gros inconv�enient. En e�et, rien ne

contraint le tenseur r�esultat, F n+ 1

2 , �a respecter les directions F n:ei (i = 1; 2; 3 o�u e est
un vecteur directeur du rep�ere d'espace R3). Ainsi, un tenseur gradient de d�eformation
F n, v�eri�ant les conditions aux limites et de chargement du probl�eme initial (5.2), ini-
tialement diagonal, comme par exemple dans le cas d'une sollicitation de traction, peut

induire un tenseur r�esultat F n+ 1

2 ayant des termes non diagonaux. Les directions de F n:ei
sont pourtant n�ecessairement �a respecter puisque F n est solution du probl�eme en espace,
�etant donn�e que l'approximation Sn 2 L. Cette m�ethode p�enalise donc les performances
de l'algorithme et l'�eloigne ainsi de la solution impliquant même parfois la non conver-
gence de l'algorithme.

A�n donc d'�eviter ce type de probl�eme, nous avons impos�e une contrainte suppl�ementaire
au tenseur gradient de d�eformation recherch�e de sorte �a garantir le respect des directions
F n:ei de F

n :

F n+ 1

2 =

0
@ k1F

n
11 k2F

n
12 k3F

n
13

k1F
n
21 k2F

n
22 k3F

n
23

k1F
n
31 k2F

n
32 k3F

n
33

1
A (5.21)

D�es lors, le probl�eme de minimisation (5.19) et (5.20) devient :8>>><
>>>:
F d�e�ni par (5.21)

F(F ) = 1

2
(F � F n) : (F � F n)� w

1

2

�
det(F n)� 1

�2
@F(F )
@ki

= 0 8i = 1; 2; 3

(5.22)

Cette technique est moins lourde num�eriquement car seul trois param�etres (k1, k2, k3)
sont �a rechercher. De plus, elle permet de garantir le respect des directions et a permis de
garantir une stabilit�e num�erique.

Ce probl�eme de minimisation �etant r�esolu, il nous faut r�esoudre le probl�eme li�e �a la
d�e�nition de l'op�erateur de descente H� et en particulier �a la d�e�nition des tenseurs des

raideurs Qn+ 1

2 et des pr�econtraintes P n+ 1

2 permettant d'obtenir une loi de comportement

lin�earis�ee au voisinage de F n+ 1

2 a�n de r�esoudre le probl�eme (5.15).
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5.4 Lin�earisation de la loi de comportement

Nous allons, au cours de ce paragraphe, nous int�eresser �a la d�e�nition des tenseurs des
raideurs Q et des pr�econtraintes P d�e�nis en (5.15) et (5.16).

Ces tenseurs sont obtenus grâce �a une lin�earisation de la loi de comportement d�e�nie en

(5.1). Cette loi est lin�earis�ee au voisinage de F n+ 1

2 en tenant compte de la d�ependance de
l'endommagement, d, vis-�a-vis de F :

T n+1 =

 "
(1� dn+

1

2 )
@W0(F

n+ 1

2 )

@F

#
+

"
@

@F

�
(1� d)

@W0

@F

������
(dn+

1
2 ;F

n+1
2 )

#!
: (F n+1 � F n+ 1

2 )

� pn+
1

2 (F n+ 1

2 )�t

= P 0(F n+ 1

2 ) +Q0(F n+ 1

2 )rxU
n+1 � pn+

1

2 (F n+ 1

2 )�t (5.23)

avec :8>>><
>>>:
Q0(F n+ 1

2 ) = � @d

@F
(dn+

1

2 )
@W0

@F
(F n+ 1

2 ) + (1� dn+
1

2 )
@2W0

@F @F
(F n+ 1

2 )

P 0(F n+ 1

2 ) = (1� dn+
1

2 )
@W0

@F
(F n+ 1

2 )�Qn+ 1

2rxU
n+ 1

2

(5.24)

Cette lin�earisation compl�ete de la loi de comportement fait apparâ�tre dans la d�e�nition

du tenseur des raideurs Q0 un terme de la forme � @d

@F
(dn+

1

2 )
@W0

@F
(F n+ 1

2 ) qui provient de

la d�erivation de d par rapport au tenseur gradient de d�eformation F . Ce terme n�egatif ap-
parâ�t sur la diagonale du tenseur Q0, empêchant celui-ci d'être syst�ematiquement d�e�ni
positif et entrâ�nant ainsi parfois la r�esolution des probl�emes (5.15) d�elicate.

Dans la mesure o�u aucune contrainte n'est impos�ee, dans la d�e�nition de L, sur la mani�ere
dont peut être lin�earis�ee la loi de comportement (5.1) et a�n d'�eviter ce type de probl�emes,
nous avons choisi de lin�eariser la loi de comportement de fa�con incompl�ete en n�egligeant
les d�eriv�ees de la variable d'endommagement, d, par rapport �a F . La contrainte s'exprime
alors de la mani�ere suivante :

T n+1 = (1� dn+
1

2 )

"
@W0(F

n+ 1

2 )

@F
+

@2W0

@F @F
(F n+ 1

2 )

#
: (F n+1 � F n+ 1

2 )

� pn+
1

2 (F n+ 1

2 )�t

= P (F n+ 1

2 ) +Q(F n+ 1

2 )rxU
n+1 � pn+

1

2 (F n+ 1

2 )�t (5.25)

avec :8>>>><
>>>>:

Q(F n+ 1

2 ) = (1� dn+
1

2 )
@2W0

@F @F
(F n+ 1

2 )

P (F n+ 1

2 ) = (1� dn+
1

2 )

 
@W0

@F
(F n+ 1

2 )� @2W0

@F @F
(F n+ 1

2 ) :rxU
n+ 1

2

! (5.26)
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La lin�earisation incompl�ete de la loi de comportement p�enalisera, comme nous le verrons
par la suite, la vitesse de convergence de l'algorithme, cependant elle la garantit puisque

dans ce cas le tenseur des raideurs Qn+ 1

2 est toujours d�e�ni positif.

5.5 R�esolution des probl�emes (5.7) et (5.15)

Les probl�emes (5.7) et (5.15) sont, 8t 2 [0; � ], de la forme :8>>>><
>>>>:

divxT = 0 dans

F = 1 +rxU dans

T = P (F i) +Q(F i) :rxU � p(F i)�t dans

T (N) = 0 sur@
g

U = U sur@
u

(5.27)

o�u

F i =

�
1 lors de l'initialisation

F n+ 1

2 lors du processus it�eratif
(5.28)

et P (F i) et Q(F i) d�e�nis par (5.26).

La r�esolution de ce probl�eme passe par la d�etermination simultan�ee des champs de d�eplace-
ments, U , et de pression hydrostatique, p. A cet e�et, un �el�ement �ni sp�eci�que a �et�e
d�evelopp�e. A�n de l'introduire, �etablissons, la formulation variationnelle de ce probl�eme.

5.5.1 Formulation variationnelle

Soit Uad l'espace des champs de d�eplacements et de pression hydrostatique, admissibles
pour ce probl�eme :

Uad =
(
v = (v; p)=v 2 [H1(
)]3; p 2 R et v = U sur @
u

)
(5.29)

et

U0
ad =

(
v = (v; p)=v 2 [H1

0 (
0)]
3; p 2 R et v = 0 sur @
u

)
(5.30)

o�u v est un champ mixte d�eplacement/pression admissibles.

Le principe des puissances virtuelles nous permet d'�ecrire pour tout v 2 U0
ad :Z




divxT
n+1:(v � U) = 0 (5.31)

Le th�eor�eme de Green nous permet de transformer l'�equation (5.31) sous la forme :Z
@


T n+1:N :v �
Z



T n+1:rxv = 0 (5.32)
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Grâce aux conditions limites de (5.27) et �a la d�e�nition de U0
ad, l'�equation (5.32) devient :Z




T n+1:rxv = 0 (5.33)

En rempla�cant le tenseur gradient de d�eformation T n+1 par son expression lin�earis�ee
(�equations (5.25) et (5.26)) et en posant :8>>>>><
>>>>>:

l(v) = �
Z



P n+ 1

2rxv

a(Un+1; v) =

Z



Qn+ 1

2rxU
n+1
rxv

a0(pn+1; v) =

Z



pn+1(F n+ 1

2 )�trxv

(5.34)

on aboutit �a la relation suivante :

a(Un+1; v)� a0(pn+1; v) = l(v) (5.35)

En introduisant le champ mixte d�eplacement/pression U =

�
Un+1

pn+1

�
, la derni�ere �equation

devient :

A(U; v) = l(v) 8v 2 U0
ad (5.36)

avec

A(U; v) = a(Un+1; v)� a0(pn+1; v) (5.37)

D�es lors, la formulation variationnelle associ�ee �a (5.15) est :

Trouver U =

�
Un+1

pn+1

�
2 U0

ad tel que :

A(U; v) = l(v); 8v 2 U0
ad

(5.38)

avec l(�) et A(�; �) d�e�nis par les �equations (5.34) et (5.37).
A est une forme bilin�eaire de U et v, et l, une forme lin�eaire de v.

5.5.2 El�ement �ni d�evelopp�e

La formulation variationnelle (5.38) conduit �a la r�esolution d'un probl�eme o�u, en plus des
inconnues de d�eplacement, il nous faut d�eterminer une inconnue de pression.
A�n de traiter ce probl�eme qui est de type incompressible, un �el�ement sp�eci�que a �et�e
d�evelopp�e.

En e�et, d�es lors que l'on tend vers l'incompressibilit�e en utilisant des �el�ements classiques,
on observe des diÆcult�es num�eriques. La principale est li�ee au fait que la contrainte d'in-
compressibilit�e est tellement forte, qu'elle provoque des ph�enom�enes de blocage, c'est-�a-
dire une impossibilit�e du maillage �a se d�eformer, ou au moins qu'elle entrâ�ne un com-
portement trop rigide par rapport au comportement r�eel. Pour relâcher cette contrainte
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cin�ematique, on peut distinguer deux approches. La premi�ere consiste �a utiliser les avan-
tages de la sous-int�egration (Hugues, 1980 [54]). La deuxi�eme technique consiste �a rajouter
des degr�es de libert�es internes �a chaque �el�ement (Wilson et al., 1973 [108] ; Simo et al.,
1990 [103]). Pour notre part, nous avons pr�ef�er�e utiliser la premi�ere technique.

Pour construire notre �el�ement �ni, nous avons utilis�e une formulation mixte d�eplace-
ment/pression. La premi�ere formulationmixte pour les probl�emes de quasi-incompressibili-
t�e a �et�e d�evelopp�ee par Herrmann (1965 [52]) pour des mat�eriaux isotropes lin�eaires sous
l'hypoth�ese des petites perturbations. Des extensions pour des mat�eriaux non �elastiques
isotropes ou pour les grandes transformations ont �et�e propos�ees (Simo et al., 1985 [101] ;
Liu et al., 1991 [70] ; Klaas et al., 1999 [58]).

Dans le cas de la sous-int�egration des �el�ements mixtes d�eplacement/pression un compro-
mis doit alors être trouv�e entre :

{ un nombre de noeuds de pression suÆsamment important pour v�eri�er la condition
d'incompressibilit�e presque partout,

{ un nombre de noeuds de pression suÆsamment faible pour avoir plus de degr�es de li-
bert�e �a calculer que de contraintes �a v�eri�er pour �eviter les probl�emes de blocage.

L'�el�ement retenu est un �el�ement t�etra�edrique dont l'interpolation est de type Lagrange de
degr�e 2 (P2) pour les champs de d�eplacements et de type Lagrange de degr�e 0 (P0) pour
le champ de pression. Cet �el�ement, not�e tetra P2-P0, est repr�esent�e sur la �gure 5.1.

Fig. 5.1 { G�eom�etrie et noeuds de l'�el�ement tetra P2-P0 d�evelopp�e

Cet �el�ement est constitu�e de 11 noeuds, d'une part 10 noeuds pour l'interpolation des
d�eplacements, et d'autre part 1 noeud pour l'interpolation de la pression. Ces noeuds
sont respectivement situ�es aux sommets et aux milieux des arêtes pour les d�eplacements
et au barycentre de l'�el�ement t�etra�edre pour le champ de pression.
Les noeuds qui permettent d'approximer les champs de d�eplacements, Un+1, c'est-�a-dire
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les noeuds num�erot�es 1 �a 10, ont 3 degr�es de libert�e tandis que celui qui permet d'ap-
proximer le champ de pression, pn+1, c'est-�a-dire le noeud 11, a un seul degr�e de libert�e.
Ainsi, l'�el�ement �ni d�evelopp�e poss�ede 31 degr�es de libert�es.

Associ�e �a cette g�eom�etrie et cette interpolation, un sch�ema num�erique d'int�egration de
type Gauss a �et�e retenu pour les champs de d�eplacement. Celui-ci est constitu�e de 15
points dans l'�el�ement de r�ef�erence, appel�es points de Gauss pour l'int�egration volumique
et de 7 points pour l'int�egration surfacique.
Les champs de d�eplacement sont donc d�etermin�es par un sch�ema d'int�egration exact. Le
champ de pression est consid�er�e comme constant sur l'�el�ement et ainsi aucun sch�ema
d'int�egration n'est requis.

5.6 R�esolution de la loi d'�evolution de l'endommage-

ment

Comme nous l'avons vu section 5.2.3.2, �a l'issue de l'�etape d'initialisation, il y a autant de
probl�emes de type (5.15) �a traiter que de pas de temps consid�er�e sur l'intervalle d'�etude
[0; � ]. Cependant ces probl�emes sont ind�ependants les uns des autres.

Cette remarque est int�eressante dans la mesure o�u elle permet de garantir une parall�elisa-
tion ais�ee de la r�esolution en temps des probl�emes (5.15). Ces probl�emes �etant ind�ependants,
ils peuvent être trait�es simultan�ement. La r�esolution parall�ele des �equations (5.12) est su-
jette au traitement parall�ele de l'�equation d'�evolution portant sur l'endommagement, d.

Dans le cas de notre �etude, cela ne pose pas la moindre diÆcult�e dans la mesure o�u la loi
d'�evolution de l'endommagement a �et�e d�etermin�ee sous forme non di��erentielle et explicite
du temps, en l'occurence le cycle N consid�er�e :

d(N;m) = 1� exp(�c1ln(N)m) (5.39)

o�u N , qui est le nombre de cycles consid�er�es, repr�esente implicitement le temps.

Dans ces conditions, l'algorithme propos�e est �equivalent �a la m�ethode de Picard (Burrage,
1995 [25] ; Brieu, 1999 [18]) et permet �eventuellement d'e�ectuer simultan�ement les calculs
�a chaque instant de contrôle.

5.7 Pr�esentation sch�ematique de l'algorithme

On fournit sur la �gure qui suit, un sch�ema r�esumant le fonctionnement de l'algorithme
non incr�emental qui vient d'être pr�esent�e.

On peut constater sur ce sch�ema que l'ensemble des temps est trait�e simultan�ement, ga-
rantissant ainsi une parall�elisation en temps de l'algorithme simple.
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Fig. 5.2 { Algorithme de r�esolution
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Le processus it�eratif ayant �et�e d�e�ni pr�ec�edemment et les probl�emes de r�esolution li�es �a
la d�e�nition des op�erateurs de mont�ee et de descente ayant �et�e r�esolus, nous pr�esentons
dans la suite les r�esultats obtenus avec cet algorithme non incr�emental de r�esolution et
les moyens adopt�es pour optimiser l'algorithme.
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Chapitre 6

Performances et optimisation

parall�ele de l'algorithme

Au cours du chapitre pr�ec�edent, nous nous sommes int�eress�es �a la prise en compte de lois
de comportement hyper�elastiques, incompressibles et endommageables dans un processus
de simulation num�erique et avons pr�esent�e un algorithme non incr�emental de r�esolution.
Nous avons impl�ement�e le mod�ele d'adoucissement d�evelopp�e au cours du chapitre 4 et
l'algorithme propos�e au sein du code �el�ements �nis modulef (Bernadou et al., 1985 [9]).
Nous pr�esenterons dans un premier temps le probl�eme consid�er�e ainsi que les r�esultats
de fatigue obtenus grâce �a une simulation �el�ements �nis s�equentielle. Dans un deuxi�eme
temps, nous verrons au cours de ce chapitre les moyens que nous avons adopt�es pour op-
timiser l'algorithme non incr�emental pr�esent�e, notamment dans la fa�con de red�emarrer le
processus de r�esolution entre chaque incr�ement de temps consid�er�e. Ces moyens permet-
tront d'obtenir des gains en temps de calcul que nous pr�esenterons. Pour trois processus
de red�emarrage, nous pr�esenterons les r�esultats obtenus en terme de convergence. En�n,
un bilan et des r�esultats de parall�elisation du code seront pr�esent�es.
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6.1 Probl�eme consid�er�e

A�n de valider l'algorithme non incr�emental, d�evelopp�e au cours du chapitre pr�ec�edent, as-
soci�e au mod�ele d'adoucissement par fatigue propos�e et valid�e chapitre 4, nous consid�erons
une structure parall�el�epip�edique dont les dimensions correspondent aux dimensions de la
zone utile des �eprouvettes que nous avons utilis�ees lors des essais de traction r�ep�et�ee
(L=25mm, l=4mm, e=2mm)(�gure 6.1).
Cette structure est maill�ee grâce aux �el�ements tetra P2-P0 introduits au cours du chapitre
pr�ec�edent. Le maillage est constitu�e de 1404 �el�ements, 3525 noeuds �a 3 degr�es de libert�e
pour d�eterminer les champs de d�eplacements, 1404 noeuds �a 1 degr�e de libert�e pour le
champ de pression hydrostatique. Le maillage introduit donc des probl�emes �a 11979 degr�es
de libert�e (�gure 6.2).

Fig. 6.1 { Structure �etudi�ee

 

Fig. 6.2 { Maillage de la structure

Nous consid�erons, pour illustrer cet algorithme, des cas de chargement de traction uni-
axiale suivant la direction de l'�eprouvette (0,x).

Seul un mat�eriau est pr�esent�e pour cette �etude, les simulations r�ealis�ees avec les autres
mat�eriaux fournissant le même type de r�esultats. Le mat�eriau consid�er�e est le NR+C.
Le comportement �elastique est d�e�ni par une densit�e Lambert-Diani-Rey (1.34), (2.14) et
(2.15) o�u les coeÆcients, identi��es de la même fa�con qu'au chapitre 2, sont :

a0 = �1; 0683 a1 = 0; 1706 a2 = 0; 0127 b0 = �4; 5946 b1 = 0; 772 (6.1)

et l'adoucissement est d�e�ni par le mod�ele propos�e au chapitre 4 (4.12) avec c1 = 0; 0219.

6.2 Validation de l'approche algorithmique

Nous rappelons que le probl�eme non lin�eaire �a r�esoudre s'�ecrit sous la forme (5.2).
Nous avons vu au cours des chapitres pr�ec�edents que la loi d'�evolution de l'endommage-
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ment pr�ec�edemment d�e�nie par l'�equation (5.39) fait clairement apparâ�tre une notion de
temps. Ainsi toutes les quantit�es m�ecaniques intervenant dans ce probl�eme sont �egalement
implicitement d�ependantes du temps. On peut alors noter :

T = T (t) = T t F = F (t) = F t U = U (t) = U t

p = p(t) = pt d = d(t) = dt
(6.2)

o�u T t, F t, U t, pt et dt sont respectivement le premier tenseur des contraintes de Piola-
Kirchho�, le tenseur gradient de d�eformation, le champ de d�eplacement, la pression hy-
drostatique et l'endommagement au temps t, temps qui sera d'ailleurs caract�eris�e par la
suite par le cycle de charge consid�er�e. En e�et, dans la mesure o�u le chargement auquel
sont soumis les mat�eriaux �etudi�es, est un chargement de traction r�ep�et�ee �a d�eformation
ou contrainte maximale impos�ee, il est clair que le nombre de cycles, N , correspond au
param�etre temps.
D'apr�es l'�equation (5.39), dans la mesure o�u le nombre de cycles de chargement, N ,
repr�esente le temps, on peut �ecrire l'endommagement, d, sous la forme :

dt = G(x;F t; t) (6.3)

Le probl�eme �a r�esoudre devient alors :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

divxT t = 0 dans 

F t = 1+rxU t dans 


T t = (1� dt)
@W0(I1; I2)

@F
� ptF

�t
t dans 


det(F t) = 1 dans 

dt = G(x;F t; t) dans 

T (N) = 0 sur @
g

U = U sur @
u

(6.4)

6.2.1 Comparaison des r�esultats num�eriques et exp�erimentaux

Les r�esultats exp�erimentaux, que nous avons introduits chapitre 3, dans le cas d'un ca-
outchouc naturel renforc�e par des particules de noir de carbone (NR+C), sont compar�es
aux r�esultats obtenus �a l'issue d'une simulation num�erique (�gures 6.3 et 6.4) lors d'un
chargement cyclique �a 200% de d�eformation maximale impos�ee.

La �gure 6.3 montre que la corr�elation entre les r�esultats exp�erimentaux et les r�esultats
obtenus avec la simulation EF est tr�es satisfaisante pour les trois cycles repr�esent�es, et
ce, sur tout l'intervalle de d�eformation consid�er�e.
En e�et, l'erreur entre l'exp�erience et la simulation num�erique au cycle 50 est de l'ordre de
5% en moyenne sur l'intervalle de d�eformation consid�er�e et atteint 16% au maximum de
d�eformation. Pour les cycles 100 et 200, l'erreur en moyenne n'exc�ede pas respectivement
6 et 8%. N�eanmoins, au maximum de d�eformation, l'erreur atteint 20% pour les cycles 100
et 200. On constate �egalement que la simulation num�erique surestime l�eg�erement l'adou-
cissement dans la mesure o�u la contrainte pr�evue num�eriquement est plus faible que la
contrainte exp�erimentale, notamment sur l'intervalle d'�elongation [2,75 , 3].
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Fig. 6.3 { Confrontation de la simula-
tion EF et des r�esultats exp�erimentaux
de l'adoucissement pour plusieurs cycles
de charge

 

Fig. 6.4 { Evolution de l'erreur rela-
tive entre l'exp�erience et la simulation
num�erique en fonction de l'�elongation

Les erreurs relatives engendr�ees pour chaque cycle sont repr�esent�ees en fonction de l'�elon-
gation sur la �gure 6.4. On constate sur cette �gure que les erreurs relatives sont inf�erieures
�a 15% sur presque tout l'intervalle de d�eformation consid�er�e. Seul les 20 premiers et les
10 derniers % de d�eformation engendrent des erreurs sup�erieures. Cette �gure montre
que l'algorithme non incr�emental pr�esent�e dans le chapitre pr�ec�edent est bien adapt�e �a la
r�esolution de probl�emes incompressibles et endommageables.

6.2.2 Analyse des taux de convergence lors du processus algo-
rithmique

Nous avons �egalement repr�esent�e les taux de convergence de l'algorithme lors de cette
simulation en �echelle semi-logarithmique en fonction des it�erations (�gure 6.5) pour les
cycles 50, 100, 150 et 200. On constate que la convergence est la même pour les 4 temps
�etudi�es dans la mesure o�u toutes les courbes sont quasiment parall�eles. La �gure 6.5 montre
�egalement que la convergence n'est pas quadratique mais lin�eaire, contrairement au cas
hyper�elastique sans endommagement o�u la convergence quadratique a �et�e d�emontr�ee par
Brieu (1999, [18] ; 2003, [21]). Cependant, Brieu (1999, [18]) avait �egalement constat�e une
perte de la convergence quadratique lors de la simulation du comportement de composite
hyper�elastique avec prise en compte d'endommagement de type d�ecoh�esion entre renfort
et matrice. Cette perte de convergence quadratique est probablement due �a la lin�earisation
incompl�ete, mais n�ecessaire, de la loi de comportement (section 5.4). N�eanmoins la conver-
gence reste assez rapide puisque pour chaque cycle consid�er�e, 13 it�erations suÆsent pour
que l'algorithme converge.

Sur la �gure 6.5, on peut remarquer �egalement que les di��erents temps �etudi�es, caract�eris�es

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


116 Performances et optimisation parallele de l algorithme

Fig. 6.5 { Evolution du taux de conver-
gence de l'algorithme, les pas de temps
�etant simul�es les uns �a la suite des autres

 

Fig. 6.6 { Evolution du taux de conver-
gence de l'algorithme, les pas de temps
�etant trait�es simultan�ement

par les cycles de charge, ont �et�e simul�es s�equentiellement les uns �a la suite des autres.
Cependant nous avons mis en �evidence au cours du chapitre pr�ec�edent que l'ensemble des
probl�emes en temps �etaient ind�ependants les uns des autres une fois les param�etres d'en-
dommagement, dn+1

t , d�etermin�es (�equations (5.15) et (5.16)). L'ensemble des probl�emes,
pos�es pour chaque incr�ement de temps, peut alors être trait�e simultan�ement, de fa�con
s�equentielle ou parall�ele. Nous avons repr�esent�e, pour illustrer cette remarque, le taux
de convergence de l'algorithme, en �echelle semi-logarithmique, en fonction non plus des
it�erations globales du processus it�eratif mais en fonction des it�erations requises pour la
r�esolution de chaque incr�ement de temps (�gure 6.6). Cette �gure montre que non seule-
ment la vitesse de convergence est ind�ependante de l'incr�ement de temps consid�er�e mais
�egalement que le nombre d'it�erations requis pour traiter chaque incr�ement est le même,
ce qui con�rme la robustesse et la �abilit�e de cet algorithme.

Quel que soit l'incr�ement de temps consid�er�e, t, l'initialisation se fait exactement de la
même fa�con. Cependant, le temps n'intervient qu'au niveau du calcul de l'endommage-
ment, d, qui p�enalise le comportement. Il est donc logique que le processus et ses perfor-
mances ne d�ependent pas, ou peu, de l'incr�ement de temps.
Ainsi, lors d'un traitement s�equentiel de l'algorithme, l'ensemble des incr�ements de temps
consid�er�es seront trait�es successivement tout en gardant le même type de red�emarrage,
lors du passage d'un incr�ement �a un autre, et ainsi le même nombre d'it�erations sera
requis pour atteindre la convergence de chaque incr�ement.

Dans ce cas, on peut se demander si, au del�a du premier incr�ement, un tel red�emarrage
pour les incr�ements de temps suivants est pertinent dans la mesure o�u une initialisation
au tenseur identit�e ne semble pas performante d'un point de vue num�erique lorsque la
solution au pas de temps pr�ec�edent a d�ej�a �et�e num�eriquement d�etermin�ee.
Nous essayerons d'optimiser le processus de red�emarrage de l'algorithme, pour tous les
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incr�ements de temps consid�er�es, autre que le premier, de sorte �a accrô�tre ses performances.

6.3 Optimisation du d�emarrage du processus it�eratif

6.3.1 Initialisation au voisinage de la solution �nale du probl�eme
pos�e �a l'incr�ement de temps pr�ec�edent

A�n d'acc�el�erer la convergence de l'algorithme nous avons choisi, pour le red�emarrage
du processus de r�esolution, de ne pas initialiser syst�ematiquement l'algorithme au voisi-
nage du tenseur identit�e 1. En e�et, nous avons montr�e, �gure 6.6, que la convergence
�etait compl�etement ind�ependante de l'incr�ement de temps consid�er�e. Dans la mesure o�u
les incr�ements de temps sont trait�es les uns �a la suite des autres, l'initialisation pour
l'incr�ement consid�er�e au voisinage de la solution �nale du probl�eme pos�e au pas de temps
pr�ec�edent, plutôt qu'au voisinage de l'identit�e, est donc tout �a fait envisageable.

Dans ce cas, le premier incr�ement de temps consid�er�e t0 est initialis�e de la même fa�con
que lors du chapitre pr�ec�edent, c'est-�a-dire grâce aux �equations (5.7).

Une fois le probl�eme au pas de temps t0 converg�e, l'approximation St0 est connue et les
champs (T t0 ;F t0 ; pt0 ; dt0) solutions du probl�eme au temps t0 sont d�etermin�es.
Les champs solutions des probl�emes pos�es aux pas de temps, tn, seront alors d�etermin�es
�a partir de la connaissance des champs solutions du probl�eme �a l'incr�ement de temps
pr�ec�edent tn�1, c'est-�a-dire �a partir des champs (T tn�1 ;F tn�1 ; ptn�1 ; dtn�1) grâce au syst�eme
d'�equations suivant :8<
: F ini

tn
= min

F ;detF=1

(F � F tn�1)(F � F tn�1)

2
d0tn = G(x;F ini

tn
; tn)

(6.5)

Les approximations initiales des probl�emes au temps tn, S
0
tn

= (T 0
tn
;F 0

tn
; p0tn ; d

0
tn
), qui

v�eri�ent les �equations lin�eaires et stationnaires, c'est-�a-dire qui appartiennent �a L, seront
d�etermin�ees en r�esolvant les �equations (5.5) coupl�ees �a la loi de comportement lin�earis�ee
cette fois au voisinage de F ini

tn
:

T 0
tn
= P (F ini

tn
) +Q(F ini

tn
) :rxU

0
tn
� p0tn(F

ini
tn
)�t

o�u P et Q sont d�e�nis par (5.26)
(6.6)

Les �equations (6.5) sont telles que le tenseur gradient de d�eformation F ini
tn

v�eri�e bien la
condition d'incompressibilit�e, c'est-�a-dire que det(F ini

tn
) �egal �a 1.

En e�et, dans la mesure o�u le test de convergence (5.17) n'est r�ealis�e qu'apr�es le passage
de NL �a L, rien ne garantit que l'on v�eri�e exactement cette condition d'incompressi-
bilit�e lors de l'�etape d'initialisation. Une fois cette condition v�eri��ee, les �equations (6.5)
permettent de calculer l'endommagement associ�e, d0tn .

Nous avons repr�esent�e le taux de convergence de l'algorithme avec cette nouvelle technique
de red�emarrage en �echelle semi-logarithmique en fonction des it�erations du processus
global (�gure 6.7) pour les cycles 50, 100, 150 et 200.
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Fig. 6.7 { Evolution du taux de convergence de l'algorithme lors d'une initialisation �a
partir de la solution d�etermin�ee au pas de temps pr�ec�edent

On constate sur cette �gure que le nombre d'it�erations n�ecessaires pour le premier pas
de temps consid�er�e, le cycle 50, n'a bien �evidemment pas chang�e puisqu'il n'y a pas eu
de changement au niveau de ce premier incr�ement. Pour un red�emarrage avec une initia-
lisation au voisinage de l'identit�e, il fallait 13 it�erations au deuxi�eme temps, c'est-�a-dire
le cycle 100, pour converger, alors qu'avec cette nouvelle m�ethode 3 it�erations sont suÆ-
santes pour qu'il y ait convergence. Cette remarque reste valable aussi pour les cycles 150
et 200.
Cette �gure montre donc une tr�es forte acc�el�eration du processus it�eratif pour les incr�e-
ments de temps b�en�e�ciant de cette nouvelle technique de red�emarrage avec une initia-
lisation au voisinage de la solution �nale du probl�eme pos�e au pas de temps pr�ec�edent.
Cette nouvelle m�ethode de red�emarrage permet donc un gain en temps de calcul s�equentiel
signi�catif.

Cependant, cette m�ethode pr�esente �egalement un inconv�enient. En e�et, dans la mesure
o�u la d�etermination de la solution initiale, F ini

tn
(�equation (6.5)), du probl�eme pos�e au

temps tn, se fait �a partir de la connaissance du tenseur gradient de d�eformation converg�e,
F tn�1 , du probl�eme pos�e �a l'incr�ement pr�ec�edent, tn�1, il faut syst�ematiquement attendre
la convergence du probl�eme pos�e �a tn�1 avant d'entreprendre le traitement du probl�eme
pos�e �a tn. Il est alors impossible de traiter l'ensemble des probl�emes tn de fa�con pa-
rall�ele, comme nous aurions pu le faire dans le cas pr�ec�edent. Cette modi�cation change
compl�etement le caract�ere hautement parall�ele de l'algorithme. On ne peut dans ce cas
consid�erer l'algorithme comme parall�elisable en temps, ce qui nous semble, un inconv�enient
majeur. Dans le cas d'une impl�ementation sur machine parall�ele, l'algorithme sera auto-
matiquement plus lent.
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Nous avons donc cherch�e une nouvelle m�ethode de red�emarrage s'inspirant de celle-ci mais
qui permettrait n�eanmoins de traiter plusieurs probl�emes �a la fois. Nous la pr�esentons dans
la section qui suit.

6.3.2 Initialisation au voisinage d'une solution interm�ediaire du
probl�eme pos�e �a l'incr�ement de temps pr�ec�edent

Le premier incr�ement, t0, consid�er�e est initialis�e de la même mani�ere qu'en 6.2.1 c'est-
�a-dire au voisinage de l'identit�e. Ensuite, les temps tn, 8n > 1, d�emarrent d�es qu'une
approximation interm�ediaire, (T i

tn�1
;F i

tn�1
; pitn�1 ; d

i
tn�1

), obtenue �a l'issue de l'it�eration i
du processus de r�esolution du probl�eme pos�e �a tn�1, aura atteint un seuil qu'on quali�era
d'acceptable. Ce champ interm�ediaire est tel que :

�cv < seuild�emarrage

avec �cv =

�����F
i
tn�1

: T i
tn�1

� F i� 1

2

tn�1
: T

i� 1

2

tn�1

F i
tn�1

: T i
tn�1

����� (6.7)

D�es que ce seuil de d�emarrage, seuild�emarrage, est atteint, on peut d�eterminer F ini
tn

de la
même mani�ere que pr�ec�edemment, c'est-�a-dire d�eterminer F ini

tn
tel que :8<

: F ini
tn

= min
F ;detF=1

(F � F i
tn�1

)(F � F i
tn�1

)

2
d0tn = G(x;F ini

tn
; tn)

(6.8)

Les champs initiaux S0
tn

= (T 0
tn
;F 0

tn
; p0tn ; d

0
tn
), du probl�eme pos�e �a tn, qui v�eri�ent les

�equations lin�eaires et stationnaires, seront alors d�etermin�ees en r�esolvant les �equations
(5.5) coupl�ees �a la loi de comportement lin�earis�ee au voisinage de F ini

tn
(�equation (6.6)).

Ce tenseur gradient de d�eformation est lui-même d�e�ni par les syst�emes d'�equations (6.7)
et (6.8).
Nous avons repr�esent�e le taux de convergence de l'algorithme avec cette nouvelle m�ethode
de red�emarrage en �echelle semi-logarithmique en fonction des it�erations recquises (�gure
6.8) pour 4 temps : les cycles 50, 100, 150 et 200.

Le trait pointill�e sur cette �gure correspond au seuil de d�emarrage que l'on a �x�e �a 10�4

alors que la convergence est d�ecr�et�ee �a �cv = 10�6 (5.17).

La �gure 6.8 montre que l'allure du taux de convergence ainsi que le nombre d'it�erations
du premier incr�ement, ici le cycle 50, n'ont pas chang�e puisque l'initialisation du pre-
mier temps demeure le même (les 12 it�erations au lieu de 13 �etant dues �a un artefact
num�erique). D�es que le taux de convergence du cycle 50 d�epasse le seuil de d�emarrage
qu'on a quali��e d'acceptable, c'est-�a-dire ici �a la 8i�eme it�eration, le deuxi�eme incr�ement
peut d�emarrer. Ainsi, �a la 9i�eme it�eration, les cycles 50 et 100 sont trait�es simultan�ement.

Ensuite, lorsque le taux de convergence du cycle 100 a d�epass�e le seuil de d�emarrage,
c'est-�a-dire �a la 10i�eme it�eration, le cycle 150 peut d�emarrer. Ainsi, �a la 11i�eme it�eration,
les cycles 50, 100 et 150 sont trait�es simultan�ement. A la 12i�eme it�eration, le taux de
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Fig. 6.8 { Evolution du taux de convergence de l'algorithme lors d'une initialisation �a
partir d'une solution interm�ediaire du probl�eme pos�e au pas de temps pr�ec�edent

convergence du cycle 150 a d�epass�e le seuil de d�emarrage que l'on a choisi, ce qui permet
au 4i�eme temps, c'est-�a-dire le cycle 200, de d�emarrer. Lors des 13i�eme et 14i�eme it�erations,
seul le cycle 200 est trait�e dans la mesure o�u, outre l'activation, �a l'it�eration 13, des calculs
li�ee au cycle 200, les cycles 50, 100 et 150 ont converg�e.

On remarque le gain en temps de calcul par rapport �a la premi�ere technique de red�emarrage
envisag�ee puisque pour le deuxi�eme temps, c'est-�a-dire le cycle 100, le nombre d'it�erations
pour converger est pass�e de 13 �a 4, et pour les cycles 150 et 200, le nombre d'it�erations
est pass�e de 13 �a 2.
L'int�erêt de cette approche par rapport �a la pr�ec�edente est �egalement notoire puisque
22 it�erations globales �etaient recquises pour l'approche pr�ec�edente contre 14 pour cette
derni�ere.

Les r�esultats obtenus aux cycles 150 et 200 peuvent parâ�tre surprenants par rapport aux
r�esultats obtenus avec la deuxi�eme m�ethode d'initialisation (section 6.2.2). En e�et, il peut
sembler �etonnant que la convergence pour le probl�eme au temps tn soit plus rapide lorsque
l'algorithme est d�emarr�e �a partir d'une solution interm�ediaire du probl�eme pos�e �a tn�1,
que lorsque le probl�eme �a tn est initialis�e �a partir de la solution converg�ee du probl�eme
�a tn�1. Cependant, rien ne peut permettre d'aÆrmer que la solution du probl�eme �a tn�1
soit plus proche de la solution du probl�eme �a tn qu'une solution interm�ediaire.

Cette derni�ere m�ethode de red�emarrage pr�esente donc deux int�erêts. D'une part, elle
acc�el�ere l'algorithme par rapport aux techniques de red�emarrage envisag�ees pr�ec�edemment,
et d'autre part, elle permet de traiter plusieurs probl�emes simultan�ement, que ce soit de
fa�con s�equentielle ou parall�ele.
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6.4 Bilan des initialisations propos�ees

6.4.1 Performances it�eratives

Nous avons repr�esent�e sur la �gure 6.9, le nombre de probl�emes EF (6.4) �a r�esoudre jusqu�a
convergence pour chaque incr�ement de temps consid�er�e et ce pour chaque m�ethode de
red�emarrage envisag�ee dans les sections pr�ec�edentes et sur la �gure 6.10, le nombre total
de probl�emes EF �a r�esoudre par m�ethode de red�emarrage.

Fig. 6.9 { Nombre de probl�emes EF �a
r�esoudre par pas de temps

 

Fig. 6.10 { Nombre total de probl�emes
EF �a r�esoudre par m�ethode de
red�emarrage

Dans un premier temps, on peut remarquer, �gure 6.9, que le nombre d'it�erations n�ecessaires
pour la convergence du premier incr�ement de temps est le même pour les trois techniques
de red�emarrage envisag�ees (probl�eme d'artefact num�erique pour la troisi�eme). Ceci n'a rien
de surprenant dans la mesure o�u pour les trois techniques de red�emarrage propos�ees, l'ini-
tialisation du premier incr�ement de temps reste la même. Ce n'est que sur les incr�ements
ult�erieurs que les di��erences apparaissent.
La �gure 6.10 montre que la premi�ere m�ethode de red�emarrage est la moins performante
des trois propos�ees. En e�et, pour chaque incr�ement de temps consid�er�e, 13 it�erations
sont n�ecessaires pour qu'il y ait convergence, 52 it�erations globales sont donc requises en
s�equentiel.
La deuxi�eme technique de red�emarrage am�eliore nettement les performances de l'algo-
rithme puisque le nombre d'it�erations n�ecessaires �a la convergence des incr�ements de
temps red�emarr�es a diminu�e de 75%. Le nombre d'it�erations pour les cycles 100, 150 et
200 est en e�et pass�e de 13 �a 3, 22 it�erations sont donc globalement recquises.
Cette deuxi�eme approche semble optimis�ee grâce �a la troisi�eme m�ethode de red�emarrage
propos�ee. Cette optimisation ne se voit pas sur les deux premiers incr�ements de temps
trait�es puisque le nombre d'it�erations est sup�erieur ou �egal au nombre d'it�erations n�ecessaire
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�a la convergence dans le cas de la deuxi�eme m�ethode de red�emarrage. Par contre, on
constate que pour les deux derniers incr�ements de temps, c'est-�a-dire les cycles 150 et
200, seules 2 it�erations sont n�ecessaires pour qu'il y ait convergence. Soit un total, en
s�equentiel, de 20 it�erations pour traiter l'ensemble des probl�emes.

6.4.2 Performances parall�eles

Comme nous l'avons mentionn�e au chapitre 5, un des grands int�erêts de cet algorithme
est son caract�ere hautement parall�elisable (Brieu, 1999 [18] ; Brieu et al., 2001 [19]). Il
nous semble donc primordial que les techniques de red�emarrage retenues pour initialiser
l'algorithme permettent de conserver le caract�ere parall�elisable de celui-ci.

On a repr�esent�e �gure 6.11, l'ensemble du processus it�eratif pour les di��erentes tech-
niques de red�emarrage en traitant simultan�ement, d�es que cela est possible, l'ensemble
des incr�ements de temps recherch�es. Celle-ci montre bien que la deuxi�eme m�ethode de
red�emarrage interdit tout traitement parall�ele des probl�emes pos�es en temps puisque,
pour que le probl�eme pos�e au temps tn soit trait�e, il faut que le probl�eme pos�e au temps
tn�1 ait converg�e.

A�n de comparer, de fa�con e�ective, les performances de ces deux derni�eres approches,
nous avons impl�ement�e l'ensemble du code �el�ements �nis d�evelopp�e sur une machine pa-
rall�ele. La machine utilis�ee est un supercalculateur �a architecture parall�ele IBM RS6000/SP
constitu�e de 4 noeuds, comprenant chacun 16 processeurs �a 375 MHz avec 16 Go de
m�emoire partag�ee. Chaque noeud est reli�e par un r�eseau haut d�ebit de type colony. Le
protocole de parall�elisation utilis�e est Open MP.
Il est �a noter que ce travail de parall�elisation ne porte que sur la distribution des di��erents
probl�emes en temps entre les di��erents processeurs et en aucun cas sur une parall�elisation
de la r�esolution des probl�emes EF. Les m�ethodes de d�ecomposition en sous-domaines,
comme les m�ethodes de recouvrement (Lions, 1988 [69]) ou sans recouvrement (Rey, 1994
[88] ; Le Tallec, 1994 [67] ; Farhat, 1994 [37], [38] ; Soulat, 1996 [104] ; Brieu, 1999 [18],
2001 [19]), classiquement utilis�ees pour parall�eliser un probl�eme EF, ne font pas l'objet
de cette �etude.
Pour illustrer les performances parall�eles de l'algorithme, nous avons utilis�e 4 processeurs
qui ont chacun trait�e 5 incr�ements de temps. Les r�esultats du processus it�eratif sur chaque
processeur en fonction du type de technique de red�emarrage sont illustr�es �gure 6.12.
Nous avons ensuite repr�esent�e sur la �gure 6.13 les temps de calculs CPU s�equentiels
et parall�eles requis par les premi�ere et troisi�eme m�ethodes de red�emarrage. Ces temps
de calculs sont normalis�es par rapport au temps de calcul s�equentiel de la technique
de red�emarrage simple, c'est-�a-dire l'initialisation du temps trait�e au voisinage du ten-
seur identit�e, de telle fa�con que celui-ci repr�esente 100% du temps CPU. Au niveau du
temps CPU s�equentiel, la �gure 6.13 montre bien le gain obtenu d�es qu'on utilise comme
red�emarrage, une initilisation au voisinage d'une solution interm�ediaire du probl�eme pos�e
au pas de temps pr�ec�edent.

Au niveau du temps CPU parall�ele, on peut remarquer, pour le red�emarrage simple, que le
gain en temps de calculs est proportionnel au nombre de processeurs. Ceci s'explique par
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Fig. 6.11 { Bilan d'un point de vue parall�elisation des trois initialisations propos�ees pour
l'algorithme

Fig. 6.12 { R�epartition des tâches sur un quadriprocesseur dans le cas des initialisations
d�evelopp�ees sections 6.2.1 et 6.2.3
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Fig. 6.13 { Comparaison en temps de calcul des premi�ere et troisi�eme m�ethodes d'initia-
lisation

le fait que chaque processeur r�esout exactement le même nombre de probl�emes pos�es en
temps, simultan�ement. En l'occurrence, dans notre cas, 4 processeurs avaient 5 probl�emes
�a traiter (�gure 6.12), ce qui implique que le temps CPU est pass�e de 100 �a 25%.
Le gain en temps pour la troisi�eme m�ethode de red�emarrage est �egalement signi�catif lors
de la parall�elisation. Cependant, celui-ci n'est plus porportionnel au nombre de proces-
seurs. En e�et, dans ce cas, chaque processeur doit d'abord traiter le premier incr�ement
de temps, et c'est seulement sur les incr�ements de temps suivants que la m�ethode permet
d'obtenir des gains signi�catifs (�gure 6.12). N�eanmoins, on peut constater que les gains
sont tr�es importants car on passe de 40% de temps CPU �a 14%.
En�n, il est �a noter qu'aucun temps de calcul n'est perdu en communication entre les pro-
cesseurs puisque l'ensemble des tâches par processeur sont rigoureusement ind�ependantes.
Ce qui n'est pas le cas par exemple pour les probl�emes de parall�elisation de m�ethodes de
d�ecomposition en sous-domaines.

En conclusion, nous pouvons dire que même si la premi�ere m�ethode de red�emarrage re-
quiert peu d'it�erations, elle demeure la plus consommatrice de ressources. La troisi�eme
m�ethode de red�emarrage, n�ecessitant un plus grand nombre d'it�erations, est cependant
moins consommatrice de ressources. Pour cette derni�ere raison, la derni�ere m�ethode nous
a sembl�e la plus int�eressante.
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Conclusion et perspectives

En raison de la diversit�e des comportements et des diÆcult�es num�eriques li�ees au compor-
tement non lin�eaire, incompressible et au caract�ere grandement d�eformable, la mod�elisation
et la simulation num�erique de structures �a base d'�elastom�ere sont encore des probl�emes
largement ouverts. Ce travail a �et�e entrepris a�n de pr�evoir le comportement en fatigue et
notamment les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue dans les mat�eriaux �elastom�eres.
La d�emarche que nous avons choisie a consist�e �a :

{ mettre en �evidence les ph�enom�enes d'adoucissement par fatigue ainsi que les facteurs
in
uants ces ph�enom�enes par le biais d'une �etude exp�erimentale men�ee sur plusieurs
mat�eriaux �elastom�eres di��erant soit par la matrice, soit par les renforts,

{ mod�eliser le comportement des �elastom�eres en identi�ant dans un premier temps le
comportement des mat�eriaux non endommag�es grâce �a une loi de comportement bien
adapt�ee, issue de la litt�erature, puis dans un deuxi�eme temps �a mod�eliser le ph�enom�ene
d'adoucissement par fatigue en d�egradant le comportement non endommag�e par une
fonction d'endommagement d�ependant des facteurs in
uants pr�ec�edemment identi��es,

{ simuler le comportement non-lin�eaire, hyper�elastique, incompressible et endommageable
de structures �elastom�eres grâce �a un algorithme non incr�emental de r�esolution et opti-
miser les potentialit�es de cet algorithme en particulier �a des �ns de parall�elisation de
celui-ci.

Concernant la mod�elisation, le mod�ele propos�e permet d'appr�ehender de mani�ere tr�es
satisfaisante l'adoucissement par fatigue observ�e exp�erimentalement. Ce mod�ele pr�esente
�egalement de nombreux avantages. En e�et, il est pr�edictif, ne n�ecessite l'identi�cation
que d'un seul param�etre, et permet de pr�evoir le comportement en fatigue de mat�eriaux
�elastom�eres soumis aussi bien �a des chargements cycliques �a d�eformations maximales im-
pos�ees qu'�a contraintes maximales impos�ees.
Cependant, ce mod�ele ne permet d'�etudier que la phase de charge de ces milieux. Il serait
alors utile d'envisager la prise en compte de l'hyst�er�esis entre la charge et la d�echarge,
en plus du nombre de cycles et de la d�eformation maximale impos�ee, pour que le mod�ele
puisse �egalement pr�evoir l'adoucissement par fatigue lors de la d�echarge.
De plus, le caract�ere visqueux des milieux �elastom�eres ainsi que les e�ets li�es �a la temp�eratu-
re ont �et�e n�eglig�es dans cette �etude. La mise en place de protocoles exp�erimentaux
sp�eci�ques qui permettent d'int�egrer les variables temps et temp�erature au sein du mod�ele
d�evelopp�e pourraient alors être mis en place.
D'autre part, le mod�ele propos�e a �et�e d�evelopp�e dans le cas de chargements uniaxiaux.
La prise en compte de l'in
uence des d�eformations est r�ealis�ee par l'interm�ediaire de la
magnitude du tenseur des dilatations. Cette quantit�e exprim�ee en fonction des invariants
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de ce tenseur, ne permet pas de prendre en compte les in
uences directionnelles du char-
gement. Pourtant, nous savons que l'adoucissement par fatigue intervient �egalement lors
d'essais multi-axiaux. Il serait donc int�eressant d'envisager de prendre en compte les pa-
ram�etres li�es au cas de chargements multi-axiaux au sein du mod�ele propos�e en utilisant,
non plus la magnitude, mais des grandeurs susceptibles de prendre en compte l'in
uence
directionnelle du chargement comme par exemple, les directions principales du tenseur
gradient de d�eformation.
La traction r�ep�et�ee �a d�eformation maximale impos�ee sur les mat�eriaux �elastom�eres induit
une anisotropie dans les directions perpendiculaires �a la direction de sollicitation. Les
modi�cations pr�ec�edemment cit�ees devront �egalement permettre la prise en compte du
ph�enom�ene d'anisotropie induite a�n que le mod�ele puisse �egalement pr�evoir l'incidence
du chargement en fatigue sur une direction perpendiculaire �a la direction de sollicitation.

Les temps de calcul n�ecessaires �a la r�esolution de probl�emes non-lin�eaires, hyper�elastiques,
incompressibles et endommagables �etant tr�es importants, il ne nous a pas �et�e permis d'uti-
liser des algorithmes incr�ementaux. Ainsi, un algorithme non incr�emental, de type LATIN,
a �et�e d�evelopp�e.
Cet algorithme repose d'une part sur la d�ecomposition du probl�eme en deux groupes
d'�equations qui sont, soit lin�eaires, stationnaires et globales, soit non lin�eaires et/ou ins-
tationnaires mais locales et d'autre part, sur le choix de deux op�erateurs permettant de
transporter successivement jusqu'�a convergence, les approximations des champs solutions
appartenant alternativement �a ces deux groupes. Les choix r�ealis�es au cours de ce travail,
bien qu'�etant les plus simples et les moins coûteux, ne sont pas forc�ement les plus eÆcaces.
On se propose alors de rechercher d'autres op�erateurs permettant de r�ealiser ces passages
et se r�ev�elant plus eÆcaces, tout en �etant de mise en oeuvre simple, garantissant ainsi
l'obtention de gains en temps de calculs plus cons�equents.
D'autre part, a�n de s'a�ranchir des diÆcult�es li�ees �a l'incompressibilit�e, nous avons pro-
pos�e un probl�eme de minimisation �a r�esoudre de sorte �a garantir que le d�eterminant du
tenseur gradient de d�eformation soit �egal �a 1. Celui-ci n'est peut-être pas le plus eÆcace
et il serait bon d'envisager une autre m�ethode de minimisation.
Nous avons �egalement dû faire un choix quant �a la lin�earisation de la loi de comporte-
ment. Le choix de lin�earisation incompl�ete, que nous avons fait, semble a�ecter la vitesse
de convergence de l'algorithme. On se propose alors de chercher un moyen de lin�eariser la
loi de comportement a�n que la convergence soit eÆcace et plus rapide.
Plusieurs m�ethodes de red�emarrage de l'algorithme, pour la prise en compte successive
d'incr�ements de temps, ont �et�e propos�ees a�n d'optimiser l'algorithme non incr�emental
pr�esent�e permettant de conserver le caract�ere parall�elisable de l'algorithme tout en �equi-
r�epartissant les tâches entre les processeurs. D'autres m�ethodes de red�emarrage doivent
être envisageables a�n d'am�eliorer encore les performances de cet algorithme.
La parall�elisation de l'algorithme, pr�esent�ee dans ce manuscrit, n'a �et�e envisag�ee que sur
les probl�emes d'�evolution de l'endommagement. Ainsi, seul l'espace temps a �et�e parall�elis�e.
Cependant, les gains obtenus par cette parall�elisation se sont av�er�es extrêmement impor-
tants. N�eanmoins, a�n d'accrô�tre les performances parall�eles de l'algorithme, et r�eduire
de fait les temps de calculs mis en jeu, il faut envisager l'utilisation de m�ethodes de
d�ecomposition en sous-domaines, appel�ees �egalement m�ethodes de sous-structuration, de
sorte �a diminuer les coûts de calculs engendr�es par la r�esolution successive de probl�emes
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�el�ements �nis de taille non n�egligeable. Ce double niveau de parall�elisme, en temps et en
espace, devrait s'av�erer extrêmement eÆcace �etant donn�ee l'architecture de la machine
parall�ele utilis�ee. En outre, la parall�elisation globale de l'algorithme pourra être accrue
par l'utilisation des biblioth�eques de calculs optimis�es telles les BLAS ou LAPACK de
sorte �a utiliser des algorithmes par blocs a�n d'optimiser au mieux la hi�erarchie m�emoire
de la machine.

Pour conclure, nous noterons que l'utilisation conjointe de loi simple d'endommagement
tel le mod�ele d'adoucissement par fatigue propos�e, associ�e �a un algorithme de r�esolution
de probl�emes non lin�eaires, permet d�esormais de simuler la r�eponse de structures de plus
en plus complexes, constitu�es de tels mat�eriaux et soumis �a des chargements de fatigue.
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