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Intr oduction générale

Présentationgénérale

L’électricitéfut l’un desmoteursdudéveloppementéconomiquedurantla pre-
mièremoitiédu20emesiècle.La conversiondel’énergieélectriqueenénergiemé-
caniqueapporteunesouplesseextrêmementimportanteaux équipementsindus-
triels : la sécurité,les tempsdemiseenservicen’ont plus rien decommunavec
ceux desanciennesmachinesà vapeur. Les machinesélectriquesqui prennent
en charge cetteproductiond’énergie mécanique,génèrentsur leur arbrede sor-
tie un couplemécaniquedirectementutilisabledansles mécanismesindustriels.
Progressivement,le systèmebielle-manivelle a disparu.Les moteursélectriques
virent le jour en1873.Ils utilisent,eninterne,leseffetsdeschampsmagnétiques
pour produirecetteénergie mécanique.La compréhensiondesinteractionsma-
gnétiquesà l’intérieur de la machinefut pendantlongtemps,et resteencore,un
sujetderecherche.Actuellement,poursimplifier la problématique,la machinede
GRAMME, ainsi que les forcesde Laplacesont toujoursutiliséescommesup-
port pédagogique,pourexpliquer le fonctionnementdesmoteurs.Danscettedé-
marche,l’aspectpurementmagnétiquen’estpasexplicité; uncourantesteninter-
actionavecun champmagnétique.Cetteinterprétationpourraitêtresatisfaisante
si ellen’étaitpasmiseendéfautparla réalité.L’examend’unerépartitionspatiale
dechampmagnétiquedansun moteur[Fig-1]fait apparaîtrel’absencedechamp
magnétiquedanslesencochesassociéesaurotor pourlesconducteurs[1, YONG
WANG - 2001].Touteslessimulationsdemachinesélectriquesmettentcerésul-
tatenévidence,etpourtant,la forcedeLaplaceesttoujoursutiliséeenpréambule
dansl’enseignementsecondaire.Pourpouvoir comprendrele couplageentrele
rotor et le statord’un moteur, uneautreapprochedoit êtreutilisée.

L’étuded’un moteurseprêtemalà la recherched’unemodélisationd’un phé-
nomènephysiqueparticulier, car samiseen rotationestcertainementunecom-
binaisondeplusieursphénomènesdifficilementdissociables.Celaexpliquepour-
quoilesexpérimentationsdonnentdesrésultatsparfoisprochesdesmodélisations,
maisceux-cinesontjamaisidentiques[36, MIZIA.J-1988].
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Fig � 1

Parexemple,enneregardantquel’aspecténergétiqued’un moteur, il apparaît
toujoursdansle bilan, despertescertesfaibles,mais difficilement calculables.
Lestravauxassociésauxbruitsacoustiques[2, DIETER G.- 1994],auxpertesde
dentures[3, STOOL R.L. - 1994],auxpertesparhystérésis[4, JAYARAMAN S.
- 1994], etc.confirmentbienleur existence...

Pourcesmultiplesraisons,la recherched’uneexplicationsimplesur le cou-
plageentrele rotoret le statord’unemachinen’estpasaisée.Le problèmenepeut
pasêtre traité danssa globalité et une approchesectoriséedoit être employée.
PuisquelesforcesdeLaplacenesontpasmajoritaires,c’estdoncà l’extérieurdu
conducteur, danslesmatériauxpeut-être,qu’il fautrechercherla solution.Le pro-
blèmeseréduità unesimplequestion: est-oncapabled’évaluerl’influenced’un
champmagnétiquesurunmatériau?

R.FEYNMAN observele comportementd’un matériauvis àvis duchampma-
gnétiqueet définit quatregroupementstrèsdistincts[5, FEYNMAN R.P. - 1964].
Cetteclassificationestaussireprisesousuneformebeaucoupplusthéoriquepar
un physicienrusseD.SIVOUKHINE [17, SIVOUKHINE D. - 1983]. Pour ces
deuxapproches,l’une expérimentaleet l’autre théorique,lesquatreclassessont:

- Lesmatériauxamagnétiques
- Lesmatériauxdiamagnétiques
- Lesmatériauxparamagnétiques
- Lesmatériauxferromagnétiques.
La différentiationdecesmatériauxsefait vis à vis d’unecaractéristiquephy-

sique: la perméabilitémagnétique.Cetteentitéapparaîtdansla loi decomporte-
mentqui lie l’induction magnétiqueauchampmagnétique.En l’absenced’hypo-
thèsesréductrices,cecoefficient deproportionnalitéestdetypetensoriel,et pos-
sèdela propriétéd’êtresymétrique[9, LANDAU L. - 1990].Pourdesmatériaux
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ayantun comportementlinéaire et isotropevis à vis deschampsmagnétiques,
cetterelations’écrit sousla formeprésentéeparl’équation(1).��

B � µ
��
H � 1�

B estl’induction magnétique,H le champmagnétiqueetµ la perméabilitéma-
gnétique,réduiteici àunsimplescalaire[5, FEYNMAN R. - 1992][9, LANDAU
L. - 1990] [17, SIVOUKHINE D. - 1983]. La connaissancede µ est suffisante
pourassocierle matériauà l’un desquatregroupementsà partir du momentoù µ
estcomparéeàµ0, µ0 étantla perméabilitéduvide.

- µ �� µ0 �
	 le matériauestamagnétique
- µ � µ0 �
	 le matériauestdiamagnétique
- µ � µ0 �
	 le matériauestparamagnétique
- µ µ0 �
	 le matériauestferromagnétique

Commeun moteurestun systèmetrop complexe pour l’analysedesphéno-
mènesphysiquesélémentaires,leseffortsdoiventportersurl’étuded’un autresys-
tème,le plussimplepossible,pournepasintroduiredephénomènesmalmaîtrisés
ou impossiblesàprendreencompte.Imposerunsystèmeayantuncomportement
linéaireestcertesrestrictifmaispermettoutefoisd’effectuerunecomparaisondes
formulations.

Parexemple,unsolide(paraouferromagnétique)deformequelconque,plongé
dansunchampmagnétique,évoluedemanièreàmaximiserle flux qui le traverse
[Fig-2]. Unerotation,liée à cetteévolution,estvisible et impliquel’existencede
forcesextérieuressurle solide.

� �
Fig � 2 Unerotationdu solideestinduiteparsarecherchedu maximumdeflux

( la rotationprésentéen’estvalablequepourle ferroou le paramagnétisme)

A l’origine detouslesphénomènesélectromécaniques,cesforcesextérieures
sontétudiéesdansle but d’encalculerlesintensitésetlesdirections.Plusieursmé-
thodesdécoulentdesrecherchespasséeset sontactuellementproposéespour les
quantifier: Le tenseurdeMaxwell [48, STURGESS.J-P.-1994],lescourantséqui-
valents[25,HENNEBERGERG. - 1992],la dérivéedel’énergie[51,BOUALEM
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B. - 1998] [40, REYNE.G.-1988][50, COULOMB J-L. - 1983] [71, ZGAINSKI
F.X.-1996] [77, BENBOUZID M.E.H.-1992].Un tel nombredeméthodesdiffé-
rentespour un mêmephénomènephysiqueest un handicap.Bien souvent, ces
auteursarrivent à la conclusionquela formulationqu’ils utilisent esten accord
avecleur expérimentationet pourtantlesbasesthéoriquessurlesquellesreposent
ceséquationssontdifférentes.

En conséquence,le premierchapitreseraconsacréà l’analysedesdifférentes
formulationsqui sontemployéesjusqu’àprésentpour calculerles forcesd’ori-
ginemagnétique.Celles-cisontaunombredecinq. Bien quecesdifférentesfor-
mulationsaientétéprésentéesdansleurspublicationsparcertainsauteurscomme
N.SADOWSKI [24, SADOWSKI N. - 1992], W.MULLER [26, MULLER W.
- 1990] ou encoreG.REYNE [74, REYNE.G-1987]; l’objectif n’était pasd’en
vérifier les fondementsphysiques.C’est donccetaspectqui seraabordéen pre-
mier. Pourquatredecescinq formulations,unedifférenceestfaiteentrel’aspect
physiquedu phénomèneutilisé et samiseen équation.Par exemple,dire qu’un
aimantet unebobineparcouruepar un courantélectriqueproduisentun champ
magnétiquene signifie pasobligatoirementqu’il est possiblede dimensionner
cettebobineet de calculerl’intensité du courantde manièreà substituercelle-
ci à l’aimant. La dernièreformulation, le tenseurde Maxwell, ne peutpasêtre
abordéesouscetaspect.Elle utilise commefondementlescélèbreséquationsde
cephysicien.Sonanalyseselimitera à reprendrela démarcheet à rechercherdes
hypothèsesréductricessusceptiblesd’induire deslimitationsdansl’utilisation de
cetteformulation.Enfin,cechapitreseclôtureraparuneprésentationsynthétique
desdifférentesformulationsmêmesi certainesd’entreellesprésententdescondi-
tionsrestrictivesliéesà leur obtention.

Albert EINSTEIN4, en1921,écrivait qu’unethéorieestmortelleet mettaiten
avant la prééminencede l’expérience.Cettepropositionappelledeuxremarques
qui vont donnernaissanceaux chapitres2 et 3. L’expériencevalide la théorie,
encorefaut-il trouver une expériencequi permettentde différencierles diffé-
rentesthéoriesdécrivantle mêmephénomène.Quepenserd’uneexpériencedont
le résultatestobtenupour toutesles théoriesqu’elle estcenséedépartager. Par
exemple,il estinutile d’espérerdifférencierleséquationsdela forme � f � x��� xn �
si seulle point d’abscisse1 estobservé.

Le chapitre2 commencepar une recherchedesécartsque peuvent engen-
drer les différentesformulations.Cesécartsexistent toujoursmais ils peuvent
êtrenégligeablessuivant lesconditionsd’emploi decesformulations.L’examen
d’expérimentationsantérieuresestd’un grandintérêtcar il met en évidenceles
critèresquedoit obligatoirementsatisfairele systèmeexpérimentalrecherché.Par
exemple,il apparaîtqu’il est illusoire de vouloir utiliser desmatériauxferroma-

4Albert EINSTEIN,physicienaméricain,prix nobeldephysiqueen1922
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gnétiques[37,KABASHIMA.T-1988][44,TSUKERMAN.I-1994],quele champ
magnétiquenedoit privilégieraucunedirection...Decefait, il nesemblepassou-
haitabledevouloir utiliseruneétuded’un équipementindustrielpourdifférencier
lesformulations.M MARINESCU,encalculantle coupledélivréparunemachine
àaimantpermanent,parl’intermédiairedu tenseurdeMaxwell etdela dérivéede
l’énergie,arriveàdesrésultatstrèssimilaires[33, MARINESCU.M-1988].

La secondepartiede ce chapitreprésentela recherched’une solution tech-
niquepermettantla générationd’un champmagnétiquehétérogène.Une étroite
coopérationest réaliséeentreles simulationset les mesuresassociéesà ce sys-
tème.L’objectif estdouble.La simulationpermetdedonnerdesrésultatsrapides
vis à vis d’une structurequi n’est pasconstruitephysiquement; doncde donner
desinformationssur les différentesstructuresimaginées.Puis,aprèsréalisation,
lesmesurespermettentdevaliderla bonnereprésentativité du champmagnétique
calculéà l’aide dela simulation,parrapportauchampmagnétiqueréel,rencontré
dansla structure.En dernièrepartiedecechapitre,un matériaude testestasso-
ciéàcettestructureexpérimentale.L’objectif estdedéfinir la géométrieainsique
la perméabilitémagnétiquedecematériau.Lessimulationsnumériquesmontrent
qu’unestructureaussisimplequ’unparallélépipèdeestsuffisante,àpartir dumo-
mentoù la perméabilitérelative du matériauestfaible.La conclusionassociéeà
cettedernièrepartieestunepropositionderéalisationd’un tel matériau.

Le chapitre3 estla miseenoeuvredecematériauassociéàla structureexpéri-
mentale.Plusieursélémentssontàprendreencompte.Lessimulationsnepeuvent
êtreréaliséessansla connaissancedela perméabilitérelativedumatériauainsique
de sonmoduled’élasticité.Les imprécisionsliéesà cesparamètresdoivent être
limitées,demanièreànepasremettreencausela différentiationdesformulations.
La premièrepartiedecechapitreestconsacréeauxdispositifsdemesuredespa-
ramètresphysiquesdu matériaude test.La deuxièmepartiedu chapitreprésente
la procéduremiseenoeuvrepour réaliserlesmesuresdedéformationsur le dis-
positif expérimental.L’objectif estdemesurer, sansengendrerdeperturbationvis
à vis de l’expérience,le déplacementd’unedesarêtesdu parallélépipèdeconsti-
tuédu matériaude test.La dernièrepartiedecechapitremetenconcurrenceles
résultatsexpérimentauxet tousles résultatsprovenantdessimulationsassociées
auxdifférentesformulationsdecalculdesforces.
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Chapitr e 1

Calcul desforcesenmagnétostatique

1.1 Intr oduction

Dérivéede l’énergie, tenseurde Maxwell, courantéquivalent....quede for-
mulationsdifférentespour un mêmephénomène.Celui de la force engendrée
sur un matériauprésentantdespropriétésmagnétiqueslorsqu’il estplongédans
un champmagnétique.Cephénomènephysiquepeut-êtreanalysésousplusieurs
anglesde vue différents,et à chaqueanalyse,une formulation lui est adjointe.
Danscechapitre,la présentationdesformulationsassociéesaucalculdesforces
d’originemagnétiqueestfaiteprogressivement.Toutefois,la méthodediteduten-
seurdeMaxwell n’estpriseencomptequ’à la fin duchapitrecarelleprésentedes
particularitésqu’il convientdesouligner.

En introduction,deux approchessont citéespour présenterla classification
desmatériaux.R. FEYNMAN1 proposed’observer le comportementdumatériau
vis àvis del’induction magnétique.D.SIVOUKHINE, commeL.LANDAU2, res-
tenttrèsthéoriqueset utilisentdesconsidérationsénergiquesauniveauatomique.
Cettedernièreapprocheestd’ailleurssouventprésentée,accompagnéedesonau-
teur, parexemple,E deLACHEISSERIEciterale “diamagnétismedeLANDAU”
dansl’un de cesouvrages[56, E de LACHEISSERIE- 1999]. Cesdeux prin-
cipesde descriptionseretrouventaussiau niveaudu calcul desforcesd’origine
magnétique.L’aspectcomportementalinduit lesméthodesassociéesauxsources
équivalenteset l’approcheénergétiquedonnenaissanceà la dérivéedel’énergie.
La premièrepartiedecechapitreestmiseà profit pour introduirelesnotionsde
baseconduisantau calcul desforcespour toutesles méthodesusuellementem-
ployées.Ensuite,la présentationdesformulesaucasparcasestréaliséeetmeten
évidenceleshypothèsesqui ontpermisdelesobtenir.

1RichardP FEYNMAN, physicienaméricain,prix nobeldephysiqueen1965
2Lev LANDAU, physicienrusse,prix nobeldephysiqueen1962
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Les quelqueslignes précédentessemblentopposerdeux grandesécolesde
physique,maiscesphysiciensnesontpasopposésà desconceptsdifférentsdes
leurs.Il fautnoterquelesphysiciensrussesnenientpasl’hypothèsedessources
équivalentes,maisils ne l’utilisent paspour déterminerles forcesd’origine ma-
gnétique.Demême,R.P. FEYNMAN esttrèscélèbrepoursoncoursdemécanique
dePrincetonoù lesaspectsénergétiquessonttrèsloin d’êtreoubliés.

1.2 Lesprincipes de modélisation

Un champmagnétiqueestavanttoutconnuparl’intermédiairedeseffetsphy-
siquesqu’il engendre.C’està partir decetteremarquequele principed’équiva-
lenceest introduit. Un aimantengendreun champmagnétique,de mêmequ’un
courantcirculantdansdesspires.Si unesourcedechampmagnétique,constituée
d’un conducteurparcourupar descourants,engendrela mêmerépartitionspa-
tiale dechampqu’un aimant,alorscesdeuxentitéssontéquivalentes,caraucun
moyen de mesurene peut les différencier. Si cesdeuxsourcessontmaintenant
plongéesdansunautrechampmagnétique,ellesdoiventsecomporterdela même
manière.En conséquence,tout calcul traduisantun phénomènephysiqueassocié
à la premièresource(commele calculdesforcespar l’intermédiairede la loi de
Laplace)peut être utilisé pour rendrecomptedu phénomènephysiquerencon-
tré sur la deuxièmesource.A partir de ce principe d’équivalence,deux entités
virtuelles supposéesengendrerles mêmeseffets qu’un champmagnétiquesont
créées: lescourantset lesmassesmagnétiqueséquivalentes.Cessourceséquiva-
lentessontprésentesdanslesdocumentsderéférencecommelespublicationsde
G.FOURNET[53, FOURNET.G - 1985],E.DURAND [54, DURAND.E - 1968]
où encore,dansdesdocumentsplus récents[56, E deLACHEISSERIE- 1999].
Danstousles cas,ellessontsupposéesinterpréterl’effet de la perméabilitédes
matériauxpourexpliquer l’accroissementde l’induction magnétique.En conclu-
sion, le solideestassimiléà un matériauamagnétiquecontenantcessourcesde
champ.

Toutefois,lesdeuxremarquessuivantesnedoiventpasêtreoubliées:

– Le principed’équivalenceestassociéàdeseffetsextérieursausolide.Donc
il serapeut-êtredifficile del’utiliser parrapportausolidelui-même.

– La sourcevirtuelle du champmagnétiqueestassociéeau solide.En sup-
primantla sourcedechampextérieure,le soliden’engendrepasdechamp
magnétique.Cettesourceestdoncaussifictive.
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1.2.1 Origine théorique descourantséquivalents

Un courant,circulant dansun conducteur, engendreun champmagnétique.
Unemodificationd’un champmagnétiquepeutêtreobtenuepar la superposition
duchampinitial etd’un autrechampinduit parl’apparitiond’un courant.Si unso-
lide paramagnétique(ou ferro magnétique)estintroduit dansun milieu parcouru
parunchampmagnétiqueuniforme,unemodificationdela répartitionspatialedu
champainsiquedesonintensitéestremarquée,alorsquepourunsolideamagné-
tique (µ=µ0) aucunemodificationn’est constatée.La figure3 illustre l’influence
dela perméabilitésurla répartitionspatialedu champmagnétique.

�� ������� �� �������
���! �"$#&%('*)+'-,-��%�.+��/-01�(2

µ354763!896µ

Fig : 3

Une solutionproposéepour prendreen comptece phénomènephysiqueest
d’assimilercesolideà un objet amagnétique(µ=µ0) maisparcourupar descou-
rantsvolumiqueset surfaciques[Fig-4].

;=< ;?>
Fig @ 4
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Le premiercylindre (de perméabilitéµ A µ0) estparcourupar descourants
surfaciques( BCJs) et le deuxième(ausside perméabilitéµ0) contientdescourants
volumiques( BCJv ) ; cesdeuxtypesdecourantengendrentla mêmerépartitionspa-
tiale dechampquecelle induitepar l’augmentationdeperméabilitémagnétique.
Pourle calculdesefforts, il suffit alorsd’appliquerla loi deLaplacesurcescou-
rantséquivalents.Pourlescourantssurfaciquesainsiquelescourantsvolumiques,
lesforcesqui s’exercentsur le volumecompletpeuventêtreobtenuespar l’inter-
médiairedeséquations(1.1)et (1.2).BCF s AED

S
BC J s F BCB G ds H 1 G 1I

BCF v A D
v
BC J v F BCB G dv H 1 G 2IBCF s et BCF v sontles résultantespour les forcessurfaciqueset volumiques.Ces

équationssontexploitéesdansleschapitressuivants.

1.2.2 Origine théorique desmassesmagnétiques

De la mêmemanièrequela modificationde la répartitionspatialedu champ
magnétiqueaétéassimiléeàunecirculationdecourant,l’existencedemassema-
gnétiqueengendrantlesmêmeseffetsestposéecommehypothèsedetravail. Ces
masses,commelescourants,sontsurfaciqueset volumiques.Toutefois,cepostu-
lat poseunproblèmepratique: il existedansla naturedessourcespourleschamps
électriques,maispourcessources,il esttoutà fait possibledelesdissocierenen-
tité positiveouenentiténégative( L’électronaunechargeélectrostatiquenégative
et le proton,unechargeélectrostatiquepositive).Un aimantqui estsubdiviséun
grandnombredefois, gardetoujoursun pôlenordet un pôlesud...La recherche
desmassesmagnétiquesuniquementpositivesou négativesesttoujoursd’actua-
lité...

Pourlier lesmassesmagnétiquesauchampmagnétique,la démarchequi per-
metd’associerleschargesélectrostatiquesauchampélectriqueestprisecomme
référence.Enparticulier, l’équation(1.3)danslaquelleunechargeélectrostatique
produitun champélectriquedontla divergenceestnonnulle,sertdemodèle.

div BCE A ρ J ε0 H 1 G 3I
Un champmagnétique,parcontre,a toujoursunedivergencenulle (1.4),c’est

unedeséquationsdeMaxwell qui accompagnetout ouvragesur le magnétisme,
commelecoursd’électromagnétismedeR.FEYNMAN [5, FEYNMAN R.- 1992].
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div KMLNB OQP 0 R 1 S 4T
En conséquence,il faut faire apparaîtreunedivergencenonnulle pour intro-

duireun termesourcecommele laisseprésagerl’équation(1.3).
Pour justifier l’existencede cesmassesmagnétiques,uneméthodereposant

sur l’apparition d’une discontinuitédu champmagnétique,est utilisée de telle
manièrequ’il enrésulteun termesourcequi estnommé"massemagnétique”.Les
figuressuivantesvontservirdesupportpourcetteexplication.UWVYXZXZ[7U\V^]`_$a`b!c-d�ef[

g c&hjilkfm
ionqp

Fig L 5

Une massemagnétiqueengendreun champmagnétiquedont l’intégrale deLNH S LNds sur la surfacesphériqueentourantla masse,estnulle [Fig-5]. Ce résultat
découlede l’application de l’équation(1.4) pour un milieu linéaireou la diver-
gencede LNB estaussiproportionnelleà la divergencede LNH (1.5).

div K LNB O P div K µLNH O P µdiv K LNH O R 1 S 5T
Si cette représentation[Fig-5] est coupéeen deux partieségales,la partie

gauchedu solidepeutêtreassimiléeà unesourcede champsortant,et la partie
droiteàunesourcedechampentrant. rlsft+t+uvrwsyx�z${�|!}*~j�fu

���M�
��������M�

�����7�����
Fig � 6
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Si l’une desdeuxpartiesest isolée[Fig-6], la divergencedu champmagné-
tiquenepeutplusêtrenulle car le champentrantestsupprimé( ��H � 0 , dansla
partiequi a étéôtée). Cetteinégalitéva permettred’associerla massemagné-
tiqueauchampmagnétique.Pourconserver la divergencedu champmagnétique
nulle, dansl’espaceentourantla massemagnétique,il suffit quecettemassema-
gnétique,ρm, compensele flux sortant.Savaleurestdonnéepar l’équation(1.6).
Cetteéquationestprésentéesousuneautreforme: le vecteuraimantationestuti-
lisé à la placedu vecteurchampmagnétiquedansles publicationsrécentes[56,
E de LACHEISSERIE- 1999]. Il està remarquerquela massemagnétiqueest
associéeau champmagnétiqueet conserve unesimilitude avec l’équation(1.3)
où lescaractéristiquesdumilieu sontprésentes.La permittivité (constantediélec-
trique)estprésentedansl’équation(1.3)demêmequela perméabilité(constante
magnétique)dansl’équation(1.6).

ρm � µ � � div ����H � � 1 � 6�
Cetteinterprétationreposebiensurl’équivalenceparrapportauxphénomènes

extérieursau solide et il faut se demander, commele proposaitles remarques
associéesà la fin du paragraphe1.2, si elle est toujoursutilisablepour analyser
leseffetsinternesou ceuxliés à la surfacedu solide.Le résultatdecetteméthode
estillustré parla figure7, où un solideparamagnétique(ou ferromagnétique) est
assimiléà un solideamagnétiquecontenantdesmassesmagnétiquesaussibien
volumiques(ρv) quesurfaciques(ρs).

ρρ� �
Fig � 7

Cetteapprochene fournit qu’unemodélisationdu volumesousla forme de
sourcesde champ.La force d’origine magnétiquen’est pasencoreexplicitée de
mêmequela quantificationdesmassesmagnétiquessurfaciques.Pourcedernier
point, l’analysedesdiscontinuitésde ��H au niveaude la surfacede séparation
desmilieux estutilisée.Le calculdesforcesestétabli en poursuivant l’analogie
avecl’électrostatiqueoù la forced’origineélectrostatiqueestproportionnelleà la
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chargeélectriqueet auchampélectrique(1.7), la forced’originemagnétiquesera
égaleau produit du champet de la massemagnétique,surfaciqueou volumique
(1.8). ��

F electrostatique � qelectrique

��
E � 1 � 7���

F magnetostatique � ρmagnetique

��
H � 1 � 8�

1.3 La dérivéede l’énergie

L’approcheénergétiquepermetd’introduired’autresméthodesd’analysedes
problèmesphysiquesetenparticulierdeleursensnatureld’évolution.Qui n’a pas
constatéla difficultédereconstruirel’allumettequ’il venaitd’enflammer. La chi-
mie,dansl’étudedesmoléculesetdesréactionsentremolécules,aprisencompte
cetaspecténergétique[58, EMSCHWILLER G. - 1990].Plusprécisément,il est
utilisé pourexpliquer les réactionschimiqueset leursirréversibilités(thermody-
namique).Chronologiquement,la mécaniqueestla premièredisciplineà utiliser
cetteméthode.Newton,enprenantcommeexemplele mouvementd’unepomme
qui quitte la brancheà laquelleelle estaccrochée,rechercheenréalitéuneexpé-
riencereproductibleet totalementdéterministequi lui permetdeconclurequeles
phénomènesnaturelsnepeuventques’exécuterdansun sensbiendéterminé.

Galiléedécouvritle principed’inertie et introduisitla notiondesystèmeisolé.
Newtonpoursuivit lesrecherchesetcomplétale travail deGalilée,enintroduisant
deuxnouveauxprincipes.Cestravauxsontsynthétisésparl’intermédiairedetrois
lois qui sontprésentéespar R.FEYNMAN dansl’une de sespublicationsissues
desoncoursdePrinceton[59, FEYNMAN R.- 1995]:

– 1) Le principed’inertie,
– 2) Relationentrel’accélérationd’un corpset la forceagissantsurlui,
– 3) Egalitédel’action et dela réaction

R.FEYNMAN poursuitsonexposéenmontrantquesontdéduitesdecestrois lois,
l’invariancede la quantitéde mouvementet enfin la conservation de l’énergie.
Pour L.LANDAU et R.FEYNMAN, un systèmeisolé conserve son énergie. Si
l’énergie d’un systèmevarie,alorsil n’estplus isolé!.. Uneactionextérieureest
intervenue...

Cesphysiciensconcluentque le travail de cetteforce extérieureest égalet
opposéà la variationd’énergie de ce système.Par extension,uneéquationplus
générale(1.9)peutêtreécritepourtout système,où δE estla variationd’énergie
totale,

��
F la forceet

��
δl le déplacement.

δE � � ��
F � ��δl � 1 � 9�
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C’estl’exploitationdecetteformulationqui està l’origine dela méthodedela
dérivéede l’énergie. La seuleremarquequi peutêtreapportéesurcetteméthode
estsonaspectglobalqui risquedenepaspermettrela descriptiondesphénomènes
à l’échellelocale.

1.4 Utilisation de la dérivéede l’énergie

Commela mécaniquefut l’une despremièresdisciplinesà utiliser le principe
de moindreaction,elle en a affiné la présentationsousla forme deséquations
de Lagrangeet de l’équationde la conservation de l’énergie; c’est d’ailleurs la
méthodequi estretenuepar L.LANDAU en introductionde soncoursde méca-
nique[7, LANDAU L. - 1988].Mêmesi cedernierélémentestadmis,le principe
demoindreactionlui a donnétoutesajustificationthéorique.La formulationqui
sertde baseau calcul desforcesd’origine magnétiquecommecelle qui estpré-
sentéepar D.SIVOUKHINE [17, SIVOUKHINE D.- 1983] est l’équation (1.9)
danslaquellel’énergie est l’énergie magnétiquedu système.Pourpouvoir envi-
sagerl’applicationdeceprincipe, il fautquela forced’origine magnétiquesoit
conservative[59, FEYNMAN R. - 1995].End’autrestermes,le travail dela force
d’origine magnétiquenedépendpasdela trajectoire,maisseulementdu point de
départet du point d’arrivée.Cettehypothèseestadmiseimplicitementdèsquela
méthodedela dérivéedel’énergie estutilisée.

La figure8 sertdesupportà la miseenapplicationdela dérivéedel’énergie.

Fig � 8

Une surfaceinfinie séparedeuxmilieux ( 1 et 2 ) de perméabilitésmagné-
tiquesdifférentes(µ1 , µ2). A un instantt1, cettesurfacesedéplacede ε suivant
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l’axe z de manièreà avoir un nouvel étatà l’instant t2. Pourun observateurne
regardantque les étatsdu systèmeaux instantst1 et t2, tout sepassecommesi
le matériaucontenudansle volume(Lx � Ly � ε), c’està dire le matériau1, était
remplacéparunautrematériau,le matériau2.Cettemodificationimpliqueobliga-
toirementunevariationdel’énergie magnétiquetotale,car lesmatériauxont des
perméabilitésdifférentes.Cettevariationd’énergie est affectéeau travail d’une
forceliée àcettesurface,et toutautreeffet n’estpaspris encompte.Doncla mé-
thodedela dérivéedel’énergienedonnepasexplicitementuneforce,maisplutôt
unepressionliée à la surfacedeséparationentredeuxmilieux. L’applicationde
ceprincipenepeutquequantifierla composantecolinéaireaudéplacement,c’est
la seulecomposantequepeut fournir l’équation (1.9). Bien quesimpledansla
présentation,cetteméthoden’estpaspourautantfacileà appliquer. En effet, son
aspectglobal imposeobligatoirementunepriseen comptede tous les éléments
du système.R.FEYNMAN rendbiencomptedecettedifficulté,enprésentantun
problèmesimple : celui de l’évaluationde la variationde l’énergie magnétique
associéeà deuxbobines,suiteau déplacementde l’une d’elles. Il montrequela
nonpriseencomptedela sourcedetensionprovoque,auniveaudela résolution
par la méthodeénergétique,uneerreurdesignedansla variationdel’énergie [5,
FEYNMAN R.- 1992].

1.5 Synthèsedesformules

Cespremiersparagraphesn’avaientcommeobjectifquedeprésenterlesprin-
cipesdebaseassociésà chaqueformulation.Pourpoursuivre le calculdesforces
d’origine magnétique,un systèmesimpleestanalysépar l’intermédiairedesmé-
thodesprécédentes.Le systèmesecomposed’un volumeV1 réalisédansunmaté-
riau deperméabilitéµ1, cevolumeestplongédansun environnementdeperméa-
bilité µ2. Un champmagnétiqueestprésentdansles deuxmilieux, et a comme
composanteH1 dansle volume1 et H2 dansle volume2 [Fig-9]. �  n etantla nor-
malesortanteauvolume1.

¡
µ2 ¢¤£

µ1 ¢¦¥
§$¨+©�ª=«Y¬®$¯Y$°�±?²q«Y©®«Y³=´=µ+¶

·�¸
·\¹

Fig � 9
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1.5.1 Calcul des forcespar la méthode des courants équiva-
lents.

Cettepartieprésentela démarchequi conduità la miseen forme desforces
tangentesou normalesquesubit un élémentsurfaciquedu matériau.Pouréviter
de surcharger inutilementla méthodologie,les développementscalculatoiresne
serontabordésqu’à la fin deceparagraphe.

Leséquations,qui vontêtreécrites,nécessitentl’emploi dela perméabilitére-
lative(µr º µ1 » µ2). Si µ1 ¼ µ2 cesolidepeutêtreassimiléàunsolideamagnétique
parcourupardescourantsvolumiquesetsurfaciques.Lesformulationsproposées
pourévaluerl’intensitédescescourantssontissuesdestravauxdeCARPENTER
[55, CARPENTERC.J. - 1959], repris par G.HENNEBERGER[25, HENNE-
BERGERG. - 1992],N.SADOWSKI [24,SADOWSKI N. - 1992]ouencore[41,
ZHONG-QING.Y-1988]:½¾

Jv º Rot ¿ µr
½ 1À ½¾H 1 ¿ 1 Á 10À½¾

Js º ¿ µr
½ 1À ½¾H 1 Â ½¾

n ¿ 1 Á 11À
Jv (1.10)et Js (1.11)sontlesdensitésdecourantsvolumiqueset surfaciques.En
associantcesdensitésde courantà l’induction magnétiqueB, la loi de Laplace
donnedesforcesparunitédevolumeoudesurface.ToutefoisG.HENNEBERGER
etN.SADOWSKI s’accordentsurla nullité dela résultantedesforcesvolumiques.
Celle-cis’expliquedela manièresuivante: pourun volumeélémentaire,un cou-
rantvolumiqueéquivalentlui estassociéenappliquantl’équation(1.10).Maisce
volumeélémentairen’est pasisolé, il estaccompagnépar d’autresvolumesélé-
mentairesdont certainslui sont adjacents.La réunificationde cesvolumesfait
que,localement,les courantsvolumiquessecompensentet donnentun courant
résultantnul. Les forcesvolumiquessontdoncnulles.Celaconduità n’utiliser
quela composantesurfaciquedu courantéquivalentpourdéterminerla force

½¾
F

[Fig-10].

x 
Js

F

 B 

z 

y 

Fig ½ 10
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La formulation(1.11)deJs traduitunehypothèse,danslaquellelescourants
surfaciquesn’existentquepourassurerla discontinuitétangentiellede ÃÄB ( ÃÄB t ne
seconserve paslors d’un changementdemilieu). Cecourantestsupposéêtreen
interactionavecuneinductionmagnétique; l’intensitédecetteinductionmagné-
tique étant,pour les utilisateursde cetteméthodecommeG.HENNEBERGER,
N.SADOWSKI, ou T.KABASHIMA [37, KABASHIMA T. - 1988], la valeur
moyenneentrelesdeuxmilieux.Celaconduitàla formulation(1.12)pourla force
d’originemagnétique.ÃÄF ÅÇÆ7È µr Ã 1É`È ÃÄH 1 ÉjÊ ÃÄ n ËÌÊÎÍ ÃÄB2 Ï ÃÄB1

2 Ð È 1 Ñ 12ÉÈ µr Ã 1É ÃÄH 1 Ê ÃÄ n estle courantsurfaciqueet È 1Ò 2ÉÓÈ ÃÄB2 Ï ÃÄB1 É l’induction ma-
gnétiquemoyenne.Cetteexpression(1.12)peutencoreêtresimplifiéedemanière
à faireapparaîtreexplicitementla forcetangentielleÃÄFt (1.13)et la forcenormaleÃÄFn (1.14). ÃÄF t Å µ2 È 1 Ã µr É H2n ÃÄH 2t È 1 Ñ 13ÉÃÄF n Å µ2 È µ2

r Ã 1É H2
2t

2
Ñ ÃÄ n È 1 Ñ 14É

Mêmesi la formulationdecesdeuxéquationsnesemblepasimmédiate,elle
seraabordéeparla suite,elledécoulebiendeshypothèsesformuléessurl’écriture
du courantsurfaciqueet del’induction magnétique.Cesdeuxéquations(1.13)et
(1.14)sontexactementcellesqui sontprésentéesparW.MULLER [26, MULLER
W. - 1990].Cetarticleportesurla comparaisondesméthodesdecalculdesforces
d’origine magnétique; comptetenudela notationutiliséeparcetauteur, le terme
dela formeµ2H2n n’a pasétéécrit sousla formeBn .

L’écritureducourantvolumique(1.10)n’estquel’exploitationd’unedeséqua-
tionsdeMaxwell. Commelesmilieux sontsupposéslinéaires,cecourantn’inter-
vientpasdetoutefaçondansle calculdesforces[24, SADOWSKI N. - 1992][25,
HENNEBERGERG. - 1992].Ainsi seulle courantsurfaciqueestresponsabledes
forcesd’origine magnétique.C’est la vérificationdela validité de la formulation
deJs qui doit êtrerecherchéeenpremier.

L’origine du courantsurfaciqueest associéeà la nécessitéde respecterles
discontinuités.Lorsdufranchissementd’unesurfacedeséparationentredeuxmi-
lieux de perméabilitésdifférentes,seulela composantenormalede l’induction
magnétiqueestconservée.Dansle casd’un milieu amagnétique,uneabsencede
courantsurfaciqueconduità la conservationtotalede l’induction magnétiqueBn

et Bt [Fig-11.a].C’est cecourantqui expliquerala discontinuitépour la compo-
santetangentielledel’induction magnétique[Fig-11.b].
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L’équation(1.11) prendson origine dansle calcul d’un champmagnétique
générépar unesurfaceinfiniment grande,parcouruepar un courantsurfacique,
constanten amplitudeet en direction [Fig-12]. óõ n est la normalesortanteà la
surfacecontenant

óõ
J s.

ö�÷
ø
ø

ùú û
üý

þ ÿ
�

Fig ó 12

A unedistancequelconquedela surfacecontenantle courantsurfaciqueJs, la
circulationde

óõ
H surle contourA,B,C,D commeestégaleaucouranttraversantla

surfaceA,B,C,D (1.15).� B

A

óõ
H ô óõdl � � C

B

óõ
H ô óõdl � � D

C

óõ
H ô óõdl � � A

D

óõ
H ô óõdl ���

s

óõ
Js ô óõdl � 1 ô 15�

Danscetteexpression(1.15),lestermesassociésauxcirculationssur lespor-
tions BC et DA sontnuls.Car, par raisond’antisymétrie,surcesportions,

óõ
H etóõ

dl sontorthogonaux.Il neresteplusquelestermesassociésauxsegmentsAB et
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CD. Commele courantestuncourantsurfacique,l’intégraledececourantestune
intégraleselonuneseuledirection(Y) et il devient possiblede déduirelesdeux
équations(1.16)ou (1.17),del’équation(1.15).

B � µJs

2 	 1 
 16�
H � Js

2 	 1 
 17�
Sousformevectorielle,lesdeuxéquationsprécédentesdeviennent:�

B � µ
2

�
Js � � n 	 1 
 18�

�
H � 1

2

�
Js � � n 	 1 
 19�

Maintenantpourunesurfaceinfinie maisfermée,on obtientles formulations
suivantes: �

B � µ
�
Js � � n 	 1 
 20��

H � �Js � � n 	 1 
 21�
Carle champmagnétiqueàl’intérieur decettesurfaceestnul et l’une desdeux

circulationsprécédentesdevientnulle.

Pourprouver la nullité du champmagnétiqueà l’intérieur d’une surfacefer-
mée,parcouruepardescourantssurfaciques,le calculdu champmagnétiquegé-
néréparunconducteurcreuxestun bonexempleàexploiter [Fig-13].

��� ���
���

��� ���
� � � �

Fig � 13
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Le champmagnétique��H estobligatoirementtangentaux cerclesC0,C1ou
C2 (symétrieaxiale)et sonmoduleestconstanten tout point d’un cercleC1 ou
C2.En particulier, pour le cercleC0, commeil n’y a pasdecouranttraversantle
disquedélimitéparle cercleC0, le champ��H nepeutêtrequenul.

Lescalculsassociésà la déterminationdecechampmagnétiquepeuventaussi
êtreutilisésdansl’autre sens.A partir de la connaissancedu champmagnétique
et pour les mêmesconditionsquecellesqui conduisentaux équations(1.20)ou
(1.21),la valeurdu courantsurfaciquepeutêtreexpriméepar l’intermédiairede
l’équation(1.22). ��Js � � ��H � �� n � 1 � 22�

Enappliquantcetteformulationàunchampmagnétiquedemodule � µr � 1� Ht,
desensopposéà ��H t , cf figure11.b,parallèleà la surfacedeséparation,le résultat
obtenu(1.23)serapprochede la formulationproposéepour le calculdu courant
surfaciqueéquivalent.��Js � � �!� � µr � 1�"��Ht # � �� n � � µr � 1�"��Ht � �� n � 1 � 23�

Tout champmagnétique��H peuts’écriresousforme d’une composantenor-
male ��H n et tangentielle��H t , comme� �Hn estcolinéaireà �� n , l’équationprécédente
(1.23)peutsemettresousla forme(1.24):��Js � � µr � 1�$��H � �� n � 1 � 24�

La formule(1.24)estexactementla mêmequela formule(1.11)liant le champ
magnétiqueaucourantsurfacique.Donc lesconditionsqui ont amenél’équation
(1.24)sontaussilesconditionsd’emploi del’équation(1.11)...Cetteformulation
(1.24)ou(1.11)n’estenvisageablequepourdessurfacesinfinies.Cen’estgénéra-
lementpasle casdanslesapplicationspratiquesrencontrées.Elle estrapidement
miseendéfautpourdesproblèmessimplesoù le champdépenddela distancepar
rapportà la surfacecontenantJs.

Soit l’exemplesuivant: Un solideparamagnétiquedeformequelconque,mais
d’épaisseurinfinie, estplongédansun champmagnétiqueengendrépardeuxbo-
binesparcouruespardescourants[Fig-14]. Par rapportà unesurfaceélémentaire
ds, uncourantsurfaciqueéquivalent: Js existe.Un axexx’ estdéfinicommeétant
orthogonalà cettesurface.Ce solideest assimiléà un solideamagnétiquepar-
courupar descourantssurfaciqueset volumiques.La déterminationdu courant
surfacique ��Js n’est pasaiséecar il est difficile de prendreunevaleurpour ��H .
En examinantla figure14 (qui présenteunecoupedecesolideselonunesection
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perpendiculaireàsonépaisseur),pourcalculerle courantsurfacique%&Js perpendi-
culaireàl’axexx’, l’hétérogénéitéspatialeduchampmagnétiqueestunhandicap.
Au pointA1, la composantetangentiellede %&H estdifférentedela composantetan-
gentiellede %&H aupoint A2.

xx’

A1 

A2

Js

' '')(+*-,*-,*/.*/.')( 021

Fig % 14

Donc le courantcalculé seradifférent suivant la position qui est prise en
compte,A1 ou A2. Commele courantsurfaciqueestcalculépour le mêmeélé-
mentdesurface,il n’existequ’uneseulevaleurqui nepeutdépendredela distance
parrapportà la surface.Un artifice,souventutilisé,estdeprendrela composante%&H “proche” de la surface,mais cettesolution n’est paspour autantidéalecar
la proximité n’estpasun critèrefiable.En particulier, avecdesélémentsfinis, il
suffit d’augmenterle nombred’élémentsdansla zoneconcernée,pour arriver à
la conclusionquele point pris commeréférencepour le choix de %&H estmainte-
nantéloigné.Prendre%&H à la surfacedeséparationn’estpasréalisable,car il est
inconnusurcettesurface!...

Cetteformulationdela forced’origine magnétiquen’estpassatisfaisante,car
le calculducourantsurfaciquenedonnepasunrésultatunique.Hélas,saconnais-
sanceest indispensablepour exprimer la force d’origine magnétiquepar la mé-
thodedescourantséquivalents.
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D’autrepart,cecourantesteninteractionavecuneinductionmagnétique.La
valeurde cetteinductionmagnétiqueestprise,égaleà la valeurmoyenneentre
l’induction à l’intérieur du solideet l’induction à l’extérieurdu solideau voisi-
nageimmédiatdu point de calcul. Ce postulat,que l’on retrouve explicitement
danslestravauxdeG.HENNEBERGER,N.SADOWSKI ouencoreW.MULLER,
n’auraaucuneinfluencepour la force tangentielle( 34B n estconservatif) mais in-
fluencerale calculdela forcenormale.

Pourla forcetangentielle,l’exploitationdel’équation(1.12)donne:

34F t 57686 µr 3 19"34H t : 34 n 9 :<; 34B 1n = 34B 2n >
2 6 1 ? 259

Il estinutile de faireapparaîtreles indices1 ou 2 pour 34H t carcetteentitése
conserve lors du changementdemilieux. De même 34B n seconserve donc 34B 1n et34B 2n sontégaux.Prendrela valeurmoyenneoutoutautreentitédela formedécrite
parl’équation(1.26)redonnera34B n.

1
n ; 6 n 3 x9 34B 1n =@6 x9 34B 2n >A5 1

n 6B6 n 3 x9 = x9 34B n 5 34B n 6 1 ? 269
Cequi conduitobligatoirementà l’équation(1.27)pourla forcetangentielle.34Ft 5<6 µr 3 19 6 34H t : 34 n 9 : 34B n 6 1 ? 279
Géométriquementla force 34Ft estdesensopposéà 34Ht [Fig-15] :

x 

y 

z 

Ht 

Bn 
Js CED F

Fig 3 15

Pourla forcenormale,l’équation(1.12)induit l’équation(1.28):

34F n 57686 µr 3 19"34H t : 34 n 9 :<; 34B 1t = 34B 2t >
2 6 1 ? 289
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Mais GHB t n’estpasconservatif et l’équation(1.29)neseravraiequepourl’hy-
pothèsedanslaquellel’induction magnétiqueestbienla valeurmoyenne.GHF n IKJ µr G 1L"GHH t M GH n L M J µ2 L J 1 N µr L GHH 1t

2 J 1 O 29L
Cequi donnegéométriquementuneforce GHFn demêmesensque GHBn [Fig-16] :

x 

y 

z 

Js P
Ht 

Bn Q P
Fig G 16

Les modulespour chaquecomposantesontde la forme (1.30) et (1.31) car
Bn I µ2H2n etHt I H2t .RRR GHF t

RRR I µ2 J µr G 1L H2t H2n J 1 O 30LRRR GHF n

RRR I 1
2

µ2 J µ2
r G 1L H2

2t J 1 O 31L
Ceséquations(1.30) et (1.31) sont cellesqui se rencontrentdèsque les forces
d’originesmagnétiquessontcalculéesà partir descourantséquivalents[24, SA-
DOWSKI N.- 1992] [25, HENNEBERGERG.- 1992] [55, CARPENTERC.J.-
1959].Pourdonnerun sensphysiqueà cesrésultats,il suffit desetournerversla
mécaniquedesfluides: la forcenormaleestsimilaireà la pressionhydrostatique
et la forcetangenteà l’effet dela viscosité.

Il ne faut garderà l’esprit quedeuxhypothèses: l’une sur le calcul du cou-
rantsurfaciqueet l’autre sur la valeurde l’induction magnétiquedansl’équation
(1.12),sontimplicitementutiliséespourconduireà l’écrituredeceséquations.

1.5.2 Calcul desforcespar la méthodedesmassesmagnétiques
équivalentes.

Les formulationsqui découlentde cetteméthodeproviennentd’une étroite
comparaisonaveclescalculsliésà l’électrostatique.La premièreétape,présentée
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endébutdechapitreconsistaitàdonnerunsensphysiqueauxmassesmagnétiques.
En particulier, unediscontinuitéfictiveestintroduite.Aveccettehypothèsela di-
vergencede STH ne pouvait plus êtrenulle, et par analogieavec l’électrostatique,
cettedivergencenon nulle était égaleet opposéeà uneentitésourcede champ
magnétique(la massemagnétiqueρm). L’équation(1.32) n’est qu’une écriture
différentedel’équation(1.6).

µdiv UVSTH WYX S ρm U 1 Z 32W
Pourle systèmecomportantdeuxmilieux commecelui qui estprésentéaupara-
graphe1.5 [Fig-9], N.SADOWSKI [61, SADOWSKI N.- 1993], proposed’uti-
liser le vecteuraimantation STM . Ce vecteurest assimilableà une augmentation
de l’induction magnétique.Cetteaugmentationseraitcelle qu’il faudraitappor-
ter dansun milieu amagnétique,pour retrouver la mêmeinductionquecelleque
l’on rencontreraitdansle milieu ferro ou paramagnétique.Cetteinterprétationse
retrouve dansl’équation(1.33)où µ0 est la perméabilitéde l’air ; STB et STH sont
lescomposantesdel’induction etduchampmagnétiquedanslesmilieux ferroou
paramagnétique.

ρm X S µ0div UVSTM W[X S µ0div U STB
µ0 S STH W U 1 Z 33W

Cela permetde construireun volume virtuel contenantdesmassesmagné-
tiquesdontla densitéestdonnéeparla formulation(1.34)qui prendencomptela
notationintroduiteaudébut duparagraphe1.5.

ρm X S µ2 divU STB 1

µ2 S STH 1W U 1 Z 34W
ρm représentela massemagnétiqueparunitédevolume,permettantdeprendre

encomptel’augmentationdel’induction magnétiqueinduitedansle solideama-
gnétiqueéquivalent[Fig-17]. Cetteaugmentationestle terme U STB 1 \ µ2W S STH 1 pré-
sentdansl’équation(1.34).

u >> 1 u = 1
ρ + masse magnétique    m

Fig S 17

Lesmassesmagnétiquessurfaciquessontintroduitespour rendrecomptedes
discontinuitésau niveaude la surfacedeséparationdesdeuxmilieux. La masse
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magnétiquevolumiquea étédéfinieà partir de ]^H . Par soucid’homogénéité,la
discontinuitéliée à ]^H serautilisée.En examinantla Figure-18,la massemagné-
tique par unité de surface,n’apparaîtquepour assurerla discontinuitéde ]^H au
franchissementdel’interface.

Bn Bn

Hn Hn

Ht Ht

µ 

µ1 >> µ2

Bt
Bt

ρ

µ 

_

12

Fig ` 18

Cettemassemagnétique,ρs augmentele champ
` a
Hn de manièreà retrouver

un champidentiqueauchampextérieuret N.SADOWSKI [61, SADOWSKI.N -
1993]proposela formulationsuivantepourla quantifier(1.35).

ρs b µ2 c H2n ` H1n d c 1 e 35d
Les forcespar unité de volumeou de surfacesontanalogues,au niveauex-

pression,auxforcesélectrostatiquesetsontmisessouslesformes(1.36)et (1.37).`a
F Forces volumiques b ρm

`a
H c 1 e 36d

`a
F Forces surf aciques b ρs

`a
H c 1 e 37d

La démonstrationutiliséepourquantifierlesmassesmagnétiquesvolumiques
montreimmédiatementquela sommedesforcesvolumiquesseraobligatoirement
nulle [Fig-19] . Chaquemassemagnétiqueélémentaireseraaccompagnéed’une
masseidentiquemaisdesigneopposé,la résultantedesforcespourcesdeuxen-
titésseranulle.
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−ρ m 

ρ m 

F + F -

Fig f 19

Parcontre,lesforcesinduitesparlesmassesmagnétiquessurfaciquesnedon-
nerontpas,à priori, unerésultantenulle en présenced’un champnonuniforme.
Pourpoursuivre l’analyse,unedécompositionsousformed’une forcenormaleà
la surfacedeséparationetd’uneforcetangenteàcettesurfaceestnécessaire.Pour
exprimer l’intensitédecesdeuxforces,les massesmagnétiquessonten interac-
tion avecun champmagnétiquedont l’intensitéestla valeurmoyennedu champ
magnétique(1.38)[61, SADOWSKI N.- 1993].fg

H moy h i fgH 1 j fgH 2 k
2 i 1 l 38k

Leséquations(1.36)et (1.37)deviennent:fg
F n h ρs

fg
H nmoy i 1 l 39kfg

F t h ρs
fg
H t moy i 1 l 40k

A partir de cesdeuxexpressionset de la définition de ρs (1.35), il estpos-
sibled’écrirelesforcesnormaleet tangenteenn’utilisantquelescomposantesdu
champmagnétique.fg

F n h µ2 i H2n f H1n k l i fgH 1n j fgH 2n k
2 i 1 l 41k

fg
F t h µ2 i H2n f H1n k l i fgH 1t j fgH 2t k

2 i 1 l 42k
La continuitédela composantenormaledel’induction magnétique,

fg
B n, per-

met d’écrire l’équation (1.43) et la continuitéde la composantetangentielledu
champmagnétiqueinduit l’équation(1.44).
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mn
H 1n o 1

µr

mn
H 2n p 1 q 43rmn

H 1t o mnH 2t p 1 q 44r
Une autreécrituredeséquations(1.41)et (1.42)estpossibleen utilisant les

équations(1.43)et 1.44).mn
F n osp µ2 p 1 m 1t µr r H2n r p 1 u 1t µr r mnH 2n

2 p 1 q 45rmn
F t o µ2 p 1 m 1t µr r H2n

mn
H 2t o7p 1 m 1t µr r B2n

mn
H 2t p 1 q 46r

Cequi donne,uneforce
mn
F t colinéaireà

mn
H t et demêmesens[Fig-20].

x 

y 

z v
Bn ρw xzyHt 

Fig m 20

Pourla forcenormale:mn
F n o 1

2
µ2 p 1 m 1t µ2

r r H2
2n q mn n o 1

2
1
µ2
p 1 m 1t µ2

r r B2
2n q mn n p 1 q 47r

Ce qui se traduit par une force
mn
F n colinéaireà

mn
B n et ausside mêmesens

[Fig-21] :

x 

y 

z v
Bn ρw Ht 

x v
Fig m 21
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Cesdeuxformulations,de la forcenormaleet de la force tangentielle,nere-
posentquesurla connaissancedela massemagnétiquesurfacique.La quantifica-
tion decettemassemagnétiqueestinduiteparla discontinuitéde {|H n et neprend
en comptequeles valeursde {|H au voisinagede la surfacede séparation.Donc
la formulationde ρs neprendpasencomptel’aspectspatialde la répartitiondu
champ.

Pourcomprendreleslimitationsdecetteformulation,il suffit defaireunparal-
lèle avec l’électrostatiqueet il n’estpasobligatoiredeprendreun exemplecom-
plexe car seulel’origine de la formulation(1.35) està rechercher. Cettesimili-
tude,vis àvis dela miseenéquation,estmiseenévidenceparG.FOURNET[53,
FOURNETG. - 1985]dansl’un desesouvragesdanslequell’aspectdela magné-
tostatiqueassociéeauxmassesmagnétiquesestabordé.{|E , le champélectriqueau
point M estengendrépar la chargeélectriqueq aupoint M } (1.48).De même,le
champmagnétique{|H , estengendréparla massemagnétiqueρ (1.49).

{|E ~ q
4πε0

{!{ |MM }�
MM } � 3 � 1 � 48�

{|H ~ ρ
4π
{+{ |MM }�

MM } � 3 � 1 � 49�
L’exemplequi va servir de supportà cetteanalyseestcelui de deuxplaques

parallèlesde dimensionsinfinies, chargéesélectriquementet qui engendrentun
champélectriqueuniformeà l’intérieur [Fig-22].

�
−σ

+σ

Fig { 22
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En retirantl’une desdeuxplaques,il neresteplusqu’uneseulesurfacechar-
géeélectriquement[Fig-23] et il est possiblede quantifierle champélectrique
résultant,enutilisantdespropriétésgéométriques.

+σ

�����
�����

�����

Fig � 23

La démonstrationestimmédiateenexploitant l’équation(1.3), le flux autra-
versd’unesurfaceferméedevient indépendantdela distanceparrapportà la sur-
faceinfinie chargéeélectriquement.C’estcequetraduitl’équation(1.50)issuede
la figure24.

+σ

�����
�����

�����

�����

���

Fig � 24
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�
Sur f ace ��E � ��ds � 1� ε0

�
Sur f ace

σ � ds � 1 � 50�
Cecalculdechampélectriqueuniformeestintimementassociéà la dimension

infinie de la plaqueélectriquementchargée.Cetteconclusionest aussivalable
pourlesmassesmagnétiquessurfaciques.L’absencedeconditionspatialepourle
calculdela massemagnétique,n’estqu’unehypothèsesurl’uniformité duchamp
magnétique.L’analogieentreles formulationsimpliquequel’équation(1.35)ne
serautilisablequedansle casde surfaceinfiniment grandeet en présenced’un
champmagnétiqueconstant.

En reprenantle systèmeprésentéà la fin du paragraphe1.5.1et en l’adap-
tant aux massesmagnétiques[Fig-25], les difficultéspour quantifiercesmasses
magnétiquessurfaciquesvontêtremisesenévidence.

xx’

A1 

A2

H 
Hn 

Hn 

ρ�

H ��� ������ ���

Fig � 25

Pourdeuxpositionsdifférentes(A1 et A2) sur l’axe xx’ normalà la surface,
deuxvaleursdifférentesde ��H n existent.Doncenappliquantla formulation(1.35),
deux valeursdifférentessont calculéespour la mêmemassemagnétiquesurfa-
cique.

40

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


1.5.3 Calcul desforcespar la méthodedesmasseset descou-
rants surfaciques.

Les modélisationsprécédentesreposentsur l’existencede deux sourcesde
champ.Pourchaqueinterprétation,courantséquivalentsou massesmagnétiques,
unesourcevolumiquedechampetunesourcesurfaciquedechampontétécréées.
Les sourcesvolumiquesde champ(massesou courants)n’engendrentaucune
forceauniveaudu solide.lesseulesforcesqui sontglobalementnonnulles,sont
engendréespar lessourcessurfaciquesdechamp(massesou courants).Lescou-
rantssurfaciquespermettentde prendreen comptela discontinuitéde ��B t et les
massesmagnétiquessurfaciquescellede ��H n. Enassociantcesdeuxsourcessurfa-
ciquesdechamp,il estpossibledereconstruireun champmagnétiqueéquivalent
avecuneabsencedesourcevolumique,et cetteabsencedesourcevolumiqueim-
poseauxsourcessurfaciquesdegénérerla totalitéduchamp.

Celainduit quelesmassesmagnétiquessurfaciquesvontgénérerla totalitéde��H n et lescourantssurfaciquesprendrontenchargela totalitéde ��B t . Ceprincipe,
qui a étéreprisparN.SADOWSKI [61, SADOWSKI N. - 1993],maisissuaussi
destravaux de C.J.CARPENTER[55, CARPENTERC.J. - 1959] conduit aux
équations(1.51)pour le calculdu courantsurfaciqueet (1.52)pour le calculdes
massesmagnétiques.Cesdeuxéquationsseretrouventaisémentàpartirde(1.24)
et (1.35)enprenantsimplementle champmagnétique,à l’intérieur dusolide,nul.�� J s � � ��H 2 � �� n � � ��H t � �� n � �� n � ��H t   1 ¡ 51¢

ρs � µ2 H2n � Bn   1 ¡ 52¢
Pourendéduiredesforces,il suffit d’appliquerà cesdeuxsourcesdechamp

lesformules(1.2)et(1.8)utiliséesdanslesparagraphesprécédents.Ceséquations
sontappliquéesàunesurfaceélémentairedelasurfacedeséparationentrelesdeux
milieux deperméabilitésdifférentes.A l’intérieur du solide,il n’y a plusaucune
sourcede champpouvant engendrerdesforces.La force d’origine magnétique
estsimplementobtenueen faisantla sommedesforcesinduitespar les masses
magnétiquessurfaciqueset desforcesinduitespar lescourantssurfaciqueséqui-
valents.L’équation(1.53),estutiliséepar N.SADOWSKI, et provient aussides
travauxdeC.J.CARPENTER.De cetteéquation(1.53),unesuccessiond’opéra-
tionsvaconduireà l’écritureusuellementrencontréedela forcenormale(1.56)et
dela forcetangente(1.55).��F � ρs ��H moy £ �� J s � ��B moy   1 ¡ 53¢

Une écritureintermédiaire(1.54)permetde faireapparaîtrelescomposantes
duchampoudel’induction magnétiqueà l’extérieurdusolide(l’indice 2 estl’in-
dicedel’environnementextérieur):
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¤¥
F ¦ ρs

¤¥
H 2
¤ B2

2
¤¥
n

2µ2 § 1 ¨ 54©
Cettepropositionpermetdeconcluresurlescomposantestangentielleet nor-

maledela forced’originemagnétique.
Pourla forcetangente:¤¥

F t ¦ ρs
¤¥
H 2t ¦ µ2 H2n

¤¥
H 2t § 1 ¨ 55©

Ce qui nousdonnegéométriquementuneforce colinéaireà
¤¥
H t et de même

sens[Fig-26] :

x 

y 

z ª
Bn ρ« Ht ¬®

Fig ¯ 26

Pourla forcenormale:¯°
F n ± ρs

¯°
H 2n ¯³² B2

2n ´ B2
2t µ ¯° n

2µ2 ² 1 ¶ 56µ
Par contregéométriquementcetteforce peut être dansun sensopposéà la

normalesortante.La sommedesdeuxtermespeutêtrepositivecequi nousdonne¯°
F n ² 1µ ounégativecequi nousdonnē

°
F n ² 2µ [Fig-27].

x 

y 

z ·
Bn ρ̧

Ht ¹ ·»º½¼�¾¹ ·»ºÀ¿$¾ Á ¸

Fig ¯ 27
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W.MULLER [26, MULLER W. - 1990]et N.SADOWSKI [61, SADOWSKI
N.- 1993]présententdansleurstravauxcesformulationsetenparticulierconcluent
quelesmodulesdecescomposantespeuventsemettresousla formedeséquations
(1.57)et (1.58). ÂÂÂÄÃÅ

Ft

ÂÂÂÇÆ
BnHt È 1 É 57ÊÂÂÂ ÃÅ

F n

ÂÂÂËÆ
B2

n

2µ2

Ã µ2 H2
t

2 È 1 É 58Ê
Cesrésultatsnepeuventêtreobtenusquesi certaineshypothèsessontutilisées

enplusdeshypothèsesassociéesauxcalculsdessourcessurfaciques.Écrireque
l’équation (1.54) provient de l’équation (1.53) implique, pour la massemagné-
tique,d’êtresoumiseà la totalitédu champet nonà savaleurmoyenne.L’équa-
tion (1.59),qui permetd’écrire la valeurmoyennede

ÃÅ
H , fait bienapparaîtreun

coefficient1/2supplémentairequi n’estpasprésentdansl’équation(1.54).ÃÅ
H moy

Æ ÃÅ
H 1 Ì ÃÅH 2

2

Æ ÃÅ
0 Ì ÃÅH 2

2

Æ ÃÅ
H 2

2 È 1 É 59Ê
D’autrepart,l’équation(1.54)nepeutêtreobtenueàpartirdel’équation(1.53)

quesi unepropriétégéométriqueest utilisée au coursde la transformation.La
propriétéqui estimplicitementutiliséeestrésuméeparl’équation(1.60).Í ÃÅ

n Î ÃÅH 2 Ï Î ÃÅB 2

2

Æ Ã B2
2 É ÃÅ n
2µ2

È 1 É 60Ê
Le termedegauchedecetteéquationestsimplementle termereprésentantla

force induitepar lescourantssurfaciques.L’équation(1.61)metplus facilement
enévidencecetteégalité.ÃÅ

J s Î ÃÅB moy

Æ È ÃÅ n Î ÃÅH t ÊzÎ È ÃÅB 2

2
Ê Æ È ÃÅ n Î ÃÅH 2 Ê)Î È ÃÅB 2

2
Ê È 1 É 61Ê

L’équation(1.60)induit uneforceobligatoirementcolinéaireà la normalesor-
tante

ÃÅ
n . Lesreprésentationsgéométriquessuivantesvont permettredemettreen

évidencequecettepropriétén’estpasnaturellementacquise.Pasà pas,le terme
degauchedel’équation(1.60),estconstruitencollaborationétroiteavecunere-
présentationgéométrique.

43

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


X

Z

H

n 

n ^ H

Y

Fig Ð 28

Dansla figure 28, ÐÑ n est la normalesortantede la surfacede séparation,et
estcolinéaireà l’axe Z.

ÐÑ
H (
ÐÑ
H 2) estcontenudansle plan Z.Y. donc le produit

vectorielde ÐÑ n et de
ÐÑ
H vadonnerunvecteurcolinéaireà X.

X

Y

Z

H

n 

n ^ H

B 
(n^h)^B

Fig Ð 29

En continuantla construction,[Fig-29], le produit vectoriel Ò ÐÑ n Ó ÐÑH Ô�Ó ÐÑB
équivalentà Ò ÐÑ n Ó ÐÑH 2 Ô Ó ÐÑB 2 va donnerun vecteurcontenudansle planY-Z et

orthogonalà
ÐÑ
B (
ÐÑ
B 2 ). Celan’implique absolumentpasla colinéaritéavec ÐÑ n . Et

cettecolinéaritéestindispensablepourutiliser l’équation(1.60).En l’absencede
vérificationde l’équation(1.60),le résultatprésentédansl’équation(1.58)n’est
pasissunaturellementde l’équation(1.53) . Cetteformulation,et en particulier
lesrésultatsqui endécoulent,imposentdoncdesconditionsd’emploi.

Cetteécrituren’est en fait vérifiéequesi ÐÑ n et
ÐÑ
H sontorthogonaux.C’est

cettecondition géométriquequi permetl’écriture de l’équation (1.60). Cela se
traduitainsiparuneabsencedecomposantenormalepour le champmagnétique
auniveaudela surfacedeséparation.Cecaspeutserencontrer, parexemple,dans
dessystèmesoù lesdeuxmilieux différentsont la mêmeperméabilité,commeun
solideamagnétiqueplongédansdel’air. Mais danscecas,aucuneforcen’existe.
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1.5.4 Calcul desforcespar la dérivéede l’énergie.

Avec cetteméthode,le point de départest l’expressionde l’énergie magné-
tique(1.62),cetteexpressionserencontredanstouslesouvragesassociésauma-
gnétisme[5, FEYNMAN R. - 1995] [9, LANDAU L.- 1990] et, en particulier,
l’ouvragede D.SIVOUKHINE [17, SIVOUKHINE D. - 1983] présenteunedé-
marchetrèsdidactiquedecelle-ci.

Wmagnetique Õ×Ö
volume

Ö B

0 ØÙH Ú Ø ÙdBdv Û 1 Ú 62Ü
Cequi donnecommeénergie parunitédevolume:

Wv ÕÝÖ B

0 ØÙH Ú Ø ÙdB Û 1 Ú 63Ü
L’énergie magnétiquetotaleestcalculéepour le systèmeprésentéà la figure

30. Cesystèmeestun assemblagededeuxbarresdelongueurinfinie constituées
d’un matériauparamagnétique( ou ferromagnétique)et d’un parallélépipèderéa-
lisé dansle mêmematériauet prenantplaceentrecesdeux barres,de manière
à remplir unepartiede l’entrefer. Ce parallélépipèdepeutsedéplacerlibrement
selonl’axex.

noyau magnétiquefixe

noyau magnétique mobile

Þ ß
à

Fig Ø 30

En présenced’un champmagnétique,cet assemblageévolue de manièreà
maximiserle flux circulantdanslesmatériauxferro ou paramagnétique,le paral-
lélépipède(noyaumagnétiquemobile)sepositionnedetelle sortequ’il remplisse
complètementl’entrefer.
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Par contresi un obstaclene le laisseeffectuerqu’un trèsfaible déplacementáâ
dl , il n’aurapasrejointsapositiond’équilibre(positionfinale)etcetobstaclesera
soumisà uneforce

áâ
F dont l’origine estassociéeauparallélépipèdequi souhaite

poursuivresondéplacement[Fig-31].

noyau magnétique mobile

noyau magnétiquefixe
dl

ã
ä
å æ

Fig á 31

Commela longueurdu noyau magnétiquemobile est infiniment grande,les
modificationsderépartitionspatialeduchampmagnétiquenesontnotablesqu’au
voisinagedel’entrefer. Cedéplacement,defaibleamplitude,introduit unemodi-
ficationdel’énergiemagnétiquetotaledusystème.L’équation(1.64)rendcompte
de cet effet. Un volumed’air est remplacépar unepartiedu noyau magnétique
mobileet l’énergie magnétiqueliée àcevolumeestmodifiée.ç

Wmagnetique è Wetat é 2
á Wetat é 1 ê 1 ë 64ì

Où Wetat é 2 est l’énergie magnétiquedu systèmeaprèsle déplacementdl et
Wetat é 1 l’énergie magnétiquedu systèmeavantle déplacementdl . A partir decet
instant,l’hypothèsede la variation de l’énergie est utilisée.Cettevariation est
assimiléeà l’opposédu travail d’uneforcesupposéeconstantesurla distance

áâ
dl .

Celaconduità l’écrituredel’équation(1.65).ç
Wmagnetique è á ç Wmecaniqueè á áâF ë áâdl ê 1 ë 65ì

Il faut garderà l’esprit quepour la force
áâ
F définiepar cetteformulation,seule

la composantecolinéaireau déplacement
áâ
dl estcalculable.Toutefois,les forces

induitespar le principedela variationdel’énergie nepeuventexisterquesi elles
participentà la variationdel’énergie totaledu système.La nullité desforcestan-
gentiellesest souvent citéemais très rarementdémontrée.En imaginantque le
matériausituédansl’entrefer ait un comportementproched’un fluide extrême-
mentvisqueux,il estainsipossibled’imaginerquedesparticulesélémentairesdu
matériaupuissentsedéplacerdanstouteslesdirections.En prenantuneparticule
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élémentaireassociéeà la surfacedeséparation,elle peutsedéplacersuivantl’axe
Y. Cetteévolution, référencéedl í , estprésentéesurla figure32.

noyau magnétique mobile

noyau magnétique
fixe

î
ïVðÄñò ó

Fig ô 32

Ce déplacementde particulespeutêtreassimiléà despermutationsde parti-
cules.La particuled’origine s’estbiendéplacéededl í maisuneautreparticulea
combléle vide laisséparsondépart.Enaucuncascedéplacementnepeutinduire
localementdemodificationdela perméabilitédu matériaucarsi cettepossibilité
està envisager, elle conduità un agrégatdeparticuleset il n’estpasvérifié expé-
rimentalement.En conséquence,l’énergie totalen’est absolumentpasmodifiée.
Donctouteslesforcestangentesà la surfaceou lesforcesà l’intérieur du parallé-
lépipède,sontnulles.Voici uneexplicationpossible,induiteparlesremarquesde
D.SIVOUKHINE [17, SIVOUKHINE D. - 1983],surla dérivéedel’énergie.

Il n’existeplusqu’unecomposantenormaleà la surface.Le résultatselimite
à l’expressiond’uneforceparrapportà unesurfaceélémentaireet cetteforceest
normaleàcettesurface.Il estpossibled’assimilercetteforceparunitédesurface
àunepression[Fig-33].

noyau magnétique mobile

noyau magnétique
fixe

õ�öõø÷ õ�ö ù ÷8õú÷�û»ü

Fig ô 33

47

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


En conclusion,lesforcesd’origine magnétiqueinduitesparcetteformulation
sontobligatoirementnormalesauxsurfaces( ýþF t ÿ 0 et ýþF n �ÿ 0 ) [Fig-33]. Pour
calculercetteforce,l’équation(1.63)liée aucalculdel’énergie magnétiqueestà
l’origine dela formulation.

– En utilisant la loi decomportement(1) qui limitera la validité dela formu-
lationauxmatériauxlinéaires,c’estàdireneprésentantpasdesaturationni
d’hystérésis,l’énergie magnétiqueparunitédevolumedevient (1.66).

Wmagnetique� dv� ÿ µH2

2 ÿ B2

2µ

�
1 � 66�

Soit volume-1 le volumeconstituépar lesnoyauxmagnétiquesmobilesou fixes
et volume-2l’air ambiant.L’énergie magnétiquetotaleestla sommedel’énergie
contenuedansle volume-1etdel’énergiemagnétiquecontenuedansle volume-2.

– Énergie magnétiquepourle volume1 :

W1 ÿ �
volume� 1 B2

1

2µ1
dv ÿ �

volume� 1 µ1
H2

1

2
dv

�
1 � 67�

– Énergie magnétiquepourle volume2 :

W2 ÿ �
volume� 2 B2

2

2µ2
dv ÿ �

volume� 2 µ2
H2

2

2
dv

�
1 � 68�

Après le déplacementýþdl , il est tout a fait envisageablequeseul le volumedé-
fini parcetteextrusionvoit sarépartitionspatialedechampmagnétiquemodifiée,
c’est d’ailleurs l’hypothèsefaite par D.SIVOUKHINE. Pour tous les autresvo-
lumes,la répartitionspatialedechampmagnétiquen’a pasétéremiseencauseet
leur perméabilitéestconservée.Doncle seulvolumequi està prendreencompte
estlimité auvolumedéfiniparl’extrusion ýþdl : la modificationdel’énergiemagné-
tiqueduvolumeextrudén’a étéinduitequeparle changementdesaperméabilité.

dl
ds

µ� µ 	
Fig ý 34
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Le volumegrisé(V), visible sur la figure 34, a vu saperméabilitépasserde
µ2 à µ1. En applicationdeshypothèsesprécédentes,la variationtotaled’énergie
magnétiquepeutsemettresousla formedonnéeparl’équation(1.69).


Wmagnetique ��
V � µ1H2

1

2 � µ2H2
2

2 � dv � 1 � 69�
Enmettantle volumeélémentairesousla formedv � ��ds � ��dl (1.70)etenfaisant

apparaîtrela variationd’énergiecommeétantl’opposédutravail dela forced’ori-
gine magnétique(1.71) , il estpossibled’exprimer cetteforce (1.72)par simple
équivalencedu termecontenudansl’intégraledevolume.


Wmagnetique � �
V � 1

2
µ1H2

1 � 1
2

µ2H2
2 � ��ds� ��dl � 1 � 70�

et 

Wmecanique� ��F � ��dl � 1 � 71�

D’où : ��F � � � section � µ1H2
1

2 � µ2H2
2

2 � ��ds � 1 � 72�
La forceparunitédesurface(1.73)estdéduitedel’équation(1.72).

Fs � � µ2H2
2

2 � µ1H2
1

2 � � 1 � 73�
Il estencorepossibled’écrirecetteéquationsousuneautreforme,enposant:��H 1 � ��H 1t � ��H 1n � 1 � 74�

��H 2 � ��H 2t � ��H 2n � 1 � 75�
��B 1 � ��B 1t � ��B 1n � 1 � 76���B 2 � ��B 2t � ��B 2n � 1 � 77���B 1 � µ1 ��H 1 ��B 2 � µ2 ��H 2 � 1 � 78� 1 � 79�

Les indicest et n indiquentrespectivementles composantestangentielleet
normalede ��H ou de ��B . Commela composantenormalede ��B ( ��B n) ainsiquela
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composantetangentiellede ��H ( ��H t) seconservent,il estplus intéressantd’écrire
la pressionmagnétiquesousla forme(1.80).

Fs � 1
2 � 1

µ2 � 1
µ1 � B2

n � 1
2 � µ2 � µ1 � H2

t � 1 � 80�
Cettepressionestainsiexpriméeparl’intermédiairedescomposantesduchamp

ou de l’induction magnétiquequi sont indépendantesdes milieux. L’équation
(1.80)estl’équationqui estsystématiquementrencontréelorsducalculdesforces
parla méthodedela dérivéedel’énergie.

1.5.5 Calcul desforcespar la méthodedu tenseurdeMaxwell.

Une approche,connuesousle nom de "méthodedu tenseurde Maxwell” se
proposede calculerles forcesd’origine magnétique.Cetteformulationdoit être
utiliséeavecattentioncarelleneseproposepasinitialementdecalculerlesforces
localesdansles systèmesélectromécaniques[32, WIGNALL.A-N.-1988]. Son
appellationvientdufait qu’elleutilise la divergencedutenseurdeMaxwell (1.81)
etprocureuneforcequi estcellequesubitunvolumeélémentaire[Fig-35] plongé
dansun champmagnétique.

��F � div  "!T #
Fy

Fx

Fz

$%

� 1 � 81� Fig � 35

En prenantcommenotationT pour le tenseurdemaxwell, la forcesubiepar
le volumeélémentaireselonunaxe,parexemplex, s’écritsousla formesuivante:

Fx � ∂Txx

∂x � ∂Txy

∂y � ∂Txz

∂z � 1 � 82�
Il est aiséde déduirela force élémentaireà partir du momentoù l’expres-

siondu tenseurdeMaxwell estconnue.La constructiondecetteentité,le tenseur
deMaxwell, n’estpassystématiquementabordéeauniveaudesprésentationsde
sesapplications.Il restetoutefoispossibled’en connaîtrela genèsepar l’inter-
médiairedequelquespublicationsderéférencecommecelledeE.DURAND [54,
DURAND.E - 1968].

Les équationsde Maxwell seprésententsousla forme de 4 équations.Elles
permettentde formaliser les relationsqui existent entre les différentesentités
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rencontréesen électrotechnique.R.FEYNMAN [5, FEYNMAN R. - 1992] [6,
FEYNMAN R. - 1992]rendhommageà cetteunificationdeslois de l’électricité
et dumagnétismeenconsacrantunchapitrecompletàcesujet.

La premièreéquationde Maxwell permetd’expliciter le lien entrele champ
électriquesourceet leschargesélectrostatiques(1.83)

div &(')D *,+ ρ - 1 . 83/
Le flux de ')D à traversunesurfaceferméeestproportionnelà la chargeélec-

triquecontenue.
Ensuiteun lien entrele champélectriqueet l’induction magnétiqueestintro-

duit parl’intermédiairedela deuxièmeéquationdeMaxwell (1.84).

rot &(')E * + ' ∂ ')B
∂t

- 1 . 84/
Aussi connuesousl’appellation “loi de Faraday”,la circulation du champ

électriquele longd’un contourferméestégaleetopposéeà la variationdeflux de
l’induction magnétiqueparrapportautemps.

La troisièmeéquationde Maxwell, de forme similaire à la première,rend
comptede la nullité systématiquedu flux de l’induction magnétiqueau travers
d’unesurfacefermée(1.85).

div &0')B *1+ 0 - 1 . 85/
Celainduit descaractéristiquesantisymétriquespourle champmagnétique.
Enfinla dernièreéquation,estissued’uneremarquedeMaxwell surla conser-

vation de la charge électriquepour un courantélectrique[5, FEYNMAN R. -
1992].Celaconduità l’équation(1.86).

rot &(')H *1+2') J 3 ∂ ')D
∂t

- 1 . 86/
Cesquatreéquationssontinsuffisantespourconstruirele tenseurdeMaxwell. Il
fautintroduireunecinquièmeéquationqui permetdeprendreencompteleseffets
d’un champmagnétiquesur un courantélectrique.Cetteéquationdécoulede la
forcequi s’exercesurunchargeélectriqueenmouvementplongéedansunchamp
magnétique,c’estla forcedeLorentz(1.87).')F + q ') v 4,')B - 1 . 87/

En utilisantcetteéquation,implicitement,la chargeélectriquen’a pasdelien
avec le champmagnétique.En d’autrestermes,ce n’est pasle déplacementde
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cettechargequi engendrele champmagnétiqueauquelelle estsoumise.Uneap-
plicationdecetteéquationàuncourantélectriquepermetd’écrirela loi deLaplace
(1.88). 56

F 7 56
J 8 56B 9 1 : 88;

Lesconditionsd’emploi decetteloi, sontsimilairesà cellesliéesà l’équation
(1.87).Toutefois,cesaspectsne serontapprofondisqu’à la fin du paragrapheet
seulela démarcheproposéeparE.DURAND estexposéepourl’instant.

La loi deLaplacepermetd’écrire la forcequi s’exercesurun courant

56
J qui

estplongédansun environnementoù circuleuneinductionmagnétique

56
B . Pour

simplifier l’écriture de cetteloi dansun repèreorthonormé,il estpossiblede se
limiter à l’écrituredela forceselonun seulaxe (x parexemple)(1.89):

Fx 7 Jy : Bz

5
Jz : By 9 1 : 89;

En utilisant la loi de comportement(1), ce qui limite la portéede la formu-
lation auxmatériauxlinéaireset en l’absencedechampélectrique,E.DURAND
émetl’hypothèsequececourant,indispensablepourl’utilisation del’équationde
LAPLACE,estassimiléaurotationneldecemêmechamp(1.90).Cetteéquation
est issuede l’équation(1.86)où le deuxièmetermede l’équationestabsentcar

seull’aspectstatiqueestétudié, < ∂

56
D
∂t 7 0= .

rot > 56H ?@7 56
J 9 1 : 90;

Decetteéquation,il estpossibled’écrire

56
J commeunecompositiondesdéri-

véespartiellesde

56
H . Uneformulationnecontenantquedestermesliésauchamp

magnétiquepeutainsiêtreécrite(1.91)enutilisant(1.89)et (1.90).

Fx 7A< ∂Hx

∂z

5
∂Hz

∂x
=B: µ :Hz

5 < ∂Hy

∂x

5
∂Hx

∂y
=B: µ:Hy 9 1 : 91;

Rienn’interdit d’ajouterà Fx la quantiténullesuivante(1.92):

Hx : div > 56B ?@7 µ :Hx : < ∂Hx

∂x C ∂Hy

∂y C ∂Hz

∂z
= 9 1 : 92;

Nullité induitepar(1.85):
Alors, uneautreexpressionpourFx apparaît(1.93):

Fx 7 µ :D> Hx : ∂Hx
∂x

5
Hy : ∂Hy

∂x

5
Hz : ∂Hz

∂x ?C µ: > Hy : ∂Hx
∂y C Hx : ∂Hy

∂y ?C µ :0> Hz : ∂Hx
∂z C Hx : ∂Hz

∂z ? 9 1 : 93;
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CetteécriturepeutêtreemployéepourtouteslescomposantesFx E Fy E Fz etune
identificationdonnechaquecomposantedu tenseurdeMaxwell (1.94):

Ti j F µGIH Hi GH j J δi j

2
GH2 K L 1 G 94M

i et j peuventprendrecommevaleurx,y,z,et δi j F 1 si i=j, sinonδi j F 0.
En conclusion,le tenseurdeMaxwell semetsousla forme(1.95)qui estune

desesformesusuelles:

T F NOOOP OOOQ µ R Hx GHx J H2

2 S µ THx GHyU µ THx GHzU
µ THy GHx U µ R Hy GHy J H2

2 S µ THy GHzU
µ THz GHx U µ THz GHy U µ R Hz GHz J H2

2 S
VWOOOXOOOY L 1 G 95M

A partir decetteprésentation,il esttrèsaisédemettreenformela divergence
decetenseur, pourexprimerchaquecomposantedela forced’originemagnétique
selonx,y et z (1.96).

Fx F ∂Txx
∂x Z ∂Txy

∂y Z ∂Txz
∂z

Fy F ∂Tyx

∂x Z ∂Tyy

∂y Z ∂Tyz

∂z

Fz F ∂Tzx
∂x Z ∂Tzy

∂y Z ∂Tzz
∂zL 1 G 96M

Cettesuited’équationsestissuedelaméthodequiestproposéeparE.DURAND
[54, DURAND.E - 1968]pourécrirele tenseurde Maxwell. Sur le planmathé-
matique,la démarcheestclaireetneprésentepasdepointàexpliciter. Parcontre,
surle planphysique,ellemetenavantunartifice,qui consisteàutiliser la dernière
équationdeMaxwell pourfaireapparaîtrele courantindispensableà l’utilisation
desforcesdeLaplace.Enunpointdonné,l’induction magnétiqueJ[B estinterpré-
téecommeétantun courant J[ J dont la valeurestdonnéepar l’équation(1.90).
Assimiler ce courantau rotationneldu champet imaginerquece courantesten
interactionavec ce mêmechamp,revient à accepterle fait qu’unecharge élec-
triquesubitle champélectriquequ’ellegénère,etcettenotionn’estpasd’un abord
évident...A l’aide d’un exemplesimple,Il estpossibledesoulignerla complexité
du problème.

Un conducteuramagnétique,commeunesimplebarreen cuivre, estplongé
dansun champmagnétiqueuniforme[Fig-36]. En l’absencedecourantréeldans
cettebarre,il nesubitaucuneforcedeLaplace.D’autrepart,le cuivreétantunma-
tériauamagnétique,il n’existepasdeforced’origine magnétiquesurcettebarre.
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Elle doit resterimmobileet toutvolumeélémentairedv nedoit subiraucuneforce
extérieure.

\(]
^

Fig _ 36

La barren’induit aucunemodificationdela répartitionspatialedu champma-
gnétique,en conséquence: tout calcul de la circulation du champmagnétique
surun contourfermé,induit un courantnul pour l’équation(1.90).Et l’équation
(1.88)donneuneforceglobalenulle.

Si cettebarreestmaintenantréaliséeà partir d’un matériauferromagnétique,
elle doit sedéplacerde manièreà maximiserle flux magnétique.Est-il toujours
possible,commele proposela méthodeliée au tenseurde Maxwell, de prendre
l’équation(1.88)commeréférencepourétudierlesforcesd’originemagnétique?
Il faut garderà l’esprit que l’équation(1.86)n’est quel’expressionde la circu-
lation du champmagnétiquesur un contourfermé.Cetteéquationestd’ailleurs
miseà profit pourmontrerla continuitéde la composantetangentielledu champ
magnétiquelors d’un changementdesubstance[17, SIVOUKHINE D. - 1983].

Fig _ 37

En appliquantle théorèmedela circulationde
_`
H surle contourferméABCD

[Fig-37], dontla hauteurparrapportà la surfacedeséparationestnégligeable,les
côtésBC et DA sontlesseulsà prendreencompte.Cettecirculationestcalculée
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à partir descomposantesdu champmagnétique,tangentiellesà la surfacedesé-
paration.Commeil n’y a aucuncouranttraversantla sectionABCD, la nullité de
cettecirculations’imposeet induit l’invariancedescomposantestangentiellesdu
champmagnétique.Cephénomèneseretrouvesurtouslesmatériauxnecontenant
pasde courantréel et conduit immédiatementà la nullité desforcessurfaciques
calculéesàpartir del’équation(1.88).La barreprésentéeà la figure36,réaliséeà
partir d’un matériauferromagnétique,nesubitalorsaucuneforcesurfacique.

Pourl’aspectvolumique,l’équation(1.90)esttoujoursl’équationderéférence
pouridentifier le courantutilisé dansl’équationdeLaplace.Celasetraduitparla
représentation[Fig-38] pourunesurfaceABCD à l’intérieur du volume.

a
b

c
degf(h

i jk
l

enmoh
egf(h

Fig p 38

En neregardantquela sectionABCD, il fautfaireapparaîtrelescomposantes
du champmagnétiqueH au niveaudu contouret il n’est pasindispensablede
prendreencomptela totalitédescomposantescarseuleslescomposantestangen-
tiellesaucontoursontutiles.Parexemple,enutilisantla figure39, la composante
Hx aprèsavoir parcourula distancedY est augmentéede q ∂Hx r ∂ys dY. La re-
marqueestidentiquepourla composanteHy. Cetteméthodepeutêtreappliquéeà
toutesectionà l’intérieur duvolume.
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Fig t 39

En écrivant la circulationde
tu
H le long du contourABCD, il nerestequeles

dérivéespartielles(1.97).v
ABCD

Hdl wyx ∂Hx

∂y z dYdX t{x ∂Hy

∂x z dXdY | 1 } 97~
Cequi setraduitparuneéquationfaisantapparaîtrel’une descomposantesde

l’opérateurrotationnelassociéà
tu
H , c’est le termeentreaccoladesde l’équation

(1.98). v
ABCD

Hdl w�� x ∂Hx

∂y z t x ∂Hy

∂x z1� dXdY | 1 } 98~
La circulationduchampmagnétiquele longdececontourestégaleaucourant

traversantcecontour. Commeil n’y pasdecourantréelle traversant,la circulation
nepeutêtrequenulle. Doncpour le courantJ, présentdansl’équation(1.88),il
induit uneforce nulle pour ce volume,car ce courantestnul d’aprèsl’équation
(1.98). La barreprésentéeà la figure 36, réaliséeà partir d’un matériauferro-
magnétique,nesubitaucuneforcevolumique.En conclusion,elle nedoit passe
déplacer, cequi estcontraireàsanatureferromagnétique.

Le résultatprécédentfait référenceàlaméthodemiseenoeuvrepourconstruire
le tenseurdeMaxwell. Il metenévidenceuneincompatibilitéentreunphénomène
physiqueetl’utilisation deséquationsassociéesàcephénomène.Laprocédurequi
conduità l’écriture desforcesd’origine magnétiquen’est toutefoispasterminée,
maisl’exempleprécédentmontreaumoinsunelimitation decetteprocédure.Pour
la suite,deuxapprochesdifférentesvont êtreabordéespourécrirelocalementles
forcesd’originemagnétique.Cesdeuxméthodesreposentsurl’utilisation du ten-
seurdeMaxwell maisnevontpasl’exploiterdela mêmemanière.
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Calcul de la forcenormale à la surface( méthoderéférencéeMaxwell � 1� ).
La discontinuitéde Hn au niveaude la surfacene permetpasd’utiliser cette

formulationsansaménagement,les dérivéespartiellesne peuvent pasêtreéva-
luéesau niveaudessurfacesdeséparation.En conséquence,un artificedoit être
introduit pourpouvoir utiliser la méthodedu tenseurde Maxwell. La surfacede
séparationestassimiléeàunvolumed’épaisseurnégligeable� dl � , dontla perméa-
bilité évoluedemanièrecontinueentrela perméabilitéà l’intérieur et la perméa-
bilité à l’extérieurdu volume.

dl

(µ)

x" x’

x 

µ1
µ2

µ1

x’ x"

µ2 �
����

Fig � 40

Cetteévolution estassimiléeà uneévolution linéaire[Fig-40] et pour déter-
miner la forced’origine magnétiquequeva subir la surfacedeséparation,il faut
réaliseruneintégrationde la divergencedu tenseurde Maxwell sur ce domaine
d’épaisseurnégligeable.Commelescomposantesde

��
H sontmaintenantarbitrai-

rementcontinues,les dérivéespartiellespeuventêtreutiliséessousconditionde
nepasincluredansle domained’intégration,lesbornesdecedomaine,ou dene
pastenir comptedu problèmede continuitédesdérivéespartiellesà la frontière
du domaine.

Il faut garderà l’esprit, qu’au niveaud’une surfacede séparation,seulela
composantenormaledeH estmodifiéelors du changementdemilieux. Si

��
H t est

la composantetangentede
��
H au voisinagede la surfacede séparation,elle est

indépendantedesmilieux etcescomposantesselonlesaxesy etz sontconstantes
pourun déplacementsuivant l’axe x. Il endécouleque,dansleséquations,tous
lestermescontenantuniquementHy ouHz neserontpasmodifiésdansle domaine
d’intégration.

La forced’originemagnétiquequesubiraunesurfaceélémentairedelasurface
de séparationseraobtenuepar intégrationde la force volumiquesur la distance
dl . La figure41illustrecetteproposition.La forceassociéeauvolumedV, devient
une force par unité de surface,dèsque la distancedl tend vers 0. En effet, le
volumedV tendversla surfacedS.
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dl

x’x"

��� ������
X

Y
Z

Fig � 41

Et la forme mathématiquede cetteinterprétationgéométriquesetraduit par
l’équationsuivante(1.99).

Fs �� x� �
x� Fv � dx � 1 � 99�

La force volumiqueFv, présentedanscetteécriture,estdonnéepar la diver-
gencedu tenseurde Maxwell. Commeseulela composantenormaleest recher-
chée,le calculselimitera à la composanteselonl’axe x qui conduità l’équation
ci-dessous(1.100).

Fv � ∂Txx

∂x � ∂Txy

∂y � ∂Txz

∂z
� 1 � 100�

Pour poursuivre, il faut posercommehypothèseque les dérivéespartielles
∂Txy � ∂y et ∂Txz� ∂z sontnullesdansce volumeélémentaire.Cettehypothèseest
réductrice,car elle implique queHy et Hz sont invariantsdansle domained’in-
tégrationet passeulementsuivant l’axe x, maiselle estindispensablepourpour-
suivre le calculanalytique.Fv seréduitdecefait à l’une desdérivéespartiellesdu
tenseurdeMaxwell, ∂Txx � ∂x. Ainsi, Fs, la forcesurfacique,devient unevariation
d’unecomposantedu tenseurdemaxwellpourlespositionsextrêmesliéesaudo-
mained’intégration(1.101).L’hypothèseintroduiteauniveaudel’évolutiondela
perméabilitédansle pseudovolume,associéeà la surfacedeséparationn’estpas
restrictive,carelle n’influencepasle résultatdel’intégration.

Fs � � Tx� � x� � � Tx� x� � � 1 � 101�
La surfaced’intégrationpeutêtreconsidéréecommesuffisammentpetitepour

queles termesTxy et Txz n’évoluentpasdansle pseudo-volumed’intégration,ce
qui confirmeleur retrait de la formule précédente(1.100).Tx� x� et Tx� � x� � peuvent
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êtremis sousuneformenefaisantapparaîtrequelescaractéristiquesdesmilieux
ainsiquecellesduchampmagnétique.

Tx¡ x¡(¢ µ1 £ H2
1x ¤ 1

2 ¥ H2
1x ¦ H2

1y ¦ H2
1z §©¨ ª 1 « 102¬

Tx¡ ¡ x¡ ¡ ¢ µ2 £ H2
2x ¤ 1

2 ¥ H2
2x ¦ H2

2y ¦ H2
2z §©¨ ª 1 « 103¬

Commelescomposantestangentiellesdu champnesontpasmodifiéespar le
changementdemilieu : H1y ¢ H2y etH1z ¢ H2z, Il estpossibled’allégerlanotation.
Hy et Hz représenterontlescomposantestangentiellesdu champmagnétiqueHt .

Pourlescomposantesnormales: H1x et H2x , la loi decomportement¥ ¤B ¢ µ¤H §
ainsiquela continuitédela composantenormaledel’induction magnétiquesont
misesà profit pour introduireun termeindépendantdu milieu, comme ¤B n. Ces
remarquespermettentde poursuivre l’allégementde l’écriture. Les formulations
deTx¡ x¡ et Tx¡ ¡ x¡ ¡ deviennent(1.104):

Tx¡ x¡ ¢ 1
2 ® 1

µ1 ¯ B2
n ¤ 1

2
µ1H2

t

Tx¡ ¡ x¡ ¡D¢ 1
2 ® 1

µ2 ¯ B2
n ¤ 1

2
µ2H2

t

ª 1 « 104¬
D’où l’écrituresuivantepourFs .

Fs ¢ 1
2 ® 1

µ2
¤ 1

µ1 ¯ B2
n ¤ 1

2 ª µ2 ¤ µ1 ¬ H2
t ª 1 « 105¬

Unesimilitudeestàremarquerentrecetteformulationet le résultatobtenupar
l’intermédiairedela dérivéedel’énergie.Toutefois,cen’estpasuneéquivalence
carla présenced’un signe- enplaced’un signe+ entrelestermes1

2 ª 1
µ2 ¤ 1

µ1
¬ B2

n et
1
2 ª µ2 ¤ µ1 ¬ H2

t différentiecesdeuxrésultats.

En utilisant l’équation (1.101),une propriétécourammentutilisée peut être
retrouvée.Elle permetde limiter le calcul desforcesquesubit un volumeà un
simplecalculd’intégrationsurunesurface.
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milieu ambiant
milieu magnétique

dV1 dV2

dV3 dV4

S1 S2

x x’ x’’

°
± ²

Fig ³ 42

La figure42 montreplusieursvolumesélémentairesadjacentssituésà l’inté-
rieur du solide ferro-magnétique.Deux volumesélémentairesdV1 et dV2 sont
sélectionnés.Pour le volume dV1, l’application de l’équation (1.101)donnela
forcequi s’exercesurle volumedV1. :

FdV1 ´¶µ Txx ³ Tx· x·¹¸ º 1 » 106¼
Et pourle volumedV2,

FdV2 ´¶µ Tx· x· ³ Tx· · x· ·¹¸ º 1 » 107¼
La sommedesforcessurcesdeuxvolumesconduità la disparitiondu terme

Tx· x· . Il ne resteplus queles termesTxx et Tx· · x· · . Si cettedémarcheestpoursui-
vie sur tout le domaine,il ne resteraplus qu’unesommene contenantquedes
termesdu tenseurde maxwell sur la surfacede séparation.Mais l’utilisation de
cettepropriéténedonnerapasl’expressionprécédente(1.105)et il fautgarderà
l’esprit quececalculestfait surun volume,et rien nepermetdedonnerle point
d’applicationdela résultantedecetteforce.Cettepropriétéesttoutefoistrèsutile
car elle permetd’introduire uneautremanièred’utiliser le tenseurde Maxwell
pour déterminerles forcesd’origine magnétique; celle-ci seraabordéedansun
desparagraphessuivants,“méthoderéférencéeMaxwell ½ 2¾ ”.

60

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Calcul de la forcetangenteà la surface( méthoderéférencéeMaxwell ¿ 1À ).
Le calculprécédentpartduprincipequela forcequi provenaitdela divergence

dutenseurdeMaxwell estbienuneforcevolumiqueetqu’unartificedoit êtreuti-
lisé pourréduirecetteforcevolumiqueà uneforcesurfacique.Cecalcul,associé
àcertaineshypothèses,permetd’obteniruneéquationpourlesforcessurfaciques.

Pourlesforcestangentielles,la divergencedutenseurdemaxwellesttoujours
l’équationderéférence.Toutefois,le problèmedediscontinuitéduchampmagné-
tiquerencontrélors du calculdesforcesnormales,n’estplusprésent.En prenant
unvolumeélémentaireprochedela surfacedeséparationdesdeuxmilieux, il n’y
a pasde discontinuitépour les composantesdu champmagnétiquedansce vo-
lume.En examinantla figure43, il apparaîtquelesdiscontinuitésn’existentque
pourla surfacedeséparationS1.

ÁÂ
Ã ÄIÅ

Ä0Æ

Ä(Ç Ä0ÈÄIÉ

Ä(Ê
ËÍÌ0ÎgÏÑÐÓÒÕÔ�ÎgÔÖÐ1ÒÖ×ÑØÚÙ©ÛgÜ�ÒÕÒÖ×,ÝÞÌ0×ßØÚÙàÝ�ØáÙàâãÒÖÝÎgÙ1äåÏßÜçænÙàÝ�ÒÕèàÒÕäéÔëêÕÙ©Ü�Ù©ØÚÛgÌ(×,è©Ò�äìÐÓÛgÎgÛgÒ�Ï�í

µ2

µ1

Fig î 43

Le tenseurde Maxwell estdoncparfaitementcalculablesur les surfacesS2,
S6,S4et S5.Il n’estpaspossible,aveccettereprésentationdecalculerlesforces
tangentesà la surfacedeséparation.Mais il estéventuellementpossibled’assimi-
ler les forcesquesubit le volumeélémentaireselonlesaxesY et Z commeétant
similairesauxforcestangentiellesassociéesà la surfacedeséparation.

Il n’est pasutile de poursuivre l’analyse,car l’absencede courantréel dans
cevolumeélémentaireinduit immédiatementun rotationnelnul pour

îï
H . Comme

le courantissude ce rotationnelestà l’origine de la constructiondu tenseurde
Maxwell, sanullité engendreimmédiatementla nullité pour les forcesquesubit
cevolumeélémentaire.

Enconclusion: cetteméthode,qui reposesurl’utilisation del’équation(1.81)
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et fournit uneforcevolumique,permetd’associerà unesurfaceélémentairedela
surfacedeséparation,uneforceuniquementnormaleà cettesurface.

Calcul de la force normale et tangente à la surface ( Méthode référencée
Maxwell ð 2ñ ).

Uneautreméthode,plusmathématique,esttrèsfréquemmentrencontrée.Elle
utilise la formule d’Ostrogradsky pour aboutirà un résultatusuellementutilisé.
Toutefois,cetteformulen’estprésentéedanscertainslivresdemathématiqueque
danslecasoù òóF estunvecteuretnonuntenseur(1.108)[64, SMIRNOV V.-1988]
[65, PISKOUNOV N.-1987].ô

V
div õ òóF öø÷ dv ù ô

S
òóF ÷ òóds ú 1 ÷ 108û

Comptetenude l’équation(1.81), la force par unité de volumeest la diver-
genced’un tenseur. Donc,pourexprimerla forcequi agit surun volume,il suffit
d’intégrercetteforceparunitédevolumesurla totalitédu volume(1.109).òóF ù ô

Volume
òó f v ÷ dv ù ô

Volume
div õ"üT ö ÷ dv ú 1 ÷ 109û

C’estàpartirdel’utilisation dela formuled’ostrogradskiquel’intégrationsur
le volumepeutseréduireàuneintégrationsurunesurface.L’équation(1.110)est
uneinterprétationdel’équation(1.109)enutilisantl’équation(1.108).ô

Volume
div õ üT ö ÷ dv ù ô

Sur f ace
n ÷ëüT ÷ ds ú 1 ÷ 110û

Cetteégalitén’est pasnaturellecar la notion de tenseurainsi quesonutili-
sationsontsurtoutdéveloppéesen mécaniqueoù l’étude de la répartitionlocale
descontraintesdansun matériau,se fait à l’aide du "Tenseurdescontraintes".
Enconséquence,c’estens’inspirantdela méthodologieemployéeenmécanique,
présentéepar la suite,qu’il serapossibledemanipulerle TenseurdeMaxwell et
del’amenerà fournir desélémentsderéponsesurlesforcessupposéeslocales.

Le "Tenseurdescontraintes"seprésentesousla formeécriteen(1.111).Il est
symétrique( parexemple: σxy ù σyx ) etnepossèdeàpriori aucuntermenul (sauf
hypothèseliée aucomportementdu matériau).ýþ

σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

ÿ� ù Γσ 1 ÷ 111
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Pourexploiter cetenseuret déterminerlescontraintesenun point M, unedi-
rectiond’observation, ��P estchoisieàl’intérieur dusolide,commecelleprésentée
enfigure44.Elle estdéfinieaumoyend’un vecteurunitairedontlescomposantes
sontparexemplea,b,csurlesaxesx,y et z.

�����
�

	

 �

Fig � 44

Il n’existe qu’un plan (P1) et un seulpassantpar M et perpendiculaireà la
directiond’observation[Fig-45] .

Fig � 45

En faisantle produitdecevecteurd’observationetdu tenseurdescontraintes,
le résultatestuneentitécontenanttroistermesdontle premier(τ0) estlacontrainte
normaleet lesdeuxautres(τ1etτ2 ) lescontraintestangentielles(1.112).�

τ0

τ1

τ2

������
σxx σyx σzx

σxy σyy σzy

σxz σyz σzz

������
a
b
c

����
Γσ

�
a
b
c

�� �
1

�
112�

En particulier, pourunedirectiond’observationselonl’axe x, le résultatpour
lescontraintesestle suivant(1.113):
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��
σx

τxy

τxz

����
Γσ

��
1
0
0

�� �
1 � 113 

Où σx est la contraintede compressionselonla directionx, τxy et τxz étant
les contraintesde cisaillement.Ce qui revient à prendrela premièrecolonnedu
tenseurdescontraintes(1.114).

σx

�
σxx

τxy

�
σxy

τxz

�
σxz�

1 � 114 
Cescontraintessontassociéesà la surfacequi a étédéfiniecommeétantnor-

maleà la directiond’observation.En appliquantce principeau tenseurde max-
well, il estainsipossibledeconstruirel’ensembledescontraintesinduitespar le
champmagnétique.Il estpréférabledeprendreun repèreoùx estla normalesor-
tanteet y orientéselon !"H t de manièreà allégerles expressions.Le tenseurde
maxwell,associéàdetelleshypothèses,semetsousla formesuivante(1.115).

T

� #$&% µ ' Hn � Hn ! 1( 2 � H2 ) µ *Hn � Ht + 0
µ *Ht � Hn + µ ' Ht � Ht ! 1( 2 � H2 ) 0

0 0 ! µ ' 1( 2 � H2 ) ,&-. �
1 � 115 

et il procurelesforcesnormale(1.116)et tangente(1.117)suivantes:!"F n

�0/
B2

n

2µ ! µH2
t

2 1 � !" n �
1 � 116 

!"F t

�
Bn � !"H t

�
1 � 117 

Pourarriveràcesdeuxéquations,il faut,d’unepartexprimerH2 sousla forme
H2

n 2 H2
t , regrouperlestermesenHnetenHt et d’autrepartutiliser la loi decom-

portementpourmettreenévidencedescomposantesindépendantesdumilieu ma-
gnétique.

Toutefois,le tenseurdeMaxwell nepeutêtreécrit qu’à l’intérieur du solide,
carsamiseenéquationreposesurunerésolutiond’équationsdifférentielles(1.82)
associéesauchampmagnétique.Or de telleséquationsdifférentiellesn’ont plus
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aucunsensàla frontièreentredeuxmilieux deperméabilitésdifférentescarHn est
discontinuencetteposition.Cetteméthoden’estquele résultatd’uneétroitecom-
paraisonavec les méthodesassociéesà l’exploitation du tenseurdescontraintes
enmécanique.Elle présente,enplusdesnonprisesencomptedesdiscontinuités
physiques,un résultatqui nepeutêtreutilisé localement.En effet, si le matériau
estamagnétique,le simplefait de le plongerdansun champmagnétiqueinduit
sur lui desforcesd’origine magnétiquecar les équationsassociéesà 34F n et 34F t

donnentdesvaleursnonnulles...

1.6 Conclusion

Pour toutesles méthodesqui furent exposéesprécédemment,une formula-
tion particulièrepour les forcesd’origine magnétiqueestélaborée.Ce sontdes
méthodesde base,ellessedifférentientà trèsbasniveau.Elles reposentsur des
principesdifférentset elles peuvent servir de référencepour d’autresformula-
tions.En particulier, la méthodedela coénergie, qui n’a pasétéévoquéejusqu’à
présent,estunedéclinaisonpossibledela dérivéedel’énergie dansla mesureoù
lesmatériauxlinéairessontlesseulsmatériauxassociésàcetteétude.

Ceproblèmedeformulationesttoujoursun problèmed’actualitéet lesdiscu-
tionsrécentesmontrentquetouteslesformulationssontencoreutiliséesetqu’une
analysepurementmathématiquen’est pasconsidéréecommesuffisantepour in-
valideruneformulation[45,DELFINO.F-2001][46,COULOMB.J-L.-2001][47,
DELFINO.F.-2001].Destravaux plus récentsprésententenparticulier, desnou-
velles approches[67, HENROTTE.F.-2003] ou utilisent de nouvelles formula-
tions, issuesd’anciensconcepts[68, SCHLENSOK.Ch.-2003].Cesquelquesar-
ticles montrentbien qu’un regarduniquementthéoriquen’est qu’un élémentde
réponse.Commetoutesles formulationsexigent à un momentdonnédeshypo-
thèses,celles-cipeuventêtremisesà profit pour les mettreen doute.Le tableau
suivant 5 1 6 1187 donneunevuesynthétiquedesrésultatsissusdecepremiercha-
pitre.
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Méthodeutilisée Forcenormale Forcetangente
composanteselon 89 n composanteselon 89 t

Courantséquivalents 1
2 µ0 : µ2

r 8 1; H2
t < 1 8 µr = Ht Bn

Massesmagnétiqueséquivalentes 1
2

1
µ0 > 1 8 1

µ2
r ? B2

n > 1 8 1
µr ? Ht Bn

Massesetcourantssurfaciques 1
2

1
µ0

B2
n 8 1

2µ0H2
t Bn @ Ht

Dérivéedel’énergie 1
2

1
µ0 < 1 8 1

µr = B2
n 0A 1

2µ0 < 1 8 µr = H2
t

TenseurdeMaxwell B 1C 1
2

1
µ0 < 1 8 1

µr = B2
n 08 1

2µ0 < 1 8 µr = H2
t

TenseurdeMaxwell B 2C 1
2

1
µ0

B2
n 8 1

2µ0H2
t Bn @ Ht

< 1 @ 118=
Danscetableau,lesexpressionsdesforcessontlocales.Le milieu ambiantest

del’air, µ2 D µ0. 89 n estla normalesortanteet 89 t estunvecteurunitaire,tangentà
la surfacedeséparationet orientécomme89H t .
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Chapitr e 2

Conceptionde l’expérimentation

Intr oduction

lestravauxderecherchesur lesforcesd’origine magnétique,commeceuxde
G.HENNEBERGER[25, HENNEBERGERG. - 1992],N.SADOWSKI [61, SA-
DOWSKI N. - 1993], G.REYNE [31, REYNE G. - 1988]etJ.F. IMHOFF [75,
IMHOFF J.F.-1990],montrentquelesaspectsexpérimentauxn’ont jamaiséténé-
gligés.Plusieursexpérimentationsontétéréaliséesdansle but devalideroud’uti-
liser lesformulationsprésentéesdansle premierchapitre.Lesdémarchesrencon-
tréesdansla plupartdescasne prennenten comptequ’uneseuleformulationet
utilisent uneétudeexpérimentalepour clore l’étude. C’est le cas,par exemple,
pour G.HENENBERGERet G.REYNE. Par contre,N.SADOWSKI ainsi que
L.HIRSINGERont publié destravaux qui incluaientuneprésentationdesdiffé-
rentesméthodes[61,SADOWSKI N. - 1993][63, HIRSINGER.L- 1994].Toute-
fois, uneseuledesformulationsétaitconfrontéeà l’expérienceutiliséeenconclu-
sion.

Lesexpérimentationsproposéessontdedeuxtypes:
-Étuded’un systèmeélectromécaniqueréel,moteurpar exemple,auquelest

appliquéela formulationétudiée[36, MIZIA J.- 1988][51, BOUALEM.B-1998].
Lesrésultatsthéoriques,commele calculducouplemécaniquedélivréparle mo-
teur, sont comparésaux résultatsobtenusexpérimentalement.Mais les calculs
réalisésdonnentdesrésultatsintermédiaires,commedesforceslocales,qui ne
peuvent êtremesuréesdirectementsur le système.Il n’existe pasde moyen de
mesurerla répartitionspatialedesforcesassociéesà un rotor de moteur. Or ce
sontcesrésultatsqui valideraientle calculdesforceslocales.

-Un dispositiftrèssimple,spécifiquementconçudansunbut expérimental,est
utilisé dansle but de vérifier uneseuleformulation[25, HENNEBERGERG. -
1992].Enanalysantle dispositifprévu,il apparaîtqu’il possèdedesparticularités
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géométriquespénalisantespoursesperformances.En effet l’utilisation exclusive
desmatériauxferromagnétiquesinduit auniveaudela formulation,la minoration
decertainstermeset conduità desrésultatsnumériquesqui sontidentiquespour
touteslesméthodes.Uneétudecomparativedansdetellesconditionsnepeutque
conclureà l’équivalencedesformulations.Il n’est paspossibled’envisagerdes
moyensd’essaistels queceuxmis en oeuvrepar le laboratoireLawrenceLiver-
more,lesénergiesdeplusieursmega-joulesmisesenjeux nesontpasaccessibles
[23, HAINSWORTH.G.-1996].

Enconséquenceil estindispensabledeconcevoir, d’unepartunsystèmesimple
àétudier, etd’autrepart,detenircomptedesformulationsprécédentespournepas
introduiredessimplificationsdommageablespour la vérificationexpérimentale.
Plusieursparamètresinterviennentdansle calculdesforcescommela perméabi-
lité ou lescomposantesdu champmagnétique.Il fautimpérativementlesprendre
encomptedèsla conceptiondel’expérimentation.

Rendreles différencesmesurables,tel est l’objectif de ce chapitre.Pourat-
teindrecerésultat,plusieursétapesdoiventêtrefranchies.

Le premierparagraphevapermettred’introduirelesdifférentscritèresqu’une
expérimentationsedoit devérifier. Lesaspectsliés à la perméabilitémagnétique,
à la géométriedu système,demêmequ’uneébauchesur lesmesuresà réalisery
sontprésentés.

Leparagraphesuivantvaprésenterlaconceptiondelastructuredetest.Comme
celle-cin’estpasimposée,unetrèsgrandelibertéexisteainsipoursaconception
et samiseen oeuvre.La simulationnumériqueestsouvent miseà contribution
pourévaluerlesperformancesd’unestructurevirtuelle et decefait confirmersa
miseenfabrication.En conclusiondecechapitre,desmesuressontréaliséessur
la structureréelleetvalidentla trèsbonnereprésentativité dumodèleélémentfini
decelle-ci.

Il fautvérifier que,pourcesystèmedetest,lescalculsdeforceissusdesfor-
mulationsintroduitesdansle chapitre1 donnent,d’unepartdesrésultatsdifférents
pourlesforceslocaleset engendrentbienglobalementdesdistributionsdeforces
distinctes.C’est par l’intermédiaredu troisièmeparagraphequecet élémentest
abordé.

Le quatrièmeparagraphepermetde concluresur la conceptiondu dispositf
de testenproposantunesolutionpour le matériauqui peutêtreemployé en tant
quevolumedetest.En effet lescaractéristiquesmagnétiquesdecematériaupro-
duisentdetrèsfaiblesefforts.
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2.1 Critèr esdeconception

2.1.1 Critèr esassociésà la perméabilité

Lesmatériauxferromagnétiquessecaractérisentparuneperméabilitémagné-
tiquetrèsimportante(del’ordre de1000).Celasetraduit,pourle champmagné-
tique,par unevaleurnégligeablede sacomposantetangentielleau niveaude la
surfacede séparation.La figure 46 est une illustration de cettepropriété.Si la
matériau(1)possèdeuneperméabilitérelative faible,µ1 E µ0 et µ1 est toutefois
prochede la perméabilitéde l’air µ0 , la directionassociéea l’induction magné-
tiquen’évolueraquepeu,lors du franchissementde la surfacedeséparation.Par
contre,commele montrela figure47,si cetteperméabilitérelativeesttrèsgrande,
µ2 F µ0, cettedirectionva serapprocherdela normaleà la surfacedeséparation
et minorerla composantetangentielle.

Fig G 46 Fig G 47

Enconséquence,pourlesformulationsdecalculdesforcesassociéesàdetels
matériaux,desminorationsoudessuppressionsdecertainstermesvontapparaître.
Les termesen Ht ou Bt vont s’effacerdevant les termesen Bn et les termesde
la forme 1H µr vont disparaîtredevant les autrestermesprochesde l’unité. Les
formulationsprésentéesdansle chapitreprécédent,suiteà cesremarques,vont
s’écrire sousla forme suivantesi desmatériauxferromagnétiquessont utilisés
commematériauxd’étude(2.1) :

Méthodeutilisée Forcenormale Forcetangente
Courantéquivalent 0 I 1 G µr J HtBn

Massesmagnétiqueséquivalentes 1H 2 I 1H µ0 J B2
n 0

Masseset courantssurfaciques 1H 2 I 1H µ0 J B2
n 0

Dérivéedel’énergie 1H 2 I 1H µ0 J B2
n 0

TenseurdeMaxwell K 1L ouK 2L 1H 2 I 1H µ0 J B2
n 0I 2 M 1J
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Pourlesquatredernièresméthodes,la composantetangentielledela forcepeut
êtreassimiléeà un termenégligeable,voisin dezéro,devantla forcenormalecar
Ht ouBt seranégligeabledevantHn ouBn pourunmatériauayantuneperméabilité
trèsgrande.Il estdecefait illusoiredevouloir prouverla validitéd’unedecesfor-
mulationsavecundispositifutilisantuniquementdesmatériauxferromagnétiques
commesupportexpérimental.Lescalculsnumériquesdonnerontdesrésultatstel-
lementvoisins,qu’aucuneexpérimentationnepourralesdifférentier. D’autrepart,
l’utilisation detelsmatériauxrendla déterminationduchampmagnétiqueauvoi-
sinagedela surfacedeséparationsensibleaumaillage[34,McFEE.S-1988].Il est
à remarquerquela premièreformulation,danscesconditions,donneun résultat
qui estloin d’êtreréaliste.Il n’y aplusaucuneforcenormale.

La perméabilitémagnétiqueélevéeconduitàuneimpossibilitédedifférencier
les formules,surtoutsi on ne regardequela force gloable[76, DE MEDEIROS
L.H.-1997].Commentvontsecomporterlesformulationsvis àvis d’uneperméa-
bilité relativede1?

Lesformulationsprécédentespeuventêtreécritessousla forme(2.2) :

Méthodeutilisée Forcenormale Forcetangente
Courantséquivalents 0 0

Massesmagnétiqueséquivalentes 0 0

Masseset courantssurfaciques B2
n

2µ0 N µ0H2
t

2 Ht Bn

Dérivéedel’énergie 0 0
TenseurdeMaxwell O 1P 0 0

TenseurdeMaxwell O 2P B2
n

2µ0 N µ0H2
t

2 Bn Q HtR
2 Q 2S

Physiquement,on esten présenced’un matériauamagnétique.Les formula-
tionsmassesetcourantssurfaciqueséquivalentsainsiquele tenseurdeMaxwell O 2P
nedonnentpasun résultatréaliste.Un solideamagnétiquenepeutpassubirune
forced’originemagnétiquelorsqu’il estplongédansun champmagnétiqueet ex-
périmentalement,c’estcequel’on observe!...

Par l’intermédiairede cescasextrêmes,desrésultatsqualitatifspeuventêtre
apportéssur le réalismede certainesformulations.Ils induisentaussiun critère
importantsurla naturedesmatériauxà employer.

– Le matériauqui estutilisédansl’expériencedoit présenteruneperméabilité
relativesuffisammentfaiblepournepasminorerlestermesdela forme1T µr

devantlesautrestermesdel’expression.
En d’autreterme,il ne faut pasemployer de matériaude testde type matériaux
ferromagnétiques.
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2.1.2 Critèr esassociésà la géométrie.

Le dispositif expérimental doit engendrer un champ magnétiquele plus hé-
térogènepossibleet ne pri vilégier aucunedir ection

L’analysed’uneexpérimentationréaliséeen1992parG.HENNEBERGERva
fournir un critèresupplémentairepour la conceptionde l’expérience[25, HEN-
NEBERGERG.-1992].L’aspectqui va êtrepris en comptene serapascelui de
la perméabilitécar il a étéévoquéprécédemment.Le dispositif présentéfigure
48 estuneillustrationd’un dispositifutilisé pourvalider le calculdesforcespar
l’intermédiairedela méthodedescourantséquivalents.

F

U
V

W XZY
XZ[

XZ\ XZ]

^`_badcfehgjilknmporqtsruvg
Fig w 48

Ce dispositif [Fig-48] est constituéd’un solénoïdepermettantde créer un
champmagnétique.Il lui est associéun barreaumétalliquemaintenuen posi-
tion par l’intermédiairede 4 points de contact(P1, P2, P3 et P4 ) pourvusde
jaugesdecontrainteou d’équipementsdemesuresimilairespermettantdemesu-
rer lesefforts encespoints.Suiteà la circulationd’un courantdansle solénoïde,
ce barreaumétalliqueva subir une force d’origine magnétiquetendantà l’atti-
rer versle solénoïde.Les jaugesdecontraintepermettent,à priori, demesurerla
force qui s’exerceglobalementsur le barreau.Commece systèmeprésentedes
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axesdesymétrie,il apparaîtquela résultantede la composantetangentielle,sui-
vant l’axe x, desforcesd’origine magnétiqueestobligatoirementnulle.En effet,
par raisonde symétrie,toutesles composantestangentiellesà droite du plan de
symétrievont s’annuleravec les composantestangentiellesà gauchedu plan de
symétrieetceciindépendammentdesformulationsassociéesaucalculdesforces.
En conséquence,cemodeopératoireestà évitersouspeinedenepouvoir valider
les équationsliéesau calcul descomposantestangentiellesdesforcesd’origine
magnétique.

Il estindispensabled’utiliser unegéométriequi neprésentepasunetelle pro-
priété.Il fautcréerunedissymétriedansle systèmeexpérimentalmaisaussiim-
poserà cesystèmed’engendrerunerépartitionspatialedechampmagnétiquela
plushétérogènepossible.L’hétérogénéitéseraatteinteà partir du momentoù un
déplacementtrèsfaible(del’ordre dequelquesmm) suffit à remettreencauseles
composantesdu champmagnétiqueavantdéplacement.

2.1.3 Critèr esassociésà la mesure.

Commel’objectif estde valider le calculdesforcesd’origine magnétique,il
n’estpassouhaitabled’utiliser unemesurequi nedécoulepasdirectementdesfor-
mulations.La forcequi estobtenuepar l’intermédiairedesformulationsestune
grandeurlocale.Enconséquence,l’expérimentationdoit fournir unrésultatqui est
dépendantdela répartitionspatialedesforcesd’originemagnétique.Parexemple
la forceglobalequesubit le solided’épreuve peuttrèsbienêtreobtenuepar l’in-
termédiairede plusieursrépartitionsdifférentes.L’exemplesuivant va permettre
demieuxexpliciter ceproblèmedecausalité.

Une expérimentationseproposede calculerlesdéplacementsinduits par les
forcesd’origine magnétiquedansun moteur[52, RAMESOHL.I-1996].Dansun
premiertemps,la répartitionspatialeduchampmagnétiquedansl’entreferestob-
tenueparsimulationnumérique.De cetterépartitionspatiale,un calculdeforces
estdéduit (la formulationretenueimportepeupour l’analyse).Cetterépartition
spatialedeforcespermetdedécrireenchaquepoint du statorl’évolution tempo-
relle de la sollicitationmécanique.De cerésultat,un calculmécaniqueestentre-
pris et conduità la déterminationdu déplacement,en fonctiondu temps,de tout
pointmatérielassociéaustator.

Danscetteétude,desproblèmestechniquessontmis enévidence:
Il fautsemettreenunpointdefonctionnementrendantnégligeablel’influence

de l’amortissementlié à la matièrecar il ne peut être pris en comptedansles
calculsmécaniques.Ce qui setraduit par uneanalysedeseffets desfréquences
éloignéesdesfréquencespropresmécaniques.

Commeil estdifficile demettreenéquationun systèmemécaniqueaussihé-
térogènequ’unmoteur. I.RAMESOHLestdansl’obligation d’introduireunesim-

72

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


plification où l’ensembledesmatériauxconstituantla machine,estassimiléaux
tôlesassociéesaurotor et austator. Il estévidentquele cuivre,demêmequeles
paliersouroulementsàbilles,nepeuventavoir cescaractéristiques.Dansle casoù
cesélémentsreprésententunvolumenonnégligeabledela structure,le calculdes
modespropresde vibrationn’estd’ailleurs pastoujoursréalisable[43, CHANG
SEOPKOH.-2001].

Lesdéformationsnesontmesuréesquepourunefréquenceetselonuneseule
direction.La conclusionde cettemanipulationfut de soulignerla difficulté de
réaliserdesmesuresponctuellesavecdescapteursayantdesdimensionsnonné-
gligeablesdevantla structureà tester.

Une autredifficulté, qui est liée à la mécaniquevibratoire,est la présence
desmodespropres.Cesmodesde vibration sesuperposentaux autresmodeset
peuventperturberla mesure.

Fig x 49

Lafigure49estunereprésentationsuccincteduphénomènedevibration(mode
propre).Suiteàuneimpulsionouàuneexcitationextérieure,unestructureoscille
àunefréquencepropreetcettefréquenceestindépendantedel’amplitudedel’ex-
citation [13, MIGOULINE V.-1991] [12, TIMOSHENKO.S-1939].L’amplitude
desdéformations,associéesà cesmodesde vibration,n’est pastoujoursfacile-
mentquantifiable.

Quelleorientationfaut-il prendre?
L’expérienceprésentéesesertdesrésultatsissusd’un domainede la méca-

nique,la mécaniquevibratoire,qui neprendencomptequelessolidesélastiques.
Le point de départde touteanalysedansce domainereposesur la connaissance
du matériauet nondesforcesextérieuresqu’il subit.Pourdesstructuressimples
( ressort,lame..), il estpossibledeprendreencomptelescontraintesextérieures
et d’en déduireles déplacementsen fonction du tempspour chaquepoint de la
structure.Mais dèsquedesassemblagessontréalisés,ceux-cimodifientle com-
portementdusystèmeparrapportàun systèmehomogène.
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La RésistanceDesMatériaux[10, FEODOSSIEWV.-1971]està la basedela
mécaniquedesstructures.Elle seproposed’analyserles phénomènesau niveau
local (contrainteet déformation)et de fournir desrésultatslocauxpuis globaux.
Enparticulier, la RDM montrequepourunerépartitiondeforcedonnée,le solide
soumisà cetterépartitionsedéformeselonunegéométrieunique[8, LANDAU
L.-1990].Doncil y aunerelationbijectiveentrelesrépartitionsdescontrainteset
la déformationinduite.Cetteremarquepeutêtremiseàprofit pourl’expérimenta-
tion.

L’équivalenceentrela répartitiondesefforts et la géométriede la structure
estunehypothèsefondamentalequ’il convient d’expliciter. Il n’estpasindispen-
sablededéveloppercethèmeaumoyend’uneapprochemathématiquecomplexe.
En s’inspirantd’uneillustration issuedu premierdestrois volumestraitantde la
modélisationdesstructurespar élémentsfinis de J.L.BATOZ [14, BATOZ J-L.-
1990][15, BATOZ.J-L-1990],il estpossibled’introduirecettenotionimportante
à l’aide de quelquesfigures.Toutefois,il faut garderà l’esprit que le compor-
tementlinéairede l’exempleutilisé ne peutêtreobtenuquedansles casoù les
déplacementssontextrèmementfaiblesautourd’un point d’équilibre.

Un fil élastiqueesttenduentredeuxsupportsfixes(X1 etX2). UnemasseM1
estaccrochéeà cefil et elle induit undéplacementdY1 [Fig-50].yjz y|{

}�~
��� z ��� z

Fig � 50

CedéplacementdY1 estproportionnelà la masseM1 et en tout point du fil,
cetteproportionnalitéseretrouve. Le déplacementdy1 n’estpasle mêmequele
déplacementdY1 maisil estproportionnelàM1. Si unemasseM2 estpositionnée
àunautreendroitdufil, elleengendreundéplacementdY2 aupointd’accrochage
deM2 et undéplacementdy2auprécédentpoint d’accrochagedeM1 [Fig-51].yjz y|{

}��
��� {��� {

Fig � 51
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En mettantsimultanémentcesdeuxmasses,un déplacementdY1’ estengen-
dréaupointsupportantM1 demêmequ’undéplacementdY2’ aupointsupportant
M2. L’état du systèmeestenfait la superpositiondesdeuxétatsprécédentset un
lien existeentrelesdéplacements: dY1’=dY1+dy1etdY2’=dY2+dy2[Fig-52].��� ���

���
��� ���

���
��� ���

Fig � 52

Le déplacementdY1’ de mêmequedY2’, estunecombinaisonlinéairedes
massesassociéesà M1 et M2. En conséquence,la connaissancededY1’ et dY2’
ainsiquecelledescoefficientsdeproportionnalité( lien entrele déplacementet la
charge) permetdecalculerlesmassesassociéesM1 et M2. La résolutionesttrès
rapide,carelleseprésentesousla formed’un systèmededeuxéquationslinéaires
contenantdeuxinconnues.

Cetteprésentationpeutêtreétendueà un systèmecontenantm masses[Fig-
53].PourtoutemasseMn, le déplacementdesonpointd’accrochageestunecom-
binaisonlinéairedesm masses.Doncla connaissancedu déplacementenchaque
point d’accrochagepermetdecalculerchaquemasse,et inversement,la connais-
sancedechaquemassepermetdecalculerle déplacementenchaquepoint d’ac-
crochage.Si deuxsystèmesprésententles mêmesdéplacements,alorscelaveut
dire qu’ils supportentlesmêmesmasses.��� ���

��� ���
���r� ���

Fig � 53

Celasetraduitpourl’expérimentationparle fait queladéformationdelastruc-
ture ne peutpasêtrela mêmesi deuxdistributionsdifférentesde forceslui sont
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appliquées.L’objectif estdoncd’engendrerdesdistributionsde forcesd’origine
magnétique,les plus différentespossibles.Celaconduità poursuivre la concep-
tion enincluantla générationdu champmagnétiquecar la répartitionspatialedu
champmagnétiquejoueun rôle certaindanscettedistributiondeforces.

2.2 Conception de la structur e de test en réponse
aux critèr esassociésau champ magnétique.

Danscettepartie,unmoyenpermettantdeprendreencomptelescritèresdon-
nésprécédemmentestrecherché.Il doit notammentintroduireunedifférenceno-
tabledanslesrésultatsobtenusàpartir desdifférentesformulations.

2.2.1 Générationdu champmagnétique.

Il estsouhaitabled’engendrerun champmagnétiqueprésentantuneréparti-
tion spatialela plushétérogènepossibleet decefait, plusieursstructuresont été
imaginées:

– Plusieursbobinesplacéesaléatoirementdansl’air,
– Un entrefercomportantd’importantesaspérités,
– Unecombinaisondesdeuxprécédentes?...

Mais commeuneréalisationsimpleestrequise,la structuresuivanteestretenue
[Fig-54] :

- un noyauferromagnétiqueréaliséàpartir detôlesdetransformateur
- deuxbobinesde250spirespouvantsupporterun courantde4 A encontinu

(mêmesi cettevaleurmaximaleneserapasatteinte).
- un entreferde taille suffisammentgrandepour rendrehétérogènele champ

magnétique.

���  ¢¡¢£r¤ ¥§¦§¦§�©¨n¡§ªl��«§¬  ®b£�¥°¯ ± ² ³ �µ´b ��¥§¶l·¢¥°¸¹£� ºµ¦§¥°¯ » ²
¼ ��¬ ¦§¥½¤ ¥§¦¾ ¡¿¦ ªl¥§£�¦°¯ ÀÁ²Â ¡¢£�¬ ¥§£�¦Ã¯  §²

Ä ¦§�Á¤ �Á��·¢¥§£�¦Ã¯ Å ²
Fig Æ 54
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Commele montrela figure 54, le volumed’air (entrefer)est très important.
Il va induire deux phénomènes,l’un très pénalisantet l’autre au contrairetrès
intéressant.

D’une part, l’intensitédu champmagnétiqueserad’autantplus faible quele
volumed’air seraimportant.Commelesforcesd’origine magnétiqueserontliées
à l’intensitédecechamp,on rencontreramalheureusementdesforcesdevaleurs
trèsfaibles.

Mais d’autrepart, la perméabilitéde l’air étanttrèsfaible devant la perméa-
bilité destôles de transformateur, c’est la perméabilitémagnétiquede l’air qui
conditionneraengrandepartiel’intensitéduchampmagnétique.Enconséquence,
il seratrèsutile demontrerqu’uneconnaissanceapproximativedela perméabilité
destôlesneremettrapasencausele calculdu champmagnétiquedansl’entrefer.

2.2.2 Répartition et connaissancedu champ magnétique.

La répartitionspatialeduchampmagnétiquedansl’entreferdela structureest
établieà l’aide d’unemodélisation“élémentfini” [Fig-55]. Toutefois,danscette
figure,seulela répartitionspatialedu champmagnétiquedansunerégionréduite
del’espace( 1/2 volumed’entrefer) estreprésentée.

Fig Ç 55
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Par raisonde symétrie,la distribution complètepeutenêtredéduiteet le ré-
sultatprésentéestsuffisantpourconstaterl’hétérogénéitédu champmagnétique
engendré.

Bienquecettevisualisationnefasseapparaîtrequedeuxcomposantes,l’étude
estmenéeselonlestrois dimensionset il estintéressantdefaireapparaîtrel’évo-
lution de ÈÉB enfonctiondela profondeur[Fig-56].

Fig È 56

Commeprécédemment,il n’apparaîtsurcettefigurequ’unedemi-distribution.
Seulle champmagnétiquecontenudansla moitié inférieuredel’entreferestpré-
senté.En utilisant les propriétésd’antisymétriedu champmagnétique,la moitié
supérieurepeutêtreconstruite.Cettereprésentationmontrelaprésenced’unezone
où l’évolution du champmagnétiquene semblepasconditionnéepar la profon-
deur; globalementàl’intérieur del’entrefer. Ainsi, l’équipementpermettantd’en-
gendrerle champmagnétiqueposséderadescaractéristiquesprochesdu 2D dans
uncertaindomaine.Cetteremarqueseramiseenévidencedansle paragraphesui-
vantoù desfiguresplusprécisessontprésentéeset elle està mettreà profit pour
limiter lesparamètresqui serontà gérerdansla conceptiondel’expérimentation.
Il faut garderà l’esprit que l’objectif estde concevoir uneexpériencediscrimi-
nanteet nonla pluscomplexepossible.

- évolution de la densitéde flux en fonction de la perméabilité des tôles de
transformateur.

Cettepartiedel’étudeaétéréaliséeenutilisantunesimulation3D. Unesimu-
lation 2D pouvait suffire maisdescritères,commele respectdessymétries,per-
mettantd’évaluerla qualitédela simulationdisparaîtraient.A unepositionchoisie
aléatoirementdansl’entrefer, la composanteselonY du champmagnétiquea été
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calculéeen fonction de la perméabilitérelative destôlesdu transformateur. Le
résultatducalculdela composanteverticaledeB (By) àcettepositionaléatoireet
pourplusieursperméabilitésdestôlesestdonnéci dessous(Tab-2.3).

µr By Ê mTË
10 0 Ì 00465
50 0 Ì 00765
100 0 Ì 00950
500 0 Ì 01095
1000 0 Ì 01130
5000 0 Ì 01160

Tab Í 2 Ì 3
En représentantcesrésultatssousforme graphique[Fig-57], Il apparaîtque

pouruneperméabilitérelative supérieureà 500,lescaractéristiquesmagnétiques
destôlesn’interviennentplusdemanièrenotabledansl’évolution du champma-
gnétique.
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Fig Í 57

La perméabilitérelative destôles étantsupérieureà 1000, l’imprécision de
cettecaractéristiqueneserapaspréjudiciableaucalculdu champmagnétiquegé-
nérécar le domained’étudeseréduit aux phénomèneslinéairesà l’intérieur de
l’entrefer.

79

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


- évolution deB en fonction du matériau contenudansl’entr efer.

D’aprèsles conclusionsprécédentes,la déformationsubiepar un solide de
référence,soumisàunchampmagnétique,doit êtreutiliséecommemoyendeva-
lidation pourlesdifférentesformulations.Cesolideestpositionnédansl’entrefer
dansla zoneprésentantdescaractéristiquesinvariantesenfonctionde la profon-
deur; ceci dansle but de simplifier la résolutiondu problème.Les formulations
présentéesdansla premièrepartiemontrentle lien étroit entreles composantes
Bn, Ht et la force d’origine magnétique.Cesdeuxgrandeurscaractéristiquesdu
champmagnétiques’obtiennentà partir d’un calcultypeélémentfini. La géomé-
trie ainsiquelescaractéristiquesphysiquesdu volumedetestpeuvent influencer
fortementla répartitionspatialedu champmagnétiqueet détruirecettehétérogé-
néité.Pourconserver l’hétérogénéitéduchampmagnétiqueil fautrechercher, par
simulation,leslimites dela perméabilitémagnétiquequele matériaudetestpeut
avoir. Celaseferasimplementparmodificationincrémentaledela perméabilitédu
matériaudetestet visualisationdela répartitionspatialeduchampmagnétique.

Dansla figure suivante[Fig- 58], la structurede test,modéliséesousforme
élémentfini, estprésentéeaccompagnéed’un volumesupplémentairedeperméa-
bilité variable.Cettestructureestutiliséecommesupportd’étudepourvisualiser,
dansle plandesymétrie,le champmagnétiqueà la surfacedeséparation: maté-
riau test/ air .

Fig Î 58
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La géométriechoisie,pour le volumesupplémentaire,estélémentaire.La fi-
gure59montrequecelui-cin’estqu’unsimpleparallélépipède(V1). Desgéomé-
tries plus complexespeuvent êtreutilisées,maiscomptetenudesdifficultésde
réalisationprévisibles,ellesneserontpasprisesencompte.

Ï�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÏ�Ï�Ï�ÏÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÐ�Ð�Ð�ÐÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�ÑÑ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ�Ñ
Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�ÒÒ�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò�Ò
Ó�Ó�Ó�ÓÓ�Ó�Ó�ÓÔ�Ô�Ô�ÔÔ�Ô�Ô�Ô

Õ×Ö

Fig Ø 59

C’està partir decetteépurequelessimulationssontconduites.Unezoneré-
duite,visualiséesur la figure60, sertdebaseà la représentationde la densitéde
flux etpourlimiter le domained’étude,lesrésultatsassociésàunefaibleperméa-
bilité relativedu matériaudetestsontlesseulsprésentés.
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Fig Ø 60
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Fig ß 61 Fig ß 62

Les figures61 et 62 montrentla répartitionspatialedu champmagnétique
à la surfacede séparationdansle casoù la perméabilitémagnétiquedu maté-
riau de testestde2 [Fig-61] ou de10 [Fig-62]. Il està remarquerla diminution
descomposantestangentiellesdu champmagnétiqueau profit descomposantes
normales,dèsquela perméabilitémagnétiquedu matériaude testaugmente.En
conséquence,il seraobligatoiredetravailler surdesmatériauxdefaibleperméa-
bilité souspeined’annulerles composantestangentielles.Cetteremarque,issue
de l’examendesdistributions de flux précédentes,est confirméepar une autre
approche,[Fig-63]. Dansce diagramme,en un point de la surface,la tangente
entrela composantenormaleduchampetsacomposantetangentielleestcalculée
[Fig-64], (tg à α áãâ Bt ä Bn). Puis,cettevaleura étéévaluéepourplusieursvaleurs
de perméabilitérelative du matériaude test.Il apparaîttrèsvite unedisparition
dela composantetangentielledu champmagnétiqueparrapportà la composante
normale,dèsquela perméabilitérelativedépasse50...
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Fig ß 63
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Fig ò 64

Cettefaibleperméabilitéestégalementintéressantepour la modélisationélé-
mentfini carelleévited’avoir desvaleursimportantesdechampmagnétiquedans
deszonesoù les résultatsdescalculsde champssonttrèssensiblesà la géomé-
trie. Les illustrations[Fig-65] et [Fig-66] vont donnerà cetteremarquetouteson
importance.Danscesdeuxreprésentations,un matériaudeforte perméabilitéest
utilisé et seulle nombred’élémentsfinis constituantla surfacedeséparationest
modifié (l’image de gauchecontientdeux fois plus d’élémentsque l’image de
droite).

Fig ò 65 Fig ò 66

Cetteperméabilitémagnétiqueélevéeexpliquepourquoil’intensitédu champ
magnétiqueestpratiquementla mêmesur toutela surfacede séparation.Ce qui
permetde reporterl’attention au niveaudesarêtes.Ainsi, à cesendroits,la di-
rectiondu champmagnétiquedépendbeaucoupdu maillageutilisé. Les figures
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67 et 68 sontdesagrandissementsde l’arêtesupérieureet montrentavecplusde
détail la répartitionspatialedu champmagnétique.Les différencessontvisibles
et rendentbiencomptedela difficulté d’évaluerle champmagnétiquelors d’une
modificationbrusquedela géométrie.

Fig ó 67 Fig ó 68

Ennereprenantquelesinformationspertinentesissuesdecesdeuxreprésenta-
tions,il estmaintenantévidentquepourunepositionidentique,lesdeuxmaillages
ne donnentpasle mêmerésultat[Fig-69]. Au point M, par exemple,L’intensité
de

óô
B variepeu,maisla directionévoluede manièresignificative entreles deux

maillages.

Fig ó 69

Pours’affranchir de cettedifficulté, uneexpérimentationqui minorel’inten-
sitéduchampmagnétiqueauniveaudesarêtesestsouhaitable.Cetteconditionest
réaliséepourdesmatériauxdefaibleperméabilité.Par exemple,la structurepré-
cédente,associéeà un matériaudetestdeperméabilitérelative de2, engendrera
la répartitionspatialedechampmagnétiquesuivante[Fig-70].
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Fig õ 70

L’intensitédu champmagnétiqueau voisinagede l’arête supérieureest né-
gligeable.Mais cettepropriéténe se rencontrepasau niveaude l’arrête infé-
rieure. Toutefois,mêmesi la non nullité du champmagnétiquedansla partie
inférieuredu volumede test implique l’existenced’une force d’origine magné-
tique, la proximité avec la surfacede contactlimitera fortementl’amplitude des
déplacementsinduits, voir l’annuleraau point de contact.Les difficultésliéesà
la déterminationdu champmagnétiquepeuvent bien sûr êtrepris en compteau
niveaudu codede calcul [35, TARNHUVUD.T-1988]ou auniveaudu maillage
[38, RATNAJEEVAN.S-1988].

2.3 Validation du systèmede génération de champ
magnétique.

Lessimulationsprécédentes,coupléesauxanalysesdesformulations,ontconduit
àconcevoir unestructureéquipéededeuxbobinespourgénérerunchampmagné-
tiquehétérogène.La distribution engendréeprésentedescaractéristiquesd’inva-
rianceselonla profondeurdansunezoneréduitedel’entrefer. Commecettepro-
priétéestutilisée,il estsouhaitabledevérifiersarobustessevis àvisdesconditions
expérimentales.

2.3.1 Conceptiondesbobines.

La réalisationdesbobinespeutà priori semblersimpleet nepasintervenir de
manièreforte dansla répartitionspatialedu champ.Cetteconclusion,qui s’im-
poselors desimulationen2D plan,esttrompeuse.En effet detellessimulations
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neprennentpasencomptela géométrieexactedu système.Par exemple: lesbo-
binesse refermentau niveaudesdeux extrémités,cette jonction est parcourue
parun courantqui seconduitcommeunesourcedechampmagnétiqueet la po-
sition de cettejonction n’est pasconnueavec unegrandeprécision.Dansle cas
dela configurationprésentéepar l’intermédiairedela figure71, les jonctionsex-
térieuressont trèsprochesdu noyau magnétiqueet peuvent perturberle champ
magnétiquedansl’entrefer.

Fig ö 71 Fig ö 72

Par contre,pour uneconfigurationoù les jonctionssontéloignées[Fig-72].
L’influence de cesconducteurss’en trouve certainementminoréemais comme
il est impossiblede reportercesjonctionsà l’infini, il convient de vérifier leur
influenceà l’aide dela simulationnumérique.

Il est clair qu’une zoneprésentantdescaractéristiquesinvariantes,selonla
profondeur, existe.La connaissancedel’étenduedecettezoneainsiquelesdiffé-
rentespossibilitéspermettantdel’augmentersontmisesà profit pourdimension-
nerle volumedetestselonla profondeur. La figure73 présentele volumedetest
prévisionnel.Celui-ci comportetrois sous-volumes,V1,V2 et V3. Les volumes
V2 et V3 sontdansdeszonesoù l’invariancedescaractéristiques,selonla pro-
fondeur, n’estpasassurée,ils doiventêtreexclus du volumeréel qui selimitera
auvolumeV1.
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conducteurau plus prèsde l’entr efer

En supposantqueles conducteursqui réalisentla jonction sont trèsproches
del’entrefer( distancedel’ordre de1 mm ), la structureestsimilaireà cellepré-
sentéedansla figure 74.a.Il estprévisiblequ’unemodificationapparaissepour
la répartitionspatialedel’induction magnétiquedansdesrégionsprochesdesex-
trémités.Par l’intermédiairedela simulationnumérique,la composanteverticale
del’induction magnétique,pourun courantde4 A danslesbobines,estcalculée.
L’évolutiondel’intensitédela composanteverticaleenfonctiondela profondeur
estprésentéeenfigure74.b. La valeurmaximalerencontréeestde0.0445T et la
minimalede0.0411T ; cequi donneunevariationmaximalede8.2 % pour tout
l’entrefer.

Fig � 74� a Fig � 74� b
On retrouve dansla figure 74.bunelégèreaugmentationde l’induction ma-

gnétiquedansleszonesprochesdesfrontièresdela structure.La figure75replace
cetteprésentationdansla structuredetestetmetainsienévidencele fait quecette
augmentationpeutêtreattribuéeaux portionsde conducteursfermantle circuit
électrique.

Fig � 75
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Conducteur à 20mm de l’entr efer.

Il estraisonnabled’envisageruneréalisationoùlesconducteursserefermeront
à unedistancede 20 mm de l’entrefer [Fig-76.a].Toujoursdansles conditions
précédentes,la simulationpermetdeconstruireunerépartitiondela composante
verticaledel’induction magnétiquedansl’entrefer. La valeurmaximalechutetrès
peu,0,044T et la valeurminimalerestetrèsprochedela précédente0,0410T. Il
està remarquerqueleseffetsdebordn’ont pasdisparusmaisquel’ondulationa
étéréduite[Fig-76.b].Onarriveàunevariationmaximaledansl’entreferde6.8%.

Fig � 76� a Fig � 76� b
Conducteur à 70mm de l’entr efer.

Cetteconfigurationest réalisable[Fig-77.a] , mais elle imposel’utilisation
d’unegrandequantitédecuivre et dessupportspour le maintiendesbobines.La
valeurmaximalen’a quepeuchuté( 0.0434T ) demêmequela valeurminimale
( 0.0408T ). L’ondulationestdescendueà5.9% [Fig-77.b].

Fig � 77� a Fig � 77� b
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Il estdoncimpossibledesupprimerleseffetsdebord.Mêmesi les jonctions
réalisantla fermeturedesconducteurspeuventêtrerepousséesàunedistancetrès
élevéede la structure,deseffetssonttoujoursprésentset sonten fait induitspar
les portionslatéralesdesbobines.La figure 78 illustre ce propos.La section2
engendreuneinductionmagnétiquedont

� �
B2 estl’un desconstituants.Unepartie

de cette induction va circuler dansl’entrefer et briser l’homogénéité.Mais les
sections1 et3 donnentaussinaissanceàuneinductionmagnétiquedont

� �
B1 et

� �
B3

nesontquedesconstituantset rien nes’opposeraà cequ’unepartiedecesdeux
inductionscircule,elle aussi,dansl’entrefer.
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Fig � 78

Enconclusion,unesolutionintermédiaireestchoisie: lesbobinessereferme-
ront à quelquescm de l’entrefer. La valeurminimaledu champmagnétiqueest
acceptableet leseffetsd’ondulationsontà peineperceptibles.La zonedansl’en-
trefer, dont lescaractéristiquessontbidimensionnelles,estalorsde l’ordre de40
mm surla profondeur[Fig-79].
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Fig � 79
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2.3.2 Validation expérimentale.

Cessimulations,bien que très utiles pour aider à concevoir la structure,se
doiventd’êtreassociéesàdesmesuressurle dispositifréel.Cesmesuresserviront
d’une part à confirmerla bonneprise en comptedeseffets desjonctionsexté-
rieuresdesconducteurset d’autrepartà vérifier lesrésultatsdessimulations.

Dansun premiertemps,lescapacitésdu logiciel desimulation,OPERA3D,
sontévaluéessur un exemplesimple: les bobinesde Helmotz.La comparaison
entrelesvaleurscalculéesetlesvaleursmesuréesmontrequ’unegrandeconfiance
pouvait êtreaccordéeà la simulation.L’écartestinférieurà 3%(annexe4.1).

Puisdesmesuresd’inductionmagnétiquesontréaliséessurla structuredetest.
Ellesmontrentla trèsbonnecorrespondanceentrela simulationet l’expérimenta-
tion. Enparticulier, leslégèresaugmentationsduchampmagnétiqueauvoisinage
desjonctionsextérieuresdesconducteurssontbienprésentes(annexe4.1).

2.4 Applications desformulations associéesau cal-
cul de forcesur la structur ede test.

2.4.1 Traitement deséquationsliéesau calcul deforcessur une
surfaceélémentairedu dispositif.

Le chapitre1, consacréà l’analysedesformulationsdecalculdesforcesliées
auchampmagnétique,a introduit leséquationspermettantdecalculerlocalement
les forcesd’origine magnétique.Cesexpressionsmettenten évidencel’impor-
tancedela perméabilitérelativevis àvis desrésultatsdecalcul.Ellesontconduit
aussiàrechercherunchampmagnétique,le plushétérogènepossible,toutenpos-
tulant l’existenced’un matériauprésentantunefaibleperméabilitérelative.L’as-
sociationdu volumede matériautestavec la structurene remetpasen causela
connaisancedu champmagnétiqueni sonhétérogénéité.Pourcettepartie,la per-
méabilitérelativedu matériaudetestestarbitrairementde3.

Hétérogénéitédu champ maismaintien descontinuités

la figure80estuneillustrationdela distributionduflux surl’une dessurfaces
deséparationduvolumedetest.Cettereprésentationmontrequ’il n’estpasindis-
pensabledeprendreunegéométrieparticulièrementcomplexe pouravoir l’hété-
rogénéitérecherchée.Toutefois,il fautgarderàl’esprit quele volumedetest,bien
qu’il soit symétrique,n’estpasplacéaucentredel’entrefer, cequi fait qu’il n’y a
pasdesymétriedansle systèmecomplet.
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Fig G 80

Les formulationssontécritesde manièreà utiliser les composantesmagné-
tiques(

GH
B ou

GH
H ) qui sontindépendantesdu milieu. C’està dire

GH
B n ou

GH
H t . Les

deuxfiguressuivantes[Fig-81 a & b] et [Fig-82 a & b] montrentl’évolution deGH
H t ainsi quede

GH
B n au voisinageet dansle volumede test.Cesreprésentations

sontissuesdessimulationsetpermettentdeconclurequelescontinuitésphysiques
sontrespectées.

Fig I 81J a Fig I 81J b Fig I 82a Fig I 82b

En limitant le calculdesforcessurunerégiontrèsréduitedecettesurfacede
séparation(S0),il estpossibled’évaluerlocalementla forced’originemagnétique.
Si les résultatsnumériquesassociésà chacunedesformulations,ont desvaleurs
trèséloignéeslesunesdesautres,la phasesuivantepeutêtreabordée.

Calcul avecla formulation CourantsÉquivalents

Pourmémoire,les formulationsdonnantla force normaleainsi que la force
tangenteà la surfacedeséparationsontlessuivantes:

Fn 1
2 µ0

K
µ2

r I 1L H2
t

K
2 J 3L

Ft
K
1 I µr L Ht Bn

K
2 J 4L
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Cesformulations,démontréesaudébutdupremierchapitre,reposentsurl’exis-
tenced’un courantsurfaciquedestinéà créerla discontinuitétangentiellede MN B .
En particulier, la continuitéde MNH t impliqueraunecomposanteMN B t plus impor-
tantedansle matériaudetestquedansl’air [Fig-82]. En conséquence,le courant
surfacique MN J s créerauneinductionmagnétiquequi diminueral’intensitéde MN B t .
Cecourantéquivalentseraorientéselonlesx croissants,commecelaestprésenté
à la figure83.

Bt ( air )

Bt ( courant Js )

Bt (materiau)

JsO

P

Q

Fig M 83

A l’aide decettereprésentationetdesformulationsassociées,il esttrèsrapide
d’endéduirelesorientationspourlesforcestangenteet normale[Fig-84].

JsFn

FtR
S

T

Fig M 84

En appliquantlesdeuxformulations(2.3& 2.4) liéesà MNF n et MNF t àunefaible
surfaceduvolumedetest,S0surla figure81.a,il estaiséd’avoir unevisualisation
desforcesassociées.la figure85 montrela répartitiondel’induction magnétique
surla surfacedeséparationet la figure86 lesforcesassociéesàcettesurface.
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Induction UV B Forces UVF

Fig U 85 Fig U 86

Calcul avecla formulation MassesMagnétiquesÉquivalentes

Pourmémoire,les formulationsdonnantla force normaleainsi que la force
tangentesur la surfacede séparationpour unemodélisationutilisant les masses
magnétiqueséquivalentessontlessuivantes:

Fn 1
2 W 1

µ0 X W 1 U 1
µ2

r X B2
n W 2 Y 5X

Ft W 1 U 1
µr X Ht Bn W 2 Y 6X

Cetteméthodereposesurl’existencedemassesmagnétiquessurfaciquesper-
mettantde garantir la discontinuitéde UVH n . A la surfacede séparation,il y a
continuitéde UV B n , doncuneintensitéplusréduitepour UVH n doit êtrerencontréeà
l’intérieur dumatériaudetest.La massemagnétiqueassociéeàcettediscontinuité
serapositiveet assureral’augmentationde UVH n [Fig-87].

Hn (air) Hn (materaiu)

ps ( masse magnetique )

Fig U 87

Commeprécédemment,il est très rapide d’en déduireles orientationsdes
forcesmagnétiquesassociées(normaleet tangente) [Fig-88].
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ps ( masse magnetique )

Ft 

Fn 

Fig Z 88

Les deux figuressuivantes[Fig-89] et [Fig-90] synthétisentles résultatsen
présentant,surunesurfacetrèsréduite,l’induction magnétique[Fig-89] etla force
calculéeà l’aide desformulations(2.5 & 2.6) sur cettemêmesurface[Fig-90].
Il apparaîttrèsnettementun changementd’orientationdesforces; celles-cisont
dirigéesversle haut.

Induction
Z[
B Forces

Z[
F

Fig Z 89 Fig Z 90

Calcul avecla formulation MassesMagnétiquesetCourantsSurfaciquesÉqui-
valents

Les formulationsdonnantla force normaleainsi que la force tangenteà la
surfacedeséparationsontlessuivantes:

Fn 1
2 \ 1

µ0 ] B2
n Z 1

2 \ µ0 ] H2
t \ 2 ^ 7]

Ft Ht Bn \ 2 ^ 8]
Commecesformulationsne sontqu’un assemblagedesdeuxprécédentes,il

n’est pasutile de reprendreles justificationsprécédentes.Ce qui permetde ré-
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duire l’analyseà la représentationdesforcesd’origine magnétique.Lesdeuxfi-
gures[Fig-91] et [Fig-92] montrentle résultatdecesformulessurunesurfacetrès
réduite.Pourla figure91, l’induction magnétiquesurcetteportiondesurfacede
séparationestreprésentée; pour la figure92,cesontlesforcescalculéesà l’aide
decesformulationsqui sontmisesenévidence.Il esta remarquéuneaugmenta-
tion sensibledela composantetangentielledela force.

Induction _` B Forces _`F

Fig _ 91 Fig _ 92

Calcul avecla formulation DérivéedeL’énergie.

La formulationdonnantla forcenormaleà la surfacedeséparationestla sui-
vante,sansoublierquela forcetangenteestnulle.

Fn 1
2 a 1

µ0 b a 1 _ 1
µr b B2

n c 1
2 a µ0 b a 1 _ µr b H2

t a 2 d 9b
Ft 0

Comptetenude l’équation(2.9), _`F n peutêtresortanteou entrantepar rap-
port à la surfacedeséparation.Lesdeuxfigures[Fig-93] et [Fig-94] montrentle
résultatde cetteformule sur unesurfacetrèsréduite.Pour la figure 93, c’est la
répartitionspatialede l’induction magnétiquequi estprésentéeet pour la figure
94, la forcecalculéeà l’aide dela formulation(2.9)estmiseenévidence.

Induction _` B Forces _`F

Fig _ 93 Fig _ 94

95

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Il apparaitquela force estdirigéeversl’intérieur du solide.Commeelle est
assimiléeà unepression,il n’est passouhaitablede lui voir associerunevaleur
négative et il peut être utile d’utiliser la normaleentrantepour exploiter cette
formulationquandlesmatériauxpossèdentunefaibleperméabilitérelative.

Calcul avecla formulation TenseurdeMaxwell e 1f .
La formulationdonnantla forcenormale(la forcetangenteestnulle) à la sur-

facedeséparationestla suivante:

Fn 1
2 g 1

µ0 h g 1 i 1
µr h B2

n i 1
2 g µ0 h g 1 i µr h H2

t g 2 j 10h
Ft 0

Comptetenude l’équation2.9, le résultatassociéà l’équation2.10estsimi-
laireàceluiprésentéà la figure87saufquela directiondesforcessurfaciquesest
toujoursorientéeversl’extérieurdusolide.

Conclusionpour cettesériede calcul

A l’aide d’unesimulationnumérique,lescomposantes
ik
B n et

ik
H t associéesàla

surfacedeséparationsontcalculéeslocalementet lesforcesd’originemagnétique
sontdéduitesenutilisantlesformulationsprésentéesdansle premierchapitre.La
faible perméabilitég µr l 3h du matériaude testmet en évidenceles différentes
directions,pourlesforcesainsicalculées,suivantlesformulationsemployées.En
particulier, certainesd’entreellespeuventapparaîtrecontradictoires.C’est le cas
pour les formulationsqui proposentune force dirigéevers le solide.Commeil
estdeperméabilitésupérieureà 1, lesforcesdevraientà priori êtreorientéesvers
l’extérieurdu solide.La règledu flux maximumdoit donnerausolidela volonté
d’occuperle maximumd’espaceetdoncdelui adjoindredesforcesorientéesvers
l’extérieur.

Courantssurfaciques Massesmagnétiques Masseetcourant dérivée Tenseur

etvolumiques équivalentes surfaciques del’énergie demaxwellm 1n
ooo%pqF n

ooo 777N r m2 140N r m2 77N r m2 80N r m2 300N r m2

ooo%pqF t

ooo 507N r m2 160N r m2 300N r m2 0N r m2 0N r m2

Fig i 95

Danstouslescas,la répartitionspatialedu champmagnétiqueou del’induc-
tion dansl’air estla même.Par simulation,les intensitéscaractéristiquespour la
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forcetangentielleainsiquela forcenormalesontcalculées[Fig-95]. Cesvaleurs
sontdesvaleursmoyennesvis à vis d’une zoned’étudede taille réduitesituée
à la moitié de la hauteurdu volumede test.La méthoderéférencée“Tenseurde
Maxwell s 2t ” n’est paspriseen comptecar elle ne peut fournir un résultatlocal
comptetenudesonorigine.Uneautrereprésentationdecesrésultats,sousforme
graphique,permetd’appréhenderlesdifférencesvis àvis desamplitudesdescom-
posantespourdespositionssimilaires.

u
v

wx

y
z

Fig { 96

La figure96 montrequepourunepositionX, associéeà la surfacedesépara-
tion, il estpossibled’avoir 5 forceslocalesdifférentespour le mêmephénomène
physique.

1 : Forced’origine magnétiquecalculéeà l’aide de la méthodedescourants
équivalents.

2 : Forced’origine magnétiquecalculéeà l’aide de la méthodedesmasses
magnétiqueséquivalentes.

3 : Forced’origine magnétiquecalculéeà l’aide de la méthodedesmasseset
courantssurfaciqueséquivalents.

4 : Forced’originemagnétiquecalculéeà l’aide desméthodesénergétiques.
5 : Forced’originemagnétiquecalculéeà l’aide du tenseurdeMaxwell s 1t}|
La perméabilitérelativeµr , defaiblevaleur, intervientfortementdanslesfor-

mulations.En particulierle termedela forme ~ 1 { 1� µr � , qui n’estpasprochede
1, et la valeurnonnégligeablede

{�
H t suffisentàexpliquerunetelle dispersion.

2.4.2 Premier calcul de la distrib ution desforcessur la totalité
du volume.

Le paragrapheprécédenta permisde mettreen évidencele comportement
satisfaisantdela structuredetest.Lesforcescalculéessontd’unegrandediversité
en directionet en amplitude.Danscettepartie,les formulationssontappliquées
à la totalitédusystèmeexpérimentalréel.La connaissanceduchampmagnétique
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estassuréedemanièrepréciseparla simulation.Lesdistributionsdeforceinduites
parlesdifférentesformulationspeuventainsiêtrecomparées.

Cetteconnaissancedu champmagnétiqueestextrêmementimportantecar la
diversitédecescomposantessereporteaussisurlescomposantesdesforcesd’ori-
ginemagnétique.Enparticulier, la figure82précédentemontrequela composante
normaleduchampmagnétiquesurla frontièreduvolumedetestesttrèsfaibledu
cotédroit. Cesfaiblesvaleursmasquentun phénomènede changementd’orien-
tation de la composantenormaledu champmagnétiquequi est successivement
entrantet sortantsurcettefrontière.

Pourmettreenévidencecephénomène,laprocédurequiapermisdeconstruire
lesfigures81 et 82 estreprise.Toutefois,seull’induction magnétiqueassociéeà
la frontièredu volumedetestestprésentée[Fig-97].

Fig � 97

De façonà mettreen évidencece changementd’orientationde l’induction
magnétique,lescomposantesnormalesdel’induction, associéesà la partiedroite,
sontmultipliéesparun coefficient positif. La figure98 metenévidencele chan-
gementd’orientation.Ceflux estentrantdansla partieinférieureet sortantdans
la partiesupérieure.

Fig � 98
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Il estclair quela démarchevisantà obteniruneasymétriesur le volumede
testaconduitàun résultatparfaitementacceptable.

Répartition spatialedesforcesavecla formulation desCourantsÉquivalents

La figureci-dessousdonneuneidéetrèsprécisedescontraintesqui s’exercent
sur le solide.Il està noterquela totalitédesforcessontdirigéesversl’extérieur
du solide.

Fig � 99

Répartition spatiale desforcesavec la formulation desMassesMagnétiques
Équivalentes

Commeprécédemmentla totalitédesforcesestdirigéeversl’extérieurdu so-
lide [Fig-100].L’intensitédecesforcesestfaible,voir négligeableducotédroit.

Fig � 100
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Répartition spatialedesforcesavecla formulation desMassesMagnétiqueset
CourantssurfaciquesÉquivalents

La distributiondesforcesestissuedela répartitionspatialeduchampmagné-
tique. Si un matériauamagnétiqueestutilisé, cettedistribution ne seraquetrès
peumodifiée.Cequi fait quecetteformulationdonneraunedistributionnonnulle
et asymétriquesurun tel matériau.Or un matériauamagnétiquenesubitaucune
force.

Fig � 101

Répartition spatialedesforcesavecla formulation de la DérivéedeL’énergie.

Aucuneforcetangente,maislesforcesnormalessontdirigéesversl’intérieur
dusolide.

Fig � 102
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Répartition spatialedesforcesavecla formulation donnéepar le Tenseurde
Maxwell � 1�

Fig � 103

Il apparaîttrèsvite quelesdifférentesformulationsutiliséesdansdescondi-
tionsdefaibleperméabilitéetenprésenced’unchampmagnétiquetrèshétérogène
donnentdesrésultatstrèsdifférents.Les représentationsprivilégient les orienta-
tions et non les amplitudes.Pourcomparerlesamplitudes,il faut utiliser les ré-
sultatsprésentésau tableau95. La méthodedesmassesmagnétiqueset courants
surfaciqueséquivalentsnesatisfait paslesconditionslimites dansle casoù le so-
lide estamagnétiqueetdonneunrésultatnonnul pourla distributiondeforcesen
surface.

Remarquesur la méthodede la dérivéede l’énergie

Cetteméthode,trèssouventutiliséedanslessystèmesélectromécaniquespour
la déterminationdescaractéristiquesmécaniquescommele coupled’un moteur,
présentedes résultatsqui semblentétonnants.Ces résultatsproviennentde la
faibleperméabilitérelativedumatériaudetest.Eneffet la présencedecomposante
tangentiellenonnégligeable,induit uneforcelocaledirigéeversle matériau.

Il estintéressantdevoir l’évolutiondecettedistributiondeforcesenfonction
dela perméabilitérelativedu matériaudetest.
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Fig � 104 � µr � 2� Fig � 105 � µr � 5�

Fig � 106 � µr � 10� Fig � 107 � µr � 100�

Lesquatrefiguresprécédentesillustrent les résultatsde la formulationbasée
sur la dérivéedel’énergie pourplusieursvaleursdeperméabilitérelative. Il està
remarquerqu’un changementdesensdesforcessurfaciquesnes’opèrequepour
unevaleurdela perméabilitémagnétiquesupérieureà10 � µ0.
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2.5 Conceptiondu matériau de test.

Il estclair quele matériaudetestdoit posséderuneperméabilitérelativefaible,
inférieureà 10, souspeinede ne pouvoir obtenir des répartitionsspatialesde
forcesvariées.Toutefois,cettefaible perméabilité,coupléeà uneinductionma-
gnétiquede l’ordre de 20 mT, ne pourraquedonnerdesforcespar unité desur-
faced’amplituderéduite.Lesmatériauxferromagnétiquescourammentrencontrés
dansl’industrieélectriquesontissusdela métallurgieetpossèdentsurtoutdesca-
ractéristiquesprochesdesaciers.Cescaractéristiquesmécaniquessontà l’opposé
descaractéristiquesrecherchées.

2.5.1 La techniquedesmatériaux composites.

L’industriea toujoursutilisé l’assemblagedematériauxdifférentspourobte-
nir un produit,qui globalement,possèdedescaractéristiquesquen’avaientaucun
desmatériauxd’origine. Les pneumatiquesdespremiersvéhiculesautomobiles
illustrent biencepropos.La structure,autrefoismétalliqueà basede fils d’acier
defaiblesection,donnaitauproduitsespropriétésmécaniques(souplesseetrésis-
tance)alorsquele mélangeàbasedecaoutchoucneservait qu’à réaliserla bande
de roulement(adhérence)et à assurerl’étanchéitévis à vis de l’environnement
extérieur.

Cetteidéed’assemblagea donnénaissanceà desdérivésconnussousle nom
de matériauxcomposites( exemple: fibre de verre+ résineépoxy... ). C’est en
appliquantcettedémarchequele matériaudetestva êtreconçu.Il serafait d’un
assemblaged’un matériauconnupour sespropriétésferromagnétiqueset d’un
autredontlescaractéristiquesmécaniquessontà l’opposédecellesdel’acier.

2.5.2 Genèsedu matériau de test.

Au niveaudu matériaudetest,trois grandeursvont le caractériser. L’une ma-
gnétique( la perméabilitérelative ) et les deux autresmécaniques( le module
d’élasticitéet le coefficient dePoisson).Bien sûr, cematériaudoit présenterdes
caractéristiquesisotropes.

Isotropie.

Lesconstituantsdebasessont:
– desbillesdefer douxde0.05mm dediamètre
– un liant àbasedecollagènecontenantun fort pourcentaged’eau.

Lesbilles étantinfinimentpluspetitesquele volumedu matériaudetest,qui est
del’ordre dequelquescm3 , lescaractéristiquesserontisotropes.Toutefois,cette
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propriéténe seraassuréequ’à partir du momentoù la non agrégationdesbilles
de fer dansle mélangeestréalisée. Cetteagrégationestencouragéed’une part,
parla trèsforte différencedemassevolumiqueentrelesbilles defer et le liant et
d’autrepart,parle tempsquemetle liant àperdrecescaractéristiquesvisqueuses
etpasserenphasesolide.C’estcephénomènequi estprésentédansla figure108.

liant

bille de fer

Fig � 108

Il nefautpasendéduirepourautantqu’un chargementmaximumenbilles de
fer doit être recherché.En effet les caractéristiquesmécaniquesdu matériaude
testdoiventêtreprochesdecellesdu liant etnondecellesdesbillesdefer. Même
s’il estaiséde comprendrequel’ensemblen’aurajamaisles caractéristiquesde
l’acier, il convient de remarquerquedescontactstrop nombreuxentreles billes
defer sontdéfavorablesaumaintiend’unetrèsfaibleélasticité.

Lesdeuxfiguressuivantesillustrentbiencecasextrêmequ’il nefautpasren-
contrer. En particulier, en regardantla figure de gauche[Fig-109], l’application
de la force

��
F se fait suivant la direction représentéepar les traits discontinus.

Commeunesuccessiondebillesestalignéesurcetaxe,cesontlesbillesdefer qui
prennentencharge la reprised’efforts sur la structureet non le liant. Par contre,
pourl’exempleproposépar la figurededroite[Fig-110], lesbilles n’ayantaucun
contactentreelles,seulle liant peutprendreencomptelesefforts extérieurs.

bille de fer

liant

F 

bille de fer

liant

F 

Fig � 109 Fig � 110
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Perméabilité relative faible.

Lesbilles defer ont uneperméabilitérelative trèsgrande,del’ordre de1000.
et il estimpossiblededonnerla densitérequisepourobtenirun matériaudeper-
méabilitérelative donnée.Plusieursessais,réalisésdurantlesphasesexpérimen-
tales,ont montréquela perméabilitérelativenepouvait êtresupérieureà10 avec
les conditionsde fabricationretenues.En fait, c’est le critèresuivant, élasticité
trèsfaible,qui serapréjudiciableauniveaude la réalisationdu matériaude test.
Dèsquecelui-ci seravérifié, il seratrèsfaciled’obteniruneperméabilitérelative
faible.

Caractéristiquesmécaniques(très faible module d’élasticité)

Le moduledeYoung,moduled’élasticitélongitudinale,caractérisel’aptitude
du matériauà sedéformersouscharge.Un trèsfaiblemoduled’élasticitéseren-
contredanslesmatériauxmouxcommelesmatériauxexpansés(polystyrèneex-
panséou moussede polyuréthane).Hélas,l’utilisation de cescomposéscomme
liant nepeutêtreenvisagé,parle fait mêmequeleurscaractéristiquesmécaniques
sontobtenuesparuneaugmentationdevolume,suiteà la vaporisationd’un com-
poséintroduit dansle produit au momentde la fabrication.Cetteaugmentation
de volume (de plusieursfois le volume initial) ne peut garantirune répartition
isotropedesbillesdefer.

Une autredirectionà explorer, plus prochedestechniquesutiliséespour les
matériauxcomposites,estcelle qui conduit aux résinesépoxyou résinespoly-
ester. La polymérisationd’un liant assurele maintientenpositiond’unematrice
constituéed’un autrematériau.Ceprocédépermetenoutredemaîtriserle volume
final. Il est évidentquece type de liant ne peutpasêtreutilisé, car les résines
employéespossèdentdesmodulesd’élasticitésupérieursde plusieursordresde
grandeuràcelui qui estrequis.

La chimieorganique,etenparticulierle domainedes"gels”, amisaupointde
longueschaînesmoléculairessusceptiblesd’engendrerdes"matériaux”présen-
tant de très faible moduled’élasticité[20, DJABOUROV M.-1995]. Les "gels”
sonthydrophileset le composéobtenuaprèsabsorptiond’eauserapprocheplus,
d’unematièremolle qued’unematièredure.Pourle liant, il estintéressantd’uti-
liser descollagènesd’origine animalou végétal,saturéseneau.Il suffit, pour la
suite,d’ajouter les billes de fer pour créerle matériaude test.Cetteassociation
présentedenombreuxavantagesqu’il convientd’expliciter :

– Élasticitéuniquementassociéeauxmoléculesdecollagène.
– Noncompressibilitédel’eau
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Fig ¡ 111

La figure111montredemanièreschématiqueleschaînesdeprotéinesà tem-
pératureambiante.Ellesformentunmaillagesuffisammentfin pourpiégerdemi-
nusculesgouttesd’eaudevolumeV1. Commel’eau resteà l’intérieur decevo-
lumesoussaformeliquide,elle nepeutparticiperà l’élasticitédu matériau.Son
caractèreincompressibleestun élémentimportantvis à vis de la caractérisation
dumatériaucaril donneuneinformationsurle coefficientdePoisson.

Au niveaumécanique,deuxcaractéristiquesdoiventêtredéterminées,le mo-
duled’élasticitélongitudinal ¢ E £ ainsiquele coefficient dePoisson¢ ν £ . Le mo-
duled’élasticitélongitudinalestobtenuaumoyend’un essaidecompression(ou
detraction)simpleet découledirectementdela loi deHooke.Par contre,le coef-
ficient dePoisson,n’estpasobtenuaussifacilementet provient d’un autreessai,
mettantenoeuvreunextensomètrediamétral.Toutefoisuneanalyseplusphysique
dececoefficient vaévitercetteexpérimentationdifficile.

Un matériausoumisà unecompressionlongitudinalesedéforme.Toutefois,
on remarqueunepertedevolume,unelégèrecontractionlatéraleapparaît.Cette
contractionlatéralepeutêtreassimiléeà deseffetsdecontrainteslatérales.C’est
le coefficient de Poissonqui permetde prendreen comptecescontraintes.Les
trois figuressuivantesillustrentcephénomène[Fig-112,Fig-113,Fig-114].

Absencedecompression¢ Fig ¡ 112£
compressionIso-volume ¢ Fig ¡ 113£

compressionréelle(coefficientdepoisson)¢ Fig ¡ 114£
Commele liant estcomposéàplusde98%d’eau,vis àvis dela compression,

il secomporteracommesonprincipal constituant.C’est à dire qu’il conservera
sespropriétésdenoncompressibilitéet pourraêtreassimiléà un matériauayant
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un coefficient dePoissonde0.5 [18, LEHOUCQR.-1999].Mêmesi par la suite,
il estchargédemicro-billesdefer, lescontraintesserontdetoutefaçonbeaucoup
trop faiblespourpouvoir réagiravecelles.

2.6 Conclusion.

L’objectif decettepartieétaitdeconcevoir uneexpérimentationdiscriminante.
La démarcheassociéeàcetobjectifsedécomposeentroisétapes,certesdistinctes,
maisqui doiventêtreréaliéesdanscetordreprécis.La premièreétapeconsisteà
construireunestructureet à vérifier le comportementdu champmagnétiquedans
celle-cià l’aide desimulationsparamétrables.Danscettestructure,un volumede
testest introduit dansle but de servir de moyen de mesurepour discriminerles
différentesformulations.La deuxièmeétapeprendenchargel’étudedescaracté-
ristiquesdecematériauet il apparaîtquel’objectif principaln’estvraimentatteint
qu’àpartir du momentoù le matériauassociéà cevolumedetestpossèdedesca-
ractéristiquesphysiquespeucommunes.C’est pourquoila dernièrepartiede ce
chapitreaprésentéuneméthodequi conduità l’obtentiond’un tel matériau.
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Chapitr e 3

Expérimentations

Intr oduction

Les chapitresprécédentsont conduità définir desconditionsd’expérimenta-
tion. Celles-ciimposentl’utilisation d’un matériauinhabituel,mou et de faible
perméabilitérelative.Lesparagraphesqui suiventvontprésenterl’aspectpratique
de l’étude.Le matériauestréalisé,caractériséet mis en situation.Il estde type
composite,seultypesusceptibledefournir lescaractéristiquestantrecherchées.

La premièrepartiedecechapitreestconsacréeaumoyendemesurespermet-
tantd’obtenirla perméabilitérelativeainsiquele moduled’élasticitédumatériau
de test.Cettecaractérisationdu matériauestunepremièreétapeincontournable
vis à vis de l’étude,car la modélisationparélémentfini neseraréellementutili-
sablequ’à partir du momentoù cesdeuxparamètressontconnus.La deuxième
partieestconsacréeà la mesuredudéplacementduvolumedematériautest,suite
à l’application du champmagnétique.Enfin le dernierparagrapheprésentetous
les résultatsexpérimentauxet enparticulierpermetla discriminationdesformu-
lationssurle calculdesforcesd’originemagnétique.

3.1 Réalisationde la mesurede µr.

Danscettepartie,le dispositifexpérimentalmis enplacepourmesurerla per-
méabilité relative du matériauµr est décrit. L’idée de baseest de réaliserune
comparaisonpar rapportà l’air et nondefaireunemesureabsolue.Lesmesures
parcomparaison,parrapportàunélémentderéférencesonttoujoursplusprécises
quecellesréaliséesenabsolu.Pours’enconvaincre,il suffit deregarderla préci-
sion associéeau GPSen modeabsolu(30 m ) et en modedifférentiel(1 m) ou
encore,de sesouvenir du principeretenupour la lectured’une longueursur un
équipementdemesuredetypepiedàcoulisse. Pourla réalisationdecettemesure
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de perméabilité,un circuit magnétiqueutilisant desélémentsde transformateur
dont la perméabilitémagnétiqueestinfiniment grandedevant la perméabilitéde
l’air ¤ µr ¥¦ 1000§ a étéfabriqué.Un faibleentrefer( 1.6mm ) estprésentdema-
nièreà pouvoir introduireuneéprouvettedematériaudetest.Celui-ci estvisible
surla figure115.

Fig ¨ 115

Cet entreferestsuffisammentimportantpour qu’uneimprécisionsur la per-
méabilitémagnétiquedu fer ne changepas,de manièrenotable,la répartition
spatialedu champmagnétique.C’est le matériaude test,visible dansl’entrefer
[Fig-116],ou l’air, dansle casoù il estabsent,qui conditionneraengrandepartie
l’intensitédu champmagnétique.Commele matériaudetestnedoit pasprésen-
ter de perméabilitérelative supérieureà 10, l’hypothèseliée à l’influence de la
perméabilitédu circuit magnétiquesur l’intensité du champmagnétiquene sera
pasremiseenquestionlorsdesessais.Le comportementdecettestructureserap-
prochedu comportementde la structuredetestprésentéauchapitre2 où il avait
étédémontréquela perméabilitédesmatériauxferromagnétiquesutilisés,n’inter-
venaitplusdansla connaissanceduchampmagnétiquedansl’entrefer, àpartir du
momentoù cetteperméabilitédépassait500 © µ0 [Fig-57].

Fig ¨ 116
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Autour de cettestructure,deuxbobinessontajoutéeset sontparcouruespar
un courantsinusoïdalde fréquenceet d’amplitude,modifiablesà volonté [Fig-
117].Toutefoisl’essairéaliséavecun courantde0 ª 5 Aef f et defréquence50 Hz
constituel’essaide référence,car le noyau magnétique,pour cettefréquenceet
pourcecourant,neprésentepasd’effets,liésàla saturationouàl’hystérésis.Cette
hypothèsepeutêtrevérifiéeexpérimentalementpar uneméthodesimplequeles
électriciensmettentenoeuvrepourmettreenévidencel’absencededéformation
d’un signal sinusoïdal.Ils utilisent un oscilloscope,associentà l’une desdeux
voies le signal à vérifier, et à l’autre voie, une sinusoïdede référenceayantla
mêmeamplitude,la mêmefréquenceet la mêmephase.La visualisationde la
différencedesdeuxsignauxdoit donnerunsignaldecomposantenulle.

Fig « 117

La circulationdececourantdanslesbobinescréeun champmagnétiqueva-
riabledansle noyaumagnétique.La grandeperméabilitédecenoyauet sonab-
sencede saturationpermet,dansun premiertemps,de faire l’hypothèseque le
flux, à l’intérieur decenoyau,estconstant.Toutebobineentourantle noyauma-
gnétiqueesttraverséeparun flux, dont la valeurestproportionnelleà l’intensité
duchampmagnétique.Unebobinededétectionestajoutéeàla structure[Fig-118]
demanièreà évaluerceflux. Si la fréquenceainsiquel’intensitédu courantsont
maintenuesconstantesdanslesbobinesdegénération,alors,parl’intermédiairede
cettebobine,uneinformationsurle flux enprésenceou enl’absencedu matériau
detestestobtenueenapplicationdirectedela loi deFaraday[6, FEYMAN R.P. -
1992].La forceélectromotriceinduitedansla bobinededétectionserafonctionde
la perméabilitérelativedu matériaudetestdansl’entrefer. Lesseuleshypothèses
qui sontà introduireneconcernentquele comportementlinéairedesmatériauxet
il n’est pasnécessaired’introduire unehypothèseréductrice: imposerunerela-
tion linéaireentrela perméabilitédumatériauà testeret la différencedepotentiel
délivréeparla bobinededétectionparexemple.
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Fig ¬ 118

Cettedernièrehypothèseest d’ailleurs irréaliste.L’information, telle que la
valeurefficacedela fem engendréeauxbornesdela bobinededétection,nepeut
pasêtre liée linéairementà la perméabilitémagnétiquerelative du matériaude
test.Eneffet, lessimulationsassociéesàcesystèmedemesuremontrentquepour
defaiblesvaleursdeperméabilitérelative,unepartienonnégligeableduflux peut
passerdansl’air auvoisinagedel’entrefer. Ceteffet estschématiséaumoyendes
illustrations[Fig-119]et [Fig-120].Dansla figure119,le matériauauneperméa-
bilité relativeéloignéedel’unité. Le champmagnétique,peutpasserfacilementà
l’intérieur du matériaudetest,et decefait l’intensitédu champmagnétiquedans
l’air restefaible.

7®�¯

°²±F³ ®�¯�´ ±¶µ· ® ³ ®�¸ ³

¹»º¼

½¿¾ÁÀ º¼&Â ¾ÁÃÄ º À º&Å À

Fig ¬ 119 Fig ¬ 120

Parcontre,pourla figure120,le matériauauneperméabilitéprochedel’unité.
Le champmagnétiquepasseaussifacilementdansl’air quedansle matériaude
test,unepartieduflux estdétournéedansl’air et l’intensitéduchampmagnétique
dansle matériaudetestdiminue.

Doncpourun matériaudetestdefaibleperméabilité,le flux danscematériau
nepeutpasêtreégalauflux dansunesectiondu circuit magnétique.Le flux tra-
versantla sectionS1 appartenantau circuit magnétiquen’est en aucuncaségal
au flux traversantla sectionS2 sesituantdansl’entrefer (X ÆÇ Y) [Fig-121]. Le
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flux dansl’air n’est pasnégligeable.Ce flux, qui estdépendantde la valeurde
la perméabilitérelative du matériaude testn’est pasinversementproportionnel
à la perméabilitérelative du matériaude test.En d’autrestermes,un facteur2
appliquéà la perméabilitérelative du matériaude test,ne se retrouverapasau
niveaudu flux passantdansle noyau magnétique.Il est,de ce fait, inutile d’es-
pérerqu’uneaugmentationd’un facteur2 de la perméabilitérelative setraduise
par uneaugmentationd’un facteur2 de l’induction magnétiqueau niveaude la
bobinede détection.Il est impératif d’utiliser dessimulationsnumériquestridi-
mensionnellespourconnaîtreprécisémentla circulationdu champmagnétiqueet
en déduireune relation entrela perméabilitérelative du matériauà testeret la
différencedepotentielauniveaudela bobinededétection.

È�ÉËÊ�ÌBÊ�Í

ÎÏÉËÊ�ÌBÊ�Í
ÐBÑ

ÐÓÒ

Fig Ô 121

De manièreà bien visualiserce phénomènesur la structureliée à la mesure
de la perméabilitémagnétique,deux simulationsutilisant deux valeurspour la
perméabilitérelativedumatériauontétéréalisées( µr Õ 10 et µr Õ 2 ).

Deuxplansdecoupesontdéfinis.Le premierplan,visible surla figure122.a,
estperpendiculaireau circuit magnétiqueet passepar le milieu d’une desdeux
bobinesdegénération.Il permetdevisualiserl’induction magnétiquedansdeux
portionsadjacentesdu circuit magnétique[Fig-122.b].
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Fig Ô 122� a Fig Ô 122� b
La figure 122.bfait apparaîtrele plan de coupeet les deux sectionsde cir-

cuit magnétique.En visualisantl’évolution de la composantenormalede l’in-
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ductionmagnétiquepar rapportà ceplan[Fig-123], il en résulteimmédiatement
l’absenced’induction magnétiquedansl’air avoisinant.L’induction magnétique
n’existequedansle circuit magnétique.

Fig � 123

Toutefois,ce graphiquene donnequ’uneimagequalitative sur la circulation
du flux. La simulationpermetd’avoir une idée beaucoupplus précisedu flux
circulantdansl’air. Unelégèrediminutiondu flux seremarqueà la figure124.
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Fig � 124

Par contre,si un autreplandecoupeestutilisé, commecelui présentéà la fi-
gure125.a,l’évolutionduchampmagnétiquedansl’entreferserapriseencompte
[Fig-125.b].Ceplanpassepar le milieu dela structureet esttoujoursorthogonal
aucircuit magnétique.
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Fig � 125� a Fig � 125� b
L’évolutiondela composante,normaleàceplan,del’induction magnétiquea

étévisualiséeà la figure126.

Fig � 126

La figure126montreimmédiatementquela perméabilitémagnétiquerelative
de10pourle matériaudetestestsuffisantepouréviterla dispersiondel’induction
magnétique.Toutefois,une légèrediminution de l’intensité està remarquer. La
pertede0.1Teslapourl’induction magnétiquedansl’entreferimposel’existence
d’un flux dansl’air auvoisinagedel’entrefer.

Ce flux dansl’air s’accroîtd’une manièreindiscutabledèsquel’entrefer est
chargéparunmatériaudeperméabilitérelativeencoreplusfaible(µr � 2 ). Deux
plansde coupevont êtreutilisés.Le premiercontientdeuxsectionsdifférentes
du noyau magnétiqueet serautilisé pour visualiserla composantenormalede
l’induction magnétiqueparrapportàceplan[Fig-127.aet Fig-127.b].
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Fig ¾ 127¿ a Fig ¾ 127¿ b
A partirduplandecoupeprésentéàla figure127.b,il estpossibledevisualiser

l’évolution dela composantenormaledel’induction magnétiqueparrapportà ce
plan[Fig-128].

Fig ¾ 128

Bienqu’il soit indiscutablequele flux magnétiqueestmajoritairementdansle
circuit magnétique,l’inégalité desamplitudesestnettementvisible et rendobli-
gatoirel’existencedeflux dansl’air entourantle circuit magnétique[Fig-128].Ce
flux n’était pasvisible sur la figure 123et seule,la simulationle mettaiten évi-
dence[Fig-124].Pourcetteconfiguration,la simulationpermetencoreunefois de
mieuxquantifierceflux dansl’air [Fig-129].
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Fig ñ 129

En utilisant un secondplan de coupe,passantpar l’entrefer commecelaest
proposéà la figure 130.a,il estpossibled’évaluer les conséquencesd’une telle
diminutiondela perméabilitérelativedumatériaudetest.
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Fig ñ 130ø a Fig ñ 130ø b
A partirduplandecoupeprésentéàla figure130.b,il estpossibledevisualiser

l’évolution dela composantenormaledel’induction magnétiqueparrapportà ce
plan[Fig-131].

Fig ñ 131
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Il apparaîtsur la figure 131, d’une part unediminution importantede l’am-
plitudedel’induction magnétiquedansl’entrefer, et d’autrepart,qu’auvoisinage
immédiatdecetentrefer, unecomposantenonnégligeableduchampmagnétique,
existedansl’air.

La diminution du flux magnétique,qui passede 165µW à 70 µW, est bien
provoquéeparla diminutiondela perméabilitérelativedu matériauà tester. Il est
à remarquerqu’elle n’est pasd’un facteur5 alorsquela perméabilitérelative a
étédiviséepar5. D’autrepart,uneautrediminutiond’intensitéapparaîtentreles
deuxbranchesducircuit magnétique; prèsde30%duchampmagnétiquepassera
dansl’air, entourantl’entrefer, demanièreàgarderconstantle flux pourunmaté-
riau ayantun µr de2 (

ù
S ú
û
B ü ú

û
ds ý cste). Il estclair que,pourdefaiblesvaleursde

perméabilitérelativepourle matériaudetest,le systèmedemesurea un compor-
tementqui estloin d’êtrelinéaireet c’estle domainedanslequelil vaêtreutilisé.
Le flux dansl’air au niveaudu premierplan de coupeestrelativementfaible et
constant.Il estde7 ü 72µWb pourun matériaudetestdeperméabilitérelative de
2 et de7 ü 42µWb pourun matériauayantun µr de10.Toutefois,cettequantiténe
seranégligeablequesi le flux danslecircuit magnétiqueesttrèsgranddevantcette
valeur. Dessimulations,réaliséespourplusieursvaleursdeperméabilitérelative,
sont donc utiliséescommeréférencespour construireune courbed’étalonnage
représentativedu fonctionnementdu systèmedemesure.

Pour faciliter l’exploitation expérimentale,une courbequi donnela valeur
de µr en fonction destensionsrelevéesau niveaude la bobinede détectionest
construite.10 simulationssont ainsi réaliséespour desvaleursde perméabilité
relative variantde 1. à 10. Pourchaquesimulation,le flux passantau traversde
la bobinede détectiona étécalculéet comparéau mêmeflux, obtenuavec un
matériaudont la perméabilitérelativen’était quede1 (del’air). Cesrésultatsont
permisdeconstruirele graphiqueassociéà la figure132.
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Cegraphiquepermetdeconnaîtrela perméabilitérelativedumatériauàpartir
du momentoù deuxmesuressontréalisées.La premièreestla mesurede la ddp
auxbornesde la bobinededétection,pourun entrefernecontenantquede l’air,
et la deuxièmeestcettemêmemesure,pour un entrefercontenantle matériauà
tester. Si le courantparcourantlesdeuxbobinesdegénérationdu champmagné-
tique estmaintenuconstant,alorsle rapportentrecesdeuxtensionsestle point
d’entréede la courbed’étalonnage(Fig-132).En reportantsur l’axe vertical le
point d’intersectionentrela courbed’étalonnageet le rapportdesdeuxtensions,
il apparaîtla valeurdela perméabilitérelativedumatériau.

Si le graphiqueprécédentpermetde déduirela perméabilitérelative du ma-
tériaude test, rien ne permetd’évaluer la précisionde cettemesurepuisquela
courbed’étalonnageest issuede la simulation.Aucun facteurn’a été pris en
comptecomme,par exemple,les imprécisionsliéesà la géométriedu système.
Uneautreétapeestdoncnécessaire: la recherchedela précisionduprocédé.

Fig þ 133

La figure133présentele systèmeréel.La bobinededétection,équipéedesfils
blancs,estun élémentréaliséeninternequi possèdedescaractéristiquesgéomé-
triquesimparfaites.Commec’estelle qui va donnerl’information sur le flux cir-
culantdansle circuit magnétique,c’est l’un desélémentsqui estle pluscritique,
car saposition,ainsi quesaforme,conditionnentdirectementla ddp mesuréeà
cesbornes.Unemodélisationdeceprocédéseréduità la figure-134,oùunnoyau
magnétiqueprésentantunentreferde1.6mm,estentourépardeuxbobinesde75
spireschacune,parcouruesparuncourantsinusoïdalde0.5A. L’autrebrasducir-
cuit magnétiquesupportela bobinededétection(148spires)donnantuneimage
du flux circulantdansl’entrefersousformed’unedifférencedepotentiel.
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Fig ÿ 134

Pourobteniruneestimationdel’erreurdemesuredu flux traversantla bobine
dedétection,deuxsimulationssontréaliséesenutilisantdeuxsituationsjugéesex-
trêmes.La premièrepartduprincipe,quela bobinededétectionesttrèsprochedu
noyau � 1mm� [Fig-135]et la deuxième,qu’elleestéloignéedunoyaumagnétique� 3mm� [Fig-136].

Fig � 135 Fig � 136

En calculantle flux à l’intérieur dela bobinededétectionpourcesdeuxgéo-
métriespossibles,il apparaîtque l’erreur sur le flux ne dépasserapas2%, En
conséquence,la courbed’étalonnageneserapasremiseencauseparlesimpréci-
sionsliéesà la réalisationdecettebobine.Cemoyend’essaia montréqu’il pré-
sentaitdebonnescaractéristiquesrépétitivescommele prouve le rapportd’essai
enannexe4.6.
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3.2 Mesuredu coefficientd’élasticité longitudinale.

Rappelsur lespropriétésmécaniquesdesmatériaux.

En1936,S.TIMOSHENKO1 commencesaprésentationdela théoriedel’élas-
ticité en selimitant aux matériauxayantdeslois de comportementlinéaire[11,
TIMOSHENKO S.-1936].C’est à dire : lesdéformationsengendréespar lesef-
forts sur cesmatériauxserontproportionnellesà cesefforts. Celaa conduit très
tôt à rechercherunegrandeurdont la connaissanceseraitsuffisantepourprédire
l’évolution de tout type de volumeou structure,faceà uneou plusieursforces
extérieures.Cettegrandeur, apparaîtdansla loi decomportement,connuesousle
nomdeloi deHOOKE.Cetteloi reliedesgrandeursissuesdesforcesextérieures
auxgrandeursassociéesà la géométriedu volumeoudela structure(3.1).

σ � E ε � 3 � 1�
σ estla contraintemécaniqueappliquéeà un élémentdevolumeélémentaire,

ε la déformationdansla direction de la contrainteet E le moduled’élasticité
longitudinale.La figure 137 permetde mieux expliciter cetteéquation.Pourun
volumeélémentaireil estpossibledefaireapparaître: un lien entrela géométrie
et la déformation(3.2), et un lien entrela force extérieureet la contrainte(3.3).
Il faut noter que cetterelation est bijective. A un déplacementcorrespondune
contrainteuniqueet inversement. �

�
	 �

Fig 
 137

ε � dL � L � 3 � 2�
σ � F � sectionducube � 3 � 3�

L’aspectunidimensionnel,qui est utilisé pour cette interprétation,est suffisant
pour comprendrele principe de l’élasticité mais ne permetpasde résoudreun

1S.TIMOSHENKO, Professeurdemécaniqueà l’universitédu Michiganen1936puisà l’uni-
versitédeStanforden1939
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grandnombrede problèmes.Il faut pour celaintroduireuneapprochetridimen-
sionnelleoù une interprétationde type tensorielleest utilisée.Ce concept,que
l’on rencontredèslespremièrespagesd’ouvragescontemporainscommeceluide
L.LANDAU [8, LANDAU L.-1990], estbeaucoupplus généralmais resteplus
difficile àappréhender, dèsqu’unaspecttrèspratiqueestrecherché.

Enquelqueslignes,envoici le principe: enunpointP, troisplanssontdéfinis
et vont servirdesupportpourlescontraintesselonlestroisdirections[Fig-138].

Fig � 138

Par exemple,pourle planparallèleauplanxy, il estpossibledeconstruireles
différentescontraintesassociées.Il suffit deconnaîtrela normaleàceplan � n , de
composantesnx ,ny ,nz dansun repèreorthonorméX,Y,Z ainsiquele tenseurdes

contraintesassociénoté ���T � et d’appliquerla formulationprésentéeen(3.4).���� τx

τy

τz �
���� σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

���
���

���� nx

ny

nz

ou � τ � �T � � n � 3 � 4�
Cetteprésentation,abordéedansle chapitre1 lors de l’introduction du ten-

seurdeMaxwell, permetdedéfinir localementlescontraintesenunpointetselon
unedirection.Les composantesτx ,τy sont les composantesditescontraintesde
cisaillementet la composanteτz estla composantedite contraintede tractionou
de compressionvis à vis de cettesurfacecar nx � ny � 0 et nz � 1. Il apparaît
immédiatementqu’enunpointP, lescontraintesdépendentduplanassociéàl’ob-
servation.Cetteremarque,associéeà la notationtensorielle,sembletrèséloignée
dela réalitéet pourtantl’utilisation decettethéorieprédit la fractured’un solide
sousun anglede45� lors d’unecompressionexcessive et cettevaleurestexpéri-
mentalementvérifiée[11, TIMOSHENKO S.-1936].

Cettemiseenéquationestrigoureuse,c’estparexemplecellequi estutilisée
pour la résolutionparélémentsfinis desproblèmesmécaniques[16, DHATT G.-
1984]. Cependant,la premièreapprocheunidimensionnelleresteà la basedes
essaisdecaractérisationdesmatériaux.
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Critèr esà respecterpour unebonneestimation despropriétésmécaniques.

Pourmettreaupoint uneprocédurede testpermettantde mesurerle module
d’élasticité,il suffit des’inspirerdesprocéduresdecaractérisationdesmatériaux.
Desexemples,mettantenévidencel’ingéniositédesexpérimentateurs,sontpré-
sentsdansdesouvragescommeceuxtraitantde la résistancedesmatériaux[10,
FEODOSSIEWV.-1971].Cesprocéduresnedemandentpasun équipementtrès
importantmaisimposentdesconditionsderéalisationstrictes,souspeined’obte-
nir deserreursdecaractérisation.

L’essaide compressionou de tractionsimpleestl’essaideprédilectionpour
mesurerle coefficient d’élasticitélongitudinale.Il doit êtremenéen respectant
certainesrègles.Cesrèglesne sontabsolumentpasdictéespar unequelconque
théorie,mais proviennentdesremarquesaviséesdesexpérimentateurs.Cesre-
marquesfurent,par la suite,intégréesdansles procéduresd’essai,de manièreà
rendrelesrésultatsreproductibles[10, FEODOSSIEWV.-1971].�

 "!$#  "%&#
Fig ' 139

– Règle-1: Faible hauteur de l’éprouvette par rapport à salargeur.
En effet, une éprouvette de faible sectionpar rapportà sa hauteur, présentera
un comportementde flambement,totalementincompatibleavec l’hypothèsede
compressionsimple.Il apparaîttrèsvite qu’unetelle éprouvette[Fig-139.a]sous
charge (P) a un mouvementcomplexe de compression,accompagnéd’une tor-
sion,commele montrela figure139.b... Il nefautpasendéduirequela hauteurde
l’éprouvettedoit êtrela pluspetitepossiblesouspeinedenepaspouvoir assurer
lesautresconditionssuivantes.

– Règle-2 : Section réduite pour avoir une répartition uniforme de la
contrainte de compressionet absencede tout autre contrainte.

L’éprouvetteestplacéeentredeuxplaquesparallèlesparfaitementplanes.Cette
conditionassurenormalementunerépartitionuniformede la contraintedecom-
pression.Cerésultatneseraobtenuquesi l’éprouvettenemodifiepassasurface
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de contactavec les deuxplaques.En utilisant uneéprouvettede trèsfaible hau-
teur, les conditionsde mesuresontpeuavantageuseset descontraintessupplé-
mentaires,liéesaucontactaveclesdeuxplaques,apparaissent.

Cesdeuxdifficultéssontexplicitéesdanslesexemplessuivants:

h

Fig ( 140

L’éprouvetteprésentéeàla figure140possèdeunesectiontrèsimportantevis à
vis desahauteur. L’applicationd’unechargedecompressionn’engendreraqu’une
trèsfaiblevariationdeh qui seradecefait difficile à mesurer.

S1 S2

)
σ σ

Fig ( 141* a Fig ( 141* b
Cettecompression(P) s’accompagneaussid’une augmentationde volume

[Fig-141.aet Fig-141.b].En raisondela faibleépaisseurdel’éprouvette,un gon-
flementissudela conservationduvolumeestimmédiatementobservé.Toutefois,
cettemodificationdela géométrieinduiradescontraintesσ auniveaudessurfaces
decontact,caraucunglissementn’estàpriori autorisé.+ +-,. .

/103254768239&:<;>=1?A@A252CB :<6 /10343DE@F9G9&:<;>=1?A@F252HB :<6
Fig ( 142

La figure142montrequ’un point M voit sapositionévoluer lors d’unecom-
pressionimportantedu cylindre C1.Mêmesi la variationdedistanceentrel et l’
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estfaible,elle estsuffisantepourcréerdescontrainteshorizontalesindésirables.
Cesontdescontraintesdecisaillement.

Un autrephénomènepeut apparaître,si les surfacesde contactne sont pas
parfaitementparallèles,c’est l’hétérogénéitédescontraintesdecompression.En
effet si l’éprouvettene présentepasdeuxsurfacesparallèles,les contraintesde
compressionapparaîtrontenpremierdu côtédeplusforte épaisseur. Cettecondi-
tion de parallélismeseraplus difficile à réalisersi la surfacede l’éprouvetteest
grandepar rapportà la hauteur. C’est pourquoiil estsouhaitablede selimiter à
quelquescm2.

En conclusion,les éprouvettesde compressionutiliséesdoivent présenterla
caractéristiquesuivante: la hauteurestdeuxfois pluspetitequele diamètre.Et le
respectde cetterègleévite deserreursexpérimentales.Cetterègleestd’ailleurs
celleutiliséepourla caractérisationdesaciers.Pours’affranchirdesproblèmesde
géométriedessurfacesdecontact,uneméthodeadmiseestd’appliquerunecharge
initiale suffisantepourassureruncontactcompletauniveaudessurfaces.

– Règle-3: Faible déformation.
Unedéformationimportantepeutremettreencausel’estimationde la contrainte
decompressionappliquéeàunélémentdesurfaceélémentaire.Pourévaluercette
contrainte,il suffit decalculerla pressionquesubit l’éprouvettesur l’une deces
deuxfacesencontact.Uneformulationextrêmementsimpleestutilisée: la pres-
sionestégaleà la forceappliquée,diviséepar la surfaceencontactet cettepres-
sionestla valeurdela contraintedecompression.Cetteformulepartdu principe
quela surfacedel’éprouvetten’estpasmodifiée,ou alorstrop peu,pourremettre
encausel’expérience.La propriétén’estvérifiéequepourdesdéplacementstrès
faibles.Pourdesdéplacementsimportants,il estévidentquela surfaceencontact
nepeutplusêtreconsidéréecommeconstante.Il n’estpluspossibled’estimercor-
rectementla pressionà la surfacede contactet un risquenon négligeablede ne
plusêtredansle domaineélastique,existe.IJIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJIIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJIJIKJKJKJKJKJKJKJKJKJKJKJKKJKJKJKJKJKJKJKJKJKJKJK

LJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLJLMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMJMNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJNNJNJNJNJNJN
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Fig V 143

En regardantla figure143,plusieursgéométriesassociéesà l’éprouvettesont
présentées.Il apparaîtentrait discontinudeuxétatsdel’éprouvettepourdescom-
pressionscroissantes(b et c). En particulier, unevariationnonnégligeablede la
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surfacedecontactexistepourchacundesétatsprésentés.La règleretenueestde
limiter à moinsde1/10mm le déplacementpourunehauteurd’éprouvettede10
mm.C’estàdire unecompressionde1%.

– Règle-4: Assurer une liberté de mouvement aux surfacesen contact
avecl’éprouvette.

Cetteconditionestdifficile à prendreen comptecar seseffets ne peuventappa-
raîtrequedansdessituationsparticulièresd’essai.En examinantunemachinede
compressionutiliséepouridentifierle moduled’élasticitélongitudinal,il apparaît
queleséprouvettessontmisesenplaceentredeuxplateauxparallèleset mêmesi
le parallélismedesdeuxplateauxestassuré,l’un desdeuxplateaux,engénéralle
plateauinférieur, a la possibilitédesedéplacerdansle planhorizontal.Cetteca-
ractéristiquepermetdegarantirl’absencedecontraintetangentielleauniveaude
l’essai.En l’absencedecontraintetangentielle,l’éprouvettesebriserasuivantune
droiteà 45W dèsqu’elle arriveraà salimite derupture,commele prédit la théorie
[10, FEODOSSIEWV.-1971].

C’estle casdela premièreéprouvette(a)présentéeà la figure144.Parcontre,
si descontraintestangentiellesapparaissentencoursd’essai,mêmesi cetteéprou-
vettesebriseencoreselondesdroitesà 45W , celles-cichangerontplusieursfois
d’orientationetenfin d’essai,l’éprouvetteprendrauneformebi-conique,comme
la deuxièmeéprouvette(b) ou sefissurerasuivantsalongueurcommela dernière
éprouvette(c).

XYXXYXXYXXYXXYXXYXXYXXYXXYX
XYXXYXXYXXYXXYX
ZZZZZZZZZ
ZZZZZ

[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[[Y[Y[Y[
\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\\Y\Y\

]Y]]Y]]Y]]Y]]Y]
]Y]]Y]]Y]
^^^^^
^^^

_Y_Y_Y_Y_Y_Y_Y__Y_Y_Y_Y_Y_Y_Y__Y_Y_Y_Y_Y_Y_Y_`Y`Y`Y`Y`Y`Y``Y`Y`Y`Y`Y`Y``Y`Y`Y`Y`Y`Y`
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e
af e

bf e
cf

Fig g 144

Touslesélémentsqui ont étéprésentéspermettentdemieuxappréhenderles
difficultésqui sontassociéesà la mesuredu coefficient d’élasticité.Commeles
essaissefont surdesmatériauxdetrèsfaiblecoefficient d’élasticité,il estinutile
d’espérerutiliser leséquipementsd’essaicourammentrencontrésenmécanique.
Toutefois,lesprincipesdebaseainsiquelesprécautionsàprendrerestentvalides
et sonttoutà fait applicablespourconcevoir le bancdetest.
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Conceptiondu bancde mesure du moduled’élasticité longitudinale

Lescritèresà respecternesontpastrèsnombreuxet seréduisentauxcritères
suivants:

– Parallélisme desplateaux.

Commecelaa étédit précédemment,l’essaidecompressionimposel’utilisation
de plateauxparallèles,dont un est libre dansun plan horizontal.Pour répondre
à cet impératif, le fait que les déplacementssont de très faiblesamplitudesest
un élémentimportantet permetd’assimilerla structureprésentéeà la figure145
commesimilaireàcelled’unepresseayantun déplacementvertical.

h

i
j

k
Fig l 145

Le moyend’essaiprésentéàla figure145estconstituéd’un plateauhorizontal
(A). Ceplateausupportedeuxplots(C) dehauteuridentiquedontlesextrémitésen
contactavecle plateau(B) sontdesurfacetrèsréduite.Enfinuneéprouvette(D) de
hauteursimilaireauxdeuxplotsestpositionnéeàl’autreextrémitéduplateau(A).
Si l’éprouvettedecompressionestplacéeà unedistancesuffisammentgrandede
l’axederotationréaliséparlesplots(C), le déplacementauniveaudel’éprouvette
peutêtreassimiléàun déplacementpurementvertical.

Cequi conduità la procédured’essaisuivante[Fig-146] : le déplacementau
niveaudel’éprouvetteestmesuréàl’aide d’un équipementadapté(C),et la charge
utiliséepourcontraindrecetteéprouvette(A) estréaliséeaumoyend’un récipient
(B) contenantun liquide dedensitéconnue.Commeil esttrèsfacilede doserle
volumeavecunegrandeprécision,la charge seraaussiconnueavecunegrande
précision.
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Fig p 146

Le déplacementestlimité à 1/10mm et la hauteurdel’éprouvetteestégaleà
la hauteurdesplots (14mm),la conditionde parallélismeestde ce fait assurée.
Par contre,la libertédedéplacementd’un desplateauxparrapportà l’autre n’est
pasassurée.Toutefois,le trèsfaible coefficient d’élasticitéattendu,ne rendpas
impératif le respectdecettecondition.

– Absencedeperturbation apportéepar la mesure du déplacement.
Pourcetobjectif,certainséquipementsdemesureutilisésenmécaniquesonttout
à fait adaptés.Lespiedsàcoulissenumériquedonnentsanspeinele 1/100demm
ainsiquelescomparateursàcadran[Fig-147].

Fig p 147

La précisiondu 1/100mm neseraréellementatteintequ’avecun équipement
où le facteurhumainn’intervientquetrèspeuauniveaude la mesure.Le piedà
coulisseestàproscrirepourcetypedemesurecarle positionnementrésulted’un
déplacementréalisépar l’utilisateur et, comptetenude la matière,il est impos-
sibledegarantirun contact,sansintroduiredecontraintesaléatoires.Par contre,
le comparateurà cadranfut conçu,à l’origine, pour exercerunelégèreforce de
pressionsur le solideà mesurer, et celle-ciest indépendantede la mesure.Dans
cecas,le facteurhumaindisparaîtcarl’opérateurn’intervientplusdansla mesure
enelle-même.Cettelégèrepressionpeutmêmeêtremiseà profit pourminimiser
l’influencedesimperfectionsgéométriquesdel’éprouvette.En effet celle-cipeut
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trèsbiennepasprésenterdessurfacesparallèlesouplanesetil esthorsdequestion
d’effectuerun usinagesurcetypedematériau.En assurantunechargeminimale
qui placele systèmedansdesconditionsnominalesdemesure,le contactestsuffi-
santpourgarantiruneréponselinéairedu matériausouscharge.Cetteprécharge,
si elle estinsuffisantepourgarantirun contactparfait, apparaîtraimmédiatement
danslesenregistrementset permettradedévaliderl’essai.Par exemple: un enre-
gistrementprésentantdeuxpartiesdistinctes,deuxpentesdifférentes,montreque
le contactn’estpascomplet[Fig-148].
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Fig q 148

Typiquement,cetessaiestréaliséavecuneprécontraintetrop faible, la pente
diminueavecla charge,cequi veutdirequela surfacedecontactaugmente.Inver-
sement,un essaiavecuneprécontraintetrop forte donneunepentequi augmente
avecla charge,unedéformationplastiquepeutmêmeapparaître.La précontrainte
estobligatoireet sonintensitédoit êtredéterminéeexpérimentalement.Heureu-
sement,commeseulel’analysede la déformationen fonctionde l’augmentation
de la charge est réalisée,la valeurde la précontrainten’a aucuneinfluencesur
le résultatfinal. Les seuleserreursde types"erreurssystématiques”sonten fait
induitespardesphénomènesqui doiventavoir deseffetslinéairesparrapportaux
déplacements.En d’autrestermes,ce sont les effets liés à l’élasticité desautres
matériaux.Commeceux-cisont infiniment plus rigidesque le matériaude test,
ceseffetssontnégligeables.

Conclusionsur la précision de la mesure pour lescaractéristiquesdu maté-
riau.

Le moyend’essaimis enoeuvrepourla mesuredela perméabilitéestassocié
trèstôt à dessimulations.Celles-cipermettentde rejeterun grandnombred’in-
certitudesdemesurepourla perméabilitérelative.En particulier, cessimulations
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sontréaliséessanshypothèsesur la circulationdu champmagnétique: les fuites
ne sontpasomises.Les effets de la saturation,ou de l’absencede connaissance
précisede la perméabilitérelative destôlesutiliséesne sontpaspréjudiciables.
Lessimulationsoulesexpériencesréaliséesmontrentleur inexistence.Parcontre,
le moyend’essaiutilisépourmesurerle coefficientd’élasticiténeprésentepasde
tellescaractéristiques.Ce type de systèmen’a pasconduità unesimulationnu-
mérique.Cettesimulationnes’imposaitpas,cardesphénomènessimilairesaux
fuites de champmagnétiquedansl’air, ne se rencontrentpasen mécaniquedu
solide.Par contre,la trop grandesimplicitédu systèmeconduità reportertoutes
lesdifficultésauniveaudumodeopératoire.L’absencedecontraintetangentielle,
la planéitédessurfacesencontactdel’éprouvette,le parallélismedesplateaux....
nesontréellementvérifiésqu’autraversdesrésultatsobtenuspar l’intermédiaire
d’un nombreimportantdetests.Il esthorsdequestionderéaliserun nombrein-
finiment grandd’essais,la matièren’y résisteraitpas!... Par contre,il est tout à
fait possiblededéterminerexpérimentalementle nombred’essaisà réaliserpour
atteindreuneprécisionacceptable(uneprécisionde l’ordre de 10% est raison-
nable).Un essairéalisésurun matériautestsanspoudrede fer ( moinsfragile )
montrequ’avecmoinsde7 sériesdemesures,il esttout à fait possibled’obtenir
le coefficientd’élasticitéà10%.Cetaspectpratiqueestabordédefaçoncomplète
dansle paragraphe3.4dédiéauxexpérimentations.

3.3 Mesuredu déplacement.

Soumiseàunensembledeforcesextérieures,commecellesd’originemagné-
tique,la structuredetestva sedéformer. Cettedéformation,d’aprèsla théoriede
l’élasticité,nepeutcorrespondrequ’àuneseulerépartitiondeforces.Enmesurant
le déplacemententoutpointdela structureetenle comparantàceluicalculé,il est
donctoutà fait possibledecomparerefficacementlesdifférentesformulationsde
la forced’originemagnétique.Commeil estimpossiblederéaliserunnombrein-
fini demesuresdedéplacement,il fautsimplifier le problème.Par l’intermédiaire
dessimulations,il apparaîtquele déplacementdesarrêtessupérieuresn’estjamais
le mêmesuivantla méthodeutiliséepourcalculerlesforcesd’originemagnétique.
Ainsi le seuldéplacementqui seraprisencompteauniveauexpérimentalestcelui
présentéà la figure149.
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dl

Fig r 149

Il fautrechercheruneméthodepermettantdemesurercedéplacementdl avec
la meilleureprécisionpossibleet surtoutsansperturberle bancd’essai.La pré-
senced’un champmagnétique,qu’il nefautenaucuncasperturber, interdit l’uti-
lisationd’équipementcomportantdespiècesautresquedespiècesamagnétiques.
La naturedu matériaude test,sontrèsfaiblemoduled’élasticité,n’encouragent
pasà réaliserunemesureparcontact.

Lesméthodesde mesure.

Pourlesmesuresdedistance,lesindustrielsontdéveloppédeuxtypesdecap-
teur, les capteursavec et sanscontact.Le principede fonctionnementd’un cap-
teur sanscontactestd’utiliser un supportimmatériel(un faisceaulumineuxpar
exemple)pour obtenirune information sur la positiond’un élémentde surface
réfléchissante.Bien queceprincipesoit le seulprincipequi puisseêtreutilisé, il
n’estpaspossibled’utiliser cetypedecapteurdansle montageexpérimental.Le
montagedela surfaceréfléchissanteseratrèsdifficile àréalisersi cettesurfacedoit
êtreen permanenceorthogonaleau faisceaulumineux.L’absencede contactas-
sociéeà cetteméthodedemesurerestetoutefoisintéressante.Commeil n’existe
pasindustriellementde capteurpermettantde réaliserla mesuredemandée,une
méthodeadaptéedoit êtreimaginée.

La méthodeutiliséepourla mesuredevrasatisfaireauxconditionssuivantes:
- Utiliser un supportimmatériel( mesuresanscontact).
- nepasimposerdesconditionsgéométriquesstrictesvis à vis dela structure

detest.

Vis àvis decescritères,l’idée dufaisceaulumineuxestconservéemaisil n’est
pasenvisageabledemonterunéquipementsupplémentairesurle matériaudetest.
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Il vaimposerdescontraintesgéométriquesdanssonfonctionnement.Enregardant
la géométriedubancdetest[Fig-150],il apparaîtquela directiondonnéeparl’axe
z estla seuledirectionselonlaquellele faisceaulaserpeutêtreémis.

st
u

Fig v 150

Commela connaissancedu déplacementde l’arêtesupérieureestla seulein-
formationrequise,il suffit del’orientersurcetteposition[Fig-151].

wx
y

Fig v 151

Le faisceauillumine l’arêtesupérieuremaisaucuneréflexion nepeutêtreex-
ploitée. il faut utiliser le fait quecettearêteva masquerune certainepartiedu
faisceaupourpoursuivre la recherche.Commele faisceaun’estpasdispersédans
l’espace( cohérencedu faisceaulaser), la partievisible du faisceautransporte
globalementuneinformationsur la géométrieexactede la zoneauvoisinagede
l’arête.C’estl’ombredel’arêtesupérieure[Fig-152].Ainsi il suffit dematérialiser
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ce faisceaulaseraumoyend’un supportopaqueplacéorthogonalementpar rap-
portàsadirectionpouravoir unereprésentationplusaccessibledela déformation
du matériaudetest.

z{ |

Fig } 152

La cible utilisée pour matérialiserla géométriede la structurede test peut
trèsbien êtreutiliséeen mêmetempspour réaliserla mesure.Un supportsemi-
transparent(commeun verredépoli) présentantà sasurfaceun quadrillagefin (
del’ordre de0.5mm ) suffit pourvisualiserl’ombre induitepar le faisceaulaser.
Il estmaintenantpossibledequantifierle déplacementde l’arêtesupérieure; dé-
placementengendréparlesforcesd’originemagnétique,commecelaestprésenté
idéalementsurlesdeuxfiguressuivantes[Fig-153& Fig-154].

Fig } 153 Fig } 154

Par exemple,la figure 153montrela projectionde la zonevoisinede l’arête
supérieureà l’état initial et la figure 154 présentecettemêmeprojectionsuiteà
la circulationdu courantdanslesdeuxbobinesdela structuredetest.Il apparaît
clairementquel’arêtesupérieures’estdéplacéede2 unités( 1 mm ).
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Fig ~ 155

Surcettephoto[Fig-155],lastructuredetestainsiquelesupportsemi-transparent
utilisépourvisualiserla géométriesontprésentés.Cemontageestassociéàunap-
pareilphoto(équipéd’un objectif destinéà la photomacroscopique)dont le rôle
seradedonneruneimageexploitabledela déformation.

3.4 Résultats expérimentaux associésà la fabrica-
tion du matériau de test

3.4.1 Mesuredu module d’élasticité longitudinale

Plusieursessaissontréaliséspourdifférentesconcentrationsdeliant (gélatine)
et il apparaîtquele comportementdumatériausanspoudredefer estrelativement
linéaireenfonctiondela dilution, commecelaestprésentédansle tableauassocié
àla figure156.Lesfortesdilutionsnesonttoutefoispasexploitablescarellespro-
duisentuncomposédontle démoulageesttrèsdifficile ; desrupturesinterviennent
trop facilement(annexe4.5).
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Fig � 156

Cespremiersessaispermettentdemettreaupoint la procéduredetestqui est,
dece fait, enmesuredegarantiruneprécisionmeilleureque10%sur la mesure
ducoefficientd’élasticité,àconditionderéaliseraumoins7 mesures.Cenombre
demesuresserajustifiéultérieurement.

Fig � 157

La figure157montreundesrésultatsd’unesériedetest.Le bonregroupement
desdifférentsessaisde compressionlaisseprésagerd’une bonneévaluationdu
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moduled’élasticité.En particulier, pourcesessais,le moduled’élasticitémoyen
estde25 500N/m2 avecuneprécisionde2500N/m2. Cetteprésentationesttrès
instructive car elle illustre une desdifficultés rencontréeslors desessais.Pour
chaqueessai,le moduled’élasticitéestcalculéenutilisantunerégressionlinéaire
associéeà la méthodedesmoindrescarrés.

essai courbe moduled’élasticité � N � m2 �
1 Data-1 24 544.
2 Data-2 25 173.
3 Data-3 26 120.
4 Data-4 24 227.
5 Data-5 25 588.
6 Data-6 26 046.
7 Data-7 25 750.

Fig � 158

Un examendétaillédecesrésultatsmetenévidencequela valeurla plusbasse
estobtenueparl’intermédiairedel’essai4 [Fig-158].Enexaminantplusendétail
l’enregistrement(Data-4)dansla figure159, il apparaîtquecet essaisedétache
trèsnettementdu groupementprincipal.

Fig � 159

Les valeursobtenuespour cet essaine sontpasplacéesaussialéatoirement
que les autres,mais suivent bien unedroite qui est légèrementdifférentede la
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tendanceassociéeauxautres.C’estcettedernièreremarquequi permetderejeter
l’expérimentationN � 4 etdenepasla comptabiliserpourle calculdela moyenne.
Commele montageexpérimentalest trèssensibleaux conditionsgéométriques,
l’une decellesci n’estcertainementpasrespectée.Cettedémarcheestdictéepar
la connaissancedesproblèmesassociésau moyen de mesure,et aussiissuede
la volontédevérificationde la méthodeexpérimentale.En effet, la validité de la
procédurevientdel’hétérogénéitédesmesureset toutécartpersistantparrapport
à la tendancepeutêtreassimiléàuneerreurdemanipulation.

Précédemment,uneremarquesurle nombredemesuresa étéfaite.La justifi-
cationdecenombrevamaintenantêtreabordée.Si la diminutiondel’incertitude
sur la valeurdu moduled’élasticitéestun objectif premier, alorsdeuxpossibi-
lités sontà étudier: unemodificationdu systèmede mesureou uneaugmenta-
tion du nombredemesures.La modificationdu mécanismeesttoujourspossible
mais induit dessolutionstechniquesqui sont hors de portée,comptetenu des
moyensdisponibles.Par exemple,il estinutile denier l’existencedefrottements
parasites.Le mouvementassociéauxsurfacesdecontactfait quela compression
n’est pasréellementuniforme. La partie supérieuren’exécutepasun déplace-
ment linéairemaisune rotation....Sur les équipementsde mesureutiliséspour
desmatériauxplusconsistants,cesproblèmessontpris encomptedèsla concep-
tion de l’appareil.Par exemple: le plateauinférieur estguidéen translationpar
desglissièresqui donnentà la surfacedecontactunelibertédemouvementdans
le planhorizontal.L’efficacitétechniquedecessolutionsn’estpasà remettreen
cause.Commeleur miseenoeuvreestrelativementdifficile dansle casprésent,
il fautsedemandersi ellessontbienadaptéesà un matériaucommecelui utilisé
pour les essais.Pourl’exempleutilisé, il n’est effectivementpasprouvéqueles
contraintestangentiellesparasitessoientannuléespar ce type de glissières.Par
contre,l’augmentationdu nombrede mesuresinduit mathématiquementunedi-
minutiondel’intervalled’incertitude.Cettepossibilitéestd’ailleurssystématique-
mentemployéepourlescontrôleseffectuésencoursdefabricationsurleschaînes
deproduction.Le principedescartesdecontrôleestprésentéd’unemanièretrès
didactiquedansl’ouvragedeR.SPIEGEL[27, SPIEGELR.-1992]maisd’autres
publicationsle complètent[28,VESSEREAU.A.-1986][29,AIVAZIAN.S.-1978]
[30, LIPSCHUTZ.S.-1978].Enquelqueslignes,envoici lesélémentsprincipaux.
Unesériedemesuresestréaliséesurun échantillonet commele nombredeme-
suresn’estpasinfini, l’écart typecalculéenutilisantcettesérien’estenaucuncas
l’écart typeréel.Toutefois,il estpossibledeconstruireun intervalledeconfiance
à partir de cet écarttype associéà cet échantillon.La théoriedespetitséchan-
tillons montrequecetintervalleestd’autantplusréduitquele nombredemesures
augmente.Avecun objectif deprécisionde10%surla mesuredu moduled’élas-
ticité, il apparaîtque7 essaisde compressionsuffisent.La miseen pratiqueet
l’explicationdecesrésultatssontdonnéesenannexe4.5.
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3.4.2 Mesuredu coefficientdeperméabilité relative

Cettepartieserabeaucoupplusréduite,carla conceptiondumoyendemesure
a mis enoeuvretouteunesériedesimulations,visantà s’affranchirdel’impréci-
siondecertainsparamètrescommela perméabilitérelativeducircuit magnétique,
ou au contraire,en prenantfinementen charge desphénomènesphysiquesdiffi-
cilementnégligeablescommeles fuites dansl’air. L’utilisation de la simulation
numériqueévitedefairedeshypothèsesrestrictivessurle comportementdumon-
tage.Cequi n’était pasle caspourle montageprécédent.La courbed’étalonnage
obtenueà partir dessimulationsnumériquespeutêtremiseenoeuvre.Toutefois,
plusieursessaissontréaliséspourvérifier la dispersiondesmesures.Dansunpre-
miertemps,le mêmematériauaétésoumisplusieursfois aumêmechampmagné-
tiquesansêtreretirédu moyend’essaiet aucunemodificationdecomportement
n’a éténotée.Par contre,si le matériauestretirépuis remisenplace,de légères
imprécisionsgéométriquessontinduitesetprovoquentunevariationdela tension
mesuréeauniveaudela bobinededétection.Cettevariationestfaible(del’ordre
de0.05voltspour2 volts) maiselleestsuffisantepourprovoqueruneimprécision
del’ordre de2%surla mesuredela perméabilitérelative (annexe4.6).

3.4.3 Mesuredu déplacement.

Cettedernièremesureestl’aboutissementdesessaisentrepris.Elle permetde
concluresur la validité d’une desformulationspour le calcul desforcesd’ori-
gine magnétique.Bien qu’elle soit importante,il ne faut pasen déduirequ’une
précisionextrêmeestrequisepourcettemesure.En effet, la démarcheconsistait
à trouver uneméthodequi amplifie les écartsentreles résultatsdesdifférentes
formulations.Pourchaqueformulation,unevaleurde déplacementestcalculée
aumoyend’unesimulation.Cettesimulationprendencomptela valeurdela per-
méabilitérelativeetla valeurducoefficientd’élasticitédumatériautest.Enconsé-
quenceuneerreurestassociéeà cedéplacementcalculé,car il estlié à cesdeux
paramètresexpérimentaux.Il suffit denepasavoir derecouvrementauniveaudes
valeurspossiblesdedéplacementspourpermettrela discrimination.

Parexemple,dansla figuresuivante[Fig-160],deuxdéplacementscalculésau
moyendedeuxformulationsdifférentessontprésentésdl1 et dl2.
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Fig � 160

Il estclair qu’unécartsignificatifexisteentrecesdeuxdéplacementscalculés,
maisil fautassocierà cescalculs,lesécartspossiblesintroduitspar les impréci-
sionssur les paramètresde la simulation.En particulier, il ne faut pasadmettre
derecouvrementdeszonesassociéesauxdéplacementspossiblescommecelaest
présentéà la figure161.
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Fig ¤ 161

L’erreursurle calculdu déplacementestdel’ordre de10 à12%,comptetenu
desimprécisionssurle moduled’élasticitéet dela perméabilitérelative.
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La mesuredu déplacementpossèdeelle aussisesimprécisions.Ellessontto-
talementindépendantesdesmesuresdeperméabilitéouducoefficientd’élasticité.
Le moyendemesureretenunepeutpasconcurrencerlesmachinesàmesurertridi-
mensionnelles,maisil esttoutefoissuffisantpourespéreratteindreuneprécision
del’ordre de2/10mm.Cetteméthodedemesurephotométriqueaétéprésentéela
premièrefois audeuxièmeséminaireinternationalsur lesvibrationset lesbruits
acoustiquesdesmachinesélectriquesà Lodz [49, BARRE.O-2000]et reprisepar
la suite[42, PARK.G-S.-2001].

La mesuredu déplacementestuniqueet doit êtrecomparéeauxzonesdedé-
placementspossibles,calculéesparl’intermédiairedessimulations.La figure162
permetdemieuxillustrer cepropos.

¥§¦$¨$©«ª"©¬¦$¯®<°�±¬®7²³±¬´&µ¢¶¸·«¦$¹Tº»²�±¬°Gª¼©¬¦$¾½À¿°Á¨À¨A¦$®7©¬´�ÂÃ±¬°Ä·«¦$¹TºÃ²�±¬°Gª¼©¬¦$¾½©¬>ª�µT¹ÆÅ�°G±«±¬µ�ÇÈµ3É§¹&´T®7©¬¨Ê© ¦Ê
+ 
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Fig Ò 162

Cetteillustrations’appuiesuruncasfavorableoùlesdeuxpositionsissuesdes
simulationssontbiendistincteset il y a absencederecouvrementdesintervalles
deprécision[Fig-162].La mesure,associéeà sonintervalle detolérance,montre
qu’il estimpossibled’obtenirla positioncalculée,associéeà la formulation1. Par
contre,la formulation2 estuneformulationqui estvalidéeparcetteexpérience.
Celamontrequedesperformancesfaiblespourdesmoyensd’essais,sonttoutefois
suffisantessi les imprécisionsliéesà ceséquipementssont intégréestrèstôt au
niveaudel’étude.
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3.5 Calcul du déplacementlié àchaqueformulation.

Les évaluationsdescaractéristiquesmécaniqueset magnétiquesdu matériau
sontintroduitesdansdessimulations,pourdéduireledéplacementassociéàchaque
formulation.Le moduled’élasticitédumatériauestde70000N/m2, saperméabi-
lité relativeestde3.1.Le courantdanslesenroulementsestde3A. Pourla partie
magnétostatique,le logiciel Opera3D estutilisé, et pour la partiemécanique,un
logiciel 2D suffit. Toutefois,commele matériauutilisé n’estpasconnudesbases
dedonnéesassociéesaulogiciel decalculmécanique,uneadaptationdoit êtreréa-
lisée.Il estainsipossibled’utiliser pour le calcul,un matériaudont le coefficient
d’élasticitéest1 000fois plusgrand,à partir du momentoù lesefforts appliqués
sont1 000fois plusgrands.

3.5.1 Courant volumique et courant surfacique.

Lesforcesd’origine magnétiquesontcalculéesà partir dela formulationpré-
sentéeauchapitre1.Comptetenudela perméabilitérelative,la répartitionspatiale
desforcessetraduitparla représentationsuivante[Fig-163] : ÓTÔ�ÕÐÖ3×ÙØÚØ

Fig Û 163 Fig Û 164

Sousunetelledistributiondecontraintesetpourunmatériaupossédantle mo-
duled’élasticitéprécité,la structuredoit sedéformerselonla géométrieassociée
à la figure164et présenterundéplacementlatéralde0.439mm.

3.5.2 Massesmagnétiquessurfaciqueset volumiques.

Lesforcesd’origine magnétiquesontcalculéesà partir dela formulationpré-
sentéeauchapitre1. la répartitionspatialedesforcessetraduitpar la représenta-
tion suivante[Fig-165].
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Fig Ü 165 Fig Ü 166

Aveccetterépartitiondecontrainteet pourun matériaupossédantle module
d’élasticitéprécité,la structuredéforméedevrait avoir la géométriesuivante[Fig-
166]et présenterun déplacementlatéralde0.320mm :

3.5.3 Dérivéede l’énergie.

Lesforcesd’originemagnétique,calculéesàpartirdela formulationprésentée
au chapitre1 sedistribuentsur la structurede test,sousforme de la répartition
présentéeà la figure167.

Fig Ü 167 Fig Ü 168

Associéeà un tel casde charge, la structuredevrait présenterla géométrie
associéeà la figure168.Celaimpliqueundéplacementlatéralde0.589mm :
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3.5.4 TenseurdeMaxwell Ý 1Þ
Lesforcesd’origine magnétiquesontcalculéesà partir dela formulationpré-

sentéeauchapitre1. la distribution desforcessetraduitparla représentationsui-
vante[Fig-169] :

Fig ß 169 Fig ß 170

Sousuntel casdechargeetpourunmatériaupossédantle moduled’élasticité
précité,la structuredéforméedevrait avoir la géométrieassociéeà la figure170et
présenterun déplacementlatéralde0.448mm :

3.6 Mesuredu déplacementexpérimental.

A l’aide de la méthodeprésentéedansle chapitreprécédent,la positionde
l’arêtesupérieureestobservéedansdeuxcasprécis.Le premier, pourun courant
nul dansles bobines,qui permetd’avoir la position initiale. Le deuxième,pour
un courantde 3 Ampèresdanscesbobines,pour avoir la positionfinale. Cette
position est celle qui est issuede la déformationdu matériauen présencedes
forcesd’origine magnétique.De cesdeuxpositions,il est facile d’en déduirele
déplacementde l’arêtesupérieure.C’estcedéplacementqui doit êtrecomparéà
touslesdéplacementscalculésauparagrapheprécédent.

Lescalculsdedéplacementsontréalisésà l’aide d’un logiciel, élémentsfinis,
reposantsur le principe que le matériauest linéaire.Cettehypothèsepeut être
expriméesousune autreforme : il est possibled’appliquersur ce matériaule
principede superposition.Bien quecetteremarquesembleévidente,elle va être
utiliséepouréviterdeprendreencomptela densitédu matériaudetest.

- Pouravoir la déformationduvolumedetest,il suffit desommertouteslesdé-
formationsissuesdetouteslescontraintesextérieures.Or l’action dela pesanteur
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est inclusenaturellementdanscescontraintesextérieures.La pesanteurestune
actionextérieurequi estprésenteen permanence...Commela déformationde la
structureestextrêmementfaible,cetteactionextérieuren’estpasremiseencause
par le déplacement.Donc, leseffetsde la pesanteursontlesmêmesenprésence
ou enabsencedecourant.En l’absencedecourant, la positiondu solidedetest
estle résultatdel’effet dela pesanteur. Il estpossibled’écrirequele déplacement
del’arêtesupérieureestproportionnelleà la pesanteur(3.5).

dl à f á pesanteurâ á 3 ã 5â
Suite à l’application du courantde 3 ampères,cetteposition est le résultat

del’action desforcesd’origine magnétiquemaisaussidela pesanteur. Le dépla-
cementassociéest toujoursproportionnelà la pesanteuret aux forcesd’origine
magnétique.Il estpossibled’écrire cettepropositionsousforme mathématique
(3.6).L’hypothèsedelinéaritépermetdemettresousuneautreformecetteéqua-
tion (3.7).

dl ä3à f á pesanteur å f orcesmagnetiquesâ á 3 ã 6â
dl ä1à f á pesanteurâ�å f á f orcesmagnetiquesâ á 3 ã 7â

Commela déformationassociéeà la pesanteurest indépendantedu courant,
mesurerl’écart entreles deuxpositionsrevient à mesurerle déplacementinduit
parlesforcesd’originemagnétique.

Fig æ 171 Fig æ 172

La figure 171 montrela situationinitiale du volumede testen l’absencede
courantdansles bobines.C’est aussila situationinitiale de ce volume associé
aux forcesextérieurestelle que la pesanteur. Enfin, la figure 172 montrela po-
sition finale du volumede testen présenced’un courantde 3 ampèresdansles
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bobines.De cesdeuxfigures,il estpossibled’en déduirele déplacementunique-
mentassociéauxcontraintesd’originemagnétique.Il estprésentéenfigure172et
il estdel’ordre de0.6mm.Ces0.6mm sedoiventd’êtrecomparésà touslesdé-
placementscalculésau paragrapheprécédent.Cettecomparaisonestsynthétisée
par l’intermédiairede la figure173et les résultatsfurent présentésen2003[73,
BARRE 0.-2003].
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Fig * 173

La figure 173 présentetoutesles positionspossiblesainsi que l’incertitude
provenantdesimprécisionssur la perméabilitérelative et sur le moduled’élasti-
cité.C’estd’ailleurscedernierparamètrequi estle pluspréjudiciable.Il apparaît
quela positionréelleduvolumedetestvalidela formulationassociéeà la dérivée
del’énergie. Il fauttoutefoisgarderà l’esprit quecettevalidationestprobabiliste.
Il y aprèsde9 chancessur10 pourquela formulationsoit la mieuxadaptée.

3.7 Conclusion

La vérificationexpérimentaledeséquationsassociéesaux phénomènesphy-
siquesest le souci premierde toutesles personnesdont le domained’activité
contientdessciencesphysiques.Dansle casdu génieélectrique,cettevérifica-
tion n’est pasaisée,car cettediscipline utilise desmoyenstechniquesqui sont
complexeset difficiles à modéliserdansleur globalité.Deshypothèsessont in-
troduitespourfournir, à l’aide dessimulations,desrésultatssurle comportement
deceséquipements.Unetelleprocédureesthélasdifficilementenvisageablepour
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validerlesformulationsintroduitesauchapitre1. En conséquence,unedémarche
spécifiqueestentreprisepourverifier leséquationsassociéesàunseulphénomène
physique.Il apparaîtquele résultatfinal permetdeconcluresur la validité d’une
desformulations.Toutefois,ce résultatreposesur la réalisationet la caractérisa-
tion d’un matériaunouveau.Cettenouveautéimplique la miseen placede mé-
thodesdemesureparticulières.Lesdifférentsparagraphesassociésà cechapitre
montrentquecetaspectn’estpasd’un abordévident.La précisionobtenuesurles
paramètresphysiquesdecenouveaucomposéestsuffisantepourpermettrela dis-
criminationdesformulations.Le parallélépipèdede testsedéformeen présence
d’un champmagnétiqueet la déformation,proposéeparla méthodedela dérivée
del’énergie,estplusprochedela réalité.Cetteméthode,repriseparA.BOSSAVIT
danssondiscoursd’introductiondu congrèsCOMPUMAG 2003,estd’ailleurs
utilisée pour les systèmesprésentantun comportementnon linéaire. Elle reste
par contreen concurrenceavec toutesles autresméthodesdansle domaineli-
néaire.Il està noterqueMAXWELL, danssonouvragederéférencesur l’élec-
tromagnétisme,proposaitd’utiliser lesméthodesénergétiquespourquantifierles
forcesd’origine magnétique[62, MAXWELL.J-C.-1873].Bien qued’autresfor-
mulationsserencontrentdansdespublicationsrécentes,l’essairéalisépeutservir
d’essaideréférence.Eneffet, il montrequepourdesmatériauxlinéaires,cesfor-
mulationssedoiventdedonnerle mêmerésultatanalytiquequeceluiproposépar
la méthodede la dérivéede l’énergie. Enfin, les méthodesbaséessur l’équiva-
lence,commelessourceséquivalentes,donnentdesrésultatséloignésdu résultat
expérimental.
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Conclusiongénérale

Uneinterprétationd’un mêmephénomènephysique,sousformedeplusieurs
formulations,n’est passouhaitable.Si ces formulationsne fournissentpas les
mêmesrésultats,il devientévidentquecertainesd’entr’ellesnepeuventpermettre
de prendreen comptece phénomène.Même si deserreurssont commises,il
convientdegarderàl’esprit quechronologiquement,lesgrandesrévolutionsscien-
tifiquesontétéentachéesd’erreursetqueleurvérificationexpérimentalenefut pas
aisée.Pourtraiterle problèmedecalculdesforcesengendréesparleschampsma-
gnétiques,uneapprochehorsnorme,voire éloignéede la doctrine,està utiliser.
Par exemple,un autrephénomènephysiquequi, a fait coulerbeaucoupd’encre,
peutservird’illustration. Il fautsesouvenir deGaliléeet desathéoriedela gra-
vitation. Danssondernierlivre, Discours concernantdeuxsciencesnouvelles, il
discutelonguementsur la chutedescorps.Il en arrive à la conclusionquedeux
objetsdemassedifférente,lâchésduhautd’un bâtiment,arriventenmêmetemps
ausol. La vérificationexpérimentaledecetteconclusionprésentebiendesdiffi-
cultésdemiseenpratique.Unebille enacierarrive un peuplustôt qu’uneboule
enbois légercommele balsa,les frottementsdel’air nesontpaspris encompte
dansceprincipe,mais,hélas,ils existentdansl’expérience.Donc,souscertaines
conditionsnonréalisablesà l’époque,cettethéoriepouvait s’avérerexacte.

Pendantplusieurssièclesla science,dut secontenterd’une théoriepresque
invérifiable et qui fut remiseen causepar la suite.Toutefois,cettethéoriesur
la gravitation avait commeprincipal avantaged’être non seulementmesurable:
toutemasseestsoumiseà la gravité ; maisaussid’affectertousles individusvi-
vantsurterre.Chaqueêtrehumainétaitunesorted’instrumentdemesureet pou-
vait ressentirleseffetsdela gravitation.Pourcequi estdeschampsmagnétiques,
la difficulté augmente.Le corpshumainne peutpasles ressentir. Par contre,les
courantsélectriquesne laissentpasindifférent le systèmenerveux humain.Les
premièresexpériencesvisantà mettreenévidenceles lois associéesauxchamps
magnétiquessefirent parl’intermédiairedescourantsélectriques.C’estcertaine-
mentunedesraisonsqui fait quela loi de Laplaceest toujoursutiliséecomme
préambule pour la présentationdesmachinestournantes.La tentationest donc
grandede gardercescourantspour expliquer les phénomènesmagnétiques.En
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effet un courantpouvait semesureralors qu’il était impossiblede quantifierla
matièrecomposantles aimantsnaturels.Cesremarquesont donnénaissanceau
premierchapitre.Celui-ci seproposaitdereprendrepasà pasla constructiondes
équationsrencontréesdansla majoritédespublications.

Un retourversla théoriedela gravitation montrequesonoriginen’a pasété
l’expérience,maisplutôt uneanalysephilosophique; l’idée d’uneterrerondefut
appuyéeparlesexamensdesautresplanètes.L’expérienceest,biensûr, undesélé-
mentsclefsdesthéoriesdeGalilée,maiscetteexpérienceaétéconçueenfonction
desmoyensde l’époque.En particulier, Galiléeavait réaliséun plan incliné sur
lequelunebille enacierpouvait rouleravecpeudefrottement.A desintervalles
précis,desclochesétaitposéeset un tintementsefaisaitentendrelors du passage
dela bille. Si la théoriedeGaliléeétaitbonne,le tempsséparantdeuxtintements
successifsdevait êtreconstant.Grâceà desexpériencesdecetype,l’universalité
dela chutelibre avu le jour. Il nefautpaspourautantcroirequecetteaventureest
terminée: le projet spatialMICROSCOPEsélectionnépar le CNESambitionne
detesterla théoriedela chutedescorpsà l’aide d’un équipementembarquédans
un satellite.L’examendeséquationsassociéesaux forcesd’origine magnétique,
nepeutfournir la réponsesur leur validité. Seule,la démarchepeutêtrevérifiée
et leshypothèsesassociées,êtremisesenévidence.C’estpourquoi,pourchaque
présentationde chaqueformulation,les conceptsqui ont donnénaissanceà ces
équationssont systématiquementsoulignés.Cet aspectest une particularitédu
premierchapitre,et permetdemieuxappréhenderla partieexpérimentale.

Dansle premierchapitre,il apparaîtquetoutesles formulationssontsujettes
à caution.Par exemple,la miseenéquationdu courantsurfacique,ou encoreles
hypothèsessur la nullité de certainesdérivéespartielles,quel’on rencontrelors
de l’utilisation du tenseurdeMaxwell... Touscesélémentsdonnentun caractère
inachevé à touteanalysepurementthéorique.Einsteinécrivait :“l’e xpérienceest
un juge impitoyablequi ne dit jamais“oui” à unethéoriemais“peut-être”et le
plussouvent“non” “. En conséquencedequoi, il estillusoire derechercherl’ex-
périenceultime qui validerauneformulationassociéeà un phénomènephysique.
Dansle meilleur descas,la réponsepositive de cetteexpériencene pourraêtre
associéequ’au“peut-être”!... Mais si elle estdiscriminante,elle répondracertai-
nement“non”... Le résultatd’une expériencen’est pasune preuve formelle de
la validité d’une formulation...Mais il estclair, quesi lesautresformulationsne
s’accordentpasavecl’expérience,ellesnepeuventêtreacceptées.

Dansle casde la vérificationdesformulationsdesforcesd’origine magné-
tique, les moyensactuels,et en particulier les outils de simulationnumérique
ont étémis en oeuvrepour concevoir uneexpériencequi départageles diverses
formulations.De nombreusesdifficultés furent levéesen utilisant cesoutils de
simulation,maisd’autresle furent plus intuitivement.Le deuxièmechapitreest
consacréà saconception,il seconclutpar la réalisationd’une structurede test
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et parla miseenévidencequ’un matériautotalementnouveau,doit êtrefabriqué.
La déformationdecematériauenprésenced’un champmagnétiquesertalorsde
moyendevalidation.Cetteexpériencenemetpasenjeuxdesmoyensimportants,
maiselle imposedesconnaissancesconnexes.L’obtentiond’un champmagné-
tiquehétérogèneestaisée,à conditiondenepasrequérird’intensitéélevée.Il est
clair queleséquipementsdeslaboratoiresAT&T pouvantgénérerplusieursTes-
lassontuniques[19,BOEBINGER.G.-1995]. Dejeuneschercheurs,parle passé,
ontobtenudesrésultatsenviéspardeslaboratoiresauxmoyensplusconséquents,
enutilisantdesmodesopératoireshorsnormesquele hasardavait placéssurleur
route.PierreGillesdeGENNES2 présented’ailleursl’un decesrésultatsdansson
ouvrage“Les objetsFragiles”.La bonneconnaissancedesphénomènesphysiques
mis enjeux peutparfoissuppléerà uneinstrumentationqu’il estpossibledequa-
lifier de sommaire.Pours’en convaincre,il suffit de regarderles photosprises
parlesphotographesprofessionnelsdansdesconditionstelles,qu’aucunsystème
automatisénepeutlesprendreencompte...

L’instrumentationentrepourunegrandepartdansla validationexpérimentale
desconceptsthéoriques.En donnantle prix Nobel à G.CHARPAK3, les physi-
ciensont remis en avant l’importancedessciencesbaséessur l’expérience.Le
troisièmechapitre,consacréà cetteexpérimentation,montrecommentil estpos-
siblededéterminerlesgrandeursphysiquesassociéesà cematériaunouveau.Là
encore,la nouveautédu matériaude testa conduità concevoir les équipements
de mesure.Suite à cettecaractérisation,il est enfin possiblede discriminerles
différentesformulationsprésentéesdansle premierchapitre.Chaqueformulation
propose,pourle matériaudetestenprésenced’un champmagnétique,unedéfor-
mationunique.Lesdéformationsassociéesàchaqueformulation,sontsuffisament
éloignéesles unesdesautrespour êtredifférenciées.L’expériencedonneuneet
uneseuledéformationqu’il conviendradecomparerauxdéformationscalculées.

Le résultatdécouvert à la fin du troisièmechapitre,certesintéressant,ne ré-
pondpasà toutesles questionsquel’on esten droit de seposer. La dérivéede
l’énergieestenbonneplacepourla quantificationdesforcesd’originemagnétique
maisellen’explique,enaucuncas,le pourquoioule commentduphénomène.Les
méthodesénergétiquesnepeuventen fait queconstaterl’évolution naturelledes
phénomènes.Par exemple,la combustiondu méthaneenprésenced’oxygènedé-
gagede l’énergie thermiqueet produit de la vapeurd’eauet du gazcarbonique.
Un bilan thermiquemontrebien quel’énergie perdueau niveaumoléculaireest
bien égaleà l’énergie thermiquedégagée.Mais il est impossiblede dire quels
atomesd’oxygènesecombinerontavec un atomede carbonepour réaliserune

2PierreGilles deGENNES,physicienfrançais,ProfesseurauCollègedeFrance,prix nobelde
physiqueen1991

3GeorgesCHARPAK, physicienfrançais,académicien,prix nobeldephysiqueen1992
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moléculedegazcarboniqueet ceuxqui participerontà la créationdesmolécules
d’eau...Comptetenudecetteremarque,la formulationénergétiqueprésentedes
difficultésd’utilisation... Assimiler la variationd’énergie au travail d’une force
est un choix et non une égalitévérifiée danstous les cas.La variation d’éner-
gie chimiqueassociéeà unecombustiondégagedel’énergie thermiqueet nonde
l’énergie mécanique...

Les perspectivessontnombreuseset ellespeuventêtreprésentéessousdeux
formesdifférentes.D’unepart,savoir calculerlesforcesd’originemagnétiqueest
unpréambuleàtouteconceptionouoptimisationdemachinesélectriques.D’autre
part,mêmesi le résultatnumériqueestimportant,la méthodel’est toutautantcar
elledonnedesinformationssurlesprincipesphysiquesmisenjeux.Parexemple,
lessystèmesdeconversiondel’énergie sonttousconçusavecun impératif com-
mun: le meilleur rendementpossiblea un coûtacceptable.Cetobjectif peutêtre
atteintde deuxmanièresdifférentes.Soit de nouvellesstructuresde conversion
sont développées,soit les anciennesstructuressont optimisées.Les nouveaux
moyensde transport,tels que ceux mis au point dansle cadredu MAGLEV,
montrentbien queles applicationsdeschampsmagnétiquesne sontpasencore
toutesexploitéeset les phénomènesmaitrisés[21, DONG-HUM.K-1996].Dans
les deuxcas,uneparfaite connaissancedesprincipesphysiqueset de leur mise
enéquationestrequise.Le génieélectrique,demêmequela physiqueappliquée
font partie de cesdisciplinesoù la validation expérimentaleest indispensable.
Toutefois,le génieélectrique,en tant quescienceindustrielle,estconfrontéen
permanenceà dessystèmesdanslesquelsplusieursprincipesphysiquessontmis
en oeuvreen mêmetemps.Pourconstaterles progrèsaccomplis,il suffit d’exa-
miner unemachinede GRAMME. La diminution de l’entrefer a conduità une
augmentationdurendementmaisacompliquéla compréhensiondesphénomènes
physiquesmis en oeuvre.En effet c’est la seulemachineélectriquequi peutse
prévaloir detournerà l’aide desforcesdeLaplace.

Pour conclurevis à vis deséquipementsréalisés,il semblaitvraisemblable
qu’ils ne soientplus jamaismis en oeuvre...Pourtant,le systèmede mesurede
la perméabilitérelative a étéutilisé dansle cadred’une modélisationpar réseau
deneuronesd’un cycled’hytérésis[72, ARNOULD.P-2000].Associerla concep-
tion d’équipementà un travail de recherchen’est pasunedémarchecommune.
D’ailleurs, qui reprocheraità un laboratoired’hésiterà investirdansdeséquipe-
mentsqui nepeuventêtreréutilisés? Par contre,la richessed’unetelle démarche
peutêtreutiliséecommesupportpour initier d’autrestravaux.A titre d’exemple,
le contenudecertainespublicationsa confortél’idée du matériaunouveauindis-
pensableaubondéroulementdecetteétude[66, ALEXEEV AG-1995].
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Chapitr e 4

Annexes

4.1 Validation du calcul 3D magnétostatiqueet vé-
rification du fonctionnementdu teslamètre.

L’objectif estd’évaluer l’approchemodélisationélémentfini en 3D et notre
aptitudeà calculerprécisémentunedistribution spatialed’un champmagnétique
à l’aide du codeemployé [69, OPERA2D/3D]. Pourcet essai,unestructurede
référenceestemployée: elle estconstituéede deuxbobinesde Helmotz.Cette
structurepeutêtreétudiéeanalytiquementet lesrésultatsqui ensontissuspeuvent
êtrecomparésà ceuxfournis par la simulation.Les calculssontcomparésà des
mesuresexpérimentaleset la chaînedemesuresestainsivalidée.Enfin,unevali-
dationdu calculdechampesteffectuéesurla structureemployéepourlesessais.

Lesbobinesde Helmotz.

Cettestructureest utilisée dèsqu’une expériencesimple doit être mise en
oeuvrepour valider les équationsassociantun courantet le champmagnétique
engendré.La géométrieretenueprésentedescaractéristiquesqui permettentde
calculerle champmagnétiqueselonl’axedesymétrie(z).
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Fig C 174

La figure 174 présentecettegéométrie.Deux bobinesplatesde rayon iden-
tique,r=6,5cm,sontplacéesàunedistancer l’une del’autre.Si cesdeuxbobines
sontparcouruespar un mêmecourant,alorsle champmagnétiquepeutêtrecal-
culéanalytiquementsurl’axezz’ etestconstantà l’intérieur decesbobines.Cette
structureestaussimodéliséesousformeélémentfini à l’aide du logiciel decalcul
dechampmagnétique.
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Fig C 175

L’intensitéduchampmagnétiqueestévaluéepourplusieurspositionssurl’axe
zz’ [Fig-175].Le tableauci dessousdonnelesvaleursobtenuesanalytiquementet
lesvaleursissuesdela simulation.

Position calculanalytique simulation
0 cm 3.9mT 3,9mT
1 cm 4,0mT 4,05mT
2 cm 4,1mT 4,1mT
3 cm 4,1mT 4,1mT
4 cm 4,1mT 4,1mT

Tab C 1
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Danscetableau[Tab-1],la trèsbonnecorrespondanceentrelesvaleursissues
du calcul analytiqueet les valeursprovenantde la simulationapparaîttrès clai-
rement.Cettetrèsbonneadéquationprovient d’une part, de la présentationdes
résultatsà0.1mT maissurtoutdel’utilisation, pourle calculanalytique,durayon
équivalent,fourni par le constructeur, pour les bobinesplates.Ce rayonn’a pas
d’existenceréelle,c’estun rayontout à fait virtuel qui estle rayonde la bobine
plateéquivalente.

Suite à cescalculs,desmesuressont réaliséessur le dispositif réel à l’aide
d’un teslamètre.Bien quela positiondela sondenesoit connuequ’à 1 mm près,
le champmagnétiquenevariequetrèspeuauvoisinagedel’axezz’.

Position Valeurmesurée Valeurcalculée
0 cm 3.71mT 3.9mT
1 cm 3.83mT 4.05mT
2 cm 3.86mT 4.1mT
3 cm 3.87mT 4.1mT
4 cm 3.84mT 4.1mT
5 cm 3.83mT 4.1mT
6 cm 3.72mT 4 mT

Tab Y 2

Le tableau2donneunetrèsbonneidéedesperformancesduteslamètre.Comme
il y a unetrèsbonneadéquationentrele calculanalytiqueet la simulation,il est
possibled’imputer l’erreur, entrela valeurmesuréeet la valeurcalculée,comme
étantuneimperfectiondel’appareildemesure.

Un élémentimportantpour un instrumentde mesureest sa linéarité,celle-
ci estvérifiéeau moyen d’un essai.Les résultatssontprésentésdansle tableau
ci-dessous[Tab-3].

position CourantenAmpère Valeurmesurée erreurdelinéarité
3,25cm 0 A 0 mT
3,25cm 1 A 1,29mT 0 %
3,25cm 2 A 2,58mT 0 %
3,25cm 3 A 3,89mT 0,5%
3,25cm 0 A 0,01mT

Tab Y 3

Il apparaîtimmédiatementque le teslamètrea une réponseparfaitementli-
néaire[Tab-3].Donc l’erreur précédentepeutêtreassociéeà unelégèreimpréci-
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sion sur un desamplificateursassociésà la chaînede mesure,et peutdoncêtre
compenséeparl’utilisation du facteurmultiplicatif 1.05.

Mesuresur le dispositif de test

Le dispositif réel est constituéd’une structureen tôle de transformateurde
perméabilitémagnétiqueparticulièrementélevée( µr Z 1000µ0 ). Deux bobines
encuivrecomportant120spireslui sontassociées,demanièreagénérerunchamp
magnétiquedansl’entrefer.

Fig [ 176

Référencesutiliséespourla figure176:
– 1 : Noyaumagnétique
– 2 : Bobinedecuivresupérieure( 120Spires)
– 3 : Bobinedecuivre inférieure( 120Spires)
– 4 : Volumedematériautest.

La figure176montrela structureutiliséepourlesessais.Commeil estimpossible
de calculeranalytiquementla valeurdu champmagnétiquedansl’entrefer, une
modélisationestfaiteà l’aide d’un codede calcul.La simulationréaliséeutilise
desélémentsquadrilatères,de 2 mm environ de côté,pour ceuxqui sontsitués
dansl’entrefer, et prendencompteun volumed’air avoisinant.La géométriedu
volumecompletestdonnéeparla figure177.
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Par simulation,il estpossibled’avoir la valeurainsiquela directionde l’in-
ductionmagnétiqueen tout point de l’entrefer. Toutefois,toutesles mesuresne
sontpasréalisables.En particulier, la composanteBy de l’induction magnétique
estmesuréeen despointsparticulierssur l’axe X et sesvaleurssontcomparées
auxvaleursobtenuesparsimulation[Fig-178].

h�i�jj

kl m�n

Fig g 178

La précisiondela positiondela sondeenhauteurestdel’ordre de1 mm.En
conséquence,la simulationserautiliséepour produireles valeursde By pourun
axe x à 14 mm du noyauet pourun axe x à 16 mm du noyau.Si lessimulations
sontfiables,lesvaleursmesurées[Tab-4]doiventtoujoursêtrecomprisesentreles
valeursissuesdesdeuxsimulations.
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Positiondela sondesurl’axex By mesuré
0 cm 10.93mT
1 cm 12.00mT
2 cm 12.05mT
3 cm 11.87mT

Tab o 4

- A unedistancede 14 mm du noyau inférieur, la simulationdonnele profil
suivantpourle moduledeBy [Fig-179].

Fig o 179

Pourexploitercettefigure,il fautvérifier quetouteslesvaleursmesuréessont
bieninférieuresauxvaleursissuesdela simulation.En effet, la sondeétantà une
hauteurlégèrementsupérieure,la valeurdeBy doit êtreinférieure[Fig-180].

Fig o 180
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- A unedistancede 16 mm du noyau inférieur, la simulationdonnele profil
suivantpourBy [Fig-181]

Fig p 181

Pourexploitercettefigure,il fautvérifierquetouteslesvaleursmesuréessont
biensupérieuresauxvaleursissuesdela simulation.En effet la sondeétantà une
hauteurlégèrementinférieure,la valeurdeBy doit êtresupérieure[Fig-182].

Fig p 182

Conclusion

Lesvaleursissuesdel’expérimentationsontenaccordaveclessimulationset
montrentquela simulationpermetd’avoir unebonneimagedela distribution de
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l’induction magnétiquedansl’entrefer.

4.2 Validation du calcul élémentfini enmécanique.

Les élémentsfinis sontmassivementutilisésen mécaniqueet font l’objet de
beaucoupd’attentionquantàlavalidationdescalculs.Toutefois,il convientdeno-
terquela validationd’un calculdedéplacementenélémentfini, nepeutenaucun
casêtreréaliséeparun calculanalytique,tel quecelui utilisé pour la détermina-
tion dela flècheassociéeàunepoutreencastrée.Eneffet, lesrésultatsanalytiques
sontissusdecalculssebasantsurdeshypothèsesdifférentes.Ils sontassociésà
la “résistancedesstructures”alorsquelescalculs,typeélémentfini, proviennent
de la “résistancedesmatériaux”.La différenceentrecesdeuxapprochesest la
nonpriseencompteducoefficientdePoissonpourla méthodeconduisantaucal-
cul analytique.En gardantà l’esprit cettedifférence,il est toujourspossiblede
comparerun résultatissude la résistancedesstructureset celui calculépar une
méthode,typeélémentfini.

Comparaisondesrésultats issusdesélémentsfinis et
du résultat provenantd’un calcul analytique.

Il sembleévidentdepenserqu’un nombreélevé d’élémentsva donnerun ré-
sultat très prochede la réalité. Mais, mêmeles résultatsanalytiquesne repré-
sententpasla réalité.

Fig q 183
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Associéeà la figure183,la courbe(data2)estle déplacementobtenudema-
nièreanalytique( il estévidemmentindépendantdunombred’éléments).La courbe
(data1)estle déplacementobtenuparcalcul,élémentfini, suiteaucasdecharge
présentéà la figure184.Il estclair qu’uneconvergencedecesdeuxcourbesap-
paraît,dèsque,plusde600élémentssontutiliséspourdécrirele volumederéfé-
rence.Mais il convient denepasperdredevuequecesdeuxcourbessontissues
d’hypothèsesdifférentesetqu’aucunedesdeuxnepeutêtreassimiléeà la réalité:
le calculanalytiqueneprendpasencomptele coefficient dePoissonet le calcul
numérique,typeélémentfini, esttrèsdépendantdu nombred’éléments.

Fig r 184

En conclusion,cettepoutreassociéeà la figure185estencastréeà gaucheet
estsoumiseàuneforceàsonextrémitédroitequi tendà la faireplier versle bas.

Fig s 185

Si le déplacementvertical de l’extrémitédroite estrecherchée[Fig-185], les
deux méthodesprécitéesvont donnerchacuneun résultat: 0.556mm pour les
élémentsfinis et0.5714mmpourla résistancedesstructures.Mêmesi lesvaleurs
dedéplacementsonttrèsvoisinesl’une del’autre, il fautgarderà l’esprit quedes
hypothèsesdifférentessontutiliséespourconduireàcesrésultats.

4.3 Influencedu coefficientde Poisson.

Le coefficient de Poissonpermetde prendreen comptela modificationdu
volume en fonction de la charge appliquée.Cela se traduit par l’apparition de
contraintesperpendiculairesau déplacement.Une hypothèseest poséepour ce
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coefficient : il estde 0.5. Cettevaleurest induite par la non compressibilitéde
l’eau qui composeen grandepartie le matériaude test. Il est toutefoisutile de
vérifier l’influencedu coefficientdePoissonsurle calculdu déplacement.

Évolution du déplacementen fonction du coefficient
dePoisson.

Un volumeconstituéd’un matériauhomogèneestmaillé sousforme de 500
éléments.C’estunepoutreencastréeàgaucheetsoumiseàunechargeponctuelle
àdroite.Suiteàcecasdecharge,elle vafléchir versle bas[Fig-186].

Fig t 186

Pourcemaillageet pourun casdechargeconstant,la flècheassociéeà cette
poutreestcalculéepourplusieurscoefficientsdePoisson.La valeurde la charge
ainsi quele moduled’élasticitén’ont pasd’importancecar seulel’évolution du
déplacementenfonctiondu coefficientdePoissonestrecherchée.

Fig t 187

La figure 187 présentel’évolution de la flècheen fonction du coefficient de
Poisson.Il apparaîtquepour unevariation importantede ce coefficient, de 0 à
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0.5, unevariationde l’ordre de 5% de la flècheestrencontrée.Donc utiliser un
coefficientdePoissonnul enplaced’un faiblecoefficient,ouuncoefficientde0.5
en placed’un coefficient importantne remetpasen causele calcul du déplace-
ment.

4.4 Influencedu nombred’élémentssur le calcul du
déplacement.

Le calculdu déplacementestimportantvis à vis desessais.Il n’estpassou-
haitablede prendreun nombred’élémentstrop important,car le maillagede la
frontièredu volumedu matériaude testestcommunavec la simulationen ma-
gnétostatique; et la densitéde ce maillageest limité, par le fait que le volume
modélisépour les phénomènesmagnétiques,prendaussien compteun volume
d’air avoisinant.En conséquence,il faut rechercherl’influencedu nombred’élé-
mentssurle déplacementissuducalcul,élémentfini mécanique.Pourrépondreà
cettequestion,un castestestétudiéet le déplacementestcalculépourplusieurs
densitésdemaillage.

Application desefforts sur la structur ede test.

La structuredetest,unsimpleparallélépipède,sevoit soumiseàuneactionde
compressionuniformesur l’un de sescotés[Fig-188]. Cetteactionengendreun
déplacementde la structure,et c’est le déplacementlatéralde l’arête supérieure
gauche,dl, qui estprisencompte[Fig-189].

dl

Fig u 188 Fig u 189
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Variation du maillage.

Le maillageest avant tout défini par l’intermédiairedu nombred’éléments
qui le compose.L’étudecommencepar un maillagepeudense[Fig-190], et se
poursuitenaugmentantle nombred’éléments[Fig-191].

Fig v 190 Fig v 191

Calcul du déplacementavecun casdechargeimposé.

A partir d’un casde charge constant,le logiciel de calcul fournit le déplace-
mentdel’arêtesupérieuregauche[70, RDM-Le MANS-2000].Le seulparamètre
qui évoluedanslessimulationsestle nombred’élémentsqui composele parallé-
lépipède,c’estàdire la densitédemaillage.
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Fig v 192
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En examinantlesrésultats[Fig-192], il apparaîttrèsvite quel’ordre degran-
deur, pourle déplacement,estatteintpourunnombretrèsfaibled’éléments(250-
300).Uneaugmentationdu nombred’élémentsneseraplussignificative à partir
de500éléments.

4.5 Mesure du module d’élasticité du matériau de
testpour uneconcentrationde liant variable

Le matériaude testestunecompositionde gélatinediluéedansde l’eau. Le
résultatestun matériaucompositehomogènede moduled’élasticitétrèsfaible.
Toutefois,ce moduled’élasticitédoit dépendredesproportionsde matièrepre-
mièredansle mélange.Il estutile deconnaîtrel’évolutiondescaractéristiquesdu
matériauen fonction de la concentrationde liant. En particulierplusieursques-
tionsvontêtreabordées:

- quelmodeopératoireva limiter la dispersiondesmesures.
- commentfairepouratteindreuneprécisiondel’ordre de10%pourle module

d’élasticité.

Rappelde la procédurede test.

Un essaidecompressionsuruneéprouvettede matériaude testdont la géo-
métrieestdonnéeci- dessousestréalisé[Fig-193].

14 mm

15 mm

Fig w 193

Vis àvis decettegéométrie,il esttrèssimpled’endéduirela surfaceencontact
aveclesplateauxhorizontaux: 0.000706857m2 (πr2). Le calculdela déformation
seradela formeε xzy x{ 14si y x estexpriméenmm.Commebasedetravail, un
volumede11 ml d’eauestassociéà uneplaquede30 cm2 degélatine.Pourfaire
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varierla concentrationdu liant, il suffit defairerevenir à l’état liquide le cylindre
detestet de lui ajouter11 ml d’eau,ou un multiple decevolume,pourpasserà
l’essaisuivant.

Déplacementen fonction de la charge.( dilution = 1 )

– Cet essaiva êtremis à profit pour montrerqu’un simpleretournementde
l’éprouvetteprovoqueunevariationimportantedu moduled’elasticitéme-
suré.

Plusieursessaissontréalisés,demanièreà pouvoir évaluerla précisiondesme-
sures.La charge(masse)estdonnéeengrammeset le déplacement(dx) en1/100
demm.Lesrésultatsassociésàces7 essaissontprésentéssousformed’un tableau
demesures[Tab-5.aet Tab-5.b].

masse(g) essai-1 essai-2 essai-3
dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)

0 0 0 0
10 2.5 2 2.1
20 5 5 5.2
30 7.5 7 8.1
40 10.2 9.9 10.1
50 13 12.8 13

Tab | 5 } a
masse(g) essai-4 essai-5 essai-6 essai-7

dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)
0 0 0 0 0
10 2 2.5 2.8 2
20 5 6 5 5
30 8 8.5 7.8 8
40 11 11 11.7 11.2
50 14 14.2 15 15

Tab | 5 } b
Commelasurfacedecontactestconnue,il esttrèsfaciledecalculerlacontrainte

de compressionainsi que la déformation.Cesrésultats,contrainteset déforma-
tions,apparaissentdansle tableau6 [Tab-6.aetTab-6.b].
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contrainte~ N � m2 � essai-1 essai-2 essai-3
déformation déformation déformation

0.00 0.00 0.00 0.00
138.78 0.00178 0.001428 0.0015
277.56 0.00357 0.003571 0.003714
416.34 0.005214 0.005 0.005785
555.12 0.007285 0.007071 0.007214
693.9 0.009285 0.009142 0.009257

Tab � 6a

contrainte~ N � m2 � essai-4 essai-5 essai-6 essai-7
déformation déformation déformation déformation

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
137.78 0.001428 0.001785 0.002 0.001428
277.56 0.003574 0.004285 0.003571 0.003571
416.34 0.005714 0.006071 0.005571 0.005714
555.12 0.007857 0.007857 0.008357 0.008
693.9 0.01 0.01014 0.010714 0.010714

Tab � 6b

Pourchaqueessai,on peutcalculerle moduled’élasticitéenutilisant lesmé-
thodesde régressionlinéaireet les résultatssontdonnéspar l’intermédiairedu
tableau7 [Tab-7].

essai� 1 75101 N � m2

essai� 2 75536 N � m2

essai� 3 73928 N � m2

essai� 4 67778 N � m2

essai� 5 68545 N � m2

essai� 6 64480 N � m2

essai� 7 63902 N � m2

Tab � 7

Les essais1 à 3 et 4 à 7 sontréalisésdansles mêmesconditions.Toutefois,
entrel’essai3 et 4, l’éprouvetteestretournéepourévaluerl’influencedesmani-
pulations[Tab-8].
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Moduled’élasticité
ValeurMoyennedel’échantillon � N � m2 � écarttypedel’échantillon

essai1 à3 74 855 831
essai4 à7 66 176 2325

Tab � 8

Il estclair quelesmanipulationsinterviennentdemanièreimportantedansla
mesure.En particulier, cetteopérationderetournementpeutêtreutiliséepourvé-
rifier le modeopératoire.Unetropgrandedifférencedanslesmodulesd’élasticité
peutavoir commeorigineunemauvaisemanipulation.

– Enconclusion,la valeurmoyennedumoduled’élasticitéassociéàcetessai
estdel’ordrede71000N/m2 ; unmoyendevérificationdubondéroulement
del’essaipeutêtreobtenuenretournantl’éprouvetteet ceretournementne
doit pasengendrerdevariationimportante.

Déplacementen fonction de la charge.( dilution = 2 )

– Cetessaivaêtremisàprofit pourmontrerqu’uneprécontrainteplusimpor-
tantepeutsuffire à retrouverdesconditionsplusfavorablesdemesuresuite
àun retournementdel’éprouvette.

Plusieursessaissontréalisésde manièreà pouvoir évaluer la précisiondesme-
sures,maiscettefois, uneprécontrainteplus importanteestprésente(30 à 40 g).
La charge(masse)estdonnéeengrammeset le déplacement(dx) en1/100demm
[Tab-9aet Tab-9b].

masse(g) essai-1 essai-2 essai-3
dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)

0 0 0 0
10 3.5 3.5 4
20 8 8. 7.5
30 13 12.5 11.5
40 17 15.5 16.5
50 21.5 21. 20.

Tab � 9 � a
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masse(g) essai-4 essai-5 essai-6 essai-7
dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)

0 0 0 0 0
10 3 3 4 4.1
20 8 9 8.5 9.
30 12 12 13 12.5
40 17 16 17.5 18
50 21 20.8 21.5 23.

Tab � 9 � b
En suivant la mêmeprocédurequecelle employéeau paragrapheprécédent,

il esttrèsfaciledecalculerla contraintedecompressionainsiquela déformation
[Tab-10.aet Tab-10.b].

contrainte� N � m2 � essai-1 essai-2 essai-3
déformation déformation déformation

0.00 0.00 0.00 0.00
138.78 0.0025 0.0025 0.002857
277.56 0.005714 0.005714 0.005356
416.34 0.009285 0.008927 0.008213
555.12 0.01214 0.01106 0.01178
693.90 0.01535 0.015 0.01428

Tab � 10� a
contrainte� N � m2 � essai-4 essai-5 essai-6 essai-7

déformation déformation déformation déformation
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

138.78 0.002142 0.002142 0.002857 0.002928
277.56 0.005714 0.006428 0.006071 0.006428
416.34 0.00857 0.00857 0.009285 0.008928
555.12 0.01214 0.01142 0.01249 0.012
693.90 0.015 0.0155 0.01535 0.01725

Tab � 10� b
Pourchaqueessai,le moduled’élasticitéestcalculéenutilisant lesméthodes

derégressionlinéaire[Tab-11].
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essai� 1 44441 N � m2

essai� 2 46736 N � m2

essai� 3 48055 N � m2

essai� 4 45460 N � m2

essai� 5 45173 N � m2

essai� 6 44599 N � m2

essai� 7 41873 N � m2

Tab � 11

L’éprouvette a été retournéeplusieursfois. Mais en imposantune précon-
trainteplusforte. Il n’apparaîtpasdegroupementdemesurescommeprécédem-
ment.

– Enconclusion,la valeurmoyennedumoduled’élasticité,associéàcetessai,
estde l’ordre de45 000N/m2 et la précontrainteestsuffisantepouréviter
desregroupementsdemesure.

Déplacementen fonction de la charge.( dilution = 3 )

– Cetessaiva êtremis à profit pourévaluerla précisionassociéeaumodule
d’élasticité.

Pourcesessais,la précontrainteestappliquée.La charge (masse)estdonnéeen
grammeset le déplacement(dx) en1/100demm[Tab-12.aet Tab-12.b].

masse(g) essai-1 essai-2 essai-3
dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)

0 0 0 0
10 6.2 7 8
20 15 15 14.5
30 22.2 23 21
40 31 31 29
50 39 38 x

Tab � 12� a
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masse(g) essai-4 essai-5 essai-6 essai-7
dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm) dx (1/100mm)

0 0 0 0 0
10 8 8.2 7 7.2
20 16.5 15.3 14.9 15
30 25 22.5 22 22
40 32 31 30 29.5
50 40 38 37 38

Tab � 12� b
La présencede deuxgroupementsdifférentsestplus difficile à observer. Le

retournementdel’éprouvetteestréaliséàpartirdel’essai4. Uneformegraphique
decesrésultatsestprésentéeparl’intermédiaredela figure194.
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Data1 Data2 Data3 Data4 Data5 Data6 Data7 Fig � 194

Il esttrèssimpledecalculerla contraintedecompressionainsiquela défor-
mation.Lesrésultatsdecescalculssontmissousla formedutableau[Tab-13.aet
Tab-13.b].

contrainte� N � m2 � essai-1 essai-2 essai-3
déformation déformation déformation

0 0 0 0
138.78 0.004428 0.005 0.005714
277.56 0.010714 0.01071 0.010357
416.34 0.01585 0.01642 0.015
555.12 0.02214 0.02214 0.020714
693.9 0.02785 0.02714 0.02714

Tab � 13� a
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contrainte� N � m2 � essai-4 essai-5 essai-6 essai-7
déformation déformation déformation déformation

0 0 0 0 0
138.78 0.005714 0.005857 0.005 0.005142
277.56 0.001178 0.01092 0.01064 0.010714
416.34 0.01785 0.01607 0.01571 0.01571
555.12 0.02285 0.02214 0.02142 0.021071
693.9 0.02857 0.02714 0.02642 0.027142

Tab � 13� b
Et sousformegraphique[Fig-195].
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Pourchaqueessai,on peutcalculerle moduled’élasticitéenutilisant lesmé-
thodesde régressionlinéaire.Cesrésultatssontassociésau tableau14. Il està
remarquerquela sériedemesuresN � 4 s’éloignedesautres.

essai� 1 24544 N � m2

essai� 2 25173 N � m2

essai� 3 26120 N � m2

essai� 4 24227 N � m2

essai� 5 25588 N � m2

essai� 6 26046 N � m2

essai� 7 25750 N � m2

Tab � 14

Si le calculde l’écart typeassociéà cetéchantillonestréaliséenutilisant les
7 mesures,il estde734N/m2. Par contre,si le résultatissude la sérieN � 4 n’est
paspris encompte,l’écart typeestpluspetit et il vaut: 594N/m2.
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Maiscetécarttype,calculéàpartir del’échantillon,n’estpasl’écart typeréel
associéausystèmedemesure.Il estpossibled’avoir uneestimationdecetécart
type avec un certainintervalle de confianceen utilisant la distribution du Khi-
deux.Danscetteméthode,il fauttenir comptedunombredemesures.

En utilisantlesrésultatsassociésautableau14 et enommetantl’essaiN � 4, il
estclair quel’écart typeissudel’expérienceestplusfaible.Mais l’absenced’un
essaiengendre-t-iluneaugmentationimportantedel’intervalledeconfiance?

L’une desbornesde l’intervalle deconfiancede l’écart typeestdonnépar la
relationci dessous:

ŝ � s

�
N � 1
χx

Dansle casprésent,si la limite deconfiancesurl’écart typeestde95%,alors:

χx � χ0 � 05 � 1 � 15pourN=6 et χx � χ0 � 05 � 1 � 64pourN=7.

nombre écarttype estimationdel’écart type
demesures del’échantillon ( Limite deconfianceà95%)

6 594 1191
7 734 1096

Tab � 15

Il apparaitque,mêmeavecunemesurequi sembleerronée,l’écart typeestimé
associéaux7 mesuresestencorefavorable.Choisirun intervalle deconfiancede
95 % permetd’avoir un bon niveaude probabilitésur la connaisancede l’écart
typeréel   σ ¡ .

Cet écart type peut maintenantêtre mis à profit pour donnerune informa-
tion sur la précisiondu moduled’élasticité.En associantà la valeur moyenne
du moduled’élasticitéunetolérancede +/- 2σ, la probabilitéd’avoir le module
d’élasticitédanscetintervalleestde90%(0.952).

E = 25 349N/m2 +/- 2 192N/m2

– Enconclusion,la valeurmoyennedumoduled’élasticitéassociéàcetessai
est de l’ordre de 25 000 N/m2 et la précisionsur cettevaleur, avec une
probabilitéde90% estdel’ordre de2 200N/m2. Il apparaitquela précision
surle moduled’élasticitéestmeilleureque10% (8.8% réel).
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Conclusionsur le moduled’élasticité en fonction de la dilution.
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Fig ¢ 196

Le moduled’élasticitéestproportionnelà la quantitédeliant [Fig-196].

Conclusionsur la précision du systèmede mesure.

Une précisionde10 % estsouhaitable.Il apparaîtquecetteprécisionestat-
teinteàpartirdumomentoùunnombred’essaissuffisantestréaliséetqu’unepré-
contrainteestappliquéeauniveaudel’éprouvette.La dernièreexpériencemontre
qu’avec7 essais,le moduled’elasticitéestconnuavec uneerreurde 8.8 %. Par
contre,le tropfaiblemoduled’élasticité,associéaumatériau,le rendplusdifficile
àmanipuler.

4.6 Mesure de la perméabilité relativeà l’aide de la
mesure desDDP fournies par la bobine de dé-
tection

Le matériaudetestestunecompositiondegélatine,diluéedansdel’eau,as-
sociéeàdela poudredefer. Uneéprouvette,detaille suffisantepourréalisertrois
échantillons,estutiliséepour vérifier la dispersiondesmesuresde perméabilité
relative.
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Rappelde la procédurede test.

Il fautmesurerla ddpauxbornesdela bobinededétectionavecet sansmaté-
riaudetestdansl’entrefer, alorsqu’uncourantsinusoïdalde0.5Aeff estappliqué
auxdeuxautresbobines.La structurecomplèteretenuepourcesessaisestprésen-
téeenFigure197.

Fig £ 197

La ddpestmesuréeà l’aide d’un voltmètreet c’est la valeurefficacedecette
tensionqui seraretenuecommegrandeurreprésentative du flux circulantau ni-
veaudela bobinededétection.Le courantdanslesdeuxenroulementsprincipaux
estmaintenuconstant.. Pourun courantsinusoïdaldanslesenroulementsprinci-
paux,unetensionsinusoïdaleestprésenteauniveaudela bobinededétectionsi le
systèmeauncomportementlinéaire.Le comportementlinéairedela structureest
vérifié à l’aide d’un oscilloscope.Pourvérifier si un signalestsinusoïdal,il suffit
devisualiserla différenceentrecesignalet un signalderéférencesinusoïdal.Le
résultatestunsignaldontla valeurestnulleà tout instant.

essai-1

La tensionàvide estdeV1=1.41Volts.
En présencedematériaudetest:
2.01Volts
2.02Volts
2.01Volts

Moyenne: V2=2.01Volts

essai-2

La tensionàvide esttoujoursdeV1=1.41Volts

173

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


En présencedematériaudetest:
1.99Volts
1.97Volts
1.99Volts
Moyenne: V2=1.99Volts

essai-3

La tensionàvideestdeV1=1.41Volts
En présencedematériaudetest:
2.01Volts
2.02Volts
2.02Volts
Moyenne: V2=2.02Volts

Utilisation de la courbed’étalonnage[Fig-198]

Perméabilitérelative

Rapportentrele flux mesuréenprésencedumatériau
testet le flux mesuréenprésenced’air

Fig ¤ 198

Le moyen d’essaiainsi quela courbed’étalonnagesontprésentésau niveau
du chapite3 paragraphe3.1. En conséquence,on selimitera à sonexploitation.
Commela tensionrelevéeaux bornesde la bobinede détectionestproportion-
nelleauflux, le rapportentrele flux mesuréenprésencedu matériaudetestet le
flux mesuréenprésenced’air peutêtreassimiléàV1/V2. Enparticulier, entre1.3
et 1.9, la courbepeutêtremodéliséesousla formeµr ¥ 3 ¦ 132108§©¨ V1ª V2«¬¤
2 ¦ 466108. L’utilisation decetteéquationconduitauxrésultatsassociésautableau
[Tab-16].
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V1 V2 V1 V2 µr

2.01Volts 1.41Volts 1.42 1.9814
1.99Volts 1.41Volts 1.40 1.9188
2.01Volts 1.41Volts 1.42 1.9814

Tab ® 16

A partir decestrois essais,unereprésentationgraphiquemontrantla disper-
siondela mesurepeutêtreconstruite[Fig-199].

Fig ® 199

Unevaleurmoyennede1.960pour la perméabilitérelative estobtenue.Il est
aussipossibled’endéduireun intervalledeconfianceenutilisantla méthodepré-
sentéeauparagraphe4.5.NeufmesuresdeV2 sontréalisées.L’écarttypeassociéà
cetéchantillonestde0.0165.Avecunelimite deconfianceà95%,uneestimation
de l’écart type ¯ σ ° estde0.017.La faiblevaleurdecetécarttypeestimémontre
qu’uneprécisionde2 σ (0.034)conduità uneprécisondel’ordre de1,7% surla
perméabilitérelative.

Conclusionsur lesessais.

Avecuneprécisonde8,8% surle moduled’élasticitéetuneprécisionde1,7%
sur la perméabilitérelative, il estpossibled’espéreruneprécisionde l’ordre de
10 % surle calculdela déformation.
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