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Chapitre 1

Introduction

Depuis quelques décennies le monde de I'industrie est soumis & une évolution sen-
sible du contexte économique due & une forte concurrence mondiale et aux variations de la
consommation.

Ces pressions entrainent une évolution de la physionomie des entreprises dont le
souci est de continuer de réaliser des projets au sein de ce milieu économique.

D’une part, la situation de crise cyclique induit une réduction des cofits. D’autre
part les variations fréquentes de la demande des consommateurs exigent une adaptation
rapide de la production. Dans ce sens, les entreprises ont évolué en adoptant de nouvelles
stratégies de production avec des budgets limités. Ces différentes stratégies de production
se traduisent par difféerents profils d’ateliers de production. C’est par exemple le cas avec
Papparition du « flux tendu » (ou « zéro stock ») méthode pour laquelle le stock est réduit
au minimum requis.

Concrétement, ces contraintes induisent des mutations internes. Les ateliers de
production, selon une vision globale, sont constitués d’'une composante humaine et d’une
composante matérielle. Les effets des restrictions budgétaires et de la demande d’une pro-
ductivité accrue ont induit dans un premier temps la diminution de la composante humaine
au profit de la composante « matérielle », notamment pour les taches simples et répétitives.
Dans un second temps, 1’évolution récente des techniques et de la consommation a engendré
des machines moins spécialisées, permettant d’introduire la flexibilité au sein des ateliers de
production donnant ainsi naissance aux: « ateliers flexibles de production ». Cette flexibilité
opératoire, & laquelle 'homme est & nouveau associé, est un vecteur de complexité & tous

les niveaux et en particulier lors de ’élaboration de la planification des taches, phase qui
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demande une bonne connaissance de ’atelier flexible de production.

La complexité inhérente & la planification des taches est source de partenariat
entre les entreprises et les centres de recherche afin de résoudre des problémes de plus en
plus difficiles, comme c’est le cas pour le probléme de I'ordonnancement connu pour étre de

trés grande complexité [CC88a, SU8Ya).

1.1 Contexte de production manufacturiére

Ce type de systéme est I'un des centres d’intérét majeur de l'équipe Systéme
4 Evénements Discret (SED) du Laboratoire d’Automatique et d’Informatique de Lille
(LAIL). Nous considérons dans cette thése la classe des Systemes Flexible de Production
Manufacturiére (SPFM). Ce type d’atelier respecte des hypothéses de fonctionnement que
nous décrirons plus précisément par la suite.

Les SPFM transforment des matiéres premiéres pour obtenir un produit manufac-
turé [Bon87]. Une étude préliminaire permet de mettre en oeuvre un processus de fabrication,
c’est-a~dire une suite d’opérations successives que doivent subir les matiéres premiéres pour
aboutir au produit final. Cette phase préliminaire correspond & la planification des taches. Le
résultat de cette étude permet d’appréhender les contraintes matérielles et les contraintes
structurelles liées & la production. Celles-ci font apparaitre deux thémes de réflexion. Le
premier concerne le matériel nécessaire pour la phase de production avec notamment I'uti-
lisation de machines multi-taches et des moyens de transport caractérisant la flexibilité de
I’atelier étudié. Puis, la planification des usinages met en évidence les ordres partiels des usi-
nages & réaliser. Ainsi de nombreuses décisions devront étre prises pour l'élaboration d'une
commande de notre systéme.

La flexibilité, point central de notre étude, se situe & plusieurs niveaux: que ce
soit dans la variation de la demande ou dans le fait que les piéces & produire ne subissent
plus la méme planification, ce qui conduit vers une étude fondamentale de 'atelier afin
de faciliter I’adaptation de l'atelier de production aux différentes variations possibles. Au
niveau des machines multi-taches, le séquencement de celles-ci n’est pas unique. Enfin, lors
de l'utilisation de moyens de transport qu’il convient d’organiser et de piloter selon une
stratégie réfléchie.

Cette bréve description permet d’introduire d’emblée la complexité inhérente a ce

type de probléme. En effet, la combinatoire des choix est trés importante au sein de l'atelier
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dont I'objectif est de produire différents types de produits manufacturés. Mais ceci peut étre

répété un grand nombre de fois lors d’une production en moyenne ou grande série.

1.2 Le systéme de production flexible et manufacturier

Aprés une bréve description du contexte et des raisons qui justifient I'intérét d’un

tel modéle, nous définissons la notion de SFPM telle qu’elle sera utilisée par la suite:

Définition 1 Un SFPM est caractérisé par:
— les différentes piéces produites selon des gammes bien définies;
- les ressources machines qui peuvent étre partagées entre plusieurs tdches.

On distingue les ressources opératoires qui modifient l'état de la piéce (notamment les as-

semblages) et les ressources de transport qui n’affectent que la position des piéces.

Ainsi, les SFPM disposent-ils de ressources finies telles que des stocks intermeé-
diaires, outils, palettes ... L’élaboration du pilotage sur ce type de systémes joue un roéle
essentiel. C’est le cas notamment du séquencement des ressources partagées qui assure un
comportement logique correct pour approcher la « meilleure performance ». Dans ce sens,
une bonne représentation du comportement dynamique de ces systémes est requise pour op-
timiser un fonctionnement paralléle d’entités indépendantes qu’il convient de synchroniser
de fagon rigoureuse.

Nous sommes donc amenés & choisir un modéle qui intégre toutes les caractéris-

tiques et tous les paramétres de pilotage du SFPM:
— les flexibilités des gammes opératoires : parallélisme, séquencement des opérations;
— les flexibilités au niveau des ressources: paramétrage des machines et affectation ;
— les flexibilités du transport: palettes, chariots filoguidés . ..
Ceci nécessite une modélisation claire et susceptible de prendre en compte globa-
lement ces différents points de vue.
Les réseaux de Petri (RdP), utilisés depuis plus de vingt ans par ’équipe SED
du LAIL, sont trés certainement 'un des principaux modéles de références pour spécifier,

analyser et optimiser les performances des SFPM. C’est dans ce sens que le LAIL a contribué

au paradigme RdP. Leur formalisme est présenté en annexe.
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1.3 Cadre de I’étude

1.3.1 Introduction

Les hypothéses de production sont essentielles lors de la phase d’étude préliminaires

d’un systéme de production. Elles possédent deux intéréts majeurs:

— elle participe & la conception des SFPM;

— elle permet de rendre les résultats accessibles et effectivement utilisables.

Ce fut 'objet d’un projet développé a partir de 1981 au sein du laboratoire d’auto-
matique et d’informatique de Lille, nommé Conception Assistée de Systémes de Production
Automatisés dans I'Industrie Manufacturiére (CASPAIM). L’outil de modélisation est basé
sur les réseaux de Petri [ST96a, ST96b]. Le but de ce projet est donc de concevoir un SFPM
et d’en analyser les propriétés (vivacité, finitude ...) avec un objectif final d’évaluation des
performances. Ainsi, ’idée directrice de ce projet est I'élaboration du pilotage d’un SFPM.
L’élaboration de la commande est réalisée par l'ordonnancement des machines et se réduit
& la transformation du modéle RAP initial en un graphe d’événements. Nous pouvons citer
|GBKS8S8, Kas88, Boi91, Ham91, Cru91, Tog92, Bou93, EK93, Ama94, Aus94, Cra94, Huv94,
Ohl95, Taw95, Cas96, Ker96, Cam97].

1.3.2 Hypothéses de production

Lors de la modélisation, plusieurs étapes permettent d’élaborer le réseau de Petri
final. La premiére phase consiste en I'identification des différents systémes opératoires selon

trois points de vue complémentaires :

~ le point de vue piéce dont le processus de fabrication est représenté par des gammes

flexibles modélisées par RdP ;

— le point de vue fonctionnel et opérationnel qui utilise également les RAP dans la
caractérisation du comportement dynamique des ressources opératoires et du réseau

de transport ;

— le point de vue pilotage dont le but est d’élaborer une commande permettant une

production spécifiée.



1.3. CADRE DE L’ETUDE 5

Commengons par rappeler les principales caractéristiques de la modélisation des
gammes opératoires. Nous supposons que l'on dispose de la planification de production de
chacune des piéces, nous partons ainsi des gammes flexibles.

Cette premiére phase constitue un probléme de pilotage. Les gammes opératoires
sont flexibles, c’est-a-dire que plusieurs opérations peuvent étre permutées faisant apparaitre
un ordre partiel au sein de la gamme de production. Donc le but de cette phase est d’élaborer
une commande globale dans les gammes du systéme du SPFM. Cette commande sera fonc-
tion de la nature ou des types de piéces & produire et du nombre d’exemplaires & produire
selon le carnet de commande. L’effet de 1’élaboration d’une commande sera la minimisation
du temps de cycle mais aussi la minimisation des cotits de production (des en-cours utilisés)
et aussi une diminution significative de la complexité de la recherche d’un ordonnancement.

Cette problématique, qui prend en compte les principaux objectifs d’'une produc-
tion industrielle, a fait l'objet de recherches au sein de I'équipe SED du LAIL. Elle fut
abordée par Harald Ohl [Ohl95] poursuivie par Hervé Camus [Cam97] avec un objectif d’in-
formatisation de la méthode et Ouajdi Korbaa [Kor98| dans le but d’étendre et compléter
les résultats en vue de 'implantation dans le projet CASPAIM. Ces travaux ont permis
de linéariser des gammes & partir d’optimisations fines qui conservent dans l'optimisation
réalisée tous les parameétres de décisions stratégiques devant conduire & P'optimisation dans
une seconde phase des ressources de production et de transport. Le principe de ces travaux
repose sur une méthodologie structurée en vue de ’évaluation de performances et de I'ordon-
nancement des SFPM. La résolution des flexibilités est réalisée a I'aide d’une heuristique,
celle-ci s’applique de maniére progressive par la mise en ceuvre de politiques de placements
dont le but est de résoudre les différents choix 4 effectuer tout au long de la modélisation, en
commengcant au niveau des prises de décisions sur les ordres partiels des gammes, puis sur
le routage des ressources et enfin lors de la prise en compte des moyens de transport. Cette
démarche aboutit & I'obtention d’'un graphe d’événements non pondérés et marqué dont la
caractéristique majeure est de représenter une commande globale des ressources du SFPM
sous jacent.

Nous supposons dans cette thése que pour les SFPM considérés, nous connaissons
le processus de fabrication des différents produits ainsi que la quantité de fabrication et
les machines disponibles. Nous supposons que le processus de fabrication est complétement
déterminé, c’est-a-dire que nous sommes en présence de gammes linéaires; si tel n’est pas le

cas nous ferons références aux travaux précédents pour nous ramener a cette hypothése. De
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plus, un objectif supplémentaire est de prendre en compte le processus d’assem-
blage et de désassemblage complexe (courant dans ce type de modéle), objectif non
retenu dans les travaux antérieurs de H. Ohl, H. Camus et O. Korbaa.

A partir de I'’hypothése faite précédemment, nous pouvons maintenant modéliser un
SFPM a laide des réseaux de Petri. Notre objectif est de réaliser une étude approfondie
de son comportement logique en « optimisant » les performances associées, afin que
le SFPM sous jacent respecte un fonctionnement de référence optimal. L’approche utilisée
se démarque des études précédentes ou l'outil utilisé était basé sur une heuristique, nous
étudierons de maniére exacte le comportement de notre modéle en utilisant des structures
algébriques appropriées ; ’approche proposée est donc par essence formalisée et permet, nous
en développerons la thése, de réduire Ia complexité de 'optimisation d’un séquencement dans

I'hypothése d’un comportement cyclique du SFPM.

1.4 Différentes approches pour ’étude des SFPM

1.4.1 Introduction
Une étude des SFPM est motivée par des objectifs divers:

— minimisation d’en-cours;
— optimisation de temps de cycle;

— ordonnancement cyclique ...

Le but est I’obtention d’une commande spécifique pour 'atelier de production afin
de répondre au mieux & Poptimisation d'un ou plusieurs critéres. La complexité inhérente
a cette classe de problémes est évoquée [BEN82, SU89b, CC88a]. En effet, le probléme de

I'ordonnancement est plusieurs fois NP-Difficile [SU89b], les causes en sont multiples:

ressources partageées;

I'utilisation du parallélisme: son utilisation tend cependant & augmenter les perfor-

mances de Patelier de production ;

|

le traitement par lots (groupage et dégroupage des produits);

le travail en flux tendu: minimisation des en-cours (WIP).

Ainsi, l'utilisation du parallélisme et le traitement par lots des en-cours contribue

a P'amélioration des performances de l'atelier de production, par traitement simultané de
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plusieurs piéces, il est cependant source de complexité dans la recherche de performances
optimisées.

De plus, les en-cours sont assimilables & des stocks dynamiques. Ils correspondent
le plus souvent au nombre de piéces produites au cours d'un cycle de production. La minimi-
sation d’en-cours contribue de facon évidente & la minimisation des cotlts. Ce probléme est
également complexe. En effet, un nombre insuffisant d’en-cours ne permet pas d’atteindre
une performance optimale tandis qu'un nombre trop important d’en cours peut induire un
blocage du systéme par saturation. Ceci est illustré sur la figure 1.1 dans laquelle nous

pouvons distinguer trois classes de comportement d’un SFPM:

4workflow
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/
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F1G. 1.1 - relation entre en-cours et flur de production

Le premier comportement caractérise une augmentation du flux de production en
relation avec les en-cours, sur la figure 1.1 ceci est représenté par une progression linéaire.
Puis le flux maximal de production est atteint, les en-cours ajoutés n’ont aucune influence
sur le flux de production, les machines fonctionnent a leur régime maximum. Enfin, lorsque
le systéme a atteint sa capacité maximale, I’ajout d’un en-cours se traduit par une situation
de blocage et le flux de production cesse immédiatement.

Aussi, le but de la minimisation des en-cours est d’en trouver le nombre minimum

correspondant & un flux optimal, représenté par le point A de la figure 1.1.

1.4.2 Intérét des réseaux de Petri

Le modéle réseau de Petri développé par K. A. Petri [Pet62] est défini dans 'an-
nexe A. Ce formalisme permet d’abstraire un systéme concret en un modéle graphique. Dans
le contexte des SFPM, les réseaux de Petri sont reconnus comme un excellent outil de modé-

lisation [DHP 193] et permettent de mener une étude fondamentale du comportement. Aussi
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convient-il de répondre aux problémes définis précédemment pour la classe des SFPM qui
appartiennent & la classe plus générale des systémes dynamiques & événements discrets en
utilisant le modele générique des réseaux de Petri.

Plus précisément, le caractére discret est pris en compte lors des tirs des transi-
tions, un franchissement constitue un événement dans l'évolution d’un réseau de Petri. Puis
le caractére dynamique est traduit par I’évolution du marquage. La puissance de modélisa-
tion de ce formalisme réside dans la caractérisation de I'ensemble des comportements d'un
systéme complexe. Les synchronisations, les partages de ressources, les choix peuvent étre
modélisés de maniére simple et visuelle. Aussi, 'utilisation de ce formalisme ne se limite-t-il
pas aux SFPM mais posséde de nombreuses applications aux réseaux de communications,
systémes de transport, systémes d’exploitation informatiques, systeémes logistiques ...

Pour Pabstraction de modéles plus complexes, des extensions sont disponibles. La
prise en compte du temps est possible sous différentes hypothéses, de méme que 'utilisation

de ratios de production, des lois stochastiques associées aux durées opératoires . ..

1.5 Modélisation par RdP des SFPM

Nous nous intéressons a la modélisation d’un atelier de production flexible [PX95]
pour lequel les gammes sont, ou ont été, linéarisées. De plus, un SFPM est un systéme
dynamique discret par nature et son état change suivant Uoccurrence d’événements discrets.
Son comportement peut intégrer des évolutions paralléles, avec synchronisations et partages
de ressources.

Aussi, le choix des réseaux de Petri est justifié en raison de son pouvoir d’expression.
Il permet de représenter simplement et de maniére graphique un tel systéme. Pour une
meilleure compréhension, la modélisation sera couplée a une description concréte de chague
entité du réseau de Petri. Pour cela, nous allons proposer un exemple de référence, fil rouge,

illustrant notre propos tout au long de cette thése.

Les gammes opératoires

Les SFPM sont d’abord abordés selon deux points de vue complémentaires. D'une
part, le processus de transformation du produit : il nécessite la connaissance d’un ensemble
d’opérations successives (gamme); 'hypothése faite sur la linéarité des gammes impose un

ordre total sur les tédches. D’autre part, le processus opératoire de fabrication, qui com-
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Fi1G. 1.2 — Les gammes opératoires

prend les aspects transformation atomique et d’assemblage/désassemblage pour 'obtention

du produit final.

Les produits Le but de ce paragraphe est de représenter le processus de fabrication
de chaque produit manufacturé désiré. Les tiches & effectuer sont supposées partiellement
ordonnées, la modélisation consiste & abstraire chaque opération & l'aide du formalisme

Réseau de Petri.

Nous proposons donc d’introduire ici 'exemple d’illustration de référence utilisé
dans cette thése. L’atelier flexible évoqué a pour objectif de fabriquer un produit de type
A pour un lot de produits B. De plus, le produit A est le résultat de ’assemblage de deux
piéces de type A; et As . Le lot B est constitué de trois piéces By, By et B3. Chaque piéce
subit différents usinages,

Les piéces de type A; et Ao subissent trois opérations: une transformation, un

assemblage et une transformation finale.

Les piéces de types B, By et By en subissent quatre, les usinages sont représentés
par les transitions. Les places du RAP modélisent les stocks intermédiaires placés entre

chaque lieu d’usinage. La figure 1.2 représente le graphe obtenu.
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Fi1G. 1.3 — Les gammes avec assemblage

Assemblage et désassemblage Les lignes d’assemblage et désassemblage permettent
le traitement par lot ou encore la production de produits composites. L’intérét est ici de
pouvoir favoriser le parallélisme lors de la production afin d’optimiser le temps de cycle.

Pour notre exemple, une piéce de type A est le résultat de 'assemblage des produits
Aj et Ay, la transition t3 symbolise 'assemblage de ces deux produits. De méme, le lot B
résulte du traitement d’un lot. Le lot B est désassemblé en trois piéces B1, By et Bz pour
subir séparément des usinages (transitions ts, t5 et ¢7 ), puis réassembler pour former le lot
final B (transition t19, t], et tfy).

Le réseau de Petri représenté par la figure 1.3 décrit le séquencement des opérations

pour chaque produit.

Les machines Ce paragraphe est destiné & la modélisation des partages de ressources
au sein de notre atelier flexible. Il existe différents types de machines adaptées & autant
de fonctionnalités requises pour une production. Nous allons en présenter différents types

génériques sans étre exhaustif de tous les types existants.

Les machines dédiées Dans les systémes de production, les usinages ou trans-
formations requiérent des machines dédiées ou spécifiques. Dans cette configuration, une ma-

chine dédiée est utilisée pour la tache ou les taches successives. Le modéle d’étude contient
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une machine rg dédiée pour la tache tg.

Les machines multi-taches Ce type de machine permet la fabrication ou I'usi-
nage de produits différents. Elles constituent la caractéristique flexible des SFPM. Dans
ce sens, 'atelier flexible considéré contient plusieurs machines multi-taches, les machines

multi-taches: ry, r4 et 5.

Les machines paralléles Si une tache répétitive requiert une machine spéci-
fique, la possibilité d’utiliser plusieurs machines identiques permet d’augmenter le parallé-
lisme et éventuellement de diminuer le temps de cycle. Nous considérons deux machines 71,

fonctionnant en paralléles pour réaliser la tache ¢;.

Les machines d’assemblages et désassemblage Ce type de machine permet
de regrouper en lot pour un traitement commun, ou au contraire de dissocier un lot pour
effectuer des traitements en paralléle de chacune des piéces. Deux machines possédent cette
propriété au sein de notre atelier de production ; elles sont symbolisées par les ressources 72

et r3.

Fonctionnement cyclique Les ateliers de production considérés fabriquent des produits
manufacturés en moyenne ou grande série. L’objectif est d’optimiser les performances de
ce type de production sur plusieurs points essentiels: temps de cycle, respect des ratios de

production, minimisation d’en-cours ...

Pour une production en moyenne ou grande série 'ordonnancement des téches
s’avére d’une trés grande complexité (plusieurs fois NP-difficile). D’ot 'idée de réduire cette

complexité par I’étude et Poptimisation d’un cycle de production.

Toutefois, notons que ordonnancement optimal d’un cycle ne garantit pas I'opti-
malité de la production totale. Par contre, I’ordonnancement d’un nombre limité de taches

durant un cycle permet de faire chuter considérablement la complexité du probléme.

Ainsi le caractére cyclique de notre SFPM est caractérisé dans le modéle RdP par

les arcs joignant les transitions de sorties t4 et 12 aux places d’entrée p1, p3 et pg.
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F1G. 1.4 — Intégration des machines
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1.6 Meéthode d’étude des réseaux de Petri

Lors d'une étude fondamentale, les ateliers de production sont généralement re-
présentés par un modéle abstrait (Réseau de Petri, automate ...) permettant 'analyse de
critéres prédéfinis:

~ l'ordonnancement [CC82];
- l’évaluation des performances;

- le comportement de latelier.

Pour Panalyse des modéles plusieurs types de méthodes sont & notre disposition.

1.6.1 La simulation

Lors des premiéres études fondamentales des ateliers de production, les modéles
d’atelier obtenus nécessitaient une validation du comportement et des performances associés.
L’idée fut de les animer, ce qui constitue les premiers fondements de la simulation. Puis des
simulateurs sont apparus avec les premiers ordinateurs.

La simulation [Cer88] permet une étude de procédés et de systémes fortement
complexes, c’est-a-dire pour lesquels la complexité inhérente rend difficile une approche
analytique du probléme, ce qui justifie 'utilisation de la simulation pour les systémes de
grande taille, puisque la complexité d’un probléme est souvent proportionnelle & sa taille,
di & la forte interaction entre les sous-systémes qui le composent.

Cette technique consiste en une modélisation du systéme physique, par exemple a
I’aide d’une modélisation par réseaux de Petri. Le modéle muni de ses conditions initiales,
(chargement initial du modéle) est alors simulé (calculé), les résultats peuvent concerner la
validation du comportement, ’évaluation de performance ... Suivant le modéle considéré un
simulateur sera dédié & différentes classes problémes souvent spécifiques. A titre d’exemple,

nous pouvons citer les simulateurs suivants :

— GreatSPN pour les réseaux de Petri;
— QPN pour les réseaux de files d’attentes;
~ SPNP pour les réseaux de Petri stochastiques;

~ Sirphyco pour les réseaux de Petri hybrides ...
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La simulation par RAP Pour le cas des réseaux de Petri, la simulation prend comme
données le modéle RAP (représentatif de la structure du réseau) et son marquage initial
(représentatif des piéces présentes dans le systéme).

Dans ce type de modéle, chaque changement d’état se produit de maniére discréte
dans le temps, & des instants déterminés. L’ensemble des événements constitue un échéan-
cier ordonné par une relation d’ordre partiel qui représente I'occurrence chronologique des
événements. Aussi, 'évolution du systéme se fait elle par incrémentation du temps discret.

Si nous considérons 'utilisation de la simulation pour la classe des SFPM, nous
sommes amenés a vérifier les performances vis & vis de nombreux scénarii de production
générés par la flexibilité de ’atelier de production, ce qui motive I’élaboration d’un logiciel
dédié comme GreatSPN. Lors de 'élaboration de diftérents scénarii de production, la simu-
lation permet de tester et de vérifier le comportement et I’évaluation des performance des
solutions obtenues.

Un domaine d’application est la prise de décisions en temps réel. La simulation
constitue un outil puissant et surtout rapide pour évaluer les conséquences d'un événement
imprévu, tel qu'une panne ou un changement de production, sur le comportement et les
performances du systéme de production.

Enfin, la simulation s’avére un excellent outil de validation et d’évaluation de per-
formances de scénarii prédéfinis.

Cependant, ’évaluation d’un scénario aux performances optimales & I'aide de la
simulation implique la prise en compte de tous les scénarii. Or la flexibilité et la taille du
systéme de production induit un trés grand nombre de scénarii possibles, ce qui rend cette

méthode difficilement utilisable pour une telle problématique.

1.6.2 Les méthodes analytiques

L’obtention d’'un comportement spécifié demande une analyse et une modélisation
de Patelier de production. Le but est ici 'ordonnancement des ressources, mais aussi la
minimisation des en-cours et du temps de cycle en respectant un comportement spécifié en
terme de production, par exemple 10 piéces de type A pour 20 piéces de type B.

Précisons & ce niveau de notre exposé les principaux objectifs de cette étude:

Dans le contexte d’une production flexible manufacturiére nous considérons le cas

d’une production de moyenne & grande série de différents produits lancés simultanément sur
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l’atelier. L’ordonnancement acyclique des ressources de production est trop complexe pour
pouvoir étre évalué. A fortiori la prise en compte d’un ou plusieurs critéres d’optimisation est
irréalisable. Dans ce sens, la mise en ceuvre d’un ordonnancement cyclique permet selon les
travaux de H. Ohl et al. [OCCG95] de caractériser un ordonnancement réalisable calculable
et relativernent optirisé.

Les techniques mises en ceuvre jusqu’alors ont toutes consisté & linéariser plus ou
moins la production pour aboutir & une technique d’ordonnancement basée sur l'utilisation
d’heuristiques.

Nous allons en rappeler les principales caractéristiques pour mettre en évidence les
limites de ces approches justifiant ainsi une autre technique d’optimisation plus formelle que

nous présenterons au chapitre suivant.

Les heuristiques Une heuristique est une méthodologie structurée permettant de ré-
soudre progressivement les problémes rencontrés et dont 'objectif est l'obtention d'une
commande de l'atelier.

Dans le cadre de Pévaluation des performances et de I'optimisation d’un atelier
de production flexible, la commande correspond & un graphe d’événements obtenu aprés la
résolution des flexibilités du systéme. Le but est 'optimisation de la production et d’obtenir
une commande cyclique qui permette d’approcher les performances optimales du systéme.
Le principe des heuristiques consiste & scinder le probléme global en phases élémentaires
pour résoudre par étapes successives les flexibilités rencontrées. De nombreuses heuristiques
existent, celles-ci sont spécialisées selon les classes de problémes abordés.

La production de type manufacturiére constitue un champ d’application pour les
heuristiques. En effet, les SFPM sont des systémes complexe qui intégrent des degrés de
liberté qu’il convient de résoudre pour approcher le procédé de fabrication optimal. Il existe

différents types de flexibilités a résoudre, nous pouvons citer & titre d’exemple:

la production en paralléle;

les ratios de production ;

les flexibilités de gammes ;

I’affectation des ressources;
— Pordonnancement ;

— Yen-cours;
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— les transitoires.

1] existe de nombreux travaux sur 'ordonnancement des systémes de type SFPM
dont Vobjectif est d’atteindre un temps de cycle optimal avec le souci de la minimisation des
en-cours. Nous proposons d’évoquer quelques-unes des principales heuristiques développées
pour résoudre de ce type de probléme relatif & ’évaluation de ’ordonnancement cyclique

d’un SFPM.

L’heuristique de J. Ershler Parmi les critéres d’optimisation, la minimisation
des stocks dynamiques permet de réduire le colt économique de production. Aussi, J. Er-
shler [ER82] propose une heuristique pour un probléme avec une machine critique. L'idée
consiste en 'ordonnancement des téches sur la machine critique, puis, de rechercher les

ordonnancements des machines en amont et en aval de cette machine.

L’heuristique de H. P. Hillion Le but de cette heuristique est la minimisation
du temps de cycle et des encours. H. P. Hillion et al. [HP89] étudie un probléme pour lequel
chaque processus de fabrication est représenté par une seule gamme opératoire et tel qu'une
palette est dédiée & une seule gamme opératoire.

Le principe consiste & placer progressivement, éventuellement en paralléle, les opé-
rations suivant ’ordre logique d’exécution et ceci pour toutes les opérations de la séquence.
Aussi une fonction de placement choisit une tache dans ’ensemble des opérations et la place
définitivement, puis le processus est répété jusqu’au placement de toutes les opérations.
éme

Soit r; le nombre de cycle restant (CT) pour la j exécution d’une gamme

opératoire(si ce nombre est supérieur au nombre initialement prévu alors il est égal a 0).

Atj = (1+r;)xCT—{date de fin de la derniére opération de la j™¢ opération ordonnancée}

-éme

At; est le temps disponible (Available time) pour effectuer la j*™° exécution de la
gamime opératoire.

Soit Ro; = > D(t;x), la somme des durées des opérations restantes
k€opérations restantes

dans la j¥™¢ exécution de la gamme opératoire.

Le critére est une fonction de coit:

dj=1- (%) (1.1)
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Cette fonction traduit le degré de liberté pour le placement des opérations de la j¥™¢ exé-
cution d’une gamme opératoire. En fait, le plus grand degré correspond a une petite durée
opératoire restante comparée au temps de disponibilité.

Le résultat de cette heuristique peut aboutir & un ordonnancement « non réali-
sable », dd au fait qu’une opération ne peut plus étre placée quelque soit le nombre d’en-cours
considéré.

La technique développée par H. P. Hillion consiste & relaxer la contrainte du temps
de cycle par une augmentation temporaire de celui-ci pour reprendre la résolution. Cette
méthode est utilisée jusqu’a obtention de I'ordonnancement des ressources.

Par contre, ’ordonnancement obtenu ne respecte pas le temps de cycle et ’encours
n’est obtenu que pour un temps de cycle associé non minimal. Aussi ’heuristique mémorise
Pordonnancement des ressources et recalcule 'encours, en cherchant & minimiser I'en-cours
tant que le temps de cycle optimal est respecté.

Par conséquent, la méthode d’ordonnancement d’Hillion comporte deux phases.
Une premiére phase consiste & calculer 'ordonnancement des opérations sur les machines
(ce qui est évident sur un graphe d’événements). La deuxiéme phase concerne la minimisation

des encours, celle-ci requiert le calcul des circuits minimaux.

L’heuristique de C. Valentin Le principal inconvénient de la méthode précé-
dente est quelle ne prend pas en compte les contraintes temporelles associées aux machines.
En effet, le degré de liberté est seulement fonction du temps opératoire restant et du temps
requis pour la séquence opératoire.

L’heuristique de C. Valentin [Val94| essaie d’améliorer 1’algorithme précédant en
associant & chaque machine un ensemble d’intervalles de disponibilité des ressources tel
que chaque intervalle est plus grand que le plus petit temps des opérations restantes. Par
conséquent, chaque intervalle peut contenir au moins une des opérations restantes.

Ce critére supplémentaire pour 'heuristique permet I’'obtention de meilleurs ordon-
nancements que précédemment. Ainsi, I’heuristique de C. Valentin fonctionne sur le méme
principe que heuristique de H. P. Hillion, c’est & dire une élaboration de ’'ordonnancement
en deux étapes: ’élaboration de la séquence d’entrée et si nécessaire la minimisation des
encours.

Cette méthode intégre plusieurs inconvénients. Le premier est de diviser le pro-

bléme de l'ordonnancement en deux sous-problémes, ce qui ajoute des contraintes lors de la
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résolution et ne garantit pas ’obtention de 'optimalité de la solution obtenue. De plus, un
autre probléme concerne la fonction de placement. En effet, lors de I’étude de la fonction de
colit et lorsque la fin du placement des opérations coincide avec la fin du cycle, le dénomi-
nateur de I’équation (1.1) est égal & zéro et une division par zéro apparait (quand At; est
égal & zéro: ce qui se produit lorsque la fin de la derniére opération placée coincide avec la
date CT du nombre de palettes (14 7;)).

Enfin, si le critére prend en compte les machines, il existe une seule fonction de

colit pour prendre en compte deux problémes différents:
— le respect du temps de cycle;

— la minimisation des encours.

L’heuristique de H. Ohl En comparaison avec les heuristiques précédentes, la
premiére différence réside sur le fait qu’au lieu d’ordonnancer chaque séquence d’opérations
une a une, il est possible de regrouper plusieurs séquences d’opérations, en utilisant ie
méme type de palettes. Par conséquent, chaque palette sera dédiée a un groupe spécifique de
séquences d’opérations. Bien sur, il convient de considérer tous les regroupements possibles
pour obtenir la meilleure solution possible.

Un intérét supplémentaire de cette méthode est la fonction de cofit. En effet, la
fonction de placement est basée sur deux critéres, ce qui est logique car nous avons deux

contraintes : le temps de cycle et l'encours.

— soit RT'M[i] la date de disponibilité de la ressource ;

soit RT'T[i] le temps opératoire restant pour la ressource i ;

CT — RT M]|i] représente la date de disponibilité pour la ressource 4 ;
RMMT[i] = CT — RTT[i] — RT'M|i] est la marge de la ressource i.

La fonction caractérise le respect du temps de cycle et ne doit jamais étre négative
pour que l'ordonnancement obtenu soit réalisable. Ce terme & été défini pour garantir un
ordonnancement en utilisant I’heuristique une seule fois. En fait, durant le calcul, tant que
RM MTi] n’est pas négatif, I'ordonnancement est admissible et sans probléme de division
par zéro.

Le second critére est une fonction de cofit réelle. Elle dépend de la marge de 'opé-
ration en cours d’exécution et en particulier de ’encours considéré pour le respect du critére

de minimisation de ’encours.



1.6. METHODE D’ETUDE DES RESEAUX DE PETRI 19

L’heuristique de H. Ohl [Ohl95] est basée sur un placement progressif des opéra-
tions. Pour chaque itération, la fonction de placement considére la séquence d’opérations de

colt minimal et place la premiére opération de la séquence.

1. Popération est ordonnancée dés que possible avec ’encours correspondant au regrou-
pement considéré;

2. ce placement engendre un temps ¢ de non utilisation de la ressource (6 < 0). Ainst, la
marge opérationnelle peut étre évaluée;

3. Si la marge de la ressource est positive ou nulle (ce qui est le cas généralement) alors

I'ordonnancement considéré est valide et I'on effectue Vitération suivante;

4, si la marge de la ressource est négative, alors la ressource est utilisée durant un temps
trop long et l'ordonnancement doit étre fait dés que possible pour cette machine. Par
conséquent, il est nécessaire d’ajouter un encours. Il en résulte une perte de marge
pour le processus mais la marge de la machine reste la méme et I'ordonnancement

devient admissible; alors on effectue P'itération suivante de I'heuristique.

L’ordonnancement obtenu est dit avec cycles indépendants. C’est-a-dire qu’une

opération doit étre exécutées dans un méme cycle.

L’heuristique de Camus-Korbaa Cette heuristique résulte des trois heuris-
tiques précédentes. L’idée des auteurs H. Camus et O. Korbaa est de capitaliser les avantages
des travaux précédents. Par conséquent, la politique de placement progressif (Hillion) est
considéré, ainsi que les intervalles de disponibilité des ressources (Valentin) et I'idée d’ob-
tenir une solution admissible aprés une seule exécution de ’algorithme (Ohl). Le caractére
innovant est la prise en compte des chevauchements de cycles (une opération peut commen-
cer dans un cycle et se terminer durant le cycle suivant), ainsi que les différentes politiques
de placement (le plus tot possible dans le systéme, au plus t6t dans un intervalle et au plus

tard dans un intervalle).

Les algorithmes génétiques Cette approche est basée sur le codage en utilisant
une représentation discréte du temps. Chaque chromosome définit un ordonnancement des
opérations sur une période correspondant & un temps de cycle. Un chromosome est représenté
par une matrice. Chaque élément de la matrice correspond & une opération de la séquence

opératoire d'une piéce particuliére. Chaque ligne de la matrice contient les opérations que
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doit effectuer une machine particuliére. Chaque géne est une opération caractérisée par une
séquence d’opérations particuliére, son ordre d’exécution et sa date de départ.

Cette méthode posséde plusieurs avantages:

— un chromosome représente un ordonnancement réalisable et les conflits de ressources
n’existent pas;

— les contraintes de précédence de Pordonnancement opératoire n’ont pas besoin d’étre
respectées dans le codage. Quand les contraintes de précédence ne sont pas respectées,
les opérations de la séquence considérée sont alors effectuées avec un encours plus

grand.

1.6.3 L’heuristique de J. K. Lee

Cette méthode, développée par Lee et al. [Lee02], basée sur le dépliage des réseaux
de Petri, est utilisée pour vérifier les propriétés des réseaux de Petri. Dans un premier temps,
cette approche peut permettre l'analyse du probléme de 'ordonnancement; ce qui nécessite
deux étapes, la premiére consiste a diviser le réseau de Petri en sous réseaux (BUC) et la
seconde étape en une analyse des BUC en utilisant un algorithme de dépliage. Les dates
de franchissements des transitions peuvent étre calculées par évaluation de celles-ci sur le
réseau déplié. Le meilleur ordonnancement du réseau de Petri temporisé déplié est obtenu
par minimisation d'une fonction de cott; la méthode de dépliage considére une évolution du
temps opératoire d'une machine basée sur le nombre de jetons (nombre d’exemplaire de la
ressource partagée), et le temps opératoire de la machine. Les caractéristiques critiques de

cette méthode sont:

1. le choix du BUC basé sur une matrice transitive;
la notion d’ordre dans le BUC est basé sur un degré associé aux ressources;

I’analyse du BUC basée sur le dépliage;

= W

une solution d'un BUC est obtenue a 1’aide de solutions de sous BUC.

1.6.4 Les approches exactes

Ce paragraphe fait référence aux théories mathématiques élaborées pour I'évalua-
tion des performances des réseaux de Petri temporisés. Pour cette étude, le modéle réseau

de Petri est utilisé uniquement comme outil de représentation, puis une abstraction a 'aide
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d’un formalisme mathématique permet I'évaluation du comportement temporel des systémes

de la classe des systémes dynamiques & événements discrets (DEDS).

La théorie des DEDS, 4 l'aide d’une vision mathématique, date du début des années
1980 [CGT9, Zim81, GM84], elle est motivée par une caractéristique d’une sous classe des
DEDS: les Graphes d’Evénements Temporisés (GET), leur comportement est complétement
déterminé par la connaissance des dates de début et de fin des tdches. Aussi, le point de vue
exposé est une abstraction du comportement des GET en un systéme d’équations linéaires a
Paide d’une structure algébrique particuliére. Chaque équation caractérise le franchissement
d’une transition en fonction du marquage des places et des tirs des transitions en amont de

celle-ci.

L’étude d’un tel systéme est complexe en général. En effet, il représente une tra-
duction du comportement du réseau de Petri dans un langage mathématique. Par contre,
la linéarité est une propriété permettant une analyse aisée d’un tel systéme [Plu90]. Cette
propriété n’est hélas validée que pour une seule classe de réseau de Petri: les graphes d’évé-
nements simples (GES). L’absence de conflits et de pondérations caractérisent leur compor-

tement essentiellement déterministe.

Pour les GES, un événement (arrivée d'un client, envoi d'un signal, achévement
d’une tache . ..) donne lieu a des phénomeénes de synchronisation, de saturation ou de concur-
rence. Ces phénomeénes peuvent caractériser les systémes de production (ateliers flexibles)
les systéemes multiprocesseurs, les réseaux informatiques, réseaux de transport ... Ce qui
constitue une large classe d’applications. Toutefois la flexibilité des systémes manufacturiers

qui se traduit par des conflits et des indéterminismes ne peut étre prise en compte par les

GES.

La problématique qui concerne cette thése est relative & I’étude du comportement
des GET contenant des taches répétitives. A 'aide du formalisme algébrique basé sur les
dioides [Gau92al, le comportement temporel du systéme est abstrait en un systéme d’équa-

tions linéaires.

Des problématiques différentes existent et plusieurs dioides leurs sont associés.
Nous allons présenter deux des dioides dédiés a I’évaluation de performances dans les GET
non pondérés. L’objet est d’aboutir 4 la détermination des dates de franchissement des

transitions.
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(max,+): Ce dioide est utilisé pour répondre a la problématique suivante: « déterminer
la date de franchissement au plus tét de la k™ exécution de la tdche i pour les graphes
d’événements temporisés ». Concrétement, toute date xz;(k) correspond au franchissement
de la transition ¢ du graphe d’événements pour la k*€ occurrence. Le principe de cette étude
est de considérer les contraintes déterministes de précédences du modéle afin d’exhiber le
systéme d’équations linéaires utilisant les deux opérateurs primitifs max et 4. Le systéme

obtenu capture I’ensemble des ordonnancements possibles. En effet, si 'on note:

— x;(k) la date du k®™ franchissement de la transition ¢, ;
— T3; le temps de transport ou de production d'une piéce entre les tiches j et i;
— myp, la valeur qui donne le nombre d’éléments constitutifs du stock initial dans la place

Di.

Le formalisme peut étre illustré par une formule générique permettant de déter-
miner la date de franchissement d’une transition #; du réseau de Petri en fonction de ses

transitions amont selon la relation (1.2):

zi(k) = tﬂé?};{ﬂ‘j + x;(k — megneye) } (1.2)
¥ i

Avec les conventions suivantes:
Vi e NVE < 0,z(k) = —oco =€ et z;(0) =0

En considérant l'exemple d’illustration de la figure 1.5, le principe consiste & ex-
primer la variable z1(k) qui évalue la date du k®™¢ franchissements de la transition ¢, en
fonction du nombre du nombre de jetons initialement présents dans les places amont (p; et
r1). En effet, sur 'exemple représenté par la figure 1.5 pour franchir k fois la transition ¢,

il est nécessaire de franchir au préalable:

— la transition t4: k — my, fois (soit ici k — 1 fois);

— la transition tp: k — my, fois (soit ici k — 1 fois);

Donc, t1 est validée pour la k*™€ fois & la date maximale évaluée dans les expressions
suivantes: {2 + za2(k — 1) et 1 + z4(k — 1)}.
En étendant ce raisonnement & toutes les transitions du réseau de Petri de 'exemple

de la figure 1.5, nous obtenons le systéme d’équations suivant :
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Fi1G. 1.5 — Exemple de graphe d’événements T-temporisé

z1(k) = max{2 + zo(k — 1); 1 + z24(k — 1)}
zo(k) = max{l + z1(k — 1); 1 + z4(k)}
z3(k) = max{l + z1(k — 1); 2 + z2(k)}
z4(k) = z3(k) + 3

(1.3)

Ce systéme posséde la propriété de linéairité au sens du dioide (max,+). En effet,
chaque équation du systéme (1.3) s’exprime comme maximum (@ = max) et de sommes

(® = +) de variables caractérisant les franchissements des transitions du systéme.

(min,+) La problématique duale peut étre considérée: « déterminer le nombre mazrimal
de franchissements n; & la date t pour la tdche i dans un graphe d’événements temporisé ».
L’étude de I’évolution temporelle du graphe d’événements temporisé est sensiblement diffé-
rente. On privilégie maintenant le décompte d’occurrences de mise & feu des transitions en
fonction du temps.

La formule générique suivante permet 'abstraction d’'un GET en un systéme d’équa-

tions également linéaires:

nz(t) = trél.lflt {m-timj- -+ nj(t — Tij)} (1.4)
7 i

Avec comme convention V¢ < 0,Vi € IN,n;(t) = 0. Pour I’exemple 1.6, nous obtenons

le systéme d’équations suivant :
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Fi1G. 1.6 — Ezemple de graphe d’événements P-temporisé

n1(t) = min{l + na(t — 2); 1 + nqa(t — 1)}
no(t) = min{ny (t — 2);1 + na(t — 1)}
n3(t) = min{l + ny(t — 1);na(t — 2)}
n4(t) = n3(t — 3)

(1.5)

L’intérét réside tant pour les équations (1.5) que I'’équation (1.4) dans le carac-
tére récurrent des systémes présentés précédemment. De plus, I'utilisation d’un formalisme
algébrique permet Putilisation de techniques de résolutions, telles que l'expression des va-
leurs propres [CTCG™] pour la recherche du comportement asymptotique, et de la fonction
d’entrée (pour obtenir une sortie désirée) .... Cette théorie est développée pour les graphes
d’événements temporisés simples.

Les méthodes exactes sont trés intéressantes pour caractériser le comportement des
GET. En particulier il apparait dans les équations (1.5) la possibilité de tenir compte du
marquage initial du graphe dont dépend le comportement d’exécution paraliéle du modéle
GET. Les seules opportunités d’ordonnancement qu’il est possible d’exprimer sur ce modéle
concernent la recherche du marquage (nombre des marques et positionnement initial de ces
marques) permettant une exécution paralléle et optimisée de ce modéle dynamique. Cette
approche est particuliérement intéressante dans le cas de modéles bouclés & comportement
cyclique selon 'exemple de la figure 1.6

Cependant les systémes de production manufacturiére ne sont que partiellement

concernés par cette formalisation algébrique. De plus, ce type d’atelier flexibie intégre trés
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souvent des assemblages complexes (modélisés par des arcs pondérés) ainsi que des partages
de ressources. Cette méthode de calcul n’est donc pas applicable en ’état. Une extension
existe pour les GET pondérés [CGQ98|, par transformations des graphes d’événements pon-
dérés en graphes d’événements simples [Jen92, Mun93] ainsi que pour le cas de politiques
de routage lorsque des conflits sont présents dans le modéle [OCG94, CGQ98].

Nous tenterons donc de voir dans quelle mesure il est possible d’étendre ces résultats
au cas des modéles comportant des assemblages de multiples composants et également des

conflits d’accés aux ressources.

1.6.5 Les marquages partiels

Une autre technique intéressante en vue de résoudre un probléme d’ordonnance-
ment a été menée par Ahmer Benasser dans sa thése [Ben00]. Elle consiste & rechercher
les conditions de propagation d’un marquage initial hypothétique appelé marquage partiel
garantissant l'accés & un marquage résultant. Ce probléme d’accessibilité est ici résolu de
facon originale selon une technique qui s’apparente & la propagation de contraintes mais
en ne considérant que les marquages possibles sur le modéle support de type réseau de
Petri [BY99, BY01].

Cette technique inteégre différentes notions notamment le concept de marquage
partiel. L'idée est ici d'associer & chaque place un couple contenant un vecteur indexé sur
Pensemble des places et une contrainte linéaire, liant les variables du vecteur. Le but est
d’abstraire un ensemble de marquages atteignables aprés le franchissement de steps par-
tiels. La notion de step s’entend ici comme un sous-ensemble de transitions simultanément
franchissable.

Un step partiel est ainsi défini a l'aide d’un vecteur indexé sur ’ensemble des
transitions et d’une contrainte linéaire. Tout comme le marquage partiel, le step partiel
permet de représenter un ensemble de steps par instanciations des variables respectant la
contrainte linéaire.

Bien stir, la franchissabilité d’un step partiel & partir d’'un marquage partiel se
fait sous certaines conditions. Il est nécessaire que pour une valuation donnée, la contrainte
linéaire associée au marquage partiel et au step partiel soient vérifiées, ainsi qu’une contrainte
linéaire représentant la validité du step partiel vis & vis du marquage partiel (veiller & ne

pas considérer une séquence contenant un marquage négatif).
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Le but de cette méthode est de reporter la complexité de la résolution de la phase
finale & la résolution des contraintes linéaires & 1’aide d’un solveur de contraintes. En effet,
le résultat est que l'utilisation des steps partiels capture toutes les séquences possibles entre
deux marquages et un nombre d’étapes données. Dans ce sens tous les ordonnancements
candidats de transitions sont évalués lors de la résolution du probléme d’accessibilité évoqué.

Des applications ont été menées dans le cadre de 'ordonnancement des ressources,
pour le Hoist Scheduling Problem et pour un probléme critique de transport visant a optimi-

ser I'ordonnancement de trains sur le nceud ferroviaire SNCF complexe de Gonesse [BY99.

1.7 Conclusion

Au cours de ce chapitre nous avons évoqué dans le contexte de la production flexible
manufacturiére les différents travaux relatifs & ’évaluation optimisée d’'un ordonnancement
cyclique. Compte tenu de la complexité de ces ordonnancements il apparait que la majorité
des recherches engagées sur ce sujet aboutissent a des heuristiques de plus en plus efficaces.
En particulier les derniéres approches de Ouajdi Korbaa poussent trés loin les techniques
de linéarisation avant d’aboutir & la mise en ceuvre d’une heuristique d’ordonnancement
qui considére & ce niveau un réseau de Petri relativement proche d’'un GET. Les travaux
d’Ahmer Benasser sont une autre facon d’aborder le probléme en considérant d’une part
le marquage comme un vecteur de paramétres et d’autre part la notion de step partiel qui
tient compte a priori du parallélisme d’exécution des opérations.

D’un autre point de vue la modélisation mathématique basée sur l'algebre des
dioides est extrémement séduisante mais se limite au cas des GET sans pondération. L’en-
semble de ces considérations nous a conduit a rechercher dans un premier temps 'opportunité
de prendre en compte les graphe d’événements pondéré par une approche exacte puis le cas

des conflits d’accés aux ressources simples.
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Premiére partie

Etude du comportement logique d’un

réseau de Petri
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Introduction

Dans un premier temps, nous aborderons le probléme des indéterminismes dans les
réseaux de Petri, plus particuliérement ceux liés aux partages de ressources. Dans certaines
configurations, les ateliers flexibles possédent des machines multi-taches partagées entre
différents usinages a réaliser. Il convient donc de séquencer celle-ci pour I'obtention d’une
commande de 'atelier.

Dans les travaux antérieurs, ce probléme est résolu en utilisant des politiques de
placements ou des fonctions de routages [OCCG94]. Des fonctions de routages sont aussi uti-
lisées dans le cadre d’utilisation de structures algébriques [Tou82, MM90, CGQ95b, CGQ98].

Notre but est de ne négliger aucun séquencement possible afin de garantir, aprés
I’évaluation des performances, un ordonnancement final optimal. Nous sommes donc amenés

4 envisager une autre approche sous les hypothéses de fonctionnement suivante:

— d’une part, les nombres d’opérations que doit subir une piéce est connu et déterministe,
seules les machines partagées entre plusieurs taches induisent des conflits structurels.
~ d’autre part, le nombre d’affectations pour chaque machine par cycle ont été détermi-
nées dans une phase d’optimisation antérieure du flux [Kor98, Cam97, Ohl95]. Le mo-
déle résultant des phases antérieures d’optimisation est un RdP d’un type particulier
puisque relativement proche du modéle graphe d’événements pondéré. La pondération
découle le plus souvent de la prise en compte de lots de composants ou de piéces ou
encore de processus complexes d’assemblage. Outre cette pondération la seule autre
non-linéarité résiduelle résulte des conflits d’acces aux ressources dont I'affectation
n’est pas déterminée & ce niveau de P'étude. Ce modéle de production intégre donc
I’assemblage ou le désassemblage complexe, ce qui n’était pas envisagé antérieurement

par I’équipe SED du LAIL.

L’objet de cette premiére partie de notre étude concerne donc la transformation



30

d’un RdP vérifiant les hypothéses décrites précédemment en un modéle sans conflits structu-
rels [TB02, TBG02b]. Sachant que le systéme de production est tenu & une production définie
a lavance, I’idée consiste & intégrer les hypothéses de production dans le modéle construit
afin de lever l'indéterminisme. Cette transformation permettra d’obtenir un graphe d’évé-
nements pondéré associé & un systéme d’équations contraignant le marquage initial d’un
sous-ensemble de places du GEP.

Le plan adopté pour cette premiére partie comporte quatre paragraphes:

En premier lieu, nous définirons la classe de réseaux de Petri concernés par cette
étude.

En second lieu, nous décrirons un exemple de réseau de Petri. Ce modéle analyse
difféerents types de partages de ressource.

Dans le troisiéme paragraphe, nous présenterons une étude de classification des
différents types de partages de ressources. Dans cette perspective, nous étudierons les par-
tages de ressources pour lesquels les transitions en conflits sont franchies une seule fois par
cycle. Dans ce cas les arcs connectant les transitions & la place contenant les ressources, ne
sont pas pondérés. Le premier point de cette étude concerne la résolution de l'indétermi-
nisme structurel du réseau de Petri. L’étude des partages de ressources est décomposée en
deux sous-paragraphes. Tout d’abord, nous considérerons le cas d’une seule machine, puis
I’hypothése de plusieurs machines partagées entre les différentes taches a exécuter. Cette
restriction induit la résolution d’un probléme de complexité abordable pour permettre de
bien comprendre le principe de la résolution présentée.

Le quatriéme paragraphe est consacré 4 la généralisation de la problématique précé-
dente. Nous supposons toujours qu’'une ou plusieurs machines sont partagées entre différentes
taches, par contre ces opérations peuvent &tre exécutées plusieurs fois au cours d’un cycle.
Nous verrons que cette extension peut également étre résolue.

Le dernier paragraphe contient une méthode visant & la résolution de la derniére
extension du probléme précédent. L’objectif est de résoudre un conflit d’accés aux ressources
pour lequel les tches requiérent un ou plusieurs exemplaires de la ressource. Cette extension
se caractérise par des pondération sur les arcs. La technique de résolution permettra ’obten-
tion d’un graphe d’événements couplé & un systéme d’'inéquations contraignant le marquage
initial du réseau.

Enfin une conclusion terminera ce chapitre.
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Chapitre 2

Résolution de partage de ressources

2.1 Définition du cadre de ’étude

Le but de ce paragraphe est de définir une classe potentielle d’application de la
théorie exposée dans ce chapitre. La définition de cette classe de réseaux de Petri est faite

de maniére constructive.

Définition 2 Nous appellerons graphe d’événements avec ressources (GER), un réseau de

Petri R = (PU PR, T, W) tel que:
L. PtoetT+2

2. (P,T,W) est un graphe d’événements composé d’une ou plusieurs composantes forte-

ment connexe

3. Vp € Pg, I°p| = |p*|

Remarque 1 le graphe d’événements définit par (P, T,W) peut étre non pondéré ou pondére,
ainsi que les arcs d’extrémité une des places 'ensemble Pg. A la différence de la définition

donnée dans [TE97, FTE] ou (P,T,W) est une machine ¢ états.

les places spéciales contenues dans ’ensemble Pr seront dénommées par r;, pour
signifier la présence d’'un partage de ressources entre plusieurs taches i réaliser. En effet,

pour 'exemple représenté par la figure 2.1, nous obtenons les caractéristiques suivantes:

— Pr = {r1,ro} dont les éléments correspondent aux différentes ressources partagées

dans le systéme modélisé
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— P = {p1,p2,p3:4:P5P6,07}, T = {t1,t2,t3,t4,t5,t6} est un graphe d’événements composé

de deux composantes fortement connexe:

~ {p1.p2,p3,pa,p5}, {t1,t2:t3,ta}
— {pe,p7}, {ts:te}
- Vp € Pg, |°p| = |p*|
Donc 'exemple proposé appartient a la classe de réseau de Petri définie précédem-
ment.
Dans ce chapitre nous considérerons uniquement le champ d’application restreint
par la définition suivante:
Définition 3  Nous utiliserons les graphes d’événements avec ressources définis par un
réseau de Petri R = (P U Pr,T,W) tel que:
1. P£@ etT#o
2. (PT,W) est un graphe d’événements composé d’une ou plusieurs composantes forte-
ment connere
3. Vp€ Py, *p=p°
En effet, la classe d’application définie par la définition 3 permet de proposer des
exemples illustratifs simples et représentatifs de la problématique abordé. De plus, nous
verrons des exemples d’applications de cette méthode pour des exemples plus générique

représentatifs de la définition 2.

2.1.1 Exemple illustratif

Nous proposons d’illustrer notre étude & partir de 'exemple décrit figure 2.1. L’in-
térét est ici de pouvoir illustrer de maniére pertinente la premiére difficulté rencontrée dans
Pétude des réseaux de Petri a l'aide de structures algébriques de type dioide. Il permet
également de se faire une idée sur la classe d’applications potentielles de ce travail.

La chaine de production modélisée figure 2.1 permet de fabriquer deux produits,
A et B, a l'aide de deux types de ressources partagées (représentées par les places r; et
r2). La ressource r; est disponible en deux exemplaires et la ressource ry existe en un seul
exemplaire. Ceci est représenté par le nombre des jetons dans les places r1, 79.

Le produit A est composé d’une piéce A; et de trois piéces As. Le premier com-
posant A; est fabriqué par 'usinage de la piéce située en p1, ce qui est symbolisé par le

franchissement de la transition £;. La fabrication du deuxiéme composant est effectué sur la
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tg

FiG. 2.1 - Ezemple d’illustration

transition t9 en utilisant une ressource r;. La machine de type ro effectue alors I'assemblage
d’une piéce A; et des trois piéces As, au niveau de la transition ts. Enfin, le résultat de
’assemblage est controlé par la machine de type ro pour obtenir le produit final (transition
tq).

Le deuxiéme produit B est usiné selon une gamme linéaire & 'aide successivement
des méme machines r; et ro. Afin de caractériser le comportement cyclique du systéme, le
modéle est rebouclé & 'aide des arcs joignant respectivement la transition 4 aux places p;
et p3, et la transition tg & la place pg.

On décrira ’exemple d’une production pour laquelle on cherche a produire par
cycle un produit fini A pour un produit fini B, dans ce cas la fréquence d’utilisation des
transitions par cycle est d’un franchissement pour chaque transition terminale du réseau t4
ou tg et en particulier pour les taches nécessitant une machine partagée, représentées par les
transitions t5 ou encore t3, t4 et tg, la transition ts doit étre franchie trois fois par cycle. Le
nombre de franchissements par cycle interviendra lors de la résolution.

Remarquons que le conflit induit par le partage des deux ressources r; peut pa-
raitre inutile, il permet cependant de limiter le nombre des franchissements simultanés de la
transitions ty. Afin de caractériser la production nous devons définir une politique de rou-
tage. Cette question a été évoquée dans l'article de Guy Cohen [CGQ95a], sans considérer le
caractére discret du routage, mais par approximation sur les flux réels de matiére. Au cours

de travaux antérieurs [OCG94] a été évoqué l'idée du contréle d’une production quantifiée
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nzp+qg-—1

F1c. 2.2 — Illustration d’une politique de routage

par exemple de g produits A; et p produits Ay par 'adjonction d’un graphe de contréle de
la synchronisation qui conduit au modeéle décrit figure 2.2. Dans ce cas la pondération des
arcs est inévitable. Pour notre exemple et afin de simplifier la présentation nous considé-
rons le cas le plus simple d’une production d’'un méme nombre de piéce A et de piéce B.
Nous allons donc décrire dans ce cas la technique de résolution des partages de ressources
rencontrés pour notre exemple.

Considérons la figure 2.1: il existe deux conflits induits par le partage des deux
ressources 71 et r9. Notre objectif est d’étudier le comportement logique du réseau de Petri
en utilisant le dioide (min,+) ce qui nécessite le caractére déterministe du réseau de Petri
étudié. Cependant, notre exemple comporte plusieurs conflits potentiels. Par exemple, les
transitions ts et t5 sont en conflit d’accés aux exemplaires de la ressource r;. Les machines
de type r; sont ainsi partagées entre les deux taches caractérisées par les transitions o et

ts.

2.2 Reésolution de partage de ressources avec franchissement

unitaire des transitions

Aprés avoir introduit I’exemple sur lequel nous allons appliquer les résultats a venir,
nous aborderons la résolution effective du probléme relevant des partages de ressources au
sein de notre chaine de production. Dans ce cas un ou plusieurs exemplaires de la ressource
sont partagés entre plusieurs tiches exécutées une seule fois par cycle. La résolution de ce
probléme est impérative pour aborder la modélisation du RdP initial 4 I’aide d’un formalisme
algébrique. En effet, le conflit d’accés aux ressources induit un systéme d’équations non-
déterministe et une résolution beaucoup plus complexe.

Pour palier ce probléme, nous utilisons une technique de transformation du réseau
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Fi1G. 2.3 — Ezemple de partage de ressources

de Petri. Le but est de rendre le réseau de Petri déterministe sans perdre aucun séquen-
cement possible. Pour ce faire, nous présentons une méthode de transformation du réseau
de Petri, puis nous étudions les différents types de partages de ressources pour adjoindre
au réseau un systéme d’équations contraignant le comportement du sous réseau constitué
par les transitions en conflit. Le but de cette étude est de transformer le réseau de Petri
intégrant des conflits d’accés aux ressources en un graphe d’événements dont le marquage
est contraint par un systéme d’équations. Le systéme d’équations constitue une abstraction
de tous les séquencements possibles des ressources partagées.

Dans cette partie nous ne considérons que les partages de ressources avec franchisse-
ment unitaire des transitions en conflit lors d’un cycle. Le but est d’aborder progressivement
différentes classes de partages de ressources afin de simplifier 'étude de chacun des cas. Le
premier théme abordé est celui de la transformation structurelle (paragraphe 2.2.1) du ré-
seau de Petri pour obtenir un réseau déterministe. Les parties suivantes seront consacrées
& la détermination du systéme d’équations associé au RdAP transformé. Nous considérerons
le cas d’une ressource simple (paragraphe 2.2.2) puis d’un nombre quelconque de ressources

uniques (paragraphe 2.2.3).

2.2.1 Construction du graphe d’événements

Si Von suppose que la fréquence de déclenchement des transitions par cycle est
déterminée, le probléme du séquencement des ressources consiste ici & déterminer 'ordre
des n taches (éventuellement dans le cas d’exécution paralléle) a réaliser : cela revient ici a
définir un ordre total de déclenchement des transitions en conflit. En terme de réseau de

Petri, il s’agira donc de déterminer une séquence de steps pour laquelle chaque transition
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FiG. 2.4 — Fzemple de transformation

apparaitra une et une seule fois, la taille des steps étant limité par le nombre d’exemplaires
disponibles de la machine.

L’idée consiste donc a construire un réseau de Petri déterministe, déduit du modéle
initial pour lequel nous pouvons décrire, & I'aide d’un marquage initial spécifique, toutes
les séquences potentielles de transitions franchissables lorsque ces transitions partagent m
ressources identiques. Nous devons donc imposer un ordre partiel sur les transitions, c’est
ainsi que nous introduisons deux places pour chaque couple de transitions, le marquage de
ces places définira la relation d’ordre entre deux transitions ¢; < ¢; ou t; < ¢;. Dans ce but,
nous proposons la transformation illustrée par la figure 2.4 et utilisant la définition donnée

ci dessous:

Définition 4 Nous utilisons l’abréviation de TGES pour le réseau de Petri obtenu par trans-
formation de chaque place r qui représente une ressource partagée, cette transformation est
décrite ci-dessous :

— Nous éliminons la place initiale r associée au partage de ressources.

- Vi,j € IN,1 <14 < 7 < n, nous introdutsons deur places représentées par pi; et p;; entre

les deux transitions t; et t; (voir la figure 2.4).

Nous obtenons a l'aide de cette transformation un graphe d’événements simple
(ou pondéré) selon la nature du RdP initial simple (ou pondéré). Le premier intérét d’'une
telle transformation est le déterminisme du graphe obtenu; le second est le comportement
(min ,+)-linéaire d’'un tel systéme est dans le cas d’'un RdP initial simple. Considérons
Iexemple illustratif de la figure 2.5, cette transformation caractérise le partage d’une seule
ressource entre quatre taches, représentées par les transitions #;, ta, t3 et 4. Dans la partie
suivante, nous verrons qu'il est possible de déterminer un marquage initial de ce TGES asso-
cié a I'un quelconque des ordres possibles de franchissement des transitions {¢1, to, t3, ta} et
réciproquement. Pour prouver ce résultat nous utilisons le vecteur d’occurrences représenté
par N(k) = (ni(k))igign, nous obtenons ainsi pour 'exemple de la figure 2.5 I'équation

suivante:
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Fic. 2.5 — Exzemple de résolution du partage de ressources
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La complexité en termes de construction de ce nouveau modéle pour n transitions
et une seule place de partage de ressources sur le modéle initial peut facilement étre évalué

en évaluant le cardinal de A ’ensemble des éléments non diagonaux de B(M(0)).
A=n?—n=n(n-1)

Le cardinal de A représente le nombre de places créées pour un partage de ressources simple
entre n transitions.

On obtient ainsi un graphe d’événements dont il reste & déterminer le marquage
initial. Quelles conditions doit alors vérifier le marquage initial pour qu'il corresponde & I'un

quelconque des séquencements réalisables?

2.2.2 Le cas d’une seule machine

Nous étudierons tout d’abord le cas le plus simple d’une seule machine. Nous dé-
montrerons l'existence d'une équivalence entre la résolution d’un partage de ressources a
une machine entre plusieurs taches et une recherche de marquage initial dans le TGES.

Nous montrerons la possibilité d’une abstraction de ’ensemble des séquencements possibles
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de la ressource (auxquels correspond un ensemble de marquages initiaux), en un systéme
d’équations dont les variables sont les marquages initiaux des places mises en jeu. Le sys-
teme d’équations traduit des contraintes sur le marquage initial, ainsi que des contraintes
imposées par le systéme. La preuve se fera en deux étapes: Dans un premier temps, Pour un
séquencement de la ressource il correspond un marquage initial spécifique du TGES. Puis
dans un second temps, pour un marquage initial du TGES respectant certaines contraintes,
il correspond un et un seul séquencement de la ressource.

Dans cette partie, nous considérerons le cas d’'une machine partagée entre un en-
semble de transitions 7" = {t1,...,tq} connectées a la place 7.

Nous supposons que toutes les tches sont exécutées une seule fois en ne disposant
que d’une seule machine. Séquencer consiste donc & définir un ordre strict sur les taches en
conflit. Un séquencement’ définit un ordre de franchissements des steps successifs. Chaque
step est un sous-ensemble de transitions simultanément franchissables. Prenant en compte
Phypothése d’une seule machine partagée entre plusieurs taches (chaque tache n’étant exécu-
tée qu’une seule fois). nous pouvons énoncer une description particuliére d’un séquencement

des taches.

Définition 5 Pour un séquencement 0 = t;;, ...t;,, si t; est franchie avant t; alors cette

i
condition sera représentée par t; <t; (1 <i# j<d).
La loi < permet la représentation des contraintes de précédence parmi deux tran-

sitions du sous-ensemble de transitions 7”. De plus, elle posséde la propriété ci-dessous:

Proposition 1 La relation < est une relation d’ordre strict sur Uensemble des transitions
7.

Preyve. On vérifie facilement que cette relation est une relation d’ordre strict.
Veérifions que cette relation est transitive: en effet, supposons que, pour trois transitions
t;, t; et g, nous savons que t; est franchie avant t; et que t; est franchie avant t;. Nous
en déduisons que t; est franchie avant t;. Ce qui se traduit formellement par la formule
suivante:

Viitite € T, sit; < t; et t; <ty alors t; <ty

Nous venons de démontrer que la relation < est transitive.
Vérifions que la relation est anti-reflexive: montrons que 'on ne peut pas comparer

élément a lui méme, i.e. Vt € T",](¢t < t). Soit t une transition du TGES, aucune contrainte
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de précédence ne peut étre établie sur une méme transition t. Donc la relation < est anti-
reflexive. Par suite, la relation < est une relation d’ordre strict entre les transitions. m

Puisque nous ne considérons pour l'instant que le cas d'une seule machine, la
relation < permet de définir 'ordre strict dans lequel les taches sont effectuées sur la machine.
Les transitions étant maintenant bien ordonnées, nous considérons en toute généralité une
séquence de transitions de 'ensemble 77 numérotées dans I’ordre naturel de franchissement.
Nous obtenons ainsi: £ <t2 < ... <4

A T'aide de la relation <, nous pouvons construire un marquage initial du GES

comime suit :

Définition 6 Pour chaque ségquencement, nous appelons « marquage tnitial associ€ », le

marquage du TGES défini par:
1<i# 7 <d, sit; <t; alors pj; contient un jeton et p;; ne contient aucun jeton.

Cette définition exprime que la transition ¢; ne peut étre validée avant que la
transition ¢; ne soit franchie. A ’aide de cette définition, nous pouvons obtenir une relation

générale que doivent vérifier les transitions du sous-ensemble T” des transitions en conflit.

Proposition 2 Pour chaque séquencement, le marquage du graphe d’événements associé
(définition 6) vérifie :
VI<i#j<d, my,; +my, =1 (2.1)

et induit le comportement caractérisé par le séquencement.

Preuve. Comme précédemment, sans perte de généralité, nous pouvons naturelle-
ment ordonner les transitions de 'ordre de franchissement (cet ordre suit I’ordre numérique).
Numeérotons les transitions dans 'ordre de franchissement de celles-ci; ainsi nous obtenons

Pordre des transitions données ci-dessous :
1 <ty =< ... <14

Supposons que la transformation du réseau de Petri ait été réalisée en respectant les condi-
tions de la définition 4. Nous nous intéressons maintenant au comportement du réseau de
Petri obtenu. Pour cela nous évaluons les vecteurs d’occurrences successifs (somme des steps

franchis). L’état initial est: N(0) = (0,...,0)” pour lequel les compteurs d’occurrences sont
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initialisés & zéro. N (k) est obtenu par recurrence a partir de N(k — 1) et donc & partir de

N(0) par I’équation suivante:
N(k) = B(M(0))* @ N(0) (2.2)
La relation (2.2) contient la matrice B(M(0)), matrice est carrée de dimension d, et 'opé-

rateur @ représentant ’opérateur matriciel (min,+). La matrice B(M(0)), de ce réseau de

Petri, et ses puissances successives sont données ci-dessous:

1 1 1 2
oo 1 1
1 1 1 1
0
B(M(0)) = s B(M(0))* = |0
0 1
1
0 0 o
0 0 1 1
1 1 2 2
1 1 2
1 1
B(M(0))® =
0
0 0 111
Au rang d, nous obtenons:
1 2 2
B(M(0))* =
2

1 ... .01

A partir des équations (2.2), nous obtenons facilement les valeurs successives que

prend le vecteur d’occurrences N (k):

NQ1) =(1,0,0,...,00T
N@©2)=(1,10,...,007

N(d) = (1,1,1,...,1)T
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FiG. 2.6 — Ezemple de marquage intial

Nous déduisons que chaque step successif contient une et une seule transition dif-
férente (S(k) = N(k) — N(k — 1)). De plus, nous déduisons de cette derniére expression

I’équation suivante :

Vk € [L.d],S(k) = tx

Ainsi le TGES satisfait le comportement #; < t2 < ... < tg voulu en respectant
la définition 6. Ce résultat est, en fait, indépendant de 'une quelconque des séquences
initiales choisies t3, ta,..., t5. Donc & chaque séquence de tir, définissant un ordre parmi
les transitions, correspond un marquage initial du TGES. Pour conclure, le jeu d’équations,
défini par ’équation générique (2.1), est satisfait de par la construction de TGES, gréace a
la definition 6. &

Par conséquent, nous venons de prouver que chaque séquencement possible est pro-
duit par un et un seul marquage initial spécifique du TGES solution du systéme d’équations
défini précédemment. Le TGES est donc le modéle générique d’un séquencement séquentiel
paramétrable par un marquage initial. Puisque nous considérons le cas du franchissement
unitaire des transitions sur un cycle, Il est facile de déduire qu’il existe pour d transitions
en conflit (d — 1)! permutations possibles, et autant de séquencements différents possibles.
La proposition 2 induit qu’il existe au moins (d — 1)! marquages initiaux de notre sous ré-
seau. Ainsi tous ces séquencements sont générés par un systéme d’équations pour lequel les
solutions résultent des marquages initiaux du TGES dont la structure reste invariante.

Pour notre exemple, nous avons décrit sur la figure 2.6 le marquage initial associé

a la séquence de tir t; < ty < t3 < t4. Nous vérifions aisément que l’équation (2.1) est
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satisfaite.
Réciproquement, nous allons établir que pour un marquage initial du TGES res-
pectant les contraintes définies précédemment il lui correspond une séquence de tir spécifique

dans le réseau de Petri initial.

Proposition 3 Pour chaque marquage initial du graphe d’événements associé€ vérifiant les

contraintes, il correspond un séquencement de l'affectation de la ressource.

Preuve. Supposons que l'ensemble des contraintes de la proposition 2 soient satis-
faites. Alors pour tout circuit élémentaire de deux transitions t; et ¢;, les deux places p;; et

pj; de ce circuit satisfont la condition (2.1) suivante:

Mypy; + Mpy; = 1

Nous en déduisons que I'une des deux places est marquée, c’est-a-dire p;; ou p;; contient un
jeton. Supposons que pj; contienne un jeton. Par conséquent pour ce circuit élémentaire, ¢;
est validée avant la transition ¢; et pour que la transition ¢; soit validée il doit y avoir un
jeton dans la place en amont de la transition t; (la place p;;); c’est-a-dire il est nécessaire
que la transition t¢; doit étre franchie. Donc un ordre strict vient d’étre décrit entre ces
deux transitions. Ces contraintes donnent I’ordre suivant entre ces deux transitions: ¢; < t;.
La propriété est vérifiée pour 'ensemble des transitions, et les contraintes de précédence
sont globalement vérifiées. Ainsi la définition d’une notion d’ordre, entre deux transitions
de l’ensemble 7", permet de construire un ordre strict sur ’ensemble 7", ce qui induit un
séquencement des affectations successive de la ressource. En effet, le résultat obtenu est
P'ordre de franchissement des transitions en conflit. m

Notons que dans le cas contraire, le marquage initial obtenu correspond & un blo-

cage comme décrit ci aprés:

Remarque 2 Considérons l’ensemble des solutions vérifiant le systéme de contraintes. Nous
remarquons qu’il existe des marquages initiauz pour lesquels aucune transition n’est fran-
chissable. En effet, considérer les contraintes de précédences de d’une paire de transitions
ne permet évidemment pas d’assurer la vivacité de la solution globale. A titre d’exzemple,

considérons le marquage initial M(0) décrit sur la figure 2.6 avec :

mgz =1, mg2=1,my3=1 myyu=1
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Il vérifie les contraintes, mais il représente un blocage car une incohérence est présente dans

la définition de l'ordre global entre les transitions de l'ensemble T', nous obtenons:
t1 < tg, tog <13, t3 <tg el ts <1t

Par la suite, nous verrons que la satisfaction des « conditions de vivacité » permet
de supprimer les solutions représentant un séquencement non vivant du systeme d’équations

obtenu.

2.2.3 Le cas de plusieurs machines

Dans le paragraphe 2.2.2, nous avons exhibé une relation nécessaire que doit vérifier
le marquage initial pour que le TGES représente tous les séquencements possibles dans le
cas particulier ou la ressource est unique. Par la suite, nous étudions le cas plus général de
plusteurs exemplaires d’'une méme machine partagée entre plusieurs taches.

Le probléme consiste en un partage de o (o € IN*) ressources identiques partagées
entre d taches, nous supposons de nouveau que d transitions doivent étre franchies une et une
seule fois par cycle. Le but est d’obtenir un séquencement de P'affectation de ces machines,
ce qui revient & déterminer une séquence de steps dont la taille est inférieure ou égale au
nombre des machines. Le parallélisme d’exécution induit est au plus égal & «. On dira que

la taille d’un step est au plus égale a a.

Définition 7 Un séquencement, dans un réseau contenant des ressources multiples partagées
entre n tdches, est défini par une séquence de steps 51,59, .. .,S;. Chaque transition apparait
une et une seule fois dans la séquence et la taille marimale du step ne dépasse pas le nombre

de machines identiques: a.

Dans ce contexte nous considérons que deux transitions, au moins, peuvent étre
franchies simultanément. La relation d’ordre strict <, définie précédemment, ne convient

plus. Par conséquent, il est nécessaire, de définir deux nouvelles relations :

Définition 8 Nous définissons les notations suivantes :
- t; ~ tj sit; ett; sont franchies lors du méme step (franchisement en paralléle : t; [/ t;)

-t =Xty sttty ~t outy <ty

Proposition 4 ~ est une relation d’égquivalence.
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t1 2 t3 2

P14
FI1G. 2.7 — Ezemple de résolution de partage de deuz ressources

Preuve. Prouvons que la relation ~ est bien une relation d’équivalence. Nous devons
montrer que la relation est:
i) Reflexive: V(t,) e T/, ti ~t; & t; ~ 1;
ii) Symétrique: V(ti,t;) € T2, ti ~tj St ~t;
iii) Transitive: V(t;tj,tx) € T t; ~tj et t; ~tp S t; ~ 1

i) La relation est reflexive car une transition ¢; ne peut étre franchie lors d’un seul
step.

it) Montrons maintenant que cette relation est symétrique. Le fait que deux tran-
sitions solent franchies lors du méme step n’induit pas de relation d’ordre entre deux transi-
tions d’un méme step, puisqu’elles sont franchies en méme temps. Ainsi pour deux transitions
t; et t; de I'ensemble T, on a I'équivalence suivante: ¢; ~ tj &t ~ ;.

iii) A l'aide du méme argument que précédemment. Nous montrons aisément la
transitivité de la relation ~. En effet, si ¢; est franchie en méme temps que t; et si ¢; est
franchie ne paralléle avec t;, alors nous avons: t; ~ tx.

On conclut que la relation ~ est une relation d’équivalence. m

Ainsi dans le cas ol ¢; ~ t;, nous dirons que les deux transitions appartiennent a la
méme classe d’équivalence. Le sous-ensemble de tfansitions représentant la classe d’équiva-
lence d’une transition t; sont les transitions franchissables simultanément avec t;. Par suite,
cette notion correspond a celle de step et la relation < définit une relation d’ordre sur l'en-
semble des steps franchissables. Nous pouvons maintenant ordonner les classes d’équivalences
(steps) suivant leurs ordres de franchissement.

Sur 'exemple représenté par la figure 2.7, nous avons présenté la résolution d’un
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partage de deux ressources entre quatre transitions. Le séquencement retenu vérifie les rela-

tions suivantes:

t1 ~1to t1 <13
f3 ~tg t1 <14
to < 13

to < 14
Nous en déduisons la séquence de steps associée suivante:

tl//t2-<t3//t4

Définition 9 Un marquage d'un TGES M et un séquencement S1, Sa, ..., S sont associés

SiM[Sl SQSZ>M

A titre d’exemple, si I'on considére la figure 2.7. Nous associons le marquage du
TGES a le séquencement S; = t; J/ to puis Sy = t3 // t4. En effet, le marquage donné sur
la figure de droite représente une solution du probléme du séquencement pour le probléme
énoncé précédemment. Nous allons voir comment il est possible d’obtenir le marquage du
TGES pour un séquencement quelconque.

La construction de la structure TGES est effectuée suivant la méme méthode décrite
dans la partie précédente. Cependant du fait qu’il existe o exemplaires de la ressource, il
peut exister un sous-ensemble de transitions (au plus «) simultanément franchissables. Le
lemme suivant donne une condition suffisante pour qu’un marquage du TGES induise un
comportement ou les steps ont pour chacun d’eux une taille inférieure ou égale au nombre

de machines: «.

Lemme 1 Si un marguage initial vérifie les conditions suivantes :

a
V(til, . ’tia+1) C Ta+1, Zmpij+1ij + Mpiyigis <a (23)
J=1

Alors le franchissement simultané de o + 1 transitions dans le méme step est im-

possible.

Preuve. Lorsque 'on considére un circuit élémentaire dans le TGES, nous obte-

nons un invariant de place défini par la somme des marquages des places qu’il contient. La
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somme des marquages des places constituant le circuit est invariante quelles que soient les
transitions franchies et ainsi le marquage obtenu aprés le franchissement d’un step valide
vérifie I'inéquation (2.3). Par suite, nous pouvons réduire la preuve, en ne démontrant que
la proposition suivante:

Si un marquage initial vérifie les conditions suivantes:

@
Wty otias) ST Y mpy | g, S
j=1

Alors avec ce marquage, il y a, au plus, a + 1 transitions validées.

Supposons que « + 1 transitions soient franchissables dans le premier step, alors
toutes les places en amont de chacune des transitions doivent posséder au moins un jeton.
Considérons un circuit contenant uniquement les o + 1 transitions citées précédemment,
ce circuit posséde donc a + 1 places. Chacune des places étant en amont d'une des a + 1
transitions, supposées validées, elles contiennent au moins un jeton. Par conséquent, nous
venons de décrire un circuit de o + 1 transitions contenant « + 1 jetons, ce qui contredit
I’hypothése que traduit inégalité (2.3). =

Sur 'exemple représenté figure 2.7, nous obtenons une série de contraintes qui
dérivent de l'inéquation (2.3). En particulier, cela signifie que pour tout circuit élémentaire
contenant deux transitions (soit trois places), il ne doit y avoir que deux jetons au total des
marquages des trois places. Sachant que chaque place de ce sous réseau ne peut contenir
qu’un seul jeton, nous pouvons reformuler ’équation (2.3) par : dans tout circuit élémentaire
du TGES contenant trois places seules deux d’entre elles doivent étre marquées d'un seul

jeton.

Proposition 5 A chaque séquencement possible est associé un marquage initial dans le

TGES respectant les contraintes données par la relation (2.3).

Preuyve. Soit ¢ un séquencement représenté sous forme d’une séquence o de steps:
o= 51,952,..., Sk. Le but est de construire un marquage M pour lequel nous ayons M[o) M.
En fait, le marquage M engendre un régime cyclique ayant le comportement décrit par la
séquence de steps o.
La construction de ce marquage M est effectuée en deux étapes:
- Si t; < t; alors nous plagons un jeton dans la place p;; en amont de la transition ¢; et

aucun jeton dans la place p;; en aval de celle-ci.
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- Si t; ~ t; alors nous placons un jeton dans les deux places du circuit connectant les
transitions ¢, et t;, ceci exprime le fait qu’il n’y ait pas de contraintes de précédence

entre ces deux transitions.

On ordonne comme précédemment les transitions telles que t; < tg = ... = t4. Par consé-

quent, on obtient la matrice B(M (0)) triangulaire supérieure par blocs suivante:

Al 1 I oo 1 1

0o .o . 1 T )
B(M(©0)) =1 . . o A; = | . ' avec: dim(4;)=4;

0 0 A 1 1 o

I représente une matrice pour laquelle les ccefficients sont égaux & un et posséde
la taille ad hoc. A; représente la matrice caractéristique du step S;. En effet; S; est un
step contenant toutes les transitions simultanément franchies. ainsi, lorsque I'on considére
un circuit contenant deux transitions d’un meéme step, les deux places intermeédiaires sont
marquées d’un jeton. C’est dans ce sens que tous les éléments non diagonaux de A; sont deux
& deux égaux & 1, ceci explique la forme particuliére des matrices A;. La dimension §; de A;
exprime donc le fait que lors du step S; le nombre des transitions franchies simultanément

est égal & §;.

Il reste maintenant a prouver que le marquage ainsi défini engendre le compor-
tement logique spécifié. Calculons, dans ce sens, les puissances successives de la matrice

B(M(0)). Nous obtenons les matrices suivantes:

I I I1 II
I 1 ... 1 1II
I I II
I I I I
, , , |1 I
B(M(0)*=10 . ; B(M(0))® = . o
I
0 o I I
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au rang k, nous obtenons:

I I II

B(M(0))F =
I7
I ... ... 1T

Le symbole I représente une matrice dont les ccefficients sont tous égaux a 2 et
de taille ad hoc. Nous pouvons alors facilement calculer la valeur du vecteur d’occurrence

aprés le franchissement de chaque step, en utilisant la relation de récurrence:

Nk +1) = B(M(0)) & N (k)

et nous obtenons donc Pexpression du vecteur d’occurrence N (k) comme suit :
N(k) = B(M(0))" & N(0)

V1 <i<LN@E) = (11,...,14,0,...,007

1; représente un vecteur pour lequel les ccefficients sont tous égaux a4 1 avec la
dimension ad hoc (la taille de 1; est égale a la dimension de la matrice carrée A4;). Nous
déduisons facilement les steps franchis S; = N (i) — N(i — 1) qui correspondent précisément
aux sous-ensembles de transitions définis par les classes d’équivalences. Nous concluons que
M[518,...Sk)M. Comme précédemment, le résultat est prouvé indépendamment de tous
les ordres de franchissements possibles.

Montrons maintenant que le marquage initial ainsi défini satisfait bien la rela-
tion (2.3) du lemme 1. Raisonnons par ’absurde et supposons I’existence d’un circuit conte-
nant (a + 1) transitions ¢;,... ti,,,, chaque transition ¢;, posséde une unique place en
entrée et en sortie (appelée respectivement Piji;_, €t Pijyq4;), pour laquelle le marquage des
places vérifie: (Z?:l Mp, s l.j) +myp,, ., = o+ 1 Aussi dans ce circuit, nous ne conside-
rons que « + 1 places contenant au plus un jeton. Ainsi, nous concluons que chaque place
Pijpai; = ti; Nti;,,* considérée contient un jeton. Nous concluons, par la défintion de la

relation entre les transitions, que:

by Sty = ... 2t St (2.4)
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Nous allons prouver que ces transitions sont toutes équivalentes. Supposons, au
contraire, que t;, < t;, pour un 1 < u # v < «, nous déduisons de la relation (2.4), le

résultat suivant:

tilj---jtiu'<tivj~--ftil

Par conséquent, t;; < t;, ce qui est absurde par la définition de l'ordre « < ».
Nous concluons que toutes les o + 1 transitions sont équivalentes, c’est-a-dire franchies lors
du méme step, ce qui implique que le séquencement Sy, Sz...S; n’est pas valide. m

Nous venons de prouver que pour chaque séquencement, il existe un marquage
initial tel que les contraintes (2.3) soient satisfaites. Le paragraphe suivant traite de la
réciproque :

Pour un marquage initial donné vérifiant les contraintes imposées, existe-t-il un

séquencement associé?

Proposition 6 Si M est un marquage initial du TGES vérifiant la relation (2.3) alors soit

le marquage induit un blocage, soit il existe un séquencement cyclique o tel que Mo > M.

Preuve. Soit M un marquage vérifiant la relation (2.3). Nous supposerons que le
marquage M n’induit pas de blocage, ¢’est-a-dire que nous faisons ’hypothése de Pexistence
d’une transition vivante, que ’on nommera t;. Nous supposerons de plus I’existence séquence
de steps telle que:

5152... Sk telle que M[S1S5... Sk)

Le franchissement de la transition t¢; de ce circuit implique la consommation des

jetons des places en amont de cette transition. Or:

Vj# i, {pji} =*tiNt;* (2.5)

Le franchissement de t; redevient possible uniquement lorsque les places amont
sont de nouveau marquées. L’équation (2.11) permet de dire que le tir de ¢; n’est possible
qu’aprés le franchissement de toutes les transitions du TGES. Ainsi 'indice k peut étre choisi
de telle fagon que la séquence de steps S = 5152... Sk soit la plus grande possible et ne
contienne qu’'une occurrence et une seule de chaque transition. La transition ¢; est supposée
vivante et celle-ci ne peut étre franchie que si les autres ont été tirées. Donc deux cas se
présentent, soit S contient toutes les transitions et la preuve est terminée. Soit S ne contient

pas toutes les transitions, nous en déduisons 'existence d’une transition non franchissable,
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t; 2 t3 t4 t

P14
FiG. 2.8 — Ezemple de résolution de partage de deuz ressources

ce qui implique la non franchissabilité de la transition ¢; & partir du marquage obtenu aprés
le franchissement de la séquence S. Or compte tenu de la maximalité de la séquence S et de
la vivacité de la transition t;, nous concluons que ce cas est impossible. Par suite, S est une
séquence de steps contenant toutes les transitions et la proposition 5 impose que le marquage
initial vérifie une inégalité qui interdit le franchissement simultané de plus de a transitions.
En conclusion, la séquence de steps S = 5159 ... 5 est un séquencement cyclique. m

A ce stade de notre étude, nous sommes capable de transformer un partage de
ressources pour obtenir un TGES auquel est adjoint un systéme d’équations contraignant le
marquage initial de ce dernier. Par contre, nous illustrons la théorie ci-dessus sur le contre
exemple 2.8, pour lequel nous donnons un marquage initial pour lequel toutes les transitions
ne sont pas franchissables. En effet, nous constatons que les circuits élémentaires du TGES ne
sont pas tous marqués. On conclut que le systéme d’équations posséde de fausses solutions,
dans le sens ou ces fausses solutions conduisent & un blocage. Dans le paragraphe suivant,
nous verrons qu’il est possible d’éliminer ces fausses solutions & priori grace & une simple

condition de vivacité du TGES.

2.2.4 Condition de vivacité

Dans la suite, le probléme abordé est celui des conditions de vivacité dans le TGES.
Puisque le TGES obtenu est un graphe d’événements simple, 1l résulte de travaux anté-
rieurs [CHEP71], la condition nécessaire et suffisante de vivacité suivante:
Théoréme 1 Pour qu’un graphe d’événements simple soit vivant il faut et il suffit qu’il

ezriste au moins un jetons dans chaque circuit élémentaire du réseau.
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Dans 'exemple représenté par la figure 2.8, le circuit t; — t3 — t4 — 1 ne contient
aucun jeton (myp,, = Mp,, = Myp,, = 0), ce qui confirme que notre TGES, muni du marquage
représenté par la figure 2.8, n’est pas vivant.

Nous appliquons les conditions de vivacité & notre TGES pour obtenir un jeu
d’équations supplémentaires. Le but est de contraindre le marquage du TGES pour éliminer
les fausses solutions décrites précédemment. I1 faut donc décrire tous les circuits élémentaires
contenus dans le TGES. En effet, pour que le TGES soit vivant il faut et il suffit qu’il existe au
moins un jeton dans chaque circuit (théoréme 3). C’est-a-dire que la somme des marquages
des places contenues dans chaque circuit considérée soit supérieure ou égale a 1.

De plus, un circuit élémentaire ne peut contenir plus de transitions que le nombre
total de transitions du TGES, sous peine de répétition. Donc les inéquations ne peuvent
contenir plus de quatre inconnues.

Nous obtenons un jeu d’inéquations supplémentaire, ces inéquations sont décrites

ci-dessous pour notre exemple (figure 2.8: 4 transitions et a machines ):

— Pour les circuits de taille 2: V1 <@ # j < a, mij; +my; > 1
- Pour les circuits de taille 3: V1 < @) # i2 # i3 < @, Myyiy + Migiz + Migiy = 1

— Pour les circuits de taille 4 : V1 < 4y # 49 # i3 # 4 < @, Miqip +Migiz +Migiy +Miyiy = 1

Théoréme 2 Le systéme d’inégquations induit par la relation (2.3), augmenté du systeme
d’inégquations induisant la vivacité (théoréme 3), capture uniquement tous les séquencements

cycliques possibles.

Preyve. Soit S une séquence de step associées & un marquage M initial du TGES
solution du systéme d’inéquations augmenté du systéme d’inéquations lié & la condition de
vivacité. Aussi M est une solution particuliére du systéme d’inéquations, donc la proposi-
tion 7 impose que S est un séquencement cyclique de la ressource ou conduit vers un blocage.
De méme, M est une solution particuliére dﬁ systéme d’inéquation garantissant la vivacité
du TGES. D’ou S est un séquencement cyclique de la ressource.

Réciproquement, S est un séquencement cyclique de la ressource. Montrons que
M constitue une solution du systéme d’inéquations augmenté du systéme d'inéquations.
Par hypothése S est un séquencement et induit un comportement périodique donc vivant.

Aussi, nous en déduisons respectivement que M est une solution du systéme d’équations
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car S est un séquencement, et M est une solution du systéme d’inéquations car S induit un
comportement non bloquant. m

En conclusion, considérons un réseau de Petri dont les indéterminismes ne pro-
viennent que des partages de ressources, tel qu’il posséde des contraintes de franchissements
unitaires des transitions en conflits, sous réserve que les arcs en jeu ne soient pas pondérés.
Le théoréme 4 montre la possibilité de transformer le réseau de Petri en un graphe d’événe-
ments simple tout en préservant 'ensemble des comportements possibles. Nous allons voir

par la suite que 'hypothése des franchissement unitaire des transitions peut étre relaxée.

2.3 Reésolution du partage de ressources avec franchissement

multiple des transitions

Dans la partie 2.2, nous avons abordé le probléme des conflits d’accés aux ressources
pour un franchissement unitaire des transitions. Considérons le cas ol une ou plusieurs
machines identiques sont partagées par plusieurs taches, sans restriction sur le nombre de

franchissements, a la différence des paragraphes 2.2.2 et 2.2.3.

2.3.1 Construction du graphe d’événements

L’idée consiste a se ramener au cas de I’étude précédente. C'est-a-dire transposer un
probléme de partage de ressources entre plusieurs transitions, dont plusieurs franchissementsv
par cycle est permis, en un probléme de partage de ressources entre transitions franchies
une seule fois par cycle.

Dans ce but, nous proposons la procédure décrite ci-dessous:

— premiére étape : Chaque transition t est dupliquée autant de fois que ¢ doit étre franchie
au cours d’un cycle. Nous obtenons un ensemble de transitions en conflit noté 7”.

— deuxiéme étape: Nous effectuons la transformation décrite au paragraphe 2.2.1 sur
Pensemble de transition T".

— troisiéme étape: Une recherche du marquage initial est effectuée, celle-ci est décrite
précédemment (paragraphes 2.2.2 ou 2.2.3, suivant le nombre de machines en jeu).

Par conséquent, cette procédure permet de générer un TGES pour lequel chaque
transition est franchie une seule fois. Nous retrouvons alors la problématique du paragraphe

précédent, aprés avoir dupliqué certaines transitions du graphe initial.
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2.3.2 Recherche du marquage initial

Notre approche de la recherche de marquage initial sur le TGES obtenu différe
sensiblement de la recherche de marquage initial menée lorsque nous faisions ’hypothése de
franchissement unique des transitions en conflit.

La méthode utilisée au sein du paragraphe 2.2.3 fonctionne pour le TGES obtenu,
Iensemble des séquencements obtenu est correct et cet ensemble recouvre l’ensemble des
séquencements possibles. Par contre, les transitions dupliquées introduites précédemment
représentent la méme tache. Il est donc inutile de considérer une notion d’ordre entre deux
clones d’'une méme transition. Ainsi, nous convenons de définir un ordre par défaut des
transitions dupliquées représentant l'ordre numérique affecté lors de leur création. Cette
méthode vise a éliminer les séquencements redondants.

Nous présentons la méthode de recherche de marquage initial en intégrant la re-

marque précédente. Nous obtenons l'algorithme suivant:

— Premiére étape: Pour le sous-réseau du TGES formé des transitions dupliquées, une
notion d’ordre parmi ces transitions ne présente aucun sens, puisque celles-ci représente
la méme tache. Nous ordonnons ces transitions suivant 'ordre numérique qui leur est
affecté. L’ordre précédent permet de définir le marquage des places intermédiaires
entre deux clones d'une méme transition. Le nombre de variables est ainsi réduit et la

complexité de résolution du systéme d’équation global s’en trouve également réduit.

— deuziéme étape . Nous considérons le TGES, il est composé a la fois de places dont le
marquage est prédéterminé (premiére étape) et de places dont le marquage est inconnu.
Nous résolvons ce probléme avec le méme algorithme exposé dans le paragraphe 2.2.2
ou le paragraphe 2.2.3 si le probléme comporte respectivement une ou plusieurs res-
sources. La différence réside dans le fait que certaines variables utilisées lors de cette

deuxiéme étape possédent déja une valeur établie lors de la premiére étape.

Le fait que le systéme d’inéquations capture tous les séquencements possibles de(s)
ressource(s) repose sur le fait que les clones d’une transition t;, de 'ensemble T”, représentent
une méme tache. En effet, considérons les séquencements qui différent par permutations des
clones d’une transition t; (t], t? ...), les clones d’une transition t; représentent une méme
tache & exécuter. Par conséquent, une permutation des clones d’une transition ¢; n’influe

pas sur le séquencement final de(s) ressource(s). Par conséquent, le fait de fixer l'ordre de
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FiG. 2.9 — Le réseau de Petri transformé

franchissement des clones, ou de maniére équivalente le marquage du sous réseau formé par
les clones d’une transition ¢; (premiére étape), n’est pas une restriction de 'ensemble des
solutions. De plus, le fait de fixer le marquage d’un certain nombre de places du TGES

permet de diminuer la complexité de résolution du systéme d’équations.

2.4 Application sur 'exemple d’illustration

Nous proposons maintenant d’appliquer cette théorie sur 'exemple illustratif 2.1.
La ressource 71 est une ressource partagées entre deux transitions ts et ts, sachant que la
transition s est franchie trois fois par cycle et la transition t5 une seule fois. Par conséquent
la transitions ty est dupligée trois fois. La ressource ro est partagées entre des transitions
franchies une seule fois par cycle.

Le réseau de Petri est tout d’abord transformé selon la procédure décrite dans le
paragraphe 2.2 et nous obtenons dans ce sens le RdP de la figure 2.9. Ce réseau de Petri
posséde la particularité que les ressources sont partagées entre différentes taches exécutées
une fois par cycle, notamment des clones d'une méme tache (transitions t3, t3, t3).

Nous appliquons une nouvelle transformation qui vise & ’obtention d'un graphe
d’événements simple (sans conflit). Le principe, décrit dans le paragraphe 2.2.1, permet de
modifier la structure du réseau et nous obtenons le réseau de Petri décrit par la figure 2.10.

Le marquage présent sur la figure 2.10 est fixé a Pavance, car il détermine l'ordre de fran-
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F1G. 2.10 — Graphes d’événements pondéré résultant
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chissement des clones de la transition to. En effet, I’ordre de franchissement de ces clones
étant aléatoire, il est préférable de fixer un ordre (numeérique) pour ne pas augmenter la

complexité de la résolution inutilement.

A ce graphe d’événements, il est adjoint deux systémes d’équations contraignant
le comportement des deux TGES associés aux ressources 71 et 3. Pour notre exemple, nous

obtenons les systémes suivants:

1

N

Mpszy + Mpyy

Contraintes relatives a o ¢ my,,. + mpg, < 1 (2.6)

Mpeq T Mpge < 1

Par conséquent, le marquage initial du TGES associé & la ressource ro doit satis-
faire les contraintes données par le systéme (2.6). Ce systéme d’inéquations représentent les

contraintes de franchissements et les contraintes liées a la vivacité des solutions.

Pour le TGES associé a la ressource ri, il y a deux exemplaires de la ressource.
De plus, la ressource est partagées entre les transitions t5 et to (transitions té, t% et t3). Le

marquage initial doit vérifier le systéme d’équations suivant:

N

mpiz + mpga + my31

N

M3 + Mmys2 + My21

N

My12 + mpgs + M1,

N

N
N N N S

] ] Ml + M2, + mpi2
Contraintes relatives a r; 8 2 (2.7)
3 +ma,

m, i3 + 1M
P> + P25 D2

N

Miggs + Mg, My

N

m m,
mP%S + P35+ P22

N

m,.2 m 2
P25 + P2, + mpg

De plus, le marquage initial doit vérifier la condition de vivacité qui s’exprime par
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les inéquations suivantes :

\Y
—

21 + Myp12

Y
[t

mpgz + mpgs

Y
—

m,3 m,3
p52+ P3s

WV
=

31 + TMipi3

\Y
p—

m. 2 m,2
1”52+ P2s

WV

m12+m1 1

Py D25

WV
—_

mpéz + mpga + ’mpgl

Y
st

P35 + mpéz (28)

m., 13 m m
P2 + P%5+ P32

) mp%z +m
Contraintes de vivacité

\Y%
—_

WV
—_

mpés + mpgz + mp%1

\Y%
s

m., 1 m.
P25 + 3, + mpg1

\Y%
—

M pl3 + Mip32 -+ mp2i

\Y
—

m,23 m.3 m.2
p; + P25+ D52

V

m, 25 +m 1
P + ng-l-mpgz

\%

m,12 +1m. 23 3 m 1
3 + D3 +mp25+ Pi,

m,. 1 +m
25

» 3 + mp32 + mpz1 =1

p

De ce fait, 'ensemble des marquages solutions des systémes d’inéquations (2.7) et
d’inéquations (2.8) caractérise I’ensemble des séquencements admissibles pour la ressource
71 et le systéme d’inéquations (2.6) caractérise I’ensemble des séquencements de la ressource
ro. En effet, chaque marquage solution du systéme d’inéquations (2.7) est un séquencement
des ressources et un marquage solution du systéme d’inéquations (2.6) est vivant. Sachant
que dans le cas de ressources simples le probléme d’ordonnancement est NP-complet, il est
intéressant de considérer la complexité de la résolution d’un tel systéme.

D’'une part dans le pire des cas, c’est-a-dire lorsque l'on partage une ressource
entre plusieurs taches franchies une seule fois, il existe (n — 1)! séquencements possibles
correspondant & tous les ordres possibles entre les transitions. Ce qui confirme le caractére
non-polynémial de 'optimisation. L'avantage de ’approche proposée est que tous les ordres
sont conservés et nous le verrons plus tard, qu’il ne sera pas nécessaire de tous les évaluer.

D’autre part, lorsque I'on partage plusieurs exemplaires d'une méme ressource plu-
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sieurs transitions sont franchies simultanément. Lorsque Yon franchit plusieurs transitions
par step, la complexité se trouve fortement réduite selon le nombre des steps résultants.
Supposons que 'on veuille un régime cyclique en d steps pour n transitions alors il reste
(d — 1)! ordre possibles pour les steps considérés. Le parallélisme d’exécution tend donc a

réduire sensiblement la complexité si d << n.

Evoquons pour terminer le cas pour lequel transitions sont franchies plusieurs fois
par cycle (contraintes de gammes). Dans ce cas, les clones des transitions franchies plusieurs
fois sont déja séquencés. Par conséquent, la complexité de la résolution est également nette-
ment inférieure a celle qui prendrait en considération la totalité des franchissements (nombre

de transitions aprés "clonage").

L’intérét d’une telle approche résulte donc de U'intégration d'un jeu de contraintes
sur le marquage initial. Ainsi, tous les séquencements possibles sont réduits & un systéme
d’équations et d’inéquations. Il est évident que l'ordonnancement optimal est conservé
puisque tous les séquencements possibles sont abstrait par le systéme d’inéquations. Ce-
pendant en optimisant le parallélisme, c’est-a-dire en limitant la valeur de d devant n, la
complexité est réduite trés fortement méme si cette derniére reste d’expression non polyno-

miale.

2.5 Reésolution des partages de ressources avec pondération

des arcs

A ce stade de notre étude, nous connaissons une méthode de transformation d’un
partage de ressource dont chaque tache en conflit ne requiert qu'un seul exemplaire de la
ressource lors de son exécution. Notre but est d’étendre la résolution au cas des partages de
ressources multiples entre différentes taches ot les arcs sont pondérés et les tirs des transitions
non nécessairement unitaires. Dans ce sens, nous exhiberons un exemple illustratif, dérivé
de lexemple précédent, représenté par la figure 2.11. Cet exemple sera décrit au cours
du premier paragraphe. Puis nous décrirons la méthode visant a 'obtention d’un graphe
d’événements associé & un systéme d’inéquations dont 'ensemble des solutions contient les

séquencements possibles des transitions en conflit.
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FiG. 2.11 — Exemple d’illustration

2.5.1 Exemple illustratif

A titre d’exemple d'illustration, considérons le cas de la gamme de production
décrite figure 2.11. La chaine de production permet de fabriquer un produit réalisé par un
assemblage de trois types composants: deux de type Aj, un de chaque type Ay et As.

Le premier composant A; est fabriqué par Pusinage de la piéce située en p; en
utilisant un exemplaire de la ressource 7, ce qui est symbolisé par le tir de la transition ¢;.
La fabrication du deuxiéme composant est effectuée sur la transition ¢5 en utilisant deux
exemplaires de la ressource r. Le dernier composant est usiné & l'aide de trois ressources
de type r et symbolisé par le franchissement de la transition t3. Un assemblage de deux
piéces A;, une piéce Ao et une piéce As est alors effectué au niveau de la transition t4.
Enfin, le résultat de Passemblage est controlé; ce qui est symbolisé par le franchissement de
la transition t5 et 'on obtient le produit final. Le modéle est rebouclé virtuellement pour
prendre en compte la production cyclique du systéme.

Aussi pour notre exemple les hypothéses pour un cycle de production sont les

suivantes:
— Deux franchissements de la transition t;
— Un franchissement de la transition s

— Un franchissement de la transition ¢3
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1
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Fi1c. 2.12 — Construction du TGES

2.5.2 Reésolution du partage de la ressource r
Construction du TGES

Nous utilisons la méthode de transformation exposé dans le paragraphe 2.3.1. Le
TGES résultant est représenté par la figure 2.12.

On constate la présence de deux clone de la transition ¢, représentatif des deux
franchissements de celle-ci durant un cycle. Ainsi que des places intermédiaires entre chaque
paire de transitions dont le but est de caractériser les contraintes de précédence entre deux
transitions.

Le TGES construit permet d’aborder 'abstraction des séquencements possibles en

un systéme d’inéquations. Cette méthode est décrite par la suite.

Résolution des partages de ressources

Nous ciblons cette étude sur la transformation d'un conflit structurel engendré
par un partage de ressources. Dans la partie précédente nous avons vu que la transfor-
mation d'un conflit structurel permet 'obtention d’un graphe d’événements. L’objet de ce
paragraphe est d’abstraire I’ensemble des séquencements possibles des ressources. Chaque
séquencement peut étre caractérisé par un marquage initial du TGES obtenu par la méthode
de construction décrite précédemment. Ce paragraphe est donc consacré & la recherche d'un

systéme d’inéquations dont I’ensemble des solutions correspond de fagon équivalente & celles
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obtenues pour la recherche d’un ensemble de marquages initiaux. Chaque marquage initial
engendre alors I'un quelconque des séquencements possibles des ressources.

Ce paragraphe est divisé en trois parties. Dans un premier temps, nous exposerons
une méthode visant l’obtention d’un systéme d’inéquations dont un marquage initial solu-
tion correspond & un séquencement donné des ressources. Dans un second temps, étendons
le systéme d’inéquations précédemment obtenu dans le but de garantir la vivacité d'un mar-
quage initial. Puis pour conclure, nous prouverons que tous les séquencements possibles des
ressources peuvent étre obtenus a ’aide d’un marquage initial du TGES solution du systéme

global d’inéquations ainsi généré.

Obtention d’un systéme d’inéquations

Du fait de la transformation évoquée au paragraphe 2, nous étudions le cas d’un
partage de m exemplaires identiques d’une ressource entre d tiches représentées par un
ensemble de transitions 7" = {¢1,...,t4} franchie une seule fois par cycle. Le but de ce para-
graphe est d’exhiber un ensemble de relations que doit nécessairement vérifier un marquage
initial pour engendrer un séquencement des ressources. Plus généralement, nous recherchons
I'obtention d'un systéme d’inéquations tel que chaque marquage initial corresponde & un
séquencement des ressources, solution du systéme. En faisant I’hypothése d’un parallélisme
d’exécution, nous déterminons en fait une séquence de steps réalisables du point de vue des
hypotheses spécifiées sur le fonctionnement du TGES.

Dans ce sens, nous allons exhiber une méthode visant 'obtention d’un marquage
initial engendrant I'un quelconque des séquencements spécifiés. Le marquage initial recher-
ché doit donc intégrer le fait que m ressources sont partagées. Par suite, plusieurs transi-
tions peuvent étre franchies simultanément, leur nombre dépend du nombre de ressources
nécessaires & l'exécution de ce step. Par conséquent, nous allons définir des ensembles de
transitions dont la définition repose sur le nombre de ressources consommeées dans le cas

d’un franchissement en paralléle de toutes les transitions.

Définition 10 On notera T, un sous-ensemble {t; ,... t;, ., } de transitions de T' tel que :
a+1 a+1

(Vi):1<j<a+l, Y Wrt)<met Y Wrt,)>m (2.9)
k=1;ks£j k=1

Ou W (r,t;,) représente la pondération de I’arc joignant la place r a la transition t;, .
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La définition précédente permet de considérer des sous-ensembles T} de transitions
de 'ensemble des transitions du TGES. Les inéquations (2.9) permettent d’affirmer que o
transitions de T peuvent étre franchies mais que le franchissement simultané des a + 1
transitions de T* est impossible. L’idée est donc ici d’interdire le franchissement simultané
de toutes les transitions contenues dans un ensemble de type 7. ce que nous énongons par

le lemme suivant :

Lemme 2 Soit M un marquage initial du TGES, s’il vérifie les conditions suivantes :

@

\V/T;* = {tiu e 7tia+1}? Z mPij+1ij + mpilia+1 o (2'10)
Jj=1

Alors le franchissement simultané de toutes les transitions de l’ensemble T dans un méme

step est impossible.

Preuve. Soit un sous-ensemble de transitions de type 77 = {t;;,...,t; ..}, ces
transitions vérifient par hypotheéses les inéquations (2.9). Donc le franchissement simultané
de toutes les transitions de T" ne peut se produire.

Dans ce sens, on parcourt les ensembles de type T}", puis on forme ’ensemble des
circuits de place sur la base des transitions contenues dans 'ensemble T7*. Considérons un cir-
cuit de ce type, le franchissement en paralléle de toutes les transitions qu’il contient exigerait
un nombre de ressources supérieur a celles en présence (inéquation (2.9)). Par conséquent, il
convient de ne pas valider simultanément toutes les transitions de ’ensemble T7*. Par contre
tout sous ensemble strict de transitions peut étre validé lors d’un step (inéquation (2.9)).
De ce fait, une place au moins de ce circuit ne doit pas étre pas marquée; ce qui implique
que ’ensemble des transitions considérées ne peut étre franchies lors du premier step.

Les places contenues dans les circuits précédemment décris forment des invariants
de places. En effet, toute transition posséde une place en amont et une place en aval. Par
conséquent le franchissement des transitions ne modifie pas la somme des marquages des
places. Donc ’ensemble des transitions considérées ne peut étre franchies lors du fonction-
nement du réseau de Petri. »

A titre d’exemple, considérons pour le TGES représenté figure 2.11. Un sous-
ensemble de transitions répondant aux critéres de la définition 10 est donné par I} =
{t},t3t2}. Nous obtenons les deux chemins représentés figure 2.13. D’aprés le lemme 2, nous
en déduisons que dans chaque circuit une des places ne doit pas étre marquée pour éviter le

franchissement en paralléle des transitions: t%,t% et to.
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F1G. 2.13 — Ezemple de chemins

Le lemme 2 précédent exprime une condition suffisante pour qu'un marquage ini-
tial du TGES induise un comportement oil les steps consomment un nombre de ressources
inférieur ou égal au nombre ressources disponibles: m. Ce résultat engendre donc un sys-
téme d’inéquations du type de l'inéquation (2.10). Ce systéme d’inéquations contraint le
marquage des places du TGES dans le but d’obtenir un marquage initial engendrant un sé-
quencement de la ressource tout en validant les spécifications associées aux franchissements

des transitions.

Intégration des conditions de vivacité

Notre objectif est maintenant d’associer au systéme d’inéquations obtenu & l'aide
de l'inéquation générique (2.10) obtenu précédemment un systéme d’inéquations complé-
mentaires garantissant la vivacité du modéle. Notre raisonnement se base sur la proposition

suivante :

Proposition 7 St M est un marquage initial du TGES vérifiant les relations (2.10) alors
soit le marquage induit un blocage, soit il existe un séquencement cyclique o tel que Mo >

M.

Preuve.

Soit M un marquage vérifiant la relation (2.10). Nous supposerons que le marquage
M n’induit pas de blocage, c’est-a-dire que nous faisons ’hypothése de 'existence d’une
transition vivante, que ’on nommera t;. Nous supposerons de plus l'existence séquence de

steps telle que:
5185 ... S telle que M[5152 e Sk>
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Le franchissement de la transition ¢; de ce circuit implique la consommation des

jetons des places en amont de cette transition. Or:

Vi # 4 {pt ="tant;® (2.11)
Le franchissement de t; redevient possible uniquement lorsque les places amont
sont de nouveau marquées. L’équation (2.11) permet de dire que le tir de ¢; n’est possible
qu’apreés le franchissement de toutes les transitions du TGES. Ainsi I'indice k peut étre choisi
de telle facon que la séquence de steps S = 5152... 5 soit la plus grande possible et ne
contienne qu’une occurrence et une seule de chaque transition. La transition ¢; est supposée
vivante et celle-ci ne peut étre franchie que si les autres ont été tirées. Donc deux cas se
présentent, soit S contient toutes les transitions et la preuve est terminée. Soit S ne contient
pas toutes les transitions, nous en déduisons l'existence d’une transition non franchissable,
ce qui implique la non franchissabilité de la transition ¢; & partir du marquage obtenu aprés
le franchissement de la séquence S. Or compte tenu de la maximalité de la séquence S et de
la vivacité de la transition ¢;, nous concluons que ce cas est impossible. Par suite, S est une
séquence de steps contenant toutes les transitions et la proposition 7 impose que le marquage
initial vérifie une inégalité qui interdit le franchissement simultané de plus de « transitions.
En conclusion, la séquence de steps S = 57159 ...Sk est un séquencement cyclique. m
L’idée principale utilisée dans cette partie consiste a filtrer les solutions qui corres-
pondent & un blocage du TGES. La garantie de vivacité des solutions revient donc & éviter
les blocages possibles afin que seul les séquencements cycliques possibles des ressources sub-
sistent. En référence & des travaux de travaux antérieurs [CHEP71], rappelons la condition

nécessaire et suffisante de vivacité suivante:

Théoréme 3 Pour qu’un graphe d’événements simple soit vivant il faut et il suffit qu’il

eriste au moins un jetons dans chaque ctrcuit élémentaire du réseau.

Il est alors nécessaire de décrire les circuits élémentaires du TGES pour garantir
la vivacité d’'un marquage a ’aide du théoréme 3. C’est-a-dire que la somme des marquages
des places contenues dans chaque circuit élémentaire doit &tre supérieure ou égale a un.
De plus, un circuit élémentaire ne peut contenir plus de transitions que le nombre total de
transitions du TGES, sous peine de répétition. Donc les inéquations ne peuvent contenir plus
d’inconnues que d’éléments dans ’ensemble T”, en effet une inéquation du type précédent

contient les marquages de places intermédiaires entre deux transitions d’un chemin contenant
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un sous ensemble de 7" sans répétition. Les contraintes exposées permettent d’énoncer le

théoréme suivant :

Théoréme 4 Le systéme d’inéquations, augmenté du systéme induisant la vivacité, capture

uniquement tous les séquencements cycliques possibles.

Si Pon considére un réseau de Petri pondéré pour lequel les contraintes de fran-
chissement des transitions ont été exprimés et dont les indéterminismes ne proviennent que
des partages de ressources. Le théoréme 4 permet d’affirmer qu'il est possible de le transfor-
mer en un graphe d’événements pondéré tout en préservant l’ensemble des comportements

possibles du réseau de Petri.

Application

Appliquons la théorie exposée précédemment a Pexemple illustratif de la figure 2.11
introduit au début de cet article. Nous envisageons la cas de trois ressources (m = 3).

La premiére étape consiste en la duplication de la transition ¢; en deux transitions
t1 et t2 dont la fréquence est d’un franchissement par cycle. Le réseau de Petri est transformé
en supprimant le partage de ressources et en effectuant la construction du TGES, représenté
en noir sur la figure 2.14. Puis nous résolvons le partage de ressources a l’aide de la méthode
exposée dans le paragraphe 2.5.2.

Nous devons ajouter les systémes d’inéquations liés au partages des ressources et
aux conditions de vivacité dans le TGES. La premiére étape est de déterminer tous les sous-

ensembles de de T’ = {t1,t3,t2,t3} respectant les conditions du lemme 10, nous obtenons :

My, + My, < 1
{tz,tg,} P32 P23 ; |
{t% t3} mpilil + mpiii =
b
m2 +m,2 <1 (2.12)
{t% tS} P31 P13
)
moe1+m1 +m2 <2
{t% t% tz} P11 P12 Py
) b
Mpi T Mg, Mgy, S 2

\

Le théoréme 2 permet, & partir des sous-ensembles de 7" donnés dans le systéme (2.12), de
donner un systéme garantissant la validité des solutions obtenues, c’est-a-dire que les mar-
quages initiaux obtenus engendrent bien un séquencement des ressources. Ce qui se traduit

par le systéme d’inéquations supplémentaire suivant garantissant la vivacité du séquence-
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ment :

( My +mye > 1 mys . > 1
Mg, + My, 2 1 M3, T Mz, 2 1

\ mp32 + mP23 ; 1 mpél + mph ; 1
m21+mp1 +mp§1>1 )
Mpiz + Mp2, + My 21 mpﬁ—#mpgl—}-mpgz—i-mph)l

p2k +mp1 + mpgl =1 my, 12 + mpz + Mpyy + mp% >1 (2.13)

m12+mpz +mp§ =1 My, +mz —+—mp% +mp§1>1
mph + mp%s + Mpgy 21 ml’%l - 'mpfz + mpgl + mp31 =1
Myt + Mipyg + My 21 mpr +myp +mpz +my 2> 1
My, + M2 + Mpg, 21 [ Tyl + M2 +my, 2, + my, >1

\ mp% + mP23 + mpgl > 1

Cette transformation conduit & I'obtention du graphe d’événements pondéré représenté par
la figure 2.14. Le comportement logique de ce réseau de Petri peut étre étudié a aide
du dioide (min,+) [TBG02a]. Nous obtenons alors le systéme d’équations (2.14) (min,+)-

linéaires suivant :

( ni(k+ 1) = min (n%(k) + mya,na (k) + my na(k) +mp ns(k) +mp%>
n2(k + 1) = min (n-_}(k) + mpiz2,na (k) + myz n3(k) +mz ns(k) -f—mp%)
na(k + 1) = min (n% (k) + my ,nT 2(k) + p2,13(K) + My, ,n5(k) + mpz)
ng(k + 1) = min (n%(k) +mpy ni(k) +mpe (k) + My ns(k) + m,,s) (2.14)
na(k + 1) = min (n%(k) + mp n3(k) + mypz,m2(k) + mps,n3(k) + mp
a4 1) = | LI |y g |2

Par conséquent, le réseau de Petri décrit par la figure 2.11, avec m = 3 exemplaires
de la ressource r, est transformé en un graphe d’événements (figure 2.14) dont le marquage
initial est contraint par les systémes d’inéquations (2.12) et (2.13). De plus dans le cas par-
ticulier de notre exemple, le comportement logique du graphe d’événements pondéré obtenu
peut étre décrit a 'aide d’un systéme d’équations (min ,+)-linéaires (systéme (2.14)). Nous
verrons au sein de la partie suivante qu’il est possible pour une classe de graphe d’évé-
nements pondéré de représenté le comportement logique a 1'aide d'un systéme d’équations

(min ,+)-linéaires.
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FiG. 2.14 — Le graphe d’événements pondéré résultant

2.6 Conclusions

Dans ce chapitre, la présentation des résultats s’est effectuée de maniére progressive

dans le but d’exposer clairement les difficultés rencontrées.

Dans un premier temps, le partage d’un exemplaire d’une ressource partagée entre
des transitions franchies une fois par cycle. La résolution du partage de la ressource consiste
en une transformation structurelle du réseau, dans le but d’obtenir un réseau déterministe.
Les choix possibles sont abordés lors de la prise en compte des contraintes de précédences
parmi les transitions séquences franchissements possibles, ce qui se traduit par un systéme
d’équations et inéquations dont les solutions sont un marquage initial d’un sous-ensemble

de places du graphe d’événements obtenu induisant un comportement correct.

Dans un second temps, nous prenons en compte les exemplaires multiples d’une
ressource partagée entre plusieurs transitions en conflit, celles-ci sont franchies une seule fois
par cycle. La méthode de résolution est sensiblement la méme que précédemment, la prise en
compte de plusieurs exemplaires de la ressource implique la prise en compte de contraintes
plus complexe. Le contraintes sur le marquage du sous réseau de Petri ainsi construit se
traduisent par un systéme d’inéquations. Aussi I’ensemble des séquencements possibles des

transitions en conflits sont solutions d'un systéme d’inéquations

Puis, la prise en compte des franchissements multiples possibles des transitions en
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conflit impose une modification de la technique de construction. En effet dans le but de
retrouver la problématique précédemment étudiée, la construction du graphe d’événements
est enrichie d’une duplication des transitions. Ainsi le nombre de clones d’'une transition en
conflit est égal au nombre de franchissement de celle-ci par cycle.

Enfin, Pextension finale de cette problématique concerne la pondération sur les
arcs. Nous obtenons une méthode générique face a ce type de probléme. Cette prise en
compte abouti & la construction d’un graphe d’événements associé & un systéme d’inéqua-
tions caractérisant les séquencements possible des transitions initialemaent en conflit d’acces
aux ressources.

Nous avons présenté dans ce chapitre une méthode de transformation structurelle
d’un réseau de Petri contenant des partages de ressources, donc des conflits structurels.
Notre but était de générer un graphe d’événements pondérés, le caractére déterministe du
réseau permet alors une approche algébrique de 'étude du comportement logique du réseau
de Petri obtenu. Le principe de notre démarche & été de prendre en compte le nombre de
franchissements de chaque transition au cours d’un cycle et/ou le nombre d’exemplaire de la
ressource en partage. Ces données permettent d’établir un systéme d’équations, qui induit
un paramétrage par les marquages initiaux possibles du graphe d’événements pondérés. Par
conséquent, notre réseau de Petri avec ses données initiales est transformé en un graphe
d’événements pondéré avec un jeu d’équations régissant le marquage initial des nouvelles
places crées.

L'abstraction des données initiales permet de considérer les séquencements poten-
tiels comme un ensemble de solutions d’un systéme d’équations et d’'inéquations. L’objectif
est d’abstraire complétement le comportement logique du réseau de Petri avant toute éva-
luation des solutions. Cette approche permet de repousser I’évaluation des solutions aprés
la prise en compte de tous les hypothéses faite sur le réseau de Petri et ainsi d’obtenir
un systéme d’équations suffisamment contraint pour diminuer fortement la complexité de

résolution.
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Deuxiéme partie

Traduction algébrique du
comportement logique d’un réseau de

Petri
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Introduction

Le type d’application que 'on considére ici concerne les systémes de production de
type manufacturiére. Ce type de systéme doit prendre en compte les activités d’assemblages
et I'utilisation de ressources partagées. Ces caractéristiques induisent, lors de la modélisation
par réseau de Petri, des indéterminismes et des pondérations sur les arcs. De plus, ce type de
systéme intégre des hypothéses d’exploitation; en effet, la demande de piéces est déterminée
4 Pavance ce qui permet d’en déduire le nombre de franchissement de chaque transition

durant un cycle dans ’hypothése d’un fonctionnement cyclique.

Au sein de la partie précédente, une transformation d'un partage de ressources
simple ou multiple 4 permis de rendre déterministe un réseau de Petri comportant des conflits
d’accés & des ressources partagées simples ou multiples, par intégration de contraintes de
fonctionnement. Le modéle obtenu est un graphe d’événements pondéré. Le caractére dé-
terministe du réseau permet d’aborder une étude du comportement logique. Aussi dans ce
chapitre nous nous intéressons au comportement logique des GEP, nous proposons une for-
malisation du comportement logique d'un graphe d’événements pondéré en traduisant le
comportement du graphe en un systéme d’équations dont les variables sont les marquages
initiaux des places. En effet, la prise en compte d’un marquage initial inconnu permettra une
recherche de marquage initial intégrant des propriétés spécifiques telles que la cyclicité. Pour
introduire cette étude, nous utilisons un formalisme algébrique dédié inspiré de ’algébre des
dioides. Notre approche consistera a abstraire le comportement logique d’un graphe d’évé-
nements pondéré. Puis lorsque c’est possible, de valider le formalisme développé pour les
graphes d’événements simples. L’intérét est alors de pouvoir transformer le systéme d’équa-
tions en un systéme équivalent linéaire {Gau92b]. Dans ce sens, une propriété intéressante
qui découle de la causalité concerne la linéarité du modeéle. Notre objectif est de voir dans

quelles mesures il est possible de proposer une étude formelle des GEP.
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Pour illustrer notre théorie, nous utiliserons un exemple représenté par la figure 3.1,
cet exemple sera décrit ultérieurement. Les hypothéses de production d’un systéme de pro-
duction manufacturiére induisent la connaissance du nombre de franchissements de chaque
transition. Ajoutons que I’assemblage des pieces est effectué en quantité non nécessairement
identiques, traduit par des pondérations sur les arcs du réseau de Petri. Nous allons donc
envisager d’étudier le réseau de Petri a l'aide de structures algébriques dédiées.

Le chapitre est organisé en deux parties. Tout d’abord, nous introduisons la nouvelle
structure algébrique proposée. Puis nous verrons les principes de bases de notre approche
concernant les graphes d’événements pondérés et en particulier comment cette technique

permet I’étude du comportement logique d'un tel graphe.
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Chapitre 3

Linéarisation

Dans ce chapitre, nous chercherons & exprimer algébriquement le comportement
d’un graphe d’événements pondéré consistant. Dans le contexte des applications concernant
lordonnancement, I’étude d’'un tel systéme est facilitée par une stratégie franchissement au
plus tot des transitions [Chr86). En effet la stratégie déclenchement au plus tot des transitions
d’'un GEP est optimale du point de vu de la performance de tels systémes. Etant donné qu’un
GEP ne comporte pas de conflits, I'évolution du systéme peut étre représentée sous forme
d'une séquence et non sous forme d’un arbre décisionnel: comme l'indique la figure 3.2.
L’évolution d’un réseau de Petri est décrite par une séquence de marquages (représentés
par M(0), M(1), ..., M(k), ...) obtenue aprés franchissement d’une séquence de steps
(représentés par S(1), S(2),..., S(k),...). Le step S(k) est donc le seul step comportant
toutes les transitions (éventuellement en plusieurs exemplaires) franchissables a partir du

marquage M(k —1).

S(1) S(2) S(k)
Vol N
M(0) M(1) M(2) Mk-1) M (k)

FiG. 3.2 — Illustration du comportement

Ce chapitre est organisé en quatre parties. La premiére partie consiste en un état de
’art, ce paragraphe permet de situer cette étude en regard des travaux existant et de mettre

en évidence les difficultés liées & nos objectifs. Puis dans une deuxiéme partie nous décrirons
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F1G. 3.1 — Ezemple de graphe d’événements pondéré

Vexemple, représenté par la figure 3.1, introduit précédemment, puis nous introduirons une
nouvelle structure algébrique. Nous verrons, en troisiéme partie comment le comportement
logique d’un réseau de Petri peut étre abstrait sous la forme d’'un systéme d’équations non-
linéaires. Enfin dans la derniére partie, nous verrons que pour certains graphes d’événements

pondérés, il est possible de linéariser les systémes d’équations obtenus.

3.1 Etat de l’art

Ce paragraphe contient des références de travaux existants dont le sujet est I’étude
des GEP, afin d’'une part, de situer la démarche et d’autre part, de mettre en évidence les

principales difficultés de cette approche.

3.1.1 Une approche par fluidification

Une problématique consiste en 1’étude du comportement temporel des réseau de
Petri. Dans ce cas, on prend en considération les dates de franchissement des transitions.
Cette thématique intégre de nombreux travaux [CDQV83, CMQV84, CMQV85, CDQV85,
CMQV86, CMQV89, Gau94, Gau9sb, LBHI9]. Plus particuliérement dans une article [CGQ95a,
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t; +
t1 +
ty +
to +
2+
to +
t5 -+
1o +
th+
to +
5+
to +
t1 -+
i1+
th+
1o +
P}
(a) (b)

Fi1G. 3.3 — Transformation d’un GEP en un GES

CGQ98, RTS99], qui prend en compte le probléme des pondération sur les arcs en transfor-
mant le modéle dans le contexte des réseaux de Petri continus. Les réseaux de Petri continus
possedent la particularité suivante: une transition est franchie lorsque tous les places en
amont sont marquées. Ce qui implique que 'on autorise les franchissements rationnels des
transitions.

Cette technique consiste & modifier la régle de franchissement des transitions pour
étudier les GEP a I'aide d’une technique directement inspirée de I'étude des GES. Aussi une
étude des performances du réseau est permise mais sans intégrer le caractére événementiel

du franchissement des transitions, en effet celles-ci sont franchie de maniére rationnelle.

3.1.2 La méthode d’Alix Munier

Une autre technique consiste a modifier la structure du GEP dans le but de sup-
primer les pondérations des arcs. L’approche proposée par [Mun93] consiste & transformer
un GEP en un GES en ajoutant des transitions. Toutefois, il existe des différences notables
avec l'approche que nous utiliserons, nous les exposerons sur un exemple.

Remarquons tout d’abord que cette approche ne permet pas le franchissement
multiples d’'une méme transition: en d’autres termes, il existe une place implicite contenant
un jeton et bouclée sur chaque transition (figure 3.3(a)). Si ’on considére les deux réseaux de

Petri munis de deux marquages initiaux différents représentés par les figures 3.3(a) et 3.4(a),
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o+ th +

b+ 3+

b+ 3+

fy + t3 +

by + 5+

(b [ t2) + (t1 /] t3) +
to + t%

f+ t+

(a)

F1G. 3.4 — Transformation d’un GEP en un GES

la méthode d’A. Munier permet de générer les deux GES représentés par les figures 3.3(b)
et 3.4(b). Ainsi, cette approche fournit un GES dont le marquage initial et la structure
dépendent du marquage initial du GEP. Enfin une derniére caractéristique réside dans la
maniére de déduire le comportement du GEP & partir de celui du GES. Chaque transition
du GEP & un ou plusieurs représentant dans le GES: chaque tir d’une transition du GEP

est représenté par le tir d’'un de ses représentants.

Nous verrons dans la suite de ce chapitre la transformation que nous proposons pour
obtenir un GES conduit & une structure de modéle unique, paramétrée par son marquage

initial et autorisant le déclenchement simultané des transitions.

3.1.3 Une transformation structurelle

Dans une autre étude concernant les graphes d’événements pondéré, effectuée par
E. Teruel et al. [Jen92], une technique de transformation d’un graphe d’événements pondéré
est élaborée, elle permet 'obtention d’un réseau de Petri simple. Ainsi cette technique de
transformation permet ’obtention d’un réseau non pondéré mais le caractére déterministe
n’est pas conservé. La transformation d’un graphe d’événements pondéré est illustré par la

figure 3.5.
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to

FI1G. 3.5 — Transformation d’'un GEP en RdP non pondéré

Deux transformations sont proposées d’un méme graphe d’événements pondéré,

On décompose les arcs pondérés joignant deux noeuds en:

— arc joignant une transition & une place: On introduit des transitions supplémentaires
leur nombre correspondant au poids de 'arc d’origine, une place est crée en amont de
chacune des transitions crées précédemment et chacune de ces places est connectée &

la transition d’entrée.

— arc joignant une place a une transition: on relie la place aux transitions créés (leur
nombre est égal au poids de Varc). puis 'on créé une place aval pour chacune des

transitions, reliées & leur tour & la transition d’origine.

Cette transformation illustre que le GEP peut étre transformé en un réseau de
Petri sans pondération. Par contre, le réseau de Petri obtenu ne posséde plus le déterminisme

initial.
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Fi1G. 3.6 — Graphes d’événements pondéré

3.2 Introduction

3.2.1 Description de 'exemple

Ce paragraphe est destiné a la description de 'exemple d’illustration 3.6 utilisé au
cours de ce chapitre. Cet exemple est une variante de I'exemple du chapitre 2, les nouvelles
spécificités introduites vont permettre d’illustrer les résultats de ce chapitre. Cet exemple
provient du domaine de référence relevant de la production manufacturiére, la représentation
(figure 3.6) tient compte des techniques exposée dans le premier chapitre pour transformer
le réseau de Petri en un GEP. Cet exemple est volontairement simple mais permet d’illustrer
de maniére pertinente la théorie exposée dans ce chapitre.

Le graphe d’événements pondéré représenté par la figure 3.6 modélise une chaine
de production et permet toujours de produire deux types de produit A et B, & I'aide des
trois types de ressources partagées (représentées par les places ri1, 719, 721, 722, 731 €t 732).
La ressource r existe en deux exemplaires, la ressource ro existe en un seul exemplaire et
la ressource r3 en un exemplaire. Ceci est représenté par le nombre de jetons dans les places
T11, T12, T21, 722, 731 €t T32.

Le produit A est composé de deux piéces A; et d’'une piéce A,. Le premier com-
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posant A; est fabriqué par 'usinage de la piéce située en p;, ce qui est symbolisé par le
franchissement de la transition ¢; & l'aide d’une ressource de type 7. La fabrication du
deuxiéme composant est effectué sur la transition ¢, en utilisant les deux ressources de type
r1. La machine de type 7o effectue alors I'assemblage de deux piéces A; et d’une piece Ao,
au niveau de la transition t3. Enfin, le résultat de 'assemblage est controlé par la machine
de type 73 pour obtenir le produit final (transition t4).

Le deuxiéme produit B résulte d’un traitement par lots successivement des ma-
chines 75 et r3.

Afin de caractériser le comportement cyclique du systéme, le modéle est rebouclé
a laide des arcs joignant la transition ¢4 aux places p; et p3, et la transition ¢1p & la place
Ps-

Nous avons défini une politique de routage pour cet exemple. Elle correspond a la
production d'un méme nombre de produit A pour un méme nombre de produit B. Sachant
que le produit A est composé de deux sous-produits A; et As. Le produit B est composé
de cing piéces traitées en deux lot de deux et trois piéces respectivement. Ces spécificités
expliquent les pondérations sur les arcs et les partages de ressources.

Considérons la figure 3.6, celle-ci représente le réseau de Petri obtenu aprés la ré-
solution des partages de ressources (chapitre 2). Le routage de la ressources r; est défini &
I'avance, il caractérise les deux franchissements de la transition ¢; alternés avec un franchis-
sements de la transition t9. Deux conflits d’accés aux ressources, défini par les ressources
rg et 73, ont été résolu au chapitre précédent pour obtenir le graphe d’événements pondéré.
Les équations résultantes de la technique de résolution des partages de ressources sont les
suivantes:

Mgy + Mpgy = 1

Mgy + Mg, = 1

En utilisant la méthode de linéarisation des ressources nous aboutissons & un graphe d’évé-
nements pondéré déterministe mais dont nous allons voir qu’il correspond en général & un

modéle algébrique formel non linéaire.

3.2.2 Mise en équation de ’exemple

A ce stade de notre étude, nous considérons un graphe d’événements pondéré avec

éventuellement un systéme d’équations dont les variables sont les marquages initiaux des
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places du réseau de Petri. Notre but est d’étudier le comportement logique du graphe d’évé-
nements obtenu pour en déduire un marquage initial répondant aux spécifications d’un
fonctionnement périodique. Dans ce sens, nous allons abstraire le comportement logique de
ce GEP en considérant des compteurs sur les transitions permettant de mémoriser le nombre
d’occurrences de celles-ci.

Pour ’exemple d’illustration représenté par la figure 3.6 donné précédemment, nous

obtenons le systéme d’équations suivant :

ni(k + 1) = min (2na(k) + mr,,2n4(k) + myp,)
k r
nz(k + 1) = min % ma(k) + mps)
| ni(k
ng(k +1) = min ﬂ(——)—;&— no(k) + mp,,ns(k) + mmz)
" 3na(k
e+ 1) = min (| 220252 | ) 4
ns(k + 1) = min { n3(k) + my,, lm%%J (3.1)
ne(k + 1) = 3ns(k) + Mpq
n7(k+1)= ( ) + Mpg
ng(k+1) = ne( ) =+ Mg
ng(k + 1) = n7(k) + my,,
nio(k + 1) = min (na(k) + mry; ,ns(k) + mp;ne (k) + mpy,)

Ce systéme nous permet, & partir du marquage initial, de déterminer le comporte-
ment du GEP par une évaluation successives du vecteur d’occurrences. Nous constatons que
ce systéme est proche du formalisme (min ,+) développé pour I’évaluation de performance
des graphes d’événements simple. Pourtant on remarque la présence de division entiére dans

le systéme d’équations (3.1), ce qui confére a ce systéme d’équations le caractére non-linéaire.

n1 (k‘) + Myyq
2

tri. Ces termes ne permettent pas la mise en équation sous forme d’un systéme d’équations

Les valeurs du type: expriment la non-linéarité apparente du réseau de Pe-

récurrent a I’aide du dioide (min ,+). Dans le but d’obtenir une méthode de mise en équation,
nous allons définir une nouvelle structure algébrique permettant, de fagon systématique, de

formaliser une telle mise en équation.

3.2.3 Une nouvelle structure algébrique

Nous venons d’étudier des équations particuliéres précédentes, elles ne permettent

pas ['utilisation des algébres dédiées telles que les dioides. Ceci nous conduit & définir une
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nouvelle structure définie par la suite.

(N, min , div), ou N = N U {400}, min et div sont des lois définies ci aprés:

Définition 11 min et div sont deur opérateurs binaires définis sur N par:

9 a sia<b
- V(a,b) € N",min(a,b) =
b sia>b

{%J sta€ N etbe N*
+o00 sia€Netb=0

- V(ab) € ¥, adivb =
0 sta€Netb=4o0

| +o0 sia=+4o00 etbe N

Propriété 1 Les deux lois précédentes possédent les propriétés suivantes :
~ (N, min) est un monoide commutatif dont l’élément neutre est +o0.

- (N, div) est un ensemble avec une loi interne, pour laquelle +00 est un élément absor-

bant a4 gauche, et 1 est un élément neutre & droite.

Ces propriétés peuvent facilement étre déduites des définitions. Malheureusement,
la loi div n’est ni associative, ni distributive. Ceci ne confére pas & la structure algébrique
(IN, min,div) celle de dioide [CGQ95a]. Dans ce chapitre, nous verrons cependant en quoi ce
formalisme n’est pas en contradiction avec les travaux originaux sur les algébres linéaires du
type (min,+).

A partir de la structure algébrique précédente, on peut définir le produit matriciel :
Soit (m,n,p) € N3, A = (aij)igigm et B = (bij)1<ign deux matrices & ceefficients entiers,

<n 1G<p
A o B est la matrice définie comme suit :

AoB = in (bg; div a; i
o (12%12”(1@ iv m))ll%%;

3.3 Principe de base

Notre objectif est de formaliser le comportement logique d'un GEP. Dans ce sens,
nous étudions les franchissements des transitions & ’aide du vecteur d’occurrences, nommé-
ment N (k). Le vecteur d’occurrences représente la somme des steps franchis, concrétement

chaque composante du vecteur est un compteur de franchissement d’une transition qui lui
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est associée. Aussi, il nous permet de caractériser le comportement logique comme nous le
verrons plus en détail par la suite.

Pour les GEP, nous utiliserons l’algébre (min, div) introduite dans le paragraphe
précédent. & I'aide de cette structure nous pouvons évaluer le step maximal S(k) en fonction
du marquage précédent M(k — 1) (paragraphe 3.3.1). Puis nous recherchons une équation
récurrente sur le vecteur d’occurrences (paragraphe 3.3.2). Cette équation est en général
non linéaire du fait de la pondération des arcs, mais elle rejoint le formalisme de 1’algébre
(min ,+) pour les GES [LBH99|.

Dans toute la suite, PN = (P, T,W,M(0)) est un GEP consistant sans transition
source ot P = {p1,p2,...,pm} et T = {t1,t2,...,tn}. Le step S(k) et le marquage M (k) sont

respectivement notés S(k) = (s;(k))1<icn €8 M(k) = (mi(k))1<i<m:

3.3.1 Equations récurrentes sur les marquages

Soit un GEP consistant, le caractére déterministe de ce graphe induit que la stra-
tégie de tir au plus tot est optimale [Chr86]. Ainsi, notre objectif est de calculer, connaissant
un marquage M (k), le nombre de franchissement maximal de toutes les transitions franchis-
sables & partir du marquage initial du modéle considéré. Ce qui implique l'obtention d’un
step maximal S(k + 1): plus grand step franchissable a partir du marquage M (k).

Pour les graphes d’événements, la notion de step maximal est définie. Par la pro-

position suivante:

Proposition 8 Pour un graphe d’événements, l’ensemble des steps franchissables contient

un majorant.

Preuve. La preuve consiste & démontrer que le calcul du nombre de franchissements
d’une transition est indépendant du nombre de franchissements des autres transitions.
Considérons un graphe d’événements déterministe; par définition, les places ne sont

connectées qu’a une seule transition:
I°pl =Ip*| =1
Le franchissement d’une transition ¢ implique la consommation de jeton(s) dans

la(les) place(s) en amont de t. Or, le fait que le réseau soit déterminisme implique que deux

transitions quelconque du réseau ne possedent pas de transitions amont communes:

*t; N .tj = (32)
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\. J/

(a) Un graphe d’événements pon- (b) Un graphe d’événements simple

déré

Fi1G. 3.7 — Deuz réseaux de Petri

Par suite, le franchissement d’une transition ¢; ne modifie pas le marquage des
place en amont d’une autre transition ¢; (propriété (3.2)). Les nombres de franchissement
sont indépendant entre eux et le step, dont la valeur de chaque composante est définie par
le nombre de franchissements maximal de la transition associée, constitue un majorant de
Pensemble des transitions. =

Grace & la proposition précédente le calcul du nombre maximal de franchissements
de chacune des transitions a un sens, chaque nombre de franchissements des transitions étant
indépendant. L’ensemble des steps franchissables admet un plus grand élément. Comme nous
appliquons la stratégie optimale de franchissement au plus t6t, nous allons étudier le calcul

du step maximal par la suite.

Remarque 3 considérons le sous réseau de notre exemple principal pondéré, représenté
par la figure 8.7. Nous constatons que les places possédent en aval une seule transition,
propriété utilisées dans la preuve précédente. Par suite, vu la stratégie de tir au plus tét,
le franchissement du step maximal constitue la stratégie optimale. Aussi, nous obtenons le
step t; pour lezemple 8.7(a) et le step t1 /| to pour lexemple 3.7(b). Cet exemple permet
d’appréhender les difficultés que nous rencontrerons par la suite lors du calcul des steps
mazimauz pour un graphe d’événements contenant des pondérations sur les arcs. En effet

dans l’ezemple représenté par la figure 3.7(a), malgré le jeton de la place v} la transition to
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n’est pas franchissable.

La présence des poids sur les arcs complique le calcul de S(k) et fait intervenir
I'opérateur « div » défini au paragraphe précédent. Nous allons voir dans la proposition

suivante une méthode pour calculer le step maximal étant donné un marquage M (k — 1).

Proposition 9 L’ensemble des steps franchissables & partir du marquage M(k — 1) admet

un plus grand élément S(k) défini par:
Vi e [1,n], s;(k) = ;réilrgl {mp(k — 1) div W(p,t)}. (3.3)
Nous en déduisons la forme vectorielle sutvante :
S(k) = PreT o M(k —1). (3.4)

Preuve. Soit M = (mp)pep un marquage pour le réseau de Petri, et S = (s¢)ier

un step. Avec la loi de franchissement donnée pour les steps, on déduit 'inégalité suivante :

M[S) <= Vpe P,my > > s W(pt)
teT
Or, un seul des termes de la somme Y s;.W(p,t) est non nul car une place d'un GEP ne

teT
posséde qu’une seule transition d’entrée (|*p| = 1). On obtient donc:

M[S) <= Vpe PYt €T, my > s:- W(p,t)
Sip ¢ *t, alors W(p,t) = 0. D'ou:
MI[S) <=Vt e T\Yp € °t, my, > s - W(p,t)

m (3.5)
< VteT,s < mi P
e ?é‘-r%{va,w}

Le plus grand entier respectant 1'inégalité (3.5) est mir% {my div W(p,t)}. Puisque
pe*

le nombre s;, pour t € T, est un entier, on obtient la relation:
M[S)y <= WVteT, s; < nén% {m, div W(p,t)}
p L]
Or, sip ¢ *t, alors W(p,t) = 0, d’ou m, div W(p,t) = +oo. La relation précédente

s’écrit donc:

M[S)y<=WteT, s < mi}l {m, div W(pt)}
peT.
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Ainsi, 'ensemble des steps franchissables & partir de M admet un unique plus
grand élément S vérifiant 'équation (3.3). m

Comme l'illustration 3.2 le montre, le franchissement d’un step S(k) conduit & un
nouveau marquage M (k). L’équation d’état (A.2) d’un réseau de Petri permet alors d’obtenir
une relation liant deux marquage successifs.
Corollaire 1 On peut établir, pour deur marquages successifs M (k) et M(k + 1), la récur-

rence sutvante :
M(k+1)= M)+ C-(PreT o M(k)) (3.6)

Ou C est la matrice d’incidence associée au réseau de Petri

Remarque 4 L’opérateur « o » symbolise le formalisme (min, div), ne se préte pas au calcul
analytique. En effet, ’équation (8.6) ne permet pas l'obtention de l’éguation récurrente ci-
dessous :

M(k+1)= M(k)+ (C-PreT) o M(k) (3.7)

A titre d’exemple nous pouvons donner les valeur des matrices C, Pre et C-Pre”).

Pour lezemple 3.7(a), Nous obtenons le valeurs suivantes :

-1 0 0 2 1 000
1 0 -2 0 0020
0 -1 0 1 60 100
C=(0 1 -1 0 [avecPre=|0 0 1 0
0 0 3 -3 00 0 3
-1 2 0 0 1 000
1 -2 0 0 0200

-1 0 0 0 6 -1 0
1 -4 0 -2 0 1 0

0 0 -1 0 3 0 =2
C-PreT=00 -2 1 -1 0 0 2
0 0 3 -9 0 0

-1 0 2 0 0 -1 4

kl 0 -2 0 0 1 -4
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Ce qui permettrait de pouvoir exprimer un marquage M (k) quelconque en fonction
du marquage nitial sans pour autant devoir calculer les marquages intermédiaires. Malheu-
reusement, les propriétés de l'opérateur div ne permettent pas la factorisation opérée pour
Dobtention de léquation (3.7). Aussi celle-ci n'est pas égale & ’équation (3.6). La preuve de
cette affirmation est réalisée & l'aide d’un contre exemple. En effet, les matrices C, Pre et
C - Pre de expression (5.7) ( ci-dessus ), pour un marquage M = (1,0,...0) donnent les

résultats suivants:

- Pour Uéquation (3.6): 1
- Pour l’équation (3.7): —1

Par conséquent, la recherche d’une formule donnant directement un marquage M (k)
en fonction du marquage initial revient implicitement a calculer les marquages intermédiare

M(1),M(2),...,M(k - 1).

Ce systéme d’équations déterministe s’avére donc trés utile pour calculer par ordi-
nateur & partir d’'un état initial donné le comportement dynamique d’'un GEP. Cependant il
s’avere inutilisable en I’état pour rechercher un marquage initial M (0) (parmi un ensemble de
possibilités) qui conduirait & un comportement cyclique spécifié. Ce qui justifie pleinement
Putilisation d’heuristiques pour résoudre le type de probléme correspondant & une recherche

de marquage initial.

Lors de I’étude du comportement logique d’un graphe d’événements pondéré, nous
sommes amenés a calculer les différents marquages qui constituent le régime cyclique du
GEP. Aussi le calcul des transitions franchies a partir d’'un marquage pour obtenir le succes-
seur s’'avere nécessaire, ce qui est fait dans la proposition 9. Puis le résultat du corollaire 1
permet de donner le marquage M (k + 1) obtenu aprés le franchissement du step maximal
S(k). En conclusion, nous sommes capable d’évaluer le comportement logique d’un graphe
d’événements pondéré tel que le décrit la figure 3.2. Cependant ’équation (3.6) récurrente
permet simplement d’évaluer le marquage, étape par étape. Malgré la difficulté que nous
venons de soulever, les résultats décris dans ce paragraphe vont cependant nous permettre
d’étudier le comportement logique de maniére formelle en utilisant des compteurs sur les
transitions, mémorisant le nombre de franchissements de celle-ci. Ce qui est l'objet du pa-

ragraphe suivant.
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3.3.2 Equations récurrentes sur le nombre d’occurrences des transitions

Le nombre d’occurrences d’une transition correspond un compteur de franchisse-
ments successifs de celle-ci. Nous allons utiliser les nombres d’occurrences des transitions
sous forme d’un vecteur, ce qui permettra de traduire le comportement logique du réseau
sous forme d’une équation vectorielle. Dans le but d’exhiber les relations liant les vecteurs
d’occurrences successifs. Pour les GES, nous avons rappelé dans [TBGO1] le caractére li-
néaire des relations. La présence de poids non unitaires sur les arcs, nous conduit & utiliser
la structure algébrique (min,div) définie dans le paragraphe précédent.

On définit le vecteur d’occurrences N(k) = (ni(k))1<i<n aprés le franchissement

des steps S(1), S(2), ..., S(k) par:
Vi € [1,n],ni(0) = 0 et Vk > Lny(k) = _ si(4)
J=1
Un premier résultat consiste & établir une équation de récurrence du premier ordre

sur le vecteur d’occurrences N(k):

Proposition 10 Pour les GEP, le vecteur d’occurrences vérifie l’équation du premier ordre
sutvante :

Vk > 1,N(k) = N(k— 1)+ Pre” o [M(0)+ C - N(k —1)] (3.8)
Preyve. Par définition de N (k) et d’aprés ’équation (3.4), on obtient :
Vk>1,Nk)=Nk-1)+S(k)
=N(k—-1)+PreT o M(k—1)
L’équation d’état se traduit par:
ME-1)=M0)+C-(S(1)+S2)+...+S(k—-1))
Or S(1) +S5(2)+...4+ S(k—1) = N(k - 1). Ce qui justifie I'’équation suivante:
MkEk-1)=M0)+C-N(k-1)

Ce qui prouve la validité de la relation (3.8). =
L’équation précédente est une équation récurrente. Mais le probléme rencontré est
que, comme dans le paragraphe précédent, les propriétés de la loi div et donc de la loi

« o » ne permettent pas d’obtenir une formule simple pour évaluer un vecteur d’occurrences
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d’indice quelconque en fonction de la valeur du vecteur initial. Une telle formule reviendrait
a calculer les nombres d’occurrences intermédiaires d & la non associativité de la loi div.

Cette équation traduit bien le caractére causal des GEP et du modéle associé, le
modéle n’est malheureusement pas linéaire et ne permet pas une résolution de type recherche
de point fixe [CTGGY9| d’une itération autrement que par énumération de chacun des états
de N(k). '

Par contre, le résultat précédent permet d’obtenir la forme des composantes n;(k)
(associées & la transition t;) du vecteur N(k) en fonction de la valeur des composantes
précédentes :

Théoréme 5 La composante n;(k) vérifie l’équation :

¥k > 1mi(k) = min ([m”(o) i W;E.(ii))”'p(k - UJ) (3.9)

Preuve. La preuve est donnée dans Soit ¢ € [1,n]. De I’équation (3.8), on obtient

pour le calcul de n;(k).(Rappel: X div0) = [%J = +00)

o | mol0) -+ mip (W (t.0) = W (pt) (b — 1)
= W)

Si une transition t ¢ *p, alors W (t,p) = 0 et si t ¢ p* alors W (p,t) = 0.

ni(k) = niy(k — 1) + min {

mp(0) + W(*p,p)rep(k — 1) — W(p,p®)npe (k — 1)J
peFP

W(p’t’l,)
Sip ¢ *t;, alors W(p,t;) = 0.

nz(k) = ni(k - 1) + min [
PE®L;

s (e

mp(0) + W(p,p)nep(k — 1) — W(p,t;)n, (k — l)J
W(p7ti)

Cette formule permet d’évaluer concrétement le nombre de franchissements possible
d’une transition ¢ quelconque du réseau connaissant son marquage initial. A titre d’exemple,
I'application du résultat donne pour la transition t; de la figure 3.7:

— pour le réseau de Petri représenté par la figure 3.7(a). Nous obtenons:

ng(k) = min QH—”%’“—"—”J 1+ ng(k - 1)) (3.10)
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— pour le réseau de Petri représenté par la figure 3.7(b). Nous obtenons:
nz(k) = min (1 4+ ni(k —1),1 + ng(k - 1)) (3.11)

L’équation (3.8) traduit, en général, un comportement non linéaire: c’est-a-dire
qu’on ne peut le réduire & un jeu d’équations (min,+)-linéaires. Ce qui est le cas pour le
graphe d’événements pondéré représenté par la figure 3.7(a), 'équation (3.10) ne s’exprime
pas dans le formalisme (min ,+) di a la présence d’une division euclidienne contrairement a
I’équation (3.11). Cependant, pour une certaine classe de GEP, il sera possible de linéariser

le systéme d’équations associé.

3.4 Analyse du comportement logique d’un GEP

Nous allons aborder ’étude de la linéarisation de systémes d’équations. Le vecteur
d’occurrences des transitions, introduit précédemment, permet de formaliser le comporte-
ment logique d’'un graphe d’événements pondéré. La difficulté rencontrée consiste en un
calcul complexe des composantes du vecteur d’occurrences. En effet, les équations donnant

la valeur des composantes font intervenir une division euclidienne.

Dans ce paragraphe, nous proposons tout d’abord d’exhiber le systéme d’équations
associé au comportement d’un graphe d’événements pondéré ainsi que les difficultés lies a
cette étude. Puis nous dégagerons une méthode de linéarisation pour une large classe de GEP,
qu'on appellera graphes d’événements pondérés linéarisables (GEPL), dont on donnera les
spécificités par la suite. Le but est de donner une méthode de linéarisation des équations
caractérisant le comportement du GEP, afin de rejoindre les études faites pour les graphes

d’événements simples.

Ce paragraphe comporte trois parties. la premiére expose le systéme d’équations
caractérisant le comportement de 'exemple représenté par la figure 3.8 et la difficulté lige
4 l’étude d’un tel systéme. Puis nous proposerons, au sein de la deuxiéme partie, un algo-
rithme de linéarisation. L’algorithme permet, pour la classe des GEPL, d’obtenir un systéme
d’équations (min ,+)-linéaires. La troisiéme partie est réservée & l'application des résultats

sur ’exemple principal de cette these.
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FiG. 3.8 - Exzemple illustratif

3.4.1 Equations du réseau

Dans ce paragraphe, Nous considérons le GEP représenté par la figure 3.8. Il repré-

sente une partie du GEP global représenté par la figure 3.1, le but est de bien comprendre

le fonctionnement de la mise en équation. Dans ce sens, nous allons mettre en équation le

comportement de ce GEP. Aussi nous verrons : d’'une part, 'utilité de la structure algébrique

mise en jeu dans le paragraphe précédent; et d’autre part, les difficultés rencontrées lors de

cette étude.

A l'aide des résultats précédent (d’aprés ’équation (3.9)), nous obtenons le systéme

d’équations suivant :

n1(k) = min (mp, (0) + 2n4(k — 1),mr;; (0) + 2n2(k — 1))
My, (0) +n1(k—1) )

nz(k) = min | mp, (0) + ng(k — 1),

My, (0) + 1 (k — 1)
2
(k) = [Bng(k - 1:)))+ mps(O)J

2

J p, (0) + na(k — 1) (3:12)

ng(k) = min

Pour obtenir un systéme d’équations caractérisant en toute généralité le compor-

tement de notre exemple, nous avons abstrait le marquage initial. Pour le cas particulier du

marquage donné, nous obtenons:
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ni(k) = min (1 + 2n4(k — 1),1 + 2n9(k — 1))

no(k) = min { 1+ ng(k — 1), lﬂ—z(—k-———i) 513
TL3(I€) = min [L-t—%k;ﬁJ ,ng(k - 1))

ng(k) = ng(k —1)

\

Le systéme ainsi obtenu ne peut engendrer une équation matricielle récurrente li-
néaire en raison de la présence de parties entiéres rendant les équations non linéaires (la
linéarité s’entend ici au sens de I’algébre (min,+)). Notre exemple est a la limite du com-
portement linéaire, puisque son fonctionnement est trés simple & décrire pour un marquage
donné. A contrario, la description algébrique semble complexe mais nous allons voir que
pour une classe particuliére de graphes d’événements pondérés une linéarisation du systéme

d’équations est possible.

3.4.2 Description formelle de ’algorithme de linéarisation GEP/GES

En raison du caractére non linéaire des équations d’état récurrente (3.13), nous
proposons de rechercher les conditions pour lesquelles une linéarisation des GEP est possible
tout en restant indépendante du marquage initial pour garder un caractére généraliste de la
méthode. Cette contrainte d’indépendance est forte, car elle permet en cas de linéarisation
d’exhiber une technique originale et efficace de recherche d’'un marquage initial optimal. De
plus, elle se différencie de la méthode d’Alix Munier (3.1.2) (cf. paragraphe 3.1.2) ainsi que

nous le verrons en fin de ce chapitre.

Algorithme de linéarisation

Considérons le GEP consistant de la figure 3.8 candidat & un séquencement cy-
clique. Le choix de la cyclicité consiste en la décomposition d’une production de moyenne
ou grande série en une production répétitive de plusieurs quantité plus petites. Le séquen-
cement d’un nombre limité de taches dans un cycle permet de faire chuter trés fortement la
complexité du probléme. L’optimisation est alors réalisé sur un cycle de production et non
sur la production totale, ceci ne permet pas de garantir 'optimalité de la solution obtenue.

Le fait que notre GEP soit consistant implique la présence d’un invariant total de
transitions (semi-flot sur transitions). Un invariant total de transitions est un vecteur dont

les composantes ne sont pas forcément toutes unitaires. Pour les GES, les composantes d’un
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invariant sont toutes unitaires, cela signifie que chaque transition est franchie exactement
une fois par cycle, pour revenir au marquage initial. Un autre exemple concerne le fait que
chaque transition d'un GEP peut étre tirée au moins une fois par cycle (peut-étre plus) pour
revenir au marquage initial et recommencer un nouveau cycle. L'idée est donc de normaliser
I'invariant de transitions d’'un GEP de maniére & ce que les transitions aient « virtuellement »
le méme nombre d’occurrences par cycle. Afin d’illustrer la théorie exposée ci-aprés, nous
appliquerons les résultats sur le graphe d’événements pondéré représenté par la figure 3.8
afin de bien comprendre les concepts mis en jeu.

Nous notons I'invariant de transition 8 = <91 6y ... 9n> T. Cet invariant vérifie

I'expression C -6 = 0. Donc on en déduit I’équation ([Mun93]) suivante:

Vp € P»W(.p’p) ’ 6'1’ - I/V(p’p.) ) 917' =0
o g (3.14)
W(pp®)  W(*p.p)

On pose ppcm le plus petit commun multiple des entiers 6;. Par conséquent, pour tout

Vp € P,

i € [1,n], il existe un entier \; tel que 6; - A; = ppcm. On introduit le vecteur d’état

T
X = (:1:1 To ... xn) défini par z; = A; - ny, pour tout ¢ € [1,n].

Définition 12 Si (6;)1<icn représente Uinvariant de transitions, on appelle vecteur d’oc-
currences normalisé le vecteur X = (2;)1<i<n défint @ partir du vecteur d’occurrences N =

(ni)1<i<n, selon les relations suivantes :

cm

Ti= A my 0 N = PP vec ppcm = ppem(6;) (3.15)
b 1<i<n

ezemple : U'invariant de transitions du GEP représenté par la figure 3.8 est : (2,1,1,1).
cela signifie que, lors d’un cycle, aprés le franchissement de: 2t;, to, ¢3, t4 nous revenons au
marquage initial. Dasn ce cas, il vient ppcm = 2, Ay = 2, A3 = 1, Ay = 1. Nous obtenons

ainsi le vecteur d’occurrences normalisé suivant :

z1(k) = 2n1(k)
z2(k) = na(k)
z3(k) = n3(k)
z4(k) = na(k)

Rappelons que I’évolution du vecteur d’occurrences d'un GEP est régie par le

systéme d’équations (3.9) mais il ne posséde pas la propriété de (min,+)-linéarité. On se



3.4. ANALYSE DU COMPORTEMENT LOGIQUE D’UN GEP 93

propose de voir comment ce systéme est transformé pa I'utilisation du vecteur d’occurrences

normalisé.

Lemme 3 Pour tout entier k € IN, les composantes x; du vecteur d’occurrences normalisé
peuvent s’écrire sous la forme
zilk—1) + Vs
z;(k) = min {)\i [—J(——)—ZQJ } (3.16)

t;e%t; )\1;
ot les (’yij)tje..ti sont des constantes entieres dépendantes du marquage initial.
Preuve.

On note py; la place, si elle existe, qui se situe entre les transitions t; et ¢;. Si on

utilise les notations de la définition 12, on a alors d’aprés le théoreme 3:

( 0,
W(tj 7pji) ppcmxj(k - 1) + Mpj; (0) 93'
zi(k) = min { N car n;(k) = zi(k
) t;€°%; W(pji,ti) (k) ppcm (k)
al ppcm
= min ¢\ AL
tjE€%et,; ppem W (pji ti)
(L 0; W (t5,pji)

Or nous déduisons de ’équation (3.14) et de '’équation (3.15) les résultats suivants:

W (pji,ti) 1 1
DIV = _ et ppem — = \;
0, W (t;pje) s PP 0;

(K — g s
Donc z;(k) = min <\ w avec vij = ——2——my..(0). W
101, A W(tjpji)

Meéme si certaines des équations du systéme ainsi obtenu peuvent &tre linéaires
(par exemple, si A; = 1), ce n’est pas le cas en général. Le principe de la linéarisation, décrit
par l'organigramme de la figure 3.9 consiste 4 intégrer progressivement toute expression non
linéaire dans le vecteur d’état. Aussi, nous commencons par l'introduction d’un nouveau
vecteur d’état ¥ contenant les composantes du vecteur X (y; = z; pour ¢ € [1,n]). Le vec-
teur Y vérifie le systéme d’équations (3.16). Si le systéme contient 'expression non linéaire
du type f(y;(k —1)), nous introduisons dans le vecteur d’état une nouvelle composante, que

Pon note yn+1(k), définie par yn+1(k) = f(yi(k)) — f(y:(0)). La constante f(0) est soustraite
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de I’expression non linéaire pour garantir a I’état initial y,41(0) = 0. Cette nouvelle compo-
sante permet de linéariser 'expression qui était initialement non linéaire puisqu’elle s’écrira
f(yi(k = 1)) = yn+1(k — 1) + f(0). Il s’agit maintenant d’exprimer la nouvelle composante
yn+1(k) en fonction des autres composantes du vecteur Y (k—1). Ce procédé est réitéré tant
qu’il subsiste des expressions non-linéaires. Une question se pose ici est donc de savoir si

cette procédure se termine en un nombre fini d’itérations?

I h«—1 l

!

Initialiser les n premires composantes
de Y (k) avec celles de X (k)

!

Exprimer Y (k) en fonction de Y (k — 1)
]

)
Le systme contient-il une expres-
sion non linaire f(y;(k — 1)) ?

oui

non

Ajouter dans le vecteur d’tat la -
composante

Yn+nlk) = f(yi(k)) — f(%:(0))
L h—h-+1 I

lExprimer Y (k) en fonction de Y (k —1) I

1

l Fin |

Fi1G. 3.9 — Procédure de linéarisation
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Application sur un exemple simple

Appliquons le processus de normalisation & I’exemple 3.8, la premiére étape consiste
en la normalisation du systéme:

4

z1(k) = min (myp, (0) + z4(k — 1),my (0) + z2(k — 1))
my (0) + z1(k — 1)
2

My, (0) + 1 (k — 1)
D 21 )

z2(k) = min | 2mp, (0) + z4(k — 1),2
(3.17)
z3(k) = min { 2my, (0) + z2(k — 1),2

z4(k) =2 [mp%(O)J +z3(k — 1)

Myt (0) + I](k — 1)
2
linéaire. Le principe de linéarisation consiste & intégrer cette expression dans le vecteur

L’expression 2 rend la deuxiéme équation de ce systéme non

d’état. Aussi, nous utiliserons un nouveau vecteur d’état Y (k) contenant les composantes

du vecteur X (k) (pour 7 € [1,4],yi(k) = zi(k)) ainsi que la composante non linéaire

my (0) + xl(k)J , V%(O)J

ys(k) =2 [ 5 5

m

(0)

’
T1

La constante 2 [ permet d’avoir a létat initial y5(0) = 0, ceci permet une initia-

lisation correcte du vecteur d’occurrences tel que: Y (k) = O et ainsi les nombres de fran-
chissements des transitions réelles ou virtuelles sont initialisés & 0. Par ailleurs, la seconde

équation du systéme (3.17) s’écrit :

yo(k) = min <2mpa (0) + yalk - 1)ys(k - 1) +2 [mrﬂz(())J)

De la méme fagon nous ajoutons la composante suivante:

0| om0

Ces composantes sont intégrées dans le vecteur d’état Y (k).
I1 s’agit maintenant d’exprimer les composantes ys(k) et yg(k) en fonction de celles
de Y(k — 1): si Pon obtient des expressions non linéaires alors celles-ci devront également

étre intégrées dans le vecteur d’état. En notant:
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0+ mg (O | ma(©
S
= {"”pl“’) +my <0>J |
v=72 "m” (0) ;mpz(O)J _9 _mp;(())_
P [mm(O) ;—mpz(O)J _2 [mpé(O)J

Nous obtenons:

m, (0
y2(k) = min | 2mp, (0) + ya(k — 1),ys(k — 1) + 2 AL )
y3(k) = min | 2my, (0) + yo(k — 1),y6(k — 1) + 2 )

ya(k) = y3(k—1)+2 {%@J

ys5(k) = min (o + y2(k — 1),8 + ya(k — 1))
yo(k) = min (y + y2(k — 1),6 + ya(k - 1))

(3.18)

I1 vient finalement, le systéme (min ,+)-linéaire de dimension 6 augmenté par rapport au
systéme (3.17) (de dimension 4) et comportant deux composantes non linéaires de z;. Le
systéme précédent peut étre décrit sous forme matricielle (I'opérateur ® dénote le produit

matriciel au sens de (min ,+)), comme suit:

Y (k)= B(M(0))® Y(k —1) ot B(M(0)) est décrite ci-dessous:

+o0o  mp (0) +00 mp, (0) +00 +o0
My (0)
+o00 4o +00 2mp, (0) 2 5 +00
0
+oo  2my, (0) +00 +o0 +0o0 2 {T—E—;—(—QJ
+00 400 2 [T—pg(—o) J +00 +00 +00
+00 oY 40 B8 +0o +o0
+00 v +00 4 +00 +00

Le processus de linéarisation vient de se terminer en un seul pas par ’obtention d’un

systéme d’équations (min ,+)-linéaires. Nous allons maintenant aborder la question délicate
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des conditions d’arrét de I’algorithme. Dans le paragraphe suivant, nous verrons qu'effecti-
vement le processus se termine sous une condition qui constituera la limite d’application de

ce résultat.

Terminaison de ’algorithme

L’organigramme de la figure 3.9 présente une procédure de linéarisation des équa-
tions qui régissent le comportement d'un GEP. Le but de ce paragraphe est de montrer que
pour une certaine classe de GEP, la procédure est en fait un algorithme, c’est-a-dire que la
boucle contenue dans la procédure s’arréte pour conduire & un systéme d’équations fini dont
la caractéristique principale est d’étre (min ,+)-linéaire.

Rappelons que la non linéarité des expressions provient de la division euclidienne.
Cependant, certaines transitions particuliéres qu’on appellera transitions de normalisation

n’induisent pas de non linéarité.

Définition 13 Une transition de normalisation est une transition pour laquelle le ceef-

ficient qui lui est associé dans linvariant de transitions vaut 1.

Pour 'exemple représenté par la figure 3.8, nous constatons la présence de trois
transitions de normalisation, nommément : o, f3 et t4.
La définition précédente nous permet d’énoncer une condition suffisante pour que

la procédure décrite figure 3.9 s’arréte:

Théoréme 6 La procédure de linéarisation s’arréte si tout circuit du GEP contient au moins
une transition de normalisation. Cette classe de GEP sera appelé graphes d’événements

pondérés linéarisables (GEPL).

Preuve. Soit A et v deux entiers. On note f ., la fonction définie par:

Y+
A

Vo € IN,fy (z) = A [

Commencons par démontrer qu’aprés chaque itération, le systéme d’équations, qui

donnent Y (k) en fonction de Y (k — 1), fait apparaitre des expressions de la forme:
f/\il Vi1 °© f>‘i2,7j2 RS f)‘ll Y Ydy (yr(k - 1))
tel que:

i) il existe un entier 44 tel que y-(k — 1) soit un multiple de A, ;
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11) til+1 € .‘tily til € ..til_la sy tiz € .‘t’il )

iii) les transitions ti,, ti,, ..., ti ne sont pas des transitions de normalisation

Cela se démontre facilement par récurrence sur le nombre d’itérations.

Cette proposition est vraie & la premiére itération d’aprés le lemme 3.

Supposons que ce soit le cas jusqu’a l'itération courante.

Montrons que ce résultat est vrai pour l'itération suivante. Si le systéme ne contient
pas d’expressions non linéaires, alors le résultat est vrai. Sinon, d’aprés 'hypothése de ré-

currence, il existe une expression non-linéaire qui s’écrit :

Ptk =1) = 8 (Frgm, ) ek =1)

ou yr est un multiple de A;_, .
La procédure de linéarisation consiste & ajouter dans le vecteur d’état la compo-
sante, que on note ys(k), définie par ys(k) = f(yr(k)) — f(0). Cette composante s’écrit

également

l
fra @ (8 (Prana) ) (8D
avec ¥, = 5, + f(0) car f(0) est un multiple de A;, .

D’apres I'hypothése de récurrence, yr(k) ne contient que des expressions de la

h . .
forme q:<l>+1 (fkiqmq) (yn(k — 1)) oit yp(k — 1) est un multiple de A;, ,. La composante

. . h
ys(k) ne contient donc que des expressions de la forme ° < f)\zq:'qu) (yn(k — 1)). Cette
q:
expression vérifie donc i) et ii) d’aprés I’hypothése de récurrence. Pour démontrer iii),
d’aprés 'hypothése de récurrence, il reste & prouver que t;_ , n’est pas une transition

de normalisation. Si c¢’était le cas alors A serait un multiple des A;,. On aurait alors

41
j k-1
Pai s, (k= 1)) = Ay {%J +yr(k—1) car ylk=1) est un entier et peut étre &tre sorti
i 1
de la partie entiére. Si I'on pose vj,_, = vj,_; + Ay %J , on a alors:
Cl
Frasg, . © Pruy, k=D =5, (k1))

Ji—-1

Ainsi, de proche en proche, 'expression °, (f )\iqy’qu) (yr(k—1)) serait linéaire, ce qui contre-
q:
dit les hypotheéses. Finalement iii) est vérifié.
On se propose maintenant de démontrer que la procédure de linéarisation termine.

Si ce n’était pas le cas, alors il existerait une expression ° < Fhig ,7jq) (yr(k)) dont la taille
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(1) serait aussi grande que 'on veut et vérifiant ii) et iii). Cela signifierait qu’il existerait
dans le réseau un chemin, dont la taille n’est pas bornée, ne contenant pas de transition
de normalisation. Etant donné qu'il n’existe qu'un nombre fini de transitions, le chemin en
question peut étre supposé suffisament long pour contenir toutes les transitions du réseau.
Or, par hypothése, tous les circuits contiennent une transition de normalisation. On conclut

que la procédure de linéarisation est un algorithme pour la classe des GEPL. m

Le théoréme 6 précédent permet de définir une nouvelle classe de réseau de Petri.
La particularité de cette classe est que le GEP peut étre abstrait en un systéme d’équations
linéaires caractérisant son comportement. Par contre, le théoréme 6 impose une condition
suffisante de linéarisation. Par conséquent, tous les réseau de Petri dont le comportement
peut s'abstraire en un systéme d’équations linéaires n’est pas entiérement caractérisé. L’ex-

tension de cette classe de réseau de Petri fait partie des perspectives du travail présenté.

3.5 Résolution et champ d’application

Considérons la figure 3.1. On commence par rechercher 'invariant total de tran-
sitions . Cet invariant vérifie 6 = (2 111132 3 2 1). On peut facilement
vérifier que tous les circuits du réseau possédent une transition de normalisation. L’exemple
proposé appartient donc bien a la classe des GEPL et nous utiliserons la technique de li-
néarisation du systéme d’équations sur cet exemple 4 titre d’illustration. On considére donc
le vecteur d’occurrences normalisé suivant X = (%) g défini par x1 = 3n1, g = 2n¢,

1€i<10
z7 = 3ny, zg = 2ng, Ty = Ing, pour toutes les autres composantes z; = 6n;.
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Le vecteur d’occurrences normalisé satisfait le systéme suivant:

(

z1(k) = min (3myp, (0) + z4(k — 1),3my,, (0) + z2(k — 1))
3myp,, (0) + z1(k — 1)J)
6

1)J ,6mp4(0) + 932(]43 — 1),

xo(k) = min | 6mp, (0) + z4(k — 1),6

3myp, (0) + z1(k —
6

6y, (0) + 25(k — 1))

z3(k) =min [ 6

3
25(0) = min (671 (0) + 23l = 16 | "2 | 4 1) (319)

) = min (6 | 5| 4 405 = 1), ms0) + 200k~ 1

(0) +z5(k = 1)
x7(k) = 3mpg (0) + z5(k — 1)
g (k) = 2mp, (0) + z6(k — 1)
zg(k) = 3mpy, (0) + 27(k — 1)
z10(k) = min { 6myy, (0) + z4(k —1),6
3y, (0) + zg(k — 1)
o[ )

ze(k) = 2my,

2mp,, (0) + a5 (k — 1)J

6

\

Parmi ces équations, la deuxiéme, la troisiéme et la derniére contiennent des ex-
pressions non linéaires. Pour linéariser ces équations, nous introduisons le vecteur d’état Y
dont les dix premiéres composantes correspondent & celles du vecteur d’occurrences norma-

lisé et nous ajoutons dans le vecteur d’état Y ces expressions non linéaires. Par exemple,

L?»mm(m k)|

il apparait dans la deuxiéme équation 'expression non linéaire 6 6

Nous ajoutons donc, dans le vecteur d’état Y, la composante y;11(k) définie par:

<o el o240

La deuxieme équation s’écrit alors:
i | My, (0
ya(k) = min <6mp3 (0) + ya(k = D (k— 1) +6 [_ﬁéﬁb

Il reste alors & exprimer y;;(k) en fonction des composantes de Y (k—1). Pour cela,
on exprime y; (k) en fonction de Y(k — 1) et on utilise le fait que la somme, la division, la
partie entiére et la multiplication sont distributives par apport & I'opérateur div. Il vient

alors:
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yll(k) =6 t3mr12 (O) + min (Bmpl (O) + yz(k - 1)73mr11 (0) + yQ(k - 1))J

~6 {MO_)
— in <6 23mr12 (0) + 3my, (0) N ya(k — 1) |
| a0 b |20

ya(k —1)
6

peuvent donc étre sortis de la partie entiére. D’oli finalement la forme linéaire

Or y2(k—1) et y4(k—1) sont, par définition, des multiples de 6. Les entiers

ya(k —1)
6
suivante:

et

y11(k) = min <6 i‘mm(o) ; T (O)J +ya(k — 1),

6 [mm(O) +mm(0)J + gk — 1)) —6 lMJ

2 2

L’expression non linéaire qui apparait dans la troisiéme équation du systéme (4.12)

se linéarise en introduisant la composante y;o définie par:

S0 £ o1k)|_ gm0

y12(k) =6 [
On obtient alors:

y3(k) = min <6 [mL;@J + y12(k — 1),6my, (0) + y2(k — 1),
6mry, (0) + ys(k —1)
y12(k) = min (6 [m’” © ;mpl (O)J + ya(k —1).,6 [mpz ©) ‘;mm(O)J

+ y2(k — 1)) —6 lﬂ’—;—(o—)J

Pour linéariser la derniére équation du systéme (4.12), on introduit les composantes

y13(k) et y14(k) définies par:

vi3(k) =6 2mypy, (0) + zs(k) | _ 6 | Mru (0)
6 3
yia(k) =6 3mp,, (0.2;4' zg(k) —6 mp122 (0)
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On a alors:

y10(k) = min (6mys, (0) + ya(k — 1),y13(k — 1) + 6y10(k),
y14(k — 1) -+ 6 mp12(O)J>

2
y1a(k) = 6 2mypy, (0) + Qmpg (0) + z6(k — l)J —_6 mpl?i (0)
nalk) = 6 3myp,,(0) + 3mpg)(0) + z7(k - 1)J _5 mplzz(O)J

D’autres expressions non linéaires apparaissent. On introduit alors les composantes

définies par:

s (k) = 6 | Zen @+ 2?9(0) ta5(k) | _ o [mpu(0) ; ipg (0) l
y16(k) = 6 3myp, (0) + 377;p1o(0) + :C7(k)J _g | Mo (0) -;—mplo(() J

Finalement, nous obtenons:

yi3(k) =yi5(k— 1) +6 Mpy, (0) ;’ mpg(O)J _6 [mpn(o)J

va(k) = yo(k — 1) + 6 | 722l F mmo(O)J iy {mpm (O)J

2 2

(k) = ys(k — 1) + 6 | 2O mp?s: ) + mp7(0)J i {mpn(O) ; My, (0)
y16(k) = ys(k — 1) + 6 My, (0) + mp;o (0) + mpq (O)J _6 [mp12<0) -2# Mp1o (O)J

Nous obtenons finalement, le systéme (min ,+)-linéaire de dimension 16 augmenté
par rapport au systéme (3.12) (de dimension 10 comportant quatre composantes non-
linéaires). Le systéme précédent peut alors étre décrit sous forme matricielle (I’opérateur

® dénote le produit matriciel au sens de (min ,+)), comme suit :

Y (k) = B(M(0)) @ Y (k — 1) (3.20)

ou la matrice B(M(0)) est représentée figure 4.8.



((0)0)g 2o0opy — 01°¢ "DIg

3m,,, (0) +00 3my, (0) +00 +00
+oo +00 6, (0) +o0 +00
6m,, (0) +00 +o00 6m,,,(0) 4o
+00 6 [m—”f}SO—)J +00 +00 +00
+00 6m,,, (0) +00 +00 +00
+o0 +00 +00 2m,, (0) +00
+00 +00 +0o 3my, (0) ~+00
+00 +00 +00 +00 21, (0)
+00 +0o +00 +o0 +00
+00 +00 6my,, (0) +00 +00
a +00 B8 400 +o00
¥ +0o 8 +0o0 +00
+00 +00 +00 +00 +00
4o +oo +o00 +00 +00
+00 +0o0 +o00 M +00
+00 400 +00 v +00
a=86 My, (0) ;’mfm (0) -6 mr122 (0)
y=6 My (0) ;‘ M, (0) -6 mP;(O)
n= 6 _mPu (0) ;’ mps (0) —-6 mP131 (0)
_ mPu (0) + mPu (0) + mP7 (0) mpu (0) + mﬂg (0)
p=6 3 -6 —— e

3m,0 (0)

+00
+00
+oo
+00
+o0
+00

+o0

+00 +oo +oo +o0 +00
myp,, (0
+00 6 [——"2’( ) +00 +00 +00
0
+00 +o00 6 [m”;( )J +o0 +00
Gmrzz (0) +00 +0o0 +o00 +00
mpe (0
6 [ ";( )J +00 +0o0 +o0 +00
+00 +00 +o0 +00 +00
+00 ~+o00 +00 +o0 +00
+00 +00 +o00 +00 +00
+00 +00 +00 +00 +00
+00 +00 +o00 6 l”"‘l’ll (O)J 6 lmplz (0)
3 2
+00 +00 +00 +00 +00
+00 +o00 +o00 +o00 +00
+o0 +00 +o0 +o0 +oc
+00 +oo 400 400 +00
+00 +00 +00 +00 +00
+00 +00 +00 +00 +00
mp, (0) + My, (0) My, (0)

-6
2
5=6 My, (0) + my, (0) _g|me (O)J

2
mez(O) + mmo(o) _

Mpi2 0)

6
2 2
Mpyy (0) + Mpyo (0) + Mpg (0) -6 Mpia (O) + Mpig (0)
2 2

J

+00
+o0o
+00
+00

+00
+00

+0o0
+00
+00

NOLLVOI'TddV.d JNVHO L4 NOILLNTOSdY 'G°€
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3.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons exposé une méthode visant a ’étude du comporte-
ment logique d’'un GEP. Cette étude est motivée par I'obtention des marquages initiaux
engendrant un comportement spécifique du réseau de Petri sous-jacent (séquencement des
ressources et un régime cyclique).

La méthode consiste & abstraire le comportement du GEP considéré en un systéme
d’équations, dont les variables mémorisent les franchissements des transitions. En utilisant
une structure algébrique inspirée des dioides nommément (min,div) et malgré la présence
des divisions euclidiennes caractérisant la présence de pondération dans le réseau de Petri.
Nous avons montré la pertinence de ce formalisme pour une étude du comportement logique
et que pour une large classe de GEP nommée ici GEPL, il est possible de linéariser le systéme
d’équations en un systéme (min,+)-linéaire.

Cette technique permet de considérer I'ensemble des séquencements possibles au
sein du GEP, ainsi que 'obtention d’une abstraction du comportement sous forme d’une
équation récurrente. Celle-ci nous permettra de déduire les marquage initiaux correspondant
au comportement cyclique en un nombre de steps spécifiés.

Les perspectives de ces travaux consistent a expliciter une condition nécessaire et
suffisante pour qu'un GEP soit linéarisable et ainsi pouvoir définir la classe des GEPL dans

leur globalité.
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Troisiéme partie

Applications
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Chapitre 4

Applications

4.1 Introduction

Lors des études menées, dans ce mémoire, au sein des chapitres 2 et 3, nous avons

constaté que:

Dans un premier temps, un réseau de Petri, dont les indéterminismes sont liés
aux partages de ressources, peut étre représenté a 'aide d’un graphe d’événements pondéré
auquel est adjoint un systéme d’équations régissant le marquage d’un sous-ensemble de
places. Le réseau de Petri obtenu est déterministe et I’ensemble des scenarii possibles est

caractérisé par ’ensemble des solutions du systéme d’équations associé.

Dans un second temps, nous avons démontré la possibilité de réaliser une abstrac-
tion du comportement logique en un systéme d’équations. A priori, celui-ci est non-linéaire,
mais une technique de linéarisation permet d’exhiber un systéme d’équations (min,+)-
linéaires. L’ensemble des solutions du systéme caractérise un ensemble de marquages initiaux

et ainsi & une solution est lui associé un des comportements logiques possible.

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques applications de cette théorie en
vue d’en illustrer les possibilités d’application. Dans ce sens, la premiére partie est consacrée
& une application résultant de la linéarisation du systéme d’équations. Le systéme (min ,+)-
linéaire peut étre traduit en un graphe d’événements simple. Au sein de la seconde partie,
nous exhiberons des exemples d’applications tirés de la production manufacturiére. Puis une

application & I’évaluation de performances sera proposée.
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Fic. 4.1 — Ezemple de graphes d’événements

4.2 GES équivalent

Nous proposons 'étude de I'exemple illustratif représenté par la figure 4.1. Au sein
du chapitre 3, une nouvelle structure algébrique (min,div) a permis d’exhiber le systéme
d’équations (4.1) dont les solutions capturent le comportement logique du graphe d’événe-
ments sous jacent. A l'aide d’une technique de linéarisation, nous rejoignons le formalisme

(min ,+) développé pour les graphes d’événements simple.

Pour 'exemple illustratif représenté par la figure 4.1, le systéme suivant abstrait le

comportement logique en utilisant le formalisme (min,div):

(71 (k) = min (my, (0) + 2na(k — 1),mp, (0) + 2ng(k — 1))

ng(k) = min | mp;(0) + ng(k — 1), my (0) +ni(k —1) )

2
na(k) = min ( | 722 +2”1(k —1 M (0) + na(k — 1))

)= 250

Le processus de linéarisation, développée au chapitre précédent, a permis I'obten-
tion d’un systéme (min ,+)-linéaire associé au systéme d’équations (4.1) par l'ajout de deux

composantes supplémentaires (ys(k) et ys(k)) ci-dessous:
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y1(k) = min (mp, (0) + ya(k — 1);mr, (0) + y2(k — 1))

y2(k) = min | 2mp,(0) + ya(k = 1).ys(k — 1) +2 | —

My, (0)
2

ya(k) = y3(k—1)+2 {.@%@J

ys(k) = min (a + y2(k — 1),8 + ya(k — 1))
| ye(k) = min (v +y2(k — 1),6 + ya(k — 1))

Ou les constantes «, (3, v et ¢ sont définies comme suit:

o =9 my, (0) + Myt (0) _9 My (0)
i 2 2
Mgy (0) + i (0) )
— 2 1 _ 2 1
o 2 2 J
v o= ) My, (O) + Mp, (O) -9 Mipy (0)
L 2 i L 2 J
5 =2 Mp, (O) + Mpy (O)J -9 Mp, (O)
L 2 - 2 -

4.2.1 Technique de construction

Tout d’abord, étudions la forme générique des équations (min ,+)-linéaires données

ci-dessous :

zu(k) = min {5k = 1) + mjq) (43)

J; représente ’ensemble des indices associé au compteur z;(k) et m;; la constante
associée au compteur z;. Les entités J; et m,; peuvent étre interprétée respectivement comme
I'ensemble des indices des transitions en amont de ¢; et m;; comme le marquage de la place
intermédiaire entre la transition t; et t;.

La construction consiste en la traduction du systéme d’équations (min ,+)-linéaires
en un graphe d’événements simple associé. Une équation générique d’un tel systéme est don-
née par 'équation (4.3). En utilisant le fait que les variables z;(k — 1) de I’équation (4.3)

caractérisent les transitions en amont de ¢; et m;; le marquage de I'unique place, du graphe



110 CHAPITRE 4. APPLICATIONS

74

t; t,
H . T 4

(a) modele générique (b) Application a la transi-

tion te¢ de 'exemple

Fi1G. 4.2 — Construction

d’événements, intermédiaire entre les transitions t; et t;. Pour reconstruire le graphe d’évé-
nements simple associé, on procéde comime suit :

Pour chaque terme z;(k—1)4m;;, on crée la transition ¢; en amont de la transition
t;, ainsi qu’une place intermédiaire contenant m;; jetons. Pour I’équation (4.3) générique, la
technique de construction est représentée par la figure 4.2(a).

A titre d’exemple, nous considérons la composante suivante :
ye(k) = min (v + ya(k — 1),6 + ya(k — 1))

Pour rejoindre le formalisme de I'équation (4.3), nous obtenons J; = {2,4}. Par
conséquent, les transitions t2 et t4 sont construites ainsi que deux places intermédiaires r} et
pg dont le marquage initial est: mgog = 2 et myg = 2. Cette construction permet I’obtention
du réseau de Petri représenté par la figure 4.2(b).

Cette technique est appliquée au systéme d’équations (4.2) (min ,+)-linéaires. Nous
obtenons le graphe d’événements simple associé représenté par la figure 4.3.

Le graphe d’événements pondéré avec les contraintes de fonctionnement initiales et
le graphe d’événements simple possédent le méme systéme d’équations (min ,+)-linéaires as-
socié. Aprés I’application de I'algorithme de linéarisation pour le GEP et di & la construction
précédente pour le GES. Nous en déduisons que les deux réseaux de Petri possédent le méme
comportement. Aussi le graphe d’événements simple obtenu peut étre considéré comme le

représentant de tous les réseaux de Petri dont I’abstraction du comportement logique et les
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. N N S

F1G. 4.3 — Graphe d’événements linéarisé

contraintes de fonctionnement conduisent au méme systéme d’équations (min ,+)-linéaires

donné par le systéme (4.2) aprés application du processus de linéarisation.

4.3 Exemples illustratifs

Dans le but d’exhiber la classe d’applications potentielles de la théorie exposée
dans ce mémoire, nous nous intéressons a un exemple issu de la thése d’O. Fournier [Fou02].
Pour décrire cet exemple, le tableau (4.3) représente la description des taches & réaliser pour
I’obtention des produits de sortie. Chaque colonne donne une information spécifique sur le

modéle représenté par la figure 4.4, nous définissons:

131 t4
4du

1u

2u
t2 ts

F1G. 4.4 — Ezemple illustratif
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Descriptif des taches

Nature Nom | Durée | Ressource
Transformation | T} 5 R,
Désassemblage T 2 Rs
Transformation | T3 2 Rs
Assemblage T4 4 Ry
Transformation | 75 8 R3
Assemblage 14 1 Ry

— La colonne Nature désigne le type de 'opération a effectuer

— La colonne Nom l’identifiant de la tache sur la figure 4.4

!

La colonne Durée le temps requit pour l'exécution de I'opération

La colonne Ressource désigne la ressource nécessaire & ’exécution de 'opération

Cette étude a pour but de déduire tous les séquencements possibles des ressources
en présence pour éviter les blocages potentiels du systéme de production. Le systéme de
production décrit précédemment peut-étre représenté a I'aide d’un réseau de Petri, le réseau
obtenu est représenté par la figure 4.5. Les ressources R, R2 et R3 induisent des conflits d’ac-
cés aux ressources qu'’il convient de résoudre pour envisager I'obtention des séquencements
possibles.

Dans ce sens, nous utilisons la méthode développée dans le chapitre 2 pour trans-
former le réseau de Petri de la figure 4.5 en un graphe d’événements associé a4 un systéme
d’équations contraignant le marquage initial du graphe. Le hypothéses de production de ce
modéle indiquent un seul franchissement pour chaque transition par cycle de production.

Le fait que le réseau de Petri décrit par la figure 4.5 soit non pondéré implique
que la transformation va engendrer un graphe d’événements simple. Cette transformation

consiste a effectuer les étapes suivantes:

— Suppression des places contenant les ressources (places Ry, Rg)

~ Introduction d’une paire de places p;; et pj; joignant respectivement une paire de

transitions t; & t; et t; & ¢; en conflit d’accés & la méme ressource.
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O

p2 . b1

e

Ry (] 55 (@) tr—E (5
ps() w0
Jor= UM SC)@LINE
Q)
O

O

R =)

Fi1G. 4.5 — Ezemple illustratif
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Do N

P2 D73 P

D43

J J

F1G. 4.6 - Résolution des partages de ressources
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De plus, le marquage des places introduites sera contraint par un systémes d’équa-
tions caractérisant I’ensemble des séquencements possibles des ressources partagées. Le ré-
sultat de cette transformation est décrit par la figure 4.6 auquel est adjoint un ensemble
de contraintes sur le marquage des places ajoutées. Cet ensemble de contraintes est écrit
sous forme de systémes d’équations (cas d’une seule machine) traduisant les contraintes de
précédence entre les transitions et la vivacité du marquage obtenu. Ces systémes sont décrit

ci-dessous:

Contraintes relatives & la ressource Ri1: mp,, + Myp,s = 1 (4.4)

Mpys + Mpgy = 1

Contraintes relatives a la ressource Ry ¢ myp,, +myp,, = 1 (4.5)

Mpyy + Mpyy = 1

Contraintes relatives a la ressource R3: mp, = 1 (4.6)

La ressource R3 n'induit aucune transformation structurelle car elle n’est pas source
d’'indéterminisme dans le réseau de Petri initial. Il est maintenant possible de faire une étude
du comportement logique du graphe d’événements simple en utilisant le dioide (min ,+)
pour abstraire les nombres d’occurrences de chaque transition en un systéme d’équations

(min ,+)-linéaires auquel seront adjoint les systémes d’équations (4.4), (4.5) et (4.6).

Par conséquent, nous allons décrire la relation récurrente que vérifie les composantes
du vecteur d’occurrences N(k+1), c’est-a-dire aprés le franchissement du (k +1)*™¢ step, en
fonction des composantes du vecteur N (k). Cette abstraction du comportement est effectuée
sur la base d’un marquage générique M = (my)pcp. Nous obtenons le systéme d’équations

suivant :
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na(k + 1) = n7(k) + mp,
no(k + 1) = min {n; (k) + mp, ns(k) + mypy, }

nz(k + 1) = min {ny (k) + mp,,na(k) + mp, ,n7(k) + mp;5}

na(k + 1) = min {nz(k) + mp, n3(k) + mpy, ,n7(k) + mp,, } (4.7)
ns(k + 1) = min {na(k) + mp,,na(k) + mp,s ,na(k) + mpg }

ng(k + 1) = min {ng(k) + mps,ne(k) + mpr,}

n7(k + 1) = min {n3(k) + mp,, ,na(k) + mp,, ,ns(k) + mpg,ne(k) + mp, }

Le systéme d’équations (4.7) permet d’évaluer le comportement logique du réseau
de Petri en fonction du marquage initial, ¢’est-a-dire pour un marquage initial donné les
nombre d’occurrences successifs sont solution du systéme (4.7). De plus, une équation ré-
currente matricielle sur le nombre de steps franchis peut étre considérée. Ce qui se traduit

par I'équation suivante:

N(k+1) = B(M(0)) @ N(k) (4.8)

Ou la matrice B(A(0)) est la matrice caractéristique du systéme d’équations (4.7)

et 'opérateur ® représente le formalisme (min,+) donnée ci-dessous:

+00 +oo +oo +00  +00  F0 Mg,
g, +o0 +00 +O0O My, +00 +00
Mpy +00 +00 Mpyy T00  +00 My,
+o0 +oc min{mp,,mps,} +00 +oo +00 My,
+oo  min{mp,,my,} +oo Mps +00 +00 +00
+0o0 +00 My +00 400 mpg; +00
+00 +0o0 Mpsy Mpyy Mpg  Mp, +00

Ce résultat permet de passer & une phase de résolution dans le but de trouver les
séquencements possibles. Pour effectuer cette résolution, I’équation récurrente (4.8) est uti-
lisée lors de la résolution avec une inconnue k correspondant au nombre de steps conduisant

& un régime cyclique. Nous en déduisons 'équation suivante :

BM@O0)r®e=1 (4.9)
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Il reste & déterminer une solution de ces systémes. Pour illustrer notre propos,
nous allons exhiber un marquage initial conduisant & un régime cyclique en trois steps.
Pour effectuer cette résolution, nous devons calculer la matrice B(M(0)) & la puissance trois
au sens de la loi ®. Ce qui correspond a ’équation (4.9) pour le cas k = 3 a laquelle est
adjoint les systémes d’équations (4.4), (4.5) et (4.6). Aprés résolution de ce systéme, une des

solutions possibles est définie par le marquage initial défini par les équations ci-dessous:

= Mpy = Mypy = My, = My, = Mpyg = Mpyg = Tpgy = Mpyy = MRy = 1

= My, = My, = Mpg = Mps = Mpg = Mpgy = Mpyz = Mpgy = Mpyy = 0

Cette solution induit un comportement cyclique en une séquence de trois steps

décrite ci-dessous:

1. tl//t4
2. t3//t5
3. t2//t6//t7

Nous venons d’exposer une application dans le domaine des systéme de production
manufacturiére. Le modéle est représenté a 'aide du formalisme réseau de Petri, puis le
réseaux de Petri est transformé en un graphe d’événements simple dont le marquage d'un
sous-ensemble de places est contraint par un systéme d’équations additionnel (formé des
systémes (4.4), (4.5) et (4.6)). Par conséquent, une étude du comportement logique est
possible en utilisant un formalisme dédié: le dioide (min,+) dont l'utilité est d’abstraire le
comportement du graphe d’événements simple en un systéme d’équations (min ,+)-linéaires.
Lors du calcul final des séquencements possibles, il reste & introduire le nombre d’étapes

nécessaire pour un fonctionnement cyclique du modéle.

4.4 Evaluation de performance

L’application exposée dans ce paragraphe & pour but d’évaluer les performances
d'un atelier de production manufacturiére dont une modélisation préalable a été exécutée
4 Paide des réseaux de Petri. L’objectif est de calculer les séquencements possibles avec le
respect d’un ensemble de contraintes décrite par la suite. Puis de calculer le temps de cycle

obtenu pour chaque solution.
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Dans ce sens cette approche se décompose en plusieurs étapes. Tout d’abord, 'abs-
traction du comportement logique du modéle en un systéme d’équations utilisant le forma-
lisme développé au chapitre 3. Puis une linéarisation du systéme obtenu est effectuée, le
but est 'obtention d’un systéme (min ,+)-linéaire pour ensuite permettre une résolution du
systéme obtenu. Pour enfin effectuer une évaluation des performances des solutions obtenues

en utilisant le formalisme (max,+) [Gau95al.

4.4.1 Equations du réseau

En considérant le graphe d’événements représenté par la figure 4.7, nous détermi-
nons les équations relatives aux occurrences des franchissements des transitions a 'aide de

la structure algébrique introduite précédemment. Il vient le systéme d’équations suivant :

ma(k) = min (mp, (0) + 2na(k = 1);mr,y (0) + 2na(k — 1))
na(k) = min (myy (0) + a (e — 1), | Zrzl% +2m<k—1> J)
= min ([mpz(o ) +ni(k— l)J M, (0) + na(k — 1),

Miry, (0) + ns(k — 1))
ng(k) = min [mpsTw)J + nz(k — 1),mr32 0)+ nyo(k — 1))

ns(k) = min | mr,, (0) + nz(k — 1), [mp_;f()EJ +n1o(k — 1)> (4.10)
ng(k) = my, (0) + 3ns(k — 1)
n7(k) = mpg(0) + 2ns(k — 1)
ng(k) = mypy(0) + ng(k — 1)
(k) =

'rLgk

Mpyo (0) + n7(k —1)
rao(k) = min ( g, (0) + ma(k — 1), {m”n 0+ nafk — 1) J |

{mmz(()) + ng(k — 1)J>

2

Comme nous I'avons constaté précédemment, le systéme ainsi obtenu ne peut en-
gendrer une équation récurrente (min ,+)-linéaire en raison de la présence de parties entiéres

rendant les équations non linéaires.
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F1G. 4.7 - Graphes d’événements pondéré

4.4.2 Linéarisation du systéme
Description de ’exemple

La chaine de production modélisée par la figure 4.7 permet de fabriquer deux
produits, A et B, a l'aide de trois types de ressources partagées (représentées par les places
711, T'12, T21 T22, 731 €t r3z). La ressource r; existe en deux exemplaires, les deux autres en
un exemplaire.

Le produit A est composé de deux piéces A; et d’une piéce Ay. Le premier com-
posant est fabriqué par une machine de type r; (transition t;). La fabrication du deuxiéme
composant nécessite les deux exemplaires de la ressource r1. La machine de type ro effectue
alors l'assemblage de deux piéces A; et d’une piéce Ay (transition t3). Enfin, le résultat
de l'assemblage est usiné sur la machine de type r3 (transition ¢4) pour obtenir le produit
final. Afin de tenir compte de la durée des taches, le réseau de Petri est temporisé au niveau
des transitions: ainsi, par exemple la durée de Popération associée & la transition ¢; est de
quatre unités de temps.

Le deuxiéme produit B est traité par lot de cinq piéces. La premiére opération est

effectuée sur un lot par la machine de type ro (transition ¢5). Ensuite le lot est désolidarisé
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pour former un ensemble de trois piéces (place p7) et un autre de deux piéces (place pg).
Chacun de ces ensembles est traité séparément (transitions tg et tg d'une part et transitions
t7 et tg d’autre part). Un lot de cinq piéces est de reconstitué pour étre usiné sur la machine
de type r3 (transition t¢1p).

Afin de caractériser le comportement cyclique du systéme, le modéle est rebouclé

(arcs joignant la transition t4 aux places p; et ps, et la transition t1p & la place pg).

Abstraction du modéle

Considérons la figure 4.7. On commence par rechercher I’ invariant total de transi-
tions 6. Cet invariant vérifie 7 = (2 1 1 113 2 3 2 1) Tous les circuits du
réseau possédent une transition de normalisation. L’exemple proposé appartient donc bien
a la classe des GEPL et nous utiliserons la technique de linéarisation sur cet exemple &
titre d’illustration. On considére donc le vecteur d’état suivant X = (:Ez) 1T<i< . défini par
z1 = 3ny, Te = 2ng, T7 = 3ny, Tg = 2ng, Tg = 3ng, pour toutes les autres composantes
z; = 6n,;.

Le vecteur d’occurrences normalisé satisfait le systéme suivant :

z1(k) = min (3myp, (0) + z4(k — 1),3my,, (0) + z2(k — 1))

25(k) = min ((67,[,)3 SZH :(,; 1_( ;),61L3mr12(0) + 21(k—1) J)

| 610 0) + 22l - 1),

6rmry, (0) + z5(k — 1))

z4(k) = min | 6 [m—z’ggg)J + x3(k — 1),6m4, (0) + z10(k — 1)
(k) = min { 6y, (0) + z3(k — 1),6 {@J + z10(k—1) (4.11)

s

ze(k) = 2my, (0) + z5(k — 1)

z7(k) = 3mpg (0) + z5(k — 1)
(0)

zg(k) = 2mp9 + zg(k — 1)
zo(k) = 3myp,(0) + z7(k — 1)
z10(k) = (6m (0) + za(k — 1),6 [2%1(0) ;wsw -1 J |
3m 12(0) + 1179("3 - 1)
) ¢ l ; 6 J)

Parmi ces équations, la deuxiéme, la troisiéme et la derniére contiennent des ex-
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pressions non linéaires. Pour linéariser ces équations, nous introduisons le vecteur d’état ¥’
dont les dix premiéres composantes correspondent & celles du vecteur d’occurrences norma-

lisé et nous ajoutons dans le vecteur d’état Y ces expressions non linéaires. Par exemple,
3mr12(0) + yl(k - 1)J
5 )

définie par:

il apparait dans la deuxiéme équation I’expression non linéaire 6
Nous ajoutons donc, dans le vecteur d’état Y, la composante y11(k

3mr12(025+ yl(k)J _g [T%(OJJ

yu(k) =6 [

La deuxiéme équation s’écrit alors:

1209 = min (63 0)+ vk ~ Dl = 1)+ 229

Il reste alors & exprimer y11(k) en fonction des composantes de Y (k—1). Pour cela,
on exprime yi(k) en fonction de Y (k — 1) et on utilise le fait que la somme, la division, la

partie entiére et la multiplication sont distributives par apport & 'opérateur div. Il vient

alors:
_ 3m7‘12 (0) + min (3mpl (O) + y4<k — 1)a3m7"11 (0) + yQ(k - 1))
y11(k) =6 A
My, (0)
_ 6 12
2
—min [ 6 3myy, (0) g‘ 3mp, (0) + 94(k6_ 1) :
6 3myy, (0) + 3m, (0) + y2(k — 1) _6 My, (0)
6 6 2
0 Sfiniti : (k- 1)
r y2(k—1) et y4(k—1) sont, par définition, des multiples de 6. Les entiers =~——-=
k-1
et %4(—6—~—) peuvent donc étre sortis de la partie entiére.

D’ou finalement la forme linéaire suivante:

S (| SRR 0T SRS SUESSHOT Y

2
6 [m__@J

2

L’expression non linéaire qui apparait dans la troisiéme équation du systéme (4.12)
se linéarise en introduisant la composante g2 définie par:

31y, (o?6+ z1(k) J e [m%@_ J

sl =6 |
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On obtient alors:

ya(k) = min (6 [m” O 4 1ok = 1),6mp, (0) + yalk = 1),6m1r (0) + ws(k — 1))

2
Mpy (0) + Mp, (O) Mp, (O) + My (O>J

y12(k) = min ( 6 +y4(k—l),6[
u +yfil>)-§p%o>JJ 2

Pour linéariser la derniére équation du systéme (4.12), on introduit les composantes

y13(k) et y14(k) définies par:

y13(k)=6 Qmp11(023+1)8(k) -6 mp131(0)
T LT B

On a alors:

. 0
y10(k) = min | 6mry, (0) + ya(k — 1),13(k — 1) + 6y10(k),y14(k — 1) + 6 %%(JJ

y13(k) =6 2myy, (0) + Qmpé (0) + z6(k — 1)J _6 mpl?i (O)J
y14(k) =6 3mP12 (O) + 3mp160(0) + IE?(k - I)J _6 mp;(O)J

D’autres expressions non linéaires apparaissent. On introduit alors les composantes

définies par:

y15(k‘) =6 2mp11(0) + 272’:09 (O) + .’Eﬁ(k) —6 My, (O) ;— Mg (O)l
vis(k) = 6 3myp1,(0) + 3721710(0) + x?(k)" _6 My, (0) -;—mplo(O J

Finalement, nous obtenons le systéme d’équations (min ,+)-linéaires suivant :
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y1(k + 1) = min (3my, (0) + ya(k),3my, (0) + y2(k))
y2(k + 1) = min | 6mp, (0) + ya(k),y11(k) + 6 [%J)

y3(k +1) = min ( 6 T”;—(O) + y12(k),6mp, (0) + yo2(k),6my,y, (0) + ys(k)>
sl 1) = min (2| P20 4 48) 2 0) + 10 )

vl + 1) = min (2| 7220 | (1), 2mr,, 0) + s b)

ye(k+1)=2 %é@ + y5-(k)

yrk+1)=2 @ + ys(k)

ys(k +1) = 2mp, (0) + ye (k)
yo(k +1) = 2mp, (0) + y7(k)

ywo(k + 1) = min <6mr31(0) + ya(k),y13(k) + 6y10(k),y14(k) + 6 {—mp”(O)D

6 [mz <0>_
yi2(k + 1) = min (6 {m”z © ;m”l (O)J + ya(k) 6 [m,,z ©) J;mm(o)J 4 y2(k)>
o[
sl + 1) = yrs(h) + 6 | T2 ;L mps (0) | _ s (O)J
nalk +1) = yio(h) + 6 | 220> Me O} _ g | (O)J

3

yie(k +1) = ys(k) + 6

yis(k+1) = ys(k) + 6 My (0) + Mpe (0) + mp7(0)J -6 [mpu(o) + Mpg (O)l
; J

(.

123

12)

Nous obtenons finalement, le systéme (min ,+)-linéaire de dimension 16 augmenté

par rapport au systéme (3.12) (de dimension 10 comportant quatre composantes non-

linéaires). Le systéme précédent peut alors étre décrit sous forme matricielle (I'opérateur

® dénote le produit matriciel au sens de (min ,+)), comme suit:

Y(k)=B(M(@0)®Y(k—1) (4.

13)
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ol la matrice B(M (0)) est représentée figure 4.8.

Equivalence comportementale

L'équation (4.13) est (min,+)-linéaire. On peut alors facilement exhiber le GES
dont le k™€ vecteur d’occurrences correspond & Y (k). Ainsi, pour le marquage initial décrit
figure 3.1, on obtient alors le graphe d’événements simple représenté par la figure 4.9. Les
composantes finies de la matrice B(M(0)) représentent le nombre de jetons présents dans
une place située entre deux transitions; pour notre exemple, le coeficient a (ligne 11 colonne
2) traduit le fait que la place située entre les transitions tj; et t, contient a jeton(s), et un
ceefficient infini indique qu’aucune place ne lie les transitions. Ainsi, la structure du réseau
(places, transitions et arcs) est donnée par les composantes finies de la matrice B(M(0)).
Or la finitude des composantes ne dépend que du marquage initial: si 'on considére deux
marquages initiaux différents, les graphes d’événements simples correspondants ne différeront

que par leur marquage initial, leur structure générale reste alors la méme.

Il s’agit maintenant d’établir le lien entre le GEP et le GES résultant de la li-
néarisation. Ce lien est donné par la relation qui lie le vecteur d’occurrences au vecteur
d’occurrences normalisé. Par exemple, nous avons, pour 'exemple considéré, y; = 3n;: un
tir de la transition ¢; (figure 3.1) correspond a trois tir de la transition ¢} (figure 4.9). Ainsi, le
comportement du GEP se déduit trés facilement de celui du GES projeté sur les transitions
t, th, ..., tho.

T

Vu Vinvariant de transitions (2 1 1 113 2 3 2 1) , le franchissement
d’un cycle dans le GEP se traduit dans le GES par une augmentation de six unités des
composantes du vecteur d’occurrences. En d’autres termes, chacune des transitions du GES

est, franchie exactement six fois lors d'un cycle.

Finalement, le comportement non linéaire du systéme initial du réseau pondéré est
réduit au comportement linéaire d’un graphe d’événements simple dont la dimension a été
augmentée par ’ajout de six composantes. Cette approche est similaire a celle proposée par
Alix Munier [Mun93], mais elle se distingue par deux différences notables: d’une part, on
autorise le franchissement multiple des transitions, d’autre part la structure du GES obtenu

est indépendante du marquage initial.
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!
732

F1G. 4.9 — Graphe d’événements linéarisé

Formulation du probléme

Dans I'équation (4.13), linéaire au sens de (min,+), il apparait bien un paramé-
trage direct de 'opérateur linéaire B par le marquage initial du graphe M(0). Il est donc
possible grace a cette écriture de rechercher un marquage initial qui conduit & accéder a
un comportement donné. Le cas particulier d'un régime cyclique en p steps est particu-
liérement intéressant. En effet, nous avons vu qu’aprés chaque cycle, les composantes du
vecteur occurrences sont augmentées de six unités. La résolution de ce probléme revient
donc a rechercher le marquage initial qui satisfait I’équation Y (p) = Y(0) + 6 - 1. Sachant

que Y (p) = (B(M(0)))? ® Y(0), on obtient 1’équation suivante:

ot Y(0) est le vecteur nul et 1 le vecteur dont chaque composante est unitaire. Dans la
suite, nous allons rechercher, 4 titre d’exemple, un marquage initial pour un fonctionnement
périodique du réseau en deux steps. Ce choix est I'un des plus simples, d’autres valeurs de p

peuvent évidemment étre envisagées (Plus la valeur p est grande, plus le nombre d’en-cours
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dans le systéme sera petit). On en vient finalement a résoudre I’équation suivante:
(B(M(0))*®e=6-1 (4.14)

Celle-ci nous donne un systéme de seize équations a dix-huit inconnues, auquel
il faut ajouter un jeu d’équations traduisant les contraintes de capacité sur les machines
présentes dans atelier. Etant donné que nous disposons de deux machines de type ri, une

machine de type 79 et r3, nous cherchons a résoudre le systéme suivant :

Solutions du probléme

Ces équations sont ensuite implantées dans le solveur de contraintes de PrologIV,
sur un ordinateur possédant un processeur Céléron cadencé a 333 Mhz avec 64 Mo de RAM,
le résultat est obtenu en neuf secondes.

Pour notre exemple, la résolution de ce systéme donne un ensemble de solutions
dont chacune d’elle représente un marquage initial du réseau de la figure 2.1. Nous désirons
des solutions qui minimisent les en-cours, c’est-a-dire le nombre de jetons dans le réseau.
Nous ne nous intéressons donc qu’aux solutions minimales (M est une solution minimale
s’ll n’existe pas de solution M’ vérifiant M’ < M et M’ # M). 1l vient alors les solutions

minimales candidates suivantes (elles sont notées a I'aide du vecteur caractéristique suivant

(mpu Mpay -5 Mproy Mgy Mpygs Mrgyy Mgy, Mirgy, Mirsy)) :

- A1 =(2,0,1,1,3,5,0,0,3,2,3,2,2,0,1,0,1,0)
- A} =(0,2,1,1,3,5,3,2,0,0,3,2,0,2,0,1,0,1)
- Ay =(2,0,0,1,3,5,0,0,3,2,0,0,2,0,1,0,0,1)
- AL =(2,2,1,1,0,5,3,2,0,0,3,2,0,2,0,1,1,0)
- A3 =(2,2,0,1,3,5,3,2,0,0,3,2,2,0,0,1,0,1)
- A% =(2,2,1,0,3,5,0,0,3,2,3,2,0,2,1,0,1,0)
- Ay = (2,2,1,1,0,0,3,2,0,0,3,2,2,0,0,1,1,0)
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Marquage initial | Cycle

Aq (2t1 [ t5 [ 3ts [/ 2ta [ t10) + (t2 [ ts [/ ta J/ 3te [ 2t7)
A (ta [ ts [ ta [ 3t [/ 2t7)  + (2t1 [ ts // 3ts J/ 2to [ tr0)
A, (2ty [ ta [ ts ) 3ts [ 2te) + (to /] ts /) 3te J/ 2t7 J t10)
A (ta [ t3 /) Bte [/ 2t7 [ t10)  + (2t1 [/ ta [/ t5 )/ 3ts J 2t9)
Ag (2t1 Jts [ ta J/ 3te [ 2tz) + (t2 [ ts J/ 3ts [/ 2t J/ t10)
Al (t2 [ ts /) 3ts [/ 2to J t10) + (2t1 )/ ts [ ta [/ 3te J/ 2t7)
Ay (2t1 [ t3 /) 3te ) 2t7 [ t10) + (t2 [ ta [ ts )] 3ts [/ 2te)
a (ta [ ta [ ts5 )] 3ts /| 2t9) + (2t1 [ t3 )] 3te JJ 2t7 /] t10)

TAB. 4.1 — Régime cyclique des solutions

- A} =(0,2,1,0,3,5,0,0,3,2,0,0,0,2,1,0,0,1)

La linéarisation du modéle permet d’obtenir, d’'une part, une mise en équation
linéaire du comportement logique du GEP et, d’autre part, d’obtenir des marquages initiaux
vérifiant une contrainte de performance (ici deux steps). Nous pouvons maintenant & l'aide
de ces marquages initiaux déduire le comportement logique du réseau. Pour chacune de ces
solutions, nous obtenons un régime cyclique dont la période est constituée de deux steps.
Le tableau 4.1 donne le régime cyclique résultant de chacun des huit marquages initiaux.
Ces solutions sont ensuite évaluées afin de déterminer celles qui conduisent a la meilleure

performance temporelle.

Remarque 5 Les solutions sont couplées, c’est a dire que la deuziéme solution associée
résulte de la premiére aprés franchissement d’un step. Elles possédent donc le méme com-

portement cyclique avec un déphasage d’un step.

Performance temporelle des solutions

Aprés avoir obtenu toutes les marquages minimaux en deux steps, nous nous inté-
ressons & la durée du cycle pour chacune des solutions. La temporisation déterministe est
effectuée sur les transitions comme on peut le voir sur la figure 4.7 ainsi que sur la figure 4.9
ou les temporisations additionnelles sont affectées en fonction des variables introduites. Dans
notre exemple, les transitions t}, t5,. ..t} ont la méme temporisation que les transitions t1,

to,. .. ,t10. Chaque transition ajoutée est un représentant d’'une des dix premiéres transitions:
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FiG. 4.10 - Illustration de la temporisation

elle recoit donc la méme temporisation que la transition représentée. Ainsi, par exemple, les
transitions t}; et ¢, en tant que représentants de la transition ¢; ont une temporisation de
quatre unités de temps.

Pour I’évaluation de la performance temporelle, nous utiliserons un vecteur dateur
D = (Dp)pep qui associe a chaque place une date représentant la date d’arrivée du dernier
jeton dans la place. Lorsque les transitions sont tirées, les dates associées aux places évoluent,
en tenant compte de la synchronisation et de la durée du tir. Le franchissement d’un step &
partir d’'un marquage ou les places sont datées par le vecteur dateur D = (Dp)pep produit

un marquage de vecteur dateur D' = (D,)pep défini par:

max(Dp, max (Dy + dep)) si la transition *p est franchie
Vp € P,D), = p'esp

D, sinon
ol ds;, est la durée associée & la transition en amont de la place p.
Ainsi, si 'on considére 'exemple de la figure 4.10, nous obtenons pour la place ps

D max(D3,D1 +d,Dy +d) sila transition t est franchie
3 =

D3 sinon

Appliquons maintenant cette technique de calcul & I’évaluation temporelle de per-
formance de chacune des huit solutions qui ont permis Pordonnancement des transitions
(tableau 4.1). Considérons les huit marquages minimaux qui produisent un fonctionnement
en deux steps. Le calcul du vecteur dateur obtenu aprés un cycle, nous donne trés facile-
ment la performance temporelle. Les solutions obtenues par les huit marquages sont notées
(D1,Da, ..., D12,Dr.,,Driy,Dryy yDrgy ,Drgy Dy, ) 00t Dy désigne la temporisation affecté a la
place p;. On obtient :

- Pour A4, (5,_,5,7,8,2, , ,4,3,1,1,7, 8, .5 ), soit un cycle en 8 unités de temps.
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Pour A, (_,7,3,3,4,5,6,6,_, .3.2,_,7,_,6,_,6), soit un cycle en 7 unités de temps.

Pour Ao, (3, , 785, , ,3,5,_,_,6,_,8,_,_.5), soit un cycle en 8 unités de temps.
~ Pour A}, (7,7,7,3,_,2,6,6,_,_.3,2,_,7,_,6,7,_), soit un cycle en 7 unités de temps.

Pour As, (3,4, ,7,4,5,6,6, , ,3,2,7,_, ,6,_,5), soit un cycle en 7 unités de temps.
- Pour A}, (5,7,5,_.,7,2,_,_,4,3,1,1,_,7,7,_.,5,_), soit un cycle en 7 unités de temps.
~ Pour A4, (7,4,7,7, , 6,6, , ,3,27, , ,6,7,_), soit un cycle en 7 unités de temps.

- Pour A}, (_,7,3,_,75,_,_,43,_,_,_,7,7,_,_,5), soit un cycle en 7 unités de temps.

Ainsi, la meilleure performance temporelle (temps de cycle de 7 unités de temps)

est obtenue pour les marquage initiaux A}, A, Ag, Af, Ay et Al

4.5 Conclusion

Ce chapitre a permis d’illustrer les principales applications de la théorie exposée
dans ce mémoire.

L’intérét de la méthode de linéarisation présentée aux chapitre 2 et 3 conduit & une
modélisation finale & partir d’'un graphe d’événements simple dont la structure est indépen-
dante du marquage initial considéré. Nous avons montré dans ce chapitre qu’une variation
du marquage du modéle initial se traduit par une variation du marquage du graphe d’événe-
ments simple final. En outre, cette modélisation permet une évaluation des performances du
modéle considéré a aide des dioides existants : structures algébrique dédiées & cette étude
pour les graphes d’événements non pondérés (max ,+) et (min,+).

Dans ce sens, un premier exemple illustratif a permis d’aborder un cas d’étude
concret issu des problémes liés & la production manufacturiére. Aprés avoir obtenu un sys-
téme d’équations linéaires caractérisant le comportement du réseau, un systéme d’équations
et d'inéquations associé contraignant le marquage d’un sous-ensemble de places du graphe
d’événements simple est alors exhibé. Finalement sur un horizon donné, il est possible de
déterminer tous les séquencements des opérations permettant d’obtenir un comportement
cyclique en un nombre fini de step.

Pour conclure ce chapitre une évaluation des performances d’un modeéle réseau
de Petri est proposée. En utilisant la technique de linéarisation, nous montrons sur cet
exemple qu'il est possible de calculer tous les séquencements possibles sur un horizon défini

décrivant un fonctionnement cyclique, en trois steps. Sur la base de ces solutions nous
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réalisons I’évaluation des performances temporelles de cet exemple. Nous obtenons ainsi

une solution réalisant le temps de production minimal pour un fonctionnement cyclique en

trois steps.
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Quatriéme partie

Conclusion générale
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Conclusion et perspectives

En conclusion de ce mémoire, nous dresserons le bilan des apports originaux de cette
thése, pour ensuite présenter les perspectives de recherche que nous proposons concernant
la détermination d’un ordonnancement cyclique pour une classe de problémes contenant les
Systeémes Flexibles de Production Manufacturiére. Les objectifs d’optimisation de critéres
retenus dans ce mémoire concernent & la fois le temps total de production et 'en-cours utilisé

dans 'atelier de production.

4.6 Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté ’étude du comportement logique d’une
classe de réseaux de Petri en utilisant une approche algébrique. La problématique considé-
rée est connexe aux thématiques existantes. D’une part les travaux de Harald Ohl, Hervé
Camus et Ouajdi Korbaa dont I'objectif est 'ordonnancement cyclique et 1'évaluation des
performances au sein des ateliers de production et d’autre part, les travaux de Pascal Yim et
Ahmer Benasser orienté vers une abstraction logique de réseaux de Petri par propagation de
contraintes. Cependant, les indéterminismes et les pondérations rendent la mise en équation
complexe et par conséquent, les systémes non linéaires obtenus sont difficilement utilisables
en ’état. Par conséquent, pour obtenir un modéle linéaire, nous décomposons ’étude de
cette classe de problémes en deux étapes.

Tout d’abord, le premier probléme abordé dans cette thése concerne les conflits
d’accés aux ressources. Ainsi au chapitre 2, 'étude des partages de ressources est envisagée
dans un ordre croissant de difficulté pour proposer finalement une méthode générique de ré-
solution ces conflits. L’idée consiste & intégrer les spécification d’une production particuliére
au sein du modéle étudié dans le but d’obtenir un graphe d’événements dont le déterminisme

est la clé initiale d’'une mise en équation & caractére linéaire. En effet, le nombre d’exécu-
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tions d’une tache est déterminé au cours d’une phase préliminaire d’optimisation du flux;
il est alors nécessaire de calculer tous les séquencements potentiels conduisant & un régime
cyclique. Dans cette perspective, les différents partages de ressources sont étudiés afin d’éla-
borer une méthode de transformation dans l'objectif d’aboutir & un graphe d’événements
dont le marquage d’un sous-ensemble de places est contraint par un systeme d’inéquations
en général, d’équations dans les cas les plus simples . Par conséquent, la technique de li-
néarisation des partages de ressources exposée dans ce chapitre permet de transformer un
réseau de Petri dont les indéterminismes sont liés aux partages de ressources en un graphe
d’événements, éventuellement pondéré, dont le marquage d’un sous-ensemble de places est

contraint.

Dans ce sens, au cours du chapitre 3, nous avons considéré la mise en équation
du comportement logique des graphes d’événements pondéré. Nous avons mis en évidence
le caractére non-linéaire des équations obtenues en raison des pondérations des arcs du
graphe d’événements (obtenu aprés la premiére phase de transformation). Nous avons alors
proposé une méthode de linéarisation relative & une classe de graphe d’événements pondéré
recouvrant une large part des systémes de production en fonctionnement cyclique. Le but est
d’aboutir in fine & une mise en équation de ces graphes d’événements & [’aide d’un systéme
linéaire au sens du dioide (min,+). Dans ce sens, une structure algébrigue (min,div) a
été défini afin de mettre en équation le comportement logique d’un graphe d’événements
pondéré. Nous avons alors démontré un théoréme énoncant les conditions de linéarisation
des GEP. A 'aide d’un algorithme de linéarisation, nous avons donné une premiére méthode

de recherche du systéme d’équations linéaires associé.

Au cours du dernier chapitre de ce mémoire, nous avons illustré les principaux
résultats a l'aide d’exemples concrets. un premier exemple tiré des systémes de production
manufacturiére est étudié, afin d’illustrer le formalisme précédemment présenté, ce premier
exemple permet de mettre en évidence I'opportunité de construire un graphe d’événements
simple associé aux équations obtenues aprés linéarisation. Le second exemple d’illustration
tiré de la thése d’Olivier Fournier permet d’illustrer sur un cas d’étude concret la technique
de linéarisation proposée au chapitre 2. Enfin une troisiéme exemple reprenant la base des
cas traités au cours des différents chapitres illustre 4 titre de synthése les principaux résultats

de ce mémoire en allant jusqu’a ’analyse des performances temporelles.
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4.7 Perspectives

Les perspectives de ces travaux de recherches peuvent étre décomposées en quatre
classes.

En premier lieu, les perspectives & court terme concernent la prise en compte des
contraintes temporelles. En effet, 'évaluation des performances se fait & posteriori sur les
solutions obtenues & partir du systéme final d’équations et d’inéquations. Or 'objectif est de
filtrer les séquencements possibles suivant une borne temporelle. L’idée serait donc d’intégrer
un systéme d’équations supplémentaires dont les solutions caractériseraient les performances
temporelles des séquencements, directement, dans le systéme d’équations caractérisant les
séquencements admissibles. Ainsi en spécifiant dés le départ I'horizon de recherche ainsi
qu’une borne temporelle, les solutions obtenues caractériseraient un séquencement des opé-
rations possibles en garantissant de surcroit que la performance temporelle reste inférieure
a la borne initialement spécifiée.

Cette approche posséde deux intéréts majeurs. D’une part, elle permettrait de ré-
duire I'ensemble des solutions possibles ; en effet, nous obtenons un séquencement admissible
contraint & une performance majorée par la borne initialement définie. Elle est donc de na-
ture & réduire la complexité de résolution du systéme d’équations ainsi obtenu. D’autre part,
une intégration des contraintes temporelles permettrait d’aborder le probléme de 'ordon-
nancement des taches, puisque I'obtention d’un séquencement admissible et des dates de
déclenchement des opérations permettrait de construire un ordonnancement notamment au
niveau des ressources partagées.

En second lieu, il serait intéressant d’étudier spécifiquement la résolution des sys-
témes d’équations linéaires obtenus. En effet, nous obtenons un systéme d’un type particulier
(algébre (min ,+)) dont les variables sont entiéres: ce sont les marquages initiaux des places.
La résolution est actuellement effectuée a I’aide d’un solveur de contraintes (Prolog IV ou
Cplex). La mise en place de techniques de résolutions ou des techniques du type recherche de
valeurs propres ou recherche de point fixe pourraient conduire a de meilleures performances.

En troisiéme lieu, il serait intéressant d’envisager une extension du probléme pour
considérer ’analyse des performances des architectures de transport en production manu-
facturiére. En eflet, la prise en compte du transport est essentielle car elle doit étre adaptée
4 la production désirée.

Enfin une quatriéme piste de recherche pourrait concerner I'optimisation des per-
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formances d’un systéme déterministe par analogie & I'optimisation du temps de cycle d’un
systéme de production, ou encore de la prise en compte du probléme de réduction des
en-cours. Un domaine d’application de ce type de probléme pourrait concerner la gestion
paralléle de taches dans la réalisation de services répétitifs. Un autre domaine possible est

Porganisation et la gestion de systémes de transports de biens ou de personnes.
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Annexe A

Les réseaux de Petri

A.1 Définitions et notations

Le modéle réseaux de Petri est connu comme un trés bon outil, & la fois graphique
et mathématique, de modélisation des systémes & événements discrets, en particulier les
systémes de production flexible manufacturiére (PFM). Dans le but de déduire le compor-
tement de certains problémes de PFM nous ferons une étude structurelle d’un tel modéle.
Ainsi dans un premier temps nous définirons les réseaux de Petri, pour ensuite décrire leur
comportement. Nous terminerons avec la définition d’une sous-classe de réseaux de Petri

nommés graphe d’événements que nous étudierons par la suite.

A.2 Les réseaux de Petri

Nous commengons par définir la notion de graphe de Petri [Mur89, Val99, Dia01].

Un graphe de Petri est un graphe orienté biparti. Avec deux types de nceuds appelés places

et transitions, les places seront représentées graphiquement par des cercles et les transitions

par des rectangles ou des traits. Les arcs orientés connectent une place & une transition ou

une transition & une place, les arcs sont étiquetés par des pondérations le poids unitaire
étant omis. Plus formellement, un graphe de Petri est un triplet (P,7,W), ou:

- P={pi|l <t < |P|} et T = {t;|]1 < Jj < |T|} sont des ensembles, non vides et

disjoints.
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Fi1G. A.1 - Ezemple de réseau de Petri

- W: (PxT)U(T x P) — NN est une application de (P x T') U(T x P) dans I’ensemble

des entiers naturels IN

les éléments des ensembles P et 7" sont respectivement appelés places et transitions.
L’application W représente les arcs et leurs pondération : si p est une place et ¢ une transition
alors W(p,t) et W (t,p) représentent le poids de 'arc joignant respectivement p a t et t & p
(un poids nul signifie que les deux nceuds ne sont pas reliés).

Par exemple, la figure A.1 représente un réseau de Petri comportant cing places
et quatre transitions. Deux des arcs possédent une pondération non unitaire, comme par
exemple celui joignant la place p; & la transition ¢;.

Le graphe décrit précédemment décrit la structure du systéme de production, I’état
du systéme modélisé peut étre décrit en mettant des jetons (appelés également marques) dans
les places. Ainsi nous introduisons la notion de marquage, que 'on notera M. Un marquage
est une application de ’ensemble P des places dans I'ensemble des entiers naturels qui a
toute place p € P associe un entier que 'on note my, et qui représente le nombre de jetons
présents dans la place p.

Un réseau de Petri (P,T,W,M(0)) est un graphe de Petri (P,7,W/) muni d’'un
marquage M (0) appelé marquage initial. |

A titre d’exemple considérons le réseau de Petri représenté par la figure A.1. Il est
composé de cing places P = {p1,...,ps}, ainsi que de quatre transitions T" = {¢1, ... ,t4}. Les
neceuds de ce réseau de Petri sont connectés par des arcs orientés pondérés. Si I’on considére
par exemple la place p; et le transition ¢;, nous avons W(p;,t1) = 2: il existe un arc de

poids 2 joignant p; a t;. Par contre, il n’existe pas d’arc joignant la transition t; 4 la place
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p1, on en déduit que W(t1,p1) = 0. Enfin la place p; contient deux jetons, donc my, = 2.
Les ensembles des transitions en amont et en aval d’une place p seront respective-
ment notés *p et p*. De méme, *t et t* représentent respectivement les ensembles des places

en amont et en aval d’'une transition ¢. Ces ensembles sont définis par:
—-Vpe P*p={teT|W(tp) >0} et p* = {tecT|W(pt)> 0}
- VteT*t={pe P|W(pt)>0}ett*={pe PW(p) >0}
Dans notre exemple (figure A.1), 'ensemble des places en amont de la transition
t1 est constitué des places p3 et p1, c’est-a-dire {p1,p3} l'ensemble des transitions en amont

de la place p3 est {to,t3}.

A.3 Comportement d’un réseau de Petri

Maintenant que la modélisation d’un systéme & événements discret est définie, nous
portons notre intérét sur le comportement de celui-ci. La dynamique d’un systéme se traduit,
dans cette représentation, par I’évolution du marquage du réseau de Petri obtenu: ceci ce
fait par franchissement (ou tir) de transitions.

Une transition ¢ € T sera dite franchissable (ou sensibilisée ou encore validée)
& partir d'un marquage M = (my)pecp, si toutes les places en amont de la transition ¢
possédent un nombre de jetons suffisant, déterminé par le poids des arcs. Ce qui se traduit
par la condition suivante:

Vp € P, m, > W(p,}t) (A.1)

Par exemple pour le réseau de Petri représenté par la figure A.1, la transition t4 n’est pas
validée alors que chacune des transitions t;, tg, et t3 est franchissable. Le franchissement
d’une transition t se traduit par une consommation de jetons dans les places en amont de
la transition ¢ et une création de jetons dans les places en aval de cette méme transition. Le
nombre de jetons consommés ou créés dans une place p est égal au poids de ’arc joignant la
place p et la transition ¢. La présence d’un nombre de jetons suffisant dans les places amont
de la transition ¢ étant induite par la vérification de la condition A.1, le franchissement de
la transition ¢ induit la consommation des jetons des places en amont de la transitions et la
production de jetons dans les places en aval de la transition t. Ceci se traduit par 'equation

suivante:

Vp € P, my, = my — W(p,t) + W(t,p)
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FiGg. A.2 -~ Franchissement de la transition t,

Dans notre exemple (figure A.1), si on franchit uniquement la transition ¢{; on consomme
alors deux jetons dans la place p; et un jeton dans la place p3. Puis on ajoute un jeton dans
la place ps. On obtient alors un nouveau marquage représenté par la figure A.2.

On introduit maintenant la notion de step [JK91jcaractérisant le tir en paralléle
de transitions simultanément franchissables. Ainsi, un step est un multi-ensemble de tran-
sitions: un ensemble pour lequel les transitions peuvent avoir plusieurs occurrences. Un
step sera représenté par une expression symbolique. Par exemple, S = ¢; / 2t4 est un step
contenant une occurrence de t; et deux occurrences de la transition t4. Pour un step S, le
symbole s; représentera le nombre d’occurrences de la transition ¢. Un step est franchissable
4 partir d'un marquage si toutes les transitions du step sont simultanément franchissables,
¢’est-a-dire g'il est possible d’effectuer toutes les consommations de jetons requis. Plus for-
mellement, un step S est franchissable & partir d’'un marquage M = (mp)pep si et seulement
si:

Vpe P, my 2 Z ssW(p,t)
teT

Le franchissement d’un step S conduit au marquage M’ = (m,)pcp, défini par:

Vp € P, m; =mp — EstW(p,t) + Z ssW (t,p).

teT teT

Le marquage ainsi produit correspond a celui obtenu aprés franchissement (éventuellement
multiple) des transitions qui composent le step. A titre d’exemple( figure A.1 ), lorsque 'on
considére les transitions t1 et t3, ces deux transitions sont toutes deux franchissables mais

pas en paralléle.
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Un réseau de Petri est associé & une représentation matricielle. Dans la suite on
note: P = {p1,p2,...,pp|} et T = {t1,t2, ... ;ti7|}. Le réseau est alors entiérement déterminé

par ses matrices caractéristiques: la matrice des pré-conditions Pre = (W (pit;))1<igp|> 12
ISV
matrice des post-conditions Post = (W (t;,pi))1<i</p|- La matrice d’incidence C est définie
1T
par C = Post — Pre.

On représentera le marquage M = (mpi)1<i<|P| et le step S = (Stj)lgjngl par
les vecteurs colonnes M = (ml ma ... m|p|)T et S = (31 S92 ... SITI) o1 Vi €
{1,2,...,|P|}, m; = my, et Vj € {1,2,...,|[T|}, s; = st;- Le comportement du réseau de
Petri est alors régi par 'éguation fondamentale (A.2), appelée également équation d’état.
Cette équation lie le marquage M’ produit par le franchissement d’un step S & partir d’'un
marquage M :

M=M+C-S (A.2)

A.4 Les graphes d’événements

Nous définissons maintenant deux sous-classe de réseaux de Petri que nous serons

amenés a considérer par la suite: les graphes d’événements simples et pondérés.

— les graphes d’événements simples (GES) pour lesquels chaque place posséde une seule
transition entrante et une seule transition sortante, et dont le poids des arcs est uni-
taire:

I*pl = Ip*| =1
vt eT\Vpe P, S Wi(tp) € {0,1}
W(pt) € {0,1}
~ les graphes d’événements pondérés (GEP), vus comme une extension des graphes d’évé-

nements simples, pour lesquels les arcs peuvent étre pondérés:

I°pl = p*| =1
Wi(pt) e N

A Dévidence, les GEP sont plus généraux que les GES. Nous allons considérer plus

particuliérement les réseaux de Petri consistants et conservatifs : ceux pour lesquels il existe
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un T-semiflot (c’est-a-dire un vecteur X non nul et positif tel que CX = 0) et un P-semiflot
(un vecteur Y non nul et positif tel que YTC = 0). Le franchissement d’une séquence de
transitions correspondant au T-semiflot ne modifie pas le marquage.

Etant donné que chaque place d’'un GEP ne posséde qu’une transition en amont
et une transition en aval, par abus de langage, on identifiera *p (respectivement p®) a la
transition en amont (respectivement en aval) de la place p: ainsi, si *p = {t;} (respectivement
p* = {ti}), alors *p (respectivement p°®) désignera la transition ;.

Le caractére déterministe de ces réseaux, i.e. le fait que chaque place posséde une
et une seule transition en aval, évite un conflit entre deux transitions. Le marquage initial
du graphe d’événements suffit pour déterminer le comportement logique du systéme. Le
fonctionnement déterministe permet une approche mathématiques en utilisant ’algébre des

dioides.

A.5 Les graphes d’événements temporisés

Lorsque I'on évalue la performance d’un systéme de production, nous étudions les

temps de franchissements des transitions. donc deux cas se présente :

— La temporisation est affectée aux places. Un jeton, arrivant dans une place, reste indis-
ponible durant un délai correspondant 4 la date affectée & la place. A titre d’exemple,
considérons le réseau de Petri représenté par la figure 7?7, un jeton arrivant a la date
t dans la place p; ne pourra étre consommé qu’a partir de la date t + 7.

— Temporisation des transitions, le jeton est consommé par la transition et la création

dans les places aval est effectuée apres la période associé a la place.(systéme (max ,+))
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