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Résumé

On connait la structure sur le corps C des algebres bigraduées de formes de Jacobi faibles
relatives a un réseau de racines irréductible ( a I'exception du réseau de type Eg ), exposée
notamment par K.Wirthmiiller.

On s’attache ici a décrire diverses constructions de telles formes de Jacobi dans le cas
particulier du réseau de racines A, dans le but de préciser une structure arithmétique de
I’algebre graduée des formes de Jacobi faibles de poids 0, a coefficients de Fourier entiers,
ainsi que d’établir la structure de ’espace vectoriel complexe des formes de Jacobi holo-
morphes ( respectivement cuspidales ) d’indice 1, relatives a ce réseau.

Ces constructions, qui ont aussi donné des résultats susceptibles d’étre exploités dans le do-
maine arithmétique, permettent d’exhiber des formes réflectives pour des réseaux de signa-
ture (2,4), liées a la théorie de Borcherds et a la détermination d’algeébres de Kac-Moody.
Ces mémes constructions sont aussi a l'origine de 'obtention de formes différentielles ca-
noniques sur des espaces de modules de surfaces abéliennes ou de surfaces K3 polarisées
particulieres.

On pourra remarquer que la théorie des formes hermitiennes de degré 2 déterminées sur
I'anneau des entiers du corps quadratique Q(yv/—3), peut étre retrouvée comme un cas
particulier du travail effectué sur les formes de Jacobi définies relativement a un réseau de
racines.

Abstract

We know the structure on the complex field of bigraded algebras of Jacobi forms associated
to irreducible root lattices ( except in the case of the lattice Eg ), described especially by
K.Wirthmiller.

We attach ourselves here to describe several constructions of Jacobi forms in the particular
case of the root lattice Ao, in order to precise an arithmetical structure for the graded al-
gebra of weak Jacobi forms of weight 0, with integral Fourier coefficients, and to establish
the structure of the space of holomorphic ( respectively cuspidal ) Jacobi forms of index
1, associated to this lattice.

Some results of these constructions may be exploited in arithmetic. Moreover, these
constructions let us find examples of reflectiv automorphic forms for lattices of signa-
ture (2,4), related to Borcherds theory and to the determination of Kac-Moody algebras.
Thirdly, these constructions give a way to obtain canonical forms on moduli spaces of
abelian surfaces or special polarized K3 surfaces.

We will observe that theory of hermitian modular forms of degree 2 defined over the ring
of integers of the quadratic number field Q(1/—3), appears as a particular case of the work
on Jacobi forms associated to a root lattice.
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0.1 Introduction

Introduite par I'ouvrage de M.Eichler et D.Zagier [EZ], la théorie des formes de Jacobi
( voir la définition 1.1.1 ), d’abord vue comme un outil utile & la description des formes
modulaires, devient un objet d’étude a part entiere.

D’une fagon générale, une forme de Jacobi est une fonction a plusieurs variables, définie
sur H x C", ou H est le demi-plan supérieur complexe, et n un entier naturel non nul
fixé, que 'on notera ®(7,2), qui est modulaire par rapport a la variable 7 et elliptique par
rapport a la variable Z.

La théorie des formes de Jacobi germe des le 19eme siecle, avec ’apparition des premieres
formes elliptiques classiques. On peut citer ’exemple de la fonction 1, étudiée notamment
par D.Mumford ( [Mu] ), définie sur H x C par:

+o0
19(7_’2) — Z-eizﬁrr (eiwz _ e—iﬂz) H(l _ qn)(l _ qn62i7rz)(1 _ qne—Qiﬂz)‘
n=1
On peut citer également la fonction p de Weierstrass ( voir par exemple [WW], [K] ),
définie sur H x C par:

1 1 X
p(T’Z) s ' Z - 2 PR
: (n,m)€z2—(0,0) <(z (nT+m)) (nT +m) )

Cette théorie surgit également dans I’étude des fonctions modulaires de Siegel, et, plus
précisément, de certains coefficients de ces fonctions, qui seront apppelés coefficients de
Fourier-Jacobi. ( Voir les travaux de I.I.Pyatetskii-Shapiro [PS], ou de W.Baily [Bal. )
Enfin, elle apparait aussi avec I’étude des algebres de Kac-Moody affines: les caracteres
construits sur ces algebres constituent des exemples de formes de Jacobi ( voir [KP] ).

Longue est la liste des applications de la théorie des formes de Jacobi.

Différents relevements de ces formes permettent d’obtenir des formes de Siegel pour des
groupes modulaires ( voir les travaux de H.Maass [M] ) ou paramodulaires ( voir [G6],
[GN II] ), ou encore des formes modulaires pour les groupes orthogonaux de signature
(2,N) ( voir 'article de V.Gritsenko et V.Nikulin [G] ).

Elles donnent aussi par exemple le moyen de démontrer de facon breve l'existence de
prolongements analytiques de formes modulaires de Siegel, vérifiant des équations fonc-
tionnelles du type de celles des fonctions L. ( Voir [GT7], [KS], [G8] .)

Elles interviennent également dans la construction et la classification des algebres de Kac-
Moody de type de Borcherds ( voir les travaux de R.Borcherds [Bol], [Bo2|, [Bo3], et ceux
de V.Gritsenko et V.Nikulin [GN], [GN I], [GN II], [GN3], [GN4] ).

Elles fournissent des exemples de fonctions de partition en physique. ( Voir [Di], [DMVV],
[Ka], [KY], [GN6], [G1].)

Elles sont aussi liées a la théorie des singularités et aux structures de Frobenius ( voir
notamment les travaux de E.Looijenga [L1], [L2], K.Saito [Sa], B.Dubrovin [Du], I.Satake
[Sat], M.Bertola [Be] ).

Elles sont présentes également dans la théorie de cobordisme : on sait que certaines formes
de Jacobi apparaissent dans l’expression du genre elliptique de certains domaines, voir
[G1], [G2], voir aussi [DMVV], [KYY], [Ho].

On peut deés & présent donner une définition plus explicite d’une forme de Jacobi ( voir la
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définition 1.1.1).

On considere U, un espace vectoriel réel de dimension finie n, muni d’une forme bilinéaire
symétrique définie positive notée < , >, et L C Ur un réseau entier pair de rang n.

On note L le réseau dual de L relativement a la forme bilinéaire < , >, et U l'espace
vectoriel sur C défini par: U := Ur ® C.

Une forme de Jacobi ( faible ) notée ®, définie relativement au réseau L, sera une fonction
définie et holomorphe sur H x U, vérifiant les deux équations fonctionnelles suivantes ( qui
traduisent respectivement la propriété de modularité et celle de double-périodicité ) :

a

b
pour tout v = ( J ) appartenant & SLs(Z) :
c

c<Z

k _mim 2> -
) = (e + d)Fe™ T 0 (1,7),

(I)(CLT—}—b zZ
cr+der+d

pour tout («,3) appartenant a L x L :
(I)(T,E—{— a+ ,87') _ 67ﬂim(2<[872>+<6’ﬁ>7-)@(775)
et possédant un développement de Fourier du type:

(I)(T,Z) _ Z C(’I’L,l) e27rz'n7'627ri<l,5>
lel
n>0

Les entiers k et m sont appelés respectivement poids et indice de la forme ®, et les coefli-
cients ¢(n,l) sont ses coefficients de Fourier.

M.Eichler et D.Zagier ( [EZ] ) posent les bases de la théorie des formes de Jacobi en
s'intéressant aux formes de Jacobi dites classiques, définies sur H x C, qui entrent dans
le cadre plus large de la définition décrite ci-dessus, si I'on considere le réseau L comme
étant le réseau de racines Aj.

IIs établissent la structure sur le corps C de certaines algebres bigraduées constituées de
ces formes, notamment celle de I’algebre des formes faibles ( voir [EZ] ).

K.Wirthmiiller généralise ce résultat de structure en considérant le cas des formes de Ja-
cobi définies relativement & un réseau de racines classique, irréductible, quelconque ( non
de type Eg ). ( Voir [W], théoreme 3.6. )

Adoptant un point de vue arithmétique dans le but d’obtenir des applications dans les
diverses domaines cités plus haut, V.Gritsenko s’intéresse a la structure sur Z de I’anneau
gradué, noté Jé i’f ’Z, des formes de Jacobi faibles, classiques, de poids 0, a coefficients de
Fourier entiers. ( Voir [G1], [G2] ). Il démontre que cet anneau est un anneau de polyndmes
a coefficients dans Z, en quatre générateurs, dont trois sont algébriquement indépendants
sur Z.

La question de la possibilité d’une généralisation de ce résultat de structure arithmétique
est a l'origine du travail qui suit.

Ce travail s’attachera a 1’étude de la généralisation la plus simple des formes de Jacobi
classiques que constituent les formes de Jacobi définies pour le réseau de racines Ao, et a
quelques applications des résultats obtenus.
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Un chapitre introductif, basé sur un cours donné par V.Gritsenko ( [G3] ), l'article [G],
ainsi que de nombreuses discussions, rappelle les définitions et les propriétés des formes
de Jacobi définies relativement a un réseau entier pair L, de réseau dual noté E, avant de
se placer dans le cadre du réseau de racines As.

Le paragraphe 1.1.3 donne quelques exemples bien connus de formes de Jacobi a une
variable, dont celui de la fonction ¥, les formes classiques introduites par M.Eichler et
D.Zagier, et les générateurs qu’utilise V.Gritsenko dans les articles [G1], [G2].

Les propriétés décrites au paragraphe 1.1.5 des coefficients de Fourier ¢(n,l) d’une forme
de Jacobi faible d’indice m, notée ®, permettent de donner la représentation vectorielle
de cette forme de Jacobi, a ’aide des séries théta d’indice m associées au réseau L, notées
6L . et définies au paragraphe 1.1.6. On écrit ® sous la forme suivante ( voir la proposition

pmo

1.15):
O(1,2) = Z gu(T) (957,,1(7',,2:)7

ueE/mL

ot les fonctions g, (7) sont des fonctions holomorphes sur le demi-plan complexe supérieur
H.

Les paragraphes 1.2.4 et 1.2.5 soulignent certains liens entre les formes de Jacobi a plusieurs
variables et les formes de Jacobi classiques a une variable, par spécialisation, ou encore
avec les formes modulaires, par utilisation de développement de Taylor, qui relevent cha-
cune de théories plus connues. Ces méthodes sont illustrées dans le cas du réseau de racines
As. On obtient en particulier, a la proposition 1.2.11, ’expression suivante de la correction
automorphe de la forme de Jacobi faible ®, de poids k, d’indice m :

exp(—4m mGa(T) < 2,2 >)®(1,2) = Z f(khkz)(T)z’flz’;Q,
(k1, k2)EN2

ou pour chaque couple d’entiers naturels (kj, k2), la fonction J(k1, k) €St une forme mo-
dulaire de poids k + k1 + k2 pour le groupe SLy(Z).

Ceci permet, en exploitant les propriétés connues des formes modulaires, de donner une
évaluation de la dimension de I'espace vectoriel des formes de Jacobi faibles de poids et
d’indice fixés, définies relativement & Ay, ( corollaire 1.2.3 ), et également, en notant oy
I'une des racines du réseau Ag, d’écrire la relation ( corollaire 1.2.1 ) importante concer-
nant les coefficients de Fourier ¢(n,l) d’'une forme de Jacobi faible de poids 0, d’indice m

suivante :
ch(O,l) = GZC(O,Z) <l,a;>%,
l l

€2i7r<z,l> (

relation utile notamment pour 1'étude du coefficient [®],0 = ZC(O,Z) voir la
l

notation 1.1.1 ), réalisée au paragraphe 5.1.

Ce travail se poursuivra dans ce cadre précis du réseau de racines As. Toutefois, cer-
taines remarques de généralisation seront suggérées au fil du texte.

La géométrie de ce réseau de racines, et plus particulierement ’action de son groupe
de Weyl, groupe engendré par les réflexions par rapport aux racines du réseau ( voir la
proposition-définition 2.1.1 ), seront exploitées a partir du deuxieme chapitre.

La réalisation du réseau A utilisée est précisée au paragraphe 1.2.1, il s’agit de la réalisation
décrite par N.Bourbaki [B].

15
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3
On considere, dans le sous-espace Ug = {(x1,72,73) € R / ij = 0} de R?, le réseau
j=1
j=3
Ly := {(n1,n2,n3) € Z3/an = 0}, de base de racines a; = (1, — 1,0), ag = (0,1, — 1).
j=1

Le produit scalaire usuel de R? induit sur Ur = Lo ®R la forme bilinéaire dont la matrice,
dans la base { a1, as }, est donnée par:

2 -1
Sy = .

On utilisera dans U = Ur ® C entre autres le systeme de coordonnées (21, z5, z5) o
21+ 25+ 25 =0.

Comme 'indique le paragraphe 2.1, le groupe de Weyl du réseau As agit par permutation
de ces coordonnées (z],25,25).

La premiere idée pour obtenir une forme de Jacobi pour le réseau Ao, est de considérer
certains produits du type fi1(7,21) f2(7,25) f3(7,25), ot f1, fa, f3 sont des formes de Jacobi
classiques a une variable, voir la proposition 1.2.3.

C’est ainsi qu’apparaissent deux des formes qui seront essentielles pour cette
étude, notées a_3 1, a_g 1. ( Voir les propositions-définitions 2.5.1 et 2.5.2.)

Les opérateurs différentiels et 'opérateur de Hecke, bien connus dans le cas de une va-
riable, se généralisent dans le cas de plusieurs variables ( voir le paragraphe 1.2.3 ), et leur
utilisation constitue une deuxieme facon d’obtenir des formes de Jacobi, méthode qui sera
exploitée, dans la proposition-définition 2.5.3, pour obtenir la troisieme forme capitale,
notée aop,1-

Les trois formes particulieres citées ci-dessus, dont les propriétés font ’'objet du paragraphe
2.5.3, constituent les trois formes génératrices dont K.Wirthmiiller démontre
I’existence ( [W] ), et permettent, a la proposition 2.6.2, de retrouver le résultat
relatif a la structure de 1’algebre bigraduée, sur le corps C, des formes de Jacobi
faibles W (Az)-invariantes, ( définition 2.1.2 ), qu’il démontre par une autre approche
dans ce méme article:

W (As2),f,C
J*,*( 2)FC = M,lapq, a—21, a_31],

ou M, désigne I'espace des formes modulaires pour le groupe SLo(Z).

De cette structure découlent notamment les structures de 1’algebre graduée
J(‘)/I/(AQ)mf?Q

* , algébre des formes faibles, W (Az)-invariantes, de poids 0, a coeffi-

(42).f ’Q(q) constitué des formes de coefficient

[ ];o nul ( voir la notation 2.7.2 ), celle de JZ(AQ)’hOl

cients rationnels, celle de 1’idéal J(K
, espace vectoriel complexe

des formes holomorphes, W (Ay)-invariantes, d’indice 1, et celle de JK(A”’C“SP ,

espace des formes cuspidales, W (A;)-invariantes, d’indice 1. ( Voir le paragraphe
2.7.)

On obtient notamment & la proposition 2.7.1:

W (A2),f,
Jo,*( DR = Qlpr, w2, @3, 94, 5, )

ol @1, Y2, Y3, P4, 5, e sont des formes de Jacobi définies a l'aide des formes de Jacobi
ap1, a—2,1, a—3; et des formes modulaires E4(7), Eg(T).
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Les formes 1, @2, ©3, pg sont algébriquement indépendantes sur Q, et on a les relations:
2 _
Py = P2 X Y6,

©5 X 03 = P4 X P5.
On obtient également, aux propositions 2.7.3 et 2.7.4:

W (Az2),hol A A

J:f’l(Az),cusp = My_9A(T)a—31 ® My_10A(T)a—21 & My_12A(7)ao 1

ou EA(:P et EéﬁQ) sont les séries d’Eisenstein définies relativement au réseau As, de poids 4
et 6 respectivement, d’indice 1, définies au paragraphe 1.2.7, et ot M, respectivement S,
désigne 'espace des formes modulaires, respectivement modulaires cuspidales, de poids j.

Chacun de ces espaces présente un intérét particulier.

Les propriétés des formes de Jacobi de poids 0 a coefficients dans un anneau ayant une
structure arithmétique ( anneau Z ou une extension ) possedent des applications en
géomeétrie.

C’était le cas dans le cadre classique des formes a une variable, comme I’a montré V.Gritsenko
( [G1], [G2] ), et ce sera encore le cas ici, comme le développe le paragraphe 6.2 du dernier
chapitre.

On parviendra notamment, apres application, a certaines formes de Jacobi appartenant
a J(K(Az)’f ’Z, du relévement exponentiel décrit par V.Gritsenko et V.Nikulin [GN II], & la
construction de formes modulaires associées & des algebres de Kac-Moody hyperboliques
de type de Borcherds ( [Bol], [Bo2], [GN] ).

Quant aux formes d’indice 1, holomorphes ou cuspidales, elles se relevent en des
formes modulaires sur des domaines de type IV, et permettent, selon une méthode ex-
posée par V.Gritsenko [G] et rappelée également dans le dernier chapitre, la construc-
tion de formes différentielles canoniques sur des espaces qui peuvent étre in-
terprétés comme des espaces de modules de variétés particuliéres ( notamment
de certains types de surfaces K3 polarisées, voir les travaux de V.Nikulin [N1], [N2],
ou de certaines variétés abéliennes ), ce qui a également des répercussions en géométrie
algébrique. On obtiendra ainsi, au paragraphe 6.3.3, quelques exemples d’espaces
de modules dont le genre géométrique est positif.

Afin de parvenir a ces résultats, il faudra réunir un certain nombre d’exemples de formes
de Jacobi, obtenus par la mise en oeuvre de diverses méthodes de construction, qui feront
I’objet des chapitres 3 et 4.

Le chapitre 3 concerne des constructions réalisées a partir de formes de Jacobi dites “clas-
siques”.

Dans un premier paragraphe, sont introduites les séries théta d’indice m =1, 2, 3 ou 4,
ce qui nécessite dans chaque cas la description d’un systéme de représentants du groupe
Az /mAsy, et permet d’obtenir des formes de Jacobi singulieres ( voir la définition 1.2.3 )
pour ces premiers indices. On obtient notamment le corollaire 3.1.1 qui donne la relation :

(92u,1 - <9u,1) (1,22) = (951,4 — Osy4 — Osy0 + 05,0 + 0554 — 055,04 — 05,4 + 958,4> (7,2).

Le deuxieme paragraphe de ce chapitre est consacré a I’étude de la forme dénominateur
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notée A, qui possede 2 descriptions, liées a la formule du dénominateur des algebres de
Lie affines ( voir [KP] ), données par la proposition-définition 3.2.1 et la proposition 3.2.4:

A= 9041—&-&2,3 - 0a2,3 - 90<1,3 + 9—041,3 + 0—042,3 - 9—@1—&2,3

A(r,2) = (1) 11 (10(T, < a,z >) ),

ac{al, a2, ar+as}

ou ¥ est la série théta classique a une variable déja mentionnée.

Cette fonction dénominateur permet de préciser la structure de I'espace des formes de
Jacobi W (Ag)-anti-invariantes au paragraphe 3.2.2, et permet aussi de définir un analogue
des fonctions g et o de Weierstrass a une variable, comme ’exposent les paragraphes 3.2.4
et 13.2.5) susceptibles de fournir des résultats en arithmétique, qui ne font cependant pas
I’objet d’une étude approfondie ici.

Un troisieme paragraphe étudie 'introduction de ce qui sera appelé des “caractéristiques”.
Ce principe, qui aboutit par exemple, dans le cas de 1 variable, aux fonctions notées 6qo,
o1, et 019, par D.Mumford ( [Mu] ), qui permettent la construction de formes de Jacobi
citées au paragraphe 3.3.1, se généralise au cas de plusieurs variables.

Au paragraphe 3.3.2, on définira une nouvelle fonction a partir d’une forme de Jacobi ¢
d’indice m, relative au réseau As, dont on connait les zéros, la forme A ou la forme a_3;
dans le cas présent. -

Pour ¢ entier naturel non nul, o, 3 appartenant a %Ag, on pose:

¢[o¢,ﬁ] (7_72) — eﬂ'im‘r<ﬂ,6>62m‘m<5’,z+a>¢(7_’z +a+ ,87')
Si gﬁ[a’ﬁ] (7,0) est non nul, on peut alors considérer le quotient :

(o, 5]
[o,8] _ ¢ (1,2)
fma) = oy

et en étudier les propriétés ( corollaire 3.3.1 ).

On démontre ( voir la proposition 3.3.3 ) que certains polynémes symétriques en ces fonc-
tions sont des formes de Jacobi de poids 0, W (As)-invariantes.

Des propriétés arithmétiques des coefficients de Fourier des formes A et a_3 ;1 utilisées,
découlent certaines propriétés arithmétiques des nouvelles formes construites. C’est ainsi
qu’on démontre au chapitre 5, en utilisant des exemples construits notamment au corol-
laire 3.3.3 et a la proposition 3.3.12, avec ¢ = 2 ou ¢ = 3, que certaines des formes de
Jacobi introduites sont a coefficients entiers ( voir les paragraphes 5.3 et 5.4 ).

Le chapitre 4 exploite des formes de Jacobi & plusieurs variables, connues, définies re-
lativement & des réseaux autres que le réseau As.

Ainsi, dans le premier paragraphe de ce chapitre, une forme de Jacobi ¥ pour une
réalisation du réseau A; @ A7 dans A, donne une forme de Jacobi ®(7,z) = ¥(7,22)
pour le réseau As.

On peut encore citer comme exemples les coefficients du développement de Taylor d’une
correction modulaire de la forme construite a l’aide des séries théta d’indice 1 pour les
réseaux As et Eg au paragraphe 4.2:

(A2)

U(r,5.%) = 0 P (r.5).0;"") (r.5%).
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D’apres la proposition 4.2.2, on a ’écriture suivante :

exp(—47r2G2(7')(< 26,26 >Es))V(T,22,26)

_ = k1 ke
= Z f(kl,--.,kﬁ)(T722)ml e .’176 s
(k1. ,k2) ENG

en notant z := (1,..., ) dans une base de Ep fixée, et les fonctions f(, ) (7,23) sont
des formes de Jacobi holomorphes, définies relativement au réseau Ay, d’indice 1, de poids
respectifs 4 + k1 + ... + kg.

En particulier, ceci permet d’écrire, a la proposition 4.2.3, la série d’Eisenstein Eﬁ2),
définie de fagon classique ( par analogie avec le cas & une variable présenté par M.Eichler
et D.Zagier [EZ] ) des le paragraphe 1.2.7, sous la forme:

.>(A2) -,

EY(1,5) = 10, (1,%).6, 7 (r0).

Enfin, 'utilisation des séries théta de Jacobi définies & I’aide d’un réseau A unimodulaire
( comme le font M.Eichler et D.Zagier [EZ] dans le cas classique a une variable ) permet
également d’obtenir des formes de Jacobi pour As, & la proposition 4.3.2.

On obtient par cette approche des corollaires arithmétiques: en utilisant I'identité décrite

a la proposition 4.3.3:

_ (A2)
Oes)w, = Eix

et la description précise faite des coefficients de Fourier de cette série d’Eisenstein a la
proposition 1.2.18, on peut donner une expression exacte de certains cardinaux,
faisant intervenir une série de type L(1,x).

On peut également fournir une valeur exacte de ces coefficients de Fourier, obtenue
avec 1’aide du logiciel pari-gp.

Tous ces exemples permettront d’aboutir, au chapitre 5, a la description de l'anneau

J&(A2)1f72[271] JW(A2)7f72[271]

, modulo I'idéal, noté J; (q), des formes de coefficient [ |,0 nul.

On démontre en effet un résultat principal ( voir les propositions-définitions 5.2.1, 5.3.1,
5.4.1, et les théoremes 5.3.1, 5.4.1 ): ’existence de cinq formes de Jacobi faibles,

W (As)-invariantes, notées 1,!)81), @ZJ(()?Q), @ZJ(()’IQI ), 1/)(()71?2, 1[}(()71; ), de poids 0, d’indices respectifs
1, 2, 2, 3 et 3, construites explicitement, a coefficients de Fourier entiers et vérifiant :

[0 = 18+ P + Py

)

(4§90 = 6+ P+ Py
[0 = 27+ PPy
W9l =2+ P+ Py

(6830 = 15+ P Py

ou P; et Py sont les polynomes exponentiels W (Ag)-invariants définis au paragraphe 2.2.
Le logiciel pari-gp permet méme de calculer précisément tous leurs coefficients de Fourier.
Toute forme de Jacobi faible de poids 0, W (As)-invariante, & coefficients de Fourier dans
B’ :=17[ 271, 371 ], sera, modulo I'idéal J(K(AQ)’f’B,(q), un polynome & coefficients dans
B’ en ces cinq fonctions. ( Voir la remarque 5.8.2 )

En introduisant la forme supplémentaire wé}i ) définie au paragraphe 5.5, qui est elle
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a coefficients de Fourier dans Z[27!], comme on parvient & le démontrer au lemme
5.8.1 en utilisant les résultats des chapitres précédents, on aboutit alors au résultat de
structure énoncé au théoreme 5.8.1, qui constitue la meilleure réponse quant a
la recherche d’une structure arithmétique sur J; *(A2) I

pour tout entier naturel m,

-1 -1
JgntAeb P2BT A LZR T gy =z [, i, ol o, el i)

Mais ces exemples construits aux chapitres 3 et 4, tendront aussi & montrer la difficulté

d’obtenir la structure compléte sur Z de ’anneau J, *(AQ) Sz,

L’étude particuliere du Z-module JO W(A2).f,2 , effectuée au paragraphe 5.5, poursuivie au
paragraphe 5.7, révele que, contrairement & ce qui se passait dans le cas des formes a une
variable ( [G1], [G2] ), la seule étude du coefficient [®],0 = Z c(0,1)e*™<*> ( voir la no-

l
tation 1.1.1 ) ne permet pas de conclure quant a la structure arithmétique de ces algebres
graduées. Les formes 1/1011) et w(()li ( définies & la proposition-définition 5.5.1 ) essentielles
dans la construction des formes ’faibles, W (As)-invariantes, de poids 0, d’indice 4, ( voir
le corollaire 5.5.1 ) ne sont pas a coefficients de Fourier entiers ( voir la proposition 5.5.1
et la remarque 5.7.2 ). Il faut nécessairement, comme le décrit la proposition 5.7.1, in-
troduire un terme correctif provenant de I'idéal J, W(AQ) .z (¢) pour obtenir ( peut-étre ),
comme semblent I'indiquer les premiers calculs effectues a l'aide du logiciel pari-gp, mais
sans cependant trouver de justification mathématique, des formes ( notées x1 et x2 au
paragraphe 5.7.3 ) a coefficients de Fourier entiers. Le méme probleme se présente pour

des indices plus élevés.

Cependant, comme on le mentionne plus haut, si elles ne sufﬁsent pas a décrire la struc-
ture de JK(AQ)J’Z, ces premieéres formes wo 1 wélg), w[(f; , 1,/}03, zb(()l;), a coeflicients

de Fourier entiers, sont susceptibles d’étre utilisées dans divers domaines.

Outre l'application de la construction de produits de Borcherds présentés au premier
paragraphe du dernier chapitre, ou encore le fait qu’elles permettront d’exhiber, a la pro-
position 6.3.6, des exemples de variétés de genre géométrique non nul, qui peuvent s’in-
terpréter comme espaces de modules de certaines variétés, ces formes seront a l’origine
de la construction, comme ’expose le paragraphe 6.2, de formes automorphes
réflectives associées, dans la théorie de Borcherds ( voir [B] ), a des algébres de
Kac-Moody hyperboliques.

En effet, en appliquant a ces 5 formes de J, W(AQ) P2 qinsi qu’a la forme ®,, de poids 0,
d’indice 1, également a coefficients de Fourier entiers, définie a la proposition-
définition 6.2.2, dont le développement de Fourier commence par ¢=' + 90 + ... , le
relevement exponentiel décrit par V.Gritsenko et V.Nikulin ( voir [GN] ) et rappelé a
la proposition-définition 6.2.1, on parviendra a l'obtention ( voir la proposition 6.2.2, le
théoreme 6.2.1, la proposition-définition 6.2.2, et la remarque 6.2.3 ) de 6 formes modu-
laires réflectives, définies sur L1 @ C, ou L1 = Z & Ay ® Z, dont les diviseurs sont
tous de multiplicité 1.

Ces 6 formes seront alors associées a des algebres de Kac-Moody hyperboliques de
type de Borcherds, étudiées notamment par V.Gritsenko et V.Nikulin ( voir [GN],
[GN I], [GN II] ), de signature (3,1), dont il restera a déterminer les caractéristiques
précises en exploitant les coefficients de Fourier des formes de Jacobi utilisées.

En particulier, les formules du dénominateur de certaines de ces algéebres se-
ront fournies par 1’égalité entre certains relevements exponentiels et certains
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relevements arithmétiques de formes de Jacobi. On obtient par exemple, a la pro-
position 6.3.5, le fait que le relevement arithmétique de la forme cuspidale A(7)a_3 1 ( voir
la proposition 2.5.10 ), ou A(7) est la forme classique de Dedekind ( voir le paragraphe
1.1.3 ) et le relevement exponentiel de la forme w(()ll) = 24ap,1 a coefficients de Fourier
entiers introduite au paragraphe 5.2, coincident : ’

Fa(rya_s,(Z) = Exp — Lift({}),

)

ce qui donne I'identité suivante, soulignée a la remarque 6.3.3, utile dans I’étude de I’algebre

de Kac-Moody hyperbolique de type de Borcherds associée a la forme Qb(()h) :

+00
Z m—l <A(T)(17371) ‘T, (m) (7_7z)62z'7rm71
m=1

_ 2T G2imz 2imT! H (1 _ Qim(nr+<zl> +tT,)>f(nt,l)7
n,tez

1€ Ay

(n,,t) >0

ou les f(n,l) désignent les coefficients de Fourier de la forme 1#(()’11).

Trois autres identités de ce type sont décrites a la remarque 6.3.4.
Ces résultats constituent une étape principale dans la construction et la classifi-
cation des algébres de Kac-Moody hyperboliques de signature (3,1).

Un dernier paragraphe montrera que 1’étude spécifique des formes hermitiennes de degré
2 déterminées sur l'anneau des entiers du corps quadratique Q(v/—3), développée par
exemple par A.Krieg et T.Dern [KD], est rejointe par le travail effectué sur les formes de
Jacobi définies relativement a un réseau de racines, dans le cas particulier du réseau Ao
et de 'indice 1.

Le point de vue adopté ici semble ainsi offrir une approche plus générale du probleme de
la structure des divers espaces de formes de Jacobi a plusieurs variables.
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Chapitre 1

Formes définies pour un réseau L
entier pair

1.1 Définitions et propriétés générales

1.1.1 Notations

Les notations et les définitions qui suivent sont celles de 'article de V.Gritsenko, [G].
On utilise aussi 'ouvrage de W.Ebeling [E], pour les définitions concernant les réseaux.

Soit L un réseau entier, pair, de rang r. On note < , > le produit scalaire dont il est
muni, et Ugr = L ® R 'espace vectoriel réel de dimension r qui lui est associé.

Soient (ayq,...,q,) une Z-base de L et Sy la matrice de < , > dans cette base.

On notera U = UR ® C = L ® C et H le demi-plan supérieur complexe.

Le réseau dual noté L est par définition :

L={yeUr/VzeL <y, z>cZ}

Pour m entier naturel fixé, on notera G, (L) le groupe fini L/m.L.

1.1.2 Définitions
Définition 1.1.1. ( Voir [EZ], [KP], [W], [G].)

Soient k, m deux entiers relatifs.

Une fonction ®(7,z) définie et holomorphe sur H x U, a valeurs dans C est appelée forme
de Jacobi faible de poids k, d’indice m, définie relativement au réseau L, si elle vérifie les
trois propriétés suivantes:

b . c<z,z
¢ p > appartenant & SLy(Z), (&L, 2) = (CT—i-d)kemmeiJ‘I)(T,Z),

ct+d’ et+d

1) pour tout v = <
c

2) pour tout couple () d’éléments de L, ®(7,z+ 31+ a) = e Tm2<B2>+7<6.5>) ¢ (1 2),

3) ® admet un développement de Fourier du type:

CI’(T, Z) _ Z f(n, l)627ri(n7'+<l,z>)'
lel
n>0
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Notation 1.1.1. On notera, pour n entier naturel, [®],n le coefficient de ¢ dans le
développement de Fourier de ®, c’est a dire :

[(I)]qn _ Zf(n’ l)€27ri<l7z>'

lcg

Les coefficients f(n,l) sont appelés coefficients de Fourier de la forme ®.

Définition 1.1.2. Soit ¢ une forme de Jacobi faible d’indice m.

- Si les seuls coefficients f(n,l) non nuls sont ceux dont la norme hyperbolique ( c’est a
dire 2nm— < [,l >) est supérieure ou égale a 0, alors la forme ® est appelée forme de
Jacobi holomorphe.

- Si les seuls coefficients de Fourier qui sont non nuls sont ceux dont la norme hyperbolique
est strictement positive, alors la forme est dite cuspidale.

Remarque 1.1.1. On dira qu’'une fonction ®(7,z) holomorphe sur H x U est une forme de
Jacobi presque holomorphe s'il existe un entier ng tel que la forme A(7)™¢(7,z) soit une
forme de Jacobi holomorphe, ot A(7) est la premiere forme modulaire cuspidale pour le
groupe SLy(Z), voir le paragraphe 1.1.3.

Dans ce cas, il existe un réel My tel que, pour tout coefficient f(n,l) non nul, on ait:
2nm— < Il > > Mj.

ol,L

Notation 1.1.2. On notera J,f’nLl, respectivement J,?m ,

respectivement J,?;ip ’L, respecti-
vement JZZ’ZL, Pespace vectoriel des formes de Jacobi faibles, respectivement holomorphes,
respectivement cuspidales, respectivement presque holomorphes, de poids k, d’indice m
définies relativement au réseau L. La notation J,TSI’L désignera l’espace des fonctions
méromorphes sur HL x U et ayant les propriétés 1) et 2) des formes de Jacobi pour le poids

k et l’indice m, qui seront appelées formes de Jacobi méromorphes.

Remarque 1.1.2. 1l existe aussi des formes de Jacobi ayant un caractere ou un systeéme
multiplicatif, ou encore des formes de Jacobi pour des sous-groupes de SLs(Z), ou encore
des formes de Jacobi de poids ou d’indice demi-entier.

Remarque 1.1.3. On peut également donner ces définitions en introduisant la notion de
groupe de Jacobi et de facteur d’automorphie. ( Voir [EZ], [G].)

On appelle groupe de Jacobi et on note I'/ le groupe regroupant les éléments de S Lo (Z) et
ceux de H(Ay) = Ay x Ay, obtenu par produit semi-direct. Pour en donner une description
plus précise, on peut utiliser une réalisation de ce groupe comme sous-groupe particulier
du groupe GLg(R) des matrices carrées inversibles de taille 6, a coefficients réels, comme
le fait V.Gritsenko ( voir [G] et les précisions apportées plus loin & la notation 6.3.1 ).
Ce groupe agit sur H x U, et on définit le facteur d’automorphie noté Jj, ,(g; (7,2)) ainsi:

b
“ p > appartenant a SLo(Z),

pour g =y =
C

Tim(9; (1,2)) = (e1 + d)F ™M <5
pour g = («,3) appartenant a H(As),
Tem(gim2) 1= e~mmE<B <D0
24
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et J(gg'; (1,2)) = J(¢'5(1,2))J (g; ¢'(7,2)), pour g, ¢’ appartenant & I'/.

Les deux premieres propriétés d’'une forme de Jacobi de poids k, d’indice m, avec un
systeme multiplicatif v, s’écrivent alors:

Vge I, ¢(g.(7.2)) = v(9) Jkm(g: (7,2))(,2).

On trouvera aussi parfois ¢[1,m(9) = v(9)g, avec dlim(9)(1,2) = Ji,(9: (1,2))¢(g.(7,2)).-

1.1.3 Exemples classiques

(a) Fonction .

L’un des premiers exemples de forme de Jacobi classique a une variable est la série théta
de Jacobi notée ¥, décrite par E.T.Whittaker et G.N.Watson [WW], citée notamment par
V.Gritsenko [G1], et encore notée 911 par D.Mumford [Mu].

Faisons quelques rappels concernant cette forme.
La forme ¢ est définie par:

“+00

I(rz2) =iqs(¢2 —¢72) [ (=™ - ¢"¢7H(1 — ¢™C)
m=1

1 —1 1o
=—igs¢z [JA—q" 'O —¢"¢H(A - g,

n=1

Ofl q= 827r72'r et < — 627r7Lz )
Elle s’écrit aussi:
= N T o1 1
9(rz) = Y exp(mi(n+ T 2mint 5)(z +5)) -

Cette fonction vérifie I’équation connue sous le nom “équation de chaleur” :

o0 _ 0
or 022"

La fonction ¢ est une forme de Jacobi holomorphe, définie pour le réseau Ay (réseau de
rang 1 muni de la forme quadratique de matrice (2)), de poids %, d’indice %, admettant le
systeéme multiplicatif vg’ X v, ol vy (A ) = (—1)M*H pour tout couple d’entiers (\,u), et
ou 7 est la fonction de Dedekind

1
n(r)=q=u [J(1-q™).

m=1

0 -1 11
On rappelle les valeurs de v, en les générateurs S = ( ) et T = ( > du
1

groupe SLo(Z) : vy (S) =e's, vy (T) = ez,
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On rappelle également que n?? est la forme modulaire cuspidale de poids 12 pour le groupe
SLy(Z) habituellement notée A(T).

Plus explicitement, la fonction 1 vérifie les relations:

iwi a b
1) ﬂ(g:is’CTid) = v%(v)(cv' + d)%e ertd(T,2), pour tout y = ( 4 ) de SLs(7Z)

2) U(7,z 4+ pr + A) = (—1)Mre=in@uztu7) 9 (7 2) | pour tout couple d’entiers relatifs (\,u).

La forme ¥ admet pour seuls zéros les points du type (7,z) ou z appartient & Z + 7Z.
On notera v« la k-ieme dérivée partielle de la fonction ¥ par rapport a la variable z.
Les équations fonctionnelles vérifiées par la forme 1 permettent d’écrire les relations sui-

vantes :

(i) pour p et A entiers, (%) (7,2 + A+ u7r) = —2mip + (%)(7,2)

a b
(ii) (%)(g;tg,wid) = 2micz + (e + d)(%z)(r,z) , pour tout v = ( . ) de SLy(Z).

On peut également mentionner les propriétés suivantes :

Hr,—2z) = —¥(rz) V(r,—z) = 1U,(1,2)
Vo(r,—2) = —0,2(1,2) O,(r,—2) = U,3(7,2)
9(7,0) =0 9,(7,0) = —2m(r)?
9,2(7,0) = 0 ¥,3(71,0) = —48m3n(7)3Ga(T)
ot G2(7) est la forme quasi-modulaire de poids 2 définie par:
’ +oo
Gur) = gz ey = 31+ T

avec ox(n) = Z d~.

din

On peut rappeler que Go vérifie ’équation fonctionnelle :

b
¢ g ) appartenant a SLo(Z).

ct+d T 4

Ga(455) = (er +d)*Ga(7) — 35 (er +d) pour tout v = (
C

(b) Quelques formes de Jacobi classiques a une variable.

La forme ¥ permet de définir toutes les formes de Jacobi classiques a une variable, voir
[G1], [G2], [EZ], [GN II].

On peut rappeler les formes de Jacobi classiques a une variable 4,0(({7411), go(_éf%, mentionnées

par Eichler et Zagier [EZ], et les formes go((]éf), 4,0(_1411} /2> gpégl/)w citées par exemple par

V.Gritsenko [G1], [G2], et définies comme suit :

A 19<T73Z) A1,
@6741)(7,2) = m € Joa d

(A1) _0(722) _ oayg
900731/2(7'72') - 19(7_’2) € JO,§/2
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Y_1,1/2 () 1,1/2
(A1) _ 19(7—72) Al,f
® 21(7’,2)—(2,773( )> € J,
90_14117% _ <,O(():4%) % (P(Al) c JAL
(A1) _ i V(7,2) Ay, f
©0.1 (1,2) = - ( B0 ) X p(1,2) € Jo1™

ou g désigne la fonction p de Weierstrass ( voir [WW], [K] ) rappelée ci-dessous :
o(1,2) = 872G (1) — g—; log ¥(7,2),
c’est a dire:

B /’T '19
p(r.2) = 4miTlD — 22 (7.2) + (%)%(7,2).

On peut rappeler également que la fonction g appartient a .J, Al’mer

points (7,z) avec z appartenant a Z7 + Z, et qu'ils sont d’ordre 2.

, que ses poles sont les

Ces formes sont a coeflicients de Fourier entiers.
On a par exemple:

) 1 _l+°°1_n—21_n2
A =@+ D ey

On peut donner ici les premiers termes de leurs développements de Fourier, en notant
y = 62i7rz .

n=1

) =+ 14y ) ()

1
cpéél/é(m) =(F+y ) +q(.)
1 _1
(e = (2 —y ) + ()

P = (y—2+y ) +al...)

P =y —y ) +al..)

e (1) = (g + 10+ 51 +q(..).

On peut également rappeler un résultat de structure formulé par exemple dans 1’ou-
vrage de M.Eichler et D.Zagier, [EZ], théoremes 8.1 et 9.3: les formes go(f;li et 9081’411)
sont algébriquement indépendantes sur My,

et on a:

A, , A A
JQ*l* @kEZ mEZJQ ! f = M [()0( 2li? ()0(() 11)]7

autrement dit, toute forme de Jacobi faible & une variable, de poids pair, est un polynéme
en les formes <p( 21{, goé 1 ), a coefficients dans I’espace M, des formes modulaires.
De plus, d’apres le théoreme 9.4 [EZ], toute forme de Jacobi faible & une variable, de poids

entier, est un polynéme en les formes (p( 21{, cp(()Af), (p(All%, a coefficients dans I’anneau M,.
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En effectuant des translations de demi-périodes sur la variable z de la fonction 9, on
obtient trois autres séries classiques qui sont des formes de Jacobi pour des sous-groupes de
congruence, qui s’écrivent également sous la forme d’un produit infini, et dont les équations
fonctionnelles sont résumées dans des tables ( voir [Mu] ).

On a:
Bo0(7,2)

901 (’7’,2)

910 (T,Z)

— —q1/8emz19(7,z+%+§),
= igBem0(re + 5),

= —J(r,z+3).

Les formes 6gg, 0p1 et 019 admettent les expressions suivantes :

= —= —2miz = ntl omiz
Ooo(T,2) = Hl—q <1—1—q 2 e )H(1+q 2 e )
n=1

n=0
+00 o foo _
001 TZ H (1 _q 2 627'(12) H(l o qn) (1 _ q == 6 27r7,z>
= n=1

+oo
910(7_72) _ q1/8(€mz 4 6771'7,2) H(l _ qn) <1 4 qn 2mz> (1 + qn6727rzz)'

n=1
Pour étudier les formes de Jacobi classiques de poids 0, V.Gritsenko introduit les formes
a une variable £y (7,2) := 9‘”’8 6)) voir [G1].

Les fonctions &y, o1 et {10 admettent les expressions suivantes :

+oo 1+ q2n; e 2miz +oo 1+ q 2 e2miz
oo(T,2) = H 211 2ntl

n=1 1+ q n=0 1+ q 2

+00 1_q2"2+162m'z +oo 1_(]2 2_ e—2miz
o1(7,2) = H il 2n_1

=0 1—q¢ 2 5 l—-q>

(em'z + e—niz) too (1 + qneQﬂ'iz) (1 + qn€72m'z)
510(7—72’/) - 2 n n )
I+q")(1+¢q

ce qui permet d’affirmer que les fonctions £yg, o1 et 2£1¢ sont a coefficients de Fourier
entiers.

n=1

A partir des tables de relations vérifiées par les fonctions 6, citées par exemple dans
le livre de Mumford, [Mu], on peut écrire les tables analogues qui concernent les fonctions

gab-

table 1 table 11 ,

Soo(T +1,2) = &o1(7,2) oo(—1,2) = ™7 &oo(T,2)

§o1(7+1,2) = &oo(T,2) for(—1,2) = 6“27 €10(7,2)

§io(7 +1,2) = &io(7,2) Go(-1,2) = i o1(7,2)
28
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Ces fonctions vérifient également, pour A et p entiers, les équations fonctionnelles sui-
vantes: o
€00(T,2 4+ AT + ) = e TN THRA) g (7 )

Co1(Tz 4+ AT+ p) = (71))\6—7@()\27'4-2)\2)501(T’Z)

510(7',2 + AT+ M) _ (—1)“6_7ri(>‘27—+2>\2)§10(T,Z).

Comme le fait V.Gritsenko [G2], on peut donner I’expression de certaines formes de Jacobi
classiques a l’aide de polynomes symétriques en ces fonctions.

o1 (1,2) = 4(E2 + €3 + €2)

@(()f‘zl)(T,Z) = 2((500510)2 + (&o0é01)* + (510501)2)
2 2
90(()?),1)(772) = (90(()2,1/)2(772)) = 4(500510501)

Ces forme appartiennent respectivement a Jj Al’f = J Al’f z . Jo Al’f z,

Elles vérifient :

A _
oS ()l = y + 10 4y~

A _
[@é,gl)(f,z)]qo =y+4+y!

A _
S5 ()l =y +2+y

Ces fonctions jouent un role déterminant dans la structure du Z-module JAl’f Z, comme

le montre V.Gritsenko, [G1], théoréme 1.9:

AL fZ A A A
Tt Z = 2§30, o5, o, o$aY)]

ol gpé 11), cp(()AQl), cpé 31) sont algébriquement indépendantes et

A AN\ ?
4@( V= ‘:0(()1 )‘:0(()3 V- (‘P(()gl)> :

1.1.4 Nature de I’indice m

Remarque 1.1.4. Si ® est une forme de Jacobi faible d’indice nul, alors la fonction ® ne
dépend que de la variable 7 et est une forme modulaire pour le groupe SLo(Z).

Preuve.

Soit ®(7,z) une forme d’indice nul définie sur H x U. Notons z := (21,22, ...,2).

D’apres la relation (2) mentionnée dans la définition 1.1.1, pour chaque (7, 29,.. ., 2,) fixé,
la fonction zq — ®(7, 21 , 22,..., 2r) est holomorphe sur C et double périodique, donc
constante.

Ceci est valable pour chaque variable z;, ainsi ®(7,z) coincide en tout point z avec ®(7,0).
La premiére relation de cette méme définition permet de montrer que la forme ®(7,0) est
modulaire pour le groupe SLo(Z).
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On pourra consulter les ouvrages de T.Miyake [Mi] et de N.Koblitz [K], pour I’étude de
la structure de Iespace des formes modulaires pour le groupe SLy(Z).

En reprenant un raisonnement analogue a celui effectué par M.Eichler et D.Zagier, voir
[EZ], on peut établir le résultat suivant :

Proposition 1.1.1. [l n’existe pas de forme de Jacobi faible non nulle d’indice stricte-
ment négatif.

Preuve.
Soient ® une forme de Jacobi faible de poids k, d’indice m et 7, zo, ..., z, fixés dans H x U.
On considere la fonction a une variable f définie sur C par:

f(z1) :=®(1, 21, 22, .+, 2p).

Alors, d’apres la relation (2) de la définition 1.1.1] la fonction f vérifie, aux points z; ou
elle ne s’annule pas:

7 () (14 1) = o
) (14 7) = 55 (

D’apres ces propriétés, si f est non identiquement nulle sur C, l'intégrale de la fonc-
tion ﬁ’% le long du contour d’un domaine fondamental F' de Z + Zt bien choisi, c’est a
dire le nombre de zéros de f a l'intérieur de F' , est égal a m < oy, a1 >, ce qui permet

de conclure que m est positif ou nul.

1.1.5 Propriétés des coefficients de Fourier

Lemme 1.1.1. (‘woir: lemma 2.1, [G] )
D’apres les propriétés 1) et 2) des formes de Jacobi faibles, les coefficients f(n,l) d’une
forme de Jacobi de poids k et d’indice m, vérifient :

f(’I’L, - l) = (*1)kf(na l)a

et pour tout B appartenant a L :

Fd) = fnt <1, 8> +5 < B, B>, 1+ mB).
Ce dernier résultat permet d’affirmer que le coefficient f(n,l) ne dépend que de la norme
hyperbolique 2mn— <1 , 1 > et de la classe de | dans L modulo mL.

Proposition 1.1.2. Soit m un entier naturel fixé.
1l existe une constante Cy, telle que, si ® est une forme de Jacobi faible d’indice m, alors
ses coefficients de Fourier notés f(n,l) vérifient :

F(nl) £ 0= 2nm— < 11> > Cp.

Preuve.

Soient m un entier naturel et S un systeme de représentants de L modulo mL fixés.

Soit ® une forme de Jacobi faible d’indice m, et f(n,l) 'un de ses coefficients de Fourier
non nuls.

D’apres le lemme, f(n,l) = f(n',h), ou h appartenant & S est tel que: h =1 mod mL,
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et oll entier n/ vérifie: r = 2nm— < I,l >= 2n'm— < h,h > .

Puisque ® est une forme faible et qu’on a supposé f(n,l) non nul, n’ ne peut étre que
supérieur ou égal a 0, ce qui implique l'inégalité r > — < h,h > .

Or le groupe Gy, (L) = L/mL est fini, donc il existe une constante M, majorant l’en-
semble des normes < h,h > , pour h décrivant ce groupe. On en déduit que si f(n,l) est
non nul, r = 2nm— < [,l > est supérieur ou égal a la constante —M,,, ce qui acheve la
démonstration de la proposition.

Remarque 1.1.5. L’évaluation de la meilleure constante possible est une autre question
qu’il faut traiter en choisissant judicieusement le systeéme de représentants.

Corollaire 1.1.1. Si ® est une forme de Jacobi faible, pour chaque entier naturel n fixé
il n’existe qu’un nombre fini de coefficients de Fourier f(n,l) non nuls.

Preuve.
Soient ® une forme de Jacobi faible d’indice m, et n un entier naturel fixé.
D’apres la proposition précédente, si le coefficient f(n,l) est non nul, alors on a:

<Ll > <2nm — Cp,.

Cette condition restreint ensemble des éléments [ de Ay tels que f(n,l) soit non nul & un
ensemble fini d’éléments.

1.1.6 Représentation vectorielle

Définition 1.1.3.

Soient m un entier positif et g un élément de L.

La fonction théta relative au réseau L, d’indice m et de caractéristique p, est définie sur
H x U de la facon suivante:

9£7m(7',z) = Z exp(mimt <y, v > —2mim <7, z >).
76L+%

Proposition 1.1.3. ( Voir par exemple [KP]. )
La fonction théta d’indice m et de caractéristique p, relative au réseau L de rang r, ne
dépend que de p modulo mL et posséde les propriétés :

(1) 6L, (r+1.2) = em<PEzgL (1)
(2) 0L (rz+a+78) = e ?mm<Pezemm<BL>Tol (7.2), pour o, B dans L
~ r . z,z —2 )
(8) 0k n(F:2) = |L/mL| 3 (=ir)Eem ™SS exp(— < v >)0k,(72)
vef/mL
L

De plus, pour m fixé, les formes 6 sont linéairement indépendantes sur [’ensemble

des fonctions holomorphes sur H.

w,m

31

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

Proposition 1.1.4. Ces propriétés peuvent s’écrire sous forme vectorielle.
Soit m un entier naturel. On pose :

~L . (oL
O = (Om) ueg /mr-

Les relations (2) et (3) vérifiées par les formes Hﬂm s’écrivent alors a l'aide du vecteur

L
colonne ©,;,

(2) OL(r + 1,2) = Up(T).OL (r.2),

avec U (T) = <5ﬂ u/e$<““ > , 0., désignant le symbole de Kronecker
wp' €8/mL
L 1 z L mi L
( ) S (—;,;) =rT72e" Um(S).Gm(T,Z),
avec Uy, (|L/mL| %( z)%e_imm<“’”>> .
u,veE/mL

a b
De facon générale, pour v = ( g ) appartenant a SLo(Z), on peut écrire :
c

— r . <z,z> —
05, (1.(1,2)) = (7 + d) 7™ T Uy () .07,(7,2),

avec Up,(y) matrice unitaire.

Proposition 1.1.5. ( Voir [G], lemme 2.3 )
Soient k un entier, m un entier positif et ® un élément de J,{”:L.
Alors il existe un ensemble de fonctions holomorphes sur H, notées g, pu appartenant a
z/mL, telles que:
drz)= 3 gulr) 8 (ra)

nel/mL
Remarque 1.1.6.
(i) Le résultat reste valable si la forme ® est une forme de Jacobi pour un sous-groupe de

-1
(ii) Si ® est une forme holomorphe, respectivement presque holomorphe, alors les fonctions
g, sont holomorphes, respectivement presque holomorphes, a 'infini.

. -1 0
SLs(Z) contenant 1’élément ( 0 ) :

Preuve.

Le principe de démonstration de ce résultat ( voir [G], lemme 2.3 ) repose sur I’écriture
du développement de Fourier de la forme ® et I'utilisation des propriétés des coefficients
de Fourier.

Proposition 1.1.6. On peut aussi traduire la proposition précédente a l'aide de l’écriture
vectorielle.
Soient k un entier, m un entier positif et ¢ un élément de Jgi Alors il existe un vecteur

colonne dont les | L/mL | composantes sont des fonctions holomorphes sur H, noté A()
tel que :

B(r,2) = 'A(r).0F (1,2).

Le vecteur ff(r) vérifie les propriétés suivantes :
PA(T +1). Un(T) = tA(7)
32

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

et
AL, Un(s) = 745 1A()
T

(7).

ou encore, plus généralement, pour v appartenant a SLa(

Z)
LA(y.7). Up(y) = (et + d)F 2. tA

Preuve.

Les propriétés du vecteur ff(T) sont obtenues en utilisant les propriétés modulaires de
la forme de Jacobi ®, ainsi que les propriétés (2) et (3) citées dans la proposition 1.1.4
vérifiées par les fonctions Hﬁm.

Notation 1.1.3. Sous-groupes de congruence de SLy(7Z) et formes modulaires.

On notera My (T") U’espace vectoriel des formes modulaires de poids k pour un sous-groupe
I de SLy(7Z), et My U'espace vectoriel des formes modulaires de poids k pour le groupe
SLy(Z) tout entier.

Rappel de quelques sous-groupes classiques de SLo(Z).
On suivra ici les notations de T.Miyake ([Mi]).
Soit N un entier naturel non nul.

Cc

FO(N):{<G Z)GSLQ(Z)/CEOmOdN}
FI(N):{(Z l;>ESLQ(Z)/CEO?TLOdN,aEdElmOdN}

F(N):{(Z l;)GSLQ(Z)/bECEOmodN,aEdzlmodN}.

Le groupe T'1(N) est appelé sous-groupe principal de congruence de niveau N .

On a les inclusions évidentes suivantes :
[L(N) c T (N) € To(N)

Proposition 1.1.7. ( Voir: lemma 2.5, [G] )
Soient k un entier, m un entier positif et ® un élément de J,i“;i’L, que l'on écrit a l'aide
de la représentation précédente :

o(1,2) = Z gu(T) 057m(7',2).
pne/mL

Alors les fonctions holomorphes g, p décrivant Z/mL, sont des formes modulaires de
poids k — 5 pour le groupe principal de congruence I'1(mgq), ot v est le rang du réseau L,
et ot q est le niveau de la forme quadratique Sy, (voir notation 1.1.1) c’est a dire le plus
petit entier naturel non nul tel que la forme quadratique anl soit entiére et paire.

Preuve.

Voir l'article de V.Gritsenko, [G].

Corollaire 1.1.2. Fvaluation de la dimension de JQ‘;ZL’L.
Soient k un entier relatif et m un entier naturel.
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L’espace vectoriel complexe J,?(;ln’L des formes de Jacobi holomorphes de poids k et d’indice
m, est de dimension finie, et on peut donner la majoration suivante :

dime JpM < | Gu(L) | dime (Mk_g(f‘l(mq))>.

Preuve.
On utilise les notations précédentes et on considere ’application :

, |G (L)]
ot — (Mg (T (ma)))
)
— (%) o

Cette application est un morphisme d’espaces vectoriels injectif, ’espace vectoriel M, k- (I'1(mq))

. . . . 1 thol,L . . . o

est de dimension finie, donc ’espace vectoriel J k(;n est de dimension finie et on a 'inégalité
K

annonceée.
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1.2 Illustration dans le cas du réseau A,

1.2.1 Description du réseau A,

Réseau Ay
Dans tout ce qui suit, on se réferera a la réalisation de N.Bourbaki, [B].

On considere le sous-espace vectoriel Ur de dimension 2 de I’espace R? défini par:

3
Ur = {(21,72,73) € R3/ij =0}.
j=1

On notera (e1,ea,€3) la base canonique et < , > le produit scalaire euclidien usuel de R3.
j=3

L = {(n1,n2,n3) € Z3/ Z nj = 0} est un réseau de Ug et est une réalisation du réseau de
j=1

racines As .

On notera désormais As le réseau L.

Ce réseau admet pour Z-base (aq,a2) oll oy = €; — €;41.

2 -1
La matrice de <, > dans cette base s’écrit: Sy := ( ) .
-1 2

Le réseau As admet 6 racines (c’est a dire 6 vecteurs de norme égale & 2) qui sont:
a1, (g, ] + ag, —o1, —02, — (al + 042).
On notera A, I'ensemble des racines dites positives:

Ay ={oq, a2, a1 + o}

Un élément de ’espace vectoriel complexe U = UR @ C = LR C sera écrit z = z1a1 + 2202
3

avec (21, z2) dans C? ou encore z = 2{ €1+ zhea+ 243 , avec (2],25,24) dans C3 et g z; =0,
i=1
On a alors:
/ / /
2] = R1, g = 22 — R1, B3 = —RX2

2., .2 12 12 12
< zz>=2 (2] + 25 —2122) = 21° + 29° + 25°.

Réseau dual .

Le réseau dual, qui est par définition le réseau constitué par 'ensemble Ay = {y € Ur/Vz €
Ay <y, x >€ Z}, admet pour Z-base {u,us} ot u = 63—%(61 +eate€3), us = €3—€3 = .
On peut remarquer que {3u, us} constitue une Z-base du réseau As.

On peut aussi considérer la Z-base de :4; constituée des poids fondamentaux notés A;, ou
A =€ — %(61 +ea+e3) = %(27 -1,-1) = %(2041 + as),

Ay = €1 + €9 — %(61 + e + 63) = %(1,1, — 2) = %(Ozl + 2042).

Cette base vérifie la propriété suivante:

< \j,oy >= d;5, pour i, j appartenant a {1,2}.
Ainsi on a: < 1A + 9o, 2 > =121 + laz9, pour z = z1aq + z200s.

On peut noter que u = —\g, et que {ag,\a} constitue donc également une Z-base de As.

Groupe discriminant .
Le groupe discriminant G(Asg) := Ay/As est isomorphe au groupe Z/37Z .
La forme bilinéaire < , > induit sur G(Az) une forme bilinéaire a valeurs dans Q/Z ( voir
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les travaux de V.Nikulin [N] ) définie de la fagon suivante :

bo(pu+ A9, + Ag) :=< p,v > +7Z, pour u, v appartenant a ;1;

On peut également considérer la forme quadratique qui lui est associée et qui est a valeurs
dans Q/27Z:

qc(p+ Ag) :=< p,u > +27, pour p appartenant a As.

En notant, pour u appartenant a 112, [t =+ Ao, on a la relation, pour u, v appartenant
E\i A2 :
ac(i+v) = qa(i) + qc(V) + 2bc(1,D).

Proposition 1.2.1. Soit m un entier supérieur ou égal a 1.
Le groupe G, (As) = As/mAs est isomorphe au groupe Z./3mZ x Z/mZ, d’ordre 3m?.

Preuve. .

On considere la base {2, A2} de Ajg.

Soit A appartenant a :4;, on écrit A sous la forme A = sag +tAo, ol s et t sont deux entiers
relatifs.

Alors A = (s + %t)QQ + %al appartient & mAs si et seulement si s + %t et % appartiennent
a mZ, ou encore, si et seulement si 3m divise t et m divise s dans Z.

Ceci permet d’affirmer que 'application

A=saz+tha —— (tmod3m ,smodm)

Ay — Z/3mZ x Z]/mZ

est un homomorphisme surjectif de noyau mAs, d’ou le résultat annoncé.

Lemme 1.2.1. Ezemples de systémes de représentants de Gp,(A2).

(1) Les ensembles {0, A1, 2A1} et {0, u, 2u} (on rappelle que u = —M\a, voir le paragraphe
1.2.1) sont des systémes de représentants de G1(As).

(2) L’ensemble {0, a1, ag, oy + a2, £ A1, £ (A1 —a1), £ (M1 —a2), £\ — (a1 +a2))}
constitue un systéme de représentants de Ga(As).

(8) L’ensemble {0, £ ag, £ (o + A2), £ (a2 — A2), = (aa —2X2), £ (a2 —3X\2), + (ag—
4)\2), + ()\2 +O£1 - 012), + )\2, :|:2)\2, :|:3)\2, + (2)\2 - 20[2), + (3)\2 - 20[2), + (4)\2 - 20&2)}
constitue un systéme de représentants de G3(As).

Principe de la démonstration.

On utilise 'isomorphisme décrit dans la preuve de la proposition précédente, ainsi que les
propriétés suivantes :

(i) 3\1 = 201 + a9, 3X2 = a1 + 2a9, et pour n entier relatif, et j valant 1 ou 2, nA;
appartient & As si et seulement si n est divisible par 3

(ii) A1 + A2 = a1 + ay appartient & As

(iii) 2A\1 — A2 = a1, 2A2 — A\] = g appartiennent & As.

Notation 1.2.1.

On notera :
Cl — eszl — 6217r<z, A1>

CQ — 6227'('22 — 62171'<z7 Ao >
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Proposition 1.2.2. Soit k un entier relatif fizé.
(1) Si ® appartient a J,?f’f, alors [®],0 (‘woir la notation 1.1.1 ) est de la forme:

(®],0 = { F00,0) + FOM(G + G+ G @+ G+ G+ GG, sik est pair
1 FOM(G+G G - (G e+ralh), si k est impair

(2) Si ® appartient a Jk , alors [®],0 est de la forme:

q

[(I)]qo = f(070)
+£(0.M)[G + (—1)*
+£(0,A2)[¢2 +

( e

( (—1)k¢

+£(0,A — A2)[(—1)F ¢r 1C2+C1€2 ]
+£(0,2X\ — )\2)[51 42 +(—1 )kﬁ 2]
+£0, = M+ 2%)[¢ G + (1RG0

+ (0,0 + A2)[G1G + (—1)F¢TGH

+FO0220)[(G + G2+ G2E) + (VRGP + G+ ¢E6G)

(3) Si @ appartient a J,fg’f, alors [®],0 est de la forme:

q
(@] = £(0,0)
+0,M)[G + (—1)R¢Y]
0,A2)[G2 + (=1)%¢5 ]

(
+(
+10M = )[R G+ GG
+(0,2M1 — M) [CFG ! + (DRG]
FO, = A +2X0)[¢ G + (-DFGG
+AO0M 4+ X)[QG + (1R
F0.220)[¢F + (=DF¢T)
(
(
(
(
(
(

_|_

—- -

F(0,2X2)[¢3 + (—1)F¢ %)

£(0,209 = 200)[¢2¢3 + (—1)F¢E¢, %)

(030 = 20)[CF6 + ¢ + (—DF(¢GE + 6]
+F0.M 4 200)[GGE + G + (FDR(GTG? + (G

+(0, = M +30)[¢ ¢+ GG+ (—DF(GG + G2
+FO03M)G + G2+ 3G + (DR + G + GG

+

Preuve.

On va traiter ici le cas m = 2, les autres cas se traitant de fagon analogue.

Soit donc ¢ appartenant a J k.2 Az, f . On note f(n,l) ses coefficients de Fourier.

D’apres la proposition 1.1.2 et la majoration précisée dans la preuve, en prenant pour
systeme de représentants de G2(Asz) le systeme indiqué dans le lemme 1.2.1, si f(0,l) est
non nul, alors on a:

8
<Ll>< -
-3
ou encore, en écrivant [ sous la forme [ = [1 A1 + [2 A2, avec [ et [y entiers relatifs:
(20y + 12)* 4 312 < 16.
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Ceci permet d’afﬁrmer que seuls les termes 1, correspondant a [ = 0 de norme O les termes
(1, Cl , Cg, Cg e Cg, C1C2 , correspondant aux éléments [ de Ag de norme 3, les termes
G, 2, N, GG 2, GG, (UG Y, correspondant aux éléments [ de Ay de norme
g, et les termes (Z, CQ_Q, 41_2@2, Cl_z, é, (12(2_2 correspondant aux éléments [ de :4; de
norme %, peuvent apparaitre dans le coefficient [®],0.

Par ailleurs, d’apres le lemme 1.1.1, le coefficient f(0,l) ne dépend que de < [,l > et de [
modulo 245, donc f(0,2A1) = f(0,—2X2) = f(0,2(=A1+\2)), car 2(A\; + A2) et 2(2A1 — A2)
appartiennent a 2As.

On termine la détermination de la forme de ce coefficient [®]
f(n, —1) = (=1)*f(n,l), toujours d’apres le lemme 1.1.1.

g0 en utilisant le fait que

1.2.2 Premieres constructions: utilisation de formes a une variable
Les premieres méthodes de construction consistent a utiliser des formes de Jacobi clas-

siques a une variable.

Proposition 1.2.3.
Soient f1, fa, fs trois formes de Jacobi a une variable, de méme indice m, appartenant

respectivement auz espaces Jy 1’f(v1), Jlil;,{(vz), J,i Ti(vg) ot k1, ko, ks sont des entiers
relatifs, et vi, va, v3 des systemes multiplicatifs.

On pose :
(13(7',2:) = f1(T,Zi)fg(T,Zé)fg(T,Zé).

Alors, la forme P, qui est une fonction définie et holomorphe sur H x U, appartient a
lespace Jk1+k2+k3,2m(”1 X Vg X v3).

Preuve.

Pour vérifier cette proposition, il suffit d'utiliser les propriétés de chacune des formes f;.

a b
(1) On a, pour chaque j et pour tout v = ( p ) appartenant a SLo(Z),

Cc

F(EE ) = vi(y) (e + d)ki X e S fi(7,2), dot:

/

at +b =z > at +b %
(1)777 :H i 9
ct+der+d ct+d et +d

)

c /2
)(er + d)ss 2T £ (.21

Il
o,
Il w
i
=
—

3
= (cr + d)Ftheths ( H v; (fy)) 2imm 26 (27425444 )(I)(T7Z)
j=1

3
= (c1 + d)krtheths ( H on (7)> TMETISH T $(1 ).
j=1

(2) On a, pour chaque j et pour tout couple d’entiers relatifs (\,u):
fi(Tw + AT+ p) = vj(M,A)e_2”m(“27+2“w)fj(T,w)

d’ot, pour tout couple (a,3) d’éléments de Ay, en écrivant « sous la forme o = (aq,a2,a3)
ou ay, ay, as sont des entiers tels que a; 4+ ag + ag = 0, et 3 = (by,b2,b3) ol by, by, bs sont
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des entiers tels que by + by + bg = 0, on obtient :
3
¢(rz+ Br+ o) = [ [ £i(r2) + by + ay)
j=1

Qzﬂm(b T+2b; z f (7_ P )
J

Il
:w

Uj (aj,b;)e

3
:(H (aj.b; )f2iwm(<ﬁ,ﬂ>r+2<ﬂ,z>)@(772),

(3) Pour chaque j, f; admet un développement du type:
fj(T,w) = Z Cj(n’l)qne%rilw’
ler;Z,n>0
donc ® admet bien un développement de Fourier ou n’apparaissent que des puissances
positives de q.

Remarque 1.2.1. Notons A* := {1, — A3, Ao — A1 }.

Soit f une forme de Jacobi classique a une variable, de poids k, d’indice m.

Alors la forme ®(71,2) = H f(r, < zyy >) est un cas particulier de la construction
YEA*

précédente, et appartient a Jﬁfém

Proposition 1.2.4. Soient f1, fa, f3 trois formes de Jacobi a une variable, de méme indice

m, appartenant respectivement auz espaces J; l’f(vl), J,if;?{(vg), J,i’l;f:( 3), ot ki, ko, k3

sont des entiers relatifs, et v1, ve, v3 des systemes multiplicatifs.

On pose :

O(1,2) := fi(7, < z,01 >) fo(T, < 2,00 >) f3(T, < 2,01 + 2 >).

Alors, la forme D, qui est une fonction définie et holomorphe sur H x U, appartient a
lespace Jklﬂkﬁkg 6m (V1 X V2 X 13).

Preuve.

On rappelle la notation A, := {1, ag, a1 + as}. (voir le paragraphe 1.2.1)

On vérifie facilement que, pour tout couple (z,2’) d’éléments de U, on a:

Y o <qze<yd >=3<24 >,
vEAL
En procédant comme dans la preuve de la proposition précédente, on obtient alors le

résultat annoncé.

Remarque 1.2.2. Cas particulier.

. o - . e e f
Comme ci-dessus on peut considérer le cas particulier ou f1 = fo = f3 = f, dans Jk e

alors la forme ®(7,z) H f(1, < a,z >) appartient a J;}:’Gm
OéEA+

1.2.3 Utilisation d’un opérateur

On peut obtenir de nouvelles formes de Jacobi en appliquant certains opérateurs a des
formes déja construites.
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(i) Opérateur différentiel d’ordre 1
On s’inspire ici de 'opérateur différentiel construit par M.Eichler et D.Zagier (voir [EZ])
dans le cas des formes a une variable.

Lemme 1.2.2. Soit k un entier relatif.
mer,As

Si ¢ appartient a J
2.

, alors la fonction a—‘z; appartient a JkJrl o s pour j walant 1 ou

Principe de la démonstration.
Pour obtenir ce résultat, il suffit de dériver partiellement par rapport a la variable z; cha-
cun des termes des égalités suivantes:

St ) = (em + d)Fo(r2),

V(a,B3) € Ay x Ay ¢(7,2 + BT + o) = ¢(7,2).

Lemme 1.2.3. Soient k1, kg, m1, mo quatre entiers.
Soient ¢1 appartenant a Jk m, € 92 appartenant a Jf A2
gh Az

Alors, pour j valant 1 ou 2, la fonction my 821@ —mq 8,22 gbl appartient a Jy kot 1.my s

Preuve.
On obtient ce résultat en appliquant le résultat du lemme précédent a la forme méromorphe
d’indice 0, de poids k1mg — kamy, ¢"2¢, ™, puis en considérant le produit ¢7~ "¢y ™™ x

o (07203 ™).

Proposition 1.2.5. Soient kl, ko, m1, mo quatre entiers.
Soient ¢1 appartenant a JHAz et @2 appartenant a JiAz

k1,m1 ka,ma*
On pose : ,

[p1, ¢2] : Zmz%@ - mlgﬁj 1-
Alors [, | définit un opérateur de J,flAnil X J,{Qéfu dans kal’ﬁ362+l iy g
Preuve.

C’est une conséquence immédiate du lemme précédent.

(ii) Opérateur différentiel d’ordre 2

Les opérateurs définis ci-dessous et leurs propriétés ont été étudiés par V.Gritsenko (voir
[G] et [G3]), ainsi que dans le cadre d’un groupe de travail.

On rappelle que la matrice de <, > dans la base («, ag) est notée Sp.

On va définir ici une généralisation dans le cas a deux variables, de 'opérateur classique

pow ” - 0 1 2
dit “de chaleur Mg — 15,2

Définition 1.2.1. Soit m un entier naturel.
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On considere 'opérateur noté D(()m) suivant :

Dy = Qi”maaT - %So‘l[

9,
0z’

ol la notation So_l[%] désigne 'opérateur (%,%)S&l(%,%)t, ou la variable z est
écrite (z1,z2) dans la base (a,a2).

Proposition 1.2.6. Soit f appartenant a l’espace J,?Q’f.

, M

Alors, la fonction (D(()m))f admet les propriétés suivantes :

b
(1) pour tout v = ( ¢ g ) de SLy(Z),

c
m ar P iTmESEE> m Time
(DE™) () ) = (er + ) 2™ ST (DF™ (£)(m,2) + (2k — 2) 2 £ (7.2))
(2) pour tout (c,3) de Ag x As,
(D)2 + BT + @) = im0t <802 (DF) () (7.2)
(3) S f(T,Z) _ Z a(n,l)e27ri(n7'+<l,z>)7
e, n>0
m Ll .
alors (D(() ))(f)(T,z) = Z —4n?a(n,l)(mn — %)e2m(n7+<l’z>).
e, n>0
E - - - . hY A27f (m) - A A27f
n particulier, si f appartient a lem alors Dy (f) appartient a J37m .

D’apres cette proposition, pour les formes de poids distinct de 1, la fonction obtenue n’est
pas une forme de Jacobi, mais on peut apporter une correction a cet opérateur pour ob-
tenir les propriétés voulues.

Lemme 1.2.4. Soient k un entier relatif, m un entier naturel et f une forme de Jacobi
faible de poids k et d’indice m.

Alors, la forme (D(()m))(nQ*Q"C x f) x n= 22k appartient a Uespace J;jé{m.

Preuve.

11 suffit d’appliquer 'opérateur D(()m) a la forme 7 x f qui, elle, est de poids 1.

La forme obtenue est une forme de Jacobi faible,de poids 3, d’indice m, avec le systéme

multiplicateur 11727*2’“.

2—2k

Proposition-Définition 1.2.1. Soient k et m deuz entiers fixés et f une forme de Jacobi
faible de poids k et d’indice m.
On pose :

(Bem)(f) = (D) 0P x f) 2.
On peut donner une autre expression de cet opérateur en faisant le calcul suivant :
D™ (122 £)(7,2) = 2mim | 200=k) (1)n(r) =2 f (r,2)+0(7)> 2 5L (7,2)| = dn(r) > 2 ST T (f(7.2))
= n(r)> D™ (f)(7.2) + dwim(1 = Ry (D)n(r)' = (7.2),

d’ou :
(D) ()(7,2) = D§ (£)(7,2) + dmim(1 — k) LE £ (.2)
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= D™ (f)(7,2) + 872m(1 — k)Ga(7) £ (7.2).

( On rappelle que la fonction G est définie par:
Go(7) = =5 20 = — L+ SN oi(n)g. )

Finalement, on a:

(D) (£)(7.2) = DE™ (F)(7,2) + Am*m(2 — 2k)Ga(7) £(7.2).
Le terme 4m?m(2 — 2k)Ga(7) f(7,2) est la correction qu’il faut apporter a lopérateur D(()m)
pour obtenir, a partir d’une forme de Jacobi de poids k, une forme qui soit encore une

forme de Jacobi .

Proposition 1.2.7. L’opérateur Ay, vérifie les propriétés suivantes :

C

(Z)V’y—<a Z)eSLQ(Z),

(D) (F) (L ) = (o7 + )P 2™ 8T (D) (£)(7:2)

(2)V (a,p) € Ay x Ay,
(Ak,m)(f)(m + BT+ @) = e TmESBEAT<B) (A ) () (7,2)

(3) Si f(rz) = D a(nl)e?mmH<h=),
18, n>0
alors (Agm)(f)(7,2) = Zlé;‘!:g, n>0 c(n,1)e2 i TH<bz>) gpec :
c(0,1) = 272 < 1,1 > a(0,]) — =28 1)
c(n,l) = w2 (2 <l > —4mn — M)a(n,l)
+47T m(2 —2k) 325y o(d)a(n — 4)l)

ot o1(j Z d.

d>1,d|n

Ainsi, si f appartient a J 2 alors Ay (f) appartient a Jk+2m, et si f est une forme
faible, respectivement holomorphe Apm(f) est encore une forme de Jacobi faible, respec-
tivement holomorphe.

Idée de la preuve.
(m)

On établit les propriétés de 'opérateur Ay ,,, en utilisant celles de I'opérateur D,
L’expression des coefficients de Fourier permet de justifier la derniere affirmation.

Remarque 1.2.3. Operateur différentiel logarithmique.
(i) L’opérateur Ag := 25y [ ~], ou encore:

47 0% 0? 0?
N=-m=—+=5+7—
073 (822 + 62% + Ozlazg)

vérifie les propriétés suivantes. Soit f appartenant a J, fn alors:
(1) (Aglog(f))(T,z + BT + o) = (Aglog(f))(7,2), pour tout (a,3) de Ay x Ag

(2) (Ao log(f))(glig,wjd) = (et +d)? x {(Ao log(f))(7,2) + 807;1—:310}7

a

b
p > appartenant a SLa(Z).
c

pour tout v = (

42

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

(ii) Correction modulaire.

Pour tout entier naturel m, I'opérateur défini par D,,(¢) := Ag(log(¢)) — 32mn2Ga(7),
transforme une forme de Jacobi faible de poids k£ , d’indice m, en une forme de Jacobi
méromorphe de poids 2 et d’indice 0.

Preuve.
(i) Pour prouver les relations vérifiées par Aglog(f), on écrit d’abord Aglog(f) sous la
forme suivante :

41 o*f  o*f 0f Of 2, 0f 2 Of Of
Aolog(f)_:sﬂx[fx(azg 8z§+8zlazg)(8zl + (5, *azaz)}

On dérive ensuite partiellement les relations vérifiées par la forme de Jacobi f, on obtient
par exemple:

1 (%)(ar—i—b 2 )= (cr _i_d)ke;ﬁ”fl<z,z> x |:27rimc(2zl — )+ (%)(T,Z)}

ct+d ct+d’et+d ct+d

7 e at+b z NI EPRE . . N
En écrivant alors (Aglog(f)) (45, 57rq) & l'aide de ces expressions, on obtient, aprés une
simple sommation, le résultat annoncé. On procede de la méme facon pour la premiere

relation.

Ces calculs montrent que si la forme f est une forme de Jacobi avec un systeme multipli-
cateur, Aglog(f) vérifie encore les mémes relations ( le systéme multiplicateur disparait
du fait de la division par f? dans l’expression de Aglog(f)).

(ii) Pour obtenir une forme de Jacobi, il faut apporter une correction modulaire, que
I'on construit a partir de la fonction Ga(7) qui possede la propriété de semi-modularité :

at +b
ct+d

Ga(

) = (7 +d)*Ga(r) = = (er +d)

(voir le paragraphe 1.1.3).

(iii) Opérateur de Hecke
On se contente de rappeler dans ce paragraphe une définition et un résultat décrits par
V.Gritsenko, voir [G], qui nous seront utiles par la suite, sans démonstration.

Définition 1.2.2. Soit ¢ un entier naturel non nul.
Soient k£ un entier relatif, m un entier naturel.
L’action de 'opérateur de Hecke T (g) sur un élément ® de JkL ;fl, est définie par:

(@ hmT @)= > o @(‘”;b, az).

ad = q
b mod d

Proposition 1.2.8. Voir [G] ( corollaire 2.9 ), ou [GN II] ( paragraphe 3 ).
On reprend les notations de la définition ci-dessus.

Si @ est un élément de JkL’TJ:L, alors la fonction <<I> lke,m T,(q)) appartient a l’espace JkL;qu.

De plus, si on note f(n,l) les coefficients de Fourier de la forme ®, alors les coefficients
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de Fourier, notés fq(n,l), de la forme (<I> liem T— (q)), sont donnés par la relation :

Falni) =q Z ak—1f<qn l),

a?’a
al(n,l,q)
a € N*

la notation a | (n, 1, q) signifiant que a est un entier naturel divisant a la fois n, q dans Z
et |l dans L.

1.2.4 Formes de Jacobi a 2 variables et formes de Jacobi a 1 variable

(i) Spécialisation

Proposition 1.2.9. Soient a1 = Z’—}, by = %, as = Z—?, by = % des nombres rationnels,
1 2

avec (p},q;) =1, et (pjq;) = 1.

On pose v := a1aq + asqa, et v := biag + boas.

Soit ® un élément de JI2.

k,m
On considére la fonction définie sur H x C par:

f(1,2) == ®(1, 2y +v).

Alors, la fonction f est une forme de Jacobi a une wvariable, pour un sous-groupe de
congruence, avec un certain systéme multiplicateur.

Plus précisément, f appartient a Jlf’A,}K%w( I'1(qo0) X q0Z, Xm X U ), 0U qo est le plus

petit commun multiple des q;, q celui des qé-, ( voir la notation 1.1.3 ),

et ot :
a b , a b

Xm( ) = emim<vv>c(d=2) oy appartenant & T'1(qo)
c d c d

V(A ) = e ZFMH<YV>Cpour N, appartenant @ ghZ.

De plus, si on note a(n,l) les coefficients de Fourier de ®, alors la forme f admet le
développement suivant :

f(TVZ) = Z a(n,l)e2m<lvl’>qne2m<l,'y>z'

1e n>0

Preuve.

La démonstration de cette proposition s’écrit en exploitant les propriétés de la forme de
Jacobi ®@. ( Voir la définition 1.1.1.)

On obtient les équations fonctionnelles suivantes :

[ a b . N
(1) Si J appartient a I'1(q),

2

a b inm<vY> cz
f<z:¢3wid>=xm(< d))(md)ke? B2 f(r),

Cc
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a b

avec Xm
(< c d

)) —_ efrim<1/,l/>c(d72)

(2) Si A, p appartiennent a ¢(Z,
m<y,y>

f(T,Z + A + 'L[,T) = Um(,u) e—2i7r 3 WQH_ZMZ)f(T,Z),
avec Up, (A,p) = e~ ZrIms<T >

Remarque 1.2.4. Cas particulier.

Dans le cas particulier ou les a; sont des entiers, autrement dit v appartient a As, alors
f est une forme de Jacobi faible, & une variable, de poids k, d’indice W, pour le
sous-groupe de congruence I';(qo), avec le systeme multiplicateur y.,, X vp,.

On a par exemple, si ®(7,z) = ®(7,21,22) appartient a J,{ﬁz :

(i) ®(r,21,221) = ®(7,21(1 + 202)) € JL3t

(i7) @<T7217%> = @(T,zlal + %) € J,{’;‘ll( T'1(2),xXm X vm)

ou:

b e(d— b
Xm( a ) _ emim©E 2)’ pour “ appartenant a I'1(2)
c d c d

Vm(A,p) = €™ pour \, 1 appartenant & Z.

(ii) Utilisation de I’inclusion 4; © A{ C Ay

Lemme 1.2.5. On note af- ={z=mz10q0 + 22000 € A3 /| <x000 >=0 }.

Alors ozf = Zuy, avec uy := a1 + 200 = 3N, < aj,a; >=2, <uj,u >=6,

et Zay @ Zuq est une réalisation dans As de Ay B+ Ay C As.

L’ensemble { oy, ui } constitue une R-base de Ur, et on peut introduire le systéeme de
coordonnées sutvant dans U :

z = y1a1 + yaur = (Y1,y2).

Proposition 1.2.10. Soient m un entier naturel, k un entier relatif et ® appartenant a
A 7f
Jk,12n .
On pose :
PY1 = (I)|Ca1

Y2 1= (I)’Cul-

Alors la fonction o1 appartient a JAl’f, la fonction po appartient a JAl’f, et si la forme
k,m k,3m

® est une forme de Jacobi holomorphe, alors les formes de Jacobi a une variable p1 et po
sont aussi des formes de Jacobi holomorphes.

Preuve.

On utilise le systeme de coordonnées lié a la base { ai, u; } introduite dans le lemme
1.2.5.

Par définition, on a:

¥1 (Tayl) = (I)(Taylvo)
@Q(TayQ) = @(T,O,yg).
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On exprime les équations fonctionnelles vérifiées par la forme ® en utilisant le systeme de
coordonnées (y1,y2) (voir la définition 1.1.1):

a b
(1) pour tout v = ( J ) appartenant a SLa(Z),
c
at +b Y1 Y2 k Qini 6i7rmﬁ
i) )= (ct +d)% ertde T+ O (T,2)

cr+der+der+d
(2) pour tous entiers A1, Ao, 1, f2,

O(T,y1 + M+ puTsy2 + g + par) = e TIEHFORTH2C1H0122)] (741 110)

(3) blrrgn) = S Sl + ldg)gheEmm i,
n>0
(ll,lz) S Z2

En spécialisant ces équations en yo = 0 ou en y; = 0, on obtient alors les propriétés
des formes de Jacobi faibles & une variable, avec les poids et indices annoncés.

De plus, on peut remarquer que la norme hyperbolique 2nm— < [,l > s’écrit, pour
=1 + 1)

1, 1
2nm— < Il >=2nm — 515 - 6(2l2 +11)?,

donc, si 2nm— < [l >> 0, alors 4nm — 13 > 0 et 12nm — (2ly + 11)?> > 0, ce qui per-
met, d’apres la forme du développement de Fourier de ®, de justifier la derniere affirmation.

1.2.5 Formes de Jacobi et formes modulaires pour SLy(Z)

On utilise dans ce paragraphe une méthode analogue a celle employée par V.Gritsenko
dans le cas des formes de Jacobi classiques a une variable ( voir [G1], lemmes 1.6 et 1.10,
[G2], proposition 1.5 ), et qui consiste & introduire une “correction automorphe”.

(i) Développement de Taylor “holomorphe”

Lemme 1.2.6. Correction holomorphe.
Soit ® appartenant a J,{’?LQ.
On pose 7
U(7,2) := exp(—4m°mGa (1) < 2,2 >)®(7,2).

a b
Alors, pour tout v = ( J ) appartenant o SLo(Z), la fonction ¥ vérifie I’équation
c
fonctionnelle suivante :
at +b =z &
W7 N e apues)
ct+der+d (o7 +d)"¥(7,2)

Preuve.
Cette égalité s’obtient en utilisant la propriété (1) d’une forme de Jacobi ( voir la définition
1.1.1) et en exploitant I’équation fonctionnelle de semi-modularité vérifiée par la fonction
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Go(7) ( voir le paragraphe 1.1.3 ) et rappelée ci-dessous:

a b
pour tout < g > appartenant a SLs(7Z),
c
ar +b\ 9 c
GQ(CT - d) = (e + d)*Ga(r) = 7—(c7 +d).

Proposition 1.2.11. Soit & appartenant a Jf Az
On considére la correction automorphe ¥ de la forme d suivante :

U(7,2) 1= exp(—4m*mGo (1) < 2,2 >) ®(7,2),

la fonction U est holomorphe en les 2 variables z1 , zo et s’écrit :

U(rz) = D> fum(r)2l1 252,

(k‘1, k2)€N2

ot pour chaque couple d’entiers naturels (k1, k2), la fonction J(k1, ko) €St une forme mo-
dulaire de poids k + ki + ko pour le groupe SLo(Z).

Preuve.
En utilisant la propriété modulaire de ¥ indiquée dans le lemme 1.2.6, on obtient, pour
tout (ki, k2),

at+b

m) = (CT + d>k+kl+k2f(kl7 kz)(']—).

Sk, k2)<

La fonction ¥ admet un développement ol n’apparaissent que des puissances positives de
q, c’est donc aussi le cas des fonctions f(, ,) , qui sont alors des formes modulaires pour
le groupe SL9(Z), de poids respectifs k + kj + ko.

En utilisant la structure connue de l’espace des formes modulaires, on pourra trouver
la forme de certains de ces coefficients de Taylor.

Corollaire 1.2.1. Si ® appartient a J(]m , alors, en notant f(n,l) ses coefficients de
Fourier, on obtient la relation :

m> fO)=6> f0]) <, a >’
l l

Preuve.

D’apres les notations et le résultat de la proposition précédente, la fonction f(3, q), c’est
a dire le coefficient de zf dans le développement de Taylor en les variables z; et zo de
la correction automorphe ¥ de &, est une forme modulaire de poids 2, ce qui permet
d’affirmer, d’aprés la structure connue de 'espace des formes modulaires, que c’est la
fonction nulle, en particulier on a:

[f(?, 0)](10 =0.

Or, d’apres la forme du développement de Fourier de G2(7), ( voir le paragraphe 1.1.3 ),
on peut écrire:

_ 2™m 2mi<l,z>
[V(7,2)]0 = exp (7‘(‘ G <P ) 21:: f(0,0)e .
le A
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Il reste & exprimer la nullité du coefficient de 2? dans le développement de Taylor en les

variables z1 et zo de ’expression ci-dessus.

On utilise pour cela < 2,2 >= 2(2? + 22 — 2122), ce qui amene & calculer le coefficient de 1

dans le développement de Taylor en les variables z1 et z9 de la somme Z f (0,1)62m<l’2>,
e

qui vaut Z f(0,0), et celui de 22.

1e®,

On obtient que ce dernier vaut Z £(0,0)
ek

[ de :4\; sous la forme [ = 1M1 + oo, on a <,z >=l121 +loz et [1 =< l,a1 > .

On a finalement :

(2mi < lag >)?
2

, puisqu’en écrivant un élément

2m (27 < Lag >)?
—— > FOD+ D f00) 5 =0,
e e

ce qui permet d’obtenir la relation annoncée.

La suite de ce paragraphe a pour but de donner une évaluation du nombre de coeffi-
cients de Taylor qui déterminent une forme de Jacobi.

Lemme 1.2.7. Soit ® appartenant a JA2’

On considére le développement de Taylor de ® par rapport aux variables y1 et ys du systeme
de coordonnées relatif a la base orthogonale { aq, uy }:

ki, k
®(r,2) = Z k1 k2 (T)y11y22

(k1,k2)EN2

( voir le lemme 1.2.5 ).
Alors, si pour tout couple (ki,k2) tel que ki + ko < 8m, le coefficient gy, 1, (T) est nul, la
forme @ est nulle.

Preuve.
Supposons que pour tout couple (k1,kz2) tel que ki + ko < 8m, le coefficient gi, ,(7) soit

nul, et posons:
2)= > er (1)
koeN

Soit ko < 6m.
Soit 7 fixé dans H.
On considere la fonction définie sur C par fi,(y1) := ¢k, (7,y1). Cette fonction s’écrit :

Fra) = D Graa (7

k1eN

k
= Z Gk1,k2 (T)yll?

k1 >2m+1

et admet donc un zéro d’ordre au moins 2m + 1 en 0.
Par ailleurs ( voir la preuve de la proposition 1.2.10 ), on sait que, pour tous entiers
Al) AQ) M1, K2,

B(Ty1 + A+ Tyyn + Ao + por) = e TRHHORE) T2 012yl (11 o) ()
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on a donc: ‘ ,
Fra(yn + M+ ) = e 2mmUT i znm) g (yy),

Supposons fj, non identiquement nulle. La relation qui précede permet d’écrire qu’en un
point y; ou fg, est non nulle on a:

271m <§Zz> (+1) = 27172 (?,Z) (1)

L (;Z;;;) ()= —2m + o= (§§;) ),

et en tenant le raisonnement de M.Eichler et D.Zagier ( [EZ] ), déja utilisé au paragraphe
1.1.4, on obtient que le nombre de zéros de fj, a l'intérieur d’'un domaine fondamental de
7 + ZT est égal a 2m.

Cette derniere affirmation contredit le fait que f;, admette un zéro d’ordre au moins
2m + 1, on en déduit que la fonction fi, est identiquement nulle.

Comme ce raisonnement est valable pour chaque ko < 6m, et chaque 7 fixé dans H, on
obtient I’écriture de ®(7,y1,y2) suivante:

q)(T,Z) - Z ong (Tayl)y]2<:2

ko>6m—+1

Z Z gk‘1,k2 y1 3/2

ko>6m—+1 k1 €N
= (X sl
ko>6m—+1 k1€N

Soit maintenant (7,y;) fixé .
On consideére la fonction définie sur C par

f(y2) == @(1,y1,92).

Elle admet un zéro d’ordre au moins 6m + 1 en 0, et par ailleurs elle vérifie, d’apres la
relation (x) rappelée ci-dessus, pour tous entiers Ao, fio:

Fya + Ao + por) = e~ OB 20202) £ (40,

En raisonnant comme précédemment, on obtient que si f est non nulle, elle admet 6m
zéros dans un domaine fondamental de Z + Z, ce qui contredit le fait que f admette un
zéro d’ordre au moins 6m + 1. On en déduit que la fonction f est identiquement nulle.
Comme ce raisonnement est valable pour chaque (7,y1) fixé, on peut conclure que la forme
O (7,y1,y2) est identiquement nulle, le lemme est établi.

Proposition 1.2.12. Soit ® appartenant a JA2’

On considere le développement de Taylor de ® par rapport aux variables z1 et zo du systéme
de coordonnées relatif a la base { oy, ag }:

(I)(T,Z) = Z fhl,hz( )Zl Z2 .

(h1,h2)EN?

Alors, si pour tout couple (hi,ha) tel que hi 4+ ha < 8m, le coefficient f, p,(T) est nul, la
forme ® est la forme nulle.
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Preuve.

On suppose que pour tout couple (hy,h2) tel que hy + hy < 8m, le coefficient fp,, p,(7) est
nul.

Ecrivons le développement de Taylor de ® par rapport aux variables y; et ys.

On rappelle que u; = g + 2ap, d’ol

z = z100 + 2000 = Y11 + Your = (Y1 + y2)aa + 2y202
et on a donc les formules de changement de systeme de coordonnées suivantes :

21 = Y1 + Y2, 22 = 2ya.

Ceci permet d’écrire:

B(r2) = > frm()n +12)" (292)",
(hl,h2)€N2

d’ou, apres calculs:
O(rz) = > ke (Y5,
(k1 ,k2)EN2
avec
Geka(T) = D ORI (7).
k1<hi<ki+k2
Soit maintenant un couple d’entiers (k1,k2) tel que ki + ko < 8m.
Alors, d’apres l'expression de gy, k,(7) et I'hypothese faite sur les fy, n,(7), le coefficient
Gher ko (T) €st nul.
Le lemme précédent permet de conclure que la forme ® est identiquement nulle.

Corollaire 1.2.2. Soit ® appartenant a J,ﬁfr’bf.
Les (8m+1)(4m+1) coefficients fp, n,(T) avec hi +ho < 8m du développement de Taylor
O(1,2) = Z Thiho (T)zi“zg2 suffisent pour déterminer la forme ®.

(h1,h)EN2
Preuve.
D’apres la proposition précédente, il suffit de calculer le cardinal de I’ensemble des couples
d’entiers naturels (hi,hs) vérifiant hy + he < 8m.

Corollaire 1.2.3. Fvaluation de la dimension des espaces vectoriels J]?fr;f.

Soient k un entier relatif et m un entier naturel fixés. L’espace vectoriel complexe J,?;i;f

est de dimension finie et on peut écrire la majoration suivante :
. Ao, .
dime izl <Y dimeMyagtn (SLQ(Z))
k1+ka< 8m

Preuve.
Soit & appartenant a J,? irlf :
On considere la correction modulaire de la forme ® utilisée a la proposition 1.2.11:

U(7,2) := exp(—4m°mGa (1) < 2,2 >) ®(7,2),

k1 k
= Z Gk, ko (T)Z112227

(k1, k2)eEN?

ou pour chaque couple d’entiers naturels (k1, k2), la fonction g, , est une forme modu-
laire de poids k + k1 + k2 pour le groupe SLs(7Z).
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Supposons que pour tout couple (k1,k2) tel que ki + ka < 8m, le coefficient gj, ,(7) est
nul, et montrons que la forme ® est alors la forme nulle.
On reprend les notations de la proposition 1.2.12 et on pose:

®(1,2) = Z fh17h2( )Zl Z2 :

(h1,h2)EN?
On a alors:
k1 _k
U(r,z) = Z gk1,k2( )211222’
(k1, k2)eN?
et

U(7,2) = exp(—8m2mGy(7)(2? + 23 — 2122)) Z Thiho (T )zl 22
(h1,h2)EN2

On en déduit que chaque coefficient g, ,(7) s’écrit sous la forme d’une somme du type:

Gy oo (T) = froy o (T) + > @i i (7) Jrr—i, ka—j(T),

0<i<k
0<j<ks
(1,5) # (0,0)
ot les coefficients a; j(7) sont des fonctions non nulles.
( On a par exemple: —ay1(7) = az20(7) = ap2(7) = —872mGa(7). )

D’apres cette écriture et I'hypothese faite sur la nullité des premiers coefficients gi, ., (7),
pour tout couple (ki,k2) tel que ki + ko < 8m, le coefficient f, x,(7) est nul, ce qui permet
d’affirmer, d’apres la proposition 1.2.12, que la forme ® est la forme nulle.

On peut ainsi considérer, en utilisant les notations introduites ci-dessus, le morphisme
d’espaces vectoriels injectif suivant :

Ao, f
S~ Okitko<sm M, +hotk

)] — ( T )
gk17k2( ) K1+ kn <8m

Et on déduit ainsi le résultat annoncé.

Remarque 1.2.5. Cette évaluation du nombre de coefficients de Taylor qui déterminent
une forme de Jacobi pour le réseau As, et donc de la dimension de ’espace J,‘:‘ ;;f , n’est
peut-étre pas la meilleure possible, puisque pour I’établir on se place dans le cadre plus
large des formes de Jacobi pour le sous-réseau Zaj @ Zu.

(ii) Développement de Taylor “méromorphe”

Dans ce paragraphe, on introduit un autre type de terme correctif qui permet également
d’obtenir un développement de Taylor dont les coefficients sont modulaires, mais pas
forcément holomorphes.

Lemme 1.2.8. C’orrection méromorphe.
Soit ® appartenant a J ’ 2.
On considére la correctwn W,y de la forme ® suivante :

Uy (71,2) :=exp [ — 8m*mGo(T) 23 + mzy <139 >(T zl)] d(71,2),
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la fonction Wy est holomorphe en la variable zo et s’écrit :

\Ijl (T,Z) = Z fn(TVZl)Zg)

neN

. . . . . 7A
ou, pour chaque entier naturel n, la fonction f, appartient a Jkihmnir.

Pour 1 fizé, les seuls péles éventuels de la fonction z1 — f(7,21) sont les points de Z+T1Z,
ce sont des poles d’ordre au plus n.

Preuve.

Le principe de démonstration est le méme que pour le lemme 1.2.6, on exploite cette fois
les propriétés de la fonction ¥ rappelées ci-dessous ( voir le paragraphe 1.1.3 ):

(i) pour p et A entiers, (%) (7,2 + A+ ur) = —2mip + (%)(7,2)

a b "
apparte-
d

(ii) (%)(g;ts,wid) = 2micz + (c1 + d)(%)(r,z) , pour tout v = ( )

nant & SLy(Z).
On obtient pour W¥; les relations suivantes:

a

b
J ) appartenant a SLa(Z),
c

- pour tout v = <

aT + b y4 k 27rim622
JR— — d ct+d “1 \I]
c7‘+d’c7'+d) (er +d)e 1(72)

Uy (
- pour u et A entiers,

\111(7_721 +A +N7—722) _ 6727rim(2uZ1+,u2‘r)\111(7_7Z)?

ce qui permet de déduire les équations fonctionnelles vérifiées par chaque fonction f,.

On rappelle que ® est une fonction holomorphe en la variable z;. Ainsi, le caractere
méromorphe de la fonction f,, ne peut provenir que du terme correctif ajouté.
Or, dans le coefficient de 2§ du développement de Taylor en la variable z; du terme cor-

rectif, la fonction (%) (7,21) ne peut apparaitre qu’a des puissances inférieures ou égales

a n, et on peut rappeler ( voir le paragraphe 1.1.3 ) que les seuls zéros, a 7 fixé, de la
fonction ¥(7,.) sont les points de Z + 7Z, et que ce sont des zéros d’ordre 1.

On peut donc conclure que les seuls poles éventuels de la fonction f,(7,21), a 7 fixé, sont
les points de Z + 77, et que ce sont des podles d’ordre au plus n.

Remarque 1.2.6. On conserve les notations du lemme.

En utilisant la méme méthode qu’au paragraphe précédent, on peut montrer que pour
(1,21) fixé, si la fonction ® n’est pas identiquement nulle, la fonction z9 — P(7,21,29)
admet 2m zéros a l'intérieur d’'un domaine fondamental de Z + Zr.

Par conséquent, si fg, ..., fo, sont nuls, alors la fonction ® est nulle.

Autrement dit, les coefficients fo(7,21),. .., fom(7T,21) suffisent pour déterminer la forme ®.
Proposition 1.2.13. Soit & appartenant a J,{;T‘i?.

On considére la correction automorphe Vo de la forme ® suivante :

Uy (T,2) := exp [ — 8m?mGa () (22 4 23) + m2zy (%) (T,Zl)} d(1,2),
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la fonction Wy s’écrit :

Z Z gnn Zl 227

neNn/>—n

ou, pour chagque couple d’entiers (n,n'), la fonction gy, est une fonction modulaire de
poids k +n +n' pour le groupe SLy(Z).

Preuve.
On reprend les notations du lemme précédent ( lemme 1.2.8), on a alors:

Uy(7,2) = e 37 MGA Y (12),

d’oui:
2 2
Uy(r,2) = ) <6’_87T mea(r)zr fn(T,zl))zS,
neN
ou encore :

= Z Fn(T,Zl)Zg,

en posant F,(1,21) = e~ 8 mGa(r)} fn(T,21).
En utilisant la propriété modulaire de Ga(7), et I"équation fonctionnelle vérifiée par ¥y
suivante ( voir la preuve du lemme 1.2.8 ):

a b

pour tout v = ( p > appartenant a SLo(Z),

c
aT + b z 2mime 2
v <77) - d)fe i Ay ,
ct+d er+d (e +d)fe 1(72)
. : a b .
on obtient, pour tout entier n et pour tout v = ( J ) appartenant & SLy(7Z):
c

(m’—f—b 21

|l ——— = dk+nFn .
c7’—|—d’c7'—|—d> (e7 +d) (1,21

De plus, d’apres les propriétés de f,, la fonction F;, est méromorphe en la variable z1, et
les seuls poles éventuels de la fonction F,,(7,21), & 7 fixé, sont les points de Z + 7Z, et sont
d’ordre au plus n.

Finalement, on peut écrire F;, sous la forme:

Tzl E gnn Zl )

n'>—n

a b
ou les fonctions gy, ,, vérifient, pour tout v = ( p ) appartenant & SLo(Z), 'équation
c
fonctionnelle : h
aT ’
' ( ) = (e + ) g (1),

ct+d

ce qui acheve la preuve de la proposition.

53

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

1.2.6 Séries théta

(i) Sous-groupe de congruence commun
Le lemme suivant rappelle la définition et les équations fonctionnelles des séries théta
dans le cas du réseau Ay ( voir le paragraphe 1.1.6 et la proposition 1.1.3 ).

Lemme 1.2.9. Soient m un entier positif et p un élément de :4\;
La fonction théta relative au réseau A, d’indice m et de caractéristique p, notée 0, m,
est définie sur H x U par:

Opm(T,2) = Z exp(mimt < v,y > —2mim < 7,z >).
yEA+£

Elle ne dépend que de p modulo mAs et vérifie:

(1) Oum(Tz+a+78) = e 2mim<Bz>e—mim<pBi>1q (r.2), pour a, B dans Ay
(2) Oum(7 +1,2) = en I (7.2)
_ i, S22 —2m
(3) Oum(F.2) = Z-mT\/gemm T Z eXP(T < vy >)0ym(7,2)
VGE/mAg

Les séries théta ne sont pas en général des formes de Jacobi pour le groupe SLo(Z) tout
entier. Le but de ce paragraphe est de trouver un sous-groupe par rapport auquel toutes
les séries théta sont des formes de Jacobi.

Notation 1.2.2. Symbole de Kronecker.
Le symbole de Kronecker (voir l'ouvrage de T.Miyake [Mi] ) généralise le symbole de Le-

gendre ( encore appelé symbole de résidu quadratique ) (5)’ ot p est un nombre premier
1Mpair.
Pour a, b deuz entiers relatifs non tous deux nuls, on a:

1 sia=1mod8
(%): —1 sia=5mod8

0 sinon

(a)_ 1 sta>0
-1 1 sia<0

(a)_ 1 sia=1
0 0 sta#1

Sib s’éerit b=¢ H p, ot € vaut —1 ou 1, alors (%) est défini par :

)= I (5)

p premier

Proposition 1.2.14. Sous-groupe commun. .
(i) Soient m un entier naturel non nul et p appartenant a As.

o4
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Alors la forme 8, appartient a JAQ’f(Fl(Sm),XMm),

1,m

a b

avee Xpum(Y) = e%b<“’“>, pour y = ( . ) appartenant a Ty (3m).

c
Remarque : x,,m est trivial sur I'(3m).

(ii) Soit m un entier naturel non nul.
Alors la forme 0., appartient a Jff);f(Fo(3m),X),

a b

avec x(v) = (‘73), pour y = ( 4 ) appartenant a To(3m).

Remarque : x est trivial sur I'1(3m).

Cc

( Voir la notation 1.1.3 des sous-groupes de congruence. )

Preuve.

La preuve de cette proposition est basée sur un résultat mentionné par V.G.Kac et
D.H.Peterson [KP] ( proposition 3.17, p189 ) concernant les séries théta de Jacobi as-
sociées a un réseau L quelconque, et adapté ici dans le cas particulier du réseau As.
Enoncons ce résultat dans le cas du réseau As. .

Soient m un entier naturel non nul et p appartenant a As.

a b
Soit v = ( 4 ) appartenant & SLo(Z) et vérifiant :
c

(1) pour tout « tel que ca soit dans Ay et ma dans 112, mac < o, > appartient a 27
(2) pour tout [ appartenant a Az, 5 < [,l > appartient a 27Z.

Alors:

artb 2z y_ (-3 imm SR>
euvm(CT+d7CT+d) = (7)(CT+d) e ct+d

% § : e%[cd<a,a>+2bc<a,u>+ab<u,u>}9

au—&-ca,m(ﬂz)

ae;!;, ca mod mAs
Traduisons les propriétés (1) et (2) en termes de congruence.
(1) Soit « tel que ca soit dans Ay et ma dans 24\; Alors, il existe des entiers n1, ng, ki, ko
tels que ca = niag + nsas et ma = kA1 + koo, d’ou, par définition de A\; et Ao, ny =
ﬁ(le + ]{32), Ny = ﬁ(kl + 2k2), et mac < a,a0 >= %(2]{5% + 2]{?% + 2]61](32).
Pour que mac < o, > appartienne a 27, il suffit que 5 soit dans Z.

2) On sait que pour [ appartenant a ;1\;, < 1l > appartient & 2Z ( et par exemple
3

< AL A >= % )
On aura donc (2) si et seulement si ¢ appartient & 3mZ.

Ainsi, si v = ) appartient a SLo(Z) avec ¢ appartenant & 3mZ, alors ~y vérifie

)
a b
c d
) et (2).

les conditions (1

Supposons ¢ appartenant a 3mZ, et cherchons a quelle condition ~ vérifie aussi la condi-
tion (3) suivante:
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(3) pour tout u appartenant a ;1;, et pour tout o de Ay ( ca défini modulo mAy ) on a:
ap + ca = p mod mAs. -

Puisque ¢ appartient & 3mZ, ca appartient & mAs pour tout o de As, la condition (3)
revient donc a la condition: pour tout p appartenant a ITQ, (a — 1)p appartient a mAs,
ou encore, a — 1 appartient a 3mZzZ.

a b
Finalement, si v = ( ) appartient a I';(3m), la relation décrite par V.G.Kac et
c d
D.H.Peterson devient :
. c<z,z>
o5 ) = (F) (o7 + ) ™5
> Z e%[cd<a,a>+2bc<a,u>+ab<u,u>}9“7m(7_7z)

ae}!;, ca mod mAsg
( En effet, en imposant la condition (3), on impose a la forme 04 4cq,m de coincider
avec la forme 0, p,. )

Il reste alors a étudier le terme (‘73) X Z g m [cd<a,a>+2be<anp>+ab<p,p>]

aei!;, ca mod mAs

a b VN
J ) appartient a I'; (3m).

On suppose désormais que v = <
c

Soient « et y appartenant a :4\;

Alors, Ted < a,a > appartient a 2miZ, puisque < a,a > appartient a %Z, et que c est
dans 3mZ.

D’apres un raisonnement analogue, Tab < p,u > appartient a b < p,pu > +27wiZ, et
™2bc < a,p > appartient a 27iZ, car < a,pu > appartient a %Z.

Finalement, on a:

Z e%[cd<a,a>+2bc<a,,u>+ab<u,u>] _ Z e%b<u,u>
aEFE, ca mod mAs ae£, ca mod mAs
= em P> % Card {a € Ay, co mod mAs}
— e%b<u,u>,

car, puisque c appartient a 3mZ, pour tout « appartenant a Z;, ca appartient a mAs.
On s’intéresse maintenant au terme (%) ( Voir la notation 1.2.2. )

Comme d = 1 mod 3m, on peut écrire d sous la forme:

d=c¢ H pnp X H pnpa

p premier p premier
p=1mod 3 p=—1mod 3
ou € vaut —1 ou 1, et les n, sont des entiers naturels avec Z ny pair, sie =1,
p premier
= —1 mod 3

et impair sinon.

En utilisant 1’écriture de d, la définition du symbole de Legendre, et le fait que, pour

p premier distinct de 3, (%) vaut 1 si p est congru a 1 modulo 3 et —1 sinon, on montre

26
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que (%) vaut 1 des que d est divisible par 3.

a

b
J ) appartenant a I'y (3m) :
c

On a dong, pour tout p appartenant a 112, et tout v = (

- <z,z> i
) = (¢t +d) M e e%b<“’“>0mm(7,z).

(aT +b =z
B\ er+d’er+d
D’apres ce résultat, la propriété (1) de “quasi-périodicité vis a vis du réseau Ay” vérifiée
par toutes les formes théta, ainsi que la forme de leur développement, on conclut que les
formes 60, ,, sont dans 'espace des formes de Jacobi JfQ’f(F1(3m),Xuvm).

m
Enfin, on peut remarquer que si, de plus, b appartient a 3mZ, alors e I gt égal a

1, ainsi le résultat (i) est établi, et on a donné ici, pour chaque entier naturel m fixé, un
sous-groupe de congruence commun a toutes les fonctions 60, ,,, @ décrivant Az, modulo
mAg.

Dans le cas particulier ot p est fixé égal a 0, on peut obtenir un groupe de congruence
plus grand pour lequel la fonction 6, est modulaire.

En effet, en reprenant la relation écrite plus haut dans ce cas particulier, on obtient, pour
c appartenant a 3mZ ( c’est a dire y appartenant a I'g(3m) ), puisqu’alors les conditions
(1) et (2) sont vérifiées:

at+b 2z _ (=3 imm SSEE T ed<a,o>]
007m<c’7’+d’c7’+d> - ( d >(CT + d) e ertd X Zaef7 ca mod mAs € Hcoz,m(Taz)7

ou encore, comme, pour tout a de Ag, ca appartient a mAz et Tle < a,a0 > A 2wiZ:

(2L ) = ()40 50

On en déduit la deuxieme partie de la proposition.

Remarque 1.2.7. Cas particulier des séries théta d’indice 1.

I existe trois séries théta d’indice 1, qui sont 6p1, 0,1 et fay1. ( Voir le systeme de
représentants de Ag /Ay, donné au paragraphe 1.2.1. )

En appliquant la proposition précédente, on obtient :

fo1 € Ji2 (FO(3),(—73) )

b

Out €T3 (TiB)0),  oho(y) = e

Oops € Ji2 (F1(3),U>, ot v(y) = 23

(ii) Formes singuliéres
Définition 1.2.3. On appelle forme de Jacobi singuliére une forme de Jacobi dont les
seuls coefficients de Fourier f(n,l) non nuls vérifient la condition 2nm— < [,l >= 0.

Une forme singuliere non nulle est en particulier une forme holomorphe, mais non cuspi-
dale.

o7
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Proposition 1.2.15. Séries théta.
Toute série théta 8, ,, est une forme singuliere.

Preuve.
Par définition, on a:

Opm(7,2) = Z exp(mimT < 7,y > —2mim < v,z >),
yEA+ £

d’out Iécriture suivante d’un coefficient de Fourier f(n,l) quelconque:

<lLl>

1, silemAs —petn==3"
f("%l):{ ?

0, sinon
ce qui induit la conclusion annoncée.

Remarque 1.2.8. Définition équivalente.

On peut, de fagon équivalente, dire qu’une forme d’indice m est singuliere si elle appartient
au noyau de 'opérateur différentiel D(()m) défini au paragraphe 1.2.3.

En effet, on rappelle que si ® est une forme de Jacobi d’indice m dont le développement
de Fourier est écrit:

(I)(T,Z) _ Zf(n’l)qn62wi<z,l>’

n,l
alors D(()m)(CI)) admet le développement suivant ( voir la proposition 1.2.6 ):
m . 1 )
D™ (@)(r,2) = (2mi)? 3" f(nd)(mn — 5 <LI>)gnetmiet,
n,l

Lemme 1.2.10. Représentation vectorielle.
Si une fonction ® appartenant a l’espace Jfﬁn(F’,x), o, m est un entier naturel, x un
systéme multiplicatif et T un sous-groupe de SLo(Z), est singuliére, alors ® s’écrit :

O, 2) = Y apum(T2),
MEIQ/WAQ
ot les a, sont des constantes. La forme ® est de poids 1.
Preuve.

Ce résultat est établi dans un cadre plus général dans la preuve du lemme 4.1 de I'article
de V.Gritsenko [G].

Proposition 1.2.16.
Toute forme de Jacobi singuliere, d’indice m, définie relativement au réseau Ao, appartient
a lespace JAQ’hOZ(F(3m)), ot (woir la notation 1.1.8 ) :

1,m

b
F(3m):{<z p > ESLQ(Z)/bECEOmodSm,aEdzlmodBm}.

Preuve.
D’apres la proposition 1.2.14, chaque série 6, ,, est dans Jffr;f(F(3m)).

o8
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Le lemme précédent permet alors d’obtenir le résultat annoncé.

Remarque 1.2.9. Cas de l'indice 1.

A T'aide des résultats exprimés dans le cas particulier des séries théta d’indice 1, on peut
également formuler des résultats dans le cas particulier des formes singulieres d’indice 1.
De facon générale, si @ est une forme singuliere d’indice 1, alors ® appartient a Jf f’hoz (T'(3)),
mais si ® appartient a Cop 1, alors ® est dans I’espace Jff’hoz (Fo(?)),(%?’) ), et si ¢ ap-

partient a Ch,, 1 ®Chy, 1, alors  fait partie de I’espace Jf?f’hoz <F1(3),v), ouv(y) = 27

1.2.7 Séries d’Eisenstein

(i) Définition

Notation 1.2.3. - On note I'Y le groupe de Jacobi agissant sur H x U, ¢’est a dire le pro-
duit semi-direct de SLo(Z) du groupe d’Heisenberg H(As2) (extension centrale de Ag x Asz),

décrit au paragraphe 2 de larticle de V.Gritsenko [G], et qui peut étre réalisé comme un
sous-groupe du groupe orthogonal O(2,4). ( Voir aussi la remarque 1.1.3 ).

- On note, pour une forme de Jacobi ® de poids k, d’indice m :

b . c<z,z
@‘k,m((&aﬁ) ( ¢ > )(T,Z) = (CT + d)*ke—lﬂm :T+d>
c d
Xez’wm(2<[3,z/(m+d)>+gj:§ <ﬁ’ﬁ>)<1>( atr+b 7 z ot at +b 3 )
ct+d  cr+d ct+d

a b
pour < g > appartenant a SLy(Z) et (a,3) appartenant a A X As.
c

- On note T'L le sous-groupe de TV formé des éléments g tels que 1|g = 1.

Proposition-Définition 1.2.2. Soient k un entier relatif et m un entier naturel non nul,
on pose :

A
El(g,an) (T,Z) = Z Hk,m’%
el /T,

Pour k impair, ces séries sont nulles, et pour k pair, supérieur ou égal a 4, ces séries
convergent et s’écrivent :

(42) _1 —k mim( b <5, B>42< B, 2o > 522>
Ek,m (1.2) = 9 Z Z (et +d) "e +d +d +d ),
ede€Z , (c,d)=1B€As

Preuve.

On procede comme le font, dans le cas classique a une variable, M.Eichler et D.Zagier
[EZ].

Détaillons cette écriture dans le cas ou k est un entier pair supérieur ou égal a 4.

Le groupe '/, est engendré par les éléments du type {[e,0,t]}, o appartenant & Ao, ¢

1 n

0 1
On choisit un systeme de représentants de I/ modulo I'J, en considérant les éléments

appartenant a Z, et les éléments de la forme { ( ) }, avec n appartenant a Z.

29
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b
du type {[0,4,0]}, B appartenant a Ag, et les éléments de la forme { ( “ g ) }, avec
c

(¢,d) = 1, a, b choisis tels que ad — bc = 1, et en ne prenant qu'un couple (¢,d) parmi
+(c,d).
On notera S 'ensemble de ces derniers éléments.

Par définition, on a donc:

A
E,gmi) (1,2) := E Uiem?
yer7 /T,

= Z 1|k‘,mgn )

g.nely /T
20 .

geSLy(Z) mod {8 (1) Z R}

a b
= o % 1 ,6;21 k,m ( ¢ d ) (O,ﬁ,O)
B " Kes

Z 1’k,mgn )

n mod {[a,0,t)]}

c d
1 Z Z( —k, —immESEEZ irm(2<f3, 2>+ 9T <3 3>)
=3 et +d) e ertd e er+ e+ .
BEAs
(c,d)=1
c,d e

(ii) Propriétés

Proposition 1.2.17. Soient k et m deuz entiers naturels, avec k pair, supérieur ou égal

a 4.
(1) La série E,(C‘éfl) admet l’écriture suivante :
A
E;(Cmi)(T,Z) =0om(r2) + Y. exm(n, lla)g"((CR,
nez, ly,l2€Z

ol Cj — p2inzj ,q= e2miT ,

0, st 2mn— <[l >< 0
ek,m(nvl) - -k

2 ) ™ \k—1 -1 k—2 S Na(Q) .
% oy GGk =2) 7 @mn— <L >)RR Y S si2mn—<Li>> 0
a=1

avec Q( by, by ) = m(b? + b2 — byby) + l1b1 + laba + 1,

N, (Q) = Card{ (b1,b2) mod a/ Q(b1,b2) =0 mod a },

+o00

C(s) = Zn_s, la série zéta de Riemann,
n=1

et Ogm(7,2) = Z oTm(<B,B>T+2<B,2>)

BeA2

(2) La fonction E,(;?i) est une forme de Jacobi holomorphe, de poids k, d’indice m, pour

le groupe de Jacobi tout entier.
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(3) Le coefficient [ |0 de la forme B est donné par:

k,m

[E(A2)

keom ]qo =1.

Preuve.

Pour démontrer la propriété (1), on reproduit les calculs effectués dans le cas classique par
M.Eichler et D.Zagier [EZ].

Bl 3 S (or 4 dy ke < 20 i 52

k,m -2
cdez %
(c,d) =1
On écrit tout d’abord cette somme en séparant les termes avec ¢ = 0, d = 1, les termes
avec ¢ = 0, d = —1, les termes ou c est strictement positif, et les termes ou c est stricte-

ment négatif.

B (1) = %{ 3 ewim(2<ﬁ,z>+<ﬁ,ﬂ>r)] I %[ 3 ewim(72<ﬁ,z>+<ﬂ,ﬁ>7)}

k,m
BeAs =
3 [ Z Z (er + d)_ke’”'m(ilig <ﬂﬂ>+2<ﬂ,wid>,c;sz)}
cd € BEA2
(e,d) =1
c>0
+%[ Z Z (e + d)_ke”m(%<ﬁ,ﬁ>+2<ﬁ,ﬁ>,c::f;)}
c,d €T BEA2
(e,d) =1
c<O0
El(gﬁi) (7,2) = Oo,m(7,2) + [ Z Z (e + d)—keﬂim(Z:IZ <BB>H2<P, g > — R
cdeZ BEA2
(c,d) =1
c>0

On s’intéresse maintenant au deuxiéme terme, noté (1), de cette expression.
On peut écrire, pour ¢ non nul:

_B8,_ B

it < B3> 42 < B,Eg > SR = Sere 4 g SB0> qoq:
W= 33 (er + dyhenmE <O O )

cd el heds

(c,d) =1
c>0
+oo . _<Z*§,Z*§> <B,8>
Y S b e
1 yeg O C
(Cad) =1
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TI'im( <z—5—+a zfﬂ—+a>+ <ﬁ —ca ,(3 —ca>)

O S S S ) A
c=1 d €7 mod ¢ JEZ B'€As mod cAs aEAg

(e,d) =1

rim(— <=8 2,£+a> +a<88>)

—Z > X X ZT++Je L -
c=1 d €7 mod ¢ JEZ B'€As mod cAz a€EA2

(e,d) =1

/_ /_ . N . .
car m’maw appartient a mim% < (',3' > 42miZ.

On pose:
<zta,z+a>
Fiom(7,2) g E (t+7) kmm( ),
JEZ a€As
on a alors:

Fiom (T + 1,2) = Fjy o (7,2
Fim (7,2 + 1) = Fjpn(7,2), pour p appartenant a As,
et:

!

—+00
D D S
- k.m c’ c
c=1 d/ € 7 mod ¢ B'€As mod cAs

(¢,d)=1

~—

On peut écrire Fy, ,(7,2) sous la forme :

Fk,m(TaZ) = Z ry(n;llaZZ)anil 2
n ez
(ll,lg) c Z2

. <z, 2> .
avec 7(n7l17l2) :/ / / T—ke—27rm7'e—mm7_r e 2m(1121+1222)d21d2’2d7',
ImT=C JImz1=C1 JImzo=C>

ou C > 0, C1, Cy sont des constantes réelles arbitrairement fixées.
En menant un calcul intégral classique, utilisant notamment :

2 NG
e **dr = ~—=, pour Re(z) > 0,
/xGR Vz )

on obtient :
1 k 27rz7'(—n+4m+3m (ll—‘,-l2 )2 )dT

(n ll,lQ) zm\f

d’ou, en utilisant la methode décrite par M.Eichler et D.Zagier, et en rappelant que pour
l =11\ + ls)\ dans Ag, ona<ll>= (12 + 12 + 1115), on obtient :

2 rmw\k—1 .

—(Z 2 <1l >)k2 2mn— < Il > >0

(s 1) :{ ) 2mn <L0>)'2, st 2
07 S1non.

Revenons a I'expression du terme (1):
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—+00

(1) = Zc—k ( Z Z oM e <biar+byazbian+braz>
=1 d €7 mod e UEZmode
(e,d) =1
y [ Z ’Y(n,ll,b)qne%m%dl 526727”'[11%6727:'7512{%2 } )
nez
(I1,l2) € Z2
= > ekm(nil1,l2)q" ¢l G
n e
(l.l) € 22
avec:
epm(nil1,l2) = (Z ok Z Z emm%<b1a1+b2a2,b1a1+b2a2>62mnge—%(zlbﬁzzbz))
de7 b1,b2€Zmod ¢
mod ¢
(ed) =
X y(n,ly,le).

On s’intéresse maintenant au terme noté (2) suivant:

(2) _ § E eﬂ'im%<b1a1+b2a2,b1a1+b2a2>62ﬂin%67%(l1b1+l2b2) )

b1,b2€Z mod ¢
deZ mode 7

(Cad> =
En remarquant que lorsque b] parcourt un systéme de représentants de Z mod cZ, il

en va de méme pour —db}, si (¢,d) = 1, on peut remplacer by par —db et by par —dbl,. On
obtient :

(2) = Z Z emim2d?<bjai+bhaz biartbhan> 2mind 2 (11 b +1ab))

de 7 modc b ,bh€Z mod ¢

(ed) =
En utilisant 1’égalité ad — bc =1, on a:

(2) _ E E eQTri%(%<b1a1+b2a2,b1a1+b2a2>+n+l1b1+l2b2)

b1,b2€Z mod ¢
deZ mode 7

(Cvd) =

— 3 3 o214 Q1 (b1,b2)
)

d e 7 mod ¢ b1,b2€Z mod ¢
(Cad) =
avec Qmm’l(bl,bg) = % < biag + boas,biag + boas > +n 4 11b1 + lobo,
ou encore :
Qmni(b1,b2) = m(b} + b3 — biba) +n + l1by + l2bs.
Pour simplifier les notations, @y, »,; sera noté ) dans la suite du calcul.
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ERSD VIS DR L
bl,bQGZ mod ¢ d c Z mod c

(Cvd) =

d’ou, en utilisant, comme M.Eichler et D.Zagier, 'identité :

Z e2mieN — Z M(E)a, ou 4 est la fonction de Mobius,
a
d € Z mod c al(eN)
(c,d)=1
on obtient :

2= > > wa

b1,b2€Z mod ¢ a‘(c,Q(bl,bz))
=> > w(S)a
a
“4e b be € Z mod ¢
Q(b1,b2) =0 mod a
= Za,u(f) x Card{bi,bs € Z mod ¢ / Q(b1,b2) =0 mod a}
a

alc

= Zau(g) X (2)2 x Card{by,bs € Z mod a / Q(b1,b2) =0 mod a}.

alc

Posons :
No(Q) := Card{bi,bs € Z mod a |/ Q(b1,b2) =0 mod a},

on a alors:

€k,m nl1>12 (ZC kzaﬂ a a G(Q))’Y(Thll’l?)

alc

+00 +00
= y(n,l1,l2) Z Z L(b)b~*2) ]\;c;(g)

a=1 b=1

+oo +oo
Atk -2 D S = o)
b=1

a=1

Finalement, on a:

EX(rz) = Oom(rz) + (1) = Oom(r2) + > epm(ndil)d"¢i e,
n ez
(l,le) € Z2

avec : .

erm(n,l1,la) = y(n,l1,l2)¢(k —2) Z ]\;CL(_?>’

et: !

(ny ) = { %(%)k_l(k 5y (2mn— <1l >)k2 sf 2mn— <Ll > >0
, sinon.

d’out la propriété (3) annoncée.
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La définition méme de la fonction E,(;:i) lui assure de vérifier les équations fonctionnelles

d’une forme de Jacobi ( voir le paragfaphe 1.1.1).
De plus, d’apres la nouvelle expression de E,EATi) qui vient d’étre établie, comme la série
80,m (7,2) est une forme singuliere ( voir le paragraphe 1.2.6 ) et que les coefficients ey, ,, (n,l)
(Az2)
k,m

sont nuls des que 2nm— < [,l > est négatif, la fonction F est une forme de Jacobi

holomorphe.
Montrons la propriété (3).
D’apres l'expression des coefficients de Fourier de la série 0 ,,,(7,2), on peut aussi écrire:
A )
El(f,ni)(T7z) _ Z Ck7m(n,l) qn 627rz<z,l>’
nez
=1+l € ;{;

erm(nl), st <lLl>< 2mn

() 1, si <Il,l>= 2mnetl € mAy

avec ¢ m(n,l) =

" ou encore < I, >=2mn ,l; = 0modm ,lo = Il mod 3m
0, sinon

En effet, en écrivant | = [1\1 4+ l2 Ao appartenant a ITQ sous la forme [ = (%ll + %lg)al +
(%ll + %lg)ag, on obtient le fait que [ appartient & mAs si et seulement si 1 = 0 mod m
et l1 = ls mod 3m.

En particulier, on a bien:

[E(AQ)

kom ]qo =1.

(iii) Coefficients de Fourier de E’ﬁZ)

Notation 1.2.4. Le symbole <7> désigne le symbole de Legendre. ( Voir [Mi]. )

On rappelle que <7> est un caractére de Dirichlet modulo p pour p premier, et il est défini

P
par:
0, sipln
(%) =9 1, sipinetsin estun carré modulo p

—1, siptn etsin nest pas un carré modulo p

On emploiera aussi la notation :

L(1x) = > x(nn™t.

neN*
On notera P l’ensemble des nombres premiers distincts de 2 et 3.

Proposition 1.2.18. Le calcul des coefficients de Fourier, notés cq1(n,li,l2), de la série

A : ,
Ei 12) donne l’expression suivante :
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0, si2n— <l > <0
(.l 12) 0, si2n— < I, > =0 et ly # lamod 3
C4,1\N501,02) =
7 1, si2n— <1l > =0 etly =lymod 3

es1(n,l,l2), si2n—<Ill>>0

ou l est écrit | =11\ + o)Xy et donc < Ll >= 2(13 + 13 + L112),

et ot eq1(n,l1,l2) est décrit ci-dessous.

Pour 2n— < Il > > 0, on note R := 6(< l,l > —2n). ( Remarque: 4 divise R et R est

congru a 0 ou 1 modulo 3. )

On a:

Tr(a)
a3

™

+oo
ea1(nly,le) = 4\/3(271— <LE>Px Y
a=1

X w(ll,l2) s

1, sily =1y mod 3

ol w(ll,lg) = { 1

5, Ssinon
et ott Tr(a) = Ng(12a), avec Ng(q) := Card { (z,y) mod q / 32*> + y*> = R mod q }.

Le calcul de la somme apparaissant dans ’expression de ces coefficients donne une ex-
pression de la forme:

+
8

Tr(a)
a3

= 205 45(R) A3(R) S(R) T(R) x L( 1, xn()(3) ),

e
Il
—

ot As(R), As(R), S(R) et T(R) sont des constantes que l'on précisera au cours de la

preuve qui suit, et o, en écrivant l'entier naturel n sous la forme n = H p””(") ,
p premier

avec vp(n) entiers naturels, et en posant dy, := Z vp(n) :

p premier
- (=) si(n,R) =1, (n,3) = 1, et si, pour p premier , pln = p*|n
xe(n) = { 0, sinon
( Xr m'est pas un caractére mais seulement une fonction multiplicative ).

Preuve.
La démonstration s’inspire de la méthode exposée par M.Eichler et D.Zagier ( voir [EZ] )
dans le cas classique a une variable.

Soient n, [ tels que 2n— < I, > > 0.

On note:

R = £2% x 3™ x HpeP p*? , avec o entiers naturels. D’apres la forme de R, g est
supérieur ou égal a 2.

Détaillons maintenant ce calcul.

Soient n et [ fixés.
On rappelle qu’on note I = [1 A1 + l2 A2, avec [ et lo deux entiers relatifs, et qu’on a alors
R=06(< 10> —2n) =4(3 + 13+ l1l3) — 12n.

D’apres le paragraphe précédent, on peut écrire, si 2n— < [,l > > 0:

400
en(nl) = Z5 5 7 ((2) 72— < LI >)? Y NZ(?’Q)

a=1
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avec ((2) = % Q( b1, by ) = (b3 4+ b3 — biba) + by + laba + 1,
No(Q) = Card{ (b1,b2) mod a/ Q(b1,b2) =0 mod a } .

+o0
N,
Exprimons g = (3Q) .
a
=1

On a:

Qb1,b2) = 5(3(2b1 —bo +11)2 4+ (Bbo + 11 + 20)2 + 12n — 6 < 1l > ),

donc Q(by,bs) est congru & 0 modulo a si et seulement si 3(2by — by + 1) + (3bg + I1 +
203)% +12n — 6 < [,l >) est congru & 0 modulo 12a.

Soit (z,y) appartenant a Z x Z tel que:

322 +y* = 6(< Il > —2n) mod 12a
c’est a dire tel que:
322 + 4> = R mod 12a

On a alors:

= 2by — by + 1
(El(bl,bg)EZxZ/{x LTth

(y —1p — 2l9) )
y =3by + 11 + 2l

bo
) o (El(bl,bg) €ELXZL ] { by (31% — 2l — lg)

=1
3
1
3

{yz l1 + 2l5 mod 3 )
3x +y =2(2l1 + l2) mod 6
@({2y—2l1+412m0d6 >
3x + 3y = 611 + 6l2 mod 6
@({y—l1+2l2mod3 )
x4y = 2l; + 2l mod 2
<:><{ y =11 + 2l mod 3 )
r =1y mod 2

Or, si (x,y) appartenant & Z x 7Z vérifient 322 + y> = R mod 12a, alors z et y sont
de méme parité, puisque 4 divise R, donc divise 4> — 22, donc on a finalement, si = et y
vérifient 322 + y2 = R mod 12a, I'équivalence suivante :

(El(bl,bg)EZxZ/ { r=2=bth )<:>(y511+2l2 mods).

y =3by+ 11 + 2l

Ces résultats permettent d’établir une bijection entre les ensembles

322 + 42 = R mod 12
{(%?J)EZ/ZLCLZXZ/IQQZ/ { z +y mo a }et

y =11 + 2l mod 3
{(bl,bg) € Z/2aZ x Z/4aZ | Q(b1,b2) =0 mod a} en posant :
pley) = (3y — b —20), 535 — 2k — 1)),

On a donc:

C’ard{ (b,b2) € Z/2aZ x Z,/4aZ | Q(by,b2) = 0 mod a}

322 + y2 = R mod 12a }

= Cardy (z,y) € Z/4aZ x Z/12aZ
{( ) / / /{yEll+2l2m0d3

Or, on a l'égalité:
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8 x Card{ (br.bs) € ZJaZ x ZJaZ | Q(br,bs) = 0 mod a}
- Card{ (b,bs) € Z/2aZ x Z/4aZ | Q(b1,bs) = 0 mod a},

en effet, si (1)71,1772) appartenant & Z/aZ x Z/aZ est tel que Q(b},b5) = 0 dans Z/aZ,
c’est a dire tel que Q(b),b5) est congru a 0 modulo a, alors (b7,b5), (b},b5 + a), (b),b5 +
2a), (b1,05 + 3a), (b + a,bh), (b) + aby + a), (b + a,by + 2a), (b) + a,bs + 3a) sont huit
solutions (b/,b5) distinctes dans Z/2aZ x Z/4aZ de 1'équation Q(b},b5) = 0 mod a et ce
sont les seules vérifiant b} = b} mod a, by = by mod a.

Ainsi, on obtient :
N.(Q) = Card{ (br.bs) € ZJaZ x ZJaZ | Q(b1,bs) = 0 mod a,}
322+ y* = R mod 12
=1x Card{ (z,y) € Z/4aZ x Z./12aZ | vty mod L }
y =11 + 2lo mod 3

Il reste ainsi & évaluer le cardinal de I’ensemble

322 4+ y% = R mod 12a }

x,y) € Z/4aZ x 7./12aZ
{( y) / / /{y:ll+2l2m0d3

On peut remarquer que R s’écrit (2l +171)? + 312 — 12n, et que donc si 372 + y? est congru
A R modulo 12a, alors y? est congru a (22 + I;)? modulo 3, donc y est congru a 2l + Iy
modulo 3, ou & —(2lz + [1) modulo 3. Comme —(2ly + [1) est congru a 2ly + I; modulo 3
si et seulement si [; est congru a lo modulo 3, deux cas sont a distinguer :

premier cas: [1 est congru a Iy modulo 3, alors:

322 + y? = R mod 12a }
y =11+ 2ls mod 3
= C'ard{ (z,y) € Z/4aZ x ZJ12aZ | 3z* + y* = R mod 12a}

Card{ (x,y) € Z/4aZ x Z/12aZ | {

deuxieme cas: [ n’est pas congru a ls modulo 3, alors:

322 4+ y% = R mod 12
C’ard{ (x,y) € Z/4aZ x Z/12aZ | vy o Saa }
y =11+ 2ls mod 3
322 + y?> = R mod 12a }
Y= —(ll + 2l2) mod 3

= Car z,Yy) € als X a T +y° = R mo ar,
Card Z/AaZ x ZJ12aZ | 32 + y* = R mod 12

+C’ard{ (x,y) € Z/4aZ x Z/]12aZ | {

or Iapplication (z,y) — (z, — y) établit une bijection entre les ensembles

322 + 42 = R mod 12a } ot

{ (r,y) € Z/4aZ x 7./12aZ | { y = —(I1 + 2l3) mod 3

322 + y?> = R mod 12a }

x,y) € Z/4aZ X Z./]12aZ
{( v) / / /{y5l1+2l2m0d3

donc, on a finalement, si I; n’est pas congru a ls modulo 3:
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322+ y?> = R mod 12a }

Cards (z,y) € Z/4aZ x Z./12aZ
{( ) / / /{y5l1+2l2m0d3

= %Ca’rd{ (2,y) € Z/4aZ x 7./12aZ | 32* + y* = R mod 12a}.

On s’intéresse donc maintenant au cardinal de ’ensemble :

{ (z,y) € Z/4aZ x 7./12a7Z | 32* + y* = R mod 12a}.

On pose:

Tr(a) := Card{ (x,y) € Z/12aZ x Z/12aZ/ 32* + y*> = R mod 12a },

et on a, en tenant un raisonnement analogue a celui rencontré plus haut :
Tr(a) = 3 x Card{ (z,y) € Z/4aZ x Z./12aZ | 32> 4+ y*> = R mod 12a }.

On peut alors écrire:

£Tr(a), sily =1y mod 3
No(Q) =
&Tr(a), sinon

et on a donc:

“+o00
1 Tgr(a) )
n — , sily =1ly mod 3
X NL(Q) ) = 24 a3
a3 - +o00 17T
a=1 8 Izga), sinon
a=1

On a maintenant :

1, sily =1y mod 3

+oo T (a)
ean(nl) = %5 (2n— <11 >)*Y T
a
o=l 1, sinon
On pose, pour tout entier naturel m non nul:
Ng(m) := Card{ (z,y) € Z/mZ x Z/mZ | 32> + y*> = R mod m}.

On a: Ng(1) =1 et Tr(a) = Ng(12a).

En écrivant 12a sous la forme suivante:

12a := 2kM13k2 H pkr.
peEP

ou P désigne I'ensemble des nombres premiers distincts de 2 et 3, et ou les k; sont des
entiers naturels, avec k; et kg respectivement supérieurs ou égaux a 2 et 1, on obtient, en
utilisant le théoréme chinois:
Tr(a) = Ng(12a) = Ng(2¥)Ng(3%2) [ Na(@™).
peEP
Tr(a)
a3

+oo
On peut ainsi donner de la somme g I’expression suivante :

a=1
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Np(2MH+2)Np(3%+1) T Nr(p*)
B Tr(a) Z pEP

3

a 3k1 93k 3k

a—1 k1 >0,k2>0,kp>0 2N 352 ”P P
peEP

Np(2M+2)Ng(3211) T Ne(p™)

P
3k
F120,h0 30 k0 93(k1+2) 33(k2+1) H p3ke
peEP
00 k ~+00 k 00 k
Ng(2%) Ng(3) Nr(p")
_ 9693
_23<Z 923k )X<Z 33k )XH(Z p3k )
k=2 k=1 pEP k=0
o0 k
N,
On va maintenant étudier les sommes du type Z R:(j: )

k=

Par définition, on a:

Ng(2) = Card{ (z,y) € Z/2Z x Z)2Z | 32> + y* = R mod 2}
= Card{ (z,y) € Z)27 x 7./27 | 2* + y*> = R mod 2} = 2.

De méme, on a 'égalité suivante :

Ngr(3) = Card{ (x,y) € Z/3Z x Z./3Z | 32*> + y* = R mod 3}
= Card{ (z,y) € Z/3Z x Z./37 | y*> = R mod 3},

d’apres la forme des carrés de Z/37Z, on peut donc écrire :

3 siR=0mod3
Nr(3)=4 6 siR=1mod3
0 siR=-1mod3

Pour évaluer les autres termes Ng(q), on utilisera les propriétés classiques des sommes
de Gauss. ( Voir [BC], [S].)

En effet, d’une fagon générale, en évaluant la somme .S définie ci-dessous, on peut donner
de Ng(q) une description a l’aide de ces sommes.

g .— Z Z 62m'(3x2+y27R)§

z,y mod q b mod q

g — Z Z 627Ti(312+y27R)g

z,y mod q b mod q

; 2 2 b
_ Z Z 82m(3ac +y —R)q

b mod q
x,y mod q

322 4+ y?> — R =0 mod q
4 Z Z eQwi(3x2+y2—R)§
b mod q
x,y mod q

322 + 4% — R # 0 mod q

D VR Y

x,y mod q x,y mod q
322 +y2 — R =0 mod q 322 + 42 — R # 0 mod q

271 2 2 _ 1
1—e i (322 +y R)qq

(32412 —R) L
1—e wi(3x2+y R)q

= ¢ x Card{(z,y) mod q / 32*> +y*> — R =0 mod q} = ¢ X Ng(q).
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On a donc:

NR(Q) = Z] X ( Z Z 627ri(312+y2,pb)2)

z,y mod q b mod q
ou encore :

1 _omiRY ;3b 2 042
Ng(q) = = x ( Z o 2miRG Z Q2T Z o2migY )
q b mod q x mod q y mod q

Comme dans l'ouvrage de S.A.Stepanov ( [S], chapitre 1 ), on utilise la notation suivante :
pour a et g deux entiers premiers entre eux, et g supérieur ou égal a 1:

T(a,q) = Z ™

x mod q

On rappelle les formules suivantes:

% i(%l)z\/cj, sig=1mod 2
T(a,q) = 1 (14+1%)\/q, siq=0mod4
0, sig=2mod4

Soit p un nombre premier distinct de 3.

D’apres ce qui précede, on peut écrire:

pNR(p):( Z 6—2m’R§ Z 62”%””2 Z e27ri%y2>.

b mod p x mod p y mod p
4 32 2
_ Z 1+ Z [6—2772% y ( Z 62m3Tf) y ( Z 62mny’)]
z,y mod p bmodp x mod p y mod p
b# 0 mod p

—p? + 3 [6‘2”% x T(3b,p) % T(b,p)}.

b mod p

b # 0 mod p

Ainsi, pour p premier distinct de 3, on a:

1
Nr(p) =p +

—2mi &b
. 3 [e v x T(3b,p) x T(bp)|.

b mod p
b # 0 mod p

D’apres les formules rappelées ci-dessus, on a donc, pour p distinct de 2 et 3:

Nr(p) =p + (%) Z 6727”;%(—1)(172;1)2, ce qui s’écrit encore:
b mod p
b # 0 mod p

p—1 si R=0modp
-1 si R# 0 mod p

—1

Ne(p) =p + (-1 (3) x{
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ou encore, puisque d’apres la loi de réciprocité quadratique

=) - (2)

N p(%) si R =0 mod p

Na(p) =p - (})
0 si R # 0 mod p

Soient k un entier supérieur ou égal a 2, et p un nombre premier distinct de 3.

On peut écrire:

,ﬂ—‘& 7r'3x2b w'ﬁ
R e FT O M P o))

b mod pk & mod pk y mod pk
=Y [ T T ("]
b mod p*
(bp) =1
b [T SR )]
b mod p* = mod pk y mod pk
plb

En écrivant, dans le deuxiéme terme de la somme (x), la variable b sous la forme b = pb/, z

sous la forme x = xlpk_l + a9, avec x1 considéré modulo p et x5 considéré modulo p"’_l,

et y sous la forme y = y1p*~! + yo, avec y; considéré modulo p et s considéré modulo

p*=1. on obtient :
- Rb 322 - y2b
Z [6—27rzp—]c » ( Z eQWZZ—k) y ( Z 627”31’7)]
b mod pk x mod pk y mod pF
plb
2,/ 2,/
—omi 2mi 2220 2mi 22
= E e p X (p E e P X \p E e p
b mod pk—1 x2 mod pk—1 y2 mod pk—1
k—1

=p?Ng(pF~) xp

D’apres les formules ci-dessus, dans le cas ou p est distinct de 2, le premier terme de
la somme (%) s’écrit :

1% Z [672m% X T(Sb,pk)T(l),pk)}

b mod pF
(bp) =1

N Gt 1O e

b mod p*
(byp) =1

ou encore, en exploitant les relations suivantes:
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06 =@ -6 -6

(2) Z,(Pk;l)Qi(pk;l)Q B 1, sip=1mod4ousip=—1mod4etk=0mod?2
—1, sip=—-1mod4et k=1mod?2
= (-
Rb p—1 . R(pb! ")
(3) Z 6_27”79'C = Z e_2m ppk
b mod p* VIELb mod pt
(b,p) =
p—1 o - Rb o R
_ Z e 271 oF Z e 27”pk—1
b'=1 b mod pk—1
pz:l —2m‘Rbk” pk_l, si R =0 mod pk_1
= e Fx
b1 0, si R # 0 mod p*~!
pF1p—1), si R=0mod p*
=9 —pF si R =0 mod p*~! et R # 0 mod p*
0, si R # 0 mod p*—!
On obtient :

_oniBb
=D DR R AT L (V)

P
b mod p*
(bp) =1
p"1(p—1), si R=0mod p*
= (—1)’“% (%)k X ¢ —phl si R =0 mod p*~! et R # 0 mod p*

0, si R # 0 mod p*~!
Finalement, on a, dans le cas ou p est distinct de 2 et 3:
pF=Y(p—1), si R=0mod p*

_ k
Ng(p*) = pNR(pk_l)-i-(—l)kal (%) X< —pFt si R =0 mod p*~ ' et R # 0 mod pF
0, si R # 0 mod p*~!

Dans le cas ou p est égal a 2, le premier terme de la somme (%) s’écrit :

1 Z [6—27ri% % T(3b,2k)T(b,2k)}

2k
b mod 2%
(b,2) =1
_onxiRb 3b b . .
cr S @) E)a ]
b mod 2F
(b2)=1
= 3 1+t peE
b mod 2k
(b2)=1
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- R . Rb
_ 6—27r12—k % < Z 6_27”2’“*1)
b mod 2k—1

2 2k=1 " si R =0 mod 2F1
2
0, si R # 0 mod 2F1

Finalement, on a, dans le cas ou p est égal a 2:

R
k

—omi 2k=1(p — 1), si R =0 mod 2k1
Ng(2%) = 2Ng(281) + 2¢ 2mioE « { (p—1), si mo

0, si R # 0 mod 2F1
2NR(2F 1), si R # 0 mod 2¢!
= ¢ 2Ngr(2¥"1) = 2% si R=0mod 2¥~!, R # 0 mod 2*
2NR(2F 1 + 2% si R =0 mod 2*

On s’intéresse maintenant au cas ou p = 3.

- Rb - 322b - y2b
RN o e T W S et ))

b mod 3F x mod 3% y mod 3F
1 —2m; &b omi322b k
=L Z e Ik Z e sF ) x T(b,3%)
b mod 3F z mod 3k
(b3) =1
. 52 2
+ 3% Z [6_27”3%7 x ( Z 62m33kb> « < Z eQm%—;)} (*)
b mod 3* z mod 3k y mod 3
3|

En utilisant des raisonnements analogues a ceux tenus ci-dessus, on obtient :

NR(3%) =3Np(3* )+ % > e 2T % 3T(h,301) x T(b3")|.
b mod 3F
(b,3) =1

D’apres I'écriture des termes T'(b,3%) et T'(b,3*~1) pour b premier & 3, on a:
T(b,3*1) x T(b,3%) = i(%)?)k_%. On peut donc écrire :

[ ST T x3T(h3 ) x T(b,3’f)}

b mod 3*
(b3)=1
_ —omifit DN 1 —omiBb b\ 1
= Z e 3 z(3>3 2 + Z e 3 z(3>3 2
b mod 3F b mod 3F
b=1mod 3 b=2mod 3
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1 _omi B _opi RY 2 1 _omi2R o ; RV
:Z(%>3k_§ Z e 27”3k€ 27rz3]€71 +Z(§>3k7§ Z e 27”3"'6 27”31@—1

b’ mod 3k—1 b mod 3k—1

kel —omiR 0, si R # 0 mod 3+1 bl —dmiR 0, si R # 0 mod 3+1
=13 2e 3k x —1 3" 2e 3k X
3F=1 si R =0 mod 3F1 31 si R =0 mod 3F1

0, si R # 0 mod 381

- -l —omiB B -
{ 32k=1=34(e ™3k —e 5, s R =0 mod 35!

0, si R # 0 mod 31

0, si R =0 mod 3F

32771 i R=0mod 3", f5 =1 mod 3
—3%1 si R =0 mod 31, 3,51 =2 mod 3

Finalement, on a donc:

0, si R # 0 mod 3k 1

0, si R =0 mod 3F

3%, si R=0mod 3" !, 75 =1 mod 3
—3%. si R =0 mod 3¢ 1, 3'£1 =2 mod 3

Np(3) = 3NR(351) +

+oo k
Np(2
Considérons la somme 2 gigk )
k=2

On rappelle que dans I'écriture de R, g est supérieur ou égal a 2.
D’apres les résultats précédents, on a:

Ngr(2) =2
0, sik>ay+1
Ng(2F) = 2Np(2F 1) +{ —202tl gk =ay+1
2k sil1< kE<an

On peut donc, de proche en proche, exprimer Ng(2%) de la facon suivante :
(1)sik>as+1:

Ng(2") = 2Ng(2571)
— 2k7(a2+1)NR(2a2+1)

—_ Qk—(az—‘rl) _2NR(2042) _ 2a2+1:|
— 2k—(o¢2+1) :2 y (QNR(2a2_1) + 2a2> _ 2a2+1:|
— 2k—(a2+1) =22NR(2a2—1) + 2a2+1 _ 2a2+1:|

= gk—(a2+1) _ZSNR(QO‘QH_S) + (s —1)202F1 20‘2+1], pour 2 < s < a9

= 2K=(02+1) (902 Np(2) + (0 — 2)?“2”}
=2k 4 (g — 2)2F
=2k (ay — 1).
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(2)sik=ax+1:

Np(2¥) = Ng(202+1) = [2Ng(20) — 202+,
et on retrouve le calcul précédent, avec k = ag + 1, on obtient donc:
Ng(292F1) = 292+l (g — 1), la formule précédente reste vraie pour k = ag + 1.

(3)si2<k<ay:

Ng(2F) = 2Np(2F1) + 2F
= 25H I NR(2F(+1) 4 52F 4 28 pour 0 < s <k — 2
= 2FINR(2) + (k — 1)2F = k2F.
On peut remarquer que la formule reste vraie pour k = 1.

+o0 NR(Qk)
On peut alors calculer la somme R On obtient :
k=2
X NR(2F) A Ng(2F) X Ng(2k)
P D D kD Dl
k=2 k=2 k=aa+1
a9 k —+oco
k2 1
=D g tle=1) > o
k=2 k=ag+1
a2
k 1
POV RAC R Py
k=2
= % - QX%, d’apres un calcul classique.
X Ng(2¥) 7 7
On notera cette expression Ay(R) := kz_; % — 36 9 x don"
400 k
Ngr(3
De la méme maniere, on s’intéresse maintenant a la somme Z g:gk )
k=2
On rappelle que R est congru & 0 ou 1 modulo 3.
D’apres les résultats précédents, on a:
3 si R=0mod 3
Nr(3) = .
6 si R=1mod3
3Np(3+1), si0<k<azouk>az+1
Np(3%) = ¢ 3NgR(3°2) + 3%+ sik=az+1et 5% =1 mod 3
3NR(3%3) —3%F1 sik=as+1et & = —1 mod 3
+o00 NR(?)k)
On peut donc, de proche en proche, exprimer Ng(3%), puis calculer la somme Z T
k=1

(i) Premier cas: ag = 0, autrement dit 3 { R, ou encore R =1 mod 3.
Pour £ > 2, on a:

Ng(3%F) = 3Ng(3F 1) = ... = 3¥"INg(3) =2 x 3% d’ou:
X NR(3Y)  Ng(B) R 1 1

Z 33k~ 33 +2 Z 32k~ 4°

k=1 k=2

(ii) Deuxieme cas: as = 1, autrement dit 3 | R, et 9 1 R, ou encore R = 0 mod 3, et
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% = 41 mod 3.
Pour £k =2 on a:
- R —
siZ=1mod3
Ng(32) = 3Ng(3) + 3
) ¥ —9 si & =—1mod3
| 18 sif=1mod3
0 siZ=-1mod3
Pour kK > 2 on a:
Np(3%) = 3NR(3F~1) = ... = 3k (st Np(3ostl) = 32 Ny (9)
- R
_gh2 18, si g =1mod 3
0, sif=-1mod3

On remarque que cette formule est valable aussi pour k£ = 2.

On a alors:
+00 k e
ZN};:S;?):;Jr 18;23%, si & =1mod 3
k=1 0, si%z—l mod 3
%, si%zlmodB
%, si%z—l mod 3

(iii) Troisieme cas: ag > 2, autrement dit 9 | R.

Pour 2<k<aszona:

Ng(3%) = 3Ng(3F 1) = ... = 31 NR(3) = 3%,
d’otr:

L Np(3F) &1 1 1

Z 33k :Zgﬁ:gxg(l_go@fl)'
k=2 k=2

Pour k = a3+ 1on a:

3astl g B =1 mod 3
Np(3%+1) = BNR(3%) + ’ s
( ) (3% —3ostl i 3% =—1mod 3

{2><30‘3+1, si g% = 1 mod 3

0, si%z—lmod?»

Pour k£ > a3+ 1, on a:

Np(3F) = 3Np(3k1) = ... = gh—(ast1) Np(3a3+1)
_ ) 238 sigh =1mod 3
0, Sl a5 = —1 mod 3

On remarque que cette formule est valable aussi pour k = ag + 1.
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On a alors:

SR 3 Va3 g Ne(h

3k 33 3k 3k
k=1 3 3 k=2 3 k=asz+1 3
+00 1
2 Z — . si& =1mod3
_1 1 1 2k’ 393
=stos(—gmT) T rlagmt®
0, si % = —1 mod 3
:{ (14 545), si g8 =1mod3
%(1 — 9i3), si % =—1mod 3
400 k
Ngr(3
On notera Az(R) 'expression de la somme Z I;gk )
k=1
En résumé on a:
( %, siaz =0
5 Co - R _
25 siag =1 etsig=1mod3
A3(R) =4 §, siag=1 etsif=—-1mod3

214 g5), siag>2 etsizh =1mod3

T(1—g&), siaz>2 etsizis =—1mod3
JF
= Nr(p")

On s’intéresse maintenant a la somme , ol p est un nombre premier distinct

3k
k=0 p
de 2 et 3.

D’apres les résultats précédents, on a:

2y, i R=0 d
Nr(p)=p - (%) + z’(g) : R+£0 szi

pNr(P* ), sik > ap+2
)kpaf', sik=a,+1
g)kpk—l(p ~1), si0<k<a,
RS NR(P’“).

On peut donc, de proche en proche, exprimer N, R(pk), puis calculer la somme Z =%
p
k=0

(1)Etudions le cas ol «;, est non nul.

(i)Pour k > o, + 2, on a:

Nr(p*) = pNr(p* ™) = ... = p*~CrrUNR(po ).
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ap+1
Ng(p®*t) = pNp(p™®) — (%) Tpe,

Siap>2:
pNg(p®?) = p*Ng(p*»~

1 ap—s+2 ap
=P Nrp )+ (5) 7 e -1+ o+ (§) P -,
pour s compris entre 2 et a.

Finalement :

2 ap .
PNR(por) = p**Ng(p) + (%) p*(p—1)+ ... + (g) por(p—1), si o > 2

pPNR(p), si o =1

Dans le cas ot o, est non nul, R est congru a 0 modulo p, donc:

Nr(p) =p+(p— 1)(2)-

3
Si ap > 2, on obtient donc:
2 ap
pNr(p®?) = p*r*! + (%)p“”(p—l)Jr (%) prp—1)+ ... + (%) p*(p—1)
ap+l p p)? P\ oY p p)? p\”
(e ) 0 ¢ e (6@ 9+ ()
c(p) — P\ —
et ap+1, . si(5)=1 o x ap, . si(§ 1
E 0 si(2) =1 SEEDTT G (2) = —1
_ o x pap—i—pJ:ap, si g =1
%(p—l—l), si (B)=-1

Et dans le cas ot a, = 1, on a: pNg(p®?) = pNg(p) = p? + (%)p(p —1).

Ainsi, pour k > a; + 1:
ap+1
NR(pk) = pk_(ap+1) (pNR(pap) — <§) pap>’

D ap+p— ap, si

si

Wiy whs
w0
@,
Q
S
Y
D

1—(—1)opt!
L=ED™T 0 41,
avec: pNgr(p®?) = 2 P+ 1)

PP+ (§)plp— 1), siap =1

— Nr(p")
Exprimons alors la somme M, := Z .+ dans le cas ou oy, est non nul.
p
k=op+1
+o0 oo
_ 1 1 /p\artl 1
My = Nr(p™)p™ ) e ;(g) >, P
k=ap+1 k=ap+1
_ (Na@er) _ 1(p)* T w1 1
- pD‘P D 3 p2ap p2_1 .
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(ii) Si ap > 2, pour 2 < k < oy, on a:

Na(@") = pNa( ) + (8) P10~ 1)
= p*Nr("?) + (%’)k_lp’“’l(p -1+ (%)k lp-1)
= p""'Nr(p) + (%)219’“‘1(19 —D+...+

Ce qui donne, dans la cas olt o, > 2

ap k ap
Nr(p) 1 p\?_1 p\F_1
Z sk Z p2k+1NR(p) + (§> p2h+l (P=1)+...+ (g) p2h+l (r—1)
k=2 k=2

“p
1 1 /p 1 P p\2 1 p\F 1
S e () () (O -0t (B) - 1),
;p% p2k 3 p2k+1 3 3 p2k+1( ) 3 p2k+1( )

car Ni(p) =p — (3) +n(})

d’ou:
~1
RIS I ol SV =EYTOY
3k T 4 _ 1 2k+1
i— P p 1-3 =2 =1 7? 3
@t o [ ()=
— 4 1 _(_1\k
P i 2k+1 1 (21) si(2)=-1
. 17(1%2)%71 o1 u, si(5)=1
A T p
»? —vp sl (5)=-1
avec:
P
k 1 1 2 200p—2 2
Up = 2k T (02 _ 1)2 2(ay—1 (2p™ —p™ 77 — (ap + 1)p” + ),
e p?h o (p? = 1)2 pAer=D)
et:
11— (=1 1 21y | PP siap=0mod2
Up = 2k 9 = 2a, (4 1 |:p ! - .
o P p*r(p* — 1) 1, si ap =1 mod 2

Dans le cas out o), > 2, on a finalement, avec les notations introduites ci-dessus:

+o0o k Qp ke +oo k
Ng(p"®) Ng(p) Ng(p*) Ng(p")
Sp ::Z s — 1t 3 +Z 3k + Z P
k=0 k=2 k=ap+1
(P — 1
1.1 (p\p=t  pHoe Vo1 p-1 Up  SL\3
= Lt g (8) 55 + By + Mo 55t s (2) = -1
P 3) =
Dans le cas o o, = 1, on a:
—+00 A “+o00 k
, Ng(p") Ng(p) Ng(p")
Tp = Z Pk =1+ 3 + Z Pk
k=0 k=ap+1
=1+ %+ ()5 + M,
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(2) Etudions le cas ol oy, = 0.

+oo 1
Nr(p")
Up = Z s =1 +
k=0

Nr(p
) Z S
Or, on a, dans le cas ou o, = 0, pour k > 2:
N, (p¥) = pN,(p*~1) = ... = pF~INg(p), avec ici R # 0 mod p, donc Ng(p) = p — (%)

On obtient :

o
N(p (p) _ 1
UP_1+ R +Z 2k+1 - 1+NR(p)Zp2k+1
k=1

p 1 1

1 b @b = 14y

+o00 N ( )
On note A,(R) P'expression de la somme Z ;;Sk :
k=0
En résumé, pour p premier distinct de 2 et 3, on a, en utilisant les notations introduites
ci-dessus:
Sp,  sia,>2
Ap(R) =< T,, sia,=1
Up, siap,=0
avec:
(2 =
_ 1 1 | pXep-D_ 1 Up Sl 3
Sp—1+p+(§>%+w+M + 5= x o i (2 = g
P 3
Tp_1+%+<§)%+Mp
Up =14+ ———~~
(1))

et up = ﬁm@php —p* 7% = (ap + 1)p? + ap),

2 N
vy = L [p2(a,,—1) _p, st = 0 mod 2 }’

per(pi=1) 1, siap,=1mod?2
Nr@?) 1(p)°rT! 11

MP — ( Rpap - E(%) X p2op pZ—17

P ap+Dp— ap, si(B)=1

pr—l x 17(:)%“ g ' ; , sty > 2
1), i (B) = -

P+ (%)(p—l),si ap =1
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On peut maintenant terminer la description des coefficients de Fourier de la série EiﬁQ).

On rappelle qu'on a:
) too T(a) 1, sily =1y mod 3
=" 2n— <l —
6471(717) 3 ( n— <\, >) Z a3 X >

a=1 1 .
5, sinon

+ooT a +ooN 2k +ooN Bk JrooN k
woes 3T =2 (3 S5 < (L) X 550
a=1 k=2 k=1 peP k=0
= 2633 45(R) As(R) [ ] 4p(R).

pEP

On rappelle aussi quon a noté R = £2% x 393 x HpeP p?? , avec «; entiers natu-
rels, et ag > 2.

Considérons le produit H Ap(R).

peP
On a:
H Ap(R) = H Ap(R) x H Ap(R) % H Ap(R)
peEP PEP, ap>2 pEP, ap=1 pEP, ap=0
= H Sp X H T, H Up.
PEP, ap>2 PEP, ap=1 PEP, ap=0

On notera respectivement S(R) et T'(R) les valeurs des deux premiers produits qui sont des
produits finis, et dont on peut donner ’expression exacte a ’aide des résultats précédents.

On s’intéresse maintenant a ’expression du produit infini H Up.

pEP, ap=0
+oo
1 k
by =14 —1e S (<))
RO
Donc, en écrivant un entier naturel n sous la forme n = H pr(M  avec vp(n)

p premier

entiers naturels, et en posant d, := Z vp(n),

p premier

on obtient le résultat suivant :
n dn, —1
pepv ap:() nESR

ou &g est 'ensemble des entiers naturels non nuls, produits de termes du type pgj , avec
pj appartenant a P, ne divisant pas R, et r; entier naturel distinct de 1, ou encore:
Er={neN"/(nR)=1,(n3) =1, v,(n) € N—{1}, pour tout p premier }.

Posons :
o (1), si(n,R) =1, (n,3) = 1, et si, pour p premier , p|n = p%|n
xr(n) = { 0, sinon
( xr n’est pas un caractere mais seulement une fonction multiplicative, c’est a dire vérifiant
Xr(nin2) = xr(n1)xr(n2), si (ni,n2) =1.)
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On peut alors écrire:

I o=> XR(”)(%)TL_I = L( 1, XR(-)(é) >,
PEP, ap=0 nen

ot L(LY) = Ypen- x(mn .

Finalement, on a donc:

= Tr(a)

a3

(]

= 293 45(R) A3(R) S(R) T(R) < L( 1, xa()(3) )

a=1

ou A2(R), A3(R), S(R) et T(R) sont les constantes que 1'on a précisées ci-dessus.

1.2.8 Utilisation de formes pour un sous-groupe de congruence d’indice
fini

On emploie dans ce paragraphe les notations introduites dans la remarque 1.1.3 concer-
nant le groupe de Jacobi.

Précisons qu’une fonction est appelée forme de Jacobi méromorphe de poids k, d’indice
m, pour un groupe I, si elle est méromorphe sur H x U, et si elle vérifie (¢|rm7) = ¢,
pour tout élément v de T”.

Proposition 1.2.19. Soit IV un sous-groupe du groupe de Jacobi I'Y, d’indice fini, noté
d, dans T”.

Alors , si ¢ est une forme de Jacobi méromorphe pour le groupe I, de poids k et d’indice
m, la fonction ¢ définie par:

o) = I Joh(ima)é(r.(r,2)

~er /T’

est une forme de Jacobi méromorphe pour le groupe IV, de poids dk et d’indice dm.

Preuve.
On rappelle que le facteur d’automorphie vérifie les propriétés suivantes:

(D) adm (73 7,2) = (Jpom (73 7:2))
(ii) pour v, v/ appartenant & 'Y, Jpm (773 7,2) = Jrm (V5 7,2) Jim (737 (7,2)).

Soit {v1,...,74} un systéme de représentants de I'/ modulo I", le groupe I'/ est alors
la réunion disjointe des classes I".7y;, j décrivant {1,...,d}. On a donc:

d
o(1,2) = [ Tom (vis 72)(35-(7.2)).
j=1

Soit  appartenant & I'/. Calculons a’dk,dm’%

(Dlak.am)(7.2) = Tt g (v 7.2)0(7.(7,2))

d
T 7ok (v m2) Tk (g (.2 (37-(7.2))
J

Il
—_

T (07 7:2)6(137-(7,2)).

<
Il
—

Il
AE&
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Pour chaque j compris entre 1 et d, il existe un élément 7;- de I' et un élément ~y;; avec i;
appartenant a {1,...,d}, et les ¢; deux & deux distincts, tels que ;7 s'écrive: v;y = 'ygfyi]..
On a alors:

d
(¢\dk dmY)(T,2) H km ’YJ’YZJ7TZ)¢(7}’%J--(T,Z))
7=1

d
H o (VY5 T2 e n (Vs %, - (7,2)) 6 (i, - (7,2)),

en utlhsant le fait que ¢ est une forme de Jacobi pour I",
d’oli:

d
(a‘dk,dm’Y) (T,Z) = H J]g_,yln(’ylj ) Tvz)‘]k_,rln(’)/;a Vi ‘(Taz))‘]k,m(’)/;'; Vi (Taz))¢(723 .(T,Z))
j=1

Tem (i T2)8(7,-(1,2)) = 6(7.2),

—

1

J
Ainsi, la fonction ¢ est bien une forme de Jacobi pour le groupe I', de poids dk et d’indice
dm.

Remarque 1.2.10. Il se peut que la forme ainsi construite soit nulle .

Remarque 1.2.11. Exemple d’utilisation de cette construction.
On peut appliquer cette construction aux formes singulieres d’indice un entier natu-
rel m fixé, qui sont, comme on l'a vu au paragraphe 1.2.6, des éléments de l’espace

JAQ,hol( (3m)>.
On sait que I'(3m) est un sous-groupe de SL2(Z) d’indice fini noté &,,.
( On peut trouver l'expression de d,, dans l'ouvrage de T.Miyake [Mi] par exemple,

Su=mp I -

p premier

p|3m
On note G :=T'(3m) x H(A3), G est un sous-groupe du groupe de Jacobi d’indice d,.
Soit donc ¢ une forme singuliere d’indice m, on pose:

I 7ih(ir2)e(r.(r.2)).

~el’ /G

Alors, (;AS est une forme de Jacobi pour le groupe de Jacobi I'V tout entier, de poids d,,,
d’indice md,,.

Dans le cas ou ¢ appartient a Cbp ,, alors (Z = H Jl_;n(’y; 7,2;X)0(7.(7,2)) est une
~eDY /GY
forme de Jacobi pour le groupe de Jacobi entier, de poids ¢/, d’indice md},,, avec pour

/ 1
systeme multiplicatif xom, ot &/, = 3m H (1 + =), est 'indice de T'g(3m) dans
p
p premier

p|3m

le groupe SLy(Z), G' =To(3m) x H(Az), et x = (_73)

Par exemple, la forme 9/0: appartient & Iespace J, AQ’meT(F" ), car 07 = 4.
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Chapitre 2

Formes de Jacobi et action du
groupe de Weyl W (Ay)

2.1 Définitions

Proposition-Définition 2.1.1. Groupe de Weyl. (Voir Planche V [B])
Le groupe de Weyl du réseau As, qui est par définition le groupe engendré par les 2
réflexions oq, et o4, définies par 0q,(2) = z2— < ®;,z > «;, pour z appartenant a U,
s’identifie au groupe des permutations Ss et agit sur un élément z par permutations de ses
coordonnées (2} 2, 24) :

Oay(2) = (zé,zi,zé),

Oay (z) = (zi,zg,zé)

Tout élément du groupe de Weyl préserve le produit scalaire < , > .

Tout élément o du groupe de Weyl préserve aussi le réseau Az, ce qui permet de définir,
pour tout entier naturel m, une action de W(Asz) sur le groupe G,,(A2) = Az/mAs, en
posant, avec une notation évidente, o () := o(x) mod mAs.

Preuve.
Ces propriétés se vérifient par le calcul de facon immeédiate.

Définition 2.1.1. Action du groupe de Weyl.
Le groupe de Weyl du réseau A, agit sur H x U de la facon suivante:
pour tout o appartenant a W (As) et pour tout (7,z) appartenant a H x U,

0.(1,z) := (1,0(2)).

Définition 2.1.2. Formes de Jacobi W (Asz)-invariantes.

Une forme de Jacobi ®, définie relativement au réseau As sera dite W (As)-invariante,
respectivement W (Az)-anti-invariante, si pour tout o de W (As) elle vérifie ®(o.(7,2)) =
®(7,2), respectivement si pour tout o de W(Az), ®(0.(1,2)) = sgn(o)®(,z), ou sgn(o)
désigne la signature de o.

Notation 2.1.1. On notera JZF/TSLAQ)’JC, respectivement JQK(AZ)’f, l’espace vectoriel des
formes de Jacobi faibles W (Az)-invariantes, respectivement anti-invariantes, de poids k,
d’indice m, et on emploiera des notations analogues pour les formes holomorphes, pour les
formes cuspidales, pour les formes presque holomorphes et pour les formes méromorphes.
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2.2 Polynomes exponentiels W (Ay)-invariants et écriture du
coefficient [P];

Proposition-Définition 2.2.1. Polyndmes exponentiels fondamentauzr W (Ag)-invariants.
(On suit ici les résultats décrits par G.Rousseau [R].)
On définit les polynomes exponentiels fondamentaur W (As)-invariants de la facon swi-
vante :
pour j appartenant a {1,2}, Pj(z) := Z exp(—2mi < A, z >).

AEW (A2) N
Plus explicitement on a, en notant (j 1= e*m<*Xi>

Pi(z) =G +0G 1 + G,

P(2) =G+ G+
car W(AQ).)\l = {)\1, — )\2, — ()\1 — /\2)}, et W(AQ)./\Q = {—/\1,)\2,)\1 — )\2}.

L’algébre des polynomes exponentiels W (Ag)-invariants est engendrée par ces 2 polynomes :
il s’agit de C[Py, Ps).
Les polynomes Py et Py sont algébriquement indépendants sur C.

Remarque 2.2.1. Quelques exemples utiles.
On peut donner ici les expressions de quelques polynomes exponentiels W ( Ay )-invariants
en fonction de Py, P, qui seront utiles par la suite .

P=G +aG + 6
P=G+G R+ G!

P} —2P = (% cgcﬁ - cg
P} —2P =G+ GG+ G

PP —-3=00+ G G+ GG HOGP+ PG+ GG

P33P P +3=(+C¢G3+ ¢
P} —3PIP,+3=C+ 3G+ ¢

PIP} —2(PP+ P3)+4PP —3= (G + GG+ TG+ GG+ GG+ ¢72¢

PPy — 2P} — Py = c%gf +GE+ c;jc;; + C%g;3 + 4;343 + <f1<éf
PP 2P — P =G+ GO+ 'GP+ G+ 0GP+ GG

P} —4P2Py 4+ 4P +2P2 = (T + (A + ¢
P} —4P\P} + 4Py + 2P = CH+ (TG + G

P3Py —3P P2 — P24+ 5P, = (1 G3 + (] jc; ; + Cf‘%; S+ C%gg‘* + 4;443 + 451451‘
PP} —3P2P, — P} +5P =GO+ G+ PG+ M6+ GG + G

Proposition 2.2.1. Si ® est une forme de Jacobi W (As)-invariante, les coefficients f(n,l)
vérifient f(n,l) = f(n,0.l) pour tout o appartenant a W(Az), les polynémes exponentiels
[®]gn (voir la notation 1.1.1) sont W (Az)-invariants et s’écrivent donc sous forme de po-
lynomes en les polynomes exponentiels fondamentaur W (Asg)-invariants Py et Py définis
ci-dessus.
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Preuve.
La démonstration de cette proposition est immédiate: il suffit d’écrire le développement
de Fourier de la forme ® ainsi que la relation ®(o.(7,2)) = ®(7,z), pour tout o de W(As).

Proposition 2.2.2. Si ® est une forme de Jacobi W (Asg)-invariante de poids pair, alors
les polynomes exponentiels [®]qn s’écrivent sous forme de polynomes symétriques en les
polyndomes exponentiels fondamentauz W (Asg)-invariants Py et Ps.

Preuve.

Soit n un entier naturel. D’apres la proposition précédente, [®],» est un polynéme en P
et P5. Soient i et j deux entiers naturels, (i,7) # (0,0).

D’apres la définition de P; et P, le coefficient de PfPQj dans le polynéme [®],n, est égal
au coefficient de ¢7°¢;7 dans [@]g4n, c’est a dire au coefficient de Fourier f(n,—i\ —jA2).
Or, pour tout ! appartenant & ;{;, f(n,—1) = f(n,l), car ® est de poids pair. ( Voir les
propriétés des coefficients de Fourier au paragraphe 1.1.5 ). ‘

Donc f(n,—iX1 —jA2) = f(n,iA1 + jA2), qui est le coefficient de ({¢3 dans [®]4n, ou encore
le coefficient de Plj P} dans le polynome [®];n.

Ainsi les coefficients de PliPQj et Plj PQi coincident, et le polynome [®],n est bien un po-
lynéme symétrique en les polynoémes P; et Ps.

La proposition qui suit précise les résultats obtenus dans la proposition 1.2.2 concer-
nant la forme du coefficient [®] 0 pour une forme de Jacobi d’indice 1, 2 ou 3, dans le cas
particulier ou la forme de Jacobi est W (Asz)-invariante.

Proposition 2.2.3. Soit k un entier relatif fixé.
(1) Si @ appartient a J,ZVl(Az)’f, alors [®],0 est de la forme :

£(0,0) + f(O,M)(P1 + P), sik est pair

FON ) (P2 — Py), si k est impair

(2) Si ® appartient a J,K[/Q(AQ)’f, alors [®]

;

g est de la forme:

f(0,0) + fO,AM)[P1 + Po] + f(0,A1 + A2) [P1 P2 — 3]
+£(0,2)\1)[P? + P§ — 2P, — 2P, si k est pair

f(0,0) + f(07)‘1>[P2 - Pl]
+£(0,2)\)[(P§ — 2P,) — (P2 —2R)], si k est impair

(8) Si ® appartient a J,?;’f, alors [®],0 est de la forme :

f(0,0) + f(0,A)[PL + Po] + f(0,A1 + A2)[PLP2 — 3]

+£(0,2\)[P? + P} — 2P, — 2P

+£(0,M + 2X\9)[P2Py + P2P, — 2P2 — 2P2 — P, — P

+£(0,3\)[P} + P§ — 6P, P> + 6], st k est pair

FOON)[Py — Pi] + f(0,2)\)[P3 — P2+ 2P, — 2P]
+f(0,\1 + 2X2)[PEPy — PPy + 2P2 — 2P7 — Py + P
+£(0,3\)[P3 — P}, si k est impair
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Preuve.
On utilise les résultats de la proposition 1.2.2, ’expression des premiers polynémes W (Az)-
invariants donnés dans la remarque 2.2.1, ainsi que, d’apres les égalités :

Oaq+as (ll)q + 12)\2) = —(ll>\2 + lz)q)

Oay (ll)q + lz)\g) =L+ (l1 + lg))\Q,

et la W (Asg)-invariance de @, les relations:
f(n,ll)\l + lz)\g) = f(n, — (ll/\z + l2)\1)) = (—1)kf(n,l1)\2 + l2)\1)
f(n,ih 4+ lahg) = f(n, — LM+ (L +12)A2)).

2.3 Représentation vectorielle

Proposition 2.3.1. Soient m un entier naturel, et u un élément de ITQ
Pour tout o appartenant a W(Asz), la foonction 0, ,, vérifie :

Oum(T,0.2) = 051, (7,2).

Preuve.
Il suffit de reprendre I’écriture de la série 6, ,, (voir le paragraphe 1.1.6):

Opm = Z exp(mimr < 7,y > —2mim < 7y, z >),
’YGA2+%

et d’utiliser le fait que o préserve As et <, > .

Corollaire 2.3.1. Les séries théta d’indice 1 sont W (Ay)-invariantes.

Preuve.

D’apres un résultat énoncé dans la proposition 1.2.6, les séries théta d’indice 1 ne dépendent
que de la caractéristique g modulo As.

Or, pour tout p appartenant a Ag, et pour tout o de W(As), o.u — p appartient a As,
donc 0,1(1,071.2) = O5p1(7,2) = 0,,1(7,2).

Corollaire 2.3.2. Formes de Jacobi d’indice 1.
Si @ est une forme de Jacobi faible définie relativement au réseau Ao, d’indice 1, alors ®
est W(Asz)-invariante .

Preuve.
C’est une conséquence immédiate du corollaire 2.3.1 et de la représentation vectorielle de
la fonction ® ( voir le paragraphe 1.1.6 ):

O(r2)= Y. gulr) 03(r2).
peX /A,

Proposition 2.3.2. Représentation vectorielle.

m

Soit S un systéme de représentants de Gy, (Az) = ;lg/mAQ sous l'action de W (Az). ( Voir

Soient k un entier, m un entier positif et ® un élément de JZV(A2)’f.
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la proposition-définition 2.1.1. )
Alors, ® s’écrit sous la forme :

A=Y@ X lenm(ra),

heS cEW (Ag)

ot les gn(T) sont des fonctions holomorphes sur H.

Preuve.
On écrit une fois encore la représentation vectorielle de la fonction ® donnée au paragraphe

1.1.6:
(rz) = > fulr) 022,(r2),

HEGmM(A2)

ot les fonctions f,(7) sont des fonctions holomorphes sur H.
Pour o appartenant a W(As), on a alors, d’apres la proposition 2.3.1:

®(r,0.2) = Z fulr ) o 1um(7'7z);

HEGm (A2)

ou encore :

O(1,0.2) = Z JoulT )9A2 (7.2),

d’ou, d’apres la W (Asg)-invariance de ® et, pour m fixé, d’apres la proposition 1.1.3,
I'indépendance linéaire des séries 9 2 sur l’ensemble des fonctions holomorphes sur H, la

relation suivante, pour chaque p appartenant a Ag :

fou(T) = fulT),

ce qui permet d’écrire ® sous la forme annoncée.

2.4 Deéveloppement de Taylor utilisant les polynomes symétriques

Dans ce qui suit, on précise dans le cas ou la forme de Jacobi est W (Asg)-invariante,
I’étude faite au paragraphe 1.2.5, permettant de faire apparaitre les coefficients d’un cer-
tain développement de Taylor de la forme de Jacobi a deux variables comme des formes
modulaires.

Notation 2.4.1. On utilise dans ce paragraphe les coordonnées (24,25,2%), et on note
o1 =2 +25+25 =0, 09 = 2] 2+ 2125 + 2h 25, 03 = 21224 les trois polynéomes symétriques
homogénes fondamentaux en les variables 2}, zb, 25.

Notation 2.4.2. La notation E;(T) désigne la série d’Eisenstein classique de poids j.
On peut rappeler qu’il s’agit d’une forme modulaire de poids j pour le groupe SLo(Z), et
qu’elle vérifie: [E;(7)]p0 = 1.

On peut préciser que les formes E4(7) et Eg(T) sont algébriquement indépendantes sur C,
et engendrent sur C l'algebre M, des formes modulaires pour SLo(Z). ( Voir 'ouvrage de
N.Koblitz |[K|] ou de T.Miyake [Mi]. )

Dans les lignes qui suivent, on notera : ox(n de
din
+oo “+o0o
Eu(r)=1 + 240 > o3(n) Eg(r)=1 — 504 Y o5(n)
n=1 n=1
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+oo “+o00
Eg(r) =1 + 480 ) o7(n) Eip(r)=1 — 264 Y oy(n)
n=1 n=1

+o0o +o0
Epp(r) =1 + 320 N "0yy(n) Eu(r)=1 - 24 ) o13(n)
n=1 n=1

La premiére forme cuspidale est notée A(T), elle est de poids 12 et vérifie :

E} — E?
1728

A= = n(r)*.

On peut également rappeler les relations classiques suivantes :

Es = E3, Bio = E4Fs, F14 = EgEy

263572
Eip = E? + cA —
12 6 + CA, avec ¢ 601
ou encore : 439000
E3=FE A.
4 12 + 691

Proposition 2.4.1. Soient k un entier relatif, m un entier naturel et ® appartenant a

J]L/I/(Az)mf
La fonction V(1,2) = exp(—4m?mGa(T) < 2,2 >)®(7,2) admet un développement du type
sutvant :
NS N @
\II(TJZ) = Z Zgﬂ (T) p] )
d=0 j=1

ot, pour tout entier naturel d, By = { pgd), 1 < j <y} estla base des polynomes
symétriques homogénes de degré d en (z},25,25) constituée des monémes en les polynomes
symétriques fondamentauxr en ces variables,

et ou, pour tout entier naturel d et tout entier j compris entre 1 et rq, la fonction g§d) (1)
est une forme modulaire de poids k + d pour le groupe SLo(Z).

Preuve.

On utilise les coordonnées (2! ,25.2%), et on écrit ( voir la correction automorphe introduite
19%29%3 />

dans le lemme 1.2.6 ):

U(7,2) = exp(—4m*mGa(T) < 2,2 >)B(T,2)
ki _sko sk
= Z fk17k2,k3(7_)zi "2y QZ:/% °.
(k1,k2,k3)EN3

Comme ® est W (Asz)-invariante, et que W (Asz) préserve le produit scalaire, on a, pour
tout o appartenant a W (Asy), ¥(r,0.2) = ¥(7,2), d’ou:

ki k2 ks 1k _rka_rks
E: fkhkz,ks(T)Zo.l 252 Rg3 = E fkl,k%ks(T)zl Ry 23 -
(k1,k2,k3)EN3 (k1,k2,k3)EN3

( On rappelle ( voir la proposition-définition 2.1.1 ) que le groupe W (A3) agit par permu-
tation sur les coordonnées (z1,25,2%). )
Finalement, on obtient :

fU.(kl’k%;%)(T) = fky.koks(T), POUr toute permutation o.
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On peut alors écrire, en notant S un systeme de représentants de N sous l'action du
groupe des permutations :

k k k
U(r,z) = Z i1 g s (T) X < Z 21 a2 Zo3 3>,

(k1,k2,ks3)€S TEW (A2)

ou encore, en écrivant le polynéme symétrique en les (z2],25,24) a 'aide des polynomes
homogenes symétriques fondamentaux :

On démontre, de la méme facon que dans la proposition 1.2.11, que le coefficient g](-d) (1)

de chaque polynoéme p(-d)

;~ est une forme modulaire de poids k + d.

Remarque 2.4.1. Exemples des premieres bases By.
i) Pourd=0, Bp={1}, =1

i1) Pourd=1, By =a,r =0.

iti)  Pourd=2, By={o092},re=1

iv) Pourd=3, B3={o3},r3s=1

v) Pourd=4, By={o03},rs=1

vi) Pour d =5, Bs={ 0903}, 15 =1.

vii) Pourd=6, Bg={o03, 03} r6=2.
viii) Pourd =17, Br={ o303}, r7=1.

(ix) Pour d =8, Bs={ 03, 09203 }, 15 = 2.

Le cas (ii), par exemple, se justifie par le fait que le seul polynéme symétrique homogene

de degré 1 est le polynéme o, qui est nul d’apres le choix de la réalisation du réseau As.

Plus généralement, tout mondme otojok avec i > 1 est le polynome nul.

Proposition 2.4.2. Soit ® appartenant a JZVW(IAz)’f.

On considére la correction automorphe ¥ (7,z) écrite sous la forme précédente :

U(7,2) = exp(—4m*mGa(T) < 2,2 >)B(1,2)

NS NS @Dy ()
DI
d=0 j=1
Alors, si pour tout entier d tel que d < 8m, et pour tout entier j compris entre 1 et rq, le
(d)

coefficient 9; (1) est nul, la forme ® est la forme nulle.

Autrement dit, les coefficients g](-d)(T), 0 <d<8m,1 <5 < rg sont suffisants pour
déterminer la forme ®.

Preuve.
D’apres la proposition [1.2.11,, la correction ¥ s’écrit aussi:

\I/(T,Z) = Z f(k1,k2)(T)zlflz§2’

(K1, k2)EN2

ot pour chaque couple d’entiers naturels (k1, k2), la fonction fy,, 1,) est une forme mo-
dulaire de poids k + k1 + ko pour le groupe SLo(Z),
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ou encore:
U(r,2) = Z Z f(kl,kg)(7)2f1252‘
Nk, k) € N2
ke + ko = d

En identifiant les deux expressions de W, on obtient, pour chaque entier d:

Td
d d
> Flkn ) (T) 21 25 = Zgj( '(7) pg- ).
(k1, ko) € N2 7=l
ki+ko=d

Supposons que pour tout entier d tel que d < 8m, et pour tout entier j compris entre 1 et

4, le coefficient gj(-d) (1) soit nul.

On a alors, d’apres la ligne précédente, pour tout entier d < 8m,

Z f(kl,kg)(T)zflzéCQ = 07
(k?l, k‘g) S N2
ki+ko=d

d’ou, pour tout couple (k1,k2) tel que ki + ko < 8m, le coefficient fy, r,(7) est nul, et par
conséquent, d’apres la proposition 1.2.12, la forme ® est identiquement nulle.

Remarque 2.4.2. Exemples de Eﬁz) et de EéﬁQ). (Voir le paragraphe 1.2.7.)

On pose: -
EiﬁQ)(T,Z) = exp(—4m2Gy(T) < 2,2 >)Eiﬁ2)(7,z)
+oo Tg
=3 S 4 B\
d=0 j=1
et:
EéﬁQ)(T,Z) = exp(—4m2Gy(T) < 2,2 >)Eéﬁ2)(7',z)
+oo T4
=> > n'm p.
d=0 j=1

(7) et hg-d) (1) sont des formes modulaires
de poids respectifs 4 + d et 6 + d, pour le groupe SLo(Z), et d’apreés la proposition
2.4.2; les 10 coefficients ( voir la remarque 2.4.1 concernant les premieres bases By )
gj(.d), 0<d<8,1< 75 <ry, respectivement hgd), 0<d<8,1<j <rg, sont suffisants

, . A . A
pour déterminer EA(l 12) , respectivement E 12).

D’apres la proposition 2.4.1, les coeflicients g(.d)

La structure connue de 'espace M, des formes modulaires ( voir les ouvrages de N.Koblitz
[K] ou T.Miyake [Mi] ) permet d’énoncer les résultats suivants :

sid= 1mod 2 gj(-d)(T) =0

side {0,2,4,6,10} ¢'”(r) € C.Eyyalr)

sid=8oud>12 g](-d) (1) € C.Egpq(T) ® A(T).My—s
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sid= 1mod 2 hg-d)(T) =0
side {0,2, 4,8 hY(r) € C.Egyalr)
sid=6oud>10 h"(7) € C.Egpa(r) ® A(r).Myg

Par ailleurs ces coeflicients vérifient :

k
1 (=2 - (d) k
d d o , sipy’ estdela forme o
[g]( )] — [hg )] _ k!( 3 > J 2

0, sinon

En effet, d’apres la forme de Gy(7) ( voir le paragraphe 1.1.3 ), comme [E,ié;)}qo =1,
( voir la proposition 1.2.17 ) et en remarquant aussi que:

< 2,2 >= 212 + 252 + z§2 = —209,
on obtient :
_ too T
B =S =3 o *20 >y "
4,1 q° Kl 2 - q° pj y
keN d=0 g=1
et de méme:
_ +
() I i LR SR vy (a)
Ber?(ra)lp=e 57 =3 (—-02) =2 D 1" (e p”-
keN d=0 j=1

On peut finalement écrire le début de ces développements de la fagon suivante ( voir la
forme des premieéres bases B; dans la remarque 2.4.1 ):

— 2 2 2
A s 1 /—m°\2 1 /—72\3
{1 (7.2) = Ba(r) = S-Bo(r)o2 + (- ) Bs(r)o} + 5:(5-) Euol(r)od
1 w2\ 4 1 /—72
+I<_?) E12(T)U§+A(T)(01,803+C27802<7§)+5!( 3 ) Eu(r)o3+ Y Zgj )
d>12 j=1
ou c1 8 et cp g sont des constantes, et
— 2 2. 9 2

A T 1/—7 1l /—7m
Eé712)(7',z) = EG(T) — gEg(T)UQ + §(T> ElO( )0’2 + — 3l ( 3 ) Elz(T)O'g

1
+A(7)(d1,603 + da 60%) + ( 3 ) Eiy(7)o3 + Z Zgjd) (d),
d>10 j=1

ou di g et dog sont des constantes.

On peut remarquer que ces écritures permettent aussi d’obtenir les coefficients f, r, et
9k ko introduits selon la proposition 1.2.11:

A A
EP )= Y fummA BP0 = Y g (A
(k1 k2)€N2 (k1, k2)€N2

93

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

On a notamment :

foo(1) = Ea(T) 90,0(T) = Eg(7)

f20(7) = foa(r) = TEe(1)  ga0(7) = goa(r) = & Bs(r)
fia(r) = _%2E6(7') g11(7) = _%2E8(7')

Fan(7) = % By(r) g22(r) = T Buo(7)

fis(t) = fan(r) = =T Es(1)  gu3(7) = g31(7) = — 5 Eqo(7)
fa0(7) = foa(r) = B Es(1)  gao(r) = goal(7) = S5 Ero(7)

2.5 Premieres constructions

2.5.1 Construction initiale et exemple de a_31, a_2,

Dans ce paragraphe, on applique la méthode naturelle qui consiste & utiliser des formes de
Jacobi a une variable pour construire des formes de Jacobi pour As ( voir le paragraphe
1.2.2'). Sous certaines conditions, on peut obtenir des formes de Jacobi W (As)-invariantes,
et exhiber de premiers exemples de telles formes.

Proposition 2.5.1. Soit ¢ une forme de Jacobi faible a une wvariable, appartenant a
Jl?}?;f(v), ot k est un entier relatif, m un entier naturel, et v un systeme multiplicatif.

On pose :

O(1,2) 1= p(T,21)p(7,22)p(7,25).
Alors, la forme ®, qui est une forme de Jacobi définie relativement a As, de poids k, d’in-
dice 2m, de systéme multiplicatif v3, est une forme W (As2)-invariante.

Preuve.
11 suffit d’appliquer le résultat de la proposition 1.2.3 et de constater que la forme obtenue

est invariante par toute permutation des coordonnées z}.

Proposition-Définition 2.5.1. On pose, comme le fait K. Wirthmdller [W] :
a—31(7, 21,25,25) = w(T, 21) X W(T, 25) X W(T, 23),

ot w(T,2) = 2977((:1?) appartient a in’{, et admet pour seuls zéros les points du type (T,z)

12
ot z appartient a Z + 1Z. (Voir le paragraphe 1.1.3.)
La forme a_31 obtenue appartient a Jgffﬂ’f, et admet pour seuls zéros les points du type

(1, 21, 25, z3) ou l'un au moins des z; appartient 4 Z + TZ.

Proposition 2.5.2. On définit sur H x U la fonction suivante :

3
¥
si(r) = () (72)).
j=1
La fonction s1 appartient a l’espace J{?()CT’W(AQ), elle admet un développement dans lequel

n’apparaissent que des puissances positives de q, ses péles éventuels sont les points (7,z)
ot l'un des 22 appartient a Zt + Z, ils sont d’ordre au plus 1.
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Preuve.

La fonction s; est méromorphe et clairement W (Ag)-invariante d’apres sa définition.

En utilisant le fait que le systéme de coordonnées dans U utilisé ici vérifie 2] + 25 + 25 = 0
et les propriétés de la fonction % ( voir le paragraphe 1.1.3, (a) ), on obtient les équations
fonctionnelles :

b
(1) s1 (Z;ig,wid) = (c1 + d)s1(7,2), pour tout ( ¢ p ) appartenant a SLa(Z)
c

(1) s1(7,z + BT + «) = s1(7,2), pour tout («,3) appartenant a Ay x Ag

En utilisant la forme produit de la fonction 9, on constate également qu’il n’apparait
que des puissances positives de ¢ dans le développement de Fourier de % (1,2), donc

aussi dans celui de s;1(7,z). Enfin, la forme des zéros de la fonction ¢ permet de déduire
celle des poles éventuels de s1.

Proposition-Définition 2.5.2. On pose:

3 3

1 v ¥(7,27,)

Iy . z / 2%
a—91(7,21,29,23) == 727r( E 5 (T,Zj)> X | |

3 )
J=1 k=1 n(7)
ou encore 5 ,
1 1
ani(r k) = oooss D [0:n) x [ omad)].
" Jj=1 k=1,k#j

Alors la fonction a_o1 n’est autre que la forme —5-51(7,2) X a_31(7,2), ¢’est une fonction

holomorphe sur H x U et elle appartient a JI_/VQEfQ)’f.

Preuve.
C’est une conséquence immédiate de la proposition-définition 2.5.1 et de la proposition
2.5.2.

2.5.2 Opérateur différentiel et exemple de q,

Proposition 2.5.3. Les opérateurs différentiels D(()m) et Ay m respectent les propriétés de

W (Asg)-invariance ou anti-invariance.

Preuve.
C’est une conséquence des définitions, voir la deuxiéme partie du paragraphe 1.2.3.

Proposition-Définition 2.5.3. On pose:

1
ap = ——5A_21a-21
472 7

ou encore, de fagcon plus explicite :

. Oa_ 2 2 2
ao,1(7,21,22) = — a2 X [2177 52 (T,21,22) — %(5%% + 597% + ﬁ)(a—m)(ﬂzl,@)
+247T2G2 (T)CL_271(T,Z1,Z2)} .

La forme ag1 appartient a l’espace J(;Vl(AQ)’f.
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2.5.3 Propriétés de a_s3 1, a_21, ap;

(i) Développements de Fourier

Proposition 2.5.4. Les formes a_31, a_21 et ap,1 admettent les écritures suivantes :
—+o00

a_zi(rz)=[[a-q¢)°

n=1
% § : eﬂi(n1+n2+n3)q%(m(n1+1)+n2(n2+1)+n3(n3+1))C{ll—n2<£l2—n3

)

ni,ne,n3€eZ

+o0
a—91(7,2) = H(l _ qn)—Q
n=1
<2 (mmtm g)em(nl+"2+"3)q%(”1(”1+1>+"2(n2+1)+n3<n3+1>)ql—nzgga—ng,
n1,n2,n3€Z
ap1(1,2) = Z ()" b | guec
n>0, 1
o0 = (G-3<tl=)a0d),
e(n,l) = A @<ll>—4n—Da(nl) +24> or(jaln—4l) ), sin>1
=1
a_1(1,2) = Z a(n,l)q"e2mi<b=>
n>0,le X

Preuve.

Pour obtenir les expressions de a_31 et a_s 1, on utilise I’écriture de la fonction ¥ sous la
forme d’une somme infinie, mentionnée au paragraphe 1.1.3, ainsi que la définition de la
fonction n(7).

Pour obtenir celle de ag 1, on utilise la relation entre les coefficients de Fourier d’une
fonction et ceux de sa transformée par 'opérateur différentiel A_s 1, précisée dans la pro-
position 1.2.7.

Corollaire 2.5.1. Les formes a_3.1, 2a—21 et 24ap 1 sont a coefficients de Fourier entiers.

Preuve.
C’est une conséquence immédiate des expressions données a la proposition 2.5.4.

Corollaire 2.5.2.
[24&0’1]110 =18+P + P
[2a_271]qo =6— P1 — P2
[a_371]q0 = PQ - Pl.

Preuve.
D’apres les expressions données a la proposition 2.5.4, on a par exemple:

[a7371]q0 — Z eﬂi(n1+n2+n3)C?l*nzcgufn:’,
ni,n2,n3 S Za
ni(n1 +1) +na(na+1) +n3(ng+1) =0
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=-G'-aG - G+a+Gte+Gt= - P

On calcule de méme les premiers coefficients de a_z 1, puis ceux de ag; a I'aide de ceux
de a_21-

Remarque 2.5.1. On peut calculer tous les coefficients de Fourier des formes ag,1, a—2,1 et
a—_31 en utilisant le logiciel pari-gp.

(ii) Restrictions aux hyperplans 2/ = 0

Proposition 2.5.5. Restrictions aux hyperplans zé- =0.
(1) La forme a_31 est nulle sur chacun des hyperplans z;- =0.
(2) La restriction de la forme a_21 a un hyperplan du type z§ =0 coincide avec la forme

(A1)

classique a une variable —p*5 1 (voir le paragraphe 1.1.3)
(3) La restriction de la forme apy @ un hyperplan du type z} = 0 coincide avec la forme

(A1)

. \ . 1
classique a une variable 75441 "
Preuve.

(1) La premiere affirmation est évidente, d’apres la proposition-définition 2.5.1.

2) On vérifie par exemple que a_s 1(7,0,29, — 22) coincide bien avec — (41) T,Z9), c’est a
p ple q , Y21

2
dire —(137(7?72)%)) , en utilisant les propriétés classiques 9(7,0) = 0 et 9.(7,0) = —2mn(7)3,
rappelées au paragraphe 1.1.3.

Par W (Asg)-invariance, on obtient la méme conclusion pour les restrictions aux hyperplans

2z =0et 25 =0.

(3) Décrivons plus explicitement 'action de I'opérateur A_s ; sur la forme a_s ;.
En exploitant la, description de a_s; a 'aide de la fonction ¥, et en utilisant la relation
4z7r = 1,2, ( voir le paragraphe 1.1.3 ) on obtient :

2mA 510 91(1,2) = g X [% x (ﬁzg(T,z;w(T,zg)ﬁ(T,zg) 0,5 (1, 25)0 (7,29 (7,24)
5)0

—}-1923(7' 25)0(T ,zé)ﬁ( ,21) ) + 9, (1,21)0:(1,25) 9. (1,25) + 5 ¥ (19 (1,21)0 .2 (7,25)0(T,25)
927,400, (7,40 7,24) + ()0 (7,400, 24) 0,202 0(7,25)
05 (1,21)0 2 (7,25)0(7,25) 4+ 0,(7,25)0 2 (7,25)0(T,2})
7)

_6”%(75)10 [ 0, (7,21)0(7,25)0(T,25) +0 5 (1,25)9(7,21) O (T,25) +0 (7,25 97,21 ) O (T,25)

On obtient alors, en utilisant les propriétés suivantes :

9(1,0) = 0, 9,(7,0) = —27777(7')3,

19,22 (7-70) = 07 1923 (7-70) = _24i7r277/(7)77(7)27

I(r, — 2) = —d(7,2), V1, —2) = V,(71,2),

D2(r,—2) = —0,2(7,2), Va(r,—2) = 9,3(7,2),

27TA_2716L_271(T,(O,Zé,Zé)) = 723ﬂ-3 1772:77;((:-)) 2'192(7,25)—%7922 (T,Zé)ﬁ(’T 22)+ 3 19 (T 22)77 1) ’
A
—87% x 12 ‘Pé 11)(7'725),
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d’ou ( voir le paragraphe 1.1.3 ) la restriction de ag; sur 'hyperplan z{ = 0 coincide

avec la fonction 75 ¢ "

Remarque 2.5.2. On a ainsi donné une construction explicite des formes de Jacobi pour le
réseau Ay ayant des propriétés de restriction particuliéres, dont I'existence a été prouvée
par K.Wirthmiiller [K].

(iii) Autre exemple de spécialisation et relations avec des formes & une variable
classiques.
Voir les notations employées dans le paragraphe 1.1.3.

Proposition 2.5.6.

A A A
24a0,1(7,21,221) = 908’11)(7,21)@8’21)(7',21) - 12g0(()731)(7,21)

2 3
48a—2,1(7,21,221) = ( (()ﬁl)(ﬂzl)) P (r,21) — Ea(7) (SO(_Azl,%(T»Zl))

. (A A
a_s1(1,21,221) = =i (1,21) 0 (1, 21)

Preuve.

(1) D’apres la remarque 1.2.4, la forme f(7,21) := 24ao,1(7,21,221) appartient a J(fé’f et
est a coefficients de Fourier entiers, d’apres le corollaire 2.5.1.

D’apres la structure du Z-module J{;}i’f’z ( voir le paragraphe 1.1.3 (c) ), la forme f s’écrit
donc:

2
J(rz1) = a(@61 () + bl (r) ey (7,20) + oy (7,2)

ou a, b, c sont des entiers.
Pour obtenir les entiers a, b, ¢, on utilise 'identification des coefficients [ |,
D’apres le corollaire 2.5.2, avec la notation y** = 7% 4 ¢=27k= op obtient :

0.

[f(T,21)]g0 = 18 + 2y + ¢,
par ailleurs, d’apres le paragraphe 1.1.3 on a:
a1 ren))” + b )l o) + o )]
=a(10 + y™H3 + b(10 + y 1) (4 + y*1) + ¢(2 + y*) d’ott le résultat :

a=0,b=1¢c=—-12.

(2) On procede de fagon analogue pour la fonction f(7,21) := 48a_21(7,21,221).
D’apres la remarque 1.2.4, la forme f(7,z1) appartient a J‘fig .

D’apres la structure de I’algébre bigraduée Jf} 1.f , ( voir le paragraphe 1.1.3, (b) ) f s’écrit

donc:
2 3
f(ra) = a(@fh) () el () + 0Ba(r) (94 (7,2) )

ou a, b sont des nombres complexes.
On utilise encore la forme des coefficients | |

[f(Tazl)]qO = 24(6 — 2yi1 _ y:I:Q)
A 2 (A ) \
[a(ebi ) e + b (¢G5 (ren)) L
= (164a + 20b) + (—63a — 15b)y*! + (—18a + 6b)y*2 — (a + b)y*>
d’out le résultat :

qOZ

a=1,bb=-1.
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(3) D’apres la définition de a_3 ;1 exprimée a I’aide de la forme o, ( voir la proposition-
définition 2.5.1] ), la fonction f(7,21) 1= a—_3,1(7,21,221) s’écrit :

n(r)°

d’ot1, d’apres les définitions de cp(_AQq et go(_Aﬁ%, voir le paragraphe 1.1.3:

flr,z1) = 19(7',21)219(7',2,21)

Fr,z1) = = (r,20)e 5 (1, 20).

( Ceci confirme le fait que d’apres la remarque 1.2.4 la forme f appartient a J‘_%g , et

s’écrit donc, d’apres la structure de ’algebre bigraduée Jf} i’f

fr.z1) = a oV (r21) P (1)

ol a est un nombre complexe. )

(iv) Ecriture a I’aide d’une série théta de Jacobi

Le but de ce paragraphe est d’écrire les formes a_31 et a_2 1 comme des séries théta de
Jacobi.

Notation 2.5.1. On note, dans ce paragraphe, @) la forme quadratique et B la forme
bilinéaire symétrique qui lui est associée, définies sur R3, respectivement par :

Qz,y.2) = 2 +y° + 2%, B((x,,2),(x'y,2)) = w2’ + yy' + 22,
On note © la série théta de Jacobi associée au réseau 73 et définie sur H x C par:

O(r,2) := Z oTiTQ() 2miB(,2)

nezs
Pour @, b appartenant ¢ Q3, on pose :

0. §(1,7) = e27riB(a’5+g)emTQ(a)@(T,Z—G— b+ Ta)

ou encore:

9&, E(T ) = Z eTiTQ(7+d) eQwiB(ﬁ+E,§+E)'
nezs
Lemme 2.5.1. On utilise ici les coordonnées (x,y,z) dans la base canonique de R3.
On considére D 'opérateur différentiel défini par :

D= 0 + 0 + 0
T 0x Oy 0z
Soient k un entier relatif, m un entier naturel, et ¢ appartenant a J,fi’lf.

Alors la fonction (Dqﬁ) vérifie :
a

C

b \
(1) pour tout vy = p appartenant a SLo(Z),
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(Po) () = v e e (00

(2) pour tout & = (ay,a2,as3), 5: (b1,b2,b3) appartenant a 73,

(D¢) (1,24 Br + @) = e—imm(2B(B2+QA)T) [ —2mim(by + ba + b3)p(7,2) + (D¢) (7‘,2)}

(3) si ¢(1,2) = > c(n, g2 BED | giors
n>0
lc73 =173
(D¢) (1,2) = > omi (I + lp + I3) c(n,d) q" 2™ BED,
n>0
U= (Iy,la,l3) € Z3

Preuve.
La démonstration de ce lemme se fait de fagon naturelle en dérivant tour & tour par rap-
port & chacune des variables les équations fonctionnelles vérifiées par la forme ¢.

Remarque 2.5.3. D’apres ces résultats, si 2 = (x,y,z) vérifie z + y + z = 0, autrement dit,
si 7 appartient a A; ® C, alors (ng) (1,Z) vérifie les relations satisfaites par une forme de

Jacobi de poids k + 1, d’indice m, pour le réseau As. ( Voir la définition 1.1.1. )

2122
Les formes a_31 et a_21 sont les restrictions a I’hyperplan de C? d’équation x +y+2z =0
de fonctions définies a l'aide de la série O ;.
Plus précisément, on a:

Proposition 2.5.7. Soit h = (1 1 l).

a-3;1 (T,zi,zé,zé) = Z.77(7—)79 (@EH(T,Z,l,Zé,Zé)) |zi+zé+zé:0

1
Y A AN -9 A
CL7271(T,2’1,22,2’3) - %77(7-) (Dgﬁ’ﬁ(ﬂzlaz%'zi{))|zi+z§+zé:0'
Preuve.
Pour démontrer cette proposition, il suffit d’écrire ’expression des développements de
Fourier des formes a_31 et a_2 1 cités dans la proposition 2.5.4, en utilisant le systeme de

coordonnées (2,24,24), et de remarquer les égalités suivantes:

e?ﬂ'iB(ﬁ—i—ﬁ,ﬁ) . mi(n1+n2+n3)

= —je , pour 7 = (ny,n9,n3) € Z2,

D(ezniB(ﬁ+E,2+ﬁ)> — o (m ¥ g+ 13+ §)e2m'3(ﬁ+ﬁ,2+fz)
5 )

(v) Développements de Taylor

Dans ce paragraphe, on emploiera 1’écriture suivante ( voir la proposition 1.2.11 ) :

a_31(7,2) == exp(—4n2Ga(T) < 2,2 >) a_31(7,2) = Z h(k17k2)(7)zflz§2,
(kl, k2)€N2
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ot le coefficient Ay, 1,)(7) est une forme modulaire de poids —3 + k1 + k2 pour SLa(Z).

Lemme 2.5.2. Pour tout couple d’entiers naturels (k1, ko) on a:

h(k1,k2) (T) = (_1)k1+k2 h(k‘z,k1) (T)

Preuve.
On utilise I'égalité a_3 1(7,004,+as-2) = a—3,1(7,2), ou encore:

a_371(7',21,2’2) = a_371(7', — Z2, — Zl).

La structure connue de M, permet d’énoncer les résultats suivants.
Proposition 2.5.8.

si k1 = ko mod 2 Bty o) () =0

siki+ko<3ouki+kys=5 h(kl,kQ)(T) =0

siki+ky=3 By gy (T) € C

siky+ko€ {7,911, 13, 17} hpy ky)(7) € C.E 344 41, (T)

si ki + ko =15 Piy k) (T) € C.A(T) @ C.E1a(7)

st ki + ke > 19 By o) (T) € C.E 31y 14y (T) © A(T) Mgy 11,15

Rappel: la notation F;(7) désigne la série d’Eisenstein classique de poids j. ( Voir la no-
tation 2.4.2. )

Proposition 2.5.9. Pour tous entiers naturels ly, ly tels que l; + 1o = 1(2), on a:
h Nk la : No—k
B (2im)r =k (2imr)r2—he
[h(l1,l2)(7—)]q0 =2 Z m Chile — 2 Z m Cly ke

k1=0
(21‘71-)11-0—12—161 —ka

+ 2 Z (—l)ll_kl Ckq k
_ | _ | 1,/29
0k <1t okt (11T R (2 — R2)!

ko=0

ot les coefficients cy, r, sont définis par:

0, st k1 + ko =1 mod 2
(k1 +k2) /2
L] (5) T x st < -y
Ckyi,ka = (k1+h) /2
XY Clirry 2O, si k1 = kg mod 2
k=0

( La notation C*, 0 < k < n désigne le nombre ﬁ;,k, )

Remarque 2.5.4. On peut donner quelques exemples de résultats:

2873 4im”
hio(7) = , hor(1) =0, hig(t)=— Ey(7).
3 45
Preuve.
D’apres la définition des Ay, 1,) on a:
[ exp(—4m2Ga(T) < 2,2 >)a—31(7,2) |0 = Z [h(kl,kz)(T)]qozlflz§27

(k1, k2)ENZ
d’ou, d’apres le développement de Fourier de Gy et I'égalité [a_31],0 = P> — P,
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7{_2
Iécriture: €6 <**7(Py — Py) = Z [ Py o) (T) Jgo2r 25,
(k1, k2)eEN?
Le terme [h(y, k,)(T)]g0 est donc le coefficient de 211“212” dans le développement de Taylor

2

us
de 6?<Z’Z>(P2 — Pl).

. ﬁ<Z z> k1 _ko . , , N .
On écrit e ~**7 = g Chkyi,ka?] 25°, €t on obtient le résultat annoncé apres avoir

k1,k2€N
calculé explicitement les développements de Taylor de P; et P> en les variables z; et 2s.

Corollaire 2.5.3. Si ly est impair, [h(,)(T)]lg0 = 0, la forme h,,) appartient donc a
Uespace des formes modulaires cuspidales de poids lo — 3, c’est a dire A(T)Modp,—15.
Il en va de méme pour les formes h(, o), avec ly impair.

Remarque 2.5.5. On pourrait effectuer un raisonnement semblable pour calculer les pre-
miers coefficients de Taylor d'une correction des formes ag 1 et a_s 1, mais ces coefficients

(

peuvent aussi s’obtenir a ’aide de ceux des formes E’ﬁZ) et EﬁﬁQ) donnés dans la remarque
2.4.2, comme on le verra d’apreés une relation obtenue plus loin ( voir la remarque 2.7.4 ).

(vi) Premiers multiples holomorphes ou cuspidaux

Les formes ap,1, a—2,1 et a_3 1 sont des formes de Jacobi faibles.

Dans ce paragraphe, on va chercher par quelles puissances minimales de 7(7) les multi-
plier pour obtenir des formes holomorphes ou cuspidales, éventuellement avec un systeme
multiplicatif.

Proposition 2.5.10. Multiples holomorphes ou cuspidauzx.

(1) n(7)® est la plus petite puissance de 1 par laquelle multiplier ag 1, respectivement a_s 1
ou a_3 1, pour obtenir une forme de Jacobi holomorphe.

On a alors:

n(r)¥ags € Jy M @)
n(r)fa_sy € Jyy 2 wf)
n(r)Ba_sy € gyl d)

(2) n(7)? est la plus petite puissance de n par laquelle multiplier ag 1, respectivement a_s 1
ou a—3,1, pour obtenir une forme de Jacobi cuspidale.

On a alors :
JW(AQ),cusp(vg)

9
n(r)"a01 € Jg 03 n

JW(AQ),CUSP (1)9)

W (A2),cusp (vg)

(3) si k est un entier supérieur a 9, les formes n(t)¥ag 1, n(t)*a_a1, et n(r)*a_31 sont
cuspidales.
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Preuve.

On considere d’abord le cas de la forme a_3 ;.

Soit k un entier naturel.

On rappelle ( voir le paragraphe 1.1.3 ) que la fonction n de Dedekind est définie par:

, T
n(r) =q= [J(1—q").

n=1

La fonction 7(7)* se met donc sous la forme :

nF =g 1+ Y aidd)

jzl,jeN

ol les a; sont des nombres entiers.
On a alors:

i3 &
n(T)ra31(m,2) = q2i[a_z1]p +¢' 21 (....)
la parenthese (...) ne comportant pas de puissance négative de q.

On écrit encore:

n(r)faga(rz) =3 f(nl)g"e ==,

n,l

Notons ¢(n,l) les coefficients de Fourier de a_3 1, on a alors:

k
7,z) — ¢(0,]).
() =
Or, [a_31]p0 = P2 — Py, donc ¢(0,A1) est non nul, donc le coefficient F(£ A1) est non nul.
Donc, si (7)*a_31(7,2) est holomorphe, respectivement cuspidale, la norme hyperbolique
22—164— < A1,A1 > est positive ou nulle, respectivement strictement positive, ce qui donne &
supérieur ou égal a 8, respectivement strictement supérieur a 8.

Il reste & vérifier que n(7)%a_31 et n(7)%_31 sont effectivement respectivement holo-
morphe et cuspidale.

On utilise pour cela ’expression de a_3 1 donnée dans la proposition 2.5.4:
“+oo

agi(r2)= [ -¢)°

n=1
% E em’(nl—i-ng—i-ng)q%(n1(n1+1)+n2(n2+1)+n3(n3+1))<{L1—n2<;12—n3 ]

ni,ng,n3€EL
On peut donc écrire 7(7)*a_31 sous la forme:

+0o0
n(r)Fasa(rz) = ¢ [T (1 - ¢

n=1
« Z eﬂi(n1+n2+n3)q%(n1(n1+1)+n2(n2+1)+n3(n3+1))C{ufnzcgzzfn:s

ni,n2,n3eZ

ou encore

n(r)Fa_s(r.2) = /2> big]
JEN
> Z ewi(n1+n2+n3)q%(m(n1+1)+n2(n2+1)+n3(n3+1))ql1*nzcngns ’
ni,n2,n3€Z
ol les b; sont des nombres entiers.
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Si le coefficient de Fourier f(n,l) de n(7)¥a_31(7,2) est non nul, c’est donc qu'il existe
un entier naturel j, des entiers relatifs ni, ny et ng tels que:

k 1
o7 T+ 5 +1) +na(na + 1) +n(ng +1)) = n,

ny—ng =11 et ng —ng = Is,

ou les entiers 1 et Iy sont définis par [ = [4\1 + 2 Ag.

Ainsi il existe un entier naturel j et un entier relatif ny tels que:

3ng +no(3+20 —2l) + 1+ 13—l + 13 +28 +2j —2n=0.

Il existe donc un entier naturel j tel que le discriminant de ce polynome du second degré
en ng soit positif ou nul. Pour j fixé, le calcul du discriminant de ce polynome, effectué en
tenant compte de I'égalité < 1,1 >= 2(I7 + I3 + [115), donne:

A=9—Fk+12(2n— <1l >) — 24j.

On peut donc conclure que si le coefficient de Fourier f(n,l) de la forme n(7)fa_31(7,2)
est non nul, il existe un entier naturel j, tel que:
k—9

2n—<Ul>>2]j+ ——
n ) —.7+ 127

) i 4 A k—9
ou encore qu’on a l'inégalité: 2n— <[l > > 7.

Supposons k = 8.

Soient n et [ tels que f(n,l) soit non nul.

On a donc: 2n— < [l,l > > %21

Or 3(2n— < 1,1 >) = 6n — 2( 1? + 13 + l1l3 ) appartient & 27Z, ( car les [; sont des entiers
et n est de la forme % +j+ %(nl(nl + 1) +ng(ng + 1) +ng(n3 + 1)) ou 4, ni1, ng, n3 sont
aussi des entiers ) donc 2n— < [,l > est en fait positif ou nul.

On en conclut que la forme n(7)%a_31(7,2) est bien holomorphe.

Si k > 9, alors si f(n,l) est non nul, on a 2n— < [,l > > 0, la forme est bien cuspi-
dale.

Supposons maintenant k = 9.

Soient n et [ tels que f(n,l) soit non nul.

On a donc: 2n— < [,l > > 0.

Mais peut-on avoir simultanément f(n,l) non nul et 2n— < [,l >=07

La réponse est non: on a vu que si f(n,l) est non nul, alors n est de la forme 2% +J7+
%(nl(nl +1)+n2(ng+1)+ns(ns+1)) ou j, n1, na, n3 sont des entiers, donc n appartient
a 2%1 + Z, par ailleurs < [,l > appartient a %Z, donc 2n et < [,l > ne peuvent étre égaux.
Finalement, si f(n,l) est non nul, alors 2n— < [,l > est strictement positif.

La forme 7(7)%a_31(7,2) est bien cuspidale.

Les cas des formes ag1 et a_2; se traitent de la méme facon.

En effet, les coefficients de Fourier ¢( 0,A1) de chacune de ces deux formes sont également
non nuls, donc le coefficient de Fourier f(£,\;) de chacune des formes 1(7)ag1(7,2) et
n(T)¥a_s1(7,2) est non nul, ce qui force k & étre supérieur ou égal & 8, respectivement
strictement supérieur & 8, si la forme 7(7)*a; 1(7,2) est holomorphe, respectivement cuspi-
dale.
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Comme dans le cas de a_3 1, on utilise les écritures de la proposition 2.5.4 pour montrer
queffectivement ( pour i dans {0,2} ) n(7)*a; 1(7,2) avec k = 8, respectivement k = 9, est
une forme holomorphe, respectivement cuspidale.
Dans chacun de ces cas, on montre que si le coefficient de Fourier f(n,l) de n(7)*a;1(7,2)
est non nul, alors il existe un entier naturel 7 et des entiers relatifs ny, no et ng tels que
% +7 + %(nl(nl +1)+na(ne+1)+ng(ns+1)) =n, ng —ng =1 et ng —ng = lg, ol les
entiers [1 et [ sont définis par [ = [1\; + l2As.
On obtient donc la méme condition sur n et I si f(n,l) est non nul:

2n— <Ll > > %,
et n appartient encore a % + Z, tandis que < [,l > appartient toujours a %Z.
Ainsi, en tenant le méme raisonnement que précédemment, on conclut que la forme
n(7)%a;1(7,2) est holomorphe et que 7(7)%; 1(7,2) est cuspidale.

2.6 Résultat de K.Wirthmiiller : structure de 1’algebre bi-
graduée JK(A2)’f ©

Notation 2.6.1. On emploie les notations suivantes :

W(A W(As),
M* = Dkez Mk Jk7*( 2hf = @mGZJk’W(L 2hf
JK(A2)’JC — @ W(AQ)vf Jl/}/WSA2)7f — @kezt]]f’[;(lA2)7f

(kym) € 22 “Fm

Proposition 2.6.1. Résultat de structure donné par K. Wirthmailler.

Il existe trois formes de Jacobi faibles, W (As)-invariantes, d’indice 1, de poids respectifs
0, —2, et —3, algébriquement indépendantes sur l’espace des formes modulaires My, et
telles que toute forme de Jacobi faibles, W (Asg)-invariante, s’écrive comme un polynéme
en ces trois formes, 4 coefficients dans M.

K.Wirthmiiller, dans son article [W], démontre ce résultat d’existence dans le cadre d’une
approche différente des formes de Jacobi, faisant appel a des raisonnements de cohomologie.

On peut donner ici une description explicite des formes dont K.Wirthmiiller a démontré
I’existence, et redémontrer par une autre méthode ce résultat de structure.

Proposition 2.6.2. Structure de l’algébre bigraduée.
(1) Les formes ag1, a—21, a—3 1 sont algébriquement indépendantes sur M,.

(2) La structure de l’algébre bigraduée K(AQ)J’C est donnée par:

w A2 1f7C
J*,*( ) = M*[ao,h a—21, a—3,1]-

Preuve.

(1) Montrons d’abord que tout polynéme homogene P(Ty,T5,13) a coefficients dans M,,
vérifiant P(ag1, a—2,1, a—31) = 0, est nul.

On raisonne par ’absurde.

Soit P un polynéme homogene non nul de degré minimal mgy > 0 tel que

P(ao,l, a_21, (173’1) =0.
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On écrit P sous la forme:
P(T\,T5,T3) = > ar st TTTSTS
r,s,t € N
r+s+t=mg

ou les coefficients a, s; sont dans M,.

Evaluons P(ag1, a_21, a—31) en (7, 0, z2) (c’est & dire sur '’hyperplan z; = 0 ), en
utilisant les propriétés des restrictions a cet hyperplan des formes ag 1, a—21 et a_31
données a la proposition 2.5.3.

. 1 A
On obtient: 0 = Z ar,s,o(ﬁﬁp((ml))T(_@(—ﬂ)s-
r,s € N
T+ 8 =mg

Or les formes cp((ﬁl) et <p(_’421% sont algébriquement indépendantes sur M, ( voir le para-

graphe 1.1.3 ), donc pour tout (r,s) dans N2 tel que r + s = mo, a, 50 est nul.

Ainsi P(Th,T,13) = T5 Q(T1,T5,13), ou @ est un polyndéme homogene de degré mgy — 1,
a coefficients dans M,, non nul, vérifiant Q(ao,1, a—21, a—31) = 0, ce qui contredit 'hy-
pothese de minimalité de my.

Finalement, tout polynéme homogene P(77,71%,73) a coefficients dans M,, vérifiant la
condition P(ag 1, a—21, a—31) =0, est nul.

. Considérons maintenant un polynéme arbitraire P(77,71%,T3) a coefficients dans My,
non nul, vérifiant P(ag,1, a—21, a—31) = 0.
On se ramene au cas précédent en écrivant P comme une somme de polynémes homogenes

(A2)

et en utilisant le fait que Jf}i est la somme directe sur les indices k et m des espaces

JW(A2)

km - On obtient alors la nullité¢ du polynéme P.

(2) On démontre par récurrence sur m la propriété P, suivante:
W(A2),f,C
Pm ONS J*mg 2):f =& c M*[CLOJ, a—21, a_371].

. La propriété Py est immédiate d’apres la remarque [1.1.4]: une forme de Jacobi d’indice
nul est une forme modulaire pour SL2(Z), donc un polynéme ( constant ) en les formes
ap,1, a—21, a—3,1 a coefficients dans M,.

. Supposons Py, ..., Pmym_1 vraies et montrons P,,.
Soit ® appartenant a JX,V,,SAZ)’f’C. On notera k le poids de .

- Si k est pair, on pose ¢(T,z2) := ®(7,0,22).
Alors ¢ est une forme de Jacobi faible a une variable, de poids pair, donc un polynéme
en les formes gp((ﬁl), (p(_AZl% a coefficients dans M,, (voir le paragraphe 1.1.3) que l'on écrit
A A
(e, ). On pose:
q)/ =d — P(12a0,1, - a_g’l).

Alors @' est un élément de JXV W(IAZ)’f C ot sa restriction & I'hyperplan 2] = 0 est nulle .

- Si k est impair, ® est nulle sur 'hyperplan z] = 0.
En effet, d’une part, (7, — z) = —®(7,z) donc ®(7,(0 ,25 , — 25)) = —=P(7,(0, — 2 , 25)),
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et d’autre part, par W (Az)-invariance, ®(7,(0,25 , — z5)) = ®(7,(0, — 2} ,2})),
d’ott ®(7,(0,25, — 25)) = 0. On pose:

o' = .
Dans les deux cas, par W (Ag)-invariance, ® est également nulle sur les hyperplans 2, = 0

et z5 = 0, donc @’ est divisible par la forme a_3 1, dont les seuls zéros sont les points des
hyperplans z; = 0.

On constate, en vérifiant les puissances de ¢ de son développement de Fourier, que la

fonction ®'/a_3; appartient bien & varr(b‘éﬁ)’f €

a_31. ( Voir la proposition-définition 2.5.1. )

, d’apres la forme produit de la fonction

D’apres Pp,—1, la forme ®'/a_3; est donc un polynéme en les formes ag1, a—21, a_3.1
a coefficients dans M,. Il en va donc de méme pour ®’ et finalement pour ®. Ainsi P, est
établie, et la proposition est démontrée.

Remarque 2.6.1. Les formes a_o1 et ap,1 sont entierement déterminées par leurs restric-

tions respectives aux hyperplans z;- = 0, car, d’'une part si une forme est nulle sur les
trois hyperplans z{ =0, 25 = 0, z5 = 0, alors elle est divisible dans J*f7 ’*W(AQ)
a_31, et d’autre part les espaces J:{,g/V(Ag) et Jlf’gV(AQ)

W(A2)

la structure de J*f, -

par la forme
sont réduits a l'espace {0}, d’apres

donnée par la proposition 2.6.2.

Remarque 2.6.2.
M.Bertola, voir [Be|, propose une autre construction des générateurs de I’algebre bigraduée
J*M;(AQ)’f 1 introduit une fonction génératrice ( voir la proposition 1.5 et le théoreme
1.4 de son article ) et exploite les propriétés de la fonction p de Weierstrass ( voir par
exemple [WW] ).

I1 obtient ( dans I'exemple 1.2 ) les formes a_2 1 et ag; comme des multiples constants des

fonctions: o) -
7,21) — ' (7,25
B2(T,21,25,25) = a—31(T,21,25,25) 1
1% L% o) — plr)
;N ror (T Zl)@/(TaZé) - p/(T,Zi)p(T,Zé)
¢0(T?Z17’22?Z3) - a_3,1(7,zl,z2,z3) p(7_72:5) — @(T;Zi)

ot la notation ¢’ désigne % (1,2).

2.7 Corollaires: structures de sous-espaces

2.7.1 Structure de JOVK(AQ)’JC’Q

Notation 2.7.1. La notation JW(A2) FR , ou R est un sous-anneau de C, désigne [’en-
semble des formes de Jacobi appartenant a J,?/ngAz)’f, a coefficients de Fourier dans R.

Proposition 2.7.1. Structure sur Q de ng(AQ)’f’Q.
On pose :
Y1 = ap,1 Y2 = E4a2_271
p3 1= Ega® 5, ¢4 := Eja_y10%3,
Y5 = E6a§2,1 ¥6 : 2@{3 1
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( Voir la notation 2.4.2, et les propositions-définitions 2.5.8, 2.5.2, 2.5.1. ) Alors :
(1)

’W A )
J({* (42). = Q[Qala P2, P3, P4, P5, 906]'

(2) Les formes @1, w2, @3 et pg sont algébriquement indépendantes sur Q et on a les

relations :
2 2 3 2 2
P1=P6 X P2, P3XP3=p1Xp5, (P3XP5=p5Xps ).
Preuve.
En utilisant les propriétés des formes ag1, a—21, a—3,1, F4 et Eg, on vérifie que les formes

¢k introduites appartiennent bien a J({ ’F/(AQ)’Q.

Pour démontrer la premiere partie de cette proposition, on procede par récurrence sur
I'indice m.

(A2

Le cas des formes d’indice nul est trivial: J({’gv Q_ Q, puisqu’une forme de Ja-

cobi de poids et d’indice nuls est une constante.

Soit m un entier naturel non nul.

Supposons que toute forme de Jacobi faible W (Asg)-invariante, a coefficients rationnels, de
poids nul et d’indice inférieur ou égal & m — 1 appartient a Q[¢1, w2, ¥3, Y4, 5, Y¢), et
montrons qu’il en va de méme pour une forme d’indice m.

Soit ® une forme appartenant a JIW(42)Q

0,m .

D’apres la proposition 2.6.2, la forme ® s’écrit :

i) i g t
(*) @ = Z Z agzng}lEéaalaiz,la%Ja
r, s, t >0 1,720
r+s+t=m 4i+6j=2s+3t
ou les agfjtg appartiennent a C.
Cette écriture est unique, puisque ag 1, a—2,1, a—31 sont algébriquement indépendants

sur M, ( toujours d’apres la proposition 2.6.2 ), et que E4 et Eg le sont sur C. ( Voir le
rappel fait dans la notation 2.4.2. )

Or @, ap1, a—21, a_3, ainsi que Ey et Eg sont a coefficients de Fourier rationnels (voir le
corollaire 2.5.1), donc les coefficients agfjt; sont également rationnels ( en tant qu'unique
solution du systeéme (inversible) & coefficients rationnels obtenu par identification des co-

efficients de Fourier de chaque membre de 1’égalité (x) ).

Montrons maintenant quun élément EiF}af ja’, al 5, apparaissant dans cette somme

JIW(A2)Q

et noté f; ; , s ¢)est divisible dans par 'une des formes ¢1, ©s, 3, V4, ©5, P6-
sy I Ty ) 0,*

Sit=0alors r+s=m, et si s =0 alors f; j r s ¢ est divisible par ag'y,
sinon 1 < s = 2i 4 35 donc s > 2, alors, si i =0, s > 3, donc @5 divise f; j r s, ¢,

mais si ¢ > 1, alors g divise f; j r, s, ¢-

Si ¢ est non nul, alors ¢ est pair donc supérieur ou égal a 2, supposons que @1, @5, et
2 n’apparaissent pas dans I'écriture de f; j r, 5 ¢, alorsr =0et (j =0o0us <3 )et
(i=0o0us<2).
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Le cas r =0, i = j = 0 est exclu.

Sir=0,7=0,5=0, alors 4i =3t d’ou¢ > 3, t >4, et pg divise f; j r s, ¢-
Sir=0,7=0,s=1,alors 40 =2+ 3t > 8 d'ot1 i > 2, et 4 divise f; j r, s, ¢
Sir=0,1=0,s<3,alors 6] =2s+ 3t > 6 d'ou j > 1, et 3 divise f; j r s, ¢-

Enfin, suivant le méme principe, si » = 0, s < 3, s < 2, on obtient la divisibilité de
fi, j, r, s, t PAT V3, P6, OU P4.

La fonction gl(k)] st = ficdirist Ghtenue apres division de f; j r, s ¢ par la forme
¢k est bien a coefficients de Fourier rationnels, puisque f; j r s, ¢ et ¢ le sont.

La fonction g£7k)3-’ r st J({’:Z(Aﬂ’Q
ou égal a m — 1.

appartient alors a , o1 m’ est un entier naturel inférieur

D’apres 'hypothese de récurrence, les fonctions du type gl(k)J r, s, t Obtenues appartiennent

alors & Q[y1, Y2, ¥3, Y4, @5, @el, et on en déduit qu’il en va de méme des formes f; j r s ¢
Finalement, la fonction ®, en tant que combinaison linéaire a coefficients dans Q de fonc-
tions fi, j r s, ¢, appartient elle aussi & Q[p1, @2, ¥3, ¥4, ¥5, @el, la récurrence est donc
établie, la premiere partie du théoreme est démontrée :

7WA )
J({* (42):Q = Q[@la P2, P3, P4, ¥5, 306]

(2) Les relations annoncées sont évidentes d’apres la définition des formes ¢;.

Il reste & montrer 'indépendance algébrique de 1, @2, @3 et g sur Q.
Soit P un polynome & coefficients dans Q vérifiant

P(p1, 2, @3, we) = 0.

On peut écrire:

P(p1, 2, 3, v6) = Z Ui, j, k, lgp’icpgwlgwé =0, avec u;, j k, | dans Q,
i, j, k, leN

ou encore :

P(p1, 2, 03, 96) = » > wi, j, k 191952506 = 0.
N ik leN

1+2j+2k+4=m
Pour chaque entier m fixé distinct, la somme
> i, 5, k, 1910500k
i, j, k, 1 €N
1+2j+2k+4=m

Jf:W(AQ)

om ’Q, donc est nulle ( on utilise ici la structure graduée de 'algebre

appartient a

J({’*W(AQ)’Q ), d’olt, pour tout m fixé,

, . g
Z Z Ui, j, k, la6,103]2,1ai3,1Ei+3 Eé“ =0.

i, j, r €N k,leN

1+2)+r=m 2k+4l=r

D’apres I'indépendance algébrique de ag 1, a—2,1, a—3 1 sur M,, on obtient, pour tout m,
et pour tout 7, j, 7 tels que ¢ + 25 +r = m,

Z 43l ok
uia J» k, lE4 E - 07
k,l, 2k+4l=r
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d’ou finalement u;, ; x, ; = 0 pour tout ¢, j, k, [, car les formes Fj4 et Eg sont algébriquement
indépendantes sur C.

Ainsi le polynéme P est le polynéme nul, et les formes ¢1, 2, @3 et g sont algébriquement
indépendantes sur Q. Le résultat annoncé est démontré.

Remarque 2.7.1. Structure sur C.
On a le méme résultat sur le corps des nombres complexes :

W (A
Jf (42)C _ C[Splu P2, L3, P4, ¥5, QOG}

Les formes 1, s, w3 et pg sont algébriquement indépendantes sur C et on a les relations:

Pi=6 X P2, PsXp3=psx s, (P3xp5=:xps).

2.7.2 Structure de JgZ(AQ)’f’Q(q)

Notation 2.7.2. On note JgK(AQ)’f’R( ) Uensemble des formes ® appartenant a J, *(AQ) SR

telles que [®],0 = 0.

Proposition 2.7.2. Structure de Jg}/*(&)’f’Q(q).

On pose :
1

1735 (0 — #3),

0,4 = A(T)aézm =

1
= A 3 2 _
0,5 (T)a’y a3, = 1798 Toaa (2004 — @305),

1

o6 1= A(T)aly, = m(@% - ¢3)

(1) &5 appartient a J({’JW(AZ)’Q(q) et on a, pour tout entier naturel m :

J({;Z/(A) (q) = €04 - ({K%QLQ + fos Jé”nVi/_(Az)Q + fog 0%(?2)@'

En particulier :

T AR gy = {0}, sim < 4,

J({’IV(AQ)’Q(Q) =Q . &u

J({’;/V(AQ)7Q(Q) =Q. %5 @ &a - J({’lw(AQ)’Q

(2) On a, dans J({’lvg(AQ)’Q(q), la relation suivante :

9
So6 X S04 = &5

)

(3) Les formes &6 et o4 sont algébriquement indépendantes sur Q.

Preuve.
I est facile de vérifier que chaque forme & ; appartient effectivement a J({ }W(AQ)’Q(Q).

W(A2),Q

Soit m un entier naturel non nul fixé. Un élément ® de Jf ’ (q) est divisible par

A(7) et ®/A appartient a J f ’12( 2R Comme dans le paragraphe précédent, la fonction

m
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® g’écrit donc comme une combinaison linéaire a coefficients dans Q de fonctions du type
A(T) gs(T) agfl_s_taillaﬂ&l, ou gs, + est une forme modulaire de poids —12 + 2s + 3t,
a coeflicients de Fourier rationnels.

Comme précédemment, on étudie les termes g&tagfl_ S7tgs 271at_371 non nuls, suivant la va-
leur des indices s et t.

Sit =0, alors s > 6, et la forme A(T)gs,tag?l_s_t

a®yqa’ 5, est divisible dans Jf W(42).Q

par la fonction A(7)a® 21 = §0,6-

Jf W(A2),Q

Sit >4, alors A(T)gs+agy *~ ta7271at7371 est divisible dans aZzq = &oa-

par A(T
2), par la fonc-

Ja’
Sit =2, alors s> 3, et AT )g&tag:‘fs*tas_zﬂt_g’l est divisible dans Jo,* W(42).Q
tion A(7)a?, 10?5, = o5

Ceci permet d’obtenir 'affirmation (1).
La relation (2) est triviale d’apres les définitions des formes &y, €04 €t &o 5.

L’assertion (3) est une conséquence immédiate de I'indépendance algébrique de a_s 1 et
a—_3z1 sur M,.

Remarque 2.7.2. Structure sur C.
On obtient le méme résultat sur le corps des nombres complexes :
pour tout entier naturel m :

Jf ,W(A2),C (q) = €04 Jf W (As2),C

W(A2),C
Om— _|_ £0’5 f ( 2)

f,W(Az2),C
Toims "+ €06 - Jom-6

2.7.3 Structure de JAQ’hOl et de JA%CUSP

Remarque 2.7.3. On peut rappeler que les formes de Jacobi d’indice 1 définies pour le

réseau Ag sont toutes W (Ag)-invariantes, voir le corollaire 2.3.2.

A27

On notera J hol I’espace vectoriel complexe des formes de Jacobi holomorphes d’indice 1,

Ag ,CuSp

a coefﬁcnents de Fourier dans C, et J,_ celui des formes de Jacobi cuspidales d’indice

1, a coefficients de Fourier dans C.

Lemme 2.7.1. Deux exemples primordiauz.

Les séries d’Fisenstein Ei‘ﬁQ) et EéﬁQ) appartiennent respectivement a JA2’hOl et JA2’h0l et

vérifient les relations :

A 1

Eif) = F4a01 + EE6 a_271,
A

Eé712) = Fg apq1 + EES a_21.

Preuve.
Les séries d’Eisenstein EiﬁQ) et Eéﬁ2), d’apres le paragraphe 1.2.7, sont des formes de
Jacobi holomorphes, W (Ay)-invariantes, de coefficient | ] o €gal a 1, d’indice 1 et de poids
respectifs 4 et 6. En particulier, ce sont des formes faibles, de poids pair et d’indice 1, et
d’apres la proposition 2.6.2, on peut donc les exprimer a l’aide de ag 1, a—21.
On a alors:

Eiﬁ2) =a E4 ap,1 + bEG a_21,

Eéﬁg) =c Fg ap,1 + dFEg a-271,
ou a, b, ¢, d sont des constantes, que ’on détermine par identification des coefficients [ |0

q
( voir les propositions-définitions 2.5.3 et 2.5.2 ). On obtient :

b
1= 24(18+P1 + P) + 5(6 - P — D)
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c d
1=—(184+ P+ P. —(6—P— P
24( 8+ P + 2)+2(6 1 2)
d’ou finalement: a =1, bz%,@zl, d:%.

Corollaire 2.7.1. ( Voir la notation 2.4.2. )

1 E}E(Y - BB}

4L = 1708 A ’
A A
1 E4Eé,12) - E6Ei,12)
a_91 = — .
S VY A
Remarque 2.7.4. Grace aux formules liant les formes ag; et a_; aux séries EﬁQ) et
EéﬁQ), on peut obtenir, a partir des développements de Taylor des corrections EZ(:%) et

EéﬁQ) ( voir la remarque 2.4.2 ), les développements de Taylor des corrections ag1 et @_o 1.

s As,hol
Proposition 2.7.3. Structure de J*71 .
Pour tout entier k on a:

Ag,hol A A
ka’ %= My Ez(1,12) © My—¢ Eé,f) ® Ski3 a-s1,

ot My, est l’espace vectoriel des formes modulaires de poids k', éventuellement réduit a
{0}, et Sy celui des formes modulaires cuspidales ( encore appelées paraboliques ) de poids
K, lui aussi éventuellement réduit a {0}.

Preuve.

Soit k un entier impair.

Soit ® appartenant a J;: f’}wl . A fortiori, ® est une forme faible, d’indice 1, de poids impair
k, donc sécrit ®(71,2) = f(7) X a—3,1(7,2), ou f est une forme modulaire de poids k + 3,
d’apres la structure de I'espace des formes de Jacobi faibles.

Sik <=3, ouk=—1 J 3" = {0}.

Si k= -3, alors Mi,3 =C, or a(_’?,f% est une forme faible non holomorphe ( le coefficient
de Fourier ¢(0,A1), c’est a dire le coefficient de q°(; est non nul alors que 2x0— < A\j,A\; >
est strictement négatif ), donc J,ﬁ f’hOl = {0}.

Sid <k+3<12, Mgy3 = CEji3, o Epy3(7) est la série d’Eisenstein de poids k + 3. Or
[Ery3]lpo = 1, donc la forme faible Eyy3(7) x a_3,1(7,2) n’est pas holomorphe ( Il suffit
de méme de considérer le coefficient ¢(0,A1). )

Donc JkAf’h’Ol = {0}.

Sik+3>12, Myys =CEpr3 & Spps, (et Sz = A(7).My_g ). La forme f(7) s'écrit
donc f(7) = g(7) + AEk13(7), avec X\ appartenant a C. Le coefficient de Fourier ¢(0,\1)

de ® vaut alors A, ce qui force A a étre nul, puisque ® est une forme holomorphe. Ainsi
As,hol

on a: J. 3 C a—315k+3 = A(T)a—31.Mj_g. Or la forme A(7)a_3; est holomorphe
( voir la proposition 2.5.10 ), donc on a finalement : JkAf’hOl = a—3,15%+3, ou encore

Ag,hol
ka’ o= A(T)a,&l.Mk_g.
Cette formule est valable en fait pour tous les cas ou k est impair, si on emploie la notation
My précisée en début de paragraphe.

Soit k un entier pair.
J;f’hoz C J,{’fb C a—921 M2 @ aog1 My, d’apres la structure de I'espace des formes de
Jacobi faibles.

Comme a_3 1, les formes ag1 et a_21 sont des formes de Jacobi faibles non holomorphes
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( leur coefficient ¢(0,A1) est non nul ), et un raisonnement analogue au précédent donne
Ag,hol .
Jy = {0}, pour k < 2, pair.

Supposons désormais k pair supérieur ou égal a 4.
En s’inspirant du cas classique & une variable traité par M.Eichler et D.Zagier ( [EZ],
théoreme 3.5 ), on introduit ’homomorphisme d’espaces vectoriels ¢ suivant :

i Mp_y & Mp_¢ — JA2’hOl
(f.9) = (0B (1,2) + g(n) ESY) (1,2)

En utilisant les relations données dans le lemme 2.7.1:
A 1 A 1
Ei,12) = Fyap1 + EEGCL—Zl et Ee(;,12) = Fgap,1 + EESQ—Q,L

et I'indépendance algébrique des formes ag 1 et a_s 1 sur 'espace des formes modulaires,
on montre que ¢ est injectif .

Evaluons la dimension de I'espace vectoriel J, Az’h(’l.

Soit ® appartenant & .J; AQ’hOl

¢ s’écrit ®(7,2) = (f(7 ) + /\Ek( ) ao1(7,2) + (g(7) + pEk12(7)) a—21(7,2), ot A, p sont
des nombres complexes et f, g des formes modulaires cuspidales de poids respectifs k et
k + 2, d’apres la structure des espaces M.

D’apres la forme des premiers coefﬁcients de Fourier des fonctions Ey, ag,1, Ery2 et a_21,
le coefficient ¢(0,A1) de ® est égal & 5 — 5. D’autre part, ce coefficient est nul, puisque ¢
est une forme holomorphe.

Donc ® s’écrit :

(I)(T,Z) = f(T) a071(7',2’> + g(T) a_gyl(T,Z) + A ( Ek(T) a071(7,z) + %Ek+2(T) a_2,1(’7',z) )

A27

Ainsi on a démontré I'inclusion de .J;, hol qans Vespace @15k + a—21Sk+2 +C ( Exap1+

L Episa_97 ).
En utilisant I'indépendance algébrique des fonctions a1 et a_s1 sur 'espace des formes
modulaires, on montre que cette somme est directe . Ainsi:

JA2 ,hol

k1 C 0,18k ® a—21Sk12 ® C ( Eraoy + —Ei2a-21 ).

12
Par conséquent on a:

dimc(Jéi’hOl) < dimc(Sg) + dimc(Skr2) + 1,

d’oi
dimc(J;2) < dimc(Mg_4) + dime(My—g),

car pour k > 4, selon la relation rappelée par M.Eichler et D.Zagier, on a:
dimc(sk) + dimc(8k+2) +1 = dimc(Mk> + d’imc(SkJrQ) = dimc(Mk,z;) + dimc(Mk,(;).

D’apres les résultats précédents, i établit donc un isomorphisme entre les espaces Myp_4 &®
My_g et JA2M p) scisément k pai a% soal A 4 :
k—6 €t Ji 7. Plus précisément, pour k pair supérieur ou égal & 4, on a:

TR = My_y B @ My ES?.
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En employant la notation M}, précisée en début de paragraphe, cette écriture est valable
pour tous les cas ou k est pair.
Pour tout entier k on peut alors écrire :

A
Jezhel = My Eil) ® My Eé,f) © Skt a-31,
ou encore :
JAz’hOl My EZE:%) & My_g EéﬁQ) ® Mg_o A(T)a_&l,

et la somme est bien directe, car les formes ag 1, a—21 et a_3; sont algébriquement
indépendantes sur My, ce qui acheve la preuve de la proposition.

Corollaire 2.7.2. L’ensemble JA2’h°l des formes de Jacobi holomorphes d’indice 1 est un

module libre de rang 3 sur M, de générateurs Efl 12) E(Az), A(T)aéAQ).

Proposition 2.7.4. Structure de JAQ’CuSP.
On note :
oy = A(r)a-s,

A A A
<I>§021) = A(T)ale = ﬁ( E4Ef(5,12) - EﬁEi,f) )
A A A
q’gzi) = A(7)agp = 17128( ESEi,lz) - E6E6(5,12) )-

Pour tout entier k on a:

TR0 = Mody_o 0§ & Mody_10 02 & Mody_1, 52,

Preuve.
D’apres la proposition 2.5.10, les formes ‘IDg 12), (I)go 1) <I>g2 21) sont bien des formes cuspi-
dales.

Supposons k impair .
D’apres la proposition 2.7.3, on a:

As, As,hol
ka usp ka % = A(T)a_371 Mody,_g,

or A(T)a_31 = @éﬁz) est une forme de Jacobi cuspidale,
A As,hol
donc J 7" = J 3" = A(7)a—sz1 Modg—g.

Supposons k pair.

Soit ¢ appartenant & Jj, AQ’c”Sp

Alors ¢ est divisible dans J,{’l * par A(7), car [¢]po0 = 0, et d’apres la structure de
A N .
Jf’ 122 1 A(T) s’écrit ( = fr—12(7)ao,1 + fx—10(T)a—2.1, ou fr_10 et fr_12 appartiennent

respectivement a My_19 et Mj_15. Donc ¢ s’écrit ¢ = fk,loég'gﬁ) + fk,m(I)g;‘Ql), avec fr_s

appartenant a My _,.
On considere 'homomorphisme d’espaces vectoriels j défini par:

Ji Mg1o & Mgp_12 — JA2:CUSP
(f.g9) > F(DOUD (7,2) + g(r) 12 (7,2)

D’apres ce qui précede, j est surjectif, et grace a I'indépendance algébrique des fonctions
ap,1 et a_a1 sur l'espace des formes modulaires, on montre que j est injectif, ce qui fait
de 7 un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Par conséquent, pour k pair, on a:

Ao, A A
T = My @553 @ Myo1p @57,
ce qui termine la preuve de la proposition.
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Chapitre 3

Exemples de formes “classiques”

3.1 Utilisation des séries théta

3.1.1 Cas de l’'indice 1

D’apres le lemme 1.2.1 et la proposition 1.2.6, il existe trois séries théta d’indice 1, pour
le réseau As, qui sont Oy 1, 01 et Gy 1.

Ecrivons la représentation vectorielle ( voir le paragraphe 1.1.6 ) d’une forme de Jacobi
d’indice 1.

Proposition 3.1.1. Soit ® une forme de Jacobi pour le réseau Ao, faible, de poids k,
d’indice 1, et de caractere x.

Alors il existe trois fonctions holomorphes sur H, notées aog(T), ay(T), az,(7) telles que
O(7,2) = ao(7)00,1 + au(7)0u1 + a2u(T)02,1. _

Si on pose PA(T) := (ao(7), au(7), az (7)), et si j = 5", alors

O(7,2) =* E(T).(;}(T,Z),

et le vecteur A vérifie :

1
Ar+1) = x(T)| 0 2 0 |A®r)
j2
et L
1 1 1
g(,%) — Wt 1 o2 | A
12
Preuve.

Il suffit d’appliquer les résultats de la proposition 1.1.6, en ajoutant le caractere x dans
les relations.

Proposition 3.1.2. Formes singuliéres d’indice 1.
Les seules formes singuliéres d’indice 1 qui soient des formes de Jacobi pour le groupe

SLo(Z) tout entier, sont les multiples complexes de la forme :
A A
62112,1 - eu,Ql

Ces formes appartiennent a l’espace Jff’h()l(vg).
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Preuve.
D’apres le lemme 1.2.10, si ® est une forme de Jacobi singuliere d’indice 1, de caractere
X, pour le groupe SLs(Z) tout entier, ® est de la forme:

(I)(T,Z) = a090,1 + augu,l + a2u02u,17

ou les coefficients a; sont des constantes qui vérifient, d’apres la proposition [3.1.1, les
systemes d’équations suivants:

. 1 1 1 ag ap
v IR I IR ) IV
1 5% agy azy
et
ao ao
xX(T)™! a | = au
J A2y a2y

Premier cas: x(7') = 1.
On obtient a, = as, = 0, d’aprés le deuxiéme systeme, puis ag = 0 d’apres le premier.
Il n’y a donc pas de solution non nulle dans ce cas.

Deuxieme cas: x(T) = j = v, (T)%.
Alors, d’apres le deuxiéme systéme, ag = 0.
Le premier systeme devient alors:

Ay + Aoy =0
(] _i\/§X(S)>au +j2a2u =0
Jau + (§ —iv3x(5))agy =0

ce qui donne pour seules solutions a, = —asy, et x(S) =1 = v,(S)8.
En posant @ := 02Au271 — 9;321, on a alors:

O(1+1,2) =7 P(1,2)

1 y4 L <z,z>
q) ——s_) = ﬂzf@ ) )
(~2,2) = 7e = a(r,2)

ou encore :

O(r+1,2) = vf;(T)@(T,z)

B(—1.2) =y

’
T T

(S)re™ 7 ®(7,2).

3 o

La forme ® = 9545’1 — 9{321 est donc une forme de Jacobi holomorphe, singuliere, de poids
1, d’indice 1, avec le systeme multiplicatif vg, pour le groupe SLy(Z) tout entier, et toutes
les formes de Jacobi singulieres, d’indice 1, pour le groupe SLy(Z) tout entier, sont des
multiples complexes de cette forme.

Remarque 3.1.1. On peut démontrer ( voir la proposition-définition 2.5.1 ) que:
—8/pnA A
a-3,1 =n(T) (9213,1 - 9u21)

En effet, posons & := 9;51 — 93%.

Les formes 954;71 et «9;221 s’écrivent respectivement ( voir le paragraphe 1.1.6 ):
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Az _ TIT <y, y>—2mi<y,2>
Huvl(r,z) = g e
’7€A2+u
As _ TIT <y, Y >—2mi<y,2>
02u,1(7—72) - E €
YyEA2+2u
ou encore ( en rappelant que u = —\g, voir le paragraphe 1.2.1 ):

0;:121 (7_72,) _ Q%CQ Z eﬂ'iT(<’Y,’Y>+2<’Y,U>)6727Ti<’y,z>
7 yEA2
5451(7_?2) _ Q%CQZ Z eﬂiT(<’Y,’Y>+4<’Y,U>)67271"L.<’Y,Z>
’ YEA2

Donc la forme ® admet pour développement de Fourier le développement suivant :
1 2 2_ _ _ _ _
@(T,Z) = q3(sy Z qk1+k2 k1ks kzdﬁz lecéﬂ 2k2(_1 +C2q1 k2)7
(kl,kg)eZQ
qui peut se mettre sous la forme:

O(r,2) =5 Y e(nl)g e <>,
neN
car k? + k3 — kiks — kg = (ko — lJr’“1) %(kzl — 7) — % est un entier supérieur ou égal &
%, donc supérieur ou égal a 0.

+oo

D’apres la forme produit de n(r) = qi H(l — q"), la derniére écriture de ® permet de
n=1

s’assurer que la forme ﬁ n’a que des puissances positives de ¢ dans son développement

de Fourier et appartient donc, d’apres le résulat de la proposition 3.1.2, a ’espace J~ 2’f

Or, d’apres la structure de J,, *(A2) f (

voir la proposition 2.6.2) :
JA§’1 = Ca_ 3,1

La forme n(7) " 8® = n(1)~ (02u 1 92‘721) s’écrit donc Aa_3 1, ol A est un nombre complexe.

Enfin, comme [a_3 1]qo = P, — P;, en identifiant les coefficients de Fourier de la forme
n(T)~ (92Au?1 - 9‘42) notés f(n,l), et ceux de A a_3 1, on obtient, par exemple, f(0,A1) = .

Or on a:
F(0M) = . > (-1) + . > 1
% (k1,ko) € 72 % (k1,ko) € 72
k2 + k3 — kiko — ko =0 k3 4+ k3 — kika — 2ka +1=0
ko —2k1 =1 ko —2k1 =1
- 14k —2k=0 - 24k —2ky=0
ou encore :
fCOM) =1,
donc
A=1

Finalement, n(7)~ (02u 1 9;4’21) =a_3].

Remarque 3.1.2. “Dualité” entre les réseaux Ao et Eg.
On voit ici apparaitre une certaine “dualité” avec le réseau Eg dont le groupe discriminant
est également isomorphe & Z/3Z : une forme de Jacobi pour le réseau Eg, faible, de poids k
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ot d'indice 1, s'6erit ¢(7,2) = bo(7)055) + b (10 + by (1)655°), ot bo(7), byu(7), bau(7)
sont des fonctions holomorphes sur H, et{0,x,2u} un systéme de représentants de EVG /Es.
En posant ‘B(7) := (bo(7), bu(7), bau(7)), on obtient cette fois:

10
§(7'+1) =10 j E(T)
0 J
et .
11 1
B-l) = —V373 |1 2 5 | Bl
1 j 4

On constate que les matrices qui apparaissent sont les matrices complexes conjuguées des
matrices de la proposition 3.1.1. On obtient notamment une forme pour Ejg, faible, de

poids —5 et d’indice 1, en considérant la forme 77(7')*16(92%'71 - 0561)

3.1.2 Cas de l’indice 2

Lemme 3.1.1. Séries théta d’indice 2.

On note : g := 0, vy := a1, V9 1= ag, V3 := a1+ag, 71 := A1, Y2 := A1 —aq, 73 := A — (a1 +
042), ’yi = —)\1, ’yé = —()\1 — 041), ")/é = —()\1 — (041 +042)), 5 = )\1 — 9, (5, = —(/\1 — ag).
Alors Sa := {po, v1, V2, V3, Y1, Y2, V3, Vis Vas V4, 0, O’} est un systéme de représentants de
2(2/2/12, ( voir le lemme 1.2.1 ) et si on pose, en considérant les éléments de ce systeme
dans lordre indiqué :

.
O 1= (9#,2),“6327
on a alors, d’aprés les résultats de la proposition 1.1.4 :
(1) O3(7 + 1,2) = Uy(T).Os(7,2)
—_-— i <z,z2>

(2) Oa(—1,2) = 7e™=57 Uy(5).04(1,2),

. 1 —T SV
avec Us(S) = (m e >>(p,,l/)€$§ ’

1 0 0 0000O0O0O0 O
0 -1 0 000000 O0 O
0 0 -1 0 00O0O0OO0OO0 0 0
0 0 0 -1 000O0O0O0 0 0
00 0 0 €000O0O0TO0 O
ot Uy(T) = 00 0 0 0¢EO0O0O0O0O0 O i —ef.
00 0 0 0O0C¢EO0O0DO0OTO0O O
00 0 0 0O0O0OCEO0OO0O0 O
00 0 0 0O0O0OOEO0 0 O
00 0 0 0O0O0OOO0E 0 O
00 0 0 0O0OOOUO0E€E 0
00 0 0 0O0OO0OOOO 0 &
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Proposition 3.1.3. Formes de Jacobi singuliéres d’indice 2 pour le groupe SLo(Z) tout
entier.

Les seules combinaisons linéaires (a multiple compleze pres) a coefficients constants, des
séries théta d’indice 2, qui soient des formes de Jacobi pour le groupe SLa(7Z) tout entier
( avec éventuellement un caractére ) sont les fonctions du type :

P, = 97172 - 97{,2 + (_1 + C) 07272 - (_1 + C) 075,2 —C 97372 +c 9%),27
ol ¢ est une constante.

La forme ®. appartient a Jf;’f(vf%), et les premiers termes de son développement de Fou-

rier sont :

Do(m2) = g8 [T = G — GG+ G o+ Gyt — el — ela 4+ ) + gl )]

Preuve.
Soit
D= g2 + 0100, 2 + 0200, 2 + 305 2 4 €105, 2 + 20y, 2 + 30550
+C/10,Yi’2 + CIQH’Yé,Q + 0{36'7572 + d05,2 + d,05/’2,
oll @, by, ...,d" sont des constantes.

Supposons que ® soit une forme de Jacobi pour le groupe SLs(Z) tout entier, avec un
caractere noté y.

D’apres les relations (1) et (2) du lemme 3.1.1, ® a pour poids 1 et pour indice 2.
D’apres la relation (1), on a:

O(1+1,2) = allyy 2 — 010y, 2 — b2y 2 — b30uy 2 + E(c104, 2 + 204, 2 + 3052

0101 2+ Chbyy o + 0 o) + EH (052 + d'05 2)(7,2),

ce qui permet d’affirmer, d’apres I'indépendance linéaire des séries théta d’indice 2, que
seuls 4 cas se présentent :

(i) x(T)=1loua=0

(ii) X(T) =—1ou b1 == bg == b3 =0

(ili) x(T)=&ouci=co=c3=¢, =c) =4 =0

(iv) x(T) =¢* oud=d =0.

La fonction ® est donc de 'un des quatre types suivants :
(IJa = a&uog
Oy = 010y, 2 + b20,, 2 + b30,, 2

/ / /
D 1= c10y,,2 + C2blyy 2 + 30yg,2 + €101 o + 20y 9 + €30,

(I)d = d9572 + d,95/72.

Exploitons maintenant la relation (2).

On a par exemple:
2im<z,z2>

Co(—1.2) = 5imme 7 alOuo2+ 002002+ 000+ 0y 24 002+ 0y 0400 5+ 0, 5 +

T ror
9%,2 + 050+ 05 2)(7,2),

. 1 2 2im<zz> T .
donc, la relation ®,(—=,2) = x(S)Te” = ®4(7,2) est vérifiée si et seulement si a = 0.
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Dans le cas de . on a:

2in<z,z2>

@o(—1.2) = e T (e (€02 + 002+ €00 + 002+ 10,
€02 + .+ 205 5)(7,2)]
¢} [€%0,0.2 + 300, 2 + €90,y 0 + E30,, 0 + €20, 2 + 54071,2 4.
tea ]+ + cg[‘..])

( Les coefficients devant les fonctions théta sont obtenus en calculant les coefficients
e 'T<HY> de la matrice Us(S5). )

2in<z,2
Ceci permet d’écrire que @, vérifie ’équation fonctionnelle ®.( —%,f) = x(S)re = . (7,2)

si et seulement si les 6 coefficients ¢y, ¢}, ... ¢ vérifient un certain systeme de 12 équations
( qu’il serait trop long de détailler entierement ici ), du type:

(e +8% +. 45 = 0
(@ + 6+ = 0
e+ €4+ +8d) = x(S)a
2i1/§(...c1+...+...cg) = x(9)cs

En s’aidant par exemple du logiciel de calcul maple pour résoudre le systeme d’équations
obtenu, on obtient que les coefficients ¢1, ¢},...c5 sont de la forme ¢; =1, ¢} = =1, ¢o =
—1l+ec ch=1—c,c3=—c,cy=c, et x(5)=1.

En raisonnant de la méme maniére, on obtient que ®;, et ®,; ne peuvent vérifier cette
équation fonctionnelle & moins d’étre nulles.

Enfin, il reste & calculer les premiers termes du développement de Fourier de ®., ce qui se
fait en utilisant I’expression générale des séries théta, voir le paragraphe 1.1.6:

02(7,2) = Z exp(2miT < 7,y > —4Awi < v,z >)
vEA+5
<p,p> . _ . _ .
=q i Z 62ﬂ17(<a,a>+<a,u>)e 47rz<a,z>e 27r7,<u,z>'

acAs
Pour pu =1, 72, ...74, on a <L =1 et en écrivant v = a + 4,
_ p r_ 1
<7,'y>—<a+§,a+§>—<a,a>+<a,,u>+1<u,u>ZO

donc < a,a > + < a,u > > —%,
d’ou, puisque < a,a > + < a,pu > est entier, < a,a > + < a,u > > 0.
La fonction ®,. est donc de la forme:

O.(1,2) = qé(z;...qj)
Jj=z

Pour calculer explicitement les premiers coefficients, on utilise le fait que les séries théta

sont des formes singuliéres, donc, si le coefficient f (%,l) de la série 6, 2 est non nul, alors

<l >= %, ce qui impose a [ d’appartenir & {£A1, £ A2, = (A1 — X\2)}.
120

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

D’apres la définition des séries théta, on a:

z)—{

f(é’ 1,

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

0, si“TH¢A2,ou<l,l>7$%

sinon

En utilisant ces expressions, on obtient les premiers coefficients de ®. annoncés.

Lemme 3.1.2. Les orbites de E;/2A2 sous l'action de W (Asz) sont:

Preuve.

W(As). <0 >
W(Ag). <vy >
W(As). <y >
W(Az). <1 >
W(Az). <>
W(As). < § >

= {0}
= {v1, vo, 13}
= {71, 72, 13}
= {7, 7, 15}
= {6}
= {d'}

C’est une conséquence des résultats suivants :

Oay (1) = —a1 = a1 mod 2As

Proposition 3.1.4.

Oas (al) = o1 + 2
Oas(2) = —ara = ag mod 2As
Tas(M) = M1

La forme que 'on obtient en “symétrisant” la fonction ®. pour la rendre W (Ag)-invariante

est la forme nulle .

Preuve.

On rappelle ( voir la proposition 2.3.1 ) que, pour o appartenant a W (As), 0, 2(7,0.2) =

90*1#,2'

D’apres le lemme précédent, ainsi que les résultats énoncés dans sa preuve, on a donc:

Po(T,00,.2) = Oyp 2 — 6’%,2 +(—14¢)fy2—(—1+ 0)0%72 —clyy 0+ 007572,

Do (T,00y-2) = by12 = Oy 0+ (m1+ )0y 0 — (=14 0)0y; o — cly, 2+l 5.

On constate qu’il n’existe aucune valeur de

c telle que @, soit W (Az)-invariante, puisqu’il

faudrait avoir simultanément par exemple —1 +c=1,et —c=—1+c.
D’apres la forme des orbites de Ay/2A5 sous 'action de W (Az) (voir lemme ci-dessus), il
faut, pour obtenir a partir de ®. une forme W (As)-invariante, poser :

‘DZV(T?Z) = (97172 + 04,2+ 9732) - (971,2 + 975,2 + 9%,2) +(=14¢) (071,2 + 04,2+ ‘973,2)

(=) (B Oy Oy 0) = c(Brua 4 0o+ 0300) + (0040046, 5)

mais on obtient alors:

dW(1,2) = 0.

© 2003 Tous droits réservés.
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3.1.3 Cas de l’indice 3

Lemme 3.1.3. Séries théta d’indice 3.
Soit Sy = { T109 + made/wr € {0, £1}, 2o € {0, £1, £2, +3, j:4}}.

Alors 83 constitue un systéme de représentants de ;{\;/3/12, et si on pose, en considérant
les €léments de ce systéme dans 'ordre indiqué :

GT>3 = (9/1,3)H€337

on a alors, d’apres les résultats de la proposition 1.2.6:

(1) O3(7+1,2) = Us(T).03(r,2)

(2) 85( -1 2) =7 Ug(9).85(.2),

avec Us(S) = (

—%<u,lx>>

1
3ivV3
et Us(T) = <5u,u’€%r<#’“'>)

)
(nv)€SE

, 0 désignant le symbole de Kronecker.
(1) €SS
Preuve. .
Pour obtenir ce systéme de représentants, on utilise la Z-base {aa,\2} de Asg, et on peut
remarquer que r = X1+ a2, avec r1, Ty appartenant a Z, est dans 3As si et seulement
si %2 et x1 —i—%xz appartiennent & 3Z, puisque Ay = %(aﬁ—?ozg), ce qui est encore équivalent
a xo appartient a 9Z, et x; a 3Z.

Le reste du lemme a déja été vu.

Proposition 3.1.5. Formes de Jacobi singuliéres d’indice 3 pour le groupe SLo(Z) entier.
Les seules combinaisons linéaires (a multiple complexe prés) a coefficients constants des
séries théta d’indice 3, qui soient des formes de Jacobi pour le groupe SLo(Z) tout entier,
avec un caractere qui soit un puissance entiere de vy, sont les multiples complexes de la
forme ®., suivante :

(I>'y = _9041,3 - 9—041—@2,3 + 9011—1—042,3 + 9—a1,3 - 9042,3 + 0—042,3-

A b
J1,§ f(vg)-

La forme ®., appartient a "

Preuve.

On utilise le méme schéma d’étude que dans le cas de l'indice 2.

On s’intéresse d’abord & I’équation fonctionnelle donnée par 'action de T.

Classons les éléments p de Sz selon la valeur de '3 <HH>

Soit p1g := €'9. Pour simplifier les notations on écrira xjag + x9\g sous la forme (z1,22).
On a €'5<H> =1 pour les éléments (0,0), + (0,3).

On a €'5<HF> = ;2 pour les éléments +(0,1), + (1, —1), + (1, —2).

On a €5 <##> = ;8 pour les éléments +(1,0), + (1,3), = (1, — 3).

On a €5 <H> = ;8¢ pour les éléments +(0,2), + (1,2), =+ (1,4).

On a €5 <##> = ;1 pour les éléments +(1,1), + (1, —4), =+ (0,4).
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|2

. . | T . P3N )
Parmi ces coefficients e'3 <*#> seuls 1 et g sont des puissances entieres de v, (T) = €1

( Les autres valeurs ne sont méme pas égales a x.v,(T), out = +1 ou +i. )
On s’intéresse donc uniquement aux combinaisons linéaires du type:

N

Qg :=b16p, 2 + b20p, 2 + b30, 2,

o A1 = (0,3), B2 = (0, — 3), B3 = (0,0),
et

6
Oy = E :ngwﬁv
Jj=1

ou "= (173)7 Y2 = (17 - 3)7 V3= (_173)7 Y4 = (_17 - 3)7 V5 = (170)7 Y6 = (_170)
On peut noter que, modulo 3A, les ~; décrivent 'ensemble des racines de Aj. Plus
précisément, modulo 345 on a les égalités suivantes:

M=o T2 =01 — (g
Y3=a1t+a2  Y4=-—Qqq
V5 = Q2 Y6 = —Q2

Ces deux types de combinaisons linéaires sont les seuls donnant une forme vérifiant la
premiere équation fonctionnelle, avec x(7) égal & une puissance entiere de v, (7).

On s’intéresse maintenant a I’équation fonctionnelle donnée par ’action de S.
On cherche s’il existe des coefficients tels que:

1z Bim<z.z>

(I)(_7¢7) = X(S)Te T CI)(T,Z).

T'T
En procédant comme dans le cas de 'indice 2, pour la fonction ®3 on obtient un systéme
de 27 équations que doivent vérifier les coefficients by, bo, b3. Ce systeme admettant pour
unique solution la solution nulle, la seule combinaison linéaire du type ®g qui soit une
forme de Jacobi pour le groupe SL2(Z) tout entier est la forme nulle.

Dans le cas de la fonction @, le systéme de 27 équations que doivent vérifier les 6 co-

efficients ¢; donne les solutions ¢y = —¢, ¢ = —¢, c3 = ¢, ¢4 = ¢, ¢5 = —¢, ¢g = ¢, et
1 — .8
X(8) =1 =v,(9).

On obtient ainsi avec des coefficients de ce type une forme appartenant a Jf §’f (U%), et
le raisonnement précédent montre qu’il s’agit de la seule combinaison linéaire des séries
théta d’indice 3 qui soit une forme de Jacobi pour le groupe SLy(Z) tout entier, avec un
caractere qui soit un puissance entiere de v;,.

3.1.4 Cas de l’'indice 4

Lemme 3.1.4. Séries théta d’indice 4.
Soit Sy := { r10s + wada/ay € {0, £1,2}, 20 € {0, £1, £2, £3, £4, £5, 6}}.

Alors 84 constitue un systéme de représentants de ;1;/4/12, et si on pose:

GTZI = (0%4)M€347

on a alors, d’apres les résultats de la proposition 1.2.6:

(1) ©4(r + 1,2) = Uy(T).04(r,2)
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avec Uy(S) = ( 6—%’<u,u>)

_1
4iV/3
et Uy(T) = <5u ule%ﬂtn >

(u)est

) , 0 désignant le symbole de Kronecker.
(1,1")EST

Preuve.

La démonstration se fait comme dans le cas de 'indice 3.

Lemme 3.1.5. Soit p19 := €'s.
Comme dans le cas de l'indice 3, pour simplifier les notations on écrira Tiog + ToAo Sous
la forme (x1,x2).

T <w,p>

Le classement des éléments de Sy selon la valeur de e T donne :

e T<HI> =1 pour les éléments v1 = (0,0), va = (0,6), v3 = (2,0), vy = (2,6).

eT<II> = 11y pour les éléments 51 = (0,1), Bo = (0, ) B3
= (=

(1, = 1), Bs = (1,2), Br = (1, - 2), Bs = ( —5), B
(=1, =2), p12 = (=1,5).

TSI = 1o pour les éléments 3] = (1,1), B = (1,4), By = (1,—4), By = (1,5), B5 =
(_17 - 1)7 ﬁ(/i = (_174)a ﬁ’IY = (_17 - 4)7 ﬁé = (_17 - 5)> ﬁsl) = (2a1)7 ﬁio = ( - ) 511 -
(275)7 ﬂiZ = (27 - 5)

ei§<ﬂvl$> = M%Z pour les éléments "= (170)7 Y2 = (17 _3)7 3 = (_170)7 Y4 = (_173)7 V5 =
(273)7 Y6 = (2? - 3)

el — —Mlg pour les éléments 1 = (0,3), 75 = (0, = 3), v3 = (1,3), 74 = (L,6), 75 =
<_17 - 3)7 76 - ( 176)
eT<i> =yl pour les éléments 81 = (0,2), 6o = (0, — 2), 03 = (0,4), 64 = (0, — 4), 05 =

( ) )7 66 = (2’ - 2)7 67 = (274)7 58 = (27 _4)‘

Proposition 3.1.6. Formes de Jacobi singuliéres d’indice 4 pour le groupe SLo(Z) entier.
Les seules combinaisons linéaires ( a multiple complexe prés ) a coefficients constants, des
séries théta d’indice 4, qui soient des formes de Jacobi pour le groupe SLo(7Z) tout entier
avec éventuellement un caractére, sont les multiples complexes des formes suivantes :

(1) @b = 0p,,4+0p,4—0p54—0p, 4+0p;4— 0554 +03;,4— 05 a+03, 4 +0p5,04— 05,1 .4— 0,5 4.

Az’f( 2), avec x2(T) = v2(T), x2(9) = —v2(S), et son

La forme ®, appartient a J ,7 "

développement de Fourier est de la forme :

®y(7,2) = q 120+ q(>_ ... q")]

r>0
(2) @v =~ 4=0p; 405y 4+05,,4— 05 a+05;.4— 051 a+05 44050 4+05;,4— 057, 405, 0.
La forme ®y appartient a Jl 2’f(><14), avec x14(T) = U%4(T), x14(S) = —v,174(S), et, en

désignant Uexpression v+ 1~ par rT, son développement de Fourier est de la forme :

By (7,2) = 472 [~ (16 ) E = (G HO )+ T2 (T2 ) (Y. ).

r>0
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(3) @a =054 — 05,4 — 0554+ 05,4+ 0554 — Os5.4 — 05,4 + 05 4.

A2 7f

La forme ®4 appartient a J; j (v8

77)’ et son développement de Fourier est de la forme :

1
®4(1,2) = ¢3 [P} + P —2P1 + 2P, + Q(Z o q")]
r>0

Preuve.
On procede exactement de la méme maniere que dans le cas des indices 2 et 3, en utilisant
les informations données par les deux lemmes précédents.

4 6
( Les seules combinaisons linéaires du type @, := g njly; 4, ou @, = E cjby; 4 ou
j=1 7j=1

6
! = Z 03975_74 qui soient des formes de Jacobi pour le groupe SLy(Z) tout entier, avec
j=1

éventuellement un caractere, sont nulles. )

Remarque 3.1.3. Les formes @}, et @ ne sont pas W (As)-invariantes.

En effet, on a par exemple, en utilisant le résultat de la proposition 2.3.1 et certaines
égalités modulo 445 dans Ay :

Oy(7,00,-2) = (01,4 + 0py4 — 00 — Opia + 010 — 00+ 010 — 010 + 054+ 054 —
016(/374 — 95&74)(7,2).

En posant @}V := Z ®y(7,0.2), on obtient une forme W (As)-invariante, qui est une

c€EW (A2)
forme de Jacobi pour le sous-groupe de congruence commun a toutes les séries théta d’in-
dice 4, c’est a dire I'(12). ( Voir la proposition 1.2.14. )

La forme @ZV n’est pas une forme de Jacobi pour le groupe SLy(Z) tout entier, car c’est
en fait une combinaison linéaire de séries théta de type g, 4 et de type 05;_’4, comme le
montre le calcul exact :

(I)II:V = 2951’4 + 2952,4 — 29/3374 . 2954,4 — 955’4 — 3956,4 + 395774 + (9/3874 — 959,4 + 39510’4 —
30/31174+951274+0ﬁ{,4+30ﬂ§,4_30ﬁ§,4_395(’;74+395§74_Hﬁé,4+40ﬂ§,4+4051074_49531,4_49%2,4'

On constate le méme phénomene lorsque I'on consideére la forme <1>ZE’.

Lemme 3.1.6.
Les orbites de l’ensemble { 61, 02, 03, d4, J5, O, 07, I3 } sous laction du groupe W (Az)
sont :

W(Az). <é3>={d3 } W(Az). <& >={ 01, d5, s }

W(AQ) < (54 >= { (54 } W(AQ) < (52 >= { (52, 567 (57 }

Preuve.
On utilise les relations:
Ooy (012) =1+ ay =3\ —ay

Oar (A2) = A2
Tas(A2) = A2 — ag

Proposition 3.1.7.
La forme ®4 est W(Az)-invariante, et vérifie :

Dy(7,2) = (02u,1 - 9u,1) (7,22).
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Preuve.
La W (Aj)-invariance de la fonction ®,4 s’obtient d’apres la définition de la fonction @4 et le
lemme précédent, donnant la forme des orbites de I'ensemble des d; sous I'action de W (As).

D’apres les propriétés de @4 et les premiers termes de son développement de Fourier ( voir
la proposition 3.1.6 ), on peut affirmer que la forme n%g appartient a l’espace Jgfib)’f ,
et vérifie :

e

n(7)®
Par ailleurs, il est facile de vérifier, & 1’aide des propriétés de a_3; ( voir la proposition-
définition 2.5.1 ), que la forme a_31(7,22) appartient & ce méme ensemble et possede le
méme polyndme | ]

] O:—P12—|—P22—2P1—|-2P2.
q

qO.
By . W (A,
Les formes —~45 et a_31(7,22) coincident donc modulo J
n(r) S 3,4

car ce dernier espace est réduit a {0}, puisque A(T).J‘_/Vlgif)’f est lui-méme réduit a {0},

d’apres la structure donnée dans la proposition 2.6.2.
En utilisant I'écriture de a_3 1 sous la forme a_31 = n(7)™® (0241 —0u.1) ( voir la remarque
3.1.1 ), on arrive a la conclusion annoncée.

"7 (g), et donc sont égales,

On en déduit un corollaire immédiat :

Corollaire 3.1.1. On a la relation suivante liant des séries théta d’indice 1 et des séries
théeta d’indice 4 :

<92u,1 - 9u,1> (1,22) = (951,4 — Osy4 — Osy0 + 05,4 + 0554 — 055,04 — 05,4 + 958,4> (7,2).
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3.2 La forme dénominateur

3.2.1 Définition et expression sous forme produit

Proposition-Définition 3.2.1. Forme dénominateur.

On note AT = {a1, ag, a1 + as} l'ensemble des racines positives du réseau Ao ( définies
relativement a la base {aq ,a2} ). ( Voir la planche I de N.Bourbaki [B]. )

En s’inspirant de la fonction dénominateur dans les algébres de Lie affines ( voir [KP],
[Ka], [Z] ), on construit la forme notée A suivante :

A=Y (det 0)0,(,, 4

ceW (A2)

ot p' est la demi-somme des racines positives du réseau As, encore appelé vecteur de Weyl
du réseau Ay, (wvoir par exemple [E] ) c’est a dire p' = ay + ag, et ot g est le nombre de
Cozeter du réseau, c’est 4 dire ici g = 3.

Plus précisément, on a:

A=00,10:3 — 0033 — 0013+ 0013+ 0053 — 0—0,—as,3-

Remarque 3.2.1. D’apres la proposition 3.1.5, il s’agit de la seule forme de Jacobi singuliere
d’indice 3, pour le groupe SL2(Z) tout entier, ayant un caractére qui soit une puissance
entiere de v, & un multiple complexe pres.

Proposition 3.2.1.

La fonction A est une forme de Jacobi faible, définie pour le réseau Ao, de poids 1, d’indice
3, de caracteére vg.

Preuve.

C’est une conséquence immédiate de la remarque précédente et des résultats énoncés a la
proposition 3.1.5.

Proposition 3.2.2.
La forme A est W (As)-anti-invariante.

Preuve.

C’est un résulat énoncé dans un cadre plus général par V.G.Kac et D.H.Peterson, par
exemple, voir [KP], que I'on peut retrouver en étudiant les orbites de Aa/3 A2 sous 'action
du groupe W (As).

Proposition 3.2.3. Développement de Fourier.

Alrz) = 3 elkky)grttHhehikalga2h g2t
(k1,ko)EZXZ
ou (j = e quec z = z10 + 29009, €t ol :
€(k1,k2) =0 si k1 + ko =0 mod 3
6(k1,]€2) =—1siki+ky=1mod3
€(k1,k2) =1 si ki +ka=—1 mod 3
ou encore, en notant e(kiaq + ko) 1= €(k1,k2), pour ki, ko appartenant a 7 :
.A(T,Z) _ Z E(k‘) q%<k,k>gl—<k,al>c2—<k,oé2>
keAs
_ Z e(k) q%<k,kz>e—2i7r<z,k>.
keAs
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Preuve.
On obtient cette expression en utilisant la définition des fonctions théta ( voir le para-
graphe 1.1.6 ):

eal 3(7’,2) — Z 637rz'7—<~/,'y>—67rz'<'y,z>
’YGA2+%O¢1
1 . 1 1
= exp(6miT[(ny + 3) +n2—(n; + g)ng] — 12mi[z1(n1 + g) + 29M9 — 371Nz —
(n1,n2)€Z2
1
2(m + 3)])
2 9 4 3 3
= Z exp <§7T7,T[kl + kQ - klkg] — §7T’L[321k1 + 32’2/62 - 5/622’1 - 522]?1])
(kl,kg) € Z2,
k1 =1 mod 3,
ko =0 mod 3

En écrivant de maniére analogue les autres formes 0, 3 concernées, et en remarquant alors
que dans la somme A = 0n 4003 = Oan3 — 0013 + 0—a1 3 +0-0y3 — 0—a1—ay,3 le terme
exp (%W@T[k% + k3 — kike] — %m’[3zlk1 + 329ko — %]{222’1 — %@kﬂ) apparait précédé d’un
signe +, si k1 + ko = —1 mod 3, et précédé d’un signe —, si k1 + ko = 1 mod 3, on obtient
le résultat annoncé.

Proposition 3.2.4. Forme produit.
La formule du dénominateur dans les algébres de Lie affines permet d’écrire la fonction A
sous forme de produit. ( Voir la notation rappelée a la proposition-définition 3.2.1. ) On

obtient : .
A(r,z) = q<p6p> —2im<p’ 2> H (1—g¢q )
n=1
+o0o
% H [(1 o 62i7r<oc,z>) H(l _ qn62i7r<oz,z>)(1 _ qne—2i7r<oz,z>)] )
acA+ n=1

On peut encore écrire A sous la forme:

Arz)=n(r)~" [ (907, <,z >) ),
acAt

ou encore:

Alr,z) = q5¢; 421H g"th? ><H — "G -GG A - ¢ TTGR))

+oo
< [T ="M - q"Gé) A - ¢ G)) -

n=0

Corollaire 3.2.1. Zéros de A.
A T fizé, AT, .) s’annule exclusivement auzx points z pour lesquels il existe o appartenant
a AT tel que < o,z > appartienne o Zt + Z. Chacun de ses zéros est d’ordre 1.

Preuve.
On utilise la proposition 3.2.4 et la forme des zéros de 9. ( Voir le paragraphe 1.1.3.)
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Corollaire 3.2.2. La fonction nAg est une forme de Jacobi faible W (Asz)-anti-invariante,
de poids —3, d’indice 3.
Elle s’écrit : 1 9 )
wl(r, <o,z >
Arey = [ Hsaz2)
i 11 n(7)?

=3

a€EAT

ses coefficients de Fourier sont donc entiers.

Remarque 3.2.2. D’apres la forme des zéros de A ainsi que celle de son développement de

Fourier, on peut affirmer que la fonction “%(TT’ZZ)), pour un entier naturel non nul n fixé,

est une forme de Jacobi faible W (As)-invariante, de poids 0, d’indice 3(n? — 1).

3.2.2 Structure de ’espace des formes W (A;)-anti-invariantes

Proposition 3.2.5. Formes W (Asg)-anti-invariantes.
Soient k et m deux entiers fixés. Alors:

AW(A2),f _ A w(Ag).f

Jk,m - $ © Yk+3,m—3"

Preuve.

Il s’agit de démontrer qu’une forme de Jacobi faible W (Ay)-anti-invariante est divisible
dans l'espace des formes de Jacobi faibles par la forme nAS .

Soit ® une forme de Jacobi faible W (Ag)-anti-invariante. Soit (7,z) un zéro de nAg

Alors, d’apres le corollaire 3.2.1, il existe une racine positive « telle que < z,a > soit dans
Z7 + Z. Considérons la réflexion o = o,,.

D’une part, d’apres la W (Asz)-anti-invariance de ®, on a:

O(1,0.2) = —P(7,2),

et d’autre part, en écrivant < o,z >= m'T +n’ avec m’ et n’ entiers relatifs, on a:
®(r,0.2) = (1,2 — m'aT —n'a)
d’ot, en utilisant les propriétés d’une forme de Jacobi ( voir la définition 1.1.1 ):
(I)(T o Z) _ efm'm(2<fm’a,z>+7<m’a,m’a>)(I)(,]_ Z)

) * )

et, en exploitant les égalités < z,a >= m/7T +n/, < a,a >= 2, on obtient:
O(1,0.2) = O(7,2).

On en déduit ®(7,z) = 0.

Ainsi, la forme ® s’annule en tout zéro de nAS'

D’apres les propriétés de la forme nﬁg, ( et en particulier de son développement en puis-
sances de ¢ obtenu en considérant la forme produit ), on déduit que le quotient ®/ 7748 est
une forme de Jacobi faible ( en particulier, son développement de Fourier ne comporte que
des puissances positives de ¢ ), W(Az)-invariante.

Ainsi, si ® appartient a J,:‘ ZLV(Az)’f , alors @/ nﬁg est un élément de J:E/F(?)Aﬁl)j;.
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3.2.3 Relation avec ag1, a_2;1 et a_3;

Proposition 3.2.6. Posons: ¥(7,z) := 25 x 3% x (nAs) (1,2) .

Alors, on obtient , pour chaque T dans H :
() = Pr(24a01, 2a—2,1, a-31 ),

ot Pr(X1,X2,X3) = -9 X{X2 — 4 X3X3 + 30E4(7) X2X3X2 +12E6(1) X? X5
+ 12E4(7) X1X3 + 24FEq(t) X1 X3X3 + 24E,(7)? X1 XoX5 + 3E4(7)? X3 X3
+ 12E4(7‘)E6(7') )(22)(;)1 + 8E6(7') XQG + 4(E4(7’)3 — EG(T)Q) Xg .

Preuve.

A

Y p 3 f 2 : p ) va(AQ)v
D’apres le corollaire 3.2.2, la forme <778> appartient a ’espace J_676

C
et peut donc
s’écrire, d’apres le théoreme de structure énoncé a la proposition 2.6.2:

A 2
(778> = /\1E12a§371 + A2E10(2a_271)2af371 =+ /\3Eg(2a_271)4a2,3’1 + )\4E6(2a_271)6

+)\5Eg(24a0,1)(2a_2,1)af371 + )\6E6(24a071)(2a_271)3a2,371 + )\7E4(24a0,1)(2a_271)5
+AsEs(24a01)%(a_3.1)* + Mo E4(24a01)?(2a_2.1)*(a_31) 4+ Aio(24a0,1)3(2a_91)°
+A11(24a0,1) a® 51 + M2Aa’ s

ou les \; sont des nombres complexes.

On trouve ces coefficients A; ( a l'aide des logiciels maple et pari-gp ) en calculant les
polynomes [.],0 et [],» pour chaque terme de cette égalité, et en établissant par identifica-
tion des coefficients des polynoémes en P; et P, obtenus, un systeme d’équations vérifiées
par les Aj. ( On rappelle que P; et P> sont algébriquement indépendants sur C, voir le
paragraphe 2.2. )

Donnons ici quelques précisions de ces calculs.
En effectuant un calcul direct a partir de la forme produit donnée a la proposition 3.2.4,
m a:

(#)] = lara-gaha-aen- e
= —4q(Pl3 + P3) + P2P? + 18P Py — 27

L =G -GEN -0 < -GG 06 - G - GG -
067 =G = [#] < 0 - PRy

778

:(’fg)le =2 {nASLo X [nASLI =2x [(,ﬁ)g]qo x (9 — P1Py)

=2 x (—4(P} + PJ) + PEP? + 18P P, — 27) x (9 — P P»)
= —486 + 378P P, — 18P2 P} — 2P} Py — 72(P} + P3) + 8(PL Py + Pl P,)

et en utilisant le logiciel pari-gp, on obtient :

[24a0,1]1 = 324 — 84(Py + P,) + 18P Py + P} + P

[2a,271}q1 =36 — 12(P1 + PQ) + 6P P — (P12 + P22)

[a_371]q1 = 6(P2 — Pl) + P12 — P22

Finalement, en résolvant le systeme d’équations en les A; a I'aide du logiciel maple, et
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—E2
1728 ’

en utilisant Fg = E4Fg, Eg = Ez, A= voir la notation 2.4.2, on obtient :

A 2
212 % 33 X (778) = 12(E4E6(2a_2’1)2af371 + E4(24a0,1)(2a_2’1)5 + E6(24a0,1)2af3,1)

+3E7(2a_2,1)"a2 3 1 +8E5(2a21)°+24(Ef (24a0,1)(2a-2,1)al 5 1+ E6(24a0,1)(2a-2,1)%a2 3 1)
+30E4(24a0,1)*(2a—2,1)%a? 5 — 4(24ao1)*(2a—2.1) — 9(24ao1) a’ 51 + 4(E} — E3)a’y ;.

En posant ¥(7,z) := 26 x 33 x <77A8) (7,2), on obtient alors le résultat annoncé.

Remarque 3.2.3. Autres écritures.
(i) En utilisant cette relation, on peut donner ’écriture de la fonction ® définie par:

2
O =212 x 33 x By x <77A8> , qui est un élément de Jg’gv(AQ)’Z, sous la forme d’un po-
lynéme en les fonctions @1, ..., pg ( voir la proposition 2.7.1 ) a coefficients complexes
( on constate qu'ils sont entiers ), ou encore ( en utilisant des relations établies au para-

graphe 5.6.1 & venir ), sous la forme d’un polynéme a coefficients entiers, en & 4, définie a
la proposition 2 7.2, et en les fonctions définies dans le chapitre 5 ( paragraphes 5.2, 5.3,

5.4 ) notées @Z)o 1 TZJO 7/1(()121 5 7!’0 (11)'
On obtient :

® = 230003 + 2193201 o5 + 2833<p2</>2 + 243@2@3 + 2902 4+ 273201 03004 + 293201 305 +
293350203 — 2143335 — 2123003 — 43 + dpspe

= 223.7( “)6 233311 (p{1]) 1 +2433<w §3 >4wo“)+2735< 62 “>+2732<wé,12> ba'—
2935(1%”) wo o) + 293317(1%”) <wo,2> — 2732 (ws))? — 20327 ol
_21034¢ wo 2,(/}(11 4 210321/} wo 2)%&8’1 4 21033w 1)1/}011)1/}0 3 4 21235(¢( ))3
2103375120510 4+ 210521 (51024 21930 (512 + 27500 4~ — (0)2 + 7201

Remarque 3.2.4. Interprétation géométrique.

(i) Pour 7 fixé dans H, le polynéme P; est un polynome de C[ X;, X3, X3 | homogene
de degré 6.

A tout z = (z1,22) de C x C, on peut associer le point M, de C*

défini par M, := (24 ao,1(7,2), 2 a—2,1(7,2), a—31(7,2), V(7,2)) .

M, est alors un point de { (z1,22,73,74) € CY/ 3 = P (z1,79,73) }.

. . P . 5Y A 340 s N T3.: )

. =
(ii) On peut aussi associer & z le point N, de P(C°) = P* défini a 'aide des coordonnées
projectives :

N, =24 ap1(7,2) : 2a-—21(7,2) : a—31(7,2) : ¥Y(r,2) : 1).
Le point N, est alors un point de:
{(z1:20:23: 24 :25) € P/ 2228 = Pr(21,20,23) },
soit encore un point de la sextique de P* définie par:
V= V( XX5 — Pr(X1,X2,X3) ).

Pour 7 fixé, notons L, :=7Z + Zr.
On pourrait alors étudier ’application h suivante :

h:zeC¥L,xL;) — N, € V.
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3.2.4 Un analogue de la fonction p de Weierstrass

On peut construire un analogue de la fonction p de Weierstrass & une variable (voir le pa-
ragraphe 1.1.3 et [Sk], [WW], [K], [G2]), en utilisant la forme A et opérateur différentiel
logarithmique décrit dans la remarque 1.2.3.

Proposition-Définition 3.2.2.
On applique Uopérateur D3 a la fonction A et on pose:

p(r,2) i= ~D3(A) = ~Ag(log(A)) + 967°Ga(7).

Alors, d’apres la remarque 1.2.3, la fonction méromorphe ainsi obtenue est une forme de
Jacobi pour Ay, de poids 2, et d’indice 0.

Proposition 3.2.7. Pdéles de la fonction g.
Les seuls péles de la fonction p sont les points (T,wi\1 +wad2) avec w1 ou wa ou wy + ws
appartenant a Z + 17Z. Ce sont des poles d’ordre 2.

Preuve.
Pour déterminer les poles de la fonction g, on utilise ’expression de A et de Ay dans la base
de U formée des poids fondamentaux {A1,\2}. ( Cette base présente I'intérét de mettre en
évidence les zéros de A. ) La variable z sera ainsi écrite dans cette base: 2z = wi A +wade.
D’apres la proposition 3.2.4, on a:
A(rz) =n(r) [ (9(r, < a2 >))
aEAT
= —in(7) 71 (T,w1) 9 (T,we) I (T,w1 + wa).

L’expression de I'opérateur Ag dans la nouvelle base, obtenue en utilisant la matrice de
<, > dans la base {\1,\2}, est:

2 1 -1 2 2 2
_ 1 o) _ o] 0 o) 5N
somafs (7)) 181 = (8 i) s

_ 11 o%f | 8*f 0% f Af \2 Of \2 of of
Aolog(f) =47z % {fx (aTﬁJraT,g_awlan - <(a71) + (u;) —aTulaT)gﬂ

Apres calculs, on obtient donc:

Aolog(A) (7w A +uwpde) = 4| (%) (7a0n) + (552) (mya) + (%52 (rawn +w2) — (%) (r1) -

(%) (raws) = (%)% (rws + w3)|. (3)

On sait que G2 est holomorphe sur H et que les seuls zéros de la fonction 19 sont les
(1,z) avec z appartenant a Z + 7Z, ( voir le paragraphe 1.1.3 ) on peut donc en déduire
que les seuls poles de la fonction p construite sont les points (7,w1 A1 + waA2) avec wy ou
wg ou wi + wo appartenant a Z + 77, et que ce sont des poles d’ordre 2.

Corollaire 3.2.3. La fonction p x A% est une fonction holomorphe sur H x U.

Preuve.

On utilise la nature des poles de p et le fait que les zéros de A sont exactement les points

(T,w1 A1 + waA2) avec wy ou wy ou wy + we appartenant a Z + 77, et qu’ils sont d’ordre 1.

Lemme 3.2.1. La forme g est W(Asz)-invariante.
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Preuve.

On établit ce résultat en utilisant 1’expression (x) de Aglog(A) donnée au cours de la
preuve de la proposition 3.2.7, les égalités suivantes:

Tar (WAL + waAa) = —wi A + (w1 + wa) A2

Tas (W1 AL + wa2) = (w1 + w2) A1 — wade,

et les relations ¥(7, — w) = =9 (r,w), V,(1, — w) = I, (T,w), V,2(1, — w) = —V,2(T,W).

Corollaire 3.2.4. La fonction p x (A/n®())? appartient a ’espace ngglg),f'

Preuve.

D’apres les résultats précédents, la fonction o x (A/n%(7))? est holomorphe sur H x U, elle
vérifie les équations fonctionnelles citées dans la définition 1.1.1, pour le poids k = —4, et

I'indice m = 6, elle est W (Ay)-invariante, et, d’apres la forme produit infini de 9 et 'ex-
pression (x) de Aglog(.A) donnée au cours de la preuve de la proposition 3.2.7, il n’apparait
dans son développement de Fourier que des puissances positives de ¢, d’ou la conclusion
annonceée.

3.2.5 Un analogue de la fonction ¢ de Weierstrass

Remarque 3.2.5. On rappelle ( voir par exemple [WW], [Sk] ) que dans le cas classique a
une variable, la fonction ¢ de Weierstrass est égale a:

ﬁ(va) e—47r2G2 (r)w?

o(t,w) =
T = )
et vérifie: )
A loga(ru) = —p(r2).

la forme ¥ étant la forme dénominateur (ou l'un de ses multiples constants) dans le cas
classique a une variable.

La fonction o(7,w) n’est pas une forme de Jacobi, mais les coefficients f,(7) qui appa-
raissent dans le développement de Taylor par rapport a la variable w sont des formes
modulaires.

Proposition-Définition 3.2.3.

Par analogie avec le cas classique, on introduit la forme pour le réseau As encore notée o
et définie par:

.A(T,Z) 6—127r2G2(7')<z,z>

n3(7) '

Cette forme est une fonction holomorphe sur H x U, dont les zéros coincident avec ceux
de la forme A.

Ce n’est pas une forme de Jacobi, mais les coefficients f, k,(T) qui apparaissent dans son
développement de Taylor en les variables z1 et zo sont des formes modulaires.

La fonction o vérifie une propriété analogue a celle du cas de une variable :

o(r,z) =

Aglogo = —p.

Preuve.
La propriété des coefficients f, ,(7) est une application de la proposition 1.2.11.
On vérifie la derniere relation en écrivant :

Aglog(o) = Aglog(A) — 1272Ga (1) x Ag(< 2,2 >)
= —p + 961G (1) — 127G (1) x 8 = —p.

133

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

3.3 Introduction de caractéristiques

3.3.1 Utilisation des fonctions a une variable &y, o1, &0

Dans ce paragraphe, on utilise les fonctions £gg, o1, {10 ( voir le paragraphe 1.1.3 ), citées
par V.Gritsenko dans son article [G2], qui sont des formes a une variable, définies a partir
de la fonction 1 en introduisant des caractéristiques d’ordre 2.

Proposition-Définition 3.3.1. On utilise ici le systéme de coordonnées (2},25,25) de U.
On pose :

£00(7,2) = €o0(T,21)&00(7,25) €00 (7, 23)

£01(7:2) = €o1(7,21)601(7,22)€01(7:23)

£10(7,2) = &10(7,21)€10(T,29)€10(7, 23).

Ces trois fonctions vérifient les relations suivantes :

- <z,z>
560(T+172) = 661(7—72) 560 _%75 = e &)0(7—725)

- <z,z>
561(7'—1—1,2’) = 560(772) §61 _%7% = e 510(772)

L <z,z>
§10(T+1,2) = &o(1,2) 10 —%af = "7 &n(ne)

Pour tous «, B appartenant a As :
Ebo(Ty2 + ot fr) = e THSHITSEE G (7 2)

561(7'72’ +a+ f1) = efm(<ﬁ’ﬁ>7+2<ﬁ’z>)561(T,Z)

510(772’ +a+ f71) = €7ﬂi(<ﬁ’ﬂ>”2<ﬂ’z>)§io(7'72)

Les fonctions &, &)1, 8 &1y sont a coefficients de Fourier entiers et leurs développements
de Fourier ont pour premiers termes:

[5()0](10 =1
[5{)1](10 =1

1
[€10lg0 = g( 2+ P +P).

Preuve.

Les équations fonctionnelles vérifiées par ces trois formes s’obtiennent en consultant les
tables de relations vérifiées par les fonctions a une variable &y, o1, €10, (Voir le paragraphe
1.1.3), et en écrivant o et (3 sous les formes respectives (a},a5,a3) et (by,by,b3), avec les a
et b entiers et a} + a5 + a3 =0, b} + b + b3 = 0.

Les propriétés concernant les coefficients de Fourier s’obtiennent en utilisant le fait que
£00, &o1, 2£10 sont & coefficients de Fourier entiers, ainsi que les égalités :

[fo()(T,Z)]qo =1

[€o1(7,2)]p0 = 1

67T’LZ + e—ﬂ"LZ

()l = —5

En considérant certains polynomes symétriques en ces fonctions, on peut obtenir des
formes de Jacobi définies relativement au réseau As.
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Proposition 3.3.1. Exemples de formes de Jacobi obtenues.

L W(A)fZ
Dy = 8(&p0 + o1 + E10) appartient a J0,1( 2J

et [(I)l]qo =18+P + P

By = 64(&60” + E” + €107) appartient a Jg'y e

et (@), = 132+ 4(Py + Py) + 2P Py + P2 + P}
. \ W A b 7Z
5 = 8(&0o1 + €01€10 + Eoolo) appartient a JO,Q( 2
et [Py = 12+ 2(Py + Po)

. . W(A2),f,Z
D3 1= 8001 €L appartient a J073( 2).f

et [(I)g}qo =24+P+P
= 83(&y” + &y 4 5103) appartient a JW(A2)
et [@4],0 = 1032 + 12(131 + Py) +12P Py 4+ 6(P} + P$) + PP + Py 4 3(P.P; + P}PR)
2 2 2 W (A2),f.Z
§ 1= 64(E00Eh1” + o Er + €61 Elo + E0Elo” + &0 Elo + Eholo”) appartient d Jo. ( 2hJ,
et [(193],10 =168 +24(P, + P) + 4P Py + Q(Pl + PQ)

Py = 64((5605(’)1)2 + (£00€10)° + (5(’)1510)2> appartient a JW(AQ)

et [<I>4] 0 =64+202+ P + P)?

o =84 (¢ + €0 + €0") appartient d JW(AQ)

et [l =2x 8"+ (24 P, + P)*
3 3 3 3 3 3 . N W(A2),f,Z
®f = 83(ehoths” + o Ehy + &b Elo + E01ET" + €0 €l + EboElo”) appartient & Iy
et [P0 = 2(83 +82+P+P)+ 2+ P+ P2)3)

2 o W(A9)f.Z
Y = 8%(EhoEiEl0” + Ebohr Elo + Ebo En&lo) appartient d J0,4( 2

et [®),0 = 36 + 20(Py + P3) + 2P, Py + P} + P}

Preuve.
Ces résultats s’obtiennent grace aux propriétés énoncées a la proposition-définition 3.3.1.

3.3.2 Utilisation de fonctions a deux variables

(i) Généralités

Dans le paragraphe précédent, on a utilisé I'introduction de caractéristiques d’ordre 2 sur
la fonction classique a une variable ¥, ce qui a conduit aux formes &g, £o1, &10-

De fagon analogue, on va introduire dans ce paragraphe des caractéristiques sur les fonc-
tions & deux variables, en particulier sur des formes dont on connait bien les zéros, ce qui
nous permettra de déterminer ceux des nouvelles formes obtenues, et de considérer des
quotients dans certains cas favorables.

Définition 3.3.1. Si ¢ est une forme de Jacobi d’indice m définie relativement a Ay, pour
« et B appartenant & As ® Q, on pose:

¢[o¢ﬂ] (7_,2> — em’mT<B,ﬁ>e27rim<ﬁ,z+a>¢(7_’z +a+ ,87‘)

On dira alors qu’on a introduit les caractéristiques o et 3.
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Proposition 3.3.2. Soient k un entier relatif, m un entier naturel, x un caractére, et ¢

W(Az) f( )

appartenant a J, . Soient « et B appartenant a Az Q@ Q.

La fonction gzﬁo‘ﬁ vem’ﬁe alors les propriétés suivantes.

1) $1B(r 4 1,2) = x(T)emm<BB>glathf(r. )

<z z>

2) ¢[a,ﬁ](_%7§) —_ X(S) k 2mm<a ﬁ> Tim =2 ¢[ ﬂ,a](T 2)

3) pour ', " appartenant a As,
GONT 2 41 +1'T) = Xagm (I 1) T2 2> <U>) glofil (7.2),
avec Xapm(U'l") = e—2mim<l" > 2mim<l’, 5>

4) pour 1 appartenant & Ag, ¢loth8l(r 2) = e2mm<Bil> gl (7 7)
5) pour | appartenant ¢ Ay, ¢l@0H(12) = ¢lofl(7 2)

6) si o appartient & W(Ag), ¢l*P(1,0.2) = e(o). ¢[0 a0t Al(r,z2),
. { 1, si ¢ est W(Az) — invariante
ot €(0) =

sign(o), si ¢ est W(A2) — anti-invariante

Preuve.
On utilise la définition de la fonction ¢l et les équations fonctionnelles vérifiées par la
forme ¢.

1) ¢[a,ﬂ}(7_ + 172) — emﬁm-r<ﬂ,ﬁ>emm<,8,ﬁ>627rz‘m<ﬂ,z+a>¢(7_ 4 172, Lo+ /3 + ﬂT)
— X(T)emm7'<ﬁ,ﬁ>evrim<ﬁ,ﬁ>e27rim<ﬁ,z+a>¢(7_’z Lo+ ﬁ + ﬂT)
_ X<T)e7m'm<,8,6>e27rim<6,z+a>6727rim<ﬁ,z+a+,8> ¢[a+,8,5} (7_72,)

= X(T)emim<B>gla+B.0)(7. ).

2) qﬁ[a’m( 71—’5—) _ i .m<,8,[3>

— T m<B 8> 27rzm<ﬁ, +a>¢( 1 Z ,BTJFOIT)

_ X(S) k=i <f B> 62’2’” <ﬂ,z+a'r> @<zfﬁ+ar,zfﬁ+a~r>

X¢(T,Z - /3 + 0(7')
— X(S) ke T < tar,ztar> ¢[—,8, ](7_ Z)e—ﬁimr<a,a>e—27rim<a,z—ﬁ>

-

2m’m<ﬁ,i+a>¢( 1z_B84 )

T'T T

:X(S) ke mi<z,2> e2mim<a ﬁ>¢[ ﬁ,a]( )

3) Soient I, I"” appartenant & As,

. . ! "
¢[a,,8] (T,Z + U + l//T) — ewzm7<ﬁ,ﬂ>€27rzm<ﬁ,z+l +1 T+a>¢(7.7z + U +oa+ ﬁT + l//T)
— mimT<B,B> 2mim<B,z+a> 627r7jm<ﬁ,l’>627rim7<ﬁ,l”>e—27rim<l”,z+a+ﬁ’r>
e "
e mim<l",l >T¢(T,Z+Oz—|—ﬁ7’)
_ omim(=2<l" z>—7<I" 1" 1n ,
= erim T (1) 10 2),

_ . " . 7
avec on,ﬁ,m(l/vl”) —e 2mim<l ,a>€2ﬂ'zm<l B>

4) soit | appartenant a As,

¢[a+l,,8] (T,Z) — emmT<B,B>627rim<,3,z+a>e27rim<ﬁ,l>¢(7.’z oo+ 57. 4 l)
_ ewimT<ﬁ,ﬁ>62ﬂim<ﬂ,z+o¢>e?ﬂ'im<ﬁ,l>¢(7_7z +a+ ﬁT)
_ 627rim<,3,l>¢[a,,8] (T,Z)

5) soit [ appartenant a Asg,
¢[o¢,ﬁ+l] (T,Z) _ 67rim7'<ﬁ,ﬁ>eTrimT<l,l>627rim’r<ﬁ,l>eQﬂim<ﬁ,z+o¢>627rim<l,z>€27rim<l,oc>
X ¢(1,z + o+ 1t + B7)
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7rim7’<ﬁ,ﬁ>e7rim'r<l,l>e27rim7'<ﬁ,l>627rim<ﬁ,z+a>e?m’m<l,z>627rim<l,o¢> —mimT<l,l>

=e
> e—27rim<l,z+a+,3’r>¢(7-7z +a+ I+ ﬂT)

= gl (r,2)

e

6) soit o appartenant a W (Asz),

¢[a,ﬁ] (T,O’.Z) _ 67rimT<B,ﬁ>e27rim<ﬁ,cr.z+a>¢(T’O_.Z +a+ BT)
— 67rim7'<a*1.,@,U’l.ﬁ>62m‘m<a*1.,@,z+a’1.oc>€(o.)¢(7_ 2+ O'_I.Oé + O'_l.ﬁT)
= e(o)glo e A 2).

Corollaire 3.3.1. On reprend les notations de la proposition précédente, et, si ¢l*P! (7,0)
est non nul, on pose:
#2(r,2)

[,] —
P = Gedtroy

Alors la fonction P vérifie les propriétés suivantes.

1) foR(r 4 1,2) = flot0(r,2)

m <z,z2>
T

2) flafl(=1,2) = emim=5= fl=Bel(7 )

3) pour ', I" appartenant a As,

FOBl(rz 41 +1'7) = Xa g (U1 )emm(Z2<lz>=r <L) flosfl (7 ),
avec Xagm(l1") = o= 2mim<l 0> 2mim<l’, 5>

4) pour 1 appartenant & Ag, flothfl(r 2) = flobl(1 2)
5) pour | appartenant ¢ Ay, floBH (1 2) = flofl(r 2)
6) si o appartient o W(Ay), flofl(r,0.2) = flo oo™ 0] (7,2).

Preuve.
C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente.

On va s’intéresser maintenant a la construction de formes de Jacobi a partir de fonc-
tions de ce type.

On choisira une fonction dont on connait les zéros ( la forme a_3 1 ou la forme dénominateur
notée A, voir le paragraphe 3.2.1 ) et on lui appliquera ce procédé, avec différentes ca-
ractéristiques.

Les formes a_3 1 et A admettent des écritures sous forme de produits infinis qui permettent
de constater que si la fonction fl*8)(7 2) est bien définie, elle admet un développement de
Fourier ou n’apparaissent que des puissances positives de q.

Dans la suite on limitera 1’étude au cas ou « et § appartiennent a %Az, ou ¢ est un
entier naturel non nul.

Proposition 3.3.3. Soient g un entier naturel non nul et § un systéme de représentants
de %Ag modulo Ay. ( Card S = 3¢°. )

On pose F :=8 x S.

La notation ¢ désignera dans cette proposition la forme a_31 ou A, on notera k son poids,
m son indice.

On pose :

F = { (@,B) € F | 8 (1,0) £ 0 }
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Soit Fo un sous-ensemble de F', de cardinal dy, vérifiant les égalités suivantes modulo
A2 X AQ N

@) {(a+p.0)/(wh)eFo} =Fo
(@) {(=F)/(af)eFo} =5Fo
(tit) { (o.v0.8) | (a,B) € Fo } = Fo, pour tout o de W(Asz)

Soient r appartenant a N, et j un entier compris entre 1 et dy.

q
pged(q,m)

On pose, avec les notations de la définition 3.3.1:

(Fo) ._ :
27 = i (o )
ot o désigne le polynéome homogene symétrique fondamental de degré j a do indéterminées.

(Fo)

0 W(A2),f
T7]

Alors, la fonction ® appartient a Jy .o

Preuve.

Remarque préliminaire: d’apres les propriétés (4) et (5) du corollaire 3.3.1 précédent, la
fonction £l ne dépend que de a et 6 3 modulo Ag, ce qui justifie le fait de ne considérer
qu'un systeme de représentants de éAg modulo As.

Soit r appartenant a m

D’apres la forme de x4 3,m, donnée dans le corollaire 3.3.1, pour tous «, 8 appartenant a
S, et pour tous I, I” appartenant & As, Xgﬂm(l’,l”) = e 2mimr<l",a>2mim<l',6> — 1 car
2mr < 1" a > et 2mr < l’,3 > sont dans 27Z.

D’apres la propriété (3), pour tous «, 3 appartenant a S, la fonction ( f [a*m)r vérifie donc :

pour I’, I” appartenant & As,
(f[a,,@])r(T7z +1U+ l//T) _ e7rim7"(—2<l”,z>—7’<l”,l”>) (f[a,ﬁ})r(ﬂz).

Soit maintenant Fy un sous-ensemble de F', vérifiant les égalités (i), (ii), et (iii) mo-
dulo A x Ajs, de cardinal dy, soit j un entier compris entre 1 et do, et soit o; le polynome
homogene symétrique fondamental de degré j a dy indéterminées.

Alors, d’apres les propriétés de stabilité de Fy, et les propriétés énoncées dans le corollaire

3.3.1, on peut vérifier facilement que la fonction @1{7];0) = 0j ((f[o‘ﬁ])’(”a B)eFo ) possede
toutes les propriétés d’une forme de Jacobi faible, W (Ay)-invariante, de poids 0, d’indice

mrj, avec un caractere trivial.

Notation 3.3.1. Orbites de %2(2 X %ITQ modulo Ay X As.
Soient v et 3 appartenant & %2(2, on note Q(a,B) lorbite de (,3) sous laction de W (Az),

modulo Ay x As.
Autrement dit, Q(a,3) est un systéme de représentants modulo Ay x As de l'ensemble

{ (0.a,0.8) | 0 € W(Ag) }.

Proposition 3.3.4. Forme de Fy.

On reprend les motations de la proposition 3.3.3.

Soit Fo un sous-ensemble de F =8 x S.

Alors Fy est inclus dans F' et vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii) si et seulement si Fo
est de la forme:

Fo=Ui_; Qa;,5)),
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ou t est un entier naturel non nul et ou pour tout entier j compris entre 1 et t, le couple
(aj,8;) appartient a F' et vérifie :

(a) (o5 +8;8;) €Fo
(b)  (=Bj5) € Fo

Preuve.

Soit Fp un sous-ensemble de F =S x S.

Il est clair que Fy vérifie la propriété (iii) si et seulement si Fy est une réunion d’orbites
du type Q(a,5).

On peut désormais écrire Fy sous la forme:

Fo = Uj—y ey,8),

ou t est un entier naturel non nul et oli pour tout entier j compris entre 1 et t, le couple
(aj,0;) appartient a F.

L’ensemble Fj est alors inclus dans F’ si et seulement si chaque couple (a;,3;) est lui-
méme dans F', puisque ¢(7,a + 57) # 0 équivaut & ¢(1,0.a + 0.07) # 0, pour tout o de
W (As), par W(As)-invariance ou anti-invariance de ¢.

Si Fo vérifie la propriété (ii), alors pour tout entier j, le couple (a;,5;) vérifie la pro-
priété (b).

Réciproquement, supposons que pour tout entier j, le couple (cy,3;) vérifie la propriété
(b).

Soit (a,3) appartenant a Fp.

D’apres la forme de Fp, il existe o appartenant a W (As) et j compris entre 1 et ¢, tels que
(a,ﬂ) = (U.Ozj,O'.,Bj).

Mais alors, (—f3,a)) = (—0.8;,0.a;) appartient a Q(—f;,a;), qui est inclus dans Fg, puisque
par hypothese (—f;,a;) appartient a Fy, et que F vérifie (iii) ( autrement dit, Fy est stable
par W (As)).

Donc (—f,a) appartient a Fy, et Fy vérifie la propriété (ii).

On montre, par un raisonnement analogue, que Fy vérifie la propriété (i) si et seulement
si, pour tout entier j, le couple (a;,0;) vérifie la propriété (a), ce qui acheve la preuve de
la proposition.

L’application de cette méthode de construction de formes de Jacobi se ramene au probleme
de I’étude des orbites de F := S x S sous l'action de W (A3), et de leurs propriétés.

Remarque 3.3.1. Les paragraphes qui suivent sont consacrés a ’application de cette méthode
de construction dans les cas ou ¢ est inférieur a 3.

Cependant, I'étude systématique des cas ¢ = 2, 3 serait trop longue a détailler, et on se
contentera de donner des exemples intéressants obtenus par cette méthode dans le cadre
de restrictions du cas général.

Remarque 3.3.2. Cette méthode de construction se généralise a tout réseau de racines,
en prenant pour ¢ une forme de Jacobi dont on connait les zéros, par exemple la forme
dénominateur, ou une fonction construite sur le modele de a_3 1 pour les réseaux de type
A, ou D,, notamment.

La construction semble également applicable a un réseau quelconque, en utilisant une
forme de Jacobi dont on connait les zéros, mais sans toutefois pouvoir exploiter les pro-
priétés relatives au groupe de Weyl.
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(ii) Caractéristiques d’ordre 1: ¢ =1

Lemme 3.3.1. -
On prend S :={ 0, Ao, 22 } comme systéme de représentants de As/As. ( Voir le lemme
1.2.1 ). Pour tout (a,3) appartenant a S x S, on a:

Qa,f) = { (a,0) }

Preuve.
Il suffit de remarquer les égalités suivantes:

Tay(A2) = A2
Uaz()\g) = /\2 — Qg = )\2 mod AQ.
Lemme 3.3.2. Soit 7 fixé dans H.
(1) Pour tout (a,3) appartenant a S x S, A(t,a+ 1) = 0.

(2) Le seul couple (a,3) appartenant a S x S, tel que a_3 (7,00 + B1) = 0, est le couple
() = (0,0).

Preuve.
D’apres le corollaire 3.2.1, A(7,a + 7) = 0 si et seulement si:

( <o, >€ZL et < fB,a1 >€ Z)
ou ( < a,ag €7 et < fB,ag >€ Z)
ou (<a,a1+a2 >cZ et < f,a1+ag>€ Z)

Pour vérifier la premiere affirmation, il suffit donc de constater que pour tout («,/3) ap-
partenant a S X S, < a,a1 > et < §,a1 > appartiennent a Z.

D’apres la définition-proposition 2.5.1, a_3 1(7,ac + 47) = 0 si et seulement si:

( <o\ >€Z et < B\ >€ Z)
ou ( <\ >EZ et < B\ >€ Z)
ou (<a,A2—A1 S€Z et < fB A -\ >ez)

Or, le seul a appartenant a S, tel que < a,A\; > soit entier, est a = 0, car < Ag,A\; >= %,
de méme pour < a,\y > ou < a,Ag — A\ >, d’out l'affirmation (2).

Lemme 3.3.3. On peut résumer dans les tableauz suivants les résultats obtenus modulo
Ag x Ay lors des opérations (a,3) — (—f,«) et (a,f) — (a+ B,0).

(o, 8) (0,0) | (0,A2) | (0,2X2) (A2,0) | (A2,A2)
(—ﬁ,oz) (0,0) (2)\2,0) (/\2,0) (O,AQ) (2)\2,/\2)
(a+6,8) | (0,0) | (A2,A2) | (2A2,2A2) | (X2,0) | (2A2,A2)
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(a,8) (A2,222) | (2X2,0) | (2A2,A2) | (2A2,2)2)

(—B,a) (A2,A2) | (0,2X2) | (2A2,2)2) | (A2,2A2)

(a+B,8) | (0,2X2) | (2A2,0) | (0,A2) (A2,2)2)
Preuve.

11 suffit d’utiliser le fait que 3y est dans As, et que donc —X\s = 2Xy mod As.

Corollaire 3.3.2. Application de la méthode de construction dans le cas ¢ = 1.
(1) D’apres le résultat (1) du lemme 3.3.2, il est impossible d’obtenir une fonction du type

f
<I>£7j°) avec p = A et ¢ = 1.
(2) D’apres le résultat (2) du lemme 3.3.2, en reprenant les notations de la proposition
3.3.3, Uensemble F' pour ¢ = 1 est l’ensemble F' = F —{ (0,0) }.

D’apres les résultats des lemmes 3.3.1 et 3.3.3, le seul sous-ensemble Fy vérifiant alors
les propriétés (i), (ii) et (iii) est alors:

Fo =1 (0,X\2), (0,2X2), (A2,0), (A2,A2), (A2,2X2), (2A2,0), (2A2,A2), (2X2,2)2) },

de cardinal dy = 8. D’apres la proposition 3.53.3, on pose, pour r entier naturel non nul et
j entier compris entre 1 et 8:

Fo) ._ a,B]\r
o7 = o <(f[ A, )v

ot o désigne le polynome homogene symétrique fondamental de degré j a 8 indéterminées.

(Fo)
T7]

(A2)7f'

Alors, la fonction ® appartient a J(I;Z-r
Lemme 3.3.4. On note x1 := (0,A2), x2 := (0,2X2), x3 := (A2,0), x4 := (A2,\2),
z5 = (M2,2Xa), 26 = (2X2,0), 27 := (2X9,\2), 25 := (2X2,2\2), et f1] les 8 fonctions du

type 1P correspondantes obtenues.

On a alors:
7 g = 11200 = (4]0 = (£ = (£ )0 = [F17] 0 = 1
P = o (F e Fa s Fa - tg et ag! - T 6)
[fE6)] o = —311@( — e e T - T+ TG - TG e G)
Preuve.

On utilise la forme produit de la fonction a_3 1, et on effectue un calcul analogue aux
calculs détaillés un peu plus loin ( voir par exemple le cas ¢ =3, ¢ = A ).

Proposition 3.3.5.
On obtient les exemples suivants ( que l'on peut exprimer a l'aide des formes qui seront
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précisées aux paragraphes 5.2, 5.8, 5.4 ):

SRS J(%(AQ)J [@11]p0 = 3(18 4+ Py + P)
Yo 1, = Jof]
B € Jon P [®10]0 = (PP + PP+ P3) +2(Py + P) + 15

dot B1o = (U5 +Uis)) + 200

Bo € Joo P [@g1]0 = L(AP Py + P2+ P}) 46
d’ot By = %(T/’oz +4%2 )
O3 € Jgg Y [@13]0 = 2(PLPy+ P2+ P2) 4 5(Py + P3) + 20

5 1 1
d’ou @173 - %(7/103 +T/1( 1 ) + 51/1(()7§
(I)g 1€ JW<A2) ! [(1)3’1]110 =64+ 2*17(P12P2 + P1P22)

d’ot @371 27w(12

(iii) Caractéristiques d’ordre 2: ¢ =2

Lemme 3.3.5. On prend S := { 0, %, %, @ta2 4 M 4l 4 hae 4 u-(ozes)
comme systéme de représentants de (§A2>/A2. ( Voir le systeme de représentants de

2(2/2142 cité dans le lemme 1.2.1 ).

Notation 3.3.2. On pose:

a1 ao a1+ ao
8 ::{07 a ) o }
0 27 2 2
f_ [ 1 ay a1+
50 _{ 27 2’ 92 }
A A — A — Al — —
& ::{:l:il’ LM a1’ LA 042’ LM (a1 — a2) }
2 2 2 2

(iii)-(a) Utilisation de la forme a_3;

Lemme 3.3.6. Pour ¢ =a_31, on a la description suivante de F' :
F=F-({0}x& U &x {0} U {(af)c&xEa=p})
ou encore :
F={(a,p)e& xE,a#B} U xE UEXE U EXE
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Preuve.
D’apres la forme des zéros de a_31 ( voir la preuve du lemme 3.3.2 ), pour («,3) appar-

tenant & S x S, a[a,ﬂ} 1(7,0) = 0 si et seulement si (o, 3) appartient a:

{0} x & U & x {0} U {(00)} U {(aB) €& xEpa=5}.

Remarque 3.3.3. On peut constater ( voir la notation 3.3.1 ) I'égalité:

Q(%%) = {(a,B) €E <&, atp).

Lemme 3.3.7. Les ensembles Q(al a2) et Egx & U &1 xE U &1 x & vérifient tous deux
les conditions (i), (ii), (iii) de la proposition 3.3.3, pour la forme ¢ = a_3 1, et permettent

donc de construire des formes de Jacobi faibles W (Az)-invariantes.
On peut noter que dans ce cas, r appartient a 2N.

Preuve.

La propriété (ii) est facile a vérifier.

Pour s’assurer de la propriété (iii), il suffit d’utiliser les orbites de %;1; /Ay sous lac-
tion de W (Az) ( voir le lemme 3.1.2 ) rappelées ci-dessous:

W(Az). <0 > = {0}

W(Adz). < % > = {9, ato o

W(Az). < % > _{ , s S Al*(0421+a2)}
W(Ay). < =34 > — _%’ _ )\12(11’ B >\1—(a21+a2)}
W(AQ) < Al—ap > — {¥}

W(A). < /\15012 > = /\17042}

Pour vérifier la propriété (i), on écrit les tableaux donnant les résultats de l'opération
(a,3) — a + (3, modulo As.

a\. f % _% % _%
AL _ A—an 0 _ Ai—(aa1ta9) ag
2 2 2 2
A 0 A1—as ay M —(a1+a2)
2 2 2 2
A —aq _)\1—(0614‘042) (51 _>\1—o<2 O
2 2 2
_)\1—041 (%0 >\1_(011+Oé2) 0 )\1—0@
2 2 2 2
A1—a2 A g Ao al1taz
2 2 2 2 2
Mmoo g AL a1taz Al—aq
2 2 2 2 2
A1 —(a1+a2) A—ay a1tas A1 ag
2 2 2 2 2
_M—(oa+as) a1+ag Ai—aq az AL
2 2 2 2 2
0 A M M—an _Mi—on
2 2 2 2
ai Ai—ag Mo AL _AM
2 2 2 2
s A —ao A —ag A —(a1taz) _ Mi—(ai+az)
2 2 2 2 2
altas A1—(a1+az) _ Ai—(aa+ag) Ai—ao _di—a
2 2 2 2 2

© 2003 Tous droits réservés.
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A—ag Moo A—(a1ta2) ~ di—(a1taz)
a\ 8 2 : 2 2
AL _ A g _ Mo aitas
2 2 2 2 2
_ AL ag A1 aitas A—og
2 2 2 2 2
M—aq _A—og a1tas N ag
2 2 2 2 2
_Ai—ar o tas Ai—aq as N
2 2 2 2 2
Ai—as _ M- 0 _Mi—(aitas) ar
2 2 2 2
_M—ap 0 Ai—ap ar A —(a1taz)
2 2 2 2
A —(a1+az) _ Ai—(a1+ag) o Aoy 0
2 2 2 2
_Miz(aitas) o Ai—(aitas) 0 A—as
2 2 2
0 Al—a _Ai—an A —(a1+a2) A —(ai+az)
2 2 2 2
ar A1—(a14az) _ Mi—(a1+az) A —aro A
2 2 2 2 2
az AL M A1—ag Ao
2 2 2 2 2
ajtag A—aq M- AL Y
2 2 2 2 2
a1 a2 altag
N 0 2 : 2
AL A Mi—ag A—ap M —(a1taz)
2 2 2 2 2
—A —A PVET] _ M-y _Mi—(ai+az)
2 2 2 2 2
A—aq A—a AL A —(o1+a2) A1 —ao
2 2 2 2 2
_M—on _ Mo A _Mi—(aitas) Ao
2 2 2 2 2
A1—ao A —asg M —(a1+a2) AL M —aq
2 2 2 2 2
7>\1_C¥2 7)\1—(12 7)\1—(041—%042) 7)\7 7)\1_0[1
2 2 2 2
A — (a1 +as2) M —(a1+a2) A1 —as M—a; N
2 2 2 2 2
_ Ai—(oatag) ~ Mi—(aataz)  A—on Ao A
2 2 2 2 2
a1 Q2 ailtaz
0 0 5 L L
a1 [e38 0 a1t Qg
2 2 2 2
@2 Qg ai+as 0 .
2 2 2 2
a1tao oa1tas as o1 0
2 2 2 2

Premier cas: on considére Fj := Q(%,%), de cardinal 6.

On obtient 6 fonctions du type a3y,

[a, 0]

B = %ai + Zay, avec iy, iz, ji, jo valant 0 ou 1:

que 'on notera, en écrivant o = Ga1 + Zag et

Pi1,i2,51,42 (T,Z) = emT<Bﬂ>62m<ﬁ’z+a>a—3,1(Taz + o+ /BT)

Plus précisément, les 6 fonctions obtenues par cette méthode sont :

¥1,1,1,00 ¥1,1,0,1, ¥1,0,0,1, ¥1,0,1,1, ¥0,1,1,0 €t ©o,1,1,1-

On peut alors considérer les fonctions holomorphes sur H x U suivantes:

© 2003 Tous droits réservés.

YP1110(7,2) ==

901,1,1,0(7’72')
()01,171,0(7-70)

YP1101(7,2) ==
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Y1001(7,2)

Yo110(7,2) :

#1,0,0,1(7,2)

©1,0,0,1(7,0)

©0,1,1,0(7,%2)

©0,1,1,0(7,0)

77111011(7,2) :

Yo111(7,2) :

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

$1,0,1,1(7,2)

©1,0,1,1(7,0)

©0,1,1,1(7,2)

©0,1,1,1(7,0)

Proposition 3.3.6. On peut écrire ces fonctions a l’aide des formes d une variable

Eap(Tyw) 1= Z“Z((TT“’;, citées par V.Gritsenko [G1] ( voir le paragraphe 1.1.3 ).

Preuve.

(1,21)€01(7,22)610
2) = €1O(Tazi)§o1(ﬂzé)
2) = &10(7,21)€00(7,25)§
2) = &oo(T,21)&10(7,23)§
2) = €01(7,21)€00(7:25)&10

On obtient ces écritures en utilisant la définition des fonctions &y, celle de la forme a_3 1
(voir la proposition-définition 2.5.1), et les relations classiques données au paragraphe 1.1.3

et rappelées ci-dessous:

Irz+3+5) =-—

(1,2 + 5) =
19(7-7 ) =
V(1,2 + AT+ p)

q B0 (1,2)

—1/8€—m'2001 (T,Z),

*010 (T,Z)
_ (_1))\+,uefﬂ'i()\2‘r+2/\z),lg(

7,2), si A, u sont des entiers

Lemme 3.3.8. Les fonctions 211110, 2¢1101, 2¥1001, 2¥1011, 2¢%0110, 20111 Sont a coeffi-

cients de Fourier entiers.

Preuve.

Cela vient du fait que les fonctions &gg, 91 et 2£1¢ sont elles-méme a coefficients de Fourier
entiers ( voir le paragraphe 1.1.3 ).

Remarque 3.3.4. On pourrait se contenter d’exhiber les formes de Jacobi obtenues par
I’application de la proposition 3.3.3, mais il est naturel ici d’écrire en détail les relations
liant ces 6 formes, compte tenu des tables de relations classiques qui concernent les fonc-
tions &y ( voir le paragraphe 1.1.3 ), conséquences de celles liant les fonctions 0, citées
par exemple dans le livre de D.Mumford, [Mu].

table I
Y1110(7 + 1,2) Yo110(7,2
Y1101(7 + 1,2) Y1001 (7,2
Y1001 (7 + 1,2) Y1101(7,2
Y1011(7 + 1,2) Yo111(7,2
Yo110(7 + 1,2) Y1110(7,2
Yo111(7 + 1,2) Y1011(7,2

© 2003 Tous droits réservés.

table II
Pi110(—1,2) =
Y1101(—1,2)
Y1001 (—21,2)
Yio11(—1,2)
Yor10(—1,2)
Yo (—1,2) =
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On peut également rappeler les propriétés:

(i) pour tout a appartenant & As, Vi iz jo (7,2 + &) = Vi inj1jo (T,2)

(ii) pour tout 3 appartenant a As,:

Vivizjrjo (1,2 + BT) = ei2m'<5’z>eimT<ﬁ’B>wi1i2j1j2 (7—72) X (_1)<6’6T>7

OU Yiyigjijn (T,2) = &01(T,21.)€10(T,25)€00(T,2;), avec r, s, t distincts et prenant les valeurs
1, 2 ou 3, (¢;); désignant les éléments de la base canonique de R3.

Proposition 3.3.7. Ces 6 fonctions permettent de construire les formes appartenant a

gV (A2).f

0,2jr" du type :

F a r’
@ér?’; = Uj(((f[ A1) ) (0, 8)Fo >7

ot o; désigne le polynéome homogene symétrique fondamental de degré j a 6 indéterminées,
et ou v’ est un entier naturel non nul.

En particulier, st j est un entier compris entre 1 et 6,
j 2 2 2 2 2 2 : \ W(A2),f,Z
alors, la forme 470 (1110, V11015 YT0o1s YTo11s Vo110 Yo111) appartient a l’espace Jo2; .

Corollaire 3.3.3. Ezxemples.
(A2)7f

L W
- La forme fa := 3110+ ¢T101 + %5001 +¥T011 + G110+ Y5111 appartient ¢ Uespace Jo.2 )

et la forme 4fy appartient a J(%(A?)’fz.

ol = 5(6+ P+ Py).

JW(AQ)’ffz .

- On peut également obtenir la forme notée fi, appartenant a Jy 4

fa:= 160’2(1/1%110; e ﬂbgm)-

[f4}q0 = P12 + P22 + 22(P1 + Pz) + 4P P, + 54

Preuve.
On peut calculer [f2],0, en utilisant ( voir le paragraphe 1.1.3 ):

[€o0lgo =1
[€01]q0 =1
em’w 4 6—7riu)
ol = T
d’ou: ., . -1 ol
671'123 + 6771'123 e’TI'ZZQ + 677'('122
[Y1110]40 = — [Y1011]40 = —
ewizé + e—m’zé ewizi + e—m’z’l
[P1101]0 = I S— [Yo110]40 = 5
eﬁizﬂ + e—wizi ewiz’g + e—m’zé
(V10010 = — [Yo111]0 = ST

ce qui entraine:

[‘W%ndqo =2+C+ C{l [47/J%101]q0 =2+ ClC{l + CflCQ
[‘W%ooﬂqo =240+ Cfl [4¢%011]q0 =2+ Cl({l + CflCQ
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[41/)3110](10 =24+G+¢ ! [4¢§111]q0 =24+ G+G 1,
et finalement : )
[falgo = 5(6 + P + P)

[falo = P} + P34+ 22(P, + P,) + 4P, P, 4 54.

Remarque 3.3.5. On a remarqué ( dans un cadre général ) que la forme 4 f; est a coefficients
de Fourier entiers, on démontrera ( voir le chapitre 5 ) que c’est aussi le cas de la forme 2 fo.

Deuxiéme cas: on considére Fp:= & x & U & x & U& x &.

Cet ensemble est de cardinal dy = 128, on obtient donc 128 fonctions du type a[f‘f 1],
qui permettent de construire les formes appartenant a J(‘)/I/ng,z)’f du type:

F o i
@grfg- =0 (((f[ ’ﬁ])z )(a,ﬁ)efo )’

ou 0 désigne le polynome homogene symétrique fondamental de degré j a 128 indéterminées,
et ot ' est un entier naturel non nul.

Proposition 3.3.8. En applicant la proposition 3.3.3, on obtient notamment la fonction
N W(Az),f 5 N .
appartenant a Jy o définie par:

Oyi= Y ((f[aﬁ]))2-

(avﬁ)ej:o
Des calculs du méme type que ceux détaillés au paragraphe prochain donnent :

28
[@2](10 - 277

d’ou, en employant les notations définies aux paragraphes 5.2 et 5.8 :

By = 28(01)? — 79205 — 880{1Y).

32
(ﬁ+ﬁﬂ&ﬂ+m—ﬁﬂg+m

(iii)-(b) Utilisation de la forme A
On ne s’intéresse dans ce paragraphe qu’aux couples («,3) appartenant & ( %Ag) /As.

Proposition-Définition 3.3.2.

On considére o et 8 de la forme %al + %2012, avec i1, io valant 0 ou 1.

Parmi les 16 fonctions du type APl obtenues, siz vérifient la condition Al®8(,0) # 0.
1l s’agit de:

¢1 = A[%’%] ’(l}]_/ = A[%’%}
v = ATEERF gy = ATERF
vy = AEFE g = AT,

On peut donc former, pour chacune de ces fonctions, la fonction holomorphe sur H x U
définie par :

— Qz[)j(T’z)

. %(T,O)'

Comme ci-dessus, le nombre de fonctions en jeu n’étant pas trop important, on peut décrire
précisément les tables de relations qui concernent les fonctions &;.

gj (7‘,2)
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Proposition 3.3.9. Tables de relations.

table 1 table IT

G(r+1z) = &(rz) G(-12) = M G

(T +12) = &x(72) (=12 = A
E(T+1,2) = &(1,2) E(—1,2) = ST g(r,2)
Er(r+12) = Eu(r2) (-12) = M G(re)
&(r+12) = &y(re) G(—12) = & ()
Ey(r+12) = &(7,2) Ey(~1,2) = Ty (r,2)

table I11

On considére ' et I” appartenant a As

él(T’Zle/Jrl//T) — 63m‘<a1,l’>e—3m‘<a2,l”>637m‘[—2<l”,z>—7<l”,l”>}51(T,Z)
51,(77Z+l/+l//7) _ 637ri<a2,l’>6737ri<a1,l”>e37ri[f2<l”,z>7T<l”,l”>}é‘l/(T’z)
52(7.72,_‘_l/_|_l//7.) _ e37ri<a1,l’>e—37ri<041+a2,l”>e37ri[—2<l",z>—7'<l”,l”>]§2(7.72,)
52/(T,z—|—l’—|—l”7') _ e37ri<a2,l’>e—37ri<o¢1+a2,l”>e37ri[—2<l”,z>—7’<l”,l”>]52,(T’Z)
fg(r,z—i—l’—i—l”r) _ 637ri<a1+a2,l’>673wi<a1,l”>637ri[72<l”,z>fT<l”,l”>]53(7.72,)
fg/(T,z—f-l'—i—l"T) — 637ri<a1+oc2,l'>6—37ri<042,l”>e37ri[—2<l",z>—7’<l”,l”>]53,(T’Z)
table IV

&1(1,0a,2) &a(7,2) &(1,0a,2) = E&y(7,2)

§v(T00,2) = &(7,2) §1(1,00,2) = &(7,2)

§(1.00,2) = &(72) &(T.00,2) = &3(7,2)

§(1,00,2) = &3(7,2) §o(T,00,2) = &1(7:2)

§3(1,00,2) = &1(7,2) §3(1.00,2) = &2(72)

§(T.0012) = &x(7,2) §(T.00y2) = &1(72)

Remarque 3.3.6. Etude des coeflicients de Fourier.

On peut donner des fonctions £; une expression précise (voir la démonstration qui suit)
qui permet de constater qu’elles admettent bien des développements de Fourier ol n’appa-
raissent que des puissances positives de ¢, et que leurs coefficients de Fourier appartiennent
a I'anneau Z[27!], avec la notation :

227 =1 5

Q—S/QGZ,SGN}.

On peut calculer les termes [€;],0 :

Gl = 5GG+GGH e =56 G )
Gl = 3G G +AGH el =56 G )

L 5.5, 3,3 1 1 1 11
Gl =576 HGG) Balp = 5(G76G 7+,

Preuve.

En utilisant la forme produit de A on obtient celle des fonctions &;.
Rappelons en effet le résultat suivant ( voir le paragraphe 3.2.1 ):

© 2003 Tous droits réservés.
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A(m)—qch@lﬂ )’ XH[ —" GG 0GR (-G G)
<1 - GG - G — G ‘).

+oo
Posons T1(z,7) i= (7Gx [T |1 = "7 G )1 = a2 (1 - ¢ r6)
n=0
x(1= "GN (1= G G) 1 - ¢ ).

On peut alors écrire:
“+o00

A[a,ﬁ] (7_72) _ 637717—<ﬁ B> 67rz<ﬁ,z+a>q3 H(l o qn+l)2 « H(T,Z +a+ ﬁT),
n=0
d’ou

AleBl(rz) e6Ti<Bz> o O(r,z2+a+87)
A[aﬂ](»r,[)) - II(r,a+671) °

ce qui permet de donner des fonctions §; I’écriture suivante.

Détaillons le cas de la fonction ;.
I(7,2+ aQ + L7)
1(r, 2 +5 ) '
1
En remplacant (; par ¢2 (1 et Cg par —(o dans I’écriture de II(7,z), on obtient ’écriture de
(7,2 + S + St7), puis finalement celle de &; :

& (T,Z) _ 667ri<%7z>

5 TOO n+2 1 . n+% _9 A2
§1(7,2) = C1C2 H[1+q ¢ CQ ><1 q GGy XlJrq ¢ ¢

1
_ 1 1
" GG 1"t Iae | 124" 260G
1+ n—+1 X 1 X 1 .
q 1+qn+§ 1_qn—j

L’écriture de &1/ sera obtenue en remplacant, dans le produit II, ¢(; par —(; et (s par
q2C27

celle de & sera obtenue en remplagant, dans le produit II, {; par —q2C1 et (o par —(s,
celle de &y sera obtenue en remplagant, dans le produit II, {; par —Cll et (o par —q21C2,
celle de &3 sera obtenue en remplagant, dans le produit II, {; par —(11§C1 et (o par qing,
celle de &3 sera obtenue en remplacant, dans le produit II, (; par ¢2(; et (2 par —g2(o.

Ces écritures permettent de vérifier que les formes {; admettent bien des développements
de Fourier out n’apparaissent que des puissances positives de g, et que les formes 2¢; sont
a coeflficients de Fourier entiers.

Elles permettent aussi de calculer les termes [£;],0, on obtient :

Gl = 3@ G 06T levlp = 3G +G0)
Gl = 3@ G 06T (@l = 3G+ 0)
1 -1 _1 11 1 1 1 L

el = 576G+ GE) [l = 5(GT7G T + G

On peut a présent donner quelques exemples de polynomes symétriques en ces fonctions
& qui sont des formes de Jacobi.
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Proposition 3.3.10. Ezemples de formes de Jacobi.
. . . A2),f,
(i) 6(1,2) = 2561(7,2)€1 (7,2)a(7,2)€ (7,2)€8(m,2)Ey (7.2) appartient o Jg (1

. . . W(A2),f.Z
(ii) p(7,2) = AEL + € + & + &4 + € + €2) appartient o Jyg !
et on a: [l =23+ P P).

(iii) De fagon générale, pour 1 < k < 6, si o désigne le k-iéme polynome symétrique
fondamental a 6 indéterminées, et sir est un entier naturel, alors, la fonction définie par

L W(A9),f.Z
la formule 2% o), (37,627 €37 €27 €37 £2T), appartient d JO76§€T2) 5z,

(iv) Caractéristiques d’ordre 3: ¢ =3

On ne s’est intéressé dans ce paragraphe qu’aux fonctions construites a partir de la forme
dénominateur A.

( Comme on le verra, 'application de caractéristiques d’ordre 3 & A permet d’obtenir
les deux formes essentielles d’indice 3, utiles au chapitre 5, que sont wé}g et wc(),lgl ), et il
ne semble pas nécessaire de s’attarder ici sur la construction utilisant la forme a_3 1, qui
donnerait des formes d’indice un multiple de 3, d’apres la proposition 3.3.3. )

On s’intéresse ici aux caractéristiques «, 0 appartenant a %;i;

Lemme 3.3.9. Lorsque Al*P(7,0) ne s’annule pas, la forme :

AleBl(7 2
[a76] Pp— )
f (T’Z) T A[O"B] (T,O)

possede le coefficient [ ],0 suivant :

[f[a,ﬁ]]qo — 667ri<ﬂ,z>e—27ri<a1+o¢2,z>Po[401f,m Po[gﬁ} ngf}ag’ avec -

1 st <v,8>> 0
P'ga, ] — ( e2m’<'y,z> si < ’Yaﬁ > < 0 ) « ( H 627ri<”/7z>)
24 - e . *
LD gm0 N <

1 si <v,0>¢& —N* ‘
X({ 1—e2im<v,z+a> 7 ﬁ ¢ ) X ( H 672m<7,z>)

- _ N*
T—ezmeras st <70 >€-N neN*, n—<v,8> <0

1_672i7r<’y,z+a>

H_e—Zin<mas st <v,0>¢eN*

x({l st <7v,0>¢N* )

Preuve
Comme dans le paragraphe précédent, pour obtenir une écriture de fl*7 3 I’aide de puis-

sances de ¢, on utilise la forme produit de Al ( Voir la proposition 3.2.4. )
! +OO
A[a,,@] (7_ Z) _ e3wi7<ﬁ,5>86wi<ﬁ,z+a>q%e—2i7r<p/,z+oz+7—ﬁ> % H(l _ qn)2

n=1
+oo
« H [(1 - e2i7r<a,z+a+7—ﬁ>) H(l - qn€2i7r<a,z+a+7—ﬁ>)(1 - qnef2i7r<a,z+a+'r,8>)]’ d’otr :
~yEAT n=1

f[a,ﬁ] (7_ z) _ e67ri<ﬁ,z>6721'7r<p’,z>
)

1— 62i7r<'y,z+a+7—,6’> 100 2im <vy,z4+a+78>

1—4q"
X 1_[+ [( 1 — e2in<vy,a+78> > ] < 1— qn62i7r<'y,oz+’rﬁ>

1— qn€—2i7r<'y,z+a+7—,6>
) ( 1— qne—2i7r<'y,oz+’rﬂ> >}
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D’apres cette écriture (on rappelle que p’ = a1 + as ), la fonction f (5] admet bien un
développement ol n’apparaissent que des puissances positives de q.

On peut, & partir de ce résultat, exprimer le coefficient de ¢°.
D’une facon générale, on a d’abord, pour tout entier naturel n et pour € valant 1 ou —1:

1 sin+€<%ﬂ>> 0
={ 2mM<1E> gipte<q,B>< 0

1ie€2i7r<'y,z+a>

Toamaaes Sinte<y,f>=0

1_qn ee2i7‘r<’y,z+o¢+‘rﬁ>
l_qn€e2i7r<’y,o¢+7',3> 0

Posons, pour «, 3 fixés et v appartenant & AT :

L st <7,8>> 0

P')[/O“ l < p2mi<,2> si<v,8><0 ) X < H 627ri<%z>)
_e2in<y,zta . N
llfﬁjiz“*: si <v,8>=10 neN*, n+<y,6> <0

1 si <7,3>¢ —N* ‘
X({ 1_e2in<~y,z+a> . v 5 ¢ ) « ( H e—27rz<7,z>)

i—e” -7 7 _ N*
1—e2im<v,0> st <v,0>€-N neN*, n—<v,8> <0

X({l | si <7,0>¢N* )

1_672z7r<'y,z+a>

q_e—Zin<v,a> si <"}/,ﬁ>€N*

On a alors, d’apres la forme produit de fl*P(r,z):

[f[a,ﬁ] (T,Z)]q 67m<ﬁ z> —227r<o¢1+a2 Z>P[a”6]P[a”8]P[ a,0]

al1tag”

Lemme 3.3.10. .

Les lignes qui suivent décrivent le systeme S de représentants de %Ag modulo As que
l’on choisit ici. Ses éléments sont rangés suivant les 10 orbites obtenues sous l'action de
W(As).
1)0

2) \1
2) Ao
4) %Ab
5) E)\l’
6) 31,

(A2 — A1), — X

Mo — A1), — 2h9

(A2 — A1), — A

7) =%, —%( 2= A1), 23X

8) —3)\1, 2( 2 — A1), 5A2

9) =31, g(/\g — A1), §A2

10) 3 (>\1 +X2), 5(202 — A1), 5(201 = A2), 5(A1 = 2X), 5(A2 — 2M1), (=M1 — A2)

SISV I

Notation 3.3.3. On notera les éléments de cette dernicre orbite, elle-méme notée Sy,
de la facon suivante :

1 1
up = 5()\1 =+ )\2) Uy 1= 5(2)\2 — )\1)

1 1
Uz 1= §(2A1 — A2) Uy = §(>\1 —2)\9)

1
Us 1= g()\g —2\1) ug 1= 5(
Proposition 3.3.11. L’ensemble Fy de cardinal 72, défini par:

—A1 — A2)

Fo =810 xS10 U S10 x {0,A1,A2} U {0,A1,A2} x Sio,
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est contenu dans F', et répond aux conditions (i), (i) et (iii) de la proposition 3.3.3 pour

la forme ¢ = A.

Preuve.

Tout d’abord, si («,3) appartient a Fy, alors le calcul de < a + fr,a1 >, < a + fr,00 >
et < a+ OB7,01 + a9 >, ne donne pas un élément de Z + 7Z, ce qui, d’apres le corollaire
3.2.1, permet d’affirmer que Fy est inclus dans F’.

Ensuite, par le calcul encore, en utilisant le fait que A1 + Ao = a1 + a9 appartient a
Ag, autrement dit que —Ag est congru a A\; modulo Ao, et le fait que 3\; et 3\y appar-
tiennent & Ag, on montre que Fy admet les propriétés (i) et (ii).

En particulier, on a —S819 = S0, et pour vérifier la propriété (i), on peut consulter le
tableau qui donne « + 3 modulo Ay suivant.

o \ ﬁ (3] ug us Ug4 Us Ue 0 )\1 )\2
(31 Ug /\2 )\1 us us 0 (5} Uy us
u9 )\2 Uyg (51 0 /\1 us u9 Ug us
us )\1 (3] us )\2 0 Uy us us Ug
U4 us 0 /\2 u9 Ug )\1 Uy us (75}
us u9 )\1 0 Ug us )\2 us ul U4
Ug 0 us Uy )\1 )\2 (751 Ue us u9
0 (3] u9 us U4 us Ug 0 Al AQ
A1 Us Ug Uz U5 UL U3 A1 Ay O

/\2 us us Ug Ul U4 u9 )\2 0 )\1

Enfin, le fait d’avoir utilisé, pour la construction de Fy, des orbites sous 'action de W (As),
permet d’obtenir facilement la troisieme propriété.

Corollaire 3.3.4. De facon générale, si v est un entier naturel non nul, le j-iéme po-
T
lynome symétrique fondamental a 72 indéterminées en les fonctions (f[aﬁ}) , (a,B) décrivant

l’ensemble Fy, est une forme de Jacobi faible W (As)-invariante, de poids 0 et d’indice 3jr.

Preuve.
C’est une application de la proposition 3.3.3.

Proposition 3.3.12. FExemple d’une forme ainsi obtenue.

On considere :
Bogi= » flo
(06“8)6‘?0

(Az)’f, et vérifie :

La fonction ®¢ 3 appartient a lespace JOVE
[(19073](10 =3 X (15 + P1P2).

Remarque 3.3.7.
On peut démontrer ( voir le chapitre 5 ) que la forme ®q 3 est & coefficients de Fourier
entiers.
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Preuve.

On donne ici les grandes lignes de ce calcul.

D’apres la forme des [f [O"m] 40 il convient d’étudier la nature du terme < v,3 >, pour 3
dans 819 U {0,A1,A2}, et v appartenant a A.

On obtient le tableau donnant < +,3 > suivant :

<v,B>|ur uzy uz ug us ug 0 A Ao
1 1 2 1 2 1
aq 3 3 3 3 ~—3 —3 010
12 1 2 1 1
a2 3 3 —3 —3 3 —3 00 1
2 1 1 1 1 2
artaz |3 3 3 —3 —3 —3 01 1
Or, d’apres la définition de Pw[aﬁ}, on a:
[a7ﬁ} 1 2im<vy,z+a> . o
P’Y - 1f€2i7r<'y,a> 9 81 < ’Y?/B > = 07
[a7ﬁ} 1—e—2im<v,2+a> .
P’Y = 156—2i7r<'y,o<> 9 81 < 775 > = 17
Pfgaﬂ} _ e2i7r<'y,z>’ si <y,8>= _% ou — %’

Pw[a’m:l,si <v,B>= gou%.

On peut donc maintenant calculer pour chaque couple («,3) de I'ensemble Fy, le coef-
ficient [f1*F]] 40> grace a l'expression :
[f[oz,ﬁ]]qo — 667ri<ﬂ,z>6—27ri<a1+a2,z>Po[éC‘1f7m Po[laﬁ}P[a,ﬂ}

2 altag”

Si () appartient & Sig x {0}, on a:

[f[avﬂ}] o — 672m'<oz1+a2,z> 1_627l7r'<o¢1,z+o¢> 1_62i71i<a2,z+a> 1_e2i7r.<a1+042,z+o¢>
q 1_6217r<a1,a> 1_8217r<a2,a> 1_e2z7r<a1+a2,a>

Si («,3) appartient a Si0 X {A1}, on a:

[f[a,ﬁ]] — bmi<A1, 2> —2mi<arta,2> 1—e-%im<ap,zta> ]_g2im<ag,zta> |_—2in<ajtag,zta>
qO - 176722‘7r<a1,oc> 1762i7r<0¢2,a> 17672i7r<041+a2,oc>

Si () appartient & Sig X {2}, on a:

[f[a,ﬁ]] _ e67ri<A27Z>6_27ri<al+0lQ,Z> 1_e2i7r<al,z+a> 1_672i7r<a2,z+a> 1_672iﬁ<a1+a2,z+a>
® = 1_eZim<al,a> |_eg-2in<ag,a>  |_eg-2in<ajfag,a>

Pour («,3) appartenant a (Si9 U {0,A1,A2}) X Si0, on a:
si B =u, [f[oz,ﬁ}]qo — bmi<ur,z>,—2mi<ar+a,2>

si ﬂ = ug, [f[a,,@}]qo — 667rz'<u2,z>e—27rz'<oz1+oc2,z>627ri<oq,z>
si 6 = us, [f[a,,@]]qo — 667ri<u3,z>6—27ri<a1+cx2,z>e27ri<a2,z>
si ﬂ = U4, [f[a,ﬂ}]qo — €6m'<u4,z>e—2m‘<a1+a2,z>e2m’<a1+2a2,z>
si ,6 = us, [f[a,ﬂ}]qo — 667ri<u5,z>e—27ri<a1+a2,z>e27ri<2a1+a2,z>

si /3 = ug, [f[a,ﬂ}]qo — e67rz<u6,z>672m<a1+a2,z>e2m<2a1+2a2,z>.

En regroupant tous ces calculs on obtient :
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1— €2i7r<a1,z+a> 1— e2i7r<a2,z+oz> 1— €2i7r<o<1+o¢2,z+o¢>

_ ,2mi<artag,z>
[(1)073]‘10 =e : : 1 — e2im<ar,a> 1 — e2im<az,a> 1 — e2in<aitaz,a>
a€Sio
1— e—2i7r<a1,z+a> 1— 62i7r<a2,z+a> 1— e—2z’7r<a1+a2,z+a>

4 § 66m'<)\1,z>
1— e—2i7r<a1,o¢> 1— 627j7r<a2,o¢> 1— e—2i7r<a1+a2,a>
a€Sio
1— 621'7r<a1,z+a> 1— ef2i7r<a2,z+a> 1— 672i7r<a1+a2,z+a>

+ E eﬁﬂi<)\2,z>€—27ri<a1+oc2,z>
1— €2i7r<a1,a> 1— €—2i7r<o<2,a> 1— e—2i7r<a1+a2,a>
a€Sio

_|_9 % <667ri<u1,z>e—27ri<a1+042,z> + 667ri<ug,z>€—2m'<a2,z> + 667ri<u3,z>e—27ri<oc1,z>

_|_667r7j<U4,z>627ri<oc2,z> + e67r7,’<u5,z>627ri<o¢1,z> + e67ri<u6,z>627ri<a1+o¢27z>> )

Il reste & exprimer ce résultat en fonction de (7 et (o, en utilisant :

e2mi<aitan,z> _ C16o ebmi<u1,z> _ Ci16o ebmi<ua,z> _ <1C52
e2mi<on,z> _ 412(2—1 eOmi<ug,z> _ C1_1C22 eOmi<us,z> _ C1_2<2
e2mi<ag,z> _ Cf1<22 eOmi<uz,z> _ 412@71 eOmi<ue,z> _ Cf1C51
eBmi<ALZ> G’) eOmi<A2,2> _ Cg

j — 627ri<’LL1,Oc1> — 627ri<u1,a2> — 627Ti<u2,a1+0c2> — 627ri<u3,a1+a2> — 627ri<’LL4,Ot1>
. . . . 2
— 627TZ<U4,0&2> — 627rl<u5,041> — e27rz<u5,a2> — 627TZ<U6,(11+O¢2> — 6%, et

j2 — eQﬂi<u1,a1+a2> — e?m’<uz,a1> — 627Ti<u2,a2> — e27ri<u3,a1> — 6271'1'<U3,a2>
_ 627TZ'<U4,0¢1+012> — 627ri<u5,a1+a2> — 627ri<u6,a1> — 627ri<u6,a2>

Au terme de tous les calculs, on obtient :

[@o3)p0 = 3(¢T1 G + QG2+ (20 + GG + G+ TI) +54 = 3(15 + Py P).

Proposition 3.3.13. Autre sous-ensemble de F convenable.
On considére l’ensemble Foo de cardinal 432, défini par:

Fo= U (sixs)u U (sixsw) u U (Swxs)),

S 1<i<3 1<5<3
i F#J
1<4,j<3

avec: S} = {£3X2, £ 3h2, £330}, Sh={Egh, £33\, £3\}
Sp={£5(M = Aa), £330 —Ao), £ (M — M)}

L’ensemble Foo ainsi défini est inclus dans F' et répond auz conditions (i),(ii) et (iii)
pour la forme ¢ = A.

Preuve.

On utilise encore les notations de la proposition 3.3.3.

On peut vérifier, d’apres la forme des zéros de A, ( corollaire 3.2.1 ) que l’ensemble
E:=F — F sécrit:

= [ (1000221 <)) U (8 10 201 U (8 58) |

L’ensemble Fyg est donc bien inclus dans 7' = F — &£, et on vérifie facilement qu’il répond
aux conditions (ii) et (iii). Par ailleurs, on peut aussi I’écrire:
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3

Foo=8xS— [f0U5:| =SxS— [foug()U( U S], X {0,)\1, )\2}) U{O,)\l, )\2} X {0,)\1, )\2} ,

j=1
avec Jp I’ensemble de cardinal 72 introduit a la proposition 3.3.11,

3 3
et & = ({00, 22} x [J &) u (s x8)).
j=1 j=1

On montre par des calculs similaires a ceux déja réalisés plus haut pour I’ensemble Fy, que

3
les ensembles &, (U S]’- x {0,A1, )\2}), et {0,A1, A2} x {0,A1, Ao} vérifient la propriété
j=1
(i), et donc qu’il en va de méme de I'ensemble Fop.

Comme ci-dessus, on peut donc utiliser ’ensemble Fyg pour construire des formes de
Jacobi.

Corollaire 3.3.5.

De facon générale, si r est un entier naturel non nul, le j-ieme polynome symétrique fon-
T

damental a 432 indéterminées en les fonctions (f[o‘vﬁ]> , (a,3) décrivant I’ensemble Fop,

est une forme de Jacobi faible W (Ag)-invariante, de poids 0 et d’indice 3jr.

Preuve.
11 suffit d’appliquer de nouveau la proposition 3.3.3.

Proposition 3.3.14. Exemple d’une autre forme ainsi obtenue. On pose :
Boy= Y e
(ev,8)€Fo00

(Az)’f, et vérifie :

La fonction Vo3 appartient a l’espace Jgfg
[\1’073](10 =54 x (2 + P+ PQ)

Preuve.

Donnons les grandes lignes du calcul de [Wg 3]g0.

On écrit d’abord [¥ 3] g0 en séparant les termes ou 3 appartient a S1o des autres termes:

[Wo,3]0 = Z Z [f[a,ﬂ]]q0+ Z Z[f[aﬂ]]qo'

3 BES10 ﬁ¢810 (o7

ae U S]'-
j=1
D’apreés les calculs faits pour [®g 3],0, on a donc:

3
[Woslg =6 x Card | JSj+ > > [

Jj=1 B¢S10 @
=6x18+ Z Z[f[a’m]qo.
B¢S10 @

On s’intéresse alors au deuxiéme terme de la somme, que 1’on notera (x).

(%) = Z Z[f[a,ﬁ}]qo — Z [f[o‘ﬂ]]qo + Z [f[a,ﬂ]]qo_

B¢S10 @ / / 3
(e | S x 8]
iz ! (a,B)€ LJ1810 x S;
]:
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Rappelons que:

[f[a,ﬂ}]q 67rz<ﬁ, > f2m<a1+a2,z>P[a ﬁ}P[aﬁ}p[a,ﬁ}

ajtag”
On a aussi:
[a7ﬁ} — 1_62i77<’y,z+(¥> 3 R
P’Y - 1_62i7r<'y,a> 9 s1 < 776 > = 07

[O(,ﬂ} o 1_672i7'r<’y,z+a> . o
P’y = H_e—zm<vas 5 Sl < ')’76 > =1,

[o, 5] 2 : 1 2
P’Y —e Z71'<’Y7Z>’ si < 7’/6 > = -3 ou — 5

Pﬁga’mzl,si <7v,B>= 3 ou

Wl

Pv[a,ﬁ} — €—2i7r<v,z>’ si < ,}/”3 S = %’
P’gaﬂ} — €4i7r<7,z>’ si < 'Y,ﬁ > = _%’

et en notant ici e =1 ou —1,

< ’y,ﬁ > 6%)\2 6%)\2 6%)\2 6%)\1 6%/\1 6%A1 %()\1 — )\2) %(Al — )\2) %()\1 — AQ)
oq 0 0 0 e% e% 6% e% e% e%

o %) e% e% e% 0 0 0 —e% —e% —6%

a1 + a9 6% 6% 6% 6% e% e% 0 0 0

En utilisant aussi les tableaux déja écrits dans le cas de Fy, on peut finalement écrire,
en considérant la somme pour 3 appartenant a Sj, puis S}, puis S5 :

Cl CQ 16217r<a1,a>}

<*) — e 2mi<aitazz> [ Z (C + CQ) _ p2im<ara>

aGSloLJSéUS'

| ) 1— Cl—1<2262i7r<oc2,06>
| em2mi<antan,z> [ Z 3(¢1 +¢7) 1 _ clin<aza> ]

a€S1pUS US)
2it<altag,a>
+6—27ri<og+a2,z> E (C + C ) C1<2€
1 2 217r<a1+a2,a>
a€S1gUSUS)

Posons : -
i<y ,0>
C1C2 € !

a .= Z (CQ + C2) e2z7r<a1,a>

E€S10US,US),
) 1— C;1C2262i7r<a2706>
b= Z 3(¢1+¢1) 1 _ e2in<az,a>
a€S1pUS US)

1— C1C2€217r<a1+a2,a>

c:= Z (Cl + CQ) _ e2im<ontaz,a>

aESmUS/ US’

En utilisant les tableaux suivants (o1 j = e*3 ):
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oy 11 1 1 1 1 N EE 32 42
o) i3 Y

R I A A S R R SR R S S R S
62m<%a> AlgAg _Alg)\g 2/\1§>\2 _2>\1§)\2 4)\15/\2 _4)\1g>\2

ai J 7 j? J J j?

o0} 7 J J 7 7 J

ar+ay |1 1 1 1 1 1

2Ty ug uz ug Us  Ug

ai VA S B B

o) VAR R S B B

artax | 2§ 5 7P 5]

on obtient alors:

GG a= GG %3G+ ) x o (e + )
=27 (G NG+ G+ G+ )
=27 (G+ G+ GG +GG)

et de méme:

GG =27 (+ G G GGG

GG e=27(G+ G+ G+ Q).

Finalement on obtient :

() =2Tx2 (GG + G @+ G+ G+ +G) =54(P + Py,

et donc: [Wo3l0 =54(2+ P+ Pr).
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Chapitre 4

Constructions faisant appel a
d’autres réseaux

4.1 Utilisation de l’inclusion A4; ® A{ C A; ( sous-réseau )

On note ici L' le sous-réseau de As défini par L' := Zay ® Zuq, et on utilise le systéme de
coordonnées (y1,y2) de U. ( Voir le lemme 1.2.5 ).

Remarque 4.1.1. Quelques propriétés de L.
(i) 242 C L' C Ao,
(ii) Ag/L’ est isomorphe a Z/27.

Preuve.

Soit a appartenant & As. On écrit « sous la forme: a = ajaq + asag, ou a1, as sont deux
entiers, alors o = ayo; + ax(“5*), ou encore a = (a; — @)ay + Buy, ce qui permet de
conclure que 2« appartient & L, et que o appartient & L’ si et seulement si ao appartient

a 27, d’ou les résultats annoncés.

Lemme 4.1.1. Soient ki, ko deux entiers relatifs, m un entier naturel, et soient @1, @o
deux formes de Jacobi faibles a une variable, de poids respectifs k1 et ko, d’indices respectifs
m et 3m. Alors la forme définie sur U x H par:

U (Ty1,92) = ¢1(T,y1) X 02(7,92),

est une forme de Jacobi faible, de poids ki + ko, d’indice m, pour le réseau L.

Preuve.

La démonstration de ce lemme est immédiate en écrivant les équations fonctionnelles
vérifiées par les formes @1 et @9, ( voir la définition 1.1.1 ) et en exploitant 1'égalité
< z,2 >= 2y} + 6y3.

Proposition 4.1.1. Soient k un entier relatif et m un entier naturel.
S1 U est une forme de Jacobi faible, de poids k, d’indice m, définie relativement au sous-
réseau L' = Zoq @ Zuy de As, alors la fonction ® définie par :

O(7,2) := ¥(1,22),

JAz,f'

appartient a J, 3
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Preuve.
La démonstration de cette proposition est immédiate en écrivant les équations fonction-
nelles vérifiées par la forme U et en utilisant I'inclusion 245 C L' ( voir la remarque 4.1.11).

Corollaire 4.1.1. Soient ki, ko deux entiers relatifs, m un entier naturel, et soient 1,
o deux formes de Jacobi faibles a une variable, de poids respectifs ki et ko, d’indices
respectifs m et 3m. Alors la forme définie sur U x H par:

(D(T7yl)y2) =1 (7'72291) X 902(7'7292)7

est une forme de Jacobi faible, de poids k1 + ko, d’indice 4m, pour le réseau As.

Preuve.
Ce corollaire est une conséquence immédiate du lemme et de la proposition précédents.

Remarque 4.1.2. Généralisation.

Cette construction s’applique également a d’autres réseaux.

On peut notamment obtenir des formes de Jacobi pour le réseau Eg en utilisant les inclu-
sions Fg @J‘ Ay C Eg et E7 @J‘ Ay C Eg.

Comme Fg/(Eg®+ As) est isomorphe & Z /37, respectivement Fg/(E;®+ A1) est isomorphe
A Z/27, si ¢ est une forme de Jacobi de poids k, d’indice m pour le réseau Eg &+ As,
respectivement E; & Ay, alors ¢(7,3z), respectivement ¢(7,22), est une forme de Jacobi
de poids k, d’indice 9m, respectivement 4m, pour Eg.

159

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

4.2 Coefficients de Taylor d’une forme de Jacobi pour un
réseau contenant A, ( sur-réseau )

La méthode décrite ici consiste & utiliser une forme de Jacobi pour un réseau contenant
Ao, que I'on spécialise ou, dans un cadre plus général, dont on considére les coefficients
de Taylor, dans un développement par rapport a certaines variables. Dans les lignes qui
suivent, on explicitera ce principe de construction sur un exemple précis.

Notation 4.2.1. Réseau Ao & Eg.
(1) On considére un réseau entier pair de rang 6, admettant une base de racines { 1, ..., B¢ },
dans laquelle la matrice du produit scalaire dont il est muni s’écrit :

2 0 -1 0 0
o 2 0 -1 0 O
-1 0 2 -1 0
o -1 -1 2 -1 0
o o o0 -1 2 -1
o o o o0 -1 2
Ce réseau de type Eg sera noté Eg. ( Voir [B], [E]. )

Le groupe discriminant Eg/Eg est isomorphe a Z/3Z et admet le systéme de représentants
{0, we, 2wg }, 0t wg = %(2ﬁ1+3ﬂ2 +485+6064+505+408¢) est l'un des poids fondamentaux

associés au systéme de racines { fBi,..., Bs }. ( Voir [B], planche V. )
On a: < wg, wg >= %.

(2) On considérera le réseau contenant As constitué de la somme directe orthogonale des
réseaur Ay et Eg, notée Ay @ Eg. ( Voir [E]. )

On note < .,. >4, le produit scalaire du réseau Az, et < .,. >g, celui du réseau Eg.

Le produit scalaire considéré sur le réseau Az @® Eg, de rang 8, est la somme des produits
scalaires précédents: < .,. >, + < .,. >g, , et le réseau dual est alors Ay ® Eg, la somme
directe des réseauxr duauzx de As et Fg.

On écrira un élément Z de (A ® Eg) @ C ~ C8, sous la forme: Z = (25,%5).

Remarque 4.2.1. Rappels.
Il existe trois séries théta d’indice 1 pour le réseau Ao, qui sont notées 9(()‘?), «95’;‘12) et

A a . . o , . ,
0§u21), et de méme il existe trois séries théta d’indice 1 pour le réseau Eg, qui sont notées

0((){516), Ofﬁﬁ) et 955?1), {0,p,211} désignant un systéme de représentants de Eq /Eg. On peut

prendre par exemple p = wg. ( Voir le paragraphe 1.1.6, et en particulier la proposition
1.1.4.)

On emploie encore les notations suivantes :

5(42) (o)
() o . (Bo) g
O = 913,12) ©1 - 9;(1,16)
A E,
Héufl) aéuf}l)

Ces vecteurs vérifient les relations:
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0
A A
(31}( 2)(7 +1,23) = Nr. @1( 2)(7',52)7 avec Ny = | 0
J
1 1 1
A N ,<25725>A A ]
6 (2 2) = rei T Ng.8 (), avee Ng =~ | 1 2
1 g%
et de fagon génerale, pour v appartenant a SLy(Z):
A o P22 Ay A
89 (7,3)) = (er + e N, 8 (r,3),

ol N, est une matrice unitaire ( c’est a dire vérifiant tNy.m = I3, ou I3 désigne la matrice
identité de taille 3 ).

On a de maniere “duale” :

61" (7 + 1.5) = .01 " (r.3),
- <Zg,Z6> -
;" (2 3) = e T N8 (),

et de fagon génerale, pour v appartenant & SLy(Z):

ST, ()

—>(E6)(’}/(T,Z_é)) — (CT+ d)3€7T’LC P N @1 (T7Z_é).

O

On rappelle également que, pour &, ﬁ appartenant a As, on a:

(A2) —(A2)

— . - — 7 - L = = .
@1 (7_722 +a4+ ﬂT) —e 27TZ<,8,22>A2€ 71'@7<ﬂ,ﬁ>,42@ ( 2)’

et de méme, pour @, 3 appartenant a Fg, on a:

(Es) (Es)

GT{ (T,Z_é a4+ B‘T) — e—27ri<ﬁ,z%>E6 e—ni7<§,E>E6@ ( —é)

Enfin, on rappelle que les séries théta sont des formes singuliéres ( voir la définition 1.2.3
et la proposition 1.2.15 ).

On s’intéressera, dans ce paragraphe, a la fonction ¥ définie sur H x C® par:

A
U(r,5,%) = 0 D (r,5).6,"" (r.5%).
A
Proposition 4.2.1. La forme ¥(7,23,75) = t_{( 2)(7',23).6_{(]36)(7',2_6), vérifie les pro-

Prietés suivantes :

a b .
(1) pour v = < ) appartenant a SLy(7Z) :
c
. <z"2,z§>A2+<z’é,z"6>E6
U(y.(1,%,26)) = (c1 + d)*e™ ertd U(T,25,26),

2) pour & = as + ag 525}—1—5&(1 artenant a Ao ® Eg, on a:
(2) p : pp ,
U(r,(%,2) + d + fr) = e_QWi(<ﬁzvz§>A2+<ﬂ—éaz_é>E6)e_WiT(<ﬁ;7/;2>A2+</§éiaﬂ_é>E6)\IJ(TVZE’Z_(’S)?
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(8) ¥ admet un développement de Fourier du type :

\I/(T,Z_é,z_é) = Z a(n'if)qne2iﬂ(<l;z_é>A2+<lg7z_é>E6)7
neN
f:lg+lg€A2@E6

avec a(n,f) #0=2n=< l;,lg >a, + < l_g;,lg >Fe -

Ces propriétés font de W une forme de Jacobi singuliere de poids 4, d’indice 1, définie
relativement au réseau As @ Eg.

Preuve.
Ces propriétés sont des conséquences des relations rappelées ci-dessus.

On peut maintenant introduire une correction modulaire de la forme ¥ et considérer
le développement de Taylor de cette correction par rapport a la variable Zg.

Proposition 4.2.2. Correction modulaire. On pose :

~

U(7,23,25) 1= exp(—47r2G2(T) < 26,26 > 1) Y(T,%2,%6)

= 5 kl kg
- Z f(k17~~.,]€6)(7—,22)x1 e 336 R
(kly"'7k6)€N6

en notant zg := (x1,..., xg) dans une base de Eg firée.

Alors les fonctions fi, . i) (T,22) sont des formes de Jacobi holomorphes, définies re-
lativement au réseau Az, d’indice 1, de poids respectifs 4 + ki + ...+ kg.

Preuve.

On montre que les fonctions f, . k) (7,22) sont des formes de Jacobi holomorphes, définies
relativement au réseau Ay, d’indice 1, de poids respectifs 4 + k1 + ... + kg, en tenant un
raisonnement analogue & ceux menés au paragraphe 1.2.5, et en utilisant le fait que ¥
est une forme singuliere pour déduire le caractere positif ou nul de la norme hyperbolique
2n— < lg,lg > a, des coefficients de Fourier non nuls des formes f(, . 14)(7,23) considérées.

Remarque 4.2.2. Par un calcul analogue a celui réalisé dans 1’étude des coefficients de
Taylor de la correction modulaire de a_3 ;1 ( voir la proposition 2.5.9 ), on obtient une
expression de [f(kh__’kﬁ.)(T,Z_é)]qo.

On a en effet, d’apres la forme des développements des séries théta et de la fonction Go(7) :

2

@(T,Z‘ﬁ,z‘é) — ¢'6 <76:%6>Eg (1 +q(-- )) x W(r,23,%5), avec ¥(7,22,26) = 1+ q(-- ),

2

donc [\TI(T,z‘é’z‘é)]qo — 6 <7,%>E

= Z [fthr, k) (T522) ] g0 . .x’gﬁ,

(F1,...,k2)ENS

d’out finalement, apres calculs, on obtient I'expression suivante pour [fix, . ke)(7,22)]g0 :
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2
(—1)kutkatke Z rott 1 (W )Sﬁ"*sﬁuﬁmﬂf’.
81! 86!U1! u5!

. (=
(s1,...,56) € N6
(u,...,us) € N°
251 +up =k
259 + us = ko

3
283 4+ uy + ug = k3
254 +ug +uz +us = ky
2s5 4+ ug + uqg = ks
- 286+ uqg = kg

Proposition 4.2.3. Ezemples.

(1) La forme f, . 0)(7,22) appartient a l’espace JAz’hOl

, et vérifie :

ce qui s’écrit :
A - = (A2)
Eilz)(T,ZQ) = t@l ’

(2) La forme f(20,..0)(7:22), ( qui est le coefficient de 22 dans le développement de Taylor

A2 ,hol

considéré ) appartient a [’espace J , et vérifie:

2

™
gE((sf)-

f(z,o,...70)(7723) =
Preuve.
(1) D’apres la proposition 4.2.2, la forme f(o . 0)(7,22) appartient a I'espace JAQ’hOl, et,

d’apres la remarque précédente, elle vérifie [f(o . 0)(7,22)]g0 = 1, ce qui permet d’affirmer

. . , . . . A
qu’elle coincide avec la série d’Eisenstein EZE 12).

W(Az)vf(

En effet, la forme f  0)(7,22) — Eﬁ” appartient alors & J, q), ( voir la notation

2.7.2 ) puisque [Eif)(T,Zg)]qo =1 ( voir le paragraphe 1.2.7 ).
Or cet espace est réduit a { 0 }, car, d’apres le résultat de structure donné a la proposition
2.6.2, Jgffb)’f = { 0}, donc la fonction f(o . 0)(7,22)— EfﬁQ) est bien identiquement nulle.

(2) La forme fo0, . 0)(7,23), qui est le coefficient de 2% dans le développement de Tay-

Ag ,hol

lor considéré, appartient elle, a l'espace J , et, d’apres la remarque 4.2.2, vérifie

[f(2,0,..0)(7,22)]0 = 3 , ce qui permet d’afﬁrmer selon un raisonnement analogue, qu’elle

coincide avec le multiple ?Eéﬁﬁ de la série d’Eisenstein Ef(i,l ),

Remarque 4.2.3.

Selon le méme principe, on peut obtenir une forme de Jacobi pour le réseau As en
construisant une forme de Jacobi ¢(7,21,22,23) définie relativement au réseau As, et en
considérant par exemple la restriction ¢(7,21,22,0), ou plus généralement, les coefficients
du développement de Taylor d’une correction de ¢ par rapport a la variable z3.
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4.3 Séries de type O, ou A est un réseau unimodulaire

4.3.1 Définition

Notation 4.3.1. Soit A un réseau entier, pair, unimodulaire ( c’est a dire égal a son
réseau dual ), on note B la forme bilinéaire symétrique définie positive dont il est muni,
( on a pour tout couple (x,y) d’éléments de A, B(x,y) entier et pour tout x de A, B(x,x)
appartient a 27 ), on note aussi Q(x) := %B(l‘,l'), et n le rang du réseau ( on considérera
les casn =8, n=16, et n =24 ).

En s’inspirant de la série classique notée 6, mentionnée par M.Eichler et D.Zagier, [EZ]
( paragraphe 7 ), on définit, relativement au réseau Ay, une série théta de Jacobi pour A.

Définition 4.3.1. Soient ), y5 appartenant a A.
On considere la fonction définie sur H x U ( en écrivant z = zjaq + 2200 ) par:

_ E :€2i7r7'Q(x) e?in(w,myi—&-@yé)‘

TEA

O, Vi b (1,2) :

4.3.2 Propriétés générales et formes de Jacobi pour A,

Proposition 4.3.1. Soient y{, y4 appartenant a A.
La fonction 0y ¢ vérifie les propriétés suivantes :
1) OA’ yllvy/Q(T + 1,2’) = QA, yivyé(T’Z)

1 zy _ 2 rmiiBww
2) O, y’pyé(/_F’F)/_ T2 miEBlew) O, vy (T52)
oUW = 21Y; + 2295
_ —mirBw'w') ,—2miB(w’,
3)On, gy (T2 +a+73) = ™7 (w'w') g=2miB(w' w) OA, o, 4 (T:2) , pour v, B appartenant

a Ay, et en notant 5 = by + baa, w = z1y) + 22yh, w' = by} + bay)
4) la fonction 6 Vi admet un développement de Fourier ot n’apparaissent que des puis-
sances positives de q, et ses coefficients de Fourier sont entiers.

5) 10n, vyaplee = 1-

Preuve.
1)4)5) Les premiere, quatrieme et cinquieme propriétés sont évidentes, d’apres la définition
de 6 A, yll ,yé .

2) Par définition, on a: ,
O, ., (—5.2) = Ze—%’r (@) o5 B(x, 21 +2205)
TEA
= (Z e*%B(:”*w’x*w))e%B(w’w), avec w = z1y| + z2v5.
TEA
D’apres la formule de Poisson ( voir par exemple 'ouvrage de W.Ebeling [E] ), en ex-
ploitant le fait que le réseau A est unimodulaire, on obtient :

1 2\ _ T\"™ rirB z,x) 2miB(—w,x T Bwaw) _ % T B(w,w
On, yi,yé(*?v?) = (Z (\/Z) TP g2l ))GT (ww) — 73 ¢ Bl )QA, y’l,yé(Taz)'
TzEA

3) Soient «, [ appartenant a Az, que 'on écrit respectivement: o = ajay + agaa, et
B = biag + baag, avec aq, ao, b1, by appartenant a Z.
o § : 2inTQ(x) 2imB(z,[21+a1+7b1]y) +[z2+az+T1b2]y)
zEA
_ § :e2i7TTQ(ZE) e?in(z,zly’l+22y’2)627riTB(a:,y’1)b1 e?ﬂiTB(a:,yé)bg
zEA
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_ Z eﬂ’i‘r[B(z,a:)JrQB(m,yih+y’2b2)} eQﬂiB(I,Zlyll+22yé)
rEA

_ Z ewiT[B(m—i-yibl+yéb2,;c+y’1b1+y’2b2)—B(y’1b1+yéb2,y£b1+yéb2)] e27riB($,21yg+zzy’2)'
TEA

En effectuant, dans A, le changement de variables 2’ := x + y| b1 + y5ba, on obtient :

On Y195 (2 4+a+78) = e~ miTB(b1y+bays,b1y) +b2ys) o —2miB(b1y]+b2ys, 2191 +22v5)

X( 2 :em’rB(x’,ac’) eQWiB(x’,zly’l—&-zgyé))
z'€EA

—mitB(w',w') ,—2miB(w’ ,w)

=e e OA, y) 4 (7:2) s ennotant w := 21y + 2295, w' := b1y +bays.
Remarque 4.3.1. D’apres les propriétés (2) et (3), en général, une forme 6, Vi, 1est pas
une forme de Jacobi. La proposition qui suit donne une condition nécessaire et suffisante

pour qu’'une telle forme soit une forme de Jacobi.

Proposition 4.3.2. Soient m un entier naturel non nul et yj, yy des éléments de A.
La forme 0, o, €St une forme de Jacobi d’indice m si et seulement si yy, yb vérifient la
condition C,, suivante :

pour tout (i,j) de {1,2}? B(y,y;) = m < ai,of >

. , .« 1A2,Z
Dans ce cas, la fonction 0 y ., appartient a J%m .

Preuve.
D’apres les quatre premieres propriétés citées a la proposition 4.3.1 ci-dessus, pour que
0A, y; 4y soit une forme de Jacobi d’indice m, il faut et il suffit que Yy, yh vérifient
B(ww) =m < z,z >, ol w = z1y] + 2295, pour tout z = z1a; + 222 de U.
( Cette condition est en effet la condition nécessaire et suffisante pour avoir :

1 zy _ 2 mil<zz>
2) On, yyap(=7:5) = 72 €™ On, )05 (752) 5

3) O), y/vy/Q(T,Z—i-CV—FTﬁ) = e TIMT<BB> g—2mim<p,2> OA, .4, (1,2) , pour «, 3 appartenant
a A27

car on obtiendra alors aussi B(z1y] + 22vh, t1y} + tay) = m < z,t > , pour tout z, ¢
appartenant a U. )

Or B(w,w) =m < z,z > s’écrit aussi:

Z%B(y,l?yll) + Z%B(yéayé) + 22122B(y,17yé) = Qm(Z% + Z% - 2122)7

donc cette égalité est vérifiée pour tout z de U si et seulement si y, y5 vérifient exactement
la condition C,,.

Ainsi, on peut remarquer qu’on obtient une forme d’indice 1 si les éléments ], y) sont
générateurs d’un réseau de type As.

4.3.3 Obtention de formes d’indice 1

Ce paragraphe est consacré a ’étude de quelques exemples de formes d’indice 1 obtenues
par cette méthode.
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(i) Cas ou A est de rang 8

Notation 4.3.2. Réseau Eg.

On rappelle que le seul réseau unimodulaire de rang 8 est le réseau de type Es. ( Voir par
exemple [E]. )

On considere la réalisation du réseau Eg donnée, comme dans l'ouvrage de M.Fichler et
D.Zagier ( [EZ] ), par:

Es={a=(1,...,28 ) €Z5UZ +3(1,....1) /) 30 2, €2Z } .

8 8
1
On note: B(x,y) = E ziy; et Q(z) = § E = §B(x,x) .
i=1 =1

Proposition 4.3.3. On considére les éléments de Eg définis par:

y/1:§( _1 7_]— 7_]— a_]- )_17_1 ) 17]-)5
, 1
y2:§(1,1,1,1,1,1,1,1).
La série 9E87y17y/2 appartient a Jff’f = JK(AQ)’f, et vérifie l'identité :
_ (A2)
HES»yllvyIQ - E471 :

Preuve.

Les éléments yj = 3(—-1,-1,-1,-1,-1,-1,1,1),etyp=4(1,1,1,1,1,1,1,1)
vérifient la condition Ci, donc, d’apres la proposition 4.3.2, la série GEg,yg,yg appartient a
Jff’f = JK(AQ)’f. ( Voir le corollaire 2.3.2.) De plus, d’apres la proposition 4.3.1:

[eEs,yLyé]qo = L

On obtient donc, selon le raisonnement déja tenu lors de la preuve de la proposition 4.2.3:

_ (A2)
ks = Ein -

Corollaire 4.3.1. Tout autre couple vy, y5 vérifiant la condition C; donnera la méme

. _ (A2)
fonction 6’E8,y/17y5 = B 7.

Preuve.
C’est une conséquence du fait que la forme Eé(f%) soit la seule forme appartenant a .J, K
et vérifiant [ ] = 1.

(AZ)»f

Remarque 4.3.2. On a I'égalité: O, (7,0,22) = QéA;)(T,Zg) = iﬁl)(T,ZQ), en suivant la

notation employée par M.Eichler et D.Zagier au paragraphe 7 de leur ouvrage [EZ].

Corollaire 4.3.2.
Les formes Ed(ﬁz) et Eéﬁﬂ sont 4 coefficients de Fourier entiers.

Preuve.
A N . . . , .
La forme E 2) est a coefficients de Fourier entiers en tant que série du type ©p .7
471 oy e . o . ’y17y2?
d’apres les propositions précédentes. Par ailleurs, d’apres les relations établies au lemme

2.7.1, 0on a:
(42) _ 1
(1) E471 = 21 FE4 24 ap,1 + Fg 2 a—21 ),
1
(2) EéﬁQ) = 9 <E6 24 agy + Eg 2 a—2,1),
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ou les formes 24 ag,1 et 2 a_z 1 sont a coefficients de Fourier entiers, et avec:

Ey(1) =1+4240) o3(n)q" = 1 mod 24

n=1

1 mod 24

Egs(t) =1—504 Z o5(n)q"
n=1

o
Eg(t) =1+ 480207(71)(]” = 1 mod 24.

n=1

A . . . . . "y .
Comme Ej 12) est a coefficients de Fourier entiers, 'identité (1) permet alors d’écrire la
relation de congruence suivante :

24 ap,1 + 2 a—21 = 0 mod 24,

)

d’ott on déduit, grace a l'identité (2), que la forme E((jﬁz est également a coefficients de

Fourier entiers.

(ii) Cas ou A est de rang 16

Lemme 4.3.1. Si A est un réseau unimodulaire de rang 16, alors A est un réseau de
racines ( c’est a dire engendré par Ay = {x € A/B(z,x) =2} ) et Ay est du type Dig ou
Eg @ Eg.( Voir par exemple [E], paragraphe 3.2. )

Notation 4.3.3. Réalisation du réseau Eg @ Eg.

On considére A de type Eg & Eg, et on utilise la réalisation du réseau Eg présentée dans
la notation 4.3.2.

Un élément x de Eg @ Eg est écrit x = (2,%), avec T et T appartenant o Eg et écrits

respectivement & = (&1, ...,28) et T = (Z1,...,2g).
8 8
On a: B(z,y) := Z:@,Ql + Z@QZ
i=1 i=1

Proposition 4.3.4. Séries de type 0 1 v, avec A de rang 16
(1) On consideére les éléments x et y de Eg @ Eg définis par:

1
gizi(q,_1,_1,—1,—1,—1,1,1) 71 = (0,0,...,0)

1
gp=5(1,1,1,1,1,1,1,1)  §=(00,...,0

J;";(AQ)J, et vérifie :

S : s oqA2f
Alors la série OgypE, 1 o appartient @ Jg77 =

A
GEsEBE&yi,yg = Ey(7) Ef;,f)-

(2) Cette fonction est la seule fonction du type '91\79'1:!/&’ avec A réseau unimodulaire de
rang 16, qui soit une forme de Jacobi pour le réseau As.

Preuve.
(1) Les éléments x et y vérifient bien la condition C;, donc la série OEseEs )y, aPpartient
a Jéilf’f = J8VK(A2),f’ d’apres la proposition 4.3.2. De plus, Og pE, 41,y s'6crit :
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Z 2mTQ(x) esz(x,szzzyé),
x€EsPEg
avec, d’apres le choix de ¥} et vh, B(x,21y] + 220%) =< &,219] + 2205 >gs , o0 < , >Eq
désigne ici le produit scalaire relatif a &g dans la réalisation décrite dans la notation 4.3.2.
On a donc:
958@58 o, (T,Z) _ Z ei7r7'<i,i>58 ei7r7'<92,5:>58 €2i7r<55,z17)i+z21)§>58
r=2+TE€EPEg
T <E,3>
= D TR e g (T22) = Oy ,4(7.2) X Oy g1, (7.0)
T€cEg
A A A

= B (r2) x BE{}(1,0) = E{1?(1,2) x Ea(7),
en utilisant: Ogg g o7 = EiﬁZ) E(A2)(T,0) = E4(7). ( Voir la proposition 4.3.3 et la
remarque 4.3.2. )

eEs@ES:yLyé (T’Z) =

(2) Toute fonction du type GAy h» AVeC A de rang 16, et y},y5 vérifiant C;, appartient &

Jg/ (A2).F ot 04y 4, une telle fonction.

D’apres la structure de l’espace des formes de Jacobi faibles W (Ajy)-invariantes ( voir la
proposition 2.6.2 ), on peut écrire 6,/ ,; comme une combinaison linéaire des formes
ap,1, a—2,1 et a_3 1, a coefficients dans M,. Elle s’écrit alors:

‘9A,y’1,y§ = NES(T)GOJ + Z/E10(7')Cl—2,17

ou u et v sont des constantes.

En utilisant I'information supplémentaire [9E87y/1 Vyé]qo = 1, ( donnée par la proposition
4.3.1 ) et I'écriture de [ag1],0 et [a—2,1],0, ( voir les propositions-définitions 2.5.3, 2.5.2 )
on obtient :

1=pu (18+P1+P2)+I/ (6 P — Pg),

d’ou, en utilisant l’indépendance algébrique de P et PosurC, pu=1et v = %

Ainsi, toute fonction du type 0 4 ., avec A de rang 16, et yj,y5 vérifiant C; coincide avec
la fonction Es(7) ao1 + 15 E10(7) a—2,1, ce qui prouve I'unicité d’une telle forme.

Remarque 4.3.3. On peut vérifier que I’exemple construit ci-dessus correspond bien & cette
unique fonction, car:

1
ES(T) ap,1 + 12E10< ) a_21 = E4<T) Ef:iz),

d’apres les relations E4(7)% = Es(7), E4(7)Es(7) = E10(7) ( voir la notation 2.4.2 )

et EiﬁQ) = Ey(7) ao1 + 15 E6(1) a2, ( voir le lemme 2.7.1).

(iii) Cas ou A est de rang 24

Remarque 4.3.4. 11 existe 24 réseaux unimodulaires pairs de rang 24. ( Voir [E]. )
Notation 4.3.4. On considére A de type Eg ® Eg @ Eg, et on utilise la méme réalisation
du réseau Eg que ci-dessus. ( Voir la notation 4.3.2. )

Un élément x de Eg ® Eg @ Eg est écrit x = (£,2,%), avec &, T et & appartenant a Eg et
écrits respectivement T = (:%1, co28), = (T, ... ,38), et & = (Z1,...,28).

On a: B(x szyz + Z iy + Z i
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Proposition 4.3.5. Séries de type 9A,y’1,y’2’ avec A de rang 24.
(1) On considére les éléments x et y de Eg @ Eg @ Eg définis par:

1
gizi(_l7_17_17_17_17_17171) gi:gllz<070770)

1
yé:§(171717171717171) gé:gé:((]’()”o)

(AQ)vf

. . . W .
Alors, la série OggpE o, appartient a Jyy; , et vérifie :

TURT
A
Oeyeesabs .yl = Ea(T)Ea(r)ELY.

(2) Toute fonction du type GA,y’pyé’ avec A de rang 24, et y,y4 vérifiant C1, est de la forme
Eyo(1) ap1 + %E14(7') a—21 +vA(T) ap, ot v est une constante.

Preuve.
(1) Les éléments = et y vérifient bien la condition C;, donc la série O aEs@Es .y 4, APPAI-

tient a Jéfif = JIWQ, (IAQ)’f . L’identité annoncée s’obtient par un calcul semblable au calcul
fait dans I’étude du cas n = 16.

2) Soit @ une fonction du type 6, ,/ .+, avec A de rang 24, et y},y5 vérifiant C;. Alors ®
7y1)y2 1 2

appartient a JF/Q, (1A2) o , et d’apres la proposition 2.6.2, elle s’écrit alors:

b = ,U,Elg(T)a()J + VA(T)&()J + §E14(T)a_271,

ou u, v et & sont des constantes.
En utilisant linformation supplémentaire [0g,, ,s]g0 = 1, et Pécriture de [ag,1]po et
[a_2,1]40, on obtient :

1 1
1= ,uﬂ(IS—l— P +P2) +§§(6 — P — PQ),

ce qui donne, comme dans le cas précédent: p=1et £ = %
Ainsi, toute fonction du type 9/\73/37?/5’ avec A de rang 24, et yj,y, vérifiant Cy, est de la

forme E15(7) ao1 + 15 E14(7) a—21 + vA(T) a1, ot v est une constante.

Remarque 4.3.5. L’exemple construit ci-dessus est bien de cette forme, car, d’apres les
relations Ey(7)% = Es(7), Es(7)FE¢(1) = E14(7)

Eg(T)AE4(T) = E12(7) + AA(T), avec A = 720 — —628? = 7436290100

et Ei,f) = Bu(7) ao1 + 15E6(7) a—2,1,

on a: E4(T)E4(T)EZ(:;2) = E12(T) ap,1 + %EM(T) a—21 + AA(T) ap,1-

(iv) Récapitulation

Proposition 4.3.6.
(1) Il n’existe qu’une seule série du type 6y Yy, qui Soit une forme de Jacobi de poids 4

et d’indice 1, il s’agit de Oy, ) = EﬁQ).

(2) Il n'existe qu’une seule série de ce type qui soit une forme de Jacobi de poids 8 et

d’indice 1, il s’agit de Ey4(T) EiﬁQ), on peut par exemple [’obtenir a l'aide d’une réalisation
de Eg @ Es.
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(3) Les séries de ce type qui sont des formes de Jacobi de poids 12 et d’indice 1, sont
toutes égales a FEg(T) EiﬁZ) modulo CA(T) ag 1, l’ensemble des formes de Jacobi W (As)-
mvariantes cuspidales de poids 12 et d’indice 1. On peut en obtenir un exemple a l’aide
d’une réalisation de Eg @ Eg @ Eg.

4.3.4 Corollaire arithmétique

En identifiant les coefficients de Fourier de EﬁQ), exprimés au paragraphe 1.2.7, et ceux de

la fonction GEs,y’l,y’Q’ introduite dans la proposition 4.3.3, notés f(n,l) et décrits ci-dessous,
on pourra obtenir des résultats arithmétiques.

Lemme 4.3.2. On note f(n,l) les coefficients de Fourier de la fonction QEs,yi,ygv intro-
duite dans la proposition 4.3.3.
Pour n, l1, ly appartenant a Z on a:

f(n,lid +1aho) = Card { (x1, x2, ..., 28 ) €Z8 ) 21 =... =3 mod 2,
8 6 8
Zwi =4ly, — sz + a7 + g = 4l 23312 =8n }.
i=1 i=1 i=1
Preuve.

D’apres la définition générale des séries de type Ogg o ( voir la définition 4.3.1 ), on a:
f(nid +1lede) = Card { z € Es / Q(z) =n, B(z,w)) =l , B(z,y,) =12 }.

En choisissant y}, y5 comme dans la proposition 4.3.3, on obtient alors, d’apres 1’écriture
précisée dans la notation 4.3.2:

f(n,ll)\l—l-lg)\g): C’ard{ (:L‘l,l‘Q, ...,$8) SVANE ZS—I—%(L..., 1)/
i 1o 1o 1S 1 1
Zwi€2Z,§Zx?:n,§in:l2, —§in+§x7+§x8:l1 },
i=1 =1 i=1 i=1
ou encore :
fn,lid +1o)o) = Card { (z1, x2, ..., 28) €Z8 /1 =... =25 mod 2,
8

6 8
chi =4y, — Z:EZ + 7+ xg =4, Z:UZQ =8n }.
i=1 i=1 i=1

Corollaire 4.3.3.

Pour n, 11, ls entiers relatifs fixés, on obtient une expression du cardinal de ’ensemble :
{ (@, 20, ..., 28) €Z8 )21 =... =283 mod 2, Z?leizéllg , 72?:1x1+x7+x8 =
4l Zf:l :L'? = 8n } )

qui e dépend que de R =6 ( 2(13 + 13 + l1lo) —2n ) et de |y — Iy mod 3.

Plus précisément, ce cardinal est égal au coefficient cq1(n,l1,l2) de la série d’Eisenstein

EiﬁQ) exprimé a la proposition 1.2.18.
Remarque 4.3.6.

On peut également donner la valeur exacte de ce cardinal en utilisant le logiciel pari-gp
pour calculer le coefficient de Fourier ¢4 1(n,l1,l2) de la série d’Eisenstein Eﬁz) .
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Chapitre 5

Probleme de la structure sur 7Z de
Jg/I/(AQ)7f7Z
K

5.1 Préliminaires: forme de | ]qo

On s’intéresse dans ce paragraphe au coefficient [¢],0, ( voir la notation 1.1.1 ), qui

détermine la forme ¢ modulo J({’ZV(AZ)’B(q).

Lemme 5.1.1. Soient m un entier naturel fizé et ¢ appartenant a J({’::LV(AZ)’Z.

Le coefficient [p],0 est un polynome symétrique en P, P, de degré inférieur ou égal a m.

Preuve.
D’apres la proposition 2.6.2, la forme ¢ s’écrit

— T s t
Y= E Grst Qg1 @—21 @31
rs,t >0, r+s+t = m

avec gr ¢ appartenant a Mo, 3; et on a, d’apres les propositions-définitions 2.5.3, 2.5.2,

2.5.1: [24ap,1]p0 = 18+ P+ P, [2a_21]p0 = 6 — P1 — P, [a_31],0 = P> — P, ce qui permet
d’obtenir la conclusion annoncée.

Proposition 5.1.1. Forme de [p],0 pour les premiers indices.

Soit ¢ appartenant a J({’:;V(AQ)’Z.

Sim =1, alors il existe un entier b tel que :
[l = b(18 + P + P).
St m = 2, alors il existe 3 entiers b, c, d tels que:
[plo = b(6 + Py + P2) + c(27 + P Py) + d(54 + PE + P3).
St m = 3, alors il existe 5 entiers b, ¢, d, e, f tels que:
[plgo = b(2+Pi+Py)+c(15+ P Po)+d(30+ Py +P5 ) +e(162+ P+ P3 )+ f (1624 P Po+ P P3).
Sim =4, alors il existe 8 entiers b, ¢, d, e, f, g, h, | tels que:
[p]g0 = b(Pr+P2)+c(9+ PL Py)+d(18+ P + P3) +e(108+ PP+ P5) + f (108+ P} Py + P P3)
+9(486 + Pl + P}) + h(486 + PPy + P P3) + 1(243 + P2P3).
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Preuve.

D’apres le corollaire 1.2.1, si ¢(7,2) = Z c(n,l) ¢ e¥™<*1> appartient & JAfn’f, on a
n>0,le K

la relation suivante entre les coefficients de Fourier :

m Z c(0,0) =6 Z c(0,) <1, a1 >% (%).
. e

On peut alors calculer les relations obtenues pour les premiers indices m.

Cas oum = 1.

D’apres le lemme précédent, le polynome [¢],0 est de la forme [p],0 = a+b(P1 + P»), avec
a, b appartenant a Z, puisque les coefficients de Fourier de ¢ sont entiers.

De plus, a+b(Py + Po) = a+ (G + (' + G+ G+ GG +G7'G),

donc les seuls coefficients ¢(0,l) éventuellement non nuls sont :

c(0,0) =a

C(O,)\l) = C(O, — )\1) = C(O,)\Q) = C(O, — )\2) = C(O,)\l — )\2) = C(O, — A+ Az) = b,

d’ot, la relation (x) s’écrit:

a+6b=6x[ax0+bx(1+14+0+0+1+1)], ce qui donne: a = 18b.

Cas oum = 2.

Toujours d’apres le lemme, le polynome [p],0 est de la forme [p|,0 = a + b(Py + P) +
cP1Py + d(P? + P3), avec a, b, ¢, d appartenant & Z, et un calcul analogue & celui fait
ci-dessus donne la relation: a = 6b + 27¢ + 54d.

Les cas m = 3 et m = 4 se traitent également de cette facon.

Proposition 5.1.2. Soient m un entier naturel fixé et ¢ appartenant J({’T‘:ZV(AQ).
(1) Si le coefficient [@]yo est de la forme [plo = a+b (P4 P), ot a et b sont deur
constantes, alors a et b vérifient la relation :

q

m 24 — 6m
_n g2
(24,m) (24,m)
en notant (24,m) le pgcd de 24 et m.
(2) Si le coefficient [¢] o0 est de la forme [¢]
alors a et b vérifient la relation :

@® =a+b PP, otaetb sont deur constantes,

m 72 — 9m
=

(72,m)  (72,m) b.

Preuve.
C’est une application immédiate de la relation (x) du corollaire 1.2.1.

Remarque 5.1.1. Rappels: espaces J&’WY(AQ)’C(

D’apres la proposition 2.7.2, les espaces J({’lw(Ag)’C(q), J({’;V(A2)’C (q) et J({’?YV(AQ)’C (q) ( voir

la notation 2.7.2 ) sont réduits a {0}, et J({’IV(Az)’C = C.&o4, ot {4 = A(T)(a—31)" est

une forme de Jacobi a coeflicients de Fourier entiers.
On a: [foulp = (P — Po)* = P!+ Py — 4(PL P} + P3P,) + 6PLP}.

q) pour 1 <m < 4.
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5.2 Z-module JJ;" "7

Proposition-Définition 5.2.1. On pose:
1
Qb[()J) = 24(10’1.

Alors 1/1(()711) est une forme de Jacobi faible, W (Az)-invariante, de poids 0, d’indice 1, a
coefficients de Fourier entiers, et vérifiant :

[ ((),11)]q0:18+P1+P2~

Preuve.
Voir la proposition-définition 2.5.3 et les corollaires 2.5.1 et 2.5.2.

Théoréme 5.2.1. Structure de J({’fV(AQ)’Z.
Le Z-module J({’IW(AQ)’Z est un Z-module libre de rang 1 et on a:
W (A2),Z 1
Y02 =24

)

Preuve.
Soit ¢ une forme appartenant a Jg’ ’1W
D’apres la proposition 5.1.1, il existe un entier b tel que:

(AQ)zz'

[go]qo = b(18 + P+ PQ).

On a donc, d’apres la définition de 1/1(()}:2 :

1
[(p]qo =b [ [(),1)]q0'
Or ( voir la remar ’ f,W(A2),C TR
que 5.1.1 ) 'ensemble Jo’t (q) est réduit a {0}, donc la forme ¢

s’écrit b ¢(()711) .
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5.3 Z-module JJ,' **”

Proposition-Définition 5.3.1. On pose:

1
%Z)((le) = 5 (2400, 1)? — E4(2a-21)%)

1

Uiy = 1 ((24a0,1)* + 3E4(2a-2,)° — 4Bs(a3,1)?)

2 1
Vs = (U5)? — 360 — 205

—_

(11)

Ces trois formes sont des formes de Jacobi faibles W (Ag)-invariantes, de poids 0, d’indice
2, et vérifient :
(459l = 6+ Py + P

[0 = 27+ PPy

(W53l = 54+ P2+ P,

Preuve.
Voir les propositions-définitions 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3, 5.2.1, et le corollaire 2.5.2.

Théoréeme 5 3 1.
Les formes 1/)0 9, 1/1(11 ti/)(%) sont a coefficients de Fourier entiers.

Preuve.

(1) Cas de la forme 1/}6712).

On va utiliser I’expression de cette forme comme un polynéme symétrique en des fonctions
a caractéristiques d’ordre 2, vue au paragraphe 3.3.2.

D’apres le corollaire 3.3.3, la forme fo définie par fo := 3,0 + %3101 + V3001 + Vio11 +

Y2110 + V3111, appartient & 'espace JO%(AQ)’f, et vérifie:

[2f2]q0 =6+P+P = [1/1(()712)](10

Ceci permet d’affirmer que la forme 2f; coincide avec la forme @bég, puisque l’espace

J(I)/VQ(AZ)’f(q) est réduit a {0}. ( Voir la remarque 5.1.1. )

Tc;ujours d’apres ce corollaire, la forme 4f; est a coefficients de Fourier entiers, il reste a
démontrer que c’est aussi le cas de la forme 2 fs.

En reprenant les notations introduites lors de la définition de fs, on peut écrire la fonction
1/1(()712) = 2f5 sous la forme 1/1(()712) = 81 + S9 + s3, avec:

51 = 2(&o(r2h)E ()60 (r2h) + G (m ) Eho(r. )R (15 )
52 = 2 (flo(T 24)€80(7,25)&81 (7,23) + &3 (1,2 )581(7725)530(772507
33 = 2(E(r,2)Eh(r )8 (124) + G (12)eh (7,2 ol 2h) ).

Etudions le terme sq.

On emploiera ici la notation: x; := ¢*™. On a donc: x1 = (1, X2 = Gl xa =61

On utilisera ici les expressions données au paragraphe 1.1.3.

31 = 268(r,24) (&0 (7,2 )ehu (7:25) + G (2o (7.25))
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2 2
+ n n —1>
. 22+x3—$-x§1 ]OO[ (1 ta X3> (1+q X3
- 4

4
n=1 <1+q")
X[H(1+q 7 Xl ) ﬁo(1+q2n2+1)(1)2ﬁ0(1—(]2712“)(2)212[0(1—(]%21)(21)2
W T 2nfti T 2nfl T, 2n—1
n=1 1+ n:O 1+q n—O 1—(] 2 n=1 1_(] 2
1-¢"% 1—¢"% Xy L+q" 7 X3 V27T (Lta 7 x2)2
+H< 2n+1 ) H( 2n— 11 ) H( 2n— 12 ) H(W)
el 1—q 2 e 1+q 2 neo - 14+q 2

2 2
+ n n,,—1
_ 2hxstxg f[o (1 +a X3> (1 T )

| (+e)
G T () T

i}( AT T )
- T o)

“+oo

() T ()

Montrons que l’expression entre crochets, qui est a coeflicients entiers, est en fait a coeffi-
cients dans 2Z, ainsi, d’apres la forme des autres termes, s; sera a coefficients entiers.

On pose, pour n entier strictement positif:

Foo 2n 2 100 2n+1 2 100 2n+1 2 100 n=1 _1\2
Pn:=H(1+q z X1) H(1+q 2 Xl) H(l—q 2 X2) H(l—q 2 2>
n=1 n=1 n=1
et
“+o00 _— 2+oo “+o00 2+oo — 2
Qnrzﬂ(l—q2><1) H(l—q2 ) H( 1) H<1+q2><2)
n=1 n=1 = n=1

L’expression entre crochets s’écrit alors:

|-

Considérons maintenant ces expressions modulo 2, ou, plus précisément les coefficients
T A 1 .
des termes du type ¢"x; modulo 2. On peut écrire:

“+o0o B 2+<>o _— 2+oo B 9
Pn_H<1~|—q > X11> H<1+q : X1) H(1+q : ) H< 1) mod 2
1

1 2 1 2 1 2 1 2
(1+q2X1> (1—q2X2) Pn+<1—q2><1) <1+q2X2) Qn|-

n=1 n= n= n=1
$oo 2n+1 g 100 2n-1 4 2 $o0 -1 2 o0 41 2
QnEH(1+q 2 X1) H(Hq X ) H(Hq 2 Xe ) H<1+q : 2) mod 2
n=1 n=1 n=1 n=1
= P, mod 2.

L’expression entre crochets devient alors, modulo 2:
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Ainsi, la fonction s est a coefficients entiers, et, en remarquant que s, et s3 sont ob-
tenues a partir de s; par permutation des variables zg, on en déduit que c’est aussi le cas

de so et s3, et donc finalement de la forme ¢((),12) = 81 + S9 + S3.

(2) Cas de la forme 1/1(()7121).

Par définition :

1
wé? = ZS((24GO’1)2 — Es(2a-2,1)%)

1
Uiy = 15 ((2400.)° + 3E4(2a-21)° — 4Es(a-3.)°).
Posons:

F = (24a01)* + 3E4(2a—21)? — 4Eg(a—31)?

et G := (24@071)2 — E4(2a_2’1)2.

Il s’agit donc ici de démontrer que tous les coefficients de Fourier de F' sont dans 16 Z,
autrement dit, que F' est congru a 0 modulo 16.

D’une part, on a ( voir la notation 2.4.2 ):

—+00 “+o00

Ei(r) =1+240% o3(n)q", FEg(r)=1-504>  o5(n)q",
n=1 n=1

donc:

G = (24a01)? — (2a_21)? mod 48,
et F = (24a01)? +3(2a-21)* — 4(a—3,1)? mod 16.

D’autre part, on vient de démontrer que zpég est a coefficients de Fourier entiers, donc G
est congru a 0 modulo 48, d’ou:

(24a0,1)? — (2a_21)% = 0 mod 16,

et par conséquent :

F = 4(261_2,1)2 — 4((1_3,1)2 mod 16.

Considérons maintenant les coefficients des fonctions connues 2a_51 et a_31. D’apres

les écritures données a la proposition 2.5.4, on a:
+00

20_51(r,2) —a-3a(rz) = [J - ¢

n=1
X Z 2(n1 +ng+ns + 1)e7ri(n1-‘rnz-‘rn:ﬁ)q%(n1(n1-‘rl)-i—ng(712—|—1)—‘,-n3(713-1-1))({;,1—112<;127n37

ni,ne,n3€eZ

ce qui permet d’affirmer que (2a_21) — a—31 est & coefficients de Fourier dans 2Z, ou
encore que (2a_21) est congru & a_g; modulo 2.

On peut donc en déduire que (2a_2,1)? est congru a (a_31)? modulo 4, et finalement que
F est congru a 0 modulo 16, ce qu’il fallait obtenir.

Ainsi, la forme w[()7121 ) est & coefficients de Fourier entiers.

(3) Cas de la forme ¢((),22)-
Par définition : w((fQ) = (wé,ll))Q — 361/1((),12) - 21#((),121 )7

donc, d’apres les résultats précédents, la forme 1/1(()2) est également a coeflicients de Fourier
entiers.
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Théoreme 5.3.2. Structure de Jf’W(AQ) z

Le Z-module Jf WADZ st un Z-module libre de rang 3 admettant pour Z-base le systéme
(11)

{7/’0,27 %2 7%2 1

Preuve. © .ay
Vo,

D’apres le théoreme précédent, les formes woza J S W(42).2

et 1/1(%) appartiennent a

Soit une forme ¢ appartenant a J; I, W(AQ) z

D’apres la proposition 5.1.1, il exmte 3 entiers b, ¢, d tels que:
[plo = b(6 + Py + P2) + c(27 + P1Py) + d(54 + PE + P3),

ou encore, d’apres la définition de 11}0 1/1(11 et w(%)

[elgo = ble§ a0 + s’y lgo + A2l o,

Jf W(A2), C(

ce qui permet d’écrire, puisque q) est réduit a {0}, d’apres la remarque 5.1.1:

o = by + by + dyl)

Par ailleurs, les trois formes 1[)0 55 11)0 2 et 1/16’22), sont libres sur Z. ( On obtient ce résultat en
utilisant la forme de leur coefficient [ ]p0 et le fait que les polynomes exponentiels W (Az)-
invariants P; et P, sont algébriquement indépendants sur C. )

On en déduit finalement que J({ 2W (42).2

systeme {1/10 S 11)

est un Z-module libre de rang 3 admettant le

(()22)} pour Z-base.

Remarque 5.3.1. La forme de 11) permet d’affirmer que le systéeme {wo . wo 2 , (¢ 11))2}

constitue également une base du Zrmodule Jy% 1 W(A2).2
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(A

5.4 Z-module JJ; 4

Proposition-Définition 5.4.1. On pose:

08 = st (((24a01)* = 3E4(24a0,1) (20-2,1)? — 2B5(2a-5,1)° )

w(()}?} . 2632 ( (24a0 1) -+ 3E4(24a071)(2a_2,1)2 — 6E6(24a071)(a_371)2 + 4E6(2a_271)3
—6E8(2a_2,1)(a_3,1)2 )

2 1 1 1 11
W = s — 240 — 205y
S = —2mul) + Ml — 18yl

Y = —5408T0 + 3458 — 3y + sauly) + (W),

(AQ)vf

. . W .
Ces formes appartiennent a Jy 5 et vérifient :

]0=2+P1+P2

[

[(11]0215+P1P2
[53]g0 = 30 + P2 + P}
[w(3)]qo—162—|—P13+P23
[55)]

U0 = 162+ P2Py + PP},

Preuve.
Voir les propositions-définitions 2.5.1, 2.5.2; 2.5.3, 5.2.1, 5.3.1 et le corollaire 2.5.2.

Théoréme 5.4.1.
Les formes @bég, 111(()1?} , 11)03, w(()??z, @ZJ(()?:?) sont a coefficients de Fourier entiers.

Preuve.

(1) Cas de la forme w(l)

Comme ¢0,27 la forme 1/}073 admet une autre expression qui va permettre de vérifier que
ses coefficients de Fourier sont entiers.

Considérons en effet la forme de Jacobi suivante :

fa(me) = eys (r)eps (nah)eys) (1),

(1)

ou la fonction o, est la forme de Jacobi classique a une variable, de poids 0, d’indice %,

dont les coefﬁc1ents de Fourier sont entiers, définie par gp(Al)(T,z) = Ur22)

0.3 9ra) et qui vérifie
72 I
[<péA§)]qo = €™ 4 ¢~™2, ( Voir le paragraphe 1.1.3. )
2
La forme f3 ainsi construite ( voir la proposition 2.5.1 ) est une forme de Jacobi faible,
W (Ag)-invariante, de poids 0, d’indice 3, dont les coefficients de Fourier sont entiers.
On a de plus:
[fS]qO — (em'zi + e—m‘z’l)(ewizé + e—m‘zé)(em‘zé + e—wizé)
1 1 11 11 1 1
=+ GGG GGG +6)
—24P+P = [
+ 10+ [1/}073]q07
178
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ce qui permet de dire que f3 et wgg coincident, d’apres la remarque 5.1.1.

Ainsi, finalement, la forme 1/)((]7132 est & coefficients de Fourier entiers. ( On aurait également
pu utiliser la forme ®3 définie & la proposition 3.3.1: ®3 = 8¢(,¢(1&10 = (()1?2 )
(2) Cas de la forme w(()’lsl).
Par définition :
11
17[1(()’3) = ﬁ ( (24&071)3 + 3E4(24a0,1)(2a,271)2 - 6E6(24a0’1)(a,3,1)2 + 4E6(2a,2’1)3

—6Fs(2a-21)(a—31)? ) On pose:
H = (24a0,1)3+3E4(24a0,1)(2a_2,1)2—6E6(24a071)(a_371)2+4E6(2a_2,1)3—6Eg(2a_271)(a_371)2.

+oo
Or ( voir la notation 2.4.2 ) Eg(7) =1+ 480207(n)q”, d’ou:
n=1
H = (24ap1)? + 3(24a0.1)(2a-21) — 6(24a01)(a—31)? + 4(2a_21)3
—6(2a_21)(a—31)% mod 9 x 16.

Etudions H modulo 9 x 8.

Pour cela on utilisera les propriétés des fonctions 24ag 1, 2a—2,1, a—3,1 suivantes:
(i) (24a0,1) + (2a—21) =0 mod 3

(ii) (24a01)® + (2a-21)3 = 0 mod 9

(iil) (24a0,1)? — (2a—2,1)* =0 mod 16

(iv) (24ap,1) + (2a—2,1) = 0 mod 4.

Démontrons tout d’abord ces propriétés.
Les propriétés (i) et (iv) sont des conséquences directes de la définition des formes a_s

et ag,1.
On rappelle les relations suivantes entre leurs coefficients de Fourier :
aop1(1,2) = Z c(n,l)q”62“i<l’z> , avec
n>0, le
c(00) = (-3 <ll>)a(0)]),
n
clnl) = F(@R<Ll>—4n—1Da(nl)+24> o1(jaln—j41)),sin>1
j=1
oua_g1(7,2) = Z a(n,l)q"e*™ <> car agq = —ﬁA_QJ((I_Q,l).
n>0,1e K

Les coefficients de Fourier des formes (2a_2,1) et (24ap,1) ( qui sont tous entiers ), notés
respectivement a’(n,l) = 2a(n,l) et ¢/ (n,l) = 24¢(n,l) vérifient donc:

a'(0,0) +(0,0) = (3—=6 < 1,0 >)d'(0,) +d'(0,]) = (4—6<1]>)d(0,),

a(n,d) + d(nl) = (=6 < Il > +12n + 4)d’'(n,l) — 3 x 24201(j)a/(n — j,l), pour n
j=1
non nul. .
Or, tout | de Ay s’écrit | = I3\ + la)a, avec 1 et Iy dans Z, et < [l >= %(Z% + 13+ 14l9)
appartient a %Z, donc:
a'(0,1) + ¢ (0,0) = 0 mod 4
a’'(n,l) + ¢ (n,l) = 0 mod 4, pour n non nul.

La propriété (iv) est donc établie.
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En utilisant encore ces expressions, avec [ = [1A\1 + lo\2, on obtient aussi:
A (0,0) = 2(13 + 13 + l112)d’(0,1) mod 3 (x)
d(n,) = 2(12 + 13 + l1l2)d’ (n,l) mod 3 (), pour n non nul.

On vérifie que si Iy # lo mod 3, alors l% + l% + l1ls est congru a 1 modulo 3, ce qui
permet de déduire des lignes précédentes que, dans ce cas, on a: a’(n,l)+¢c(n,l) = 0 mod 3.

Etudions le coefficient a’(n,l) dans le cas ou 1 et I sont congrus modulo 3.

On rappelle ( voir la proposition 2.5.4 ) que la forme 2a_5 ;1 s’écrit:
+oo

2a_3;(7,21,22) = [[(1 - ¢")°

n=1
% Z (2711 + 209 + 2n3 + 3)eﬂi(n1+n2+n3)q%(m(nl+1)+n2(n2+1)+n3(n3+1))C?l_n2C;2_n3

ni,ne,n3eZ

“+oo
— H (1 - qn)f9 « Z b(m,l)qm€27ri<z’l>,
e m €N
le A
avec, pour [ = [1 A1 + laXs:
b(m,l) = > (2n1 + 2ny + 2ng + 3)emi (M tn2tns),

s

% ni,no,n3 € Z
ni(ny + 1) + na(ne + 1)
+n3(nz +1) =2m

- n1—n2=l1,n2—n3=l2

Ainsi, si on note: H (1-4¢") Zu]q on a: d(n)l) = Z u;b(m,l).
! I (jm) € N?
j+m=mn
Or, si I; = I3 mod 3, on a, pour tout (n1,n2,n3) de Z3 tel que ng —ng = Iy, ng —ng = lz:
2n1 + 2ng + 2ng + 3 = 2ng + 211 + 2n9 + 2n9 — 215 + 3
= 6ng + 2([1 — lg) +3
=0 mod 3,
et par conséquent, d’apres Pécriture des b(m,l), et des coefficients a’(n,l), on a donc aussi,
si Iy =1y mod 3, a’'(n,l) =0 mod 3.
On déduit de ce résultat et de la relation (x) que ¢/(n,l) est également congru a 0 modulo
3, et finalement que ¢'(n,l) + a’(n,l) est aussi congru a 0 modulo 3, méme dans le cas ol
l1 et Iy sont congrus modulo 3, ce qui établit la propriété (i).

La propriété (ii) est une conséquence de la propriété (i).

En effet, d’apres la propriété (i), on a: (24ag,1) + (2a—2,1) = 0 mod 3. D’ou:

(24@0 1) + (2a 2 1)3 = ((24@071) + (2a_271))((24a0,1)2 — (24&071)(2a_271) + (261_271)2)
((24(10 1) (2(1_2,1))((24@071)2 + 2(24@071)(2a_2,1) + (2a_271)2) mod 9

= ((24a0,1) + (2a—21))((24a01) + (2a—2,1))? mod 9

((24ap1) + (2a—21))® mod 9

0 mod 9.

Il reste & démontrer la propriété (iii): (24ap1)? — (2a—2,1)? = 0 mod 16.
Cette propriété est une conséquence du fait que la forme 1/1(()712) = =((24a0,1)*— E4(2a-2.1)?)
est a coefficients de Fourier entiers, puisque £y = 1 mod 16.
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On rappelle I’égalité modulo 9 x 16:
H = (24@071)3 -+ 3(24@0’1)(2(1_271)2 — 6(24(1071)((1_3,1)2 + 4(2a_271)3 — 6(20,_271)(@_371)2.

On a alors, en utilisant les propriétés (i) et (ii):
= —(20-21)°-3(2a-2,1)(2a-21)*+6(2a_21)(a-31)*+4(2a_21)>~6(2a_2,1)(a—3,1)* mod 9
d’ou: H =0 mod 9.

En utilisant la propriété (iii), on obtient :

(24a0.1)((24a01)? + 3(2a—21)) — 6((24a01) + (2a—2.1))(a—31)? + 4(2a_21)3 mod 16
(24a071)((2a,2,1)2 + 3(2(172’1)2) — 6((24(10,1) + (2617271))(&73,1)2 + 4(26172’1)3 mod 16
4(24a0,1)(2a-21)* — 6((24a01) + (2a—21))(a—31)* + 4(2a_21)® mod 16

((24&071) + (2(1,271))(—6(@,3,1)2 + 4(2(17271)2) mod 16

2((24a0,1) + (2a—2,1))(—3(a—31)* + 2(2a_21)*) mod 16,

et, en utilisant la propriété (iv), on obtient: H = 0 mod 8.

TRREEE
1

1 . 11 . . . .
On a ainsi démontré que la forme 81/)((] 3) = ﬁH est a coeflicients de Fourier entiers.
On va maintenant utiliser une seconde écriture de cette forme pour démontrer qu'un
autre de ses multiples est a coefficients de Fourier entiers.
On considere pour cela ’application de caractéristiques d’ordre 3 a la forme dénominateur.

La forme ®g 3, construite a la proposition 3.3.12, appartient a J(%(AQ)’f

[@0,3],0 = 3(15 + P1 ),

et vérifie:

ce qui permet d’affirmer que cette forme coincide avec la fonction 31#(()713} ), puisque ’espace
Tos 42 est réduit a {0},

On va maintenant montrer que la forme ®¢ 3 est a coefficients de Fourier entiers.
Par définition, on a:

Oozi= »  flor
(e,B8)EF0
avec
Fo =810 X S190 U S1o X {0,/\1,)\2} U {0,)\1,)\2} x S0,
ou 510 = { uyp = %()\1 + )\2), ug = %(2)\2 — )\1), us = %(2)\1 — )\2), Uy = %()\1 — 2)\2), us =
%()\2 — 2)\1), Ug — %(—)\1 — )\2) },

« A[a,ﬁ] T2
et f[ ’5](7,2:) = ngnog'

On peut rappeler ( voir la preuve du lemme 3.3.9 ) I’écriture suivante de f [e] .
f[oc,ﬁ] (7- Z) — 667ri<,8,z>6—2i7r<p’,z>

1— e?iﬂ<’y,z+a+rﬁ>> 100 (1 _ qn62i7r<'y,z+a+'rﬁ>) (1 _ qne—Qiﬂ<'y,z+a+Tﬁ> >}
)

X H |:( 1_62i7r<’y,a+7'[3>

1— qn€2i7r<'y,a+7'ﬁ>
yeAt

1— qn672i7r<'y,a+7ﬁ>

avec p = a1 + ag, et AT = {aq, az, a1 + as}.
Par la suite on utilisera les résultats suivants:

e2m<YB> |y e us wg us ug 0 A Ao

o j j2 j2 j j j2 1 1 1

s VRN R A B B A T

otay |25 2 42 j 11 1
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€2i7r<'yﬂ>7' uy U9 Uus3 Ug us Ug 0 )\1 )‘2
1 1 2 1 2 1
12 L2 1 -3
s g3 ¢ ¢ ¢3 ¢ g3 1 1 ¢
2 1 1 _1 _1 _2
a1 + as g3 g3 q3 g3 q¢3 ¢q3 1 q q
B Uy U2 u3 Uy U5 U6 0 A Ao
OmI<BE> | 6y gflgg (%C;l C1C§2 Cf2C2 Cf1C§1 1 ¢ @

On peut alors écrire ®q 3 sous la forme:

@073 = Z Uy + Z Vo + Z Wa,

aG{O,)\l)\Q} ae{u1,u4,us} ae{ug,ug,ugs}

avec:

Uu. = e67ri<ﬂ,z>6727ri<a1+oz2,z>
= g

BES10
1— e2i7r<'y,z+7'ﬁ> 100 2im<y,z+103>

1— qne 1— qn672iﬂ'<’y,z+7'ﬁ>
X 1_[+ |:< 1 — e2im<y,76> ) ]1 ( 1— qn€2i77<7,7,6> ) ( 1_ qne_giﬂ-<%7.ﬁ> ):|7
’YGA n=

Va —_ E 66m<6,z>e—27rz<oc1+a2,z>
B€S10U{0,A1,A2}

1 — j€2i7r<7,z+7,3> +oo 1— jqneQiﬂ'<'y,z+Tﬁ> 1— j2qn672i7r<’y,z+r,8>
X H |:( 1— je2i7r<w,7',@> ) ( 1— jqne2i7r<"/,7'ﬂ> )( 1— j2qne—2i7r<7,7',@> )}

ye{ar,az}

y |:<1 _ j2€2i7r<041+a2,z+7'ﬁ>> 100 (1 _ j2qn62i7r<a1+oc2,z+75>) (1 _ jqne—ziﬁ<a1+a27z+7ﬁ>)}

1— j2622’7r<a1+a2,7ﬁ> 1— j2qn€2iﬂ'<a1+a2,7‘,ﬁ> 1— jqn672i7r<oz1+a2,7'ﬁ>

W, — e6m’<ﬁ,z>6727ri<a1+a2,z>
" = E

B€S10U{0,A1,\2}

o [ H |:(1 _ j2€2i7r<772+7'6>> +00 <1 o j2qne2i7r<7,z+7'[3>> (1 o jqn6_2iﬂ—<’y’z+’rﬁ>)j| ]

_ 5221w <y, T3> _ 52 m 2w <y, 73> _ iane—2im<y,T3>
S {onon) 1—j%e 1 — j5%q"e 1—jq"e

y |:<1 . j62iﬂ<a1+a2’z+7—ﬁ>) 400 (1 o jqn€2iw<a1+a2,z+7—ﬁ>> (1 _ j2qn672i7r<a1+a2,z+7—6> ):|

1— j€2i7r<a1+a2,7'ﬁ> 1— jqneQiTr<oz1+a2,7’B> 1— j2qne—2i7r<a1+a2,7'ﬁ>

n=1

On peut remarquer que U,, V,, W, ne dépendent pas de «, on les notera respective-
ment U, V, W, et on a donc:

®p 3 = 33U+ 3V + 3W.
Etudions le terme U.

U= § : e67ri<6,z>ef2m'<a1+a2,z>

BES10
_ 2im<y, 243> T 2im <vy,z4+13> — 2 <y,z+71B>
1 — ™7

1— q”e 1— qne
x H [( 1 — e2im<y,78> ) H ( 1 — gne2im<yTh> )( 1 — gne—2im<y,73> )}

~yeAT n=1
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Le terme de cette somme obtenu avec 8 = u; est:

1 — giedim<y.=> Too g gt edin<ys>y ] L gn e 2in<ys>
I [( )< 11 ( ) )]
n

1
= + —
ve{ar,az} 1—¢3 =1 1— qn 3 1— qn 3

2 o 2 .

1—q%32”<’%2> +o0 1 qn+§e2z7r<a1+o¢2,z> 1— qn—ge—217r<o¢1+a2,z>

x|~ x | | 5 .
n+s

n=1 1- q 3

l—qg
En considérant la forme des termes qui apparaissent dans ces produits, on peut constater
que le développement de Fourier de ce terme sera a coefficients entiers. Il en sera de méme
pour les autres termes de la somme U, puisque pour tout 3 appartenant a Sig et pour
tout v de A4, le terme e2™<757> donne une puissance non entiére de g.
On en déduit que U a un développement de Fourier a coefficients entiers.

1—q¢" 53

Etudions le terme V.

V= E 66m'<[3,z>672m'<a1+a2,z>
BES10U{0,A1,A2}

1 — j62z‘7r<%z+Tﬁ> T g jqnGQiﬂ<’Y,Z+Tﬂ> 1— jQqne—in<ry7z+7—ﬁ>
X H |:( 1— j62i71'<%7'ﬂ> ) ( 1— jqne2'ifr<'y,‘rﬁ> ) ( 1— qunefgiﬂ-<%7.5> )}

v€{ar,az}

y {<1 o j2€2i7r<oc1+ozz,z+7',8>> too (1 . j2qn62i7r<a1+a2,z+7'ﬂ>) (1 _ jqn€—2i7f<041+06272+7ﬁ>)}

1— j2€2i7r<a1+o¢2,7'ﬁ> 1— j2qn€2iﬂ'<o¢1+a2,‘rﬁ> 1— jqne—Qiﬂ<a1+a2,Tﬁ>

n=1
Ecrivons par exemple le terme qui apparait dans cette somme pour 8 = 0. On obtient:
“+o0o

) . 2im<ay,z> 2 n,—2in<ay,z>
L 1 se2im<ay,z> 1—7jq" J 1—3°q"e ’
C11C21X|:< ]el—jl )H( e )( 12 m )}
1—-7q 1—-7%q

n=

“+o00

y [(1—je2i”<a2vz>) H <1 _jqn62i7r<a27z>> (1 _jQqne—in<o¢2,z>)]
= o 1—jgn 1—j%q"

—+o00 . ; . _9;
y [(1_j2€2m<a1+a2,z>> H <1 _ ]2qn62m<a1+a2,z>> (1 _ ]qne 21ﬂ<a1+a2,z>>}

1—352 1— j2qn 1—jq"

n—=
En regardant la forme de ces produits, on constate que ce terme peut se mettre sous
la forme suivante :

1— 42
9

avec rg, So, to appartenant a 7| q,C1,C2,C1_1,C2_1 ].

X [ TO(Q:ClaC?) +j50(q7<.17<—2) +j2t0(Q7<17C2) ]7

Un calcul analogue montre que les termes qui apparaissent dans la somme V pour 6 = A;
et 0 = A9 s’écriront respectivement :

X [ 1 (q7€17C2) + js/\l (Q7<17<2) + th)\l (Q7C1><2) ]7
et
X [ T2 <Q7C17<2) +j3/\2 ((LClaCQ) +j2t)\2 (Q7<17<2) ]7

N -1 ~—1
avec T, Sh, t)\la TXas Shas t>\2 appa“rtenant a Z [ Q7<17<2aC1 aCQ ]

Ecrivons maintenant le terme qui apparait dans la somme pour 3 = uj. On obtient :
183
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. 1 oo 2 n—L1 _2
[(1—jq%62i7’<alvz>) ﬁo (1 _ ]qn+36227r<041,z>> <1 . ]Qqn ie 217r<a1,z>>}
T . > 1

1-5a° n=1 1—jq" 1—j%¢""5s
l—jq%e2”<a2’z> 1o 1— jqn+%e2i7r<a2,z> 1— j2qn—%€—2i7r<a27z>
X 1 . % H - n+ l ] n—l
4 nel L —jq L—7%""s

+oo i L2 i
X [(1_j2Q%62iﬂ<a1+a27z>) (1 ]2qn 2Z <o1 aQ’Z>><1 - ]qn 3e 2im<en O42’Z>):|
2
o 2 | |

1=5%a3 ne1 1—j%q 1—jg"s

En regardant la forme des produits qui apparaissent, on constate que ce terme peut se
mettre sous la forme suivante:

Tuy (0:61,62) + J8uy (0:61,62) + 57ty (0,61,62),

avec Ty, Sy, ty, appartenant a Z| q,C17C2,C;1,€2_1 ].

n+3

D’une fagon générale, le terme de la somme V qui apparailt pour § appartenant a Sy
s’écrira:

Tﬁ(Q7Cva2) + jsﬁ(q7C17<2) + j2tﬂ(Q7C17<2)7
avec rg, sg, tg appartenant a Z| q,gl,@,ql,gl ].

On peut remarquer par ailleurs que la somme W s’obtient a partir de la somme V en

remplacant le nombre complexe j par 5.

Le terme de la somme W qui apparait pour [ appartenant a {0, A1, A2} s’écrira donc:
1=

9

et, de méme, le terme de la somme VW qui apparait pour 3 appartenant a Sig s’écrira:

r5(q,¢1.62) + 3%85(4,¢1,G2) + 3ts(a.C1.C2)-

X [ Tﬁ(q7<17<2) +j2sﬂ(q7<-17€2) + Jtﬁ(qaglaéé) ]7

On aura alors:

— 42
Viw= ) (1 9] x [ 15(q:¢1,¢2) + Jsp(a:C1,¢2) + 5°t(q,¢1,C2) |
Be{0, A1, Az}
FI 5 [10(0:61.G) + Poalacice) + talaci) 1) + > (17a(a6i¢2)
BES10

+ng(q,C1,<2) +j2tﬁ(Q7<17C2) ] + [ 7"6(‘1;<17C2) +j2sﬂ(q7C17<2) + Jtﬁ(q7<17<2) ])

=3 > (7“,8(617@,C2)—3B(Q7C1,C2)>+ > <_tﬁ(Q;CI7C2)_Sﬁ(Q;CI,CQ)—i-QTg(qaCI7C2)>-

ﬁE{O, A1, )\2} BES10

On en déduit que les coefficients de Fourier qui apparaissent dans l'expression 3(V + W)
sont tous entiers, et, puisqu’on a vu que c’est également le cas de ceux de U, on peut fina-
lement conclure que la forme 31/1(()’131 ) — ®g3 = 3U + 3V + 3W est a coeflicients de Fourier
entiers.

Ainsi, les formes 3111(()1; ) et 8@[1(()131 ) sont & coefficients de Fourier entiers, ce qui permet d’af-

11) =2 % 81/1(11 fW(AQ)

firmer que la forme 1/10 5 X 31&67131 ) appartient bien elle aussi a J;

(3) Cas des formes w((fg, @Z)((f; ), 1#(()“2.
On rappelle qu'on a:
2)

w((),:a = w(l)% 2~ 24% 3~ 2953
184
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¢012) — 271’/)03 _'_7’/}0 1w(ll _ 18w(11

¢6332 = _541/)0,11#0,12 + 3451#0,3 - 3‘/’((),11)%,2 + 54%?31 + (%Z)(()

)

e

)

Donc, d’apres les résultats précédents, ces trois formes sont également a coefficients de
Fourier entiers.

Théoréme 5.4.2. Structure de Jf’W(AZ) z
Le Z-module Jf W(A)Z oot un Z-module libre de rang 5 admettant pour Z-base le systeme
(11

12 3
{%&wm,%yw&,w).

Preuve.
D’apres le théoreme précédent, les formes wo 3 (()131 , 0 3, 1/10 3, et wo 3 appartiennent a
Jf» ( )

0,3

Soit une forme ¢ appartenant a Jg ’;V(AQ)’Z

D’apres la proposition [5.1.1] il existe 5 entiers b, ¢, d, e, f tels que:

[l = b2+ PL+ P) + c(15 + P P2) + d(30 + PE + P§) + e(162 + P} + P3) + f(162 +
P?P, + P P}),

ou encore :

[Plgo = Bls g0 + el g0 + Sl + el + 853 g0,

donc la forme ¢ s’écrit :

= b + euly) + dus) + ewl®) + fully,

puisque Uespace Jy’s [V (42),C (q) est réduit a {0}.
Par ailleurs, les cinq formes wé}g, w[()lgl , wo 3 wo 3 et 1/10 4 sont libres sur Z. ( Comme
pour l'indice 2, on obtient ce résultat en utilisant la forme de leur coefficient [ g0 et
le fait que les polynomes exponentiels W (Az)-invariants P; et P, sont algébriquement
indépendants sur C. )

On en déduit finalement que Jo, !, W(AQ)

systeme {wo 11) w((fg, ¢012)

est un Z-module libre de rang 5 admettant le

0’?2} pour Z-base.

Remarque 5. 4 1. La forme de w(()?g, 1/10 3 et 1/1 permet d’affirmer que le systéme {1/10 3
@ZJO 3 , ¢0 1¢0 55 11}0 ¢011) (1/)((]711))3 } constitue egalement une base du Z-module J({ ?YV (42).2
Remarque 5.4.2. Conséquences arithmétiques.

Le fait que les formes 1/1(()711), ¢((),12)7 @b(()?zl ), wég, ¢((),1:3,1 ) soient & coefficients de Fourier entiers

donne des relations de congruence vérifiées par les coefficients de Fourier des formes ag 1,
a—21 et a_3;.
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5.5 Z-module JJ,"**”

Lemme 5.5.1. Structure de Jf W22y,

T A0 (g) = Z.goa.
Preuve.
D’apres la remarque 5.1.1, J[{’IV(AQ)’C = C.€o4, ot {94 = A(7)(a—31)* est une forme de
Jacobi a coefficients de Fourier entiers, avec:

(€04l = (P1 — P2)* = P} + Py — A(P\ P} + PP P,) + 6PLP5.

Si ¢ appartient a JgIV(A2)’Z(q), il existe donc un nombre complexe A tel que ¢ = X\.&p 4,

et vérifiant alors [@];1 = A.[€0,4]4:, ce qui permet en particulier d’écrire que le coefficient
de g({ dans le développement de Fourier de la forme ¢ est égal & ), et donc d’en déduire
que A est un entier. Ainsi on obtient le résultat :

b A b
Jo,AYV( 2)Z(Q) = Z.80.4-

Remarque 5.5.1. Forme & 4.
On peut vérifier, par exemple a l’aide du logiciel maple, que §y 4 n’appartient pas a ’algebre
de polynomes C| 1/1(()711), (()712), wo 2 1/10 3 wo 3 ] : aucune forme non nulle d’indice 4 appar-

tenant a cette algebre n’a pour coefficient [ ] le nombre 0.

Proposition-Définition 5.5.1. On pose:

1 1) 11) 1
((),4) == T121/’ 0,2 %2 12% 1¢( "’w((),i
Y = Y6163 — 20064 — 246

WS = Sl — 159 — 180

(11)

Y = oSl — 54udly) — 21y )

W) = ()20l — 308y — syl — 429f) — 5409

i 7

2= )2 - 54yl

Yo = (st — 283598 — 3888yl — 60} — 4 x 18%¢f!) — T29) — 21697 — 4y}

)

7W(A2)

Ces formes appartiennent a Jy', , et vérifient :

W5 = P+ P

W50 =9+ PPy

W(()sz]qo =184 P} + P3
[52],0 = 108 + P + P3
[454)],0 = 108 + P2P, + P, P}
[45)]0 = 486 + PP Py + P P§
(05 ] 0 = 243 + P2P2

[5,0 = 486 + P{ + Py,

186
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Remarque 5.5.2. On peut constater que les formes w(()l) [()141 , w(()gi, 1,/}0 4, 015)’ wol?’),

wo e 1/)0 4 sont des polynomes en les formes wo 1 1/)02, 1/)02 , 1/1[()132, wo 3, & coefficients

dans Z[271, 371].
Corollaire 5.5.1. Structure du Q espace vectoriel Jf’W(AQ)’Q
- Les formes 1/1(()2, wé}i), 1/1(()722, 0, 4, 1/}0 e wo 4 w(()%f , 1/10 4 0,4 sont linéairement indépendantes

sur Q.
- Le systeme { 0§, w5, &) vl WS w8, 08, WS, €oa } est une base sur Q du

Q-espace vectoriel de dimension 9 que constitue J({’ZV(AQ)’Q.

Preuve.

- La premiéere affirmation est die, comme dans les cas m = 2, ou m = 3, a la forme du
polynome [ |0, et & la remarque 5.5.1.

- Soit ¢ appartenant a Jg’IV(AQ)’Q.

On a alors ( voir le raisonnement de la proposition 5.1.1, encore valable en utilisant des
coefficients rationnels ) :

[l = b(Pr+P2)+c(9+ PLP) +d(18+4 PE+ P§)+e(108+ P+ P3) + f(108+ PE P, + P P§)
+9(486 + Pt + Py) +h(486 + PPy + PLP3) +1(243 + P2P2)

avec b, ¢, d, e, f, g, h, | appartenant a Q.

Ainsi, la forme o— [bw(l) —Hﬂ/}on) +dz/1(2) +ew0 At 1/1012) + g¢0 4 —i—hi/}old) —Hw(m | appartient

aJy ! 4 W(4: ( ) = Q.£,4 ( voir le raisonnement du lemme 5.5.1, encore valable sur le corps
Q ) d ol le résulat annoncé.

Cependant toutes ces formes ne sont pas a coefficients de Fourier entiers, comme le précise
la proposition suivante.

Proposition 5.5.1. Ftude des coefficients de Fourier.

(1) Sw((),li est le plus petit multiple de 1/1(()712 appartenant a Jf W(A2).Z2

(2) 12(1g 11) (1)) t241p04 appartiennent a Jg’4 (A2),2.

Preuve.
Le calcul a I’aide du logiciel pari-gp du coefficient de ¢ Cél dans le développement de Fourier

de 1/1(()2 donne —%.
Par ailleurs, 81&52 = ¢0,11) w(() (w(l)) est a coefficients de Fourier entiers car les formes

w(()ll), ¢(()1§ et ¢(()12) le sont, d’ou la conclusion annoncée.

D’apres la définition de 1/1(()141 ), 12(wél4 ¢0 4) 1/}0 9 0 2 + 1/1(1)1/1011) est a coefficients

11) .
( . Par conséquent,

J‘f W(AQ) Z

(11
de Fourier entiers, car c’est le cas des formes wo 9 wo ) wo i et Py

W(A2),Z

puisque 81/)074 appartient a J07 4 , la forme 241/107 4 appartient aussi a

Corollaire 5. 5 2

Les formes 8w04, 241/)04 , 121/)04, 8¢012) 41/)012 , 81/)04, 4¢022) 21/)(()2, 0,4 constituent un

systeme libre sur Z du Z-module J({’4 (A2).2

Comme vont en témoigner les exemples ci-dessous, ce systeme n’est cependant pas un

W(A2)7Z

systeme générateur sur Z du Z-module Jg 1 , et chose plus fondamentale encore pour

187
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montrer que la structure de 'algebre graduée Jg fV(A2)’Z n’est pas simple, ils prouvent qu’il
existe des formes appartenant a Jy, 1W(A2).2 , qui n’appartiennent pas au Z-module engendré

par les monomes en les formes w(()}l), w(()}%, w(()121 , 1,/}0 3 7,/10131 ), donnant des formes de Jacobi

d’indice 4.

Notation 5.5.1.
On note My le sous-Z-module de Jf W2 onstitué des formes de Jacobi de poids 0,

1
d’indice 4, écrites comme des polyndomes a coefficients entiers en les formes @DO 1 (()2),

%,2 ’ %,37 %,3 .

Lemme 5.5.2.
Le module My est un Z-module libre de mng 8, et admet par exemple comme Z-base le

systeme { (41", W20, 206" wihugh, viluly, (e visully, (wis)? )

Notation 5.5.2.
On notera ici:

A= (U B = (U§)%63, C == o)™, D = w6 v63, B = vl F :
(65202, H 1= w§3uly), K = (52
Lemme 5.5.3.
Soit ¢ appartenant a My. La forme @ s’écrit alors :
p=aA+bB+cC+dD+eFE+ fF+hH+kK, avec a, b, ¢, d, e, f, h, k appartenant a Z.
On peut alors donner la forme de son polynéme [ |0 en fonction des coefficients a, ..., k,
en s’aidant par exemple du logiciel maple. On obtient :
[plgo = [104976a + 1944b + 8748¢ + 36d + 270e + 36 f + 729k + 162h]
+[23328a + 540b + 972¢ + 20d + 15e + 12f + 27h|(P; + P,)
+[3888a + 84b + 378¢ + 2d + 18e + 2f + 54k + 6h|(P1P)
+[1944a + 42b + 27c + d + f](P} + P3)
+[216a + 3b + 36¢ + e + h](PE P + P P)
+[4CL + C](Pl Py + P1P2)
+[6a + 2¢ + k| (P2 P3)
+[72a + b](P} + P3)
(P} + PY).

Proposition-Définition 5.5.2. On pose:
91(7,2) := (24a9,1)(7,22)

92 = Ja= 4202@%1107 e 7¢%101)'
( Voir la proposition-définition 2.5.3 et le corollaire 3.5.3. )
Les formes g1 et go ainsi définies appartiennent au Z-module J({’IV(AQ)’Z, mais pas o My.

Preuve.

On vérifie facilement en utilisant les propriétés de ag 1 ( voir la proposition-définition 2.5.3

W(A2),Z

et les corollaires 2.5.1 et 2.5.2 ), que g; appartient a J , et vérifie :

(1] = 18+ PP + P53 — 2(P + P).

Cependant, il n’existe aucun (a, ..., k) appartenant & Z® tels que [aA + bB + c¢C +
dD + eE + fF + hH + kK]0 = 18 + P{ + P§ — 2(P1 + P) : la seule solution du systéme
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d’équations obtenu par identification des coefficients des polynomes [aA + bB + cC +
dD + e¢E + fF + hH + kK] et 18 + P} + Pi —2(Py + P,) ( voir le lemme 5.5.3 ) est

a=b=c=k=0,f=3,d=-2,h= 6, e = —%, comme le précise le logiciel maple.
Ainsi g1 n’appartient pas & Mj.
D’apres le corollaire 3.3.3, g2 appartient a Jf W(42).2 , et on a:

[g2]g0 = PP+ P§ + 4P\ Py + 22(Py + P») + 54.

Cependant, comme ci-dessus, il n’existe aucun (a, ..., k) appartenant & Z% tels que
[aA+bB+cC+dD +eFE + fF+ hH + kK]§ [g ]qo, car la seule solution au systéme
obtenuest:a=b=c=k=0, f=—5 h=-5e= %. Ainsi g9 n’appartient pas
non plus a My.

Remarque 5.5.3. On montre en employant la méme méthode ( c’est a dire en considérant
la forme du polynéme [ ],0) que g2 n’appartient pas au Z-module My @ Zg1, et que de
méme, g; n’appartient pas a My @ Zgo. Il semble donc bien qu’il faille encore ajouter des

générateurs ( au moins g et ga ) pour écrire toute fonction de J; ! ’W(AQ) ‘.

Remarque 5.5.4. Un probleme similaire se produit pour l'indice 6: on peut exhiber une

)Z

, mais pas au Z-module libre noté de fa(;on analogue Mg,

de rang 19, constitué des polynémes en les formes 1/1(()711), 02, (()121 , 0 3, 1/1011) a coeffi-

cients dans Z, ni méme au Z-module libre de rang 25, constitué des polynomes en les
formes 1/}6711), wo 9, 0121 ), 013, (()131 ), g1, g2 a coefficients dans Z.

On peut par exemple considérer la forme pg := 4(£F + &2, + &5 + &5 + &3 + §§,) construite
a laide de la forme dénominateur et des caractéristiques d’ordre 2 ( voir la proposition

JfW(AQ) et vérifie: [gpﬁ]qo =6+2P ;.

forme appartenant a J’ g W(A2

3.3.10 ), qui appartient a

Il faudra donc apparemment ajouter au moins encore un générateur pour écrire les éléments
de Jf WiA2)Z ot donc de Jg’fV(AQ)’Z.

Ceci laisse a penser que la structure sur Z de l'algebre Jf WA2)Z 16 sera pas établie
de fagcon immédiate.
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5.6 Autres écritures des premieres formes définies sur Z.

5.6.1 Relations entre les premieres formes a coefficients dans Z et les
générateurs sur Q

Proposition 5.6.1.
On peut écrire les formes p1, w2, w3, Y4 €t s, introduites dans la proposition 2.7.1), lors
de Détude de la structure de JS/K(AQ ’f’Q, de la fagon suivante :

2401 = Y}

dop = 4845y — (4

203 = -89Sy — @M? + 7240}

dps = —5(U0)P + 168 wiHwsS + 8uiugy) + 27 x 32(1) — 26 x 3yl
8ps = —36x 2440 — (WP + 3x 24w wil).

On a aussi: o4 = ﬁ(g@ﬁ — go%)

Remarque 5.6.1.
Ces relations et la proposition 2.7.1 permettent de constater que toute forme appartenant
a J(I)/}/*(AQ)’f Q est un polynéme a coefficients rationnels en les fonctions wé}l), w(()}Q), w(()’l; ), (()’1?2,

w(()?gl ) et 0,4, et que les formes w&), [()712), @Dég ), et §p4 sont algébriquement indépendantes

sur Q.

Remarque 5.6.2.
Les relations entre les fonctions ¢; ( voir la proposition 2.7.1 ) permettent d’établir des

relations entre les formes w&), wé?z), @Dég ), 1/1[()71:,2, 1/1[()71:,} ) et &0,4 : les relations O3 X 3 = Py X Q5

et 2 = g X 2 donnent deux relations polynomiales dans J(%(AQ)

03 % % = p? x g donne une relation dans J(E/I;EJAQ)’JC 9 Les coefficients de ces polynomes

peuvent se calculer a I'aide par exemple du logiciel pari-gp.

’f’Q, tandis que 'identité

5.6.2 Relations entre les premieres formes a coefficients dans Z et les
formes &g, &1, Elo-

Lemme 5.6.1. Identités. ( Voir le paragraphe 3.5.1. )
®1 = 8(&h + &by + Elg) =g
By = 64(Eh7 + &2 + €107 = ()2 - 32 Y

By = 8(Ephs + Ehiho + Ehotlo) =2 U

P — ¢l gl gl (1)

3 500501610 wO,S

¥ = 83(ehy” + &+ €h”) = 192wl — a8 Yyl + ulll?

1 1 1
Y = 64(holhn> + Sho>Shy + 661 Eho + Eh1€ho” + G0 Eho + Shohe?) = —24 6 + 2 vl
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¢y =64 (500561)2 (560510)2 (561510)2)

= 205yl — 3208 mod J\ T (g)
(I)ﬁl :84( ;4 5/ 4 fl 4)

= )4+768w01 — 40965") — 6498120 mod g (g)

4 —W%83§”%+8%wwﬁ”+%%wwﬁﬁ>
A 2
= 7120810 + 51290 + 2081208 mod I (g)

O = 82(&hothi&lo” + Ehothn Elo + o € &lo)
E¢1¢03 mod J (AQ)’LZ(Q)

Preuve.

o de ces différentes fonc-

q
tions donnés dans la proposition 3.3.1, et des structures des espaces J&V nSAQ)’f (

décrites dans la remarque 5.1.1.

Ces résultats sont des conséquences de la forme des coefficients [ ]

q) concernés,

Corollaire 5.6.1.
On obtient la nouvelle expression de la forme 1/1(()2 8( éll)wélg — (1/1(()12))2> sutvante :

1#((),12 = _2<(§60561)2 + (560510)2 + (561510)2> + 4(5605615102 + 5605612510 + 5602561510)-
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5.7 Eléments supplémentaires en vue de la structure du Z-

module J({ ’4W(A2)’Z

5.7.1 Formes obtenues a I’aide des fonctions wo 1 %2, (()121 , 0 3, %131

Lemme 5.7.1. Eléments de My. ( Voir la notation 5.5.1. )

(1) Les formes suivantes appartiennent d J({f/(A2)’Z :

Sl Fip = ¢ 0y
-%%%%& Fos = (4§3))?
= (5205l Fy = ()

Et on peut rappeler (Uozr le lemme 5.5.3 ):

[Fo] 0 =36 +20(Py + P) + 2P P, + P? + P

[Fi2],0 =270 + 15(P + P3) + 18P\ Py + PE P, + P P}

[F3]0 = 1944 + 540(Py + Py) + 84P Py + 3(PE P2 + P P§) + 42(P} + P§) + P} + P
[Faolpo = 729 + 54P P, + PEPj

[Fi3],0 = 8748 + 972(Py + P») + 378P1 Py + 27(P? + P3) 4 36(PEP, + P1 Py)
+2P2P? + P3Py + P P

[Fy] 0 = 104976 + 23328(Py + Py) + 3888Py P, + 1944(P} + P3)
+216( PPy + PLP}) + T2(P} + PJ) + 6 P2 P + A(PPPy + P P3) + Pl + P}

(2) On a aussi, en utilisant les deux derniers mondmes possibles :
1), A1)y 2 2
(V0.2 02 Jgo =162 +27(P1 + Py) + 6P Py + P{ P, + Py Ps

[(§2)2),0 = 36 + 12(Py + Py) + 2P Py + P2 + P2,

‘ ‘ W (A2),Z
ce qui donne encore les formes suivantes dans Jg4 (42)

(11)

12y = g udls) —wlausly), avee [12F)p0 = —12(Py + Po) + 12(P P> + 9),

et 8Fy = 5 — (¥)? = 84S, avec [8Fi]0 = 8(Py + Pa).

Ona:Fii+F = [()7141).

5.7.2 Autres constructions

Remarque 5.7.1. Rappels ( voir la proposition-définition 5.5.2 ).

- La forme gy, définie par g;(7,2) := (24ao,1)(7,22) appartient a J({QW(AQ)’Z

(1] = 18+ PY + P53 — 2(P, + P).

, et vérifie :

- La forme gy, définie par gao(7,2) = 4%209(¢% 119, - - - ¥?101), appartient & Jf W(A2)Z et

vérifie :
[g2]g0 = PE+ P§ + 4P Py + 22(Py + P») + 54.
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Proposition-Définition 5.7.1. On pose:
G2:=g2— g1 —3 X 810((),12,
5 1= 6g1 — 5ga — 2 + 18 x 8%2 + 241#5,141),
L =2G, — Gs.

. . \ W(A2),Z
Ces trois formes appartiennent a J({’4 (A2), ,etona:

[Gz}qo = 4(P1P2 + 9)
[GIQ](]O = 2(P1P2 + 9) + 2(P1 + P2)
Gl = A(Py + Py).

Proposition-Définition 5.7.2.
Considérons la forme h obtenue en appliquant l'opérateur de Hecke noté T_(2) ( voir la

définition 1.2.2 ), a la forme @Z)((]TQ) D’aprés la définition de cet opérateur, on obtient :

T
h(r.2) = 943 (27.22) + 403 (5 02) + U3 (5,2).

2

(A2),Z

La forme h appartient a J({’IV =, et vérifie :

[hl =18+ P + P5.

Preuve.

11 suffit d’appliquer le résultat de la proposition 1.2.8, et de constater que, d’apres la for-
mule ( appliquée avec k = 0, ¢ = 2 ) donnant les coefficients de Fourier, comme ¢(()712) est &
coefficients de Fourier entiers, h est également & coefficients de Fourier entiers.

Corollaire 5.7.1. On pose alors:
H, ::h—F2+5G/1+G2
H1 = G/2 - HQ.

Ces deux formes appartiennent a J({’4W(A2)’Z, et vérifient :

[Hg]qo = 2(P1P2 + 9) [Hl]qo = 2(P1 + P2>

5.7.3 Conclusion a propos de la structure de J&(A”’f’z

Il reste a répondre a la question suivante :

existe-t’il des formes appartenant a Jg T/(A2)’Z, et ayant respectivement pour coeflicient

[ 140, les expressions PP +9 et P + Py ?
Proposition-Définition 5.7.3. Posons:
1 1
X1 = %2 t3 €0,

1

X2 = 1/1[()’141) ~3 £0,4-

Alors :
X1l = P+ P

[XQ]qo = P1P2 + 9.
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Remarque 5.7.2. Les calculs des premiers coefficients de Fourier donnent :

Wil = —2 - 30+ ...,

11
WSl = 2+,
[o4]gt = (PL — P2)* = P} + Py —A(P P} + PPP,) + 6PIP} = G*+....

Remarque 5.7.3. Rappels.
- La forme Swé}i est le plus petit multiple de [()712 appartenant a

proposition 5.5.1. )

J({’IV(AQ)’Z. ( Voir la

- La forme 241#(()7141 ) est un multiple de @Z)((ﬁ ) appartenant a J({ ’ZV(AZ)’Z.

- La forme &4 = A(7)(a—31)* est une forme de Jacobi a coefficients de Fourier entiers,

vérifiant [£o4],1 = Y4, etona: J({’IV(AQ)’Z(q) = Z.£p.4. ( Voir le lemme 5.5.1. )

Lemme 5.7.2. La forme @béﬁ, respectivement 1/)(()7141), est la seule fonction de J({’IV(AQ)’C,

modulo J({ZV(A2)’C(q), ayant pour coefficient [ ], le polynome Py + P», respectivement
PP+ 9.

Preuve.

On utilise, pour établir ce résultat, I’écriture d’une forme faible a 1’aide des formes Ey4(7),
Eg(7), ao,1, a—21, a—31 ( voir la proposition 2.6.2 ), la forme des coefficients [ |,0, ainsi
que l'aide du logiciel maple pour s’assurer qu’il n’y a qu’une seule combinaison linéaire
possible de ces coefficients donnant P; + P», respectivement Py P> + 9.

Proposition 5.7.1.

On a les équivalences suivantes :
fW(A2),Z

il existe une fonction appartenant a J0,4 , et ayant pour coefficient | ]qo le polynome
Py + Py ( respectivement Py Po+9) si et seulement si x1 ( respectivement x2 ) appartient
hY vaW(AZ)vz

a Jo4

Preuve.

D’apres les rappels et le lemme précédents, s’il existe une fonction ¢ appartenant a
J({ ’IV(A2)’Z, et ayant pour coefficient [ ] 0 le polynome Py + P, ( respectivement PP +9 ),

elle est du type ¢ = 1/1(()2 + 1&o,4, ( respectivement ¢ = T/J((),li ) 4 v€o,4 ), avec (i appartenant
a % + Z, ( respectivement avec v appartenant a —% +7Z = —% +7Z).

Ainsi, finalement, d’apres la définition des formes x; et x2 ( voir la proposition-définition

5.7.3 ), il existe une fonction appartenant a J({ Q4W(A2)’Z, et ayant pour coefficient [ |0 le
polynéme P; + P, ( respectivement Py P>+ 9 ) si et seulement si x1 ( respectivement x2 )

appartient a J({»IV(M),Z_

Le probleme qui reste a résoudre est donc le suivant :

les formes x1 et xo sont-elles & coefficients de Fourier entiers?

D’apres le calcul des premiers coefficients de Fourier réalisé a ’aide du logiciel pari-gp, il
semblerait que oui, mais cela reste a démontrer.
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5.8 Structure de Jf W(de). 220 ]/Jf WA ZRT ) sur Z[271]

Notation 5.8.1.
On notera B Uextension de l'anneau Z suivante :

B::Z[Tl]:{%/aez,kez}.

Lemme 5.8.1.

Les formes w((lll), ((,712), 0121), 03, @003 et 1/1(11 appartiennent Jf W(42),B

Preuve.

Ce résultat a déja été établi pour les formes w(()’ll), (()’12), %121 , wo 3 w(gl?)l , qui sont en fait
a coefficients de Fourier entiers ( voir la proposition—déﬁmtlon 5.2.1 et les théoremes 5.3.1
et 5.4.1).

D’apres la proposition-définition 5.7.1 et la proposition 5.5.1, la forme G5 — 4¢é,141 ) appar-
tient & J&(AQ)’JC ’Q(q), espace qui coincide avec Q.§p 4 ( voir le raisonnement tenu dans la
preuve du lemme 5.5.1, encore valable sur Q ), d’ou l'existence d’'un nombre rationnel a
vérifiant :
(11)
Go =41 4" + aoa-

On a donc, d’apres la nature des premiers termes du développement de Fourier de ces
fonctions ( voir la remarque 5.7.2 et la preuve du lemme 5.5.1 ):

Gyt :4(§§§+...) +a<(§+...).

Comme, toujours d’apres la proposition-définition 5.7.1, la forme G est a coefficients de
Fourier entiers, 4 x % + a est un entier, ce qui permet de dire que a appartient a B, et que

finalement la forme ¢841) = 1G4 — a&y4 appartient & Jf W(A2),B

Remarque 5.8.1. La relation de congruence suivante est vérifiée:
11 11)
YUl —uiawsy) = 0 mod 3

C’est une conséquence immédiate du fait que les formes 1/1(()12 et 1/;(()’141) = —%T/f((),lz)zbé,lzl)

(11

121/)0 i + 2/)0 4 soient & coefficients de Fourier dans Z[271].

Théoréeme 5.8.1. Structure sur B.
(i) Pour chaque entier naturel m, le B-module Jf W),
de générateurs du type

/Jf W(da), B(q) admet un systéme
{(fED0<i<j<m,itj<m, (i.f) # (0,0) },
avec :

-pour 0 < i <j<m,i+j<m, (i,j) # (0,0), (i,7) # (0,1) et i # j,

[ (glm)] —P1P‘7 P-]P2+ Z amT,S,Z,]P1P27
r+s<i+j

Z Qs P1 Py est un polynome symétrique en Py et Py,
r+s<i+j
-pour 0 <i<m,i#0,

[fé,l;;,)]qo = P11132z + Z O‘m,’r,s,iplrpigv
r+s<2i
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ot Z Qo rsiPl Py est un polynome symétrique en Py et P,
r+s<2t
- et avec [fé%)]qo polynéme de degré 1 en Py, Ps.

(m) Les fonctzons fo (i.0) peuvent s’écrire comme des polynomes en wo 1 1/102, %121 , (()132,

¢0 3’ t¢04 , a coefficients dans ’anneau B.

(iii) Pour chaque entier naturel m, on a:

W(A2),B , +f,W(A2),B 11) 1 (11 (11
J({m(z) /Jof,m(Q) (q) C [1/1017%27 (()2> (()327 03)7 04) ].

Preuve. -
A) Construction des fé%).

Etape 0: préliminaires.
a) Construction de formes 1/1(()717)” de poids 0, d’indice m, vérifiant :

(1) _m 24 — 6m
[¢0,m]q0 - (24’m) (Pl + P2) + (24,7’)’2) .
On rappelle que 1/182 est définie par:
1
U6 = (6105 — (¥62))

On pose:
o) = (e - i)

[ (()}E)s]qoz_2+Pl+P2-

Pour m > 5, m # 6 on construit de proche en proche les formes 11)((]7121, en posant :
si 34 m,

s [(24m — ) i) i + 24m — 2) ¢}, ) — 224m - 3) ¥, ),
si 3| m, m>6,
i [§(24m = 3) g g3+ §(24m — 6) vy, ovg — §(24m —4) Ui, 5]

Dans chacun de ces cas, les coefficients qui apparaissent sont dans B, les fonctions construites
de proche en proche sont des polynomes en les formes 1/1(()12, w(()lz), @bél; ), wélg, 1/)((]13 et 1/1(11
a coefficients dans B, et on a:

(1) 24 — 6m

WO,m]qO (24 )(Pl + P2) W

b) Construction de formes Qﬂ((),l;l) de poids 0, d’indice m, vérifiant :

72 —9m
ke = gy PPt g
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1 1 (11) , (1 1
D263) + 5 (wlduls) — vl ul3) - dulull,

Ui’ = Subduls + 5 ((WhD)Pubs’ —wilvule vl3 ) + & (wilubdull - wD)?) —suis?

’

ona: | (()761)]qo =3+PP.

On pose:

= 35 VIR RO (v
& (wm)%o”) B (DU + o (w
ona: | (()’9)]110 =—-1+PP.

Pour m > 7, m # 9, on pose:

(
si3tm,

m(é (72.m — 1) i),
L (72.m = 3) U§3ul s ).

si3|m,et9fm,

(11)

B 9) QJZ)(] 9¢011)

si9|m m > 9,

( (72,m — 3)1/’03%7713

(7

2
_33
1
45
3

iy (2 @am— 1) w0l — 3 20m - 2) wl )

m)
(72m 6) 1/)06¢0m 6+ (24m 6)
(24,m —9) %9 %m o +2(72,m —9) ‘/109 Om) 9)

’

Uiy W82+ (4§9)Puia+
)

(11)

)wOQwOm 2

)

5 m—2
S = {43 (24— 3) wggwom 5+ 3 (12m—6) mwéﬂt 5= 3 (24m = 6) il vl s
1 (72, 7 (24,m —9) %9 %m 9>

(1
(24m 3)%3 02/13

(11) (1)
0,m—6

Dans tous les cas, les coefficients qui apparaissent sont dans B, ce qul permet de vérifier

que les fonctions construites sont bien des polynomes en les formes ¢0 1 ¢0 9,

1/1011) et ¢074 a coefficients dans B, et on a:
an, —__™ p
[ O,m]q0 (72’m)

Etape 1: construction des fé%).

(1)

Pour m > 1, on pose: fé%) =Yg e

Etape 2: construction des fé}%).

Pour m € {2, 3,4 }, on pose: fé,l;l) = ¢((),1r1r3 .
On pose:
(11) _ L (1),,(11) (11) (1))
=1

0,27%0,3 0,2 ¥0,3/°
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on a:

/5510 =9 = 3(P1 + Py) + Py Py.
On pose:
1 1) (1) 1 1 11) 1) (11 1) (11
§6) = & (v8lulduld - wid?®) + & (widuls’ - viduiawid) + 1 viduly -
3 (Y2
5 (¥0,3)7
on a: .
[f5 10 =9 = 3(P1 + Po) + Py Py,
Pour m > 7, on pose:

( sim= 0mod 3

%(72 ) ¢3lfn) — 3 am)ulh, + 45 ((24m - 6) v, vl
11) 1

sim= 1mod3

o= _m,m) S =3 amye), + g (12m - 1) wit) Y

( (24,m — 4) OS5 s — (12m — 2) wéi}széé’)

m"‘
Wl

sim= —1mod 3
Lr2,m) wli) = Ham)ul, + 15 (324m - 2) v, vy
—4(72,m - 2) wlln)_yul))

Dans tous les cas, les coefficients qui apparaissent devant les fonctlons sont dans B, ce

\

qui permet de vérifier, d’apres la construction des formes Q,ZJO m,, et 1/10 m,, que les fonctions

construites sont bien des polynoémes en les formes w&), 0, 2, 0121 ), (()7132, (11 et 1/1011)

coefficients dans B, et on a:

[f,0 = 9= 3(Py + Po) + PPy

0,m

Etape 3: construction des fégi).

On pose:
(5,022%0': w(()?z) = (1/’(()}1))2 361/’ " 2%121 , OI1 & [fé 22)]q0 =954+ Pl2 + Pz2
=l = uiul) - 24% - 2w61§ con a [£2)0 = 30+ P} + P}
00 =) = wiul) — 208 — 200, on a (£ = 18+ P + P}
Pour m > 5, on pose:
(g?ri) = —(24,m — 3) %m 3 (()1?2 + (m — 2,24) w((),l’r)n—Q (()12) —2 (g,lnlm)a
on a: [f§07]0 = 114 — 24m + (4m — 6)(Py + P») + P2 + P},

Etape 4: construction des féfﬁg,oﬁ(izl, 3<j<m-—-1)ou(2<i<j<m-—1,avec
i+j§m),pourm>4
ij 1j-1
On pose: fé?fg = (gzm = ) ¢02 .
On a alors, par exemple dans le cas ou i # j:

ol = (Pfflpajfl +PTRT Y am72,r,s,i—1,j—1PfP28) X ( PPy + 27)
r4+s<i4+j—2
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[ (ZJ)]

o est donc bien de la forme voulue ; de méme si i = j.

Etape 5: construction des félqi), m > 3.

On pose: f(12 : (517}1 1 w

On vérifie, par récurrence sur m, que | fé}i)] g est de la forme voulue:
820 = (PiPy + a1 (P + Pa) + 1) x (Py+ Py +18).

0,m

Etape 6: construction des féoj) 3<j<m—2, pour m > 5.

(07) . (0 j— 1) 1 (1 J— 1)
fom X P03

On pose: = fom—3

On a alors:

e = (P + BT 4 Y anspeos PR ) x (Pi+P+2)

r4+s<j—1
—( P1P2J_1 + P1]_1P2 + Z am7r,5717]‘_1P{P28 )
r4+s<j
donc | é%)]qo = ( P} + sz + Z Br.s P Py ) a bien la forme voulue ( la somme reste un
r4+s<j

polynoéme symétrique en P; et Py ).

-1)

Etape 7: construction des féf)mm , pour m > 4.
On pose:
0 m—1) 1 1 1—r
fé’mm . (w( )) w( ) Z brm - TfOTmm ),
-1
0 <r < mT,
reN

ou les coefficients sont donnés par:

m 1 1
(P+p+18)" < (P+R+6) =P+ P 4 Y b PR

r+s<m—1
0, si m est pair
+ > bys (P[P + PiPy) + mol mo1 o
b(;l @)Pl > P,? , sim est impair
r+s=m-—1, 2 2
O0<r<s
On vérifie (0 m—1) i m—1 m—1 " P3). ol
que | fom Jqo est bien de la forme (P/"™" + Py" " + Z d, P Py), ou la
r+s<m—1

somme Z d, P Py est un polynéme symétrique en P et P.
r+s<m—1

Etape 8: construction des fégnm), pour m > 3.

On pose:

f : (¢(1)) Z Crm— rf(rm r)’
0<r< %
reN

ou les coeflicients sont donnés par:
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(PL+ P+ 18)" =P+ P+ Y co(P[P5 + PP3)
r+s=m,
O<r<s

+ Z crs Pl P5 +
r+s<m

On vérifie que | fé?mm)] 0 & bien la forme voulue, c’est a dire (P[" + Py" + Z ersPlPy),
r+s<m

0, si m est impair
c

m m
? 5 . .
(z, %)Pl Py, sim est pair

ou la somme E ers Pl Py est un polynome symétrique en P; et Ps.
r+s<m

On a ainsi construit tous les fé%), 0<i<j<m,i+j<m, (i) # (0,0), on peut consta-

1,5)

ter, de proche en proche, que pour tout m et pour tout (z j) la forme fo appartient a

J({’:;V(AQ)’ et est un polynéme en 1/)0 1s 1!)0 [()121 ) 0 3, 1/)0 3 et 1/)074 a coefficients dans B.

B) Systéme générateur.

Il reste & montrer que pour tout entier naturel m non nul, les fé%), 0<i<j<m,

i+j<m, (i,7) # (0,0), engendrent le B-module Jf Wida), /Jf’ (4a). 5 (q).
L’assertion (iii) sera alors également prouvée.

Soit m un entier naturel non nul et soit ¢ appartenant a Jy’ 1, W(AQ) B,

Sim =1, [P] q0 est un polynome symétrique en Py et P2, somme de polynémes homogenes
de degré inférieur ou égal a 1, que 'on peut écrire: [®],0 = a+b (P + %), ot a et b sont

dans B.
On pose ("1 .= ¢ = o),

Supposons m > 2.
[@],0 est un polynome symétrique en Py et P, somme de polynomes homogenes de degré
inférieur ou égal & m, que ’on peut écrire:

[@],0 = > > ars ( PPy + PPy)
0<k<m, r+s=k,
E=1(2) 0<r<s<m

i ( 2 ars (P{Ps + PIP3 )+ ax & PPy )
0<k<m, r+s==%k
k =0(2) 0<r<s<m
Posons: o
oW =0~ 3 anfi - { azp nfyn *), simest pair,
7 0, si m est impair.

r+s=m
0<r<s<m

Alors [@’(1)] g0 est un polynome symétrique en Py et P, somme de polynomes homogenes

de degré inférieur ou égal & m — 1.
(4,9)
0,m

appartenant & B, 0 < i < j < m, i+ j < m, (i,j) # (0,0), tel que [<I>(m 2)]q0 soit un

On réitere le procédé jusqu’a obtenir (™2, de la forme ® — > ai; avec les a; ;
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polynome symétrique en P et Py, somme de polynomes homogenes de degré inférieur ou
égal a 2.
On écrit : [(I)(m_Q)]qo =ao,1 + al(Pl + PQ) + a1 PP+ CL2(P12 + P22),
et on pose:

O = @2 gy f M)y 10,
On a alors: [Q(mfl)]qo =a+b (P + P),ouaetbsont dans B.
D’apres la relation (%) du corollaire 1.2.1 rappelée au cours de la preuve de la proposition
5.1.1, on a:

m(6b+ a) = 24b.

Or a et b sont dans B, donc il existe un entier relatif k tel que o’ :=2¥ x a et ¥ := 2F x b
soient dans Z.

On a alors m (60 +d') =24 V', d’ou (D) (60’ —I—a) = (24m) b, donc @iy divise .
Ainsi il existe b” appartenant a Z tel que b = @i m)

[2k @(m_l)]qo =" ( (QZLm) ( P+ Py ) + 2(34,?“7? )a
c’est a dire:

b" ou encore,

m— b// 1
[q)( 1)]q0 = ok [%ZJ((),T)n]qo.

POSOHS (I)(m) = (I)(m_]_) b// wom
Alors ®(™) g’écrit sous la forme d— Y a

appartient & JW(AQ) 7B(g), car [@(m)] 0 = 0.
(A2) 1B

(4,5)

O avec les a; ; appartenant a B, et o(m)

Finalement, ®, modulo J, (q), s’écrit comme une combinaison linéaire des fé ;fb) a
b
coefficients dans B. La structure annoncée est démontrée.

Remarque 5.8.2.
Une étude analogue suggérée par le résultat de la remarque 5.5.2, montre que les générateurs
w((fl), zpég, ¢87121 ), zpé’lg, et ¢[()71§ ), sont suffisants sur 'anneau Z[27!, 371], défini par:

2[2—1,3—1]2{Qkigl/aez,kez,mz}.
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5.9 Probleme de la structure sur Z de JfW (42).Z /Jy fW A2),Z (q)

Ce paragraphe présente une autre approche du probleme de la détermination de la struc-
ture sur Z de 'anneau gradué J(I)/K(AQ)’f z,

Dans la construction réalisée au théoreme 5.8.1, on peut remarquer que toutes les fonc-

tions f0 o, pour m > 5 et (i j) # (01), (11), sont obtenues comme polynomes a coefﬁcients

entiers en les formes 1/1(()11) , 0 2, 0121 ), [()7132, 1/10 3 1/1[()12, (11 et les fonctions du type fo o

construites lors d’une étape precedente.

Le probleme est donc ramené a la construction des générateurs des quatre Z-modules
JW(AQ)vfyz

0,m

pour m =1, 2, 3 4, ( ce qui a fait I'objet de paragraphes précédents ) et a la

construction des formes fo m o €t fé}%), pour m > 5.

On s’intéresse tout d’abord & la construction des formes ¢(()717)n et wé};) , ou plus précisément,
a la construction de formes de Jacobi faibles, W (Az)-invariantes, de poids 0 et d’indice m
et vérifiant respectivement ( voir la proposition 5.1.2 ):

(1) 24 — 6m
an, 72 — 9m
[o,m 0 = (72,m) (PPy) + (72,m)

On s’inspire ici de la méthode suggérée par V.Gritsenko ( voir [G1], théoréeme 1.9 ), dans
le cas de I’étude de I'anneau Jj ALfZ,

On reprendra les notations du paragraphe 5.8.

Notation 5.9.1. (a,b) désigne le pged de a et b.
On pose, en suivant la notation de V.Gritsenko ( [G1] ) :

PV = 24m)y),

B = (12,m)p ).
On désignera d’une fagon particuliére les formes 1/)671711, et les formes 1/}67151), pour m divisant
72, c’est a dire pour m appartenant a D:={ 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 18, 24, 36, 72 } : avec

(1) (11)

une notation évidente, on notera les premieres <I>j , et les secondes CI)

(11)

Le principe de cette méthode est, pour m > 72, d’ obtenlr les formes wo m» €t ¥g 1, » & partir
des formes @51), <I>§H) et des formes 1/10 > €t ¢0 > avec m’ < m.
( Il restera ensuite a s’intéresser a la construction des formes wo mo €t w(u , pour m < 72,

(1) gn

et en particulier a celle des formes ® ; 5, pour j dans D. )

1

Pour cela, on tente de construire des formes notees \IJ( )D, D divisant 24, et gl m.D’ D’

divisant 72, comme polynoémes en les formes CID( S 1&(()131 _j ¢(()1,11 _j pour j dans D,
a coefficients entiers, vérifiant :

m 24 — 6m
[\II’ET%,)D](IO — E(Pl + PQ) + T
‘11(11) 72 —9m

[P0l = 5 Z(PLPs) + —
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ou D = (24,m), et D' = (72,m). On posera alors:
w(()’lgn = \Ilf’rlz?D’ avec D = (24,m)

¢<()1711 = ‘I’,(il])y, avec D' = (72,m).

Proposition-Définition 5.9.1. Soit m un entier naturel supérieur a 72 fixé.
On suppose construites les formes <I>§-l) et <I>§-11), pour j appartenant a D, ainsi que les

formes wélfn, et wélgl), pour m’ < m.

(1) On pose :
‘I’SL)I =8 wm 24‘I)§4) 37 T/’m 12‘I)§2) +33 1/’ —4 wm 3(1’ g
Alors :
[0 )0 = m(Py+ Py) + 24 — 6m.

-Sim =0mod 2, alors 2 | (m—12,24), 2 | (m—8,24), donc %\IIETIL)I est encore un polynéme
(1)

en les formes du type ., <I>§11), @Délr)n_j et wélg_j a coefficients entiers.

On peut donc poser:

et on a:

- De méme, sim =0 mod k, avec k égal a 3, 4, 6 ou 12, alors k | 8(m — 24,24),
k|37(m—1224), k| 33(m—8,24), et k | 4(m —3,24), donc %\I/SL)I est encore un polynome

en les formes du type <I>§-1) -11), ¢0m _j tw(u

0,m—j a coefficients entiers.
On peut donc poser :

(1) (1)
\Ijm Irr - 3\Ijm,1’
(1) Lo
‘I’m,lv = i\Pm,I’
(1) Lo
\Ilm,VI - E\Ijm,l’

1

(1) — (
\Ijm,XII T 12 m,I"°

- Les fonctions %\I’S)I, et i‘llg)l ne sont pas des polynomes en les formes du type <I>§»1),

@;H), zpé}g@_j et wé}gl)_j a coefficients entiers a priori. On ne peut donc pas obtenir les

(1)

formes Vo v et \IIE?XXIV de cette fagon.
(2) On pose :

(11) =2 i@l — 3 91,000 + o) el
Alors :

[0 )]0 = mPLPy + 72— 9m.
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—24,72), 2
(11)

] ( — 36 72) donc 1\11( I) est encore un

) wOm j twOm _j a coefficients entiers. On

m

—18,72),

k| 3(m—24,72), k| (m — 36 72) donc i‘ll(nl) est encore un polynome en les formes du

type <I>§-1) 11), wélgl _ tv,bOm j a coefficients entiers. On peut donc poser:
(11 1y (11) 1q(11)
\Ijm,III T E\Ijm,I ‘Ilm,IV Z\Pm,f
(11)  _ 1g(11) (11) 1 (1)
\Ilm,VI - E\I]m,l \Ilm,IX §\I]m,l
11 1) (11) _ 1g11)
\Ilm,X]I — 12 m,I ‘I'm,XVIU T E‘I’m,l
(11) _ 1D
Vo XXXV = 36 Y1
- Les fonctions 1\11(111), 214\11(11) et %\Pgll) ne sont pas des polynomes en les formes du
type <I>(1) P 11), wélr)nfj tl/}(],mfj a coefficients entiers a priori.

On ne peut donc pas obtenir les formes ¥, {17,

) g0

(11)
mxxiv ¥

m.Lxx1r de cette facon.

Lemme 5.9.1. Coefficient | ]qo des formes <I>§»1) et @5-11), pour j appartenant a D.

[

@Qm—a+&+6 @) = PPy + 27
(@M, = P+ Py +2 (@] 0 = PPy + 15
@20 = P+ Py [@],0 = PPy +9
[@]0 = Py + P —2 "] = PPy +3
(B = PL+ Py — 3 V] = PPy
(@M =3(PL+P)—10  [®{"V],0=PiP—1
@] =P+ P —4 @] = PPy — 3
@] =3P +P)—14  [@)]0o=PP—5
(@] = Pi + Py — 5 B0 = PP, — 6
(@410 = 3(Pr + Po) — 16 [@")o = PP~ 7
@W]0 =3P+ P) — 17 [@)]0 = PPy — 8

Proposition 5.9.1. Soit m > 72. On pose:

W .= Zaj[@;g) <I>A1
j€D
On note :
0
! (24,7’77, - j) !

© 2003 Tous droits réservés.

o+ > b0 0@ 0 + ST w98 e [@8],0
j€D j€D
7(11 1
+ 3 [0 ] o[@] 0.
j€D
b u’, v
=—7 > Ujizij ~ 'Uj:zij .
(727m - ]) (24,771 - .]) (72,777, - .7)
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Alors, st m = 0 mod 8, les équations

24 — 6m
D
72 — 9m

——PP _—
w o+ —F

n‘admettent aucune solution entiére en les inconnues a b’ u Uj.

m
W=—(P +P.
D(1+ ») +

Preuve.
On utilise le logiciel maple pour étudier la résolution des systémes obtenus.

Corollaire 5.9.1.
Pour (m,24) = 8, on ne peut pas construire les formes w(l) et wé}il) comme polynomes en

les formes du type <1>§ ), (I>§-H , @Z)ij_j et wom_j, a coefficients entiers.

Preuve.

La proposition précédente montre qu’il n’existe aucune combinaison linéaire a coefficients
convenables des polynomes [ ],0 donnant [@Z)(()b)n]qo ou [1/)((]1;1) lg0

Remarque 5.9.1. L’étude du terme [ ],0 ne semble pas suffisante pour résoudre le probleme
de la structure sur Z, contrairement a ce qui se produit dans le cas de I’étude de 'anneau
gradué des formes classiques a une variable Jj Al’f “ (voir [G1]).

Il faut peut-étre apporter une correction avec des fonctions de J, W( 2).f (¢) pour obte-
nir des fonctions a coefficients de Fourier entiers, comme le suggere l’etude du Z-module

W (A2),f,Z
Joa au paragraphe 5.7.

On ne peut apparemment pas réduire le probleme de la structure sur Z a 'étude de | | 0.
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Chapitre 6

Applications

6.1 Construction de formes de Jacobi a I’aide du produit de
Borcherds

On applique dans ce paragraphe la construction de produits automorphes introduite par
R.Borcherds ( voir [Bol], théoreme 6.5, [Bo2] ). V.Gritsenko et V.Nikulin ont proposé
une variante qui utilise les formes de Jacobi & une variable ( voir [GN II], théoreme 2.1
et [GN3] ), rappelée également dans un cours de V.Gritsenko [G3]. Le cas des formes de
Jacobi a n variables a été traité dans le cours [G4].

Dans la suite, on suit le principe de cette construction dans le cas des formes de Jacobi
définies relativement au réseau As.

Notation 6.1.1. Pour !l appartenant d ;4;, éerit | = l1A1 + laA dans la base {A1, Ao} de
Ag, la notation | > 0 signifiera (13 >0 ) ou (11 =0 etls >0).

Proposition 6.1.1.
Soit m un entier naturel non nul et ® une forme de Jacobi faible, de poids 0, d’indice m,
a coefficients de Fourier entiers :

b(7,2) = Z c(n,l) ¢nemi<bz> ¢ Jéf,{f’z.
nez
l € A,
On considére le produit de Borcherds llg défini par:

g (r,2) == [[0(, < 2.1 >)“OD.

>0
Alors, la fonction 11 tient o J2ME (34
, @ appartient a J,7" (0,7 X xa),
2 b

ou A= 5; Zc(O,l), A= ZC(O,Z), et Xo(a,f) = emmALaa>+<B,5>)
1 1>0

La forme g admet pour poles les points (1,z) ou < =z, > appartient a Zt + Z, pour
un 1 > 0 vérifiant ¢(0,l) < 0.

En particulier, si tous les coefficients ¢(0,1) de la forme ® sont positifs, la forme Ilg est
une forme de Jacobi faible.

Preuve.
La démonstration de cette proposition repose sur la propriété suivante, soulignée notam-
ment par V.Gritsenko au cours d’un groupe de travail, et qui n’est autre qu’une variante
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du corollaire 1.2.1, obtenue en considérant la partie quadratique en la variable z de la
“correction automorphe ” e~ 4m?mGa(1)<z,2> ®(7,2). Pour tous les éléments z, 2’ de A2 ® C,
on a:

Zc(o,l) <Zl><zl>=mA<zz2 > (%%).

>0

Cette propriété permet de constater que {c(0,l), I} constitue un systeme de vecteurs au
sens donné par R.Borcherds: ¢(0,l) = ¢(0, — 1) et 'application z — Z c(0,0) < 2,1 >% est

!
constante sur By ={ z € A2 QR, <zz>=1}.

Ceci permet de vérifier que le produit ainsi construit est bien une forme de Jacobi, avec
les caractéristiques indiquées ( voir [Bol] et [GN II] ).

Remarque 6.1.1. Cette propriété reste valable pour toute forme de Jacobi faible définie
par rapport a un réseau entier L. On peut donc généraliser cette construction et obtenir,
a I’aide de produits de ce type, des formes de Jacobi pour tout réseau entier L.

Proposition 6.1.2. Comportement sous l’action du groupe W (As).
Soit © une forme de Jacobi faible, de poids 0, d’indice m, a coefficients de Fourier entiers,

W (As)-invariante.
“+oo

On reprend les notations précédentes, et on pose S := ZC(O, aay). Alors:
a=1
- 518 est un nombre pair, la forme de Jacobi Ilg est W (Asz)-invariante

- 51 S est un nombre impair, la forme de Jacobi g est W (As)-anti-invariante.

Preuve.
D’apres la définition de Ilg et de la fonction 4, on peut écrire

Mg (r.2) = (H(iq%)c(o,l)(ewi<z,l> _ i<l e 01)) (H H )

1>0 >0 m=1
—+o00
y (H H (1— g™ 6727ri<z,l> oz)) <H H §" 2T z>) (o,l))
1>0m=1 >0 m=1

ou encore, en utilisant ¢(0,0) = ¢(0, — 1), ( valable puisque ® est de poids pair ):

o (r.2) (qu y H (1 g >A’ y (H ﬁo(l g e27m'<,z,l>)c(0,l)>

I#0 m=1

y (H(em'<z,l> _ e—7rz<z,l>) (0,1))_

Par hypothese, ® est W (Az)-invariante, ce qui permet d’affirmer que pour tout o ap-
partenant a W (As), et pour tout [ de Zivg, on a ¢(0,0.1) = ¢(0,]).

Les deux premiers produits infinis qui apparaissent dans 1’écriture ci-dessus sont donc
W (As)-invariants, et il reste a étudier le produit

fq)(T,Z) — (H(em'<z,l> _ 6—7ri<z,l>)c(0,l))'

>0

Considérons 'action de oy, .

Soit I = l1 A1 + l2A9 > 0 appartenant a Z;

On a: o, (1) = -1\ + (llN—i— 12)Aa.

D’apres l'ordre choisi sur A, (I3 >0 )ou(l; =0etlo>0).
Premier cas, supposons (l; =0et iy >0 ).

Alors o4, (1) est encore positif.
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mi<z,l> —7ri<z,l>)c(0,l)

Si 0q, (1) =1, le terme (e e est invariant sous 'action de o, .
Si Oay (l) 7& [, le terme (e7r1<z,l> _ e—7rz<z,l>)c(0,l) (e7r1<z,aall> _ e—wz<z,aall>>c(0,oall) qui in-

tervient dans fp est lui aussi invariant sous 'action de o, .

Deuxiéme cas, supposons ( I3 >0 ).

Alors o4, (1) est négatif, et —o,, (1) est positif.

Si —0q, (l) #£ 1, le terme (eﬂi<z,l> _ 6—7ri<z,l>)c(0,l) (eﬂ'i<z,—aa1l> _ 6—7ri<z,—0a1l>)c(0,—aa1l)
qui intervient dans fe est invariant sous I’action de oy, .

Si —0q, (1) = I, seul le terme (e™<#1> —=m<21>)(0l) apparait et devient (—1)°(04) (emi<#t>
e~ <0l sous 1action de o, .

Or —oq, (1) =1 si et seulement si [ = —2ls, ou encore [ = —I3(2A\1 — A\2),

donc la seule partie non forcément invariante sous l’action de o,, de la fonction fg, est le

produit :
ch)(T Z) — ( H (em'<z,l> _ e—m’<z,l>)c(0,l))
1=l2(2X1—X2)>0,
“+o00
et on a, en posant Sy, := ZC(O, a (2A1 — A2)):
a=1

g@(Taaoqz) = (_1)5(11 gcp(T,Z),

d’ou finalement :
(7,00, 2) = (—1)%1Tlg(7,2).

On fait une étude analogue pour ’action de o, .

On a: Ja2(l) = (ll + lg))\l — o Ao.

On al >0 et 04,(1) <0 uniquement dans le cas ou l; > 0 et I3 + Iy < 0, et on a de plus
—0a,(l) =1 ( seuls cas qui entrainent éventuellement un changement de signe de fg ) si

et seulement si I =11 (A1 — 2)\g).
—+00

On obtient donc, en posant S,, := ZC(O, a (M1 —2X2)),

a=1
Mg (7,00,2) = (—1)50‘2 g (7,2).

Or Sa, = Sa,, puisque A1 — 2 2 = —2 = Oay4a9-¥1 = Oaytas-(2A1 — A2), et que D est
W (Asg)-invariante.
En notant S cette somme, on a finalement :

g (7,00,2) = (—1)°TIp(7,2)
g (1,00,2) = (—1)SH4>(T,Z),

ce qui permet de déduire le résultat annoncé.

Remarque 6.1.2. Cette propriété se généralise a tout réseau de racines L de la facon
suivante. Soient L un réseau de racines, W (L) son groupe de Weyl, ® une forme de Jacobi
faible de poids 0, a coefficients de Fourier entiers, définie relativement a ce réseau L. Soit
a une racine quelconque du réseau L, on note &, I'ensemble &, := LNZ 5.

( Plus précisément, on a:

e { Z «, sila base de racines n’est pas orthogonale
=

Z 5, sila base de racines est orthogonale
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car si a et o sont deux éléments d’une base de racines, alors < a,o/ > vaut 0, 1 ou 2, voir

[E].)

On note encore S la somme S := Z c(0,l),oul =3 A1+ - -+, A\ écrit dans le systeme
>0, I€EEL
de poids fondamental associé a une base de racines de L, est dit positif si (I1,---,l,) est

positif pour 'ordre lexicographique. Cette somme est indépendante de la racine « choisie.
Alors, si S est un nombre pair, la forme Ilg(7,2) = Hﬁ(T, <z, >)O0 est W(L)-

>0
invariante, et si S est impair, I est W (L)-anti-invariante.

Pour démontrer cette propriété, on tient le méme raisonnement que ci-dessus, en consta-
tant qu'un changement de signe lors de l'action de o, n’intervient que dans le cas ou

[ > 0 est tel que ol = —I, ou encore | appartient a Z$, ce qui permet d’écrire, en posant
Sa 1= Z c(0,0) :
>0, le€y

g (1,002) = (—1)5‘*1—[@(7,2).
Il reste a vérifier que la somme S, ne dépend pas de la racine « choisie.
Soit &/ une autre racine du réseau L. Il existe alors o appartenant & W (L) tel que o/ = oa.
Par définition, £y ={ %o’ /a€Z Sa’' €L} = U(é’a).
En exploitant une nouvelle fois les propriétés c¢(0,l) = ¢(0,0.0) et ¢(0, — 1) = ¢(0,]) des
coefficients de Fourier de ®, on a donc:

Sar= > c0l) = > c00l) = D 0]

1>0, l€E,, 0.1>0, 1€&q 0.0>0, 1€&q
= > o)+ D ey = D> coh+ Y e0,-1)
leé&, leé&, leé&, leé&,
>0 <0 [>0 <0
ol >0 ol >0 ol >0 ol >0
= Z c(0,0) + Z c(0,1), car =& = &,
le&, le&,
[>0 [>0
ol>0 ol <0
donc S, = Z c(0,l) = Sq, ce qui acheve la démonstration.
leé&,
>0

La proposition suivante donne quelques exemples de formes obtenues par cette construc-
tion en utilisant les premieres formes de Jacobi relatives au réseau As, a coefficients de
Fourier entiers, de poids 0, construites dans les chapitres précédents.

Proposition 6.1.3.
1) Si ® appartient a J(;}f’f’z, alors T (1,2) = (—in(7)?)0A) (a_31(1,2))0M),

W(AQ)vf(,UQ)

En particulier, H¢(1>(T,z) = —in(t)%a_31(7,2) appartient a J, ) )
0,1 2

2) Si ® appartient a J(%(AQ)’JC’Z, alors :

g(7,2) = <—i77(7')9a_371(T,z))6(07/\1) X <—in(7)9a_371(7,2z))
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En particulier :
sz(()lg (1,2) = —in(1)%a_31(7,2)

me) (1,2) = —in(7)A(7,2)
0,2

Hd)(z) (1,2) = —in(1)%a_31(7,22) x (— in(T)ga,g,l(7‘,,2))2

0,2

3) Si ® appartient a J%(AQ)’]E’Z, alors :

He(1,2) = ( - Z'T](T)ga_;;,l(T,Z))C(O,)\l) X ( — iW(T)ga_3,1(T,22))
X ( — iU(T)ga—3,1(T,3z)>6(073A1) X ( — in(T)A(T,z))C(OAIH\Z))

X ( W(T,214+222)9(7,321—222) (7,221 +22) (7,221 —322) (7,321 — 22) ¥ (7,21 —322)

c(0,2X1)

) c(0,A1+2X2)

En particulier :
HTZfélg), (T,Z) = —2'77(7')9@_371(7',2)

H¢(11)(T,Z) = _iU(T)A(T,Z)
0,3

yon(72) = (—m(r)%_g,l(m)f x (—m(f)%_g,l(f,zz))z x (D721 +220)0(r,32 —

2Z2)Q9(7‘,2Z1 + 22)19(7',221 — 322)’ﬁ(T,321 — 22>19(T,21 — 322) )

II

4) L’utilisation de formes d’indice 4 donne encore des formes qui s’expriment a l’aide

des précédentes, mais un multiple entier de la forme 1/185’) par exemple, fait également

apparaitre le produit :
F(1,2) = 9(1,21+322) V(1,421 —322) V(7,321 +22) V(7,321 —422) V(7,421 — 22) V(7,21 —422)

Preuve.

11 suffit d’appliquer la proposition 6.1.1 en utilisant la forme connue des polynomes | ]q
pour les formes de Jacobi faibles W (Agz)-invariantes, & coefficients de Fourier entiers, de
poids 0, d’indice 1, 2, 3, ou 4, étudiées aux paragraphes 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, en écrivant
précisément les termes < z,0 > qui apparaissent, et en exploitant les relations données
a la remarque 2.2.1. ( Voir la proposition-définition 2.5.1 et la proposition 3.2.4 pour les
expressions de a_31 et A. )

0
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6.2 Relevement exponentiel et formes modulaires réflectives

6.2.1 Etude préliminaire des coefficients de Fourier de norme hyperbo-
lique négative

Notation 6.2.1. Soient m un entier naturel et ® appartenant a Jfﬁ{f.
On note f(n,l) ses coefficients de Fourier.
On notera Np,(n,l) la norme hyperbolique correspondante, c’est a dire :

Np(n,l) :==2nm— < Il > .

Lemme 6.2.1. Systéeme de représentants de Gy, (As2).

( Voir les lemmes 1.2.1 et 3.1.4. )

Cas oum = 1. .
S1:={0, Ao, — A2} est un systéme de représentants de As/A,.
Le tableau suivant donne la norme de ses éléments.

l 0] X | =X
<Ll>

wiN
winN

Cas ou m = 2.

Sy :={0, ar, ag, a1 + g, £, £ (A1 —a1), £ (A —a2), (A1 — (a1 + a2))} est un
systeme de représentants de Z;/QAQ.

Le tableau suivant donne la norme de ses éléments.

l 0 :|:)\1 :t()\l — O[l) :E()\l — (a1 —+ Oég)) a1 | a2 | a1 + a2 :E()\l — 0[2)
2 2 | 2 2

<Ll>1]0

winN
wloo

Wl

Cas ot m = 3.

83 = { 0, + )\2, + (042 — )\2), + (042 — 2/\2), :|:Oé2, :|:(O£2 — 3)\2), :|:(3)\2 — 20(2), :|:2/\2,
:|:(2)\2 — 2042), :|:(4)\2 — 20[2), :]:(/\2 + a1 — 042), :t(ag + /\2), :I:(Oég — 4)\2), +3Xo } est un
systeme de représentants de ;(2/3142.

l 0| £A :E(Oég — )\2) :|:<Oé2 — 2)\2) +ao Zl:(OéQ — 3)\2) :|:(—20é2 + 3)\2)
2 2 2 2 2

<ULl>1]0

win

:|:2)\2 :|:(2)\2 — 2&2) :t(4)\2 — 2042) Zl:()\Q + oy — ag) :E(OQ + )\2) :i:(a2 — 4/\2) :l:3)\2

8 8 14 14 14 6

3 3 3 3 3

wloo

Cas oum = 4.

Sy = { 0, X9, & (042 — )\2), + (042 — 2)\2), +ao, :|:(O¢2 — 3/\2), :|:(—2042 + 3)\2), +2)\9,
:|:(2)\2 — 2042), :i:(4)\2 — 2@2), :t()\g + CKQ), i(—3a2 + 4A2), :i:(ag — 4/\2), :i:(—?)OéQ + 5)\2),
:|:(—2042 + )\2), :|:(—20£2 + 5)\2), 43X\, :|:(—30£2 + 6)\2), 6Xo — da, 20, —2a9 + 6o,
+(52 — dag), (e + 2X2), £(—ag + 5A2), £4Xa, £(—3ag + 3X2) } est un systéme de

représentants de Ag/4As.

l 0| £A :|:(Oé2 — )\2) :|:(Oé2 — 2)\2) +ao :|:(062 — 3)\2) :|:(—20é2 + 3)\2)

2
2 2 2 2

<ULl>1]0

[SNIN]
[SSI1\)
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+2)N9 :|:(2)\2 — 2042) i(4)\2 — 2042) i()\z + CMQ) i(—?)OéQ + 4)\2) i(ag — 4)\2)
8 8 8 14 14 14
3 3 3 3 3 3

:I:(—2a2 + )\2) :|:(—2042 + 5)\2) 6o — 4oy | 200 | —2ai9 + 69

5 5 8 8 8

:|:(—3042 + 6)\2) :|:(—3042 -+ 3)\2) :]:(5)\2 — 4042) :|:(CK2 + 2)\2) :|:(—CM2 + 5)\2) +4 ),

6 26 26 26 32

3 3 3 3

Proposition 6.2.1. Coefficients de Fourier dont la norme hyperbolique est négative.

A27f

Soient m un entier naturel et ® appartenant a Ji 5’ .
On note f(n,l) les coefficients de Fourier de la forme ®.
Supposons f(n,l) #0 et Np,(n,l) <O0.

On a alors les résultats suivants.

Sim=1:

2
f(n,0l) = f(0,h), avec h appartenant a { A2}, et Ny (nl) = —3

Sim=2:

f(nl)

Sim=3:

f(nsl)

© 2003 Tous droits réservés.

f(0,h),

ou

f(0,h),

ou

f(0,h),

f(O,h),

ou

f(O,h),

ou

f(0.h),

ou

f(0.h),

ou

f(0,h),

avec h appartenant o { £X1, £ (A1 —a1), £ (A1 — (a1 +a2)) },
et Ny (n,l) = —%

avec h appartenant ¢ { a1, az, a1 + a9 },
et Ny (n,l) = =2

avec h appartenant o { £(A\1 — a2) },
et Np(n,l) = —%

avec h appartenant a { £A2, + (A2 — az), + (2A2 —ag) },
et Np(n,l) = —2

avec h appartenant ¢ { fag, £ (a2 —3XA2), + (3A2 — 2a9) },
et Ny (n,l) = =2

avec h appartenant o { £(2X2), £ (2A2 — 2a2), £ (4X2 — 2a2) },
et Np(n,l) = —3

avec h appartenant & { £(Ao + a1 — a2), £ (ag + A2), £ (ag —4X2) },
et Npp(n,l) = =4

avec h appartenant a { +3\y },
et Nyp(n,l) = —6
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Sim=4:
f(O,h), avec h appartenant a { £Xa, £ (A2 —a2), £ (2\2 —a2) },
et Np(n,l) = —2
ou
f(O,h), avec h appartenant a { a2, £ (ag —3X2), £ (3A2 — 2a2) },
et Npyp(n,l) = =2
ou
f(0,h), avec h appartenant & { £(2X\2), £ (2A2 — 2a2), £ (4\2 — 2a2) },
et Npp(n,l) = —3
ou
f(O,h), avec h appartenant a { £(A2 + a2), £ (—3a2+4X2), £ (a2 —4A2),
+(—3a2 +5X2), + (—2a2+ A2), + (—2a2+ 5A2) },
et Np(nl) = -4
ou
f(O,h), avec h appartenant a { £3X\2, + (=32 + 6X2), + (=32 + 3X2) },
Fnl) = et Nyp(n,l) = —6
ou
f(O,h), avec h appartenant ¢ { 6Ag — daa, 2a9, — 2ci2 + 6o },
et Nyp(n,l) = —8
ou
f(O,h), avec h appartenant a { £(5\2 —4ae), £ (a2 +2X2), £ (—az+5X2) },
et Npp(n,l) = =2
ou
f(L,h), avec h appartenant a { £(5\a —4ae), £ (a2 +2X2), £ (—az+5X2) },
et Np(n,l) = —2
ou
f(0,h), avec h appartenant a { +4Xs },
et Np(nl) = -2
ou
f(1L,h), avec h appartenant a { £4X2 },
et Np(n,l) = —3
Preuve.

Notons Sy, le systeme de représentants de G, (As2) utilisé.

D’apres le résultat du lemme 1.1.1, pour n, [ donnés, f(n,l) = f(n',h), ol n’ est un entier,
h appartient & Sy, Ny (n,l) = Ny (n/,h), et | = h mod mAs.

Si f(n,l) est non nul et N,,(n,l) < 0, alors f(n’,h) est non nul, d’ott n’ > 0, car ® est une
forme faible, et N,,(n’,h) = 2n'm— < h,h > < 0.

On déduit des valeurs prises par < h,h > précisées dans le lemme 6.2.1, les différentes
possibilités pour f(n,l) décrites par cette proposition, selon la valeur de m.
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6.2.2 Relevement exponentiel

On se réfere dans ce paragraphe a article de V.Gritsenko et V.Nikulin |[GN II], dont on
reprend les notations ( en particulier aux résultats énoncés dans le théoreme 2.1 ) et au
cours [G4]. Le résultat principal utilisé ici est rappelé dans la proposition-définition sui-
vante.

Proposition-Définition 6.2.1. Soit ® une forme de Jacobi faible, de poids 0 et a coef-
ficients de Fourier entiers ( notés f(n,l) ), définie ici relativement au réseau Az, d’indice
noté m.

En suivant Uarticle cité ci-dessus, on considéere la généralisation du produit de Borcherds
sutvante :

Exp — Lift(CD)(T,z,T/) — qASC€2i7r<z,B> H (1 _ qnem‘w<z,l>Smt)f(me,l)7
n,t €Z
l€ A,
(n,,t) >0

ol A=y Y f0), B=3 D 1f(00), C=1 > <ll> f0]), g =¥, s = e,
l >0 l

et ou (n,l,t) > 0 signifie (t >0 ) ou (t=0etn>0)ou(n=t=0etl <0, pour un

ordre a préciser sur Ay ).

La fonction Exp — Lift(®) définie sur LQC ou L :=Z® As ®Z, est une forme modulaire

de poids @, avec un systeme multiplicateur v%“

entier, pour un certain groupe isomorphe d un sous-groupe de O(2,4), noté T'((Az)m), et
explicité au prochain paragraphe : voir la remarque 6.3.2 ( [GN II] ). Les diviseurs de la
fonction Exp— Lift(®) sont des diviseurs modulaires de Humbert ( diviseurs quadratiques
rationnels ), et chacun d’entre eux est associé a un vecteur v = (n,l,m) correspondant & un
coefficient de Fourier f(n,l) de ® non nul, de norme hyperbolique Ny,(n,l) = 2nm— < [,l >
négative.

Ces diviseurs ne dépendent en fait que de Ny,(n,l) et de | modulo mAs.

X Xc, o X¢ est trivial dés que C' est

La notation Hz ou encore H(_%)(l) désignera le diviseur associé a ¥ = (n,l,m) de norme
hyperbolique —D.
La multiplicité du diviseur est donnée par la formule :

Mz =" f(5%n.40).
7>0

( On peut remarquer que cette somme est finie, car pour (n,l,m) fizé de norme hyperbolique
—D négative, si f(j>n,jl) est non nul, on a l'inégalité j2(2nm— < Il >) > Cp, ot Oy,
est la constante décrite a la proposition 1.1.2, d’ot j°> < —C,,/D. )

Remarque 6.2.1. En utilisant la relation (%*) donnée dans la preuve de la proposition 6.1.1}
appliquée successivement avec z = 2/ = a1, 2 = 2/ = a9, et 2 = a1, 2 = a9, ainsi que

Iégalité < [,l >= %(< Loy >2 + < lLag >%2 + < l,a; >< l,aa >), on obtient: C' = mA.

Remarque 6.2.2. On peut écrire ( voir [GN II] ) la fonction Exp — Lift(®) sous la forme:

) —i(T, < 2,1 >)emT <hI>\ £(0.)
Bap— Lift(@)(r2) = n(r)/©0 T[ (=24 )

= n(7)
X exp ( - Zt_1$|T,(t)(7—az77—/)>7
t>1
214
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ot By () désigne I'action de I'opérateur de Hecke T () sur la fonction 2T B (7 7).

Ce sont cette écriture et les propriétés du produit Ilg(7,2), défini a la proposition 6.1.1,
qui permettent d’obtenir le systéme multiplicateur de la forme Fxp — Lift(®).

De plus, si ® est W (Ag)-invariante, puisque la fonction Exp— Lift(®) est le produit d’une
fonction invariante sous I'action du groupe de Weyl W (As3) ( on vérifie facilement que la

partie exponentielle de cette écriture est W (Ag)-invariante ) et de la fonction Ile(7,2),
+o0

d’apres la proposition 6.1.2, on obtient, en rappelant la notation S = Z (0, aaq):
a=1

- si S est un nombre pair, la forme Exp — Lift(®) est W (Az)-invariante

- 81 S est un nombre impair, la forme Exp — Lift(®) est W (Az)-anti-invariante.

Le résultat de la proposition-définition joint a I’étude des coefficients de Fourier de norme
hyperbolique négative des premieres formes de Jacobi 1[1(()172 ( qui sont & coefficients de
Fourier entiers ), permet de donner les exemples suivants.

Proposition 6.2.2.
La forme Exp — Lift(w(()ll)) est de poids 9, de systéme multiplicateur trivial, W (As)-

invariante, et admet pour seuls diviseurs o' 2)/3()\2) et H' 2)/3( A2), tous deux sont de
multiplicité 1.

La forme Exp — szt(d)((]g) est de poids 3, de systéeme multiplicateur v}2, et admet pour

7] I

seuls diviseurs H') (A1), H) o(=X1), H) ;(0a), HE) 5(=Xa), HY) (0 = M),
H(22)/3( A1+ A\2), tous de multiplicité 1.

La forme Exp — Lift(w(2)) est de poids 27, de systéme multiplicateur trivial, et admet

pour seuls diviseurs H' 2)/3()\1) H(22)/3( A1), H(_22)/3()\2) (_2)/3( A2), (2)/3()\1 — A2),
H®

2/3( A1+ A2), de multiplicité 3, et H(2§/3(2/\1), o' 8)/3( 2)1), de multiplicité 1.

La forme Exp — Lift(wé};)) est de poids 15, de systéme multiplicateur vi2, et admet pour

’r] Y
seuls diviseurs Hg)()\l + A2), Hg)()\l —2\2), et Hg) (2\1 — A2), de multiplicité 1.

La forme Exp — Llft(lb(()g) est de poids 1, de systéme multiplicateur v , et admet pour

seuls dzmseursH(z)/g(/\l), (2)/3( A1), H(2)/3(/\2), (2)/3( A2), (2)/3()\1 A2),
(3)
H

2/3( AL+ A\2), tous de multiplicité 1.

La forme Exp — Lift(w((fg) est de poids 15, de systeme multiplicateur trivial, et admet

pour seuls diviseurs HS) .(\), HY) ,(=X\1), HY) ;(0), HS) J(=h), HY) (0 = Xa),

—2/3 -2/3 -2/3 -2/3
H' 2)/3( A1+A2), de multiplicité 3, et H' 8)/3(2)\1)7 H 8)/3( 2X1), o 8)/3@)\2) H 8)/3( 20),
H(3§/3(2)\1 — 2)X2), H(3§/3( 201 + 2)2), de multiplicité 1.

La forme Exp — Lift(wog)) est de poids 9, de systeme multiplicateur trivial, et admet
pour seuls diviseurs H£32)(/\1 + A\2), H(}Q)()\l — 2)\2), H£32)(2A1 - A2), HEBQ)(—Al — A2),
H) (=M +2X), H®)(—2X1 + \2), de multiplicité 1.

La forme Exp — Lift(i,b(():g) est de poids 87, de systeme multiplicateur trivial, et ad-

)
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met pour seuls diviseurs H(_SQ) (A1 + A2), H(_32)()\1 —2X\2), H(_32) (21 — A\2), H(_32)(—)\1 — A2),

HB) (<A1 +2X9), HS)(=2)\ + o), de multiplicité 6, H) 15(), 0% 15(= M), a® 15(%2),

%) (=), 0% 51— ), 0% (=N Aa), de mutiplicité 1, et H®(3\), H®) (=3)1),
de multiplicité 1.

La forme FExp — Lift(@b(()?)) est de poids 81, de systéme multiplicateur trivial, et admet

®3)

pour seuls diviseurs les 6 diviseurs de type H (1), avec multiplicité 7, les 6 diviseurs

-2/3
de type H£31)4/3 (1), avec multiplicité 1, et les 6 diviseurs de type H(}g/?)(l), avec multiplicité 2.
Preuve.
On obtient ces résultats d’apres 'article de V.Gritsenko et V.Nikulin, en utilisant, pour

trouver les vecteurs o' associés a un diviseur, le coefficient connu [ ] de la fonction w((fﬁi
concernée, ainsi que la proposition 6.2.1, qui donne pour chaque m la forme des coefficients
f(n,l) de norme hyperbolique négative éventuellement non nuls.

m)

On rappelle que le diviseur H £ 1 (1) ne dépend que de D et de [ modulo mA,. Les relations:

A=
Ay =

(2041 + Oéz) a1 = 201 — Ao
(a1 + 209) ag = —A1 + 2

Wl W=

permettent les changements de représentants modulo mAs effectués.

Donnons un exemple de calcul de multiplicité.

On considere le cas du diviseur H (_32) /3()\1), de la forme Exp — Li ft(i/)ég).

Ce diviseur est associé au vecteur ¥ = (0,A1,3).
D’apres la formule rappelée ci-dessus,

My =>" f(0,j\).

j>0

Or, d’apres la proposition 6.2.1, les seuls coefficients du type f(0,jA1) éventuellement non
nuls sont f(0, £ A1), f(0,+=2A1), f(0, £ 3\1).
La multiplicité s’écrit donc:

Mz = f(0,A1) + f(0,2A1) + £(0,3A1).

Finalement, d’apres égalité [453],0 = 2+ Pi + Py, on obtient My = 1.

6.2.3 Formes réflectives

Lemme 6.2.2.
Pour un entier naturel t, on note L; le réseau de rang 4 muni de la forme quadratique

0 0 1 5 .
notée < , >, , définie par | 0 —tSy 0 ot Sy = ( - ) .
1 0 0
Pour ¢ = (n,l,m) appartenant a Ly, on a:
< VU >p,=2nm —t <l >4, .
Le réseau dual associé est noté /L\;, et vérifie: /L\; =7Z&® %(21;) P 7.
Soit ¥ = (n,l,m) non nul appartenant a L.
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La réflexion oz associée a U est une réflexion de Ly si et seulement si U vérifie les condi-
tions suivantes, pour j décrivant { 1,2 }:

mn m? n?
(1) 2<17,'L7>Lt ’ 2<ﬁ,17>Lt ’ 2<17,17>Lt € Z
m n
(2) 2W>Lt < l,)\] >A2 , QW < Z,AJ >A2 S Z
(3) 2524 g 9_m g 9__n_ e L(4,
<Uo>p, O C<ou>L, U <>, t\ 2

Preuve.
On rappelle que la réflexion oy associée a v est définie par:

< (n/’lljm/)ﬂ_f >Lt 7

og(nJI'm') = (n'I';m') — 2 <L

avec < (n,l'ym"), 0 >p,=n'm+nm' —t <Ll >4, .

Elle est donc une réflexion de L; si et seulement si, pour tout (n',l';m’) de Ly, le vecteur

ﬁ% < (n',l'y)m"),v >, U est encore un élément de L;.

Il est nécessaire et suffisant que cette condition soit valable pour les éléments (O,%)\l,O),

(0,3X2,0), (1,0,0), (0,0,1), qui constituent une Z-base de L.

Il est donc nécessaire et suffisant que les vecteurs ﬁ < l,A\j >4, U, pour j décrivant
) t

I’ensemble {1, 2}, <172TR>L T, et =21 - ¥, appartiennent au réseau dual L;, d’ou les condi-
’ t t

<v,U>
tions exprimées dans le lemme.

Théoréme 6.2.1.

Les diviseurs des formes Exp — Lift(w(()}l)), Exp — Lift(@bég), Exp — Lift(@b(()g)), Exp —
Lift(i/zég), et Bxp — Lift(w(()};)), sont tous déterminés par des réflexions de E, t valant
respectivement 1, 2, 2, 3, et 3, ces formes sont donc dites formes automorphes réflectives,
ce qui n'est pas le cas des formes Exp — Lz'ft(qj)[(fg)7 Exp — Lift(w((ﬁ;)), Exp — Lift( é?)
et Exp — Lift( (()3?2)

Preuve.

Le lemme précédent permet de vérifier que les réflexions associées aux vecteurs définissant
les diviseurs des premieres formes, c’est a dire par exemple aux vecteurs (0,A1,1), (0,A1,2),
(0,M1,3), (0,A1+A2,2), (0,A1 4+ X2,3), etc. sont des réflexions de LNt, t valant 1, 2 ou 3 suivant
les cas. En revanche, les réflexions associées aux vecteurs (0,2A1,2), (0,2A1,3), (0,3A1,3),
par exemple, n’en sont pas.

Proposition-Définition 6.2.2.

On peut également appliquer le relévement exponentiel aux formes de Jacobi presque holo-
morphes (wvoir [GN II] et [G3] ). Considérons en particulier la forme de Jacobi notée @,
et définie par:

Es(r) By (1,2)
Dy (7,2) := A(il) — 27 w(()}l)(T,Z).
W(Ag)n.h,Z

Cette forme appartient a Jy , car les formes EiﬁQ) et wc(),ll) sont a coefficients de

Fourier entiers, et le début de son développement de Fourier ( que l’on peut vérifier grace
au logiciel pari-gp ) s’écrit:

Di(r2) =q ' + 90 + (G&)F (GG HEEHT ()
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La fonction Exp— Lift(®q) est une forme modulaire de poids 45, de systéeme multiplicateur
trivial, W (As)-anti-invariante ( car S = 1, voir la remarque 6.2.2 ), et admet pour seul
diviseur H(JQ)(O)7 associé au vecteur v = (—1,0,1).
Cette fonction est holomorphe, car f(—1,0) est positif ( voir [GN II] et [G3] ), et son
diviseur est de multiplicité 1.
La réflexion associée au vecteur U est une réflexion de E, la forme Exp — Lift(®;) est
donc réflective.
Enfin, on peut remarquer que la forme Exp — Lift(®1) vérifie I’équation fonctionnelle
sutvante :

Exp — Lift(®1)(7,2,7) = —Exp — Lift(®1)(1,2,7).

Preuve.

Il s’agit d’une application directe des résultats de V.Gritsenko et V.Nikulin, le diviseur et
sa multiplicité sont obtenus comme précédemment. On obtient la derniére remarque en
revenant a la définition du relevement exponentiel ( voir la proposition-définition 6.2.1 ):

Exp — Lift(q)l)(T,Z,T,) — q4627ri<a1,z> ebmir’ H (1 _ qn62i7r<z,l>€27rit7’)f(nt,l)

nt ez
le Ay
(n,l,t) >0
_ ( gt bt H (1 — gredin<ai> ezm'tT') f(nt,l) )
t>0,n<0
le Ay
% [ p2mi<a1,2> o H (1- qn€2i7r<z,l>e27rit7’)f(nt,l)
t>0,n>0
l e Ay
% H (1_qn€2i7r<z,l>€27rit7”)f(nt,l) « H (1_qn€2i7r<z,l>e27rit7’)f(nt,l)
t>0,n=0 t=0,n>0
I € Ay l€ A,
% H (1-q" p2im <z 1> 627rit7") f(nt,0) }
t=0,n=0

<0

On constate que l'expression entre crochets est invariante si on inverse les roles des va-
riables 7 et 7’.
Exprimons le terme restant :
H(T 5 7_/) o q4 667Ti7/ H (1 _ qn62i7r<z,l>627m't7")f(nt,l)
t>0,n<0
le Ay
En utilisant le fait que le seul coefficient de Fourier f(k,l) non nul avec k < 0 de la forme
®; est le coefficient f(—1,0) = 1, on obtient:
H(T,Z,T’) — q4 667r7fr’ ( 1— q—1627rz7'/ ) — q483 . q334, avec q = 627rz7" s = 627TZT"
On a donc finalement : H(7,2,7") = —H(7',2,7), ce qui permet d’obtenir le résulat annoncé.

218

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

Remarque 6.2.3. Algebres de Kac-Moody.

Les diviseurs des formes réflectives Exp— Li ft(i/)((],ll)), Exp—Li ft(qﬁ(()’l%), Exp—Li ft(?/)((]’l; )),
Exp — Lz'ft(w(()lg), Exp — Lz'ft(w(()lgl)), et Fxp — Lift(®1) sont tous de multiplicité 1.

En utilisant ces fonctions, il sera donc possible de décrire des algebres de Kac-Moody
hyperboliques de signature (3,1) de type de Borcherds associées. ( Voir [GN] .)

On verra plus loin ( voir la remarque 6.3.4 ), que l'on peut écrire des formules dites du
“dénominateur” pour 4 de ces algebres.
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6.3 Relevement arithmétique et formes différentielles cano-
niques

6.3.1 Préliminaires: premiers multiples holomorphes ou cuspidaux de
quelques formes de Jacobi essentielles

Proposition 6.3.1.

St ® appartient a Jff’f, alors

n(r)® ® appartient a Jéf’h‘)l(vg)

n(r)* @  appartient a J‘i‘f’cuw(vﬁ), pour k > 9

*

St ® appartient a Jf;’f, alors

n(7)6 ®  appartient a JA2’hOl(v16)

*,2 n
n(r)* @  appartient a Jfg’cwp(vf]), pour k > 17
Si ® appartient a Jfg’f, alors
n(T)?* ®  appartient a Jfg’h()l

n(t)k ®  appartient @ J:};’C“Sp(vf]), pour k > 25

JA2,f

St @ appartient a J, ;7 alors

n(r)%2 ®  appartient a Jfﬁ’hd(v?])

n(r)k ®  appartient a Jfﬁ’cus])(v’;), pour k > 33

Preuve.

Ces résultats sont des conséquences de ’étude des coefficients de Fourier de norme hyper-
bolique négative réalisée au paragraphe précédent, et en particulier des résultats énoncés
a la proposition 6.2.1.

Pour k entier naturel fixé, on notera:

ol les a; sont des nombres entiers.
On a alors:

sfare) =t (S o) (5 fnd) greni)
j=0

n €N
€ A,
— Z C(T,Z) qre2i7r<l,z>.
r>0
L€ A,

Supposons le coefficient ¢(r,l) non nul.
Alors, il existe deux entiers naturels n et j, tels que f(n,l) soit non nul, et r = j +n + 2—’“4.
On a donc:

N (rl) =2rm— < [l >=2(n + % ) m— < Il >4+2jm
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k

Si N, (nl)>0N(rl)_§m>O

Si Ny, (n,l) < 0, d’apres la proposition 6.2.1, étant donné que f(n,l) est non nul, N,,(n,l)
ne peut prendre que certaines valeurs. On peut donc choisir k tel que, pour tout couple
(r,0) tel que c(r,l) # 0, Np,(r,l) soit positif, respectivement strictement positif.

La forme 7(7)*® est alors une forme de Jacobi holomorphe, respectivement cuspidale.

( Donnons I'exemple du cas m = 2:

si Ni(n,l) < 0 et f(n,l) # 0, alors Ny (n,l) vaut —2, =2, ou —3.

En prenant k = 16, ( respectivement k > 17 ) on a donc Na(r,l) positif ( respectivement
strictement positif ) pour tout couple (r,l) tel que ¢(r,l) soit non nul. )

Dans certains cas, on peut améliorer ces résultats en regardant précisément quels coef-
ficients f(0,h) ou f(1,h) sont non nuls.
La proposition qui suit détaille quelques exemples.

Proposition 6.3.2.
Cas ot m = 1. ( Voir le paragraphe 5.2 pour les notations. )

77

€ JAQ’CUSP(U,]), pour k> 9

n(r)ses e It (o)
)
1 k/2,1

La forme 77(7')71#(()711) n’est pas une forme de Jacobi holomorphe.

Cas ot m = 2. ( Voir le paragraphe 5.3. )

n(r)hgs € T o))
U(T)klb((),g) € JA/QZ’ZUSP(%), pour k >5

11 Ao, hol
n(r) gy’ € o3t )
n(r)* (()}21) € Jf‘/é";uSp(v?’;), pour k > 13

n(r)'6y$) € I3l (wlo)

T](T)kl/J(()Qg) € Jié";usP(vn), pour k > 17

Les formes 77(7)31/1(()712), n(t )Hw(n, n(t )151&(()72) ne sont pas des formes de Jacobi holo-
morphes.

Cas ot m = 3. ( Voir le paragraphe 5.4. )

U(T)klﬁ(()g € JA/QQ’%uSP(Uﬁ), pour k >3

(7_) w(ll JAQ,hOl( 7%)

(T)kwon) IS JA/QQ’%u‘gp(vn), pour k > 9

n(T)k¢é?§ € JA/22’63“SP(U7’;), pour k > 11
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77(7')]91#832) € J;‘/QQ’?SP(U’?;), pour k > 19

U(T)klﬁ(()’gz € J,;L‘/Qégu‘gp(v’ﬁ), pour k > 25

Les formes T](T)21pé,l§, 77(7')71pé71§), 7](7')101&82, n(7)18¢é}§), 7](7’)23wé?§, ne sont pas des formes
de Jacobi holomorphes.

Cas ot m = 4. ( Voir la proposition-définition 5.7.5. )

A hol
n(r)*x1 € Jii ’ (U%)

n(r)fx1 € J,f/?ffsp (vF), pour k >3

Ag,hol
n(r)®x2 € Jpi " (vy)

n(r)fxe € J,f/é’iusp (vF), pour k > 9

Les formes n(7)x1 et n(7)"x2 ne sont pas des formes de Jacobi holomorphes.
1 11
( Rappel: x1 = 5 + Y04, x2 = 5 — Léoa. )

Preuve.

(1) Cas ou m = 1.

Ce cas a déja été étudié par une autre méthode, faisant appel a I’expression particuliere
de la forme ag 1, a la proposition 2.5.10.

(2) Cas o m =2, ou m = 3.

On traite ici 'exemple de la forme 1/)(()’12), les autres résultats sont obtenus suivant un rai-
sonnement analogue, utilisant ’expression connue du coefficient [ ]qo.

On rappelle le résultat suivant: | (()12)] @0 =6+ P+ P

Les seuls coefficients f(0,h) non nuls sont donc ceux tels que h appartient a l’ensemble
{0, £A, £(M—a1), (M — (a1 +a2)) }.

Dongc, si Ny, (n,l) <0 et f(n,l) # 0, alors f(n,l) = f(0,h) avec h appartenant & I’ensemble
{ £, £ (M — ), £ (A1 — (a1 4+ a2)) }, et Nyp(n,l) vaut alors —2. ( Voir le cas m = 2
de la proposition 6.2.1. )

En utilisant les notations introduites dans la preuve de la proposition précédente, pour
k = 4, ( respectivement k > 5 ) on a donc Na(r,l) > —% + 2 % positif ( respectivement
strictement positif ) pour tout couple (r,l) tel que le coefficient ¢(r,l) de la forme 77(7')]“1/)(()12)
soit non nul. ’
La forme 77(7')41/1(()712) est donc une forme de Jacobi holomorphe, et la forme n(r)r’wég
cuspidale.

est

Il reste a vérifier que la forme 17(7')31/)((]}2) n’est pas une forme de Jacobi holomorphe.

On note toujours f(n,l) les coefficients de Fourier de la forme 1/1(()712). On pose:

+o0
P =gt (el ) (S F) ") = ST ) g BT
7=0

n €N r>0
e Ay l € A,
Alors on a, d’apres les premiers coefficients de n(7) et w(()’12) :
1 1 1 2
c<§, )\1> —ap FON) =140, et NQ(g, Al) —4x5-2 <0,

© 2003 Tous droits réservés.
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ce qui montre que la forme 77(7)31,&(()712) n’est pas une forme de Jacobi holomorphe.

(3) Cas on m = 4.

On traite ici 'exemple de la forme x1, le cas de 2 s’étudie selon un raisonnement ana-
logue.

Le début du développement de Fourier de la forme 1, obtenu a ’aide du logiciel pari-gp,
s’écrit :

xi(r2) = G+ G QG +a(2AG + G GG - G + ()

D G PO D) e ().

Les seuls coefficients f(0,h) non nuls sont donc ceux tels que h appartient a l’ensemble
{ X2, £ (A2 —a2), £(2X2 — ag) }, et les seuls coefficients f(1,h) non nuls mentionnés
dans la proposition 6.2.1 sont ceux tels que h appartient & { £(5\a — 4aw), + (a2 + 2\2),
+(—ag + 5A2) }.

Done, d’apres cette méme proposition, si Ny(n,l) < 0 et f(n,l) # 0, alors f(n,l) = f(0,h)
avec h appartenant & { £y, £ (Ay — ag), £ (2\2 — a2) }, ou f(n,l) = f(1,h) avec h
appartenant a { (5 — 4ag), £ (a2 + 2X2), = (—ags+5\2) }.

Dans tous ces cas, Ny(n,l) vaut alors —2.

3
On a donc cette fois, pour un coefficient ¢(r,l) de 1(7)*x1 non nul:

2 k
N, > ——+4x =

ce qui permet d’obtenir la conclusion annoncée.

1

On peut remarquer que le coefficient de Fourier c(ﬂ,

)\1) de la forme 7n(7)x; est non
nul (il vaut f(0, A1) =1 ), alors que la norme hyperbolique N4(i, )\1) est négative, on

en déduit que la forme n(7)x1 n’est pas une forme de Jacobi holomorphe.

( Dans le cas de la forme x2, on utilise:

xo(12) = 12+ (GG + (T + (@)= +a (G + G + (GG +.. ).

Si Ny(n,l) <0 et f(n,l) # 0, on a donc Ny(n,l) > —%, et on conclut par un raisonnement
analogue aux précédents.

On montre que la forme 77(7')7X2 n’est pas une forme de Jacobi holomorphe en considérant

par exemple le coefficient c(l + 2—74,4)\2) = f(1,4X2) + a1f(0,4X2) = 1, qui est de norme
hyperbolique N4<1 + %,4)@) =8(1+ %)— < 4)Xo,4)9 > négative. )

6.3.2 Relevement arithmétique
On utilise dans tout ce paragraphe les notations et les résultats exposés par V.Gritsenko

dans son article [G], en particulier les résultats du théoréme 3.1.

Notation 6.3.1. Soit N un entier naturel non nul fixé.

Soit L un réseau pair de signature (2,N + 2) contenant deux plans hyperboliques. ( On
note < , >, la forme bilinéaire considérée sur L. )

On choisit dans L une base telle que:

L = Z61 J_Zeg L LO J_Ze_2 J_Ze_1 y
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ot Lo est un sous-réseau défini négatif de rang N, muni de la forme notée —Sy, ou encore
—<,>, eter, e, e_1, e_ sont quatre vecteurs isotropes vérifiant < e;,ej >= 0; _j .
La forme <, > a pour matrice dans cette base la matrice S suivante :

0 0 I
. 0 1
S=10 =Sy 0|, ov I= .
10
I 0 0

On note VR :=L®R et Vo .= L®C.
On note Ly := Zeao L Ly 1 Ze_o et S1 la matrice de la restriction de <, >;, a R® L.

On note Gr le sous-groupe de O(VR) formé des éléments de norme spinorielle 1. ( Voir
Uarticle de V.Gritsenko, paragraphe 2. )

On considérera par la suite les deuxr sous-groupes arithmétiques de O(VR) suivants :

I'y = O(L) N Gr

etT:= {gely /VIeLl gl=lmod L} .

Remarque: L = Zey L Zey 1. Ly L Ze_o 1 Ze_;.

La notation TY = T (L) désigne le sous-groupe TY(R) N T, ot TY(R) est le groupe de
Jacobi réel, c’est a dire le sous-groupe du groupe parabolique Pr de Gr préservant l’espace
vectoriel isotrope < e1,eq > , engendré par les éléments :

I'A='T 0 0
{A}= 0 Ey 0 ot A € SLo(R) , et En désigne la matrice identité de
0 0 A
taille N,
1 0 'ySy txSoy—r %S() []
0 1 tl‘S[) %So[x] T
et{xzy;r}=| 0 0 En T Y ovz,y € Myi1(R),reR.
00 0 1 0
0 0 0 0 1

Ona:T7 = TY(L) ~ SLy(Z) x H(Ly).
Soit Hyto le domaine suivant :
Hysoi= {1Z = (ror) €HxCN xH | %Sl[ImZ} >01.
Soit 'Z appartenant ¢ Hyi2, on note
proj(Z) =" (—%Sl[Z] st iz iy T ),

Ceci permet de définir laction d’un élément de O(VR) C GLn1+4(R) sur Hyio :
on pose proj(g.Z) := m g.proj(Z),
ot J(g,72), appelé facteur d’automorphie de g = (g,])fvj"ji est défini par:
1 N+2
J(9,2) = =5 gn+a1S1Z) + gnanT + Y GN44,jZj-2 + IN4ANEIT + GN1AN+1-

2 ,
7j=3

On peut préciser que le groupe Gr est le sous-groupe de O(VR) qui préserve le domaine
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Hnto, qui est en fait une réalisation de l'une des deux composantes connezxes du domaine
D={z eP(Vc)/ <zz>r=0, <zz>>0}. ( Voir [G]. )

Soient k un entier relatif, G un sous-groupe de 'y, et F' une fonction définie et holo-
morphe sur Hyya.

On dit que F est une forme modulaire de poids k pour le groupe G si, pour tout g appar-
tenant a G on a:

F(g9.2) = J(9,.2)*F(Z) .

Une forme modulaire pour I';, admet deux types de développement :

- un développement du type développement de Fourier:
F(Z) — Z a(ll) e27ritZ51l1 \
Lel, $i1[L]>0
qui s’écrit encore :

F(2)= 2. a(n.Lam) PTA 0
(n,l,m)ef, S1[(n,l,m)]>0

; /
F(Z) — § : a(n7 lo, m) 627r1(n7+<l0,z>+m7)
nez,loely, mez, 2nm—<lio,lo>>0

- un développement du type développement de Fourier-Jacobi :

F(Z) = thm(rz) mm7

meZ

On peut vérifier que les coefficients 1, (7,2) de ce développement satisfont les propriétés
des formes de Jacobi vis a vis de laction des groupes H(Lg) et SLo(Z).

Il existe une transformation orthogonale € telle que €.l — 1 appartienne a L pour tout |
appartenant a L, et telle que son action sur le domaine Hyio soit donnée par:

e.(',2,7) = (1,2,7).

Dans le cas ou Lo = —As, on peut poser:
1 00 00O
000 010
001 00O
€:=
0001 00
01 0 00O
000001
Le groupe va est engendré par la transformation € et le groupe TV = TY(L), autrement
dit par les éléments :
I'A='1 0 0
{A}: 0 Eny O ou A € SLQ(Z),
0 0 A
225
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1 0 aSy <a,0>-r % < a,a >

01 BSy 3<B.8> r
{apt}=]10 0 Ey ‘3 to

00 O 1 0

0 0 O 0 1

ou o, B € LO,tGR,r:t+%<a,ﬁ>€Z
et la transformation e.

On peut rappeler Uaction de ces éléments sur le domaine Hyyo :

+b z c< z,z2>
A . /: aTt /_ 9
{A}(near) (c7’+ﬁl7 cr+d’ g 2(67'—|—d)>

1
{a,B;t }.(1,2,7) = (T, 2o+ B, T +r+ < B2 > —1—5 < 6,0 > T>.
cusp

On notera My, (G) ( respectivement M;""(G) ), Uespace des formes modulaires ( respec-
tivement cuspidales ) de poids k pour le groupe G.

On peut maintenant rappeler le théoréme de relevement arithmétique énoncé par V.Gritsenko
( théoreme 3.1 ).

Proposition-Définition 6.3.1. Relévement arithmétique.
Soient k un entier fixé et o un élément de J,i({’hOl.
On note p(7,2) := Z f(n,l)e2”(m+tlsoz) .

nez,le 2n—So[1]>0
Si £(0,0) est non nul on suppose de plus k supérieur ou égal a 4.
Alors, la fonction F, définie sur le domaine Hyy2 par:

+oo
Fy(1,2,7") == f(0,0)Ex(T) + Z(mflgo

m=1

kAT (m))(r,2)e” ™,

ot laction de lopérateur T_(m) est donnée par:
b
(plea T-(m))(7,2) = 3 ak¢(aT; az),
a,deN,ad=m
b mod d

est une forme modulaire de poids k pour le groupe f‘z

Si de plus le réseau L est maximal ( c’est a dire qu’il n’existe aucun réseau entier pair
qui le contienne et dans lequel il soit d’indice fini ), alors, si ¢ est une forme de Jacobi
cuspidale, F, est une forme modulaire cuspidale.

Autrement dit, ¢ +—— F, définit une application de J,f‘i’f dans /\/lk(FNL), et, si L est

mazimal, de J. 7" dans M"P(T').

Preuve.
Voir Particle de V.Gritsenko.

226

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

Proposition 6.3.3. FExemples de réseaux de racines Ly tels que L soit mazximal.

Si Ly = —A,, le réseau L est maximal si et seulement si r + 1 n’est pas divisible par le
carré d’un nombre premier.

En particulier, pour r < 7, L est maximal.

Preuve.

On utilise la proposition 1.4.1.a énoncée par V.Nikulin [N] et rappelée ci-dessous.

Soit S un réseau entier pair.

L’application S —— S’/S définit une bijection entre I’ensemble des sur-réseaux de S,
c’est & dire les réseaux entiers pairs S’ contenant S tels que S soit d’indice fini dans S’ et
I’ensemble des sous-groupes isotropes du groupe discriminant Gg = S /S.

( On dit qu’un sous-groupe H de Gg est isotrope si la restriction de gg & H est identique-
ment nulle, ou gg désigne l'application de Gg dans Q/27Z définie par:

gs : t+S — <tt>+27.)

Dans le cas d'un réseau L = Zey | Zes | Lo 1 Ze_o 1 Ze_1, le groupe discriminant G,
est isomorphe au groupe discriminant de Ly, noté Gp,,.
Si Lg est du type —A,., on sait alors que G, est un groupe cyclique d’ordre r+1, engendré

par exemple par la classe de A\ modulo A,, notée A1, ot A1, --- , A, désigne le systeme de
poids fondamental associé a la base de racines a, -+ ;. ( Voir la planche I de Bourbaki,
Bl.)

Les sous-groupes de G'1,, sont les sous-groupes engendrés par un élément d\1, ol d est un
diviseur de r + 1.

On a par ailleurs: gz (d)\;) = dQTi—l + 27Z.

On peut donc déterminer a quelle condition sur r le groupe G, admet un sous-groupe
isotrope : il faut et il suffit qu’il existe un diviseur non trivial d de r + 1 tel que d%% soit

un entier pair.

Apres calculs, on obtient finalement :
si Lo = —A,, leréseau L est maximal si et seulement si r vérifie la condition (x) suivante :

(*) 8 t r+1et, pour tout premier impairp, p*> t r+1.

En particulier, pour r < 7, L est maximal.

Remarque 6.3.1. Dans certains cas ( voir les précisions de V.Gritsenko [G4] ), il n’est pas
nécessaire que le réseau L soit maximal pour que le relevement d’une forme de Jacobi
cuspidale soit une forme modulaire cuspidale.

Proposition 6.3.4.
Ezxemples de formes obenues en appliquant ce relévement aux formes de Jacobi définies

relativement au réseau As. (Ici Ly = —Ag, L est maximal. )
FE4<1A12> S M4(FL)
FEéA12) S MG(FL)
FA(T)ao,1 € Migsp(rL)
FA(T)G—2,1 € M%SP(FL)
Fa(ma_s, € MyP(T'L)
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Remarque 6.3.2. Les formes modulaires obtenues par le relevement exponentiel, défini au

paragraphe 6.2.2, de formes de Jacobi de poids 0, d’'indice m, a coefficients de Fourier

entiers, sont des formes modulaires pour le groupe noté I'((A2),,), c’est a dire le groupe

I’z associé au réseau L défini avec Ly = —(A2)m, la notation (Asg),, désignant un réseau
2 -1

de rang 2 muni de la forme quadratique m ( L o . ( Voir Plarticle de V.Gritsenko

et V.Nikulin [GN II]. )

Proposition 6.3.5.
La forme Exp— szt(m()’ll)) appartient d Uespace Mg"*P(T'L), ot L est le réseau défini avec
Lo=—As, etona:

Exp — szt(iﬂ(()ll)) = FA(T)a_g,l‘

Preuve.

D’apres la remarque précédente et la proposition 6.2.2, la forme Exp — Li ft(d)(()h)) appar-
tient & Mg"P (FNL), et admet pour seuls diviseurs H £12) /3()\2) et H £12) /3(—)\2), tous deux de
multiplicité 1.

Montrons que cette forme coincide avec la forme Fa(r)q_; ;-

D’apres la remarque 6.2.2, et I’égalité [@b&)]qo =18 + P + P», on peut écrire:

3 omir V(1y21) V(7,21 — 22) O(7,22)

Eap — Lift(4§)) (r,2,7') = n(r)'® (=)

n(7) n(7) n(7)
1,
xeap (=Dt (rzr)),
t>1
ou encore : -
Bap — Lift(5])(r2,7') = A(r) 27 agi(r2) x eap (= D701z (r27)).
t>1
Par ailleurs, d’apres la proposition-définition 6.3.1, la forme Fa(r),_;, s'écrit:
400
Fa(rya_s, (1:27) = > (m ' A(T)a—s1loa T (m))(r,2)e* ™™,
avec : m=t b b
B g A [aT at
(A(T)a-sloaT-(m))(7.2) = > A (T2 )asg (T az)),
a,d€eN,ad=m
b mod d

ce qui permet de constater que cette forme s’annule sur I’ensemble des zéros de la fonc-
tion Fxp — Li ft(w(()?l)). En effet, on peut rappeler que la fonction a_3; s’annule uni-
quement sur les hyperplans d’équation z} = 0 modulo Z + 7Z. ( On utilise ici les co-
ordonnées (2] = z1, 25 = 29 — 21, 24 = —z2). ) On peut ensuite vérifier par exemple
que, si z] appartient & Z + 7Z, alors, pour a, b, d # 0, trois entiers naturels quel-
conques, az} appartient a Z + ‘”TH’Z, ce qui permet de conclure que la forme Fa(ryq_,,
est nulle sur 'hyperplan d’équation z; = 0 modulo Z + 7Z, puisque, pour tout entier m,
(m™LA(T)a—31]91T-(m))(7,2) est nulle sur cet hyperplan.

F A(r)a_3 1
Eap—Lift({")
lomorphe, de poids 0 définie sur le domaine Hy, et qui, d’apres le principe de Koecher, ne
peut donc étre qu’une constante.

On peut alors considérer le quotient qui est une fonction modulaire, ho-
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Ainsi, les formes Fa(ryq_,, et Exp— Li ft(w(()}l)) sont égales a une constante multiplicative
pres, qui, d’apres le premier coefficient de Fourier-Jacobi de chacune des deux fonctions,
ne peut valoir que 1.

Cela termine la démonstration.

Remarque 6.3.3.
On peut ainsi écrire, en revenant aux définitions de ces formes ( voir les propositions-

définitions 6.3.1 et 6.2.1 ), et en notant f(n,l) les coefficients de Fourier de la forme 1/1(()711) :

00
+Z (m PA(T)a_31]o1T- (m))(r,2)e ™™
m=1
_ 6271’1'7'6271'1'7" e2im<z,:A1> H (1 _ 627Tin762i7r<z,l>627rit7")f(nt,l) )
n,t € Z
e A,
(n,0,t) >0

Cette identité permettra d’obtenir la formule du dénominateur de I’algebre de Kac-Moody
associée a la forme Exp — Lift(lj}(()}l)). ( Voir la remarque 6.2.3. )

Remarque 6.3.4. Généralisation du relevement arithmétique a des formes de Jacobi a ca-
ractere non trivial, et autres formules du dénominateur.

Le théoréme 1.12 de article de V.Gritsenko et V.Nikulin [GN II] définit un relevement
arithmétique dans un cadre plus général, en utilisant des opérateurs de Hecke relatifs a
des sous-groupes de congruence. Ce théoreme est écrit pour des formes de Jacobi a une
variable, mais on peut en obtenir une généralisation au cas des formes de Jacobi définies re-
lativement a un réseau entier pair L, de facon analogue a ce qui est fait pour le relevement
arithmétique des formes & caractere trivial, au théoreme 3.1 de I’article [G].

En particulier, si ® est une forme de Jacobi cuspidale ( voire seulement holomorphe,
sous certaines conditions, d’apres la remarque 2 consécutive au théoreme 1.12 [GN II] ),
non nulle, de poids k, d’indice t, avec pour caractere vf,) , D divisant 24, alors le relevement
noté Lift;(P)(Z) en reprenant les notations de [GN II], sera une forme modulaire ( cuspi-
dale si @ est cuspidale ), non nulle, de poids k, avec un caractere d’ordre @ = % noté xq,
pour le groupe f((AQ)Qt), ol la notation f((Ag)t) désigne le groupe T, associé au réseau
L défini avec le réseau Ly = —(A2), la notation (Asg); désignant un réseau de rang 2 muni

2 -1
de la forme quadratique ¢ ( - ) .

En appliquant ce résultat, on obtient les formes:
Lifti(n(r)%a_s1) € M1(T((A2)3).x3)

Lifti(n(r)a_31) € M3(T((A2)2),x2)
Lifti(n(r)'0A(7,2)) € Mo(T((A2)3))
( voir, pour la fonction A, la proposition-définition 3.2.1 et la remarque affirmant que cette

forme est une forme singuliere ).

En tenant un raisonnement analogue a celui de la proposition 6.3.5, on peut démontrer
les identités suivantes:

Exp — Lift(4§3) = Lifti(n(r)%a_s1) € M3(T((A2)2),012)

)
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Eap — Lift({) = Lifti(n(r)%a_s1) € M1 (F((A2)s)05)
Eap — Lift(45y)) = Lift:(n(7)'*A(7,2)) € Mo(T((A2)3)),

susceptibles de fournir les formules du dénominateur des algebres de Kac-Moody de type
de Borcherds associées aux formes de Jacobi @ZJ(()?Q), 1/)((]71?2 et @06’131 ), voir la remarque 6.2.3.

6.3.3 Forme différentielle canonique et conséquences géométriques

On applique ici, les résultats que V.Gritsenko décrit dans l'article [G], aux paragraphes 5
et 6.

Proposition-Définition 6.3.2. Formes différentielles définies sur Hy 2.
On reprend les notations du paragraphe précédent.
On considére la forme différentielle w définie sur Hyio par:

@w:=dr' Ndzy A--- Ndzy ANdT.

Pour g appartenant au sous-groupe d’indice 2 de FL formé des éléments de déterminant
1, noté T'p, on a: g*w = J(9,2)~N+2)g

A une forme modulaire F de poids N + 2 pour le groupe fz définie sur Hyy2, est as-
sociée la forme différentielle wp définie par:

La forme différentielle obtenue est invariante sous l'action du groupe 1'/‘2, c’est a dire que
pour tout g appartenant a I'r, on a: g*wp = wp.

Si F' est une forme cuspidale, alors la forme différentielle wp associée est de carré intégrable
et il en existe donc ( d’aprés un résultat de Freitag, utilisé par V.Gritsenko ) un prolon-
gement sur un modéle non singulier d’une compactification de la variété Hy2/T', noté

Hn+o/T1.

Preuve.
Ces résultats sont précisés dans 'article de V.Gritsenko.

Corollaire 6.3.1. Conséquences géométriques.
Ceci permet, dans le cas ot L est maximal ou dans les cas suggérés par la remarque 6.3.1,

de domner ’évaluation du genre géométrique de la variété HN+2/1:Z, noté pg(HN+2/f‘Z),
sutvante : o i,
pg(HN+2/FL) > dimC(JN_’ng)l),cusp)‘

Preuve.
D’apres tout ce qui précede, dans le cas ou L est maximal, ou dans quelques cas particu-
liers mentionnés par la remarque 6.3.1, on a:

(HNJ,_Q/FL) = d’meHO(HN+2/FL,QN+2) > dsz(M%‘ig( )) > dzmc(./\/l%i%( ))
> dsz(J]‘\A//iéi) Cusp)a

ou Q4o désigne le faisceau des formes différentielles d’ordre N + 2. Une évaluation de la
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. . W (Lo),cusp , . , o =
dimension de Jy _5271) donne donc une évaluation du genre géométrique py(Hn42/I'z).

Remarque 6.3.5. En exploitant la relation entre les deux variétés Hy o/ fz et Hyi2/ Ifi,
il semble possible d’obtenir également des renseignements sur cette derniere.

Remarque 6.3.6. Interprétation de ces variétés comme espaces de modules.

Dans son article, V.Gritsenko interprete la variété Hig/I" ou I' est un certain sous-groupe
arithmétique du groupe O(2,19), comme ’espace de modules de surfaces K3 polarisées,
avec une certaine polarisation.

Il parait possible, pour N < 17, de voir Hy42 comme un sous-espace de Hig et, apres
avoir établi un lien entre les groupes I et 'z, d’essayer d’interpréter Hy42/I' 1, comme es-
pace de modules de surfaces K3 polarisées avec une particularité supplémentaire a préciser.

Proposition 6.3.6. Quelques exemples .

(1) Cas ot Lo = —As.

1l existe une forme de Jacobi cuspidale de poids 7, d’indice 1, non nulle, ce qui permet de
donner l’estimation :

pg(H7/f2) > 1.
(2) Cas ot Lo = —As.

L’existence des trois formes de Jacobi cuspidales, de poids 4, suivantes :

1 W (A2),cus 1 W (A2),cus W (A2),cus
(Pl € Jin IR, n(r)Pugy € I T W), nir)Pa € I W)

permet de donner les estimations des genres géométriques suivants :

v
—_

o (Ha/T(Az)e) N Ker xa)

pg<'H4/f((A2)9)ﬂKeT X?,) > 1

Pg<H4/f((A2)12)ﬂK€7’ X3> > 1,

ou la notation T'((Ag);) désigne le groupe UL associé au réseau L défini avec le réseau
Lo = —(A2)¢, la notation (Az); désignant un réseau de rang 2 muni de la forme quadra-

2 -1
tique t ( > , et ot x3 est un caractére d’ordre 3 pour ce groupe.
-1 2

Preuve.
(1) D’apres la proposition 6.3.3, dans le cas on Ly = —Aj;, L est maximal, et on a donc,
d’apres le corollaire 6.3.1, I'inégalité :

Iog(H'?/fZ) > dimc(J;/T/l(As),Cusp)'

. . . (A N
Or, on peut construire pour le réseau As une forme de Jacobi a' 5% analogue a la forme

a_3,1 construite pour le réseau Ay, en posant :

|

[§ /

9(r1,2%)
A )

a(_;%(T,zi, cee 2) = E (1,25) H =,

— - on(7)
j= j=
ou (2], -+, ), avec 2 4+ -+ + z{ = 0, est le systéme de cordonnées choisi dans A5 ® C.
D’apres une étude analogue a celle réalisée dans le cas de As a la proposition 2.5.10,

()

qui reste valable pour r < 7, la forme A(T)afg)’l(v',z) est une forme de Jacobi non nulle,
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cuspidale, de poids 7, d’indice 1, donc l’espace vectoriel JW(AS)’WSP est de dimension
supérieure ou égale a 1.

Ainsi on obtient :

py(H7/T1) > 1.

(2) Dans le cas ou Ly = —Ajg, pour obtenir une forme différentielle canonique, il est
nécessaire de relever des formes de Jacobi définies relativement au réseau Ao, cuspidales,
d’indice 1, et de poids 4

On peut considérer une forme de Jacobi d’indice ¢, relative au réseau As, comme une forme
de Jacobi d’indice 1, mais définie relativement & un réseau de rang 2 muni de la forme

: 2 —1 .
quadratique ¢ . noté (Az)¢.

D’apres les résultats de la proposition 6.3.2, les formes citées sont de telles formes, d’in-
dices respectifs 2, 3, 4, avec un caractere non trivial.

En appliquant le relevement arithmétique défini dans ce cadre plus général par le théoreme
1.12 de Particle de V.Gritsenko et V.Nikulin [GN II] et décrit & la remarque 6.3.4, on ob-
tient les formes modulaires suivantes :

F2 = Liftl (?7(7')8’(#
F3:= Lifti(n(1)%
Fy:= Lifti(n(1)%x

§9) € M§™P(T((A2)5).x3)
§9) € M§“P(T((A2)9),x3)
1) € ME™P(T((A2)12),x3)

ou x3 désigne dans chaque cas un caractere d’ordre 3 pour le groupe correspondant.
On déduit ensuite le résultat énoncé sur les genres géométriques, comme dans le cas
précédent.
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6.4 Formes modulaires hermitiennes

On montre dans ce paragraphe que la théorie des formes hermitiennes de degré 2 déterminées
sur ’anneau des entiers du corps quadratique Q(v/—3), peut apparaitre comme un cas par-
ticulier dans I'approche générale des formes de Jacobi associées a un réseau de racines; ce
cas particulier étant celui des formes de Jacobi d’indice 1, définies relativement au réseau
de racines As.

6.4.1 Formes modulaires définies sur le domaine H,

On reprend ici les notions introduites dans la notation 6.3.1 et a la proposition-définition
6.3.1, avec N =2 et Ly = —As. Dans ce cas précis, L est maximal.

On peut appliquer la construction du relevement arithmétique :

si ¢ appartient & J,’: 250l ( respectivement J,f 7P ) alors la forme F,(7,21,22,7') définie
sur Hy est une forme modulaire ( respectivement cuspidale ) de poids k& pour le groupe
FNL associé au réseau As.

On peut rappeler que ce groupe est engendré par la transformation e, les éléments du type
{ A}, A appartenant & SLs(Z), et les éléments du type { a,0;t }, o, § appartenant a
Aoy, et t réel tel que r =t + % < a,f > soit dans Z.

Proposition 6.4.1. Propriétés supplémentaires.

(1) Si la forme ¢ est W(Az)-invariante ( ce qui est le cas de toute forme de Jacobi pour
Ay d’indice 1, voir le corollaire 2.3.2 ) alors la forme F, reste invariante sous l’action
de W(A3), autrement dit: F,(7,0.(21,22),7") = F(T,21,22,7"), pour tout o appartenant au
groupe W (Az).

(2) La forme F, vérifie la relation : F,(1,21 — 29, — 22,7") = (=1)*F,(7,21,22,7").

Preuve.

(1) Pour obtenir cette premieére propriété, il suffit, d’apres la définition de F,, de vérifier
que laction de W (A2) commute avec celle de l'opérateur de Hecke T_(m), ce qui est
immédiat d’apres ’expression donnée de 'action de cet opérateur sur ¢.

(2) En appliquant la propriété (1) avec oq, (2101 + 220i2) = (22 — 21)a1 + 2202, et en
-1 0
0 -1
Fy(T,21 — 22, — 22,7") = Fo(T, — 00, (21,22),7') = (*].)kF(’D(T,Zl,ZQ,T/).

utilisant ’action de { ( > } sur la forme Fi,, on obtient :

6.4.2 Formes modulaires hermitiennes de degré 2 définies sur ’anneau

des entiers de Q(1/—3)

On utilise ici les notations et les définitions des travaux de A.Krieg et T.Dern [KD].

Notation 6.4.1. On considére le demi-plan hermitien de degré 2 :

z

HQ(C):{Z: (; T/) GCQXZ,%(ZJZ) >0}

On note K le corps quadratique K = Q(+/—3), et O l'anneau de ses entiers: O =
7+ 67, ot § = 3.
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Définition 6.4.1. Groupe modulaire hermitien.
Le groupe modulaire hermitien de degré 2 sur K est défini par:

Ty(OF) = { M e 0% MJINM =J } = U(2,2)0,,

. 0 —I 1 0
ouJ = , et I = .
I 0 01

Son action sur Hy(C) est donnée par:
M < Z >:=(AZ+ B)(CZ + D)™},
A B
pour M = .

Définition 6.4.2. Forme modulaire hermitienne.

Une fonction f : Hy(C) — C, holomorphe, est une forme modulaire hermitienne, de poids
Uentier relatif k, avec le caractere v, pour un sous-groupe d’indice fini I" de I'2(Of), si elle
vérifie, pour tout M appartenant a I':

fleM(Z) = v(M) f(Z),
ot fIxM(Z) = det(CZ + D)% f(M < Z >).

L’espace de telles formes est noté [I',k,v].

Remarque 6.4.1. ( Voir 'identité (7), dans [KD].)
[[2(Of )k, det'] = {0}, si k # | mod 3
[[2(Ok),k,det!] = [SL4y(K) NT2(Ok),k,1], si k = | mod 3.

Définition 6.4.3. Forme modulaire hermitienne symétrique.
I, désigne la transformation définie sur Hy(C) par:

I, Hy(C) — Hy(C)

T z T w
Z: — tZ:
(w T’) (z T’)

Pour tout M de I's(Ok), M . I, = Iy, . M.
Les espaces des forme modulaires hermitiennes symétriques ou antisymétriques sont définis
respectivement par :

[Co(Ox )k det!]¥m .= { f e [Do(Ox)kdet] , f.Iy = f }

[D2(Ox )k, det!]*kew .= { f € [Do(O) kdet'] | f.I = —f }

En particulier, les formes modulaires hermitiennes symétriques sont des formes que 'on
peut dire modulaires pour le groupe engendré par I et les transformations appartenant
a FQ(OK), noté:

<A{Z—-M<Z>,Mec TI'y(Ok) }U{ Iy } >

Remarque 6.4.2.

Le théoreme 6 de A.Krieg et T.Dern ( voir [KD] ), décrit la structure de 'anneau gradué
Preoz[ T2(Ok), k, det® 3¥™, autrement dit, d’aprés la remarque 6.4.1, de ’anneau
Preaz[ SLi(K) NT2(Ok), k, 1139, celle de 'anneau $rez|[ 'a(Ok), k, det* |, ou encore
@rez| SLi(K)N2(Ok), k, 1], et celle de I'idéal des formes cuspidales de ce dernier anneau.
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6.4.3 Passage du domaine H, au demi-plan hermitien de degré 2

Proposition-Définition 6.4.1. On peut définir l’isomorphisme entre les espaces Hy et
H>(C) suivant :

U H4 — HQ((C)
, T z =21 — 290
(T,21,22,7") — _
W=z —20 T
-l HQ((C) —  Hy
T Z _ dw—0z _ w—z
(w 7_,) — (T,Zl— iv3 aZQ—igaT)

Remarque 6.4.3.
(i) On peut rappeler les relations utiles suivantes :

§+0=1,86—0=1iV3,06=1,08 =—4, 6> =—5.

(i) En posant z = 21 — 296, et w = 27 — 226, on a:
1
w.z = B < 2100 + 2202, 2100 + 29002 > 4, -

Proposition-Définition 6.4.2. Correspondance entre les groupes modulaires agissant
sur chacun des domaines Hy et Ha(C).

On s’inspire ici de la description du groupe hermitien faite par K.Haverkamp, [H].

Pour A appartenant a SLao(Z), on pose :

a 0 b 0
01 00

Al =
{{A}} 0 d o
0 0 01

L’action de {{A}} sur Ho(C) est donnée par:

+b
{{A}} < Tz ) _ ( Z:—i—d c:i-d )
/ w /I _cwz
w T ct+d T ct+d

Pour a = ajaq + asaa, f = biay + bacva, appartenant a As, ( autrement dit, a1, ag, b1, by
appartenant a 7 ) et t réel tel que r =t + % < a,B > soit dans Z, on pose :

1 00
D TR
a, Bt} =
H H 00 1
0 0 0 1

ouA=0by —bd, p=ay1—ad, v+ A =r. Onaalors)\/_\:%<ﬁ,ﬂ>A2.

L’action de {{c, B ; t}} sur Hy(C) est donnée par:

T z T 24 p+ AT
{fon 85 11} ) = 7 -
w T WHLHAT T+ A+ AT+ Az +7r
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On a alors les diagrammes commutatifs suivants :

{4y | ! {{A}}

g1
v
Hy — Hs(C)
{a, Bt} | ! {{o, 85 t}}
Hy «— Hy(C)
-1

Preuve.
Il s’agit de simples vérifications & faire par le calcul, en tenant compte des remarques
précédentes, et des actions décrites au cours de la notation 6.3.1.

Proposition-Définition 6.4.3.

On pose :
01 00
10 00
Mo =
0 0 0 1
0 01 0

L’action de My sur Ho(C) est donnée par:

L’action de I,.My sur Hy(C) est alors donnée par:

T Zz Tz
Iy My , =
w T w T

On a donc le diagramme commutatif suivant :

v
Hy — Hy(C)
€ | ! L. My
Hy «— Hs(C)
o1

Notation 6.4.2. Action du groupe de Weyl.
Pour o appartenant a W(Az), on notera {c} la transformation induite par o sur le do-
maine Hq, et {{o}} la transformation induite par o sur le domaine Hz(C).
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Proposition 6.4.2.
(1) Action de W (Asz) sur Ha.

{id}(7,21,22,7") = (7,21,22,7") {00100, }(T,21,22,7") = (T, — 20,21 — 22,7")
{0, }(T,21,22,7") = (T, — 21 + 22,22,7") {0as0a, }(T,21,22,7") = (T, — 21 + 22, — 21,7")
{0—042}(7_721a2277_l) - (7—721721 - z277J) {Ua10a20a1}(7az172277—/) = (7—7 — 22, — 2177—/>

(2) Action de W (Asz) sur Ha(C).

{{Zd}} ( (: j—/ ) = < :_) j_, > {{Ualaaz}} ( :} j_, ) = ( _&: _5:/ >
T 2z T —Ww T Z T —SZ

{{Ja1}} ( w T ) = ( s - ) {{Uagaal}} ( w T ) = ( —Sw i >
T oz T dw T Z T bw

{{Ua2}} ( Y ) = ( 52+ ) {{Uala'aga'al}} ( w > = ( 52 T )

On a les identités suivantes :

1 000 5 000
0100 06 00
id}} = CoyOao b} = _
{H{id}} 00 10 Hoa10as}} 00 5 0
00 01 000 4
-1 0 0 5§ 000
0 1 0 0 06 00
Oq = Iy Oax0ai f§ =
Hom =1 0 1 0 Hoay00:}} 004 0
0 0 0 1 000 o
-6 0 0 0 -5 0 0 0
0 6 0 0 5 0 0
0o = I _ Oas0a = Iy
How =t | o | Homoad} =1 C s o
0 0 0 ¢ 0 0 o

(3) Pour o appartenant o W(Az), on a le diagramme commutatif suivant :

237

© 2003 Tous droits réserveés. http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine

Thése de Caroline Desremaux, Lille 1, 2003

Proposition 6.4.3.
-1 0

0 1 ) }} sur Ha(C) coincide avec

On peut remarquer que l'action de {{Jal}}o{{ (

laction de Iy, qui consiste a échanger w et z.
On peut écrire le diagramme commutatif suivant :

Hy «— H-(C)
\ijl

Remarque 6.4.4. Toutes les matrices définies ci-dessus sont dans SL4(K) NT'2(Ok), qui
n’est autre que le groupe spécial unitaire défini sur Ok, noté SU(2,2)o, .

6.4.4 Formes modulaires définies sur H, et formes modulaires définies
sur Hy(C)

Lemme 6.4.1. Le groupe SU(2,2)p, est engendré par les matrices suivantes, r décrivant
Uensemble { 1, wo = =249 }:

1 0 0 r 1 0 0 O
01 7 O 01 0 O
G = Gy =
0010 0 r 10
0 0 0 1 r 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O 1 01 0
0100 0100 0101 0100
G3: G4: G5— G6:
1 01 0 0 01 0 0 010 0 0 1 0
0 0 0 1 01 01 0 0 01 0 0 01
1 0 00 1 » 0 O
1 0 O 01 0 O
Gr=1| " Gg —
01 —7r 0O 01 o0
0 001 00 —7 1
Preuve.

C’est une application du théoréeme 2.1 cité par T.Dern, [D], lui-méme se référant au
théoréme 9.2.6 de A.J.Hahn et O.O’Meara, [HO].

Proposition 6.4.4.

1) Si la fonction F définie sur Hy, est une forme modulaire de poids k, pour le groupe fL,

alors la fonction F := FoU™! définie sur H>(C), appartient a [ SLa(K) NIy (Ok), k, 1].

De plus, si F' est invariante, respectivement anti-invariante, sous l’action de la transfor-
-1 0

mation {aal}o{ < 0 1

vement antisymétrique ( voir la définition 6.4.3 ).

) }, alors F' est une forme hermitienne symétrique, respecti-
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2) Si F est une forme modulaire hermitienne définie sur Ho(C), appartenant a l’espace
[ SLy(K)NT9(Ok), k, 1], alors la fonction F := Fol définie sur Hy, est une forme
modulaire de poids k, pour le sous-groupe de I'y, engendré par SLy(Z) x H(As) et €.{0a, }-
St de plus F' est invariante sous Uaction de Ii.oMy, alors F' est une forme modulaire pour
le groupe L.

Preuve.

1) D’apres la forme des générateurs du groupe lf“z mentionnés au paragraphe 6.4.1, le
passage du domaine H,4 au domaine Hs(C), décrit au paragraphe 6.4.3, et les diagrammes
commutatifs précisés dans ce méme paragraphe, la forme F définie sur H>(C), est une
forme modulaire pour le sous-groupe noté G de < {I'2(Ok) N SLy(K)} U {In} >
engendré par les éléments:

(1) {{A}}, ou A décrit SLy(Z),

(2) {{a, B ; t}}, ot a0, B, appartiennent & Ay, et ¢ est un réel tel que r = ¢ + % < a,f >
soit dans Z,

(3) Itr-MO)

( On peut dire que le groupe G est 'image dans < {T'2(Ox)NSLy(K)} U {I} > du
groupe .. )

Le comportement de la forme F sous I'action de la transformation I est obtenu grace a

-1 0
la correspondance établie & la proposition 6.4.3, entre I'action de {04, }0{ ( 0 . ) }

et celle de Iy,.

Il reste a vérifier que le groupe G contient le groupe I'o(Ox) N SLy(K) = SU(2,2)0 -
On utilise pour cela le lemme 6.4.1 précédent, et on vérifie que 'action de chaque générateur
de SU(2,2)p, est bien I'image de celle d'un élément du groupe I'y.

On constate facilement les identités suivantes:

Gi={{[a,08;t]}},avecpu=r,\=0,v =0, ouencore §=0,t=0, a =ara; +azaz,
avec a1 — agd = r ( voir les notations introduites a la proposition 6.4.2 ),

Gs ={{[0,0; 1]}},

Gr={{[a,0;t]}},avecu=0,\=7, v =0, ouencore « =0, t =0, §=brag + baara,
avec by — bod = T,

Gs = {{ < 1 (1) ) }} ( voir la proposition 6.4.2 ),

11
G = {{ 5
0 1
Des calculs directs montrent que 'action de G4 , respectivement Gg, sur Hy(C), cor-

10
11
B = biay + baag, out by — bad = r (on peut établir des diagrammes commutatifs analogues
10
11

r 1, G4 et Gg sont bien dans le groupe image G.

respond & celle, sur Hy, de € . { ( > } . €, respectivement € . { [0,3, 0]} . €, avec

aux précédents ). Comme € . { <

) } .eete.{[0,5, 0]} . e sont des éléments de
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Il reste & considérer le cas de Gs.
De nouveau par calculs directs, on constate que I'action de G sur Hy(C) correspond a la
transformation suivante sur Hy :

H4 — H4
(l z1—x51[2]/2
D> D

22—yS1(Z]/2 T’)
D

(T7 21y 22, Tl) L— ) » D

ol —%Sl[Z] = % < zz>p, — TT,
D=1- %Sl[Z]rF—F $z1 + tzo,

2 Im(67), y = —%Im(r), s =2Ré(r), t = —2Ré(r0).

On peut préciser ces derniers éléments :
B 1 sir=1
T =
3 sir=uwqg
1 sir=1 0 sir=1
€Tr = y =
-2 sir=uwy —1 sir=wg
2 sir=1 -1 sir=1
s = t=
-3 sir=uwy 0 sir=uwy
On revient maintenant a la définition initiale du groupe fL, introduite dans la notation

6.3.1, et on vérifie que I’action décrite correspond a la matrice notée g(r), r appartenant
a {1, wy }, suivante:

1 00 0 0O

0O 1 0 0 0 O

z 0 1 0 0 0
g(r) ==

y 0 0 1 00

0O 0 0 01 0

rm 0 s t 0 1

Il reste alors a s’assurer que, pour chacune des 2 valeurs de 7, g(r) appartient fL, c’est
a dire & Gr N O(L), avec g(r).l — | appartenant & L pour tout [ de L. ( Voir la notation
6.3.1.)

En utilisant les égalités 2% +y? —axy =7, x — 2y +t =0, —2x +y + s = 0 valables dans
chaque cas, on montre que ‘g(r) S g(r) = S, ce qui permet d’affirmer que g(1) et g(wo)
sont dans O(VR).

Pour vérifier que g(r) appartient & GR, il suffit de constater que cette transformation
préserve le domaine H,4, ou encore de vérifier qu'un point particulier choisi dans H4 est
transformé par g(r) en un point de Hy, puisque ce domaine est la réalisation de 'une des
2 composantes connexes du domaine noté D dans la notation 6.3.1.

Prenons par exemple le point particulier Z = (i,0,i) appartenant & Hy. ( On a bien
S [ImZ} > 0. ) ‘ '
Alors, g(r).Z = (5, §» D> p)» avec D = 1477, donc S1[Im(g(r).Z)] = ﬁ > 0, ce

qui prouve que g(r).Z est encore dans Hy. Ainsi, g(r) appartient bien a GRg.

Montrons maintenant que g(r) préserve le réseau L.
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Soit [ = rie; + rees + Ly + loag + r—ge_9 + r_1e_1 appartenant a L. ( Les coordonnées
r_i1, r—2, l1, la, 71, r2, appartiennent a Z. ) Alors g(r).l s’écrit :

g(r).l =rieg +reea+ (It +211) o + (Io +yr1) ag +7r_9e_o + (r—y +r7ry + sly +tla) e_q,
et appartient donc bien a L.

Avec les méme notations, mais en supposant cette fois [ dans E, c’est a dire r_q, r_9,
r1, 1o, entiers et liaq + loao appartenant & Ao, on obtient :

g(r).l — I =xrioq + yriae + (riry + sly + tla) e_1.

L’élément xriaq +yrias +rrrie—; appartient a L, et il reste donc a montrer, pour s’assu-
rer que g(r) vérifie la propriété g(r).l — [ appartient a L pour tout | de L, que pour tout
liaq + lsag de 1?2, sl + tly appartient a Z.

11 suffit en fait de constater cette propriété pour Ay et Ag, c’est & dire pour (Iy,l2) = (2,3),
respectivement (%,%), ce qui se fait facilement en utilisant les valeurs connues de s et t.
Ainsi, g(1) et g(wo) appartiennent bien & I'z.

Ceci permet finalement de conclure que la forme F est modulaire pour le groupe spécial
unitaire SU(2,2)p,, = SLi(K)NT2(Ok).

2) Grace a la remarque 6.4.4, la démonstration de cette deuxieme partie s’effectue en
utilisant uniquement la correspondance entre les deux domaines Hy et H2(C) et 'action
sur ces domaines des groupes dont il est question.

Remarque 6.4.5. On peut vérifier qu’une forme F modulaire hermitienne définie sur H 2(C),
est invariante sous l'action de I;.0Mj si et seulement si elle est symétrique et de poids pair,
ou antisymétrique et de poids impair.

En effet, en notant k£ le poids de F , et ¢ valant 0 si F est symétrique, 1 si F est anti-
symétrique, on obtient, d’apres 'action sur Ho(C) de My :

F(IyooMy.Z) = (—1)'F(My.Z) = (-1)"T*F(2).

Corollaire 6.4.1.
Soit p une forme de Jacobi appartenant a J,ZVI
On considére la forme modulaire F,(7,21,22,7") définie sur Ha qui lui est associée ( voir

(A2),hol

T Z

w T

(D ))=mem ()

Alors la forme 1/7; appartient a [ SLy(K) NT2(Ok), k, 1].
De plus, si k est pair, F, est une forme hermitienne symétrique, et si k est impair, F, est
une forme hermitienne antisymétrique.

la proposition-définition 6.3.1 ) et on pose, pour ( ) appartenant a Ho(C) :

—

Preuve.

Le fait que F}, soit une forme modulaire hermitienne de poids k est une conséquence
immédiate de la premiere partie de la proposition précédente 6.4.4, et des propriétés de la
forme modulaire F,, citées au cours de la proposition-définition 6.3.1.

-1
0 -1
6.4.3, le comportement de cette forme vis a vis de l'action de la transformation [, est

D’apres la correspondance entre Iy, et {aal}o{ }, précisée a la proposition
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obtenu grace a la relation suivante ( conséquence de Iinvariance de F, sous l’action de
W (As3), voir la propriété (2) de la proposition 6.4.1 ):

F¢<{0a1}0{ < -1 0 ) }.(T,Z,T’)> = (—l)kEp(T,z,T’)

0 -1

Remarque 6.4.6. Comparaison entre le point de vue des formes modulaires hermitiennes
de degré 2 définies sur 'anneau des entiers de Q(v/—3) et celui des formes modulaires pour
un groupe orthogonal du type I'y,, associé au réseau As.

(1) D’apres la proposition 6.4.4, on peut retrouver, a partir des formes modulaires pour le
groupe r L, associé au réseau As, les formes hermitiennes de degré 2 définies sur ’anneau

des entiers de Q(v/—3).

(2) En appliquant le corollaire 6.4.1, on peut établir certaines correspondances entre les
formes construites par relevement arithmétique ou exponentiel de formes de Jacobi pour
Ao que l'on connait, et les formes modulaires hermitiennes introduites par A.Krieg et
T.Dern [KD], et faire le rapprochement avec les résultats concernant ces formes hermi-
tiennes, exposés notamment au théoreme 6 de leur article ( voir la remarque 6.4.2 ).

—_—
Ainsi, les formes F A2 et F p(42)> correspondent aux formes hermitiennes symétriques

notées 4 et Fg dans ’[KD], d’apfés leur poids et la forme de leurs premiers coefficients de
Fourier.

Les formes hermitiennes symétriques notées Fg et Ey2, respectivement de poids 10 et 12,
peuvent étre obtenues en considérant par exemple les relevements arithmétiques F' s

et FE

(T)EiﬁQ) )
s(T )Ez(lj412>'

De méme, les formes cuspidales Fa(r)qq, €t FA(r)a_,, donnent, peut-étre a une constante
multiplicative pres, les formes cuspidales hermitiennes fi2 et fig.

La forme hermitienne obtenue & partir de Fa(;)q_,, = Eap — Li ft(v,b((fl)) ( voir la proposi-
tion 6.3.5 ), est une forme de poids 9, elle est bien antisymétrique d’apres le corollaire 6.4.1,
et correspond donc, également a une constante multiplicative pres, a la forme cuspidale
antisymétrique ®g de A.Krieg et T.Dern ( introduite au corollaire 3 de leur article ), qui
est un produit de Borcherds et admet un relevement de Maass.

La forme Fxzp — Lift(®1) ( voir la proposition-définition 6.2.2 ), qui est de poids 45,
semble, elle, correspondre, toujours a une constante multiplicative pres, a la forme cuspi-
dale symétrique @45 de A.Krieg et T.Dern ( introduite au méme corollaire ) qui est un
produit de Borcherds et n’admet pas de relevement de Maass. On peut constater que la
forme hermitienne obtenue & partir de Exp— Lift(®1) est bien symétrique, puisqu’elle est
anti-invariante sous I’action de W (Asg) et de poids impair, donc invariante sous l’action de

la transformation {{aal}}o{{ ( _(1) _(1) > }}

On a ainsi obtenu tous les générateurs qu’introduisent A.Krieg et T.Dern dans le théoréeme
6 ( [KD] ) décrivant certains anneaux de formes modulaires hermitiennes ( voir la remarque
6.4.2).

(3) On a vu qu’il est possible, en utilisant un relevement arithmétique de certaines formes
de Jacobi définies pour le réseau Ao, dans le cadre plus général faisant intervenir des ca-
racteres non triviaux ( voir le théoreme 1.12 dans [GN II], adapté dans le cas de plusieurs
variables, cité a la remarque 6.3.4 et lors de la construction des exemples donnés a la
proposition 6.3.6 ), d’obtenir des formes supplémentaires qui n’apparaissent pas dans la
théorie des formes hermitiennes de degré 2 définies sur I'anneau des entiers de Q(v/—3).
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On peut citer les formes suivantes, obtenues a partir de formes de Jacobi holomorphes
ou cuspidales, construites dans les chapitres précédents ( voir la proposition 2.5.10 et la
proposition-définition 3.2.1 ):

Liftl(n<7')8a_371) S Ml(f((A2)3)7 XS)

Lifti(n(r)a0s) € Mg (T((A2)2). x2)
Lifty(n(7)%a21) € M (T((A2)2), x2)
Lifti(n(r)8A) € Mus(T((A2)o). x2)
Lifts(n(m)®A) € Mus(T((42)))

ol on rappelle que y; désigne un caractere d’ordre j, et ['((A2);) désigne le groupe T,
associé au réseau L défini avec Ly = —(A2)s, la notation (Ag); désignant un réseau de

2 -1
rang 2 muni de la forme quadratique ¢ ( ) .
-1 2

On obtient ainsi notamment les formes & caractére trivial suivantes:

(Litan(rPo-sn)) € Ma(T((A2)o))

(Liftl(n(f)”ao,l))2 € Migsp@((AQ)z))
(Liftl(n(T)u@fQ,l))Z e M (T((A2)2))

(Liftl(n(r)QSA)> i € Msg (f(<A2)6))

Ces remarques témoignent du fait que le point de vue du groupe orthogonal ', associé
au réseau L et a la forme quadratique S de signature (2,N + 2) adopté ici avec N = 2 et
Ly = —Aj, est un point de vue plus large que celui du groupe hermitien SU(2,2)o, , avec

K =Q(v=3).
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