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INTRODUCTION 
 
 

Dans une étude menée par l'INSEE en Octobre 2002, l'enquête révèle que le bruit est 

la principale préoccupation des français, devant les problèmes liés à la sécurité. La notion de 

bruit englobe toutes les provenances qu'elles soient ménagères, industrielles,…. Les transports 

sont également source de bruit et notamment les hélicoptères. Un hélicoptère de type alouette 

II émet un bruit de 90dB sur une échelle de 0 à 140dB (niveau de douleur). Certes, le moteur 

contribue énormément à ce facteur mais les pales du rotor sont un facteur non négligeable. 

Lors de la rotation des pales, une torsion se crée et engendre des nuisances sonores et de 

pilotage. Pour contrôler cette torsion, il est possible d'incorporer des matériaux intelligents.  

 

Les matériaux intelligents ou aussi appelés adaptatifs sont composés entre autres de 

matériaux piézoélectriques, de matériaux électrostrictifs, de matériaux magnétostrictifs, des 

alliages à mémoire de forme et des fluides électro-rhéologiques. Ils modifient leurs propriétés 

physiques comme la rigidité ou la viscosité en fonction d'un stimulus extérieur tel que la 

contrainte mécanique, un champ électrique ou un changement de température. Chaque type de 

matériaux a des qualités différentes qui sont mises à profit, au mieux, selon le domaine 

d’utilisation demandé. Les matériaux sur lesquels nos efforts se sont concentrés sont les 

matériaux piézoélectriques qui ont la capacité de transformer une énergie mécanique en 

énergie électrique et vice-versa. Ces matériaux sont notamment beaucoup utilisés comme 

actionneurs et capteurs. Mais l'apparition de composites, alliant céramiques et matériaux 

élastiques, a permis de palier de nombreux inconvénients des céramiques massives tels que le 

poids et la rigidité. La tolérance des composites au dommage est supérieure à celle de 

céramiques massives. Les applications utilisant ces composites se multiplient alors telles que 

les transducteurs ultrasonores [NSC78], les actionneurs anisotropes [BHR95] et 

l'amortissement [Les93]. Des études sont menées sur ces différents matériaux afin de les 

optimiser mais aussi de minimiser les pertes en les plaçant de façon appropriée. Pour ces 

matériaux, il faut allier efficacité et poids. En effet, l'incorporation du matériau intelligent ne 

doit pas nuire aux performances. Le composite est le compromis idéal à ce type 

d'applications.  
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Les composites étudiés sont formés de fibres piézoélectriques de quelques 

micromètres de diamètre, maintenues par un autre matériau matrice et alimentées par des 

électrodes interdigitées (cf figure).  

 
Figure : Actionneur à base de fibres, matrice et des électrodes interdigitées 

 

Mais les coûts de mise en place de ce système sont élevés. Afin de limiter le nombre 

d'essais mais aussi d'optimiser ces matériaux, il est conseillé de faire appel à une simulation 

numérique. Lors de cette simulation, il faut prendre en compte tous les éléments de ces 

composites ce qui implique une grande complexité de maillage. Il faut donc homogénéiser les 

composites afin de limiter la modélisation. L'homogénéisation consiste à utiliser les 

caractéristiques d'un matériau hétérogène pour en déduire les caractéristiques d'un matériau 

homogène équivalent. La structure est alors simplifiée. Le travail de la thèse consiste à 

développer une méthode d'homogénéisation numérique à l'aide du logiciel développée par 

l'ISEN, le code éléments finis ATILA [ATI02] et d'appliquer ensuite la méthode à l'étude d'un 

actionneur pour contrôler la torsion des pales d'hélicoptère. 

 

Le rapport de thèse est divisé en plusieurs parties.  

La première partie porte sur l'état de l'art. Tout d'abord, le problème est posé. Un état 

des lieux des différents principes de contrôle de forme est présenté en mettant l'accent sur les 

différents matériaux et types d'actionneurs pour les pales d'hélicoptères. Ensuite, la notion de 

piézoélectricité est exposée. Les différentes techniques d'homogénéisation déjà existantes sont 

présentées.   

Dans la deuxième partie, la technique d'homogénéisation développée est décrite. La 

méthode combine deux méthodes. Tout d'abord, la méthode du Volume Elémentaire 

Représentatif est exposée. Puis la méthode de la Propagation d'Ondes complète la première. 

La validation entérine  les résultats. Une application est effectuée pour comparer les résultats 

obtenus numériquement et analytiquement à des valeurs obtenues expérimentalement.  
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Enfin, le troisième chapitre a une optique plus expérimentale. Après avoir décrit 

l'actionneur utilisé, les valeurs homogénéisées sont comparées aux valeurs expérimentales. 

Ces valeurs sont aussi comparées à celles fournies par le fabricant. Les résultats permettent de 

mettre en avant le caractère particulier de l'actionneur. Enfin, l'efficacité de l'actionneur pour 

contrôler la torsion des pales d'hélicoptère est discutée. 
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CHAPITRE I : Présentation du Problème  

 

 
Ce chapitre présente l'état de l'art sur le contrôle de forme des pales d'hélicoptères. 

Après une description des différents matériaux et actionneurs utilisés pour le contrôle de 

forme, une des solutions retenue par l'ONERA implique l'utilisation de fibres 

piézoélectriques. C'est pourquoi, la piézoélectricité est présentée dans une seconde 

partie, aussi bien d'un point de vue des définitions que des équations. En particulier, les 

différents matériaux composites piézoélectriques sont décrits. Du fait des difficultés pour 

modéliser ces matériaux pour le contrôle de forme des pales d'hélicoptères, les 

techniques d'homogénéisation sont présentées en troisième partie. Les avantages et 

limites de chacun des modèles sont soulignés. 
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NOTATIONS 
 

_ eff  Grandeur homogénéisée 

AAC Tenseur résultat pour la méthode auto-cohérente 

MTA  Tenseur résultat pour la méthode de Mori & Tanaka 

dilA  Tenseur résultat pour la méthode Diluée 

A(r)(x),B(r)(x) Fonctions d'influence 

a(r)(x), b(r)(x) Fonctions d'influence 

[Ar], [Br] Moyenne des fonctions d'influence sur la phase r 

[ar], [br] Moyenne des fonctions d'influence sur la phase r 

[ ]Ec  Tenseur des constantes de rigidité à champ électrique constant 

[d] Tenseur des constantes piézoélectriques 

~
D  Vecteur déplacement électrique 

~
E  Vecteur champ électrique 

~
G  Vecteur regroupant les quantités uniformes le long du front d'onde 

~
H  Vecteur regroupant les quantités non uniformes le long du front d'onde 

[I], [i] Matrices identité 

[L] Tenseur des constantes à homogénéiser 

~
P  Vecteur polarisation diélectrique 

[P] Tenseur donné par : Pij = -1 pour ij=33, 44, 55 ou 99 , Pij = 0 sinon 

0
r~

P  Vecteur champ de polarisation pour la phase r 

[Q] Tenseur donné par la relation [Q]=[P]+[I] 

[S] Tenseur des déformations 

~
S  Vecteur condensé des déformations 

eshS  Tenseur d'Eshelby 
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[T] Tenseur des contraintes 

~
T  Vecteur condensé des contraintes 

~
u  Vecteur déplacement 

( )321 x,x,x  Système de coordonnées 

[ε] Tenseur des permittivités diélectriques 

[ ]0ε  Tenseur des permittivités du vide 

0
r~

λ  Vecteur contraintes internes pour la phase r 

m,fν  Fraction volumique de fibre et de matrice 

rν  Fraction volumique 

ϕ  Potentiel électrique 
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1. LE CONTROLE DE FORME 
 

Le contrôle de forme est utilisé depuis longtemps mais l'application à la torsion de pale est 

relativement récente. Tout d'abord, il est bon de se demander pourquoi chercher à contrôler la 

torsion induite par la pale. Les problèmes engendrés par cette déformation sont de deux types 

mais touchent toujours le confort. L'activation en torsion de la pale a pour but d'augmenter le 

confort de pilotage. Les vibrations engendrées nuisent aux pilotes. Mais de façon primordiale, 

la maîtrise de la déformation a pour but de réduire les nuisances sonores. Les rotors 

d'hélicoptères sont une source de bruit incontestable et il est bon de vouloir le limiter. 

 

1.1. Les matériaux 
 
Différents types de matériaux actifs peuvent être utilisés pour le contrôle de forme. Les 

caractéristiques décideront du choix. Le matériau doit présenter un ajout de masse négligeable 

comparativement à celle de la pale. La bande passante et l'hystérésis doivent être faibles pour 

limiter la perte lors d'un usage en boucle. La stabilité doit être importante dans 

l'environnement en résistant aux aléas du temps, par exemple. La déformation maximale et la 

densité d'énergie doivent être conséquentes pour améliorer les performances de l'actionneur. 

Outre toutes ces conditions élémentaires, un problème de robustesse doit être résolu ainsi 

qu'une capacité à la résistance et à la tolérance au dommage [CPMR99]. La déformation de la 

pale entraîne un niveau de contrainte élevé qui devra être toléré par le matériau actif. Six 

différentes classes de matériaux actifs peuvent être considérées. La comparaison est basée sur 

une comparaison quantitatif effectuée à l’aide d’un tableau relevé dans la littérature. Ce 

tableau est fournit par le Midé Technology Corporation. C’est un document industriel qui n’a 

pas une réelle valeur scientifique. Et pourtant des personnes telles que Bent et Hagood se 

servent également de cette documentation pour des rapports. Donc, le tableau est utilisé 

comme base comparative tout en prenant en considération que les chiffres fournies ont 

uniquement un but informatif. 

 

1.1.1. Les céramiques piézoélectriques 

 
Les céramiques piézoélectriques [QS-SG] ont la propriété de présenter une déformation sous 

l'influence d'un champ électrique. Lorsqu'un champ électrique est appliqué à un matériau 

piézoélectrique, il se déforme. Lorsqu'une contrainte est appliquée à la céramique, elle crée un 
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champ électrique. En fait, ils transforment l'énergie mécanique en électrique et inversement. 

Les céramiques ont un potentiel d'allongement d’une valeur de 0.13% ainsi qu’une rigidité  de 

60.6 GPa. Par contre, comparativement aux films, le cas suivant, la masse volumique de  7500 

kg/m3 est importante. Il en est de même en ce qui concerne le coefficient de couplage, de 

l'ordre de 40 à 70 % [Bou02]. 

 

1.1.2. Les films polymères piézoélectriques 

 
Certains polymères peuvent acquérir des propriétés piézoélectriques. Les polymères sont 

caractérisés par une faible impédance acoustique. Les films polymères piézoélectriques sont 

peu rigides avec une rigidité de 2GPa petite devant celle des céramiques. La déformation 

maximale est de 0.07%. L'avantage est le faible poids ajouté par un tel matériau avec une 

masse volumique de 1780 kg/m3. Le coefficient de couplage (de l'ordre de 14%) est beaucoup 

plus faible que dans le cas précédent [Bou02]. L'échelle de température, pour une utilisation 

optimale, est peu étendue. Ce n'est pas le matériau le mieux adapté à une utilisation sur les 

pales. Les coefficients de couplage sont inférieurs à ceux des céramiques.  

 

1.1.3. Les matériaux piézocomposites 

 
Les premiers piézocomposites étaient formés de plots piézoélectriques [NBKC80] maintenus 

par une matrice polymère. Au regard des valeurs du tableau I.1, les piézocomposites sont les 

matériaux bien adaptés au contrôle de forme dans l'aéronautique et le spatial. Dans le cas du 

contrôle de forme, ils sont formés de fibres piézoélectriques noyées dans une matrice 

élastique. La forte densité des fibres est compensée par celle de la matrice. La déformation 

maximale est importante en comparaison avec les précédents matériaux. La rigidité est de 

35Gpa, faible par rapport aux céramiques seules. L'hystérésis est non négligeable mais la 

plage de fonctionnement en température qui peut atteindre 200°C est bonne.  

Le fait de prendre un piézocomposite 1-3 (fibre) n'est pas anodin mais est plutôt le fruit d'une 

réflexion portant sur le rapport poids/action. La capacité d'activation est importante et le 

composite atténue la forte rigidité de la céramique seule. Le couplage entre céramique et 

matériau élastique est un bon compromis qui de plus, ne pénalise pas au niveau des 

contraintes de poids. Mais les matériaux composites ont une représentation géométrique 

complexe accentué par une utilisation de matériaux actifs.  
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La connectivité utilisée est très importante. Il faut connaître l'utilisation faite du composite 

afin de choisir l'orientation et la forme des inclusions. 

Chaque phase d'un composite peut être connectée suivant 0, 1, 2 ou 3 dimensions (fig. I.1). Si 

les composites sont limités à des diphasiques (deux phases), il existe dix connectivités 

référencées à la figure I.1 [NSC78, NBKC80]. Un composite diphasé est caractérisé par deux 

entiers. Le premier indique la connectivité de la céramique [NSC78]. Le second donne la 

connectivité du polymère. 

Par exemple, dans le cas d'un composite 3-1, la céramique a des connectivités suivant trois 

directions. Le polymère est interconnecté dans une direction. 

 

 

Figure I. 1 Types de connectivité pour un composite diphase [NSC78] 

 

De plus, il existe la notion de réseau hexagonal ou cubique (fig. I.2). 

Par exemple, dans le cas de composite 1-3, on peut avoir les réseaux présentés à la figure I.2 : 
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Coupe longitudinale  
x3 

x2  

x1  

Coupe transversale  

Composite 1 - 3 (cs)  Composite 1 - 3 (hex)  

 

Figure I. 2 Réseaux possibles des piézocomposites 1-3 

 
1.1.4. Les matériaux électrostrictifs 

 
Sous l'action d'un champ électrique, le matériau électrostrictif [DN92] tel que le PMN-PT se 

déforme proportionnellement au carré de sa polarisation. Il ne réside pas de polarisation 

rémanente à la différence des matériaux piézoélectriques. Le champ électrique appliqué peut 

donc être plus grand (soit de zéro au champ entraînant la polarisation de saturation soit 

uniquement sur la partie linéaire). (Les matériaux électrostrictifs et piézoélectriques doivent 

être polarisés avant leur utilisation. C'est à dire, les cristaux sont orientés dans une direction 

pour augmenter la déformation dans cette direction). La capacité de déformation de 0.1% est 

équivalente aux céramiques piézoélectriques. L'avantage porte sur un faible hystérésis, 

inférieure à 1%, mais par contre la température d'utilisation de 40°C maximum est très faible. 

Cela peut poser un énorme problème dans le cas du contrôle de pale.  

 

1.1.5. Les matériaux magnétostrictifs 

 
La magnétostriction [TC95-Len99] est le phénomène qui conduit à la déformation d'un solide 

lorsqu'il est soumis à un champ magnétique. L'effet inverse est également observé. La 

capacité de déformation de 0.2% représente le double de celle des matériaux électrostrictifs et 

place le matériau parmi les plus déformable. La rigidité de 29.7Gpa et la densité 9250 kg/m3 

sont moins favorables à l'utilisation en activation. Par contre, l'échelle de température est 

meilleure. Le coefficient de couplage est très élevé et de l'ordre de 75%. L'inconvénient 

majeur de ces matériaux est le mode d'alimentation (comme dans certains cas les bobines) 

complexe en comparaison avec les matériaux piézoélectriques. 
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1.1.6. Les alliages à mémoire de forme 

 
Différents types d'alliages à mémoire de forme [FM99] existent et sont regroupés en cinq 

catégories : la superélasticité, l'effet mémoire simple sens, l'effet mémoire double sens, l'effet 

caoutchoutique et l'effet amortissant. Le dernier est le plus approprié pour l'amortissement de 

choc ou de vibration. D'un point de vue général, une variation de température entraîne une 

modification de phase de l'alliage qui provoque un changement de volume. L'effet est 

réversible. Le potentiel de déformation  de 2% à 8%, est supérieur à celui de tous les autres 

matériaux actifs. La rigidité égale à 28Gpa est importante surtout dans le cas des austénites. 

Les alliages à mémoires de forme ont une densité faible. Par contre, l'hystérésis est 

importante. La plage de fonctionnement en température de 300°C est grande et la 

transformation du matériau est lente. 

Le tableau suivant (tab I.1) récapitule ces données [Midé]. 

 
 PZT5H PVDH CFA PMN Terfenol D Nitinol 

Matériaux piézocéramiques films 

piézoélectriques 

composites à 

fibres actives 

électrostrictifs magnétostrictifs alliages à 

mémoire de 

forme 

Déformation 

maximale 

0.13% 0.07% 0.18% 0.1% 0.2% 2% - 8% 

Rigidité, Gpa 60.6 2 35 64.5 29.7 28 m, 90 a 

Densité, kg/m3 7500 1780 4650 7800 9250 7100 – 7100 

Densité d'énergie 6.83 0.275 12.2 4.13 6.42 252-4032 

Hystérésis 10% >10% 15% <1% 2% Haut 

Température de 

fonctionnement 

-20 à 200°C -70 à 70°C 0 à 200°C 0 à 40°C -20 à 180% -100 à 200°C 

Bande passante 100kHz 100kHz >10kHz 100kHz <10kHz <5Hz 

Tableau I. 1 Comparaison des différents matériaux actifs [Midé] 

 

De nombreux matériaux actifs existent donc. Après avoir brièvement rappelé leurs 

caractéristiques, les actionneurs pour la conception desquels ils sont utilisés sont maintenant 

présentés. 

 

1.2. Les actionneurs pour les pales 
 
Différents types d'actionneurs existent avec des applications variées. L'une des 

caractéristiques principales de ces actionneurs concerne leur sens d'activation : d33 ou d31 

[CPMR99]. 
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1.2.1. Les empilements libres  

 
Les empilements (stacks) sont obtenus par assemblage de composants élémentaires de 20 à 40 

disques d'épaisseur de 80 à 120 µm (fig. I.3). Ces actionneurs travaillent dans le mode d33. 

Deux types de stacks existent : basse tension (400V max – multicouches) et haute tension 

(2000V max-disques usinés puis empilés avec les électrodes). 

 

 

Figure I. 3 Actionneur à empilements libres [phy] 

 

1.2.2. Les actionneurs en boîtier précontraint 

 
Les actionneurs linéaires sont constitués de céramiques piézoélectriques. Ils sont constitués de 

stacks (empilements) précontraints dans une enveloppe cylindrique en acier inoxydable. Ils 

peuvent travailler en compression autant qu'en traction. L'efficacité est moindre par rapport 

aux stacks seuls.  

Des actionneurs amplifiés elliptiques (fig. I.4) reposent également sur la mise en œuvre de 

stacks montés dans un anneau elliptique, servant d'amplificateur géométrique de la 

déformation du stack piézoélectrique (breveté). 

 

 

Figure I. 4 Actionneur elliptique 
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1.2.3. Les actionneurs à fibres actives 

 
Les composites à fibres piézoélectriques sont formés de trois constituants : les fibres de 

céramiques actives, la matrice polymère et les électrodes interdigitées métalliques. Afin de 

permettre la diffusion du champ électrique au cœur du matériau, la matrice est chargée de 

poudre de PZT. Plusieurs paramètres sont associés aux fibres : la forme, la longueur, le 

matériau utilisé. De pus il faut prendre en compte l'épaisseur du composite (liée à celle de la 

section de la fibre). 

Deux buts sont visés : augmenter l'influence de l'actionneur et l'anisotropie. Ceci est possible 

en maximisant la fraction volumique de fibre. Il faut noter également que le but est d'avoir 

une alimentation comprise entre 2 kV et 4 kV (pour les électrodes dont les peignes sont 

espacés de 1 mm environ) pour avoir un champ significatif dans le composite. Il est 

nécessaire d'avoir un composite d'au moins 20 % d'épaisseur par rapport à l'espacement des 

peignes. L'épaisseur du composite est limitée à 200 microns au moins. La fabrication limite la 

production de fibres à un diamètre compris entre 30 et 250 microns. 

En ce qui concerne la forme des fibres, des tests comparant des fibres carrées et circulaires ont 

permis de mettre en avant un léger avantage des secondes par rapport aux premières. Le choix 

entre ces deux types de fibres repose principalement sur l'application visée. La fibre circulaire 

est difficile à mettre en place et le coût d'élaboration rend le problème encore plus complexe. 

La fibre carrée est utile pour dimensionner plus facilement les propriétés piézoélectriques. 

Les matériaux plus couramment utilisés sont les PZT5A et PZT5H. Il est bon de ne pas 

écarter les PZT4S et PZT8M qui ont de nombreux avantages par rapport aux précédents. Dans 

le cas d'une comparaison des propriétés longitudinales, le coefficient de couplage, de l'ordre 

de 0.67 pour le PZT4S et pour le PZT8M sont en dessous du coefficient de couplage du 

PZT5A (approximativement 0.774). La déformation maximale obtenue pour les matériaux 

PZT5A et PZT5H est bien au-dessus de celle du PZT4S et PZT8M. 

La matrice a deux rôles : assurer la distribution de chargement le long des fibres et permettre 

la propagation du champ électrique. L'important dans la matrice est d'avoir une bonne 

permittivité diélectrique pour ne pas court-circuiter l'alimentation fournie des électrodes qui 

sont fournies par la poudre PZT (la poudre de Nickel peut également être utilisée). Elle 

influence également la fabrication, la performance et la fiabilité de composites. La poudre 

augmente la viscosité qui peut-être réduite à haute température. Dans la littérature, il est 

relevé que la poudre de carbone est également utilisée [BH97b]. Les propriétés diélectriques, 

la résistivité et la dissipation varient en fonction des poudres de PZT et de carbone.  
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Les fibres sont alignées perpendiculairement aux peignes de l'électrode inférieure (fig. I.5-

I.6). Ensuite, la résine d'époxy à faible viscosité est introduite entre les deux membranes de 

kapton qui servent de protecteur. L'électrode supérieure est posée en respectant l'alignement 

[RH98]. 

 

 

Figure I. 5 Fabrication d'un actionneur d’après [BH97] 

 

Le procédé de fabrication est davantage détaillée, avec des photographies, dans le rapport de 

A.A. Bent et N.W. Hagood [BH97]. 

Les composites à fibres piézoélectriques sont utilisés car leur poids est faible. Ils sont de plus 

facilement adaptable à la forme de la structure. La structure composite rend, de plus, 

l'actionneur moins fragile tout en gardant les mêmes capacités d'activation (k33). Ils sont 

activés par des électrodes placées de part et d'autres de la membrane [BH97b] (fig. I.6).  

 

         
Figure I. 6 Actionneur à fibres piézoélectriques et électrodes interdigitées 
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D'autres techniques sont également utilisées. Ainsi le Fraunhofer Institut Keramische 

Technologien und Sinterwerkstoffe [IKTS] actionne les membranes uniquement par des 

électrodes placées sur une face.  Il les utilise en flexion. Leur technique de fabrication est 

également différente. Ils noient les fibres placées parallèlement dans un bloc de époxy. Puis, 

ils coupent ce bloc en élément de membrane (fig. I.7). Ainsi, l'électrode placée en surface a un 

contact direct avec une partie des fibres qui peuvent elles-mêmes en toucher d'autres. Le 

principal inconvénient repose sur le nombre de fibres effectivement actives. Cela dépend du 

nombre de fibres en surface (côté électrode) et du nombre de fibres qui se touchent (fig. I.7).  

 

 

Figure I. 7 Disposition des fibres dans la membrane 

 

1.2.4. Les Composites Macro-Fibres  

 
Toujours dans un souci d'amélioration des composites précédemment cités, la NASA et 

notamment le Langley Research Center (LaRC) ont développé un composite à base de macro-

fibres [WBH00]. Les fibres sont rectangulaires. L'actionneur est composé d'une couche de 

fibres rectangulaires piézocéramiques, de membranes, d'électrodes interdigitées et d'une 

matrice époxy adhésive comme le précédent matériau (fig. I.8). La fabrication est plus aisée 

du fait de la forme rectangulaire des fibres.  
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Figure I. 8 Compositions de l'actionneur composite à macro-fibres Langley d’après [WBH00] 

 

Ces actionneurs sont performants lorsqu'ils sont soumis à des charges mécaniques statiques 

modérées.  

Tous ces actionneurs ont bien entendu des applications propres dans le domaine contrôle de 

forme des pales d'hélicoptère entre autres.   

 

1.3. Le contrôle de forme pour les pales d'hélicoptère 
 
La recherche sur les rotors de pales hélicoptères se focalise sur l'augmentation des 

performances aérodynamiques et la réduction des vibrations et des émissions acoustiques 

[G00a] : en général, vibrations et bruits résultent de l'interaction entre un phénomène 

aérodynamique hautement non-stationnaire induit par la rotation du rotor de pales et des 

phénomènes  comme l'effet transsonique à l'avant de la pale [BBH96]. De nombreuses 

méthodes existent pour diminuer ces effets. Les techniques et les applications sur lesquelles 

elles ont été testées ne permettent pas d'établir une véritable comparaison quantifiée.   

 

1.3.1. Le braquage de volet 

 
Concept du Servo-Flap 

Le principe est basé sur l'utilisation des moteurs électriques et électro-hydrauliques [GCR94-

GCR95] (fig. I.9). 
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Figure I. 9 Système de contrôle avancé du rotor (ARCS) Concept du Servo-Flap : a) moteur 
électrique (Mc Donnell Douglas Helicopter Co) [SC90], b) cylindre hydraulique (Bell 

Helicopter Textron Inc) [PM90] d'après [GCR95] 

 
Un matériau piézoélectrique est inséré dans la pale. Celui-ci est relié par un lien mécanique au 

volet. Des tests ont été menés au Centre "Rotorcraft Education and Research" à l'Université 

du Maryland.  La pale a été placée dans un tunnel. Il a été constaté que l'amplitude de torsion 

diminue avec l'augmentation de la vitesse de l'air.  

 

Nose Droop 

Ce principe (fig. I.10) repose sur la déformation du bord d'attaque de la pale grâce à un 

actionneur, de façon à modifier l'angle d'attaque [SC94]. 

 

 

Figure I. 10 Actionneur du type Nose Droop [SC94] 

 

Les caractéristiques aérodynamiques sont ainsi modifiées et par la même occasion le 

décrochage au niveau du bord de fuite est retardé. La déformation du nez de la pale se fait 

grâce à des empilements piézoélectriques. Les résultats obtenus avec ce type de procédé n'ont 
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pas donné les performances escomptées [SC94]. L'équipe de l'Université du Maryland opte 

donc pour une combinaison "Servo Flap" et Nose Droop".  

 

Intégration de Matériaux Magnétostrictifs 

Les principaux handicaps des matériaux magnétostrictifs, comme le Terfenol-D, sont leur 

coût et leur masse. Une étude a été menée au Salton Technology Corporation, visant à 

l'intégration de ce type de matériau pour le contrôle de forme de pales d'hélicoptère.  

Lors de l'allongement des barres de Terfenol-D, celles-ci interagissent l'une avec l'autre et se 

déportent vers l'avant entraînant une tige reliée au volet de la pale (fig. I.11).  

 

 

Figure I. 11 Configuration de l'actionneur au Terfenol-D [SC94] 

 

Comme la partie sur les matériaux l'a montré, le Terfenol-D remplit bien les conditions 

nécessaires de poids et de consommation d'énergie. Mais les performances ne semblent pas 

compenser le coût excessif de ce type de matériau. L'étude semble être restée à l'état de projet. 

 

1.3.2. La torsion active 

 
Intégration de fibres piézoélectriques 

La torsion intégrale a pour principe de tordre le longeron de la pale sur toute sa longueur pour 

modifier l'angle d'attaque local. Une partie du longeron est équipée de fibres piézoélectriques 

(fig. I.12). Elles sont directement intégrées sous la peau. Elles sont placées à +/-45° sur les 

faces inférieures et supérieures de la pale. En alimentant la face supérieure et la face 
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inférieure en opposition de phase, un phénomène de torsion est induit. Une torsion linéaire de 

la pale est alors observable [BHR95-BHR96].  
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Figure I. 12 Intégration de fibres piézoélectriques : a) intégration dans le longeron [BHR98], 
b) effet de cisaillement. 

 
Intégration de céramiques piézoélectriques 

Des actionneurs à base de barreaux céramiques piézoélectriques sont intégrés à +/-45° (fig. 

I.13). La dimension de ces actionneurs est choisie de manière à réduire au maximum 

l'activation transverse. Ils sont alimentés par des électrodes placées à l'interface [CC95-

GCR95]. 

 

 

Figure I. 13 Céramiques collées [Del00] 

 

Des tests dynamiques ont été effectués dans des conditions de non-rotation et de rotation. Des 

réponses significatives ont été observées pour une excitation inférieure aux fréquences de 

torsion (95Hz dans le cas de Giurgiutiu) [GCR95]. La torsion maximale, observée dans ce 

cas, est de 1.1°. Des essais ont également été effectués sur des hélicoptères miniatures [G00b] 
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La difficulté pour comparer ces différentes techniques de contrôle de forme réside dans le fait 

que les essais ont été faits sur des pales différentes et dans des conditions différentes. Il n'est 

pas réellement possible de voir quelle méthode est donc la meilleure mais peut-être le choix 

peut se porter sur la facilité de mise en place. Dans ce cas, l'intégration de céramiques semble 

la plus adaptée. 

 

Les actionneurs qui viennent d'être présentés ont chacun leurs avantages et leurs 

inconvénients. Toutefois, après une étude effectuée au sein du laboratoire de Résistance et 

Conception des Structures de l'ONERA-Lille, portant sur l'utilisation de barreaux de 

céramiques piézoélectriques, celle-ci ne s'est pas montrée concluante et une autre optique a 

été retenue : l'utilisation des composites à fibres actives. Ces composites répondent à la fois à 

des contraintes de masse, de volume et d'adaptabilité aux structures sur lesquelles elles 

agissent. Même si un cahier des charges n'a pas été établi noir sur blanc, elles semblent 

répondre à de nombreuses attentes induites par le contrôle de torsion dans les pales 

d'hélicoptère. Le principal point dur, pour l'instant des composites à fibres actives concerne 

leur fabrication, et en particularité l'extrusion des fibres, celles-ci étant très fragiles.  

 

2. LA PIEZOELECTRICITE 
 

Le phénomène piézoélectrique est connu de longue date et l’application de ces matériaux  est 

de plus en plus étendue. Cette partie permet de faire un bref rappel sur le comportement, les 

règles et les relations de ces matériaux.  

 

2.1. Définitions et historique 
 
La piézoélectricité est l'aptitude de certains matériaux cristallins à produire une charge 

électrique proportionnelle à la contrainte mécanique qui les déforme [SG]. C'est l'effet 

piézoélectrique direct et ce phénomène est réversible et réciproque :  l'application d'un champ 

électrique externe provoque une déformation mécanique (effet piézoélectrique indirect). La 

déformation est due à l'influence du champ électrique sur la position d'équilibre des cristaux. 

Ce comportement peut être observé naturellement grâce à la structure cristalline. La 

piézoélectricité est découverte en 1880 par Pierre et Jacques Curie. Le phénomène est observé 

dans différents cristaux comme les cristaux naturels tels que la tourmaline, le sel de Rochelle 

et le quartz. Le terme de « piézoélectricité » est proposé par Handel en parallèle de la 
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« pyroélectricité » (1824, Brewster). « piézo » est tiré du grec qui veut dire pression tandis 

que « pyro » signifie feu. 

Après la découverte et l'utilisation de l'ADP, ce n'est en 1946 que le BaTIO3, premier 

céramique polycristallin est découvert et répertorié comme un premier matériau 

piézoélectrique. Cette nouvelle donne économique lance alors l'utilisation des céramiques 

piézoélectriques. De nombreuses piézocéramiques ainsi que des matériaux de la famille des 

Plomb Ziconate et Titanate, plus connue sous l’abréviation PZT, sont utilisés depuis 1956. 

Depuis 1995, un travail important est mené afin de travailler avec des monocristaux tel que le 

PMN-PT et le PZM-PT [PS97]. 

 

Parmi ces cristaux piézoélectriques, il existe les cristaux ferroélectriques dont la direction de 

la polarisation naturelle peut être réorientée et même inversée sous l'influence d'un champ 

électrique externe. En 1935, Muller a choisi le terme de ferroélectricité pour rappeler 

l'analogie entre le comportement hystérétique de la polarisation électrique macroscopique en 

fonction du champ électrique appliqué et celle de l'aimantation en fonction du champ 

magnétique dans les substances ferromagnétiques. 

 

2.2. L’effet piézoélectrique 
 

2.2.1. Propriétés diélectriques et élastiques 

 
De brefs rappels sont faits et permettent la mise en place des relations piézoélectriques. 

  

2.2.1.1.Propriétés diélectriques 

 
Lorsque le matériau est isotrope non-conducteur, deux relations matricielles relient le vecteur 

champ électrique 
~
E , le vecteur déplacement électrique 

~
D  et le vecteur polarisation 

diélectrique 
~
P . 

~~
E][D ε=  (I.1) 

et 

~~0~
PE][D +ε=  (I.2) 

où [ε] est le tenseur des permittivités diélectriques et [ε0], le tenseur des permittivités du vide 

qui prend pour valeur 8.85*10-12 F/m (SI).  
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2.2.1.2.Propriétés élastiques 

 
Deux variables d'état matériau sont définies : la contrainte et la déformation.  

o Le vecteur contrainte 
~
T   a pour unité SI le Pascal. Il dépend de l’orientation de la surface 

sur laquelle intervient la contrainte. Considérons un parallélépipède élémentaire (fig. 

I.14). Sur chaque face, s’appliquent trois contraintes soit au total 18 coefficients à 

déterminer. Mais compte tenu des conditions d’équilibre, le tableau des composantes est 

un tenseur à six coefficients représenté par la relation (I.3). Le repère cartésien est 

représenté par le repère (x1, x2, x3). Par définition, la direction de polarisation est suivant 

l'axe 3. 

 

 

Figure I. 14 Parallélépipède soumis à un état de contrainte 

 

Dans un système de coordonnées (x1, x2, x3), les composantes du tenseur des contraintes sont : 

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre I : Etat de l’Art 

41 

[ ]















=

333231

232221

131211

ij
TTT
TTT
TTT

T  (I.3) 

La notation condensée est plus souvent utilisée. 

62112333

53113222

43223111

TTTTT
TTTTT
TTTTT

===
===
===

 (I.4) 

T4, T5 et T6 sont les contraintes de cisaillement.  

o La déformation est également représentée par un tenseur à six composantes 

indépendantes, définies par les dérivées spatiales des composantes du déplacement. Dans 

un système de coordonnées spatiales (x1, x2, x3), les composantes pour une déformation 

infinitésimale en fonction des composantes du déplacement le long des axes (u1, u2, u3) 

s’expriment sous la forme suivante : 


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u
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u
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1SS

x
u

S
x
uS

x
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 (I.5) 

La forme condensée de la notation de ces termes est : 

62112333

53113222

43223111

SS2S2SS
SS2S2SS
SS2S2SS

===
===
===

 (I.6) 

S1, S2 et S3 sont des déformations de traction ce qui est généralement assimilé à un 

changement de volume. S4, S5 et S6 sont des déformations de cisaillement ce qui est assimilé 

uniquement à un changement de forme du volume sollicité. La figure suivante (fig. I.15) 

présente les déformations les plus couramment rencontrées. 
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Figure I. 15 Déformations de base 

 

2.2.2. Les équations de la piézoélectricité 

 
Les équations de la piézoélectricité sont basées sur les relations fondamentales de la 

thermodynamique [Mas64].  

Pour la déformation et le déplacement électrique, les équations deviennent : 









+=

+=

n
T
mnjmjm

nnij
E
iji

EεTdD

EdTsS
 (I.7) 

Les autres systèmes d'équations ainsi que les relations entre les coefficients sont répertoriés en 

Annexe A. 

Le système d'équations peut également être exprimé sous forme matricielle. 
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tel que 
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3. L’HOMOGENEISATION 
 

Les matériaux composites sont formés d'au moins deux matériaux. Ils peuvent être plus ou 

moins complexes. Leur conception est généralement coûteuse et il est souvent nécessaire 

d'optimiser la structure. Pour cela, la modélisation par éléments finis permet de s'affranchir 

d'expériences laborieuses. Cependant compte tenu de la taille très petite du motif élémentaire 

du composite devant celle de la structure à laquelle elles s’appliquent, il est difficile de 

modéliser l’ensemble du dispositif. Il faut donc homogénéiser les propriétés du matériau qui 

constitue le composite.  

 

3.1. Position du problème 
 

Les composites piézoélectriques sont constitués de différentes phases (matériaux). Chaque 

phase possède ses caractéristiques propres. 

Modéliser par éléments finis une grande structure faite d'inclusions peut s'avérer très difficile 

et coûteuse en temps de calcul. Tout d'abord, il faut savoir mailler avec précision la structure 

et ensuite savoir gérer les conditions limites qui sont appliquées. C'est pourquoi, il est 

intéressant d'homogénéiser. Il s'agit de trouver un matériau équivalent qui présente, de façon 

macroscopique, le comportement mécanique et électrique du composite. 

Pour cela, il faut calculer les valeurs "effectives" des caractéristiques élémentaires du 

composite. 
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][e-][c

D

T
 (I. 10) 

Les grandeurs surmontées d'une barre représentent les grandeurs moyennes. L'exposant "eff" 

représente les grandeurs "effectives" c'est à dire homogénéisées.   

Dans le cas d'un solide piézoélectrique isotrope transverse, il y a onze coefficients effectifs à 

calculer en ne tenant pas compte de la relation qui lie les coefficients E
11c , E

12c  et E
66c . 
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3.2. Les techniques d'homogénéisation existantes 
 

Les techniques analytiques peuvent être réparties en trois catégories : celles reposant sur les 

lois de Voigt et Reuss, celles utilisant le tenseur d’Eshelby et celles qui sont basées sur 

d'autres principes. Le tenseur d’Eshelby a pour caractéristique de prendre en compte la forme 

de l’inclusion. 

 

3.2.1. Méthodes d’homogénéisation basées sur les hypothèses de Voigt et Reuss 

 

Les méthodes reposent sur l'addition en série des deux phases (Reuss, équivalent au modèle 

du module transverse équivalent de la loi des mélanges) [Reu29] et parallèles (Voigt, 

équivalent au modèle du module longitudinal équivalent de la loi des mélanges) [Voi29]. Les 

calculs de ces méthodes sont ensuite différents. 

 

3.2.1.1.La méthode de Newnham 

 
Le Professeur Newnham est l'un des premiers à avoir développé une méthode 

d'homogénéisation basé sur les lois série-parallèle. L'équipe du Professeur Newnham de 

l'Université de Pennstate, a développé quelques formules analytiques pour calculer les 

constantes piézo-électriques dans le cas de composites 3-1 (fig. I.16) ainsi qu'une constante 

diélectrique [KBN80]. Leur théorie est basé sur la théorie de la connexité. 

 

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre I : Etat de l’Art 

45 

 

Figure I. 16 Composite 1-3 
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m
31m

f
31f

eff
31 ddd ν+ν=  (I. 13) 

 
Sm
33m

Sf
33f

Seff
33 εν+εν=ε  (I. 14) 

 
L'avantage principal de cette méthode est la détermination facile de trois des coefficients.  

 

3.2.1.2.La méthode de Benveniste & Dvorak 

 

La théorie de Benveniste & Dvorak est basée sur l'hypothèse des champs uniformes [Dvo90] 

dans des milieux hétérogènes avec des conditions limites particulières. Le milieu est considéré 

comme diphasique. Les frontières entre les milieux sont cylindriques. Les constituants sont 

isotropes transversalement. Le composite est soumis à des conditions limites de déformation 

et de champ électrique.  

Les surfaces entre les phases sont parallèles à l'axe 3.  

Benveniste et Dvorak obtiennent quatre équations distinctes donnant tour à tour des systèmes 

homogènes pour plusieurs constantes. Ils en concluent qu'un champ de déformation et un 

champ électrique homogènes à travers le composite sont induits.  

Ces résultats ont été utilisés par Benveniste et Dvorak [BD92] pour la détermination des 

fonctions d'influence.  
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Tels que )x(bet)x(a),x(B),x(A )r()r()r()r(  sont les matrices représentant les fonctions 

d'influence. Benveniste et Dvorak parviennent à démontrer l'existence d'un champ uniforme 

utilisé précédemment. Ensuite, les considérations précédentes sont supposées vraies et ils 

peuvent alors en déduire les relations calculant les valeurs effectives du matériau homogène 

en fonction des valeurs des deux constituants du composite [BD92-Ben93].   
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où fν  représente la fraction volumique de l'inclusion. Les matrices )f(A , )f(B , )f(a  et 

)f(b sans l'argument x représentent la moyenne des fonctions d'influence appelées "facteurs 

de concentration". Le système d'équation doit satisfaire une équation supplémentaire pour la 

consistance : 

)cc(B)ee(ba)(A)ee( T
m

T
f

T)f(
mf

T)f()f(S
m

S
f

)f(
mf −−−=ε−ε+−  (I. 17) 

 

Une fois les facteurs de concentration déterminés, les coefficients effectifs sont obtenus. 

 

3.2.1.3.La méthode de K. Schulgasser 

 

K. Schulgasser [Sch92] a développé la méthode d’homogénéisation la plus simple à utiliser. Il 

considère un piézocomposite à deux phases. Il considère avoir dix coefficients effectifs à 

déterminer car il conserve la loi sur le coefficient 66c propre aux matériaux de classe 6mm.  

( )E
12

E
11

E
66 cc

2
1c −=  (I. 18) 

Il parvient à déterminer cinq relations indépendantes de la géométrie de l’inclusion et qui 

relient six coefficients effectifs. 

Schulgasser considère que l’échantillon de composite considéré est long dans la direction 

axiale en comparaison des autres directions. En invoquant une extension des théorèmes de 
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moyenne énoncés par Hill [Hill63] et Hashin [HS63], Schulgasser obtient six relations dont 

cinq indépendantes reliant six coefficients effectifs. 
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Avec  

E
12

E
11 cck +=  (I. 20) 

Il considère les fractions volumiques de la fibre fν et celle de la matrice mν . eff signifie que 

la valeur est homogénéisée, m pour matrice et f pour fibre. Schulgasser a montré que le 

problème aux valeurs limites implique deux équations couplées de Laplace. Il suffit donc de 

considérer le déplacement suivant l’axe 3. Une analogie peut être faite entre le calcul des 

modules de cisaillement axial effectif et la conductivité transverse effective pour les 

composites à fibres déjà bien connus [Has83]. Milgrom et Shtrikman [MS89] ont prouvé le 

théorème donnant les conditions de compatibilité entre les constantes effectives pour les 

problèmes couplés quand chaque force n’induit pas seulement son flux conjugué mais aussi 

les autres flux. Ils l’ont appliqué à la magnétostriction et Schulgassser l’a transcrit pour la 

piézoélectricité. L’équation suivante est alors obtenue : 
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eff
11
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Schulgasser conserve donc une équation reliant deux constantes. Il n’a pas pu déterminer de 

loi sur la constante ( )1211 cc − . Il ne prend pas réellement en compte la forme de l'inclusion 

et il est donc difficile de considérer d’autres inclusions. 

 

3.2.1.4.La méthode de Hagood 

 

Les méthodes développées par Hagood et Bent [BH97a] reposent sur deux principes. La 

comparaison des résultats obtenus avec ces deux méthodes a permis de valider leurs résultats. 

La particularité de ces méthodes est qu'elles prennent en compte les électrodes. En d'autres 

termes, les constantes homogénéisées du composite à fibres actives sont calculées mais en 
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plus, ces constantes prennent en considération l'emplacement, le pas, les dimensions des 

électrodes.  

 

La méthode des Eléments Finis 

Les chercheurs ont tout d'abord utilisé l'outil de modélisation par éléments finis. Ils 

considèrent un composite à fibres actives (fig. I.17) avec des électrodes interdigitées pour les 

charger électriquement [BH97b].  

 

 

Figure I. 17  Géométrie du Composite à Fibres Actives avec Electrodes Interdigitées 

 

Les fibres sont alignées dans le plan, avec une orientation le long de l'axe x3. Les électrodes 

ont des branches alimentées alternativement. Elles sont placées à la fois sur la surface 

supérieure et sur la surface inférieure. Les fibres se déforment suivant l'axe x3 car elles sont 

chargées électriquement dans ce sens. Le sens de polarisation est suivant l'axe x3. 

Pour leur modélisation, Bent & Hagood considèrent uniquement un quart de la fibre (fig. I.18) 

en prenant en compte les plans de symétrie suivant les trois axes.  

 

Figure I. 18  Représentation de la modélisation de quart de fibre 
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La méthode des Champs Uniformes 

La méthode des Champs Uniformes est basée sur celle développée par Banno reposant sur 

une approche par des cubes modélisant des renforts discontinus. La méthode "Uniform Fields 

Model" (Modélisation des Champs Uniformes) est une généralisation de la méthode des 

Mélanges. De plus, comme le nom de la méthode l'indique, les champs mécaniques et 

électriques sont uniformes dans chaque phase. La méthode des Champs Uniformes viole en 

fait les lois d'équilibre et de compatibilité aux interfaces. Cependant, la grande variété de 

matériau rend cette méthode souhaitable pour modéliser les composites. De plus, elle a 

l'avantage de procurer une solution proche qui donne un aperçu physique du problème. 

La méthode repose sur une combinaison de plusieurs cas de Champs Uniformes (fig. I.19) 

pour résumer la description géométrique [HB93]. Dans le cas des composites à fibres actives, 

le Volume Elémentaire Représentatif est divisé en trois parties. Les cas A et B représentent la 

réponse à prédominante mécanique et la réponse électrique à l'écart des électrodes. 

 

 

Figure I. 19 Géométrie du Modèle à Champ Uniforme 

 

Le cas C représente les propriétés électriques locales dans la région des électrodes. Le cas C 

est considéré comme une combinaison purement électrique de la fibre et de la matrice.  

Comme le montre la figure, le volume de la fibre est modifié. Le modèle ne considère pas la 

forme circulaire. Il s'agit déjà là d'une approximation. Chaque cas est analysé séparément pour 

obtenir les propriétés macroscopiques.  

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre I : Etat de l’Art 

50 

Bent et Hagood ne prennent pas en considération des coefficients de cisaillement car ils sont 

dissociés des autres coefficients. Les relations constitutives se réduisent alors au système 

suivant : 


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 (I. 22) 

Le système est donc limité aux coefficients de compressibilité mécaniques, piézoélectriques et 

diélectriques. Sans entrer dans le détail des calculs, il faut savoir que le premier cas étudié, 

lors d'un composite ordonné est le cas C. Les coefficients effectifs sont calculés pour ce cas et 

insérés pour ensuite les appliquer au cas A. Ces nouveaux coefficients sont alors utilisés pour 

le calcul du cas B. Les coefficients effectifs sont alors déterminés pour le matériau 

piézoélectrique en considérant les électrodes. Afin de valider le modèle, Bent & Hagood  ont 

comparé leurs résultats à des théories classiques. Il s'agit de la deuxième méthode utilisée par 

les chercheurs : la modélisation par Eléments Finis. À l'aide du programme ANSYS, ils 

modélisent un quart de fibre en faisant appel aux plans de symétrie pour réduire la taille du 

modèle. Cette méthode est reprise dans cette thèse (avec le code ATILA). Mais Bent et 

Hagood se limitent au calcul des coefficients calculés avec la précédente méthode. En 

appliquant les conditions aux limites appropriées au volume, ils obtiennent les coefficients. Ils 

font varier la fraction volumique en changeant le diamètre de la fibre. Ainsi, ils peuvent 

valider leur résultats. Ils obtiennent une très bonne concordance. 

 

3.2.1.5.La méthode de Yamaguchi & Hashimoto 

 

À l'Université du Japon, au département d'ingénierie électrique, K.Y. Hashimoto et M. 

Yamaguchi déterminent les coefficients piézoélectriques analytiques pour une structure 

multicouche [HY86]. La principale hypothèse consiste à considérer que la périodicité de la 

structure est très petite devant la longueur de l'onde élastique. Pour déterminer les 

coefficients, ils utilisent la méthode de la propagation d'ondes couplée au théorème de 

Floquet. La condition limite impose que la contrainte et la densité de flux perpendiculaires à 

l'interface soient continues et que la déformation et le champ électrique parallèles à l'interface 

soient continus. Pour simplifier, les champs sont supposés uniformes le long du front d'onde. 

Yamaguchi et Hashimoto dissocient en deux vecteurs les quantités uniformes le long du front 

d'onde G, et celles non uniformes H.  

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre I : Etat de l’Art 

51 

)D,E,E,S,T,T,T,S,S(G 321654321=  (I. 23) 

 

)E,D,D,T,S,S,S,T,T(H 321654321=  (I. 24) 

 

Considérant la matrice P suivante,  





 =−

=
casautreslesdans0

99ou55,44,33ijpour,1
Pij  (I. 25) 

 

Le système à résoudre se présente sous la forme : 

[ ][ ] [ ]{ } [ ][ ] [ ]{ }GPQLHQPL +=+  (I. 26) 

 

où [ ] [ ] [ ]IPQ +=  et [ ]I  est la matrice identité. 

Une fois le système résolu, la matrice [L] qui contient les coefficients à homogénéiser est 

déterminée. On se rend compte en fait que le système est identique à celui de Benveniste et 

Dvorak. Les résultats sont totalement identiques car les conditions limites sont identiques. 

Cette méthode ne fait aucune restriction de direction. 

 

3.2.2. Méthodes d'homogénéisation faisant appel au tenseur d'Eshelby 

 
Yakov Benveniste considère un composite multiphase. Une distribution des contraintes 

internes statistiquement homogène et de champs de polarisation spontanés est admise. L'étude 

est basée sur la théorie des travaux virtuels [Ben93]. 

Il considère un composite multiphase à N phases, défini par les lois constitutives : 

N1,2,....,r
P(x)E(x)][ε(x)S(x)][e(x)D

λ(x)E(x)][e(x)S(x)][c(x)T

0
r~r~

S
r

r~r
r~

0
r~r~

t
r

r~
E
r

r~
=










++=

+−=
 (I. 27) 

avec 0

r~
λ le vecteur contraintes internes et 0

r~
P le vecteur champ de polarisation qui sont 

constants dans les phases. 

Les coefficients élastiques, piézoélectriques et diélectriques effectifs sont déterminés en 

considérant le vecteur contraintes internes et le vecteur champ de polarisation nuls. De plus, 

on soumet la surface du corps à un chargement électromécanique. On obtient ainsi le système 

d'équations suivant : 
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
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E][bS][a(x)E

E][BS][A(x)S
  (I. 28) 

où [Ar], [Br], [ar], [br] sans argument (x) représentent la moyenne des fonctions d'influence sur 

la phase r dans le volume élémentaire représentatif. Ils sont appelés facteurs de concentration.  

Dans le cas de N phases distinctes, on obtient : 

∑∑

∑∑

==

==

==

==
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1r
rr

N

1r
rr

N

1r
rr

N

1r
rr

[i]][bν[0]][aν

[0]][Bν[I]][Aν
  (I. 29) 

νr représente la fraction volumique de la phase r. [I] et [i] sont respectivement les matrices 

identité d'ordre 6 et 3. 

On obtient alors les relations reliant les coefficients effectifs aux valeurs dans chaque phase. 

















+=

+=

−=

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

= =

= =

= =

]][b[εν]][B[eν][ε

]][a[εν]][A[eν][e

][a][eν]][A[cν][c

r
S
r

N

1r

N

1r
rrrr

Seff

r
N

1r

N

1r

S
rrrrr

eff

r
t

r
N

1r

N

1r
rrrr

eff

 (I. 30) 

Il reste donc à déterminer les facteurs de concentration avec le tenseur d'Eshelby. Ce dernier 

permet d'inclure au système une sensibilité à la forme de l'inclusion. 

 

Les méthodes qui vont être évoquées vont faire appel à la théorie de l'inclusion équivalente 

d'Eshelby [Esh57 – Mu82].  

Dans leur article, Dunn et Taya [DT93] ont opté pour la notation de Barnett et Lothe [BL75]. 

Elle permet de traiter à la fois les constantes élastiques et piézoélectriques, de façon 

condensée. Deux méthodes permettent de déterminer ce tenseur. La première est la méthode 

diluée et la seconde est celle de Mori Tanaka. 

 

3.2.2.1.Modèle dilué 

 

La méthode diluée suppose que le milieu environnant l'hétérogénéité est la matrice. Cette 

méthode est valable uniquement à faible fraction volumique mais elle constitue une base pour 
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la méthode suivante. On ne prend pas en compte l'interaction entre les inclusions. La matrice 

de localisation est : 

11211eshdil )]L(L:)(L:S[IA −− −+=  (I. 31) 

Sesh est le tenseur d'Eshelby [Esh57]. Des valeurs sont données pour des inclusions 

sphériques, cylindriques dans l'article de Dunn et Taya [DT93]. 

 

3.2.2.2.Modèle de Mori et Tanaka 

 

La méthode représente une base pour celle de Mori et Tanaka qui reporte l'interaction entre 

les fibres sur le champ de déformation de la matrice. La matrice de localisation est : 

1dil
21

dilMT ]AνI[νAA −+=  (I. 32) 

Ce modèle appartient à la classe des théories des champs effectifs. Il est supposé fournir 

d'excellents résultats et sert souvent de base de comparaison pour d'autres méthodes. 

La matrice de localisation ainsi déterminée, permet de calculer les valeurs effectives avec, 

entre autres, la méthode de Benveniste précédemment exposée. 

 

3.2.2.3.Modèle auto-cohérent 

 
Le matériau composite formé de fibres identiques, ellipsoïdales et de même orientation est 

soumis à une déformation macroscopique. Le modèle auto-cohérent est basé sur l'idée d'isoler 

une fibre quelconque et de la considérer comme une hétérogénéité plongée dans un milieu 

effectif de propriétés. L'analogie avec la théorie de l'inclusion d'Eshelby (si l'inclusion est de 

forme ellipsoïdal et si la transformation qu'elle subit conduit à une déformation libre 

homogène, alors l'état d'équilibre est tel que la déformation finale dans l'inclusion est 

homogène) est alors immédiate.  

1eff21effeshAC )]LL(:)L(:SI[A −− −+=  (I. 33) 

 
3.2.3. Les méthodes basées sur d'autres principes 

 

3.2.3.1.La méthode de Poizat 

 

Christophe Poizat a utilisé le logiciel ABAQUS pour modéliser le volume élémentaire 

représentatif. En partant des équations de la piézoélectricité et en imposant des conditions aux 
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limites adéquates, Poizat parvient à déterminer les coefficients effectifs [Poi00]. Par exemple, 

sur le volume suivant (fig. I.20) : 
 

 
Figure I. 20 Volume élémentaire représentatif 

 

Si on impose les conditions limites suivantes : 

Sur A'1 u1 = 0 Sur A1 u1 identique sur A1 

Sur A'2 u2 = 0 Sur A2 u2 identique sur A2 

Sur A'3 u3 = 0, ϕ = 0 

 

Sur A3 u3 identique sur A3, ϕ = a.<E3> 

 

On peut déterminer eff

33d  tel que : 

ϕ
== 3A

3

3eff
33

u

E
S

d  (I. 34) 

Christophe Poizat a ainsi déterminé eff
33d , eff

31d , eff
33e  et eff

31e . Il se limite aux modules 

longitudinaux et transversaux pour que la cellule parallélépipédique reste parallélépipédique. 

Il a comparé ses résultats avec des valeurs expérimentales [CU89] et la méthode de Mori 

Tanaka. Ses résultats pour eff
33d  sont proches des valeurs obtenues par ces auteurs. Il a 

également observé l'influence de la distribution des fibres sur son modèle. Les résultats restent 

excellents quelle que soit cette distribution. L'intérêt majeur de sa démarche est qu'il a abordé 

les piézocomposites 0-3. Il est important de considérer ce type de matériau équivalent à des 

fibres courtes car dans le cas d'actionneurs utilisés dans notre méthode, parfois les fibres se 

cassent lors des manipulations. 
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3.2.3.2.La méthode de Abgossou & Pastor 

 

Abgossou propose l'implémentation d'une technique d'homogénéisation pour des milieux 

piézoélectriques périodiques [AVP99]. Il se propose de comparer la méthode développée par 

Joseph Pastor [Pas97] à d'autres méthodes analytiques. 

Le travail de Pastor est basé sur la formulation variationnelle. Le raisonnement est le même 

que celui adopté par le code ATILA. Les inconnues sont le déplacement et le potentiel. De 

plus, des termes particuliers permettent d'inclure dans les équations, comme inconnues, les 

moyennes de la déformation et du champ électrique. 

Les valeurs obtenues sont comparées à celles obtenues par la méthode de Schulgasser 

[Schul92] et de Mori Tanaka [DT93]. 

Les résultats numériques sont proches des résultats analytiques pour la valeur de d33 quelle 

que soit la fraction volumique de fibres. Mais cette méthode est difficile à implémenter. Les 

inconnues supplémentaires imposent un travail algorithmique conséquent. Il faut retravailler 

complètement le logiciel afin d'intégrer de nouvelles variables, ce qui n’a pas été envisagé. 

 

3.3. Tableau récapitulatif des différentes méthodes d'homogénéisation 
 
Le tableau I.2 résume les différentes méthodes d'homogénéisation précédemment présentées. 

 
Tableau I. 2 Tableau récapitulatif des techniques d'homogénéisation 
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4. CONCLUSION 
 

Ce chapitre a permis de présenter un état de l'art sur le contrôle de forme de pales et ainsi de 

voir que le sujet est étendu. Les matériaux utilisés ont été présentés ainsi que leurs 

applications en tant qu'actionneurs. Certaines méthodes d'homogénéisation analytiques déjà 

existantes ont été programmées et ont servi de moyen de comparaison. La difficulté de mise 

en place de la modélisation des matériaux par le contrôle de forme a conduit naturellement au 

développement d'une nouvelle technique d'homogénéisation numérique, faisant l'objet du 

chapitre suivant. Cette méthode est rapide dès que les fibres (constituants et formes ainsi que 

la matrice sont paramétrées. De plus, de nouvelles inclusions peuvent être prises ne compte. 
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CHAPITRE II :  Technique d'Homogénéisation développée 
 
Étant donné les limites des techniques d'homogénéisation existantes, une méthode 

numérique d'homogénéisation a été développée et présentée dans ce chapitre. Elle 

repose sur la méthode des éléments finis, et utilise le code ATILA. Deux techniques 

numériques sont proposées. La méthode du Volume Elémentaire Représentatif et la 

méthode de Propagation d'Ondes. Le couplage entre les deux méthodes permet 

d'obtenir l'ensemble des constantes homogénéisées de la structure. Dans ce chapitre, 

après la description de la Méthode des Eléments Finis, chacune des deux techniques 

d'homogénéisation est présentée. La validation des méthodes est effectuée en comparant 

les résultats avec ceux obtenus par d'autres méthodes. Une application est ensuite 

décrite dans le cas d'un matériau piézocomposite 1-3 [EH03]. 
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NOTATIONS 
 

a Dimension d'un côté du VER 

[B] Matrice des dérivées des fonctions d'interpolations 

[cE] Tenseur des constantes de rigidité à champ électrique constant 

cL Vitesse de propagation de l'onde longitudinale 

cT Vitesse de propagation de l'onde transversale 

[d] Tenseur des constantes piézoélectriques 

~
D  Vecteur déplacement électrique 

[e] Tenseur des constantes piézoélectriques 

~
E  Vecteur champ électrique 

~
f  Vecteur densité superficielle de force connue 

~
F  Vecteur des forces appliquées 

FFVS Free Field Voltage Sensitivity 

~
k  Vecteur d'onde 

[K] Matrice de rigidité 

l Dimension de la longueur du VER 

[M] Matrice masse 

~
n  Vecteur unitaire normal du domaine piézoélectrique 

[Ne] Matrice regroupant les fonctions d'interpolation 

 eNϕ  Matrice ligne regroupant les tenseurs d'interpolation 

PO Propagation d'Onde 

~
Q  Vecteur des charges appliquées 

Qp Charge électrique 
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[S] Tenseur des déformations 

[sE] Tenseur des constantes d'élasticité à champ électrique constant 

[T] Tenseur des contraintes 

TVR Transmitting Voltage Response 

~
u  Vecteur déplacement 

e
~
U  Valeurs nodales du déplacement 

~
x  Vecteur repère d'origine 

V Volume 

VER Volume Elémentaire Représentatif 

Γ Surface du domaine piézoélectrique 

[Γ] Tenseur de Christoffel 

[εS] Tenseur des constantes diélectriques à déformation constante 

~
θ  Vecteur des forces appliquées 

θ et ϕ Angles directeurs du vecteur d'onde 

λ Longueur d'onde 

νf,m Fraction volumique de la fibre et de la matrice 

ρ, ρf,m Masse volumique, masse volumique de la fibre et de la matrice 

ϕ Potentiel électrique 

ϕp Potentiel électrique connu 

ω Pulsation 

Ω Domaine piézoélectrique 
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1.  LA METHODE DES ELEMENTS FINIS APPLIQUEE A LA 

PIEZOELECTRICITE 
 

1.1. Les relations fondamentales et géométriques 
 

Un domaine piézoélectrique noté Ω, limité par une surface Γ, de normale n  orientée vers 

l'extérieur est considéré (fig. II.1). Le problème électrique est couplé au problème mécanique 

à l'intérieur du domaine piézoélectrique. 

 

Ω 
le domaine piézoélectrique 

Γ 
la frontière 

n  

 

Figure II. 1 Domaine étudié 
 

Dans le domaine Ω, le couplage entre les grandeurs électriques et mécaniques est décrit à 

travers des équations constitutives de la piézoélectricité détaillées en Annexe A. 









+=

−=

i
S
ijklikli

kkijkl
E
ijklij

EεSeD

EeScT
 (II. 1) 

où [T] est le tenseur des contraintes, [S] le tenseur des déformations, 
~
E  le vecteur champ 

électrique, 
~
D  le vecteur déplacement électrique, ]c[ E  le tenseur de rigidité à champ 

électrique constant, [ ]e  le tenseur piézoélectrique et [ ]Sε  le tenseur diélectrique à déformation 

constante. Le tenseur des déformations peut être relié au vecteur déplacement 
~
u  par : 
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i
ij +=

∂

∂
+

∂
∂

=  (II. 2) 

De plus, le champ électrique 
~
E dérive du potentiel ϕ. 

j,
j

j x
E ϕ−=

∂
ϕ∂−=  (II. 3) 

La relation fondamentale de la dynamique s'exprime comme [DR74 ] : 

2
i

2

j

ij

t

u
ρ

x
T

∂

∂
=

∂

∂
   ou encore    ijij,

..
uρT =  (II. 4) 

Dans le cas quasi statique :  

0T jij, =  (II. 5) 

Une autre équation d'équilibre est obtenue à partir de l'équation de Poisson. 

0
x
D

i

i =
∂
∂

 ou encore 0Ddiv
~

=  (II. 6) 

Dans cette dernière équation, l'absence de toute charge libre est considérée comme hypothèse, 

ce qui est le cas dans un diélectrique parfait. 

De ces équations, il est possible d'obtenir le système suivant : 
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 (II. 7) 

En supposant 
~
u  harmonique. 

Pour un domaine purement élastique, les équations se déduisent des équations précédentes en 

ignorant la grandeur électrique.  

Les conditions aux limites associées à cette relation sont mécaniques et électriques. Dans un 

premier temps, les conditions mécaniques portent sur le champ de déplacement. En tout point 

de la surface de Dirichlet, le déplacement suppose : 

'
ii uu =  (II. 8) 

où '
iu est un déplacement connu. Dans un deuxième temps, les conditions mécaniques portent 

sur le champ de contrainte (condition de Neumann) : 

ijij fnT −=  (II. 9) 
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où 
~
n  est un vecteur unitaire normal à la surface, orienté vers l'intérieur et 

~
f une densité 

superficielle de force connue.  

Ensuite, les conditions électriques imposent une absence de charges superficielles en absence 

d'électrode : 

0nD ii =  (II. 10) 

Ceci prend en compte la permittivité diélectrique élevée des matériaux piézoélectriques 

considérés. Pour une surface quelconque recouverte d'une électrode, la condition limite 

devient : 

pϕ=ϕ  (II. 11) 

Où pϕ  représente un potentiel électrique connu, soit la charge portée par l'électrode : 

∫∫
Γ

=Γ− pii QdnD  (II. 12) 

où pQ est une charge électrique connue. 

 
1.2. La formulation variationnelle 

 
 
Le système d'équations ainsi que celles qui précèdent représentent les équations d'Euler et les 

conditions aux limites associées à la quantité stationnaire L définie par : 
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(II. 13) 

Les trois premiers termes se rapportent au solide élastique (potentiel de déformation et énergie 

cinétique / déplacements imposés / travail des forces extérieures). Les trois termes suivants 

permettent d'ajouter les composantes électriques afin de considérer un matériau 

piézoélectrique. [Lew61-EN67-HEN68-HEN69-AH70] 
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1.3. Discrétisation par la méthode des éléments finis 
 

Lors de la résolution d'un problème à l'aide de la méthode des éléments finis, le domaine 

étudié est découpé en sous-domaines appelés éléments, interconnectés aux points appelés 

nœuds. Au sein du code ATILA [ATI02], l'interpolation utilisée est généralement quadratique 

et les éléments constitués sont iso paramétriques (fig. II.2) (nœuds aux coins et aux milieux 

des segments – cf Annexe B). 

 

 

Figure II. 2 Discrétisation du domaine d'étude 

 

Le déplacement et le potentiel électrique en un point quelconque, situé à l'intérieur d'un 

élément, peuvent être reliés aux valeurs nodales du déplacement e
~
U et du potentiel e

~
Φ  à 

l'aide de fonctions d'interpolation (Annexe B) [Dec84].  

e
~

e
~

U]N[u =  (II. 14) 

  e
~

eN Φ=ϕ ϕ  (II. 15) 

avec  eNϕ  et ]N[ e  les matrices regroupant les fonctions d'interpolation. La déformation en ce 

point s'exprime en fonction des dérivées des fonctions d'interpolation mentionnées dans la 

matrice ]B[ e . 

e
~

ee
~

U]B[S =  (II. 16) 

La grandeur L exprimée dans l'équation (II.13) doit être décomposée en une somme 

d'intégrales sur tous les éléments e du maillage. L'indice e fait référence à l'élément : 
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






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


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













ϕ+Γ−

Ωϕεϕ−Ωϕ+

Ωρω−Ω

=

∑∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∫∫∫ ∫∫∫

∑

=Γ

Ω
ϕϕ

Ω
ϕ

Ω Ω

M

0p
ppe~

teet
~

e
e

~

eSteet

~
e

e

~

eteet
~

e
e

~
eteet

~e
e

~
eEteet

~

e

Qdf]N[U

d)]B][[]B[(
2
1d)]B][e[]B[U(

d)U]N[]N[U(²
2
1d)U]B][c[]B[U(

2
1

L

e

e e

e e

 (II. 17) 

Les vecteurs e
~
U  et e

~
Φ  ne dépendent pas des variables d'intégration. L peut alors s'écrire : 





















ϕ+−ϕϕ+ϕ+

ω−

=
∑

∑

=
ϕϕϕ

M

0p

e
pp

e
~

et
~

e

~

eet

~

e

~

e
u

et
~

e
~

eet
~

e
~

e
uu

et
~

e QFU]K[
2
1]K[U

U]M[U²
2
1U]K[U

2
1

L  (II. 18) 

 

Avec les matrices [K] définies selon : 

matrice de rigidité mécanique : 

∑∫∫∫=
e Ω

ee
u

Eee
uuu

e

]dΩ][B][c[B][K  (II. 19) 

matrice de couplage électromécanique : 

∑∫∫∫ ϕϕ =
e Ω

eetete
uu

e

]dΩ[B][e][B][K  (II. 20) 

matrice de rigidité diélectrique : 

∑∫∫∫ ϕϕϕϕ −=
e Ω

eeSete
e

]dΩ][B[ε][B][K  (II. 21) 

De plus : 

vecteur des valeurs nodales des forces appliquées : 

∫∫=
eΓ

e
~

te
u

e
~

dΓf][NF  (II. 22) 

vecteur des valeurs nodales de la charge appliquée : 

∫∫ ϕ=
eΓ

e

~

tee

~
dΓQ][NQ  (II. 23) 

matrice élémentaire de masse cohérente : 

∫∫∫
Ω

Ωρ=
e

eete ]d[N][N]M[  (II. 24) 
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L'application du principe variationnel conduit à minimiser L par rapport aux valeurs nodales. 

Le système d'équations linéaires obtenu en analyse statique est : 

















−
=

























ϕϕϕ

ϕ

~

~

~

~
t

u

uuu

Q

F

Φ

U

][K][K

][K][K
 (II. 25) 

La structure piézoélectrique est supposée posséder plusieurs électrodes dont l'une servir de 

référence de potentiel (masse) tandis que les autres sont dites "chaudes". 

D'autres analyses sont également possibles comme: 

Analyse modale : 

















−
=























 ω

ϕϕϕ

ϕ

~

~

~

~
t

u

uuu

Q

0

Φ

U

][K][K

][K²[M]-][K
 (II. 26) 

Le système est obtenu en posant 0F
~

=  et en ajoutant un terme cinétique. Si toutes les 

électrodes sont en court-circuit (masse), leurs potentiels électriques sont nuls et les valeurs 

propres sont appelées pulsations de résonance. Si le système est en circuit ouvert (isolé), la 

somme des charges nodales sur chaque électrode est nulle. Les valeurs propres du système 

sont appelées pulsations d'anti-résonance.  

Analyse harmonique : 

( )
~u~uu ]K[U]M²[]K[ Φ−=ω− ϕ  (II. 27) 

La structure est mécaniquement libre et excitée de façon sinusoïdale par les électrodes. Il est 

possible de calculer l'admittance en ne considérant qu'une électrode chaude. 

Analyse transitoire : 





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



−
=
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
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
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


















ω
+

ϕϕϕ

ϕ

ϕϕϕ

ϕ

~

~

~

~
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u

'
u
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~
''t''
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u

''
uu

0~ Q

F

Φ

U

][K][K

][K][K

Φ

U

][K][K

][K][K1U]M[  (II. 28) 

. et .. sont respectivement les dérivées première et seconde par rapport au temps. [K'] et [K"] 

représente respectivement la partie réelle et imaginaire du tenseur [K]. 
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2. METHODE DU VOLUME ELEMENTAIRE REPRESENTATIF 
 

2.1. Définition et cas général du matériau élastique 
 

A l'échelle des fibres, les composites sont des matériaux hétérogènes. Lors de la 

détermination des propriétés effectives, la prise en compte de l'ensemble du matériau et de 

toutes ses hétérogénéités représente une tache compliquée. Il est donc nécessaire de réduire le 

domaine étudié afin de déterminer les caractéristiques du composite. Le volume sur lequel les 

propriétés sont moyennées est appelé Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R.). Ce volume 

doit satisfaire les critères suivants : 

o Il doit être suffisamment petit pour prendre en compte la structure microscopique du 

matériau et suffisamment grand pour pouvoir décrire le comportement global de ce 

matériau. 

o Ses propriétés doivent être indépendantes de l'endroit du matériau où il a été "prélevé". 

 

Des conditions de contrainte et de déformation étant imposées à la frontière du VER, le calcul 

d'homogénéisation consiste à déterminer les champs de contrainte et de déformation au sein 

du VER. Il est alors possible de calculer la contrainte moyenne dans la direction m au sein de 

l'élément de volume : 

∫=
V

mm dVT
V
1T  (II. 29) 

avec m = 1,…,6. De la même façon, la déformation est donnée par : 

∫=
V

mm dVS
V
1S  (II. 30) 

A partir de la moyenne des contraintes et des déformations sur le VER, il est alors possible de 

déterminer les propriétés effectives du matériau homogénéisé. 

Dans le cas d'un matériau piézoélectrique, malheureusement, ce n'est pas aussi simple que 

dans un matériau élastique. Il faut prendre en compte le couplage des grandeurs élastiques 

avec les grandeurs électriques du matériau. 
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2.2. VER : application au cas du matériau piézoélectrique 
 

2.2.1. Détermination des coefficients mécaniques effectifs 

 
La détermination des constantes mécaniques implique que le matériau soit purement 

élastique, soit à champ électrique constant. Pour ce faire, il est indispensable d'imposer un 

champ électrique nul (différence de potentiels sur la longueur) par exemple en considérant le 

potentiel nul dans le matériau. 

0=ϕ  (II. 31) 

 

Pour la suite des calculs, a représente le coté du VER et l la longueur du VER. 

 

Détermination du coefficient effectif Eeff
11s  

 
Reprenons les équations constitutives de la piézoélectricité.  











































































ε
ε

ε

=







































3

2

1

6

5

4

3

2

1

T
33333231

T
2224

T
1115

E
66

15
E
55

24
E
44

33
E
33

E
32

E
31

32
E
23

E
22

E
21

31
E
13

E
12

E
11

3

2

1

6

5

4

3

2

1

E
E
E
T
T
T
T
T
T

00000ddd
0000d000
000d0000
000s00000
00d0s0000
0d000s000

d00000sss
d00000sss
d00000sss

D
D
D
S
S
S
S
S
S

 (II. 32) 

Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3313
E
132

E
121

E
111 EdTsTsTsS +++=  (II. 33) 

Le matériau est considéré comme purement élastique, compte tenu du potentiel nul partout : 

0E3 =  (II. 34) 

En appliquant une contrainte dans la direction 1, la relation se réduit à : 

1
E
111 TsS =  (II. 35) 

Compte tenu des plans de symétrie, le Volume Élémentaire Représentatif se réduit à un quart 

de fibre (fig. II.3). Il faut d'abord appliquer une contrainte sur la face B. Les faces marquées 
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d'une lettre primée sont les faces représentant la symétrie. Les faces restantes ont des 

déplacements plans.  

 

Figure II. 3 Volume Élémentaire Représentatif 

a)    b)  

Figure II. 4 a) Maillage du Volume Elémentaire Représentatif ; b) Maillage représentant le 
champ de déplacement suivant l'axe x1 

 

Le déplacement de la face C est relevé et la déformation est calculée.  

1

1
1 x

uS
∂
∂=  (II. 36) 

La contrainte appliquée sur la face C est calculée. 

l*a
FT1 =  (II. 37) 

Il est alors aisé de calculer le coefficient élastique effectif. 

1

1Eeff
11 T

S
s =  (II. 38) 

 
La figure II. 4 a) montre le maillage utilisé pour le calcul du coefficient effectif. Auncun effet 
de facteur de forme des éléments n'a été observé. Un maillage plus précis a donné des 
résultats équivalents. 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
21s  

 
Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3323
E
232

E
221

E
212 EdTsTsTsS +++=  (II. 39) 

Les conditions sont les mêmes que pour le cas précédent. 

 
a) 

 
 
b) 
 

Figure II. 5 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x2 

 










=

=

=

0E

0T

0T

3

3

2

 (II. 40) 

  

1
E
212 TsS =  (II. 41) 

  

2

2
2 x

uS
∂
∂=  (II. 42) 

  

l*a
FT1 =  (II. 43) 

  

1

2Eeff
21 T

S
s =  (II. 44) 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
31s  

 
Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans l'équation suivante : 

3333
E
332

E
321

E
313 EdTsTsTsS +++=  (II. 45) 

Les conditions limites sont les mêmes. 

 

 

a) 

 
b) 
 

Figure II. 6 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x3 

 










=

=

=

0E

0T

0T

3

3

2

 (II. 46) 

  

1
E
313 TsS =  (II. 47) 

  

3

3
3 x

uS
∂
∂=  (II. 48) 

  

l*a
FT1 =  (II. 49) 

  

1

3Eeff
31 T

S
s =  (II. 50) 

 

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre II : Technique d'Homogénéisation développée 

72 

Détermination du coefficient effectif Eeff
33s  

 
Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3333
E
332

E
321

E
313 EdTsTsTsS +++=  (II. 51) 

Le matériau est considéré comme purement élastique : 

0E3 =  (II. 52) 

En appliquant une contrainte dans la direction 3, la ligne se réduit à : 

3
E
333 TsS =  (II. 53) 

Compte tenu des plans de symétrie, le Volume Élémentaire Représentatif se réduit à un quart 

de fibre. Il faut d'abord appliquer une contrainte sur la face A (fig. II.7). Les faces marquées 

d'une lettre primée sont les faces représentant la symétrie. Les faces restantes ont des 

déplacements plans.  

 

 

Figure II. 7 Volume Élémentaire Représentatif  
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a) 

 
b) 

Figure II. 8 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x3 

 










=

=

=

0E

0T

0T

3

2

1

 (II. 54) 

  

3
E
333 TsS =  (II. 55) 

  

3

3
3 x

uS
∂
∂=  (II. 56) 

  

²a
FT3 =  (II. 57) 

  

3

3Eeff
33 T

Ss =  (II. 58) 

 
 
Le calcul des autres coefficients élastiques Eeff

12s , Eeff
13s , Eeff

22s , Eeff
23s  et Eeff

32s  n’est pas 

nécessaires compte tenu de la symétrie du système. Toutefois, les calculs sont en Annexe C. 

 
Pour le calcul des coefficients élastiques de cisaillement, le problème qui se pose concerne le 

nombre élevé de conditions limites à appliquer. Ce nombre est trop important sauf pour le 

calcul de  Eeff
66s  car le volume élémentaire peut être considérablement réduit.  

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Chapitre II : Technique d'Homogénéisation développée 

74 

Détermination du coefficient effectif Eeff
66s  

 
Dans le cas du calcul de la constante homogénéisée de cisaillement, le volume élémentaire est 

différent. Il s'agit d'un maillage 2D en déformation plane (fig. II.9). Le volume est limité par 

un plan de symétrie et un plan d'antisymétrie (fig. II.10) [EH02].  

 

 

Figure II. 9 Volume Elémentaire Représentatif 2D pour le calcul du Eeff
66s  

  

Le maillage et la déformation obtenue sont représentés sur le dessin suivant : 

 

 

Figure II. 10 Cisaillement du VER 2D 

 

En considérant le système d'équations, Eeff
66s  s'exprime sous la forme : 

6

6Eeff
66 T

Ss =  (II. 59) 

avec  
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2/a

F
T e

e

6

∑
=  (II. 60) 

et  







∂
∂+

∂
∂=

1

2

2

1
6 x

u
x
u

2
1S  (II. 61) 

Eeff
66s  est ainsi déterminé grâce à une moyennation des grandeurs mécaniques que sont la 

contrainte et le déplacement. 

 

Utiliser ce volume réduit permet de limiter le nombre des conditions limites à appliquer pour 

le détermination de la constante. Le problème se pose dans le cas du calcul du coefficient 

effectif Eeff
44s . Le volume élémentaire ne peut pas être réduit et le nombre de conditions 

limites est trop grand à gérer. Une autre solution s'offre alors à nous : utiliser la méthode de la 

propagation d'ondes.  

 

2.2.2. Détermination des coefficients piézoélectriques effectifs 

 

Le volume élémentaire choisi est le même que pour les calculs précédents. La particularité par 

rapport au maillage précédent est que le le potentiel électrique n'est pas nul. On impose sur les 

deux phases grisées, pour l'une un potentiel nul et pour l'autre un potentiel non nul. La 

polarisation est dans le sens de la fibre.  
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Détermination des coeffcients effectifs eff
31d  et eff

33d  

 
Les conditions limites appliquées sont représentées su la figure II.11. 

 

 

Figure II. 11 Volume Élémentaire Représentatif 

 

Considérant l'équation (II. 32), les coefficients effectifs qui nous intéressent apparaissent dans 

l'équation suivante : 

3313132121111 EdTsTsTsS +++=  (II. 62) 

Le Volume Elémentaire Représentatif est libre de contrainte donc il est possible de déterminer 

la constante 31d : 

3

1eff
31 E

Sd =  (II. 63) 

avec le déplacement suivant l'axe x1 : 

1

1
1 x

uS
∂
∂=  (II. 64) 

et le champ électrique suivant la fibre : 

l
E3

ϕ=  (II. 65) 

ϕ étant le potentiel et l la longueur du VER. 

Les figures suivantes (fig. II.12) représente le déplacement et le champ de potentiel. 
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a)   

b)  

Figure II. 12 a) Maillage représentant le champ de déplacement suivant x1 ; b) Maillage 
représentant le champ de potentiel 

 

Le calcul de 33d  s'effectue de la même manière : 

  

 

 
Figure II. 13 Maillage représentant le champ de déplacement 

suivant x3 

 

3

3eff
33 E

Sd =  (II. 66) 

  

3

3
3 x

uS
∂
∂=  (II. 67) 

  

l
E3

ϕ=  (II. 68) 
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Le calcul de eff
32d  n’est pas nécessaire compte tenu de la symétrie du système. Le calcul est 

effectué en Annexe C. 

Il reste à déterminer le coefficient effectif eff
15d . Mais par cette méthode, c'est difficile. La 

détermination se fera par la suite, grâce à la méthode de la propagation d'onde. 

 

2.2.3. Détermination des coefficients diélectriques effectifs 

 

Le Volume Elémentaire choisi est similaire au cas précédent. L'élément est polarisé dans le 

sens de la fibre.  
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Détermination du coefficient Teff
11ε  

 
Pour la détermination du coefficient effectif Teff

11ε , les phases grisées de la figure II.14 sont 

placées soit à la masse soit à un potentiel non nul. 

 

 

Figure II. 14 Volume Élémentaire Représentatif 

 
Considérant l'équation (II. 32), le coefficient effectif qui nous intéresse apparaît dans la 

relation suivante : 

1
T
115151 ETdD ε+=  (II. 69) 

Si un champ électrique est appliqué et en conservant le volume libre de contrainte, l'équation 

précédente se réduit à : 

1
T
111 ED ε=  (II. 70) 

sachant que le déplacement électrique 1D  s'exprime par : 

l*a
C*D1

ϕ=  (II. 71) 

et le champ électrique est donné par : 

a
E3

ϕ=  (II. 72) 

avec l la longueur du VER, a la largeur, ϕ  le potentiel et C la capacitance. 

Il est possible de déterminer le coefficient effectif : 

1

1Teff
11 E

D
=ε  (II. 73) 
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Détermination du coefficient Teff
33ε  

 
Pour la détermination du coefficient effectif Teff

33ε , les phases grisées de la figure II.15 sont 

placées soit à la masse soit à un potentiel non nul. 

 

 

Figure II. 15 Volume Élémentaire Représentatif 

 
La démarche est la même pour une autre direction de champ : 

3
T
333332321313 ETdTdTdD ε+++=  (II. 74) 

3
T
333 ED ε=  (II. 75) 

Avec : 

23
a

C*D ϕ=  (II. 76) 

Et : 

l
E3

ϕ=  (II. 77) 

Il est possible de déterminer le coefficient effectif : 

3

3Teff
33 E

D=ε  (II. 78) 

 

Ainsi tous les coefficients effectifs diélectriques sont déterminés en tenant compte de la 

symétrie de la structure. 
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2.2.4. Tableau récapitulatif 

 

Le tableau suivant (tab II.1) résume les conditions imposées pour la détermination de chaque 

coefficient. 

 

Tableau II. 1 Tableau récapitulatif 

 

3. LA PROPAGATION D'ONDES  
 
La détermination de certains  coefficients, notamment les coefficients de cisaillement pose 

une difficulté avec la méthode précédente. Une seconde méthode est alors proposée. Cette 

méthode est dynamique. Cependant, les calculs sont faits dans la limite des grandes longueurs 

d'onde, c'est à dire à très basse fréquence. C'est pourquoi, les résultats obtenus par la méthode 

du VER, qui est statique, sont retrouvés par cette méthode. 

Les modes de cisaillement ne semblent pas primordiaux au vue de la forme de l'actionneur. Et 

pourtant, l'ONERA s'interesse de près à ce type d'étude dans le cadre du contrôle de forme.  
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3.1. Définition et cas général 
 

Une onde acoustique plane et harmonique dans un milieu est repérée par la vitesse, la 

fréquence et le vecteur d'onde 
~
k  qui définit la direction de la propagation de l'onde dans le 

milieu [DR74 – Lan93].  

Un réseau, défini par trois vecteurs et une maille élémentaire, sert à décrire un matériau 

périodique suivant les trois directions de l'espace. La méthode utilise la modélisation par 

éléments finis de cette maille élémentaire [LHD92]. Elle exploite également les relations de 

Bloch-Floquet (relations de phase entre les nœuds séparés par une période) appliquées aux 

valeurs nodales du déplacement. 

Les conditions aux limites entre les cellules élémentaires voisines sont ainsi définies sur les 

plans S1, S2, S3, S4, S5 et S6 (fig II.16). Le vecteur d'onde 
~
k  étant fixé, les déphasages entre 

les faces sont déduits des produits scalaires de 
~
k  avec les vecteurs du réseau. 

 

 

Figure II. 16 Structure périodique 3D 

 

Les relations de Bloch-Floquet se traduisent, en terme d'éléments finis, comme une 

condensation des degrés de liberté appartenant aux faces S2, S4 et S6. Le système à résoudre 

est : 

0U])M²[]K([ =ω−  (II. 79) 

avec [K] et [M] les matrices de rigidité et de masse cohérente. 

Les matrices [K] et [M] réduites sont hermétiques et les valeurs propres du système sont 

réelles.  
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La pulsation ω  étant périodique dépendant de 
~
k , l'étude peut être restreinte à la 1ère zone de 

Brillouin. Le diagramme de dispersion, pour une direction donnée, est construit en faisant 

varier 
~
k  sur la demi-zone de Brillouin (l'autre moitié est déduite par symétrie). Le cas 

considéré ici est le cas particulier des grandes longueurs (
~
k  petit). Dans ce cas, les courbes de 

dispersion peuvent être assimilées à des droites passant par l'origine. 

La norme du vecteur d'onde 
~
k  est égale à : 

λ
π= 2k  (II. 80) 

où λ  est la longueur d'onde. 

Le vecteur d'onde 
~
k  est repéré dans l'espace par les angles θ et ϕ (fig. II.17).  

 

 

Figure II. 17 Définition des angles directeurs du vecteur d'onde dans un réseau 3D  

 

3.2. Propagation d'Ondes : Application au cas du matériau piézoélectrique 
 

La propagation d'ondes élastiques dans les matériaux périodiques permet de calculer les 

coefficients homogénéisés des composites. 

D'après les systèmes d'équations qui régissent l'effet piézoélectrique, les grandeurs électriques 

et mécaniques sont liées, donc, les ondes élastiques et électromagnétiques le sont également. 

Il faut résoudre simultanément les équations de Newton et de Maxwell. Les solutions au 

problème sont de deux types [DR74] 

o Ondes élastiques + champ électrique, 

o Ondes électromagnétiques + déformation mécanique. 
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Dans les deux cas, l'une des deux grandeurs est négligeable devant l'autre. 

L'interaction entre les trois ondes élastiques et les deux ondes électromagnétiques est faible 

[DR74]. Si on considère l'approche quasi statique, la propagation des ondes élastiques est la 

seule traitée. 

En utilisant le tenseur de Christoffel [DR74], le système peut être résolu.  

Il faut prendre en considération l'équation fondamentale de la dynamique et l'équation de 

Poisson. Ces deux équations sont combinées avec les équations de la piézoélectricité, puis on 

obtient le système suivant : 













=
∂∂
ϕ∂−

∂∂
∂

∂∂
ϕ∂+

∂∂
∂=

∂
∂

0
xx

²ε
xx

ue

xx
²e

xx
²uc

t²
u²ρ

kj

S
jk

kj

l
jkl

kj
kij

kj

lE
ijkl

i

 (II. 81) 

Dans le cas d'une onde plane se propageant dans la direction nj à la vitesse V: 











−ϕ=ϕ

−=

)
V
xn

F(t

)
V
xn

F(tuu

jj
0

jj0
ii

 (II. 82) 

Dans ce cas, le champ électrique est longitudinal. 

F'
V
n

x
E 0

j

j
j ϕ=

∂
ϕ∂−=  (II. 83) 

tel que F' est la dérivée de F. 

Dans les deux équations précédemment trouvées : 


















ϕ=
∂∂
ϕ∂

=
∂∂

∂

=
∂

∂

F"
V²
nn

xx
²

F"u
V²
nn

xx
²u

F"u
t²

²u

0
kj

kj

0
l

kj

kj

l

0
i

i

 (II. 84) 

En posant : 
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












=

=

=

kj
S
jk

kjkiji

kj
E
ijklil

nnεε

nneγ

nncΓ

 (II. 85) 

Le système devient : 







=ϕ−

ϕ+=

0εuγ

γuΓρV²u

0
0
ll

0i
0
lil

0
i

 (II. 86) 

En éliminant ϕ0 :  

0

l
li

il

0

i )u
ε
γγ

(ΓρV²u +=  (II. 87) 

Il suffit de déterminer les valeurs propres d'un tenseur de rang deux. 

ε
γγ

ΓΓ li
ilil +=  (II. 88) 

Concrètement, lorsqu'une onde se propage dans le plan xy, le schéma est représenté sur la 

figure II.18 : 

 

 
Figure II. 18 Propagation d'onde 
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[ ]


















θε+θε
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33153115E
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E
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E
6622
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3115E
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 (II. 89) 














+−++=ρ

=ρ

+−−+=ρ

²Γ)²Γ(Γ
2
1

2
ΓΓ²c

Γ²c

²Γ)²Γ(Γ
2
1

2
ΓΓ²c

133311
3311

L

22T2

133311
3311

T1

 (II. 90) 

Philippe Langlet [Lan93] a développe une technique d'homogénéisation utilisant la 

propagation d'onde. Pour le cas de matériaux élastiques seuls, des constantes ont été obtenues. 

L'extension de la méthode à des composites piézoélectriques a permis d'obtenir facilement 

certaines constantes homogénéisées ( Eeff
11c , Eeff

44c  et Eeff
66c ). En revanche, l'identification des 

autres constantes semble plus délicate. 

 

3.2.1. Détermination des constantes mécaniques 

 

Les coefficients de cisaillement Eeff
44s  et Eeff

66s  ainsi que le coefficient Eeff
11c  peuvent être 

déterminés par la méthode de la propagation. Tout d'abord, il faut modéliser une cellule 

élémentaire (fig. II.19).  

 

 

Figure II. 19 Maillage utilisé dans le cadre de la Propagation d'Ondes 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
44s  

 

En supposant la propagation d'une onde selon l'axe x (axe x3) (θ=90°), les équations de 

Christoffel deviennent : 

















ε
+=Γ

=Γ

=Γ

=Γ

S
33

2
33E

3333

13

E
4422

E
4411

ec

0

c

c

 (II. 91) 

En utilisant (II.90), les équations donnent : 

















ε
+=ρ

=ρ

=ρ

S
33

2
33E

33
2
L

E
44

2
T

E
44

2
T

ecc

cc

cc

2

1

 (II. 92) 

Un coefficient et une relation sont alors obtenus facilement : 

2
T

2
T

Eeff
44

21
ccc ρ=ρ=  (II. 93) 

S
33

2
33E

33
2
L

e
cc

ε
+=ρ  (II. 94) 

Avec : 

k
f2c 1

T1

π=  (II. 95) 

k
f2c 2

T2

π=  (II. 96) 

k
f2c L

L
π=  (II. 97) 

et : 

mmff ρν+ρν=ρ  (II. 98) 
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avec 2
T1

c  la première vitesse de propagation tranversale, 2
T2

c  la deuxième vitesse de 

propagation transversale, 2
Lc  la vitesse de propagation longitudinale, 1f la première fréquence 

de propagation, k la longueur d'ondes. 

fν  et mν  sont les fractions volumiques de la fibre et de la matrice. fρ  et  mρ  sont les 

masses volumiques de la fibre et de la matrice. 

Donc le coefficient effectif de cisaillement s'écrit : 

2
1T

Eeff
44

c
ks

ρ
=  (II. 99) 

 

Détermination du coefficient effectif Eeff
66s  

 
En supposant la propagation d'une onde selon l'axe y (axe x1) (θ=0°), les équations de 

Christoffel (II.89) deviennent :  

















ε
+=Γ

=Γ

=Γ

=Γ

S
11

2
15E

4433

13

E
6622

E
1111
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0

c

c

 (II. 100) 

En utilisant (II.90), les équations donnent : 

















=ρ

=ρ

ε
+=ρ

E
11

2
L

E
66

2
T

S
11

2
15E

44
2
T

cc

cc

ecc

2

1

 (II. 101) 

Deux coefficients sont alors obtenus facilement Eeff
66c  et Eeff

11c  : 

2
T

Eeff
66

2
cc ρ=  d'où 2

T

Eeff
66

2
c
1s

ρ
=  (II. 102) 

Avec : 
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k
f2c 2

T2

π=  (II. 103) 

 

3.2.2. Détermination du coefficient piézoélectrique eff
15e  

 

Si l'équation (II.100) est conservée, une relation supplémentaire est mise en évidence. 

S
11

2
15E

44
2
T

ecc
1 ε

+=ρ  (II. 104) 

De cette relation émane un coefficient piézoélectrique : 

Seff
11

Eeff
44

2
T

eff
15 )cc(e

1
ε−ρ=  (II. 105) 

Cette dernière équation permet la détermination du coefficient piézoélectrique homogénéisé 

de cisaillement. Elle repose sur la connaissance de Eeff
44c et Seff

11ε  obtenus précédemment ou 

par la méthode VER ou par la méthode de propagation d'ondes. 

En changeant l'angle de propagation, les relations de Christoffel couplées à celles des vitesses 

longitudinale et transversales donnent de nouvelles relations liant tous les coefficients. Le 

système non linéaire obtenu est difficilement résolvable. La méthode de Newton-Raphson a 

été tenté mais la convergence de la résolution n'a jamais été atteinte. La méthode de PO 

permet toutefois d'obtenir des relations parfois simples dans le cas d'angle de propagation 

simple (0°, 30°, 60° et 90°). Ces relations permettent de valider les coefficients déjà obtenus 

par la précédente méthode. 

 

3.3. Tableau récapitulatif  
 

Le tableau suivant (tab. II.2) résume les coefficients obtenus par la méthode de la propagation 

d'ondes. 
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Coefficients θ ϕ Calcul 
Eeff
11s  0° 90° 

2
L

Eeff
11

c
kc

ρ
=  

Eeff
44s  90° 0° 

2
T

Eeff
44

1
c
ks

ρ
=  

Eeff
66s  0° 90° 

2
T

Eeff
66

2
c
1s

ρ
=  

eff
15e  0° 90° Seff

11
Eeff
44

2
T

eff
15 )cc(e

1
ε−ρ=  

Tableau II. 2 Tableau récapitulatif 

 

Le tableau II.3 est un récapitulatif de la détermination des constantes. X signifie que la 

méthode est déterminée facilement, 0 signifie que la constante peut être déterminée avec des 

conditions limites compliquées, Y signifie que la constante est obtenue par combinaison des 

deux méthodes VER et PO [ED02]. 

 
Constantes Eeff

11c  Eeff
12c  Eeff

13c  Eeff
33c  Eeff

44c  Eeff
66c  eff

31d  eff
33d  eff

15d  Teff
11ε  Teff

33ε  
VER X X X X 0 X X X 0 X X 
PO X    X X   Y   

Tableau II. 3 Identification des constantes utilisant la méthode VER et PO. 

 

4. VALIDATION 
 

Afin de valider la méthode numérique développée, les résultats obtenus sont comparés à des 

résultats de méthodes analytiques. Un matériau composite piézoélectrique est considéré. La 

matrice est constituée de matériau élastique chargé de particules de PZT. Ceci se traduit par 

des coefficients piézoélectriques et diélectriques non nuls en plus des coefficients élastiques. 

La fibre est un matériau piézoélectrique PZT5A. Les constantes utilisées pour chaque 

matériau sont répertoriés en Annexe D. Afin de valider les résultats, il est possible de 

multiplier les comparaisons en faisant varier le rayon de la fibre, c'est à dire la fraction 

volumique (fig. II.20). Les coefficients homogénéisés sont calculés. La logique veut que la 

fraction volumique ne puisse pas dépasser 78% (π/4), compte tenu de la forme circulaire de la 

section de fibre et carrée de la cellule. 

0% correspond à une cellule uniquement constitué de matrice. 
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Figure II. 20 Variation de la fraction volumique 

 

Il est possible d'utiliser les méthodes analytiques pour des fractions volumiques de phase 

piézoélectrique supérieures à π/4. En modifiant le maillage (fig. II.21), il est aussi possible de 

considérer une fraction volumique supérieure mais dans ce cas, la fibre n'est plus circulaire. 

Dans le cas des méthodes analytiques, ce problème ne se pose pas car les formules 

fonctionnent quelle que soit la fraction volumique 

 

 a)                      b)  

Figure II. 21 Maillage de la fibre : a) ν < π/4 ; b) ν > π/4 

 

4.1. Courbes de Validation 
 

Les résultats numériques (Volume Elémentaire Représentatif [VER] et Propagation d'Onde 

[PO]) sont comparés à des résultats des méthodes analytiques (fig. II.22 à II.32): La méthode 

de Mori et Tanaka [MT], de Bent & Hagood [BH] et Schulgasser [Sch]. Dans le cas de 

Hagood, il est bien entendu que la présence des électrodes n'est pas prise en compte.  

Ces courbes représentent le ratio entre les coefficients effectifs et les coefficients de la fibre 

pour différentes fractions volumiques. 
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Figure II. 22 Variation du ratio Ef
11

Eeff
11 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 23 Variation du ratio Ef
12

Eeff
12 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 24 Variation du ratio Ef
13

Eeff
13 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 25 Variation du ratio Ef
33

Eeff
33 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 26 Variation du ratio Ef
44

Eeff
44 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 27 Variation du ratio Ef
66

Eeff
66 c/c  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 28 Variation du ratio f
15

eff
15 e/e  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 29 Variation du ratio f
31

eff
31 e/e  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 30 Variation du ratio f
33

eff
33 e/e  en fonction de la fraction volumique de fibre 
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Figure II. 32 Variation du ratio Tf
33

Teff
33 / εε  en fonction de la fraction volumique de fibre 

 

4.2.  Analyse des courbes 
 

Les figures précédentes présentent une comparaison entre les résultats obtenus par la méthode 

développée et d'autres méthodes connues de longue date. Ces courbes nous montrent une 

similitude importante entre les résultats des différentes méthodes. Les résultats sont très 

proches pour des valeurs de fraction volumique inférieures à 75%. Dans le cas de 

Schulgasser, même si les résultats sont bons, la méthode a l'avantage d'être simple 

d'utilisation. Mais en revanche, la méthode ne calcule pas tous les coefficients et ne tient pas 

compte de la forme de l'inclusion. Les résultats ne peuvent donc pas être validés dans 

n'importe quel cas de figure. Dans le cas de Hagood & Bent, les résultats obtenus pour des 

fractions volumiques différentes sont bons. Leurs résultats avaient déjà été validés [BH97] 

avec une méthode numérique. Mais le désavantage est que la méthode ne calcule pas tous les 

coefficients et notamment ceux du cisaillement. Enfin, les résultats numériques sont comparés 

à ceux donnés par la méthode de Mori & Tanaka. Cette méthode fournit tous les coefficients 

et prend en compte la forme de l'inclusion. Elle semble la plus complète. L'inconvénient 

réside toutefois dans la forme de l'inclusion limitée par le tenseur d'Eshelby. De plus, la prise 

en compte de plusieurs phases rend cette méthode très complexe. Pour une fraction volumique 

inférieure à 75%, les résultats numériques sont proches de ceux fournis par Mori & Tanaka. 
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Entre 75% et 78%, la différence observée sur les courbes est due à la faible épaisseur de 

matrice entre la fibre et la surface. Le maillage est trop dense à cet endroit. 

Pour une fraction volumique supérieure à 78%, des différences sont observables [EH03]. Une 

campagne expérimentale permettrait de valider les résultats mais la complexité de la mise en 

place est importante. En effet, il faut des fibres coupées en surface et ces fibres doivent avoir 

un diamètre croissant. On note que les courbes de résultats sont observées, on peut voir 

qu'elles se rejoignent toutes pour une fraction volumique de 100% ce qui équivaut à une 

cellule uniquement constituée de céramique piézoélectrique. Un intérêt particulier est porté 

sur les figures II.22 et II.27. Les coefficients sont calculés par les deux méthodes numériques, 

VER et PO. Ceci permet de valider les deux méthodes entre elles.   

 

5. APPLICATION A UN PIEZOCOMPOSITE 1-3 
 

L'application considérée traite le cas d'un matériau piézo-composite 1-3 dont des résultats 

expérimentaux existent [GSC85]. Ces résultats sont représentés sur les courbes par 

l'appélation "Expérimental". L'échantillon est constitué de plots cylindriques de PZT5A dans 

une matrice Spurrs epoxy chargée de poudre de PZT (fig II.33). Les plots représentent une 

fraction volumique de 20%. La masse volumique de l'epoxy est de 1100 kg/m3, la vitesse de 

l'onde longitudinale est de 2200 m/s et la vitesse de l'onde transverse de 1000 m/s. Les pertes 

pour les vitesses sont respectivement de 3% et 10%. Le diamètre du plot est de 0.45 mm, la 

périodicité est de 90 mm et l'épaisseur de 0.66 mm. Une cellule unitaire de cette structure, 

incluant les barreaux piézoélectriques et la matrice d'epoxy a déjà été maillée avec les 

Eléments Finis [HD93]. Les résultats numériques obtenus sont reportés dans les courbes en 

tant que "Numérique exact". 

 

               

Figure II. 33 Problème posé et maillage utilisé 
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Le matériau piézocomposite a ensuite été homogénéisé avec la méthode numérique et la 

méthode de Mori & Tanaka. C'est la seule méthode analytique qui fournit tous les coefficients 

homogénéisés. Les coefficients homogénéisés par les deux méthodes sont intégrés à un 

maillage uniforme (fig. II.34). Les résultats obtenus sont représentés sur les courbes par "Mori 

Tanaka avec pertes" pour les résultats obtenus avec les coefficients homogénéisés par Mori & 

Tanaka et "Numérique homogénéisé avec pertes" pour les résultats obtenus avec les 

coefficients homogénéisés de la méthode numérique. Dans les deux cas, un facteur de pertes 

est considéré.  

 

         

Figure II. 34 Problème simplifié et maillage utilisé 

 

Les figures suivantes (fig II.35 & II.36) représentent les résultats obtenus pour la Sensibilité 

en Réception (FFVS) et la Sensibilité en Emission (TVR) en fonction de la fréquence. 
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Figure II. 35 Sensibilité en Réception en fonction de la Fréquence 
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Figure II. 36 Sensibilité en Emission en fonction de la Fréquence 

 

Plusieurs résultats sont à notre disposition sur deux courbes. La première courbe (fig II.35) 

représente la Sensibilité en Réception (FFVS). Les premiers maximums ne sont pas 

représentés par les méthodes homogénéisées car ils représentent les modes de résonance 

latérale dus à la périodicité du réseau. Les résultats du modèle "Numérique Exact" sont bons 

par rapport aux valeurs expérimentales bien que le maximum soit un peu supérieur. On 

constate une différence de niveau importante pour les premiers modes notamment avec les 

constantes homogénéisées numériquement. Ensuite, la position du maximum principal est 

légèrement décalée pour les deux méthodes d'homogénéisation. Par contre, le niveau du 

maximum est très bon, grâce à la prise en compte des pertes..  

La deuxième série de résultats se trouve sur la courbe représentant la Sensibilité en Emission 

(TVR) (fig. II.36). Là encore, les modes de résonance latérale ne sont pas observables sur les 

méthodes homogénéisées. La position du maximum est bonne quelles que soient les valeurs 

observées. Le niveau est correct pour toutes les méthodes [EH03]. On note, cependant, dans 

tous les cas, que les constantes homogénéisées surévaluent la longueur de bande. 
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6. CONCLUSION 
 

Ce chapitre a permis de présenter la méthode d'homogénéisation numérique développée. Cette 

méthode fait appel à deux procédés : la méthode du Volume Elémentaire Représentatif et la 

méthode de la Propagation d'Ondes permettant la connaissance de tous les coefficients. Tous 

les coefficients homogénéisés, dans leur globalité, sont donc obtenus. Les résultats ont été 

validés par comparaison avec des résultats de méthodes analytiques présentées dans le 

précédent chapitre. La comparaison avec un résultat expérimental a permis de montrer 

l'intérêt et les limites de la méthode d'homogénéisation. 
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CHAPITRE III :  Expérimentation 
 

Ce chapitre a pour but d'appliquer la méthode d'homogénéisation à un actionneur réel. 

Une campagne expérimentale est menée afin de mesurer le déplacement de l'actionneur 

lorsqu'il est alimenté en statique. Puis les valeurs sont comparées avec les valeurs 

obtenues numériquement et analytiquement. Les résultats permettent de mettre en 

avant les particularités de l'actionneur. En conséquence, une nouvelle approche permet 

de mieux comprendre le fonctionnement et d'adapter l'homogénéisation. Les résultats 

obtenus sont à nouveau comparés avec succès aux résultats expérimentaux. Enfin, 

l'efficacité de l'actionneur pour contrôler la flexion des poutres est discutée.
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NOTATIONS 
 
C Capacité 

[d] Tenseur des constantes piézoélectriques 

e Épaisseur de l'actionneur 

élec Largeur de l'électrode 

fa Fréquence d'anti-résonance 

fr Fréquence de résonance 

k33 Facteur de couplage 

l Largeur de l'actionneur 

L Longueur de l'actionneur 

n Nombre de pas 

pas Longueur du VER 

pas' Pas entre les électrodes 

[sD] Tenseur des constantes élastiques à déplacement électrique constant 

[sE] Tenseur des constantes d'élasticité à champ électrique constant 

[T] Tenseur des contraintes 

~
u  Vecteur déplacement 

total3u  Déplacement de l'actionneur dans la direction des fibres 

0ε  Constante diélectrique du vide 

[ ]Tε  Tenseur des constantes diélectriques à contrainte constante 

T
33κ  Rapport de la permittivité diélectrique à T constant et de la constante du vide 0ε  

ϕ Potentiel 
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1. DESCRIPTION 
 

Cette section décrit l'actionneur qui pourra être utilisé pour le cas du contrôle de forme 

Plusieurs actionneurs sont disponibles sur le marché international. L'un des premiers 

établissements à avoir conçu ce type de matériau est Continuum Photonics®. Un actionneur a 

donc été acquis auprès de Continuum Photonics® par l'intermédiaire de Monsieur Rossetti. 

 

 

Figure III. 1 Actionneur de Continuum Photonics 

 

Cet actionneur (fig. III.1) est constitué de fibres de PZT5A alignées parallèlement les unes par 

rapport aux autres. La matrice d'époxy permet de maintenir les fibres. Les électrodes 

interdigitées alimentent l'actionneur. Les fibres sont polarisées dans le sens d33 (direction de la 

fibre). Le tableau III.1 regroupe les constantes utilisées pour chaque matériau. La permittivité 

relative de la matrice est de 11 dans le cas de la matrice et 1811 dans le cas de la fibre(*). Il est 

donc évident que la capacité d'activation est essentiellement portée par la fibre. Il est probable 

que la matrice va représenter un frein au passage du champ électrique en provenance des 

électrodes. 

 

 
                                                 
(*) Les valeurs de la fibre, fournies par le concepteur semblent élevées. Elles correspondent, davantage, aux 
propriétés massives. Il est donc nécessaire de rester prudent lors de l'utilisation de ces valeurs. 
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Constantes/matériaux Matrice : Epoxy Fibre : PZT5A(*) 

E
11s  1.818E-10 1.64E-11 

E
12s  -5.99E-11 -5.74E-12 

E
13s  -5.99E-11 -7.22E-12 

E
33s  1.818E-10 1.88E-11 

E
44s  4.834E-10 4.75E-11 

E
66s  4.834E-10 4.75E-11 

15d  0 5.84E-10 

31d  0 -1.71E-10 

33d  0 3.74E-10 

S
11ε  9.735E-11 9.16E-09 

S
33ε  9.735E-11 8.30E-09 

Tableau III. 1 Caractéristiques des constituants de l'actionneur 

 

Les dimensions sont présentées sur le schéma suivant (fig. III.2). 

 

 

Figure III. 2 Actionneur 
                                                 
(*)Les valeurs de la fibre, fournies par le concepteur semblent élevées. Elles correspondent, davantage, aux 
propriétés massives. Il est donc nécessaire de rester prudent lors de l'utilisation de ces valeurs. 
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Le nombre d'espacement entre les électrodes interdigitées est de 115. 

Le constructeur a fourni quelques valeurs concernant l'actionneur (tab. III.2).  

 

)N/²m(sE
11  6.00E-11 

)N/²m(sE
13  -1.10E-11 

)N/²m(sE
33  4.00E-11 

)V/m(d33  1.50E-10 

T
33κ  495 

Capacité (nF) Entre 8 et 12 

Tableau III. 2 Valeurs globales de l'actionneur 

 

Avec T
33κ  le rapport entre la valeur de la permittivité diélectrique de l'actionneur à contrainte 

constante dans le sens de la fibre T
33ε  et la constante diélectrique du vide 

m/F12E85.80 −=ε . La valeur de la constante piézoélectrique 33d  semble basse. Cette 

valeur est peut-être la valeur issue de la linéarisation des résultats du déplacement en fonction 

du champ électrique. 

La fraction volumique de fibre est approximativement de 45%. 

 

2. DONNEES MESUREES EXPERIMENTALEMENT 
 

2.1. Description du montage et mesure 
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Figure III. 3 Montage expérimental 

 

Différentes étapes sont nécessaires pour obtenir les valeurs fournies par le fabricant.  

Les fils sont soudés à l'actionneur afin d'assurer un meilleur contact et limiter les perturbations 

(fig. III.3 & III.4). 

 

 

Figure III. 4 Actionneur alimenté 

 

La figure III.5 présente les variations du module de l'admittance en fonction de la fréquence. 

Les fréquences de résonance et d'anti-résonance, observées sur la courbe, permettent de 

calculer les coefficients E
33s , 33d  et T

33ε de l'actionneur. Pour faire les mesures, il faut limiter 

le frottement dans la déformation de l'actionneur. L'actionneur est très sensible et il est 

impossible de maintenir l'actionneur à une extrémité sans induire des perturbations. 

L'actionneur est donc placé sur une mousse pour limiter les frottements. 

Les autres mesures du fabricant ont certainement été effectuées sans les électrodes 

interdigitées et en utilisant un autre mode d'alimentation ou de façon mécanique en imposant 

une contrainte. Il est également possible de calculer les coefficients E
11s , E

13s en notant les 
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fréquences de résonance latérale à plus haute fréquence. Mais les perturbations sont telles que 

les résultats sont inexploitables. Les fréquences de résonance, d'anti-résonance et la capacité 

sont notées lors des mesures (fig. III.5).  
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Figure III. 5 Courbes donnant les fréquences de résonance et d'anti-résonance 

 

La capacité relevée est de 8.6 nF. La valeur est comprise entre les bornes données par ce 

fabricant qui sont de 8 à 12 nF. 

 

Pour la suite, les notations suivantes sont utilisées : 

l : la largeur de l'actionneur 

L : la longueur de l'actionneur 

e : l'épaisseur de l'actionneur 

pas' : le pas entre les électrodes 

elec : la largeur de l'électrode 

n : le nombre d'espacement entre les électrodes 

ϕ : le potentiel 

C : la capacité 

fr : fréquence de résonance 

fa : fréquence d'anti-résonance 
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2.2. Calcul du coefficient diélectrique T
33ε  

 

L'équation liant D3 et E3 est dans ce cas :  

3
T
333 ED ε=  (III. 1) 

D3 s'exprime sous la forme suivante : 

e*l*n
*CD3

ϕ=  (III. 2) 

E3 s'exprime sous la forme suivante : 

'pas
E3

ϕ=  (III. 3) 

D'où la relation donnant T
33ε  est : 

m/F9E20.4
6E330*3E5.48*115

3E89.0*9E6.8
e*l*n
'pas*CT

33 −=
−−

−−==ε  (III. 4) 

Le fabricant donne une valeur de T
33ε  de 4.366E-9 F/m. 

La valeur obtenue est donc proche de celle fournie par le fabricant. La légère différence est 

peut-être due à la sensibilité du contact avec l'alimentation et l'effet de frottement. 

 

2.3. Calcul du coefficient élastique E
33s    

 

Les calculs suivants présentent des relations valables dans le cas du barreau. Ces relations 

sont donc utilisables quand le diamètre de la fibre est supérieur à un cinquième de sa  

longueur. Elles ne sont donc pas totalement adaptées au cas de la fibre. Toutefois, il est bon 

de noter que les fibres ne sont pas toutes continues dans le sens de la longueur et que certaines 

sont cassées à cause, par exemple, de la manipulation. La décision est prise de considérer, 

néanmoins, ces relations afin d'approcher les valeurs des constantes. 

Le calcul du coefficient élastique se divise en plusieurs étapes [IEEE87]. Dans un premier 

temps, il faut calculer le facteur de couplage qui a pour expression : 

4684.0
12400

5.11187
2

cot*
12400

5.11187
2f

f
2

cot*
f
f

2
k

a

r

a

r
33 =


 ππ=




 ππ=  (III. 5) 

De ce coefficient de couplage peut être déduit le coefficient élastique à déplacement 

électrique constant : 
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)elec*)1n(L(f*4
1s 2

a

D
33

+−ρ
=  (III. 6) 

Une simple relation permet d'obtenir le coefficient élastique à champ électrique constant : 

2
33

D
33E

33
k1

ss
−

=  (III. 7) 

Et après calcul, la valeur du coefficient pour l'actionneur est : 

N/²m11E356.4sE
33 −=  (III. 8) 

La valeur du fabricant pour le coefficient élastique est de 4E-11 m²/N. On constate une légère 

différence entre les deux valeurs. Le résultat expérimental signifie que l'actionneur est moins 

rigide qu'en réalité. Les frottements engendrés par la mousse sont probablement aussi un 

facteur pouvant expliquer la différence observée. 

 

2.4. Calcul du coefficient piézoélectrique 33d  
 

Il reste à calculer le coefficient diélectrique. Le résultat du facteur de couplage doit être 

réutilisé ainsi que les précédents résultats [IRE61]. 

E
33

T
333333 s*kd ε=  (III. 9) 

 

N/C10E10.211E3562.4*9E2.4*4684.0d33 −=−−=  (III. 10) 

La valeur fournie par le fabricant est de 1.50E-10 C/N. La différence est due notamment au 

cumul des erreurs sur les autres résultats. Les valeurs pour le coefficient diélectrique et pour 

le coefficient élastique sont supérieures. Il est normal que le produit nous donne un résultat 

supérieur à celui escompté. Néanmoins, un bémol a été porté sur la valeur du d33 du fabricant 

qui semble un peu trop faible pour un composite à base de fibres de PZT5A.  

 

3. DONNEES ISSUES DE L'HOMOGENEISATION 
 

Grâce aux données de chaque matériau (tab. III.1), une campagne de validation numérique a 

été menée. La démarche expliquée dans le chapitre II est appliquée à ces nouvelles données. 

Les valeurs homogénéisées sont obtenues pour tous les coefficients.  
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Le tableau III.3 permet de comparer les valeurs fournies par le fabricant, l'expérimentation, la 

méthode d'homogénéisation numérique développée, les méthodes analytiques (Mori & 

Tanaka et Benveniste) utilisées dans le chapitre II pour la validation de la méthode. 

 

Méthodes/ 

Coefficients 
fabricant expérimental numérique 

Analytique 

Mori-Tanaka 

Analytique 

Benveniste 

E
33s  4E-11 4.35E-11 3.71E-11 3.71E-11 3.71E-11 

33d  1.5E-10 2.1E-10 3.32E-10 3.32E-10 3.31E-10 

T
33ε  4.38E-9 4.20E-9 6.89E-9 6.88E-9 6.88E-9 

Tableau III. 3 Comparaison des différentes méthodes aux valeurs expérimentales 

Les méthodes numériques et analytiques donnent des résultats similaires ce qui confirme les 

validations et l'application présentées dans le chapitre II. Toutefois, ces valeurs sont très 

différentes de celles fournies par le fabricant notamment pour les coefficients piézoélectrique 

et diélectrique. Plusieurs explications sont possibles pour justifier ces écarts : 

- Une connaissance imprécise de certains coefficients pour les constituants de la 

matrice et des fibres. Ceci explique la similitude entre les méthodes 

analytiques et numériques. Ces deux méthodes utilisent les mêmes coefficients. 

- Lors de sa fabrication, le système a pu être modifié localement ou globalement. 

 

4. MESURE DU DEPLACEMENT DE L'ACTIONNEUR 
 

4.1. Dispositif 
 
Il s'agit d'une étude en statique. L'actionneur est soumis à une alimentation couplée à un 

boîtier haute-tension (fig. III.6). Le boîtier est assimilable à un générateur haute-tension avec 

un dispositif de commutation. (self, interrupteur et transformateur). Afin de contrôler la 

tension délivrée, un voltmètre est placé en parallèle. L'une des électrodes interdigitées est 

reliée à la masse. L'autre est alimentée puis déchargée.  
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Figure III. 6 Dispositif d'alimentation et montage électrique 

 

Figure III. 7 Dispositif de mesure et appareil de mesure 

 

Afin de mesurer la déformation de l'actionneur qui est très petite (de l'ordre du micron), 

l'utilisation d'un microscope est nécessaire (MX1060Z). L'unité de contrôle comprend une 

caméra de contrôle (fig. III.7) et une source lumineuse ainsi qu'une tête de caméra et une 

lentille d'interface connectée via un cable vidéo et une fibre optique (Hi Scope KH2400®). 

[Hi] 
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Figure III. 8 Photographie obtenue grâce au microscope et capteur d'image 

 

Le microscope est placé à une extrémité de l'actionneur, au dessus de la dernière électrode. 

Une photographie (fig. III.8) est faite alors que les électrodes ne sont pas alimentées (à vide) 

puis en présence d'un champ électrique. Le déplacement de l'électrode est alors mesuré. 

 

4.2. Traitement des résultats 
 

Il faut ensuite traiter les images ainsi obtenues. Il est possible d'utiliser deux logiciels qui 

permettent de traiter l'image et de l'analyser. Avec le premier (AlgoLab Photo Vector®) [Al], 

la photo est transformée en faisant apparaître les bords de l'électrode. C'est un logiciel 

d'amélioration des images graphiques. Il crée des lignes et des formes fines et convertit les 

dessins architecturaux, mécaniques et techniques du format de trame en format vectoriel. Le 

résultat est présenté figure III.9. 

 

 

Figure III. 9 Transformation par Algolab 
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Ensuite, les photos (au repos et alimentée) transformées par Algolab sont superposées avec 

Powerpoint. Cette nouvelle image est alors traitée par "Precision Image Digitizer®". Ce 

logiciel permet de calculer le nombre de pixels entre deux points sélectionnés sur l'écran par 

la souris.  

Compte tenu de la forme peu régulière des électrodes, différentes mesures sont effectuées sur 

les photos afin de moyenner les déplacements. De plus, l'actionneur n'étant pas tenu, les 

mesures sont effectuées à chaque extrémité (sur chaque électrode d'extrémité). Le 

déplacement de l'électrode est ainsi calculé. Différents potentiels sont appliqués : 340V et 

415V (fig. III.10 & III.11). 

 

 

Figure III. 10  Alimentation à 340V : a) déplacement à l'extrémité, b) déplacement du côté de 

l'alimentation 

 

Figure III. 11 Alimentation à 415V : a) déplacement à l'extrémité, b) déplacement du côté de 

l'alimentation 
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Les déplacements totaux sont de 9.5E-6 m pour une alimentation de 340V et 12.26E-6 m 

pour une alimentation de 415V. L’erreur effectuée lors des mesures et du calcul est évalué à 

10%. En effet, une première erreur est faite lors de l’estimation de la largeur de l’électrode en 

comparaison avec la valeur fournie par le fabricant. Et une seconde erreur est faite lors de 

l’exploitation des résultats et le calcul du déplacement en utilisant les différents logiciels. Cela 

est accentué par le caractère non plan de l’électrode.  

 

5. COMPARAISON AVEC LES MESURES 
 

On distingue deux cas de calcul pour le déplacement : 

- le déplacement dit analytique, utilisant les coefficients homogénéisés et les 

équations de la piézoélectricité 

- le déplacement dit numérique, utilisant le maillage d'une cellule élémentaire, 

incluant fibre, matrice et électrodes 

 

5.1. Déplacement analytique 
 

Du point de vue analytique, avec un calcul simple calqué sur les équations de la 

piézoélectricité, il est facile de se faire une idée du déplacement à obtenir. 

3333 EdS =  (III. 11) 

Avec 

pas
E3

ϕ=  & 
pas
uS 3

3 =  (III. 12) 

et 

ϕ= *du 333  (III. 13) 

Ensuite, il faut multiplier par le nombre de pas pour avoir le déplacement total. 

Les résultats obtenus, pour un potentiel de 340V, avec les différents coefficients, sont 

présentés dans le tableau III.4. 
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 33d  [C/N] 3u  [m] 

Expérimental (mesure direct du déplacement) 2.43E-10 9.5E-6 

Fabricant 1.50E-10 5.86E-6 

Expérimental (mesure du 33d ) 2.1E-10 8.21E-6 

Homogénéisé numérique 3.32E-10 12.9E-6 

Tableau III. 4 Comparaison des déplacements analytiques 

 

Les valeurs sont très différentes compte tenu du fait de la disparité dans les valeurs de 33d . 

Deux mesures différentes sont effectuées. La première consiste en une mesure de 

déplacement. La seconde porte sur la mesure du 33d  de l'actionneur entier, puis à partir de 

cette valeur et des équations de la piézoélectricité, le déplacement est calculé.  

Les déplacements obtenus par ces deux mesures sont proches (tab. III.4), pourtant le moyen 

pour les trouver est différent. Il reste à expliquer pourquoi la simulation donne des résultats 

différents. 

Un calcul inverse est effectué dans le cas "Expérimental". 33d  est calculé par la même 

méthode que pour le calcul du déplacement. La valeur obtenue est plus élevée et pourtant elle 

semble la plus proche du 33d  réel (dans le cas d'une fibre et non d'un matériau massif). 

 

5.2. Déplacement numérique 
 

Du point de vue numérique, différents maillages sont effectués afin de comparer les résultats : 

- un maillage complet fibre, matrice, électrodes,  

- un maillage avec les constantes homogénéisées (tab. III.5) et les électrodes,  

- un maillage avec les constantes homogénéisés du fabricant (tab. III.2) et les électrodes. 

Les résultats sont présentés dans le tableau III.6. 

Constantes homogénéisées E
11s  E

12s  E
13s  E

33s  E
44s  E

66s  

Valeurs 7.48E-11 -2.36E-11 -1.33E-11 3.71E-11 2.037E-10 2.68E-10 

Constantes homogénéisées 15d  31d  33d  S
11ε  S

33ε  

Valeurs 1.40E-12 -1.33E-10 3.32E-10 2.57E-10 3.91E-9 

Tableau III. 5 Valeurs des constantes homogénéisées numériquement 
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Type de maillage 
Déplacement total obtenu 

(déplacement VER* nbre de pas) 

(1) Expérimentalement (mesure du déplacement) 9.50E-6 

(2) Fabricant 33d =1.50E-10 5.86E-6 

(3) Homogénéisation + Electrodes 3.51E-6 

(4) Fibre + Matrice + Electrodes 1.06E-6 

Tableau III. 6 Comparaison des déplacements numériques avec les électrodes 

 

De gros écarts sont observables (tab. III.6). Les valeurs sont très éloignées du déplacement 

obtenu expérimentalement. Les valeurs numériques sont différentes entre elles. Il est normal 

de ne pas obtenir le même déplacement pour le (3) et (4). L'alimentation est la même mais 

l'effet de chute de potentiel dans la matrice du cas (4) n'est pas pris en compte dans le cas (3). 

En effet, la permittivité de la matrice est très faible et le champ est fortement diminué lorsqu'il 

arrive au niveau de la fibre. Le déplacement est donc moindre. Il est maintenant certain qu'une 

erreur a été faite au niveau de l'évaluation du champ électrique car la modélisation de la fibre, 

de la matrice et des électrodes (4) aurait dû donner des valeurs très proches des valeurs 

expérimentales. 

 

6. MODELE AVEC ENCASTREMENT DES ELECTRODES 
 

Renseignements pris auprès du fabricant, une deuxième approche est utilisée. Lors de la 

fabrication de l'actionneur, les électrodes interdigitées sont posées sur la matrice et les fibres 

et une pression est appliquée afin de créer un contact entre les électrodes et les fibres (fig. 

III.12). 

 

 

Figure III. 12 Electrode incrustée dans la matrice pour avoir un contact avec la fibre 
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6.1. Étude de la chute de potentiel engendrée par la matrice 
 

Lorsque l'électrode n'est pas en contact avec la fibre, les simulations numériques montrent une 

chute très nette du potentiel entre l'électrode et la fibre, ce qui nuit très fortement à l'efficacité 

de l'actionneur. C'est pourquoi, différents maillages ont été effectués en faisant varier 

l'épaisseur de l'époxy entre la fibre et les électrodes afin de mettre en avant la chute de 

potentiel engendrée par la matrice. Pour un potentiel de 340V appliqué en surface de la 

matrice (sans encastrement de l'électrode), le potentiel mesuré à la surface de la fibre est de 

180V environ. Le potentiel a donc chuté de moitié dans la matrice. 

La figure III.13 montre la chute de potentiel dans la matrice, la chute dans la fibre et la chute 

entre l'électrode et le centre de la fibre en fonction de la distance entre l'électrode et la fibre. 

Les électrodes sont alimentées à 340V/0V. De plus, la figure III.14 montre la diminution de 

déplacement de l'extrémité de la fibre. Si l'électrode est en contact avec la fibre, la chute de 

potentiel est nulle et l'efficacité est maximale (déplacement maximal). 

Etude de l'influence de la distance entre l'électrode et la fibre
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Figure III. 13 Mesure de la chute de potentiel dans la matrice 
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Etude de l'influence de la distance entre l'électrode et la fibre sur le déplacement
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Figure III. 14  Mesure de la diminution de déplacement de l'extrémité du VER 

 

On constate que la chute de potentiel est considérable dans la matrice compte tenu de sa faible 

constante diélectrique. Pour une alimentation de 340V, lorsque l'électrode est collée à la fibre, 

le déplacement obtenu est de 8.47E-8 m. Pour obtenir le déplacement total de l'actionneur, il 

faut multiplier par le nombre de pas, soit 115. Le déplacement obtenu est alors de 9.74E-6 m 

pour un déplacement mesuré expérimentalement de 9.5E-6 m. Les résultats sont très proches, 

puisque l'actionneur est décrit de façon plus exacte. 

 

6.2. Nouvelle homogénéisation 
 

Étant donné que la cellule élémentaire a été modifiée, les constantes homogénéisées doivent 

être recalculées, les constantes élastiques ne changent pas mais les constantes piézoélectriques 

et diélectriques sont différentes. L'effet des électrodes est évident dans le calcul. 

L'homogénéisation se fait donc en tenant compte de ce changement.  

 

6.2.1. Calcul des constantes piézoélectriques 

 

Il faut prendre en compte les électrodes (fig. III.15).  
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Figure III. 15 Détermination de la constante piézoélectrique 

 

V/m10E49.2
340

8E47.8ud 3
33 −=−=

ϕ
=  (III. 14) 

 
Pour mémoire, le coefficient piézoélectrique donné par le fabricant est de 1.5E-10 m/V et 

celui déterminé expérimentalement est de 2.1E-10 m/V. Les valeurs sont beaucoup plus 

proches que dans le cas  précédent. 

La démarche est la même pour les autres coefficients piézoélectriques en tenant compte de la 

non symétrie. 

V/m11E72.7d31 −−=  (III. 15) 

 

V/m11E76.8d32 −−=  (III. 16) 

Il reste à définir les constantes diélectriques. Il faut noter la valeur de la capacité. 

m/F9E93.3T
33 −=ε  (III. 17) 

 

La valeur du fabricant est de 4.38E-9 F/m et expérimentalement 4.20E-9 F/m. Les valeurs 

sont donc proches. 

Les autres coefficients diélectriques ne sont pas changés car ils n'ont pas une énorme 

influence sur les résultats finaux et ne sont pas impliqués réellement dans le changement du 

VER. 

Les nouveaux coefficients calculés, il est possible d'étudier le déplacement suivant l'axe des 

fibre. La démarche est la même que précédemment. 

Le tableau III.7 présente une comparaison entre les valeurs homogénéisées lors de la première 

version et celles calculées après correction. 
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Coefficients 1ère homogénéisation 2ème homogénéisation 

31d  -8.76E-11 m/V -7.72E-11  

32d  -8.76E-11 m/V -8.76E-11 m/V 

33d  3.32E-10 m/V 2.49E-10 m/V 

T
33ε  6.89E-9 F/m 3.93E-9 F/m 

 k33 0.6566 0.6521 

Tableau III. 7 Comparaison des coefficients homogénéisés avant et après rectification 

 

6.2.2. Traitement des résultats 

 

- Les résultats numériques sont obtenus avec un maillage représentant la fibre, la matrice et 

les électrodes (fig. III.16). 

 

     

 

Figure III. 16 Maillage du VER, potentiel le long du VER, potentiel dans la fibre 
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Le déplacement calculé est multiplié par le nombre de pas (115). La déformation totale 

obtenue est de 9.74E-6 m pour une alimentation de 340V. 

 

- Les valeurs homogénéisées (tab III.7) sont utilisées pour un maillage représentant un 

matériau uniforme (fig. III.17). Le champ est appliqué par des électrodes placées à chaque 

bout.  

 

             
Figure III. 17 Maillage du modèle homogénéisé alimenté en bout 

 
Ce maillage donne un déplacement de 8.44E-8 m. De manière à ramener le résultat à 

l'actionneur total, il faut d'abord calculer le déplacement pour un pas puis le multiplier par le 

nombre de pas.  

m6E71.9115*uu total3 −==  (III. 18) 

Les valeurs sont très proches. L'erreur provient du cas particulier des électrodes. Il faut 

considérer les électrodes comme encastrées dans la matrice de manière à avoir un contact 

avec la fibre. Cela permet de limiter les chutes de potentiel dues à la matrice. 

Le tableau III.8 regroupe les résultats obtenus expérimentalement, analytiquement, 

numériquement et en utilisant les constantes homogénéisées. Les résultats sont donnés pour 

deux tensions qui demeurent dans le domaine de linéarité des matériaux piézoélectriques. 
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Type de résultats : déplacement Valeurs du déplacement 

de l'actionneur pour un 

champ de 340 V  

Valeurs du déplacement 

de l'actionneur pour un 

champ de 415 V 

E.F. maillage complet  

(fibre + matrice + électrodes) 
1.06E-6 m 1.66E-6 m 

E.F. maillage complet  

(fibre + matrice + électrodes encastrées) 
9.74E-6 m 11.89E-6 m 

E.F. modèle homogénéisé  9.71E-6 m 11.86E-6 m 

Expérimental 9.50E-6 m 12.26E-6 m 

Tableau III. 8 Validation des déplacements obtenus  

 
6.3. Discussion 

 

Deux points importants sont à mettre en avant dans la discussion de cette partie. Dans un 

premier temps, il est bon d'émettre des réserves sur les données fournies par le constructeur 

qui sont davantage assimilable aux données du matériau massif différentes de celles de la 

fibre. Ces données semblent trop élevées. Et pourtant, les résultats sont corrects si on compare 

les résultats expérimentaux à ceux de l'homogénéisation utilisant ces données. Et c'est à cet 

instant q'une deuxième remarque a été suggérée. Il est fort probable que les caractéristiques 

sont moins élevées donc il faut combler ce manque par un autre procédé. L'hypothèse 

d'électrodes interdigitées enveloppant les fibres est alors posée. Si la figure III.16 est analysée, 

on peut voir que le potentiel diminue fortement en dehors du point de contact. Qu'en est-il lors 

de l'utilisation d'électrodes qui suivent le contour de la fibre ? (fig III.18) 

 

  

Figure III. 18 Evolution du potentiel, électrode avec un simple contact et électrode 
enveloppante 
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On constate que dans le cas d'une électrode enveloppante la chute de champ est minime (-3V 

au centre de la fibre). Le déplacement de la fibre est donc supérieur. Ainsi, dans le cas d'une 

électrode de simple contact, le déplacement est de 8.47E-08 m tandis que dans le cas de 

l'électrode enveloppante, le déplacement est de 1.095E-07 m. Ce type d'alimentation 

compenserait donc les caractéristiques inférieures de la fibre par rapport à celles du matériau 

massif. 

Seules deux cas de tension ont été relevé dans ce rapport. D'autres mesures ont été effectuées 

en prenant garde de rester dans le domaine linéaire. Les résultats sont donc similaires pour les 

autres mesures. 

 

7. ADAPTATION A L'ACTIONNEUR COMPLET 
 

L'utilisation de la méthode d'homogénéisation réside dans le fait de simplifier la modélisation. 

L'actionneur doit être limité à sa plus simple représentation. Les résultats précédents sont 

utilisés et adaptés.  

L'actionneur a les dimensions mentionnées au début du chapitre. Il est alimenté par des 

électrodes en bout (fig. III.20). Le potentiel se calcule comme suit (en tenant compte des 

caractéristiques de la figure III.19) : 

Pour une alimentation de 340V sur les électrodes interdigitées, le potentiel équivalent est de : 

n*
'pas

pas
électrodesactionneur ϕ=ϕ  (III. 19) 

 

 

Figure III. 19 Dimension par rapport aux électrodes 
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Ainsi dans le cas de l'actionneur précédemment utilisé, l'alimentation calculée est donc de 

50083 V. Il est évident que c'est valeur n'a pas de sens pratique. C'est une alimentation très 

importante équivalente à celle des électrodes interdigitées alimentées à 0V/340V. 

a)         

b)  

Figure III. 20 a) Modélisation de l'actionneur; b) application du potentiel 

 

Le déplacement calculé numériquement pour l'actionneur avec une alimentation de 340 V est 

de 9.71E-6 m. Cette valeur est précisément la valeur obtenue par le calcul du VER et adapté à 

toute la totalité de l'actionneur. Il n'y a donc pas de pertes par cette méthode de calcul le long 

de l'actionneur. Le calcul est linéaire. Il n'y a pas de perturbations.  

Le maillage est très fin compte tenu de la faible épaisseur de l'actionneur. En effet, il faut que 

le rapport entre les longueurs de côtés n'excède pas 5 afin d'avoir des matrices conditionnées. 

Un élément de membrane a été développé dans le code ATILA (cf. Annexe E). Le 

déplacement mesuré sous les mêmes conditions avec l'élément de membrane est le même. 

L'intérêt de cet élément est un gain de temps de calcul compte tenu de la simplicité du  

maillage nécessaire. 
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8. APPLICATION NUMERIQUE DE L'ACTIONNEUR SUR UNE 
PLAQUE 

 

Cette partie présente une étude numérique sur l'efficacité de l'actionneur pour le contrôle de 

forme d'une plaque en flexion.   

L'actionneur précédent est appliqué sur une plaque en aluminium d'1 mm d'épaisseur de façon 

numérique. La modélisation est la suivante : 

 

 

Figure III. 21 Modélisation d'une plaque et de l'actionneur 

 
Il s'agit d'une vue de profil représentant la plaque et l'actionneur placé en son milieu. 

L'actionneur est maillé avec les propriétés homogénéisées. Il est alimenté par des électrodes à 

chaque extrémité (équivalent à des électrodes interdigitées à 340V). La plaque est encastrée à 

un bout. La flèche est mesurée. La déformation est représentée sur les schémas suivants : 

      

Figure III. 22 Flèche de la plaque 

 

La flèche relevée pour un actionneur placé en son centre est de 446µm (soit 1.31µm/V). Une 

même expérience est faite pour une plaque de 5 mm d'épaisseur. Dans ce cas, la flèche est de 

19µm (soit 0.05µm/V).  

 

L'emplacement de l'actionneur a une importance primordiale pour optimiser la flexion de la 

plaque. Une étude est menée afin d'optimiser l'emplacement de l'actionneur sur la plaque pour 

obtenir une flèche maximale. 
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Flèche à l'extrémité d'une plaque encastrée
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Figure III. 23 Courbe d'influence de l'emplacement de l'actionneur sur la plaque 

 

Plus la plaque est près de l'encastrement, plus la flèche est importante. Une différence de 30% 

a lieu entre la première (0mm du bord) et la dernière mesure (66mm du bord = centre). Il est 

donc préférable de placer l'actionneur le plus près possible du bord d'encastrement. Le 

positionnement de l'actionneur est donc optimisé plus aisément avec ce genre de 

modélisation. Cette simplification est possible grâce à l'homogénéisation effectuée au 

préalable.  

 

La même démarche est appliquée à l'élément de membrane (fig. III.24). Le maillage est moins 

important et le temps de calcul est, de ce fait, moins long. 

 

Figure III. 24 Modélisation de l'actionneur par un élément de membrane 
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L'élément est placé au centre de la plaque. La flèche observée est moins importante. Cela est 

certainement dû au phénomène de bras de levier. L'actionneur modélisé avec des éléments 3D 

est excentré. Il est placé au-dessus de la plaque tandis que l'élément de membrane se fond 

dans la plaque. La différence est moindre lors de l'utilisation d'une plaque plus épaisse. Plus 

l'actionneur s'éloigne de la ligne médiane de la plaque, plus l'écart entre la flèche de l'élément 

3D et celle de la membrane est petit.  

 

9. CONCLUSION 
 

Cette partie expérimentale a permis de montrer l'influence très importante du procédé de 

fabrication de l'actionneur. Le fait que les électrodes soient en contact avec la fibre modifie de 

façon considérable les résultats. Cela a un effet important sur l'homogénéisation 

particulièrement dans le cas des coefficients piézoélectriques et diélectriques. Toutefois, cela 

ne remet pas en cause la méthode qui permet d'optimiser le composite. La méthode doit 

s'adapter à la conception réelle de l'actionneur. Il est donc désormais possible de passer d'une 

application compliquée (actionneur composé de fibres, matrice et électrodes interdigitées) à 

un schéma plus simple (actionneur homogène alimenté par deux électrodes). La simplification 

a permis de vérifier, plus facilement, l'influence de la position de l'actionneur sur la plaque. Le 

gain de temps et de coût de calcul est considérable. L'actionneur a un poids négligeable et 

pourtant sa capacité d'activation est importante et la contrainte qu'il développe permet de 

déformer la plaque avec une flèche de 0.6 mm lorsqu'il est à l'extrémité et alimenté à 340V. Il 

est évident, au vu de ces premiers résultats, que le contrôle actif de pale est possible. Il faut 

bien entendu  tapisser la pale de ces actionneurs mais compte tenu du faible poids, la 

surcharge est négligeable. Des essais ont déjà été effectués sur une pale d'échelle 1/6ème CH-

47D [G00a] à Philadelphia. Quarante deux actionneurs à base de fibres actives ont été apposés 

sur la pale dont onze ne pouvaient pas être alimentées. La démonstration s'est faite à une 

fréquence de 67.5 Hz entraînant une torsion entre 1° et 1.5° pic à pic. La méthode décrite dans 

ce mémoire permettra d'évaluer l'efficacité des actionneurs à base de fibres piézoélectriques 

pour le contrôle de torsion des pales d'hélicoptère. 
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Conclusion 
 

Le travail effectué dans le cadre de la thèse concerne le développement d'une méthode 

d'homogénéisation des composites à fibres piézoélectriques en vue d'une application au 

contrôle de forme des pales d'hélicoptères. La principale difficulté réside dans le fait de 

déterminer tous les coefficients, en ayant pour objectif, de travailler éventuellement en 

cisaillement (application déjà en cours d'étude à l'ONERA). Les résultats validés permettent 

d'avoir un gain de temps pour l'optimisation des actionneurs.  

La technique d'homogénéisation numérique développée combine deux méthodes : le 

Volume Elémentaire Représentatif et la Propagation d'Ondes. Les avantages de cette 

technique d'homogénéisation numérique portent sur différents aspects. La détermination de 

tous les coefficients est possible. La méthode permet la prise en compte de la forme de la fibre 

(circulaire, rectangulaire, hexagonale,…). La méthode n'est pas limitée en nombre de phases. 

Enfin, la rapidité de calcul est un bon avantage, notamment pour l'optimisation. Lors de la 

validation, la méthode développée a justifié les autres méthodes déjà existantes avec pour 

avantage de déterminer tous les coefficients. 

 

Les perspectives à donner à ce travail sont nombreuses : 

- Au niveau expérimental :  

• L'influence de l'actionneur collé sur une plaque est mise en avant de façon 

numérique. Il est maintenant nécessaire de passer à la phase expérimentale où l'actionneur 

sera placé au meilleur endroit afin d'obtenir une flèche maximale. Pour cela, l'optimisation 

numérique effectuée dans la thèse est utile. 

• L'application principale réside dans le contrôle de la torsion des pales 

d'hélicoptère. Afin d'obtenir un effet de torsion avec les actionneurs, il faut les coller l'un au-

dessus à +45° et l'autre au-dessous à –45°. Les premiers tests sont encourageants. 

• Il serait également intéressant de faire toutes les expériences précédentes en 

statique et également en dynamique. 

- Au niveau numérique :  

• Il serait bon de se pencher sur le problème de l’homogénéisation inverse. Les 

propriétés des fibres sont mal connues et leur détermination est difficile. Il faut passer par une 
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démarche expérimentale. Connaissant les valeurs globales, il faut ensuite remonter aux 

coefficients de la fibre et la méthode d’homogénéisation doit être adapter à cette démarche. 

• Pour les fabricants d'actionneurs à base de fibres piézoélectriques, la méthode 

d'homogénéisation permet d'optimiser les composites par le choix des matériaux mais aussi de 

la forme des fibres afin d'avoir le meilleur rendement du point de vue macroscopique 

- Au niveau des applications et débouchés : 

• Bien que la bibliographie montre de bons résultats dans le contrôle de forme 

avec ce type d'actionneur, il serait bon d'analyser la fatigue engendrée par le matériau lors 

d'une activation en dynamique.  

• Les applications sont nombreuses et pas uniquement dans le domaine de 

l'aéronautique. La mise en place de ces actionneurs sur une pale d'hélicoptère n'est pas une 

expérience aisée. Toutefois, ce genre d'actionneur est également utilisé dans des domaines 

autrement variés. Ainsi, les skis et les raquettes de tennis bénéficient déjà de ces progrès 

techniques. D'autres domaines que le contrôle de forme peuvent également être enrichis par ce 

type de matériau. Le contrôle de vibration (toit ouvrant de voiture [SM03]) ou le contrôle 

santé (impact sur aile d'avion) utilisent les composites à fibres ou rubans actifs. La technique 

d'homogénéisation peut optimiser ce genre d'applications. 
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NOTATIONS 
 

a Côté du VER 

~
B  Tenseur de courbure 

e
i~

B  Tenseur des dérivées des fonctions d'interpolation 

C Capacitance 

[cD] Tenseur des constantes de rigidité à déplacement électrique constant 

[cE] Tenseur des constantes de rigidité à champ électrique constant 

~
D  Vecteur déplacement électrique 

[e] Tenseur des constantes piézoélectriques 

[e*] Matrice des constantes piézoélectriques en contrainte plane 

~
E  Vecteur champ électrique 

~
F  Vecteur des forces appliquées 

[g] Tenseur des constantes piézoélectriques 

[h] Tenseur des constantes piézoélectriques 

[K] Matrice de rigidité 

l Longueur du VER 

e
~
N  Fonctions d'interpolation 

p Densité surfacique 

~
Q  Vecteur des charges appliquées 

[S] Tenseur des déformations 

[sD] Tenseur des constantes d'élasticité à déplacement électrique  constant 

[sE] Tenseur des constantes d'élasticité à champ électrique constant 

[ ]E
cps  Matrice réduite en contrainte plane 

[ ] 1*E
cps

−
 

Inverse de la matrice réduite en contrainte plane 
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[T] Tenseur des contraintes 

~
u  Champ de déplacement 

e
~
U  Valeurs nodales du déplacement 

[ ]Sβ  Tenseur des constantes diélectriques à déformation constante 

[ ]Tβ  Tenseur des constantes diélectriques à contrainte constante 

[ ]Sε  Tenseur des constantes diélectriques à déformation constante 

[ ]*Sε  Matrice des constantes diélectriques en contrainte plane 

[ ]Tε  Tenseur des constantes diélectriques à contrainte constante 

e
~
Φ  Vecteur nodal 

ϕ potentiel 
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Annexe A : Relations constitutives pour un matériau 
piézoélectrique 

 
Relations constitutives : 
 

Dans un matériau piézoélectrique, les tenseurs de déformation [S] et de contrainte [T], les 

vecteurs de déplacement électrique 
~
D  et de champ électrique 

~
E  sont liés par quatre couples 

équivalents de relations constitutives [BCJ64-Nye57]. En choisissant [S] et 
~
E  comme 

variables indépendantes, on obtient : 







ε+=

−=

j
S
ijklikli

kkijkl
E
ijklij

ESeD

EeScT
 (A. 1) 

où ]c[ E est le tenseur d'ordre quatre des constantes de rigidité à champ électrique constant, [e] 

le tenseur d'ordre trois des constantes piézoélectriques et ][ Sε le tenseur d'ordre deux des 

constantes diélectriques à déformation constante, les indices i, j, k et l variant de 1 à 3. Les 

propriétés remarquables des tenseurs [S] et [T] permettent de condenser leurs notations sous 

la forme de vecteurs à six composantes [DR74-BCJ64]. Le système précédent devient alors : 









ε+=

−=

j
S
ijnini

jjnn
E
mn

ESeD

EeScT
 (A. 2) 

où les indices m et n varient de 1 à 6 et les indices i et j de 1 à 3. Les éléments E
mnc et  jme se 

déduisent simplement des éléments E
ijklc et kije [DR74-BCJ64]. En choisissant [S] et 

~
D  

comme variables indépendantes, on substitue au système précédent : 









β+−=

−=

j
S
ijnini

jjmn
D
mnm

DShE

DhScT
 (A. 3) 

En choisissant [T] et 
~
E , on obtient : 
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







ε+=

+=

j
T
ijnini

jjmn
E
mnm

ETdD

EdTsS
 (A. 4) 

Enfin en choisissant [T] et 
~
D , on obtient : 









β+−=

+=

j
T
ijnini

jjmn
D
mnm

DTgE

DgTsS
 (A. 5) 

 

Relations entre les constantes mécaniques, piézoélectriques et diélectriques : 
 

E
nminjm

T
ijim segd =ε=  (A. 6) 

E
nminjm

S
ijim cdhe =ε=  (A. 7) 

D
nminjm

T
ijim shdg =β=  (A. 8) 

D
nminjm

S
ijim cgeh =β=  (A. 9) 

i et j sont les indices électriques et sont compris entre 1 et 3. 

m et n sont les indices mécaniques et sont compris entre 1 et 6. 

L'exposant E signifie à champ constant (électrodes court-circuitées), D à induction constante 

(électrodes en circuit ouvert), T à effort constant (éprouvette libre), S à déformation constante 

(éprouvette encastrée). 
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Annexe B : Formulation utilisée dans les éléments du code 
ATILA 

 

Transformation du domaine 
 

Le domaine étudié par la méthode des éléments finis, dans lequel sont calculés le déplacement 

et le potentiel électrique, est découpé, par des lignes, en éléments interconnectés par des 

points appelés nœuds [Dec84]. L'ensemble des éléments constitue le maillage. 

Dans un élément du domaine, le champ de déplacement et le potentiel électrique sont uniques 

et définis par des valeurs prises aux nœuds. Cette relation est assurée par les fonctions 

d'interpolation. 

 

Fonction d'interpolation 
 

Les valeurs du champ de déplacement et du potentiel électrique dans un élément fini sont 

définies par les valeurs qu'elles prennent aux nœuds de l'élément. Les fonctions d'interpolation 

permettent de faire le lien entre ces valeurs. Dans cette annexe, sont présentées les fonctions 

d'interpolation utilisées par le code ATILA. 

 

On considère un élément triangulaire dont les trois sommets sont les trois nœuds et e
1Φ , e

2Φ  

et e
3Φ  les valeurs nodales du potentiel électrique sur ces trois nœuds. A partir de ces valeurs 

et des coordonnées des sommets, il est possible d'exprimer la valeur de ϕ  par une 

interpolation linéaire. 

∑
=

Φ=ϕ
3

1i

e
i

e
i

e )y,x(N  (A. 10) 

dont les coefficients e
iN , appelés fonctions d'interpolation ou de pondération, sont représentés 

figure A.1. 
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Figure A. 1 Fonctions d'interpolation dans un triangle à trois nœuds 
 

Ces fonctions sont des polynômes en x et en y dont les neuf coefficients constants (3*3) sont 

définis par les relations : 

ijii
e
i )y,x(N δ=  (A. 11) 

où les indices i et j varient de 1 à 3. Pour ce même élément, si on s'intéresse au champ de 

déplacement 
~
u  dont les valeurs nodales sont 

~
U 1, 

~
U 2 et 

~
U 3 , on a : 

∑
=

=
3

1i

e
i~

e
i

e
~

U]N[u  (A. 12) 

avec  
















=

100
010
001

)y,x(N]N[ e
i

e
i  (A. 13) 

Pour un élément quadratique dont les quatre coins sont les nœuds, les relations précédentes 

restent valables à condition de faire varier les indices i et j de 1 à 4. Les fonctions 

d'interpolation restent linéaires sur les côtés de l'élément mais deviennent quadratiques à 

l'intérieur (Fig A. 2). 

Pour un élément quadrilatère dont les quatre coins et les milieux des autres côtés sont les huit 

nœuds, les relations précédentes restent valables en faisant varier i et j de 1 à 8. Cette fois, les 

fonctions d'interpolation deviennent quadratiques sur les côtés (Fig A. 3). Cette procédure est 

évidemment généralisable à des interpolations d'ordre plus élevé ou à des éléments 
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tridimensionnels. Tous les détails peuvent être trouvés dans le livre de O.C. Zienkiewicz 

[Zie77]. 

 

 

Figure A. 2 Exemple de fonction d'interpolation dans un quadrilatère à quatre nœuds 
 

 

Figure A. 3 Exemples de fonctions d'interpolation dans un quadrilatère à huit nœuds 

 

Formulation des différents tenseurs 
 

Dans le cas d'un problème tridimensionnel, le champ électrique s'écrit : 
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ϕ−= gradE  (A. 14) 

ou encore, pour un élément à p nœuds : 

e
~

e
p

e
1

e
~

]Ngrad,,Ngrad[E Φ−=  (A. 15) 

En posant : 



























∂
∂
∂

∂
∂

∂

=
ϕ

z
N
y

N
x

N

B

e
i

e
i

e
i

e
~

i

 (A. 16) 

et 

]B,,B,B[]B[ e
~

e
~

e
~

e

p21 ϕϕϕ
ϕ =  (A. 17) 

le champ électrique peut s'écrire : 

e
~

e
~

e
~

]B[E Φ=
ϕ

 (A. 18) 

Pour les déformations, on obtient, en utilisant la notation à six composantes : 

e
~

e
u~

e
~

U]B[S =  (A. 19) 

Avec 

]B,,B,B[]B[ e
u~

e
u~

e
u~

e
u

p21

=  (A. 20) 

Et 













































∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

0
x

N
y

N
x

N
0

z
N

y
N

z
N

0

z
N

00

0
y

N
0

00
x

N

]B[

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i

e
i  (A. 21) 
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Annexe C : Détermination des coefficients homogénéisés 
 
Cette Annexe récapitule les coefficients qui n’ont pas besoin d’être calculés au cours de 

l’homogénéisation d'un VER symétrique La symétrie permet de faire des équivalences. 

Toutefois, leur calcul permet de vérifier au fur et à mesure les résultats obtenus. C’est 

pourquoi, leurs calculs sont exposés. 

 
Détermination des coefficients élastiques 
 
Détermination du coefficient effectif Eeff

12s  
Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3313
E
132

E
121

E
111 EdTsTsTsS +++=  (A. 22) 

 
a) 
 

 
b) 

Figure A. 4 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x1 
 

 

0E3 =  (A. 23) 

  

2
E
121 TsS =  (A. 24) 

  

1

1
1 x

uS
∂
∂=  (A. 25) 

  

l*a
FT2 =  (A. 26) 

  

2

1Eeff
12 T

S
s =  (A. 27) 

 

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Annexe C 

158 

Détermination du coefficient effectif Eeff
22s  

Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3323
E
232

E
221

E
212 EdTsTsTsS +++=  (A. 28) 

 

a) 

 
b) 
 

Figure A. 5 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x2  

 
0E3 =  (A. 29) 

  

2
E
222 TsS =  (A. 30) 

  

2

2
2

x

uS
∂

∂=  (A. 31) 

  

l*a
FT2 =  (A. 32) 

  

2

2Eeff
22 T

S
s =  (A. 33) 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
32s  

Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans l'équation suivante : 

3333
E
332

E
321

E
313 EdTsTsTsS +++=  (A. 34) 

 

a) 

 
b) 
 

Figure A. 6 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x3 

 

0E3 =  (A. 35) 

  

2
E
323 TsS =  (A. 36) 

  

3

3
3 x

uS
∂
∂=  (A. 37) 

  

l*a
FT2 =  (A. 38) 

  

2

3Eeff
32 T

S
s =  (A. 39) 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
13s  

Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la relation suivante : 

3313
E
132

E
121

E
111 EdTsTsTsS +++=  (A. 40) 

 

a) 

 
b) 
 

Figure A. 7 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x1 

 

0E3 =  (A. 41) 

  

3
E
131 TsS =  (A. 42) 

  

1

1
1 x

uS
∂
∂=  (A. 43) 

  

²a
FT3 =  (A. 44) 

  

3

1Eeff
13 T

S
s =  (A. 45) 
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Détermination du coefficient effectif Eeff
23s  

Le coefficient qui nous intéresse est exprimé dans la ligne suivante : 

3323
E
232

E
221

E
212 EdTsTsTsS +++=  (A. 46) 

 

a) 

 
b) 
 

Figure A. 8 a) Maillage du Volume Elémentaire 
Représentatif ; b) Maillage représentant le champ 

de déplacement suivant l'axe x2 

 

0E3 =  (A. 47) 

  

3
E
232 TsS =  (A. 48) 

  

2

2
2 x

uS
∂
∂=  (A. 49) 

  

²a
FT3 =  (A. 50) 

  

3

2Eeff
23 T

S
s =  (A. 51) 
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Détermination du coefficient piézoélectrique 
 
Détermination du coefficient effectif eff

32d  
 

 
 

Figure A. 9 Maillage représentant le champ de 

déplacement suivant x2 
 

2

2
2 x

uS
∂
∂=  (A. 52) 

  

l
E3

ϕ=  (A. 53) 

  

3

2eff
32 E

Sd =  (A. 54) 

 
 
 
Détermination du coefficient diélectrique 
 
Détermination du coefficient Teff

22ε  
 

2
T
224242 ETdD ε+=  (A. 55) 

2
T
222 ED ε=  (A. 56) 

Avec : 

l*a
C*D2

ϕ=  (A. 57) 

Et : 

a
E2

ϕ=  (A. 58) 

Il est possible de déterminer le coefficient effectif : 

2

2Teff
22 E

D
=ε  (A. 59) 
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Annexe D : Constantes utilisées pour la validation 
 

 

Les coefficients utilisés pour la validation sont répertoriés dans le tableau suivant : 

 

Coefficients Matrice Fibre : PZT5A 

ρ [kg/m3] 1200     7750 

E
11s  [m²/N] 4.00E-10    1.64E-11 

E
12s  [m²/N] -1.80E-10     -5.74E-12 

E
13s  [m²/N] -1.80E-10     -7.22E-12 

E
33s  [m²/N] 4.00E-10       1.88E-11 

E
44s  [m²/N] 1.16E-09    4.75E-11 

E
66s  [m²/N] 1.16E-09 4.43E-11 

15d  [C/N] 0. 5.84E-10 

31d  [C/N] 0. -1.71E-10 

33d  [C/N] 0. 3.74E-10 

S
11ε  [F/m] 8.85E-10     9.16E-09 

S
33ε [F/m] 8.85E-10       8.30E-09 
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Annexe E : Développement d'un élément de membrane 
 

Cette Annexe décrit la mise en place d'un élément fini de membrane dans le code ATILA. 

Dans un premier temps, un bref rappel des possibilités déjà existantes dans le code est exposé. 

Ensuite, la mise en place de l'élément fini est proposée. Le principe repose sur le 

dédoublement des nœuds qui sont soit électriques soit élastiques. 

 

Élément contenu dans le code ATILA 
 

Le code élément Fini ATILA contient déjà une bibliothèque d'éléments. La plupart sont 

isoparamétriques. Ils sont définis de manière à suivre des surfaces même courbes. La 

contrainte majeure est d'éviter la distorsion. Une distorsion trop importante entraîne parfois 

des problèmes de calcul comme un jacobien nul. Dans le cas d'élément courbé, le radian à la 

courbe sur chaque face ne doit pas excéder la longueur maximale du côté. Le ratio entre la 

plus petite et la plus grande longueur de l'élément ne doit pas excéder 5 dans le cas d'un calcul 

en double précision.  

Le code ATILA a acquis au fil des années un panel important de types de matériaux et chacun 

d'entre eux peut être représenté par des éléments finis. Le tableau A.1 récapitule les différents 

matériaux représentés et les éléments qui le caractérisent [ATI02]. 

 
type Type d'élément Matériaux Nombre de noeuds 

linéaire Élastique 
Interface 

Couplage FEM-BEM 
Impédance mécanique locale 

2/3 
6 
3 
3 

triangulaire Élastique 
Fluide 

Magnétique 
Magnétostricive 
Piézoélectrique 

6 
2D 

quadrilatère Composite 
Élastique 

Fluid 
Magnétique 

Magnétostrictif 
Piézoélectrique 

8 

3D 

triangulaire Composite 
Interface 

Piézoélectrique 
Couplage FEM-BEM 

Impédance mécanique locale 

6 
12 
6 
6 
6 

http://bibliotheques.univ-lille1.fr/grisemine


Annexe E 

166 

quadrilatère Composite 
Élastique 
Interface 

Magnétostrictif 
Piézoélectrique 

Couplage FEM-BEM 
Impédance mécanique locale 

8 
8 

16 
16 
8 
8 
8 

Tétraédrique 10 

Pyramidal 13 

Prismatique 15 

 

Hexaédrique 

Élastique 
Fluide 

Magnétique 
Magnétostrictif 
Piézoélectrique 20 

Tableau A. 1 Tableau récapitulatif des Eléments Finis existant dans le code ATILA 

 
Condition imposée par l'élément de membrane 
 

Une membrane est un voile dont la surface moyenne est un plan. Les conditions sont donc 

celles des plaques (chargement uniquement normal) et celles des voiles (pas de moments 

linéiques) [Des90-Ber94-BD92].  

Les équations d'équilibre de l'étude des coques se réduisent dans le cas des membranes : 

0BTp

0Tdiv

~~
3

~

=⊗+

=

 (A. 60) 

Avec 
~
T  la contrainte, p la densité surfacique de force extérieure et 

~
B  le tenseur de courbure 

normale. Ces équations d'équilibre ne sont valables que sur la configuration déformée. En 

théorie des membranes, cette approximation est considérée, 0B
~

= , les équations se réduisent 

alors à : 

0p

0Tdiv

3

~

=

=
 (A. 61) 

Cela signifie qu'une membrane ne peut pas résister à un chargement normal.  

 

Relation générale dans le cas de la membrane piézoélectrique 
 

Reprenons le système d'équation de la piézoélectricité 
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 (A. 62) 

 

Dans le cas de la polarisation suivant l'axe 3 : 

 

 

Figure A. 10 Membrane polarisée dans le sens de l'épaisseur (axe 3) 

 

Les conditions de membrane (contraintes planes) s'expriment sous la forme : 

0TTT 543 ===  (A. 63) 

et  

0S3 =  (A. 64) 

Le système se réduit donc à : 
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 (A. 65) 

Si la matrice est inversée, le système reliant les grandeurs physiques devient : 
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 (A. 66) 

Sous la forme générale, en notant [ ]E
cps , la matrice réduite en contrainte plane de [ ]Es  et 

[ ] 1*E
cps

−
l'inverse de cette matrice. 

En ôtant les lignes et les colonnes inutiles en contrainte plane : 










ε+−=

−=

−−

−−

~
T

~
t1*E

cp~
1*E

cp~

~
t1*E

cp~
1*E

cp~

E][E]d[]s][d[S]s][d[D

E]d[]s[S]s[T
 (A. 67) 

D'où 










ε+=

−= −

~
*S

~
*

~

~
t*

~
1*E

cp~

E][S]e[D

E]e[S]s[T
 (A. 68) 

Avec : 

1*E
cp

* ]s][d[]e[ −=  (A. 69) 

Et 

t1*E
cp

T*S ]d[]s][d[][][ −−ε=ε  (A. 70) 

avec  

t1EST ]d[]s][d[][][ −+ε=ε  (A. 71) 

d'où la relation donnant le tenseur des constantes diélectriques à déformation constante en 

contrainte plane : 

( ) t1*E
cp

1ES*S ]d[]s[]s[]d[][][ −− −−ε=ε  (A. 72) 

Il faut maintenant vérifier si cette relation reste vraie pour le cas d'une polarisation dans la 

membrane, par exemple dans la direction 1 : 
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Figure A. 11 Membrane polarisée dans le sens de la membrane (axe 1) 

 

Le système devient : 
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Les conditions de membrane (contraintes planes) s'expriment sous la forme : 

0TTT 543 ===  (A. 74) 

et  

0S3 =  (A. 75) 

Le système précédent se réduit donc à : 
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Si la matrice est inversée, le système reliant les grandeurs physiques devient : 
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Dans le cas général, les relations sont donc bien les mêmes que pour le cas précédent : 
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( ) tE
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Le principe fonctionne également pour une polarisation suivant x2. 

 
Construction de l'élément fini quadrilatère pour un film mince 
 

Les matrices de rigidité mécanique, piézoélectrique et diélectrique ont été définies dans le 

chapitre II [Zie77]. En statique, le système à résoudre est : 
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Avec 
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Les films piézoélectriques ont une épaisseur très faible (quelques centaines de microns) qui 

permettent de les assimiler à des membranes travaillant en contrainte plane. Le potentiel peut 

varier tant dans le sens de l'épaisseur que dans le sens de la membrane. 

L'élément quadrilatère  comporte deux couches de huit nœuds chacun. La première couche 

comprend les nœuds (1 à 4 et 9 à 12) ayant trois degrés de liberté (ux, uy et ϕ). La deuxième 

couche comprend les nœuds (5 à 8 et 13 à 16) ayant un seul degré de liberté par nœud, le 

potentiel ϕ. Les noeuds de la couche supérieure et de la couche inférieure ont les mêmes 

coordonnées géométriques. 

 

Figure A. 12 Elément de film mince 

 

Les variations linéaires du potentiel suivant l'épaisseur et la membrane sont prises en compte 

dans le calcul des matrices.  

L'élément a été développé dans le cas d'une polarisation suivant l'axe z. Il faut prendre en 

compte la variation du potentiel selon l'épaisseur de la membrane dans le calcul des matrices 

[K]. L'intégration selon l'épaisseur est réalisée analytiquement.  
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Résumé 
 
Les composites à fibres piézoélectriques sont utilisés dans l'aéronautique pour leur 
légèreté et leur capacité d’activation. Mais leur coût de fabrication demeure élevé et la 
modélisation est une solution rentable pour les optimiser. Cependant, compte tenu de la 
taille très petite des composites en comparaison à la structure sur laquelle ils agissent 
telle que les pales d’hélicoptère, les techniques d'homogénéisation sont couramment 
utilisées pour modéliser ces composites. Une nouvelle technique purement numérique, à 
l'aide du code éléments finis ATILA, est développée afin de palier aux inconvénients 
des méthodes analytiques précédentes : la géométrie peut être complexe et plusieurs 
phases peuvent être présentes dans le composite La technique d'homogénéisation est 
basée sur la combinaison de deux méthodes (Volume Élémentaire Représentatif et 
Propagation des Ondes). Le tenseur entier est obtenu. La méthode est validée par la 
comparaison des résultats obtenus aux résultats issus d'autres méthodes 
d'homogénéisation.  
Des expériences sont ensuite menées sur un actionneur réel : les constantes 
homogénéisées sont comparées aux constantes fournies par le fabricant et celles 
déduites des expériences. Un bon accord est trouvé. C'est pourquoi, l'actionneur est 
enfin placé sur une plaque élastique et ses performances pour le contrôle de forme sont 
discutées. 
 
Mots clés : contrôle de forme, piézoélectricité, composites, méthode d'homogénéisation, 
méthode des éléments finis 

Summary 
 
Composite materials made of piezoelectric fibres are mainly used in aeronautics 
because of their light mass and their high actuation capability. Due to their high 
manufacturing cost, modelling seems to be a well-suited approach for their 
optimisation. In the meantime, their size is very small in comparison with the structure 
on which they act, rotor blade for instance. Therefore, homogenisation techniques are 
often used to model active fibre composites. A new numerical homogenisation 
technique is developed, based on the ATILA finite element code. It overcomes the 
limitations of previous analytical methods : the geometry can be complex and more than 
two phases can be taken into account in the model. The homogenisation technique is 
based on the combination of two methods (Representative Volume Elementary & Wave 
Propagation), allowing the full tensor of constants to be known. The results obtained 
with the method are in good agreement with the results obtained by other analytical 
methods.  
Experiences are then carried out on an actual actuator: numerical homogenised 
constants are compared with the constants given by the manufacturer and with the 
constants deduced from the experience. A good agreement is obtained. Therefore, the 
actuator is set on an elastic plate and its actuating performances are discussed. 
 
Keywords : shape control, piezoelectricity, composites, homogenisation method, finite 
element method 
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