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F. ROTELLA Professeur des Universités
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cas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
5.6 Estimation des matrices d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
5.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6 Applications 139
6.1 Exemples de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . 140

6.1.1 Étude d’un syst̀eme invariant. Comparaison des algorithmes . . . . . . 140
6.1.2 Étude d’un syst̀eme variant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
6.1.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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Chapitre 1

Introduction

Sommaire
1.1 Motivations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Contributions et organisation du document . . . . . . . . . . . . . . . .. 3

1.1 Motivations

La construction et l’utilisation de modèles constituent, de nos jours, desétapes incontour-
nables de nombreuses disciplines scientifiques et technologiques (physique, chimie, biologie,
économie. . .). La mod́elisation permet en effet de formaliser le comportement du processus
étudíe à l’aide d’une repŕesentation, baptisée« mod̀ele», à partir de laquelle il est possible de
comprendre, commander ou améliorer le fonctionnement du procéd́e analyśe. Deux approches,
souvent compĺementaires, peuventêtre envisaǵees pour mod́eliser un syst̀eme :

– La premìere, qui fait appel aux connaissances des spécialistes du domaine considéŕe,
consistèa regrouper, ǵeńeralement sous forme de systèmes diff́erentiels, alǵebriques ou
graphiques, les lois et relations de la physique qui décrivent le comportement du proces-
sus.

– Dans de nombreuses situations pratiques, la complexité du proćed́e à mod́eliser est telle
qu’il est difficile, voire impossible, de connaı̂tre ou d’associer les lois physiques gouver-
nant la dynamique du système. Il est alors ńecessaire de faire appelà un mod̀ele« bôıte
noire1

», construità partir de mesures des données d’entŕee-sortie du proćed́e. L’objectif
majeur de ce mod̀ele est de reproduire au mieux le comportement du processus iden-
tifi é. On parle plus particulièrement, dans ce cas,« d’identification du syst̀eme». Le
mod̀ele de repŕesentation ainsi obtenu est géńeralement constitúe d’un ensemble de re-
lations math́ematiques liant les variables du système analyśe. Les param̀etres de ce type
de mod̀ele sont, la plupart du temps, difficilement interprétables.

La mod́elisation est souvent considéŕee comme la phase initiale de l’automatique moderne.
Elle permet en effet de déterminer le mod̀ele du proćed́e qui sera utiliśe pour pŕedire son com-
portement futur, diagnostiquer sesévolutions de fonctionnement ou synthétiser son ŕegulateur

1Par oppositioǹa« bôıte blanche» lorsque les lois de la physique sont connues et exclusivement utilisées pour
la construction du mod̀ele.
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et sa loi de commande. Puisque les processus industriels sont géńeralement complexes, il est
nécessaire de posséder des connaissances approfondies dans des domaines aussi variés que
la mécanique, l’́electronique, l’́enerǵetique, la biologie ou la chimie pour obtenir un modèle
bôıte blanche efficace. La modélisation exṕerimentale ou identification des systèmes [SS89,
BDR+92, Lju99] est donc devenue une alternative logiqueà la mod́elisation classique fondée
sur l’exploitation des lois physiques.

Dans de nombreuses situations, la complexité croissante des procéd́es a pour conśequence
de voir les propríet́es dynamiques du systèmeévoluer, ne serait-ce que lentement, au cours du
temps. Le comportement d’une automobile dépend ainsi de sa vitesse, de la quantité d’essence
transport́ee, de variables environnementales telles que le vent ou la qualité de la chaussée. Les
caract́eristiques physiques et dynamiques d’un système tel qu’un chauffe-eau sont liéesà des
facteurs tels que la température ext́erieure, l’entartrage de la résistance chauffante et du ballon,
le nombre de personnes utilisant, au même instant, de l’eau chaude... Il est alors très int́eressant,
voire ńecessaire, de considérer un mod̀ele de proćed́e lentement variable afin de tenir compte
d’évolutions non pŕedictibles. Les algorithmes d’identification récursive2 sont particulìerement
adapt́es à ce type de problématique. De nombreuses méthodes adaptatives ontét́e propośees
depuis les anńees 70 [LS83, You84, Lju99] pour fournir des modèles dont les param̀etres va-
rient relativement aux changements de processus. La majorité d’entre elles reposent sur des
repŕesentations de type entrée-sortie. Ces dernières se sont initialement dévelopṕees en raison
de la disponibilit́e d’algorithmes hors ligne fondés sur ce type d’écriture [SS89]. Bien que par-
ticulièrement efficace pour des systèmes monovariables, l’identification récursive d’un mod̀ele
entŕee-sortie se ŕevèle être plus difficile lorsque le procéd́e comporte plusieurs entrées et plu-
sieurs sorties. Elle demande en effet de connaı̂tre a priori l’ordre des polyn̂omes composant
les matrices polynomiales du modèle. De plus, lorsque le nombre d’entrées et de sorties de-
vient conśequent, la gestion de matrices de fonctions de transfert en est que plus d́elicate. En
identification hors ligne, ces difficultés ont motiv́e le d́eveloppement de techniques estimant di-
rectement un mod̀ele d’́etat du syst̀eme sans phase transitoire d’identification de représentations
d’entŕee-sortie : les ḿethodes des sous-espaces [Vib95, VD96b, BSR98, BRS98]. Le premier
avantage de l’approche d’état repose sur le fait qu’elle gère, de manièreéquivalente, les systèmes
mono et multivariables3. Elle ne ńecessite aucune forme canonique et est basée sur un seul in-
dice structurel : l’ordre du système. De par sońecriture, elle permet d’analyser la stabilité, l’ob-
servabilit́e et la commandabilité du processus̀a identifier. Elle est enfin particulièrement bien
adapt́eeà la th́eorie de la commande [AM90, ZD98]. Ces qualités ont rapidement conduit les
chercheurs̀a utiliser la repŕesentation d’́etat pour des procéd́es reqúerant une mod́elisation en
ligne. Puisque les ḿethodes des sous-espaces ont rapidementét́e consid́eŕees, en identification
hors ligne, comme une alternative logique aux techniques d’erreur de pŕediction4, il a ét́e tent́e,
dès la fin des anńees 80 [MDVV89], de les appliquer sur des procéd́es variants. Malheureu-
sement, ces premières essais ont rapidementét́e vains puisque, par construction, les méthodes
hors ligne des sous-espaces emploient des outils d’algèbre lińeaire tels que la d́ecomposition
en valeurs propres ou singulières qui ne sont pas appropriés aux applications temps réel du
fait de leur complexit́e nuḿerique. La fin des années 90 et le d́ebut des anńees 2000 ont vu

2On parleégalement« d’identification temps ŕeel» ou« d’algorithmes adaptatifs».
3Seules les dimensions des matrices d’état du mod̀ele sont modifíees.
4L. Ljung a écrit en 1996 que« The subspace methods for state space models are, in my mind, the most

interesting development in the past decade» [Lju96].
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l’apparition de nouvelles approchesévitant l’utilisation de ces lourds outils de décomposition
tout enétant capables de traiter des systèmes perturb́es à la fois par des bruits de mesure et
de proćed́e [Lov98, Gus99, Oku00, Lov03]. Ces algorithmes récursifs ont en commun d’être
fondés sur l’adaptation, au problème d’identification, d’un crit̀ere particulier de traitement d’an-
tennes [KV96] : le crit̀ere de Yang [Yan95b]. Ces ḿethodes, qui se sont avéŕees efficaces dans
le domaine de la surveillance de systèmes [ONVV01, Oku03], présentent ńeanmoins trois in-
conv́enients majeurs :

– ils reposent tous sur le m̂eme crit̀ere ;
– ils nécessitent des approximations pour rendre le critère de Yang quadratique afin de fa-

ciliter sa minimisation [Gus97a, Lov98, LGV00] ;
– ils utilisent des algorithmes itératifs de type gradient et de fortes contraintes sur les es-

timées pour minimiser le critère d’ordre 4 originel de Yang [OK99, OK02, Lov03].
L’objectif de cette th̀ese consistèa d́evelopper des algorithmes d’identification récursive ori-

ginaux fond́es sur de nouveaux critères ayant comme propriét́es d’̂etrequadratiques, sans ap-
proximation et sans contrainte. Ces fonctions côut sont obtenues en s’inspirant de la méthode
du propagateur [MD91] appliquée initialement en traitement d’antennes. Son principe repose
sur l’utilisation d’un oṕerateur lińeaire particulier et la d́ecomposition de l’espace d’observa-
tion en deux sous-espaces complémentaires : le sous-espace signal et le sous-espace bruit.Son
avantage majeur réside dans le fait qu’aucune recherche d’éléments propres de la matrice inter-
spectrale des signaux reçus par l’antenne n’est réaliśee. Son adaptation au problème d’identi-
fication s’appuie sur une hypothèse classique : le systèmeétudíe est observable. Nous verrons
plus pŕeciśement que cette condition est nécessaire et suffisanteà une estimation récursive et
consistante d’une base de l’espace d’observabilité.

1.2 Contributions et organisation du document

Cette th̀ese a pour objectif de :
– proposer uńetat de l’art des ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces ;
– développer de nouvelles techniques d’identification récursive des sous-espaces remédiant

aux principaux d́efauts des algorithmeśenonćes jusqu’̀a aujourd’hui.
De nombreuses ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces ont en effetét́e ex-

pośees depuis le milieu des années 90. A notre connaissance, aucun article dressant unétat
de l’art de ces dernières n’aét́e propośe, à ce jour, dans la littérature. Celles-ci ḿeritent pour-
tant d’̂etre pŕesent́ees dans un contexte unifié puisqu’elles ŕesultent toutes d’adaptations d’al-
gorithmes particuliers de traitement d’antennes. Bien que ces techniques aient démontŕe leur
efficacit́e sur de nombreux exemples de simulation, il nous a semblé int́eressant de d́evelopper
des ḿethodes alternatives̀a l’ajustement du crit̀ere de Yang [Yan95b] au problème d’identifica-
tion. Ce dernier souffre en effet d’un désagŕement notable : son ordre 4. L’utilisation d’un critère
quadratique sans approximation et sans contrainte est doncpropośee au sein de ce manuscrit.
Les performances et l’applicabilité des algorithmes qui eńemanent sont mises enévidence sur
des exemples de simulation et via des données de maquettes de laboratoire. Le plan d’étude de
ce document est le suivant :
Chapitre 2 : État de l’art de l’identification r écursive

Ce chapitre pŕesente les ḿethodes classiques d’identification récursive fond́ees sur le prin-
cipe des moindres carrés. Il permet au lecteur non coutumier de cette thématique d’appŕehender
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les principales notions liéesà cette branche de la modélisation. Une attention particulière est
apport́eeà la technique de la variable instrumentale. Cette méthode est en effet fondamentale
pour la compŕehension des algorithmes d’identification récursive des sous-espaces.
Chapitre 3 : M éthodes d’identification des sous-espaces : une vue d’ensemble des algo-
rithmes MOESP

L’objectif de cette th̀ese consistèa pŕesenter et d́evelopper des algorithmes d’identification
récursive des sous-espaces. Il semble donc essentiel de proposer, dans un premier temps, une
synth̀ese des ḿethodes hors ligne des sous-espaces. Les techniques regroupées sous l’acronyme
MOESP peuvent̂etre consid́eŕees comme le point de départ de tout algorithme récursif des sous-
espaces. Une présentation des principales méthodes composant cette famille de techniques est
donc expośee au sein de ce chapitre. Les fondements mathématiques et ǵeoḿetriques, les ca-
ract́eristiques th́eoriques et les principales propriét́es asymptotiques de cette classe de méthodes
d’identification sont plus particulièrement commentés.
Chapitre 4 : M éthodes ŕecursives d’identification des sous-espaces fondées sur le crit̀ere
de Yang

Un état de l’art des techniques récursives des sous-espaces fondées sur le crit̀ere de Yang
[Yan95b] est propośe. Une description de ces algorithmes dans leur contexte d’origine (le
traitement d’antennes) et leur ajustement au problème d’identification sont plus préciśement
présent́es. L’adaptation des ḿethodesCOPAST et COPASTd en identification ŕecursive des
sous-espaces estégalement d́evelopṕee.
Chapitre 5 : Adaptation de la méthode du propagateurà l’identification r écursive des
sous-espaces

Ce chapitre contient les principales contributions de cettethèse. Ce dernier débute par une
étude de l’analogie entre l’identification des sous-espaces et le traitement d’antennes. Cette
analyse permet de justifier l’approche proposée jusqu’ici en identification récursive des sous-
espaces i.e. adapter des techniques particulières de traitement d’antennes au problème d’esti-
mation de la matrice d’observabilité du syst̀eme. Deux́etapes sont ainsi mises enévidence :

1. la miseà jour d’un vecteur nomḿe vecteur d’observatioǹa chaque nouvelle acquisition ;

2. l’estimation d’une base de la matrice d’observabilité, à partir de ce vecteur, en adaptant
des ḿethodes particulières de poursuite des sous-espaces.

Deux nouveaux algorithmes d’estimation du vecteur d’observation sont introduits et com-
paŕes aux techniques déjà existantes. Une analyse de la complexité nuḿerique de ces ḿethodes
est expośee. Le probl̀eme de l’estimation ŕecursive d’une base de l’espace d’observabilité est
ensuite consid́eŕe. Sept algorithmes sont ainsi dévelopṕes. Ceux-ci reposent sur l’adaptation
au probl̀eme d’identification de la ḿethode du propagateur [MD91]. Un examen des premières
propríet́es asymptotiques de ces techniques et uneétude pratique et th́eorique du côut calcula-
toire de ces dernières sont́egalement pŕesent́es. Une description des méthodes d’extraction des
matrices d’́etat du proćed́e conclut ce chapitre.
Chapitre 6 : Applications

La mise en application des algorithmes d’identification récursive des sous-espaces fondés
sur le propagateur est menée au sein de ce chapitre. Deux situations sont considéŕees :

– Une analyse des performances et des capacités de poursuite de ces méthodes est tout
d’abordétudíee sur des exemples de simulation. Une comparaison avec celles baśees sur
l’approximationPAST estégalement proposée [Yan95b].



– L’utilisation de donńees ŕeelles mesuŕees sur deux maquettes de laboratoire révèle, dans
un second temps, les possibilités des techniques dévelopṕees.

Chapitre 7 : Conclusion et perspectives
Ce dernier chapitre expose une synthèse des contributions de cette thèse et pŕesente les

travaux de recherche futurs en lien direct avec la problématique trait́ee dans ce manuscrit.





Chapitre 2

Méthodes classiques d’identification
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2.1 Motivations

Lors du 13e congr̀es mondial IFAC1 de San Fransisco, L. Ljung a montré,à travers son« his-
torique de l’identification des systèmes» [Lju96], que cette sṕecialit́e de l’automatique a connu
un d́eveloppement considérable durant les deux dernières d́ecennies duXXe siècle tant sur le
plan pratique [HK86, ZVDL94, GSMR96, BPP96, LLM97, AVVD98, FDV+98, CR01] que
théorique [LS83, SS89, VD96b, Lju99, JKDW01, LBB+01]. Cette progression s’explique par
le fait que l’identification est une discipline communeà de nombreux domaines des sciences de
l’ingénieur (statistique,́economie, biologie, traitement du signal...). Cette diversité d’applica-
tions implique ińevitablement une grande variét́e de probl̀emes pośes ainsi qu’une multiplicit́e
de solutions proposées.

Parmi l’ensemble des techniques d’identification dévelopṕees depuis le d́ebut des anńees
60, les ḿethodes ŕecursives ont rapidement vu le jour [ÅE71]. Leur principal objectif consiste
à estimer, de manière consistante2 et en ligne, le mod̀ele du processuśetudíe. Les deux raisons
fondamentales de ce développement sont que :

– ces techniques permettent de suivre lesévolutions (lentes) de la dynamique du système
étudíe en adaptant continuellement le modèle de proćed́e. Il est alors possible de prendre

1International Federation of Automatic Control.
2Nous consid́erons qu’un mod̀ele est consistant si le vecteur de paramètres caractérisant ce dernier converge

vers les« vrais» param̀etres avec une probabilité de 1.
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des d́ecisions en temps réel en fonction des dernières informations acquises sur le proces-
sus ;

– ces ḿethodes sont, la plupart du temps, moins gourmandes en ressource ḿemoire et en
temps de calcul que leurs homologues hors ligne tout enétant capables de fournir un
mod̀ele fiable du proćed́e.

De nombreux auteurs ont appliqué avec succ̀es des algorithmes d’identification récursive
sur des applications plus ou moins complexes (thermique [Che02, BSM03], ǵenie des proćed́es
[TBDM91, WKL03], aéronautique [KKKN01, UB03], robotique [ÖG02]. . .) dans des domaines
aussi varíes que la commande de procéd́es [ÅHHH93, ÅW95, LLM97, PC98, LT01], le fil-
trage [GS84, Shy89, SK94, GBT99, Gus00] ou la surveillance desyst̀emes [Abi88, Ger98,
Tia01, DBL+01,Öst02, Oku03]. Des ouvrages de référence [LS83, BDR+92, Lju99, LBB+01]
présentent de manière d́etaillée les tenants et aboutissants de cette discipline. Notre objectif au
sein de ce chapitre n’est donc pas de décrire (si celáetait possible) l’ensemble des méthodes
récursives d’identification mais d’exposer les techniques qui seront utiles̀a la compŕehension
des algorithmes récursifs des sous-espaces dévelopṕes dans les prochains chapitres de ce ma-
nuscrit.

2.2 Problématique et notations

Lorsque nous interagissons avec un système, il est utile, voire ńecessaire, de connaı̂tre les
relations entre les variables observées. Ces dernières peuvent̂etre diviśees en trois catégories
[Lju99] :

– les entŕees de commandeu qui permettent d’influer sur le processus ;
– les perturbationsn, qui agissent́egalement sur le système, mais qui sont en géńeral non

contr̂olables par l’utilisateur ;
– les sortiesy i.e. des variables mesurables qui caractérisent l’action du proćed́e sur son

environnement.
Puisque les perturbations sont, par définition, non accessibles̀a la mesure, considérons un

ensemble de données d’entŕee-sortie discr̀etes sur un intervalle de temps[1,M] :

U = {u(t)}t∈[1,M] (2.1)

Y = {y(t)}t∈[1,M] (2.2)

Z = {U ,Y } . (2.3)

Nous recherchons un modèle du proćed́e étudíe sous forme d’une relation liant les entrées et
sorties accessibles̀a l’instantt. Cette relation peut̂etre repŕesent́ee par :

ym(t) = g(U ,Y ) (2.4)

pour laquelleym(t) est la sortie du mod̀ele aute pas d’́echantillonnage etg une fonction tradui-
sant le lien implicite existant entre les données. Puisque nous ne considérons, dans la suite de ce
manuscrit, que des modèles paraḿetriques, l’expression préćedente peut̂etre ajust́ee de la façon
suivante :

g(U ,Y ) = g(φφφ(t),ηηη) (2.5)
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où ηηη est un vecteur de paramètres de dimension finie etφφφ(t) un vecteur de ŕegression permettant
de śelectionner les observations utilesà la description du mod̀ele parmi les donńeesU et Y .
Cette relation, ǵeńeralement non lińeaire entre param̀etres et vecteur de régression, peut̂etre
modifiée selon la paraḿetrisation du mod̀ele choisi. Ainsi, dans le cas linéaire, le mod̀ele peut
être donńe sous la forme suivante (cas des modèlesARX par exemple) [Lju99] :

ym(t) = φφφT(t)ηηη . (2.6)

On parle alors de régression lińeaire puisque le modèle est lińeaire en les param̀etres. Cette
mod́elisationétant parfois trop restrictive, il est possible de considérer le vecteur de régression
comme d́ependant des paramètres du système :

ym(t) = φφφT(t,ηηη)ηηη . (2.7)

Il s’agit alors d’une forme pseudo linéaire (cas des modèlesARMAX [Lju99]). Ces diff́erences
de notations nous obligentà étudier śepaŕement les proćed́es mod́elisables par des régressions
linéaires de ceux représent́es par des mod̀eles pseudo lińeaires ou non lińeaires. Dans la suite
de ce chapitre ne seront exposés que des algorithmes dévelopṕes pour des ŕegressions lińeaires.
Ce choix, qui peut̂etre consid́eŕe empha priori comme une restriction, se justifie par le fait que :

– de nombreuses ḿethodes initialement créées pour des modèles lińeaires peuvent̂etre
utilisées ou aiśement modifíees pour̂etre appliqúeesà des ŕegressions plus complexes
(pseudo lińeaires ou non lińeaires) [LBB+01] ;

– ces techniques sont suffisantes pour appréhender le principe de l’identification récursive
et sont,à notre connaissance, les seulesà être emploýees en identification récursive des
sous-espaces.

Afin de justifier leur utilisation3 en pratique, nous ferons l’hypothèse de nous placer autour
d’un point de fonctionnement pour lequel le processus est représentable par un modèle linéaire.
Nous supposerons alors que les signaux utilisés ne font en aucun cas changer de mode de fonc-
tionnement. De plus, les entrées seront choisies afin de ne pas contraindre le procéd́e étudíe à
travailler dans sa zone de non linéarit́e. Ces hypoth̀eseśetant pŕeciśees, le probl̀eme du traite-
ment des systèmes non lińeaires se simplifie ǵeńeralement et devient un problème de lińearit́e
par morceaux. Il est alors possible d’approcher le régresseur non lińeaire par un ŕegresseur
linéaire. Une pŕesentation int́eressante de l’impact de l’utilisation de modèles lińeaires pour la
mod́elisation de proćed́es industriels est d́evelopṕee dans [SPDR03].

Il est essentiel de rappeler que l’un des objectifs de l’identification est de fournir un mod̀ele
de processus ayant un comportement dynamique le plus prochepossible du systèmeétudíe. Il
faut cependant remarquer que toute procédure d’identification est affectée par le bruit (bruit
de mesure, erreur de modélisation...). Ainsi, la relation modèle / proćed́e est repŕesentable par
l’ équation suivante :

y(t) = ym(t)+n(t). (2.8)

Le terme additifn exprime le fait que la sortiey n’est pas une fonction exacte des observations
pasśees. Le but de l’identification consiste alorsà construire l’erreur entre la sortie mesuréey
et la sortieym prédite par le mod̀ele puis d’utiliser cette erreur,à chaque instant, pour modifier
les param̀etres du mod̀ele afin queym soit une bonne prédiction de la sortie du systèmey, c’est

3Rappelons que la plupart des systèmes physiques et industriels présentent des non linéarit́es.
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à dire que{y(t)− ym(t)} soit de moyenne nulle et de variance minimale au sens d’un certain
critère.

En supposant que le système soit mod́elisable par une régression lińeaire, dans le cas idéal
où n serait totalement d́eterministe, la connaissance du vecteur de paramètresηηη serait suffisante
à la ŕealisation d’un mod̀ele ayant les m̂emes caractéristiques que le processusétudíe. En effet, si
ces param̀etresétaient connus, il serait aisé de d́efinir une valeur de la sortie du modèle calcuĺee
à partir des mesures disponiblesà l’instantt :

ym(t) = φφφT(t)ηηη . (2.9)

Le probl̀eme rencontŕe en identification est que le vecteurηηη n’est pas connu. Nous définissons
donc, pour chaque valeur du vecteur de paramètres estiḿesη̂ηη(t), une sortie estiḿee du mod̀ele :

ŷm(t) = φφφT(t)η̂ηη . (2.10)

Nous cherchons alors un modèle{η̂ηη(t)} qui réaliserait les deux propriét́es suivantes :

P1. : reproduire asymptotiquement le comportement d’entrée-sortie du système soit :

lim
t→∞

(y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t)) = 0 avec une probabilité de 1 ; (2.11)

P2. : converger fortement vers les vrais paramètres, soit :

lim
t→∞

(η̂ηη(t)−ηηη(t)) = 0 avec une probabilité de 1. (2.12)

Une troisìeme contrainte, propre aux méthodes ŕecursives d’identification, demande d’ajus-
ter en permanence les paramètres du mod̀ele de proćed́e à chaque acquisition ou lecture du
fichier de donńees d’entŕee-sortie :

P3. : mettreà jour les param̀etres du mod̀ele :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+ µη̂ηηgη̂ηη (η̂ηη(t−1),M (t−1),u(t),y(t)) (2.13)

M (t) = M (t−1)+ µM gM (η̂ηη(t−1),M (t−1),u(t),y(t)) (2.14)

où gη̂ηη , gM , µη̂ηη etµM sont des fonctions et paramètres d́ependants de la ḿethode d’identi-
fication ŕecursive adoptée,M un ensemble d’informations condensées dans une ḿemoire
auxiliaire et{u(t),y(t)} les mesures obtenues lors de la dernière acquisition.

De nombreuses techniques d’identification récursives ŕepondent̀a ces trois propriét́es [LS83,
LBB+01]. Nous n’en pŕesenterons que deux dans la suite de ce chapitre :

– la méthode des moindres carrés ŕecursifs ;
– la méthode la variable instrumentale récursive.
Ce choix se justifie par le fait que ces dernières sont̀a la base de toutes les méthodes

récursives classiques d’identification et qu’elles permettent ainsi de d́evelopper et de com-
prendre la grande majorité des algorithmes adaptatifs traditionnels proposés dans la litt́erature.
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2.3 Méthodes classiques d’identification ŕecursive

L’objectif de cette section est de présenter les ḿethodes classiques d’identification récursive
permettant d’estimer en ligne un modèle du proćed́e qui reproduit asymptotiquement le com-
portement d’entŕee-sortie du système. Diff́erentes solutions ontét́e d́evelopṕees [LS83]. Elles
diff èrent principalement selon la structure du modèle choisie empha priori. En effet :

– Si le mod̀ele utiliśe est lińeaire en les param̀etres, de simples critères quadratiques peuvent
être introduits. Leur minimisation est alors réalisable par des algorithmes récursifs de type
moindres carŕes.

– Si le mod̀ele consid́eŕe est pseudo lińeaire ou non lińeaire, la t̂ache est bien plus com-
plexe. Aucune solution analytique n’est envisageable. Desapproximations, plus ou moins
conśequentes, sont inévitables pour obtenir des algorithmes récursifs. Deux ḿethodes ont
ét́e plus particulìerement́etudíees : le maximum de vraisemblance récursif [S̈od73] et la
méthode d’erreur de prédiction ŕecursive [Lju81]. Les approximations nécessaires̀a leur
implémentation sont choisies de telle sorte que les algorithmesobtenus soient exacts lors-
qu’ils sont appliqúesà un mod̀ele linéaire [LS83]. Ces techniques ne seront cependant pas
présent́ees dans la suite de ce chapitre puisqu’elles n’apporteraient aucun b́eńefice pour
la compŕehension des ḿethodes ŕecursives des sous-espaces.

Deux solutions fond́ees sur la ŕegression lińeaire suivante :

y(t) = φφφT(t)ηηη +n(t) (2.15)

vont être expośees dans la suite de cette section. Nous commencerons plus préciśement cette
présentation par l’analyse de la technique la plus ancienne : les moindres carrés [RAB+01].
Cette ḿethode est certainement le plus didactique des algorithmesadaptatifs d’estimation. Elle
permet en effet de mettre enévidence leśetapes fondamentales de toute procédure ŕecursive et
de souligner les principales difficultés rencontŕees en identification temps réel. Ce travail sera
ensuite suivi de l’́etude de la ḿethode de la variable instrumentale. Cette technique présente le
sérieux avantage d’être capable d’éliminer le biais asymptotique existant lors de l’application
des moindres carrés en pŕesence d’un bruit non blanc. Cette propriét́e sera particulìerement
utilisée en identification récursive des sous-espaces.

2.3.1 Moindres carŕes ŕecursifs

Une solutionà l’obtention du vecteur de paramètres est de sélectionner celui qui permet le
meilleur ajustement de la sortie du modèleà la sortie du système. Dans le cas d’une régression
linéaire, cette propriét́e peut̂etre ŕealiśee au sens des moindres carrés par un estimateur̂ηηη(t) qui
minimise le crit̀ere quadratique :

J(ηηη ,Z ) =
M

∑
t=1

ε(t|ηηη)2 = εεεT(M)εεε(M) (2.16)

pour lequel l’erreur d’́equationε(t|η̂ηη) est d́efinie par :

ε(t|η̂ηη) = y(t)− ŷm(t|η̂ηη) (2.17)
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et εεε(M) le vecteur d’erreur de prédiction construit comme suit :

εεε =






ε(1)
...

ε(M)




 . (2.18)

PuisqueJ(ηηη ,Z ) est quadratique enηηη et donc strictement convexe, le minimum est obtenu
en annulant sa d́erivée. L’estimateur des moindres carrés peut donc se mettre sous la forme
suivante :

η̂ηη(M) =
(
ΦΦΦ(M)ΦΦΦT(M)

)−1ΦΦΦ(M)Y(M) (2.19)

où :

ΦΦΦT(M) =






φφφ(1)
...

φφφ(M)




 (2.20)

Y(M) =






y(1)
...

y(M)




 . (2.21)

La mise en œuvre en temps réel de cettéequation est relativement lourde puisqu’elle requiert une
sauvegarde de toutes les données et une inversion matricielleà chaque pas d’échantillonnage.
Il serait int́eressant de modifier l’équation (2.19) afin d’éviter cette inversion matricielle tout
en tenant compte de la miseà jour des observations. Pour cela, remarquons que, lorsqu’une
nouvelle acquisition est réaliśee, les matricesΦΦΦT(t) etY(t) s’écrivent :

ΦΦΦT(t) =

[
ΦΦΦT(t−1)

φφφT(t)

]

(2.22)

Y(t) =

[
Y(t−1)

y(t)

]

. (2.23)

En introduisant ces deux́equations dans l’expression (2.19), il s’en suit :

η̂ηη(t) =
(
ΦΦΦ(t−1)ΦΦΦT(t−1)+φφφ(t)φφφT(t)

)−1
(ΦΦΦ(t−1)Y(t−1)+φφφ(t)y(t)) . (2.24)

Malheureusement,̀a ce stade, cettéequation ńecessite toujours une inversion matricielle. Afin
d’éviter ce calcul côuteux nuḿeriquement, il est intéressant d’utiliser le lemme d’inversion ma-
tricielle :

Lemme 2.1.SoientA, B, C etD des matrices dont les dimensions sont telles que le produitBCD
et la sommeA +BCD existent. En supposant de plus queA et C soient ŕegulìeres, l’identit́e
usuelle suivante :

[A +BCD]−1 = A−1−A−1B
[
DA−1B+C−1]−1

DA−1 (2.25)

est toujours v́erifiée.
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En appliquant ce lemmèaL(t) =
(
ΦΦΦ(t)ΦΦΦT(t)

)−1
=
(
ΦΦΦ(t−1)ΦΦΦT(t−1)+φφφ(t)φφφT(t)

)−1
, il

est aiśe de construire la forme récursive de l’estimateur des moindres carrés :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+K(t)ε0(t) (2.26a)

ε0(t) = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1) (2.26b)

K(t) = L(t)φφφ(t) =
L(t−1)φφφ(t)

1+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)
(2.26c)

L(t) = L(t−1)−K(t)φφφT(t)L(t−1) (2.26d)

pour laquelleε0 est l’erreur de pŕedictiona priori. Il est important de remarquer que l’erreur
d’estimation a posterioriε = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t) vérifie :

ε(t)≤ ε0(t). (2.27)

Cetteéquation montre que le processus d’identification est affiné en temps ŕeel au fur et̀a mesure
que de nouvelles informations sont acquises.

Remarque 2.1. Il est possible de ŕecrire l’estimateur des moindres carrés sous la forme sui-
vante :

η̂ηη(t) = L(t)

[

L(0)−1η̂ηη(0)+
t

∑
i=1

φφφ(i)y(i)

]

(2.28)

avec

L(t)−1 = L(0)−1 +
t

∑
i=1

φφφ(i)φφφT(i) (2.29)

qui permet de mettre eńevidence que l’initialisation de l’algorithme d’adaptation paraḿetrique
peut se faire comme suit :

η̂ηη(0) = 0 et L(0)−1 = 0, (2.30)

cette dernìere condition pouvant̂etre ŕealiśee de la façon suivante :

L(0) =
1
δ

I (2.31)

avecδ = 0.001par exemple.

Remarque 2.2. Dans certaines situations, il est intéressant de considérer que les donńees
d’entrée-sortie sont des réalisations de variables aléatoires ayant une distribution donnée. Dans
ce contexte, B. Widrow [WS85] propose d’utiliser le critère stochastique suivant :

Jstoch(ηηη) = E
∥
∥y−φφφTηηη

∥
∥ (2.32)

où E est l’esṕerance math́ematique. Son minimum est atteint lorsque sa dérivée est nulle :

∂Jstoch(ηηη)

∂ηηη
= E

{
φφφ
(
y−φφφTηηη

)}
= 0. (2.33)

L’algorithme ŕecursif suivant peut alorŝetre appliqúe [WH60] :

ηηη(t) = ηηη(t−1)+ µE
{

φφφ(t)
(
y(t)−φφφT(t)ηηη(t)

)}
(2.34)

où µ est le pas de descente du gradient. Cet algorithme est appelé gradient stochastique. Il
s’agit de la version stochastique des moindres carrés ŕecursifs [Lju02].
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A ce stade de l’́etude, il est int́eressant d’explorer les propriét́es que poss̀ede l’estimateur̂ηηη .
Il est donc ńecessaire de poursuivre cette analyse en examinant l’effetdes perturbations sur les
propríet́es des moindres carrés ŕecursifs.

2.3.1.1 Capacit́e de poursuite des moindres carŕes ŕecursifs : une approche bayesienne

Comme tout algorithme adaptatif, l’un des objectifs des moindres carŕes ŕecursifs est de
pouvoir adapter les paramètres du mod̀ele identifíe à l’évolution du syst̀emeétudíe. Il est donc
intéressant d’expliciter les caractéristiques d’adaptation de l’algorithme des moindres carrés
vis-à-vis d’une mod́elisation aĺeatoire du système.

Lorsqu’onétudie la formule (2.26d), il est manifeste que l’algorithme des moindres carrés
récursifs est un algorithmèa gain d’adaptation d́ecroissant. Ceci se voit clairement si l’on
consid̀ere l’estimation d’un seul param̀etre. En effet [LBB+01] :

L(t +1) =
L(t)

1+φ(t)2L(t)
< L(t). (2.35)

Cet algorithme donne donc de moins en moins de poids aux nouvelles mesures. Il ne conviendra
pasà l’estimation de param̀etres variants dans le temps. Pour résoudre ce problème, des versions
pond́eŕees de l’algorithme classique des moindres carrés ŕecursifs ont́et́e d́evelopṕees [LS83].
Une façon simple d’introduire ces pondérations est de considérer de nouveau la définition de
l’estimateur des moindres carrés :

η̂ηη(t) =
(
ΦΦΦ(t)ΦΦΦT(t)

)−1ΦΦΦ(t)Y(t) (2.36)

et d’inśerer des facteurs d’oubliλ1 et λ2 au sein des formules de miseà jour deΦΦΦ etY :

ΦΦΦT(t) =

[√

λ1(t)ΦΦΦT(t−1)
√

λ2(t)φφφT(t)

]

(2.37)

Y(t) =

[√

λ1(t)Y(t−1)
√

λ2(t)y(t)

]

. (2.38)

L’utilisation de telles pond́erations permet ainsi de donner des poids particuliers aux diff érentes
observations. En introduisant ces relations au sein de l’équation (2.36), nous obtenons :

η̂ηη(t) =
(
λ1(t)ΦΦΦ(t−1)ΦΦΦT(t−1)+λ2(t)φφφ(t)φφφT(t)

)−1

(λ1(t)ΦΦΦ(t−1)Y(t−1)+λ2(t)φφφ(t)y(t)) . (2.39)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ. (2.25)) à L(t) =
(
ΦΦΦ(t)ΦΦΦT(t)

)−1
, la

version pond́eŕee de l’algorithme ŕecursif des moindres carrés s’́ecrit :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+K(t)ε0(t) (2.40a)

ε0(t) = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1) (2.40b)

K(t) =
L(t−1)φφφ(t)

λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)
(2.40c)

L(t) =
1

λ1(t)

(
L(t−1)−K(t)φφφT(t)L(t−1)

)
. (2.40d)
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Preuve :Soit :

L(t) =
(
ΦΦΦ(t)ΦΦΦT(t)

)−1
=
(
λ1(t)ΦΦΦ(t−1)ΦΦΦT(t−1)+λ2(t)φφφ(t)φφφT(t)

)−1
. (2.41)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ. (2.25)), nous obtenons :

L(t) =
1

λ1(t)



L(t−1)− L(t−1)φφφ(t)φφφT(t)L(t−1)
λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)



 . (2.42)

Le vecteur des param̀etres estiḿe s’́ecrit alors :

η̂ηη(t) = L(t)(λ1(t)ΦΦΦ(t−1)Y(t−1)+λ2(t)φφφ(t)y(t))

= L(t)
((

L−1(t)−λ2(t)φφφ(t)φφφT(t)
)

η̂ηη(t−1)+λ2(t)φφφ(t)y(t)
)

= η̂ηη(t−1)+λ2(t)L(t)φφφ(t)
(
y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1)

)
.

(2.43)

Puisque :

K(t) = λ2(t)L(t)φφφ(t)

=
λ2(t)
λ1(t)



L(t−1)φφφ(t)− L(t−1)φφφ(t)φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)
λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)





=
L(t−1)φφφ(t)

λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)
,

(2.44)

l’algorithme final s’́ecrit :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+K(t)ε0(t) (2.45a)

ε0(t) = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1) (2.45b)

K(t) =
L(t−1)φφφ(t)

λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)
(2.45c)

L(t) =
1

λ1(t)

(
L(t−1)−K(t)φφφT(t)L(t−1)

)
. (2.45d)

◭

La bornitude deL(t) est ainsi assurée afin d’́eviter que le gain d’adaptation devienne asympto-
tiquement nul pourvu que les facteurs d’oubliλ1(t) et λ2(t) soient borńes, lentement variables
et vérifient :

0 < λ1(t)≤ 1 et 0≤ λ2(t)≤ 1. (2.46)

En pratique, la śelection des facteurs d’oubli a pour but de maintenir le gaind’adaptationK
à une valeur telle qu’il soit possible de suivre les paramètres. Malheureusement, comme nous
allons le montrer dans la suite de ce paragraphe, l’utilisation de facteurs d’oubli faibles, idéaux
pour une adaptation rapide, rend l’algorithme des moindrescarŕes ŕecursifs particulìerement
sensible au bruit du système. Afin de mettre eńevidence ce compromis, considérons la relation
suivante :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+λ2(t)L(t)φφφ(t)
(
y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1)

)
(2.47)

mise eńevidence dans la preuve de l’algorithme (2.40) (cf. equ. (2.43)) et supposons que :
– Le vecteur des vrais paramètresηηη varie selon la loi suivante :

ηηη(t) = ηηη(t−1)+ϖϖϖ(t) (2.48)

avecϖϖϖ(t) un bruit blanc gaussien de matrice de covarianceRϖϖϖ . Cette dernìereécriture
traduit la possible variation aléatoire du vecteur de paramètres selon une loi gaussienne.
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– La sortie du système v́erifie :

y(t) = φφφT(t)ηηη(t)+n(t) (2.49)

où φφφ et n sont des variables aléatoires ind́ependantes de moyenne nulle et de matrice de
covariance respectiveRφφφ etRn.

Il est alors possible de calculer l’erreur d’estimation desparam̀etresη̃ηη(t) = ηηη(t)− η̂ηη(t) :

η̃ηη(t) = ηηη(t)− η̂ηη(t)

= ηηη(t−1)+ϖϖϖ(t)− η̂ηη(t−1)−λ2(t)L(t)φφφ(t)
(
y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1)

)

= η̃ηη(t−1)+ϖϖϖ(t)−λ2(t)L(t)φφφ(t)
(
φφφT(t)ηηη(t)+n(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1)

)

= η̃ηη(t−1)+ϖϖϖ(t)

−λ2(t)L(t)φφφ(t)
(
φφφT(t)(ηηη(t−1)+ϖϖϖ(t))−φφφT(t)η̂ηη(t−1)+n(t)

)

=
[
I −λ2(t)L(t)φφφ(t)φφφT(t)

]
η̃ηη(t−1)

+
[
I −λ2(t)L(t)φφφ(t)φφφT(t)

]
ϖϖϖ(t)−λ2(t)L(t)φφφ(t)n(t).

(2.50)

La quantit́e qui nous int́eresse plus particulièrement est la matrice de covariance de l’erreur
d’estimationRη̃ηη . Puisque les variables considéŕees sont supposées ind́ependantes, cette matrice
s’écrit :

Rη̃ηη(t) =
[
I −E{λ2(t)L(t)}Rφφφ (t)

]
R̂η̃ηη(t−1)

[
I −E{λ2(t)L(t)}Rφφφ (t)

]T

+
[
I −E{λ2(t)L(t)}Rφφφ (t)

][
I −E{λ2(t)L(t)}Rφφφ (t)

]T Rϖϖϖ(t)

+E{λ2(t)L(t)}Rφφφ (t)E{λ2(t)L(t)}TRn(t).

(2.51)

Si nous nous plaçons dans le cas où le vecteur de ŕegression est totalement déterministe et
sachant que :

E{L(t)}= E
{

φφφφφφT}−1
= R−1

φφφ , (2.52)

l’ équation (2.51) est́equivalentèa :

Rη̃ηη(t) = (1−λ2(t))
2R̂η̃ηη(t−1)+(1−λ2)

2Rϖϖϖ(t)+λ 2
2 (t)R−1

φφφ (t)Rn(t). (2.53)

Ainsi, quandt tend vers l’infini, en ńegligeant le termeλ 2
2 Rη̃ηη [GL95] :

lim
t→∞

Rη̃ηη(t)≈ 1
2

(
(1−λ2)

2

λ2
Rϖϖϖ +λ2R−1

φφφ Rn

)

. (2.54)

Cette dernìere expression met eńevidence un compromis intrinsèque dans le choix du facteur
d’oubli : une faible valeur deλ2 diminue l’effet du bruitn(t) dans l’estimation des paramètres
(par l’intermédiaire du termeλ2Rn) mais augmente l’influence de l’erreur de poursuite (avec
(1−λ2)

2

λ2
Rϖϖϖ ) au cours de cette m̂eme estimation. Il est donc essentiel en pratique d’atteindre le

bonéquilibre entre capacité de poursuite et sensibilité aux bruits. De nombreux choix de valeurs
des facteurs d’oubliλ1(t) et λ2(t) ont ét́e propośes dans la litt́erature. Une description précise
des principaux algorithmes pondéŕes est ŕealiśee dans [LLM97, LBB+01]. Nous ne pŕesentons
qu’un bref ŕecapitulatif des alternatives possibles pourλ1(t) et λ2(t) au sein du tableau 2.1, le
lecteur int́eresśe pouvant facilement́etudier les ŕeférences ci-dessus.
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Nom Facteur d’oubli Utilisation

Gain d́ecroissant λ1(t) = 1 etλ2(t) = 1 Syst̀emes stationnaires

Facteur d’oubli fixe λ1(t) = λ1 ∈]0,1[ et λ2(t) = 1 Syst̀emes lentement variables

Facteur d’oubli variable λ1(t) = λ0λ1(t−1)+1−λ0 et λ2(t) = 1 Traitement des conditions initiales

Trace constante λ1(t) = λ2(t) tel quetr (L(t)) = tr (L(t−1)) Syst̀emes non stationnaires. Gain borné

Gain constant λ1(t) = 1 etλ2(t) = 0 Convergence lente. Robustesse vis-à-vis des variations

TAB . 2.1: Principaux choix pourλ1(t) etλ2(t) pour la poursuite de systèmes variant
dans le temps.

Remarque 2.3. Il est à noter que la repŕesentation (2.48) et (2.49) est estimable de façon
optimale au sens des moindres carrés dans le cas òu les perturbations n etϖϖϖ sont des bruits
blancs gaussiens. En effet, la solution de ce problème est le ćelèbre filtre de Kalman [KB61]
dont l’algorithme ŕecursif est d́ecrit de la façon suivante :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+K(t)ε0(t) (2.55a)

ε0(t) = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1) (2.55b)

K(t) =
L(t−1)φφφ(t)

R̂n(t)+φφφT(t−1)L(t−1)φφφ(t)
(2.55c)

L(t) = L(t−1)−K(t)φφφT(t)L(t−1)+ R̂ϖϖϖ(t). (2.55d)

Il est alors possible de récrire l’algorithme des moindres carrés pond́erésà partir deséquations
préćedentes en considérant [Lju02] :

R̂ϖϖϖ(t) =

(
1

λ1(t)
−1

)


L(t−1)− L(t−1)φφφ(t)φφφT(t)L(t−1))
λ1(t)
λ2(t)

+φφφT(t)L(t−1)φφφ(t)



 (2.56a)

R̂n(t) =
λ1(t)
λ2(t)

. (2.56b)

Cette dernìereéquation (2.56b) met eńevidence que le choix optimal des facteurs d’oubliλ1(t)
et λ2(t) nécessite la connaissance des propriét́es du second ordre du bruit n(t).

2.3.1.2 Biais asymptotique de l’estimateur en pŕesence de perturbations

La méthode des moindres carrés a l’avantage d’une certaine simplicité. En pratique, elle
présente toutefois l’inconv́enient de donner fréquemment une estimation asymptotiquement
biaiśee du vecteur des paramètres. Afin de mettre eńevidence ce biais d’estimation, considérons
de nouveau la régression lińeaire suivante :

y(t) = φφφT(t)ηηη +n(t). (2.57)

Il est alors facile de v́erifier que, matriciellement :

Y(t) = ΦΦΦT(t)ηηη +N(t). (2.58)
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En introduisant cettéequation au sein de la relation (2.19), nous obtenons :

η̂ηη(M) = ηηη +
(
ΦΦΦ(M)ΦΦΦT(M)

)−1ΦΦΦ(M)N(M). (2.59)

L’estimation du vecteur des paramètres sera donc asymptotiquement non biaisée si et seulement
si :

E{φφφ(t)n(t)}= 0, (2.60)

c’est à dire siφφφ et n sont d́ecorŕelés. L’estimateur des moindres carrés est donc asymptotique-
ment non biaiśe uniquement lorsquen est un bruit blanc gaussien. Pour remédierà cette res-
triction, plusieurs algorithmes ontét́e d́evelopṕes [LBB+01]. L’idée communèa ces diff́erentes
techniques est la suivante. Pourη̂ηη = ηηη , l’erreur d’équation vaut :

ε(t) = n(t). (2.61)

Ainsi, pour avoirη̂ηη(M) = ηηη quandM→ ∞, il suffit que :

E{φφφ(t)ε(t)}= 0. (2.62)

Une estimation asymptotiquement non biaisée peut alorŝetre obtenue dans les cas suivants :
– l’erreur d’́equation est un bruit blanc pourη̂ηη = ηηη ;
– le vecteur des observations et l’erreur d’équation sont non corrélés pourη̂ηη = ηηη .
Nous pouvons donc distinguer deux types de méthodes d’estimation fournissant des pa-

ramètres asymptotiquement non biaisés :
– les ḿethodes baśees sur le blanchiment de l’erreur d’équation ;
– les ḿethodes fond́ees sur la d́ecorŕelation observation / erreur d’équation.
Les techniques les plus connues sont les moindres carrés étendus [You68], les moindres

carŕes ǵeńeraliśes [Cla67], les ḿethodes d’erreur de sortie [Lan74] ou les méthodes de la
variable instrumentale [Rei41]. Il n’y a malheureusement aucun algorithme d’estimation pa-
ramétrique capable de fournir des estimées asymptotiquement non biaisées pour tout type de
mod̀ele de bruit. Au contraire, pour chaque structure de modèle, il existe une ou plusieurs tech-
niques aboutissantà des ŕesultats consistants. Le choix de la méthode utiliśee d́epend donc du
syst̀eme, de la structure du modèle et de la nature du bruit. Nous développerons cependant plus
préciśement l’une d’entre elle : la ḿethode de la variable instrumentale [WP67]. Cette dernière
est en effet tr̀es utiliśee en identification récursive des sous-espaces.

2.3.2 Variable instrumentale ŕecursive

Au sein de la section préćedente, il aét́e mis enévidence que l’estimateur des moindres
carŕes (ŕecursifs) fournissait des estimées asymptotiquement biaisées en pŕesence de pertur-
bations non blanches. Différentes solutions ontét́e d́evelopṕees durant ces cinquante dernières
anńees pour ŕesoudre ce problème [KS61, May67, Lan74, SS89, VV91, LLM97, Lju99, Yer00].
Parmi celles-ci, la ḿethode de la variable instrumentale a connu une attention particulière puis-
qu’elle peutêtre facilement consid́eŕee comme une simple modification des moindres carrés.
Elle fut introduite par Reiersøl en 1941 pour résoudre certains problèmes d’́economie [Rei41].
De nombreux articles et livres ontét́e écrits sur ce sujet [WP67, You70, Cai76, War77, SS83a,
LS83, You84, SS89]. Nous n’en présenterons donc que les fondements, les lecteurs intéresśes
pouvantétudier les ŕeférences pŕećedentes.
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Toutes les techniques basées sur l’utilisation de la variable instrumentale exploitent la pro-
priét́e suivante : les signaux déterministes pŕesentent des séquences de corrélation temporelle
infinies tandis que les signaux stochastiques possèdent des śequences de corrélation tempo-
relle borńees. En conśequence, les composantes de bruit au sein de la matrice d’intercorŕelation
forméeà partir du vecteur de régressioǹa l’instantt et d’une version retard́ee de ce dernier sont
réduites de manière significative,̀a condition, bien ŝur, que le signal et le bruit soient statisti-
quement ind́ependants et que le retard au sein du vecteur de régression d́ecaĺe soit suṕerieur
à la longueur de corrélation du bruit. L’id́ee ǵeńerale des ḿethodes de la variable instrumen-
tale consiste donc̀a cŕeer un nouveau vecteur de régressionξξξ qui soit fortement corŕelé avec
les donńees non perturb́ees mais non corrélé avec le bruit. En effet, la condition d’excitation
persistante [Lju99] :

E{ξξξ (t)φφφ(t)} régulìere (2.63)

nécessite queφφφ et ξξξ soient suffisamment corrélées, alors que la condition de consistance de
l’estimateur :

E{ξξξ (t)n(t)}= 0 (2.64)

requiert queξξξ etn soient ind́ependantes et centrées. Or, nous savons que :

n = ε (2.65)

pourη̂ηη = ηηη . Nous recherchons donc une variable instrumentale telle que :

E{ξξξ (t)ε(t)}= 0. (2.66)

Puisque nous n’avons accès qu’̀a un nombre fini de données, la relation préćedente s’́ecrit :

1
M

M

∑
t=1

ξξξ (t)ε(t) =
1
M

M

∑
t=1

ξξξ (t)
(
y(t)−φφφT(t)ηηη

)
= 0 (2.67)

en remplaçant l’esṕerance math́ematique par une somme finie. Deux algorithmes de minimisa-
tion doivent alorŝetre envisaǵes selon le nombre d’instruments composant le vecteurξξξ . En effet,
lorsqu’il est possible de construire un vecteurξξξ de dimensiońegaleà celle deφφφ , en supposant
que la condition d’excitation persistante (2.63) soit vérifiée, la matrice4 :

M

∑
t=1

ξξξ (t)φφφT(t) = ΞΞΞ(t)ΦΦΦT(t) (2.68)

est inversible. La technique de minimisation basée sur le lemme d’inversion matricielle proposée
au sein du paragraphe préćedent est alors applicable au problème suivant :

η̂ηη(t) =
(
ΞΞΞ(t)ΦΦΦT(t)

)−1

︸ ︷︷ ︸

L IV (t)

ΞΞΞ(t)Y(t). (2.69)

4La matriceΞΞΞ est construite de manière similairèa ΦΦΦ.
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L’algorithme d’identification ŕecursive qui en d́ecoule peut alorŝetre simplement d́ecrit par :

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+K IV (t)ε0(t) (2.70a)

ε0(t) = y(t)−φφφT(t)η̂ηη(t−1) (2.70b)

K IV (t) =
L IV (t−1)ξξξ (t)

1+φφφT(t)L IV (t−1)ξξξ (t)
(2.70c)

L IV (t) = L IV (t−1)−K IV (t)φφφT(t)L IV (t−1). (2.70d)

Remarque 2.4. Il est important de remarquer que le fait d’avoirξξξ 6= φφφ provoque une dis-
syḿetrie au niveau des coefficients de cette version récursive. Il peut alors se produire certains
problèmes d’ordre nuḿerique. Les propríet́es asymptotiques de cet estimateur récursif sont ce-
pendant identiques̀a celles de la version hors ligne [LS83, You84, Lju99].

Il est parfois difficile de cŕeer une variable instrumentale ayant un nombre d’instruments
strictement́egal au nombre de paramètresà estimer. Il est souvent bien plus simple de construire
un vecteurξξξ tel que dim(ξξξ ) > dim(φφφ). Or, dans ce cas, le lemme d’inversion matriciel n’est
plus directement applicable puisque la matrice rectangulaire ΞΞΞ(t)ΦΦΦT(t) n’est pas inversible. Il
est alors ńecessaire d’appliquer une technique particulière de minimisation ŕecursive, d́evelopṕee
par B. Friedlander [Fri84], nomḿee« algorithme de la variable instrumentaleétendue» :

KEIV(t) = LEIV(t−1)ΨΨΨ(t)
(
ΛΛΛ+ΨΨΨT(t)LEIV(t−1)ΨΨΨ(t)

)−1
(2.71a)

ΨΨΨ =
[

RT
ξξξ φφφ (t−1)ξξξ φφφ

]

(2.71b)

g(t) =

[

ξξξ T
(t)Rξξξy(t−1)

y(t)

]

(2.71c)

ΛΛΛ(t) =

[
−ξξξ (t)ξξξ (t) 1

1 0

]

(2.71d)

η̂ηη(t) = η̂ηη(t−1)+KEIV(t)
(

g(t)−ΨΨΨT(t)η̂ηηT(t−1)
)

(2.71e)

Rξξξ φφφ (t) = Rξξξ φφφ (t−1)+ξξξ (t)φφφT(t) (2.71f)

Rξξξy(t) = Rξξξy(t−1)+ξξξ (t)y(t) (2.71g)

LEIV(t) = LEIV(t−1)−KEIV(t)ΨΨΨT(t)LEIV(t−1). (2.71h)

Cet algorithme est plus complexe numériquement que la version classique (2.70). Cependant,
dans certaines applications (en traitement du signal par exemple [SS89]), la qualité des estiḿees
augmente avec le nombre d’instruments.

Un dernier probl̀eme concerne le choix des instruments composant le vecteurξξξ . En pratique,
on distingue deux techniques usuelles pour géńerer ces instruments :

– la variable instrumentalèa observations retardées pour laquelle :

ξξξ T
(t) =

[
−y(t− r) . . . −y(t−n1− r) u(t) . . . u(t−n2)

]
(2.72)

où r désigne le retard d’observation et{n1,n2} le degŕe du nuḿerateur et du d́enominateur
de la fonction de transfert considéŕee ;
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– la variable instrumentale avec modèle auxiliaire pour laquelle :

ξξξ T
(t) =

[
−yaux(t) . . . −yaux(t−n1) u(t) . . . u(t−n2)

]
(2.73)

où yaux(t) = ξξξ T
(t − 1)η̂ηη(t) désigne la sortie du modèle auxiliaireà l’instant t. Cette

méthode ńecessite une phase d’initialisation qui peutêtre ŕealiśee, par exemple,̀a l’aide
d’un algorithme tel que les moindres carrés ŕecursifs.

Ces techniques, intéressantes d’un point de vue expérimental, ne fournissent malheureuse-
ment pas de variables instrumentales dites optimales [SS83a, SS83b]. L’impĺementation d’une
variable instrumentale optimale nécessite en effet de connaı̂tre les sorties non perturbées du
proćed́e ainsi que la matrice de covariance du bruit, qui sont, dans la plupart des cas, incon-
nues et non mesurables. Un algorithme itératif a ét́e propośe par P. Stoica et T. S̈oderstr̈om
pour construire ce type de variable [SS83a]. Ce dernier est compośe de quatréetapes dont deux
doivent être ŕeṕet́ees jusqu’̀a convergence de l’algorithme. Cette contrainte le rend difficile-
ment applicable en ligne. Les instruments proposés pŕećedemment (cf. equ. (2.72) et (2.73))
présentent donc un bon compromis consistance / temps de calcul.

2.4 Limitations des ḿethodes classiques et conclusion

Le principe de l’identification ŕecursive consistèa calculer,̀a chaque instant, le vecteur des
param̀etres du mod̀ele recherch́e en fonction des param̀etres estiḿes à l’instant pŕećedent et
des nouvelles informations acquises sur le procéd́e. Elle constitue de ce fait la partie centrale
des syst̀emes adaptatifs (commande ou traitement du signal) et peutêtre facilement utiliśee
comme premìereétape des techniques de surveillance et de diagnostic puisque, par un choix
judicieux de certaines variables, il est possible de suivrelesévolutions du proćed́e à surveiller.
Les algorithmes ŕecursifs expośes au sein de ce chapitre présentent malheureusement quelques
inconv́enients qui les rendent difficilement applicables dans certaines situations pratiques5.

– La premìere, qui est certainement la plus contraignante pour l’utilisateur, est que de nom-
breuses techniques récursives ont́et́e propośees pour fonctionner exclusivement sur une
structure de mod̀ele de proćed́e et de bruit bien sṕecifique. Il est donc fondamental d’avoir
une bonne connaissancea priori du syst̀emeétudíe pour correctement choisir l’algorithme
récursifà appliquer.

– La grande majorit́e des ḿethodes ŕecursives classiques d’identification ontét́e d́evelopṕees
pour des systèmes monovariables. Il est théoriquement possible de les appliquerà des
proćed́es multivariables. Cependant, lorsque le nombre d’entrées et de sorties devient
conśequent, l’utilisation de représentations polynomiales n’est pasévidente.

– Comme toute technique basée sur des fonctions de transfert, les méthodes ŕecursives clas-
siques demandent de fixera priori un grand nombre de paramètresi.e. les degŕes des
numérateurs et d́enominateurs des fonctions de transfert des modèles de processus et de
bruit ainsi que le retard relatif pour chaque couple d’entrée-sortie. Il est alors souvent
nécessaire de surdimensionner les fonctions de transfert afin de ne ńegliger aucune bande
de fŕequences de la dynamique du système.

5Sur des systèmes pŕesentant un grand nombre d’entrées et de sorties par exemple.
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– Ces algorithmes ne permettent pas d’avoir un accès direct̀a des variables telles que l’état
du syst̀eme, variables particulièrement utiles en filtrage (Luenberger, Kalman) [Gus01]
ou en commande optimale [DAC95].

Ces difficult́es sont principalement liéesà la structure du mod̀ele utiliśe par l’approche
entŕee-sortie : la fonction de transfert. Il semble donc important de d́evelopper de nouveaux
algorithmes d’identification récursive fond́es sur deśecritures de mod̀ele plus compactes. En
identification hors ligne, l’approche d’état s’est av́eŕee être une alternative intéressante aux
repŕesentations externes de type polynomial. Cette approche, qui évite d’utiliser des formes
canoniques, présente le grand intér̂et de ne ńecessiter la connaissance que d’un unique pa-
ramètre : l’ordre du syst̀eme. Ce constat a motivé le d́eveloppement de nombreux algorithmes
d’identification [Vib95], regrouṕes sous la d́enomination de ḿethodes des sous-espaces, pour
identifier directement un modèle d’́etat du proćed́e sans avoir recours̀a une repŕesentation
entŕee-sortie interḿediaire. Puisque ces techniques ont démontŕe leur efficacit́e sur de nombreux
cas pratiques [VVG94, WV96, AL97, FDV+98, BNSR98, BAB00, BR02], il est intéressant
de les adapter̀a notre probl̀eme d’identification ŕecursive. C’est ce que nous allons réaliser
au sein des chapitres 4 et 5. Mais, avant cela, il est nécessaire d’exposer une synthèse des
méthodes directes d’identification des sous-espaces en insistant plus particulìerement sur les
techniques principalement utilisées en identification récursive des sous-espaces : les algorithmes
MOESP [VD92a, VD92b, Ver93, Ver94]. Cette présentation nous permettra d’introduire les ou-
tils géoḿetriques essentiels̀a la compŕehension des ḿethodes fond́ees sur la notion de sous-
espace ainsi que de poser les limites intrinsèques de ces techniques hors ligne pour leur appli-
cation en temps réel.
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ramètres structuraux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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3.1 Problématique

Au cours des deux dernières d́ecennies, de nombreux auteurs [Lar83, De 88, MDVV89,
VD91, VD92a, VD92b, Ver94, VD94, Vib95, VD96b] ont proposé plusieurs algorithmes d’iden-
tification alternatifs aux techniques traditionnelles d’erreur de pŕediction et de maximum de
vraisemblance [SS89, Lju99] : les méthodes des sous-espaces. Contrairement aux techniques
« classiques» d’identification, les ḿethodes des sous-espaces ne nécessitent aucun algorithme
d’optimisation non lińeaire. Elles s’inspirent de la théorie de la ŕealisation [HK66] (cf. §3.2)
et ont pour objectif de fournir un modèle d’́etat discret, lińeaire et invariant du systèmeétudíe.
Ce mod̀ele est estiḿe directement̀a partir des donńees d’entŕee-sortie acquises, sans calcul
préalable d’une représentation externe du procéd́e, en ajustant un ou plusieurs sous-espaces
vectoriels aux mesures d’entrée et de sortie. Plus préciśement, le probl̀eme d’identification
traité par les techniques d’identification des sous-espaces consisteà estimer les matrices d’état
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déterministesA, B, C et D du mod̀eleà temps discret du procéd́e dans le contexte stochastique
suivant [VD92a] :

x(t +1) = Ax(t)+Bũ(t)+w(t) (3.1a)

ỹ(t) = Cx(t)+Dũ(t) (3.1b)

où ũ(t) ∈ Rnu×1 et ỹ(t) ∈ Rny×1 sont respectivement les vecteurs des entrées et des sorties non
perturb́ees,x(t) ∈ Rnx×1 le vecteur d’́etat etw(t) ∈ Rnx×1 le bruit d’état. Ces signaux sont sup-
pośesêtre des ŕealisations (de longueur finie) de variables ergodiques et stochastiques [VD92a].
Les vecteurs de mesure d’entrée et de sortie sont caractériśes de la façon suivante :

u(t) = ũ(t)+υυυ(t) (3.2a)

y(t) = ỹ(t)+v(t) (3.2b)

avecυυυ(t) ∈ Rnu×1 et v(t) ∈ Rny×1 des bruits de mesure. La figure 3.1 illustre l’influence de
ces perturbations sur le système. Les trois bruits considéŕes sont supposésêtre trois vecteurs de

+

+υυυ(t) u(t)

ũ(t) Syst̀eme ỹ(t) y(t)

v(t)w(t)

FIG. 3.1: Repŕesentation du systèmeétudíe.

bruit blanc statistiquement indépendants des entrées pasśees non bruit́eesũ tels que :

E











w(t)
v(t)
υυυ(t)




[
w(s) v(s) υυυ(s)

]






=





Rww Rwv Rwυυυ
RT

wv Rvv Rvυυυ
RT

wυυυ RT
vυυυ Rυυυυυυ



δt,s (3.3)

avecδt,s le symbole de Kronecker. Nous supposons que les bruitsυυυ , v etw sont ind́ependants de
la śequence d’entréeũ, que les bruits de mesureυυυ etv sont ind́ependants du vecteurx et que le
bruit de proćed́e w(t) est ind́ependant de l’́etat initial. Nous faisonśegalement l’hypoth̀ese que

la paire
(

A,
[

B R1/2
ww

])

est commandable, que la paire(A,C) est observable et que le système

est asymptotiquement stableà non minimum de phase.
De nombreux algorithmes (CVA [Lar90], N4SID [VD94], Ordinary MOESP [VD92a],

PI MOESP [Ver93], PO MOESP [Ver94], PO EIV MOESP [CV97]. . .) ont ét́e d́evelopṕes
pour estimer, de manière consistante1, les matrices du modèle d’́etat (3.1) dans le contexte

1Les estiḿeesÂ, B̂, Ĉ et D̂ sont consistantes s’il existe une matriceT déterministe et non singulière telle que
Â−TAT−1, B̂−TB, Ĉ−CT−1 et D̂−D convergent vers źero avec une probabilité de 1. Cette notion sera plus
particulìerement́etudíee au sein du paragraphe 3.3.5.
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stochastique d́efini pŕećedemment. Chacun d’eux considère des hypoth̀eses particulìeres sur les
propríet́es des entŕees et des perturbations agissant sur le système. Les techniques regroupées
sous l’acronymeMOESP sont plus particulìerement d́etaillées au sein de ce chapitre (cf. §3.3).
Ce choix est ŕealiśe en corŕelation avec l’objectif de cette thèse : d́evelopper de nouvelles
méthodes ŕecursives d’identification des sous-espaces. En effet, cesdernìeres s’inspirent princi-
palement de la d́emarche suivie par les algorithmesMOESP, à savoir :

– estimer la matrice d’observabilité du syst̀eme de manière consistante ;
– estimer les matrices d’état du syst̀emeà partir de l’estiḿee pŕećedente et des données

d’entŕee-sortie,sans estimation du vecteur d’état.
Le plan d’́etude de ce chapitre est le suivant : après une br̀eve description (cf. §3.2) des

techniques originelles des sous-espaces fondées sur la th́eorie de la ŕealisation, une présentation
détaillée des algorithmesMOESP est propośee au sein de la section 3.3 afin d’introduire les no-
tations, les outils et les notions de base nécessaires̀a la compŕehension des ḿethodes ŕecursives
des sous-espaces décrites dans les chapitres 4 et 5. Cette analyse conduiraà une description des
principales techniques d’extraction des matrices d’état du syst̀eme associéesà la classe d’iden-
tificationMOESP. Un bref expośe des propríet́es asymptotiques des algorithmesMOESP et des
principaux algorithmes d’estimation de l’ordre du système conclura le paragraphe 3.3. Une dis-
cussion sur le r̂ole central joúe par la variable instrumentale parachèvera l’́etude des ḿethodes
hors ligne des sous-espaces.

3.2 Bref historique

Historiquement, les ḿethodes« modernes» (nomḿee directes2 dans la suite de ce manus-
crit) d’identification des sous-espaces reposent sur l’amélioration de techniques d’estimation
fondées sur la th́eorie de la ŕealisation. Ces dernières, ŕeférenćees ici comme ḿethodes indi-
rectes, ont pour objectif de fournir une représentation d’́etat minimale3 du syst̀emeà temps
discret :

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t) (3.4a)

y(t) = Cx(t)+Du(t) (3.4b)

connaissant une représentation externe particulière du proćed́e : un ensemble de réponses im-
pulsionnelles{h̄(t)} sur un horizon donńe [HK66, Kai80]. Consid́erons donc que nous ayons
acc̀esà i + j −1 matricesH̄ ∈ Rny×nu (ou param̀etres de Markov) composées de ŕeponses im-
pulsionnelles du système telles que :

H̄(t) =








h̄11(t) h̄12(t) · · · h̄1nu(t)
h̄21(t) h̄22(t) · · · h̄2nu(t)

...
...

. . .
...

h̄ny1(t) h̄ny2(t) · · · h̄nynu(t)








(3.5)

2Nous utiliserons l’adjectif« directe» pour qualifier les ḿethodes des sous-espaces fournissantdirectementune
repŕesentation d’́etat du syst̀eme, sans ńecessiter de connaı̂tre a priori une repŕesentation externe du procéd́e, par
oppositionà« indirecte» pour les techniques basées sur l’utilisation des réponses impulsionnelles [Vib95, Bas97].

3Une repŕesentation d’́etat est dite minimale s’il n’existe aucune réalisation de degré inférieur accessible. Une
telle forme est̀a la fois commandable et observable [Bro91].
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où h̄kℓ(t) est lete échantillon de la ŕeponse impulsionnelle entre lake sortie et laℓe entŕee. Il est
alors possible de construire la matrice de Hankel suivante [Vib95] :

H i, j =








H̄(1) H̄(2) · · · H̄( j)
H̄(2) H̄(3) · · · H̄( j +1)

...
...

. . .
...

H̄(i) H̄(i +1) · · · H̄(i + j−1)







∈ R

nyi×nu j (3.6)

pour laquelle :

H̄(t) =







0 si t < 0,

D si t = 0,

CAt−1B si t > 0.

(3.7)

Les ḿethodes indirectes des sous-espaces sont alors basées sur la propriét́e suivante [HK66] :

Ĥ i, j = ΓΓΓi0 j , (3.8)

factorisation matricielle correspondant au produit des matrices d’observabilit́e et de comman-
dabilité étendues du procéd́e :

ΓΓΓi =








C
CA

...
CA i−1







∈ R

nyi×nx (3.9)

0 j =
[
B AB · · · A j−1B

]
∈ R

nx×nu j . (3.10)

Cetteécriture permet ainsi de déterminer l’ordre du système puisque, pour toute réalisation
d’état minimale [HK66] :

rang
(
H i, j
)

= nx. (3.11)

De plus, en supposant que nous ayons accèsà un couple d’estiḿees
{

Γ̂ΓΓi ,0̂ j

}

tel que :

H i, j = Γ̂ΓΓi0̂ j , (3.12)

il est aiśe d’estimer les matricesB, C etD en remarquant que [ZM74] :

H(0) = D, (3.13)

B = lesnu premìeres colonnes de0 j , (3.14)

C = lesny premìeres lignes deΓΓΓi . (3.15)

L’estimation deA est quant̀a elle ŕealiśee en utilisant la propriét́e d’A-invariancede ΓΓΓi

[Kun78] :
ΓΓΓ↓i = ΓΓΓ↑i A (3.16)



3.2 Bref historique 27

où :

ΓΓΓ↑i =








C
CA

...
CA i−2








= ΓΓΓi(1 : ny(i−1), :) et ΓΓΓ↓i =








CA
CA2

...
CA i−1








= ΓΓΓi(ny +1 : nyi, :). (3.17)

La matrice d’́etat est alors accessible en résolvant :

Â =
{

ΓΓΓ↑i
}†

ΓΓΓ↓i (3.18)

où
{

ΓΓΓ↑i
}†

est la pseudo inverse de Moore Penrose [Rot01] deΓΓΓ↑i . Cette estimation est légitime

puisque, si la représentation est minimale, la matriceΓΓΓ↑i est non singulìere. Nous reviendrons
plus en d́etail sur l’estimation de la matriceA à partir de la propríet́e d’A-invariance deΓΓΓi dans
la suite de ce chapitre (cf. §3.3.4).

Cette ḿethode d’identification ńecessite de choisir les indicesi et j tels que :

i > nx et j > nx (3.19)

puisque, dans le cas contraire, l’estimation de l’ordre, etpar conśequent des matricesΓΓΓi et 0 j ,
ne peut qu’́echouer. Il est donc fondamental de surdimensionner la matrice de Hankel (3.6). Or,
puisque les donńees d’entŕee-sortie sont mesurées, la matrice de Hankel contient des réponses
impulsionnelles bruit́ees. Le fait d’introduire des données bruit́ees dans une matrice surdimen-
sionńee a pour conśequence d’augmenter le rang de la matrice ainsi construite.Il est alors
nécessaire d’associerà l’estimation des matricesΓΓΓi et0 j uneétape de ŕeduction de rang. Pour
résoudre ce problème de compression de données, deux auteurs [ZM74, Kun78] ont successive-
ment propośe d’appliquer̀aH i, j un outil math́ematique particulier : la d́ecomposition en valeurs
singulìeres (DVS) [Rot01] :

H i, j = ŪΣ̄ΣΣV̄T =
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

(3.20)

pour laquelleŪs et V̄s sont les vecteurs singuliers gauche et droit correspondantaux nx plus
grandes valeurs singulièresΣ̄ΣΣs deΣ̄ΣΣ. Ūb et V̄b sont les vecteurs singuliers gauche et droit corres-
pondant aux valeurs singulières compĺementaires̄ΣΣΣb. Le produit matricielŪsΣ̄ΣΣsV̄T

s sera nomḿe
par la suite« sous-espace signal», l’espace orthogonal̄UbΣ̄ΣΣbV̄T

b « sous-espace bruit». Il est
évident que ce dernier est vide en l’absence de bruit puisqueΣ̄ΣΣb = 0. La d́ecomposition suivante
est alors consid́eŕee :

Γ̂ΓΓi = ŪsΣ̄ΣΣ
1/2
s (3.21)

0̂ j = Σ̄ΣΣ1/2
s V̄T

s . (3.22)

Les matrices d’́etat du syst̀eme sont, comme préćedemment, extraites̀a partir de ces estiḿees
(cf. equ. (3.13)̀a (3.16)).

Ces techniques, efficaces théoriquement, pŕesentent le śevère d́esavantage de nécessiter de
connâıtre a priori les param̀etres de Markov du procéd́e. Or, obtenir des mesures ou des es-
timées fiables des réponses impulsionnelles d’un système n’est pas simple pratiquement. Même
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si quelques auteurs ont dévelopṕe des solutions inǵenieuses pour estimer les paramètres de
Markov à partir de repŕesentations ou d’analyses particulières [Ise80, SS89, LS92, McK95,
BGRS97, Lju99], un important progrès fut ŕealiśe lorsque d’autres tentèrent d’estimer directe-
ment une repŕesentation d’́etat du syst̀emeà partir des mesures d’entrée-sortie, sans requérir une
repŕesentation externe. Trois familles d’algorithmes se distinguent parmi les ḿethodes directes
des sous-espaces :

– « Canonical Variate Analysis» (CVA) ou« Canonical Correlation Analysis» (CCA) [Lar83,
Lar90] ;

– « Numerical algorithm for SubSpace State Space IDentification» (N4SID) [VD93, VD94,
VD96b] ;

– « Multivariable Output Error State sPace» (MOESP) [VD91, Ver93, Ver94].

{u(t),y(t)}t∈[1,M]

n̂x et Γ̂ΓΓi

Â et Ĉ x̂

B̂ et D̂ Â, B̂, Ĉ et D̂

MOESP CVA, N4SID

FIG. 3.2:Étapes d’identification des ḿethodes directes des sous-espaces.

Elles recherchent toutes troisà estimer un espace ligne ou colonne particulier en ajustantce
sous-espace aux données d’entŕee-sortièa l’aide d’outils math́ematiques robustes et de consta-
tations ǵeoḿetriques simples. Elles se divisent en deux classes [VD95] (cf. fig. 3.2) :

– Les algorithmesMOESP recherchent une estiḿee consistante de la matrice d’observabilité
étendue du systèmeà partir des donńees d’entŕee-sortie mesurées. Les matrices d’état du
syst̀eme sont alors extraites en deux temps, en utilisant la propriét́e d’A-invariance de la
matrice d’observabilit́e étendue pourA etC puis une ŕegression lińeaire classique pourB
etD [VD92a, VD92b, Ver93, Ver94, McK95].

– CVA et N4SID cherchentégalement̀a estimer la matrice d’observabilité étendue du
proćed́e mais y ajoute une phase d’estimation de l’état du syst̀emeà l’aide, respective-
ment, d’une analyse de corrélation [Lar83, Lar90] et d’une projection oblique [VD94,
VD96b]. En ajoutant cettéetape d’estimation, l’obtention des matrices d’état est alors
plus aiśement ŕealiśee que dans le cas préćedent puisque celles-ci sont calculéesà partir
du syst̀eme surdimensionné suivant :

[
x̂(t +1) . . . x̂(t +M)

y(t) . . . y(t +M−1)

]

=

[
A B
C D

][
x̂(t) . . . x̂(t +M−1)
u(t) . . . u(t +M−1)

]

(3.23)
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construit en ŕeinjectant les estiḿees du vecteur d’état au sein de la représentation (3.1).
Les matricesÂ, B̂, Ĉ et D̂ sont ainsi obtenues en une seule phaseà l’aide d’un crit̀ere
quadratique minimisable via, par exemple, les moindres carrés [VD96b, Lju99].

Dans la suite de cette section, nous nous intéressons plus particulièrement aux algorithmes
MOESP. Ce choix se justifie par le fait que les méthodes ŕecursives des sous-espaces présent́ees
dans les deux prochains chapitres ne cherchent en aucun casà estimer le vecteur d’état mais
adoptent la d́emarche proposée par M. Verhaegen : estimer uniquement la matrice d’observabi-
lit é étendue puis extraire, en deux temps, les matrices d’état du proćed́e.

3.3 « Mimo Output Error State sPace model identification»

Les algorithmes d’identificationMOESP ont pour principal objectif d’estimer, de manière
consistante, la partie déterministe du mod̀ele du syst̀emeétudíe dans un contexte stochastique,
i.e. estimer les matricesA, B, C, etD du mod̀ele sachant que le système peut̂etre perturb́e par
des bruits d’́etatw et de mesureυυυ en entŕee etv en sortie du proćed́e (cf. fig. 3.1) :

x(t +1) = Ax(t)+Bũ(t)+w(t) (3.24a)

ỹ(t) = Cx(t)+Dũ(t) (3.24b)

u(t) = ũ(t)+υυυ(t) (3.24c)

y(t) = ỹ(t)+v(t). (3.24d)

La classe d’identificationMOESP a comme caractéristique [Ver94] d’̂etre d́ecomposable en deux
étapes successives :

– une compression des matrices de Hankel d’entrée et de sortièa l’aide d’un ensemble de
transformations orthogonales aboutissantà l’extraction de matrices particulières ;

– l’application d’une d́ecomposition en valeurs singulièresà certaines matrices de la facto-
risation pŕećedente conduisantà une estimation consistante de la matrice d’observabilité
étendue.

Les algorithmesMOESP diff èrent selon les hypothèses fix́ees sur les propriét́es des entŕees
et des perturbations. Ainsi :

– Ordinary MOESP suppose que les bruits d’étatw et de mesureυυυ sont nuls et que le
bruit de sortiev est un bruit blanc gaussien (BB) de moyenne nulle et de variancefinie
indépendant de l’entrée non bruit́eeũ ;

– Past Input (PI) MOESP permet de traiter deux types de système :
* les syst̀emes soumis̀a un bruit de sortiev coloŕe (BC) de variance finie, les bruits d’état

w et de mesureυυυ étant nuls,
* les syst̀emes̀a bruit d’́etat nul perturb́es par un bruit de sortiev coloŕe (BC) de variance

finie et excit́es par une entréeũ blanche et gaussienne de moyenne nulle et de variance
finie dont la mesure est perturbée par un bruitυυυ lui même blanc et gaussien de moyenne
nulle et de variance finie ;

– Past Output (PO) MOESP est utilisable dans deux situations :
* le bruit de mesureυυυ est nul et les bruits d’étatw et de sortiev sont deux bruits blancs

gaussiens de moyenne nulle et de variance finie,
* les bruits de mesureυυυ et v, le bruit d’étatw et la śequence d’entréeũ sont des bruits

blancs gaussiens de moyenne nulle et de variance finie.
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– Past Output Error-In-Variables (PO EIV) MOESP fournit, quantà lui, des
estiḿees consistantes lorsqueυυυ , v et w sont trois bruits blancs gaussiens de moyenne
nulle et de variance finie quelles que soient les caractéristiques de la śequence d’entréeũ.

Tous supposent bieńevidemment que la séquence d’entrée v́erifie la condition d’excitation
persistante (CEP) [SS89, LLM97, Lju99] (cf. §3.3.5).

Méthode ũ v w υυυ
Ordinary MOESP CEP BB 0 0

PI MOESP CEP
BB

BC
BC

0
0

0
BB

PO MOESP CEP
BB

BB
BB

BB
BB

0
BB

PO EIV MOESP CEP BB BB BB

TAB . 3.1: Conditions d’application des méthodes MOESP. CEP : condition d’exci-
tation persistante ; BB : bruit blanc ; BC : bruit coloré.

Ces diff́erentes situations sont traitées au sein des paragraphes suivants. Leur objectif est de
présenter les fondements de ces algorithmes en insistant sur les outils math́ematiques utiliśes
pour ŕesoudre la problématique pośee, ces outilśetant, pour la plupart, appliqués ou adaptés en
identification ŕecursive des sous-espaces.

3.3.1 AlgorithmeOrdinary MOESP

L’algorithmeOrdinary MOESP [VD92a, Ver93] traite le problème de la mod́elisation par
repŕesentation d’́etat de syst̀emes̀a erreur de sortie de moyenne nulle et de matrice de covariance
finie σ2I . Consid́erons donc la forme d’état suivante4 :

x(t +1) = Ax(t)+Bu(t) (3.25a)

y(t) = Cx(t)+Du(t)+v(t) (3.25b)

et introduisons le vecteur de sorties décaĺees suivant :

y+
f (t) =






y(t)
...

y(t + f −1)




 ∈ R

ny f×1. (3.26)

Il est alors facile de montrer que ce vecteur vérifie :

y+
f (t) = ΓΓΓ f x(t)+H f u+

f (t)+v+
f (t) (3.27)

4Puisqueυυυ = 0, ũ(t) = u(t).
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pour laquelleu+
f ∈ Rnu f×1 et v+

f ∈ Rny f×1 sont construits de manière similaireà y+
f . ΓΓΓ f ∈

Rny f×nx est la matrice d’observabilité d’ordre f du syst̀eme :

ΓΓΓ f =








C
CA

...
CA f−1








. (3.28)

La matriceH f ∈ R
ny f×nu f est une matrice de Toeplitz par blocs contenant les paramètres de

Markov du proćed́e :

H f =










D 0 · · · 0
CB D · · · 0

CAB CB · · · 0
...

...
. ..

...
CA f−2B CA f−3B · · · D










. (3.29)

En supposant que nous ayons accèsà un grand nombre de données d’entŕee-sortie, par it́erations
successives sur l’indice temporel des vecteurs avancés, l’expression (3.27) peutêtreétenduèa
l’ équation matricielle suivante :

Y+
t, f ,M(t̄) = ΓΓΓ f X+

t,M(t̄)+H f U+
t, f ,M(t̄)+V+

t, f ,M(t̄) (3.30)

pour laquelle :

Y+
t, f ,M(t̄) =

[
y+

f (t) · · · y+
f (t +M−1
︸ ︷︷ ︸

t̄

)
]

=








y(t) y(t +1) · · · y(t̄)
y(t +1) y(t +2) · · · y(t̄ +1)

...
...

. . .
...

y(t + f −1) y(t + f ) · · · y(t̄ + f −1)







∈ R

ny f×M,

(3.31)

U+
t, f ,M(t̄) =








u(t) u(t +1) · · · u(t̄)
u(t +1) u(t +2) · · · u(t̄ +1)

...
...

. . .
...

u(t + f −1) u(t + f ) · · · u(t̄ + f −1)







∈ R

nu f×M, (3.32)

V+
t, f ,M(t̄) =








v(t) v(t +1) · · · v(t̄)
v(t +1) v(t +2) · · · v(t̄ +1)

...
...

. . .
...

v(t + f −1) v(t + f ) · · · v(t̄ + f −1)







∈ R

ny f×M (3.33)

sont les matrices de Hankel de sortie, d’entrée et de bruit accessiblesà l’instant t̄ = t + M−1
et :

X+
t,M(t̄) =

[
x(t) x(t +1) · · · x(t̄)

]
∈ R

nx×M (3.34)

la matrice contenant l’ensemble des vecteurs d’état sur l’horizonM.
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Remarque 3.1.Afin d’alléger leséquations, sauf mention contraire, nous utiliserons dans la
suite de cette section l’expression condensée suivante :

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +V+
f (3.35)

en posant :

Y+
t, f ,M(t̄) = Y+

f (3.36)

U+
t, f ,M(t̄) = U+

f (3.37)

V+
t, f ,M(t̄) = V+

f (3.38)

X+
t,M(t̄) = X+. (3.39)

Les indices t, f ,M n’ont ét́e utilisés que pour aḿeliorer la compŕehension de la construction des
matrices de Hankel. La variablēt sera utiliśee lors de la pŕesentation des algorithmes récursifs
d’identification.

L’objectif de l’algorithmeOrdinary MOESP est de fournir une estimation consistante de
ΓΓΓ f en supposant que le signal d’entrée appliqúe au proćed́e vérifie la condition d’excitation
persistante (cf. §3.3.5)i.e. :

rang

(

lim
M→∞

U+
f U+

f
T
)

= nu f , (3.40)

que la condition de rang suivante [VD92a] :

rang

([
U+

f
X+

])

= nu f +nx (3.41)

soit satisfaite et que le bruit de sortie soit de moyenne nulle et de matrice de covariance propor-
tionnelleà l’identité. Or, pour atteindre ce but, il est nécessaire de résoudre trois problèmes mis
enévidence par l’́equation (3.35) :

– la matrice de Toeplitz par blocsH f est inconnuea priori puisque celle-ci est composée
des param̀etres de Markov du procéd́e. Il est donc ńecessaire de supprimer le régime forće
H f U+

f ;
– la matrice de Hankel du bruit de sortie doitêtre éliminée afin de garantir des estimées

asymptotiquement non biaisées ;
– la matrice d’observabilité doit être estiḿeeà partir des matrices résultant des traitements

préćedents.
Ces trois questions sont successivement abordées dans les trois paragraphes suivants.

3.3.1.1 Traitement de Hf U+
f

Consid́erons le minimiseur du critère suivant5 [Vib95] :

argmin
H f

∥
∥
∥Y+

f −H f U+
f

∥
∥
∥

2

F
(3.42)

5‖.‖2F symbolise la norme de Frobenius [Rot01].
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traduisant l’estimation deH f à partir des donńees d’entŕee-sortie regrouṕees au sein des ma-
trices de HankelU+

f etY+
f . La minimisation d’un tel crit̀ere conduit alors̀a la solution (optimale

au sens des moindres carrés)Ĥ f qui vérifie :

Y+
f − Ĥ f U+

f = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ (3.43)

où ΠΠΠ
U+

f
⊥ symbolise la projection orthogonale sur le noyau deU+

f . Le calcul de cette projec-

tion orthogonale est réalisable efficacement en appliquant une factorisation QR [Rot01] au bloc

matriciel
[

U+
f

T Y+
f

T
]T

:
[
U+

f
Y+

f

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

(3.44)

où R̄11∈Rnu f×nu f etR̄22∈Rny f×ny f sont des matrices triangulaires inférieures,̄R21∈Rny f×nu f

est une matrice pleine et̄Q1 ∈ Rnu f×M, Q̄2 ∈ Rny f×M des matrices orthogonales. En effet, il est
facile de montrer que (cf. §3.4) :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = R̄22Q̄2. (3.45)

L’application d’une telle projectioǹa l’équation (3.30) conduit̀a la solution suivante :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = R̄22Q̄2 =

ΓΓΓ f X+ΠΠΠ
U+

f
⊥+H f U+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥

︸ ︷︷ ︸

=0

+V+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥+V+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥. (3.46)

L’utilisation de cet outil math́ematique permet ainsi de supprimerH f U+
f dû à l’excitation des

entŕees du proćed́e et de conserver les composantes des vecteurs de sorties résultantes de l’état
et du bruit.

3.3.1.2 Traitement de V+f

Une fois le ŕegime forće suppriḿe, l’étape suivante consisteà isolerV+
f deY+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥. Pour

cela, remarquons tout d’abord que :

lim
M→∞

V+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = V+

f (3.47)

puisque le bruit de sortie et la séquence d’entrée sont d́ecorŕelés6. Ainsi, en supposant que le
nombre de donńees accessibles soit suffisamment grand :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = R̄22Q̄2 = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥+V+

f . (3.48)

L’outil mathématique de prédilectionà appliquer pour śeparer deux espaces imbriqués est la
décomposition en valeurs singulières [Rot01]. En effet, par simple observation des valeurs

6Rappelons que l’identification est réaliśee en boucle ouverte.
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singulìeres, il est possible d’isoler les vecteurs singuliers correspondant aux sous-espaces re-
cherch́es. L’application d’une telle oṕeration sur la matrice7 R̄22Q̄2 conduità l’expression sui-
vante :

R̄22Q̄2 = Ū














σ̄1 0 · · · · · · · · · 0

0
...

...
... σ̄nx

...
... σ

...
...

. ..
...

0 · · · · · · · · · 0 σ














V̄T

=
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

= ŪsΣ̄ΣΣsV̄T
s + ŪbΣ̄ΣΣbV̄T

b

(3.49)

où Σ̄ΣΣb contient lesny f −nx plus faibles valeurs singulières (́egales̀aσ ). PuisqueŪbΣ̄ΣΣbV̄T
b corres-

pond au sous-espace bruit [VD92b], par analogie avec l’équation (3.48), le sous-espace conservé
estŪsΣ̄ΣΣsV̄T

s . Ce dernier correspond au sous-espace signal :

ŪsΣ̄ΣΣsV̄T
s = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥. (3.50)

Il permet ainsi de supprimer la matrice des perturbationsV+
f et de ne conserver que les compo-

santes des vecteurs de sortie engendrées par l’́etat du syst̀eme.

Remarque 3.2. L’inspection des valeurs singulières permet d’avoir acc̀es à une estiḿee de
l’ordre du syst̀eme. En effet, lorsque la variance du bruit est raisonnable,le tracé des valeurs
singulìeres dans un ordre d́ecroissant pŕesente th́eoriquement une chute visible entre la nx

e

et (nx + 1)e valeur [Ver94, VD96b, Bau01] (cf. §3.3.5.2). Cette propriét́e est un avantage des
méthodes des sous-espaces puisqu’elle permet d’estimer l’ordre du syst̀eme au cours du proces-
sus d’identification. L’ordre n’est donc plus un paramètre inconnu que l’utilisateur doit fixera
priori. Un simple majorant de ce dernier est nécessaire pour identifier le procéd́e.

3.3.1.3 Extraction deΓΓΓ f

La dernìere phase de l’algorithme consisteà extraire la matrice d’observabilité étendue du
sous-espace signal obtenu préćedemment. Elle ŕeside plus pŕeciśement en l’estimation d’une
base deΓΓΓ f , extrapolation se justifiant par le fait que la représentation d’́etat est plurielle et que
toute estimation est réaliśeeà un changement de base près [Bro91]. Consid́erons donc l’́equation
(3.48) dans le cas déterministe8 :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥. (3.51)

En supposant queu soit suffisamment excitée (condition d’excitation persistante vérifiée) et que

l’intersection entre Imlig (X+) et Imlig

(

U+
f

)

soit vide [MDVV89], il est montŕe que :

Imcol

(

ΓΓΓ f X+ΠΠΠ
U+

f
⊥

)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
. (3.52)

7Nous verrons dans le paragraphe suivant que nous pouvons restreindre la DVSà R̄22.
8Nous avons pŕesent́e pŕećedemment une ḿethode permettant de dissocier le bruit du sous-espace signal.
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Or, d’apr̀es l’expression (3.51) :

Imcol

(

ΓΓΓ f X+ΠΠΠ
U+

f
⊥

)

= Imcol

(

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥

)

. (3.53)

Ces deux dernièreséquations nous permettent d’écrire que :

Imcol

(

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥

)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
. (3.54)

De plus :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = R̄22Q̄2. (3.55)

Ainsi :

Imcol

(

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥

)

= Imcol
(
R̄22
)

(3.56)

puisqueQ̄2 est une matrice orthogonale. Finalement :

Imcol
(
R̄22
)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
. (3.57)

Cette dernìereéquation justifie le fait que la décomposition en valeurs singulières ne soit ap-
pliquée qu’̀a la matriceR̄22 :

R̄22 =
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

= ŪsΣ̄ΣΣsV̄T
s + ŪbΣ̄ΣΣbV̄T

b . (3.58)

Elle permet́egalement de d́emontrer qu’une estimation de la matrice d’observabilité étendue est
directement accessibleà partir du sous-espace signalŪsΣ̄ΣΣsV̄T

s [Ver93] :

Γ̂ΓΓ f = Ūs ou Γ̂ΓΓ f = ŪsΣ̄ΣΣ
1/2
s . (3.59)

La décomposition en valeurs singulières deR̄22 permet donc d’estimer l’ordre du système,
de supprimer les effets des perturbations et d’extraire unebase de la matrice d’observabilité
étendue en une seule phase.
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FIG. 3.3: Interpŕetation ǵeoḿetrique de l’algorithmeOrdinary MOESP.

L’algorithmeOrdinary MOESP est donc composé deśetapes suivantes :

1. A partir des donńees d’entŕee-sortie mesurées, construire les ma-
trices de HankelU+

f et Y+
f définies par (3.31) et (3.32) en fixant

M≫ f > nx.

2. Appliquer une factorisation QR au bloc matriciel
[

U+
f

T Y+
f

T
]T

.

3. Extraire la matrice triangulairēR22 (cf. equ. (3.44)).

4. Appliquer une d́ecomposition en valeurs singulièresà R̄22 (cf.
equ. (3.58)).

5. Inspecter les valeurs singulières, estimer l’ordrenx du syst̀eme et
conserver les vecteurs singuliers gauchesŪs correspondant aux
nx plus grandes valeurs singulières.

6. Extraire lesny premìeres lignes dēUs pour construire la matrice
C.

7. Utiliser l’A-invariance deŪs pour estimerA.

8. EstimerB etD à l’aide d’une ŕegression lińeaire [VD92a].

Il est important de remarquer que l’étape d’annulation des effets des perturbations (et par
conśequent d’extraction de la matrice d’observabilité) repose sur la possibilité de distinguer les
valeurs singulìeres líees au bruit de celles associéesà la dynamique du procéd́e. Malheureuse-
ment, cette oṕeration n’est ŕealisable de manière consistante que si la matrice de covariance du
bruit est proportionnellèa l’identité [Ver93, Vib95]. L’algorithmeOrdinary MOESP fournit
donc une estimation consistante de la partie déterministe du mod̀ele de proćed́e si et seulement
si le bruit de sortie est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance finie. Dans tous les autres
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cas, les estiḿees obtenues sont asymptotiquement biaisées. Pour reḿedier au manque de consis-
tance de cette ḿethode en pŕesence, par exemple, d’un bruit de sortie coloré, M. Verhaegen
[Ver93] propose d’introduire une variable instrumentale au cours de la deuxième phase d’esti-
mation afin d’annuler les effets des perturbations. Les techniquesPI etPO MOESP traitent ce
type de probĺematique.

3.3.2 AlgorithmesPI et PO MOESP

Au sein de ce paragraphe, deux algorithmes d’identificationdes sous-espaces incorporant
une variable instrumentale sont présent́es. Ils diff̀erent par le choix des instruments composant la
variable instrumentale et par les hypothèses fix́ees sur les bruits agissant sur le procéd́e (cf. tab.
3.1) mais suivent le m̂eme formalisme math́ematique. Ainsi, l’algorithmePI MOESP traite :

– les syst̀emes soumis̀a un bruit de sortiev coloŕe (BC) de variance finie, les bruits d’état
w et de mesureυυυ étant nuls ;

– les syst̀emesà bruit d’́etat nul perturb́es par un bruit de sortiev coloŕe (BC) de variance
finie, excit́es par une entréeũ de type bruit blanc gaussien dont la mesure est perturbée
par un bruitυυυ de moyenne nulle et de matrice de covariance proportionnelle à l’identité ;

alors quePO MOESP est utilisable dans deux situations :
– le bruit de mesureυυυ est nul et les bruits d’étatw et de sortiev sont deux bruits blancs

gaussiens ;
– les bruits de mesureυυυ et v, le bruit d’étatw et la śequence d’entrée ũ sont des bruits

blancs de moyenne nulle et de variance finie.
Quatre mod̀eles sont donc̀a consid́erer :

x(t +1) = Ax(t)+B ũ(t)
︸︷︷︸

=u(t) puisqueυυυ(t)=0

(3.60a)

y(t) = Cx(t)+D ũ(t)
︸︷︷︸

=u(t)

+v(t) (3.60b)

où v est un bruit coloŕe de variance finie,

x(t +1) = Ax(t)+B{u(t)−υυυ(t)} (3.61a)

y(t) = Cx(t)+D{u(t)−υυυ(t)}+v(t) (3.61b)

où υυυ(t) est un bruit blanc gaussien etv est un bruit coloŕe de variance finie,

x(t +1) = Ax(t)+B ũ(t)
︸︷︷︸

=u(t) puisqueυυυ(t)=0

+w(t) (3.62a)

y(t) = Cx(t)+D ũ(t)
︸︷︷︸

=u(t)

+v(t) (3.62b)

où v etw sont deux bruits blancs gaussiens et

x(t +1) = Ax(t)+B{u(t)−υυυ(t)}+w(t) (3.63a)

y(t) = Cx(t)+D{u(t)−υυυ(t)}+v(t) (3.63b)
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où v, w, υυυ et ũ sont quatre bruits blancs gaussiens.
Ils vérifient respectivement leśequations matricielles suivantes :

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +V+
f (3.64a)

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +V+
f −H f ϒϒϒ+

f (3.64b)

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +G f W+
f +V+

f (3.64c)

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +G f W+
f −H f ϒϒϒ+

f +V+
f (3.64d)

pour lesquellesG f ∈ Rny f×nx f est la matrice de Toeplitz par blocs liée au bruit d’́etatw :

G f =










0 0 · · · 0
C 0 · · · 0

CA C · · · 0
...

...
. . .

...
CA f−2 CA f−3 · · · 0










. (3.65)

Il est alors aiśe de regrouper ces quatreécritures en consid́erant l’expression suivante :

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +N+
f (3.66)

en posant respectivement :

N+
f = V+

f (3.67a)

N+
f = V+

f −H f ϒϒϒ+
f (3.67b)

N+
f = G f W+

f +V+
f (3.67c)

N+
f = G f W+

f −H f ϒϒϒ+
f +V+

f . (3.67d)

PuisqueN+
f ne poss̀ede plus, par construction, de matrice de covariance proportionnelleà l’iden-

tité :
lim

M→∞
N+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ 6= N+

f . (3.68)

L’application d’une simple projection orthogonale n’est alors plus suffisante pour estimer de
manìere consistanteΓΓΓ f . L’astuce propośee par M. Verhaegen [Ver93] repose sur l’introduc-
tion d’une variable instrumentale au sein de la factorisation QR (3.44) d’Ordinary MOESP
afin de projeter l’́equation (3.66) dans le plan déterministe. Elle doit ainsi permettre d’annuler
les effets des perturbations tout en conservant les informations utiles líeesà la dynamique du
syst̀emeétudíe. De plus, dans le cas particulier des méthodes d’identification des sous-espaces,
la variable instrumentaleξξξ doit vérifier la propríet́e suivante :

rang
(

E

{

x(t)ξξξ T
(t)
})

= nx, (3.69)

condition ńecessairèa l’extraction deΓΓΓ f à partir deE

{

y(t)ξξξ T
(t)
}

[Vib95]. La solution natu-

relle serait d’utiliser le signal d’entrée comme instruments puisque ce dernier est décorŕelé du
bruit de sortie (en boucle ouverte) et suffisamment lié à l’état. Malheureusement, en identifica-
tion des sous-espaces, la variable instrumentale doitégalement̂etre orthogonalèa la matrice de
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Hankel des entrées afin d’isoler le termeH f U+
f . Cette condition est donc incompatible avec le

choix de variable instrumentaleénonće pŕećedemment. L’artifice, proposé par plusieurs auteurs
[Ver93, VD94, OV94, CK95], consistèa scinder les donńees accessibles̀a la mesure en deux
blocs afin de cŕeer des matrices de Hankel passées et futures. Considérons donc le vecteur de
sorties d́ecaĺees pasśees suivant9 :

y−p (t) =






y(t− p)
...

y(t−1)




 ∈ R

nyp×1. (3.70)

Il est alors facile de v́erifier que :

y−p (t) = ΓΓΓpx(t− p)+Hpu−p (t)+n−p (t) (3.71)

où les matricesΓΓΓp etHp sont respectivement définies commeΓΓΓ f etH f (cf. equ. (3.28) et (3.29)).
Par it́erations sur l’indicet, cetteéquation peut̂etreétenduèa l’équation matricielle suivante :

Y−p = ΓΓΓpX−+HpU−p +N−p (3.72)

avec10 :

Y−p =
[
y−p (t) · · · y−p (t +M−1

︸ ︷︷ ︸

t̄

)
]

(3.73)

=








y(t− p) y(t− p+1) · · · y(t̄− p)
y(t− p+1) y(t− p+2) · · · y(t̄− p+1)

...
...

. . .
...

y(t−1) y(t) · · · y(t̄−1)







∈ R

nyp×M (3.74)

et :
X− =

[
x(t− p) · · · x(t̄− p)

]
. (3.75)

De même, en consid́erant le vecteur de sorties décaĺees futures suivant :

y+
f (t) =






y(t)
...

y(t + f −1)




 (3.76)

et la matrice de Hankel des sorties futures :

Y+
f =

[
y+

f (t) · · · y+
f (t̄)

]
, (3.77)

nous savons que :
y+

f = ΓΓΓ f x+H f u+
f +n+

f (3.78)

9La notion de donńees pasśees ou futures est relativeà l’indice temporelt dans le cas deśequations v́erifiées
par les vecteurs de données d́ecaĺees. Elle sera relativèa t̄ = t +M−1 dans le cas deśequations v́erifiées par les
matrices de Hankel.

10les matricesU−p etN−p sont construites de manière similairèaY−p .
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et :
Y+

f = ΓΓΓ f X+ +H f U+
f +N+

f . (3.79)

En posantΞΞΞ = U−p comme variable instrumentale pour la classe d’identificationPI MOESP et

ΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

pourPO MOESP [Ver93, Ver94], il est facile de constater que :

– ΞΞΞ est asymptotiquement décorŕelée du bruit futur11 :

lim
M→∞

N+
f ΞΞΞT = 0 ; (3.80)

– ΞΞΞ est suffisamment corrélée avec l’́etat :

rang

(

lim
M→∞

X+ΞΞΞT
)

= nx ; (3.81)

– ΞΞΞ est orthogonalèaU+
f :

lim
M→∞

U+
f ΞΞΞT = 0. (3.82)

Remarque 3.3. Il est important de noter que, siυυυ 6= 0, l’ égalit́e (3.82) est uniquement vérifiée
si la śequence d’entŕeeũ est un bruit blanc gaussien [CV97]. Cette condition, très restrictive
en pratique, seráetenduèa des entŕees non blanches dans le paragraphe 3.3.3.

FIG. 3.4: Interpŕetation ǵeoḿetrique des algorithmesPI etPO MOESP.

La proćedure d’estimation de la matrice d’observabilité étendue est alors identiqueà celle
suivie pour l’algorithmeOrdinary MOESP. En supposant que le signal d’entrée non bruit́e ũ
vérifie la condition de rang suivante :

rang

([
Ũ−p
Ũ+

f

])

= nu( f + p), (3.83)

11L’application de l’algorithmePI MOESP suppose quew = 0.
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une factorisation QR du bloc matriciel
[

U+
f

T ΞΞΞT Y+
f

T
]T

est ŕealiśee :





U+
f

ΞΞΞ
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 (3.84)

où R̄11 ∈ Rnu f×nu f , R̄21 ∈ Rkp×nu f , R̄31 ∈ Rny f×nu f , R̄22 ∈ Rkp×kp, R̄32 ∈ Rny f×kp, R̄33 ∈
Rny f×ny f , Q̄1∈Rnu f×M, Q̄2∈Rkp×M etQ̄3∈Rny f×M, k valantnu pour l’algorithmePI MOESP,
nu +ny pourPO MOESP. Cette factorisation conduit au résultat suivant [Ver93, Ver94] :

Imcol
(
Ūs
)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
. (3.85)

Puisque la variable instrumentale atténue les effets des perturbations sans les supprimer tota-
lement, une d́ecomposition en valeurs singulières du bloc matriciel̄R32 est ńecessaire pour lui
appliquer une ŕeduction de rang :

R̄32 =
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

. (3.86)

Cetteéquation permet̀a la fois d’estimer l’ordre du système en parcourant les valeurs singulières
calcuĺees et d’extraire une base de la matrice d’observabilité du syst̀eme puisque :

Imcol
(
Ūs
)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
. (3.87)

Finalement, les algorithmesPI etPO MOESP se composent deśetapes suivantes :

1. A partir des donńees d’entŕee-sortie mesurées, construire les ma-
trices de HankelU−p , U+

f , Y−p et Y+
f en fixantM ≫ p > nx et

M≫ f > nx.

2. Construire la variable instrumentaleΞΞΞ = U−p pour l’algorithme

PI MOESP, ΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

pour l’algorithmePO MOESP.

3. Appliquer une factorisation QR au bloc matriciel
[

U+
f

T ΞΞΞT Y+
f

T
]T

(cf. equ. (3.84)).

4. Extraire la matricēR32.

5. Lui appliquer une d́ecomposition en valeurs singulières (cf. equ.
(3.86)).

6. Inspecter les valeurs singulières, estimer l’ordrenx du syst̀eme et
conserver les vecteurs singuliers gauchesŪs correspondant aux
nx plus grandes valeurs singulières.

7. Extraire lesny premìeres lignes dēUs pour construire la matrice
C.

8. Utiliser l’A-invariance deŪs pour estimerA.

9. EstimerB etD à l’aide d’une ŕegression lińeaire [Ver93, Ver94].



42 Méthodes d’identification des sous-espaces : une vue d’ensemble des algorithmesMOESP

Remarque 3.4. La distinction entre les schémas d’identificationPI MOESP et PO MOESP
va au del̀a du simple choix d’une variable instrumentale. L’application dePI MOESP permet
uniquement d’identifier la partie d́eterministe de la fonction de transfert du procéd́e tandis que
PO MOESP estime le système combińe [Vib95].

Une description plus d́etaillée de la phase d’estimation des matrices d’état à partir deΓΓΓ f

sera pŕesent́ee dans le paragraphe 3.3.4.

3.3.3 AlgorithmeMOESP pour les mod̀eles avec« erreurs en les variables»

On appelle mod̀eleà« erreurs en les variables» toute repŕesentation paraḿetrique de système
tenant compte des bruits de mesure en entrée et en sortie du procéd́e. Il n’est pas rare que cette
situation se pŕesente en pratique [Söd81, And85, ZF89, ZF92]. Ces conditions d’identification
ont ét́e abord́ees de manière partielle dans le paragraphe préćedent puisque les algorithmesPI
MOESP etPO MOESP traitent cette problématique dans un cas particulier simple : l’entrée non
perturb́ee et le bruit de mesure associé sont deux bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et de
variance finie. Or, cette hypothèse sur la śequence d’entrée ũ est assez restrictive en pratique.
Il n’est en effet pas toujours possible d’appliquer ce type de signal au processusà identifier.
C. T. Chou et M. Verhaegen furent les premiersà consid́erer ce probl̀eme dans le contexte des
méthodes directes des sous-espaces [CV97]. Ils supposent que:

– les entŕees et les sorties sont affectées par des bruits blancs additifs ;
– le syst̀eme est perturb́e par un bruit d’́etat blanc ;
– ces trois bruits sont partiellement ou totalement corrélés ;
– le vecteur d’entŕeeũ est une śequence, non ńecessairement blanche, vérifiant la condition

d’excitation persistante.

Ils exploitent la variable instrumentaleΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

et consid̀ere la factorisation QR

suivante [CV97] :

[

U+
f U−p

T U+
f Y−p

T

Y+
f U−p

T Y+
f Y−p

T

]

=

[
U+

f
Y+

f

][

U−p
T Y−p

T
]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

. (3.88)

En appliquant une d́ecomposition en valeurs singulières au bloc matriciel̄R22 :

R̄22 =
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

, (3.89)

une estimation consistante d’une base de la matrice d’observabilité étendue est accessible. L’es-
timation deA et C est ŕealiśee, comme pŕećedemment, en utilisant la propriét́e d’A-invariance
deA. L’obtention des matricesB et D est plus complexe que dans les cas préćedents. Elle fait
appelà un mod̀ele d’erreur de sortie particulier contenant une variable instrumentale pŕecise
[CV97]. L’algorithmePO EIV MOESP est donc constitúe deśetapes suivantes :
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1. A partir des donńees d’entŕee-sortie mesurées, construire les ma-
trices de HankelU−p , U+

f , Y−p et Y+
f en fixantM ≫ f > nx et

M≫ p > nx.

2. Construire la variable instrumentaleΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

.

3. Appliquer une factorisation QR au bloc matriciel
[

ΞΞΞTU+
f

T ΞΞΞTY+
f

T
]T

(cf. equ. (3.88)).

4. Extraire la matrice triangulairēR22.

5. Lui appliquer une d́ecomposition en valeurs singulières.

6. Inspecter les valeurs singulières, estimer l’ordrenx du syst̀eme et
conserver les vecteurs singuliers gauchesŪs correspondant aux
nx plus grandes valeurs singulières.

7. Extraire lesny premìeres lignes dēUs pour construire la matrice
C.

8. Utiliser l’A-invariance deŪs pour estimerA.

9. EstimerB etD à l’aide d’une ŕegression lińeaire [CV97].

Remarque 3.5.Un des points forts de l’algorithmePO EIV MOESP est qu’il peut facilement
s’étendreà l’identification en boucle ferḿee. Le lecteur int́eresśe par l’identification des sous-
espaces en boucle fermée pourra trouver quelques pistes de recherche dans [VD96a,LM96,
CV97, TLS97, QL03, LQL04, CP04].

3.3.4 Estimation des matrices d’́etat

Jusqu’ici, notreétude s’est principalement focalisée sur l’estimation de la matrice d’ob-
servabilit́e. Or, l’objectif des ḿethodes des sous-espaces est d’estimer de manière consistante
une ŕealisation d’́etat du proćed́e, i.e. calculer les matrices d’état du mod̀ele. Plusieurs options
ont ét́e propośees dans la litt́erature [Ver94, Vib95, McK95, VD96b, VWO97, Lov98]. Comme
préćedemment, nous restreignons notre présentation aux techniques dévelopṕees pour la classe
d’identificationMOESP. Puisque ces dernières ne cherchent en aucun casà estimer explicite-
ment le vecteur d’́etat du syst̀eme, l’estimation des matrices d’état du proćed́e comporte deux
phases :

– l’estimation des matricesA etC à partir d’une estiḿee de la matrice d’observabilité ΓΓΓ f ;
– l’estimation des matricesB etD connaissant̂A et Ĉ et les donńees d’entŕee-sortie.

Une description des principaux algorithmes d’estimation est propośee au sein des deux pa-
ragraphes suivants.
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3.3.4.1 Estimation des matrices A et C

En supposant que nous ayons accèsà une estiḿee consistante de la matrice d’observabilité,
l’estimation de la matrice de sortie repose sur la constatation suivante :

Ĉ = Γ̂ΓΓ f (1 : ny, :). (3.90)

La matriceC est donc estiḿee en extrayant lesny premìere lignes dêΓΓΓ f .
L’estimation de la matriceA est quant̀a elle fond́ee sur la ćelèbre propríet́e d’A-invariance

deΓΓΓ f [Kun78] :

ΓΓΓ↓f = ΓΓΓ↑f A (3.91)

où :

ΓΓΓ↑f =








C
CA

...
CA f−2








= ΓΓΓ f (1 : ny( f −1), :) et ΓΓΓ↓f =








CA
CA2

...
CA f−1








= ΓΓΓ f (ny +1 : ny f , :). (3.92)

Plusieurs algorithmes d’estimation ontét́e propośes. La premìere solution consiste simplement
à ŕesoudre, au sens des moindres carrés, le syst̀eme surdimensionné :

Â =
{

Γ̂ΓΓ↑f
}†

Γ̂ΓΓ↓f (3.93)

où
{

Γ̂ΓΓ↑f
}†

est la pseudo inverse de Moore Penrose [Rot01] deΓ̂ΓΓ↑f . Malheureusement, lorsque

les matriceŝΓΓΓ↑f et Γ̂ΓΓ↓f sont bruit́ees, cette solution peut fournir une estimée asymptotiquement
biaiśee deA. Une version alternative, fondée sur les moindres carrés totaux [VV91], a alorśet́e
expośee dans [VDCV94]. Elle considère le syst̀eme matriciel :

˜̂ΓΓΓ↓f +∆∆∆Γ̂ΓΓ↓f =
(

˜̂ΓΓΓ↑f +∆∆∆Γ̂ΓΓ↑f
)

A (3.94)

où ∆∆∆Γ̂ΓΓ↑f et ∆∆∆Γ̂ΓΓ↓f symbolisent les erreurs ou bruits additifs contenus dans les matricesΓ̂ΓΓ↑f et Γ̂ΓΓ↓f .
Elle repose sur la d́ecomposition en valeurs singulières suivante [OVK91] :






(

Γ̂ΓΓ↑f
)T

(

Γ̂ΓΓ↓f
)T






[

Γ̂ΓΓ↑f Γ̂ΓΓ↓f
]

=

[
V̄11 V̄12

V̄21 V̄22

]

Σ̄ΣΣ
[
V̄T

11 V̄T
12

V̄T
21 V̄T

22

]

, (3.95)

décomposition conduisantà l’estimée :

Â =−V̄12V̄
†
22. (3.96)

Une troisìeme solution, inspiŕee d’un probl̀eme particulier de traitement d’antennes [VD94], a
ét́e d́evelopṕee par M. Lovera [Lov98, LFB98]. La justification de son développement repose
sur une observation simple : de par la construction des matricesΓΓΓ↑f et ΓΓΓ↓f , les perturbations

∆∆∆Γ̂ΓΓ↑f et ∆∆∆Γ̂ΓΓ↓f sont fortement corŕelées. Or, l’application des moindres carrés totauxà un tel
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probl̀eme ne peut fournir qu’une estimée non optimale. Le rem̀ede, nomḿe moindres carŕes
totaux partiellement structurés, repose sur une prise en compte explicite de la structure des
matrices de bruit. Cette technique chercheà estimer, dans un premier temps, la matrice de
covariance des résidus en utilisant le principe« d’expansion du sous-espace des perturbations»

[Vac94]. La matrice d’́etat du syst̀eme est ensuite estiméeà l’aide d’un moindre carré pond́eŕe.
Nous invitons les lecteurs intéresśesà étudier les articles [Vac94] et [LFB98].

3.3.4.2 Estimation des matrices B et D

Les matricesA etC étant connues,B etD demeurent les inconnues du système d’́etat. Deux
méthodologies sont proposées dans la litt́erature [Ver94, McK95]. La première est fond́ee sur
l’observation suivante : la matrice de Toeplitz par blocsH f est lińeaire enB etD [VD92a]. Son
estimation permet donc d’obtenirB̂ et D̂ par une simple ŕegression lińeaire. La seconde repose
sur l’utilisation de l’erreur de simulation du modèle :

ŷ(t) = ĈÂtx(0)+
t−1

∑
k=0

ĈÂt−k−1B̂u(k)+ D̂u(t) (3.97)

emploýee comme fonction côut à minimiser [McK95]. Ces deux techniques sont présent́ees
dans la suite de ce paragraphe.

A partir de la matrice H f

– Dans le cas d́eterministe, il est facile de montrer que, lorsque le nombrede donńees ac-
cessibles tend vers l’infini :

R̄21 = ΓΓΓ f
(
X+Q̄T

1

)
+H f R̄11 (3.98)

où R̄11, R̄21 et Q̄1 sont les matrices résultantes de la décomposition QR du bloc matriciel
[

U+
f

T Y+
f

T
]T

:
[
U+

f
Y+

f

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

. (3.99)

– Dans le cas stochastique, si nous considérons la d́ecomposition QR des algorithmesPI
MOESP : 



U+
f

U−p
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 (3.100)

etPO MOESP :






U+
f

U−p
Y−p
Y+

f







=







R̄11 0 0 0
R̄21 R̄22 0 0
R̄31 R̄32 R̄33 0
R̄41 R̄42 R̄43 R̄44













Q̄1

Q̄2

Q̄3

Q̄4







, (3.101)

il est d́emontŕe qu’asymptotiquement [Ver93, Ver94] :

R̄31 = ΓΓΓ f
(
X+Q̄T

1

)
+H f R̄11 (3.102)
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pour la classe d’identificationPI MOESP et :

[
R̄31 R̄32 R̄41

]
= ΓΓΓ f

[
X−Q̄T

1 X−Q̄T
2 X+Q̄T

1

]
+H f

[
R̄21 R̄22 R̄11

]
(3.103)

pour l’algorithmePO MOESP.
Ces troiśecritures peuvent alorŝetre regrouṕees via l’expression suivante :

R̄2 = ΓΓΓ f
(
X+Q̄T)+H f R̄1. (3.104)

Notre objectif est d’extraire de cette relation uneéquation lińeaire enB et D. Puisque cette
dernìere est contenue dansH f , il est ńecessaire d’isoler cette matrice de l’équation (3.104). La
premìere étape consistèa supprimer le termeΓΓΓ f

(
X+Q̄T

)
. Étant donńe que l’espace colonne

deΓΓΓ f et de son complément orthogonal sont respectivementégaux aux matrices̄Us et Ūb des
décompositions (3.58) et (3.86), nous nous affranchissons de ΓΓΓ f

(
X+Q̄T

)
en pŕemultipliant

l’ équation (3.104) par̄UT
b :

ŪT
b R̄2 = ŪT

b H f R̄1. (3.105)

La seconde phase consisteà inverser la matricēR1. En supposant que la condition d’excitation
persistante soit v́erifiée, la pseudo inverse dēR1 existe [VD92a, Ver93, Ver94]. En postmulti-
pliant l’équation pŕećedente par cette pseudo inverse, il s’en suit que :

ŪT
b R̄2

{
R̄1
}†

= ŪT
b H f . (3.106)

En posant :

K = ŪT
b R̄2

{
R̄1
}†

, (3.107)

le syst̀eme suivant est construit [Ver94] en exploitant la structure deH f :






K(:,1 : ny)
...

K(:,ny( f −1)+1 : ny f )




=






ŪT
b (:,1 : ny) · · · ŪT

b (:,ny( f −1)+1 : ny f )
...

ŪT
b (:,ny( f −1)+1 : ny f ) 0






[
I 0
0 Ū↑s

][
D
B

]

. (3.108)

Ce syst̀eme surdimensionné peut alorŝetre ŕesoluà partir de ḿethodes telles que les moindres
carŕes.

A partir de l’erreur de simulation
La sortie du mod̀ele identifíe est donńee par12 :

ŷ(t) =
t−1

∑
k=0

ĈÂt−k−1B̂u(k)+ D̂u(t). (3.109)

12Par souci de simplification,x(0) = 0. Dans le cas contraire, puisque le système est supposé stable, le terme
ĈÂtx(0) disparâıtra lorsquet→ ∞.
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En posant vec(M) le vecteur compośe des colonnes empilées de la matriceM et en exploitant
la propríet́e du produit de Kronecker⊗ suivante [Rot01] :

vec(M1M2M3) = MT
3 ⊗M1vec(M2) , (3.110)

la relation (3.109) peut̂etre ŕecrite comme suit [McK95] :

ŷ(t) =
[
uT(t)⊗ Iny

]
vec
(
D̂
)
+

(
t−1

∑
k=0

uT(k)⊗ ĈÂt−k−1

)

vec
(
B̂
)
. (3.111)

Les matricesB etD sont alors estiḿees en minimisant le critère suivant :

B̂, D̂ = argmin
B,D

∑
t

[

y(t)−
[
uT(t)⊗ Iny ∑k=0

t−1 uT(k)⊗ ĈÂt−k−1
]
[
vec(D)
vec(B)

]]

. (3.112)

Remarque 3.6.Il est int́eressant de noter que le second membre du régresseur v́erifie la relation
de ŕecurrence suivante [Gus96] :

(
t

∑
k=0

uT(k)⊗ ĈÂt−k

)

=

(
t−1

∑
k=0

uT(k)⊗ ĈÂt−k−1

)

(
Inu⊗ Â

)
+
(
uT(t−1)⊗ Ĉ

)
. (3.113)

Cette observation est essentielle pour l’estimation en ligne des matricesB etD.

3.3.5 Propriétés asymptotiques des algorithmesMOESP et choix des pa-
ramètres structuraux

Bien que les ḿethodes des sous-espaces présentent une simplicité conceptuelléevidente et
des caract́eristiques nuḿeriques int́eressantes, les propriét́es statistiques de ces dernières ne sont,
à ce jour, pas encore totalementétablies. Cette difficulté repose principalement sur le fait que les
relations liant les estiḿees aux donńees sont, la plupart du temps, non linéaires. Des exigences
particulìeres sur le rang de certaines matrices ontét́e énonćees au sein des paragraphes 3.3.1
et 3.3.2 pour assurer la consistance des estimées calcuĺeesà partir des algorithmesOrdinary
et PI/PO MOESP. Ces contraintes sont malencontreusement difficilesà vérifier en pratique.
Des travaux de recherche ont doncét́e conduits pour proposer des conditions sur les paramètres
de construction et les données d’entŕee-sortie suffisantes̀a l’obtention de mod̀eles fiables. Plu-
sieurs auteurs [VOWL93, DPS95, PSD96, JW98, BDS99, BJ00, Bau03b,Bau04, CP04] ont
plus particulìerement d́emontŕe que les ḿethodes hors ligne des sous-espaces fournissaient des
estiḿees consistantes sous certaines conditions d’excitation et que la normalit́e asymptotique de
ces dernìeresétait également v́erifiée. Une pŕesentation d́etaillée de certaines propriét́es statis-
tiques des algorithmesMOESP est propośee dans la suite de ce paragraphe. Celle-ci permettra
au lecteur de connaı̂tre des conditions suffisantes pour assurer la fiabilité du mod̀ele identifíe,
conditions qu’il pourra imposer lors de l’élaboration de la procédure d’identification. Cette ana-
lyse sera suivie d’une description des principales méthodes hors ligne d’estimation d’ordre du
mod̀ele du proćed́e.
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3.3.5.1 Analyse statistique des algorithmesMOESP

Avant de pŕesenter les principales propriét́es statistiques des algorithmesMOESP, il est
nécessaire de définir ce que nous entendons par condition d’excitation persistante, consistance et
normalit́e asymptotique, ces notionsétant utiliśees tout au long de cette analyse [SS89, Bau04].

Définition 3.1. uest un signal d’excitation persistante d’ordre n si et seulement si :

1. la limite suivante existe :

Ru(τ) = lim
M→∞

M

∑
t=1

u(t + τ)uT(t) ; (3.114)

2. la matrice 






Ru(0) Ru(1) · · · Ru(n−1)
Ru(1) Ru(0) · · · Ru(n−2)

...
.. . . . .

...
Ru(n−1) Ru(n−2) · · · Ru(0)








(3.115)

est non singulìere.

Cette d́efinition peutégalement̂etre ŕecrite comme suit [VD92a] :

Définition 3.2. u∈ Rnu×1 est un signal d’excitation persistante d’ordre n si et seulement si :

rang

(

lim
M→∞

U+
f U+

f
T
)

= nu f (3.116)

où U+
f est la matrice de Hankel d’ordre f deu.

Définition 3.3. Les estiḿeesÂ, B̂, Ĉ etD̂ sont consistantes s’il existe une matriceT déterministe
et non singulìere telle queÂ−TAT−1, B̂−TB, Ĉ−CT−1 et D̂−D convergent vers zéro avec
une probabilit́e de 1.

Définition 3.4. Les estiḿeesÂ, B̂, Ĉ et D̂ sont asymptotiquement normales si et seulement si
leur distribution asymptotique suit une loi normale.

Les propríet́es statistiques majeures de la classe d’identificationMOESP sont les suivantes :
– l’algorithmeOrdinary MOESP ne peut fournir d’estiḿees consistantes des matrices

d’état du proćed́e que si la condition d’excitation persistante est vérifiée et si le bruit de
sortiev est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance finie [Ver93, Vib95] ;

– les algorithmesPI etPO MOESP conduisent̀a des estiḿees consistantes lorsque la condi-
tion d’excitation persistante est assurée et que [Ver94, CV97] :
– le bruit d’́etatw est nul et le bruit de sortiev est un bruit coloŕe quelconque ;
– le bruit de sortiev et le bruit de proćed́ew sont deux bruits blancs gaussiens.

Les d́emonstrations proposées par M. Verhaegen demandent de garantir que certaines ma-
trices soient de rang plein. Ainsi :

– Ordinary MOESP nécessite que :

rang
(

U+
f

)

= nu f . (3.117)
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– PI etPO MOESP requìerent de v́erifier que :

rang

([
U−p
U+

f

])

= nu(p+ f ) et rang
(
X+ΞΞΞ

)
= nx. (3.118)

Malheureusement, ces conditions de rang ne peuventêtre v́erifiées qu’a posteriori. Il serait
plus int́eressant de proposerà l’utilisateur des contraintes, ne serait-ce que suffisantes, sur les
donńees d’entŕee et sur le système pour assurer la consistance des estimées.

Ordinary MOESP Comme cela áet́e pŕesent́e au sein du paragraphe 3.3.1, la classe d’iden-
tificationOrdinary MOESP repose sur la projection orthogonaleY+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥. Il est alors assez

facile de constater que la matrice de covariance des résidusROrd
εεε = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f
T tend vers

[JW98] :

ROrd
εεε = ΓΓΓ f

(

Rx−Rxu+
f
R−1

u+
f
RT

xu+
f

)

ΓΓΓT
f +Rv+

f
(3.119)

lorsqueM→ ∞. L’estimation consistante deΓΓΓ f est alors garantie si et seulement si :

Rv+
f

= σ2I (3.120)

rang
(

Rx−Rxu+
f

R−1
u+

f
RT

xu+
f

)

= nx. (3.121)

Or, puisqueRx−Rxu+
f
R−1

u+
f
RT

xu+
f

est syḿetrique, une condition suffisanteà la propríet́e (3.121)

est de s’assurer que :
Rx−Rxu+

f
R−1

u+
f
RT

xu+
f

> 0. (3.122)

En appliquant le th́eor̀eme suivant [RAB+01] :

Théorème 3.1.SoitM1, M2, M3 etM4 quatre matrices de dimension respectives p× p, p×q,
q× p et q×q telles que :

M =

[
M1 M2

M3 M4

]

∈ R
(p+q)×(p+q). (3.123)

Supposons de plus que la matriceM4 soit inversible. Le complément de Schur de la matriceM4

est alors d́efini par :
SM4 = M1−M2M−1

4 M3. (3.124)

Il vérifie la propríet́e suivante suivante :

M > 0⇒ SM4 > 0. (3.125)

De plus :
rang(M) = rang(M4)+ rang(SM4) . (3.126)

une condition suffisante pour vérifier la relation (3.122) est que :
[

Rx Rxu+
f

RT
xu+

f
Ru+

f

]

= E

{[
x

u+
f

][
x

u+
f

]T
}

> 0 (3.127)
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puisqueRx−Rxu+
f
R−1

u+
f
RT

xu+
f

est le compĺement de Schur deRu+
f
. M. Jansson et B. Wahlberg

[JW98] montrent que cette condition estéquivalentèa :

E







qnx

det(qI −A)















u(t−nx)
...

u(t + f −1)
...

e(t−nx)
...

e(t−1)















qnx

det(qI −A)















u(t−nx)
...

u(t + f −1)
...

e(t−nx)
...

e(t−1)















T






> 0 (3.128)

où q est l’oṕerateur avance ete un bruit blanc gaussien. En effet, en décomposant le vecteur
d’étatx en un terme d́eterministexd et unélément stochastiquexs respectivement liés au signal
d’entŕeeu par la relation13 :

xd(t) =
ComT (pI −A)

det(pI −A)
u(t) (3.129)

et au vecteur d’innovationecomme suit :

xs(t) =
ComT (pI −A)

det(pI −A)
e(t), (3.130)

le bloc matriciel
[

xT(t) u+
f

T
(t)
]T

vérifie [JW98] :

[
x(t)

u+
f (t)

]

= S
qnx

det(qI −A)















u(t−nx)
...

u(t + f −1)
...

e(t−nx)
...

e(t−1)















(3.131)

où S est une matrice de rang plein. Puisqueu et e sont d́ecorŕelés, une condition suffisantèa
la consistance des estimées est d’assurer que le signal d’entrée est excit́e de manìere persistante
d’ordre au moinśegalà f +nx. Le th́eor̀eme suivant est alors démontŕe [JW98] :

Théorème 3.2. l’algorithme Ordinary MOESP fournit des estiḿees consistantes des ma-
trices d’́etat du syst̀eme si :

1. la matrice de covariance du bruit est proportionnelleà l’identité ;

2. le signal d’entŕee est excit́e de manìere persistante d’ordre f+nx.

13ComT est la transpośee de la comatrice [Rot01].
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PI et PO MOESP La consistance des estimées obtenues par une approche de type variable
instrumentale est plus complexeà d́emontrer. Plusieurs paramètres sont en effet̀a prendre en
compte. Ces derniers sont mis enévidence en considérant, comme préćedemment, la matrice
des ŕesidusRPI/PO

εεε définie par14 :

RPI/PO
εεε = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f . (3.132)

Cette matrice v́erifie asymptotiquement que (cf. annexe A.1) :

RPI/PO
εεε = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f

= ΓΓΓ f

(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)T

ΓΓΓT
f , (3.133)

L’estimation deΓΓΓ f est donc consistante si et seulement si les blocs matricielsΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT et

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ sont de rang plein.

Commençons tout d’abord par préciser les conditions assurant la non singularité de la ma-
triceΞΞΞΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT . Puisque cette dernière est syḿetrique et peut facilement se récrire comme suit :

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT = ΞΞΞΞΞΞT −ΞΞΞU+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)

U+
f ΞΞΞT (3.134)

par d́efinition de la projection orthogonale, une condition suffisante à la non singularit́e de
ΞΞΞΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT (cf. th. 3.1) est de s’assurer que :

lim
M→∞

[
ΞΞΞ

U+
f

][
ΞΞΞ

U+
f

]T

> 0. (3.135)

Cette condition est́equivalentèa celle pŕesent́ee en compĺement C5.1 du livre de T. S̈oderstr̈om
et P. Stoica [SS89]. Elle est vérifiée lorsque le signal d’entrée est excit́e de manìere persistante
d’ordre au moinśegal f + p.

Une condition suffisantèa la non singularit́e du termeRxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ est obtenue en

consid́erant la matrice suivante : [
Rxξξξ Rxu+

f

Ru+
f ξξξ Ru+

f

]

(3.136)

et le compĺement de Schur deRu+
f

:

SRu+
f

= Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ . (3.137)

14Nous montrerons dans le paragraphe 3.4 queR̄32Q̄2 = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ .
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En effet, puisque (cf. th. 3.1) :

rang

([
Rxξξξ Rxu+

f

Ru+
f ξξξ Ru+

f

])

= rang

(

SRu+
f

)

+ rang
(

Ru+
f

)

(3.138)

et queRu+
f

est une matrice syḿetrique d́efinie positive de rangnu f , une condition suffisante

pour assurer queRxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ soit de rang plein est que :

rang

([
Rxξξξ Rxu+

f

Ru+
f ξξξ Ru+

f

])

= rang

(

E

{[
x

u+
f

][
ξξξ
u+

f

]T
})

= nx +nu f . (3.139)

Plusieurs signaux d’entrée v́erifiant cette dernière condition ont́et́e propośes dans la litt́erature
[Jan97, JW98]. N. L. C. Chiu ([Chi97] th. 5.15) d́emontre que celle-ci est assurée si :

1. f ≥ ∂ où ∂ est le degŕe de l’A-annihilateurdéfini comme le polyn̂omeP de degŕe mini-
mum tel queP(A) = 0 ;

2. p≥ 3∂ ;

3. le signal d’entŕee est excit́e de manìere persistante d’ordref + p+∂ .

Quatre conditions suffisantes peuvent doncêtreénonćees pour assurer la consistance de l’es-
timée deΓΓΓ f . Nous pouvons cependant remarquer que la dernière condition suffisantèa la non
singularit́e deRxξξξ −Rxu+

f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ contient celle propośee pour imposer la non singularité de

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT . L’utilisation de signaux et d’indicesf et p vérifiant les trois conditions avancées

par N. L. C. Chiu [Chi97] permet donc d’obtenir une estimée consistante de la matrice d’obser-
vabilité du syst̀eme.

Remarque 3.7. Il est ńecessaire de préciser que ces règles sont difficilement utilisables en
pratique. En effet, le calcul du paramètre∂ nécessite de connaı̂tre la matrice d’́etatA qui n’est
seulement connue qu’au terme de l’identification du procéd́e. On peut cependant remarquer que,
si nous fixons f et p« suffisamment» grands, aucun problème de consistance n’apparaı̂tra.

Remarque 3.8.Les matrices de résidusROrd
εεε et RPI/PO

εεε peuvent̂etre utiliśees pour estimer la
matrice d’observabilit́e du syst̀eme [Liu92, Vib95]. En effet, la relation (3.119) (resp. (3.133))
indique clairement que les vecteurs propres deROrd

εεε (resp.RPI/PO
εεε ) cöıncident avec les vec-

teurs singuliers gauche deY+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ (resp. Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞTPd). Le sous-espace estimé à partir

du bloc matricielROrd
εεε (resp.RPI/PO

εεε ) est donc identiquèa celui obtenu viaY+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ (resp.

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞTPd).

D’autres propríet́es asymptotiques des schémas d’identificationMOESP ont ét́e pŕesent́ees
dans la litt́erature [BJ00, Bau03b, Bau04, CP04] (normalité asymptotique des estimées, variance
de la distribution des estiḿees. . .) Elles demandent malheureusement de fortes conditions sur
les donńees d’entŕee. Elles ne seront donc pas détaillées dans ce manuscrit.
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3.3.5.2 Choix des param̀etres structuraux

Bien que l’estimation de l’ordre soit un point crucial en identification des sous-espaces,
très peu d’articles traitent de cette problématique. La majorité des techniques dévelopṕees
[Ver94, VD94, Pet95, Bau98, Bau99, Bau01] reposent sur l’inspection des valeurs singulières
obtenues lors de la décomposition en valeurs singulières de blocs matriciels particuliers15. Mal-
heureusement, la détermination d’un creux ou d’un coude au sein même du traće de ces estiḿees
n’est pas toujours une choseévidente. Les approches les plus efficaces reposent sur une imita-
tion du crit̀ere d’informationAIC [Aka74]. Elles proposent d’examiner les valeurs singulières
en ajoutant̀a ces dernìeres un facteur ṕenalisant líe au nombre de paramètresà calculer et̀a la
complexit́e du mod̀ele. Deux crit̀eres ont́et́e propośes pour le sch́ema d’identificationMOESP
[Pet95, Bau99] :

NIC(nx) =
M̄

∑
i=nx+1

ˆ̄σ2
i +

d(nx)J(M)

M
(3.140)

SVC(nx) = ˆ̄σ2
nx+1 +

d(nx)J(M)

M
(3.141)

où d(nx) = 2nynx+nynu+nunx est le nombre de paramètres du système d’́etat d’ordrenx, J(M)
le terme de ṕenalit́e etM̄ = min(ny f ,(ny +nu)p) le nombre de valeurs singulières estiḿees. Il
est montŕe dans l’article [Bau99] que :

Théorème 3.3.Le critèreSVC fournit une estimation consistante de nx si :
– f ≥ nx +1 et p≥ nx avecmax( f , p) = o((log(M))a), a< ∞ ;
– J(M) > 0, J(M)/M→ 0 et J(M)/(log(log(M)))→ ∞.

Aucune d́emonstration n’est proposée pour le crit̀ere NIC. Il semble cependant naturel
d’étendre le th́eor̀eme pŕećedentà cette fonction côut. La seule diff́erence entreNIC et SVC
repose en effet sur le choix de la norme utilisée (norme de Frobenius pourNIC et norme 2 pour
SVC).

En pratique [Mer01, Bau03a], choisirf = p= 2n̂AIC
x , où n̂AIC

x est l’ordre estiḿe par le crit̀ere
AIC, permet de remplir les hypothèses pŕećedentes. De bons résultats sont obtenus lorsque
J(M) = f plog(M) est adopt́e [Mer01, Bau03a]. De nombreuses simulations [Mer01, Bau01]
indiquent que le crit̀ereSVC est plus robuste au choix des indicesf et p queNIC. Malheu-
reusement, aucune combinaison optimale n’a pour l’instantét́e trouv́ee. La principale difficult́e
repose en effet sur l’imbrication des indices structurauxf , p etnx.

3.4 Variable instrumentale et th́eorèmes unifíes

Dans les paragraphes 3.3.2 et 3.3.3, deux variables instrumentales ont́et́e propośees afin
d’estimer, de manière consistante, une base de la matrice d’observabilité du syst̀eme dans un
contexte stochastique. Leur introduction au sein de factorisations QR particulìeres (cf. equ.

15Les matrices utiliśees par la classe d’identificationMOESP sont respectivement :
– R̄22 de la d́ecomposition QR d’Ordinary MOESP dans le cas d́eterministe ;
– R̄32 de la d́ecomposition QR dePI/PO MOESP dans le cas stochastique.
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(3.84) et (3.88)) a ainsi permis de supprimer l’effet des perturbations tout eńeliminant l’in-
fluence du ŕegime forće. Cesécritures, int́eressantes d’un point de vue numérique, pŕesentent
l’inconvénient de ne pas mettre enévidence l’action des variables instrumentales au sein des
algorithmesMOESP. L’objectif de cette section consiste doncà écrire explicitement ces facto-
risations en terme de projections orthogonales et de variables instrumentales afin de démontrer
que les algorithmesMOESP partagent unéecriture commune,́ecriture que nous relierons au
théor̀eme unifíe propośe par P. Van Overschee et B. De Moor [VD95].

L’algorithme Ordinary MOESP utilise la factorisation QR suivante (cf §3.3.1) :
[
U+

f
Y+

f

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

. (3.142)

Il est alors facile de v́erifier que :

R̄22Q̄2 = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ (3.143)

puisque :

U+
f = R̄11Q̄1 (3.144)

Y+
f = R̄21Q̄1 + R̄22Q̄2 (3.145)

et que [GV96] :

ΠΠΠ
U+

f
⊥ = I −U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f . (3.146)

En effet :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = Y+

f −Y+
f U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f

= R̄21Q̄1 + R̄22Q̄2

−
(
R̄21Q̄1 + R̄22Q̄2

)
Q̄T

1 R̄T
11

(
R̄11 Q̄1Q̄T

1
︸ ︷︷ ︸

I

R̄T
11

)−1
R̄11Q̄1

= R̄21Q̄1 + R̄22Q̄2− R̄21R̄T
11R̄

−T
11

︸ ︷︷ ︸

I

R̄−1
11 R̄11
︸ ︷︷ ︸

I

Q̄1 = R̄22Q̄2

(3.147)

puisqueQ̄1 et Q̄2 sont des matrices orthogonales et queR̄11 est inversible.

Les algorithmesPI et PO MOESP sont fond́es sur la d́ecomposition suivante (cf. §3.3.2) :




U+
f

ΞΞΞ
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 (3.148)

où ΞΞΞ = U−p pour l’algorithmePI MOESP et ΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

pour PO MOESP. La

décomposition du facteur̄R32Q̄2 en produit de projections et de variables instrumentales
est ici plus difficile. Consid́erons donc l’astuce suivante16 :

R̄32Q̄2 = R̄32Q̄2 + R̄33Q̄3− R̄33Q̄3 (3.149)
16Cette d́emonstration s’inspire de celle proposée par M. Viberg en 1995 [Vib95] pour l’algorithmePO MOESP.

Elle la ǵeńeralise en combinantPI etPO MOESP.
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qui consistèa ajouter puis soustraire le termēR33Q̄3. Il est alors facile de voir que cette
expression traduit l’́egalit́e suivante :

R̄32Q̄2 = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥−Y+

f ΠΠΠΨΨΨ⊥ = Y+
f

(

ΠΠΠ
U+

f
⊥−ΠΠΠΨΨΨ⊥

)

= Y+
f

(

ΠΠΠΨΨΨ−ΠΠΠU+
f

)

(3.150)

où :

ΨΨΨ =

[
U+

f
ΞΞΞ

]

(3.151)

puisque :

R̄32Q̄2 + R̄33Q̄3 = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ (3.152)

R̄33Q̄3 = Y+
f ΠΠΠΨΨΨ⊥. (3.153)

Or, en utilisant le lemme d’inversion matricielle par bloc [Bro91], il est possible de mon-
trer que (cf. annexe A.2) :

ΠΠΠΨΨΨ = ΠΠΠU+
f
+ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥. (3.154)

Ainsi, en combinant cette expression avec l’équation (3.150),̄R32Q̄2 vérifie :

R̄32Q̄2 = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥. (3.155)

L’algorithme PO EIV MOESP consid̀ere la d́ecomposition QR suivante (cf. §3.3.3) :

[

U+
f U−p

T U+
f Y−p

T

Y+
f U−p

T Y+
f Y−p

T

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

(3.156)

qu’il est aiśe de ŕecrire comme suit :

[
U+

f
Y+

f

]

ΞΞΞT =

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

. (3.157)

Ainsi :

U+
f ΞΞΞT = R̄11Q̄1 (3.158)

Y+
f ΞΞΞT = R̄21Q̄1 + R̄22Q̄2. (3.159)

En appliquant une d́emonstration similairèa celle d́evelopṕee pourOrdinary MOESP,
il est facile de montrer que :

R̄22Q̄2 = Y+
f ΞΞΞTΠΠΠ(

U+
f ΞΞΞT

)⊥. (3.160)
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Pg O Pd

Ordinary MOESP I Y +
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ I

PI/PO MOESP I Y +
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

PO EIV MOESP I Y +
f ΞΞΞTΠΠΠ(

U+
f ΞΞΞT

)⊥ I

TAB . 3.2:Écriture unifíee des algorithmesMOESP.

Leséquations (3.143), (3.155) et (3.160) peuvent alorsêtre regrouṕees sous la forme com-
pacte suivante (cf. tab. 3.2) :

PgOPd. (3.161)

L’estimation de la matrice d’observabilité étendue est ensuite réalisable en extrayant lesnx prin-
cipaux vecteurs singuliers gauche de la décomposition en valeurs singulières suivante :

PgOPd =
[
Ūs Ūb

]
[

Σ̄ΣΣs 0
0 Σ̄ΣΣb

][
V̄T

s
V̄T

b

]

. (3.162)

La décomposition (3.161) est par ailleurs géńeralisable aux ḿethodes d’identification des sous-
espacesN4SID etCVA [Vib95, VD95, VWO97] :

L’algorithme N4SID estime la matrice d’observabilité du syst̀eme en appliquant une DVS au
résultat de la projection oblique des sorties futures sur lesobservations passées selon les
directions des entrées futures [VD94] :

Y+
f ΠΠΠqΞΞΞ

U+
f

(3.163)

où ΠΠΠqΞΞΞ
U+

f
symbolise la projection oblique sur les données d’entŕee futuresU+

f parall̀element

à la variable instrumentaleΞΞΞ =
[

U−p
T Y−p

T
]T

. Puisque (cf. [VD96b] p. 22) :

ΠΠΠqΞΞΞ
U+

f
= ΠΠΠ

U+
f
⊥

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

)†

ΞΞΞ, (3.164)

la projection (3.163) s’écrit alors :

Y+
f ΠΠΠqΞΞΞ

U+
f

= Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞ. (3.165)

L’algorithme CVA est quant̀a lui fond́e sur les notions d’angles et de directions principales
entre espaces vectoriels. De manière simplifíee, il consid̀ere les angles et directions prin-

cipales entreΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ et Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ avecΞΞΞ =

[

U−p
T Y−p

T
]T

. La d́ecomposition en valeurs
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singulìeres du produit matriciel :

R
−1/2
{

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ ,Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥

}

[

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

)T
]

R
−1/2
{

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ ,ΞΞΞΠΠΠ

U+
f
⊥

} (3.166)

est alors ŕealiśee afin d’extraire une base de la matrice d’observabilité étendue [VD95],
R{M ,N} étant la covariance entre les matricesM ∈ R

m× j etN ∈ R
n× j :

R{M ,N} = lim
j→∞

[
MNT] . (3.167)

Cette corŕelation canonique peut alorsêtre ŕecrite comme suit :

R
−1/2
{

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ ,Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥

}

[

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

]

R
−1/2
{

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ ,ΞΞΞΠΠΠ

U+
f
⊥

}. (3.168)

Cesécritures, associées au tableau 3.2, démontrent bien que les algorithmes de sous-espaces
partagent une m̂eme et uniquéecriture (cf. tab. 3.3) :

PgOPd. (3.169)

Pg O Pd

Ordinary MOESP I Y +
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ I

PI/PO MOESP I Y +
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

PO EIV MOESP I Y +
f ΞΞΞTΠΠΠ(

U+
f ΞΞΞT

)⊥ I

N4SID I Y +
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞ

CVA R
−1/2
{

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ ,Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥

} Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

R
−1/2
{

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ ,ΞΞΞΠΠΠ

U+
f
⊥

}

TAB . 3.3:Écriture unifíee des algorithmes 4SID.

Elle permet de mettre eńevidence deux remarques fondamentales en identification directe des
sous-espaces :

– Les algorithmesPI MOESP, PO MOESP, CVA etN4SID poss̀ede la m̂eme matriceO :

O = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT . (3.170)
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Cette propríet́e, d́emontŕee pour la première fois par B. De Moor et P. Van Overschee dans
leur ćelèbre th́eor̀eme unifíe [VD95], permet de bien comprendre les actions respectives
de la projection orthogonaleΠΠΠ

U+
f
⊥ et de la variable instrumentaleΞΞΞ. En effet, puisque :

Y+
f = ΓΓΓ f X+ +H f U+

f +N+
f , (3.171)

nous v́erifions que :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥+H f U+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥

︸ ︷︷ ︸

=0

+N+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥+N+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ (3.172)

correspond simplementà la suppression du régime forće. En postmultipliant cette expres-
sion parΞΞΞT , en supposant que les entrées futures17 et pasśees ainsi que les sorties passées
soient d́ecorŕelées du bruit futur, il est facile de vérifier que :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT = ΓΓΓ f X+ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT +N+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

︸ ︷︷ ︸

=0

= ΓΓΓ f X+ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT (3.173)

puisque [VWO97] :

lim
M→∞

N+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥U−p

T
=

E

{

n+
f u−p

T
}

−E

{

n+
f u+

f
T
}

E

{(

u+
f u+

f
T
)−1

}

E

{

u+
f u−p

T
}

= 0
(3.174)

lim
M→∞

N+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥Y−p

T
=

E

{

n+
f y−p

T
}

−E

{

n+
f u+

f
T
}

E

{(

u+
f u+

f
T
)−1

}

E

{

u+
f y−p

T
}

= 0.
(3.175)

– Les égalit́es pŕećedentes sont malheureusement fausses lorsque le bruit de mesureυυυ ,
assocíeà un vecteur d’entréeũ non blanc, est non nul. La solution consiste alorsà inverser
lesétapes d’application de la variable instrumentale et de la projection orthogonale :

O = Y+
f ΞΞΞTΠΠΠ(

U+
f ΞΞΞT

)⊥. (3.176)

En effet, puisqueΞΞΞ est choisie de telle sorte que :

lim
M→∞

N+
f ΞΞΞT = 0, (3.177)

il est évident qu’asymptotiquement :

Y+
f ΞΞΞT = ΓΓΓ f X+ΞΞΞT +H f U+

f ΞΞΞT +N+
f ΞΞΞT

︸ ︷︷ ︸

=0

= ΓΓΓ f X+ΞΞΞT +H f U+
f ΞΞΞT . (3.178)

17Cette hypoth̀ese n’est pas v́erifiée lorsque le bruit de mesureυυυ , assocíe à un vecteur d’entréeũ non blanc, est
non nul.
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La suppression du régime forće H f U+
f pond́eŕe parΞΞΞ est alors ŕealisable en considérant

la projection orthogonale suivante :

ΠΠΠ(
U+

f ΞΞΞT
)⊥ (3.179)

puisque :

Y+
f ΞΞΞTΠΠΠ(

U+
f ΞΞΞT

)⊥

= ΓΓΓ f X+ΞΞΞTΠΠΠ(
U+

f ΞΞΞT
)⊥+H f U+

f ΞΞΞTΠΠΠ(
U+

f ΞΞΞT
)⊥

︸ ︷︷ ︸

=0

= ΓΓΓ f X+ΞΞΞTΠΠΠ(
U+

f ΞΞΞT
)⊥. (3.180)

D’un point de vue alǵebrique, la diff́erence entre leśequations (3.170) et (3.176) réside dans
une simple inversion deśetapes de corrélation et de projection. Cette distinction sembleêtre,à
premìere vue, mineure. Elle est pourtant fondamentale puisqu’elle différencie les algorithmes
applicables pour des systèmes̀a« erreurs en les variables» de ceux qui ne le sont pas [Gus01].

3.5 Conclusion

Une pŕesentation d́etaillée des algorithmes de la classe d’identificationMOESP aét́e expośee
au sein de ce chapitre. Cette description a permis de mettre enévidence les principaux points
forts de ces techniques des sous-espaces :

– elles permettent d’estimer directement une forme d’état du syst̀emeà identifierà partir
des donńees d’entŕee-sortie sans utiliser de représentation externe intermédiaire ;

– elles ne ńecessitent aucune phase initiale de choix de structure ou deforme canonique ;
– les probl̀emes d’optimisation non lińeaire habituellement rencontrés lors de l’application

de ḿethodes d’erreur de prédiction sont́evités puisque les algorithmes présent́es utilisent
des outils math́ematiques robustes tels que la décomposition en valeurs singulières ou la
factorisation QR.

Bien que les propriét́es asymptotiques (performances statistiques, biais, variance...) des
méthodes d’identification des sous-espaces ne soient que partiellement connues et que leur
optimalit́e n’ait pas encoréet́e d́emontŕee [Bau03b], ces techniques peuventêtre pŕesent́ees
comme l’une des meilleures alternatives aux algorithmes classiques d’erreur de prédiction.
Ce constat, associé au fait que de nombreux systèmes modernes demandent d’avoir accès à
des mod̀eles adaptatifs pour leur asservissement, justifiea priori le développement d’algo-
rithmes ŕecursifs des sous-espaces. Cette problématique est́etudíee depuis la fin des années
80 [MDVV89, VD91]. L’inconvénient majeur des ḿethodes hors ligne des sous-espaces est
la charge calculatoire de la décomposition en valeurs singulières. Il a donćet́e ńecessaire de
développer des algorithmes d’identificationévitant d’utiliser cet outil math́ematique tout en
conservant les avantages de l’approche des sous-espaces. Plusieurs solutions performantes ont
ét́e d́evelopṕees depuis le milieu des années 90 [Gus96, LV98, OK99, Lov03]. Ces dernières
ont comme point commun d’être fond́ees sur l’adaptation au problème d’identification d’un
critère particulier utiliśe dans le cadre du traitement d’antennes : le critère de Yang [Yan95b].
Le chapitre 4 a pour objectif de présenter, dans un contexte unifié, ces diff́erents algorithmes
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d’identification ŕecursive des sous-espaces. Nous tenterons plus particulièrement de mettre en
évidence les avantages et les inconvénients d’une telle approche.
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Méthodes ŕecursives d’identification des
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4.1 Motivations

Les ḿethodes d’identification des sous-espaces sont désormais pŕesent́ees comme une al-
ternative int́eressante aux techniques classiques fondées sur l’erreur de prédiction [ZVDL94,
BGRS97, AVVD98, BNSR98, FDV+98, FDV00, JSL01, DPV+02]. Elles permettent, en ef-
fet, d’obtenir un mod̀ele d’́etat du syst̀emeà l’aide d’outils d’alg̀ebre lińeaire robustes. Elles
ne ńecessitent que peu de paramètres structuraux puisqu’elles fournissent des modèles d’́etat
pleins et emploient des critères de d́ecision pour estimer l’ordre du système au cours du proces-
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sus d’identification1. Toutes ces propriét́es ont rapidement amené les chercheurs̀a tenter de les
appliquerà des proćed́es reqúerant une mod́elisation en ligne [MDVV89]. Malheureusement,
la plupart des techniques d’identification des sous-espaces hors ligne (4SID) utilisent des ou-
tils tels que la d́ecomposition en valeurs propres ou singulières qui ne sont pas appropriés aux
applications temps réel de par leur complexité nuḿerique. Or, dans de nombreux cas pratiques,
il est ńecessaire de mettrèa jour le mod̀ele du proćed́e, à chaque nouvelle acquisition, avec un
coût calculatoire faible. Le challenge consiste doncà d́evelopper de nouvelles ḿethodeśevitant
l’application de ces lourds outils mathématiques. Historiquement, deux approches permettant
de contourner cette difficulté peuvent̂etre distingúees :

– Dans un premier temps, des adaptations directes des techniques 4SID ont́et́e propośees
[VV91, XK94, CXK94]. Ces ajustements sont principalement basés sur une compres-
sion des donńees d’entŕee-sortie auxquelles sont appliquées des ḿethodes d’extraction
fondées sur l’algorithme de Lanczos [Lan50, GV96]. Ces algorithmes ont l’inconv́enient
de ńecessiter des perturbations temporellement et spatialement blanches, ce qui est bien
évidemment restrictif en pratique.

– La seconde approche [Gus97a, LGV00, OK02], qui sera détaillée dans la suite de ce
chapitre, repose sur l’utilisation d’un critère particulier [Yan95b] : le critère« Projection
Approximation Subspace Tracking» (PAST) [Yan95b, Yan96]. D́evelopṕee à l’origine
en traitement d’antennes pour la détection des directions d’arrivée (DDA), cette fonc-
tion côut a ét́e adapt́ee au probl̀eme d’identification ŕecursive des sous-espaces par T.
Gustafsson [Gus97a]. Il a enrichi les algorithmes initiauxde minimisation en introdui-
sant une variable instrumentale afin de traiter les perturbations, m̂eme coloŕees, pouvant
agir sur le proćed́e. Ces ḿethodes d’identification ont ensuiteét́e étendues aux schémas
d’identificationOrdinary, PI et PO MOESP ainsi qu’au traitement des systèmes non
linéaires de type Wiener [Lov98, LGV00]. De nouvelles contributions ontét́e propośees
plus ŕecemment [OK02, Lov03]. Celles-ci utilisent directement lecritère originel d’ordre
4 de B. Yang [Yan95b].

Les techniques composant cette seconde classe de méthodes d’identification se sont avéŕees
être tr̀es efficaces en pratique, en particulier dans le domaine de lasurveillance et du suivi
de proćed́e [ONVV01, Lov03, ML03, Oku03, PGMR03, MLL04]. Elles présentent en effet
une rapidit́e calculatoire int́eressante pour des applications en ligne. Elles utilisent de plus des
outils d’alg̀ebre lińeaire robustes et possèdent l’avantage ind́eniable de traiter le problème des
perturbations au cours de la récursion. Ces ḿethodes reposent avant tout sur l’adaptation, au
probl̀eme d’identification, d’algorithmes particuliers du traitement d’antennes [Yan95b]. Il est
donc essentiel de préciser les fondements de cet axe de recherche ainsi que les algorithmes de
détection des directions d’arrivée utiles̀a la compŕehension de cette problématique. Cettéetude
permettra ainsi de d́evelopper l’embase nécessairèa la caract́erisation des ḿethodes de poursuite
propośees par B. Yang [Yan95b], techniques qui sontà l’origine des algorithmes d’identification
récursive des sous-espaces.

Ce chapitre est composé de deux parties :
– Après une br̀eve description des notations et de la problématique du traitement d’an-

tennes, les principales ḿethodes d’estimation des directions d’arrivée adapt́ees en identi-
fication ŕecursive des sous-espaces sont exposées au sein de la section 4.2.

1Les éléments propres utilisés par ces critères ne seront pas accessibles en identification récursive des sous-
espaces. L’ordre du système ne pourra donc pasêtre estiḿe pendant la ŕecursion.
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– Le paragraphe 4.3 permet, quantà lui, de pŕesenter les adaptations des algorithmes de
poursuite baśes sur le crit̀ere de Yang et ses dérivées au problème d’identification en
insistant plus particulièrement sur les contributions de chaque auteur.

4.2 Problématique et ḿethodes du traitement d’antennes

Le traitement d’antennes est une discipline particulière du traitement du signal dont l’ob-
jectif majeur est d’extraire les caractéristiques spatio-temporelles de sourcesémettrices̀a partir
des observations mesurées simultańement en sortie d’un ensemble de capteurs appelé antenne
[Jan97] (cf. fig. 4.1). Ces caractéristiques peuvent̂etre tr̀es varíees (polarisation, fréquence, mo-

θd

Sources1

Sourcesns

Capteurc1 Capteurcnz
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FIG. 4.1: Repŕesentation du problème de traitement d’antennes.

dulation...). L’une des problématiques les pluśetudíees consistèa localiser les sourcesémettrices
en d́etectant les directions d’arrivée des ondes. De nombreux algorithmes ontét́e d́evelopṕes
[JD93, VDS93, KV96, Nai00] et appliqués avec succ̀es dans de nombreux domaines (imagerie
médicale, sismologie, communication numérique...) [Far92, FK94, B̈oh95]. Les ḿethodes de
DDA qui nous int́eressent plus particulièrement sont les techniques des sous-espaces. Comme
pour l’identification, leur principe repose sur la décomposition de l’espace d’observation en
deux sous-espaces orthogonaux : le sous-espace signal et lesous-espace bruit. Ces méthodes ont
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connu un essor significatif dans les années 80 avec le d́eveloppement de l’algorithmeMUSIC
(MUltiple SIgnal Classification) [BK83]. Nous en présenterons le principe dans la suite de cette
section. Mais tout d’abord, afin de poser totalement les fondations de cettéetude, il est essentiel
d’établir le mod̀ele des observations utilisé dans la plupart des travaux de DDA et retenu dans
ce manuscrit pour la présentation des principales techniques de détection.

4.2.1 Mod̀ele d’antenne et mod́elisation des signaux

L’objectif de ce paragraphe n’est pas de présenter de manière exhaustive la physique de la
propagation des ondes dans un milieu tel que l’air mais d’introduire les principales notations et
hypoth̀eses ńecessaires̀a la compŕehension des ḿethodes des sous-espaces utilisées en DDA.
Consid́erons donc de nouveau la figure 4.1 et supposons que le signalémis par la sourcek soit
un signal bandéetroite de forme :

sk(t) = Sk(t)e
iω0t (4.1)

pour lequelSk est l’amplitude complexe du signalémis etω0 sa fŕequence centrale. SoitH j(ω,θ)
la réponse duje capteur̀a une ondéemise depuis la directionθ . En supposant queH j(ω,θ)≈
H j(ω0,θ) dans la bande de fréquence consid́eŕee et puisque toute sourceémet un signal bande
étroite2, la sortie duje capteur v́erifie :

zj(t) = H j(ω,θ)sk(t− τ j)+n j(t)≈H j(ω0,θ)sk(t)e
−iω0τ j +n j(t) (4.2)

où τ j repŕesente le retard de propagation de l’onde relativementà un point de ŕeférence fix́e a
priori et n j le bruit additif contenant les bruits thermiques du capteur, les bruits de mesure, les
erreurs de mod̀ele...

Définition 4.1. Un mod̀ele d’antenne souvent utilisé en DDA est l’antenne lińeaire uniforme
(cf. fig. 4.2). Cette dernière est composée de capteurs aligńes etéquidistants. Les sources et
l’antenne sont supposéesêtre dans un m̂eme plan. Les sources sontégalement supposéesêtre
suffisamment́eloigńees de l’antenne de telle sorte que les fronts d’ondes incidents sur chaque
capteur soient plans. Ce type d’antenne permet d’écrire simplement le retard relatifτ j du je

capteur, pour une direction d’arriv́eeθk, en fixant comme réf́erence le premier capteur, puisque :

τ j(θk) =
( j−1)dsin(θk)

v
= ( j−1)τ(θk) (4.3)

avec :

τ(θk) =
dsin(θk)

v
(4.4)

où d est la distance intercapteur et v la célérité de l’onde dans le milieu considéré. Sauf mention
contraire, ce mod̀ele d’antenne sera utiliśe de manìere exclusive dans la suite de ce manuscrit.

Lorsquens sourceśemettent au m̂eme instant, la contribution cumulée de cesns signaux au
niveau duje capteur s’́ecrit :

zj(t) =
ns

∑
ℓ=1

H j(ω0,θℓ)sℓ(t)e
−iω0( j−1)τ(θℓ) +n j(t). (4.5)

2Cette hypoth̀ese permet d’écrire quesk(t− τ) = sk(t)e−iω0τ .
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FIG. 4.2: Mod̀ele d’antenne lińeaire uniforme.

En supposant que l’antenne considéŕee soit compośee denz capteurs (ns < nz) :
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(4.6)

=
ns

∑
ℓ=1

γγγ(θℓ)sℓ(t)+n(t) (4.7)

=
[
γγγ(θ1) γγγ(θ2) · · · γγγ(θns)

]
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s2(t)

...
sns(t)








+n(t) (4.8)

= ΓΓΓ(θθθ)
︸ ︷︷ ︸

∈Cnz×ns

s(t)
︸︷︷︸

∈Cns×1

+ n(t)
︸︷︷︸

∈Cnz×1

. (4.9)

Le vecteurγγγ(θ) est nomḿe vecteur source ou vecteur directionnel. La matriceΓΓΓ(θθθ) est quant̀a
elle baptiśee matrice de direction. Il est important de remarquer que l’équation (4.9) correspond
à l’acquisition simultańee des signaux mesurés en sortie desnz capteurs̀a l’instantt. En suppo-
sant que nous ayons accèsà M instants de mesure, lesM×nz donńees peuvent alors se récrire
sous la forme compacte suivante :

ZM =
[
z(1) z(2) · · · z(M)

]
= ΓΓΓ(θθθ)SM +NM (4.10)

où SM etNM sont construits de manière similairèaZM. Le probl̀eme d’estimation des directions
d’arrivée s’́enonce alors comme suit :à partir des donńees accessibles̀a la mesureZM, estimer
le nombre de sources ns et les directions d’arriv́eeθθθ des signaux́emis en supposant que la ma-
trice de covariance du bruit soit proportionnelleà la matrice identit́e. Nous nous int́eresserons
plus pŕeciśement̀a l’extraction des directions d’arrivéeθθθ sachant qu’une litt́erature conśequente
[Wax91, Fuc92, Wax92, ZW93, XRK94, Yan95a, MV96] traite le problème d’estimation du
nombre de sourceśemettrices et que les ḿethodes ŕecursives d’identification des sous-espaces
s’inspirent exclusivement des techniques de détection des directions d’arrivée. Trois approches
peuvent alorŝetre consid́eŕees [KV96] :
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– Les ḿethodes de formation de voie [Muc84, VB88, CYH02] reposent surl’analyse spec-
trale de la somme pondéŕee des signaux mesurés en sortie des capteurs de l’antenne,
pond́eration permettant de mettre enévidence une direction donnée par rapport aux autres
directions. Ces ḿethodes peuvent̂etre consid́eŕees comme une extension de l’analyse de
Fourier au probl̀eme spatio-temporel du traitement d’antennes. Elles fournissent malheu-
reusement des modèles non paraḿetriques et sont fortement dépendantes de la géoḿetrie
de l’antenne utiliśee [KV96]. Cette limitation a conduit les chercheursà ŕefléchir à de
nouvelles ḿethodes d’estimation.

– Les ḿethodes de maximum de vraisemblance [VS94, KV96] se décomposent en deux
familles selon les hypoth̀eses fix́ees sur la nature des signauxétudíes. Lorsque les si-
gnaux reçus sont modélisés par des quantités d́eterministes, les ḿethodes de maximum
de vraisemblance déterministes sont considéŕees. Lorsqu’au contraire ces mêmes signaux
sont suppośesêtre des processus aléatoires gaussiens, on parle de méthodes de maximum
de vraisemblance stochastique. Ces dernières poss̀edent une pŕecision bien suṕerieure aux
versions d́eterministes [OVK92] puisque l’estimateur du maximum de vraisemblance sto-
chastique atteint asymptotiquement la borne de Cramér Rao3 [Cra46] lorsque le nombre
d’observations accessibles tend vers l’infini. Ces techniques, int́eressantes d’un point de
vue statistique, présentent ńeanmoins l’inconv́enient d’aboutir̀a des crit̀eres non lińeaires
de grande dimension nécessitant l’application de ḿethodes it́eratives de descente de type
Newton [OVSN93].

– Les ḿethodes des sous-espaces [RPK86, Cad90, ESS94, Rab96, BYR98, Yu00, Uts02]
sont quant̀a elles fond́ees sur la d́ecomposition de l’espace d’observation en deux sous-
espaces complémentaires : le sous-espace signal et le sous-espace bruit.Les premìeres
études faisaient appel, de manière implicite,à la d́ecomposition spectrale de la matrice de
covarianceRz(t) = E

{
z(t)zH(t)

}
. C’està partir du moment òu celle-ci aét́e utilisée ex-

plicitement qu’un grand nombre de techniques utilisant sespropríet́es ont́et́e d́evelopṕees
[Pis73]. Elles ont particulièrement́et́e mises sur le devant de la scène avec l’introduction
de l’algorithmeMUSIC [BK79, Sch81, BK83, Sch86]. La popularité de ces ḿethodes
est líee au fait qu’elles possèdent des capacités de ŕesolution4 bien suṕerieures aux tech-
niques classiques de formation de voie tout enétant de complexité nuḿerique plus faible
que les algorithmes de maximum de vraisemblance.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéresserons plus préciśement aux ḿethodes des
sous-espaces. Elles présentent en effet un bon compromis précision / complexit́e nuḿerique et
sontà l’origine des techniques d’identification récursive des sous-espaces. Un grand nombre de
méthodes ont́et́e d́evelopṕees et appliqúees avec succès au probl̀eme de DDA [Kar86, VO91,
VOK91, DeG92, SS92, SES93, ESS94, Rab96, Yu00]. Nous n’en présenterons cependant que
trois : l’algorithmeMUSIC (MUltiple SIgnal Classification) [BK79, Sch81], les algorithmes
fondés sur le crit̀ere de Yang [Yan95b, Yan96] et ceux basés sur le propagateur [MD91]. Ce
choix se justifie de la façon suivante :

– MUSIC est l’algorithme qui a permis le développement des ḿethodes des sous-espaces
pour la DDA. Il est fondamental et didactique puisqu’il présente explicitement le principe
de d́etection par d́ecomposition de l’espace d’observation ;

3La borne de Craḿer Rao est un minorant de la variance de l’estimateur pour tout estimateur asymptotiquement
non biaiśe.

4Elles sont capables de séparer des sources spatialement proches.
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– le crit̀ere de Yang est la fonction coût dont d́ecoulent toutes les techniques modernes
d’identification ŕecursive des sous-espaces dévelopṕees jusqu’en 2003 [Gus97a, Lov98,
LGV00, OK02, Lov03] ;

– le propagateur est le point de départ de nouveaux algorithmes récursifs d’identification
des sous-espaces [MLV03b, MLV03a, ML03, MLV04, MLL04].

Ces ḿethodes sont présent́ees dans les trois paragraphes suivants.

4.2.2 MUltiple SIgnal Classification (MUSIC)

Consid́erons l’́equation (4.9). La matrice de covariance des sorties de l’antenne v́erifie alors :

Rz = E
{

z(t)zH(t)
}

= ΓΓΓ(θθθ)E
{

s(t)sH(t)
}

︸ ︷︷ ︸

Rs

ΓΓΓH(θθθ)+σ2I (4.11)

en supposant que le bruit de mesure soit blanc et que ce dernier soit non corŕelé aux signaux
sources. En lui appliquant une décomposition en valeurs propres :

Rz = UsΛΛΛsU
H
s +UbΛΛΛbUH

b (4.12)

où ΛΛΛs = diag
(
λ 1, · · · ,λ n̄s

)
et ΛΛΛb = diag

(
λ n̄s+1, · · · ,λ nz

)
avecn̄s le rang deRs, il est montŕe

que :
Imcol(Us)⊆ Imcol(ΓΓΓ(θθθ)) , (4.13)

l’ égalit́e ayant lieu lorsque ¯ns = ns. Le sous-espaceUs∈ C
nz×n̄s est nomḿe sous-espace signal.

Son compĺementaireUb ∈ C
nz×(nz−n̄s) est appeĺe sous-espace bruit. Lorsque ¯ns = ns, l’ équation

(4.13) permet d’́ecrire que :
Ker

(
UH

b

)
= Imcol(ΓΓΓ(θθθ)) (4.14)

où Ker
(
UH

b

)
est le noyau deU

H

b . L’ équation (4.14) est̀a la base de l’algorithmeMUSIC. En
effet, puisque le sous-espace bruit est orthogonalà ΓΓΓ(θθθ), l’ égalit́e suivante est assurée :

UH
b γγγ(θθθ) = 0 (4.15)

pour toutθθθ choisi parmi les vraies directions d’arrivée (et uniquement pour ces directions).
En supposant qu’un grand nombre de données soient accessiblesà la mesure, une estiḿee de
la matrice de covarianceRz est calcuĺee. Une d́ecomposition eńeléments propres est alors
appliqúeeà R̂z afin de śeparer l’espace d’observation en sous-espace signal et sous espace bruit
(cf. equ. (4.12)) et extrairêUb. En supposant que les sourcesémettrices ne soient pas trop
proches spatialement ou que les données reçues ne soient pas trop corrélées, le traće du spectre
normaliśe suivant :

Sp(θθθ) =
γγγ(θθθ)Hγγγ(θθθ)

γγγH(θθθ)ÛbÛ
H
b γγγ(θθθ)

(4.16)

fournit des estiḿees statistiquement consistantes des angles d’arrivée θθθ [KV96]. Ce dernier
présente en effet des pics significatifs au voisinage des directions d’́emission effectives. Le
relev́e de ces derniers permet d’estimer les directions d’arrivée.

Plusieurs modifications de l’algorithmeMUSIC originel ontét́e propośees afin d’aḿeliorer
ses propríet́es statistiques lorsque le rapport signal sur bruit est faible ou lorsque les données sont
fortement corŕelées. Le lecteur intéresśe pourraétudier les ŕeférences [KT83, KB86, LVT89,
SN90].
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4.2.3 Critère de Yang et algorithmes d́erivés

Dans de nombreux cas pratiques, il est intéressant, voire ńecessaire, de pouvoir suivre une
ou plusieurs sources se déplaçant. Or, dans ce genre de situation, la division de l’espace d’obser-
vation en deux sous-espaces complémentaires via une décomposition en valeurs propres ou sin-
gulières n’est pas envisageable de par son coût calculatoire. Pour résoudre cette problématique,
plusieurs techniques de poursuite des sous-espaces ontét́e d́evelopṕees. Leur principe consiste
à suivre leśeléments propres de la matrice de covariance des observationsmiseà jour,à chaque
acquisition, de la façon suivante :

Rz(t) = αRz(t−1)+βz(t)zH(t) (4.17)

où α et β sont des facteurs de pondération permettant d’influer sur l’importance des nouvelles
informations vis-̀a-vis des anciennes. Les auteurs de l’article [CG90] proposent un classement
de ces ḿethodes de poursuite des sous-espaces en considérant trois familles :

– les ḿethodes proposant des modifications des algorithmes de décomposition en valeurs
propres ou en valeurs singulières afin que ces derniers soient applicables sur certains
processus adaptatifs [Fos86, DAD94, DDLY95] ;

– Les techniques fondées sur des algorithmes de miseà jour par addition d’une matrice de
rang 1 [Kar86, Sch89, DR90] ;

– celles consid́erant les d́ecompositions eńeléments propres comme un problème d’optimi-
sation, sans ou avec contrainte, minimisable de manière adaptativèa l’aide de ḿethodes
itératives ou ŕecursives [Kar84, YSA89, Yan95b].

Les algorithmes fond́es sur le crit̀ere de Yang [Yan95b, Yan96] font partie de cette troisième
famille. Ils reposent plus préciśement sur la constatation suivante : sachant que la décomposition
en valeurs propres (DVP) de la matrice de covarianceRz s’écrit :

Rz = UsΛΛΛsU
H
s +UbΛΛΛbUH

b , (4.18)

il est aiśe de montrer que :

UsU
H
s Rz = UsU

H
s

(
UsΛΛΛsU

H
s +UbΛΛΛbUH

b

)

= UsUH
s Us
︸ ︷︷ ︸

Inz

ΛΛΛsU
H
s +UsUH

s Ub
︸ ︷︷ ︸

0

ΛΛΛbUH
b = UsΛΛΛsU

H
s . (4.19)

Le sous-espace bruit est donc accessibleà partir de la relation suivante :

Rz−UsU
H
s Rz = UbΛΛΛbUH

b . (4.20)

De cette observation découle le crit̀ere sans contrainte [Yan95b] :

V(ΩΩΩ) = E
∥
∥z−ΩΩΩΩΩΩHz

∥
∥

2
(4.21)

pour lequelΩΩΩ ∈ C
nz×ns est suppośee de rang plein (= ns). Le th́eor̀eme suivant est alors vérifié

[Yan95b] :

Théorème 4.1.ΩΩΩopt est le minimum global du critère de Yang V(ΩΩΩ) si et seulement siΩΩΩopt =
UsT où Us∈Cnz×ns contient les ns vecteurs propres dominants deRz etT ∈Cns×ns une matrice
unitaire arbitraire. Tous les autres points stationnairessont des points selle. Pour chacun d’eux,
V(ΩΩΩ) vaut la somme des valeurs propres dont les vecteurs propres correspondant ne sont pas
inclus dansUs.
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Ce th́eor̀eme permet ainsi de reformuler le problème d’estimation desns vecteurs propres do-
minants d’une matrice syḿetrique d́efinie positive en un problème d’optimisation sans contrainte.
La minimisation du crit̀ereV(ΩΩΩ) conduit en effet̀a estimer lesns vecteurs propres dominants de
Rz, vecteurs propres qui correspondent au sous-espace engendré par les colonnes deΓΓΓ(θθθ). Elle
permet donc d’estimer la matrice directionnelle de l’antenne et, par extrapolation, les directions
d’arrivée.

Remarque 4.1.Il est int́eressant de noter que la minimisation du critère V(ΩΩΩ) fournit une base
orthonormale5 du sous-espace signal sans nécessiter d’oṕeration de ŕeorthonormalisation.

Plusieurs algorithmes adaptatifs de minimisation du critèreV(ΩΩΩ) ont ét́e propośes dans la
litt érature. Leur objectif est de calculerΩΩΩ(t) en fonction des estiḿees accessiblesà l’instantt−1
et des nouvelles observationsz(t). Nous en pŕesentons sept6 au sein des paragraphes suivants,
ce choix se justifiant par le fait que ces derniers sont (ou peuventêtre) utiliśes en identification
récursive des sous-espaces.

4.2.3.1 Ḿethode de descente du gradient

La premìere technique consistèa appliquer au crit̀ere de YangV(ΩΩΩ) un algorithme de des-
cente de gradient. En effet, puisque7 :

V(ΩΩΩ) = E
∥
∥z−ΩΩΩΩΩΩHz

∥
∥

2
= Tr(Rz)−2Tr

(
ΩΩΩHRzΩΩΩ

)
+Tr

(
ΩΩΩHRzΩΩΩΩΩΩHΩΩΩ

)
, (4.22)

le gradient deV(ΩΩΩ) relatif à ΩΩΩ vaut [Yan95b] :

∇V =
(
−2Rz +RzΩΩΩΩΩΩH +ΩΩΩΩΩΩHRz

)
ΩΩΩ. (4.23)

La miseà jour du sous-espace signal peut alorsêtreécrite comme suit :

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)

−µ
(
−2Rz(t)+Rz(t)ΩΩΩ(t−1)ΩΩΩH(t−1)+ΩΩΩ(t−1)ΩΩΩH(t−1)Rz(t)

)
ΩΩΩ(t−1) (4.24)

où µ > 0 est le pas de descente. Une façon simple de mettreà jour la matrice de covarianceRz
consistèa utiliser la somme pondéŕee exponentiellement suivante :

Rz(t) =
t

∑
k=1

λ t−kz(k)zH(k) = λRz(t−1)+z(t)zH(t) (4.25)

où λ est un facteur d’oubli permettant d’atténuer l’effet des donńees pasśees. Un tel algo-
rithme, nomḿe Yanggrad dans la suite de ce manuscrit, possède une complexité calculatoire
enO(nsn2

z).

5ΩΩΩ ne contient pas les vecteurs propres du sous-espace signal mais une base orthonormale arbitraire de ce
dernier puisque toute estimation est réaliśeeà un changement de baseT près.

6Yanggrad, PAST, PASTd, COPAST1, COPAST2, COPASTd etPT.
7Rappelons que Tr(ABC) = Tr(BCA) = Tr(CAB) [Bro91].
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4.2.3.2 AlgorithmesPAST et PASTd

Bien que l’algorithme pŕećedent ait montŕe de bons ŕesultats en simulation [Yan95b], il
repose malheureusement sur un critère d’ordre 4 enΩΩΩ (cf. equ. (4.21)) qui ńecessite d’appliquer
des techniques de minimisation itératives. Un algorithme récursif a donćet́e propośe par B. Yang
[Yan95b] pour pallier ce d́efaut. Il consid̀ere de nouveau le critère (4.21) et remplace l’espérance
math́ematique par une somme pondéŕee :

V(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k=1

λ t−k
∥
∥z(k)−ΩΩΩ(t)ΩΩΩH(t)z(k)

∥
∥

2
. (4.26)

La clef de l’algorithme dePAST (Projection Approximation Subspace Tracking) est d’approxi-
merΩΩΩH(t)z(k) par :

h(k) = ΩΩΩH(k−1)z(k) (4.27)

puis d’introduire le crit̀ere approxiḿe suivant :

Ṽ(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k=1

λ t−k‖z(k)−ΩΩΩ(t)h(k)‖2 (4.28)

qui est d́esormais quadratique enΩΩΩ et minimiśe par8 :

ΩΩΩ(t) = Rzh(t)R−1
h (t). (4.29)

Les matrices de covariance sont quantà elles mises̀a jour comme suit :

Rzh(t) = λRzh(t−1)+z(t)hH(t) (4.30)

Rh(t) = λRh(t−1)+h(t)hH(t). (4.31)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle (cf. equ. (2.25)) à l’équation (4.29), un algo-
rithme de type moindres carrés ŕecursifs, nomḿePAST, est alors facilement construit :

h(t) = ΩΩΩH(t−1)z(t) (4.32a)

K(t) =
hH(t)L(t−1)

λ +hH(t)L(t−1)h(t)
(4.32b)

L(t) =
1
λ

(L(t−1)−L(t−1)h(t)K(t)) (4.32c)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+(z(t)−ΩΩΩ(t−1)h(t))K(t) (4.32d)

avecL(t) = R−1
h (t). (4.32e)

Un second algorithme de minimisation fondé sur le m̂eme principe quePAST est propośe
dans [Yan95b]. BaptiśePASTd, il utilise la technique de d́eflation [YK88, BA92, GV96]. Son
principe consistèa estimer de manière śequentielle les vecteurs propres du sous-espace re-
cherch́e. Cette proćedure d́ebute par la recherche du vecteur propre dominantωωω qui minimise
le critère (4.28) pourns = 1. Le vecteur des observationsz est alors projet́e sur le sous-espace
engendŕe par ce vecteur propre dominant. Le résultat de cette projection est ensuite soustrait au

8En supposant que l’inverse existe.
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vecteurz. A l’it ération suivante, le deuxième vecteur propre dominant devient le vecteur prin-
cipal. Le vecteur des observations est alors de nouveau projet́e et le ŕesultat soustrait comme
préćedemment. Ce processus est réṕet́e jusqu’̀a ce que lesns vecteurs propres soient calculés.
L’algorithme ŕesultant est le suivant :

z1(t) = z(t)

Pourk = 1 : ns

hk(t) = ωωωH
k (t−1)zk(t) (4.33a)

dk(t) = λdk(t−1)+ |hk(t)|2 (4.33b)

ωωωk(t) = ωωωk(t−1)+(zk(t)−ωωωk(t−1)hk(t))
h∗k(t)
dk(t)

(4.33c)

zk+1(t) = zk(t)−ωωωk(t)hk(t). (4.33d)

fin
Cette technique présente l’avantage d’estimer les vecteurs et valeurs propres de la matrice de
covariance des observations. En effet,ωωωk est une estiḿee duke vecteur propre deRz tandis
quedk est une estiḿee pond́eŕee de lake valeur propre de cette m̂eme matrice. De plus, de par
son caract̀ere śequentiel, les valeurs propres estimées sont naturellement classées dans un ordre
décroissant. Ces valeurs propres peuvent alorsêtre utiliśees pour estimer le nombre de sources
émettrices [YG94, Yan95a].

Remarque 4.2.Ces ḿethodes possèdent des propriét́es asymptotiques intéressantes puisque,
sous de faibles conditions [Yan96], les estimées obtenues̀a l’aide dePAST etPASTd convergent
vers les vecteurs et valeurs propres désiŕes avec une probabilité de 1. Elles pŕesentent́egalement
une complexit́e calculatoire ŕeduite enO(nsnz) [Yan95b].

Remarque 4.3.Selon B. Yang [Yan95b] et T. Gustafsson [Gus98], la différence entreΩΩΩH(t)z(k)
et ΩΩΩH(k−1)z(k) est mince, en particulier lorsque k est proche de t. Cette approximation, re-
prise en identification ŕecursive des sous-espaces [Gus97a, LGV00], pourrait cependant in-
duire quelques difficultés lors de l’estimation d’une réalisation d’́etat, sṕecialement lorsque les
méthodes qui en d́ecoulent sont utiliśees pour la d́etection de changements [LPV01, ONVV01].

4.2.3.3 AlgorithmesCOPAST et COPASTd

Les algorithmes exposés pŕećedemment pŕesentent quelques difficultésà estimer, de manière
consistante, le sous-espace signal lorsque les sourcesémettrices sont proches ou lorsque le rap-
port signal sur bruit est faible [Yan95b]. J. L. Yu [Yu00] propose d’aḿeliorer les performances
dePAST et PASTd en introduisant, au sein du critère de Yang, la matrice de covariance des
observations en lieu et place du vecteurz. Il justifie ce choix en affirmant que l’utilisation d’une
telle matrice permet d’atteindre un rapport signal sur bruit quadratiquement supérieur à celui
obtenu en utilisant uniquement le vecteur des observations. Le critère consid́eŕe s’́ecrit donc :

V̄(ΩΩΩ) =
∥
∥Rz−ΩΩΩΩΩΩHRz

∥
∥

2
F (4.34)
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Le théor̀eme suivant est alors vérifié [Yu00] :

Théorème 4.2.ΩΩΩopt est le minimum global du critèreV̄(ΩΩΩ) si et seulement siΩΩΩopt = UsT où
Us∈Cnz×ns contient les ns vecteurs propres dominants deRz etT ∈Cns×ns une matrice unitaire
arbitraire.

La minimisation de ce critère est ŕealisable en introduisant l’approximation suivante :

ΩΩΩH(t)Rz(t) =
t

∑
k=1

λ t−kΩΩΩH(t)z(k)zH(k)≈
t

∑
k=1

λ t−kΩΩΩH(k−1)z(k)zH(k) = Rhz(t) (4.35)

en posant comme préćedemment (cf. equ. (4.27)) :

ΩΩΩH(k−1)z(k) = h(k). (4.36)

Le critère approxiḿe vaut alors :

˜̄V(ΩΩΩ) = ‖Rz−ΩΩΩRhz‖2F . (4.37)

Ce dernier est minimiśe par :
ΩΩΩ(t) = Rz(t)R

†
hz(t) (4.38)

où R†
hz symbolise la pseudo inverse de Moore Penrose deRhz. Puisque cette matrice n’est

pas carŕee, l’application directe du lemme d’inversion matricielle est impossible. Il est alors
nécessaire de faire appelà un algorithme capable de gérer ce type de matrice. En identification
récursive, la ḿethode de la variable instrumentaleétendue [Fri84, SS89] permet de fournir une
estiḿee des param̀etres du mod̀ele recherch́e à partir de matrices non carrées (cf. §2.3.2). Le
calcul ŕecursif deΩΩΩ est donc ŕealisable en adaptant l’algorithme de la variable instrumentale
étendue (cf. equ. (2.71)). L’algorithme final s’écrit :

h(t) = ΩΩΩH(t−1)z(t) (4.39a)

g(t) =
[
Rz(t−1)z(t) z(t)

]
(4.39b)

ΛΛΛ(t) =

[
−zT(t)z(t) λ

λ 0

]

(4.39c)

ΨΨΨ(t) =
[
Rhz(t−1)z(t) h(t)

]
(4.39d)

K(t) =
(

ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT(t)L(t−1)ΨΨΨ(t)
)−1ΨΨΨT(t)L(t−1) (4.39e)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+(g(t)−ΩΩΩ(t−1)ΨΨΨ(t))K(t) (4.39f)

Rz(t) = λRz(t−1)+z(t)zH(t) (4.39g)

Rhz(t) = λRhz(t−1)+h(t)zH(t) (4.39h)

L(t) =
1

λ 2 (L(t−1)−L(t−1)ΨΨΨ(t)K(t)) (4.39i)

avecL(t) =
(
Rhz(t)RH

hz(t)
)−1

. (4.39j)

Cet algorithme, nomḿeCOPAST1, présente une complexité enO
(
n2

z

)
.
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J. L. Yu propose de réduire la charge nuḿerique deCOPAST1 en d́eveloppant deux algo-
rithmes śequentiels de minimisation du critère (4.34). Il sugg̀ere de minimiser successivement
nz critèresV̄i définis par :

V̄i(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k=1

λ t−k
∥
∥r i

z(k)−ΩΩΩ(t)ΩΩΩH(t)r i
z(k)

∥
∥

2
(4.40)

où r i
z désigne laie colonne deRz. Puisque chaque fonction̄Vi est analogue au critère (4.26)

en remplaçant simplementz parr i
z, deux solutions, inspirées des algorithmesPAST etPASTd,

peuventêtre envisaǵees pour les minimiser. En approximantΩΩΩH(t)r i
z(k) par hi(k) = ΩΩΩH(k−

1)r i
z(k), le critère approxiḿe suivant peut̂etre consid́eŕe :

˜̄Vi(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k=1

λ t−k
∥
∥r i

z(k)−ΩΩΩ(t)hi(k)
∥
∥

2
. (4.41)

Ce dernier est similairèa la fonction côut (4.28). L’algorithme ŕecursif (de type moindres carrés)
suivant, nomḿeCOPAST2, peut donĉetre appliqúe pour le minimiser :

i = reste(t,nz)+1, où restecalcule le reste de la division det parnz (4.42a)

Rz(t) = λRz(t−1)+z(t)zT(t) (4.42b)

r i
z(t) = Rz(:, i)(t) (4.42c)

hi(t) = ΩΩΩH(t−1)r i
z(t) (4.42d)

K(t) =
hiH(t)L(t−1)

λ +hiH(t)L(t−1)hi(t)
(4.42e)

L(t) =
1
λ
(
L(t−1)−L(t−1)hi(t)K(t)

)
(4.42f)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+
(
r i

z(t)−ΩΩΩ(t−1)hi(t)
)

K(t). (4.42g)

Cet algorithme est ensuite aisément compĺet́e par une proćedure de type d́eflation (cf. §4.2.3.2) :

i = reste(t,nz)+1

Rz(t) = λRz(t−1)+z(t)zT(t)

r i
z(t) = Rz(:, i)(t)

r i
z,1(t) = r i

z(t)

Pourk = 1 : ns

hi
k(t) = ωωωH

k (t−1)r i
z,k(t) (4.43a)

dk(t) = λdk(t−1)+
∣
∣hi

k(t)
∣
∣
2

(4.43b)

ωωωk(t) = ωωωk(t−1)+
(

r i
z,k(t)−ωωωk(t−1)hi

k(t)
) hi

k
∗
(t)

dk(t)
(4.43c)

r i
z,k+1(t) = r i

z,k(t)−ωωωk(t)h
i
k(t). (4.43d)

fin
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Il sera est nomḿeCOPASTd.
Puisque les matrices et vecteurs traités ont des dimensionséquivalentes̀a celles utiliśees par

les algorithmesPAST et PASTd et que le crit̀ere ˜̄Vi est minimiśe de manìere śequentielle, la
complexit́e des proćedures (4.42) et (4.43) est enO (nsnz).

4.2.3.4 Algorithme du projecteur

Les algorithmes proposés dans les deux paragraphes préćedents pŕesentent l’inconv́enient
d’être fond́es sur une approximation (cf. equ. (4.27)). Pour remédierà cette impŕecision tout en
conservant un critère quadratique, W. Utschick [Uts02] propose d’utiliser une propríet́e parti-
culière de la matriceΩΩΩopt solution du crit̀ereV(ΩΩΩ) :

ΩΩΩoptΩΩΩH
opt = ΠΠΠopt est un projecteur. (4.44)

En effet, ce dernier v́erifie :
rang(ΠΠΠopt) = ns, (4.45)

ΠΠΠopt = ΠΠΠH
opt, (4.46)

ΠΠΠ2
opt = ΠΠΠopt. (4.47)

Un nouveau problème d’optimisation peut alorŝetre consid́eŕe en introduisant la matrice de
projectionΠΠΠ = ΩΩΩΩΩΩH au sein du crit̀ereV(ΩΩΩ). La fonction côut à minimiser s’́ecrit alors :

¯̄V(ΠΠΠ) = E‖z−ΠΠΠz‖2 = Tr
(

(Rz−ΠΠΠRz)(Rz−RzΠΠΠ)T
)

= Tr(Rz)−Tr(ΠΠΠRz) (4.48)

en fixant comme contraintes de vérifier, à chaque it́eration, que :

rang(ΠΠΠ) = ns (4.49a)

ΠΠΠ = ΠΠΠH (4.49b)

ΠΠΠ2 = ΠΠΠ. (4.49c)

L’application directe d’une technique de minimisation de type gradient au critère (4.48) n’est
pas concevable puisque celle-ci conduit nécessairementà la violation des contraintes (4.49). La
solution propośee par W. Utschick [Uts02] consisteà mettreà jour, à chaque nouvelle acqui-
sition, le projecteurΠΠΠ à l’aide d’un ensemble de rotations de Givens [Giv58, GV96] comme
suit :

ΠΠΠ(t) = ΨΨΨ(t)ΠΠΠ(t−1)ΨΨΨH(t) (4.50)

pour laquelle :
ΨΨΨ(t) = ∆∆∆(t)ΘΘΘ(t) (4.51)

avec :

∆∆∆(t) = ∆∆∆(δδδ (t)) =









eiδ1(t) 0 · · · 0

0 eiδ2(t) . ..
...

...
. .. . .. 0

0 · · · 0 eiδnz(t)









∈ R
nz×nz, (4.52)
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et :

ΘΘΘ(t) = ΘΘΘ(ϑϑϑ(t)) =
1

∏
k=nz−1

nz

∏
ℓ=k+1

ΘΘΘk,ℓ(ϑk,ℓ(t)). (4.53)

ΘΘΘk,ℓ(ϑk,ℓ(t)) est une matrice de rotations de Givens d’indicesk et ℓ définie par [GV96] :

ΘΘΘk,ℓ(ϑk,ℓ(t)) =




























1 0 · · · · · · 0 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 0

0
... ...

...
...

...
...

. . . . . . . ..
...

...
...

0 · · · 0 1 0 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 0
0 · · · · · · 0 c 0 · · · 0 s 0 · · · · · · 0
... 0 1 0 · · · 0

...
...

...
. . . . . . . ..

...
...

... 0 · · · 0 1 0
...

0 · · · · · · 0 −s 0 · · · 0 c 0 · · · · · · 0
0 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 0 1 0 · · · 0
...

...
...

. .. .. . .. .
...

...
...

...
.. . .. . 0

0 · · · · · · · · · 0 · · · · · · · · · 0 · · · · · · 0 1




























k

ℓ

k ℓ

(4.54)

telle quec = cos(ϑk,ℓ(t)) et s = sin(ϑk,ℓ(t)). La relation (4.50) repose alors sur le théor̀eme
suivant [Uts02] :

Théorème 4.3.Étant donńe P l’espace des matrices de projectionΠΠΠ ∈ Cnz×nz de rang ns, il
existeε > 0, ΠΠΠ1 ∈P, ΠΠΠ2 ∈Uε (ΠΠΠ1)⊂P, δδδ et ϑϑϑ tels que, pour tout∂ > 0 :

∥
∥ΠΠΠ2−ΨΨΨΠΠΠ1ΨΨΨH

∥
∥

2 < ∂ (4.55)

est v́erifié avec :
Uε (ΠΠΠ1) =

{
Π̃ΠΠ ∈P/

∥
∥Π̃ΠΠ−ΠΠΠ1

∥
∥

2 < ε
}

. (4.56)

Ce th́eor̀eme traduit le fait qu’̀a partir de tout projecteurΠΠΠ1 de rangns, il est possible d’at-
teindre un autre projecteurΠΠΠ2, de m̂eme rang, dans son voisinage,à l’aide d’un ensemble de
transformations alǵebriquesΨΨΨ. En d’autres termes, la poursuite d’un projecteur est réalisable
par l’intermédiaire de matrices de projections contenues dans une boulede rayonε.

La phase suivante consiste alorsà estimer les angles de rotationϑϑϑ etδδδ afin de construire les
matricesΘΘΘ et∆∆∆. Ces derniers [Uts02] sont détermińes par une loi de type gradient stochastique :

δi(t) =−µ
∂ ¯̄V(ΠΠΠ(t−1))

∂δi
(4.57)

ϑk,ℓ(t) =−µ
∂ ¯̄V(ΠΠΠ(t−1))

∂ϑk,ℓ
. (4.58)

Un fois ces angles estiḿes, la misèa jour deΩΩΩ est ŕealiśee de la façon suivante :

ΩΩΩ(t) = ∆∆∆(t)ΘΘΘ(t)ΩΩΩ(t−1). (4.59)



76 Méthodes ŕecursives d’identification des sous-espaces fondées sur le crit̀ere de Yang

Un tel algorithme, nomḿe PT dans la suite de ce manuscrit, présente une complexité calcula-
toire enO(n3

z).

4.2.4 Méthode du propagateur

Les techniques préćedentes nous ont permis d’avoir accèsà une base de l’espace signalà
l’aide d’une fonction côut sṕecifique : le crit̀ere de Yang. La ḿethode pŕesent́ee dans ce pa-
ragraphe repose sur l’utilisation d’un opérateur particulier, nomḿe propagateur [MD91], qui
permet de d́ecomposer l’espace d’observation en sous-espace signal etsous-espace bruit sans
recherche d’́eléments propres. Il est qualifié de lińeaire puisque seules des opérations lińeaires
sont appliqúeesà la matrice interspectrale des signaux reçus. Son application au probl̀eme
de d́etection des directions d’arrivée aét́e plus particulìerement d́evelopṕee par S. Marcos
[MMB95, MBS96].

La méthode du propagateur repose sur l’hypothèse suivante : la matrice directionnelleΓΓΓ(θ)∈
Cnz×ns est de rang plein pourns < nz. Cette matrice possède alors au moinsns lignes (non
nécessairement contiguës) lińeairement ind́ependantes, lesnz− ns autres pouvant s’exprimer
comme une simple combinaison linéaire de ces dernières. Apr̀es ŕeorganisation des sorties de
capteurs de telle sorte que lesns premìeres lignes deΓΓΓ(θ) soient lińeairement ind́ependantes, il
est possible de réaliser la ŕepartition suivante :

ΓΓΓ =

[
ΓΓΓ1

ΓΓΓ2

]
}ns

}nz−ns
(4.60)

où ΓΓΓ1 ∈ Cns×ns contient lesns lignes lińeairement ind́ependantes etΓΓΓ2 ∈ Cnz−ns×ns les lignes
compĺementaires.

Définition 4.2. Le propagateur est l’unique opérateur lińeaireP∈ Cns×nz−ns tel que :

ΓΓΓ2 = PHΓΓΓ1 (4.61)

Il est alors facile de v́erifier que :

ΓΓΓ =

[
ΓΓΓ1

ΓΓΓ2

]

=

[
ΓΓΓ1

PHΓΓΓ1

]

=

[
Ins

PH

]

︸ ︷︷ ︸

Es

ΓΓΓ1 (4.62)

et

ΓΓΓ2−PHΓΓΓ1 = 0⇒
[
PH −Inz−ns

]
[

ΓΓΓ1

ΓΓΓ2

]

=
[
PH −Inz−ns

]

︸ ︷︷ ︸

Eb

ΓΓΓ = 0. (4.63)

Ainsi :
Imcol(Es) = Imcol(ΓΓΓ) (4.64)

et :
Imcol(Eb) = Imcol(ΓΓΓ)⊥ (4.65)

puisqueEs (resp.Eb) contient Ins (resp.Inz−ns). Ces deux relations indiquent qu’il est donc
possible d’avoir acc̀es aux sous-espaces bruit et signal en estimant le propagateur P. L’ équation
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(4.65) est plus particulièrement utiliśee en traitement d’antennes puisque, par exemple, le spectre
utilisé par les algorithmesMUSIC s’écrit de la manìere suivante (cf. §4.2.2) :

Sp(θθθ) =
γγγH(θθθ)γγγ(θθθ)

γγγH(θθθ)EbEH
b γγγ(θθθ)

. (4.66)

L’objectif ultime est donc d’estimer le propagateur. Plusieurs techniques d’estimation ontét́e
propośees [MJD88, MD91, MMB95, MBS96]. Celles-ci sont principalement baśees sur des
algorithmes de type moindres carrés (en version adaptative ou non adaptative) ou moindres
carŕes totaux [VV91]. Deux situations sont rencontrées dans la litt́erature :

– Une estimation du propagateurà partir d’une d́ecomposition de la matrice de corrélation
des donńees d’entŕee :

Rz =
[
Rz1 Rz2

]
(4.67)

avecRz1 etRz2 de dimension respectivenz×ns etnz×nz−ns. Dans le cas non bruité, ces
deux sous-matrices vérifient :

Rz2 = Rz1P (4.68)

Dans le cas bruité, une estimation deP peutêtre obtenue en minimisant la fonction coût
suivante :

J(P) = ‖Rz2−Rz1P‖2F , (4.69)

dont la solution optimale est :

P =
(
RH

z1
Rz1

)−1RH
z1

Rz2. (4.70)

– Une estimatioǹa partir de l’ensemble des données accessiblesà la mesure en considérant
le critère suivant [MMB95] :

J(P) =
∥
∥ZM2−PHZM1

∥
∥

2
F (4.71)

avec :

ZM =
[
z(1) · · · z(M)

]
=

[
ZM1

ZM2

]

, (4.72)

la solution optimaléetant :

P =
(
ZM1Z

H
M1

)−1
ZM1Z

H
M2

. (4.73)

Les solutions proposées pour minimiser (4.69) et (4.71) sont au nombre de trois :
– appliquer les moindres carrés simples en supposant que le bruit soit temporellement et

spatialement blanc ;
– utiliser les moindres carrés totaux associés à une d́ecomposition en valeurs singulières

permettant ainsi d’atteindre le même espace bruit que celui fourni parMUSIC [MMB95] ;
– consid́erer le crit̀ere (4.69) et mettrèa jour le propagateur de manière adaptative en appli-

quant un algorithme de descente du gradient [MBS96].
Ces trois techniques, efficaces dans la plupart des problèmes de traitement d’antennes,

souffrent de plusieurs inconvénients :
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– les ḿethodes utilisant les moindres carrés simples ou l’algorithme de descente du gradient
fournissent des estiḿees asymptotiquement biaisées lorsque le bruit n’est pas temporelle-
ment et / ou spatialement blanc ;

– la technique basée sur les moindres carrés totaux produit des estimées non biaiśees mais
nécessite l’utilisation d’une DVS, outil mathématique robuste mais non utilisable en ligne
car trop côuteux en temps de calcul.

Une aḿelioration de la ḿethode du propagateur est donc nécessaire si nous désirons l’adap-
ter au probl̀eme d’identification ŕecursive des sous-espaces. Cette problématique sera traitée au
sein du chapitre 5.

4.2.5 Conclusion

Les paragraphes préćedents nous ont permis de présenter deux classes de méthodes de pour-
suite des directions d’arrivée :

– les algorithmes reposant sur le critère de Yang et ses fonctions coût dérivées ;
– les techniques basées sur l’oṕerateur propagateur.
Ces ḿethodes pŕesentent l’avantage d’un coût nuḿerique relativement faible (au maximum

enO
(
n3

z

)
) et la capacit́e de suivre leśevolutions spatiales des sourcesémettrices de par leur ca-

ract̀ere adaptatif. Elles sontégalement,̀a notre connaissance, les seules techniques de traitement
d’antennes utiliśees en identification récursive des sous-espaces.

L’objectif de la section suivante est d’exposer un panoramades ḿethodes d’identification
récursive des sous-espaces fondées sur l’adaptation des algorithmes de Yang et de ses dérivées.
Une description d́etaillée de l’utilisation du propagateur en identification sera présent́ee dans le
chapitre 5.

4.3 Adaptation des algorithmes fond́es sur le crit̀ere de Yang
au problème d’identification récursive des sous-espaces

Consid́erons de nouveau la représentation d’́etat suivante :

x(t +1) = Ax(t)+Bũ(t)+w(t) (4.74a)

ỹ(t) = Cx(t)+Dũ(t) (4.74b)

u(t) = ũ(t)+υυυ(t) (4.74c)

y(t) = ỹ(t)+v(t). (4.74d)

Les ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces ont pour but d’estimer,à chaque nou-
velle acquisition de donńees d’entŕee-sortieu et y, les matrices d’́etat du syst̀eme connaissant
leurs estiḿeesà l’instant pŕećedent. Bien que les algorithmes hors ligne des sous-espaces aient
démontŕe leur efficacit́e dans de nombreuses situations pratiques [BGRS97, BNSR98, FDV00],
ceux-ci sont difficilement applicables en temps réel de par leur côut calculatoire. Le princi-
pal obstacle se trouvêetre la d́ecomposition en valeurs singulières ńecessairèa l’estimation
de l’espace engendré par les colonnes de la matrice d’observabilité. Il a doncét́e imṕeratif de
développer de nouvelles techniquesévitant de recourir̀a cet outil nuḿeriquement lourd. Plu-
sieurs solutions ont́et́e propośees [VD91, CK95, Gus97a, LGV00, OK02, Lov03]. Leur prin-
cipe ŕeside principalement en l’adaptation, au problème d’identification, de certaines méthodes
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de poursuite des sous-espaces utilisées en traitement d’antennes. Les plus efficaces reposent
sur l’utilisation du crit̀ere de Yang pŕesent́e §4.2.3. L’objectif des paragraphes suivants est
de pŕesenter les principales méthodes d’identification adaptant les algorithmes de Yang et ses
dérivées au problème d’estimation ŕecursive du sous-espace d’observabilité. Nous tenterons de
mettre eńevidence la manière dont chaque auteur ajuste ces méthodes de traitement d’antennes
à la probĺematique qu’il se pose,i.e. traiter les perturbations agissant sur le procéd́e, diminuer
le côut calculatoire des algorithmes, augmenter la fiabilité nuḿerique des techniques d’estima-
tion... Nous proposeronśegalement une adaptation des méthodesCOPAST etCOPASTd à notre
probl̀eme d’estimation ŕecursive.

4.3.1 Algorithmes d́evelopṕes par T. Gustafsson [Gus97a]

Bien que des ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces aientét́e d́evelopṕees
avant 1997 [VD91, CK95], unéetape capitale fut franchie lorsque T. Gustafsson proposa un
algorithme de misèa jour de l’espace d’observabilité à partir de donńees perturb́ees par des
bruits coloŕes pouvant̂etre mutuellement corrélés. En effet, les techniques suggéŕees jusqu’alors
supposaient que le bruit agissant sur le procéd́e était temporellement et spatialement blanc,
ce qui, pour des systèmes ne v́erifiant pas cette hypothèse, conduisait ńecessairement̀a des
estiḿees asymptotiquement biaisées. L’algorithme de T. Gustafsson repose sur une amélioration
de l’algorithmePAST (cf. §4.2.3.2). Il propose d’associer au critèrePAST (cf. equ. (4.28)) une
variable instrumentale afin de le rendre applicable lorsquele bruit n’est pas blanc. Considérons
donc de nouveau le modèle d’antenne lińeaire uniforme suivant :

z(t) = ΓΓΓ(θθθ)s(t)+n(t) (4.75)

et introduisons une variable instrumentaleξξξ ∈ C
nξ×1, nξ ≥ ns, telle que [Gus98] :

E

{

n(t)ξξξ H
(t)
}

= 0 (4.76)

rang
(

E

{

s(t)ξξξ H
(t)
})

= ns. (4.77)

La matrice de corŕelationRzξξξ vérifie alors :

Rzξξξ = ΓΓΓ(θθθ)Rsξξξ . (4.78)

L’estimation de la matrice directionnelleΓΓΓ(θθθ) est ŕealisable en considérant le crit̀ere suivant :

VIV (ΩΩΩ(t)) =
∥
∥
∥Rzξξξ (t)−ΩΩΩ(t)ΩΩΩH(t)Rzξξξ (t)

∥
∥
∥

2

F
. (4.79)

En effet [Gus98] :

Théorème 4.4.Le minimum global de VIV (ΩΩΩ(t)) est atteint si et seulement siΩΩΩ(t) = ŪsT où
Ūs contient les ns vecteurs singuliers dominants deRzξξξ etT est une matrice unitaire arbitraire.

En appliquant l’approximation de Yang (cf. equ. (4.27)) :

ΩΩΩH(t)Rzξξξ (t) =
t

∑
k=1

λ t−kΩΩΩH(t)z(k)ξξξ H
(k)≈

t

∑
k=1

λ t−k ΩΩΩH(k−1)z(k)
︸ ︷︷ ︸

h(k)

ξξξ H
(k) = Rhξξξ (t), (4.80)



80 Méthodes ŕecursives d’identification des sous-espaces fondées sur le crit̀ere de Yang

le critère (4.79) s’́ecrit :

ṼIV (ΩΩΩ(t)) =
∥
∥
∥Rzξξξ (t)−ΩΩΩ(t)Rhξξξ (t)

∥
∥
∥

2

F
. (4.81)

Son minimum est atteint pour :
ΩΩΩ(t) = Rzξξξ (t)R†

hξξξ (t). (4.82)

Deux algorithmes ŕecursifs peuvent alorŝetre construits selon la valeur denξ .
– Lorsquenξ = ns, puisqueRhξξξ est une matrice carrée, en supposant la matrice inverse

existe, l’application du lemme d’inversion matricielleà l’équation (4.82) fournit un algo-
rithme ŕecursif, de complexité enO (nsnz), nomḿe IVPAST [Gus98], tr̀es proche de la
méthode classique de la variable instrumentale récursive [LS83] :

h(t) = ΩΩΩH(t−1)z(t) (4.83a)

K(t) =
ξξξ H

(t)L(t−1)

λ +ξξξ H
(t)L(t−1)h(t)

(4.83b)

L(t) =
1
λ

(L(t−1)−L(t−1)h(t)K(t)) (4.83c)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+(z(t)−ΩΩΩ(t−1)h(t))K(t). (4.83d)

– Lorsquenξ > ns, l’application directe du lemme d’inversion matricielle n’est plus envi-
sageable. Il est alors nécessaire de faire appelà l’algorithme de la variable instrumentale
étendue [Fri84, SS89] (cf. §2.3.2). L’application d’un telalgorithmeà l’équation (4.82)
conduità la formulation ŕecursive suivante de complexitéO(nznξ ) :

h(t) = ΩΩΩH(t−1)z(t) (4.84a)

g(t) =
[
Rzξξξ (t−1)ξξξ (t) z(t)

]
(4.84b)

ΛΛΛ(t) =

[

−ξξξ H
(t)ξξξ (t) λ
λ 0

]

(4.84c)

ΨΨΨ(t) =
[
Rhξξξ (t−1)ξξξ (t) h(t)

]
(4.84d)

K(t) =
(

ΛΛΛ(t)+ΨΨΨH(t)L(t−1)ΨΨΨ(t)
)−1ΨΨΨH(t)L(t−1) (4.84e)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+(g(t)−ΩΩΩ(t−1)ΨΨΨ(t))K(t) (4.84f)

Rzξξξ (t) = λRzξξξ (t−1)+z(t)ξξξ H
(t) (4.84g)

Rhξξξ (t) = λRhξξξ (t−1)+h(t)ξξξ H
(t) (4.84h)

L(t) =
1

λ 2 (L(t−1)−L(t−1)ΨΨΨ(t)K(t)) (4.84i)

avecL(t) =
(

Rhξξξ (t)RH
hξξξ (t)

)−1
. (4.84j)

Cet algorithme est nomḿeEIVPAST.
Bien que l’algorithme pŕećedent pŕesente des propriét́es int́eressantes pour l’identification

des syst̀emes9, il n’est pas directement applicable aux données d’entŕee-sortie mesurées sur le

9Rappelons qu’il cherchèa supprimer l’effet des perturbations.
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proćed́e à identifier. En effet, son utilisation pour l’estimation d’une base de l’espace d’obser-
vabilité ńecessite de transformer le système d’́etat (4.74) afin que ce dernier ressemble10 au
mod̀ele de traitement d’antennes (4.75). T. Gustafsson réalise cette transformation en introdui-
sant le vecteur de sorties décaĺeesy+

f que nous savons vérifier (cf. equ. (3.27)) :

y+
f (t) = ΓΓΓ f x(t)+H f u+

f (t)+n+
f (t). (4.85)

En consid́erant le signal de sortie modifié suivant :

z+
f (t) = y+

f −H f u+
f (t), (4.86)

l’ équation (4.85) devient :
z+

f (t) = ΓΓΓ f x(t)+n+
f (t), (4.87)

qui n’est autre qu’une expression image du modèle d’antenne (4.75). L’estimation d’une base de
l’espace d’observabilité semble donc réalisablèa l’aide des algorithmesIVPAST etEIVPAST
si nous parvenons̀a calculer,̀a chaque instant, le vecteur de sortie modifié z+

f . Par d́efinition,
ce vecteur d́epend de la matrice de ToeplitzH f . Or, à l’instantt, aucune estiḿee deH f (t) n’est
accessible. T. Gustafsson propose alors d’approximerH f (t) parĤ f (t−1) qui est, quant̀a elle,
calculablèa partir des estiḿees des matrices d’état de l’instantt−1. Il simplifie sa construction
en remarquant que le premier bloc colonne deH f vaut :

[
D

ΓΓΓ f (1 : ny( f −1), :)B

]

, (4.88)

les autres blocs colonnes pouvant s’exprimer comme une troncature de ce dernier. Il est alors
aiśe de construirêH f (t−1) en remplaçant, dans l’équation pŕećedente, les matrices considéŕees
par leur estiḿee. Cette technique permet ainsi d’éviter de calculer̂Ak. L’ équation suivante est
alors v́erifiée :

z̆+
f (t) = y+

f − Ĥ f (t−1)u+
f (t)≈ ΓΓΓ f x(t)+n+

f (t). (4.89)

L’algorithme (4.84) peut alorŝetre appliqúe au vecteur de sortie modifié z̆+
f .

Remarque 4.4.Lorsqu’on utilise le crit̀ere PAST ou ses d́erivées, le sous-espace signal est
estiḿe en minimisant la fonction coût modifíeeṼ(ΩΩΩ) au lieu de V(ΩΩΩ) (cf. equ. (4.21) et (4.28)).
Le sous-espace colonne estimé est alors ĺeg̀erement diff́erent de celui obtenu avec la fonction
originelle. Th́eoriquement, les colonnes deΩΩΩ sont orthonormales. Bien que cette propriét́e ne
soit pas ńecessairèa l’extraction des matrices d’état, la minimisation dẽV(ΩΩΩ) conduità une
matrice dont les colonnes ne sont pas orthonormales. Cette caractéristiqueévolue au cours de
la minimisation puisque, sous certaines conditions, le minimiseur deṼ(ΩΩΩ) converge vers une
matrice orthonormale [Yan96] avec une probabilité de 1. Cettéevolution peut̂etre interpŕet́ee
comme un lent changement de base. Il est alors impossible de garantir queΓΓΓ f (t) et ΓΓΓ f (t−1)
s’expriment dans le m̂eme rep̀ere d’́etat. Cette variation pourrait poser problème lors de l’esti-
mation de la ŕealisation d’́etat, en particulier lorsque cette technique d’estimationest utiliśee
pour d́etecter des changements [LPV01, ONVV01].

10Une description d́etaillée de l’analogie traitement d’antennes / identification dessous-espaces est exposée dans
le chapitre 5.
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4.3.2 Algorithmes d́evelopṕes par M. Lovera [Lov98, LGV00]

Le principal avantage de l’algorithme préćedent est son faible coût calculatoire. Malheureu-
sement, la fiabilit́e nuḿerique de l’́etape d’estimation du vecteur de sortie modifié (4.89) peut
être remise en question puisque celle-ci est fondée sur un ensemble d’approximations. M. Lo-
vera propose d’aḿeliorer l’algorithme de T. Gustafsson en développant des versions récursives
des d́ecompositions QR des schémas d’identificationOrdinary etPI/PO MOESP. Il sugg̀ere
de mettrèa jour, à chaque nouvelle acquisition, les matricesR̄22 et R̄32 des factorisations sui-
vantes :

[
U+

f
Y+

f

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

(4.90)





U+
f

ΞΞΞ
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 (4.91)

sachant que ces dernières constituent, en identification hors ligne, le point de départ d’une esti-
mation consistante de la matrice d’observabilité du syst̀eme (cf. §3.3.1 et 3.3.2).

4.3.2.1 Miseà jour de la factorisation QR du sch́ema d’identification Ordinary MOESP

Consid́erons la d́ecomposition QR suivante accessibleà l’instantt̄−1 = t +M−2 :

[
U+

f (t̄−1)

Y+
f (t̄−1)

]

=

[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

][
Q̄1(t̄−1)
Q̄2(t̄−1)

]

(4.92)

utilisée dans le sch́ema d’identificationOrdinary MOESP (cf. §3.3.1). Lorsqu’un nouveau
couple de donńees est mesuré, la d́ecomposition pŕećedente est misèa jour de la façon sui-
vante11 :

[√
λ
[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

]
u+

f (t̄)
y+

f (t̄)

]




Q̄1(t̄−1) 0
Q̄2(t̄−1) 0

0 1



 . (4.93)

Une śequence de rotations de Givens [Giv58, GV96] peut alorsêtre utiliśee pour remodeler la
matriceR̄ de telle sorte qu’elle soit̀a nouveau triangulaire par bloc et ainsi annihiler le vecteur
u+

f (t̄) :

[√
λ
[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

]
u+

f (t̄)
y+

f (t̄)

]

RotG(t̄) =

[
R̄11(t̄) 0 0
R̄21(t̄)

√
λ R̄22(t̄−1) z̄+

f (t̄)

]

. (4.94)

RotG(t̄) est la matrice ŕesultante des produits de matrices de rotations de Givens nécessaires̀a
l’annulation du termeu+

f (t̄). z̄+
f (t̄) est quant̀a lui le vecteur obtenu en modifianty+

f (t̄) de façon

à int́egrer l’information contenue dansu+
f (t̄) et le bloc

[
R̄T

11(t̄−1) R̄T
21(t̄−1)

]T
. La relation

suivante est alors vérifiée [Lov98] :

R̄22(t̄)R̄T
22(t̄) = λ R̄22(t̄−1)R̄T

22(t̄−1)+ z̄+
f (t̄) z̄+

f
T
(t̄). (4.95)

11Remarquez l’introduction du facteur d’oubli permettant depond́erer les informations passées.



4.3 Adaptation des algorithmes fond́es sur le crit̀ere de Yang au probl̀eme d’identification récursive
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De plus (cf. preuve en annexe A.3), le vecteur de sortie modifié z̄+
f est líe à la matrice d’obser-

vabilité par la relation suivante [GLV98] :

z̄+
f (t̄) = ΓΓΓ f

(√
λX+(t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+x(t̄−1)Rot22

G (t̄)
)

+
√

λN+
f (t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+n+

f (t̄)Rot22
G (t̄) (4.96)

en posant :

RotG(t̄) =





Rot11
G (t̄) 0 Rot12

G (t̄)
0 I 0

Rot21
G (t̄) 0 Rot22

G (t̄)



 . (4.97)

Le sous-espace d’observabilité est donc estimablèa partir du vecteur de sortie modifié obtenu
par miseà jour de la factorisation QR (4.93). Malheureusement, quelle que soit la nature des
perturbations agissant sur le procéd́e, le termeN+

f (t̄ − 1)Q̄T
1 (t̄ − 1)Rot12

G (t̄) + n+
f (t̄)Rot22

G (t̄)
relatif au bruit n’est pas blanc. M. Lovera propose donc d’introduire ce vecteur de sortie modifié
au sein de l’algorithmeEIVPAST afin d’estimer, de manière consistante, une base deΓΓΓ f . Ce
dernier contient en effet une variable instrumentale capable d’att́enuer l’effet des perturbations
contenues dans̄z+

f .

4.3.2.2 Miseà jour de la factorisation QR des sch́emas d’identificationPI et PO MOESP

Supposons que la factorisation du bloc matriciel
[

U+
f

T ΞΞΞT Y+
f

T
]T

à l’instant t̄ − 1 soit

donńee par :





U+
f (t̄−1)

ΞΞΞ(t̄−1)
Y+

f (t̄−1)



=





R̄11(t̄−1) 0 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1) 0
R̄31(t̄−1) R̄32(t̄−1) R̄33(t̄−1)









Q̄1(t̄−1)
Q̄2(t̄−1)
Q̄3(t̄−1)



 . (4.98)

Lorsqu’un nouveau couple de données est mesuré, la d́ecomposition pŕećedente peut alorŝetre
miseà jour comme suit :




√

λ





R̄11(t̄−1) 0 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1) 0
R̄31(t̄−1) R̄32(t̄−1) R̄33(t̄−1)





u+
f (t̄)

ξξξ (t̄)
y+

f (t̄)











Q̄1(t̄−1) 0
Q̄2(t̄−1) 0
Q̄3(t̄−1) 0

0 1







(4.99)

avecξξξ (t̄) = u−p (t̄) pour la classePI MOESP et ξξξ (t̄) =
[

u−p
T
(t̄) y−p

T
(t̄)
]T

pourPO MOESP.

Puisque, dans le cas hors ligne (cf. §3.3.2) :

Imcol
(
R̄32
)

= Imcol
(
ΓΓΓ f
)
, (4.100)

il semble int́eressant de mettrèa jourR̄32 afin d’acćeder au vecteur de sortie modifié de l’instant
t̄. Pour cela, appliquons un ensemble de rotations de Givensà (4.99) afin de retriangulariser ce
bloc matriciel. Ainsi, consid́erons, dans un premier temps, un ensemble de rotations de Givens,
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nomḿeRotG1, permettant d’annuleru+
f (t̄) :




√

λ





R̄11(t̄−1) 0 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1) 0
R̄31(t̄−1) R̄32(t̄−1) R̄33(t̄−1)





u+
f (t̄)

ξξξ (t̄)
y+

f (t̄)



RotG1(t̄)

=





R̄11(t̄)
R̄21(t̄)
R̄31(t̄)

0
√

λ
[

R̄22(t̄−1)
R̄32(t̄−1)

0
0

R̄33(t̄−1)

]
0

¯̄z−p (t̄)
¯̄z+

f (t̄)



 . (4.101)

De même, appliquons un autre ensemble de rotationsRotG2 permettant d’annihiler̄̄z−p (t̄) :





R̄11(t̄)
R̄21(t̄)
R̄31(t̄)

0
√

λ
[

R̄22(t̄−1)
R̄32(t̄−1)

0
0

R̄33(t̄−1)

]
0

¯̄z−p (t̄)
¯̄z+

f (t̄)



RotG2(t̄)

=





R̄11(t̄) 0 0 0
R̄21(t̄) R̄22(t̄) 0 0
R̄31(t̄) R̄32(t̄)

√
λ R̄33(t̄−1) ¯̄̄z+

f (t̄)



 . (4.102)

Il est alors possible de montrer que la miseà jour du blocR̄32 est ŕealisable comme suit
[LGV00] :

R̄32(t̄)R̄T
32(t̄) = λ R̄32(t̄−1)R̄T

32(t̄−1)+ ¯̄z+
f (t̄) ¯̄z+

f
T
(t̄)− ¯̄̄z+

f (t̄) ¯̄̄z+
f

T
(t̄). (4.103)

M. Lovera propose d’estimer récursivement une base de l’espace d’observabilité en suivant
l’ évolution des vecteurs propres de la matrice de covarianceR définie par :

R = E

{

¯̄z+
f

¯̄z+
f

T − ¯̄̄z+
f

¯̄̄z+
f

T
}

. (4.104)

Il sugg̀ere plus pŕeciśement de consid́erer le crit̀ere suivant [Lov98] :

¯̄̄V(ΩΩΩ(t̄)) = Tr
(
R(t̄)−ΩΩΩ(t̄)ΩΩΩT(t̄)R(t̄)

)
(4.105)

qu’il r écrit comme suit :

¯̄̄V(ΩΩΩ(t̄)) = E

∥
∥
∥¯̄z+

f −ΩΩΩΩΩΩH ¯̄z+
f

∥
∥
∥

2
−E

∥
∥
∥

¯̄̄z+
f −ΩΩΩΩΩΩH ¯̄̄z+

f

∥
∥
∥

2

=
t̄

∑
k=1

λ t̄−k
∥
∥
∥¯̄z+

f (k)−ΩΩΩ(t̄)ΩΩΩH(t̄)¯̄z+
f (k)

∥
∥
∥

2
−

t̄

∑
k=1

λ t̄−k
∥
∥
∥

¯̄̄z+
f (k)−ΩΩΩ(t̄)ΩΩΩH(t̄)¯̄̄z+

f (k)
∥
∥
∥

2
. (4.106)

Il propose ensuite d’introduire les approximations classiques suivantes :

¯̄h+
f (k) = ΩΩΩT(k−1)¯̄z+

f (k) (4.107)

¯̄̄h+
f (k) = ΩΩΩT(k−1)¯̄̄z+

f (k). (4.108)
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Le critère ¯̄̄V s’écrit alors :

˜̄̄̄
V(ΩΩΩ(t̄)) =

t̄

∑
k=1

λ t̄−k
∥
∥
∥¯̄z+

f (k)−ΩΩΩ(t̄) ¯̄h+
f (k)

∥
∥
∥

2
−

t̄

∑
k=1

λ t̄−k
∥
∥
∥

¯̄̄z+
f (k)−ΩΩΩ(t̄) ¯̄̄h+

f (k)
∥
∥
∥

2
. (4.109)

Son optimum vaut12 [Lov98] :

ΩΩΩ(t̄) =

[

R¯̄z+
f

¯̄h+
f
(t̄)−R¯̄̄z+

f
¯̄̄h+

f
(t̄)

][

R ¯̄h+
f
(t̄)−R ¯̄̄h+

f
(t̄)

]−1

. (4.110)

La minimisation de la fonction côut
˜̄̄̄
V est alors ŕealisable en appliquant par deux fois le lemme

d’inversion matricielle13 :

¯̄h+
f (t̄) = ΩΩΩT(t̄−1)¯̄z+

f (t̄) (4.111a)

¯̄̄h+
f (t̄) = ΩΩΩT(t̄−1)¯̄̄z+

f (t̄) (4.111b)

¯̄L f (t̄) =
1
λ



 ¯̄̄L f (t̄−1)−
¯̄̄L f (t̄−1) ¯̄h+

f (t̄) ¯̄h+
f

T
(t̄) ¯̄̄L f (t̄−1)

λ + ¯̄h+
f

T
(t̄) ¯̄̄L f (t̄−1) ¯̄h+

f (t̄)



 (4.111c)

¯̄̄L f (t̄) = ¯̄L f (t̄)+
¯̄L f (t̄)

¯̄̄h+
f (t̄) ¯̄̄h+

f

T
(t̄) ¯̄L f (t̄)

1− ¯̄̄h+
f

T
(t̄) ¯̄L f (t̄)

¯̄̄h+
f (t̄)

(4.111d)

ΩΩΩ(t̄) = ΩΩΩ(t̄−1)+
(

¯̄z+
f (t̄)−ΩΩΩT(t̄−1) ¯̄h+

f (t̄)
)

¯̄h+
f

T
(t̄) ¯̄̄L f (t̄)

−
(

¯̄̄z+
f (t̄)−ΩΩΩT(t̄−1)

¯̄̄h+
f (t̄)

)
¯̄̄h+

f

T
(t̄) ¯̄̄L f (t̄).

(4.111e)

Cet algorithme sera nomḿe UDPAST dans la suite de ce manuscrit. Sa complexité nuḿerique
est enO (nxnz).

Remarque 4.5.M. Lovera pŕesentéegalement un algorithme de miseà jour du sch́ema d’iden-
tification PO EIV MOESP [LGV00]. Ce dernier repose sur une approximationéquivalentèa
celle d́evelopṕee par T. Gustafsson [Gus97a] puisqu’il utiliseĤ f (t−1) construiteà partir des
estiḿees des matrices d’état du syst̀eme. Il sugg̀ereégalement d’appliquer la version récursive
PI MOESP pour estimer en ligne la partie lińeaire d’un mod̀ele de Wiener.

4.3.3 Adaptation des algorithmesCOPAST et COPASTd

Bien que les ḿethodes pŕećedentes aient montré leur efficacit́e sur de nombreux exemples
de simulation [Lov98, LGV00], elles présentent l’inconv́enient d’utiliser deux algorithmes d’es-
timation distincts selon l’origine du vecteur de sortie modifi é estiḿe (EIVPAST ouUDPAST).
Or, pour faciliter son utilisation, il serait intéressant de pouvoir appliquer un unique algorithme
de minimisation capable de traiter, de manière uniforme, les données obtenues par miseà jour
des matrices̄R22 et R̄32. C’est ce que nous réalisons au sein de ce paragraphe en adaptant les

12En supposant que la matrice inverse existe.
13A notre connaissance, cet algorithme n’a jamaisét́e pŕesent́e explicitement.
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techniquesCOPAST etCOPASTd (cf. §4.2.3.3)̀a notre probl̀eme d’identification. Afin de bien
comprendre la d́emarche suivie dans ce paragraphe, considérons de nouveau les algorithmes
dévelopṕes par M. Lovera (cf. §4.3.2). Une analyse rapide de ces derniers montrent que l’esti-
mation deΩΩΩ est ŕealiśee, pour chaque schéma d’identification (cf. §4.3.2.1 et 4.3.2.2),à partir
de matrices de corrélation sṕecifiques :

– Rzξξξ = E

{

zξξξ T
}

pour la classe d’identificationOrdinary MOESP ;

– R = E

{

¯̄z+
f

¯̄z+
f

T
}

−
{

¯̄̄z+
f

¯̄̄z+
f

T
}

pour la classe d’identificationPI/PO MOESP.

Notre objectif est de proposer un algorithme capable de traiter indifféremment l’une ou
l’autre de ces matrices de covariance et fournir une estimée consistante de la matrice d’observa-
bilit é. Dans le paragraphe 4.2.3, nous avons présent́e trois algorithmes (COPAST1, COPAST2
etCOPASTd) minimisant des crit̀eres fond́es sur des matrices de covariance. Il semble donc na-
turel de tenter de les adapterà notre probl̀eme d’estimation. Le critère consid́eŕe est le suivant :

V̄(ΩΩΩ) =
∥
∥R̆−ΩΩΩΩΩΩHR̆

∥
∥

2
F (4.112)

où R̆ repŕesente respectivementRzξξξ ou R selon le sch́ema d’identificatiońetudíe. Deux situa-
tions sont alors̀a envisaǵees14 :

– L’algorithmeCOPAST1 (cf. equ. (4.39)) est basé sur l’introduction de la variableh définie
par :

h(k) = ΩΩΩH(k−1)z(k). (4.113)

Cette expression nécessite, par d́efinition, de connâıtre à chaque instant le vecteurz.
Ce dernier n’est malheureusement pas directement estimé par la classe d’identification
PI/PO MOESP. Elle ne fournit en effet qu’une estimation de son carré et ne permet pas
d’extraire le vecteurz. L’algorithmeCOPAST1 n’est donc pas utilisable pour résoudre
notre objectif initial : proposer un algorithme de minimisation capable de traiter, de
manìere uniforme, les données fournies par les classes d’identificationOrdinary et
PI/PO MOESP.

– La seconde solution consiste quantà elleà minimiser śequentiellementncR̆
fonctions côut

définies comme suit :

V̄i(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k−1

λ t−k
∥
∥r̆ i(k)−ΩΩΩ(t)ΩΩΩH(t)r̆ i(k)

∥
∥

2
(4.114)

où ncR̆
symbolise le nombre de colonnes deR̆ et r̆ i(k) désigne laie colonne deR̆. L’ap-

proximation suivante est ensuite considéŕee :

ΩΩΩH(t)r̆ i(k)≈ΩΩΩH(k−1)r̆ i(k) = h̆i(k). (4.115)

Le critère pŕećedent s’́ecrit donc :

˜̄Vi(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k−1

λ t−k
∥
∥r̆ i(k)−ΩΩΩ(t)h̆i(k)

∥
∥

2
. (4.116)

14Rappelons que l’algorithmeCOPASTd n’est en fait qu’une ŕeécriture de l’algorithmeCOPAST2.
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Les ḿethodes de traitement d’antennesCOPAST2 et COPASTd peuvent alorŝetre ap-
pliquées pour minimiser cette fonction coût approxiḿee. L’adaptation de la technique
COPAST2 à la fonction côut (4.116) conduit plus préciśementà l’algorithme suivant :

i = reste(t,ncR̆
)+1 (4.117a)

r̆ i(t) = R̆(:, i)(t) (4.117b)

h̆i(t) = ΩΩΩT(t−1)r̆ i(t) (4.117c)

K(t) =
h̆i T

(t)L(t−1)

λ + h̆i T
(t)L(t−1)h̆i(t)

(4.117d)

L(t) =
1
λ
(
L(t−1)−L(t−1)h̆i(t)K(t)

)
(4.117e)

ΩΩΩ(t) = ΩΩΩ(t−1)+
(
r̆ i(t)−ΩΩΩ(t−1)h̆i(t)

)
K(t). (4.117f)

L’application deCOPASTd permet quant̀a lui de construire l’algorithme suivant :

i = reste(t,ncR̆
)+1

r̆ i(t) = R̆(:, i)(t)

r̆ i
1(t) = r̆ i(t)

Pourk = 1 : nx

h̆i
k(t) = ωωωT

k (t−1)r̆ i
k(t) (4.118a)

dk(t) = λdk(t−1)+
∣
∣h̆i

k(t)
∣
∣
2

(4.118b)

ωωωk(t) = ωωωk(t−1)+
(
r̆ i

k(t)−ωωωk(t−1)h̆i
k(t)
) h̆i

k
∗
(t)

dk(t)
(4.118c)

r̆ i
k+1(t) = r̆ i

k(t)−ωωωk(t)h̆
i
k(t). (4.118d)

fin

Ces deux algorithmes d’identification récursive seront respectivement nommésCOPAST et
COPASTd dans la suite de ce manuscrit. Nous les appelleronsCOIVPAST et COIVPASTd
lorsqu’il sera ńecessaire de préciser que la matrice de covarianceR̆ contient une variable ins-
trumentale.

Remarque 4.6.L’atout majeur de l’approche présent́ee au sein de ce paragraphe est qu’elle
repose sur une d́emarche unifíee pour deux sch́emas d’identification distincts. De plus, l’utilisa-
tion d’un algorithme de d́eflation permet d’avoir acc̀esà des estiḿees instantańees des valeurs
propres du système. Ces dernières pourraient̂etre utiliśees pour estimer en ligne l’ordre du
procéd́e.
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4.3.4 Algorithmes d́evelopṕes par H. Oku [OK99, OK02]

Nous avons montré dans le paragraphe 3.3.5 que les matrices de résidus des schémas d’iden-
tificationOrdinary etPI/PO MOESP vérifiaient respectivement (cf. equ. (3.119) et (3.133)) :

ROrd
εεε = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f
T

= ΓΓΓ f

(

Rx−Rxu+
f
R−1

u+
f
RT

xu+
f

)

ΓΓΓT
f +Rv+

f
(4.119)

RPI/PO
εεε = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f

= ΓΓΓ f

(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)T

ΓΓΓT
f .

(4.120)

L’estimation de la matrice d’observabilité du syst̀eme est alors réalisable en appliquantà ces
dernìeres une d́ecomposition en valeurs propres [Liu92, Vib95] puisque le sous-espace engendré
par les vecteurs propres gauches deROrd

εεε (resp.RPI/PO
εεε ) géǹere la matrice d’observabilité ΓΓΓ f .

H. Oku s’inspire de cette constatation pour proposer deux algorithmes ŕecursifs d’estimation
d’une base de la matrice d’observabilité du proćed́e à identifier. Il sugg̀ere, dans un premier
temps, de mettrèa jour les relations (4.119) et (4.120)à l’aide du lemme d’inversion matricielle
[OK99, OK02]. Les algorithmes suivants sont alorsénonćes :

Proposition 4.1.Supposons que les matricesT f , Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥Y+

f
T
, M f ,

(

U+
f U+

f
T
)−1

etY+
f U+

f
T

aientét́e estiḿeesà l’instant t̄−1. Lorsque de nouvelles données sont accessiblesà la mesure,
la miseà jour de la matriceT f est ŕealiśee ŕecursivement en adoptant la procédure suivante :

ααα f (t̄) =
(

1+u+
f

T
(t̄)M f (t̄−1)u+

f (t̄)
)−1

(4.121a)

e+
f (t̄) = y+

f (t̄)−Y+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)u+

f (t̄) (4.121b)

T f (t̄) = T f (t̄−1)+ααα f (t̄)e+
f (t̄)e+

f (t̄)T (4.121c)

M f (t̄) = M f (t̄−1)−ααα f (t̄)M f (t̄−1)u+
f (t̄)u+

f
T
(t̄)M f (t̄−1) (4.121d)

Y+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) = Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)+y+

f (t̄)u+
f

T
(t̄). (4.121e)

Proposition 4.2. Supposons que les matricesM f ,
(

U+
f U+

f
T
)−1

, Y+
f U+

f
T
, ΞΞΞU+

f
T
, ΦΦΦ f ,

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)

et T f , Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f
T

aientét́e estiḿeesà l’instant

t̄−1. Lorsque de nouvelles données sont accessiblesà la mesure, la misèa jour de la matrice
T f est ŕealiśee ŕecursivement en adoptant la procédure suivante :

ααα f (t̄) =
(

1+u+
f

T
(t̄)M f (t̄−1)u+

f (t̄)
)−1

(4.122a)

e+
f (t̄) = y+

f (t̄)−Y+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)u+

f (t̄) (4.122b)

q+
f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)M f (t̄−1)u+

f (t̄)−ξξξ (t̄) (4.122c)

g+
f (t̄) = e+

f (t̄)+Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥(t̄−1)ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)q+

f (t̄) (4.122d)
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βββ f (t̄) =

(
1

ααα f (t̄)
+q+

f
T
(t̄)ΦΦΦ f (t̄−1)q+

f (t̄)

)−1

(4.122e)

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥(t̄)ΞΞΞT(t̄) = Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥(t̄−1)ΞΞΞT(t̄−1)−ααα f (t̄)e+

f (t̄)q+
f

T
(t̄) (4.122f)

ΦΦΦ f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)−βββ f (t̄)ΦΦΦ f (t̄−1)q+
f (t̄)q+

f
T
(t̄)ΦΦΦ f (t̄−1) (4.122g)

T f (t̄) = T f (t̄−1)+ααα f (t̄)e+
f (t̄)e+

f
T
(t̄)−βββ f (t̄)g

+
f (t̄)g+

f
T
(t̄) (4.122h)

M f (t̄) = M f (t̄−1)−ααα f (t̄)M f (t̄−1)u+
f (t̄)u+

f
T
(t̄)M f (t̄−1) (4.122i)

Y+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) = Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)+y+

f (t̄)u+
f

T
(t̄) (4.122j)

ΞΞΞ(t̄)U+
f

T
(t̄) = ΞΞΞ(t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)+ξξξ (t̄)u+

f
T
(t̄). (4.122k)

Une fois les matrices de covarianceROrd
εεε etRPI/PO

εεε misesà jour ŕecursivement, l’́etape sui-
vante consistèa extraire la matrice d’observabilité du syst̀eme identifíe. Puisque l’application en
ligne d’une d́ecomposition en valeurs propres n’est pas concevable de parson côut calculatoire
élev́e, H. Oku propose d’introduire certaines estimées des algorithmes préćedents au sein de
l’algorithme de descente du gradient présent́e au paragraphe 4.2.3.1 :

ΩΩΩ(t̄) = ΩΩΩ(t̄−1)

−µ
(
−2Rz(t̄)+Rz(t̄)ΩΩΩ(t̄−1)ΩΩΩH(t̄−1)+ΩΩΩ(t̄−1)ΩΩΩH(t̄−1)Rz(t̄)

)
ΩΩΩ(t̄−1). (4.123)

Il justifie cette d́emarche pour la classe d’identificationOrdinary MOESP en remarquant que
le vecteure+

f vérifie :

e+
f (t̄) = y+

f (t̄)−Y+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)u+

f (t̄) = ẽ+
f (t̄)+δδδ e+

f
(t̄) (4.124)

en posant :

ẽ+
f (t̄) = ΓΓΓ f

(

x(t̄)−X+(t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)M f (t̄−1)u+

f (t̄)
)

(4.125)

δδδ e+
f
(t̄) = n+

f (t̄)−N+
f (t̄−1)M f (t̄−1)u+

f (t̄). (4.126)

H. Oku sugg̀ere alors de normaliser15 l’ équation (4.124) qui s’écrit alors :

κκκ+
f (t̄) =

e+
f (t̄)

∥
∥
∥e+

f (t̄)
∥
∥
∥

= κ̃κκ+
f (t̄)+δδδ κκκ+

f
(t̄). (4.127)

Puisque le vecteurκκκ+
f appartient̀a l’espace engendré par les colonnes deΓΓΓ f , il existe alors un

vecteurχχχ ∈ Rnx×1 tel que :
κ̃κκ+

f = ΓΓΓ f χχχ. (4.128)

H. Oku applique ensuite l’algorithme de descente de gradient (4.123)à la matrice de covariance
Rκκκ+

f
calcuĺee comme suit :

Rκκκ+
f
(t̄) =

1
t̄

t̄

∑
k=1

κκκ+
f (k)κκκ+

f
T
(k). (4.129)

15Il ne s’intéresse qu’aux directions dee+
f pour estimerΓΓΓ f .
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Il démontre que, dans le cas d’un bruit dont la matrice de covariance v́erifieRn≪ I , l’algorithme
de descente de gradient converge vers le sous-espace optimal [OK02] avec une probabilit́e de 1.

Dans de nombreuses situations pratiques, l’hypothèseRn≪ I n’est pas v́erifiée. La solution
préćedente ne peut alors fournir que des estimées asymptotiquement biaisées. H. Oku propose
donc d’utiliser l’algorithme (4.122) pour mettrèa jour la matrice de covarianceRκκκ+

f
afin de

l’exploiter via la ḿethode de descente de gradient (4.123). La relation suivante est consid́eŕee :

Rκκκ+
f
(t̄) =

t̄−1
t̄

Rκκκ+
f
(t̄−1)+

1
t̄

ααα f (t̄)e+
f (t̄)e+

f
T
(t̄)−βββ f (t̄)g

+
f (t̄)g+

f
T
(t̄)

∥
∥
∥ααα f (t̄)e+

f (t̄)e+
f

T
(t̄)−βββ f (t̄)g

+
f (t̄)g+

f
T
(t̄)
∥
∥
∥

. (4.130)

Son introduction au sein de l’algorithme de descente de gradient (4.24) permet d’estimer en
ligne une base de l’espace d’observabilité de manìere consistante.

4.3.5 Algorithme dévelopṕe par M. Lovera [Lov03, MLL04]

Les algorithmes d’estimation de l’espace engendré par les colonnes deΓΓΓ f reposent jus-
qu’ici soit sur un ensemble d’approximations (cf.EIVPAST,UDPAST...), soit sur un algorithme
d’ordre quatre (cf. §4.3.4). W. Utschick a dévelopṕe en 2002 [Uts02] un algorithme de poursuite
des sous-espaces fondé sur le crit̀ere avec contrainte suivant :

¯̄V(ΠΠΠ) = E‖z−ΠΠΠz‖2 (4.131)

qui estime ŕecursivement la matrice de projection sur le sous-espace recherch́e au lieu d’une
base de vecteur propre de ce dernier (cf. §4.2.3.4). M. Lovera propose d’adapter cette technique
de minimisation au problème d’identification des sous-espaces. Cette méthode pŕesente en ef-
fet l’avantage de fournir un critère quadratique sans approximation. Malheureusement, comme
la majorit́e de ces homologues de traitement d’antennes, l’algorithmeoriginel du projecteur
[Uts02] suppose que le bruit agissant sur le système est temporellement et spatialement blanc.
Il n’est donc pas utilisable lorsque les perturbations ne vérifient pas cette hypothèse. M. Lovera
[Lov03] sugg̀ere alors d’introduire une variable instrumentale au sein du critère (4.48). Lorsque
les matrices et données utiliśees sont̀a composantes réelles, la fonction côut consid́eŕee s’́ecrit
alors :

¯̄VIV (ΠΠΠ) =
∥
∥
∥Rz+

f ξξξ −ΠΠΠRz+
f ξξξ

∥
∥
∥

2

F
= Tr

((

Rz+
f ξξξ −ΠΠΠRz+

f ξξξ

)(

Rz+
f ξξξ −ΠΠΠRz+

f ξξξ

)T
)

. (4.132)

En posant :
R = Rz+

f ξξξ RT
z+

f ξξξ , (4.133)

ce crit̀ere devient :
¯̄VIV (ΠΠΠ) = Tr(R)−Tr(RΠΠΠ) . (4.134)

La structure de ce dernier est similaireà celle du crit̀ere (4.48). Une approche de type va-
riable instrumentale peut doncêtre appliqúee au probl̀eme de poursuite du projecteur en suivant
la même d́emarche que celle proposée par W. Utschick. Dans le cas particulier de données
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réelles16, il est montŕe que [Lov03, MLL04] :

δi = 0 ∀i⇒ ∆∆∆ = I (4.135)

ϑk,ℓ(t) =−µ
∂ ¯̄V(ΠΠΠ(t−1))

∂ϑk,ℓ
=−2µ

(
nz

∑
j=1

ΠΠΠℓ, jR j,k−ΠΠΠk, jR j,ℓ

)

(4.136)

où ΠΠΠi, j et Ri, j symbolisent l’́elément(i, j) deΠΠΠ et R. La miseà jour de la matriceΩΩΩ est alors
réaliśee comme suit :

ΩΩΩ(t) = ΘΘΘ(ϑϑϑ(t))ΩΩΩ(t−1). (4.137)

Cette ḿethode sera nomḿeeIVPT dans la suite de ce manuscrit.

Remarque 4.7.Contrairement aux algorithmes fondés sur le crit̀erePAST, l’algorithmeIVPT
ne pŕesente aucune approximation. Il est cependant impératif de lui associer une bonne initia-
lisation afin de garantir au projecteur d’être dans un voisinage« proche» de la solution d̀es les
premìeres it́erations. Cette condition est nécessairèa la validation du th́eor̀eme 4.3.

4.3.6 Synth̀ese

Bien que toutes basées sur l’adaptation d’un seul et même crit̀ere, les ḿethodes ŕecursives
d’identification expośees jusqu’ici se diff́erencient par les fonctions coût construites pour esti-
mer l’espace d’observabilité du syst̀emeà mod́eliser ainsi que par les algorithmes d’optimisa-
tion utilisés pour les minimiser. Nous proposons donc de regrouper ces techniques d’estimation
au sein du tableau 4.1 en insistant sur leséléments fondamentaux les distinguant : le critère et
l’algorithme de minimisation.

Nom Crit̀ere Outil ou algorithme de minimisation

IVPAST ṼIV (ΩΩΩ(t)) =
∥
∥
∥Rzξξξ (t)−ΩΩΩ(t)Rhξξξ (t)

∥
∥
∥

2

F
Variable instrumentale récursive

EIVPAST ṼIV (ΩΩΩ(t)) =
∥
∥
∥Rzξξξ (t)−ΩΩΩ(t)Rhξξξ (t)

∥
∥
∥

2

F
Variable instrumentale récursivéetendue

UDPAST ¯̄̄V(ΩΩΩ(t̄)) = Tr
(
R(t̄)−ΩΩΩ(t̄)ΩΩΩT(t̄)R(t̄)

)
Deux moindres carrés ŕecursifs combińes

COPAST ˜̄Vi(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k−1

λ t−k
∥
∥r̆ i(k)−ΩΩΩ(t)h̆i(k)

∥
∥

2
pour i ∈

[

1,ncR̆

]

Moindres carŕes ŕecursifs

COPASTd ˜̄Vi(ΩΩΩ(t)) =
t

∑
k−1

λ t−k
∥
∥r̆ i(k)−ΩΩΩ(t)h̆i(k)

∥
∥

2
pour i ∈

[

1,ncR̆

]

Moindres carŕes ŕecursifs+d́eflation

Yanggrad V(ΩΩΩ) = E
∥
∥z−ΩΩΩΩΩΩHz

∥
∥

2
Descente de gradient

IVPT ¯̄VIV (ΠΠΠ) =
∥
∥
∥Rz+

f ξξξ −ΠΠΠRz+
f ξξξ

∥
∥
∥

2

F
Rotations de Givens

TAB . 4.1: Méthodes d’identification récursives des sous-espaces fondées sur le
critère de Yang.

16En identification, les donńees utiliśees∈ R.
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4.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter une vue d’ensemble des méthodes d’identification
récursive des sous-espaces dévelopṕees jusqu’en 2003. Ces techniques ont comme point com-
mun d’̂etre fond́ees sur l’adaptation au problème d’identification d’un crit̀ere particulier du trai-
tement d’antennes : le critère de Yang. Cettéetude a ainsi permis de mettre enévidence que
les ḿethodes proposées, bien que tirant leur origine d’une même fonction côut, pŕesentent des
caract́eristiques diff́erentes en termes de charge calculatoire, de nombre d’approximations uti-
lisées, de contraintes posées... Ainsi :

– les algorithmes d́evelopṕes par T. Gustafsson proposent d’utiliser une version approximée
du crit̀ere de Yang associé à une variable instrumentale pour estimer la matrice d’obser-
vabilité du syst̀eme dans un contexte stochastique ;

– M. Lovera aḿeliore, en deux temps, les performances et la fiabilité des algorithmes de T.
Gustafsson en proposant successivement :
* de substituer̀a l’approche de soustraction la miseà jour des d́ecomposition QR des

sch́emas d’identificationOrdinary et PI/PO MOESP pour estimer le vecteur de
sortie modifíe,

* de remanier le crit̀ere de Yang pour fournir un critère quadratique avec contraintes en
introduisant le concept du projecteur ;

– les travaux de H. Oku reposent sur une approche particulière de la phase de miseà jour des
matrices de donńees d’entŕee-sortie des schémas d’identificationOrdinary et PI/PO
MOESP. Il propose d’utiliser le lemme d’inversion matricielle pour actualiser deux ma-
trices syḿetriques particulìeresà chaque acquisition. La ḿethode du gradient de B. Yang
est quant̀a elle utiliśee pour estimer la matrice d’observabilité du syst̀eme.

L’ étude de ces algorithmes montrent plus préciśement que la complexité originelle du crit̀ere
de Yang a conduit les auteursà proposer plusieurs astuces pour estimer, de manière ŕecursive,
la matrice d’observabilit́e du syst̀eme. En effet :

– T. Gustafsson emploie une version approximée du crit̀ere originel de Yang afin d’appli-
quer des algorithmes de minimisation de type moindres carrés.

– H. Oku doit utiliser des algorithmes itératifs de type gradient pour atteindre le minimum
du crit̀ere d’ordre 4 consid́eŕe,

– M. Lovera construit des fonctions coût d’ordre 2 avec contraintes complexifiant grande-
ment les techniques de minimisationà appliquer et ńecessitant une phase d’initialisation
optimale.

Or, comme nous l’avons décrit dans le paragraphe 4.2, il existe, en traitement du signal,
des ḿethodes d’estimatiońedifiées sur des principes plus simples que ceux exposés par B.
Yang. C’est notamment le cas de la méthode du propagateur (cf. §4.2.4) puisque cette dernière
permet de d́ecomposer l’espace d’observation en deux sous-espaces complémentaires̀a l’aide
d’opérations strictement lińeaires. L’objectif du chapitre 5 consiste doncà d́evelopper de nou-
veaux crit̀eres et de nouveaux algorithmes fondés sur cet oṕerateur lińeaire afin d’́eliminer les
approximations et les contraintes liéesà l’application du crit̀ere de Yang.
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5.4.2 Estimatioǹa partir d’un vecteur d’observatiońepuŕe des effets des
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5.1 Problématique

L’objectif de ce chapitre est de présenter de nouveaux algorithmes récursifs d’identification
permettant la misèa jour,à chaque nouvelle acquisition, d’un modèle sous forme d’étatà partir
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de donńees d’entŕee-sortie perturb́ees. Les solutions proposées sont, comme dans le chapitre
4, fond́ees sur une approche de type sous-espace. Cette approche présente en effet l’avantage
de fournir un mod̀ele d’́etat du proćed́e sans ńecessiter de d́evelopper de représentations in-
termédiaires de ce dernier (fonction de transfert, réponse impulsionnelle...). Les algorithmes
dévelopṕes s’inspirent plus particulièrement du principe des méthodes d’identificationMOESP
(cf. §3.3). Le principal int́er̂et de ces techniques d’identification hors ligne repose sur le fait
qu’elles permettent d’estimer la matrice d’observabilité étenduèa partir des donńees d’entŕee-
sortie sans calcul explicite du vecteur d’état1. Plusieurs algorithmes récursifs partageant ces
caract́eristiques ont́et́e pŕesent́es au sein du chapitre préćedent. Ces derniers ont en commun
d’être fond́es sur l’utilisation d’une fonction côut particulìere : le crit̀ere de Yang. On peut
alors s’interroger sur la ńecessit́e de d́evelopper de nouvelles techniques d’estimation récursives
puisque les ḿethodes temps réel propośees jusqu’ici ont montré, tout au moins en simulation
[LGV00, OK02, Lov03], des capacités de suivi int́eressantes. La description réaliśee dans le
chapitre 4 a cependant mis enévidence un certain nombre d’inconvénients,̀a savoir :

– que toutes les ḿethodes d́evelopṕees sont restreintesà un seul et m̂eme principe : mini-
miser le crit̀ere de Yang et ses dérivées ;

– qu’elles utilisent respectivement :
* un critèred’ordre 4 uniquement minimisable par des techniques de type gradientsto-

chastique [OK99, OK02],
* un critère quadratiqueapproxiḿe [Gus98, Lov98, LGV00],
* un critère quadratiqueavec contraintenécessitant d’appliquer des algorithmes de des-

cente incŕementaux associésà une tr̀es bonne phase d’initialisation [Lov03].

Toutes ces difficult́es nous ont incit́esà d́evelopper un nouveau critère ayant comme prin-
cipales caractéristiques d’̂etrequadratique, sans approximation et sans contrainte. Les algo-
rithmes d’estimation pŕesent́es au sein de ce chapitre s’inspirent plus préciśement d’une tech-
nique particulìere de traitement d’antennes : la méthode du propagateur [Fri84] (PM). Celle-ci
repose sur une décomposition sṕecifique de la matrice interspectrale des données des capteurs
de l’antenne permettant,à l’aide d’un oṕerateur nomḿe propagateur, d’estimer simplement les
sous-espaces signal et bruit (cf. §4.2.4). L’adaptation decet oṕerateur lińeaire au probl̀eme
d’identification conduità un crit̀ere quadratique, sans contrainte et sans aucune approxima-
tion, qu’il est aiśe de minimiser par des techniques de type moindres carrés (cf. §5.4). Toute-
fois, avant de poursuivre dans la description de l’ajustement de la ḿethode du propagateur au
probl̀eme d’estimation d’une base de l’espace d’observabilité et des algorithmes récursifs qui
en d́ecoulent, il est essentiel de prouver qu’il est possible d’utiliser un tel outil de traitement
d’antennes en identification des sous-espaces. Une comparaison des approches utilisées au sein
de ces deux axes de recherche est donc nécessaire.

Ce chapitre est organisé comme suit :

– Après unéetude de l’analogie entre le problème d’estimation de la matrice d’observabi-
lit é en identification ŕecursive des sous-espaces et la poursuite du sous-espace signal en
traitement d’antennes, les deuxétapes ńecessaires̀a l’identification des matrices d’état du
syst̀emeétudíe sont mises eńevidence au sein de la section 5.2.

– La premìere de ceśetapes est plus particulièrement analyśee dans le paragraphe 5.3.

1Rappelons qu’il est possible d’extraire de la matrice d’observabilit́e des estiḿees fiables des matrices d’état du
syst̀eme par des approches classiques de type moindres carrés (cf. §3.3.4).
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Quatre algorithmes2 d’estimation du vecteur d’observation sont proposés, deux dans un
contexte d́eterministe, deux dans un contexte stochastique. Deux outils math́ematiques
sṕecifiques seront utiliśes : le lemme d’inversion matricielle et la décomposition QR
[Rot01].

– Le probl̀eme de misèa jour d’une base de l’espace d’observabilité est quant̀a lui étudíe
dans le paragraphe 5.4. Sept algorithmes3, fond́es sur l’adaptation de la ḿethode du pro-
pagateur [MD91] au problème d’estimation ŕecursive de la matrice d’observabilité du
proćed́e, sont d́evelopṕes. Une analyse de quelques propriét́es asymptotiques de ces der-
niers conclut cette section.

– Uneétude de cas mettant enévidence la complexité nuḿerique des techniques d’identifi-
cation ŕecursive pŕesent́ees dans ce manuscrit est proposée dans le paragraphe 5.5.

– Les principales ḿethodes d’estimation récursive des matrices d’état sont d́ecrites au sein
de la section 5.6.

5.2 Analogie entre l’identification des sous-espaces et le trai-
tement d’antennes

En identification ŕecursive des sous-espaces, l’objectif que nous nous imposons est de pou-
voir estimer en ligne les paramètres des matrices d’état du syst̀eme suivant :

x(t +1) = Ax(t)+Bũ(t) (5.1a)

ỹ(t) = Cx(t)+Dũ(t) (5.1b)

en supposant que ce dernier puisseêtre perturb́e par des bruits d’état et de mesure en entrée et
en sortie :

x(t +1) = Ax(t)+Bũ(t)+w(t) (5.2a)

ỹ(t) = Cx(t)+Dũ(t) (5.2b)

y(t) = ỹ(t)+v(t) (5.2c)

u(t) = ũ(t)+υυυ(t). (5.2d)

En poursuite de sous-espaces pour le traitement d’antennes, le probl̀eme consid́eŕe consiste
à estimer en ligne les positions des sourcesémettrices en suivant les directions d’arrivée θθθ
déduites de la matrice des directionsΓΓΓ(θθθ) :

z(t) = ΓΓΓ(θθθ)s(t)+n(t). (5.3)

Lorsque’onétudie en d́etail les techniques dévelopṕees dans ces deux thématiques [Vib95,
KV96], il est remarquable de constater que l’objectif mathématique final est le m̂eme : suivre les
valeurs et vecteurs propres ou singuliers de matrices particulières en adaptant,à chaque nouvelle
acquisition, un sous-espace spécifique aux dernières observations. Dans chaque discipline, des
outils alǵebriques particuliers ontét́e d́evelopṕes et appliqúes pour fournir des solutions consis-
tantes aux problèmes pośes. Notre approche consisteà adapter certains algorithmes de poursuite
des sous-espacesà notre probl̀eme d’identification.

2ROMim, RPIPOim, ROMqr etRPIPOqr.
3RPM1, RPM2, COPM, COIVPM, IVPM, EIVPM etEIVsqrtPM.
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Lorsqu’on compare directement la forme des représentations (5.2) et (5.3), l’analogie n’est
pas sṕecialementévidente. Pourtant, lorsqu’on analyse les différentes variables du système
diff érentiel (5.2) et de l’́equation (5.3), on peut constater que certaines d’entre elles partagent
des caract́eristiques communes. Ceci est particulièrement flagrant lorsqu’on considère le vec-
teur d’́etatx et le vecteur sources. Ils regroupent en effet un ensemble de variables, non mesu-
rables, consid́eŕees, la plupart du temps, comme des variables aléatoires [Jan97] contenant l’in-
formation ńecessaire et suffisante sur le passé du syst̀emeétudíe pour d́eterminer sońevolution
ultérieure. Ces premières constatations montrent donc qu’il existe un véritable lien entre ces
deux repŕesentations. Puisque nous désirons adapter,̀a notre probl̀eme d’estimation ŕecursive,
certains algorithmes de traitement d’antennes dévelopṕes pour le suivi des caractéristiques du
processuśemetteur, il serait intéressant de pouvoir récrire le syst̀eme diff́erentiel (5.2) sous une
formeéquivalentèa la relation (5.3). Cette dernièreéquation contient un vecteur d’observation
z compośe de ŕeponses spatialement décaĺees correspondant aux signaux mesurés au niveau
desnz capteurs de l’antenne considéŕee. En identification, nous n’avons accès qu’̀a des donńees
temporellement d́ecaĺees. L’id́ee qui vient alors naturellementà l’esprit consistèa introduire, en
identification, une fen̂etre temporelle similairèa la fen̂etre spatiale desnz capteurs de l’antenne.
Consid́erons donc les vecteurs d’entrées et de sorties décaĺees suivants :

y+
f (t) =






y(t)
...

y(t + f −1)




 et u+

f (t) =






u(t)
...

u(t + f −1)




 (5.4)

acquis sur une fen̂etre temporelle de taillef . Nous savons que ces derniers vérifient la relation
suivante (cf. §3.3.2) :

y+
f (t) = ΓΓΓ f x(t)+H f u+

f (t)+G f w+
f (t)−H f υυυ+

f (t)+v+
f (t)

︸ ︷︷ ︸

n+
f (t)

, (5.5)

les vecteurs de bruit décaĺesétant construits de la m̂eme manìere quey+
f et u+

f . L’analogie de

notation entre leśequations (5.3) et (5.5) est alors manifeste en posant4 :

z+
f (t) = y+

f (t)−H f u+
f (t) (5.6)

puisque :
z+

f (t) = ΓΓΓ f x(t)+n+
f (t). (5.7)

Cette similitude (cf. tab. 5.1) permet ainsi de décomposer le problème d’identification en deux
étapes5 :

1. la miseà jour du vecteurz+
f , nomḿe vecteur d’observation dans la suite de ce manuscrit,

à partir des nouvelles données d’entŕee-sortieu ety accessibles̀a l’instantt :

z+
f (t) = y+

f (t)−H f u+
f (t); (5.8)

2. l’estimation d’une base de la matrice d’observabilité, à partir de ce vecteur, en adaptant
des ḿethodes particulières de poursuite des sous-espaces.
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Identification DDA
z+

f (t) ∈ R
ny f×1 z(t) ∈ C

nz×1

ΓΓΓ f ∈ R
ny f×nx ΓΓΓ(θθθ) ∈ C

nz×ns

x(t) ∈ R
nx×1 s(t) ∈ C

ns×1

n+
f (t) ∈ R

ny f×1 n(t) ∈ C
nz×1

TAB . 5.1: Analogie des notations utilisées en identification des sous-espaces et en
traitement d’antennes.

Ces deux phases seront respectivement traitées au sein des sections 5.3 et 5.4.

Remarque 5.1.Puisque le vecteur d’état est, la plupart du temps, non accessibleà la mesure,
une estimation directe deΓΓΓ f est impossible. Il est donc toutà fait senśe de se restreindrèa es-
timer une base de l’espace d’observabilité, l’identificationétant en effet ŕealiśee dans une base
arbitraire. Ce ŕesultat est la conśequence de la pluralité de la repŕesentation d’́etat [Bro91]. Il
sera toutefois ńecessaire de v́erifier que l’estimation est constamment effectuée dans la m̂eme
base.

Il est important de repréciser que la plupart des techniques utilisées en traitement d’antennes
pour la d́etection des directions d’arrivée fixent des hypoth̀eses simplificatrices sur le type de
bruit agissant sur l’antenne. Ainsi,MUSIC [BK83, Sch86],ESPRIT [RPK86, RK89] ouPAST
[Yan95b, Yan96] imposent que la matrice de covariance du bruit soit proportionnellèa l’iden-
tité,SWEDE [ESS94] qu’elle soit bloc diagonale.PM [MD91] ne d́eroge pas̀a cette r̀egle. Or,
dans notre problème d’identification, la matrice de bruitN+

f est, dans le pire des cas, construite
comme suit :

N+
f = G f W+

f −H f ϒϒϒ+
f +V+

f (5.9)

où G f etH f sont des matrices de Toeplitz par blocs. La matrice de covariance des perturbations
n’est alors pas proportionnellèa l’identité. Il est donc ńecessaire d’inclure unéetape de traite-
ment des perturbations afin de fournir des estimations consistantes quel que soit le type de bruit
agissant sur le procéd́e. Ce traitement peutêtre ŕealiśe soit dans la phase de miseà jour du vec-
teur d’observation, soit durant l’étape d’estimation de la matrice d’observabilité étendue. Nous
verrons plus pŕeciśement que, dans chaque situation, l’introduction d’une variable instrumentale
[War77, SS83a] permet de supprimer ces perturbations.

5.3 Miseà jour du vecteur d’observation

Comme nous l’avons montré dans le paragraphe préćedent, la première étape de notre
probl̀eme d’identification ŕecursive consistèa d́eterminer,à chaque nouvelle acquisition, le
vecteur d’observationz+

f . Lorsqu’on analyse plus préciśement l’́equation (5.8), il est facile de

4Cette analyse justifiea posteriorila repŕesentation proposée par T. Gustafsson [Gus98] (cf. §4.3.1).
5Rappelons que la matrice de ToeplitzH f est inconnuèa l’instantt.
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constater que l’unique inconnue de cette relation est la matrice de ToeplitzH f . Deux solutions
peuvent alorŝetre envisaǵees pouŕevaluerz+

f :
– construire la matriceH f à partir des informations et estimées accessibles̀a l’instantt et

calculer explicitement le résultat de la soustractionz+
f = y+

f −H f u+
f ;

– estimer directement le vecteur d’observationz+
f , sans avoir recours̀a la matriceH f , à

l’aide des dernìeres acquisitions et des connaissances sur le procéd́e acquises depuis le
début de la proćedure d’identification.

La premìere solution est de loin la plus facileà mettre en œuvre. Elle repose simplement sur
la définition de la matriceH f :

H f =










D 0 · · · 0
CB D · · · 0

CAB CB · · · 0
...

...
. . .

...
CA f−2B CA f−3B · · · D










(5.10)

qui indique que cette dernière est directement calculableà partir des matrices d’état du
syst̀eme. Or, au d́ebut de l’it́eration t de la proćedure ŕecursive d’identification, nous
n’avons acc̀es qu’aux estiḿees de l’instantt−1. Il est donc ińevitable d’approximerH f (t)
par une matrice de Toeplitz construiteà partir des matrices d’état estiḿees̀a l’instantt−1.
Sa construction s’appuie sur le constat suivant [Gus97a] : le premier bloc colonne deH f

vaut : [
D

ΓΓΓ f (1 : ny( f −1), :)B

]

, (5.11)

les autres blocs colonnes pouvant s’exprimer comme une troncature de ce dernier. Le
vecteur d’observation utiliśe s’́ecrit alors :

z+
f (t)≈ y+

f (t)− Ĥ f (t−1)u+
f (t) (5.12)

où Ĥ f (t−1) est calcuĺe en remplaçant, dans l’équation (5.11), les matrices considéŕees
par leur estiḿee.

La seconde solution, moins approximative, consisteà estimer,̀a chaque nouvelle acquisition, le
vecteur d’observation sans recourir explicitementà la matriceH f . La méthode propośee
est fond́ee sur l’adaptation, au cas récursif, d’un probl̀eme similaire rencontré en identi-

fication hors ligne des sous espaces :éliminer de l’espace Imcol

(

Y+
f

)

le terme relatifà

Imcol
(
H f
)
. Afin de bien comprendre la démarche suivie dans la suite de cette section,

consid́erons la matrice de Hankel des observationsZ+
f définie par :

Z+
f (t̄) =

[
z+

f (t) z+
f (t +1) · · · z+

f (t̄)
]
. (5.13)

Il est alors facile de v́erifier que :

Z+
f (t̄) = Y+

f (t̄)−H f U+
f (t̄). (5.14)
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En effet :

Z+
f (t̄) =

[
z+

f (t) z+
f (t +1) · · · z+

f (t̄)
]
=
[
y+

f (t)−H f u+
f (t) · · · y+

f (t̄)−H f u+
f (t̄)

]

=
[
y+

f (t) · · · y+
f (t̄)

]
−H f

[
u+

f (t) · · · u+
f (t̄)

]
= Y+

f (t̄)−H f U+
f (t̄).

(5.15)

Ainsi :

Z+
f (t̄) = Y+

f (t̄)−H f U+
f (t̄)

=
[
Y+

f (t̄−1) y+
f (t̄)

]
−H f

[
U+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]

=
[
Y+

f (t̄−1)−H f U+
f (t̄−1) y+

f (t̄)−H f u+
f (t̄)

]

=
[
Z+

f (t̄−1) z+
f (t̄)

]
.

(5.16)

La miseà jour de la matrice de HankelZ+
f permet donc d’avoir accès au vecteur d’obser-

vation. Or, en identification hors ligne, la matrice d’observationZ+
f peutêtre calcuĺee de

diff érentes manières selon les hypothèses fix́ees sur les signaux agissant sur le procéd́e.
En effet :
– Dans le cas d́eterministe (cf. §3.3.1) :

Z+
f = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ (5.17)

avec :

ΠΠΠ
U+

f
⊥ = Inu f −U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f (5.18)

ou :
Z+

f = R̄22Q̄2 (5.19)

avec : [
U+

f
Y+

f

]

=

[
R̄11 0
R̄21 R̄22

][
Q̄1

Q̄2

]

. (5.20)

– Dans le cas stochastique (cf. §3.3.2) :

Z+
f = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ (5.21)

ou
Z+

f = R̄32Q̄2 (5.22)

avec : 



U+
f

ΞΞΞ
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 . (5.23)

En associant ces relationsà la constatation (5.16), plusieurs algorithmes récursifs peuvent
être envisaǵes pour estimer le vecteur d’observationà chaque nouvelle acquisition. Quatre
d’entre eux vont̂etre pŕesent́es dans la suite de cette section. Deux cas seront plus parti-
culièrement́etudíes :
– une misèa jour du vecteur d’observation dans un contexte déterministe ;
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– une misèa jour du vecteur d’observation dans un contexte stochastique.
Chacune de ces situations conduiraà pŕesenter deux algorithmes récursifs d’estimation
respectivement fond́es sur les relations (5.17) et (5.19) dans le cas déterministe et (5.21)
et (5.22) dans le cas stochastique. Deux d’entre eux (cf. equ. (5.17) et (5.21)) sont fondés
sur le lemme d’inversion matricielle [Rot01] et s’inspirentpar l̀a même des ḿethodes
dévelopṕees par H. Oku [OK99]. Ils diff̀erent cependant par un choix simplifié des ma-
trices utiliśees pour la ŕecursion puisque nous proposons d’utiliser directement les ma-
trices (5.17) et (5.21) et non leur carré. Les deux suivants reposent sur la miseà jour des
décompositions QR (5.19) et (5.22)à l’aide de rotations de Givens. Ces techniques ont
déjà ét́e expośees au sein du chapitre préćedent (cf. §4.3.2). Notre objectif n’est donc pas
de les red́evelopper mais de prouver qu’elles permettent d’avoir accès au vecteur d’obser-
vation.

5.3.1 Dans un contexte d́eterministe

5.3.1.1 Miseà jour de Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥

L’algorithme d́evelopṕe dans ce paragraphe est fondé sur la d́efinition de la projection or-
thogonale pŕesente dans l’équation (5.17) :

ΠΠΠ
U+

f
⊥ = I −U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f (5.24)

et l’utilisation d’un outil math́ematique courant en identification récursive : le lemme d’inver-
sion matricielle. En effet, la relation (5.24) contient uneinversion matricielle que nous voulons
mettreà jour lorsque de nouvelles données sont mesurées. Or, en appliquant astucieusement le
lemme d’inversion matricielle, il est possible de mettre explicitement eńevidence l’apport des
informations fournies par les dernières acquisitions. Considérons donc qu’un nouveau couple de
donńees d’entŕee-sortie soit accessibleà l’instantt̄ = t +M−1. Les matrices de Hankel d’entrée
et de sortie sont alors modifiées de la façon suivante6 :

Y+
f (t̄) =

[√
λY+

f (t̄−1) y+
f (t̄)

]

(5.25)

U+
f (t̄) =

[√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]

. (5.26)

Nous d́esirons mettrèa jour directement la relation suivante :

Y+
f (t̄)ΠΠΠU+

f (t̄)⊥ = Y+
f (t̄)

{

I −U+
f (t̄)T

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

U+
f (t̄)

}

(5.27)

afin d’estimer le vecteur d’observationz+
f . Pour cela, calculons cette relationétape paŕetape.

Dans un premier temps,à partir de l’́equation (5.26) :

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) =

[√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

][√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]T

= λU+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)+u+

f (t̄)u+
f

T
(t̄).

(5.28)

6λ est un facteur d’oubli facultatif permettant de pondérer l’effet des donńees pasśees.
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En appliquant le lemme d’inversion matricielle7 à (5.28), nous obtenons :

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

=

[
(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
−

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄)

λ +δδδ f (t̄)

]

/λ (5.29)

en posant :

γγγ+
f (t̄) =

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
u+

f (t̄) (5.30)

δδδ f (t̄) = u+
f

T
(t̄)γγγ+

f (t̄). (5.31)

En postmultipliant cettéequation parU+
f (t̄) :

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

U+
f (t̄) =

[

1
λ

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
− 1

λ
γγγ+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)

λ+δδδ f (t̄)

][√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]

=

[

1√
λ

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
U+

f (t̄−1)− 1√
λ

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄)

λ+δδδ f (t̄)
U+

f (t̄−1)
γγγ+

f (t̄)

λ+δδδ f (t̄)

]

.

(5.32)

En pŕemultipliant cettéequation parU+
f

T
(t̄) :

U+
f

T
(t̄)
(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

U+
f (t̄) =

[√
λU+

f
T
(t̄−1)

u+
f

T
(t̄)

][

1√
λ

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
U+

f (t̄−1)− 1√
λ

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T

(t̄)

λ+δδδ f (t̄) U+
f (t̄−1)

γγγ+
f (t̄)

λ+δδδ f (t̄)

]

=






U+
f

T
(t̄−1)

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
U+

f (t̄−1)−U+
f

T
(t̄−1)

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T

(t̄)

λ+δδδ f (t̄) U+
f (t̄−1)

√
λU+

f
T
(t̄−1)

γγγ+
f (t̄)

λ+δδδ f (t̄)

√
λ

γγγ+
f

T
(t̄)

λ+δδδ f (t̄)U+
f (t̄−1)

δδδ f (t̄)

λ+δδδ f (t̄)




 .

(5.33)

La projection orthogonale sur le noyau deU+
f (t̄) vaut alors :

ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

= IM−U+
f

T
(t̄)
(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

U+
f (t̄) =






IM−1−U+
f

T
(t̄−1)

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
U+

f (t̄−1)+U+
f

T
(t̄−1)

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T

(t̄)

λ+δδδ f (t̄) U+
f (t̄−1) −

√
λU+

f
T
(t̄−1)

γγγ+
f (t̄)

λ+δδδ f (t̄)

−
√

λ
γγγ+

f
T

(t̄)

λ+δδδ f (t̄)U+
f (t̄−1) λ

λ+δδδ f (t̄)




=

[
ΠΠΠ

U+
f
⊥

(t̄−1)
0

0 0

]

+
1

λ +δδδ f (t̄)

[
U+

f
T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1) −
√

λU+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)

−
√

λγγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1) λ

]

.

(5.34)

7(A +BCD)−1 = A−1−A−1B(DA−1B+C−1)−1DA−1 [Rot01].
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Finalement, nous obtenons :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

=
[√

λY+
f (t̄−1) y+

f (t̄)
]

ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

=
[√

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

0
]

+
1

λ +δδδ f (t̄)

[√
λY+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1)−
√

λy+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄)U+

f (t̄−1)

−λY+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)+λy+
f (t̄)
]

=
[√

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥

(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ž+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1)

√

λ
λ+δδδ f (t̄) ž+

f (t̄)
]

(5.35)

avec :

ž+
f (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

y+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

. (5.36)

L’ étape fondamentale de cette démonstration consistèa prouver que cet algorithme récursif
donne acc̀es au vecteur d’observationz+

f . La relation entrěz+
f (t̄) et z+

f (t̄) est d́emontŕee en

consid́erant le produitZ+
f (t̄)Z+

f
T
(t̄). En effet, puisque :

Z+
f (t̄) = Y+

f (t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

, (5.37)

nous avons8 :

Z+
f (t̄)Z+

f
T
(t̄) = Y+

f (t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

(

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

)T

= Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄). (5.38)

Or, en associant leśequations (5.25) et (5.35), il est facile de montrer que :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄) = λY+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)+ ž+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄). (5.39)

Ainsi :
Z+

f (t̄)Z+
f

T
(t̄) = λY+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)+ ž+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄). (5.40)

De plus, nous savons que :

Z+
f (t̄)Z+

f
T
(t̄) =

[√
λZ+

f (t̄−1) z+
f (t̄)

]
[√

λZ+
f

T
(t̄−1)

z+
f

T
(t̄)

]

= λZ+
f (t̄−1)Z+

f
T
(t̄−1)+z+

f (t̄)z+
f

T
(t̄). (5.41)

PuisqueY+
f (t̄ − 1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄ − 1) = Z+

f (t̄ − 1)Z+
f

T
(t̄ − 1), la relation suivante devient

évidente :
ž+

f (t̄) =±z+
f (t̄). (5.42)

8ΠΠΠ
U+

f
⊥

(

ΠΠΠ
U+

f
⊥

)T

= ΠΠΠ
U+

f
⊥ .
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La miseà jour du vecteur d’observation est ainsi réalisable en appliquant l’algorithmeROMim
récursif suivant :

γγγ+
f (t̄) =

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
u+

f (t̄) (5.43a)

δδδ f (t̄) = u+
f

T
(t̄)γγγ+

f (t̄) (5.43b)

z+
f (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

y+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(5.43c)

Y+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) = λY+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)+y+

f (t̄)u+
f

T
(t̄) (5.43d)

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

=

(
(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
−

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄)

λ +δδδ f (t̄)

)

/λ . (5.43e)

Remarque 5.2. Il est fondamental de constater que les matrices et vecteurscomposant l’algo-
rithme (5.43) ne voient en aucun cas leur dimensionévoluer au cours de la récursion. Cette
constatation confond les affirmations de H. Oku [OK99] selon lequel l’utilisation de matrices
non syḿetriques n’est pas appropriéeà la récursionà cause d’une taille croissante en les ac-
quisitions. Elle ĺegitime ainsia posteriorinotre choix de mettrèa jour Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥.

5.3.1.2 Miseà jour de R̄22

Au sein de la section 4.3.2, nous avons vu qu’ilétait possible de mettrèa jour, à chaque
nouvelle acquisition, la d́ecomposition QR du schéma d’identificationOrdinary MOESP de
la façon suivante :
[√

λ
[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

]
u+

f (t̄)
y+

f (t̄)

]

RotG(t̄) =

[
R̄11(t̄) 0 0
R̄21(t̄) λ R̄22(t̄−1) z̄+

f (t̄)

]

(5.44)

à l’aide d’un ensemble de rotations de GivensRotG. Cet algorithme, nomḿeROMqr dans la suite
de ce manuscrit, permet de calculer un vecteurz̄+

f li é à la matrice d’observabilité du syst̀eme
par la relation suivante (cf. annexe A.3) :

z̄+
f (t̄) = ΓΓΓ f

(√
λX+(t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+x(t̄−1)Rot22

G (t̄)
)

+
√

λN+
f (t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+n+

f (t̄)Rot22
G (t̄) (5.45)

avec [GLV98] :

RotG(t̄) =





Rot11
G (t̄) 0 Rot12

G (t̄)
0 I 0

Rot21
G (t̄) 0 Rot22

G (t̄)



 . (5.46)

Cetteéquation, int́eressante d’un point de vue théorique, ne montre malheureusement pas la
relation liantz̄+

f au vecteur d’observationz+
f . Or, l’objectif de cette section est de mettreà jour

récursivement ce vecteur. Il semble donc nécessaire d’expliciter la relation liantz̄+
f etz+

f . C’est
ce que nous faisons dans la suite de ce paragraphe. Nous savons en effet que :

[√
λ R̄22(t̄−1) z̄+

f (t̄)
]

= R̄22(t̄) (5.47)
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donc :
R̄22(t̄)R̄T

22(t̄) = λ R̄22(t̄−1)R̄T
22(t̄−1)+ z̄+

f (t̄) z̄+
f

T
(t̄). (5.48)

De plus, il est possible de montrer que [Vib95] :

R̄22Q̄2 = Y+
f −HMC

f U+
f (5.49)

où HMC
f repŕesente l’argument minimisant le critère

∥
∥
∥Y+

f −H f U+
f

∥
∥
∥

2

F
. Ainsi, puisqueQ̄2 est une

matrice orthogonale :

R̄22(t̄)R̄T
22(t̄) =

[

Y+
f (t̄)−HMC

f U+
f (t̄)

][

Y+
f (t̄)−HMC

f U+
f (t̄)

]T
. (5.50)

Or :

U+
f (t̄) =

[√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]

(5.51)

Y+
f (t̄) =

[√
λY+

f (t̄−1) y+
f (t̄)

]

. (5.52)

En introduisant ces deux relations au sein de l’équation (5.50), il est facile de vérifier que :

R̄22(t̄)R̄T
22(t̄) = λ

[

Y+
f (t̄−1)−HMC

f U+
f (t̄−1)

][

Y+
f (t̄−1)−HMC

f U+
f (t̄−1)

]T

+
[

y+
f (t̄)−HMC

f u+
f (t̄)

][

y+
f (t̄)−HMC

f u+
f (t̄)

]T
. (5.53)

Puisquez+
f = y+

f −HMC
f u+

f :

R̄22(t̄)R̄T
22(t̄) = λ R̄22(t̄−1)R̄T

22(t̄−1)+z+
f (t̄) z+

f
T
(t̄). (5.54)

En exploitant leśequations (5.48) et (5.54), nous vérifions alors que :

z+
f (t̄) =±z̄+

f (t̄). (5.55)

Le vecteur̄z+
f est, au signe près, le vecteur d’observation recherché.

5.3.2 Dans un contexte stochastique

5.3.2.1 Miseà jour de Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

Lorsque les perturbations agissant sur le procéd́e sont inconnues et colorées, l’application
d’une simple projection orthogonale n’est pas suffisante pour obtenir une estiḿee consistante
de la matrice d’observabilité du syst̀eme (cf. chapitre 3). Il est alors nécessaire de faire appelà
une variable instrumentale dont l’action conjointe avec laprojection orthogonaleΠΠΠ

U+
f
⊥ permet

de supprimer le ŕegime forće et l’effet des perturbations. Dans le cas particulier de laclasse
d’identificationMOESP, cette oṕeration cumuĺee a pour expression (cf. §3.4) :

Z+
f = Y+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥. (5.56)
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Notre objectif est de mettrèa jour cette relatioǹa chaque nouvelle acquisition afin de calculer
un vecteur d’observation asymptotiquementépuŕe des perturbations. La démonstration que nous
proposons fait de nouveau appel au lemme d’inversion matricielle. La d́emarche suivie est iden-
tique à celle propośee dans le paragraphe 5.3.1.1. Elle demande cependant un développement
math́ematique fastidieux dont la présentation au sein m̂eme de ce paragraphe n’apporterait au
lecteur aucune aide pour la compréhension de l’algorithme. La preuve est donc présent́ee en
annexe A.4. Elle permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 5.1.Supposons que les matricesY+
f U+

f
T
, U+

f U+
f

T
, ΞΞΞU+

f
T
, ΦΦΦ f etY+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT aient

ét́e estiḿeesà l’instant t̄−1. Lorsque de nouvelles données d’entŕee-sortie sont accessiblesà la
mesure, la misèa jour du vecteur d’observation est réaliśee en appliquant l’algorithme récursif
RPIPOim suivant :

γγγ+
f (t̄) =

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
u+

f (t̄) (5.57a)

δδδ f (t̄) = u+
f

T
(t̄)γγγ+

f (t̄) (5.57b)

ž+
f (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

y+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(5.57c)

Y+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) = λY+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)+y+

f (t̄)u+
f

T
(t̄) (5.57d)

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

=

(
(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
−

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄)

λ +δδδ f (t̄)

)

/λ (5.57e)

ξ̌ξξ (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

ξξξ (t̄)−ΞΞΞ(t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(5.57f)

χχχ+
f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ (t̄) (5.57g)

ζζζ f (t̄) = χχχ+
f

T
(t̄)ξ̌ξξ (t̄) (5.57h)

ˇ̌z+
f (t̄) =

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

(

ž+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+
f (t̄)

)

(5.57i)

ˇ̌̌z+
f (t̄) = ž+

f (t̄)−
√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄) (5.57j)

ΞΞΞ(t̄)U+
f

T
(t̄) = λΞΞΞ(t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)+ξξξ (t̄)u+

f
T
(t̄) (5.57k)

ΦΦΦ f (t̄) =

(

ΦΦΦ f (t̄−1)−
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

/λ (5.57l)

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄) = λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)+ ž+
f (t̄)ξ̌ξξ

T
(t̄). (5.57m)

puisque :

z+
f (t̄)z+

f
T
(t̄) = ž+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄)− ˇ̌z+

f (t̄) ˇ̌z+
f

T
(t̄). (5.57n)

Remarque 5.3.Il est important de remarquer que nous n’avons pas directement acc̀es au vec-
teur d’observation mais̀a la dernìere composante de sa matrice de covariance. Cette constata-
tion est essentielle pour la phase d’estimation de la matrice d’observabilit́e du syst̀eme. Il sera
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en effet ńecessaire de d́evelopper des algorithmes utilisant la matricez+
f z+

f
T

au lieu du vecteur

z+
f .

Remarque 5.4.Comme dans le cas déterministe, les vecteurs et matrices composant cet algo-
rithme ne subissent aucuneévolution de leur dimension au cours de la récursion.

5.3.2.2 Miseà jour de R̄32

Comme dans le cas déterministe, il est possible, d’estimer, dans un cadre stochastique, la
matrice des observationsZ+

f à l’aide d’une factorisation QR :

Z+
f = R̄32Q̄2 (5.58)

avec : 



U+
f

ΞΞΞ
Y+

f



=





R̄11 0 0
R̄21 R̄22 0
R̄31 R̄32 R̄33









Q̄1

Q̄2

Q̄3



 . (5.59)

La miseà jour de cette relatioǹa l’aide de rotations de Givens a déjà ét́e expośee dans le chapitre
préćedent (cf. §4.3.2.2) :




√

λ





R̄11(t̄−1) 0 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1) 0
R̄31(t̄−1) R̄32(t̄−1) R̄33(t̄−1)





u+
f (t̄)

ξξξ (t̄)
y+

f (t̄)



RotG1(t̄)RotG2(t̄) =





R̄11(t̄)
R̄21(t̄)
R̄31(t̄)

0
√

λ
[

R̄22(t̄−1)
R̄32(t̄−1)

0
0

R̄33(t̄−1)

]
0

¯̄z−p (t̄)
¯̄z+

f (t̄)



RotG2(t̄) =





R̄11(t̄) 0 0 0
R̄21(t̄) R̄22(t̄) 0 0
R̄31(t̄) R̄32(t̄)

√
λ R̄33(t̄−1) ¯̄̄z+

f (t̄)



 . (5.60)

Notre objectif n’est donc pas de redévelopper cet algorithme (nomméRPIPOqr dans la suite de
ce manuscrit) mais de prouver qu’il existe une relation liant ¯̄z+

f et ¯̄̄z+
f au vecteur d’observation,

relation qui ĺegitimerait leur utilisation pour l’estimation d’une basede l’espace d’observabilité.
Pour cela, consid́erons dans un premier temps l’équation (5.60). En multipliant les termes du
milieu et de droite de la relation (5.60) par leur transposée respective9 et en comparant termèa
terme les membres de l’égalit́e ainsi obtenue, il est aisé de montrer que :

R̄32(t̄)R̄T
32(t̄) = λ R̄32(t̄−1)R̄T

32(t̄−1)+ ¯̄z+
f (t̄)¯̄z+

f
T
(t̄)− ¯̄̄z+

f (t̄)¯̄̄z+
f

T
(t̄). (5.61)

Comme dans le cas déterministe, le ŕesultat de la factorisation QR̄R32Q̄2 vérifie asymptotique-
ment la relation suivante :

R̄32Q̄2 = Ỹ+
f −HMC

f Ũ+
f (5.62)

où Ũ+
f et Ỹ+

f sont les matrices de Hankel des données d’entŕee-sortie non bruitées etHMC
f l’op-

timum du crit̀ere
∥
∥
∥Y+

f −H f U+
f −N+

f

∥
∥
∥

2

F
. Cetteécriture se justifie par le fait que cette projection

9Rappelons que pour toute rotation de Givens,RotGRotTG = I [GV96].
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se compose successivement,à une matrice de pondération pr̀es, d’une projection orthogonale
sur le noyau deU+

f et d’une variable instrumentale. PuisqueQ̄2 est une matrice orthogonale :

R̄32(t̄)R̄T
32(t̄) =

[

Ỹ+
f (t̄)−HMC

f Ũ+
f (t̄)

][

Ỹ+
f (t̄)−HMC

f Ũ+
f (t̄)

]T
. (5.63)

Or :

Ũ+
f (t̄) =

[√
λ Ũ+

f (t̄−1) ũ+
f (t̄)

]

(5.64)

Ỹ+
f (t̄) =

[√
λ Ỹ+

f (t̄−1) ỹ+
f (t̄)

]

. (5.65)

En introduisant ces deux relations au sein de l’équation (5.63), il est facile de vérifier que :

R̄32(t̄)R̄T
32(t̄) = λ

[

Ỹ+
f (t̄−1)−HMC

f Ũ+
f (t̄−1)

][

Ỹ+
f (t̄−1)−HMC

f Ũ+
f (t̄−1)

]T

+
[

ỹ+
f (t̄)−HMC

f ũ+
f (t̄)

][

ỹ+
f (t̄)−HMC

f ũ+
f (t̄)

]T
. (5.66)

Puisque le vecteur d’observationépuŕe du bruit v́erifie :

z+
f = ỹ+

f −HMC
f ũ+

f , (5.67)

nous avons :
R̄32(t̄)R̄T

32(t̄) = λ R̄32(t̄−1)R̄T
32(t̄−1)+z+

f (t̄) z+
f

T
(t̄). (5.68)

En exploitant leśequations (5.61) et (5.68), on vérifie alors que :

z+
f (t̄)z+

f
T
(t̄) = ¯̄z+

f (t̄) ¯̄z+
f

T
(t̄)− ¯̄̄z+

f (t̄) ¯̄̄z+
f

T
(t̄). (5.69)

L’algorithmeRPIPOqr permet donc d’estimer la dernière composante de la matrice de cova-
riance des observationsà chaque nouvelle acquisition.

5.3.3 Complexit́e numérique et fiabilit é des algorithmes de misèa jour du
vecteur d’observation

Une caract́eristique essentielle de toute méthode ŕecursive est sa complexité nuḿerique. En
effet, il est ńecessaire de proposer des techniques ayant un faible coût calculatoire afin qu’elles
soient utilisables dans des procédures temps réel10.

Comme le montre le tableau 5.2, les algorithmesROMim etRPIPOim (cf. §5.3.1.1 et 5.3.2.1)
poss̀edent un côut en nombre de multiplications toutà fait raisonnable11. Malheureusement,
sous certaines conditions d’excitation, ces derniers peuvent pŕesenter une instabilité nuḿerique
attest́ee en raison de l’application du lemme d’inversion matricielle. La complexit́e nuḿerique
des ḿethodesROMqr et RPIPOqr, est quant̀a elle suṕerieureà celle des techniquesROMim et
RPIPOim (cf. tab. 5.3). Elles pŕesentent ńeanmoins l’avantage d’être fiables nuḿeriquement
puisqu’elles utilisent exclusivement des outils robustesd’algèbre lińeaire. Un compromis fiabi-
lit é nuḿerique / côut calculatoire sera donc inévitable. Le choix se fera en fonction de la richesse
des donńees d’entŕee-sortie et de la puissance des outils informatiquesà disposition.

10A titre de comparaison, la décomposition QR utiliśee par l’algorithmeOrdinary MOESP demande environ
2(nu+ny)

2 f 2( j−(nu+ny) f/3) multiplications et celle de l’algorithmePI/PO MOESP 2(n2
ξ +(nu+ny)

2 f 2)( j−
(nξ +(nu +ny) f )/3) avec j ≫ f .

11nξ = nup pour la classe d’identificationPI MOESP, (nu +ny)p pourPO MOESP.
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Algorithme Complexit́e

ROMim 2(nu f )2 +2nuny f 2 +nu f

RPIPOim 2(nu f )2 +2nuny f 2 +nu f +2nξ nu f +2nξ ny f +2n2
ξ +nξ

TAB . 5.2: Complexit́e des algorithmes d’estimation du vecteur d’observation basés
sur le lemme d’inversion matricielle.

Algorithme Complexit́e

ROMqr 4
(nu

2
+ny

)

nu f 2 +6nu f

RPIPOqr 4

(
nu f +nξ

2
+ny f

)
(
nu f +nξ

)
+6
(
nu f +nξ

)

TAB . 5.3: Complexit́e des algorithmes d’estimation du vecteur d’observation basés
sur les rotations de Givens.

5.3.4 Conclusion

Quatre algorithmes de miseà jour du vecteur d’observation viennent d’être pŕesent́es. Deux
contextes (d́eterministe et stochastique) et deux outils mathématiques d’alg̀ebre lińeaire (lemme
d’inversion matricielle et rotations de Givens) ontét́e plus particulìerement consid́eŕes. Il a
ét́e d́emontŕe que, dans le contexte déterministe, les deux ḿethodes proposées estiment, au
signe pr̀es, le vecteur d’observation recherché. Dans le contexte stochastique, il n’est possible
d’avoir acc̀es qu’̀a la nouvelle composante de la matrice de covariance des observations. Cette
diff érence seràa prendre en compte dans la seconde phase de l’estimation i.e. la miseà jour
de la matrice d’observabilité. La complexit́e nuḿerique de ces algorithmes aégalement́et́e
analyśee. Cettéetude a montŕe que les techniques utilisant le lemme d’inversion matricielle
poss̀edent une côut calculatoire inf́erieurà leurs homologues utilisant des rotations de Givens.
Ces derniers présentent ńeanmoins l’avantage d’une robustesse numériqueétablie. Le choix de
l’outil d’alg èbre lińeaire utiliśe d́ependra donc de la qualité des mesures accessibles ainsi que
de la duŕee śeparant deux acquisitions.

La secondéetape de notre problème d’identification ŕecursive des sous-espaces peut donc
être d́esormais consid́eŕee. Comme pŕećedemment, diff́erents cas devrontêtreétudíes selon la
technique utiliśee pour estimer le vecteur d’observation. Plusieurs algorithmes vont donĉetre
dévelopṕes. Ces derniers ont en commun de reposer sur l’adaptation de la méthode du propaga-
teur (cf. §4.2.4).
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5.4 Estimation récursive d’une base de l’espace d’observabi-
lit é

La section pŕećedente nous a permis de proposer quatre algorithmes récursifs de misèa jour
du vecteur d’observation. Nous nous focalisons donc désormais sur la secondeétape de notre
probl̀eme d’identification : estimer, en ligne, une base de l’espace d’observabilit́e. L’objectif
de cette section consiste plus exactementà d́evelopper de nouvelles techniques d’estimation en
ligne de la matrice d’observabilité alternatives aux ḿethodes proposées jusqu’ici (cf. chapitre
4). Il s’agit d’une phase incontournable en identification des sous-espaces puisque c’està par-
tir de celle-ci que sont extraites des estimées consistantes des matrices d’état du syst̀eme via,
par exemple, la propriét́e d’A-invariance deΓΓΓ f et l’application d’algorithmes de type moindres
carŕes (cf. §5.6). Les techniques d’estimation récursive pŕesent́ees dans la suite de ce manuscrit
sont toutes fond́ees sur l’adaptation d’une ḿethode particulìere utiliśee en traitement d’antennes
pour la d́etection des directions d’arrivée : la ḿethode du propagateur (cf. §4.2.4). Cette tech-
nique pŕesente en effet l’avantage de fournir une décomposition de l’espace d’observation en
deux sous-espaces complémentaires via l’application d’un simple opérateur lińeaire. Nous mon-
trerons plus pŕeciśement que, sous certaines hypothèses peu contraignantes, il est possible de
construire un crit̀ere quadratique sans approximation et sans contrainteà partir du propagateur.
Plusieurs fonctions côut et plusieurs algorithmes récursifs de minimisation seront dévelopṕes
compte tenu des hypothèses fix́ees sur les signaux agissant sur le procéd́e. Nous verrons plus
particulìerement qu’il est possible d’estimer de manière consistante une base de l’espace d’ob-
servabilit́e de proćed́e soumis̀a des bruits coloŕes inconnus.

5.4.1 Adaptation de la ḿethode du propagateur au probl̀eme d’identifi-
cation

Nous avons vu dans la section 4.2.4 qu’ilétait possible d’estimer une base du sous-espace
signal (resp. sous-espace bruit) enévaluant un oṕerateur lińeaire. Or, de par l’analogie entre le
probl̀eme d’identification et celui de détection d’arriv́ee mise eńevidence au sein de la section
5.1, il semblerait int́eressant d’adapter cet opérateur̀a notre probl̀eme d’identification. Pour cela,
il est ńecessaire de vérifier un ensemble d’hypothèses.

5.4.1.1 Hypoth̀eses̀a vérifier

Supposons que la paire{A,C} soit observable. PuisqueΓΓΓ f ∈ Rny f×nx avecny f > nx, la
matrice d’observabilit́e vérifie :

rang
(
ΓΓΓ f
)

= nx. (5.70)

ΓΓΓ f poss̀ede donc au moins un ensemble denx lignes, non ńecessairement contiguës, lińeairement
indépendantes. SoitΓΓΓ f1 ∈ Rnx×nx la sous-matrice composée d’un de ces ensembles etΓΓΓ f2 ∈
R

ny f−nx×nx celle contenant les lignes deΓΓΓ f non pŕesentes dansΓΓΓ f1. La d́ecomposition suivante
peut alorŝetre consid́eŕee :

ΓΓΓ f =

[
ΓΓΓ f1
ΓΓΓ f2

]
}Rnx×nx

}Rny f−nx×nx
. (5.71)
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PuisqueΓΓΓ f2 est la sous-matrice complémentaire deΓΓΓ f1, ΓΓΓ f2 peut s’exprimer comme une combi-
naison lińeaire deΓΓΓ f1. Il existe donc un unique opérateurPf ∈R

nx×ny f−nx, nomḿe propagateur
[MD91], tel que :

ΓΓΓ f2 = PT
f ΓΓΓ f1. (5.72)

La matrice d’observabilit́e peut alorŝetre ŕecrite de la façon suivante :

ΓΓΓ f =

[
ΓΓΓ f1
ΓΓΓ f2

]

=

[
ΓΓΓ f1

PT
f ΓΓΓ f1

]

=

[
Inx

PT
f

]

︸ ︷︷ ︸

Eo

ΓΓΓ f1. (5.73)

Cetteéquation prouve que les colonnes deΓΓΓ f peuvent s’exprimer comme une combinaison
linéaire des colonnes deEo. Or, comme rang

(
ΓΓΓ f1

)
= nx :

Imcol
(
ΓΓΓ f
)

= Imcol(Eo) . (5.74)

Cette dernìere équation met ainsi eńevidence qu’il est possible de déterminer une base de
l’espace d’observabilité par l’interḿediaire deEo. Or, l’obtention d’une telle matrice nécessite
uniquement d’estimer le propagateurPf . Par conśequent, en supposant quel’ordre du syst̀eme
soita prioriconnu et que le systèméetudíe soit observable, une estiḿee du sous-espace engendré
parΓΓΓ f est accessible via l’estimation dePf . C’està cette t̂ache que nous nous attelons dans la
suite de cette section.

5.4.1.2 Critère minimisé dans le cas de donńees non bruit́ees

L’ étape d’estimation préćedente (cf. §5.3) nous a permis d’avoir accèsà une estiḿee consis-
tante du vecteur d’observation. Or, nous savons que ce dernier vérifie :

z+
f (t) = ΓΓΓ f x(t)+n+

f (t). (5.75)

Après ŕeorganisation des données de telle sorte que lesnx premìeres lignes de la matriceΓΓΓ f

soient lińeairement ind́ependantes, la partition suivante peutêtre consid́eŕee :

z+
f (t) =

[
Inx

PT
f

]

ΓΓΓ f1x(t)+n+
f (t) =

[
z+

f1
(t)

z+
f2
(t)

]
} ∈ Rnx×1

} ∈ R
ny f−nx×1 . (5.76)

z+
f1

et z+
f2

regroupent les composantes dez+
f correspondant12 respectivement auxnx lignes de

ΓΓΓ f1 et auxny f −nx lignes deΓΓΓ f2.
Dans le cas d’un vecteur d’observation non bruité, il est facile de montrer que :

z+
f2

= PT
f z+

f1
(5.77)

puisquen+
f (t)≡ 0, que :

{
z+

f1
(t) = ΓΓΓ f1x(t)

z+
f2
(t) = PT

f ΓΓΓ f1x(t)
(5.78)

12Des symboles identiques sont utilisées avant et après ŕeorganisation afin de ne pas surcharger les notations.
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et queΓΓΓ f1 est inversible. La misèa jour du propagateur est alors réalisable en considérant le
critère suivant :

J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
, (5.79)

critère qu’il est aiśe de ŕecrire comme suit :

J(Pf (t)) =
t

∑
k=1

λ t−k
∥
∥
∥z+

f2
(k)−PT

f (t)z
+
f1
(k)
∥
∥
∥

2
(5.80)

en remplaçant l’esṕerance math́ematique par une somme pondéŕee exponentiellement13. L’uni-
cité deP̂f est alors assurée par la convexité de cette fonction côut, convexit́e garantie quant̀a
elle par la condition d’excitation persistante. La minimisation d’un tel crit̀ere est alors ŕealisable
récursivement en lui appliquant les moindres carrés ŕecursifs [Lju99] :

K f (t) =
z+

f1
T
(t)L f (t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

(5.81a)

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−L f (t−1)z+
f1
(t)K f (t)

)

(5.81b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

K f (t). (5.81c)

Cet algorithme sera nomḿeRPM1 dans la suite de ce manuscrit. Sa démonstration est d́evelopṕee
en annexe A.5.

5.4.1.3 Effets des perturbations

Supposons maintenant que le bruitn+
f ne soit plus identiquement nul. En appliquantà n+

f
une ŕepartition similairèa l’équation (5.76) :

n+
f =

[
n+

f1
n+

f2

]
} ∈ R

nx×1

} ∈ Rny f−nx×1 , (5.82)

la matrice de covariance du bruit s’écrit :

E

{

n+
f n+

f
T
}

= Rn+
f

=

[
Rn+

f1
Rn+

f1
n+

f2

Rn+
f2

n+
f1

Rn+
f2

]

. (5.83)

Nous savons de plus que l’estimée asymptotique au sens des moindres carrés dePT
f est, dans

ces conditions, donnée par [Lju99] :

P̂T
f = Rz+

f2
z+

f1
R−1

z+
f1

(5.84)

avec :

Rz+
f2

z+
f1

= E

{

z+
f2

z+
f1

T
}

(5.85)

Rz+
f1

= E

{

z+
f1

z+
f1

T
}

. (5.86)

13Rappelons que nous n’avons accès qu’̀a un nombre fini de données. Il est donc ńecessaire d’approximer
l’espérance math́ematique par une somme finie. Le facteur d’oubliλ est quant̀a lui utilisé pour pond́erer les
donńees pasśees.
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Preuve :Consid́erons le crit̀ere suivant :

J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
. (5.87)

Puisque pour tout vecteurx :
‖x‖2 = Tr

(
xxT) , (5.88)

ce crit̀ere se ŕecrit comme suit :

J(Pf ) = E

{

Tr
((

z+
f2
−PT

f z+
f1

)(

z+
f2

T − z+
f1

T Pf

))}

= E

{

Tr
(

z+
f2

z+
f2

T −z+
f2

z+
f1

T Pf −PT
f z+

f1
z+

f2
T

+PT
f z+

f1
z+

f1
T Pf

)}

= Tr

(

Rz+
f2
−RT

z+
f1

z+
f2

Pf −PT
f Rz+

f1
z+

f2
+PT

f Rz+
f1

Pf

)

.

(5.89)

Le minimum de ce dernier est obtenu en le dérivant par rapport̀a la matrice recherchéePf . Ainsi :

∂J(Pf )

∂Pf
=−2Rz+

f1
z+

f2
+2Rz+

f1
Pf . (5.90)

Le minimum est donc atteint pourP̂T
f = Rz+

f2
z+

f1
R−1

z+
f1

. ◭

Il est alors facile de mettre eńevidence que la solution au sens des moindres carrés du
probl̀eme d’optimisation d́efini par (5.79) conduit̀a une estiḿee asymptotiquement biaisée,
même lorsque le vecteur de résidusn+

f est spatialement et temporellement blanc. En effet,
puisque :

Rz =

[
Rz+

f1
Rz+

f1
z+

f2

Rz+
f2

z+
f1

Rz+
f2

]

=
[
ΓΓΓ f1 ΓΓΓ f2

]
Rx

[
ΓΓΓT

f1
ΓΓΓT

f2

]

+

[
Rn+

f1
Rn+

f1
n+

f2

Rn+
f2

n+
f1

Rn+
f2

]

, (5.91)

les relations suivantes sont vérifiées :

Rz+
f2

z+
f1

= PT
f ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1 +Rn+
f2

n+
f1

= PT
f ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1 (5.92)

Rz+
f1

= ΓΓΓ f1RxΓΓΓT
f1 +Rn+

f1
= ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1 +σ2Inx (5.93)

lorsqueRn+
f

= σ2Iny f . Le projecteur s’́ecrit alors :

P̂T
f = PT

f ΓΓΓ f1RxΓΓΓT
f1

(
ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1 +σ2Inx

)−1 6= PT
f , (5.94)

relation qui montre explicitement que le projecteur est asymptotiquement biaiśe. Cette difficult́e
pourrait être partiellement contournée en consid́erant une approche de type moindres carrés
totaux [VV91]. Malheureusement l’application d’une telleméthode compliquerait fortement
l’impl émentation ŕecursive de l’algorithme. Deux solutions sont proposées au sein de ce ma-
nuscrit :

– La premìere suppose que le vecteur d’observation aét́e estiḿe à l’aide des versions
récursives des schémas d’identificationPI/PO MOESP. Ce dernier est alors asympto-
tiquement́epuŕe des effets des perturbations.
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– La seconde considère que vecteur d’observation aét́e calcuĺe en utilisant les versions
récursives des schémas d’identificationOrdinary MOESP. Aucun traitement des per-
turbations n’a donćet́e ŕealiśea priori. La solution consiste alors̀a introduire une variable
instrumentale au sein du critère (5.79) afin qu’il soit exploitable quel que soit le bruit agis-
sant sur le système.

Remarque 5.5. Il est int́eressant de compléter cettéetude en mesurant l’ordre d’influence des
perturbations sur l’estimation du propagateur. La théorie des perturbations [Vac94] nous per-
met d’́ecrire que, pour toutes matriceM et petite perturbation∆M :

(M +∆M)−1∼= M−1−M−1∆MM −1. (5.95)

En posant :

M = ΓΓΓ f1RxΓΓΓT
f1 (5.96)

∆∆∆M = σ2Inx, (5.97)

il est facile de v́erifier que :

(
ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1 +σ2Inx

)−1
=
(
ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1

)−1−σ2(ΓΓΓ f1RxΓΓΓT
f1

)−1(ΓΓΓ f1RxΓΓΓT
f1

)−1
. (5.98)

La relation (5.94) s’́ecrit alors :

P̂T
f
∼= PT

f −σ2PT
f

(
ΓΓΓ f1RxΓΓΓT

f1

)−1
. (5.99)

Cetteéquation indique clairement que la méthode du propagateur est asymptotiquement biaisée
au premier ordre.

5.4.2 Estimationà partir d’un vecteur d’observation épuré des effets des
perturbations

Supposons que le vecteur d’observation aitét́e estiḿe à l’aide des versions récursives des
sch́emas d’identificationPI/PO MOESP (cf. §5.3.2.1 et 5.3.2.2). Les algorithmes d’estimation
propośes pŕećedemment ne permettent alors d’avoir accès au vecteur d’observation que via les
relations suivantes :

z+
f z+

f
T

= ž+
f ž+

f
T − ˇ̌z+

f
ˇ̌z+

f
T

(cf. algo.RPIPOim) (5.100)

z+
f z+

f
T

= ¯̄z+
f

¯̄z+
f

T − ¯̄̄z+
f

¯̄̄z+
f

T
(cf. algo.RPIPOqr) (5.101)

L’estimation du propagateur n’est alors plus réalisablèa partir du crit̀ere (5.79) puisque ce der-
nier ne fait appel qu’au vecteur d’observation et aucunement à son carŕe. Il est donc ńecessaire
de proposer d’autres fonctions coût prenant en compte la matricez+

f z+
f

T pour estimer le propa-
gateur. Deux crit̀eres vont̂etre pŕesent́es dans la suite de ce paragraphe. Ces derniersémanent
du constat suivant :

Rz+
f

= E

{

z+
f z+

f
T
}

= ΓΓΓ f RxΓΓΓT
f (5.102)
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puisquez+
f z+

f
T est asymptotiquementépuŕe des effets des perturbations. Or :

ΓΓΓ f =

[
Inx

PT
f

]

ΓΓΓ f1 (5.103)

où ΓΓΓ f1 peutêtre consid́eŕee comme une matrice de changement de base. Il existe donc un vecteur
x̄ = ΓΓΓ f1x tel que :

Rz+
f

=

[
Inx

PT
f

]

Rx̄
[
Inx Pf

]
. (5.104)

Ainsi :

Rz+
f

=

[
R+

zf1
Rz+

f1
z+

f2

Rz+
f2

zf1
Rz+

f2

]

=

[
Rx̄ Rx̄Pf

PT
f Rx̄ PT

f Rx̄Pf

]

. (5.105)

Cette dernìere relation permet alors de montrer que :

PT
f = Rz+

f2
z+

f1
R−1

z+
f1

. (5.106)

De cettéequation d́ecoule alors le crit̀ere suivant :

J̄(Pf ) =
∥
∥
∥Rz+

f2
z+

f1
−PT

f Rz+
f1

∥
∥
∥

2

F
. (5.107)

En s’inspirant des travaux réaliśes par J. L. Yu [Yu00] sur les algorithmesCOPAST (cf. §4.2.3.3),
nous proposons de minimiser cette fonction coût en minimisant śequentiellementnx critères
J̄i(Pf ) définis par :

J̄i(Pf (t)) =
t

∑
k=1

λ t−k

∥
∥
∥
∥
r i

z+
f2

z+
f1

(k)−PT
f (t)r

i
z+

f1

(k)

∥
∥
∥
∥

2

(5.108)

où r i
z+

f2
z+

f1

et r i
z+

f1

sont respectivement lesie colonnes deRz+
f2

z+
f1

et deRz+
f1

. Le critère (5.108)

ainsi obtenu est alorśequivalent̀a la fonction côut (5.80). L’algorithmeRPM1 est donc ajustable
à notre probl̀eme de minimisation. L’algorithme complet, nommé COPM dans la suite de ce
manuscrit, s’́ecrit alors :

K f (t) =

r i
z+

f1

T
(t)L f (t−1)

λ + r i
z+

f1

T
(t)L f (t−1)r i

z+
f1

(t)
(5.109a)

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−L f (t−1)r i
z+

f1

(t)K f (t)

)

(5.109b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+

(

r i
z+

f2
z+

f1

(t)−PT
f (t−1)r i

z+
f1

(t)

)

K f (t). (5.109c)

La matriceL f (0) peutêtre choisie comme un multiple de la matrice identité. Le premier pro-
jecteur peut quant̀a lui être construit̀a partir des valeurs des matricesA etC initiales.

Cet algorithme ńecessite d’extraire les vecteursr i
z+

f2
z+

f1

et r i
z+

f1

. Ces derniers sont obtenusà

chaque misèa jour de la matrice de covarianceRz+
f

en remarquant, dans un premier temps, que
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les matricesRz+
f1

et Rz+
f2

z+
f1

correspondent respectivement auxnx premìeres lignes etny f −nx

dernìeres lignes desnx premìeres colonnes deRz+
f

(cf. equ. (5.105)). Ces matricesétant extraites

à chaque nouvelle acquisition, les vecteursr i
z+

f2
z+

f1

et r i
z+

f1

désiŕes sont isoĺes comme suit :

i = reste(t,nx)+1 (5.110a)

r i
z+

f1

(t) = Rz+
f
(1 : nx, i)(t) (5.110b)

r i
z+

f2
z+

f1

(t) = Rz+
f
(nx +1 : ny f , i)(t). (5.110c)

Un second crit̀ere peut̂etre propośe en compĺetant la relation (5.106). Afin de faire apparaı̂tre
simplement cette fonction coût, ǵeńeralisons, dans un premier temps, leséquations (5.100) et
(5.101)à l’aide de l’expression suivante :

z+
f z+

f
T

= z+
f z+

f
T −z+

f
z+

f
T
. (5.111)

La matrice de covariance des observations s’écrit alors :

Rz+
f

= Rz+
f
−Rz+

f
=

[
Rz+

f1
−Rz+

f1
Rz+

f1
z+

f2
−Rz+

f1
z+

f2

Rz+
f2

z+
f1
−Rz+

f2
z+

f1
Rz+

f2
−Rz+

f2

]

. (5.112)

Ainsi :

PT
f =

(

Rz+
f2

z+
f1
−Rz+

f2
z+

f1

)(

Rz+
f1
−Rz+

f1

)−1
. (5.113)

Le second crit̀ere que nous proposons est le suivant :

¯̄J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
−E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
(5.114)

dont la solution est donnée par l’́equation (5.113).

Preuve :Consid́erons le crit̀ere suivant :

¯̄J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
−E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
. (5.115)

Comme pour tout vecteurx :
‖x‖2 = Tr

(
xxT) , (5.116)

il est aiśe de v́erifier que :

¯̄J(Pf ) = E

{

Tr
((

z+
f2
−PT

f z+
f1

)(

z+
f2

T − z+
f1

T Pf

))

−Tr
((

z+
f2
−PT

f z+
f1

)(

z+
f2

T − z+
f1

T Pf

))}

= E

{

Tr
(

z+
f2

z+
f2

T −z+
f2

z+
f2

T −PT
f

(

z+
f1

z+
f2

T −z+
f1

z+
f2

T
)

−
(

z+
f2

z+
f1

T −z+
f2

z+
f1

T
)

Pf +PT
f

(

z+
f1

z+
f1

T −z+
f1

z+
f1

T
)

Pf

)}

= Tr

(

Rz+
f2
−Rz+

f2
−2PT

f

(

Rz+
f1

z+
f2
−Rz+

f1
z+

f2

)

+PT
f

(

Rz+
f1
−Rz+

f1

)

Pf

)

.

(5.117)
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Or, pour toutes matricesA etX [Bro91] :

∂Tr
(
XTA

)

∂X
= A (5.118)

∂Tr
(
XTAX

)

∂X
=
(
A +AT)X. (5.119)

Ainsi :
∂ ¯̄J(Pf )

∂Pf
=−2

(

Rz+
f1

z+
f2
−Rz+

f1
z+

f2

)

+2

(

Rz+
f1
−Rz+

f1

)

Pf (5.120)

dont la solution est bieńevidemment :

PT
f =

(

Rz+
f2

z+
f1
−Rz+

f2
z+

f1

)(

Rz+
f1
−Rz+

f1

)−1

. (5.121)

◭

La minimisation d’une telle fonction coût est ŕealisablèa l’aide de l’algorithmeRPM2 sui-
vant :

L f (t) =
1
λ



L
f
(t−1)−

L
f
(t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L

f
(t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L

f
(t−1)z+

f1
(t)



 (5.122a)

L
f
(t) = L f (t)+

L f (t)z
+
f1
(t)z+

f1

T
(t)L f (t)

1−z+
f1

T(t)L f (t)z+
f1
(t)

(5.122b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t)

−
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t)

(5.122c)

en appliquant par deux fois le lemme d’inversion matricielle. Sa d́emonstration est d́evelopṕee
en annexe A.6. Comme préćedemment, une façon simple d’initialiser cet algorithme consisteà
choisir des matricesL f (0) etL

f
(0) proportionnelles̀a l’identité.

5.4.3 Introduction d’une variable instrumentale

Les techniques proposées pŕećedemment pŕesentent l’inconv́enient d’utiliser la matrice de
covarianceRz+

f
dont l’estimation (cf. tab. 5.2 et 5.3) implique un coût calculatoire plus impor-

tant qu’en appliquant les algorithmesROMim etROMqr. Il serait donc int́eressant de d́evelopper
de nouvelles ḿethodes ŕecursives d’estimation du propagateur utilisant les solutions de ces
derniers. Les techniquesROMim et ROMqr fournissent malheureusement des estimées bruit́ees
lorsque le bruit agissant sur le procéd́e n’est pas blanc. Il est donc primordial de proposer des
algorithmes d’estimation du propagateur supprimant l’effet de ces perturbations.

De nombreux ḿethodes d’identification utilisant le principe de la variable instrumentale
[SS89, Lju99] ont́et́e d́evelopṕees ces dernières anńees pour estimer des modèles de systèmes
en environnement bruité. Leur principe consistèa introduire, au sein du critèreà minimiser, un
vecteur construit̀a partir de donńees d’entŕee-sortie retard́ees permettant d’éliminer l’influence
du bruit contenu dans le régresseur̀a l’instant t. Afin d’appliquer une telle techniquèa notre
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probl̀eme d’identification, consid́erons14 donc une variable instrumentaleξξξ ∈ R
nξξξ×1, nξξξ ≥ nx,

suppośee non corŕelée avec le bruitn+
f (t) mais suffisamment corrélée avec l’́etatx(t). En intro-

duisant cette variable au sein de la fonction (5.79), nous obtenons :

JIV (Pf (t)) =
∥
∥
∥Rz+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)
∥
∥
∥

2

F
(5.123)

avecRz+
f1

ξξξ = E

{

z+
f1
(k)ξξξ T

(k)
}

∈ R
nx×nξξξ et Rz+

f2
ξξξ = E

{

z+
f1
(k)ξξξ T

(k)
}

∈ R
ny f−nx×nξξξ . En par-

ticulier, en remplaçant les espérances math́ematiques par des sommes finies et pondéŕees, ce
dernier crit̀ere s’́ecrit :

JIV (Pf (t)) =
t

∑
k=1

λ t−k
∥
∥
∥z+

f2
(k)ξξξ T

(k)−PT
f (t)z

+
f1
(k)ξξξ T

(k)
∥
∥
∥

2

F
. (5.124)

La minimisation d’un tel crit̀ere est alors ŕealisable de trois manières diff́erentes.

5.4.3.1 AlgorithmesCOIVPM, IVPM et EIVPM

Algorithme COIVPM La premìere solution, nomḿeeCOIVPM et inspiŕee des travaux de J. L.
Yu [Yu00], consistèa minimiser śequentiellementnξ fonctions côut :

JIVi(Pf (t)) =
t

∑
k=1

λ t−k

∥
∥
∥
∥
r i

z+
f2

ξξξ (k)−PT
f (t)r

i
z+

f1
ξξξ (k)

∥
∥
∥
∥

2

pour i variant de 1̀anξ (5.125)

où r i
z+

f1
ξξξ et r i

z+
f2

ξξξ sont respectivement lesie colonnes des matrices de covarianceRz+
f1

ξξξ et Rz+
f2

ξξξ .

Cette technique permet ainsi de ne plus considérer directement les matrices de covarianceRz+
f1

ξξξ

et Rz+
f2

ξξξ mais de simples vecteursr i
z+

f2
ξξξ et r i

z+
f1

ξξξ qui rendent la minimisation des fonctionsJIVi

plus aiśee. Chacun de ces critères est en effet minimisablèa l’aide d’une technique de type
moindres carŕes [Lju99]équivalentèa celles d́evelopṕees pour les algorithmesRPM1 etCOPM :

K f (t) =

r i
z+

f1
ξξξ

T
(t)L f (t−1)

λ + r i
z+

f1
ξξξ

T
(t)L f (t−1)r i

z+
f1

ξξξ (t)
(5.126a)

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−L f (t−1)r i
z+

f1
ξξξ (t)K f (t)

)

(5.126b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+

(

r i
z+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t−1)r i
z+

f1
ξξξ (t)

)

K f (t). (5.126c)

L’extraction des vecteursr i
z+

f1
ξξξ et r i

z+
f2

ξξξ est quant̀a elle ŕealiśee comme suit :

i = reste(t,nξ )+1 (5.127a)

r i
z+

f1
ξξξ (t) = Rzξξξ (1 : nx, i)(t) (5.127b)

r i
z+

f2
ξξξ (t) = Rzξξξ (nx +1 : ny f , i)(t). (5.127c)

14Un choix de variable instrumentale vérifiant ces conditions est présent́e §5.4.3.3.
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Remarque 5.6.L’algorithmeCOIVPM est analoguèa l’algorithmeCOPM du paragraphe 5.4.2
si nous remplaçons, toute choseégale par ailleurs,r i

z+
f1

ξξξ par r i
z+

f1

et r i
z+

f2
ξξξ par r i

z+
f1

z+
f2

.

Algorithmes IVPM et EIVPM La minimisation du crit̀ere (5.123) est́egalement ŕealisable
récursivement en considérant plus simplement l’expression de son minimum. Ce dernier s’écrit
de deux manìeres diff́erentes selon la dimension de la variable instrumentale utilisée. Afin de
mettre eńevidence ces deux possibilités, consid́erons de nouveau la fonction coût (5.123). Cette
dernìere s’́ecrit alors :

JIV (Pf (t)) = Tr

((

Rz+
f2

ξξξ (t)−PT
f (t)Rz+

f1
ξξξ (t)

)(

RT
z+

f2
ξξξ (t)−RT

z+
f1

ξξξ (t)Pf (t)

))

(5.128)

puisque, pour toute matriceX [Bro91] :

‖X‖2F = Tr
(
XXT) . (5.129)

Ainsi :

JIV (Pf (t)) = Tr

(

Rz+
f2

ξξξ (t)RT
z+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)RT
z+

f2
ξξξ (t)

−Rz+
f2

ξξξ (t)RT
z+

f1
ξξξ (t)Pf (t)+PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)RT
z+

f1
ξξξ (t)Pf (t)

)

(5.130)

Or, pour toutes matricesA etX réelles [Bro91] :

∂Tr
(
XTA

)

∂X
=

∂Tr
(
ATX

)

∂X
= A (5.131)

∂Tr
(
XTAX

)

∂X
=
(
A +AT)X. (5.132)

Ainsi :
∂JIV (Pf )

Pf
=−2Rz+

f1
ξξξ (t)RT

z+
f2

ξξξ (t)+2Rz+
f1

ξξξ (t)RT
z+

f1
ξξξ (t)Pf (t). (5.133)

Le minimum du crit̀ere (5.123) est donc atteint pourPf vérifiant :

PT
f (t)Rz+

f1
ξξξ (t) = Rz+

f2
ξξξ (t). (5.134)

Deux cas doivent alorŝetre envisaǵes selon le nombre d’instruments composant la variable
instrumentaleξξξ :

– Sinξξξ = nx, en supposant que la variable instrumentale soit suffisamment corŕelée au vec-
teurz+

f1
de telle sorte queRz+

f1
ξξξ soit inversible :

PT
f (t) = Rz+

f2
ξξξ (t)R−1

z+
f1

ξξξ (t). (5.135)

– Si nξξξ > nx, la matriceRzf1ξξξ n’est plus carŕee. Son inversion ńecessite alors d’utiliser la
pseudo inverse de Moore Penrose [GV96] :

PT
f (t) = Rz+

f2
ξξξ (t)R†

z+
f1

ξξξ (t). (5.136)

Deux algorithmes sont alors dévelopṕes dans la suite de ce paragraphe pour estimer le pro-
pagateurPf .
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Algorithme IVPM Si nξξξ = nx, l’estimation dePf est ŕealisable en appliquant le lemme
d’inversion matriciellèa la solution (5.135) :

K f (t) =
ξξξ T

(t)L f (t−1)

λ +ξξξ T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

(5.137a)

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−L f (t−1)z+
f1
(t)K f (t)

)

(5.137b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(

z+
f2
(t)− P̂T

f (t−1)z+
f1
(t)
)

K f (t). (5.137c)

avecL f (t) =
(

E

{

z+
f1
(t)ξξξ T

(t)
})−1

= R−1
z+

f1
ξξξ (t). Cet algorithme sera nomḿeIVPM dans la suite

de ce manuscrit. Sa démonstration est́equivalentèa celle d́evelopṕee pour l’algorithmeRPM1
(cf. annexe A.5).

Algorithme EIVPM Lorsquenξξξ > nx, l’utilisation du lemme d’inversion matricielle n’est
plus satisfaisante pour estimer récursivement le propagateur puisque la matriceRzf1ξξξ est, par
construction, rectangulaire. Or, cette situation n’est pas rare en pratique puisque, la plupart du
temps, la variable instrumentale est réaliśeeà partir de versions retardées des donńees d’entŕee-
sortie ce qui rend difficile de fixera priori nξξξ = nx. De plus, dans l’ouvrage [SS89], il est
préciśe que la fid́elité de l’estiḿee obtenuèa l’aide d’une ḿethode de type variable instrumen-
tale augmente avec le nombre d’instruments utilisés. Il est donc particulièrement int́eressant
de d́evelopper un algorithme capable de considérer une matriceRz+

f1
ξξξ non carŕee. La solu-

tion dévelopṕee dans ce paragraphe fait appelà une technique particulière de minimisation
nomḿee ḿethode de la variable instrumentaleétendue [Fri84] (cf. §2.3.2). L’ajustement d’une
telle méthodeà la solution (5.136) permet d’obtenir un nouvel algorithmed’estimation du pro-
pagateur, nomḿeEIVPM, dont les formules de misèa jour sont les suivantes :

gf (t) =
[

Rz+
f2

ξξξ (t)ξξξ (t) z+
f2
(t)
]

(5.138a)

ΛΛΛ(t) =

[

−ξξξ T
(t)ξξξ (t) λ
λ 0

]

(5.138b)

ΨΨΨ f (t) =
[

Rz+
f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1
(t)
]

(5.138c)

K f (t) =
(
ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)−1ΨΨΨT

f (t)L f (t−1) (5.138d)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(
gf (t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)

K f (t) (5.138e)

Rz+
f1

ξξξ (t) = λRz+
f1

ξξξ (t−1)+z+
f1
(t)ξξξ T

(t) (5.138f)

Rz+
f2

ξξξ (t) = λRz+
f2

ξξξ (t−1)+z+
f2
(t)ξξξ T

(t) (5.138g)

L f (t) =
1

λ 2

(
L f (t−1)−L f (t−1)ΨΨΨ(t)K f (t)

)
(5.138h)

avecL f (t) =

(

Rz+
f1

ξξξ (t)RT
z+

f1
ξξξ (t)

)−1

. (5.138i)
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La démonstration de cet algorithme est présent́ee en annexe A.7. Les matrices utilisées pour
l’initialiser peuventêtre simplement choisieśegales̀a la matrice identit́e ou comme des tronca-
tures de cette dernière.

5.4.3.2 Aḿelioration de la méthode de la variableétendue : l’algorithme EIVsqrtPM

Comme tout algorithme type moindres carrés ŕecursifs, une condition nécessaire de stabi-
lit é nuḿerique est d’imposer,̀a chaque it́eration, que la matriceL f soit semi-d́efinie positive
[Rot01]. En effet, lorsque cette matrice est mal conditionnée, la non v́erification de cette pro-
priét́e peut conduirèa la divergence de l’algorithme. Or, de par sa formule de miseà jour (cf.
equ. (5.138h)), cette condition ne peutêtre assuŕee. En effet, m̂eme si la matriceL f est semi-
définie positivèa l’instantt−1, l’expression :

L f (t) =
1

λ 2

(

L f (t−1)−L f (t−1)ΨΨΨ f (t)(ΛΛΛ(t)

+ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)

)−1ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)

)

(5.139)

ne respecte pas cette propriét́e à l’instantt puisque :

ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) =



−ξξξ T(t)

(

I−RT
z+f1

ξξξ
(t−1)L f (t−1)Rz+f1

ξξξ (t−1)

)

ξξξ (t) λ+ξξξ T(t)RT
z+f1

ξξξ
(t−1)L f (t−1)z+

f1
(t)

λ+z+
f1

T
(t)L f (t−1)Rz+f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)



 (5.140)

poss̀ede deux valeurs propres de signe opposé, I −RT
z+

f1
ξξξ (t − 1)L f (t − 1)Rz+

f1
ξξξ (t − 1) étant

une matrice semi-d́efinie positive. Il est alors impossible de garantir une bonne convergence
deEIVPM (ou tout autre algorithme utilisant la techniqueEIV classique [SS89]). La solution
propośee jusqu’ici reposait sur l’évaluation deL f à partir de l’́equation (5.138h), de l’extrac-
tion de la partie triangulaire supérieure puis de l’utilisation de sa propriét́e de syḿetrie pour
compĺeter sa misèa jour [Gus98]. Cette manipulation ne permet malheureusement pas d’assu-
rer la d́efinie-positivit́e deL f . La technique d́evelopṕee au sein de cette section assure quantà
elle cette propríet́e. Elle consiste plus préciśement en l’adaptation, au cas multivariable, d’un
algorithme de misèa jour de la ḿethode de la variable instrumentaleétendue proposée par B.
Porat et B. Friedlander [PF89]. L’idée sous-jacente est de calculer,à chaque it́eration, la racine
carŕee deL f , condition suffisantèa la v́erification de la d́efinie positivit́e deL f .

Supposons donc désormais que la matriceL f soit semi-d́efinie positiveà l’instantt. Si ΛΛΛ
étaitégalement semi-d́efinie positive, il serait possible d’écrireL f (t) de la façon suivante :

L f (t) =
1

λ 2

(

L1/2
f (t−1)LT/2

f (t−1)−L1/2
f (t−1)

(

ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

)T

(

ΛΛΛ1/2(t)ΛΛΛT/2(t)+ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

(

ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

)T
)−1

ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)LT/2

f (t−1)
)

. (5.141)
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La miseà jour des diff́erentséléments composant cette expression serait alors accessibleen
consid́erant la matrice suivante :

T f (t) =

[

ΛΛΛ1/2(t) ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

0 L1/2
f (t−1)

]

(5.142)

puisque :

T f (t)TT
f (t) =

[
ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)

L f (t−1)ΨΨΨ f (t) L f (t−1)

]

(5.143)

contient les composantes deL f (t). Malheureusement,ΛΛΛ (cf. equ. (5.138b)) n’est pas semi-
définie positive. Elle peut cependantêtre ŕecrite de la façon suivante :

ΛΛΛ(t) =

[ √

ξξξ T(t)ξξξ (t) 0

− λ√
ξξξT (t)ξξξ (t)

λ√
ξξξT (t)ξξξ (t)

]

[−1 0
0 1

]





√

ξξξ T(t)ξξξ (t) − λ√
ξξξT (t)ξξξ (t)

0 λ√
ξξξT (t)ξξξ (t)





= ∆∆∆(t)J∆∆∆T(t)

(5.144)

avecJ matrice de signature deΛΛΛ [GV96]. Ainsi, en posant :

T̄ f (t) =

[

∆∆∆(t) ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

0 L f
1/2(t−1)

]

, (5.145)

l’expression (5.143) est modifiable comme suit :

T̄ f (t)

[
J 0
0 Inx

]

T̄T
f (t) =

[
ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)

L f (t−1)ΨΨΨ f (t) L f (t−1)

]

. (5.146)

L’ étape suivante consiste doncà mettreà jour la matriceT̄ f (t). En se ŕeférantà [GV96], nous
savons qu’il existe une matriceRotH ∈ R2×2 compośee de rotations hyperboliques telle que :

(RotH)J(RotH)T = J et ∆∆∆RotH triangulaire inf́erieure. (5.147)

De même, pour toute rotation de GivensRotG [GV96] :

(RotG)I(RotG)T = I . (5.148)

La méthode de misèa jour d́evelopṕee dans ce paragraphe et adaptée de [PF89] consistèa
associer ces deux types de rotations au sein d’une unique matrice, nomḿeeRot, afin de les
appliquerà la matriceT̄ f (t) de telle sorte que leurs actions cumulées fournissent une matrice
triangulaire :

T̄ f (t)

[
RotH 0

0 RotG

]

︸ ︷︷ ︸

Rot

=

[
L11 0
L21 L22

]

(5.149)

avecL11 etL22 deux matrices triangulaires inférieures de dimension respective 2×2 etnx×nx.
Les relations liant ces matricesà celles composant̄T f sont obtenues en calculant :

T̄ f (t)

[
J 0
0 Inx

]

T̄T
f (t) =

T̄ f (t)Rot
[
J 0
0 Inx

]

RotT T̄T
f (t) =

[
L11 0
L21 L22

][
J 0
0 Inx

][
LT

11 LT
21

0 LT
22

]

. (5.150)
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Leségalit́es suivantes sont alors vérifiées :

∆∆∆(t)J∆∆∆T(t)+ΨΨΨT
f (t)L f (t)ΨΨΨ f (t) = L11JLT

11 (5.151)

L f (t−1)ΨΨΨ f (t) = L21JLT
11 (5.152)

L f (t−1) = L21JLT
21+L22LT

22. (5.153)

A partir, de l’expression (5.152) :

L21 = L f (t−1)ΨΨΨ f (t)L−T
11 J−1. (5.154)

Ainsi, avec (5.151), (5.154) et (5.138e), l’équation (5.153) devient :

L22LT
22 = L f (t−1)−L21JLT

21 = L f (t−1)−L f (t−1)ΨΨΨ f (t)K f (t) = λ 2L f (t). (5.155)

Donc :

L1/2
f (t) =

1
λ

L22. (5.156)

De plus :

K f (t) =
(
L11JLT

11

)−1ΨΨΨT
f (t)L

T
f (t−1) =

(
L11JLT

11

)−1
L11JLT

21 = L−T
11 LT

21 (5.157)

donc :
K f (t) =

(
L21L−1

11

)T
. (5.158)

L’algorithme complet devient alors :

gf (t) =
[

Rz+
f2

ξξξ (t)ξξξ (t) z+
f2
(t)
]

(5.159a)

∆∆∆(t) =





√

ξξξ T
(t)ξξξ (t) 0

− λ
√

ξξξ T(t)ξξξ (t)

λ
√

ξξξ T(t)ξξξ (t)



 (5.159b)

ΨΨΨ f (t) =
[

Rz+
f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1
(t)
]

(5.159c)

Trouver la matrice de rotationsRot telle que :
[

∆∆∆(t) ΨΨΨT
f (t)L

1/2
f (t−1)

0 L1/2
f (t−1)

]

Rot =

[
L11 0
L21 L22

]
(5.159d)

L1/2
f (t) =

1
λ

L22 (5.159e)

K f (t) =
(
L21L−1

11

)T
(5.159f)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(
g(t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)

K f (t) (5.159g)

Rz+
f1

ξξξ (t) = λRz+
f1

ξξξ (t−1)+z+
f1
(t)ξξξ T

(t) (5.159h)

Rz+
f2

ξξξ (t) = λRz+
f2

ξξξ (t−1)+z+
f2
(t)ξξξ T

(t). (5.159i)

Il sera d́esormais nomḿeEIVsqrtPM. Comme pŕećedemment, aucune contrainte n’est imposée
concernant l’initialisation. Utiliser des matrices proportionnellesà l’identité ou construites̀a
partir d’un bloc de cette dernière peut tout̀a fait être envisaǵe.
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Remarque 5.7.L’application de rotations hyperboliques au problème pŕećedent ńecessite de
vérifier queΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) poss̀ede la m̂eme signature queΛΛΛ(t), condition justi-
fiant sa d́ecompositionL11JLT

11. Pour cela, consid́erons de nouveau l’équation (5.140). En sup-
posant qu’̀a l’instant t−1 la matriceL f soit semi-d́efinie positive,ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)
peut s’́ecrire comme suit :

ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) =

[
−a b
b c

]

, (5.160)

où a=−ξξξ T
(t)

(

I −CT
z+

f1
ξξξ (t−1)L f (t)Cz+

f1
ξξξ (t−1)

)

ξξξ (t), b= λ +ξξξ T
(t)CT

z+
f1

ξξξ (t−1)L f (t)z+
f1
(t)

et c= z+
f1

T
(t)z+

f1
(t) réels positifs. La d́ecomposition suivante est alors valide :

ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) =

[ √
a 0

− b√
a

√

c+ b2

a

]

︸ ︷︷ ︸

L

[
−1 0
0 1

]




√
a − b√

a

0
√

c+ b2

a





︸ ︷︷ ︸

LT

. (5.161)

SiL f (t−1) est semi-d́efinie positive,ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t) a comme matrice signatureJ.

L’application des rotations hyperboliques dans de bonnes conditions est ainsi justifíee [PF89].

5.4.3.3 Choix de la variable instrumentale

De nombreuseśetudes sur le choix de la variable instrumentale ontét́e ŕealiśees dans divers
domaines líes au traitement du signal età l’automatique [WP67, Cai76, War77, SS83a, You84,
VSO95]. Certaines se sont plus particulièrement focaliśees sur l’influence de la variable instru-
mentale en identification hors ligne des sous-espaces [OV94, Gus97b, CV97, VWO97, Gus01].
C’est en particulier sur les travaux de Chou et Verhaegen [CV97]que s’articule la ŕeflexion
dévelopṕee dans ce paragraphe.

ũ−p (t− r) υυυ−p (t− r) w−p (t− r) ỹ−p (t− r) v−p (t− r)

ũ+
f (t) 0 0 0 0 0

υυυ+
f (t) 0 0 0 0 0

w+
f (t) 0 0 0 0 0

ỹ+
f (t) X X/0 X X 0

v+
f (t) 0 0 0 0 0

TAB . 5.4: Corŕelation entre les données d’entŕee-sortie futures et passées.

Puisque les donńees accessibles̀a la mesure sont de nature temporelle, le moyen le plus
simple pour construire une variable instrumentale fiable est d’utiliser des donńees d’entŕee-
sortie retard́ees [SVWW98]. Or, les seules variables accessiblesà la mesure sontu ety, donńees
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pouvant bieńevidemment̂etre bruit́ees. Il est donc ńecessaire d’étudier la corŕelation existant
entre les signaux passés et futurs mesurés afin de se concentrer sur les données riches en infor-
mation et d́ecorŕelées des perturbations. Pour cela, considérons les relations présent́ees dans le
tableau 5.4, òu r, f et p sont des entiers fix́es par l’utilisateur tels quef > nx, p > nx et tels
que la longueur de corrélation temporelle de la variable instrumentale soit supérieureà celle du
bruit. Analysons plus particulièrement le pire cas,à savoir des bruits blancs enυυυ , w etv.

Notre objectif est de trouver, parmi les données d’entŕee-sortie passées, celles qui peuvent
être utiliśees comme instruments. Supposons donc qu’à l’instant t nous ayons accès aux en-

sembles
{

ũ−p ,υυυ−p
}

,
{

ỹ−p ,w−p ,v−p
}

,
{

ũ+
f ,υυυ+

f

}

et
{

ỹ+
f ,w+

f ,v+
f

}

. Puisque nous n’étudions que

l’identification des proćed́es en boucle ouverte, les bruits futurs et les entrées futures sont
indépendantes des bruits, entrées et sorties passés. Au contraire, les sorties futures sont liées
aux entŕees et sorties passées mais sont non tributaires des bruits de mesure en sortie pasśes
v−p (t− r) puisque ces derniers sont supposés blancs. Un cas reste alorsà étudier : la d́ependance
vis-à-vis du bruit en entréeυυυ−p (t− r). Deux situations sont̀a consid́erer [CV97] :

– Si ũ est un bruit blanc de moyenne nulle,u−p ≡ {ũ−p ,υυυ−p } peutêtre utiliśee comme va-
riable instrumentale puisque celle-ci est décorŕelée des perturbations présentes et futures
et suffisamment corrélée avec̃y+

f . Elle permettra ainsi de fournir une estimation consis-
tante du propagateur.

– Si ũ n’est pas un bruit blanc, le résultat pŕećedent n’est plus v́erifié siυυυ 6= 0. Aucune solu-
tion propośee dans la litt́erature n’est,̀a notre connaissance, applicableà notre probl̀eme.
L’estimée obtenue dans ces conditions sera théoriquement asymptotiquement biaisée.

De cette simple analyse de corrélation d́ecoule donc la conclusion suivante : choisir comme
variable instrumentale une version retardée des entrées (mesuŕees) du proćed́e est la solution qui
fonctionnera dans la plus grande majorité des cas. Il est cependant fondamental d’être conscient
a priori que les estiḿees obtenues dans le cas où υυυ 6= 0 et ũ n’est pas un bruit blanc seront
inévitablement biaiśees.

5.4.4 Synth̀ese

Les paragraphes préćedents nous ont permis de présenter sept nouveaux algorithmes d’es-
timation de la matrice d’observabilité étendue du systèmeà mod́eliser. Ces techniques ont en
commun d’utiliser un oṕerateur lińeaire particulier : le propagateur. Elles se différencient ce-
pendant par un certain nombre de caractéristiques propres,̀a savoir :

– l’origine du vecteur d’observation utilisé ;
– la forme du crit̀ere optimiśe ;
– les outils et ḿethodes emploýes pour minimiser la fonction coût correspondante.
Ces sṕecificités sont regrouṕees au sein du tableau 5.5. Leur analyse permet de mettre en

évidence trois familles de ḿethodes :

Famille 1 : l’algorithmeRPM1 qui conduità des estiḿees consistantes si et seulement si les
perturbations agissant sur le procéd́e sont nulles :

Famille 2 : les algorithmesRPM2 etCOPM qui utilisent les matrices de covariance des obser-
vations estiḿees par les ḿethodesRPIPO (RPIPOim etRPIPOqr) ;

Famille 3 : les algorithmesCOIVPM, IVPM, EIVPM etEIVsqrtPM qui associent aux vecteurs
d’observation estiḿesà l’aide des techniquesROM (ROMim etROMqr) une variable instru-
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mentale permettant d’atténuer les effets des perturbations.

Nom Estimation dez+
f Critère Outil ou algorithme de minimisation

RPM1 ROM E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
Moindres carŕes ŕecursifs

RPM2 RPIPO

∥
∥
∥
∥
Rz+

f2
z+

f1
−PT

f Rz+
f1

∥
∥
∥
∥

2

F
Deux moindres carrés ŕecurisfs combińes

COPM RPIPO
t

∑
k=1

λ t−k

∥
∥
∥
∥
r i

z+
f2

z+
f1

(k)−PT
f (t)r

i
z+

f1

(k)

∥
∥
∥
∥

2

pour i ∈ [1,nx] Moindres carŕes ŕecursifs

COIVPM ROM
t

∑
k=1

λ t−k

∥
∥
∥
∥
r i

z+
f2

ξξξ (k)−PT
f (t)r

i
z+

f1
ξξξ (k)

∥
∥
∥
∥

2

pour i ∈
[
1,nξ

]
Variable instrumentale récursive

IVPM ROM

∥
∥
∥
∥
Rz+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)

∥
∥
∥
∥

2

F
Variable instrumentale récursive

EIVPM ROM

∥
∥
∥
∥
Rz+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)

∥
∥
∥
∥

2

F
Variable instrumentale récursivéetendue

EIVsqrtPM ROM

∥
∥
∥
∥
Rz+

f2
ξξξ (t)−PT

f (t)Rz+
f1

ξξξ (t)

∥
∥
∥
∥

2

F
Rotations hyperboliques et rotations de Givens

TAB . 5.5: Méthodes d’identification récursives des sous-espaces utilisant le propa-
gateur.

Uneétude pratique et th́eorique des principales propriét́es de ces algorithmes doit désormais
être meńee. C’est ce que nous réalisons dans la suite de ce manuscrit.

5.4.5 Propriétés asymptotiques de la ḿethode du propagateur

L’objectif de cette section est de présenter les premières analyses des propriét́es asympto-
tiques des ḿethodes d’identification récursives fond́ees sur le principe du propagateur. Cette
étude,̀a la fois th́eorique et exṕerimentale, repose sur un examen comparé des algorithmes utili-
sant le propagateur et le projecteur. Ce choix se justifie par le fait que le crit̀ere du projecteur, en
tout pointéquivalent au crit̀ere de Yang, possède des propriét́es asymptotiques connues [Yan96]
et qu’il constitue de fait une garantie de bon comportement.

5.4.5.1 Equivalence des crit̀eresPT et PM

Le premier ŕesultat mis eńevidence dans cette section concerne l’équivalence des critères
PT etPM. Ce dernier fait l’objet de la proposition suivante :

Proposition 5.2. Le critère du projecteur :

¯̄V(ΠΠΠ) = E

∥
∥
∥z+

f −ΠΠΠz+
f

∥
∥
∥

2
(5.162)

avec :

ΠΠΠ =

[
Inx

PT
f

]
(
Inx +Pf PT

f

)−1[
Inx Pf

]
(5.163)
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est une version pondérée du crit̀ere du propagateur :

J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
(5.164)

puisque :

¯̄V(Pf ) = E

∥
∥
∥

[

Iny f−nx−PT
f

(
Inx +Pf PT

f

)−1
Pf −

(
Inx +Pf PT

f

)−1
Pf

][

z+
f2
−PT

f z+
f1

]∥
∥
∥

2
.

(5.165)
De plus :

¯̄V(Pf ) = Tr
(

Rz+
f

)

−Tr

(

Rz+
f

[
Inx

PT
f

]
(
Inx +Pf PT

f

)−1[
Inx Pf

]
)

. (5.166)

La preuve de cette proposition est donnée ci-dessous.

Preuve :Supposons que le systèmeétudíe soit observable. Il existe alors une base telle que :

ΓΓΓ f =

[
Inx

PT
f

]

. (5.167)

PuisqueΓΓΓ f ∈ R
ny f×nx, ny f > nx est de rang plein, une factorisation QR réduite [GV96] peut luîetre

appliqúee :
[
Inx

PT
f

]

= Q̄R̄ (5.168)

avecQ̄ ∈ Rny f×nx et R̄ ∈ Rnx×nx. PuisqueR̄ est inversible :

[
Inx

PT
f

]

R̄−1 = Q̄. (5.169)

CommeQ̄ est une matrice orthogonale :

Q̄TQ̄ = R̄−T (Inx +Pf PT
f

)
R̄−1 = Inx (5.170)

et ainsi :
(
Inx +Pf PT

f

)
= R̄TR̄. (5.171)

Ceséquations permettent d’exprimer le projecteurΠΠΠ = Q̄Q̄T assocíe au sous-espace d’observabilité
comme une fonction du propagateurPf comme suit :

ΠΠΠ =

[
Inx

PT
f

]
(
R̄TR̄

)−1[
Inx Pf

]
. (5.172)

Ainsi, en utilisant la relation (5.171) :

ΠΠΠ =

[
Inx

PT
f

]
(
Inx +Pf PT

f

)−1[
Inx Pf

]
=






(

Inx +Pf PT
f

)−1 (

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf

PT
f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
PT

f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf




 . (5.173)

Il est alors possible d’écrire le crit̀ere :

¯̄V(ΠΠΠ) = E

∥
∥
∥z+

f −ΠΠΠz+
f

∥
∥
∥

2
(5.174)
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comme une fonction du propagateurPf :

¯̄V(Pf ) = E

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

[
z+

f1
z+

f2

]

−






(

Inx +Pf PT
f

)−1 (

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf

PT
f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
PT

f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf






[
z+

f1
z+

f2

]

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

= E

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






z+
f1
−
(

Inx +Pf PT
f

)−1
z+

f1
−
(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf z+

f2

z+
f2
−PT

f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
z+

f1
−PT

f

(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf z+

f2






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

.

(5.175)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle [GV96] au bloc
(

Inx +Pf PT
f

)−1
, le critère ¯̄V(Pf )

devient :

¯̄V(Pf ) = E

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥






Pf

(

Iny f−nx +PT
f Pf

)−1
PT

f z+
f1
−
(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf z+

f2

z+
f2
−PT

f z+
f1

+PT
f

[

Pf

(

Iny f−nx +PT
f Pf

)−1
PT

f z+
f1
−
(

Inx +Pf PT
f

)−1
Pf z+

f2

]






∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

.

(5.176)
De plus,à partir du ŕesultat obtenùa l’aide du lemme d’inversion matricielle, il est facile de montrer
que :

Pf
(
Iny f−nx +PT

f Pf
)−1

=
(
Inx +Pf PT

f

)−1
Pf . (5.177)

Ainsi :

¯̄V(Pf ) = E

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
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Inx +Pf PT
f
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PT
f z+

f1
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+PT
f
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Inx +Pf PT
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f1
−z+
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[

Iny f−nx−PT
f

(
Inx +Pf PT

f

)−1
Pf −

(
Inx +Pf PT

f

)−1
Pf

][

z+
f2
−PT

f z+
f1

]∥
∥
∥

2
.

(5.178)

Enfin, puisque :
¯̄V(ΠΠΠ) = Tr

(

Rz+
f

)

−Tr
(

Rz+
f
ΠΠΠ
)

(5.179)

et que :

ΠΠΠ =

[
Inx

PT
f

]
(
Inx +Pf PT

f

)−1[
Inx Pf

]
, (5.180)

le critère du projecteur peutêtreécrit comme suit :

¯̄V(Pf ) = Tr
(

Rz+
f

)

−Tr

(

Rz+
f

[
Inx

PT
f

]
(
Inx +Pf PT

f

)−1[
Inx Pf

]
)

. (5.181)

◭

La relation (5.165) indique que les critèresPM etPT sont fortement corŕelés. D’un point de
vue pratique, l’́equation (5.166) est cependant plus intéressante. Elle permet en effet de quan-
tifier l’effet des perturbations sur le biais d’estimation.C’est ce que nous mesurons au sein du
paragraphe suivant.

5.4.5.2 Ḿethode du propagateur sans variable instrumentale : biais asymptotique de
l’estimateur

Nous avons montré, au sein du paragraphe 5.4.1.3, que la version« classique» du propaga-
teur fournissait une estiḿee asymptotiquement biaisée en pŕesence de perturbations et ce, même
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au premier ordre (cf. equ. (5.99)). Ce n’est pas le cas du projecteur puisque, au premier ordre,
et lorsque la matrice de covariance du bruit est proportionnelle à l’identité :

Imcol(ΠΠΠ)∼= Imcol

(

U
s

)

(5.182)

où U
s

contient les vecteurs colonnes du sous-espace d’observabilit é.

Preuve :Par d́efinition du projecteur :

Imcol (ΠΠΠ) = Imcol (Us) (5.183)

où Us contient lesnx vecteurs propres dominants deRz+
f

:

Rz+
f

=
[
Us Ub

]
[

ΛΛΛs 0
0 ΛΛΛb

][
VT

s
VT

b

]

. (5.184)

Lorsque les donńees sont perturb́ees par un bruit blanc gaussien, cette matrice de covariancevérifie :

Rz+
f

= ΓΓΓ f RxΓΓΓT
f +σ2Iny f . (5.185)

Appliquonsà la DVP deRz+
f

une analyse des perturbations [FV98]. En posant :

M f = ΓΓΓ f RxΓΓΓT
f (5.186)

∆∆∆M f = σ2Inx, (5.187)

et en notant15 :

M f =
[
U

s
U

b

]
[

ΣΣΣ
s

0
0 ΣΣΣ

b

][
UT

s
UT

b

]

, (5.188)

la décomposition en valeurs singulières deM f , la relation suivante est vérifiée [FV98] :

Imcol (Us)
∼= Imcol

(

U
s
+U

b
UT

b
∆∆∆M f Us

ΣΣΣ−1
s

)

. (5.189)

Ainsi, puisque∆∆∆M f = σ2Inx :

Imcol (ΠΠΠ)∼= Imcol

(

U
s
+σ2U

b
UT

b
U

s
ΣΣΣ−1

s

)

. (5.190)

Or, comme :
UT

b
U

s
= 0 (5.191)

la relation (5.190) devient au premier ordre :

Imcol (ΠΠΠ)∼= Imcol

(

U
s

)

. (5.192)

Cette dernìereéquation montre que le projecteur n’est pas biaisé au premier ordre. ◭

Il est ńeanmoins int́eressant de quantifier l’altération des performances due au bruit en ap-
pliquant la version du propagateur sans variable instrumentale sur l’exemple suivant :

z+
f (t) =

[
1
2

]

x(t)+n+
f (t) (5.193)

où x etn+
f sont deux bruits blancs indépendants de variance respective 1 etσ2.
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FIG. 5.1: Histogrammes des estimées dePf en utilisantPM etPT.
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Une premìere étude, fond́ee sur une simulation de Monte Carlo (500échantillons, 1000
itérations), est ŕealiśee afin de comparer la distribution de l’estiméePf obtenue par les deux
approches pour différentes valeurs deσ2. Les histogrammes de la figure 5.1 montrent claire-
ment que, bien que l’erreur d’estimation du propagateur soit manifeste et que celle-ci augmente
avecσ2, les distributions obtenues avecPT et PM sont proches. Sur cet exemple, les estimées
obtenues avecPT etPM poss̀edent donc des propriét́es du second ordre très similaires.

La seconde analyse repose sur une quantification plus précise de l’alt́eration des perfor-
mances due au bruit. Nous mesurons l’impact du bruit sur l’estiméeP̂f en calculant, pour trois
valeurs deσ2, le critère ¯̄V(P̂f ) (cf. equ. (5.166)) normaliśe sachant que (cf. equ. (5.94)) :

P̂T
f =

2
1+σ2 . (5.194)

Les ŕesultats pŕesent́es dans le tableau 5.6 montrent que la perte de performance est assez faible,

Variance du bruitσ2
¯̄V(P̂f )− ¯̄V(Pf = 2)

¯̄V(Pf = 2)

0.01 0.008
0.05 0.0392
0.1 0.0768

TAB . 5.6: Comparaison des fonctions coût optimales obtenues avec le projecteur et
le propagateur.

puisque, m̂eme en pŕesence de bruit, le sous-espace estimé à partir du propagateur correspond,
relativement̀a la variance du bruit,̀a celui obtenu via le projecteur.

5.4.5.3 Consistance de la ḿethode du propagateur avec variable instrumentale

Bien que la ḿethode du propagateur sans variable instrumentale fournisse ńecessairement
une estiḿee asymptotiquement biaisée dePf , il est possible de v́erifier que la version avec
variable instrumentale est consistante quel que soit le nombre d’instruments utiliśes. En effet :

Proposition 5.3. Les algorithmes du propagateur avec variable instrumentale conduisent̀a des
estiḿees asymptotiquement non biaisées dePf si et seulement si :

– le syst̀emeétudíe est causal, asymptotiquement stable et observable ;
– l’entrée v́erifie la condition d’excitation persistante (cf. §3.3.5) ;
– la variable instrumentaleξξξ (t) et le bruitn(s) sont d́ecorŕelés pour tous t et s.

Preuve :Consid́erons le crit̀ere quadratique suivant :

JIV
(
P̂f
)

=

∥
∥
∥
∥
Rz+

f2
ξξξ − P̂T

f Rz+
f1

ξξξ

∥
∥
∥
∥

2

F
. (5.195)

15Rappelons que la matriceM f est syḿetrique.
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La solution au sens des moindres carrés d’une telle fonction côut est donńee par :

P̂T
f (t) = Rz+

f2
ξξξ (t)R−1

z+
f1

ξξξ (t) (5.196)

lorsquenξ = nz+f1
,

P̂T
f (t) = Rz+

f2
ξξξ (t)RT

z+
f1

ξξξ (t)

(

Rz+
f1

ξξξ (t)RT
z+

f1
ξξξ (t)

)−1

(5.197)

lorsquenξ > nz+f1
. Deux cas sont alors̀a consid́erer.

– Lorsquenξ = nz+f1
, puisque :

z+
f2
(t) = PT

f (t)z
+
f1
(t)+n+

f2
(t)−PT

f (t)n
+
f1
(t), (5.198)

il est facile de v́erifier que :

P̂T
f (t) =

(

1
t

t

∑
k=1

[

PT
f (t)z

+
f1
(k)+n+

f2
(k)−PT

f (t)n
+
f1
(k)
]

ξξξ T
(k)

)(

1
t

t

∑
k=1

z+
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(k)ξξξ T

(k)
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(

1
t

t

∑
k=1

z+
f1
(k)ξξξ T

(k)

)(

1
t

t

∑
k=1

z+
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(k)ξξξ T

(k)

)−1
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1
t

t

∑
k=1
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n+
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(k)−PT
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(k)
]

ξξξ T
(k)

)(

1
t

t

∑
k=1

z+
f1
(k)ξξξ T

(k)

)−1

.

(5.199)

En supposant que la variable instrumentale soit décorŕelée du bruitn+
f et que le signal d’entrée

soit suffisamment riche pour queRz+
f1

ξξξ soit inversible, l’estimation du propagateur est consis-

tante puisque :
P̂T

f (t) = PT
f (t) (5.200)

– Lorsquenξ > nz+f1
, la relation (5.197) s’́ecrit :
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(5.201)

L’estimation du propagateur est alors consistante si les conditions pŕećedentes sont v́erifiées.
◭
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5.4.5.4 Propríetés du second ordre de la ḿethode du propagateur avec variable instru-
mentale

Le paragraphe préćedent nous a permis de montrer que les versions du propagateur avec
variable instrumentale conduisentà des estiḿees asymptotiquement non biaisées dePf (et donc
du sous-espace d’observabilité). L’introduction d’une variable instrumentale a donc permis de
rendre les algorithmesIVPM et EIVPM équivalents (au premier ordre) aux méthodes fond́ees
sur le crit̀ere de Yang. Malheureusement, l’étude des propriét́es du second ordre des estima-
teurs baśes surIVPM et EIVPM n’est pas si aiśee, et, actuellement, l’unique caution que nous
puissions apporter repose sur une simulation de Monte Carlo.Pour cela, nous considérons de
nouveau le système :

z+
f (t) =

[
1
2

]

x(t)+n+
f (t) (5.202)

où n+
f est d́esormais obtenùa l’aide de l’́equation suivante :

n+
f (t +1) = 0.5n+

f (t)+e+
f (t) (5.203)

où e+
f est un bruit blanc gaussien de variance 0.1. Le propagateur est estiḿe en utilisant les

algorithmesIVPM et IVPT. La variable instrumentale est une version filtrée de la śequence
x. Après 1000 it́erations de 200́echantillons chacune, les histogrammes des distributionsdes
estiḿees sont traćes. Il est alorśevident (cf. fig. 5.2) que les deux approches sontéquivalentes.
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FIG. 5.2: Histogrammes des estimées dePf en utilisantIVPM etIVPT.

5.4.6 Complexit́e numérique des algorithmes d’estimation de la matrice
d’observabilit é

L’un des objectifs majeurs des techniques récursives d’identification est de pouvoir mettreà
jour le mod̀ele du proćed́e au cours de son utilisation,à chaque fois que de nouvelles données
sont mesuŕees. Cette contrainte nécessite donc que chaque itération des algorithmes proposés
dure le moins de temps possible afin d’être applicable, en temps réel, sur des proćed́es rapides.
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Afin de s’assurer que les ḿethodes d́evelopṕees jusqu’ici v́erifient cette condition, il est essen-
tiel de comparer les complexités des algorithmes présent́es au sein de ce manuscrit. Le problème
de miseà jour du vecteur d’observation a déjà ét́e étudíe dans le paragraphe 5.3.3. Nous nous
intéressons donc ici uniquement aux algorithmes d’estimationrécursive de la matrice d’obser-
vabilité. Nouśetudierons plus préciśement la complexit́e cumuĺee de ces deux́etapes au sein du
paragraphe 5.5.

Algorithme Complexit́e

COPAST 2(ny f )2 +3nxny f +2n2
x +nx

COPASTd 2(ny f )2 +3nxny f +nx

COIVPAST nξ ny f +3nxny f +2n2
x +nx

COIVPASTd nξ ny f +3nxny f +nx

Yanggrad 3nx(ny f )2 +2(ny f )2

EIVPAST 2nξ ny f +2nξ nx +5nxny f +nξ +4n2
x +8nx

UDPAST 6nxny f +4n2
x +2nx

IVPT (ny f )3 +nξ (ny f )2 +2nx(ny f )2 +nξ ny f −2nxny f −ny f

COPM 2(ny f )2 +2nxny f +nx

COIVPM nξ ny f +2nxny f +nx

RPM2 4nxny f +2nx

EIVPM 2nξ ny f +4nxny f +nxnξ +nξ +8nx

EIVsqrtPM 2nξ ny f +4nxny f +nξ +2nx(nx +3)3

TAB . 5.7: Comparaison des complexités nuḿeriques de plusieurs algorithmes d’es-
timation ŕecursive de la matrice d’observabilité.

La premìere phase de cette analyse consisteà calculer le nombre de multiplications utilisées
par chaque algorithme d’estimation récursive de la matrice d’observabilité expośe au sein de
ce manuscrit16. Les ŕesultats de ces calculs sont présent́es dans le tableau 5.4.6. La première
constatation qui ŕesulte de cette comparaison est que la gamme des complexités est assez large.
La plus faible est en effetO (4nxny f ) (RPM2), la plusélev́eeO

(
(ny f )3

)
(IVPT). Une analyse

un peu plus approfondie permet de regrouper ces algorithmesen trois familles :
– les algorithmes dont le coût nuḿerique est proportionnelàny f : UDPAST etRPM2 ;
– les algorithmes dont le coût nuḿerique est proportionnelà (ny f )2 : COPAST, COPASTd,
COIVPAST,COIVPASTd,COPM,COIVPM,EIVPAST,EIVPM,EIVsqrtPM etYanggrad ;

– les algorithmes dont le coût nuḿerique est proportionnelà (ny f )3 : IVPT.
Ce regroupement a nécessit́e de supposer quenξ = ny f . Ce choix se justifie en pratique

puisque :

16A titre de comparaison, la décomposition en valeurs singulières utiliśee par l’algorithmeOrdinary MOESP
demande environnyn2

u f 3 multiplications et celle de l’algorithmePI/PO MOESP nξ pn2
y f 2.



134 Adaptation de la méthode du propagateurà l’identification r écursive des sous-espaces

– en r̀egle ǵeńerale, les instruments composant la variable instrumentale sont des donńees
d’entŕee ou de sortie retardées doncnξ

∼= nyp ;
– par souci de simplicité, on choisit habituellementp = f .
Une analyse simplifíee de ces résultats indique que les algorithmes les plus intéressants d’un

point de vue calculatoire sont ceux formant la première famille. Il est cependant important de
pond́erer cette première conclusion puisque :

– les algorithmesUDPAST etRPM2 utilisent la matrice des observationsz+
f z+

f
T dont l’es-

timation (cf. §5.3.2) demande un nombre de multiplicationssuṕerieurà celle du vecteur
d’observation bruit́e (cf. §5.3.1) ;

– les algorithmesCOIVPAST, COIVPASTd, COIVPM, EIVPAST, EIVPM et EIVsqrtPM
font au contraire directement appel au vecteur d’observation dont le calcul demande un
coût nuḿerique plus faible.

Cette premìere analyse ńecessite donc d’être compĺet́ee par unéetude combińee des deux
phases des algorithmes d’identification proposés.

5.5 Complexit́e numérique des algorithmes d’identification
r écursive : uneétude de cas

Bien que nous ayons calculé les complexit́es th́eoriques de toutes les méthodes proposées
pour estimer ŕecursivement le vecteur d’observation et la matrice d’observabilité (cf. §5.3.3
et 5.4.6), l’analyse directe du regroupement de ces valeursn’est pas une chose facile. Nous
proposons donc de les comparer sur un exemple de simulation simple : un syst̀eme monovariable
d’ordre 2 d́efini comme suit [MLL04] :

x(t +1) =

[
0.7 0
0 −0.5

]

x(t)+

[
2
1

]

ũ(t)+w(t) (5.204a)

ỹ(t) =
[
1 2

]
x(t)+0.05ũ(t) (5.204b)

u(t) = ũ(t)+υ(t) (5.204c)

y(t) = ỹ(t)+
1

1+0.8q−1e(t). (5.204d)

L’entrée non bruit́ee ũ est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance unitaire
contamińee par un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance0.1. Les bruits de
proćed́e et de mesurew et e sontégalement deux bruits blancs gaussiens de moyenne nulle et
de variance 0.1.

Trois études successives vontêtre ŕealiśees afin de comparer les différentes techniques d’es-
timation expośees au sein de ce manuscrit. Il est essentiel de préciser que tous les algorithmes
utilisés ont fourni des estiḿees de la matrice d’observabilité du syst̀eme proches des vraies
valeurs.

La premi ère partie de cetteétude concerne l’étape d’estimation du vecteur d’observation.
Pour cela, prenons comme variable instrumentale :

ξ =






u(t− p)
...

u(t−1)




 (5.205)
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et fixons les param̀etres suivants :

nu = 1 (5.206)

ny = 1 (5.207)

nx = 2 (5.208)

f = p = 8. (5.209)

Les complexit́es th́eoriques des algorithmes d’estimation des vecteurs d’observation sont
présent́ees dans le tableau17 5.8. Ces premiers chiffres indiquent que, sur cet exemple,

Algorithme Complexit́e (nombre de multiplications) Complexité adimensionńee
ROMim 264 1
RPIPOim 656 2.34
ROMqr 432 1.74
RPIPOqr 1120 4.32

TAB . 5.8: Complexit́es th́eoriques et pratiques des algorithmes d’estimation du vec-
teur d’observation.

les algorithmes fond́es sur la misèa jour des factorisations QR des schémas d’identifica-
tionOrdinary MOESP etPI/PO MOESP nécessitent deux fois plus de multiplications
que leurs homologues utilisant le lemme d’inversion matricielle. Ceci se v́erifie en pra-
tique (cf. tab. 5.8) puisque, en appliquant 100 fois de suiteces quatre algorithmes sur
2000 donńees d’entŕee-sortie, il faut environ deux fois moins de temps pour réaliser cette
opération avecROMim (resp.RPIPOim) qu’avecROMqr (resp.RPIPOqr).

La deuxièmeétape de cettéetude concerne la phase d’estimation de la matrice d’observabi-
lit é. En appliquant de nouveau un tirage de Monte Carlo et en analysant conjointement
les valeurs th́eoriques calculées et les complexités pratiques mesurées (cf. tab. 5.9), nous
pouvons conclure que :
– les classements des algorithmes sont identiques en pratique et en th́eorie bien que cer-

taines proportions ne soient pas respectées ;
– dans tous les cas, les algorithmes fondés sur le propagateur sont plus rapides que leurs

homologues directes utilisantPAST ;
– la robustesse nuḿerique apport́ee parEIVsqrtPM se paye au d́etriment d’un complexit́e

numérique bien suṕerieureàEIVPM.
La derni ère phase de cette analyseconsistèa comparer les complexités nuḿeriques de toutes

les techniques récursives des sous-espaces présent́ees dans ce rapport en cumulant le
nombre de multiplications ńecessaires̀a chacune des deuxétapes les composant. Par souci
d’homoǵeńeité et afin de ne pas multiplier les combinaisons d’algorithmes, il a ét́e d́ecid́e
de n’utiliser que les ḿethodesROMqr etRPIPOqr pour estimer le vecteur d’observation.
Ces techniques peuventêtre en effet consid́eŕees comme des algorithmes de référence
[VD91, LV98, Lov98, LGV00, MLL04].

Cette comparaison montre que :

17Le calcul des complexités adimensionńees est ŕealiśe en prenant comme référence le plus petit coût nuḿerique.
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Algorithme Complexit́e th́eorique Complexit́e pratique adimensionnée
COPAST 186 1.45
COPASTd 178 1.42
COPM 162 1.31

COIVPAST 122 1.19
COIVPASTd 114 1.15
COIVPM 98 1.08
EIVPAST 280 2.53
EIVPM 232 2.23

EIVsqrtPM 700 7.77
UDPAST 116 1.17
RPM2 90 1
IVPT 1304 10.9

Yanggrad 512 7.11

TAB . 5.9: Comparaison des complexités pratiques et th́eoriques de plusieurs algo-
rithmes d’estimation ŕecursive de la matrice d’observabilité.

– la combinaison la plus rapide estCOIVPM+ROMqr ;
– à l’inverse, la plus lente estIVPT+ROMqr ;
– à l’exception de cette dernière combinaison, les algorithmes les plus rapides sont ceuxqui

utilisent le vecteur d’observation obtenuà l’aide deROMqr ;
– la phase d’estimation du vecteur d’observation est, en règle ǵeńeral, l’étape dominante

dans le calcul des complexités nuḿeriques.

Remarque 5.8.La position relative de l’algorithmeEIVsqrtPM+ROMqr vis-à-vis des autres al-
gorithmes est diff́erente en pratique et en théorie. Cette particularit́e est vraisemblablement due
à notre impĺementation des rotations de Givens utilisées parEIVsqrtPM (appels de fonctions).

Cette premìereétude pratique indique que, d’un point de vue coût calculatoire, l’algorithme
le plus int́eressant estCOIVPM assocíe àROM. Ces diff́erentes exṕeriences nous ont permis de
constater que, sur cet exemple, ilétait possible d’atteindre des fréquences d’échantillonnage de
l’ordre18 de 5kHz. Il faut cependant poursuivre cette analyse enétudiant la consistante et la fia-
bilit é des estiḿees fournies par ces différentes ḿethodes. Cet approfondissement sera dévelopṕe
au sein du chapitre 6.

5.6 Estimation des matrices d’́etat

L’estimation ŕecursive d’une base de la matrice d’observabilité n’est pas une fin en soi. L’ob-
jectif des ḿethodes ŕecursives des sous-espaces est en effet d’estimer en ligne une repŕesentation
d’état du syst̀eme, i.e. de mettrèa jour, à chaque nouvelle acquisition, les matrices d’état du
proćed́e. Il est donc ńecessaire de proposer des algorithmes récursifs d’estimation des matrices
d’état. Puisque les ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces proposées au sein de

18Cette valeur est bieńevidemment relative aux capacités de l’ordinateur employé. Pour notre part, nous avons
utilisé un Pentium IV 2.4GHz avec 512Mo de RAM.
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Algorithme Complexit́e th́eorique Complexit́e pratique adimensionnée
COPAST+RPIPOqr 1306 2.16
COPASTd+RPIPOqr 1298 2.15
COPM+RPIPOqr 1282 2.13

COIVPAST+ROMqr 554 1.06
COIVPASTd+ROMqr 546 1.05
COIVPM+ROMqr 530 1
EIVPAST+ROMqr 712 1.47
EIVPM+ROMqr 644 1.38

EIVsqrtPM+ROMqr 1132 3.07
UDPAST+RPIPOqr 1236 2.11
RPM2+RPIPOqr 1210 2.08
IVPT+ROMqr 1736 4.07

Yanggrad+RPIPOqr 1632 3.92

TAB . 5.10: Comparaison des complexités pratiques et th́eoriques de plusieurs algo-
rithmes d’estimation ŕecursive des sous-espaces.

ce manuscrit (et dans la littérature) ne cherchent en aucun casà estimer le vecteur d’état du
syst̀eme, les techniques permettant d’avoir accès en ligne aux matrices d’état du syst̀eme uti-
lisent exclusivement la matrice d’observabilité estiḿee et les donńees d’entŕee-sortie mesurées.
Deuxétapes conśecutives sont ainsi d́evelopṕees :

1. Comme dans le cas hors ligne, l’estimation des matricesA etC est ŕealiśee en utilisant la
propríet́e d’A-invariance deΓΓΓ f :

Ĉ = Γ̂ΓΓ f (1 : ny, :) (5.210)

Â =
{

Γ̂ΓΓ↑f
}†

Γ̂ΓΓ↓f . (5.211)

2. La miseà jour des matriceŝB et D̂ est obtenuèa partir de l’erreur de simulation :

y(t) =
t−1

∑
k=0

ĈÂt−k−1B̂u(k)+ D̂u(t)+n(t) (5.212)

qui peutêtre facilement ŕecriteà l’aide de la ŕegression lińeaire suivante (cf. §3.3.4.2) :

y(t) = φφφT(t)ηηη +n(t) (5.213)

où :

φφφT(t) =
[
φφφT

1 (t) φφφT
2 (t)

]
=
[
uT(t)⊗ Iny −

(

∑t−1
k=0uT(k)⊗ ĈÂt−k−1

)]
(5.214)

ηηη =

[
vec(D)
vec(B)

]

. (5.215)

Sachant de plus que [McK95] :

φφφT
2 (t) = φφφT

2 (t−1)
(
Inu⊗ Â

)
+
(
uT(t−1)⊗ Ĉ

)
. (5.216)
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L’estimation du vecteur de paramètresηηη peut alorŝetre ŕealiśee en utilisant, par exemple,
un moindre carŕe ŕecursif classique. L’application de la méthode de la variable instru-
mentale ŕecursive peut́egalement̂etre envisaǵee puisque, th́eoriquement, le bruit et le
régresseur sont asymptotiquement décorŕelés [Gus97a].

Ces étapes possèdent respectivement des complexités enO
(
ny f n2

x

)
et O

(
n3

u(nx +ny)
3
)

[Lov98].

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, de nouveaux algorithmes d’identificationrécursive des sous-espaces ont
ét́e d́evelopṕes. Ces derniers se décomposent en troiśetapes conśecutives :

1. la misèa jour du vecteur d’observationà chaque nouvelle acquisition de données d’entŕee-
sortie ;

2. l’estimation d’une base de la matrice d’observabilité en mettant̀a jour ŕecursivement un
opérateur lińeaire particulier nomḿe propagateur ;

3. l’estimation des matrices d’état du syst̀eme.

Toutes ces techniques ont en commun d’être fond́ees sur l’adaptation, au problème d’iden-
tification ŕecursive, d’une ḿethode particulìere de traitement d’antennes : la méthode du propa-
gateur. Cet ajustement, combiné à l’introduction d’une variable instrumentale, permet d’éviter
d’utiliser une d́ecomposition en valeurs singulières pour śeparer le sous-espace bruit du sous-
espace signal dans un contexte stochastique. Deux hypothèses sont ńecessaires pour estimer de
manìere consistante la matrice d’observabilité du syst̀eme :

– connâıtrea priori l’ordre du syst̀eme ;
– identifier un syst̀eme stable.
Ces dernìeres sont en effet essentiellesà la construction des critères quadratiques, sans

contrainte et sans approximation utilisés pour estimer le propagateur. Uneétude des premières
propríet́es asymptotiques de ces algorithmes a montré que la ḿethode du propagateur avec va-
riable instrumentaléetait consistante si et seulement si :

– le syst̀emeétudíe est causal, asymptotiquement stable et observable ;
– l’entrée v́erifie la condition d’excitation persistante ;
– la variable instrumentaleξξξ (t) et le bruitn(s) sont d́ecorŕelés pour toust ets.
Cette analyse áegalement permis de révéler, tout au moins sur un exemple, que les propriét́es

du premier et du second ordre de la méthode du propagateur avec variable instrumentale sont
équivalentes̀a celles des techniques utilisant l’approche de Yang. Une analyse compaŕee de la
complexit́e des algorithmes a finalementét́e expośee. Cette dernière d́emontre que les ḿethodes
utilisant le propagateur sont, dans leur globalité, plus rapides que leurs homologues utilisant
l’approximationPAST.

Bien que plusieurs exemples de simulation aient déjà ét́e pŕesent́es dans ce chapitre, il est
important de proposer au lecteur une analyse critique des performances des techniques d’iden-
tification ŕecursive fond́ees sur le propagateurà la fois sur des exemples de simulation plus
complexes maiśegalement sur des données ŕeelles. Ce travail est exposé au sein du chapitre
suivant.
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Les études de complexité ŕealiśeesà la fin du chapitre 5 (cf. §5.4.6 et 5.5) ont permis
de mettre en avant le faible coût calculatoire des algorithmes fondés sur le propagateur. Ces
méthodes pŕesentent́egalement des qualités th́eoriques int́eressantes puisqu’elles reposent ex-
clusivement sur des critères quadratiques, sans contrainte et sans approximation.Bien que ces
nombreux b́eńefices les conduisent naturellementàêtre consid́eŕees comme une très bonne alter-
native aux techniques récursives de sous-espaces utilisant le critère de Yang et ses dérivées (cf.
chapitre 4), il est fondamental de vérifier que ces algorithmes fournissent des estimées tout au
moins aussi fiables que celles obtenues en appliquant les méthodes d’identification employant
l’approximationPAST. Ce chapitre a pour objectif de mettre enévidence les performances des
techniques d’estimation récursive utilisant le propagateur. L’approche envisagée repose sur :

– uneétudeà l’aide de donńees simuĺees ;
– une analyse sur données ŕeelles (syst̀eme ḿecanique et́electronique).

Ces examens vont ainsi permettre :

– de comparer les algorithmes d’identificationPAST etPM ;
– de caract́eriser l’influence des param̀etres de constructionnx, λ , f et p nécessaires̀a toute

méthode d’identification ŕecursive des sous-espaces ;
– de mettre eńevidence les capacités de poursuite de ces techniques adaptatives.
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6.1 Exemples de simulation

Consid́erons le syst̀eme lińeaire, causal et invariant d’ordre 3 suivant1 :

x(t +1) =





0.8 −0.4 0.2
0 0.3 −0.5
0 0 0.5



x(t)+





0 0
0 −0.6

0.5 0



 ũ(t)+





0.055
0.04
0.045



v(t) (6.1a)

ỹ(t) =

[
0.5 0.5 0
0 0 1

]

x(t)+

[
0.025
0.03

]

w(t) (6.1b)

u(t) = ũ(t)+υυυ(t) (6.1c)

où ũ ∈ R2×1 et ỹ ∈ R2×1 sont les entŕees et sorties du système sans bruit de mesure,w le bruit
d’état du syst̀eme et{υυυ ,v} les bruits de mesure en entrée et en sortie du procéd́e (cf. fig. 6.1).

+

+υυυ(t) u(t)

ũ(t) Syst̀eme ỹ(t) y(t)

v(t)w(t)

FIG. 6.1: Repŕesentation sch́ematique du systèmeétudíe.

L’objectif de cette section consisteà mettre eńevidence les performances des algorithmes
fondés sur le propagateur (désigńes par l’acronymePM dans la suite de ce chapitre) en appli-
quant ces derniers̀a l’exemple de simulation d́ecrit pŕećedemment. Plusieurs situations vontêtre
successivement examinées :

– la premìereétape se compose d’uneétude comparée des techniquesPM et des ḿethodes
d’identification reposant sur l’approximationPAST (cf. §4.3) ;

– la deuxìeme phase de l’étude a pour objet l’analyse de l’influence des paramètres de
constructionf , p, nx et λ sur la fiabilit́e des estiḿees des algorithmesPM ;

– un examen des capacités de poursuite des techniquesPM est finalement proposé en les
appliquant̀a trois versions lentement variantes du procéd́e (6.1).

6.1.1 Étude d’un syst̀eme invariant. Comparaison des algorithmes

Afin de valider les capacités des algorithmesPM, il est ńecessaire de les confronterà d’autres
techniques ŕecursives des sous-espaces. Lesétudes propośees dans la litt́erature montrent que
les ŕesultats les plus intéressants ont́et́e obtenus, jusqu’à aujourd’hui,à l’aide des ḿethodes
utilisant l’approchePAST [Lov98, Gus99, LPV01, ONVV01, OK02]. Il semble donc essentiel
de comparer les estiḿees produites par ces deux classes d’algorithmes d’identification ŕecursive.

1Ce syst̀eme áet́e initialement propośe par H. Oku [OK99]. Il est complét́e par un bruit de mesure en entréeυυυ .
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6.1.1.1 Donńees d’entŕee-sortie et param̀etres

Consid́erons donc le système (6.1) tel que :
– l’entrée non bruit́eeũ, le bruit d’étatw et le bruit de mesure en sortiev soient des bruits

blancs gaussiens de moyenne nulle et de variance unitaire ;
– le bruit de mesure en entréeυυυ soit un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de va-

riance2 égaleà 0.1.
Ces perturbations sont relativement faibles puisqu’elles correspondent̀a un rapport signal

sur bruit de 46dB. Les signaux d’entŕee choisis permettent quantà eux de s’assurer que la
condition d’excitation persistante [Lju99] ainsi que les contraintes d́ecrites dans le paragraphe
5.4.3.3 pour la construction de la variable instrumentale soient v́erifiées. Supposons de plus que
nous ayons accèsa priori à l’ordre du syst̀eme3. Trois param̀etres doivent alorŝetre choisis :

– l’indice p ;
– l’indice f ;
– le facteur d’oubliλ .
Les indicesp et f doivent v́erifier la condition suivante :

p > nx et f > nx (6.2)

pour assurer, par exemple, que rang
(
ΓΓΓ f
)
≥ nx. Ces indices ne doivent cependant pasêtre trop

élev́es afin de ne pas excessivement augmenter le temps de calcul. Nous poserons donc :

p = f = 8, (6.3)

les conditions pŕećedenteśetant ainsi v́erifiées. Le facteur d’oubli est quantà lui choisi pour
oublier la phase initiale d’estimation4 puis conserver au maximum les informations acquises
sur le proćed́e. Rappelons en effet que le systèmeétudíe est stationnaire. Un facteur d’oubli tout
à fait adapt́e à ce type de problématique est (cf. §2.3.1.1) :

λ (t) = min
{

λ0λ (t−1)+1−λ0,λ f inal
}

. (6.4)

Nous posons alors :

λ0 = 0.99 (6.5)

λ (0) = 0.99 (6.6)

λ f inal = 0.9995. (6.7)

La valeur finale est alors atteinte après 300 it́erations. Une fois ces paramètres fix́es, il est
nécessaire de choisir une variable instrumentale. Comme nousl’avons vu dans le paragraphe
5.4.3.3, śelectionner comme instruments des entrées bruit́ees pasśees :

ξξξ =






u(t− p)
...

u(t−1)




 (6.8)

se ŕevèleêtre un choix tout̀a fait appropríe à notre probl̀eme d’estimation.
2Remarquez que les bruits d’état et de sortie sont filtrés par des matrices dont les composantes sont 10 fois plus

faibles que celles des autres matrices. Par souci d’homogéńeité, puisque le bruit de mesure en entrée est appliqúe
directement, il est ńecessaire de fixer la variance deυυυ à 0.1.

3Une analyse exṕerimentale de l’influence d’une surestimation et d’une sous-estimation de ce param̀etre sera
expośee dans la suite de ce paragraphe.

4Les matrices d’́etat initiales seront choisies totalement au hasard.
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6.1.1.2 Analyse comparative

Les ḿethodes d’identification récursive des sous-espaces sont composées de deux grandes
étapes (cf. §5.2) :

– l’estimation ŕecursive du vecteur d’observation ;
– la miseà jour de la matrice d’observabilité.

Bien que ces deux phases soient intimement liées, il est int́eressant d’́etudier l’influence de
chacune d’entre-elles. Une analyse sépaŕee de ces deux́etapes d’estimation est donc proposée
au sein des deux paragraphes suivants.

Algorithmes de mise à jour du vecteur d’observation Nous avons vu, tout au long de
ce manuscrit, qu’il existait un grand nombre de méthodes ŕecursives des sous-espaces et que
les combinaisons deśetapes« miseà jour du vecteur d’observation» / « estimation de la ma-
trice d’observabilit́e» étaient tr̀es nombreuses. La première phase de cettéetude consiste donc
à comparer la fiabilit́e des estiḿees du vecteur d’observation obtenues par miseà jour des
décompositions QR des schémas d’identificationOrdinary MOESP et PI/PO MOESP (cf.
§5.3.1.2 et 5.3.2.2)̀a celles produites en utilisant le lemme d’inversion matricielle (cf. §5.3.1.1
et 5.3.2.1). Puisqu’il est difficile de comparer directement les vecteurs d’observation estimés,
l’orientation choisie consistèa utiliser, dans chaque cas, un algorithme d’estimation de la ma-
trice d’observabilit́e commuǹaROMqr etROMim (resp.RPIPOqr etRPIPOim) puis de comparer
le résultat final, i.e. le mod̀ele de proćed́e estiḿe. Consid́erons donc successivement les couples
EIVPM+ROMqr, EIVPM+ROMim, RPM2+RPIPOqr etRPM2+RPIPOim et comparons les deux̀a
deux (cf. fig. 6.2 et 6.3). Par souci d’homogéńeité, les matrices initiales, dont les composantes
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FIG. 6.2: Comparison des algorithmesROMim etROMqr.

sont calcuĺees au hasard̀a l’aide la fonctionrandn de Matlab sous la contrainte d’avoir un
mod̀ele d’́etat initial stable, sont communes aux pairesEIVPM+ROMqr etEIVPM+ROMim (resp.
RPM2+RPIPOqr et RPM2+RPIPOim). Les ŕesultats sont illustŕes dans chaque casà l’aide des
traćes suivants :

– les p̂oles estiḿesà partir de la matrice d’état du mod̀ele ;
– l’angle entre la matrice d’observabilité th́eorique et la matrice d’observabilité construite

à partir des matricesA etC estiḿees.
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FIG. 6.3: Comparaison des algorithmesRPIPOim etRPIPOqr.

Le premier enseignement que nous pouvons tirer de ces figuresest que les quatre tech-
niques d’estimation analysées produisent des estimées fiables du vecteur d’observation puisque
les p̂oles calcuĺes par les quatre couples d’algorithmes convergent vers lesvaleurs th́eoriques. Il
est cependant intéressant de constater que les estimées obtenues en appliquant les algorithmes
fondés sur la misèa jour des d́ecompositions QR des schémas d’identificationOrdinary et
PI/PO MOESP sont ĺeg̀erement plus rapides̀a converger que celles calculées en utilisant le
lemme d’inversion. Ceci est particulièrement flagrant sur les tracés des angles entre matrices
d’observabilit́e. Il faut en effet, en moyenne, 800échantillons pour que les angles obtenus avec
ROMim et RPIPOim prennent de valeurśequivalentes̀a celles estiḿeesà l’aide des ḿethodes
ROMqr etRPIPOqr. Ce ŕesultat áet́e confirḿe à l’aide d’un tirage de Monte Carlo (100 paires
de donńees d’entŕee-sortie de 5000́echantillons chacune couplées̀a 100 initialisations aléatoires
des matrices d’état). Sur cet exemple de simulation, les techniques utilisant les rotations de Gi-
vens conduisent donc plus rapidementà des estiḿees fiables du vecteur d’observation. Cette
caract́eristique, associéeà une robustesse numérique d́emontŕee, laissent̀a penser que les algo-
rithmesROMqr etRPIPOqr sontà privilégier malgŕe un côut calculatoire suṕerieur (cf. §5.3.3).
Dans la suite de cettéetude comparative, ces méthodes seront donc exclusivement appliquées
pour estimer le vecteur d’observation. Il est en effet nécessaire d’étudier la vitesse de conver-
gence des techniques d’estimation récursive de la matrice d’observabilité. Or, pouréviter de
cumuler les temps de convergence des deuxétapes d’identification, il est essentiel d’utiliser les
algorithmes de misèa jour du vecteur d’observation les plus rapides.

Algorithmes d’estimation r écursive de la matrice d’observabilit́e Cette seconde phase
d’étude concerne l’étape d’estimation de la matrice d’observabilité. L’objectif de cette analyse
réside dans la comparaison des performances des algorithmesrécursifs utilisant l’approximation
PAST et le propagateur. Cinq cas vontêtre ainsi successivement considéŕes :

– une analyse comparée des algorithmesEIVPAST, EIVPM etEIVsqrtPM ;
– une comparaison des méthodesUDPAST etRPM2 ;
– uneétude des techniquesCOPAST etCOPM ;
– un examen des algorithmesCOIVPAST etCOIVPM ;
– une confrontation des ḿethodesCOPASTd etCOPM.
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Ce classement est légitimé par le fait que, dans chaque cas, l’architecture des algorithmes
propośes est commune aux deux approches examinées.
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FIG. 6.4: Comparaison des algorithmesEIVPAST, EIVPM etEIVsqrtPM.

Consid́erons donc, dans un premier temps, les techniquesEIVPAST, EIVPM etEIVsqrtPM
et traçons respectivement lesévolutions, au cours de la récursion, des p̂oles calcuĺesà partir de
la matrice d’́etat du mod̀ele estiḿe et des angles entre matrice d’observabilité th́eorique et ma-
trices d’observabilit́e estiḿees (cf. fig. 6.4). Le premier constat est que les trois méthodes sont
capables de modéliser efficacement la dynamique du système dans un contexte bruité puisque
les p̂oles estiḿes convergent vers les pôles du proćed́e identifíe. Il estégalement manifeste de
noter que les courbes de la figure 6.4 sont pratiquement superpośees. Un zoom sur les 120
premierséchantillons des angles entre matrices d’observabilité (cf. fig. 6.5) indiquent cepen-
dant quelques diff́erences dans la phase initiale d’estimation. Ces constatations renforcent les
remarques faites dans les chapitres 4 et 5 ainsi que les résultats obtenus dans l’étude de cas du
paragraphe 5.4.5.4 :

– Les premìeres it́erations des algorithmes exploitant l’approximationPAST conduisent̀a
un sous-espace différent de celui qui serait obtenu en utilisant la fonction coût originelle
de Yang. La matrice d’observabilité estiḿee est par conséquent distincte de la matrice
théorique. Cette diff́erence s’estompe au cours de la récursion puisque les estimées ob-
tenues avecEIVPAST rejoignent celles fournies parEIVPM et EIVsqrtPM apr̀es 200
itérations.

– Les techniques fondées sur le crit̀ere de Yang (ou une approximation de ce dernier) uti-
lisant une variable instrumentale et celles basées sur le propagateur associé également
à une variable instrumentale possèdent des propriét́es du premier et du second ordre
équivalentes.

Ces ŕesultats sont confirḿes par l’analyse comparée des ḿethodesUDPAST et RPM2 (cf.
fig. 6.6),COPAST et COPM (cf. fig. 6.7) etCOIVPAST et COIVPM (cf. fig. 6.8). Pour chaque
coupleétudíe, les courbes d’évolution des p̂oles et angles principaux sont en effet très rapide-
ment superpośees. Quelques différences apparaissent néanmoins dans la phase d’initialisation.
En moyenne, il faut 70́echantillons pour que l’angle principal entre la matrice d’observabilit́e
théorique et les matrices d’observabilité estiḿeesà l’aide des techniques fondées sur l’approxi-
mationPAST rejoignent les valeurs des angles principaux calculés à partir des mod̀elesPM.
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FIG. 6.5: Comparaison des algorithmesEIVPAST, EIVPM etEIVsqrtPM. Les 200
premierśechantillons.
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FIG. 6.6: Comparaison des algorithmesUDPAST etRPM2.
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FIG. 6.7: Comparaison des algorithmesCOPAST etCOPM.
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FIG. 6.8: Comparaison des algorithmesCOIVPAST etCOIVPM.

La dernìereétape de cettéetude a pour objectif d’analyser les performances des algorithmes
utilisant la technique de déflation. Afin de ne pas multiplier les combinaisons de méthodes̀a
comparer, nous ne considérons que les algorithmesCOPM etCOPASTd. Des ŕesultatśequivalents
sont obtenus avecCOIVPM etCOIVPASTd. Au vu des courbes de la figure 6.9, il est flagrant
que les algorithmes utilisant la technique de déflation sont bien plus lents̀a converger que leurs
homologues n’employant pas cet artifice mathématique. Cette caractéristique les rend ainsi plus
difficilement utilisables sur des procéd́es dont la dynamique peutévoluer relativement rapide-
ment.
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FIG. 6.9: Comparaison des algorithmesCOPM etCOPASTd.
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Conclusion

Cetteétude comparative a permis de mettre enévidence que :
– les algorithmes ŕecursifs d’estimation du vecteur d’observation fondés sur la misèa jour

des d́ecompositions QR des schémasOrdinary etPI/PO MOESP produisent plus ra-
pidement des estiḿees fiables de ce vecteur que ceux employant le lemme d’inversion
matricielle ;

– les ḿethodes utilisant la technique de déflation poss̀edent une dynamique de convergence
lente qui les rend difficilement applicables sur des systèmes variants.

– tous les algorithmesPM conduisent plus rapidement aux estimées des p̂oles th́eoriques du
syst̀eme que leurs homologues fondés sur l’approximationPAST ;

Cette dernìere constatation est d’autant plus intéressante que les méthodesPM poss̀edent
un côut calculatoire ĺeg̀erement inf́erieur aux techniquesPAST (cf. §5.5). Or, cette complexité
numérique est fortement liée aux param̀etres de constructionf , p et nx. Il est donc important
d’analyser l’influence de ces derniers sur la fiabilité des estiḿees afin de s’assurer, par exemple,
qu’il n’est pas ńecessaire de les surévaluer pour obtenir un modèle de proćed́e consistant. Cette
étude est ŕealiśee dans le paragraphe suivant.

6.1.1.3 Influence des param̀etres de construction

Les ḿethodes d’identification récursive d́evelopṕes dans le chapitre 5 dépendent d’un cer-
tain nombre de param̀etres :

– l’ordre du syst̀eme ;
– les indicesf et p ;
– le facteur d’oubliλ .
Bien que quelques algorithmes et certains principes aientét́e propośes pour estimer l’ordre

du syst̀eme et choisir les indicesf et p en identification hors ligne des sous-espaces (cf. §3.3.5),
aucune r̀egle et aucune technique d’estimation n’ontét́e d́evelopṕees dans le cas récursif. Seules
quelques contraintes sont mises en avant :

f > nx et p > nx. (6.9)

Il semble donc important d’éprouver la fiabilit́e des algorithmes d’estimationPM aux choix des
param̀etres de constructionnx, f , p et λ . Cette analyse est plus préciśement ŕealiśee sur un
exemple de simulation.

Influence de l’ordre Le param̀etre le plus important̀a d́eterminer pour la construction des
techniquesPM est l’ordre du syst̀eme. Puisque ces ḿethodes n’estiment nullement leséléments
propres du proćed́e, il est impossible de calculer l’ordre du système au cours de la récursionà
l’aide d’algorithmes classiques d’estimation (NIC, SVC. . .). Il est donc primordial d’examiner
le comportement de ces techniques d’identification récursive lors d’une faible sous-estimation
ou surestimation de l’ordre du système. Consid́erons donc de nouveau l’exemple de simula-
tion (6.1) et testons les algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM sur ce dernier en posant
successivementnx = 2 puisnx = 4. Afin d’examiner la fiabilit́e des mod̀eles identifíes, traçons,
dans chaque cas, l’évolution des p̂oles estiḿes ainsi que l’angle entre la matrice d’observabilité
théorique d’ordre 3 et les matrices d’observabilité d’ordre 2 et d’ordre 4 estiḿees.
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FIG. 6.10: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
nx = 2.
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FIG. 6.11: Angles entre la matrice d’observabilité th́eorique d’ordre 3 et les matrices
d’observabilit́e estiḿeesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.

nx = 2.
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FIG. 6.12: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
nx = 4.
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FIG. 6.13: Angles entre la matrice d’observabilité th́eorique d’ordre 3 et les matrices
d’observabilit́e estiḿeesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.

nx = 4.
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Dans le cas d’une faible sous-estimation de l’ordre, les courbes de la figure 6.10 indiquent
que les quatre algorithmesétudíes estiment des modèles moyens d’ordre 2 relativement stables.
Leur comportement est proche de celui du système recherch́e puisque les angles entre la matrice
d’observabilit́e th́eorique d’ordre 3 et les matrices d’observabilité estiḿees d’ordre 2 représent́es
figure 6.11 sont rapidement très proches de zéro.

Dans le cas d’une faible surestimation (nx = 4), la figure 6.13 ŕevèle que les ḿethodes
récursives analysées produisent des modèles d’ordre 4 ayant́egalement un comportement proche
de celui du syst̀eme d’ordre 3. Il est important de noter que, pour chaque modèle, trois des p̂oles
estiḿes sont voisins des pôles th́eoriques. Les ḿethodes consid́eŕees se diff́erencient cependant
par le fait que :

– les algorithmesEIVPM etRPM2 estiment un p̂ole suppĺementaire possédant une variance
importante ;

– les algorithmesCOIVPM etCOPM produisent un mod̀ele ayant un p̂ole multiple.
Des constatations analogues ontét́e ŕealiśees lors d’une surestimation plus conséquente

(ordre 6). Les 4e, 5e et 6e pôles des mod̀eles d’ordre 6 sont soit de variance importante (EIVPM
etRPM2), soit confondus avec les trois autres pôles calcuĺes (COIVPM etCOPM). Ces constats
conduisent̀a penser qu’il serait possible de retrouver les pôles th́eoriques du systèmeà partir de
mod̀eles surdimensionnés estiḿes par les ḿethodesPM.

Influence du facteur d’oubli Le facteur d’oubli est un param̀etre qui permet de pondérer les
dernìeres informations acquises relativement aux connaissances cumuĺees depuis le d́ebut de la
proćedure d’identification. Ce dernier est géńeralement utiliśe pour tenir compte des probables
évolutions du processus. Avant de caractériser son r̂ole lorsqu’un syst̀eme variant est considéŕe,
il est int́eressant d’analyser son influence sur l’estimation du modèle de proćed́e lorsque le
processus̀a identifier est̀a dynamique invariante. Considérons donc de nouveau le système
stationnaire (6.1) et estimons le modèle de processus̀a l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2,
COIVPM et COPM en fixant successivement, toute choseégale par ailleurs,λ f inal = 0.9995 et
λ f inal = 0.995.

Il est aiśe de constater (cf. fig. 6.14 et 6.15) que les meilleurs résultats sont obtenus pour
λ f inal = 0.9995. La variance des pôles estiḿes est en effet bien plus faible que lorsqueλ f inal =
0.995. Ce constat peut se justifier par le fait que, plus le facteur d’oubli est faible, plus l’algo-
rithme consid́eŕe devient sensible aux variations du bruit agissant sur le procéd́e. Cette propríet́e
a ét́e d́emontŕee dans le paragraphe 2.3.1.1 pour les méthodes des moindres carrés ŕecursifs. Il
semble en̂etre de m̂eme pour les techniquesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM. L’introduction
d’une variable instrumentale ne permet donc pas d’annihiler totalement l’effet des perturbations.
Elle permet cependant de fournir des estimées asymptotiquement non biaisées. Ce n’aurait bien
évidemment paśet́e le cas si nous avions employé, dans un contexte aussi bruité, les moindres
carŕes ŕecursifs. Cette analyse indique de plus que les estimées calcuĺees par les algorithmes
fondés sur une approche séquentielle (COIVPM et COPM) poss̀edent une dynamique de varia-
tion différente de celles obtenuesà l’aide de leurs homologues utilisant directement les matrices
de covarianceRz et Rzξξξ . La variance des estiḿees produites parCOIVPM et COPM est en ef-
fet plus lente que celle des techniquesEIVPM et RPM2. Ceci peut s’expliquer par la nature
séquentielle des algorithmesCOIVPM et COPM. Cette dernìere conduit̀a un effet de moyen-
nage temporel des estimations se traduisant par une variance moins rapide des estimées. Il sera
intéressant d’́etudier l’influence de ce moyennage temporel sur un système variant.
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FIG. 6.14: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ f inal = 0.9995.
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FIG. 6.15: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ f inal = 0.995.
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Influence des param̀etres f et p Le choix des param̀etresf et p est un probl̀eme ŕecurrent en
identification des sous-espaces. Desétudes dans le cas non récursif [Chi97, Bau03a] (cf. §3.3.5)
ont permis de fixer quelques contraintes sans pour autant donner de solutions universelles. Or, en
identification ŕecursive des sous-espaces, ces indices interviennent invariablement au niveau de
la complexit́e nuḿerique des algorithmes d’estimation (cf. §5.3.3 et 5.4.6).Il est donc important
de v́erifier si l’utilisation de param̀etres f et p élev́es aḿeliorent la consistance des estimées.
Deux cas sont ainsi considéŕes : f = p = 8 et f = p = 20. Les p̂oles des mod̀eles calcuĺes
parEIVPM, RPM2, COIVPM et COPM dans ces deux situations sont alors tracés (cf. fig. 6.16
et 6.17). Ces courbes indiquent que la surévaluation des param̀etres f et p n’apportent aucune
amélioration de la fiabilit́e des estiḿees. Un constat́equivalent est ŕealiśe lorsque la valeur finale
du facteur d’oubli est choisiéegaleà 0.995. Il ne semble donc pas intéressant, pour cet exemple
de simulation, de fixer des indicesf et p trop élev́es.
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FIG. 6.16: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
f = p = 8.

Conclusion

Cette analyse de l’influence des paramètres de construction réaliśeeà l’aide d’un syst̀eme
simuĺe indique que :

– les algorithmesPM sont capables de produire, lors d’une faible sous-estimation ou suresti-
mation de l’ordre, des modèles stables ayant un comportement proche de celui du système
à identifier ;

– dans le cas d’une surestimation de l’ordre, parmi l’ensemble des p̂oles calcuĺes, les p̂oles
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FIG. 6.17: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
f = p = 20.

réels du syst̀eme sont relativement bien estimés5 ;
– un facteur d’oubli faible augmente grandement la sensibilité des ḿethodes ŕecursives vis-

à-vis des perturbations ;
– la suŕevaluation des param̀etres de constructionf et p ne conduit en aucun cas̀a un

mod̀ele plus fiable.

Bien qu’encourageantes, ces conclusions doiventégalement̂etre valid́ees sur des données
non stationnaires. L’étude de systèmes de simulation variants est proposée dans le paragraphe
suivant.

6.1.2 Étude d’un syst̀eme variant

Les algorithmes d’identification récursive sont souvent employés pour fournir des modèles
capables de suivre leśevolutions de la dynamique du procéd́e à identifier. La dernìere étape
de cetteétude sur donńees simuĺees consiste donc̀a comparer les ḿethodesEIVPM, RPM2,
COPM etCOIVPM sur des processus variants. Deux types d’évolution vontêtre successivement
consid́eŕes :

– une variation lente des pôles du syst̀eme ;
– un saut de la valeur de l’un des pôles du proćed́e.

5Une ŕeflexion sur la d́etermination de crit̀eres de śelection de ces p̂oles pourraitêtre engaǵee pour tenter
d’estimer l’ordre du systèmeà partir des mod̀eles surdimensionnés produits par les algorithmesPM.
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Trois matrices d’́etat vont ainsîetre envisaǵees :

Avar1 =








0.8+0.15
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1 −0.4 0.2

0 0.3−0.5
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1 −0.5

0 0 0.5+0.2
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1








(6.10)

et

Avar2 =








0.8−0.3
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1 −0.4 0.2

0 0.3−0.5
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1 −0.5

0 0 0.5+0.2
exp(− t−3333

6667 )−1
exp(−1)−1








(6.11)

dans le cas d’une variation lente ;

Avar3 =











0.8 −0.4 0.2
0 0.3 −0.5
0 0 0.5



 pourt < tchange





0.8 −0.4 0.2
0 0.45 −0.5
0 0 0.5



 pourt ≥ tchange

(6.12)

dans le cas d’une variation brutale. La particularité de la matriceAvar2 réside dans le fait que les
valeurs des deux plus grands pôles se croisent durant l’expérience. Une analyse des capacités
de poursuite des algorithmesPM va ainsi pouvoirêtre meńee. Uneétude de l’influence des
param̀etresλ , f et pdans le cas de l’identification de systèmes variants seraégalement proposée.

6.1.2.1 Cas 1 : A= Avar1

La premìere phase de cetteétude consistèaétudier le comportement des algorithmesEIVPM,
RPM2, COPM et COIVPM lorsque le syst̀emeévolue lentement. Trois paramètres peuventa
priori agir sur les capacités de poursuite des techniques d’identification récursive consid́eŕees :
le facteur d’oubliλ et les indicesf et p. Ces derniers fixent en effet la fenêtre temporelle utiliśee
pour estimer,̀a chaque it́eration, les matrices d’état du syst̀eme.

Influence du facteur d’oubli Consid́erons donc le système de simulation (6.1) pour lequel
A = Avar1. Le nombre d’́echantillons utiliśe pour l’exṕerience vaut 10000. Les variations des
param̀etres du système apparaissent après 3333échantillons. Cette convention permet d’avoir
un mod̀ele de proćed́e stable avant que ce dernierévolue. Trois facteurs d’oubli sont alors en-
visaǵes :λ f inal = 0.9995,λ f inal = 0.995 etλ f inal = 0.99. Ces choix conduisent respectivement
aux estiḿees des figures 6.18, 6.19 et 6.20.

– D’un point de vue ǵeńeral, ces courbes mettent enévidence le compromis« capacit́e de
poursuite / sensibilit́e aux perturbations» relatif au choix du facteur d’oubli. L’analyse
combińee des figures 6.18 et 6.19 indiquent en effet qu’il est nécessaire de diminuer le
facteur d’oubli pour̂etre capable de suivre lesévolutions des p̂oles du proćed́e. La figure
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FIG. 6.18: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ f inal = 0.9995.
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FIG. 6.19: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ f inal = 0.995.
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FIG. 6.20: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ f inal = 0.99.
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FIG. 6.21: Angles entre la matrice d’observabilité th́eorique et les matrices d’ob-
servabilit́e estiḿeesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM et COPM.

λ f inal = 0.9995.
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6.20 pond̀erent cette constatation en montrant qu’une baisse trop importante de la valeur
de ce facteur conduit les algorithmesétudíesà devenir relativement sensibles aux bruits
agissant sur le procéd́e. Il est donc ńecessaire de choisir un facteur d’oubli plus faible
que dans le cas invariant pour que le modèle soit susceptible de reproduire au mieux la
dynamique du systèmeévolutif sans pour autant le diminuer trop fortement afin qu’il ne
soit pas trop affecté par les perturbations. Un tel ajustement doitêtre ŕealiśe a priori, en
fonction des connaissances acquises sur le procéd́e.

– D’un point de vue plus sṕecifique, il està noter que le comportement des algorithmes
COIVPM etCOPM diff ère ĺeg̀erement de celui des techniquesEIVPM etRPM2. La dyna-
mique des estiḿees calcuĺeesà partir de ces dernières est en effet lég̀erement plus chao-
tique que celle des pôles d́etermińes à l’aide deCOIVPM et COPM. Elle estégalement
plus rapide puisque, pour un même facteur d’oubli (ici 0.9995), les angles principaux ob-
tenus avecEIVPM etRPM2 tendent plus rapidement vers zéro qu’avecCOIVPM etCOPM
(cf. fig. 6.21). Ces propriét́es sont probablement dues, comme dans le cas invariant, au
caract̀ere śequentiel des algorithmesCOIVPM et COPM. Cette sṕecificité les rend moins
sensibles aux effets des perturbations. La méthodeCOPM semble plus particulièrement
produire les meilleures estiḿees des p̂oles du syst̀eme. Cette technique serait doncà pri-
vil égier lorsque les variations du procéd́e sont lentes.

Influence des param̀etres f et p Il a ét́e constat́e au sein du paragraphe 6.1.1.3 qu’une
suŕevaluation des indicesf et p n’améliorait aucunement l’estimation du modèle de proćed́e. Il
est important de v́erifier s’il en est de m̂eme pour les systèmes variants. Pour cela, comparons,
pour λ f inal = 0.995, les p̂oles calcuĺes par les algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM et COPM
lorsquef = p = 8 puis lorsquef = p = 20.

Les courbes des figures 6.22 et 6.23 montrent qu’une survalorisation des param̀etres f et p
ne modifie nullement la fiabilité des estiḿees. L’introduction d’indices de constructionélev́es
semble donc n’apporter aucun avantage. Au contraire, ces derniers conduisent̀a un accrois-
sement du côut calculatoire des algorithmes d’identification. Choisir des indices relativement
faibles v́erifiant les contraintesf > nx et p > nx s’avère donĉetre une solution raisonnable.

Remarque 6.1.Les algorithmes d’identification récursive sont de plus en plus utilisés pour la
surveillance et le diagnostic [Ger98, DBL+01]. Uneétude ŕecente en identification hors ligne
des sous-espaces a montré que l’utilisation des angles principaux entre matrices d’observabilit́e
pouvait conduirèa la détection de certaines défaillances [DD02, De 02]. Il est alors intéressant
d’adapter ces ŕesultats en identification récursive des sous-espaces. L’angle principal entre la
matrice d’observabilit́e du mod̀ele identifíe stable et celle du modèle évolutif permet en effet,
comme l’indique la figure 6.24, de fournir un bon indicateur d’ évolution et, par extrapolation,
de d́efaillance.

6.1.2.2 Cas 2 : A= Avar2

Les algorithmes d’identification récursive analyśes au sein de ce manuscrit s’inspirent de
techniques d́evelopṕees originellement en traitement d’antennes. Lorsque ces dernìeres sont uti-
lisées pour d́etecter les directions d’arrivée, il est important qu’elles soient capables de séparer
des sources se croisant au cours de l’expérience. En identification, un problème similaire peut
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FIG. 6.22: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
f = p = 8. λ f inal = 0.995.
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FIG. 6.23: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
f = p = 20.λ f inal = 0.995.
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FIG. 6.24: Angles entre la matrice d’observabilité th́eorique initiale et les matrices
d’observabilit́e estiḿeesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.

être rencontŕe lorsque, par exemple, les valeurs des pôles du syst̀eme se chevauchent, ne serait-
ce que ponctuellement. Uneétude du comportement des méthodesEIVPM, RPM2, COIVPM et
COPM sous ce type de contraintes est proposée dans ce paragraphe. Le système (6.1) est modifíe
de telle sorte que les deux plus grands pôles du proćed́e valent tous deux 0.62 aux alentours
du 6500e échantillon. Les p̂oles estiḿesà l’aide de chaque algorithme récursif sont pŕesent́es
figure 6.25. Celle-ci indique clairement que les techniquesCOIVPM etCOPM sont plus̀a même
de ǵerer ce type de situation. Il est cependant important de noter qu’une fois le chevauchement
pasśe, les ḿethodeśetudíees ont tendancèa consid́erer que le p̂ole est toujours double et ce, pen-
dant pr̀es de 1000́echantillons. Ces courbes mettent ainsi enévidence les limites des capacités
d’oubli des algorithmesPM. COIVPM permet toutefois, sur cet exemple, de détecter l’instant de
croisement.

6.1.2.3 Cas 3 : A= Avar3

Bien que certaines hypothèses ńecessaires̀a la construction des algorithmes d’identification
récursive ne soient plus vérifiées lorsque leśevolutions subies par le systèmeà identifier sont
brutales, il est important d’analyser le comportement des techniquesEIVPM, RPM2, COIVPM
et COPM lorsque l’un des p̂oles du syst̀eme crôıt, par exemple, de 0.15 unit́e en une ṕeriode
d’échantillonnage. Les courbes de la figure 6.26 indiquent que, pour λ = 0.995, les quatre
méthodes sont capables de détecter le changement rapide de valeur du second pôle du pro-
cessus. Comme préćedemment les algorithmesCOIVPM etCOPM réagissent diff́eremment des
techniquesEIVPM etRPM2. La vitesse de convergence de ces dernières, mise eńevidence sur
le traće des angles principaux de la figure 6.27, se paye au détriment d’une variance plus forte.
La méthode fournissant dans cette situation la meilleure estimation d’un point de vue justesse
estCOPM. Il est possible d’acćelérer la vitesse de convergence de cette dernière en diminuant le
facteur d’oublià 0.99 tout en conservant une certaine qualité des estiḿees (cf. fig. 6.28).
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FIG. 6.25: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ = 0.995.
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FIG. 6.26: P̂oles estiḿesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM etCOPM.
λ = 0.995.
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FIG. 6.27: Angles entre la matrice d’observabilité th́eorique et les matrices d’ob-
servabilit́e estiḿeesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COIVPM et COPM.

λ f inal = 0.995.
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FIG. 6.28: P̂oles estiḿesà l’aide de l’algorithmeCOPM. λ = 0.99.
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6.1.3 Conclusion

Cetteétude sur système simuĺe a eu pour objectif d’illustrer les performances des algo-
rithmesPM sur des donńees stationnaires et non stationnaires. Une comparaison des mod̀eles
estiḿes par les ḿethodesPAST et PM ainsi qu’un examen de l’influence des paramètres de
constructionλ , f , p etnx ont ét́e propośes. Les enseignements de cet analyse sont les suivants :

– les algorithmesPM fournissent des modèles aussi fiables que les méthodes fond́ees sur
l’approximationPAST ;

– la vitesse de convergence des techniquesPM est ĺeg̀erement suṕerieureà celle des algo-
rithmesPAST pour un côut nuḿerique plus faible ;

– les algorithmesPM sont capables de produire des modèles stables ayant un comportement
proche de celui du systèmeà identifier lors d’une faible sous-estimation ou surestimation
de l’ordre ;

– le facteur d’oubli joue un r̂ole fondamental dans la capacité de poursuite et la sensibilité
aux perturbations des ḿethodes ŕecursives des sous-espaces ;

– les param̀etres de constructionf et p sont peu influents sur la consistance des estimées ;
– les ḿethodesPM sont capables de fournir des modèlesà param̀etresévolutifs pour suivre

des syst̀emes lentement variants.
Il nous semble d́esormais primordial d’analyser le comportement de ces nouvelles tech-

niques d’identification ŕecursive sur des données ŕeelles. Unéetude du comportement des al-
gorithmesPM à l’aide des mesures acquises sur deux maquettes de procéd́e est donc pŕesent́ee
dans la section suivante.

6.2 Étude de syst̀emes ŕeels

Les ḿethodesPM dévelopṕees dans cette thèse ont montŕe des possibilit́es int́eressantes
sur le syst̀eme simuĺe pŕećedent. Nous proposons de compléter cet examen en appliquant ces
algorithmes sur les données des systèmes suivants :

– une maquette de transmission flexible représentative de nombreux procéd́es ḿecaniques ;
– un circuitélectronique de type passe bas ayant la propriét́e de pouvoir changer de régime,

contin̂ument ou par saut,̀a l’aide d’une tension de commande variable.
Ces syst̀emes vont ainsi permettre de mettre enévidence les performances ainsi que les

limites des techniquesPM sur des donńees ŕeelles.

6.2.1 Étude d’un syst̀eme de transmission flexible

Le syst̀eme de transmission flexibléetudíe est constitúe de trois poulies reliées par deux
courroies ḿetalliques comportant chacune deux ressorts (système du Laboratoire d’Automa-
tique et Proćed́esLAP de Caen [Ton00] (cf. fig. 6.29). La première poulie est commandée par
un moteur̀a courant continu asservi en position et en vitesse par une boucle locale. La position
de la poulie 3 est mesuréeà l’aide d’un potentiom̀etre. Ce système a un comportement oscilla-
toire et poss̀ede deux modes résonants [LLM97, MC00]. Son principal intér̂et ŕeside dans le fait
que cette maquette est représentative des systèmes stables̀a comportement oscillatoire ou pen-
dulaire, syst̀emes souvent rencontrés en ḿecanique (grue par exemple). La séquence d’entrée
appliqúee sur ce proćed́e est une śequence binaire pseudo aléatoire (SBPA) de longueur 255. Les
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FIG. 6.29: Un exemple de système de transmission flexible.

donńees d’entŕee-sortie utiliśees6 pour l’identification sont pŕesent́ees figure 6.30. La ṕeriode
d’échantillonnage est fixéeà 0.05s.
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FIG. 6.30: Donńees d’entŕee-sortie du système flexible.

La premìere partie de l’́etude consistèa comparer les estiḿees obtenues en utilisant les
méthodes d’identification récursiveEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM. Comme pŕećedemment,
il est ńecessaire de fixer un certain nombre de paramètres pour effectuer l’identification.

– L’ordre du syst̀eme esta priori connu puisque, par simple modélisation physique (cf.
annexe B), le processus considéŕe poss̀ede deux modes oscillants.nx vaut donc 4.

– L’analyse du système de simulation de la section 6.1 a montré que les indicesf et p
devaient̂etre choisis ĺeg̀erement suṕerieurement̀anx. Nous posonsf = p = 8.

– Le facteur d’oubli est ici utiliśe pour oublier le plus rapidement possible les informations
li ées aux matrices d’état initiales construites au hasard. Il est donc choisi comme suit :

λ (t) = min
{

λ0λ (t−1)+1−λ0,λ f inal
}

. (6.13)

6Les algorithmes ŕecursifs sont appliqúees aux donńees d’un fichier. Il ne s’agit pas d’une identification en
temps ŕeel ŕealiśee simultańementà l’acquisition.
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avec :

λ0 = 0.99 (6.14)

λ (0) = 0.99 (6.15)

λ f inal = 0.999. (6.16)

– La variable instrumentale est quantà elle une version retardée des entrées du proćed́e :

ξξξ =






u(t− p)
...

u(t−1)




= u−p . (6.17)
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FIG. 6.31: P̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM.

Une fois ces param̀etres choisis, comparons7 les estiḿees des p̂oles calcuĺesà l’aide des al-
gorithmesEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM. Puisque le système ḿecanique consid́eŕe poss̀ede
deux p̂oles complexes conjugués, il est ńecessaire de représenter śepaŕement leśevolutions des
parties ŕeelles et parties imaginaires des pôles estiḿes afin de mettre eńevidence la dynamique
de convergence des méthodeśetudíees. Les courbes de la figure 6.31 indiquent que les pôles
estiḿes par les techniques analysées convergent tous vers les deux mêmes p̂oles complexes
conjugúes. La fiabilit́e de ces estiḿees ainsi que leur sensibilité à l’initialisation sont confirḿees
à l’aide d’un tirage de Monte Carlo (100 initialisations aléatoires). La dispersion des pôles
détermińesà l’aide des algorithmesEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM est en effet relativement
faible (cf. fig. 6.32). Il est́egalement̀a noter que la convergence des méthodesEIVPM etRPM2
est bien plus rapide que celle deCOPM etCOIVPM puisque les estiḿees obtenues avecEIVPM
etRPM2 atteignent 0.8±0.55j et−0.1±0.98j en 70 pas d’́echantillonnage alors qu’il faut plus
de 150échantillons pour queCOPM et COIVPM atteignent ces m̂emes valeurs. Cette première
analyse comparée montre donc que, sur ce système ḿecanique, les techniquesEIVPM etRPM2
sontà privilégier.

7Comme nous l’avons préciśe dans le paragraphe 6.1, le vecteur d’observation est estimé à l’aide des algo-
rithmesROMqr etRPIPOqr.
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FIG. 6.32: P̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM.

Bien que toutes les techniques récursives analysées fournissent des estiméeséquivalentes,
cette premìereétude ne permet pas d’affirmer que les résultats obtenus soient exacts. Afin de
valider ces estimations, il est essentiel de comparer le modèle calcuĺeà l’aide de ces algorithmes
récursifs aux mod̀eles estiḿes par d’autres ḿethodes d’identification plus classiques. Notre
choix s’est plus particulièrement port́e sur la ḿethode ŕecursive d’erreur de prédiction8 RPEM
[Lju99] et la technique des sous-espaces hors ligneMOESP. Il nous semble en effet intéressant
de confronter les algorithmes récursifs des sous-espacesà une ḿethode adaptative classique
ainsi qu’aux techniques hors ligne d’estimation dont ils s’inspirent. Par souci d’homogéńeité,
puisque la variable instrumentale utilisée par les algorithmes récursifs des sous-espaces est une
version retard́ee des donńees d’entŕee, la versionMOESP choisie estPI MOESP. Le mod̀ele
estiḿe est alors calculé à l’aide des fonctions de la boı̂te à outils SMI 1.0 de B. Haverkamp et
M. Verhaegen [HV97]. La fonctionrpem de la Toolbox Identification de Matlab est quandà
elle appliqúee pour estimer un modèle ŕecursif SISO. Enfin, afin de ne pas multiplier les com-
paraisons, il est choisi de n’utiliser qu’un seul algorithme ŕecursif des sous-espaces. En raison
des ŕesultats mis eńevidence par l’analyse comparée des techniquesEIVPM, RPM2, COPM et
COIVPM préćedente, nous ne considérerons, dans la suite de ce paragraphe, que la méthode
RPM2.

Il est important, dans un premier temps, de s’assurer de la justesse des pôles estiḿesà l’aide
des ḿethodes ŕecursives d’identificationPM. Cette v́erification peut̂etre facilement ŕealiśee en
comparant les p̂oles d́etermińes respectivement parRPM2 et PI MOESP. La figure 6.33 in-
dique que les p̂oles estiḿesà partir deRPM2 apr̀es tirage de Monte Carlo sontéquivalents de

8RPEM : Recursive Prediction Error Method.
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ceux fournis parPI MOESP. Les algorithmes d’identification récursiveétudíes semblent donc
produire des mod̀eles consistants et très peu sensibles̀a l’initialisation des matrices d’état.
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FIG. 6.33: Comparaison des pôles estiḿes par les algorithmesRPM2 (*) et PI
MOESP (�).

Notre objectifétant de d́evelopper des algorithmes récursifs ayant une vitesse de conver-
gence relativement rapide, il est important, dans un deuxième temps, de comparer la dynamique
d’évolution des p̂oles des mod̀eles estiḿes parRPM2 etRPEM. La figure 6.34 pŕesente respec-
tivement les variations temporelles des parties réelles et imaginaires de ces pôles. Ces courbes
révèlent que, sur ce système ḿecanique, la vitesse de convergence de l’algorithmeRPM2 est
très proche de celle de la méthodeRPEM.
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FIG. 6.34: P̂oles estiḿes par les algorithmesRPM2 etRPEM.

Une façon simple de conforter ces premières conclusions consisteà tracer sur un m̂eme dia-
gramme les ŕeponses fŕequentielles des modèlesRPEM, RPM2 etPI MOESP. Ce traće permet
en effet de comparer les trois modèles sur toute la bande de fréquences utile du système. La
figure 6.35 indique que leurs réponses fŕequentielles sont similaires pour quasiment toutes les
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pulsations calculées. Ces courbes permettent ainsi de conclure que le modèle estiḿe par l’algo-
rithme ŕecursifRPM2 est relativement9 fiable pour presque toutes les fréquences accessibles.
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FIG. 6.35: Comparaison des réponses fŕequentielles des modèles estiḿes parRPM2,
RPEM etPI MOESP.

Une dernìere technique de validation qu’il est intéressant de proposer consisteà comparer
la sortie ŕeelle du proćed́e aux sorties simulées des mod̀elesRPM2, RPEM etPI MOESP. Cette
comparaison est présent́ee sur la figure 6.36. Bien que les courbes d’erreury− ŷm indiquent
que le mod̀eleRPM2 connâıt plus de difficult́esà reproduire la sortie réelle du syst̀eme que les
mod̀elesRPEM etPI MOESP, il est int́eressant de noter que le pourcentage de correspondance
défini par :

100∗
(

1− ‖y− ŷm‖
∥
∥y− 1

N ∑N
t=1y(t)

∥
∥

)

(6.18)

est relativement́elev́e10 pourRPM2 puisque ce dernier vaut 82%.

Remarque 6.2.Il est à noter que les ŕesidus de la figure 6.36 présentent, dans les trois cas, un
caract̀ere non stationnaire tr̀es marqúe. Ces sauts de variance sont vraisemblablement dusà la
présence de non lińearités dans le systèmeétudíe.

Conclusion

Cette premìereétude sur système ŕeel a permis de mettre enévidence que :
– les algorithmesPM sont capables de fournir un modèle consistant du système ḿecanique

consid́eŕe avec une certaine reproductibilité ;
– les ḿethodes baśees sur des algorithmes séquentiels sont plus lents̀a converger que les

autres techniques ;
– l’algorithme ŕecursifRPM2 conduit à des mod̀eles presque aussi performants que ceux

obtenus̀a l’aide de techniques hors ligne des sous-espaces et ce, avec un côut calculatoire
bien plus faible.

9... aux mod̀elesRPM2 etPI MOESP.
10Il vaut 90% pour le mod̀elePI MOESP et 92% pour le mod̀eleRPEM.
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FIG. 6.36: Comparaison des sorties réelles et simuĺeesà l’aide des mod̀elesRPM2,
RPEM etPI MOESP.
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6.2.2 Étude d’un syst̀emeélectronique

Le syst̀eme consid́eŕe (cf. fig. 6.37) est un circuit́electronique passe bas du second ordre
de type Sallen Key [Bil97] dont la dynamique est commandéeà l’aide d’une tension continue
0 − 10V. Cette propríet́e constitue le principal intér̂et de ce montage. En choisissant correcte-
ment les composants passifs de ce circuit, il est en effet possible de faireévoluer, de manière
continue, le comportement du système d’un ŕegime aṕeriodiqueà un ŕegime pseudo ṕeriodique.
Les p̂oles de la fonction de transfert passe alors continûment de p̂oles ŕeelsà p̂oles complexes
conjugúes.

-

+

Ve Vs

R1 R2

C3

C4

V1 V2

FIG. 6.37: Circuitélectronique du second ordre

La tension commandant cetteévolution intervient au niveau du filtre{R2,C3}. La tech-
nique utiliśee pour ŕealiser cette commande consisteà associer au filtre{R2,C3} un multliplieur
AD633. Le sch́emaélectronique de ce circuit est présent́e sur la figure 6.38. La relation liant les
tensionsVs etVe du circuit 6.38 s’́ecrit alors :

V2(p) =
1

1+ 10R2C3
Ec

p
V1(p) (6.19)
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8X1
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V2

R2

C3

FIG. 6.38: Filtre passe bas commandé en tension

La constante de temps du filtre passe bas{R2,C3} peut ainsîetre command́ee viaEc. Bien que,
théoriquement, nous puissions avoir accèsà cette constante et, par extrapolation, aux valeursR2
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etC3, l’introduction du circuit AD633 au sein du filtre de Sallen Key modifie grandement ces
propríet́es. Il devient alors impossible de calculera priori les valeurs th́eoriques de la pulsation
propre et du facteur d’amortissement du circuit considéŕe. Il est toutefois toujours possible de
modifier la dynamique d’un circuit du second ordre de manière continuèa l’aide de la tension
de commandeEc.

Avant de tenter d’identifier ce circuitélectronique, il est important d’en connaı̂tre certaines
caract́eristiques pour correctementétablir la proćedure d’acquisition des données d’entŕee-sortie.
Une façon simple d’obtenir, par exemple, le temps de réponse du système, consistèa tracer les
réponses indicielles du procéd́e pour diff́erentes valeurs deEc. Ces dernìeres sont pŕesent́ees fi-
gure 6.39. Nous pouvons ainsi constater que le systèmeétudíe peut pŕesenter indiff́eremment un
comportement aṕeriodique ou pseudo périodique. Le tableau 6.1 regroupe les temps de réponse
à 95% du circuitélectronique consid́eŕe pourEc variant de 1à 10V par pas de 0.5V (not́e
désormaisEc∈ [1 : 0.5 : 10]). Ces valeurs permettront de fixer la durée des paliers de la séquence
d’excitation.

Tension de commandeEc (V) Temps de ŕeponsèa 95% (ms)
1 11.5

1.5 7.6
2 5.5

2.5 4.3
3 3.5

3.5 3
4 2.5

4.5 2.2
5 3.2

5.5 3.1
6 3.2

6.5 3.1
7 3.1

7.5 3
8 2.9

8.5 2.8
9 2.7
9.5 2.6
10 2.6

TAB . 6.1: Temps de ŕeponsèa 95% du circuit́electronique pourEc ∈ [1 : 0.5 : 10]

La premìere phase de l’étude consistèa étudier le comportement des algorithmesEIVPM,
RPM2, COPM et COIVPM sur des donńees stationnaires. Nous excitons pour cela le système
électroniquèa l’aide d’une śequence binaire pseudo aléatoire d’amplitude unitaire dont la durée
maximale de palier est choisieégale au temps de réponsèa 95% du proćed́e pour la tension de
commande consid́eŕee. La ṕeriode d’́echantillonnage employée (enémission et en acquisition)
vaut 0.0002s. Il s’agit de la plus petite valeur que nous puissions obtenir avec la carte d’acqui-
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FIG. 6.39: Ŕeponses indicielles du circuit́electronique pourEc ∈ [1 : 1 : 10].
Syst̀eme invariant.
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sition utilisée. Les param̀etres des algorithmes d’identification récursive sont les suivants :

nx = 2 (6.20)

f = p = 8 (6.21)

λ (t) = min
{

λ0λ (t−1)+1−λ0,λ f inal
}

avecλ0 = λ (0) = 0.99 etλ f inal = 0.999 (6.22)

ξξξ = u−p . (6.23)

Puisqu’il nous est malheureusement impossible de connaı̂tre a priori les valeurs th́eoriques des
pôles du circuit, nous proposons parallèlement d’identifier ce système, pourEc ∈ [1 : 0.25 : 10],
à l’aide d’une ḿethode non ŕecursive afin d’obtenir un ensemble de modèles ŕeférents. Comme
dans le cas du système de transmission flexible, la méthode choisie estPI MOESP. Les mod̀eles
utilisés sont des modèles moyens obtenus après un tirage de Monte Carlo (tirage aléatoire des
initialisations et des couples de données d’entŕee-sortie).

L’expérience ŕealiśee pour s’assurer de la fiabilité des algorithmesEIVPM, RPM2, COPM et
COIVPM consistèa :

1. exciter le syst̀emeélectroniquèa l’aide d’une SBPA et enregistrer sa réponse pourEc ∈
[1 : 0.25 : 10] ;

2. appliquer̀a chacun de ces 37 enregistrements 100 fois les quatre algorithmesétudíes avec
initialisation aĺeatoire ;

3. reporter sur un m̂eme graphique la gamme des valeurs prises par les parties réelles (resp.
imaginaires) des p̂oles estiḿes pour chaque tensionEc consid́eŕee ;

4. comparer seśechelles de valeurs aux pôles des mod̀eles ŕeférents estiḿes parPI MOESP.

Les courbes ainsi obtenues sont présent́ees figure 6.40. Elles indiquent que :
– les quatre techniques présentent une sensibilité relativeà l’initialisation de l’ordre de

0.03 ;
– la méthodeCOPM poss̀ede une variance lég̀erement pluśelev́ee pour les parties réelles des

pôles les plus faibles correspondantàEc < 2.5 ;
– les p̂oles obtenus̀a l’aide de l’algorithmePI MOESP sont inclus dans les valeurs estimées

parEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM.
Ces premiers ŕesultats montrent que les algorithmes considéŕes sont fiables puisqu’ils sont

capables de produire des estimés proches de la valeur théorique probable avec une bonne repro-
ductibilité.

Cette analyse doit cependantêtre compĺet́ee par unéetude de leur ŕegime transitoire. Il est en
effet important de proposer des méthodes pouvant fournir, en peu d’échantillons, un bon modèle
de proćed́e. La figure 6.41 pŕesente l’́evolution, au cours de la récursion, des parties réelles des
pôles estiḿes par les techniquesEIVPM, RPM2, COPM etCOIVPM. Ces courbes montrent que
les ḿethodes les plus rapidesà converger sontEIVPM et RPM2. Ceci est particulìerement fla-
grant pour des valeurs deEc faible puisqu’il faut, pourEc = 1V, 1800échantillons pour que
EIVPM etRPM2 atteignent 0.7 alors que 5000 et 11500 itérations sont ńecessaires pour que les
pôles estiḿes parCOIVPM et COPM égalent cette valeur. Ce constat est vraisemblablement la
conśequence du caractère śequentiel des algorithmesCOIVPM etCOPM. Cette diff́erence s’es-
tompe lorsque la tension de commande augmente. Un tel inconvénient les rend, sur ce système,
inexploitables pour des données non stationnaires. Ils seront doncécart́es pour la deuxième
phase de l’analyse.
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FIG. 6.40: Variance des pôles estiḿes par les algorithmesEIVPM, RPM2, COPM et
COIVPM. Syst̀eme invariant.
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FIG. 6.41: Partie ŕeelle des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM, RPM2, COPM
etCOIVPM Ec ∈ [1 : 1 : 10]. Syst̀eme invariant.
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La dernìereétape de cettéetude exṕerimentale a pour objectif de mettre enévidence les ca-
pacit́es de poursuite des algorithmesEIVPM etRPM2 ainsi que leurs limites lorsque ceux-ci sont
emploýes sur des données non stationnaires. La géńeration de ces dernières est ŕealiśee en appli-
quant aux bornes{X1,X2} du multiplieur AD633 (cf. fig. 6.38) des tensions sinusoı̈dales d’am-
plitude variant entre 1 et 10V et de fŕequence respective 0.05Hz, 0.1Hzet 0.5Hz. Ces fŕequences
d’évolution ontét́e choisies en fonction des résultats obtenus sur les données stationnaires. Les
exṕeriences ŕealiśees pŕećedemment ont en effet montré que les deux ḿethodeśetudíees four-
nissaient, pour une initialisation aléatoire, des estiḿees fiables des pôles du syst̀eme en moins
de 0.4s (2000échantillons). Les durées d’́evolutions propośees (resp. 10, 5 et 1s) pour balayer
l’ensemble de la gamme des tensions de commande applicablesau proćed́e peuvent donĉetre
consid́eŕees comme relativement rapides. Comme dans le cas stationnaire, la tension d’entŕee du
circuit électronique est une SBPA dont la durée de palier maximum est fixéeà 14ms. Cette valeur
permet ainsi de s’assurer que la bande passante du système soit correctement excitée quel que
soit la tensionEc appliqúee. Les donńees d’entŕee-sortie pour une tension de commandeEc de
fréquence 0.5Hzsont repŕesent́ees figure 6.42. La courbe de tension de sortie illustre clairement
les variations de ŕegime subies par le circuitélectronique. La valeur finale du facteur d’oubli,
désormaiśegaleà 0.995, est modifíee pour permettre de suivre ces changements. Les techniques
EIVPM etRPM2 sont ensuite appliqúeesà ces mesures. Les figures 6.43, 6.44 et 6.45 présentent
les variations des parties réelles des p̂oles estiḿes par ces deux ḿethodes pourFsin = 0.05Hz,
Fsin = 0.1Hz et Fsin = 0.5Hz. Ces courbes indiquent que les techniques considéŕees sont ca-
pables de suivre, dans une certaine mesure, des variations rapides de dynamique. Le tracé des
évolutions des parties réelles des p̂oles estiḿes suivent en effet assez bien les caractéristiques
mises eńevidence durant l’́etude des donńees stationnaires (cf. fig. 6.40) puisque :

– pourEc∈ [1 : 2.5], les p̂oles calcuĺes sont ŕeels et varient au sein des gammes[0.82 : 0.95]
et [0.67 : 0.82] ;

– pourEc > 2.5, les p̂oles estiḿes sont complexes conjugués etévoluent dans la gamme
[0.77 : 0.82].

Il est cependant important de noter que cette expérience souligne certaines de leurs limites.
Les figures 6.43, 6.44 et 6.45 montrent en effet que les algorithmesEIVPM etRPM2 connaissent
plus de difficult́es à estimer correctement le pôle ŕeel de faible valeur que son symétrique.
L’estimation de ce p̂ole est en effet bien plus sujette aux perturbations que son oppośe. Cette
diff érence est accentuée avec la fŕequence de la tension de commande. La figure 6.45 met par-
ticulièrement bien cette difficulté enévidence. La courbe d’évolution du p̂ole ŕeel de faible
valeur y est en effet très chaotique tandis que celle de son symétrique est tout̀a fait accep-
table. Elle indiquéegalement que cet inconvénient est plus prononcé pour la techniqueEIVPM.
Nous ne sommes malheureusement pas capables de justifier un tel comportement. Aucune de
nosétudes sur la relation entre la variable instrumentale et les pôles du syst̀emeà identifier n’a
pour l’instant abouti. La difficult́e est d’autant plus corsée qu’il n’est pas rare que ces algo-
rithmes fournissent des estimées fiables de systèmesà p̂oles proches de zéro ! Nous pouvons
seulement remarquer que ce désagŕement n’est pas uniquement propre aux méthodesPM. Des
courbes similaires sont obtenues lorsque les techniquesEIVPAST etUDAPST sont appliqúees
à ces m̂emes donńees (cf. fig. 6.46, 6.47 et 6.48). Il en estégalement de m̂eme avec des tech-
niques d’identification ŕecursive plus classiques telles queRPEM. Les courbes des figures 6.49,
6.50 et 6.48 ŕevèlent effectivement que cet algorithme adaptatif estime péniblement le p̂ole de
plus petite partie ŕeelle. Bien que moins bruitées, les valeurs calculées semblenta priori en-
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tach́ees d’erreur puisque la symétrie mise eńevidence sur les figures préćedentes disparaı̂t. Ces
constatations relativisent ainsi les difficultés rencontŕees par les ḿethodesPM.
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FIG. 6.42: Donńees d’entŕee-sortie du circuit́electronique.Fsin = 0.5Hz.

Conclusion

Le probl̀eme de l’identification d’un mod̀ele de filtre passe bas aét́e consid́eŕe au sein de
cette section. Le principal intér̂et de ce montage réside dans le fait que sa dynamique peut
être facilement modifíeeà l’aide d’une tension continue. Plusieurs régimes de fonctionnement
ont ainsi puêtreétudíes. L’examen de ce systèmeà l’aide de donńees stationnaires a montré
que les algorithmesPM produisaient des modèles tr̀es proches de ceux obtenus en utilisant des
méthodes hors lignes des sous-espaces. L’analyse du procéd́e variant a permis de mettre en
évidence certaines limitations des méthodes d’identification récursive des sous-espaces.
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FIG. 6.43: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM et RPM2.
Fsin = 0.05Hz.
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FIG. 6.44: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM et RPM2.
Fsin = 0.1Hz.
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FIG. 6.45: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPM et RPM2.
Fsin = 0.5Hz.
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FIG. 6.46: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPAST et
UDPAST. Fsin = 0.05Hz.
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FIG. 6.47: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPAST et
UDPAST. Fsin = 0.1Hz.
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FIG. 6.48: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par les algorithmesEIVPAST et
UDPAST. Fsin = 0.5Hz.
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FIG. 6.49: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par l’algorithmeRPEM. Fsin = 0.05Hz.
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FIG. 6.50: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par l’algorithmeRPEM. Fsin = 0.1Hz.
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FIG. 6.51: Parties ŕeelles des p̂oles estiḿes par l’algorithmeRPEM. Fsin = 0.5Hz.
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6.3 Conclusion

Ce chapitre avait pour objectif de mettre enévidence les capacités ainsi que les limitations
des algorithmesPM lorsque ces derniers sont appliquésà des donńees ŕeelles et simuĺees. Bien
que non exhaustive, cetteétude a permis de faire ressortir certaines de leurs propriét́es,à savoir
qu’elles :

– fournissent des modèles aussi fiables que les techniques employantPAST ;
– pŕesentent une vitesse de convergence lég̀erement plus rapide que leurs homologues uti-

lisant des versions approximées du crit̀ere de Yang pour un coût nuḿerique plus faible ;
– sont capables de produire des modèles stables ayant un comportement proche de celui du

syst̀emeà identifier lors d’une faible sous-estimation ou surestimation de l’ordre ;
– ne demandent pas de choisir des indices de constructionf et p trop élev́es ;
– qu’elles sont capables, la plupart du temps, de suivre desévolutions lentes de procéd́es

lorsque le facteur d’oubli est correctement choisi.
L’analyse ŕealiśee sur des données ŕeelles aégalement montré que ces ḿethodes condui-

saientà des mod̀eles dont les performances sont similairesà celles d’algorithme hors ligne tel
quePI MOESP. Elle aégalement d́evoilé certaines limites communes aux méthodes d’identi-
fication ŕecursive des sous-espaces.



Chapitre 7

Conclusion et perspectives

Le développement de nouvelles méthodes d’identification récursive des systèmes exploitant
l’approche des sous-espaces constitue la principale motivation de cette th̀ese. La d́emarche sui-
vie pour justifier ce travail a d́ebut́e par une synth̀ese bibliographique des principaux algorithmes
récursifs classiques fondés sur les moindres carrés. Cette analyse a permis de faire ressortir les
limites de cette classe d’identification. Elle a plus préciśement montŕe que celles-ci sont liées
à la structure m̂eme des mod̀eles emploýes par cette approche classique : la fonction de trans-
fert. La forme d’́etat s’est av́eŕee, dans de nombreux cas,être une excellente alternativeà la
repŕesentation polynomiale. L’éclosion, au d́ebut des anńees 90, des techniques d’identification
des sous-espaces a permis d’exploiter au mieux l’approche d’ état en identification hors ligne.
Notre étude s’est plus particulièrement int́eresśee aux algorithmes regroupés sous l’acronyme
MOESP puisque ces derniers sontà la base des ḿethodes ŕecursives des sous-espaces. Ces tech-
niques ont la particularité d’extraire les matrices d’état du syst̀emeà partir de la matrice d’ob-
servabilit́e estiḿee, sans rechercher le vecteur d’état. Comme tout algorithme hors ligne des
sous-espaces, elles visentà identifier un mod̀ele d’́etat du syst̀eme, sans calcul interḿediaire
d’une repŕesentation externe, en ajustant un ou plusieurs sous-espaces aux mesures acquises sur
le proćed́e. Elles utilisent principalement des outils d’algèbre lińeaire tels que la factorisation
QR et la d́ecomposition en valeurs propres ou singulières. Ces ḿethodes souffrent malencon-
treusement d’un inconvénient majeur pour leur implémentation en temps réel : leur côut calcu-
latoire. La d́ecomposition en valeurs propres ou singulières constitue l’́etape la plus ońereuse
numériquement. Cette constatation a conduit les chercheursà d́evelopper des algorithmes al-
ternatifsà cette technique de séparation. Notréetude bibliographique a mis eńevidence que
des solutions int́eressanteśetaient propośees en traitement du signal pour la détection des di-
rections d’arriv́ee. Le recensement des méthodes d’identification récursive utilisant l’approche
sous-espace et proposées jusqu’en 2003 a montré que ces dernièresétaient toutes basées sur un
critère particulier emploýe en traitement d’antennes : le critère de Yang. Plusieurs techniques
ont ainsiét́e d́evelopṕees :

– les algorithmes de T. Gustafsson qui utilisent une versionapproxiḿee du crit̀ere de Yang
nomḿeePAST assocíeeà une variable instrumentale afin d’être applicable en présence
de bruits coloŕes ;

– ceux propośes par M. Lovera qui permettent :
* d’estimer ŕecursivement le vecteur de sortie modifié en mettant̀a jour les d́ecomposition

QR des sch́emas d’identificationOrdinary etPI/PO MOESP,
* d’introduire le concept du projecteur en identification enproposant une version qua-
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dratique avec contraintes du critère de Yang ;
– les travaux de H. Oku qui reposent sur la miseà jour, à l’aide du lemme d’inversion

matricielle, de matrices syḿetriques d́erivées des sch́emas d’identificationOrdinary
et PI/PO MOESP et l’application d’un algorithme de descente itératif de type gradient
pour estimer une base de la matrice d’observabilité du syst̀eme.

Leur analyse a permis de cerner un certain nombre d’inconvénients :
– Ces ḿethodes reposent toutes sur un seul et même crit̀ere d’ordre 4 ;
– De par la complexit́e de cette fonction côut, il est ńecessaire :

* d’utiliser des techniques de descente itératives de type gradient pour le minimiser,
* d’introduire des approximations afin d’obtenir des critères quadratiques et faciliter sa

minimisation,
* de construire des fonctions coûts d’ordre 2 avec contraintes demandant une très bonne

initialisation.
L’exploitation de ḿethodes analysées lors de notréetude des techniques de poursuite des

directions d’arriv́ee nous a alors permis de proposer une nouvelle approche n’utilisant plus le
critère d’ordre 4 emploýe jusqu’ici. Celle-ci est plus préciśement baśee sur l’adaptation d’une
technique particulìere de traitement d’antennes jusqu’à pŕesent inappliqúee en identification : la
méthode du propagateur.

Les principales contributions de cette thèse, hormis l’́etat de l’art des ḿethodes ŕecursives
des sous-espaces, sont :

– Une pŕesentation de l’analogie entre l’identification récursive des sous-espaces et la
poursuite des directions d’arriv́ee en traitement d’antennes

Cette description permetà la fois de clarifier la formulation du problème d’identifica-
tion récursive par l’approche des sous-espaces et de mettre enévidence les deux́etapes
nécessaires̀a toute proćedure adaptative des sous-espaces :

1. la miseà jour,à chaque nouvelle acquisition, du vecteur d’observation ;

2. l’estimation ŕecursive d’une base de l’espace d’observabilité à partir de ce vecteur
en adaptant des ḿethodes de traitement d’antennes.

Cette d́ecomposition áegalement permis de prouver qu’il est possible de traiter le
probl̀eme des perturbations dans l’une ou l’autre de cesétapes et ce, de manière to-
talement́equivalente.

– Le d́eveloppement de deux nouveaux algorithmes d’estimation duvecteur d’observation
Ces ḿethodes reposent sur le lemme d’inversion matricielle et sont alternatives aux
méthodes de misèa jour des d́ecompositions QR des schémasOrdinary et PI/PO
MOESP propośees par M. Lovera. Elles s’inspirent de la procédure d́evelopṕee par H.
Oku mais n’utilisent aucune matrice symétrique. Elles confondent a posteriori les affir-
mations de H. Oku selon lequel l’utilisation de matrices nonsymétriques ne serait pas
appropríeeà la ŕecursion. Une analyse de complexité des algorithmes de miseà jour du
vecteur d’observation áet́e ŕealiśee. Cette dernière montre que les algorithmes d’esti-
mation fond́es sur le lemme d’inversion matricielle sont moins coûteux nuḿeriquement
que leurs homologues utilisant la décomposition QR. Il est cependant important de no-
ter que l’application de techniques employant le lemme d’inversion matricielle peut,
dans certaines situations, conduireà une instabilit́e av́eŕee.
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– L’adaptation de la ḿethode du propagateur̀a l’identification ŕecursive des sous-espaces
Par d́efinition, le propagateur est un opérateur qui permet de séparer le sous-espace si-
gnal en deux sous-espaces orthogonauxà l’aide d’oṕerations lińeaires. Ces propriét́es
nous ont permis de créer de nouveaux critères d’estimation quadratique, sans approxi-
mation et sans contrainte dont la minimisation fournit le sous-espace d’observabilité
dans une base particulière. Deux hypoth̀eses sont ńecessaires̀a leur cŕeation :
* que le syst̀emeà identifier soit observable,
* que la dimension du vecteur d’état soit connuea priori.
Sept algorithmes ont́et́e d́evelopṕes :RPM1, RPM2, COPM, COIVPM, IVPM, EIVPM
etEIVsqrtPM. Ces derniers peuventêtre regrouṕes en trois familles :

Famille 1 : algorithmeRPM1. Cette technique, dont l’objectif est purement didactique,
conduità des estiḿees consistantes si et seulement si les perturbations agissant sur
le proćed́e sont nulles.

Famille 2 : algorithmesRPM2 et COPM. Ces ḿethodes utilisent la matrice de cova-
riance du vecteur d’observation estimée par les versions récursives dePI/PO
MOESP qui sont, par construction, asymptotiquementépuŕees des perturbations.
Ils diff èrent par l’approche employée pour les minimiser (resp. non séquentielle et
séquentielle).

Famille 3 : algorithmesCOIVPM, IVPM, EIVPM et EIVsqrtPM. Le vecteur d’obser-
vation utiliśe est estiḿe quant̀a lui à l’aide des versions récursives d’Ordinary
MOESP. Puisque ce dernier est asymptotiquement biaisé lorsque, par exemple, le
bruit de sortie est coloré, une variable instrumentale lui est associée afin d’aboutir
à une estiḿee consistante du propagateur lorsque le système est sujet aux pertur-
bations. Les algorithmesIVPM etEIVPM s’inspirent de techniques de minimisa-
tion classique telles que les moindres carrés ŕecursifs. Ils diff̀erent selon les hy-
poth̀eses fix́ees sur le nombre d’instruments composant la variable instrumentale.
IVPM n’est applicable qu’en construisant une variable instrumentale de dimen-
sion égale au nombre de variables internes.EIVPM permet quant̀a lui de ǵerer
un nombre d’instruments plus conséquent. L’algorithmeCOIVPM peut être em-
ployé quelle que soit la taille de la variable instrumentale utilisée. Il diffère par
l’approche adopt́ee. Le propagateur est en effet estimé à l’aide d’une minimisation
séquentielle de plusieurs critères. L’algorithmeEIVsqrtPM est une version robuste
d’EIVPM. Contrairement̀a ce dernier,EIVsqrtPM permet de garantir la positivité
de certaines matrices composant la méthode la variable instrumentaleétendue.

Plusieurs ŕesultats int́eressants ont́et́e mis enévidence lors de l’́etude th́eorique et pratique
des techniques d’identification récursive baśees sur le propagateur. Une première analyse des
propríet́es asymptotiques des algorithmesPM a montŕe que :

– la méthode du propagateur sans variable instrumentale utilisant un vecteur d’observation
bruité produit des estiḿees asymptotiquement biaisées m̂eme si les perturbations sont
temporellement et spatialement blanches ;

– les algorithmes du propagateur avec variable instrumentale conduisent̀a des estiḿees non
biaiśees de l’espace d’observabilité si et seulement si :
* le syst̀emeà identifier est causal, asymptotiquement stable et observable,
* l’entr ée appliqúee au proćed́e vérifie la condition d’excitation persistante,
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* la variable instrumentale et le bruit sont décorŕelés ;
– les algorithmesIVPM et IVPT ont, tout au moins sur un exemple de simulation, des

propríet́es statistiqueśequivalentes au premier et second ordre. Bien que nous n’ayons
pas encore réussià le d́emontrer th́eoriquement, cette constatation indique qu’il est fort
probable que nous puissions obtenir des résultatśequivalents avec un critère quadratique
sans approximation et sans contrainte et des fonctions coût d’ordre 4 ou d’ordre 2 avec
contraintes.

Uneétude de complexité des ḿethodes ŕecursives des sous-espaces aégalement permis de
prouver que les techniques fondées sur le propagateur sont numériquement moins ońereuses
que leurs homologues utilisant l’approximationPAST.

L’application des algorithmesPM sur des donńees de simulation et des données ŕeelles sta-
tionnaires et non stationnaires a mis enévidence :

– qu’ils pŕesentent une tolérance int́eressantèa une faible sur-estimation et sous-estimation
de l’ordre du syst̀eme ;

– que le facteur d’oubli fait l’objet d’un compromis capacité de poursuite deśevolutions du
syst̀eme / sensibilit́e aux perturbations ;

– que les param̀etres de fen̂etragef et p ont une influence ńegligeable sur la fiabilit́e des
estiḿees et qu’il est pŕeférable de les choisir relativement faibles pouréviter d’augmenter
le côut calculatoire ;

– qu’ils sont capables de suivre desévolutions lentes de paramètres ;
– qu’ils sont aussi performants en terme de consistance que les techniques utilisant le critère

de Yang et ses d́erivées.
Ces diff́erents ŕesultats indiquent donc que les méthodes ŕecursives des sous-espaces utili-

sant le propagateur sont relativement efficaces et particulièrement prometteuses.

Perspectives de recherche

Comme nous l’avons préciśe au sein des paragraphes préćedents, un certain nombre de
développements doivent encore faire l’objet d’une recherche approfondie. Deux axes nous
semblent plus particulièrement int́eressants̀a étudier :

– les propríet́es asymptotiques des méthodesPM avec variable instrumentale ;
– le probl̀eme de l’estimation de l’ordre du système en ligne.
Ce dernier point est certainement l’inconvénient majeur des algorithmes récursifs des sous-

espaces. Les pistes de recherche actuelles s’orientent plus pŕeciśement vers l’utilisation des
méthodesCOPASTd et COIVPASTd assocíeesà des crit̀eres d’information tels queAIC ou
SVC. Ces techniques d’identification pourraient en effet fournir des estiḿees des valeurs propres
de la matrice de covariance du vecteur d’observation. Lesétudes ŕealiśees jusqu’ici n’ont ce-
pendant pas permis d’aboutirà des ŕesultats publiables.

L’application de ces ḿethodes d’identification sur des procéd́es industriels est́egalement
une orientation qu’il nous semble nécessaire de considérer. Dans le contexte du suivi et du pi-
lotage de systèmes industriels, il est souvent très utile de posśeder des outils ŕecursifs capables
de mod́eliser, en temps réel, des processus non stationnaires. Les algorithmes des sous-espaces
dévelopṕes dans ce manuscrit pourraient, par exemple,être utiliśes pour obtenir des modèles lo-
caux de proćed́esévolutifs utiliśes ensuite par des techniques de classification de données pour
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surveiller et diagnostiquer le systèmeétudíe. L’identification est́egalement unéetape pŕealable
nécessairèa de nombreux problèmes de commande. Les méthodes d’estimation dévelopṕees au
sein de ce rapport présentent le double avantage d’être ŕecursives et d’utiliser une représentation
très emploýee en commande de procéd́e : la forme d’́etat. Uneétude de l’apport de ces algo-
rithmes en commande adaptative ou optimale pourrait doncégalement̂etre envisaǵee.
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A.1 Preuve de la formule (3.133)

Nous avons montré dans le paragraphe 3.4 (cf. equ. (3.173)) que :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT = ΓΓΓ f X+

f ΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT . (A.1)

Par d́efinition de la projection orthogonale sur le noyau deU+
f , cette relation se récrit alors

comme suit :

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT = ΓΓΓ f

(

X+
f ΞΞΞT −U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f ΞΞΞT

)

. (A.2)

Or :

lim
M→∞

(

X+
f ΞΞΞT −U+

f
T
(

U+
f U+

f
T
)−1

U+
f ΞΞΞT

)

=

E

{

x+
f ξξξ T

}

−E

{

x+
f u+

f
T
}

E

{(

u+
f u+

f
T
)−1

}

E

{

u+
f ξξξ T

}

= Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ . (A.3)

Ainsi :

lim
M→∞

(

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

)

= ΓΓΓ f

(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)

. (A.4)
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La matrice des ŕesidus d́efinie par :

Rεεε = Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

(

Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥

)T

= Y+
f ΠΠΠ

U+
f
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥Y+

f

(A.5)

vérifie alors asymptotiquement :

Rεεε = ΓΓΓ f

(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)(

ΞΞΞΠΠΠ
U+

f
⊥ΞΞΞT

)−1(

Rxξξξ −Rxu+
f
R−1

u+
f
Ru+

f ξξξ

)T

ΓΓΓT
f . (A.6)

A.2 Preuve de la formule (3.154)

Par d́efinition [GV96] :

ΠΠΠΨΨΨ = ΨΨΨT (ΨΨΨΨΨΨT)−1ΨΨΨ. (A.7)

Puisque :

ΨΨΨ =

[
U−p
ΞΞΞ

]

, (A.8)

la projection surΨΨΨ s’écrit :

ΠΠΠΨΨΨ =
[

U−p
T ΞΞΞT

]
[

U−p U−p
T U−p ΞΞΞT

ΞΞΞU−p
T ΞΞΞΞΞΞT

]−1[
U−p
ΞΞΞ

]

. (A.9)

En utilisant le lemme d’inversion matricielle par bloc [Bro91] :

Lemme A.1. SoitM une matrice inversible d́ecomposable de la façon suivante :

M =

[
M1 M2

M3 M4

]

. (A.10)

L’inverse de la matriceM vérifie alors :

M−1 =

[
M−1

1 +M−1
1 M2T−1M3M−1

1 −M−1
1 M2T−1

−T−1M3M−1
1 T−1

]

(A.11)

où T = M4−M3M−1
1 M2 est le compĺement de Schur deM1.

la relation (A.9) devient :

ΠΠΠΨΨΨ =

[
U−p
ΞΞΞ

]T
[(

U−p U−p
T
)−1
−
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞTT−1ΞΞΞU−p
(

U−p U−p
T
)−1

−
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞTT−1

−T−1ΞΞΞU−p
(

U−p U−p
T
)−1

T−1

]−1[
U−p
ΞΞΞ

]

(A.12)
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avec :

T−1 = ΞΞΞΞΞΞT −ΞΞΞU−p
T
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞT = ΞΞΞΠΠΠ
U−p
⊥ΞΞΞT . (A.13)

Ainsi :

ΠΠΠΨΨΨ = U−p
T
((

U−p U−p
T
)−1
−
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞTT−1ΞΞΞU−p
(

U−p U−p
T
)−1

)

U−p

−U−p
T
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞTT−1ΞΞΞ−ΞΞΞT
(

U−p U−p
T
)−1

U−p ΞΞΞTT−1U−p +ΞΞΞTT−1ΞΞΞ

= ΠΠΠU−p −ΠΠΠU−p ΞΞΞTT−1ΞΞΞΠΠΠU−p −ΠΠΠU−p ΞΞΞTT−1ΞΞΞ−ΞΞΞTT−1ΞΞΞΠΠΠU−p +ΞΞΞTT−1ΞΞΞ

= ΠΠΠU−p +
(

Inu f −ΠΠΠU−p

)

︸ ︷︷ ︸

ΠΠΠ
U−p
⊥

ΞΞΞTT−1ΞΞΞ
(

Inu f −ΠΠΠU−p

)

︸ ︷︷ ︸

ΠΠΠ
U−p
⊥

= ΠΠΠU−p +ΠΠΠ
U−p
⊥ΞΞΞT

(

ΞΞΞΠΠΠ
U−p
⊥ΞΞΞT

)−1
ΞΞΞΠΠΠ

U−p
⊥.

(A.14)

A.3 Preuve de la formule (4.96)

Consid́erons la d́ecomposition QR suivante accessibleà l’instantt̄−1 = t +M−2 :
[
U+

f (t̄−1)

Y+
f (t̄−1)

]

=

[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

][
Q̄1(t̄−1)
Q̄2(t̄−1)

]

. (A.15)

Lorsqu’un nouveau couple de données est mesuré, la d́ecomposition pŕećedente est misèa jour
de la façon suivante :

[√
λ
[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

]
u+

f (t̄)
y+

f (t̄)

]




Q̄1(t̄−1) 0
Q̄2(t̄−1) 0

0 1



 . (A.16)

La śequence de rotations de Givens [GV96] permettant d’annihiler u+
f (t̄) s’écrit explicitement

comme suit :

RotG(t̄) =





Rot11
G (t̄) 0 Rot12

G (t̄)
0 I 0

Rot21
G (t̄) 0 Rot22

G (t̄)



 . (A.17)

La miseà jour de la factorisation QR (A.16) s’écrit alors :

[√
λ
[
R̄11(t̄−1) 0
R̄21(t̄−1) R̄22(t̄−1)

]
u+

f (t̄)
y+

f (t̄)

]




Q̄1(t̄−1) 0
Q̄2(t̄−1) 0

0 1



RotG(t̄) =

[√
λ R̄11(t̄−1)Rot11

G (t̄)+u+
f (t̄)Rot21

G (t̄) 0
√

λ R̄11(t̄−1)Rot12
G (t̄)+u+

f (t̄)Rot22
G (t̄)

√
λ R̄21(t̄−1)Rot11

G (t̄)+y+
f (t̄)Rot21

G (t̄) R̄22(t̄−1)
√

λ R̄21(t̄−1)Rot12
G (t̄)+y+

f (t̄)Rot22
G (t̄)

]

. (A.18)

Les relations suivantes sont alors vérifiées :

0 =
√

λ R̄11(t̄−1)Rot12
G (t̄)+u+

f (t̄)Rot22
G (t̄) (A.19)

z̄+
f (t̄) =

√
λ R̄21(t̄−1)Rot12

G (t̄)+y+
f (t̄)Rot22

G (t̄). (A.20)
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Nous savons de plus que :

y+
f (t̄) = ΓΓΓ f x(t̄)+H f u+

f (t̄)+n+
f (t̄). (A.21)

Ainsi :

z̄+
f (t̄) =

√
λ R̄21(t̄−1)Rot12

G (t̄)+y+
f (t̄)Rot12

G (t̄)

=
√

λ R̄21(t̄−1)Rot12
G (t̄)+ΓΓΓ f x(t̄)Rot22

G (t̄)+H f u+
f (t̄)Rot22

G (t̄)+n+
f (t̄)Rot22

G (t̄). (A.22)

Or, d’apr̀es l’équation (A.19) :

u+
f (t̄)Rot22

G (t̄) =−
√

λ R̄11(t̄−1)Rot12
G (t̄). (A.23)

Le vecteur de sortie modifié z̄+
f vérifie donc la relation suivante :

z̄+
f (t̄) =

√
λ R̄21(t̄−1)Rot12

G (t̄)+ΓΓΓ f x(t̄)Rot22
G (t̄)

−
√

λH f R̄11(t̄−1)Rot12
G (t̄)+n+

f (t̄)Rot22
G (t̄). (A.24)

La suite de cette d́emonstration repose sur la définition de la factorisation QR :

U+
f (t̄−1) = R̄11(t̄−1)Q̄1(t̄−1) (A.25)

Y+
f (t̄−1) = R̄21(t̄−1)Q̄1(t̄−1)+ R̄22(t̄−1)Q̄2(t̄−1). (A.26)

Ces deux expressions nous permettent en effet d’écrire que :

R̄21(t̄−1) = Y+
f (t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1) =
(

ΓΓΓ f X+(t̄−1)+H f U+
f (t̄−1)+N+

f (t̄−1)
)

Q̄T
1 (t̄−1)

= ΓΓΓ f X+(t̄−1)Q̄T
1 (t̄−1)+H f U+

f (t̄−1)Q̄T
1 (t̄−1)

︸ ︷︷ ︸

R̄11(t̄−1)

+N+
f (t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)

= ΓΓΓ f X+(t̄−1)Q̄T
1 (t̄−1)+H f R̄11(t̄−1)+N+

f (t̄−1)Q̄T
1 (t̄−1).

(A.27)

L’insertion de cette relation au sein de l’équation (A.24) aboutit̀a la formule suivante :

z̄+
f (t̄) =

√
λΓΓΓ f X+(t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+

√
λH f R̄11(t̄−1)Rot12

G (t̄)

+
√

λN+
f (t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+ΓΓΓ f x(t̄)Rot22

G (t̄)

−
√

λH f R̄11(t̄−1)Rot12
G (t̄)+n+

f (t̄)Rot22
G (t̄)

= ΓΓΓ f

(√
λX+(t̄−1)Q̄T

1 (t̄−1)Rot12
G (t̄)+x(t̄−1)Rot22

G (t̄)
)

+
√

λN f (t̄−1)Q̄T
1 (t̄−1)Rot12

G (t̄−1)+n f (t̄)Rot22
G (t̄−1).

(A.28)
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A.4 Preuve de la proposition 5.1

L’objectif est de mettrèa jour termèa terme la projection :

Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

(

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

)−1

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

(A.29)

lorsque de nouvelles données d’entŕee-sortie sont accessiblesà la mesure afin d’estimer le vec-
teur d’observatioǹa l’instantt̄. Pour cela, calculons successivement chaque terme de la relation :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

(

ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

)−1

ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

(A.30)

sachant que :

Y+
f (t̄) =

[√
λY+

f (t̄−1) y+
f (t̄)

]

(A.31)

U+
f (t̄) =

[√
λU+

f (t̄−1) u+
f (t̄)

]

(A.32)

ΞΞΞ(t̄) =
[√

λΞΞΞ(t̄−1) ξξξ (t̄)
]
. (A.33)

Nous savons que (cf. equ. (5.35)) :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

=

[√
λY+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ž+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1)
√

λ
λ+δδδ f (t̄)

ž+
f (t̄)

]

(A.34)

avec :

γγγ+
f (t̄) =

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
u+

f (t̄) (A.35)

δδδ f (t̄) = u+
f

T
(t̄)γγγ+

f (t̄) (A.36)

ž+
f (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

y+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(A.37)

En postmultipliant cette expression parΞΞΞT(t̄) :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

=
[√

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥

(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ž+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1)

√

λ
λ+δδδ f (t̄) ž+

f (t̄)
]
[√

λΞΞΞT(t̄−1)

ξξξ T
(t̄)

]

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)+ ž+
f (t̄) ξ̌ξξ

− T
(t̄)

(A.38)

avec :

ξ̌ξξ
−
(t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

ξξξ (t̄)−ΞΞΞ(t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

. (A.39)
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Intéressons nous maintenant au produit matricielΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

. Par analogie avec l’équation

(5.35), en remplaçantY+
f (t̄) par ΞΞΞ(t̄) et y+

f (t̄) par ξξξ (t̄), toute choséegale par ailleurs, il est
facile de montrer que :

ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

=
[√

λΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ξ̌ξξ
−
(t̄)γγγ+

f
T
(t̄)U+

f (t̄−1)
√

λ
λ+δδδ f (t̄)

ξ̌ξξ
−
(t̄)
]

. (A.40)

En postmultipliant cette expression parΞΞΞT(t̄), nous avons :

ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

=
[√

λΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥

(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ξ̌ξξ
−
(t̄)γγγ+

f
T
(t̄)U+

f (t̄−1)

√

λ
λ+δδδ f (t̄) ξ̌ξξ

−
(t̄)
]
[√

λΞΞΞT(t̄−1)

ξξξ T
(t̄)

]

= λΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)+ ξ̌ξξ
−
(t̄) ξ̌ξξ

− T
(t̄).

(A.41)

En appliquant le lemme d’inversion matricielleà cette dernìereéquation, nous obtenons :

ΦΦΦ f (t̄) =

(

ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

)−1

=

(

ΦΦΦ f (t̄−1)−
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

/λ (A.42)

avec :

ζζζ f (t̄) = ξ̌ξξ
− T

(t̄)ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ
−
(t̄) (A.43)

χχχ+
f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ

−
(t̄). (A.44)

En postmultipliantY+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄) parΦΦΦ f (t̄), nous obtenons :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)

=

(

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)+ ž+
f (t̄) ξ̌ξξ

− T
(t̄)

)(

ΦΦΦ f (t̄−1)−
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

/λ

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)−Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

+
1
λ

(

ž+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)− ž+

f (t̄)
ζζζ f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

.

(A.45)



A.4 Preuve de la proposition 5.1 193

En introduisant quelques simplifications, nous obtenons :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄) = Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)

−Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)
+

1
λ

(

ž+
f (t̄)

(

1−
ζζζ f (t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

χχχ+
f

T
(t̄)

)

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)−Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

+
ž+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)
= Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)+ ˇ̌z+
f (t̄)

χχχ+
f

T
(t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄ +1)

(A.46)

avec :

ˇ̌z+
f (t̄) =

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

(

ž+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+
f (t̄)

)

. (A.47)

Enfin :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

=



Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)+ ˇ̌z+
f (t̄)

χχχ+
f

T
(t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄ +1)





[√
λΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)
− 1√

λ+δδδ f (t̄)
ξ̌ξξ
−
(t̄)γγγ+

f
T
(t̄)U+

f (t̄−1)
√

λ
λ+δδδ f (t̄)

ξ̌ξξ
−
(t̄)
]

.

(A.48)

Afin de faciliter l’écriture finale de ce produit matriciel, calculons sépaŕement l’expression
(

Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)+ ˇ̌z+
f (t̄)

χχχ+
f

T
(t̄)√

λ 2+λζζζ f (t̄)

)

ξ̌ξξ
−
(t̄) commune aux deux com-

posantes de la matrice (A.48) :



Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)+ ˇ̌z+
f (t̄)

χχχ+
f

T
(t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)



 ξ̌ξξ
−
(t̄)

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+
f (t̄)+ ˇ̌z+

f (t̄)
ζζζ f (t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
+ ž+

f (t̄)− ž+
f (t̄)

= ž+
f (t̄)+ ˇ̌z+

f (t̄)
ζζζ f (t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
−

√

λ +ζζζ f (t̄)

λ
ˇ̌z+

f (t̄) = ž+
f (t̄)−

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄),

(A.49)
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expression qu’on nommera désormaiš̌̌z+
f (t̄). Lesm f premìeres colonnes de l’équation (A.48)

valent alors :
[

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

]

(:,1:nu f )

=
√

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

+ ˇ̌z+
f (t̄)

χχχ+
f

T
(t̄)

√

λ +ζζζ f (t̄)
ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)
− 1
√

λ +δδδ f (t̄)
ˇ̌̌z+

f (t̄)γγγ+
f

T
(t̄)U+

f (t̄−1),

(A.50)

la dernìere colonne ayant pour expression :

[

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

]

(:,nu f+1)

=

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

ˇ̌̌z+
f (t̄). (A.51)

Nous aboutissons ainsià l’algorithme de misèa jour suivant :

γγγ+
f (t̄) =

(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
u+

f (t̄) = (A.52a)

δδδ f (t̄) = u+
f

T
(t̄)γγγ+

f (t̄) (A.52b)

ž+
f (t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

y+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(A.52c)

Y+
f (t̄)U+

f
T
(t̄) = λY+

f (t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)+y+

f (t̄)u+
f

T
(t̄) (A.52d)

(

U+
f (t̄)U+

f
T
(t̄)
)−1

=

(
(

U+
f (t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)

)−1
−

γγγ+
f (t̄)γγγ+

f
T
(t̄ +1)

λ +δδδ f (t̄)

)

/λ (A.52e)

ξ̌ξξ
−
(t̄) =

√

λ
λ +δδδ f (t̄)

(

ξξξ (t̄)−ΞΞΞ(t̄−1)U+
f

T
(t̄−1)γγγ+

f (t̄)
)

(A.52f)

χχχ+
f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ

−
(t̄) (A.52g)

ζζζ f (t̄) = χχχ+
f

T
(t̄)ξ̌ξξ

−
(t̄) (A.52h)

ˇ̌z+
f (t̄) =

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

(

ž+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+
f (t̄)

)

(A.52i)

ˇ̌̌z+
f (t̄) = ž+

f (t̄)−
√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄) (A.52j)

ΞΞΞ(t̄)U+
f

T
(t̄) = λΞΞΞ(t̄−1)U+

f
T
(t̄−1)+ξξξ (t̄)u+

f
T
(t̄) (A.52k)

ΦΦΦ f (t̄) =

(

ΦΦΦ f (t̄−1)−
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

/λ (A.52l)

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄) = λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)+ ž+

f (t̄) ξ̌ξξ
− T

(t̄). (A.52m)
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La dernìereétape de cette démonstration consistèa expliciter la relation lianť̌z+
f et ˇ̌̌z+

f au vecteur

d’observationz+
f . Pour cela, il est ńecessaire de calculer :

Z+
f (t)Z+

f
T
(t) =

[√
λZ+

f (t−1) z+
f (t)

][√
λZ+

f (t−1) z+
f (t)

]T

= λZ+
f (t−1)Z+

f
T
(t−1)+z+

f (t)z+
f

T
(t) (A.53)

que nous savons vérifier que :

Z+
f (t)Z+

f
T
(t)

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

(

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

)−1

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

(

Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

(

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)

)−1

ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

)T

= Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄).

(A.54)

Intéressons-nous dans un premier temps au produit deY+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄) parΦΦΦ f (t̄) :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)

=

(

λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)+ ž+

f (t̄) ξ̌ξξ
− T

(t̄)

)(

ΦΦΦ f (t̄−1)−
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

)

/λ

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+
f (t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

+
1
λ

ž+
f (t̄) ξ̌ξξ

− T
(t̄)ΦΦΦ f (t̄−1)− 1

λ
ž+

f (t̄) ξ̌ξξ
− T

(t̄)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)
.

(A.55)

Sachant que :

χχχ+
f (t̄) = ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ

−
(t̄) (A.56)

ζζζ f (t̄) = χχχ+
f

T
(t̄)ξ̌ξξ

−
(t̄) (A.57)
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L’ équation (A.55) se simplifie comme suit :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+
f (t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

+
1
λ

ž+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)− 1

λ
ž+

f (t̄)
ζζζ f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

= Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+
f (t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)
χχχ+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)

λ +ζζζ f (t̄)

+
λ

λ +ζζζ f (t̄)
ž+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄).

(A.58)

Il est alors possible de mettre enévidence le vecteuř̌z+
f :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄) = Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)

+
1

λ +ζζζ f (t̄)

(

ž+
f (t̄)−Y+

f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+
f (t̄−1)

ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+
f (t̄)

︸ ︷︷ ︸
√

λ+ζζζ f (t̄)

λ
ˇ̌z+

f (t̄)

)

χχχ+
f

T
(t̄) (A.59)

ce qui, apr̀es simplification, donne :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄+) = Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)

+
1

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
ˇ̌z+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄). (A.60)
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La dernìere phase de la démonstration consistèa multiplier l’équation pŕećedentèa droite par
(

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)

)T

:

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄)

=



Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)+

1
√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
ˇ̌z+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)





(

λΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)+ ξ̌ξξ

−
(t̄) ˇ̌z+

f
T
(t̄)

)

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

+

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

+Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ

−
(t̄) ž+

f
T
(t̄)

+
1

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
ˇ̌z+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)ξ̌ξξ

−
(t̄) ž+

f
T
(t̄).

(A.61)

Pour simplifier quelque peu les calculs, il convient alors d’ajouter et de soustrairě̌z+
f (t̄) ˇ̌z+

f
T
(t̄) :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄)

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

− ˇ̌z+
f (t̄) ˇ̌z+

f
T
(t̄)+ ˇ̌z+

f (t̄) ˇ̌z+
f

T
(t̄)+

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

+Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ξ̌ξξ

−
(t̄) ž+

f
T
(t̄)

+
1

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
ˇ̌z+

f (t̄)χχχ+
f

T
(t̄)ξ̌ξξ

−
(t̄) ž+

f
T
(t̄).

(A.62)
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Il est ainsi possible de procéderà quelques simplifications et regroupements :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄)

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

− ˇ̌z+
f (t̄) ˇ̌z+

f
T
(t̄)+

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)ΞΞΞT(t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
Y+

f
T
(t̄−1)

+
ζζζ f (t̄)

√

λ 2 +λζζζ f (t̄)
ˇ̌z+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄)+

√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄) ž+

f
T
(t̄)

−
√

λ
λ +ζζζ f (t̄)

ˇ̌z+
f (t̄)χχχ+

f
T
(t̄)ΞΞΞT(t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
Y+

f
T
(t̄−1)

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)− ˇ̌z+

f (t̄) ˇ̌z+
f

T
(t̄)

+Y+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)χχχ+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄)+

√

λ +ζζζ f (t̄)

λ
ˇ̌z+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄).

(A.63)

On reconnâıt alorsž+
f (t̄) et cette dernìereéquation devient :

Y+
f (t̄)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄)

ΞΞΞT(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄)

= λY+
f (t̄−1)ΠΠΠ⊥U+

f (t̄−1)
ΞΞΞT(t̄−1)ΦΦΦ f (t̄−1)ΞΞΞ(t̄−1)ΠΠΠ

U+
f
⊥
(t̄−1)

Y+
f

T
(t̄−1)

− ˇ̌z+
f (t̄) ˇ̌z+

f
T
(t̄)+ ž+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄).

(A.64)

En associant leśequations (A.53) et (A.64) et sachant que :

Z+
f (t)Z+

f
T
(t) = Y+

f (t̄)ΠΠΠ⊥U+
f (t̄)ΞΞΞ

T(t̄)ΦΦΦ f (t̄)ΞΞΞ(t̄)ΠΠΠ
U+

f
⊥
(t̄)

Y+
f

T
(t̄), (A.65)

la relation suivante est vérifiée :

z+
f (t̄) z+

f
T
(t̄) = ž+

f (t̄) ž+
f

T
(t̄)− ˇ̌z+

f (t̄) ˇ̌z+
f

T
(t̄). (A.66)

A.5 Preuve de l’algorithme (5.81)

Consid́erons le crit̀ere suivant :

J(Pf ) = E

∥
∥
∥z+

f2
−PT

f z+
f1

∥
∥
∥

2
. (A.67)

Son minimum est atteint lorsque sa dérivée s’annule i.e. pour :

PT
f (t) = Rz+

f2
z+

f1
(t)R−1

z+
f1

(t). (A.68)
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A chaque nouvelle acquisition, ces matrices de covariance sont misesà jour de la façon sui-
vante :

Rz+
f1
(t) = λRz+

f1
(t−1)+z+

f1
(t)z+

f1
T
(t) (A.69)

Rz+
f2

z+
f1
(t) = λRz+

f2
z+

f1
(t−1)+z+

f2
(t)z+

f1
T
(t). (A.70)

En appliquant le lemme d’inversion matricielleà la matriceL f (t) = R−1
z+

f1

(t), nous obtenons :

L f (t) =
(

λRz+
f1
(t−1)+z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)
)−1

=

1
λ

(

L f (t−1)−
L f (t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L(t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

)

. (A.71)

Le projecteur estiḿe vaut alors :

PT
f (t) =

(

λRz+
f2

z+
f1
(t−1)+z+

f2
(t)z+

f1
T
(t)
)

L f (t) (A.72)

avec :

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−
L f (t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L f (t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

)

. (A.73)

Il est possible de simplifier cettéecriture en remarquant que :

λRz+
f2

z+
f1
(t−1) = λPT

f (t−1)Rz+
f1
(t−1) = PT

f (t−1)
(

L−1
f (t)−z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)
)

. (A.74)

Ainsi :

PT
f (t) =

(

PT
f (t−1)

(

L−1
f (t)−z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)
)

+z+
f2
(t)z+

f1
T
(t)
)

L f (t)

= PT
f (t−1)+

(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L f (t). (A.75)

De plus :

K f (t) = z+
f1

T
(t)L f (t)

=
1
λ

(

z+
f1

T
(t)L f (t−1)−

z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L f (t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

)

=
z+

f1
T
(t)L f (t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

(A.76)

puisquez+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t) ∈ R. L’algorithme ŕecursif complet s’́ecrit alors :

K f (t) =
z+

f1
T
(t)L f (t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L f (t−1)z+

f1
(t)

(A.77a)

L f (t) =
1
λ

(

L f (t−1)−L f (t−1)z+
f1
(t)K f (t)

)

(A.77b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

K f (t). (A.77c)
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A.6 Preuve de l’algorithme (5.122)

Nous savons que :

PT
f (t) =

(

Rz+
f2

z+
f1
(t)−Rz+

f2
z+

f1
(t)
)(

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)
)−1

(A.78)

avec :

Rz+
f1
(t) = λRz+

f1
(t−1)+z+

f1
(t) z+

f1
T
(t) (A.79)

Rz+
f1
(t) = λRz+

f1
(t−1)+z+

f1
(t) z+

f1

T
(t) (A.80)

Rz+
f2

z+
f1
(t) = λRz+

f2
z+

f1
(t−1)+z+

f2
(t) z+

f1
T
(t) (A.81)

Rz+
f2

z+
f1
(t) = λRz+

f2
z+

f1
(t−1)+z+

f2
(t) z+

f1

T
(t). (A.82)

Ainsi :

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t) = λ

(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)

+z+
f1
(t) z+

f1
T
(t)−z+

f1
(t) z+

f1

T
(t). (A.83)

La principaleétape de cette démonstration est de proposer une miseà jour ŕecursive de cette
équation. Pour cela, nous allons lui appliquer par deux foisle lemme d’inversion matricielle.
Rappelons̀a ce stade ce lemme [Bro91] :

Lemme A.2. SoientA, B, C etD quatre matrices telles queA, C etA +BCD soient inversibles.
Alors :

(A +BCD)−1 = A−1−A−1B
(
C+DA−1B

)−1
DA−1. (A.84)

Ainsi, en posant dans un premier temps :

A = λ
(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)

+z+
f1
(t) z+

f1
T
(t) = L−1

f (t) (A.85)

B = z+
f1
(t) (A.86)

C = 1 (A.87)

D = z+
f1

T
(t) (A.88)

et en appliquant le lemme d’inversion matricielleà partir de cette d́ecomposition, nous obte-
nons :

L
f
(t) =

(

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)
)−1

= L f (t)−
L f (t)z

+
f1
(t) z+

f1

T
(t)L f (t)

1+ z+
f1

T (t)L f (t)z+
f1
(t)

(A.89)

avec :

L f (t) =
(

λ
(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)

+z+
f1
(t) z+

f1
T
(t)
)−1

. (A.90)

En appliquant ensuite le lemme d’inversion matricielleà l’équation (A.90), la relation suivante
est v́erifiée :

L f (t) =
1
λ



L
f
(t−1)−

L
f
(t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L

f
(t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L

f
(t−1)z+

f1
(t)



 (A.91)
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en posant :

L
f
(t−1) =

(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)−1
. (A.92)

La dernìere phase de cette démonstration consistèa exprimerRz+
f2

z+
f1
(t)−Rz+

f2
z+

f1
(t) en fonction

des matrices de covariance de l’instant préćedent et des nouveaux vecteurs acquis. Or, nous
savons que :

Rz+
f2

z+
f1
(t)−Rz+

f2
z+

f1
(t) = λ

(

Rz+
f2

z+
f1
(t−1)−Rz+

f2
z+

f1
(t−1)

)

+z+
f2
(t) z+

f1
T
(t)−z+

f2
(t) z+

f1

T
(t) (A.93)

à l’aide deśequations (A.81) et (A.82). Puisque :

Rz+
f2

z+
f1
(t−1)−Rz+

f2
z+

f1
(t−1) = PT

f (t−1)
(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)

(A.94)

et que :

λ
(

Rz+
f1
(t−1)−Rz+

f1
(t−1)

)

= Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)−z+

f1
(t) z+

f1
T
(t)−z+

f1
(t) z+

f1

T
(t), (A.95)

nous pouvonśecrire que :

Rz+
f2

z+
f1
(t)−Rz+

f2
z+

f1
(t) = PT

f (t−1)
(

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)
)

+
(

z+
f2
(t)− P̂T

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)−

(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t). (A.96)

En postmultipliant cettéequation parL
f
(t) =

(

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)
)−1

, nous obtenons :

PT
f (t) =

(

Rz+
f2

z+
f1
(t)−Rz+

f2
z+

f1
(t)
)(

Rz+
f1
(t)−Rz+

f1
(t)
)−1

(A.97)

= PT
f (t−1)+

(

z+
f2
(t)− P̂T

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t) (A.98)

−
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t). (A.99)

L’algorithme final s’́ecrit :

L f (t) =
1
λ



L
f
(t−1)−

L
f
(t−1)z+

f1
(t)z+

f1
T
(t)L

f
(t−1)

λ +z+
f1

T
(t)L

f
(t−1)z+

f1
(t)



 (A.100a)

L
f
(t) = L f (t)+

L f (t)z
+
f1
(t)z+

f1

T
(t)L f (t)

λ +z+
f1

T(t)L f (t)z+
f1
(t)

(A.100b)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(

z+
f2
(t)− P̂T

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t)

−
(

z+
f2
(t)−PT

f (t−1)z+
f1
(t)
)

z+
f1

T
(t)L

f
(t).

(A.100c)
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A.7 Preuve de l’algorithme (5.138)

Lorsque le nombre d’instruments composant la variable instrumentaleξξξ est strictement
suṕerieuràn, le minimum du crit̀ereJIV défini par :

JIV (Pf (t)) = Tr
((

Rzf2ξξξ (t)−PT
f (t)Rzf1ξξξ (t)

)(

RT
zf2ξξξ (t)−RT

zf1ξξξ (t)Pf (t)
))

. (A.101)

est atteint pour :

PT
f (t) = Rzf2ξξξ (t)R†

zf1ξξξ (t) = Rzf2ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)

(

Rzf1ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)

)−1
(A.102)

puisque la matriceRzf1ξξξ n’est pas carŕee. L’application du lemme d’inversion matricielle n’est
donc plus directement applicable. Il est cependant possible de s’inspirer des travaux de B. Fried-
lander sur la ḿethode de la variable instrumentaleétendue [Fri84] pour d́evelopper un algo-
rithme ŕecursif capable de gérer ce type de matrice. Considérons que nous ayons accès à de
nouvelles mesures d’entrée et de sortièa l’instantt. Les matrices de covarianceRzf1ξξξ et Rzf2ξξξ
sont alors mises̀a jour comme suit :

Rzf1ξξξ (t) = λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t) (A.103)

Rzf2ξξξ (t) = λRzf2ξξξ (t−1)+zf2(t)ξξξ
T
(t). (A.104)

En posant :

L f (t) =
(

Rzf1ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)

)−1
, (A.105)

il est aiśe de v́erifier que :

PT
f (t) = Rzf2ξξξ (t)RT

zf1ξξξ (t)L f (t)+PT
f (t−1)−PT

f (t−1)

= Rzf2ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)L f (t)+PT

f (t−1)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t)RT

zf1ξξξ (t)L f (t)
︸ ︷︷ ︸

I

= PT
f (t−1)+

(

Rzf2ξξξ (t)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t)

)

RT
zf1ξξξ (t)L f (t)

= PT
f (t−1)+ εεε(t)RT

zf1ξξξ (t)L f (t)

(A.106)

avec :
εεε(t) = Rzf2ξξξ (t)−PT

f (t−1)Rzf1ξξξ (t). (A.107)

Calculons dans un premier temps le termeεεε(t)RT
zf1ξξξ (t) lorsque de nouvelles données sont me-

suŕees. Pour cela, introduisons les relations (A.103) et (A.104) au sein m̂eme deεεε(t)RT
zf1ξξξ (t) :

εεε(t)RT
zf1ξξξ (t) =

(

Rzf2ξξξ (t)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t)

)

RT
zf1ξξξ (t)

=
(

λRzf2ξξξ (t−1)+zf2(t)ξξξ
T
(t)−PT

f (t−1)
(

λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)
))

(

λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)
)T

.

(A.108)
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En d́eveloppant les diff́erentes composantes de cette expression, nous obtenons :

εεε(t)RT
zf1ξξξ (t) =

(

λ
(

Rzf2ξξξ (t−1)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t−1)

)

+
(
zf2(t)−PT

f (t−1)zf1(t)
)

ξξξ T
(t)
)(

λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)
)T

= λ 2
(

Rzf2ξξξ (t−1)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t−1)

)

RT
zf1ξξξ (t−1)

︸ ︷︷ ︸

0

+λ
(

Rzf2ξξξ (t−1)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t−1)

)

ξξξ (t)zT
f1(t)

+λ
(
zf2(t)−PT

f (t−1)zf1(t)
)

ξξξ T
(t)RT

zf1ξξξ (t−1)

+
(
zf2(t)−PT

f (t−1)zf1(t)
)

ξξξ T
(t)ξξξ (t)zT

f1(t)

= λ
(

Rzf2ξξξ (t−1)−PT
f (t−1)Rzf1ξξξ (t−1)

)

ξξξ (t)zT
f1(t)

+
(
zf2(t)−PT

f (t−1)zf1(t)
)(

ξξξ T
(t)ξξξ (t)zT

f1(t)+λξξξ T
(t)RT

zf1ξξξ (t−1)
)

=

[
ξξξ T(t)RT

z f2
ξξξ (t−1)−ξξξ T(t)RT

z f1
ξξξ (t−1)Pf (t−1)

zT
f2

(t)−zT
f1

(t)Pf (t−1)

]T [ λzT
f1

(t)

ξξξ T(t)ξξξ (t)zT
f1

(t)+λξξξ T(t)RT
z f1

ξξξ (t−1)

]

=

[


ξξξ T(t)RT

z f2
ξξξ (t−1)

zT
f2

(t)



−




ξξξ T(t)RT

z f1
ξξξ (t−1)

zT
f1

(t)



Pf (t−1)

]T
[

0 λ
λ ξξξ T(t)ξξξ (t)

][ξξξ T(t)RT
z f1

ξξξ (t−1)

zT
f1

(t)

]

.

(A.109)

En posant :

gf (t) =
[

Rz+
f2

ξξξ (t)ξξξ (t) z+
f2
(t)
]

(A.110)

ΛΛΛ−1(t) =

[
0 λ
λ ξξξ T

(t)ξξξ (t)

]

(A.111)

ΨΨΨ f (t) =
[

Rz+
f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1
(t)
]

, (A.112)

nous montrons que :

εεε(t)RT
zf1ξξξ (t) =

(
gf (t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)

ΛΛΛ−1(t)ΨΨΨT
f (t). (A.113)
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Intéressons-nous maintenantà la miseà jour deL f (t) =
(

Rzf1ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)

)−1
. A chaque nou-

velle acquisition :

L−1
f (t) =

(

Rzf1ξξξ (t)RT
zf1ξξξ (t)

)−1

=
(

λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)
)(

λRzf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)
)T

= λ 2L−1
f (t−1)+λRzf1ξξξ (t−1)ξξξ (t)zT

f1(t)

+λzf1(t)ξξξ
T
(t)RT

zf1ξξξ (t−1)+zf1(t)ξξξ
T
(t)ξξξ (t)zT

f1(t)

= λ 2L−1
f (t−1)+

[

Rz+
f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1
(t)
][0 λ

λ ξξξ T
(t)ξξξ (t)

]



ξξξ T

(t)RT
z+

f1
ξξξ (t−1)

z+
f1

T
(t)





= λ 2L−1
f (t−1)+ΨΨΨ f (t)ΛΛΛ−1(t)ΨΨΨT

f (t).

(A.114)

En appliquant le lemme d’inversion matricielle, nous montrons que :

L f (t) =
1

λ 2

(
L f (t−1)−L f (t−1)ΨΨΨ f (t)

(
ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)
)−1ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)
)

(A.115)

avec :

λ 2ΛΛΛ(t) =

[

−ξξξ T
(t)ξξξ (t) λ
λ 0

]

. (A.116)

Finalement :

ΨΨΨT
f (t)L f (t)

=
1

λ 2

(

I −ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)

(
ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)
)−1
)

ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)

=
1

λ 2

(
ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)−ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)

)

(
ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)
)−1ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)

= ΛΛΛ(t)
(
ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)
)−1ΨΨΨT

f (t)L f (t−1).

(A.117)

Ainsi :

εεε(t)RT
zf1ξξξ (t)L f (t) =

(
gf (t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)

ΛΛΛ−1(t)ΨΨΨT
f (t)L f (t)

=
(
gf (t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)(

ΨΨΨT
f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)+λ 2ΛΛΛ(t)

)−1ΨΨΨT
f (t)L f (t−1). (A.118)
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L’algorithme ŕecursif complet s’́ecrit alors :

gf (t) =
[

Rz+
f2

ξξξ (t)ξξξ (t) z+
f2
(t)
]

(A.119a)

ΛΛΛ(t) =

[

−ξξξ T
(t)ξξξ (t) λ
λ 0

]

(A.119b)

ΨΨΨ f (t) =
[

Rz+
f1

ξξξ (t−1)ξξξ (t) z+
f1
(t)
]

(A.119c)

K f (t) =
(
ΛΛΛ(t)+ΨΨΨT

f (t)L f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)−1ΨΨΨT

f (t)L f (t−1) (A.119d)

PT
f (t) = PT

f (t−1)+
(
gf (t)−PT

f (t−1)ΨΨΨ f (t)
)

K f (t) (A.119e)

Rz+
f1

ξξξ (t) = λRz+
f1

ξξξ (t−1)+z+
f1
(t)ξξξ T

(t) (A.119f)

Rz+
f2

ξξξ (t) = λRz+
f2

ξξξ (t−1)+z+
f2
(t)ξξξ T

(t) (A.119g)

L f (t) =
1

λ 2

(
L f (t−1)−L f (t−1)ΨΨΨ(t)K f (t)

)
(A.119h)





Annexe B

Étude du syst̀eme de transmission flexible
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Le syst̀eme de transmission flexibléetudíe est constitúe de trois poulies reliées par deux
courroies ḿetalliques comportant chacune deux ressorts (cf. fig. B.1). La premìere poulie est
command́ee par un moteur̀a courant continu asservi en position et en vitesse par un régulateur
PD. La position de la poulie 3 est mesuréeà l’aide d’un potentiom̀etre.

θ3

Moteur
à

CC

PD
Ve

Vs

Poulie 1

Poulie 2

Poulie 3

θ2

θ1

Vem

Vsm

FIG. B.1: Sch́ema de principe du système de transmission flexible.

L’objectif de cet annexe consisteà justifier certains choix et certaines caractéristiques mises
enévidence lors de l’identification de ce procéd́e au sein du paragraphe 6.2.1.

B.1 Étude du moteur à courant continu

Puisque le système consid́eŕe est command́e par un moteur̀a courant continu, il est nécessaire
de s’int́eresser, dans un premier temps, au modèle physique de ce dernier. Cet exercice est,
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somme toute, tr̀es classique en automatique. Nous n’en rappellerons donc que les principales
étapes.

J f

R L

Vem

θ

i

FIG. B.2: Moteurà courant continu.

Les équations fondamentales de l’électricit́e et de la ḿecanique nous permettent d’écrire
que (cf. fig. B.2) :

Vem(t) = Keω(t)+Ri(t)+L
di(t)
dt

(B.1)

Cm(t) = J
dω(t)

dt
+ f ω(t) (B.2)

Cm(t) = Kci(t) (B.3)

ω(t) =
dθ(t)

dt
(B.4)

où R et L sont respectivement la résistance et l’inductance de l’induit,Ke la constante de force
contreélectromotrice,Kc la constante de couple,Cm le couple moteur,J la matrice d’inertie
du l’ensemble axe moteur etf le coefficient de frottement. Le signal d’entrée est la tension
de commandeVem. Le signal de sortie est la position angulaire de l’axe moteur θ . En passant
dans l’espace de Laplace, en supposant que les conditions initiales soient nulles, nous montrons
facilement que :

Vem(p) = KeΩ(p)+(R+Lp) I(p) (B.5)

Cm(p) = (Jp+ f )Ω(p) (B.6)

Cm(p) = KcI(p) (B.7)

Ω(p) = pΘ(p) (B.8)

oùVem(p), Ω(p), I(p), Cm(p) etΘ(p) sont les transforḿees de Laplace deVem, ω, i, Cm etθ . La
relation entre la tension de commandeVem et la position angulaireΘ s’écrit alors :

Θ(p)

Vem(p)
=

Kc

p(KeKc +(R+Lp)( f +Jp))
. (B.9)

En associant̀a cette fonction de transfert le gain d’amplificateur, le terme de ŕeduction et le gain
du convertisseurrad/s←→V, l’expression finale devient :

Vsm(p)

Vem(p)
=

K
p(KeKc +(R+Lp)( f +Jp))

. (B.10)
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B.2 Étude mécanique du syst̀eme de transmission flexible

θ1

θ2+∆x

−∆x

FIG. B.3: Syst̀eme compośe de deux poulies reliées par une transmission flexible.

Afin de calculer la fonction de transfert reliant la positionangulaire de la poulie 1̀a celle de
la poulie 3 (cf. fig. B.1), il est ńecessaire d’étudier śepaŕement chaque poulie et de lui appliquer
le principe fondamental de la dynamique. Considérons donc le système de transmission de la
figure B.3. Il est alors aiśe de v́erifier que :

J1
d2θ1

dt2
= Cm(t)− f1

dθ1

dt
−2kr∆x (B.11)

où J1 est la matrice d’inertie de l’ensemble« moteur-ŕeducteur-poulie 1», Cm le couple moteur,
f1 le coefficient de frottement visqueux de l’axe moteur,k la constante de raideur des ressorts
et r le rayon des poulies. La relation entre l’allongement∆x et les anglesθ1 et θ2 vaut quant̀a
elle :

∆x = r (θ1−θ2) . (B.12)

Ainsi :

J1
d2θ1

dt2
= Cm(t)− f1

dθ1

dt
−2k(θ1−θ2) r2. (B.13)

De même, pour la poulie 2 :

J2
d2θ2

dt2
=− f2

dθ2

dt
−2k(θ2−θ1) r2−2k(θ2−θ3) r2 (B.14)

où J2 et f2 sont respectivement la matrice d’inertie de la poulie 2 et lecoefficient de frottement
visqueux de l’axe. Enfin, pour la dernière poulie :

J3
d2θ3

dt2
=− f3

dθ3

dt
−2k(θ3−θ2) r2, (B.15)

J3 et f3 étant respectivement la matrice d’inertie de la poulie 3 et le coefficient de frottement
visqueux de l’axe. En passant dans l’espace de Laplace, en supposant, comme préćedemment,
que les conditions initiales soient nulles, nous avons :

(
J1p2 +F1p+2kr2)Θ1(p) = Cm(p)+2kr2Θ2(p) (B.16)
(
J2p2 +F2p+4kr2)Θ2(p) = 2kr2Θ1(p)+2kr2Θ3(p) (B.17)
(
J3p2 +F3p+2kr2)Θ3(p) = 2kr2Θ2(p). (B.18)
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Après simplification, la relation entre les positions angulaires extr̂emesΘ1 et Θ3 s’écrit :

Θ3(p)

Θ1(p)
=

1

1+ F2+2F3
2kr2 p+

(

J2+2J3
2kr2 + F2F3

(2kr2)
2

)

p2 + F2J3+F3J2

(2kr2)
2 p3 + J2J3

(2kr2)
2 p4

. (B.19)

Le processus de transmission flexible considéŕe est donc un système d’ordre 4.
A partir deséquations (B.10) et (B.19), sachant que le régulateur utiliśe pour asservir le

moteur en position et en vitesse est de type PD, il est ensuitefacile de montrer que l’ensemble
« moteur-transmission flexible» poss̀ede un gain statiquéegale 1. Cette dernière remarque ex-
plique la valeur obtenue sur le tracé fréquentiel 6.35.
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Abr éviations, acronymes et notations
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C.1 Abréviations et acronymes

4SID Subspace State Space System IDentification
ARMAX AutoRegressive Moving Average with eXogenous inputs
ARX AutoRegressive model with eXogenous inputs
BB Bruit Blanc
BC Bruit Coloŕe
CEP Condition d’Excitation Persistante
CCA Canonical Correlation Analysis
COIVPAST COrrelated based Instrumental Variable version of Projection Approxi-

mation Subspace Tracking
COIVPASTd COrrelated based Instrumental Variable version of Projection Approxi-

mation Subspace Tracking with deflation
COIVPM COrrelated based Instrumental Variable version of the Propagator Me-

thod
COPAST COrrelated based Projection Approximation Subspace Tracking
COPASTd COrrelated based Projection Approximation Subspace Tracking with

deflation
COPM COrrelated based Propagator Method
CVA Canonical Variate Analysis
DDA Détection des Directions d’Arriv́ee
DVS Décomposition en Valeurs Singulières
EIVPAST Extended Instrumental Variable Projection ApproximationSubspace

Tracking
EIVPM Extended Instrumental Variable Propagator Method
EIVsqrtPM Extended Instrumental Variable square root Propagator Method
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ESPRIT Estimation of Signal Parameters by Rotational Invariance Techniques
IVPT Instrumetal Variable Projector Tracking
MIMO Multi-Input Multi-Output
MOESP Mimo Output Error State sPace
MUSIC MUltipe SIgnal Classification
N4SID Numerical algorithm for Subspace State Space System IDentification
PAST Projection Approximation Subspace Tracking
PI Past Input
PM Propagator Method
PO Past Output
PO EIV Past Output Error In Variables
PT Projector Tracking
ROMim Recursive Ordinary Moesp with inversion matrix lemma update
ROMqr Recursive Ordinary Moesp with qr factorization update
RPIPOim Recursive Past Input Past Output with inversion matrix lemmaupdate
RPIPOqr Recursive Past Input Past Output with qr factorization update
RPM1 Recursive propagator method 1
RPM2 Recursive propagator method 2
SWEDE Subspace method WithoutEigenDEcomposition
UDPAST Update Downdate Projection Approximation Subspace Tracking
Yanggrad Yang criterion with gradient minimisation

C.2 Symboles et notations

nu nombre d’entŕees du systèmes
ny nombre de sorties du systèmes
nx dimension du vecteur d’état
nξ dimension de la variable instrumentale
ns nombre de sourceśemettrices
nz nombre de capteurs de l’antenne
f indice futur
p indice pasśe
R corps de ŕeels
C corps des complexes
R

l espace vectoriel des vecteurs réels de dimensionl
Rl×m espace vectoriel des matrices réelles de dimensionl ×m
E{.} esṕerance math́ematique
Ra matrice de covariance du vecteura
Rab matrice d’intercorŕelation des vecteursa etb
In matrice identit́e de dimensionn
M (i, :) ie ligne de la matriceM
M (:, j) je colonne de la matriceM
M (i : j, :) lignesi à j de la matriceM
M (:, i : j) colonnesi à j de la matriceM
MT transpośee de la matriceM
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MH transpośee hermitienne de la matriceM
M−1 inverse de la matriceM
M1/2 racine carŕee de laM telle queM1/2MT/2 = M
M† pseudo inverse de Moore Penrose de la matriceM
M⊥ orthogonale de la matriceM telle queMM ⊥ = 0
Π⊥M projection orthogonale sur le noyau deM
ΠqN

M projection oblique sur l’espace ligne de la matriceM parall̀elementà
l’espace ligne de la matriceN

Tr(M) trace de la matriceM
Com(M) comatrice de la matriceM
dim(M) dimension de la matriceM
rang(M) rang de la matriceM
Imcol(M) espace vectoriel engendré par les colonnes de la matriceM
Imlig (M) espace vectoriel engendré par les lignes de la matriceM
Ker(M) noyau de la matriceM
M ⊗N produit de Kronecker des matricesM etN
vec(M) mise en colonnes de la matriceM
‖x‖ norme du vecteurx
‖M‖F norme de Frobenius de la matriceM
‖M‖2 norme 2 de la matriceM
argminV argument minimum du critèreV
x̂ estiḿee du vecteurx
[A,B,C,D] matrices d’́etat du syst̀eme
u vecteur d’entŕee
ũ vecteur d’entŕee non bruit́ee
y vecteur de sortie
ỹ vecteur de sortie non bruitée
x vecteur d’́etat
υυυ vecteur de bruit de mesure en entrée
v vecteur de bruit de mesure en sortie
w vecteur de bruit d’́etat
n vecteur de bruit
ξξξ vecteur de variable instrumentale
z vecteur de sortie des capteur de l’antenne
s vecteur des sourcesémettrices
h̄ réponse impulsionnelle
0 j matrice de commandabilité d’ordre j
ΓΓΓi matrice d’observabilit́e d’ordrei
ΓΓΓ↑i matrice ŕeduite obtenue en supprimant lesny dernìeres lignes deΓΓΓi

ΓΓΓ↓i matrice ŕeduite obtenue en supprimant lesny premìeres lignes deΓΓΓi

Gi matrice de Toeplitz d’ordre i liée au bruit d’́etat
H i matrice de Toeplitz d’ordre i contenant les paramètres de Markov du

syst̀eme
ΞΞΞ matrice de variable instrumentale
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R̄,Q̄ matrices ŕesultantes de la décomposition QR
Ū, Σ̄ΣΣ, V̄ matrices ŕesultantes de la décomposition en valeurs singulières
U,ΛΛΛ,V matrices ŕesultantes de la décomposition en valeurs propres
σ̄ valeur singulìere
λ valeur propre

Pourt̄ = t +M−1
y+

f (t) =
[
yT(t) · · · yT(t + f −1)

]T ∈ R
ny f×1

Y+
f (t̄) =

[
y+

f (t) · · · y+
f (t̄)

]
∈ Rny f×M

y−p (t) =
[
yT(t− p) · · · yT(t−1)

]T ∈ Rnyp×1

Y−p (t̄) =
[
y−p (t) · · · y−p−(t̄)

]
∈ Rnyp×M

u+
f (t) =

[
uT(t) · · · uT(t + f −1)

]T ∈ Rnu f×1

U+
f (t̄) =

[
u+

f (t) · · · u+
f (t̄)

]
∈ R

nu f×M

u−p (t) =
[
uT(t− p) · · · uT(t−1)

]T ∈ Rnup×1

U−p (t̄) =
[
u−p (t) · · · u−p−(t̄)

]
∈ Rnup×M

υυυ+
f (t) =

[
υυυT(t) · · · υυυT(t + f −1)

]T ∈ R
nu f×1

ϒϒϒ+
f (t̄) =

[
υυυ+

f (t) · · · υυυ+
f (t̄)

]
∈ Rnu f×M

υυυ−p (t) =
[
υυυT(t− p) · · · υυυT(t−1)

]T ∈ Rnup×1

ϒϒϒ−p (t̄) =
[
υυυ−p (t) · · · υυυ−p−(t̄)

]
∈ Rnup×M

v+
f (t) =

[
vT(t) · · · vT(t + f −1)

]T ∈ Rny f×1

V+
f (t̄) =

[
v+

f (t) · · · v+
f (t̄)

]
∈ Rny f×M

v−p (t) =
[
vT(t− p) · · · vT(t−1)

]T ∈ Rnyp×1

V−p (t̄) =
[
v−p (t) · · · v−p−(t̄)

]
∈ R

nyp×M

w+
f (t) =

[
wT(t) · · · wT(t + f −1)

]T ∈ Rnx f×1

W+
f (t̄) =

[
w+

f (t) · · · w+
f (t̄)

]
∈ Rnx f×M

w−p (t) =
[
wT(t− p) · · · wT(t−1)

]T ∈ Rnxp×1

W−p (t̄) =
[
w−p (t) · · · w−p−(t̄)

]
∈ Rnxp×M

n+
f (t) =

[
nT(t) · · · nT(t + f −1)

]T ∈ Rny f×1

N+
f (t̄) =

[
n+

f (t) · · · n+
f (t̄)

]
∈ Rny f×M

n−p (t) =
[
nT(t− p) · · · nT(t−1)

]T ∈ Rnyp×1

N−p (t̄) =
[
n−p (t) · · · n−p−(t̄)

]
∈ R

nyp×M

X−(t̄) =
[
x(t− p) · · · x( ¯t− p)

]
∈ Rnx×M

X+(t̄) =
[
x(t) · · · x(t̄)

]
∈ Rnx×M
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d’évolutions temporelles par classifieur autoadaptatif.Le 14e Congr̀es Francophone de
Reconnaissance des Formes et Intelligence Artificielle. Toulouse, France. January 2004.

G. Merc̀ere, S. Lecœuche and M. Lovera. Recursive subspace identification based on ins-
trumental variable unconstrained quadratic optimization. International Journal of Adap-
tive Control and Signal Processing. Vol. 18, pp 771–797. 2004.

G. Merc̀ere, S. Lecœuche and C. Vasseur. Adaptation robuste de la méthode du propaga-
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[ÅE71] K. J.Åström and P. Eykhoff. System identification : a survey.Automatica, 7 :123–
167, 1971.
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méthodes des sous-espaces. partie 2 : applicabilité et int́er̂et.Journal Euroṕeen des
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syst̀eme continu pour l’estimation d’usure d’outils de coupe. InJourńees Iden-
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automatiśes, Information Commande Communication. Hermès, 2001.

[LFB98] M. Lovera, A. Falcetti, and S. Bittanti. On the estimation of the A matrix in
subspace model identification. InThe Conference on the Mathematical Theory of
Networks and Systems, Padova, Italy, July 1998.

[LGV00] M. Lovera, T. Gustafsson, and M. Verhaegen. Recursive subspace identification
of linear and non linear Wiener state space models.Automatica, 36 :1639–1650,
2000.

[Liu92] K. Liu. Identification of multi input and multi output systems by observability
range space extraction. InThe31st IEEE Conference on Decision and Control,
Tucson, Arizona, USA, December 1992.

[Lju81] L. Ljung. Analysis of a general recursive prediction error identification algorithm.
Automatica, 17 :89–100, 1981.



224 BIBLIOGRAPHIE

[Lju96] L. Ljung. Development of system identification. InThe13th IFAC World Congress,
San Francisco, California, July 1996.

[Lju99] L. Ljung. System identification. Theory for the user. PTR Prentice Hall Informa-
tion and System Sciences Series. T. Kailath, Series Editor,Upper Saddle River,
2nd edition edition, 1999.

[Lju02] L. Ljung. Recursive identification algorithms.Circuits, Systems and Signal Pro-
cessing, 21 :57–68, 2002.

[LLM97] I. Landau, R. Lozano, and M. M’Saad.Adaptive Control. Springer Verlag, New
York, 1997.

[LM96] L. Ljung and T. McKelvey. Subspace identification from closed loop data.Signal
Processing, 52 :209–215, 1996.

[Lov98] M. Lovera.Subspace identification methods : theory and applications. PhD thesis,
Dipartimento di Elettronica e Informazione, Politechnicodi Milano, Milan, Italia,
1998.

[Lov03] M. Lovera. Recursive subspace identification based on projector tracking. In
The13th IFAC Symposium on System Identification, Rotterdam, The Netherlands,
August 2003.

[LPV01] M. Lovera, T. Parisini, and M. Verhaegen. Fault detection : a subspace identifica-
tion approach. InThe40th IEEE Conference on Decision and Control, Orlando,
Florida, USA, December 2001.

[LQL04] W. Lin, S. J. Qin, and L. Ljung. A framework for closedloop subspace identifica-
tion with innovation estimation. Technical report, Texas Wisconsin Modeling and
Control Consortium, Wisconsin, USA, 2004.

[LS83] L. Ljung and T. S̈oderstr̈om. Theory and practice of recursive identification. The
MIT Press, Cambridge, 1983.

[LS92] K. Liu and R. E. Skelton. Identification of linear systems from their pulse res-
ponses. InThe American Control Conference, Chicago, Illinois, USA, June 1992.

[LT01] R. Lozano and D. Taoutaou.Identification et commande adaptative, volume
Syst̀emes automatisés, Information Commande Communication. Hermès, 2001.

[LV98] M. Lovera and M. Verhaegen. Recursive subspace identification of linear and
non linear Wiener type models. InThe IEEE Conference on Computability and
Complexity in Analysis, Trieste, Italy, September 1998.

[LVT89] F. Li, J. Vaccaro, and D. W. Tufts. Min norm linear prediction for arbitrary sensor
arrays. InThe IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal
Processing, Glasgow, United Kingdom, May 1989.

[May67] D. Q. Mayne. A method for estimating discret time transfer functions. InThe2nd

United Kingdom Automatic Control Convention, Bristol, United Kingdom, 1967.

[MBS96] S. Marcos, M. Benidir, and J. Sanchez-Araujo. An adaptive tracking algorithm for
direction finding and array shape estimation in a nonstationary environment.Jour-
nal of VLSI Signal Processing Systems for Signal, Image, andVideo Technology,
14 :107–118, 1996.



BIBLIOGRAPHIE 225

[MC00] M. M’Saad and J. Chebassier. Commande adaptative des systèmes. InTraité d’in-
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Contribution à l’identification r écursive des syst̀emes par l’approche des sous-espaces

Le travail pŕesent́e dans ce ḿemoire concerne l’étude et le d́eveloppement de ḿethodes d’identifi-
cation ŕecursive. Le chapitre 2 présente une synthèse des principaux algorithmes adaptatifs classiques
fondés sur les moindres carrés. Les difficult́es rencontŕees lors de l’utilisation de telles approches dans
certaines situations pratiques motivent la création de techniques récursives employant la forme d’état.
Ce type de représentation a d́emontŕe son efficacit́e en identification gr̂aceà l’émergence des ḿethodes
hors ligne des sous-espaces. Ainsi, le chapitre 3 propose une description des algorithmes MOESP. Ces
derniers sont en effet considéŕes comme le point de départ des techniques récursives des sous-espaces.
Bien que robuste, la décomposition en valeurs singulières (DVS) emploýee par ces ḿethodes les rend
inapplicables en ligne de par sa charge calculatoire. Le chapitre 4 est dédíe à un état de l’art des al-
gorithmes ŕecursifs des sous-espacesénonćes jusqu’en 2003. Ces ḿethodes ont en commun d’adapter
un crit̀ere particulier de traitement d’antennes conduisantà des techniques alternativesà la DVS. Une
description de ces algorithmes dans un contexte unifié est plus pŕeciśement pŕesent́ee. Ces techniques
présentent ńeanmoins un certain nombre de limitations principalement liéesà la fonction côut utilisée.
Afin de reḿedierà ces inconv́enients, nous d́eveloppons, au sein du chapitre 5, de nouvelles méthodes
récursives des sous-espaces. L’approche proposée consistèa adapter un oṕerateur particulier du traite-
ment d’antennes jusqu’alors inexploité en identification : le propagateur. L’ajustement de ce dernier au
probl̀eme d’identification ŕecursive permet d’obtenir des critères quadratiques sans approximation et sans
contrainte. Le problème des perturbations est traité en introduisant une variable instrumentale. L’étude
exṕerimentale sur des données ŕeelles et simuĺees est ŕealiśee dans le chapitre 6.

Mots clef : identification des systèmes, systèmes multivariables, algorithmes récursifs, ḿethodes des
sous-espaces, traitement d’antennes, variable instrumentale.

Contribution to recursive system identification by the subspace approach

This work deals with the study and the development of recursive identification methods. Chapter 2
presents a synthesis of the main classical adaptive algorithms based on the least squares. The difficulties
met with such approaches in some practical situations justify the creation of recursive techniques employ-
ing the state space structure. This kind of representation has proved its efficiency in the identification
framework thanks to the emergence of the off line subspace methods. Chapter 3 proposes a description of
the MOESP algorithms. These ones are in fact considered as the starting point of the subspace recursive
techniques. Despite its robustness, the singular value decomposition (SVD)employed by these methods
makes them on line unusable due to its prohibitive numerical complexity. Chapter4 is dedicated to an
overview of the recursive subspace algorithms developed till 2003. These methods have in common to
adapt a particular array signal processing criterion in order to providealternative techniques to the SVD.
A description of these algorithms in a unified framework is more precisely introduced. These techniques
have nevertheless some limitations mostly due to the used cost function. In order to overcome these
drawbacks, we develop new recursive subspace methods in chapter 5. The proposed approach consists in
adapting a particular array signal processing operator unused in identification so far: the propagator. Its
adjustment to the recursive identification problem leads to quadratic criteria needing neither approxima-
tion nor constraint. The use of an instrumental variable makes possible the treatment of the perturbations.
Chapter 6 is dedicated to an experimental validation of these new techniques.

Key words: system identification, MIMO systems, recursive algorithms, subspace methods, array signal
processing, instrumental variable.
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