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Résumé

Cette thése s’inscrit dans un cadre de simulation temps réel basée sur la physique. Le but premier de
ce travail est de proposer un modéle déformable 1D. Les applications d’un tel modéle sont nombreuses en
réalité virtuelle ou en animation pour la simulation d’objets déformables longilignes, tels que les cordes,
ficelles ou lacets.

Nous proposons un modeéle déformable 1D temps réel basé sur une géométrie de type spline et animé
par les équations physiques de Lagrange. Nous nous sommes appuyés pour cela sur les travaux de Yannick
Rémion et de son équipe au LERI. Ce modéle se révéle particuliérement adapté a la simulation chirurgicale
pour la représentation de fil de suture ou d’organes (intestin gréle, trompes de Fallope,...).

Pour certaines applications, il peut étre intéressant de demander au modéle déformable de vérifier cer-
taines conditions exprimées sous formes d’équations de contraintes. La prise en compte de ces contraintes
s’effectue, dans le systéme dynamique, a I'aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans ce
contexte de contraintes pour la simulation dynamique, I'une des contributions majeures de cette thése
est la proposition d’'une nouvelle classe de contraintes, appelée contraintes glissantes. Elles permettent,
par exemple, d’imposer & un fil de passer par un point de ’espace sans imposer de valeur paramétrique
correspondante. Ce type de contrainte est particuliérement utile pour la simulation de suture dans un
contexte chirurgicale, mais répond aussi & des besoins d’animations spécifiques (lacet de chaussure, nceuds
coulant, ...).

Certaines applications, comme la suture d’organe, mettent en jeu plusieurs modéles dynamiques liés
ensemble. Pour ce type de simulation, nous proposons une architecture logicielle permettant de simuler des
articulations d’objets quelconques (rigides ou déformables) quel que soit le formalisme physique employé
pour chacun d’eux. Cette proposition logicielle trouve diverses applications notamment en simulation
chirurgicale mais permet aussi de simuler dynamiquement toute articulation d’objets hétérogénes.

Certaines manipulations requiérent une souplesse du modéle & des endroits précis, sachant que ces
zones peuvent se déplacer lors d’une simulation, par exemple pendant le serrage d’un nceud. Pour cela,
nous proposons une multi-résolution géométrique et mécanique sur notre modéle qui vise a adapter loca-
lement sa résolution afin qu’il puisse s’adapter aux interactions tout en offrant des bonnes performances
générales en calcul. On concentre alors le plus gros du temps de calcul sur les zones d’intérét et on limite
ce temps dans les autres zones du modéle. Un critére d’adaptation de la résolution en fonction de la cour-
bure est proposé. Cette technique est particuliérement adaptée a la simulation de nceuds en permettant
a la spline d’augmenter le nombre de degrés de liberté et ainsi en lui fournissant une grande souplesse de
définition géométrique dans la zone de serrage.

Mots-clés: Simulation physique temps réel, Dynamique, Modéle déformable 1D, Contraintes, Multi-
résolution, Découpe.
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Notation

Ce document s’appuie sur les notations suivantes :

Notations générales :
t désigne le temps.
s une abscisse paramétrique.
P un point.
T une tangente.
C une courbure ou un amortissement.
V une vitesse.
A une accélération.
F' une force.
M ou m une masse.
A @ B = C une somme directe. (i.e. Vo € C,3lxy € A,Fzp € B telque z = x4 + zp5)

Notations des dérivées :
G(t) la dérivée premiére de g par rapport au temps ¢ : %. Désigne la vitesse de q.
4(t) la dérivée seconde de ¢ par rapport au temps ¢ : %. Désigne 'accélération de q.
La notation & désigne toujours une dérivée totale temporelle, par exemple : ¢(t,s) = %(t, s).

Notation scalaire :

t un scalaire.

Notations vectorielles :

v un vecteur (noté ¥ dans certain cas, le lecteur en est alors averti).

AB est le vecteur reliant le point A au point B: AB=B — A.

A un vecteur indicé.

A (n) un vecteur de dimension n.

P(a) un point dépendant d’un paramétre scalaire a.

g(q(t),q(t),t) une fonction vectorielle de trois paramétres : q et q deux vecteurs et ¢ un scalaire.
u.v le produit scalaire des vecteurs u et v.

u A v le produit vectoriel des vecteurs u et v.

|u| représente la norme euclidienne du vecteur u. En dimension 2, on a donc |u| = | /u2 + u2.

Notations matricielles :
M une matrice.
Id la matrice identitée.
M, xm) une matrice de dimension n x m (n lignes et m colonnes).
M~ la matrice inverse de M.



M7 la matrice transposé de M.

M.N dénote le produit de la matrice M par la matrice N.

M .n dénote le produit de la matrice M par le vecteur n.
Notations tensorielles :
u® v est le produit tensoriel des vecteurs u et v.

Notation
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4 Introduction

[’animation est un domaine de 'informatique graphique en pleine effervescence. Ceci est di a 'utili-
sation de plus en plus fréquente d’images virtuelles pour les effets spéciaux de films ou de publicité. On
trouve également des images de synthése de plus en plus réalistes dans les jeux vidéo et les simulateurs
(aviation, conduite automobile ou chirurgie).

On peut scinder ces applications en deux groupes, celui constitué des jeux vidéo et des simulateurs
qui ont pour dénominateur commun 'impératif du temps réel ou interactif. Le second groupe contient
les applications en temps différé, utilisées par le septiéme art et la publicité (film d’animation ou effets
spéciaux). Dans ce second groupe, les outils de CAO (Conception Assistée par Ordinateur) sont largement
utilisés pour définir 'animation souhaitée, avant de passer & la phase finale de calcul des images de
synthése. Les designers en charge de l’animation utilisent des outils dédiés permettant de définir de
maniére simple, rapide et intuitive la séquence animée. Différentes techniques sont donc proposées pour
animer des objets, comme le key-framing, la cinématique inverse, I’animation comportementale...

L’objectif de I’animation par ordinateur est de limiter I'investissement du concepteur pour lui per-
mettre de se concentrer sur le scénario ou simplement de réduire le temps de production de ’animation.
Dans cet objectif d’abstraction des paramétres de I’animation, le fait de les définir au début de 'anima-
tion et de laisser la méthode calculer la séquence animée est un avantage. Dans ce contexte, 1'utilisation
des lois physiques est une approche naturelle pour animer des objets issus de la réalité. Pour cela, des
modeéles sont proposés et leur mise en application est réalisée par simulation.

Ce type d’animation basée sur des lois physiques est employé dans certains jeux vidéo! mais aussi dans
les simulateurs. Dans ce contexte, I’'un des domaines porteurs est la simulation chirurgicale qui implique
la restitution du comportement d’objets mous. En effet, la plupart des opérations chirurgicales simulées
ont trait & un organe en particulier, or ces objets sont des tissus organiques plus ou moins déformables.
D’autres opérations chirurgicales mettent en jeu des interactions entre divers modéles, un exemple est
donné par la suture d’un organe, 'aiguille est liée & un fil de chirurgie qui est lui-méme en interaction avec
l'organe suturé. Ce type d’intervention requiert une attention particulére au niveau des interactions entre
les modéles. Ce domaine fait, a ’heure actuelle, 'objet de nombreuses recherches et quelques sociétés
comme [KIS, SIM, Sur| proposent des simulateurs chirurgicaux pour certains protocoles opératoires.

Dans la grande majorité des opérations chirurgicales, le praticien est amené, & un moment ou & un
autre, & manipuler un fil chirurgical. Cette manipulation prend place généralement lors de la suture d’un
organe ou d’une plaie, et se termine toujours par la création d’un nceud avec le fil. Pour simuler cela, il
faut disposer d’'un modéle qui offre suffisament de souplesse pour étre manipulé de facon intuitive. De
plus, il doit intégrer des fonctionalités automatiques d’adaptation en fonctions des manipulations. Il doit
étre capable, par exemple, d’adapter sa résolution pour permettre la réalisation et le serrage d’un nceud.
Afin d’offrir des fonctionalités supplémentaire a 1'utilisateur, le modéle doit également étre pourvu d’un
jeu de contraintes utiles.

Nous proposons un modéle déformable 1D temps réel capable de simuler le comportement d’une large
gamme d’objets filiformes. Notre modéle est capable de gérer ses déformations en flexion au travers d’une
énergie de flexion continue proposée. Ce modéle est muni d’un jeu de contraintes avec notamment la
proposition d’un nouveau type de contraintes dites contraintes glissantes trés utile en simulation et en
animation de maniére générale. Une proposition d’architecture d’objets articulés est également faite pour
permettre de définir des contraintes entre des objets quelconques. Enfin, I'une des contributions impor-
tantes de cette thése est la multi-résolution du modéle mécanique. De ce fait, le modéle 1D est capable
d’adapter automatiquement sa résolution en fonction des interactions et offre, en plus, la possibilité de le
découper.

Nous commengons par détailler les divers points qui ont trait a notre sujet en développant, pour chacun
d’eux, quelques propositions relevées dans la littérature. Ces points vont de la simulation physique a la
gestion de contraintes, en passant par le cas particulier de la simulation d’objets 1D. Ce tour d’horizon des
travaux existants dans les domaines relatifs a notre sujet nous permet ensuite de faire des choix éclairés
lors de la mise en place de notre modéle.
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Ensuite, nous détaillons notre modéle d’objet 1D déformable en définissant sa géométrie a base de
spline, animée par le formalisme physique de Lagrange. De ce formalisme découle les équations qui per-
mettent de mettre en place la simulation. Une résolution efficace de ces équations permet & notre modéle
d’étre simulé en temps réel. Quant & ’aspect déformable de 1'objet, il se traduit par I'introduction d’éner-
gies de déformation en élongation et en flexion. Aussi, pour simuler une large gamme de comportements,
plusieurs possibilités sont offertes au travers d’énergies discrétes et continues. Afin de représenter des
objets de nature différente, nous proposons d’habiller notre modéle physique a ’aide d’une multitude
de techniques, allant d’une simple ligne brisée a une surface & convolution en passant par un cylindre
généralisé ou encore une surface implicite & squelette ponctuel. L’utilisation de ces techniques d’habillage
nous permet de mettre en valeur notre modeéle dans diverses applications, comme la simulation de fil, de
corde ou d’organes longilignes (intestin gréle) dans un contexte chirurgical. Cependant, certaines applica-
tions nécessitent des modéles déformables surfaciques ou volumiques, aussi nous détaillons les possibilités
d’extensions de notre proposition aux dimensions supérieures. Cependant, il arrive assez fréquemment
qu’un objet soit composé de plusieurs parties contraintes les unes aux autres, le tout formant un objet
complexe dont la simulation requiert une attention particuliére.

Dans ce contexte d’objets dits articulés, nous détaillons notre proposition d’architecture logicielle ca-
pable d’intégrer plusieurs modéles de natures différentes et de définir des contraintes entre ces modéles.
Cette proposition trouve des applications, que nous décrivons, comme la simulation d’une balancoire,
ou en simulation chirurgical au travers d’une simulation de pré-découpe d’une trompe de Fallope. Nous
détaillons également une application avec la mise place d’'une méthode d’interaction via un périphérique
spécifique. Cette proposition d’articulation d’objets montre l'intérét de définir des contraintes sur des
modéles, mais notre modéle déformable 1D peut lui aussi étre muni de contraintes. Nous détaillons donc
un jeu de contraintes, pris en compte par la méthode des multiplicateurs de Lagrange, permettant par
exemple de fixer un point du modéle, une tangente, une courbure... De plus, nous définissons une nouvelle
classe de contraintes dites contraintes glissantes en détaillant la théorie nécessaire a leur introduction dans
notre modéle. Ceci permet de créer des contraintes qui se déplacent le long du modéle 1D, apportant une
souplesse supplémentaire. Ce type de contraintes trouve des applications dans de nombreux domaines
comme la suture d’organe, la modélisation variationnelle (lacet de chaussure, nceud coulant,...),... Ces
propositions offrent de multiples possibilités au modéle, cependant il est nécessaire d’adapter les défor-
mations du modéle pour des interventions extrémes comme la création d’un neceud.

Dans ce souci d’adaptation, nous proposons de démultiplier le nombre de degrés de liberté aux endroits
ou cela est nécessaire. Afin de mieux percevoir les différentes techniques possibles, nous exposons quelques
travaux de la littérature qui ont trait a la multi-résolution. Cela nous permet de placer notre proposition
de modéle mécanique multi-résolution par rapport aux travaux existants. Pour cela, nous présentons les
techniques que nous avons choisi de mettre en place pour ajouter ou supprimer des degrés de liberté.
Sachant que cette proposition de multi-résolution est tout a fait compatible avec les propositions faites
dans le chapitre précédent sur les contraintes. La mise en place du modéle multi-résolution s’effectue
par le biais de critéres qui permettent d’évaluer les zones du modéle susceptibles d’avoir besoin d’une
meilleure résolution. Une fois le changement de résolution effectué, certaines parties du modéle ont subi
des modifications qui requiérent une étude dédiée a la stabilité de notre modéle multi-résolution. Enfin,
des tests permettent de montrer 'efficacité de la proposition. Et, une conséquence originale de la multi-
résolution est la découpe de notre modéle 1D.

Enfin, ce document se termine par un récapitulatif des diverses propositions faites pour établir le
modeéle proposé, avant de conclure et d’exposer quelques perspectives & venir.
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Notre but premier est de proposer un modéle déformable d’objet 1D simulé & 1’aide de lois physiques.
Aussi, il est important d’avoir une vue assez large des divers travaux qui ont pu étre développés sur ce
sujet. De ce fait, nous commengons par présenter quelques travaux qui ont traits a la simulation physique
en générale. Une fois le contexte des simulations physiques bien définie, nous discutons de certains travaux
plus proche de notre sujet, a savoir des modéles 1D.

Ensuite, le second but de notre modéle 1D est d’offrir suffisament de souplesse pour étre utilisé
dans une large gamme d’applications. Pour cela, notre modéle doit proposer un ensemble de contraintes
étendues. Afin de mieux percevoir les différents techniques possible pour intégrer des contraintes au sein
d’un modéle mécanique, nous proposons de détailler ici certaines d’entre elles.

1.1 Simulation physique

L’algorithme utilisé pour la simulation physique d’un objet dépend grandement de la représentation
mathématique de cet objet. Tous les objets rencontrés en réalité sont plus ou moins déformables, mais
lorsque les propriétés physiques du matériau contraignent les déformations internes & des amplitudes
extrémement faibles, I'objet est qualifié de rigide. Ce type d’objet permet une gestion différente de
la dynamique, ainsi en simulation physique, on traite séparément ces objets rigides en tant qu’objets
indéformables.

La plupart des objets déformables possédent une configuration de référence permettant de mesurer
les déformations courantes. Pour cela, ’'objet est muni d’une structure interne permettant de faire cette
comparaison et d’en déduire les déformations. Cependant, certains travaux traitent d’objets déformables
ne possédant aucune structure interne particuliére. Ainsi les déformations ne peuvent plus étre déduites
d’une comparaison avec une configuration de référence, mais & ’aide d’informations locales propres a
chaque élément infinitésimal constituant I'objet. Ce type de simulation permet donc d’animer des objets
de type fluide comme les gaz, la fumée, les liquides... Pour simuler ce type d’objet [Hab97], il est possible de
déterminer la trajectoire des particules en adoptant une approche Lagrangienne[MCGO03, FOA03, DC96|
ou encore de déterminer le flux continu du domaine par une approche Eulérienne[GBO04, FF01, FM97b,
FM97a, Sta03, FSJ01, Sta99, Sta00, MST*04].

Dans la suite, on considére toujours des objets possédant une structure interne, les objets déformables
démunis d’une telle structure sont donc exclus. On distingue par la suite les objets rigides, ou objets a
géomeétrie fixe, des objets déformables. Pour cela, un premier paragraphe traite des objets rigides puis
un second paragraphe détaille divers travaux menés sur les objets déformables et enfin, un troisiéme
paragraphe expose quelques travaux propres au cas particulier des modéles 1D.

1.1.1 Objets rigides

Les objets rigides sont pourvus de contraintes internes ne leur permettant aucune déformation. Ainsi,
la géométrie de I'objet est fixée au cours du temps. Ce type d’objet se simule extrémement bien a l'aide
du formalisme de Newton-Euler.Dans ce formalisme, un objet de masse m est défini par les coordonnées
de son centre de masse G (barycentre des points P; du solide pondérés par leur masse m; dans le cas
discret ou leur densité volumique de masse p dans le cas continu)

1
— Z m;OP;  cas discret
m =
OG = 1 7
—/ pOPdv  cas continu
mJjyv

ainsi qu’un vecteur orientation € (généralement noté sous forme d’un quaternion q). La dynamique fait
intervenir les dérivées temporelles de ces deux composantes, ce qui apporte :
— al’ordre un, le vecteur vitesse G du centre de masse et le vecteur vitesse angulaire w :

oG =

. 1
w = Q:—(ouq:iwq)
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la relation g = %wq permet de faire le lien entre le quaternion, qui oriente instantanément 1’objet,
et le vecteur vitesse angulaire.
— a lordre deux, le vecteur accélération G du centre de masse et le vecteur accélération angulaire w :

2
oo — d?0G
di2
o _ Q_dm_dﬁ
h A2 dt

A partir de ces définitions, la dynamique du corps rigide est régie par I’équation :

n

ZFlsz
1=1
;Mi:;GAi/\Fi: %

avec F; les n forces qui s’appliquent sur le solide, A; le point d’application (sur le solide) de la force Fj,
M; représente le moment di a la force F; appliquée en A; et I la matrice d’inertie de 1’objet.

La matrice d’inertie I traduit la distribution de masse dans le volume de ’objet pour les trois directions
de 'espace IR®. Pour un objet continu, décrivant un volume V avec une densité de masse définie par la
fonction spatiale p, la matrice d’inertie associée est :

(1.1)

Jy p(y? +2%) dv — [y prydv — [y przdv
I = — [y pry dv fy p(a® + 22) dv - fvzpyz glv
— [y przdvu — [y pyzdv Jy p(@® +y?) dv
pour un modéle discret, la matrice se définit par des sommes discrétes :
Sami(yp +27) = iy =i MiTiZi
I'= =Y imiiys Y ma(el +27) = D maiiz
= imamiz =iz 3 ma(ad + )

Ainsi, lorsqu’une force F s’applique sur ’objet, elle induit un déplacement de ’'objet au travers de son
action sur la dynamique du centre de masse mais aussi un changement d’orientation suivant son point
d’application et I'inertie de ’objet.

Partant de ce formalisme, le réalisme de la simulation peut étre augmenté au travers d’ajouts de
forces particuliéres. [Hah88| propose d’ajouter des impulsions au niveau des impacts lors de collision
entre objets, ainsi qu’'une force de friction dérivant de la loi de Coulomb. Ainsi, les impacts sont gérés a
des temps discrets de la simulation et le contact continu de deux objets est approximé par une série de
contacts instantanés.

[Bar94] propose un modéle de contact basé sur les frictions statiques et dynamiques avec de multiples
points de contacts. Cette technique consiste & exprimer pour chaque point de contact p;, 'accélération
relative a; des deux objets. Ainsi, une accélération négative traduit une interpénétration des deux ob-
jets alors qu’une accélération nulle traduit un contact. [Bar94] propose une technique de résolution du
probléme multi-contraint.

1.1.2 Objets déformables

La simulation d’objets déformables fait I'objet de nombreux travaux comme le font remarquer [GM97,
Mes02] ou, plus spécifiquement dans le contexte chirurgical, [MT96].

Au travers de I'é¢tude des travaux existants dans le domaine, il apparalt deux maniéres distinctes de
représenter un objet déformable pour en étudier la dynamique :
L’approche Eulérienne :

Dans ’approche Eulérienne, la dynamique est observée en chaque point de ’espace. Ainsi, I’étude
porte sur les flux a l'intérieur d’un domaine. Il n’est alors pas possible de suivre le mouvement
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d’une particule donnée de 'objet. En effet, cette particule se déplace d’une zone de l'espace a
une autre mais ce sont ces zones de ’espace qui informent du déplacement local sans pour autant
savoir quelle est la particule de 'objet présent a cet instant. Cette approche ne permet donc pas de
suivre ’évolution des points caractéristiques d’un objet, elle n’est donc pas adaptée a ’étude de la
dynamique des objets structurés. L’approche Eulérienne convient aux objets non structurés comme
les fluides.

L’approche Lagrangienne :
L’approche Lagrangienne consiste & étudier la dynamique d’une particule liée a 1'objet. Cette ap-
proche est adaptée & tout objet structuré puisqu’elle permet de suivre les déplacements de chaque
point caractéristique de Pobjet (de sa structure).

Ne considérant pas le cas des fluides dans la suite de ’exposé, ’approche considérée est toujours Lagran-
gienne.

L’animation dynamique d’un objet déformable débute par le choix d’un formalisme physique qui ap-
porte des propriétés particuliéres au modéle mécanique. Les modéles physiques sont tous simulés via un
processeur réalisant des calculs discrets, ce qui implique que les modéles simulés passent tous par une
étape de discrétisation. Cependant, suivant le moment ol intervient cette étape, le modéle peut étre
qualifié de discret ou de continu.

Si la modélisation physique est réalisée par un ensemble fini de points, alors la discrétisation s’opére
dés le début de la conception du modéle, on peut ainsi parler de modéle discret. Mais, si le modéle est
concu & l'aide d’une sommation infinitésimale, d’équations de continuité ou de toute autre technique
permettant de conserver la continuité intrinséque du modéle, il peut étre alors qualifié de continu.

Cependant, la discrétisation d’un modéle continu peut s’effectuer de deux maniéres différentes suivant
le formalisme choisi, I'une est spatiale (I'objet est décomposé en sous-éléments qui ont une réalité géo-
métrique et physique) Pautre est conceptuelle (Pobjet est défini a laide de degrés de liberté issus d’une
description mathématique du modéle).

Cette section commence donc par décrire les outils principaux qui ont trait aux modéles discrets, puis
s’attarde sur les modéles continus & discrétisation spatiale avant de terminer sur des travaux propres aux
modeéles continus & degrés de liberté quelconques.

1.1.2.1 Modéles discrets (Masses-Ressorts)

Un des modéles les plus étudiés en matiére de simulation physique d’objets déformables est le modéle
masses-ressorts[TGG00, Pro95, LPC95, BC00, NT98]. Ce modéle a 'avantage d’étre extrémement simple
& comprendre et a réaliser. Le principe est de disposer des masses ponctuelles sur I'objet & simuler en
les reliant a l'aide de ressorts plus ou moins élaborés. Ce modéle propose simplement de définir un objet
de masse m par le biais d’un ensemble fini de points spatiaux ponctuels (P = {Pj(z,y, 2)|i € {1..n}})
chacun d’entre eux étant muni d’une masse m; et de définir, sur cet ensemble de points, des liaisons a
I’aide de ressorts plus ou moins élaborés. La dynamique du modéle est alors assurée par le formalisme
physique de Newton connu comme le principe fondamental de la dynamique (PFD) :

> Fj=ma (1.2)

ot a est I’accélération du point considéré, m sa masse et F; les forces appliquées & ce point & l'instant ¢.
L’application du PFD au masses-ressorts nous donne :

ng
Vi, Y Fi=mP; (1.3)
j=1
ou Py = djg L est I'accélération de la particule P; et FJ1 représente les n; forces appliquées au point P;.

Ainsi, dans le bilan de force de chaque particule, vient s’ajouter, aux forces usuelles (gravité, frottements
visqueux...), les forces dues aux ressorts incidents a la particule. Afin de vérifier le principe physique de
conservation de I’énergie d’un systéme, chaque ressort doit vérifier la propriété suivante : la somme des
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forces qu’il induit est nulle, de méme pour les moments (ce qui se traduit par le principe d’action-réaction).
Lorsqu’il n’y a que deux acteurs (ressort binaire), cela revient au principe physique d’action/réaction (i.e.
les deux forces sont colinéaires, de méme intensité mais de sens opposé).

Les ressorts permettent d’insuffler au modeéle des énergies de déformation qui ont pour tache de définir
le comportement de 1'objet. Ainsi, le choix du type de ressort est des plus importants dans 1’élaboration
d’un modéle masses-ressorts. Pour cela, voici une liste non exhaustive de quelques types de ressorts utiles :
Ressort d’élongation :

Ce type de ressort se définit entre deux points A et B & l'aide d’une longueur au repos [y et d’un
coefficient de raideur k relatif a ’élasticité du matériau simulé. La force exercée par B sur A est :

AB

Fp_oa=Ek(|AB| —1lp) .———
B->a = k(AB|~l) FH
Par le principe physique d’action/réaction, la force exercée par A sur B est donnée par

Fa_-B=-Fp_>a

Ressort d’élongation amorti :
Un ressort d’élongation amorti avec les mémes propriétés que le ressort posséde en plus un coefficient
d’amortissement a, ce qui permet d’amortir la force en fonction de la vitesse des particules :

AB.AB\ AB
Fp>a = (WAB —1lo) + )

“7JAB[ ) ]AB]

ol AB représente la vitesse relative des deux points A et B : AB=B - A.
La force exercée par A sur B est toujours définie par la relation Fo_sp = —Fg_sa.

Ressorts angulaires :
Ce type de ressort est basé sur trois points ponctuels et permet de définir une force relative a
l'angle formé par les deux vecteurs adjacents. Ainsi, pour trois points ordonnés A, B et C, un
ressort angulaire de raideur k et d’angle au repos o produit les forces suivantes (formule linéarisée

[BCOO]) :

" BABC 1 BC

Fpo = —k|—o22r =

A K |BA||BC| COS(O‘O)_ IBC]|
BA.BC BC BA

Fs = *|iBABC) ‘“’S(%)} (|BC| * |BA|>
" BA.BC 1 BA

Fc = —k _7\BAHBC\ fcos(ao)_ 7\BA|

Ce type de ressorts permet de contraindre trois points consécutifs & former un angle proche de celui
au repos. Ainsi, la force générée est une force de flexion puisque son calcul se base sur I'angle de
courbure formé par les trois points.

On remarque au passage que la somme des trois forces est bien nulle, ce qui vérifie la propriété de
conservation d’énergie.

Le comportement d’un modéle masses-ressorts est directement lié & ces déformations, autrement dit
aux ressorts employés. Ainsi, la plupart des ressorts décrits ci-dessus ne sont pas suffisants pour obtenir le
résultat escompté. Pour cela, de nombreux travaux mettent en jeux des techniques permettant de simuler
des comportements données en introduisant des termes spécifiques ou des contraintes sur les ressorts.

Par exemple, [Pro95] propose de définir une contrainte sur I’élongation des ressorts. Les ressorts sont
munis d’une élongation maximale qui permet de limiter le comportement trop élastique des simulations
masses-ressorts sans pour autant augmenter de maniére démesurée le coefficient de raideur des ressorts.
Ainsi le modéle proposé permet de simuler des tissus trés peu élastiques sans soulever de problémes d’in-
tégration numérique (probléme raide). La prise en compte de la contrainte est réalisée aprés 'intégration
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numeérique par un processus de dynamique inverse. Ce processus consiste a déplacer (rapprocher sur le
segment) les deux nceuds reliés par le ressort dans le but d’atteindre la déformation maximale autorisée
afin de vérifier la contrainte. En ce qui concerne le déplacement des extrémités, il est effectif sur les noeuds
libres du maillage. Le déplacement est donc partagé entre deux extrémités libres, supporté par 'extrémité
libre si ’autre est fixe et inexistant si les deux extrémités sont fixées. Le résultat comparatif obtenu par
Provot est présenté sur la figure (1.1).

F1G. 1.1 — (Gauche) Modéle élastique (probléme raide). (Droite) Modéle de Provot. (Extrait de [Pro95])

[DRGO03, NNB04, NNO03] proposent d’introduire un terme d’hystérésis dans le cadre de simulations
textiles. Ce terme permet d’introduire des retards dans les déformations et les retours de déformation et
également des phénomeénes plastiques. Denise et al.[DRGO03] présentent leurs résultats sur des simulations
masses-ressorts (modéle de [Pro95]) de tissus.

Il est possible de doter un modéle masses-ressorts d’énergies de déformation plus élaborées comme
le proposent Bourguignon et Cani [BC00] en controlant ’anisotropie des déformations. Pour cela, les
propriétés élastiques du matériau peuvent étre exprimées en tout point de 'objet sur différents axes. Les
forces résultantes sont alors distribuées sur les sommets des éléments (tétracdres ou héxaedres) a laide de
coordonnées barycentriques. Des énergies contrdlant la préservation du volume peuvent également étre
introduites. En ce sens, Bourguignon et Cani [BC00] proposent de placer pour chaque élément (tétraédre
ou héxaédre) de l'objet des ressorts reliant un sommet a l'iso-barycentre de I’élément.

Certains travaux permettent de simuler un modéle masses-ressorts sur des architectures distribuées
comme le propose Zara et al. [ZFV02].

Ce modéle physique d’objets déformables est trés largement utilisé dans certains domaines comme la
simulation de vétements [BWK03, BHG92, BHW94b, BHW94a, HB00, EWW96, Pro95, BW98, VMTOO0,
VCMT95, LPC95], la simulation chirurgicale [TGGO00| ou 'animation faciale [NT98, ZPS01].

Cependant, le modéle masses-ressorts est difficile a identifier au réel. Van Gelder et Wilhelms[VGW97]
ont montré qu’il n’existait pas de paramétres de modéles discrets surfaciques a base de triangles, per-
mettant de reproduire exactement le comportement d’une membrane. De plus, 'utilisation de ressorts
introduit des problémes d’oscillation autour de la position d’équilibre. Et, le fait de définir un méme objet
avec plus de ressorts montés en série impose d’augmenter la raideur de chaque ressort de maniére & assurer
une raideur globale constante. Ceci demande de choisir un pas de temps assez petit pour l'intégration
numérique et méne a un probléme raide (stiff problem).



14 Chapitre 1. Généralités sur la simulation physique, les modéles 1D et les contraintes

1.1.2.2 Modéles continus a discrétisation spatiale

Les modéles continus permettent de prendre en considération les déformations de ’objet en tout point
du volume. Ainsi, la simulation se rapproche de la réalité en essayant de rendre compte des déformations
continues de la matiére. Plus précisément, les modéles continus a discrétisation spatiale permettent d’étu-
dier de maniére plus précise des zones spatiales du matériau en utilisant une discrétisation plus fines dans
ces zones. Ainsi ce type de modéle est régulierement employé en résistance des matériaux pour mesurer
les déformations internes d’un objet et donc prévoir les limites de résistance du matériau ainsi que les
points de rupture de I'objet.

Le modéle continu & discrétisation spatiale le plus utilisé est le modéle élément fini, cependant il existe
beaucoup de méthodes dérivées possédant leurs spécificités. La premiére méthode est la méthode des diffé-
rences finies qui consiste & discrétiser un probléme continu soit sur la dimension spatiale (définition d’une
grille réguliére), soit sur la dimension temporelle (pour réaliser intégration numérique). Les méthodes
suivantes sont les méthodes éléments finis ou dérivées des éléments finis (simulation des déformations du
volume ou de la surface). Enfin, les deux derniérs modeéles sont les masses-tenseurs et le modéle hybride
qui sont des modéles issus des élements finis avec cependant des caractéristiques communes au modéle
discret (masses-ressorts).

1.1.2.2.1 Meéthode des différences finies (Finite Difference Method) La méthode des diffé-
rences finies permet d’approximer la variation locale d’une fonction f (i.e. évaluer f’) a laide d’une
discrétisation de la fonction f. Effectivement, le développement limité de f (formule de Taylor) permet
d’obtenir a 'ordre un :

fw) = LEXAVZTD | o) (1.4

en notant fi(_t; =f (")(:17 +j0) et en conservant uniquement les termes d’ordre un, ’équation (1.4) devient

fl= @ Cette équation est appelée la first forward difference. On définit de la méme maniére la first
backward difference comme étant : f] = ﬁ_éﬁ

Par ce principe, il est possible d’exprimer toutes les dérivées successives de la fonction f & laide
d’évaluation discréte de f. Par exemple, a 'ordre deux, on trouve la second forward difference :

i1 fi _ five = 2fir1 + fi

" __
= 5 52

et la second backward difference :

= fi—fia _ fie—2fia+fi
(2 5 (52

Terzopoulos et al.[TPBF87] propose de simuler des modéles continus (paramétriques) par les équations
physiques locales (donc continues) et de discrétiser ces équations a 'aide de la méthode des différences
finies.

Pour cela, ils découpent l'espace paramétrique & ’aide d’une grille réguliére définissant ainsi des
neeuds discrétisant le modeéle. Chaque noeud posséde des informations physiques relatives au matériau et
regroupe également toutes les informations relatives a des fonctions continues du modéle. Autrement dit,
toute fonction continue relative au modéle est discrétisée par son évaluation en chaque noeud de la grille.

Ainsi, I’énergie continue de déformation, qui est une fonction continue du modéle, est approximée
au niveau de chaque noeud. Comme expression de cette énergie fait intervenir les dérivées (spatiales)
premiére et seconde de la fonction position, cette approximation est effectuée a ’aide de différences finies
d’ordres un et deux.

La discrétisation de I’énergie de déformation impose aux équations physiques du mouvement d’étre
également discrétisées en ces points pour pouvoir résoudre le systéme dynamique.

Les auteurs proposent également une intégration numérique, des équations différentielles ordinaires
obtenues, par la méthode des différences finies appliqué non plus sur la dimension spatiale mais sur la
dimension temporelle.
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L’utilisation de la méthode des différences finies pour intégrer les équations dynamiques sur la dimen-
sion temporelle est aussi utilisée par Qin et Terzopoulos[QT96]. Cependant, les équations dynamiques du
modéle ne sont pas obtenues par la méthode des éléments finis mais par les équations de Lagrange (cf.
section 1.1.2.3.2).

Debunne et al.[DDBC99] proposent de simuler les déformations d’un objet non plus a Paide d’une grille
réguliére comme peut le proposer la méthode des différences finies, mais a ’aide d’une grille irréguliére. De
ce fait, les auteurs ont besoin d’opérateurs de dérivation adaptés. Ainsi, ils proposent une approximation
discréte des opérateurs Laplacien et gradient de la divergence pour simuler les déformations d’un objet
sur une grille non réguliére.

1.1.2.2.2 Meéthode des éléments finis (Finite Element Method) La méthode des éléments finis
est un outil mathématique permettant de résoudre un probléme aux équations différentielles partielles,
comme par exemple I'étude des déformations d’un objet continu. Le principe de la méthode est de
discrétiser le domaine de continuité en une partition de sous-domaines discrets et un jeu de fonctions
d’interpolation permettant d’évaluer un champ continu a partir des éléments discrets.

Dans I’étude des déformations d’un objet continu, la loi physique de constitution du matériau est
utilisée pour déterminer les énergies de déformation de l'objet (cf. annexe A). Ceci apporte les équations
de déformation locale a I'objet. Ensuite, la méthode des éléments finis opére une discrétisation de ’objet
en sous-éléments sur lesquels les équations s’expriment. Ainsi, la formulation obtenue est dite faible
puisque les équations finales ne sont plus locales mais relatives a I'objet (discrétisé) tout entier.

Quelque soit Iénergie de déformation choisie (loi de constitution linéaire ou non), la résolution d’un
systéme physique par la méthode des éléments finis peut étre statique ou dynamique.

Simulation statique :
Une résolution statique cherche simplement 1’état d’équilibre du systéme par la relation

K(U)U=F

ot K(U) est la matrice de raideur relative au matériau simulé, F le bilan de force et U le vecteur
déplacement de ’ensemble des nceuds de 1’objet discrétisé.

Si les déformations sont non-linéaires par rapport aux déplacements, la matrice K dépend du vecteur
U des déplacements. Alors que si les déformations sont linéaires par rapport aux déplacements, K
est indépendante du vecteur des déplacements U.

Déformations linéaires :
Si la loi de constitution choisie induit des déformations linéaires, la matrice de rigidité K du
systéme statique ne dépend pas du vecteur des déplacements U. Ainsi, le systéme d’équations
obtenu est linéaire et peut donc étre résolu par différentes méthodes :
Meéthodes directes par inversion de la matrice K, par décomposition LU ou QR.
Méthodes itératives relaxation (Jacobi ou Gauss-Seidel), projection (gradient (bi-)conjugué,

méthode de Lanczos).

La simulation statique en déformation linéaire apporte une matrice de rigidité K définie et
positive. Or, un systéme d’équations linéaires possédant de telles propriétés se résoud trés
facilement par la méthode du gradient conjugué [NvdS00, NvdS01].

Déformations non-linéaires :
Si la loi de constitution choisie induit des déformations non-linéaires, la matrice de rigidité
K du systéme statique dépend du vecteur des déplacements U. Ainsi, le systéme d’équations
obtenu est non-linéaire et la résolution peut alors étre réalisée par des méthodes itératives
comme Newton-Raphson, la méthode de la sécante, la méthode du point fixe, la méthode
d’Aitken, la méthode de Broyden.

Déformations quasi non-linéaires :
Cotin [CDA99] souligne que le comportement biomédical d’un tissu mou se rapproche d’une
loi constitutive visco-élastique non linéaire. Or, une telle loi de déformation est difficilement
utilisable en temps réel a cause des temps de calcul prohibitifs.
Pour cela, les auteurs proposent une solution en deux étapes :
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— D’abord, utiliser la méthode des éléments finis avec une loi de constitution linéaire pour
simuler de maniére statique 'objet. Ceci permet d’obtenir le systéme :

KU=F

Les auteurs s’appuient sur I'aspect linéaire des déformations pour les mettre en forme a
I’aide de tenseurs et ainsi effectuer des précalculs pour un jeu de paramétres et de contraintes
donné. Ainsi, lors de la simulation, les déplacements sont déterminés de maniére rapide et
efficace a l'aide des tenseurs précalculés.

— Ensuite, une seconde passe est effectuée a I’aide d’un feedback d’informations pour déter-
miner un comportement quasi non-linéaire. Ce comportement est obtenu en décomposant
le déplacement u (et la force f) en une partie normale u, (f,) et une partie tangentielle uy
(fy). Les auteurs déterminent alors un déplacement relatif & un comportement non-linéaire
comme étant u

i = up + P(lug))—
[ug|
ou P est une approximation polynomiale du déplacement radial par rapport au déplacement
axial.

De cette maniére, les auteurs offrent la possibilité de simuler, en temps réel, des tissus mous

au comportement quasi non-linéaire.

La méthode des éléments finis statique est employée par exemple par Gourret et al.[GMTT89] pour
la simulation d’objets et la déformation de corps humain.

Cotin [CDA96] utilise également cette méthode mais dans un cadre de simulation chirurgicale
avec des déformations linéaires (donc en petits déplacements). Les auteurs proposent d’effectuer le
précalcul des déformations de chaque nceud pour un déplacement élémentaire. Le résultat est alors
stocké sous forme d’un tenseur 3 x 3. Lors de la simulation, les déformations effectives des noeuds
sont alors calculées & ’aide de ces tenseurs par une simple combinaison linéaire.

Bro-Nielsen et Cotin [BNC96]| proposent d’utiliser une technique dite de condensation qui consiste,
une fois le systéme formé, & supprimer I’ensemble des nceuds internes & 1’objet pour ne conserver
dans les équations que les noeuds de surface. Cette astuce permet de diminuer la taille du systéme
sans changer la simulation. Pour cela, le systéme est ré-écrit en séparant les nceuds de surface
(indicés par s) et les noeuds internes (indicés par i) :

Kss Ksi US _ FS
Kis K U ) \Fi

En substituant U; dans la premiére équation matricielle avec son expression obtenue & ’aide de la
seconde équation matricielle, il en résulte :

(Kos — KuK;;'K;) Us = Fs — K, K 'F;

Au final, le systéme est restreint aux nceuds de surface. Mais il est toujours possible de retrou-
ver le déplacement d’un nceud du volume grace a ’équation matricielle (qui a permis d’effectuer
auparavant le changement de variable) :

U; = K;;' (F; — K; Uy)

Wu et Heng|WHO04| proposent d’utiliser cette technique de condensation non plus dans le but de
séparer les nceuds de surface des nceuds volumiques mais, les noeuds appartenant & une zone parti-
culiére des autres nceuds. Par exemple, en simulation chirurgicale, une opération porte généralement
sur une petite partie d’'un organe. C’est donc les déformations de cette zone qui sont les plus in-
téressantes. Pour cela, les auteurs proposent de définir trois types de nceuds, les noeuds de la zone
d’opération, les noeuds en dehors de cette zone et les noeuds & la frontiére des deux zones. Dans un
premier temps, les auteurs emploient la méthode de condensation pour obtenir les déplacements
des nceuds de la zone d’opération et de la frontiére. Enfin, une seconde application de la méthode
de condensation permet d’obtenir les déplacements des noeuds de surface de la zone hors-opération.
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Simulation dynamique :
En simulation dynamique, les phénoménes transitoires, les oscillations et les propagations d’ondes
sont recherchés en introduisant une partie dynamique et cinétique dans les équations du mouvement
d*U dU
M e +C i +K(U)U=F
ou M est la matrice des masses et C' la matrice d’amortissement. Il est a noter que les déformations
peuvent étre linéaires ou non-linéaires, cela n’influe pas sur la méthode employée pour résoudre le
systéme dynamique.
Bro-Nielsen et Cotin[BNC96] proposent plusieurs modéles éléments finis en commencant par une
description statique puis, dynamique. Mais ils résolvent les équations dynamiques obtenues en
utilisant les differences finies sur la dimension temporelle. En procédant ainsi, les auteurs obtiennent
un systéme d’équations linéaires dont les inconnues sont les déplacements. En effet, la discrétisation
de la dimension temporelle supprime des équations toute notion de temps et donc les vitesses et les
accélérations des déplacements.
Pour accélérer la résolution du systéme d’équations, il est envisageable de concentrer la masse
(technique du mass lumping) de l'objet sur les noeuds discrets du maillage dans le but d’accélérer
les calculs lors de la résolution du systéme comme le proposent Bro-Nielsen et Cotin[BNC96].

La méthode de condensation permet de ne résoudre le systéme d’équations que pour les éléments de
surface. Il existe une méthode qui définit les déformations d’un objet en ne considérant que sa surface
dés I’établissement des équations : la méthode des éléments de surface.

1.1.2.2.3 Méthode des éléments de surface (Boundary Element Method) La méthode des
éléments de surface est la méthode des éléments finis exprimée non plus dans le volume mais sur la surface.
Cette transition se fait, sans perte d’informations, & 1’aide du théoréme de la divergence (théoréme de
Gauss ou formule d’ Ostrogradski) :

Soit un objet de volume V (et de surface S) et @ ? un champ vectoriel ? :

/S{[.d,?:/vdiv(ﬁ)dv (1.5)

En utilisant ce théoréme, il est possible de passer d’un probléme intégral volumique en un probléme
intégral surfacique tout en conservant les mémes caractéristiques et donc en résolvant le méme probléme.

Ainsi, la méthode des éléments de surface découle directement de la méthode des éléments finis & ceci
prés qu’elle ne considére que les noeuds de surface du modéle. Ainsi, les déformations de 'objet ne se
propagent plus de proche en proche dans le volume mais affectent directement sa surface. Et, I’ensemble
des noeuds du maillage du modéle physique se trouve en périphérie de ’objet. Donc tous les nceuds du
maillage simulés sont directement observables et apportent une information visuelle au contraire des FEM
qui définissent des noeuds dans le volume qui n’ont d’effets observables que par propagation sur un nceud
de surface. Les BEM permettent donc de simuler un objet avec moins de nceuds que les FEM (puisque
les nceuds appartenant au volume ne sont plus considérés) donc moins d’équations. Cependant, chaque
nceud d’un maillage BEM comporte un vecteur déplacement (comme pour les FEM) mais aussi un vecteur
traction. Donc pour une discrétisation spatiale en n® noeuds de surfaces, le probléme est de calculer 6n
inconnues (au lieu de 3n” pour les FEM, avec n” le nombre de nceuds discrétisant le volume). De plus,
les matrices généralement mises en oeuvres ne sont pas creuses au contraire des FEM.

James et Pai[JP99] proposent d’utiliser la méthode des BEM pour simuler de maniére quasi-statique
des objets déformables possédant des propriétés physiques isotropes et homogénes, avec une élasticité
linéaire. De tels objets ont un comportement dicté par ’équation de Navier :

(Nu)(x)+b(x)=0 Vx € Q

2]a notation fléchée apporte plus de clarté dans le théoréme de Gauss
Bdiv(7) = Y + G 4 O

ox 0z
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ou ) représente le volume de l'objet (T" sa surface), N 'opérateur différentiel linéaire de second ordre, u
le champ déplacement et b le terme dii aux forces appliquées a I'objet, comme le champ de gravité. Le
principe des BEM est schématisé sur la figure (1.2). Sur cette figure, on distingue les zones surfaciques
I, (en contact) dont le déplacement est contraint, des zones surfaciques libres I', dont le déplacement
est déterminé par la simulation.

F1G. 1.2 — Boundary Element Method notation (Extrait de [JP99])

Cette équation forme, avec les conditions aux limites, le probléme aux valeurs limites (Boundary Value
Problem : BVP). Pour déterminer les champs déplacements u et tractions p sur la surface I de objet,
les auteurs utilisent une formulation intégrale surfacique de ’équation de Navier :

Vx el , e(x)u(x) + /

r

p* (%, y)u(y)dT(y) = /

FuW&wPWMNY%ﬁ/UW&waMQW) (1.6)

Q

oll ¢ est une matrice [c;;] relative & la continuité de la surface (qui n’a pas besoin d’étre calculée ex-
plicitement (voir [JP99] pour plus de détails)), la matrice u*(z,y) est définie par [uj;] qui représente le
déplacement dans la direction j au point y du champ déplacement. Ce déplacement est dit & un effort
unitaire appliqué dans chacune des ¢ directions au point x. p*(x,y) est définie de la méme maniére a
I’aide, cette fois-ci, du champ traction.

Les auteurs considérent alors qu’aucune force ne s’applique sur 'objet donc la fonction b est nulle.
Ainsi, il ne reste plus que des intégrales surfaciques dans I’équation 1.6.

La mise en place des BEM s’effectue alors en 3 étapes :

e Discrétiser la surface I' en une partition de NV éléments de surface polygonaux définissant n sommets.
Chacun de ces sommets posséde une information de déplacement et de traction. Ainsi, on retrouve les
champs déplacement u et traction t sur ’ensemble de la surface & ’aide de fonctions d’interpolation
appliquées aux sommets du maillage.

e Appliquer les équations physiques intégrales (cf. équation 1.6) sur chaque élément de surface. En in-
troduisant les fonctions d’interpolation, ces équations se définissent a ’aide des n points du maillage.
On obtient donc un systéme de 3n équations avec 6n inconnues (le déplacement et la traction de
chaque sommet du maillage) de la forme :

Hu =Gt

ol H et G sont des matrices 3n x 3n denses.

e Appliquer les conditions aux limites du probléme considéré (BVP). Cela consiste simplement a fixer
la valeur de certains degrés de liberté qu’ils soient en déplacement ou en traction (ces contraintes
correspondent aux noeuds surfaciques des zones I'y, sur la figure (1.2)). Ainsi, ces degrés de liberté
possédent une valeur et ne sont donc plus des inconnues du systéme d’équations. En fixant 3n
valeurs, on diminue donc le nombre d’inconnues a 3n et le systéme devient ainsi consistant (i.e. le
méme nombre d’équations et d’inconnues). Le systéme résultant est alors noté :

AV =7 (1.7)

ol les 3n inconnues V sont regroupées dans la partie gauche de I’équation.
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Ainsi, les noeuds appartenant aux zones I'y, sont fixés par les conditions aux limites, et les nceuds dans
les zones I', sont déplacés & I'aide de leur équation d’équilibre.

James et Pai[JP99] proposent d’utiliser les BEM dans une simulation temps-réel, pour cela ils utilisent
la cohérence temporelle du systéme en précalculant ’ensemble des matrices nécessaires a la résolution du
systéme. Et, dés qu’une interaction apparait, les conditions aux limites du probléme BVP changent, mais
le systéme n’est pas recalculé dans son intégralité, il est simplement mis & jour en utilisant la formule
de Shermann-Morrison-Woodbury [GVL96]. Cette formule permet de calculer rapidement U'inverse d’une
matrice & la condition que celle-ci s’écrive sous une forme particuliére :

SiA = B+CD"
Alors A' = B™'—B 'C[I,4+D"B'C]” D"B™!

Dans I’hypothése ot I'on peut définir des mises & jour, d’une matrice A, sous la forme C.D7, cette formule
permet alors de calculer rapidement les mises & jour nécessaires de la matrice inverse de A. Les auteurs
utilisent la formule de Shermann-Morrison-Woodbury pour résoudre directement le systéme d’équations
linéaires (1.7) afin de déterminer efficacement les inconnues du probléme (déplacements et tractions) en
temps-réel.

Les BEM fournissent & la fois les déplacements et les tractions de la surface ainsi, un retour d’effort
peut étre mis en place avec une plus grande précision que dans le cas des FEM ou les forces sont calculées

numériquement par dérivation des déplacements. Cette mise en place est décrite plus en détails dans
[JPO1].

1.1.2.2.4 Meéthode des éléments longs (Long FElement Method) Costa et Balaniuk|CBOla,
CBO1b] proposent une méthode des éléments finis basée sur une décomposition du volume d’un objet
en N éléments parallélépipediques, la méthode des éléments longs (Long Element Method LEM). Cette
méthode considére les pressions excercées sur les éléments pour former ’équation d’équilibre statique.

Remarque : Les éléments longs ne se déforment que sur une seule direction (celle de la longueur),
ainsi, toute les données vectorielles (forces, pressions...) peuvent s’exprimer sous forme scalaire.

Sap—nllf- T

ML L

F1a. 1.3 — Un élément long (LEM) (Extrait de [SLCO1])

La pression est d’abord définie comme étant le rapport d’une force par unité d’aire (cf. figure (1.3)) :

b T
A

Cette pression produit une déformation. Or, pour de petits déplacements, cette déformation est linéaire

par rapport au déplacement : € = E% avec F 'élasticité du matériau. Comme la déformation est relative

a linverse de la longueur L, la force est relative au déplacement AL : FF = KAL avec K = %. Il est &
noter que K n’est pas une constante mais dépend de L.

La simulation statique de ce modéle recherche simplement 1’état d’équilibre, a savoir 1'égalité des

pressions externe et interne. Or la pression externe se décompose en une pression atmosphérique et une
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pression diie & la déformation si elle existe. De méme, la pression interne se décompose par la pression
du fluide et la pression sous 'effet de la gravité :

f)z'nt = Pezt
Aad Pfluide+dgh = Patm"'E%
& ESE—AP dgh

ou d est la densité du fluide incompressible, g la gravité, h la distance entre la partie haute du fluide
et le point ou la pression est calculée (Principe de Pascal : la pression d’un fluide sur un corps est
proportionnelle & la profondeur d’immersion de ce corps), Pfiyide la pression du fluide, Py, la pression
atmosphérique et AP = Ppiyide — Patm-

En dissociant les éléments longs manipulés (et donc contraints en déformation) des éléments libres,
on obtient finalement ’équation d’équilibre pour chaque élément long 7 :

AL,
{ El -

— APl = dzgthz si I’élément i est libre

AL, = y; sinon (1.8)

Ceci procure les équations de déformation de chaque élément, il suffit maintenant de définir les
connexions entre les éléments longs. Ceci se réalise par le biais de deux conditions :
— En utilisant le principe de Pascal, qui stipule que la pression excercée sur un fluide confiné dans un
récipient fermé est répartie de fagon homogéne dans le fluide, il en résulte I’équation :

AP, = AP; V(i)

il est alors possible de supprimer I'indice ¢ sur le terme AP; dans I’équation (1.8).
— Le fluide est considéré comme incompressible, ce qui veut dire que I'on doit avoir la propriété de
conservation du volume :

N
ZAiALi =0 (1.9)
=1

Cette équation définit la conservation du volume pour les éléments longs donc également pour
I'objet approximé par des éléments longs. Mais les deux volumes ne sont pas forcément égaux.
Les auteurs proposent alors de compléter le modéle en introduisant dans I’équation statique des éléments
libres (cf équation (1.8)) un terme de tension surfacique :

P = Z kj(AL; — ALj)A;
J

qui lie les déformations d’un élément ¢ & celles de ses voisins j.

On regroupe alors les N équations d’équilibre (1.8) de chaque élément long et I’équation de conservation
du volume (1.9) pour obtenir un systéme d’équations linéaires de N + 1 équations & N + 1 inconnues (les
N AL; et la pression AP) :

Ax =B

La matrice A est liée a 'environnement et ne peut donc faire 'objet de précalculs. Les auteurs proposent
donc d’utiliser la méthode itérative du gradient bi-conjugué pour approcher la solution du systéme.

Les FEM définissent des conditions aux limites du probléme qui fixent certains noeuds du maillage.
Dans le cas des LEM, l'objet est entiérement défini par des éléments longs et par des conditions aux li-
mites de pression et de conservation du volume qui s’expriment directement sur ces éléments longs. Donc
la méthode des LEM n’a plus besoin d’un maillage de 'objet. Mais les LEM n’en restent pas moins une
méthode de simulation de corps déformable a discrétisation spatiale. En effet, ’ensemble des éléments
longs approxime spatialement le volume de ’objet simulé.
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Sundaraj et al.[SLCO1] utilisent les LEM statiques pour un objet polygonal quelconque. Pour cela, ils
proposent un algorithme générique qui discrétise le volume de 1’objet en un ensemble d’éléments longs.
Cet algorithme se base directement sur les sommets du maillage polyédrique et sur des directions de
recherche. Un lancer de rayon est alors effectué pour déterminer la facette formant 'autre extrémité de
I’élément long.

Sundaraj et Laugier[SL02] proposent d’étendre ce principe pour des grands déplacements. Pour cela,
ils reprennent le principe de conservation du volume et considérent alors que la surface A; d’un élément
i peut varier (alors qu’elle est considérée comme constante en petits déplacements). Ainsi, la nouvelle
équation de conservation du volume est :

N

> (AALi + LiAA;) =0

i=1
Or, cette équation unique se trouve sur la derniére ligne de la matrice A du systéme global. Il est donc
possible de mettre en place un mécanisme de mise a jour de la matrice (et de son inverse), comme le
proposent les auteurs, au travers de la formule de Sherman-Morrison [GVL96]. Si la mise & jour de A

peut s’écrire sous la forme :
A—-A+u®v

ou u et v sont deux vecteurs, alors la mise & jour de I'inverse de A est dictée par :

ZRwW

14+ A

A7t A7 4

otz=A"tluw=ANH vet \=vuz

En utilisant une méthode itérative pour résoudre les équations, les auteurs obtiennent une simulation
quasi-dynamique qui recherche la solution du probléme non plus instantanément mais sur un certain
nombre d’itérations pendant lesquelles les résultats intermédiaires sont utilisés pour afficher I'objet.

1.1.2.2.5 Méthode de distribution de volume ( Volume Distribution Method) Cette méthode
récente a été proposée par Kenneth Sundaraj [Sun04, SLB03| et découle directement de la méthode des
LEM.

Le principe est, comme pour les LEM, de définir les équations d’équilibre d’un objet volumique rempli
d’un fluide incompressible. Ces équations sont établies également & I’aide du principe de Pascal et de la
conservation du volume. A ceci prés que la méthode des VDM ne s’appuie pas sur une discrétisation en
éléments longs du volume mais directement sur le maillage triangulaire surfacique de 'objet (soit 'objet
est défini directement & I’aide d’un tel maillage, soit les nceuds du maillage doivent étre définis dans une
premiére étape).

Les pressions ne sont plus définies par rapport & une élongation mais & des variations de volumes.
Ainsi, le volume est distribué sur les noeuds du maillage (de méme pour laire de la surface). Donc,
chaque neeud ¢ du maillage posséde une information de surface A; et de volume V; (laire d’un triangle
est distribuée homogénement sur les trois sommets, puis le volume est distribué sur les noeuds dans les
meémes proportions que l'aire). Ainsi, le déplacement AL; du neeud ¢ induit une variation du volume V;
de AV.

L’auteur définit le module de déformation B; et le module de connectivité des déformations B;; comme
des paramétres physiques, définis en chaque nceud, liés au matériau.

L’effort de pression volumique au nceud 4 est donné par

AV;
Vi

Pvp:Bi

et leffort, en ce nceud 4, di a la tension volumique est donné par

N

AV, — AV
Py = ZBijivi :

j=1
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La simulation statique est alors dirigée par 1’équilibre des pressions interne et externe sur chaque
neeud 4 du maillage :

Pea:t = Pint
o P.p+ Pyp+ Py = Pruid + Pyravity
N
AV, AV; — AV
7 +Z; — pig (1.10)

avec AP; = Pjyiq — Pep et Pep la pression de environnement (atmosphérique), p; la densité du fluide
incompressible contenu dans le volume V;, g la gravité et ¢; la mesure hydrostatique de la distance du
nceud @ due a la présence du fluide (profondeur d’immersion du neeud i=distance minimale du noeud a
la surface du fluide). Un schéma explicatif des différents termes introduits ci-dessus est présenté sur la
figure (1.4).

...IIIH...

F;_lp 4—-!.‘—'__'_--&1)

F’gr{rwn‘u

P‘c!f

F1G. 1.4 — Volume Distribution Method - notation (Extrait de [Sun04])

Ensuite, on utilise les mémes conditions aux limites que dans le cas des LEM, & savoir le principe de
Pascal (qui impose, ici aussi, que le terme AP; soit le méme AP en chaque noeud) et la conservation du
volume qui s’exprime ici sous la forme :

> AV =0 (1.11)

sachant que la variation du volume lié & un nceud 7 est définie par rapport au déplacement de ce nceud
par la relation AV; = A;AL; + L; AA;, le probléme s’exprime alors en fonction des N déplacements AL;
des noeuds du maillage et de la variation de pression AP. On retrouve donc un systéme linéaire de N + 1
équations (cf. équations (1.10) et (1.11)) & N + 1 inconnues.

Le modéle VDM offre donc les mémes caractéristiques physiques que le modéle LEM sans avoir a
établir une discrétisation en éléments longs du volume. Il suffit d’établir une discrétisation spatiale de la
surface de I'objet pour définir le maillage nodal animé.

Les méthodes éléments finis et différences finies traitent des déformations d’un objet de maniére conti-
nue alors qu’un maillage masses-ressorts ne considére que des éléments discrets du volume. Cependant,
la manipulation d’un maillage masses-ressorts est plus facile qu'un maillage éléments finis. Le modéle
masses-tenseurs décrit ci-aprés permet d’allier les avantages de chacune des méthodes : les déformations
continues de I'objet en considérant un maillage discret de masses.

1.1.2.2.6 Masses-Tenseurs La méthode des masses-tenseurs a été proposée par Cotin[Cot97| afin
d’allier la simplicité des modéles masses-ressorts et la robustesse des modéles éléments finis et de per-
mettre de modifier la topologie du maillage en temps réel (utile pour les simulations chirurgicales par
exemple).

L’objet est discrétisé pour former un maillage tétraédrique, 'ensemble de la masse de I'objet est alors
considérée sur les noeuds du maillage (technique du mass lumping), en donnant la méme propriété aux
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frottements visqueux (& savoir que le frottement visqueux d’un noeud dépend uniquement de ce nceud du
maillage), cela permet de définir les équations dynamiques sur les nceuds indépendamment les uns des
autres. Les équations dynamiques du mouvements sont celles de Newton :
d*U; dU;
M;——+ D,

b dt? ' dt
ot Uj est le déplacement du noeud 4, M; sa masse, D; son coefficient de frottement visqueux, F§** la
somme des forces extérieures au modéle appliquées au noeud i et Fi™* les forces internes au modéle ap-
pliquées au nceud ¢ (typiquement les forces dues aux déformations de I'objet).

+ F;nt + F?Xt -0

Jusque 13, les modéles masses-tenseurs sont équivalents & un systéme masses-ressorts. La différence vient
de la définition de I’énergie de déformation, donc du terme F;“t. En effet, ce terme n’est pas défini a
I’aide de simples ressorts mais, il est relatif a la configuration locale et continue du maillage. Le calcul de
cette force interne peut étre décomposée en quatre étapes :

e Définir les fonctions interpolatrices du maillage qui permettent de définir le champ déplacement en
tous points du volume des tétraédres. Pour cela, une fonction s’appuie sur les déplacements Uj des
quatre nceuds d’un tétraédre 7y, et définit le déplacement en tous points de ce tétraédre.

e Définir I'énergie élastique Wy du tétraédre 7, comme une fonction des déplacements des quatre
sommets.

e Calculer la force élastique Fi“{“—k produite par le tétraédre 7; sur le noeud ¢ en utilisant 1’énergie
élastique Wy.

e Sommer les contributions Fi“{‘; produites par les tétraédres 7; ayant le nceud i en commun pour
obtenir la force F%“t qui s’excerce sur le nceud 1.

Les trois premiéres étapes permettent de définir la force élastique d’un tétraédre 7 sur un nceud 7 :

3
int __ Tk
Fi% =) KUz,
=0

ol [ représente 'indice du noeud considéré dans le tétraédre 7y, et K Z{k est une matrice 3 x 3 (ou tenseur)
de raideur représentant la contribution du tétraédre 7; au tenseur définissant la raideur du segment
reliant les nceuds ¢ et [ (ou du noeud i si i = 1).

F1G. 1.5 — Schéma de distribution des tenseurs sur un tétraédre (Extrait de [Cot97])

Pour un tétraédre donné, il existe donc 6 tenseurs K;; pour les segments (avec i # ) et 4 tenseurs
K;; pour les sommets (cf. figure (1.5)). En considérant une élasticité linéaire, ces tenseurs s’écrivent :

1

K = 36V (T1) Ao (M7 @ my 7)) + e (i, 7 @ my7) + pe (M7 1 73) Id (33



24 Chapitre 1. Généralités sur la simulation physique, les modéles 1D et les contraintes

ou V(T}) représente le volume du tétraédre Ty, et ny 7, le vecteur normal au triangle d’indice I du tétraédre
7. Les paramétres Ay et g sont les coefficients de Lamé, ils sont relatifs aux propriétés physiques locales
(au tétraedre 7y) du matériau.

Les masses-tenseurs ne différent des masses-ressorts que dans ’expression des énergies de déformations
qui sont continues et ne dépendent pas de la discrétisation au contraire d’un modéle masses-ressorts. De
plus, la suppression d’un élément engendre dans un modéle masses-ressorts un recalibrage des raideurs
des ressorts pour assurer un comportement élastique cohérent alors qu’avec le modéle masses-tenseurs, il
suffit de soustraire les contributions tensorielles de 1’élément supprimé.

Picinbono et al.[PLDAO00] proposent d’étendre les travaux de Cotin[Cot97] dans le cas d’une élasticité
anisotropique toujours en petit déplacement. Et [PDA00, PDA03] proposent d’étendre les masses-tenseurs
aux grands déplacements en utilisant le modéle de déformation non linéaire de St Venant-Kircchoff. Ce
modéle se base sur le tenseur de déformation de Green-St Venant, également connu dans la littérature sous
le nom de tenseur de Green-Lagrange) (cf Annexe A). Les auteurs obtiennent les résultats comparatifs,
entre les modéles linéaires et non linéaires, présentés sur la figure (1.6). Les auteurs proposent également
d’introduire une force sur chaque noeud qui permet de pénaliser les variations du volume et ainsi assurer
une certaine conservation du volume global.

F1G. 1.6 — Déformation linéaire (fil de fer bleu), non-linéaire (solide rouge), au repos (en bas) (Extrait de
[PDA00])

Contrairement au modéle FEM, le modéle masses-tenseurs posséde la propriété d’étre tolérant aux
changements topologiques du maillage, ce qui est trés utile lors de découpes ou de fractures. D’un autre
coté, le modele quasi-statique des FEM [CDAO0O] permet de mettre en place des précalculs qui offrent une
simulation temps-réel. Cette complémentarité des deux méthodes a donné naissance au modéle hybride.

1.1.2.2.7 Modéle hybride Cotin et al. [CDAO00] proposent de mixer les modéles FEM quasi-statiques
et masses-tenseurs dynamiques pour allier la rapidité de I'un avec les possibilités de changement topolo-
gique du maillage de 'autre.

Pour cela, 'objet simulé est discrétisé a ’aide d’un maillage de noeuds. Deux zones distinctes sont
définies sur ce maillage, 'une destinée & étre simulée par la méthode des FEM quasi-statiques et I’autre par
les masses-tenseurs. Pour assurer une cohérence entre les deux modéles, des nceuds communs définissent
la frontiére entre les deux zones ce sont les nceuds de connexion. Ces noeuds de connexion définissent des
conditions limites pour chacun des deux problémes (FEM et masses-tenseurs). On choisit alors une loi
de constitution identique dans les deux modéles pour obtenir un comportement global cohérent (or les
élasticités linaires des deux modéles suivent la méme loi physique de constitution, c’est donc celle-ci qui
est retenue).

Comme le modéle FEM est statique, il ne considére que des déplacements. Le modéle masses-tenseurs
est quant & lui dynamique, il est donc capable de considérer a la fois des déplacements et des forces.
Ainsi, les interactions entre les deux modéles et I'utilisateur sont schématisées sur la figure (1.7).

La boucle de simulation commence par déterminer la position d’équilibre du modéle FEM en prenant
en compte les conditions aux limites (déplacements extérieurs et déplacements des nceuds de connexion).
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| e s |

Forces Déplacements
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Fi1G. 1.7 — Boucle d’interaction d’un modéle hybride

Puis, la simulation effectue un pas d’intégration pour le modéle masses-tenseurs en prenant également en
compte les conditions aux limites (forces excercées sur les noeuds de connexion et déplacements extérieurs).

Les auteurs font remarquer que les maillages des deux modéles ne sont pas forcément définis au méme
grain. Par exemple, le modéle FEM étant rapide & se simuler, son maillage peut étre plus fin. Ainsi, & la
jonction des deux maillages, certains nceuds du maillage plus fin ne sont pas forcément reliés & un nceud
de l'autre maillage. Donc les deux maillages ne sont pas forcément entiérement connectés. Ceci introduit
des artéfacts visuels dus a la non continuité des deux maillages comme indiqué sur la figure (1.8).

Connection Node

Pre-computed
7 Linear Elastic

& Model

——
Tensor-Mass

Model

\

I
AR
1/
’ire s

F1G. 1.8 — (Gauche) Définition des nceuds de connexion. (Droite) Modéle hybride avec 8 nocuds de
connexion.

Le modéle hybride permet d’allier la rapidité des FEM quasi-statiques avec les changements topolo-
giques rendus possibles par les masses-tenseurs. Ce modéle de simulation trouve des applications dans le
domaine de la simulation chirurgicale ot des déformations rapides permettent de donner du réalisme et
la partie masses-tenseurs offre la possibilité de découper ou déchirer une partie d’un organe.

Les modeles étudiés dans cette section ont la particularité de se baser sur une discrétisation spatiale
de Tobjet (volumique ou surfacique). Cependant, si une discrétisation est nécessaire au calcul numé-
rique, elle n’est pas forcément spatiale. La section qui suit s’étend sur les modéles continus qui ont pour
caractéristique commune, une discrétisation non spatiale.
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1.1.2.3 Modéles continus a degrés de liberté quelconques

Ce type de modéles permet de définir le comportement d’un objet déformable non plus au travers
d’une discrétisation en points spatiaux mais & I'aide d’un jeu de paramétres renseignant la configuration
déformée de 1'objet. Ce jeu de paramétres est défini par la méthode choisie (et parfois libre de choix).
Par exemple, ’analyse modale étudie les vibrations d’un matériau et déforme ’objet en le faisant vibrer.
Il existe également le formalisme physique de Lagrange qui permet de définir un objet a ’aide d’un jeu
de parameétres indépendants nécessaires et suffisants pour définir ’objet.

Nous commencons par décrire les modéles de simulation basés sur ’analyse des modes de vibration
d’un matériau puis, nous détaillons les modéles fondés sur le formalisme physique de Lagrange.

1.1.2.3.1 Analyse modale pour la simulation physique dynamique Cette approche consiste
a étudier les fréquences de vibration du matériau. Ainsi, lorsqu’une déformation est appliquée, on peut
déterminer a quelles fréquences elle correspond et déformer I'objet, non plus par déplacements de points
spatiaux, mais en faisant vibrer le matériau & certaines fréquences.
Le processus peut étre décomposé en plusieurs étapes :
e Dans un premier temps, il s’agit d’exprimer les équations dynamiques d’un matériau en fonction
des déplacements des nceuds d’un maillage discrétisant 'objet (par exemple avec les FEM) :

MU+CU+KU=F (1.12)

avec U le vecteur déplacement des noeuds du maillage discret de ’objet, M la matrice des masses,
C la matrice d’amortissement, K la matrice de rigidité et F le vecteur des forces extérieures. On
remarque au passage que la matrice K est indépendante de U, ce qui veut simplement dire que les
déformations de I'objet sont forcément linéaires [SHGOO02].

e Puis, il faut effectuer un changement de base dans le but d’exprimer le systéme dynamique sur
des degrés de liberté, indépendants les uns des autres, correspondant aux différentes fréquences de
vibration du matériau. Partant de I’équation dynamique (1.12), il suffit de déterminer les valeurs
propres (A;) du systéme et leur vecteur propre associé (v;). Les vecteurs propres définissent les
modes de vibration du systéme. Si les valeurs propres ont toutes une multiplicité de une, alors les
vecteurs propres définissent une base, appelée base modale (associée a la transformation ¢), dans
laquelle les matrices M et K sont diagonales. * En définissant la matrice d’amortissement C' comme
une combinaison linéaire de M et K (amortissement de Rayleigh (cf. [Nie03])), la transformation
de cette matrice par ¢ aboutit également & une matrice diagonale.

Le systéme d’équation (1.12) se ré-écrit alors dans la base modale sous la forme :

U* + C*U* + K*U* = F*

ot C* et K* sont deux matrices diagonales (liées aux valeurs propres \;), U* = m~1¢T U (représente
le vecteur des modes de vibration) et F* = m~1¢”F (le vecteur des forces projetées sur la base
modale) avec m = ¢* M¢. Voir [Pat00] pour plus de détails.
Comme les équations finales sont décorrélées et relatives & une fréquence de vibration, il est envisageable
d’introduire des déformations propres a une fréquence de vibration donnée. De maniére générale, un objet
simulé par cette méthode est déformé au travers de ses différents modes de vibration qui deviennent donc
son jeu de parameétres de déformation.

Patil [Pat00] étudie le découplage, par analyse modale, des équations différentielles du second ordre
d’un systéme dynamique général non conservatif.

Pentland et Williams[PW89| proposent également d’utiliser cette technique d’analyse des modes de vibra-
tion d’un matériau pour simuler un objet déformable. Cependant, les auteurs ne se basent pas directement
sur une décomposition modale des équations dynamiques mais sur une approximation globale par des
fonctions linéaires et quadratiques (comme le font remarquer Shen et al.[SHGO02]).

4http ://www.cert.fr/dcsd/ THESES /vincent/manuscrit _vincent/node7.htmlfSECTION00222100000000000000
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James et Pai[JP02] proposent de coupler cette méthode avec une animation d’objets rigides pour simuler
les déformations de la peau sur les os. Les os sont simulés ou controlés par un mécanisme de capture
de mouvement (motion capture). La peau est fixée aux os ainsi, dés qu'un os induit un déplacement, il
provoque des vibrations dans la structure de peau et 'anime ainsi automatiquement.

1.1.2.3.2 Formalisme physique de Lagrange De nombreux travaux [RNG99, RNG00, RNN0O,
QT96, WW90] proposent de simuler des objets déformables a ’aide des équations physiques de Lagrange.
Le formalisme physique de Lagrange est détaillé par Nocent dans [Noc99], mais nous allons donner les
principes généraux de ce formalisme physique afin de mieux en comprendre le fonctionnement.

Le formalisme physique de Lagrange est basé sur le principe des puissances virtuelles de d’Alembert,
énoncé en 1743[Noc99], qui permet d’obtenir une équation fonctionnelle & partir d’une équation vecto-
rielle 5 :

A=B & VX ,AX=BX
L’équation résultante est liée au champ vectoriel X. Par exemple, 'application de ce principe au PFD
de Newton (cf. section 1.1.2.1) sur le champ des vitesses virtuelles aboutit & la formulation en puissances

virtuelles :
Pint + Pewt =0

Le formalisme de Lagrange découle directement du principe fondamental de la dynamique (PFD)
énoncé par Newton (cf. section 1.1.2.1). Lagrange utilise le principe des puissances virtuelles (sur le
champ des déplacements virtuels) sur I’équation vectorielle du PFD pour aboutir & une formulation éner-
gétique, ce qui lui permet de se détacher d’une discrétisation spatiale de ’objet et d’obtenir des équations
fonctionnelles (et non plus vectorielles). Puis il détermine la trajectoire de la particule (le déplacement
virtuel correspondant a la réalité physique) dans ensemble des trajectoires possibles a I’aide du prin-
cipe physique de moindre action (défini ci-aprés). Le paragraphe suivant décrit de maniére plus détaillée
I’aboutissement aux équations de Lagrange.

Lagrange définit un jeu de paramétres indépendants, permettant de définir entiérement le systéme ma-
tériel (objet ou les objets). Ces paramétres sont appelées les coordonnées généralisées (q;) du systéme,
ils sont indépendants et permettent de définir entiérement le systéme matériel (ils correspondent aux
positions des particules dans un systéme Newtonien). Lagrange utilise alors le principe des puissances
virtuelles pour exprimer les énergies cinétiques F, et potentielles £, du systéme matériel en fonction
des coordonnées généralisées et de leur vitesse (ces deux termes étant dépendants du temps) et ensuite
former un terme caractéristique de la configuration énergétique du systéme, le Lagrangien :

'C(q(t)v Q(t)v t) = Ec(q(t)v Q(t)v t) - Ep (q(t)v fl(t)v t)

Le but de Lagrange est alors de rechercher la configuration énergétique réelle du systéme matériel dans
I’espace des solutions possibles. Pour cela, il se base sur le principe physique de moindre action, énoncé
par Maupertuis en 1753 [Noc99], qui stipule que  parmi toutes les trajectoires possibles sur une durée
donnée, celle choisie par la nature est celle pour laquelle laction est minimale (cela revient a rechercher
une géodésique dans une métrique basée sur ’énergie).

Or, %l’action est une grandeur physique qui est définie, sur une trajectoire donnée, comme le produit
de Uénergie (le lagrangien) par le temps mis pour parcourir cette trajectoire.

7 L’action synthétise le comportement global du systéme matériel sur un intervalle de temps. Donc
Paction du Lagrangien sur Uintervalle de temps [a, b] est donnée par :

b
A= / Ca(t), &(t). ) dt

5La notation fléchée apporte une meilleure compréhension du principe des puissance virtuelles
Sextrait de http ://www.reperes-basiques.com/C4.htm
"Extrait de [Noc99]
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La configuration énergétique réelle est donc déterminée par le minimum de l'action du Lagrangien. On
peut déterminer ce minimum en étudiant les variations 6 A de I’action 8 :

b
A = | Llalt)+5a.a(t) +da.t) — L(alt), a(t).t) dt

. L . . oL .
On utilise alors une intégration par partie sur le second terme ?.5q :
q

b b b
oL oL d oL
0A —.0qdt+ |=.0 — ——.0q | dt
e+ [Gga] - [ (Gi549)
b b
oL doL oL
= — ———).0qdt+ | .0
[ (5~ iag) da+ 5 qL
Or, on a dq(a) = dq(b) = 0 (cf. [Noc99] pour plus de détails) :
b
oL doL
0A = — — ——— ] .0qdt
/a (aq at aq> !
Or, nous recherchons la valeur minimale de I'action A, cette valeur minimale est déterminée par un point

stationnaire d’ou ’on doit observer la relation d A = 0 pour une petite variation dq des paramétres q, ce
qui entraine la relation :

oL d oL
— ———=0 (1.13)
oq dtoq

En considérant les variables indépendantes ¢; une & une, on obtient

o oc doc
" Oq;  dtOg;

(1.14)

qui forment les équations différentielles d’Euler-Lagrange, plus connues sous le nom d’équations de La-
grange.

Witkin et Welch[WW90] proposent de simuler un objet déformable a 'aide des équations de Lagrange
non pas en définissant les coordonnées généralisées comme des points de I’espace interpolés ou approximeés
(cas des splines ci-aprés), mais comme un jeu de paramétres de déformations.

L’objet est discrétisé par un ensemble de points caractéristiques. Ensuite, lors de la simulation, la
configuration déformée de 'objet est définie par les coordonnées des points caractéristiques de 1’objet
déformé. Alors que la configuration au repos de l'objet est donnée par des informations au niveau des
points caractéristiques dans la configuration non déformée (donc ces informations sont indépendantes du
temps) :

x = Rp (1.15)

ol x est la position d’un point caractéristique de l'objet déformé, R la matrice des déformations (ces
valeurs forment ’ensemble des coordonnées généralisées de l'objet) et p les informations des points ca-
ractéristiques dans la configuration non-déformée. Pour des déformations linéaires, p(z,y, z) = [1,z,y, 2]
alors que pour pouvoir définir des déformations non-linéaires, il faut des informations du second degré :
p(z,y,2) = [1, 2,9, 2,7y, 22, yz, 22, y?, 2%]. De cette maniére, il est possible de définir toute déformation
s’exprimant sous forme polynomiale.

8http ://mathworld.wolfram.com/Euler-LagrangeDifferential Equation.html
et http ://www.plmsc.psu.edu/~www/matsc597¢c-1997/phases/Lecture5/node4.html
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La dynamique de 'objet est alors obtenue par les équations de Lagrange. Or, les coordonnées gé-
néralisées de 'objet mécanique sont les coefficients de la matrice R qui représentent les parameétres de
déformation de I'objet. Donc, I'objet n’est pas simulé dans Pespace tri-dimensionnel euclidien IR®, mais
dans l'espace de ses déformations.

La proposition de Witkin et Welch[ WW90| permet de simuler tout objet déformable en le contrdlant
par ses déformations. Par exemple, un objet possédant une coordonnée généralisée caractéristique de
son élongation connait, & chaque itération, ’élongation qu’il subit et la dynamique de ce paramétre (la
variation de 1’élongation). Il est alors capable d’en déduire sa configuration spatiale courante grace a
I’équation 1.15. On peut imaginer la méme chose avec des paramétres de flexion, cisaillement, torsion...

Metaxas et Terzopoulos[MT92] proposent de définir les déformations d’un objet en le décomposant en
une composante rigide et une composante déformable (comme schématisé sur la figure (1.9)) :

X =c+ Rp

c est le centre du repére li¢ a 'objet déformable, R est la matrice de rotation (changement de base ¢ sur
le schéma) orientant le repére de 'objet (introduit 3 angles 6;) et p est le point de l'objet déformé, dans
le repére local, sachant que p se décompose en p = s + d avec s le point de référence et d le vecteur
déplacement.

Model
with global defonmations

Inertial frame <

Deformable
Miodel

F1G. 1.9 — Schéma d’un objet déformable muni d’un repére local (extrait de [MT92]).

Cette définition apporte un jeu de paramétres étendus (position ¢ et rotation 6 du repére lié a 'objet
déformable, paramétres des déformations globales s et locales d) offrant des possibilités supplémentaires
a I’aide de déformations globales et locales.

Rémion et al.[ RNG99, RNG00, RNNO0O] ainsi que Qin et Terzopoulos|QT96] proposent d’utiliser le for-
malisme de Lagrange sur des modéles géométriques de type spline (cf. section 1.2.1). Comme une spline
est entiérement définie par la donnée de ses points de controéle, les coordonnées généralisées du modéle
mécanique sont les coordonnées de ces points de controle. Or, les splines se décomposent en deux groupes :

Splines d’interpolation :

Pour les splines interpolatrices (exemple des Hermites ou Catmull-Rom), les points de controle sont
situés sur la spline elle-méme. Dans ce cas, la définition mécanique du modéle spline passe par une
discrétisation spatiale.
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Splines d’approximation :
Pour les splines d’approximation (exemple des B-splines ou NURBS), les points de controle ne
sont pas situés sur le modéle géométrique (sauf cas particulier ot un neeud posséde une multiplicité
suffisante pour forcer un point de contrdle a étre sur la spline). Pour ce type de spline, les coordonnées
généralisées sont donc virtuelles et spatialement décorélées du modéle physique simulé (la spline).

Quelque soit le type de spline choisi, les coordonnées généralisées sont des points virtuels de 1’espace
tri-dimensionnel euclidien IR?. Ainsi, la simulation se base sur des points de I’espace IR bien que la dis-
crétisation de l'objet soit virtuelle (il n’y a pas d’échantillonnage de 1'objet). L’utilisation des équations de
Lagrange sur une formulation de type spline permet de conserver ’aspect continu du modéle géométrique
lors de sa simulation dynamique. Le modéle simulé est bien la spline en tant que modéle continu.

1.2 Modéles 1D

Il existe de nombreuses fagon de définir un modéle 1D, ol chacune d’elles peut potentiellement apporter
des propriétés supplémentaires par rapport aux travaux généraux qui ont été développé dans la section
précédente. Aussi, il est clair que les techniques particuliéres aux modéles 1D doivent étre détaillées.

Tout modéle mécanique 1D se base sur un modéle géométrique qui, dans un second temps, se voit
étre agrémenté de paramétres physiques (masse, frottements visqueux...) et animé par des équations
mécaniques pour devenir un modéle dynamique. Donc, nous commengons par établir un état de ’art
non exhaustif des modeéles géométriques 1D avant de décrire quelques travaux menés sur la simulation
physique d’objets 1D.

1.2.1 Choix géométiques pour les modéles 1D

Il existe de nombreuses maniéres de définir un modeéle géométrique 1D, allant de la simple liaison de
points ponctuels dans I'espace, jusqu’aux courbes splines rationnelles procurant de multiples propriétés
mathématiques (continuité, localité, invariance par projection...). Nous allons donc détailler une sous-
partie de ces modéles en suivant une progression logique en termes de propriétés mathématiques et
géométriques. Nous commengons par le modéle le moins élaboré : le modéle rectiligne.

1.2.1.1 Modéle rectiligne

Un modéle géométrique rectiligne est simplement défini par un ensemble de points dans ’espace
reliés par un réseau de segments rectilignes. Un tel modéle peut étre défini & ’aide d’un graphe non
orienté G(S, A) dont l'ensemble S des nceuds est constitué des points ponctuels du modéle géométrique
et I'ensemble A des arcs schématise les segments rectilignes reliant des couples de points distincts de
I’ensemble S.

En posant des conditions d’adjacences, on peut imposer aux arcs qu’ils soient tous contigus pour ne
former qu’une ligne brisée : deux éléments de ’ensemble S n’apparaisent qu’'une seule fois dans I’ensemble
A, les autres éléments de S apparaissent deux fois dans I'ensemble A. On peut également utiliser les
propriétés du modeéle pour définir une découpe et obtenir deux courbes distinctes en possédant deux
sous-graphes indépendants.

Un modéle discret défini par une ligne brisée est de continuité C° comme le montre la figure (1.10),
ce qui peut poser des problémes au niveau du calcul de I'éclairement de 1’objet (si celui-ci est doté d’une
épaisseur et donc, il définit implicitement un volume filiforme) ou encore lors du tracé des différents
segments & 1'aide d’une section plane (technique de extrusion), ou tout simplement lors du tracé de
la ligne brisée, le modéle apparait tel qu'il est : C°. Ce modéle pauvre en continuité n’apporterait pas
beaucoup de propriétés intéressantes & une simulation dynamique.

Il est donc indispensable de poursuivre cette étude des modéles géométriques sur les modéles possédant
des propriétés de continuité plus intéressantes, comme les courbes & subdivision.
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Fi1G. 1.10 — Exemple d’un modé¢le géométrique ponctuel

1.2.1.2 Courbe a subdivision

Ce type de courbe est a mi-chemin entre les courbes discrétes et les courbes continues. Une telle
courbe est définie & 1'aide d’un ensemble fini de points reliés les uns aux autres. En ce sens, ce modéle
de courbe est discret. Cependant, un algorithme de subdivision lui est associé, permettant de redéfinir
la courbe & une résolution différente, c’est & dire avec plus ou moins de points discrets. Ce schéma de
subdivision tend & 'infini & créer une courbe continue basée sur les points de départ. C’est précisément
en ce sens que le modéle a subdivision est continu.

La propriété de subdivision du modéle est trés intéressante d’un point de vue mécanique puisqu’elle
procure la possibilité de choisir la résolution adéquate a chaque instant. Malheureusement, & une résolution
donnée, ce modéle reste un modéle discret.

Les propriétés des courbes a subdivision sont liées au masque de subdivision employé. En particulier,
une courbe dite B-spline uniforme cubique (qui est définie plus bas) posséde un masque de subdivision
qui fait de ce type de courbe un modéle & subdivision. Or cette B-spline est une courbe de continuité
C? possédant des propriétés intéressantes et exploitables. Il existe donc des modéles d’une continuité
supérieure & C° qui possédent également les propriétés des courbes & subdivision.

11 apparait de maniére évidente que la continuité C° des modéles présentés jusqu’ici pose un certain
nombre de problémes tant au niveau visuel qu’au niveau physique. Pour pallier ce probléme, il faut un
modéle géométrique 1D qui permet de maitriser sa continuité. Il suffit de construire ce modéle a partir
d’équations mathématiques de continuité désirée : les courbes paramétriques.

1.2.1.3 Courbe paramétrique

Les courbes paramétriques sont des courbes définies par une abscisse paramétrique et la donnée d’une
fonction, de cette abscisse, par axe de I’espace considéré. En 3D, une courbe paramétrique est donc définie
par :

avec s ’abscisse paramétrique du point considéré et x, y et z les fonctions de s définissant la courbe dans
I'espace 3D. Un exemple est donné par la figure (1.11).

Les propriétés du modéle sont ainsi liées aux propriétés des fonctions x(s),y(s) et z(s). Ainsi, le modéle
géométrique obtenu aura pour continuité mathématique la plus petite continuité parmi les fonctions
x(s),y(s) et z(s). La courbe peut également étre fermée si les fonctions paramétriques utilisées sont
toutes périodiques de périodes égales ou multiples comme indiqué sur le schéma (b) de la figure (1.11).
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(a) Exemple d’une courbe paramétrique (b) Exemple d’une courbe paramétrique fermée
z(t) =t et y(t) = sin(t) z(t) = sin(t) et y(t) = sin(2t). Période commune de 27

Fia. 1.11 — Exemple de courbe paramétrique en 2D

Ce modele trés théorique reste abstrait et ne permet pas, par exemple, d’avoir une idée de I'allure de
la courbe rien qu’avec les paramétres géométriques (i.e. les fonctions z(s),y(s) et z(s)).

Une maniére de s’approcher d’une solution est de définir la courbe paramétrique a 1’aide de points
ponctuels de I'espace pondérés par des fonctions paramétriques a valeurs réelles.

1.2.1.4 Spline

Une courbe spline de Pespace IR® est une courbe paramétrique définie a I’aide de n+1 points ponctuels
q; de Pespace IR? (appelés points de controle de la courbe) pondérés par des fonctions d’influence b; :
[0,1] — IR également appelées fonctions de base :

Vs € [0,1] P(s) = Zqibi(s) (1.16)
=0

L’aspect fermé du domaine de définition de la spline n’a d’autre signification que de montrer que la
courbe spline est finie. Si le domaine de définition de la courbe est différent, il est toujours possible de
le ramener & cet ensemble [0, 1] sans perte de généralité (tout intervalle [a, b] se raméne & [0, 1] par une
transformation affine).

Les fonctions d’influence étant sollicitées réguliérement, elles sont généralement simples. Pour cela, les
splines utilisées en modélisation géométrique définissent leurs fonctions d’influence comme des polynémes,
par morceaux ou non, rationnels ou non. Ainsi, leur évaluation s’en trouve moins cotiteuse.

Il peut étre noté qu'une courbe spline n’est définie que par la donnée de ses fonctions d’influence. Une
classification des splines peut donc étre établie, comme le propose Blanc[Bla94|, suivant les propriétés
vérifiées par les fonctions b; :

a - Normalité :
Définition : Une courbe spline vérifie la propriété de normalité (elle est alors qua-
lifice de spline normale) lorsque :

Vs € [0,1] Xn:bi(s) =1
=0

Cette propriété induit simplement le fait que tout point (d’abscisse paramétrique s) de la spline
est obtenu par un barycentre des points de controéle, ot les poids sont donnés par les valeurs des
fonctions d’influence b;(s).
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Propriétés : De fait, une spline normale posséde les deux propriétés suivantes :

— invariance affine : toute transformation affine de la spline s’obtient en appliquant
la transformation affine uniquement sur les points de controle.

— invariance barycentrique : la composée barycentrique de plusieurs splines normales
est obtenue par la composée barycentrique de leurs points de controle.

b - Interpolation/Approximation :
Définition : Une spline posséde la propriété d’interpolation pour un point de
controle qi lorsque :

br(sk) =1
s €0,1] -/ {Wj’;k b (sk) =0

n
Ainsi, le point de la courbe spline d’abscisse paramétrique si est P(sg) = Z qib;(sx) = qx. Donc
la spline passe par le point de controle qy. =
Définition : Lorsqu’une courbe spline vérifie cette propriété pour tous ses points
de controle, on parlera d’une spline d’interpolation. Dans les autres cas, on parlera
de spline d’approximation.
c - Positivité :
Définition : Une spline posséde la propriété de positivité (elle est alors qualifiée de
spline positive) si elle vérifie :

Vi€ {0.n} Vse[0,1] bi(s)>0

En particulier, une courbe spline normale positive est une courbe obtenue par un barycentre interne
au réseau de points de controle, ce qui procure la propriété suivante :
Propriété : Toute courbe spline normale positive est entiérement comprise dans
I’enveloppe convexe de ses points de controle.

Fi1a. 1.12 — Exemples d’enveloppe convexe de courbes splines normales positives
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FiG. 1.13 — Exemples d’enveloppe convexe de courbes splines non normales positives

d - Régularité :
Définition : Une spline posséde la propriété de régularité (elle est alors qualifiée de
spline réguliére) si elle vérifie :

Vs < s b(s)>0 et VK e{k+1.n} bi(s) < bi(s)
WGWMZMEW”/{W>%bWKOetW%mm4}m@mm@
Autrement dit, toutes les fonctions d’influence by (s) possédent un unique maximum en s, et deux
fonctions by (s) et by (s) ne peuvent se croiser qu’entre s et spr. Gerald Farin|Far92] a démontré la
propriété suivante :

Propriétés : régularisation des oscillations
Le nombre d’intersections entre un plan de IR® et une courbe spline normale, positive
et réguliere de IR? est, au plus, égale au nombre d’intersections entre le plan et le

réseau de controle de la courbe.
Cette propriété de régularisation des oscillations sous-tend qu’une telle courbe ne peut pas effectuer

d’oscillations "parasites" dans ’enveloppe convexe de ses points de controle. Autrement dit, chaque
point de contréle influe sur la courbe progressivement jusqu’a un maximum puis décroit progres-
sivement. Dans ces conditions, le réseau formé par les points de controle constitue une trés bonne
approximation de l’allure de la courbe.

e - Localité :
Définition : Une spline posséde la propriété de localité (elle est alors qualifiée de
spline locale) si elle vérifie :

vk € {0.n} 3(sp,s7) € [0, 1)2 /{xig %3:8

Cela signifie que chaque fonction by (s) n’influence la courbe que localement sur l'intervalle A, =
Ene 3;:] Cette propriété est particuliérement intéressante puisque, d’un point de vue modélisation
géométrique, elle permet de localiser les modifications de la courbe suite au déplacement d’un point
de controle et donc de réduire la complexité en temps de cette modification de O(n) a O(1). D’un
point de vue physique, cette propriété permet de localiser ’ensemble des calculs effectués sur un
modéle spline. Si une force est excercée sur une spline locale, non seulement 1’équation spline nous
permet de distribuer correctement la force sur les points de controle, mais de plus, la localité nous
indique que seul un certain nombre de ses points sont affectés.

Comme le fait remarquer Blanc[Bla94], les fonctions d’influence d’une spline locale ne peuvent pas
étre définies par un polynéme unique, puisque celui-ci aurait une infinité de zéro. Habituellement,
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les fonctions d’influence sont des polyndémes construits par morceaux :

i €A
Vk € {0.n} bi(s) = { Z)rk(S) z;non ’ '

ol 7k (s) est un polyndéme non nul éventuellement défini par morceaux. Ainsi, la courbe spline est
intrinséquement définie par morceaux

Blanc|Bla94| démontre :

— que les suites (s, 87 ,...,5;) et (¢, 87, ..., 5) sont croissantes pour une spline locale réguliére.

— qu’une courbe spline normale, positive, réguliére et locale est comprise entiérement dans I'union

des enveloppes convexes de chacun de ses segments.

11 est & noter que le nombre maximum de fonctions by(s) simultanément non nulles est également

le nombre maximum de segments influencés par un point qy. Ainsi, plus ce nombre sera faible, plus

I'influence des points qi sera localisée sur la courbe. Ce qui permet de définir la notion suivante :
Définition : Une courbe spline posséde une localité d’ordre m lorsqu’un point de
contrdle influence au maximum m segments de courbe.

L’ensemble des courbes splines détaillées par la suite se définiront par rapport & cette classification. De
plus, comme une spline est une combinaison linéaire de points de controle par des fonctions polyndémiales
(par morceaux ou non, rationelles ou non), ’expression d’un point de la spline peut se mettre sous forme
matricielle :

P(s) = ( svosmTh o1 ).M.G

Avec M la matrice de transformation caractéristique du type de spline et G le vecteur de la géométrie
qui définit la spline (i.e. généralement le vecteur des points de contrdle). Les propriétés sur les dérivées
successives de la courbe peuvent étre déduites plus facilement & ’aide de cette expression matricielle.

Dans un souci de lisibilité, on notera T le vecteur ( svosmTh ) généralement, G sera le vecteur

des points de controle ( o @1 ... dn )T, ainsi la spline est définie par I’équation P(s) = T.M.G.

Néanmoins, il reste encore la question de la continuité de la courbe spline. Si celle-ci est définie a ’aide
de fonctions d’influence polynémiales, elle est alors C'°°. Si, par contre, les fonctions d’influence sont des
polyndémes par morceaux, la courbe est C* sur chaque segment spline, mais la continuité aux jonctions
des segments dépend des polynome et donc de la spline.

En géométrie, on définit une continuité géométrique d’ordre n (notée G™) d’une courbe P(s) lorsque sa
dérivée d"P(s)/dc™ est continue, ou ¢ est ’abscisse curviligne de la courbe. Autrement dit, une continuité
G' impose simplement que les tangentes droite et gauche d’une jonction soient colinéaires sans pour
autant étre de méme norme.

Il est possible d’utiliser un produit tensoriel de spline pour définir une nouvelle spline mais dans un
espace supérieur. Ainsi, une spline en dimension 2 ou 3 peut étre définie. De cette maniére, une spline de
dimension dim, définie par ses (n1 X .. X Ng;n) points de contréle qi, . i, est donnée par 'équation :

Ndim dim

n1
P(Sl, ..,Sdim) = Z .. Z iq,..,idim H bij
j=1

11=0 taim=0

Connaissant les propriétés de base des courbes splines, détaillons maintenant les différents types de
spline couramment utilisés.

1.2.1.5 Courbe de Bézier

Dans les années 60, Pierre Bézier définit les courbes de méme nom [Béz66a, Béz66b, Béz77, Béz86],
ces courbes servent alors & la modélisation de carrosserie automobile chez Renault.

Une spline de n+1 points de controle est définie par ses n+1 fonctions d’influence b;(s). Si le choix des
fonctions se porte sur des polynomes, ils doivent étre tous indépendants les uns des autres afin de définir
de maniére unique la courbe spline. Ainsi, ils définissent une base de ’espace vectoriel des polynomes de
degrés n. Or, une base simple et évidente de cet espace vectoriel est la base canonique (1, s, s, ..., s™).
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Une spline définie dans cette base ne serait pas trés exploitable puisqu’elle ne posséde aucune propriété
particuliére.

Une courbe de Bézier est également une spline dont les fonctions d’influence sont des polynémes
seulement, la base des polynomes dans laquelle la spline est définie est différente, puisqu’il s’agit de la
base des polynémes de Bernstein d’ordre n :

Bl'(s) = Cls'(1—s)" " (1.17)
n!

i
avee O = Gt — a1

Une courbe de Bézier de n + 1 points de controle q; est alors définie par :

Vse[0,1]  P(s)=> aqiB}(s) (1.18)
=0

Un exemple de courbe de Bézier est donné sur la figure (1.14) avec ses fonctions d’influence.

F1G. 1.14 — Exemple d’une courbe de Bézier de degrés 3 (I’enveloppe convexe des points de controle est
schématisé en rouge) et ses fonctions d’influence.

Une spline de Bézier est normale, positive, réguliére, d’interpolation pour les points de controle qq et
dn (cf. annexe (B) pour les démonstrations) et de continuité C* puisqu’elle se base sur des polynomes.

Il doit étre noté que le degré des polyndémes de Bernstein employés correspond directement au nombre
de points de controle utilisés. Ce qui est une limitation du modéle de Bézier puisque cela introduit des
cotits de calcul non négligeables et des problémes de stabilité numérique lorsque le degré (i.e. le nombre
de points de controle) augmente. Un autre inconvénient des courbes de Bézier est le manque de localité
qui, pour chaque évaluation, impose de considérer tous les points de controle, et la moindre modification
d’un point de contrdle influe sur toute la courbe. Le manque de localité est marqué par le fait que les
fonctions d’influence ont pour support le domaine [0, 1] tout entier (cf. figure (1.15)).

La notation matricielle d’une courbe de Bézier dépend du nombre de points de controle. Généralement,
on trouve dans la littérature des courbes de Bézier de quatre points de controle (n = 3). Pour une telle
courbe, on obtient la matrice suivante :

-1 3 -3 1
ior 3 -6 3 0
Bezier __
M} =1 %5 5 0 0 (1.19)
1 0 0 0

De ce fait, la tangente, en I’abscisse paramétrique s, de la courbe de Bézier est définie par I’expression
matricielle :
_dP

T(s) = T

(s)=(3s 25 1 0).MJ*“.G
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Fia. 1.15 — Polynomes de Bernstein d’ordre 10

On vérifie alors aisément que T(0) = 3(q1 — qo) et que T(1) = 3(Qn — Gn-1). De maniére plus générale,
les courbes de Bézier vérifient les relations T(0) = n(q1 — qo) et T(1) = n(An — Gn-1)-

L’évaluation de points de la courbe peut étre réalisé de maniére récursive a ’aide de 'algorithme de
De-Casteljau. Cet algorithme tire partie de la propriété des nombres combinatoires : C?, = C’i;ll +C .
Partant de 14, De-Casteljau a démontré que l’on pouvait évaluer un point d’une courbe de Bézier par :

P(s) = P§(s)

pils) - { sPI7Hs) + (L-9)PLi(s) si >0 (1.20)

qi sinon

Cette technique posséde 'avantage de ne pas évaluer les puissances qui interviennent dans les poly-
nomes de Bernstein et apporte donc une meilleure stabilité numérique. Géométriquement, cet algorithme
récursif calcule des étages de points qui se rapprochent du point recherché comme le montrent les figures
(1.16 et 1.17). Dans ces figures, les points calculés sont doublement indicés, le premier indice indique le
numéro de point pour I'étape indiquée dans le second indice. Autrement dit, le premier indice correspond
a l'indice dans I’équation (1.20) tandis que le second indice correspond a I'exposant dans 1’équation (1.20).

Sur la figure (1.16), on peut voir la construction des points intermédiaires de lalgorithme de De-
Casteljau pour une spline de Bézier cubique. La relation qui lie les points intermédiaires est souvent
notée sous forme pyramidale, comme suit :

PO PY P9 P9
a\, /b a\, /b ayN, b
P} Pl P} o
aN, b a\, /b avec{bzl_s
P3 P
aN, /b
P3

Il est possible de raccorder plusieurs splines de Béziers ensemble afin d’obtenir des segments de degré
maitrisé indépendant du nombre total de points de controle. Pour cela, il suffit d’imposer aux différentes
splines d’avoir un point extrémité en commun. De cette maniére, la courbe obtenue est locale d’ordre 2 et
de continuité CP. Il est également possible de poser des conditions sur les points de contréle pour obtenir
une continuité C', mais cela supprime des degrés de liberté.
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P12 Poz2
Pos

Po2z

(a) Bézier cubique, évaluation du point d’abscisse paramé- (b) Bézier cubique, évaluation du point d’abscisse paramé-
trique 0.3. trique 0.5.

F1G. 1.16 — Schéma de calcul d’un point d’une Bézier cubique par I’algorithme de De-Casteljau

1.2.1.6 Courbe de Hermite

Les splines Hermitiennes sont des courbes interpolatrices qui permettent donc de relier un ensemble
de points de controle. Le degré de la courbe obtenue n’est pas lié au nombre de points de contréle mais au
nombre d’informations que chaque point de controle doit fournir. Pour une spline de degré 0, on parlera
de spline de Hermite d’ordre 0 et seuls les points de controle sont nécessaires puisqu’il s’agit de les relier
par des segments de droite. Pour une spline de degré 1, chaque point de controle doit étre muni de sa
tangente, et de la méme maniére, une spline de degré 2 demande qu’en plus de sa tangente, le point
connaisse sa courbure paramétrique.

Pour définir une spline de Hermite d’ordre k, il faut donc simplement spécifier les points de controle
de la courbe ainsi que leurs k premiéres dérivées par rapport a I’abscisse paramétrique.

Chaque segment de la spline de Hermite interpole deux points de controle consécutifs a 1’aide des
informations géométriques qu’ils fournissent pour obtenir une continuité C* aux jonctions. Chaque seg-
ment spline fait donc intervenir des polynomes de degré 2 * (k 4 1) si k est 'ordre de la spline. La spline
de Hermite compléte est donc un raccordement de continuité C* de 1’ensemble des segments splines.

Une courbe de Hermite d’ordre 1 est donc définie par deux points qg et q; ainsi que par les deux

tangentes respectives to et t; en ces points. On a donc une spline cubique : P(s) = T.Mermite G avec
G le vecteur de la géométrie, soit G = ( do 91 to t1 )T

Les relations suivantes apparaissent par construction :

P0)=qo=(0 0 0 1).M7™".G
Pl)=q=(1 1 1 1).M™*G
P'0)=to=(0 0 1 0).MfermicG
P(l)=to=(3 2 1 0).MjemicG
d’ou la relation
0001
_ 1 1 1 1 Hermite
G=1|, 01 0 | G
3210
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(a) Bézier quintique, évaluation du point d’abscisse paramé- (b) Bézier quintique, évaluation du point d’abscisse paramé-
trique 0.3. trique 0.5.

F1G. 1.17 — Schéma de calcul d’un point d’une Bézier quintique par I’algorithme de De-Casteljau (seuls
les points des étages 2 et 5 de 'algorithme de De-Casteljau sont nommés).

Fi1G. 1.18 — Spline de Hermite d’ordre 1

et donc .
2 -2 1 1
-3 3 -2 -1
0 0 1 0
1 0 0 0

MHermite o
3 =

w o o
N O = O
==
OO = =

Il peut étre noté que quatre points qg, q1, qz et qs, définissent une spline de Bézier et si les vecteurs
to = 3(q1 — qo) et t1 = 3(qs — q2) sont définis, ils apportent la relation

do 1 000 o do
a | _[1 0 3 0 a | _ g | 9s
q2 - 01 0 % to - to
qs 01 0 O tl tl

Ainsi, la spline de Bézier entre les quatre points q; est définie par 1'équation (1.19) :

; T ; T
P(s)=T.M;7"".(qo a1 q2 as ) =T.MJ*“.K.(qo as to ti)
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La relation MPe*er K = MIermite permet de définir qu'une courbe de Hermite est équivalente & une
courbe de Bézier (et réciproquement) avec les constructions adéquates. La courbe de Bézier définit par
les quatre points q; est équivalente a la courbe de Hermite donnée par les points qg et qs ainsi que les
tangentes respectives 3(q1 — Qo) et 3(qs — qz2). Inversement, une spline de Hermite définie par les points
do et qi et les tangentes respectives tg et t1, est équivalente a la courbe de Bézier des points de controéle
do, do + %0, a3 — %1 et qi.

Comme une spline de Hermite d’ordre 1 est équivalente & une spline de Bézier, elle posséde les mémes
propriétés intrinséques, & savoir la normalité et la régularité. Ces propriétés restent vraies pour tous les
ordres, de plus les splines de Hermite sont interpolatrices par construction, de localité d’ordre 2 et de
continuité C¥.

Cependant, la donnée d’un vecteur tangent en chaque point de controle n’est pas un procédé intuitif.
Il existe d’autres types de splines d’interpolation plus souple d’utilisation, ou les tangentes sont imposées
par la configuration des points de controle, comme les splines cardinales ou de Catmull-Rom.

1.2.1.7 Spline Cardinale

Une spline cardinale est une spline de Hermite d’ordre 1 otu les seules données sont les n points de
controle q;. A chaque point de controle, une tangente est définie par la relation : t; = q;—1q;+1. Dans
ce cas, un segment de courbe d’indice ¢ (interpolant les points q; et qi1+1) dépend, par construction des
tangentes, des points qi—1, Qi, Qi+1 €t Qi+2, ce qui augmente la localité de la spline & 'ordre 4. Un
scalaire r; est défini sur la tangente ¢ pour caractériser sa longueur, ce qui offre des degrés de liberté
supplémentaires liés aux tangentes qui sont construites automatiquement. Ce paramétre ne fait que
moduler la norme de la tangente et ne change pas sa direction, comme indiqué sur la figure (1.19).

Il faut noter que la relation qui permet de construire les tangentes fait apparaitre les points q_; et
dn+1- Ces deux points sont appelés les points fantomes de la spline cardinale et peuvent étre définis de
différentes fagons : de maniére a prolonger la courbe (P_1Po = PoPy et Py 1Py, = Py,Ppi1), pour
fermer la courbe (Pg = Py, P_y = P,,_1 et Phy; = Py), de facon & avoir des tangentes nulles aux
extrémités (P_qy = P4 et Pyy1 = Py_1), ete.

(a) r=0.4 (b) r=0.8
F1G. 1.19 — Spline Cardinale (les tangentes sont indiquées par les fléches bleues).

Les splines cardinales ont les mémes propriétés que les splines de Hermite d’ordre 1 mis a part la
localité. Elles sont donc normales, réguliéres, interpolatrices, de localité d’ordre 4 et de continuité C*.
1.2.1.8 Courbe de Catmull-Rom

Les splines de Catmull-Rom [CR74| ont la méme philosophie que les splines cardinales puisqu’elles se
basent également sur les splines de Hermite d’ordre 1. Elles aussi proposent un mécanisme de construction
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automatique des tangentes. Ici aussi, un paramétre r permet d’interagir avec la tangente d’un point de
controle. Cependant, ce paramétre entre en jeu dans la pondération de deux vecteurs et donc induit des
directions différentes suivant sa valeur (comme indiqué sur I’exemple figure (1.20)). Voici la construction
de la tangente au point de controle q; :

ti = ri(qidiz1) + (1 — 7)) (qi_1ai)

(a) r=0.4 (b) r=0.8
F1G. 1.20 — Spline de Catmull-Rom (les tangentes sont indiquées par les fleches bleues).

Un segment de la spline interpolant les points q; et ;11 est donc défini a 1’aide des points q;—1, q;,
di+1 et girz2. On retrouve donc une localité d’ordre quatre, puisqu'un point de controle intervient dans
I’évaluation de quatre segments spline.

On retrouve également le fait qu’il existe deux points fantémes aux extrémités de la courbe. Leur
construction s’effectue de la méme maniére que dans le cas des splines cardinales.

Les splines de Catmull-Rom sont donc normales, réguliéres, interpolatrices, de localité d’ordre quatre
et de continuité C.

1.2.1.9 B-spline

Les B-splines sont des splines approximatives permettant d’obtenir la continuité d désirée sur tout le
modéle, quel que soit le nombre de points de controle. Ces splines définissent un ordre k, directement
lié au degré d de la courbe par k = d + 1, et se basent sur un vecteur de noeuds {s;[i = 0,..,n + k}
qui est un ensemble de réels ordonnés de maniére croissante. Une B-spline est définie pour toute abscisse
paramétrique comprise dans U'intervalle [s;_1, $,+1[ (comme précisé dans le paragraphe sur les splines, cet
intervalle peut étre ramené a l'intervalle [0, 1] par une simple transformation affine) et ses segments sont
délimités par ’ensemble des couples de nceuds voisins différents dans cet intervalle. Ces splines définissent
leurs fonctions d’influence de maniére récursive comme des polynémes par morceaux :

s — 8 _ Sitk — S k—1
NE(s) = () NEL(s) + (+) NE (s 121
(s) Py R (s) sier — sy ) N (s) (1.21)
et la récursivité prend fin avec les fonctions d’influence d’ordre 1 :

NL(s) = { 1 si s € [si, Six1] (1.22)

0 sinon

Il est a noter qu'’il peut arriver que I'un des dénominateurs (ou les deux) intervenant dans ’équation
de Nik (s) s’annule, dans ce cas, le terme qui le contient prend une valeur nulle. Ce cas arrive lorsque le
vecteur de nceuds posséde un/des noeud(s) multiple(s).
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En 1972, de Boor[dB72| et Cox[Cox72| découvrirent tous les deux en méme temps une relation géo-
métrique découlant de la définition analytique des B-splines. Cette relation permet de définir de maniére
géométrique une B-spline, & la maniére de De-Casteljau pour les Bézier :

sis € [sy,s101] , P(s) = P (s)

o ,avec 7] = ——————
i st j=0 Sitk—j — Si
Cette propriété permet de calculer un schéma récursif de calcul de points sans avoir a
fonctions d’influence, ce qui procure une meilleure stabilité numérique.

De maniére plus générale, on peut noter que :

- Pk lNl

R R o
PJI(S):{ Q=7 )P (s)+ 7P " (s) si j>0 ' 5—5;

évaluer les

7

De cette maniére, on retrouve un algorithme récursif d’évaluation qui, la encore, peut se noter sous
forme pyramidale :

L e ST
Pl . . . . .. L P
/
N\ /
Pk—2 Pk—2
1-1 1 1
Pl

Il est & noter qu’il existe une maniére de définir une B-spline & 'aide d’un produit de convolution.
Cette formule n’est cependant introduite que pour le cas des B-splines uniformes ou elle prend une forme
plus simple.

De maniére générale, les B-splines sont normales, positives, locales d’ordre k et réguliéres (cf. annexe
(C) pour les démonstrations).

Si 'on nomme m; la multiplicité du nceuds s;, on peut définir alors qu’une B-spline d’ordre k est de
continuité C*~2 si tous ses nceuds sont de multiplicité 1. Dés lors qu'un nceud posséde une multiplicité plus
grande que 1, il diminue d’autant la continuité de la courbe localement. Donc, s’il existe une multiplicité
m; de valeur k — 1, la courbe est alors localement C°, ce qui provoque une interpolation du point de
controle associé a ce noeud de multiplicité k£ — 1. Un exemple de B-spline localement interpolatrice est
donné en figure (1.21).

Il existe des formes simples de B-spline, appelées B-splines uniformes, qui se basent sur un vecteur de
neceuds dit uniforme. Un vecteur de nceuds uniforme est un vecteur de nceuds dont la distance entre tous
les couples de noeuds voisins est constante.

B-spline uniforme :

Les courbes B-splines les plus simples sont les B-splines uniformes. Ces splines se basent simplement
sur un vecteur de nceuds uniforme (i.e. Vi € {1,..,n+ k}, s; — 5,1 = 1), ce qui fixe beaucoup de degrés
de liberté du modéle mais permet, en contre-partie, de simplifier ’expression de la spline. Cela offre
également la possibilité d’effectuer des précalculs lors de certaine utilisation des splines (par exemple, lors
de la simulation physique du modéle géométrique), puisque pour un ordre fixé, les fonctions d’influence
sont alors connues. Pour ce type de courbe, aucun point de contréle n’est interpolé.

Pour ce type particulier de B-splines, on a la relation NF(s) = N} (s —1), ce qui permet de définir les
B-splines uniformes par la relation de convolution suivante :

N§(s) = (Ng ™" % Ng )(s) (1.23)

Il est possible de choisir des fonctions d’influence différentes aux segments extrémités pour imposer a
la courbe d’interpoler les points extrémités sans diminuer la continuité en ces endroits, comme le montre
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qo

qs

(a) Vecteur de nceud s; = 4 soit {0,1,2,3,4,5,6,7,8}

qs

q4
@

(b) Vecteur de nceud s;
{0,1,2,3,4,4,6,7,8}

i sauf t5

F1G. 1.21 — Exemple de B-spline d’ordre 3 avec 6 points de controle

ta

43

soit

Blanc[Bla94] en introduisant les B-splines extrémales. Une autre technique consiste a dupliquer les nceuds
extrémaux du vecteur de noeud pour réduire la continuité a4 C¥ aux extrémités et donc imposer a la courbe
de passer par les points extrémités (cf. figure (1.22)).

qas

Fia. 1.22 — Exemple d’une B-spline extrémale d’ordre 3 avec 6 points de contréle. Vecteur de nceud

t={0,1,1,3,4,5,7,7,8}

1.2.1.10 B-spline Rationnelle Non-Uniforme

Les B-splines rationnelles non uniformes, ou plus communément appelées NURBS (pour Non Uniform
Rational B-spline)|PT97], sont une généralisation des B-splines & un espace homogeéne. En effet, une
NURBS est la projection d’une B-spline non uniforme définie dans 1’espace homogéne IR*. Une NURBS

est donc définie par I’expression :

P(s) =

3wV (s)as
1=0

Z wiNik (S)
=0

(1.24)
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ott les NF(s) sont les fonctions d’influence des B-splines et les w; sont des poids (réels positifs) associés

aux points de controle q;. Ainsi donc, la courbe est bien définie dans un espace homogéne de IR® par la

donnée des points de controle augmentée d’une coordonnée homogeéne, le poids w; qui leur est associé.
Les fonctions d’influence des NURBS sont définies, d’aprés la relation (1.24) par :

w;iNf (s)

k(o) —
Rils) = S 0 NFGs)

(1.25)

Etant donné la relation qui lie les fonctions d’influence des B-splines a celles des NURBS, les propriétés
des fonctions d’influence R¥(s) dépendent directement des propriétés des fonctions d’influence N (s).
Comme les poids w; sont tous positifs, I’équation (1.25) permet de déduire facilement que toutes les
propriétés des B-splines sont encore vraies pour les fonctions Rf(s). Les NURBS sont donc des splines
normales, positives, réguliéres, locales d’ordre k (le support est [t;, t;1x[)-

La continuité de la courbe est définie par l'ordre k de la B-spline et les multiplicités m; des nceuds
t; du vecteur de noeuds. Sachant que la courbe change de fonctions d’influence en chaque nceud, il en
résulte qu’entre deux noeuds, elle est C'*° puisqu’elle est alors définie par un polynéme. En un nceud ¢;
de multiplicité m;, la courbe est de continuité C?~™: ot d est le degré de la courbe, soit d = k — 1.

De plus, comme les fonctions d’influence des NURBS sont normales et rationnelles, les courbes NURBS
vérifient la propriété d’invariance par projection (paralléle ou perspective) [Bla94, Far92, PT97].

Ce type de courbe est trés largement employé dans le domaine de la CAO (Conception Assisté par
Ordinateur) ou la grande richesse du modéle offre aux concepteurs beaucoup de liberté.

1.2.1.11 Les autres types de splines

Des travaux ont permis de définir d’autres types de splines possédant des propriétés supplémentaires.

On trouve par exemple les Beta-Splines proposées par Barsky[Bar81] qui introduisent deux nouveaux
parameétres 1 et B2 intervenant sur l'allure de la courbe (conditions de continuité sur les vecteurs dérivés
premier et second).

Blanc|Bla94| propose des splines rationelles de degré 5, les A-splines. Ces splines tentent de fournir
P’ensemble des propriétés possibles ('auteur fait remarquer que certaines propriétés sont exclusives et ne
peuvent donc pas étre réalisées ensemble). Elles procurent une manipulation interactive et une utilisation
intuitive, ce qui en fait un outil puissant de modélisation.

Blanc propose également les X-Splines [BS95| comme une spline dédiée a 'utilisateur final grace a ses
propriétés interactives et intuitives tirées des A-Splines.

Grisoni|GBS99]| propose les HB-Spline ot B-Splines Hermitiennes. Ces splines ont la particularité
d’avoir un vecteur de noeuds ot chaque nceud posséde une multiplicité intrinséque supérieure & deux.
Ainsi, chaque noeud posséde un certain nombre de degrés de liberté, ceux-ci étant manipulés a 'aide d’un
controleur. Ces splines offrent ainsi une grande facilité d’utilisation et de manipulation.

Sederberg et al.[SZBNO03| proposent une nouvelle classe de splines nommée T-Spline. En 2D, ces
splines possédent la particularité d’avoir une grille de contrdle non forcément quadrillée (au contraire des
B-Splines et des NURBS). Ceci permet d’effectuer des raccordements de surfaces T-Splines simplement
et avec la continuité souhaitée. Les propriétés des T-Splines procurent également un véritable controle
local de la surface. Les auteurs proposent également une classe de surfaces raffinables (les T-NURCC)
basées sur les T-Splines.

Cette section a permis de détailler quelques modéles géométriques adaptés aux objets 1D. Cette large
gamme de modéle géométrique a fait 'objet de diverses études d’animation basée sur la physique, qui ont
permis de dégager un certain nombre de modéles mécaniques 1D. Afin de mieux situer notre proposition
de modéle 1D, nous proposons d’exposer maintenant quelques uns de ces travaux spécifiques aux modéles
mécaniques 1D.

1.2.2 Choix mécaniques pour les modéles 1D

Les possibilités mécaniques d’un objet 1D sont liées au modéle géométrique sous-jacent. Nous propo-
sons donc de classer les modéles mécaniques 1D en fonction de la géométrie employée(ct. section (1.2.1)).
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1.2.2.1 Modéles discrets

Cette section n’est pas exclue des généralités de la section (1.1.2.1) détaillée auparavant. Au contraire,
elle la compléte en présentant des travaux spécifiques au modéle mécanique 1D discret.

Le choix d’un modéle géométrique discret suppose 'utilisation d’un modéle mécanique de type masses-
ressorts ot les masses sont situées au niveau des points discrets du modéle géométrique. La structure
déformable de 1'objet est alors réalisée par des ressorts (cf. section (1.1.2.1)).

Casiez [Cas01] propose par exemple de modéliser un fil 4 I'aide de masses discrétes reliées par des ressorts
amortis. Il propose également d’utiliser des ressorts angulaires sur chaque triplet de points consécutifs
pour introduire un phénoméne de flexion du fil. Casiez souligne que 'animation de textiles peut étre
réalisée en simulant les fibres a I’aide d’un modele 1D discret [BHG91, BHG92].

Les modeéles 1D discrets sont également utilisés dans I’animation du corps humain. Aubel et Thalmann
[ATO00] proposent une technique de déformation de la forme du corps humain basée sur une superposi-
tion de couches : squelette, muscles, gras, peau. La couche de muscles est réalisée a ’aide d’un habillage
polyédrique et de lignes d’action. Ces lignes d’action sont animées par un masses-ressorts amortis 1D et
indiquent ou doit se placer I'habillage polyédrique des muscles. Dans ce modéle, les masses ponctuelles
sont fixées au squelette sous-jacent et, c’est donc le mouvement du squelette qui induit les déformation
des muscles, au contraire de la réalité (comme le soulignent les auteurs).

Desbrun et al. [DSB99] proposent une méthode générique pour simuler des objets déformables struc-
turés. Dans cette proposition, le cas des objets 1D est d’abord étudié a ’aide d’'un modéle masses-ressorts
amortis. Les auteurs réalisent également une étude des méthodes d’intégration les plus adaptées au pro-
bléme. Dans le cas 1D, les méthodes explicites et implicites sont utilisables. De plus, une extension aux
modéles 2D et 3D est proposée ot I'on observe des termes non-linéaires dans I’équation des ressorts.
Les auteurs proposent alors de décomposer les forces des ressorts en deux parties, une linéaire et 'autre
non-linéaire. L’étude de la partie linéaire revient au cas 1D et les auteurs proposent d’intégrer la partie
non-linéaire en préservant les moments linéaires et angulaires. Cette proposition a permis de proposer
une simulation de tissu interactive [DMBO0].

Il est a noter qu’il n’est pas toujours nécessaire de faire appel a la simulation physique pour appro-
cher un comportement réaliste. [Bar97] propose de se baser sur la technique du key-framing pour recréer
I’animation réaliste d’'un modéle 1D sans faire appel & la physique. L’utilisateur positionne simplement
lobjet a différents instants de 'animation (ces positionnements forment alors les clés de ’animation).
L’animation finale suit alors les positions clés en prenant en compte les déformations de I’objet suivant sa
nature. Les déformations sont réalisées par une technique basée sur la cinématique et permettent d’ani-
mer un objet précis : corde suspendue, corde déroulée ou enroulée (fil d’un téléphone), ressort. Pour cela,
plusieurs types de déformations caractéristiques sont proposés, comme par exemple la propagation d’onde
(exemple d’un lasso en mouvement) qui est définie par quatre paramétres (amplitude, fréquence, phase
et azimut). Le modéle animé est un modéle discret mais lorsqu’un algorithme a besoin d’une formulation
continue, un modeéle de type B-spline est automatiquement défini pour interpoler ’ensemble des points
discrets. Cependant, le modéle continu n’est pas utilisé dans 'animation, les auteurs donnent simplement
un exemple d’utilisation avec le calcul de la longueur du modéle 1D. La B-spline est alors décomposée
en un ensemble de petits segments dont les longueurs sont additionnées pour approcher la longueur de
la courbe. On peut également imaginer 1'utilisation du modéle continu pour une détection robuste des
collisions.

Cette technique ne fait qu’approcher la simulation physique et offre donc des résultats moins réalistes
mais toutefois suffisants pour certaines applications, notamment pour I’animation d’objets filiformes
déformables dans I'industrie du film d’animation (technique utilisée dans le film Toy Story).
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1.2.2.2 Modéles continus

Le choix d’un modéle géométrique 1D continu ouvre plus de possibilités quant au choix du modéle
mécanique. On doit choisir a la fois le formalisme physique, qui permet d’animer la courbe, mais aussi
I’énergie de déformation utilisée, qui dicte le comportement du modeéle. Nous choisissons ici de détailler
quelques travaux classés par choix du formalisme physique. D’abord on trouve les travaux basés sur la
mécanique Newtonienne, puis il existe de nombreux travaux réalisés a I'aide du formalisme de Lagrange
et enfin, certains travaux explorent de nouvelles possibilités comme 'utilisation de la théorie des Cosserat
pour déformer un objet.

Mécanique de Newton :
L’un des travaux pionniers sur la simulation physique en informatique graphique est celui de Ter-
zopoulos et al [TPBF&7].
Dans cet article, les auteurs proposent de simuler un objet paramétrique (1D, 2D ou 3D défini par
un vecteur a d’abscisses paramétriques) a l’aide d’une formulation Lagrangienne de I’équation de

Newton [TPBF87, GPS01] :
0 ( Or
a5t <ﬂ8t) =1f(r,1)

ol r est la position de la particule (cette fonction est donc paramétrique et dépendante du temps ¢ :
r(a,t)), u(a) est définie localement comme la densité massique de l'objet et f(a,t) est la contribution
des forces extérieures au point d’abscisse(s) a. Le terme de gauche définit donc la variation de
quantité de mouvement, principe de base dans la mécanique classique. Comme le terme p est
indépendant du temps, il sort de la dérivation et on obtient le PFD (cf. section (1.1.2.1)) de Newton.
Les auteurs proposent également d’ajouter un terme d’amortissement 'ya—‘t” o y(a) est la densité de
I’amortissement.
Les déformations de l'objet sont définies par une énergie continue (r) qui s’insére dans ’équation
dynamique par le biais de sa dérivée variationnelle : %. Ce terme correspond a l’évaluation
discréte de la force conservative locale induite par cette énergie de déformation.
L’énergie de déformation est composée, dans le cas 1D, de trois termes :
— un terme d’élongation calculé a partir du tenseur métrique de Pobjet (également appelé premiére
forme fondamentale) :
Or Or
o (9(11- ’ 5‘aj

Il définit le produit scalaire des tangentes locales a 1’objet. Dans le cas 1D, le vecteur a se réduit
4 une seule abscisse paramétrique a; et donc le tenseur métrique est lui aussi réduit a une valeur
scalaire :

Gij(r(a))

GMﬂm»=(§;f:wumm

qui représente le carré de la norme du vecteur tangente locale et donc informe sur 1’élongation
locale.
— un terme de flexion, qui est calculé en fonction de la seconde forme fondamentale de I'objet :

9%r

- n'aaiaaj

Bij(r(a))

ol n est le vecteur unitaire normale & la surface (dans le cas d’une surface). En 1D, ce tenseur
se réduit & une valeur scalaire :

Bmmm»=n3g=mum»

k(r(a1)) est donc relatif au vecteur courbure paramétrique locale 272;2". Ce terme informe donc sur
1
la flexion locale de I'objet.
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— un terme de torsion dont le calcul n’est pas détaillé par les auteurs. En 1D, ce terme est également
un scalaire, il se note 7(r(ay)) et il est relatif a la torsion locale de ’objet.
L’énergie de déformation résultante est

e(r) = /Qoz(s —50)% + B(k — ko)? + (1T — 70)? day

ou 2 représente le domaine paramétrique de la courbe; a, 0 et v sont les résistances respectives
a I'élongation, la flexion et la torsion du matériau. Les termes indicés par zéro sont des termes
constants évalués dans la configuration au repos (au temps ¢ = 0 par exemple).

Afin d’intégrer cette énergie dans I’équation dynamique et de formuler le systéme final, les auteurs
proposent de découper I’espace paramétrique en une grille discréte (dans le cas 1D, un échantillon-
nage paramétrique de la courbe) et de définir les équations du mouvement en chaque noeud de cette
grille. Ainsi, on peut aisément définir la variation de I’énergie de déformation en chaque nceud a
laide d’une approximation par différence finie (cf. section (1.1.2.2.1)).

Les équations du mouvement se ré-écrivent alors au niveau des noeuds de la grille par un systéme
d’équations différentielles ordinaires du second ordre :

0%r Or
MerCa +K(r)r=f

o M est la matrice des masses aux nceuds de la grille (matrice diagonale), de méme C' est la
matrice d’amortissement et K est la matrice de rigidité de 'objet (relative aux déformations), f est
le vecteur des forces appliquées aux nceuds de la grille. Il est & noter que K (r) dépend de r puisque
les déformations sont non-linéaires.

Cette proposition part d’une formulation continue du modéle et discrétise I’objet paramétriquement
pour en résoudre les équations dynamiques en des points discrets du modéle. Cependant, il est
possible de simuler un modéle continu 1D sans le discrétiser spatialement, par exemple en utilisant
le formalisme de Lagrange.

Formalisme de Lagrange :
Les bases du formalisme physique de Lagrange ont été développées en section (1.1.2.3.2).

Rémion et al. [RNG99, RNGO00| propose de simuler une spline 1D (cf. section (1.2.1)) a laide
du formalisme de Lagrange. Dans ce formalisme, tout objet doit étre défini par un ensemble de
coordonnées généralisées qui permettent d’établir entiérement la configuration du modéle. Or, une
spline d’un type donné est entiérement définie par ses points de controéle. Les auteurs proposent donc
de définir les coordonnées généralisées comme étant les coordonnées des points de controle. Ensuite,
ils utilisent ’équation (1.16) de la spline pour déterminer le systéme d’équations dynamiques du
modéle simulé. Ainsi, la simulation porte sur le modéle spline dans son intégralité, donc sur un
modéle continu. L’ensemble des propriétés physiques du modéle sont définies de maniére continue
comme des fonctions paramétriques (masses, frottement visqueux, gravité). Leur contribution au
sein du systéme d’équations est prise en compte sur ’ensemble du modéle spline par une formula-
tion intégrale sur I’abscisse paramétrique. Il est également possible de prendre en considération des
forces ponctuelles appliquées & une abscisse paramétrique quelconque. Une extension de ces travaux
aux dimensions supérieures a également été proposée [RNNOO|. Le modeéle de spline dynamique est
détaillé dans le chapitre (2).

Les déformations d’un modéle spline 1D animé par les équations de Lagrange peuvent étre discrétes
(a Taide de ressorts placés sur le modeéle, générant des forces ponctuelles) ou continues [NRO1].
L’énergie continue de déformation proposée par Nocent et Rémion [NRO1] se base sur le tenseur de
Green-Lagrange pour mesurer les déformations non-linéaires et celui de Piola-kircchoff pour impo-
ser les contraintes (cf. annexe (A)). Ainsi, le modéle résultant est un modeéle déformable capable
de prendre en considération de grands déplacements et ainsi couvrir une plus large gamme de ma-
tériau (comme les fils utilisés dans 1’élaboration de vétements tricotés). Nourrit [Nou99] a étudié
l'utilisation d’un modeéle dynamique de spline de Catmull-Rom (cf. section (1.2.1)) pour définir un
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textile & base de mailles.

De méme, Terzopoulos et Qin [QT96] proposent d’utiliser le formalisme de Lagrange pour ani-
mer une courbe de type NURBS (cf. section (1.2.1)). Le choix d’un modéle NURBS procure plus
de degrés de liberté que les autres types de splines puisque les NURBS sont définies dans un espace
homogeéne. En 3D, une NURBS est donc définie par des points de controle 3D agrémentés par des
poids. On obtient donc une simulation physique basée sur quatre coordonnées généralisées par point
de controle. Comme il n’est pas toujours nécessaire de posséder autant de degrés de liberté sur une
courbe, les auteurs proposent d’utiliser une méthode de contraintes (les multiplicateurs de Lagrange
avec un schéma de Baumgarte : cf. section (1.3.4)) pour fixer des degrés de liberté comme certains
poids. Cependant, les auteurs soulignent le fait qu’un poids négatif peut poser des problémes dans
la formulation des NURBS et donc faire diverger la matrice du systéme d’équations dynamiques.
Pour éviter ce probléme, les auteurs proposent d’assurer la positivité des poids par une méthode
projective (cf. section (1.3.2)) (ils étudient également 1'utilisation d’une méthode a pénalité (cf. sec-
tion (1.3.1)), mais ils concluent que la méthode projective fonctionne mieux). Ainsi, aprés chaque
itération de simulation, le systéme vérifie alors le signe de chaque poids et les signes négatifs sont
projetés sur le demi-espace positif. Ils deviennent donc nuls (étant donné l’aspect dynamique des
poids, leur vitesse peut également étre corrigée pour assurer une stabilité).

La proposition de Terzopoulos et Qin est réalisée dans le but d’offrir un outil puissant de modélisa-
tion et de sculpure. En effet, les propriétés géométriques des NURBS en font I'outil de modélisation
par excellence. L’aspect dynamique du modéle rend 'utilisation de cet outil intuitive et efficace.

Modéle de Cosserat :

Pai[Pai02]| propose de simuler un modéle 1D & laide d’une théorie introduite en 1909 par Eugéne
Cosserat.

Dans la théorie de 1'élasticité classique (cf. annexe (A)), 'énergie se base sur les déplacements des
points du matériau pour en déterminer une force. Dans celle de Cosserat (plus de détails sont
donnés dans [Lak95]), chaque point du matériau posséde un déplacement mais aussi une rotation.
Ainsi, I'énergie de Cosserat est déterminée & partir d’un couple force/moment local. Lakes[Lak95]
fait remarquer que la théorie de I’élasticité classique définit les déformations d’un matériau isotrope
a laide de deux coefficients (cf. annexe (A)), alors que la théorie de Cosserat s’appuie sur six
coefficients caractéristiques. L’utilisation de la théorie de Cosserat permet d’introduire 1’élasticité
d’un modéle, dans son ensemble. Ainsi, elle définit intrinséquement ’élongation, la flexion et la
torsion de ’objet physique.

[Pai02] propose donc de simuler de maniére cinématique une courbe évoluant dans l'espace IR?
en utilisant un repére local pour établir les déplacements et rotations de chaque point du modéle
(comme indiqué sur la figure (1.23)). Ainsi, en utilisant ce repére, 'auteur est en mesure d’utiliser
Pélasticité de Cosserat. Il fait remarquer que le repére local n’est pas le repére local de Frenet (cf
annexe (D)), celui-la posséde des informations supplémentaires sur la torsion locale du modéle.

Le modeéle de Cosserat permet de déterminer un couple force/moment (respectivement n/m) en
fonction des déformations. Cela correspond au tenseur des déformations dans la théorie de ’élasticité
classique. Il faut donc utiliser une loi de constitution pour définir I’énergie de déformation résultante.
Pai propose d’utiliser la loi de constitution suivante :

{mz ey

ou K et L sont deux valeurs caractéristiques de 1’élasticité du matériau. u est le vecteur de Darboux
(vecteur relatif a la vitesse angulaire), v est un vecteur relatif a la vitesse d’un point a lorigine.
Les vecteurs @1 et ¥ étant les vecteurs de référence (considérés dans la configuration au repos). (De
plus amples informations sont données dans [Pai02]).

Comme la théorie de Cosserat prend en considération les rotations intrinséques de 1’objet, elle
permet de considérer de larges déformations globales tout en ayant de petits déplacements en
chaque point du matériau. Donc les modifications importantes de la forme de I'objet induisent des
effets non-linéaires pris en compte par le modéle d’élasticité de Cosserat.
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S
S/ VAN

F1G. 1.23 — Repére locaux (E) pour l'utilisation du modéle énergétique de Cosserat. (Extrait de [Pai02])
s représente I’abscisse curviligne. L la longueur de la courbe.

s=L

Ce type d’énergie permet notamment de simuler un fil de chirurgie comme l'illustre la figure (1.24).

F1a. 1.24 — Utilisation du modéle de Pai dans la simulation d’un fil de chirurgie (Extrait de [Pai02]).

1.3 Contraintes

Les contraintes permettent, de maniére générale, d’enrichir un modéle en lui imposant des configu-
rations a respecter. Ces configurations peuvent étre de natures différentes : géométriques, physiques ou
encore purement mathématiques. Un exemple de contrainte géométrique classique est ’exemple du point
fixe : un point donné d’un objet est contraint a rester fixé dans ’espace ou relativement & un autre point.
Un exemple de contrainte physique est de fixer les conditions aux limites dans les problémes de simulation
physique basée sur la méthode des éléments finis. Un exemple de contrainte purement mathématique peut
s’obtenir en formulant une équation & ’aide des degrés de liberté de ’objet et de leur dérivée premiére
par rapport au temps.

Cependant, un classement des contraintes peut étre effectué suivant le type d’équations employées : on
distingue les équations ne faisant intervenir que les degrés de liberté de I'objet (contraintes holonomes),
de celles faisant intervenir a la fois ces degrés de liberté et leur dérivée premiére par rapport au temps
(contraintes cinématiques). De plus, on distinguera les contraintes bilatérales (données par des équations
de contraintes) des contraintes unilatérales (données par des inéquations de contraintes).

De maniére générale, un systéme dynamique contraint peut s’écrire sous la forme :

minimiser fla®),q(t),t)
J hi(a(t),a(t),t) =0 Vje {0.1}
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avec q(t) les degrés de liberté du systéme dynamique, q(t) leur dérivée premiére par rapport au temps
(donc leur vélocité) et t le temps. f est alors appelée la fonction objective, ¢’est la fonction principale
qui doit étre minimisée. Cette minimisation est sujette & la vérification des m équations g; (contraintes
unilatérales) et ! inéquations h; (contraintes bilatérales).

Dans tout systéme mécanique, des objets cohabitent dans un méme environnement et sont donc soumis
a leur collisions respectives. Ces collisions peuvent étre vues également comme des contraintes typiquement
unilatérales et holonomes|[MWS8S]. Soit une collision entre deux objets, pour assurer le contact et ainsi
apporter une réponse a la collision, on peut introduire la contrainte :

9(q(t), q(t), 1) <0

avec g représentant l'interpénétration relative des deux objets. En général,la fonction g se base sur la
distance d’interpénétration et donc dépend uniquement des coordonnées géométriques q (et pas des
données cinématiques ). En d’autres termes, cette contrainte g est de type holonome.

Il existe diverses méthodes permettant d’intégrer des contraintes dans un systéme dynamique. Nous
proposons de détailler quelques une d’entre-elles, pour ensuite les confronter.

1.3.1 Pénalité

Une maniére simple d’intégrer des contraintes au sein d’'un modéle dynamique est de s’appuyer sur une
méthode a pénalité[CA99|. Ces méthodes transforment simplement la minimisation sous contraintes (cf.
équation (1.26)) en une minimisation sans contrainte. Pour cela, de nouveaux termes viennent s’agglutiner
a la fonction objective pour compenser les équations de contraintes. Ces termes vont donc tendre & faire
respecter les contraintes unilatérales et bilatérales :

minimiser f(q(t), 4(t), ) + k.c(a(t). &(t), 1 (1.27)

I’ajout du terme c est entiérement et uniquement lié aux contraintes et le facteur k vient juste pondérer
les effets dus aux contraintes. La fonction ¢ permet de décliner la méthode en deux catégories (cf la
proposition de taxinomie du SRL de gatech ?) :
méthodes séquentielles Ces méthodes proposent de gérer les contraintes de maniére séquentielle au
cours des itérations sans jamais assurer leur réalisation. Elle est également connue sous le nom de
SUMT (Sequential Unconstrained Minimization Techniques) qui est une technique basée sur les
travaux de Fiacco et McCormick de 1968 [FM90].
Cette méthode peut se décomposer en deux grandes sous-catégories :
fonctions de pénalité Cette sous-catégorie regroupe 'ensemble des cas ot la solution est déter-
minée en passant par des états ol des contraintes ont pu étre violées. Exemple :

m l
c(a(t),q(t),t) = Z maz(0, g;)* + Z h?
=0 7=0
Platt et Barr[PB88b, PB88a] illustrent cette méthode dans le cas de contraintes bilatérales.

fonctions de barriére Cette sous-catégorie regroupe a contrario I’ensemble des cas o1 la solution
est déterminée sans jamais violer la moindre contrainte. Pour cela, les termes ajoutés a la
fonction objective sont d’autant plus forts que la solution se rapproche de la limite d’une
contrainte. Par exemple, on utilisera les termes suivants :

- Zh;l ou — zm:ln(—gi)
i=0

Ces méthodes assurent qu’a chaque instant, les contraintes ne sont pas violées, mais ne sont
pas convergentes. L’assurance de la non violation des contraintes passe par une technique
d’anticipation.

Yhttp ://www.srl.gatech.edu/education/ME6172/Penalty-Barrier.ppt
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méthode exacte Cette méthode consiste & construire la fonction ¢ qui permettra de réaliser ’ensemble
des contraintes. Malheureusement la plupart des fonctions de pénalité exacte sont non différentiable,

ce qui impose 1'utilisation de méthodes particuliéres pour résoudre le probléme!?.

Les méthodes & pénalité traitent donc les contraintes en injectant, auprés de la fonction objective, des
termes qui vont tendre a faire respecter les contraintes. Généralement on trouve un terme par contrainte.
De cette maniére, la contrainte n’est pas garantie mais le systéme tend toujours a la faire respecter. De
plus, cette technique traite le cas des contraintes multiples de maniére intrinséque puisqu’alors la somme
des contributions entre en jeu, favorisant la réalisation de I’ensemble des contraintes (méme si celles-ci
sont impossibles a réaliser).

Par abus de langage, le terme méthodes a pénalité est trés souvent employé pour désigner les méthodes
séquentielles & fonctions de pénalité. Dans cette sous-catégorie, on remarque que les termes dus aux
contraintes sont les carrés de leurs équations. Ils sont donc ’équivalent d’une énergie potentielle. Par
exemple, I’équation x(q(t),q(t),t) = x¢ qui impose que le point x d’un objet soit toujours égal au point
immobile xg de I'espace considéré. Ainsi, la contrainte est de type holonome bilatérale et s’écrit sous
forme vectorielle h(q(t),q(t),t) = x(q(t),q(t),t) — xo. De cette équation découle le terme ajouté a la
fonction objective :

k.c(a(t), a(t),t) = k-h(a(t), a(t), t)* = k.(x(a(t), a(t),t) — xo) (1.28)

Ce terme fait apparaitre ’énergie d’un ressort entre les deux points x et xg de longueur au repos 0 et de
raideur 2k. Bien entendu, on peut moduler cette énergie en insérant une longueur au repos non nulle ou
encore monter le ressort en paralléle avec un amortisseur.

Cependant, un tel modéle posséde des défauts. En effet plus la raideur k du ressort (ou le coefficient
k de maniére générale) est grande, moins la contrainte est violée. Mais, en contre-partie, la force grandit
et risque d’injecter trop d’énergie dans le systéme & minimiser et donc d’apporter un probléme raide dit
stiff problem. A partir de 1a, les problémes raides sont extrémement difficiles & intégrer numériquement :
soit 'intégrateur ne réussi pas & déterminer la solution du probléme, soit il met un temps assez long
pour résoudre le probléme de maniére itérative. De plus, une telle énergie de contrainte va tendre a faire
osciller la solution autour de I’équilibre d’ou I'utilisation d’un amortisseur en paralléle au ressort. Cet
amortisseur permet d’atténuer cet effet oscillatoire.

1.3.2 Projection

Une autre fagon de réaliser des contraintes au cours d’une simulation dynamique est d’utiliser une
projection. Cette méthode consiste & simplement réaliser la minimisation de la fonction objective sans
prendre en compte les contraintes. Puis, une fois la solution obtenue, projeter cette solution de maniére a
ce que les diverses contraintes soient vérifiées. Une contrainte définit, a ’aide de son équation, un espace
vectoriel qui sera utilisé lors de la projection. Ainsi, la solution est projetée sur les espaces vectoriels des
contraintes une a une.

Par exemple, Gascuel[ GCG92| propose une technique projective pour simuler des contraintes de corps
articulés. Pour cela, les corps de I'articulation établissent leur bilan de forces sans prendre en compte les
contraintes dues aux articulations. Puis I'intégration numérique calcule le nouvel état de chacun des corps.
Les contraintes sont généralement alors violées et sont donc vérifiées aprés 'intégration par correction des
positions mais aussi des vitesses (pour assurer une dynamique cohérente). Cette correction s’effectue par
une projection de la solution, trouvée aprés intégration numérique, sur I’espace des contraintes. Ainsi,
cette technique assure la réalisation des contraintes, dans la mesure ou celles-ci sont réalisables toutes
ensembles. Si tel n’est pas le cas, 'algorithme itératif détecte qu'une convergence n’est pas possible et
s’arréte.

De méme, Yu et Chen|[YC00| proposent une technique directe pour corriger les violations dans un systéme
multi-objets contraints. Pour cela, aprés chaque intégration numérique, ils évaluent ’erreur commise sur
I’équation de contrainte et corrigent, si besoin est, les coordonnées généralisées & ’aide d’'une méthode

10http ://roso.epfl.ch/cours/optimisation B/2002-2003/cours/cours06.ppt
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itérative de type Newton-Raphson. Ensuite, ils proposent d’une maniére similaire de corriger les vitesses
des coordonnées généralisées en considérant I’équation dérivée pour les contraintes holonomes.

Promayon et al.[PBP96] proposent d’utiliser une technique projective pour assurer les déformations
d’un objet contraint en déplacement et en volume. Pour cela, ils corrigent les positions des particules
(a laide d’un vecteur déplacement issu d'un calcul projectif) aprés une étape d’intégration numérique
et ré-itérent la boucle d’intégration numérique jusqu’a ce que la solution trouvée soit assez proche de
Pancienne solution (critére de cohérence temporelle). Enfin, les vitesses des particules sont ajustées. Les
auteurs appliquent le méme procédé pour assurer la conservation du volume d’un objet.

1.3.3 Reéduction cinématique

Une fagon de résoudre le probléme des contraintes est de supprimer la possibilité qu’a un objet de
violer les contraintes. Pour cela, un objet simulé dynamiquement est défini mécaniquement & l'aide d’un
ensemble fini de degrés de liberté ¢;(t) dépendant du temps ¢. Afin de lui 6ter la possibilité de violer une
contrainte, on supprime les degrés qui pourraient entrainer la violation d’une ou plusieurs contraintes. Il
est alors possible de réadapter le modéle a la nouvelle configuration en changeant les degrés de liberté.

Un exemple simple est le point fixe d’un corps rigide : un corps rigide A est défini a I'aide de son
centre de masse G et de son orientation . Si la contrainte de point fixe porte sur G, le corps ne peut
plus se translater mais simplement pivoter dans toutes les directions autour de son centre de masse.
Ainsi, les degrés de liberté définissant 'objet A contraint sont simplement les trois rotations définissant
Porientation de A. On a réduit les six degrés de liberté a trois. Le principe de la réduction cinématique
est donc de supprimer les degrés de liberté génant la réalisation des contraintes.

Cette technique est toutefois bien difficile & appliquer dans la plupart des cas, les contraintes imposent
le choix de départ des degrés de liberté qui ne sont alors pas évidents & déterminer.

Cette technique assure que les contraintes soient vérifiées puisque les corps n’ont pas les degrés de
liberté nécessaires pour les violer. Elle a donc la bonne propriété de converger mathématiquement vers
la solution sans jamais dériver (mis & part les problémes d’arrondi numeérique).

1.3.4 Multiplicateurs de Lagrange

Une méthode également trés connue pour traiter des systémes contraints est la méthode des multipli-
cateurs de Lagrange. Cette méthode consiste & traiter les contraintes non pas en réduisant le nombre de
degrés de liberté comme la méthode de la réduction cinématique mais au contraire en ajoutant des degrés
de liberté au systéme. Chacun de ces nouveaux degrés de liberté aura pour tache de faire réaliser une
contrainte [Bar96]. Cette méthode se base sur le principe des variations, elle est donc faible par rapport
au probléme traité (recherche d’un minimum local). Le cas des contraintes unilatérales est traité apreés,
une fois celui des contraintes bilatérales exposées. On part donc d’un probléme contraint par une seule
équation de contrainte bilatérale :

{ minimiser  f(q(t), q(t))
suette & gla(t), a(t)) =0

pour simplifier les équations, on suppose que tous les paramétres q(t) et (¢) sont indépendants et on les
regroupe dans un seul vecteur de paramétres x (supposé de dimension n). Le systéme se ré-écrit alors
en :

{ minimiser  f(x) avec x € IR (1.29)

sujette & g(x) =0

La recherche d’un extremum de la fonction f passe par la détermination d’une valeur nulle de ses
variations :

"9
5f:283i5xi =0 (1.30)
=1



1.3. Contraintes 53

Comme les n paramétres dz; sont linéairement indépendants, cette équation est équivalente au systéme
d’équations :
of

8l‘i

Si maintenant on considére le systéme contraint (1.29), on obtient un systéme de n + 1 équations a n
inconnues. Ainsi, on a plus I'indépendance linéaire des parameétres. Mais, en plus de 1’équation (1.30) on

a la relation :
dg
ox; =0
Z Fa: 0%

On peut utiliser cette équation pour substituer les variations d’un paramétre dépendant des autres dans
l’équation (1.30) (on suppose ici que ce paramétre est ;) :

mn:—alg Zag(m

oxy, 1=1

= 0 Vie{l.n}

ainsi, les variations de f sont données par :

n—1
=5 e -5 M

Tn

0
En posant A = 87‘7; 3xgn’

n—1 n—1
B 8f ag of 39 o

avec n — 1 paramétres dx; linéairement indépendants, donc I’équation est équivalente au systéme d’équa-
tions suivant :
of \ dg

I’équation se réécrit en :

=0 Vie{l.n—1}

(2) = 0 qui complétent le systéme d’équations :

et, il reste les équations A =

of \ dg
9(x) =0

= 0 Vie{l.n} @{Vf())\Vg = g
g(x =

on obtient ainsi un systéme de n + 1 équations & n + 1 inconnues, la nouvelle inconnue A étant nommeée
multiplicateur de Lagrange. Ce résultat signifie simplement que la solution du systéme contraint est réalisée
sur la fonction g lorsque les deux fonctions f et g possédent des tangentes paralléles (comme indiqué sur
la figure (1.25)).

Ce principe se généralise pour un ensemble de ¢ équations de contraintes g; indépendantes les unes
des autres (i.e. une contrainte n’est présente qu’une et une seule fois) :

8f 89] _ .
Z e, 0 Vie{l.n}

gg() = 0 Vje({l.c

La généralisation de ce principe aux contraintes unilatérales a été mise en place par Kuhn et Tucker!!
Les contraintes unilatérales sont intégrées dans le systéme d’équations par un processus itératif qui vérifie,

11 Eric W. Weisstein. "Kuhn-Tucker Theorem." From MathWorld—A Wolfram Web Resource.
http ://mathworld.wolfram.com/Kuhn-TuckerTheorem.html
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glz) =0

F1a. 1.25 — Schéma explicatif des multiplicateurs de Lagrange (extrait de [PB88al).

aprés chaque résolution, l'intégrité des contraintes. On commence la résolution sans aucune contrainte
unilatérale, si aprés une résolution, certaines d’entre elles sont violées, il suffit d’insérer leur équation de
contrainte dans le systéme et de ré-itérer. Le processus s’arréte lorsque toutes les contraintes sont vérifiées.

Olivier Nocent[Noc99] expose la méthode des multiplicateurs de Lagrange appliquée aux équations phy-
siques de Lagrange.

Platt et Barr[PB88b, PB88a| proposent une méthode itérative dérivée des multiplicateurs de Lagrange.
Ils démontrent qu’une descente de gradient ne fonctionne pas avec la méthode des multiplicateurs de La-
grange et proposent donc un algorithme légérement différent (appelé Basic Differential Multiplier Method
ou BDMM). En posant, ¢ = f(x) — Ag(x), il suffit de résoudre le systéme différentiel suivant :

g = 2 2 9 3% i
o, Ox; O (1.31)
o= L '
~ o Y

Les auteurs proposent également d’introduire des contraintes unilatérales en transformant I'inéquation
h(x) > 0 en équation g(x) = h(x) — x?. Comme x? est toujours positif, h(x) doit forcément 1'étre aussi.

Les auteurs soulignent que leur méthode est totalement compatible avec I'utilisation de méthode a
pénalité et proposent pour cela une méthode étendue (appelée Modified Differential Method of Multipliers
ou MDMM) intégrant des termes de pénalité.

L’application de la méthode des multiplicateurs de Lagrange & un systéme physique est différente suivant
que le systéme est statique ou dynamique.

Si le systéme physique est résolu de maniére statique, la solution du systéme est ’ensemble des
positions (ou déplacements). L’équation (ou inéquation) d’une contrainte doit donc s’exprimer par rapport
a ses positions. Il ne peut donc exister que des contraintes holonomes dans un systéme statique. De
plus, ’équation de contrainte est directement injectée dans le systéme. De cette maniére, la contrainte a
l’assurance d’étre vérifiée. Un exemple d’utilisation de la méthode des multiplicateurs de Lagrange dans
une simulation statique est donné par Cotin et al.[CDA99].

Si le systéme physique est résolu de maniére dynamique, le probléme rencontré est tout simplement
que les équations de contraintes sont holonomes ou cinématiques donc dépendent des degrés de liberté
et de leur dérivé premiére par rapport au temps. Or, dans un systéme dynamique, les inconnues sont les
accélérations de ces degrés de liberté. Donc, pour former correctement le systéme matériel, les équations
de contraintes vont subir des modifications. La, plusieurs choix sont possibles :

Différentiation Le choix le plus évident est de simplement différentier I’équation de contrainte par
rapport au temps autant de fois que nécessaire pour faire apparaitre les accélérations des degrés de
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liberté. Si la contrainte est cinématique, une seule différentiation suffit, alors que pour une contrainte
de type holonome, il en faudra deux successives [Bar96] :
d?cl dc§

t —J
aw < at

(1.32)

avec cl les i équations de contraintes holonomes et ¢ les j équations de contraintes cinématiques.
Le fait de différentier les équations de contraintes va introduire une dérive numérique liée a la fois
au probléme d’arrondi et au principe mathématique que les équations de contraintes portent sur
les accélérations des degrés de liberté plutot que les degrés de liberté eux-méme ou leur vitesse (cas
cinématique). Donc, toute erreur numérique sur les positions et/ou vitesses sera propagée et jamais
corrigée au cours de la simulation puisqu’il n’y a aucune contrainte ni correction sur les positions et
les vitesses. Ainsi, cette technique par différentiation temporelle n’assure pas la convergence de la
solution. On peut remarquer également que le probléme résolu n’est pas le probléme posé puisque
I'équation de contrainte résolue est différente et non équivalente a ’équation de contrainte posée.

Schéma de Baumgarte Baumgarte [Bau72| propose une technique, pour les contraintes holonomes,
qui consiste & mixer les résultats des différentes différentiations en une équation différentielle de
contrainte :

d2ch n dch
a;
dt? dt

Suivant les choix faits pour les coefficients «; et 3;, ’équation différentielle va converger ou diverger
et donner plus ou moins de stabilité a la réalisation de la contrainte (phénomeénes oscillatoires). Ce
choix des paramétres est en général assez difficile. De plus, la réalisation exacte de la contrainte n’est
pas assurée dans I'immeédiat. Si les paramétres «; et (3; sont correctement choisis, ’état du systéme
mécanique pour un temps tendant vers I'infini est un état stable avec les contraintes réalisées. Cette
technique corrige donc la dérive numérique d’une simple différentiation mais posséde toujours le
méme défaut, & savoir que le probléme résolu n’est pas le probléme posé.

La réalisation de la contrainte est alors soumise & la résolution de ’équation différentielle de second
ordre (1.33). Pour cela, on étudie le polynome caractéristique de I’équation différentielle :

22+ oz + B; =0 de discriminant 6 = a% —40;

Dans [Asc97], Ascher rappelle que la méthode de Baumgarte impose que les racines de ’équation
caractéristique doivent étre négatives. C’est pourquoi il souligne que les coefficients de 1’équation
peuvent étre définis par o; = 2y et 3; = 72 avec v > 0.

Si § est négatif, la contrainte posséde un régime pseudo-périodique, elle oscille donc autour de la
position d’équilibre avec une amplitude de plus en plus faible jusqu’a réaliser la contrainte asymp-
totiquement.

Si d est positif, la contrainte posséde un régime apériodique qui tend & vérifier la contrainte sans
jamais osciller mais en s’en rapprochant de plus en plus.

Enfin, si § est nul, le régime est alors critique. Ce qui a pour effet de réaliser la contrainte avec un
amortissement minimal sans phénoménes oscillatoires.

Le régime procurant la réalisation de la contrainte la plus rapide est par définition méme le régime
d’amortissement critique.

Le phénomeéne amorti de la réalisation de la contrainte est dii au terme «;x avec la condition que
a; > 0. Le coefficient «; est appelé Pamortissement et 3; la pulsation propre du systéme (ce coeffi-
cient est relatif a une fréquence).

Par exemple, le schéma de Baumgarte est utilisé par Barzel et Barr[BB88| pour définir les équations
de contrainte dans un systéme de modélisation basé sur des contraintes dynamiques. Les auteurs
proposent d’utiliser ’équation suivante :

d20§1 2 dch 1,

+=—+

dtz & dt 5202
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ou J; est la constante de temps définissant la durée de chaque itération de simulation. De cette
maniére, le régime de la contrainte est amorti critique et permet d’avoir un retour exponentiel a la
contrainte contrblée dans le temps.

1.3.5 Meéthodes post-stabilisation

Ces méthodes tentent de stabiliser la contrainte aprés chaque étape d’intégration numérique. Elles
sont distinctes des méthodes projectives par le fait qu’elles n’assurent pas la réalisation de la contrainte
mais elles permettent de ne pas introduire d’instabilité dans la dynamique de l'objet (au contraire des
méthodes projectives). Ces méthodes trouvent une justification dans le fait que la différentiation des
équations de contraintes transforme le probléme initial. Le probléme initial est sous forme d’une DAE
(Differential Algebraic Equation) alors qu’'une fois transformée, on obtient une ODE (Ordinary Diffe-
rential Equation). Afin de conserver le méme probléme, il faut introduire des invariants dans le systéme
(voir la thése de Chin[Chi95] pour plus de détails). Les méthodes post-stabilisation tentent de satisfaire
au mieux ces invariants.

Ascher et al.[ACR94] soulignent que le défaut de la méthode de Baumgarte réside dans la difficulté

a choisir les coefficients de I’équation. Ils proposent donc d’établir un schéma correctif post-stabilisation.

Pour cela, Cline et Pai[Cli02][CP03] décrivent simplement une application possible de la méthode d’Ascher

comme suit :

Soit p un point de l'objet aprés intégration %umérique, soit g les équations de contraintes & vérifier.
g

Généralement, g(p) # 0. Soit la matrice G = a0 la méthode consiste & déterminer un déplacement dp

tel que g(p + dp) = 0. En supposant que le déplacement dp est assez petit, 'équation se linéarise en

g(p +dp) ~ g(p) + G(p)dp (1.34)

Donc, le déplacement doit vérifier Gdp = —g(p). Autrement dit, le terme Gdp doit corriger I'erreur
commise sur la contrainte : g(p). De maniére généralle, la matrice G n’est pas carrée, on utilise donc une
pseudo inverse (ici a droite) :

dp = —(G"(GG") ")g(p)

sous réserve que GGT soit inversible.

Cette technique fonctionne bien tant que les déplacements sont relativement petits, dés lors qu’ils
deviennent trop importants, la linéarisation (cf. équation 1.34) introduit trop d’erreurs dans le systéme
physique et le systéme finit par diverger [CP03].

Faure [Fau98] propose un mécanisme de post-stabilisation basé également sur une linéarisation des
contraintes géométriques. Il détermine ainsi une correction sur les accélérations et une post-stabilisation
pour corriger les vitesses et positions.

Faure propose ensuite un algorithme permettant de controler la violation de la contrainte en appliquant
des corrections sur les positions. Pour cela, 'algorithme itére jusqu’a ce que ’ensemble des contraintes
soit vérifié. Une itération de correction n’est pas forcément suffisante puisque ’algorithme se base sur une
forme linéarisée de I’équation de contrainte.

L’auteur utilise une méthode d’intégration numérique permettant d’effectuer des corrections unique-
ment sur les positions, ce qui permet d’économiser I'étape de post-stabilisation des vitesses.

1.3.6 Discussion

Les diverses méthodes de gestion de contrainte proposées ont toutes leurs spécificités. Il est donc
important de bien cerner chacune d’elle pour faire un choix éclairé lorsque 1’on doit avoir recours & une
méthode de contrainte.

Les méthodes & pénalité sont capables d’intégrer un grand nombre de contraintes dans un méme
systéme mécanique sans aucune gestion particuliére. En effet, chacun des contraintes vient ajouter son
propre terme & la fonction objective. De plus, la méthode & pénalité transforme un systéme contraint
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en un systéme non contraint ainsi, quelque soit le nombre de contrainte, la résolution reste la méme.
Cependant, cette classe de méthode ne permet pas d’assurer la réalisation de la contrainte et n’est
absolument pas robuste. En pratique, cette méthode est trés utilisée pour la gestion des collisions parce
qu’elle a les avantages d’étre rapide, de n’apporter aucun surcotit & la résolution du systéme et de gérer
automatiquement les systémes multi-contraint. Cependant elle n’est pas suffisamment robuste dans le cas
général d’une contrainte posée explicitement par 1'utilisateur.

La méthode & réduction cinématique permet de réaliser exactement les contraintes puisque le modéle
n’a plus les degrés de liberté qui permettaient de les violer. Cependant, cette méthode de contrainte est
trés souvent inutilisable puisqu’elle demande généralement une redéfinition des degrés de liberté d’un
modéle. De plus, cette redéfinition est d’autant plus difficile qu’il y a de contraintes. En pratique cette
méthode est mise en place sur des systémes mécaniques trés peu contraint et dont la re-définition des
degrés de liberté reste anodine (simple suppression d’un degré de liberté...).

Les méthodes de projection ont ’avantage de réaliser exactement les contraintes demandées. Mais
elles perturbent généralement le systéme dynamique, et notament 'intégration numérique, ce qui en fait
une méthode instable. Il est cependant possible d’apporter des corrections sur les vitesses pour atténuer
ces instabilités. L’un des inconvénients de ces méthodes est la difficulté de prendre en considération de
multiple contraintes. En effet, chaque contrainte fait I'objet de modifications sur les degrés de liberté,
ainsi des contraintes non indépendantes vis-a-vis des degrés de liberté se perturbent entre elles. Ainsi, la
méthode doit opérer des itérations pour ajuster les corrections de chacune des contraintes.

Les multiplicateurs de Lagrange permettent de réaliser exactement un ensemble de contraintes sans
aucune itération et sans perturber 'intégration des équations, puisque la prise en compte des contraintes
se fait dés I'établissement des équations. Cette méthode de contrainte est donc assez largement utilisée
pour assurer des contraintes dans les systémes statiques mais aussi dynamiques. Le seul probléme est que
les contraintes exprimées sur un systéme dynamique doivent étre également dynamique. Or, la plupart
des contraintes sont géométriques ou cinématiques et les diverses méthodes proposées pour insérer ce type
de contraintes ne permettent pas d’assurer la réalisation a chaque instant. Par exemple, en utilisant un
schéma de Baumgarte, une contrainte géométrique est transformée en contrainte dynamique permettant
ainsi un retour exponentiel a la réalisation de la contrainte. Cependant, I'utilisation d’un tel schéma de
Baumgarte permet d’utiliser les multiplicateurs de Lagrange pour gérer au mieux plusieurs contraintes
contradictoires. Pour un tel ensemble de contraintes, les méthodes & pénalité permettent de prendre en
considération I’ensemble des contraintes, les multiplicateurs de Lagrange munis d’un schéma de Baum-
garte également, alors que la réduction cinématique ou les méthodes par projection ne permettent pas de
les gérer. La réduction cinématique aboutit a une incohérence du systéme et les méthodes par projection
itérent a l'infini sans jamais trouver d’état stable ou toutes les contraintes sont réalisées puisque cela est
impossible par définition.

Enfin, les méthodes post-stabilisation permettent de gérer exactement les contraintes posées, qu’elles
soient géométriques ou cinématiques. Cependant, 1'utilisation de ces méthodes demandent un investis-
sement intellectuel important, et la plupart des travaux proposés supposent certaines approximations
(linéarisation des déplacements) qui rendent la méthode hasardeuse dans le cas de grands déplacements.
Ces méthodes sont de plus en plus étudiées dans la littérature et deviennent de plus en plus intéressantes.

1.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de faire un tour d’horizon des propositions existantes concernant la simu-
lation physique d’objets et plus particuliérement la simulation physique d’objets 1D. Dans ce contexte,
il est intéressant de noter qu’il n'y a pas vraiment eu de proposition de modéle 1D en élément fini.
La plupart des proposition de modéle 1D sont des modéles discrets a part quelques rares exceptions.
Le domaine des modéles déformables 1D continues est encore assez méconnu, c’est pourquoi il semble
important d’explorer les possibilités de tels modéles.

Ce chapitre nous a également permis d’exposer divers travaux existants sur les méthodes de gestion de
contraintes dans les systémes dynamiques. De cet exposé, s’en suit une discussion permettant de mieux
appréhender les avantages et défauts de chacune d’elle. Il peut étre conclu que les méthodes & pénalités
sont rapides et permettent de gérer naturellement de multiple contraintes, ainsi cette méthode est souvent



58 Chapitre 1. Généralités sur la simulation physique, les modéles 1D et les contraintes

utilisée dans la gestion des collisions. Les méthodes par projections assurent exactement les contraintes,
mais elles sont itératives, intolérantes aux contradictions et perturbent 'intégration numérique des équa-
tions dynamiques. Les méthodes post-stabilisations sont cotliteuses, encore approximatives mais sont trés
étudiées et devraient proposer une bonne solution au probléme des contraintes assez rapidement. Enfin,
la méthode des multiplicateurs de Lagrange offre pour le moment le meilleur compromis robustesse, sta-
bilité, tolérance aux incohérences (par l'utilisation d’un schéma de Baumgarte).

Aprés avoir détaillé divers travaux se rapportant d’une maniére ou d’une autre a notre probléme, nous
décrivons maintenant notre proposition de modéle déformable 1D. Ainsi, nous pouvons nous appuyer sur
les travaux existants pour faire des choix éclairés dans 1’établissement de notre modéle.
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Ce chapitre a pour but de proposer un modéle de spline dynamique temps réel. L’une des conclu-
sions du chapitre précédent est le besoin de modéle 1D continu, aussi nous souhaitons établir un modéle
possédant une certaine continuité maitrisée. Une possibilité pour avoir des propriétés de continuité in-
téressantes sur le modéle est de commencer par choisir un modéle géométrique possédant les propriétés
voulues, puis de se servir de ce modéle comme support de I’animation physique.

Or, les modéles géométriques 1D ont déja été définis en section (1.2.1).Parmi les choix possibles, les
splines ont la propriété de continuité désirée, et de plus elles sont définies par 'intermédiaire de points de
controdle (les degrés de liberté du modeéle) qui permettent des modifications simples, efficaces et intuitives.
Ces propriétés rendent les splines particuliérement attractives pour le probléme qui nous intéresse.

Les deux premiéres sections de ce chapitre, qui traitent des choix géométriques et physiques faits
pour simuler le modéle 1D, se basent sur les travaux de Yannick Rémion et son équipe du LERI de
Reims[RNG99, RNG00, RNN00, NR01, NNRO1] et de nombreuses formules sont tirées de ces travaux.
Notre proposition s’inscrit simplement dans une mise en place temps réel [LMGC02, LMC02] (notamment
dans la seconde section qui traite de la simulation physique du modéle). Ainsi, le modéle physique s’appuie
sur la géométrie et peut donc tirer partie de I’ensemble des propriétés inhérentes au modéle géométrique
choisi. Ensuite, comme notre modéle 1D est déformable, il faut le munir d’énergies de déformation qui
permettent de maitriser son comportement, c’est-a-dire le rendre spécifique & un matériau donné. Il s’en
suit une section dont le but est de déployer une large gamme de méthodes permettant de visualiser un
modeéle 1D. Ensuite, quelques exemples d’applications de cette premiére version du modéle sont exposés.
Enfin, Rémion|RNNOO] propose d’étendre la simulation d’une spline 1D aux dimensions supérieures. Nous
présentons donc, en derniére section, la mise en ceuvre de cette extension du modéle aux dimensions
supérieures, en discutant de l'utilisation en temps réel de ces modéles.

2.1 Choix du modéle géométrique

Le choix du modéle géométrique est fortement lié aux types d’objets que 'on souhaite simuler. Or
nous souhaitons utiliser notre modeéle dans des simulations aussi variées que celles d’un fil de chirurgie,
d’un organe filiforme, d’une corde ou encore d’un lacet. Tous ces objets ont la propriété d’étre déformable
en tout point et doivent potentiellement glisser de maniére fluide au travers d’un objet (cas typique d’une
suture, d’un lacet...). Ces comportements requiert un modéle de continuité intéressante et maitrisée. Pour
cela, le modéle géométrique qui va soutenir le modéle physique doit, lui aussi, étre continu. Parmi les
modéles géométriques 1D décrits dans 1’état de 'art (en page 30), les modéles géométriques continus les
plus riches en propriétés mathématiques sont les courbes de type spline. On y trouve, par exemple, une
propriété de localité qui procure, & un niveau physique, des déformations locales pour des interactions
locales. Dans la famille des splines, les courbes de Bézier sont écartées a cause de ’absence de localité,
on choisira plutot les splines de Catmull-Rom, mais aussi les B-splines uniformes et non uniformes. Au
dela, on trouve les B-splines non uniformes rationnelles (NURBS) qui ont des propriétés supplémentaires
intéressantes en géomeétrie projective. Mais, 'utilisation de NURBS se traduit aussi par des manipulations
dans un espace tri-dimensionnel homogéne donc 4D. Au niveau physique, cela implique a priori que le
modéle posséde plus de degrés de liberté (un poids est associé a chaque point de contrdle de espace
tri-dimensionel), et est donc plus lourd & manipuler. Afin de maitriser certains degrés de liberté (comme
les poids des points de controle), il faut utiliser une méthode de gestion de contrainte [TQ94], ce qui
alourdit le modéle physique. Nous avons donc écarté les NURBS.

Meéme si nos exemples sont illustrés sur des splines appartenant a ensemble geom = {Catmull-Rom,
B-spline uniforme cubique, B-spline non uniforme cubique} qui regroupe des modéles splines trés utilisés,
les apports du chapitre sont valides pour tous les types de spline possédant une propriété de localité.

Ainsi, quel que soit le type de splines choisi, la définition d’un point de la courbe peut toujours se
ramener a la formulation uniformisée suivante :

P(s) =) qibi(s) (2.1)
i=1

avec s I’abscisse paramétrique normalisée du point désiré (par normalisation s € [0,1]), q; les points de
controle de la spline, b;(s) les fonctions de base de la spline et n le nombre de points de controle (les
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points de controle sont des paramétres du modéle mais, pour des raisons de lisibilité, ils ne figurent pas
dans la liste des paramétres. Il aurait fallu noter P(s) comme P(s,q)).

De plus, on a toujours une propriété de localité, plus ou moins élevée suivant le choix mené sur le
type de spline. Pour une spline de Catmull-Rom, on trouve une localité de 4. Pour une B-spline, si on
note d le degré de la courbe, sa localité est alors de d + 1, etc.

Par la suite, on ne spécifie jamais le type de spline utilisé, excepté dans la section des résultats oul tous
les choix et les paramétres choisis pour chaque test sont donnés. La section qui suit traite de 'animation
du modéle géométrique a 'aide d’une simulation dynamique.

2.2 Animation dynamique du modéle géométrique

Afin d’animer physiquement le modéle géométrique préalablement choisi, il nous faut déterminer
quel est le formalisme physique le plus adapté & ce modeéle géométrique et & notre souhait d’un modéle
physique continu (pour cela, nous nous référencons a I’état de Part sur les modeéles déformables vus en
section (1.1.2)) :

— Les modeéles particulaires de type masses-ressorts permettent d’animer un réseau discret de points
massiques en les reliant par des ressorts. L’utilisation de ce type de modéle sur la spline suppose
que les masses sont réparties de maniére discréte au niveau des points de controle et que toute
les forces s’appliquent sur ces points. Dans ce cas, le modéle spline n’est absolument pas pris en
compte lors de la simulation physique, il n’est qu’un habillage du modéle et n’apporte rien a la
simulation physique. Or, le choix du modéle géométrique s’est porté sur une classe d’objets offrant
des propriétés intéressantes, dont la continuité précisément pour en tirer parti lors de 'animation.
Le choix d’un modéle mécanique particulaire n’est donc pas judicieux puisqu’il nous ferait perdre,
au niveau mécanique, tout 'intérét d’avoir choisi un modéle géométrique continu.

— Les modeéles éléments finis (FEM) commencent par énoncer la loi de constitution d’un matériau

puis, & l'aide d’une discrétisation spatiale du modéle continu, donnent les équations physiques
(statiques ou dynamiques) discrétisées qui permettent de le simuler. Le choix des FEM (ou de
toutes méthodes dérivées comme les BEM, VDM...) suppose donc une discrétisation spatiale du
modéle continu. Cependant, une spline est définie intrinséquement par ses points de contrdle, ce
qui implique que sa configuration courante soit entiérement définie par la donnée de ces points de
contrdle. Donc, si la discrétisation est trop grossiére, la spline simulée ne peut pas prendre toute
les configurations possibles du modéle géométrique. Et dans le cas d’une discrétisation trop précise,
l'objet simulé peut prendre au contraire des configurations extrémes que le modéle géométrique
n’est pas capable d’adopter. Pour avoir une totale correspondance entre le modéle géométrique et
le modéle simulé, il faut choisir la discrétisation qui apporte le bon nombre de degrés de liberté. Si
I'on veut simuler physiquement le modéle géométrique, le choix d’un modéle éléments finis est assez
difficile & mettre en place car il faut déterminer la meilleure discrétisation spatiale possible.
De plus, un modéle FEM s’appuie sur des fonctions d’interpolations permettant d’évaluer des
champs dans/sur tout I'objet (ici 1D). Donc, la méthode des éléments finis n’est pas prévue pour des
fonctions d’approximations, ce qui exclu potentiellement 'utilisation de splines d’approximation.
Cela laisse supposer que l'utilisation des FEM avec un modéle géométrique 1D de type spline se
limiterait aux splines d’interpolation.

— Le formalisme physique de Lagrange permet lui aussi de simuler des objets continus en passant par
une discrétisation. Cependant, la discrétisation n’est plus forcément spatiale, elle doit simplement
permettre de définir entiérement le modéle. Cette définition procure plus de liberté pour définir un
objet et elle permet notamment de définir des fonctions non plus d’interpolation mais d’approxi-
mation. Ainsi, les éléments approximés, qui sont les degrés de liberté du modéle, ne sont plus sur
l'objet. De ce fait, le modéle continu est discrétisé, mais 'utilisation des fonctions d’interpolation
permet de conserver ’aspect continu du modéle lors de la simulation comme pour les modéles élé-
ments finis. L’avantage est ici que la discrétisation est beaucoup plus libre puisqu’elle n’est plus
forcément spatiale. Le choix du formalisme physique se porte sur celui de Lagrange pour sa plus
grande souplesse dans la discrétisation du modéle continu.
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Le formalisme de Lagrange a déja été développé dans I'état de 'art (1.1.2.3.2). On rappelle ici les défini-
tions de base et les notations employées.

Le formalisme de Lagrange se base sur un ensemble de degrés de liberté notés q, appelés coordonnées
généralisées, qui doivent étre indépendants les uns des autres et qui définissent entiérement le modéle
physique. Comme ces coordonnées généralisées permettent de définir la dynamique du modéle, elles varient
au cours du temps, on les note : q(t).

Un modéle défini par un ensemble de n coordonnées généralisées {g;(t)} peut étre animé par le forma-
lisme de Lagrange s’il est capable de définir ’ensemble de ses énergies X par rapport & ses coordonnées
généralisées, leur dérivée premiére par rapport au temps et le temps lui méme : X (q(t),q(¢),t) (donc,
lorsque l'on parle d’une énergie E, implicitement il s’agit de : E(q(t),q(t),t)). Le modéle est alors animé
par les équations de Lagrange (1.14) qui peuvent également prendre en compte des forces non conserva-
tives et alors se mettre sous la forme :

d (0K oK oE ,

7 (3(]}-) + 90 Q; 90, Vi e {l..n} (2.2)
avec K l'énergie cinétique du modéle, Q; la force généralisée, associée & la coordonnée généralisée ¢;,
des forces ne dérivant pas d’un potentiel et E 1’énergie des forces dérivant d’un potentiel (ou énergie
potentielle).

Afin d’appliquer le formalisme de Lagrange sur notre modéle géométrique (la courbe spline), il faut
d’abord définir les coordonnées généralisées de notre systéme mécanique. Or, le modéle géométrique est
entiérement défini par un ensemble de points de controle. Cette définition est unique (i.e. une configuration
spatiale donnée est définie, pour un type de spline donné, par un unique ensemble de points de controle).
Ceci nous permet donc de choisir les coordonnées des points de controle comme coordonnées généralisées
puisqu’elles définissent entiérement la configuration de la spline. Ces coordonnées généralisées seront
notées ¢ avec i € {l..n} l'indice du point de controle et o € {x,y,z} la coordonnée x, y ou z de ce
point de contrdle. Comme les coordonnées généralisées sont la base de tout modéle dynamique animé
par Lagrange, elles dépendent obligatoirement du temps, ce qui étend la définition du modéle spline de
léquation (2.1) a :

P(s,t) = Zﬂh(t)bi(s) (2.3)

en rappelant que les points de controle sont également des paramétres de ’équation mais n’y figurent pas
pour des raisons de lisibilité (il aurait fallu noter P(s,t) comme P(s, q(t),?)).

Ainsi défini, tout point de la courbe géométrique posséde maintenant une dynamique et donc une
vitesse, donnée par I’équation :

P(s,t) = Z & (4)bs(s) (2.4)

avec (; la dérivée premiére par rapport au temps du point de controle q; (i.e. son vecteur vitesse) et
en notant que les vitesses des points de controle sont également des paramétres de ’équation mais n’y
figurent pas pour des raisons de lisibilité (il aurait fallu noter P(s,t) comme P(s, q(t), q(t),t)). Le modéle
géométrique ainsi étendu peut étre animé par les équations de Lagrange suivantes :

d (0K oK oF
— ==+ =—=0QY— — , Vie{l.n} et Yae{x,y,z2 2.5
i (5 ) + e =@ = g Yie (L) {ev.7) (2.

avec K l'énergie cinétique du systéme, Q5 la force généralisée, associée a la coordonnée généralisée ¢,
des forces ne dérivant pas d’un potentiel et F 1’énergie des forces dérivant d’un potentiel.

Nous allons maintenant étudier les équations de Lagrange appliquées a notre modéle (cf. équations
(2.5)) en séparant la partie gauche de la partie droite. Puis, nous regrouperons les deux parties au sein
d’un systéme d’équations pour ensuite le résoudre.
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2.2.1 Partie gauche des équations de Lagrange

La partie gauche des équations de Lagrange comporte un terme principal qui est K, I’énergie cinétique
du modeéle. Nous commengons donc par définir cette énergie dans le cas de notre modéle géométrique (cf
équations (2.3) et (2.4)). On peut définir I’énergie cinétique en un point de la spline comme étant :

K(5,a(t), (1), 1) = gu(s, 1P (s,)? (2.6)

avec P(s,t) la vitesse du point considéré (cf. équation 2.4) et pu(s,t) la distribution linéique de masse
sur la courbe. Ce paramétre p peut dépendre, de maniére générale, de 1’abscisse paramétrique (pour
une distribution paramétrique hétérogéne de masse) et du temps (pour une distribution dynamique avec
des phénomeénes de transport de masse). L’énergie cinétique de toute la courbe est alors déterminée par
I'intégration de 1’énergie cinétique ponctuelle le long de la courbe, qui est définie paramétriquement entre
0 et 1 (cf. équation (2.1)) :

1
Kla®).a(0.) = [ Guls.0P(s.0% ds

Or, la masse d’'un objet est liée & sa structure. De plus, la structure de la spline est décrite par sa
configuration paramétrique (son vecteur de nceuds pour les B-splines). De plus, la structure d’un objet
spline ne change pas, ce sont les points de controle qui subissent les déformations. Autrement dit, une
élongation modifie la longueur curviligne de la courbe mais pas sa longueur paramétrique (ni la structure
du vecteur de neeuds). Donc, comme la structure de I’objet ne varie pas au cours du temps, la distribution
de masse est elle aussi constante au cours du temps (u(s,t) s’écrit p(s)). Il est & noter qu’ainsi défini, le
modéle physique a I’assurance de conserver sa masse quelles que soient les déformations subies.

Cependant, selon la configuration de référence, cette distribution de masse peut varier le long de la
structure. Si le modéle de référence posséde une transformation linéaire permettant de passer de I’abscisse
paramétrique & ’abscisse curviligne, alors la distribution de masse est paramétriquement constante, égale
am. Sinon, la fonction continue x(s) doit étre déterminée comme le propose [NRO1] & I’aide d’un précalcul :
soit la densité linéique de masse au repos po(s) et la configuration de référence indicée par un zéro, on
obtient alors la distribution paramétrique de masse :

p(s) = pols) To(s)| = pofs)| 5 2 )

ot To(s) est le vecteur localement tangent (en s) a la courbe de référence.
Sur la figure (2.1), le premier segment paramétrique est deux fois plus lourd que le second.

Vecteur de nceud ={0,1,2,3,4,5,6 8%,

2/3 1/3

F1G. 2.1 — Schéma de distribution de la masse sur une B-spline uniforme cubique de référence a 5 points
de controle.

Dans la suite, on suppose que la configuration de référence est toujours rectiligne, homogeéne (pa-
ramétriquement et curvilignement) et donc que la distribution de masse u(s,t) est constante égale a
m.

En prenant en considération cette remarque, I’énergie cinétique sur le modéle spline devient :

K(a(t),&4(1),1) = 3m / B(s,1)? ds
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En remplacant le terme I"(s, t) par son expression dans ’équation (2.4), on aboutit a :

1/ n 2
K(a(0).4(0.1) = gm [ (Z qi<t>bi<s>> ds 2.7

Les équations de Lagrange (2.5) font intervenir les termes gTI‘-(" et ngg. Or I’énergie cinétique ne dépendant

que des vitesses des coordonnées généralisées, (cf. équation (2.7)) entraine donc :

0K

et (2.9)
. 2
0K 1 / ) =
— = -m — 45 ()b, (s ds
8(],?‘ 2 o 8q;y j;q\]( ) ]( ))
= 1m/128 ” 45 ()b, (s) i"(t)b-(s)ds
2 o aq? jZIqJ J j:1qJ J
1 n an n
= m | DS Obi(s) | | Do as(tb(s) | ds
0 7j=1 % j=1
1 593& n
= m Sya | Bils) | [ D_as(0)b(s) | ds
0 62(1 Jj=1
1 n
= m Zbi(s)bj(s)qf(t) ds
Rt
no1
= Y / bi()b (s) dsg? (1) (2.10)
j=1"0
avec §;; le symbole de kronecker :
5.1 siis
71 0 sinon

Ainsi, la partie gauche de ’équation de Lagrange (2.5) s’écrit dans le cas d’une spline 1D dynamique a
laide des équations (2.8) et (2.10) :

d (0K 0K d . o
ﬁ<w>+a¢v y mZ/ bi(s)b;(s) dsqS (¢)

/0 bi(s)b; () dsii? (1) (2.11)

[
3
1[~]

Cette équation peut se mettre sous la forme d’un produit matrice-vecteur M.A ott M s, «3n) est appelé
matrice des masses généralisées et A (ap) le vecteur des accélérations des coordonnées généralisées.

Propriétés de M et A :
— On remarque que dans I’équation (2.11), la variation d’énergie cinétique par rapport a un axe « ne

fait intervenir que des données relatives a cet axe (i.e. ¢§ ). On a donc une décorrélation des axes
dans les équations, qui peuvent donc étre scindées en trois groupes d’équations, chaque groupe ne
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faisant intervenir qu'un seul axe. Ceci engendre sur la matrice M une structure par blocs diagonaux
de méme dimension (n X n) :

M, yo 0
M = 0 M(nxn) 0
0 0 M

et sur le vecteur A un arrangement des accélérations des coordonnées généralisées par axe égale-
ment :

_ y
A= Aw

— De plus, on remarque que les coefficients des accélérations ne dépendent pas des axes, ce qui implique
) 3
qu’ils sont égaux pour les trois axes. Ainsi, les trois matrices M*, MY et M* sont identiques & une
matrice de dimension (n x n) que 'on nomme M :

M(nxn) 0 0
M= 0 Muxn O (2.12)
0 0 Mun

M est définie par les coeflicients des accélérations des coordonnées généralisées, données par I’équa-
tion (2.11) :

M;; = m/0 bi(s)b;(s)ds (2.13)

— Il est alors a noter que les coefficients de la matrice M font intervenir des produits de fonctions de
base de splines. Or, le modeéle géométrique choisi offre une propriété de localité (cf. page 34), ce
qui signifie qu'une fonction de base de spline n’influence qu’'une zone localisée de la courbe. Pour
une localité d’ordre [, les fonctions splines s’étendent sur [ segments paramétriques de la spline et
donc, un point de contréle n’influence que ! segments paramétriques. On obtient donc une matrice
bande M de largeur 2(I — 1) + 1 = 2] — 1. Par exemple, avec une localité d’ordre 4 (exemple d’une
B-spline uniforme cubique), on obtient une matrice M avec la structure suivante :

X X X X 0 0 0 00 0O O .. o0
M = 0 . 0 X X X X X X X 0 . 0
0o . 0 0 0 0 0 0 0 X X X X

ot X marque simplement I’emplacement d’une donnée non nulle.
— Ensuite, on a la relation suivante :

1
Mij = m/o bi(S)bj(S)dS

= m/ b;(s)bi(s)ds
0
M

ce qui implique que M est symétrique.
— Enfin, les coefficients qui interviennent dans le calcul de M ne dépendent pas du temps, ce qui a
pour effet que la matrice M est constante au cours du temps.
Donc, on peut conclure que la matrice M est diagonale par blocs identiques égaux & M, avec M
symétrique, constante au cours du temps et bande de largeur 21 — 1 (ou [ est l'ordre de la localité de la
spline).
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2.2.2 Partie droite des équations de Lagrange

Dans la partie droite des équations de Lagrange (2.5), on trouve toutes les autres énergies du modele, en
dehors de I’énergie cinétique. L’ensemble de ces énergies est alors distribué sur les coordonnées généralisées

T
a aide d’un vecteur B = (B’(‘H)B%'H)B?n)) de dimension 3n.

Nous détaillons dans une premiére sous-section le cas général ot 'on souhaite simplement insérer
I’énergie d’une force. Puis, dans une seconde sous-section, nous illustrons ce principe sur des exemples.

2.2.2.1 Cas général

On distingue les énergies qui proviennent des forces dérivant d’un potentiel (on parle alors d’éner-
gies potentielles et de forces conservatives) des autres énergies. De ce fait, Pensemble des contributions
énergétiques se résume & :

BY = 3 Q7 + > Q7

Forces non conservatives Forces conservatives

Force dérivant d’un potentiel Si la force F, appliquée au point P(s,¢) de la courbe, dérive d’un
potentiel F, on a alors la relation 12
F=-VFE

Le potentiel E est alors appelé énergie potentielle induite par la force F. Une telle force porte
alors le qualificatif de conservative. Dans ce cas, 1’énergie potentielle E est prise en compte par le
formalisme de Lagrange au travers de ses variations par rapport a chaque degré de liberté :

o« OF
Qi =5 (2.14)

q;
La contribution, relative & une coordonnée généralisée, d’une force conservative est donc déterminée
par l'opposé de sa variation par rapport & cette coordonnée généralisée. Ce terme — g;ﬁ est celui

que lon trouve dans I’équation de Lagrange (2.5).
Cette contribution peut étre généralisée pour permettre d’intégrer des forces non conservatives
dans le systéme d’équations. En effet, I’énergie potentielle E peut étre exprimée par rapport aux
coordonnées généralisées et ainsi s’écrire : E = E(x(q%), y(¢¥), 2(¢*)) sachant que z(¢*) = P*(s,t),
y(q?) = PY(s,t) et z(q7) = P*(s,t) ou s correspond a l'abscisse paramétrique du point d’application
de la force. On obtient alors :

oF
“onr

OF 0r OFE 0y OF 0z
A=t =t —==)

Oz 0¢¢ Oy 0¢¢ 0z Og¢

P
= —-VE .gq?(s, t)
oP

= F@(S,t)

Q-

Cette équation est ’expression de la force généralisée associée au degré de liberté ¢;*.

Force ne dérivant pas d’un potentiel Si la force F appliquée au point P(s,t) de la courbe ne dérive
pas d’un potentiel, sa contribution vient s’ajouter aux équations de Lagrange par le biais de sa force
généralisée associée & chaque coordonnée généralisée ¢f*, grace & la formule montrée ci-dessus :

Qr=F.o (1)
4;
Loy — ( 2B OE oe \" donné s

= s N By ) 52 €en cooraonnees cartesiennes.
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En remplacant P(s,t) par son expression donnée dans ’équation (2.3), on obtient :

a n
QF = Foo > a;(1)b;(s)
q; =
"~ Oqj(t
= F Z ;Jg)bj(s)
= 9
51‘0&
= F dya | bi(s)
630{
— Fy(s) (2.15)

Ce terme Q% est celui que on trouve dans 'équation de Lagrange (2.5).

Nous allons maintenant détailler quelques exemples de forces usuelles appliquées & notre modéle. La
plus évidente de toutes est la force de gravité, ensuite vient s’ajouter la force de frottement due au milieu
ambient et enfin, ’ensemble des forces extérieures au modéle dues, cette fois ci, aux interactions du modéle
avec son environnement extérieur et & sa cohabitation potentielle avec d’autres modéles.

2.2.2.2 Exemples

Cette sous-section est consacrée & divers exemples d’énergies prise en compte par le modéle. Ces
énergies regroupent 1’énergie de gravitation, les énergies externes au modéle, et les énergies dues aux
frottements visqueux.

La gravité

La premiére partie de ce paragraphe a pour but de déterminer 'apport de la gravité dans les équa-
tions de Lagrange pour un point ponctuel P(s,t) de la courbe. Ensuite, nous généralisons le principe
pour 'appliquer a ’ensemble de notre modéle de maniére continue.

Si 'on considére maintenant que la force de gravité est dirigée de maniére aléatoire, on peut décom-
poser la gravité § '3 par § = g(—w) ou g représente l'intensité de la gravité et @ un vecteur unitaire
représentant la direction opposée de la gravité. De méme, la force de gravité appliquée a une particule
P(s,t) de masse m est alors donnée par I’expression :

qu’

F=mg= mg(—u) =—-mg | w¥ | =-V(mg(u®z+ vy + u®z))
UZ

ol z, y et z représentent les coordonnées du point d’application P(s,t), on obtient alors I’énergie poten-
tielle de gravité :

n
E = mg uIZq Jruqu] )+ u” Zq]
j=1

mgzb ) [w”qf (t) + uYq? (t) + u’q; (t)]

Ainsi, la contribution de cette énergie pour une coordonnée généralisée donnée ¢* est donnée par :

OF 8q] Y 3(]? N 8(];

= fmgb,;(s)(u Opa + 5@/@ + u%020)
= mg®b(s)

13La notation fléchée pour les vecteurs n’est pas employée dans ce document, sauf ici, ou elle apporte une certaine lisibilité.
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Ceci nous permet d’obtenir I’apport de la force de gravité pour un point ponctuel d’abscisse s. Pour
avoir 'apport de la gravité de la courbe toute entiére, il suffit d’intégrer ce résultat le long de la courbe :

3 OF
0g¥

= mgo‘/0 bi(s) ds (2.16)

Cette intégrale de fonction de base est réalisée en pratique de fagon formelle, ce qui permet d’éviter les
problémes d’arrondis et d’erreurs numériques. De plus, on considére que le vecteur gravité g peut varier
en cours de simulation, les termes m fol bi(s) ds de I’équation 2.16 sont donc précalculés.

Il peut étre noté que si la gravité est toujours dirigée vers le bas, les termes (2.16) pour o = z et
« = z sont tous nuls. Ainsi, seul n termes sur 3n sont effectivement calculés.

Frottements visqueux

Les frottements introduisent, dans un systéme dynamique, des forces qui vont & ’encontre du mouvement
et freinent celui-ci. Ainsi, on définit généralement un frottement visqueux par une force proportionnelle
a la vitesse, de sens opposé[RNNOO] :

F=-CP

avec P la vitesse de la particule sur laquelle la force s’exerce et C le coefficient de frottement. Si on
applique ce principe & notre modéle 1D, on obtient alors la force suivante : F = fCl'D(s,t). Afin de
déterminer 'apport de cette force non conservative au sein des équations de Lagrange, on calcule la force
généralisée relative a une coordonnée généralisée ¢ (cf. équation 2.15) :

Q7 (s,a(t),at)) = Fbi(s)
= —CP%(s,t)bi(s)

En remplagant la vitesse d’un point de la courbe par son expression (2.4), on obtient :

Qf (s,alt),a(t) = —C (Y d5bi(s) | bils)

Q7 (a(t),a(?))

Il
|
S
—~
[Va)
N—
=l
S
—~
Vo)
N—
&
Q.
[Va)

(2.17)

Il
|
Q
c\
2
QO“
—~
»
N~—
S
S
—~
V2l
S—
o
V2l
&

On retrouve dans l’équation (2.17) des termes que l'on a déja rencontrés dans le calcul de la matrice
M (cf. équation (2.13)) a un facteur preés : Q%(q(t),q(t)) = f%Miqu(t). On peut donc appliquer le
frottement visqueux & toutes les coordonnées généralisées en méme temps, en utilisant la matrice M, on
obtient alors ’expression : —%M.V oul V est le vecteur vitesse des coordonnées généralisées.

Les forces extérieures
Notre modéle 1D peut étre potentiellement en collision avec d’autres objets présents dans la scéne.

On suppose qu’un algorithme de détection de collisions existe et qu’il est en mesure de nous apporter une
réponse a la collision au travers d’une force et de son point d’application (i.e. I’abscisse paramétrique s
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du point de la spline impliqué dans la collision). A ce stade, il nous faut simplement intégrer cette force
ponctuelle au sein du systéme mécanique. Comme nous n’avons aucune information sur la nature de cette
force, on utilise la force généralisée associée a chaque coordonnée généralisée via I’équation (2.15). Donc,
la contribution de ces forces externes apparait dans le vecteur B sous la forme de forces généralisées. De
méme, les forces dues aux collisions du modéle sur lui-méme peuvent étre détectées par la plate-forme de
simulation de la méme maniére qu'une collision externe.

2.2.3 Reésolution du systéme d’équations linéaires

Nous avons pu déterminer que les équations de Lagrange appliquées a notre modéle 1D apportent le
systéme d’équations linéaire suivant :

MA=B- %M.V (2.18)

Le fait que le frottement visqueux di au milieu ambiant fasse intervenir la matrice des masses généralisées
nous permet de le prendre en compte aprés la résolution du systéme :

MA = B—QM.V
m

S A = M‘l.B—QV

m

11 suffit donc de résoudre le systéme linéaire sans prendre en considération le frottement visqueux. Puis
de soustraire aux accélérations des coordonnées généralisées ainsi obtenues le vecteur %V. Le systéme
linéaire & résoudre est donc réduit & :

MA =B

Afin de résoudre au mieux ce systéme linéaire d’équations, voici un récapitulatif des propriétés qui ont
pu étre dégagées sur ce systéme dans 1’étude de la partie gauche des équations de Lagrange :
— Décorrélation des axes dans les équations :

M* 0 0 A*
M.A = 0o MY 0 | AY
0 0 M- A*

Cette propriété nous permet de scinder le systéme d’équations linéaire de taille 3n en trois sous-
systémes d’équations linéaires de taille n. Chacun de ces sous-systémes s’occupant d’un axe en

particulier :
M=* A* = B*
MY.AY =BY
M?*. A% = B*

Facteur des accélérations indépendant des axes :
M*=MY=M*=M

— Structure bande de la matrice M grace a la propriété de localité des splines. Pour une spline de
localité d’ordre I, la bande de M est de taille 2] — 1.
— La matrice M est symétrique (donc M également).
— La matrice M est constante au cours du temps.
Comme la matrice M est constante au cours du temps, nous pouvons effectuer des précalculs qui per-
mettent d’accélérer la résolution du systéme. De plus, la matrice M est bande, or la décomposition LU
conserve la propriété bande d’une matrice. Donc une décomposition LU de M donne deux nouvelles
matrices L et U, la premiére triangulaire inférieure, la seconde triangulaire supérieure mais toutes deux
sont bandes de largeur 2/ — 1 dont [ termes nuls & cause de leur propriété triangulaire. Donc la bande
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se restreint d’un seul coté de la diagonale et se réduit donc a une largeur de [. Ainsi, la résolution des
sous-systémes s’effectue de la maniére suivante :

M.A% = LUA% =B“

en posant X% = U.A® |, on résoud le systéme L.X* = B®. Or, L est triangulaire inférieure, bande
de largeur [, cette résolution est donc en O(n). De méme, la seconde partie de la résolution consiste a
résoudre : U. A% = X“. Mais, 1a encore, U est triangulaire supérieure, bande de largeur [, cette résolution
est donc également en O(n). En ajoutant la complexité de la mise & jour des accélérations aprés résolution
pour le frottement visqueux (mise & jour en temps linéaire également), on obtient une complexité en temps
de calcul de la résolution globale en O(n). La résolution du systéme d’équations linéaire engendré par le
formalisme de Lagrange sur notre modéle 1D est donc linéaire en temps.

Il existe une méthode appelé le mass lumping [CDAOO], qui consiste & concentrer toute la masse de
I’objet sur la diagonale de la matrice des masses. Ainsi, on obtient une matrice M diagonale, ce qui
permet de découpler les équations du mouvement en un ensemble indépendant d’équations linéaires. On
peut alors assimiler la résolution du systéme & la résolution d’un simple masses-ressorts. L’application
de ce principe au modéle introduit dans ce chapitre apporterait une résolution du systéme d’équations
linéaire en temps, donc la complexité algorithmique ne changerait pas, mais le facteur de complexité
serait moindre. Cependant, le fait de concentrer la masse sur les éléments diagonaux de M, n’est pas sans
conséquence sur la cohérence physique du résultat.

En effet, la masse est répartie de maniére discréte sur les points de contréle. Et en ce qui concerne
la contribution des forces, elle est dans un premier temps distribuée sur les degrés de liberté par le biais
des forces généralisées (comme indiqué sur le schéma ((a)) de la figure (2.2)) puis, dans un second temps
Paction de chacune de ces contributions est diffusée (lors de la résolution du systéme) sur les points de
controle voisins (comme schématisé sur la figure (2.2(b))) a Paide de 'inverse de la matrice des masses
généralisées. L’application du mass lumping sur le modeéle de spline dynamique consiste donc & ne pas
effectuer la diffusion des actions des forces généralisées, et donc & discrétiser les actions.

————> Force généralisée
——> Force locale

X Point d'application
) Point de contréle

(a) Distribution d’une force en forces généralisées (dans le calcul des forces généralisées)

—> Force généralisée
— > Force généralisée
diffusée

(b) Diffusion de l’action d’une force généralisée (lors de la résolution du systéme d’équa-
tions)

F1G. 2.2 — Distribution des forces sur le modéle spline dynamique

Si on simule notre modéle en I’état, les points de controle de la spline sont animés indépendamment
les uns des autres, leurs mouvements relatifs ne sont donc pas corrélés et peuvent amener des configura-
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tions qu’'un matériau donné ne pourrait pas emprunter. Afin de fournir au modéle 1D un comportement
plausible, il faut le munir d’énergies de déformation qui intégrent, au sein du systéme, les comportements
des matériaux désirés.

2.3 Les énergies de déformation

Notre modeéle 1D est un modéle déformable qui peut prendre une infinité de configurations différentes.
Le but ici est de lui définir une forme de référence et de quantifier & chaque instant les écarts relatifs a
cette forme de référence pour empécher le modéle de prendre n’importe quelle forme. Afin d’y parvenir,
il nous faut définir une énergie de déformation élastique qui a pour tache de mesurer cet écart et ainsi
controler la forme. Cette énergie élastique permet donc de lui donner un comportement bien déterminé
suivant le matériau désiré. La maniére la plus simple d’intégrer des énergies de déformation dans un
modeéle physique est d’utiliser des énergies discrétes (i.e. controler la position d’un nombre fini de points).
Mais, pour des modéles physiques continus, des énergies de déformation continues peuvent également étre
utilisées.

Les énergies de déformation d’'un modéle 1D peuvent étre classées selon les déformations traitées vis-
a-vis d’une configuration de référence (correspondant a la configuration au repos) (définie pour ’exemple
par le schéma (a) de la figure 2.4) :

Elongation/compression : Une énergie d’élongation/compression controle les déformations longitudi-
nales du modéle. Ainsi, dés que le modéle est étiré ou contracté (comme le montre le schéma (b)
de la figure (2.4)), cette énergie va tendre a maintenir I’élongation du modéle proche de celle de la
configuration de référence. Sachant que ’élongation locale est déterminée par la norme du vecteur
tangent local, on en déduit que I'énergie de déformation en élongation/compression est relative au
vecteur localement tangent a la courbe.

Flexion (ou courbure) : Une énergie de flexion tend a faire respecter un invariant de courbure sur un
modéle. Pour un modéle 1D, il s’agit de maintenir la courbure courante proche de celle au repos. Si
le modéle est continu, cette courbure existe en tout point du modéle, elle est donnée par la norme
du vecteur courbure locale comme indiqué sur la figure (2.3). Ce vecteur est continu sur la courbe
si et seulement si le modéle géométrique est de continuité au moins C2. Un exemple de flexion est
donné par le schéma (c) de la figure (2.4).

Point d'abscisse s au temps t

Courbe
P(s,t)

locale |C(s,t)

Cercle de courbure locale
(rayon R=1/|C(s,t)|)

F1G. 2.3 — Schéma du vecteur courbure locale d’un modéle 1D

Torsion : Une énergie de torsion tend a faire respecter un invariant de torsion sur le modéle, autrement
dit, la capacité du modéle & se tordre sur lui-méme (comme indiqué sur le schéma (d) de la figure
(2.4)). On distingue ici deux fagons distinctes de définir une torsion, la torsion géométrique et la
torsion volumique. La premiére est purement géométrique[TPBF87] et correspond a la variation du
vecteur bi-normal du repére de Frenet (cf. annexe D). Cependant, le vecteur bi-normal dépend, par
construction, du vecteur normal qui n’est pas toujours défini (cas rectiligne). Méme dans ’hypothése
ol le vecteur normal est défini par continuité, cela implique que la torsion est dépendante de la
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courbure. Le probléme de la cette méthode est qu’elle est basée sur la géométrie du modéle qui
est de dimension une. Or dans la réalité, la torsion d’un matériau se mesure par rapport a ses
déformations dans le volume. Ainsi, une torsion physique peut étre définie & I'aide d’un paramétre
dédié décorrélé de ’élongation et de la flexion. Dans ce cas, un mécanisme doit étre mis en place
pour établir la relation entre ce paramétre physique et les déformations géométriques du modéle. Ce
nouveau parameétre vient donc augmenter la dimension du modéle géométrique 1D en lui procurant
une information d’épaisseur.
Il est & noter qu’ainsi définies, les énergies sont toutes indépendantes les unes des autres. Une élongation ne
doit pas provoquer de flexion ni de torsion, de méme qu’une flexion n’apporte aucune énergie d’élongation
ou de torsion. Enfin, une torsion du modéle peut changer sa configuration spatiale mais n’influe pas sur
son élongation ni sur sa flexion.

) Modele 1D au repos (b) Déformation en élongation/compression

R - Q—

(c) Déformation en flexion (d) Déformation en torsion (non issue de la 2D)

F1G. 2.4 — Exemples de déformations d’une B-spline uniforme cubique (les sphéres bleues sont les points
de controle). Le modeéle est pourvu d’une épaisseur afin de mieux rendre compte des effets des différentes
déformations sur les schémas (a), (b) et (c). Sur le schéma (d), I’épaisseur est nécessaire pour définir la
torsion physique, la torsion géométrique étant nulle partout.

Nous allons décrire & présent ’ensemble des énergies étudiées sur notre modéle, & commencer par
les énergies discrétes puis nous enchainerons sur les énergies continues de déformation en élongation
et en flexion. A noter que nous n’avons pas traité le cas de la torsion car cette déformation est due
a la structure volumique de l'objet or notre modéle est purement 1D. Il faudrait donc étendre notre
modéle pour permettre la gestion d’une telle déformation, par exemple a ’aide de repére locaux placés
sur la courbe permettant de quantifier les éventuelles vrilles du modéle. Cette extension fait partie des
perspectives de ce travail de thése.

2.3.1 Energies discrétes

Les énergies de déformation discrétes sont basées sur des ressorts (cf. section 1.1.2.1) positionnés sur
des points ponctuels du modéle. Les ressorts ont une configuration au repos et induisent des forces sur
les points de support dés lors que la configuration courante s’éloigne de celle au repos.

Il est tout a fait imaginable de placer des ressorts entre les points de contréle d’une spline. Cependant,
pour les splines d’approximation, les points de controle ne sont pas situés sur le modeéle continu (exemple
de la B-spline sur la figure (2.5)). Cela n’induit donc pas de forces relatives aux déformations du modéle
continu, mais définit les déformations d’un modéle masses-ressorts alors que la masse n’est pas distribuée
de maniére ponctuelle. Autrement dit, cela introduit un décalage entre le modéle simulé et le modéle
déformé donc, une certaine instabilité.
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En effet, dans notre modéle, les déformations sont dictées par la configuration courante de la courbe,
autrement dit, par le modéle continu qu’est la spline. Donc, toutes les forces susceptibles de définir une
déformation du modeéle doivent étre définies sur un point de ce modéle continu. Ainsi, les ressorts de
déformations doivent impérativement étre placés sur des points de la spline et non directement sur ses
points de controle.

Donc, afin de placer correctement les ressorts de déformation, il est nécessaire d’effectuer un échan-
tillonnage du modéle continu. Le nombre de ressorts n’est pas mathématiquement lié au nombre de degrés
de liberté du modele (i.e. sa résolution), mais physiquement ’élasticité du matériau doit étre homogene,
ce qui impose une certaine corrélation entre ces deux valeurs. Il est tout & fait imaginable d’avoir trop de
ressorts par rapport au nombre de degrés de liberté, cela ne ferait que rendre plus précis les déformations,
au détriment des temps de calcul. Par contre, ne pas avoir un nombre suffisant de ressorts (par rapport
au nombre de degrés de liberté) ne permettrait pas de rendre tout les effets élastiques du matériau. 11
faut donc un nombre minimum de ressorts pour chaque degré de liberté. On propose donc de définir un
certain nombre de ressorts par segment spline (généralement trois). On commence donc par discrétiser
spatialement la spline par rapport a I’abscisse paramétrique : on considére chaque segment paramétrique
de la courbe spline, et pour chacun d’eux, on définit les points extrémités ainsi qu’un échantillonnage
paramétriquement homogéne de points sur le segment. On a donc un nombre de sous-points par segment,
paramétrique. Ce principe est illustré sur la figure (2.5), ou les points construits sur la courbe sont dou-
blement indicés, le premier indice correspond au numéro de segment et le second au numéro du point sur
ce segment.

Comme la construction des points est ordonnée, on peut définir la notion de distance entre un point A
et un point B comme le nombre d(A, B) de points intermédiaires qui sépare A de B plus un. Ainsi, deux
points voisins sont distants de 1, de la méme maniére deux points distincts ayant un voisin en commun
sont distants de 2.

) q4 300

3 o
92
da s
@ ® © w24 @
(a) Modeéle spline de base (b) Calcul des points intermédiaires

Fi1G. 2.5 — Détermination des points de support des ressorts. Exemple sur une B-spline uniforme cubique.
Les sphéres bleues sont les points de controle, les rouges sont les points intermédiaires (les plus grosses
sphéres représentent les extrémités des segments paramétriques)

Ces points issus de la discrétisation spatiale du modéle sont les points de support des ressorts suivants :
— Ressorts d’élongation/compression amortis :
Ce type de ressort est placé sur chaque couple de points de support distant de 1 (comme indiqué
sur le schéma (a) de la figure (2.6)) pour définir la force due a 1'élongation locale. Ainsi, on obtient
une énergie discréte d’élongation.

On place également ce type de ressorts entre chaque couple de points de support distants de 2
comme le montre le schéma (b) de la figure (2.6). Sachant qu'un point et un voisin distants de 2
ont un voisin en commun, ils sont donc séparés par deux ressorts d’élongation. Si ces deux ressorts
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ne produisent pas de force, c’est que la configuration locale n’est pas étirée. Donc, si le ressort
placé entre les deux points distants de 2 produit une force, alors qu’il n’y a pas d’élongation, c’est
que la configuration est courbée et donc 1’énergie produite par cette force n’est pas une énergie
d’élongation mais une énergie de flexion.

Il peut étre noté que la flexion est généralement basée sur la courbure locale d'une courbe. Or cette
courbure locale n’est rien d’autre que I’angle formé par deux vecteurs tangents locaux infinitési-
malement proches. Cette approche basée sur un angle est également utilisé par un autre type de
ressort, les ressorts angulaires.

Ressorts angulaires :

Ce type de ressort a déja été exposé dans 'état de lart en section (1.1.2.1).

Ces ressorts angulaires sont placés sur chaque triplet consécutif de points de support comme indiqué
sur le schéma (c) de la figure (2.6).

Les forces ponctuelles générées par ces ressorts sont intégrées dans les équations de Lagrange via 'ex-
pression de leurs forces généralisées Q5 associées a chaque coordonnée généralisée ¢ comme indiqué
par l’équation (2.15). On remarque que le nombre de ressorts présents dans le modeéle déformable est
dépendant de la discrétisation qui est indépendante du nombre de degrés de liberté. Donc, a la différence
d’un modéle masses-ressorts, le nombre de ressorts est ici indépendant du nombre de degrés de liberté.

(a) Ressorts d’élongation (b) Ressorts de flexion

|
® ®

(c¢) Ressorts angulaire - flexion (Dans un souci de lisibilité,
un ressort sur trois est affiché)

F1G. 2.6 — Placement des ressorts sur les points de support

Cependant, le modéle physique 1D proposé est un modéle continu, il peut donc, de maniére naturelle,

intégrer des énergies de déformation elles aussi continues. C’est ce que nous allons étudier maintenant au
travers d’énergies continues d’élongation et de flexion.
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2.3.2 Energie continue d’élongation

L’énergie continue d’élongation a été étudiée dans le cas d’une spline 1D par Olivier Nocent [NRO1].
Dans cette étude, Nocent se base sur une énergie induite par des déformations calculées avec le tenseur de
Green-Lagrange et une distribution d’énergie associée au tenseur des déformations qui est celui de Piola
Kircchoff. Cette distribution d’énergie induit une énergie d’élongation non linéaire.

Dans un souci de lisibilité, on note T(s, ) la dérivé paramétrique premiére au point P(s,t), ce vecteur
est colinéaire & au vecteur tangent, on a donc :

n

T(s,t) = 3 as(t)bi(s)

i=1

et, on suppose que la configuration au repos de la courbe est donnée & l'instant ¢t = 0.
Une fois appliquée au modéle spline 1D, I’énergie de déformation vaut :

o YAiTe ! 2
B(a(0). (0.6 = =5 [ (5,07 = 1)° [T(s.0)|ds (2.19)
0
avec Y le module de Young qui est caractéristique de 1’élasticité du matériau, A;.. la surface de la section
X : : L _ | T(s,t)] )
du modéle (aspect volumique de la spline) considérée comme constante et v(s,t) = T(5,0)] représente
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le pourcentage d’élongation locale ou autrement dit, le facteur relatif de dilatation locale.
Cette énergie potentielle de déformation s’intégre dans les équations de Lagrange par le biais de ses
variations par rapport aux coordonnées généralisées (cf. équation (2.14)) :

OFE YAire = -
T 9 D) Z @ () | Bim — Z Bimpqap(t)-aq(t) (2.20)
0 m=1 p,g=1
1 b (s)b! (s) Lyl (s)b, (s)b.(s)b (s)
B' — 7 m B — T m P q .
wvee B = [ R s ot By = [ S RS

Or, Nocent fait remarquer que la localité des splines permet de réduire les intervalles de sommation
au strict minimum : Uintersection entre l'intervalle discret original {1..n} et 'intervalle discret donné par
la propriété de localité {i — l..i + }. De ce fait, 'équation (2.20) devient :

min(n,i+1) min(n,i+1l)
OF Y Aire .
T 2 Z dm(t) | Bim — Z Bimpqap(t)-q(t) (2.21)
L m=maxz(1,i—1) p,q=max(1l,i—1)

En remarquant que les termes B;,, et Bjimpg ne dépendent pas du temps, des précalculs peuvent étre
menés. Les termes B;,, sont au nombre de n? et les termes Bimpg sont au nombre de nt, ce qui peut
s’avérer étre un désavantage en complexité spatiale. Or, ces termes sont extrémement redondant : en
effet, on a une propriété de commutativité sur les dérivées des fonctions de base et donc sur les quatre
indices des termes Bjy,pq. Prenant cela en considération, on peut stocker et calculer uniquement les termes
vérifiant la propriété i > m > p > ¢. Ensuite, la plupart de ces termes sont nuls grace a la propriété
de localité des fonctions splines et de la conservation du support entre une fonction polynodmiale et ses
dérivées. Ainsi, on peut calculer et stocker le sous-ensemble non nul de termes, mais cela suppose des
tests supplémentaires lors de 'accés a la donnée et des indirections pour déterminer ’emplacement d’une
donnée recherchée.

Ainsi, 'apport de cette énergie d’élongation par rapport & une coordonnée généralisée a une complexité
en O((21 4+ 1)3). Or [ est considéré comme une constante du modéle géométrique, donc la complexité est
en O(1). L’intégration de cette énergie continue d’élongation dans les équations de Lagrange est donc en

O(n).
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2.3.3 Energie continue de flexion

Nous allons & présent proposer une énergie continue capable de controller les mouvements en flexion
du modéle spline dynamique.

La flexion d’un modéle est liée & sa courbure et plus encore & son vecteur courbure. Or, le vecteur
courbure d’une courbe géométrique peut étre défini par la théorie de Frenet (cf. annexe D). De maniére
expérimentale, si I’on considére un modéle 1D rectiligne au repos, lorsqu’un vecteur courbure apparait
(dd & une action extérieure ou a celle de la gravité), il devrait induire une énergie locale de flexion. La
force de flexion engendrée tend alors & ramener le modéle dans sa configuration au repos. Or, comme le
vecteur courbure est toujours orienté a U'intérieur du cercle de courbure locale (cf. figure (2.3)), la force
doit étre orientée dans le méme sens pour tendre & réduire cette courbure. Le vecteur courbure locale
C est défini dans Pannexe (D). Mais on peut définir une approximation du vecteur courbure locale par
simple calcul des variations du vecteur tangent :

C;(&t)zz%g(&t)—-d ﬁé )b} (s (2.22)

Ainsi, on peut définir une configuration de flexion au repos (considérée ici comme la configuration au
temps t = 0) et une force locale de flexion a I'instant ¢ par

F(s,t) = kf (Ca(s,t) — Ca(s,0)) = kub” —qi(0)) (2.23)

ot k¢ est le coefficient de flexion continue. On peut remarquer que cette force est I’expression d’un ressort
d’élongation Ca(s,t) — Ca(s,0) et de raideur ky. L’énergie potentielle d’un tel ressort est donnée par
I’expression :

1
E(s,t) = — 5k (Cals.t) - Ca(s,0))°
Ainsi la force F dérive du potentiel E et vérifie la relation F = —V E. Donc sa contribution aux

équations de Lagrange passe par I’opposé des variations de cette énergie par rapport a chaque coordonnée
généralisée (cf. équation (2.14)) :

O _ 1, 9(Cals,t) — Ca(s,0))°
7@(‘9’15) - §kf 8%04

= g C 020 6, - €us.0)
— k[ 58 006) | | 2 (as) - as0) 8o

=1 94 =1

6wa n
A L R EC) FOCCEIOEE

zo Jj=1

Cette contribution ponctuelle peut étre généralisée a ’ensemble du modéle spline en sommant de
maniére infinitésimale toutes les contributions locales :

aE /1 /!
= [ kfij )= 65 0) B (5)b/(5) ds

3

kfz /O V() (5) ds (2 (t) — 42(0)) (2.24)
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Les contributions sont simplement ajoutées au vecteur B dans le systéme d’équations linéaires du
systéme mécanique.

Les termes calculés dépendent d’intégrales de produits de fonctions indépendantes du temps, elles
sont donc précalculées et utilisées & la volée a chaque itération mécanique. Leur évaluation est donc
constante et permet d’obtenir une complexité en temps en O(1) pour chaque terme 2.24. Ceci permet
donc d’intégrer une flexion continue avec une complexité en temps en O(n). Le calcul des intégrales de
produit de fonctions b/ (s) posséde exactement les mémes propriétés que les intégrales intervenant dans
le calcul de la matrice des masses généralisées puisque le support des fonctions b;(s) et b/ (s) est le méme.

Remarque :

La force de flexion est basée sur le vecteur Cy(s,t) = ”f;sf

est définie par la relation
d [ T(s,t)
C(s,t) = — | ——F
0=, (mea)

avec T(s,t) = 92 (s,t) la tangente locale 4 la spline. La norme de T indique I’élongation locale et donc la

(s,t), or le véritable vecteur courbure locale

variation de l’abscisse curviligne ¢ par rapport & I’abscisse paramétrique s est donnée par : |T(s,t)| = %.
Par la suite, on notera Ty (s,t) = gézgl Le repére local de Frenet permet de trouver une relation entre

les deux vecteurs courbures Ca(s,t) et C(s,t) (voir 'annexe D) :

Ca(s,t) = Cau,(s,t) + Ca,(s,1)

0%c 1 (0c\?
avec Cay,(s,t) = @Tn(s,t) et Ca,(s,t) = = (83) C(s,t)
ol R est le rayon de courbure local de la courbe (cf. figures (2.3)).

L’énergie de flexion obtenue est liée & I’élongation & double titre. Une premiére composante C,, est
directement une énergie d’élongation, qui n’apparait que lorsque la spline se courbe. Le second terme
C,, est une force de courbure. L’intensité de cette force dépend de ’élongation locale de la courbe.

On se place dans le cas particulier d’une loi de constitution définissant une flexion par, & la fois,
une élongation d’une partie de la matiére et une contraction d’une autre partie (cf. figure (2.7)). De
ce fait, chaque flexion est forcément accompagnée d’une élongation. Donc, chaque flexion du modéle
induit une énergie d’élongation (au travers du terme C,,) qui va tendre a modifier I’élongation locale
du modéle. Cette élongation locale induit un terme d’énergie en flexion C,_, qui a son tour produit une
flexion. L’énergie proposée permet donc de gérer un systéme déformable 1D a la fois en élongation et
flexion. Dans cette proposition, les deux termes d’énergies sont corrélés, ce qui a pour effet de limiter les
comportements possible du modéle spline dynamique.

F1G. 2.7 — Déformation du volume du matériau lors d’une flexion

Il est important de noter également que 1’énergie de flexion est dépendante de la paramétrisation de
la courbe. Cette paramétrisation étant invariante pendant la simulation, ’énergie est elle aussi paramé-
triquement invariante pour une spline donnée. Si ’on défini deux courbes de méme longueur et de méme
coefficient de flexion mais avec un nombre de points de controle différent, le comportement en flexion sera
alors différent.
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2.4 La visualisation du modéle 1D

Le modéle physique présenté permet de simuler tout objet tubulaire dont la dynamique peut se
restreindre au squelette. Ainsi, on peut simuler des objets tels qu'un fil, une corde ou un lacet. Mais on
peut également utiliser ce modéle pour simuler un organe filiforme comme un intestin gréle ou un étre
vivant comme un lombric.

De maniére générale, la nature de 'objet simulé impacte grandement l’aspect visuel et la texture
de ce dernier. Par exemple, une corde est d’aspect relativement rigide avec une texture de fibres en-
tremélées, alors que la visualisation d’une simulation d’intestin gréle doit mettre en valeur son aspect
plutdét organique et vivant avec une texture plutot vascularisée. I faut donc mettre en place un large
panel de techniques de modélisation d’objets tubulaires, dont la dynamique est réduite au squelette, pour
permettre de visualiser le modéle avec des caractéristiques qui lui sont propres.

Un modéle 1D peut étre affiché a I’aide de différentes méthodes suivant les propriétés visuelles recher-
chées. Quelle que soit la technique employée, le modéle géométrique continu est discrétisé en un ensemble
de m points ponctuels a; constituant la base du modéle visuel : {a;|i € {1..m}}. Cette discrétisation est
propre a la visualisation.En se basant sur cette discrétisation de la spline, voici une liste non exhaustive
des méthodes de visualisation d’un modéle filiforme :

Ligne brisée Le simple tracé de segments entre des points consécutifs situés sur 'objet permet de
visualiser la configuration spatiale du modéle 1D. 1l suffit donc de tracer des segments rectilignes
pour chaque couple de points présents dans ’ensemble {(a;, a;41)]é € {1..m — 1}}.

Un tel rendu est cependant de continuité C° par construction. De plus, le modéle est percu a I'aide
d’une simple ligne au sens mathématique du terme (i.e. sans la moindre épaisseur) et pose alors le
probléme de I’évaluation de la configuration dans un espace a trois dimensions. En effet, la notion
d’épaisseur d’un objet permet a l'oeil de distinguer sa profondeur dans une scéne ou encore sa
configuration si celle-ci est complexe. Ce type d’affichage est adapté aux objets particuliérement fin
dont I’épaisseur réelle est négligeable vis-a-vis de sa longueur, comme un fil de nylon...

Il peut étre demandé aux cartes graphiques de tracer les lignes avec une épaisseur donnée (fonction
glLine Width() en OpenGL) mais, cette épaisseur est définie en unité écran (pixels) et non en distance
du systéme physique utilisé (métres). Elle ne résiste donc pas au changement d’échelle et, de plus, elle
est tributaire de la résolution écran. Il apparait donc clairement qu'un modéle volumique englobant
le modeéle 1D doit étre tracé pour donner des repéres visuels dans I’espace tri-dimensionnel.

Cylindres consécutifs La maniére la plus simple de définir un volume englobant d’une ligne brisée
est de "gonfler" les segments constituant la ligne brisée en les dotant d’une épaisseur. Ainsi, en
définissant une épaisseur e pour notre modeéle 1D, il suffit de remplacer les segments précédemment
définis par des cylindres de rayon e. On obtient alors une succession de cylindres modélisant ’objet
1D agrémenté de son épaisseur.

Un tel rendu pose des problémes au niveau des jonctions des cylindres consécutifs puisque, dans la
majeure partie des cas, les jonctions des cylindres contigus ne sont pas continues (comme indiqué
sur la figure (2.8)). On obtient donc une géométrie volumique discontinue. Ce probléme restreint
considérablement la classe d’objets pouvant utiliser ce mode d’affichage aux objets filiformes de
faible courbure, comme les cables a hautes tensions, les tiges métalliques légérement flexibles... Ce
probléme peut étre résolu en observant ce qui se passe lorsque 'on dispose des cylindres sur des
segments de plus en plus petits. A l'infini, les cylindres sont réduits & une simple section représentée
par un cercle. Cette technique est celle du cylindre généralisé.

Cylindre généralisé [Bin87, Blo90] Le principe d’un cylindre généralisé, est de construire une surface
a l'aide d’une section plane se déplacant et s’orientant le long d’un chemin. Dans notre cas, le
chemin est simplement défini par le modéle géométrique spline et la section plane est un cercle.
De cette maniére, 'extrusion de la section sur une ligne droite donne un cylindre. Si le chemin
est de continuité C, la section se déplace sur le chemin de maniére continue mais son orientation
n’est pas continue. Si le chemin est au moins de continuité C!, alors I’orientation de la section est
également continue lors de son déplacement le long de la courbe, la surface ainsi créée est continue.
Un exemple de cylindre généralisé est donné sur la figure (2.9).
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(a) Vue éloignée. (b) Zoom en vue filaire.

Fia. 2.8 — Affichage a 'aide de cylindres et mise en évidence des problémes de continuité aux jonctions.

Section

Chemin

sé

F1G. 2.9 — Schéma de construction d’un cylindre généralisé

Orienter la section dans un espace a trois dimensions n’est pas toujours évident puisque le re-
pére local (dit triedre de Frenet) n’est pas toujours défini. Ce repére local (relatif & une abscisse
paramétrique s) est formé des vecteurs tangent T(s) et normal N(s) a la courbe ainsi que d’un
vecteur nommé bi-normale B(s) construit a partir des deux premiers vecteurs. Pour une courbe
C?, le vecteur tangent est toujours défini, mais le vecteur courbure est nul sur les portions rec-
tilignes. Ce manque d’information peut entrainer une torsion locale du modéle di au fait que la
section pivote sur son axe de définition (la tangente locale). Pour éviter ses torsions intempestives,
on utilise une technique légérement différente basée sur la cohérence paramétrique du repére d’une
maniére similaire & Christopher Twigg '* : deux repéres locaux voisins possédent des normales
et bi-normales proches. Ainsi, si & abscisse paramétrique s; on a la base (T(s;),N(s;),B(s;)), a
Pabscisse paramétrique s;11, on aura la base (T(s;+1), N(s;+1),B(s;41)) ou

B(SiJrl) = T(S,LJrl)/\N(SZ) et
N(sit1) = B(sit1) A T(sit1)

De plus, des problémes peuvent apparaitre dans les zones de grandes courbures ol des sections
voisines peuvent s’interpénétrer et ainsi définir des zones angulaires a l'intérieur de la courbure

Mhttp ://www-2.cs.cmu.edu/ fp/courses/graphics/asst5/cameraMovement.pdf
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(comme schématisé sur la figure (2.10)). Ce probléme de discontinuité visuelle apparait lorsque le
rayon de courbure local devient plus petit que le rayon du cylindre.

Probléme au \~
courbure forte

Fia. 2.10 — Mise en évidence du probléme des fortes courbures pour les cylindres généralisés.

En pratique, la section se déplace sur le modéle discrétisé par les points a;, ce qui définit une suite
de sections positionnées et orientées dans ’espace. Ensuite, une surface vient relier les sections
voisines. Le cylindre généralisé procure alors une géomeétrie de continuité C°, puisqu’au niveau de
chaque section, les surfaces de droite et gauche possédent cette section extrémité en commun, mais
les directions ne sont pas identiques.

Cependant, une continuité visuelle plus élevée peut étre obtenue a I'aide d’une technique appelée
mélange géométrique (technique du Vertex Blendling)[Nvi, Blo02, GMO03]. Cette technique permet
de "tordre" dynamiquement et & moindre colit une géométrie fixe. Pour cela, il suffit de définir un
poids w; pour chaque sommet v; de la géométrie et deux transformations M; et Ms qui positionnent
et orientent la géomeétrie fixe dans les états de début et de fin souhaités (comme indiqué sur la figure
(2.11)). De cette maniére, chaque point de la géométrie définit sa propre transformation comme étant
le mélange des transformations de début et de fin pondéré par le poids qui leur est associé :

V?nal =w;Miv; + (1 — wi)MQVi

Ainsi, en partant d’une géométrie cylindrique fixe, avec des poids correctement choisis, et en définis-
sant les états de début et de fin comme étant les positions et orientations de deux sections voisines,
on obtient un cylindre plié et on peut assurer une continuité G* aux jonctions.

I I M1

(=]

> M2

F1G. 2.11 — Technique du vertex blending
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A T’aide de cette technique, on est donc capable de visualiser un modéle 1D d’une épaisseur donnée
avec une surface de continuité G'. Cette méthode d’affichage est donc adaptée & tous les objets
filiformes d’aspect continu, comme les fils, les cordes, les cables, les lacets, les spaghetti... Malheu-
reusement, le résultat d’un cylindre généralisé procure au modéle un aspect lisse et trés régulier qui
ne correspond pas a tous les types d’objets. En effet, cette technique d’affichage posséde comme
invariant la conservation de la section, ce qui procure un aplatissement aux jonctions des éléments
cylindriques (comme le montre la figure (2.10)). Or, pour des objets de type organique, la visuali-
sation doit plutét procurer une propriété de conservation du volume. C’est pourquoi des méthodes
spécifiques telles que les surfaces implicites peuvent étre utilisées.

Surface implicite a squelette ponctuel [Bli82, WMWS86] Une surface implicite S est définie par
la donnée d’une iso-valeur e et d’'une somme de fonctions potentielles S; qui, elles-mémes définissent
des champs de potentiels dans I’espace considéré. Les potentiels S; sont donc des fonctions définies
dans cet espace et sont a valeurs réelles. Dans ’espace tri-dimensionel, une surface implicite est

alors définie par :
n

S = {M(z,y, 2)| ZS’i(:U,y, z) =e}

i=1

Le fait de sommer des champs de potentiel permet de cumuler leurs influences et d’obtenir des
effets de mélange comme montré sur la figure (2.12). C’est exactement cette propriété qui donne un
aspect organique a la surface puisqu’elle n’est plus lisse mais dépend des champs de potentiels. Si
ces derniers sont mobiles, la surface sera alors dynamique et ’objet visualisé aura I’aspect organique
désiré.

(a) Influence trés légére des fonctions potentielles (b) Mélange par influence des fonctions potentielles

Fi1G. 2.12 — Exemple d’une surface implicite a trois potentiels ponctuels

On peut alors définir les élements caractéristiques d’une fonction potentielle par la surface définie
pour l'iso-valeur 0, ces élements sont appelés le squelette de la surface implicite. Par exemple, la
fonction potentielle S;(x,y, z) = 22 +y? + 22 définit un seul élément caractéristique qui est le point
de coordonnées (0,0, 0). Ces fonctions potentielles basées sur des éléments caractéristiques ponctuels
définissent les surfaces implicites & squelette ponctuel.

La visualisation d’une surface implicite peut étre réalisée en prenant en considération son équation
mathématique au travers d’un lancer de rayon. Andrei Sherstyuk propose [She98, She99b]| une tech-
nique améliorée qui permet d’obtenir des résultats moins cotiteux en temps de calcul. Cependant,
cette technique reste inutilisable pour une application interactive. Avec cette condition, 'affichage
d’une surface implicite passe obligatoirement par la construction géométrique de la surface. Frédéric
Triquet [TMCO1] a étudié l'utilisation des techniques dans un cadre de simulation temps réel avec
des surfaces implicites & squelette ponctuel et a mis en place une technique de marching cubes temps
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réel. Cette technique consiste & découper ’espace tri-dimensionnel en une grille réguliére définissant
des cubes homogeénes. Ensuite, pour chaque sommet de tous les cubes, la fonction implicite est
évaluée attribuant au sommet une valeur réelle. Pour chaque cube, I’ensemble des valeurs situées
aux sommets définit une configuration particuliére qui permet de déterminer de quelle maniére la
surface implicite occupe le cube. En définissant ’ensemble de toutes les configurations possibles de
cube, la surface se construit par aggrégation des différentes configurations rencontrées dans chacun
des cubes. Donc, en tragant les morceaux de surface définis par chaque cube, on obtient alors la sur-
face implicite dans 1’espace considéré (défini par la grille du marching cubes) et cette construction
est continue de continuité C©.

Antoine Leclercq [Lec04] s’appuie sur les travaux de Frédéric Triquet|[TMCO1] pour proposer des
ameéliorations comme 1’élimination des faces arriéres, dés la génération des triangles, ou encore
I’analyse par tranche de la grille pour créer progressivement l’iso-surface.

Cette technique donne de bons résultats et traduit correctement ’aspect organique et vivant de
I'objet grace au mélange des champs de potentiel. Cependant, si I’on imagine un intestin gréle posé
dans le fond de la cavité abdominale, il va prendre une configuration tassée. Dans cette configuration,
le mélange des champs de potentiel risque de définir une surface a la périphérie du tas et non a des
endroits stratégiques (comme les zones de forte courbure). Ce mélange intrinséque a la méthode du
marching cubes n’est donc pas toujours souhaité et doit étre maitrisé.

Cette maitrise peut étre effective par le biais d’un graphe de mélange[DC95, TGMCO03] qui recense
les couples de potentiels qui sont autorisés a se mélanger. Malheureusement, cette maitrise du
mélange demande des temps de calcul plus importants que la technique de base.

L’application d’une surface implicite & potentiels ponctuels sur notre modéle passe par la discréti-
sation de la courbe en un ensemble de points ponctuels. Si cette discrétisation se fait de maniére
paramétrique, les potentiels vont suivre ’élongation du modéle et donc vont étre mobiles les uns
par rapport aux autres. Ceci se traduit immédiatement par le fait que les mélanges des potentiels
sont variables au cours du temps dans une zone précise du modéle 1D, et donc le modéle visuel est
dynamique comme peuvent ’étre les objets organiques, tels que l'intestin gréle...

Surface a convolution [BS91, She99a] (sous-classe des surfaces implicites 4 squelette continue)

Les surfaces & convolution sont basées sur un outil mathématique appelé produit de convolution de
deux fonctions. Ce produit est défini comme suit :

Vfg:R* — R
(9@ = [ e aslada

Les surfaces a convolution sont des surfaces implicites construites & partir d’éléments caractéristiques
continus [FAM™T02] (le squelette) et d'un kernel K '° défini comme une fonction de I'espace tri-
dimensionel, a valeur réelle : K : IR® — IR. Une étude comparative a été menée par Andrei
Sherstyuk [She99c| sur sept kernels utilisables en pratique, il en résulte que le choix du kernel
dépend grandement du squelette employé. Ce squelette peut étre défini par :

| 1 si p appartient au squelette
S(p) = { 0 sinon

Ainsi, la surface de convolution d’un squelette S et d'un kernel K est définie en un point p de
I’espace par :
(K+S)(p)= | K(p—-aq)S(a)dq
R
Soit @ I'ensemble des points de 'espace appartenant au squelette, @ = {p|S(p) = 1}. L’équation
de la surface & convolution se simplifie alors en :

(K*S)(p)=/QK(p—q)dq

15 kernel=noyau
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La mise en application d’une surface & convolution passe donc par la définition d’un kernel et d’un
squelette. Dans notre cas, le squelette est défini par une discrétisation du modéle géométrique spline
en un ensemble de segments rectilignes et contigus. Le kernel choisi est défini par K(p) = ﬁ

avec r(p) la distance du point p au squelette [CHO1, FAMT02]. Le choix de ce kernel tient au fait
qu’il est 'un des plus faciles et rapides & évaluer, ce qui est non négligeable pour le temps réel.
Ainsi, pour un squelette continu décrit par un segment [ab], on obtient la surface de convolution
définie en un point p par[FAMT02, CHO1| (cf. figre (2.13)) :

sin(ay) — sin(as)

(K «$)(p) = =0

ot h est le projeté orthogonal de p sur le segment [ab], a; est l'angle formé par les vecteurs
([ph], [pa]) et as est angle formé par les vecteurs ([ph], [pb]).

h

F1G. 2.13 — Schéma de calcul d’un potentiel d’une surface & convolution de squelette rectiligne

La visualisation d’une surface & convolution peut s’effectuer par un lancer de rayon comme le
propose McCormack et Sherstyuk [MS98]. Cette technique donne de trés bons résultats visuels
mais n’est absolument pas adaptée & une application interactive. Une surface de convolution est
un cas particulier de surface implicite, elle peut donc étre également visualisée par la méthode
du marching cubes. Cependant, la structure continue du squelette offre un point d’accés pour un
rendu basé sur le chemin, comme le tracé d’un cylindre généralisé. Il suffit de construire & intervalles
réguliers des sections épousant localement la surface de convolution. Ainsi, en rejoignant les sections
voisines, on reconstruit de maniére discréte la surface de convolution.

Le squelette est formé de segments rectilignes qui proviennent du modéle géométrique spline. On
peut donc choisir, lors de la discrétisation du modéle géométrique, la résolution des segments utilisés
pour la visualisation ainsi que leur nombre. Cependant, si le squelette ne provient pas d’un modéle
continu, il est possible de subdiviser les segments discrets pour obtenir une résolution plus fine lors
de la visualisation [CHO1].

Les surfaces a convolution tirent parti de I’aspect continu du modéle méme si celui-ci est discrétisé.
La convolution permet d’éviter les renflements visuels créés d’habitude par 'influence de plusieurs
fonctions potentielles discrétes. Ici, la convolution se base sur un squelette continu, ce qui permet,
pour tout point de ’espace, de déterminer les zones du squelette qui influencent ce point. Ainsi, on a
bien un cumul des potentiels de différents segments aux endroits courbés ce qui provoque le mélange
des potentiels et donc une surface plus importante dans ces zones. De plus la convolution permet
de prendre en considération les jonctions des segments sans créer de renflements ni de trous. Alors
qu’une surface a distance par exemple est définie, pour une sgrface S, par une fonction potentielle
évaluée en un point p par la formule : f(S,p) = max(e%) pour s € S. Ainsi, le potentiel en
p est défini & I'aide du point du squelette le plus proche de p. Les jonctions provoquent donc des
renflements [BS91]. Il est & noter que Jules Bloomenthal [Blo95] propose une technique intermédiaire
permettant de maitriser ces renflements.

A noter que les surfaces & convolution mélange des potentiels qui, comme dans le cas des surfaces
implicites a squelette ponctuel, ne sont pas toujours désirable. Dans ce contexte particulier de
controle du mélange, Hornus et al.[HACO03| proposent une technique assurant la continuité du
modéle visuel en utilisant des courbes a subdivision comme squelette du modéle implicite.
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2.5 Applications

La version de base du modéle permet de mettre en place quelques applications autour de la manipu-
lation d’un objet 1D tel qu’un fil de chirurgie, une corde ou encore des organes humains filiformes comme
I'intestin gréle...

Cependant, avant de présenter les tests d’applications qui ont pu étre menés sur cette version du
modeéle, il est important de noter que le modéle évolue dans un environnement de simulation ot d’autres
objets peuvent cohabiter. Ceci pose le probléme des collisions. Donc, nous détaillons dans un premier
temps le principe des collisions dans I’environnement de simulation.

2.5.1 Le modéle de collision

La simulation prend place dans un cadre logiciel bien établi qu’est la bibliothéque de simulation
SPORE développé par I’équipe GRAPHIX du LIFL. Cette bibliothéque est réalisée de maniére a offrir
le plus de liberté possible pour le développement de modéle. Par exemple, elle propose une large gamme
de méthodes d’intégration numérique comme la méthode d’Euler explicite, Runge Kutta 4 ou encore
Euler implicite par la méthode du Broyden proposée par Hilde[HMCO1]. Les modéles dynamiques n’ont
pas & ce soucier de la résolution de leurs équations différentielles ordinaires du second ordre, puisqu’une
fois la méthode d’intégration numérique désignée, le moteur SPORE prend en charge cette phase. La
seule contrainte imposée par le simulateur concerne les collisions. En effet, le moteur propose une gestion
centralisée des collisions et des auto-collisions (les collisions d’un modéle sur lui méme). De ce fait, un
modeéle unifié de collision est établi par le moteur pour tous les modéles simulés. Ce modéle est basé sur
une description en sphéres des objets. Ainsi, chaque modéle doit étre capable de spécifier un ensemble de
sphéres supposées approximer ’objet simulé. En retour, le moteur de collision donne pour chacune des
sphéres la réponse a d’éventuelles collisions sous forme d’une force. Ensuite, chaque modéle traite cette
force comme il le souhaite.

Le traitement d’une collision peut se décomposer en deux étapes : la détection et, une fois la collision
identifiée, le calcul de la réponse.

Détection de la collision :

La détection est centralisée au niveau de la plate-forme de simulation et impose une approche
commune & tous les modeéles. Cette approche se base sur une approximation des objets par un
ensemble de sphéres. Donc, chaque modéle doit étre en mesure de fournir au moteur de simulation
une liste de sphéres supposant approximer sa géométrie.

Dans notre cas, le modéle est une courbe dotée d’une certaine épaisseur lors de I’affichage, il est donc
judicieux de définir les sphéres de collisions sur la courbe avec un rayon correspondant a ’épaisseur
pergue par 'utilisateur de maniére & avoir une correspondance entre la visualisation et I'interaction.
Il reste & définir le centre de chacune des sphéres.

Cela peut étre effectué en déterminant une discrétisation de la spline paramétriquement homogéne.
Ce qui a pour effet que le nombre de sphéres est constant au cours du temps et que chaque sphére a
une abscisse paramétrique constante. Il suffit donc de recalculer les positions et vitesses des sphéres
a chaque itération. Cependant, une telle distribution n’est pas adaptée & un modéle déformable car
si les spheéres sont réparties, de fagon homogéne, sur le modéle curviligne dans la configuration de
départ (comme indiqué sur la sous figure (a) de la figure (2.14)), une configuration déformée apporte
des zones hétérogénes ou les sphéres sont plus éloignées ou, au contraire, plus rapprochées suivant
lélongation du modéle comme le montre la sous figure (a) de la figure (2.14). Le probléme avec
une discrétisation paramétrique, c’est que le nombre d’éléments par segment spline est toujours le
méme quelle que soit la configuration. Ainsi, si la configuration est déformée, les éléments suivent
également les déformations, introduisant des zones de grande concentration de sphéres et d’autres
avec des trous.

Il est donc plus judicieux de discrétiser le modéle continu par rapport a ’abscisse curviligne ainsi,
I’écart entre deux spheéres est fixe au cours de la simulation quelque soit la configuration du modeéle.
Cependant, cette technique suppose que le nombre des sphéres peut varier au cours de la simulation,
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(a) Configuration au repos (b) Configuration déformée

F1G. 2.14 — Distribution paramétrique des sphéres de collision (en vert) sur une B-spline uniforme cubique.
Les sphéres bleues sont les points de controle.

car la courbe peut s’étirer ou se compresser suivant les déformations subies. Ceci implique que la
distribution de sphéres change d’une itération a l’autre et doit donc étre recalculée (cf. figure (2.15)).

(a) Configuration au repos (b) Configuration déformée

F1G. 2.15 — Distribution linéique des sphéres de collision (en vert) sur une B-spline uniforme cubique. Les
sphéres bleues sont les points de controle.

Voici 'algorithme de distribution des sphéres de collision :

PLACESPHERESCOLLISION()
1 for j « 0 to nbSegment

2 do
3 ifj=0
4 then ds — densité r x [nScqnentid)-debutSegment(y)
5 s < debutSegment(j)
6 else Iprev « longueurSegment[j — 1] x [finSegment(j — 1) — (s — ds)]
7 leur « densité xr — Iprev
8 ds «— densité %7 * £ e-"l?;zg);;g’;ii ifjﬁ”e"t(j )
9 s« debutSegment(j) + leur » LnSegnentii)—debutSegpent(y)
10 while s < finSegment(j)
11 do
12 Placer une sphére de rayon r & ’abscisse s
13 s+ =ds

ou nbSegment indique le nombre de segments splines, r le rayon des sphéres de collision, densité la
densité des sphéres de collision, longueurSegment est un tableau indiquant la longueur courante de
chaque segment spline enfin, debutSegment et finSegment indique respectivement le début et la fin
paramétrique du segment demandé (ces deux derniéres informations sont données par le vecteur de
nceuds dans le cas d’une B-spline).

Comme on définit le centre d’une sphére a I'aide de son abscisse paramétrique et que 1’algorithme
se base sur l'abscisse curviligne, une conversion est d’abord effectuée. Ceci intervient au niveau de
la condition dans I’algorithme présenté ci-dessus. A cet endroit, on détermine I’écart paramétrique
en se basant sur I’écart linéique (la distance curviligne qui sépare le centre de deux sphéres voisines)
qui est donné par la formule r*densité (cf. figure (2.16)), donc un simple produit en croix permet de
déterminer I’écart paramétrique (cf. figure (2.17)). Ainsi, on remarque que le paramétre réel positif
densité donne directement accés & la densité du recouvrement en sphére de 'objet.

Ensuite, une simple boucle distribue les sphéres sur le segment de spline courant. Ceci étant effectué
sur chaque segment en faisant particuliérement attention au niveau du changement de segment spline
(ct. figure (2.18)) : en effet, le changement de segment peut apporter une distribution paramétrique
et/ou curviligne différente, donc on recalcule I’écart paramétrique mais aussi le nouvel abscisse
paramétrique de départ. Comme le nombre r*densité n’est pas forcément un multiple de la longueur
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r*densité r
“—> <+—>

A
r r

densité=2 densité=1

Fi1G. 2.16 — Densité des sphéres de collision.
Paramétrique Curviligne
Segment courant finSegment(j)-debutSegment(j) longueurSegment(j]
Ecart ds=? di=r*densité

F1G. 2.17 — Relation paramétrique/curviligne.

du segment précédent, la derniére spheére placée sur I’ancien segment déborde légérement sur le
nouveau segment. C’est pourquoi la premiére sphére du nouveau segment n’est pas placée en début
de segment mais légérement décalée (prise en compte de Iprev sur la figure (2.18)). De maniére a
respecter la distance d’interpénétration entre la derniére sphére placée sur 'ancien segment et la
premiére sphére placée sur le nouveau segment.

:4— r~densité —m

, curviligne

s-ds o
paramétrique

Derniere sphere placée ;
- A
N Y
Segment spline j-1 Segment spline |

F1a. 2.18 — Changement de segment spline lors de la distribution des sphéres de collision.

Réponse a la collision :
De la méme maniére, la réponse aux collisions étant centralisée au niveau du moteur de simulation, la
réponse s’effectue avec la méme méthode pour tous les objets a savoir une méthode a pénalité (cette
méthode est exposée en page 50). Ceci implique que la réponse n’est pas forcément suffisante pour
éviter toute interpénétration. La fonction de pénalité appliquée par la plate-forme de simulation est
modélisée par un ressort (amorti uniquement pour un mouvement dans le sens de la pénétration)
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(défini en 11) placée entre les centres des sphéres et d’élongation, la distance d’interpénétration (la
distance minimum permettant de séparer entiérement les deux sphéres). Ce principe est schématisé
sur la figure (2.19). Autrement dit, si les sphéres ont le méme rayon r, la longueur au repos Iy du
ressort est 2r.

@ Zone d'interpénétration

<P Distance d'interpénétration

Réponse a la collision

Fi1G. 2.19 — Schéma de calcul de la réponse & une collision.

La réponse étant basée sur une méthode & pénalité, les collisions ne sont pas robustes. Par exemple,
elles n’assurent pas le contact, ou encore la cohérence physique (deux objets peuvent passer au
travers I'un de lautre si la réponse aux collisions n’est pas suffisante). Cependant, cette méthode
a l'avantage d’assurer intrinséquement la prise en compte de I’ensemble de toutes les collisions
présentes & un instant donné. La ot d’autres méthodes (voir I’état de lart sur les méthodes de
contrainte page 49) demanderaient des calculs lourds & mettre en place (multiplicateurs de Lagrange)
ou déploieraient des algorithmes itératifs (projection), la méthode a pénalité somme simplement les
forces dues a toutes les collisions et permet donc de déterminer une configuration qui répond a
toutes les collisions.

De plus, la plate-forme de simulation est capable de déterminer la liste des sphéres en collision d’un
méme objet. Ceci permet notamment de définir les interactions d’un modéle sur lui méme et donc donne
une premiére possibilité pour gérer les auto-collisions d’un modéle. Si un objet demande a la plate-forme
ce calcul d’auto-collision, seule la phase de détection est mise en place par la plate-forme, le modéle
récupére alors une liste de couples de sphéres en collision et traite la réponse comme il le souhaite. Il
est & noter 'existence d’autres méthodes permettant de détecter les auto-collisions, comme par exemple
la proposition de Raghupathi[RCFC03| qui se base a la fois sur un algorithme stochastique et sur la
cohérence temporelle pour suivre I’évolution des auto-collisions.

Pour la spline, on donne la possibilité de définir les interactions de la spline sur elle méme en gérant
la réponse par la méme méthode que dans le cas des collisions, & savoir, une pénalité basée sur un ressort
amorti. Cependant, une difficulté vient de la discrétisation du modéle en sphéres de collision et de la
concentration variable de ces sphéres. En effet, si la concentration est élevée, deux sphéres voisines seront
toujours en interpénétration et provoqueront toujours des forces d’auto-collision. Il faut donc mettre en
place un mécanisme capable de détecter si un couple de sphéres en collision est naturellement en collision
(a cause de la concentration élevée) ou induit réellement une collision a prendre en compte. Pour cela,
nous déterminons le nombre k de sphéres voisines autorisées a étre en collision. Sachant que la distance
des centres de deux sphéres voisines est r * densite, il suffit de déterminer la premiére sphére qui n’est
plus en intersection avec la sphére de référence (comme indiqué sur la figure (2.20)) :

kxrxdensite >2xr
2

& k > —
densite

Donc, il est possible de controler les interactions du modéle & ’aide du paramétre densité qui gére
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k*r*densité
< >y o
r*densité
Sphere de
référenc —

1°" sphére voisine k®™ sphére voisine
(collision autorisée) (collision non autorisée)

F1G. 2.20 — Schéma de détection de validité d’une auto-collision.

la concentration en sphéres de collision, la raideur et ’amortissement liés aux ressorts placés sur les
sphéres en collision. De plus, on peut demander au modeéle de gérer ces auto-collisions en utilisant les
outils proposés par la plate-forme de simulation, dans ce cas, deux nouveaux paramétres (raideur et
amortissement des ressorts placés entre les sphéres en auto-collision) viennent compléter le modéle.

Le modéle d’interaction, qui vient d’étre développé, permet de comprendre comment notre modéle
peut entrer en interaction avec des modeéles simulés (lui-méme y compris) ou des outils manipulés par
I’utilisateur.

2.5.2 Objets filiformes génériques (fils, cordes...)

Les tests présentés ici ont été réalisé a ’aide d’un pentium IV 2.4 GHz muni de 512 Mo de mémoire
vive. L’ensemble des caractéristiques de chaque test ainsi que les temps de simulation sont présentés dans
un tableau en page (92).

Le premier test de simulation mis en place consiste a simuler un filet constitué d’un ensemble de
fils juxtaposés et indépendants comme le montre la figure (2.21). Les collisions d’un fil sur un autre fil
engendrent des forces de contact ainsi que des collisions des différents fils avec une sonde manipulée par
I'utilisateur. Cette premiére application montre la gestion des collisions du modéle et l'interaction de
celui-ci avec des objets extérieurs. Dans cet exemple, la scéne est constituée de plusieurs instances de
notre modeéle, mais les collisions sont gérées par la plate-forme et donc indépendantes du type d’objet
simulé.

Le second test met en évidence l'interaction du modéle spline avec d’autres types de modéle comme
des objets rigides et un tissu, modélisé par un réseau masses-ressorts, fixé a ses quatre extrémités sur des
objets fixes dans l'espace. Le résultat visuel est présenté sur la figure (2.22). Le modéle physique intégre ici
les collisions de la spline sur les autres objets ainsi que les collisions de la courbe sur elle méme. Le modéle
utilisé est une B-spline non uniforme cubique définie par 10 points de controle, une masse de 10 g et un
coefficient d’amortissement de 0.008, une énergie continue d’élongation avec un module de Young de 1000
pour une épaisseur de section de 2 millimétres. Au niveau des collisions, les sphéres de collisions ont un
rayon de 2 millimétres et une concentration de 0.8. Le temps de simulation incluant uniquement le calcul
d’une itération (intégration numérique comprise), est d’environ 7 millisecondes. L’affichage s’effectue a
l’aide d’un cylindre généralisé.

Le test suivant met en évidence ’énergie continue de flexion du modéle au travers de deux simulations
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F1G. 2.21 — Simulation de plusieurs fils & base de B-splines uniformes cubiques. Chaque fil a une extrémité
fixée (dans la scéne) modélisée par une sphére verte.

Fi1G. 2.22 — Interaction d’un fil avec les objets de la scéne

de plusieurs splines 1D possédant les mémes caractéristiques physiques mis & part les coefficients relatifs
aux énergies continues de déformation.

Sur le schéma (a) de la figure (2.23), on trouve quatre splines de 11 points de contrdle chacune, de
masse 10 g, de coefficient d’amortissement 0.005. Elles sont toutes dotées de la méme énergie continue
d’élongation caractérisée par le module de Young d’une valeur de 5000 pour une épaisseur de 6 millimeétres.
Les splines sont toutes fixées a4 une extrémité avec en plus une contrainte de tangente qui impose, au
niveau du point fixé, que la spline se dirige toujours dans la méme direction. Les quatre splines sont donc
dans une configuration type canne a péche. Ce qui différencie les splines, c’est leur comportement vis a
vis de la flexion. De la plus proche & la plus éloignée, on trouve un coeflicient de flexion continue valant
respectivement 0, 5, 10 et 100. On remarque sur le schéma que plus le coeflicient de flexion est élevé et
plus le comportement de la spline se rapproche d’un objet rigide.

Sur le schéma (b) de la figure (2.23), on trouve les quatre splines décrites précédemment, mis a part
le fait que le module de Young est ici de 500 et que les deux points extrémités des splines sont fixés. On
remarque & nouveau que plus le coefficient de flexion continue est élevé, plus la spline est rigide.

Le test suivant met également en évidence I’énergie de flexion mais cette fois-ci discréte. De la méme
maniére, au travers de simulations de plusieurs spline 1D possédant les mémes caractéristiques physiques
mis & part les coeflicients relatifs aux énergies de déformation.

Les conclusions sur I'énergie continue de flexion se retrouve également pour les énergies discrétes de
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(a) (b)

Fi1G. 2.23 — Mise en évidence de 1’énergie de flexion continue

flexion engendrées par des ressorts angulaires. Les deux simulations mises en valeur sont présentées sur
les schémas (a) et (b) de la figure 2.24.

(a) (b)

F1G. 2.24 — Mise en évidence de ’énergie de flexion discréte (ressorts angulaires)

Un autre test de cette premiére version du modéle physique est la simulation d’un nceud. On amorce
la création d’un nceud en prenant une configuration de départ adéquate puis, en fixant les extrémités
du fil, le poids de ce dernier va entrainer le serrage du noeud. Le résultat final est présenté sur la figure
(2.25).

2.5.3 Simulation d’un intestin gréle

Une action de recherche coopérative (ARC) sur un simulateur de chirurgie intestinale (SCI) a permis,
au travers du post doctorat de Laure France, de mettre en valeur ce modéle[FLMC02, FLA104]. Ce
projet a été réalisé en collaboration avec 'TRCAD (Institut de Recherche contre les Cancers de 1’ Appareil
Digestif) de Strasbourg, 1'équipe EVASION du laboratoire GRAVIR de Grenoble et 'ITM (Institut de
Technologie Médicale) de Lille.

Un intestin gréle peut étre considéré comme un objet filiforme possédant une épaisseur variable et
d’aspect organique. Partant de cette constatation, l'intestin est simulé a I'aide d’une spline dynamique
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(a) Simulation & I’équilibre. (b) Interaction du modeéle avec I'utilisateur via une sonde (po-
lyédre rouge).

Fi1G. 2.25 — Simulation d’un nceud. Les sphéres vertes modélisent les points de la courbe fixés dans
I’espace.

en définissant sa masse, son amortissement visqueux et les points de controle qui sont la base de la
dynamique de l'objet.

Comme le modéle doit interagir avec les objets présents dans la scéne, une discrétisation en sphére
est calculée pour le modeéle de collision. Ainsi, la densité et le rayon des sphéres sont également des
paramétres du modeéle. On donne la possibilité de définir un rayon par points de contrdle, ce qui permet
d’utiliser les fonctions splines pour interpoler ces rayons en n’importe quel point de la courbe. De cette
maniére, le rayon des sphéres peut varier mais cette variation est continue, de méme continuité que la
spline.

Lors d’une visualisation de l'intestin par la méthode des marching cubes, les potentiels ponctuels
utilisés sont situés sur la courbe et possédent un rayon d’influence constant dans le temps mais variable
sur la spline. De cette maniére, I'effet organique apporté par les marching cubes est appuyé par la variation
des influences des fonctions potentielles sommeées. Ces sphéres qui sont la base de la surface implicite a
squelette ponctuel peuvent différer des sphéres utilisées dans le modele de collision. Ainsi, le modéle visuel
posséde sa propre structure de donnée discrétisant la spline.

F1G. 2.26 — Simulation d’un intestin dans la cavité abdominale. Rendu a I'aide d’un marching cubes.

Il est envisageable d’utiliser cette méme technique du rayon variable pour modéliser d’autres organes
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comme le foie ou 'estomac. Ces organes n’étant pas vraiment de forme tubulaire, une telle simulation
apporterait des déformations globales et aucunement surfaciques. L’utilisation de ce modéle s’avére donc
possible si, par exemple, ces organes ne sont pas les centres d’intéréts principaux de la simulation.

Les tests ont étés menés sur un pentium IV 2.4 Ghz muni de 512Mo de mémoire vive. Voici un tableau
récapitulatif des différents paramétres physiques utilisés et observés dans les différentes applications :

Figure Spline n m C (ke,ae) kq Y r k¢ Temps
2.21 11xUBS | 10 | 0.01 | 0.03 (100, 0) - - 0.0005 - 19
2.22 NUBS 10 | 0.01 | 0.03 - - 1000 0.002 - 7

2.23(a) | 4xNUBS | 11 | 0.01 | 0.005 - - 5000 0.006 | 0,5,10,100 45

2.23(b) | 4xNUBS | 11 | 0.01 | 0.005 - - 500 0.006 | 0,5,10,100 45

2.24(a) | 4xNUBS | 11 | 0.01 | 0.005 | (200,0) | 0,5,10,100 - 0.006 - 6

2.24(b) | 4xNUBS | 11 | 0.01 | 0.005 (1,0) 0,5,10,100 - 0.006 - 8
2.25 NUBS 11 | 0.01 | 0.01 - - 800000 1.8 - 3
2.26 Cat.Rom | 165 5 3 (1000, 0) - - 0.01 - 14

spline indique le type de spline dans l’ensemble geom = {Catmull-Rom, B-spline uniforme cubique,

B-spline non uniforme cubique}

n est le nombre de points de controle

m est la masse totale du modéle en kilogrammes

C' le coefficient d’amortissement visqueux

(ke, ac) sont les coefficients de raideur et d’amortissement des ressorts d’élongation

k, est le coefficient de raideur des ressorts angulaires (flexion)

Y est le module d’Young pour I’énergie continue d’élongation

ks est le coefficient d’énergie continue de flexion

Temps est le temps de calcul d’une itération de la simulation physique (en millisecondes).

Ce tableau montre que les temps de calcul d’une itération de simulation sont variables entre 3ms et
45ms pour 1lms virtuellement écoulée. La notion de temps réel est liée & la capacité qu’a un modéle de
faire correspondre le temps de calcul d’une itération au temps virtuel écoulé durant cette itération. Nous
pouvons donc conclure que nous n’avons pas tout a fait une simulation en temps réel, mais en temps
interactif puisque la fréquence de simulation est supérieure au 25Hz perceptible par ’oeil humain. Ces
temps de simulation permettent donc & I'utilisateur d’interagir avec le modéle spline dynamique.

De plus, au vue des résultats comportementaux, on peut conclure que les énergies d’élongations per-
mettent de simuler des objets trés élastiques & peu élastiques comme les spaghetti. Mais les objets in-
extensibles ne sont pas simulables & ’aide de ces énergies car elles posent des problémes d’intégration
numérique dit raides.

De méme pour les énergies de flexions, elles permettent de simuler un grand nombre d’objets dont la
courbure peut étre trés flexible ou inexistante (spaghetti...) a peu flexible (tige fine métalique légérement
flexible, antenne automobile, canne a péche...).

2.6 Extension du modéle aux dimensions supérieures

Cette premiére version du modéle physique 1D peut étre étendue aux dimensions supérieures a l'aide
du produit tensoriel de spline, comme le propose Rémion et al.[RNNO0]. On obtient alors une surface
spline (2D) ou un volume spline (3D). Les équations de Lagrange qui régissent la dynamique de I'objet
restent les mémes mis & part le fait que le nombre de degrés de liberté augmente considérablement. Nous
détaillons dans un premier temps le cas 2D et dans un second temps, le cas 3D.

2.6.1 Modéle de spline dynamique en dimension 2

En dimension deux, la surface spline est définie a 'aide d’une grille & deux dimensions (n1 x ng) de
points de controle qj, i,. Ainsi, les degrés de liberté sont maintenant indicés par deux entiers, le premier
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indique le numéro de ligne sur la grille (dans lintervalle {1..n1}) et le second précise le numéro de
colonne (dans l'intervalle {1..n2}). Un point de la surface spline est alors défini a 1’aide de deux abscisses
paramétriques s; et sg par la formule :

ny

P(31>327 Z Z q11,12 b, Sl)biz(s2)

11=11i2=1
La vitesse de ce point est alors donnée par la dérivée premiére de la position par rapport au temps :
. dP
P(s1,82,1) = s (s1,82,t 1231 121 iy iz (8)biy (51)bi, (52) (2:25)
1= 2

Le modéle ainsi étendu peut étre animé par les équations de Lagrange suivantes :

% <8q8;1{12> + 83;2-2 =@ i, — aTE , V(i1,i2) € {1.n1} x {l.n2} et Va € {z,y,z} (2.26)

@i yio

Partie gauche des équations de Lagrange :

En considérant a nouveau que la distribution de masse est constante (égale & m) par rapport a I’abscisse
paramétrique, ’énergie cinétique d’une spline 2D est donnée par la formule

1 11
= fm/ / P(s1,50,t)? dsy dsy (2.27)
2 Jo Jo

En développant la partie gauche de 'équation (2.26) a 1’aide des équations (2.27) et (2.25) de la méme
maniére que pour une spline 1D, on aboutit & :

d 0K 0K
dt( = >+ T = mz Z/ / bi, (81)bi, (82)bj, (51)bj, (s2) ds dsady, 5, (t)

aqilﬂé 8(]2»171'2 j1=1jo=1
ni n2 1
= my [/ ir (51) gl(sl)dsl} > [/ bi (s2)bj, (s2) dsz2 | G5, 5,(t)
j1=1 ja=1 /0

(2.28)

Partie droite des équations de Lagrange :

La partie droite des équations de Lagrange pour une spline 2D se développe de la méme maniére que dans
le cas 1D. On aboutit donc & une sommation des contributions dans un vecteur B de dimension 3nins.
La contribution d’une force F appliquée en P(sy, sq,t) est définie par sa force généralisée associée a
la coordonnée généralisée g7, ; :
ivin = F%biy (51)bi, (52)

11,22

Comme dans le cas 1D, si la force F dérive d’un potentiel, sa contribution au sein des équations de
OF

(0%
11,8

Parmi les forces qui s’exercent sur le modéle, on trouve les forces de collision qui 1p1“2c>vier1r1ent de la
discrétisation du modéle en sphéres. Cette discrétisation est faite en définissant des sphéres de maniére
paramétriquement réguliére sur la spline 2D. Dans un souci de rapidité de calcul, la discrétisation est
faite de maniére paramétrique et permet donc de ne pas recalculer une discrétisation & chaque itération

de la simulation. Les sphéres sont distribuées avant le lancement de la simulation par rapport aux deux

Lagrange se mesure par sa variation vis a vis de chaque coordonnée généralisée : —
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abscisses paramétriques. A chaque itération, le modéle de collision ne fait que mettre & jour les positions
et vitesses des sphéres vis-a-vis des abscisses paramétriques fixées.

En ce qui concerne les énergies de déformation, une discrétisation paramétriquement réguliére est
calculée sur la surface spline 2D et sert de support & un réseau de ressorts d’élongations et de flexions
[Pro95]. On trouve donc pour chaque carré issu de la discrétisation quatre ressorts d’élongation (placés
sur les arrétes) et deux ressorts de flexion (au niveau des diagonales).

Propriété du systéme d’équations linéaires :

Le systéme d’équations linéaires peut donc s’écrire sous la forme matricielle M.A = B. On remarque que
les éléments de la matrice des masses généralisées sont indépendants des axes, ce qui a pour conséquence
que la matrice M est diagonale par bloc. De plus, pour un couple d’indices (i1,72) donné, les facteurs
des accélérations des degrés de liberté sont identiques pour les trois axes {z,y, z}, ce qui entraine que les
trois matrices présentes sur la diagonale de M sont identiques & une méme matrice M.

Pour définir les éléments de M, il faut d’abord fixer I'organisation des données dans la structure
matricielle. On définit donc un élément M;; comme étant une partie de ’équation de Lagrange (2.28) ou
i1 et iy sont déterminés & partir de I'indice i par les formules : '6

Cette équation (2.28) définit une ligne de la matrice M dont chaque élément est déterminé par un terme
de la somme qui intervient dans cette méme équation. Ce terme peut donc étre défini par le couple
d’indices (j1,j2) de la sommation qui, de la méme maniére, est déterminé a partir de l'indice j par les
formules :

1= —1)/n2+1 et jo=(j—1)%n2+1 (2.29)

M ainsi structurée est alors composée des éléments M;; :

1 1
My =m / by (31)b5, (51) disy / biy (32)b;s (52) dsa = M,
0 0

La propriété de localité des splines (& savoir qu'une fonction de base de spline influence ! segments
paramétriques) permet de définir un motif particulier sur la matrice M. En effet, pour une ligne ¢ de
M, les termes non nuls sont les termes des colonnes ¢ — I & ¢ + [ (dans Pintervalle limite {1..nins}).
De plus, la structure 2D de la spline permet a un point d’une ligne d’influencer de maniére isotrope
les points voisins. Ce qui implique que notre point d’indices (7,7) influence également les points sur les
lignes voisines. La encore, la propriété de localité permet de localiser les lignes influencées : i — [ & i + 1.
Donc, sur une ligne ¢ de la matrice M, les termes non nuls sont les termes M;; pour j dans les intervalles
{i =1+ kng..i + 1+ kno} avec k € {—1..l}. Ces intervalles désignent sur la structure 2D des points de
controle, les points situés dans un carré d’arréte 21 + 1 centré sur le point d’indices (4,%), le tout bien
évidemment tronqué a lintervalle limite {1..n3ns}.

A T’aide de cette remarque sur la structure de la matrice M, on peut définir une structure bande si le
nombre de degrés de liberté est conséquent. En effet, si 'on considére sur une ligne ¢ des blocs de données
groupant les informations de la structure 2D par ligne, alors la localité nous dit que seul 2/ + 1 blocs
centrés sur ¢ posséderont des termes non nuls. Ainsi, on obtient bien une matrice M avec une structure
bande de largeur ((2{4+1)n2) puisqu’on a 2{+1 blocs de la largeur d’une ligne dans la structure 2D, donc ns.

Reésultats

La visualisation d’une spline 2D passe par sa discrétisation en une grille 2D paramétriquement régu-
liere. 11 suffit alors d’afficher la grille de points discrets. La paramétrisation permet de calculer aisément

16Tes symboles '/’ et '%’ désignent respectivement le quotient et le reste de la division entiére
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des coordonnées de texture et ainsi plaquer une texture sur le modeéle. Les normales N(s1, s9,t), utili-
sées lors du calcul d’éclairement local, sont le résultat du produit vectoriel des tangentes dans les deux
directions paramétriques Tg, (s1, $2,1) et Ts, (51, S2,t) avec

dP dP
Tsl(slas%t) = d_81(517527t) et T52(51782,t) = d_82(81;327t)

Un exemple de simulation d’une spline 2D est présenté sur la figure (2.27). Dans cette simulation, la
spline est composée de (6 x 6) points de controle approximés par une B-spline uniforme cubique 2D. Le
modéle physique posséde une masse de 5 g, un coefficient d’amortissement visqueux de 0.003, des ressorts
isotropes d’élongation de raideur 1 et des ressorts isotropes de flexion de raideur 1.

Dans cet exemple, la scéne est composée de la spline 2D et d’un pavé rigide de coefficient d’amortisse-
ment moindre. De ce fait, le pavé tombe plus vite que la spline et permet donc de la déformer en tombant
dessus. Le temps de calcul d’une itération de la simulation mécanique est de 30 millisecondes (le temps
de calcul de la simulation sans le pavé est de 4 ms).

(a) (b)
Fi1G. 2.27 — Simulation d’un pavé tombant dans une spline 2D

Une application possible de la spline 2D dynamique réside dans la simulation chirurgicale. En effet,
anatomiquement parlant, 'intestin gréle est fixé a la cavité abdominale par un tissu organique nommé le
mésentére. Nous proposons donc de simuler le mésentére avec une spline dynamique 2D et de modéliser
I'intestin gréle directement sur ce modeéle & I’aide d’un coté du tissu. Le mésentére est affiché en utilisant
le rendu classique d’une spline 2D avec une texture adéquate et I'intestin gréle est affiché avec la méthode
des marching cubes (un état de la simulation est présenté sur la figure (2.28)).

Sur cet exemple, la spline 2D simulée a une masse de 30 g, un coefficient d’amortissement visqueux de
0.5 et I'intestin posséde une épaisseur de 5 cm. La spline 2D est définie par 2 x 2 segments paramétriques
formant un carré de 40 cm d’aréte. Le temps de simulation d’une itération est de 3 ms. Il est a noter
qu’un intestin gréle réel s’étend en moyenne sur 4 métres. La simulation du mésentére lié & un intestin
gréle de cette taille provoque des instabilités dans la simulation a cause notamment des forts coefficients
de raideur des ressorts. De plus, une telle simulation s’effectuerait non plus en temps réel, mais en temps
interactif (une vingtaine d’itérations par seconde). Dans le cadre de PARC, d’autres modéles ont été
proposeés.



96 Chapitre 2. Splines dynamiques temps réel

estomac

Cilon
(dsbut)
mesentére
Valre
iko-caecale
iléon
(a) Un état de la simulation (b) Schéma explicatif de I'intestin gréle

F1a. 2.28 — Simulation de 'intestin gréle et du mésentére a I’aide d’une spline 2D.

En terme de complexité, la simulation physique du modéle spline est la méme dans les cas 1D et 2D.
Cependant, le nombre de degrés de liberté est ici plus important. Si une spline 1D cubique demande un
minimum de quatre points, une surface spline cubique en demande seize. De plus, la surface déformable
requiert un plus grand nombre de ressorts qu’un modéle de spline 1D. Ainsi, I’évaluation des déformations
nécessite également des temps de calcul plus importants. Enfin, le modéle de collision & base de sphére
n’est pas adapté aux modéles surfaciques, soit les sphéres ont un rayon faible pour approximer la faible
épaisseur de la surfaceet on place un grand nombre de ces spheéres, soit les sphéres sont de rayon plus
important et on s’éloigne de ’aspect surfacique au niveau des interactions.

2.6.2 Modéle de spline dynamique en dimension 3

En dimension trois, le volume spline est défini a I’aide d’une grille & trois dimensions (n; X ng X ng)
de points de contréle qj, i, is- Ainsi, les degrés de liberté sont maintenant indicés par trois entiers, le
premier indique le numéro de ligne sur la grille (dans l'intervalle {1..n;}), le second précise le numéro
de colonne (dans lintervalle {1..n3}) et le troisiéme renseigne sur la profondeur dans la grille (dans
lintervalle {1..n3}). Un point du volume spline est alors défini a l’aide de trois abscisses paramétriques
$1, So et s3 par la formule :

P(s1,52,55.8) = > 3 D iy iauis ()i, (51)bi, (52)bi, (53)

i1=1iy=11ig=1
La vitesse de ce point est alors donnée par la dérivé premiére de la position par rapport au temps :

. dp

ni na ns
P(Slv 52, 537t) = E(Sla 52, 837t) = Z Z Z qil,iz,i;a (t)bzl (sl)big (82)1)2‘3 (83) (230)

i1=1ip=1i3=1
Le modéle ainsi étendu peut étre animé par les équations de Lagrange suivantes :
V(il,ig,ig) S {1721} X {1n2} X {17’1,3} et Va € {$,y,Z} :

d 0K 0K oE
| 7= + 5= =Q s — Fa— (2.31)
dt <aqi17i2,i3> 8qi17i2,i3 R 8qi17i2,i3

Partie gauche des équations de Lagrange :
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En considérant & nouveau que la distribution de masse est constante (égale & m) par rapport a 'abscisse
paramétrique, ’énergie cinétique d’une spline 3D est donnée par la formule

1 11l
t) = fm/ / / P(s1, 59, 53,t)? dsy dsy ds3 (2.32)
2 Jo Jo Jo

En développant la partie gauche de I’équation (2.31) a 1’aide des équations (2.32) et (2.30) de la méme
maniére que pour les spline 1D et 2D, on aboutit & :

d< oK >+ oK
dt 8q.ioi7’i2,i3 q11ﬂ2g23

n1 n2 ns

SIS / / / i (51001 (521 (53)bis (50 (52 (5) s s sy, 1, 5, (0)

31 1]2 1]3 1

_mz [ mtematran] 3 [ vatemateran] 3 [ bt ds] 0

(2.33)

Partie droite des équations de Lagrange :

La partie droite des équations de Lagrange pour une spline 3D se développe de la méme maniére que dans
les cas 1D et 2D. On aboutit donc & une sommation des contributions dans un vecteur B de dimension
3ninans.

La contribution d’une force F appliquée en P(s1, sq, $3,t) est définie par sa force généralisée associée

a la coordonnée généralisée g7, ;, ;. :

i1 in.is = F7Diy (51)biy (52)bis (s3)
Comme dans les cas 1D et 2D, si la force F dérive d’un potentiel, sa contribution au sein des équations

de Lagrange se mesure par sa variation vis-a-vis de chaque coordonnée généralisée : —

La discrétisation du modéle en sphéres de collision s’effectue de maniére statique par rapport aux
abscisses paramétriques. Ainsi, & chaque itération, il suffit de recalculer les positions et vitesses de chacune
d’elle sans pour autant recalculer une distribution sur le modéle paramétrique.

L’énergie de déformation du modéle est assurée par des ressorts en élongation, flexion et torsion dis-
posés sur une discrétisation paramétriquement réguliére de la spline 3D. Ainsi, dans ce cas chaque cube
de la discrétisation renferme douze ressorts d’élongations placés sur les arrétes, douze ressorts de flexions
placés sur les faces (deux ressorts croisés par face) et quatre ressorts de torsions occupant les diagonales
internes du cube.

Propriété du systéme d’équations linéaires :

Le systéme d’équations linéaires obtenu peut s’écrire sous la forme matricielle M.A = B. On retrouve
ici les mémes propriétés que dans le cas 2D, a savoir :

— M est diagonale par bloc.

— Les blocs sont tous les trois identiques, égaux & une matrice notée M.

L’organisation de la matrice M s’effectue en considérant d’abord le plan de coupe en profondeur, puis
on détermine sur ce plan, I'indice de la ligne et de la colonne. De ce fait, un indice i code le point effectif
d’indice (i1, i2,43) ou

il = ((’L*’Lg’ﬁ,g)*l)/ﬂgﬁ*l
19 = ((Z - i3n3) — 1)%77,2 +1
’L'g = (’L — 1)/(n1n2) + 1 (234)
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Ainsi structurée, la matrice M est alors définie par ses éléments M;;. Des indices i et j, on peut
déduire les deux points de controle mis en relation par leurs indices respectifs (iy,142,43) et (j1, jo, j3). De
cette maniére, la matrice M est composée des éléments suivants :

1 1 1
M;; :m/ bn(Sl)bjl(Sl)dsl/ bi2(82)bj2(82)d82/ bis (53)bj; (s3) ds3
0 0 0

Les mémes propriétés que dans le cas 2D s’appliquent ici, a savoir que la matrice M est bande si la
taille des données est conséquente vis-a-vis de la localité des splines. Dans ce cas, la largeur de la bande
est de ((20+1)nin2) puisqu’un point de profondeur i3 influence des points sur les plans de coupe d’indices
i3 — 1 & i3 + [ et, la taille de ces plans de coupe est nins.

Résultats

Le rendu d’une spline 3D consiste a tracer les six faces du paraléllépipéde rectangle déformable. Ainsi, on
reprend la technique de rendu d’une spline 2D que ’on applique ici sur les six faces du volume déformable.

Le premier résultat présenté sur le schéma (a) de la figure (2.29) est une simulation d’une spline
(catmull-rom) 3D de dimensions (5 x 4 x 4) de masse 5 kg, de coefficient d’amortissement 0.01. La
structure énergétique du modéle est constituée de ressorts d’élongation de raideur 8, de ressorts de flexion
de raideur 4 et de ressorts de torsion de raideur 4. Dans cet exemple, le modéle est posé sur des objets
fixes dans l'espace et il interagit avec un pavé tombant dessus. La figure montre bien les déformations
du modéle : le pavé s’enfonce légérement dans le volume, provoquant un gonflement du modéle sur les
autres bords.

Le second résultat présenté sur le schéma (b) de la figure (2.29) est la simulation d’une spline (catmull-
rom) 3D possédant les mémes caractéristiques physiques sauf les raideurs des ressorts, qui sont maintenant
de 10 en élongation, 8 en flexion et 6 en torsion. Dans cet exemple, le modéle tombe sur des objets
fixes dans l’espace et rebondit sur eux. La configuration montrée est le moment ou la spline 3D est
complétement aplatie sur les deux objets et s’appréte a rebondir. Les objets fixes ne sont pas alignés, ce
qui entraine le fait que la spline 3D prend une configuration déformée pour épouser les formes des deux
objets.

Les temps de calcul d’une itération du systéme mécanique dans les deux exemples présentés sont a
peu prés les mémes, environ 50 millisecondes.

(b)

F1G. 2.29 — Simulation d’une spline 3D

Comme pour le cas 2D, la simulation d’une spline 3D posséde la méme complexité que les splines 1D
et 2D. A ceci prés que le nombre de degrés de liberté est beaucoup plus important (n® par rapport & une
spline 1D). De plus, le volume spline déformable demande 'utilisation de trois types de ressorts distribués
dans tout le volume. De ce fait, ’évaluation des déformations est considérablement alourdie. Enfin, en
ce qui concerne la gestion des collisions, le modéle & base de sphéres est renseigné par un échantillonage
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paramétrique homogéne dans le volume en utilisant un rayon constant pour les sphéres. Cependant, il
existe des techniques[BO04| d’approximation en sphéres d’un volume quelconque permettant d’obtenir
des résultats plus précis, en minimisant le nombre de sphéres utilisées. Il s’agit de placer des sphéres de
rayon variable sur ’axe median de 1'objet en commencant par celles de rayon plus important pour finir
avec les sphéres plus petites qui donnent du détail & I'objet.

2.7 Conclusion

Ce chapitre reprend les bases des splines dynamiques et propose d’appliquer ces principes dans le cadre
d’une simulation temps-réel. Des énergies de déformation discrétes sont détaillées. De méme, une énergie
d’élongation proposée par Olivier Nocent est décrite et une discussion est menée sur son utilisation en
temps-réel. Nous proposons une énergie de flexion continue qui est corrélé avec I’élongation du modéle.
Cette énergie est donc de flexions mais aussi d’élongations. Quelques tests et résultats sont présentés pour
montrer le caractére temps-réel du modeéle et comparer les différentes énergies proposées ou détaillées.
Enfin, le chapitre décrit I'extension du modéle aux objets 2D et 3D.

L’une des perspectives de ces travaux est de compléter le modéle énergétique de la spline dynamique
par une énergie continue de torsion. De cette maniére, le modéle intégrerait I’ensemble des énergies de
déformation d’une courbe et pourrait donc s’adapter a tous les matériaux.

Pai[Pai02]| propose d’utiliser une énergie de déformation qui se base directement sur un repére local
au modeéle, différent du repére de Frenet, qui se déplace le long de la courbe. Ainsi, le modéle intégre
directement les trois types de déformation possibles, a savoir 1’élongation, la flexion et la torsion.

Terzopoulos et al.[TPBF87| proposent un modéle d’énergie continue de torsion, mais les auteurs ne
précisent pas comment ils déterminent ce terme relatif & la torsion. Cependant, les auteurs établissent
I’ensemble de leurs calculs sur un modéle paramétrique, on peut donc en conclure que la torsion doit étre
relative & la géométrie et non un parameétre physique.

Il est tout a fait envisageable d’introduire une énergie continue de torsion sur le modéle de spline 1D
présenté dans ce chapitre. Pour cela, nous étudions une extension de la spline dans un espace a quatre
dimensions ot chaque point de controle est augmenté par une donnée scalaire qui informe sur la torsion
locale du modéle. Ainsi, en utilisant les fonctions de base des splines, il est possible de définir un para-
métre de torsion de maniére continue sur la courbe. De plus, ce paramétre est indépendant du parameétre
de torsion intrinséque au modéle paramétrique (cf. annexe (D)). Pour introduire le phénomeéne de torsion
lors de la manipulation, il faut pouvoir définir les interactions extérieures sur un volume englobant de
la courbe. Si ’on prend le modéle de collision de la plate-forme de simulation, ce volume englobant est
formé par une succession de spheéres centrées sur la spline. Dés lors qu’une action est détectée sur I'une de
ces sphéres, il suffit de gérer cette interaction sur ’objet rigide que représente la section du modéle & cet
endroit. On introduit donc une force sur le point de la spline (comme cela était déja fait) et, de plus, on
introduit un couple qui va introduire une torsion & cette abscisse paramétrique. A 'aide de I’équation de
la spline, on reporte ce paramétre sur ’ensemble des paramétres de torsion voisins. Ainsi, on a bien in-
troduit une torsion locale due & une interaction du modéle avec I'extérieur. De ces paramétres de torsion,
il suffit de déterminer une énergie de torsion qu’il faut alors introduire dans les équations de Lagrange
par évaluation de leurs variations vis-a-vis des degrés de liberté. Cette énergie de torsion continue peut
trés bien prendre la forme définie par Pai[Pai02] ou tout autre forme. Le calcul des variations peut, selon
la forme de 1’énergie, étre effectué formellement ou numériquement par différences finies.

Le fait que la torsion soit définie par un parameétre indépendant des degrés de liberté originaux suppose
que I’énergie de torsion établisse les dépendances entre ce paramétre et les points de controle de la spline.
Sinon, la torsion reste un phénoméne & part qui n’influencera jamais la configuration spatiale de la courbe.
Le comportement du modéle dépend donc entiérement de 1’énergie de torsion qui sera choisie.

De cette maniére, on aurait bien une torsion du modéle spline induite uniquement par les interactions
extérieures au modéle. Par exemple, si I'utilisateur a la possibilité de saisir la courbe et d’imprégner un
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mouvement circulaire autour de ’axe, il peut alors manipuler la torsion du modéle directement.

Le modéle proposé permet de simuler en temps réel des objets déformables 1D. Cependant son uti-
lisation reste limitée & des applications ot le modéle est complétement libre dans ’environnement de
simulation (comme la simulation d’intestin gréle dans la cavité abdominale). En réalité, les objets sont
trés souvent contraints par des contacts, des extrémités maintenues, des zones de mouvements limitées...
Il apparait donc clairement que le modéle proposé n’est qu'une premiére version qui doit étre étendue
pour permettre d’intégrer des contraintes.
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Dans la plupart des manipulations, les objets sont contraints d’une maniére ou d’une autre. Les
contacts ou collisions sont les contraintes les plus souvent rencontrées en simulation et font généralement
I’objet d’une attention toute particuliére.

Mis & part les collisions, il arrive assez souvent qu’un objet soit contraint de maniére définitive ou
temporaire par un point particulier de sa surface. Par exemple, le fil du téléphone est fixé par I'une de
ses extrémités & une prise téléphonique. On trouve également dans la réalité des articulations d’objets
de différentes nature comme le fil déformable du téléphone qui est fixé a I'objet rigide qu’est le combiné,
ou encore l'opération de suture qui impose des liens dynamiques. Enfin, il existe dans la réalité un type
de contraintes particulier rarement pris en compte dans les travaux de simulation, il s’agit de toutes les
contraintes dues & un contact avec glissement sur les fils. On trouve par exemple le systéme mécanique
d’une corde sur une poulie ou d’un fil de couture glissant au travers un tissu ou encore d’un lacet passant
de part et d’autre d’un trou d’une chaussure.

Ce chapitre présente les diverses propositions d’extension du modéle spline dynamique pour la prise
en compte de contraintes bilatérales (cf. section (1.3)).

Les contraintes sont ici scindées en deux groupes, le premier concerne les contraintes relatives a la
spline dynamique seule et le second regroupe les contraintes liant la spline dynamique & un autre objet
dynamique. Nous exposons ensuite une proposition d’extension du modéle pour prendre en considération
une nouvelle classe de contraintes appelées contraintes glissantes. Ensuite, quelques tests et applications
sont détaillées pour montrer l'efficacité des méthodes mises en place. Avant de conclure, une discussion
est menée sur 'utilisation de ces contraintes dans les modéles splines de dimension supérieure.

3.1 Contraintes simples

Imposer des contraintes a& un corps demande de faire un choix quant & la méthode utilisée. Un grand
nombre de ces méthodes ont été exposées dans la section (1.3). Notre choix s’est porté sur la méthode
des multiplicateurs de Lagrange munie d’un schéma de Baumgarte pour sa simplicité et son compro-
mis fiabilité/stabilité, mais également par le fait qu’elle s’insére directement dans les équations de la
dynamique.

3.1.1 Extension du modéle spline dynamique

L’extension du modéle de spline dynamique (cf. équation (2.5), Pensemble des notations employées
dans le chapitre précédent sont conservées) aux multiplicateurs de Lagrange s’effectue en considérant le
Lagrangien comme fonction objective de la minimisation[Noc99], cela apporte les équations :

d [OK 0K o 0B .
T (&Jf‘) + o Q7 — prs + ;)\]Lﬂ ,  Vie{l.n}etVae{x,y,z} (3.1)
gi(a®),a(),t) = 0 » Vie{l.c

ol g; sont les c équations bilatérales de contrainte issues du schéma de Baumgarte, A; sont les ¢ multipli-
cateurs de Lagrange (relatifs a l'intensité de la violation de la contrainte dont ils sont respectivement en
charge), L est la matrice (de taille ¢ X 3n) qui lie chaque équation scalaire de contrainte avec I'ensemble
des degrés de liberté du systéme physique.

Définition : On appelle équation atomique, une équation de forme scalaire. Par
extension, on appelle contrainte atomique, une contrainte dont I’équation est ato-
mique.

De ce fait, les équations de contraintes vectorielles se décomposent en plusieurs
équations de contraintes atomique. Une contrainte atomique correspond & une ligne
de la matrice L alors qu'une contrainte vectorielle en regroupe plusieurs. Ainsi, il
faut un multiplicateur de Lagrange \; par contrainte atomique.
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Le schéma de Baumgarte se base sur deux coefficients permettant de contréler la dynamique de la
contrainte. Si on note C' une contrainte holonome de type scalaire ou vectorielle (scalaire pour 'exemple),
un schéma de Baumgarte possible est alors

C +2aC +a’C =0

Les coefficients sont ainsi choisis de maniére & obtenir la réalisation de la contrainte la plus rapide possible
sans introduire d’oscillation autour de la solution (cf. section 1.3.4 pour plus de détails). Afin d’assurer
une certaine réalisation de la contrainte dans le systéme dynamique, on lie le coefficient a au pas de temps
0t de l'intégration numérique par la relation a = %[BBSS]. Toutes les équations de contraintes holonome
subissent donc le schéma de Baumgarte suivant :

. 9. 1
Ot =0t =50=0 (3.2)

Le systéme d’équations (3.1) régissant la dynamique de la spline se met sous forme matricielle :

M LT A B
(79 )(5)-(%) 53
ou E est le vecteur mesurant 'intensité de la violation de chacune des contraintes.

Remarques sur la matrice L :
Une ligne de la matrice L traite une contrainte atomique.
e Si cette contrainte est holonome, elle ne dépend pas des vitesses des degrés de liberté, donc les
seuls paramétres dépendants du temps sont les degrés de liberté :

C(q(t),1)
De plus, la contrainte s’intégre dans le systéme (3.3) a 'aide du schéma de Baumgarte (3.2). Or :
. e _oC dq _ . . 0C
Clalth ) = G b)) = G (), .51 = a0 5 (a0

et

Clan) = 5 (a5 a0.0) a5 .0 + a5 (Golan)

donc, dans I’équation de Baumgarte, les coefficients des accélérations des degrés de liberté sont
les variations de la contrainte par rapport aux degrés de liberté.

Donc, pour une contrainte C' de type holonome, la ligne ¢ (de la matrice L) correspondant a la
contrainte vaut :

Li— %q(t),w

e Si la contrainte est cinématique, elle prend la forme :

Cla(t),q(t),t)

Si I’'on emploie une combinaison linaire de 1’équation de contrainte et de sa dérivée pour former
I’équation finale & insérer dans le systéme, cette équation peut se mettre sous la forme :

Cla(t),a(t), t) + kC(a(t),a(t),t) =0 (3.4)

) . dc . ., . oC ) . O0C .
Cla(t), 4(t),t) = —=(a(t),qa(t),t) = a(t). 5 —(a(t), q(t), t) + &(t). - —(a(t), a(t), t)
dt aq 0q
donc, I’équation (3.4) qui est introduite dans le systéme dynamique définit la ligne i (de la matrice
L) qui lui est dédiée par :
L= 9% a(t).a(0).1)
T 94 q(t),alt),
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La résolution d’un tel systéme d’équations peut s’opérer en deux phases. D’abord calculer les accélé-
rations du systéme non contraint (accélérations dites de tendance : Ay) puis, a aide des multiplicateurs
de Lagrange (), calculer les accélérations de corrections (A.). Ainsi, on obtient les accélérations finales
en sommant ces deux termes d’accélération :

A=A+ A, (3.5)

Cette technique de décomposition des accélérations est décrite par Rémion|RémO00].
En opérant cette décomposition, le systéme d’équations se scinde en :

M.Ag = B M.Ay = B (1)
M.A, = L")\ & A, = ML X (2) (3.6)
L(At+A.) = E (LM'L") X = E-LA; (3)

Afin de résoudre les équations dynamiques du modéle contraint, il suffit d’effectuer les opérations
suivantes sur le systéme d’équations (3.6) :
e Résoudre le systéme non contraint défini par I’équation (3.6(1)). Pour cela, on applique la tech-
nique de résolution décrite dans le chapitre précédent en section (2.2.3).
e Evaluer 'intensité des efforts nécessaires a la réalisation des contraintes en calculant les A a 1'aide
de léquation (3.6(3)). Pour cela, il suffit de résoudre le systéme

(LM 'LT) X=E - L.A;

On calcule donc un vecteur O = E— L.Ay, la matrice M~1.LT (en signalant que M est constante
donc précalculé et son inverse M~1 également) puis la matrice R = L.M~'.LT. Ensuite, le
systéme d’équations

RA=0

est résolu a 'aide de la méthode de Gauss ou d’une méthode itérative de type gradient conjugué.
En termes de complexité temporelle, la construction du vecteur O est en O(cn). La construction
de la matrice intermédiaire M 1. LT est optimisée puisque méme si aucune supposition n’est faite
sur les contraintes (donc sur la structure de la matrice L), la matrice M est diagonale par blocs
ot chaque bloc est identique & une matrice M de structure bande. Donc l'inverse de M est une
matrice diagonale par blocs ot chaque bloc est identique & la matrice M ~1 (qui est précalculée).
Malheureusement, la structure bande de la matrice M est perdue lors de 'inversion pour aboutir
a une matrice M ! pleine. Ainsi, I’algorithme du produit de deux matrices est optimisé en :

coMPUTEM ~L.LT()
1 fori—0ton

2 do
3 for j — 0 toc
4 do
ML LT][4] — 0
5 ML +id[j] <« 0
MLLT2n+4][j] <« 0
6 for k— 0 ton
7 do
ML d][] — MLLTi)[] +  MTUi[k] * L[5][k]
8 ML n+d)lj] — MTULT[n+dl)]  + MTi][k] * L{j][n + K]
M-LLT2n +4][j] « MLLT2n+1d[j] + M~Yi[k] = L[j][2n + k]

De ce fait, la complexité en temps de 'algorithme est exactement de 3cn? donc en O(cn?). Ce qui
est trois fois plus rapide que le simple produit matrice-matrice de base. Puis, vient la construction
de la matrice R qui est le résultat du produit des matrices L (de taille ¢ x 3n) et M~L.LT (de
taille 3n x ¢). Etant donné le peu de controle sur les structures de ces deux matrices, aucune
optimisation ne peut étre apportée ici. Ainsi, la complexité du calcul de R est de O(c*n).



106 Chapitre 3. Modéle contraint

La résolution de I'équation linéaire R.A = O est effectuée soit avec un pivot de Gauss, soit a
laide de la méthode itérative du bi-gradient conjugué (une étude comparative est menée dans la
section (3.4.2.3). Cette étude est menée dans le cas de contraintes externes, mais les résultats sont
également valides pour le cas des contraintes internes).

e Déterminer les accélérations de correction a ’aide des A calculés précédemment en utilisant I’équa-

tion (3.6(2)).

Pour cela, la matrice ML LT a déja été calculée a 1’étape précédente, il suffit donc d’effectuer le
produit de cette matrice (de taille 3n x ¢) avec le vecteur des A. Ce calcul a donc une complexité
temporelle en O(cn).

En résumé, la résolution du systéme d’équations dynamiques de ’objet contraint s’effectue avec une
complexité temporelle en O(cn + cn? + ¢*n). On peut donc en déduire que D'utilisation de contraintes
alourdit substantiellement la résolution du sytéme dynamique. Cependant, 1’algorithme est valable pour
toute contrainte holonome ou cinématique. On peut donc se permettre de définir des contraintes extré-
mement complexes, I’algorithme les intégre dans le systéme avec la méme facilité qu'une contrainte plus
simple. Notamment, une contrainte n’est pas obligée de fixer un degré de liberté direct de l'objet (i.e.
un ¢ dans le cas des splines), mais peut souhaiter fixer un degré de liberté plus complexe exprimé en
fonction des coordonnées généralisées (relatif a un point de la spline par exemple).

Nous présentons maintenant quelques contraintes qui ont pu étre mises en place dans cette version
contrainte du modéle de spline dynamique.

3.1.2 Exemples de contraintes

Nous allons maintenant détailler les contraintes utiles]LMGC02] que nous avons mis en place dans
le modéle.

L’une des contraintes les plus immédiates et directes a écrire est de fixer un point d’un objet simulé,
dans l'espace. Ceci permet de bloquer les trois coordonnées de ce point et donc de définir une contrainte
de point fixe. On peut tout aussi bien vouloir fixer une seule ou deux coordonnées d’un point, imposant
a ce point de se déplacer sur un ou deux axes du repére de I'espace. Avec une approche similaire, on peut
fixer un ou deux degrés de liberté d’un objet en obligeant 'un de ses points & se mouvoir sur une droite
ou un plan quelconque de ’espace.

3.1.2.1 Contrainte de point fixe

Une contrainte désirable est le fait de fixer dans ’espace un point de I'objet simulé. Cependant,
comme les points de contrdle (degrés de liberté) de la spline ne sont pas forcément sur ’objet, la contrainte
ne se contente pas de fixer un degré de liberté ¢, mais doit fixer un point de la spline. Donc une
combinaison linéaire des degrés de liberté. De plus, on remarque qu’une telle contrainte impose de fixer
les trois coordonnées d’un point, elle se décline donc en trois équations atomiques.

Ainsi, pour fixer le point de la courbe d’abscisse paramétrique sg au point A de ’espace, la contrainte
holonome s’écrit sous forme vectorielle :

Cpoint_ﬁxe(SOa t, A) = P(307 t) —A

Si ’équation de contrainte est vérifiée, on a alors Cpoint fixe (S0, ¢, A) = P(sg,t) —A = 0 et donc le point
P(sg,t) est bien en A. -

Afin de déterminer I’équation de contrainte g(q(t),q(t),t) & intégrer dans le systéme dynamique
(équation 3.1), on utilise le schéma de Baumgarte de ’équation (3.2) :

. . 2. 1
g(q(t)7 q(t)a t) = Cpointifiwe (507 ta A) + Ecpointifiwe(sm t7 A) + @Cpointifia:e (80, ta A) = 0
e 2 .
= P(S(],t) + &P(S(),t) + @(P(S(),lf) - A) = 0

En substituant la position P et la vitesse P du point contraint par leur expression respective (cf. équations
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(2.3) et (2.4)) et en faisant de méme pour accélération P, on aboutit & 'équation :

g(a(t), a(t) qu bi( %Zqi(t)bi + 5 (qu bi( > =0 (37

Afin de renseigner la matrice L des contraintes, il faut séparer les termes relatifs aux accélérations
des degrés de liberté des autres termes. Ainsi, ’équation (3.7) s’organise comme :

D@ =~ > w0 - 7 (Z (O (5) — A) (33

La partie gauche de I’équation (3.8) permet de calculer les coefficients des trois lignes de la matrice
L relatives a cette contrainte (qui se décline en trois contraintes atomiques). En supposant que les lignes
de la matrice L relatives a cette contrainte sont ¢ (pour ’axe des ), j (pour axe des y) et k (pour 'axe
des z), on détermine alors leurs coefficients par :

Li = Lj4n) = Li+2n) = bi(s)

on peut remarquer au passage que la propriété de localité des splines permet de ne calculer qu'une partie
de ses coefficients.
Voici la structure de la matrice L résultante :

T Y z

I — 0 a b ¢ 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 a b ¢ O 0 0 0 0 O

0 0 0 0 O 0 0 0 0 O 0 a b ¢ O

On retrouve les trois lignes i, j et k de contrainte et 'organisation de la matrice des masses généralisées
avec les coordonnées x en premier, suivi des coordonnées y et enfin les coordonnées z. A noter la présence
des mémes coefficients pour chaque coordonnée.

La partie droite de ’équation (3.8) permet d’évaluer la violation de la contrainte vis-a-vis des
positions et des vitesses. Ainsi, les corrections engendrées par les multiplicateurs de Lagrange prennent
en compte la dynamique de l'objet. Cette partie de I’équation permet donc de calculer le vecteur E dans
I’équation matricielle (3.3) de la maniére suivante :

—% de(t)bi(b‘) - % (Z @ (t)bi(s) — A"”) L
E= —;;Qf(t)bi ~5e <Zq ) —
7% ; HOOEES (Z (i > —k

3.1.2.2 Contraindre un point sur un axe

Pour contraindre un point d’abscisse sg de la spline sur une droite passant par A de vecteur directeur
unitaire u, on détermine deux vecteurs unitaires ny et na formant avec u une base orthonormée (u, ny, ns)
(cf. figure (3.1)). Le calcul des deux vecteurs ny et ns est détaillé dans Pannexe (F).

— i
—J

— k
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Fi1G. 3.1 — Schéma de fonctionnement pour contraindre un point sur un axe

Le point P(sp,t) est sur la droite (A, u) si et seulement si le vecteur AP(sg,t) est orthogonal aux
vecteurs nj et ny. Ainsi, la contrainte s’exprime sous forme de deux contraintes atomiques d’orthogona-
lité :

Cl(SO,t,A) = AP(So,t).nl = 0
CQ(S(),t7A) = AP(Smt).nz 0

Ces équations expriment 'appartenance du point P(sg, t) & deux plans passant par A et de vecteurs
normaux nj et ng. Chaque équation d’orthogonalité supprime donc un degré de liberté de la spline.

Comme les deux équations de contraintes sont similaires, voyons de maniére générale, comment
introduire une contrainte d’appartencance a un plan dans le systéme d’équations dynamiques.

3.1.2.3 Contraindre un point dans un plan

Pour contraindre un point d’abscisse paramétrique sy de la spline & étre sur un plan défini dans
lespace par un point A (appartenant au plan) et un vecteur normal n, il suffit que le vecteur AP (sq,t)
soit orthogonal au vecteur n. On aboutit donc & une contrainte atomique d’orthogonalité.

Soit C(sg,t, A) cette contrainte atomique d’orthogonalité, elle prend la forme :

C(s0,t,A) = AP(sg,t)n =0

Cette contrainte impose bien que le point d’abscisse paramétrique sg de la spline soit dans le plan passant
par A de vecteur normal n. Donc, en combinant deux équations de ce type avec deux vecteurs n non
colinéaires (ny et ny), on contraint le point P(sg, t) de la courbe a étre sur U'intersection des deux plans,
donc sur la droite passant par A de vecteur directeur (ny A na).

Sachant que le vecteur n est constant ainsi que le point A, 'application du schéma de Baumgarte
(3.2) a cette équation atomique aboutit & :

. 2 . 1
9(a®),a(t).t) = Clso.t,A)+ =C(s0,t,A) + =5C(s0. £, A) = 0
.. . 1
= P(smt).n—l—EP(so,t).n—&-ﬁAP(smt).n = 0

On utilise alors cette équation pour renseigner les coefficients de la matrice L et du vecteur E en
regroupant les termes relatifs aux accélérations des degrés de liberté d’un coté de ’équation :

g(a(t),a(t),t) =0
< (Z ('l'i(t)bi(so)> no= —% <Z Cii(t)bi(so)> n— 5—12 <Z qi(t)bi(s) — A) n (3.9)

La partie droite de I’équation (3.9) permet de déterminer l'intensité de la violation de la contrainte.
Elle permet donc de renseigner le coefficient du vecteur E relatif a la contrainte. La partie gauche de
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léquation (3.9) permet, quant a elle, de former la ligne k de la matrice L relative a la contrainte. Pour
cela, developpons cette équation pour faire apparaitre les accélérations des degrés de liberté :

(Z (El'i(t)b,' (So)) n = Z Z q;o‘(t)bi(so)no‘
=1 ae{w,y,z} i=1
Ainsi, la ligne &k de la matrice L se remplit comme suit :

T Y z

0 a bV* & 0 .. .. 0 a¥ b v 0 .. .. 0 a® b* & 0

avec j 'indice de la colonne du coefficient a*, on a

a® = bj(so)n” b = j+1(so)n“’ ct = bj+2(so)n’”
a? =bj(so)n? Y =bji1(so)n? ¥ =bjia(so)n?
a® =bj(so)n® b* =bj1(s0)n”  * =bjya(so)n”

Les zéros figurant autour des triplets de valeurs, dans la matrice L, témoignent de la propriété de localité
des splines. Sur cet exemple, seuls trois coefficients sont non nuls.

3.1.2.4 Contraintes de tangente et courbure

Si le modéle spline est suffisament continu, on peut définir des contraintes sur les vecteurs tangente
ou courbure locale. Pour une contrainte de tangente fixe au point d’abscisse sg par exemple, I’équation
de contrainte s’écrit :

n
C(so,t) = T(s0,t) = To = Y _ ai(t)bi(s0) — To
i=1
ol Ty est le vecteur tangente désiré.

3.1.2.5 Autre type de contraintes

Toute équation holonome ou cinématique définie sur les coordonnées généralisées et leur dérivées
premiéres temporelles sont potentiellement des contraintes. On peut donc imaginer un grand nombre
de contraintes mais, toutes ces contraintes n’ont pas forcément de réalité physique. Le simple fait de
bloquer une coordonnée généralisée permet de fixer un point de controle. Ceci est donc une contrainte
purement géométrique qui n’a de sens physique que si les points de controle sont confondus avec le
modéle spline. Dans le cas d'une B-spline, par exemple, une telle contrainte apporterait un comportement
incompréhensible puisque cela contraint le modeéle a un endroit de I'espace o il ne passe pas. On peut
également imaginer introduire une contrainte de distance. En posant 1’égalité des carrés des distances,
I’application du schéma de Baumgarte apporte bien une contrainte linéaire sur les accélérations des degrés
de liberté et peut donc étre utilisé directement dans le systéme d’équations.

Les contraintes détaillées dans cette section permettent de fixer des invariants sur le modéle relati-
vement & ’environnement ou & lui méme. Autrement dit, chaque contrainte porte sur un vecteur fixe ou
une donnée de référence constante. Il peut étre utile de pouvoir définir cette référence non plus comme
constante mais liée & un objet mobile. De cette maniére, il est possible de définir des liaisons entre objets
et donc de créer des articulations. C’est le probléme étudié dans la section suivante.

3.2 Contraintes inter-objets

On appelle contrainte inter-objets une contrainte qui lie deux modéles simulés. Ainsi, les collisions
font partie intégrante de cette catégorie de contrainte mais, sont gérées par le moteur de simulation a
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laide d’une méthode & pénalité (voir section sur les collisions (2.5.1)). On exclut donc les collisions de
notre étude. Il s’agit donc d’assurer des liaisons entre divers objets, d’'une méme simulation, qui peuvent
étre de nature trés différentes.

Dans [LF04], nous avons proposé un cadre logiciel pour résoudre ce type de contrainte. Pour cela, nous
ne faisons aucune supposition sur les objets. Ils peuvent étre simulés dynamiquement, cinématiquement,
statiquement ou fixes. Ils peuvent étre animés par n’importe quelle méthode (méthode éléments finis,
masses-ressorts, équations de Lagrange...). Les objets peuvent étre rigides ou déformables, discrets ou
continus.

Divers travaux proposent également un modéle unifié pour résoudre des contraintes. Par exemple, Ré-
mion et al.[RNNO1] simulent tous les objets de la scéne a laide des équations physiques de Lagrange
puis imposent des contraintes avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange sur ces divers objets. Ou
encore, Faure[Fau98| propose une simulation d’objets rigides articulés dont les liaisons sont assurées par
une méthode post-stabilisation. Dans ces deux propositions, le formalisme physique utilisé pour animer
les objets est imposé.

Baraff et Witkin[BW97| proposent une technique permettant de contraindre des objets simulés dans
des simulations différentes. Pour cela, les auteurs proposent une méthode itérative basée sur les mul-
tiplicateurs de Lagrange. Pour chaque couple d’objets contraints, I'un des objets est fixé pendant que
I’autre résout la contrainte, puis les roles sont inversés. Ce procédé est appliqué itérativement jusqu’a
la résolution compléte des contraintes. Cette proposition prend en compte des objets simulés avec dif-
férentes lois physiques mais, étant donné la restriction des accés aux informations, le processus est itératif.

Baraff[Bar96] propose d’utiliser les multiplicateurs de Lagrange pour contraindre divers objets (pas forcé-
ment rigides et sans aucune supposition sur les lois physiques employées) avec une complexité des calculs
linéaires en temps. Cependant, I'auteur teste I’algorithme présenté sur des simulations de scéne compor-
tant uniquement des objets rigides.

Jansson et Vergeest [JV03] proposent une solution pour simuler des modéles rigides et déformables tout
en donnant la possibilité & un objet de changer d’état en cours de simulation. Pour cela, tout objet
posséde une structure masses-ressorts volumique et une structure rigide. A tout moment, la simulation
est capable de passer d’une représentation a I’autre. Cependant, le modéle présenté ne permet de simuler
que des objets rigides ou déformables discrets. Tout objet continu (comme la spline dynamique) ne peut
étre simulé directement par cette technique, il doit forcément subir une discrétisation lui faisant perdre
ses propriétés intrinséques (continuité, localité...). Cette proposition permet de lier des objets entre eux a
laide d’une interface commune permettant de définir des connexions gérées par des ressorts (relatifs & une
méthode a pénalité). Les méthodes a pénalité n’étant pas robustes, les connexions entre objets ne sont
assurées que si les raideurs des ressorts sont élevées. Ce qui pose des problémes d’intégration numérique.

Une premiére section présente notre proposition d’architecture pour simuler des objets quelconques liés
(ou non) les uns aux autres. Pour cela, la méthode définit une interface commune et, quelques exemples
de modéle implémentant cette interface sont présentés dans une seconde section.

3.2.1 Aspect mécanique de notre proposition

Notre proposition consiste & regrouper tous les objets contraints dans un méme systéme matériel.
Ainsi, il est possible d’employer une technique non itérative (au contraire de [BW97]) pour imposer des
contraintes entre les divers objets.

Pour cela, on se base sur le fait que tout modéle simulé dynamiquement peut s’écrire sous la forme :

MA =B

ol M est la matrice des masses, A le vecteur des accélérations et B le vecteur des forces internes
(déformations) et externes (interactions).
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En remarquant qu’on retrouve également un systéme d’équations linéaires pour une simulation
cinématique :

CV=8B

avec C' la matrice d’amortissement de 'objet et V le vecteur des vitesses des degrés de liberté.
Si la simulation est statique, le systéme s’écrit sous la méme forme sauf que les données impliquées
ne sont pas les mémes :
KU=F

avec K la matrice de rigidité de 'objet (relative aux propriétés de déformation du matériau), U le vecteur
des déplacements et F le vecteur des forces externes (interactions) appliquées a 1'objet.
On peut également définir un systéme d’équations linéaires pour un objet fixe :

IX=X

ou I est la matrice identité et X le vecteur des positions des points caractéristiques de ’objet fixe.
Ainsi, pour simuler tous ces objets en méme temps, il suffit de regrouper les équations dans un méme
systéme matériel ou les inconnues sont disparates :

MyAg = Bg (3.10)

avec M, une matrice diagonale bloc dont chaque bloc représente la matrice M, C, K ou I d’un ob-
jet considéré, Ag le vecteur des inconnues (accélérations, vitesses, déplacements, positions fixes) et Bg
le vecteur relatif au bilan de force. Par exemple, un systéme matériel possédant n objets dynamiques
(01,...,0,) ala structure suivante :

M, .. 0 A, B,
MgAg = 0o .0 : = : =By
0 e M, A, B,,

En ’abscence de contraintes liant les objets, ceux-ci évoluent indépendamment les uns des autres,
leur résolution peut donc étre décorrélée. Ainsi, la résolution du systéme d’équations (3.10) revient a
demander & chaque objet de se résoudre indépendamment des autres objets.

Pour des raisons déja évoquées dans la section (3.1), nous proposons d’utiliser la méthode des multi-
plicateurs de Lagrange pour introduire des liaisons entre les objets simulés.
Alinsi, le systéme d’équations (3.10) est étendu par les multiplicateurs de Lagrange pour aboutir au

nouveau systéme :
M, LT A\ [ Bg
(75 ) (%)= (% 1)

avec L la matrice des contraintes, A les multiplicateurs de Lagrange et E le vecteur indiquant ’intensité
de la violation pour chaque contrainte.

Les équations étant posées, voyons maintenant une architecture logicielle adaptée & la simulation
d’objets contraints.

3.2.2 Aspect informatique de notre proposition : architecture logicielle

Nous proposons 'architecture schématisée sur la figure (3.2) pour simuler des objets contraints entre
eux.

L’articulation est en charge d’assurer les contraintes entre les différents objets. Pour cela, elle pos-
séde une liste des objets et des contraintes. Chaque objet répond & une certaine interface relative aux
contraintes. Ainsi, I'articulation peut interroger les objets pour remplir ou mettre & jour ses structures
de donnée. Ou encore déterminer si un objet est capable de définir une contrainte d’un certain type.
Par exemple, on peut contraindre un objet rigide en rotation par rapport & un autre objet, alors qu'une
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Articulation

ObijetArticulable ‘ Contraint e

Modeéle 1 I Point Fixe I
Modeéle 2 I Glissiere I

Modeéle n I Rotation I

F1G. 3.2 — Architecture logicielle - Diagramme de classe

telle contrainte n’a pas vraiment de sens sur un modéle de type masses-ressorts. Dans ce cas, le modéle
masses-ressorts ne renseigne pas ’ensemble des méthodes relatives & la contrainte de rotation.

Pour mieux comprendre comment la simulation prend place, revenons sur le systéme d’équations
(3.11). Nous proposons de reprendre la technique, vue en section (3.1.1), de décomposition du vecteur
des inconnues :

Ag = Ag, + Ag,
Ainsi, le systéme d’équations a résoudre est donné par :

Mg.Ag, = Bg My.Ag, = Bg (1)
M, Ag, LXx & Ag, M;ULT X (2) (3.12)
L.(Ag, +Ag.) E (LM *.LTY X = E-LA, (3)

C’est donc 'articulation qui doit résoudre ce systéme d’équations. Pour cela, elle posséde ’ensemble des
structures de donnée présentes dans I’équation (3.12) & savoir : les matrices L, Mg_l.LT et L.Mg_l.LT
(nommée R), les vecteurs Ag,, Ag., A et E — L. A, (nommé O). Ainsi, la résolution du systéme passe
par le calcul des trois vecteurs inconnus :

Calcul des Ay, :

Afin d’obtenir les accélérations de tendance, ’articulation demande simplement a chaque objet de
se résoudre (relativement a I’équation (3.12(1))). Ceux-ci ne connaissant ni 'existence des autres
objets ni les contraintes inter-objets, ils se simulent sans prendre en compte la moindre contrainte.
Les objets fournissent donc & 'articulation leurs inconnues de tendance (accélérations pour les
systémes dynamiques, déplacement pour les systémes statiques...).

Calcul des X :

Le calcul des multiplicateurs de Lagrange s’effectue a l'aide de Iéquation (3.12(3)). Pour cela,
Uarticulation demande & chaque objet impliqué dans une liaison de mettre a jour les structures
de donnée utile : E, L et M L LT, En retour, I'objet informe 1’articulation si des modifications
ont eu lieu ou non. Ensuite, I’articulation ne met a jour la matrice R qu’aux endroits utiles (elle
connait les données relatives a chaque objet (et leur emplacement dans les matrices) et elle sait si

des modifications ont eu lieu pour chaque objet).

Chaque objet modifie la partie des données qui le concerne. Ainsi, si pour un couple <objet,contrainte>
donné, la structure de la contrainte ne change pas, aucune modification n’est apportée & la matrice
L, 'objet rend alors la main immédiatement.

Pourquoi considérer le couple <objet,contrainte> :
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Une contrainte de point fixe apporte une matrice L constante pour les splines
dynamiques mais variable pour les objets rigides. De méme, une contrainte de
point glissant (vue dans la section (3.3)) sur une spline dynamique impose une
structure variable pour la matrice L. Il faut donc bien considérer le couple
<objet,contrainte> pour déterminer si L est constante ou non.
Une fois la mise & jour effectuée par tous les objets, I’articulation peut résoudre I’équation (3.12(3))
a l'aide d’un algorithme direct de type Gauss ou décomposition LU ou a l'aide d’une méthode
itérative de type bi-gradient conjugué.
Le systéme d’équations a résoudre étant de la taille du nombre de contraintes, on emploie la méthode
de Gauss sur des simulations de moins de 15 contraintes atomiques. Au deld, d’autres techniques
de résolution sont a utiliser, plus particuliérement les méthodes itératives (une étude comparative
est menée dans la section dédiée aux applications (cf. section (3.4.2.3))).

Calcul des Ag_

Le calcul des corrections s’effectue par le simple produit matrice vecteur de I’équation (3.12(2))
sachant que les structures de données nécessaires ont été mises a jour a 1’étape précédente.

De cette maniére, la résolution se déroule en effectuant les modifications minimales nécessaires sur les
structures de donnée. Les phases d’initialisation et de mises & jour des matrices peuvent se mettre sous
forme d’automate, comme le montre la figure (3.3).

Initialisation | Itérations

Global
(Articulation)

Inltlallsatlons
oo\ _locales [ _____ _____ R A changement  /° .

Tnitialisation locaux
globale

Local
(objets)

S S

F1G. 3.3 — Automate des mises & jour de matrices

Il est & noter que l'utilisation, dans une méme articulation, d’objets dynamiques et statiques (au sens
mobiles avec une résolution mécanique par recherche d’états d’équilibres) apporte un certain décalage.

Pour 'objet statique, la contrainte sera forcément réalisée puisque son équation est directement uti-
lisée dans le systéme mécanique. Les multiplicateurs de Lagrange assureront alors son intégrité.
Ainsi, la contrainte est réalisée de maniére quasi-statique par une succession d’états d’équilibres
(un état d’équilibre par itération mécanique pour &tre plus précis).

Pour 'objet dynamique, I’équation de contrainte insérée dans le systéme mécanique est celle donnée
par le schéma de Baumgarte, ce qui introduit potentiellement une violation de la contrainte. Ceci
n’est pas du a l'utilisation d’objets statiques, mais uniquement & 1’équation de Baumgarte. Par
contre, le fait que 'objet statique ne posséde aucune dynamique impose & 'objet dynamique de
considérer a chaque itération qu’il est contraint avec un objet immobile. Or, ceci peut perturber la
dynamique de I'objet si I'objet statique subit de grands déplacements.

Ce probléme est ici souligné mais n’a pas fait I’objet de recherches plus poussées puisque notre étude se
cantonne aux objets dynamiques.

Voyons maintenant plus en détails I'interface proposée pour les objets articulés.
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3.2.3 Interface commune des objets et exemples d’implantations

Etant donnée la généricité de 'algorithme, une interface commune (cf. figure (3.2)) nommeée Obje-
tArticulable permet d’établir un dialogue entre 'articulation et les différents objets articulés.

Cette interface permet notamment de renseigner et de mettre & jour les structures de donnée de
Iarticulation comme nous 'avons vu dans la section précédente. Cependant, ces mises & jour sont diffé-
rentes selon le type de contrainte, ces méthodes se déclinent donc en plusieurs exemplaires relatifs aux
contraintes.

Voici une partie de U'interface ObjetArticulable en C' + + :

class ObjetArticulable {

virtual void setContraintePointFixeL(L,...,iemecontrainte,indiceDebutCorps,...)

{3}

virtual void setContraintePointFixeE(E,...,iemecontrainte,...)

{};

virtual bool miseAJourContraintePointFixeL (L,...,iemecontrainte,indiceDebutCorps,...)
{return false;};

virtual void setContrainteTangenteFixeL(L,...,iemecontrainte,indiceDebutCorps,...)

{};

virtual void setContrainteTangenteFixeE(E,...,iemecontrainte,...)

{};

virtual bool miseAJourContrainteTangenteFixeL (L,...,iemecontrainte, indiceDebutCorps,...)

{return false;};

}

Un objet articulable utilise les paramétres (iemecontrainte et indiceDebutCorps) de la méthode d’ap-
pel pour déterminer I’emplacement qui lui est réservé dans la structure : La variable iemecontrainte
détermine la ligne dans la matrice L et I'indice dans le vecteur E alors que indiceDebutCorps indique
la premiére colonne de la matrice L relative a ’objet.

L’ articulation, ne sachant pas quelle méthode appeler sur I’objet, demande simplement a la contrainte
de se résoudre en lui donnant 'information des deux objets contraints. C’est donc la contrainte qui ap-
pelle la méthode adéquate sur les deux objets, comme indiqué sur le schéma (3.4). Ce schéma présente le
déroulement d’un appel de méthode de la classe articulation lors de ’exécution. Les cadres sur le schéma
représentent donc des instances de classe.

: : Demande d’initialisation ou de
Articulation mise & jour d’une donnée:

<Objet,Objet2,Contrainte> <Objet, Objet2>

Contrainte

Appel de la méthode
relative a la gontrainte

A 4

ObjetArticulable,

A 4

——» Appel d'une méthode ) )
— e Retour d’'une méthode ObjetArticulable,

Fi1G. 3.4 — Schéma d’exécution d’un appel de méthode dans I'architecture

L’interface Contrainte sert donc d’intermédiaire entre ’articulation et les ObjetArticulable. Elle est
donc composée de quelques méthodes permettant la généricité du coté de 1’articulation et la spécificité
du coté des ObjetArticulable. Voici les trois méthodes principales de l'interface :
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class Contrainte {

virtual void setContraintel (L,iemeContrainte,...)

{};

virtual void setContrainteE (E,iemeContrainte,...)

{};

virtual void miseAJourContraintel. (L,iemeContrainte,...,

xindiceDebutCorpsl,*indiceDebutCorps2)

{3

Nous allons maintenant détailler 'exemple d’une contrainte de point fixe sur trois objets simulés
(spline dynamique, objet rigide et maillage masses-ressorts) a ’aide de formalismes physiques différents :
Spline dynamique (formalisme de Lagrange) :

Les équations dynamiques d’une spline sont données par (2.18) et la contrainte de point fixe pour

une spline dynamique a été détaillée dans la section (3.1.2.1). Nous ne nous étendons donc pas sur

cet exemple.

On remarque que les coefficients intervenant dans la matrice L sont des évaluations des fonctions

de base des splines : b;(s). Ainsi, comme le point fixe est défini par une abscisse paramétrique

constante, b;(s) est constant également et donc la matrice L n’a pas besoin de mises a jour.

Les méthodes setContraintePointFixeL et setContraintePointFixeE remplissent leurs parties

des structures de donnée a ’aide des informations ci-dessus.

Tandis que la méthode miseAJourContraintePointFixeL se contente de retourner fouzr. Comme

c’est le comportement par défaut de la méthode, 'objet n’a pas besoin de redéfinir cette méthode.
Objet rigide dynamique (formalisme de Newton-Euler) :

La dynamique du corps rigide a été détaillée en section (1.1.1) (on reprend donc les méme notations)

ainsi, on peut affirmer qu’un objet rigide est simulé dynamiquement a l’aide des équations (1.1) qui

peuvent se mettre sous la forme :

(0 1)(F)-(7) a1

m 0 0
M = 0 m O
0 0 m

avec

p = ZFi
i=0

T :ZGPi/\Fi+(Iw)/\w
=0
I la matrice d’inertie (cf. section (1.1.1))

Ainsi, un objet rigide posséde bien les équations nécessaires pour étre articulable (cf. équation
(3.10)).

Soit P un point lié a 'objet rigide, on souhaite que P soit fixe (par rapport & un point de I’espace
ou d’un autre objet). L’équation de contrainte pour fixer le point P & un point A de I’espace est :

C=P-A

Putilisation du schéma de Baumgarte (3.2) permet d’aboutir a 1’équation :

. 2 . 1
Erler Lo
T HCt =0
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or, C = OP = 0G + GP = OG + w A GP
et, C=0G+wAGP+wAGP =0G+wAGP+wA (wAGP)
donc :

. 2 .
OG+d)/\GP:—w/\(w/\GP)—§(OG+wAGP>— P—A) (3.14)

1
522 |
L’équation de contrainte (3.14) permet d’obtenir les coefficients de la matrice L et du vecteur E.
On remarque que les coefficients de L sont des 1 pour 'accélération du centre de masse (OP) et une
combinaison linéaire des coordonnées du vecteur GP pour I’accélération angulaire (w). Or, le vec-
teur GP est potentiellement en mouvement, donc la partie de L relative a I’objet rigide est variable.

La méthode setContraintePointFizeE remplit les trois coefficients du vecteur E qui lui sont ré-
servés avec la partie droite de ’équation (3.14).

De méme, la méthode setContrainte PointFixel remplit les coefficients de la matrice L qui lui
sont réservés. Voici la structure de la matrice L avec une contrainte de point fixe pour un objet
rigide défini par 1’équation (3.13) :

indiceDebutCorps
L= ... 7 1 0 O 0 GP, -GP, 7 .. — iemeContrainte
?7 0 1 0 -—-GP, 0 GP,

~
o

o 1 Gp, -GP, 0 ?

Au passage, la contrainte de point fixe s’écrit sous forme d’une équation vectorielle qui se décompose
en trois équations atomiques. D’oil la présence de trois lignes caractéristiques dans la structure de
L. Les points d’interrogation montrent simplement que cette partie de la matrice n’est pas connue
de l'objet rigide. Ce sont des zones réservées pour d’autres objets de ’articulation.

Le remplissage et la mise & jour des matrices et vecteurs sont effectués par chaque corps. Ainsi,
chacun d’eux peut choisir 'organisation des données dans la structure. Par exemple, les splines
séparent les données relatives a chaque axe (cela permet d’accélérer la résolution du systéme sans
contrainte). Si 'on désire faire de méme pour les corps rigides, la matrice des masses s’organise
ainsi :

m 0 0 0 0 0 0G, D
0 111 0 112 0 [13 ww Tx
00 m 0 0 0 oG, | | »y
0 I21 0 I22 0 .[23 ' djy o Ty
0 0 0 0 m O 0OG, Dz
0 Isy 0 I3p 0 33 W, Ty

et la matrice des contraintes est alors renseignée pour une contrainte de point fixe avec le schéma
suivant :

indiceDebutCorps
!
L= .. 71 0 0 GpP, 0 -GP, 7 .. — jemeContrainte
70 —-GP, 1 0 0 GP,
7 0 GPF 0 —-GP, 1 0 ?

La méthode miseAJourContraintePoint FizeL modifie simplement les 6 coefficients de la matrice
L relatifs aux coordonnées du vecteur GP (2 coefficients par contrainte atomique) et retourne vrai.
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Maillage masses-ressorts (formalisme de Newton) :

Les modeéles masses-ressorts ont été développés en section (1.1.2). Ainsi, la simulation dynamique
de n particules q; de masse m,; passe par la résolution du systéme d’équations :

MA =F

ot M est la matrice des masses, A le vecteur des accélérations et F le vecteur des forces internes
et externes. En choisissant une organisation des données par axe, le vecteur A s’écrit comme :

Ax
A=| A,
A,

et la matrice M posséde la structure diagonale suivante :

mi

My, 0

mn

My,
La contrainte qui fixe un point q; du maillage en un point A de ’espace s’écrit :

C=q;— A
donc, le schéma de Baumgarte (3.2) permet d’introduire ’équation suivante dans le systéme :

i =2y — — (3.15)
ql_ 5tq1 5t2ql .

On remarque que les coefficients des accélérations ¢; sont constants égaux & 1. Ainsi, la matrice L
est constante.

La méthode setContraintePointFixeE remplit les trois coefficients du vecteur E qui lui sont ré-
servés avec la partie droite de ’équation (3.15).

De méme, la méthode setContraintePointFixzeL remplit les coefficients de la matrice L qui lui
sont réservés. Voici la structure de la matrice L avec une contrainte de point fixe pour un maillage
masses-ressorts :

indiceDebutCorps
Iz Iy Loz
L= .. 0 1 0 .. ... 0 0 0 .. ... 0 0 0 .. — iemeContrainte
0 0 O 0 1 0 0 0 O
0 0 O 0 0 O 0 1 0

I'indiceDebutCorps indique que le point contraint est le second point du modéle masses-ressorts.
Comme les coefficients de L sont constants, la méthode mise AJourContraintePoint Fizel se
contente de retourner fauz. Comme c’est le comportement par défaut de la méthode, I’objet n’a pas
besoin de redéfinir cette méthode.
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Les matrices sont constantes pour les splines dynamiques et les maillages masses-ressorts. Pour les
objets rigides, la mise a jour de M LT geffectue avec une complexité temporelle linéaire par rapport
a la dimension de la matrice My (O(n) avec n = dim(M,)). Il s’en suit la mise & jour de la matrice R
au niveau de Uarticulation, celle ci s’effectue avec une complexité en O(c?n) oit ¢ est le nombre total de
contraintes.

Certains modeéles peuvent définir des contraintes qui leur sont particuliéres. C’est le cas par exemple
des splines qui peuvent étre contraintes au niveau des tangentes ou courbures (cf. section (3.1)). Mais
aussi des objets rigides qui peuvent subir une contrainte de glissiére ou de rotation (cf. annexe (G)).
Ainsi, plusieurs objets peuvent cohabiter dans le méme systéme, se contraindre les uns les autres sans
pour autant avoir des interfaces de contraintes équivalentes.

Les collisions d’une articulation avec les objets extérieurs sont détectées par la plate-forme de si-
mulation. On peut également utiliser la plate-forme pour détecter les auto-collisions. Cependant, dans
le cas d’une articulation, certaines liaisons peuvent imputer des auto-collisions naturelles, intrinséques a
la configuration articulée. Ces auto-collisions doivent donc étre ignorées pour assurer le maintien et la
stabilité de la liaison. Il incombe donc & I'articulation de décider pour chaque auto-collision détectée par
la plate-forme si celle-ci doit étre prise en compte ou non. Dans notre logiciel de test, basé sur notre
plate-forme de simulation SPORE, les collisions sont soumises a une discrétisation en sphére des objets.
Les auto-collisions peuvent étre détectées si I’articulation le demande. La détection se fait alors a 'aide
de la méme discrétisation en sphéres que les collisions. Ainsi, une auto-collision met en jeu un couple de
sphéres de 'articulation en inter-pénétration. Pour chaque couple de sphéres, ’articulation doit décider si
la force générée est prise en compte ou non. Pour ce faire, plusieurs choix s’offrent & nous : on peut consi-
dérer que la configuration au départ nous indique les couples de sphéres naturellement en auto-collision,
ou encore, attendre le premier état d’équilibre du systéme articulé pour déterminer les couples de sphéres
naturellement en auto-collision. Ensuite, il suffit d’utiliser cette table de correspondance pour déterminer
si un couple de sphéres est naturellement en auto-collision ou si celle-ci doit générer une force.

Toutes les contraintes vues jusqu’a présent concernent des points bien référencés d’un objet. Ce-
pendant certaines contraintes peuvent vouloir étre relatives & des points variables d’un objet. Pour ce
type de contrainte, les formulations vues au dessus sont insuffisantes. Donc, nous proposons a présent une
nouvelle classe de contraintes applicable a tout objet paramétrique continu. Cette classe porte le nom de
contraintes glissantes et permet de définir une contrainte mobile sur un modéle continu possédant une
paramétrisation.

3.3 Contraintes glissantes (Smooth Constraints)

Nous proposons maintenant une nouvelle classe de contraintes appelées contraintes glissantes. On
appelle contrainte glissante toute contrainte relative & un point mobile (selon la dynamique du modéle)
d’un objet. Autrement dit, la contrainte posséde un mouvement libre et non imposé. En effet, pour ef-
fectuer une contrainte capable de se déplacer suivant un mouvement imposé, il est possible d’utiliser une
contrainte de type point fize en déplacement simplement le point fixe aux endroits souhaités. Ici, il s’agit
de laisser libre le mouvement de la contrainte.

Ce type de contrainte peut s’avérer trés utile dans beaucoup de domaines liés & la simulation.

Par exemple, on peut utiliser cette classe de contraintes pour simuler la suture d’un organe avec
un fil chirurgical, le fil est contraint de passer de part et d’autre de la surface de 'organe & un endroit
précis, mais il doit pourvoir glisser sur ce point d’insertion. De plus, une proposition d’extension de la
contrainte est proposée pour introduire un phénoméne de friction locale au point contraint de la spline,
simulant ainsi le frottement sec induit par I'interaction des deux modeles]LMGCO04].

De méme, on peut utiliser cette classe de contraintes glissantes pour simuler un lacet qui glisse dans
les trous d’une chaussure. De maniére générale, cela permet de simuler un fil contraint de passer & un
endroit précis de 'espace (ou en un point d’un autre objet, en utilisant une articulation vue dans la
section précédente sur les contraintes externes (cf. section (3.2))).
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Il est a noter que ce type d’interactions est en pratique géré par les contacts, les collisions, les frot-
tements... Malheureusement, il n’est pas possible de simuler en temps réel ’ensemble de ces interactions
avec la précision nécessaire pour obtenir le résultat souhaité. C’est pourquoi nous proposons une solution
au travers d’une classe de contraintes spécifique & ce type d’interactions.

Nous proposons|LMGC04, LGM™04] une méthode pour gérer des contraintes glissantes sur des
modéles continus paramétriques quelconques. On suppose donc que 'objet est capable de fournir une
équation paramétrique définissant continuement ses points (on suppose également que l'objet est au
moins de continuité C?). Cette classe générique de contraintes est détaillée dans une premiére section
et modifiée pour accélérer les temps de calculs. Dans une seconde section, nous étudions ’application
de cette classe de contraintes au cas de la spline dynamique. Enfin, nous proposons dans une troisiéme
section une approche pour introduire de la friction locale dans le modéle spline au niveau d’une contrainte
de type point glissant. En effet, une telle contrainte s’emploie lorsqu’un modéle coulisse sur un objet ou
un point d’insertion. Autrement dit, I’emploi de cette contrainte nécessite de tenir compte de I'interaction
du modéle avec ’autre objet en contact. Il est donc naturel de proposer un modéle capable d’intégrer des
frottements modélisant ce contact.

3.3.1 Contrainte glissante paramétrique : cadre général

Cette section introduit de maniére générale les équations liées aux contraintes glissantes. Pour cela,
elle n’est pas particuliérement attachée au modéle de spline dynamique étudié précédemment. Le couplage
de cette classe de contraintes avec le modéle de spline dynamique est étudié dans la section suivante (3.3.2).

Dans cette section, on considére un systéme matériel défini a ’aide de n degrés de liberté ¢;, com-
posé d’objets paramétriques de dimensions quelconques. Le systéme peut éventuellement intégrer des
contraintes (au nombre de ¢) a 1’aide de la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Un tel systéme ma-
tériel posséde un espace des paramétres de dimension n (défini par les degrés de liberté) et sa dynamique
est donnée par le systéme d’équations :

(% 5)(5)=(5)

Le but est alors d’ajouter au systéme matériel d équations atomiques de contraintes (toute équation
vectorielle se décompose en équations atomiques) liées a des points qui se meuvent le long de, sur ou dans
lobjet (suivant la dimension).

Le fait que les contraintes soient liées a des points mobiles d’un modéle paramétrique suppose
simplement qu’elles sont définies pour des abscisses paramétriques s; variables (on regroupe I'ensemble
de ces [ abscisses paramétriques dans un vecteur s). Et comme les déplacements des contraintes sont
relatifs a la dynamique du modéle, on définit simplement les abscisses paramétriques comme des variables
dynamiques :

s(t)

Ainsi, les variables s deviennent des paramétres du systéme matériel avec leur propre dynamique :

(s(t),5(t),8(¢))

Comme ces parameétres ne sont ni des degrés de liberté, ni des multiplicateurs de Lagrange, ils portent le
nom de variables libres[Rém03| et étendent I’espace des parameétres du systéme matériel de la dimension
n & la dimension n + [.

La dynamique des variables libres est régie par les d équations de contraintes glissantes. La forme
générale des équations de contraintes glissantes (bilatérales et holonomes ou cinématiques) est I’équation
vectorielle :

g(a(®),a(t),s(t),8(t), t) = Oa) (3.16)

on remarque qu’une contrainte glissante peut dépendre de plusieurs variables libres ou méme de leur
vitesse.
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On fait le choix de la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour ajouter ces contraintes dans
le systéme matériel. Pour ne pas confondre les équations de contraintes glissantes des autres équations
de contraintes, on distingue les multiplicateurs de Lagrange A des contraintes glissantes des autres A.
Ainsi, le systéme matériel est complété en :

M 0 LT T A B
X1 X2 X3 X4 S _| Xz
L 0 0 0 -A E
xs xe 0 0 —Ag Xs

ot les x; sont des données que nous allons déterminer dans la suite.

L’intégration des équations (3.16) dans le systéme d’équations dynamiques s’établit, pour chaque
contrainte atomique, comme suit :
Contrainte holonome :

Dans le cas d’'une contrainte de type holonome, I’équation se réécrit :

g(a(t),s(t),t) =0

et on choisit la méthode de Baumgarte pour déterminer la dynamique de la contrainte. On propose
donc d’utiliser le schéma de Baumgarte (cf. équation (3.2)) pour définir I’équation & ajouter au
systéme matériel. Ce schéma fait intervenir une combinaison linéaire des termes g, g et § :

dalt) s = alt):-54a(0),5(0.0) + (0.5 (o). 5(0).0
et
a0 50,0 = 052,500 + 805 @050+

alt)- 4 (F(as(0.1)) + 800 (P (ate)s(01.0))

7]
dong, le facteur des accélérations des degrés de liberté (ys) est a—g et le facteur des accélérations
q

des variables libres (xg) est 99

Os
dg

.. . 0
En formant I’équation de Baumgarte et en isolant les deux termes q.a— et s.a—g d’un coté de
q S

Péquation, lautre coté de I’équation forme le terme (xg). Donc,

xs = a4 (Faa.s0.0) 505 (Fa.s0.0)
- % (C'l(t).gi(Q(t),s(t),t) +é(t).az(q(t),s(t)’t)>

Contrainte cinématique :
Dans le cas d’une contrainte cinématique, ’équation de contrainte prend la forme :

ge(a(t), a(t),s(t),s(t),t) =0

et son intégration dans le systéme s’effectue par Papplication du schéma décrit dans I’équation (3.4).
Ce schéma fait intervenir une combinaison linéaire des termes g. et g. or :

G000 8(0.0) = (0 22 a(0) 40) 500 80006 + (0. 2 (a0), (0, 5(0).8(0).1)
80 22 q(e), ), (), 8(0), 1) +8(0)- 2 (), 4(0) (1), (1), )
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7)
donc, le facteur des accélérations des degrés de liberté (xs5) est % et le facteur des accélérations
q

0
des variables libres (xg) est ag_c.
S
o . . 09c .09 o,
En formant ’équation de Baumgarte et en isolant les deux termes q. 9% et §. BE d’un coté de
q S

l’équation, lautre coté de I’équation forme le terme (xg). Donc,

Xs = 002 alt). 400 5(0)8(0).6) (0. S (al0). ale). s(0). 5(0).0)
)

—  kge(a(t), a(t),s(t),5(t), 1)

Ainsi, le systéme étendu aux d contraintes glissantes se compléte en :

M o0 LT LT A B
X1 X2 X3 X4 § _ | Xz
L 0 0 0 -2 E
Ly, Lgs 0 0 —Ag Eg

ol les matrices Ly et Ly, ainsi que le vecteur Eg sont déterminés par la méthode adéquate définie
ci-dessus.

Il reste & déterminer les équations qui complétent le systéme mécanique. Cette détermination est
différente suivant les considérations faites sur la contrainte. Nous supposons dans un premier temps que la
contrainte est parfaite, sans aucune perte d’énergie. Puis nous proposons une modification des équations
pour accélérer la résolution du systéme d’équations.

3.3.1.1 Contraintes glissantes parfaites

Pour déterminer I’ensemble des équations supplémentaires a ajouter, on considére
les variations virtuelles compatibles avec les contraintes (supposées holonomes dans

cette démonstration) ( § 8 )T, qui sont définies par|[Rém03]| :

Jg Og ~0
(5 %) (3)-

Ce vecteur ( q § )T représente les variations possibles, dans ’espace des para-
meétres, qui n’entrainent pas de violation de la contrainte. Autrement dit, ce vecteur
balaie I’ensemble des déplacements virtuels permettant de conserver la réalisation
de la contrainte.

On se place maintenant dans le cas d’une contrainte parfaite (sans frottement) dans
I’espace des paramétres. Si on considére une variation virtuelle des paramétres, com-
patible avec la contrainte, et comme la liaison est non dissipative, la contrainte ne
produit aucun effort de maintien. Donc, si 'on nomme ), les composantes géné-
ralisées des efforts de maintien de cette contrainte g, on a la relation (principe des
liaisons non dissipatives)[RémO03] :

Q§.<g):

ot 'on peut décomposer la matrice QgT en :

Q =(Qs, Q)

w O
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On obtient donc deux familles ( ( g—ﬁ % ) et ( g; ZS ) ) de n+1 vecteurs

définissant le méme espace vectoriel orthogonal a celui des variations compatibles. Si
I'on suppose que les variables libres sont indépendantes alors la famille g—f est libre.
Elle devient donc une base de cet espace othogonal. Il existe donc d scalaires (les
multiplicateurs de Lagrange (notés sous forme vectorielle Ag) relatifs & la contrainte

vectorielle g) liant ces deux familles génératrices :
Jg Og
T T
=Xl = =
@ & ( oq Os >
ou, en décomposant :
ogT ogT
ng = 6Tl .Ag et Qgs = % .Ag

Or, la contrainte est considérée comme parfaite, donc dans le cas de seule variation
des variables libres, on déduit la relation :

ogT

— Ag=0 3.17

as g ( )

L’équation (3.17) compléte le systéme d’équations dynamiques. Ainsi, ce systéme complet prend la forme :
M 0 LT L; A B
0 0 0 L 8 0
gs =

L 0 0 0 “A E (3.18)
Ly Lgs 0 0 —Ag Eg

avec, pour rappel, les dimensions suivantes :

M(nxn) L(cxn) Lg(dxn) Lgf(dxl)
Am):Bm) A Ee) Aga)Ege)  8p

Afin de résoudre efficacement ce systéme d’équations, Rémion[Rém03] propose une technique de résolution
particuliére basée sur une décomposition des accélérations en trois composantes :

A=A+ A+ Ay

ou Ay correspond a l'accélération de tendance (i.e. 'accélération du systéme sans contraintes), A, est
I'accélération de correction relative aux contraintes non glissantes et Acg est 'accélération de correction
due aux contraintes glissantes.

L’algorithme proposé s’appuie sur neuf étapes de calcul demandant chacune des opérations lourdes
sur des systémes matriciels. Dans la suite, nous proposons de modifier le systéme (3.18) pour accélérer
sa résolution.

3.3.1.2 Cas particulier des contraintes qui travaillent

Si 'on considére que la contrainte n’est pas parfaite, un terme supplémentaire apparait dans I’équa-
tion, soit pour renforcer la contrainte soit pour lutter contre elle. Ce terme supplémentaire est schématisé
sur la figure (3.5) et peut étre considéré comme une force de pénalité.

Dans le cas de contraintes parfaites, les forces dues aux contraintes sont orthogonales aux tangentes
locales respectives des contraintes (ce qui procure un travail physique nul). Si on considére que ce n’est
plus le cas, alors les forces travaillent au sens physique du terme. Sur une itération, elles produisent donc
des énergies (positives ou négatives) influencant la dynamique des variables libres.

Ainsi, on propose de modifier les équations de contraintes parfaites (3.17) en liant les travaux des
contraintes aux accélérations des variables libres :

e§— 2 Ag= (3.19)



3.3. Contraintes glissantes (Smooth Constraints) 123

Force assurant la Force assurant la
contrainte g contrainte g

F1a. 3.5 — Contrainte glissante

avec € la matrice qui fait la jonction entre le travail fourni par chaque contrainte aux accélérations
des variables libres. Autrement dit, chaque ligne de cette matrice renseigne sur les dépendances d’une
contrainte glissante vis-a-vis de I’ensemble des variables libres.

Si par exemple, chaque contrainte glissante atomique est dépendante d’une seule variable libre et
que réciproquement chaque variable libre est liée & une contrainte, on obtient alors une matrice diagonale
(ot Pon remarque aisément la relation "une contrainte «— une variable libre") :

€1 0 0
€9 0
€ =
0o o0 -0
0 0 €]

Chaque élément diagonal est un scalaire constant positif ou négatif permettant de lier le travail de la
force, due & une contrainte, & l'accélération de la variable libre liée & cette contrainte.

Par exemple, si les coefficients de la matrice sont positifs, un travail positif de la force induit une
décélération de la variable libre. On obtient donc une résistance sur la contrainte. On peut également
choisir des coefficients négatifs, dans ce cas, tout mouvement de la contrainte produisant un travail positif
induira une accélération de la variable libre, appuyant le déplacement de la contrainte.

Le terme € introduit des forces liées aux accélérations dans le systéme dynamique, ce sont donc
des forces d’inerties. Ainsi, le terme € peut étre qualifié de terme inertiel. Autrement dit, le fait que les
contraintes glissantes soient freinées ou accélérées est dii & une masse plutét qu’a un frottement.

L’introduction de cette nouvelle équation (3.19) dans le systéme matériel permet d’aboutir a :

M 0o LT L; A B
0 ¢ 0 L g 0
gS =
L 0 0 0 -2 E (320)
Ly Lgs 0 0 —Ag Eq

Par le biais de cette matrice ¢, il est possible d’appuyer ou de contrer une contrainte(en choisissant
€ positif ou négatif, cela induit une accélération ou une décélération des variables libres). De plus, la
relation (3.19) donne une relation directe entre 'accélération des variables libres et les multiplicateurs de
Lagrange des contraintes glissantes. Ceci permet de simplifier la résolution du systéme.

Reésolution :
Afin de faciliter la compréhension de la résolution nous ne distinguons plus les contraintes glissantes

des autres contraintes. On considére donc un systéme matériel a n degrés de liberté, [ variables libres
et ¢ 4+ d contraintes (d contraintes glissantes et ¢ contraintes non glissantes). Le systéme d’équations
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dynamiques résultant prend donc la forme :

M o LT A B
0 € LST S = 0
L L, 0 - E

donc, la partie de la matrice L correspondant aux contraintes non glissantes est nulle.
On procéde en décomposant accélération A en deux composantes (cf. équation (3.5)) : Ay et Ae.
Ainsi, les équations & résoudre sont :

A = A¢+A. A = A¢+A.
M.A; = B Ay = M 'B
M.A, = LT\ = A = M 'LTX
€8 = LT\ 8 = e LIT X
LAt+A)+ L8 = E LA;+L,8 = E-—LA;
A = A¢+A. (1)
A = M 'B (2)
A, = M7LLTX (3) (3.21)
8 = L ITX (4)
(LMY LT+ L,e ' LT). X = E-LAy (5)

Si les contraintes sont indépendantes vis-a-vis des variables libres, la matrice € est non singuliére, on peut
donc calculer son inverse.
De cette maniére, le systéme d’équations est résolu en quatre étapes.
1 ) Résoudre I'équation (2).
2 ) Résoudre I’équation (5).
3 ) Calculer les accélérations de corrections (3).
4 ) Calculer les accélérations des variables libres (4).
Enfin, il suffit de reconstruire ’accélération totale en sommant les deux composantes A¢ et Ac.
Il peut étre relevé que I'utilisation d’une contrainte glissante produisant un travail induit une inertie

au niveau de la contrainte. Cette inertie étant mal controlé, cette technique est utilisée en pratique avec
un coefficient € faible pour éviter que l'inertie soit trop importante, ce qui pourrait étre génant.

3.3.2 Contraintes glissantes dans le modéle spline dynamique

L’intégration de la classe des contraintes glissantes dans le modéle spline permet d’étendre le systéme
d’équations (3.3) en celui décrit a ’équation (3.20) :

M 0 LT Lg A B
0 € 0 L 5 0
gs =
L 0 0 0 “A E (3.22)
L, Ly 0 0 A E,

La classe des contraintes glissantes se décline, sur le modéle de spline dynamique, en plusieurs
contraintes types comme la contrainte de point glissant, de tangente glissante ou de courbure glissante.
Mais on trouve également des contraintes de type direction de tangente glissante. D’une maniére

générale, on introduit également la notion de contrainte glissante double applicable a la plupart des
contraintes citées auparavant.



3.3. Contraintes glissantes (Smooth Constraints) 125

3.3.2.1 Contrainte de point glissant

Une contrainte de point glissant désigne simplement une contrainte de point fixe (cf. section (3.1.2.1))
ou l'abscisse paramétrique du point considéré devient dynamique. Ainsi, cela revient & fixer la position
d’un point de la spline dans l’espace (un point immobile A), sachant que ce point n’est pas le méme a
chaque itération. Autrement dit, cette contrainte impose & la spline de passer par un point de ’espace,
peu importe le point de la spline présent & cet endroit. Une telle contrainte dépend donc d’une seule
variable libre et prend la forme :

P(s(t),t) = A

On remarque qu’elle ne dépend que des positions des points de controle et des valeurs des variables libres,
ainsi la contrainte est de type holonome.

Si l'on définit I'indice k, de la variable libre utilisée (s(t)), dans le vecteur s des variables libres du
systéme matériel, I’équation de contrainte g résultante est :

g(q(t),s(t),t) = P(sk(t),t) — A = O

L’équation de contrainte étant de type holonome, le schéma de Baumgarte (3.2) permet d’obtenir
I’équation dynamique de la contrainte qui est insérée dans le systéme en calculant

gald).st.0) = Pl =5 (qu ) S 690 (51(1)) + ()b (51 ()50

i=1 (3.23)

ga(t),s(t),t) = Z (6 (£)bi (s (1)) + 28 (£)0; (51, (1))8 (8) + @ (4)0] (s (2)) 51 (1) + @i (£)0 (s (1)) 85 ()]

i=1

Ainsi, ’équation vectorielle de contrainte & ajouter au systéme d’équations est :

Z () + @i ()i (s (1))$k ()] = (24 (£)b5 (51 (1) (1) + @i (D (s (t)) sk ()]

- % Qb(sx(0) + @B (s O)su]  (3.24)
- & (qut)bi(sk(t))A)

Donc, les trois lignes de la matrice L, se remplissent a 'aide des coefficients b;(sk(t)) et les trois
lignes de la matrice Lys se remplissent avec les termes q;(t)b;(sk(t)). Les trois entrées du vecteur E,
récupérent I’ensemble des termes de la partie droite de 'équation (3.24).

On remarque que les matrices L, et Lys sont variables au cours du temps et doivent donc étre
recalculées & chaque itération.

3.3.2.2 Contrainte de tangente glissante

Pour certaines applications, il peut étre utile de pouvoir contraindre un point mobile de la spline
a avoir une tangente fixe Tg. Cette contrainte est relative & une seule variable libre s;(¢) (indicée par k
dans le vecteur s des variables libres) et prend la forme vectorielle :

(a(t), (1), 1) = Tlss(1), 1) ~ To = 2 (sx(1),1) — To = O

L’équation de contrainte étant également de type holonome, le schéma de Baumgarte (3.2) permet
d’obtenir I’équation dynamique de la contrainte qui est insérée dans le systéme en calculant :

gla(t),st),t) = T(si(t) = (Z qi (10 (s (t ) = Z[fli(t)bé(Sk(t)) + i ()67 (sk(1)) 5k ()]
Z [ ()i (s (1)) + 243 (4)b (s (£)) 51 (1) + e (£)b (51 (1)1 (1) + i (4)D (sk(£)) 55 (1)]

i=1

0]
—
Q
—~
o~
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n
—~
~
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I

(3.25)
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Ainsi, I’équation vectorielle de contrainte & ajouter au systéme d’équations est :
[G: ()b (s (£)) + @a(Ob] (s ()] = =D [26:(0)b] (s0(8)) s () + Q@ (D" (s (£))s()°]
= i=1

i=1

— 2 ST RO () + b (e (1) s (0] (3.26)

- & (Z ()b (s(0) - A)

Les trois lignes de la matrice L, se remplissent donc & l'aide des coefficients b} (sk(t)) et les trois
lignes de la matrice Ly, se remplissent avec les termes q,(t)b} (sk(t)). Les trois entrées du vecteur E,
récupérent I’ensemble des termes de la partie droite de I’équation (3.26).

On peut faire la méme remarque que pour la contrainte de point glissant sur le fait que les matrices
Ly et Lgs ne sont pas constantes. Cette contrainte demande donc de renseigner les matrices & chaque
itération.

3.3.2.3 Contrainte de direction de tangente glissante

La contrainte de tangente glissante impose a un point variable de la courbe de posséder un vecteur
tangent fixe. Cette contrainte peut s’avérer étre un peu trop forte et apporter trop d’énergie dans le
systéme. On propose pour cela une contrainte qui impose simplement la direction de la tangente. Ainsi,
la tangente du point garde un degré de liberté et peut donc plus facilement réaliser la contrainte qui lui
est demandée.

Ainsi, soit Ty un vecteur indiquant la direction souhaitée, u et v deux vecteurs unitaires orthogonaux
formant avec T une base orthonormée. Soit s la variable libre, du vecteur s, impliquée, la contrainte
s’écrit alors sous la forme de deux équations de contraintes atomiques orthogonales glissantes :

g1(a(t),s(t),t) = T(sk(t),t)u= %(sk(t),t).u =0
92(a(t),5(0).8) = Tlsp(t), 1) = (s (0), 01w = 0

Détaillons les calculs pour la premiére équation (sachant que le procédé s’applique également pour
la seconde équation). L’équation est de type holonome, on utilise donc le schéma de Baumgarte (3.2)
pour déterminer 1’équation & intégrer dans le systéme :

R B
& 2 [EOb(se®) + @bl (se@)se@®]-u = =3 [2di(Ob (sx(t)5k(t) + (" (s1()s ()] -u
- % Z [(h(t)bi(sk(t)) + qib;/(sk(t))s'k(t)] u

=1

B 5712 Z [ai(1)0] (s (t))] -u

La partie gauche de cette équation permet de renseigner les matrices Ly et Lgs alors que la partie
droite informe le vecteur .

Par exemple, la ligne de la Ly, est relative & 'ensemble des variables libres. Or, cette contrainte ne
dépend que d’une seule variable libre si. Donc, seul le coefficient de la ligne relatif a cette variable sy

n

est non nul, il vaut : Z qi(t)bY (sk(t)).u. Cest le produit scalaire entre le vecteur courbure de la spline
i=1

évalué en si(t) et le vecteur u.
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3.3.2.4 Contrainte de courbure glissante

De la méme maniére que pour la tangente glissante, on peut souhaiter avoir une contrainte glissante
sur la courbure d’une spline 1D. Cette contrainte est également relative & une seule variable libre s (1)
(indicé par k dans le vecteur s des variables libres) et prend la forme vectorielle :

d*P

g(q(t),s(t),t) = C(sg(t),t) — Co = FEl

(sg(t),t) — Co = 0(3)
oil Cg est le vecteur constant de courbure souhaitée.

Les calculs étant similaires & ceux rencontrés pour les contraintes de point glissant et de tangente
glissante, nous ne les détaillons pas.

Il est intéressant de voir que chacune de ces contraintes se base sur une donnée de référence constante
(un point pour une contrainte de point fixe, un vecteur pour une contrainte de tangente ou courbure...).
Ainsi, la contrainte souhaite simplement que la courbe approche cette valeur fixe. On peut imaginer
rendre dynamique cette donnée en la liant & un objet (la méme spline ou un autre objet).

3.3.2.5 Contrainte glissante liée

Une contrainte glissante liée est une contrainte glissante dont la donnée de référence est constante
relativement & un objet et non plus de fagon statique dans la scéne. Autrement dit, dans le cas d’une
contrainte de point glissant liée, on obtient I’équation suivante :

g(a(t),s(t),t) = P(sk(t),t) = Po(t) = O(z)

ot Pg(t) est un point de référence fixe par rapport & un objet mais mobile puisque cet objet peut
potentiellement se déplacer. Ainsi, I’équation de contrainte prend en considération la dynamique de ce
point de référence.

Ce point de référence peut étre lié & la méme spline dynamique que le point glissant. Dans ce cas,
la contrainte est entiérement gérée par la spline dynamique. L’équation de contrainte s’écrit alors :

g(q(t),s(t),t) = P(Sk(t>7t) - P(Sfiweﬂt) = 0(3)

oll Syize désigne l'abscisse du point de la spline par lequel le point glissant doit passer. Ce type de
contrainte permet par exemple de simuler un noeud de pendu.

On peut trés bien imaginer un objet de référence différent de la spline. Dans ce cas, le point glissant
serait contraint de passer par un point donné d’un autre objet. Dans cette hypothése, la contrainte lie
deux objets dynamiques différents. Ces deux objets doivent donc étre intégrés dans un méme systéme
matériel, une articulation (cf. section (3.2)). Ce type de contrainte peut étre pratique pour la simulation
de suture.

3.3.2.6 Contrainte glissante double

Une contrainte glissante double est une contrainte liant deux données glissantes. Par exemple, une
contrainte de point glissant lie un point glissant & un point fixe de l'espace, une contrainte de point
glissant double transforme le point fixe de ’espace en point glissant :

P(s31(t),t) = P(sga(t), t)

ol sy est la variable libre relative au premier point contraint et sio est la variable libre relative au second
point contraint.
Ainsi, on obtient une contrainte vectorielle qui dépend de deux variables libres différentes :

g(q(t)v S(t)>t) = P(skl(t)vt) - P(sk2(t)7t) = 0(3)

Le développement des équations est similaire au cas du point glissant, & ceci prés qu’il faut le faire pour
les deux variables. Ainsi, les trois lignes de contrainte dans les matrices L, et Ly possédent deux fois
plus de coefficients.
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Les deux points glissants peuvent étre relatifs a la méme spline, dans ce cas, la contrainte est
entiérement gérée par la spline. Une telle contrainte permet par exemple d’imposer le fait que deux
points dynamiques d’'une méme courbe soient confondus. Ceci permet donc de fermer la courbe & un
endroit et donc de créer une boucle. Cette contrainte peut donc étre trés utile dans certaines applications
comme la simulation de noeud pour la chirurgie.

On peut également imaginer une contrainte liant des données glissantes appartenant & deux splines
dynamiques différentes. Dans ce cas, les deux splines doivent étre simulées au sein d’une articulation pour
prendre correctement en compte la liaison.

Il est également possible d’utiliser cette technique de contrainte glissante double avec les contraintes
de tangente ou de courbure. Si, par exemple, on simule un point glissant double combiné avec une tangente
glissante double, on obtient la simulation d’une boucle possédant une certaine continuité a la jonction.

Les contraintes glissantes sont relatives a une donnée mobile sur une spline. Or la spline est définie sur
un intervalle paramétrique fermé, ce qui impose des conditions de validités sur les contraintes glissantes.

3.3.2.7 Condition de validité d’une contrainte glissante

Dans ’ensemble des contraintes présentées, il faut noter que les variables libres sont des abscisses
paramétriques, donc leur domaine de validité est borné par le type de spline. Si la valeur d’une variable
libre sort de ce domaine aprés une étape d’intégration numérique, soit on supprime la contrainte du
systéme et on considére qu’elle n’existe plus, soit on intégre une équation unilatérale avant I'intégration
numeérique pour s’assurer que la variable libre est bien dans le domaine de validité de la spline. Cependant,
cette contrainte s’écrit comme :

C(sk(t),t) = si(t) — bornelnf ou  C(sk(t),t) = sk(t) — borneSup

elle est donc de type holonome. Or, 'utilisation d’un schéma de Baumgarte n’assure pas la contrainte, il y
a donc un risque que la variable libre soit quand méme hors limite aprés la phase d’intégration numérique.
Il est préférable de gérer cette contrainte unilatérale avec une méthode plus robuste comme une méthode
projective. Donc, aprés 'intégration numérique, on vérifie I’équation de contrainte et, en cas de violation,
on projette la position et la vitesse de cette variable libre sur les bornes du domaine valide.

Dans notre implémentation, seule la premiére méthode a été validée. A savoir que si une contrainte
glissante sort du domaine de validité, elle est supprimée.

La classe des contraintes glissantes offre des possibilités supplémentaires intéressantes en simulation
notamment au travers des points glissants. Ce type de contraintes permet de simuler le coulissement d’une
corde ou d’un fil au travers d’un obstacle. En réalité, ce type de manipulation introduit des frottements
entre les deux objets en contact. Nous proposons donc d’introduire un frottement au niveau des points
glissants.

3.3.3 Introduction d’un frottement sur un point glissant

Il faut remarquer qu’une contrainte de point glissant controle la position d’un point de la spline. On
peut donc introduire un frottement local & cet endroit pour modéliser une éventuelle interaction avec un
autre objet. Pour cela, on peut employer la technique décrite en section (3.3.1.2) qui consiste a modifier
I’équation de glissement pour manipuler la dynamique des variables libres. Cependant, 'utilisation de
cette technique ne nous permet pas de maitriser le frottement induit et peut donc difficilement étre
validée par des comparaisons au réel. Pour cela, nous proposons une technique permettant d’intégrer
des frottements secs répondant & des équations plus physiques que celles employées dans la premiére
technique.

Nous proposons une technique basée sur les frottements de Coulomb (cf. annexe (I)). Avant de
commencer, on introduit quelques notations. On définit la tangente T & la spline au point glissant par

n

(s(8),1) = D> @i(t)b(s(t)

i=1

_dp

T(s(t).1) = -
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On définit le vecteur t en tant que le vecteur T normalisé. On introduit également la vitesse V du point
glissant :

_dP

V(s(t),t) = %(s(t), t) = Z Gi (8)bi(s(t)) + ai(t)b(s(t))s(t)

Ensuite, on détermine les composantes tangentielles et normales d’un vecteur x (quelconque) par les

relations :

(x.t)t

X — Xt

Xt

(3.27)

Xn

Comme Coulomb étudie le frottement en séparant le cas statique du cas dynamique, nous com-
mengons par déterminer le cas dans lequel se trouve le point glissant. Pour cela, il suffit de calculer la
composante tangentielle de la vitesse V¢ qui représente la vitesse de glissement. Si, pour un & petit, on
a:

Vi < ¢

la vitesse de glissement est alors considérée comme nulle. Le point glissant est donc dans le cas de
frottement statique. Sinon, le point glissant se déplace, il est donc dans le cas dynamique.

Frottement statique :

Dans le cas statique, il faut déterminer la force de réaction du plan pour pouvoir conclure. Afin
d’obtenir cette force, on considére le point glissant dans une configuration d’adhérence. Ainsi, il est
fixé a l'abscisse paramétrique de la spline et ne doit pas y bouger. On transforme donc la contrainte
de point glissant en une contrainte de point fixe, et on résoud le systéme d’équations dynamiques.
Les trois multiplicateurs de Lagrange A relatifs a la contrainte de point fixe nous fournissent la force
due a la contrainte (cf. annexe (H)).

Ensuite, il suffit de vérifier si le point glissant est en adhérence ou s’il entre en glissement. Pour
cela, on utilise la relation de Coulomb :

[Ae] < pts|Anl

Si la condition est vérifiée, alors la force est dans le cone d’adhérence. Donc, le point est considéré
comme fixe jusqu’a la prochaine étape.

Si la condition n’est pas vérifiée, la force de frottement n’est pas suffisante pour contenir le mou-
vement, le point contraint doit donc se déplacer. Pour cela, on transforme le point fixe en point
glissant, et on introduit la force de frottement pseudo-statique suivante dans le systéme :

Fy

Ff = _/JslAn| |Ft|

ou Fy est la composante tangentielle de ’ensemble des forces appliquées au point glissant.

Le fait de transformer le point fixe en point glissant fait apparaitre la dynamique de la variable
libre associée a cette contrainte glissante. La valeur de la variable libre est donnée par ’abscisse
paramétrique du point fixe et sa vitesse est considérée comme nulle puisque le point était adhérent
jusqu’a présent, donc immobile.

On résoud alors le systéme une seconde fois pour obtenir les nouvelles positions et vitesses du
systéme matériel et ainsi animer le point glissant.

Frottement dynamique :
Dans le cas d’un frottement dynamique, il suffit de considérer le point glissant avec une force de
frottement opposée a la vitesse de glissement. Sachant que la force, due a la contrainte de point
glissant, est donnée par les trois multiplicateurs de Lagrange relatifs a cette contrainte (cf. annexe
(H)), on a :

Vi

Fe = —q|An] A
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Il faut remarquer que si le systéme dynamique employé définit la contrainte de point glissant comme
une contrainte parfaite, alors la force due a la contrainte ne travaille pas. Elle ne produit donc aucune
composante tangentielle, ainsi A, = A. Si maintenant le systéme dynamique employé est le systéme
intégrant une équation de contrainte qui produit un travail (cf. section(3.3.1.2)), la force induite
par la contrainte n’est plus normale & la contrainte. Il faut donc calculer explicitement A, par une
projection comme cela est détaillé en début de section.

Dans le cas d’un frottement dynamique, il n’y a pas d’ambiguité sur la nature du point contraint,
il est considéré comme mobile (contrainte de point glissant). On introduit simplement la force de
frottement définie par Coulomb. Le cas dynamique disparait dés lors que la vitesse du point glissant
faiblit et passe en dessous du seuil £. Dans ce cas, I'algorithme le détecte en tout début de procédure
et oriente le point glissant sur un cas de frottement statique.

Dans cette proposition, liée au modéle de frottement de Coulomb, le point glissant posséde deux états :
glissant (contrainte de point glissant) ou adhérent (contrainte de point fixe). On met donc en place une
structure de donnée adéquate pour gérer un frottement en intégrant la possibilité de changer d’état en
cours de simulation (un simple booléen permet de connaitre I’état courant de la contrainte). L’information
relative & I'état du frottement est portée par la contrainte, ainsi il est possible de gérer plusieurs points
glissants avec frottement.

3.4 Tests et résultats

Nous présentons dans cette section les différents résultats et tests obtenus sur les simulations de
splines contraintes.

Nous établissons le plan de cette section en suivant le plan d’étude des contraintes, a savoir les
contraintes simples sur le modéle spline dynamique 1D puis, les contraintes externes prises en charge par
Parchitecture proposée a la section (3.2) et enfin les contraintes glissantes.

Les tests ont été effectués sur un Pentium IV 2.4GHz avec 512Mo de mémoire vive.

3.4.1 Contraintes simples

Cette sous-section discute des résultats obtenus sur des simulations incluant des contraintes de point
fixe, de point contraint sur un axe ou un plan. De plus, un dernier point est soulevé par la proposition
d’éditer directement les contraintes.

Visuellement, une contrainte de point fixe est modélisée par une sphére verte transparente, la
contrainte qui impose un point & étre sur un axe est tracée au niveau du point contraint par une portion
de I'axe en bleu transparent. La contrainte de point dans un plan est tracée au niveau du point contraint
par une portion du plan en rouge transparent.

Numériquement, les différentes simulations ont été réalisées a l'aide de la méthode d’intégration
numérique explicite Runge Kutta 4.

3.4.1.1 Contrainte de point fixe

Le premier test consiste & simuler une spline, de type B-spline uniforme cubique, définie a 'aide de
20 points de controéle, de masse 50 g, de coefficient d’amortissement 0.03, d’énergies de déformations en
élongation et flexion. Ces énergies sont discrétes, créées par des ressorts d’élongation de raideur 100 et
des ressorts de courbure de raideur 100 également. Sachant que la discrétisation, pour placer les ressorts,
est de 3 points intermédiaires par segment spline.

Le modéle sans contrainte est simulé avec un temps de calcul d’une itération mécanique de 0.81
ms. Le modéle avec une contrainte de point fixe, en fixant 'une des deux extrémités, se simule en 1.15
ms (état stable présenté sur le schéma (a) de la figure (3.6)). La méme simulation en fixant les deux
extrémités se simule en 1.55 ms (état stable présenté sur le schéma (b) de la figure (3.6)). Et en fixant
trois points du modéle, le temps de simulation d’une itération est de 2.01 ms.

Le second test permet de mettre en évidence la complexité quadratique de la résolution d’un systéme
de spline dynamique contraint. Afin de mieux appréhender la complexité de la résolution du systéme



3.4. Tests et résultats 131

(a) Une seule extrémité contrainte (b) Les deux extrémités contraintes

Fi1G. 3.6 — Contraintes de point fixe sur une spline 1D

en fonction du nombre de contraintes, nous présentons une étude menée sur le méme modeéle excepté
le nombre de points de contréle qui est de 50. La spline dynamique posséde donc 150 degrés de liberté.
L’étude porte sur les temps de calcul d’une itération de la simulation mécanique (pour calculer 'animation
pendant 1ms virtuelle) en fonction du nombre de contraintes atomiques (cf. définition en section(173))
présentes dans le systéme. Voici le tableau des mesures relevées lors des différentes simulations :

Nombre de points fixes | Nombre de contraintes atomiques | Temps de simulation (en ms)
pour 1ms virtuelle

0 0 1.75

1 3 3.73

2 6 5.74

3 9 7.88

4 12 10.21

5 15 12.81

6 18 15.43

8 24 21.38

10 30 28.07 (3.28)
12 36 35.62

14 42 43.73

20 60 73.09

25 75 104.86

30 90 142.91

35 105 187.23

40 120 239.43

45 135 301.05

50 150 385.94

En remarquant que la derniére ligne introduit 150 contraintes atomiques dans un systéme possédant 150
degrés de liberté. Cette derniére simulation est donc entiérement contrainte, la courbe est complétement
figée.

Le graphique correspondant au tableau est présenté sur la figure (3.7).

On retrouve bien une allure quadratique des temps de calcul en fonction du nombre de contraintes
atomiques comme cela a été démontré dans la section (3.1.1).

Voyons maintenant les résultats obtenus pour la contrainte qui oblige un point du modéle a étre sur

un axe.
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F1G. 3.7 — Temps de calcul en fonction du nombre (c) de contraintes

3.4.1.2 Contraindre un point sur un axe

Les deux tests proposés portent sur la méme spline dynamique & savoir, une B-spline uniforme
cubique de 20 points de controle, de masse 50 g et de coefficient d’amortissement 0.03. Les énergies de
déformation sont discrétes avec des ressorts d’élongation et de courbure de raideur 100. Sachant que la
discrétisation, pour placer les ressorts, est également de trois points intermédiaires par segment spline.

Pour bien comprendre la configuration des contraintes, nous détaillons également la position au
départ de la spline. Elle est rectiligne entre les points ( —0.35 0.08 0.0 ) et ( 0.15 0.08 0.0 )
Autrement dit, la spline mesure moins de 50 cm et elle est tendue sur 'axe des x (elle mesure moins de
50 cm puisque ce sont les coordonnées des points de controle extrémité. En réalité, la spline mesure au
départ 44.7 cm).

Le premier test consiste simplement a contraindre le point milieu de la spline & étre sur I’axe des
. Comme 'abscisse paramétrique d’une B-spline uniforme cubique de 20 points de contréle commence &
3 (cf. section (1.2.1.9)) et se termine!” & 20~. Donc I'abscisse paramétrique du point milieu est 11.5. Un
vecteur directeur de I'axe de contrainte est ( 1 0 0 ) et un point de cet axe est le point milieu de la
courbe au début de la simulation (ainsi, la contrainte est vérifiée dés le début).

Le temps de calcul d’une itération de la simulation est de 1.11 ms. L’état stable de la simulation
peut étre observé sur la figure (3.8).

Le second test met en place trois contraintes d’axe (chaque contrainte d’axe fixe deux degrés de
liberté, I’ensemble des trois en fixe donc six. Par comparaison, deux points fixes demandent le méme
nombre de contraintes atomiques). Avec la particularité que les trois axes choisis forment une base ortho-
gonale. On choisit donc de contraindre une extrémité de la spline (d’abscisse paramétrique 3) sur 'axe des
z, le point milieu (d’abscisse paramétrique 11.5) sur l'axe y et 'autre extrémité (d’abscisse paramétrique
207) sur l’axe des z.

Le temps de calcul d’une itération de la simulation est de 1.68 ms. On retrouve & peu prés le méme
temps de simulation que la scéne contrainte par deux points fixes vue dans la section précédente. L’état
stable de la simulation, des trois contraintes d’axes, peut étre observé sur la figure (3.9).

3.4.1.3 Contraindre un point dans un plan

Les simulations qui mettent en valeur la contrainte de plan sont toutes basées sur la méme spline
dynamique, celle détaillée au début de la section précédente (cf. section (3.4.1.2)). La spline est toujours
rectiligne et alignée sur ’axe des x au départ, seule sa longueur varie d’une simulation a ’autre.

17Pintervalle est ouvert de ce coté, donc la valeur 20 n’est pas valable. Le signe — désigne simplement que la valeur est

légérement en dessous de 20
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J |

(a) Vue de face (b) Vue de profil

F1G. 3.8 — Une contrainte d’axe

$=19.99

(a) Vue de face (b) Vue de profil

Fi1G. 3.9 — Trois contraintes d’axes orthogonaux

Le premier test met en valeur une simple contrainte de plan appliquée au point milieu d’une spline
de longueur 35.7 cm. L’abscisse paramétrique du point contraint est donc 11.5. Le plan est, quant a lui,
défini par sa normale ( 01 0 )T et un point inclus dans ce plan qui n’est autre que le point milieu de
la courbe au début de la simulation.

Cette simulation demande un temps de calcul de 0.83 ms par itération. L’état stable de la simulation
est affiché sur la figure (3.10).

Le second test utilise une spline de 19.6 cm et contraint les points extrémités a étre dans des plans
orthogonaux ainsi que le point milieu & étre dans un troisiéme plan orthogonal aux deux premiers. Ainsi,
les trois points évoluent dans trois plans orthogonaux deux & deux. Le point d’abscisse paramétrique

3 est contraint par le plan de vecteur normal ( 1 0 0 )T passant par ce point, le point d’abscisse
paramétrique 11.5 est contraint par le plan de vecteur normal ( 01 0 )T passant par lui et enfin, le

point d’abscisse paramétrique 20~ est contraint par le plan de vecteur normal ( 0 0 1 )T passant par
lui également.

Le temps de simulation de cette scéne est de 1.05 ms. L’état stable de la simulation est affiché sur
la figure (3.11).
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'ﬂ's=11.5 s=11.5

(a) Vue de face (b) Vue de profil

F1G. 3.10 — Une contrainte de point dans un plan

s=3

s=3
(a) Vue de face (b) Vue de profil

F1G. 3.11 — Trois contraintes de point dans un plan (trois plans orthogonaux)

Le dernier test de cette section met en évidence le fait qu’une contrainte de plan ne supprime qu’un
seul degré de liberté, laissant au modéle la possibilité de se déplacer. Pour cela, on définit une spline de
22.3 cm contrainte de la méme maniére que le test précédent a savoir sur les extrémités et en son milieu.
La premiére extrémité et le point milieu conservent la méme contrainte, tandis que I'extrémité d’abscisse
paramétrique 20~ (on nomme cette extrémité le point A) est contrainte par le plan de vecteur normal

( 1 1 1 )T passant par A.

De cette maniére, les trois points sont entrainés par leur poids et contraints dans leur plan respectif.
Le point A tombe donc en vérifiant I’équation du plan, il se décale dans les x négatifs et également
dans les z négatifs. Ainsi, il se rapproche de la caméra en entrainant la spline toute entiére. Comme les
plans de contrainte des deux autres points contraints leur permettent de se déplacer sur ’axe des z, ils
n’empéchent pas la courbe de se déplacer vers la caméra.

Le temps de simulation de cette scéne est de 1.06 ms. Différentes étapes de la simulation sont
affichées sur la figure (3.12) pour montrer la dynamique de la spline et le mouvement vers la caméra.
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(a) t=0.3s (b) t=1.5s (c) t=3.0s

Fi1G. 3.12 — Trois contraintes de plan créant un mouvement

3.4.1.4 Edition directe

Les contraintes mises en valeur jusqu’a présent sont définies de maniére statique et restent fixes
lors de la simulation. Pourtant, il peut étre intéressant de modifier les caractéristiques des contraintes
dynamiquement.

Nous avons mis en place un systéme permettant de modifier dynamiquement les données relatives
aux contraintes. Par exemple, une contrainte de point fixe est définie par le point fixe de ’espace alors
qu’une contrainte d’axe est définie par un point de I’axe et un vecteur directeur de cet axe. Le procédé mis
en place permet de choisir la contrainte que ’on veut modifier et offre la possibilité de choisir également
quelle donnée de cette contrainte on souhaite modifier. Ainsi, 'utilisateur a la possibilité de manipuler
les contraintes par une technique d’édition directe. Pour le moment, cette technique utilise le clavier mais
I'utilisation de la souris serait beaucoup plus intuitive et pratique. Cette amélioration est a 1’étude.

3.4.2 Contraintes externes

La proposition de gestion des contraintes externes faites en section (3.2) permet d’articuler des
modéles entre eux. Nous exposons ici quelques tests permettant de mettre en valeur cette proposition.
On distingue les articulations d’objets faisant intervenir un seul type d’objet des articulations de plusieurs
types d’objets.

3.4.2.1 Articulation de plusieurs objets de méme type

Le premier test consiste a simuler plusieurs splines dynamiques ensembles et a définir des contraintes
pour former trois anneaux déformables liés.

On définit donc trois splines, de type B-spline uniformes cubiques, de 10 points de controle chacune.
Chaque spline pése 50 g, posséde un coefficient d’amortissement de 0.05, mesure 40 cm et est alignée
sur 'axe des z. Leurs déformations sont assurées par des énergies discrétes en élongation et en courbure.
Les ressorts d’élongation ont une raideur de 100 et les ressorts de courbure ont une raideur de 300. La
discrétisation du modéle, qui sert de support au ressort, définit trois points intermédiaires par segment
spline.

Chacune des splines subit trois contraintes qui servent a fermer la courbe en assurant une continuité
c? .
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e une contrainte de point fixe entre les deux extrémités d’une méme spline.

e une contrainte de tangente fixe sur les deux extrémités d’'une méme spline.

e une contrainte de courbure fixe sur les deux extrémités d’une méme spline.
On définit également une contrainte de point fixe entre les couples de splines de maniére a lier les anneaux
ensembles (donc trois contraintes de point fixe). Enfin, on contraint deux splines & avoir un point fixe
dans l’espace de maniére a clouer les anneaux dans la scéne. Le systéme posséde donc 3 x 30 degrés de
liberté et 42 contraintes atomiques accompagnées de leur multiplicateur de Lagrange respectif.

Le temps de calcul d’une itération de cette simulation est de 3.14 ms. L’état stable de cette scéne
est présenté sur la figure (3.13).

(a) Vue de face (b) Vue de profil

F1G. 3.13 — Trois anneaux déformables liés

Afin de mieux apréhender la définition d’une telle scéne, voici une partie du script utilisé pour définir
le systéme matériel :

ARTICULATION
Name corpsArticule
[corps]
BSplineUniformeCubiquelD
Name splinel

NbPoints 10
Extremite (-0.2 0.0 0.0) (0.2 0.0 0.0)
Contrainte_point_fixe 0.000

[corps]
BSplineUniformeCubiquelD
Name spline2

Stretching ressorts_elongation 100 O
Bending ressorts_courbure 300 O
Contrainte_point_fixe 0.000

[corps]
BSplineUniformeCubiquelD
Name spline3

Masse 0.05
AmortN{\oe}ud 0.05



3.4. Tests et résultats 137

[contraintes]

Contrainte_point_fixe 1 spline2 1 spline2 0.000 6.999
Contrainte_tangente_fixe 1 spline2 1 spline2 0.000 6.999
Contrainte_courbure_fixe 1 spline2 1 spline2 0.000 6.999

Contrainte_point_fixe 1 splinel 1 spline2 1.5 5.5
Contrainte_point_fixe 1 splinel 1 spline3 3.0 5.9
Contrainte_point_fixe 1 spline2 1 spline3 3.5 0.9

Il faut noter que les splines sont rectilignes au départ, les contraintes ne sont donc absolument
pas vérifiées au début de la simulation. Le schéma de Baumgarte permet d’adoucir la vérification des
contraintes et module donc les énergies mises en ceuvre au démarrage d’une telle scéne. Il peut étre
également noté que les deux contraintes qui fixent les anneaux dans la scéne ne sont pas des contraintes
définies par l'articulation mais par les corps eux-mémes. Ainsi, il est tout & fait possible de mixer des
contraintes internes et des contraintes externes.

Le second test met en valeur une articulation d’objets rigides formant un cycle fermé. Pour cela, on
définit quatre pavés rigides de masse 1 g et d’amortissement 0.001. On définit alors cinq contraintes a
I’aide d’une articulation. La premiére sert & fixer 'un des quatre pavés dans la scéne. Les autres per-
mettent de définir le cycle, chaque objet rigide étant lié & ses deux voisins directs, formant ainsi une
chaine fermée.

La simulation requiert un temps de calcul de 0.8 ms par itération. L’état stable de la simulation est
présenté sur la figure (3.14).

Fic. 3.14 — Quatre objets rigides formant un cycle fermé

3.4.2.2 Articulation de différents modéles

Afin de montrer I’hétérogénéité d’une articulation, nous présentons maintenant un test mettant en
ceuvre quatre splines dynamiques, un tissu masses-ressorts et un objet rigide, le tout contraint pour
former une balangoire.

Le corps rigide pése 10 g et posséde un coefficient d’amortissement de 0.01. Les quatre splines sont
de type B-splines uniformes cubiques alignées sur I'axe des = avec 8 points de controle, une masse de
20 g, un coeflicient d’amortissement de 0.015, une longueur de 28.5 cm et des ressorts d’élongation de
raideur 200 (sur une discrétisation du modéle a 1’aide de trois points intermédiaires par segment spline).
Les quatre splines sont contraintes en interne & avoir une extrémité fixe dans la scéne. Enfin, le tissu
masses-ressorts pése 5 g répartis sur 25 masses.

Ainsi, le systéme matériel est composé de 6 degrés de liberté pour le corps rigide, 96 degrés de liberté
pour les splines et 75 degrés de liberté pour le tissu. Soit un total de 177 degrés de liberté.
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Le systéme est complété par un ensemble de contraintes permettant de lier les objets entre eux pour

former la balancoire :

e Chaque spline est fixée par une extrémité a la barre transversale de la balangoire (qui est un objet
immobile de la scéne). On obtient donc quatre contraintes de points fixes.

e Chaque spline est fixée par 'autre extrémité a 'un des quatre bords de le planche de bois (l’objet
rigide) de la balangoire. On obtient donc quatre contraintes de point fixe supplémentaires.

e Les deux cordes du fond de la balangoire sont contraintes avec le tissu masses-ressorts qui forme
le dossier. Sur chaque spline, on définit cinq contraintes de point fixe avec un bord du tissu. Ainsi,
le tissu est fixé aux deux cordes arriéres et, il est tendu entre ces cordes. Le placement du tissu
demande donc 10 contraintes de point fixe supplémentaires.

Au final, cette scéne requiert donc 177 degrés de liberté et 54 contraintes atomiques.
Le temps de calcul d’une itération de simulation pour cette scéne compléte est de 10.3 ms. La figure
(3.15) montre un état de la simulation en balancement et 1’état d’équilibre du systéme dynamique.

-

1)

l

(a) En mouvement (b) Etat d’équilibre
FiG. 3.15 — Simulation d’une balangoire

On peut remarquer que la résolution du systéme demande de déterminer les valeurs des multipli-
cateurs de Lagrange. Ces valeurs se déterminent par la résolution d’un systéme d’équations de taille
du nombre de contraintes atomiques. Cette résolution peut étre faite par une méthode directe (le pivot
de Gauss par exemple) ou une itérative (le bi-gradient conjugué par exemple). Nous proposons dans la
section suivante une étude comparative de ces deux méthodes.

3.4.2.3 Optimisation

Ce petit test permet d’étudier les performances des méthodes de résolution de Gauss (implémenté par
nos soins) et du bi-gradient conjugué (implémentation de la librairie MKL d’Intel'®) lors de la résolution
de ’équation matricielle pour le calcul des A. Ce systéme est de taille du nombre de contraintes atomiques
présentes dans l'articulation. Nous testons donc les deux algorithmes différents sur une scéne comportant
deux splines de 50 points de contréle alignés sur I’axe des z, de longueur 38.3 cm, de masse 10 g, et
de coefficient d’amortissement 0.03. Des ressorts d’élongation de raideur 100 permettent de gérer les
déformations des deux splines. Ces ressorts sont placés sur une discrétisation du modéle définie par les
extrémités des segments splines et trois points intermédiaires sur chacun de ces segments.

L’une des deux splines est fixée a la scéne par une extrémité a l’aide d’une contrainte définie par
Particulation entre cette spline et la scéne. La simulation commence donc avec au moins trois contraintes
atomiques. Puis, on pose une & une des contraintes de point fixe entre les deux splines pour mesurer les
temps de calcul des deux méthodes. Sachant que la méthode itérative s’arréte sur un critére de précision,

Bhttp ://www.intel.com /software/products/mkl/
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on étudie cette méthode avec deux précisions différentes : 1072 et 107'0. Les résultats présentés dans le
tableau suivant montrent les temps de calcul d’une itération en fonction du nombre (c) de contraintes :

. Bi-gradient conjugué Bi-gradient conjugué
¢ Pivot de Gauss (précision 10~2) (précision 10719)
3 5.73 5.85 5.86
6 6.39 6.55 6.58
9 6.93 7.01 7.05
15 8.03 8.07 8.04
18 8.65 8.58 8.62
21 9.03 8.88 8.89
27 9.81 9.36 9.51
33 10.87 10.01 10.22
45 13.02 10.92 11.25
60 16.76 12.17 12.56
90 28.95 14.39 15.14

Le graphique correspondant aux mesures est présenté sur la figure (3.16).

[temps (ms)

25

Gauss
= BCG (10-10)

BCG (10=)

15
e

_// .
| 20 45 90

F1a. 3.16 — Graphique de comparaison des méthodes de résolution

En regardant les résultats obtenus, on peut affirmer que dans notre cas, la méthode du bi-gradient
conjugué est plus adaptée que la méthode de Gauss pour les systémes de plus de 15 contraintes atomiques.
Cependant, comme les deux méthodes sont quasiment équivalentes en dessous de ce nombre, il est tout
a fait envisageable de choisir définitivement la méthode itérative quelle que soient la taille du systéme a
résoudre et la précision souhaitée.

3.4.3 Contraintes glissantes

Les contraintes de point glissant sont modélisées sur les figures par des sphéres grises transparentes.

Le premier test met en évidence I'intérét des points glissants pour la facilité de manipulation. Pour
cela, on définit une B-spline uniforme cubique de 20 points de contréle, de masse 50 g et de coefficient
d’amortissement 0.03. Elle est initialisée sur ’axe des x avec une longueur 35.7 cm et des ressorts en
élongation et flexion d’une raideur de 100 (les ressorts sont placés sur une discrétisation du modeéle défini
par les extrémités des segments splines et trois points intermédiaires par segment spline).

La spline est fixée dans 'espace au niveau de 'extrémité d’abscisse paramétrique 3. On pose éga-
lement deux points glissants sur les points de la spline (au démarrage de la simulation) d’abscisse pa-
ramétrique 6 et 7.5. Le systéme matériel est donc défini par 60 degrés de liberté, 2 variables libres et
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9 contraintes atomiques. L’utilisateur utilise alors le Phantom !? pour manipuler une sonde et interagir
avec les objets de la scéne. Il a également la possibilité de saisir un objet en créant une liaison de type
ressort entre la sonde et un point de ’objet.

Pour ce test, la machine employée est un Bi-xeon 3GHz avec 1024 Mo de mémoire vive et la méthode
d’intégration numeérique utilisée est Euler implicite[HMCO1]. Le temps de calcul d’une itération peut donc
varier si I'intégrateur a besoin de réduire le pas de temps d’intégration. Lorsque 'utilisateur n’interagit
pas avec le modéle, le temps de calcul est de 4 ms. Lorsque I'utilisateur interagit fortement avec le modéle,
le temps de calcul peut monter a 15 ms. En moyenne, ce temps de calcul est réduit & 5 ms.

F1G. 3.17 — Manipulation d’une spline possédant des points glissants

La figure (3.17) montre deux états de la simulation. On peut remarquer la présence d’un nceud plus
ou moins complexe qui est le résultat de la manipulation.

Le second test met en valeur I'utilisation des points glissants dans une simulation de lacet de chaus-
sure [LGM™04]. Pour cela, on définit une B-spline uniforme cubique & I’aide de 28 points de controle.
Ces points de contrdle sont placés de maniére a vérifier la configuration du lacet sur la chaussure. Les
déformations en élongation du modeéle sont gérées par des ressorts de raideur 300 (sur une discrétisation
de la spline définie par les extrémités des segments splines et trois points intermédiaires sur chacun de
ces segments). Si l'on place des ressorts de courbure, la configuration au repos du modeéle déformable
n’étant pas rectiligne, le modéle aurait tendance a se courber naturellement. Or, on suppose qu’'un lacet
ne posséde pas d’énergie de flexion, mais uniquement des déformations trés légéres en élongation. La
spline pése 30 g, posséde un coefficient d’amortissement de 0.03. Afin de gérer les interactions du modéle
avec lui méme, on définit une concentration en sphéres de collision assez élevée puisque 1'on choisit un
facteur densite avec une valeur de 1 (généralement, ce nombre vaut 2 pour que deux sphéres voisines
soient tangentes) (cf. section (2.5.1)). Enfin, pour fixer le lacet dans des trous virtuels de la chaussure, on
impose a la spline de passer par 8 points glissants. Sachant que si une variable libre sort du domaine de
validité de la spline, on supprime simplement la contrainte du systéme. Ce qui correspond au fait que le
lacet est sorti du trou. Ainsi, le systéme matériel complet posséde 84 degrés de liberté, 8 variables libres
et 24 contraintes atomiques.

Le temps de calcul de cette simulation est de 10.47 ms par itération en début de simulation (avec les
8 contraintes de point glissant), 6.1 ms lorsqu’il reste 5 contraintes de point glissant et de 4 ms lorsqu’il
reste 3 contraintes de point glissant. L’utilisateur peut interagir avec le modéle simulé en manipulant une
sonde qui entre en collision avec le modéle et qui permet de le saisir.

La figure (3.18) présente deux états de la simulation : le premier est celui au démarrage de la simu-
lation (quand les 8 points glissants sont encore valides) et le second est un état ou 4 points glissants ont

Ohttp ://www.sensable.com/
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(a) Etat de départ (8 points glissants) (b) Etat en cours de simulation (4 points glissants)

F1G. 3.18 — Simulation d’un lacet de chaussure

disparu & cause de la gravité du lacet et des manipulations de l'utilisateur. Une extrémité du lacet est
hors champ simplement parce qu’elle est manipulée par I'utilisateur.

Un troisiéme test permet de mettre en évidence l'utilisation d’une contrainte glissante liée sous
forme d’un nceud coulant. Pour cela, on prend une B-spline uniforme cubique de 20 points de controle,
de masse 5 g et de coefficient d’amortissement 0.005. La spline est initialisée alignée sur I'axe des x, de
longueur 35.7 cm. Elle est munie de ressorts d’élongation de raideur 100.

On fixe alors la spline en ses deux points d’abscisse paramétrique 6 et 8. On la laisse trouver son
état d’équilibre. Puis, on introduit, en cours de simulation, une contrainte glissante liée spécifiant que
le point d’abscisse paramétrique 10 est un point glissant qui doit étre confondu avec le point d’abscisse
paramétrique 1 de la méme spline. Ensuite, 'utilisateur manipule le modéle comme il le souhaite & ’aide
d’une sonde.

La figure (3.19) montre deux états de la simulation et met en avant le fait que le nceud formé est
coulant. En effet, une partie de la spline glisse sur une autre partie de la spline.

F1G. 3.19 — Simulation d’un neeud coulant

Cette simulation requiert un temps de calcul de 2.7 ms par itération.
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3.5 Applications

Cette section a pour but d’exposer quelques applications possibles des propositions faites dans ce
chapitre. On trouve par exemple, la découpe d’objets filiformes & des endroits pré-déterminés notamment
pour la simulation chirurgicale, une technique d’interaction pour des objets articulés, la suture d’organe
en simulation chirurgicale et enfin, des applications dans le domaine de la modélisation.

3.5.1 Prédécoupe [LF04]

L’une des applications les plus couramment menées en chirurgie est la découpe d’organes (lors d’une
ablation) ou de fil. Malheureusement, les découpes requicrent des calculs a la volée qui ne sont pas négli-
geables puisqu’il faut changer la topologie du modéle. De plus, ces calculs ne sont pas prédéfinis puisque
la zone de découpe n’est pas connue a ’avance. Pour éviter toute cette lourdeur, il est possible de fixer
la zone de découpe pour mettre en place des précalculs. Cette technique est appelée une prédécoupe :
I’objet n’est pas découpé mais les structures de données sont déja en place pour permettre une découpe
a un endroit pré-déterminé.

Les travaux de Wu et Heng[WHO04| exposés en section (1.1.2.2.2) permettent de simuler une pré-
découpe d’un organe en utilisant les travaux de Stéphane Cotin sur la méthode de condensation et le
modéle hybride FEM quasi-statique/masses-tenseurs. La zone de découpe est connue avant la simulation,
ce qui permet d’effectuer des précalculs offrant une simulation temps-réel de la pré-découpe. De plus, les
auteurs proposent de résoudre le systéme d’équations dynamiques résultant par une méthode itérative,
ol chaque itération est effectuée sur le GPU 2° en codant les informations nécessaires dans des textures.

Le modéle hybride (cf. section (1.1.2.2.7)) de Cotin et al.[CDAO00] est & la fois un modeéle de découpe
et de pré-découpe. Il autorise une découpe dynamique sur un réseau masses-tenseurs, mais il limite la
zone de découpe a une partie de 'objet simulé. En effet, les découpes ne peuvent pas s’opérer sur la zone
simulée en FEM quasi-statique.

Nous proposons une méthode générique pour simuler une prédécoupe d’objets filiformes (fil, intestin,
trompe de fallope ou tout autre organe d’aspect filiforme) en imposant la zone de découpe. Pour cela,
nous proposons de simuler une articulation de trois splines fixées ensembles dans le but de n’en paraitre
qu’une seule. Ainsi, la spline du milieu est contrainte en ses deux extrémités avec les deux splines voisines.
Des contraintes de point fixe, tangente fixe et courbure fixe permettent d’assurer une continuité C? du
modéle. Lors de la simulation, la plate-forme est capable de détecter une découpe du modéle par un outil
de type ciseaux. Dés lors que la découpe se produit au niveau d’une des deux jonctions, on supprime les
trois contraintes (position, tangente et courbure) (neuf contraintes atomiques) présentes a cette jonction.
Ainsi, on simule une prédécoupe du modéle. En réitérant 1'opération sur lautre jonction, il est possible
d’aboutir & plusieurs morceaux indépendants (ils font toujours partie du méme systéme matériel mais
plus aucune liaison ne les contraint ensemble).

Ce procédé a été mis en place pour la simulation d’une salpingectomie®! [LF04] et permet donc de
simuler une trompe de fallope a l’aide de trois splines articulées. Des contraintes supplémentaires sur les
splines permettent de positionner et fixer la trompe de fallope dans la cavité abdominale.

Le systéme matériel posséde 90 degrés de liberté (six points de controle pour la premiére spline, cing
pour la seconde et dix neuf pour la derniére) et dix huit équations de contraintes atomiques. De plus,
deux splines possédent chacune une contrainte de point fixe pour lier la trompe aux autres organes. Les
trois splines sont également attachées par des ressorts fixés a la scéne pour leur donner la forme d’une
trompe de fallope.

Cette simulation demande un temps de calcul de 4.83 ms par itération. Sachant qu’a la fin de
lopération, les contraintes n’existent plus dans le systéme. Ainsi les temps de calcul chutent & 3.61 ms
apreés suppression d’une jonction et 2.98 ms en fin d’opération. La simulation de 'opération est présentée
sur la figure (3.20) ou 'on peut observer I'état de la trompe de fallope avant opération et aprés la
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premiére suppression de jonction. Les sphéres bleutées représentent les deux jonctions et les tiges blanches
représentent les ressorts liant les points de contrdle & un point fixe de la scéne. Les deux objets bleus
rectangulaires, fixés sur la trompe de fallope, sont des agrafes qui ont été posées dans I’étape précédente
de l'opération et qui permettent d’éviter les effusions de sang lors de la découpe.

(a) Avant découpe (b) Aprés la premiére découpe

F1G. 3.20 — Opération chirurgicale de salpingectomie

Cette application met en avant les possibilités d’une articulation a créer et supprimer des contraintes
(potentiellement des liaisons entre divers objets) dynamiquement.

3.5.2 Technique d’interaction [MLFCO04]

L’un des problémes majeurs en simulation physique interactive est précisement l'interaction entre
I'utilisateur et la simulation physique.

Dans ce contexte, la maniére la plus intuitive de réaliser 'interaction est d’utiliser un périphérique
a retour d’effort. De cette maniére, I'utilisateur ressent les collisions et ne peut pas, ou presque pas, les
violer. Cependant cette solution pose des problémes numériques puisqu’il faut adapter la fréquence de
simulation a la fréquence du périphérique a retour d’effort. L’autre probléme de cette solution est le prix
souvent élevé de ce type de périphérique.

Une autre solution consiste a utiliser des périphériques a positionnement relatif (comme la souris).
Ainsi, les mouvements indésirables ou incompatibles avec la simulation sont simplement ignorés.

A premiére vue, la solution d’un périphérique absolu sans retour d’effort devrait étre éliminée pour les
environnements de simulation physique. Cependant, dans certaines applications spécifiques, ['utilisation
de ce type de périphérique est incontournable. Par exemple, la simulation d’une procédure laparoscopique
est un bon exemple. Celle-ci demande 'utilisation d’outils (forceps, pinces, etc...) dont les positions
absolues sont mesurées et envoyées a la station de travail de la simulation. Dans ce contexte, on note
également que les outils d’interaction ne peuvent pas étre assimilés a de simples objets rigides. La pince
de laparoscopie par exemple obéit a la physique d’un corps articulé alors que d’autres objets comme
I’endobag exhibent des déformations.

Nous proposons donc une méthode générique pour gérer des outils d’interaction complexes dans des
environnements de simulation physique.

Notre proposition repose sur le concept de God Object imaginé a I'origine par Dworkin et Zelter[DZ93].
Les auteurs remarquent que la discrétisation temporelle de la simulation et ’acquisition des données du
périphérique provoquent une discontinuité et une décorrélation des positions, ce qui induit des mouve-
ments quasi-aléatoires, comme controlés par la "main de Dieu". Ils proposent alors de considérer cette
position comme le but a atteindre d’un objet virtuel dont la vitesse est limitée.

Ce concept est par la suite employé dans le controle du retour d’effort par Zilles et Salisbury|ZS95]
pour étre ensuite nommé virtual prozy par Ruspini et al.[RKK97]. Meyer et al. montrent la souplesse de
cette technique pour la conception d’une architecture a un périphérique a retour d’effort. Tous ces travaux
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s’appuient sur une approche statique du positionnement du virtual prozy. Les positions du périphériques
sont analysées pour déterminer la meilleure position pour l'objet virtuel relativement a ’environnement.
Ce calcul s’établit suivant une méthode d’optimisation. Cette méthode a été adaptée aux corps défor-
mables par Mendoza et Laugier[MLO1].

L’utilisation d’une méthode statique peut introduire une discontinuité des positions de ’objet virtuel
dans le temps. Pour des objets manipulés ou des interactions plus complexes, des méthodes spécifiques
doivent étre mises en place pour déterminer les positions de 'objet virtuel.

D’une maniére similaire au controle en animation physique[LCGG95], la dynamique est une ap-
proche convenable pour le controle de la position d’un objet en contact. McNeely et al.[MPT99] utilisent
la loi du mouvement pour déterminer la position d’un objet virtuel rigide avec une géométrie complexe.
Zhuang et Canny|[ZCO00] montrent que I'utilisation de la dynamique permet de mettre en place des mo-
déles de collision plus précis qui sont nécessaires pour interagir avec des objets déformables. Une approche
dynamique est également employée dans le cas d’objets articulées[RK98, CSCO03] mais, dans ces travaux,
I'interface ne controle que l'extrémité de I'objet articulé.

Nous proposons dans|[MLFC04] de généraliser ’approche dynamique et de 1’étendre pour permettre
le controle de tout type d’objets quelle que soit sa complexité. Pour cela, nous considérons que le péri-
phérique controle tout ou partie des degrés de liberté de 1’outil virtuel laissant le soin a la dynamique de
déterminer les autres.

Dans ce procédé, une erreur e est calculée entre les mesures et les données issues de la simulation.
Des PD?? contréleurs permettent d’en déduire des forces pour la simulation et le retour d’effort. Ce
principe est schématisé sur la figure (3.21). Les deux contrdleurs étant décorrélés, on peut déterminer
des forces différentes entre I’environnement virtuel et le périphérique, ce qui offre une grande souplesse
d’utilisation. De plus, un tel systéme peut étre utilisé avec un périphérique a retour d’effort ou non sans
influencer la partie propre a la simulation.
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F1G. 3.21 — Schéma de différenciation entre ’objet virtuel et I'objet manipulé

Les forces calculées par les controleurs sont des forces proportionnelles aux déplacements et aux
vitesses relatives. On peut donc les assimiler & des forces résultantes de ressorts amortis placés entre les
parties de 'objet manipulé et les parties analogues de I'objet simulé. Ces liaisons sont schématisées sur
la figure (3.22) pour une pince de chirurgie composée de plusieurs objets rigides articulés.

Dans cet exemple mettant en scéne un objet articulé, la pince de chirurgie est décomposée en un
trocart, un tube et les deux pinces qui permettent d’effectuer les actions (comme schématisé sur la figure
(3.23)). L’articulation est définie de la maniére suivante :

e Le trocart est fixé dans la scéne par une contrainte de point fixe. Cette contrainte est sur I'axe

central du trocart, elle définit donc une contrainte de pivot.

e Le tube est lié au trocart a l’aide d’une contrainte de glissiére (cf. annexe (G)). Ainsi, le tube
coulisse sur l'axe central du trocart et donc leurs mouvements en rotation sont liés. Si le trocart
pivote, il entraine le tube et réciproquement.

e Les deux pinces sont fixées au tube par deux contraintes de point fixe. Mais, les pinces gardent
ainsi toute leurs libertés de mouvement en rotation. Or, en réalité les pinces ne possédent qu'un
seul degré de liberté en rotation, celui qui permet d’ouvrir et fermer la pince. On impose donc

22Proportional Derivative Controller
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F1G. 3.22 — Schéma des ressorts reliant I’objet simulé de ’objet manipulé. Cas d’une pince de chirurgie
composée d’objets articulés.

pour chacune des pinces deux contraintes supplémentaires de rotation (cf. annexe (G)) vis-a-vis
du tube. Ceci ne laisse aux pinces qu’un seul degré de liberté, 'ouverture/fermeture des pinces
pour saisir des objets.

Le temps de simulation de deux pinces de chirurgie (une droite et une gauche), dans une cavité
abdominale figée, est de 5.63 ms.

\\. Pinces
e Y

Tube Trocart

F1G. 3.23 — Décomposition d’une pince chirurgicale

Une telle simulation d’objets articulés couplés avec un périphérique absolu demande un temps de
calcul de 9.7 ms pour deux pinces de chirurgie complétement articulées. Deux états de la simulation sont
affichés sur la figure (3.24).

Les objets en fil de fer représentent les objets manipulés tandis que les objets pleins représentent
Pobjet simulé (le GodObject). Si ’objet manipulé ne rentre pas en interpénétration avec I’environnement,
I’objet simulé n’est alors pas contraint par des collisions extérieures, il est confondu avec I’objet manipulé
(schéma 3.24(a) de la figure 3.24). Cependant, il existe toujours un temps de latence, entre les deux
objets, da a l'utilisation d’un schéma de Baumgarte qui lisse la contrainte dans le temps. Si maintenant,
I’objet manipulé rentre en interpénétration avec I’environnement, I’objet simulé subit les collisions et reste
donc au contact de ’obstacle virtuel tout en étant attiré par I’objet manipulé & cause des ressorts qui les
lient (schéma 3.24(b) de la figure 3.24). L’utilisateur peut donc manipuler a sa guise le périphérique, la
simulation reste cohérente.

Ce principe est applicable sur des objets articulés[LF04] mais également sur des objets déformables.
La figure (3.25) montre l'interaction d’un objet déformable avec un organe fixe dans la cavité abdominale.

La technique proposée offre une grande souplesse dans l'interaction et permet de pallier le probléme
visuel de 'interpénétration des objets virtuels, tout en prenant en considération la dynamique de I'objet
manipulé. De plus, elle met en avant I'utilisation des contraintes inter-objets dans le cas d’objets articulés.



146 Chapitre 3. Modéle contraint

(a) GodObject confondu avec 'objet manipulé (b) GodObject disjoint de I'objet manipulé

Fic. 3.24 — Technique du GodObject sur les pinces de chirurgie

Fia. 3.25 — Application du God-Object pour un objet déformable

3.5.3 Suture [LMGCO04]

Une application couramment menée en chirurgie est la suture d’organe ou de plaie. La simulation
de cette opération chirurgicale demande la simulation du fil, manipulé par une aiguille et le tout en
interaction avec un organe. Pour cette application, on a choisi un organe non simulé physiquement,
il n’est donc qu’un objet visuel. Comme l’interaction aiguille-fil est trés forte, notre premiére idée a
été d’appliquer une contrainte de projection pour assurer la liaison de l'aiguille avec le fil. Mais une
contrainte gérée par projection perturbe beaucoup trop le modéle spline dynamique. Nous avons donc
choisi de simuler laiguille & Paide de la technique d’interaction du GodObject (cf. page précédente).
Ainsi, I'utilisateur manipule une aiguille invisible qui indique & ’aiguille simulée (par un objet rigide)
la position qu’elle doit atteindre. On place alors 'aiguille et le fil dans un méme systéme matériel a
l'aide d’une articulation. Puis, on demande & 'articulation d’assurer une contrainte de point fixe entre
Pextrémité arriére de I'aiguille et une extrémité du fil. Ainsi, la simulation reste stable et aucune projection
ne vient perturber la dynamique du fil.

Ensuite, on simule la suture de 'organe en détectant la percée de I'aiguille sur la surface de I'organe.
Dés lors que 'organe est percé, on pose dans le systéme dynamique deux contraintes supplémentaires :

e Une contrainte de point glissant, démarrant a Pextrémité du fil contraint sur ’aiguille, sur le point

d’insertion de l'organe.
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e En réalité, 'organe maintient localement le fil au point d’insertion et lui donne une direction en ce
point quasiment constante. C’est pourquoi, on définit également une contrainte de tangente fixe
glissante sur la méme variable libre que la contrainte précédente. La tangente de référence étant
la normale a la surface de 'organe & I’endroit de I'insertion.

Pour une spline de 20 points de controle (60 degrés de liberté) et deux points d’insertion (2 variables
libres et 12 contraintes atomiques), la simulation demande un temps de calcul de 30 ms sur un Pentium
IV 1.7 GHz. La figure (3.26) montre deux états d’une simulation de suture d’organe qui se déroule dans
la cavité abdominale. 11 est tout & fait envisageable d’ajouter & l'articulation (aiguille-fil) un organe

F1G. 3.26 — Suture d’un organe dans la cavité abdominale

déformable simulé physiquement pour intégrer dans la simulation dynamique l'interaction du fil avec
l'organe. Pour cela, il peut étre utile d’injecter un frottement local aux contraintes de point glissant.
L’interaction fil-organe est alors définie par la force permettant de vérifier une contrainte de point glissant.
Or cette force est donnée par les multiplicateurs de Lagrange de cette contrainte. Ainsi, on peut utiliser les
multiplicateurs de Lagrange pour introduire une force extérieure dans le modéle déformable au point de
surface contraint. Aucun exemple de contrainte glissante dans une articulation ne peut étre actuellement
montré parce que ce type de contraintes n’est pas encore géré par les articulations de notre moteur.

Pour le moment, I'interaction fil-organe est simulée en pseudo-statique. Dans la contrainte de point
glissant, les données relatives a I'organe sont donc considérées comme constantes a chaque itération de la
simulation. Ainsi, la contrainte de point glissant s’effectue sur un point de référence de 1’organe considéré
comme constant sachant qu’il peut varier d’une itération a I'autre.

Une simulation de suture de tissu a également été mise en place pour mettre en évidence I'interaction
du fil avec des corps déformables. Un état de la simulation est présenté sur la figure (3.27).

Dans cette simulation, les deux tissus sont des masses-ressorts reliés & leurs extrémités par des
ressorts fixés dans la scéne.

3.5.4 Modélisation [LGM™'04]

La modélisation variationnelle est un domaine traitant des méthodes et techniques utiles & la modé-
lisation sous contraintes. Dans ce contexte, les contraintes aident le concepteur dans sa tache de modélisa-
tion en fixant des invariants sur le modéle qu’il doit manipuler. Les contraintes les plus utilisées sont celles
qui affectent un point particulier de l'objet (une contrainte de point fixe, tangente, normale...). Les tech-
niques déployées s’efforcent de faire respecter des contraintes géométriques en minimisant une fonction
d’énergie, propre a ’objet, sous contrainte. Pour cela, ’approche utilisée pour résoudre les contraintes
peut étre statique[WFB87] (minimisation d’énergie) ou dynamique[QT96] (utilisation des équations de
Lagrange pour simuler un objet de type NURBS).

Welch et Witkin[ WWO92] proposent des contraintes de type géométrique de dimension finie (contrainte
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F1G. 3.27 — Suture de deux tissus

relative & un point particulier du modeéle) ou transfinie (contrainte définie par une intégrale sur le modéle
continu). Une contrainte de dimension finie est relative & un point particulier du modéle alors qu’en
dimension transfinie, la contrainte prend en considération l’ensemble des points du modéle (formulation
intégrale de ’équation de contrainte). Mais aucune des contraintes proposées ne permet de gérer une
contrainte glissante telle que nous 'avons définie plus haut.

Witkin et al.[WFB87] proposent un ensemble de contraintes, sous forme énergétique, pour des
modeéles paramétriques. Pour cela, ils supposent qu’un modéle est capable de se définir sous trois formes
particuliéres :

e une représentation paramétrique de la surface P(u,v) avec u et v les abscisses paramétriques.

e une représentation paramétrique des normales & la surface N(u, v) avec u et v les abscisses para-

métriques.

e une représentation implicite de la surface I(X) ot X un vecteur de l'espace, la fonction retourne un

potentiel (donc un scalaire). La surface est alors définie a ’aide d’une isovaleur e par { X |I(X) = e}.
L’une des contraintes proposées par les auteurs est la contrainte d’attachement flottant (Floating attach-
ment), elle permet de lier un point P(u,v) d’un objet a la surface I(X) d’un autre objet. Ainsi, on a bien
une contrainte liée & un point mobile d’un objet, donc une contrainte glissante. Cependant, la mise en
place de la contrainte suppose I'existence d’une version implicite de 1'objet, ce qui peut s’avérer inefficace
pour la plupart des modeéles déformables ou méme lourd & définir pour des modéles 1D.

Nous proposons dans [LGM104] d’utiliser la classe des contraintes glissantes dans le contexte de la
modélisation variationelle. L’approche reprend les travaux de Qin et Terzopoulos[QT96] qui proposent
une simulation dynamique d’une spline par les équations de Lagrange. Notre proposition consiste donc &
étendre ce travail pour prendre en considération les contraintes glissantes. Ainsi, on offre au concepteur
la possibilité de demander & une spline de passer par un point fixe de I’espace ou par un point lié a un
autre objet. Un autre intérét des contraintes glissantes en modélisation est ’homogénéisation du modéle
paramétrique, autrement dit, que la tension du modéle soit uniformément répartie. Pour cela, 1'utilisation
d’une contrainte de point glissant au lieu d’une contrainte de point fixe permet d’automatiser cette tache.

Le schéma (a) de la figure (3.28) montre une spline fixée a ses extrémités et également en son point
milieu. Si l'utilisateur manipule le modéle, le point fixe empéche le modéle de répartir les déformations et
donc des tensions apparaissent au niveau du point contraint. Ainsi, en ce point, le modéle spline posséde
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une tangente locale démesurée. Sur la figure, la zone située entre le point de contréle manipulé et le point
fixe posséde une paramétrisation faible, ce qui supprime tout contréle local. Alors que sur les autres zones
du modéle, la paramétrisation n’a pas changée. Cette différence de paramétrisation induit au niveau du
point fixe une déformation du modéle sur la partie libre (& droite du point fixe).
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F1G. 3.28 — Mise en évidence de la re-paramétrisation automatique (les croix rouges représentent les
points de controle).

Si maintenant la contrainte de point fixe placée au milieu du modéle est remplacée par une contrainte
de point glissant (cf. schéma (b) de la figure (3.28)), le modele peut alors glisser sur ce point pour
distribuer équitablement les énergies de déformation. De ce fait, le modéle corrige sa paramétrisation
automatiquement de maniére a diffuser les tensions du modéle. On remarque donc sur la figure 'uniformité
de la répartition spatiale des segments paramétriques.

Tous les tests présentés en section (3.4.3) sont également valables dans le contexte de la modélisation
variationnelle, notamment la manipulation d’un lacet qui peut étre une tache fastidieuse dans un outil
de CAO. On peut également imaginer utiliser des contraintes glissantes liées pour modéliser un noeud de
pendu. Il peut étre utile dans le cadre de la modélisation d’annuler ’effet de la pesanteur en définissant
un vecteur gravité nul ou en supprimant son apport dans les équations. Ainsi, dés que le modéle trouve
une position non déformeée, il reste figé jusqu’a la prochaine intervention de l'utilisateur. Ceci permet
donc de donner plus de contréle au concepteur dans la manipulation du modéle.

Enfin, I’édition directe des contraintes glissantes offre des possibilités supplémentaires au concep-
teur. Par exemple, une contrainte de point glissant peut étre manipulée a loisir pour trouver la position
idéale dans la scéne par laquelle la spline doit passer. La figure (3.29) montre trois états différents d’une
scéne ol une contrainte de point glissant est manipulée au clavier.

F1c. 3.29 — Edition directe d’une contrainte de point glissant
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L’utilisation des contraintes glissantes en modélisation variationelle est donc enrichissante puisque
ces contraintes apportent une homogénéisation automatique du modéle paramétrique. Cette tache ma-
nuelle étant difficile a réaliser et prenant un temps considérable. Ces contraintes apportent également le
fait d’imposer & un modéle de passer par un point connu de I’espace ou d’un autre objet. De plus, I’édition
directe de ces contraintes permet de modifier & volonté la position par laquelle la courbe doit passer.

3.6 Extension aux splines dynamiques 2D et 3D

L’ensemble des travaux présentés dans ce chapitre portemajoritairement sur le modeéle de spline
dynamique 1D. Or, ce modéle peut étre étendu aux dimensions supérieures (cf. section (2.6))[RNNOO|, il
est donc naturel d’étudier I’ensemble des contraintes vues dans ce chapitre pour les splines dynamiques
de dimensions 2 et 3. Pour cela, nous reprenons I’ensemble des notations employées auparavant.

Nous proposons donc de reprendre le plan de ce chapitre en le détaillant pour les splines 2D et 3D.

3.6.1 Contraintes internes

La méthode des multiplicateurs de Lagrange est également employée dans le cas de spline 2D ou
3D pour fixer des contraintes sur la surface spline ou le volume spline. Ainsi, le systéme d’équations
dynamiques M.A = B des splines 2D/3D (déterminé en sections (2.6.1) et (2.6.2)) est étendu par :

(15 )(5)-(5) a2

Ainsi, une contrainte atomique est liée & un multiplicateur de Lagrange, une ligne de la matrice L et une
entrée dans le vecteur B. La matrice L définit la relation entre la contrainte et les degrés de liberté, le
vecteur B mesure 'erreur courante commise sur la contrainte et le multiplicateur de Lagrange informe
de l'intensité de l'effort & produire pour satisfaire la contrainte.

Il est & noter que la matrice des masses généralisées posséde une structure particuliére dans les cas
2D et 3D, puisque chaque ligne de cette matrice posséde autant d’éléments que de points de controle.
11 existe donc une transformation (cf équations (2.29) et (2.34)) qui permet de déterminer le degré de
liberté (point de controle ainsi que 1’axe) qui correspond a indice de la colonne. Ainsi, la matrice des
contraintes L posséde la méme structure que la matrice des masses généralisées des splines 2D/3D.
Autrement dit, pour chaque ligne de contrainte atomique, un élément de la ligne traite un couple ou
triplet d’indices définissant un point du réseau 2D /3D de points de controle. Il faut donc renseigner la
matrice des contraintes avec prudence en utilisant la transformation inverse (bijection).

En 2D par exemple, la colonne d’indice ¢ de ’axe des = de la matrice L est relative a 'axe x du
point de controle g¢;, ;, avec :

i1 =(i—1)/ng +1 et io = (i — 1)%ny + 1

la transformation inverse est donc déterminée par la relation qu’a tout couple d’indice (i1,i2), on fait
correspondre l'indice unique :
1= ilng + ig

En 3D, la transformation inverse est donnée par
1 = 11N2 + 12 + 13N1N2
Nous détaillons & présent les exemples de contraintes étudiés en section (3.1) pour les dimensions
suppérieures.
3.6.1.1 Contrainte de point fixe

La contrainte de point fixe désire simplement qu’un point du modéle (défini par ses abscisses para-
métriques) soit confondu avec un point fixe A de Pespace 3D.
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En 2D, cela s’exprime par :
C(qv S1, SQvt) = P(817 527t) —-A

Comme cette contrainte est de type holonome, son intégration dans les équations dynamiques passe par le
schéma de Baumgarte (cf. équation (3.2)). Le développement de ce schéma sur cette contrainte de point
fixe aboutit a I’équation finale :

ni no . 2 ny no .
DO i (Dbi, (s1)biy (s2) = 5 D i i (Dbi, (51)biy (s2)
i1=1142=1 11=11i2=1
1 ni no
- 52 (Z D i ia (£)biy (51)biy (52) — A)
i1=1142=1

Cette équation de contrainte étant vectorielle, elle s’insére sur trois lignes de la matrice L, trois entrées
dans le vecteur E et introduit trois multiplicateurs de Lagrange. La partie droite de cette équation permet
de renseigner les entrées du vecteur E correspondant a la contrainte. Ces valeurs déterminent I'intensité
de la violation de la contrainte qui permet de calculer les multiplicateurs de Lagrange associés a la
contrainte. Quant a la partie gauche de I’équation, elle permet de remplir les coeflicients des trois lignes
de L correspondant & la contrainte. Les coefficients sont les mémes sur les trois axes a savoir, des produits
de fonctions de base. Donc, la matrice est constante au cours du temps.
En 3D, le principe est le méme avec un point défini a l’aide de trois abscisses paramétriques :

DD D i iais (Db (51)biy (52)big (53) *% DD D i iais (Db (51)biy (52)big (53)

i1=14o=1i5=1 i1=149=1143=1

- % (Z Z Z iy iz,is (t)bll (Sl)bi‘z (SQ)bis (53) - A)

i1=149=1143=1

Cette équation s’insére dans le systéme de la méme maniére que dans le cas 2D, avec la partie droite dans
le vecteur E et la partie gauche dans la matrice L.

Cette contrainte permet de fixer les trois degrés de liberté d’un point quelconque d’un modéle spline
2D ou 3D. Mais, il peut étre interessant de supprimer un seul ou deux degrés de liberté d’un point, de
maniére & lui laisser une liberté de mouvement dans une direction ou sur un plan choisi.

3.6.1.2 Contraindre un point dans un plan ou sur un axe

La contrainte la plus simple consiste & supprimer un degré de liberté pour un point du modéle. Il
suffit donc d’empécher un point de se déplacer dans une direction, il est donc contraint & rester dans le
plan orthogonal a cette direction. Soit n le vecteur normal & ce plan et A un point du plan. Le plan est
donc défini par 'ensemble des points P vérifiant ’équation :

APn=0

Pour contraindre le point P(s1, $2,t) d’une spline 2D a rester dans le plan, il suffit que ce point
vérifie I’équation du plan. Ainsi, I’équation de contrainte s’écrit :

C(q,s1, 82,t) = n.AP(sq, 82,1)

Comme cette contrainte est également de type holonome, on utilise le schéma de Baumgarte (cf. équation
3.2) pour former ’équation de contrainte qui est insérée dans le systéme dynamique :

ni  n2 ni N2

.. 2 .
Z Z bi, (sl)biz (SQ)qil7i2 (t)'n = _& Z Z bi, (sl)bi2 (52)(1i1,i2 (t)'n
i1=114=1 i1=112=1

1 &\ &
o2 Z Z biy (51)biy (82)di, in () 1

i1=112=1
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Dans le cas d’une spline 3D, le processus est le méme mais avec une abscisse paramétrique supplé-
mentaire :

ni no ns ni na ns

Z Z Z bil (Sl)biQ(SQ)bis(83)61i1,i2~,i3(t)'n = _% Z Z Z bil(sl)biQ(SQ)bis(83)qi1,i27i3(t)'n

i1=11i=11i3=1 i1=112=143=1

DS b ()b ()b (), iy (1)1

i1=149=1143=1

En combinant deux contraintes de ce type sur un méme point du modéle, on contraint ce point a
étre a l'intersection de deux plans, donc sur une droite. On emploie donc cette contrainte en double pour
fixer deux degrés de liberté d’un point et ainsi le contraindre & évoluer le long d’une droite choisie.

3.6.2 Contraintes externes

La proposition faite en section (3.2) pour gérer les contraintes entre corps s’appuie sur une interface
commune aux objets articulés. Si un modéle de spline 2D ou 3D souhaite étre articulé avec d’autres objets,
il suffit qu’il hérite de cette interface et qu’il implémente les méthodes qui I'intéressent. Par exemple, la
méthode du point fixe, du point contraint sur un axe ou un plan...

3.6.3 Contraintes glissantes

La proposition de contrainte glissante de la section (3.3) n’est pas spécifique au modele spline 1D.
Elle est donc tout a fait utilisable dans les dimensions supérieures. Le systéme dynamique d’une spline
2D /3D est donc étendu a 'aide d’un vecteur de variables libres s soit par la méthode qui considére une
contrainte parfaite ne produisant aucun travail (cf. section (3.3.1.1)), dans ce cas on obtient le systéme
suivant :

Mo0oLm oL A B
0 0 0 L 5 0
gs —
L 0 0 0 Y E (3-30)
L, Ly, 0 0 Y E,

soit par la méthode qui considére une contrainte produisant un travail (cf. section (3.3.1.2)) appuyant la
contrainte ou, au contraire, luttant contre elle. Dans ce cas, on obtient le systéme suivant :

M 0 LT Lg A B
0 0 e L 3 0
gS =
L 0 0 0 Y E (3:31)
Ly Lge 0 0 “Ag E,

cette seconde technique permet de résoudre le systéme plus rapidement (cf. section (3.3.1.2)).

Quelle que soit la méthode choisie, I'intégration des contraintes glissantes dans le systéme (équation
(3.30) ou (3.31)) s’effectue de la méme maniére. Prenons I'exemple d’une contrainte de point glissant,
sachant que les autres contraintes étudiées en section (3.3.2) s’étendent aux cas 2D et 3D en suivant le
méme raisonnement.

Soit la contrainte de point glissant qui demande & un point de la spline, d’abscisses paramétriques
mobiles (s11(t), s2x(t)), d’étre a la position spatiale définie par le point A :

C(q(t), s1k(t), s2k(t), t) = P(s1(t), s2x(t),t) — A

cette contrainte ne dépend que des degrés de liberté et en aucun cas de leur vitesse, elle est donc de type
holonome. Le schéma de Baumgarte (équation 3.2) permet donc d’établir ’équation de contrainte qui
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doit étre insérée dans le systéme :

ni na

DD by ia (1), (516(8)biy (525 () + @iy ia (£) [0, (516(8))-57k(8)-biy (525 () + bi, (516(2)).b], ($28 ()53 (1) ]

= - Z Z [2€15, 1, (£) (0], (510 (£)) 515 (£)-bi, (52 () + by, (518 (¢)).b, (52 (£)) -85 (1))
S () (B (51 (0)-5ik () bia (51(8)) + by (51 ()b (20(1))-5342 (1)) ]

+20i, i, (007, (514 (1)) 51k (£).b7, (s21 ()55 (1) ]

= 23 Lt (000 () (524 (1)
T i) (0, (5360) 5300 (526 (1)) iy (o000, (52 1)-551(0)]
D3 (G aa (0 (5140 (s2(1)) — A

i1=1142=1

Ainsi, la partie gauche de cette équation permet de renseigner les trois lignes des matrices L, (avec
les coefficients des accélérations des degrés de liberté) et Ly, (avec les coefficients des accélérations des
variables libres). La partie droite de cette équation permet de compléter les trois entrées du vecteur Eg
relatives & la contrainte de point glissant.

Le cas du point glissant pour une spline de dimension trois s’écrit de la méme maniére. Cependant,
contraindre un volume spline & avoir un point & une position spatiale n’est pas trés utile si ’on considére
qu’une fois le domaine de validité passé la contrainte n’existe plus. En effet, tant que le point contraint
appartient au volume, le modéle se déplace sans aucune contrainte puisqu’il est défini dans toutes les di-
rections, la contrainte glisse donc en toute liberté n’imposant aucune direction particuliére. Et, dés qu’il
arrive au bord, la contrainte est supprimée. Cette contrainte devient plus intéressante si on lui demande
de respecter le domaine de validité des abscisses paramétriques. La, on assure & tout moment qu’un point
du volume spline vérifie la contrainte, quitte & appliquer une projection aprés intégration pour vérifier le
domaine de validité.

On peut remarquer que les contraintes glissantes en dimensions deux et trois ne portent pas forcément sur
tous les abscisses paramétriques. On peut donc définir une contrainte glissante sur une seule dimension
d’une surface spline ou sur une ou deux dimensions d’un volume spline. Par exemple contraindre une
surface spline & avoir un point, dont I'une des deux abscisses paramétriques est fixe, & étre au point A
de l’espace :

C(q(t), Slk(t), t) = P(Slk(t), S2, t) —A

Comme dans le cas de la spline 1D, il peut étre envisagé de définir des contraintes glissantes doubles
permettant d’imposer une égalité entre deux points mobiles d’'un méme modéle spline 2D ou 3D. Cepen-
dant, I'utilisation d’une telle contrainte dans un volume spline ne serait pas trés utile puisque les deux
points mobiles convergeraient immédiatement vers le méme point du volume. L’utilisation de contraintes
glissantes liées est également envisageable en dimensions deux et trois.

3.6.4 Tests

Dans toutes les simulations présentées dans cette section, la méthode d’intégration numérique em-
ployée est Runge Kutta 4.

Le premier test montre quelques contraintes possibles sur une spline 2D. On définit une B-spline
uniforme cubique par 6 x 6 points de controle, une masse de 5 g et un coefficient d’amortissement de
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0.003. Elle est initialisée dans le plan (x, z) par un carré d’arréte 38.3 cm. Les déformations sont gérées
par des ressorts d’élongation et de courbure de raideur 1.

Dans un premier temps, on positionne sur le modéle 2D une contrainte de point fixe & une extrémité
(d’abscisses paramétriques (3.0, 3.0)), une contrainte de point sur axe & une seconde extrémité (d’abscisses
paramétriques (3.0,6.07)), une contrainte de point dans un plan & une troisiéme extrémité (d’abscisses
paramétriques (6.07,3.0)) et enfin une contrainte de point glissant sur le point de la surface d’abscisses
paramétriques (4.0,4.0).

On obtient donc un systéme matériel de 126 degrés de liberté, 2 variables libres (pour les 2 abscisses
paramétriques du point contraint) et 9 contraintes atomiques. Le temps de calcul de cette simulation est
de 9.48 ms et le schéma ((a)) de la figure (3.30) montre I'état d’équilibre du systéme.

(a) Quatre contraintes différentes (b) Quatre points glissants

Fi1G. 3.30 — Simulation d’une spline 2D contrainte

Dans un second temps, on reprend la méme spline 2D de base en lui imposant 4 contraintes de
points glissants initialisées aux points d’abscisses paramétriques (3.5, 3.5), (5.5,3.5), (3.5,5.5) e (5.5,5.5).
On obtient donc un systéme matériel de 126 degrés de liberté, 8 variables libres (4 contraintes glissantes
a 2 variables libres chacune) et 12 contraintes atomiques. Le temps de calcul de cette simulation est de
10.9 ms et le schéma ((b)) de la figure (3.30) montre un état de la simulation qui ne trouve pas d’équi-
libre puisque la spline 2D glisse sur les 4 points imposés et finit par les repousser sur les bords. La, les
contraintes sont éliminées du systéme et donc la spline tombe sous 'effet de son poids.

Le second test sert & montrer 'application des contraintes sur le modéle spline 3D. On définit une
spline de Catmull-Rom de 4 x4 x4 points de controle, d’'une masse de 5 kg et de coefficient d’amortissement
0.05. Les déformations sont assurées par un réseau de ressorts en élongation (raideur 10), flexion (raideur
8) et torsion (raideur 6).

Ensuite, on place sur ce modéle de spline volumique deux contraintes de point fixe (& deux extrémités
opposées), une contrainte de point sur un axe pour une troisiéme extrémité et une contrainte de point
dans un plan pour une quatriéme extrémité. De plus, on définit une contrainte de point glissant dans
le volume spline. Le systéme matériel est donc composé de 192 degrés de liberté, 3 variables libres (une
contrainte de point glissant dans toutes les directions a besoin de trois variables libres) et 12 contraintes
atomiques.

Le temps de calcul d’une itération de cette simulation est de 36.7 ms. La figure (3.31) montre un
état de la simulation.

Le volume spline est affiché en transparence pour montrer la contrainte de point glissant qui se
trouve dans le volume. Cette contrainte n’influence absolument pas la dynamique du modéle, mais elle
peut étre utile pour connaitre, & tout moment, le point du volume qui se trouve a un endroit précis. On
pourrait par exemple introduire un frottement visqueux sur ce point.
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Fic. 3.31 — Simulation d’une spline 3D contrainte

3.7 Conclusion

Trois propositions ont été faites dans ce chapitre, la premiére consiste & introduire des contraintes
dans le modéle spline dynamique. La seconde proposition concerne une architecture logicielle de gestion
de contrainte entre divers objets, pour la gestion de systéme articulé ou lié. La troisiéme proposition de ce
chapitre est ’extension du modéle spline dynamique & une nouvelle classe de contraintes. Ces contraintes,
dites glissantes, permettent de définir des contraintes qui peuvent se déplacer sur le modéle suivant la
dynamique d’un paramétre.

Les contributions apportées par ce travail de thése résident dans les proposition deux et trois, avec
I’architecture logicielle de simulation d’articulation et la nouvelle classe de contraintes dites glissantes.

Ces propositions ont fait également l'objet d’une étude pour leur utilisation avec les splines 2D
et 3D. Enfin, quelques tests ont permis de démontrer lefficacité du modeéle et des propositions. De
plus, plusieurs applications montrent leur souplesse d’utilisation dans divers domaines aussi variés que
la simulation physique, la modélisation variationnelle, la simulation chirurgicale ou encore les techniques
d’interaction.

L’extension du modéle spline dynamique aux contraintes donne un contréle supplémentaire et une
plus grande souplesse d’utilisation, ouvrant des possibilités & de nombreux domaines d’application.

Les propositions complétent le modéle spline dynamique par une large gamme de contraintes et de
méthode pour lier le modéle a d’autres objets. Cependant, I'utilisation d’un schéma de Baumgarte pour
gérer les contraintes ne permet pas d’assurer leur réalisation exacte. Il pourrait étre intéressant d’étudier
les méthodes de type post-stabilisation pour le modéle spline dynamique. Notamment, l'intégration des
contraintes glissantes avec ce type de méthode. L’utilisation de ces méthodes permettrait d’alléger la
taille des systémes d’équations dynamiques & résoudre puisque qu’aucune contrainte n’est prise en compte
dans la résolution. En effet, la réalisation des contraintes est reléguée aprés I'intégration numeérique. Cette
réalisation peut s’effectuer plus ou moins correctement (et inversement, plus ou moins rapidement) suivant
que des approximations sont faites ou non.

Il pourrait étre également intéressant d’essayer de gérer les auto-collisions du modéle par des mé-
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thodes de type multiplicateurs de Lagrange (ou autre méthode plus robuste que les pénalités) pour en
assurer I'intégrité. Ainsi, le noeud géré par les méthodes a pénalités de la plateforme de simulation pourrait
étre réalisé a l'aide de contraintes unilatérale. L’utilisation d’une telle méthode pour les auto-collisions
apporterait une robustesse supplémentaire au modéle.

Pour certaines applications, le modéle spline doit pouvoir prendre des configurations géométriques
complexes sur une portion limitée de la courbe. Par exemple, la suture d’organes avec terminaison de
lopération par I’établissement d’'un nceud, requiert une souplesse du modéle de fil. Pour cela, il faut
définir la spline avec beaucoup de points de controle pour lui donner assez de liberté afin qu’elle puisse
prendre la configuration spatiale adéquate. Ce principe n’est pas trés efficace puisque le modéle simulé
posséde ainsi beaucoup de degrés de liberté dont la plupart sont inutiles. En effet, seule la zone de la
courbe ou le nceud est serré a besoin d’une grande liberté de mouvement. Il apparait nettement 'intérét
d’un modéle multi-résolution capable d’adapter automatiquement sa propre résolution en fonction de
certains critéres.

Nous proposons dans le chapitre suivant une extension du modéle spline dynamique permettant
d’ajuster le placement des degrés de liberté sur le modéle spline pour lui donner automatiquement la
bonne résolution vis-a-vis du mouvement désiré.
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CHAPITRE 4

MULTI-RESOLUTION
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La multi-résolution permet d’adapter la forme ou les possibilités d’un objet pour une application
particuliére. Elle peut s’appliquer de différentes maniéres, c’est pourquoi nous proposons de commencer
par étudier les divers travaux existant dans ce vaste domaine. Puis, nous exposons notre proposition de
multi-résolution sur le modéle spline dynamique. Enfin, nous présentons un test d’adaptation automatique
de la résolution suivi de ’application de la technique multi-résolution pour la découpe avant de conclure.

4.1 Travaux antérieurs

La multi-résolution trouve des applications dans des domaines variés comme la modélisation ou
la simulation physique. Dans le premier cas, la multi-résolution est purement géométrique et permet
d’adapter la forme d’un objet & une utilisation particuliére. Ce changement peut étre demandé par
l'utilisateur (comme dans les outils de CAO) ou effectué de maniére automatique. Dans le second cas,
la multi-résolution s’applique au niveau mécanique et permet donc de simuler un objet a des résolutions
différentes. L’intérét majeur est de cibler le calcul dans les zones en interaction (zones actives, manipulées)
ou en action soutenue (zones passives, simulées). Une multi-résolution mécanique peut provenir d’une
multi-résolution du modéle géométrique sous-jacent ou proposer sa propre méthode de changement de
résolution.

Afin de mieux appréhender les possibilités de la multi-résolution et les domaines couverts par ce
terme, nous présentons quelques travaux qui ont trait & la multi-résolution géométrique, puis certains
travaux se rapportant & une multi-résolution mécanique. Enfin, nous terminons cette section par une
discussion sur les travaux présentés afin de dégager les avantages et les inconvénients de chacun. Ceci
nous permet alors de mieux cerner les motivations de notre proposition.

4.1.1 Multi-résolution géométrique

Etant donné le large spectre des travaux existant, nous concentrons cette étude sur le cas particulier
qui nous intéresse, celui des modéles 1D.

Il est d’abord important de clarifier le terme de multi-résolution géométrique. Dans cette section,
un modele géométrique multi-résolution est un modéle capable d’adapter sa géométrie soit en la mo-
difiant directement, soit en la réorganisant. Les algorithmes de type niveaux de détails basé sur une
multi-représentation sont donc exclus de cette définition puisqu’ils proposent plusieurs versions fonda-
mentalement différentes d’'un méme modeéle. Ainsi, il n’est pas possible de passer d'un niveau de détails
a lautre en modifiant quelques données ou en les réorganisant puisque les structures sont différentes.
Un exemple de technique de niveaux de détails basée sur une multi-représentation des objets est celle
des imposteurs qui propose de substituer un objet géométrique (une structure basée sur un ensemble de
points spatiaux) par son image (un ensemble ordonné de couleurs).

Les méthodes incluses par cette définition de multi-résolution géométrique doivent donc proposer de
réorganiser les données de maniére & donner accés a différentes résolutions du modéle géométrique. Elles
doivent sinon modifier directement les données géométriques sans établir plusieurs versions du modéle a
des niveaux de détails différents.

Il existe différentes méthodes permettant de modifier la résolution d’'un modeéle géométrique. L’un
des travaux précurseurs sur la multi-résolution est celui de Forsey et Bartels|FB88| qui introduit la notion
de spline hiérarchique. Cependant, une théorie issue des mathématiques pures fait son apparition au début
des années 90, c’est la théorie des ondelettes. Il existe également des algorithmes de subdivision pour des
courbes (et des surfaces). Nous détaillons ici analyse multi-résolution par ondelettes et la méthode de
subdivision.

4.1.1.1 Les ondelettes

Cette section n’a pour but que de donner un apercu trés large de cet outil. Pour un descriptif plus
approfondi, voir [Gri99].
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L’analyse par ondelette est un outil mathématique puissant permettant d’analyser un signal quel-
conque (i.e. une fonction) afin de séparer les détails des données relativement grossiéres par le biais de
filtres. Les ondelettes offrent la possibilité de stocker sur le méme espace mémoire des données filtrées en
plusieurs résolutions. Ainsi, on obtient une résolution extrémement grossiére associée a toutes les informa-
tions nécessaires et suffisantes pour reconstruire toutes les résolutions intermédiaires jusqu’a la résolution
la plus fine, l'originale.

L’utilisation d’une décomposition en ondelette n’est soumise qu’a l'existence d’une imbrication d’es-
v . . Sfinie -
aces vectoriels V' sur lesquels la fonction est définie

LcVilicvicVvic..cvrc..

Cet outil est mathématiquement rigoureux, ce qui permet notamment de démontrer des propriétés inté-
ressantes du modéle (ces propriétés sont présentées dans [Gri99]).

Une décomposition en ondelette peut étre développée sur les courbes B-splines pour dégager une
hiérarchie de courbes B-splines liées les unes aux autres. On obtient donc une suite de courbes B-splines
de plus en plus fines. Les ondelettes offrent donc un moyen de déterminer une résolution plus fine d’une
B-spline donnée. On voit donc apparaitre un lien entre une décomposition en ondelette et la technique
de subdivision qui est présentée dans la section suivante.

4.1.1.2 La subdivision

Soit une courbe mathématique et sa discrétisation informatique définie par un ensemble fini de
points. Le principe de la subdivision est d’approcher d’aussi prés que I’on souhaite la courbe mathéma-
tique en densifiant le modéle discret par un processus itératif. Pour cela, le processus raffine un maillage
grossier en un maillage plus fin en adoucissant les contours et les courbures. Suivant ’algorithme itératif
employé, la courbe obtenue peut interpoler les points initiaux ou les approximer.

L’algorithme de subdivision naif est l'insertion d’un point au milieu d’un segment (point splitting)
accompagnée de son opération inverse permettant de supprimer un point (edge collapse). Les techniques
cité sont généralement employées sur des maillages triangulaires, donc 2D, mais ils sont transposable a
la 1D. Le critére de subdivision est basé sur la longueur d’un segment. Si un segment rectiligne est trop
long, un point milieu est défini. Au contraire, si un segment est de petite taille, alors I'un des deux points
extrémités est supprimé, le choix peut s’effectuer en inspectant la longueur des segments voisins et en
choisissant de supprimer le point commun avec le segment voisin le plus court.

D’autres algorithmes de subdivision existent, comme par exemple 'algorithme de Chaikin[Cha74]
qui permet, & U'infini, d’approximer des points ordonnés par une courbe B-spline quadratique[Rie75] (cf.
figure (4.1)).

Q @ &

Qs

y
Qo Qs

Ps Courbe limite
Po

F1G. 4.1 — Subdivision de Chaikin

L’algorithme utilisé est le suivant, soit P; les points du maillage grossier, les points Q; du maillage
plus fin sont donnés par les relations :

Q2i

Q2iy1 =
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Cet algorithme fonctionne pour les maillages 1D. On trouve également des algorithmes plus spécifiques aux
maillages surfaciques, comme la subdivision de Loop[Loo87, Sta98a, PX04]| ou de Catmull-Clark[CC78,
Sta98b]. Certains travaux proposent méme des implémentations utilisant le matériel graphique[BKS00,
RBABO02]. I existe de plus des algorithmes locaux comme par exemple les PN Triangles qui sont définis
& partir des patches de Bézier triangulaires. Enfin, on trouve des propositions de subdivisions adaptatives
suivant différents critéres comme des zones de ’espace, la courbure, la résolution écran, le point de vue...

La propriété de subdivision peut trés souvent se présenter sous forme de masques. Un point d’une
résolution est défini par une combinaison linéaire des points de la résolution plus grossiére en utilisant
des poids bien précis. Ces poids forment le masque de la subdivision. Ainsi, la subdivision d’une courbe
peut se mettre sous forme d’un produit matrice-vecteur ou le résultat est le vecteur des nouveaux points
caractéristiques. L’ensemble des splines possédant cette propriété sont dites raffinables. Peter Schroder
expose dans|ZSD*00] les principes d’une subdivision pour les B-splines uniformes. En partant de la
formulation en convolution des B-splines, il aboutit & la propriété (1.23) :

Ny (t) = Ng~'(t) © Ny (¢)
et ainsi détermine la relation de raffinabilité des B-splines uniformes :

I+1
1 .
NE(t) = 5 S0 CHFINE(2t — ) (4.1)
=0

En utilisant cette équation et en posant les vecteurs

k
N(t) = sz(t) et N(2t)= | NE(2t)
Ng

Schroder définit la relation matricielle :
N(t) = N(2t)S

ot S est une matrice dont les coeflicients sont donnés par 1’équation (4.1).
Un point de la courbe spline est alors défini par :

P(t) = N(t)p® = N(2t)p' = N(2t)Sp° = ... = N(2/t)p’ = N(271)S7p°

d’ott 'on peut tirer la relation p! = Sp°®. Ainsi, la matrice S permet de calculer les points de controle
d’une résolution par rapport a la résolution inférieure. Et les puissances de cette matrice permettent de
déterminer les points de controle des résolutions suivantes.

Par exemple, la matrice S pour une B-spline uniforme cubique est constituée alternativement des
coefficients (1, %) (pour les points d’indices impairs) et (3, 2, 1) (pour les points d’indice pair).

Cet algorithme de subdivision permet de définir une courbe B-spline uniforme a des résolutions
différentes. Cependant, le fait d’avoir un vecteur de nceuds uniforme ne permet pas de changer la résolution
localement et impose de recalculer ’ensemble des points de contrdle pour générer la nouvelle résolution.
La résolution obtenue n’est donc pas locale mais bien globale. Pour obtenir une subdivision locale, il faut
considérer une B-spline dont le vecteur de noeuds est non-uniforme. Ainsi, il est possible d’insérer un
nouveau nceud & n’importe quel endroit du vecteur de nceud associé & un nouveau point de contréle. De
cette maniére, un seul point de controle est ajouté produisant une nouvelle résolution locale de la courbe.

Soit une B-spline non uniforme d’ordre d+1 de vecteur de nceuds U = (uy, ..., u, ) et de fonctions de
base N; 4. On considére que cette spline est également définie par un vecteur de nceuds W = (wo, ..., Wn4)
créé A partir de U en insérant k noeuds associés aux fonctions de base N ;.- Donc, on suppose qu’il existe
une injection o qui envoie (0, ...,n) sur (0,...,n + k) avec :

i < o(i)
Ui = Wo(4)

Vi e {0,...,n},{
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L’insertion est possible s8’il existe des coefficients ﬁgj tels que :

n+k—d
Vi€ {0,....,n —d}, Vs, Nja(s) = Z BLN;a(s)

=0

Il existe par exemple 1’algorithme d’Oslo (ou encore, 'algorithme de Boehm[Boe80]) qui permet de
calculer ces coefficients a ’aide de la formule récursive suivante :

0 — 1 Sit;’kgtjgtz:rl
J 0 sinon

tive —tF _ * —tik
Vk>1 65‘7:M k—1 M k_1

* — 7 * * i+1,5
7

i+k—1 itk+1 — Yi—1

Ainsi, on peut mettre le processus d’insertion sous forme matricielle :
N =3TN

ott N et N sont les vecteurs respectifs des fonctions de base originales et subdivisées. 57 est la matrice
transposée des coefficients ﬂgj.
A Taide de cette expression matricielle et de I’équation de la courbe B-spline, on en déduit :

pTlfI _ f)TN _ pT/BTN
< p=0p

ou p et p sont les vecteurs des points de controle originaux et subdivisés. Gréce a cette relation, on peut
déterminer les points de controle de la version raffinée de la B-spline.

L’insertion d’un nceud et de son point de contrdle associé permet de mettre en place une multi-
résolution locale contraire & la subdivision d’une B-spline uniforme qui ne peut changer que globalement.

La suppression d’un nceud (et done d’un point de controle) est bien plus délicate puisque si I'inser-
tion peut se produire a tout moment, la suppression ne peut avoir lieu que lorsque la courbe est dans une
configuration bien déterminée. Nous ne rentrons pas dans les détails, le lecteur pourra trouver toutes les
informations dans les travaux suivants|EH95, LM87, Han87, Til92].

Détaillons maintenant la multi-résolution au sens mécanique du terme au travers de quelques travaux
existants.

4.1.2 Multi-résolution mécanique

Un modéle est basé sur un nombre fini de degrés de liberté, or la plupart des objets réels sont
constitués d’une infinité de degrés de liberté. Ce décalage entre 'objet réel et le modéle pose des limites
comportementales. Par exemple, un tissu masses-ressorts composé de quatre points simulés ne permet pas
d’obtenir le méme comportement qu'un tissu composé de cent points simulés. De la résolution du modéle
dépend le comportement émergent. Or, pour certaines applications, un modéle posséde une résolution
donnée pour des raisons de rapidité de calcul mais, il doit cependant étre capable de simuler un compor-
tement physique attendu lors d’une action interne ou externe. Le comportement qui doit étre le résultat
de la simulation peut étre global a tout I’objet ou seulement local. Dans le premier cas, un changement
de résolution en affinant globalement le modéle introduit inexorablement une lourdeur non négligeable
dans les calculs mécaniques. Une autre solution est d’adopter un autre modéle mécanique. Dans le second
cas, I’émergence d’'un comportement local peut étre mis en valeur en changeant localement la résolution
du modéle physique. Cette adaptation du modéle densifie localement le modéle mais relativement peu
par rapport & sa discrétisation totale. Donc les temps de calcul mécanique sont légérement plus longs
mais restent accessibles. Ce dernier point pouvant étre compensé si le modéle est également capable du
processus inverse, a savoir, réduire localement sa résolution si le comportement le permet.



162 Chapitre 4. Multi-résolution

Le but de la multirésolution mécanique est de donner & un modéle physique, possédant forcément
un nombre fini de degrés de liberté, la possibilité d’adapter sa propre résolution pour obtenir un compor-
tement plus réaliste et lui apporter plus de souplesse.

La multirésolution mécanique peut étre décomposée en deux catégories, la premiére catégorie re-
groupe les algorithmes adaptatifs et la seconde recense les algorithmes multirésolutions. Les algorithmes
adaptatifs se basent sur plusieurs représentations de I'objet et activent certaines parties de certaines
représentations. Alors que les algorithmes multirésolutions ne posséde qu’un seul exemplaire de I'objet,
celle de la résolution courante, qui évolue a chaque changement de résolution. Les algorithmes adaptatifs
se basent donc sur des représentations pré-calculées alors que les algorithmes multirésolutions modifient
dynamiquement la résolution courante.

La multirésolution mécanique est étudiée dans beaucoup de domaines différents, comme ’animation
humaine, les environnements de simulation adaptative, ’adaptation des modéles déformables...

Dans le contexte de l'animation humaine, Giang et al. [GMPOO00| proposent un environnement
adaptatif de niveaux de détails pour ’animation anthropomorphe nommé ALOHA (Adaptative LOD for
Human Animation). Cet environnement est basé sur une décomposition en quatre couches : les os, les
muscles, la graisse et la peau. Le moteur d’animation posséde un module nommé LOD Resolver qui
détermine & chaque itération les valeurs des parameétres de niveau de détails. Ces paramétres s’appliquent
a la fois & animation physique ou cinématique et au niveau de détails géométrique. Chacune des quatre
couches posséde sa propre résolution qui peut étre changée par décision du LOD Resolver. Les quatre
couches étant liées entre elles par des contraintes, des ressorts...Le controle des quatre couches peut donc
se faire au travers d’un seul parameétre.

Toujours dans un domaine lié & 'homme, Florence Bertaille et al.[BKCNO03] proposent de simuler
une chevelure & I'aide d’un algorithme multirésolution capable de changer la résolution des méches en
utilisant deux algorithmes, I'un pour la séparation et I'autre pour la fusion. En utilisant les critéres adé-
quates, la chevelure est ainsi simulée par des méches grossiéres ou les mouvements sont faibles et par des
meéches plus précises dans les zones ou le mouvement est plus rapide.

L’un des travaux pionniers dans le domaine de la multi-résolution mécanique est la proposition de
Hutchinson et al.[HPH96| qui décrit une méthode de raffinement automatique pour les modéles 2D masses-
ressorts. Le critére de changement de résolution est relatif & I’angle formé par deux ressorts normalement
alignés. Au dela d’un seuil, cette zone du maillage est subdivisée en insérant des masses et des ressorts.
Les nouveaux points sont interpolés linéairement, ils sont donc défini au centre des ressorts du niveau
inférieur. Ils sont pourvus de la méme masse que les points du niveau inférieur, ce qui change la masse de
I’objet. Les nouveaux ressorts ont une raideur double par rapport & ceux du niveau inférieur, puisqu’ils
sont exactement deux fois plus court.

Cette technique permet une subdivision effective du maillage discret en gardant la méme élasticité,
mais ne permet pas de conserver la masse de I'objet. L’insertion des nouvelles masses s’effectuent obliga-
toirement au milieu de deux points du niveau inférieur, ce qui laisse assez peu de liberté et laisse supposer
d’autre niveau de subdivision par phénoméne de dichotomie.

Grinspun et al. [GKS02] proposent un environnement de travail (nommé CHARMS : Conforming,
Hierarchical, Adaptive Refinement MethodS) spécifique pour la simulation adaptative. Pour cela, les au-
teurs se basent sur les splines et une décomposition en ondelettes. Plutoét que de raffiner les éléments
d’un maillage élément fini, CHARMS raffine les fonctions de base utilisées. Suivant le probléme traité, le
modéle élément fini discrétise I'objet (1D ou 2D) en un maillage et détermine des fonctions d’approxima-
tion pour évaluer les champs de forces et de déplacements en tout point de la courbe ou de la surface.
Les auteurs proposent d’utiliser les fonctions d’approximation des B-splines, soit linéaires soit d’ordre
supérieur.

La boucle de simulation se déroule de la maniére suivante :

SIMULATION()
1 while t <ty
2 do
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Prédire : mesurer Uerreur et construire les ensembles BT et B~
Adapter :
B« BUBTNB~

Maintenir 'indépendance de B (suppression des redondances)

Résoudre : les équations linéaires ou non a l’aide de B

t Al t + (5,5
Une itération se déroule donc en trois étapes, le choix du raffinement a ’aide d’un oracle qui prédit
les régions de 'objet qui ont besoin d’une meilleure résolution ou au contraire qui peuvent se contenter
d’une résolution plus grossiére. L’algorithme construit alors les fonctions de base qui permettent de définir
I’espace d’approximation. Ensuite, 'espace d’approximation est adapté en mettant & jour les fonctions
de base et en maintenant une cohérence entre elles. Ainsi il ne doit pas y avoir de redondance. Enfin, la
troisiéme et derniére étape consiste a résoudre le systéme mécanique linéaire ou non-linéaire. Pour cela,
le systéme d’équations doit étre écrit & I'aide des fonctions de base choisies.

0O Ut Ww

Fi1c. 4.2 — Mise en évidence du raffinement des fonctions de base (Extrait de [GKS02]). Les sphéres
rouges indiquent les fonctions de base actives.

F1G. 4.3 — Mise en évidence du raffinement des fonctions de base (Extrait de [GKS02])

De cette maniére, une simulation peut automatiquement affiner les fonctions de base dans les régions
courbées (cf. figure (4.2)) ou aux endroits ou la déformation est plus importante (cf. figure (4.3)). Sur
cette derniére figure, le schéma de gauche indique en rouge les zones de fortes déformations en flexion, le
schéma du milieu montre que ces zones possédent une grande concentration de fonctions de base affinées
et que, par conséquent, animation montre bien les courbures de l'objet et ses rides affinées (schéma de
droite).

Dans le méme esprit, Capelle et al.|[CGCT02] proposent un environnement multirésolution de simula-
tion dynamique d’objets déformables. Dans cette proposition, les objets sont simulés par une formulation
éléments finis des équations physiques de Lagrange. De ce fait, les auteurs font apparaitre un vecteur
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déplacement et I'expriment & l'aide d’une combinaison linéaire de fonctions de base hiérarchiques. De
plus, les objets sont englobés dans une grille non réguliére dont chaque élément posséde une résolution
active des fonctions de base. Ainsi, le modéle peut étre simulé a I'aide de fonctions de base grossiéres
dans un élément de la grille et & une résolution plus fine dans un autre élément. Lorsque le choix est fait
de changer de résolution sur un élément de la grille, il suffit de mettre & jour les matrices de masse et de
rigidité et, si ’élasticité employée est non linéaire, de mettre & jour également les termes concernant cette
énergie. Le critére de décision se base sur deux seuils de déformation. Le premier est le seuil d’activation
qui permet de prendre en compte les fonctions de base plus fines. Le second est le seuil de désactivation
qui, au contraire, permet de reprendre en considération la fonction de base plus grossiére. Il est conseillé
de choisir un seuil de désactivation plus petit que celui d’activation pour éviter que le systéme ne change
immeédiatement de résolution aprés une activation ou n’oscille entre deux résolutions.

La figure (4.4) compare 'utilisation de grille réguliére et non réguliére pour ’animation d’un dragon
déformable. Les schémas (a) et (d) montrent les positions au repos des objets déformables ainsi que les
grilles utilisées au départ (respectivement réguliére et non réguliére). Les schémas (b) et (e) mettent en
évidence 'animation du dragon lors de la prise en compte des contraintes de positions modélisées par les
sphéres noires. Sur cet exemple, le dragon est étiré et sa bouche ouverte. Les schémas (c) et (f) montrent
les configurations déformées du dragon. On remarque bien que le résultat avec la grille non-réguliére
(schémas (d), (e) et (f)) est plus réaliste que celui ou une grille réguliére est utilisée (schémas (a), (b) et
(c))

La figure (4.5) met en évidence adaptation de la résolution lors de déformations. Le schéma (a)
présente le dragon dans sa position au repos. Le schéma (b) indique le volume englobant formé par la
grille non-réguliére. Le schéma (c) montre la structure hiérarchique du volume englobant ot les sphéres
rouges correspondent au niveau 0 des fonctions de base, les sphéres vertes au niveau 1 et les sphéres
bleues au niveau 2. Le schéma (d) montre ’approximation en tétraédre du dragon utilisée par la méthode
des éléments finis. Le schéma (e) souligne l'utilisation d’une contrainte de positionnement indiquée par
la présence de la sphére noire. Ainsi, cette contrainte impose d’utiliser localement des fonctions de base
raffinées comme 'indique le schéma (f).

()

F1G. 4.4 — Comparaison des grilles réguliéres et non régulieres lors de déformations (Extrait de [CGCT02])

En se basant également sur une grille englobante, Nocent et al.[NNRO1| proposent de simuler un
objet a l'aide d’un volume englobant constitué de deux splines surfaciques superposées. Seuls les deux
splines sont simulées physiquement & 'aide des équations de Lagrange. Gréce a ’aspect continu des mo-
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(d)

F1a. 4.5 — Mise en évidence de la multirésolution en présence de déformations (Extrait de [CGCT02])

déles splines, la déformation du volume englobant se répercute en tout point de I’objet simulé. De part
cette technique, il est possible de simuler physiquement des objets complexes, qui demandent un grand
nombre de degrés de liberté, a I'aide uniquement des degrés de liberté des deux surfaces splines. Cette
technique permet donc de décorréler le nombre de degrés de liberté simulé du nombre réel de degrés de
liberté de I'objet. Autrement dit, elle permet de réduire le jeu de paramétres de la simulation.

Debunne et al.[DDCB00, DDCBO01| proposent une simulation en temps réel d’objets déformables
adaptatifs. Pour cela, ’objet déformable existe a différentes résolutions. A chaque itération, les différentes
résolutions sont constituées de nceuds possédant la propriété actif ou au contraire fantéome. Si un noeud
d’une résolution est actif, c’est que la résolution est celle choisie dans cette zone de 1'objet. Si c’est
une autre résolution qui est choisie, le nceud est invalidé, il devient alors fantome. Les noeuds actifs sont
simulés et intégrés alors que les nceuds fantémes nécessaires au calcul des déplacements de certains nceuds
actifs sont juste interpolés sur la résolution active a cet endroit. De cette maniére, il n’est pas nécessaire
d’avoir des noeuds communs entre les différentes résolutions, les noeuds limites sont les nocuds fantomes
et ils calculent leurs données par interpolation sur la résolution adéquate. Cette interface est schématisée
sur la figure (4.6).

@ active node of the
coarser resolution

O ghost node
node of the child

b tetrahedron for Pi

FI1G. 4.6 — Noeuds actifs et nceuds fantomes (Extrait de [DDCBO00])
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Les auteurs font remarquer que le changement de résolution s’effectue sans aucune ambiguité dans
le choix des nceuds a activer puisqu’une résolution plus fine est déterminée par les nocuds présents dans
la région de Voronoi du nceud & désactiver. Or, les régions de Voronoi d’un objet forment une partition
de l'espace. Ainsi, un nceud de la résolution plus fine ne peut faire partie que d’une seule de ces régions
et n’est donc lié qu’a un seul nceud pére. De plus deux noeuds d’une résolution grossiére ne peuvent pas
partager le méme nceud de la résolution plus fine (cf. figure (4.7)).

Vaoronoi region of P

P

Part of the hierarchical structure

F1G. 4.7 — Relations entre les nceuds de deux niveaux de résolution consécutifs (Extrait de [DDCB00])

Les auteurs proposent d’adapter la résolution mécanique des modéles déformables a ’aide d’un
critére de qualité. Ce critére se base sur le fait que le modeéle différences finies utilisé par les auteurs
est une approximation au premier ordre. Donc la mesure de I'erreur entre le second ordre et le premier
ordre peut servir d’indicateur et donc de critére. Ils proposent également d’adapter le pas de temps de
simulation en utilisant le critére de Courant pour déterminer le pas de temps maximum utilisable pour

un matériau donné :
£0
A+ 2u

ou h, pg, A et u sont des grandeurs scalaires caractéristiques du matériau simulé.

dt < h

Il faut noter également les travaux de Carlson et Hodgins|[CHI7] sur les niveaux de détails mé-
caniques. Ces travaux proposent plusieurs modéles d’animation pour simuler un objet et un ensemble
de critéres permettant de changer dynamiquement le modéle d’animation. Par exemple, suivant le cri-
teére réalisé, un objet (ou une partie d’un objet) peut étre simulé par des lois physiques, animé par la
cinématique inverse ou méme étre fixe.

4.1.3 Discussion

On peut classer ces travaux en deux catégories, ceux qui proposent une multi-résolution sur un
maillage discret et ceux qui proposent une multi-résolution directement sur le modéle continu.

Multi-résolution mécanique d’un maillage discret :
Les modeéles basés sur la méthode des éléments finis ou une méthode dérivé (masses-tenseurs) sont
soumises a la discrétisation du maillage. Lorsqu’une résolution change, c’est un tout autre maillage
qui est considéré localement ou globalement, avec une gestion entre différents niveau de résolution
si le changement de résolution est local. La nouvelle résolution est formé d’éléments construits par
rapport aux éléments du maillage supérieur. Par exemple, on peut définir la résolution plus fine
d’un tétraédre en définissant un nouveau point comme étant 'iso-barycentre de ses sommets. Ce
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type de construction forment un nouveau maillage figé sur la discrétisation. Ceci apporte donc des
décalages entre les résolutions, ce qui implique que le modéle simulé n’est plus le méme.

Les travaux de Debunne[DDCB00, DDCBO01] font également partis de cette catégorie puisque dans
cette conception un objet est constitué de nceuds discrets & différentes résolutions. Lors d’un chan-
gement de résolution, le choix est fait d’utiliser certaines parties d’une résolution en faisant parti-
culiérement attention aux nceuds situés a la limite de deux résolutions actives. La multi-résolution
s’appuie donc sur plusieurs maillages discrets a différentes résolutions d’un méme modéle.

Multi-résolution mécanique d’un modéle continu :
Ce type de multi-résolution s’appuie sur les propriétés continues du modéle physique, comme les
travaux de Grinspun et al.|[GKS02| ou encore ceux de Capelle et al.|[CGC102]. Le travail de Nocent
et al.[NNRO1] entre également dans cette catégorie puisqu’il permet de réduire le nombre de degrés
de liberté pour simuler un modéle, tout en simulant toujours le méme modéle, qu’il soit discret ou
continu.

Lorsqu’une technique multi-résolution est basée sur le maillage discret d’un modéle, un soin tout
particulier doit étre apporté pour garder la continuité temporelle de la simulation. Et plus encore si
plusieurs résolutions cohabitent en méme temps. En effet, le fait de n’avoir qu’un maillage discret sans
modeéle continu pose le probléme que tout changement du maillage, change le modéle.

Au contraire, avec une technique multi-résolution basée sur le modéle continu, il est plus facile d’as-
surer la continuité du modéle lors d’un changement de résolution. Puisqu’un changement de résolution
ne fait que modifier le nombre de degrés de liberté permettant de simuler le modeéle continu, mais ce mo-
déle reste le méme, et en particulier sa géométrie. Bien entendu, le fait de modifier les degrés de liberté
va influencer le comportement du modéle qui réagit de fagon moins grossiére. Mais, le changement de
résolution s’effectue sans discontinuité dans la simulation physique.

Nous proposons un modéle multi-résolution qui est, du point de vue mécanique, plus naturel. Le
principe est de conserver le méme modéle physique lors d’un changement de résolution et de permettre
d’adapter la résolution en tout point du modéle. Notre proposition fait donc partie de la catégorie des
modéles multi-résolutions basés sur un objet continu. Exposons maintenant ce modéle.

4.2 Multi-résolution sur la spline dynamique

Le but est ici d’introduire un cadre multi-résolution dans le modéle géométrique sous-jacent au
modéle spline dynamique, puis, d’observer l'incidence de ce changement de résolution sur le modéle
mécanique.

Pour cela, nous proposons d’adapter automatiquement la résolution locale de notre modeéle spline
dynamique en insérant/supprimant un seul point de controdle a la fois. De ce fait, le modeéle est capable
d’adapter localement sa configuration géométrique et mécanique en fonction de critéres géométriques
et/ou physiques. L’étude se décompose en plusieurs étapes, la premiére détaille le mécanisme d’insertion,
la seconde expose la suppression d’un point de controle et la troisiéme étudie la stabilité du modéle
mécanique résultant. Une quatriéme étape discute de divers travaux menés sur le théme de la découpe
d’objets simulés physiquement et discute de ce probléme de découpe sur notre modéle multi-résolution.

4.2.1 Technique d’insertion

L’insertion d’un nouveau point de contrdle va de pair avec 'insertion d’un nouveau nceud dans
le vecteur de nceud. Ainsi, I'insertion n’est rendue possible que pour les splines raffinables, comme les
B-splines non uniformes. Ce principe d’insertion sur une B-spline a été détaillée en section (4.1.1.2).
L’ensemble de la technique multi-résolution est donc restreinte a la classe des splines raffinables, ce qui
éliminent le choix des Catmull-Rom et des B-splines uniformes.

En appliquant cet algorithme d’insertion de point, on obtient une spline géométrique inchangée au
niveau de la forme mais possédant un point de controle supplémentaire. Donc le modéle résultant est
capable de prendre des configurations que le modéle de base ne pouvait pas prendre, notamment des
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configurations plus courbées. Comme le modéle de spline dynamique se base entiérement sur le modéle
géométrique sous-jacent, l'insertion d’un point va engendrer des modifications au niveau mécanique. Ces
modifications affectent de fagon continue les structures de données et les énergies de déformation.

4.2.1.1 Les structures de donnée

La dimension de I'espace des paramétres du systéme matériel passe de 3n a 3(n+ 1) puisqu’un nou-
veau point de controle introduit 3 degrés de liberté supplémentaires. Ceci étend I’ensemble des structures
de données sachant qu’elles sont pré-allouées avec une taille maximum, aucune réallocation n’est donc
nécessaire en cours de simulation. Certaines structures sont considérées comme variables : la matrice des
contraintes L, les matrices intermédiaires pour la résolution M ~'L” et R, le vecteur intermédiaire O pour
la résolution et le vecteur B regroupant le bilan des énergies potentielles. D’une itération a ’autre, pour
ces structures, I'insertion d’un nouveau point de controéle ne fait que changer leur taille mais ne requiert
aucun recalcul au moment de 'insertion. Par contre, les structures considérées comme constantes au cours
de la simulation requiérent une extension de la structure et un recalcul efficace des données. Détaillons
maintenant le processus de mise & jour des différentes structures de donnée constantes au cours du temps :

La matrice des masses généralisées

La matrice des masses M 3px3,) est donc étendue & M (3,43)x(3n+3)).- En rappelant qu’elle se
décompose en trois blocs diagonaux identiques M (cf. équation (2.12)), on ne recalcule que la matrice
My xny étendue en M((,,41)x(n+1))- La complexité d’un recalcul complet de la matrice M est en O(n?)
puisque I'on doit recalculer les n? coefficients et que le calcul d’un coefficient s’effectue & temps constant
(cf. équation (2.13)).

Si 'on désire n’effectuer que le minimum d’opérations pour définir la nouvelle matrice des masses
généralisées, il faut commencer par décaler les données. Le nombre de données & décaler dépend de I'indice
du nouveau point de controle, si le point est au début de la spline, il oblige le décalage de quasiment
tous les coefficients de la matrice (c’est le pire des cas). Si maintenant il est en fin de spline, seuls les
coefficients des points de controle suivants dans la matrice doivent étre décalés. Cette opération posséde
donc une complexité dans le pire des cas de O(n?). On remarque que la complexité est la méme que si
I’on recalcule tous les coefficients. En pratique, un déplacement mémoire est beaucoup plus rapide que le
recalcul d’un coefficient (27000 fois sur un pentium IV 2.4 GHz avec une architecture mémoire de type
DDR).

L’algorithme d’insertion a été détaillé de maniére générale dans la section (4.1.1.2). On considére ici
le cas pratique d’une B-spline cubique sans perte de généralité. Soit une B-spline cubique (d = 3) définie
par un vecteur q* de points de controle et un vecteur de nceuds t*. Soit une version raffinée de cette
B-spline définie par un vecteur de points de controle q et un vecteur de nceuds t qui n’a de différent avec
t* qu'un nceud inséré entre tirq (tirs) et tizar1 (tira), alors les points de controle q sont déterminés
par les relations suivantes :

Vk <1i,qkx =qg

di = ?ZQT +(1— ii)‘ﬁ—l

qi+1 = /Bf+1,i+1qik+1 +(1— 51'3+1,¢+1)q;k (4.3)
Qiv2 = Biro oGz + (1= 8o, 0)di 4

VE>i4+2,qk =d5_1

ot 3 ; est défini par I'équation (4.2).

Dans ce cas, les points modifiés sont les points d’indices 4, i + 1 et i + 2. On remarque que les
points d’indice supérieur ou égal a i + d en général sont simplement décalés. Ainsi, la matrice des masses
généralisées subit également ce décalage a partir de 'indice ¢ + d sur les deux dimensions :

M11 Mln
Mgxny = oo
M, ... M,,
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et une fois étendue, M, ,) devient M((p11)x(n+1)) :

i+d
!
My, Miiya—1) Miyiya—1) Miiya My,
Miva-1y1 - Mava-1)@+a-1) Mira-1)i+a-1) Mita-1)@+a) - Meta—1)n _
Miva—1yr - Migra—1itra—1) Mura-ve+ra-1) Mira—ve+ay - Mird—1)n —i+d
Mavayr - Mautrayerda—1) Mt ayiva—1) Mavayivay - Mitan
Ajn,l ]\[n( i+d—1) ]\’[n(i +d—1) ]\"[n(ier) A'[n,n

Les coefficients rouges sont les coefficients décalés.

Apres avoir décalé les coefficients, un recalcul de certains coefficients est effectué. Les coefficients
en question sont ceux qui sont affectés par la modification du vecteur de nceuds (cf. figure (4.8)). Or, les
coefficients sont des intégrales de produit de fonctions de base de spline (cf. équation (2.13)). Et, certaines
fonctions de base sont directement affectées par la modification du vecteur de noeuds (cf. figure (4.9)).

Ancien segment paramétrique

S+d-1
o | | ] | |
—r—
S+d—1 S+d

Segments paramétriques modifiés

Points de contrdle : Oi-2 Q1 O Q1 Oi+2

T

Fia. 4.8 — Conséquence d’une insertion sur le vecteur de nceuds

1 | Avant insertion
Aprés insertion

bo(s)

o 1 2 3 4

Fi1G. 4.9 — Conséquence d’une insertion sur les fonctions splines cubiques
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Sur ce schéma, linsertion a lieu a Iabscisse paramétrique 3.5, les fonctions de base affectées (i.e.
dont la forme change, peu importe le support) par cette insertion sont celles d’indice entre 0 et 4 inclus.
On trouve donc cing fonctions de base modifiées.

Définition : On définit un segment paramétrique S; par Uintervalle [s;, sj41].

L’insertion du nouveau point de controle (d’indice i) modifie le vecteur de nceuds en ajoutant
une entrée supplémentaire a U'indice ¢ + d ou d est le degré de la B-spline. Ce nouveau nceud altére la
configuration des deux segments paramétriques adjacents : S; 141 et S;14. Ainsi, toutes les fonctions de
base des splines qui ont un support en intersection non nulle avec I'un de ces deux intervalles subissent
la modification. Or, le support d’une fonction de base de spline est déterminé & 'aide de la propriété de
localité des B-splines par :

k—1
So, = I35 sj2k[= | Site
=0

ou k =d—+ 1 est I'ordre de la localité des B-splines utilisées.
De plus, les fonctions splines qui ont un support en intersection non nulle avec S;44—1 ou S;14 sont
définies par :
Sp; N Siva—1 #0 pour i+d—k<j<it+d-—1
Sp,; 1 Sita #0 pour i+d—k+1<j<i+d

Ainsi, les fonctions de base dont la forme change aprés I'insertion du nouveau point sont celles dont

I’indice j vérifie :

i+d-k<j<i+d
Pour ces fonctions de base, leur produit par une autre fonction de base (indice !) change également
modifiant les coefficients correspondants (M;; et M;;) dans la matrice des masses généralisées.

Comme la matrice est symétrique, k + 1 lignes et k + 1 colonnes de la matrice sont a recalculer. Du
fait de la symeétrie, on ne recalcule que les colonnes pour en déduire les lignes symétriques. De plus, la
matrice M est bande de largeur 2k — 1, cette propriété nous permet de ne recalculer que les éléments
dans lintersection entre les k + 1 colonnes et la bande de largeur 2k — 1 (sachant que k = d + 1, on a
aussi 2k — 1 = 2d 4 1). Voici un exemple de mise & jour pour une B-spline cubique :

i+d—k i+d
l l
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
i+d—k— Lo X X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
i+d— X X X X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

Les X symbolisent les coefficients des k + 1 colonnes, la couleur rouge indique les coefficients dans
Iintersection entre les k£ + 1 colonnes et la bande. La couleur bleu est relative aux données dupliquées par
symétrie, ces données sont donc a l'intersection de la bande et des k + 1 lignes.

Pour effectuer cette mise a jour, & chaque colonne j traitée, on définit 'indice de début de ligne
lgepur €t I'indice de fin de ligne [, par :

ldebut:j_d lfin:j+d
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On calcule les coefficients en reportant également les coefficients symétriques (dans 1’absolu, certains coef-
ficients sont calculés deux fois, I’algorithme peut étre optimisé pour prendre en compte cette redondance).

De cette maniére, on recalcule effectivement (k+1) % (2k —1) = 2k% +k — 1 coefficients. Considérant
I’ordre de localité k& comme une constante du modéle B-spline, la mise & jour s’opére en temps constant.

La décomposition LU de la matrice des masses généralisées

Comme la résolution du systéme sans contrainte a besoin de la décomposition LU de la matrice des
masses généralisées, cette décomposition est également recalculée. Ici, aucune accélération n’a été mise
en place.

L’inverse de la matrice des masses généralisées

De plus, la résolution du systéme contraint a besoin de l'inverse de la matrice M, il faut donc
recalculer la matrice M1 également. Or, cette matrice passe de la dimension (n x n) a la dimension
((n4+1) x (n+1)).Il pourrait étre intéressant d’appliquer un schéma de calcul introduisant uniquement les
modifications dans la matrice inverse, comme le schéma de Shermann-Morisson-Woodbury. Cependant,
dans sa version originale, ce schéma n’est pas utilisable tel quel pour des matrices de dimensions variables.
Pour le moment, I'inverse est donc recalculée entiérement.

Le vecteur de gravité

Une partie de la gravité est précalculée (cf. équation (2.16)). Ainsi, I'insertion d’un nouveau point
de controle demande une mise & jour de ce vecteur. Il est composé d’'intégrales de fonctions de base de
spline. Ainsi, seules les fonctions de base dont la forme a changé sont prises en compte. Comme les b;
modifiés sont ceux d’indice j vérifiant i +d — k < j < i + d, les coefficients recalculés du vecteur sont
ceux d’indice j vérifiant :

i+d—k<j<i+d

On recalcule donc k£ 4+ 1 éléments. Comme k est considérée comme une constante du modéle spline, la
mise & jour a donc une complexité en O(1).

Les points de controéle

Comme le but est d’insérer un nouveau noeud dans le vecteur de nceuds, un point de contrdle associé
& ce nouveau noeud est également introduit. Dans I’exemple d’une B-spline cubique, on utilise donc la
formule (4.3) pour déterminer la position de ce point et les modifications sur les points de controle voisins.

4.2.1.2 Les énergies de déformations

Le comportement d’un objet déformable ne doit pas changer lorsqu’une insertion s’opére. Or, les
énergies de déformation sont liées a la structure du modéle spline, autrement dit & son vecteur de nosuds.
Comme l'insertion d’un point de contréle est accompagné de l'insertion du nceud correspondant dans le
vecteur de nceuds, la structure intrinséque de la spline change. Donc, si I’on désire obtenir un comporte-
ment cohérent et continu dans le temps, les structures de données des énergies sont a adapter.

Evidemment, cette mise a jour dépend grandement du type de déformation utilisé. C’est pourquoi
nous étudions dans un premier paragraphe les énergies discrétes puis, dans un second paragraphe, les
énergies continues.

4.2.1.2.1 Energies discrétes Les énergies de déformation discrétes (cf. section (2.3.1)) sont modéli-
sées par des ressorts placés sur une discrétisation de chaque segment paramétrique du modéle spline. Lors
d’une insertion, la paramétrisation du modéle change, la discrétisation doit donc étre recalculée et les res-
sorts redistribués sur cette nouvelle discrétisation. L’échantillonnage est effectué de maniére paramétrique
sur chaque segment spline de la méme maniére que dans la section (2.3.1). Ainsi, la discrétisation n’est
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changée que sur les deux segments affectés par l'insertion. La configuration au repos de chaque ressort
doit étre déterminée & partir de la configuration au repos de la spline (généralement celle de départ).
Donc, cette configuration au repos est conservée pour déterminer les longueurs (angles...) au repos des
nouveaux ressorts lors d’une insertion.

Ainsi, la répartition des forces est différente lors d’un changement de résolution. Ceci résulte en une
modification de la structure énergétique du modéle puisque la configuration des ressorts a localement
changé, ne reproduisant plus le méme comportement. Donc, lors d’une insertion, le modéle présente une
certaine instabilité qui s’estompe au cours du temps pour finir par se stabiliser.

Une autre possibilité est de découper certains ressorts de la résolution courante a la maniére de
Hutchinson et al.[HPH96] en adaptant leur raideur. Les auteurs découpent un ressort en deux ressorts
rectilignes produisant le méme bilan de force. Dans notre cas, les extrémités du ressort sont des points
de la spline d’abscisses paramétriques données. Lors d’une découpe, le point milieu est défini par la
moyenne des abscisses paramétriques des extrémités et donc lui aussi est un point de la spline. Il n’est
donc pas forcément aligné avec les points extrémités. Son insertion entraine la aussi une discontinuité
du comportement en flexion. Au final, cette technique donne la méme distribution de ressort que la
redistribution compléte que nous avons choisi. Et étant donné la rapidité avec laquelle cette tache peut
étre exécutée, il ne nous semble pas nécessaire de mettre en place ce processus de découpe de ressorts.
Nous préférons nous attarder sur des modéles énergétiques continus qui offrent une meilleure stabilité du
comportement.

Cette discontinuité temporelle est due a la discrétisation du modéle, elle peut donc étre atténuée
en augmentant la densité de I’échantillonnage ou mieux, supprimée en étudiant le cas des énergies de
déformation continues (en élongation et flexion).

4.2.1.2.2 Energie continue d’élongation Cette énergie a été détaillée dans la section (2.3.2). Nous
présentons ici le détail des mises & jour lors d’une insertion. La structure de donnée relative a I’énergie
de déformation continue d’élongation met en place deux tableaux. Le premier stocke les termes By, et
le second stocke les termes Bjpg (cf. équation (2.20)).

Bim :

I CIAC
B”"‘/o T(s,0)]

D’abord, on voit apparaitre le terme T(s,0) qui dépend de la configuration au repos de la courbe.
Cette configuration au repos est ici considérée comme étant la configuration a t = 0. Ce terme est
donc calculé a 'aide de la configuration de départ de la courbe qui est conservée tout au long de la
simulation.

Ensuite, un terme B;,, fait intervenir I'intégrale du produit de deux fonctions de base dérivées. Or
une fonction et sa dérivée possédent le méme support et, le tableau B;,, est symétrique. Il posséde
donc les mémes propriétés que la matrice M. La mise & jour des termes B, ressemble donc & la
mise & jour de la matrice M : on commence par décaler les données sur les deux dimensions puis,
on met a jour les termes qui en ont besoin comme avec la matrice M.

Comme beaucoup de ces termes sont nuls, la structure de données peut se contenter de n’allouer que
I’espace mémoire nécessaire a stocker les données non nuls et non redondantes. Mais, la dimension
du tableau n’étant que de deux, le choix s’est porté sur une structure classique de tableau pré-alloué
(aucune réallocation dynamique) qui permet un accés direct aux données sans indirection. Dans ce
contexte, la mise a jour des données B;,, est donc optimale puisque ’on ne recalcule que le minimum
de termes. La complexité de cette mise a jour est, comme pour la mise & jour de la matrice des
masses généralisées, en O(1).

B

impq *

ds

B ()8 ()0 (5)
Bimpg = / T (5, 0)



4.2. Multi-résolution sur la spline dynamique 173

Comme pour le tableau B;,, le terme T(s,0) est calculé a 'aide de la configuration au départ
qui est conservée. Cependant, I'analogie s’arréte 1a puisque ce tableau est de dimension 4 et qu’il
posséde des symétries dans toutes les dimensions et beaucoup de termes sont nuls. On propose donc
de mettre en place une structure de données particuliére qui permet de ne stocker (et donc calculer)
que les termes non nuls et sans redondance.

Comme cela a été indiqué dans la section (2.3.2), on fait le choix de vérifier la propriété g < p <
m < i pour éviter les symétries. On propose de stocker tous les termes dans un méme tableau a une
seule dimension, et d’utiliser quatre tables d’indirections pour accéder a une donnée déterminée par
ses quatre indices.

Pour un indice ¢ donné, on a la relation m < i et la limite inférieure de I'indice m est donnée par
le plus petit indice j vérifiant

Sp, () S, #0

puisque si l'indice m est en dessous de cette limite, alors les fonctions b; et b, ont un support en
intersection vide (il en est donc de méme pour leurs dérivées) et donc le produit des deux fonctions
est nul impliquant que les termes B;y,,q sont nuls quel que soit p et g.

La limite inférieure pour l'indice m est donc & nouveau donnée par la propriété de localité de la
B-spline : les fonctions b; et b, s’étendent sur k segments paramétriques donc les fonctions b, dont
le support est en intersection non vide avec b; sont celles d’indice m compris entre ¢ — (k — 1) et
i+ (k—1). L’indice m est donc borné par :

i—k+1<m<q
Avec le méme raisonnement, on détermine les bornes des indices p et ¢ comme :

i—k+1<p<m
i—k+1<qg<p

Ces bornes permettent donc de calculer les termes non nuls du tableau By, sans aucune redon-
dance. Le stockage et I’accés aux données s’effectue par des tables d’indirections qui prennent en
compte les symétries mais pas le support des fonctions de base. Il existe une table par indice :
of fset;, of fsety, of fset, et of fset,. Soumis & la relation ¢ < p < m < 7, on définit un ordre
sur les indices : i est le premier indice, suivi de m, p et enfin ¢. A I'aide de cet ordre, on construit
les tables en considérant pour chaque table d’indice i, m, p ou ¢ les indices d’ordres inférieurs.
Autrement dit, le décalage indiqué par la table of fset; prend en compte toutes les données des
indices plus petits pour toutes les dimensions.

of fsety :
L’indice g étant celui d’ordre minimum, il ne dépend que de lui seul et donc la table d’indirec-
tion est directe :
of fsetylk] =k

Autrement dit, pour i, m et p fixés, des indices g consécutifs indiquent des données consécutives
dans le tableau mono-dimensionnel By, pq-

of fsety :
Vis a vis de l'ordre défini entre les quatre indices, p est d’ordre supérieur & g, ceci implique
qu’il doit prendre en compte 'indice ¢ dans le décalage. Pour un indice p fixé & k, on a k + 1
possibilités pour 'indice ¢ :

p q
k 0
k 1
klk—-1
k k
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le décalage qui doit donc étre effectué pour accéder a p = k doit donc prendre en compte les
données dont I'indice p est entre 0 et £ — 1. On a donc

k
of fsetylk Z k+1)

of fsetp,

Pour un indice m fixé a k, les indices p et ¢ peuvent varier entre 0 et k sachant que 1’on
a toujours la relation ¢ < p < m < 4. On a donc k(k + 1)/2 possibilités (ce probléme est
équivalent au remplissage d’une matrice carré symétrique de dimension k). Pour accéder aux
données d’indice m valant k, il faut prendre en considération les données d’indice m inférieur
a k, ce qui procure la relation :

k-1 k
1 2 1
of fsetm ZJJr (J+2) ZJJJr
j=0 j=1
Or, il peut étre noté la construction suivante :
1 = 1.2/2
1+ 2 = 23/2
1+ 24+ 3+ ... +k = k(k+1)/2

qui fait apparaitre, aprés I’addition des lignes ci-dessus, la formule :

k
Zz —z—|—1

i=1 2

kﬂg Z

i(t+1)

Mw
ol

Il
_

N
™=
+.
=

s
Il
_

en utilisant la formule 37 i2 = k(k + 1)(2k + 1)/6, on obtient :

k k..
i=1 i

k(k+1)2  k(k+1)(2k+1) <i(i+1)
) o Z

@ =
6 2
=1
K+ 3k2 42k (it 1)
< 6 B ; 2
On en déduit donc le déplacement pour 'indice m :
k® + 3k? + 2k

of fsety|k] = G
of fset; :
Le décalage & apporter pour accéder aux données d’indice ¢ valant k est le nombre total de

données présentes aux indices inférieurs. Or, pour un indice i fixé a k, les indices m, p et ¢
varient de 0 a k avec la relation d’ordre ¢ < p < m < i. Donc, pour un m donné, le tableau



4.2. Multi-résolution sur la spline dynamique 175

of fset,, nous donne le nombre de données présentes pour les indices inférieurs. Pour un indice
1 fixé a k, le nombre de données présentes aux indices ¢ inférieurs est donc :

k
of fset;[k] = Z of fsety[i]
i=0
Ainsi, on trouve :
E .3 o : E .3 E .o ko
1° + 317 + 2 1 7 i
of i) = EE SRS Ry
i=0 i=0 i=0 i=0
Or, en utilisant la relation Zf:o i3 = M, on trouve finalement :

E* +6k3 4+ 112 + 6k
of fset;[k] = 51

L’accés a une donnée passe donc par ces quatre tables d’indirection de la maniére suivante :
Bimpq [0f fset;[i] + of fsety,[m] + of fsety[p] + of fsetyq]]

Lors d’une insertion, il est envisageable de décaler les données pour ne recalculer que les données
qui ont été modifiées. Pour le moment, nous recalculons ’ensemble de la structure sachant que
les tables d’indirection sont précalculées et inchangées au cours d’une insertion. Nous recalculons
donc ’ensemble des données non nulles de cette table. En considérant la propriété de localité des
B-splines, la complexité de ce recalcul est en O(n), puisqu’en faisant varier l'indice ¢ de 0 a n (le
nombre de points de contrdle), chaque indice m, p et ¢ est borné par la propriété de localité et
la relation d’ordre ¢ < p < m < i. De plus, le calcul de U'intégrale se fait numériquement, par la
méthode des trapézes avec un pas fixe de 0.08.

4.2.1.2.3 Energie continue de flexion Cette énergie a été détaillée dans la section (2.3.3). Les
termes d’énergie sont (cf. équation 2.24) :

aE - ! /! /! (a7 «
~ 50 = ks Z:j / ()b (s) ds (¢(1) — 42(0))

Dans cette équation, les intégrales sont précalculées dans un tableau & deux dimensions. De plus,
les éléments du tableau sont des intégrales de produit de fonctions de base dérivées deux fois. Ainsi, ces
termes ont les mémes propriétés que les termes de la matrice des masses généralisées : le méme support
(donc la méme propriété de localité) et une symétrie. Donc, la mise & jour de ces données s’apparente a
celle de la matrice M, a savoir un décalage des données dans les deux dimensions du tableau suivi d’un
recalcul d’un nombre restreint de termes. Le nombre de termes effectivement recalculés est constant gréace
a la propriété de localité, comme pour la matrice M. Le processus étant similaire & celui de la matrice
des masses généralisées, nous ne nous étendons pas sur cette mise a jour.

4.2.2 Technique de suppression

La suppression d’un neeud et de son point de controle associé se déroule de fagon inverse & I'insertion.
Prenons le cas d’une B-spline cubique, on a vu que 'insertion se déroule suivant le schéma de calcul de
léquation (4.3). En observant ce schéma de calcul, on détermine aisément que la suppression du point
gi+1 s’accompagne par les mises & jour des points de controle q; et g2 en les remplagant simplement
par les points de controle q; et qf 4 :

N g —(1— ?,i)q;il
4= 5
. 4.4
qi+2 — 5?+2,¢+2qi+2 (4.4)

*
qi+1 1—- 3
i+2,i+2
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4.2.2.1 Les structures de donnée

La mise a jour des structures de donnée est similaire & celle opérée pour le processus d’insertion :

Matrice des masses généralisées :

Les éléments de la matrice sont décalés pour combler I'espace laissé vide par le point supprimé. La
matrice carré passe donc de la dimension n+ 1 a la dimension n. Ensuite, le processus demande un
recalcul local des données. Cette étape de la mise a jour est locale puisqu’elle ne recalcule que les
données affectées par la suppression. La complexité de cette mise & jour est donc en O(1).

Inverse et décomposition LU de la matrice M :

Ces deux étapes sont effectuées sans mise & jour mais par un recalcul complet des matrices.

Vecteur de gravité :

Le vecteur de gravité perd lui aussi une donnée, ce qui induit un décalage des données d’indice
supérieur et un recalcul local des éléments affectés par la suppression. Cette mise & jour est en
temps constant O(1).

Les points de controéle :

La structure contenant les points de controdle est bien évidemment modifiée puisqu’un point de
controdle est supprimé. Un décalage doit 1a aussi s’opérer, suivi d’une mise & jour suivant le schéma
de calcul (4.4). Les points de controle affectés sont locaux et n’induisent donc qu'une complexité

en O(1).

4.2.2.2 Energies de déformation

Les énergies de déformation sont affectées par la suppression d’un nceud de la méme maniére que
lors d’une insertion. Les mises & jour des données (ressorts, tables...) s’effectuent donc sur un schéma
similaire a l'insertion(cf. section (4.2.1.2)). Nous ne rentrons donc pas dans le détail des calculs.

4.2.3 Simulation d’une spline multi-résolution

Si les techniques d’insertion et suppression de points de contrdle sont fixées, leur utilisation est
lice & des critéres d’insertion et suppression qui sont détaillés ci-aprés. De plus, 'utilisation de la multi-
résolution n’est pas sans conséquence sur le modéle simulé. Il est donc important d’étudier la stabilité du
modéle résultant afin de mieux appréhender ses avantages et ses inconvénients.

4.2.3.1 Critére d’insertion

L’insertion d’un point de controle permet une plus grande mobilité de la courbe dans une zone
précise. Cela permet par exemple d’offrir & la courbe la possibilité de prendre une configuration trés
courbée qu’elle ne peut pas prendre dans sa résolution actuelle. C’est le cas par exemple lorsque 1'on
serre un neeud. La formation d’un nceud induit des courbures plus ou moins fortes qui vont s’accentuer
pendant le serrage.

Au travers de cet exemple, on peut déterminer un critére géométrique lié a la courbure du modéle.
Si la courbure locale de la courbe dépasse le seuil critique, on introduit un point de controle a cet endroit.
Le fait d’introduire un point a cet endroit ne va pas réduire la courbure locale induisant donc une cascade
d’insertions dans une méme zone. Pour éviter cela, le critére d’insertion mesure une notion de courbure
basée sur les points de controéle locaux. Par exemple, pour une B-spline cubique, un segment paramétrique
est déterminé par quatre points de controle. Le but de la manceuvre est donc de vérifier si un segment
paramétrique a besoin d’étre divisé ou non. Pour cela, on récupére les quatre points de controle et on
teste les deux angles formés par les trois segments. S’ils sont tous les deux en dessous du seuil fixé, la
configuration est considérée comme limite, on insére alors un point au centre du segment paramétrique.
En pratique, on se contente d’approximer I’angle par son cosinus en calculant le produit scalaire des
vecteurs normés. La figure (4.10) montre les quatre cas possibles pour un segment paramétrique d’une
B-spline cubique.
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qu Cli+2

Qi+2 01
() 7)) L
Qi
di+3 di+3
(a) Les deux angles en dessous du seuil (b) Le premier angle au dessus du seuil

(c) Le second angle au dessus du seuil (d) Les deux angles au dessus du seuil

F1G. 4.10 — Schéma du critére d’insertion

Soit € le seuil d’insertion, q;, qi+1, di+2 €t Qi3 les points de contrdle intervenant pour le calcul du
1°™¢ segment spline. L’insertion a lieu au milieu du ¢ segment si les deux conditions suivantes sont
vérifiées :

qdidi+1  di+19i+2 qQi+19i+2 di+29i+3
|Qidi+1| [Qi+19iv2] |di+1Qit2| |dir2qits]

De ce fait, € varie dans 'intervalle [—1..1]. Une valeur de 1 est un critére faible puisqu’il autorise toujours
une insertion alors qu’une valeur de —1 impose un critére fort puisqu’il refuse toute insertion. En pratique,
€ est négatif, proche de la valeur —0.4.

Ce critére permet d’augmenter la résolution de la courbe aux endroits ot la courbure devient trop
importante. Ainsi, les zones fortement courbées possédent une résolution plus importante permettant de
rendre plus précis le comportement local du modéle. On peut ainsi réaliser le serrage d’un nceud.

Le critére choisi est purement géométrique, il mesure des angles sur la configuration des points de
controle. Il parait légitime de chercher un critére basé sur les déformations du modéle, mais les énergies de
déformation sont liées au modeéle (élongation, courbure). Ainsi, tout critére basé sur la courbure (respec-
tivement 1'élongation) est indirectement 1i¢ a la déformation en flexion (respectivement en élongation).

4.2.3.2 Critére de suppression

La suppression d’un nceud dans le vecteur de noeuds d’une B-spline est soumis & des conditions
mathématiques trés strictes [LM87, Han87, Til92, EH95] puisqu’une fois le nceud supprimé, la courbe,
amputée d’un point de controle, doit rester inchangée. Les conditions mathématiques étant difficilement
vérifiables en temps réel, nous proposons de simplement opérer une suppression lorsque trois points de
controéle consécutifs sont alignés. En effet, en configuration rectiligne, une courbe B-spline peut se réduire
au nombre minimum de points de controle tout en gardant la méme configuration spatiale. Le but est
donc de vérifier cette condition d’alignement & un niveau local, celui des points de contréle. On vérifie
donc sur chaque triplet de points de controle consécutifs (qi, Qi+1,qi+2) de la courbe si leur alignement
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vérifie la condition :

qQidi+1  qi+19i+2
|9idi+1] |Qi+19it2]

ou € est ici le seuil de suppression. Comme celui d’insertion, il varie entre [—1..1]. Un seuil de —1 induit
un critére de suppression lache puisqu’il autorise la suppression dans tous les cas de figure. Alors qu'un
seuil & 1 refuse automatiquement la suppression. En pratique, trois points consécutifs alignés dans 'ordre
donnent un produit scalaire égal & 1. Pour détecter les alignements ordonnés, il faut donc choisir un seuil
proche de 1.

Etant donné que le critére théorique de suppression est rarement réalisé, la suppression induit
généralement des modifications notables sur le comportement du modéle. Pour atténuer ces effets, il faut
simplement se rapprocher le plus possible du critére de suppression théorique en choisissant un seuil de
suppression plus proche de I'unité.

La suppression d’un point n’étant pas sans effet sur le comportement du modéle, il peut étre in-
téressant de définir un critére qui prendrait en compte la stabilité du modeéle. Si le modéle cherche sa
position au repos, la suppression n’est pas autorisée alors que s’il commence & se stabiliser, on lui donne
le droit de réduire sa résolution.

Il est également envisageable de mettre en place une transition douce de la suppression en interpolant
deux simulations a des résolutions différentes a la maniére de Perbet et al.[PCO1]. Ceci revient a effectuer
un morphing?® entre deux résolutions différentes. Pendant quelques itérations de la simulation, le modéle
est donc simulé & deux résolutions différentes et le modéle visualisé est le résultat d’une interpolation entre
les deux résolutions. Cette technique aurait I’avantage d’adoucir les problémes de saut comportementale
dii a la suppression et donc permettrait de choisir un critére de suppression plus lache. Cependant elle
requiert la simulation du modéle & deux résolutions différentes et donc consomme beaucoup plus de temps.
De plus, cette technique permet d’avoir un résultat visuel plus satisfaisant mais le modéle physique reste
invalide au niveau physique.

4.2.3.3 Stabilité du modéle mécanique

Lorsque I'un des critéres définis ci-dessus est réalisé, le modéle subit un changement de résolution
qui induit des modification dans le comportement du modéle physique.

La stabilité du modeéle multi-résolution est trés étroitement liée au choix du modéle de déformation.
Si ce modeéle est discret, le ré-échantillonnage de la B-spline aprés une insertion ou une suppression induit
des modifications qui se répercutent sur le comportement du modéle. Ces effets sont localisés dans le
temps, ils apparaissent lors du changement de résolution. Ensuite, si la structure interne ne change plus
pendant quelque pas de simulation, le modéle se stabilise. Si tout est continu (y compris les énergies de
déformation) et surtout basé sur la forme, aucune discontinuité de comportement ne doit étre observée
lors d’une insertion car la forme ne se modifie pas.

Pour cela, il est plus intéressant de choisir les modéles de déformation continue pour utiliser la
multi-résolution. Sachant que l'insertion d’un point est exacte, cette opération peut s’effectuer a tout
moment et sur tout le modeéle sans risquer de déstabiliser le modéle mécanique. Par contre, la suppression
n’est, en général, pas un processus exact[LM87, EH95| et introduit donc une erreur. La courbe résultante
aprés une suppression n’est plus la méme. L’erreur commise est liée au seuil du critére de suppression.
L’utilisateur peut donc minimiser cette erreur en définissant judicieusement la valeur du seuil.

4.2.3.4 Avantages et inconvénients

Le modéle multi-résolution proposé permet d’adapter le nombre de degrés de liberté du modéle pour
lui permettre de simuler un comportement qu’il ne pourrait pas offrir sans un changement de résolution.
Le principe est d’adapter les degrés de liberté, mais le modéle reste le méme. L’adaptation du modéle est
mathématiquement exact en insertion, procurant une stabilité physique du modéle dans le temps. Ainsi,
le modeéle mécanique est inchangé lors d’un changement de résolution d’un niveau grossier & un niveau

23Fondu, interpolation douce d’un état a lautre.
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plus fin. De plus, 'adaptation du modéle spline peut s’effectuer en tout point du modeéle continu, offrant
ainsi une grande liberté et une grande souplesse d’utilisation.

Un changement de résolution d’un niveau fin vers un niveau grossier n’est, quant a lui, pas mathé-
matiquement exact puisque le critére proposé est une approximation du véritable critére. Ainsi, lors de
la suppression de degrés de liberté, le modéle mécanique est modifié, relativement au seuil du critére de
suppression.

4.3 Test : adaptation automatique de la résolution

Cette section expose différents résultats de simulation obtenus avec le modéle de spline dynamique
multi-résolution.

L’un des intéréts de la multi-résolution sur le modeéle de spline dynamique est d’offrir au modéle
plus de degrés de liberté dans les zones courbées. Par exemple, en simulation chirurgicale, I'un des gestes
de base est la manipulation d’un fil de chirurgie avec, en phase finale d’opération, la création d’un nceud.
Lorsque le praticien crée le nceud, il forme des boucles qui impliquent des courbures plus ou moins
prononcées sur la courbe. Puis, en serrant le nceud, les courbures s’accentuent. Sans multi-résolution, le
modéle de spline arrive assez rapidement a sa configuration limite et ne peut pas prendre les courbures
nécessaires au serrage du nceud. Lorsque I'on active l'insertion automatique de point, le modéle affine sa
résolution dans les zones de forte courbure et donne la possibilité de serrer le nceud. Cependant, le nombre
de points de controle augmente relativement au critére d’insertion. Si ce critére est lache, le nombre de
points de contrdle peut littéralement exploser alors que s’il est difficilement atteint, la simulation garde
le contrdle du nombre de points de controle. Pour éviter une explosion du nombre de points de controle,
on peut également activer la suppression automatique de point. Dans les zones de forte courbure, des
points apparaissent alors que dans les zones rectilignes, des points sont supprimés. Ainsi, le nombre de
points de controle peut s’équilibrer sur une simulation puisque ’action se déroule généralement sur une
zone précise du modéle ou la courbure va s’accentuer. Dans cette zone, la résolution risque d’augmenter
alors qu’ailleurs, au contraire, elle risque de diminuer.

Le modele utilisé pour cette simulation est une B-spline non uniforme cubique de 11 points de
controle positionnée au départ pour préformer un nceud. La courbe pése 10 g et posséde un coefficient
d’amortissement de 0.01. Afin que le modéle réagisse avec lui méme, les auto-collisions sont activées et la
réponse est calculée par pénalité avec des ressorts amortis de raideur 30 et de coefficient d’amortissement
0.1. I’énergie de déformation est continue et uniquement en élongation. Le module de Young utilisé est
de 800000. Afin que le nceud puisse se former au cours de la simulation, on fixe les extrémités de la spline
a l’aide de deux contraintes de points fixes. Puis, on laisse la courbe tomber sous son poids et serrer
naturellement le nceud. Dans les simulations de serrage de nceud, la méthode d’intégration numeérique
employée est la méthode d’Euler implicite pour des raisons de robustesse et de fiabilité. Malheureusement,
cette méthode n’assure pas un temps d’intégration constant, en conséquence de quoi les temps de calcul
annoncés le sont a titre indicatif.

Sans multi-résolution, 1’état d’équilibre est donné par la figure (4.11) et le temps de calcul d’une
itération de la simulation est de 2.27 ms.

Avec l'insertion automatique et un seuil de —0.4, le temps de calcul d’une itération est de 12.01 ms
lorsque la simulation est a 1’équilibre. La spline posséde 11 points de controle au départ et arrive a 1’état
stable avec 20 points de controle. L’état d’équilibre de la simulation est présenté sur la figure (4.13). Voici
I’état du vecteur de nceud au départ :

s={0 1 2 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14}

et a I’état stable :

{0 1 2 3 4 5 556 65 675 6875 7 725 75 7.625 7.75 8 85
T 9 10 11 12 13 14 }

Ces vecteurs de nceuds sont schématisés sur la figure (4.12).
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F1G. 4.11 — Serrage d’un nceud sans multirésolution

Etant donné que certaines structures de donnée sont entiérement recalculées lors d’une insertion, le
temps de calcul d’une insertion augmente avec le nombre de points de controle. Au début, ce temps est
de 0.014 ms (pour passer de 11 a 12 points de contrdle) et la derniére insertion, qui introduit le 20¢™¢
point de controle, prend 0.020 ms. Afin de mieux percevoir la multi-résolution dans la zone de serrage du
neeud, la figure (4.14) présente un zoom sur le nceud formé a 'état d’équilibre.

On remarque bien str les différentes figures que l'insertion de nombreux points de controle offre
localement des courbures plus importantes et permet donc au noeud de se serrer.

Maintenant, si ’on active a la fois I'insertion et la suppression automatique, la B-spline affine sa
résolution dans les zones de fortes courbures et au contraire la réduit dans les zones rectilignes. Le
critére d’insertion est inchangé avec un seuil toujours & —0.4. Pour le critére de suppression, le seuil est
fixé & 0.99975. Ce seuil est extrémement proche de 1 et montre la fragilité de 'algorithme inexact de
suppression face & une simulation mécanique. Mise & part ’activation de la suppression automatique, le
modéle mécanique conserve les mémes propriétés.

La simulation commence donc avec 11 points de controéle et trouve son état d’équilibre avec une B-
spline de 16 points de controle. On trouve d’abord les étapes d’insertion puis, lorsque le modéle se stabilise,
il prend une configuration plus ou moins étirée sous son propre poids, ce qui permet de passer en dessous
du seuil de la suppression. Donc, la suppression a plutot lieu a 'approche de I’état d’équilibre. Le temps
de calcul d’une itération est, a I’état stable, de 9.89 ms. Les temps de calculs dus aux changements de
résolution sont équivalents & ceux annoncés pour l'insertion. Cela s’explique par le fait que les mises a
jour et les recalculs sont similaires dans les deux processus.

Voici I’état du vecteur de noeud au départ :

32{01234567891011121314}
et & I’état d’équilibre :

{0 1 2 3 56 65 675 6875 7 725 7.5 7.625 7.75 8 85
T 11 12 13 14}

Ces deux configurations sont schématisées sur la figure (4.15). Au total, la B-spline a subi 9 insertions
(aux abscisses paramétriques 8.5, 5.5, 6.5, 7.5, 6.75, 7.75, 6.875, 7.25 et 7.625) suivies de 4 suppressions
(aux abscisses paramétriques 4, 5.5, 9 et 10).
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F1G. 4.12 — Evolution du vecteur de nceud lors d’une simulation multi-résolution (insertion uniquement)
(la courbe est définie entre les abscisses paramétriques 3 et 11).

La figure (4.16) montre 1’état d’équilibre de la simulation. On peut remarquer la forte concentration
de points de controle au niveau du nceud et, au contraire, la faible concentration sur les morceaux
rectilignes, aux abords des points fixes.

La figure (4.17) montre un zoom sur le noeud dans son état d’équilibre. En le comparant avec la figure
(4.14) ou la suppression automatique n’est pas activée, on remarque que les deux nceuds sont identiques
avec des configurations paramétriques équivalentes et des points de controle localisés aux mémes endroits.
Ceci s’explique par le fait que le processus d’insertion entre naturellement en action lors du serrage du
neeud alors que le processus de suppression attend que la courbe s’approche de sa position d’équilibre.
Ainsi, le début de la simulation ressemble a celle ou seule l'insertion est activée, laissant le nceud se
former de la méme fagon dans les deux simulations. C’est seulement quand la simulation se stabilise que
des points de controle sont supprimés. La courbe posséde cependant une configuration trés courbée au
niveau du nceud ne laissant aucune chance a I’algorithme de suppression de le modifier. C’est pourquoi
les nceuds sont identiques dans les deux simulations.

La simulation d’une spline dynamique multi-résolution avec suppression montre des a-coups dans le
comportement a chaque suppression d’un point de controle. Ceci rappelle simplement que la suppression
doit étre activée avec précaution et un choix judicieux pour le seuil doit étre effectué.

4.4 Application de la multi-résolution a la découpe

La technique de multi-résolution mécanique proposée peut étre utilisée pour établir des découpes
du modeéle spline dynamique 1D. Mais, afin de mieux appréhender le domaine de la découpe d’objets
simulés, nous commencons cette section par un survol des travaux existants sur le théme particulier des
découpes en simulation physique.

4.4.1 Quelques travaux de simulation physique de découpes

Le probléme des découpes en simulation physique peut étre abordé de trois maniéres différentes
comme 'annonce Boux-De-Casson[BdC00] :

Suppression d’élément :
Les éléments du maillage, présents sur la zone de découpe sont supprimés. Cette technique a I'incon-
vénient de ne pas conserver la masse de I'objet. En effet, chaque élément supprimé est une part de
la matiére de 1'objet simulé et donc sa suppression entraine une perte de matiére. Cette technique
fonctionne correctement pour des maillages fins permettant de retirer le minimum de matiére lors
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(a) Cylindre généralisé de couleur unie (b) Mise en évidence des segments pa- (c) Mise en évidence des points de
ramétriques controle

F1G. 4.13 — Serrage d’un neceud avec 'insertion automatique

d’une découpe [Pic01]. De plus, I'utilisation d’un maillage fin permet d’afficher le modéle découpé
tout en conservant une précision dans le volume de ’objet alors qu'un maillage grossier ferait appa-
raitre des artéfacts. Cependant, ’emploi d’un maillage fin n’est pas sans conséquence sur les temps
de calculs de la simulation.

Découpe par modification topologique du maillage initial :

Lorsqu’une découpe est demandée, elle a lieu dans une zone bien délimitée qui intersecte des éléments
du maillage.

Cette technique modifie le maillage existant pour 'adapter & la découpe demandée. Ces modifica-
tions peuvent étre de deux ordres : la duplication d’éléments (points, arrétes...) pour permettre une
séparation au niveau de la découpe et, au besoin, le déplacement de certains éléments pour les faire
coincider avec la zone de découpe.

Cette technique peut demander l'insertion de nouveaux éléments mécaniques (masses, ressorts,
tétraédres...) mais ils servent uniquement a séparer deux éléments (triangles, tétraédres) voisins du
modéle initiale. Ces nouveaux éléments ne permettent en aucun cas d’affiner la résolution de ’objet.

Découpe par raffinement :

Une derniére technique permettant d’effectuer des découpes sur des modéles physiques est d’uti-
liser la multi-résolution pour définir des trous dans la topologie de 'objet ou encore d’adapter la
résolution d’un maillage discret avant d’appliquer la découpe. Cette catégorie de méthodes est la
plus aboutie puisqu’elle permet d’opérer une découpe qui allie la limitation des discontinuités de
I'animation physique et une découpe effective aussi proche que souhaité de la zone de découpe.

La découpe peut étre réalisée avec une approche par suppression de matiére comme le propose par
exemple Cotin et al.[Cot97, CDAOO] ou encore Picinbono et al.[PLDA00]. Dans ces travaux, la découpe a
lieu sur un modéle physique de type masses-tenseurs détaillés en section (1.1.2.2.6), or ce modéle physique
offre des caractéristiques intéressantes dans le contexte des découpes.
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(a) Cylindre généralisé de couleur unie (b) Mise en évidence des segments pa- (c) Mise en évidence des points de

ramétriques controéle

F1a. 4.14 — Serrage d’un nceud avec l'insertion automatique (Zoom sur le nceud)
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(a) Configuration au départ
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(b) Configuration a léquilibre

F1G. 4.15 — Evolution du vecteur de nceuds lors d’une simulation multirésolution (insertion et suppression)
(la courbe est définie entre les abscisses paramétriques 3 et 11).

Cotin et al. [Cot97, CDAQ0] proposent d’insérer dans les équations des nceuds de surface une force
de tension surfacique pour augmenter le réalisme de la simulation surtout lors d’une découpe. Les auteurs
proposent de gérer la découpe par la technique de suppression d’éléments. Lorsqu’un utilisateur provoque
une découpe, des tétraédres du maillage sont purement et simplement supprimés et leurs contributions,
au niveau des tenseurs du voisinage, sont soustraites. Les auteurs proposent ainsi de gérer la fracture de
tissus mous (déchirement) comme un cas particulier de découpes engendrées, non plus par un utilisateur
externe mais, par le modéle lui méme au vu des contraintes internes.

Comme le modéle hybride (cf. section (1.1.2.2.7)) est un modéle dérivé du modéle masses-tenseurs, il
hérite donc de cette propriété de découpe et de déchirement [CDA00]. Une découpe d’un modéle hybride
est présentée sur la figure (4.18). Le schéma en fils de fer montre que la partie supérieure de 'organe est
simulée par le modéle quasi-statique éléments finis alors que la partie inférieure de 'organe est simulée
a laide des masses-tenseurs. Ainsi, les découpes et déchirements ne peuvent subvenir que dans la zone
inférieure de l'organe. Cette méthode de découpe est cependant difficile & classer puisqu’elle limite la
zone de découpe a I'endroit simulé par les masses-tenseurs. Cette zone étant prédéfinie, cette technique
de découpe fait donc également partie intégrante des techniques de pré-découpe.

La découpe par suppression d’éléments d’un maillage masses-tenseurs est reprise par Picinbono et
al.[PLDA0O].

Une autre approche possible pour les découpes est celle de la modification topologique du maillage.
On trouve dans la littérature plusieurs propositions relatives a cette approche, comme par exemple les tra-
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W

(a) Cylindre généralisé de couleur unie (b) Mise en évidence des segments pa- (c) Mise en évidence des points de
ramétriques controle

F1G. 4.16 — Serrage d’un nceud avec l'insertion et la suppression automatique

vaux de Nienhuys et van der Stappen|[NvdS00, NvdS01], Boux-De-Casson et Laugier[BACL00, MLBACO01]
ou encore Mendoza et Laugier|[MLO03].

Nienhuys et van der Stappen|[NvdS00, NvdS01] proposent une stratégie de découpe basée sur un
modéle déformable éléments finis. L’objet est décomposé par un échantillonnage en tétraeédres qui sont
la base du modéle éléments finis statique. Aucun précalcul n’est défini, ce qui permet de modifier la
structure topologique en cours de simulation sans alourdir la simulation par d’éventuels recalculs. Les
auteurs imposent alors que les découpes ne se produisent qu’aux arrétes des tétraédres. Ils proposent un
algorithme de sélection des arrétes définissant la zone de découpe, puis la découpe a lieu en modifiant les
propriétés topologiques du maillage éléments finis.

Boux-De-Casson et Laugier|[ BACL00, MLBdACO01] proposent un modéle de déchirure en 2D. Le tissu
est simulé physiquement a 'aide d’'un modéle masses-ressorts muni de ressorts visco-élastiques. Le dé-
chirement est simulé en séparant les facettes limitrophes. Autrement dit, des points du maillage sont

VAV

(a) Cylindre généralisé de couleur unie (b) Mise en évidence des segments pa- (c) Mise en évidence des points de
ramétriques controle

F1G. 4.17 — Serrage d’un noeud avec I'insertion et la suppression automatique (zoom sur le nceud)
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F1G. 4.18 — Découpe d’un modeéle hybride par suppression de tétracdres (Extrait de [CDAOO])

dupliqués ainsi que des ressorts aux endroits ou la déchirure & lieu. Afin de conserver une simulation
physique stable, la configuration au repos, des ressorts mis en cause dans la déchirure, est mise a jour.

Cette proposition est étendue au cas 3D par Mendoza et Laugier[MLO3| qui proposent de simuler
un objet a ’aide d’un modéle élément fini basé sur une décomposition en tétraédres. Lorsqu’une découpe
intervient, elle est définie par un chemin sur la surface de 'objet. Les tétraédres présents sur ce chemin
sont simplement dispersés d’un cété ou de I'autre du chemin en déplagant les noeuds des tétraédres. Les
propriétés physiques de ces tétraédres sont également mis & jour pour rester cohérents avec la simulation
de découpe.

Enfin, la derniére méthode permettant de mettre en ceuvre des découpes est la méthode par raffine-
ment. LA encore, il existe de nombreux travaux sur cette technique de découpe, comme par exemple les
propositions de Shi et Yan[SYO01], Bielser et Gross[BMG99, BG00], Vigneron et al.[VVWO04] ou encore
Picinbono[Pic01].

Shi et Yan[SYO01] proposent d’adapter la topologie d’un maillage tétraédrique pour que le chemin
de découpe coincide avec des arrétes de tétraédres. Pour cela, les tétraédres présents sur le chemin de
découpe sont scindés en plusieurs tétraédres. Ainsi, le maillage est localement subdivisé au niveau de la
zone de découpe.

Bielser et Gross|[BMG99, BG0O] proposent un cadre de simulation physique pour la découpe de
modéles déformables. Leur proposition de découpe se base sur un algorithme de subdivision du maillage
tétraédrique. Lorsqu’un tétraédre est découpé, cinq cas sont possibles pour découper 1’élément, suivant la
configuration de la découpe. Autrement dit, une zone de découpe affecte une partie du tétraédre (arréte,
face...) ou le découpe en deux parties distinctes. Cette technique itérative de subdivision des tétraédres
densifie localement le maillage et ne permet pas de l'utiliser en temps réel. Ganovelli et al.[GCMSO00]
reprennent cette idée d’un maillage tétraédrique subdivisé pour simuler une découpe en proposant un
algorithme de décomposition des tétraédres plus efficace. Ainsi, ils obtiennent un maillage subdivisé sur
la zone de découpe tout en limitant le nombre de tétraédres générés.
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Vigneron et al.[VVWO04] proposent une technique permettant de changer la topologie d’un maillage
élément fini en utilisant les éléments finis étendu. Cette technique introduit, au endroit souhaité du
maillage, des fonctions supplémentaires qui viennent perturber les fonctions d’interpolations des FEM.
En choisissant des fonctions discontinues, il est possible de simuler des craquelure dans le maillage et donc
des découpes. Cette technique s’appuie sur le modéle continu de I'objet simulé et permet de répercuter
leffet de la découpe sur le maillage discret. Il est a noter que Vigneron montre 'application de cette
technique au cas d’un maillage 2D. Son utilisation en 3D requiert la mise en place de nouvelles fonctions
de perturbations.

Picinbono propose dans sa thése[Pic01] une amélioration du modeéle de découpe par suppression
d’éléments en le substituant par un modéle de découpe du maillage. Il obtient ainsi une subdivision de
son maillage tétraédrique au niveau de la zone de découpe.

Nous proposons de découper notre modéle de spline dynamique 1D a ’aide d’'une méthode par
raffinement. Cette méthode permet de conserver la masse de 'objet, d’approcher d’aussi prés que 1'on
désire la zone de découpe et enfin elle ne perturbe pas la simulation physique du modéle.

4.4.2 Découpe de notre modéle de spline

Une conséquence de la multi-résolution du modéle de spline dynamique est la possibilité de découper
une courbe B-spline. En effet, I'insertion d’'un point de controle est localisée sur le vecteur de nceuds.
Si le noeud inséré est de multiplicité 1, la B-spline est inchangée, elle conserve sa continuité sur toute
sa longueur. Si la multiplicité du noeud est strictement supérieure a 1, le modéle perd localement de
sa continuité. Une B-spline cubique est normallement de continuité C?2. Si le nceud inséré posséde une
multiplicité de 2, la continuité diminue localement & 1. Pour une multiplicité de 3, la continuité est nulle.
Et, si 'on insére & nouveau un point au méme endroit sur le vecteur de nceuds, la multiplicité de ce nceud
passe a 4, la continuité de la courbe devient C~! & cet endroit. Autrement dit, la B-spline simulée est
composée de deux morceaux de B-spline géométriquement et physiquement indépendants.

La découpe du modéle spline dynamique multi-résolution peut donc simplement étre réalisée en
insérant & P’endroit désiré assez de points de controle pour réduire la continuité a C' 1.

Pour mettre en évidence la découpe, une B-spline non uniforme cubique de 19 points de controéle est
simulée. Cette spline est contrainte par des points fixes & ses extrémités et en son milieu. Les propriétés
physiques du modéle sont sa masse de 10 g, son coefficient d’amortissement de 0.005, son énergie continue
d’élongation avec un module de Young de 5000 pour un rayon de 6 mm. La configuration au départ de
la spline est rectiligne alignée sur 'axe des x avec une longueur de 44.4 cm.

La sous-figure (a) de la figure (4.19) montre I’état d’équilibre de la simulation sans aucune découpe.
Le temps de calcul de cette simulation est de 2 ms par itération.

La sous-figure (b) de la figure (4.19) montre ’état de la simulation aprés une premiére découpe
occasionnée manuellement au niveau de l’abscisse paramétrique 6.41. Le nombre de points de controle
augmente donc de 19 a 23 et le temps de calcul d’une itération de la simulation aprés cette découpe est
de 4.5 ms.

La sous-figure (c) de la figure (4.19) montre 1’état de la simulation aprés une seconde découpe
occasionnée manuellement au niveau de ’abscisse paramétrique 11.75. Le nombre de points de controle
augmente donc de 23 a 27 et le temps de calcul d’une itération de la simulation aprés cette seconde
découpe est de 7.85 ms.

La sous-figure (d) de la figure (4.19) montre I'état d’équilibre de la simulation aprés les deux dé-
coupes. On peut aisément observer les trois morceaux de courbe qui appartiennent pourtant & la méme
spline dynamique.

Afin de mettre en évidence 'indépendance des morceaux d’une méme spline dynamique, a la fin
de cette simulation, l'utilisateur manipule une sonde qui entre en interaction avec le modéle. La figure
(4.20) montre un état de la simulation o la sonde est en interaction avec I'un des morceaux de la spline
découpée. On remarque que les deux autres morceaux de splines ne sont absolument pas affectés par cette
interaction.
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(a) Configuration de départ (b) Découpe a l'abscisse 6.41

1 [

(c) Découpe a l’abscisse 11.75 (d) Etat d’équilibre de la simulation apreés les deux découpes

F1a. 4.19 — Découpe d’une B-spline non uniforme cubique

F1G. 4.20 — Indépendance des morceaux d’'une méme B-spline

4.5 Conclusion

Ce chapitre a permis d’exposer notre proposition de multi-résolution pour le modéle de spline dyna-
mique. Elle permet d’adapter le nombre de degrés de liberté du modéle physique sans pour autant changer
le modele géométrique ou physique. L’avantage premier de notre proposition est d’offrir la possibilité d’af-
finer la résolution du modéle continu en tout endroit. De plus, ce changement de résolution s’effectue sans
discontinuité temporelle dans le sens d’un raffinage du modéle et avec une certaine discontinuité dans
I’autre sens. Un test d’adaptation automatique de la résolution du modéle permet de montrer son intérét,
notamment pour le serrage de nceud. Enfin, la section précédente a permis de montrer que notre modéle
multi-résolution permet de simuler des découpes sur un modéle spline dynamique 1D.

L’algorithme d’insertion est mathématiquement exact, ce qui n’est pas le cas de 'algorithme de
suppression. Le processus de suppression est, en théorie, soumis a des conditions d’exécution trés strictes.
Une des perspectives de ce modéle multi-résolution réside donc dans 1’établissement de nouveaux critéres
de subdivision. Pour I'insertion, il peut étre intéressant de limiter des insertions trop abusives dans une
méme zone ou, d’'intégrer I'interaction de 1'utilisateur dans le critére de subdivision. Pour la suppression,
il peut étre intéressant d’affiner le critére pour se rapprocher des conditions théoriques de la suppression.
On peut également imaginer un critére de suppression basé sur la stabilité du modéle. En effet, si le
modéle en action passe par un état rectiligne, I’algorithme supprime alors quelques points qui pourraient
étre nécessaires dans 1’évolution des itérations suivantes. Un critére de stabilité permettrait d’activer la
suppression uniquement lorsque le modéle a trouvé son état d’équilibre.

Au niveau des temps de calculs, la subdivision demande un temps, pour les recalculs et les mises &
jour, relativement faible par rapport au temps de calcul de la simulation (entre 1% et 2%). La plus grande
perte de temps se situe au niveau de I’évaluation, a chaque itération, de I’énergie continue d’élongation.
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Enfin, Pextension de ces travaux aux dimensions supérieures est envisageable. Cependant, une telle
multi-résolution sur une spline 2D ou 3D perd toute sa souplesse puisque l'insertion d’un nceud sur
une dimension s’accompagne de ’ajout d’un ensemble de points de contréle sur les autres dimensions.
En 2D, on obtient donc une résolution plus fine sur un chemin défini par un paramétre s; ou so de
valeur constante. Cette adaptation n’est donc plus entiérement locale mais globale sur une dimension.
Le probléme s’étend sur deux dimensions pour le cas des splines 3D. Il n’est donc pas trés intéressant
d’appliquer une telle multi-résolution sur les splines de dimension supérieure ou égale & deux.



189

Conclusion




190 Conclusion

Ce travail de thése a permis de mettre en place, dans un cadre de simulation physique temps réel,
un modéle déformable 1D multi-résolution. Le modéle de base repose sur la mécanique de Lagrange et
s’est appuyé sur les travaux de Yannick Rémion et son équipe du LERI. Il permet de simuler tout objet
déformable & squelette curviligne. Ainsi, I'objet est doté d’un volume au niveau de 'affichage mais son
comportement est réduit au squelette. La visualisation du modéle s’effectue au travers d’un vaste choix
de méthodes d’habillages, comme par exemple les surfaces implicites ou les cylindres généralisés. Quant
aux déformations du modeéle, elles sont dictées par des énergies d’élongations et de flexions aussi bien
discrétes que continues. Cet ensemble d’énergies permet de couvrir une large gamme de comportements
rendant I'utilisation du modéle possible dans de nombreux domaines. Afin de rendre plus souple 1'usage
du modéle, nous proposons l'introduction de contraintes. Celle-ci est rendue possible par 'emploi de la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Dans ce contexte, I'un des apports les plus importants de cette
these concerne la définition d’une nouvelle classe de contraintes dites contraintes glissantes permettant
de définir des conditions relatives a un point mobile du modéle 1D. Ce type de contraintes apporte une
souplesse supplémentaire au modéle, par le fait que les conditions définies se déplace le long du modéle
suivant la dynamique de celui-ci. De plus, I'un des apports majeurs de cette thése est une architecture
logicielle permettant de simuler des articulations d’objets dynamiques quelconques. Une autre technique
permettant d’étendre les possibilités du modeéle réside dans I'aspect multi-résolution. Cette proposition
passe par la définition de critéres qui permettent de déterminer les endroits du modéle nécessitant un
changement de résolution. Des techniques de subdivisions introduisent, au niveau géométrique et méca-
nique, une adaptation locale du modéle. Une conséquence importante et originale de la multi-résolution
est la découpe du modéle déformable 1D.

En terme de résultats, le modéle proposé a permis de mettre en place de nombreuses applications.
Par exemple, dans le domaine de la simulation chirurgicale, le modéle de base a permis de simuler un
intestin gréle. De plus, le modéle contraint permet, au travers des contraintes glissantes, de simuler une
opération de suture. De méme, la proposition d’architecture dédiée aux articulations d’objets offre la
possibilité de mettre en place la pré-découpe d’'un modéle 1D. Cette application a été mise en place pour
une opération de salpingectomie qui consiste en la découpe d’une trompe de Fallope. Enfin, le modéle
multi-résolution offre la possibilité de serrer un nceud notamment pour la simulation de fil chirurgical.
Les travaux proposés dans cette thése trouvent également des applications en modélisation variationnelle
par 'utilisation des points glissants pour aider le concepteur dans sa démarche de modélisation. Dans ce
contexte, des exemples de modélisation sont proposés tel un lacet de chaussure ou un nceud coulant. Dans
un contexte lié¢ aux techniques d’interactions, le modéle articulé permet de mettre en place 'une de ces
techniques, celle dénommeée virtual prozy. Cette technique permet a 'utilisateur d’interagir a l'aide d’un
périphérique sur les objets virtuels sans créer d’incohérences dans la simulation. L’ensemble des résultats
présentés illustrent l'utilisation du modéle en temps réel (voire temps interactif pour certaines appli-
cations) et les diverses applications du modeéle démontrent sa grande souplesse d’utilisation (intestins,
trompes de Fallope, fil de chirurgie, lacet de chaussure, cordes de balangoire...). Cependant, les travaux
développés ne permettent pas encore d’utiliser le modéle dans un simulateur commercial de chirurgie. Le
modéle proposé n’est pas encore suffisament robuste pour une application réelle et une étape d’intégration
des méthodes proposées est encore nécessaire. Ce modéle peut étre étendu de diverses facons, chacune
d’elles apportant un peu plus de réalisme physique, de robustesse ou de souplesse.

Une premiére extension de ce travail consiste a appliquer le modéle aux dimensions supérieures.
Nous avons déja montré que les propositions sont applicables en dimension 2 et 3 moyennant des calculs
plus importants. Seule la multi-résolution n’a pas été étudiée dans les dimensions supérieures pour la
bonne raison que le produit tensoriel fourni une définition moins souple de la multi-résolution. Il faudrait
plutét utiliser des algorithmes de subdivision locaux comme l'algorithme de Loop, de Catmull-Clark ou
les T-NURCCS[SZBNO03]. Cependant, 'utilisation d’algorithmes de subdivision ne permet pas toujours
de s’appuyer sur l'existence d’'un modéle continu. De ce fait, la subdivision du modéle discret modifie
celui-ci puisqu’il n’est pas basé sur une forme continue (telle qu'une spline). Ceci souligne I'un des intéréts
de notre modéle multi-résolution, a savoir qu’il est basé sur un modéle géométrique continu permettant
de choisir la résolution a laquelle nous souhaitons le simuler.

Une deuxiéme extension du modéle concerne les déformations de I'objet simulé. Notre modéle est
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muni d’énergies de déformations en élongation et en flexion, mais aucune énergie de torsion n’est définie
actuellement. Il pourrait étre intéressant d’étudier 'intégration d’une telle énergie au sein de notre modéle,
notamment au travers des travaux de Pai[Pai02] (cf. section (2.7)). Pour finaliser la prise en compte des
déformations, ’énergie continue de flexion peut également étre améliorée pour étre totalement décorélée
de I’énergie d’élongation.

Concernant ’aspect multi-résolution du modéle, les critéres de changement de résolution pourraient
étre affinés pour améliorer 'utilisation de la multi-résolution. Nous pouvons imaginer par exemple un
critére basé sur les zones d’interactions ou sur la stabilité du modéle. Etant donné l'incertitude numé-
rique des simulations dynamiques (& cause du recours & une méthode d’intégration numérique qui peut
diverger...), un critére pourrait étre mixé avec la relative stabilité du modéle.

Ensuite, 'un des apports majeurs de ce travail de thése réside dans la proposition de la nouvelle
classe de contraintes appelées contraintes glissantes. Cette thése a permis d’exploiter quelques unes de
ces contraintes, mais cette nouvelle classe renferme des possibilités encore inexploitées. Nous pouvons
citer par exemple 'utilisation d’une contrainte de point glissant sur une spline de dimension deux, ou la
contrainte serait elle-méme contrainte sur un chemin prédéfini. De cette maniére, un point sur un tissu
déformable serait contraint de se déplacer suivant un chemin donné.

En outre, une autre proposition du modéle concerne les auto-collisions (pénalité), leur gestion est
prise en charge par une méthode qui ne permet pas d’assurer leur intégrité. Par exemple, le serrage d’un
noeeud demande une gestion plus fine des auto-collisions. Il serait intéressant d’étudier 1'utilisation de
techniques plus robuste comme les multiplicateurs de Lagrange pour la gestion des nceuds.

Enfin, la méthode de gestion des contraintes employée (stabilisation a l’aide d’un schéma de Baum-
garte) ne permet pas toujours d’assurer leur réalisation. Une méthode post-stabilisation pourrait étre
étudiée dans notre contexte. Il faudrait cependant généraliser cette prise en charge des contraintes au cas
des contraintes glissantes que nous avons proposées.
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