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�$� .��&�� �	 �� ������&	 �	 &��Q����$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ H�

�$� /0�	����� �	 �42� == 	� ���7�	 	� >�	�$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ H�

�$� "�������� �	 ��	���&	 ��;	&��( Y$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ F�

�$ B���	� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� ���������	 ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	
&��*����	 ��3��;	&��($ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ G

�$� ,��������� 	0�&�	 ��� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� 	� ���'��	 ε3
&��������	$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ G�

�$� /0	���	 �������&����� �	 �� ���'��	 �	 ���P��� �����	$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ G�

�$� /0	���	 �������&����� �	 ��������	�� �	 &����	�	�� ,41$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ GG

�$� ,���	� 	� *�����	�� %�����&� �	 4�'��� ,����� /��� 2'���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ��

�$� ,��	�� �	 ��������� ��������� %�����&� �	 4�'��$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ��

�$H /��	���	 "��	�� ������� ���� �� ������ �7&'	$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 
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�$F /��	���	 "��	�� ������� ���� �� ������ �	� ����	�$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 

�$G 4������� �M���� �� �	���	��	 &��*	����	 ���� �� ������ �7&'	$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �

�$� 4������� �M���� �� �	���	��	 &��*	����	 ���� �� ������ �	� ����	�$ $ $ $ $ $ $ �

�$ C�D 	�� ��	�0 ��������� ��	 C�D� ���� C�D ���������	 ��� ����������	 �	 ����7�	
����<&�	��	$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ H

�$� ��������	 �	 &������&����� �� ���7�	 	� >�	�$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �

�$� �;��� �	 �� �	&���	 ��&'�*	 6 ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��($ $ $ $ $ $ ��

�$� ,	����&���� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ ��

�$� )� 	0	���	 �������&����� �	 4B1$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �H

�$� %���	 �������� ���� �	 "5. 6 ��	 �������� ���� �	 "�5$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �F

�$H )� 	0	���	 �������&����� �	 ��������	�� ��3���$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �G

�$F %	�0 	0	���	� �R ��"�4 	�� �	���	�� ��	 �42� ==$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ �
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.	��	 �'7�	 �����&��� ���� �	 ������	 �	 �������������� &����������	 �����3��;	&��( 	�
���� �����&���7�	�	�� ���� ������	 �	 �����7�	� �	 ���������	$ /��	 � ��� �������	 �� �	��
�	 �������	 ������������ "�����7�	 .��������*	 C�"�.D �� +���������	 ��=�(��������	
-�����	����	 �	 +���	 C+=-+D 	� &������������ �*	& �������	 ,	&'	�&'	 ����������	��	 	�
=�(��������	 C,�=D �� +���������	 ������������	� �	 #�&�����	 	� ��=�(��������	 ��3
������	��	� 	� A�����	� �	 5��	�&�	��	� C+�#=AD ���� �	 &���	 �� .������ "��� /���
,����� S#��'��	� ���� �������������� �	� 4!��7�	� �	 ��������� 	� �	 ����&������&�3
����T C."/, #�4�D$

+	 ��� �	 &	��	 �'7�	 	�� ������	 �	 �����7�	� �	 ������	� �	 *�'�&��	� &��������� ���3
��	��� ��;	&��(� 	� �	�� ���������� ��� �	 ����� �	 ���'��	� 	� �������� ����� �	 ��������������
�����3��;	&��($ +	� �����7�	� �	 ������	� �	����	��	�� ��	 (�����	 �	 �����7�	� (���	�	��
������	 ���� �	 &���	 �	 �� �	&'	�&'	 ����������	��	$ +	 ��	��	� �����7�	 �	 &	��	 (�����	
6 �*��� ��� ��<�� 	�� �J�	�	�� �	 �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 ���� �	� ������	�
�	����	�� �� G��� ��7&�	� �	� ��	��7�	� ����	� ���'�������	� ��0 ����	� G�� 	� ���� ��
��	��7�	 (���������� � ��� ����	���	 	� G�� U�FV$ +	� �����7�	� �	 ������	�� ��� �	�*	��
6 �������	� �	 �����	�0 �����7�	� ��	��� ���� �	 ���� ���*	�� ������� 	� ��������� 	� �	
��	���� 	� &����	 �����	 �����	 (��&���� ��;	&��( ��� *��	 �	 ���� ���*	�� 6 �������	�
�	 &�J� �	� ��������� ��	���<�	�$ ��� �� ������� �	� �����7�	� �	�&������ ���� ����������	�
	� ������	�� 	� ���������	� ���� �	 �����	 �����3��;	&��($ "�� 	0	���	� �� 	�� �������	
��	 �����	��� &�J�� ���	�� ����&��� 6 ��	 ������	$ =� 	�� ����� ��&	�����	 �	 �	� �������	�
����$ .	�	������ ���;��� ����;	&��(� �	 �	 �����	 ��� 6 ���������&���� �	 &�J�� �������	�3
����	� &��� ���� 	�� ��������� ���������	� �	 &�J� ����	 ��������� �	 �����	�0 ����	� ���	&��
�	�*	�� :��	 ���� 	� &����	 �� ���*	�� ����;	&��(�$ +	� ��;	&��(� �������	�����	� �	�*	��
��� 	0	���	 �*��� &���	 ��� �����������	 �	� ������� ����������	 �� �	 �	����$

%��� �	� �����7�	� ��	���� 	� &����	 �����	��� ��;	&��(� ����������	��� �	� ��;	&3
��(� ���� �� ������� �� �	��� &��I�&��	�� �	� ��� �*	& �	� ����	�$ +�����	 	� �� ����������
�	 �����7�	� &��������� �����	��� ��;	&��(� 	�� ����;	� �	 �������������� �����3��;	&��($
.	 ������	 ����7�	 �	� ����&	� ���� �	� ���*��0 �	 /��	Q���' U��V 	� �	 "��	�� UGV
���� �	 &���	 ������	� ���&�����	 �� G��� ��7&�	$ .	�	������ �������������� �����3��;	&��(
&����>� �� �����:� &�������� �	���� �	 ����	� �	� ����	� GF� U�FV 	� �	 ������	 &����>�
��	 	0������� ���������	 �	���� �	 ����	� �	� ����	� GG� �*	& ������������ �	 ���'��	�
�*�����������	� ���� �������������� �����3��;	&��( U�FV$ �&��	��	�	��� �������������� �����3
��;	&��( 	�� ��������	 ���� �	 �����	�0 ������	� �&�������	� 	� ��������	��$ %	 ��3
��7�	 (���	��	� �� �����7�	 �������������� �����3��;	&��( 	�� �� �����7�	 �	 �� (���	
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minF (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) �	� ��	 x ���� ��	 �������� ���������	$ +� �������� ����
�����7�	 �����3��;	&��( ��	�� ��� ��	 �����	 �������� ���� �� 	��	���	 �	 ��������� ���	��
	��	���	 ���3������$ +	� &��������	� �� *	&�	�� F ���� �	� ��M��	��	� (��&����� 6 ����3
���	�$ +	� ��������� �	 &	� 	��	���	 ���� �����	� ��������� ���3������	�$ .	� ���������
���� &	��	� ���� �	���	��	� �������������� ���� �	� ��;	&��(� 	����>�	 �!���������	�	�� ��
������������� �	 �� ������� ���� ����� �� ����	 ��;	&��($

+�����	 	� �� ����������� �:�	 �����&'�	� �	 �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��( ���3
�	��	�� �	 �����	�0 ��<�$ /� 	M	�� �	� �����7�	� �	 ������	� ���� �	 ���� ���*	�� �	�
�����7�	� �"3��L&��	�$ %	 &	 (���� ���� �� ������� �	� &��� ��	 ���������� 	0�&�	 �	 &	�
�����7�	� �	*�	�� �������&���	 6 &���	 �	 ������	������� ���������	 �	� �	��� �	 &��&��
	� (��&���� �	 �� �����	 �	� �����7�	�$ "�� ����	���� ���� �	 &���	 �	� �����7�	� �	 ����3
��	� �����3��;	&��(� �� ����	�&	 ����;	&��(� &��I�&��	�� &����	0�<	 	�&��	 ���� �� �����������
�������� ���� ��	 �� ������������ ���� �����7�	 �	 ������	� �����3��;	&��( ��	�� ��� ��	
�?&'	 ����	 &�� �����	��� &'��0 ���� 	�*����	���	�$ =� 	�� 	� 	M	� �������	 �	 �����(���	� �	
�����7�	 �����3��;	&��( 	� �� �����7�	 ����3��;	&��($ "�� 	0	���	� �� 	�� 	�*����	���	 �	
�	 ����	� ����� �	�� ��;	&��( ����������	 	� �	 �����(���	� �	� ����	� ��;	&��(� 	� &��������	�
�� �	 �	�����	� ���� �	� ��;	&��(� 	� �� �����	 ��;	&��( 6 �����	 ����	 ���'��	 ��������*	$
=� 	�� ����	�	�� �������	 �	 &�������	� ���� �	� ��;	&��(�$ "��� &	 (���	� �� �	�� �����	�
��	 '�����&'�	 	���	 �	� ��;	&��(� �� ��	� 	�&��	 ������	� �	� ���'��	� ��� �	 (��� ��� �	
��M��	�&	 	���	 �	� ��;	&��(�$ +	 &'��0 ����	 ������������ ��I�	�&	�� �	��&��� �� ���'���3
����	 �	 ���������� 	����!�	$ .	�	������ �:�	 ���� ��	 ������������ <0�	� �	 �����	�0
&'��0 	0���	�� 	�&��	$ %�����	 ����� �� ��<������ �	 ���'��	� �������������� �����3��;	&��(
��	�� ��� (��&��	�� &'��	 ����	$ /� 	M	�� �� �����&������� ����	 �������� ���� �����7�	
�����3��;	&��(� &�	��363���	 :��	 &��������	 �	 �����	��� ���������� ���	 �	 �����	��	� ��(3
<&����� 	� �	����	 �� ��<������ �	 ��������	� 	� �	 ��&�����	� ��� �	 ���� ��� ��������
���� �	 &���	 ���� �������� �	 �������������� ����3��;	&��($ /�<�� �	� ��L&����� �	�*	��
������>��	 ���� ��������	������� �	 &	������ ��&�����	� &����	0	�$

%��� &	 ������	� ���� ���� �����	����� 6 �� ���������� �����&'�	 �	 �	�0 �����7�	�
�	 ������	� ��3��;	&��( ����&����	�	�� 6 �����	 �	 ����3'	��������	�$ ������ �	� ������� �	�
���*��0 ����	���� ���� &	 ������	 �	�*	�� �	 ��*��	� 	� �	�0 &�������	�$ +� ��	��7�	
&�������	 �	 ����	 �� ��*	�� �	 �� &�����<&����� �	� �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��(
	� ������	 �	 �	�0 �����7�	� �	 ������	� ��3��;	&��($ +� �	&���	 &�������	 &��&	��	 �	�
������� ���� �	� ���'��	� 	� ��&�����	� ���� �������������� �����3��;	&��($

%��� �� ��	��7�	 &�������	� ����	 �	� ����&����	� &������������ �	 &	 ������	 	�� ��
����������� ���� ���� �	 ����� ��� �	� �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��($ /� 	M	�� ��
&���� �	 &	� �	���7�	� ����	�� �	 ���� 	� ���� ������	� �	 &	 �!�	 ���� 	M	&���	� 	� ��
�	&���	 �	� ��M��	��� ���*��0 �	�� 6 �����	� ��	 �	� ���	��� ��� �	� �	 &���������&	� ���
��	0������$ =� 	�� ���& �����	����� �	 &�����<	� 	� �	 ��	��	� �� ����� �	� ���*��0 �������
��� �	� �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��($ "�� �� ����	� ���� �*��� ��<�� 	� ������ �	�0
�����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��( 
 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( 	� �	
�����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�$ .	� �	�0
�����7�	� ���� �����	������ &�� ��� �	��	��	�� ���������	� �	� �	�0 ������� ��� �	�*	�� ��3
��*	� ������������� �	 �����	��� ��;	&��(�$ /� 	M	�� �	 ��	��	� �����7�	 	�� ��	 ��������������
�� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ������ ��	 �	 �	&��� 	�� ��	 	0�	����� �� �����7�	
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������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ %��� �	 &���	 �	 ������	 �� �����7�	 �	 �� ������	
&��*����	 ��3��;	&��(� ���� �*��� ����� ������� �	� �	��� ��� �	� �����	� ��	��	�$

"�����7�	�	��� ���� &	��	 �'7�	� ���� ���� ����	� ����	�	�� �����	��� ��0 ���'��	�
	� ��&�����	� 	����!�� ���� �������	 �	� �����7�	� �����3��;	&��($ %	 �����	��	� �	&'3
����	� ��� ��� �������	� ���� �� ����������	 ���� ��	���	 	� &����	 �� ����	�&	 �	 �������	�
��;	&��(�$ %	���� �	� ����	� GG�� �	� �������'�	� �*�����������	� ��������� �	� �����&'	�
"��	�� &�����	� �	 ��	���	 	� &����	 ���� �	� ��;	&��(� ����������	�� ���� �	 ���� 	�
���� ������� 	� �������� U�FV$ %	 �����	�0 ��&�����	� 	� ��������	� ��� ��� �������� ����
�������	� �� ������� �	� �����0�������� ������	� ���� �� ��*	�� �	 �� &��*	��	�&	 *	��
��	��	���	 ���3������ 	0�&� ��	 �	 �� ��*	���<&����� �	 �������0������� ������	$ +��� �	�
	0�����	�������� ��� �	� �����7�	� ��	 ���� �*��� ��<���� �� 	�� ������ ��	 �������������
�	� �	&'����	� �������� ���*��� �	 ��� :��	 ��L����	$ ���� �*��� ����� ��<�� �� ���*	��
��&�����	� �� ��*	���<&����� �������	� ���� �������	� �� ������� �	� ��������� 	� �	��	� �	
��*	���<&�����$ +������������ �� �����������	 � ����� ��� ������	 6 �� (��� ���� �������	� ����3
��&� �	 �� ��*	���<&����� �������	 ���� ����� ���� �������	� �	 ����7�	 �������	 ��	L&�&���
�	� �������'�	� ��������	� ��������$

=� 	�� �������	�	�� ����� ��	 �	� ��M��	��	� ���'��	� �������������� ����7�	�� &'�3
&��	 �	� �*�����	� 	� �	� ��&��*���	���� �	� (��&	� 	� �	� (����	��	�$ ������ �	 ���� 	�
���� ������	� ����	�� ��� �� &���������� 	���	 ��M��	��� ��������	� ��������������$ +����3
�������� �������&'	 &��������*	 � ����� ��� ����	 	� &����	 ���� &	 ������	$ /� 	M	��
���� �������	 �	� �����7�	�� ��	 ��������	 	� �	�0 �'��	� � ��� ��<��	$ %��� �� ��	��	�
�	���� ���������'�	 ��������	 ��	���<	 ��	 �����0������� �� ���� ��*	���<�	 �������	$ "����
��	 �	&���	 ���'��	 	�� ��������	 ���� �������	� �� ������� �	� ��������� 	� �	��	� �	
&��*	��	�&	$ "��� &	��� ���� �*��� ������� �����	��� ����7�	� ���������	� �	� ���'��	�
6 ���	 �	 *�������	 ��� �	� 	��	���	� ���3������� ���� �	 ��� �	 �	� �������	� 	� �	��	�
�	 &��*	��	�&	$ %��� �	 &�� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� ���� �*���
������� �� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� &���	 �	&���	 ���'��	$

=� 	�� 6 ���	� ��	 �	 ��� ���� &	��	 �'7�	 ����� �	 ������	� �	� ��������� �	 �������
���� �	� �	�0 �����7�	� �*����� 	� �	 &	 (��� �	� ���'��	� 	� ��&�����	� �������� �����
��� *������ ��	 ���� �	 &���	 �	 &	� �����7�	�$ .	�	������ �� ������� �	� ���'��	� 	�
��&�����	� ���� ��&���� �	 ����7�	 �������	 	� �� 	�� ���& �������	 �	 �	� �����	� 6 ������	�
�����7�	�$

����� �����	� �	�*	�� :��	 ��	���<�	� ���� &	 ������	$ +	� &'�����	�  	� � ����	��	��
�	 &���	0�	 ������� �� ������	� 6 ��*��� �������������� �����3��;	&��( 	� �	� �����7�	� �	
������	�$ +	 &'�����	 � 	�� &����&�� 6 �� ����	������� �������	 �	� ���'��	� ��������������
�����	�$ /�<�� �	� &'�����	� � 	� � &����	��	�� �	��	&��*	�	�� �� ��<������ 	� �	� ������	�3
������� �	� ���'��	� �������������� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(
	� ���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�$
%	 ����7�	 ���� ���&��	� �	� ��M��	��� &'�����	� �����	�� �	� ������ ���*����$

+	 &'�����	  &��&	��	 �������������� �����3��;	&��( 	� �������$ %��� �� ��	��	� �	����
�	� ��<������� 	� ��������� �������	� ���� &	 �����&��� ���� (�����	� ���� �*��	� �	� ����3
��W��� ��	� �� (��� ��	 �	� �	��	� ����� ��� ���;���� �	 �:�	 �	�� ���� ���� �	� ���*��0
�	 �� ����������	$ %��� �� �	&��� �	���� �	� ����&����	� �	&'����	� ���� �����	� �� ����	�&	



$

�	 �����	��� ��;	&��(� &�������&����	� ���� ����	���	�$ +	� �*�����	� 	� ��&��*���	��� �	�
��M��	��	� �����&'	� ���� ���&����$ +	 &'�����	 �	 &�X� ��� ��	 ����	������� �	� ����&����	�
�	���	� 	� �������	� ���� �*���	� �� &�����	� �� ������� �������0��������$

+	 &'�����	 � �����	 �	� �����7�	� �	 ������	� 	� ���� �����&���7�	�	�� �	� �����7�	� �	
������	� �����3��;	&��($ ���7� �*��� ������� �	� ����&����	� &���&���������	� �	� �����7�	�
�	 ������	�� �	� �	�0 �����7�	� ������� ���� &	��	 �'7�	 ���� ����	���� ���� �	�� *	�����
����3��;	&��($ .	� �����7�	� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	� �	 �����7�	
������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ "��� &'�&�� �	� �����7�	�� ��	 �	�&������� 	� �	
���7�	 ���'�������	 ���� (������$ %	 ����� �� ���� �	 ����� �	� ���'��	� ���������������
	� ���� �����&���7�	�	�� �	� ����3'	��������	�� 	�� (��� ���� &'���	 �����7�	$ +�������
��;	�� �	 &	 &'�����	 	�� &	�	����� ������ �	 ����� ������� �	� �����7�	� �	 ������	� �����3
��;	&��($ +	� ����	� �	 &	 �!�	 ���� &�����	� �	��� ����� ������$ +	 ��	��	� ����� &��&	��	
�	 &���	0�	 C&�� ��	�� 	0�	����� �	 �����7�	 �� �������������� �	 �����7�	D$ +	 �	&���
����� 	�� &�������� �	� ��M��	��� ��;	&��(� ������� ��� ���� ��	���<�� �	��� �� &��������	 ��
�����7�	 ��� ����	��	 ��� ����	�� 
 ������	�� �K������&� �� �	�����&	�$ /�<�� �	� �����&'	�
�	 ���������� 	� �	� ���'��	� �������������� �������	� ���� ���	������	�$

+	 &'�����	 � ����	 ��� �	� ���'��	� �������������� ���� �������������� �����3��;	&��(
��	 ���� �*��� �������	�$ %	�0 ���	&�� ���� ������� 
 �	� �������'�	� �*�����������	� ���3
������ �	� �����&'	� ���	� "��	�� 	� ������������� �	 ���'��	� 6 ���	 �	 *�������	 ����
�������������� �����3��;	&��($ �� ��*	�� �	� �������'�	� �*�����������	� 	� ���� �����&�3
��7�	�	�� �	� �������'�	� ��������	�� ��	 ����	 �	 ��	0������ 	� ����7�	 �	 �	&'����	�
	�� ���� ������� �������	$ "��� ���� ����	����� �� ���*	�� ��&�����	� �� ��*	���<&�����
�������	� �	����� 6 �������	� �� ������� �	� �����0�������� 	� �	��	� �	 ��*	���<&�����$
)� ���7�	 ������7�	 	� >�	� ���� ��� &	 ��&�����	 	�� ����� ����	���$ /�����	� �	�0 ��3
��<&������ �	 ���������'�	 �����3��;	&��( �������� �42� == ���� 	0����	�$ +� ��	��7�	
����<&����� &������	 ���� �� ��������������� �	 �42� == �� ���*	�� ���� ���7�	 	� >�	�$
+	 �	&���	 ����<&����� &���	����� 6 ����&������ �	 �� ��*	���<&����� �������	 ���� �42�
==$ "��� �	� ���'��	� 6 ���	 �	 *�������	� ���7� �*��� ��	���<� �	� &���&���������	� ���	��	�
���*	�� �	������ ���� ��������� ����� ��������	�$ .	� �	���7�	� ��	��	�� 	� &����	 �	 (���
��	 ���� �������� �	� (���	 &�����	� �*	& �	� �������'�	� ��������	�$

+	 &'�����	 � 	�� ����� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� ��	 ��������3
������ �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$ %��� �� ��	��	� �	���� ���� ��<������� �	
�����7�	 	� ��������� ��	 ������������ ���� �� (���	 ���� ��������	 �������	 	� �����	
	���	�$ "��� ����� �����&'	� ���� �	 �������	 ���� 	0����	�$ +� ��	��7�	 �����&'	 	�� ��	
�����&'	 	0�&�	 ��� &������	 	� ��	 ���'��	 ε3&��������	 ��������� �� �������'�	 �	 ��3
��������� 	� &���	� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$ +� �	&���	 �����&'	 	��
�� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��( ���� �	��	� �� � ��<�� ��	 ���&����	 �*��&�	 ����
�� &������� �	 �� ���������� �	 ������ ����� ��	 �����	��� ������	��� ��������	� ������ ��
�����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��($ /�<�� �� �	���7�	 �����&'	 	�� &��������	
����	 ���'��	 &��������*	 ���� ����	��	 ���������'�	 �*�����������	 	�� ������� ���������
���� �	� ����3�����7�	� ���� 	0������ �	 �������0������� ���	��	 ���� :��	 ������� ���
���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$ +	� �����
�����&'	� ��� ��� �*����	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� ������� ����� ��	 ��� �	� �����	� ��	��	�$

+	 &'�����	 � ����	��	 �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����3



"

������	 �	� ������	�� ��	 	0�	����� ��3��;	&��( �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	
*�'�&��	�$ +	 �	&��� ��;	&��( �	��	� ����&���	 �� ����������	 	���	 �	� ������	� �� ���*	��
���� ��;	&��( �������	$ ���� �*��� �������� �	 �����7�	 ���� �� (���	 ���� ��������	
�������	 	� �����	 	���	� ��3��;	&��($ "����	��� ���'��	� �	 ���������� ���� �������	�$ +�
��	��7�	 	�� �� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��( ������7�	 ��&����� �� ��*	���<&�����
�������	$ /�����	� �����	��� ������	�������� �	 �42� == ��� ��� (���	�$ /�<�� ��	 �����3
�	������� �	 ��"�4� ��	 ���'��	 6 ���	 �	 *�������	 ��	 ���� �*��� ��<��	� ���������
��	 �	&'	�&'	 ����� 	�� ��&���	$ ����	� &	� ������	�������� ���*	�� �	� �&'���� �������0
������ ���� �	 &'�����	 �$ +	� ���'��	� 	� �	� ��M��	��� ��&�����	� ��� ��� �	���� ���
�	� ;	�0 �	 �����	� &�������	� ���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�
�*	& &��������	� �	 &���&���$ ���� �*��� ����� �� ���	�*	� �� �	����	�&	 �	� ��&�����	�
	� ���'��	� ��������$
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%	 �����	�0 ������	� �	 ����������	� &���	 �� ��&�����	� �� &'���	� �	� ����&��3
����&������� �� ���������	 �� �	� ����������� ���� &��(������ 6 �	� �����7�	� &����	0	�$
%	 �����	��	� �	&'	�&'	� ���� �	��	� �<� �	 ��*	����	� �	� ���'��	� 	L&�&	� ����
�������	 &	� �����7�	�� &�	��363���	 ����*	� ��	 �������� �	 ����	 �������$ +� ������� 	�� �	
���� ���*	�� 	0�����	 ��� ��	 (��&���� ���'�������	 ��� �������	 �!����	�	�� �	 &�J� �	
�� ��������$ ��� �	� �����7�	� ���� ���	�	�� ����3��;	&��( ���� �����3��;	&��(� &�	��363���	
����� 	�� �������	 ���� �� �:�	 �����7�	 �	 ��<��� �����	��� ��;	&��(� �	����	��� ����
���*	�� &�������&����	� 	���	 	�0$ )� ��;	&��( 	�� ��� &�������&����	 �*	& �� ����	 ��;	&��(
�� ��	 ������������ �� ��	��	� ��;	&��( 	����>�	 ��	 ����������� �� �	&���$

��!&8P� U�V ��&��� �� �����7�	 �����3��;	&��( &���	 �� �	&'	�&'	 


S���� *	&�	�� �	 *������	� �	 ��&����� ��� �����(��� �	� &��������	� 	� �������	 ��
*	&�	�� �	 (��&����� ���� �	� ����	��� �	����	��	�� �	� (��&����� ��;	&��($ .	�
(��&����� (���	�� ��	 �	�&������� ���'�������	 �	� &���7�	� �	 �	�(�����&	
��� ���� ���	��	�	�� 	� &��I�� �	� ��� �*	& �	� ����	�$ =&�� �	 �	��	 @�������	�@
�����<	 ����*	� ��	 �������� ��� �	*���� ����	� �	� *��	��� ���� ����	� �	�
(��&����� ��;	&��( �&&	�����	� ���� �	 ��&��	��$T

+������������� �����3��;	&��( &������	 6 ��<��� �	� ���'��	� 	L&�&	� ���� �� ����������
�	 �����7�	� �R ���� �	� ��;	&��(� ���� ���� 	� &����	$ .	�� �����<	 �	 ���� ���*	�� ����*	�
�	 ���� &�������� 	���	 �	� ��M��	��� ��;	&��(� ����X� �����	 �������� �����	$ +� ������
������������ �� ���� �������	�	�� �����	 	�� &	��	 ���������	 ��� -���&�� Y����� /��	Q���'
	� FF U��V� ����������	 ���� ���� ��� 5��(�	�� "��	�� 	� FG� UGV$ +	 �	��	 �	 ����
	����!� ���� ��! ��(��	� 	�� &	��� ��	����
� �����	 Z &	�	����� &	������ ���	��� ������	��
�����	������� ��	����
� ����#�)	���������	$

+������������� �����3��;	&��( � ��� �������	�	�� �������	 ���� ���&�����	 	� �	 �����	3
�	��� ���� ��� ����������� ���� �	� �&�	�&	� ���� ��������	�� ��	�� ��	 ���&	 �	 ���� 	�
���� ���������	 �	���� �� <� �	� ����	� GF�$ =� 	�� 6 ���	� ��	 ���� �� ����������	 ��
����	 �������������� �����3��;	&��( �� �����3&���7�	 Z �	 �	��	 ��;	&��( ����� 	����!� �����
&	 ����� �������	 � ��	 �����	 ����������*	 C&�J�� ������&	� $$$D� ������ ��	 �	 �	��	 &���7�	
&���	����� ���� 6 ��	 ������ ���������*	 C������	���&	 6 ��	 &����	� �	������ 	���	 ��M�3
�	��� ��;	��� $$$D$ %��� &	 �����&���� �	 �	��	 ��;	&��( �	�� ������� ����M��	��	�� ���� �	�
�	�0 &��$

.	 &'�����	 	�� �������� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �	� ��<������� ���� ��������������
�����3��;	&��( ���� �����	� ���� �� �	&���� $�$ )�	 ����	������� �	 ��M��	��	� �����&'	�
�	 ���������� 	�� (���	 ���� �� �	&���� $�$ /�<�� �� �	&���� $� ����	��	 ��M��	��	� �������	�
���� �*���	� �� ������� �	� ���'��	� �� ���� &�����	� �����	��� ���'��	�$



#

	
� ����������

����� ������	
 �����	�������

)� �����7�	 �������������� &������	 6 �	&'	�&'	� �� *��	�� ��0����	 �� �������	� ��3
�	��	 ������� ������� ����	 (��&���� f : S → �$ f 	�� ���	��	 �� (��&���� ��;	&��($ .���	
��0����	� ��	 (��&���� f 	�� ����*��	�� 6 �������	� �� (��&���� −f � ���� &���������� ����
&	 �����&��� ��	 �	� (��&����� ���*	�� :��	 ��������	�$

S 	�� &������	�� ���	�� 	���&	 ��&������	� 	� �	 ���� ���*	�� �� ������	 S = �m$ )�
����	�� x = (x1, . . . , xm) �	 S 	�� ���	�� ��	 �������� �� �����7�	 ��������������$ +	�
&��������	� xi �	 x ���� �	� *������	� �	 ��&�����$ .�	�� 	� (������ *���	� �	� *��	��� �	
&	� *������	� ��	 ���� ����<	 �� *��	�� �	 �� (��&���� ��;	&��($ )�	 �������� x ∈ S 	�� ���	
���������	 �� 	��	 �	��	&�	 �� 	��	���	 �	 &��������	� C ��� 	�� �	 �� (���	 g(x) ≥ 0 �*	&
g : S → �√

$ +�	��	���	 Ω ⊆ S 	�� ��	��	���	 �	� ��������� ���������	� ��	 ���� ���	��	
	��	���	 ���������	$ -���	��	�	��� �� �����7�	 �������������� ���&��� ���& 


(PO) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

min f(x)
sous − contrainte

g(x) ≥ 0

�*	& x ∈ S$
+�������� ������ ���� �����7�	 �������������� �	�� ����� �	 ��<��� ����� U�V 


-�.������ 
 �	
� Ω �= ∅� 	� �	�� f∗ = f(x∗) ���� f∗ > −∞ �� x∗ ∈ Ω �� *

∀x ∈ Ω, f∗ ≤ f(x)

f∗ ��� ������ ��	����
� #�	��� �� (Ω, f)�

=� 	�� 6 ���	� ��	 x∗ �	�� �	 ��� :��	 �����	 Z &	�	����� �� ��	0���	 ����� �����	 �������
������ f∗$

����� ������	
 �����	������� 	��������
����

%��� �� �����7�	 �������������� �����3��;	&��(� �� �	 &'	�&'	 ��� 6 �������	� ��	
(��&���� ��;	&��( �����	 ���� �� *	&�	�� �	 (��&����� 


(PMO) =

{
min F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))
t.q. x ∈ Ω

�R n ≥ 2 	�� �	 �����	 �	 (��&����� ��;	&��( 	� F (x) = (f1(x), . . . , fn(x)) 	�� �	 *	&�	��
�	� (��&����� 6 �������	�$ +	 *	&�	�� x 	� �	� 	��	���	� S 	� Ω ���� ��<��� �	 �� �:�	
����7�	 ��	 ���� �� �����7�	 �������������� ����3��;	&��($

%��� �	 &���	 �����3��;	&��(� �	 ��&��	�� �������	 ����X� 	� �	��	� ���*�������� ����	
�������� ���� &'���	 ��;	&��( 	� �	 ���&	 �����	��	�	�� ���� ��	��	���	 F (S)� ���	�� 	���&	
�	� ��;	&��(�$ +�	��	���	 Y = F (Ω) �	����	��	 �	� ������ ���������	� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�
	� y = (y1, . . . , yn) �*	& yi = fi(x)� �*	& x ∈ Ω� 	�� �� ����� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�$




�

����� �������� ���� �����	
 �����	������� 	��������
����

����� ��	 ���� �	 &�� ���� �����7�	 �������������� ����3��;	&��(� �� ��	0���	 ����� �	��
������� ������ �*	& �*	���	��	�	�� �����	��� ��������� &���	��������	�� &	 ��	�� ���� �	
&�� ���� �� �����7�	 �������������� �����3��;	&��($ =� (��� ���& ������	� ��	 ����	 ������
��	����
�$ +� ���� &�������	�� �����	 	�� ������������ "��	�� U��� GV$ �� ����	 �����
��	����
� �����	$ +����������� "��	�� �	 ��<��� &���	 ���� 


-�.������ � +�� �	�
��	� x∗ ∈ Ω ��� ���� �����	 	������� �� �	
� �	
� x ∈ Ω� �	�� ��
��	�	����	� �
������ ��� ����� *

∀i ∈ {1, . . . , n}, fi(x) = fi(x∗)

�	�� �� ��	�	����	� �
������ ��� ������� *

∃i ∈ {1, . . . , n}, fi(x) > fi(x∗)

.	��	 ��<������ �	�� �����	�����	� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ��	 �������� x∗ 	�� "��	��
�������	 ���� ��	0���	 ��� ��	 �������� ���������	 x ��� �������	 �� *��	�� ���� ��;	&��( ����
��������	� �� ����� &	��	 ���� ����	 ��;	&��($ +	� ��������� "��	�� �������	� ���� �����
&����	� ���� �	� ���� �	 ��������� ���������	�� 	L&�&	�� ���3������	� 	� ���3��(���	��	�$

%�����	� ������� ���� ����&��	� 6 ������������ "��	��$ =� 	�� �������	 �	 ��<��� ��	
�	������ ������	 �����	�� ���	��	 �	������ �	 �������&	 �� �	������ �	 �������&	 "��	�� 


-�.������ � +�� �	�
��	� y �	���� ,�	��� �- 
�� �	�
��	� z �� �� ��
������ �� ∀i ∈
{1, . . . , n}, fi(y) ≤ fi(z) �� ∃i ∈ {1, . . . , n} ��� "
� fi(y) < fi(z)�

%��� ��	0	���	 �	 �� <���	 $� �	� ������ �� .� / �	 ���� ��� ������� ��� ������	� ������$
=�� ���� ���& "��	�� �������0$ ������ ��	 �	 ����� B 	�� ������ ��� �	 ����� . 	� �	 �����
% 	�� ������ ��� �	� ������ . 	� /$ +	� ������ �� .� / ���� �� �:�	 ��*	��� &�	��363���	
��	 ���� ����� �	 *�	 �����3��;	&��( �� ��	�� ��� �������	 ��������� ��	 ���(��	�&	 ���� ��
����� ����X� ��	 ���� �� ����	$

.	��	 �	������ �	 �������&	 	�� ���(��� �����	 �	������ �	 �������&	 �����$ .	��	
��<������ �	�� :��	 ����<�	 ���� ��<��� ��	 �	������ �	 �������&	 	��� 


-�.������ $ +�� �	�
��	� y �	���� 	������� 
�� �	�
��	� z ,	
 y ≺ z- �� �� �	�
��	� y
��� ����������� ������
�� "
� z �
� �	
� ��� 	������� *

∀i ∈ {1, . . . , n}, fi(y) < fi(z)

+	 *	&�	�� ����� 	�� �	 ����� �	 F (S) &������ �	 ��������� ���� &'���	 ��;	&��( ����
�������	��$ +� &�������� ��&	�����	 	� ��L����	 ���� ��	 &	 *	&�	�� ����� ���� ���	���
C&�	��363���	 ����� &���	�����	 6 ��	 �������� ���������	D 	�� ��	 �	� (��&����� ��;	&��( ���	��
�����	�����	�$ 4� &�	�� �	 &��� �� ��L� �	 �������	 n �����7�	� ����3��;	&��($ +� ��������
���� �����7�	 �������������� �����3��;	&��( ��	�� ���& ��� ��	 �����	 �������� ���� ��
	��	���	 �	 ��������� ���	�� 	��	���	 "��	�� ������� 








f1

f2

A
B

C

D

E

���� $ [ /0	���	 �	 �������&	$

-�.������ " �	
� 
� ��	��&�� ��	���������	� �
����	������ �	���� ���������� �����	
	������ ,P∗- ��� ����� �	��� �
�� *

P∗ = {x ∈ Ω|�x′ ∈ Ω F (x′) � F (x)}

+�	��	���	 "��	�� ������� �	�� :��	 ��*��� 	� �	�0 ����3	��	���	� 
 ��	��	���	 �	� ����3
����� ��������	� 	� ��	��	���	 �	� ��������� ���3��������	�$ +	� ��������� ��������	� ����
�	� ��������� "��	�� �������	� ���� �	 ����� &���	�������� ���� Y �	 ����*	 ��� ��	�*	3
����	 &��*	0	 �	 Y$ +	� ��������� "��	�� ��������	���� ��� 6 ��	�*	����	 &��*	0	 ����
���	� ���3��������	�$

+�����	 �	 ��	��	���	 "��	�� ������� ���� Y 	�� ���	��	 (�����7�	 "��	�� �� ���(�&	
�	 &��������$ 4	��� ��	 �	� (��&����� ��;	&��( ���*	�� :��	 ��������	� �� ��0�����	��
�� (�����7�	 "��	�� � ��	 (���	 �����&���7�	$ +	� <���	� $� 6 $� �������	�� �	� ��M��	��	�
������������ ���� �	 &�� ��3��;	&��($ -���	��	�	��� �� (�����7�	 "��	�� �	 ��<��� &���	 ���� 


-�.������ , �	
� 
� ��	��&�� ��	���������	� �
����	������ �	��� �� 
� �������� �����	
	������ P∗� �� �	���&�� �����	 ,PF∗- ��� ������ �	��� �
�� *

PF∗ = {u = (f1(x), . . . , fn(x))|x ∈ P∗}

/� ������� �� ��	�� ��� �*��	��� *���	 ���������	� �	 ����*	� ��	 	0��	����� ����!����	 �	
�� ����	 �� �	 �� ���(�&	 ��� &����	�� &	� ������$ +� ���&����	 ���	��	 ���� �����0��	�
�� (�����7�	 "��	�� 	�� �	 &��&��	� �	� ��������� x 	� �	�� F (x) &���	��������	$ 9����
�� �����	 ��L���� �	 ������ � ��� ������� �� 	�� ����� �������	 �	 ���	����	� �	� ������
���3������� 	� �	 �������	 �� (�����7�	 "��	��$

+	� �����7�	� ������� 	� ������������ ���� ���*	�� ��L&��	� 	� �������	��	�� 6 ��
&����	 �	 &����	0��� �"3��L&��	� &	 ��� �	�� ���������	 �� �	&'	�&'	 �	 ��������� ������
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�

������	 �� �����	 �� �����7�	 �	*�	�� ���� ���������	$ 4� �� ��;	&��( ���� �����7�	 �����3
��;	&��( 	�� �"3��L&��	 ����� �	 �����7�	 �����3��;	&��( �	�� ���3�:�	 �"3��L&��	$ =� 	��
6 ���	� ��	 �:�	 �� ���� �	� ��;	&��(� ���� ������	� 	� �� �	��� ���!������� ������ ���(
���� &	������ &�� �����&���	��� �	 �����7�	 �����3��;	&��( ��	�� ��� ������	 	� �� �	���
���!������ U��V$ .	�� �����	 ������������� �	� ���'��	� 	0�&�	� 	� 	�&�����	 �������������
��'	��������	� �����	� 	� ������� �	 ����3'	��������	�� ������	�� �	� ���'��	� 6 ���	 �	
*�������	 	� �	� �������'�	� ��������	�$ �� �	 &'	�&'	 ���� ��	��	���	 "��	�� ������� ����
��	 �����0������� �	 &	 �	���	�$ "��� �� �������'�	 A ������ �� ����	 ����� �	 ���������
���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ��� (���	�� ��	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� 


-�.������ � .	�� A(Ω) ���������� ��� �	�
��	�� �� Ω �������� ��� ����#	������ A� +��
�	�
��	� s∗A ��� ������� �	�
��	� �	������������� �����	 	������� ��� ����	�� � ����#	������
A �� �� ��
������ ���� �������� ��� �� �	�
��	� s ����������� � A(Ω) ��� "
� s � s∗A�

-�.������ & .	�� A(Ω) ���������� ��� �	�
��	�� �� Ω �������� ��� ����#	������ A� �����
������ �	������������� �����	 	������ ��� ����	�� � A ��� *

PA = {s∗A ∈ A(Ω)|�s ∈ A(Ω), s � s∗A}

	
� ��������� �� ����������

+� ����	�&	 �	 �����	��� ��;	&��(� &�������&����	� 	� �����	�&	 ������	 ����� 	���	 �	�
��������� �	����	�� �� ���	 �� ����� �	 ��������	� &�����	� �	 ��	���	 	� &����	 &	�
�����&��������$ .	��	 �	&���� ����	��	 �	� �����&'	� ��� �	��	��	�� �	 �	���	 �	� �����7�	�
�������������� �����3��;	&��( ������	�$ ���� ����	����� ������� �	�0 &�����<&������ �	 &	�
��������	� ��� �	���	�� ��� �	�0 ������ �	 *�	 ��M��	��� �� �����7�	 
 &	��� �� ��&��	��
	� &	��� �� &��&	��	��$ "��� ���� &����	���� �	� ����&����	� ��������	� ��� ������� 6 ��
&�����<&����� �� &��&	��	��$

����� �������������


/�/
/
 -� ����� �� ��� �� ��	�����

+� �������� ���� �����7�	 �����3��;	&��( 	�� �� 	��	���	 �	 ���������$ .	�	������ ����
�� �����7�	 ��	�� ��	 �	��	 �������� ������ :��	 �����!�	$ )� &'��0 ��� �� ��&��	�� ����
���& :��	 	M	&��� Z �	 ��&��	�� ���*��� ���	�*	��� 	� ����� �	 �� ����������� ���7� &	��	3&��
�� �	 ����7�	 ���	��&��*	 U��V 


[ +	� ���'��	� 6 ���(��	�&	 � ���	�� 
 �	 ��&��	�� ��<��� �	� ���(��	�&	� 	���	 �	�
��M��	��� ��;	&��(� �*��� ��������	� �� ���'��	 ��������������$

[ +	� ���'��	� 6 ���(��	�&	 ��	#������� 
 �	 ��&��	�� �L�	 ��� &'��0 �	 &�������� ��
(�� 	� 6 �	���	 �� ������	�	�� �	 �� ���'��	 ��������������$

[ +	� ���'��	� 6 ���(��	�&	 � �	�����	�� 
 �	 ��&��	�� &'����� �� �������� �	 ��� &'��0
����� ��	��	���	 �	� ��������� (�����	� ��� �� ���'��	 ��������������$




$

=� 	�� 6 ���	� ��	 &	�����	� ���'��	� ��	���	�� ��� (��&��	�� ���� ��	 �	��	 &�������	$
/� 	M	�� �� ���'��	 ��� &������	 6 �����	� �	� ��M��	��� ��;	&��(� 6 �����	 �	 ����� 	�� ��	
���'��	 6 ���(��	�&	 � ������ Z �	 ��&��	�� �M	&���� �	� ����� �	 ����7�	 6 (�*����	� �	� ��
�	� ��;	&��($ .	�	������ �� �	� ����� ���� �M	&��� ��������	�	�� 	� �� �� ���'��	 	�� �����	
	� &'���	��� �	� ����� 6 &'���	 	0�&������ �� ������ ����� ����	 ���'��	 6 ���(��	�&	 �
����	�����$


/�/
/� -� ����� �� ��� �� 	��	������

)�	 ����	 &�����<&����� �������	 ���� �� ����������	 �	 ���&	 �� ����� �	 *�	 �� &��&	�3
�	��$ +	� ���'��	� ���� &�����	� ���� ����� &�������	� 	� (��&���� �	 �� ����7�	 ���� 	��	�
�����	�� �� ����	�&	 �	 �����	��� ��;	&��(�$ +	� ����� &�������	� ���� 


[ �����&'	� �&�����	� 
 �	� ���'��	� ���� ����	� ��� �� �����(�������� �� �����7�	 	�
�� �����7�	 ����3��;	&��($

[ �����&'	� "��	�� 
 �	� ���'��	� ������	�� ���	&�	�	�� �� ������ ������������ "��	��
���� �	�� ���&	���� �	 �	&'	�&'	$

[ �����&'	� ��� �&�����	� 	� ��� "��	�� 
 &	� �����&'	� �	 �����(���	�� ��� �	 ���3
��7�	 �����3��;	&��( 	� �� �����7�	 ����3��;	&��( ���� ������	�� �	� ��&�����	� �	
�	&'	�&'	 ��� �����	�� �������	�� �	� ��M��	��� ��;	&��(�$

����� �����
� �������
�

%��� �� ���������� �	 �����7�	� �����3��;	&��(� �����	��� ���'��	� ����������	��	� �����3
(���	�� �	 �����7�	 �����3��;	&��( 	� �� �����7�	 ����3��;	&��($ "���� &	� ���'��	�
�� ����*	 �	� ���'��	� ������������� �	� ���'��	� �*	& *	&�	�� &���	 	� �	� ���'��	� ε3
&��������	�$


/�/�/
 %������ �!����������

.�	�� ����	 �	� ��	��7�	� ���'��	� 	����!�	� ���� �� ���������� �	 ��������� "��	��
�������	�$ /��	 &������	 6 �����(���	� �� �����7�	 �����3��;	&��( 	� �� �����7�	 ��� &��3
���	 �	� ��M��	��	� (��&����� ��;	&��( �� �����7�	 	� ��	 �	��	 (��&���� ) �	 (�E�� �������	 


U(x) =
n∑

i=1

λifi(x)

�R �	� ����� λi ���� &������ ���� �����	�*���	 [0, 1] 	� *���<	��
∑n

i=1 λi = 1$ %�M��	���
����� (�������	�� ��M��	��	� ��������� ��������	� Z ��	 �:�	 �������� ���*��� :��	 ������	
	� ��������� �	� ����� ��M��	���$ =� 	0���	 ������	� �����&'	� ��������*	� ���� ������������
�������	 	�� �� ���� &������	�� �������	$

+� <���	 $� �������	 �	 (��&�����	�	�� �	 �� ���'��	 ������������$ -�0	� �� *	&�	�� �	
����� �	*�	�� 6 ����*	� �� '!�	����� ���� ��	���&	 ��;	&��( C��	 �����	 ���� �� �����7�	
��3��;	&��(D �*	& ��	 ���	������� <0�	$ +� �������� �������	 	�� �	 ����� �R ��'!�	�����
����7�	 ��	 ����	��	 &�����	 �*	& ��	���&	 ���������	 C����� x ���� �� <���	D$




"

f2

f1

Hyper−plan

Optimiser F

(a) Une frontière Pareto convexe

Domaine réalisable

y

z

(a) Une frontière Pareto non convexe

f1

f2

Solution Pareto

���� $� [ +� ���'��	 ������������$

+	� ��������� ���	��� ���� �� ���������� �� �����7�	 ���	��	�� (���	�	�� �	� ����3
�7��	� &'����� ���� �	 *	&�	�� �	 ����� λ$ +	� ����� λi ������	�� �� ���(��	�&	 ��������	
��0 ��M��	��� ��;	&��(� Z �	�� &'��0 	�� ���& ��	 �?&'	 ����&��	$ ������ ��	 �����&'	 ����3
���	�	�� �������	 &������	 6 �������	 �	 �����7�	 �*	& ��M��	��	� *��	��� �	 λ$

4� �	� ��M��	��� ��;	&��(� ���� ���3&���	�������	�� �� �	�� �����(���	� ����������
���&��	��	 ���� �� (���	 


U(x) =
n∑

i=1

ciλifi(x)

�R ci ���� �	� &�������	� ��� �	��	�� �	� ��M��	��� ��;	&��(� 6 �� �:�	 �&'	��	$ +	� &�������	�
ci ���� �������	�	�� ����������	� 6 1

fi(x∗) �R fi(x∗) 	�� �� *��	�� �������	 ����&��	 6 ��
(��&���� ��;	&��( fi$ %��� &	 &��� �	 *	&�	�� 	�� ��������� ��� ������� �� *	&�	�� �����$

+��*�����	 �	 &	��	 ���'��	 	�� �� (�&����� ��������	������� 	� �	 (��� ���	��	 �����	
:��	 �������	 �*	& �	� ���'��	� 	� ��&�����	� ��<��� ���� �������������� ����3��;	&��($
.	�	������ %�� 	� %	����U�V ��� ������ ��	 &	��	 ���'��	 	�� ��&�����	 �	 ����*	� �	�
8��	� &��&�*	� �� (���� "��	�� ��	�� ��	 ���	�� �	� ����� &'�����$ %��� �� <���	 $��� �R
�	 �����7�	 ����7�	 ��	 (�����7�	 "��	�� ��� &��*	0	� �	��	� �	� ��������� 	0��:�	� y 	� z
�	�*	�� :��	 ������	�$ %	 ����� �� �������� ����*�	 �	�� �	 ��� :��	 �&&	�����	 �� ��	���&	
�	 �	&'	�&'	 	�� ������ �	 (�E�� ���������	 �*��� ��	 �	� ��(��������� ��L����	� ���	��
���������	�$

/�<�� �� ���	��������� �	� ����� �	�� :��	 ����&��	 �� �� �	 ������	 ��� �	 &������3
���&	� ��L����	� ��� �	 �����7�	$ "����	��� ��������	� @�*	���	�@ �	�*	�� :��	 �������	�
���� �����	� �	� �����$ %��� UF�V� �	� ����� ���� ������� �	 ����7�	 ��������	 


λi =
����	�i

����	�2 + · · · + ����	�n
, i = 1, . . . , n

�R �	� *������	� ����	�i ���� �	� 	���	�� ������(�$




,

&	��	 ���'��	� ����	�	�� 	����!�	 ���� �� ����������	� � ��� �������	 ������	�� ����
�	 �	���� �	 &��&��� �	 �����	�	�� �	 ������ ������� U�V� �	 &����X�	 �	 �� ������� �	 ��	�� U��V
�� �	 �	���� �	 <���	� ������	� ���� ����	� U��V$


/�/�/� %������� ���	 ��	���� 	����

%��� �	� ���'��	� �	 &	 �!�	� �� 	��	���	 �	 ���� C�� &���	�D ��	 ���� �����	 ���	����	
	�� ��<��$ +� ���'��	 �������������� 	����	 ����� �	 �������	� �� ��M��	�&	 	���	 �� ����3
���� &������	 	� �	� ����$ B�	� ��	 �	� ���'��	� �	 &	 �!�	 �����	�� :��	 &��������	� &���	
�	� �����&'	� ��������*	�� 	��	� ���� &�����	� �	 �����	� �	� ��������� ���3��������	�$ .	�
���'��	� ��� ���*�����	 ��:��	 	L&�&	� 	� (�&��	� 6 ������	��	�$ .	�	������ �� ��<������
�	� &���	� �	�� :��	 ��L&��	 	� �	����	� �	� &��&��� �������	�����	�$ .	� ���'��	� ���
��� �������	� ���� �	� &��&��� 	� ����&������&����� U�FV� �������������� ���� ���7�	 ����3
&�������	 �	 �� �:&'	 U�HV �� �������������� �� &����	����� ���� ���� ����� U��V$ %	�
	0	���	� �������&'	� �*	& *	&�	�� &���	 ���� �� ���'��	 �� ��� 6 ���	����	� �� ���'��	
�� ��� ��������� �� �� ���'��	 �� ���3��0$

%������ �� ��� 0 ��������� 1 ���� &	��	 ���'��	� �	 ��&��	�� ��<��� �� 	��	���	 �	
���� Ti 6 ���	����	 ���� �	� ��M��	��� ��;	&��(�� ����� ����� ����� wi$ +	 �����7�	 ���*���
	�� ����� ������ 


(PMO) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min α

t.q.

x ∈ Ω
Ti + αwi ≥ fi(x), i = 1, . . . , n

�*	&
∑n

i=1 wi = 1$ +	� ��;	&��(� Ti �	����	��	�� �	 ����� �	 ������ �	 �� �	&'	�&'	 ����
��	���&	 	� �	� ����� wi ������	�� �� ���	&���� �	 �	&'	�&'	 ���� ��	���&	$

+� <���	 $H �������	 &	��	 ���'��	 ���� �	 &�� ��3��;	&��($ +	 ����� A �	����	��	 ����;	&3
��( �	 ��(��	�&	� �	 *	&�	�� w �	����	��	 ��	 ���	&���� �	 �	&'	�&'	 	� �	 ����� B �	����	��	
�	 ��� 6 ���	����	$

�� &�������	 �	 �� ���'��	 �	 �� ����	 �������	� &	��	 ���'��	 	�� &�����	 �	 �����	�
�	� ��������� ���3��������	� 	� (������ *���	� �	� *��	��� �	� ����� wi U�V$ .	�	������ ��
�	�� 	0���	� �	� (���	� �	 ������	 ���� �	���	��	� �� �������� ���	�� �� &'��0 �� ���
������� C&($ <���	 $FD$

%������ �� ��� ������� 1 ���� &	��	 ���'��	� �	 ��&��	�� ���� ��<��� �	� ����
�� ��(��	�&	� ����� �����	 ���	����	 ���� &'���	 ��;	&��($ .	� *��	��� ���� ���������	� ����
�� (���������� �� �����7�	� �	 �����(������ 	� �� �����7�	 ���3��;	&��($ "�� 	0	���	� ��
(��&���� �	 &�J� �	�� ������	� ��	 ����	 �������	 ��� �������	 �	� ��*������� ��� �������
��0 ����$ +	 �����7�	 �	�� :��	 (������ �	 �� ����7�	 ���*���	 


(PMO) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

min(
∑n

i=1 λi|fi(x) − zi|p)
1
p

t.q.

x ∈ Ω




�

Espace
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f1

f2

T1

T2
A

B

���� $H [ +� ���'��	 �� ��� 6 ���	����	$

ω B

A

A’

B’

(a) Un cas courant. (b) Un cas extreme.

���� $F [ )�	 ��L&���� ���� �� ���'��	 �� ��� 6 ���	����	$




&

�R 1 ≤ p ≤ ∞ 	� z = (z1, . . . , zn) 	�� �	 *	&�	�� �	 ��(��	�&	$ +� ����	 �������	 	�� ��
�������	 �	 �&'	�!&'	M CLp3�������	D$ 2������	�	�� �� ������	 p = 2� &�	��363���	 ��	
�������	 /�&����	��	$ 4� p = ∞� ���������� �	*�	�� 6 ��	 (��&���� min3max$

+� ���'��	 	�� (�&��	 6 �	���	 	� ���&	 ���� �� ��<������ �	� ����� 	� �	� ��;	&��(�
6 ���	����	 	�� ��	 ��	����� ����&��	 ��� ���	����	 ��	L&�&��� �	 �� ���'��	$ .	�	������
&	��	 ���'��	 � ���*�����	 �	 (������ �� �������� �:�	 �� �� ���*��� &'��0 ������� � &������
�	 ��&��	�� 6 ����	� �� �� �����	��� ���C�D ��� ���������	C�D$

%������ %���%�* 1 .	��	 ���'��	 	�� ����	 �	 �� �'����	 �	� ;	�0 ��� �����	 �	 ��
���������� �	 ���������� &��I�&��	��	�$ /��	 �������	 �	 ��0���� �	 ���&��� �	����( 	���	 �	
i��� ��;	&��( 	� ��� ��� Ti ����&�� ��� �	 ��&��	�� 


minmax
i

(
fi(x) − Ti

Ti
) �*	& i = 1, . . . , n

"����	��� *������	� �	 �� ���'��	 �	�*	�� :��	 ����*�	� ���� �� ����������	 	� ������	��
���� U��V$


/�/�/� %������ ε�	���������

���� &	��	 ���'��	� ��	 �	��	 (��&���� ��;	&��( fk 	�� ��������	 ������ ��	 �	� ����	�
(��&����� ��;	&��( ���� ��;	��	� 6 �	� &��������	�$ +	 �����7�	 �������������� ���&��� ����� 


(PMOε) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min fk(x)
t.q.

x ∈ Ω
fj(x) ≤ εj , j = 1, . . . , n, j �= k

+� <���	 $G �������	 �� ���'��	 ε3&��������	 �R F (C) 	�� ��	���&	 �	� ��;	&��(� ���������
�	���	��� 6 F ′(C) ��� �� �����(�������� �� �����7�	� 	� ���������� �� (��&���� f1 	� 	�
�;������ �� &��������	 f2(c) ≤ ε2$

+���;	&��( fk �	����	��	 ����;	&��( �������	 �� ����;	&��( ���(���$ +�	��	���	 "��	�� ����3
��� 	�� ������ 	� (������ *���	� �	� *��	��� �	� εj$ =� 	�� ����� �������	 �	 �����	� ��	��	���	
"��	�� ������� 	� ���!��� 6 �������	 ����� 	��	���	 �	 �����7�	� �������������� ����3
��;	&��($ =� 	�� 6 ���	� ��	 &	��	 ���'��	 	�� &�����	 �	 �����	� �	� ��������� ��� ��������	�$
/��	 �	�� &	�	����� :��	 &�J�	��	 	� �	��� �	 &��&�� 	� �� ���'��	 �������������� �	��
:��	 ��L&��	 6 ��������	� 6 &���	 �� �����	 �	 &��������	� ���������	��	�$

"�� 	0	���	� &	��	 ���'��	 � ��� �������	 ���� �	 �	���� �	 *�'�&��	� ������ UGGV �� �	
�	���� �	 �!��7�	� ��������� ��0 ����	� U�V$

����� �����
� ���
��

+	� �����&'	� "��	�� ������	�� ���	&�	�	�� �� ������ �	 �������&	 �� �	�� �	 "��	��$
.	��	 ���	 � ��� ���������	 �������	�	�� ���� �	� �������'�	� ��������	� ��� 2����	�� UH�V




#

f2

f1

F(C)

F’(C)Solution optimale

ε2

���� $G [ +� ���'��	 ε3&��������	$

���� �������	 �	� �����7�	� �������� ��� 4&'�M	� U�FV$ .	 &��&	�� �	��	� �	 �	 ���
(�*����	� �� &�������� ����X� ����� ����	 ���� �� �	��	� �	 (������ ��	 ���	 ���&�	��	 ��
��&��	��$ +������������ �	 �� �������&	 	�� ����&����	�	�� 6 �� ���	 �� ��*	����	�	�� �	�
�������'�	� �*�����������	� �����3��;	&��( ����	���� ���� �	 &'�����	 �$

����� �����
� ��� �������
� 
� ��� ���
��

.	� �����&'	� ���� ����	� ��� �	� ����������� �	 ���������$ +� �	&'	�&'	 	�� �������	
	� �������� �������	�� �	� ��M��	��� ��;	&��(�$


/�/$/
 2���	���� ���������

+	 ��	��	� ���*��� &��������� 6 ������	� �	� �������'�	� ��������	� ���� �������	 �	�
�����7�	� �������������� �����3��;	&��( 	�� &	��� �	 4&'�M	� U�FV$ +��������'�	 ��*	3
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+� ���'��	 �	0�&�����'���	 �	�� ��	0����	� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ��������� ��	
���� ��� �	� (��&����� ��;	&��( fi �*	& i = 1, . . . , n &�����	� �	 �	��	 ����	 ��	 �� i < j ����� fi

	�� ����������	 ��� fj$ �� ������ ������� �	 �����7�	 


(PMOl1) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

min f1(x)
t.q.

x ∈ Ω
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Chemin exploré lors de la minimisation de f1

Chemin exploré lors de la minimisation de f2*x
1

x
2
*

f2

f1

���� $ [ +� ���'��	 �	0�&�����'���	 ���� �	 &�� ��3��;	&��($

�� ����	�� ����� x∗
1 �� �	���	��	 �������� ����*�	 ���� f1� ����&��	 6 �� *��	�� f∗

1 = f1(x∗
1)$

f∗
1 �	*�	�� ����� ��	 &��������	 �� �����7�	 ����&�� 6 f2 


(PMOl2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

min f2(x)
t.q.

x ∈ Ω
f1(x) = f∗

1

+� �	���	��	 �������� ����*�	 	�� ����� ����	 x∗
2 	� �� ���	 f∗

2 = f2(x∗
2) &���	 &��������	

�������	�����	 ���� �� ���������� �	 f3$ +� ���&����	 	�� �����	 ;�����6 &	 ��	 ���� �	�
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(PMOli) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

min fi(x)
t.q.

x ∈ Ω
f1(x) = f∗

1

f2(x) = f∗
2

. . .

fi−1(x) = f∗
i−1

�R f∗
j = fj(x∗

j) �*	& x∗
j �� �	���	��	 �������� ����*�	 	� ���������� �� (��&���� ��;	&��(

fj �*	& f1(x) = f∗
1 , f2(x) = f∗

2 , . . . , fj−1(x) = f∗
j−1 &���	 &��������	� ���������	��	�$
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-������ � ����� ������� ��	 *	����� �	 &	� �������'�	 ��� &'����� ��������	�	�� ��
(��&���� ��;	&��( �	*��� :��	 ����	 	� &����	$ .	��	 ��������	 �	*�	�� 	� (��� 6 ������	� ��	
����	 �������	 ���� ����	��	 �� ����� &���	����� 6 �� ����������� ��	 �� (��&���� ��;	&��(
����&��	 ���� ���	&������	$
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�	��	���	 6 �	� ����*���� �	 ���*��� <��	�� �	 �	 �	�������	$
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.	��	 �	���	� �������	 ��� 5�� 5	��'��8	� U��V� &����	 �	 �����	 �	 ��������� �	
PA ��� ���������	��	�� ��� 6 P∗� ���� 


��(A) =
∑|PA|

i=1 ei

|PA|

�R ei = 1 �� �� i��� �������� �	 PA �������	�� 6 P∗� ����� ei = 0$
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�/(A) =
(
∑|PA|

i=1 dp
i )

1
p

|PA|
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"��� p = 2� �	 �����7��	 di 	�� �� ������&	 /�&����	��	 C���� ��	���&	 �	� ��;	&��(�D 	���	
�� �������� i ∈ PA 	� �	 �	���	 �	 ���� ���&'	 �	 P∗ 


di =
|P∗|
min
k=1

√√√√ n∑
j=1

(f i
j − fk

j )2

�R f i
j 	�� �� *��	�� �	 �� j��� (��&���� ��;	&��( �	 i 	� fk

j 	�� �� *��	�� �	 �� j��� (��&����

��;	&��( �	 �� k��� �������� �	 P∗$

.	��	 ���'��	 ����	��	 �	�0 ��L&�����$ "�	��7�	�	��� �� �������	 �	�� �	�����	� ��	
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�	� ������ �	 �������0������� 	� &	�0 �	 ��	��	���	 �������$ "�� 	0	���	� ���� �	 &�� �R
�������0������� 	�� ��7� ���&'	 �	 ��	��	���	 ������� ���( ���� �� ����� ��7� �������� &�	��
����� &	 �	���	� ��� ����	��	�� �	 ����7�	 �����<&���*	 �� ������&	 �����������	��	 �����
����� ������ ���� &�� �����$ %��� �� �	� &��� �	 &��&�� �	 ���&��� �!�	 �	 �� �	���	 2% 	��
��&	�����	$ +� �	&���	 ��L&���� ������>� ����� �	� (��&����� ��;	&��( �	 ���� ��� �	 �:�	
��������	 Z 	��	� ���*	�� ����� :��	 ���������	� �*��� �	 &��&��$


/$/
/� 3����� �*���� 0 �� �����	� �� 	������

.	��	 �������	 �	��	� �	 �	���	� �� ������&	 	���	 �� ���(�&	 �	 &�������� 	� ��	�3
�	���	 �	 ���������$ 4� ��<������ ���� �� �����7�	 6 �	�0 ��;	&��(� 	�� �� ���*���	 


�0(A) = max
j

(min
i

(|f i
1(x) − f j

1(x)|p + |f i
2(x) − f j

1 (x)|) 1
p )

/��	 �	�����	 	� (��� �� ���� �����	 ������&	 �������	 	���	 �	� ��������� �	 PA 	� �	�
��������� �	� ���� ���&'	� �	 P∗$

����� ���
	��
 P∗ �������

+�����	 ��	��	���	 P∗ 	�� &����� �	� �	���	� &��&��	�� �	 ���� ���*	�� �� ������&	
	���	 �������0������� 	� P∗$ +�����	 ��	��	���	 P∗ 	�� ��&����� 	��	� �	��	��	�� ����� �	
&�����	� �	 ����7�	 �	����*	 �	�0 �����0��������$ =� 	0���	 &	�	����� �	� �	���	� ���
�	�*��	�� ��	 �*�������� �	 �� ������� ����	 �	��	 �����0�������$ +	� �	���	� �*���	��
�� ������� �	� �����0�������� ���� ��� ������� 6 �� &��*	��	�&	� ���� ��� ������� 6 ��
��*	���<&����� �� ��� ������� ��0 �	�0 ���� 	� �:�	 �	���$


/$/�/
 %������ �������� �� 	��������	�

4� ���� �� C 1 &	��	 �	���	� �������	 ��� ]��8�	� UH�V� &��&��	 �� ���������� �	 ����3
����� �	 PB ������	� ��� �	� ��������� �	 PA 


C(A,B) =
|{b ∈ PB|∃a ∈ PA : a ≺ b}|

|PB |



�,

C(A,B) = 1 �����<	 ��	 ����	� �	� ��������� ����*�	� ��� ���������'�	 B ���� ������	�
��� &	��	� ����*�	� ��� ���������'�	 A$ ������ ��	 C(A,B) = 0 ������	 �����&��	 ��������
������	 ��� B ��	�� ������	 ��� ��	 �������� ����*�	 ��� A$ .���	 �� �	������ �	 ��3
�����&	 ��	�� ��� �!�������	� C(A,B) ��	�� ��� (��&��	�� ���� 6 1 − C(B,A)$ =� 	�� ���&
��&	�����	 �	 &��&��	� C(A,B) 	� C(B,A)$ =� 	�� �����	����� �	 ���	� ��	 �	� &����������� �	
PA 	� PB �	 ���*	�� ��� (��&��	�� :��	 ��	�����	�$

'����������� 1 &	��	 �	���	 U�� �FV &��&��	 �� ���������� �	� ��������� ���� 	��	���	
���	���	��	�	�� "��	�� ������� PA ������ ��� ���������'�	 A ��� ������� 6 ��	��	���	 PB

���	�� ��� ���������'�	 B$

4��� C ��	��	���	 �	� ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� &�����	� 6 A 	� B 


C = PA ∩ PB

4��� WA C�	��	&��*	�	�� WBD ��	��	���	 �	� ��������� �	 PA C�	��	&��*	�	�� PBD ���
�����	�� �	� ��������� ���� PB C�	��	&��*	�	�� PAD$ 4��� LA C�	��	&��*	�	�� LBD ��	�3
�	���	 �	� ��������� �	 PA C�	��	&��*	�	�� PBD ������	� ��� �	� ��������� ���� PB

C�	��	&��*	�	�� PAD$ +�	��	���	 NA C�	��	&��*	�	�� NBD 	�� (���� �	� ��������� �	 PA

C�	��	&��*	�	�� PBD ����� ��� ��������	� ��� ������	� ��� ������� 6 ����	� �	� ���������
�	 PB C�	��	&��*	�	�� PAD$ -���	��	�	��� �� � �� �	������ ���*���	 


NA = PA \ (C ∪ WA ∪ LB)

4��� PO ��	��	���	 �	� ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ����*�	� ��� �	�
�	�0 �������'�	� A 	� B 


PO = C ∪ WA ∪ NA ∪ WB ∪ NB

+� &����������� �	 ���������'�	 A �	����*	�	�� 6 ���������'�	 B� ������	 ��� �	��(A,B)�
	�� �	 ����� �	� ��������� ��� ������	� �������	� ��� A ��� ������� 6 PO 


�	��(A,B) =
|C|
2 + |WA| + |NA|

|C| + |WA| + |NA| + |WB| + |NB | =
|C|
2 + |WA| + |NA|

|PO|
+� &����������� �	 ���������'�	 B �	����*	�	�� 6 ���������'�	 A 	�� ��<��	 ����	 ����7�	
��������	$ +� �	������ ���*���	 	�� ���;���� *���	 


�	��,1� 2-+�	��,2� 1- = 1

%�����	 ����� ������ ��	 �� �	� �	�0 �������'�	� �������	�� �	� �:�	� ��������� ����� 


�	��(A,B) = �	��(B,A) =
1
2

������ ��	 �� ����	� �	� ��������� �������	� ��� B ���� ������	� ��� �	� ��������� �������	�
��� A� �� � 


�	��(B,A) = 0

.	��	 �	���	 �	��	� ���*��� �����	�	�� ��	 ���	 �	 �������� ���� �������'�	 ���
������� 6 �� ����	 �������'�	$ .	�	������ ����(�������� (�����	 	�� ����� &����	 ��	 &	��	
�	 �� �������	 C �	 ]��8�	� ����	���	 &�3�	����$



��


/$/�/� %������ �������� �� ���������

4� ���� �� 2��	��� 1 &	��	 �������	� �������	 ��� 4&'��� U�V� &��&��	 �� ������&	
�	����*	 	���	 �	�0 ��������� &����&���*	� �	 PA �	 �� ����7�	 ���*���	 


S =

√√√√ 1
|PA|

|PA|∑
i=1

(di − d̄)2

�R di = mink∈PA∧k �=i
∑n

m=1 |f i
m − fk

m| 	� d̄ 	�� �� *��	�� ��!	��	 �	 �� ������&	 ���&��	��	

d̄ =
P|PA|

i=1 di

|PA| $ +� ������&	 di 	�� �� *��	�� �������	 �	 �� ����	 �	� ��M��	�&	� ������	�

�	� *��	��� �	� (��&����� ��;	&��( 	���	 �� i��� �������� 	� ����	� �	� ����	� ��������� �	
��	��	���	 ������$ =� 	�� 6 ���	� ��	 &	��	 ������&	 	�� ��M��	��	 �	 �� ������&	 /�&����	��	
�������	 	���	 �	�0 ���������$

.	��	 �������	 &��&��	 �	� �&���� �!�	� �	� ��M��	��	� *��	��� �	 di$ ������ �� �	� ���������
���� ���(�����	�� 	���&�	�� �� ������&	 &���	��������	 �	�� (����	$ %��&� �� �������'�	
��� ����*	 �� 	��	���	 �	 ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ���� �	��	� &	��	
�	���	 	�� (����	 	�� �	���	��$ +� �	����	�&	 �	 ����(�������� �	������	 ��� &	��	 �	���	
	�� ���&�����	$ /� 	M	�� �� �� &�����7�	 �	� ����� &�� 	0����� ���� �	� <���	� $�� $H 	�
$F� �� ������>� ��	 �:�	 �� �	� 	��	���	� �	� <���	� $� 	� $H ��� �	 �:�	 ���&����
�� �	&���	 <���	 	�� ���� �	 �:�	 ���� �����	�����	$ %�����	 ����� ��	��	���	 �	 �� <���	
$F� ��� �M�	 �	 ���� �	 �	���	�� ��������� ����	�� �	 ���� ���*��� ���&���$

%���� �� ������� ���	�
 1 ]��8�	� UH�V ��<��� ��	 �������	 �	������ �� �����	��
�	 �� ��������	 ����	 '!�	���>�	 (����	 ��� �	� *��	��� �	� (��&����� ��;	&��( 	0��:�	� �	
��	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� ������ 


D =

√√√√ 1
|PA|

n∑
m=1

(
max|PA|

i=1 f i
m − min|PA|

i=1 fmi

Fmax
m − Fmin

m

)2

�R Fmax
m 	� Fmin

m ���� �	 ��0���� 	� �	 ������� ���� �	 m��� ��;	&��($ +	 �����7�	
�	 &	��	 �	���	 	�� ���	��	 �	 (������ ��&��	 ��(�������� ��� �� ������������ 	0�&�	 �	�
��������� �	 &��������$

3������� 1 ��	������	 U�� �FV �	��	� ���*���	� �� ��*	����� ����	 �����0������� PA

�������	 ��� �� �������'�	 A ��� ������� 6 �� ��*	����� ����	 �����0������� PB �������	
��� �� �������'�	 B$

%��� &	��	 �	���	� ��	 ��&'	 	�� ����&��	 6 &'���	 ��������$ +	� ��������� ����	��	� ����
&'���	 ��&'	 ���� &��������	� &���	 *�����	� �	 �� �������� ����&��	 6 �� ��&'	$ +�	������	
	�� ����� �����	 ��� �� �	���	 


E(A,B) =
−1

log γ

C∑
i=1

1
Ni

ni

C
log

ni

C



�&

f2

f1

���� $� [ C�D 4 N �$

f2

f1

���� $H [ C�D 4 N �$

f2

f1

���� $F [ C&D 4 O �$

�R Ni 	�� �	 �����	 �	 ��������� �	 PA ∪ PO CPO ����� ��	��	���	 �	� ��������� ���
������	� �	 ������� �	 PA 	� PBD �	 ����*��� ���� �� ��&'	 �	 �� i��� �������� �	 PA∪PO Z
C 	�� �� &���������� �	 PA ∪ PO Z ni 	�� �	 �����	 �	 ��������� �	 ��	��	���	 PA ���� ��
��&'	 �	 �� i��� �������� �	 PA ∪ PO 	� γ =

∑C
i=1

1
Ni

�	����	��	 �� ����	 �	� &�	L&�	���
�M	&��� 6 &'���	 ��������$

.	��	 �	���	 �	��	� ���& ��	 	��������� �	 �� ��*	����� �	����*	 	���	 �	�0 �����0�3
�������$ ����	(���� �����	���������� �	� ��������� ��	�� ��� ���;���� �*��	��	 &�� 	��	 ���
��� ������	 �	 �����	�� 	� ��	 (����	 I�&������� 	���	 E(A,B) 	� E(B,A) �	�� &�&'	�
��	 ��M��	�&	 ���������	 	� �	��	� �	 ��*	�����$$


/$/�/� %������ �������� �� 	��������	� �� �� ���������

%���� �� S 1 &	��	 �	���	� �������	 ��� ]��8�	� UH�V� &��&��	 ��'!�	�*����	 �	 �� ������
��������	������	��	 (	��� ��� PA 	� �� ����� �	 ��(��	�&	 Z &�	��363���	 �� �����	 �	 ��	���&	
�	� ��;	&��(� ��	 PA �����	$

+��*�����	 �	 &	��	 �	���	� ���� �� �����<&����� 	�� �������*	� 	�� ���	��	 �M�	 �� ����	
����� 	���	 ��M��	��	� �����0��������$ .	�	������ 	��	 ��&	����	 �� ��<������ ����	 ����	
������	��	 �	 �� ������ ���� ����	��	 �	 ����*	�� ���� �	� ������ ���������	�$ .	 &'��0 �	��



�#

�*��� �� ����&� ��� ������	 	���	 �	� �����0�������� C&( <���	 $GD$ %	 ����� �	 �	��� �	
&��&�� 	�� ��������� 
 O(|PA|n+1)$ %	 &	 (���� �� �	���	 	�� �������&���	 ���� �	 &�� �R �	
�����	�0 ��;	&��(� ���� &��������� �� �� �� &���������� �	� 	��	���	� 	�� ���� ���������	$

%��� �	�� ����	 UG�V� \��Q�	� 	� .���	 �	&������	�� ������������� �	 &	��	 �	���	$

	
�  ���������

%��� &	 &'�����	� ���� �*��� ��������� �	� ��������� 	� ��<������� ������� ��� ��������3
������ �����3��;	&��( �������	� ���� &	 �����&���$ ���� �*��� ����� ����	��� �	� ����&����	�
���'��	� ���� �����	� �� ����	�&	 ����;	&��(� &��I�&��	��$ +	� ���'��	� �������	� ����
&	��	 �'7�	 ���� &	����	� ������ �	 ������������� ���� �������'�	 ��������	 ��������� ��	 ��3
���&'	 "��	��$ .	�	������ ���� �*��� ��<�� ���� &	� �������'�	 �� ��&�����	 ��� ������	
�	� ����3����������� 	� ��� 	�� ���& ���&'	 �	 &	 ��� �	�� �	 (���	 ���� �	� �����&'	�
&���	 �� ���	&���� ������7�	$ %�����	 ����� ���� �*��� ����� ������� �	� ���'��	� 6 ���	
�	 *�������	 ����� ����� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	�$ ��� ���� &	� ���'��	�� ����3
���&����� �������&'	� �	 �!�	 "��	�� �	�� �	 ��� :��	 ����	 	� ���� �*��� ���& 	0�����
������������� �	 ���'��	� �&�����	� &���	 �� ���'��	 �� ��� ��������� 	� �� ���'��	
ε3&��������	$ /�<�� &	 &'�����	 �	 &�X� ��� ��	 ����	������� �	 ��M��	��� ������ ���� �� �	3
���	 	� �� &���������� ���� �	 &���	 �	 �������������� �����3��;	&��($ =� ������ ���� �'7�	
��7� ��������� �������� ���� �����&��	 �	���	 �������	 ��	�� &�����	 �	 (���	 �����������$
%��� &	��	 �'7�	� ������	 ��	��	���	 "��	�� ������� 	�� &����� ���� �*��� ������� �	 �����
�� �����	 �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� ����� ��	 �� ������&	 �����������	��	$
+�����	 ��	��	���	 ������� ��	�� ��� &���� ���� �*��� ������� �� �	���	 C 	� �� �	���	 S
�	 ]��8�	�$ .	� �	�0 �	���	� ���� &������	�����	� &�� �� ��	��7�	 �	��	� �	 &�����	�
�	�0 �����0�������� 	� �	��	� �	 &��*	��	�&	 ������ ��	 �� �	&���	 �	��	� �	 &����	� �	�
��M��	��	� �����0��������$



��

f1 f1

f2

f1 f1

f2

f2 f2

référence référence

référence référence

A B

A B

���� $G [ +� *��	�� �	 S ���	�� �� &'��0 ���������	 ���� ����� �	 ��(��	�&	$ %��� �	 &�� ��
'���� �	�0 	��	���	� �	 ��������� ���3������	� ���� �������� A 	� B� �*	& S(A) > S(B)$
%��� �	 &�� �� ���� ���� �	� �:�	� 	��	���	�� �� � S(A) < S(B)$
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+� ���������	 	� �	� ���������� ���� �� &	���	 �	 �����	�0 �����7�	� �	�&������ ����
����������	 	� �	� �	�*�&	�$ ������ �� ��	�� ��� �������� ��	 �	� �����7�	� �	 ������	�� ���
���� ��	 (�&	��	 �	 �� ���������	� (���	�� �����	 �	� ����&����0 �����7�	� ������� 	� �	3
&'	�&'	 ����������	��	$ /� 	M	�� �	 �����	�0 	�;	�0 �'������	�� ���� ����� �������	� 	�
�&�������	�� ���� ���� 6 &	��	 (�����	 �	 �����7�	�$

+	 �	��	 ��	��&�� �� �	
����� 	�����	 �� ����� �����	 �	 �����7�	� ��7� ��������	�$
+	 ��� �&� ��	�� ��� �	 ����	��	� ���� �	� �����7�	� ��	 ���� �	�� �	�&����	� ���� ����X� �	
����	� ��	 ���	 �	� ��M��	��� ����	��� ��� �	�*	�� :��	 &��������� ���� �� �����7�	 �	
������	�$ .	�	������ �	�0 �����7�	�� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	� �	 �����7�	
������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�� �	���� ����	���� 	� ������$ =�� (���	�� �	� *	������
����3��;	&��( �	� �	�0 �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��( ������� ���� &	��	 �'7�	$ +	�
�����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��( 	� ������� ���� ����� ������� ���� &	 &'�����	 ��
���*	�� ���� ���� �	 �����$

.	 &'�����	 ���������	 	� ����� �����	�$ +� ��	��7�	 (������ ��	 �	�&������� �������	
�	� &���&���������	� ��	 ���� �	�� �	�&����	� ���� �� �����7�	 �	 ������	�$ +� �	&���	
�����	 ��������� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	� �	 �����7�	 ������������� �	 ����3
��	� �	 *�'�&��	�$ .	��	 �����	 &����	�� ����� �� ���� �	 ����� �	 �������&����� �	� ����3
'	��������	� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ /�<�� &	 &'�����	 �	 &�X�
��� �� ���� �	 ����� �	� �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��($

�
� "���������� #������ ��� ���$�%��� �� ��������

)� �����7�	 �	 ������	� &������	 6 �	&'	�&'	� ��	 ������	 �� �� 	��	���	 �	 ������	�
��� �� ���	�� �� �� ����3���	�� ���� &	�����	� &��������	� 	� ���������� �� C�� �����	���D
��;	&��(C�D <0�C�D$ +�	0	���	 �	 �����7�	� �	 ������	� �	 ���� &���� 	�� ���� ����	 �	
�����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 C"5.D U�FV$ %��� &	 �����7�	� ����� ����� �� ����'	
���	��� *���� G = (S,A)� �	 ��� 	�� �	 ����*	� �� &��&��� �	 �����	�� �������	 �������
��� ���� �	� �K��� �	 S$

%� ����� �	 *�	 �	 �� �'����	 �	� ����'	�� ��	 ������	 ��� �� ����'	 G = (S,A)
	�� ���& �� &��&��� ��� �� 	��	���	 H ⊆ S$ =� 	�� �������	 �	 ��<��� �� �����7�	 �	
������	� 	� �	 ������ ��� �	� &�������	� ���*���	� 
 �	 ���	��� �� �	����	� �� I���	� �	 &�J�
	� ����;	&��($

�����  
 �!�
��

+	 ���	�� 	�� �� ����'	 G = (S,A)$ 4	��� �	� �����7�	�� �	� ����	�� �	�*	�� �	���3
�	��	� �	� *���	� 6 *����	�� �	� &��	��� 6 �	�*��� �	� ������ �	 ������	� �	� ���X�� $$$ +	�
��&� �	����	��	�� �	� �������� 	0������	� 	���	 &	� �	���	��$ +	� ��&� �	�*	�� ���& :��	 �	�
����	�� �	� &������������ �� �	� &���	0���� �!�������	� $$$ )�	 �&���� �	 &���	&�	 �� �	
��*������ �	�� :��	 ��<��	 �	 ���� �	� ��������$



��

+	 ���	�� �	�� :��	 �!�������	� �	� �������� 	���	 �	�0 �K��� ����� �	����	���	� ���
�	� ��:�	�� �� ��!�������	� ��	 ������� ����� �!�������	 ��� �� ��&$ +	� ���	��0 �������
���� �!����	�	�� ��������� ��� �	� ����'	� ��!�������	�� �	� ��:�	� �	����	����� �	� ��	�
6 �����	 �	�� 	� �	� ��&� �	� �	�� �����	� ��� 	0	���	$ +	� ���	��0 ���	�������� ���� �	
���� ���*	�� ��������� ��� �	� ����'	� �!�������	�$ ��0 ��&� 	� ��0 ��:�	� ���� ���*	��
����&��	� �	� *��	��� ��������	� ��� ������	�� �	� �����	��� �	� �������� ����� ��	 �	� �	���
�	 ���&���� ��� �	�*	�� ���	���	 �� �!�	 �	 *�'�&��	 ������� 	� �	 �� ������	 �	 ���*	���	$

%��� &	������ &��� �	� �K��� 	� �	� ��&� �	 �	�*	�� :��	 �	��	�*�� ���6 &	������ ���	���
���&��� &���	 ��� 	0	���	 �	� '�����	� ����*	����	$ %	� (	�:��	� �	 �	��� ���� �����
����&��	� 6 &'���	 �K�� �� ��&$ /��	� �	�*	�� :��	 �	 �	�0 ����	� 
 �
��� �� �	
����$ %���
�	 ��	��	� &��� �� �� ������	 �	��	� ��	 ���� ����*	 	� �*��&	� �� (��� ���	���	 ;�����6 ��
����	 ��(���	��	 �	 �� (	�:��	 	� �� 	�� ���	���� ������*	� 	� �	����$ %��� �	 &�� �	� (	�:��	�
�	 �	��� �����	�� �� *�������� �	� &��������	� 	�� �	����	 ���� 	����>�	 ��	 �������� ����
����;	&��($

�����  � �
	���


+� �	����	 �	�� :��	 ����&��	 ���� ��0 �K���� �� ����	 ����� �	 �����7�	� �	 ������	�
��� �	� �K���� ���� ��0 ��&�� �� ����	 �	 �����7�	� �	 ������	� ��� �	� ��&�$ /��	 �	�� :��	
<0	 �� ���&'������	� ����	� &�� 	��	 	�� �����	 ��� �	� (�����	� �����������	�$ /�<�� ��
�	����	 �	�� ����	� ��� �� �	�� ������� �� ��� �����	���$

+	 ���� ���*	��� �� ����	 �	 �	����	 ������	 �	 �����7�	 ������ 	�� �� �����7�	 �	
������������� &�	��363���	 �� �����7�	 �R �� ������ �	 ��*�	� 6 &'���	 �K�� 3 �� ����	 �����
�	 &��	��� 3 �� ��&� ��	 &	�����	 �������� �	 ���&'�����	 �� �	 �������$ +	� �����7�	� �	
��������	� �R �� ������ �	 ��	���	 &'	8 �	� &��	��� ��	 &	�����	 �������� �	 ���&'�����	�
�	�*	�� :��	 &��������� &���	 ����*��	���$ .	�	������ �� 	0���	 �	� �����7�	� ���� �	
&���	&�	 	� �	 ��*������ ���� �	���	�� ��	 �������� �	 ������� ���� ������� :��	 &���	&��	
&'	8 �� ��	��	� &��	�� ���� 	�����	 :��	 ��*��	 &'	8 �� ����	$

=� 	�� �������	 �������	� ��	 �� �	����	 ���� �����(���	 	� ��	 �	��	 (���$ 4� &	 ��	�� ���
�	 &��� �� �	����	 ���� &��	�� �	�� :��	 ��*���	 	���	 �����	��� ������	�$

=� �	 �	�� ����� �	 ���� ��� �������	 �� ��&	�����	 �	 �����(���	 ����	� �	� �	����	�$ "��
	0	���	� ���� �� �����7�	 �	 ��*������� &	������ &��	��� �	�*	�� :��	 �������$

�����  � "���


+	� ������	� &���	�����	�� ���*	�� ��0 &'	���� ��	 ���� ���*�	 �� *�'�&��	 �� ��	
I���	 �	 *�'�&��	� ���� *����	� �	� �K��� 	� ��&� �� ����'	$ %��� �	� �����7�	� �	�&�������
�	 *�&�������	 ������� �	 (��� ��� ���;���� ��(��	�&	 6 �	� *�'�&��	�$ ����� ���� �	 �����7�	
�� *�!��	�� �	 &���	�&	� �� 	�� ��	����� ���� *�!��	�� �	 &���	�&	$ .	�	������ ����
&����<	� �	 �	0�	 ���� �	 �	��	 �	 &	��	 �	&����� �	�� �	 �	��	 �	 *�'�&��	 �	�� 	����!�$

+� ��	��7�	 &���&���������	 �	 �� I���	 	�� �	 �����	 �	 *�'�&��	� �� &��������$ .	
�����	 �	�� :��	 <0	 �� ���$ ����	(���� �:�	 ���� ��! � ����� �	�� *�'�&��	� &	�� �	 �����<	
��� ��	 �� �������� �� �����7�	 	�� ��	 ������	 �����	$ %��� �	� �����7�	� �	 ������������



�$

��� 	0	���	� �� 	�� �������	 ���� �� �	�� *�'�&��	 �	 (���	 �����	��� ������	� �� ��	��	���	
�	 �� �	����	 	�� ���� ��������� ���� ! ����*��� 	� ��	 �	��	 (���$

+	� *�'�&��	� &�������� �� I���	 �	�*	�� �*��� �����	��� &���&���������	� ��� �����	��
�� &���������	�� �	�� ����������� 


-��5� ����	�� 1 �� *�'�&��	 ���� &���	�&	� 	� �	����	� �� ����	 	� �� �K�� ���&�� ��
����'	 ���	�� ���X�$ =� �	 �	�� ��	 �	 *�'�&��	 ��� �	 &'��0 	���	 �����	��� ���X��
�������	�$ +	 &'��0 �� ���X� 	�� ����� <0� ���� �	 �� ���������� �� �����7�	$

'���	��� 1 �	� *�'�&��	� �	�*	�� �*��� ��	 &���&��� ��0����	 	0�����	 	� �	��	� �	
������ �	 *����	 $$$

4��������� 1 ��M��	��	� ����������� �	�*	�� :��	 ��<��	�� &���	 �� ������&	 �� �	 �	���
��0����C	D �*��� ��	 �	 *�'�&��	 �	 �	�����	 6 ��� ���X�$ .	�� �	����	��	 ��� 	0	���	
�� �����	 �	 &�������� ���� �	 *�'�&��	 �� ��������������� '�����	 �� �����	 ���� ��
&����&�	�� �	 &������	 �	 ����7�	 &������	 ���� ���� &	����� �����	 ��'	��	�$

+� I���	 �	�� :��	 '����7�	� &�	��363���	 &������	 ���� �	�� �!�	 �	 *�'�&��	�� ��
'������7�	$ +	� ��M��	�&	� �	�*	�� ����� ����	� ��� �� &���&��� �	� *�'�&��	�� &	�����	�
&���&���������	� C&��*	��� �� ��� &��*	���D �� &	�����	� �����&�������� C*�'�&��	� (������3
<��	�D$

=� 	�� 	�<� �������	 �	 ��<��� �	� ���	����&	� 	���	 �	� *�'�&��	�� �	� &����&�	���� �	�
�������� 	� �	� �K������&� 


����	���6������� 1 &	������ �������� �	 �	�*	�� :��	 ����������� ��	 ��� &	������ *�'�3
&��	�$ "�� 	0	���	 �	� �	���	� ��� ���*	�� :��	 ��*��	� ��� �	� *�'�&��	� (������<��	�$

����	���6	���7��� 1 &	������ *�'�&��	� �	 �	�*	�� :��	 &������� ��	 ��� �	� &'��M	���
��������� &	�����	� &�����	�&	�$

����	���6	����� 1 &	������ &��	��� �	 �	�*	�� :��	 �	��	�*�� ��	 ��� &	������ *�'�&��	� 6
&���	 �	 �� �����	 �	 �	�� �	����	$

����	���6������ 1 &	������ �K��� �� ��&� �	 ���� �&&	�����	� ���6 �� &	����� �!�	 �	
*�'�&��	�$

	���7���6	����� 1 &	��	 �	������ �	�� :��	 ����	 &�� �� &'��M	�� ��� &����>� ��	� ��	
������ �	�� �	��	���	 �� ���� �	 �	���$ =������	� ��	 �	������ �	 &��<��&	 	���	 �	
&��	�� 	� �	 &'��M	�� 	�� ����� �� ��� �������	$

�����  
� ��#��

2������	�	��� �	 &�J� 	�� <0	 ���� �	 *�'�&��	 	� *������	 ���� ��� ����������� 	� (��&3
���� �	 �� ������&	 ���&����	 �� �� �	��� �&����$ +	 &�J� ��	�� ����� 	� &����	 �	�
��������� �	 �	�*�&	 �� �	� &��	��� ���� �	�*�� 	� �	���� �� �	 ����7�	 ��&����7�	� *���	 ���
�	�*��$ )� ���� �	�� :��	 ����&�� ��0 �K��� �� ��0 �������� Z �	 ���� ����� &���	&�� ���� �	
�� *����	 �� �K�� �� �	 �� �������$

����$  ����
����

%	 �����	�0 ��;	&��(� ��M��	��� �	�*	�� :��	 ��������$ +	� ���� &������	�� ��������
���� 




�"

[ #����������� �	 �� �����	�� �����	 ���&����	$
[ #����������� �	 �� ����	 �����	 �� ���&����$
[ #����������� �� &�J� ����� �� ���&����$
[ #����������� �	 �� ����	 �	� &�J�� <0	� 	� �	� &�J�� *������	� �	 ������������� �	�
*�'�&��	�$

[ #����������� �	 �� �����	 �	 �� I���	$
[ #�0��������� �	 �� ������� �	 �	�*�&	 �M	��$
[ #�0��������� �� ���<� &���	&�� ��� �� *����	 &'	8 �	� &��	��� &'�����$
[ $$$

.	� (��&����� ��;	&��( �	�*	�� :��	 &��&���	� ��� ��	 ������	 �����	 ���� ����� ��� �����	���
������	� C'	��	� ;���� �	����	 $$$D$ =� 	�� ����� ��&	�����	 ���M	&�	� �	� *�'�&��	� 	� �	� *����	�
��0 ��M��	��	� ������	�$

+	� ��;	&��(� &���� ���� ���*	�� &�������&����	�$ =� 	�� �������	 �	 �	� &�����	� ���� ��
��<������ �	 �����7�	� �	 ������	� �����3��;	&��($ %	 �	�� �����7�	� ���� ����	���� ����
	� ������ ���� �� �	&���� �$�$

�
� &� ���$�%�� �� � ������� �������� '"( )

+	 ��	��	� �����7�	 �����3��;	&��( ������ ���� &	��	 �'7�	 	�� ���� ��� �	 �����7�	 �	
�� ������	 &��*����	 C�	�����# 3	
� ��	���� 3 .�"D$ .	 �	���	� �	 ��<��� �	 �� ����7�	
���*���	 
 ���� G = (V ∪ W,E) �� ����'	 ��� ���	���� �R V ∪ W 	�� ��	��	���	 �	�
����	�� 	� E = {(vi, vj)|vi, vj ∈ V ∪W, i < j} 	�� ��	��	���	 �	� ��:�	�$ +	 ����	� v1 	��
�� ���X�� V 	�� ��	��	���	 �	� ����	�� ��� ��
���� :��	 *������� T ⊆ V 	�� ��	��	���	 �	�
����	�� ��� �	����� :��	 *������ 	� W ��	��	���	 �	� ����	�� ��� ���*	�� :��	 �	
�����$
)�	 �����&	 �	 ������&	 C = (cij) �����(������ ����������� �����������	 	�� ��<��	 ��� E�
�R cij 	�� �� ������&	 	���	 �	� ����	�� vi 	� vj$ +	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	
&������	 6 ���	����	� �� &!&�	 A��������	� �	 �����	�� �������	 ��� �� ����3	��	���	 �	
V &���	���� ���� �	� �K��� �	 T �	 (�E�� ��	 ���� �	� �K��� �	 W ���	�� &��*	���� &�	��3
63���	 ��	 &'���	 ����	�� �	 W �	 ����*	 6 ����� ����	 ������&	 �����	 c ���� ����	�
�	 �� ������	$ =� �	 �	�� ����� ��! ��� ��� �	 �������� ���������	$ )� 	0	���	 �	 �������� ��
"�. 	�� �����	 ���� �� <���	 �$

+	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	�� �"3��L&��	 ��������� �	 ������ �� �����7�	 ��
*�!��	�� �	 &���	�&	 ������	 c = 0 	� ��	 ���� �	� ����	�� �	 W &�W�&��	�� �*	& &	�0
�	 V $ =� 	�� ����� ��� �� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 �*	& &���	&�	 �	 ���0 U��VUFV 	�
�� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 ���	&��( UGFV$ +	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	
�	�� ����	�	�� :��	 (������ &���	 �� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 ���������� U�GV$

+	 �����7�	 � ��� ��������� 	� (������ ���� �� ��	��	� �	��� ��� .���	�� U��� ��V$ %���
&	��	 �	���7�	 ����	 ����� ��	 ���� U��V� �	�0 ��;	&��(� ���� ���� 	� &����	 
 �� �����	��
�	 �� ������	 	� �	 �����	 �	 �K��� &��*	��� ��� �� ������	$ )�	 ���*	��	 (����������
�� �����7�	� ����	���	 &�3�	������ ����� ����� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ��� ���
	�����	 ���������� ��� 2	���	�� 	� ��$ UH�V$ "	� ������	� ��� ��� �������	� ��� &	 �����7�	
���� �� ����������	 	� �	'��� �	 &	��	� &���	� ���&��	��	��$ +��������'�	 �	 ����������� 	�
&���	� �	 2	���	�� 	� ��$ UH�V � ��� �������� 6 �� &�� ��	� ��� �� �	����� ����	 ����� �	 �����



�,

Tournée

Couverture

Noeuds à couvrir

Noeuds pouvant être visités 

Noeuds devant être visités

���� �$ [ )� 	0	���	 �	 �������� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$

�����	 �� 2'��� UHGV$ )�	 ���*	��	 (���������� ���'�������	 ����� ��	 ����� �	&'	�&'	�
��� ����	����� ��� ��� �������	� ��� #���	88� 	� ��$ U��V$ %�����	 ����� A�&'�&'� 	� ��$
UH�V ��� ������ ��	 	0�	����� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 �R m ������	� ���*	��
:��	 ��<��	� �	 ����	 ����� ����	� �	 V �������	��	 �� ��0���� 6 ��	 ������	 	� ��	
�� �����	�� �	 &'���	 ������	 �	 ������	 ��� ��	 �����	 <0�	$ -����	�	��� #���� 	� ��$
U�V ��� ������� ��	 ����3'	��������	 �	 �!�	 2,�4" ���� ��	 *������	 �� �����7�	 �	
�� ������	 &��*����	 �R �	� �K��� �	 W �	�*	�� ����� :��	 *������$

+� (���������� ���'�������	 ���*���	 ���� �	 �����7�	 �*	& ������������ �� &�J� 	�
&��*	����	 <0�	 � ��� �������	 ��� 2	���	�� 	� ��$ UH�V$ "��� ���� vk ∈ V � ���� yk ��	
*������	 ������	 ����	 6  �� 	� �	��	�	�� �� �	 ����	� vk �������	�� 6 �� ������	$ 4� vk ∈ T
����� yk 	�� (��&��	�� ����	 6 $ "��� ���� vi, vj ∈ V Ci < jD� ���� xij ��	 *������	 ������	
����	 6  �� 	� �	��	�	�� �� ����:�	 (vi, vj) �������	�� 6 �� ������	$ +	� &�	L&�	��� ������	�
δlk ���� ����0 6  �� 	� �	��	�	�� �� vl ∈ W �	�� :��	 &��*	�� ��� vk ∈ V 3 &�	��363���	
ckl ≤ c$ 4��� Sl = {vk ∈ V |δlk = 1} ���� ���� vl ∈ W $ 4� |Sl| ≥ 2 ���� ���� vl ∈ W 	� �� �	
���� �������� (v1) 	�� ��(������	� ����� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 �	�� :��	 ��<��
&���	 ���� 


min
∑
i<j

cijxij C�$D

�	� ��	 ∑
vk∈Sl

yk ≥ 1 (vl ∈ W ) C�$�D

∑
i<k

xik +
∑
j>k

xkj = 2yk (vk ∈ V ) C�$�D

∑
vi∈S,vj∈V \Souvj∈S,vi∈V \S

xij ≥ 2yt (S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n − 2, T \ S �= ∅, vt ∈ S) C�$�D

xij ∈ {0, 1} (1 ≤ i < j ≤ n) C�$�D



��

yk = 1 (vk ∈ T ) C�$�D

yk ∈ {0, 1} (vk ∈ V \ T ) C�$HD

+	� &��������	� �$� �����	�� ��	 ���� �	� ����	�� �	 W ���� &��*	��� ��� �� ������	$
+	� &��������	� �$� ���� �	� &��������	� �	 �	���$ +	� &��������	� �$� ���� �	� &��������	�
�	 &���	0���$ /��	� (��&	�� �� ����	�&	 ���� ����� �	�0 ��:�	� &���	&���� ��������	 ��	��
	��	���	� S 	� V \S� �R S 	�� �� ����3	��	���	 �	 V �	� ��	 T \S �= ∅ 	� S &����	��	�� ��
����	� vt ������	���� 6 �� ������	$ /�<�� �	� &��������	� �$� 	� �$H ���� �	� &��������	�
�	 ��������$ +	� &��������	� �$� (��&	�� �� *����	 �	� ����	�� �	 T $ %��� &	��	 (�����������
�	 &�� x1k = 2 ���� �� k ����� ��	�� ��� �������� &�� �� �	 �	�� ���*	��� ��	 �� �� ������	
(v1, vk, v1) 	�� (������	$ 4� &	�� �	 �������� ��	 ��������	 �*��	��	 	�� �	 ����	� &	��	 ���������
�	 �������	 �	 �����7�	 �*	& V ← V \{vk} 	� �	 ���	&�����	� �� �	���	��	 �	� �	�0 ���������$

�
� &� ���$�%�� ����$������ �� �������� �� ��������� '"(*)

+	 �	&��� �����7�	 ������ ���� &	��	 �'7�	 	�� ��	 	0�	����� �� �����7�	 �������������
�	 ������	� �	 *�'�&��	� C:������ ;	
���# ��	���� 3 5,"D$ =�������� ��� %���8�� 	� ,���	�
U�GV� �� ������ ���� �����7�	 �	 ������������ ��� �	 ��<��� ��� �� ����'	 G = (V,E) �R
��	��	���	 �	� ����	�� V = {1, . . . , n} �	����	��	 �	 ���X� C�	 ����	� 1D 	� �	� n − 1
&��	���$ E 	�� ��	��	���	 �	� ��&� �	����� �	� ����	��$ �� ���� �	�*�� 6 &'���	 &��	�� ��	
�������� qi ���� ��	� Ci = 1, . . . , nD �	���� �	 ���X�$ "��� 	M	&��	� �	� ��*�������� ��	 I���	
�	 *�'�&��	� 	�� ���������	$ +	� *�'�&��	� ���� ������� ��� �� �������� Q �	 ��	�� ������
�	�*	�� ���������	�$ )�	 �������� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�
	�� ��	 &���	&���� �	 ������	�$ .'���	 &��	�� �������	�� 6 ��	 	� ��	 �	��	 ������	 	� ��
�	����	 �����	 ��� &'���	 ������	 �	 �	�� ��� ������	� Q$ � &'���	 ��& (i, j)� �� ����&�	
�� ������&	 	���	 �	� ����	�� i 	� j$ )�	 �������� �	 �����	�� �������	 	�� �	&'	�&'�	 ����
�	 �� ���������� �� �����7�	$ )� 	0	���	 �	 �������� �� C"�5D 	�� ����� ���� �� <���	
�$�$ +	 �����7�	 � ��� ����*� �"3��L&��	 U��V$

+	 �����7�	 ����7�	 �����	��� (����������� ���'�������	�$ -��'	� 	�  ��P���� U�V
��� ������� ��	 (���������� ��� ��	�� &	��	 �	 %���8�� 	� ��$ U�FV ���� �	 �����7�	 ��
*�!��	�� �	 &���	�&	$ 4��� xk

ij ��	 *������	 ������	 ��<��	 ���� i ��M��	�� �	 j 	� ����	

6  �� �	 *�'�&��	 k *����	 �	 &��	�� j ;���	 ���7� �	 &��	�� i� � �����$ 4��� yk
i ��	 *������	

������	 ����	 6  �� �	 *�'�&��	 k 	M	&��	 �� ��*������ &'	8 �	 &��	�� i 	� ����	 6 � �����$ +	
�����	 �	 *�'�&��	� 	�� <0� 6 M $ +	 �����7�	 �	 �������	 ����� �	 �� ����7�	 ���*���	 


min
M∑

k=1

n∑
i=1

n∑
j=1

cijx
k
ij C�$FD

���� �	� &��������	� 

n∑

i=1

qiy
k
i ≤ Q (k = 1, . . . ,M) C�$GD

M∑
k=1

yk
i =

{
M (i = 1)
1 (i = 2, . . . , n)

C�$�D



�&

Client

Dépôt

Tournées(6)

(2)

(3)

(4)

(6)

(1)
(3)

(3)

���� �$� [ )� 	0	���	 �	 �������� ���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$
C+	� �	����	� �	� &��	��� ���� �������	� ���� �	� ���	��'7�	� 	� �� &���&��� �	� *�'�&��	�
	�� �	 �D

n∑
i=1

xk
ij = yk

j (j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$D

n∑
i=1

xk
ij = yk

i (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$�D

∑
i,j∈S

xk
ij ≤ |S| − 1 (S ⊂ V ; 2 ≤ |S| ≤ n − 2; k = 1, . . . ,M) C�$�D

xk
ij ∈ {0, 1} (i, j = 1, . . . , n; i �= j; k = 1, . . . ,M) C�$�D

yk
i ∈ {0, 1} (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$�D

+	� &��������	� �$� �����	�� �	 �	��	&� �	 �� &���&��� �	� ��M��	��� *�'�&��	�$ +	� &��������	�
�$� (��&	�� M *�'�&��	� 6 ����	� ��� �	 ���X� ����� ��	 ���� &'���	 &��	�� �	 �����	 �	
������	� ���� :��	 ���� 6 $ +	� &��������	� �$� 	� �$� �����	�� �� &�'��	�&	 	���	 �� *����	
���� *�'�&��	 &'	8 �� &��	�� 	� �	 (��� ��	 �	 �	�*�&	 	�� 	M	&��� ��� &	 �:�	 *�'�&��	$
/�<�� �	� &��������	� �$� ���� ��	0�	����� �����	��	 �	� &��������	� ������������� �	 ����3
����� C&��������	� �	 &���	0���D �������	� ��� %���8�� 	� ��$ U�FV ���� �	 �����7�	 ��
*�!��	�� �	 &���	�&	 	� ��� ��� ��;6 ��� 	0����	� ���� �	 &���	 �� �����7�	 �	 �� ������	
&��*����	$

�
� ���+������������ ���� �� "(*

+	� �����7�	� �	 ������	� ���� �	� �����7�	� �������������� &����������	$ ��� �	
�����	�0 �����7�	� �������������� &����������	 ���� �"3��L&��	� 	� �	 �������� ���&
��� :��	 ������� �	 ����7�	 	0�&�	 ���� �� �	��� S����������	T ������	 �� &���&��� �	�
��&'��	� �*���	 �������	�	�� ����� ��	 �	 �	��� �	 &��&�� ��&	�����	 6 �� ���������� �	 &	�
�����7�	� ����	��	 �	 ����7�	 	0���	���	��	 �*	& �� �����	 �	� �����7�	�$ +�����	 ����
��������	 6 �	� �����7�	� ��	�� �� �	 �����	 ���������	� �� (��� �	 �������	 6 �� &��������
	���	 �� ������� �	� ��������� ���	��	� 	� �	 �	��� �	 &��&�� �������$



�#

�� ����	� �	� ����	� GH� ���� ������	� �	� ���'��	� ��� ���	�*��	�� ���*������� �	
��������� (�����	� ��� �	� '	��������	� ���� �����	� �� &�������� 	���	 ��*	���<&�����
	� ���	���<&�����$ .	� ���'��	�� ���	��	� �������
�����"
��� ��� ���� ��� �	 ����*	� �	�
��������� ���� �� ������� 	�� ��3�	�6 �	 &	 ����� ������ ��� �������	 �	 ����*	� 6 �����	 ����	
�����	 '	��������	$

+	 ��� �	 &	��	 �	&���� ��	�� ��� ��	0���	� ����	� �	� ����3'	��������	� 	0������	� ��
�	 ���� ����� �����	 �	 ��(��	�&	� ���� �	� �����7�	� �	 ������	�$ +���;	&��( 	�� �	 ���3
�	��	� �	 ����7�	 �������	 �	� ����3'	��������	� �	� ���� �����	� ���� �	 "�5$ .	�����	�
����3'	��������	� �	� �� ��� �������	� ���� �	 &���	 �� "�5� ��� 	0	���	 �� �	&'	�&'	 ���
����	����� UHV� �� ������������� ��������	 UG�V� �	� �������'�	� 6 	����� �	 �����&��	�
UG�V �� �	� �������'�	� 6 	��������� �	 ������������ U�� V� �	 ���� ��� �*����	�$ +	�
����3'	��������	� ���� &�����	� 	� �	�0 �����	� 
 �	� ���'��	� 6 �������� �����	 	� �	�
���'��	� 6 ���������� �	 ���������$ "��� &'���	 ���'��	� �	� �����&������ ��� �	 "�5
�	���� ����	���	�$ +	 "�. ��	�� ��� ���� 	� &����	 ���� &	��	 �����	 &��� 6 ����	 &������3
���&	� �� �	��	 ����3'	��������	 �������	 ���� �	 �������	 	�� �� �	&'	�&'	 ��� ����	�����
&���	 ������� ���&��	��	��$

��$��  
� 	!����
������%�
� & �������� ���%�


+	� ���'��	� �������*	� 6 �������� �����	 ���� ����	� ����	� ��� �� �������'�	 �	
�	&'	�&'	 �	 *�������	 ��� &���	�&	 �*	& ��	 �������� �������	 ���� ���������	 ��� 6 ��� 	�
&'��������� ��	 ���*	��	 �������� ���� �	 *�������	 �	 �� �������� &������	$ ���� ����	�����
�&� �	� ���'��	� �	� ���� �����	� ���� �	� �����7�	� �	 ������	� 
 �	� ���'��	� �	 �	�&	��	�
�	 �	&��� ������ 	� �� �	&'	�&'	 �����$

�/"/
/
 4�� ������� �� ���	���� 89��� 	������:

+	� ���'��	� �	 �	�&	��	 ���� ���	8 ��&�	��	� 	� ���*	�� �	�� ��&&7� 6 �	�� �������� 	�
�	�� ������&��� U�� HV$ � &'���	 ��� �	 �� �	&'	�&'	� &	��	 ���'��	 �����	��	 *	�� ��	
�������� *�����	 �	 �	���	��	 �������$ +� �	�&	��	 �����:�	 ����� ���� �	� *������ &��������
���� ����� ���� ��	 �� �������� &������	 Z &�	��363���	 ��������� ������� ��&�� 	�� ���	���$
�� ��������	 �����	��� �!�	� �	 �	�&	��	 	� (��&���� �	� ��������	� �	 ���������� �	 ��
�������� �	 ������ 	� �� ���&���� �� *�������	 
 �� �	�&	��	 ���	�������	� �� �	�&	��	
���&'������	 	� �� �	�&	��	 *	�� �	 ��	��	� �	���	�� *�����$
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/� 4� ��	��� ����� 82������� ���������:

+	 �	&��� ������ 	�� ��	 �	&'����	 �������������� �	 �!�	 #���	3.���� ���������� 6
����	��	 �� ��������� �� �����7��	 �	 �	��������	 ��� �	�� �;���� �	����� �� �	&'	�&'	
UGV$ /��	 ��������	 �	� ���'��	� �	 ���������� �	 #	�������� ��*	�����	� ���� �	� ����	�
�� 	� ��&�����	 ����������	$ +��������	 '��������	 ��������	 �� �	&��� �	� �����0 	� ��3
��������	 
 �� ����� �	(����� ���� *��	 ����	��	 �	 �����	�0 ��(���� ��&���&�����	� Z &�	��
������*��	�� ���� ������� ��&�� ���� �� �����7�	 �������������� &����������	$ 4� �� �	



$�

�	(������ �	��	�	��� �	� ����	� �	 ��������	��� �	� ��(���� ����������	�� 	� �	 ����� � �����
��	 ����&���	 ��7� �������	� ����*��	��	 6 �� ������� ������$

+� ���'��	 �� �	&��� ������� ��������	 ��0 �����7�	� ��������������� &�����7�	 ��	
�������� �������	 	� �	&'	�&'	 ���� ��� *�������	 ��	 ����	 �������� �	 (�E�� ��������	$ +����3
�������� �	 &	��	 ���'��	 	�� ����� 	�� �������	 �	 �	 �����	� *	�� ��	 �������� *�����	 �	
����� ����	 ������� �*	& ��	 ����������� ��� ����	$ .	&� �	��	� �	 ������ �	� ������ ��3
&��0$ �� ����� �	 ���������'�	� �� �����7��	 T � �����	��� 6 �� �	��������	� 	�� ���	�����
	� ��&��>� ���� �� ���� �	 ���������'�	 ���� �	���	 *	�� �$ %	 �� *��	�� �	 &	 �����7��	 *�
���	���	 �� ����������� p ���&&	������� �	� ��������� �����������	� C���� �� �	��������	 T
	�� ��	*�	� ���� &	��	 ����������� �	�� (���	D$

+� �	�(�����&	 �� �	&��� ������ ���	�� ������	�� �	 �� �7��	 �	 �	(�������	�	��
C&�	��363���	 �� ��&�������&	 �� �����7��	 T D �������	$ )� �	(�������	�	�� ���� �����	 �73
�	���� *	�� �� ������� ��&�� ���*��� :��	 �	 ��7� ���*���	 �������$ )� �	(�������	�	�� ����
�	�� �	���� ��7� &�J�	�0 	� �	��� �	 &��&��$ +	 ������	 �	� ��M��	��� �����7��	� C�	�����3
���	 �������	� �����	 ������������ ��� ����	� �	 �	��������	� ��&�������&	 �	 �� �	��������	
$$$D �	�� :��	 ���� 	� ��L&��	$

+	� ��	��7�	� ������	�������� ���� �	&��� ������ ���� �	 "�5 ���� &	��	� �	 ,������ 	�
��$ U��V 	� ��(� 	� ��$ U�V$ %��� �� ��	��7�	� �	 *�������	 	�� ��<�� ��� �����	��� ��&�����	�
C�	�*	��	�	���� ���*	�	��� �	 �����	� �	 �� ������	 $$$D$ +� �	&���	 ������	������� ���3
���	 ��	 '	��������	 ����	3<���� &����	�3�	&��� U�V ���� &��������	 ��	 ��	��7�	 ��������
���� ��	 �	&'	�&'	 �3��� U��V ���� �� �'��	 �	 �	�&	��	$ ��&��	 �	� �	�0 ���'��	� ���
��� &������	 �*	& ������	� �����&'	�$ )�	 ������	������� ���� �*����	 �� �	&��� ������
	�� &	��	 �������	 ��� ����� U�V$ =� ������	 �	 �	���	��	� ��������� �	 ������� &	������
�����7��	� ���� �;����� ���� ����	 �'��	 ��	����� 	� �	 �	(�������	�	�� 	�� ���� ���'�������$
B�	� ��	 &	��	 ���'��	 �������	 �������	�	�� �	 ���� ���������� 	��	 ��	���<	 ���(��� �	�
��������� �	 ���*���	 ������� 	� ����*	 ���	�	�� �� �	���	��	 �������� &����	$

�/"/
/� 4� ��	���	�� +���� 8+��� ����	�:

+� �	&'	�&'	 ����� � ��� ���������	 ��� 2��*	� UH�V 	� � ������ �� �	�(�����&	 ��� �	
�����	�0 �����7�	� ��������������$ +	� ���	� �	 ���	 �	 �� �	&'	�&'	 ����� �	 �	����*	��
����� ���� �	 ���*��� ��A���	� UHFV$ /��	� ������	�� �� ������ �	 ������	 ���� �*��	� ��:��	
�����	� ��� �� ������� ��&��$

+	 ����&��	 �	 ���������'�	 	�� �	 ���*��� 
 6 &'���	 ���������� �	 *�������	 C&����	� ��
����3	��	���	 �� *�������	D �	 �� �������� &������	 	�� 	0����� 	� �� �	���	��	 �������� 	��
���	&������	$ /� ���������� &	 ����&��	� �� ���'��	 �������	 6 �	����	� *	�� �	� ���������
��� �	���	�� ����� �����	�����	� ���� ��� �	�*	�� �	��	���	 �	 ���&'���	� �	 ���������
��&��$ +	 �����	 	�� �	 ���&�	� 	���	 �	�0 ���������$ "��� �*��	� &	 �'����7�	� �� ���'��	
��	�� ��� ��������	 6 *����	� ��	 �������� ��&	��	�� *�����	$ "��� &	�� ��	 ����	 �����	
&���	���� �	� ��������� �	� �	���7�	� ��������� *�����	� 	�� �	��	 6 ;���$ +��������	 ���*	��	
�������� 	�� &��������	� ���������� �� ��<������� �	����&	 �	 ���� ��&�	� �������� �	 �� ����	$
������ �� �	&'	�&'	 �	 �� �������� &������	 ���*���	 �	 (��� ���� �	 *�������	 �	 �� ��������
&������	 �&��	��	 ���� &�������	� �	� ��������� ������	���� 6 �� ����	 �����	$ .	��	 ���'��	



$


�	 �����:�	 ��� ��	��	3�:�	 	� �� (��� ���	����	� �� &���7�	 �����:� 	� (��&���� �� �	���
�	 �	&'	�&'	 ��	 ���� ���&����	$ .	 &���7�	 �	�� :��	� ��� 	0	���	� ��	0�&����� ���� &	�����
�����	 ������������ �� �� ���3������������ �	 �� �	���	��	 �������� �	����� �� &	�����
�����	 ������������$ ������ ���� �� ���� �	 ���������'�	� �� �	���	��	 �������� ���� :��	
&���	�*�	 &�� �����:� �	 (��� ���	�	�� ��� �� �	���	��	 ��������$

%����� �� �	���7�	 ��&	���	� �� �	&'	�&'	 ����� � �	 ���� 	� ���� ��� ��������	 ��
"�5$ #:�	 �� �	� ��	��7�	� ������	�������� U�G� ��V ���M���	�� ��� �	� ��������� ��3
��	����������� �	� ���*��0 ���*���� (��	�� �	 ���� 	� ���� 	L&�&	�$ "���� &	��	�3&�� �� �	��
&��	� &	��	� �	 �������� U�V� �	 2	���	�� 	� ��$ U�GV� �	 ,�&'�� 	� �������� U��V� �	 1� 	�
\	��! UH�V� �	 ,	�� 	� ,��&����� U�GV� �	 ���' 	� 5��� U��V� �	 B����������� 	� �8���
U�V$ .	�����	� �	 &	� ���'��	� &���	 ����,���	 U�GV ���� &�����	� �	 ����*	� �	� �����3
���� �	 ����	 ������� 	� ������	�� �	� �	���	��	� ��������� &����	�$ "�� ����	���� ,�&'��
	� �������� U��V ��� ��������� �� &��&	�� ��*��	�� 	� 	L&�&	� �� ������	 ��������*	� ���
	�� &�����	 ���������	� ��������	 ��	��	 �	&'	�&'	 6 ���	 �	 �	&'	�&'	 �����$ %	 �:�	�
���' 	� 5��� U��V ������	�� #���
��� ���
 ������ �R �	 �����7�	 	�� ��������� �	 �	��	
����	 �����	 ����������� �����	 �	� ��������� 	����>�	 ��	 �����	 ���������	 �� &�J� 	�
�	��� �	 &��&��$

��$��  
� 	!����
������%�
� & �������� �
 ���������

+	� ���'��	� 6 ���������� �	 ��������� �������	�� ��	 ���������� �	 ��������� �� (��
	� 6 �	���	 �	� ����������$ +������:� �	 &	� ���'��	� 	�� ��������	� �� ���������� &���	
(�&�	�� �	 ��*	�����$

�/"/�/
 4�� ���������� ������ ��� 8;�����	 ���������:

=� 	0���	 �	 �����	�0 �������'�	� �*�����������	� 	� �� ��	�� ��� �������	 �	 ����	� �	�
�������'�	� ��������	� ���� �	������	� �	� ���'��	� �	 ������������� �*�����������	
��*	�����	� ��� -��	� 	� ��$ U��V 	� �	� ��������	� �*�����������	� ��*	�����	� �����	����3
�	�� ��� ,	&'	��	�� U�FV 	� 4&'Q	(	� U��V$ =�� ��� &����������	�	�� &�������� 6 �������:�
����� ��0 �������'�	� �*�����������	�$

+	� �������'�	� ��������	� ���� �	� ���'��	� ����	� ��� �	� ��&�����	� ���������	�
�	��	� ��	 �	� ���� �	 #	��	� 	� ��� �	 ����&��	 (�����	���� C���	&���� �����	��	D �	 %��Q��
U��V$ A������ � 	0���� �	� ����&��	� �	 &	� �������'�	� ���� �	��	���	 ��0 �������	���
S������	� �	� :��	� *�*���� 	� �*������T ���� �	&'	�&'	� �� �������� 6 �� �����7�	 UF�V$
=� � ������� 	0������ &���	�� �;���	� �	 �����	����	�&	 ���� �� ��������	 ��(��������	
�*	& �	� &����	�	��� C�&'���	 �� ������	� ��������	D 	� �� �������� C����&	 �	 �� ��*	�����
��������	D$ =� � 	�����	 (�������� �	� ����&��	� (�����	����0 �	� �������'�	� ��������	� 


[ +� &���&��� �	 �	����	�������� ����	�����	�� &���	 �	� &'�>�	� �	 ����� 6 &��	� �	�
����&���	� &����	0	�$

[ +	 ���*��� �	 �����(��������� ����	�����	� 6 �������	� �	 �	��	� ����&���	�$
"��� ��&	��	��� 2����	�� � 	���&'� �� �'����	 �	� �������'�	� ��������	� 	� ������!���
��� �	 ������7�	 ���*��� UH�V 


[ )� ����*��� 	�� ��� 6 �� 	�*�����	�	�� ��� ��� &��	 �%�$



$�

[ )�	 �������� 	�� ���	 6 �� �����7�	 ��� ��� ����&	 �	 �������$
[ )�	 S����	T �������� 6 �� �����7�	 ����� �	�� :��	 *�	 &���	 �� ����*��� ���&	�3
����	 �	 ���*�*�	 ���� �� 	�*�����	�	�� �����$

+	� �������'�	� ��������	� �����	�� �	 ���&	���� ���*������� ����	 ����������$ � ������
����	 ���������� �	 N ��������� �� �����7�	 �	����	����� �	� ����*����� �� �������	 �	�
������	��� �������� �	� ���	�*	������ ��� �	 �����	 &���	 �	 &����	�	�� C��	��	���D ��
�� �������� ���� ����*	� 6 ��	 ���������� �	 ��������� �	 ��	�0 	� ��	�0 ������	 ��
�����7�	$ .	��	 ���������� 	�� �*����	 ��?&	 6 ��	 (��&���� &�J�$

"	� ������	� ����	�� ��� �������&����� �	� �������'�	� ��������	� �� "�5 &�������	3
�	�� ��0 *������	� ���� &����	0	� &���	 �	 "�5 �*	& (	�:��	� �	 �	��� UH� ��� �H� �FV$
)�	 ��	��7�	 ����	 �	 &���������� ���� �������'�	 ��������	 �*	& �	� �	&���� ������� 	�
�	� �	&'	�&'	� ����� � ��� (���	 ��� 5�� B�		��� U��V$ +��������'�	 ��������	 ���*�������
��� ��	 �	����	������� ��	���	 �R �	 ���X� ���*��� ������>��	 �����	��� (��� 6 �����	 �����3
���	��� &�������	� 
 ��������	�� �	 &����	�	�� "#1 UH�V 	� ��������	�� �	 �������� ,�,$
� ������	 �	� &������������ ���������'�	 ��������	 �M���� �	� �	�(�����&	� 	� �	��	� �	
������� &��������	� ��0 ����	� ����3'	��������	� ���� ���� �� &�J� 	� �	��� �	 &��&��
���� ���������$

"�� �� ����	� 4&'���� U�G� ��V ������� �� �������'�	 ��������	 ��� ������	 ��	 ����3
����	 ����	3<��� &����	�3�	&���$ /� 	M	�� �	� �	����� �� ���X�� 	� ���& �	� &��������	� �	
������&	 	� �	 &���&���� ���� ������� 	� ���������'�	 �	 ���*����	 ��	 ��� ��	 ������	 �����	
*������� ���� �	� &��	���$ )�	 �	��	 �����&'	 �	��	� �	 &������	� 6 ������	� �	� ������	���
&�������	� ���� �	 �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	$ %��� �� �	&��� �	���� �� ��������
	�� �����(����	 	� ��	 �������� ���� �	 "�5 6 �����	 ����	 ���&����	 �	 ����!��	 &��3
�	�E��� ��� �	 ��	��	� �K�� �	�&����� ���� �� &'�>�	$ +� �������� 	�� 	�<� ��������	 ���
�������&����� ����	 �	&'	�&'	 ��&��	 �3��� U��V$ +	� ��������� �	 &	� �������'�	 �	 ���� ���
�	 ��7� ����	 ������� �������� ���� ����� �	����	 �� �	��� �	 &��&�� ���������$

,�&	��	��� �	�0 �������'�	� ��������	� 	L&�&	� ��� ��� �������� ���� �	 "�5$ +	
��	��	� �������'�	 	�� ������� ��� B�P	� 	� �!	&'	Q U�V$ %��� �	�� �������'�	� �	� ������	�
�	� *�'�&��	� �	 ���� ��� �����	� 	0���&��	�	��$ )�	 �������� 	�� 	�&���	 ���� �� (���	
���� *	&�	�� ���� &'���	 &��������	 &���	����� 6 �� &��	�� 	� ������	 �	 ������ ��
*�'�&��	 ��� �	 *����	$ =� 	�� ���& ��&	�����	 �	 �������	 �� "5. ���� &'���	 *�'�&��	
���� &����>��	 �� �����	�� �	 �� ��������$ +	� ������	��� ��������	� ���� �	� ������	���
&�������	� 
 &����	�	�� �3������ 	� �� �������� ��� �&'���	 	���	 �	�0 &��	��� �	 ������ ��
*�'�&��	 ��� 	M	&��	 �� *����	$ %	� ���'��	� ���� �������	� ���� �&&����	� �� &��*	��	�&	$ +�
��	��7�	 �	�� 6 ������	 �� *�������� �	� &��������	� �	 &���&��� ��� ���� �	����	�$ /�����	�
�	� �	&'	�&'	� ��&��	� ���� ��������	�� 6 ���	�*���	� ������	�� 	� �	��	� �	 ������������
��� ����	� �	� ��������� �	 �� ����������$ +	� �	&'	�&'	� ��&��	� ���� ��	 �	&'	�&'	 �3
��� U��V 	� ��	 �	&'	�&'	 λ3���	�&'���	 �������	 ��� ����� U�V$ +��������'�	 ����	��
�	 ���� ��������� 	� �� 	�� &�����	 �*	& ��'!��������� �����	��� &	�����	� �	� �	���	��	�
��������� &����	�$ +	 �	&��� �������'�	 ��������	� ������� ��� "���� U��V� ������	 �� �:�	
��������	 ��	 ���������'�	 ��������	 �	 4&'����� ���� �	 �	���� 6 ��	 �������� ���� �	 "�5
�	 (��� ��� ��	 ���&����	 ��� 	�� &�����	 �	 ����*	� �	 ��&�����	 ������� 	� ������	�
���� ��	 ����	�&	 �����	 	� �� �	��� ���!������$ "�� ����	���� �	� ��������� ���	��	�
���� ��������	� ��� ��	 �	&'	�&'	 ��&��	 �3��� U��V ��� ���*����	 ���	&�	�	�� ��� �� ����3
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����� �#
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���� �
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=� +� 	������� �	
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>� ��� 	
���� ��	�������� �����	������� �� ������ �
 ��
� 	
 �� ������ �

����

?� +�� �	
����� ����� �� ����	�	�� �� �	����
�� * �� ������
� ������ ���
#����� �� ����	�	�� ��� � ���� �
� ��� �����
��� ��
���� ��	�� �� �	
�
��	��������

���� �$� [ -������ 6 �� �	&'	�&'	 �	 ����&	� �	 ���������	$

������	 ��� *����	 ���� �	� &��	���$ .	� �������'�	 ����	��	 �	 ��7� ���� ��������� 	� �� 	��
������	�� &�����	 �	 ����*	� �� ����� �����	 �	 �	���	��	� ��������� &����	�$

�/"/�/� 4�� 	������� �� ������ 8��� �<���:

+�'������	 �	 �����	����	�&	 	� 	����� �	����	 6 ������	 �� &������	�	�� �	 (������
6 �� �	&'	�&'	 �	 ���������	 �� ������ �	 �	�� ���� ��� 2���� %	�	������ 	� �	�� �����	
U��� ��V$ /� �	 �����E��� �� ��� 6 �� ����&	 �	 ���������	 	� *�&	3*	��� C&	 ���� ����
�� ��	��	� �	���� �	 (��� 	��	���	��	�	�� �	 ����7�	 ��������	D� �	� (������ �����	�� ��
������	 ��� �	 ��� ��	 �������&	 �������	 ���	��	 �'������	� &	 ��� � ���� 	M	� �	 &��	�
��	 ����	 &'�����	$ +	� (������ �	�*	�� �	���� &	��	 �'������	 ��� � �� �X�	 �	 �����	��
�	 &'	��� 
 ����� �	� (������ &'������	�� �	�� &'	���� 	��	� ��� �	����&	 6 &'����� �� ����	
��� ����	 �� ���� (���	 &��&	�������� �	 �'������	 C*��� <���	 �$�D$ .	 ���&��� �	�� �	��	�
�	 �	����*	� �	 &'	��� *	�� �	�� ��� ���� �� �	����$ %�����	 ����� �	� ��	��� �	�*	�� :��	
�������	� ��� ������	� (������ ���� �	����*	� �	� ����&	� �	 ���������	 ���	&��	� ��� �	���
&���K���$

=� � ��� ������ 	0�����	����	�	�� ��	 &	 &������	�	�� �	��	� ����	��	�&	 �	� &'	3
���� �	� ���� &����� 	���	 �	 ��� 	� �� ���������	� 6 �� &�������� ��	 �	� ����	� �	 �'������	
���	�� �������	� ��� ��	 &�����	 	���7�	 �	 (������$ +	 �!��7�	 �	 &�����	� �	 (������ 	�� ��	
���'��	 �������������� ����	 ��� &	� ���	�*������ �������	 ��� %����� U��� �G� �V$ .	��	



$$

���'��	 � ��� �������	 �*	& ��&&7� ��� �	 �����	�0 �����7�	� C*�!��	�� �	 &���	�&	� �(3
(	&������ ����������	 $$$D$ #��� �	� ���	��� ��� �	������ ��	 �	� &�����	� �	 (������ �����
��� �� &������	�	�� ��7� 	0���������	� &	 ��� �	� � &������� 6 ������	� �	� '!���������� �	
&�����	� �	 (������ �*	& �	� �	&'	�&'	� ��&��	�$

� &	 ;���� �	� ������	� ��� �������� &	 ��������	 �� "�5$ +� ��	��7�	 ����	 � ���
�������	 ��� \�Q����� 	� ��$ UFHV$ +� ���'��	 	�� ��	 �����&'	 '!����	 ��� ��&��� �	�
���&����	� �������������� ����	� ��� �� �	&'	�&'	 �3���� ����� ��	 �	� �7��	� ���&&	�������
�����������	� �� �	&��� ������$ "	� �	 �	��� ��� ��� 	M	&���� ��� ��	L&�&��� �	 &	��	 ���'��	$

)�	 ����	 ����7�	 ��������	� �	� &�����	� �	 (������ ���� �	 "�5 � ��� �������	 ���
,	���� 	� ��$ U�� �H� ��V$ +� ����&����	 &���&���������	 �	 �	�� ���'��	 	�� ����&������
�	 �	&'����	� ���*	���� �	 ���������'�	 �	� �&�����	� U��V$ "�� �� ����	� �	� ���	��� ���
������� ��	0�	����� �	 �	�� ���'��	 ���� �	 "�5 ��� �	 �����������	 U�FV$

�
, "��$�%��� �� �������� �����+�$-�����

+	� �����7�	� �	 ������	� �&�������	� ��&	����	�� ���*	�� �	� ����������� ���� �	�
�����&������ �������	�$ +	� ����������� ���� �	 ���� ���*	�� ���� �� (���	 �	 ���*	��	�
&��������	� �;����	� �� ���7�	 �� �����7�	$ "�� 	0	���	� �� *	����� �	 ���	 �� �����7�	
������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� &������	 6 &��������	 ��	 &���	&���� �	 �����	��
�������	 �	 ������	� ���� ��	 I���	 �	 *�'�&��	� ��� �� 	��	���	 �	 &��	��� ��� �	����	��
6 :��	 �	�*�� ����	 &	�����	 �������� �	 ���&'�����	 �	���� �� ���X�� �	 �	��	 ����	 ��	
�� �	����	 ����&��	 6 ��	 ������	 �	 ������	 ��� �� &���&��� �� *�'�&��	 �M	&��$ "���
��	���	 	� &����	 ������	� ���	&�� ������������ ���� �	� &�� ��	��� �����	��� *������	� ��
�����7�	 &�3�	����� ��&����� �	 ���*	��	� &��������	�� ��� ��� �������	� U�GV$ )� 	0	���	
	�� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& (	�:��	� �	 �	��� �R ��	 (	�:��	
�	 �	��� 	�� ����&��	 6 &'���	 &��	�� ��� ���� :��	 �	�*� ������ &	� ���	�*���	$

)�	 ����	 ����7�	 ���������	� �����	&� ��	� ���� �����7�	 	�� �	 &�������	� �����	���
��;	&��(�$ %��� �	 &�� �	� �����7�	� �	 ������	�� �	� ��;	&��(� �	�*	�� :��	 &������ �	���
�� &��������	 �� �����7�	 ��� ����	��	 ��� ����	�� 
 �� ������	 C���*���� ���<�� ��P	�����
��������	� $$$D� �	� �K��� �� ��&� C(	�:��	� �	 �	���� �	�*�&	 �� &��	��� $$$D 	� �	� �	�����&	�
C*�'�&��	�� ���&'�����	�� $$$D$ +� <���	 �$� �	&	��	 �	� ��M��	��� ��;	&��(� �	�&������ ����
�� ����������	$ � �� <� �� &'�����	� �	� ����	��0 �$ 6 �$� �����	�� �	� ��M��	��	� ����	� �	
�� ����������	 	� ��������� 
 �	 �����7�	� �� ���'��	 �	 ���������� 	����!�	 	� �	� ��M��	���
��;	&��(� �	������� �	��� �� &�����<&����� �������	 &�3�	����$

��'�� ����������

+	� �����&'	� �����3��;	&��( �	� �����7�	� �	 ������	� ��� ����&����	�	�� ����� ����3
*������ 
 �� ���������� ���� �����7�	 ��	� ���� �	��	� �����	��� ��;	&��(� ��� &����	�	�� ���
��<��� ��� �	 ��&��	��� ������������ �� ��	0�	����� �	 �����7�	� �&�������	� ���� �	 ���
�	 �	���	 �	� �����7�	� ���� 	� �'��	 �*	& �	� &�� ��	�� �� ���� �����	� �	� ��;	&��(� &��3
����	�����	� ���� ��������	� ����	(��� ����;	&��( &�������	 �	 ������������ �	 �� ������&	
���&����	 �� 	�&��	 ���� �M��� ��	 �������������� ���� �����7�	$
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���� �$� [ ��;	&��(� ���� �	� �����7�	� �	 ������	� �	�&������ ���� �� ����������	$

�/,/
/
 '�� �����

'�� �!��� 	������� �� ��������� ����� 1 ���� &	��	 ����	 U��V� �	 �����7�	 	�*�3
���� &������	 '��� ��;	&��(� <0�� ��� ��	 &�������	 �	 ��������� �	��	$ )� 	��	���	 �	
&��	��� �	����	 6 �	 (���	 ��*�	� ��	 &	�����	 �������� �	 ���&'�����	 �	���� �� 	����&	3
�	�� ����	 ��	 �	 ���X� �	 *�'�&��	�$

+� ��*������ �	 (��� ���& 	� �	�0 �	���$ %������� �	 &����� �	 �	�� 	� �� ��	� ����
&'���	� �� &�������� ��� 	�� 	�����	 ��*��	 �� �	���������	 <���$ "��� &'���	 ��	� �	 &'���	3
�	��� ��	 (	�:��	 �	 �	��� 	�� ��<��	$ +� ��*������ 	�� 	M	&���	 ��� ��	 I���	 �	 &������
'������7�	�$ =� 	0���	 �	�0 �!�	� �	 &������ 
 �	� &������ ���3&��*	��� ��� ����� ��� �	
�?&'	 	� �	� &������ &��*	��� ��� 	� ��� ��	$ =� ��! � ��� �	 �����7�	 �	 &���&���� 	�
	M	�� �� &�	�� ��&	�����	� ��	 &������	 �	�� :��	 ��&������	 	���	 �����	��� *�'�&��	�$ +�
���������� ���� :��	 	M	&���	 �������	��	�	�� ��� ������� ��0 &��	��� �	 �� ;�����	$



$,

+������� �� 	��� �	������� 1 B�Q	���� 	� ��$ UGV �������	��	�� 6 �� �����<&����� �	
������	� �	 &��� �&�����	� 	� ����	� ������ 	� ������	�� ���� �	 &���� �	 	̂��������
���� ���������$ 4	��� �	� ���	���� �	 �����7�	 �	 ������	� �	 &��� 	�� ���� &����	0	 ��	
�	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� &�������	�$ =�� ���&�<	�� �	 �����7�	
�	 �� ����7�	 ���*���	 
 �� �����	 ����7*	� �������� ���� ��	���&	 ���� �	&	*��� �� �	�*�&	
�	 ��������� �����& �	���� �	 ��	� �	 �����	�&	 ;�����6 ���&��	$ +	 �����7�	 	�� �	 ����*	�
��	 ����	 �	 ������	� �	 &��� �&�����	� ��� �����	 ��	 �	 �	�*�&	 	�� ��������	 ���� ���� �	�
��7*	� ���������	�$ +	� ���	��� ������	�� �� ���7�	 ���'�������	 �����3��;	&��( ���� &	
�����7�	$ +	 ���7�	 &������	 �����	 ��;	&��(� ��� ���� 
 �� ������������ �	 �� �����	��
�����	� �� ������������ �	 �� ������&	 �	 ���&'	 �	� ��7*	�� ������������	 �	 �� &'���	
	� ������������	 �	� �����	���$ .	�	������ �	� ���	��� ������	�� ��	 �����&'	 	� �	�0
�'��	� ��� �	 ��	�� ��� 	� &����	 ����;	&��( ������������	 �	� �����	���$ %��� �� ��	��7�	
�'��	� �	� ��7*	� ���� ������� 	� &����	�� ��� �	�*	�� :��	 �	�*�� ��� �� &�� �����	$ +	�
��;	&��(� ���� �� �����	�� �	� ������	�� �����	&� &����&� �	� &����	�� C������&	 �	 ���&'	D
	� ������������	 �	 �� &'���	$ +� �	&���	 �'��	 &��&��	 �� ������	 �	� &��� ��� &'�&�� �	�
&����	�� ��<��� ���&��	��	��$ +� ���������� ��� �� &����	� 	�� �����	�����	 �	 &	��	� ���
�	� ����	� &����	��$ %��� &	��	 �'��	� �� ������ ����� �	 ���	&�����	� �	� ������ �����:� ��
&�� �	 �	��	 ����	 ��	 �� ������&	 ��	 �	� ��7*	� ���*	�� ���&����� 6 ��	� ���� ��������	$
+	� �	�0 ��;	&��(� 	�*������ ���� &	��	 �'��	 ���� 
 �� ������������ �	 �� �����	�� �	 ��
������	 ��� &'���	 &����	� 	� �� ������������ �	 �� ������&	 ��	 �	� ��7*	� ���*	�� ���&�����
6 ��	�$

+	� ����	� �	 .���	��� 	� ��$ U�GV 	� �	 "�&'	&� 	� #���� U�V �����	�� �	 �����7�	 ��
��������� ����7*	� 6 �	�� �&��	 	� �	�� �	���� Z �	 ��������� �	*��� :��	 	M	&��� �	 �� ����7�	
�� ���� �J�	� �� ���� �&�������	 	� �� ���� &�����	 �������	$ %�����	 ����� ��	�*�����	�	��
���� �	��	� �	 ��������� ��	M	&��	 	�� ����� �����&���	�$ =� ������ 	� 	M	� �	 8��	� �����	� 	�
/�����	 �R �	� ������&	� 	���	 �	�0 ������ �	 ��������	 	� ;�������0 �&��	� �	��	�� 6 :��	
�����	�$ ������ �	 �����7�	 �	 �	��������	 �	� &��� �����	�*�	�� ��� Z &�� �� ������� 	��
���	�	�� ��	�� �*��� �����	 &	�����	 �����	 �	 �	��� �	 ���� ���	���	$ .	��	 �����	 *�	��
�� (��� ����� �	 (��� ��� ����� ��7*	 ����	 ���� �	 �	��� ���� �� &�� 	� ����� ! ��� ����
���������� 	���	 �	 ��	��	� ��7*	 ������� ��� ��	 ������	 	� �	 �	���	�$

'�� �!��� ��	���� �� �������� ��� ��	���� 1 ���� &	��	 ����	 UGHV� �	� ��&'	��
���*	�� :��	 &���	&��� ���� �	� ��	� �	 �� *���	 �	 ���!	� C-���&	D$ =� ������ ���& ���� ���3
��7�	 �	 ������	� ��� �	� ��&�$ %��� &	 &��� ���� �	� *�'�&��	� �����	�� �	 ���X� 6 ��0 '	��	�
�� ����� 	� �� &���	&�	 �	� ��&'	�� ���� :��	 �	�����	 �� ���� *��	 &�� �	� ���*����	��� �M	&���
��0 *�'�&��	� ���*	�� 	�����	 ���&&��	� �� ��� �	� ��&'	�� ���� ��	 ����	 �	 �	&!&���	$

+�������� �� ��	�������� 0 2�������� 1 ��� 	� ��$ U��V ������	�� �� �����7�	
��3��;	&��( ��<�� 6 ������ �� �!��7�	 �������������� �	 &���&��� �	 *�'�&��	� ���� ��	 	�3
��	����	 �	 ���������	 �	 4�������� ����	��� ���� U��V$ +	 ���7�	 ������� 	�� �� "�5 �*	&
&������ 	� �	�����	� C3�
�@ ��� 3������ :������ ;	
���# ��	����D U��V �R �� �����	�� �	
�� �������� 	� �� �����	 �	 �� I���	 �	 &������ 	� �	 �	�����	� ���� ����	� 	� &����	$ %���
�	 "�5.,� �	� *�'�&��	� ���� (����� �	 �	�0 ����	��� ����&'���	�$ .	�����	� ��&����������
���� �&&	�����	� ��� �	 *�'�&��	 &����	�$ "��� ������	�� �� 	�� ��&	�����	 �	 �����	� �� �	3



$�

�����	 �	 �	��� ��	M	&��	� �	� ��*�������$ %��� ������	 �	 ��� 	� ��$ U��V� �	� (	�:��	� �	
�	��� ���� �;����	� �� �����7�	$

'�� �� ������������ �� �������� ��������* 1 ]����(�� 	� ���������������� UH�V
������	�� �� ������������ �	 �� ������������ �	 �������� ����	�	�0 ���� �� (���	 ���� ���3
��7�	 ��3��;	&��( �R �� ������������ �� &�J� �	 �	 (��� ��� �� ������	�� �	 �� ������������
�� �����	 	� ���� �����$ +	 �����7�	 	�� �������� ���� �� (���	 ���� �����7�	 �������������
�	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& (	�:��	� �	 �	���$ +�'	��������	 �������	 � ��� �������	 6
�� �!��7�	 ����(�������� �������'���	 ���� �	� ���������� ���������	� ��� �	� ��������0
����	�	�0$

'�� �!�� ������� �� �������� �� ����	���� ����������� �� 1 %��� UV� �	
�����7�	 ������ 	�� �� �����7�	 �	 ������	� �	 *�'�&��	� ��������������	 �R ������������	
�	 &'���	� C��� �	� *�'�&��	� �� �	� ;�����	�D ����� ����� ��;	&��( �	 ��������������� *�����
6 �����	� �	� &����	�� �	 &��	��� ���� ���� 	� &����	$ +��� �	 &	 ���*���� �� �����7�	 ��	�
&����	���� ���� &��	��� ��� �� ����� �	 �� ;���� � ������	�� ��� ������$

�/,/
/� 3*������� �� �������

)�	 ����	 ����������� �	 �������������� �����3��;	&��( 	�� �� ����������� �������	� �	�
��;	&��(� �������	�����	� ���� ���� ������ ��������	� �� ������������ �� &�J� �	 �� ����3
���� ��� 	�� ���*	�� ��&	�����	$ +��;��� ����;	&��(� � �	 ���� ���*	�� ���� ��� �	 �	�(��&	�
�	 &X�� �������	 �� ���7�	 	� ��	���� 	� &����	 �	 (��� ��	 �� ������� �	� �����7�	� 	�
���������	 ���� ������ 6 �	� ��������(� ��� �	 ���� ��� �����	�	�� ���� 6 �� �������� �	
���*���$ +	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�
����	��� ���� �	 &'�����	 � 	�� ��	 	0�	����� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	
*�'�&��	� �R �� ��;	&��( �������	�����	 �	�� 6 &'	�&'	� �	� ��������� �R �	� ������	� ����
���������	� 	���	 	��	� 	� �	��	� �	 �����	��$

����� �� 	���� ��� 	����	����� 1 +		 	� )	�� U�V ������	�� ��	 	0�	����� ��
�����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �R �� ����������	 	���	 �	� ������	� 	��
����� �	&'	�&'�$ +��;��� �� �	&��� ��;	&��( 	�� ����*� ��� �� *������ �	 �	���	 �	 ���*���
���� ��������	 	���	 �	� &����&�	���$ %����7� �	� ���	���� 6 ���Q��� ���M	&������ �	� �?&'	�
	�� 	M	&���	 ����	��	�	�� ��� �� ��&��	�� ��� �	�� :��	 ��I�	�&� ��� �	� ���(��	�&	�
�	�����	��	�� �	� ��(��������� ����L����	� �� ������	� (�&�	��� '������$ +	� &����&�	���
&�����	�� �	��� 	������ �� �	��� 	� ��&��*�	�� ����� �	� �������	�� &	 ��� 	����>�	 �	�
������	� 	� ���& ��	 �����	 �	 �� ������� �� �	�*�&	$ ��� �	� &����&�	��� ���� &���������
&���	 �	� ��!	�� �	 &���������� ���� �	� &�������	� �	 ��������� 	� &�	�� �������� �	��
��	�3:��	 ���� :��	 ���� 	� &����	$

����� �� 	���� �� �� �������	���� ��� 	������ 1 4	�������� 	� ��$ U��V ��� �;����
�	� ��;	&��(� 6 �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� ���� �������	� �	 ��*	��
�	 �����(�&���� �	� &��	��� ��� ������� 6 �� ���	 �	 ��*������$



$&

������� �� ������������ 	���	���� 1 ,��	��� ��� +���	�E� U��V ������	�� ��	
	0�	����� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ������	 ���� �	��	� �	
&�J�� ����������	 	���	 �	� ������	� 	� �� ��;	&��( ��<�� ���� ����� �	 *�	 ���P	���� ���� ����
	� &����	$ +� ����*����� ���� ����;	&��( ������������	 	�� �� �:�	 ��	 ���� ������	 �	 +		
	� )	�� U�V$ +	 �����7�	 � ��� ��<�� ��� ������� ��0 �����7�	� ���*	���� ���� ����������	
�	 �� ���������	 	� �	 �� ������� �R �	 �������� �	 ������������ 	�� ��������	�	�� ��<��
���� ��	 �	����	 	� �� �	������ 	���	 �	 &��	�� 	� �	 &����&�	�� � ��	 �����	 ��������&	
���� �������	� �	� *	��	� 	� &��	� ��	 ����	 ����	 �	 �� &�������	$

������� �� ��<����� �� 	���	� ���������	��� 1 �����	��� ����	� �������	��	��
�� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 �����3��;	&��( UF� HV$ %��� &	 �����7�	� ���3
��	��� &�J�� ���� ����&��� ��0 ��:�	�$ "�� 	0	���	� �� �	 ����'	 �	����	��	 �� ���	�� �����	��
�	 �	��� ��&	�����	 ���� �	 �	���	 	���	 �	�0 ������ �	�� �	 ��� :��	 �����������	� 6 ��
������&	 ���&����	$ )�	 ����	 ����*����� �	 ������	 �	 &	 �����7�	 *�	�� �� (��� �����
������ ����	 	0�	����� ���� �����7�	 &�������	 (���	�	�� ������$

�/,/
/� ;������������� �� �������

)�	 ����	 ����7�	 ��������	� �������������� �����3��;	&��( 	�� �	 ���������	� �� �����7�	
��� ����&������ ����;	&��(� �������	�����	�$ �!����	�	��� �� ������ �	 �������	� ��	 ��
�����	��� &���&���������	� �� �����7�	� �������	�	�� �	� &��������	�� 	� �	 �	� �	����&	�
��� �	� ��;	&��(�$ %��� �� ����������	� &	��	 ��������	 � ��� �����	��� (��� 	����!�	 ����
��������	� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& (	�:��	� �	 �	��� �R
�	� (	�:��	� �	 �	���� ��� ���� ��7� &�����������	�� ���� ��������	� 	� �	����&�	� ��� ��
�� �����	��� ��;	&��(� UF� �H� �H� �� ��V$ "��� �	 "�5 �*	& (	�:��	� �	 �	���� �� �	��
����� ������ �	 �����	� ����������	�� ����;	&��( �	 ������������ �	 �� �����	�� �	 �� ������	
	� �	 ������������ �� �����	 �	 *�'�&��	� �������� U�H� �H� �� ��� ��V$

B�M	! UFV &��	 ��	 ����	 �	 �����7�	� �	 ������	� ����� �����<	 �	 �����7�	� �����3
&��	�	�� �����3��;	&��($ %��� &	� �����7�	�� ��	 &��������	 	�� �������	 6 �� ���&	 �	 &	
��� �	�� �����	��	�	�� :��	 �������� ��� �� ��;	&��($ -	���	� 	� ��$ U�FV 	0���	�� �	 &�� �	
�� &����	 �	 �����7�	� ������ ���	��	�� �����7�	� �� *�!��	�� �	 &���	�&	 �*	& ���<��$
%��� &	� �����7�	�� �� ���<�� ����&�� 6 &'���	 &��	��� �	�� :��	 &���	&�� 	� *������� �	
&��	��$ =� ��	�� ��� ����������	 �	 *����	� ���� �	� &��	���$ %	�0 ��;	&��(� ������� �	�*	��
:��	 &����	�	�� 	�*������ 


$ #�0����	� �	 ���<� 	� �	 &	 (��� *����	� �	 ��0���� �	 &��	��� 	� ����	��	� �� ������&	
���&����	$

�$ #������	� �� ������&	 ���&����	 	� *������� �	� �	 &��	��� 	� �	 &	 (��� ������	� �	
���<�$

+�����	 ����;	&��( 	�� �	 ��0����	� �	 ���<� ���� ��	 �� �����	�� �	 �� ������	 �	 ������	
��	 &�������	� �� ����	 �	 �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 ���	&��($ +�����	 �	 ��� 	��
�	 �������	� �� �����	�� �	 �� ������	 ���� 	� �������� �� ���<� �������� �	 �����7�	
	�� ���	�� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 �*	& �����$ .	�	������ ���� ����� �	 *�	
��3��;	&��(� �� �	 ������ ��	 ���� �	�� 	� �:�	 �����7�	$ +	� ���	��� �	 �������	�� �����	
�	��	 ����	 ��� ��	�� 	� &����	 �	 �����7�	 ���� (���	 ��3��;	&��( UFF� FGV$



$#

+	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� ����	��� ���� �	 &'�����	 �� 	�� ��	
�������������� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 UH�V ��� 	�� ���� �	� �����7�	� &����
��� B�M	!$

��'�� (��
�����

���� ������ �����	���� ��&���	 �	� ��M��	��� ��;	&��(� 	� �	� &������� ���� �	� �����
&�������	� ��<��	� ���&��	��	��$

�/,/�/
 ����	���� ��� ��� ��������

'�=� 1 �� �����3�������� �	� ����	� &'	�&'	�� 6 �������	� �	 &�J� �	� ��������� ������	�$
+	 &�J� ����	 �������� �	�� ��	0����	� 	� (��&���� �	 �� ������&	 ���&����	� �� �	���
��&	�����	� �� �����	 �	 &��	��� *������ $$$ +� ������� �� �	���� �� ������������ �� &�J�
&���	����� 6 �� &���7�	 �&�������	$ %��� �	 &���	 �� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	
�����3��;	&��(� �	� ��M��	��� ��;	&��(� &���	�����	�� 6 ��M��	��� &�J�� ��	 �	�� �*��� �� ��&$
.	�	������ ������	� ������� �	�*	�� :��	 	�*�����	�$ ����� ���� U��V 	� U�V� �� ������&	
���&����	 ���� :��	 ��������	 ���� �*��	� ��	 ������������� �	� ���&'�����	� ����������	�$

%�>����� 1 �� 	0���	 �	� ����	� �R �� ������������ �� &�J� 	�� ������	$ ������ ���� �	�
����	� �	 .������� 	� ��$ U�GV 	� "�&'	&� 	� #���� U�V� �� ������������ �� &�J� 	�� �&����	
�� ���<� �	 �� ������������ �� ��P	����� &�	��363���	 �� ����	 �	 �� ���� �����	 ������	$
.	 &'��0 � ��� (��� ���� ��	���	 	� &����	 �� �����&������� �	 ��	�*�����	�	�� 
 ��	 8��	
�����	 	� /�����	 �R �� (��� �	 ��������	�	�� 	���	 �	� ��M��	��� ������ �	 ��������	� �	�
���;	�� ��� �	����&	 6 :��	 ����� 	� �	� &��� �����	���	�� ;����� �	�� &���&��� ��0����	$ +�
������������ �� ��P	���� �	��	� �������	� ��	 �	� ��7*	� �	 ����	�� ��� ���� �	 �	���
���� �	� ���������� 	� ���& ��	 &	�����	 ������ ����� �� �	��� ����� ���� �	 &�� 	���	
����7*	 ��� 	�� ������� 	� ����� �	 ������	 	� &	��� ��� 	�� ������� 	� <� �	 ������	$

+	 ��P	���� 	�� ����� �� ��;	&��( ������� ��� +�&���	 	� ��$ UGHV �R �	 ��������	 �	�
��&'	�� ���� �	 �	����	� �� ���� *��	 &�� �	� &����&�	��� ���*	�� 	�����	 ���	� �	� ��&'	��$

3 ��������� 1 �� ����	 �!�	 ����;	&��( �����	� 	�� &	��� ��� �	��	� ��������	 �� ������3
����	 	���	 �	� ������	�$ +���;	&��( �	�� :��	 ��������� ���� ������	� ��	 ������ ��������
	���	 �	� ���*����	���� �	� &��	��� $$$ "��� ��	���	 	� &����	 ������������	 	���	 �	� ����3
��	�� �� 	�� ��&	�����	 �	 ��<��� �	 ���*��� �� �� &'���	 ����&��C	D 6 ��	 ������	$ +	 ���*���
����	 ������	 �	�� ��	0����	� 	� (��&���� �� �����	 �	 &��	��� *������� �	 �� �������� �	
���&'�����	 ��*��	� �	 �� �����	�� �	 �� ������	� �� �	��� ��&	�����	 $$$

4��&��M	 	� B���� U��V �����	�� �� �����7�	 �R �	� �	�����	� '����&���	� �	����	�
���*	�� :��	 ����������	� 	� �R ������������� �	� �	��� �	 *�!��	 �	� *�'�&��	� ���� :��	
��0�����	$ .���	 ������� ���&��	��	��� +		 	� )	�� ��&�����	�� ����������	 �	� ������	�
���� �	 �����7�	 ���� �������	� �������� 	���	 �	� ���*����	���$ +	 ���*��� ����	 ������	 	��
	0����� 	� (��&���� �	� �	��� �	 *�!��	� �	 &'���	�	�� 	� �	 ��&'���	�	��$ +���;	&��(
����������	 	�� �������� ��� �� ������������ �	 �� ����	 �	� ��M��	�&	� 	���	 �	 ���*��� �	



"�

&'���	 *�'�&��	 	� &	��� �� *�'�&��	 �*	& �	 ����� �	 ���*���$ +�����������	 �	� ������	�
	�� ����� �� ��;	&��( ���� ,��	��� 	� +���	�E� U��V$ +	 ���*��� ����	 ������	 	�� �����
��� �	 *����	 ���������� ������ ����	� �	� ������	�$ 4	��� �	� ���	���� &	 ���*��� 	�� ����
�����	����� ���� �	� ��������	� �	 ���������	 	� �	 ������� �R �� 	�� &������ ���*��� ��
����&	����	 �	 �� ������������ 	� �	������ �*	& �� �������� �	 ������� *	���	 	� ���������	$

%��� �	 &�� �	 �� <��	 �	 ��������� �	��	 ������ ��� /�34'	��	�! U��V� �	 ���*��� ����	
������	 &���	����� �� �	��� ��&	�����	 ���� �	 �	���	 	���	 �	� ��M��	��� ������ �	 ��3
������	 	� �	 ��*������ 	� ��0 �	��� �	 &'���	�	�� 	� �	 ��&'���	�	��$ %	 ����� �� ��
*�'�&��	 ����*	 	� �*��&	 ��� ������� 6 �� (	�:��	 �	 �	��� ���� &��	��� �� ���� ���	���	� 	�
�	 �	��� �����	��	 	�� �;���� �� ���*��� �	 �� ������	$ +���;	&��( 	�� ����� �� ������������
�	 �� ��M��	�&	 	���	 �	 �	��� �	 �� ������	 �� ���� �����	 	� �	 �	��� �	 �� ������	 �� ����
&����	$

%��� �	 �����7�	 �	 ������	� �	 *�'�&��	� ��������������	 �	 UV� �� ��;	&��( ��	��
	� &����	 ������������	 �	 �� &'���	$ /� 	M	�� �� ��	�� ��� �&&	�����	 ��	 �	� ���������
	��	���	�� ��	 (���	 &'���	 &	������ ;����� ������ ��	 ������	� ;���� ���&��*��� 	�� ������	$
�� &�������	� �����7� �����	��� �	� ��������	�� &'	�&'	�� 6 ����	� ���&��*��� �	 ��*������ ����
�� ���� �	 �� �	����	$ +�����������	 �	 �� &'���	 �	 ���*��� �	�� ���	�*	��� ���� ��� ;����
���� ��� *�'�&��	$ +� ��	��7�	 �������� �	��	� �� �������� '����7�	 ��� ��	��	���	 �	�
;�����	� ����� ��	 �� �	&���	 �����&'	 �	��	� ��	 ����������� '����7�	 �	� *�'�&��	� ���
���� ��'���8�� �	 �	���$

����	���� ���	�. ��� 1 &	������ ��;	&��(� �	�*	�� :��	 ��<��� 	� (��&���� �	 �� �����	
�� �����7�	 �� �� &���	0�	 �R �����&��� �	 �����7�	$ %��� �	 �����7�	 ������ ��� \	��	� 	�
2���&'��� UFF� FGV� �� ���� 	�� ����&�� ��0 ��M��	��� �K��� �� ����'	$ .	 ���� �	�� :��	
&���	&�� 	� *������� �	 �K��� ���� �� ��	�� ��� ��&	�����	 �	 *����	� ���� �	� �K���$ %���
�	�� ���7�	� �� ��0��������� �� ���� 	�� ����	 	� &����	$

%��� �	 &�� �� ��������� �	 �������� ����	�	�0� �� �����	 	�� ����&�� �� ���&����
���	������	 �� *�'�&��	$ %� (��� �	� &������	�&	� ���� �	� '�������� 	� ��	�*�����	�	��
�	� ������� ���*	���	� ��� �	���	�� &��������'���	� 	� &�� ���&&��	�� �� *� �	� ��������
������������ �� 	�� ��&	�����	 �	 �������	� �	 �����	 ���&&��	�� �	 ���� �	� ������	�$ ]����(��
	� ��������������� UH�V ������	�� �� ���7�	 ��3��;	&��( �R ���� �	� ��;	&��(� �������	 �	
�����	 ���&&��	��$ +	 �����	 &��&��� 	�� &	��� �	� ����������� �	 ���� �	� ������	�$ +	 �����	
	�� 	0����� ��� �� ����	 �	� ps×Cs ��� �	� �	��	��� (������ �� ������	� �R ps �	����	��	
�� ����������� ���&&��	�� 	� Cs 	�� �� �������� ������*���� ��� �	 ����*	�� 6 ����� ����	
������&	 λ �� �	��	�� s$

%��� UV� ����;	&��( �	 ������������ �	 �� �����	�� �	� ������	� 	�� �������� �� ���<�
���� ��;	&��( �	 ��#�	��������	�$ .	��	 ������ 	�� ���������	 ���� �������	 6 �� ���'���
�	 &��&	�������� �������'���	 �	� ������	�$ ;�#�	������� ��	 ������	 �	*�	�� 6 �����	�
�	� &����	�� �	 ������ ��� ���	�� �	� �	�����	�	��� �	 &��	��� ���&'	� 	� ��� (���	�� ��	
��������� �	 ��	���&	 	� 8��	 ������&�	$ ��� �	� ��������� ���	��	� ������	 ���� &'	�&'	 6
�������	� �� ������&	 ���&����	 ���� �	 ���� ���*	�� &��������	� �	 ������	� ��� �	 ��3
����	�� ��� 6 &	 &���7�	$ /� �	�������� �	� &��	���� �� &��	 �	� 8��	� �*	& �	���	��	� ��
&����&�	�� �	�� �	 (���������	� Z &	�� 	����>�	 �� ���� �	 �	���$ +���;	&��( ����������	� �	
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������������ �	 �� �����	�� �	� ������	� 	�� �	����� �� ��*	�� �	� ��&������ ���������3
�	��	�$ +���;	&��( �	 ��������������� 	�� ���� 	� &����	 ��� �� ������������ �	 �� ����	
�	� &�J�� �����3&����	�$

�/,/�/� ����	���� ��� ��� �?��� �� ��� ��	�

+� ������� �	� ����	� ��� ��&�����	�� �	� ��;	&��(� ��� �	� �K��� �� �	� ��&� �����	�� �	
�����7�	� ��� ������	�� �	 (	�:��	� '�����	� UF� ��� �H� �H� ��� �V$ %��� &	 &��� ���� �	�
(	�:��	� �	 �	��� ���� ������	� 	� �	����&�	� ��� �� ��;	&��( ��� �������	 �	 �����	 �	
(	�:��	� *����	� U�H� ��V� ���� �	 �	��� �����	��	 �	� &��	��� 	���� �� &����&�	�� 	0�����
��� �	� �*��&	� 	� �	����� ��� ������� ��0 ����	� �	 �� (	�:��	 '�����	 	�� &�����������
UF� ��� �V� �� &	� �	�0 ��;	&��(� ���� ���� 	� &����	 	� �:�	 �	��� U�HV$

%�����	� ��;	&��(� ��� �	� �K������&� �	�*	�� ��	���	 	� &����	 �	� ������� �	 ��������
	���	 �	� �K��� �� ��&� ����� ��	 �	� ���	����&	� 	���	 &	� �	���	�� U��� �V$ =� 	��
�������	 ����� �	 ��<��� �	� ������� �&�������	� �� ���P	���� 
 �����(�&���� �	 &��	���
U��V �� �	������ 	���	 �	� &��	��� 	� �	� &����&�	��� U��V$

%��� UGV� �� ����	 �	� ������&	� 	���	 &	������ �K��� �� ����'	 ��� �	����	��	�� �	�
����&��	� �	� ��7*	� 	� ������	� �K��� �	����	����� �	� ���:�� �� &�� ���� :��	 ��������	$
.	�� �	*�	�� 6 �������	� �� ������&	 ��	 ���*	�� ���&'	� �	� ��7*	� ���� ���	� ��	���	 �	
&��$

�/,/�/� ����	���� ��� ��� �������	��

+	� �	�����&	� �	�&�����	� ���� �� ����������	 ���� �	� *�'�&��	� 	� �	� ���&'�����	�$ )�
��;	&��( &������	�� ������ 	�� �� ������������ �� �����	 �	 *�'�&��	�$ .	� ��;	&��( �	��
�*��� ��	 �����<&����� �&�������	 
 ����� �� ! � �	 *�'�&��	�� ����� �� ! � ����*	�����	�	��
C�&'���� 	��	�&	� ������	� �	� &����&�	��� $$$D U��� �G� �� ��V$

+�����	 &�� �R ���� �	�&����	 &	� ��;	&��( 	�� &	��� �� �����7�	 ������������� �	 ����3
��	� �	 *�'�&��	� �*	& (	�:��	� '�����	�$ +� ������������ &�������	 �	 &	 �����7�	 &��3
��	�� �	�0 ��;	&��(� ��� ���� ������� �	 ����7�	 �	0�&�����'���	$ +	 ��	��	� ��;	&��( 	��
�� ������������ �� �����	 �	 *�'�&��	�� ���� ���� �� �����	 �	 *�'�&��	� <0�� �� ����3
�������� �	 �� �����	�� �	 �� ��������$ +� ������� �	� ����	� �����3��;	&��( ������� ���
�	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& (	�:��	� '�����	�� 6 ��	0&	����� �	
������	 �	 A��� 	� "��P UFV� &������	�� �	� �	�0 ��;	&��(� �	 ������������ �� �����	
�	 *�'�&��	� 	� �	 &�J� �	 �� ��������$ .	� �	�0 ��;	&��(� �	 ���� ��� ���� 	� &����	 �	
����7�	 �	0�&�����'���	 &���	 ������*��� ���� ���� &��������� �*	& �	 �:�	 ��*	�� �	
��������$ .	��	 �����&'	 �	�� :��	 ��	 ������������ ;����<�	 Z �	 �����7�	 *�	�� �� (��� ��	
�	� ����	� &�����	�� �	��� ���������� ������	�� 	� �	��	� �	 �����	��� �*	& �	 �����7�	
����3��;	&��( ���� ��	���	 	� &����	 �	 (��� ��	� ���� �	 &�� ����3��;	&��(� �� �����	��
���	�� �� �����	 �	 *�'�&��	�$

%�����	� ��;	&��(� ��� �	� *�'�&��	� �	�*	�� :��	 ��<��� ���� ��0����	� �	�� �	���������
	� �	��� ������������� U��� ��V �� 	� &���&��� U��V$

+	� ��;	&��(� ���� 6 �� ���&'�����	 �	�*	�� :��	 ���������� �� (��� �	 �� �����	 �	 ��
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���&'�����	$ "�� 	0	���	� ���� ������ ����	 �	���	 ���������	� �� �	�� :��	 ����	 ����&���	 ��
��;	&��( ��� �������	 �� ������������� �	 �� ���&'�����	$ U��� �V$

��'�� )!����
� �
 �!��������

+	� �	&'����	� 	����!�	� ���� �������	 �	� �����7�	� ���� �������	�$ /��	� ���� ����	�3
��	� �&� �	��� �	�0 &�������	�$ +� ��	��7�	 &��&	��	 �������&'	 �	 ���������� ��� &���	�����
6 �� ����7�	 ���� �� ����	�&	 �	 �������	� ��;	&��(� 	�� ����	 	� &����	$ +� �	&���	 &��&	��	
�� ���'��	 �������������� 	����!�	$

�/,/�/
 ����� �� 	���� �� 	���	���� ���������	���

+� ������� �	� ����	� ������	�� �	� ���'��	� �&�����	� ���� �����	� �� ����	�&	 �	 ���3
��	��� ��;	&��(�$ )�	 ��;����� ������	 �� ���'��	 ������������ U��� �� ��� �� �G� F�
H�V$ %��� U�V� �� ���'��	 �������������� 	����!�	 	�� ��	 &�����	 �	 (������ 	� �	 &'��0
	���	 �	� ��;	&��(� 	�� (��� ���� �� ��<������ �	 �� �'������	$ %�����	� ���'��	� �&�����	�
&���	 �	 ��� ��������� U��� �V� �������&'	 ε3&��������	 U�V ���� ����� �������	�$ %���
�� �	���7�	 ����	� �	� ���	��� 	����	�� �	� ��M��	��� �����	� �	 *�'�&��	� �������	� 	� ����
�� �����	 �	 *�'�&��	� <0� &'	�&'	�� 6 �������	� �	 ��P	����$ )�	 �����&'	 ��� ���'��	
�	0�&�����'���	 � ����� ��� �������	 UFF� FGV$ +	� ����	� ����	� 	�����	�� �	� �����&'	�
"��	��$

�/,/�/� %������� �!�����������

%	 �����	��	� ����	� ������	�� �	� '	��������	� ���&�<��	�$ .	� ���'��	� ���� �	 ����
���*	�� &�����	� �*	& �	� �����&'	� �	 ����������� �&�����	� 	� ������	�� �	� �����������$
.������� 	� ��$ U�GV ������	�� ��	 ���'��	 �	 �	&'	�&'	 ��� ����	�����$ %��� U�V� ��
���'��	 �������������� 	����!�	 	�� ��	 �	&'	�&'	 �����$ /�34'	��	�! U��V ������	 �	 �	&���
������ �����3��;	&��( ������� ��� )����� 	� ��$ U��V$ +	� ����	� ����	� 	�����	�� �	�
�������'�	� �*�����������	�$ %��� �	 &�� �	 4	�������� 	� ��$ U��V� �	 +�&���	 	� ��$ UGHV
	� ��� 	� ��$ U��� ��V� ���������'�	 ��������	 	�� '!����� �*	& ��	 ���'��	 �	 �	�&	��	$
"���	�	 	� ��$ UFV ������	�� ��	 ���'��	 �	 �	�&	��	 	� �	�0 �'��	�$ %��� �� ��	��	�
�	���� �	 �����7�	 	�� ������ �	 ����7�	 ����3��;	&��(� ���� ��������� ������� ��&��
	�� ���	���� �	� �	�0 ��;	&��(� �� �����7�	 ���� &������� 6 �����	 ����	 ���������� 	� �	
�����7�	 ����� ���	�� 	�� ������ ��� ��	 ���'��	 �	 �	�&	��	$

�
.  ���������

%��� &	 &'�����	� ���� �*��� ����	��� �	� &���&���������	� �������	� �	� �����7�	� �	
������	�$ +	� �	�0 �����7�	� ����	����� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	� �	 ���3
��7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�� 	� (��� �����	$ =� ������ �	� �	�0 �����7�	�
6 �� ���	 �	� �	�0 �����7�	� �����3��;	&��( ������� ���� &	��	 �'7�	$ +	� �����7�	� �	
������	� �����3��;	&��( ���� ����� ������� ���� &	 &'�����	 �� ���*	�� ���� ���� �	 �����$
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"��� &	 �	���	�� ���� �*��� ������� ��	 &�����<&����� �	� �����7�	� �	��� �	 &���	0�	 C&��
��	�� 	0�	����� �� ��������������D 	� ��	 &�����<&����� �	� ��;	&��(� �	��� �� &��������	 ��
�����7�	 ��� ����	��	 ��� ����	�� C������	�� �K������&� �� �	�����&	�D$ ���� �*��� �����
���	������ �	� ���'��	� �������������� �������	�$ =� ������>� �� ���*	�� �	 &	� ���� �	 �����
��	� �� �	 ������	 	�� ���	8 ;	��	 &���	 �	 �����	 �	 �����	 �	 �����&������ ��� ��	�� ���
��7� ���������� �� ���&��	 ��������� �	 ���� 	� ���� �������:� &	� �	���7�	� ����	�$ /� 	M	��
6 ���� �	� ����� ��	��7�	� ����	� ��� ���	�� ���*��� GG�� �	� ����	� ���� ����	� �������	��	�
6 GG�$ ������	��� ���� �	 �� ������ �	� ���*��0 ���	������� ��� ��� �������� ���7� ����$
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�� �������� �	��� �
� ��� ����	��� �	
� ���	
��� ��� ��	��&��� ��	��������
��	� �
����	������� ��� ����	��� ���������� ��� �	�� ������������� �
 ��	��&��
��
���� '	��� ����	��� ���	�� �
� �� �		������	� ����� ��
� ����	��� �	�����
���������� ���� 
� ������� ������ 
�� ����	��� ��	�
��	������ #��&�� 
��
����	������	� �� ��
� ���������� �	������ A �
�� 
�� ����	�� � ���� �� �	����
��#� �����	�� ������	������	� �� ������ �� �	����#�����
1
 �����
 ��� ��#	������� ��	�
��	������� �� ��
� ������
��&������ ��� ��#	�
������� #�����"
��� �	
� ����	�
��	�� �� ��������� �� ������������	� ��������
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�� ������
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������ ���
���� �	
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� �	�������	�� �� ����#	������ #�����"
�
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����	������ �������� './1 %%� �� �����&�� �	�������	� ��� �� ������������
��	� �� './1 %% �
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� �	�&�� �� 4���� �� ���	��� �	�������	� ���
������
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 �����
 ��� ������#��� � ���� �� �	�����#�� �	
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������ �	����� �������� ��� �����
��� �	
� ��	�	�	�� ��	�� ������#��� "
�
�������� �� �	���� �� ������ ��� ����#�� ����� ����� *

7 �� �����&�� ������#�� 
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�
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���� ��� �����������

7 �� ���	��� ������#�� �� ���� �
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%��� ����� �	 *�	 ���'���������	� ����	 �����&'	 �	 ���������� 	�� &	����	 ��� �����3
�������� ���������'�	� ��������	� �����3��;	&��( U�FV$ .	� ���'��	� &�������	�� �� �����:�
&�������� �	���� �	 ����� �	� ����	� GG� &�� 	��	� ���� �����&���7�	�	�� ��	� ������	� ��
�����	�	�� �	 �����7�	� �����3��;	&��( �R ���� �	&'	�&'	 �� 	��	���	 �	 ���������$ "���
�������	� ��	L&�&��� �	� �������'�	� ��������	� ��������� �� ���*	�� ��&�����	� �� ��*	�3
��<&����� �������	� � ��� ��<��$ ���� �*��� ����� ������ ������������� �� �����������	 ���� ��
(���	 �	 ���7�	� 	� >�	� ��� ��	��	�� 	� &����	 �	 ��&�����	 ������� 	� �	� �����&��������
�	� �������'�	� ��������	� �����3��;	&��($ .	 &'�����	 &������	 ��	 ����	������� �������	
�	 �� ��*	���<&����� �������	 	� �� ���7�	 ������7�	 ���	��	 ������ ����� �����	 �����������3
���� �	 ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��( �������� �42� == U��V 	� ����&������ �	 ��
��*	���<&����� �������	 ���� �42� ==$

+������������ �	 ���'��	� �	 *�������	 ���� �	 &���	 �	 �������������� �����3��;	&��( �
����� ��� ������	 ���� &	��	 �'7�	$ ����� ��������	� ���� ����	� �	� �	&'	�&'	� ��&��	� ����
�	 &���	 �����3��;	&��( ���� �������	�$ +	 ��� 	�� �	 (���	 &�����	� ���������'�	 ��������	
	� �� ���'��	 �	 *�������	 �� �	�� ���� ���7�	 �	 &���������� 	� �	�0 �'��	�$

.	 &'�����	 	�� �������� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �� �	&���� �$� ����	��	 �	� ��M��	���
	�;	�0 	� ������ 6 ��<��� ���� �	 �� &��&	����� �	 ���'��	� &��������*	�$ .	��	 �	&����
����	��	 ����� �	� ��M��	��	� ��������	� �	 &���������� ��� ���� ����	� 	� &����	 ����
&	��	 �'7�	$ +� �	&���� �$� 	�� �����	 ��0 �������'�	� ��������	� ���� �������������� �����3
��;	&��( 	� ������	�� 6 �� ����	������� ���� ���*	�� ��&�����	� �� ��*	���<&����� �������	�
	� ��0 ����<&������ ��	 ���� �*��� �������	� 6 �42� ==$ %��� �� �	&���� �$�� �����	���
��������	� ���� �������&����� �	 ���'��	� �	 *�������	 ��� �	� 	��	���	� ���	���	��	�	��
"��	�� �������0 ���� ����	���	�$

�
� �������� �����������

+� ������� �	� ���'��	� �������	� ���� &	��	 �'7�	 	�����	�� ��	 ��������	 �	 &����3
������$ )�	 �	��	 ��������	 &������	 6 (���	 ���*����	� �����	��� 	������ 	��	���	$ %��� &	
��������'	� �	� 	������ ��� &�����	�� �� ���7�	 &��������( ���� ���	��	� S���'��	�T$
%�����	 ����� ��������� �	 ��(7�	 S��0 ���'��	�T ���� ���7�	 &��������(� �� ��	�� ��� 	0&��
����� �������	 �� �:�	 �������'�	 ������� �����	��� (���$ %��� &	��	 �	&����� ���� �������
�	� ����&����0 ������ ��� ��<����	�� ��	 �����&'	 &��������*	$ "��� ���� ����	����� �	�
�	�0 ��������	� ��� ���� �������	� ���� &	��	 �'7�	$
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@����A +� &���������� ���	�*�	�� ���& �7� ��	 �	�0 ���'��	� �� ����� ���*	�� :��	
��������	�$ =� ������ ����� ���������	� �� �&'���	 ����(��������� 	���	 �	� ���'��	�$ "���
&	��� �� (��� ��<��� ���� ��	� �	�� �	 (��� �� &������&����� 	� �	� &��������� �	��� �	���	��	�
�� &������&����� �	 ��&�	�&'	$
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���� ��� A =� ! � &���������� �7� ��	 ���� ���'���	 ������	� �� ����� �	�0 ���'��	�
���� �������	 �� �����7�	$ =� �	�� ����� ������ ��������	� �����	��� (��� ��	 �	��	 ���'��	
	� ������7�	$ %��� �	 ��	��	� &��� �������:� 	�� ��	0�����	� �	� �*�����	� &������	�����	�
�	� ���'��	�$ ������ ���� �	 &�� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	&
����������	 �	� ������	�� �� �	� �������'�	� ��������	� ���� ��	� ������� 6 �� �����	 ��3
��;	&��( �� �����7�	� �� 	�� &���� ������ �	 ���� ��� ����� �	� ���'��	� �	� ���� 	L&�&	�
���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ � ����*	��	� �	� �	&'	�&'	� �����
���� &����	� ���� :��	 	L&�&	� ���� �	 "�5 ���� �	�� ���������� 6 �������������� �����3
��;	&��( 	�� ���� ����&��	$ /� 	M	�� �����	�&	 ������	 	���	 �	 �����	��	� ��������� ��
����� �	 *�	 �	 �� �������&	 	��:&'	 �� ���	&���� �	 �� ���&'���	 �������� &������	 ����
�����	�*	����� �	 ��&�����	� �������	�����	� &���	 ������������ ��� �	�*	�� :��	 ��L&��	�
6 ��������	�$ =� 	�� ���& �����	����� �	 �	� (���	 &�����	�$ +�	0�&����� �������	 	� ������7�	
����	 ���'��	 �	�� �	��	���	� ��� 	0	���	� ��	0����	� �� ���� ����� �����	 �	 ���������
	� �� �	��� ����� �� �	 ����������	� ��	���&	 �	 �	&'	�&'	 ���� (�&����	� �� �	&'	�&'	$

'���� A %	�0 ���'��	� �	�*	�� &��������	� �	��� �����	 �&'���� �	 &������3
���� 
 �� &���������� &'�>��	� �� &���������� ��������	� �� &���������� ������7�	 	� �� &�3
��������� ���	�*���	$ .	� �����	 �&'���� ���� ��������� ���� �	� <���	� �$ 6 �$�$ %��� ��
&���������� &'�>��	� �� ��	��7�	 ���'��	 	�� 	0�&���	 ���� ��� �������� �� ��	 �����	 �	
��� �������� 	�� (����� 	� 	����	 6 �� �	&���	 ���'��	$ %��� �� &���������� ��������	� ��
�	&���	 ���'��	 	�� �������	 &���	 ����3������	 �	 �� ��	��7�	 ���'��	$ +��� �	 �� &�3
��������� ������7�	� �	� �	�0 ���'��	� ���� 	0�&���	� ����������	�� 	� �	�*	�� ���&'���	�
�	 ����(�������� 	� &���� �	 ����������$ /� �	��	� ������7�	�� �� ������ ���� ���7�	 	� >�	�$
/�<� ���� �� &���������� ���	�*���	� �	� �	�0 ���'��	� ��	0�&��	�� �����	�����	�� 	��
�� �	����� ��	 ���������	�� ���&&��	 �	 ���&'���	 ����(��������� 	���	 �	� �	�0 ���'��	�$
.	 �!�	 �	 &���������� �	 ��M��	�&�	 �	� ����	� ���	� �	 &���������� ��� �	 (��� ��	 �	�
���'��	� �	 &��������	�� ��� ���	&�	�	�� 	���	 	��	�$ %�����	 ����� 	��	 �	 �	�� ��� :��	
*�	 &���	 ��	 &���������� ��������	 &�� �� ���������	�� �	 �	�� ��	 �����	�(�&	 	���	
�	� ���'��	� 	� �����	�*�	�� ��� ���� �� ���������� �� �����7�	 ������$

.	� �!�	� �	 &���������� �	�*	�� �	 ���������	� 	� �	 &�����	� ���� ��	���	 	� &����	
�� ����	�&	 �	 ���� �	 �	�0 ���'��	�$ "��� ��<��� �	 ���7�	 &����	�� �� ��L� �	 ��<���
�	� ��������	� �	 &������&����� 	���	 �	� ���'��	� �	�0 6 �	�0$
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+� ����&����	 ��������	 &��������*	 �������	 ���� &	��	 �'7�	 	�� ��	 &���������� �	 �!�	
&'�>�� &��������� �	�0 ����	�� &'���	 ����	 &���	�������� 6 ��	 �	��	 ���'��	$ %�����
�� ��	��7�	 ����	� �� �������	 ��	 ���'��	 ���� ���	��� �� 	��	���	 ���	���	��	�	��
"��	�� ������� �	 ���� ��*	���<� �������	$ �� &���� �	 �� �	&���	 ����	� �� �	��	 �����3
����	� &	��	 ��	��7�	 �����0�������$ +� ���'��	 	����!�	 ������ &	��	 �'��	 �	 (�&����	
��� �������������� �	 �������0������� �� ����� �	 *�	 �	 �����	���<&������ &�	��363���	 �	 ��
&��*	��	�&	 *	�� �� (�����7�	 "��	��$ =� (��� &	�	����� *	���	� 6 �	 ��� ������	� �������0�3
������ 	� �	��	� �	 ��*	�����$
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��;	&��( ��� ���� ��	� ������� 6 &	��	 �?&'	 &�� ��� ���*����	�� ��� �	� ����������� 	� ��
�	�� (�&��	�	�� �	�� ��&�����	� �	� ��&�����	� ���� �������	� �� ��*	����� �	� 	��	���	�
�������$ +� �	&���	 �'��	 ������	 �	� ���'��	� �	 *�������	 ��� &'	�&'	�� 6 �������	�
����*���	��	�	�� �	� ��������� �	 ��	��	���	 ��	���<� ���� �	 �� ��	��7�	 �'��	$ %��� �	 &��
�� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� �� �	&���	 �'��	 	�� &��������	 ������
���� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	�$ .	�	������ �� ��������	 �	 &���������� �����
���&�<��	 �� �����7�	� 	��	 	�� ����	���	 	� ������ ���� �	 &'�����	 � ��� �����	 �� �����7�	
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�� ������ ���& �	 �����	��� ���'��	� ���	� ��� �	� �&'���� �	 &���������� ������7�	$ +	
��� �� �����������	 ��	�� ��� �&� ���&&����	� �� �	&'	�&'	 ���� ������	 �	� �	��� �	 &��&��
��&	�����	� ���� ���� �� �	��� ����� ���������	� �� ������� �	� ��������� ������	�$ %���
&	� ���*��0� ���� �*��� ����&����	�	�� 	0����� ������������� �	 ���7�	� 	� >�	� �*	& �	�
��������	� �	 &������&����� 	� ���	��0 	� ��������� �	� ��������	� �	 &������&�����
�!�&'���	�$
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+	 ��� ����	 ���'��	 �������������� �����3��;	&��( ���� �	 &�� ����	 �����&'	 � ���3
�	����� 	�� ���3�:�	 ��3��;	&��($ =� ������ 	� 	M	� �	 ����*	� ��	 �����0������� ��� ����
�	 ����	 ������� ����� ��	� 	� �	��	� �	 &��*	��	�&	 *	�� �	 (���� "��	�� ������� ���	�
�	��	� �	 ��*	���<&�����$ +	� �������'�	� �*�����������	�� 	� ������	�� �	� �������'�	�
��������	�� �	���	�� �����&���7�	�	�� ��	� ������� 6 &	��	 �?&'	 �� (��� ������ ���*����	��
��� ��	 ���������� �	 ���������$ .	��	 &���&���������	 �	�� �	��	� �	 ����*	� �����	���
��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� 	� ��	 �	��	 	0�&����� ����X� ��	 �����	���
	0�&������ �����	�����	� &���	 &�	�� �	 &�� ���� �	� ���'��	� &�������	�$ %�����	 �����
�	� �������'�	� �*�����������	� ���� ����� �M	&��� ��� �� (���	 	� ��� �� &��������� �	 ��
(�����7�	 "��	�� ��� ���� �	� �����7�	� ���� �	� ���'��	� �&�����	�$

+������:� �	� �������'�	� �*�����������	� ���� �������������� �����3��;	&��( � ��� ���3
���� ��� ,��	��	�� ���� �	� ����	� G�� U�HV� ���� &�	�� 4&'�M	� ��� ������� �� ��	��7�	
������	������� ���� �������'�	 ��������	 ���� �������������� �����3��;	&��( 	� GF� U�FV$
.	�	������ �	 ������	 &����>� �� �����:� ����������� �	���� �	 ����	� �	� ����	� GG� �*	&
������������ �	 �����	��� �	&'����	� 	� �����&������ ��������� �	� �����&'	� "��	��$ �&��	�3
�	�	��� �������:� ����� 6 &	� ���'��	� 	�� ��7� ��������� &���	 �	 �����	 �� �����&�����
�	 ��*�	� ������ 6 &	 ��;	� U��� �FV �� �	 �����	 ��������� �	 �����&������ �	 ���� �	��	
��(��	�&�	� ��� �� ���	 �	 .�	��� .�	���� ���� ��������	
�	
������	���∼
�����������
��� &������	 ���� �	 ��� 	����	�$

.�	��� .�	��� 	� ��$ U�FV ������	�� ��	 &�����<&����� �����	 	� �	�0 ����������� �	
���'��	�$ %��� �� ��	��7�	 ����������� ��� ����	�� ���� �	� �������'�	� �*�����������	�
��� ��	��	�� 	� &����	 �� ����	�&	 �	 �����	��� ��;	&��(� ��� �	� �����&'	� �&�����	� ��
�	� �����&'	� ��� �&�����	� 	� ��� "��	��$ +	� ���'��	� �	 ��	��7�	 ���������� &��3
��	��	�� ����� �	� ��	��7�	� ����	� ��������� �	� �����&'	� "��	�� 
 ���	 ���P��� "��	��
UH�V� #����3��;	&��*	 2	�	��& �������'� C#�2�D U��V� ����������	� 4������ 2	�	��& ��3
�����'� C�42�D U��V� ��&'	�3"��	�� 2	�	��& �������'� C�"2�D UF�� F�V 	� �"2� � U�HV$
+	� ���'��	� �	 �	&���	 ���������� ������	�� ����	� �	� �����&'	� "��	��$ /��	� �	 ��M�3
�	�&�	�� �	� ���'��	� �	 ��	��7�	 ���������� ��� ����&������ �	 ����������� �	&������	� 	�
�	 ���'��	� �*��&�	� ���� �� ���������� �	 ��������� ��� ���� 6 �� (��� ���3������	� 	�
���(�����	�� ���������	�$ "���� &	� ���'��	�� �� �	�� &��	� 
 "��	�� ��&'�*	� /*�������
4����	�! C"�/4D UG�V� "��	�� ��&'�*	� /�*	���	3���	� 4	�	&���� �������'� C"/4�D U��V�
"��	�� /�*	���	3���	� 4	�	&���� �������'�3== C"/4�3==D U��V� 4��	���' "��	�� /*������3
���! �������'� C4"/�D UH�V� 4��	���' "��	�� /*���������! �������'� � C4"/��D UH�V�
����������	� 4������ 2	�	��& �������'� == C�42� ==D U��V� #����3��;	&��*	 #	��! 2	3
�	��& �������'� C#�#2�D U��V� #����3��;	&��*	 #	��! 2	�	��& �������'� == C#�#2�
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.	��	 �	&���� �	 &��&	���	 ��� ������������ �	� �������'�	� ��������	� 6 ��������������
�����3��;	&��( 6 �����	 �������&'	� "��	��$ /��	 	�� ��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �	�
����&����0 ��&�����	� ���� �	� �������'�	� ��������	� ���� ���� ������� ��&����$ ����
��������� 	�����	 �� ���*	�� ��&�����	 ���� (�*����	� �� ��*	���<&����� ���� �	� ����3
���'�	� ��������	� 
 �� ��*	���<&����� �������	$ )� ���7�	 	� >�	� �	 ������ ��� &	 ��&�����	
	�� ����� ��<��$ "���� ���������'�	 ��������	 &�������	 �42� == 	�� ����	���$ ���� �*���
����<� &	� �������'�	 �� ���*	�� �	 �	�0 �����&'	�$ +� ��	��7�	 �����&'	 &������	 	� ��
��������������� �	 �42� == 6 �����	 ���� ���7�	 	� >�	�$ +��� �	 �� �	&���	 �����&'	� ����
�*��� ����<� �42� == ���� ��� ��&���	 �	 ��&�����	 �	 ��*	���<&����� �������	$

����� )!�����	
� ��� �����	������� 	��������
����

)� �������'�	 ��������	 �	�� �	 ��&�����	� �	��� �	� ��M��	��	� ����	� �����	� ����
�� <���	 �$� 
 ������������ �	� �������'�	� ��������	� 6 �������������� �����3��;	&��( �	 (���
����&����	�	�� �� ��*	�� �	 ������	 ���*�������� �	 ��	L&�&��� ����	 �������� ��� 	�� �����
��*���	 	� �	�0 ����	� 
 �*�������� �	 ��	L&�&��� �	 �� �������� 	� �	��	� �	 &��*	��	�&	
	� �*�������� �	 ��	L&�&��� �	 �� �������� 	� �	��	� �	 ��*	���<&�����$ +	 �&'��� �	 ����3
�����'�	 ��������	 �*	& �;��� �	 &	� �'��	� 	�� �	����	��� ���� �� <���	 �$�$ +�����	 �$�
&���	����� �� &��&�� �	 ��	L&�&��� ��� ������� 6 �� &��*	��	�&	 	� ������	 �$� &���	�����
�� &��&�� �	 �� ��*	����� �	 �� ��������$ +	� ����&����0 ��&�����	� 	����!�� ���� &	� �?&'	�
���� ����	���� ���� �	� ����3�	&����� ��� ���*	��$ =� 	�� 6 ���	� ��	 �	��� �	� ��&�����	�
	����!��� �� 	�� �������	 �����	��� �	�0 	L&�&���� ��M��	��	� ���� ��	 �:�	 �������� 
 ��	
���� �� &��*	��	�&	� ������	 ���� �� ��*	���<&�����$ =� 	�� ����� ��&	�����	 �	 ��	���	 	�
&����	 &	 (��� ���� �� �'��	 �	 ���	&���� ��������� ������ �	 &�����	� �	�0 ���������$ )�
����	 ��&�����	� ���������	� 	�� ����	��� ���� �� ����3�	&���� �$�$$�$
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���� �$� [ /���	� ���� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��($

�/�/
/
 ����������� �� �!�B	�	���

+����	 �	 &��&��	� ��	L&�&��� ���� ����*��� 	� ��������� �� �������&	 "��	�� � ��� ��3
�������	 ��� 2����	�� UH�V$ /� �������� �� ����	 ����� �� ���� �	 ������*���$ "����	���
�����&'	� ��� ��� �������	� ���� ������	� �� ���� ��0 ��M��	��	� ���������$ +� ��	��7�	
�	&'����	 &������	 6 �������	� 6 &'���	 �������� �� ���� �	 �������&	 ��� &���	����� ��
�����	 �	 ��������� ���� �� ���������� ��� �����	 ������*���$ +	 ���� ���� ����*��� 	��
����� ���� �� �����	 ������*���� �	 �� ���������� ��� �	 �����	 ���� ��$ .	��	 �	&'����	
	�� ������	�� 	����!�	 ��� ���������'�	 �	 -���	&� 	� -�	����� U��V$

)�	 ����	 ����������� 	�� ���������	� ��	 ���(���	�� �	 �������&	$ =� ������ �	 ��*��	�
�� ���������� 	� �����	��� (����� 	� �	 ���� ����	 �������� &���	����� 6 �� ���(���	�� ��
(���� ����	� 	��	 �������	��$ +	 ���� ���� ����*��� 	�� &��&��� ��� ���������'�	 ���*���$ +	�
����*���� ���3������� �	 �� ���������� �	E��*	�� �	 ����  	� (���	�� ��	��	���	 E1$ +	�
����*���� ��� �	 ���� ������� ��	 ��� �	� ��������� �	 E1 �	E��*	�� �	 ���� � 	� (���	��
��	��	���	 E2$ %	 ����7�	 �������	� �� ����*��� �	 �	E��� �	 ���� k ��	 ���� 	�� ������
��� �	� ����*���� �	 �� ���������� ������	���� 6 ��	��	���	 E1 ∪ E2 ∪ · · · ∪ Ek−1$ .	��	
��������	 	�� ������	�� �������	 ���� ���������'�	 �42� == U��V$

)�	 �	���7�	 ������������ �	 &����	 �	 �������&	� &������	 6 &����	� �	 �����	 �	
��������� ����� ����*��� �����	$ .	��	 �	���	 �	 ����	 ��� ���� �	 ����	 ��	 ��(��������
��� ��	L&�&��� �	 �� �������� 	� ���� :��	 �������	� 6 �������� �	 &	 ��� 	�� (��� ���� 4"/� 	�
4"/� � UH�� H�V� 	� &��;��&���� �*	& ��	 ����	 �	&'����	$

+	� ��M��	��	� �	&'����	� ���� ��������	� ���� �� <���	 �$H$ +	�� �����:�� ��� ������� 6
�	� ���'��	� �&�����	� �� ����	�� 	�� ���	��	� �	��	��	�� ���*���	� ��	L&�&��� ����	 ��������
��� ������� 6 ���� ��	��	���	 �	 �� ���������� 	� ���	��	� �	 ���� ��� �M	&��	� ��� �� (���	
�� �� &��������� �	 �� (�����7�	 "��	��$

�/�/
/� ������������ �� �� ���������

+	� ���'��	� ����	���	� ���&��	��	�� �	��	�� 6 (�*����	� �� &��*	��	�&	 *	�� �	 (����
"��	�� ������� 	� �*�����	��� �	� ����*���� ��� ���� �	� �� ��� �������$ .	�	������ &	�
���'��	� �	 ���� ��� &�����	� �	 �������� ��	 �������0������� ���	��	 �	�� �	 ����	 ���3
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���� �$H [ ����������� �	 ��	L&�&��� ���� ����� �	 *�	 "��	��$

���� 	� �	��	� �	 ��*	���<&�����$ ������ �	� �������'�	� ��������	� ��&�����	�� �	� ���'��	�
��� �*���	�� �� ��*	����� ����	 �������� ��� ������� ��0 ����	� ��������� �	 �� ����������$
+	� ��M��	��	� �����&'	� ��	��	�� 	� &����	 ��	 ������ �	 *�������	 ����� 	�� �������	
�	 ��<��� �	 ����� ����7�	� ��M��	��	�$ .���	 ������� ��� ]��8�	� 	� ��$ UH�V� �	� �����
&�������	� ���� ����	� ��� &	��	� �������	� 	� 	��������� �	 �	����� ����������	 U��V$

+	� ���'��	� 6 ��!�� ��<����	�� �	 *�������	 ����	 �������� i ��� ������� 6 ��	 (��&����
K ��� ��	�� 	� �����7��	 �� ������&	 	���	 �� �������� 	� ��	 ����	 ��������$ %���	 ����7�	
�������	� �	� ������&	� dij 	���	 i 	� �	� ����	� ������ j ���� &��&���	� 	� �� ����	 �	�
K(dij) 	M	&���	$ .	��	 ����	 �	����	��	 �� �	����� 	�����	 ������ �	 ������*��� i$ +	
<��	�� �'����� UH�V� ������� ������	�� ���� #�2� U��V� �42� U��V 	� �"2� UF�V� 	��
&	�����	�	�� �� �	&'����	 �� ���� ��������	 ���� �	� �������'�	� �*�����������	�$

+	� �	&'����	� �	 *����� �	 ���� ���&'	 &��&��	�� �� ������&	 	���	 �� ����� ����� 	�
��� k��� *����� �	 ���� ���&'	 ���� 	����	� �� �	����� ���� ��� *�������	$ .	��	 �	&'����	
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���� �$F [ =����������� �	� �	&'����	� �	 ����	�*����� �	 �� ��*	�����$

� ������	�� ��� �������	 ���� 4"/�� UH�V$

)�	 ������7�	 &�������	 ������	 �	� '���������	�$ %��� &	��	 �	&'����	� ��	���&	 	��
��*��� 	� *�������	� ��� ��	 '!�	������	$ +� �	����� ������ ����	 �������� 	�� 	�����	 ���
�	 �����	 �	 ��������� �	 ����*��� ���� �� �:�	 &��	 �	 �� �����	$ .	��	 �	&'����	 � ���
	����!�	 ���� "�/4 UG�V$

+	� ��M��	��	� �����&'	� ���� ��������	� ���� �� <���	 �$F$ "��� ����	� &	� ���'��	��
�� 	�� ��&	�����	 �	 ��<��� ��	 �������	 ��� �	�� :��	 &��&���	 ��� �	 �����!�	 	���� �	
�'����!�	 ���� ��	���&	 ��&������	� 	���� ���� ��	���&	 �	� ��;	&��(�$

�/�/
/� 3������

+��������	 &������	 6 ����	� �	� �	���	��	� ��������� �	�&�����	� �� &���� �	 �� �	&'	�&'	$
4� &	�� �	�� :��	 (��� ���	&�	�	�� ���� �� ���������� ����&����	 &���	 ���� �42� ==
U��V� �	 ���� ���*	�� ��	 ���������� �	&������	� ���	��	 ��&'�*	� 	�� �;����	 6 ���������'�	
��������	$ 4�� ��	��	� �X�	 &������	 6 �*��	� ��	 �	� ��������� ���3������	� ����*�	� ���� �	
�� �	&'	�&'	 �	 ���	�� �	���	� 6 &���	 �	 �� �����	 ���&'������	 �	� �������'�	� ��������	�$
)�	 ����	 ����������� �	 &	��	 ��&'�*	 	�� ������������� �	 ��������� �	 ����&'�*	 ���� �� �'��	
�	 ���	&����$ .	��	 ���'��	 �	��	� ��	 ������������ �	 �� &��*	��	�&	 *	�� �� (�����7�	
"��	��$

%� (��� �	 �� ���������� 	� ������	 	� �� &�J� �	 �����	���&	 �	 ����&'�*	� �� �	�� �	
��� :��	 �������	 �	 ����	� ����	� �	� ��������� ���3������	� ����*�	�$ "����	��� ��������	��
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��	���� 	� &����	 �� �������&	 	� �� ��*	������ ��� ��� �������	� ���� ������	 �� �����	 �	
����&'�*	 ���� �	���	 ����(�������� �����	�����	$

�����  � ��-
���������� !������


%����� ����	 ����	 ��� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����3
������	 �	� ������	�� �� 	�� ������ ��	 �	 ��&�����	 �	 ��*	���<&����� �������� �������� �	
<��	�� �'����� UH�V� ������� ��� &�����	 �	 ��*	���<	� ��L����	�� �� �	&'	�&'	 ���� ��	
���������'�	 ��������	 �����	 �����	� �	� ��������� �	 ����	 ������� ��� ������� 6 ����;	&3
��( �	 ������������ �	 �� �����	�� ���&����	$ =� � ��� &������� ��	 ���������'�	 ���� ��
�����7�	 �	 I�Q�'�� ��3��;	&��( ������� ��� ����� 	� ��$ U��V ������ �� "�5/� �	�� 6
&��*	��	� ����������	�� *	�� ��	 8��	 ���&�<��	 �	 ��	���&	 �	 �	&'	�&'	$ +� <���	 �$G
�������	 �	� ��������� ���	��� ��� �	�0 �	�&'���P� �������� ���� �	 �����7�	 ���������3
���� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ .	�� �	���	 :��	 �J �� (��� ��	 ���������'�	 ��������	 �*��	
��	0����	� ��	���&	 �	� ��;	&��(� 	� ���	&���� �	 ����;	&��( �	 ���� ��� 6 �������	�$

"��� ����	�*	� 	� �������	� �� ��*	���<&����� ���� �� ���� �	 �� �	&'	�&'	� �� ���*	��
��&�����	� ��� �	�� ��������	� 	� &������������ �*	& �� ��&�����	 �������� �	� ��	 �	
<��	�� �'������ 	�� ������� 
 �� ��*	���<&����� �������	$ .	��	 �	&'����	 	�� �������	 �	
���������	 
 �	� ��&'�*	� ���������	��	� ���� �����	��	� 	� �	� ��������� �	 &	� ��&'�*	�
���� �������	� 6 &'���	 ���������� ������ �� �'��	 �	 �	&����������$ +	� ��&'�*	� ���&P	��
�	� ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ��������� ��;	&��( 	�� ��0����� �� ��	� ��:��	
��������$ 4��� S(A) ��	��	���	 �	� ��������� ����*�	� ��� �� �������'�	 A 	� k ������&	 �	
�� (��&���� ��;	&��( ��� 	�� ��0�����	$ +�������	�� �	 �������&	 �k 	�� ����� ��<�� �	 ��
����7�	 ���*���	 


∀y, z ∈ S(A), y ≺k z ⇐⇒(∀i ∈ {1 . . . n} \ {k}, fi(y) ≤ fi(z))
∧ (fk(y) ≥ fk(z))
∧ ((∃i ∈ {1 . . . n} \ {k}, fi(y) < fi(z))

∨ (fk(y) > fk(z)))

�� � ����� Ak = {s ∈ S(A)|∀s′ ∈ S(A), s′ ��k s}� �*	& k = 1, . . . , n$ Ak 	�� ���& ����&'�*	
�	 ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ������	 �	 k��� ��;	&��( 	�� ��0����� ����X�
��	 ��������$ +� ���	 6 ;��� 	� ������������� �	� ��������� �	 ����*��� ���� �	� ��&'�*	�
�������	�����	� �	 �!�	 Ak ���	��	�� �	 �� ���'��	 ��<��	 ��� �	 &��&	��	��$ �� ��<���
�0 &���	 ��������	�� �	 �������&	 &�������	 	� A0 &���	����� 6 ����&'�*	 �������� ��
6 ��	��	���	 �	 ��������� �!��� �	 �:�	 �X�	 ���� �� ���'��	 �������	 Z ��� 	0	���	� ��
���'��	 �42� == �	 ����7�	 ��� ����&'�*	 �����	�	�� ���	 	� &	 ���� �	� ����*���� �	
����  �	 �� ���������� ��� ;��	�� &	 �X�	$ +	� (�����7�	� "��	�� &���	��������	� ��0
��M��	��	� ��&'�*	� ���� �	 &�� ��3��;	&��( ���� ��������	� ���� �� <���	 �$�$ � ��������
�	 &	 ��� �	�� :��	 (��� ���� ���������	� �	� ��������� �	� ���*	��	� ��&'�*	� ���� �������	�
������ �� �'��	 �	 �	&���������� �	 ���������'�	 ��������	 6 &'���	 ����������$ +	 �X�	
�	 &	� ��������� 	�� �������	� ���������'�	 *	�� �	� 8��	� ��	0�����	� 	� ���*��	� ����� ��	
&��*	��	�&	 ���������	 *	�� &	�����	� 8��	� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�$

%	� �	��� ��� ������ ��	 �������� 	�� ������	 �� ����	� �	� ���*	��	� ��&'�*	� ����
��&���	� ���� �	 �:�	 �������'�	 ��������	$ %�����	 ����� �	� ��������� ����	��	� ���� �	�
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���� �$G [ /��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� ������ ��� �� �2 �����3��;	&��( ����3
���� 	� �� �������� ����*�	 ��� ����,���	 ���� �	�0 �	�&'���P�$
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���� �$� [ -�����7�	� "��	�� &���	��������	� ��0 ��M��	��	� ��&'�*	� �	 �� ��*	���<&�����
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n

���� �$ [ #��7�	 &��������( �	 ���	 ���� �� ��*	���<&����� �������	 3 �� ����&���	 ������	
��	�� ��� ������	 ���� �	 ��� ���&��&�� �� <���	$

��&'�*	� �������	�����	� ���*	�� ���	�*	��� ������ �� �'��	 �	 �	&���������� 	� �� ��	�� ���
	�*����	���	 ��������	� �� ���� ����� �����	 ����&'�*	�� &	 ��� 	�� �	 &�� ���� �	� �����7�	�
&��������� ���� �	 �	�0 ��;	&��(�$ ������ �	� ��M��	��	� ��&'�*	� ��� ��� �������	� 	���	
�����	��� �	&'	�&'	� ��� &���7�	�� 6 ���*	�� �� ���7�	 	� >�	�$ %��� �	 &�� ������� �*	& n
��;	&��(�� �	 ���7�	 	� >�	� 	�� &������ �	 n >�	� &���	�������� &'�&��	 6 �� �������'�	
��������	$ )�	 >�	 	�� ����	 Ik$ .'���	 >�	 Ik ����7�	 �	�0 �!�	� ����&'�*	 
 A0 	� Ak$ �
���	�*���	� ������	��� Ik 	�*��	 ��� ��&'�*	 A0 6 �	� �	�0 *�����	� Ik−1 	� Ik+1$ +� ��������	
�	 &������&����� ����� ������	� �	� &��&��� ��� k �	 (��� ������ n$ .	 ���7�	 &��������(
	� �� ��������	 �	 &������&����� ���� ��������� ���� �� <���	 �$$ "��� ��	 ����(��������
�&'����	 ��� �� ����&� ��� �	 ������	�	�� �	 ���������'�	 ��������	� �� (��� ��	 �� ��������	
�������	 	����!�	 ���*��� ������������� �	 ��������� �	 A0 ������ �� �'��	 �	 �	&����������$
������ �� �� &�����7�	 ��	 �	� ��&'�*	� A0 �	����	��	�� ���*��&�	 �	 ���������'�	 ��������	
	� �	��	� �	 &��*	��	�&	� &	� �&'���	 �	��	� ���*��	� �����	 �	� >�	� �	 ���� ������&�	 ���
�	� ����	� �� ����� �	 *�	 �	 �� &��*	��	�&	$
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���� �$� [ #��7�	 &��������( �	 ���	 ���� �� ��*	���<&����� �������	 3 �� ����&���	 ������	
��	�� ��� ������	 ���� �	 ��� ���&��&�� �� <���	$

����� �+�
����� �������
 �
 �� ��-
���������� !������


+	 ���7�	 &��������( ��&��� ���&��	��	�� (���	 �� �����	 ����	�����	 ���� ���7�	 	�
>�	� ���� ������� ������� ���� �	�(��&	� ������&� �	 �� ��*	���<&����� �������	 	� �������	� �	�
��������� 	� �	��	� �	 ��*	���<&����� 	� �	 &��*	��	�&	$ +� ��������������� ��	�� ��� �������	
���� �&&����	� �	� �	��� �	 &��&�� ���� ���� ��	���<	� �� ���� ����� �����	 �	 ��������� 	�
�� �	��� �����$ +	 ���*	�� ���7�	 	� >�	� 	�� �������� ���� �� <���	 �$�$ )�	 >�	 	�� �����
����	 Ii

j$ .	�� �����<	 ���	��	 �������	�� 6 �� i��� �����	 	� ��	 ��� ��&'�*	 �������	�����	

	�� �	 �!�	 Aj $ +�>�	 Ii
j 	�*��	 ��� ��&'�*	 A0 6 ���� �	� *������ 
 Ii

j−1� Ii
j+1� Ii−1

j 	� Ii+1
j $

"�� &����	� 	��	 �	 &��������	 ��� ��&'�*	 Aj ���6 �	� *�����	� ��������	���� ��� 6 ��
�:�	 �����	� &�	��363���	 Ii−1

j 	� Ii+1
j $ %� (��� �	 �� ����&���	 ������	 �	 �� ��������	 �	

&������&������ �	� &��&��� ��� i 	� j ���� 	M	&���� ������ n$

����� ��!�
������� �
 ����*�����	
 /�0� 11

�42� == � ��� ������� ��� %	� 	� ��$ U��V ���� �������	 ��0 &������	� ��� �*��	�� ���
(���	� 6 �42� U��V$ �42� == (��&�����	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �� ���������� Rt� �R
t 	�� �	 ������ �	 �� ���������� &������	� 	�� ��*���	 	� �	�0 ����3����������� Pt 	� Qt$
+	� �����	� �	 Pt 	� Qt ���� ����	� 6 N 	� �� �����	 �	 Rt 	�� ���& 2N $ +� ����3����������
Pt &���	����� ��0 ���	��� 	� Qt ��0 	�(���� ���7� �� �'��	 �	 �	&����������$ ���� ������
�����	���� ����	��	� �	� ����&����	� ����	� ����	 ���������� �	 �42� ==$ +	� ��&�����	�
	����!�� ������ &	��	 ����������� &���	 �� ������&	 �	 &��Q����� ���� 	0������� ��� ��
����	$ +	� ����&����	� ����	� ����	 ���������� t �	 ���������'�	 ���� 


3���� 
 .�����	� �	� ����������� �	 ���	��� 	� ��	�(���� 	� &��	� Rt = Pt∪Qt$ �������	�



��

Pt

Qt

Rt

F1

F2

F3

Tri
non dominé

Tri sur
la distance de

crowding

Rejetés

Pt+1

���� �$� [ +��������'�	 �*�����������	 �42� ==$

�� ��� ���3������ ��� Rt 	� ��	���<	� �	� ��M��	��� (����� Fi, i = 1, . . . , 	�&$
3���� � .��	� ��	 ���*	��	 ���������� Pt+1 = ∅$ =��������	� i = 1$ ���� ��	 |Pt+1|+|Fi| <

N � �� (��� Pt+1 = Pt+1 ∪ Fi 	� i = i + 1$
3���� � +�����	 ����	� �	� ��������� �	 Fi �	 �	�*	�� :��	 �������	� 6 Pt+1� �� (��� ��

��� ��� �	� ������&	� �	 &��Q���� 	� �� ��&��� 6 Pt+1 �	� N − |Pt+1| ��������� �	� ����
���������	� 	� ��������� �� ������&	 �	 &��Q���� ���� ��	��	���	 Fi$

3���� $ .��	� �� ���������� ��	�(���� Qt+1 6 ������ �	 Pt+1 	� ��������� �� ���	&���� ���
������� 6 ���	 �	 &��Q���� 	� �	� ������	��� ��������	�$

+	 ������	�	�� ����	 ���������� 	�� ������ ���� �� <���	 �$�$

%��� ������	 � �	 ��� ���3������ ������	 �� ������ �	 ���(���	�� �	 �������&	$ +	�
������&	� �	 &��Q���� �	 ������	 � �	��	��	�� ���������	� �� ��*	����� �	 ��	��	���	 ������
������ �� �	&'	�&'	$ .	��	 �	���	 ����	 ��	��������� �	 �� �	����� �	 ��������� 	��������
��	 �������� s ���� �� ����������$ .	��	 �	����� 	�� �����	 ��� ��	 �����0������� ��
�����7��	 �� &���W� (���� ��� �	� *������ ������	���� �� �:�	 	��	���	 Fi �	� ����
���&'	� �	 s C&($ <���	 �$�D$ +� ������&	 �	 &��Q���� �	� ��������� ���� 	��	���	 Fi

����� �	 &��&��	 ��� ���������'�	 �$$

+� ���	&���� ��� ������� �	 ������	 � (��&�����	 �	 �� ����7�	 ���*���	$ )� ����*���
i ����7�	 �	�0 ��������� 
 ��� ���� ri ����� ��� �	 ��� ���3������ 	� ��	 ������&	 �	
&��Q���� di$ )�	 �������� i ����	 �	 ������� &����	 �� ����*��� j �� ����	 �	� &���������
���*���	� 	�� *���	 


$ ri < rj

�$ ri = rj 	� di > dj $

+� ��	��7�	 &�������� �����	 ��	 �� �������� &'����	 �������	�� 6 �� �	���	�� 	��	���	 ���3
������$ /� &�� ���������� �� �	&���	 &�������� �	��	� �	 &'����� �� �������� ��� ������	 �	
���� �	 ��*	���<&�����$



��

��������� �/
 .��&�� �	 �� ������&	 �	 &��Q����$

l = |Fi|
���� ���� ��;	&��( m �����
���	� Fi ��� ������� ��0 *��	��� �	 ����;	&��( fm ��� ����	 ��&��������$ �� ����	��
����� �	 *	&�	�� ������&	� ����� Im$

.� ����
dIm

1
= dIm

l
= ∞

���� j = 2, . . . , l − 1 �����

dIm
j

=
fm(sIm

j+1
)−fm(sIm

j−1
)

fmax
m −fmin

m

.� ����

f1

f2

S

Cuboïd

���� �$� [ .��&�� �	 �� ������&	 �	 &��Q����$

+� �������� �	 �42� == 	�� ��	��	���	 �	� ��������� ���3������	� �	 �� ���������� <3
���	$ .	�	������ �� �	 �����	 �	 ��������� "��	�� �������	� 	�� ���� ����� ��	 N � &	�����	�
�	 &	� ��������� �	���� �	���	� ���� �	 �� �	&'	�&'	$ "��� ����	� 6 &	 �����7�	� ��	 ��&'�*	
� ��� �;����	 	� �	��	� �	 &���	�*	� ��	��	���	 �	� ��������� ���	���	��	�	�� "��	�� ��3
�����	� ����*�	� �� &���� �	 ��	0�&����� �	 ���������'�	$ .	��	 ��&'�*	 ��	�� �������	 ��	
���� �� ��� �	 ���&P��	 	� �	� ��������� ��� ��! ����*	�� �	 ���� ;����� �������	� ������ �	
������	�	�� �	 ���������'�	$ .�	�� ������	�� �	 &�� ������	 ���� �;���	 �� ��*	���<&�����
�������	 6 �42� == &���	 &	�� 	�� ����	��� &�3�	�����$

����$ �+�
����� �
 /�0� 11 
� 	����
 
� .�
�

"��� �������	� �	� ��������� ���	��� �*	& �42� ==� ���� ���*��� ������� �� �	�� ����
���7�	 	� >�	�$ +	 ���7�	 	�� &�������� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 &'���	 >�	 &���	����� 6
��	 ������&������ �	 �42� ==$ +	 ���	�� �	 &������&����� 	�� 	� (���	 �����	��� &'���	
>�	 �!��� �	�0 *������$ )�	 >�	 	�*��	 �	 ����(�������� 6 �	� �	�0 *�����	� 6 ���	�*���	�
������	�� 	� �	��	� �	 �����������$ +� �'��	 ���&'���	 � ��	� 	���	 �� �'��	 �	 ���	&����
	� �� �'��	 �	 �	&����������$ %� (��� �	 �� ��������	 �	 &������&������ ��	 >�	 �	E��� �	
����(�������� 	� �:�	 �	��� ���	��	 	� 	�*��	$ +	� &��&��� �����	� 6 ��	 >�	 �	 �	��	��	��
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Q

P

���� �$� [ /0�	����� �	 �42� == 	� ���7�	 	� >�	�$

��	 �������	��	 � �	E� �	� ��(��������� 	� ���*	���&	 �	 �	� �	�0 *�����	�$

=� �	��	 �����	���� 6 ��&���	 ����(�������� 	�*�!�	 ��� ��	 >�	 	� �� (�E�� ���� 	��	
���7��	 ����(�������� �	E�	 ���� ��� 	0�&�����$ )�	 >�	 	�*��	 6 �	� �	�0 *�����	� �	� N

2
�	���	��	� ��������� �	 �� ����������$ .�	��363���	 �	� N

2 ��	��7�	� ��������� �	 Pt ���7�
�����&����� �� ��� ���3������ 	� �� ��� ��� �	 &��Q����$ %	 �� �:�	 ����7�	� ��	 >�	
�	E��� ���& �	�0 (��� N

2 ���������$ +	� ��������� �	E�	� �	����&	�� &	��	� �	 Qt ��� �	���	��
�	 ����	 (�E�� �	���	� ���� �	 �� ���&'���	 �'��	 �	 �	&����������$ �*��� �� �'��	 �	
�	&����������� �	 ���*	��0 ���� �	 �������&	 	� �	 &��Q���� ���� 	M	&���� ��� �� ���*	��	
���������� ����� ���	��	$ +� <���	 �$� �������	 �	� &������&������ ���� �	 &�� �R �����	
>�	� ���� �������	�$
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+	 ��� �	&'	�&'� �&� 	�� ���;���	� �� �	����� �	� ��&'�*	� �������	�����	� 	� ����<���
�42� == �	 ����� �������	$ .���	 ������� ���&��	��	��� �� �	�� :��	 �	������ ��	
�42� == ��������	 ��� ����&'�*	 �������� �	 �!�	 A0 	� ��	 &�	�� �� ���������� ����&����	 ���
�����	 �� ���*	����	 �	� ��������� ��� ������	�$ +������&����� �	 �� ��*	���<&����� �������	 6
�42� == &������	 ���& 6 �;���	� ��	 ��&'�*	 ��� >�	$ .	��	 ��&'�*	 ���	�*�	�� ���� �� �'��	
�	 �	&���������� 
 k ����*���� ���� &'����� ����� �	� ����*���� �	 ����*��� ���� ����&'�*	
	� (���	�� ��	��	���	 Ct$ /�����	� �� �'��	 �	 �	&���������� �	 ����	 ������	�	�� ���(
	� &	 ��� &��&	��	 �	 ������� �	 ���	&���� �	� ���	���$ �� &'����� �� '����� �	�0 ���	���
pa1 	� pa2 ����� �	� ��������� �	 Pt∪Ct$ 4� ���� pa1 ���� pa2 �������	�� 6 Ct� ������*��� ���
����	 �	 ������� 	�� &	��� ���*	���� �	 Ct$ 4� �	� �	�0 ��������� �������	��	�� 6 Ct� �� 	�
&'����� ��	 �	 ����7�	 ��������	$ 4� ��&��	 �	� �	�0 ��������� ���������	�� 6 Ct� �� ������	
�	 ������� &�������	 �	 �42� ==$ +	� ��&'�*	� ���� ���	� 6 ;��� ���7� &'���	 �'��	 �	
�	&���������� Z �� 	���!	 ����&���	 ���� ����&'�*	 �	� ����*���� ������� ������ &	��	 �'��	$

+� ��������	 ���&'���	 ����(�������� 	�� �� �:�	 ��	 &	��	 ��<��	 	� �$�$�$ .	�	������
&���	 ���� &	 ���7�	 ��	 >�	 ����7�	 �����	 *�����	�� 	��	 &��������	 6 �	� *�����	� �	�
N
4 �	���	��	� ��������� �	 P ���7� �����&����� �� ��� ���3������ 	� �� ��� ��� �� ������&	
�	 &��Q����$ ����� ��	 >�	 �	E��� �����	 (��� N

4 ��������� ��� *�	��	�� �	����&	� &	��	� �	
Q$ =� 	0���	 �	� &�� �����&���	��$ %��� �	 &�� ��3��;	&��(� ��	 �����	 ����	�����	 ��	�� (����	
��	 �	 �	�0 �������'�	� ��������	�$ %��&� ��	 �	� >�	� �	&	*���� �	�0 (��� �	� N

4 �	���	��	�
��������� �	 �� ���������� P �	 �� �	&���	 >�	$ .	 &�� ��	�� ��� ��7� �����	����� 	� �� ����<	
����� �� ��������	 ���� �����	 >�	 	�*��	 �	� N

2 �	���	��	� ��������� �	 �� ���������� P 6 ��
*�����	$ +	 �:�	 &�� �	 <���	 �	�� �	 �������	 	���	 �	�0 >�	� �	 �	 ����*��� ��� ���� ��
�:�	 �����	 ����	�����	 �� �	 ���7�	 ������	��� �	 &������	 ��	 �	�0 �����	�$

�
� �������� �� ������#� ���� ������������� �����+�$-�����

.	��	 �	&���� �����	 �	 �������&����� �	 ���'��	� �	 *�������	 ��� �	� 	��	���	� ���	�3
��	��	�	�� "��	�� �������0$ +	� ���'��	� �	 *�������	 �	�*	�� :��	 �������	� ���� �����	�
�� 	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� U��� �� HH� G�V �� ���� :��	 '!�����	� �*	&
������	� ���'��	� U� ��� F�� F�V$ +����	 ���� �	� �����&'	� �������	� &�3�	����� ��	�� ���
�	 &��	� �� 	��	���	 6 ������ �	 ��	� ���� ���������	� �	� �	&'	�&'	� ��� �	� ��������� ����
	��	���	 ��*	���<� ������ ��� ��	 ��	��7�	 ���'��	 	� �	 ���������	� ��� �	� ���'��	�
�	 *�������	$

+	� ��M��	��	� ��������	� �������	� ���*����	�� ��� �	 ����&��	 ���*��� 
 ��	 ���'��	 �	
*�������	 	�� ��������	 ��� �� ����3	��	���	 �	����	�����( �	 �������0������� (�����	 ��
��� ����	� �	� ��������� �	 �������0������� �	 ������$ %��� �� ��<������ �	 ��������	 ����
&	 �!�	 �������&'	� ����� ������ ���*	�� :��	 ���� 	� &����	 


[ =� (��� ����	� �	� ���'��	� ���� ��	 &	� �	���7�	� &��*	��	�� *	�� �� (�����7�	 "��	��$
+� ������� �	� ����	� ������� ��� �������&����� �	 ���'��	� �	 *�������	 ������	��
�	� �����������$ +	� ����� ���� &'����� ���� 	� ��	���� 	� &����	 �� (���	 ������	 �	
��	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� &������ U��V� ���� 	� ���������� �����	���
����� UV� ���� 	� �	� &'��������� ��������	�	�� Z ���� &	 &��� �� ���&����	 	�� �	 ����



�,

���*	�� �����	 UF�V$ %	�0 �����&������ �	 �	&��� ������ ���� �	 &���	 �	 ��������������
�����3��;	&��( ��� ��� �������	� ��� 4	��<�� U��V 	� ��� .8!8�P 	�  ��8P�	Q�&8 U�HV$
%��� &	� ����	�� �	 &���7�	 ���&&	������� �	 �� �������� &������	 ���*���	 �	 ���	��
���� �	��	�	�� �	 �� �	��������	 ���� ����� �	 �� �	������ �	 �������&	 	���	 ��
�������� &������	 	� �� �������� &�������	$

[ =� (��� �*��	� ��	 �	�0 �������'�	� &'	�&'	�� ���� �� �:�	 8��	 �	 ��	���&	 �	�
��;	&��(� ���� ����� ��! ��� ��� �	� &��&��� ������	� ���� 	� *	������ 6 &	 ��	 �� ��������
�	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� �������� �������0������� �	 ������ ���� ����	 	� &����	$

[ =� 	�� ���'������	 ��	 �	� ���'��	� ���	�� ��<��	� ���� :��	 �	� ���� �����	�����	�
�������	� �	� ��	� �	� ����	�$ /� 	M	�� �	 �����	 �	 ��������� ���� ��	 �����0�������
�	�� :��	 ��������� 	� �	 �����	 �	 �	&'	�&'	� 6 ���&	� ���� �����(���	 �	 ����� ���&�3
�	�� �	�� ����� ��� ����� ���������$ +	� �	��� �	 &��&�� ���� &	��	 ��������	 �	�*	��
���& �	*	��� �����	�	�� ������������	�$ %	 &	 (���� �� �	� ��M��	��	� �	&'	�&'	� ����
��L����	�� �����	�����	� �	� ��	� �	� ����	�� 	��	� �������� :��	 ���&�	� �����3
�7�	�	�� �	 ����7�	 (�&��	 	� 	L&�&	$ .	�	������ �� 	�� &���� ����� ������� �	
&���������� 	���	 �	� ���'��	� �	 *�������	 	�� �����	�����$

%��� �	� ����� �����	� ��� ���*	��� ���� ��������� ����� ��������	� 6 ���	 �	 ���'��	
�	 *�������	 ��� �	��	�� �	 ��	���	 	� &����	 �	� �	�����	� (���	� ���&��	��	��$

����� 2
��
���
 *���!
 �� �������-


+����	�&	 ������	 ������ �� �� ���'���	 �*��	� �� ��<������ �	 ����� �� �������������
�	 ���'��	� ����*��	��	�� 	���	 �	� ��������� ���� ����� �	 *�	 �����3��;	&��( ���	 �	�
�����7�	� ���� �	� ���'��	� �	 *�������	 ��� ���*����	�� ��� ��	 �	��	 �������� 6 �� (���$
/� 	M	�� ���� �	 &�� ����	 �	&'	�&'	 ��&��	� �	 &'��0 ���� �	 (���	 	���	 ����	� �	� ���������
��� �����	�� �� �������� &������	$ #:�	 	� �	 �	���	������ ��0 �	��	� ��������� �	 &	�
	��	���	 ��� �	 ���� ��� ������	� ��� ������	� ��������� �������� �� �������� &������	�
�	 �����	 �	 &�������� �	�� �	 ��� :��	 ������	���	$ %�����	 ����� �	� ��������� �	 &	�
	��	���	 �	�*	�� :��	 	0��:�	�	�� ��M��	��	� �	� ��	� �	� ����	� 	� �	 &'��0 	�� �����
��L&��	$

"����	��� ����	� ������	�� ������������� ����	 �����&'	 "��	�� ���� �	 &���	 �	 ��3
�'��	� �	 *�������	$ +���	 �	� ���'��	� �������	� 	�� �� ���*���	 U��V 
 �� ���'��	 ���*����	
��� �� 	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� P $ )� ���*	� 	��	���	 NP 	�� ������ 	�
(������ ������� �	 ���� �	� *�������	� �	 ����	� �	� ��������� �	 P $ +	 ���&	���� 	�� �����
����� ��� P ′ ��� 	�� (���� �	� ��������� ���3������	� �	 NP $ +� ���'��	 &����7�	 	��
��&���	 ���� ���������'�	 �$�$

+��� �	� ����&����0 ����*�����	� �	 &	��	 ���'��	 	�� ���	��	 �	*�	�� *��	 &�J�	��	
	� �	��� �	 &��&�� �� �� &���������� �	� �����0�������� �� �� �����	 �	� *�������	� 	��
���������	$ "��� �����	� �	 �	��� �	 &��&��� �� ��*��	 ��	0��������� �	� *�������	� �	��� �	�
����� �'��	� ���*���	� 


����� �!�������.	����� 1 ���� �� ��	��	� �	���� ���� &'���	 �������� �	 ����&'�*	� ��
�	 &�����7�	 ���� ��� *�������	 ��	 �	� ��������� ��� �� �����	�� Z &	 ��� �	*�	��
6 (���	 ��	 *���	 �	&'	�&'	 ��&��	$ %	 ����� �� �	 ����	 �����	 �	��	 �������� 6 ��
(���$ .���	 �� ��	�� ��� �������	 �	 ��M��	�&�	� ����	� �	� ��������� ���3������	�� �	



��

��������� �/� ,	&'	�&'	 �����	 ��� ����&'�*	 ��������

P0 ← �����	�`	��	���	CD
�	����
�� ← 5,�=
t ← 0
����  �� �	����
�� N 5,�= �����

Pt+1 ← ∅
���� ���� s ∈ Pt �����

Pt+1 ← Pt+1 \ {s′ ∈ Pt+1|∃s′′ ∈ N(s), s′′ � s′} ∪ {s′ ∈ N(s)|∀s′′ ∈ Pt+1, s
′′ �� s′}

.� ����
�� Pt �= Pt+1 �����

t ← t + 1
�����
�	����
�� ← -�)1

.� ��
.� ����  ��
�	�����	� Pt

&'��0 �� *����� ���	&������ �	 (��� ��������	�	�� 	� ��	0��������� �� *�������	 �����:�	
�7� ����� *����� ��� �����	 �� �������� &������	 	�� ����*�$ +��*�����	 �	 ���&��	�
�	 &	��	 ����7�	 	�� ��	 �� �	&'	�&'	 	�� ���� �����	 	� ��	 ���� ������	��	 ��� ��
�����	 �	 ����&'�*	 ��� �	�� �:�	 ������	�$ .	��	 �'��	 �	 �	����	 ��������� ��	�� ����
�������	 ���������	� ����&'�*	� &�	��363���	 ��������� ������� ��&�� 	�� ���	��� ����
&'���	 ��������$ �� ����	 ����� 6 �� �'��	 �	 ��*	���<&�����$

����� �� �������.	����� 1 �	����� &	��	 �'��	� �� &'	�&'	 6 �&'���	� �� �������
��&�� ���	��� ���� �	 �� �'��	 ���&��	��	 	� (������ ��	 �	&'	�&'	 	0'�����*	 �� *��3
�����	$ %����� &	��	 �	&'	�&'	� �� ��	�� 	� &����	 �	� ��������� ��� ������	� ���
��������	� ��� ������� 6 &	��	� �	 ����&'�*	$ +	 ��� 	�� ����	���<	� �	� ��������� ���
�	 ���� ��� ��&��	� ���� ����� �	 *�	 "��	�� 	� ��� �������� :��	 	0������	� ����
�	 �� ���&'���	 �'��	 �����	���<&�����$ .���	 �	 &�J� 	� �	��� �	 &��&�� 	��	����
��� &	��	 �'��	 �	�� :��	 ���������� �	 �����	 ������������ ������ �	���	��	� 	��	 	��
	M	&���	 �	 ���� ��� :��	 ���� ���������$

����� �� 	������������� 1 �� �����	 �	 ����&'�*	 6 �� <� �	 �� �'��	 �	 ��*	���<&�����
�	�� �*��� &����������	�	�� ����	���$ ������ &���	 �� ���&����	 	�� �����	� �� (���
������	 �� �����	 �	 ����&'�*	 �*��� �	 �	���&	� �� �'��	 �����	���<&����� ���� �	��	
���*��� �	� �	��� �	 &��&�� ���� ����������$ %�����	 ����� &	��	 ���'��	 	�� ��	
�����&'	 � ����	����� 	� �� ��	�� ��� 	�*����	���	 ���M��� �� ��&��	�� �� ���� �����
�����	 �	 ��������� ���3������	� UH�� ��V$ "��� ������	 �� �����	 �	 ����&'�*	 	�
������� ��	 ��(�������� �����	�����	� �� �������'�	 �	 &����	���� 	�� �������� ���
����&'�*	$ .	�	������ ���� �*��	� �	 ���	&�����	� �	� ��������� ���	��	� 6 �� <� �	 ��
�'��	 �����	���<&����� 	� ��	 ���� ���� :��	 �	� ������ ��&��0� &	� ��������� �	 ����
��� ����	� 	� &����	 ���� �	 �� &����	��������$ +��������'�	 �	 &����	���� ������� 	��
�����#� ���@�#� ����	� U�GV ��� 	�� &���� ���� ��	� (��&�����	� ��� �	� �����	�
&���	 �	� 	��	���	� �	 ��������� ���3������	� UH�V$

.	��	 ��������	 	�� ������	 ���� ���������'�	 �$�$



�&

��������� �/� A!��������� �����	 ��� ����&'�*	

a3C+)33 1 ��� ������� Pb
P0 ← P
P r

0 ← P0

t ← 0
�	����
�� ← 5,�=
����  �� �	����
�� N 5,�= �����
&����	���	�CPtD
Pt+1 ← Pt

���	���<&�����CPt+1D a�	
 ��������� �
�b
��*	���<&�����CPt+1D a�	
 ��������� �
�b
P r

t+1 ← P r
t ∪ Pt+1

�� P r
t = P r

t+1 �����
&������	� ← -�)1

�����
Pt+1 ← Pt+1 \ Pt

t ← t + 1
.� ��

.� ����  ��
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%��� &	��	 ���'��	� ���� &'���	 �������� �	 ��	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ����3
���� ��	 �	&'	�&'	 ����� 	�� ��������	$ "���X� ��	 ��������	� �	� �	&'����	� &���	 �	�
(��&����� ��������*	�� �� �	&'	�&'	 ������	 ���	&�	�	�� �� ������ �	 �������&	$ +	 *�������	
����&�� 6 ��	 �������� s 	�� ��*��� ���� �	� ����� 	��	���	� ���*���� 


[ N1 = {s′ ∈ N(s)|s′ � s}
[ N2 = {s′ ∈ N(s)|(s′ �� s) ∧ (s �� s′)}
[ N3 = {s′ ∈ N(s)|s � s′}

+� �������� &������	 ���*���	 ���� ����	 ��������� 	�� s ∈ N1 �	� ����� ��	0���	 ��� �	
�������� s′ �	 N1 ��� �����	 s$ 4� ��	��	���	 N1 	�� *��	� ��	��	���	 N2 	� ��	��	���	 N3

���� &��������� ���� &	� ����	$

+	 �������� �	 �� �	&'	�&'	 ����� ��	�� ��� ��	 �������� �����	 ���� ��	��	���	 �	�
��������� &������	� ���3������	� ����*�	� ������ �� �	&'	�&'	$ .	� �	���7�	� ���� ���&P�	�
���� ��	 ��&'�*	$

�	� ��	�� �	 ��&�����	 �	 �� �	&'	�&'	 ����� 	�� �	� 	L&�&	 &�� �� 	�� �	� �������	
��	 N2 ���� *��	 ���� ����	 ��������� 	� ����� �� �	&'	�&'	 �������� ���;���� ���&'���	�$
%�����	 ����� �� 	�� ��&	�����	 �	 ����	� �� �	&'	�&'	 ���� ��	 �� �������� ������	 ���� ��	�
��	 �������� ��� �������	 s 	� ��� ��� ��	 ����	 �������� �	 ��	��	���	 ���	���	��	�	��
"��	�� ������� ���� ����	��	 ��	 ����	 �	&'	�&'	 ����� ������ ��� 	M	&���	$ ������ &'���	
�	&'	�&'	 ����� �	 (�&����	 ��� ��	 8��	 ������	 �	 ��	���&	 �	 �	&'	�&'	$ +� ���'��	 ����
�	���	����	 �� �	&'	�&'	 ���	�� �	 ��������	�������$ )� 	0	���	 �	 �	����&���� 	�� (�����
���� �	 &'�����	 �$



�#

��������� �/$ ���	���<&�����CP 
 �,.A=5/D

�	����
�� ← 5,�=
����  �� �	����
�� N 5,�= �����

Pi ← ∅
���� ���� s ∈ P �����
�� ∃s′ ∈ N(s)|s′ � s �����

Pi ← Pi ∪ {s′}
.� ��
�� Pi = ∅ �����
�	����
�� ← -�)1

�����
P ← P ∪ Pi

.� ��
.� ����

.� ����  ��

��������� �/" ��*	���<&�����CP 
 �,.A=5/D

���� i = 1, . . . ,K �����
Pi ← P
���� ���� s ∈ P �����
�� ∃s′ ∈ N(s)|s′ � s �����

Pi ← Pi \ {s ∈ Pi|∃s′ ∈ N(s), s′ � s} ∪ {s ∈ N(s)|¬∃s′ ∈ Pi, s
′ � s}

.� ��
P ← Pi

.� ����
.� ����

%�����	 ����� &���	 �	� �	&'	�&'	� ���� ����	� �����	�����	� �	� ��	� �	� ����	��
	��	� �	�*	�� :��	 	0�&���	� 	� ������7�	 ���� �&&����	� �� �	&'	�&'	 �� ���� ����	��	� �	
�����	 �	 ������ �	 ������$ .	�	������ �� 	�� &���� ��	� ������	 &'���	 �	&'	�&'	 �����
	�� �	���	���	 6 ��	 8��	 �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�� &	��	 ��������	 �	 �	�� ��� �������	� ��
��*	����� �	 ��	���&	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� ���� �����	�	�� �� &��*	��	�&	 *	��
�� (�����7�	 "��	��$

����� 3��*
� ��	��* ���
�� �
����

%��� �� ������7�	 ��������	 ��	 ���� �*��� �������	� ����	� ������ "��	�� 4	��&'
C��"�4D� �	 ������	 �	� �	&'	�&'	� 	�� (��� *�� �� ���&	���� �������( ���� ��� ��	 &������3
���� ���	�*���	 	� �� ��<������ �	 ���� �	����	���$ )�	 �	&'	�&'	 li 	�� ��������	 6 &'���	
�������� si ���� 	��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� ������� P $ )�	 (��&���� ��;	&��( ���&�3
<��	 oi 	�� ��<��	 ���� &'���	 �	&'	�&'	 li$ .	��	 (��&���� oi ��	�� 	� &����	 �	 (��� ��	
�����	��� �	&'	�&'	� ���� 	M	&���	� ����������	�� 	� ��	 �	�0 �	&'	�&'	� �	 ���*	�� ���
�������	��	� 6 �� �:�	 8��	 �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� 	� ��	 �� 8��	 �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(�
��� �����	 P ���� :��	 	0�����	 ���� ��� 	��	���	 ���� �����	� �� &��*	��	�&	 ������	 �	
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AS AND

P

AD

s

gi

i

Rech. Locale 
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���� �$� [ "�������� �	 ��	���&	 ��;	&��( Y$

��������� �/, ���Cs 
 ��������� P 
 "��	�� �	�D

aM ��� �� ������ ���������	�b
���� ���� ��;	&��( m �����

fm(gp) ← arg min{fm(s′)|(s′∈P )∧(fm(s′)<fm(s))}(fm(s′) − fm(s))
.� ����
�	�����	� gp

P *	�� ��	��	���	 "��	�� �������$ +� ��<������ �	� (��&����� ��;	&��( oi 	�� ����	 ��� ��	
��������� �	 ��	��	���	 �	� ��;	&��(� Y ��� ������� 6 P C*��� <���	 �$�D 


[ Ad = {s ∈ O|∃s′ ∈ P, s′ � s}
[ And = {s ∈ O|∀s′ ∈ P, (s′ �� s) ∧ (s �� s′)}
[ As = {s ∈ O|∃!s′ ∈ P, s � s′}
[ Ap = {s ∈ O|∃s1, s2 ∈ P, (s � s1) ∧ (s � s2)}

.'���	 �������� si ∈ P 	�� ���& ����&��	 6 ��	 �����	 Ai
s �	 As$ 4� li 	�� &�����	 �	 �����	�

��	 �������� ���������	 ���� Ai
s� ����� �������0������� 	�� ��������	 �� ����� �	 *�	 �	 ��

&��*	��	�&	 ���� �� �����*����	�	�� �	 ��	��	���	 �� ����� �	 *�	 �	 �� ��*	�����$

"��� ����	� �� �	&'	�&'	� �� ��� gi 	�� ����� 6 &'���	 �	&'	�&'	 li$ gi 	�� ��<�� &���	
�	 ����� �	 Ai

s ��� �����	 ���� �	� ����	� ������ �	 Ai
s$ gi �	 &���	����� ��� (��&��	�� 6 ��	

�������� ���������	$ %��� �	 &�� �R &	�����	� &��������	� �	 gi �	 �	�*	�� ��� :��	 ��<��	�
C&���	 ��� 	0	���	 ���� �	� 	0��:����� �	 P D� �� (��� ����� ������	� ��	 ����	 ��(���	��	
���� �� &��������	 ��������	$ +��������'�	 �$� &��&��	 �	� &��������	� �� ����� gi$ +�
(��&���� ��;	&��( oi *����� 6 �������	� �� ������&	 �*	& �	 ����� gi 	�� ����� ��<��	 �	 ��



&


��������� �/� �	&'	�&'	`��&��	Cs 
 ��������� gp 
 ������ L 
 �	&'	�&'	 ��&��	D

aM ��� �� ������ ���������	�b
aN(s) ��� �� �������� �� sb
L.s ← s
L.a ← {s}
L.o ← min(

∑j=M
j=1 |fj(s) − fj(gp)|r) 1

r

����  �� CL.s �≺ gp) ∧ ¬ L.����&��D��D���!� �����
sinter ← {s∗ ∈ N(L.s)| ∀s′ ∈ N(L.s), L.o(s∗) ≤ L.o(s′)}
L.s ← sinter

L.a ← L.a \ {sa ∈ L.a|L.s ≺ sa}
�� ∀sa ∈ L.a, sa �≺ L.s �����

L.a ← L.a ∪ {L.s}
.� ��

.� ����  ��
�	�����	� L.a

����7�	 ���*���	 


min(
j=M∑
j=1

λj |fj(s) − fj(gi)|r) 1
r C�$D

=� �	�� :��	 ��&	�����	 �	 ��������	� �	� *��	��� �	� ��;	&��(� ����� �	 ���� ��� �� �:�	
����	 �	 �����	��$

+� ���&�	 �������	 ����	 �	&'	�&'	 li 	�� ��&���	 ���� ���������'�	 �$H$ +�����	 li ���	���
gi �� ����*	 ��	 �������� ��� �����	 gi� �� �	&'	�&'	 �����:�	 	� �	�*��	 ��	 ��&'�*	 ai ���
&����	�� �	� ��������� &������	� ���3������	� ����*�	� ���� �	 �� �	&'	�&'	$

+�����	 ����	� �	� �	&'	�&'	� li ���� �	�����	�� �� ���*	� 	��	���	 ���	���	��	�	��
"��	�� ������� P ′ 	�� (���� ��� ������� "��	�� �	� ��&'�*	� ai$ .���	 �� 	�� &���� ��	
P ′ �	�� ��� �:�	 :��	 �������� ��� ��	 ���*	��	 �����&����� �	 �� �	&'	�&'	� �	 ���&	����
&����	� 	�� ����� ;�����6 &	 ��	 P ′ �	 ��M7�	 ���� �	 P $ � &'���	 ���������� �� �������'�	
�	 &����	���� �	�� :��	 �������� 6 P �	 �	��	 ����	 ��	 �	� ��������� �	 ������ �	 ���	�� ���
���� ���&'	� �	� ��	� �	� ����	� 	� ��	 �	� ������ gi ��	�� �� �	��$ %	 ����� �������&����� �	
���������'�	 �	 &����	���� ������	 �	 �����	 ��	0�&������ ��&	�����	� 6 &'���	 ����������
	� ���& �	 �	��� �	 &��&�� ��&	�����	$ +��������'�	 �$F �����	 �� ���&�	 ����&����	 �	
��"�4$

"��� �&&����	� �� �	&'	�&'	� �� 	�� �������	 �	 ���&	� �	� ��M��	��	� �	&'	�&'	� 	� �����3
�7�	$ /� 	M	�� ��"�4 	�� ��	 ��������	 &��������*	 &�� �	� ������ gi 	� �	� (��&����� ��;	&��(
�	� �	&'	�&'	� ���� ��<��� �	 �	��	 ����	 ��	 �	�0 �	&'	�&'	� ��	M	&��	�� ��� �	 �:�	
���*��� 	� ��	 ���� ��	���&	 �	� ��;	&��(� ���� 	0����� �� ��0����$ .	�	������ ��	 (��� �	�
(��&����� ��;	&��( ��<��	�� �	� �	&'	�&'	� ���� �����	�����	� �	� ��	� �	� ����	� 	� �	�*	��
���& :��	 	M	&���	� 	� ������7�	$ )�	 ����	 ����7�	 ���&������	� �� �	��� �	 &��&�� 	��
���*��	� �	 (���	 �����	��� (��� ��	 �:�	 �	&'	�&'	 ������	$ /� 	M	�� �� ���� ����	 ���������
�	� ��������� si−1� si 	� si+1 �	 ���� ��� ��������	�� �� ��	�� ��� ��&	�����	 �	 ���&	� ���� �	
����������� ���*���	 ��	 ���*	��	 �	&'	�&'	 ��� si$ %��� &	 &��� �� ���� �	 �� �:�	 ��������
�	 ������ ���� 	���!	� �����	����	 �	 �:�	 ��� Z ��� &	��	 �	&'	�&'	 ������� ��;6 ��*���	



&�

��������� �/& ��"�4CP 
 /��	���	 ���	���	��	�	�� "��	�� �������� L 
 ,	&'	�&'	
��&��	D

t ← 0
Pt ← P
continuer ← :;1%
����  �� continuer �����

Pt+1 ← Pt

&����	�CPtD
���� ���� s ∈ Pt �����

g ← ���Cs� PtD
a ← �	&'	�&'	`��&��	Cs� gp� LD
Pt+1 ← Pt+1 ∪ a

.� ����
�� Pt �= Pt+1 �����

t ← t + 1
�����

continuer ← E1+F
.� ��

.� ����  ��
�	�����	� Pt

��(��&��	��	 6 ����������� ���&��	��	� �� ��	�� ��� ����	 �	 �� �	&���	�&	�$ /*��	� &	� &��&���
������	� 	�� (�&��	 6 �	���	 	� ���&	 �� ���*	�� ����	 ����	 �����	 �����	$ /� 	M	�� ��	 �	3
&'	�&'	 li 	�� ��<��	 ��� �� �������� �	 ������ si 	� ��� ��� gi$ =� ��L� ���& �	 (���	�� ����
�	 �� ��	��7�	 ���������� ��	��	���	 T0 �	 ���� �	� &����	� (si, gi)$ "��� ���� �	 �����������
j� �� �	&'	�&'	 ��<��	 ��� �	 &����	 (si, gi) 	�� 	M	&���	 �� 	� �	��	�	�� �� (si, gi) �∈ Tj−1 Z
������	 ����� �� � Tj ← Tj ∪{(si, gi)} ��	 �� �	&'	�&'	 ���� 	M	&���	 �� ���$ /� 	M	�� �� ��
�	&'	�&'	 ��	�� ��� �������	� &�	�� ���	��	 ��� ��� ���� ����	 �'��	 ���&��	��	 	� �� (��� ���&
(���	 ����	� ����(�������� 6 ����������� ���*���	$

��"�4 (��&�����	 �*	& ��������	 ��	��	 ���'��	 ��� �&&	��	 ��	 �������� �	 ������ 	�
��� &'	�&'	 	�����	 6 ���������	� 	� ������� �	 *����� 	� *�����$ ��"�4 � �����&���7�	�	��
��� &��E� ���� ��������	 ���������	� �	� �	&'	�&'	� �����$ /� 	M	�� ������	 &	� �	���7�	�
�	�&����	�� ��	 �������� ��7� �� ��� ��� 	�� �� ������� ��&��� �� �	&'	�&'	 �	 �����:�	 ���
&���	 �	 (	���� ��	 �����	 �	&'	�&'	 ��&��	 ���� ��&���	 ������ �	 &	��	 ��������$ %	 &	��	
����7�	� ��	 &	�����	 ������������ �	 �� ��*	����� 	�� �������	� ������	�� �� ��*	�� �	�
	0��:����� �	� 	��	���	� ���	���	��	�	�� "��	�� �������0$

�
�  ���������

%��� &	 &'�����	� ���� �*��� 	0���� �� ��������	 �	 &���������� �������	 �������	$ =�
������ ����	 ��������	 	� �	�0 �'��	� �R �� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��( ���7�	 ��	
�����0������� �� ���� ��*	���<�	 �������	 ��� 	�� 	�����	 ��������	 �� ����� �	 *�	 �	 ��
&��*	��	�&	 ��� �	� ��������	� 6 ���	 �	 *�������	$ "��� �	� �������'�	� ��������	�� ����



&�

�*��� ������� �� ���*	�� ��&�����	� ���	�� �� ��*	���<&����� �������	� ���� �������	� ��
��*	���<&����� �	� 	��	���	� ��	���<��$ .	 ��&�����	 � ��� ��&��� ���� ���������'�	 ����3
����	 �����3��;	&��( &�������	 �42� ==$ ���� �*��� ����� ������ ������������� �� �����������	
�� ���*	�� �	 ������������� �	 ���7�	� 	� >�	�$ �� ��*	�� �	� ��������	� 6 ���	 �	 *�������	�
���� �*��� ������� ����� ��������	�$ .	� ��M��	��	� ��������	� ��� ��� ������	���	� ����
�	 &���	 �	 ������	 �� �����7�	 �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�$ +�
��	��7�	 ��������	 ������	 ��	 ��&'�*	 	� �� �������&	 "��	�� ���� ����	� �	� �	&'	�&'	�$
%��� �� �	&���	 ��������	� �� �����	 ��	���&	 �	 �	&'	�&'	 ������ 6 &'���	 �	&'	�&'	$ /�<��
�� ������7�	 ��������	� ����	� ������ "��	�� 4	��&'� ������	 �� ��<������ �	 ���� �	����	���
6 ������ ���� ��&�����	 �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� 	� (��&���� �	 �������0������� &������	$
+� ��������	 �	 &���������� 	� �	�0 �'��	� 	�� ��������	 ��� �	� �	�0 �����7�	� �������$
"��� �	� �	�0 �����7�	�� �� ��	��7�	 &���	����� 6 �������&����� ���� �������'�	 ��������	$
"��� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� �� ������	 �� �������'�	 �	 ������3
����� 	� &���	� ���� �	 �� �	&���	 �'��	� ������ ��	 ���� �	 �����7�	 ������������� �	
������	� �	 *�'�&��	�� �� ������ �	 ���'��	� 6 ���	 �	 *�������	 	����!�	� ���� �	 &���	
�	� ��������	� ��<��	� ���� &	 &'�����	$



&$



�������� �

!����	���	�� �� ������	�� �

�����
�� �� �� ������ ��������

�	�������	�

�� �������� �������� �� �	��������	� �� �� ���	�
��	� ��
� ��	��&�� �� �	
�����
�
����	������ * �� ��	��&�� �� �� �	
���� �	
������ ���	������� %� ���#�� ��
��
#�����������	� �
 ��	��&�� �� �� �	
���� �	
������ �������� ���� �� �������� =�
���� �� �����	� ���	������� �� �	�������� �� �	
����
�� ��� ��������� ��� 
�
	������� '	
� ��	�	�	�� �
��� 
�� �	��������	� �
 ��	��&�� �	
� �� 	��� ��
�
��	#����� �������� �� �	���� ������ ���	�������
�	
� �� ��	��&��� �	
� ��	�	�	�� ��	�� ����	���� *

•+�� ����	�� ������ * ���� �	������ �� 
�� ����	�� ε��	�������� 
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+���;	&��( �	 &	 &'�����	 	�� �	 �������	� 	� �������	 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��3
*����	 ��3��;	&��($ =� ������ ����	 �������������� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 UH�V$
+����	 �������	� &	 �	���	� �����7�	 ���� ����� �	 *�	 ��3��;	&��( 	�� *	��	 ����	 �	�����	
�	 B�M	! UFV �	��� ����	��	 �����	��� �����7�	� �	 ������	� ��<��� 	� ������� ���� ����� �	
*�	 ����3��;	&��( ���� 	� (��� �	� �����7�	� �����&��	�	�� �����3��;	&��( �R �	� ��;	&��(�
�������	�����	� ���� �	 ���� ���*	�� ������� ���� �� (���	 �	 &��������	�$ "���� �	� ���3
��7�	� &���� ��� B�M	!� �� ����*	 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 UH�V$ %��� �� *	�����
��3��;	&��(� �	� &��������	� ���	� 6 �� &��*	����	 ��0����	 ���� �	����	� 	� �	����&�	� ���
�� ��;	&��( ��� *��	 6 �������	� �� ���� �����	 ������&	 	���	 �� ����	� 6 &��*��� 	� �	
����	� *����� �	 ���� ���&'	$

"��� �������	 &	 �����7�	� ���� �*��� 	0����� ����� �����&'	�$ +� ��	��7�	 	�� ��	
���������� 	0�&�	 	0�������� �� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ���� �	 �����7�	 �	
�� ������	 &��*����	 �� �	�� ����	 ��������	 ε3&��������	$ .	�	������ &���	 �� ������ ����
�����7�	 �"3��L&��	� �� �	 �	�� 	����	� �	 �������	 �*	& &	��	 ���'��	 	� �� �	���
����������	 ���� �	� ������&	� �	 �����	� �����	�$ ������ ��	 �����&'	 '	��������	 ����	 ���
�� �������'�	 �*�����������	 �����3��;	&��( � ����� ��� 	0�����	$ "��� &	��� �	� ������	���
������ �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( ��� ��� ��<���$ /�<�� ��	 �	���7�	
�����&'	 &�����	 ���������'�	 ��������	 �*	& ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� �� �	��
����	 ��������	 	� �	�0 �'��	�$

%	� 	0�����	�������� ��� ��� �	��	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� �������$ ���� �*���
�*���� �� ������� �	 ���������'�	 ��������	 ��� ������� ��0 	��	���	� 	0�&�� ����*�� ���
�� ���'��	 ε3&��������	$ +� &���������� � ��� (���	 �� ����� �	 *�	 �	 �� ������� �	�
	��	���	� 	� �	� �	��� �	 &��&��$ +������:� �	 �� &���������� � ����� ��� *�����$ /�<�� ����
�*��� ������ �	� ������&	� &���	�������� 6 �	� �����	� ��	��	�$

.	 &'�����	 ���������	 ����� 
 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( 	�� ����	���
���� �� �	&���� �$�$ +��������'�	 	0�&� 	�� ��������� 	� ���&��� ���� �� �	&���� �$�$ +�
�	&���� �$� ����	 ��� �� &������&���� �	 ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��($ +� ��������	
�	 &���������� 	�� 	0����	 ���� �� �	&���� �$�$ +	� ��������� 	0�����	����0 ���� �	������
	� ���&���� ���� �� �	&���� �$�$ /�<�� �	� &��&������� ���� �����	� 	� �$H$

�
� "����������/ ����������� �� ��������

.	��	 �	&���� 	�� ��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ���� �������� ��	 ������������ ��3
��;	&��( �� �����7�	 	�� �����	$ /�����	� ���� ����	����� ��	 '	��������	 ���� �	 �����7�	
�	 �� ������	 &��*����	 �������	 ���� ��� ���'��	�$ "��� ��	���	� �	�����	� �������	� ���
�	 �����7�	 ���� (���	�$ .	� �	�����	� ����	�� ������	�� ��� �	� &��*	����	� �������	� 	�
�	�� ��	���<&�����$
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+	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( &���	����� �� �����7�	 �	 �� ������	
&��*����	 �R �	� &��������	� ��� �����	�� ��	 ���� �	� ����	�� �	 W �	 ����*	�� 6 �����
����	 ������&	 �����	 c ���� ����	� *����� ���� �	����	� 	� �	����&�	� ��� �� ��;	&��($
����	� �	� ����	� &��������	� �� �����7�	 �	��	�� ��&'����	�$ +	� ��;	&��(� �� �����7�	 �	
�� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( �����	�� ���& �	 �� ������������ �	 


$ �� �����	�� �	 �� ������	�

�$ �� &��*	����	$

+� &��*	����	 ����	 �������� 	�� ��<��	 &���	 �� ���� �����	 ������&	 	���	 �� ����	�
vl ∈ W 	� �	 ����	� *����� vk ∈ V �	 ���� ���&'	 �	 vl$

����� ���*��		
 ���!���
 
� ��	��
 
���
� ������
����

���� ��������� �� (���������� �� �����7�	 ���� �� (���	 ���� ��������	 �������	 	�
�����	 	���	� ��3��;	&��( ���� ��� �	 ��������	 �������	 	� �����	 	���	� �	 2	���	�� 	�
��$ UH�V ����&� ���� �	 &'�����	 �$ +	 (��������	 ����&�� �� ��������	 	�� �	 ���*���$ +	
����'	 G = (V ∪W,E) 	�� ��<�� &���	 ���� �	 "�.$ =� 	� 	�� �	 �:�	 ���� ��	��	���	
T ⊆ V 	� �� �����&	 �	� ������&	� C$ +	 ��� 	�� ���;���� �	 ����*	� �� &!&�	 A��������	�
��� �� ����3	��	���	 V ′ ⊆ V � �	� ��	 T ⊆ V ′� �	 �����	�� �������	� ���� �� ��! � ���� �	
&�������	 c ��� �����	 ��	 &��*	����	 ��0����	$

)� *	&�	�� d ∈ �|W | 	�� ���������$ .'���	 &�������� dl �	 d ����	 �� ���� �	���	
������&	 ��&	�����	 �<� �	 &��*��� �	 ����	� vl ∈ W $ �� ��<��� ����	�	�� �� �����&	
S = (slk) 6 *��	�� ���� [1, . . . , n] �	 ���	����� |W |× |V |$ slk &���	����� 6 ������&	 �� k���

����	� �	 V �	 ���� ���&'	 �	 vl ∈ W $ +� (��&���� σ 	�� �;����	 	� *��� 


σ : W × V → [1, . . . , n]
(vl, vk) �→ k′ �	� ��	 slk′ = k

� &'���	 vk ∈ V � �� ����&�	 ��	 *������	 ������	 yk ����	 6  �� 	� �	��	�	�� �� �	 ����	�
vk �������	�� 6 �� ������	$ %��� &	�����	� &��������	�� ��	 #����� ����
� CA5D � �J :��	
���	 	� ���&	 ���� :��	 &	����� �����	��� �� *��	�� ���'����	$ +	 ��������	 �������	 	�
�����	 	���	� ��3��;	&��( 	�� ����� �	 ���*��� 
{

min
∑

i<j cijxij

min c���

C�$D

��;	� 6 


c��� ≥ dl (vl ∈ W ), C�$�D

dl ≥ clk × yk −A5× (
σ(vl ,vk)−1∑

i=0

ysli
) (vl ∈ W,vk ∈ V ), C�$�D

∑
i<k

xik +
∑
j>k

xkj = 2yk (vk ∈ V ), C�$�D



&&

∑
vi∈S,vj∈V \S �� vj∈S,vi∈V \S

xij ≥ 2yt (S ⊂ V, 2 ≤ |S| ≤ n − 2, T \ S �= ∅, vt ∈ S), C�$�D

xij ∈ {0, 1} (1 ≤ i < j ≤ n), C�$�D

yk = 1 (vk ∈ T ), C�$HD

yk ∈ {0, 1} (vk ∈ V \ T ). C�$FD

+	� �	�0 ��;	&��(� ���� �$ &���	�����	�� �	��	&��*	�	�� 6 �� ������������ �	 �� �����	��
�	 �� ������	 	� 6 �� ������������ �	 �� &��*	����	$ +	� &��������	� �$� �����	�� ��	 c���

	�� ��	� �	 ��0���� �	� ������&	� �������	� 	���	 �� ����	� �	 W 	� �� ����	� *�����$
+	� &��������	� �$� ����	�� ��	 ����	 ��(���	��	 ���� dl$ /� 	M	�� �	 �	��	 �	����	�����
�� ����	 �����	��	 	�� ���� ����� �� ���� 6  �� 	� �	��	�	�� ��� ���� �� ����	� ����
���&'	 vk� �� � ��;6 yk = 1$ +	� ����	� &��������	� ��� �� �:�	 �����<&����� ��	 ���� �	
��������	 �������	 	� �����	 	���	� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$

����� ���������
� -����
� ���!	
�����
�

%��� �	 &���	 �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��(� �	� &��������	� ���3
����	�����	� �	�*	�� :��	 �;����	�$ +� ��	��7�	 	�� ��7� (���	�	�� ���	 6 �� ������������
&'����	$ /� 	M	�� �	� *������	� dl &���	�����	�� �� ������� �	 �� &��*	����	 ����&��	 ��
����	� vl �	 W $ ��� ���� ��	��	���	 �	� &��������	� �	�&�����	�� ��&��	 ����	 ��(���	��	
��������� &����	�	�� �� �����	 �	 &	 ������� ��� ��� ���������	$ "��� (��&	� �� *������	
dl 6 �*��� ���� �	 ����	 �� ����	 *��	��� �� 	�� �������	 ���;���	� �� &��������	 ���*���	 


dl ≤ clk + A5× (1 − yk) (vl ∈ W,vk ∈ V ) C�$GD

.	��	 (�����	 �����	 ��	� ��	 dl 	�� ��	 ������&	 �������	$ +	 SA5T �	 &	��	 (�����	
�	��	� �	 �	 ��� ��	���	 	� &����	 �	� ����	�� vk ���� �	���	�� yk = 0$

+	� &��������	� ���*���	� ���� ����� *����	� 


c��� ≥ ml (vl ∈ W ) C�$�D

�R �	� ml �	����	��	�� �	� ������ �	 �� ������&	 �*	& �� ����� �	 V ��	��	 ��	 ���� ��
������	$

����� 4�
 �
������%�
 ��� �
 �����	
 �
 �� �����!
 ���-����


���� ������ �����	���� ��&���	 ��	 '	��������	 ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��3
*����	 ����3��;	&��( �������	 ���� ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��($ +�'	��������	 	��
&	��	 ��*	�����	 ��� 2	���	�� 	� ��$ UH�V$ /��	 &�����	 ��'	��������	 2/�=)4 ���� �	 "5.
U�FV �*	& ��'	��������	 ",=#�+ ��� �	�����# �	 B���� 	� A� UGV ���� �	 �����7�	 �	 �	3
&��*�	�	�� ��0����$ +�'	��������	 � ��� ���7�	�	�� ����<�	 ���� �����	� �	� ���	�� 6
2/�=)4$

+�'	��������	 ",=#�+ �;���	 �	� ����	�� v ���� �� �������� �	��� �� &���7�	 �������
��� &'	�&'	 6 �������	� ��	 (��&���� f(cv, bv) �R� 6 &'���	 ����	� cv 	�� �	 &�J� ����&������
�� ����	� v ���� �� �������� 	� bv 	�� �	 �����	 �	 ����	�� �	 W &��*	��� ��� v$ +	�
����� (��&����� ���*���	� �������	� ��� B���� 	� A� ���� �������	� 




&#

$ f(cv, bv) = cv
log2 bv

�$ f(cv, bv) = cv
bv

�$ f(cv, bc) = cv

%��� �� ��	��	� �	���� ",=#�+ �������	 �	 &���7�	  �	 ����7�	 ��������	 ;�����6 &	
��	 ���� �	� ����	�� �	 W ���	�� &��*	���$ "���� �	� ����	�� ��� &��*�	�� �� ����	�
�	 W &��*	�� ��� ���� ���� ����	� ���� �	�����$ /�����	� �� �������� 	�� &�������	 	�
��������� �	 &���7�	 � 	�� ���7� �� �'��	 �	 &���������� �	� ����	�� ��� �	 ���� ��� �	� �	���
6 &��*��� �� �:�	 ����	� �	 W ���� �	�����$ +	 ���&	���� 	�� ����� ����� �*	& �	 ������7�	
&���7�	$ )�	 �	&���	 �������� 	�� &��������	 	� ��������� �	� &���7�	� ���� ������	 � �� �$ +�
�	���	��	 �	� �	�0 ��������� 	�� �	�	��	$

+�'	��������	 ���*���	 	�� ����� 	0�&���	 �	�0 (��� �*	& �	� �	�0 ����	�&	� �	 &���7�	� 


3+��3 
 =�������������$ H ← T � z̄ = +∞$ +	 &���7�	 &������ 	�� $

3+��3 � �	���������$ 4� �� ����� �� ����	� �	 W ��	�� ��� &��*	�� ��� �� ����	� �	
H� ����� ���	� 6 ��/��"/ �� ����� �� &!&�	 A��������	� 	�� &�������� ��� �	� ����	��
�	 H 	� ��������� 2/�=)4$ 4��� z �� �����	�� �� &!&�	 A��������	� ���	��$ 4� z ≤ z̄
����� z̄ ← z 	� H̄ ← H$ 4� �	 &���7�	 &������ 	�� �	 �	���	�� ��'	��������	 �����:�	 	�
�� �������� 	�� �����	 ��� �� ������	 ��� H̄ �	 �����	�� z̄$ 4����� �� (��� �	���	� �	�
����	�� �	 H ����&��� ��0 ����	�� �	 W ��� �	 ���� ��� &��*	��� ��� �� �����	
����	� �	 H 	� ��	���	 	� &����	 �	 &���7�	 ���*���$

3+��3 � 4��	&���� �� ����	�$ "��� &'���	 ����	� v ∈ V \H� �� &��&��	 �	� &�	L&�	���
cv 	� bv ��� ������� 6 ��	��	���	 H &������ 	� �� ���	����	 �	 �	���	�� ����	� v∗

�	��� �	 &���7�	 &������$ cv 	�� ����� ��� �� *��	�� �	 ������	 &��*���� ������� ��
����'	 �����	� (H ∪ {v}, E′) �R H ⊆ V 	�� ��	��	���	 �	� ����	�� �&��	��	�	��
����	��� ���� �� �������� 	� E′ = {(vi, vj) ∈ E|vi ∈ H ∪ {v} ∧ vj ∈ H ∪ {v}}$
+�����	 &��*���� 	�� &�������� ��� ���������'�	 �	 "��� U��V$ �� �	� 6 ;��� H 

H ← H ∪ {v∗}$ ���	� 6 ��/��"/ �$

����$ 2
	��%�
�

���� ������ �����	���� (���	 ��	���	� �	�����	� ��� �	 �����7�	 	� �	� �����&��������
��� ��� ��� 	0������	� ���� �	� ���'��	� ���� �	 �������	$ )�	 �������� 	�� ��<��	 ��� �	�0
����	��� 
 �D ��	��	���	 �	� ����	�� *������� ��D �� ������	 ��� &	� 	��	���	 �	 ����	��$
=� 	�� 6 ���	� ��	 �� �����	�� �	 �� ������	 ���	�� �	 &	� �	�0 ����	��� ���� ��	 ��
&��*	����	 �	 ���	�� ��	 �	 ��	��	���	 �	� ����	�� *������ 	� ��� �	 ������	 ���� �	��	�
��� ���� *������$

%�����	 ����� �� 	�� �������	 �	 &����>��	 ��	��	���	 �	� &��*	����	� ��� &���	�����	��
�� ����� 6 ��	 ��������$ /� 	M	�� ��	 &��*	����	 	�� ��<��	 ��� �� &����	 (vk, vl) ∈ V ×W
	� �� *��	�� 	�� ckl$ ����� ���� ���� &����	 (vk, vl) ∈ V ×W � �� ����&�	 ��	 &��*	����	 &��3
�����	$ .	�	������ ��	 &��*	����	 &�������	 ��	�� ��� (��&��	�� ��	 &��*	����	 ���������	�
&�	��363���	 ����� ��	0���	 ��� (��&��	�� ��	 �������� �	 &��*	����	 ckl 	� ���� �� &��*	�3
���	 	�� ��<��	 ��� �	 &����	 (vk, vl)$ "��� �	��	� �� (���������� ����	 &��*	����	 �����	 ���



#�

vk ∈ V 	� vl ∈ W � �� ������	 �	 &���7�	 ���*��� 


clk ��	 &��*	����	 ���������	 ⇔
1)∀vi ∈ T, vi �= vk, cil ≥ ckl

2)∀vj ∈ W,vk �= vl, ∃vi ∈ V,
t.q. cij ≤ ckl ≤ cil

C�$D

+� ������������� �	 &	 &���7�	 	�� ��������	$ /� 	M	�� ���� �	 �	�� ⇒� �� ������ �	 ��
��<������ ����	 &��*	����	� 	� ���� ������	 �	��� �� �� ���� �	� �7��	�� �� &�������� ��	
�������� ��� � ��	� ckl &���	 &��*	����	$

=� ������>� ���& ��	 �	 �����7�	 �	 ������������ �	 �� &��*	����	 ��	�� ��� �"3��L&��	
	� ����� 	�� �������	 �	 �	 �������	 	� �� �	��� ���!������$ /� 	M	�� �� ���� �	���	 &��3
*	����	 	�� �	�&�����	 ������	 �� ������	 �	 (��� ��� V $ =� �	 �	�� ��������� ��	 &	������
����	�� �	 �� ������	 ���	�� ������	�$ +� ���	 &��*	����	 	�� ���	���	 ������	 �	��� �	� ���3
�	�� �	 T ���� *������$ .���	 ������� ���&��	��	��� �� 	�� �������	 �	 ����*	� ����	�
�	� ����	� *��	��� �	 &��*	����	 ���������	 	� �� �	��� ���!������$ =� ��	�� &	�	����� ���
�������	 �	 ����*	� �� �����	�� �������	 ����&��	 6 &'���	 &��*	����	$ "��� �� ���� ���3
*���	 &��*	����	� �� (��� �������	 �� �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	 ��� T $ "��� ��	
*��	�� ��	�&����	 �	 �� &��*	����	 ��	 ���� ���� ���������	� �� (��� �������	 �� �����7�	
�	 �� ������	 &��*����	$ +	 ����3	���&	 �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� �R ���� �	�� ����*	� �	�
��������� 	�� �������� �*	& �	� ����	� ���� �� <���	 �$$

.	�	������ ������	 �� &��*	����	 	�� <0�	 6 ��	 *��	�� c� �� 	�� �������	 �	 ������	 �	
�����7�	� &�	��363���	 �	 �	���	 �	� ����	�� �	 V ���� T 	� �	 �������	� �	� ����	��
�	 V \ T 	� �	 W $ +	 ��	��	� &�� 	�� ����	 &�� �� ������>� ��	 ���� �� &���������� �	 T 	��
��	*�	 ���� �	 �����7�	 	�� �����	 6 �������	 	� �	 �	�0�7�	 &��� ������� �� �����	����� �	
����	�� �	 V � �	��	� �	 ������	 �� &����������	 �� �����7�	 UH�V$ ���� �������� �� &��	
��	��	���	 T ′ ��� 	�� ��<�� �	 �� ����7�	 ���*���	 


T ′ = T ∪ {vk ∈ V |∃vl ∈ W, ckl ≤ c ∧ �vk′ ∈ V \ {vk}, ck′l ≤ c}
=� (��� 	�����	 &��������	 ��	��	���	 W ′ ⊆ W ��� &���	����� 6 W ����	� �� � �	���� �	�
����	�� ��� ���� &��*	��� ��� �� ����	� �	 T ′ 


W ′ = W \ {vl ∈ W |∃vk ∈ T ′, ckl ≤ c}
/�<�� �� 	�� �������	 �	 �������	� �	� ����	�� �	 V ��� ���� ���� ���� �	 ���� �	� ����	��
�	 W ′$ �� � �����

V ′ = V \ {vk ∈ V |�vl ∈ W ′, ckl ≤ c}

+	� ����&����� ���*���	� ���� �������	� ��� 2	���	�� 	� ��$ UH�V ���� ��	 &��*	����	
��0����	 c$ )�	 �����&	 δ = (δlk) �	 ���	����� |W ′|×|V ′| 6 *��	�� ���� {0, 1} 	�� ��<��	$
"��� &'���	 &����	 vl ∈ W ′ 	� vk ∈ V ′� δk 	�� ���� 6  �� clk ≤ c� � �����$ +	� ������<&������
���*���	� ���� ����� �������	� 
 �D &'���	 ����	� vl ∈ W ′ �*	& δlk = 1 ���� ���� vk ∈ V ′

	�� �������� Z ��D ���� 	0���	 �����	��� ����	�� �	 W ′ ��� ��� �	� �:�	� *��	��� δlk ����
���� ����	� vk ∈ V ′� �� �	�� ����	� 	�� &���	�*� Z ���D �	� ����	�� ������� ���� �	����� 

�� ����	� vl ∈ W ′ �����	 �� ����	� vl′ ∈ W ′ �� δlk ≤ δlk′ ���� ���� k Z C�*D �� ��
����	� vk ∈ V ′ �	 &��*�	 ��&�� ����	� 6 &���	 �	� ����&����� ���&��	��	�� �� 	�� ������	
	� �	�� :��	 �������$



#


cmin

cmax

sur T
Tournée

Tournée
sur V

Espace réalisable

couverture
PVC sur T PTC sur V

longueur

���� �$ [ B���	� �	 ��	���&	 �	� ��;	&��(� ���������	 ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��3
*����	 ��3��;	&��($

�
� ���������� �0��� �� �#������� �� ��������� �� ������
�� ������� ε+���������

"	� �	 ���'��	� ��� ��� �������	� ���� �����	� �	 ����7�	 	0�&�	 ��	��	���	 "��	��
�������$ "�� 	0	���	� �� �	�� &��	� �� ���'��	 �	�0 �'��	� �	 )����� 	� �	�'	� U��V$
.	��	 ���'��	 � ������	�� ��� �������	 ���� �������	 �� �����7�	 �	 I�Q�'�� ��3��;	&��(
U��V$ =&�� ��	 ����������� ���� �����	 ���M�	 6 ����$ /� 	M	�� �� �� &�������� ����;	&��( �	
&��*	����	� �� �	����*	 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 �������� ���� �	��	� �� 	0���	
�� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� UH�V$ %	 ����� &���	 �� 	�� �������	 �	 &����>��	
����	� �	� &��*	����	� ��� &���	�����	�� 6 ��	 �������� ���������	� �� �	�� �	� ������	� ����
��<��� ��	 ���'��	 ε3&��������	 	����!��� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ���� �	
�����7�	 ����3��;	&��( ���� �����	� ��	��	���	 "��	�� �������$



#�

c0
c1

ci

cj

ck

ci+1

couverture

PTC avec c0

PTC avec c1

PTC avec ci+1

PTC avec cl

Itérations

longueur

���� �$� [ ,��������� 	0�&�	 ��� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� 	� ���'��	 ε3
&��������	$

����� ��*�����	


+��������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ��� �	���� ��	 ���� �	�� �����7��	 ��� 	�� ��
&��*	����	 ��0����	 ��������	$ +� ���'��	 	�� ��<��	 �	 �� ����7�	 ���*���	 


3���� 
 .��&��	� �	� &��*	����	� ���������	� 6 �����	 �� &���7�	 �$ 	� �	� ���	� ��� *��	��
��&��������	 ���� ��	 ����	 l = {c0, c1, . . . , ck}$ �� ���	 c ← c0$

3���� � ,������	 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 �*	& c &���	 �����7��	$

3���� � .��&��	� �� &��*	����	 c �	 �� �������� s (�����	 ��� ���������'�	 �	 �����������
	� &���	� 6 ������	 ���&��	��	$ �� ����	 s &���	 ��	 �������� �	 ��	��	���	 "��	��
�������$ "���� �� &'	�&'	 ci = maxcj∈l(cj < c)$ 4� ��	 �	��	 &��*	����	 ci 	0���	 �����
c ← ci 	� �� *� 6 ��/���	 �� ����� ���������'�	 �����:�	$

.	��	 ���'��	 	�� ��������	 ���� �� <���	 �$�$

����������� 
 ����#	������ �	��� �������
� ��	
�� ���������� �����	 	�������



#�

-����������� 4��� s ��	 �������� �	 &��*	����	 c ������	���� 6 ��	��	���	 "��	��
�������$ 4��� c′ �� ���� �����	 �	� &��*	����	� ���������	� ����&�	�	�� ��(���	��	 6 c$ 4���
si �� �������� �	 �����	�� li 	� �	 &��*	����	 ci ����*�	� �� 	��	 	0���	� ��� ���������'�	
�	 ����������� 	� &���	� �*	& 	� �����7��	 c′$ ���� ������ �����	� ��	 
 �D si 	�� �����
��	 �������� "��	�� �������	 Z ��D �� ci �= c′ ����� �� ��	0���	 ��� ��	 ����	 �������� "��	��
�������	 sj �	 &��*	����	 cj �	� ��	 ci < cj < c′$ /� (���� �� �	 �	�� ��	 �	�0 ��������� ��	��
��	 �:�	 �����	�� ���� �	� &��*	����	� ��M��	��	�$ +��������'�	 �	 ����������� 	� &���	�
����*	 ����M��	��	�� ����	 �	� �	�0 ��������� �	��� ������	 ���� �	��	� �	� *������	� ����
<0�	�$ .	�	������ &	 &�� 	�� ���	 	� �� �	�� :��	 ���� 	� &����	 	� ��������� �	� &��������	�
�� ��������	 �������	 	� �����	 	���	� ����� ���&��	��	�� 	� 	� ��������� �� (��&����
��;	&��( ���*���	 


min
∑
i<j

cijxij + Mc���

�*	& M ��	 &�������	 ��L����	�� �	���	$

���� ������ �������	� �D ��� ��������	$ 4�������� ����� 	0���	 ��	 �������� sj �	 ���3
��	�� lj 	� �	 &��*	����	 cj �	� ��	 sj �����	 si� &�	��363���	 �	� ��	 cj ≤ ci 	� lj ≤ li$ %���
&	 &��� �	� �	�0 ��������� �	��	&�	�� �� &��������	 ��� �� &��*	����	 ��� ���� :��	 ��(���	��	
�� ����	 6 c 	� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ������ �J ����*	� sj &�� 	��	 ����7�	
��	 �	���	��	 �����	��$ %��&� ��	 �	��	 �������� sj �	 �	�� ��� 	0���	� 	� si 	�� ���& ��	
�������� "��	�� �������	$

���� ������ �����	���� �������	� �� ����������� ��D ��� ��� ����� ��	0���	 ��� �	 ��������
sj ��� ���� "��	�� �������	 	� ���� �� &��*	����	 cj 	�� �	��	 ��	 ci < cj < c′$ 4��������
�����	 �������� "��	�� �������	 sj �	 �����	�� lj 	� �	 &��*	����	 cj 	0���	$ ������ �����
����� ��	 cj > ci� �� � lj < li �� sj �	���� ������	 ��� si� &	 ��� ��	�� ��� �������	 ������	
sj 	�� ��	 �������� "��	�� �������	$ ��� &���	 �	� �	�0 ��������� �	��	&�	�� �� &��������	
��� �� &��*	����	 	� ������	 lj < li� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ������ �J ����*	�
sj 	� ��� ��� si$ =� ! � ���& &�������&���� 	� ��	 �������� sj "��	�� �������	 �!��� ��	
&��*	����	 cj �	� ��	 ci < cj < c′ ��	0���	 ���$

+� ��	��7�	 	0�&����� �	 ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� �	 (��� �*	& �	 �����7��	
c0$ .���	 ������� ���&��	��	��� �� �������� �������	 �	 &��*	����	 c0 	�� �� ������	
�������	 ��� T $ "��� ���	��� ��	 �	���	��	 &��*	����	� �� 	�� ����������	 ���;���	� �� �����
�� ����	� 6 *����	� 	� ��� &������	��� �� �����	�� �	 �� ������	 �	�� (��&��	�� ���� �����	
��	 �� �����	�� �	 �� ������	 �������	 ��� T $ ������ �� �������� ��� *����	 �����	�	�� �	�
������ �	 T �	 &��*	����	 c0 	�� ��	 �������� "��	�� �������	$ %����7� �	� ������ �D 	�
��D� &���	 &	��	 ��	��7�	 �������� 	�� "��	�� �������	� ���������'�	 ����*	 ��	� ����	� �	�
��������� "��	�� �������	�$

����� �-����*
�

+� ���'��	 ����7�	 �����	��� �*�����	�$ %������� ���( ���� �	 &�� �����&���	� &���
���&��	��	��� 	��	 �	 (��� ��� �	 &��&��� ������	� �������6 &'���	 ��������� ��	 ���*	��	
�������� "��	�� �������	 	�� ����*�	 	� ��	 ���� 	�� &�����	 �	 &����>��	 �� &��*	����	
�������	 	� �	 ��������	� &���	 &���7�	 �����:�$ /�����	� 	� <0��� �� &��*	����	� �� �	*�	��
�� �����7�	 ����3��;	&��($ =� 	�� ���& �������	 ���������	� ���� &	 ��	 ���� ���� ���� &	
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Ensemble de solutions

Extraction des solutions de rang 1

Extraction des solutions de rang 2

Extraction des solutions de rang 3

Extraction des solutions de rang 4

Tri des solutions

���� �$� [ /0	���	 �������&����� �	 �� ���'��	 �	 ���P��� �����	$

&�� 	� 	� �����&���	� �	� �7��	� �	 ����&���� �����	� ���&��	��	��� &	 ��� �	��	� ��	����	�
��	 �&&��������� �	� �	��� ��	0�&����� �	� �������'�	� �	 ����������� 	� &���	� 	M	&����$

�
� ���������� �� �#������� #��������

.���	 �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 	�� �"3��L&��	� �� �	 �	�� ��� 	����	� �	
�������	 �	 ����7�	 	0�&�	 ������	 �� &���������� �	� 	��	���	� ����	��	$ .	&� 	�� ����3
���� ���� *��� ���� �� ���'��	 ��3��;	&��( ��&���	 ���&��	��	�� �R �����	��� �����������
	0�&�	� ���� 	M	&���	�$ =� 	�� ���& ��&	�����	 ��������	� �	� ���'��	� '	��������	�$ %���
&	��	 ����	� �� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��( 	�� ��<�� ���� ��������	� �� �����7�	
�	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��($ .	��	 �����	 	�� ��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ��
����&���	 �������	 �	 ���������'�	 	�� ����	���	 	� �$�$� �	�0 ������	��� �	 &����	�	��
���� �������� ���� �� �	&���� �$�$� 	� �	� ������	��� �	 �������� �������� ���� ��&���� ����
�� �	&���� �$�$�$

����� ��������
 *!�!���


����	 �����&'	 	�� ����	 ��� ��	 *������	 ��	��!3����	 �	 �42� == U��V$ +	� ����&����0
��&�����	� 	� &���&���������	� �	 ����	 �������'�	 ���� 


$ +� (��&���� �	 ���P��� 	�� &	��	 �	 �42� ==$ %��� �	 &�� �������� �	 ��� �	� ����3
����� ���� �	� ��M��	��	� ���(���	��� �	 (��� 	� O(n2 log n)$ .	�	������ &���	 ����
���� �����	����� 6 �� �����7�	 ��3��;	&��(� �� 	�� �������	 ���������	� �	� ����� �	�
��M��	��	� ��������� 	� O(n log n) 	� ��!	��	 	� 	� O(n2) ���� �	 ���	 �	� &�� 	�
	M	&����� �	� ���� ��� �	� ��M��	��� ��;	&��(� &���	 ������� ���� ���������'�	 �$ ���
	�� �������� ���� �� <���	 �$�$

�$ )�	 ��&'�*	� &���	���� �	� ��������� ���3������	�� � ��� �;����	 6 ���������'�	$ 4��
��� 	�� �����	$ "�	��7�	�	��� 	��	 �	��	� �	 ����	� ����	� �	� ��������� ���	���	��	3
�	�� "��	�� �������	� ����*�	� ������ �� �	&'	�&'	$ #��� 	��	 ���	�*�	�� ����� ���� �	
&���7�	 �����:� �	 ���������'�	 ��������	$ /� 	M	�� �� ��&��	 ���*	��	 �������� ��� ���
��&������	 ���� ����&'�*	 ������ �	� M �	���7�	� ������������ ���������'�	 �����:�	$



#"

��������� $/
 -��&���� �	 ���P��� �����	$

aQ � �������� ��� ��������� ������������b
a����A� � ����� 	������� ���� ��� ��������� �� ��������� A �� ������� ���������� ����� ��

 ������ �������	 ! ��  �������� ��������� ��� �"�� ������  ��� ��  ������ �������	# �����

���� ������  �� ��  ��� �� ������ �������	 �� ������� ������������
 $�� ��������� ����

������ si ���� i = 1, . . . , |A|
b
���CAD
Q ← A
r ← 1
����  �� Q �= ∅ �����

s ← si �	� ��	 si ∈ Q 	� �sj ∈ Q �*	& j < i
s.���#← r
������
�← f2(s)
Q ← Q \ {s}
���� i = 1, . . . , |A| �����
�� (si ∈ Q) ∧ (f2(si) < ������
�) �����

si.���# ← r
������
� ← f2(s)

.� ��
.� ����
r ← r + 1

.� ����  ��

�$ +� ���������� �������	 	�� &��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ���� �������� �	� ��(3
(��	��	� &��*	����	� ���������	� ���� &��&���	� 6 �����	 �� &���7�	 �$$ /�����	� ��
���	&�����	 ��M��	��	� &��*	����	� ��	 ���� ����	 	� �����7��	 6 ��'	��������	 ��3
&���	 ���&��	��	��$ +������:� ��������	� ��'	��������	 	�� ���	��	 �	��	� �	 &���	�&	�
�� �	&'	�&'	 �*	& �	� ��������� �	 ����	 �������$ %�����	 ����� �� �	� &��*	����	� ����
��	� &'����	�� �� 	�� �������	 �����	��� �	� ��������� ��	� �������	� �	 ���� �	 ��	���&	
���������	 	� ������	�� ��	 ��	��7�	 �����0������� �	� 	0�������� �	 ��	��	���	
"��	�� �������$ N + 1 ��������� ���� ������	� ������ &	��	 �'��	$

�$ +������&'	 	�� ��	��!3����	$ )�	 ���������� �	 ������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �	 ����
	� �� ������&	 �	 &��Q���� ���� &��&���� ���� �	� N + 1 ��������� �	 �� ����������$
%	�0 ���	��� ���� &'����� ����� �	� N �	���	��	� ��������� 6 �����	 �	 �� ���	&����
��� ������� �������� �	 �42� ==$ )� 	�(��� 	�� ����� ������ ��� �����&����� �	�
������	��� ��������	�$ +	� �������� ���� ���	����� ���� �� ����������$ 4� ��	�(���
�������	�� ��;6 6 �� ����������� �� ���*	� 	�(��� 	�� ������ 6 ������ �	� �:�	�
���	���$ +	 ���&	���� 	�� ����� ;�����6 &	 ����� 	�(��� ��� ����	�� ���� �� ����������
���� &��� �� ;�����6 &	 ��	 �� 	�(���� ���	�� ������� ���� ��&&7�$ %��� �	 ��	��	�
&��� ��	�(��� ��	�� �� ���&	 ���� �� ���������� �� ���� ���*��� ����*���� ����� ��
���������� �	 &'���	 ���$



#,

����� (!���
��� �
 �����
	
��

%	�0 &��������� &�������	�� ��	 �������� A �	 �����	�� lA 	� �	 &��*	����	 cA 
 VA

��	��	���	 �	� ����	�� *������ ��� A 	� σA �� ����	�&	 ��� &�������	 �� ������	 ��� VA$ +�
�����	�� �	 �� �������� ���	�� 6 �� (��� �	 VA 	� σA� ������ ��	 �� &��*	����	 �	 ���	��
��	 �	 VA$ %�����	 ����� �	� �	�0 ��;	&��(� ���� &����	�	�� ������� ������	� ����	 ����7�	
�������	� ���� (���	 ������	� �� &��*	����	 �� (��� *����	� �	 ���� 	� ���� �	 ����	��� &	 ���
� ���� 	M	� ������	��	� �� ������&	$ =� 	�� 6 ���	� ��	 &	��	 �L������� �	�� �	 ��� :��	
���;���� *���	 Z ����� �� ���� ���&���� ��	��	���	 "��	�� ������� ���� �	 �	�� �	� �����	���
&��������	�� 	� ���& �	� &��*	����	� ��&��������	�� �� ���	�*	 ��	 �	 �����	 �	 ����	��
*������ � �	����&	 6 ����	��	�$

"�� &������	��� �� 	�� ����&�� �	 ��<��� �� ������	�� �	 &����	�	�� ��� ��	�� 	� &����	
�	� �	�0 ��;	&��(�$ ������ ���� �*��� ��<�� �	� ������	��� ��� ���*����	�� 	� �	�0 �'��	�$
+���	 �	� �'��	� ���	&�����	 �	� ����	�� 6 *����	�� ������ ��	 ������	 �'��	 &�������� ��
������	$ %	�0 �!�	� ��������	�� ���� ����� �������	� 
 �� ������	�� �	�	&�3<��� ����	3�	&���
	� �� ������	�� ����	3<��� �	�	&�3�	&���$

$/$/�/
 ��������� ����	��.��� ��������	��� 82)D:

%��� &	� ������	��� �� &'����� ������� �	� ����	�� ��� �	���� *������� ���� �� &��������
��	 ������	 ��� �	� ����	�� &'�����$ +	 ��� �	 �� �'��	 �	 ���	&���� 	�� �	 �	���	 �	 �����
�������	 �	 ����	�� ���� �� ��������$ /�����	� �� ������	 	�� &��������	 ��� ��	 '	��������	
���� �	 �����7�	 �� *�!��	�� �	 &���	�&	$

+	 ��� 	�� �	 �������	� �	 �����	 �	 ����	�� ���� �� ��������$ "��� &	��� �� ����	�
��	�� �;���� ��	 ���� � �� 	M	� ��� �� &��*	����	$ +����	����� ���� ����	� �	 �	�� �*���
��	 �	�0 &������	�&	� ��� �� &��*	����	 
 ���� 	��	 ������	� ���� 	��	 �	��	 ��&'����	$ +	
��	��	� &�� ���	�*�	�� ������	 �� &��*	����	 	�� �����	 ��� �� &����	 (vk, vl) 	� ��	 ����
��&��� �� ����	� vi �	� ��	 cil < ckl$ /� ��	���� &	��	 �	�����	 	� &����	� �� �'��	 �	
���	&���� 	�� ��<��	 �	 �� ����7�	 ���*���	 


3+��3 
 =�������������$ H ← T $

3+��3 � =�	���<	� �	 &����	 (vk, vl) ��� ����	 �� &��*	����	 &������	$ .��������	 ��	�3
�	���	 H ′ ← {vi ∈ V \ H|cil < ckl}$

3+��3 � 4� H ′ = ∅ ����� ���	� 6 ��/��"/ �� ����� &'����� �� ����	� vi �	 H ′ 	� �	
�	���	� �	 H ′$ �� 	����	 ����&���	 vi ���� H �*	& ��	 ����������� p$ 4� vi 	�� ��&���
���� H� ���	� 6 ��/��"/ �� ����� ������	� ��/��"/ �$

3+��3 $ .��������	 �� 	��	���	 U �	� ����	�� �	 H �	 (�E�� ��	 �� &��*	����	 �	��	
��&'����	 �� �� �	���	 �� ����	� �	 U �	 H$ 4� U 	�� *��	� �� �'��	 �����:�	 	�
��	��	���	 �	� ����	�� *������ ��� ��	�(��� 	�� H$ 4����� �� &'����� u ∈ U �	 ����	
��	 �� *��	�� �	 ������	 &��*���� ������� ��� H \{u} ���� �������	 	� �� �	� 6 ;���
H ← H \ {u} 	� U ← U \ {u}$ +�/��"/ � 	�� �������	$

+� ����������� p �	 ��/��"/ � 	�� &��&���	 �	 �� �:�	 ����7�	 ��	 ���� ��������	�� �	
&����	�	�� 
��	� ���� �	 �����7�	 �	 �	&��*�	�	�� ������� U�V$ 4��� A 	� B �	� �	�0
���	��� 	� v �	 ����	� ��	 ���� ���'���	 ��&���	 ���� ��	�(���� ����� �� ����������� p 	��
&��&���	 ����� 




#�

$ 4� v ∈ VA 	� v ∈ VB � ����� p = 1$

�$ 4� v /∈ VA 	� v /∈ VB � ����� p = 0$

�$ 4� v ��������>� ��	 ���� �� �	�� ���	��� ����� �� ���	 p′ = rB
rA+rB

�� rA �= rB � �����

�� ���	 p′ = dA
dA+dB

$ rA C�	��	&��*	�	�� rBD 	�� �� ���(���	�� �	 �������&	 �	
A C�	��	&��*	�	�� BD 	� dA C�	��	&��*	�	�� dBD 	�� �� ������&	 �	 &��Q���� �	 A
C�	��	&��*	�	�� BD$ 4� v ∈ VA� ����� �� � p = p′� ����� p = 1 − p′$

=� 	�� �������	 �	 &��������	 �� ������	 ��� �	� ����	�� ���	&������� ��� �	 ����� ����	
���'��	 �	 ���������� �� "5.$ %��� &	��	 ������	�������� ���� ��������� ��'	��������	
2/�=)4 U�FV$ .���	 2/�=)4 	�� ��	 '	��������	� 	��	 �	 �	�� ��� ���;���� &�����	 �	
����*	� �� ������	 �������	$ .	�	������ ����	 '!���'7�	 	�� �� ���*���	 
 �� V1 	� V2

���� �	�0 ����3	��	���	� �	 V 	� �� �	 ���� ������� ��� V1 	�� ���� &���� ��	 �	 ����
������� ��� V2� ������ ���� �� ������� �	� &��� �	 ���� ������ ��� 2/�=)4 ��� V1 �	�� �	
�	���	��	 ������� ��	 �	 ���� ������ ��� 2/�=)4 ��� V2$ ������ ���������'�	 ��������	 	��
��<�� ���� ��	���<	� �	� &��*	����	� 	� �	��� 	��	���	� �	 ����	�� ����&���� ��� ���� �	
���� &�������� ���� &���	������	 6 �	� ��������� "��	�� �������	�$ /�����	� �� 	�� �������	
��������	� �	� ���'��	� �����	� �� "5. ��� �	� ��������� ������	�� �� ��� &	��	� &'����	� ���
�� ��&��	��� ���� �������	� �	�� �����	��$ +	 ���*��� �	 �� ���'��	 �	 ����3������������
�	�� ����� ������<� &�� �	 ���� 	��	���	� &�������� ������ ��� ��	���<�� 	� �� ������>��
�����7� �	� 	0�����	�������� �	 2	���	�� 	� ��$ UH�V� ��	 �	 �����	 �	 ����	�� *������
���� �	� ��������� �������	� 	�� 	� ������� �	��� ��� ������� 6 |V |$

$/$/�/� ���������� ������.��� ����	����	��� 8)2D:

+	 �����7�	 ���� ��<��� �� ������	�� �	 &����	�	�� ��� ���*����	 ���	&�	�	�� ��� ��
������	 	�� ��	 &	��	 �	���7�	 �	�� :��	 ��7� ��M��	��	 	���	 �	�0 ��������� 	� �	��	� �	
����	�� *������$ =� ��	�� ���& ��� �����	����� ���������	� ���	&�	�	�� ��� �	� �	�0 ���	���
�	� ������	��� ����� �	� �	&'	�&'	� ��� �	 "5.$ "��� ����	� 6 &	� ��L&������ ���� ���������
�� ������	�� �	 &����	�	�� ��� �����(���	 �	� ������	� �	� ���	��� 	� �	�0 ������	� ���
���� 	M	&���	� ��� �	� �:�	� �K��� 	� �������	 	�����	 ��� &	� ���*	��	� ������	� ��
������	�� &�������	 �� "5.� ��#� ;��	�������	� ��	��	��� C/,1D U�H� �HV$

���� ������ �����	���� 	0�����	� &���	�� �	� ������	� t̃A 	� t̃B � ��� �	���	��	� 	��
�������� /,1� ���� &��������	�$ +	� �	�0 ���	��� ���� ���	��� A 	� B 	� *����	�� �	��	&3
��*	�	�� �	� 	��	���	� VA 	� VB ��� �	� ������	� tA 	� tB $ %��� �� ��	��	� �	���� ��
��	���<	 �	� �K��� ��� ���� &������ ��0 �	�0 ���	��� 	� �� (���	 ��	��	���	 Ṽ = VA∩VB$
4��� ��! � ��� �� ����� �	�0 ����	�� 	� &����� 	���	 VA 	� VB� �� ��	�� ��� �������	 �	
&������	� ��������	��$ �� &��	 ����� ��	 ������	 ���� � 	� B ��� Ṽ $ +� ������	 t̃A (����	
6 ������ �	 tA ��� Ṽ 	�� &��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �	� ����	�� �	 Ṽ ���� *������
���� �	 �:�	 ����	 ���� t̃A ��	 ���� tA$ +� *�������� �	 ����& 	���	 �	�0 ����	�� �	
Ṽ &����&���(� ���� t̃A 	�� ����	 6 �� ����	 �	� *��������� �	� ��:�	� (������ �� &'�>�	
	���	 �	� �	�0 ����	�� ���� VA$ +� ������	 t̃B (����	 6 ������ �	 tB 	�� &���	 �	 �� �:�	
����7�	$

���7� �������&����� �	 /,1 ��� t̃A 	� t̃B� �� 	�� ��&	�����	 ���������	� ��	 �'��	 �	
���������� ��� �� ������	 t̃ �	 ��	�(��� ���	��$ /� 	M	�� �� 	�� �������	 �����	 ��:�	 (vi, vj)



#&

�	 t̃ &���	�����	 	� (��� 6 ��	 &'�>�	 ���� �� ������	 ������	 �� ���	�� ���� 	��	 	�� ����	$
=� (��� ����� ��&���	 	���	 vi 	� vj �	� ����	�� &���������� �� &'�>�	 ���� �	 ���	��$ +�����	
����&������ 	�� &	��� �� &'	��� �!��� vi ���� ������	 	� vj ���� 	0�������$ +�����	 ����
�	� ����	�� �	*��� :��	 �;����� ����� ���� �� ����	�� ����� �� ������	 t �	 ��	�(���$ .	�
������	�� �	 &����	�	�� 	�� �������� ���� �� <���	 �$�$

+� �'��	 �	 ���	&���� &������	 	� ��	 �	&'	�&'	 ��&��	 ���� �������	� �	� ����	�� ���
�	 �	�*	�� 6 ��	� ���� �	 &��&�� �	 �� &��*	����	$ +� �	&'	�&'	 	�� �	������	 6 &	��	 �������	
���� ��������	�� 4,1� 6 ���� ��	 �	 ���� �	 �	���	� �� ����	� ��	�� ��� �*���� ��� ��
�	&'	�&'	 ���� ����	 &��*���� ������� ���� ��� �	 &�J� �������� ��������� ������	 ����	
������	$

����� (!���
��� �
 	�������

%	�0 ������	��� �	 �������� ���� ��������$ +	 ��	��	�� ������ M1� &'���	 ������ �	
&'���	 ����	� v ∈ V \ T �*	& ��	 ����������� 1

|V \T | $ .'���	� ������ ���� ����	� �����<	
�	 �	���	� ���� (��� �����	 �	� ����	�� ���	&�������� ���;���	� �����$ +�����	 �	 &�����*	� .;F
	�� �������� �� �������	 ��������	�� M1 �*��� �� &������&���� �	 �� ������	 ��� 2/�=)4$

+� �	&���	 �������� 	�� ��	 *������	 �� ��3��� U�V$ %	 �� 6 ����� ����	�� &����&���(�
�	 �� ������	 ���� �	����� ���� ����&��� ���� �� ������	 �	 �	��	 ����	 ��	 �	 &�J� ����&������
���� �������$ +�����	 ����&������ �	� ����	�� 	�� �	 �:�	 ��	 ������	 ���� �	��	� ���
����	�� *������ ���� �� ������	 ��������	$ .	� ������	�� ��	�� ��� ������� 	� &����������
�*	& ��������	�� 4,1$

�
�  ��������� ����� ���#������� #�������� �� ���#�������
�� ��������� �� ������

+��������'�	 �*�����������	 ����	��� �	 �	�� ��� &�����	 �	 ����*	� ��	��	���	 "��	��
������� ������	 �� �����	 �	� ������&	� �	*�	���� �	 ���� 	� ���� �����	$ .	�	������ ���
�	��� �	 &��&�� �	 �	*�	���� ��� ���� ���������$ � ����*	��	� �� ���'��	 	0�&�	 �	*�	����
���� �����	$ ���� �*��� ���& &'	�&'� 6 (���	 &�����	� �	� �	�0 ���'��	�$ %��� &	��	 �����	�
���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� 	�� *� &���	 ��	 ��>�	 ����	 ��� ��	�� 	� 	����	 ��
	��	���	 �	 ����	�� 	� ��	 &��*	����	 	� �	�*��	 ��	 ������	 *����	 �� ����� �	 *�	 ��
"�.$ +� ��������	 �	�	��	 	�� �� ���*���	 
 �� ������	 ����(�������� ���	��	 ��� ���������'�	
��������	 ���� &��	� �	� �����7�	� �	 �	���	 �����	 ��� �	�*	�� :��	 ������� �����	�	�� ���
���������'�	 �	 ����������� 	� &���	�$

%	�0 ���&����	� �	 &������� �	 �����7�	� ��� ��� ��<��	�$ +� ��	��7�	 ���	 �	 �!�	 =
� ���� ��� ���������	� �	� ��������� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	 �� ����� �	 *�	
�	 �� �����	�� �	 �� ������	 ���� ����<	� �� &��*	����	$ +� �	&���	 ���'��	 ���	 �	 �!�	
== &�������� �	� 	��	���	� ���� �	 ��� �	 ����*	� �	� ��������� ���� �� &��*	����	 ��� ���
��� ��	���<�	 ��� ���������'�	 ��������	$ +	� 	0�����	�������� C*��� �	&���� �$�D �����	��
��	 �	� �	�0 ���������� ���� �����	�����	� 	� ;����<�	�$
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Ordre d’inclusion :
1 3 5 8 7

���� �$� [ /0	���	 �������&����� �	 ��������	�� �	 &����	�	�� ,41$
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�� ������	 ��	 ���������'�	 ��������	 (������ �	� 	��	���	� ��� �	 &����	�� ��� �	
����	�� ������	� �� ����� �	 *�	 �	 �� &��*	����	$ +����	 	�� ���& �	 *��� ���� ��	�� ���
�������	 �	 �	����&	� &	������ ����	�� �	 ��	��	���	 *����� Ṽ ��� �� 	��	���	 �	 ����	��
R ⊆ V \ Ṽ �	 �	��	 ����	 ��	 &	��	 ����<&����� �����	 �� &��*	����	 c̃ �����	 ��� �	 &����	
(vt, vc) ��&'����	$ )� ����	� vk ∈ Ṽ �	�� :��	 �	����&� ��� ��	��	���	 R �� 


$ ��&�� ����3	��	���	 �	 R �	 �	�� �	����&	� vk$

�$ ��&�� ����	� �	 R ��	�� &�����	 �	 (������ ��	 �	���	��	 &��*	����	 


∀vi ∈ R, ctc ≤ cic

�$ "��� ���� �	� ����	�� �	 W ��� �	�*	�� :��	 &��*	��� ��� vk� �� ���� 	0���	� �� ����	
����	� �	 Ṽ �� �� ����	� �	 R ��� �	�� �	����&	� vk$ =� (��� ���� &	�� ��	 ��
&�������� ���*���	 ���� *���	 ���� ���� vi ∈ W \{vc} �	� ��	 �vj ∈ Ṽ \{vk}, cji ≤ ckj 


∃vj ∈ (Ṽ \ {vk}) ∪ R, cjk ≤ c̃

+�����	 �� �����	 �	 R ����	��	� �	 �	�� �	*�	�� �	 ���� 	� ���� &�J�	�0$ %�����	 �����
���� ��	��	���	 R &����	�� �	 ����	��� ���� �� � �	 &'��&	 �	 ���*��� �	����&	� �� ����	�
�	 Ṽ $ ��� �� ��	��	���	 ����� &�������� �	*�	�� ���� ������ ����� ���������'�	 �	 �����������
	� &���	� �	�� ���� &�J�	�0 	� �	��� �	 &��&��$ +� &���������� �	� 	��	���	� � ���& ���
������	 6 �� �� �	�0 ����	���$

+�	��	���	 VI (����� 6 ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� 	�� &�������� �	 �������
�	 Ṽ 	� �	 ���� �	� ����3	��	���	� �	 V �	 &����������  �� � ��� �	�*	�� �	����&	� ��
����	� �	 Ṽ $ +� ���'��	 �	 &������&���� �	 ��	��	���	 VI 	�� �����	 ���� ���������'�	
�$�$

��$�� ���!������ �
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+	 ��	��	� �!�	 ��'!��������� &������	 6 �������	� �	� ��������� ����*�	� ��� ������3
���'�	 ��������	$ .	�	������ ����	� �	� &��*	����	� ���������	� ��� &���	�����	�� 6 ��	
�������� "��	�� �������	 �	�*	�� �	 ��� �*��� ��� ��	���<�	�$ +	� ��������� ��� �����	��
�	 ����*	�� (��&��	�� 	���	 �	�0 ��������� �	 �������0������� 	� �� 	�� *����	������	 ��	
����	� �	� ��������� �	 ���� ��� 	���	 �	� �	�0 �:�	� ��������� *�����	� �	 ��	��	���	 ��3
�	���	��	�	�� "��	�� �������$ =� 	�� �������	 �	 �	��	� ���	� 	M	&����� ��	 �	&'	�&'	 	���	
&'���	 &����	 �	 ��������� *�����	� �*	& �	� 	��	���	� �������� �� �	�� �������	 �	 ����*	�
�	 ���*	��	� ��������� "��	�� �������	�$

4��� A 	� B �	�0 ��������� *�����	� ���� ��	��	���	 �	 ��������� ������	� ��� ������3
���'�	 ��������	$ A C�	��	&��*	�	�� BD 	�� ��	 �������� �	 &��*	����	 cA C�	��	&��*	�	��
cBD ��� *����	 �	� ����	�� �	 ��	��	���	 VA C�	��	&��*	�	�� VBD$ �� ������	 ����� �
cA < cB $ �� *� ����� &��������	 �� 	��	���	 �	 ����	�� VII 6 ������ �	 &	� ��(����3
������ ���� 	0�&��	� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� �*	& 	� 	����	 VII 	� �� ��	��7�	
&��*	����	 ����&�	�	�� ��(���	��	 6 cB $




�


��������� $/� .������&���� �	 ��	��	���	 VI

V1 ← ∅
���� ���� vk ∈ Ṽ \ {vt} �����
���� ���� vi ∈ V \ Ṽ �����
�� {vi} �	�� �	����&	� vk �����

V1 ← V1 ∪ {vj}
.� ��

.� ����
.� ����
V2 ← ∅
���� ���� vk ∈ Ṽ \ {vt} �����
���� ���� vi ∈ V \ (Ṽ ∪ V1) �����
���� ���� vj ∈ V \ (Ṽ ∪ V1) �����
�� {vi, vj} �	�� �	����&	� vk �����

V2 ← V2 ∪ {vj , vj}
.� ��

.� ����
.� ����

.� ����
VI ← Ṽ ∪ V1 ∪ V2

��������� $/� .������&���� �	 ��	��	���	 VII

VII ← VA ∪ VB

���� ���� c �	� ��	 cA ≤ c ≤ cB �����
���� ���� vl ∈ W �����

VII ← VII ∪ {vk ∈ V \ VII |ckl ≤ c}
.� ����

.� ����

+�	��	���	 VII 	�� &�������� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ���� �������� �� &����	�� VB $ /�
	M	�� �� ������>� ���� �	� �	��� ��	 �	� ��������� *�����	� ���� ��	��	���	 "��	�� �������
��� �� �����	 �	 ����	�� 	� &����� ��� ������	���	$ %	 �:�	� �� ��&��� ����� VA� &	
��� �����	 ��	 ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ����*	�� �� ���	 A �� ��	 �������� �	
�:�	 &��*	����	 ���� �*	& ��	 �	���	��	 �����	�� �� &�� �R �� ������	 ��� VA ��	�� ���
�������	$ "��� &������	� VII � �� ���&7�	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ���� &'���	 &��*	����	
(������	 c� �	� ��	 cA ≤ c ≤ cB � �� �;���	 �	� ����	�� 6 VII ���� ����� 	0���	 �� �����
�� ����3	��	���	 �	 VII �	 &��*	����	 c$ +��������'�	 �$� �����	 &���	�� &��������	
��	��	���	 VII $




��

�
, �������� �0���������0

��'�� ������	
� �
��� ������!�

-������ �������� 1 ���� �����	� �	� 	��	���	� �	 ����	��� |V | + |W | ������ ���
��� &'����� �	��� ��	 ������������ ���(���	 ���� �� &���� �	 �����	 [0, 100] × [0, 100]$ +	�
	��	���	� T 	� V ���� �	��	&��*	�	�� ��<��� ��� �	� |T | 	� |V | ��	��	�� ������ 	� W 	��
(���� �	� ������ �	������$ +� �����	 �	 V � ��� <0�	 6 ��� H�� �� 	� �� Z �� �����	 �	 T 6
1, �0.10|V |�, �0.20|V |� Z 	� �� �����	 �	 W 6 |V |, 2|V |, 3|V |$

-������ ������� 1 �	� �����	� �	 &	 �����7�	 &���	�����	�� �� ������&� �	 4�'�� ��
2'��� ��&��� ��� A������ 	� ��$ UHGV$ =� ������ �	 ��<��� ��	 ����	 ���� ��	 ����� �	 �����
�����	$ =� ��	�� &	�	����� ��� �������	 �� *� �	� ��M��	��� �!�	� �	 ����	� ���&&��	� 6
��	��	���	 �	� *�����	�$ +	 ��� 	�� �	 ��<��� ��	 ������	 �	���� 4�'�� ��� ���*	��	 ��	
�����	 �	� *�����	� �&&	�����	� ��� �� ����	 �	 �	��	 ����	 ��	 �	� '�������� �	� *�����	� ���
�	��	�*�� �	 ���*	�� ��� ���&'	� ���� ����	 &	�����	 ������&	 ;�����6 �� *�����	 �	��	�*�$
.	 &�� �	�� ���& :��	 ������ ��� �� ���������� ���� "�.$

+	 ���	�� �����	� 	�� �������� ���� (���	 ���� ����'	 &������ �	 �F ����	�� �	���3
�	��� ���� �� <���	 �$� 	� �� ������������ �������	 ���� �� <���	 �$�$ %	�0 *��������� ����
��<��	� ��� �	� ��&�$ +� ��	��7�	 &���	����� 6 �� ������&	 ��	 ���� ���&����� �	 *�'�&��	
���� �	 �	���	 ���� *�����	 6 �� ����	� �� �	&���	 &���	����� 6 �� ������&	 �	 ���&'	 ����
�� *�����	��� ���� �	 �	���	 ���� *�����	 6 �� ����	$ +� �����	�� �	 �� ������	 	�� ���&
&��&���	 �*	& �� ��	��7�	 *�������� 	� �� &��*	����	 �*	& �� �	&���	$ "��� &'�&��	 �	� *�3
��������� �� 	0���	 �	�0 �����&	� �	 ������&	 
 ��	 ���� �� ������ �7&'	� ��	 ���� �� ������
�	� ����	�$ =� ��	0���	 ��� (��&��	�� �� ��	� ���	&� 	���	 �	�0 *�����	�$ ������ �� �����&	 �
��� &�������	 	� �M	&���� &���	 *��������� ��0 ��&� ��������� �� *��	�� �� ���� &����
&'	��� 	���	 �	� �	�0 	0��������$ .	�� �	�� 	����>�	� ��	 �������	�&	�&	 �	 �� ��������$
/� 	M	�� �� ���� ��	 �������� �� ������	 &����	�� ����& (vi, vj) ����� ��	 �	� �	�0 *�����	�
vi 	� vj �	 ���� ��� ���	&�	�	�� &���	&��� ���� �� �������� ����� ������� *����	 ����	�	��
�	� *�����	� ��� �	 ����	�� ��� �	 ���� &���� &'	��� 	���	 vi 	� vj$ ��� ���� �	 &����	 �	 ��
��������� &	� *�����	� �����������	�� ���$ %	 &	 (���� �� 	0���	 �����	��� &����	� ���� ��	
�:�	 ��������$ %	 ����� �� �	 �	�� ��	 �� *��	�� �	 �� &��*	����	 ���� (�����	$ %�����	 �����
���� �	� ����	�� �	 ���� ��� �&&	�����	� ��� �	 *�'�&��	$ +	 �����	 �	 *�����	� ��	 ����
�	�� *����	� 	�� �	 �� ���� �	 �� ������ �7&'	 	� �	 �� ���� �	 �� ������ �	� ����	�$

��'�� ��������


+��������'�	 ��������	 	�� &��� 	� . 	� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� 	�� ��3
����	��� 	� . �*	& ."+/1 F$$ +	� �	��� ��� ��� 	M	&���� ��� �� "	����� =5 �$�H2'8
�*	& �� #� ���� %	���� +���0 �$�$

"��� �	� ������&	� ������	�� ���� &'���	 &���������� �	 �����	� �	 V � T 	� W � &��� ���3
���&	� ���� ������	�$ +��������'�	 ��������	 	�� 	0�&��� ��0 (��� ��� &'�&��	 �	� ������&	�
����� ��	 ��� �	� �	�0 &�� &���	�������� �� ������&� �	 4�'��$ +��������'�	 ��������	 �




��

���� �$� [ ,���	� 	� *�����	�� %�����&� �	 4�'��� ,����� /��� 2'���$

���� �$� [ ,��	�� �	 ��������� ��������� %�����&� �	 4�'��$




�$

���� �$ [ .���������� �	� ������	��� �	 &����	�	�� 	� �	 ��������$
= =� =�

|V | |T | |W | �	��� ����� %2 �	��� ����� %2 �	��� ����� %2
��  �� �F$G �$�� �$�� H�$� �$�G �$�F F�$G �$�H �$��
��  ��� ��F$ �$�� �$� G��$� �$�F H$F� ���$� �$�F �$�F
��  ��� HH�$H �$�� �$� G��$� �$�H H$�F �H$H �$�G �$��
�� � �� ��G$� �$H� �$�� �F�$F �$�F $ ��H$H �$H� �$��
�� � ��� ��$ �$HH �$F� �$ �$�� �$G ���$H �$�G �$�G
�� � ��� F��$� �$H� $� ���$ �$�� G$�G F�H$� �$�� �$H�
�� �� �� ��F$� �$�G $� G$� �$�� �$� ��F$� �$H� �$G�
�� �� ��� �H�$� �$�G �$�G �F�$ �$�� G$�� �F�$� �$H �$��
�� �� ��� ���$� �$� �$�G FF$� �$�G �$� �HH$F �$H� �$F�
�� � �� ��$F �$F� �$�� ���$� �$�� $G �H$� �$�F �$GH
�� � ��� G$� �$�G �$HF �F�$� �$�� �$� �$� �$�� �$�F
�� � ��� �F�$� �$� �$G FG�$H �$�� �$ ��$� �$�� �$��
�� �� �� ��G$� �$�F $H� ��$ �$�� F$� �H�$� �$�� $�G
�� �� ��� F��$F �$�� �$H� �GG$G �$�� �$H HGF$ �$�H �$��
�� �� ��� FH$� �$H� �$�� �H$� �$�� $ HF�$� �$�� �$FF

��� ��������� 	0�����	����	�	��$ +� ���������� 	�� <0�	 6 ��� ����*���� 	� �� �����:�	
���7� ��	 ���� ����������� ���� ���	 6 ;��� �	 ����&'�*	 �	 ���	�� �&����	�$

%	�0 �	���	� ��� ��� �������	� ���� �	� �*��������� 	� �	� &�����������$ ���� ��������
���� �*��� &��&��� �	 ����� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� ��� ���������'�	 ����3
����	$ ���� �*��� ����� 	����!� �� ������&	 �����������	��	 U��V ����	���	 ���� �	 &'�����	
$ .���	 �	� &��������	� �	� ������ ���� ��	���&	 �	� ��;	&��(� ��� �J :��	 ���������	��
����	� �	� *��	��� x �	����*	� 6 &	��	 �	���	 ���*	�� :��	 ��	� x × 10−4$
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����� ������	�������� ��� ��� �	���	� 


�
 
 +�������	�� �	 &����	�	�� 	�� 4,1 	� ��������	�� �	 �������� 	�� #$

�� 
 +�������	�� �	 &����	�	�� 	�� ,41 	� �	� �	�0 ������	��� �	 �������� ���� ��������$

�� 
 +	� �	�0 ������	��� �	 &����	�	�� 	� �	� �	�0 ������	��� �	 �������� ���� ��������$

"��� &'���	 ������	�������� �	 ����	�� �$ �	����	 �	� ��(��������� ���*���	� 


+��� 
 �	��� ��!	� ��	0�&�����$

����� 
 ,���� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	�$

-; 
 %�����&	 �����������	��	 ��!	��	 	���	 �������0������� ������	 	� ��	��	���	 "��	��
�������$

%� ����� �	 *�	 �� �����	 �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	�� &�	�� ��������	�3
������ = ��� 	� ����*	 ���;���� �� ���� ����� �����	$ %�����	 ����� ������	 &�	�� �������3
�	������� =� ��� ���*�	�� 6 ��	���<	� �	 ���� ����� �����	 �	 ��������� "��	�� �������	��
�� ��M��	�&	 �*	& = 	�� (����	 ����� ��	 ���� �����	��� ;	�0 �	 �	���� = ����*	 &����	�	��




�"

���� �$� [ .���������� 	���	 �� ���'��	 	0�&�	 	� ���������'�	 ��������	$
|V | |T | |W | �B �	��� ε ����� %2 �	��� �2
H�  H� F�$F �� �$F� �$F ���$�
H�  �� F�$F ���$� �$H� �$�� �F$�
H�  ��� ��$� ����$� �$H� $�� ��$F
H� H H� �� ��$F �$HF $�� �H�$�
H� H �� �G$� ��� �$F� �$HG H$�
H� H ��� �� �F�$� �$HG �$�H ���$�
H� � H� ��$� �H� �$F� $�� F�$�
H� � �� �F$� F� �$G� �$G� ��$�
H� � ��� ��$� ��$� �$FF �$H� �F$�
��  �� ��$F G���$� �$�� �$�� �F$G
��  ��� �$� �GH�$F �$�� �$� ��F$
��  ��� ��$� �F��$F �$�� �$� HH�$H
�� � �� �$� G�$F �$H� �$�� ��G$�
�� � ��� ��$� G�� �$HH �$F� ��$
�� � ��� F�$� �HHG$� �$H� $� F��$�
�� �� �� �$� ��$� �$�G $� ��F$�
�� �� ��� ��$� �HH$� �$�G �$�G �H�$�
�� �� ��� ��$� �G� �$� �$�G ���$�
�� � �� ��$� �F��$F �$F� �$�� ��$F
�� � ��� F�$� F��$� �$�G �$HF G$�
�� � ��� G�$� ��F$� �$� �$G �F�$�
�� �� �� ��$� ���$� �$�F $H� ��G$�
�� �� ��� ��$� ���� �$�� �$H� F��$F
�� �� ��� �� ���$F �$H� �$�� FH$�

���� �	 ��������� "��	�� �������	�$ +�������	������� =� 	�� ���;���� ����	�	�� �����	 6 &	
��*	��$ %�����	 ����� �� �	�� :��	 �	������� 6 ��	 	0&	����� ��7�� ��	 ��������	������� =
���7�	 ���;���� �	� 	��	���	� ���� ���&'	� �	 ��	��	���	 ������� �:�	 �������	��	 ����*	
����� �	 ��������� "��	�� �������	� ��	 =�$ /�<�� ���( ���� �	� ����� ��	��	�� ;	�0 �	
�����	�� =� 	�� ���;���� �	�����	�	�� ���� �����	 ��	 �	� �	�0 ����	� ������	�������� ���
��� �	� �	��� ��	0�&����� ��������	�$

%	 &	� �	���� �� ������>� ��	 = 	�� ��������	������� ��� �M�	 �	 �	���	�� &��������
	���	 �	� ����� &���&���������	� ������	�$ "�� &������	��� ���� �	 �	��	 �	� 	0����	�&	� �	
&	 &'�����	� ��������� (��� ��(��	�&	 6 ���������'�	 ��������	� �� ������ ���;���� �	 �������3
�	������� =$

��'�� ��	������� 
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� ����*�����	
 *!�!��%�


���� �*��� 	�����	 �*���� �� ������� 	� �������:� �	 ���������'�	 ��������	 	� �	 &����3
���� ��0 	��	���	� "��	�� �������0 ������� ��� ���������'�	 	0�&�$ +	 ����	�� �$� ����	��	
�	� ��(��������� ���*���	� 





�,

C( 
 �����	 �	 ��������� "��	�� �������	�$

���� ε 
 �	��� ��	0�&����� ��!	� �	 �� ���'��	 	0�&�	$

����� 
 ,���� ��!	� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	$

-; 
 %�����&	 �����������	��	 ��!	��	 	���	 �������0������� ������	 ��� ���������'�	
��������	 	� ��	��	���	 "��	�� �������$

+��� �; 
 �	��� ��	0�&����� ��!	� �	 ���������'�	 ��������	$

%	� ��������� ���� ��������� �	�*	�� :��	 ����*�� ���� �����	0	 �$

���� ������ �����	���� ���&��	� &	� ��������� ��� ������� 6 �	�0 ������ 
 �� ������� �	�
�����0�������� 	� �	� �	��� �	 &��&��$ "�	��7�	�	��� ���������'�	 ��������	 	�� &�����	
�	 �����	� �	� �����0�������� �	 ����	 �������$ /� 	M	�� �� ��	���<	 ���;���� ��	 �������
�����<&���*	 �	 ��	��	���	 "��	�� �������� 	� ��!	��	 �� ����� �	� �	�0 ��	��$ %	 ����� ��
������&	 �����������	��	 ������	 ��	 �	� ��������� ����*�	� ��� �	 ���� ��� "��	�� �������	�
���� ���&'	� �	� ��������� "��	�� �������	�$ +�����	������� �	 �� �����	 �	 V 	����>�	 ��	
����������� �	� ��������� ���� &	� �	���	�� �	��	�� �	 ����	 �������$ +	� �����	� �	 T 	� �	
W �	 �	���	�� ��� �*��� �� ����&� ��������� ��� �� ������� �	� �����0��������$

%� ����� �	 *�	 �	� �	��� �	 &��&��� �� ���'��	 	0�&�	 	�� ���;���� ���� �����	 �����
�� � |V | = 50$ .	 �������� �	�� ��	0�����	� 	� �	�0 ������$ "�	��7�	�	��� ���������'�	
�	 ����������� 	� &���	� ��	�� 	0�&��� ����� �����	 �	 (��� ���� �� �����	 �	 ���������
"��	�� �������	� ��� ��	�� ��� ��7� ��������� 	� ��!	��	$ "��� �� ����� ���������'�	
��������	 ���� �� ����� ��	0�&��	� �	����� ���� ����������� �*��� �	 ���*��� �����:�	�$
%	�0�7�	�	��� ���� �� ���'��	 	0�&�	� �� 	�� �������	 ���������	� �	� �7��	� �	 ������<&�3
����$ .	� �7��	� �!��� ���� ����&���� �����:� �	 ������	� �� &���������� �	 V � �	� �����7�	�
������� ��� ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ���� ���& ���� ������� ��� ������� 6 &	�0
������� ��� ���������'�	 ��������	 ��� ���� ���*����	� ��� �	� 	��	���	� V 	� W &����	��$
��� �� � ��� �	������ ��	 �� �����	 �	 V �*��� ��	 ��������&	 ���� �	� �	��� ��	0�&�����
�	 ���������'�	 ��������	$ +�����	 |V | = 75� ���������'�	 ��������	 	�� �����<&���*	�	��
���� �����	 ������	 |T | = 1$ .	&� �	�� ��	0�����	� ��� �	 (��� ��	 �	� �7��	� �	 ������<&�����
�	 ������	�� ��� �	 �����7�	 ��L����	�� ���� ��	 ���������'�	 	0�&� ���� ���� �����	$
9���� �� �����	 �	 T ����	��	� �	� ������<&������ ���� ���� 	L&�&	� 	� �� ���'��	 	0�&�	
�	�	*�	�� ���� �����	$ .	� ���	�*������ ���� &��<���	� ������	 |V | = 100$ /� 	M	�� ����
|T | = 1� �� ��M��	�&	 	���	 �	� �	�0 ���'��	� 	�� ���������	 	� 	� (�*	�� �	 ���������'�	
��������	$ /� ����	� ��������� � |T | = 10 	� |W | = 200 �� ���� ���������'�	 ��������	
	�� ���;���� ���� �����	 �� (��� �	� ����&����� ����� ���������	�$ "��� |T | = 100 	�
|W | = 100� �	� �	��� �	 &��&�� ���� ������	�� ��	�����	�$ "��� |T | = 20� �	� ����&�����
���� ���;���� ��L����	� ���� ����	� �� �*�����	 6 �� ���'��	 	0�&�	$ � ������ �	 &	� ��3
�	�*������� �� �	�� ������	 ����*	& ������	������� �	 �� �����	 �	 V � �	� ����&����� �	����
�	 ����� 	� ����� 	L&�&	�� &	 ��� 	����>�	�� ��	 ����	������� �� �	��� �	 &��&�� �	
���������'�	 	0�&� ������ ��	 �	� �	��� �	 &��&�� �	 ���������'�	 ��������	 �	 &����>�����
��� ��	 ����	������� ����� ���������	$ .	� �	�����	� ���� &��<���	� ������	 |V | = 120$
%�����	���� �	� ��������� ���� |V | = 120 	� |T | = 1 �	 ���� ��� �	������ 6 &���	 �� &�J� 	�
�	��� ���'�����( �	���� ��� �� ���'��	 ε3&��������	$




��

���� �$� [ ,������� 	� 	��	��� �� �����	 �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� 	� ��
�����	 �	 &��*	����	� ����*�	�$
|V | |T | |W | �B ,���� /��	�� ,$ .��* /$ .��*
��  �� ��$F �$�� �$�� �$F� �$��
��  ��� �$� �$�� �$�� �$F� �$��
��  ��� ��$� �$�� �$�G �$F� �$�H
�� � �� �$� �$H� �$G �$FG �$��
�� � ��� ��$� �$HH �$F �$G� �$��
�� � ��� F�$� �$H� �$� �$G� �$��
�� �� �� �$� �$�G �$�H �$G� �$��
�� �� ��� ��$� �$�G �$�F �$G� �$��
�� �� ��� ��$� �$� �$�� �$G� �$��
�� � �� ��$� �$F� �$� �$G� �$��
�� � ��� F�$� �$�G �$�� �$FF �$��
�� � ��� G�$� �$� �$�� �$F� �$��
�� �� �� ��$� �$�F �$� �$F� �$�F
�� �� ��� ��$� �$�� �$�� �$FH �$�H
�� �� ��� ��$� �$H� �$� �$G� �$��

��'�$ ���� �
 �� ���!������

+������:� �	 �� &���������� 	���	 ���������'�	 ��������	 	� �� ���'��	 	0�&�	 	�� �*����
�	��� �	�0 ������$ "�	��7�	�	��� �� *���<	 ����� ! � �� ������ 	� �	��	� �	 ��������� "��	��
�������	� ����*�	� �� ��	 ���������� �	 �� ������&	 �����������	��	$ %	�0�7�	�	��� �� 	��
*���<� ��	 �	� �	��� �	 &��&�� �	 ���� ��� ���� ���������� 	� ������	 &	 ��	�� ��� �	 &��� ��	
�	� �	��� �	 &��&�� &������ �	 ���������'�	 ��������	 	� �	� �������'�	� �	 ����������� 	�
&���	� �	 �	*�	��	�� ��� ������	��� ��0 �	��� �	 �� ���'��	 	0�&�	 �	��	$

$/,/"/
 �����E� �� �� 	����������

+	� ��������� ���	��� ��� ���������'�	 ��������	 �����	�� ��	 �������&����� �	� �	�0
�����&'	� �	 &���������� 	�� �����	�����	$ /� 	M	�� �� �� ���	�*	 �	� ��(��������� ���*���	�
�	�����	� ���� �	 ����	�� �$� 


C( 
 �����	 ��!	� �	 ��������� "��	�� �������	�$

)���� 
 ,���� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	$

3����� 
 ,���� �	 ��������� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	 ��� �	 ���� ��� "��	��
�������	�$

)/ '��� 
 ,���� �	 &��*	����	� ��� &���	�����	�� 6 ��	 �������� "��	�� �������	 ����*�	�
��� ���������'�	 ��������	$

3/ '��� 
 ,���� �	 ��������� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	 ���� �� &��*	����	 �	
&���	����� ��� 6 �� &��*	����	 ����	 �������� "��	�� �������	$

��� ��	 &���������� �	 �!�	 =� �� �	�� 	����	� ����	� 	� ����&	����	 �� ��M��	�&	 	���	
,$ .��* 	� ,����$ .�	��363���	 �	� ��������� ���� �	���	��	� �� � ����*� �� ����	 &��*	����	




�&

���� �$� [ ������ �	 �� &���������� �	 �!�	 =$
�2 �2cB.

|V | |T | |W | ����� %2 �	��� ����� %2 �	��� ��
��  �� �$�� �$�� �F$G �$�H �$G� F�$H ���$�
��  ��� �$�� �$� ��F$ �$H� �$�� ��$H HH�$F
��  ��� �$�� �$� HH�$H �$�G �$�� �$� G��$�
�� � �� �$H� �$�� ��G$� �$F� �$� ��$� �H�$�
�� � ��� �$HH �$F� ��$ �$F� �$�� ��$ ��G$�
�� � ��� �$H� $� F��$� �$H� $�� ��$� G�$�
�� �� �� �$�G $� ��F$� �$H� �$HH F$� ��H$�
�� �� ��� �$�G �$�G �H�$� �$H� �$�G ��$G ���$
�� �� ��� �$� �$�G ���$� �$�F �$� ��$� �F�$G
�� � �� �$F� �$�� ��$F �$F� $� ��$H �GH$�
�� � ��� �$�G �$HF G$� �$H� �$�� GH$H ���$H
�� � ��� �$� �$G �F�$� �$�� �$H� H$� ���$
�� �� �� �$�F $H� ��G$� �$H� �$�� �H$G ��H$
�� �� ��� �$�� �$H� F��$F �$�G �$� H�$H G�G$�
�� �� ��� �$H� �$�� FH$� �$HF �$�G ��$F G��$�

���� ��� �	 ���� ��� "��	�� �������	�$ =� ������>� ���& ��	 �	 ���� 	�*����� 	�� ���
������	���	$ "�� ����	���� &���	 �	� *��	��� �	 /$ .��* ���� (����	�� �� �	 ���&	 ��� ����
�	 �	&'	�&'	� ������	�$ /� ����	� �� �	�0�7�	 &���������� �	��	� �	 �	&'	�&'	� �� �����	
�	 ��������� ���������� ���� ���&����	�� K ��������� �R K 	�� �	 &������	�� 6  �	 ,$
.��*$

$/,/"/� ������ �� �� 	���������� �� �<�� �

+	 ����	�� �$� �	����	 �	� ��(��������� ���*���	� 


����� 
 ,���� ��!	� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	�$

-; 
 %�����&	 �����������	��	 ��!	��	 	���	 ��	��	���	 ������ 	� ��	��	���	 "��	�� ��3
�����$

���� 
 �	��� ��	0�&����� ��!	�$

++ 
 �	��� ��	0�&����� &����� ��!	�$

+	� ����� ��	��7�	� &�����	� ����	� ��	 �	� �����	� �	� 	��	���	� &���	�����	�� 6 ������3
���'�	 ��������	 �	��$ +	� ����� &�����	� ���*���	� �	����	�� �	� ��������� ���7� �����&�����
�	� �������'�	� �	 ����������� 	� &���	�$ +	 �	��� �	 &���	����� ����� �	��� ��&	�����	
���� �������&����� �	 ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	�$ +	 �	��� &����� �	� �	�0
���'��	� 	�� ����� ���� �� �	���7�	 &�����	$

=� ������>� �����	����� ���������	� &	��	 '!��������� &�� ���� �	� �	��� �	����*	�	��
(����	�� 	��	 	�� &�����	 �����	��� 	� ��!	��	 � ������ �	 ��������� "��	�� �������	� ������3
�	�����	� 	� ���� ���� �	� &�� �	 (���	 �����	� ���&��� 	���	 ��	��	���	 ������ 	� ��	��	���	
"��	�� �������$




�#

���� �$� [ ������ �	 �� &���������� �	 �!�	 ==$
�2 �2cB.

|V | |T | |W | ����� %2 �	��� ����� %2 �	��� ��
��  �� �$�� �$�� �F$G �$�� �$� ��$G ��$F
��  ��� �$�� �$� ��F$ �$�G $GH ��$� HFF$�
��  ��� �$�� �$� HH�$H �$�� $�� �$� FF�$G
�� � �� �$H� �$�� ��G$� �$HH �$�� H$� ��H$G
�� � ��� �$HH �$F� ��$ �$HF �$H F$F ���$G
�� � ��� �$H� $� F��$� �$H� $�� ��$� FHF$
�� �� �� �$�G $� ��F$� �$H� $� �$� ���$
�� �� ��� �$�G �$�G �H�$� �$H� �$�H �$� �F�$�
�� �� ��� �$� �$�G ���$� �$�� �$�� H$� ��H$G
�� � �� �$F� �$�� ��$F �$F� $G� F$� ���$�
�� � ��� �$�G �$HF G$� �$H� �$H� ��$� ���$�
�� � ��� �$� �$G �F�$� �$�� �$FH ��$� ��$H
�� �� �� �$�F $H� ��G$� �$�G $�� �$F ���$�
�� �� ��� �$�� �$H� F��$F �$�F �$�� �$� FHH$
�� �� ��� �$H� �$�� FH$� �$F� �$� F$� FG�$�

$/,/"/� ������ �� �� 	���������� �� �<�� ��

+	� �:�	� �!�	� ����(�������� ��	 ���� �	 ����	�� �$� ���� �	������ ���� �	 ����	��
�$�$ %	� &��&������� ��������	� �	�*	�� :��	 	M	&���	�� 6 ��*��� ��	 ���� �� &�J� 	� �	���
�	 &��&�� (����	 ��� ������� �� �	��� ��	0�&����� �	 ���������'�	 ��������	� �������&�����
�	 ���������'�	 �	 ����������� 	� &���	� �	��	� �� ���� ���� �� ��*	�� �� �����	 �	 ����3
����� "��	�� �������	� ����*�	� ��	 �	 ���&��� 	���	 �������0������� 	� ��	��	���	 "��	��
�������$

$/,/"/$ ������ 	����� ��� 	����������� �� �<�� � �� ��

/�<�� �� � ��� *���<� ��	 �	� �	�0 �����&'	� �	 &���������� �	 �	����*��	�� ��� �	�
�:�	� ���������$ "��� &	��� ���� �*��� �������� �	� �	�0 �����&'	� ��� ��	��	���	 (�����
��� ���������'�	 ��������	 Z �	 �������� �	 �� &���������� ����� ������� �	� 	��	���	� ���	3
���$ +	 ����	�� �$� �	����	 �	� ��������� �	� ��M��	��	� �	���	� ���� ���������'�	 ��������	
	� ���� �� *	����� �R �	� �	�0 '!���������� ���� ��������	� ��� �	� ��������� �	 ���������'�	
��������	$ =� ������>� ��	 &�����	� �	� �	�0 �����&'	� ������	 �	 �	���	��� ��������� ����
	����>�	� ��	 ����������� ���������	��	 �	� �	��� �	 &��&��$

��'�' 3
��� ��� �
 ��� �!
� �� �������� �
 ����	 �� 0����

+	 ����	�� �$H �	����	 �	� ��(��������� ���*���	� 


C( 
 +	 �����	 �	 ��������� "��	�� �������	�$

+��� 
 +	 �	��� ��	0�&�����$ %��� �	 &�� �	 ���������'�	 ��������	� �� ������ ����	





�

���� �$� [ ������ &������ �	� &����������� �	 �!�	 = 	� ==$
�2 �2cB.

|V | |T | |W | ����� %2 �	��� ����� %2 �	��� �$ /0�&�
��  �� �$�� �$�� �F$G �$�H �$HG �GH$� G���$�
��  ��� �$�� �$� ��F$ �$H� $GH FG$� �GH�$F
��  ��� �$�� �$� HH�$H �$H� $�� ��$� �F��$F
�� � �� �$H� �$�� ��G$� �$F� $G� �HH$H G��$�
�� � ��� �$HH �$F� ��$ �$F� �$�F ��F$� G��$�
�� � ��� �$H� $� F��$� �$HF $�H G�F$H �HHG$�
�� �� �� �$�G $� ��F$� �$HF �$H� �H�$H ��$�
�� �� ��� �$�G �$�G �H�$� �$HG $G� ��$ �HH$�
�� �� ��� �$� �$�G ���$� �$H� �$�� �FF$� �G�$�
�� � �� �$F� �$�� ��$F �$F� $�� ���$H ��G�$F
�� � ��� �$�G �$HF G$� �$HH �$� ���$G F��$�
�� � ��� �$� �$G �F�$� �$�H �$�� ��G$� ��F$�
�� �� �� �$�F $H� ��G$� �$H� �$�� �H�$G ���$�
�� �� ��� �$�� �$H� F��$F �$H� �$FG G��$F ����$�
�� �� ��� �$H� �$�� FH$� �$F �$�G G��$F ���$F

���� �$H [ ,�������� ��� �	 &�� ��	� �� ������&� �	 4�'��� 2'���$
�������'�	 	0�&� �������'�	 ��������	
�B �	��� ,���� %2 �	���

������ �7&'	 �F ��HH �$G� �$�� �F$F
������ �	� ����	� G �� $�� �$�� �$�

��!	��	 ��� ��	��	���	 �	� 	0�&������$

)���� 
 #�!	��	 �	� ����&	����	� �	 ��������� "��	�� �������	� ����*�	� ��� ���������'�	
��������	$

-; 
 #�!	��	 �	� ������&	� �����������	��	� 	���	 �	� 	��	���	� ������� ��� ���������'�	
��������	 	� ��	��	���	 "��	�� �������$

+	� 	��	���	� "��	�� �������0 ���� �	����	���� ���� �	� <���	� �$H 	� �$F$

)�	 ��	��7�	 �	�����	 	�� ��	 �� ���������� ���� �	 �� ������ �	� ����	� ��	�� ��� ����3
�	�����	$ /� 	M	�� ���� ���������'�	 ��������	� �� �������� �� �� �����3�������� �	� ���������
"��	�� �������	� 	�� ��	���<�	 �7� �� �'��	 �	 &������� �	 �� ���������� �������	 ��� ��'	�3
�������	$ .	�� ��	0�����	 ��� �	 (��� ����� �	� *�����	� �	 ����*	 ��7� ���� ���� *�����	 ���
�	�� :��	 *����� ��� �	 *�'�&��	 ������ �� ������ �	� ����	�$ ������ �� �� �	����	 �� ��������
�M���� �� �	���	��	 &��*	����	� �	 *�'�&��	 �	 �	�� *����	� ��	 ����� *�����	�$ ���� *�����	
�������	�����	 ���� �� ������	 �	 �	�� ��� �������	� �� &��*	����	$

+	� <���	� �$G 	� �$� �	����	��	�� �	� ��������� �M���� �� �	���	��	 &��*	����	 ������
�� ������ �7&'	 	� �� ������ �	� ����	�$ =� �	�� :��	 ��&	�����	 �	 ����	�	� ��	 �	� ������&	�
	���	 �	�0 ������ �	 &���	�����	�� ��� 6 �� ������&	 6 *�� �����	�� 	���	 �	� �	�0 ������ ���
�� &���	$ =� ������>� ��	 �	 "�. ��3��;	&��( ��	�� ��� ������ �� &�� �� ������&� �	 4�'��$
/� 	M	�� �� �� �	����	 �� �	���	��	 &��*	����	 ����*�	� 	��	 	�� ��	�*���� �	�( P�������	�
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���� �$F [ /��	���	 "��	�� ������� ����
�� ������ �	� ����	�$

���� �� ������ �7&'	 	� *����3&��� P����7��	� ���� �� ������ �	� ����	�$ ��� ���� ������	
�	 A������ 	� ��$ UHGV� �	 ������7�	 2'���	� �	 �� ����� �*��� <0� �� &��*	����	 ��0����	
6 '��� P����7��	�$ "��� ���*��� �����	� �	 �����7�	� �	� ���	��� �*��	�� �	���� �	 �� &���	
�	� *�����	� ��� �	 ���*��	�� ��� :��	 &��*	���$ )�	 �	��	 ��������	 ��	�� �������	 ��	 �� ��
&��*	����	 	�� <0�	 	� �� �	 �	�� ���& ��� ��������	� ���� �	 &�� �� "�. ��3��;	&��($

)�	 ����7�	 �	 �����	� �	� &�� �R ����	 �� ���������� ��	�� ��� &��*	��	 �	���� ���;���	�
�� ��;	&��( �������	�����	 ��� ������ ���� ��� �	 ��0����	� �	 �����	 �	 �	�����	� &��3
*	��	�$ .	�	������ �� �	 ��������� ���� �	 �������	 �� "�.$ /� 	M	�� �	 &'��0 �	� ����	��
6 *����	� ���� �	 (���	 ��� �	�0 ������ 


$ )� ����3	��	���	 W ′ ⊆ W �	 ����	�� ��	 ���� ���'���	 ���*��� &��*���$

�$ )� ����3	��	���	 �	 ����	�� V ′ ⊆ V ��� �	��	� ��	M	&��	 ��	 ������	 	� ��� &��*�	
���� �	� ����	�� �	 W ′$

)�	 ����	 ����7�	 �������	� &	 �����7�	 �	���� �	 �	���	 ����;	&��( ����&�� 6 �� &��3
*	����	 ���� ���&��������$ /� 	M	�� ���� ��	 &��*	����	 �����	� �� �	�� 	0���	� �� �����
�����	 �	 ������	�$ .	�	������ ���� �	 "�. ��3��;	&��(� �� &'	�&'	 �� ������	 �� ����
&����	 ��� 	�� �������	�	�� ����� ����	 �	� ������	� ��� *����	 �	 ����� �	 ����	��$ %	 &	
(���� ���� �	� ����	�� �	 W ����	� ��	 &	��� ��� ��<��� �� &��*	����	� �� ������&	 �*	& �	
����	� *����� �	 ���� ���&'	 �	�� :��	 ��7� ���������	$ =� 	0���	 	� 	M	� �	� ��������� ���
"��	�� ���� &	 �����7�	 ��� ���� �����	�����	� ���� ����� �	 *�	 �������	$ "�� 	0	���	� ��
�	�� :��	 �����	����� �	 ��������	� �� �����	�� �	 �� ������	 ���� ����<	� ����	(��� �� &��3
*	����	 ���� ������	� �	� ������&	� 	���	 �	� ����	� ����	�� �	 W 	� �	� ����	�� *������$
4� �� ��	�� �	 &�� �	 �� �������� ���� �� <���	 �$�� &	�� �����	���� ���;���� �	 *�����	 �	 ����
������� 6 *����3&��� P����7��	� ���� �	��	������ �	 ��&&���&�� 	L&�&	�	�� �	� ������&	�
���� �	� ����	� ����	��$ )� �	� ��;	&��( �������� :��	 �� ������������ �	 �� ����	 �	�
������&	� 	���	 �	� ����	�� �	 W 	� �	� ����	�� �	� ���� ���&'	� �	 V 


min
∑

vl∈W

min
vk∈Θ

(ckl)

�R Θ ⊆ V 	�� ��	��	���	 �	� ����	�� *������ ��� �� ������	$
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���� �$G [ 4������� �M���� �� �	���	��	 &��*	����	 ���� �� ������ �7&'	$

�
.  ���������

%��� &	 &'�����	� ���� �*��� ������ �	 �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	 ��3��;	&��( ���
	�� ��	 �������������� �� �����7�	 �	 �� ������	 &��*����	$ %��� &	��	 ��������������� ��	
&��������	 �� �����7�	 �������� � ��� 	0�����	 �����	��	�	�� ���� �� (���	 ���� �	&��� ��3
;	&��($ "��� �	 �������	� ���� �*��� &��E� 	� ������	��� ��	 ��������	 	0�&�	 �����3��;	&��(
����� ����� �������'�	 ��������	 �����3��;	&��($ ���� �*��� ����� 	0����� ������������� �	
�� &���������� �� ���*	�� ����	 ��������	 	� �	�0 �'��	� &�������� ���������'�	 ��������	
�����3��;	&��( 	� �� �������'�	 �	 ����������� 	� &���	� ���� �	 �����7�	 �	 �� ������	
&��*����	$ %	� 	0�����	�������� ��� ��� (���	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� �������$ %��� ��
��	��	� �	���� �� ����3'	��������	 � ��� &������	 �*	& �� ���'��	 	0�&�	 �����3��;	&��($
+	� ��������� ��� ������ ��	 ���������'�	 ��������	 ����� &�����	 �	 �����	� �	� �����0�3
������� �	 ����	 ������� ���� ��	 �	� �	��� �	 &��&�� �	���� �	 �	*�	��	�� ���'�����(��
&	 ��� 	�� �	 &�� ���� �� ���'��	 	0�&�	$ %��� �� �	&��� �	���� ���� �*��� �*���� ����3
���:� �	 �� &���������� ��� �	 ��*7�	 :��	 &�����	 ���������	� �	� 	��	���	� ������� ����
:��	 ����������	 �� ��*	�� �	� �	��� �	 &��&��$ /�<�� ���� �*��� ������ �	� ������&	�
��� &���	�����	�� 6 �� &�� ��	� ������������� �	 ������	� ����	 ����� �	 ����� �����	 ��
2'���$
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%��� &	 &'�����	� ���� �������� �� ���������� ���� �����7�	 ������������� �	 ������	�
�	 *�'�&��	� ��3��;	&��( ����� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	&
����������	 �	� ������	�$ +	 �	&��� ��;	&��( *��	 6 �����	� �	� ��M��	�&	� �	 �����	�� 	���	
�	� ������	�$

%	�0 �������'�	� ��������	� �����3��;	&��( ���� �������� ���� �	 �����7�	 �������3
������ �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�$ +	 ��	��	� �������'�	 	��
������������ ���� �������'�	 ��������	 �������	�	�� &��E� ���� �� �����7�	 �	 I�Q�'��
��3��;	&��( U��V$ "����	��� ������	�������� ���� �������	�$ �� ������	 ������	�� �	� ��3
&�����	� ����	���� ���� �	 &'�����	 �$ %��� �	 &���	 �� �����7�	 �	 I�Q�'�� ��3��;	&��(�
�	� 	0�����	�������� �����	�� ��	 ���������'�	 ��������	 ������� �M�	 �	 �	���	��	� �	�3
(�����&	� ��	 �42� ==$ %��� �	 &���	 �� �����7�	 �	 ������	� ��3��;	&��( ������ ����
&	��	 �'7�	� �� ������>� ��	 �42� == �M�	 ��� &	������ ;	�0 �	 �����	� �	� �	�(�����&	�
���7�	�	�� �	���	��	�$ ���� ��������� ���& ����� ��	 ������	������� �	 �42� == ����
�	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	�$ %	� ��3
����	�������� �	 �42� == ������7�	 	� �*	& �� ��*	���<&����� �������	 ���� ����� �������	�$
���� ����	����� ����� ��	 ������	������� �	 ��"�4 ��������� ��	 �	&'	�&'	 ����� �	
����������	$

%	� �*��������� ��� ��� �	��	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� �������� �	 �� ����������	
���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�$ ���� �*��� ������ �������� �	�
��&�����	� 	� �	� ��������	� ������7�	� ���� �	 &���	 �	� �������'�	� ��������	� �����3
��;	&��($ ���� �*��� ����� *���<� ��	 ��'!��������� ���� �������'�	 ��������	 �*	& ��"�4
�M���� �	� ��������� �����	������$

.	 &'�����	 	�� �������� �	 �� ����7�	 ���*���	 
 �	 �����7�	 ������������� �	 ������	�
�	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	� 	�� ��<�� ���� �� �	&���� �$�$ +	 ��	��	� ����3
���'�	 ��������	 	�� �������� ���� �� �	&���� �$� 	� ��������	������� �	 �42� == ���� ��
�	&���� �$�$ +	� ������	��� ��������	� ���� &	� �	�0 �������'�	� ���� �	� ���'��	� �����	�
�� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� 	� 	��	� ���� ����	���	� ���� �� �	&����
�$�$ +�������	������� �	 ��"�4 ���� �	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	�
�*	& ����������	 �	� ������	� 	�� ��&���	 ���� �� �	&���� �$�$ +	� ��������� 	0�����	����0
���� �	������ ���� �� �	&���� �$H$ /�<�� ���� ����	����� �	� &��&������� �	 &	 &'�����	 ����
�� �	&���� �$F$

�
� "���������� �� �����������

+	 �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �*	& ����������	 �	� ������	� C"�3
5/�D 	�� ��	 	0�	����� �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� C"�5D �R ��
�����	�� �����	 �	� ������	� 	�� ��������	 	� �	� ������	� ���� ���������	�$ .	��	 �����	
	�� ��������	 �	 �� ����7�	 ���*���	$ ���� �������� �	� ��;	&��(� ������� ���� ����	����$
/�����	� �� ��������	 �������	 	� �����	 	���	� ��3��;	&��( 	�� ����� ���� �	 "�5/�$





�

C�D C�D

���� �$ [ C�D 	�� ��	�0 ��������� ��	 C�D� ���� C�D ���������	 ��� ����������	 �	 ����7�	
����<&�	��	$

���� �$ [ 5��	��� �	� ��;	&��(� ���� �	� �	���	��	� ��������� 	� �	��	� �	 ������&	 ����*�	�
��� ��������	 	� ���������'�	 ��������	 �	 "����$

��������	 �2 �	 "����
=�����&	 %�����&	 /�������	 %�����&	 /�������	
/�3��	 ���$� ��$�H ���$� ��$�H
/H�3�	 F��$�� HF$� F��$�� G$�F
/�3�F	 F��$� GH$FF F��$� GH$FF
/�3�& ��$H GF$�� ��$�� ��$��
/���3H& �$�� ��$H� ���$�� F�$�
/�3�H& ���$ ��$�H ���$ ��$�H
/�3�& FG$�� G�$�� FG$�� G�$��

$���� (��
�����

+	 "�5/� 	�� ��	 	0�	����� ��3��;	&��( �� "�5 �R ���� &�����7�	 �	� �	�0 ��;	&��(�
���*���� 


$ #����������� �	 �� ������&	 ���&����	 ��� �	� *�'�&��	�$

�$ #����������� �	 �� ��M��	�&	 	���	 �� �����	�� �	 �� ���� �����	 ������	 	� �� �����	��
�	 �� ���� &����	 ������	$

+	 �	&��� ��;	&��( 	�� �;���� ���� ��	���<	� �	� ��������� ���� �	���	��	� �� &'���	 �	 ���*���
	���	 �	� *�'�&��	� 	�� �������	 ��������	�	��$ =&�� �	 ���*��� ���� *�'�&��	 	�� 	0����� ���
�� ������&	 ����� ���&����$ %�����	 ����� �	� ������	� ���*	�� :��	 �������	� ���� �*��	� ��	
�	� ��������� �	 ���	�� ����<&�	��	�	�� ���������	� &���	 &�	�� �	 &�� ���� �� <���	 �$$

+	 ����	�� �$ �	����	 �	� *��	��� �	 &	� �	�0 ��;	&��(� ���� �	� �	���	��	� ���������
����*�	� ��� ��������	 U�GV 	� ���������'�	 ��������	 �	 "���� U��V ��� �	�� ;	�0 �	 ���3
��	� ���� �	 "�5 �*	& &��������	� �	 &���&��� �������� ��� .'�����<�	� 	� /���� U��V 	�
.'�����<�	� 	� ��$ U��V$ /� ���*��� �� ���	�&�����	 �������	 ���� U�GV� �	 ��� �	 &'���	
������&	 	�� �	 �� (���	 ����@$ E �����<	 ��	 �� ������&	 /�&����	��	 	�� �������	$ i 	�� �	
�����	 �	 ����	��� ���X� ��&���� 	� j 	�� �	 �����	 �	 *�'�&��	� ���������	�$ k 	�� ��	
�	���	 ��� ��	���<	 ������&�	 �R �	� �����	� ���� ����	���	�$ k = e ��(7�	 6 .'�����<�	� 	�
/���� U��V 	� k = c 6 .'�����<�	� 	� ��$ U��V$ ��������	 	� ���������'�	 ��������	 �	 "�����
��� �	�*	�� :��	 &��������� &���	 (������ �����	 �	� �	���	��� �������'�	� ���� �	 "�5�
�	 ��	��	�� ��� 	� &����	 ������������	 �	� ������	�$ .	�� ������>� &����	�	�� ���� �	
����	�� �$ �R �	� �	���	��	� ��������� ��	���<�	� ���� �	 ���*���	 ������� ���� ����;	&��(
���������	�$
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+	 ��������	 �������	 	� �����	 	���	� ���� �	 "�5/� 	�� ���� ��� &	��� ���� �	
"�5 ����� ���� �	 &'�����	 �$ %	�0 ����	� ���*	��	� *������	�� lmin 	� lmax� &���	�����	��
�	��	&��*	�	�� 6 �� �����	�� �	 �� ������	 �� ���� &����	 	� 6 �� �����	�� �	 �� ������	 ��
���� �����	$ +	 ��������	 �������	 	� �����	 	���	� ���� �	 "�5/� 	�� ����� �	 ���*��� 
{

min
∑M

k=1

∑n
i=1

∑n
j=1 cijx

k
ij

min lmax − lmin

C�$D

���� �	� &��������	� 

n∑

i=1

qiy
k
i ≤ Q (k = 1, . . . ,M) C�$�D

M∑
k=1

yk
i =

{
M (i = 1)
1 (i = 2, . . . , n)

C�$�D

n∑
i=1

xk
ij = yk

j (j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$�D

n∑
i=1

xk
ij = yk

i (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$�D

∑
i,j∈S

xk
ij ≤ |S| − 1 (S ⊂ V ; 2 ≤ |S| ≤ n − 2; k = 1, . . . ,M) C�$�D

lmax ≥
n∑

i=1

n∑
j=1

cijx
k
ij (k = 1, . . . ,M) C�$HD

lmin ≤
n∑

i=1

n∑
j=1

cijx
k
ij C�$FD

xk
ij ∈ {0, 1} (i, j = 1, . . . , n; i �= j; k = 1, . . . ,M) C�$GD

yk
i ∈ {0, 1} (i = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,M) C�$�D

vk ∈ {0, 1} (k = 1, . . . ,M) C�$D

lmax ≥ 0 C�$�D

lmin ≥ 0 C�$�D

+	� &��������	� �$H �����	�� ��	 lmax �	�� ���� �����	 �� ����	 6 �� ���� �����	 �	�
������	�$ %	 �:�	� �	� &��������	� �$F �	��	��	�� �������	� ��	 lmin �	�� ���;���� ����
�	���	 ��	 �� �����	�� �	 �� ������	 �� ���� &����	$ +	� ����	� &��������	� ���� �	� �:�	�
��	 ���� �	 ��������	 �������	 �� �����7�	 ������������� �	 ������	� �	 *�'�&��	� �����
���� �	 &'�����	 �$

.	� ���*	��	� &��������	�� �� �	� &��������	� ����*��	��	�� �	�*	�� :��	 �;����	� 6 ����	
������������ �� "�5 ��� �	��	� �	 &����>��	 �� �����	�� �	 �� ������	 ����&��	 6 ��
*�'�&��	$





#

�
� 12�3 4 �� �#������� #�������� �����+�$-����� ����%��
���� �� "(*2(

.	��	 �����	 ����	��	 �/#� C'	����������� ��	�
��	���5 ��#	����� 	� 0
����	��������
G�����H���	�D� �� �������'�	 ��������	 ��*	����� ���� �������	 �	 "�5/�$ "��� ���&���3
�	��� ����� ������	�������� �	 ���������'�	 ���� ��&���	�$ .'���	 *	����� &���	����� 6 ��
*	����� ���&��	��	 ��� � ��� ����<�	 �� 6 ����	��	 �� � �;���� �	� ��&�����	�$ +	� �����
*	������ ���� ����	���	� ���� �	��	���	 �	 *��� ���*������� �	 �� ���'��	$ .	�	������ ����
�	 ��� ���&'���	� �	 ��&��	�� �	 ����	��0 	� &���	 �� �	���	��	 ������	������� 	�� ��
�	���7�	� �� �	 ����	�� ��	 �	 &	��	 ���'��	 ���� �� �	&���� �$H &����&��	 ��0 ���������
	0�����	����0$

$���� ��
	���
 -
����� �
 /�)(

.	� �������'�	 	�� ��	 ���������� �� "�5 �	 ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��(
���� �	 I�Q�'�� �	 ����� 	� ��$ U��V$ ���� ������ ����	��	� �	� ����&����	� ����	� 
 �� �'��	
�	 ���	&����� �� �'��	 �	 �	&����������� �� �'��	 �	 ���	 6 ;��� �	 ����&'�*	 	� �� �'��	 �	
&������&�����$

"/�/
/
 ����� �� ����	����

%����� �� �'��	 �	 ���	&����� �� ���� k 	�� ������� �������� 6 &'���	 �������� ��� ��	
�	&'����	 �	 ���(���	�� �	 ����$ /�����	� �� &��&��	 ���� &'���	 �������� s ��� <��	��
π(s) �	 �� ����7�	 ���*���	 


π(s) =
S(N + 1 − Rk) + Rk − 2

N(N − 1)
C�$�D

�R S 	�� �� ��	����� �	 ���	&����� N �� �����	 �	 �� ���������� 	�

Rk = 1 + |Ek| + 2 ×
∑

i∈{1...k−1}
|Ei| C�$�D

"��� �����	��� �� ��*	����� ������ �� �	&'	�&'	� ��	 �	&'����	 �	 <��	�� �'����� UH�V
	�� ��������	 ���� ��	���&	 �	� ��;	&��(�$ +	 <��	�� π(u) ���� ����*��� u 	�� ��*��� ��� ��	
*��	�� ���	��	 �	����
� �� ����� 


π′(u) =
π(u)
m(u)

C�$�D

+	 &����	�� �	 ��&'	 	�� &��&��� 6 �����	 �	 �� (�����	
∑

v∈�������	�
 ��(d(u, v)) �R �� 	��
�� (��&���� �	 �'����� ��<��	 �	 �� ����7�	 ���*���	 


��,�,
� �-- =

{
1 − (d(u,v)

γ )α �� d(u, v) < γ

0 �����$
C�$HD




��

�R γ 	�� �� �����	 �	 �� ��&'	$ +� ������&	 d(u, v) 	�� �� ������&	 �	 #��'����� 	���	 �	�
��������� F (u) 	� F (v)$

�� &'����� ����� ��� �	 ��&�����	 �	 ���	&���� ��	������� 
�������� �������# UHV �	�
N
2 − M ����*���� ��� �������	������ 6 �� ���������� ���� �	 �� ���������� ���*���	 	� ���
�	�*����� 6 �����	� �	 ���*	��0 ����*����$ M ����*���� �	 ����&'�*	 ���� ��&��� ���� ��
���������� ���	��������	 ���� (�*����	� �� &��*	��	�&	 6 ���*	�� �	 ��&�����	 ���������	$

"/�/
/� ����� �� ��	���������

%����� &	��	 �'��	� N
2 ����*���� ���� &���� 6 ������ �	� N
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aN � ������ �� ��  � �������b
P0 ← ����������`�������	CD
A0 ← {s ∈ P0|∀s′ ∈ P0, s

′ �≺ s}
Ak ← {s ∈ P0|∀s′ ∈ P0, s

′ �≺k s}
t ← 0
����  �� t < max`generation �����
&������&�����Ct� A0� AkDa�
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 "���������� A0� Ak 
 ��&'�*	D

a���������A# M� � ������� M ��������� ���� A�b
���P���CPtD
�'�����CPtD
&��&��`<��	��CPtD
���`���`<��	��CPtD
Pt+1 ← Pt[1 . . . N/2 − 2M ] ∪ �������	CA0� MD ∪ �������	CAk� MD

�	 �� ���������� ���� ����� ����	� ��� <��	�� &�������� 	� �	� N
2 − 2M ��	��7�	� ���������
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�'��	$

"/�/�/� ����� �� ��	���������

+� ���������� ���� 	�(��� (��&�����	 �	 �� ����7�	 ���*���	 
 ������� �	�0 ���	��� �	
�� ���������� ���	��������	 ���� ���	&������� 6 �����	 ���� ������� ������	$ )�	 �������� u
	�� ���(���	 6 ��	 �������� v �� 	��	 � �� �	���	�� ���� �� �� 	��	� ��� ����	� �	�0 �	 �:�	
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i ← 0
����  �� i < N/2 �����

parent1 = �������`������	CP [1 . . . N/2]D
parent2 = �������`������	CP [1 . . . N/2]D
�� ����CD < Probrbx �����
&����	�	�� ← ,B1

�����
&����	�	�� ← 4"+=�

.� ��
P [N/2 + i] ← &����	�	��CPt+1[parent1]� Pt+1[parent2]D
P [N/2 + i + 1] ← &����	�	��CPt+1[parent2]� Pt+1[parent1]D
�� ����CD < probmutation �����
��`���CP [N/2 + i]D

.� ��
�� ����CD < probmutation �����
��`���CP [N/2 + i + 1]D

.� ��
�	&'	�&'	`��&��	`����CP [N/2 + i]D
�	&'	�&'	`��&��	`����CP [N/2 + i + 1]D
i ← i + 2
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��������� "/$ ���	`6`;���`�	�`��&'�*	�CP 
 "���������� A0� Ak 
 ��&'�*	D

A0 ← A0 \ {s ∈ A0|∃s′ ∈ P, s′ ≺ s} ∪ {s ∈ P |∀s′ ∈ A0, s
′ �≺ s}

Ak ← Ak \ {s ∈ Ak|∃s′ ∈ P, s′ ≺k s} ∪ {s ∈ P |∀s′ ∈ Ak, s
′ �≺k s}

�� A0.size > archive`max`size �����
&����	����CA0D

.� ��
�� Ak.size > archive`max`size �����
&����	����CAkD
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Q ← ∅
���� i ← 1, . . . , N �����

pa1 ← tournoi(P ∪ C)
pa2 ← tournoi(P ∪ C)
�� rand() < 0.5 �����

s ← RBX(pa1, pa2)
�����

s ← SPLIT (pa1, pa2)
.� ��
�� rand() < 0.4 �����

s ← or`opt(s)
.� ��
recherche`locale`2opt(s)
Q ← Q ∪ {s}
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c0σ(i+1) +
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cσ(i+l)σ(i+l+1) + cσ(j)0
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�������� ��� �	 �	��	&�	 ��� �� &��������	 �	 &���&��� �	�� ���& :��	 *�����	 ����
��� &�J� c(s) 	�� ������� �	��� ��	 �7��	 ���&�<��	$ 4��� q(s) �� *�������� �����	 �	�
&��������	� �	 &���&���� ����� �	 &�J� �	 �� �������� s �	*�	�� f(s) = c(s) + αq(s) �R
α 	�� �� �����7��	 ����&�	�	�� ������( �;���� �!������	�	��$

�$ +	 *�������	 ����	 �������� s 	�� ��<�� 	� ��������� �� 	��	���	 ����������� B(s) =
{(i, k)|�	 &��	�� i 	�� *����� ��� �	 *�'�&��	 k}$ +	 *�������	 N(s) 	�� ��<�� 	� �	������
�� �������� (i, k) �	 B(s) 	� 	� �	 �	����E��� ��� �� ���*	� �������� (i, k′)$ 9���� ��
&��	�� 	�� �	���� �	 �� ������	 k� &	��	 �	���7�	 	�� ������	 	� �	����� �	� &��	��� *������
�*��� 	� ���7� i$ +��;��� �	 i ���� �� ������	 k′ �	 (��� �	 �	��	 ����	 ��	 f(s) ����
��������	$ 9���� �� &��	�� i 	�� �	���� �	 �� ������	 k� ���������� (i, k) 	�� ������
����� ���� �	� θ ���������� ���*���	�$
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	�� ������ 	� ��	 �	 &���7�	 ������������ �	�� 6 ���	���� �� &��*	��	�&	 ������ �	�
��	��7�	� ����������� �� ��� ��� ��� ������� ���� �	 &���	 �	 ��"�4$

�$ "��� ��*	���<	� �� �	&'	�&'	� ����	 �������� s′ ∈ N(s) �	� ��	 f(s′) ≥ f(s) 	�� ������3
��	 �	 �� ����7�	 ���*���	$ 4��� ρik �	 �����	 �	 (��� �R ���������� (i, k) � ��� �;����
6 �� �������� ������ �� �	&'	�&'	$ )�	 �������� p(s′) = λc(s′)
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����	 6 �� �����	�� �	 �� ��������$ +� �	&���	 ��������� pb� ����	 ��� ����������	 	� ���� &	
&�� r(s) 	�� ����	 6 �� ��M��	�&	 	���	 �� �����	�� �	 �� ���� �����	 ������	 	� �� �����	��
�	 �� ���� &����	 ������	$ +	 &'��0 �	 �� �������� 6 �������	� ���� ��	 �	&'	�&'	 �����
�����	 ���	�� �	 �� �������� �	 �� �������� �	 ������ ���� ��	��	���	 ���	���	��	�	��
"��	�� ������� &������$ %��� ����	 ������	�������� �� �	&'	�&'	 ����� ��� � s &���	
�������� �	 ������ ������	 �� �������� pl �*	& �� ����������� ���*���	 
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�	� &��&��� ������	�$ /� 	M	�� �� ���� ��	 �������� �	 ������ s 	� �� ��� g� ��	 �	&'	�&'	
� ��;6 ��� 	M	&���	� ��	 ���*	��	 �	&'	�&'	 	�� &	�	����� ���;���� �������	 �*	& s &���	
�������� �	 ������ 	� g &���	 ��� ���� �*	& �� �������� ��� ��� ��� 	�&��	 ��� ��������	$
4� �	� �	�0 ��������� ��� ��;6 ��� �������	� ���� �	� �	&'	�&'	� ������� �	 s 	� �!��� ����
��� g� ����	� ���*	��	� �	&'	�&'	� �	 &	 �!�	 ���� ���	����	�$
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"��� &'����� �	� ��������� �	 ������ �	 ����������� ���*���	� ���������'�	 �����#� ���@��#
����	� U�GV 	�� �������� ��� �������0������� &������	$ %�0 ��������� ���� &'����	� ���� �	
&	��	 �'��	$

�
. 20������������

����� ������ ��� ��� �*����� 
 �������� �	 �� ��*	���<&����� �������	 ���� �	 &���	 �	
�/#� C�$H$D� �������� �	 �� ��������������� 	� �	 �� ��*	���<&����� �������	 ���� �	 &���	
�	 �42� == C�$H$�D 	� �	� �	�(�����&	� �	 ��"�4 C�$H$�D$
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+��������'�	 ��������	 � ��� &��� 	� .�#"=$ +	� 	0�����	�������� ��� ��� &������	�
��� �� =B# ,4�����4" ������ �	 ���&	��	��� "�Q	�� $2'8$ A��� ���&	��	��� ��� ��
:��	 ��������$ )�	 �����	 �� ���7�	 � ��� ������	���	 	� �� �	�� ���&	����$

+	� �*��������� ��� ��� (���	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� �������� �	 .'�����<�	� 	� /����
U��V 	� �	 .'�����<�	� 	� ��$ U��V ��� &���	�����	�� �� "�5 �*	& &��������	� �	 &���&���$
.'���	 ������&	 � ��� ������	 &��� (���$

+��������'�	 ��������	 � ��� ��������� 	0�����	����	�	��$ +	� �����7��	� ��������
���� �	� ���*���� 


+����� �� �� ���������� 1 N = 256$

+����� �*���� �� �!��	���� 1 �������D���D��H� N ��$

+����� �*���� �� �!��	���� ����� 	��������� 1 M = 20$

�������� �� ������� 1 S = 1.7$

����������� �!����� ��� �!��������� )(D 1 ��	�
�� = 0.5$

����������� �� ������� 1 ��	��������	 = 0.4$

C���� �� ��� ��� 8������������ ���������: 1 F$

F�� ���	� ��� ��������� 1 0�#����	�t N ���$




��

���� �$� [ ������ �	 �� ��*	���<&����� �������	 
 4C/%D 3 4C�/%D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 �&��� �!�	
/�3��	 �$��GH �$��H�G 3�$���� �$����
/H�3�	 �$���� �$��G� �$����� �$��H�
/�3�F	 �$���G �$����G �$���� �$��HFH
/�3�& �$�G�H �$����� �$����� �$�G�
/���3H& �$�G�F �$���H �$��H�� �$��
/�3�H& �$���� �$����� �$��FF �$�����
/�3�& �$��FGF �$���� �$����� �$��G��

+	 &���7�	 �����:� �	 ���������'�	 	�� ��� �� �����	 �	 ����������� ��0���� ����� �	��
	M	&��	�$ ����� ������	�������� ��� ��� �	���	� 
 ���������'�	 ��������	 ���� ��*	���<&�����
�������	 C�/%D� ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��( �*	& ��*	���<&����� �������	 C/%D 	�
���������'�	 ��������	 �����3��;	&��( �*	& ��*	���<&����� �������	 ������7�	 C"�,D$ �/% 	��
&������ ����	 �	��	 >�	 	� /% �	 �	�0 >�	�$ "��� �����	� ��	 �	� �	�0 �������'�	� ���7�	��
�	 �:�	 �����	 �	 ���������� �	 �����	 ��0���� �	 ����������� ����� <0� 6 ����� ����
�/% 	� ����� ���� /%$ "��� �����	� ��	 /% 	� "�, ������	�� �	 �:�	 �	��� �	 &��&��
'��� &������&������ �	 �����	 ��0���� �	 ����������� ���� "�, 	�� ����� �����$

"/�/
/� ������ �� �� �������.	����� �������� 0 C3%�

���� �*��� ������� �*���� �������:� �� ��&�����	 �	 ��*	���<&����� �������	$ "��� &	���
���� �*��� ������� �� �������	 S ���� �*���	� �������� �� ��&�����	$ +	� ��������� ����
�	������ ���� �	 ����	�� �$�$ +� *	����� �*	& �	 ��&�����	 �	 ��*	���<&����� �������	 	��
���;���� &�����	 ���������	� �� ������� �	� �����0�������� ���( ���� &	�����	� 	0�&������
��� ��������&	 /�3��	$ %� (��� ����� ������ �	 ��������&	 �� ���� (�&��	� '�� ����� ��;6
&�����	 �	 ����*	� �	 ����	� ��������� ��� �	� �	�0 ��;	&��(� 	� ������	�� ��� ������� 6
����;	&��( �	 �����	��$

+� �	&'����	 �	 ��*	���<&����� �������	 � ��� &��E�	 ���� �������	� �� ��*	����� �	 ����3
���0������� ������	$ "��� �*���	� ��� ����&� ��� �� &��*	��	�&	 �	 �� ����3'	��������	�
���� �*��� ������� �� �	���	 �	 &��*	����	 C UH�V$ =� ������>� C&($ �	 ����	�� �$�D ��	 ���
�	��	�	�� �� ��*	���<&����� �������	 �	 ���	���� ��� �� &��*	��	�&	 ���� 	��	 �	�� ���������	�$

"/�/
/� ������ �� ����� ���������

+	� �:�	� �������	� ��� ��� �������	� ���� �*���	� �������� �� ���7�	 ������7�	$ +	�
��������� �����	�� ����� �	��	� ��	 ������������ �	� �����0�������� ������	� ���� ��
��*	�� �	 �� ��*	���<&����� ��	 �	 �� &��*	��	�&	 C&($ ����	��0 �$� 	� �$�D$




��

���� �$� [ ,�������� �	 �� �	���	 �	 &��*	����	 .C/%� �/%D C��	��7�	 	����	 ��� &	����	D
	� .C�/%� /%D C�	&���	 	����	 ��� &	����	D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 �&��� �!�	
/�3��	 �$�G �$�� �$� �$�

�$�� �$� �$�� �$�
/H�3�	 �$FG �$�� �$�� �$H

�$�� �$� �$�� �$�
/�3�F	 $�� �$G� �$�G �$�G

�$� �$�� �$�� �$�G
/�3�& $�� �$GG �$FH �$��

�$�H �$� �$�� �$�
/���3H& $�� �$FF �$�� �$F

�$�� �$�� �$�� �$�H
/�3�H& $�� �$GH �$FG �$��

�$�� �$� �$�� �$��
/�3�& �$GH �$G� �$HG �$��

�$�� �$� �$�� �$�

���� �$� [ ������ �� ���7�	 	� >�	� �	 �� ��*	���<&����� �������	 
 4C"�,D 3 4C/%D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 /&��� �!�	
/�3��	 �$���� �$���� 3�$����H �$����H
/H�3�	 �$���H �$��F�F �$���� �$�����
/�3�F	 �$���H �$���FF �$��� �$����G
/�3�& �$���H� �$���� 3�$���� �$����
/���3H& �$����� �$���� �$���� �$����
/�3�H& �$��GG �$�GGF �$����� �$�����
/�3�& �$��G�� �$���� �$���� �$�����

"/�/
/$ )��� ��� 	������������

"��� �	� ��M��	��	� ������	��������� �	� �	��� �	 &��&�� ��!	�� 	� �����	� ���� �	3
������ ���� �	 ����	�� �$�$ =� ������>� ��	 �� �����	���&	 �	� ��&'�*	� �������	�����	�
	� �	� &������&������ 	���	 �	� >�	� ��	����>�	�� ��� ��	 '����	 �����<&���*	 �� �	��� �	
&��&�� ��&	�����	$

"�����	 �	� 	��	���	� "��	�� �������0 �	 ���� ��� &������ ���� �*��� ���	�*� �	�
*��	��� �	� ��;	&��(� ���� �	� ��������� ��� (���	�� �	� 	0�������� �	 �������0�������$ +	
����	�� �$H �	����	 �� �	���	��	 *��	�� &����	 ���� �� �����	�� �����	� �� �	���	��	 *�3
�	�� ����*�	 ���� �� �����	�� �����	 	� �� *��	�� �� �	&��� ��;	&��( ��� ��� 	�� ����&��	� ��
�	���	��	 *��	�� ����*�	 ���� ����������	 	� �� �����	�� �����	 ����&��	$ +	 ����	�� ������	
����� �	 �����	 ��!	� �	 ��������� ���� �������0������� ������	$ #:�	 �� ���������'�	
��������	 ��� ��� ��� ���&���	�	�� &��E� ���� �����	� ����;	&��( �	 �����	�� �����	� �	� *�3
�	��� �	� ��������� ��	���<�	� ���� ���&'	� �	� �	���	��	� *��	��� &����	�$ ��&��	 �	���	��	
�������� ��	�� &����	 ���� �	 �	&��� ��;	&��(� ���� �	� �	���	��	� *��	��� ����*�	� *���	��
	���	 �$� 	� $�F$ �� �	�� ���& 	� ������	 ��	 �	� ��������� ����*�	� ���� &	� ��;	&��(




�$

���� �$� [ ,�������� �	 �� �	���	 �	 &��*	����	 .C"�,� /%D C��	��7�	 	����	 ��� &	����	D
	� .C/%� "�,D C�	&���	 	����	 ��� &	����	D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 /&��� �!�	
/�3��	 �$�� �$�� �$�� �$�

�$�� �$�H �$�� �$�G
/H�3�	 $�� �$F� �$�� �$�

�$� �$G �$�� �$�
/�3�F	 �$GH �$F� �$�F �$�

�$�� �$� �$�� �$�
/�3�& $�� �$G� �$�� �$�

�$�� �$�� �$�� �$
/���3H& $�� �$H� �$�� �$�H

�$�� �$H �$�� �$�
/�3�H& �$G �$HH �$�� �$�H

�$�� �$ �$�� �$��
/�3�& �$F� �$HG �$�F �$��

�$� �$�� �$� �$��

���� �$� [ �	��� �	 &��&�� ��!	� 	� �����	�$
=�����&	 /�3��	 /H�3�	 /�3�F	 /�3�& /���3H& /�3�H& /�3�&
�/% �$� ��$� ��$�H ��$� F$�G �F$�H ��$�
/% �$�G ��$�� ��$�G ��$�� F$�� �G$�� ��$�F
"�, �$�� ��$�F ��$�� ��$�� F�$�� ��$�� ��$��

���� �	 ����	 ������� ���������	 ����	 ��(���	��	 �*��	��	 	�� 8���$ /�<�� �	 �����	 ��3
������� �	 ��������� ���� &'���	 �����0������� ����� ��	 �� ��M��	�&	 	���	 �	� *��	���
�	� 	0�������� �	 �������0������� �	��	�� 6 ������	� ��	 �	� �	�0 ��;	&��(� �	 ���� ���
(���	�	�� &�������$

$�6�� �-�������� �
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�42� ==� �	 ���7�	 ������7�	 ��42� ==� �� *������	 �*	& ��*	���<&����� �������	 �43
2�/% 	� �� *	����� ������7�	 �	 �42�/%� ����	 ��42�/%� ��� ��� &���� 	� . 	� #"=
� ��� ������� ���� �� �����	 ������7�	$ +	� �	��� ��� ��� 	M	&���� ��� �� =B# ,4�����4"
������ �	 ���&	��	��� "�Q	�� $ 2'8$

+	� �*��������� ��� ��� (���	� ��� �	� ;	�0 �	 �����	� �	 .'�����<�	� 	� /���� U��V 	�
.'�����<�	� 	� ��$ U��V ���� �	 "�5 �*	& &��������	� �	 &���&���$ .'���	 ������&	 � ���
������	 ��0 (��� ��� &'���	 ���'��	$

�42� == 	� ��42� == �����:�	�� ���7� 100000 ����������� 	� �42�/% 	� ��42�/%
���7� 50000$ ������ �� �����	 ��	 ����	� �	� ���'��	� ���7�	�� �	 �:�	 �����	 �	 ���������
6 �����	 �	 ���&	��	��� ����$ %��� �	� ������	�������� ��������� �� ��*	���<&����� �������	




�"

���� �$H [ #	���	��	� ��������� ����*�	� ��� ���������'�	 ��������	 �����3��;	&��( ���� �	�
�	�0 ��;	&��(�$
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�,

���� �$F [ 5��	��� ��!	��	� 	� �&���� �!�	� �	 �� �	���	 S ���� �42� == 	� (��&���� ��
�����	 �	 ���&	��	��� ��������$
=�����&	  ���&$ � ���&$ F ���&$ � ���&$
/�3��	 #�!	��	 �$���� �$��HF�� �$��HH�� �$������

�&��� �!�	 �$����� �$��F�F �$�����G �$��GFH
/H�3�	 #�!	��	 �$����� �$������ �$����GF �$���GHG

�&��� �!�	 �$���GFF �$��H� �$���FG� �$������
/�3�F	 #�!	��	 �$�H�G�� �$�H�G� �$�HH�� �$�HG���

�&��� �!�	 �$��HHG �$����F �$���H�� �$����F
/�3�& #�!	��	 �$�F��H �$��H�� �$����F �$��HG��

�&��� �!�	 �$����� �$����H �$������ �$�����
/���3H& #�!	��	 �$��HFF� �$��F� �$����� �$��GG��

�&��� �!�	 �$����� �$�����H �$��F�H� �$����H�
/�3�H& #�!	��	 �$����F �$�����F �$��H�� �$��HG��

�&��� �!�	 �$��H�� �$���F� �$����� �$�����H
/�3�& #�!	��	 �$�F�G�� �$�����F �$��H��F �$��G��

�&��� �!�	 �$�FF� �$����H� �$����� �$����GF

���� �$G [ �	��� �	 &��&�� ��!	�� 	� �	&���	� �	 �42� == 	� (��&���� �� �����	 �	
���&	��	���$
=�����&	 /�3��	 /H�3�	 /�3�F	 /�3�& /���3H& /�3�H& /�3�&
 ���&$
� ���&$ GG�$� ���$� ���$� ��F�$ �GG�$� ���$ ����$
F ���&$ G�H$F ���$F ����$ ���$G ����$H �HG$ ����$�
� ���&$ �F�$H ��G$� ��FG$� �HG�$� ��HH$H �H$ ���$�

����8	 ��������� ����	�� &'����	� ���� �	� ��&'�*	� 6 &'���	 ����������$

"/�/�/� ������ �� �� ��������������� ���� C2;� ��

���� �*��� �*���� �� ������������� �� �����������	 �*��� �� ����&� ��� �	� �	�(�����&	�
	� (������ *���	� �	 �����	 �	 ���&	��	��� �������� 
 � �� F �� �$ +	 ����	�� �$F �	����	
�	� *��	��� ��!	��	� 	� ���&��� �!�	 �	 �� �������	 S ���� �	� ��M��	��� &��$ =� ������>�
���������	� � ���&	��	��� �������	 ��� �� ������� �	� ������&	� �	� ��������� �	 ����7�	
�����<&���*	$ )�����	� ���� �	 ���&	��	��� ������	 ����� ��	 ������������ �	� ��������� ����
���� ��	 ������	 �	���	$ "�� &����	� �� ������>� 	� ���	�*��� ���*������� �	� �&���� �!�	�
���	� ������� ���� �� ! � �	 ���&	��	��� ���� �	� ��������� ���� ������	�$

+�����&� �	� &������&������ ��� �	� �	��� �	 &��&�� � ����� ��� �*����$ +	 ����	�� �$G
�	����	 �	� �	��� ��!	�� ���0�&����� 	� �	&���	� 	� (��&���� �� �����	 �	 ���&	��	���$
=� ������>� ��	 �	� &������&������ ����I�	�� ��� ��� �	� �	���$




��

���� �$� [ 5��	��� ��!	��	� 	� �&���� �!�	� �	 �� �	���	 S ���� �42� == �*	& 	� ����
��*	���<&����� �������	$

 ���&	��	�� F ���&	��	���
=�����&	 �42� == �42�/% ��42� == ��42�/%
/�3��	 #�!	��	 �$���� �$����� �$��HH�� �$��G��H

�&��� �!�	 �$����� �$����G �$�����G �$���F�
/H�3�	 #�!	��	 �$����� �$���GG �$����GF �$���F�G

�&��� �!�	 �$���GFF �$����� �$���FG� �$���GG�
/�3�F	 #�!	��	 �$�H�G�� �$�H��� �$�HH�� �$�HH��

�&��� �!�	 �$��HHG �$��F�� �$���H�� �$�����
/�3�& #�!	��	 �$�F��H �$�G��� �$����F �$���H�

�&��� �!�	 �$����� �$��H�� �$������ �$�����
/���3H& #�!	��	 �$��HFF� �$�H�G� �$����� �$�����

�&��� �!�	 �$����� �$���F� �$��F�H� �$���F�F
/�3�H& #�!	��	 �$����F �$�F��� �$��H�� �$��H���

�&��� �!�	 �$��H�� �$��HGGF �$����� �$����HF
/�3�& #�!	��	 �$�F�G�� �$������ �$��H��F �$��G���

�&��� �!�	 �$�FF� �$�����F �$����� �$������

"/�/�/� ������ �� �� �������.	����� �������� ���� C2;� ��

���� �*��� �*���� �� *	����� �*	& ��*	���<&����� �������	 ��� ������� 6 &	��	 ���� ��*	�3
��<&����� �������	$ ���� �*��� 	0�&��� �42�/% �*	& ��	 �	��	 �����	 ����	�����	 	� �*	&
'��� �����	� ����	�����	�$ ���� �	� �*��� &������� 6 �42� == 	� 6 ��42� == �*	& '���
���&	��	���$ +	� *��	��� ��!	��	� 	� �	� �&���� �!�	� �	 �� �������	 S ���� �	������ ����
�	 ����	�� �$�$

=� ������>� ��	 �� ��*	���<&����� �������	 	�� ���;���� &�����	 ���������	� �	� ���������
�	 �42� == �������� �	�� ���&	��	�� 	�� �������$ +������� 	�� �	 ���� ��������� ��� �	�
������&	� �	 �����	 �����	$ .	 (��� 	�� ������	�� *�����	 ��� ��������&	 /���3H&$ ����
�*��� ����� &������ �������� �	 �� ��*	���<&����� �������	 ������	 �	� ���7�	� ������7�	�
�*	& '��� >�	� ����	�� ��������$ 4�� �	� ������&	� �	 �	���	 �����	� �������� 	�� ������	 &��
�������� �� �����������	 ����� ��;6 ��������� &���	 ��;6 �	������ ���&��	��	��$ .	
�'����7�	 	�� �����&���7�	�	�� *�����	 ��� ��������&	 /�3�H&$ "�� &����	� �������� 	��
���;���� ��������� ��� ��������&	 �	 ���� �����	 �����	$

+	 ����	�� �$ �	����	 �	� �	���	��	� ��������� ����*�	� 	� �	��	� �	 �����	�� �*	&
����������	 ����&�� C��	��7�	 ����	 �	� &	����	�D� �	� �	���	��	� ��������� ����*�	� ���� ������3
����	 �*	& �� �����	�� ����&��	 C�	&���	 ����	 �	� &	����	�D� ����� ��	 �	 �����	 �	 ���������
���	���	��	�	�� "��	�� �������	� ����*�	� C������7�	 ����	 �	� &	����	�D$ =� ������>�� ���6
�����	 ���� �	 ���&	��	���� �	� ������	�������� ��&����� �� ��*	���<&����� �������	 ����
&�����	� ���������	� �	� 	0�������� �	 �������0������� ������	$ %�����	 ����� &	� ����	�
���� ��7� ���&'	� �	� �	���	��	� ��������� &����	� 	� �	��	� �	 �����	�� 	� �	� ����	� ����
����������	 �	 ���� ��� ���� �	 �� �����	 �*��	��	 8���$ =� ������>� ���& ��	 �	� ���������
���� ��7� ���������	�$
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���� �$ [ #	���	��	� ��������� ����*�	� ���� &'���	 ��;	&��( 	� *��	��� ����&��	� ��
�	&��� ��;	&��( ���� &'���	 ������	������� �	 �42� ==$
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�#

���� �$� [ /L&�&��� �	 ��"�43��� 
 %C��"�43���� �42� ==D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 /&��� �!�	
/�3��	 $FF0�−2 3 $�H0�−3 3 �$HF�0�−2 $���0�−2

/H�3�	 $H��0�−2 3 $���0�−2 3 �$FF�0�−2 $��G0�−2

/�3�F	 3 H$��0�−3 3 �$���0�−2 3 H$���0�−2 $HG�0�−2

/�3�& �$��0�−2 $��0�−2 3 �$���0�−2 $F��0�−2

/���3H& �$���0�−2 $��0�−2 3 �$F�H0�−2 �$F��0�−2

/�3�H& �$��0�−3 3 �$�0�−3 3 �$��F0�−2 F$�H0�−3

/�3�& H$���0�−2 H$G0�−4 3 $��0�−2 �$G�H0�−2

$�6�� �-�������� �
 3��*
� ��	��* ���
�� �
����

"/�/�/
 �����	���

��"�4 ���� �	 "�5/� � ��� ������	��� 	� .$ +	� �*��������� ���� �������	� ��� �	� ;	�0
�	 �����	� �������� �	 .'�����<�	� 	� /���� U��V 	� .'�����<�	� 	� ��$ U��V ��� &���	�����	��
6 �	� ������&	� �*	& &��������	� �	 &���&���$ +	� 	��	���	� �������� ���� ��'!��������� ���
��� ������� ��� �42� ==$ %�0 	0�&������ ��� ��� (���	� ��� ;	� �	 �����	�$ ���� �*���
������� �� �	���	 S �	 ]��8�	� UH�V$ %��� �	� (����� ���� �*��� &��&��� ���� �	�0 �������'�	�
A 	� B �� *��	�� D(A,B) = S(A)−S(B)$ =� 	�� 6 ���	� ��	 �	� *��	��� �	� ��;	&��(� ��� ���
���������	� ��� ������� �� ����� �	 ��(��	�&	 ������� ���� �� �������	 S$ %��&� �� D(A,B)
	�� ���� ����� ��	 8���� &	�� �����<	 ��	 ���������'�	 A 	�� �	���	�� ��	 ���������'�	 B�
����� ���������'�	 B 	�� �	���	�� ��	 A$ ���� �*��� ����� ������� �� �������	 C UH�V$ %���
�	� ����	��0 �	 ���������� ���� �	������� �	� *��	��� ��!	��	�� ��0����	� 	� �������	�
����� ��	 �	� �&���� �!�	�$ %��� �� ����	 �	 &	��	 �����	� ��"�43��� �����<	 ��	 �� �	&'	�&'	
����� �������	 	�� )�43��� 	� ��"�43�� �����<	 ����� ������	 )�43��$

"/�/�/� 3B	�	��� �� +���2

%��� �� ��	��	� �	���� ���� �*��� �*���� ��	L&�&��� �	 ��"�43��� 	� ��"�43�� ���
������� 6 �42� ==$ )�	 ���������� 	�� ������	 	� ��������� ��	 ���'��	 ��������	$ .	��	
���������� (���	 �� ���������� �	 ������ �	 �42� == ������ ��	 �	� ����*���� ���3�������
�	 �� ���������� ���� �	� ������ �	 ������ �	 ��"�43��� 	� ��"�43��$ +	� ��������� �	
&	� &����������� ���� �	������ ���� �	� ����	��0 �$� 	� �$�$ =� ������>� ��	 ��"�43��
	�� �	���	�� 	� ��!	��	 ��	 �42� == �����	 (��� ��� �	��$ %	 ��� &X��� ��"�43��� 	��
�	���	�� ��	 �42� == 	� ��!	��	 ��	 ����� (��� ��� �	��$ ��"�43��� ����*	 ���;���� �	�
�����0�������� �	 ����� ����	 ������� ��	 &	��	� ��	���<�	� ��� �42� == ��� ��������&	
/�3�F	 ������ ��	 &	 ��	�� ;����� �	 &�� ���� ��"�43��$ =� ������>� ���& ��	 �� ��������
�	 ��*	����� ��������*	 	�� ����	$ %	 ����7�	 �������	� ��"�43�� �	���	 :��	 &�����	 �	
�������	 �	� 	��	���	� �	 ����	 �������$ =� 	�� 6 ���	� ��	 �	 �	�� ��&�����	 ���� ����	
������	������� �	 ��"�4 ��� (�*����	 �� ��*	���<&����� 	�� �� ����	 ����� �	 )�4$ .	��	
����	 �	��	� �� T��&���	�T ������ �	� ������ ��&��0 ����*�� ��� �� �	&'	�&'	 �����$

%�����	 ����� �� �� �*���	 �� ������� �	� 	��	���	� ���	���	��	�	�� "��	�� �������0
��� ������� 6 �� &��*	��	�&	 *	�� �� (�����7�	 "��	�� 6 �����	 �	 �� �������	 C C����	��0




$�

���� �$� [ /L&�&��� �	 ��"�43�� 
 %C��"�43��� �42� ==D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 /&��� �!�	
/�3��	 G$H�0�−3 $�F0�−3 3 �$��0�−3 �$�G0�−3

/H�3�	 G$�F0�−3 3 $��0�−2 3 �$�GH0�−2 G$�F0�−3

/�3�F	 H$�F0�−3 �$��0�−3 3 �$�H0�−3 �$��0�−3

/�3�& �$FHF0�−2 G$��0�−3 3 �$�0�−3 $�GF0�−2

/���3H& �$�H0�−2 �$F�0�−3 3 $��0�−2 $��0�−2

/�3�H& �$��0�−3 3 �$��0�−3 3 G$�H0�−3 �$��0�−3

/�3�& �$�0�−2 3 �$�G0�−2 3 H$�FG0�−2 �$H�0�−2

���� �$� [ ,�������� �	� �	���	� .C��"�43���� �42� ==D C��	��7�	 	����	 ��� &	����	D
	� .C�42� ==� ��"�43���D C�	&���	 	����	 ��� &	����	D$
=�����&	 #	���	�� #�!	��	 "��	 /&��� �!�	
/�3��	 $�� �$�� �$� �$��

�$H� �$�F �$�� �$H
/H�3�	 �$F� �$�� �$� �$G

�$�� �$�H �$�� �$�
/�3�F	 �$HF �$�� �$�� �$��

�$G� �$�� �$�� �$G
/�3�& $�� �$HG �$�� �$�H

�$�� �$�� �$�� �$�H
/���3H& �$GG �$�� �$�� �$��

�$�H �$� �$�� �$�H
/�3�H& �$�H �$�� �$F �$�

�$�� �$�� �$�F �$�F
/�3�& �$�� �$�� �$ �$

�$�G �$�� �$�H �$�F

�$� 	� �$�D� ��"�4 	�� ���;���� �	���	�� ��	 �42� ==$ �� �	�� ���& 	� &��&���	 ��	
��"�4 	�� &�����	 �	 &��*	��	� ���� ���� ��	 �42� == ����� ��	 &	 �	���	� 	�� &�����	 �	
�����	� �	� 	��	���	� �	 ��������� ���� ��*	���<��$ .	��	 ���	�*����� �	 (��� ��	 &��<��	�
�	 ��� �	 ��"�4 ��� 	�� ���������	� �� &��*	��	�&	 ��	��	���	� ���	���	��	�	�� "��	��
�������0 ��	� ��*	���<��$ +� <���	 �$F �����	 �	�0 	0	���	� ��	��	���	� ������� ��� �	�
������&	� /�3�& 	� /���3H& �R ��"�4 	�� �	���	�� ��	 �42� ==$

"/�/�/� 3B	�	��� �� +���2 	�� ������ �� ����������������

���� �*��� ����� �	��� ��	L&�&��� �	 ��"�4 ����� �� 	�� �������� ���� �	 ��� �����3
����	� �	� �����0�������� ������	� ��� ��	 ����	 ���'��	$ %��� �	� �	��� 	M	&����� �	�
	��	���	� ������� ��� �42� == ������ �� ��	��7�	 ����	 ��	0�����	�������� ��� ��� �����3
��� &���	 	��	���	� �	 ������ ���� ��"�4$ +	 ����	�� �$� �	����	 �	� ������� �	 ��"�4
��� �	� ��M��	��� ;	�0 �	 �����	�$ +	 ����	�� �����	 ��	 �	� �	�0 ������	�������� ����
&�����	� ���������	� �	� ��������� 	� &	�� �:�	 ��� �	� ������&	� �R �42� == ����� �	���	��
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 �� � �� �$GF �$G� �$G� �$�� $�� �$�� �$�� �$�� ��
 �� �� �� �$G� �$G� �$G� �$� �$ �$�� �$�� �$�� HG
 �� �� �G $�� �$GH �$G� �$�� $�H �$� �$�� �$�F F
 �� �� �� �$G� �$G� �$FG �$�� �$�� �$�� �$�F �$�� �
 �� F� GH �$F� �$HH �$H� �$�� �$�� �$�� �$�� �$H ��F
 �� �� �G �$G� �$FG �$F� �$�� $�� $H $ �$�� G�
� �� �� �� �$G� �$G �$FH �$�� $�F $�G �$HH �$� �
� �� ��  �$GH �$FF �$F� �$�� �$�H �$F �$�� �$�G �F
� �� �G � $�� �$GH �$G� �$�� �$� �$�H �$�� �$�� 
� �� �� �� �$F� �$HH �$H �$�� �$FF �$H� �$�G �$� ��
� �� �� � �$G� �$G� �$G� �$�� $H� $�F �$�� �$�G ��
� �� �� � �$G� �$G �$G �$� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� �� � $�� �$GF �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� � � �$G� �$G� �$FH �$� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� �� �G F $�� �$GG �$GH �$�� $�� �$�� �$�� �$�� �
� �� �� � �$G� �$G� �$G �$� �$F� �$�� �$�� �$�� �G
� �� �F F �$GH �$G� �$G� �$� �$�� �$�� �$�� �$�� G
� �� �G H $�� �$G� �$G� �$�� $� �$�� �$�� �$�H ��
� �� �F �G �$GH �$G� �$G� �$� �$� �$�� �$�� �$�� �
� �� �G H $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� �� �� �H $�� �$GH �$G� �$�� �$�H �$ �$�� �$F F
� �� H � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� G � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� HF
� �� � � �$H� �$�G �$�� �$�� �$�� �$�� �$HF �$H F�
� �� �� F $�� �$G� �$FH �$�� F$�� �$�� �$�� �$� �H
� �� �� � �$G� �$G� �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� � � $�� �$GG �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� G�
� �� � � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� �G H �$GH �$GH �$GH �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� �� �G � �$F� �$F� �$F� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� H�
� �� �� F $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� �� G � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� F�
� �� F � $�� �$G� �$F� �$�F �$GG �$�� �$�� �$�F G�
� �� �H F $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� �H
� �� G � �$G� �$G� �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� �� �G H �$F� �$F� �$HG �$�� �$�F �$�F �$�G �$� ��
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 H� H� ��F �$FG �$F� �$F� �$�� $H �$H� �$�� �$� �F
 H� F� F�� �$HG �$H� �$�H �$�� �$G� �$�� $�� �$G� F�
 H� F� ��� �$G� �$G �$F� �$�� �$G� �$F� �$H� �$�F GG
 H� G� G�� �$F� �$HG �$H� �$�� $H� $�� �$�� �$�� �H�
 H� G� ��G �$FG �$F� �$H �$�� �$ $H� $�� �$�� ���
 �� �F ��H �$FF �$FH �$F� �$�� �$� �$F� �$�F �$� ��
 �� F F�G �$�G �$�H �$�� �$�� �$� �$H $H� �$F� ��H
 �� GF ��G �$FH �$F� �$F �$�� �$�� �$�� �$H� �$G� ��F
 �� �� ���� �$�G �$�� �$�� �$�� �$HG �$G $H �$�� ���
 �� F� H�� �$F� �$H� �$�� �$�� $F� $�F $�� �$�H H
 ��� �� HH� �$�� �$� �$�F �$�� �$�� �$�� $H� �$�� ���
 ��� �� FH� �$F� �$HF �$H� �$�� �$G� $�� �$GG �$H ���
 ��� �H �G� �$G� �$FH �$F� �$� $�� �$H �$�� �$�� ��
 ��� �� G� �$F� �$H� �$H �$�� �$F� �$�� �$� �$�� ��F
 ��� �F ��G� �$H� �$H� �$�� �$�� �$FF $H� $�� �$�G ���
H H� �F G� �$GH �$G �$F� �$�� �$�� �$GG �$�� �$F� ��F
H H� H� �� �$�� �$�� �$�H �$�H �$�� �$�F �$�� �$H� ���
H H� G ���H �$H �$�� �$�� �$�� �$�� �$� $�� �$�F �GH
H H� �� H� �$F� �$F� �$F� �$� �$G� �$�� �$G �$�� ��G
H H� �� H� $�� �$G� �$F� �$�H �$F� $�G �$�� $F� G�
H �� �� �� �$G� �$F� �$HG �$�� �$� $�� $� �$�� �FH
H �� �� �G �$�F �$�� �$�� �$�� $�� $�F �$�� �$�F F�
H �� �� ��H �$GF �$FH �$F� �$�� �$�� �$H� �$�� �$F� ���
H �� �� G $�� �$GG �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
H �� �� ��� �$FG �$FH �$F� �$�� �$FH �$�� �$� �$�� ��
H ��� �� F� $�� �$GF �$GF �$� �$�G $F� �$�� �$F F�
H ��� �� ��� �$�F �$�� �$� �$�� �$� �$F� �$�H �$�� ��
H ��� �� G� �$GF �$G� �$G� �$�� $�� �$�F �$F �$�� H�
H ��� �� � �$H� �$H �$�� �$�� �$�� �$�F �$�� �$�� �G�
H ��� HH F�� �$HF �$H� �$�G �$�� �$�H �$H �$F� �$F� ���
� H� � � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� F�
� H� �� �� �$FF �$H� �$H� �$�H �$�G �$�� �$� �$ ���
� H� �G � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� H� �� �� �$�� �$�� �$�� �$� �$ �$G� �$HF �$H� �G
� H� �F � �$HG �$H� �$H� �$� $GH $G $F� �$�� �H
� �� G � $�� �$G� �$HG �$�G �$F $�� �$�� $�� �
� �� �� �� �$G �$FF �$F� �$�� $GG $�� �$�H �$H� ��
� �� �F �G �$FG �$F� �$F� �$�� �$�G �$�� �$� �$�� ��
� �� �� �� �$G� �$G� �$G� �$�� �$�F �$�F �$�F �$�� �
� �� �� �� �$G� �$G� �$FG �$�� $�� $�� �$G �$�� F�
� ��� G � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
� ��� �� �� �$FF �$F� �$H� �$�� �$�� �$�� �$G� �$� ��
� ��� �� F� �$H� �$�F �$�� �$�� �$HH �$�F �$H �$�� ���
� ��� �F �� �$GH �$G� �$FG �$�� �$�H �$� �$G� �$� �H�
� ��� �G �� $�� �$GH �$G� �$�� �$�H �$G� �$�� $� �G
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 �� �G �GHH� �$�� �$�� �$�H �$�� �$G� �$�F �$� �$GG ���
 �� GF ��G� �$�G �$�G �$�F �$� �$�H �$�G �$H� �$�H ��
 �� �G ��H�� �$�� �$�H �$�� �$�� �$H� �$� $�G �$� H��
 �� �H �H�F �$HF �$H� �$�G �$�� �$�� $H� �$G� �$�� ���
 �� � G��� �$�� �$�G �$�� �$�� �$H� �$� �$�� �$� �H�
 ��� �F �F��F �$H� �$�� �$�� �$�� �$F �$G� $�G �$H� H��
 ��� �G �G��� �$�� �$�� �$�� �$� �$� �$�F �$�G �$HF F��
 ��� � ��G� �$F� �$H� �$�� �$�H �$G �$�� $GG $�G ���
 ��� � �GG� �$HF �$H� �$�G �$�� �$G� �$�� $� �$G� ��H
 ��� �� G��� �$� �$�� �$�� �$�� �$�� �$� $F �$�� F��
 ��� �� ���H �$�� �$�� �$�� �$�F �$�� �$H� $G� �$�F ��
 ��� GF FH�� �$HG �$H� �$�F �$�� �$�� $F� �$H� �$� ���
 ��� �� ���� �$F� �$HH �$�H �$�� �$�G $�� �$� �$G �FG
 ��� �� �H��� �$H� �$H� �$�G �$�� �$�H �$� $G� �$�� HH�
 ��� �� ���� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$GF �$� �$H� �
� �� �� �G� �$H� �$�G �$�� �$�� �$�� �$�� $�� �$� ��
� �� �� �H �$�� �$�� �$�F �$�� G$�� H$�G �$�� $� H�
� �� H� �� �$F� �$HG �$HH �$� �$�� �$�� $�F �$GF ���
� �� �F �� �$GH �$GH �$GH �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� �H
� �� F� FG� �$F� �$HF �$H� �$�� �$� $GH �$F� �$F� F��
� ��� �� �G� �$GF �$HG �$�� �$� �$�� �$�� �$�� $HG ���
� ��� � �G� �$F� �$F� �$H� �$�� �$GF �$F� �$�F $FH ��H
� ��� �F ��� �$G� �$HH �$H� �$�� �$�H �$�� �$�H $�� �H�
� ��� H� ��F� �$F �$H� �$H� �$�� $G� $�� �$H� �$�� �HF
� ��� �� ��� �$G� �$G� �$F� �$�� �$�� �$� �$�� �$�� �FH
� ��� �� ��G �$G� �$G �$F� �$�� �$� �$�G �$�� �$�H ��
� ��� H� FGH �$FF �$F� �$H� �$�� $F� $�� �$�� �$�� ���
� ��� �H H��� �$�� �$�G �$�� �$�� �$G $HG $�� �$�G �F�
� ��� GF H��� �$�� �$�F �$�� �$�� �$� �$�G �$� �$� �FG
� ��� H� ���� �$F� �$F� �$H� �$�� �$� �$G� �$� $�� H�
�� �� �� ��� �$F� �$H� �$� �$�F �$� �$�F $�F �$G� H�
�� �� � � $�� $�� $�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
�� �� �F �G �$�� �$�� �$�F �$�� �$�� �$FH $�� �$G� H��
�� �� � � �$�� �$�� �$�� �$�� �$G� �$�� �$�� �$�� �G
�� �� � �H �$FF �$HH �$� �$� �$H� �$�F �$�� �$�� �H�
�� ��� � � �$G� �$G� �$G� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� ��
�� ��� �G ��� �$�H �$�� �$�G �$�� F$�� F$�� F$ �$� ���
�� ��� �� �� �$� �$�G �$�� �$�� �$�� �$H� �$�� �$�� ���
�� ��� H ��H �$�� �$�� �$�� �$�� �$� �$�H �$�F �$�� ���
�� ��� � ��� �$�F �$�H �$�� �$� �$�G �$�� �$� �$�� ���
�� ��� �F GF �$HG �$H� �$�F �$�G H$� �$FH $� �$ F��
�� ��� �� F� �$F� �$H� �$�G �$�� �$GH �$F� �$� �$G� ��H
�� ��� �G �G� �$�F �$�F �$�F �$�� �$ F$�� �$F� �$�� �H�
�� ��� �� �F �$�G �$�H �$�� �$�� �$�F $�� $� �$�H ���
�� ��� � H �$FF �$FF �$FF �$�� $�� $�� $�� �$�� ���
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� �� �� ��G �$FF �$F� �$H� �$�H �$G� $� �$�� $G� ��G
� �� �G F� �$H� �$H� �$�� �$�� �$�F �$�H $G� �$�F �FG
� �� G �� $�� �$GH �$F� �$�� �$�F �$�� �$�� �$�� GF
� �� �H ��H� �$G �$F� �$F �$�� �$G� $GF �$�� $G ��F
� �� H� ��HH� �$H� �$�� �$�� �$�� �$� �$G� �$�� $�� �H�
� ��� F� �G� �$�G �$�H �$�� �$�� �$�F �$�� �$G� �$FF �G
� ��� H� HHH �$F� �$HH �$H� �$�� �$�H $� �$�� $�� ���
� ��� FF ��� �$H� �$�� �$�H �$�� �$H� �$�F �$�� �$�� G��
� ��� FG G��H �$H� �$�G �$�� �$�� H$�� �$H� $�� �$� ���
� ��� F� ����G �$F �$H� �$�� �$�F $H� $�� �$HH �$�� �G
� ��� GG �� �$�G �$�� �$� �$�� �$F� �$�� �$G� �$�� ���
� ��� �� ����� �$�� �$�� �$�� �$�� �$�� �$H $G �$H� FF
� ��� H F�F� �$�� �$�G �$�� �$�� �$�G �$�G �$�� $�� H��
� ��� F� ���G �$�� �$�� �$�G �$�� �$�H �$HG �$�G $HH H��
� ��� �F �F �$H �$�� �$�H �$�� �$�� �$FG �$�G �$�� ��
�� �� �� ��� �$FH �$F� �$F� �$�� H$FH �$�� �$�F �$HF �G�
�� �� �� F�G �$HH �$H� �$�F �$�� �$H �$�G �$�� �$�� ��
�� �� G �G �$ �$ �$ �$�� �$F� �$�� G$H �$�� F�
�� �� �F F� �$FG �$F� �$�F �$�F �$G �$�� $�F �$�� ���
�� �� �� �� �$G �$FH �$F� �$�� $�� �$�� �$�� �$�� ��G
�� ��� �� ��H �$F� �$H� �$�� �$�H �$�� �$�F �$G $�H ��H
�� ��� �H �GF �$G� �$FG �$H� �$�F �$�� $�G �$�H $� H�F
�� ��� �G ���� �$H �$�� �$�� �$�� $�� $�� �$F� �$�� ��F
�� ��� �F G� �$H �$�F �$�� �$�� F$� H$H� H$�G �$�G ���
�� ��� �� ��� �$� �$�� �$�G �$� H$�� �$H� �$H� �$F� ��
�� ��� �G ���H �$� �$�F �$�� �$�� �$�H �$�H �$�� �$�F �H�
�� ��� �� F�G �$F� �$H� �$�F �$�� $F $�� $�H �$�� ��F
�� ��� �� ��� $�� �$GG �$GH �$�� �$�� �$ �$�� �$�� ��H
�� ��� �F ��� �$HH �$�F �$�� �$�� �$�F $G� $�� �$�� H��
�� ��� � �� �$FF �$F� �$H� �$�� $F� �$FG �$�F �$�� �H�
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