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�� �� 
�� ��
 �� ��0����
� B 
� �����
 �� �� ����� �
�	 
��  
�	��
� ���������� � �� �� ���� # ���
	
���� # ��
 ���
�� � ���
��� �� � �9 ������� ����
 	��� � ��������� �� ��	


��� ��� 	�
 ����� ��
����� �

����� ��� � �9 ������� ����
 	��� �� ����	��
� �� 	�
 ����� �� ����� # 
�� � ���
�� ������
�� ���
 ���
� ��� 
�� �
� 	� �
 �
� ��� ���� ��� ��
0 �� ��- �
�������
�� ���� ��� �� ��	� � ��� � �� #
���������� � �� �� �# &GGG 	� B 
� ����	�� ��� �����
 ��� �� ����� 	
�8 
����� ��� �������� ��
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8 
����� ��� �
 ����� ���� ��� � ,��� ���
� �� � �� �
���
 �
� ���� ��� ������� # 
� �
��� � ���� �
 ���
���� ��� � ,��� ���
� �� # �� ��	���
�
�� ��� # ��
�� 	�� ��
� ����� 
�� � ���
�� 
��  
�	��
�
���������� 

 	
����

��� �
 � ,�� � �	����� � � F�� �
��� � ���
�� 	
������ � �������� ���
�
 ���� �� ����� �
 � �
�� ��������� ���� �� � ,�� 
���� ���� ��
 ���
�� ���
� �� � �� �
	
� �����
������ ��� ���
� ��
� � �� ������ 	�� ����� # 	 ���� �
 ��� - � ��

�
 ��� ��� 
� 
 ���0	� � 	� �
 ����
������� 	��� � 	��� � 7� �
��
�� ��
�� �
� 	�� ����� 	
����

��� �
 � ,�� � �	����� � � D��
�����  
����� �
�	 
� 	�
 ���� �� ����� 	�� ��� 
�� 
�� ������
�  
�	��
������ ����� �
� �

) 

 � �

 � ����������
�� ��	�
 ��
�� ��� � �� ��
� ���� 	����
��� ��� 	�
 ����� �� ����� # 
����
�
� ��� ���������� ���� ���
� ��
�� � � ��� �
� # ���� �� ��
���� ��� 	�� # � �����
	��  
���� �
�
��� ��
0 �� ��- �
�������
�� ��� �����	���� ��� ��	�
� ���� ��� � ���
��� 
����� �
� ��� ����������
����� �

��� ��� 
 �	������ �� ������
�

) 

 � �������
�� ��
�� 	���	��������
�� �� 	�
 ����� �� ����� �� ��� ���
����� �� � ���
������� �� ����	��
� �� ������ ���
	�
��� � )

 � �

�� ����

� �� ��� �����
����� 	
��
��



� �� � � �� ��� ��	 ��� �� � ��� ���� (C

�����
�� �� �� �# &GGH 	 �� ��� E��� ���� � �� �����
� �� �� �# (%%(
 	 ���� 
�� ���� ���� ������
��	��
��� ��� � ���
���  
������� � ! ��� 
� ��
� ���� ����� # �

 � �������
�� 
�� � ���
��
���	�����
� B ��� D
���	��� E��� ) ����
 
��

�� �I
�
� �� �� �� �# (%%(	 �

��= �� �� �165 2;16 8
�<2320< �0156..6 � .67 ,<361�� ..67 9055:<7
��� �����
����� 	
��
�� ��� 
���� �
� �� ������������
� ��� ���
� �� �

 �  
��� ��

� ���
����
�� � � ��Q 	�	��� ��� ���
����� �� ��
� 
��� ��� ����
�� # ) ���� 
	�� �� �
���� �
�����
�� �� �� �# &GGH 	 # F�
 �� ����
�� �F�
 ��� ����
�� # (%%%	 # �
 �� ��� � �
 �� �� ��
-�
�� �
 �� ��� ��
-� # (%% &� # � �
 �� ��� ��
-� # (%% &
 	 ��� �
� � �� ������0	���
� ��� ���
� �� �
���
��� 	� � 
���� � ����� ����
� � D���� ������������
� � ��
�
���� �� ��� ����� �
����
�� # �� ���
����� ������� # �� ��� ����� ������� � ���� � ����� � �

����� ��� ���
����� �� ��������� ��  
�	��
�
�
 �
�
�� �� ����� � 	
��
�� � ��� ���
� �� 	
������ �

D� �
�� � ��
 
�� ����
�� # ) ���� 
	�� �� �
���� � �
 � 
�� ��� ���� ���� ��
� �� �� ��

 ����
��� �����
����� 	
��
�� � ! ��� ��
� ��
�� # �� � ���� ��� �
����
� �� ���
� �� � ��� � �
���� ����

� 	�
��

�� ���� 
� ���
����� � �������
� ��� �� �
 ��

 ���� �
 

-���
� �� 	
����	� � ��
���� �
�	 � ���
�� �� � �
���� ��� ����� ��� �� � � �
 �� �� ��
-� 
� � �
 ��
 � ���� �

���U��"���
� �� �K
�U��
F�� ���� �	 ���	�� s

��� 
�� �����	���
� 
 �8 �	��
� � �
� �����
 �� 0��
E

�
� �
 ��� ,�� � 7�
���������� 	
��
��� ��� 
�� �

 ����
��
� ��� 
�� 	
����� 
����	� �� ��
� ������ B

s =





a b c d e

c a b e d





�� ���� ���� ����� ��� ��� ���� ����� �� �� ����	� � � �
���� ��� 	
�
���� � �� ��� � ���� 
����	�
�� 
� � �
� �
�	 ��
��
���� �� �

 ����
��
� � 

� �
� � �
���� �� �� ����� �� �� ����	� �
�� ���
���� ���� ��

E
�
 �
��� 
�� ������
� � �
���� ����	�� �
��

E
��� �
�� � 7� �� ��������� ��
�� �

�� ��
� ���� ����� # � ��� ����� �� ��� # �
� � �
� �
����� 
�� � ��� ��� �	�� ��� ���� ���� ��
E
�

�

 ����
��
� �� � ���
����
� �
�� ��
� 	
�	���� � �9������ � ��� 
�  ��� � ��

 � �� ������� ��
�� ������� �
� �� � ���
����
�� # �� ����� �� �� ����	� ����� �
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�� �� � ,�� �

��� ������� # �� �
�� 
���� � �
���� �
 �
��� �
� ��� ���� ���� ��
E �

B
a < b < c < d < e

#

� ������� �� �� � ���
����
�

π = c a b e d
� ��

i
���� ���� ��� ��

π
���� �
���

π(i)


πi

��
�� �
�
πi ������������ 
��

i
���� � ���
����
� � �
���
� �

 � � ��	
�
�� �� ��
 ���
��

� ���
����
�� # ��
i
���� ���� ��� �� ��

j
���� � ���
����
� ���� �
���

πj(i) = πj
i

�

�� �� ����
n!

� ���
����
�� ��
n

���� ���� �� 	��
n!

� ���
����
�� ������
�� �
� ���� ���� ��
� ������
 ��

E = {π1, . . . , πn}
 
����� �� ��

� � �-������
�

Sn
�

F� ���
� � � �
������� � ������ � �
� ,��� ���������� ��� 
�� ����� �� ����� � �� �9 �� �

 �
�

�� 

 �
� ��� ���
� �� �� ��
	��-
��� �
�� 	
�����
�� � �
� ��
 � 	��
� 
�
� � �� �
� ��
��
����� �
�� ��� 
�� � �� �
 ��� ��� �
���� � ����� ��������� �
 
��� � ������ �
�
�� ���� �����	���
�� ���
� � # ��� ����� �
�� �������� �
� ��� ��
� 
���� � �"!) # � �
� ����� �� 	
����� ������� ��
� ��
��� � �� ������ 
� ��� 
���� � �"!) ���� �� ���� R ��* � �

 � 

���
�� 
�� ����� �� ����� �



(' ���� 	 �� � � � � �� � �� � ��� � ��� ��� ���� ���� �� � 
� ��

�� �

 � 	
����
�� ��
� ���
� �� # �

 � �

 � ��������
�� �
� ����� 	
��
�� � 	�� ��
�
���
� �� # �
�	 � �� 	
�������
� �� ��
� ������ �� ����� � �� 
� �
�� 
�� �
� ��� ���
� �� � �
��
��� �� �
���	���
� # � �
���� ��� ����� � �
� ���
� � ��� ���� 
�� � � ��
���  
��� 
�� �

 ����
��
�
�
�

E
� ������
 �� ���

n
����� 	
��
�� � 	�� ��
� ���
� �� � 7� ���
����� ��
�� �
� �� ��

� �

�-������
�
Sn

�� � �
� �
�����
Π

� ������
 �� ��� ���
� ��
� ���
����
�� �
� ����
����� 
�
���
����� � �� ���� ��� ���
� � ��� �-�
 
���� ��� �� ����� �� �� ����	� �� �� ��
� ���� ���
� � ���
���������� ��� �� ����� �� ��� � ! � � ,�� �
� ���	����� ��� # � �
���� �� �� ����� �� �� ����	�
� �� ��� � ���� 
����	� �� ���� � �
� ,��� ������	�� ��� � ���
������
� ��� ���� ���� ��

E
�����

�
��� 
� 
���� �
� ��� ���� ���� � ! ��� 	� 	�� # �� ����� �� �� ����	� ���� ��� ���� � ��� ��� �	��
	��� �	 �� �

����
�� ��� ������� ��� ��
� ������ �� ����� �
 �
����� B
l1 = (b, a, c, f, h, g, e, d)

��

l2 = (g, b, h, a, d, f, e, c)
� �� �

 ����
��
� ��� ������������ ��� B

s =





b a c f h g e d

g b h a d f e c



 =





a b c d e f g h

b g h c e a f d





�� � ���
����
� ������������ 	�� ��
� ������ �� ����� ��� ��
��
π2 = b g h c e a f d

�� �����	���� ��� �� ���� ���� � ���
����
� ���

π1 = a b c d e f g h
�

JK�
����
� �� "�������U�� !��� ���� �K
�U��
) 

 � �

 � ����
�� ���� �� 	
���� �� 

 �

 � �

�� ��
� ������ �� ����� # ����������� �
�

����� 	
��
�� # �� �

 � 


 �
�� ������0�� ��� ��

� �� �� ����� 	
����
�� � )

 � �

�� 


���	����� ��� 
� �-� � �� 	�
 ���� B ��� �
 ���� �� ����� 	
����
��� ���� �� � ,�� 
���� � ) 

 �
�����
�� � ��������� �� 	
�������� ���� � � �
���� ��� ����� �� �

 � 


 �
�� ������0�� ��� ��

� ��
�� ����� 	
����
�� � � �
���� ���� � ) 

 � 	
�� ���
�� ��� ��0��� 	�� ��

� �� �� ����� �
����
�����
����� 	
��
�� �

JK�
����
 � �� � 
�	
 ��		� �	� � ����
�
��	
π


�� � ��	
�� ���
E = {1, ..., n} � ���� 
��


1 ≤ x ≤ y ≤ n� �	 	�
�
[x, y] = {x, x + 1, ..., y} �	 	� �������� ��

π �
7� �
����

π([x, y]) = {π(i)|i ∈ [x, y]} �� ��
8 �	��
� �� 	�� �����
���� �
� �� � ���
����
�
π
�

JK�
����
 � �@ � ��� ���� �
 ���� ���	
 � ���
E = {1, ..., n}� ���� � ����
�
��	


π
�


σ
�	
 �	

�� �������� ���� �� 	��� �
c ⊆ E


 � �
 
�� ��� �	
 
 ��� �� �

�
x, y, l

�

u

�
��
[x, y]

�

[l, u]

����
�	
��
�� ��
 ��

π

��
 ���

c = π([x, y]) = σ([l, u])

"
���� ��� � �� # ��
� � ���
����
�� 
�� 
� �����
���� 	
��
� �� ����� 
�� 	��	
�� 
� ������

���� 	
������� ��� � ,�� ���� ���� � ! ������ �� ��0����
� # ��� �����
����� �� ������ 
� � �

���
,��� 	
��
� � ���� �� ��
���� ��� 	�� 	�
��	� ���
�� ��	�
 � 	�� ��� � 
����� � �
 � ������,� �

) 

 � �
��
���
�� �
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�� ���� �� �
 ��� �
� �� ����� �� �� ����	� ��� �
���� ��� �� � ���
�
����
� �������� �� �
� �

�� � ���
����
� ��� ��0��� ��� ����
�� � 	�����	� � D��� �

 � � �����



� �� � � �� ��� ��	 ��� �� � ��� ���� (G

�� �� �	�0�� 
� �����
���� 	
��
� �� �� ���	����� �
 �
� ��
 � �����
���� � D��
 ��	� ��� ��0��� �
�
�� � ���
����
� 	

����� # �� ��
� ���� �����
���� ��� � �� � ���
����
� �������� �� ��� �
�
� ��
���
�� ��� ���
 �� �

� ��!��K�K � �� � �	� �	� ��� ����� ����
 � ��� ���� � ����
�
��	

π

�

σ � σ

�
�	 
 �� � �����

�
��	 ���	
�
�� [x, y]� �	 �	
��
�� �� ��

π � �

 �	 �	
��
�� �� �����	 ��
π

�

σ


 � �
 
����� �	


 �

max(π([x, y])) − min(π([x, y])) = y − x

� � ���� � � ��� � � ��� � l = minπ([x, y]) �� u = maxπ([x, y]) � � �� ���� � ���

u − l = y − x ⇐⇒ π([x, y]) = σ([l, u])

• �	 �� ���� ��� ��� π([x, y]) = σ([l, u])� ����� π([x, y]) = [l, u] ���� π �� � ��� �	�� �	��
�	� ���	�� �� ��� � y − x = u − l �

• �	 �� ���� ��� ��� y−x = u− l � ����� |[x, y]| = |[l, u]| �� π([x, y]) ⊆ [l, u] ��
� � π([x, y]) ⊆

σ([l, u])� �� ���� � π �� σ
� ��� � � �� � ����� �� � ��� �	��� � �� � π([x, y]) = σ([l, u])

J

�	 ��� ���
�� � ������
���� ���� ��
 �	
��
�� ��
 �����	
 �
�� ��
������ ���	������ ���	��� �
 �
� 	

��� � ���� �	��

x, y
 
��� 
� �����
���� 	
��
� #

c = [x, y]
# �� �� ��
 ��� ��� �� 
� � �
� 
���0�� �
�

max(π([x, y]))−min(π([x, y])) = y − x
� �

�



����� �

 � ��� �����
����� 	
��
�� � ��
� ���
��	�� # �� �
Q � �� ������ 	���� ��
������ � 

�
�

 � ��� 	

����

i, j
� ����� ���� ��

E
� � ����
����� � ��D # �� 	
����� ���

θ(n2)
# ��
� 
�� ���

�����
�� �� �� �# &GGH 	 �� ��	

 �� B

�
��K� 	
π,E = {1, ..., n}�KM��

& � ���� ��"���
x ∈ {1, ..., n − 1} �"���

( �
l ::::::: πx* �
u ::::::: πxH � ���� ��"���

y ∈ {x + 1, ..., n} �"���
R �

l ::::::: min(l, πy)+ �
u ::::::: max(l, πy)C � � �

u − l = y − x
� ����

' � �Q 	���
(”[x, y]”)G � � �
��

&% � �"��
&& � �"��

� �������U� � 	 I �	���	�� � ������
����� 	
��
�� B ��D # �� � ���
�� ��

� �

�	 ��� ���
�� � ��	����� � ��� ��
 �	
��
�� ��
 �����	
 �



*% ���� 	 �� � � � � �� � �� � ��� � ��� ��� ���� ���� �� � 
� ��

) 

 � �������
�� � ��������� 
� ���
����� � ��
O(n + K)

��
� 
�� ���
�F�
 ��� ����
�� # (%%%	 �

K
��� �� �
�
�� � ������
����� 	
��
�� # �
 � ���� �� ���� ���

	�� ��� ��
O(n2)

���� ��� ��
O(1)

�� ������
� � 

� ��� � ���
����
�� �����
���� � � ����
����� �
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�
li

�

ui ���� 
��


i

��
 ���
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��
�� �
� 	��
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�
� �� 	
������ # ���

F
�

JK�
����
 � ��@ � ���
S

�	 
��
 �	
�� ��� ��
E � �


(g1, ..., gk)
�	� ��

� ����		�� ��
 ����

� �	 

 ��
S

� �� ������
 � �	 ����� �
�� �
C � � ���

δ > 0� � ��	
�� ���
S

�

 ��� ��� �	 �
δ
�����	�

��
C


� � ��� 
��

1 ≤ i < k

�	 �
∆C(gi, gi+1) ≤ δ �

JK�
����
 � ��T �	 
��
 �	
�� ���
S

��
E

�

 �	
δ
��	
�� ��� ��
 ����� �
�� �


C1, ..., Cm 
 �

S
�

 �	�

δ
�����	� ��

Ci � ���
1 ≤ i ≤ m �

JK�
����
 � ��O �	�
δ
�
��� ��� � ��
 � �	 ������ �	 
 �	 ��	� ����� ��

C1, ..., Cm �

 �	

δ
��	
�� ��� ��

C1, ..., Cm ��� ���� � ��� � ��	���
 ��	 �
 �� 
��� �� �� � ��	
 ���� �
���

δ
������
 ��� # ��� �� �
� � 

� � ���	�
 ��
� # �� ������ & �
�� ��� ���� ��� ����� 
�������� �

������� B �
�� ��
� 	��
� 
�
� ��
C1 ��

C2 �

C1 = 1 2 F 3 F F 4 5 F F 6

C2 = 3 4 1 5 2 F F F 6

�� ������� � 

� ��0����
� �� �� � 
����
� � �
� ���� # �� �
�
�� �� ����� � �� ��
	�� # 
�


����� �'4

C2(5) = 3
�� �'4

C2(4) = 1
� �� � �����	� ����� ��� �����

4
��

5
�
� �� 	��
� 
�
� �

C2

���
∆C2(4, 5) = 2

� ��� ������� {1, 3, 4} �� {1, 3, 4, 5}  
����� ���
δ
�	������ ��

C2 � 

�
δ = 1

#
{4, 5}  
��� 
��

δ
�	����� ��

C1 � 

�
δ = 1

�� 
��
δ
�	����� ��

C2 � 

�
δ = 2

� {1, 2, 3} ���

��

δ
�	����� ��

C1 �� ��
C2 � 

�

δ = 2
� {4, 5} �� {1, 2, 3} �
�� ���

δ
������
 ��� ���� �� �����

��
C1 �� ��

C2 �

�
δ = 2

�� ��� 

�� �� 	
����
��	� # ��� E��� ���� � � �� ��
 ���
 & �& �
���
�

 � ��� E��� ���� � � 

� � �9������� 
���
�� ��

δ
�

� �U"���� � �� ��
 ����� �
�� �
 ����������
 
�	
 
���
�
 �	 ��� 	 �

�	 
 �� ��
 �
��	 ��
 � �	 �


�� �	 �	
��
�� �� � 	 � �
 �
�� � ��� ��� 	 �
��	 �� �� ��

�	�� �	 
�� ���� � �	 �
 �

∆C(g1, g2) = min

{

||�'4
C(g2) −

�'4
C(g1)||

|C| − ||�'4
C(g2) −

�'4
C(g1)||



*' ���� 	 �� � � � � �� � �� � ��� � ��� ��� ���� ���� �� � 
� ��

D
�������� ��� �
� �����
����� 	
��
�� # ����
��� ������� 	
����
 ��� � ������ �� ��
 � � �����
�����
����� ���� �����
����� 	
��
�� �����
	��
 ���� � ����
����� � ��� E��� ���� � ��� 
�� �
� ��
 
�	��
���� ��� ��
���� � � ����
����� � ��� 
��� �
� �� 	
����
	��
� ��� E��� ���� � �� �������
�� �

 � ��� ����� ����

� �� �
 �� �� �	������ �������
�� ��� �� 

 ��� ��

� �� �� ����� � 

�
����
�� �
�� � ��� ����� 
�������� # �
�� � ��� E ��� ���� � � � ������
 �� �� ����� �
 � ��� �	����
�
 	

�� ��� �������
�� ��� �
��� 
�� ���
� � 7� 	
������� �� ����� ����

δ
0�� �� 
� 	���	��

�

 � ��� E ��� ���� � �

� 	�
δ
�

JK�
����
 � ��A �	 � ����� ��
 ����� �
�� �

C1, ..., Cm �

 �	� �	 ��	 ��
 ��	� ����
 ��


����� �
�� �

C1, ..., Cm �

��������
�	 �� ���� ����� �
�� �

C1 �


C2 �� ����
����� � ��� 
�� �
� 
�� ����
	�� � �
 ���� � 

� ������ � �� ���� ���� ���� � ��� �� ����	��
�
� �
�� ���
�

S
��

C1 � �
 �� ��  �
� 
���0�� �� ������	� �
�
C2 B �
�� ���� �� ���� �
�

C2 ��  
��� �����

� E ��� ���� # �
�� ���� � ���� ��� �������� �
�

C2 �� �
�� ,��� �	����� �� ��
� �

 � ��

 �����
����� ������� � 7� � �
 ��� �� ��

 ���� �� ��
� �

 � ��

 ����� B � �
� �
�	 ��� ����� ��

S
# � ��
���

���� � �� ��
� ���� ���� � ��� � ���� �� ��	
��� �
� ��� ��
� �

 � ��

 ����� ����� ������� �
�� ����	��
� � �
�� ���
�

S
��� 
���� �
� ��� ��
� ��
������� �
 �
����� B

� ��!��K�K � �T �� ��� ���	 �
 ���� �����
 � ��	
�� ��� ��

δ
�����	�
 � �� �����
 � ��� �	
 �	 � ����


�
��	 ��
E �

� ��!��K�K � �O �� ��� ���	 �
 ���� �����
 ���
�
δ
�����	� � �� ����� � ��	 ����� �
�� � �

 �	�

������
� ��Q 	�	��� �� � ����
����� � ��� 
�� �
����� ��� �
� �� ������ � �� ��
� ��� �

 � ��

 ����� �
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 � � 
���
�� �

� � ��
 
�� �
 ��� �� ���� �
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� E ��� ���� #
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 ��
 � |S|/2 ����� �

��UU� � �T �� ��� ���	 �
 ���� �����
 � � S
�

 �	� ����� �


S
	 ��

 � �
 �	 ��	� ���� � �� �� �

�

�	� 
��
 ����� ��
S

�
�� �� � ��
 |S|/2 � �	�
 �
� � ���� � ��	 � S �� � �	� �� � � ����� � � �� �� ��� � ���� � �	 S

� ��� � � �� �� ��� � ���� � �����
S �� � �� � �	� � � ��� 	�� �� � ���	���� � ��� �� � ��� � � � 	� � � � ��� � ���	� � ��� � ��� ��� � ����
�� � ��� |S/2| � 
� �� ��� ��� δ��

���� �� ���� �� � �� � � �� �	 �	�� �� E � S � ���� ���� �� � ���� �	� ��
���� �� � ��� |S/2| � 
� �� � J

�

� 
�� ���
�
S

# �� ���� ��� �

 � ��

 ���� ��� �
�	 �� ������ �
 ��
 � |S|/2 �� �� ��
� ����
�� ������

n − |S| �
�	 |S| ≤ n/2
�

� � ��������
� �� ��
� �

 � ��

 ����� ��� ���� � 

� �� ���� ��� �

 � ��

 ���� � ��� ������

�� ���
� ��� 	��
� 
�
� �� � � ��� ���	��
� ���� �� ���� ��� 	��
� 
�
� � �� � 
�� ��� �� ��

 ����
	�� 
� 
���� �� ���	

��� �� ���
� � �

� � ��������� �
 ��
� ���� 	��
� 
�
� � # �� �
Q � �� ������
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���� � ��� ������ �
 ���� ��� 	��
� 
�
� � ����
�� ��
� ���� 	��
� 
�
� � � �� 
� ��� 	�� � 
����
�� # 
� 

����� � ������	��
� �� �� ���
� ���� ��



� �� � � �� ��� ��	 ��� �� � ��� ���� *G

��
� ���� 	��
� 
�
� � � �� �� ���
� � �
 ��
 �
p

����� # � ��� ���	��
� ��� �9 �	�
�� ��
O(p log p)

�
! ��� 
� ��
� ���� ����� # �

� � ��� ���	��
� �
 ��
� ���� �

 � ��

 ���� # �� ��� ��	�������
� �

����� �� 	
����� ������� ��� �� ���	��
�� ��8 � �9 �	�
��� � D��� � �
� ,��� �9�	�
� �� �����
�������� ��� ����
�� � �� ������ �� �� ���
� �

D
��� 
� �� 	
����� ��� ���� �� ���� ��� 	�� �� ������ �� �� ���
� � �� ������ # 
� �
��
��
�
� �� ��������
� �� ��
� �

 � ��

 ����� ��� �9 �	�
�� ��

O(αp log p)
� 

�

p = |S| # �� ������
�� �� ���
� 	

����� � � ���
���
� �� ��	
����	� ������ ��� �� 	
����� ��� �� � ����
����� � ��� B

T (n) =

{

1
�

�

n = 1
max

1≤p≤xn/2y
αp log p + T (p) + T (n − p)

���
�

D� �
 � �
��� 0����� ��� 
�� 	
����� ��� ���� �� ���� ��� 	�� ��
O(n log2 n)

� 

� � ����
�
����� � 	
������� ��
� 	��
� 
�
� �� �� �����
� �� �� �# (%%(
 	 � ) 

 � �
����
�� $$� ��

�
��� � � 	�� ���� � � 	���� � ���
�� �� ����	��
� ��� E��� ���� � # ��	���� ��� � ����
����� � H �
��������
�	 ��

m
����� �
�� �


C1, ..., Cm �
� ����
����� ��
� ����� �� � ,�� ��
 �
� �� ���
� �� ������ ��� ��	���	��� �
� �

 � ���

	��
� 
�
� �� 	�� ���� �
�� ,��� �� ������
p
��  ����
�� �

n/2
�
� �
 �
��� 
� ��� 	��
� 
�
� �� �

�� � �
 ���
� �
 ��

 ���� � ��9 �	�
� � ��������� �� �����-��� ���
m

�

 � ���
�� �� ������
p

���
m

	��
� 
�
� �� � �� � ���
�� �� ����	��
� ��� E ��� ���� � ��� ��	���� ��� � ����
����� � R �
�� 	
����� ��� �� 	�� ���
����� � ��� ��

O(mn log2 n)
� 

�

m
	��
� 
�
� �� �� ������ �


��
 �
n

����� �

��= �> �<6 ���10 946 2< �0156..6 � .67 �0<<69368 �6<6 � 62/4�0140087
��� D
���	��� E��� ) ����
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�� �DE) � �I
�
� �� �� �� �# (%%(	 �
�� �� ��
 �� ���������
�

	
��
� �
� ��0����
�� ���	������� � " �
�� �
� ��� � 
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�
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���
� �� �� � ��������
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 ���� �
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 ���� )��	
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� ������ 
������ �

��� DE) �� ��	���	���� ��� ��� 	�
 ����� �� ����� �� ������� ���� �

 � ��� ���
� �� 	
������
� ��� ��� 	�
 ����� �
�� ��� �

 � �����
 ��� 	��
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	����� �� ������ ���� � �9 ������ ���
� �� � ���
������� # �� ��� �����

g1g2g3g4
� �

��� ,��� ������0�� �

 � 	����  
��� ���� ��
�� ���
� �� # ��

�� ���� ��
�� �
���� ���
� �� # ��� �����
g2g3g4g5

� �

��� ,��� ������0�� �

 � 	����  
��� # ��
��
��� �����

g1g2g3g4g5
 
����� 
� DE) �
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 ���0�� 	���� ��
������ # I
�
� �� �
 ��� �� 
����� �
� �� ��0����
� ��� P
 ���
� ��
��
����
�
 ��� ��� ������ �� �� �# (%%% 	 � �
		��	��� ��� # 
� 
� ��
� ��� 
�� �
 ��� �� ����� ��������
���� 
� ���
� � �� �����	���� �� 
� ��
 � 
��� � �"I) �������� �

�� ��	��
� % �& ���� &&� � 
�
P
 ���
� ��
� ��� 
�� ���
	�
�� ������������ 
� �����
 �� �� ����� ��

����� �� � �
��� 
� ��
��
�������� ���� ��
 ���
�� ���
� �� � �� 	
�������� ����� �
� �� 	
����
 �� ����� ��� P
 ���
� ��
��



H% ���� 	 �� � � � � �� � �� � ��� � ��� ��� ���� ���� �� � 
� ��

�
��K� 	
C1 = g1

1 ...g
1
n, C2 = g2

1 ...g2
n

��
E = {1, ..., n}�KM��

& � ���������
::::::: Faux( � �

::::::: 0* � �"
� 	�� ¬��� �� ���� �� � ≤ xn/2y
�"���

H � � �
∆C1(g1

p, g
1
p+1) > δ

��
∆C1(g1

n−p, g
1
n−p+1) > δ

��
∆C1(g2

p, g
2
p+1) > δ

��
∆C1(g2

n−p, g
2
n−p+1) > δ

� ����
R � ���������

::::::: Vrai+ � � �
�

C � �

:::::::
�

+ 1' � � �
� �
G � �"��
&% � � � ��������� � ����
&& � � �

∆C1(g1
p, g

1
p+1) > δ

� ����
&( � 

	 (

g1
1 ...g1

p,
���
��� (

g1
1 ...g

1
p , C2
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&* � 

	 (

g1
p+1...g

1
n, C2 \ ���
��� (

g1
1 ...g

1
p, C

2
))

&H � � �
�
 ��
∆C1(g1

n−p, g
1
n−p+1) > δ

� ����
&R � 

	 (

g1
1 ...g1
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���
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1 ...g

1
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2
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n−p+1...g

1
n, C2 \ ���
��� (
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1 ...g

1
n−p, C

2
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�
 ��
&' � ���
&G � � �
�
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(% � ���
( & � � �
� �
(( � � �
�

(* � ������� (
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1 ...g

1
n

)

(H � � �
� �
� �������U� O 	 I �	���	�� �� E ��� ���� � B $$� # �� � ���
�� � �
���� � 

� ������ � � �
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� �� ���	�
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��� ��� ����� �
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��
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��
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 ��� ��� ��
� ��
	���
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�� �� � ���
�� � ��������� � �������0	���
� ��� D
���	��� E��� ) ����
 
��

�� � �
 �� �

 � � ���
	
���
�� ��� 

8 ��� ����	��� ��� 	���� � ���
�� �

�� ���� ���� ���� � 	
����
 �� 
� ������ 
������
G = (S,A)

�
S

� ������
 �� ��� �
�� ��� ��
G	
����� 
�� � � ������
 �� ���  �� ����� �� ����� �

�� ��	��
� % �( ���� &R� � F��  �� ���� �� ����

��� ������0�� ��� 
� ������������ � �� ������������ � �
� ,��� 
� ��� ����� �� 	����  �� ���� �
�� ������
� 
� ������� �� �
� �
 ���� 	��� � ��� 
�
�� 
� ���
 � �� # � �
������� � �� ��
 � ��
� �� ��



� �� � � �� ��� ��	 ��� �� � ��� ���� H &

�
��K� 	
Ci = gi

1...g
i
n

� 

�
1 ≤ i ≤ m

��
E = {1, ..., n}�KM��

& � �
::::::: 0( � �
::::::: 0* � ��� ���

::::::: FauxH � �"
� 	�� �
= 0

�� � ≤ xn/2y
�"���

R � �
:::::::

�
+ 1+ � ���� ��"���

i ∈ {1, ...,m} �"���
C � � �

∆Ci(gi
p, g

i
p+1) > δ

��
∆Ci(gi

n−p, g
i
n−p+1) > δ

� ����
' � �

::::::: iG � � �
∆Ci(gi

p, g
i
p+1) > δ

� ����
&% � ��� ���

::::::: Vrai&& � � �
��
&( � � �
��
&* � �"��
&H � �"��
&R � � � �

> 0
� ����

&+ � � � ��� ��� � ����
&C � ���� ��"���

i ∈ {1, ...,m} �"���
&' �

C ′i = �
��
��� (

gs
1...g

s
p, C

i
)

&G � �"��
(% � � �
�

(& � ���� ��"���

i ∈ {1, ...,m} �"���
(( �

C ′i = �
��
��� (

gs
n−p+1...g

s
n, Ci

)

(* � �"��
(H � � �
��
(R � �

	 (

{C ′1, ..., C ′m}, {gs
1...g

s
p}

)

(+ � �

	 (

{C1 \ C ′1, ..., Cm \ C ′m}, {gs
p+1...g

s
n}

)

(C � � �
�

(' � ��� ���� (

g1
1 , ..., g

1
n

)

(G � � �
��
� �������U� A 	 I �	���	�� �� E��� ���� � B �$$� # �� � ���
�� � �
���� � 

� ������ � 

�
m

	��
� 
�
� �� �

�
�	 �� � ��
� ���
�� � � ������
 �� ��� ��	� #
A

# ��� � ������
 �� ��� 	

���� �� ����� �
 � � 

� �

�
��� ��
�� ���
� �� �
�� � ������� � ��
 ��
 � ��
� ����� �� �
 	������ �
� �� � ,�� 
��� � �"!) �
�� 
��� � �"!) �
� ���
�� ��� �
 	����� �� 	

��� �� ����� �
��� � �
��������
� �� � ���	 �

�� ��
� ���� ���� � ��� 
�� ��	���	�� �� 	��� ��� � �� �� �
� ���� �� ������
G

�
�	 ��
	
�������� �
����� ������� �
 �
� 	��� �� ������� �
		����
�� ��� ��� ��� ��
��

a, b
��

c

���0�

�
� �� �
 ��� �� �����
(a, b, c)

�� ���� ���� �
 �
��� � �
� ��� ���
� �� �� �� � � �� 
� ������ ���
����� �����
�
�� �

a, b, c
 
��� 
��

δ
�	����� � 

�

δ = 2
� � D�� 	��� ��� � �� �� �
� �
����� ���

�����
 ��� �� ����� �
���� �� ������ �� � �	� �� �� � 
� �� ��� ������� �
�� ��
������ �� �������� ���� � �9�	�
� �� ����

� �� ��� ��� ��
 ���
� �� ������ �� �����

	
����
��� ����� �
� B ��� �
 ���� ��������� �
 �
��� ��
�� ����� �� ��� ��
 ���
� �
�� �� �������



H( ���� 	 �� � � � � �� � �� � ��� � ��� ��� ���� ���� �� � 
� ��

�
 �
��� �
���� � 

 ��� �
 ���� ��������� ��
� ����� �� ��� ��
 ���
� �
�� �� ������ ��
�� � D��
��

� �� �� ����� �
�� ��� ���� ��� D
���	��� E��� ) ����
 
��

�� � �� 0�
�� & �* ����������
��� � �9 ������� ���� �� �� �� ����	��
� ��� D
���	��� E��� ) ����
 
��

�� �

7� � �
� ��� ���
�� �� � �Q 	
 ��� �� �
���� 
�� ��0����
� �
� DE) # �� ��
 �� � ������ �� ���
��0��� �� �� ��	���� 
� ���
����� � �
 � � ���������� � 
�� �
 ��� �� 0 ����� � ��� 	
����
��� �� ���
� �Q 	��� � ������������ ��� ���
 ����� �
���� ��� 	���� � ���
�� �

���� ����� ��������� # 	���
� 0 ���� � �������
� ��� ��� 	
���������
�� 
 �
�
���
�� � �� ����
���� 0 ���� ����	��
��� �

 � ��� 	

���� �� ����� � ������� � ��
 ��
 � ��
� ����� � �� �9�� 
�


 ���
� 	��� ��� ��
 	��-
��� �
� ��� ����� ��8 �	���� 
�� �


��� ���  
�	��
�� ����������� �
�� �
�
������ � ��������
� �� ����� ����� ��� ������ �� ����� # �� �
��
� � ���8 �	��	� ��� �����
�
�
 

������� ��
	�� ��� ����� � �� ��
� ���� 0 ���� ����	��
��� ��� ������ �� ����� ���������
���� �
 �
��� ��
�� ���
� �� � �� ������
��� 	� 0 ���� # ��� ��8 �	��	�� � ������ ��� ��� �
 �������
� �
��  
�	��
� ��� ������ � ��� �
�� �
 ������ �
�� ���� ����� � ��� ������ �� ����� �
�
��� �
 ���
,��� �
 	������� �
� �� � ,�� 
��� � �"!) ���� �
 �
��� ��
�� ���
� �� � �
 �� 
 ���� �� ����	��
�
��� ��
 ���
� �� ������ �� ����� � D�� ��
� 	
��������� �
�� ����� � �� �
��
� � �
� ��
� B 
�

� ��
� ��� 
�� �
 ��� �� ����� �����	���� � ������ �
 � ,�� 
��� � �"!) � �� ��� ����� � �
�
� ,�� 
� ��
� �
�� 	
���
 ��� �� 	
���� �


��� � 

� 
��  
�	��
� ���������� � �� 0 ���� �
 �
���


 ���� 	�� ���� ���� �� ������ �� ����� � �� ����� ���� �
 �
��� ��
�� ���
� �� � D��� � 

� �
����
�
� �� ���� ����� ��� ����� �
�� ��
�  ��
 �� �� �
� ��� ���� ���� � ��� ������ ���� �
	
� ��� ���
� �� �
$ ������ ��� # ��� ��
 ���
� �� ������ �� ����� �
�� ����

� �� ��� �
 ���� ��������� �
Q ���� ���
�� ����� �

� ����� � ��
 ���	� �� ��0����
� 	����� ��� ��

� �� �� ����� �
 �
� 

����� �
�	 ��� DE) # ��
� ���
�� � ����� �� ����	��� ��� ���
	�
��� 	
����
��� � ��
 ���
�� ���
� �� � )
� ��
 ��� ���
��� �
���	���
�� �
�� ������ �� 	
���� # 	� �
 � ��� ��� ��� ����
 �� � 

� 	
������ ��� ���
� ��
�� ��
 	��-
��� ����� �
��� ��
� �
�
�� # ���� ��� 	�
 ����� ��	���	��� �� �
�
��� ��� 

 �����
�
���� ��� ���������� � �

 � ��� ���
� �� 	
������ � �

� 
������� �� � ���
�� ��� DE) # �

 �
� ��

�� ��� 
 ��
�� �� 	
��������	� � � �	��	 �
� ��� 	�
 ����� ��	���	��� # �� �
� ��� ��� �	�� �
	
������ # �� �
� ��
� �
�
�� �

��� ��� ��� ���� ��� 
���� ���� �� ���
����

) 

 � �

�� ����
�
 �� �� ��0����
� �� 	�
 ����� �� ����� �� ��
�� � ���
��� � ��������� � ���
����	��� � D�� � ���
��� �
�� ���� � �9 ������� �� �� 	������� �
�� ���� �� 	����
��� ��� ����
	���
 
������� # �
�� ���� �� 	����
��� ��� ����
 	��� ��  
������� �

��� � ���
���  
������� ��� 
���� �
� 
� �
���� � ����� ����
� �� ��� ��0����
�� ����	��� #
��� 

8 ��� ����	��� �� ���
�� ��� �� � �
 ������ ��� �
� � �
� 	
����� �
Q ���� ��� �� ����� # ��
�� ��� ���� � ������������ ��� ���
 ����� 

���
 � � ��� 	
���� # ��� ��

 ����� �� 	�� � ���
��� �
��
���� �
� �
����� 
 �
�
���
�� �
 � �

 � ����������� B ��� ���
� �� �� ��
 	��-
��� �� �� ��,����
��� �
� �
����� ��0��� # ����
��� � ��
�
������ ��� ��� ����� �
����
�� � ����
� ��� � 

�����
��
��� ��� ������� ���� ��� ���
� �� �� ��
	��-
��� � ��� ������� 	��� � ��� 
�
�� 
� ���
 � �� #
&H'( ����� �
�� ��� ����� �
����
�� � 

� 
� �
��� �� H* && ����� � �� 	���� 	���	��������
�
��� 	
��
�� � � ������
 �� ��� ��
	��-
��� 	�� �� � 
-���� *%� �� ��
� ����� �
�� ��� �����
�����
�
�� �E�
��� �� �� �# (%%H 	 �



� �� � � �� �	� 	 ��� ��� ��� �� �� �� �� 	� ��� ��� H*

�� ��
� ���� � 
���  ��
 �� �� 	�� � ���
��� 
���� �� ��
� ���
����� ��
� 	����� �Q 	�	� � ���
�
 	

� ��
� ������	��
� � �� ������ 
������ ��� ���
� �� �� � ����� ��� �� ��	


��� ��� 	�
 �����
�������� ���� �

 � ��� ���
� �� # �� �
Q � � �
� ��
 � ���
� � �� 	
������� ��� ��� 	�
 ���� �

�
�
 ��� �� �
�� ��
 � ����	��
 �� � �

�

k
0�� # 
� 	�
 ���� ��	���	�� ���� 
� �����
 �� ��

k
���
� ��

��� ��	���	�� 	
��
� � ���	��� ���
k

���
� �� � �� 	
�������� ���� � �� ������	� ��� 	�
 ��
���� ���� �

 � ��� ���
� �� ��� 
 ��� ��
� ����	�� � 

� ,��� ������
�� �
� �
����� 
 �
�
���
�� �
I �	���	��� ��� 	�
 ����� �
�	 	���� 	
�������� ��	������ �� ����	��
���� 8
� �	��
 ��� ��� ��� ���
� �	�� 	
������� # �� � ������
�� 
� �� ��	


���� �
� ��� 	�
 ����� ��8 � ��
� ��� # 

 �
�� 
� � 
��

 
��� ���� � � �	��	 � !
 �
��� �� 

� ���
����� ��
� # ������ �

 � ��� �

 � �����
 ��� � ���� �	��
�� �

��� ��� ������� � ���� ��� �����	�
 �� � �

�

n
��� �	�� # ��	���	��� �

 � ��� 	�
 ����� �� �����

	
��
�� � ���	��� ���
k

��� �	�� �����
n

��
���� � ������ (

n
k

)

	
�0�
����
�� � �9������� �

�� �
�
�� �� 	
�0�
����
�� � ������ �� 
� �����
k ≥ m

��� ∑

m≤k≤n

(

n
k

)

�

! � � ,�� # ��� ��0����
�� �� 	�� 	�
 ����� �� ����� 

 ������ ��� 	�
 ����� � 	
������ ���	���� ���
�� � ,�� �����
 �� �� ����� �
� �

 � ��� ���
� �� 	
������ � ��� E��� ���� � �
�
������ ���
����� ������� � ��� �� 	�
 ���� ��� 	
�����
� # ���� �

 � ��� ���
� �� # �
 � ,�� �����
 �� ��
����� � I �	���
�
�� ��� ��� ����� �
����� �� ��� 
�� ������
� # �� �
�� ���� �

 � ��� ���
� �� #
�� � �������������� �
�	 � �
	
� 	�
 ���� � F� 	�
 ���� � �
� ���� 
 ��� ,��� ��	
����� ���� 
� ���
���
� �� 	
������ # �

� �� ������� 
� 	�
 ���� 
 �
�
���
�� ��� 
����� � F� ���� �
� ������� ����

�� 

 ��
 ���
�� ��� �	�� �� �
�� ��� ��� ,	��� �� ����	��� 
� 	�
 ���� �� ������� �� 	
���� �

D�� ��
�� 	�����
�� � �
�� ��
 � ���
 � �,��� ���� �� � ���
�� ���	�����
� # ��� DE) # ���� 	�����	�
� 
�� � ��
���� ��

 ����� � �� 	�����
� ��
��� � �� � ���
�� ��  
������ ��� 8 
 ���� ��� �� �
		���
��
� �� 0 ����� ��	�������� � 

� 

����� ��� 	�
 ����� �� ����� � 7� ������
� 
�� �
 ��� �� 0 �����
	
���������
 ��� ���� ������� ��� # ���� �
���� ��� ��
� �����	���
� ���� �� ���
 ���� 0��� � ��
��� �����
�� # ��� DE)  
�� ��� �� � �� ���
�
��
� � �
� ��

 ���� )��	
����� �

"
	
�� �� 	�� ��
�� � ���
��� �� � ����� �� � ��
��� �� 0�
 ����� ��� 	�
 ����� ��
� 
��� � )

 �
� ��

�� ��� � ���� �	���
� �
� �� ��

�
 ����� � �

 ���
�� �� ���� 	�
 ����� � ������ ��� �
����� ��
������ � F�� ���� ���� ����
	�� � ��� ��
� 
�� ���� �!
���� ��� ����
9 # (%%*	 ���� �� � �����
��� # �

� � �������� # � �

����� ��� ��

�
 ������ �
� ��� 	�
 ����� 

���
�� � ������ ��� �
�����
������� � �� 
 ��
�� � ���� ��� �� � ,�� � 

� ��� ��
�� � ���
��� � ��� E��� ���� � �� ��� �����
�����
	
��
�� # ��� ��
�� �
�
��
 ��� 	
��������� # �
����� ��� 	�
 ����� 0�
 ��� � 

� � �
 �
� � �
�
	
����� �
Q ���� ��� �� ���
� �� � ��� 	
���� ��� DE) �� �� ��,���� ��� � 	���� ������������
�
���
����� �� �
������ ��	������ � ��

�� 
�� � ��
�� �� �� 0�
 ����� ��� 

8 ��� ����	��� � D�� ��
 �
�� �
�
�� �� ���
� �� 	
������ ��� ��� 
����� # ��
 � ��� 	�
 ����� �� ����� ���
�� �� ������
������ �� ��� 	
����
��� � �
 ��  
����� �

7� � �
�  ���� 
�� �������� 	�����
� � 	�� ��0����
�� # 	�����	� ��� 	
��
�� �
� DE) �� �
�
E ��� ���� � � ��� 	�
 ����� �� ����� ������0�� ��� ��� � ���
��� ���������� �� �
�� 
���
 ��� �
 ��

� ��
 � � �
��
 �� ���
�
��
� B 	���
� ���� ���������� � 
� 
���
� 	�
 ���� ����� 
�� � 
�����
� ��
�� � 

� ��� DE) � � D��� � 

����� �
Q �� � ��� � ��� ������ ��� ��
 ���
�� ��
��
� �� ������
��
�� � �9 ������� ������	��
�� ����� ��� ��
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� ��� 
� ��
�� 
������� ����	��



� �� � � �� ������ � ���	� 	��	� �� + &


 ��� ��� 
� ��
�� �� �
� ��
�� �

 � 
����� �� �����	�����
� # 	� �
 � 	
�	
��� �
�	 �� 	
�	��� ���
P
 ���
� ��
�� �

�
 .69320< 867 67� ;967
��� � ���
���  
������� �� ��	���	�� �� � 
�� � ����	���� ��� � 
�� � 	
��
�� � �

��� ���

���
��	�� 	
������� � ) 
��� � ���
�� # 	
��� ��� ���� ����� ��� � � �	������ ���� # �
�
���� ��
����	��
� �� � 
�� � �
� ������� ���� �

��� ��� � ���
����
�� � " �
�� �
� � 

� ��� ��� � ���� �
� ��8 

� � �
�� � ���
����
� � �� 	
�������
� ����
� �� �
����� �� ��� 	�
 ����� # 	� ��

 ����
� ��� ���� ��� � 

� �
��� � ���
�� � ��� 	
���� # �

 � 	
������
�� ���� �� ������ ��� 
� ��
��
�

 � ��� ���
� �� �� � ������ ��
 ���
 �� # 
� ��
� ���
� �� ��- �
�������
�� ��� ��
 	��� �
�
��
��� � ,��� 
� ��
�� �� 	
����

��
�� �� �� � ,�� � ������ �
 ������ ��� 
� ��
�� � ��
�� 
� ��
��
���
�� ���� �� 	
���� # � �
�� 	������� � ������ # ��
�  
�� ��
�� �
� ��
� �


 �� ������	� � ����
��� �
� � 
�� 	
��������  
�	��
������ ��
 �  
��� # ���� � 
�� �� �	����
� ��	���� �� 	�� ��
�
���
� �� �

�

� �
���� �� 
 ������ ��� P
 ���
� ��
�� �
�	 ��� 
������� �� �

�
��
�� ��� ��
� ��
 	��� #
�

 � ��
� 
�
�� 
�� ����� ������ ������ � �
��� ���
����� � � �� ����	�� � ��� � ����� ���� ��� ��� �	��
�
 � 
�� � �
���� ��
� ��	��� ��� �

� �� � ���� ����� �� �
�
�� �
��� � ���� �	�� ���� ����� �

)

 � ����� ��
�� �� � �
�����	� �� ��
� ��� �	�� ��� ��
� ��� ������� �
 ��
��
 �� � �
��
��� �� ��
�� ����� � �

� 	��� �

 � ������
�� �

 � ��� ����� �������� ���� ��� ��
� ��� �	��
	
������� �� ���
������� �
� ��� � ���
����
�� ����

Σ̂ ∪ F
� 7� �

����� ��
������ �� 	
� �

����� ��� 
� ��
�� ��� ��
� ��� �	�� �� � ��� ���
 ��� ��
� � �
�����	� � D���� � ���
�� � ��
��
�� � �
�����	�  
�	��
������ ����� 	�� ��
� ��� �	�� �� �
� ��
� � �
�����	� ���� �� ����� � ��
� �
�����	� ���� �� ����� �������� 
� 	������ �
�
�� �� ���������� ���� # ����
��� � �

���
� 
� �0�� ��� 
� ��
�� � F� ���������� ��� � 
� �0��� 
� 
� ��
� ��� ��
 � �
 �	����
 �� �� � 
� �0��
��  
�	��
���� ��� ��� � �	����� �� 
 �
�
���
�� �� � ���� �	� # 	�� ���������� ���� �
�
�� �
�	
������	� � ,��� � 
��� �


��� 0��� ��� � ��

�
��
� � ! �
� ��� �	�� �
�	 ��� � ,��� 
� ��
��
� ��� �
�	 
 ��
	

� �� ���������� ���� ������
� �
� 	�� 
� ��
�� 	
����
�� 	
����� 
����� �
���  
�	��
�� �� �� � �

��� ,���  �	���� ��� � 
� �0�� � ��� 	
����
��� �

 � ��

�� �


 ���
���� ��� ������� �� 	
���� ���� �� ������ ��� 
� ��
�� � �� ��� �
�	 ��
 � 8 
� �	��
� ����
�
��� 	�� �� � ��
��� �� ��� ������� �� ��
� ���
� �� �� 	
������� ��� ������ �� ����� ��8 ��
	���� �����
9 ��� � ���	����� # &GGC # ����
9 # &GGG 	 �
 ��� 	
������� ��
�� 
� ��
�� � �� �� ����
��� � �9 ����	�� ����� �
� � ���
����
�� �� 	����� ���
 � �� �� � 
��������
�  ���� ��� ����
9 ��
� ���	����� � D�� � �9 ����	�� �
�� ����� �
� �
���	���
�� # �
� �
�
������ ���� ��
� �
��������
�


 ������������ � �9 ����� ��� � ���� �
 ��� ���	� �
� �

 � �����
�� � �9 ����� ��� ��� ����� � ����
��������� ��� �
� ��
� ���
� �� # ��� ��
���� � �

� 	�� ����
�� �

 � ��
� 
�
�� �� �


�����
��0����
�� � 

� ��� ��8 �	��	�� �

)

 � 	
����
�� ��
� � ���
����
�� �
�
Σ̂ ∪ F



 ��� ��
���� �
�� ��0���� 
���
�� ���
� 

� 	�� ��
� � ���
����
�� � D�� � ���
����
�� �
�
������ ��� �
���	���
�� � F�� ����� �� �����
��8 �	���� � �
�� � ���
����
�

π
�
�� ��
� ����� ��

Σ̂
	��� � 	��� ����

π
� � ������
 �� ��� ������

�� ����� ��8 �	���� ��
π

��� �
�� Aπ
� �

� ��
� � ���
����
��

π
��

σ
�
�

Σ̂∪F
#
π1

��
π2

����
Σ̂

# 
�� ����� �� ����� ��8 �	���� ��
π

#  
����� 
�� ��8 �	��	� 	
����
�� �
π

��
σ

# � ��� �� ����
����

σ
�� ����� �� ����� ��8 �	����

σπ1
, σπ2

� � ������
 �� ��� ��8 �	��	�� 	
����
��� ��
π

��
σ��� �
�� Aπ,σ

�



+( ���� 	 �� � � � � �����	�� � �������� ���� �

) 

 � ��0����
�� ��� �����
�� �� ��
� � ���8 �	��	�� 	
����
��� B

τ : Π,Π −→ IR

τ(π, σ) =
|Aπ,σ|
|Aπ|

D ������ ���
τ(π, σ)

� ���� ��� �-������
� �� ��� 	
����
��� �

 � ����� ��
�� �� � �
�����	�
����� ��
� � ���
����
��

π
��

σ
��� �� � 
-���� B

���
(π, σ) =

τ(π, σ) + τ(σ, π)

2

7� �� 0�� 
� ��
 ��
ε
��� �
� � 

� ��
� ��� �	��

π
��

σ
�
�	 ���

(π, σ) ≥ ε
#
π

��
σ

�
��
	
��������� 	
��� ��
� ��� �	�� ��� ����� � �
�������� � 

� ,��� 	
�8 
����� ��� 
�������� ����
� ����
����� � �� ����	��
� ��� P
 ���
� ��
�� �

�
���
� ��
� ��� �	�� �
�� �

�
��
�� ��� ��
	��� # 
�� ��� ��
� �
�� ,��� ���� ���� � D� � ,��
����	�� � � 

� ��
 � �� ��
� ��� �	�� ��
���� B ����� �
��� 
� �����
 �� � ���� �	�� �

�
��
�� ���
��
 	��� # ��  �
� ���� ���� �� � ����
� � ���� �	�� ��� �
 ��� � �- ��� ��
 � �� 	

���� � ���� �	�� ��
	��� �
D� ��

 ���� �
������ �

 �  
��� �� ������ ��� �
��� � �� # � �� 	� �� ����� ����� � ��� 


�����
 �� ����� ������ � �� ��
� � � �� ��� 
� ��� ���� ���� ��

 ����� � �

�� ��� � 
���� )��
	
����� �E ���- ��� 	
���
� # &GCG	 �� 
� �� � �
�  ���� 
�� ����
� �� ���
� �
� �� ������ � �
�
�����
 �� � �� ��
� �
�	 
�  �	��
� ��  ����
� �

n1−o(1) �� ����� � 
�-�
� ��� � �� � �����
�
���
����� � ���	� ���
�
��� 	� ��

 ���� ��� �� 	
����� ���

O(20.290n)
�� ����� �� ��	������ 
�

����	� � 
�-�
� ��� �� ����� # &GGG	 �

JK�
����
 @ �$ � ������ � �� � ��	
�� ��� �	��� �	��	 
 � �� ���� �

• �	 �	
��� � �	 � ��� � � 	�	 ����	
�
G = (S,A)

�
��
S

� ��	
�� ��� ��
 
��� �

 �

A� ��	
�� ��� ��
 ���
 �

• �	 
��
�� � �	 �	
�� ��� � �� ���� �� 	���

S′ ⊆ S

��
G


�� ��� ���� 
��
 ���
(u, v) ∈

S′ × S′ � �� 	 ��� �

� ��

(u, v) ∈ A �

�

� ���

��� �� ��

 ���� ��� ��� �	�� ��
 	��� # �

 � 0�
��
ε
�� �

 � ��0����
�� �� ������

��� ��� �	�� B
G = (S,A)




S

��� � ������
 �� ��� ��� �	�� ��
A

� ������
 �� ��� ��	� ��� �
�
� 

� �

�

(u, v) ∈ A
# ���

(u, v) ≥ ε
� �� �
���� #

S′ # � �
� ���
����� � ���
�
��� � �� # �
��� 
�
�����
 �� � ���� �	�� �

�
��
�� ��� � �������� �

) 

 � 	
������
�� 	���� ���� � 	
��� ����� ������� �� � ����
����� � �� ����	��
� ��� P
 ���

� ��
�� � D ���� 
�� ����� ������ ������ # ��	������� 
�� �� 
�� ��
 ��  
�� � 

� 
� 8 �
 � ���� �	��
�
��� �

� �� ��
 ����� �
� �� ��� �� ����� ����� �� ����
����
����

�� ����� ����
α

� ����� �
� ��
 ��� ��� � ����� ���� ��� ����� ������� ����
� ��
�� ��� ����
��� 
� ��
�� # ���� �
��

� �� � ��
�� �� �
�
�� ��  
�� 

 ��� ����� ������������� �
� � ,���

� ��
�� �



� �� � ���	��� ���� �� ��� ������� ���� � �� � �� ����� �� �	�� +*

��  ������ 
����� �� ����� ����
α

# 
� 

����� ��
 ���
�� 	�
 ����� �� ����� # �

 � � ��� ��
��
�
� �9 ������ �� ������
� ����� ��� ����� � �� 
� � 

 ��� 	� ����	�� � �
 ��� ��
� �� �������

α
���� �


� # 
� 

����� # �
�	 �
Q ���� ��� � ���� �	�� # 
� ��
 � P
 ���
� ��
� 	
������� �

��� ���  �� �����
�� ����� � D�� P
 ���
� ��
� � ��

���� ��� 
� ��
��
  ��
 �� � �������	��
� ����� ��� ����� � ��� ���

� 	�
 ���� 
����� 	�� �� ���������� � ������
 �� ��� ����� ��� ��
 	��-
��� � ��
����� ��� # �� �������
� 

�

α
�� 
���
� �� ��
 � ������ � 
���
 �� # 
� � �

����� �
� ��� P
 ���
� ��
�� 	
�����
�� � �
��

��
 ��  �� ���� �� ����� � D� ��
��
 �� ���
�
��
� � ����
��� ��� � ���  
�����
� �
����� �������
�
� ��� ����� � ��� �� ��� 
 ��� ������
 
���
 �� � ����� 	�� ��
� 
 
���� # 
� � �
�  ���� 
�����

α
��



����� ��� 	�
 ����� �� ����� � � �9 ������ ��
��
� �� ���
�
��
� � D������� ��
��
� �� ���
�
��
�
� �

��� ,��� � 
��� 
������ �
� � ��
���� � �

� ���������� �
����� 
���
�� �
 ����� ����

α
�

 �

��

�� 
������� # �

 � �

�� 
 ��
�� �� � ��
��� �� 
������
 ���	� ��� P
 ���
� ��
�� ����	��� �

� 23<677 8 �:< �� 61�0� 610<
F� P
 ���
� ��
� �

� 
� ��
��
 �� ���
�
��
� �
��� # 	 �������� ��� � 

� �� ����� ����

α�
��� # ��� 
�� 	
��
����� 	
����� �
 ������ ��� 
� ��
�� 

 � �
� �� ����� ��� �� 	
���� ���
��	� �� � 
��� ��  ����
� �

α
� ��� 	
����
��� # �� �	
�� �
� � �
� � �
� ���
 	��� � 
� P
 ���
� ��
�

��� �
 ��� �� �	
�� � �
�� 	
�� 
�����
α

�	
����� � F� P
 ���
� ��
� �
�� �

�� 
� �	
�� � ��
����
��
 � ���
� �
� ��� ����� �
�� �


��� ���� ��� � ,��� 
� ��
�� � ! � ��
 � # 
� P
 ���
� ��
� ���
� ��
���� ��
 � 	
����
� # �
�	 �
�� �

�� 
� �	
�� � ��
���� ��
 � ���
� # �
 ��� - � � �
 �� �����
������� � "
���� ��� � �� # ��
 � �� 	
�� 
�����

α
�	
����� ��� ����� # ��
 � �� �	
�� �
�� ,��� ���
� #

�� ��
 � �� 	
�� 
�����
α

�	
����� ��� ��
��� �
 ����� �
 ������ ����� � ���� ��� 	
������� ���
��
��� � 	�
 �� �
 ����� ����

α
� ��
 � �� �	
�� �
�� ,��� ���
� �

)

 � ��0����
�� �� ����� � �
� ��
� 	
��� �� �
��� ��� � 
��� �� �

 � ��� ��	� �������
��� 	� ��
� B
J K�
����
 @ �V � ��� �	 � ��� � � 	�	 ����	
� ��	����

G = (S,A, ω)� deg � �� ��� �� �� 	���

u ∈ S
�

 
�� ���

deg(u) =
∑

{v∈S|(u,v)∈A}

ω(u, v).

)

 � �

�� ��	��� � �
������� �� ������� ������
� �
δr
� �� �� ������� �
 	��� �

δl
� �

� ���
���

��  
�	� ��� 	
�� 
������ 	
������ �S ������� # (%%*	 �

δl(S) =
degin(S)

∑

vi,vj∈S
max(deg(vi),deg(vj))

δr(S) =
degin(S)

degin(S) + degout(S)

7

deg(v)

��� �� ����� �
 ��
�
v

#
degin(S) =

∑

vi,vj∈S
wvi,vj

��
degout(S) =

∑

vi∈S,vj 6∈S

wvi,vj

�

δr
���
�� � ���
��� ��� �� �� 	
�� 
����� 	
����� ��

δl
���
�� �� ������� ��� 	
��
������

	
������ � ) 

 � �

�� ������ 	�� � ��
��� � 

� �
 ������ �������� �� 	
���� �� ����� ����
α
�

�� �	
�� 
������ # �
��
f

# �� ���� �� � ���
��� ��� �� �� �� ������� ��� 	
�� 
������ 	
������ �� ��
������� ��
� ��
�
 �� �S ������� # (%%*	 �



+H ���� 	 �� � � � � �����	�� � �������� ���� �

f = δr × δl

) 
��� �	
��
f

��� ��� �
� � 
��� 
� P
 ���
� ��
� ��� 	
�����
� � �
� ��
�� �
�	 ��� �����
������� # ��
 � �
� �	
�� ���� ���
� � � �
 � 
� P
 ���
� ��
� � ��� ����� ���� ��� � ,��� 
� ��
��
� 

� � �
����� ��� �	�� # ��
 � �
� �	
�� ���� ���
� �

�� .9:. 86 .� �10��� 2.23
 8 �0�761�61 :< �� 61�0� 610<
) 

 � �

 � ��������
�� �
 	��	
 � �� �� ��

�
 ����� � �

 ���
�� 
� P
 ���
� ��
� � ������ ��

� ������
 �� ��� ��� �	�� 	
������� � �

� 	��� �

 � 	��	
 �
�� �� ��

�
 ����� � �

 ���
�� 
�� 	
� �
� 
�����

α
�	
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� ��
�� 

����� �� �
�� 8 �� ��� ��� � ,��� � ��� �
� 	�� ����� 

�����
������������� ��
����
 ��� ��� � 
� �� 
� ��
 � �����
 �� �� ����� # ��
�� 	�� ����� 	
����� 
�����
� �� ��0����
� ��� P
 ���
� ��
�� � ! ��� 	� 	�� ���	�� # �� � ���
�� �
 ��
 �� � ���� ��� 	
�  
���
�
� P
 ���
� ��
�� �

�

� 

����� �� ������������
� ������	���
� 	
������ # ��  �
� �� 
���� �
� �� 	
���� ��� �

������ ��� 
� ��
�� � ��

α
������������ �� ��	��� � �
� ��
�� �
�� ��� ����� �� �� 	
���� ��� ���

����� # ���
 � ���  �
 ����� �� 	�� ��
�� # ���� �� ������ ��� 
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���
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���� ��� �

 � ��
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�
�� � �
������� �� �	
��

f
�
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� ���������� �� ������������
� ������	���
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 	��� � 
� ���� # 
� ����� �� �

 ����
��
�� 	
������� ��� �
� �� ��	��� �
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 � ��
	�� �� �� �	
�� �� ��
 � ��� 
����� � �
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� ����
g
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��� �

 � 	
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�
��

ti
� � � ��	��� �� 	�� ��
�� �

 � �
��� 
� �	
��

f
� 7� 	
������� � ��������� �� �

 ����
��

ti+1
�
�� �� ��	��� ��� �� � ��� �� �� ��	��� �
 �

 � ��
��

ti
� ���� �
� �� �	
�� �� �� ��	��� ��

ti+1
��� �
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� � 	��
 � ��

ti
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��
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��
���� �� ������������
� ������	���
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 ����

g
�
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 ����� ����

α
� �� � ������
�� ��� ������������
�� ������	���
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α
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�
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�� �� 	
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������� �
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� � �� ����� ��� 
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� �� � � �� ��� �	�� �	�� � C*

! ��� � �������� �� �� 0�
�� ( �R ���� RR �� C& �� ������������
� ������	���
� �
 ����
8

�

�� ��	��� 	
����� 
����� �
 ����� ����

α = 2
� D���� �
 ����

14
� 
�� ��	��� 	
����� 
�����

�
 ����� ����
α = 1

�

� �� ��� 
�� ���
���� �

)

 � �������
�� � ��������� ��� �����	���
�� �� �� �


���� ��0����
� ��� P
 ���
� ��
��
�
� �

 � �

�� ��
� 
��� � �� ��� � �Q 	��� �� � 
����� 

8 �	��
�� ��� �� 
 ���  
��� � �
�� � ���
��
�� ����	��
� �� ��

� �� �� ����� 	�� �� � ��� ���� ��� �� �
����� ����
 ���
�� �
� ��� ��

� �� ��
����� �
�	 ���  
�	��
�� ����������� � ) 

 � �� � 



�� ��� �
�	 
�� � ���
�� �
�
� ����
�
�
���� 
� �	
�� �
� ��

� �� �� ����� ����	��� � 

� ���
��� ��
� 
������
 ���	� �

�

� �
����� � ������,� ��� P
 ���
� ��
�� �� �� �
��� ����-�� # �

 � ��
� 
�
�� ��� ���� �
���� �� ��

� �� �� ����� ����	��� �
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��� � ���
�� � )
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�
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� ��� �� ������������
� ������	���
�
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 �
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"
��� � �������
�� ��� ����	�� �� ��� P
 ���
� ��
�� �

 � ��

�� �������� �
� �
����� � ��

��� �� �
����� ��� D7E �

 � �
��� ��� ���
����
�� � 

� +* ��� �	�� �� ��
 	��-
��� �
����� 	�� +* ��� �	�� # 
�� � ���� ��� 	
���	��� ��� ���
��� # 	�� ��� �
� � ��� ����� �� 	
��
���� 
����� ��� � ) 

 � �

�� �
 ��� ���� ��� ��
� ��� �	�� 	
��
����� ��
 � � �
� 	��
� 
�
� � �
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 � �

�� �
�	 ��� ��  
�����
�� � 

� +% ���
� �� B � ������� ����� � ��� 	��� � � �������
���	�� �� � ������ � ����� �����	�� ����	����� � � �� ���� � � ����� � �� ��� ������� �� ��� ���
�� ����� 	��� � � ����� ������� � ������� 		 � � ����� ��� ��� �������	 ���� � �� ��� �� ���� � ��	�
���� 	��� � �� ��� �� ���� � ������ 	�� � �� ���� ���� � ��	���� 		 � �� �� �� ���� � �� ��	 � �� �������
��� ������ 	��� � ���� ������ ����� ���	��� � � ����� ��� � ��� 	� � ���	��� ����	��� � �� ��� � ����
� ��	 �	� � � ��� ��� � �� � �	� � � �� �� � �� � � �� ��� �� ����������	�� ���� �� ��� � � �	� ������� ���	��
����� � � ����� �������	�� � ����� 	��� � �� ��������	�� ����������	� � � �� � � �� ��������	��
����������	� �� ������ �� ��������	�� ��� ��� � ���� ��	�	�� ��������� �	��� � � ������ ���� ����
�	� � � �� �� �� �� ���� ���� �� �� � � �� � � � �� �� �� �� ���� �� ��� �� 	�� ����� � � ����� ���� ���� ���
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CH ���� 	 �� � � � � �����	�� � �������� ���� �

�� ���� ���� 	�� �� ��� �� 	�� ��� ��� � ���� �� �� � � ���	��� � � ��� ��	� ����������	 � 
� ��� ���� �
�� ���� �	��� � �� ��� ���� � � ��� �� 	� � �� ��� ���� � �� ��� �� 	�� �� �� ��� ���� � � �� 	 ���	�� �
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 � ������

�� � ��������� �� ����	�� � �� ����	��
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Q ���� ��� � �������
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 ��
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�
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�
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�
� � 7� � �
� ������� �� ��

 ���� � �� �� � ������ ���	�� 	�� ���
+ 	

���� �
�� ����� ������� ��� 
�� ��� �
���� � 7� � �
� �� � ������ 
���� ��� ���� ���� �� �����
�
������� ��
� # � ��� 
�
�� 
� ���
 ������ � ��� ��� # ���
������
�
� � �������
�

� �
�
��
 ���
� � ���� # � 

��
�
�
� 
�
�
 
�
�
� � ��	 # � 
�
������
� � � ���
 �

�� �� � ���� ���� � � �

� ��
�
� )

 � 

���
�� 0����� ��� 
�
�����
 �� �� RH ��� �	�� �
Q ���� ��� � �������� �

��� 	��	
 �� �� ��

�
 ������ �9 �	�
�� �
� ��� �
����� ������� �
�� �
���� �� ������ ����
&C% �

���


) ��� ����� �������� � �� �������� � ������ �� ����� ��� ������� �� ��� ���� ���� �� � ������
��� ��� P! ��"�� ����� # )��� ����� ����� �� �������� �FE$ ���� F���� � ������ �%�� ���
E &��� ��� $� ����� �� 	 ������ 	��� 
� 	�� �� ��� �� ���� �� ���� � � # D� �������� ��� ���� ���!�� ���
�� ������ '������� � ��� ��� �(��&� �� � )������������ � ����� � �� ���� �� �(� � F��� #

�6 5 
9�<2756 8: 1
/:.0< �407�4�36
*� ���� ��� ����� � �� �&��� ���������� �� � ���� �� ��� +���������� ��%��� ���� ����

����������� ��� ��� �� � ������� � �� � ��� ��� # *� � ��� ��� ��� �� +��� � ���� ��%����� ��
� ��� ��� � ���",��� ����� ��� ��� ��� ,���� ������� # *� � ��� ��� ��� �� ���� ����� ��� ������
������%��� �� ��������� ���� �� ���!������ ��������� ���(� ���%��� # D �� ��� ��� ���(���� ��
� ��� �� �� ����� ������� - � )������������ �� �� ������!����� �� � )������� ���� �� !������� # .���
����� �� ���� ������������� %� )�� � ��� �� �� ���������� ��� !�������� # '� ��� ����������� ���
������ ��� ���� +��� � �� � ��� ��� ��������%�� #

) ��� ������� �������� - / � )���� � )�FE$ - �� P! ��"�� ���� ��� �� � ������� � �� � ��� ��� #
0 ��� � ��� ���� ���� ������ ��� ���� ��� ��� ������� %�� ���� ����� �� ������ �� ����� ��"
����� � � # 1� ���� ���������&��� ��� ��� ��� D$E - �� !��� �� ������� ������� ��� +�� ����� ��
�&��� # *�� �&��� ������ ���� �� � ������� � �� � ��� ��� ��������%�� � �� � ��� 
�
�� 
� ���
 � �� -
���� ��� +�������� ���� ������� �� ��������� ���� ��� D$E - ���� B � �2 - � �� - � �D3145� '"
6�*07.- ���2�89 �� � �: ������� - ;<<=> #

• *� �&�� � �2 ������� � )�������� � ��� ����� ��� ��� +��� �� �� � ��� ��� �

• �� �&�� � �? ��� ��� ��� � ������� �� �� � )������� �

• ��� �&��� � �83145?'6@*07. ������� ������ �� � ������� � �� �� ����������� �� ��
� )����� ������� �� � ��� ����� A�� ������ �� � )����� � ��� ���B C

• ��� �&��� ���2 �� ���8 ��������� ���� ��������� � ��!�������� �����%���� ���� �� �����"
� ��� �� � ��� ��� ��������%�� C



� �� � � �� ��� ���� ���	� 
�

• �� �&�� ���� ������� ��� �������� �����%��� ���� ��� � ������� �� � )�������� ���� ��
������ ��� �� � ��� ��� C

• �� �&�� ���9 ���� � ��� �� �������� �� 
������ �� � ��� ��� ��������%�� C
• �� �� �&�� � �: ��� ���!�!��� ��� �� ���� ����� �� �(��&� � �� ������ ��� �� � ��� ���

��������%�� �� �� �(��&� � . ��� �� ���������� #
*� 
���� � #< ���������� ��� ������������ ����� ��� �&��� ���2�89 �� � �: #

phoR

pstS

pstA pstC

pstB

phoU

phoB

phoB−R

cytoplasme

Periplasme

9�����
A. ��"
� ��� ����"
����%��B

−→ 8����� ��
A.��2�89"
. �: B

−→ 8������
A. �� B −→ � ���������
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*� � ������� � �� (������ ��� �� � ������� � �������� � ��� ������ ��� !�������� %�� �� ����
�%��� ��� �� �� �������� # 3 )���&� �� !��� �� ������� @155 - ����� �	 �� ���� ���� �� ��	 ��
�	� ��	 �� �� �$���� �� �� #- ;<<<> - �� (������ �� ��� � ������� �� � ��� ������ �� �������� ���
��� !�������� ���� ���������� � )��� ��������� �� �&��� � ���� � ��� � ���! � ���" � ���# � ���$ �
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� � � ��� � � ��� � ���� � ���� � ���� � ��� �� ���� #

� �������� �� ��� ��! �� � .�� "/�� 0 12#

?:5$ ���� � ��� �� �� �������� ������ ��� +��� �� ����� � �� �&��� ��� �� � ������� � ��
(������ # 7�� ������ ��� ���� ����� ������� � ��� �&��� �������� ��� ���� �� (������ � ��� �����
��� �&��� ���� ��� � ������� �� �� �(��&� � �� ��������� �� �(� � '' ' A���� 
����� � # �� � #; B #
8� ������� � ������� � ��������� � )�������� ���� ��� � ������� �� �� (������ # *� ��������������
 ������ �%�� �������� ��� ?:5$ ��� ������ 
���� � #;� #

4 ����� � #; � *� �(��&� � �� ��������� �� �(� � ''' � �� ��� !�������� ��� ��� �� � ������� � ��
(������ # 4 ����� ��������� �� @155 #

* )$! ��"�� ���� ������� ��� ?:5$ ��� ������ ��� ������� �  � �&��� ���� �� (������ � ���
����� � �&��� �� �(��&� � �� ��������� �� �(� � ' '' # * )$! ��"�� ���� +��� � ����� �� ����� � ��  <
�&��� # $� �!����� !��� ���� �� ��������������  ������ �%�� �� ������� �� ��� ��� �&��� ���� ��
�(��&� � �� ��������� �� �(� � ''' �� ���� � ��� �&��� ���� ���� �� ���
%��� ��� �� (������ # '� ���
����������� �� ����� %�� �� �� !�����

α
�� �� - ���� �!������ �� ��������������  ������ �%��

�� �� 
���� � #;� # 7 ��� ����� ����� �������� ���  < �&��� ���������� � ��� ����� = �&��� ��
� �� ��������� � �� = ������ �&��� �� ���� ��� ���� �� (������ # $� ��� ��%�� ����� �� ������� �� ���
��� �&��� � ��2 �� � ��� ���� ���� �� � �� ��������� � # $� �� � �� ��������� � ��(����� 0 ��2 ��
0 ��� - ��� � ������ ��� (������� # 3 � ���� - ��� �&��� ���� ��� ��������� ������������� �������� ���
�����!��� ���� ������� �� - ���� � ( 2� A����� � 2 ��� �� 
���� � #;�B - (��8 A����� � 8B -
(�45?' A����� � 4 B �� � )������ ������ #
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7��� �� ������ ��� � � ����� %������ ��� &��� ������������ � ��� ��� 5��� (��� � # .��� ���
��� ���� ��������� ����������� - �� ���!�� �� �&��� ��� ��� � ����� � ���� - �� ����� +����� �� � �����
�� ����"�����!�� ��� ��� &��� ��������� ��� �&��� # 3 ��� ��� ������� - �� ���!�� �� �&��� ����
��� � ������� �� �� (������ ��� ������ ��� ��� ������ %�� �� � ������ ��������� � )��� &��� - ���� ���
�� �� ����� ��� ������ ������ ��� ��� &��� #

.��� ������� ��� 5��� (��� � ���� �� ���� ������ ������������ - ���� ���������� ���� ���� "
���� # *� ���� ��� ������� ��� %����� ��� &��� ����� ���� �� ������� � #; ����%�� ���� ����� ���������
�� ������� ��� $! ��"�� ����� # 8�� %����� ��� &��� - � ��� ����� �� ���� � �� - � ���� ��� �������� - �����������
������� �� ����� �� 	����
 �� � ����� ���� ��������� ��� ��� ������� �� ����������� ��� ������ ������
��� �&��� ���� ��� � ������� �� �� (������ # 3 ��� �� ������ ����� - ���� �������� ��� ���������
������ ��� ��� 5��� (��� � ���� ���� ����� �� �� �� � ,� � ���� � � � ��� ����� �� ���� � �� ��
� ��� ����� �� ���� ������ � ��� ��� #

*�� 5��� (��� � ���� � )������� ��������� �� %����� ��� &��� ������� ��� �������� �� �&���
�������� � {���!"#$��} - {��� 	} - {���� 	���
} - {����
} �� {��
�� #} # 8�� ���% �����!��� �� �&���
�������� �� ����� �� ;
 �&��� ���� ��� � ������� �� �� (������ # 7��� ����� ������� ��� �������
������ �� ;; / �% � ��� �� ����� &���

δ
# '� ��� ������� %�� �� �� �� ���� ������ ��� ��� &��� / ��

����������� - ��� ����� �� �� �&��� ������ �� ���� �� ���� � ������� # *�� ����������� ��� 5���
(��� � �� ���� ��� � �������� � ��� ���� ��� ����� ��� �� ���!�� �� �&��� �������� �����!�� #

7��� ���� ����������� � ��������� / �� ����������� �� ���� ����� �� �����"
����� ��� ��&� ���� �� - � ��� ����� �� ���� � �� �� � ��� ����� �� ���� ������ �# .���

δ = 2
-

�� �!����� ��� ���% ����� �� �� �&��� {���� 	} - {���!"#$ ������
� ��������} - {	�����} -
{	���
 �� ���} �� {�	�$ ��
�� ���
�� ���
��� !"#$ � ���
�} # 2 ���� %�� � ���

δ = 3
- �� �������

��� ������ ����� �� �� ����� � {���� ����� 	} � {���!"#$ ������
� ��������} � {	�����
� �� ���} ��
{ ��� �
�!� ��	�$ �� 
�� ���
�� ���
��� !"#$� ���
�} " 8�� ����� �� �� ����� ������� # � �� ���� ���$
��� ����� %#

δ = 5 � ���� ��� ��&��� ����� � ���&��� � %������ ����� " 3� '��� �� � �� � %��� �&��
&�(���)�� ��(�����)( ��� � �� ����( ����

δ
�� � ��� *��� '����( ��� ���( ���) "

+�� �)������� ������� ���� �� ���, ��( � �,� )��( �������� ���� ���)�������� ���� ��� &��
����� ������ ������� )� ���� ��� ����$����(���� ���)� ������� " 3 � ���� � �� ��� &���� �� %)����
����) �� � �� � %��� �&�� &�(���)�� �� ���&� ��� &�����$&� ���� )-�����-�( ��� ���� ���&.�� � ��
�� � ��� �-��� �� &�������� ��� �� -)��&��) ��� �� � ��� �)��&�)� "
� �������� �� ��� ��! �� � .� � "/�� �� 
�������� 2��� � ���� ��!���� 

+�� 857 ������� ��, ����� �� �� ����� ������'� ��, ( )&����( �� �� (��$
���� � {��#/011 ����
����� ����� ��# 20 23 ��# 2145 	��� ��
 } � {���!"#$ �� ��
��} � {��#/67/ ��# 2311
��#5480 ��#771 2 ��#7715 ��#7717} � {��# 2770 ���� 	} �{��
! $ �} �� {��
�
 ��# 2633} " 8�� ����� ��
�� ����� '��( ��� ��� ������� �( ���� -������ �� ����� �� -�� ���������� " 9 ��� � &��������( ���
# ?:5: � ��� 857 � %��� ��� )�) &������� � %����&��� &�� ����� �� �� ����� �����$��, "
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7 ��� �-��� ����)����) �� &��&��� ��� $� ��$�� ����� ��������� ���� �+��.� �� �� "� �%%%> " 7 ���
�-��� �����-����) &� &��&��� � ��� � ���������� ��� ���������� �� �)�)����� �� ����� " +� &��&���
��� $� ��$�� ����� ��� ( ��������� &�����( ��� �)
�� "

7 ��� �-��� �)
�� ��� $� ��$�� ����� �� ���, ( ������� " � ��( ����( ��� �� ����� �� -�� ���$
������� � �� $� ��$�� ���� ��� �� ����(��� �� ����� '��( ) ��� �� ����(��� ( �,�( �� � %�� )����
���������� ��� ����� ���.������� � ��� ����� ���������� �� �-�& �������� ����� ���)�)� ��
�)�)�)� " 3 ��� �� ���, ��( � ��(�� � ���� ��� �-��� �)
�� �� � ���� �� -�� ( ��.)( ������ � ��
$� ��$�� ���� ��� ��� &�(� ������

α
$&����,� A(�,�( ���B �� ����.� ��� �� )���� " 7 ��� �-���

���� ��) �� �)
������ ( ��.)( ������ �-�& � %������� �� %���� ���� �� ���� ��� &.� �� �� �)
������
���������� "� ������ �� �� ���)
������ �� &� &��&��� � ���� �-��� ���� ��) ��� ( )�.��� ��(��� �� �& &�&�
�� �)��&���� ��� $� ��$�� ����� " ���� &���� ( )�.��� � ���� �-��� �����) �� ��������� �� ��.���
��� �������� ������ ��� ( )�.���� '��( ����� �� �)��&���� �� &������� �� ����� " 8�� ( )�.����
���� � �� ����� � ���� �� -�� � ���� ����&��� � ��� *��� �������)�� ��, ���&������� " �� ��������� ����� ���� ��((�� �'��&)� �� �� ��� '���� ��� ( *( �� ������� ��� �� ( )�.��� ���&�����-� ���
857 " 7���� �������.( � �� ��� ��� ��� ��� ��� �)��� �� 
 ����� �� �� �)������ 
��� ��� '�&���( ���
&�(��).����� �� " 3 � ���� � �� &�(���,��) �������.( ���� �� ����� ( )�.��� �� ���� ���'����( ���
�����&���� " 7 ��� �-��� 
����( ��� ( ����) �-�& ��� �,�(���� � %���)�*� �� ����� ( )�.��� ��
�)��&���� �� &������� �� ����� � ���) ��� �� &��&��� ��� $� ��$�� ����� � ��� ���� ��� ��, ������
( )�.���� "

��� ���� ��� # �� �)
������ �� &������� �� ����� ��� ���� �-��� ���� ��)� ��, �)��� ��
&� &.������ � ���� �-��� ��������� �-�& ?:5: �� ����&�� � ��� &������� .�)���&.����� " 8����
����)��������� � ��( �� � %������
�� ��� ��' )����� ��-���, �� �������� ����� ��� ����� " 3 � ���� ���� &������� �� ����� �)��&�)� ��� ����� ( )�.��� �� ���-��� ��� *��� ��)����� ��� ���� ���
�)��( �� &�(���)� " 7 ��� ���������� ����� ��� �����&������ � ��� ���������� �� ��� �)�)����� ��
����� "

4 �����( ��� � ���� �-��� ( ����) ��� �,�(���� �)��� �� &������� �� ����� �)��&�)� ��� �����
( )�.��� " +�� ������ ( )�.���� � ���� ������� ��� �)������� ����� �� ��)������( ��� �)����) # ��
( ��� �� &���������&� �� &���� � ���� ������� ��� �)������� �����)� "
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4 ����� � ";� � + %$� ��$�� ���� ��) �� ( )&����( � �� (������ "



�� ���� � ��� � � � �������	 � �������� ���	�

fliO

cog1582

csrA

cog1699

fliC

flgK

escR

escS

cheR

cheB

escV

escU

escT

cheA

motB

motA

cheC

cheD

cheW

cog2469

flgA

flgN

flgM

fliF

cog1419

cog0455

flhB

flhA

fliR

fliQ

fliI

fliH

fliG

fliN

fliM

fliL

fliP

fliJ

fliE

flgE

flgD

flgC

flgB

fliK

cog2172

cog1366

fliA

flgh

flgF

flgG

flgI

B

C

D

E

F

G

H

A

4 ����� � ";� � :� ����� � �� ����� ��) �� ( )&����( � �� (������ � �� &.�( ����&���( � �� �� �� ���( �
�� �)&�)���� �� ��� � � � � "
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���� �-��� ��)����) ���� �� &.������ ��)&)���� ��� ( )�.��� �� �)��&���� �� &������� ��
����� ���)� ��� �� &��&��� ��� $� ��$�� ����� " +�� $� ��$�� ����� �� �)( ������� ��� ������ ( )�.$
���� �� �)��&���� �� &������� �� ����� &�� ��� �� ���� ��� &��������� # ������ ��� ��� �&��&��
&�����-)�� ( ��� ��� �� )���� " ���� ��)������� ���� &� &.������ � ��� ���-���� ( )�.��� �� �)$
��&���� ��� &������� �� ����� � ���)� ��� � %�������.( � ���� ��) � ��� �� �)��&���� ��� $� ��$�� �����
( ��� &��������� ��� ��� ��� �&��&�� " ���� �-��� ��(() &���� ( )�.��� � ��� ( )��$&������� " +��
( )��$&������� ���� �' �&��-�( ��� ��� &������� �� ����� � ( ��� ��� �, ������ # �� ��-��� ( )�� ����
��� �)��( �� � ��� '��( ��� �� ����(��� �� ����� �-�& ��� '��&����� ��������)�� ���� � ��� ������
*��� ���� ���� ������� )� ���� ��� �)��( �� " �� &��� � ��� ���� ��� &.�� ��� ��� &�� ��� � ��-���
���� ���� �� ��� �, ����� �)����( ��� ���� ��� �)��( �� "

+�� ( )��$&������� � ��( ������ �� �)��&��� ��� &������� �� ����� �� ������� �� &�(��� ���
�����&������ C (��� ������� � ��� ������
��� ��� &������� �� ����� &�((��� # �� ���� ����(���
��� �)��( �� �� ��� &�((��� # ���� ��� �)��( �� " + %���)�*� ��� ( )��$&������� # �� ��� ��� ����
��� ��� �� )���� ��� � %*��� �����) # ���� ��� �������( �� -�-���� A��&������� � ( ���&.������� ���&B "� ��� �� ���( ��� ��(�� � ���� ��)������� �� ( )�.��� �� �)��&���� ���� ��)� " ���� ����
��)������� �� ( *( � ��� � ��� ��� $� ��$�� ����� � �������� &��&��� ��� �� -�����(����&� ���
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( ���� �)��( ����� �� # � %)-������� ��� ��� �&�� " � ��� �� ���( ��� ��(�� � ���� ��)������� ���
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������( �� � ��� �������� ��� �� &�(����� ��� �)��( �� &�(����� " :� ������ �� �)����&� ��&�)����
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d : E × E → IR
����� ��� �

• d(x, x) = 0
���� ����

x ∈ E
�

• d(x, y) > 0
���� ����

x, y ∈ E
�-�&

x 6= y
�

• d(x, y) = d(y, x)
� ��� ����

x, y ∈ E
�

• d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)
���� ����

x, y, z ∈ E "
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��� �� ����� � ��� �)��� � %�( )���������� �� � %)����� ��� )�) ���� ��)�� � ��� �� ���� ����$
���.( ���� �-�& ��� ���-��, �� ���� � ������� ��������� � 1�� �� � �-�& � %�2 ��� � %������ �� )��$
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� ��� &�((������ � %)���� �� &��&�� �� �� ������&� ����� ���, �)��( �� ��� �� �,�(��� ���)
�� �������� ��� 9 ������� � ����� " � ��� � %�-��� ��� �)��&�����) �� �)��( �� �� ��� &������� � ���
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+7+8 +6 +5 +4 +3 +2 +1 +11 +10 +9
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�)��( �� ���� '��( � �� � ��(������� �� ��&���� ��� ���) �� �� �)')��� # �� ��&���� � "1 "� ���� 1� "
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ρ(i, j)

� %��-������ ��� ����� �� � %�����-����
[i, j]

�� �� � ��(������� ����)�
πs " +�
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[i, j]�� �� &.����( ��� �� ���� ����� " ���� �� � ��(�������

πs = �4 �3 �5 �6 �2 �1 �� � %��-��$
����

ρ(2, 4) � �����
ρ(2, 4)(πs) = πs.ρ(2, 4) = �4 �6 �5 �3 �2 �1 � �� ��������� �� ��������
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i+1 = k
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k − j 6= 1 " � ������ ��� �,�(��� �� � ��(������� ����)�
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������ � �	� � πs �� � � ��� ��� ��	� ���� �� ��
ρ1. . . . .ρk.ρk+1. . . . .ρd
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πs′ = πs.ρ1. . . . .ρk−1
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[x, y]


x ≤ y
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	��
πs

x−1
�	

πs
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�	 �
	��

πs
y
�	

πs
y+1
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c = [x, y]
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� � �
� � ����	�	
�
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�
��
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�

l
�	

u
	��� ���

l = min(πs([x, y]))
�	

u = max(πs([x, y]))
� ���� 
�	�
� ����� �c = Is�([l, u])� ��
	������� �����


[x, y]
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||a||
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a
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� �� � �������	 ��	����� � �� �� �� ���� �	� ����� ��� ���

��� ������� 
 � ��� �
� � ����	�	
�
 �
�
��
πs = �5 �1 �7 �3 �2 �4 �6 �	 � ��
	������� �����


c = πs([4, 6]) = {2, 3, 4} 
 �����
l = min({2, 3, 4}) = 2



u = max({2, 3, 4}) = 4


 �	 �c =
Is�([2, 4]) = �2 �3 �4 �	 �c = Is� ([2, 4]) = �4 �3 �2 �� �
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� ���	 �� 
	 �� 	�
�� ���� �c 
 �� 
	 ���� �c �

����� � �� � )!%
πs !� $ + $%* !#'#�)� "��� 
$�

c = [x + 1, y − 1]
!� 
�#$%�'  $ �)* * !� �

πs$# �  ' + $%* !#'#�)� ��$�#�#
 $#
C

!� $�"$* 	 $ � &
� #$%�'  $" �)* * !�" �
πs $# �  ' + $%* !#'#�)�

��$� #�#
 '�$�
C = {c}�

dC(πs) = min

{

d(c, �c) + d(πs([1, x]).�c.πs([y, n]))
d(c,

�
c) + d(πs([1, x]).

�
c.πs([y, n]))

������ � �	� � s
� � �������	 ��� � � �	���� ��	� 
� �� 
�� ��� ��

dC
� � ��� ��� �� �� �	��� � � �� � 	�

� ��� ���� � � �� 	� ��� ��� �������	�� �� ���� �� �
c � �

	� � 	� � ��� � 	
�� �� �� �������	
s
� 	�� �� ���

� 	� � 
� �� �	�� �
s = si.sc

���� 
 ���	�
 ��� �������	�� �� ���� �� � � ��� ��� �������	�� �� �	�� 	��� �� ��
�� ���� � � � 	� �

s
�� ��� ��	�
	�� �� �� �� � ��� � �	� � � �� �� � ��� ��� ��	� πs([1, x]).�c.πs([y, n])

� �	� �
� �� �� � ��� ��� ��	� πs([1, x]).�c.πs([y, n]) � �

	� �
min

{

d(c, �c) + d(πs([1, x]).�c.πs([y, n]))
d(c, �c) + d(πs([1, x]).�c.πs([y, n]))

�� �
� �� �� �� �� � � ����� � ��

c � J
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	 ��

�
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� 
� �� ���������
	 ��� � � ��� ���
� 
���� ��	 �����
	�� �
�� �� ������
	�� � � �1� ���� �	� ���� �� � �������� �� �� 	�� ��� �� ��������� �	�� 	� �� ������� �

������ �
πs 
 C 	�
� ��� 	�
��� ��� 
���
	� �� ��� ���� �
	�

	�
��
� � � �

C = {∅} � 
���
1 � ��	���
�

d(πs)
� � � ��� �
� � c := C[0] �∗ c := πs([x + 1, y − 1]) ∗�
� � ��	���
�

min

{

d(c,�c) + SRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})
d(c, �c) + SRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})

� � � �� ��

� 
��� ����� � � � ����
	�� � 
�
� ��� �� � �

������� � � �� �� 
 � �� �! "
dC(πs) # $!%

C
!& "&'"( 	 " � )
&*"%��  "' �$( ( !&' & $&

�� "��! ���&*' *%�+ # �% *��  " �%$�''�&*" �" '"' + +( "&*' ,
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(πs, C) = dC(πs) � �
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 �	 � �
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 � �� �
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 � � �� ������ 	
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�� �� �����	 �	 � �	

	� �� 	 C � ��� � �
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 �	

πs 	�

C
��	� |C| = k �
 	

	� �� 	 � ��
 �	�����	
 ���� �

 �	

πs � 	
 ���� �� � ��	� �� � 	�� ��� ���

��	
 �� �� � �	 �����	 �� � ��
 m � � ��� 	 ��� ��� �
	 �	 ������ 	
 �	 	
 � ��	 dC(πs) =

����
(πs, C) �

� ��
 �����
 	��

 �� 
 ��� ���
 ����
(πs → πs′, C)

	�
dC(πs → πs′)

���
��	 
 ��
 �����

 � ����
	�
��	 �� ��
 ��
 �	 �������	 � � �� ��� �	

πs 
 �	
 � � �
 �	�
 �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� � ��
 �	�

πs′ � �	��
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 � ��	 
 ��
 � ����

 � 	
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 � 	�� ��� ���


� ��� ���	
�� �� ��
 ��
 �	 �	�
 �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� �

���� |C| = 0
� �� 	
 � ����	
 � ��	 �� ��

(πs, {∅}) = d(πs) = d{∅}(π
s) �

��� � 
 ��� 	 ��� ��� �
 	 �	 ������ 	
 �	 � |C| = k
	�

SRIC(πs, C) = dC(πs) �

� ��
 ��

 ����
 �

 � ��
 �	
�
 �
C ′ 	
 �� ����
 � � C �
 �
 �	�����	 ���� �
 �	 �����	 
�� ���	�� 	

�� ����	 �
m

�
m

���
 � �� �����	 �� � ��
 ���
 � �
 �	�����	 ���� �
 �	
C � �	� �
 �	�����	 	
 �

���� �
 �
πs � �� � �� 	 � 	�� ��� ���
 ��	 � �����	�� 	
 �� 	� � �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� � � ��
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 � �
 �� 	� ��	 ����
(πs, C ′) = dC′(πs) � � 	�	
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 ��
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�	 ������ 	
 �	 � � ��
 � ����

 ����� 	 ��	

����
(πs, C) = min

π∈Π
(
����

(πs → π,C) + d(π)) .

Π
���
 � � �	

	� �� 	 �	


2k � 	�� ��� ���

 � 	
 ��
 ���	
 �� ��
 �	 ��� �	

k
�
 �	�����	
 ���� �

 ���


�	 � ���� ���� ���
 �	 � ���� ��� ��� 	 �� �� � � 	 � �� 	 
 ��
 � ����

 ����� 	 �

����
(πs, C ′) = min

π∈Π
(
����

(πs → π,C) +
����

(π, {ck+1})) .

�� � ��� � �
 � ���� ��� �
	 �	 ������ 	
 �	 � ����
(πs → π,C) = dC(πs → π)

� 	� � ��� ��
 �	 �	�� 	

� ��� �� ��
(π, {ck+1}) = d{ck+1}(π) � �

�
 �

����
(πs, C ′) = min

π∈Π

(

dC (πs → π) + d{ck+1}(π)
)

.
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SRIC(πs, C ′)
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SRIC(πs, C ′) = dC′(πs) �

J� ������
	�� � ��	 �� ������� 
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O(2pn)
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c = πs([x + 1, y − 1]) �

��	���
�
min

{

d(c,�c) + SRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})
d(c, �c) + SRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})

≡
��	���
�

min

{

d(c,�c) + dC\{c}(π
s([1, x]).�c.πs([y, n]))

d(c, �c) + dC\{c}(π
s([1, x]).�c.πs([y, n]))

�
 
�	���
d1 = dC\{c}(π([1, x]).�c.π([y, n]))+d(c,�c) �	

d2 = dC\{c}(π([1, x]).�c.π([y, n]))+
d(c, �c) � � ��� �����
� �� ��
���� �� ������ ��

dC
�� � �� �
	 �� � ���� �� ������
� �

dC(π([1, x]).c.π([y, n])) = min(d1, d2)
� � ��� � ����
� � ��� �������� �
	�������� �����
� ��
� �
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�� ��� ��� ��� ��� ��������� 	�
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���� �� 
��
	�� �

� �� ����� � �� � $!% !& " # "%( !*�*�$& ' ��& +"
πs �" *��  "

n
"*

ρ
!& " �&�"%' �$& �! " �$&�! " '!%

πs � $& �
d(πs.ρ) − d(πs) ∈ {−1, 0, 1}

��		� �������� �
	���
� 
�� ��
�	�� �
	 �� ����
�� �������� �� 
��
	� �

� �� ����� � �� � $!% !& " # "%( !*�*�$& '��& +"
πs �" *��  "

n� C
!&

"&'"( 	 " � )
&*"%��  "' �$( ( !&' "*
c = πs([x + 1, y − 1]) ∈ C � $& �

dC

(

πs([1, x]).�c.πs([y, n])
)

− dC(πs([1, x]).
�
c.πs([y, n]) ∈ {−1, 0, 1} ' � �"**" �&�"%'�$& "'*

�$&� $%( " �
C

,
����� � �� �$�* !& " # "%( !*�*�$& '��& +"

πs �" *��  "
n� C !& "&' "( 	 " � )
&*"%��  "' �$( ( !&'

'�&' �&*"%'"�*�$& "*
c = πs([x+1, y−1]) ∈ C

& )�& �$%# $%�&* �!�!& �!*%" 
&*"%��  " �$( ( !& , � �
d(c, �c) = d(c,

�
c)+1� � $%'

dC(πs([1, x]).c.πs([y, n])) = d(c,
�
c)+dC\{c}(π

s([1, x]).
�
c.πs([y, n]))

,

��	��	 � ��� � C ′ = C \ {c}� ���� 	
c

 ��
 ���� �� 	 ����
 ���� 	 �
 �	�����	 ���� �
 � � ��� ��


�	 �� ��� �� 	 � �� � dC(πs([1, x]).c.πs([y, n])) = min(d1, d2)
��	�

d1 = dC′(πs([1, x]).�c.πs([y, n])) + d(c, �c) 	�

d2 = dC′(πs([1, x]).�c.πs([y, n])) + d(c, �c).
� ��
 � �
 ���

 ��	 d2 ≤ d1

�

��� � k = dC′(πs([1, x]).�c.πs([y, n]))
	�

l = dC′(πs([1, x]).�c.πs([y, n])) � � ��
 ���



d1 = k + d(c, �c) = k + d(c, �c) + 1
	�

d2 = l + d(c, �c)� �� � ��� ��
 �� � 	� ����	 � �� �
k = l + ε

�
ε ∈ {−1, 0, 1} �

• 
�
k = l − 1

����

d1 = d(c, �c) + 1 + k = d(c, �c) + l = d2 �

• 
�
k = l + 1

����

d1 = d(c, �c) + 1 + k = d(c, �c) + l + 2 > d2 �
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���� �������� 	� ��
 ����
 �	
 
��� �	


• 
�
k = l

����

d1 = d(c, �c) + 1 + k = d(c, �c) + 1 + l > d2

�

� ��
 ���

 � �
 ��� ��	 d2 ≤ d1
	� ��
 � ��	

dC(πs([1, x]).c.πs([y, n])) = d(c, �c) + dC′(πs([1, x]).�c.πs([y, n])) � J

� ��� ���
� ��� �	�
���� �
	 �

����� � �� �$�* !& " # "%( !*�*�$& '��& +"
πs �" *��  "

n� C
'$& "&'"( 	 " � )
&*"%��  "' �$( �

( !&' & " ' )�&*"%'"�*�&* # �' "*
c ∈ C

& )�& �$%# $%�&* �! �!& �!*%" 
&*"%��  " �$( ( !& , � �
d(c, �c) = d(c,

�
c) − 1� � $%'

dC(πs([1, x]).c.πs([y, n])) = d(c, �c) + dC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]))

�
 �	
�
��
	 ��� ���� �� � �� �	 � �� 
 
��� � ����
� �����	��
��� ��� �
	�������� �����
� �

� ��� �� ��� � ��� �& 
&*"%��  " �$( ( !&
c

"'* ��* 
��	�� '�
d(c, �c) = d(c,

�
c)

,
� ��� �� ��� � ��� �& 
&*"%��  " �$( ( !&

c
"'* ��* � ��
	
� '�

d(c, �c) < d(c,
�
c)

,
� ��� �� ��� � ��� �& 
&*"%��  " �$( ( !&

c
"'* ��* 
���	
� ' �

d(c, �c) > d(c,
�
c)

,
����

πs �
� � ����	�	
�
 �
�
�� ������
��� 
 �� ������ ��
d(πs)

����
�� �
 	���� �

��
��
�
 ��
�	
�
 �� �� 	�
��� ��

πs � 	 �
� 	��	�� �� 
��	���
	� � ��
 �
	������� �����
 � ��	 �	��
�� ��	�� �
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�
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��� ��	
� ��� � ��� 
� ���
��� ���� ���� �� 
� ������
��� �
	 � ������
	�� � �� �� � ���� �
 �
	������� �����
 
��	�� 
 ����
��� �
� �� ���	� �� �� � ����	�	
�
 � ���� �	
�
��
� ��		� �����
�	� ��
� � ������
	�� � 	 �� ��
� ��� �
� 

��� �� �������
	� �� � ������
	�� � 
�
� 
 ���� �

�������� � �� � $!% !& " # "%( !*�*�$& ' ��& +"
πs "*

C
'$& "&' "( 	 " � )
&*"%��  "' �$( ( !&' & "

' " �� "��! ���&* # �' "* *%�+ # �% *��  " �%$�''�&*" �" ' "' + +( "&*'�  )� � $%�*�( " 	 ���� �� �!  "
dC(πs)

,
��	��	 �

� ��
 � �
 ���

 ��	 � ��� πs � �
 	 � 	�� ��� ���
 
��
 �	 � 	�
C
� � �	

	� 
� 	 �

� ��� � ��
 �	�����	


���� �

 
 �
 �� 	������
 �� 	 ����
(πs, C) = dC(πs) � �

��
 �	 � �
 ���

 � �� �
 ���
�

 	� 	
 �
� �� ������ 	
 �	 
�� �� �����	 �	 � �	

	� 
� 	 C � ��� � �
 	 � 	�� ��� ���
 
��
 �	

πs 	�
C

��	� |C| = k
�
 	

	� 
� 	 � ��
 �	�����	
 ���� �

 �	

πs � 	
 ���� �� � ��	� �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� � �	 �����	 ��
� ��
 m � � ��� 	 ��� ��� �
	 �	 ������ 	
 �	 	
 � ��	 dC(πs) =

	 �� ��
(πs, C) � �

��
 �����
 	��

 ��

 ��� ���
 	 �� ��

(πs → πs′, C)
	�

dC(πs → πs′)
���
��	 
 ��
 �����

 � ����
	� ��	 �� ��
 ��
 �	

�������	 � � �� ��� �	
πs 
 �	
 � � �
 �	�
 �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� � ��
 �	�


πs′ � �	�� 
 	 � ���� 	 	

��	
 � ���� ��� ��� ���	 ���
 � ��

 � ��	 
 ��
 � ����

 � 	
 ��� 	� �	
 � 	�� ��� ���

 � ��� �
�	
��
�� ��
 ��
 �	 �	�
 �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� �

���� |C| = 0
� �� 	
 � ����	
 � ��	 	 ����

(πs, {∅}) = d(πs) = d{∅}(π
s) �

��� � 
 ��� 	 ��� ��� �
 	 �	 ������ 	
 �	 � |C| = k
	� 	 ����

(πs, C) = dC(πs) �
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���� �������� � �
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 ����
 �	
 ���

������ �
πs 
 C 	�
� ��� 	�
��� ��� 
���
	� �� ��� ���� �
	�

	�
��
� � ��

C = {∅} � 
���
� � ��	���
�

d(πs)� � �����
� �

c ::::::: C[0] �∗ c ::::::: πs([x + 1, y − 1]) ∗�� � ��
d(c,�c) < d(c, �c) � 
���

� � ��	���
�
d(c,Is�) +

	 ����
(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})

� � ����� ��
d(c,�c) > d(c, �c) � 
���

� � ��	���
�
d(c,Is� ) +

	 ����
(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})

� � �����
�� � ��	���
�

min

{

d(c,�c) + ASRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})
d(c, �c) + ASRIC(πs([1, x]).�c.πs([y, n]), C \ {c})

�� � � ����
�� � � ����

� 
��� ����� � � � ������
	�� � 	 ���� �

� ��
 ��

 ����
�

 � ��
 �	
�
 �
C ′ 	
 �� ����
 � � C �
 �
 �	�����	 ���� �
 �	 �����	 
�� ���	�� 	

�� ����	 �
m

�
m

���
 � �� �����	 �� � ��
 ���
 � �
 �	�����	 ���� �
 �	
C � �	� �
 �	�����	 	
 � ��� �

� �
 �
πs � �� � �� 	 � 	�� ��� ���
 ��	 � �����	�� 	
 �� 	� � �� � 	�� ��� ���
 ��	
 �� �� � � ��
 ����



� �
 �� 	� ��	 	 �� ��
(πs, C ′) = dC′(πs) � � 	�	
 �

 ��

 �
 � �	� � 	� �	�� 
 
�� � ���� ��� �
 	 �	

������ 	
 �	 � � ��
 � ����

 ����� 	 ��	

	 ����
(πs, C) = min

π∈Π
(
	 ����

(πs → π,C) + d(π)) .

Π
���
 � � �	

	� 
� 	 �	


2k′ � 	�� ��� ���

 � 	
 ��
 ���	
 �� ��
 �	 ��� �	

k
�
 �	�����	
 ���� �



���
 �	 � ���� ���� ���
 �	 � ���� ��� ��� 	 	 �� �� �
k′ ≤ k � � 	 � �� 	 
 ��
 � ����

 ����� 	 �

	 ����
(πs, C ′) = min

π∈Π
(
	 �� ��

(πs → π,C) +
	 ����

(π, {ck+1})) .

�� � ��� � �
 � ���� ��� �
	 �	 ������ 	
 �	 � 	 �� ��
(πs → π,C) = dC(πs → π)

� 	� � ��� ��
 �	 �	�� 	

� �� 	� �	 �	�� 	 � �� � 	 ����
(π, {ck+1}) = d{ck+1}(π) � �

�
 �

	 �� ��
(πs, C ′) = min

π∈Π

(

dC (πs → π) + d{ck+1}(π)
)

.

�� � ��� ��
 �	 �� ��� �� 	 � �� 	� �	 �	�� 	 � �� � �� 	� �
 �	 ���� ���
 �
 
��
���� ��
 ���� 	 	� � �
 �
�� �� � �

�
 � � �� �
 	 �	
 � 	�� ��� ���

 �	

Π
� 	� �� 	
 � ����	
 � ��	 �	 
 ��
���� �
 ���� � ��

	 ����
(πs, C ′)

	
 � ��
 ���� 	 � ��
 � 	 �� ��
(πs, C ′) = dC′(πs) �

J
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C = C∗ �
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min[i, j] < min[k, l]
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max[i, j] < max[k, l] �
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 ���� 	
 �

�
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�� �����
 � 
 ��
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max[i, j] = j
	�

min[i, j] = i
� ��� [i, j]

	�
max[k, l] = l	�

min[k, l] = k
� ��� [k, l] � �

��
 ���

 ����

max[k, l] = max[i, l]

� ���	 ��	 [k, l]
	
 � �
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[i, l]
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max[k, l] > max[i, j] � �
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 ��
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min[i, j] = min[i, l]

� ���	 ��	 [i, j]	
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[i, l]

	�
min[i, j] < min[k, l] � � �
 ��	� 	
 � 
 ��
 ���



max[i, l] − min[i, l] =
max[k, l] − min[i, j] = l − i

� 	� ��
 � � ��� ��
 �� � ��� ����� � ��� [i, l]
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[i, j]
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[k, l]

'" �� "��! ���&* ��"�
k ≤ j �� "� �'*"� [k, j]� !& *%$�' ��( " 
&*"%��  " �$( ( !& ,

��	��	 � ���� 	 ��

 �� � � 	��	 �� � 	�� 	 � �� 
 ��
 ���

 �
max[k, j] − min[k, j] =

max[i, j] − min[k, l] = j − k
	� ��
 �

[k, j]
	
 � �
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& *"%��  "' �$( ( !&'� [i, j]
"*

[k, l]� '" �� "��! ���& *� ��"�
k ≤ j � � "� �'*" *%$�' �!*%"' 
&*"%��  "' �$( ( !&'� [i, k − 1], [k, j]

"*
[j + 1, l]
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���� �
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ui = max ||bi||


 � ����� �
	 �� � ��� ���
� �� ��� �
bi

�
 ������ ������� �	
li =

min ||bi||
�� � ��� � �	
	 �

� ��� �� ��� � ��� �& ���� ���	
��� "'* !& "  �'*" �" 	 $�' �$&'+�!*�� '
(bi, . . . , bj)

*"  " �! " # $!%
*$!*

i ≤ k < j uk + 1 = lk+1 $!
mk − 1 = uk+1

,
� ��� �� ��� � ��� � $!%

bi, ..., bj
!& 	 $� ( ! *�#  "� '� # $!% *$!*

i ≤ k < j � uk + 1 = lk+1
� & $!'

 )�## "  "%$&' !& 	 $� ( ! *�#  " �%$�''�& *� '�& $& & $!'  )�## "  "%$&' !& 	 $� ( ! *�#  " �+�%$�''�&*,
� ��� �� ��� � ��� �& � �� ���
 ���� � �%$�''�&* $! �+�%$�''�&*� "'* !& 	 $� ( ! *�#  " *" �! " ' "' 	 $�'
'$�"&* ( �� �( �!� ,

� ��
�
� ��� ������� �� � ����	�	
�
 �
�
��
πs = (�1 �2 �3 �6 �5 �4 �9 �8 �7) 
 ���� � ������

�
 ���	
��	�
� ���� ��� �� 	�� 
� ����� ���
� ��� � πs([1, 3]) = {1, 2, 3}, πs([4, 6]) = {4, 5, 6} �	
πs([7, 9]) = {7, 8, 9} �
� ���� ���� � �� � $!% �"!� 
&*"%��  "' �$( ( !&' ' )�( 	%��! �&*� [i, j]

"*
[k, l]� � )!& " # "%( !*�*�$&

' ��& +"
πs � *%�"%  "' *%$�' 
&*"%��  "' �$( ( !&' & $& �&*"%'"�*�&*

[i, k−1]� [k, j]
"*

[j +1, l]
�$&& "

!& ( ! *��'*%�# �%$�''�&* $! �+�%$�''�&*, � " ( �( "�  " *%� �"
[i, k−1]

"* �"
[k, j]

�$&& " !& ( ! *��
'*%�# �%$�''�&* $! �+�%$�''�&*,
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	 � ��� ���	
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 �������	s���� � �� 
	 �
�������	s : Σn → Σ≤n

Σn
��	 � ��
������ �� 	��	�� ��� � ����	�	
�
� �
�
��� �� 	�
���

n

 �	

Σ≤n
��	 � ��
������ ��

	��	�� ��� � ����	�	
�
� �
�
��� �� 	�
���
n

�� � � 

� ��
� ����
� ��� ���
�� � ��� ��� ���
���
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 ����� � �
����� � �� 
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��*"( "&*

k
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��	
�	 � ��

 � 	��� 	 	
 � �
 ����� �� 
 �

 

�� �
�

 ����� 

 � 
� ���
 ���� m
����

�
 � ��

 ���

�
� �	 �	
� 
�� �
 � ����
	 
�� � � 	
� ��� 	 ���� ��� � 	
 

 
	
� ���� 	
 � � � �

 �
�	
 �

 �
� �� 	
��
 � �

�
� 	
 

���
 � �	 
��
 	 �	 �	
 ���� 	
 �
 �

��� � �����"  � � "� � ���  � �������""� ��%% � ���� ����� �� ���� �� ( ��� � "� �� ��� #�# ������ ��� ��� "���#�������� � (�� ��'� ��� (



� �� � ���
���� ����
��� � �
 �� �� ��	� ��
 ����
 �	
 ���

• 
�
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m �

• 
�
m = �1 �2 ��	�

k = 1
� ����


d(�1 �2, �1 �2) = 1
	�

d(�1 �2, �2 �1) > 1
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� ���	�
m
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d(�1 �2, �1 �2) = 2
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d(�1 �2, �2 �1) > 2
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[i, j]
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[k, l]
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�$( ( !&' '�&' �& *"%' "�*�$& �

[i, k − 1]� [k, j]
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C � ��	�

�� �! "
dC(πs)
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πs � 

 	 � 	�� 
�� ���
 
��
 �	 � 	�
C = C∗ � � �	
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� 	 �
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 � ��	�
(πs, C) = dC(πs, C)
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dC(πs) =
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 ��	�
(πs → πs′, C)

	�
dC(πs → πs′)
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πs 
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 � � �
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 �� �� � ��
 �	�
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C = {∅} � 
���
� � ��	���
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d(πs)� � �����
� �

c ::::::: C[0] �∗ c ::::::: πs([x + 1, y − 1]) ∗�� � ��
c
��	 �
 ���	
��	�
� ��� 
���
	 � 
���

� �
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�����
��
��� ��

���	
��
(c)

� � ��	���
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d +
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(πs1.�c.πs2, C \ {c})
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(c)

�� � ��	���
�
d +
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(πs1.�c.πs2, C \ {c})�� � ����� ��

d(c,�c) < d(c, �c) � 
���
�� � ��	���
�

d(c,Is�) +
��	�

(πs1.�c.πs2), C \ {c}
�� � ����� ��

d(c,�c) > d(c, �c) � 
���
�� � ��	���
�

d(c,Is� ) +
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(πs1.�c.πs2, C \ {c})�� � �����
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min

{

d(c,�c) + SRAC(πs1.�c.πs2, C \ {c})
d(c, �c) + SRAC(πs1.�c.πs2, C \ {c})�� � � ����
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(πs, C) = min
π∈Π
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(πs → π,C) + d(π)) .
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(πs → π,C) +
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(π, {ck+1})) .
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(πs, C ′) = min
π∈Π

(

dC (πs → π) + d{ck+1}(π)
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