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A Lacrimioara.

Qui, parfois, je ne mérite pas.
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Enfin la fin, me voila au bout du chemin, au moment ou il faut tout résumer en quelques
lignes...Comment faire maintenant, comment s’y prendre pour parler de tout ? Je me lance sans

trop y réfléchir car plus j’essaie de trouver les bonnes phrases, plus je crois que je n’y arriverai pas.

Je me rappelle d’abord le soir du 25 novembre 2000, quand je suis arrivé a Lille. C’était pour
mot le début d’une aventure, le moment de faire la connaissance d’une personne dont [’esprit,
l’enthousiasme, les qualités humaines et professionnelles, le soutien qu’il m’a apporté pendant ces
années passées au LML m’ont marqué a jamais. Il s’agit bien sir de mon directeur de these, Dji-
medo Kondo, qui trouvera ici le témoignage de mon amitié, mes remerciements les plus chaleureux
et ma profonde reconnaissance pour tout ce qu’il m’a apporté, qu’il s’agisse de la passion pour la
recherche, de la rigueur, ou encore du soutien moral. Les longues soirées passées ensemble au labo,
son encadrement original, sa bonne humeur sont pour moi autant des souvenirs inoubliables. Je te
souhaite, Dyim, de continuer sur cette voie et une trés grande réussite sur le chemin sinueux de la

recherche.

Je tiens ensuite a exprimer ma sincere reconnaissance o M-me Suzanne Degallaiz, qui m’a fait
Uhonneur d’accepter de présider le jury de ma thése, a Messieurs A. Giraud et S. Maghous qui ont
montré un intérét énorme pour mon travail et qui ont accepté d’examiner mes travaux en tant que
rapporteurs. Je salue également Mr. D. Halm et Mr. J.-F. Maire pour le temps qu’ils ont consacré
a parcourir le manuscrit, pour les observations trés intéressantes dont ils m’ont fait part et pour
leur disponibilité. Je remercie G. Caignaert, directeur du Laboratoire de Mécanique de Lille, pour
Paccueil chaleureux et pour les conditions appréciables dans lesquelles j’ai pu effectuer mon travail
de thése. J'exprime ma reconnaissance au M.E.N.R.T. et au C.N.R.S. pour le soutien financier

lors de ce travail.

C’est maintenant envers mes collégues de bureau que je tourne le regard. Dans un premier temps
me vient a Uesprit Héléne et Vincent. Comment pourrais-je oublier leur soutien, leur patience et
disponibilité, la bonne humeur mais surtout ’amitié qu’ils m’ont prouvé dans des nombreuses si-
tuations ¢ Deux vrais amis qui pour moi resteront toujours des modeéles a suivre tant sur le plan
professionnel que sur le plan humain! Je garderai aussi a l'esprit Assef, Vincent et Vanessa. Ils
ont bien rempli le vide laissé dans le bureau apres le départ de Héléne et Vincent, je les remercie
pour leur présence, pour leur soutien et encouragements; ils ont grandement contribué a rendre
ce travail agréable. J’adresse maintenant mes remerciements a Céline et Stéphane pour m’avoir

rendu si souvent service; votre aide m’a permis de débloquer de nombreuses situations délicates,
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qu’il s’agisse de la phase de rédaction ou de mes autres probléemes en tout genre. Le soutien et les
encouragements que vous m’avez toujours apporté méritent bien plus que ces quelques lignes!

Je me souviens encore d’une atmosphére unique et particulierement agréable autour de la grande
table dans la cafétéria. Occupent ici des places importantes toutes les personnes qui m’ont fait part
de leur expérience et avec lesquelles j’ai eu des nombreuses discutions et débats. Je pense spécia-
lement a la bande des thésards : Alerandre, Anne-Lize, Emilie, Fabien, Florent, Karine, Nicolas,
Nidal, Olivier. Entre autres je salue un certain nombre de chercheurs : Malek, Fabrice, les deux
Eric, Farzam, Jean-Philippe, Jean-Marc, Olivier, Laurent ainsi que le personnel administratif du

laboratoire : Marie-Christine, Natalie, Anne-Marie.

Pour finir je me tourne vers ma famille, qui m’a soutenu et encouragé pendant toute la durée
des mes études; pour eux ces années ont été bien longues, ils méritent toute ma reconnaissance et
gratitude. Je pense spécialement ¢ ma grande-mére et surtout a mon épouse, Lacrimioara. Pendant
tout ce temps, elle m’a soutenu et aidé comme personne d’autre n’aurait pas pu le faire..ce travail

lut doit beaucoup plus...
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Notations

e Notations tensorielles

a

a

J

scalaire . contraction simple

vecteur :  double contraction

tenseur d’ordre deux ® produit tensoriel

tenseur d’ordre quatre é produit tensoriel symétrisé
tenseur unité d’ordre deux I  tenseur unité d’ordre quatre
— %(1 ®1) K =I1-J

(a®Db)iji = 5(airbji + aibji)

e Parameétres matériau

CS

tenseur d’élasticité de la matrice solide; Ss = (C*)~!

Chom  tenseur d’élasticité homogénéisé ; Shom = (Chom)=1

e Notations communes a tous les chapitres

E

b))

tenseur de déformation macroscopique

tenseur de contrainte macroscopique

tenseur de déformation microscopique

tenseur de contrainte microscopique

tenseur de structure

parametre caractérisant I’ouverture des microfissures

parametre caractérisant le glissement sur les lévres des microfissures

11
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Introduction générale

Les matériaux composites a matrice céramique "CMC” sont congus pour diverses applications
thermostructurales dans des domaines tels que ’aéronautique, les constructions civiles, I'industrie
navale. Cette diversité d’applications industrielles est possible car ces matériaux peuvent suppor-
ter de maniere satisfaisante tant les chargements mécaniques que d’autres types de sollicitations
(abrasion, agents chimiques, hautes temperatures) issues des fonctionnalités spécifiques auxquelles
sont destinées les structures impliquant ces matériaux, ou encore des environnements auxquels ces
matériaux sont exposés.

Un des inconvénients majeurs des matériaux céramiques est leur fragilité, propriété traduite entre
autres par une faible résistance a la propagation des microfissures, et donc par une grande suscep-
tibilité a ’endommagement. La solution qui permet de palier au caractere fragile de cette classe de
matériaux réside dans l'incorporation de renforts fibreux dans la matrice céramique. Ceci permet
d’obtenir une certaine ductilité (dépendant de la nature de 'interface matrice-fibre) et d’améliorer
de maniere satisfaisante la réponse mécanique sous charges. Un tel procédé de renforcement de la
matrice céramique a parallelement pour conséquence de conférer généralement au composite des
propriétés macroscopiques anisotropes. Selon le mode d’élaboration et la structure interne des com-
posites, les symétries matérielles que I’'on rencontre sont souvent du type orthotrope ou orthotrope
de révolution (isotrope transverse). L’endommagement qui en résulte est relativement complexe,
car présentant des interactions avec ’anisotropie primaire (nous dirons aussi de structure, ou ini-
tiale) du composite.

L’analyse des phénomeénes d’endommagement dans les CMC a fait 'objet de nombreuses études
tant expérimentales que théoriques :

— Sur le plan expérimental. A propos de la caractérisation du comportement mécanique ma-
croscopique, on pourra citer entre autres les travaux de these d’Aubard [4], de Gasser [32], de
Guillaumat [37] ou encore de Pluvinage [77], qui feront I’'objet d’une synthese au chapitre I.
S’agissant du suivi de 'endommagement, les études les plus avancées semblent étre celles du
groupe de S. Baste & I’Université de Bordeaux ; cette équipe a notamment développé des tech-

niques de mesures ultrasonores, avec la grande originalité de permettre un suivi continu de
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Introduction générale

I’évolution des composantes du tenseur d’élasticité au cours du chargement ([3], [68])!. Outre
ces données, il existe aujourd’hui une somme d’informations et d’observations qui attribuent
un role prépondérant a la microfissuration matricielle et aux phénomenes de décohésion a
I'interface fibre-matrice pour expliquer le comportement non linéaire des CMC.

— La modélisation théorique de l’endommagement des composites anisotropes et des CMC' en
particulier fait ’objet d’un grand nombre de travaux. La plupart d’entre eux se situent dans
un contexte macroscopique (cf. par exemple Maire et all. [64], Ladeveze et Latombe [51, 52],
Talreja [86], Chaboche et Maire [18], Halm et all. [39] etc...) et portent essentiellement sur
la prise en compte de ’anisotropie induite par ’endommagement. Certains de ces travaux
s'intéressent a la modélisation des effets unilatéraux, liés a la fermeture des fissures sous
certains trajets de sollicitations. On soulignera que trés peu d’entre eux abordent clairement
la question de I'interaction entre I’anisotropie initiale et I’anisotropie induite par la microfis-
suration.

S’agissant de la modélisation micromécanique, qui a pour but 'intégration de maniére pré-
cise les micromécanismes actives d’endommagement, on citera les travaux de Morvan, [68],
Barret, [7] et ceux de Aristégui [3]. Ces travaux, bien qu’extrémement intéressants, restent
difficiles & appliquer a des situations générales en raison de la limitation des résultats analy-
tiques sur lesquels ils sont basés (Laws [58]) : ces résultats ne concernent qu’une configuration

particuliere, dans laquelle les fissures se trouvent dans le plan d’isotropie transverse.

La problématique de 'interaction entre anisotropies et le manque de résultats analytiques 3D en
micromécanique des milieux anisotropes fissurés justifient a eux seuls les modeles micro-macro et
les modeles macroscopiques d’inspiration micromécanique qui seront présentées dans cette these.
L’intérét de la démarche développée est de permettre une interprétation précise des réponses ma-

croscopiques des matériaux étudiés en termes de micromécanismes d’endommagement.

Le mémoire est organisé de la maniere la suivante :

Le premier chapitre débute par une synthese bibliographique sur le comportement mécanique
non linéaire des composites a matrice fragile, ainsi que les différents micromécanismes qui sont a
Porigine de ces comportements. Sur la base de données expérimentales concernant ’évolution des
composantes du tenseur d’élasticité, on soulignera en particulier la perte de symétrie matérielle que

peut induire ’endommagement. Par souci de brieveté, on présente ensuite les grandes lignes d’un

1Ces données fournissent également des informations de premier plan pour ce qui concerne les modifications des

symétries matérielles du matériau par les processus d’endommagement.
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modele macroscopique récent de la littérature?, 'objectif étant simplement de mettre en lumiere
I'importance d’une prise en compte adéquate de 'interaction entre I’endommagement et I’anisotro-
pie de structure. Le chapitre s’acheve par une analyse bibliographique succinte de quelques travaux

micromécaniques dédiés aux matériaux composites.

Le second chapitre est consacré a la modélisation micromécanique dans le contexte plan de I’endom-
magement des matériaux orthotropes. On y présente d’abord les concepts de base de ’approche
micro-macro des milieux anisotropes fissurés et la résolution du probleme d’homogénéisation as-
socié dans le cadre de 1’élasticité plane®. La démarche suivie permet d’aboutir & I'expression de
I’énergie macroscopique du milieu orthotrope affaibli par un systeme de fissures paralléles non in-
téragissantes et arbitrairement orientées.

Une attention particuliere est portée a l'analyse de 'impact des fissures fermées sur 1’élasticité
macroscopique, ainsi qu’au critére décrivant la transition ouverture/fermeture des fissures. Sur la
base des résultats obtenus, la modélisation bidimensionnelle proprement dite de 'endommagement
est ensuite réalisée en adoptant un critere d’endommagement basé sur le taux de restitution de
I’énergie et la regle de normalité.

Le chapitre s’acheve sur une comparaison modele-expérience qui s’avere satisfaisante. Ce chapitre
est complété par deux autres annexes, I’'un portant sur la formulation en déformation du modele
micromécanique bidimensionnelle, autre sur le développement d’'une formulation macroscopique
inspirée des analyses micromécaniques et utilisant une variable d’endommagement sous la forme

d’un tenseur d’ordre 2.

Dans le but d’étendre la portée des analyses présentées au chapitre II, on propose au chapitre
III une approche alternative de I’homogénéisation des milieux orthotropes fissurés. Dans cette ap-
proche, basée sur la résolution des probléemes d’inclusions d’Eshelby, la fissure est modélisée par
un cylindre infini de faible rapport d’aspect. La détermination du tenseur d’Eshelby S sera réalisée
en adoptant une approche de calcul ne nécessitant pas la connaissance de la fonction de Green.
Les résultats obtenus sont connus seulement dans le cas d’une fissure dont la normale coincide
avec I'un des axes d’orthotropie; ils sont entierement nouveaux dans le cas général d’un systeme
de fissures paralleles arbitrairement orientées. Ces résultats, dont on soulignera les avantages par
rapport a ceux du chapitre II et dont certains détails se trouvent dans I’Annexe E, seront validés

par rapport a ceux existantes dans la littérature.

211 est utile de préciser que ces modele n’est pas forcément représentatif de la littérature spécialisée.
3Cette résolution s’appuie sur une analyse par potentiels complexes qui remonte & Savin [81]. Un résumé réalisé

sur la base des travaux de Mauge et Kachanov [67] est fourni en Annexe B du mémoire.
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Introduction générale

La modélisation tridimensionnelle de ’endommagement par microfissuration des matériaux ani-
sotropes fait I'objet du dernier chapitre. On y rappelle d’abord les seuls résultats analytiques 3D
connus en micromécanique des milieux anisotropes fissurés*. Compte tenu de la faible généralité
de ces résultats analytiques, on opte pour une démarche macroscopique dont l'originalité est de
combiner les outils de la théorie de représentation des fonctions tensorielles et les résultats ana-
lytiques connus de la micromécanique. Cette approche, qui se révele particulierement féconde,
permet d’aboutir a un modeéle d’endommagement dont la mise en oeuvre est relativement simple
en adoptant une procédure d’intégration numérique sur la sphere unité. Afin de fournir également
une base d’analyse de la structure mathématique des modeles macroscopiques utilisant un tenseur
d’ordre 2 comme variable d’endommagement®, on propose une seconde version du modele 3D basée
sur I'approximation de la distribution de la densité des fissures a ’aide d’un tenseur du second
ordre.

L’ensemble des modélisations proposées dans ce chapitre sont validées de facon détaillée sur deux
matériaux composites (C-SiC 2D et SiC-SiC 2D) pour lesquels on dispose de données expérimen-
tales incluant la perte de symétrie matérielle et 1’évolution de toutes les composantes du tenseur
de souplesse avec I’endommagement.

En guise de conclusion, une synthese générale des résultats est présentée a la fin du mémoire, ainsi

que quelques pistes de développements futurs.

4Sans oublier les possibilités d’une évaluation numérique des composantes du tenseur d’Eshelby.
5(C’est notamment le cas pour ce qui concerne le réle des interactions entre I’anisotropie de structure et ’anisotropie

induite par le chargement.
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Chapitre 1

Endommagement des matériaux
composites a matrice fragile :

mécanismes physiques et modélisation

Ce premier chapitre du mémoire de theése est dédié d’une part a I’analyse bibliographique des
principaux mécanismes d’endommagement par microfissuration des matériaux composites a ma-
trice fragile (en particulier les composites a matrice céramique renforcée par des fibres), et d’autre
part a la présentation de quelques modeles de comportement macroscopique visant a prendre en

compte le couplage entre 'endommagement et ’anisotropie initiale.

I.1 Microfissuration et comportement mécanique des composites

a matrice fragile

Cette section débute par la présentation d’éléments concernant la microstructure des com-
posites & matrice céramique. On présente ensuite les traits essentiels du comportement de cette
classe de matériaux sous chargement mécanique. On s’intéresse en particulier aux sollicitations
monotones et/ou cycliques dans les directions des axes de symétrie du matériau; 'importance
des sollicitations hors-axes est également analysée. En s’appuyant sur les données expérimentales
produites par I’équipe de S. Baste (Université de Bordeaux; cf. [3, 7, 68]) & I'aide de méthodes
de propagation d’ondes ultrasonores, on analyse le caractere évolutif de I'anisotropie au cours du

processus d’endommagement et les contributions des différents mécanismes d’endommagement.
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Chapitre I. Endommagement des matériaux composites a matrice fragile : mécanismes physiques et modélisation

I.1.1 Aspects microstructuraux des composites a matrice fragile

Les principaux constituants d’un composite sont la matrice, les fibres et I'interphase. Regardés
séparément, les renforts ou la matrice seule sont classiquement considérés élastiques fragiles, ceci
en raison de leur rigidité et de leur limite de rupture tres faible (Gasser [32], Morvan [68]).

De maniere générale, sous chargement mécanique la matrice s’endommage la premiere, la pré-
sence des fibres étant le facteur qui empéche la rupture brutale. L’introduction des renforts dans
I’assemblage permet donc une amélioration significative des caractéristiques mécaniques globales
du composite. Leur architecture (géométrie, orientation dans le composite), leur caractéristiques
élastiques ou méme certaines de leurs propriétés chimiques induisent une anisotropie (que nous
qualifierons d’”initiale” ou primaire) dans la réponse globale du composite. La microstructure (et,
en définitive, la réponse macroscopique de ces matériaux) étant controlable grace aux parametres
de conception et aux procédés de fabrication, on trouve en pratique une grande variété des struc-
tures composites fibreuses (aléatoire, unidirectionnelle, bidirectionnelle, tissée, tridimensionnelle,

multidirectionnelle, intermédiaire : renforts tissés aiguilletés avec des fibres, renforts bobinés).

En raison des incompatibilités de déformation entre la matrice et les fibres, dans une configuration
"composite & fibres”® l'interphase peut jouer un réle important”, notamment dans le controle de
la résistance a la rupture, en déviant ou en arrétant les microfissures (le chargement mécanique
est transféré vers les parties saines du matériau, la rupture étant ainsi retardée). Pour obtenir un
comportement macroscopique moins fragile, il est donc impératif d’assurer le transfert de charge
entre les fibres et la matrice par une amélioration des propriétés de l'interphase ainsi que de la

liaison chimique fibre-matrice (ou fibre-interphase-matrice).

Enfin, s’agissant des CMC, leur caractere anisotrope initial est influencé par la présence d’une
porosité qui joue un role important en tant que potentiels sites d’amorgage des fissures. On peut
dans certains cas presque parler d’un état endommagé des la fabrication du matériau composite.
Cependant, on préférera souvent qualifier ’état initial comme étant "non-endommagé”, simple-
ment par rapport au fait qu’il n y a pas de contraintes externes; ceci n’exclut pas l'existence

d’hétérogénéités.

SLes fibres ayant des dimensions trés faibles (de ordre de 8-22 ym pour le diameétre), en pratique les constructeurs

fabriquent des assemblages des fibres (torons), utilisés pour tisser les renforts fibreuses.
A titre illustratif on cite les travaux de Lamon [54], Carrére [13], ou encore Majumdar [65] (qui a étudié les

composites & matrice métallique).
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I[.1.2 Meécanismes physiques d’endommagement

Malgré la fragilité des constituants des composites, leur comportement a 1’échelle macrosco-
pique présente une certaine ductilité®. On attribue généralement le comportement non linéaire des
composites & matrice fragile a la microfissuration et a son évolution sous charge. La compréhension
et I’étude des mécanismes de dégradation qui ont lieu a 1’échelle microscopique, nécessaires a la
modélisation, font I'objet de cette sous section.

De nombreuses études expérimentales (Aubard [4], Guillaumat [37], Talreja [85]) présentent les
étapes suivantes, entre I’amorcage des microfissures et la rupture finale, comme les plus mar-
quantes :

— la fissuration matricielle,

— la décohésion fibre-matrice,

— le glissement interfacial,

— les décohésions aux interfaces induites par la fissuration de la matrice intra-toron.

La succession de ces différents mécanismes d’endommagement pour un composite unidirectionnel
est illustrée sur la Figure I.1. Avant de poursuivre ’analyse, on notera que ces différents mécanismes

d’endommagement peuvent également étre couplés.

L}

(a) (b)

©

FIGURE I.1: Evolution de la fissuration durant un essai de traction d’un

composite céramique (Morvan [68])

8Cette propriété peut étre par exemple modifiée par la maniére dont 'interphase influence les phénomeénes de

microfissuration.
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Chapitre I. Endommagement des matériaux composites a matrice fragile : mécanismes physiques et modélisation

1.1.2.1 La microfissuration matricielle

C’est le principal mécanisme de dégradation des composites étudiés. La matrice étant le consti-
tuant qui s’endommage le premier, sa déformation-seuil d’endommagement est plus faible par
rapport a celle des fibres. Sous chargement mécanique, on constate d’abord la création d’un ré-
seau diffus de microfissures qui se développe ensuite progressivement (& mesure que le chargement
augmente). Comme précédemment souligné, l'intensité de la microfissuration est directement in-
fluencée par les propriétés de l'interphase, de différentes manieres (Guillaumat [37]) :

— linterphase permet une déviation de la fissure le long de la fibre de fagon a protéger celle-ci

d’une rupture immédiate

— elle favorise le transfert de charge fibre-matrice au dela de la zone décollée.

Une interphase de rigidité trop faible permet la décohésion fibre-matrice; si la rigidité est trop
forte le comportement du matériau se traduit par une rupture brutale, tandis qu’'une rigidité
intermédiaire permet de prévenir la rupture catastrophique en favorisant un comportement non-
linéaire, plus ductile (d’apres Morvan [68] dans ce dernier cas les décohésions entre la matrice et

les fibres sont limitées).

1.1.2.2 La décohésion fibre-matrice

Suite a la fissuration matricielle, les microfissures arrivent au niveau de l'interphase, ou elles
sont arrétées ou réorientées. On constate donc une perte d’énergie, liée a la nécessité de création
de nouvelles microfissures dans 'interphase. Parallelement, des fissures longitudinales apparaissent
le long des axes du renfort (ici intervient le phénomene de décohésion fibre-matrice). L’intensité
de la liaison matrice-fibre, en relation intime avec les propriétés de l'interphase, est le parametre
qui influence la longueur de décohésion. Selon le chargement appliqué, il est également possible
d’observer le phénomeéne de délaminage local.

En résumé, on soulignera que la fissuration matricielle consiste en la création d’un ou plusieurs
réseaux de défauts : des microfissures transversales perpendiculaires par rapport a I’axe de charge-
ment, des microfissures longitudinales dues a la décohésion et des microfissures interstrates, entre

les différentes couches du tissus (seulement dans les composites stratifiés).

1.1.2.3 Le glissement interfacial

Les zones de contact créées suite a la décohésion fibre-matrice peuvent supporter une dissipation
supplémentaire de 1’énergie dont l’origine est le phénomene de glissement relatif entre la matrice
et les fibres. Le parametre qui pilote ce mécanisme est ’état de la surface de la décohésion (sa

rugosité). A ceci s’ajoutent les contraintes s’exercant sur l'interphase (contraintes résiduelles),
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1.1. Microfissuration et comportement mécanique des composites & matrice fragile

qui elles mémes sont 'origine d’une contrainte seuil de glissement. Le glissement fibre-matrice
provoque donc des fissures transverses, dont l'ouverture a un réle important pour déterminer
la déformation macroscopique du composite. Ce phénomeéne met en lumieére a nouveau la forte

influence de l'interphase sur 'anélasticité du matériau.

Remarque 1.1 Lorsqu’un composite est soumis a des cycles successifs de charge-décharge, le re-
lachement de la sollicitation permet un recouvrement quasi-total du glissement et une refermeture
partielle des défauts créés durant la charge. En fait, la réversibilité du glissement fibre-matrice in-
duit un mécanisme de refermeture des microfissures (le matériau semble recouvrir une partie ou la
totalité de son élasticité). Par voie de conséquence, la déformation anélastique varie sous charges
cycliques, le glissement réversible étant le facteur qui intervient dans la fissuration transverse. Ces
mécanismes de dissipation aux interfaces sont mis en évidence par l’existence des boucles d’hys-
térésis sur les courbes contraintes-déformations (les divers changements de pente caractérisent les
seuils de contraintes qui influencent 'ouverture, respectivement la refermeture des microfissures

transverses).

1.1.2.4 Le processus de rupture

La non-linéarité du comportement des composites a matrice céramique résulte de la combi-
naison des mécanismes de microfissuration de leurs constituants et des mécanismes de dissipation
dans l'interphase. Une fois que le seuil de déformation de la matrice est atteint, les premiers mi-

crodéfauts se forment au niveau de la matrice inter torons (Fig. 1.2); elles se propagent ensuite

FIGURE I.2: Micrographie de la fissuration inter toron dans un SiC-SiC 2D
(Guillaumat [37]).

perpendiculairement a la direction de chargement jusqu’au moment ou elles atteignent les zones de
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renfort. Selon les propriétés de l'interphase la rupture instantanée peut apparaitre, ou au contraire
laisser place au processus de déviation ou d’arrét des microfissures. En second lieu, la fissuration
inter-torons se poursuit jusqu’a saturation, phénomeéne au cours duquel les longueurs de décohé-
sion interfaciales se recouvrent (le chargement est alors transmis a l'intérieur des torons). A ce

stade se produit la fissuration intra-toron (Fig. I1.3) dont 'orientation dépend de la direction de

%1 it 551 "
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FI1GURE 1.3: Micrographie de la fissuration intra toron dans un SiC-SiC 2D
(Guillaumat [37]).

chargement. Cette fissuration intra-toron se produit toujours perpendiculairement par rapport a
I’axe de sollicitation. La fissuration intra-toron est suivie par la rupture des fibres dans la phase

terminale du processus d’endommagement.

I.1.3 Comportement sous sollicitations mécaniques

Du point de vue des propriétés mécaniques, les composites a fibres sont des matériaux hétéro-
genes. A ’échelle macroscopique ils sont supposés homogenes anisotropes, les propriétés globales
étant déterminées par celles des constituants. Leur comportement sous sollicitations mécaniques
est généralement approché par des modeles élastiques anisotropes visant, malgré leur simplicité,
a caractériser la dissymétrie de comportement en traction-compression. Pour ce type d’approche
simplifiée, les seules propriétés mécaniques requises sont :

— les propriétés élastiques dans les directions des axes de symétrie du matériau (module d”Young

E?, coefficient du Poisson v* et module de cisaillement G*),

— les constantes qui caractérisent la résistance du composite dans les axes de symétrie (résis-

tance aux sollicitations de traction-compression axiale-transversale, et résistance au cisaille-

ment).
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En fait, les essais conventionnels (traction simple, compression simple, ou traction-compression
combinée) montrent deux phases principales sur les courbes contraintes-déformations : une premieére
phase de comportement élastique linéaire anisotrope, suivie d’une phase non-linéaire dont ’origine

se trouve pour ’essentiel dans les phénomenes d’endommagement.

1.1.3.1 Essais de traction-compression

Ces essais (voir Gasser [32]) ont été effectués sur des éprouvettes de SiC-SiC sous forme de
plaques ayant des épaisseurs supérieures ou égales & 2 mm, avec réduction de section au centre
(procédure qui permet de localiser la rupture dans cette portion de la piece). Les déformations ont
été mesurées en utilisant des jauges sous forme de rosettes, suivant trois directions (longitudinale,

transversale et & 45°) par rapport au renfort fibreux. Sur la Figure 1.4 est présenté I'essai a 0° (dans

1004 o (MPa)
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FIGURE L.4: Essai de traction & 0° sur un composite SiC-SiC (Gasser et all. [33])

la direction des fibres) : on observe en effet dans un premier temps que le comportement du com-
posite est élastique, suivi d’une phase non-linéaire. L’endommagement est mis en évidence par des
cycles de charge-décharge réalisés dans la phase non-linéaire. Ces cycles montrent peu d’hystérésis
et faibles déformations résiduelles. En compression (Fig.1.5) le comportement est élastique-linéaire
fragile, de méme module que celui en traction. On notera le fait qu’une sollicitation de traction
préalable n’affecte pas de maniere significative le comportement en compression.

Quant au comportement dans la direction longitudinale, il est supposé étre similaire au comporte-
ment dans la direction des fibres. En fait ’endommagement préalable dans la direction transversale
(a 0°) a peu d’influence sur les résultats du test dans la direction longitudinale, car la grande ma-
jorité des microfissures se développent perpendiculairement a la direction de chargement. Seuls des
essais sur composites SMC (avec des fibres en verre et matrice en polyester) confirment pour le

moment ces prédictions (Siqueira [83]).
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2.4 g (MPa)

FIGURE L.5: Résultats de tests en traction-compression a 0° d’un SiC-SiC

(d’aprés Gasser et all. [33])

1.1.3.2 Essais de traction-compression hors-axes

Les essais hors-axes sont utiles pour I'obtention des informations sur les différents mécanismes
d’endommagement, sur leur évolution et sur les modes de couplage entre I’anisotropie primaire et

I’anisotropie induite par ’endommagement. Par rapport aux essais & 0° on constate une valeur de

FIGURE L.6: Résultats de test de traction-compression a 45° sur un matériau

composite SiC-SiC (Gasser [32])

la déformation & la rupture plus élevée et des boucles d’hystérésis plus ouvertes (voir Fig. 1.6).
La déformation transversale devient non-linéaire mais les ordres de grandeur restent toutefois tres

faibles.
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Les essais de traction-compression simples faits par Aubard [4, 5] (voir la Figure 1.7) confirment
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FIGURE I.7: Résultats d’essais de traction simple et compression simple sur

SiC-SiC 2D (Aubard [4])

les observations de Gasser [32, 33] concernant 1’évolution de I’endommagement : en compres-
sion le comportement est élastique-linéaire tandis que sous chargement de traction il est de type
élastique-endommageable. Cette caractéristique comportementale traduit le caracteére unilatéral de
la réponse, di a la transition ouverture/fermeture de certaines fissures lors du passage traction-
compression. De plus, on observe une modification de 'intensité de la dégradation avec la direction

de sollicitations, Ceci étant une conséquence manifeste de I’anisotropie initiale du composite.

1.1.4 Evaluation de 'endommagement a 1’aide de mesures ultrasonores

Les moyens de mesures classiques (extensometres, jauges, etc.) restent limités pour une éva-
luation de la dégradation dans le contexte d’une anisotropie résultant de la structure initiale des
composites et de 'endommagement induit. Une solution convenable consiste en la mise en oeuvre
des méthodes acoustiques, basées sur la propagation d’ondes ultrasonores. L’avantage de ces tech-
niques est de permettre une évaluation directe de ’endommagement sur I’ensemble des composantes
du tenseur d’élasticité, fait qui permet d’étudier également les symétries du matériau. On présente
dans cette sous section quelques aspects concernant I’évolution des propriétés élastiques aniso-
tropes avec le chargement. On s’appuie notamment sur les travaux de Morvan [68] et d’Aristegui

[3] de I'Université de Bordeaux (équipe de S. Baste).
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1.1.4.1 Evolution de ’endommagement sous sollicitations

Pour un matériau composite 2D SiC-SiC soumis & une sollicitation de traction dans la direction

3 (voir Fig. 1.8), qui a été étudié par Morvan [68], I’évolution des composantes du tenseur d’élasticité

H

c

FIGURE L.8: L’éprouvette de SiC-SiC 2D .

est indiquée sur la Figure 1.9. Les interprétations suivantes sont proposées pour les différentes phases

successives du comportement :

— une phase élastique linéaire (jusqu’au seuil d’endommagement, autour de 80MPa) durant
laquelle se développe la microfissuration matricielle ;

— la décohésion matrice-fibre, dont I'intensité est captée par la composante Cso, suivie par

— le glissement inter-facial et le début de la microfissuration transverse inter-toron, qui provoque
une perte de rigidité dans la direction de chargement (chute de la constante Cs3) ;

— au niveau de 120 MPa de l'effort, est observé le début de la fissuration intra-toron ;

— la phase de rupture, illustrée par la chute de toutes les constantes. Les modules de cisaillement
Cy4 et Css subissent eux aussi une chute importante ; on observe que les seules composantes
qui ne sont pas affectées par la microfissuration sont celles qui caractérisent le plan d’élasticité

normal & celui du tissu, le plan (1,2).

En couplant les méthodes de mesures ultrasonores avec les méthodes de mesures classiques par
extensometres pour des sollicitations cycliques de charge-décharge sur un matériau composite C-SiC
2D Morvan a également observé que lors d’un cycle il n’y a pas d’endommagement supplémentaire,
le mécanisme d’ouverture-fermeture des fissures transversales a la direction de chargement étant

le seul qui influence le processus d’endommagement.
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FIGURE 1.9: Evolution des composantes du tenseur d’élasticité du SiC-SiC 2D en

fonction de la contrainte de traction (Morvan [68]).

1.1.4.2 Variation des composantes du tenseur d’élasticité lors des essais hors-axes

Avec un interférometre ultrasonore & immersion (qui permet de mesurer les vitesses de propa-
gation d’ondes dans une direction quelconque de ’échantillon) Aristegui [3] a mesuré ’évolution
de la microfissuration et son effet sur le comportement macroscopique d’'un composite C-SiC 2D
soumis a un effort de traction uni-axiale suivant plusieurs directions (0°,30° et 45°) par rapport
aux directions de renforcement. L’essai de traction selon une des directions du renforcement montre
que la fissuration se propage d’abord perpendiculairement & cette direction, puis est déviée par
I'interface fibre-matrice. Dans ce cas, ’axe de symétrie du matériau et celui de 'endommagement
se superposent.

La traction suivant une direction hors axes (avec un angle de 30° par rapport aux renforts fibreux)
a permis d’observer que les modes de fissuration se développent en suivant des orientations diffé-

rents de celles des fibres. La symétrie matérielle qui en résulte est beaucoup plus forte que celle
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du matériau non fissuré. A titre d’illustration dans la Figure 1.10 sont données les évolutions des

composantes du tenseur d’élasticité pour un composite C-SiC 2D sollicité hors axes. A nouveau,
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FIGURE I.10: Evolution des composantes du tenseur d’élasticité du C-SiC 2D en
fonction de la contrainte de traction sous sollicitation de traction hors-axes avec

un angle de 30° par rapport au tissu fibreux (Aristégui [3]).

on soulignera l'effet de 'endommagement sur les symétries matérielles. Ceci est clairement illus-
g

tré par la non-nullité des composantes C14, Coq,C34 et Csg du tenseur d’élasticité. La perte de
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rigidité dans la direction de traction (montrée par la chute de la composante Cs3 du tenseur des
raideurs) est importante et se produit des le début du chargement. Les variations des constantes

C11,Ca9, Css5, Cge et C1o mettent en évidence la création de nouveaux systémes de microfissures.

Remarque 1.2 Le suivi de ’évolution des composantes du tenseur d’élasticité a 'aide des tech-
niques de mesures ultrasonores rend également possible la caractérisation de la modification des
symétries du matériau. Les questions liées a ce sujet sont traitées dans de nombreuz travaux, parms

lesquels on citera notamment la thése de M. Francois [31].

1.2 Modeles de comportement élastique endommageable de com-

posites anisotropes

La mécanique de ’endommagement a connu depuis quelques décennies des progres remar-
quables, en particulier dans la modélisation du comportement des matériaux fragiles initialement
isotropes. La prise en compte de I'anisotropie induite, ainsi que des effets unilatéraux liés a ’ouver-
ture/fermeture des microfissures a fait 'objet de nombreux travaux tant en micromécanique que
dans les approches purement macroscopiques (cf. Krajcinovic [48] et les nombreuses références qui
y sont indiquées).

Les recherches sur la modélisation de ’endommagement dans les matériaux initialement aniso-
tropes (composites a matrice fragile, roches sédimentaires etc..) sont également assez développés
(voir les travaux de Ladeveze [50, 51], Talreja [86], He et Curnier [40], Biegler et Mehrabadi [8],
Lam et Zhang [53], Fitoussi et all. [30], Hochard et all. [42], Halm et all. [39], Chaboche et Maire
[17]). La principale difficulté réside dans la modélisation des effets d’interaction et de couplage entre
I’anisotropie primaire et I’anisotropie induite par 'endommagement. C’est & travers la résolution
de cette difficulté que I'on peut espérer rendre compte par exemple de la réponse sous sollicitations
hors axes des composites étudiés.

Dans le contexte des matériaux anisotropes, les modeles d’endommagement existants sont construits
dans un cadre macroscopique’. Ils s’appuient essentiellement sur le choix de variables internes
caractérisant I’endommagement, et utilisent le formalisme classique de la thermodynamique des
processus irréversibles. Méme si les modeles existants ne considérent qu’une variable tensorielle
d’ordre 2, le choix de la variable reste encore un theme de débats (Krajcinovic [49]). Apres un
bref rappel sur les théoremes de représentations des fonctions tensorielles, on présente dans cette
section un modele d’endommagement anisotrope qui illustre bien les préoccupations de recherche

dans ce domaine et qui seront les notres dans les chapitres suivants.

9Les quelques résultats issus des approches micromécaniques feront I’objet d’un résumé dans la section 1.3
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1.2.1 Concepts de base de la Théorie de représentation des fonctions tenso-

rielles

La formulation rigoureuse des modeles d’endommagement macroscopique s’appuie classique-
ment sur une combinaison des outils issus de la théorie de représentations des fonctions tensorielles
(cf. Boehler [10], voir également Zheng [99]) et ceux de la thermodynamique des processus irré-
versibles. La méthodologie usuelle consiste a se donner un jeu de variables d’état, puis a postuler
'existence d’un potentiel thermodynamique (fonction de ces variables) dont dérivent les lois d’état.
La formulation du modele est complétée par les lois d’évolutions des variables d’endommagement.
Le potentiel thermodynamique est une fonction scalaire des variables d’état ; son expression doit
prendre en compte les symétries du matériau.

Prenons par exemple le cas d’un matériau orthotrope. Le groupe de symétrie G du matériau étant
le groupe des rotations autour de chacun des axes d’orthotropie (disons, pour simplifier, porté par

le vecteur unitaire ¢;), on a :

G={Qec0B)|Q.¢=¢ ou Q.¢=—¢} (L.1)

Il s’agit de trouver une fonction &, telle que :

£Q.2.Q".Q.A;,.Q".Q D.Q") =¢(X,A;,D),  VQeO@). (I.2)

S’appuyant sur les théorémes de représentation, (cf. Boehler [9], [10], Wang [91], Liu [61], etc.),
toute fonction anisotrope (scalaire, vectorielle, tensorielle) peut étre représentée comme une fonc-
tion polynomiale isotrope de ses arguments et de tenseurs dits de structure A; = ¢, ®e;,t =1,2,3
(sans sommation sur i) correspondants a la symétrie matérielle considérée. Par exemple, dans
le cadre d’une formulation en contrainte du modele d’endommagement, basée sur une variable
d’endommagement D (tenseur d’ordre 2), 'enthalpie libre ¥ du matériau élastique anisotrope
s’endommageant, s’exprime comme une fonction isotrope de la contrainte macroscopique 3, de
I’endommagement D et des 3 tenseurs de structure A; = e; ® ¢;. Cette expression est une combi-

naison linéaire des invariants de la base d’intégrité associée a (X, A;, D) pour le groupe orthogonal

complet :
tr(32), tr(32?), tr(X3), tr(TA;), tr(22A;),
tr(D), tr(D?), (D?), tr(DA;), tr(D?A;),
(1.3)
tr(ED), tr(E2D), tr(ED?), tr(2?D?),
tr(A;DX), tr(A;DX?), tr(A;D?X).
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Nous reviendrons sur ce point dans les sous sections 1.2.2 et A.

Etant donné qu’en ’absence de contrainte la déformation du matériau est nulle, et que pour un
état d’endommagement D fixé le comportement est élastique linéaire, 'enthalpie est une forme
quadratique en 3. De plus, en adoptant ’hypothese de non-interaction entre les microfissures, on

aboutit a une expression de ¥ linéaire en D.

I.2.2 Modele d’endommagement anisotrope de Halm et al. [39]

Dans le but de simplifier la formulation générale du modele d’endommagement dans les milieux
orthotropes, Halm et al. [39] proposent de construire 1’énergie libre du matériau par extension
de leurs travaux antérieurs dédiés a I’endommagement des matériaux isotropes (Dragon et all.
[24, 38, 25]).

La variable d’endommagement étant un tenseur du second ordre D, la modélisation proposée sup-
pose que tout systeme de microfissures décomposé en i = 1, n systémes paralléles pourra se réduire
a trois familles orthogonales caractérisées par les densités D; (qui sont les valeurs propres du ten-
seur D) et les vecteurs propres orthogonaux 2 a 2.

La démarche d’extension proposée par les auteurs consiste a substituer au tenseur identité d’ordre
2 apparaissant dans le tenseur d’élasticité du milieu isotrope, subissant un endommagement ani-
sotrope, les trois tenseurs de structure. L’expression de I’énergie libre résultant de cette démarche

se réduit alors sous la forme :
3
V(E,D,A) =) [a;tr(E) tr(A;.E) + b; tr*(A,.E) + ¢; tr(A; E.E)| +

i1 (L4)
>

=1

Dans (I.4), la premiére somme correspond a l’énergie libre du matériau orthotrope non endom-
magé ; les coefficients a;, b;, ¢; sont associés aux 9 coefficients définissant le tenseur d’élasticité du
milieu orthotrope. La seconde somme représente la contribution de 'endommagement a I’énergie
libre. La présence des tenseurs de structure dans cette seconde somme traduit une certaine inter-
action entre I’anisotropie primaire et I’anisotropie induite par 'endommagement. Les coeflicients
a;, 3; (au nombre de 6) sont associés aux effets induits par ’endommagement sur les modules
élastiques (en particulier, les 3; n’affectent que les modules de cisaillement G2, G13 et Ga3). Leur
identification est possible & partir des essais expérimentaux.

Pour la formulation compléete du modele, Halm et al. [39] (voir également [26]) reconduisent la
forme du critere déja proposé pour les milieux initialement isotropes [24] (ce qui exclut les possi-
bilités de variation directionnelle du seuil d’endommagement du matériau). Il serait intéressant de

faire une représentation des surfaces seuil pour vérifier si elles sont en accord avec les constatations
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expérimentales que l'on peut faire sur la classe de matériaux étudiée.

Un des avantages de ce modele reste le nombre relativement limité de parametres requis pour son
identification. D’ailleurs, une premiere validation par confrontation avec des données expérimen-
tales sur un composite a matrice fragile est fournie dans [39]. Malgré ces premieres prédictions
intéressantes, on soulignera que les interactions entre anisotropies dont ce modele est susceptible

de rendre compte sont relativement faibles.

1.2.3 Commentaires

Le modele d’endommagement qui vient d’étre présenté a la mérite de s’inscrire dans le cadre
adapté (pour I’étude des milieux anisotropes) que constitue la la théorie de représentation des fonc-
tions tensorielles. Dans un souci de simplicité, sa formulation procéde par extension d’un modele
d’endommagement anisotrope dédié aux matériaux initialement isotropes. Malgré la facilité d’iden-
tification de ce modele!®, on peut observer que, par un tel procédé, le couplage/interaction entre
I’anisotropie primaire et ’anisotropie de I’endommagement ainsi obtenu reste un peu sommaire.
Cette constatation a motivé une proposition récente (Cazacu et all. [15]) dont 'un des objectifs

L sont ré-

est d’évaluer I'impact des termes de couplage. Les grandes lignes de cette proposition’
sumées dans ’Annexe A. On notera simplement ici 'importance des effets d’interaction entre les
anisotropies sur la perte de symétrie matérielle des matériaux lors de la réponse sous sollicitations

hors axes.

1.3 Approches micromécaniques de ’endommagement par micro-

fissuration des milieux anisotropes

On se propose dans cette section de présenter une tres breve synthese des quelques modé-
lisations micromecaniques d’endommagement proposées dans la littérature pour les composites
anisotropes. Seules les grandes lignes de la démarche sont décrites ici. On trouvera des détails des
modeles synthétisés dans Bouazzaoui et all. [11] (voir également [3], [68])12.

Le point de départ est I’étude de Laws [55] portant sur I’élasticité macroscopique d’une matrice
solide orthotrope (de tenseur de souplesse S°) affaiblie par un systéme de fissures paralleles. Les

fissures sont modélisées par des cylindres infinis de section elliptique (avec un faible rapport d’as-

10Voir les applications proposées par les auteurs.
1Bjen que la modélisation proposée par ces auteurs ait été explicitée dans le cas de Porthotropie de révolution,

son écriture pour les matériaux initialement orthotropes ne présente pas de difficulté supplémentaire.
2Dans les chapitres qui suivent nous aurons I’occasion de revenir plus en détail sur les approches micromécaniques,

en liaison avec nos travaux.
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pect)!3. En considérant que ’endommagement du matériau est engendré par la croissance d’un
systemes de fissures dites transverses non interagissantes, de densité [, il découle de [55] que le

tenseur de souplesse homogénéisé du matériau est donné par :
shom — §* + 737 Ry, (1.5)

dans laquelle Ry est, suivant la terminologie de Laws'?, le tenseur d’interaction associé au systeme
de fissures considéré. Les composantes non-nulles (au nombre de 3) de ce tenseur d’ordre 4 ne
dépendent que des caractéristiques de la matrice solide et sont données dans [55].

La généralisation proposée par Bouazzaoui et all. [11] s’appuie sur I'observation que l’endomma-
gement du matériau est engendré par la croissance de trois systémes de fissures mutuellement
orthogonales : fissuration transverse perpendiculaire a ’axe de chargement, fissuration longitudi-

nale de décohésion fibre/matrice, fissuration de délaminage interstrates (cf. Figure I.11). En notant

A

L =

I

i

[ L

|

~=rLr 1
/ X,
/

FIGURE I.11: Représentation des trois systémes des fissures : transverse,

longitudinale et de décohésion [11].

respectivement R7, Ry, et Ry les densités associées a ces trois systemes de fissures, le tenseur sou-

plesse du matériau endommagé s’écrit par superposition :
Shom =S° + 78Ry + 7GR, + 7GRy (1.6)

Les composantes de Ry, et de Ry, sont obtenues par permutation cyclique des indices.
L’adjonction & (1.6) des lois d’évolution des trois densités de fissures déduites des observations

expérimentales permet de compléter la modélisation de 'endommagement. Un certain nombre de

13Ces fissures sont parfois dites "bandes-plates”.
(e tenseur est souvent noté A.
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validations ont été proposées sur la base de cette modélisation, par exemple dans [68]. Par ailleurs,
ces travaux de grand intérét ont été poursuivis par 'analyse des fissures inclinées par rapport aux
axes d’orthotropie du matériau non fissuré. Dans ce cas, la mise en oeuvre du modele requiert
des calculs numériques des tenseurs d’ordre 4 impliqués (voir par exemple Barret [7] ou Baste et
Aristegui [6]). Cette difficulté se retrouve d’ailleurs dans le cas des fissures tridimensionnelles de
type "penny-shaped” (c’est & dire en forme de monnaie), méme plongées dans une matrice solide
orthotrope de révolution : dans ce cas, les seuls résultats analytiques disponibles dans la littérature

sont ceux de Laws [58].

I.4 Conclusions

Ce premier chapitre, bibliographique, a pour objectif de proposer une synthese de travaux tant
sur les mécanismes de déformations des matériaux fragiles initialement anisotropes que sur les mo-
deles de comportement existants pour décrire les comportements macroscopiques de ces matériaux.
L’analyse de ces mécanismes de déformations a pour I’essentiel porté sur les composites a matrice
fragile : le role de la microstructure dans la complexité des micromécanismes a été souligné. L’étude
a néanmoins permis d’identifier la multifissuration matricielle comme le principal mécanisme dis-
sipatif de déformations aussi bien pour des chargements dans les directions des axes que pour les
sollicitations hors axes.

Un aspect également important est la caractérisation expérimentale a l’aide des techniques de me-
sure de vitesse de propagation d’ondes ultrasonores. Ces techniques présentent I’énorme avantage
de permettre une analyse fine de la dégradation des propriétés élastiques par le biais de ’évolution
des composantes du tenseur d’élasticité.

Par lutilisation de ces techniques des expérimentateurs comme Morvan [68] et Aristequi [3] ont
montré que :

— la diminution de la rigidité du matériau et l'augmentation de la déformation anélastique sont

dues a la création et a la propagation de nouvelles fissures,

— les hystérésis dans les cycles charge-décharge ont comme cause la fissuration initiale dans le

matériau.

La derniere partie de ce chapitre a été dédiée a la présentation des approches de modélisa-
tion qui prennent en compte comme mécanisme principal de dégradation I’endommagement par
microfissuration. Le principal probleme rencontré dans ces approches est, comme pour les expé-
rimentateurs, la description de l'interaction entre ’anisotropie initiale et ’anisotropie induite par
endommagement. Parmi les approches récemment proposées dans la littérature nous avons retenu

de résumer celle de Halm et al. [39] qui est une formulation construite en s’appuyant sur les théo-
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remes de représentation des fonctions tensorielles. Nous avons également évoqué une étude récente
de Cazacu et al. [15], décrite en Annexe A et dont l'objectif est d’évaluer I'impact des termes
d’interaction entre anisotropies.

S’agissant des approches micromécaniques, bien que les modeles existants présentent un intérét
indéniable, leur généralisation pour des sollicitations quelconques ainsi que pour des réseaux de
fissures d’orientation aléatoire pose encore des problemes. Il est utile de rappeler que la principale
difficulté dans le traitement des fissures d’orientation arbitraire réside dans la détermination ana-
lytique!'® des composantes du tenseur R (pour lequel Rr Ry, et R; apparaissant dans (I.6) sont des
cas particuliers).

Les observations qui viennent d’étre faites situent le contexte des travaux réalisés dans le cadre de
cette these et en éclairent mieux les objectifs : il s’agit de proposer, sur des bases micromécaniques,
une classe de modeles d’endommagement par microfissuration dédiés aux matériaux présentant une

anisotropie initiale.

5 Notre but étant de construire des modeles analytiques d’endommagement, la problématique de la determination
numérique du tenseur R n’est pas traitée dans notre étude. Le lecteur intéressé trouvera dans [35] et dans [34] des

éléments pour ce type d’approche.
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Chapitre 11

Comportement macroscopique des
milieux orthotropes microfissurés :

approche bidimensionnelle [36]

Le comportement non-linéaire des matériaux anisotropes a matrice fragile tels que les compo-
sites ou les roches sédimentaires est gouverné par la présence et la propagation de microfissures.
Nous avons vu au premier chapitre que la modélisation du comportement de ces matériaux est
usuellement réalisée dans le cadre macroscopique de la mécanique d’endommagement. L’une des
principales difficultés rencontrée réside alors dans la prise en compte de 'interaction entre 1’ani-
sotropie initiale du matériau et l’anisotropie induite par 1’endommagement (sous sollicitations
mécaniques), ainsi que des effets unilatéraux liés a la fermeture des microfissures sous certains tra-
jets de sollicitations. Sur le plan pratique, cette difficulté se traduit par le nombre tres important
de parametres contenus dans les formulations qui en résultent, d’ou la préoccupation de simplifi-

cations illustrée a travers les deux modeles présentés au premier chapitre.

A T'opposé de la démarche purement macroscopique, I’approche micromécanique des phénomenes
d’endommagement se propose de construire des formulations micro-macro intégrant les ou plus
exactement des micromécanismes d’endommagement. Outre la base physique qu’elle procure par
ce biais au modele ainsi construit, la modélisation micromécanique présente ’énorme avantage de
rendre compte de facon explicite de l'interaction entre les anisotropies via ’étude précise de la
microfissuration qui se trouve a 'origine de '’endommagement.

Ce chapitre est consacré a la formulation et a la mise en oeuvre (a des fins de validation) d’une

modélisation plane de ’endommagement des milieux orthotropes.
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Deux raisons justifient ce choix :

— ce cadre offre la possibilité de construire des solutions analytiques complétes pour le probleme
d’homogénéisation des milieux anisotropes fissurés en mettant en oeuvre des méthodes basées
sur les potentiels complexes,

— la plupart des tests de laboratoire, par exemple les essais sur des composites, sont réalisés sur
plaques de faible épaisseur (hypothese de contraintes planes). La modélisation plane est bien
adaptée a la description de la réponse de ces composites, d’autant plus qu’elle ne s’obtient
pas comme une réduction au plan d’une modélisation tridimensionnelle!©.

Apres avoir introduit les concepts généraux de ’homogénéisation des milieux fissurés, on construit
dans le cas de la matrice solide orthotrope I’énergie macroscopique ainsi que les propriétés élas-
tiques homogénéisées en fonction des parametres caractérisant la fissuration : deux formulations,

I’'une en contrainte et 'autre en déformation, sont proposées.

S’appuyant sur les résultats obtenus et adoptant un critére d’endommagement basé sur le taux de
restitution de ’énergie, on propose enfin un modele d’endommagement . Les capacités prédictives
du modele sont évaluées en confrontant ses prédictions a des données expérimentales incluant des
essais hors axes.

Dans toute I’étude, on se place en conditions isothermes et en hypothese de petites déformations.

II.1 Concepts de base. Variables d’état macroscopiques. Energie

II1.1.1 Le Volume Elémentaire Représentatif

On se propose dans ce paragraphe de préciser les notions de base ainsi que les grandeurs
mécaniques retenues pour caractériser ’endommagement par microfissuration.
Considérons un milieu homogene orthotrope 2D (noté ) caractérisé par le tenseur de souplesse
S* (et de rigidité C* = (S*)~1). Ce milieu est affaibli par un ensemble de microfissures k orientées
de maniere aléatoire et dont la taille caractéristique est tres petite par rapport a celle du Volume
Elémentaire Représentatif (v.e.r.).
Le domaine w occupé par chaque famille de fissures est soumis aux conditions de contact unilatéral ;
les faces supérieure et inférieure de chaque microstructure sont désignées par w™ et w™, tandis que

leur orientation est définie par un vecteur unitaire n, normal a w.

Pour s’en convaincre il suffit de comparer dans le contexte d’une matrice solide isotrope, les résultats d’une

fissure de type penny-shaped et ceux d’une fissure 2D (cf., par exemple, [43]).

38

© 2005 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

I11.1. Concepts de base. Variables d'état macroscopiques. Energie

wt

En adoptant la notation [u]= u v

—u¥  pour le saut du déplacement u en un point repéré par le

vecteur position z appartenant a w, les conditions de contact unilatéral s’écrivent :
[un] > 0; opn <0; [up] - opn =0, (I1.1)

ol oy, est la contrainte normale s’appliquant sur les levres des microfissures et [u,] est la compo-
sante normale du vecteur déplacement [u].

En pratique cette configuration correspond a un composite laminé contenant des fibres.

I1.1.2 Homogénéisation des milieux fissurés

Le probleme d’homogénéisation est abordé en suivant une démarche initialement proposée par
Andrieux et al. [2] (voir, pour plus de détails, [1]) dans le contexte des milieux isotropes fissurés.
Pour cela, on considére un Volume Elémentaire Représentatif (v.e.r.) dont le contour est 92 ; pour

simplifier, ce v.e.r. contient un systéme de fissures de longueur 2/ (conf. Fig. II.1) et de normale n

3

FIGURE II.1: La cellule contenant une fissure isolée

a laquelle on associe le vecteur ¢, de sorte que (n,t) définisse un repeére orthonormé direct. Si on
désigne par Q le domaine fissuré, on obtient : Q = Q — w.
Classiquement, on adopte I'une ou l'autre des conditions aux limites suivantes :
— contrainte homogéne au bord. o et X étant respectivement le champ de contraintes
microscopique et la contrainte macroscopique, la condition de contrainte homogene au bord

se définit par :
o(x) v(z) =% v(x), Vo € 02 (IL.2)

Sous cette hypothese, on montre que la moyenne du champ contrainte microscopique dans

le v.e.r. est égale a la contrainte macroscopique 3.
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De plus, le lemme de Hill'” (cf. Zaoui [97]) permet de montrer que la déformation macrosco-
pique est la moyenne du champ de déformations microscopiques.
— déformation homogéne au bord!®. E étant la déformation macroscopique, la condition

de déformation homogene au bord se traduit par :

f(z)=E-z (Vz€09). (I1.3)

Dans I'hypothese de déformations homogénes au bord, on montre que la moyenne du champ
déformation microscopique dans le v.e.r. est égale a la déformation macroscopique E.
La considération du lemme de Hill, confirme la définition de la contrainte macroscopique

comme la moyenne du champ de contraintes microscopiques.

I1.1.3 Introduction des parametres décrivant la fissuration

La description de I’état mécanique du v.e.r. requiert la considération de variables pertinentes,
correspondant a 1’état de fissuration du milieu. En particulier, les discontinuités de déplacement
permettent d’évaluer la contribution des fissures a la déformation macroscopique du v.e.r.

Afin de bien mettre en évidence une telle contribution dans la réponse mécanique du v.e.r., on

considere la décomposition suivante du champ de déplacement (décrite sur la Figure 11.2) :

baballs o Llle
/ = o™ + %]
T T

T m d
u = u + u
P) (P1) (P2)

FIGURE II.2: Décomposition du probléme d’homogénéisation

— (i) le déplacement u™ est induit par la contrainte macroscopique ¥ qui se produirait en
I’absence du systeme de fissures,

— (ii) un déplacement u di aux discontinuités de déplacement sur w.

17Ce lemme traduit la cohérence du travail entre 1’échelle microscopique et 1’échelle macroscopique.
18T es deux conditions aux limites sont équivalentes pourvu que les conditions de séparation d’échelle soient rem-

plies.
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Le champ de déplacement v™ est homogene sur le v.e.r., donc le champ de déformation associé est

également homogene ; on en déduit la déformation macroscopique :
E" =< >q=e"(z), VzeQ. (IL.4)

Le champ de contraintes microscopique o™ étant statiquement admissible avec la contrainte ma-

croscopique X, on a :

Y=<o0">q=0"(z), Vzel (IL.5)

m

o™ et €™ sont associés par la loi de comportement de la matrice solide :

> =C:E". (IL.6)

d

Le champ de contraintes o associé au champ de déplacement u? étant auto-équilibré, sa moyenne

est nulle sur le v.e.r. : < ¢ >o= 0. S’appuyant sur la décomposition du probléme d’homogénéisa-

tion, on a la partition suivante pour la déformation macroscopique :
E=E"+E’ (I1.7)

Le deuxieme terme (Ed), qui caractérise la contribution des microfissures, s’écrit :

1

. (n @ [u]). (I1.8)

Ed

On envisage alors 'introduction de deux parametres « et 3 pour caractériser les discontinuités de

glissement et d’ouverture. Ces prametres sont définis de la manieére suivante :

a:N/w [ut](2)dS

+ (1L.9)
B=N / lwl@yds

dans laquelle N représente la densité de fissures, c’est & dire le nombre de fissures par unité de

volume. La déformation globale s’exprime alors :
E=E"+a(n®t)+Bnon). (IL.10)
On rappelle que (n é) t) désigne la partie symétrique du tenseur (n ® t).

I1.1.4 Principe de détermination de I’énergie libre macroscopique

On s’intéresse maintenant a la détermination de I’énergie macroscopique du milieu orthotrope

fissuré. Il s’agit de ’énergie de la matrice solide :

1
W:M/Qw(a), (IL.11)
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dans laquelle :

w(e) = %e :C% e (I1.12)

est la densité volumique d’énergie libre. Compte tenu de la décomposition du champ de défor-
mation microscopique £(z) = E™ + ¢%(z), on a la décomposition suivante pour 1’énergie libre

macroscopique :
W=wm"+wq (I1.13)

avec :

— (i) D’énergie libre élastique de la matrice (pour le probléeme P1) :

1
W™= JE":C B, (I1.14)
— (ii) et (si la solution du probléme de discontinuité de déplacement est connue) ’énergie libre

[[ ’Q‘ £ . e I I . l

L’équation (I1.15) indique que W est ’énergie élastique emmagasinée sous forme d’auto-contraintes
dans la déformation induite par les discontinuités de déplacement. Les déformations et les contraintes

microscopiques étant liées par la relation constitutive de la matrice solide : 0@ = C* : €4, il vient :

1 1
W= _— d:dz/ d d 11.16
2|Q| /QU € 2|Q| g {Unt[ut] +O’nn[un}}7 ( )
soit, en tenant compte des définitions (IL.9) :

1
Wi = i(agtoz + . 5). (IL.17)

On souhaite exprimer maintenant W<, et par la suite W, en fonction de « et 8. Pour cela, on
s’appuie sur des résultats analytiques donnant les expressions du saut de déplacement sur les levres
d’une fissure arbitrairement orientée dans un solide orthotrope plan infini dont le comportement est
homogene élastique. Ces résultats sont établis en utilisant le formalisme des potentiels complexes,
particulierement adapté & I’étude des problemes plans en milieux anisotropes'®. Dans le cas d’une
fissure en milieu infini, ce qui suppose de fait la non interaction entres fissures présentes dans le

v.e.r., les résultats analytiques sont dis & Mauge et Kachanov [67]. La méthode de calcul, que

9Pour un développement général et complet de la théorie des potentiels complexes en élasticité linéaire, on peut

se référer a 'ouvrage de Mushkhevishli [72].
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I'on pourra trouver également dans Hori et Nemat-Nasser [41], est synthétisée en Annexe B. Les
expressions établies se présentent sous la forme :

[un] = V12 — 22(Hyol, + Hyoly),
(IL18)

[u] = 12— x2(Hnn0zn + Hntaﬁt%

dans laquelle Hy,,, Hy, Hy et Hy, dépendent des caractéristiques élastiques de la matrice solide

orthotrope et de l'orientation de la fissure. Comme indiqué en Annexe B :

H,,, = 7C(1+D cos 20)
Hy = 7C(1—D cos 20) (11.19)
Hnt = th = 7CD sin 26.

Les coefficients C' et D s’écrivent a ’aide des constantes ingénieur :

C_\/E1+\/E2 i—i— 2 2
2V E Es G2 VEE, E (11.20)
L VE-VE

- VEI +VE;

On notera que, a la différence de la situation ou la matrice solide est isotrope (H,; = Hy, = 0, cf.

Andrieux et all. [2]), la présence des termes Hy; et Hy, dans (I1.18) indique un couplage dans les
modes de fissuration. Plus précisément, 'application d’une contrainte normale sur les levres de la
fissure induit non seulement son ouverture, mais également des discontinuités de glissement. De
méme, un cisaillement des levres de la fissure peut également se produire.

En posant = [sin@ (1 étant la demi longueur de la fissure), on obtient par intégration des sauts

de déplacement (II.18) les expressions suivantes pour « et [3 :

d
o= §(Hntagn + Hyoly)
(IL.21)

d
ﬁ = i(Hnno—gn + Hnto—gt)y

dans laquelle, on fait intervenir le parametre densité de fissures, initialement introduit par Bu-

diansky et O’Connel [12] :

d=NI2. (I1.22)
On a, par l'inversion de (I1.21) :
ot = +(Guo+ G, s,
ot = 3G+ Guaf),
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avec :
2H
Gy = ———"—,
HnnHtt - Hnt
2H
Gy = —”2, (I1.24)
HnnHtt - Hnt
2H
Go=Gn=—7g "
Hnt _HnnHtt
L’introduction de (I1.23) dans I’expression (I11.17) de W conduit & :
1
W= o [Gna® + (Gu + Gr)af + G . (IL.25)

On notera que dans (I1.25), donnant I’énergie d’auto-contraintes W9, la présence du terme (G1 +

G2)af traduit le couplage entre les modes de fissuration précédemment souligné.

En rassemblant (I1.14) et (I1.25), I’énergie libre macroscopique (II.13) s’exprime :

1

W(E™, d,a, B) = (E—Ed):(CS:(E—Ed)+2d

1
2 [Gra® + (Gt + G)aB + Gnop?], (11.26)

dans laquelle on a utilisé : E™ = E — E? issu de la décomposition (I1.7).

Remarque I1.1 I est intéressant de noter qu’outre la prise en compte des effets de couplages des
modes de fissuration, (I1.26) s’applique aussi bien auz fissures ouvertes qu’auz fissures fermées.

Dans ce dernier cas, il suffira de traduire la fermeture du systéme de fissures considéré par 3 = 0.

I1.1.5 Relation entre les variables microscopiques et les grandeurs macrosco-

piques

On souhaite maintenant exprimer 1’énergie libre du matériau a ’aide de la déformation macro-
scopique E, du parametre densité de fissures d et, si nécessaire, de « et 3. La démarche adoptée (cf.
Andrieux [2] dans le cas plan ou Pensée [75], Kondo et all. [45] dans le cas tridimensionnel) consiste
a effectuer 'analyse de la dissipation, ce qui conduit dans le contexte des évolutions réversibles a
des expressions de « et § en fonction de E et d.

On rappelle que ’on s’est placé en conditions isothermes et on considere des fissures ouvertes ou fer-
mées sans frottement. A ce stade, la propagation des fissures n’est pas considérée, leurs évolutions

sont donc réversibles. Il s’en suit que :

D=%:E—-W=0. (I1.27)
Notant que W s’écrit :
oW . W . oW . OW
W=———:Em ; d 11.28
o R TR Vi (I1.28)

44

http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

11.2. Potentiels et propriétés homogénéisées

avec :
ow d s
8]37"‘7(E_E>'(C =3,
667WO£ = FaOé - |:2 (ﬂ é t) - 2Gﬂ@ i (26;1 i Gt2)5:| d?
8{;‘/ @ ) 2G.af (I1.29)
. . n + t2 a+ n2 -
Ay Jy A S -l
ow . : 1 ;
%d = Fdd = ﬁ [thaz + (Gnl + GtQ)Oéﬁ + Gn2ﬁ2] d.
1l vient :
D=-%:E"— F% — F3 =0, (IL.30)

Cette équation devant étre vérifiée quels que soient & et 3, on en déduit le systéme de deux
équations suivant :
S

1
dX:(n®t)=Gna+ s (Gp + Gp)B,
2 (I1.31)

1
d¥:(n®n)= i(G”I + Gra)a + Graf,
ce qui, par inversion, conduit a ’expression des discontinuités de déplacement sur les levres de la
fissure en fonction des composantes du champ macroscopique de contraintes :
S

o= 5 [HD: 0 d 1)+ HuD: won)] ()
(11.32)

d s
=3 |:Hnt2 t(n®t) + HppX (@®ﬂ)] (b)
La relation (I1.32) sert a obtenir la détermination macroscopique du critére décrivant la transition
entre I’état d’ouverture et I’état de fermeture du systeme de fissures. En effet, cette transition a

lieu pour 8 = 0, ce qui aboutit au critere dit de fermeture :

HyX:(n®t) + HypS : (n®n) =0. (I1.33)
On notera que, dans le contexte d’une matrice solide orthotrope, en accord avec le couplage des
modes, le processus de fermeture des fissures est affecté non seulement par la contrainte normale
mais aussi par la contrainte de cisaillement sur les levres de la fissure. Enfin, la prise en compte de

(I1.33) dans l'expression (II.32 (a)) de a conduit, pour les fissures fermées, a :

a=°%:(ndt) (Htt - H"’f2> . (I1.34)

I1.2 Potentiels et propriétés homogénéisées

Prenant appui sur (I1.32) et (I1.26), il est maintenant possible d’établir I'expression de ’éner-
gie macroscopique du milieu fissuré. On adopte une écriture en contraintes, la formulation en

déformation étant présentée en Annexe C.
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11.2.1 Enthalpie libre macroscopique. Approche en contraintes

On rappelle que 'enthalpie libre macroscopique W* est obtenue par la transformée de Legendre-
Fenchel de I’énergie libre macroscopique : W* = X : E — W. Compte tenu de l'expression :

E-E?=FE" = (C*)"!: X, et de (IL.26), on obtient :

W= ls ) S as &)+ 8D (@)
21 (11.35)

2d

La relation (I1.35) est valide aussi bien pour des fissures ouvertes que pour des fissures fermées

[Gro® + (Gn1 + Gi2)aB + Gpa 3]

(dans ce dernier cas, il suffirait de poser § = 0). Pour donner une forme plus explicite a (I1.35),
on s’appuie sur la relation (I1.32) entre «, [ et la contrainte macroscopique ¥. Pour alléger les
écritures, on introduit également les notations suivantes des tenseurs du second ordre : A = (n®n)

et Q=(n®t).

Le report de (II1.32) dans (II.35) et 'hypotheése d’une densité modérée de fissures permettant
de négliger les termes du second ordre en d, conduit au comportement macroscopique du milieu

fissuré décrit par :
* 1 hom
wW* = 52 s St X, (11.36)
ot le tenseur de souplesse homogénéisé S"™ a pour expression dans le cas des fissures ouvertes :
d
ym:$+§M%ﬂumm+HMA®Q+Q®AHJM@®QH; (IL.37)

et, dans le cas des fissures fermées :

d H2,

Shom:Ss 2\ (Hy —
T2 | g,

Qe Q)| . (11.38)

On notera que le tenseur de souplesse orthotrope de la matrice solide S® est classiquement décrit

a l'aide de la formulation invariante :
=111+ f131)+ f3(ARA)+ f1(A®1+1®A). (I1.39)

Les coefficients f; sont des combinaisons des constantes élastiques "ingénieur” du matériau :

1 1
f1i= B G
1
f2 - Giv
12 (11.40)
f - 1 2 1 21/12
T B, G E B
V12 1 1
fo=—F——=+
E, Ey G2
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On rappelle que la transition entre I’ouverture et la fermeture des fissures est donnée par le cri-
tere (I1.33). Par construction, la réponse contrainte-déformation du matériau lors de la transition
ouverture/fermeture (3 = 0) est continue. Une autre fagon de prouver cette continuité consiste a
examiner le saut du tenseur de souplesse a la transition. Dans le cas de la modélisation proposée,

ce saut s’écrit :

ouv

5] = shem - sher =

(11.41)
d
g [Hun’(A®A) + HinHy(A®Q+Q® A) + Hi’(Q® Q)]
et peut se mettre sous la forme :
[S] = s(Z,n)(P @ P), (11.42)

ou le tenseur du deuxieme ordre P = (H,,,, A+ H,,; Q) et s est fonction de X et n, par 'intermédiaire
de d et de H,,,.

En accord avec les travaux de Curnier et al. [19], la satisfaction de la condition (I1.42) assure
la continuité a travers I’hypersurface P : 3 = 0 séparant les domaines de chargement induisant
respectivement 'ouverture et la fermeture du systéme de fissures considéré, cette relation étant
une condition suffisante pour la continuité. On notera que I’équation de I'hypersurface dérivée de

P : ¥ = 0 coincide précisément avec le critere d’ouverture/fermeture déja établi (I1.33).

I1.2.2 Introduction du tenseur de texture

Les expressions (I1.37) et (I1.38) comportent encore des termes croisés A @ Q + Q ® A faisant

donc intervenir le vecteur tangent t. Dans cette écriture on notera de plus que, comme indiqué a
la sous section 11.1.4, H,,,,, Hy, H,t et Hyy, sont également fonction de 'orientation du systéeme de
fissures considéré.
On se propose a ce stade de 1’étude de rechercher une représentation des résultats de sorte a mettre
en évidence le couplage entre 'orthotropie du matériau non fissuré et I’anisotropie induite par la
fissuration d’orientation n. Pour rendre compte de 'orthotropie du matériau, on introduit le ten-
seur de structure?® défini par A = e1 ® eq, et on rappelle que e; est un des deux axes de symétrie
du matériau dans le plan. On a alors :

- (i) A:(n®n)=sin?6
 (

I3

él) = —sinf cosf

|
—~
e
—-
~—

I3

20Pour plus de détail sur le role des tenseurs de structure dans la modélisation du comportement des matériaux

anisotropes, on pourra se référer au chapitre 2 de J.P. Boehler [10].
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La considération du tenseur A permet les écritures suivantes des coefficients Hy,,,, Hyt, Hp et Hyp,

définis par (II1.19) :

Hyy = Hyp = 2k sinfcosd = —2k1A : (n @ t),
Hyy = kg — k1 cos20 = kg — k1 4 2k1A : (n® n), (11.43)
H,pn = ko + k1cos20 = ko + k1 — 2k1A : (@@Q)

Les coefficients k1 et ko sont donnés par :

by — (v E1 — VE2) ' 1 N 2 2

VE E Gi2 VEI E; B (IL.44)
oy = 7T(\/E1 + \/Eg) ' 1 " 2 B 2119

VE E Gi2 VEIEy Ep

Avant de procéder a la réécriture de I’expression du tenseur de souplesse homogénéisé, on note

également que :
s s 1 _ _
QeQ=(ménemén= (AT1+15A)-(AsA) (IL45)

Reportant alors cette identité ainsi que (I1.43) dans (I1.37) et (I1.38), il vient :
— dans le cas des fissures ouvertes :
d 1 (AQA)+ ke — k1 +2k1(A:A))(AR1+1® A)—

Shom — §% 4 1 , (IL.46)
2k1 [A @ (ALA+AA)+ (AA+AA)RA]

— dans le cas des fissures fermées :

S}}gzﬂn:SS_‘_gZ (k%_k%) [A@l—f—l@A—Q(A@A)] . (11.47)
4 k2+/{71—2]{21(A:A) - -

Ces deux expressions constituent le résultat recherché, puisqu’elles définissent, pour un systéeme
de fissures paralleles de normale n donnée, le tenseur de souplesse des propriétés élastiques homo-
généisées a 1’aide du tenseur de structure A, du tenseur d’orientation des fissures A = n ® n et
du parametre densité de fissures d. On notera aussi que les coefficients intervenant dans (I1.46) et

(I1.47) ne dépendent que des constantes élastiques de la matrice solide orthotrope.

Remarque I1.2 Les résultats qui viennent d’étre présentés indiquent clairement [’interaction
entre l’orthotropie de la matrice solide et la fissuration orientée par n. On soulignera que par cette
interaction la symétrie initiale (orthotropie) du matériau se trouve modifiée lorsque A = n®n ne

coincide pas avec A = e ® e ou avec 1 — A =1 — (e; ®e1) = ez ® ea. La symétrie résultante,
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combinaison de l’orthotropie et de l’anisotropie induite, est générale.
Enfin, on notera que les résultats présentés permettent de retrouver ceuzr déja connus dans le

contexte d’une matrice solide isotrope ' pour laquelle ki = 0 et ko = %’.

11.2.3 Généralisation pour une distribution quelconque de microfissures

On se propose ici de généraliser les résultats établis pour un systeéme de fissures paralleles a
une distribution quelconque de fissuration. L’hypothése de non interaction entre fissures, a la base
de nos résultats, simplifie cette étape. Pour un nombre M donné de familles discretes de fissures,
la généralisation est obtenue simplement en sommant les contributions élémentaires de chaque
famille.

Dans une situation plus générale, d’une distribution du parametre densité de fissures donné par
p(n) (valeur pour la famille de normale n), I’enthalpie libre macroscopique (que nous notons ¥*)
peut étre trouvée par intégration de W* (donné par I1.35) sur toutes les directions de l’espace,

c’est & dire sur le cercle unité C = {n, |n| = 1})%? :

U = /p(n)W*(E,n)dS. (11.48)
C
L’expression du potentiel thermodynamique généralisé est définie par la relation :

1
\11*252:85:24—

kl(E:A)QJr[W+2(A:A)]Z:(A®I+I®A):E
/ s dS+ (11.49)
¢ —%2 [A®(AA+AA) +(AA+AA)RA]:S
/ p(n){ s — k1) [Z:(AB1+18A):Z-2(2:A)% }dS,
- 4[k2—|—k‘1—2k1(A:A)] ' - - ' '

On notera que, si la distribution du parametre densité ainsi que 1’état d’activation (ouverture ou
fermeture) des fissures sont connus, le potentiel thermodynamique peut étre déterminé analytique-
ment. Dans les autres cas, seule une intégration numérique est envisageable (impliquant un nombre

fini de familles de microfissures).

Remarque I1.3 On s’intéresse ici seulement a la premiére loi d’état, donnant le tenseur de dé-

formations macroscopiques en fonction de 23 :

E = aalz = shem . 3, (I1.50)

21Cf. Andrieux [2] ou travaux de Renaud [80].
22La considération des effets unilatéraux impose une partition du cercle unité en deux domaines distincts, un

premier (noté C™) qui correspond aux directions pour lesquelles les microfissures sont ouvertes et un deuxieme (noté

C7) qui caractérise les directions associées aux fissures fermées.
#3La seconde loi d’état est examinée & la section TI.3.
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expression ot le terme S'™ est obtenu par intégration sur le cercle unité, en s’appuyant sur les
expressions élémentaires (11.46) et dans (11.47). Shom est fonction des paramétres densité de fis-

sures d; attachés aux familles de fissures i.

I1.3 Critere d’endommagement. Loi d’évolution de ’endommage-

ment

On se propose de formuler dans cette section un critere d’endommagement, et par la suite une
loi d’évolution des dommages. Le cadre de travail est celui de la thermodynamique des processus
irréversibles, sans effet de température et en hypothese de petites déformations.

La formulation du critere s’appuie sur 'analyse de la dissipation en présence d’endommagement.
La dissipation s’écrit :

D= (2 B \If) , (IL51)

ol, a 'instar de ¥*, on a :
v / ()W (E, n)dS, (11.52)
c

qui est I’énergie libre totale du milieu multifissuré. Sachant que ¥ et ¥* sont liés par la transformée

de Legendre-Fenchel : U* = 3 : E — U, la dissipation s’écrit également :
D= (-E O \I/) > 0. (IL53)

L’évolution irreversible due a ’endommagement permet d’écrire :

%‘; ): 3o+ aldi > 0. (I1.54)

D=(-E+ o

Tenant compte de la premiere loi d’état (II1.50) dans (I11.54), on obtient :

_ou

D
od;

d>0. (I1.55)

Les d; étant adoptés comme variables d’endommagement, on déduit de ’analyse qui précede que
la seconde loi d’état, donnant la force thermodynamique associée a I’endommagement, s’écrit :

— dans le cas des fissures ouvertes :

r = aWi _ kg, [A'® (ALA"+ ALA) + (A.A + ALA) @ AT - B4
od 2 (I1.56)

1 . o o ,
Z[1<:2—1€1+21.g1(A:N)]2:(A2@1+1@N):2+1<;1(A%:2)2
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Cette expression décrit la force thermodynamique F 4 associée A une famille de fissures de
normale n,. Fd peut étre interprété comme un taux de restitution de I’énergie pour la famille

de fissures considérée.

— dans le cas des fissures fermées :

pdi _ OW" (k3 — k)

odi — Aky + ki — 2k1 (A AY)] [(Z:(A'B1+18 AY): = -2(A": x)?] (L157)

11.3.1 Critere d’endommagement

Compte tenu de l'analyse qui vient d’étre faite, il apparait légitime de construire le criteére
d’endommagement pour chaque famille de fissures, en se basant sur la force thermodynamique F

qui lui est associée®*. Suivant Marigo [66], on adopte la forme suivante :
FUFT, dYy = F* — R(dY), (I1.58)

dans laquelle la fonction R(d’) traduit la résistance & la propagation de I’endommagement. A
priori, R(d?) peut étre déterminée & partir d’investigations expérimentales (cf. travaux de Mai [63]
et Ouyang [74] en Mécanique de la rupture). On notera enfin que la dépendance de R(d’) de d

confere a ce dernier le role d’une variable d’écrouissage.

Remarque 11.4 Dans le cadre des applications qui seront présentées dans la section II.4, on

adoptera pour R(d") la forme :
R(d") = k(1 4 nd"), (I1.59)

proposée par Marigo [66] pour des modéles d’endommagement isotropes. Les coefficients k et n
sont deux constantes caractérisant le seuil d’endommagement ainsi que I’écrouissage. Elles peuvent
étre identifiées a partir des courbes de réponse mécanique et d’observations concernant [’état de

fissuration.

En résumé :

si P4 < R(d"), alors d' =0 (pas de propagation de l'endommagement)
(IL.60)

si FY = R(d"), alors d'>0 (propagation de I'endommagement).
On notera enfin que I'indépendance du critere attaché a la famille 7 par rapport & celui des autres
familles de fissures (c’est une conséquence de la non interaction entre fissures) simplifie la mise en

oeuvre du modele.

ZImplicitement, la dissipation macroscopique est percue comme la somme des dissipations microscopiques, asso-

ciées a chaque famille de microfissures.
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I1.3.2 Lois d’évolution de I’endommagement

Pour I'étude de la loi d’évolution des dommages, on adopte la regle de normalité. Ceci conduit
pour une famille de fissures 7 a :
ofi(F*,d)

OFd

0 si f<0 ou (fi=0 et f'<0) (IL.61)

soit d' =

Adi si fi=0et fi=0

Les multiplicateurs d’endommagement Ay sont donnés par la condition de consistance (ou de

Kuhn-Tucker) : f = 0. Physiquement, cette condition implique que le point représentatif du char-

gement se trouve sur la surface de charge, donc :

Agi = R’zdi){Bi 33, (I1.62)

avec le tenseur B défini par :

— dans le cas des fissures ouvertes :

B, = _h [A"® (ALA"+ A A) + (AA"+ ALA) R A'] - B4
, 2 (11.63)
1 (ko — k1 +2k1 (A A)] (A'® 1418 AY): T4 2k (A" : D)A",
— dans le cas des fissures fermées :
A (k3 — k1) —[(A'B1+18 AY):S+4(A:2)AT. (1164
Fer = Ylky + k1 — 2k1 (A : AY)] = =
I1.3.3 Formulation en vitesse de la loi d’endommagement
Par la différentiation de la premiere loi d’état, on a :
E = Stom . 3 4 shom . 33, (I1.65)

Remarque I1.5 Les sollicitations mécaniques peuvent induire certains changements sur l’état
d’activation des différentes familles de microfissures présentes dans le matériau. De tels chan-

gements rendent difficile, voire analytiguement impossible, [’évaluation de Shom - pp effet :

hom __ . ) i
Stom = o Y+ g w d, (1I1.66)

équation dans laquelle le terme w® désigne le poids associé au ™ point d’intégration.
La difficulté du calcul vient du fait que 3 n’intervient pas explicitement dans le deuziéme terme de

[’équation précédente.
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Pour un état d’activation inchangé par I'application d’un incrément de contraintes, le tenseur
des modules tangents est déterminé en tenant compte de la loi d’évolution de I’endommagement
(équations (I1.61) et (II.62)); on aboutit a la formulation en vitesse du modele :

P

Ainsi: E=S/":3 | avec: Spom = shom _ Zwi G'B'® B, (IL.67)
i=1

R/(d")

' 0 si fi<0 ou (ff=0 et fi<0)
et: G' = (I1.68)

1 si ff=0 et fi=0,

le tenseur B étant déja introduit dans les équations (I1.63) et (I1.64).

I1.3.4 Intégration numérique locale de la loi de comportement

Pour conclure la présentation du modele on aborde dans cette sous section le schéma d’inté-
gration numérique des équations constitutives précédemment présentées.
L’état de déformation étant supposé connu au pas j, on impose en principe une évolution élastique
jusqu’au pas suivant j+ 1, avec un pilotage du trajet des chargements avec une déformation totale
imposée. Les différentes étapes du schéma d’intégration implicite sont les suivantes :
a) Prédiction élastique. Sous ’hypothese d’une évolution élastique entre les deux pas on vérifie si

I’état mécanique est admissible, ce qui se traduit par la condition :
FUFL d) <0, Vi (11.69)
Si I’équation (I1.69) est satisfaite, la prédiction élastique coincide avec la solution du probléeme :

Ej+1 = Ej + AE

(I1.70)
fa=di (i=1aM).
b) Dans le cas ou la condition (I1.69) n’est pas vérifiée, c’est a dire que :
FUFL d) >0, Vi, (I1.71)
une correction linéaire s’impose :
R R
Adl = 7,}” Fd , d
! v ) (IL.72)

dipy=di+Ad" (i=1aM).

En raison de la forme du critére d’endommagement et de la fonction R(d?) (équation I1.59), I'in-

crément d’endommagement peut étre directement déduit de la résolution d’une équation linéaire.
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II.4 Identification et résultats numériques pour un composite uni-

directionnel SiC-SiC 2D

L’objectif de cette section est d’étudier les capacités prédictives du modele. On se limitera & un
composite orthotrope a matrice fragile pour lequel on dispose de données expérimentales. Les tests
étant effectués sur des plaques de faible épaisseur, ’application de la modélisation plane proposée
a ce matériau nous semble & priori justifiée. Outre le test de traction simple dans les directions
des axes de symétrie du matériau, des sollicitations hors axes sont également considérées afin de
tester les effets d’interaction entre I'orthotropie initiale et ’anisotropie induite par le chargement.
L’analyse des prédictions macroscopiques du modele sera complétée par celle de ’évolution de

I’endommagement, ainsi que des composantes du tenseur de souplesse, en fonction du chargement

appliqué.

I1.4.1 Essais de traction simple dans les axes de symétrie et hors axes

Le matériau étudié est un composite SiC-SiC 2D dont 1’étude expérimentale a été effectuée par
X. Aubard [5] (voir également [4]). S’agissant des parametres a identifier pour la mise en oeuvre
du modele, il est important de rappeler qu’a I'exception des deux constantes k et 1 du critere
d’endommagement, ’avantage de la formulation micro-macro est que ses parametres sont obtenus
comme de simples combinaisons des coefficients élastiques de la matrice solide. Or, on dispose
directement a partir des données expérimentales, des valeurs initiales des modules élastiques du
matériau : E1° = 320 GPa, F»® = 170 GPa, v12° = 0.18, G12° = 90 GPa.
Le travail d’identification s’est donc essentiellement focalisé sur les deux coefficients k et 1. Ceux
ci ont été déterminés sur la base des considérations suivantes :
Dans le test effectué dans les directions des azxes de symétrie initiale du matériau, on suppose que
le seuil d’endommagement est déterminé a l’aide du critére d’endommagement associé aux micro-
fissures de normale paralléle a l'axe de chargement. Ainsi on trouve le paramétre k, en prenant
en compte la valeur de la contrainte axiale au seuil d’endommagement, et le parametre n qui est
en fait un paramétre de calage, tout comme la densité initiale de fissuration. Leurs valeurs sont

identifiées a partir de la simulation de l’essai de traction simple.

Les valeurs obtenues par cette procédure sont : k = 3.75 J.m~2 et = 140. La valeur retenue
pour la densité initiale de fissures (supposée isotrope) est dyp = 0.01.
Les simulations ont été faites a I’aide d’une intégration portant sur un nombre de 60 familles des

microfissures dont l'orientation est répartie de maniére uniforme (angle ) entre 0 et 7.
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La sollicitation considérée est caractérisée par I’angle ¢ entre le vecteur e, de I'axe de symétrie du

matériau et ’axe de chargement (voire Figure I1.3). Pour le test de traction dans les directions des

1:

4

FIGURE II.3: Sollicitation de traction hors-axes

axes (essai pour lequel ont été déterminés les parametres k et ), cet angle prend une valeur de
00 25

Pour résumer la stratégie retenue, I'essai de traction & 0" sert & identifier les parametres du modele,
les deux autres essais hors-axes servant a la validation du modele.

Les prédictions du modele pour la traction simple & 0° et la bonne comparaison avec les données
expérimentales (cf. Figure I1.4) permettent une vérification de la cohérence de identification des
parametres du modele. Les résultats des simulations des tests hors axes & 20° et 45° sont respec-
tivement présentés sur les Figures I1.5, I1.6. On note une excellente concordance avec les données
expérimentales ; on soulignera en particulier les positions des trois courbes les unes par rapport aux
autres, ce qui semble correspondre a une amplification de la dégradation, pour le méme niveau de
chargement, au fur et & mesure que I’angle de chargement augmente (Fig. I1.7). Ce résultat traduit

également 'interaction entre I’anisotropie initiale et l’anisotropie induite par ’endommagement.

250n présentera dans la suite des essais de traction hors axes & 20° et 45°.
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FIGURE II.4: Comportement en traction simple dans les axes de symétrie (angle

de 0° entre la direction de chargement et I’axe 2 du matériau) : comparaison

modeéle-expérience
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FIGURE IL.5: Comportement en traction simple hors axes de symétrie (angle de

20° entre la direction de chargement et I'axe 2 du matériau) : comparaison
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FIGURE II.6: Comportement en traction simple hors axes de symétrie (angle de
45° entre la direction de chargement et I'axe 2 du matériau) : comparaison

modeéle-expérience.
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FI1GURE II.7: Comportement en traction simple dans et hors axes de symétrie
(angles de 0°,20° et 45° entre Ia direction de chargement et I'axe 2 du

matériau) : comparaison modéle-expérience.
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Le caractere anisotrope de I’endommagement induit par le chargement est mis en évidence dans

les Figures I1.8, I1.9, I1.10, ol sont présentées les évolutions des rosettes de densités d’endommage-

ment caractérisant les différentes familles de microfissures pour les trois tests considérés a différents

niveaux de contraintes (3 = 175,200, respectivement 225 MPa). On confirme par exemple pour

[ —

—»=175MPa
— — — »=200MPa
e o o x=225\Pa

FIGURE IL.8: Evolution de la densité d’endommagement pour l’essai a 0°

20.2 J0.1

0.1 0.2 0.3

— 2=175MPa

- — — %=200MPa |

o o o %=225MPa

T — —

-0.2 -0.1

0.1 0.2 0.

FIGURE I1.9: Evolution de la densité d’endommagement pour l’essai a 20°

I’essai de traction dans les directions des axes d’orthotropie que les fissures les plus développées

sont celles qui sont normales au chargement. De maniere plus générale, on distingue pour un méme

niveau de contraintes 3 = 200 MPa la diminution du niveau de densités maximales avec I’angle de

sollicitation (par rapport a I'axe de symétrie du matériau), ce qui souligne & nouveau l'influence

de I'anisotropie initiale sur le processus d’endommagement (Fig. 11.11).
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FIGURE II.10: Evolution de la densité d’endommagement pour ’essai a 45°
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FIGURE II.11: Evolution de la densité d’endommagement pour une contrainte
3 =200 MPa

59

© 2005 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

Chapitre Il. Comportement macroscopique des milieux orthotropes microfissurés : approche bidimensionnelle [36]

I1.4.2 Evolution des composantes du tenseur de souplesse avec le chargement

Dans cette sous section on souhaite mettre en évidence I'effet de 'endommagement induit par le
chargement sur les propriétés élastiques du matériau. Cette étude permettra également d’illustrer
la perte de symétrie du matériau lorsqu’il se dégrade?S.

Les Figures I1.12, I1.13 et II1.14 illustrent la maniere dont évoluent les composantes du tenseur de

souplesse du matériau avec le chargement (pour les trois essais & 00, 20° et 45°). La facon dont
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FI1GURE II.12: Evolution des composantes du tenseur de souplesse homogénéisé

en fonction du chargement appliqué pour un essai de traction a 0°.

Z6Pour confirmer les bonnes capacités prédictives du modele, il aurait été souhaitable de présenter ici un second
niveau de validation expérimentale, portant sur la comparaison modele-expérience de 1’évolution des propriétés
élastiques du matériau avec le chargement. Malheureusement nous ne disposons pas de telles données expérimentales.
Ce type de validation sera réalisé sur un autre matériau étudié dans le cadre du modele 3-D qui sera présenté au

chapitre IV.
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la contrainte appliquée modifie les propriétés homogénéisées du matériau dans le plan contenant

la direction de sollicitation met a nouveau en évidence 'effet de ’anisotropie initiale. De plus, on

notera la perte d’orthotropie du matériau a partir d’'un certain niveau de chargement (voir les

courbes d’évolution de Si211 et Si222) ; I'anisotropie obtenue est générale.

Pour les trois essais on constate l’existence d’une phase élastique, suivie d’une deuxiéme phase,

non-linéaire, dans laquelle nous observons une importante dégradation des composantes Si212 et

surtout Sggoo. L'essai de traction avec un angle de 20° présente, en plus par rapport & I’essai dans

la direction de symétrie 2, un assouplissement important pour la composante Si111, similaire a

celui de la composante Soo99 dans 'essai de traction & 459.
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FI1GURE II.13: Evolution des composantes du tenseur de souplesse homogénéisé

avec le chargement appliqué pour un essai de traction & 20°.
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FI1GURE II.14: Evolution des composantes du tenseur de souplesse homogénéisé
avec le chargement appliqué pour un essai de traction a 45°.
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I1.5. Conclusions

I1.5 Conclusions

A Tissue de ce chapitre nous disposons d’un modeéle micromécanique bidimensionnel capable
de décrire le comportement élastique endommageable des matériaux initialement orthotropes. Les
prédictions de ce modele sont en tres bon accord avec les données expérimentales dont nous dispo-

sons pour un composite unidirectionnel SiC-SiC 2D (étude expérimentale effectuée par X. Aubard

[5])-

Le modele micromécanique proposé apporte un éclairage intéressant sur divers aspects de la mo-
délisation de '’endommagement des milieux anisotropes. En particulier des réponses claires sont
apportées a la question de l'interaction et du couplage entre ’anisotropie induite par '’endomma-
gement et I’anisotropie initiale du matériau.

Il est possible d’aller plus loin dans ce sens en s’intéressant a la structure mathématique des lois
d’endommagement pour cette classe de matériaux lorsque ’anisotropie de I’endommagement est
décrite a l'aide d’un tenseur d’ordre 2. La formulation purement macroscopique construite dans

cet esprit en s’appuyant sur les résultats de ce chapitre est présentée et détaillée en Annexe D.

Malgré ces résultats encourageants, il reste que le modele est limité par son caractére bidimension-
nel. Les chapitres qui suivent ont pour principal objectif d’apporter des améliorations/extensions

pour cette formulation sur deux aspects :

— proposer au chapitre I1I une formulation alternative de type Eshelby au modéle 2D disponible.
On montrera de maniere détaillée les avantages de cette nouvelle formulation tout a fait
originale.

— Développer une formulation tridimensionnelle de l’endommagement en milieu orthotrope de
révolution. Cette modélisation 3D sera également appliquée et validée sur des données expé-

rimentales plus completes que celles étudiées dans le présent chapitre.
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Chapitre Il. Comportement macroscopique des milieux orthotropes microfissurés : approche bidimensionnelle [36]
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Chapitre 111

Approche alternative par tenseur
d’Eshelby de ’homogénéisation des

milieux anisotropes fissurés

Dans ce chapitre on présente une approche alternative, par tenseur d’Eshelby, de la fissuration
des matériaux initialement anisotropes. S’appuyant sur des résultats classiques de la microméca-
nique, on établit d’abord I’expression du comportement homogénéisé a ’aide du tenseur d’Eshelby
S (ou, de fagon équivalente, du tenseur de Hill P) correspondant aux fissures modélisées comme
des cylindres aplatis (c’est a dire de faible rapport d’aspect). La détermination du tenseur P est
réalisée en adoptant une approche de calcul ne nécessitant pas la connaissance de la fonction de
Green. Dans le cas d’un milieu orthotrope, ’approche est mise en oeuvre pour déterminer de ma-
niere analytique le tenseur P associé & une fissure arbitrairement orientée?’. Ces résultats, tout &
fait nouveaux, sont validés par rapport a ceux existant dans la littérature et a ceux présentés au

chapitre II. On en soulignera les avantages.

Remarque II1.1 L’étude menée dans ce chapitre vise a montrer I’équivalence entre l’approche
directe du chapitre II et ’approche par tenseur d’Eshelby pour un systeme de fissures paralléles
d’orientation quelconque. L’intérét d’un tel nouveau résultat réside dans les possibilités d’extension
qu’offre Uapproche d’Eshelby, par exemple pour la prise en compte des interactions entre fissures

dans une matrice solide orthotrope.

2TLes difficultés techniques de ces calculs ont pu étre surmontées en s’aidant des outils de calcul formel.
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Chapitre Ill. Approche alternative par tenseur d’Eshelby de I'homogénéisation des milieux anisotropes fissurés

III.1 Principe de I’homogénéisation linéaire des milieux aniso-

tropes contenant des fissures

On se propose dans cette section de rappeler les techniques d’homogénéisation des milieux a
microstructure aléatoire et leurs applications aux matériaux fissurés. La présentation est inspirée
des travaux de Deudé et al. [20, 21] et Dormieux et al. [22]. Pour simplifier, on considére d’abord
un systeme de fissures paralleles non interagissantes pour lesquelles 1'utilisation d’un schéma dilué

s’avere suffisante?®.

IT1.1.1 Introduction

Considérons un v.e.r. (volume élémentaire représentatif) €2, constitué d’une matrice solide élas-
tique anisotrope linéaire affaiblie par un systeme de fissures paralleles de normale unitaire n. On
adopte la description continue suivante dans tout le v.e.r. : le champ de déplacements microsco-
piques £ (et donc le champ de déformation) et le champ des contraintes microscopiques o sont
prolongés dans ’espace poreux (en 1’occurence le domaine occupé par les fissures) Qf, en relation
avec un tenseur d’élasticité Cf prescrit pour la description mécanique des fissures. Afin de rendre
compte de la nullité des contraintes sur les levres des fissures ouvertes, on attribue classiquement
A celles-ci une élasticité nulle : Cf = 0%. Le probleme mécanique ainsi défini sur le v.e.r.  soumis

a une déformation macroscopique E s’écrit :

dive =0 (a)
Cz)=C/=0 pour zeQf

0=C(z):e avec (b) (I11.1)
C(z) =C¢ pour z € Q°

¢ =E-zquandz € 09 (c)

[ S
Il s’agit d’un probleme linéaire ; en vertu du principe de superposition, la solution correspondante

s’exprime linéairement en fonction de la déformation macroscopique E :
e(z) =Az) : E. (I11.2)

Le tenseur de localisation A permet d’exprimer la déformation microscopique £(z) en fonction de

la déformation macroscopique. Il vérifie la condition dite de cohérence, i.e. : A(z) =T (f désigne

28La modélisation des effets d’interaction en adoptant un schéma de type Mori-Tanaka sera traitée dans la section

I11.4.2.

2Dans le contexte isotrope, le cas des fissures fermées a été modélisé en introduisant un concept de matériau

élastique fictif destiné a rendre compte de la nullité des efforts de cisaillement.
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III.1. Principe de I'homogénéisation linéaire des milieux anisotropes contenant des fissures

la moyenne volumique de f sur le v.e.r.).
Sous les conditions aux limites (III.1 (c)), la contrainte macroscopique X est définie comme la

moyenne des contraintes microscopiques o(z) sur le v.e.r. :
Y =o(z). (I11.3)

En utilisant (III.2) et en prenant la moyenne de (III.1 (b)) sur le v.e.r., on obtient le comportement

homogénéisé du matériau :

Y =0(z) =C(z):(z) =C(z) : Alz) : E=C"™ . E. (I11.4)

Le tenseur d’élasticité homogénéisé est donc défini par : C"™ = C(z) : A(z). Compte tenu de

A =1, il vient :
Chom =S + @f(Cf _ CS) . K (III5)

La détermination de A s’appuie classiquement sur la solution des problemes d’inclusion d’Eshelby
[27] (voir également [28]). Dans ce cadre, la fissure est traitée comme une inhomogénéité ellipsoidale
I, plongée dans un milieu solide infini w; les conditions aux limites sont celles d'une déformation
homogene a l'infini. Dans le contexte des milieux anisotropes, il est utile de souligner que I'analyse
du probleme doit d’abord étre réalisée dans le repére local de la fissure, ce qui ne facilite pas les
calculs.

Les équations qui gouvernent le probleme de I'inhomogénéité (représentant une fissure ouverte)

plongée dans la matrice solide s’écrivent :

2

dive =0 (a)
Clz)=Cl=0 si zeI

o=C(z2):e avec (b) (I1IL.6)
C(z) =C¢ si zew

E=E-zpourz — o0 (c)

dans laquelle E désigne la déformation macroscopique uniforme & l'infini. En outre, on introduit
§C = C! — C?® (= —C? pour les fissures ouvertes). Il s’en suivent les résultats suivants :

— La solution du probléeme d’inhomogénéité est donnée par :
el=1+P:6C)":E. (IT1.7)

I étant le tenseur identité d’ordre 4 symétrique. On notera que ce résultat reste valide pour
n’importe quelle valeur de §C, et en particulier pour des fissures ouvertes (6C = —C*®). Par

commodité, on introduit le tenseur d’Eshelby S :
S=P:C" (IT1.8)
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Chapitre Ill. Approche alternative par tenseur d’Eshelby de I'homogénéisation des milieux anisotropes fissurés

La relation micro-macro (II1.7) entre la déformation dans I'inhomogénéité e’ et la déforma-

tion macroscopique E prend alors la forme suivante pour les fissures ouvertes :
I _ -1.
et =10-8)":E. (I11.9)

Le tenseur du quatriéme ordre P apparaissant dans (II1.7) est défini a 'aide de la fonction

de Green du milieu élastique (cf. par exemple Mura [70], Zaoui [98]) G(z — 2/) :

0? /
o L , I11.1
Pyn(2) [asz)Zk (/1 Gz —2')dV, ﬂw),(kl) (I11.10)

— Le schéma dilué. Ce premier schéma d’estimation correspond a la situation d’une faible

fraction volumique d’inhomogénéités, ce qui signifie que celles-ci n’interagissent pas entre
elles. L’estimation de la déformation moyenne dans la fissure est alors donnée par la solu-
tion du probleme de I'inhomogénéité d’Eshelby (II1.7-111.9), ce qui conduit & un tenseur de

localisation en déformation Kf :
A~ @+P:sC) = @—8)L (ITL.11)

Ay désigne la moyenne spatiale du tenseur de localisation dans la fissure. Reportant (II1.11)
dans I'expression (II1.5), on obtient I'estimation suivante du tenseur d’élasticité homogénéisé

par le schéma dilué :
Umnzcswﬂ—¢ﬁ§):cszﬁ—wﬂﬂ—srl, (II1.12)
expression dans laquelle ¢f représente la fraction volumique des fissures.
2 2
I11.1.2 Milieux anisotropes contenant une fissure du type Z—;—i—z—% =1, | 23] < 00
L’exploitation des résultats de la sous-section III.1.1 peut étre effectuée pour différentes géo-
métries de fissures. C’est par exemple le cas des fissures "penny shaped” (sphéroide en forme de
monnaie, de rayon a, rapport d’aspect tendant vers 0 et dont ’axe de symétrie de révolution cor-
respond a la normale n ) dans une matrice solide isotrope, largement étudié dans la littérature
(voir par exemple Hori et Nemat-Nasser [41], Deudé [20, 21], Dormieux et all. [22] etc..).
Dans le cas d’une matrice solide anisotrope, I’étude analytique de la fissure penny shaped se heurte
a de grandes difficultés et se trouve actuellement hors de portée des investigations pour des raisons
que nous préciserons ultérieurement. Ainsi, le chapitre sera pour ’essentiel consacré au cas d’une

matrice solide anisotrope contenant un systeme de fissures paralléles du type :

2, %
2+5=1 |23] < o0. (I11.13)

Il s’agit d’une modélisation dans laquelle la fissure correspond a un cylindre d’extension infinie

suivant la direction 3, de section elliptique, et dont le rapport d’aspect b/a tend vers 0%. La figure

30La présente étude a pour objectif de prolonger la modélisation plane effectuée au chapitre II.
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III.1. Principe de I'homogénéisation linéaire des milieux anisotropes contenant des fissures

III1.1 indique la configuration géométrique d’une telle fissure caractérisée par son orientation par
rapport aux axes de symétrie (orthotrope) du matériau et son rapport d’aspect, que 1'on note

X = b/a (a et b étant respectivement les demi-longueurs dans les directions zy et z1). Dans le

FI1GURE III.1: Fissure modélisée par un cylindre infini de section elliptique

contexte du schéma dilué précédemment présenté®!, le tenseur de concentration des déformations

A’ s’écrit :
A =-sx,n) ™, (IIL.14)

dans laquelle on précise la dépendance du tenseur d’Eshelby S(X,n) associé au systeme de fissures
avec la normale n et le rapport d’aspect X. En désignant par A/ le nombre de fissures de la famille
considérée par unité de surface, la “fraction volumique” s'écrit o/ = mabN. L’introduction de la

densité de fissures3? d = Na? conduit A :
o =nXd. (I11.15)
La combinaison de (II1.12, II1.14 et II1.15) meéne immédiatement & :
Chom —C*: [I—7dX [I - S(X,n)]*]. (I11.16)

La présence de X et n dans I'expression du tenseur d’Eshelby indique a priori une dépendance des

propriétés macroscopiques avec le rapport d’aspect du sphéroide et avec son orientation. De plus,

310n rappelle que cette estimation est effectuée en considérant que la déformation moyenne dans la fissure est
donnée par la déformation uniforme obtenue dans le sphéroide ayant la méme orientation n et le méme rapport
d’aspect X, ce sphéroide (plongé dans une matrice infinie de tenseur d’élasticité anisotrope C°) étant soumis a la

déformation macroscopique E.
32(Ce parameétre a été introduit par Budiansky et O’Connell [12] pour caractériser I’effet des fissures sur I'élasticité

macroscopique des milieux initialement isotropes.
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Chapitre Ill. Approche alternative par tenseur d’Eshelby de I'homogénéisation des milieux anisotropes fissurés

on a aussi implicitement la dépendance avec les propriétés anisotropes de la matrice solide. La non
linéarité géométrique introduite par la variation de X (on s’attend & ce que cette variation soit
importante) appelle une analyse incrémentale du probleme d’homogénéisation du milieu fissuré,
ce qui conduit a la définition d’un tenseur d’élasticité tangent homogénéisé . En fait, on montre
que, si le rapport d’aspect X (X > 0, fissure ouverte) tend vers 0, (Cimm = Cho™ ce qui permet
de justifier a postériori I’analyse linéaire (cf. Dormieux et Kondo [23]). Ce résultat est lié au fait
que dans le contexte isotrope (cf. Eshelby [27], Hori [41]), o, pour une matrice solide anisotrope
dont la normale coincide avec un des axes d’orthotropie (Laws [55]) la quantité [I — S(X, n)] ™" est
singulidre en 1/X au premier ordre. Il s’en suit que X [I — S(X,n)]”" admet une limite finie (que
I’on notera T) lorsque X — 0. Ce résultat, dont nous admettons pour 'instant la validité générale,
sera démontré dans le cas d’une fissure arbitrairement orientée vis a vis des axes d’orthotropie.

Le tenseur d’élasticité homogénéisé s’exprime alors :

Chom = C*: (I — ndT), avec : (I11.17)
s _ -1_ 1 _ Cms1—1
T = )l(IToX [I—S(X,n)] )l(lgoX I-P(X,n):C°% . (IT1.18)

Les résultats qui viennent d’étre présentés soulignent que la détermination des propriétés homogé-
néisées passe par celle du tenseur T qui requiert lui méme 1’évaluation de P. Dans le cas anisotrope
avec une orientation arbitraire de la fissure (cf. Figure II1.2), le calcul de PP & I'aide de (III1.10)
s’avere délicat puisque 'expression analytique de la fonction de Green n’est pas connue en géné-
ral®® : ceci constitue la difficulté majeure de ’homogénéisation des milieux fissurés dont la phase

matricielle est élastique anisotrope.

V4

FIGURE III.2: Schématisation d’un matériau anisotrope contenant des fissures

d’orientation arbitraire

Il existe une formulation alternative du tenseur P (associé a une inhomogénéité ellipsoidale [

33La détermination de la fonction de Green en élasticité anisotrope constitue encore un champ de recherche active ;

le lecteur intéressé par la question pourra se référer a Ting [89].
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111.2. Détermination du tenseur P : fissure arbitrairement orientée dans un milieu orthotrope

plongée dans une matrice solide anisotrope) ne nécessitant pas la connaissance de la fonction de
Green®!. On peut situer I'origine de cette formulation alternative (dont les développements font

I'objet de la section III.2) dans les travaux de Faivre [29] et de Kinoshita et Mura [44].

I11.2 Détermination du tenseur P : fissure arbitrairement orientée

dans un milieu orthotrope

On se restreint au cas d’une matrice solide initialement orthotrope.

I11.2.1 Introduction

On s’intéresse dans un premier temps a la situation générale d’une inhomogénéité ellipsoidale
plongée dans une matrice solide anisotrope de tenseur d’élasticité C®. L’inclusion ellipsoidale est
définie par :

2 2
A1

22 22 <
STt sL (111.19)

Le point de départ pour le calcul du tenseur P est ’expression suivante (cf. Faivre [29], Kinoshita

et Mura [44], Willis [96], Laws [55, 56, 57], Mura [70]) :

abe Diji
Ears ] d5(6), II1.20
gkl 41 /|£:1 CL2€% + b2§% + 0253 (é) ( )

pour laquelle il s’agit d’effectuer une intégration sur la sphere unité centrée a l'origine de 1’espace

(617527537)7 définie par ‘ § ’: 1.

Les composantes Dy requises dans le calcul des composantes P;ji; de P sont définies :
1 _ _ _ _
Dijrr = 1 (&'Kjkl& + &K+ &Kﬂl&k + &K, 1§k) : (IT1.21)
dans laquelle K = £.C®.§ est le tenseur acoustique associé¢ a C® et a la direction § :

Kin(§) = Cijmé&i&- (I11.22)

On notera que c’est précisément au travers du tenseur acoustique K qu’intervient ’anisotropie
de la matrice solide élastique. Par ailleurs, la dépendance de P avec 'orientation de I'ellipsoide
se comprend par le fait que les expressions qui viennent d’étre indiquées impliquent des calculs

effectués dans le repere associé aux axes de I’ellipsoide3®.

34La question d’une inclusion ellipsoidale en milieu anisotrope avait été abordé auparavant dans Willis [94], puis

pour les fissures dans [95].
35Pour étre complet, on soulignera également qu’en vertu de la définie positivité de I, le tenseur PP est défini positif,

ce qui assurera la méme propriété pour le tenseur d’élasticité ou de souplesse homogénéisé du milieu fissuré qui en

seront ultérieurement déduits.
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Enfin, il découle de la définition (II1.21) que (II1.20) se met sous la forme :

1
Pijiy = Z[Mijkl + Mirg + M + Mia], mm23)
avec :
abc ginklgl
M j d5(8)- I11.24
jkl 4 /|\£|:1 a2§% + b2§% +02€§ (g) ( )

II1.2.2 Cas d’une fissure arbitrairement orientée dans un milieu orthotrope

On reprend I’étude de la fissure décrite dans la sous section II1.1.2, avec la modélisation géo-
métrique consistant en un cylindre infini dont la section courante est une ellipse aplatie (cf. figure
II1.3). Cette fissure (de rapport d’aspect X = b/a) est inclinée par rapport aux axes d’orthotro-

pie30. Cette inclinaison de la fissure rend les calculs délicats dans le sens ou le tenseur d’élasticité

F1GURE III.3: Définition du rapport d’aspect du cylindre infini de section

ellipsoidale

C? de la matrice solide orthotrope doit étre exprimé dans le repére associé aux axes de la fissure.
On adopte la notation de Voigt, ce qui conduit a la représentation matricielle suivante pour C*

dans le repere défini par les axes de symétrie matérielle :

Ciin Chize Clizz 0 0 0
C3a11 Clazp Cdpzz 0 0 0
s — C3311 Cizan Cizzz 0 0 0 (I11.25)
0 0 0 C3939 0 0
0 0 0 0 Ciin 0
0 0 0 0 0 Cia1a
360n rappelle que la fissure est géométriquement décrite par : zi; + ;—g =1, —00 < z3 < 00.
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Les calculs dans le repere local de la fissure, (dont la description géométrique est donnée dans

I11.13) donnent3” :

’ ’ / ’

C’1111 CV1122 C'1133 0 0 01112
Cé211 Cé222 Cé233 0 0 0;212
C/S _ Cé?)ll Cé322 CL;333 ,0 ,O C(;)312 (11126)
0 0 0 C3232 C’3231 0
0 0 0 CL;132 CZ;lSl 0
01211 C11222 C(1233 0 0 01212

Ces composantes, obtenues a ’aide des formules usuelles de changement de base impliquant 1’angle
0 qui définit le plan de la fissure, sont données dans I'annexe E, section E.1.

Compte tenu de (I11.26), on notera que C’* correspond apparemment & une symétrie de type mo-
38(

noclinique®®(13 composantes). Pour une telle matrice de composantes, la détermination analytique

de P a l’aide de (II1.20) que I'on aborde dans la sous section I11.2.3 n’est pas immédiate.

II1.2.3 Résultats analytiques issus du calcul du tenseur de Hill P

Pour faciliter le calcul du tenseur P (équation I11.20) dans le cas de la fissure décrite par (II1.13)

on pose, suivant en cela Laws [55] :

& = (1—-&3)2cosy;
& = (1 — €)' 2sinap; (I11.27)

§3=23=2

avec : 0 < ¢ < 27.
Kinoshita et Mura [44] ont montré que pour les points intérieurs du cylindre infini (¢ — oo) de

section elliptique, on a :

dy, (IT1.28)

s

P = ab/27r Kijr(§1,€2)
Y o (a?€ +0°63)

dans lequel a été adoptée la définition :

Kijri(&1,62) = Dijra(&1,&2,0). (I11.29)

370n souligne & nouveau que ceci complique notablement le calcul de P, par le fait que la fissure se trouve plongée

maintenant dans un milieu dont Panisotropie apparente (dans ses axes) est plus forte que lorthotropie (de type
monoclinique). On notera en particulier la présence des composantes C;HQ, 0;212, 0:;312 et C’;,le dans la matrice C"*

des composantes du tenseur d’élasticité dans ce repere.
38Naturellement, il ne s’agit pas ici d’'un matériau & symétrie monoclinique puisque les composantes sont reliées

par les relations E.1 de I’Annexe E.
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De maniere équivalente, on a toujours (II1.23), avec maintenant :

ab [ &Kl

Malgré la simplicité d’écriture de (II1.28), son évaluation analytique reste toujours délicate. Pour
cette raison, on adopte la démarche récemment proposée par Suvorov et Dvorak [84]3. On souli-
gnera que la configuration d’une inclusion arbitrairement orientée dans un milieu orthotrope n’a
pas été explicitement étudiée par ces auteurs. C’est en cela que réside l'originalité de 1’étude que
nous présenterons dans la suite. Le point de départ des calculs de P est 'expression (II1.28) avec
les définitions (I11.29) et (II1.22) dans lequel on rappelle que C* est maintenant remplacé par C’*
défini en (II1.26). Pour des raisons de simplicité d’écriture, on omettra néanmoins le 7’ 7 tout en
sachant que les calculs seront effectués dans un premier temps dans le repére défini par les azes de
la fissure. Un dernier changement de base permettra a la fin de se ramener dans le repére lié au
matériau.

En suivant la procédure décrite par Ting [88] et adaptée par Suvorov [84], on introduit deux vec-
teurs unitaires n et m orthogonaux et fixes dans le plan £3 = 0, de sorte que I'on peut écrire tout
vecteur dans ce plan { = cosn + sinym (pour faire simple, on pourra choisir n = ¢; et m = ¢,).
Il s’en suit que le tenseur acoustique (associé a §) K = {.C*.£ dont les composantes sont définies

par (I11.22), peut se mettre sous la forme :
K = (cos1)?Q + cospsinh(R 4+ RT) + (sin)*T, (I11.31)

que 'on peut réécrire, a ’aide du changement de variable :

z = cot (I11.32)

sous la forme suivante :
K(1) = (siny)? [Qz* + 2(R+ RT) + T] = (sin¢))*K(2), (I11.33)
avec : K(2) =22Q+2(R+R%) + T. (II1.34)

Les tenseurs du second ordre Q, R, et T sont définis par les deux vecteurs n et m introduits

antérieurement. En faisant le choix n =e; et m =e, on a :

Q= Ql-(cs-ﬁl
T - QQCS§2’

39Cette démarche est elle méme inspirée des travaux de Ting et Lee [88] initialement proposés dans un contexte

d’évaluation de la fonction de Green d’un milieu anisotrope.
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dont les matrices des composantes sont respectivement :

S
Ciin
S
Chinz
0

Q=

S
Chia
S
Carz
0

S
Carz
S
Ca12
0

Le calcul de P (équation II1.29) nécessite I'inversion de K(z

et K(z) son adjoint, on a :

c’est a dire :

S
Chinz
S
Cianz
0

s
C11122

s
CV2212

S
Carz
S
C3a20
0

C(3131

C13231

C13232

(I11.36)

(111.37)

(I11.38)

). Sil’on note | K(z) | son déterminant

(I11.39)

(I11.40)

Il reste maintenant & procéder de maniére analogue pour le tenseur A = £ ® ¢ qui, avec K1, entre

dans la définition (II1.29). On montre que :

A() =

(sin ) A(z),

avec :

A(z) = 2*F 4+ 2(G + GT) + H,

et les tenseurs du second ordre F, G, et H définis par :

F=n®n
G=n®m
H=mom
De plus, on note que :
a*€} + 5 = (sin¢)*(a’2”

© 2005 Tous droits réservés.

+20'2+ ),

ou :

(I11.41)

(I11.42)

(I1.43)

(IT1.44)
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a = a2n% + b2n§;
V = a’nymy + b*nama; (I11.45)

2

d = a’m? + b*ms3.

Par le choix précédemment fait : n = e; et m = ey, on a a’ = a?, b’ =0 et ¢/ = b?, c’est & dire, en

définitive :
A’ + V& = (sin)?(a®2” + 7). (I11.46)

Par le changement de variable z = cot v, de (I11.40), ’expression (II1.30) se met sous la forme :

ab [ Kji(2)Au(2) ab [ Kii(2)Au(2)
ikl = — dz = — dz, 111.47
M= 3 | e " L e e e O
dans lequel on a utilisé, en vertu de (II1.33), I'identité :
[ K(2) =1 Q| f(2). (IT1.48)

Ce résultat (II1.47) peut étre réexprimé a l’aide du rapport d’aspect X = % :

I X Kjr(2)Aq(2)
Miji = - /OO 21 X2) Q] f() dz (II1.49)

L’intérét de (I11.49) est de permettre une évaluation de M,ji; en utilisant le théoreme des résidus??,

la fonction a intégrer étant holomorphe en dehors des poles. Pour cela il est nécessaire de déterminer
les poles de cette fonction.

On note tout d’abord que z = +iX sont deux de ces poles. S’agissant de f(z), il est utile de préciser
que dans le cas général c’est un polyndéme de degré 6, ayant 6 racines complexes conjuguées. Ce
sont naturellement les racines de I’équation K(z) = 0. En notant z, (p = 1,2, 3) les racines dont

la partie imaginaire est positive, on a :

f(2) = (2= 21)(z — 21) (2 — 22) (2 — 22) (2 — 23) (2 — 23). (IT1.50)

L’application du théoréme des résidus conduit, pour I’évaluation du tenseur M, a I'expression :

RuliX085(0X) | = Kn(a)az) X } (L51)

Mw_zi{ 2i| Q|f(iX) | Q[f'(z) (X%+27)

i=1
les poles étant supposés différents pour cette écriture. On rappelle que K jk sont des composantes

de I’adjoint de K.

40T ’évaluation de (IT1.28) & P’aide du théoréme des résidus a été suggérée par Mura [70] aprés changement de
variable impliquant la variable complexe sur le cercle unité; cette technique nous a semblé lourde pour "application

réalisée ici.
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Dans le cas de la fissure arbitrairement orientée (d’un angle ) par rapport aux axes d’orthotropie,
les calculs réalisés avec C'° donné par (E.1) en annexe E conduisent & une polynome de degré 6 en

z qui se factorise comme produit des deux polynomes fi, de degré 4 et fo, de dégré 2 :
| K(2) =] Q| f(2) = f1(2) - fa(2). (I11.52)

Ce résultat est la conséquence de la symétrie monoclinique de C’* (II1.26), ou de maniere équivalente
de la structure de Q, R, T définis respectivement par (II1.36, II1.37, II1.38). Le determinant | Q |

qui apparait également dans cette expression a la forme :
| Q |= C§111C5919(cos? 6 4 asin? 0) (cos® § + Bsin? 0)(Chgse sin? @ + C5 131 cos?0).  (I11.53)
Les deux polynoémes f1, fo s’écrivent respectivement :

F1(2) = [CF111CF212(c08 )" + C3995Cia1a(sin ) + x(cos 0)*(sin6)] =+
{[2C$111CF10(cos 6)% — 205,15 Cls99o (sin 9)2] — xcos(26)} sin(20) 23+
{x[1—6(cos0)*(sin)?] + 6C5915(C5111 + Cian)(cos0)?(sin )} 2>+ (IIL.54)
[2C5515C5111 (510 0)? + 2C5915C5595(cos 0)® + x cos(26)] sin(20) 2+
Cia12C7111 (510 0)* + Cfy15C395(cos )" + x(sin ) (cos ),

ot : x = (Cf111C5990 — Cf1222 — 2CT129C1a10), €t :
f2(2) = [(Cla32(sin 0)? + C5y31 (cos 0)%] 2% + (Ca30 + Ci131) sin(20) 2+

(I11.55)
C3a39(cos 0) + C35131 (sin 0)

Pour faciliter la recherche des racines de f1(z) = 0, on effectue le changement de variable suivant :

ucosf —sin @

— il I11.56
“ 7 cosO+using’ ( )
de sorte que (II1.54) se met sous la forme :
_ Cii1iChanau® + (CH111 G820 — Cize” — 2C3195C919)u” 4 C8995Con (IIL57)
hiz) = (cosf + usin )4 ’ '
On obtient comme solutions de fi(z) =0 :
iv/acosf —sind . iy/acos 4 sin 6
2 = ; 7 = ;
'™ cosO+iyasing’ ' Tcosf + iyasind’
(IIL.58)
_iy/Bcosf —sinf _ iy/Bcosh +sinb
~ cosf +iy/Bsinb’ 2_—cose+i\/ﬁsin9’
7
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avec « et (O les racines complexes conjuguées de I’équation caractéristique du milieu orthotrope

bidimensionnel :
Cf1110f212x2 — (C1111C%290 — Oig1222 — 207199C7912)T + C3999CT919 = 0. (IT1.59)

Le racines du polynoéme fo de degré 2 sont respectivement :

cos 0 sin 0(Cy3p + CS131) + i1/ Cl35C515 08(20)

Z3 == S S : bl
C3131 (08 )% + Csy30(sin 0)? (ITL.60)
H=— cos 051 0(C3a35 + C5131) — 11/Clgz0 T3, cos(26)

C3131(cos 0)? + Ciyg,(sin 0)?
I1 est maintenant possible de réécrire I’équation (II1.48), par identification avec (I11.54) et (II1.60)

sous la forme :

[K(2) =1 QI (=~ 21)(z — 21)(= — 22)(z — 22) (= — 23) (= — ). (ILL61)
L’approximation au premier ordre en X autour de X = 0 dans (II11.51) donne :

Kji(0)Aq(0)

Mikt = =5orqQ)

. 3 ~ /
\ZZQX, {Z Kjk<zl-)4u2(zi> 42 [K’;k(omﬂ(m 4+ R0 AL (0) — Kyp(0)Au(0)L (0)] }
i=1

La partie imaginaire de M est nulle :

~ 2X Rjk(zl)Ail(zl> f(jk(@)Al(@) ~J]€( 3)Ai(23)
SMun) = 1q] {% [ ez | T [ 3 | TN s }*
(I11.63)
X ~ ~ / ~ (0
F 02000+ B850 - Ku0aa % T} <0
et sa partie réelle qui correspond au tenseur lui méme s’écrit :
o o) — Kjk‘(o)All ]k Zz zl Zz)
Miir = R(Mijr) O Q S Z (O (I11.64)

Par un dernier changement de repeére, les résultats du calcul qui viennent d’étre présentés dans le
repere local de la fissure peuvent étre exprimés dans le repere global défini par les axes d’ortho-
tropie du matériau. Les expressions détaillées des 9 composantes de P (tenseur ayant les symétries
mineures et majeures) dans le repere global, qui qont obtenues par combinaison de (II1.23) et de
(IT1.64) puis changement de repere, sont fournies dans I’Annexe E (équations E.2).

On se propose de procéder dans ce qui suit a une analyse et une validation de ces résultats.
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II1.2.4 Composantes du tenseur T

La connaissance des composantes de P ouvre la voie & la détermination des propriétés homo-

généisées via le tenseur T dont I'expression est fournie par (II1.17) avec (II1.18)*!.

Pour la fissure arbitrairement orientée d’un angle # dans un milieu orthotrope, la structure matri-

cielle des composantes du tenseur T est de la forme :

Tiin Tii22 Thass 0
Too11 Taze2 Thaszs 0
0 0 0 0
T =
0 0 0  T3930
0 0 0 T332
Ti211 Tize2 T2 0
Les expressions des composantes sont :
Cs 2 (Vo + NG
Tllll _ 11511 ({ \/BS) 26 (Sln 0)27 T1122
C1111C5920 — Cliao
C$.4,C +
Topyy = AL F120(vVa + VD) (cos 6)2; Tyons —
C$111C8202 — C120°
C5,.,C% a+ af , .
Tyigs = UL 11338(\F {B)\/Q ﬂ(sme)z; Thoss —
C1111C5295 — C129
C C OV
Tiire — $111CFa10(Va + VB)Va s in 6 cos ; Thors =
C5111C3000 — Ci105°
Tyory = 1 Clslll(cfusz + C;18111\/ Oéﬂs)(\éa +VB) in 0 cos 0;
2 C1111C5220 — Cliao
T)9y = _1 Cf111(052282 + C;flzz\/ aﬁs)(\éa + D) sin 0 cos 0;
2 C1111C5290 — Ci2e
Tooes — 1 C5111Ca10 [(sin 0)2 4 vaB(cos 0)] (v + VB)
1212 = 5 ;
C$111C5222 — C120°
1
Tioss — C1111(Chas3 + CissvVaf) (Vo + VB) $in 6 cos 0:

2 01122

Cll 11 Cf2222

1 Cs
Ti313 = O?;l?’l (cos 0)?;
2\ Oz
1 /C3
T1323 = X / 70::%:? cos 0 sin 0;

41On rappelle que ce calcul implique I'évaluation de limx_o X [I — P(X,n) :

© 2005 Tous droits réservés.

s
C13131

1 /Cs
T2313 = X / 70222 cos 0 sin 0;

1 /¢c3 .
T2323 = 5 3232 (sm 6‘)2

0 Th112
0 To212
0 0
(I11.65)
T3231 0
T3131 0
0 Tioe
0111101122(\f+‘f)\/7(sm9)2'
Ci111C5290 — 01122
Cfulcgzzz(f""/ﬁ)(cos@)Q'
$111C5220 — Ci120”
Ct111C5933 (Ve + VB) (cos6)?;
C$111C%202 — Ci129°
C’111101212(\/> +v0) sin 6 cos 6;
CF111C590 — 01122
(I11.66)
ci!
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On observera également que T n’a pas les symétries majeures, que toutes ses composantes dé-
pendent de l'orientation de la fissure (définie par 'angle ) et s’expriment a 'aide des coefficients

du tenseur d’élasticité du matériau, par les groupements « et 3.

IT1.3 Validation des résultats obtenus

On propose plusieurs niveaux de validation impliquant soit directement le tenseur P, soit le

tenseur T ou les propriétés élastiques macroscopiques qui s’en déduisent.

II1.3.1 Vérification des résultats dans le cas d’un systéme de fissures paralleles

dont la normale coincide avec un axe d’orthotropie.

A titre de premiere vérification, on s’intéresse ici au cas d’un systeme de fissures paralléles dont
la normale est portée par un des axes de symétrie de la matrice solide. Cette configuration de la
fissure est celle étudiée par Laws [55] et correspond au cas particulier # = 0 dans nos calculs.

Dans ce cas, les expressions de P issues de (E.2) sont :

P11y = Clazy + Clyravals X- Piyoy = 1 T Cla92 — Cignz(a+ B+ Vap)
C$111CF12 VaB(Va + VD) Csp95  C35599C5915 VaB(v/a+ /B)
C’1122 + Cio1n 1 V5131
Prize = Py = Paogy = = — X; 11167
e 2 C1111C1212 \/7(\/>+ \f) 5232 405939 4C§2323/2 ( )
1 1 C5111C5290 — Ci120°
Pz = ———=Xj Pioyg = —— — —— X,
44/ C353,C5131 ACty  2C41,,C515° VaB(Va+ VB)

On note qu’en dehors d’une légere faute de frappe des auteurs dans la composante Pi111, les
résultats (II1.67) présentés ici coincident avec ceux fournis dans Laws [55].

De méme, les composantes non nulles de T pour § = 0 conduisent a :

Cii (Vo + VB)VaB

T1111 = (SIH 9)2;
Ci111 03220 — i1z’

oy — C1111 0590 (Ve + \f) (cos6)? - (ITL.68)
Ci111 03220 — Chiz”

Tyoss = C111CSs3(Va + VB) (cos 0)2.

s
C‘11116V2222 C*1122

qui sont exactement, comme on le verra dans la section III.4 les composantes du tenseur noté A

dans Laws [55].
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I11.3.2 Validation par I’étude en élasticité plane d’une cavité elliptique en mi-

lieu orthotrope [90]

On propose ici une seconde validation portant sur la fissure d’orientation arbitraire. On s’ap-
puie sur des résultats issus des méthodes d’élasticité plane?. Pour cette validation, on s’appuie
notamment sur les travaux de Lekhtniski [59] (cf. également I'ouvrage de Savin [81]) et plus ré-
cemment de Tsukrov [90] portant sur I’étude du probleme plan d’un milieu orthotrope contenant
une cavité elliptique de rapport d’aspect b/a (cf. Figure II1.3). L’intérét de cette étude pour la
détermination de P associé a une fissure réside dans le fait qu’elle permet de mettre en évidence
leffet du rapport d’aspect 2 = b/a de la cavité, avant le passage a la limite*?

Notre point de départ est la relation dans Tsukrov et Kachanov [90] entre la déformation induite

par la présence de la cavité et le champ de contraintes macroscopiques auquel est soumis le v.e.r. :

€ =H:%=nd?XH (I11.69)

Les composantes du tenseur H de Tsukrov et Kachanov [90] (cf. leur équation 20) sont :

wL ab
H — b2 2 0 2 2
1111 T\/E—ls( a)(cos)—l—a%-L\/E—ls
n(b® —a?®)L . mab
Hyy12 = (QA\/E—SSIHQCOS& Hy2o = _W;
1 1 2
II1.70
o w (I1L70)
1212 = IAVE S T By
[a g (\/E2 \/E1> (cos0)% + a2\/Br® + abLy/Er*Ey® + b2/ B }
2 —a®)L L
H1222 = %sin@cos& H2222 = A;ﬁ (a2 — b2)(COS 9)2 + b2 + L\j%] .
2 2 2

Le terme L s’exprime a l’aide des coefficients élastiques de la matrice orthotrope 2D par :

1 2 21/125
L= =+ - == I1.71
\/ i VEC© B B (HL71)

420n attire Iattention du lecteur sur le fait que notre étude est réalisée dans un cadre tridimensionnel, puisque la

fissure est modélisée comme un cylindre infini de faible rapport d’aspect.
43Ceci n’était pas le cas lors de I’étude de la fissure au chapitre II.
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De méme il est possible d’exprimer les modules élastiques F1°, E5®, v19° et G13° & 'aide des com-

posantes du tenseur de rigidité par :

s s s 2 s
Eq5 = C11111612222 — C’1122 . U1oS — C11122 .
b 05222 ’ 2 5222’
II1.72
Cf11105222 — C’181222 ( ! )
EQS = ; GlQS = Cis212.

Ciin 7
En outre, le parametre L (cf. équation.II1.71) peut également étre exprimé a I’aide des racines de

I’équation caractéristique du milieu orthotrope 2D :

L=(Ja+ \/B)\/ Ul (II1.73)

2
C111 G522 — Cling
Pour exploiter (II1.70) en vue de de notre validation, il est utile de la récrire a 'aide du parametre
densité de fissures d = Na? et du rapport d’aspect X = %. Sachant que 'on a également (cf. par

exemple Laws [55]) :
€ =dXQ': %, (I11.74)
avec le tenseur Q donné par :
Q=C:(I-5)=C*:(I-P:C?), (II1.75)

il est possible de mettre en relation les tenseurs P et H. Par comparaison entre 1’équation (I11.69)
combinée avec (II1.70) et 1’équation (II1.74), il s’en suit que le tenseur Q! correspondant & la

cavité elliptique arbitrairement orientée dans la matrice solide orthotrope a pour composantes :

- CiinveaeB(Va+vB) [ 2 L2 CligeX
QY = a2 X*(cos0)” + (sin0)” + —- ;

o C111C322 — Cfra0” CiinvaB(Va++/B)
Q1_1112 = Q1_2111 = dclill@(ﬁt\/é) cos fsin 9(X2 -1y

C1111C%22 — Ca2
_ _ C?11vap
L _ o=l — _g4 1111 :

@ = Qo C3$111C222 — C1”
Qe =4 ChulVatvh) (IT1.76)

s s s 2
4(C111102222 - C1122 )

{X2 [(cos0)? + v/aB(sin )] + [(sn0)* + v/aB(cos0)*] + X(va + V/B) }

Ciin(Va+ D)
(C5111C3295 — Ci122°)

Qa2 = Qians = d2 (X2 — 1) cosfsinb;

] Coa (VA VB) (o oo . X
Qoony = d—111 X*(sin)” + (cos ) + ——=
e Ci111 03920 — Ciiz” { Vot \/B}
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Il est utile de souligner & nouveau que, compte tenu de la définition (IIL.75), Q! est singulier pour

X — 0. Toutefois, le tenseur :
T = lim XQ ':C* II.
e (70

déduit de (II1.76) est bien défini, et ses composantes dans les axes d’orthotropie du matériau sont :

Tiiy = Cii” (Vo + vVB)v aﬁ(sinQ)Q' Tiias — C111Cae (Vo + VB)Vap (sin 0)2;
C$111C820 — Ci125° C$111C502 — C1°
Tyyrs — C11811C1122(\F‘Z VB) (cos 0)?: Tyas = 0111102222(\f‘f; VB) (cos 0)?:
C$111C8200 — C12° C$111C8000 — C120”
Ty = Ol G (Va + VB)Vas sin 0 cos - Too1s — _ChinCian(Va +VB) sin 0 cos 6-
C$111C8202 — Ci125° C$111C%200 — C12°
(IIL.78)
Tigr = _1015111(015122 + C3 111V aB) (Vo + /D) sin 26:
2 C5111C3000 — Ci105°
Tigzs — 1 07111(C3995 + CligovaB) (Ve + VD) <in 26:
2 C$111C3022 — Ci122°
Tiots — }Cfnlc’fzu [(sin 0)? + af(cos 0) ] (Va++B)

2 C(11116(2222 C’1122

On vérifie que ces composantes de T, fournies par I’étude en élasticité plane de la cavité elliptique,
sont exactement celles indiquées en (II1.66). On notera bien que les résultats plus complets obtenus
par l'approche générale dévéloppée dans ce travail (équation I11.66) fournissent d’autres compo-
santes, inaccessibles a ’analyse plane. De plus, par leur formulation dans le cadre des méthodes
d’Eshelby, ils ouvrent la voie & diverses extensions?® dont celles de la prise en compte des effets

d’interaction entre fissures.

II1.4 Estimations des propriétés macroscopiques du milieu ortho-
trope fissuré
Cette section a pour objectif de présenter diverses estimations (schéma dilué, modele de Mori

Tanaka) des propriétés élastiques macroscopiques issues des résultats obtenus pour le tenseur T

(via le tenseur P).

440On en évoquera d’autres possibilités d’extension 2 la fin de ce chapitre.
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IT11.4.1 Le schéma dilué

Une premieére application directe concerne le schéma dilué, dédié aux milieux a faible densité de

fissuration. Dans cette configuration, ou les interactions entre fissures sont négligées, I’estimation

d’Eshelby (ou du schéma dilué) est donnée par I’équation (II1.12). La combinaison de cette équation

et de (ITI1.66) conduit aux composantes suivantes du tenseur d’élasticité homogénéisé :

hom __ /s
C(1111 - C(1111

hom __ s
02222 - 02222 -

hom __
01122 -

hom __ hom
C(1133 - C’3311

hom __
02233 -

hom

_ s
C'?ﬁf}Sif} - 03333

hom __
2211 —

hom __
3322 —

hom __ hom __
C(1112 - C'1211 -

hom __ ~hom __
C(2212 - C’1222 -

hom __ ~hom __
C(3312 - C’1233 -

hom __ s
C(3232 - C'3232

hom __
03231 -

C{L;E = CP912 {1 —dm
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hom __
3132 —

—dr

—dm

Cs . om s
1-— dﬂ\/E(Sln 9)2] ; Chomt = Chya
3131

O (Va+ Vi3 181112\/ af(sinf)? + Cf1222(cos 9)2] )

s s s 2 ’
0111102222 - 01122

Chinn(Wa++3) [0151222m®in9)2 + O399, (cos 9)2] )

dm s s s 2 ’
0111102222 - 01122

0111101122(\f+ VB) [01111\/7(51119) +C§222(C059)2]

cy :
He e C5111C3000 — Ci105°
s Chin(Va+VB) [0111101133V B(sin0)? "‘01512205233@039)2].
= CYy33 —dm ;
C111C5590 — Ci10”
S dr CHi1(Va + VB) [CF122CF133V/aB(sin )% + Cs0p0Csogz(cos 0)*]
2233

S S s 2 9
C(11116(2222 - CY1122

Ciinn(WVa +/B) [Cf1332\/@(sin 0)? + C3yg5° (cos 0)%] ]

s s s 2 ’
0111102222 - C1122

(IIL.79)
C7111Cara (W + VB)(CFran + CF11 Vo )b1n0c050

Clig +dm
Ci111 03220 — Oz’

0111101212(\/>+\f)(c2222+C1122F)51H9COS9

Cip1o + dr
2212 C1111C2222 — C%159

C7111C%a10(Va + \f)(02233+01133\/7)s1n9c039

C5111C890 — Ch120”
1—-d 7012131 (cos0)?] ;
Cia30

Ci312 +dm

S S S ] .
U351 — dm\/C8y35C51 5, sin 6 cos 6,

2
s s s
C(1111 02222 - Cl 122

Ci111Ca12(Va + /1) [(sin 0)* 4+ /afB(cos 9)2] } .
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111.4.  Estimations des propriétés macroscopiques du milieu orthotrope fissuré

I11.4.2 Le Modele de Mori Tanaka appliqué aux milieux orthotropes fissurés

Dans le but de décrire I'effet des interactions entre fissures, on s’intéresse maintenant a 1’ap-
plication du modele Mori-Tanaka (MT) au milieu orthotrope fissuré. Pour illustrer de maniere
simple ce modele d’homogénéisation, on considére & nouveau le systéme de fissures ouvertes paral-
leles arbitrairement orienté dans un milieu orthotrope. La prise en compte des interactions entre
fissures dans le cadre du modele Mori-Tanaka consiste a plonger la fissure dans la matrice solide
élastique (de tenseur d’élasticité C®) soumise, non plus a la déformation macroscopique E, mais a
une déformation Eg qu’il s’agit de déterminer.

En adaptant la regle de localisation (I11.9), on a :
ef =M-S)"1:Eg (IT1.80)
L’application de la régle de moyenne des déformations conduit a :
1—¢NEy+¢/s/ =B (IIL81)
d’ott on déduit (avec ¢f = 7dX) que :
E) = {]1 + mdX [T - S(X, @)]*1}71 :E (I11.82)
Il s’en suit que le tenseur de localisation, reliant e/ et E s’exprime sous la forme :
A = -sx.n)] " {]I +mdX [I - S(X, @)]—1}_1 (I11.83)

On rappelle que le tenseur de Hill P(X,n) et le tenseur d’Eshelby S(X, n) sont liés par (II1.8).

Des résultats qui précedent, on déduit le tenseur d’élasticité macroscopique homogénéisé :

Chom = C*: (I+7dT)™" on T= lim X [I—S(X, n)] ! (I11.84)

auquel correspond le tenseur de compliance homogenéisé :

§'m = (I+ 7dT) : (8°) avee T= lm X [I-S(X,n)]”" (111.85)
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Chapitre Ill. Approche alternative par tenseur d’Eshelby de I'homogénéisation des milieux anisotropes fissurés

La combinaison de (II1.85) et de(II.66) conduit aux composantes non-nulles suivantes pour le

tenseur Stom -
hom _ as (8529253333 — 552332)(\/& + /B)v/aB(sin 9)2,
STt = Sty +dm s )
S3333
S?fz"zl = gzoﬁ = ST199; Sff§§ = ggﬁ = STi3s: ngogg = ggg = S53933: 51’3130:% = S3333;
Shom _ g 4+ dr (5522995333 — 5523352)(\/a + V/B)(cos 9)2;
S3333
Ghom _ ghom _ gs | d7r(552332 - 552225§333)(\{a+ VB)Vap sin&cosé;
253333
(I11.86)
Shom _ ghom _ g5 4 d7r(352332 - 5522253‘?333)5(\/5+ VD) sin9c059;
253533
5500598 N/ 5500095
Shom — 8,0 + dr(sin 9)2732322 3131 . Shom — 851 + dr(cos 9)2732322 3131
S550058
Shom — Shom — §8ya1 + dr sin9COSGW;
hom s (552332 — 5599253333) (v + \/B) [(Sin9)2 + W(COS 9)2]
51515 = STo10 +dm .

s
53333

Il apparait ainsi que ’estimation du tenseur de souplesse homogénéisé fournie par le schéma Mori-

Tanaka pour une matrice solide orthotrope affaiblie par un systeme de fissures paralleles ouvertes

arbitrairement orientée coincide avec celle que nous avions établie au chapitre 2 (équation I11.46).

Comme dans le contexte isotrope, I'interprétation de cette coincidence se trouve dans le fait que

le modele de Mori-Tanaka correspond a une distribution spatiale de type ellipsoidale aplati, ce qui

de fait atténue les interactions (cf. travaux de Ponte Castaneda et Willis [78]).
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111.5. Conclusions

IT11.5 Conclusions

Ce chapitre a été consacré au développement d’une approche alternative pour I’étude du mi-
lieu orthotrope fissuré. Cette approche, qui s’appuie sur la résolution des problémes d’inclusion
d’Eshelby, permet d’étendre les résultats établis au chapitre II. La difficulté de la tache réside
dans la détermination analytique du tenseur P. Une méthodologie nouvelle a été mise en oeuvre
et conduite & terme dans le cas d’une fissure arbitrairement orientée dans une matrice solide or-
thotrope. Les résultats originaux obtenus sont probants et validés par de nombreuses analyses. Ils

ouvrent la voie a diverses extensions dont certaines sont déja abordées dans ce chapitre.

En terme de perspectives, on s’intéressera a I’étude d’un systéme de fissures paralleles fermées
pour étendre les résultats déja obtenus. Comme au chapitre II, le contact entre les deux levres de
la fissure sera supposé non frottant. On s’inspirera des travaux de Deudé et al. [20] (voir égale-
ment [21], et Pensée et all. [76]) que 1'on se propose alors d’étendre au contexte orthotrope. L’idée
introduite par ces auteurs dans le cas d’une matrice solide isotrope consiste a prendre en compte
le fait qu’une fissure fermée transmet des contraintes normales de compression. Autrement dit,
les contraintes de cisaillement demeurent nulles comme dans le cas des fissures ouvertes. Dans le
cas d’une orthotropie de la matrice solide, il s’agira précisément de trouver un matériau fictif de
tenseur d’élasticité non nul Cf susceptible de rendre compte des modes de transmission des efforts
a travers les levres de la fissure fermée. C’est une des perspectives & court terme qui devra aboutir
par la proposition d’un nouveau tenseur T’ & la place de T.

Une autre perspective intéressante concerne l'adaptation de la récente approche proposée par
Ponte Castaneda et Willis [78] pour incorporer dans l’analyse micromécanique les informations
disponibles sur la distribution spatiale des fissures dans la matrice solide orthotrope. Ce travail est

€n cours.
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Chapitre IV

Approche macroscopique 3D de
’endommagement des milieux

orthotropes de révolution [46]

Ce chapitre est consacré a la modélisation tridimensionnelle de ’endommagement dans les mi-
lieux orthotropes de révolution (isotropes transverses). Cette classe de matériaux correspond par
exemple a certains composites & matrice fragile ou & des roches sédimentaires tels que les argilites
(cf. par exemple I’étude de [73]).

On rappelle d’abord (en section IV.1) quelques résultats d’homogénéisation des milieux orthotropes
de révolution contenant des fissures tridimensionnelles en forme de monnaie (penny-shaped). En
raison des limitations en terme d’applicabilité de ces résultats, on propose ensuite dans la sec-
tion IV.1.2 une approche basée sur les théoremes de représentation des fonctions tensorielles (cf.
par exemple Boehler [10]). La section IV.1.3 est consacrée a la proposition d’une méthodologie
consistant a combiner les résultats connus de la micromécanique avec ceux de la théorie de repré-
sentation pour simplifier la formulation macroscopique du modele. Diverses applications issues de
la démarche macroscopique proposée sont présentées, ce qui permet de tester ses capacités prédic-
tives et de la valider sur des données expérimentales. Enfin, on présente une seconde formulation
macroscopique issue de la précédente et basée sur 'approximation de ’endommagement par un

tenseur d’ordre 2. La pertinence de cette seconde formulation est également analysée.
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

IV.1 Propriétés macroscopiques 3D et endommagement des mi-

lieux isotropes transverses fissurés

IV.1.1 Homogénéisation des matériaux anisotropes contenant des fissures de

type ”penny-shaped”

Dans cette section on reprend les grandes lignes de ’approche par tenseur d’Eshelby des mi-
lieux anisotropes que nous avons étudié au chapitre III. Plus particulierement, on s’intéresse a un
volume élémentaire représentatif (v.e.r.)  composé d’une matrice solide élastique contenant des
fissures ouvertes paralleles de type penny-shaped (voir Figure IV.1). La matrice solide présente la
symétrie orthotrope de révolution (avec un tenseur d’élasticité C*, ou de souplesse S°).

Du point de vue géométrique, ces fissures sont considérées comme des ellipsoides aplatis, c’est a
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FIGURE IV.1: Volume élémentaire représentatif 3D : matrice solide orthotrope

de révolution contenant des fissures de type “penny-shaped”

dire de faible rapport d’aspect X = ¢ <1 (a et c représentant respectivement le rayon et la demi
ouverture de la fissure). D’un point de vue mécanique (comme au chapitre I1I) elles sont assimilées

a des vides (tenseur d’élasticité C/ = 0).

Les propriétés homogénéisées du matériau sont déterminées sous I’approximation de non-interaction
entre les fissures. En raisonnant sous les conditions de contraintes uniformes sur le contour du v.e.r.,

I'enthalpie libre macroscopique s’écrit sous la forme (voir par exemple Laws [58]) :
* 1 s d
W= %: (S +8): 5. (IV.1)
Le terme S° est le tenseur de souplesse de la matrice solide :

S* = 2b1(1 & 1) + bg(l QRA+A® 1) + 2()3(1@1) + 2b4(A & A) + b5(1®A + A@l), (IV.Q)
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IV.1. Propriétés macroscopiques 3D et endommagement des milieux isotropes transverses fissurés

avec les coefficients :

b — V33 b, — V2sbt — viyEs b — LT V33
L= T9ps 2= ESEs 57 T ops
3 13 3 (IV.3)
by — 1 N 1 1 Vg b — ES — Gi5(1 + v3s)
YT oE 2By Gy, By EiGiy

Le terme S? caractérise I'effet de ’'endommagement sur le tenseur de souplesse. I est obtenu apres
évaluation de la limite limyx .o XQ7!; le terme Q est reli¢ au tenseur P de Hill (Mura [70]) par
I'expression : Q = C* —C* : P: C5.

Comme nous avons vu au chapitre III, la principale difficulté réside dans la détermination analy-
tique®® du tenseur P, ceci en raison du caractére anisotrope de la matrice solide. Les seuls résultats
disponibles pour un systéme de fissures penny-shaped en milieu orthotrope de révolution sont ceux
de Laws [58]%6. De plus, ils concernent la configuration de fissures ayant la normale orientée sui-
vant la direction d’orthotropie de révolution, que nous noterons m. Introduisant alors le tenseur
de structure : A = m ® m (tenseur caractérisant 1’anisotropie initiale), et le parametre densité de
fissures p(m) = Na® (N étant le nombre de fissures par unité de volume et a le rayon des fissures
penny-shaped), les résultats obtenus par Laws [58] s’expriment sous la forme d’une enthalpie libre

macroscopique :
W*(2,A) = %2 :SY T+ pm) {s1[(A )P+ 5[(BE):A-S: (A®A): ]}, (IV4)

dans laquelle s1 et so dépendent des coefficients élastiques du matériau isotrope transverse :

sl = 4£(Ant - Ann)v
3 (IV.5)
_ o,
S92 = 3 nn»

et les coefficients sont Ay, Apy donnés par Laws [57] :

Ay +72)(S5101° — Sf1222)\/ 253939

Ant =
TST111V/ 255932 + (71 +72) (51111 + ST122) v/ ST111 — STi20] (IV.6)
A = 2v172(71 + 72) (S§111 % — Sf1222).
TS5

Ces coefficients font intervenir les composantes du tenseur de souplesse de la matrice solide S;jx

et les solutions 71,y de I’équation caractéristique du milieu isotrope transverse :
2 2y, 2 2
(ST111” = STi227)2” — [ST11155131 + 25T133(ST111 — STi22)] @ + ST11158333 — Stizs” =0 (IV.7)

On notera que le terme (A : ¥)T (dans IV.4) représente la partie positive de (A : X); il permet

de faire une extension des résultats de Laws [58] au cas des fissures fermées.

450n rappelle & nouveau que le but étant de construire un modéle analytique, la problématique de la determination

numérique du tenseur P, abordée dans Ghahremani [35] et dans Gavazzi et Lagoudas [34], n’est pas traitée ici.
60n notera également les publications plus récentes de Barret [7] et Morvan [68] (Université de Bordeaux) I dont

nous avions fait état au chapitre I.
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

IV.1.2 Application des théoremes de représentation a la modélisation de ’en-

dommagement dans les milieux isotropes transverses

Compte tenu du peu de résultats analytiques disponibles dans le cadre des approches micro-
mécaniques, on se propose d’aborder la modélisation tridimensionnelle de I’endommagement dans
les milieux orthotropes de révolution. Une partie de ce travail a fait I’objet d’une collaboration
avec le groupe de O. Cazacu de 1'Université de Floride (Graduate Engineering Research Center).
La formulation simplifiée de Halm et al. [39] (voir également Dragon et Halm [26]) que nous avons
présenté au chapitre I s’inscrit aussi dans ce type de démarche. L’objectif visé en premier lieu
dans cette sous section est de construire 'expression de 1’énergie libre macroscopique du matériau
endommagé.

Pour commencer, nous rappelons quelques considérations déja énoncées au chapitre 1.2 :
— dans ’état initial non-endommagé le groupe de symétrie du matériau G est un groupe de

rotations par rapport a une direction privilégiée, par exemple le vecteur unité m :
G={Qe0B3)|Qm=m or Q.m=-m}; (IV.8)

— le tenseur de deuxieme ordre A = m®m caractérise la symétrie du matériau non-endommagé,

ce qui permet de réécrire la relation (IV.8) sous la forme :
G={Qec0B3)|Q.A.Q'=A}; (IV.9)

— en accord avec la théorie de représentation des fonctions tensorielles (cf. Wang [91], Boehler
[10], Liu [61]), toute fonction anisotrope (scalaire, vectorielle ou tensorielle) avec un certain
nombre d’arguments est exprimable comme fonction isotrope de ces arguments originaux et
des tenseurs de structure caractérisant la symétrie en question.

Plus concretement, pour un matériau isotrope transverse affaibli par un systéme de microfissures
paralleles de normale n, il s’en suit que ’enthalpie libre W* du matériau endommagé peut étre
représentée par rapport au groupe G comme une fonction isotrope des variables suivantes :

— (i) le tenseur de contraintes macroscopiques X ;

~ (ii) le tenseur d’orientation N = n ® n*" caractérisant lorientation du systéme de fissures
de normale n (c’est a dire anisotropie de l’endommagement) et

— (i) le tenseur de structure A du matériau orthotrope de révolution.

En accord avec les théoréemes de représentation, W* s’exprime comme une combinaison des inva-
riants suivants : tr(X), tr(3.3), tr(X.N), tr(2.A), tr(2.N.A), tr(X.3.N), tr(X.X.A), tr(A.N),

tr(3.3X.A.N). Sous I’hypotheése de non interaction entre fissures, W* prend la forme :

W*(E,A,n®n)=W;+ pn)W;. (IV.10)

47Sagissant de ce point précis, notre démarche s’inspire des travaux de Welemane [92], voir aussi [93].

92

© 2005 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

IV.1. Propriétés macroscopiques 3D et endommagement des milieux isotropes transverses fissurés

Wy désigne I'enthalpie libre du matériau en absence d’endommagement. Il correspond donc a la

symeétrie orthotrope de révolution décrite comme suit :
Wi = by tr?(2) + ba tr(Z.A) tr(2) + b3 tr(X?) + by tr?(T.A) + by tr(T2.A). (IV.11)

Le terme W}, qui représente la contribution de I'endommagement a I’enthalpie libre du matériau,

s’exprime par :

Wi = tr(AN) [bg tr*(2) + b7 tr(X.A) tr(X) + bs tr(X?) + by tr(X>.A) + by tr7(X.A)] +

bip tr(B.N) tr(Z) + byo tr(Z.A) tr(B.N) + byz tr(Z2.N)+
(IV.12)

biatr(Z) tr(Z.AN) + bys tr(Z.A) tr(Z.AN) + by tr(Z?.AN)+
bi7 tr?(B.N) + big tr(Z.N) tr(Z.A.N) + big tr*(Z.A.N).

On notera que W* est choisi quadratique en X, afin de garantir la linéarité de la réponse contrainte-

déformation a un niveau d’endommagement fixé.

IV.1.3 Formulation simplifiée sur la base des résultats de la micromécanique

En raison du nombre relativement important de parametres intervenant dans l’expression de
I'enthalpie libre (équation IV.10), on se propose d’apporter un certain nombre de simplifications
en s’appuyant sur les résultats connus de la micromécanique (dont ceux présentés dans la section
IV.1.1). Plus exactement, profitant de Iécriture de la formulation macroscopique en terme du
tenseur d’orientation des fissures N = n®n, I'idée consiste & imposer dans (IV.10) une vérification
exacte des résultats connus de la micromécanique correspondant a :

— un systeme de fissures paralleles de normale m plongé dans un milieu isotrope transverse

(cas étudié dans la sous section IV.1.1)

— un systeme de fissures paralleles arbitrairement orienté dans une matrice solide isotrope.
Considérons donc dans un premier temps une configuration dans laquelle les fissures se trouvent
dans le plan d’isotropie transverse; dans ce cas N = n ® n est identique au tenseur de structure
A = m®m. L’expression de I’enthalpie libre (IV.10) devant alors coincider avec celle donnée par la
micromécanique (IV.4), on aboutit & une premiere identification de certains coefficients intervenant

dans ’énergie macroscopique :

b6 = O, bS = 07

bia = —(b7 + bn1); big = s2 — (b + b13); (IV.13)
S

big = 51 — (b10 + b12 + b15 + b17 + big).
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

La seconde identification envisagée impose que pour un milieu isotrope I'on retrouve les résultats
connus pour un systéme de fissures paralleles de normale quelconque n (cf. par exemple Hori et

Nemat-Nasser [41], Kachanov [43], Pensée [75] ou Kondo et all. [45]). Ceci conduit & :
b7 = bia 4+ bis = —byo; bg = 0. (IV.14)

La méthodologie de simplification proposée sur la base des considérations micromécaniques indi-
quées permet donc de réduire le nombre total de parametres du modele, en les exprimant comme
combinaison des cing constantes élastiques de la matrice solide élastique et de six autres coefficients

restant a identifier sur la base de données expérimentales.

IV.2 Développement du modele d’endomagement 3D. Mise en

oeuvre et validation

IV.2.1 Introduction

Comme au chapitre II, on s’appuie sur Pexpression de I’enthalpie libre*® correspondant & un
systeme de fissures paralleles pour proposer une extension au cas d’une distribution quelconque de
fissures. L’intégration sur la sphere unité de 'enthalpie libre W* (X, A, n®n) conduit a ’expression
généralisée :

1 1
Ur=-3:8:3+ — p(n)Wi (X, A,n®n)dS, (IV.15)
2 47T S2+

avec !

W = bi1 tr(Z.N) tr(2) — (b1o + bis) tr(Z.A) tr(E.N) + b3 tr(Z2.N)+

bio tr(A.N) [tr*(Z.A) — tr(Z.A) tr(2)] + (bro — b11) tr(Z) tr(S.AN)+
(IV.16)

bis tr(E.A) tr(2.A.N) + (53 — b13) tr(Z2AN) + by7 tr’(B.N)+

bis tr(E.N) tr(S.A.N) + (% - blg) tr2(S.A.N).

La premiere loi d’état permet d’obtenir le tenseur de déformations macroscopiques en fonction de

la contrainte X :

\P*
_ o S(A,n®n) : X. (IV.17)

E=%s = =

480n précise a nouveau que cette énergie s’exprime 3 1’aide des constantes élastiques du matériau non endommagé

et des parametres bio, b11, b13, bis, bi7, bis qui restent & identifier.
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IV.2. Développement du modéle d'endomagement 3D. Mise en oeuvre et validation

Par un raisonnement similaire & celui du chapitre I1.3 on obtient, en tenant compte de la premiere

loi d’état, la dissipation en présence de I’endommagement :

oU* .
=—d; > 0. .
D= 5diz0 (IV.18)

En adoptant donc comme variable d’endommagement les parametres densité de fissure d’ corres-

pondant a une famille de fissures ¢ de normale n’, la force thermodynamique associée est définie

comme :

i OW™ v
=

Son expression détaillée est fournie en annexe F.

IV.2.2 Critere d’endommagement et lois d’évolution

Comme dans les modélisations du chapitre 11, le critere d’endommagement est choisi sous la

forme :
FUFT, dYy = F* — R(dY), (IV.20)

la fonction R(d?) décrivant la résistance & la propagation du dommage. Pour les applications du
modele qui seront présentées par la suite, on adopte la forme : R(d?) = k(1 +nd"), ou k est le seuil
d’endommagement et n caractérise 'effet d’écrouissage.

On rappelle également que :

si P4 < R(d"), alors d' =0 (pas de propagation de 'endommagement)
(IV.21)

si FT = R(d'), alors d' >0 (propagation de 'endommagement)
En adoptant la regle de normalité, la loi d’évolution de la 'endommagement s’écrit :

of (FY, d')
OFd
0 si f<0 ou (f'=0 et f'<0) (Iv.22)

soit d' =

Ay si ff=0et fi=0

pour une famille de microfissures donnée. La condition de Kuhn-Tucker (f = 0) fournit le multi-

plicateur d’endommagement :

Agi = R’zdi){Ui 33 (IV.23)

L’expression du tenseur U est également donnée en Annexe F.
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

IV.2.3 Application du modele : essai de traction sur un composite C-SiC 2D

Pour 'analyse des capacités prédictives du modele nous avons considéré les prédictions de la
réponse a une sollicitation de traction simple dans une direction identique a une des axes de symé-
trie matérielle. Le matériau considéré est un composite C-SiC 2D testé par Baste et Aristegui [6].
Du fait qu’il s’agit d’un composite tissé, ce matériau est considéré comme orthotrope de révolution,
avec le plan d’isotropie suivant les directions 2 et 3. L’ensemble des expériences sont accompagnées
(voir Figure IV.2) d’un suivi (& I'aide des techniques acoustiques)*® de I’évolution des proprétés
élastiques avec le chargement. Les prédictions des réponses mécaniques seront comparées aux don-

nées expérimentales®. Les valeurs des coefficients élastiques ont été calculées & partir des données

Traducteur

Extensométre

FI1GURE IV.2: Montage expérimental pour caractérisation ultrasonore sous

charge des matériaux composites

expérimentales [6]. On obtient : E1° = 17.84 GPa, E3® = 89.07 GPa, v12° = 0.058, 193° = 0.165,
G13° = 8.02 GPa. Pour les six coefficients du modele restant a identifier (b1, b11, b13, b15, b17 et b1g),
une procédure de calage itératif a été retenue. Enfin, 'identification des valeurs des coefficients k
et 7 intervenant dans le terme R(d") du critere d’endommagement est réalisée de la méme maniére
qu’au chapitre II, c’est a dire en utilisant notamment le seuil de premier endommagement sur la
courbe expérimentale. Les valeurs obtenues sont les suivantes : k = 0.05 J-m~2 et n = 1802 * 103.
L’identification des autres parametres conduit aux valeurs respectives suivantes : b1g = 0.19 GPa,

b11 = 0.006 GPa, bz = 0.856 GPa, b5 = 0.38 GPa, b;7 = 0.003 GPa, b1g = 0.0032 GPa.

4Plus précisément, il s’agit de mesures de vitesses de propagation d’ondes ultrasonores suivant des directions

judicieusement choisies.
50Les données concernant Iévolution de I'endommagement ainsi que celle des proprétés élastiques avec le charge-

ment seront analysées ici ainsi que dans la section 1V.3.4, en liaison avec une seconde version simplifiée du modele

macroscopique.
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IV.2. Développement du modéle d'endomagement 3D. Mise en oeuvre et validation

Pour faciliter la mise en oeuvre il est utile de se placer dans un systeme de coordonnées carté-

siennes (z1, T2, x3), avec 'axe x3 correspondant a la direction de chargement faisant un angle 6 par
NET Ly . s+ 51 \ .

rapport a l’axe de symétrie de rotation e; du matériau’*. Dans ce systeme le tenseur de contraintes

de Cauchy s’écrit :
3 =3B, (IV.24)

expression ou X représente le niveau de chargement et :

0 0 0
B=|0 0 0 (IV.25)
0 0 1

De méme, dans le systéme de coordonnées cartésiennes (x1, x2, x3) considéré, le tenseur de structure

A s’exprime sous la forme :
sin? 0 0 sinfcosf
A= 0 0 0 (IV.26)

sinfcosf 0 cos? 0

On précise également que l'intégration sur les différentes orientations est effectuée en retenant sur
la sphére unité les mémes 33 familles de fissures utilisées par V. Pensée [75] dans ses travaux de
modélisation de I'endommagement en milieux initialement isotropes, avec une densité initiale de
microfissuration d = 0.01.

La figure I'V.3 présente les résultats de la simulation comparés a la courbe contrainte-déformation

Y33 [MPa]
200] .
150;
100¢
) = = = experinental
50! .- ——— simulation
Ess [%

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

F1GURE IV.3: Composite C-SiC sollicité en traction dans la direction 3
appartenant au plan d’isotropie transverse. Comparaison simulation données

expériementales (Baste et Aristegui. [6])

obtenue par voie expérimentale pour une traction appliquée suivant la direction 3 appartenant au

10n suit ici une procédure proposée dans [15].
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

plan d’isotropie transverse. On constate un bon accord entre les résultats du modele et la réponse
expérimentale, en dépit du fait que ce matériau est fortement endommageable (le seuil de premier
endommagement est tres bas, de 'ordre de 3 MPa). On propose également un deuxiéme niveau
de comparaison, permis par le suivi expérimental de 1’évolution des composantes du tenseur de
souplesse du matériau durant le chargement (cf. Baste et Aristegui [6]). En dehors de quelques
différences notables sur certaines composantes (en tres faible nombre), on distingue sur la Figure
IV.4 une reproduction qualitative correcte des variations des différents termes du tenseur de sou-
plesse, en accord avec les mesures expérimentales. On constate également le fait que le matériau
(qui dans ’état initial était isotrope transverse) devient orthotrope. Pour confirmer la pertinence
de la modélisation proposée dans cette section, un complément de validation est fourni en Annexe

G (section G.1).
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

IV.3 Modélisation de I’anisotropie induite a ’aide d’un tenseur

d’endommagement d’ordre 2

Cette section est consacrée au développement d’un modele macroscopique 3D de 'endomma-
gement des milieux orthotropes de révolution, qui s’appuie sur les résultats de la section IV.1 . La
particularité de la modélisation qui sera explicitée dans ce qui suit réside dans I’approximation de
la distribution du parametre densité de fissures via un tenseur de second ordre D.

L’intérét de cette nouvelle construction est double :

— a l'instar des approches micromécaniques et de la démarche de la section IV.1 dont elle est
issue, elle confere une certaine base physique au modele macroscopique envisagé, en autorisant
une interprétation des résultats en termes d’évolution de microstructure;

— elle suggere également la structure mathématique des lois d’endommagement des milieux
orthotropes de révolution ; en particulier, elle facilitera ’analyse des interactions entre ani-
sotropies primaire et induite dans le contexte relativement courant d’'un endommagement
modélisé par un tenseur du second ordre. Le modele macroscopique ainsi construit est direc-
tement comparable & ceux présentés au chapitre I (dans la section 1.2) et dans ’annexe A
qui est associé a ce chapitre.

Au dela de ce double intérét, le modele 3D basé sur I'approximation de ’endommagement par
le tenseur D est mis en oeuvre pour simuler le test présenté en IV.2.3. La comparaison avec les
données expérimentales portera aussi bien sur la réponse mécanique globale que sur ’analyse de

I’évolution des propriétés élastiques macroscopiques avec le chargement appliqué.

IV.3.1 Formulation macroscopique basée sur un tenseur d’endommagement

d’ordre 2

On souhaite donc reformuler I’expression du potentiel d’énergie en adoptant une représentation
simplifiée (a I’aide d’un tenseur d’ordre deux) de la distribution en orientation du parametre densité
de fissures p(n)%2. On suit ici la démarche proposée par Pensée [75] sur la base des travaux de
Lubarda et Krajcinovic [62] (cf. également Thikomirov et all. [87] et Qiang et all. [79]). On montre
alors que, si on définit comme variable macroscopique d’endommagement le tenseur d’ordre deux
D (Pintégration portant sur la sphere unité S = {n eR3 nn= 1}) :

1

T 4r

D /S P (n®n)dyp, (Iv.27)

20n rappelle que, méme dans le contexte des milieux initialement isotropes, le choix de l'ordre de tensorialité
adéquat pour la variable d’endommagement suscite encore de nombreuses discussions (voir par exemple Chaboche

[16] ou Krajcinovic [49, 47]).
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IV.3. Modélisation de I'anisotropie induite a I'aide d’un tenseur d’endommagement d’ordre 2

I’approximation de la distribution du parametre densité de fissures qui en résulte est :

3

=5 BD: (n®n) — tx(D)]. (IV.28)

p(n)

Il s’agit maintenant de reporter (IV.28) dans (IV.15) pour obtenir une expression du potentiel
d’énergie ayant comme un de ses arguments le tenseur D. L’intégration sur la sphere unité, qui porte
notamment sur des produits tensoriels du vecteur unitaire n exprimés dans la base orthonormée
B = (e1,ez,e3) de R3, est facilitée par les identités suivantes (voir Lubarda et Krajcinovic [62], ou
He et Curnier [40]) :

A
4
/ nin; dS = 7; 5,
0

47

4m
/ nin;inEn; ds =— Iijkl7 (IV.29)
0

5
A
4
/ ninjnEnneng dS = - Lijkias-
0

avec les tenseurs d’ordre quatre et six définis respectivement par :

1
Lijrt = 3 (04j0k1 + 0irdj1 + 0510,k
(IV.30)

Lijkiap = = (0ijlkias + 0ikLjtas + ditljkas + dialjkis + digljkia)-

1

5

Il découle alors de 'intégration que I’enthalpie libre du milieu endommagé s’exprime sous la forme :
. 1

P* = 52 :S(D) : X. (IV.31)

avec, comme tenseur de souplesse du matériau endommagé :

SM)=c1(1®1) +c2(181) + c3(1 @D+ D ® 1) + 4(18D + D®1)+
1A +A®1)+c(10A+ABL)+c7(A®A)+cs(A®D+D®A)+
(IV.32)
c9[1® (AD + DA) + (AD +DA)® 1]+ c10[A ® (AD + DA) 4+ (AD + DA) ® A] +
C11 [1@(AD + DA) + (AD + DA)@I] .

Les coefficients ¢; sont donnés par :

c1 = g1+ g2tr(D) + g3 tr(AD), c2 = g4 + g5 tr(D) + ge tr(AD),
c3 = g7, c4 = g8, ¢s = g9 + gio tr(D) + g11 tr(AD),
(IV.33)
c6 = g12 + q13 tr(D), cr = g1a + g15 tr(D) + g1 tr(AD),
Cs = g1, C9 = 4g18, €10 = 419, C11 = g20-
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

Il est & nouveau essentiel de noter que tous ces termes sont exprimés a l'aide des 5 constantes

élastiques du matériau non endommagé et des 6 coefficients byg, b11, b13, b15, b17, et big :

B 81 bir | big 1
g1 = 2b1, 92=11"F + 7 93 =11 (2b17 — 2b1g — s1) ,
1 (b7 51
= 2 = — _ [ — _ —
g4 = 2b3, 95 =~ ( 3 big 5 ) ; 96 93,
—b +1(3b s — 2 =b +1(3b b+ )
gr = b11 7 17 18 5 ) gs = 013 7 17 18 5 )
1 6 S
g9 = ba, g10 = - <b17 - gb18 - 21> ; 911 = —bio,
(IV.34)
2
g12 = bs, 913 = 3¢ (s1 — 2b17 + 2b1g) , g14 = 2by,
915 = 5= (2bi7 +2b1g — 51), 916 = —2911, 917 = —bio — b5 + —,

=35 7
— L b1 = i) + = (51 — 217 + 3b1s)
918—2 10 11 14 S1 17 18)

bi3

s 1
(81 —2b17 —2b1g),  g20 = —7+52+*

58 (2b17 — 2b1g — s1) -
Remarque IV.1 On note que l’expression (IV.32) a la méme structure mathématique de base que
celle proposée par Cazacu et all. [15] (voir également [14]) et qui est synthétisée en Annexe A. En
particulier, on observe que dans les effets de l’endommagement la presence de termes en tr(D) ne
modifie pas la symétrie initiale du matériau. Les termes en tr(AD), qui au contraire modifie cette

symétrie initiale, traduisent les interactions entre l’anisotropie de structure et l’anisotropie induite

par l’endommagement.

IV.3.2 Critére et loi d’évolution

Pour compléter la formulation du modele, un critére d’endommagement basé sur le taux de

restitution de I’énergie est retenu sous la forme :
(Y, D) = [Y]| — [ho + hutrD + hotr(DA)], (IV.35)

dans laquelle la force thermodynamique Y associée a '’endommagement est obtenue par dérivation
partielle de I’enthalpie libre y* :

_ o

Y = D

(IV..36)

ho, h1, et ho sont des parametres du modele pour le matériau considéré :
— hyg est le seuil initial d’endommagement
— hq et hg sont des constantes qui prennent en compte la variation de la résistance a I’endom-

magement en fonction de la dégradation induite dans le matériau; en particulier le terme ho
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IV.3. Modélisation de I'anisotropie induite a I'aide d’un tenseur d’endommagement d’ordre 2

caractérise dans cette variation l'effet de couplage entre ’endommagement et 1’anisotropie
initiale.

En adoptant ensuite la regle de normalité pour D on écrit la loi d’évolution :

, 0 si f<0 ou (f=0 et f<0)
D= (IV.37)

of .. .
)\aiY S1 f—O et f—O

Enfin, par la condition de Kuhn-Tucker : f = 0 on obtient le multiplicateur d’endommagement A

B tr(Y -Y)
N hltT(Y) + thT’(Y.A)

(IV.38)

IV.3.3 Etude des capacités prédictives du modele sous sollicitations de traction

A présent, on se propose (dans un but de validation) d’étudier la réponse prédite par la loi d’en-
dommagement résumée par la donnée du potentiel (IV.31), du critere d’endommagement (IV.35)
et de la loi d’évolution (IV.37) qui en résulte. Le test analysé est 1’essai de traction uniaxiale qui
a été considéré dans la sous section 1V.2.3.

En adoptant les mémes choix (IV.24, IV.25 et IV.26) qu’en IV.2.3, on peut réécrire la force ther-
modynamique (éqn. IV.36) sous la forme :

o™

Y=9D

= ¥, (IV.39)
avec le tenseur du second ordre T exprimé par la relation :

T = [gg + g5 + 2(g10 + g13)(cos 0)* + g15(cos 9)4] 1+

[93 + g6 + 2g11(cos 9)2 + g16(cos 0)4] A+ (IV.40)

DO | = N‘H

[97 + g3 + g17(cos ) ] B+ [2918 + 2g19(cos 9)2 + 2920] (AB + BA).

Par substitution de I’équation (IV.39) dans (IV.37) et (IV.38), il vient :

oD 23| T =
o = TT pour  f(Y,D)=0, (a) (IV.41)
m = hy tr(T) + hy tr(TA) (b)-

D’ou 'on peut déduire (en tenant compte de IV.35 et de IV.39) le seuil initial d’endommagement

ho:

ho = 3o?|| T (IV.42)
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]

3o représente le niveau de contrainte du premier seuil d’endommagement. A 'aide de I’équation

(IV.41(a)), on montre que 'endommagement prend la forme :

T - 20%)

m

D T, VE>3. (IV.43)

Finalement la substitution de la variable d’endommagement (équation I1V.43) dans le tenseur de

souplesse du matériau endommagé (éqn. IV.32) donne :

o ITIE -3

S=§ M, (IV.44)

ou le tenseur M est :

M = tr(T) [g2(1 ® 1) 4+ g5(181) + g10(1 @ A+ A ®1) + g15(A ® A) + g13(1RA + A®1)] +
tr(TA) [g3(1® 1) + g6(101) + 911(1 @ A+ A® 1) + g16(A @ A)] +
g7(1@T+T®1)+gs(1®T + T®1) + g17(AQT + TR A)+ (IV.45)

g18[1® (AT +TA)+ (AT+TA)® 1] + 919 [A® (AT + TA) + (AT + TA) ® A] +
920 [1®(AT + TA) + (AT 4+ TA)®1].

On observe en examinant les expressions (IV.43) et (IV.40) que les directions principales d’endom-
magement ne se confondent avec les directions des sollicitations que pour des chargements effectués
suivant les axes de symétrie du matériau (soit dans le plan d’isotropie transverse, ce qui corres-
pond & un angle § = 7/2, soit dans I’axe de symétrie rotationnelle, avec § = 0). En conséquence, le
tenseur de souplesse endommagé reste isotrope transverse seulement pour un chargement appliqué
dans la direction perpendiculaire au plan d’isotropie du matériau. Dans les autres cas, la réponse
mécanique conduit & une orthotropie générale. On soulignera enfin que tout chargement en dehors

des axes du matériau produira une perte de symétrie plus forte que ’orthotropie.

IV.3.4 Prédictions du modeéle et validations

Comme annoncé, on applique le modele proposé pour simuler le comportement mécanique sous
sollicitation uniaxiale de traction du matériau composite C-SiC 2D. Les valeurs des coefficients
élastiques ont été déja calculées a partir des données expérimentales de Baste et Aristegui [6], qui
proposent de plus un suivi (& ’aide de techniques de mesure par ultrasons) de I’évolution des com-
posantes du tenseur de souplesse; ces mesures sont couplées avec des méthodes d’extensométrie
plus classiques. Les valeurs expérimentales ont été introduites dans la section IV.2.3.

Les observations expérimentales ayant montré que le principal mécanisme d’endommagement est

la microfissuration de la matrice, on peut supposer que les termes caractérisant le fort couplage
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entre 'anisotropie de structure et celle induite par ’endommagement peuvent étre négligés, ce
qui implique que : g18 = g19 = g20 = 0. Cette simplification permet d’exprimer les coefficients
bio, b13 et bis en fonction des trois autres parametres bi1, bi7, big qui, tout comme les parametres
h1 et ho du critere d’endommagement, restent a identifier. Ces choix facilitent la procédure de
calage. Les parametres ainsi identifiés ont les valeurs suivantes : 17 = 0.006 GPa, b7 = 0.003
GPa, b1g = 0.0032 GPa, h; = 2634.602 et hg = —7.758.

La Figure IV.5 montre le bon accord entre la simulation et les données expérimentales pour la sol-
licitation de traction appliquée dans la direction 3 (se trouvant dans le plan d’isotropie transverse).

Comme précédemment annoncé, une comparaison des prédictions du modele avec les variations
Y33 [MPa]
200¢

150

100}

= = = experinental

50| — — — macro

| | | | ‘ ‘ ‘ 9
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 = [

F1GURE IV.5: Composite C-SiC sollicité en traction dans la direction 3 du plan

d’isotropie transverse.

expérimentales des composantes du tenseur de souplesse S® avec la sollicitation de traction est
présentée sur la Figure IV.6. On constate en premier lieu que, par rapport a l’état initial non-
endommagé, la symétrie du matériau endommagé est de type orthotrope; en clair, le modele rend
compte de la perte de symétrie induite par ce type de chargement considéré. De plus, on observe une
bonne reproduction qualitative et quantitative de I’évolution des composantes de S®, a ’exception
de 7133, 595131, 53333 (on soulignera pour cette derniere que les valeurs expérimentales semblent
présenter une incohérence avec la courbe globale de comportement, Fig. IV.5).

Pour cette seconde version du modele on propose également un complément de validation en An-

nexe G (section G.2).
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75
70
65
U‘);: 60 .
T — T
0 50 100 150 200
Y33 [MPa]

S3333

50

100
Y33 [MPa]

150

200

-1

-2
-3la [

-4

S1133

-5
-6
-7

50

50

100
Y33 [MPa]

150

200

45

40

35

Sz232

30

25

80

50

100
Y33 [MPa]

150

200

75

70

65

S1212

60

55

106

© 2005 Tous droits réservés.

50

100
Y33 [MPa]

150

200

30

25

20

15

S2222

10

0 50 100 150 200
r33 [MPa]

Si1122

0 50 100 150 200
Y33 [MPa]

S2233

0 50 100 150 200
T33 [MPa]

100

90

80

Sz131

70 .

60

0 50 100 150 200
Z33 [MPa]

FIGURE IV.6: Evolution
des composantes du
tenseur de de souplesse
[(1000*GPa)~1] du C-SiC
2D avec le chargement

appliqué.

http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

IV.4. Conclusions

IV.4 Conclusions

Le modele d’endommagement tridimensionnel formulé et mis en oeuvre dans ce chapitre selon
deux versions semble étre en mesure de décrire les phénomenes de microfissuration qui influencent
le comportement macroscopique non-linéaire de composites a matrice fragile.

Une des originalités du travail mené dans cette partie de 1’étude réside dans la mise en place et
I’exploitation d’une demarche combinant les approches macroscopiques basées sur les théoremes
de représentation des fonctions tensorielles et des résultats issus de ’homogénéisation des milieux
fissurés. On rappelle que cette démarche se trouve en partie justifié par le manque de résultats
généraux issus des approches micromécaniques dans le contexte tridimensionnel des milieux aniso-
tropes fissurés. Le modele d’endommagement macroscopique auquel on aboutit par cette démarche
est physiquement cohérent et se révele assez probant au vu des validations expérimentales réalisées
sur un composite SiC-SiC 2D et le composite SiC-SiC étudié en G. Ce travail de validation sera
poursuivi par 'investigation des sollicitations hors axes.

Enfin, on soulignera que la démarche proposée dans la section IV.3 fournit également une base
d’analyse de la structure mathématique des modeles macroscopiques utilisant un tenseur d’ordre 2
comme variable d’endommagement, notamment pour ce qui concerne le réle des interactions entre

I’anisotropie de structure et ’anisotropie induite par le chargement.
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Chapitre IV. Approche macroscopique 3D de I'endommagement des milieux orthotropes de révolution [46]
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L’étude présentée dans ce mémoire a été consacrée a la modélisation des phénomenes de dé-
gradation par mésofissuration des matériaux initialement anisotropes. Son cadre général est celui
des méthodes de changement d’échelle. L’objectif visé était de formuler un ou des modeles d’en-
dommagement anisotrope de cette classe de matériaux, mettant en relation les comportements
macroscopiques avec les micromécanismes de déformation, dont en particulier la microfissuration.
Cet objectif nous semble pleinement atteint, puisque nous disposons maintenant d’un outil d’ana-
lyse (bidimensionnel et tridimensionnel) et de prédiction de 'endommagement de ces matériaux,
physiquement cohérent et dont la mise en oeuvre est relativement simple. Le travail effectué a
également permis de clarifier de nombreuses questions telles que l'interaction entre 1’anisotropie
structurale et ’anisotropie induite par I’endommagement, ou encore la perte de symétrie matérielle

due a 'endommagement.

La démarche adoptée dans nos travaux est progressive. Pour 1’asseoir, nous avons considéré et
développé au chapitre IT une modélisation plane qui a permis d’établir ’expression générale de
I’énergie libre macroscopique d’un milieu affaibli par un systeme de fissures paralleles arbitraire-
ment orientées par rapport aux axes d’orthotropie. Afin de simplifier la formulation, I’hypothese
de non interaction des fissures a été adoptée. La construction qui s’en déduit a abouti a un cri-
tére macroscopique déterminant la transition ouverture/fermeture des fissures. On a noté dans ce
critere, en raison de l'orthotropie initiale des matériaux étudiés, que les modes de fissuration sont
fortement couplés : le critere de transition ouverture/fermeture s’avere ainsi tres différent de celui
existant pour les milieux initialement isotropes. Fort de ces résultats et de leur généralisation a une
distribution quelconque en orientation des mésofissures, nous avons alors proposé une modélisation
complete du processus d’endommagement anisotrope, incluant le caractere unilatéral du compor-
tement lié a la fermeture des mésofissures. Cette modélisation a été mise en oeuvre en adoptant
une procédure d’intégration numérique du potentiel thermodynamique du milieu endommagé. Les
applications et validations expérimentales présentées a ce stade de la modélisation ont permis de

démontrer le caractere opérationnel de la démarche pour I’'étude des modes d’endommagement
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sous sollicitations de traction dans les axes et hors des axes de symétrie initiale du matériau. Bien
qu’encourageant, cet ensemble de résultats mérite d’étre replacé dans un cadre plus général qui en

assurerait des extensions futures.

C’est ainsi que nous avons été amenés a développer au chapitre III une formulation alternative
par tenseur d’Eshelby S (ou de Hill P). Dans ce contexte, la modélisation géométrique de la fissure
a consisté en un cylindre infini de faible rapport d’aspect. Les résultats analytiques obtenus au
prix de nombreux développements sont tres concluants. Ils sont nouveaux dans le cas d’une fissure
arbitrairement orientée par rapport aux axes d’orthotropie, et mettent en évidence 'interaction
entre l'orthotropie initiale et ’orientation de la fissuration. Une validation détaillée de ces résul-

tats est proposée a la fin du chapitre I1I. Ces résultats ouvrent la voie a diverses perspectives dont :

— a court terme, ’étude de I"tmpact des fissures fermées dans le cadre des méthodes basées sur
le tenseur d’Eshelby. En supposant dans un premier temps un contact non frottant, on pourra
s’inspirer des travaux de Deudé [21] pour lequel il faudra proposer une extension au contexte
orthotrope. Plus précisément, il s’agira de trouver un matériau fictif de tenseur d’élasticité
C7 non nul, susceptible de rendre compte des modes de transmission des efforts & travers les
levres de la fissure fermée.

— la prise en compte dans l’analyse micromécanique d’informations disponibles sur la distribu-
tion spatiale des fissures dans la matrice solide orthotrope. Cette étude, qui s’appuiera sur
les travaux de Ponte Castaneda et Willis [78], permettra d’incorporer de maniere indirecte

certains aspects microstructuraux de la fissuration des CMC liés a la présence des renforts.

La derniere partie de notre étude a été consacrée a la modélisation 3D de ’endommagement dans
certains CMC. L’absence de résultats analytiques généraux pour une étude tridimensionnelle de
la fissuration en milieux anisotropes nous a conduit & proposer une approche combinant la théorie
de représentation des fonctions tensorielles et les résultats de la micromécanique lorsqu’ils sont
disponibles. Cette démarche nous a semblé pertinente, méme si I’on peut envisager d’aborder le
probleme d’un point de vue numérique®3. Elle a abouti & un modele dont la cohérence physique et la
pertinence ont permis d’en démontrer les grandes capacités prédictives. Les nombreuses validations
expérimentales présentées pour les composites C-SiC 2D et SiC-SiC 2D ouvrent des perspectives

intéressantes parmi lesquelles, on peut mentionner :

30n souligne néanmoins les difficultés qui surgiront pour 1’écriture des lois d’évolution.
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— Uintroduction dans le modele 3D des effets de fermeture de fissures ainsi que les phénomenes
de frottement associés, extension pour laquelle on pourra s’appuyer sur les travaux de Pensée
[75]. Les questions liées a la modélisation de la décohésion de l'interface fibre/matrice sont
également a envisager.

— Le calcul numérique des structures composites endommagées. Compte tenu des premieres
évaluations des modeles présentés dans ce mémoire, on peut envisager une implémentation
numérique dans un code de calcul par éléments finis, ce qui permettra d’aborder un niveau

supplémentaire de validation et de prédiction des modeles proposés.
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Annexe A

Modele macroscopique 3D
d’endommagement des matériaux

orthotropes de révolution de [15]

Ce modele d’endommagement dédié aux matériaux orthotropes de révolution s’appuie égale-
ment sur le formalisme décrit en 1.2.1, avec un souci de simplification. L’expression de ’enthalpie
libre proposée par Cazacu et all. [15] dans le contexte des milieux orthotropes de révolution est la

suivante :

1
Y= 3 {a1 13 (Z) + a2 tr(E?) + 2a3 tr(X) tr(ETA) + ag tr?(B.A) + 2a5 tr(Z*A) } +

Ug»{mu%2)+MUQ?)+%NMEM42A)+MU%EAJ+2%“Q?AH+

tr(DA)
2

{e1t1?(2) + c2 tr(Z?) + 2¢3 tr(X) tr(TA) + ca tr*(Z.A) + 2¢5 tr(E°A) } + (A1)
dy tr(2) tr(XD) 4 da tr(T?D) + ds tr(TA) tr(D) + 2d4 tr(X) tr(SAD)+

2d5 tr(ED) + 2dg tr(Z*AD),

ou A est le tenseur de structure du matériau associé a ’axe de révolution. Les a; (les 5 coefficients
élastiques du matériau non endommagé), b;,c;, ¢ = 1...5, et dj,j = 1...6 sont 21 parametres du
modele a déterminer & partir d’expériences de laboratoire.

La premiere loi d’état donne le tenseur de déformation macroscopique E :

_o

E= - =S(D): =, (A.2)
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Annexe A. Modéle macroscopique 3D d’endommagement des matériaux orthotropes de révolution de [15]

avec le tenseur de souplesse :

S(D) = 51(1 & 1) + SQ(l@l) + 83(1 RA+A® 1) + 84(A &® A) + 85(1®A + A@l)"F
di1®D+D®1)+d(18D +DR1) +d3(AD+D® A)+ A3)
3
di[1®(AD +DA)+ (AD +DA)®1]+ds5[A® (AD+DA) + (AD + DA) ® A] +

ds [1®(AD + DA) + (AD + DA)®1] .

Les coefficients s;,i = 1...5 sont des combinaisons linéaires des invariants tr(D), tr(AD) :

s1=ai +bytr(D) + ¢ tr(AD)

S9 = ag + by tl"(D) + co tl“(AD)

sg = a3+ batr(D) + c3 tr(AD) (A4)

Sq4 = ayq + by tI"(D) +cy tr(AD)

s2 = a5 + b tr(D) + ¢c5 tr(AD).
Remarque A.2 On notera que la substitution du tenseur identité du second ordre I a la place de
A dans (A.3) conduit bien a la représentation générale classique du tenseur de souplesse effective
d’un matériau isotrope endommagé (voir par exemple Murakami et Kamya [71]) :

S(D) =S, +atrD(1®1) + ftrD(181) +v(1@ D+ D ® 1) + n(18D + D®1),  (A.5)

ou les coefficients «, B,v,n sont des constantes et S?SO le tenseur de souplesse du matériau isotrope

non endommagé.

Dans Cazacu et all. [15] est proposée une simplification de la formulation du modele basée sur la

décomposition suivante du tenseur de souplesse du matériau endommagé (A.3) :
S(D) = S% 4+ §P, (A.6)
avec le tenseur de souplesse du matériau sain :

S =a1(1®1)+a2(1®1)+a3(1A+A®1)+as(A®A)+as;(10A + AR1), (A.7)
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et la partition : SP = S! + §? + S3, telle que :

St =tr(D) [1(1®1) + b2(101) + b3(1 @ A + A @ 1) + by(A @ A) + b5(1DA + AR1)]
S? =tr(AD) [c1(1®1) + c2(181) + 3(1 @ A+ A @ 1) + c4(A @ A) + ¢5(10A + AR1)]
S*=di(19D+D®1)+dx(18D + D®1) + ds(A®D + D ® A)+ (A.8)
di[1® (AD +DA)+ (AD+DA)®1]+ds [A® (AD + DA) + (AD + DA) ® A] +
ds [1®(AD + DA) + (AD + DA)®1].

En effet, on remarque que :

— le terme S! est une combinaison linéaire des tenseurs caractérisant I’orthotropie de révolution.
Il s’agit d’un effet isotrope de I'endommagement qui n’affecte pas la symétrie initiale du
matériau,

— le deuxiéme terme (S?) se présente aussi comme une combinaison des générateurs tensoriels
de la symétrie initiale, mais la présence du terme tr(AD) indique une interaction entre
I’endommagement et ’anisotropie structurale que les auteurs qualifient de faible, puisque
n’affectant pas la symétrie initiale.

— le terme S? caractérise la perte de symétrie du matériau, qui traduit en fait une forte inter-
action entre la symétrie matérielle et 'endommagement anisotrope.

C’est sur la base de ces observations que Cazacu et al. [15] proposent la simplification consistant
a supposer que les coefficients b;, ¢; sont des multiples des coefficients a; caractérisant la symétrie

initiale du matériau :
bz‘ = kbai et C; = kcai y Vi = 1...5, (A9)

avec kp, et k. deux constantes a déterminer.

Cette hypothese permet de réduire considérablement le nombres de parametres du modele. Apres
adjonction d’un critere d’endommagement basé sur le taux de restitution de 1’énergie, sa validation
par confrontation avec des données expérimentales est présentée dans Cazacu et all. [15] (voir

également [14]).
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Annexe A. Modéle macroscopique 3D d’endommagement des matériaux orthotropes de révolution de [15]
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Annexe B

Approche par potentiels complexes

des milieux anisotropes fissurés

Cette annexe présente de maniere succincte quelques résultats classiques de 1'élasticité plane
anisotrope, puis leur application aux milieux fissurés. Elle est inspirée des travaux de Hori et

Nemat-Nasser [41] et de Mauge et Kachanov [67].

B.1 Potentiels complexes en élasticité plane anisotrope

Les problemes d’élasticité plane peuvent étre abordés de facon adéquate a ’aide des méthodes
de potentiels complexes (Lekhnitski [60]) : de maniére schématique, la détermination des solutions
en déplacements et contraintes requiert deux fonctions complexes, ®(z1) et ¥(z2), avec : 23 =
T+ 1y, 22 = T+ pey. Les variables complexes p1, o sont les racines de I’'équation caractéristique

du probleme d’élasticité plane :
S5t — 285 10p® + (255195 + Sio10) 1% — 2859101 + S3999 = 0, (B.1)

et Si;r les composantes du tenseur de souplesse du matériau dans un systeme de référence noté xy.
En raison de la définie positivité de S, on montre que 1 et us sont des complexes non réels. En

utilisant les notations ur = ag + i0k, avec ag, Br € R et G > 0, les contraintes et les déformations
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Annexe B. Approche par potentiels complexes des milieux anisotropes fissurés

s’expriment sous la forme :

020 = 2Re [/ﬁqﬁ/(Zl + u%@b'(@)} ,

oy = 2Re |6/ (21) + 9 (22)|

ay = —2Re [ulqb/(zl + mw’ug] , (B.2)
u1(z,y) = 2Re [p1d(21) + p2vp(22)]

us(z,y) = 2Re [q1é(21) + q2v(22)]

-1 . .
avec pi = Si11143 — Sir1olk + Si1o, Gk = By, (ST199H5 — S3915 + S3a90). Dans le cas particulier
d’un matériau présentant la symétrie orthotrope 2D, ’équation caractéristique se réduit & une

équation bicarrée :

Siiipt + (285199 + Si12)” + 3990 = 0. (B.3)
dont les racines, imaginaires, 12 et fiy9 = —p12 sont :
)
H12 = 7\/W \/(25f122 + Sia12) £ \/(zsflzz + ST912)? — 45711155092, (B.4)
1111

Ces racines peuvent également étre exprimées a l'aide des constantes "ingénieurs” sous la forme :

o =ibi2 =g L 2w, 42 Fl | o — 205, — 2 Fl (B.5)
12 2 12 2

en précisant que EY, E3, v{, et G, sont respectivement les modules élastiques du matériau ortho-
trope dans le plan, le tenseur de souplesse ayant pour matrice de composantes :

s
1 Via

o e
s __ _ uf2 1
§*= |-z L 0 (B.6)
0 S
2G5,

Ayant la solution de I’équation caractéristique pour le systeme des coordonnées Z'1, T», il est possible

d’exprimer les racines fiy correspondant & un systéme x1,xo par(cf. Lekhnitski [60])%° :

_ [L) COS 0: S%n 0 (B.7)
cos 0 + [ig, sin 0

0 représente ’angle que fait la direction de la fissure avec ’axe x1 de la matrice solide orthotrope

(voir figure B.1).

%4 (est typiquement le cas lorsque 'on considére en milieu orthotrope une fissure dont la normale coincide avec

I'un des axes d’orthotropie, le repere local de la fissure et celui attaché au matériau étant confondus.
55Cette relation est d’un grand intérét pour la solution élastique correspondant & une fissure arbitrairement orientée

par rapport aux axes d’orthotropie.
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B.2. Application aux milieux fissurés

FIGURE B.1: Orientation de la fissure dans le repére du matériau ortotrope 2D

B.2 Application aux milieux fissurés

On se place dans le cas général d’'une matrice orthotrope contenant une fissure d’orientation
arbitraire. Les discontinuités de déplacement sur les levres de la fissure peuvent étre obtenues a
partir des solutions en déplacement (Savin [81], Leknhitski [60]) en se placant dans le systéme
de coordonnées Cartésiennes zy associé a la fissure. Les composantes normale et tangentielle du
déplacement s’écrivent :

a) pour un effort unitaire de traction normale a la fissure :

u;t(:c,y) = +57111 (1 fa + a2f1) 2 — 22 + z[ST11; (1o — B1B2) — STi9a),

+ s S o
Uy (z,y) = £55909 <ﬁ% T Oz% + ﬁ% T Ol%) 1?2 — 2%~ (B.8)

a1 a9
x|S5 + + S5 ] ,
[ 2222 (ﬁ% + Oz% ﬁ% + Oé%) 2212

b) pour un effort unitaire de cisaillement :

uy (z,y) = £55111 (B + B2) VI2 — 2% + 2[S511; (a1 + az) — S§110], (B.9)

Ug:,,t(fﬂay) = £S5 (B2 + azf1) + 2 [ST111 (12 — B152) — ST120]

Les exposants ”s” correspondent a 1’élasticité orthotrope de la matrice solide; «; et §; pour ¢ = 1,2
sont les parties réelle et imaginaire des nombres complexes ;. Pour ’écriture de ces expressions,

les identités suivantes ont été utilisées :

(012 + o)
(BF +a?)(83 + a3) (B.10)

; o s (o —pp
St (a1ag — B182) = 257199 — Sha2 (52( ; a22)(521+22v2).
1 1 2 2

I1 découle des solutions (B.8) et (B.9) que les composantes normale et tangentielle du saut de

Sti11 (182 + a2fB1) = S5999

déplacement [u]= u™ — u~ sur les levres de la fissure s’écrivent respectivement (cf. également Sih
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Annexe B. Approche par potentiels complexes des milieux anisotropes fissurés

et all. [82]) :

[un] = V12 — 22(Hpoly, + Hyoly),
(B.11)

[ug] = 12— x2(HnnUgm + Hntagt)v

ou les termes o, et o, représentent les contraintes microscopiques de traction et de cisaillement,

et dans lesquelles on a posé :

B B2 >
Hyp = 255 +
222 (ﬂf +ai  Bi+a;
Hy = 257111 (61 + B2) (B.12)

Hpp = Hyn = 257111 (12 + azf) .

On démontre que ces termes peuvent étre explicitement écrits sous la forme :

Hp, = mC(1+D cos 20),
Hy = 7C(1—D cos 20), (B.13)

ng == th = wCD sin 29,

avec :

C VEVE [ 2 o
2vE1Es G2 VEIE, Ep (B.14)
L _VE-VE
VEL +VEs
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Annexe C

Formulation en déformations du

modele micromécanique 2D

Dans cette annexe est présentée la formulation en déformations du modele d’endommagement
bidimensionnel pour un milieu orthotrope ; la formulation se base sur les résultats généraux établis

au chapitre IT dans les sous sections 11.1.3, 11.1.4 et I1.1.5.

C.1 Enérgie libre macroscopique

Pour établir des relations simples entre les discontinuités de déplacement et la déformation
macroscopique on adopte I’hypotheése d’une densité modérée des microfissures. Cette hypothese
permet notamment de négliger les termes du second ordre en d dans les développements. Le point
de départ est ’équation (I1.32). Par substitution des expressions (I1.6) et (I1.7) dans cette équation,
on obtient les relations suivantes pour le glissement respectivement pour 'ouverture sur les levres
de la fissure :

— dans le cas des fissures ouvertes :

a:g[Httcs:(E_Ed)3(ﬂét)+HntCsi(E—Ed):(ﬂ(gﬂ)}

y (C.1)
B =5 [HuC  (B-EY): (0 &) + HinC*: (BB : (0@ n)|
— pour les fissures fermées (en substituant a nouveau (I1.6) et (I1.7), mais dans (11.34))
d H,?
a=2C(E—ED:(n@t)Hy - = (C.2)
2 H,,
Introduisant les tenseurs d’ordre deux N et T définis & partir de 'orientation de la fissure :
N=C":(n®n),
(C.3)
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Annexe C. Formulation en déformations du modéle micromécanique 2D

il est possible de relier la déformation macroscopique E a la variable d’endommagement d et aux
parametres «, 5. On note auparavant que le tenseur des raideurs du milieu orthotrope se met sous

la forme :
C=a11®1)+a2(1®1)+a3(ARA)+ (1 A+ A®1), (C.4)

ou les coefficients a; sont fonction des constantes élastiques du matériau :

_ EjE; — 2G3,(B; - Esviy?)

5 =2G1 s
" B} - B3y nm
_ B+ EYES — 4G, (B} — E5vy®) + 2B Esviy (C.5)
az = s 5., 2 ’ ’
(E7 — E5viy”)
as = (Ef — 2v3,Gio)viy ES + ESE5 (v, — 1)
(B} — B3viy?) '
D’ou, par (C.3) :
N=a;1+aA[A:(n®n)] +a3A +a3l[A: (n®n)]+ a(n®n),
(C.6)

T-aAlA:@n&)]+asl|A: (@& 0] +and),

L’introduction des équations (C.3) dans les expressions (C.1) suivie du remplacement de cette

derniére dans I’expression de ’énergie libre macroscopique (éqn. 11.25) donne :

1
W= E:C"":E. (C.7)
Le tenseur d’élasticité macroscopique est défini dans le cas des fissures ouvertes par :

d

Chom — 5 — 5 [Hun(N@ N) + Hy(N@ T+ T @ N) + Hy(T @ T)], (C.8)
et dans le cas des fissures fermées par :
d H?
hom s nt
=C°—— || Hy — T®T)|. .
C C 5 K tt Hnn>( ® )] (C.9)

Le passage entre les états ouvert-fermé est donné par la condition $ = 0, ce qui conduit au critere

d’ouverture/fermeture :
HyE:T+H,E:N-=0. (C.10)

Le saut du tenseur d’élasticité macroscopique a la transition ouverture/fermeture de la fissure

s’écrit :
d
[C] = Chom — Chom = oVl [Hyn (N®@N) + Hy Hy(N® T+ T®N) + H2 (T ® T)] ,(C.11)
nn
ce qui peut se mettre sous la forme : [C] = hA(E,n)(M ® M). Utilisant la méme argumentation

que pour (I1.42), on conclut que la réponse du matériau est continue au passage entre I’état ouvert
et Iétat fermé de la fissure. On note que h est une fonction scalaire de E et n, et le tenseur du
deuxieme ordre M prend la forme M = (H,,,N + H,;T). La condition de continuité au passage

de I’état ouvert a I’état fermé est donc M : E = 0, qui correspond bien au critere (C.10).
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C.2. Reécriture a I'aide du tenseur de structure décrivant I'anisotropie initiale

C.2 Reécriture a ’aide du tenseur de structure décrivant 1’aniso-

tropie initiale

De maniere similaire a la démarche en contraintes macroscopiques présentée au chapitre II, on
introduit & nouveau le tenseur de structure A dans les coefficients H,,,,, Hyt, Hys.
Ce procédé permet de réécrire I’équation (C.8) donnant le tenseur d’élasticité macroscopique &

fissures ouvertes sous la forme :

Chom =C* —d{p(1®1) +p2(ARA) +p3s(10A+ARL) +ps(1 A+ AR 1)+

P5(ARA+ARA)+ps(ARA)+pr(1RA + AR1)+ (C12)
C.12

Ps[1® (AA+AA)+(AA+AA) @1 +py[A® (AA +AA)+(AA+AA) R A]+

P10 [A @ (A+ AA)+ (AA+ AA)R A}

Les coeflicients p; s’expriment en fonction de a1, as, as, a4, k1, k2, qui sont eux méme des combinai-

sons des modules élastiques :

2 2

a a
pL= —%(lﬁ + ko) + [(@1a3 + %)(7@1 — k2) + alzkl} (A A)+

2a3%k1 (A : A)? — 2a2k1 (A : A)3,
2 2

a a
P2 == (ki ko) + [<a2a3 + ) (ks — k) + ag%} (A:A)+

2a9%k1 (A : A)? — 2032k (A : A)?,

2
ps = =B k) + [(‘“2“2 @2“3 + ‘%)(kl k) + alagkl} (A:A)+
(C.13)
2agazk (A : A)? — 2aza3k (A : A)?,
ala asa
Py = — 12 4(1431 + ko) — 2azaski (A : A)? ps = — 32 4(1€1 + k) — 2aza4k1 (A : A)?
2 2 QZ %21
Pe = —a4k1 — 2a4k1(A : A), pr = Z(kl — k‘Q) + Zkl(A : A),
asa ala
pg = |: 3;14(]{51 — k:z) —+ ! 4]{31} —+ a3a4k:1(A : A),
2
asa. asa a
P9 = |: 24 4(]€1 — kg) + 3 4]€1:| + CLQ&4]€1(A : A), P10 = %kl.
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Annexe C. Formulation en déformations du modéle micromécanique 2D

Dans le cas des fissures fermées le tenseur C*™ prend la forme :

d(k3 — ki)
2[k2 + k1 — 2k1 (A : A)]

hom s
(CfeT :(C -
{[(A:A)—(A:A)?] [a3(1®1) +a3(A®A) +aaz(1© A+ A®1)] -
2
a3a4(A:A)(1®A+A®1)+%(1@A+A@1)—

(C.14)
a2a4(A: A ADA+ARA) —ai(A®A)+

asa4

1®(AA+AA)+ (AA+AA)® 1]+

a20a4

A®(AA+AA)+ (AA+AA)R A}

De maniere analogue a la formulation en contraintes, les propriétés macroscopiques dépendent
de l'orientation de la fissure, du parametre densité de fissures d, des coeflicients élastiques de la

matrice solide et du tenseur de structure décrivant ’anisotropie de celle-ci.

C.3 Potentiel thermodynamique pour une distribution quelconque
de fissures
L’énergie libre macroscopique W associée a une distribution quelconque de microfissures peut

étre obtenue par intégration sur toutes les orientations (c’est a dire sur le cercle unité) de ’énergie

libre W associée a la présence d’un seul systeme de fissures paralleles. Il vient :

_lp g ! n (k3 — k?) . _
v=ghi e 2/p(){k2+k132k11(A:A)(E’T)2}dS

1 (k2 — k1 + 2k1(A - A)(E: T)? — [k1 + k2 — 2k1(A : A)] (E: N)*— (C.15)
5 /C+ p(n)

ds,
2k1(A:Q)[E: (N® T+ T®N) : E]

avec les tenseurs d’ordre deux N et T provenant des équations (C.6).

C.4 Lois d’état, critere d’endommagement et loi d’évolution

La premiere loi d’état donne le tenseur des contraintes macroscopiques (en dérivant I’énergie

macroscopique par rapport a la déformation) :

> = %VEV =Chm . E. (C.16)

134

© 2005 Tous droits réservés. http://www.univ-lille1.fr/bustl



Thése de Cosmin Gruescu, Lille 1, 2004

C.4. Lois d'état, critére d’endommagement et loi d'évolution

La deuxieme loi d’état fournit la force thermodynamique associée a ’endommagement. Dans le cas

des fissures ouvertes, on a :

—?g =kh(A:Q)[E:(N'@T' +T'@N') : E] —
(C.17)

% (ko — k1 + 2k (A : A)] (T": E)® + % (k1 + ko — 2k1 (A - AD] [(N*: E)T]?,

Fd =

et, dans le cas des fissures fermées :

i oW (k‘2 - k2) ;
d 2 1 i, 2
F¢ = T =3 loa + Fiy — 2k1 (A < AT)] (T : E)“. (C.18)

Comme dans la section I1.3, on adopte un critére d’endommagement sous la forme : f%(F di, d") =
F¥ — R(d"), avec R(d") = k(1 + nd).
En faisant 'hypothése de la loi de normalité, on établit la loi d’évolution de ’endommagement :

afi(FY,d)

di == Adi 8Fdl

La condition du Kuhn-Tucker : f = 0 donne le multiplicateur d’endommagement Adi pour une

famille de fissures 7 ; par conséquent :

3 0 si fl<0 ou (fi=0 et ff<0)
di = (C.20)
Ay si ff=0 et fi=0.
La formulation en vitesse s’obtient par différentiation de la premiere loi d’état. On a :
3 = Chom . E, (C.21)

avec le tenseur tangent Cho™ :

(Céwm si ff<0 ou (fi=0 et fi<0)

Chom — (C.22)

P
om ) 1 /8 & ¢ 1 : ) )
ch —ZwR,(di)gH QH' si ff=0et fi=0
=1

w’ désigne le poids associé au "¢ point d’intégration. Le tenseur H’ est défini pour les fissures

ouvertes par :
H=KHA:Q)[(N@T'+T'0oN'"): E| — 3 (ko — k1 + 2k (A : AY] (T : E)T'+ (.23
C.23
1 , . )
3 (k1 + ko — 2k (A - AY] (N : E) TN,
Dans le cas des fissures fermées, on a :
(k3 — ki)

H = - .
2 [k‘g + k1 — le(A : Al)]

(T*: E)T" (C.24)
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Annexe C. Formulation en déformations du modéle micromécanique 2D
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Annexe D

Modele macroscopique 2D basé sur

un tenseur du second ordre D

D.1 Introduction

Cette annexe est consacrée a la modélisation macroscopique plane de 'endommagement des
milieux orthotropes, celui ci étant décrit a 1’aide d’un tenseur d’ordre 2. L’idée de base consiste a
approcher la distribution du parametre densité de fissures a I’aide d’un tenseur du second ordre D
pour en déduire une modele macroscopique (bidimensionnel)®¢ dont la structure est directement
comparable & ceux issus des démarches purement macroscopiques présentés dans la section 1.2.
De la méme fagon que dans la section IV.3, nous adoptons une approximation de ’endommage-
ment par un tenseur d’ordre deux telle qu’elle a été proposée par Lubarda et Krajcinovic [62] et
développée dans Pensée [75] dans le contexte 3D. Le parametre densité de fissures (noté p) est
approché a I'aide d’un tenseur de deuxiéme ordre d tel que : p(n) = d : (n ® n). Dans l'objectif
d’une formulation macroscopique, on introduit un tenseur d’ordre deux macroscopique D relié a

la distribution globale en orientation des fissures :

D= i p(n)(n @ n)dp. (D.1)

On montre alors que la distribution de densités prend la forme :

pln) = 5[4 D (1 n) — tr(D)]. (D.2)

En claire, bien que D soit de nature macroscopique, sa connaissance, dé par sa construction,

détermine ’approximation de la distribution du parametre densité de fissures.

56Ce type de démarche a été également mis en oeuvre au chapitre IV dans un contexte 3D.
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Annexe D. Modéle macroscopique 2D basé sur un tenseur du second ordre D

D.2 Potentiel thermodynamique

En nous plagant dans le cadre de la thermodynamique des processus irréversibles avec variables
internes restreint au cas isotherme et a I’hypothese de petites déformations, on s’intéresse par souci
de clarté au cas ou toutes les fissures sont ouvertes.

Par substitution de (D.2) dans l'expression (I1.49) de ’énergie libre (section II1.2.3), puis procé-
dant & l'intégration analytique sur le cercle unité C°” conduit & I’expression suivante du potentiel

thermodynamique macroscopique :

U*(%,D) = f1tr?(%) — % tr(D) tr?(X) + ;‘% tr(A.D) tr*(X) + fitr(Z.A) tr(X)+
5k1 k1 P
D) tr(X.D) tr(X) — T tr(X.A) tr(X.D) + 5 tr(X.X)—
% tr(D) tr(T.X) — %tr(A.D) tr(X.X2) + % tr(X.X.D)+ (D-3)
k1 11k f3 2
15 tr(D) tr(X.3.A) + TS tr(D) tr(X) tr(X.A) + 5 tre(3.A)—
5k1

k1
—tr(X) tr(X.A.D) — —tr(X.X.A.D).
96 r(X) tr( ) 3 r( )

5"Pour un matériau bidimensionnel, I’intégration sur le cercle unité C = {n € R? n.n = 1} des produits tensoriels
d’un vecteur unitaire n exprimés dans la base orthonormée (e1,e2) de R? conduit aux expressions suivantes (cf.

Lubarda et Krajcinovic [62], He et Curnier [40]) :

2m
/ nin; dS =T (Sij,
0
21 3
ninjnen; dS = T (05501 + 0ik 051 + 0itdjk),
0

27 57‘[‘
/ ninjngnnang dS = — Lijriag,
0

8
357

27
/ NiM;NEMNaNgNyNs dS = o1 Lijkiapys,
0

avec les tenseurs d’ordre supérieur quatre, six et huit :

Lijr = % (0450k1 + 0srdj1 + di1d5k)
Lijriap = % (0551kiap + dikljiag + duljkas + dialjrig + 6iplikia)
0ijlkiapys + dikljiagys + ditlikapys + Oialjrigys

1. =1
ijklafByé — 7

+0ipLikiars + GirLikiags + dislikiasy
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D.3. Lois d’état, critére et loi d'évolution de I'endommagement

On notera la dépendance des coefficients intervenant dans cette expression par rapport aux quatre

parametres élastiques caractérisant ’orthotropie de la matrice solide :

1 1 1
fl_Eif_Gi‘iQ7 f2_@7
I 12 1w
‘T B Gy, By By’
_ v L 1
f4 — ES Ef sza (D4)

2
by — (/B — \/E3) 1 N 2 20
VET E3 Gia  VEPE;  Ef
by m(VE] + VE3) \/ 1 2 23,

VE; E; -

+ .
Gi, E]E; B}
C’est en cela et dans la relation (D.2) que réside essentiellement I'inspiration micromécanique de

la formulation macroscopique proposée.
D.3 Lois d’état, critere et loi d’évolution de I’endommagement
On obtient la loi de comportement élastique par la dérivation du potentiel thermodynamique :

oW
E= "5 =S(D): =, (D.5)

expression dans laquelle le tenseur de souplesse du matériau endommagé est déterminé par D et

par le tenseur de structure A :

S(D) = [fl _ %tr(D) n kgtr(AD)] 1@1)+ [fQ + %tr(D) _ %tr(AD) A3+

fs(A®A)+ [ﬁ; + ?);];Itr(D)} 10A+A®1) - %tr(D)(l@A + AT -
(D.6)
k1

ko — k
G(1eD+De1)+ 24 ! (A9D+D®A)—

19k,

48

(18D + D®1) —

k1
K}
[(1® (AD +DA) + (AD + DA) ® 1)] + 1—1

kQ [(1RAD + DA) + (AD + DA)&1)].

Le taux de restitution de I’énergie (force thermodynamique associée a ’endommagement décrit par

D) est donnée par :

ow*
FP = . D.
2D (D.7)
En s’aidant des identités :
otr(D) otr(A.D) otr(¥.D)
o -  ~—o N o (D-8)
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Annexe D. Modéle macroscopique 2D basé sur un tenseur du second ordre D

on obtient la décomposition suivante pour la force thermodynamique :

]{31 ]{31 ]{31 ]431 kl
FP = - 2 ()1 + — tr2(D)A + — (D) — — tr(Z.A)E — — tr(B.2)1—
12r()+24r()+12r() 4r( ) 48r( )
ki tr(S.2)A + kQIklz ¥+ %t (T.2.A)1 + 1;—2% () tr(T.A)1— (D.9)
5kq k1

—tr(X)X.A — —E J.A.
96 32
Comme auparavant, on suppose que la force motrice contrélant la propagation de I’endommage-

ment est le taux de restitution de I’énergie, et que le domaine de réversibilité est décrit par :
f(FP, D) <o0. (D.10)

On propose pour la fonction seuil d’endommagement un critere de la forme :

f= \/%FD : FD — [go + qitr(D) + gatr(AD) + gstr(FPD)] < 0. (D.11)

Conformément & la regle de normalité, la loi d’évolution s’écrit :
of . FP
D=)—- =\ ———— — D). D.12
OFD <\/2FD D0 ) (D-12)
Le multiplicateur d’endommagement A est donné par la condition de consistance f =0 :
OF g0y 9 p_
OFP L (D.13)

FP . .
<W + Q4D> : FD — ((h]. + qu + Q3FD) :D=0.

En adoptant la notation : G = 11 + g2 A + ¢3FP, il vient :
of

F=A2

D=—_.FD, D.14
Ainsi :
of Of  pp
AG : = F D.1
9FD ~ 9FD (D-15)
L’équation précédente permet de calculer le multiplicateur d’endommagement :
(O s ofr \
A= F G: —= . D.16
<8FD ) ( OFP ( )

Le tenseur des modules tangents associé a la loi d’évolution pour un état d’endommagement non
affecté par I'incrément de contraintes détermine la formulation en vitesse de la loi d’endommage-

ment. Ainsi : E = S;(D) : ¥, avec comme expression du tenseur des modules tangents :

S(D) si f<0 ou (f=0 et f<0)
Si(D) = of \ ! ' (D.17)
pour lequel le tenseur H est défini par :
FP OS(D)
H=| —— D|:—:3%. D.1
(oot 4P) (D.15)
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Annexe E

Composantes des tenseurs C’ et P

E.1 Expressions des composantes du tenseur C’’

Le tenseur de rigidité du matériau s’exprime dans le repere 1ié a la fissure (qui fait un angle

avec l'axe de symétrie du matériau) a l’aide des relations suivantes :

01111 = C7111(co8 0)* + C3ypo(sin0)* + 2 (C 195 + 2C5515) (sin 0)*(cos 0)*;

01122 = C;211 = C129 [(COS 6)* + (sin 9)4] + (C5111 + Cg9y — 4C5515)(sin 0) (cos )%

C'1133 = 02;311 = C195(c08 0)? + C5y33(sin 0)*;

C'1112 = 01211 = (Cf19g — Clagg + 2C5915) (cos 0)(sin 0)® + (Cf111 — Cf a9 — 2C5515) (sin ) (cos )%;
Cé222 = C}111(sin 0)* + C5y95(cos 0)* + 2 (Cy95 + 2C551,) (sin ) (cos 0)*;

Cé233 = Cé322 = C195(sin ) + C5y33(cos 0)*;

’ / . 3 . 3 (E]‘)
Ca912 = Clagg = (C12a — C3a09 + 207915 (sin 0)(cos 0)” + (C711; — Cliaa — 2CT212)(cos 0)(sin 0)°;

CC/’>312 = 01233 = (CT122 — C3233)(sinb)(cos 0);

C:;232 = (oo — ) ; Choo) (cos6)* + Ciya(sin 6)*;

Ca131 = = ; Coss) (sin6)? + Cyya(cos 6)?;

M (sin 8)(cos 0);

Cz;231 = 01;132 = Cf212 -
01212 = Cf 19 [(cos 0)* + (sin 9)4] + [CF111 + Cg99 — 2(CF1ag 4 Ciara)] (sin6)*(cos ).
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Annexe E. Composantes des tenseurs C'° et IP

E.2 Expressions des composantes du tenseur P

Le calcul des composantes P;jx; par combinaison de (II1.23) et de (I11.64) donne, dans le repere

global associé aux axes de symétrie du matériau, les expressions suivantes :
[05222 (cos 0)? + C3qq5(sin 9)2} (sin §)? N X
Ci111C212 [(sin 0)* + af(cos 0)* + (a + B)(cos )2 (sin0)?] ~ C71;Ciaz(a — B3)

P1111 =

{\/a [04(005 0)* — (sin 9)2} (aCla1a — Cda90) _ VB [ﬁ(COS 0)* — (sin 9)2} (BCTa12 — C3ags) } .
[a(cos 0)2 + (sin §)2]? [8(cos 0)2 + (sin §)2]? ’

Piigs = — (Cf199 4 Cia12)(cos 0)(sin )2 X(C31g99 + Ci519) .
C3111C5210 [(sin0)* + aB(cos )4 + (a + B)(cos 0)2(sin0)2] ~ CF1,CFp0(a — B3)

{ Va [a(cos)? — (sinf)?] /B [B(cosh)? — (sinh)?] } .
[a(cos B)2 + (sin 6)2]° [B(cos0)? + (sinh)2]* |’

P — [C5111(sn0)? + Cfpy5(cos 0)?] (cos 6)? n X
22 0111 Clr [(5n.0) " + aB(cos ) + (a + B)(cos 0)2(sin6)2] * CfyyyCiygaler — B)

- )

{ [Q(COS 0)? — (51110)2] (Cia15 — aCfy1y) [5(005 0) — (sin@)z] (Cia12 — BCT111) } .
Va [a(cos 0)2 + (sin6)2)? VB[B(cos 0)? + (sin §)2]

[C390(cos0)? — Cf55(sin 6)?] sin 26 n X sin 26
40711, CFa12 [(sin 0)* + aB(cos 0)* + (a + B)(cos 0)2(sin0)2] ~ 2CF,1,Cypa(a — )

P10 =

Va(aCiigy + C5h)  VB(BCT125 + Csap0) | .
’ (E.2)

[ov(cos 0)2 + sin® 0] * [B(cos ) + (sin 6)2]?

o [C5111(sin0)? — Cf59(cos 0)?] sin 20 B X sin 26
TG, Chyrp (5 0)* + aB(cos 0)* + (a + B)(cos 0)2(sin0)2]  2CF,1,Ciarp(a — B)

Va(aCi 4+ Cfa) B VB(BCT 11 + Ciaa) |
[a(cos0)2 + (sin)2]*  [B(cos0)? + (sin6)2]* [

Pists — [C5111(8In0)* 4 C3g09(cos 0)* — 2C7 95 (sin 0)2(cos 0)?] X(C3111C8990 — Ci1992) .
4071110 12 [(sin0)* + af(cos 0)* + (a + B)(cos #)*(sin 6)?] 4C511,Ch10% (a = B)

{\/a [a(cos0)? — (sinf)?] /B [B(cosh)? — (sin0)?] } .

[a(cos B)2 + (sin 6)2]° [B(cos0)? + (sin0)?)?]
Proe (sin6)? X [Cios [C5332(cos 0)? — C5y41 (sin 6)?]
PR [C3a32(cos0)? + C5131 (sin0)?] 4\ Ci131 [C50(cos0)? + C5y5, (sin 6)2]? ’
Pyags = (cos 0)? X G [C§232(COS 0)* — C5131(sin 0 2]
4[Cp32(co80)? + C5131 (sin0)?] 4\ Ca35 [C50(cos 0)2 + C5y5, (sin 6)2]? 7
P sin 6 cos 0 X1/ C3131C3935sin 20
1323 = . PR - .
4[C3555(cos 0)? 4 Cy5,(sin0)?] 4 [C3035(cos0)2 + C§, 5, sin® 0] 2
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Annexe F

Force thermodynamique F? et

tenseur U du modele 3D

E. 1. Modele 3D : expression de la force thermodynamique associée a d’ :

i OW* ; ; ; ;
F? :W:bnzi(1®NZ—|—NZ®1):2—(b10+b15)21(A®N1+NZ®A)ZE+

b13X 1 (1®N' + N'®1) : £ 4 tr(AN’) [2b19(Z: A)? —b1o2: (1©A+A®1): 3] +

1 ) A A ,
5(bm —b11)Y: [1® (AN'+ N'A) + (AN’ + N'A) ® 1] : =+

1 . . . .

S01% 1 [A® (AN'+ N'A) + (AN’ + N'A) © A] - T+ (F.1)
1 _ ) . . S )

5(32 —b13)E : [18(AN’ + N'A) + (AN’ + N'A)®1] : & + 2b17(Z : N)2+

1 - , , . o
§b182 : [N'®(AN' + N'A) + (AN’ + N'A)@N'] : &+

s1 bz big , 12
— - — - 2)¥:(AN"+N'A)|".
(7 -5 —3) [Z:(AN"+ N'A)]

E.2. Modele 3D : expression du tenseur U intervenant dans la formulation en vitesse
Ul =20 (1N +N'®1): 3 — (byg+bi5) (AN 4+ N @ A) : B+

bi3(1BN' + N'®1) : B + tr(A.N) [4b1p(Z: A)A —b1p(1@ A +A®1): 2]+

1 , . . .
5(bm —bi1) [1® (AN'+ N'A) + (AN' + N'A) ® 1] : =+
1 ) ) . )

015 [A® (AN'+ N'A) + (AN’ + N'A) @ A] : B+ (F.2)

1 _ , . . S L
5(32 — b13) [1®(AN' + N*A) 4+ (AN’ + N'A)®1] : B + 4b17(Z : N )N+

1 - . , , o
5blg [IN'®(AN' + N'A) + (AN’ + N'A)RN'] : I+

(%1 —bir —big) [ : (AN’ + N'A)] (AN' + N'A).
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Annexe F. Force thermodynamique F¢ et tenseur U du modeéle 3D
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Annexe G

Validations complémentaires sur un

matériau SiC-SiC isotrope transverse

G.1 Modele microsmécanique d’endommagement 3D : comparai-

son calcul/expérience sur un SiC-SiC

Les simulations mises en oeuvre concernent un composite SiC-SiC 2D. Pour le modele micro-
mécanique nous avons utilisé les valeurs suivantes des coefficients :
— coefficients élastiques calculés & partir des données expérimentales (Morvan [69]) :Eq° =
116.279 GPa, E3°® = 307.692 GPa, v12° = 0.211, v93° = 0.456, G13° = 28.57 GPa
— parametres du critere d’endommagement identifiés par calage :k = 88 J - m™2 et n = 980.2
— les autres parametres prennent les valeurs : b1g = 0.066 GPa, b1; = 0.008 GPa, b13 = 0.11
GPa, b5 = 0.077 GPa, b7 = 0.004 GPa, b1g = 0.0064 GPa.
La courbe contraintes-déformations présentée dans la Figure G.1 reproduit de maniere satisfaisante
I’evolution de 'endommagement sous la sollicitation de traction appliquée. On présente également
(sur la Figure G.2) I’évolution du tenseur de souplesse avec le chargement. Comme c’était le
cas dans le chapitre IV, le modele est capable de reproduire 'effet de I’endommagement sur les

propriétés élastiques, ce qui confirme ses bonnes capacités prédictives.
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Annexe G. Validations complémentaires sur un matériau SiC-SiC isotrope transverse

Y33 [MPa]
200
150}
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= = = experinenta
sol*  —— simulation
01 02 03 0.4 0.5 0.6 070 [
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FIGURE G.1: Modéle microscopique d’endommagement 3D : Application a un
composite SiC-SiC sollicité en traction dans la direction 3 du plan d’isotropie

transverse.
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G.1. Modele microsmécanique d’endommagement 3D : comparaison calcul/expérience sur un SiC-SiC
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FIGURE G.2: Modele
microscopique
d’endommagement 3D :
évolution des composantes
du tenseur de souplesse
[(1000*GPa)~1] d’un
SiC-SiC 2D avec le

chargement appliqué.
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Annexe G. Validations complémentaires sur un matériau SiC-SiC isotrope transverse

G.2 Modele macroscopique 3D basé sur un tenseur d’ordre 2 :

comparaison calcul/expérience sur un SiC-SiC

Pour la mise en oeuvre du modele macroscopique utilisant comme variable d’endommagement
un tenseur du second ordre, nous avons recouru, de la méme maniére que pour le matériau com-
posite C-SiC, au calage des valeurs numériques pour les parametres non-élastiques du modele :
b11 = 0.008 GPa, bi7 = 0.004 GPa, b1g = 0.0064 GPa. Les coefficients intervenant dans le critere
d’endommagement obtenus prennent les valeurs : hy = 10.686 et ho = 2.555. Dans la Figure G.3 on
présente la comparaison simulation-experience pour la sollicitation dans la direction 3 appartenant
au plan d’isotropie transverse; I’évolution des composantes du tenseur de souplesse est également

illustrée sur la Figure G.4.
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FIGURE G.3: Modéle macroscopique 3D basé sur un tenseur d’endommagement
d’ordre 2 : application a un composite SiC-SiC sollicité en traction dans la

direction 3, dans le plan d’isotropie transverse.
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G.2. Modéle macroscopique 3D basé sur un tenseur d'ordre 2 : comparaison calcul /expérience sur un SiC-SiC
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FIGURE G.4: Modele
macroscopique : évolution
des composantes du
tenseur de souplesse
[(1000*GPa)~1] d’un
SiC-SiC 2D avec le

chargement appliqué.
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