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Introduction générale

Les spécifications relatives a la compatibilité électromagnétique (CEM) d'un systéme
peuvent découler de l'application de réglements (en relation avec des normes) ou d'autres
contraintes, par exemple des spécifications propres du constructeur, ou des demandes du client.
De telles contraintes particuliéres pourraient résulter d’une étude d'impact ayant pris en compte
la CEM, qui aurait montré que, sans précautions particuliéres, le systéme pourrait perturber
d’autres entités, c’est-a-dire présenter une émission excessive, par conduction et/ou par
rayonnement. Ces contraintes pourraient aussi provenir d’une étude de 1’environnement
¢lectromagnétique que devra supporter le systeme, concluant que celui-ci pourrait ne pas bien
le supporter, c’est-a-dire avoir une immunité insuffisante, vis-a-vis des perturbations conduites

et/ou rayonnées.

Si nous supposons connues les caractéristiques de CEM des différentes parties
¢lectroniques (cartes, modules, appareils) du systéme et les régles d'installations prévues, la
spécification de la CEM du systéme va impliquer des contraintes de CEM sur les filtres, sur les
faradisations (de locaux, d’appareils), et sur les interconnexions. Dans le cas de systémes
présentant des liaisons électriques longues, il est connu que celles-ci peuvent jouer un réle
prépondérant dans les couplages responsables de I'émission ou du manque d’immunité [50]. Elles
méritent donc une attention particuliére, par exemple 1’utilisation de techniques permettant de
réduire les couplages. Une de ces techniques est I’emploi de cables blindé€s, aussi appelés cables
¢crantés. Une autre de ces techniques est ’emploi d’écrans électromagnétiques, constitués par
exemple de goulottes métalliques, entourant des cables. Le but des premicéres études qui ont
conduit a des résultats nouveaux exposés dans cette thése était la caractérisation des
performances électromagnétiques de ces deux techniques, dans le contexte de la protection
d’interconnexion contre des agressions ¢lectromagnétiques extérieures. Cependant, cette thése
présentera une analyse plus générale des propriétés électromagnétiques des écrans cylindriques,
et son application a la caractérisation de 1'efficacité de blindage des cables. Cette caractérisation,
utilisant des paramétres pour cinq types de couplage, est I’un des €¢léments de base de la
prédiction de la captation des champs électromagnétiques par les cablages, de l'émission

rayonnée des cables, et de la diaphonie entre cables.

Cette theése ne traitera pas en détail de certains autres aspects utiles a cette prédiction. Par
exemple, nous n’aborderons pas la modélisation de systémes complexes de cables et d’appareils,

utilisant comme données les paramétres pour ces cinq types de couplage. Par exemple, nous ne



chercherons pas a calculer ces parametres, a partir de la connaissance de la structure d’un cable

et des caractéristiques des matériaux qui le constituent.

Le premier a avoir véritablement abordé la question de la caractérisation des écrans
cylindriques et ses applications aux cables est S.A. Schelkunoff qui a, en 1934, proposé [2] un
modele pour I’efficacité de blindage des cables coaxiaux et des coques cylindriques. Ce mod¢le
est limité au cas des écrans homogenes (c’est-a-dire des écrans d’épaisseur constante constitués
d’un milieu conducteur de conductivité et de perméabilité indépendante du point de 1’écran), et
cylindriques de révolution. Les caractéristiques d’écrantage d’un cable coaxial a écran homogene
y sont représentées par un unique parametre, que nous appellerons impédance linéique de
transfert, (“per-unit-length transfer impedance” en anglais) mais qui a également été appelé
impédance de transfert en frangais et transfer impedance ou surface transfer impedance en
anglais. Ce parametre rend compte du phénomene de diffusion, a travers 1’écran, d’un courant

axial, ou, ce qui revient au méme, d’un champ magnétique azimutal.

Des travaux ont ultérieurement permis de modéliser les cables a écran inhomogene. Le cas
du cable coaxial a écran tressé a en particulier été traité en 1975 dans un article de E.F. Vance
[14] et dans un article de K.H.S. Lee et C.E. Baum [15]. L’un et I’autre décrivent les
caractéristiques d’écrantage du cable coaxial a écran inhomogene avec deux parametres, qui
peuvent étre calculés a partir de quantités caractéristiques de la constitution de la tresse, en
combinant la théorie du phénoméne de diffusion avec celle du couplage a travers une ouverture
dans un écran parfaitement conducteur, par diffraction. Les paramétres utilisés par Vance, a
savoir une impédance linéique de transfert et une admittance linéique de transfert (“per-unit-
length transfer admittance” en anglais) ont été les plus largement adoptés par la postérité, bien
que I’admittance linéique de transfert dépende a la fois du cable et du dispositif expérimental, et
qu’il soit préférable d’utiliser le paramétre élastance de transfert (“through elastance” en anglais)
[29] ou bien une autre propriété intrinseque du cable permettant de calculer I’admittance linéique
de transfert dans une configuration donnée. Il est cependant apparu que les seuls phénomenes de
diffusion et de diffraction ne permettent pas de rendre compte des résultats expérimentaux
obtenus pour les différents types de tresse, notamment de la dépendance de I’impédance linéique
de transfert en fonction de la fréquence. B. Démoulin introduisit en 1981 [21][22][33, § 6.3.2.3]
un terme supplémentaire, dit “d’induction” ou de “marsouinage”, dans 1’expression de
I’impédance linéique de transfert, permettant de rendre compte des caractéristiques des cables
coaxiaux tressés réels avec des expressions analytiques. D’autres modeles de cable coaxial a

écran tress¢€ ont également ét€ proposés [51, § 9.4.6].



Il a généralement été admis que les performances d’écrantage d’un cable coaxial a écran
inhomogéne de structure quelconque peuvent aussi &tre caractérisées avec seulement une
impédance linéique de transfert et une élastance de transfert. Par exemple, des expressions
analytiques de ces parameétres ont pu €tre déterminées pour les écrans constitués d’un ruban
conducteur hélicoidal [33, § 6.3.3]. De telles formules, de méme que celles applicables aux
écrans tressés, sont essentielles pour le fabricant de cables, puisqu’elles expliquent les
performances de certains cables coaxiaux. L’existence de ce type de formule est par contre peu
important pour I'utilisateur de cables, par exemple un concepteur en électronique devant choisir
un cable pour une liaison, puisqu’il est de son point de vue plus logique de spécifier et de mesurer

irectement les parameétres caractérisant les propriétés d’écrantage du cable coaxial.
direct tl t t tl tés d’ t du cabl 1

I1 est surprenant de constater que la littérature traitant véritablement de la caractérisation
de DI’écrantage des cables multiconducteurs écrantés est bien moins abondante que celle
concernant les cables coaxiaux, alors que le probléme semble plus complexe, et que les cables
muticonducteurs écrantés sont trés largement utilisés en électronique, en particulier pour les
liaisons entre équipements et dans les réseaux de communication. En 1974, S. Frankel [13] a
propos¢é un modele pour ces cables, comportant 2N parametres pour N conducteurs internes. Ce
modele peut étre vu comme la transposition directe de celui disponible a cette époque pour le
cable coaxial, en prenant en compte la pluralité des conducteurs internes, et les couplages entre
ceux-ci. Il ne mettait donc pas en évidence de phénoméne nouveau apparaissant sur les cables
multiconducteurs. A la fin des années 1980, B. Démoulin a étudi¢ expérimentalement les
amplitudes des signaux couplés en mode différentiel et de ceux couplés en mode commun sur les
conducteurs internes des paires blindées [26] [33, § 6.5], et mis en évidence des propriétés
inconnues. Ce travail peut étre vu comme le premier ayant vraiment abordé les propriétés
particuliéres distinguant 1’étude des cables multiconducteurs blindés de celle des cables coaxiaux.
Toutefois, les impédances linéiques de transfert en mode différentiel et en mode commun qu’il
définit peuvent étre converties en deux valeurs d’impédance linéique de transfert (et vice-versa),

pourvu que les combinaisons linéaires soient bien effectuées sur les grandeurs complexes.

A ce stade, la caractérisation des cables multiconducteurs blindés prenait donc en compte
les effets d’un courant axial, par le paramétre impédance linéique de transfert, et I’effet d’un
champ ¢lectrique radial, par le parameétre élastance de transfert, étant bien entendu qu’il est a
priori nécessaire d’envisager autant d’impédances linéiques de transfert et d’¢lastances de
transfert qu’il y a de conducteurs internes, et que la connaissance de la phase est trés importante.
Considérant que, pour des cables multiconducteurs blindés, il n’était pas forcément 1égitime de

ne prendre en compte que les effets d’un courant axial et d’un champ ¢€lectrique radial, I’auteur
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a introduit avec E. Clavelier, dans un article [39] publi¢ en 1993, I’idée que cinq parametres
¢étaient en fait nécessaires, respectivement pour le courant axial, le champ électrique radial, le
champ magnétique axial, le champ électrique orthogonal a 1’axe du cable, et le champ
magnétique orthogonal a I’axe du cable. C’est ce concept qui sera développé cette theése, en

adoptant plutot le point de vue de 'utilisateur de cable, déja évoqué.

Le chapitre 1 expose pourquoi il semble nécessaire de considérer au moins cing types de
couplage, en utilisant I’approche intuitive de cet article de 1993, basée sur des considérations de
symétrie. L’article comportait une partie théorique et une partie expérimentale, mais cette
derniere était peu élaborée. Par la suite, un travail a été accompli sur les méthodes de mesure [41]
[43] [45] des parametres correspondant aux trois types de couplage exotiques, a savoir
“I’impédance de transfert axial” pour le champ magnétique axial, “I’admittance de transfert
paralléle” pour le champ électrique orthogonal a 1’axe du céble, et “I’impédance de transfert
paralléle” pour le champ magnétique orthogonal a I’axe du cable. L’objet de ces méthodes de
mesures locales, qui seront décrites aux chapitres 7 et 8, était de caractériser le cable sur une
longueur de seulement quelques centimeétres, pour un seul type de couplage. Peu apres, 1’auteur
a pu procéder, avec 1’aide du Centre d’Etudes de Gramat, a des mesures globales au cours
desquelles un échantillon de cable était entierement soumis a une onde TEM. Ces expériences
ont confirmé [46] [47] qu’il était nécessaire de prendre en compte les cing types de couplage.

Cette validation expérimentale sera exposée au chapitre 8.

Plus récemment, en 2000 et 2002, des travaux théoriques [53] [56] [58] ont été publiés,
permettant de comprendre en quoi les cing types de couplages, qui avaient été pris en compte sur
la base de considérations de symétrie, n’étaient que les premiers termes d’un développement plus
général. Certains calculs présentés dans ces articles sont difficiles sur le plan mathématique
(emploi de coordonnées curvilignes, d’amplitudes hypercomplexes, manipulations de potentiels
¢lectriques complexes). Aussi, leur présentation est-elle répartie sur les chapitres 2, 4 et 5. De
plus, pour éclaircir ces questions, les explications inédites du chapitre 3 sur 1’utilisation des
quaternions ont ét¢ incorporées dans cette thése [61]. Si le lecteur n’est pas intéressé par une
justification théorique détaillée de I’utilisation des cinq principaux types de couplage, il pourra
sauter les chapitres 2 a 4 et se limiter a I’étude du chapitre 5, qui a été écrit de facon a étre
largement autonome, et qui définit la matrice d’écrantage (permettant de caractériser les écrans
cylindriques), sa relation avec les parametres pour les cinq principaux types de couplage
(permettant de caractériser les cables multiconducteurs), et leur emploi pour aborder les

problémes d’action de champs extérieurs et les problémes d’émission.



Le chapitre 6, dans lequel nous traitons quelques problémes canoniques, constitue une
synthese pour I’application de cette these, puisqu’il détaille I’application des concepts du chapitre
5 a quelques problémes simples et importants. D’une part, ce chapitre traitant le probléme du
cable court illuminé par une onde TEM, ¢’est lui qui nous permet de comparer les résultats des
mesures locales a ceux des mesures globales, donc de valider 1’approche des cing principaux
types de couplage, au chapitre 8. D’autre part, c’est en généralisant les calculs de ce chapitre que

cette approche pourra étre utilisée pour aborder des situations plus complexes.



Chapitre 1 : Considérations basées sur les symétries

1.1 Introduction

Depuis les travaux de Schelkunoft dans les années 30, on a assisté a un effort considérable
pour la modélisation et la mesure des caractéristiques d'écrantage des cables coaxiaux. Il est a
présent bien établi que, jusqu'a 3 GHz, la meilleure fagon de caractériser un cable coaxial est de
déterminer son impédance liné¢ique de transfert (certains auteurs disent simplement “impédance
de transfert”) et son ¢lastance de transfert (“through elastance” en anglais) [29] [34], cette
derniére quantité permettant de déterminer I'admittance linéique de transfert dans un montage

donné.

Dans cette thése, nous considérerons des cables multiconducteurs ayant au moins un
conducteur interne, et un seul écran, le cas du cable coaxial étant donc un cas particulier. Dans
ce chapitre, nous nous limiterons ¢galement a des cables de section circulaire, ou
approximativement circulaire. Les idées présentées ici seront étendues a des cables de section
quelconque au chapitre 5, fort simplement d’ailleurs. Plusieurs auteurs ont déja développé des
concepts et des techniques de mesure pour les cables multiconducteurs écrantés. En particulier,
B. Démoulin a introduit [26] [33, § 6.5], pour une paire blindée, les concepts d'impédance
linéique de transfert en mode commun et d'impédance lin€¢ique de transfert en mode différentiel,
et ont mesuré directement ces quantités. Quoique la mesure directe de ces deux parameétres ait
un intérét pratique (I’expérimentateur évite ainsi que le plus grand, celui que 1I’on mesure en
mode commun, ne masque ’autre), ces parametres ne correspondent pas a des phénomenes de
couplage différents de ceux qui sont pris en compte lorsque 1’on considére I’impédance linéique
de transfert d’un cable coaxial : la cause considérée est toujours un courant axial, accompagné

d’un champ magnétique azimutal.

Nous allons donc, dans les § 1.2 a § 1.5 suivants, voir qu’il est a priori nécessaire de
prendre d’autres phénomenes de couplage en compte, et définir les parametres caractérisant le
cable pour chacun de ces principaux types de couplage. Au § 1.6, nous calculerons certains de
ces parametres pour des structures simples particulieres de cable. Au § 1.7 nous verrons comment
la connaissance de ces parameétres nous permet de calculer les tensions induites sur les
conducteurs internes d’une section €lectriquement courte d’un cable multiconducteur soumis a

une agression électromagnétique extérieure.



1.2 Les cinq principaux types de couplage

Si nous considérons une trés courte section de cable écranté, soumise a des agressions
¢lectromagnétiques extérieures, quelles sont les configurations les plus simples que nous pouvons
retenir? Nous pouvons penser aux configurations dans lesquelles 1’agression est un champ
appliqué homogene, causé par des courants et des charges ¢loignées, et aussi aux configurations
dans lesquelles 1’agression est causée par des courants ou des charges sur le cable. Selon cette
approche, les configurations simples sont au nombre de six :

(a) une agression par un champ électrique longitudinal homogeéne,

(b) une agression par un champ ¢électrique homogéne transversal,

(c) une agression par un champ magnétique homogene longitudinal,

(d) une agression par un champ magnétique homogene transversal,

(e) une agression par une charge globale apparaissant sur le cable,

(f) une agression par un courant circulant le long du cable.

Toutefois, nous constatons que I’injection de courant n’est pas une agression indépendante,
car elle correspond a I’application d’un champ ¢électrique longitudinal. Par contre, nous pouvons
concevoir facilement des dispositifs imaginaires capables chacun de produire une seule des cinq
autres agressions sur la trés petite section de cable. Ces cinq agressions sont donc localement
indépendantes, méme si, sur une plus grande longueur de cable, courants et charges doivent étre
considérés comme liés par la relation de conservation de la charge. Il est donc clair qu’en se
limitant aux agressions les plus simples, il faut a priori prendre en compte cing types de
couplage, que nous appellerons les cinq principaux types de couplage. Selon la terminologie
introduite voici quelques années :

— le couplage de type 1 correspond aux configurations (a) et (f) ;

— le couplage de type 2 correspond a la configuration (e) ;

— le couplage de type 3 correspond a la configuration (c) ;

— le couplage de type 4 correspond a la configuration (b) ;

— le couplage de type 5 correspond aux configurations (d).

Les couplages de type 1 et de type 2 ayant ét¢ abondamment étudiés [28, ch. 5] [33, ch. 6]
avant 1990, nous appellerons couplages exotiques les couplages de type 3, de type 4 et de type 5
définis en 1993 dans [39].



1.3 Cables présentant la symétrie du cylindre de révolution

Considérons un cable multiconducteur avec un écran unique, caractérisé par une symétrie
cylindrique parfaite (symétrie cylindrique signifie ici la symétrie du cylindre de révolution) , mais
pouvant présenter toutes les limitations que peuvent avoir les cables réels [33, § 6.3.2] [34][51,
§ 9.4.6] : couplage par diffusion, couplage par les ouvertures, couplage par marsouinage (nous
utilisons ce terme comme équivalent du "porpoising coupling" de la littérature américaine). En
fait, la symétrie impose que ce cable soit coaxial. Que pouvons nous dire des couplages

susceptibles de s'établir a travers I'écran du cable ?

Fig. 1-1: couplage de type 1 sur un cable coaxial

La figure 1-1 montre ce que nous appellerons le couplage de type 1 sur le cable coaxial :
un courant de mode commun circule le long de 1'écran du cable, qui est entouré par un champ
magnétique azimutal. Comme nous le savons, le cable est complétement caractérisé pour ce
couplage par son impédance lin€ique de transfert Z;, (exprimée en {/m), qui établit une relation
entre la tension interne dv par unité de longueur dz et le courant de mode commun 7, :

dv=27,i,. dz (1-1)

La figure 1-2 montre ce que nous appellerons le couplage de type 2 sur le cable coaxial :
des charges apparaissent a la surface du cable, qui est entouré par un champ électrique radial.
Comme nous I’avons rappelé dans I’introduction, le comportement du cable dans cette situation
est caractérisé par une ¢élastance de transfert, ou encore par une admittance linéique de transfert
Y; (exprimée en S/m). Cette dernic¢re n'étant pas uniquement une caractéristique du cable, il est
préférable d'éviter son emploi lorsque 1'on cherche a caractériser le cable. Par contre, 1'élastance
de transfert est bien une propriété intrinseéque du cable. Malheureusement, sa définition ne peut
pas s'étendre aux cables multiconducteurs. Nous préférerons donc utiliser [39] [40] le coefficient

de couplage ¢électrique radial {; du cable qui est une quantité sans dimension définie par :



Y
jo G

Cr= (1-2)

ou C, est la capacité linéique du circuit extérieur que 1'on doit employer pour mesurer Y, et ou
o est la pulsation. Les expressions obtenues par Vance [28, p. 133] montrent que ce coefficient
de couplage ¢électrique radial présente les avantages d'étre une quantité dépendant uniquement
du cable, et d'avoir une signification physique claire : il peut s'interpréter comme le rapport entre
le courant di injecté par unité de longueur dz dans le conducteur central du cable, et le courant

de déplacement jw dg, collecté par 1'écran. Nous avons donc :

di=jw {, dg, (1-3)

ou dgq, est la charge globale sur 1’élément de longueur dx.

+ + + + + + +

E E E
Fig. 1-2 : couplage de type 2 sur un cable coaxial

Du fait de la symétrie supposée pour le cable, les couplages de type 3, de type 4 et de type

5 sont évidemment sans effet sur ce cable.
1.4 Cables possédant un bon écran cylindrique de révolution

Nous considérons un cable multifilaire écranté pouvant contenir un nombre entier positif
N quelconque de conducteurs internes (ce qui inclut donc les cables coaxiaux). Dans un premier
temps nous postulons les deux hypothéses suivantes :
— I'écran présente une symétrie cylindrique parfaite ;
— 1'écran est efficace : par cet adjectif nous entendons que 1'écran offre suffisamment d'écrantage

pour que l'approximation de couplage faible soit applicable.

Selon l'approximation de couplage faible, une excitation appliquée d'un coté de I'écran (coté



1) peut avoir des effets sur les courants et les charges de 1'autre coté de 1'écran (c6té 2), mais ces
effets ont eux-mémes des conséquences négligeables sur les courants et les charges du coté ou
l'excitation est appliquée (coté 1). Ainsi, quoique le cable ne jouisse pas de la symétrie
cylindrique, dans le cas d'une excitation externe les courants sur I'écran s'établissent comme si
la symétrie cylindrique était présente. Notons que la premicre de nos deux hypothéses sera

supprimée au § 1.5.

Avec ces deux hypotheses, nous pouvons définir cinq différents types de couplage. Ces
couplages peuvent étre expliqués avec des figures qui représentent une paire écrantée non
torsadée, ayant trois plans de symétrie deux a deux orthogonaux évidents. Cette représentation
a été utilisée pour la simplicité et la clarté de nos dessins, mais le cable considéré peut avoir

n'importe quel nombre de conducteurs internes, et aucune symétrie n'est supposée pour ceux-ci.

Fig. 1-3 : couplage de type 1 sur un cable multiconducteur écranté

La figure 1-3 illustre le couplage de type 1. Un courant circule le long de I'écran du céble,
qui est par conséquent entouré par un champ magnétique azimutal. Les caractéristiques du cable
pour ce couplage peuvent étre décrites avec N impédances linéiques de transfert complexes (une
pour chaque conducteur interne). Il faut insister sur le fait qu'il convient de considérer des
quantités complexes, car les relations de phase entre les tensions induites sur les différents
conducteurs sont extrémement importantes. Par exemple dans le cas N = 2, deux tensions en
phase sont en mode commun, tandis que deux tensions avec un déphasage de m sont en mode
différentiel : leurs effets possibles sur des dispositifs susceptibles sont différents, tout comme les
techniques de protection applicables. Le couplage de type 1 produit, sur une longueur élémentaire
dz de cable, l'apparition, sur le conducteur interne o, de la tension dv, égale a :

dv, =2, iy dz (1-4)

ou Z;,, est l'impédance linéique de transfert pour le conducteur a et ou i, est le courant sur
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I'écran excitateur sur 1'écran du cable.

La figure 1-4 illustre le couplage de type 2. Le comportement du cable peut étre caractérisé,
pour ce type de couplage, avec N coefficients de couplage électrique radial, qui ne dépendent que
du cable. Le couplage de type 2 produit, sur une longueur élémentaire dz de cable ou s'accumule

la charge dgq,, I'apparition, sur le conducteur interne a, d'un courant di, égal a :

dia :j(l) CRa qu (1'5)

ou ¢, est le coefficient de couplage électrique radial pour le conducteur a et w la pulsation.

Fig. 1-4 : couplage de type 2 sur un cable multiconducteur écranté

La figure 1-5 illustre le couplage de type 3. Nous sommes en présence d'un courant
azimutal, et le champ magnétique est axial. C'est typiquement ce que I'on observerait si I'on
plagait le cable sur I'axe d'un solénoide. Le couplage avec les conducteurs internes ne se produira
pas si ceux-ci sont rectilignes. Toutefois, il est clair qu'une tension sera induite sur des

conducteurs hélicoidaux, 1'exemple le plus évident étant une paire torsadée.

Fig. 1-5 : couplage de type 3 sur un cable multiconducteur écranté
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Ici, il n'est pas naturel de relier la tension induite au courant. Nous préférons introduire une
quantité qui lie la tension induite, par unité de longueur, sur un conducteur spécifi¢, au champ
magnétique axial H. Nous appelons cette quantité l'impédance de transfert axial . Elle s’exprime
en Q, et nous avons besoin de N impédances de transfert axial pour caractériser le cable a 1'égard
du couplage de type 3. Le couplage de type 3 produit, pour une longueur élémentaire dz de cable,
l'apparition sur le conducteur interne o, de la tension dv, égale a :

vy =2y H, dz (1-6)

ou Z,;, est 'impédance de transfert axial pour le conducteur a, et ou H, est 'intensité du champ

magnétique axial.

La figure 1-6 illustre le couplage de type 4. Un champ ¢électrique homogene est orthogonal
a l'axe du cable, son orientation étant telle autour du cable, qu'il ne produit pas de charge nette
le long du cable. C'est ce qui se produirait si le cable était introduit au centre de deux plaques

paralléles excitées par une source de tension symétrique.

E

o=
=

o+ o+ + 4 +

E E E
Fig. 1-6 : couplage de type 4 sur un cable multiconducteur écranté

Par exemple, si nous considérons la configuration présentée sur la figure 1-4, avec deux
conducteurs internes rectilignes, et si nous supposons une parfaite invariance par symétrie avec
inversion de charge, par rapport au plan médian des deux conducteurs internes, alors le couplage
de type 4 produit un courant purement en mode différentiel (nous supposons que les conducteurs
internes sont terminés sur des charges symétriques) ; ceci est totalement différent de ce que
donnerait le couplage de type 2, qui, avec les mémes hypothéses, produirait un courant purement
en mode commun sur les conducteurs internes. Il est naturel [49] de décrire ce couplage avec une

quantité qui rapporte le courant recu par unité de longueur par un des conducteurs internes, au
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champ ¢électrique homogene parallele a la section droite du cable (c’est-a-dire orthogonal au
cable). Nous appelons cette quantité, qui s’exprime en S, I’admittance de transfert parallele.
Nous avons besoin de N admittances de transfert paralléle pour caractériser le cable vis-a-vis du
couplage de type 4, mais il faut préciser que celles-ci sont a priori dépendantes de 1'orientation
du champ électrique. Si nous notons £ la composante du champ ¢€lectrique parall¢le a la section
droite du cable, cette excitation pourra induire, sur une longueur élémentaire dz de cable, sur le
conducteur interne o, un courant di, égal a :

di,=Y,,6 E dz (1-7)

o

ou Y, , est I’admittance de transfert parallele pour le conducteur a, dans la direction du champ
¢lectrique appliqué. Nous notons que le champ appliqué produit sur le cable une charge nulle par
unité¢ de longueur, résultant de la compensation exacte de deux charges opposées de part et

d'autre du cable.

Fig. 1-7 : couplage de type 5 sur un cable multiconducteur écranté

La figure 1-7 illustre le couplage de type 5. Un champ magnétique est appliqué de facon
telle qu'une partie du flux pénétre 1'écran et induit directement des tensions sur les conducteurs
internes du cable. A la différence des modes de couplage examinés jusqu'a présent, ce type de
couplage place le champ magnétique dans une orientation « interdite » : les lois de
I'électromagnétisme disent qu'un champ magnétique variable doit étre parall¢le a la surface d'un
conducteur idéal, a proximité de ce conducteur. En fait, ceci ne doit pas nous préoccuper outre
mesure, car ¢’est au champ appliqué que nous imposons d’étre paralléle a la section droite du
cable, et non au champ magnétique en présence du cable. Le couplage de type 5 peut étre produit
si nous installons le cable a l'intérieur d'une bobine de Helmholtz, orthogonalement a son axe.
Nous caractérisons le comportement du cable vis-a-vis de ce phénomeéne avec une quantité
définie pour chaque conducteur interne comme le rapport entre la tension par rapport a I'écran
du cable induite par unité de longueur, et 'amplitude de la composante du champ magnétique

incident (en A/m) orthogonale au cable. Nous appelons cette quantité 1'impédance de transfert
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parallele du cable, elle s’exprime en €, et nous notons immédiatement qu'elle dépend a priori
de l'orientation du champ par rapport au cable. Comme précédemment, il nous faut N impédances
de transfert paralléle complexes, qui sont a priori dépendantes de l'orientation du champ
magnétique. Le couplage de type 5 provoque, sur une longueur élémentaire dz de cable,

l'apparition, sur le conducteur interne o, de la tension dv, égale a :

v, =Zp, H dz (1-8)

ou H, est la composante du champ magnétique parallele a la section droite du cable, et ou Z,;,
est l'impédance de transfert paralléle pour le conducteur a, dans la direction du champ

magnétique appliqué.

1.5 Cables ne possédant pas la symétrie cylindrique

Abordons a présent le cas d'un cable réel de section circulaire ou quasiment circulaire, sans
hypothése de symétrie cylindrique. Manifestement, nous pouvons conserver l'idée de définir cinq
types de couplage, pourvu que nous définissions ces couplages a partir de la symétrie du champ
incident (ou champ appliqué), comme elle apparait dans les définitions données précédemment.
Nous prendrons garde a ce que, dans ce cas, les symétries des courants évoquées au § 1.4 ne sont

pas forcément présentes.

Considérons par exemple un simple cable coaxial dont I'écran est une bande métallique en
spirale. Cet écran n'a pas la symétrie cylindrique, quoiqu'il soit de section circulaire ou quasiment
circulaire. Ce cable n'appartient donc pas aux catégories de cable discutées dansles § 1.3 et § 1.4
ci-dessus. Par exemple, si un tel cable est excité par un champ magnétique appliqué azimutal,
nous parlerons de couplage de type 1 en vertu de la symétrie du champ, mais le courant sur
I'écran sera vraisemblablement hélicoidal (en particulier a basses fréquences) [27] [33, § 6.3.3],
au lieu de circuler longitudinalement. De plus le champ magnétique autour du cable ne sera plus

azimutal, du fait du champ causé par le courant hélicoidal.
Nous devons par conséquent étre treés prudents : parce que nous définissons les types de

couplages en fonction de la symétrie du champ incident, les propriétés des distributions de charge

et de courant, mentionnées au § 1.4, ne sont en général pas applicables.
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1.6 Evaluation des paramétres de couplages

Nous allons, dans ce paragraphe, calculer les paramétres caractérisant les cables pour les
couplages exotiques (couplages de type 3, de type 4 et de type 5), dans les cas les plus simples,
dans le but principal de clarifier les concepts. Nous nous limitons ici au cas ou les dimensions

transversales du cable sont beaucoup plus petites que la longueur d’onde.

Pour le couplage de type 3, nous pouvons facilement calculer I’impédance de transfert axial
dans le cas d’un cable ayant un écran cylindrique de révolution et homogene, de rayon interne
r;,, d’épaisseur d tres petite devant 7, de conductivité o et de permittivité u. En effet, H. Kaden
[6,p. 78, équ. 21] a déja effectué la plus grande partie du travail en établissant que si un tel écran
est soumis a un champ magnétique appliqué H, homogene et paralléle a I’axe du cylindre, le
champ interne H, est homogene, de méme direction que le champ incident, et que le facteur

d’écrantage vaut :

H, 1
- 1+ ) 1 1+ (19
f, cosh(‘] d j +—K sinh(‘] d j
o 2 o
avec k=t (1-10)
u o

ou o=

est I’épaisseur de peau a la pulsation w.
ol

Manifestement, I’impédance de transfert axial sera nulle pour des conducteurs internes
rectilignes et paralléles a I’axe du cable. Considérons donc le cas d’un cable contenant des
conducteurs internes torsadés, le conducteur a étant torsadé avec un pas de m, tours par metre,
selon une hélice de rayon r,. L’impédance de transfert axial pour le conducteur a vaut

manifestement :

Z — ja):uoma nr(f

(1-11)

AT o . .

cosh(H]d) + leinh(H]d)
o 2 o

Cette formule considére que les conducteurs internes sont filiformes, et décrit seulement
un couplage par diffusion. Bien siir elle ne s’applique pas a des écrans dans lesquels le couplage
par diffusion n’est pas prépondérant, tels que certains écrans constitués d’une tresse métallique.

Il convient de noter que dans le cas d’un cable dont tous les conducteurs internes sont torsadés
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ensemble, tous les m, ont le méme signe et pratiquement la méme valeur, si bien que le couplage

de type 3 produira principalement du mode commun sur les conducteurs internes.

Examinons a présent le cas du couplage de type 4. En nous appuyant sur la théorie de
I’écrantage du champ électrique a basses fréquences, nous pouvons affirmer que pour un écran
homogene suffisamment conducteur, 1’admittance de transfert paralléle sera égale a zéro ou
extrémement faible, au méme titre que le coefficient de couplage électrique radial. Les écrans de
cable qui laisseront subsister un couplage de type 4 significatif sont donc ceux qui présentent des
ouvertures et qui présenteront donc aussi un couplage de type 2 non nul. Considérons donc un
cable écranté a deux conducteurs internes, présentant des ouvertures dans son écran, présentant
les coefficients de couplage électrique radial {; et {, respectivement pour les conducteurs 1 et
2. Placé dans la configuration de champ représentée sur la figure 1-4, lorsque le cable porte une

densité surfacique de charge p,, le courant injecté dans le conducteur « est :
di,=jo2r r, £, psdx (1-12)

ou r; est le rayon externe de I’écran du cable supposé dépourvu de gaine extérieure. Nous notons
que cette formule s’applique a une configuration dans laquelle p, est constant sur le bord externe
(circulaire) d’une section droite du cable. Placons-nous dans un cas (certes quelque peu artificiel)
ou les ouvertures responsables du couplage sont soit “en haut” et beaucoup plus proches du
conducteur 1 que du conducteur 2, soit “en bas” beaucoup plus proches du conducteur 2 que du
conducteur 1. Dans ce cas, il n’y a pas d’interaction entre les ouvertures, et la formule (1-12) va
pouvoir s’appliquer a la configuration représentée sur la figure 1-6, pgétant la densité de charge
“en haut” pour o = 1, ou “en bas” pour & = 2. Dans le cas ou il n’y a pas de gaine a I’extérieur,

la distribution de charge dans cette configuration se calcule facilement [Annexe C, équ. (C-32)] :
ps=2¢€, cos(6-0,) E, (1-13)

ou, dans une section droite du cable, § est ’azimut du point ou la densité surfacique de charge
est considérée, par rapport a une direction arbitraire, et 8, 1’angle entre le champ électrique et
cette direction arbitraire. En notant a présent 6. I’azimut du conducteur 1, par rapport a cette
direction arbitraire, nous obtenons donc, pour ce cable tres particulier :

Yor, = Jjo 4meyr; p cos(6.—06,)

_ (1-14)
Yor, =—j® 4me 1y § 4, cos(6,.—6;)
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Notons qu’un torsadage des conducteurs internes revient a faire évoluer I’angle 6. le long
du céble, proportionnellement a la coordonnée axiale. Selon (1-14), la moyenne de Y,;, et Y,pr,

le long du cable, sur la longueur d’une torsade, est nulle.

Considérons a présent le couplage de type 5. Kaden [6, p. 80, equ. 33] a déterminé que,
dans un écran de mémes caractéristiques que celles définies pour la formule (1-9), soumis a un
champ magnétique appliqué homogene et orthogonal a I’axe du cylindre H , le champ interne H,

est homogene, de méme direction que le champ incident, et que le facteur d’écrantage vaut :

H 1
= (1-15)

H, cosk(lgj dj+;(K+[l<)sinh(lgj dj

ou les définitions données ci-dessus pour d, 6 et K s’appliquent. Supposons que le cable contient

deux conducteurs internes rectilignes, que le cable a trois plans de symétrie orthogonaux, et que
les conducteurs peuvent étre considérés comme filiformes, séparés par une distance A. Nous
pouvons alors facilement calculer les impédances de transfert paralléle Z,;, et Z,,, respectivement

pour les conducteurs 1 et 2 :

1. :

S JO A 5in(0,—0,) (1-16)
Zpr, = 1+ i 1 1 1+

cosh("’f d) + (K+ ) sinh(‘]d)
5 ) 27 K 0
1. :

— JouA sin(8,, -6 (1-17)

Z =
PT?2

cosh(l-l_j d) + l (K + 1) sinh(Hj dj
o) 2 K o

ou dans une section droite du céble, 8. est I’azimut du conducteur 1, par rapport a une direction

arbitraire, et 6, I’angle entre le champ magnétique appliqué et cette direction arbitraire.

Comme (1-11), les équations (1-16) et (1-17) décrivent seulement un couplage par
diffusion, et ne s’appliquent qu’a des écrans dans lesquels le couplage par diffusion est
prépondérant. Nous notons que pour le cable considéré, le couplage de type 5 produira
principalement du mode différentiel sur les conducteurs internes. Nous notons aussi que si les
conducteurs internes étaient torsadés, (1-16) et (1-17) pourraient en pratique s’appliquer, et que

la moyenne de Z,;, et Z,;, le long du cable, sur la longueur d’une torsade, serait nulle.
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1.7 Exemple de calcul de couplage champ-a-cable élémentaire

1.7.1 Préambule

Dans ce paragraphe, nous allons, en supposant connus les paramétres caractérisant un cable
pour les cing types de couplage, établir I'expression compléte des tensions apparaissant sur les
conducteurs internes dans deux situations de couplage champ-a-cable particulierement
intéressantes d'un cable écranté sans gaine posé sur un plan de masse : I'excitation longitudinale,
et I'excitation transversale. Nous considérerons un échantillon de cable de section droite
circulaire ou quasiment circulaire, que nous supposons de longueur €lectriquement courte. Plus
précisément, nous postulerons que la longueur de cable est suffisamment petite devant la
longueur d'onde, pour que l'on puisse négliger les effets de propagation et la diaphonie entre

conducteurs internes.

Les deux excitations peuvent par exemple étre produites dans une cellule TEM a plaques
paralléles ou fermée. Selon I’excitation transversale montrée sur la figure 1-8, une onde TEM se
propage parallélement au plan de masse (le fond de la cellule TEM sur la figure) et illumine une
section de cable disposée transversalement a la direction de propagation. Le champ magnétique

H, incident est donc parall¢le au cable, et le champ électrique incident £, est normal au cable.

termination
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Fig 1-8: excitation transversale d’une section de cable (repérée C.U.T.) dans une
cellule TEM fermée.

PREAMP

2BRCs

Selon I’excitation longitudinale montrée sur la figure 1-9, une onde TEM se propage
parallélement au plan de masse (le fond de la cellule TEM sur la figure) et illumine une section
de cable disposée longitudinalement a la direction de propagation. Le champ magnétique incident

H, et le champ ¢€lectrique incident £, sont donc orthogonaux au cable.
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Fig 1-9: excitation longitudinale d’une section de cable (repérée C.U.T.) dans une
cellule TEM fermée.

1.7.2 Calcul de la distribution de charge pour I’excitation longitudinale

La figure 1-10(a) montre I’allure du champ électrique autour du cable (vue d’artiste).

D) c)

Fig 1-10 : lignes du champ électrique autour du
cable, a) cable sur un plan de masse, b) cable
chargé en espace libre, c) cable non chargé dans un
champ électrique quasi-statique uniforme.
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Choisissons un axe Ox vertical, orienté vers le haut. En utilisant cette origine pour les
angles, la distribution surfacique de charge est une fonction paire et périodique. Elle peut donc
s’écrire :

ps(0)=pso+pg cosO+pg, cos20+..4+p;, cosnb+... (1-18)

Le premier terme de ce développement, pris isolément, correspond a une distribution
uniforme de charge, apparaissant sur un cable chargé isolé dans I’espace, représenté sur la figure
1-10(b). Comme le montre 1’équation (1-13), le deuxiéme terme du développement, pris
isolément, correspond a la distribution de charge apparaissant sur un cable non chargé plongé

dans un champ ¢lectrique uniforme, représenté sur la figure 1-10(c).

L’examen de la figure 1-10 suggére que les deux premiers termes du développement (1-18)
peuvent constituer une approximation satisfaisante de la distribution réelle. Sur la base de cette
hypothese, nous allons, en quelques lignes, estimer sans calcul les coefficients pg , et pg ;. Nous
notons en premier lieu que, I’écran du cable étant en contact avec le plan de masse, il est

physiquement clair que pg () = 0. La distribution de charge cherchée est donc de la forme:

ps(0) = ke E, (1+cosb) (1-19)

ou k est un coefficient de proportionnalité sans dimension, et £, le champ ¢électrique appliqué,
suppos¢ uniforme. En second lieu, nous pouvons utiliser le théoréme des images, ce qui nous
conduit a remplacer le probléme A comportant un cylindre de révolution conducteur portant la
distribution de charge (1-19) avec un plan de masse et des charges a I’infini produisant un champ
uniforme d’intensité E,, par le probléme B comportant deux cylindres de révolution conducteurs
portant la distribution de charge (1-19) et des charges a I’infini produisant un champ uniforme
d’intensité £,. Ce probléme B peut a son tour étre vu comme la superposition de deux problemes
C comportant chacun un cylindre de révolution portant la distribution de charge (1-19), décalés
de deux fois le rayon du cable, avec pour chacun de ces problémes C, des charges a I’infini
produisant un champ uniforme E/2. En général, il ne serait pas possible d’affirmer que la
distribution de charge initiale corresponde a la distribution d’équilibre d’un des problémes C
obtenu par subdivision du probléme B. Par conséquent, pour créer les problémes C, nous devons
rendre fixe la distribution de charge sur les cylindres, qui ne sont donc plus conducteurs. Mais
(miracle), dans le cas particulier dont nous nous occupons, la distribution (1-19) correspond a
celle que I’on trouve sur un cylindre de révolution conducteur chargé et soumis a I’action d’un
champ électrique uniforme, et comme seul le terme & g, E, cos 6 est caus¢ par les charges a

I’infini, I’application de (1-13) avec £, = E,/2 montre qu’il y a équilibre pour k= 1.
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Par conséquent, pour cette valeur particulieére £ = 1, le cylindre d’un probléme C peut étre
considéré comme conducteur. Il en résulte que I’interaction entre les deux cylindres du probléme
B ne produit pas de mouvement de charge (autrement dit, les forces exercées sont normales a la
surface des cylindres). Nous en déduisons sans calcul que £ = 1 est la solution d’équilibre du

probléme B, donc du probléme A. Ainsi, dans I’approximation choisie [39],

ps(60)=¢e,E (1+cosb) (1-20)

Ce résultat intuitif peut étre facilement amélioré par un calcul numérique simple. Par
exemple, il est physiquement clair que la distribution de charge sur un cylindre conducteur
produit un champ assez voisin de celui de distributions linéaires de charge sur des génératrices
du cylindre choisies suffisamment espacées. Chacune des distributions lin€aires de charge

produit, en un point quelconque, un potentiel [Annexe C, équ. (C-2)] de la forme

" oe, -2
ou 4 est la densité linéique de charge de la distribution linéaire, 7 est la distance a la génératrice
et 7, est une distance arbitraire. Pour trouver les distributions linéiques de charge, il suffit, apres
application du théoréme des images, d’imposer que le potentiel total en plusieurs points du
conducteur soit nul, ce qui revient a inverser une matrice. Les coefficients de (1-18) sont ensuite
obtenus par utilisation d’un algorithme FFT. Nous avons ainsi, avec le logiciel Mathcad, utilisé

32 génératrices par cylindre, séparées d’un angle n/16 comme montré sur la figure 1-11.
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Fig. 1-11 : & gauche, les 16 génératrices d’'un demi-cylindre, portant les charges, et a

droite les points ou le potentiel total est calculé, auquel on impose la valeur 0.

Nous avons calculé la distribution de charge montrée sur la figure 1-12, ou les valeurs 0

et 31 (respectivement, 15 et 16) de I’indice k correspondent aux charges linéiques les plus
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¢loignées (respectivement, les plus proches) du plan de masse. Elle donne la série de Fourier :

1,0000 +1,2899 cos 6 +
ps(0)=¢, 0[ +0,2285¢0526 - 0,0611c0530 +... (122
&
0.4
Ag 02
1]
s 5 10 15 a0 25 a0

k

Fig. 1-12 : charge linéique (en pC/m) de chacune des 32 distributions linéiques,

pour un champ appliqué de 1 V/m, en fonction de leur indice k.

Comme le montrera le calcul exact du § 6.2, toutes les décimales données dans (1-22) sont

exactes, ce qui est remarquable pour une méthode aussi simple.
1.7.3 Couplage champ-a-cible élémentaire en excitation transversale

En excitation transversale, pour le couplage de type 2, (1-22) indique que la charge dg, a
prendre en compte est simplement 2zr.g,E, dz. Pour le couplage de type 4, il nous faut
déterminer la valeur d’un champ électrique E, homogene d’espace libre, appliqué
transversalement au cable’. Ce n’est a priori pas le champ E,, qui est le champ appliqué en
présence du seul plan de masse, donc sans la modification de la distribution superficielle de
charge du plan de masse provoquée par la présence du cable. Nous comprenons que le champ £
a prendre en compte est celui qui, en espace libre, produirait la distribution donnée par (1-13),

¢gale au terme en cos € de (1-22). Nous avons donc, pour le conducteur interne o :

di, =(2jome,r, § 4y +0.645 Y, ) E, dz (1-23)

Pour le couplage de type 1, il n’y a pas de courant longitudinal a prendre en compte en
excitation transversale, les courants circulant sur le plan de masse, orthogonalement au cable.

Pour le couplage de type 3, le champ magnétique a prendre en compte est clairement H, = E/5,.

T Nous constatons que la définition (1-7) ne convient pas vraiment ici, car le champ appliqué au cable n’est pas
homogéne. Avec les bonnes définitions, celles du § 5.6, le calcul a effectuer sera plus clair.
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Pour le couplage de type 5, il n’y a pas de champ magnétique transversal a prendre en compte.

Nous avons donc, en excitation transversale, pour le conducteur interne o :
E
_ 0
dvy=Zq — dz (1-24)
0

1.7.4 Couplage champ-a-cable élémentaire en excitation longitudinale

Pour les couplages de type 2 et de type 4, (1-23) est manifestement applicable au couplage

longitudinal, puisque I’orientation du champ électrique ne change pas par rapport au céble.

Pour le couplage de type 1, il nous faut déterminer le courant longitudinal i, a prendre en
compte. Or, nous savons qu’a fréquences suffisamment élevées, les distributions de courant et
de charges en ondes TEM sont identiques [36, p. 248], ce qui nous donne :

E. [1,0000+1,2899 cos6 +
Js (6) =—t [

Mo +0,2285¢08260 —0,0611c0s360 +... (1-25)

ou j est la densité surfacique de courant sur I’écran du cable. Le courant i,,. a retenir est donc
2nr:Ey/n0. Pour le couplage de type 3, le champ magnétique longitudinal a prendre en compte
est nul. Pour le couplage de type 5, il nous faut établir la valeur d’un champ magnétique H,
homogene d’espace libre, appliqué transversalement au cable. Celui-cin’est pas le champ H,, qui
est le champ appliqué en présence du seul plan de masse, mais manifestement H, multiplié par
le méme coefficient que celui appliqué a Y,;, dans (1-23). Nous avons donc, en excitation

longitudinale, pour le conducteur interne o :

E,
v, = (27 1y Zyy + 0,645 Z,p, ) =2 dz (1-26)
0
I1 faut ici noter que ces résultats supposent que la distribution de courant dans le cable et
le plan de masse est bien la distribution de courant haute fréquence, qui correspond a des courants
pelliculaires affectés par l'effet de proximité. Cette hypothese sera raisonnablement vérifiée au-

dela de 100 kHz, pour les métaux usuels.
1.8 Comparaison des signaux couplés par les différents types de couplage

Munis des résultats du § 1.7 et du § 1.8, nous pouvons a présent comparer les types de
couplage produisant une tension induite (types 1, 3 et 5) entre eux, et les types de couplage

produisant une injection de courant (types 2 et 4) entre eux.
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Considérons donc un cable ayant un bon écran cylindrique de révolution, homogéne.
Rappelons la formule de Schelkunoff [2] [28, ch. 5], qui donne I’impédance de transfert d’un

cable coaxial a paroi mince :

1+)
RDC 5
sinh(l ;J d) (1-27)

Z;

ou R, est la résistance linéique de I’écran du cable. En utilisant (1-11), (1-24), (1-26) et (1-27),
nous pouvons calculer le rapport de la tension induite par le couplage de type 3 sur celle induite

par le couplage de type 1:

(14

I+ ' i
AV ypen 2r, Ry c'5]d cosh(l—g‘/ d) +;Ksinh(1+5] dj

A basses fréquences, quand 0 » d et r; Ry » ou, m, r2, ce rapport tend vers zéro. Par
contre, a hautes fréquences, pour 0 « d, nous avons :

dv

dv

wpes _ 2Tgmy, T, (1-29)

typel r]
Par exemple, pour m, =40 m ', r, = 0,003 m, »,= 0,004 m, nous obtenons environ 0,56
pour ce rapport. En utilisant (1-16), (1-26) et (1-27), nous pouvons aussi calculer le rapport de

la tension induite par le couplage de type 5 sur celle induite par le couplage de type 1:

0,645 . , _ (1]
Bs 2 Jjo UA sin(6,, Oc)smh( 5 dj (1-30)
d 1+ 1+ 1 1Y . (1+7
Vipel 211 reRpe 5 d cosh(6j d) + 5 (K + K) smh(6‘1 dj

A basses fréquences, quand 6 » d et r, R, » wu, m, r? ce rapport tend vers zéro. Par
> E f\pc Ho M, T,

contre, a hautes fréquences, pour 0 « d, nous avons :

dv

wpes _ 0,645Asin(6, -6.)
dv

Ty

(1-31)

typel

Par exemple, pour A = 0,006 m, , = 0,004 m, nous obtenons une valeur maximale
d’environ 0,97 pour ce rapport. Rappelons que ce couplage produit directement un signal

différentiel, mais qu’il est éventuellement réduit par un torsadage.
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Enfin, en utilisant (1-14) et (1-23), nous pouvons calculer un rapport entre le courant

injecté par le couplage de type 4 et celui injecté par le couplage de type 2. Nous trouvons :

di
fy—pe4 =1,29 cos(HC - HE) (1-32)
a’ztype2

La valeur maximale de ce rapport est donc supérieure a 1, mais rappelons qu’il correspond

a un cable tres particulier, et qu’il ne prend pas en compte un éventuel torsadage.
1.9 Conclusion

Nous avons examiné dans ce chapitre les idées justifiant la prise en compte de cinq
différents types de couplage, au moins, sur des cables écrantés de section circulaire ou quasiment
circulaire. Nous avons défini les parametres permettant de caractériser le cable pour les trois
types de couplage “exotiques” :

— I’'impédance de transfert axial pour le couplage de type 3,
— l’admittance de transfert parallele pour le couplage de type 4,

— P’impédance de transfert paralléle pour le couplage de type 5.

Nous avons ensuite, pour certaines structures facilement calculables de cable de section

circulaire, déterminé ces parametres.

Nous avons vu en détail comment tenir compte des différents modes de couplage dans des
calculs prédictifs pour deux situations concrétes de couplage, pour lesquelles le cable est sans
gaine et plaqué contre une structure métallique. Cette configuration est d’ailleurs celle dont nous
attendons les meilleures caractéristiques de CEM. Pour des cables particuliers, nous avons enfin
montré que :

— les tensions induites par les couplages de type 1, 3 et 5 peuvent étre comparables,

— les courants induits par les couplages de type 2 et 4 peuvent étre comparables.

A ce stade, sur le plan théorique, 1'étude des cinq couplages n’est qu’ébauchée : il faudrait
notamment préciser le développement du champ électromagnétique auquel correspondent les cing
couplages, justifier pleinement les méthodes de calcul des couplages champ-a-cable, et étendre

la théorie aux cables plats et autres. Ce sera le sujet des chapitres suivants.
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Chapitre 2 : Types de réponse de I’écran cylindrique

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons I’étude de la caractérisation électromagnétique des écrans
¢lectromagnétiques cylindriques de section quelconque. Rappelons que notre but est double :
nous voulons d’une part étendre I’approche du chapitre 1 a une plus vaste classe d’écrans (les
écrans ne sont plus nécessairement de révolution, nous ne nous limitons pas aux écrans de cable)
et nous entendons d’autre part approfondir ses fondements théoriques. A ce dernier titre, nous
souhaitons notamment mettre en lumiere la signification exacte de l'approximation consistant a
ne prendre en compte que les cinq principaux types de couplage. Comme indiqué dans
I’introduction, ce chapitre et les deux qui suivent sont assez ardus sur le plan mathématique, mais
ils peuvent €tre laissés de c6té en premicre lecture, car le chapitre 5 et les suivants sont rédigés

de facon a offrir cette faculté.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons, de la facon la plus générale, a un écran
cylindrique, qui est une structure de conducteurs électriques ou de conducteurs magnétiques
devant assurer la fonction de réduction des couplages, dans une certaine bande de fréquences.
Cette structure est souvent trés complexe, par exemple dans le cas d'une tresse ou d'un ruban
spiralé. Cette complexité va nous conduire a considérer le plus souvent un écran généralisé

contenant 1'écran réel, au lieu de ce dernier.

Dans son acception la plus générale, la notion d'écran généralisé [31] [51, § 10.2] est
utilisée en topologie électromagnétique pour désigner une réunion quelconque d'écrans
conducteurs et de zones d'exclusion. Les zones d'exclusion sont définies comme des volumes
dans lesquels il n'est pas permis d'introduire de source de champ ou de conducteurs. Elles
contribuent a la réduction des couplages en garantissant une distance de séparation minimale. Par
exemple, nous pouvons défini un écran généralisé constitu¢ d'une tresse en cuivre ef d'une gaine
en chlorure de polyvinyl et d’interstices de formes quelconques contenant de 1’air. Nous voyons
que nous pouvons ainsi raisonner sur un écran généralisé, contenant 1'écran du cable, et de forme

géométrique plus simple que 1'écran réel.

Sur le plan mathématique, nous supposons que I'écran généralisé est un ensemble fermé

et connexe, et dont le bord est la réunion d'un bord interne cylindrique C et d'un bord externe
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cylindrique C; , ces deux bords n’ayant aucun point commun et le second entourant le premier.

Le bord interne entoure un ensemble ouvert et connexe que nous appellerons le volume a
l’intérieur de [’écran genéralisé. Les points de I’espace qui sont a I’extérieur du bord externe
forment un ensemble ouvert et connexe que nous appellerons le volume a [’extérieur de l’écran
géneralisé. Ainsi, 1’écran généralisé, le volume a I’intérieur de 1’écran généralisé et le volume

a ’extérieur de 1’écran généralisé forment une partition de I’espace.

2.2 Notation pour ’utilisation de coordonnées curvilignes

Dans la suite, B = (e, e,, e,) sera une base orthonormée directe. Une origine O étant
choisie, les coordonnées (cartésiennes) dans le repére Z= (O, B) sont x, y et z, et le bord externe
de I'écran généralisé sera un cylindre C; dont les génératrices sont paralléles a l'axe Oz.

L'intersection I'(z,) de ce cylindre et d'un plan d'équation z = z, dans 72, n'est pas nécessairement
circulaire, mais est une courbe continue et fermée, dont l'isobarycentre peut par exemple étre

placé sur 1'axe Oz. En tout point de ;, nous définissons (voir figure 2-1) une base orthonormée
directe locale (e, e,, €,) : le vecteur unitaire e, est partout normal & C; et pointe vers l'extérieur,

et le vecteur unitaire e, est tangent a C; et perpendiculaire a e, et e,.

cylinde\r Clut)
M.i = Mie

Fig. 2-1 : notre choix de coordonnées curvilignes
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La coordonnée curviligne u* sur chaque courbe I'(z,) est choisie de telle fagon qu'elle soit
sans dimension, que I’arc paramétré correspondant soit une bijection continue de l'intervalle
]-m, ] vers I'(z,) , et que les courbes u* = constante soient des droites paralléles a e,. Le couple

(1%, z) est donc un systéme de coordonnées curvilignes orthogonales sur le cylindre G.. La

définition de la coordonnée v peut étre étendue a R, de telle fagon que I’arc paramétré de R vers
I'(z,) soit continu et périodique de période 2m. La coordonnée u” sera (abusivement) appelée

azimut.

Nous pouvons manifestement obtenir des coordonnées curvilignes (u', u*, z) pour tout

I'espace en choisissant convenablement une famille (u') de cylindres, un des cylindres de la

famille étant le bord externe C; de 1'écran généralisé, et un autre le bord interne ( de 1'écran

généralisé, chaque cylindre de la famille étant muni en tout point d'une base orthonormée directe
locale (e,, e,, e,), et d'un systéme de coordonnées locales (17, z) construit comme précédemment,

et assujetti a la condition que le rayon vecteur élémentaire vaille :

dr=he du' +he,du’ +e dz (2-1)

Nous voyons que /, et 1, ne dépendent pas de z. De plus, comme les bords externes et internes
de 1'écran généralisé sont des cylindres de la famille, ils sont respectivement décrits par les
équations u' = u'; et u' = u',. La figure 2-1 illustre notre choix de coordonnées, en montrant la

construction d'un point M de coordonnées curvilignes (u'y;, 1y, Zy)-

La possibilité de construire effectivement un tel systéme de coordonnées dans tout 1'espace
est évidente pour le physicien. En effet, considérons le probléme d'électrostatique dans lequel :
— le bord externe et le bord interne sont matérialisés par des surfaces minces de conducteur
¢lectrique idéal,

—un conducteur ¢électrique parfait filiforme rectiligne et paralléle aux génératrices des cylindres
est installé dans le volume a I’intérieur de 1’écran généralisé,

— le reste de l'espace est rempli avec une substance diélectrique,

— le conducteur filiforme est chargé avec des charges prises sur le conducteur matérialisant le
bord interne, ce qui fait apparaitre un champ ¢électrique entre ces deux conducteurs, donc dans
le volume a I’intérieur de 1’écran généralisé,

— le conducteur matérialisant le bord interne est chargé avec des charges prises sur le conducteur
matérialisant le bord externe, ce qui fait apparaitre un champ électrique entre ces deux

conducteurs,
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— le conducteur matérialisant le bord externe est chargé avec des charges prises a I'infini, ce qui

fait apparaitre un champ électrique dans le volume a I’extérieur de I’écran généralisé.

Les surfaces équipotentielles et les lignes de champ ¢électrique apparaissant dans ce
probléme vérifient les conditions d'orthogonalité qui permettent manifestement de les utiliser
pour créer sans difficulté un systéeme de coordonnées curvilignes ayant toutes les caractéristiques
définies précédemment. Cette considération montre aussi qu'il existe beaucoup de tels systemes
de coordonnées curvilignes différents : nous pouvons générer une infinité de solutions différentes
au probléme d'électrostatique que nous avons évoqué, en changeant la distribution de la

permittivité dans la substance diélectrique.
2.3 Courants sur I’écran généralisé et conservation de charge

Considérons la situation dans laquelle toutes les sources fournissant la puissance
¢lectromagnétique sont dans le volume a I’extérieur de 1’écran généralisé. Si I'écran généralisé
a des bords parfaitement conducteurs, les charges ne peuvent apparaitre que sur son bord externe
C.. Dans le cas contraire, des charges peuvent apparaitre sur les bords internes et externes de
I'écran généralisé, et aussi a l'intérieur de 1'écran généralisé lui-méme. Dans le cas général, la
densité volumique de charge p dépend donc des trois coordonnées u', u%, z, et nous la traiterons
comme une distribution (au sens mathématique). L'intégration de la densité volumique de charge
p sur I'épaisseur de 1'écran généralisé donne une quantité homogene a une charge surfacique.
Cependant, il est plus commode d'introduire la densité de charge linéique locale (exprimée en

C/m) que nous noterons p,, définie par :

p,(12,2)=2x j ”IIE phh, du' (2-2)

ou le chemin d'intégration est une portion de courbe u> = constante et z = constante. Nous
constaterons plus loin que cette définition de p, permet une expression élégante de la

conservation de la charge.

Dans le cas d'un bord parfaitement conducteur en u' = u'y, comme les sources fournissant
la puissance électromagnétique ne sont par hypothése présentes que dans le volume a I’extérieur
de I’écran généralisé, les charges n’apparaissent que comme des charges superficielles sur le bord

externe (g, ayant une densité surfacique de charge p; telle que

p(ul, u’, Z)h1 du' :ps(uz, 2)6(1/!1 —u}y)a’u1 (2-3)
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ou o est la distribution de Dirac. Dans ce cas particulier, nous avons donc :

P
Ps=7—"- 2-4
. (2-4)
Revenons au cas général d’un écran généralisé de caractéristiques quelconques. Considérée
comme une fonction de I’azimut u?, p, est périodique de période 2 et peut donc étre développée

en série de Fourier :

n=1

po(u?,z)=p,o(z)+ Re{i p..(2) exp(inuz)} (2-5)

ou le coefficient p, , est réel, ou pour n > 1 le coefficient p, , est complexe, ou > = -1 avec

Im(7) = 1, et ou Re et Im sont respectivement les fonctions partie réelle et partie imaginaire.

Il est important de noter que, en z = z, la charge totale par unité de longueur de 1'écran
généralisé, est donnée par :

1 2r
” hh, p du' du’ :E ., Pu du*=p,, (2-6)

shield

ou I’intégrale du membre de droite est effectuée sur la surface correspondant a I’intersection entre

I’écran généralisé et le plan d’équation z = z,,.

Si I'écran généralisé a des bords parfaitement conducteurs, des courants superficiels
peuvent y circuler. Dans le cas contraire, de tels courants n'apparaissent pas, mais une intégration
de la densité surfacique de courant j vue comme une distribution, sur 1'épaisseur de 1'écran
généralisé (par rapport a la variable u') donne une quantité qui est homogéne a une densité
linéique de courant (exprimée en A/m). Cependant, il sera plus agréable d'introduire un vecteur

courant local (exprimé en Ampere) que nous noterons i, , et qui est défini par :

i,=i,e+j,h e+i,e (2-7)

1

u r
i =27rh1jl h,je du'
avece “

Jro = 2T J:IE h j.e, du' (2-8)

i, =2n j hhje. du'

ou le chemin d'intégration est une portion de courbe #* = constante et z = constante.
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Dans le cas d’un bord parfaitement conducteur en u' = u';, comme les sources fournissant
la puissance électromagnétique ne sont par hypothése présentes que dans le volume a I’extérieur
de I’écran généralisé, les courants n’apparaissent que comme des courants superficiels sur le bord

externe (, ayant une densité surfacique de courants jg telle que
j(ul, w, Z)h1 du' =jS(u2, 2)5(u1 —u}E)du1 (2-9)

ou ¢ est encore la distribution de Dirac. Nous avons donc, dans ce cas particulier :

. i,
= 2-10
Js 27 h, ( )

Dans ce cas toujours, si I'écran généralisé est isolé, nous avons i, = 0. Ceci sera également
le cas pour de bons écrans isolés. Cependant i, ne devra pas étre négligé dans le traitement
d'écrans imparfaits : I'effet de marsouinage (en anglais : porpoising phenomenon) [33, § 6.3.2]

[34] [51, § 9.4.6] dans les écrans tressés est précisément provoqué par ce type de courant.

Revenons au cas général d’un écran généralisé de caractéristiques quelconques.

Développons les deux dernieéres composantes de iy, en série de Fourier, de la facon suivante :

Jro(u?,2) = jrool(z)+ Re[z Jron (z)exp(z’nuz)} (2-11)
n=1
iy (u,2) =iy 0(2) + Re[i i0.(2) exp(inuz)} (2-12)

ou les coefficients j,,, et i}, , sont réels, ou pour z > 1 les coefficients j,,,, et i,,,, sont complexes,

etou = -1 avec Im(i) = 1.

Nous notons que le courant total circulant le long de 1'axe de 1'écran généralisé vaut :

. L e, :
_” hh, je. du' du’ :E'[O iy, du’ =iy, (2-13)
shield

ou I’intégrale du membre de droite est effectuée sur la surface correspondant a I’intersection entre

I’écran généralisé et le plan d’équation z = z,,.

Dans les coordonnées curvilignes orthogonales que nous avons définies, la divergence d’un

vecteur F de coordonnées (F',, F,, F,) s'écrit
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1| d , d
V-F=—-o/|—(hF)+—NF)+—=—(hhF, 2-14
TR s | e
L'égalité div j + Jdp/ot = 0 exprimant la conservation de la charge, dans le domaine

temporel, une fois multipliée par Ak, et intégrée par rapport a u' le long d'une courbe

u* = constante et z = constante, devient donc :

u'E (9 N (9 . a . | a . X
J.ull {ﬁ(hzj.el)+—au2 (hlj.e2)+g(hlhzj.ez)}du +§J‘ull hh,pdu =0 (2-15)
Supposant que 1'écran généralisé est isolé, nous avons j.e, =0 enu' =u'; eten u' =u',, et en

supprimant une dépendance en &', nous obtenons dans le domaine fréquentiel [53] :

8;—?+§]7V‘2)+ja)pL =0 (2-16)
ou j2= -1 avec Im(j) = 1. Nous notons que i utilisé¢ dans (2-5) (2-11) et (2-12) correspond a un
parametre de position et que j utilis€ dans (2-16) correspond a un parameétre de phase. Pris
isolément, ils sont le méme nombre complexe. Toutefois, comme nous allons les mélanger dans
des expressions alors qu'ils ont des significations différentes, il faudra considérer que ces deux
nombres, ainsi que les phases des quantités complexes des équations ou ils apparaissent, sont
sans relation. Mathématiquement, ces deux nombres sont les quaternions’ réels i et j, qui
peuvent étre identifiés a des nombres complexes lorsque uniquement des quaternionsde R+ 1 R
sont présents dans une expression, ou bien lorsque uniquement des quaternions de R + j R sont
présents dans une expression. Dans ce chapitre, toute quantité¢ liée a i sera qualifiée d’

azimutale, et toute quantité liée a j sera qualifiée de temporelle.

Notons a présent que le choix des définitions dans (2-2), (2-7) et (2-8) a été fait de facon
a permettre des expressions simples dans (2-6), (2-13) et (2-16). Cette derni¢re équation se
transforme aisément dans le domaine de Fourier azimutal, et en supprimant la dépendance en

exp(1 nu?), nous obtenons :

di
404 jp,, =0 @-17)
oz
etpourtoutn e N, n > 1:
8iVAn .
&Z +n]VOn i+ja)an=0 (2_18)

" Rappelons que les quaternions réels, aussi appelés quaternions de Hamilton, forment un corps non commutatif,
et un R-espace vectoriel de dimension 4, dont la base naturelle est (1, i, j, k), avec i> = -1, j2 = -1 et
k=1ij=-3ji.Des propriétés élémentaires des quaternions de Hamilton sont exposées dans 1’Annexe A.
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Les équations (2-17) et (2-18) sont valables dans le corps des quaternions réels. Toutefois,
(2-17) peut étre vue comme une relation dans le corps des nombres complexes, car elle ne
contient que des éléments de R + j R. Dans (2-18) par contre, chacune des trois quantités p, ,,
Jvon €t 1,4, €stun quaternion. Les équations (2-17) et (2-18) seront démontrées rigoureusement
et abondamment discutées au chapitre 3, ou nous verrons aussi dans quelle mesure (2-18) peut

étre remplacée par deux expressions complexes.

Les résultats (2-17) et (2-18) méritent des commentaires de physique. Comme nous le
savons, il est expérimentalement possible, sur une longueur électriquement courte d'écran
généralisé, d'avoir un p, , négligeable (c'est ce que 'on fait dans un banc triaxial pour la mesure
de I'impédance linéique de transfert d'un cable coaxial). Dans ce cas, (2-17) exprime que la
conservation de la charge devient une conservation du courant longitudinal i, ,, car (2-17) ne
contient pas de terme analogue au second terme de (2-18). En utilisant (2-13), nous concluons
que dans ce cas, pour qu'un courant total circule dans I'écran généralisé, il est nécessaire qu'existe
un circuit de retour pour le courant. L'équation (2-18) indique qu'un circuit de retour n'est pas
nécessaire dans le cas n > 1 : une densité linéique de courant j,,, peut fournir le courant de
retour pour des courants i, ,, comme montré sur la figure 2-2 pour le cas » = 1 sur un écran

généralis¢ homogene dont la section droite n’a ni axe ni plan de symétrie.

Fig. 2-2 : une combinaison de courant linéique j,,, et de courant i, ,.
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Sur cette figure 2-2, nous observons une situation ou les seules composantes non
négligeables du courant local iy, circulant sur I'écran généralisé sontj,,, eti,,,. Le courant local,
qui ne dépend que de u* et z est représenté projeté orthogonalement sur la surface externe de
I'écran généralisé. Les valeurs de j,,, et i, , le long de 1'axe z sont telles qu'apparaissent des
courants tourbillonnaires. Des courants de cette allure peuvent apparaitre du fait de l'application
locale d'un champ magnétique variable orthogonal a I'axe Oz. Sur la figure 2-2, aux points A et
C, placés dans un méme plan orthogonal a I'axe et dont la coordonnée u? différe d'environ =, la
composante i, , est prépondérante. Aux deux points B et D, qui ont la méme coordonnée i, la

composante j,,, domine.

Le traitement du comportement de 1'écran généralisé¢ pour n = 0 est donc un probléme
global, c'est-a-dire impliquant la totalité¢ de I'écran généralisé et un circuit de retour, mais le
comportement de 1'écran peut étre un probléme local pour » > 1. Une solution telle que
représentée sur la figure 2-2 n'est pas toujours possible : nous pouvons par exemple imaginer un
écran généralisé constitué¢ de fils conducteurs isolés, parallele a l'axe Oz, qui interdirait la
circulation de densité linéique de courant j,,, et pour lequel la détermination de courants i,

serait donc toujours un probléme global.

2.4 Définition des types de réponse

L'écran généralisé étant passif, les charges et courants qu'il porte peuvent étre considérés
comme des réponses a des stimuli externes. Nous allons dans le présent paragraphe définir un
vocabulaire [53] pour une classification des charges et des courants sur I'écran généralisé, articulé

autour du terme réponse.

Définition : Réponse. Nous appelons réponse de l'écran généralisé, ou simplement réponse, le

couple de la distribution du courant et de la distribution de charge sur cet écran généralisé.

Dans le § 2.3 a été batie une décomposition de la réponse de 1'écran généralisé, qui se préte
bien a une classification. Cependant, cette décomposition repose sur une construction

géométrique qui n'est pas unique.

Théoréme 1 : En notant C le bord interne, et C; le bord externe de 1'écran généralisé,
i) il existe une définition des coordonnées curvilignes (u', ?, z) dans 1'écran généralisé et sur ses

bords C et C;, conforme aux spécifications du § 2.2 et telle que :
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— si C; était matérialisé par une paroi mince d’un conducteur électrique idéal, une densité de
charge linéique locale p, indépendante des variables u* et z correspondrait & 1'équilibre
¢lectrostatique de la paroi seul objet dans 1'espace,

—si G et G étaient respectivement matérialisés par une paroi mince d’un conducteur électrique
idéal, et que I’on formait de cette fagon les deux parois d'un condensateur supposé ne contenir

u'un diélectrique homogéne, les surfaces u' = constante seraient les surfaces équipotentielles
9

apparaissant a I’équilibre électrostatique apres la charge de ce condensateur ;
ii) de plus, cette définition de la coordonnée u* dans 1'écran généralisé et sur ses bords G et G,

est unique a une constante additive pres.

Preuve : Supposons que nous déposions une charge linéique Q, constante le long de I'écran

généralisé, sur la paroi extérieure (. métallisée, supposée seule dans l'espace. Du fait de
l'invariance de C; par translation le long de Oz, la densité surfacique de charge p, qui apparait
al’équilibre sur C; a également cette symétrie et ne dépend donc pas de z. Supposons qu'il existe

une coordonnée u* répondant a la question, et appelons L la longueur de la courbe fermée I'(0).
Comme la densité de charge linéique locale p, est indépendante de u?, elle est égale 4 p, , d’aprés
(2-6), et en utilisant (2-4) nous obtenons :

27

1 ¢2=
C=], Ps %d”’zzﬂjo podw =p,=py, (2-19)

En utilisant a nouveau (2-4), nous obtenons :

h, = 2 (2-20)
27p
Si s est une abscisse curviligne sur I'(0), la coordonnée u* vérifie donc :
du* 2m
- = & (2_21)
ds 0

qui est une équation différentielle définissant u* & une constante additive prés, ce qui établit

l'unicité sur ;. L'unicité sur l'ensemble fermé délimité par le bord en découle.

Pour établir l'existence des coordonnées curvilignes (u', u?, z), nous notons en premier lieu
que les surfaces u'= constante sont simplement définies par les surfaces équipotentielles. Le
probléme subsistant est la définition de la coordonnée u” sur les courbes intersection des surfaces

u'= constante et des plans z = constante. Soit s une coordonnée curviligne sur une de ces courbes.
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La charge linéique Q étant déposée sur 1’écran généralisé, nous voyons que si la charge
surfacique pg apparaissant sur C; métallisé et seul objet dans I'espace est intégrable, (2-21) admet

des solutions permettant de calculer u*. Or pg se définissant comme la dérivée (aux sens des
distributions) de la charge par rapport aux coordonnées s et z, elle est nécessairement intégrable
au sens de Lebesgue. De plus, il est physiquement clair que pg est soit partout positive, soit
partout négative. Nous pouvons donc obtenir a partir de (2-21) une quantité #* qui sera bien

monotone, donc appropriée pour définir une coordonnée. Pour cette définition de u* nous avons :

ds
p,=2rhps=2n 2P =0 (2-22)
qui est bien une constante, CQFD.

Notons que la densité surfacique de charge a la surface d’un conducteur cylindrique chargé
peut présenter, sur d’éventuelle arétes, des singularités [35, § 4.1 a § 4.7], qui si elles existent,
sont en pg =< |3s|'~ ' ou I’exposant de la singularité v prend ses valeurs entre 0,5 et 1, et ou Js est
la différence entre 1’abscisse curviligne s du point courant et celle s, de la singularité. Par
conséquent, selon (2-21), la coordonnée u* varie en |Js|" sgn(s) au voisinage de la singularité de
densité surfacique de charge, sgn(s) étant le signe de s, ce qui montre que la coordonnée u” est

continue. Par contre, 1> n’est pas dérivable (au sens des fonctions) sur la singularité.

Théoréme 2 : Soit une définition des coordonnées curvilignes (u', 1%, z) dont I’existence a été
démontrée dans le théoréme 1. La composante tangentielle i), e, +j,, 4, e, du vecteur courant

local iy, et la densité de charge lin¢ique locale p, sont définies de fagon unique.

Preuve : les expressions (2-7) et (2-8) définissant i,, e, + j,, h, e, et 1'expression (2-2)
définissant p, ne font apparaitre comme quantités liées au choix des coordonnées, que 4, et
h,du'. Les chemins d'intégration sont fixés indépendamment du choix de #*, par l'invariance des
surfaces u”> = constante et z = constante. D'aprés le théoréme 1, 4, est fixé et d’autre part 4, du'

est un invariant, CQFD.

Définition : Réponse tangentielle. Soit une définition des coordonnées curvilignes (u', *, z) dont
I’existence a ét¢ démontrée dans le théoréme 1. Nous appelons réponse tangentielle de 1'écran
généralisé le couple (i,, e, + j,, h, €,, p,) de la distribution de la composante tangentielle
iy, €, + jyoh, e, du vecteur courant local, et de la distribution de la densité de charge liné¢ique

locale p,.
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Nous notons que la validité de cette définition découle du théoréme 2.

Définition : Réponse standard. Soit (i,, e, + j,, h, €,, p,;) la réponse tangentielle de I'écran
généralisé. Nous définissons les réponses standards de 1'écran généralisé en nous appuyant sur
I’unique décomposition de la réponse tangentielle en série définie par (2-5), (2-11) et (2-12),
comme les distributions de courant et de charge non nulles suivantes :

i) une réponse de type i,,, estun couranti,, (u*, z)=i,,,(2);

ii) une réponse de type p, , est une charge linéique p, (1%, z) = p, , (2) ;

iif) une réponse de type jyq, €st un courant linéique j,, (1%, 2) = ;00 (2) ;

iv) V n € N*_ une réponse de type i,,, estun couranti,, (v’ z)=1i,,, (z) exp(inu’®);

v) ¥ n € N*, une réponse de type p, , est une charge linéique p, (1%, z) = p, , (z) exp(inu?) ;

vi) ¥ n € N*, une réponse de type j,,,, est un courant linéique j,, (i, 2) = j,0, () exp(inu?).

Par abus de langage, nous considérerons qu'une réponse standard est une réponse
tangentielle. Selon cet abus, V n € N,
— une réponse de type i), , est identifi¢e a la réponse tangentielle (i,,, e,,0);
— une réponse de type p,, est identifiée a la réponse tangentielle (0, p, , ) ;

— une réponse de type j,,, , est identifiée a la réponse tangentielle ( j,,, /1, e,, 0).

Nous remarquons que notre classification ne prend pas en compte les courants i, éventuels,
qui n'en demeurent pas moins possibles. Leur existence n'est ni niée, ni négligée : ces courants
ne sont simplement pas décrits. Ceci n'est pas une limitation importante de notre classification,
car de tels courants sont habituellement associés a une réponse d'un des types que nous
définissons. Comme nous l'avons déja indiqué au § 2.3, il a été par exemple établi que le

phénomene de marsouinage sur les écrans tressés peut apparaitre conjointement a une réponse

de type iy, -

Nous notons que les réponses tangentielles d’un écran généralis¢ forment un espace
vectoriel. Il est donc possible de parler de combinaisons lin€aires de réponses tangentielles. En
utilisant I’abus de langage déja indiqué, il est donc possible de parler de combinaisons linéaires
de réponses standards, qui sera une réponse tangentielle (mais en général pas une réponse

standard).

Theéoreme 3 : Toute réponse tangentielle d un écran généralisé peut étre écrite comme une somme

de réponses standards, chacune d’un type différent, et cette décomposition est unique.
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Preuve : Ce théoréme est simplement la conséquence de I’existence et de 1’unicité de la

réponse tangentielle, et de 'unicité des décompositions en série de Fourier (2-5) (2-11) et (2-12).

Définition : Décomposition canonique. L unique décomposition définie dans le théoréeme 3 est

appelée decomposition canonique de la réponse tangentielle.

Définition : Réponse tangentielle pure. En un point z le long de I’écran généralis€, une réponse
tangentielle est localement pure s’il n’y a qu’un terme non nul dans sa décomposition canonique
en ce point. Le type de la réponse tangentielle est le type de ce terme non nul. La réponse
tangentielle est pure le long de [’écran s’il n’y a qu’un terme non nul donné dans sa
décomposition canonique, tout le long de 1’écran, c’est-a-dire si sa réponse tangentielle est une

réponse standard.

2.5 Réponses standards indépendantes

Soumis a un environnement €lectromagnétique donné, I'écran généralisé aura une réponse
tangentielle dont la décomposition canonique sera une superposition de plusieurs réponses
standards. Cependant, a ce stade, nous ne savons pas s’il est possible de produire une réponse
tangentielle pure d’un type donné sur un écran généralisé donné, que ce soit localement, ou le
long de I’écran. L’objet de ce paragraphe est de répondre a cette question, en apportant des

améliorations importantes par rapport au texte publi¢ en 2000 [53].

Définition : Indépendance physique. Pour un écran généralisé donné et pour p € N*, une famille
de p réponses standards est dite physiquement indépendante si et seulement si, elles sont de types
deux a deux distincts et que, pour toute famille de p quaternions réels, nous pouvons concevoir
une expérience physiquement réalisable dans laquelle des sources électromagnétiques dans le
volume a D’extérieur de 1’écran généralis¢ induisent une réponse tangentielle dont la
décomposition canonique contient chacune des réponses standards de la famille, multipliée par

le quaternion de méme indice.

Cette définition utilise la structure triviale d'espace vectoriel de I’ensemble des réponses
tangentielles. Du fait de 1’orthogonalité des fonctions exponentielles dans (2-5), (2-11) et (2-12),
toute famille de p réponses standards de types différents est linéairement indépendante. Par
conséquent, I’indépendance physique de p réponses standards entraine qu’elles sont linéairement

indépendantes. La réciproque est évidemment fausse, parce que des lois physiques et la structure
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de l'écran généralisé imposent des relations supplémentaires.

Théoreme 4 : Pour w # 0, une réponse de type i, , et une réponse de type p, , ne sont pas
physiquement indépendantes, car elles sont li¢es par (2-17), qui entraine que si la réponse de type

iy, €st connue le long de 1'écran généralis¢, il n'y a qu'une seule réponse de type p, , possible.

Le théoreme 4 signifie donc que les réponses de type p, , n'ont pas a étre prises en compte
pour construire I'ensemble des réponses tangentielles physiquement indépendantes d'un écran
généralisé. L'utilisation des réponses de type p, , dans la théorie répond par contre au besoin

d’une description locale compléte de la réponse tangentielle.

Théoréeme 5 : ¥ n € N*, une réponse de type i), ,, une réponse de type j,,, et une réponse de type
p, , N€ sont pas physiquement indépendantes, car elles sont liées par (2-18), qui entraine que si
les réponses de type i), , et p, , sont connues le long de I'écran généralisé, il n'y a qu'une seule

réponse de type j,,, possible.

Ainsi, pour n > 1, les réponses de type j,,, , ne peuvent pas exister indépendamment des
autres types de réponse standard, le long d'un écran généralisé. En effet, si les charges
apparaissant du fait d'une telle densité de courant ne sont pas enlevées par une variation
longitudinale convenable de courant i, d'amplitude convenable, alors selon (2-18) une charge

linéique p, , apparait.

Nous pouvons aussi dire que pour z > 1, les réponses de type j,,, n'ont pas a étre prises en
compte pour construire l'ensemble des réponses tangentielles physiquement indépendantes d’un
écran généralisé. L'introduction des réponses de type j,, , dans la théorie répond par contre au

besoin d’une description locale compléte de la réponse tangentielle.

Théoreme 6 : Sur un écran généralisé dont le bord externe est un conducteur électrique idéal,
toute famille de réponses standards ne comportant ni réponse de type p, o, ni réponse de type j,,,
pour n € N*, et ne comportant qu'au plus une réponse standard de chaque type, est physiquement

indépendante.

Preuve : En premier lieu, nous plagons 1'écran généralisé dans le vide, avec des sources
fournissant la puissance électromagnétique dans le volume a I’extérieur de 1’écran généralisé. Le
bord externe étant un bon conducteur électrique, nous avons i, = 0, et les seuls courants

possibles sont des courants superficiels sur le bord externe.
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En second lieu, nous considérons, en I’absence des dites sources électromagnétiques, une
famille de p réponses standards selon I'énoncé du théoréme. Pour toute famille de p quaternions
réels, nous pouvons considérer la réponse tangentielle égale a la somme des produits de chaque
réponse standard par le quaternion de méme indice. A partir de cette réponse tangentielle, nous
pouvons manifestement créer une nouvelle réponse tangentielle en lui ajoutant des réponses de

type p, o, et de type j,,, de telle fagon que (2-17) et (2-18) soient vérifiées.

I1 suffit d’invoquer le théoréme de I’ Annexe B pour que le théoréme 6 soit démontré, car
la décomposition canonique de la nouvelle réponse tangentielle contient chacune des réponses

standards de la famille, multipliée par le quaternion de méme indice.

Théoreme 7 : Si le bord externe d’un écran généralisé est un conducteur électrique idéal :

(7) 1l est toujours possible d’utiliser des sources électromagnétiques dans le volume a I’extérieur
de I’écran généralisé pour créer une configuration de champs qui induira une réponse tangentielle
pure le long de I’écran, de type j,,, ou bien, V n € N, de type i,, , indépendante de z ;

(i) il est toujours possible d’utiliser des sources ¢lectromagnétiques dans le volume a I’extérieur
de I’écran généralisé pour créer une configuration de champs qui induira une réponse tangentielle

localement pure de type quelconque.

Preuve : Pour une réponse tangentielle égale soit a une réponse standard de type j ., soit
a une réponse standard de type i,, , indépendante de z, nous notons que (2-17) et (2-18) sont

automatiquement vérifiées. Le théoréme de I’ Annexe B s’applique donc, ce qui démontre (7).

Pour établir le (i7), qui concerne des propriétés locales, V n € N, considérons une réponse
standard de type p, ,. Pour vérifier (2-17) ou (2-18) selon le cas, nous pouvons lui adjoindre une
réponse standard de type i), dont la dérivée par rapport a z est appropriée, telle que i), (z,) = 0.
En utilisant le théoréme de 1’Annexe B, nous pouvons déterminer des sources produisant la

réponse tangentielle (i,, e, , p,), qui est localement pure en z = z,,.

Enfin, V n € N*, considérons une réponse standard de type j,,,. Pour vérifier (2-18), nous
pouvons lui adjoindre une réponse standard de type i), , dont la dérivée par rapport a z est
appropriée, telle que i, , (z,) = 0. En procédant comme ci-dessus, nous pouvons déterminer des

sources produisant la réponse tangentielle (i,, e, + j,, 1, €,, 0), qui est localement pure en z = z,.
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2.6 Méthode générale de calcul des réponses standards

La détermination des réponses standards est basée sur les développements en série de
Fourier de (2-5), (2-11) et (2-12) appliqués a la densité de charge liné¢ique locale p, définie par
(2-2) et a la composante tangentielle i,, e, +j,, i, €, du vecteur courant local i, défini par (2-7)
et (2-8). Le seul point délicat dans la détermination des réponses standards est donc le calcul de
coordonnées curvilignes conformes aux hypothéses du théoréme 1 du § 2.4. Dans ce paragraphe,
nous allons exposer une méthode pour le calcul des coordonnées u' et u* dans le volume a

I’extérieur de 1’écran généralisé et sur le bord externe (.. Cette méthode sera ensuite utilisée

dans les trois paragraphes suivants, ou seront traités trois formes de bord externe de l'écran

généralisé : le cylindre de révolution, le cylindre elliptique et le cylindre a section rectangulaire.

La détermination des coordonnées u' et u* selon les hypothéses du théoréme 1 étant un
probléme dans le plan, nous I'aborderons naturellement sous 1'angle des fonctions analytiques.

Pour résoudre le probléme d'un bord externe C; matérialisé par une paroi conductrice électrique,

chargé, seul objet dans 1'espace, nous considérerons le potentiel complexe { correspondant, qui
est une fonction analytique [Annexe C] pouvant étre calculée par diverses approches. La partie
réelle V' de {est le potentiel électrique, et nous notons F'1'opposé de la partie imaginaire de ¢, qui

est généralement appelé la fonction flux.

Nous savons [Annexe C, § C-1 et § C-2] que les lignes F' = constante sont des lignes de
champ, et que le flux du champ électrique (par unité de longueur dans la direction Oz) entre les
lignes de champ F' = F, et F'=F), est simplement F, - F,. En particulier, le long du bord externe

C; matérialisé par une paroi conductrice électrique, la densité surfacique de charge de la

distribution superficielle vaut :
dF

=&, —
Ps = &0

(2-23)

Dans le cas qui nous intéresse, nous supposons que la distribution superficielle est la
distribution d’équilibre électrostatique de I’écran généralisé chargé seul dans I’espace. Selon (2-
20) nous avons :

O=2mh,p, =27t805—F2 (2-24)
u

ou Q est la charge sur I'écran généralis€, par unité de longueur le long de 1'axe Oz. Nous voyons
donc que, si le potentiel complexe { est produit par la charge linéique Q=+2 m ¢, % 1 Volt, alors

u” est défini & une constante additive prés par u* ==+ F/ 1 Volt.
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2.7 Cas d’un bord externe cylindrique de révolution

Considérons un écran généralisé dont le bord externe est un cylindre de révolution. Nous

ne supposons pas que 1’écran généralisé ou ses bords sont des conducteurs €lectriques idéaux.

Si Oz est I’axe du cylindre de révolution constitué par le bord externe, une valeur possible

du potentiel complexe défini au § 2.6 est [Annexe C, équ. (C-20)] :

x+1i
§=- € 1 i (2-25)
2re, a
ou a est une longueur arbitraire,
si bien que nous avons : V= —ZLIIWX2 +y°
e
0 ‘ (2-26)
F= 5 arg(x +iy)

0

Ainsi, selon (2-24) nous pouvons prendre u* = 6, 6 étant I’argument de la variable complexe
x + iy, et choisir les coordonnées (u', v, z) simplement égales aux coordonnées (r, 0, z) des
coordonnées cylindriques (de révolution), dans le volume a I’extérieur de 1’écran généralisé et

sur son bord externe. Nous avons, pour ces coordonnées i, = 1 et h, = r.

Dans le cas ou le bord interne de I’écran généralisé est un cylindre de révolution coaxial
au bord externe, les coordonnées (r, 6, z) sont conformes aux hypothéses du théoréme 1 a

I’intérieur de I’écran généralisé, et en notant 7, et 7, les rayons du bord interne et du bord externe,

nous avons :
Tg
p.(6,z)=2m J prdr (2-27)
T
et i, =ipe +j,resti,e (2-28)
avec
( rE

Y Jvo = 27 j-e, dr (2-29)
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2.8 Cas d’un bord externe cylindrique a section droite elliptique

Considérons a présent un écran généralisé dont le bord externe est un cylindre elliptique,
c’est-a-dire un cylindre a section droite elliptique. Nous ne supposons pas que I’écran généralisé
ou ses bords sont des conducteurs €lectriques idéaux. Soit a le demi-grand axe et b le demi-petit
axe de l'ellipse, dont I'équation paramétrique est donc, pour un choix convenable de ’axe Oz et
de l'orientation de Ox :

X =acost
{ (2-30)

y=bsint

Une valeur possible du potentiel complexe défini au § 2.6 est [Annexe C, équ. (C-26)] :

0 x+iy
—80 o —arg COShW (2_31)

ou V, est le potentiel (arbitraire) du bord de I’ellipse, et ou a est la constante sans dimension.

E=Vy+

a

o =arg tanh[é) (2-32)

A partir de cette expression, nous pouvons déterminer les coordonnées cartésiennes d’un

point a partir du potentiel et du flux, avec

x= va’ -b’ cosh[zgo (V—%)—a:| cod o
- - (2-33)

y=—va’ -b’ sinh[zjgo (V—V())—a} sin 2750 F

Cette expression nous donne directement, sous forme paramétrique, les lignes équipotentielles,

qui sont des ellipses homofocales, et les lignes de champ, qui sont des hyperboles homofocales.

Sur Pellipse, en posant V' =V, dans (2-33), nous obtenons une expression qui, comparée

a (2-30) nous donne :
2me,

0

F (2-34)

Cette expression, par application du théoréme de Gauss au flux Q/¢, obtenu en faisant varier ¢ de

2x, nous permet de vérifier que Q est bien la charge linéique totale.

Ainsi, selon (2-24) nous pouvons prendre, dans le volume a I’extérieur de 1’écran généralisé
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et sur son bord externe, les coordonnées (u', 1%, z) égales aux coordonnées (&, &, z) ou & et &,
sont les coordonnées elliptiques [5, p. 503], qui correspondent respectivement a - V" et F' pour
Q=2 me, x 1 Volt. A titre d'exemple, la Figure 2-3 montre un calcul de V et F = u*. Nous notons

la coupure dans le plan.

1

\ 7 /
u2=9n/16 w?=71/16 3 ;9/08

3.668 u2=5m/16
3.668 u2=m/2

WS s stnseeioety € gl
e |G .’;&,‘ "“ - \

u=11n/16

{ w=r f . /1.7(/;/1/ .'?‘
T e

u?=0
‘@ 3.1/86 }
L u2=-i5n/16 ' ““ ’ ’. u?=-n/16 —_—

SRS
\ 0"' e W, ]
u2=-13n/16 3.186 “

3427
u2=-911/16 uz=-7r/16

u2=-3n/16

3.668

u2=-1 1 n/16 \
3.668
uz=-3n/4 —
3908 ~ W=5m/8 u2=-x/2 w=-31/8 3.908
_ | \ N\
1 T T T
-1 -05 0 05 1

Fig. 2-3 : coordonnées pour un bord externe de section droite elliptique

Il faut noter que les coordonnées (u', 1%, z) ainsi définies peuvent étre appelées coordonnées
cylindriques elliptiques [52, p. 529] pour V, = 0 V et a = 0, mais ne correspondent pas aux
coordonnées elliptiques confocales [3, § 1.18] [5, p. 514 et p. 657] [52, p. 299].

De (2-34) nous pouvons tirer le champ complexe donné par :

2-35
Y dx+idy (2:33)
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ce qui donne :

E,—ik, = 5 (2-36)

A l'aide de (2-38) et (2-36), nous établissons facilement que, sur le bord externe de 1'écran
généralisé, la densité de charge surfacique vaut :
0] 1
2mab ) (2-37)
JE— + i,
b4

En partant de (2-33), nous calculons simplement que A, et h, sont donnés par :

=+a’ -b? \/coshz (u1 + OC) —cos” u’ (2-38)

Ps=

dont nous déduisons directement 4, et A, sur le bord externe :

2 2
h =h,=ab XX (2-39)

a b

Enfin, il est rassurant de remarquer que I’ utilisation de (2-20), avec (2-37) permet d’obtenir
(2-39) sans utilisation de (2-38).
2.9 Cas d’un bord externe cylindrique a section droite rectangulaire

Traitons a présent le cas d'un écran généralisé dont le bord externe est un cylindre a section
rectangulaire. Nous ne supposons pas que 1’écran généralisé ou ses bords sont des conducteurs

¢lectriques idéaux. Nous supposerons que a est le grand coté et b le petit c6té du rectangle. Nous

4]
0]

utiliserons comme €quation :

y=0or y=-b pour xe[

NIQ

(2-40)

x=-2 or x=2 pour e[
2 2 4

Nous allons utiliser le potentiel complexe connu d'un fil fin en X=0 et Y =1, chargé avec

une charge linéique Q, placé au dessus d'un plan de masse infini [8, p. 209] en Y =0, qui vaut :
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0 X+i(Y+1)
6= 27e, 1n[X+i(Y—l)j (2-41)

Nous faisons a présent correspondre ce probléme a celui du potentiel complexe défini au
§ 2.6, par la transformation de Schwarz-Christoffel [Annexe C, § C-5 et § C-6] [10, p. 3147

représentée sur la fig. 2-4 :

X+1Y\/h—t t)

(¢ +1)

dt (2-42)

X+1y=— J

ou / et k sont définis comme une solution de :

LI [Py ' 1—k2 2 1 kKt
R G Y i Y
o (t2+1) t +1)
(2-43)
-2 -n) (Fr-1) J# =) (1)
1 j dt
" (£ +1 (¢ +1)
4= b
et A par : j; \/(t2_h2)(1_k2f2) (2-44)
i dr
h (£ +1)

ksh 4

Fig. 2-4 : la transformation de Schwarz-Christoffel utilisée

T Les expressions (365), (366) et (367) de [10] doivent étre modifiées, car nous ne pouvons pas imposer
arbitrairement 4 = 1.
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Cette transformation fait correspondre 1'axe réel ¥ = 0 au bord externe de I'écran défini par
(2-40), le demi-plan ouvert ¥ > 0 a l'espace entourant 1'écran et le point de coordonnées X = 0 et
Y =1 a l'infini. Nous notons que la partie réelle /" du potentiel complexe est nulle sur le bord

externe de 1'écran.

La résolution numérique de (2-43) et (2-44) ne pose pas de probleme. Les formules (2-41)
et (2-42) deviennent alors un outil simple et efficace pour déterminer le potentiel en tout point
de l'espace. En particulier, sur le bord externe de I'écran, nous avons Y =0, et I'examen de (2-41)

montre que nous obtenons : 0
F=—=arg(X +i) (2-45)

TE,
En utilisant (2-24) et en adoptant u> = F + m pour Q = 2 me, nous obtenons l'expression

miraculeuse :

1
w=m-2 arctan(—) (2-46)
X

sur le bord externe de 1'écran, qui correspond a une coupure en X = 0. Notons que pour X > 0

nous avons :

u* =2arctan X (2-47)

sur le bord externe de 1’écran généralisé. Les expressions (2-42) et (2-46) permettent de trouver
trés efficacement la position de chaque point du bord externe de I'écran correspondant a une
coordonnée u* donnée, puis d'étendre la définition de u* au volume a I’extérieur de I'écran
généralisé. C'est ce que nous avons fait sur la Figure 2-5 dans le cas a = 2b : apres avoir tracé le
bord externe (courbe ¥ = 0), nous avons tracé des courbes u*> = constante. Celles-ci ont été

obtenues en intégrant (2-42) le long des lignes de champ, qui selon (2-41) sont déterminées par :
exp(V + z'[ﬂ: —~ uz]) +1

A= exp(V+i[7r—u2])—1

(2-48)

avec 1’ constant et J paramétre variable prenant la valeur 0 sur le bord externe de I'écran.

Cette construction est particuliérement intéressante car elle montre que la coordonnée u*
peut étre aisément définie pour un bord externe présentant des angles, sans avoir a recourir a des
méthodes numériques de calcul pour un probléme a deux dimensions. En effet, la résolution de

(2-43) et (2-44) est un probléme a une dimension.

Le calcul présenté illustre aussi le commentaire sur la continuité de la coordonnée u?, qui
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suivait la démonstration du théoréme 1 du § 2.4 : bien que le bord externe présente des angles,

u* est continue.

w=31/16

4 w=n/8 /
f
L { u2=n/4 / i
|

u2=5n1/16

\ u2=3n/8 /_

u=7n/16
-

we=mw/2

w2=9n/16 ~

u=5n/8

w=11n/16

w=151/16
u2=13n/1
-18— \ \ \6 u?=3n/4 —
\

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Fig. 2-5 : coordonnées pour un bord externe ayant une section droite rectangulaire

(seulement la moitié du cylindre est montrée)

2.10 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre défini une classification des réponses d’un écran généralisé
cylindrique soumis a une agression ¢électromagnétique extérieure. De nombreux aspects de la
théorie présentée sont trés généraux, dans la mesure ou elle n’est limitée ni dans le domaine
fréquentiel, ni par la forme de la section droite de I’écran généralisé. Cependant, les calculs n’ont

¢té vraiment simples que dans le cas d’un écran possédant la symétrie de révolution.
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Chapitre 3 : Utilisation des quaternions

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, quaternion et nombre hypercomplexe désigneront les mémes Etres
mathématiques que nous avons utilisés a partir du § 2.3. L’utilisation originale des quaternions
par Hamilton, en tant que somme d’un scalaire et d’un vecteur de I’espace euclidien de dimension
3, n’ajamais été tres populaire en physique. En effet, les vecteurs, qui furent aussi introduits par
Hamilton et définis comme une partie d’un quaternion [11, ch. 1 § 1 and § 4], furent dissociés
du concept de quaternion par Gibbs, et connurent un succes indépendant. Maxwell, par exemple,
expliquait que les vecteurs de Hamilton étaient naturels pour décrire les quantités physiques (sans
ces vecteurs, les physiciens travaillaient directement sur les coordonnées), mais que

I’apprentissage du calcul des quaternions pouvait étre évité [1, § 10, § 11 et § 618].

Cependant, I’emploi des quaternions s’avere avantageux pour traiter nombre de questions.
Dans le domaine de I’ingénierie électrique, des articles récents utilisant les quaternions
concernent le traitement numérique du signal [55], et 1’€lectromagnétisme fondamental [54] [59].
Ces applications ne sont pas liées a celle que nous allons aborder ci-dessous, qui figure dans deux

articles [53] [56] [58] employant les quaternions pour traiter d’écrans cylindriques.

Le premier objet de ce chapitre est de compléter les notions de bases de I’Annexe A en vue
d’établir rigoureusement la formule hypercomplexe de conservation de la charge sur 1’écran
cylindrique isolé, constituée de (2-17) et (2-18), qui a été établie un peu intuitivement au § 2.3.
Le second objet de ce chapitre est, plus généralement, de discuter I'intérét de I’emploi des
quaternions dans cette expression, et de préciser les régles applicables aux amplitudes
hypercomplexes obtenues par transformée de Fourier. Enfin, en utilisant ces régles, nous

déterminerons les amplitudes hypercomplexes pour les ondes cylindriques.

3.2 La formule hypercomplexe de conservation de la charge sur I’écran isolé

En partant de (2-15) nous pouvons directement établir :

di 9, J
PR A e P U EU
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ou £ est le temps, ot p, (1%, z, £) est la densité de charge linéique locale (exprimée en C/m) définie
par (2-2), ou i,,(t/%, z, 1) et j, (1, z, t) sont respectivement un courant (exprimé en A) et une
densité linéique de courant (exprimée en A/m) définis par (2-7) et (2-8), et ou nous avons
explicitement indiqué la dépendance de chacune des distributions p, , i, et j,, vis-a-vis des trois
variables réelles u?, z et £. Nous supposerons que ce sont toutes des distributions tempérées, si
bien que leurs transformées de Fourier sont toujours définies [20, ch. VIII] et sont elles-mémes

des distributions tempérées.

Considérons le développement en série de Fourier de p, (1%, z, t) par rapport a I’azimut u*:

p(u?,z,t)=p, o(z.t)+ Re[i p..(z.1) exp(d nuz)} (3-2)

n=1
avece

1 21

pLolzt)=— pL(uz,Z,t)a’u2
2w Y0
et pour n non nul | en (3-3)

p,.(z,t)=— ) p, (%, z,t)exp(- inu’)du®
n

ou p, (1%, z, £) et p, , (z, ) sont réelles, et ou, pour n > 1, p, , (z, £) € R + i R. Pour établir cette
expression, nous avons noté que p,(u*, z, f) étant réel, nous pouvions profiter de la symétrie
hermitienne en n’utilisant que des indices positifs ou nuls. Nous avons aussi utilisé le fait que les
coefficients complexes p, , (z, ) de la série de Fourier peuvent étre considérés comme des
quaternions de R + i R. Chaque valeur de n correspond a un terme de (3-2) ayant une périodicité
différente par rapport a I’azimut : pour n = 0, le terme est indépendant de »?, tandis que pour
n > 0 la période par rapport a u* est 2nt/n. Pour tout n€N, en utilisant les distributions réelles

Re(p, , (z, t)) et Im, (p,, (z, £)), nous pouvons écrire :

pL.(z1)=Re(p,,(z1))+1 Im,(p,,(z1)) (3-4)

A présent, les distributions Re(p, , (z, 1)) et Im, (p, , (z, ?)) étant réelles, nous pouvons leur
appliquer une transformation de Fourier par rapport au temps, avec une intégration sur |-oco, o[

ou sur [0, o[ en utilisant a nouveau la symétrie hermitienne. Nous obtenons :

Re[p, , (=.1)] = %j for(2:0) ™ do=Re| [ fy,(z0)e* do|  (-5)
oo 0
avec /o (20) :%ZRe[an(z,t)] Ty (-6
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et Im[anzt]——jflnzw) I dw = Re{Jf,nza)) JC‘”dco} (3-7)
avec f,n(za) J.Im [an ] e 7 dt (3-8)

ou nous avons utilisé la possibilité d’effectuer la transformée de Fourier dans le plan R + j R.

Nous définissons [61] I’amplitude hypercomplexe p, , (z, @) par le quaternion :
Pr.(z0)=fr(z,0)+ f,,(z,0) 1 (3-9)

Nous pouvons alors vérifier que :

an(z,t):%J. i, (z,a))da):CO{J.ej“”an(z,a))dw} (3-10)

0

—oo

+oo

1
avec PL,, z, 60 ;J- ( z, t (3-11)

A ce stade, nous devons noter que (3-10) résulte de I’absence, au cours du calcul,
d’interférence entre les termes contenant un i et les termes contenant un j : il n’apparait pas de
nombre réel lorsque ces deux nombres sont multipliés. Ceci n’aurait pas été vrai si nous avions
choisi d’utiliser i au lieu de j dans (3-5) a (3-8). En utilisant (3-2) et (3-10) et en inversant

I’ordre de la sommation et de I’intégration, nous obtenons :

oo

p.(.zt)=Re| [*SY p, (z.0)e* tdw (3-12)
0 n=0
ou il faut prendre garde a ce que pour n > 1, les amplitudes hypercomplexes p, , (z, ®) ne
commutent pas avec les exponentielles. Les amplitudes hypercomplexes de i,, , (z, ®) et
Jvo. (2, ) sont définies avec des expressions similaires a (3-2) a (3-9), respectivement a partir
des quantités réelles i,,,(, z, £) et j,(1?, z, t). Ces amplitudes hypercomplexes ont évidemment

des propriétés similaires a (3-10) a (3-12).

Nous pouvons a présent calculer les trois dérivées partielles qui apparaissent dans (3-1).

Pour la dérivée partielles de i,,, nous obtenons directement :

a. N j wt N 8l n inu
a’j (uz,z,t)zRe[jeJ {2 aVz (z,m)e }da)] (3-13)

0 n=0

Pour la dérivée partielle de j,,, en utilisant (A-15) de ’annexe A, nous obtenons :
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8 J.nuz r
8]uVO (*,z2,1) Re[j g o {ijn z,)ne }lda):l (3-14)

n=1

Pour la dérivée partielle de p ,, en utilisant (A-16) de ’annexe A, nous obtenons :

+

%(uzjz,[)zRe j:oejwl jw {ip“(z,a))ei”“z }da) (3-15)
n=0

0

En utilisant (3-1), (3-13), (3-14) et (3-15) nous obtenons 1’équation suivante, valide pour

toute valeur de z, de ¢ et de u* :

8 2
RGD m;z{ ’VAn (z,0)+ jyo,(z,0)ni+Fop,,(z, (o)} i dw}:o (3-16)

Il est facile de montrer que, pour toute fonction hypercomplexe continue a(w) et pour toute

suite hypercomplexe f, nous avons :

oo

Ve, Re{jejwtoc(a))da)} =0 < {Vo20, Co,(a(w))=0} (3-17)

0

{Vuz, Coj[iﬁnei'mz}:()} & {Vn20, B,=0} (3-18)

Nous en déduisons immédiatement que (3-1) est équivalente a

Ji
;V;n(z, O)+nj,,(z, @) i+ jwp,,(z, ®)=0 (3-19)

VneN, VzeR, V>0

qui est bien la formule hypercomplexe de conservation de la charge sur I’écran cylindrique isolé,
déja énoncée au § 2.3. Nous notons qu’un autre choix aurait pu étre fait dans (3-9), en ce qui
concerne I’ordre des facteurs ne commutant pas, et qu’il aurait conduit a des résultats ultérieurs

différents.

Nous pouvons aussi énoncer que d’autres équations linéaires similaires a (3-1), contenant
des quantités réelles dépendant de 1’azimut u” et de ¢ peuvent étre transformées en une équation
similaire a (3-19), contenant des amplitudes hypercomplexes dépendant de la variable positive

o et de I’indice positif .

52



3.3 Passage incorrect dans le domaine fréquentiel

Partons a nouveau de (3-1), en utilisant cette fois des nombres complexes au lieu des
quaternions. En utilisant la définition (2-5), qui est la version complexe de (3-2) et les définitions

(2-11) et (2-12), nous obtenons que pour tout n € N,

9
- (Z’t)+jnjV0n(Z7t)+ p&th (Z,t):o (3-20)

ou j est I’élément habituel de C, dont le carré vaut —~1. Pourn =0, p,,, i), €tj oo sont des
nombres réels. Pourn > 1, p,,, iy, ,¢etj,0, sont des éléments de C, et leur phase représentent
un azimut initial. Pour obtenir 1I’expression applicable a une excitation harmonique temporelle
a la pulsation w,, nous pouvons penser a simplement remplacer la dérivée temporelle dans (3-20)

par jo,. Sinous mettons en oeuvre ce “passage naif dans le domaine fréquentiel”, nous obtenons :

I
%(Z,@O) +J I:n.jVOn(29w0)+prn(Z7w0)]:0 (3-21)

Dans cette formule, la multiplication par le méme nombre complexe j semble représenter

soit une “rotation” de Au® = /2n, soit un déphasage de At = 1/2m,. C’est étrange.

Par exemple, nous pouvons envisager une source fournissant la puissance
¢lectromagnétique, qui produit une excitation harmonique temporelle a la pulsation w,,, dans un
dispositif tel que la composante de la densité de courant parallele a Oz est partout négligeable le
long d’un écran généralisé. Dans ce cas, pour tout #* et pour tout z, nous avons i, (# z, t) = 0.
Donc, pour tout # et pour tout z, nous avons i,,, (z, ®)= 0. Si le “passage naif dans le domaine

fréquentiel” était correct, nous pourrions affirmer que, dans le domaine fréquentiel,

VneN, VzeR njo,(2,0,)+w,p,, (z,0,)=0 (3-22)

Nous notons qu’il est physiquement évident, d’apres (3-1), pour n # 0, d’une part que
I’amplitude de la charge est maximale la ou la dérivée partielle de j,, par rapport a ’azimut est
maximale, et d’autre part que la charge et j,, sont, dans le temps, en quadrature. Pour n # 0,
I’équation (3-22) signifie malheureusement que les charges apparaissent en méme temps que les
variations de j,,,, avec une amplitude maximale de la charge au méme azimut que I’amplitude

maximale de j,,. Elle est donc fausse.
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3.4 Utilisation d’une transformée de Fourier complexe

Convertir une formule dans le domaine temporel en une formule dans le domaine
fréquentiel peut étre vu comme la mise en oeuvre d’une transformée de Fourier. Souvent, nous
considérons la transformée de Fourier d’une fonction réelle £{?), qui est une fonction complexe

f(w) présentant la symétrie hermitienne

f(-o) = f(w) (3-23)
qui permet de limiter le domaine d’intégration de la transformée de Fourier inverse a [0, «[. Nous
avons utilisé cette propriété, qui s’étend aux distributions tempérées, a plusieurs reprises au § 3.2.
Physiquement, elle signifie qu’il est possible de ne considérer que les w positifs. Par exemple,
pour un probléme électromagnétique linéaire impliquant des sources harmoniques temporelles

aune seule pulsation w,, nous n’aurons a prendre en compte que la solution obtenue pour @ = w,,.

C